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DOCTEUR

DE
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conseiller d’études, qui m’a consacré beaucoup de temps durant ces années.

Je remercie également M.Louis Jezequel qui a présidé mon jury, M.Jacques-Hervé Säıac et
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Résumé

L’étude des oscillations latérales des passerelles dues à l’excitation piétonne a suscité beaucoup
d’intérêt dans la communauté scientifique durant les dix dernières années. Un nombre important
de travaux a été publié : d’un côté, des essais expérimentaux sur des passerelles ont été réalisés, et
d’un autre, des modèles qui tentent de reproduire le phénomène ou du moins de cerner certaines
de ses caractéristiques ont été proposés. Tous ces modèles mettent l’accent sur le phénomène de
synchronisation entre les piétons et la passerelle, mais la plupart n’arrivent pas à s’inscrire dans
un cadre mathématique et physique rigoureux. De plus, la majorité de ces modèles néglige l’étude
du comportement des piétons sur la passerelle : leur répartition, leur évolution, leur vitesse... bien
que celui-ci joue un rôle important dans le déclenchement et le maintien des oscillations.

Dans le cadre de cette thèse, nous proposons un modèle continu foule-structure qui combine
une équation aux dérivées ordinaires modélisant les oscillations transverses de la passerelle et deux
équations aux dérivées partielles qui représentent le comportement de la foule, avec une prise en
compte rigoureuse du phénomène de synchronisation. L’approche adoptée assimile le comportement
de la foule à celui d’un fluide compressible, et le travail effectué a permis de développer une équation
eulérienne de type Kuramoto pour modéliser le phénomène de synchronisation. Un développement
analytique du modèle proposé permet de déterminer certaines caractéristiques du phénomène. Un
travail numérique poussé proposant de nouvelles méthodes de résolution du système d’équations,
favorise l’implémentation du modèle en limitant les erreurs numériques. L’application à des cas
réels comme la passerelle du Millennium à Londres ou la passerelle Solférino à Paris par exemple,
permet de comprendre et de reproduire correctement leur comportement dans différentes situations
de répartition et de marche des piétons. Les comparaisons avec les données expérimentales montrent
une très bonne concordance entre les résultats expérimentaux et les résultats de notre modèle tant
analytiques que numériques.

Mots clés : Passerelle piétonne, foule de piétons, modèle continu, synchronisation.



8



Table des matières

Table des figures 13

Liste des tableaux 19

Introduction générale 25

1 Etude bibliographique et problématique générale 27
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2.6 Détermination des fréquences propres et de l’amortissement structurel du dispositif 87

2.7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

3 Outils théoriques 93
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4.6.2 Retour au modèle continu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

4.7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

5 Etude analytique 123

5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
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5.5.2 Cas particulier où g(Ω) est de moyenne nulle . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

5.6 Comparaison avec les données expérimentales de la passerelle du Millennium . . . 139
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6.4.3 Schéma numérique pour la résolution de l’équation de transport pour la
fréquence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

6.5 L’équation de synchronisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
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2.19 Les transformées de Fourier des signaux enregistrés par les 6 accéléromètres . . . . 83
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6.3 Solution numérique obtenue par la méthode CK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
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moyenne des piétons est la fréquence modale du système piétons-TN : les figures
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7.3 Les différentes valeurs de ε[s/m] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

7.4 Comparaison entre les valeurs du nombre critique Nc pour la TN trouvée par
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Notations

Dans les tableaux 1, 2 et 3, on fait le point sur les notations qui sont utilisées dans la suite
de ce document. Il est utile de préciser que l’indice p est en rapport avec le piéton, et l’indice b
avec la passerelle (bridge) ou la structure sur laquelle le piéton se déplace.

a amplitude normalisée du déplacement de la passerelle (à mi-travée)
amin accélération de la passerelle à partir de laquelle les piétons ressentent les oscillations
amax accélération de la passerelle à partir de laquelle les piétons s’arrètent de marcher
b = ζ/γ pourcentage d’amortissement du système passerelle-piétons normalisé

fb = ωb
2π = 1

2π

√
Mb
K fréquence propre de la passerelle

fl fréquence latérale du mouvement du piéton
fL fréquence longitudinale du mouvement du piéton
fm fréquence du mouvement du piéton
fv fréquence verticale du mouvement du piéton
g accélération de la pesanteur
l(x, t) longueur des pas des piétons
l1p longueur de pas d’un piéton
l0 = 0, 71m longueur de pas moyenne pour une marche libre
m1p masse d’un piéton
mb masse de la passerelle par unité de longueur
q fréquence de “bloquage” normalisée du système passerelle-piéton
t variable de temps
tc la période de contact entre le piéton et le plancher durant un pas
tnc la période sans contact entre le piéton et le plancher durant un pas
u(x, t) déplacement de la passerelle
u(x, t) déplacement latéral de la passerelle
ũ déplacement latéral normalisée de la passerelle (à mi-travée)
vM vitesse moyenne de marche libre d’un piéton
x variable longitudinale en espace

Tableau 1. Les lettres minuscules
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A amplitude du déplacement de la passerelle (à mi-travée)
C amortissement modal de la passerelle
Cs fonction réductrice de la longueur de pas en fonction des oscillations de la passerelle
Cη fonction réductrice de la longueur de pas en fonction de la densité
Fp force induite par un piéton
Fv composante verticale de la force induite par un piéton
Fl composante latérale de la force induite par un piéton
FL composante longitudinale de la force induite par un piéton
Fp force induite par un groupe ou une foule de piétons
Fv composante verticale de la force induite par un groupe ou une foule de piétons
Fl composante latérale de la force induite par un groupe ou une foule de piétons
FL composante longitudinale de la force induite par un groupe ou une foule de piétons
G = 35N amplitude de la force engendrée par un seul piéton
K rigidité modale de la passerelle
M masse modale de la passerelle
Mp masse d’un groupe ou d’une foule de piétons
Mt = M + Mp masse modale du système passerelle-foule
N nombre de piétons total sur la passerelle
Nc nombre critique de piétons
P = m1pg poids d’un piéton
T = γτ variable de temps lente
Tm = tc + tnc durée moyenne d’un pas
Tpas durée instantanée d’un pas
U déplacement de la passerelle (à mi-travée)

Tableau 2. Les lettres majuscules
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α paramètre définissant la différence de phase entre le déplacement de la passerelle
et celui du piéton quand il y a synchronisation.

γ paramètre des petites perturbations
ε paramètre pour la synchronisation
ζ taux d’amortissement du système passerelle-piétons
η densité locale des piétons
ηc densité critique des piétons à partir de laquelle les piétons interagissent entre eux
ηmax densité maximale des piétons à partir de laquelle les piétons s’arrètent de marcher
θ = φ− ω0t phase totale des piétons dans le repère rotationnel
σω écart-type de la fréquence de marche libre des piétons
σΩ écart-type de la fréquence de marche libre normalisée des piétons
µω moyenne de la fréquence de marche libre des piétons
µΩ moyenne de la fréquence de marche libre normalisée des piétons
τ = ω0t variable de temps rapide
φ phase totale des piétons
ϕ = qT − θ phase total des piétons dans un repère rotationnel
ψ = ψs − ω0t phase totale de la passerelle dans le repère rotationnel
ψs phase totale de la passerelle
ω fréquence de marche libre des piétons

ωb =
√

K
Mb

pulsation propre de la passerelle

ω0 =
√

K

Mt
Fréquence libre du système passerelle-piétons

Ω =
1
γ

(ω/ω0 − 1) fréquence de marche libre normalisée

ξ = C
2
√

KMb
= C

2Mbωb
taux d’amortissement de la passerlle

Tableau 3. Les lettres grecques
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Elégance, légèreté et sveltesse sont les mâıtre-mots de toute architecture moderne. Les passerelles
piétonnes ne font pas exception à cette tendance. Leurs travées sont de plus en plus élancées et les matériaux
qui les constituent de plus en plus légers. Cependant, les conséquences de ces tendances architecturales créent
certains “désagréments” du côté des ingénieurs. En effet, l’élancement des passerelles fait apparâıtre des
phénomènes nouveaux ou qui avaient moins d’effets dans le passé. Rappelons l’histoire du pont de la Basse-
Châıne, pont suspendu sur la Maine à Angers : en 1850, une troupe militaire traversant le pont en ordre serré
provoqua sa rupture par résonance (oscillations verticales) et la mort de 226 soldats. Pourtant, le règlement
militaire interdisait déjà de marcher au pas sur un pont, ce qui laisse à penser que ce phénomène était déjà
connu pour les oscillations verticales [9]. Mais qui accordait de l’importance au phénomène d’oscillations
latérales des passerelles engendré par l’excitation piétonne avant l’an 2000 ? Les ingénieurs connaissaient
sans doute ce phénomène, mais l’importance qu’ils lui accordaient, n’égalait probablement pas celles qu’ils
donnaient à d’autres phénomènes mieux connus. Cependant un évènement remarquable est venu propul-
ser ce phénomène au premier rang des intérêts des ingénieurs des bureaux d’études et des chercheurs en
dynamique des structures.

En juin 2000, à l’occasion du nouveau millennaire, une nouvelle passerelle est inaugurée à Londres : la
passerelle du Millennium. Vu l’évènement qu’elle symbolise, cette passerelle se devait d’être belle, élégante
et audacieuse. Beaucoup de personnes sont venues assister à l’inauguration, et il y avait même une fan-
fare de musique qui a ouvert la marche sur la passerelle. Mais, surprise, la passerelle commence à osciller
latéralement. Ces oscillations sont tellement importantes que certaines personnes se sont cramponnées aux
rambardes. Par la suite, la passerelle a été fermée au public durant deux ans pour permettre des recherches
approfondies afin de remédier à ce problème.

Ces recherches ont mis en évidence que le Millennium a un mode propre latéral dont la fréquence est de
l’ordre du Hz. Or un piéton génère par sa marche une force latérale ayant une fréquence du même ordre.
La densité des piétons qui ont traversé la passerelle ce jour-là étant assez élevée (avec des maxima qui ont
atteint les 1, 3 à 1, 5 piétons par mètre carré), les piétons étaient synchronisés entre eux et la force latérale
totale qu’ils ont engendrée, avait une amplitude suffisamment importante pour que la passerelle commence
à osciller. Les piétons qui ont ressenti le mouvement, ont changé leur façon de marcher de sorte à rester en
équilibre. Ils se sont synchronisés alors avec la passerelle et donc de plus en plus entre eux. La force latérale
totale qu’ils ont générée, avait une amplitude de plus en plus importante et la passerelle a bougé de plus en
plus.

Depuis la mise en évidence de ce phénomène, plusieurs campagnes de mesures ont été lancées et beaucoup
de chercheurs ont essayé de l’éclaircir et de le modéliser. Cependant, la plupart des modèles proposés ne
donnent pas un contexte mathématique et physique rigoureux. Le but de cette thèse est donc de proposer
un modèle qui arrive à reproduire le phénomène observé en prenant en compte l’interaction entre les piétons
et l’interaction entre les piétons et la structure, notamment le phénomène de synchronisation.

Pour cela, le rapport de cette thèse est divisé en sept chapitres.

Le premier chapitre est consacré à l’étude bibliographique. Nous avons souhaité regrouper les informa-
tions les plus importantes concernant la marche d’un piéton, son comportement et celui d’une foule sur une
passerelle rigide ou souple. De plus, nous présentons brièvement les modèles trouvés dans la littérature. Ce
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chapitre nous a permis d’approfondir nos connaissances sur ce phénomène et nous a amenés à un travail
préliminaire de modélisation.

Dans le second chapitre, nous étudions des données concernant la marche d’un piéton sur un plancher
rigide. Cette étude nous permet de modéliser la force latérale d’un piéton. Ensuite, nous analysons des
données expérimentales concernant la passerelle Simone de Beauvoir et la passerelle de laboratoire réalisée
par l’Association Française de Génie Civil. Cette analyse nous permet de déterminer les fréquences modales,
les amortissements modaux et les formes modales des passerelles à partir de mesures réelles.

Dans le chapitre 3, nous introduisons différents outils théoriques utilisés dans la modélisation du phénomène
étudié. Le but de ce chapitre est de “préparer” le lecteur au modèle que nous avons développé au cours de
cette thèse.

Un nouveau modèle continu couplé foule-structure est présenté au chapitre 4. Le modèle que nous
proposons est formé d’un couplage entre une équation aux dérivées ordinaires et trois équations aux dérivées
partielles. Il réalise une modélisation correcte du comportement de la passerelle et de la foule avec une prise
en compte rigoureuse du phénomène de synchronisation.

Dans le chapitre 5, nous réalisons une étude analytique pour un cas particulier du modèle. Cette étude
nous permet d’une part de déterminer les paramètres du modèle, et d’autre part de déterminer le nombre
critique de piétons qui pourrait déclencher la synchronisation, la fréquence de synchronisation et l’amplitude
de déplacement post-critique de la passerelle à l’état stationnaire quand cela est possible.

Vu la complexité de notre modèle, l’implémentation numérique elle même est complexe, et dans certains
cas, les méthodes classiques ne permettent pas d’obtenir des résultats satisfaisants. Ceci a entrâıné un travail
numérique poussé qui est présenté dans le chapitre 6.

Dans le dernier chapitre de cette thèse, nous commençons par fixer les valeurs des différents paramètres
du modèle. Puis, nous appliquons le modèle à la passerelle du Millennium et à la passerelle Simone de
Beauvoir, après avoir vérifié la correspondance entre le modèle numérique présenté au chapitre 6 et l’étude
analytique du chapitre 5.

Enfin nous terminons ce rapport par des conclusions illustrant le travail qui a été réalisé et des perspec-
tives qui ouvrent sur le travail de recherche qui pourrait être poursuivi.



Chapitre 1

Etude bibliographique et

problématique générale

CE CHAPITRE a pour objectif de faire une synthèse bibliographique sur les problèmes suivants :

? Les caractéristiques des différents mouvements de piétons.

? Les caractéristiques des forces engendrées par les mouvements de piétons.

? La modélisation de la force engendrée par un piéton.

? L’interaction entre les piétons.

? L’interaction entre les piétons et la structure.

? La modélisation de la force engendrée par une foule.
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1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente une synthèse de l’étude bibliographique réalisée au cours de cette thèse.
Cette étude est divisée en trois parties. La première partie porte sur les résultats expérimentaux des études
réalisées sur les différents types de mouvement des piétons. Les modèles développés dans la littérature sont
présentés dans la deuxième partie et un travail préliminaire de modélisation dans la dernière.

1.2 Etudes expérimentales liées aux mouvements des piétons

Des mesures de la force induite par des personnes sautant, marchant ou courant, ont été effectuées
par plusieurs chercheurs [10–12]. La plupart de ces essais ont été réalisés pour des forces verticales, et sur
des planchers rigides, i.e. ayant des fréquences propres élevées et étant non susceptibles de vibrer en réponse
à la force qui leur est imposée par les piétons.

1.2.1 La marche

1.2.1.1 Définition

Dans le dictionnaire [13], on trouve que marcher, c’est se déplacer, se mouvoir en mettant un pied
devant l’autre.

1.2.1.2 Observations sur la marche

Durant la marche, au moins l’un des deux pieds du piéton est en contact avec le plancher sur lequel
il est en mouvement. Dans l’action de marcher, on peut distinguer deux phases : dans la première, les deux
pieds sont simultanément en contact avec le plancher alors que dans la deuxième un seul pied est en contact
avec le plancher. La première phase permet d’une part, de changer la jambe d’appui et d’autre part, de
donner à la deuxième jambe l’élan nécessaire pour se lancer en avant. On définit la durée d’un pas comme
étant la période de temps qui sépare le début de deux phases de contact simultané des deux pieds. La
longueur d’un pas sera définie comme étant la distance qui sépare les deux pieds durant la phase de contact
simultané. La longueur moyenne d’un pas lorsque la marche du piéton est libre i.e. lorsqu’il n’est influencé
ni par les piétons qui l’entourent ni par le plancher, est supposée suivre une loi normale avec une moyenne
de l’ordre de l0 = 0, 71m et un écart-type de 0, 071m [14]. La vitesse de marche peut être définie comme
étant le rapport entre la longueur d’un pas et sa durée. La valeur moyenne de la vitesse de marche dans des
conditions de marche libre est de l’ordre de vM = 1, 5m/s [15].

1.2.1.3 Périodicité et fréquences

La marche d’un piéton dans des conditions de marche libre est habituellement supposée périodique [16],
i.e. la longueur d’un pas et sa durée sont sensiblement identiques d’un pas à l’autre pour un même piéton.
La période de la marche Tm est définie comme étant la durée moyenne d’un pas pour un piéton donné. La

fréquence fm =
1

Tm
a été évaluée expérimentalement par plusieurs auteurs et a une valeur voisine de 2Hz

(Tableau 1.1). La figure 1.1 montre la courbe de la distribution normale des fréquences selon Matsumoto et
al. [1] d’après des expériences réalisées sur 505 personnes.

Cependant, cette périodicité est contestée dans les travaux de Sahnaci et Kasperi [20] qui affirment
que la durée d’un pas diffère selon la jambe d’appui. Ainsi, on aurait deux fréquences et deux périodes
différentes.
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Auteur(s) Fréquences

Matsumoto et al. [1](505 personnes) la fréquence suit une loi de distribution
normale de moyenne 2, 0Hz

et de déviation standard de 0, 173Hz

Kerr et Bishop [17](40 personnes) fréquence moyenne de 1, 9Hz

Leonard [18] fréquence de la marche normale 1, 7− 2, 3Hz

Bachmann et al [19] 1, 6− 2, 4Hz

Zivanovic et al. [14] (939 personnes) loi normale de moyenne 1, 87Hz et d’écart-type 0, 186Hz

Tableau 1.1. Fréquences de marche

Figure 1.1. Distribution normale de la fréquence d’après Matsumoto et al. [1]

1.2.1.4 Les forces engendrées par la marche d’un piéton

Durant la marche, chaque pied, lors de son contact avec le plancher, engendre une force à trois
composantes. Dans ce qui suit, les indices v, l et L indiquent respectivement les directions verticale, latérale
et longitudinale, l’indice d indique la jambe droite et l’indice g la jambe gauche :

−→
Fpd(t) =




Fvd(t)
Fld(t)
FLd(t)


 −→

Fpg(t) =




Fvg(t)
Flg(t)
FLg(t)




La force
−→
Fp engendrée par un piéton n’est autre que la somme des forces engendrées par chacune des jambes :

−→
Fp(t) =

−→
Fpd(t) +

−→
Fpg(t) =




Fvd(t) + Fvg(t)
Fld(t) + Flg(t)
FLd(t) + FLg(t)


 =




Fv(t)
Fl(t)
FL(t)




La force verticale : La force verticale est toujours dirigée vers le plancher, elle a donc un signe
constant, que ce soit pour la jambe droite (Fvd) ou la jambe gauche (Fvg), et qui est le même pour les deux
jambes. La force verticale totale Fv a donc elle aussi le même signe, et elle a pour amplitude moyenne le
poids du piéton (750N à 800N en moyenne) et varie de ±250N [21]. Durant un pas, la jambe qui est en
contact avec le plancher engendre une force verticale dont le graphe est en “selle de cheval” et présente deux
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extrema [2, 10–12, 16, 22–24], (figures 1.2 et 1.3-a). La première partie de ce graphe s’apparente à un quart
de sinus qui est dû au choc du talon sur le plancher et la dernière partie à un quart de sinus dû à la force
provoquée par la pointe pour pouvoir lancer la jambe en avant. La force verticale totale Fv(t) est représentée
dans la figure 1.4-a. Comme on peut le voir sur cette figure, si on suppose que les forces verticales engendrées
par les deux jambes sont égales (même direction, même sens et même amplitude), la force verticale totale
Fv(t) peut être considérée comme périodique de période égale à la durée d’un pas donc à la période de la
marche.

Figure 1.2. La force verticale pour des séquences de marche

a) b)

c)

Figure 1.3. Courbes typiques de la force pour la marche - (a) composante verticale, (b) composante
latérale, (c) composante longitudinale d’après [2]

La force latérale : La force latérale a des sens opposés pour chacune des jambes : durant un pas où
la jambe gauche est en contact avec le plancher, elle est dans un premier temps dirigée vers la droite puis
vers la gauche ; c’est l’inverse dans le cas de la jambe droite. L’amplitude de cette force varie entre −35N et
+35N d’après [25], et de −25N à +25N [8, 21] (figure 1.3-b). La force latérale totale ~Fl(t) (1.4-b) permet
d’identifier les phases de contact simultané et les phases de contact d’une seule jambe. Cette identification
est basée sur les maxima et minima de la force ; i.e. le passage de l’accélération à la décélération, puis le
retour à l’accélération, détermine le début et la fin de la phase de contact des deux jambes. Comme la force
engendrée par une jambe est dans le sens contraire à celle engendrée par l’autre, la force latérale totale a
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a)

b)

c)

Figure 1.4. Marche périodique - (a) composante verticale, (b) composante latérale, (c) composante
longitudinale d’après [3]

une période qui correspond à la durée de deux pas. Elle a donc pour valeur le double de la période de la
force verticale, entrâınant une fréquence de moitié [26].

La force longitudinale : La force longitudinale, comme la force verticale est supposée être la même
pour les deux jambes. En considérant la force d’une seule jambe (figure 1.3-c), on remarque que la première
partie de la force est dirigée vers l’arrière (force négative), ce qui correspond au choc du talon, et la dernière
partie est dirigée vers l’avant (force positive), ce qui correspond au choc de la pointe. La force longitudinale
totale (figure 1.4-c) est considérée comme étant périodique de période égale à la durée d’un pas. Elle a donc
la même période et la même fréquence que la force verticale.

L’hypothèse selon laquelle les forces engendrées par les deux jambes sont identiques est controversée :
des mesures faites par Sahnaci et Kasperi [20] montrent que les paramètres de la force ne sont pas les
mêmes pour les deux jambes. En effet, l’une des deux jambes, qualifiée comme étant la jambe “forte”, a une
longueur de pas supérieure à celle de l’autre, la jambe “faible” ; la différence entre les deux étant parfois
supérieure à 5%. La fréquence des pas n’est pas la même pour les deux jambes, l’une ayant une fréquence
supérieure à l’autre.

Des études probabilistes prennent en compte le fait qu’une personne ne peut pas répéter exactement les
mêmes forces (en fonction du temps) au cours de différentes expériences. La force d’une seule personne est
considérée périodique, mais le caractère aléatoire peut être pris en compte en considérant des fonctions de
distribution du poids, de la fréquence, etc... [3].

1.2.1.5 Relations entre les différents paramètres

Des études ont montré que l’augmentation de la fréquence entrâıne l’augmentation de la vitesse de
marche [4,27], qui à son tour entrâıne une augmentation de la longueur du pas ainsi que des maxima d’am-
plitudes de toutes les composantes de la force engendrée par un piéton [2,4,22,27]. De plus, l’augmentation
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de la fréquence entrâıne une diminution du temps de contact d’un pied avec le plancher. Ces relations sont
illustrées dans la figure 1.5 [27] et sont valables non seulement pour la marche mais aussi pour la course.

Figure 1.5. Relation entre la longueur du pas, la vitesse, la force maximale et le temps de contact
pour différentes fréquences de mouvement d’après [4]

1.2.2 Autres mouvements : la course, le saut, le balancement, le rebondissement

Des mouvements de piétons autres que la marche existent aussi. On peut citer la course et le saut mais
aussi le balancement qu’on peut définir comme étant le fait de basculer son poids d’une jambe à l’autre tout
en restant sur place et sans décoller les pieds du plancher. Dans cette partie, on se contente de présenter les
principales caractéristiques de ces mouvements sans entrer dans les détails.

La course

Contrairement à la marche, la force engendrée par une jambe durant un pas de course présente un
seul maximum (Galbraith et Barton [22]). Durant une course, les périodes de contact d’une seule jambe
sont séparées par des périodes sans contact où la force induite est supposée nulle. La force engendrée par ce
mouvement peut aussi être supposée périodique, et la fréquence fondamentale de la force verticale est dans
la bande de fréquences 1, 8− 3, 4Hz (Bachmann et al. [19]).

Le saut

Durant le saut, on trouve aussi des périodes de temps avec contact et des périodes sans contact. Le
maximum de la force verticale est égal à plusieurs fois le poids de la personne. De plus, des études ont
montré que les forces horizontales dues aux sauts verticaux existent aussi, mais la composante longitudinale
reste plus importante que la composante latérale. De même que les autres forces, la force engendrée par le
saut peut être supposée périodique. La fréquence fondamentale de la force verticale est dans la bande de
fréquences 2, 0− 3, 5Hz (Bachmann et al. [19]).

Le balancement du corps en restant sur place

La force engendrée par le balancement est aussi supposée périodique. La fréquence fondamentale de
la force verticale appartient à l’intervalle 0, 4− 0, 7Hz (Bachmann et al. [19]).
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Le rebondissement

Rebondir c’est faire un ou plusieurs bonds en touchant à chaque fois un corps solide. La force engendrée
par ce mouvement peut être supposée périodique et la fréquence fondamentale de la force verticale appartient
à l’intervalle 1, 5− 3, 0Hz (Bachmann et al. [19])

1.3 Modélisation de la force induite par un ou plusieurs piétons

La plupart des études de modélisation ont été réalisées pour les forces verticales et sur des planchers
rigides.

1.3.1 Introduction

La modélisation de la force induite par un ou plusieurs piétons est assez compliquée et ceci pour
plusieurs raisons (Zivanovic et al. [3]) :

1. Les forces dépendent de plusieurs paramètres, tels que le poids de la personne, la fréquence du mou-
vement, etc.

2. La force dynamique générée par un piéton est un processus à bande étroite assez difficile à modéliser
et pas encore bien compris.

3. L’influence du nombre de personnes et leur degré de synchronisation/corrélation sont difficiles à
généraliser.

D’après certains auteurs [3, 6], la force est différente suivant que les vibrations sont perceptibles ou non.
Cependant, d’après les études réalisées par l’Association Française de Génie Civil [25], l’amplitude de la
force engendrée par un piéton est sensiblement la même que le plancher soit rigide ou souple. Par contre,
lorsqu’un piéton perçoit les oscillations du plancher, il a tendance à adapter sa fréquence sur celles des
oscillations. C’est donc la fréquence de la force qui varie et non son amplitude.

Dans la littérature, on trouve deux types d’approches : la première consiste à modéliser la force
d’un seul piéton, et la deuxième celle d’une foule ou d’un groupe de piétons. De plus, à l’intérieur de ces
catégories, on rencontre des modèles temporels ou fréquentiels. Dans tous les cas, on distingue une approche
déterministe qui propose un modèle général pour chaque type de mouvement, ou une approche probabiliste
qui prend en compte le caractère aléatoire de certains paramètres qui influencent la force, tels que le poids,
la fréquence du mouvement, etc. La plupart des études réalisées supposent que les deux jambes produisent
la même force et que celle-ci est périodique [3]. La force totale engendrée est alors reconstruite à partir des
mesures faites pour un pas comme dans la figure 1.4 [28].

Dans ce qui suit, on commence par présenter les modélisations proposées par la littérature pour la
force induite par une seule personne sur un plancher rigide puis sur un plancher souple, et on s’intéresse
ensuite à la modélisation de la foule.

1.3.2 Force induite par une seule personne : étude du cas d’un plancher rigide

1.3.2.1 Les forces engendrées par la marche

a) La force verticale :

En adoptant l’hypothèse selon laquelle les deux jambes engendrent la même force, et que ces forces sont
périodiques, on peut supposer que la force verticale totale Fv engendrée par un piéton est périodique comme
nous l’avons vu dans la section 1.2. De ce fait, on peut développer Fv en série de Fourier jusqu’à un ordre
n à préciser [3, 19] :
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Fv(t) = P

(
1 +

n∑

i=1

aisin
(
2πifpt− φ0

i

)
)

= P

(
1 +

n∑

i=1

aicos
(
2πifpt− (φ′i)

0
)) (1.1)

où :

P est le poids de la personne (N (Newton))

i est le numéro de l’harmonique.

n est le nombre total d’harmoniques qui contribuent à la force

(Pai) est le coefficient de Fourier du i-ème harmonique

ai est le facteur de chargement dynamique (DLF) du i-ème harmonique

fp est la fréquence de marche du piéton(Hz)

φ0
i est la phase du i-ème harmonique pour un développement en sinus. La valeur de φ0

1 est arbitraire et
peut être nulle par exemple.

(φ′i)
0 est la phase du i-ème harmonique pour un développement en cosinus. La relation qui lie φ0

i à (φ′i)
0

est donnée par
(φ′i)

0 = φ0
i +

π

2
Le nombre n d’harmoniques varie selon les auteurs de 1 à 5. Les valeurs proposées pour les ai sont données
dans le tableau 1.2. Kerr [23] a trouvé des valeurs expérimentales pour les ai dispersées pour différents
sujets et même pour un même sujet qui répète l’expérience [28, 29]. D’autre part, les valeurs des phases φi

varient beaucoup pour les harmoniques i ≥ 2 [19], ce qui montre le caractère aléatoire du chargement dû à
la marche [28].

b) La force latérale :

De même que pour la force verticale, la force latérale peut aussi être considérée comme périodique.
Elle est donc développable en série de Fourier :

Fl(t) = P

n∑

i=1

aisin
(
2πiflt− φ0

i

)
(1.2)

On rappelle que P est le poids du piéton et fl la fréquence de la force latérale qui est égale à la moitié de
celle de la marche. Les valeurs des ai sont données dans le tableau 1.3.

Eriksson [31] a étudié les basses fréquences du spectre (< 6Hz), et a trouvé que la marche n’est pas
parfaitement périodique, et donc ne peut pas être décrite en utilisant les DLFs comme dans les modèles
précédents. En effet, comme les signaux de la force latérale mesurés ne sont pas périodiques, on ne peut
pas les développer en série de Fourier, mais on peut obtenir leur spectre de Fourier et en déduire des
DLFs “fictifs”. Or, dans le spectre, on observe un “étalement” autour de la fréquence d’excitation : au lieu
d’avoir un seul pic au niveau de cette fréquence, on en observe plusieurs. Ainsi, le DLF correspondant à
cette fréquence, doit être calculé en tenant compte de cet étalement dans une bande de fréquences donnée
entourant la fréquence centrale d’excitation. Pour cela, Eriksson, a supposé que le DLF n’est autre que la
somme des pics dans une bande de fréquences centrée sur la fréquence fl de la force latérale à étudier (i.e
qui correspond au premier harmonique) et ayant pour largeur fl :

f ∈
[
fl

2
,
3fl

2

]
(1.3)
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Auteur(s) ai φi Commentaires

Blanchard et al. a1 = 0, 257 le DLF est plus faible
[16] pour des fréquences

de 4 à 5Hz

Bachmann a1 = 0, 4− 0, 5 fréquences entre 2 et 2, 4Hz

et Ammann [26] a2 = a3 = 0, 1 fréquences autour de 2Hz

Schulz [18] (d’après a1 = 0, 37, a2 = 0, 10 A 2Hz

Bachmann et a3 = 0, 12, a4 = 0, 04
Ammann [26]) a5 = 0, 08
Kerr [23] a1, a2 = 0, 07 a1 dépend de

a3 ' 0, 06 la fréquence
Young [30] a1 = 0, 37(f − 0, 95) Valeurs moyennes

≤ 0, 56
a2 = 0, 054 + 0, 0044f

a3 = 0, 026 + 0, 0050f

a4 = 0, 010 + 0, 0051f

Seiler et Hüttner a1 = 0, 4 φ1 =
π

2
fréquences de l’ordre

[5] a2 = 0, 15 φ2 = −5π

6
de 1, 4÷ 3, 4Hz

a3 = 0, 1 φ3 =
π

2
a4 = 0, 05 φ2 = −5π

6

Tableau 1.2. Les coefficients de Fourier pour la force verticale engendrée par la marche(DLFs)

Auteur(s) DLFs pour les Commentaire
harmoniques considérés

Schulz [18] (d’après a1 = 0, 039, a2 = 0, 01 fréquence de l’ordre de 2Hz

Bachmann et a3 = 0, 043, a4 = 0, 012
Ammann [26]) a5 = 0, 015
Ricciardelli et a1 = 0, 04 fréquence de l’ordre de 0, 6÷ 0, 11Hz

Pizzimenti [6] a2 = 0, 008 fréquence de l’ordre de 1, 2− 2, 2Hz

a3 = 0, 023 fréquence de l’ordre de 1, 8− 3, 3Hz

a4 = 0, 005 fréquence de l’ordre de 2, 4− 4, 4Hz

a5 = 0, 011 fréquence de l’ordre de 3, 0− 5, 5Hz

Tableau 1.3. Les coefficients de Fourier pour la force latérale engendrée par la marche(DLFs)

Cependant, d’après Pizzimenti et Ricciardelli [6], en prenant une telle bande de fréquences, on risque
de surestimer la réponse vibratoire de la passerelle (transitoire dans le cas d’un plancher rigide). Ils expliquent
ceci en se basant sur le cas d’un système faiblement amorti, où l’amortissement intervient uniquement dans
une bande de fréquences étroite autour de la fréquence de résonance. Ainsi, si dans le calcul des DLFs
on prend en compte des composantes qui n’appartiennent pas à cet intervalle, on risque de surestimer la
réponse vibratoire de la passerelle. C’est pourquoi, Pizzimenti et Ricciardelli [6] ont préféré prendre pour
chaque harmonique, une largeur de bande de fréquences qui dépend de l’amortissement ξ. Ainsi, pour le
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j = 1 j = 2 j = 3 j = 4 j = 5
Aj 0, 96 0, 73 0, 879 0, 55 0, 74
Bj 0, 0616 0, 039 0, 0288 0, 037 0, 025

(F̃ 2
Lj/F̃ 2

L) 0, 81 0, 050 0, 277 0, 047 0, 072

Tableau 1.4. Valeurs de Aj, Bj et
(
F̃ 2

Lj/F̃ 2
L

)
d’après Pizzimenti et Ricciardelli [6]

j-ème harmonique, la largeur de bande est :

∆fj = jπξfl (1.4)

On remarque d’après les résultats obtenus (tableau 1.3) que l’excitation due aux harmoniques pairs est
inférieure à celle due aux harmoniques impairs.

Mais d’après Pizzimenti et Ricciardelli [6], qui ont étudié aussi les forces latérales des piétons sur
les planchers rigides, un modèle probabiliste serait mieux adapté au caractère aléatoire de la marche. Une
approche statistique leur a montré que la force latérale Fl(t) peut être considérée comme étant un processus
aléatoire de moyenne nulle, caractérisé dans le domaine fréquentiel par son spectre de densité de puissance
SFl

(PSD, Power Spectral Density). Une régression linéaire sur des données expérimentales montre que la
variance du processus est donnée par

var (Fl) = E
[
F 2

l (t)
]− (E [Fl(t)])

2 = (0, 034 P )2 (1.5)

où E désigne l’espérance.

De plus, les PSDs des cinq premiers harmoniques vérifient l’expression gaussienne :

SFl
(f).f
F̃ 2

lj

=
2Aj√
2π.Bj

.exp

[
−2

(
f/jfl − 1

Bj

)2
]

(1.6)

où j est le numéro de l’harmonique considéré, F̃ 2
lj est l’aire du PSD autour du j-ème harmonique, Aj est

un paramètre de normalisation du PSD et Bj est un paramètre de la largeur de bande. Les valeurs des
différents paramètres sont données dans le tableau 1.4.

1.3.2.2 Forces engendrées par d’autres mouvements

Les forces engendrées par la course, le saut et le balancement peuvent aussi être supposées périodiques.
Elles sont donc développables en série de Fourier. Les coefficients de chargement dynamique (DLF) de la
force verticale pour ces différents mouvements sont donnés dans les tableaux 1.5, 1.6 et 1.7.

Auteur(s) DLFs pour les Commentaires
harmoniques considérés

Bachmann et al. [19] a1 = 0, 039, a2 = 0, 01 à 2, 0− 3, 0Hz

a3 = 0, 2

Tableau 1.5. Les coefficients de Fourier pour la force verticale engendrée par la course(DLFs)

Seiler et Hüttner [5] ont proposé un modèle de la force verticale de la marche qui est aussi applicable
dans le cas de la course ou du saut. Comme on l’a vu plus haut, la course et le saut se caractérisent par
des périodes tnc où il n’y a aucun contact avec le sol, et des périodes de contact tc. La durée d’un pas est
Tm = tc + tnc. Il est évident que durant la période sans contact tnc, la force engendrée par le piéton est
nulle.
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Auteur(s) DLFs pour les Commentaires
harmoniques considérés

Bachmann et al. [19] a1 = 1, 8/1, 7 Saut normal
a2 = 1, 3/1, 1 à 2, 0/3, 0Hz

a3 = 0, 7/0, 5
Bachmann et al [19] a1 = 1, 9/1, 8 Saut haut

a2 = 1, 6/1, 1 à 2, 0/3, 0Hz

a3 = 1, 1/0, 8

Tableau 1.6. Les coefficients de Fourier pour la force verticale engendrée par le saut(DLFs)

Auteur(s) DLFs pour les Commentaires
harmoniques considérés

Bachmann et al. [19] a1 = 0, 17/0, 38 à 1, 6/2, 4Hz

a2 = 0, 10/0, 12
a3 = 0, 04/0, 02

Tableau 1.7. Les coefficients de Fourier pour la force verticale engendrée par le balancement
(DLFs)

Pour déterminer la force verticale Fv d’un piéton qui court ou qui saute, un modèle de demi-sinus
durant la période de contact tc a été proposé par Wheeler [4,27] et par Bachmann et Amman [26]. Cependant,
dans ces modèles, si la période sans contact tnc −→ 0, i.e. si le mouvement s’approche de la marche, la force
ainsi modélisée est formée d’une suite de demi-sinus, ce qui n’est pas conforme aux mesures faites sur la
marche (voir la section précédente). Partant de ce constat, Seiler et Hüttner [5] ont proposé un modèle
présentant une transition continue quand tnc −→ 0. Le modèle général est représenté dans la figure 1.6 où
h est la hauteur maximale atteinte par le piéton, et v⊥ est sa vitesse verticale au moment du décollage.
Dans ce modèle, la masse m1p du piéton est concentrée en un seul point et les muscles sont représentés sans

Figure 1.6. Mouvement de course et de saut [5]

propriétés de tension.

Durant la période sans contact tnc, le mouvement du piéton est décrit par le théorème de conservation
de l’énergie :

h =
v2
⊥

2g
, v⊥ =

1
2

g tnc (1.7)

g étant l’accélération de la pesanteur. Ceci implique que la vitesse verticale ne change pas quand le piéton
retourne au sol ; elle vaut alors v⊥.
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Durant la période de contact tc, le mouvement est décrit par le premier principe de la dynamique, intégré

ici entre t = 0 et t =
tc
2

:
∫ tc/2

0

Fv(t)dt = m1pv⊥ +
∫ tc/2

0

m1pgdt (1.8)

La force verticale induite par le piéton est donnée par :

Fv(t) =





P [1 + s cos (2πfG t)] si − tc
2

< t ≤ tc
2

0 si
tc
2

< t ≤ Tm − tc
2

(1.9)

s étant un facteur d’impulsion qui dépend du rapport
tc
Tm

:

tc
Tm

=

[
1 +

√
s2 − 1

arccos (−1/s)

]−1

(1.10)

et P le poids du piéton. L’amplitude maximale de la force est déterminée par s. Il est à noter, que la
fréquence fG n’est pas la fréquence de la marche fp du piéton, mais elle est en relation avec tc et s :

fG =
arccos (−1/s)

πtc
(1.11)

Dans le cas particulier de la marche, le contact avec le plancher étant continu, tnc tend vers 0. En conséquent,

la période de contact tc tend vers Tm, s = 1 et fG cöıncide avec fp =
1

Tm
.

L’oscillation résultante est alors un mouvement non amorti libre avec une amplitude maximale égale à
la déformation statique due au poids.

D’après les mesures, on remarque que l’amplitude maximale s et la fréquence fp sont indépendantes
pour la marche (tableau 1.8) et pour la course. De plus, dans le cas d’une course, s semble être constante
(figures 1.7 et 1.8).

Dans certains essais expérimentaux (figure 1.9), des forces verticales d’amplitudes supérieures à celles
obtenues par le modèle de chargement (équation (1.9)) ont été constatées ; elles sont dues à l’excitation
d’harmoniques supérieures, mais n’influencent pas la réponse du plancher d’après les auteurs.

Figure 1.7. Les facteurs d’impulsion pour la marche, la course et le saut en fonction de la
fréquence du mouvement d’après [5]

1.3.3 Force induite par une seule personne : étude du cas d’un plancher souple

1.3.3.1 La perception des vibrations par les humains

Les mesures faites sur des planchers rigides sont différentes de celles qui sont faites sur des planchers
ayant des fréquences propres faibles : un piéton qui ressent des vibrations de la passerelle modifie son mouve-
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type de mouvement fréquence du mouvement (Hz) facteur d’impulsion s

marche 2,0-3,4 0,25-0,5
marche 2,0-3,4(4,0) 0,6-1,6
marche 1,4-2,5 1,7-3,2

Tableau 1.8. Les fréquences de mouvement et les facteurs d’impulsion d’après Seiler et Hüttner
[5]

Figure 1.8. Les facteurs d’impulsion théoriques et expérimentaux d’après [5]

a) b)

c)

Figure 1.9. Les forces verticales théoriques et expérimentales d’après [5] (a) pour la marche (b)
pour la course avec contact continu (c) pour le saut

ment en conséquence et se synchronise avec celui de la structure. Il convient donc d’étudier la perception des
vibrations par les humains. Cependant, cette notion est très subjective ; en effet, la perception des vibrations
est différente d’une personne à l’autre. De plus, il existe plusieurs seuils :

• le seuil de la perception des vibrations
• le seuil d’inconfort des vibrations
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• le seuil où elles deviennent nuisibles (elles nuisent à la santé ou elles font perdre l’équilibre).
Des études sur la perception des vibrations verticales, montrent que les personnes debout ressentent

les vibrations plus qu’une personne en mouvement (Leonard [32]). De plus, le piéton ressent le maximum de
vibration à côté de la mi-portée à cause de l’effet de la forme modale (Smith [33]). Kobori et Kajikawa [34]
affirment que la vitesse du plancher est le paramètre principal qui influence la perception humaine et que
l’on a une même sensibilité face aux vibrations ayant des valeurs efficaces identiques. L’utilisation de la
vitesse des vibrations comme paramètre d’évaluation du confort est difficile en pratique, bien qu’utilisée
au Japon, parce que généralement les mesures expérimentales sont faites avec des accéléromètres ; le signal
mesuré est donc une accélération et il faut l’intégrer pour se ramener à la vitesse. Or cette intégration est
parfois très compliquée. C’est pourquoi en général, on se réfère à l’accélération comme critère de confort.
Blanchard et al [16], qui ont utilisé les résultats de Leonard [32] et Smith [33], ont évalué la limite maximale
de l’accélération adaptée au confort du piéton :

alimite = 0, 5
√

fb (m.s−2) (1.12)

fb étant la fréquence fondamentale du mode vertical de la passerelle.
Tilly et al. [35] ont affirmé que la valeur

√
fb pourrait être plus appropriée pour des fréquences en dehors

de la plage 1, 7− 2, 2Hz, sans donner de détails sur l’élaboration de cette recommandation.

Bien que la perception des vibrations soit plus sensible dans la direction latérale, les mesures faites
sont très rares, et la plupart d’entres elles portent sur des immeubles. L’AFGC [25] estime que le seuil de
perception se situe pour des accélérations ayant des valeurs entre 0, 10m/s2 et 0, 15m/s2, la valeur 0, 10m/s2

pouvant être retenue comme valeur sécuritaire. Les essais expérimentaux réalisés par Nakamura [36] sur le
T-bridge montrent que les piétons marchent normalement pour un déplacement de la passerelle de l’ordre
de 10mm (qui dans son cas correspond à une vitesse de 60mm/s et à une accélération de 300mm/s2),
et s’arrètent momentanément de marcher lorsque le déplacement atteint les 45mm (correspondant à une
vitesse de 250mm/s et à une accélération de 1350mm/s2). Pour des fréquences caractéristiques des réponses
des tours d’immeubles de grandes hauteurs dues au vent (0, 067 à 0, 20Hz), les facteurs les plus importants
qui influencent la perception des vibrations latérales ont été déterminés (Chen et Robertson [37]), mais
ce sont des facteurs valables en général : la fréquence des vibrations, le mouvement du corps, l’attente du
mouvement (si on s’attend au mouvement, le seuil de perception est plus bas [37] mais on tolère mieux les
vibrations (Smith [33])), et la posture du corps. Dans cette bande de fréquences de l’immeuble, la perception
des gens qui marchent est supérieure à celle des gens immobiles. Wheeler [4,27] a remarqué que la perception
d’une personne dans une foule est différente de celle d’une personne seule. Ainsi, des gens qui sautent en
foule, ne se rendent pas compte des vibrations (Ellis et Ji [38]). On ne sait pas exactement la cause de
ce phénomène. Ceci pourrait être à cause du bruit, de la présence d’autres personnes ou pour des raisons
totalement différentes.

1.3.3.2 La force verticale :

Le spectre des forces mesurées sur un plancher flexible est différent de celui obtenu pour un plancher
rigide (Ohlsson [24]). Il présente un maximum au niveau de la fréquence propre de la passerelle. Pavic et
al. [3] ont trouvé que l’amplitude de la force latérale d’un saut sur un plancher rigide est deux fois plus
importante que sur un plancher flexible.

Pour modéliser la force verticale induite par un piéton sur une passerelle souple, Seiler et Hüttner ont
proposé d’utiliser les équations (1.9), (1.10), (1.11), et de prendre :

fp = fb (1.13)

fp étant la fréquence du mouvement du piéton et fb celle de la passerelle.

Cependant, ils proposent de remplacer l’équation (1.9), par son développement en série de Fourier donné
par l’équation (1.1) et qu’on rappelle ici :

Fv(t) = P

[
1 +

n∑

i=1

ai cos
(
i 2πfp t− (φ′i)

0
)]
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La figure 1.10, donne les DLFs en fonction du facteur d’impulsion pour la course et le saut. Dans le tableau

Figure 1.10. Les DLFs en fonction du facteur d’impulsion pour la course et le saut

1.9 on donne les valeurs des DLFs et des phases trouvées par les auteurs [5] pour différents mouvements de
piétons. Pour les DLFs, des valeurs moyennes sont données dans le cas de la marche. Cependant, d’après
les auteurs, les valeurs maximales sont préférables pour la course et le saut.

Mouvement fréquence du a1 a2 a3 a4

mouvement [Hz]
marche 1,4-3,4 0,4 0,15 0,1 0,05
course 1,9-3,4 1,38 0,31 -0,1 0,0
saut 1,3-3,4 1,72 1,05 0,36 -0,04
Mouvement (φ′1)

0 [rad] (φ′2)
0 [rad] (φ′3)

0 [rad] (φ′4)
0 [rad]

marche π −π/3 π −π/3

course et saut[ φ′i = iπ

{
1 +

√
s2 − 1

arccos (−1/s)

}−1

i = 1, ..., 4

[ s = facteur d’impulsion

Tableau 1.9. Les fréquences de déplacement, les DLFs et les phases proposés par Seiler et Hüttner
pour différents types de mouvement

1.3.3.3 La force latérale :

Pizzimenti et Ricciardelli [6] ont mesuré la force latérale sur un plancher en vibration. Ils ont remarqué
que deux contributions participent à cette force. L’une agit à la fréquence de la marche, et l’autre à la
fréquence de vibration du plancher. Ainsi, il y a deux mécanismes qui contribuent à l’excitation totale. Le
premier, est celui d’une marche régulière, semblable à celui obtenu sur un plancher rigide. Le deuxième est
centré sur la fréquence de vibration. La force latérale s’écrit donc :

Fl(t) = Fl,fl
(t) + Fl,fb

(t) (1.14)

où Fl,fl
est la force ayant une fréquence égale à la fréquence latérale de la marche fl, elle est semblable à

celle qui est engendrée sur des planchers rigides ; Fl,fb
est la force ayant une fréquence égale à la fréquence

de vibration du plancher (voir figure 1.11).

Pour des petites amplitudes de déplacement (figure 1.11-a), les deux composantes restent indépendantes
pour toutes les fréquences de vibrations indiquant que l’interaction piéton-passerelle est faible. Pour de
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plus grandes amplitudes de déplacement (figure 1.11-b et c), lorsque les deux fréquences deviennent égales,
l’interaction est plus forte. Dans tous les cas, l’amplitude de la force induite par la vibration augmente
lorsque fb se rapproche de fl. De plus, Fl,fb

se décompose en deux contributions. L’une en phase avec le
déplacement du plancher u, et l’autre déphasée par rapport à u et en phase avec la vitesse u̇. Si on suppose
que u est un sin(2πfbt), on peut exprimer ceci par

Fl,fb
= Fin sin (2πfbt) + Fout cos (2πfbt) (1.15)

En posant DLFin =
Fin

P
et DLFout =

Fout

P
, −DLFin est une rigidité supplémentaire et −DLFout un

amortissement supplémentaire. Les expériences ont montré que la partie en phase avec le déplacement de
la passerelle apporte une rigidité positive pour toutes les amplitudes et toutes les fréquences de vibration,
ce qui tend à stabiliser le système. Par contre, la partie déphasée apporte un amortissement positif pour de
basses fréquences, mais négatif pour les hautes fréquences, ce qui diminue l’amortissement du système, et
donc augmente son comportement instable.

Figure 1.11. Densité spectrale de puissance des deux composantes Fl,fl
et Fl,fb

pour des amplitudes
de déplacement de ±15mm (a), ±30mm (b) et ±45mm (c) d’après [6]

1.3.4 Force induite par plusieurs personnes

Dans le cas où plusieurs piétons sont sur la passerelle, il convient de distinguer entre les terminologies
suivantes : on utilise le terme “groupe” de piétons pour des gens qui marchent à une même vitesse, alors
que le terme “foule” est utilisé dans le cas où il y a une densité assez élevée de gens, de sorte que les piétons
doivent ajuster leurs pas à cause du manque de place (Pavic et al. [3]).

1.3.4.1 L’interaction entre piétons

Qu’est-ce qui influence la synchronisation ? Comment se manifeste-elle ? Comment la prendre en



44 Etude bibliographique et problématique générale

compte dans les modélisations ? Des réponses tirées de la littérature seront données à ces questions dans
cette partie mais aussi dans les différents modèles proposés dans la suite de la thèse.

La vue joue un rôle important dans la synchronisation entre piétons ; ainsi, deux personnes qui sautent
ont plus de facilité à se synchroniser si elles sont dans le champ de vision l’une de l’autre, que si elles
ne se voient pas (Ebrahimpour et Fitts [39]). D’après Eriksson [31], la fréquence fondamentale peut être
complètement corrélée pour un groupe de personnes très bien synchronisées, alors que les harmoniques plus
élevés peuvent être complètement indépendants.

Dans une foule, le manque de place pousse les gens à synchroniser leurs pas. Plus la foule est dense,
plus ce phénomène devient important. La densité de foule maximale possible, physiquement parlant est
de l’ordre de 1, 6 − 1, 8 piétons/m2

[
p/m2

]
, mais une valeur de 1p/m2 est plus probable (Bachmann et

Amman [26]), même si les densités observées sur la passerelle du Millénium Footbridge ou le T-Bridge au
Japon étaient supérieures.

Sur une passerelle, en présence de plusieurs piétons, différents comportements peuvent se produire :
• dans un petit groupe, les gens marchent à une même vitesse vs, mais à des fréquences fp et des

longueurs de pas ls légèrement différentes [40], de telle sorte que :

vs = fpls

La synchronisation peut avoir lieu, mais seulement lorsque la fréquence de la passerelle est de l’ordre
de la fréquence de marche [40].

• si partout la densité η des piétons est inférieure à une densité critique ηc = 0, 3piétons/m2 alors les
piétons sont indépendants les uns des autres [40] et la marche est libre avec une vitesse de l’ordre de
vM = 1, 5m.s−1 [15].

• si à un endroit donné, η ≥ ηc un noyau de synchronisation peut apparâıtre. En effet, dans une foule
dense, les piétons ont tendance à accorder leur pas selon l’espace disponible. D’après Pizzimenti et
Ricciardelli [6], deux cas de figures peuvent se présenter :
– Si la masse modale Mp des piétons (projection de la masse des piétons sur le mode étudié) est

inférieure à une masse critique Mc, le phénomène de résonance de la passerelle n’a pas lieu.
– Si Mp ≥ Mc, le phénomène de résonance apparâıt.

La valeur de la masse critique Mc n’a pas été précisée.

Afin de tester les réponses des passerelles, Grundmann et al [40] les ont classées en 3 catégories selon
l’affluence à laquelle elles peuvent être exposées. Ils ont proposé des configurations différentes de piétons
pour chaque catégorie :

• Modèle 1 : ce modèle concerne les passerelles où le flux est très faible mais où les piétons traversent
par groupes. Pour ce type de passerelles, il suffit d’après les auteurs de considérer un petit groupe de
piétons selon la définition proposée précédemment.

• Modèle 2 : ce modèle concerne les passerelles ayant un faible flux de piétons. La densité maximale
suggérée est de 0, 3p/m2. Dans ce cas, la marche est libre.

• Modèle 3 : dans le cas de passerelles exposées à un traffic de 0, 6−1p/m2, la marche libre est impossible,
et les piétons sont forcés d’ajuster la longueur et la fréquence de leurs pas à celles des autres piétons.

D’après des observations faites sur une foule (enregistrements vidéo et mesure de force), Fujino [41] a
conclu que 20% des piétons étaient synchronisés entre eux (synchronisation en fréquences). Il a aussi émis
une hypothèse selon laquelle les effets des autres piétons se compensent. Yoshida et al. [42] ont estimé la
force latérale d’une foule de 1500 piétons à 5016N , soit en moyenne 3, 34N par personne. Dallard et al. [8,21]
ont supposé que tous les piétons participent de façon égale à la force totale. Ils ont donc identifié la force
latérale modale par personne et la dépendance de la force latérale en fonction de la vitesse de déplacement
de la passerelle. La force par personne ainsi déterminée est supérieure à celle trouvée par Yoshida et al [42]
(elle augmente avec la vitesse des oscillations [8, 21]).
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1.3.4.2 Reproductivité des mesures

La question qui se pose dans le cas d’une foule est : peut on supposer que les piétons marchent de
la même façon ? Or si, comme il a été énoncé plus haut, une personne ne peut pas répéter exactement les
mêmes forces (en fonction du temps) pour plusieurs expériences, c’est d’autant plus vrai quand on considère
deux personnes différentes (Saul, Tuan et McDonald [3, 43]). Dans le cas de plusieurs personnes, on peut
aussi utiliser une distribution de la différence de phase entre les différents individus. De cette façon, on peut
moyenner des mesures faites sur des individus de sorte à obtenir une bonne estimation de la force engendrée
par un groupe. Continuant le travail fait par Tuan et Saul sur les activités typiques sur des gradins (d’un
stade ou d’un théâtre par exemple), et plus précisément le saut, Ebrahimpour [3,44] a identifié le délai entre
deux personnes essayant de sauter en étant synchronisées. Il a utilisé cette distribution du délai avec une
description statistique de la force individuelle pour déterminer la force exercée par plusieurs personnes. De
plus, une simulation par la méthode de Monte Carlo a montré que, pour le saut, l’amplitude maximale de la
force par personne diminue lorsque le nombre de personnes augmente (Ebrahimpour). Cette idée n’étant pas
applicable en pratique, Ebrahimpour et Sack [3, 45] ont proposé de décrire les trois premiers harmoniques
en fonction du nombre de personnes du groupe. Ebrahimpour et al. [3, 46] ont essayé d’appliquer le même
principe sur des piétons qui marchent, et n’ont exprimé que le DLF fondamental en fonction de la taille du
groupe. Cette limitation est probablement due au fait que des mesures de forces non corrélées de personnes,
ont montré que seul le premier harmonique est important, et c’est d’autant plus vrai lorsque le nombre de
personnes augmente. Mais ces mesures ne tiennent pas compte de la possibilité de synchronisation dans une
foule [3].

1.3.4.3 Propriétés dynamiques “apparentes” des passerelles piétonnes en présence
de piétons

La présence de personnes immobiles, change les propriétés dynamiques de la structure. L’amortisse-
ment du système dynamique homme-structure est plus élevé que celui de la structure seule. L’effet est encore
plus important si on a plusieurs personnes. Une personne peut donc être considérée comme un système dy-
namique amortissant. Le corps humain est un système complexe non-linéaire à plusieurs degrés de liberté,
qui réagit de plusieurs manières face au mouvement de la structure (Williams et al [47]). Certains ont essayé
d’approcher le corps humain par un système linéaire à un degré de liberté (comme Zheng et Brownjohn [48],
mais un tel modèle simplifié dépend de la fréquence des oscillations auquelles il est soumis et ne peut pas
être modélisé par des paramètres de masse, de rigidité et d’amortissement constants pour n’importe quelle
fréquence d’oscillation du plancher.

Ellis et Ji [49] ont trouvé que le saut et la course d’une personne ne peuvent pas changer les ca-
ractéristiques dynamiques de la structure, mais leurs essais ont été faits sur une poutre ayant une première
fréquence propre élevée.

Dans le cas d’une structure flexible, Ohlsson [24] a trouvé que la présence de piétons en mouvement
augmente la masse et l’amortissement “apparents” de la structure. Cependant, dans ses essais, le rapport de
masse des piétons et de la passerelle est élevé d’après [3]. Mais des tests effectués sur le Millennium montrent
que la présence d’une foule de piétons augmente l’amortissement dans la direction verticale (Willford [29]).
Des études faites par Yao et al [50] montrent que le saut et le balancement changent aussi les propriétés
dynamiques des structures flexibles, mais là aussi, le rapport de masse entre les piétons et la passerelle est
très élevé [3].

1.3.4.4 Le couplage entre les piétons et la structure dans le cas d’une passerelle
souple sujette à des vibrations latérales

Quand des vibrations latérales de la passerelle ont lieu, les piétons changent leur façon de marcher pour
rester en équilibre. Pour cela, ils se synchronisent avec le mouvement de la passerelle. Ainsi, le mouvement de
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la partie supérieure du corps et la force totale induite par les piétons augmentent, ce qui a pour conséquence
d’augmenter l’instabilité dynamique de la structure. Il faut aussi remarquer que le couplage avec la passerelle,
entrâıne un augmentation de la synchronisation entre les piétons.

D’après Yoneda [51], plusieurs facteurs peuvent influencer la synchronisation : la fréquence latérale natu-
relle de la passerelle, l’amortissement, la position des nœuds dans un mode résonant, la vitesse de la marche,
et la longueur de la passerelle. Cependant, l’influence de ces facteurs n’a pas été vérifiée expérimentalement
sur des passerelles.

Des observations qualitatives de l’Association Française de Génie Civil (AFGC) [25] ont permis de tirer
les informations suivantes :

• Le phénomène de synchronisation forcée se produit pour le premier mode de balancement latéral.
• Il ne semble pas se produire pour les modes de torsion : le mouvement vertical est gênant, mais ne

semble pas favoriser le maintien de la marche à la fréquence de résonance. L’accélération verticale
masque les effets de l’accélération latérale.

• La notion de nombre critique de piétons est relative : la synchronisation forcée ne peut pas avoir
lieu en dessous d’un certain seuil ; cependant au-delà d’un certain seuil (non précisé), il se peut aussi
qu’elle n’ait pas lieu.

• La synchronisation forcée semble s’initier et se développer plus facilement à partir d’une fréquence de
marche initiale inférieure à la moitié de la fréquence propre à risque de la structure. Si la fréquence
de marche est plus élevée, la synchronisation ne se produit pas ; un piéton ayant une marche plutôt
rapide ressent différemment et d’une manière atténuée les vibrations latérales.

• L’effet de la foule augmente avec le niveau des oscillations. On peut considérer que les piétons ont une
marche libre au dessous d’un seuil compris entre 0, 10 et 0, 15m/s2, et sont partiellement synchronisés
au-delà. Le changement de régime est relativement brutal, mais le seuil est variable d’un essai à l’autre.

D’autres études proposent des résultats différents. Ainsi, d’après Barker [52], la réponse vibratoire au
mouvement de la foule peut augmenter sans qu’il n’y ait synchronisation entre les piétons. Dinmore [53]
propose de considérer la force induite par les piétons comme une onde qui se propage dans la structure.
Ainsi, pour contrôler les vibrations de la structure et éviter la synchronisation, il recommande de faire varier
la rigidité tout au long de la structure, en utilisant différents matériaux. De cette façon, l’onde subit des
réflexions et réfractions sur les différentes surfaces de contact, et perd donc de son énergie.

1.3.4.5 Modélisation de la force latérale engendrée par une foule

Après les vibrations survenues le jour de l’inauguration de la passerelle du Millennium, les ingénieurs
d’ARUP ont effectué des études concernant la force latérale. Ils en ont déduit que l’amplitude de la force
totale engendrée par la foule après synchronisation est proportionnelle à l’amplitude de la vitesse de vibration
de la passerelle. Ainsi la force corrélée par personne (i.e. quand il y a synchronisation) est

F̃l(t) = κu̇ (ξp, t) (1.16)

κ étant le coefficient de force latérale d’un piéton, supposé 300Ns/m dans la bande de fréquences 0, 5−1, 0Hz

dans le cas de la passerelle du Millenium, ξp étant la position du piéton sur la passerelle. Cependant ce
coefficient est peut être différent selon les passerelles et il serait intéressant de pouvoir le déterminer pour
d’autres passerelles [3].

Notons ψm =
{
ψi

m

}
i=1,...,N

le mode propre, où ψi
m = ψm(ξi) (ξi étant la position du i-ème piéton).

La vitesse locale u̇ est liée à la vitesse modale U̇(t) par u̇(x, t) = ψi
m(x)U̇(t). La contribution de la i-ème

personne à la force modale totale est ψi
mF̃l =

(
ψi

m

)2
kU̇ . La force modale totale est donc :

Fl = kU̇

N∑

i=1

(
ψi

m

)2
(1.17)

N étant le nombre de personnes. Or la somme peut être approchée par une intégrale :

N∑

i=1

(
ψi

m

)2 '
∫ N

0

ψ2
mdN =

N

L

∫ L

0

ψ2
mdL (1.18)
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L étant la longueur de la passerelle. En supposant que ψm est sinusöıdal,

N

L

∫ L

0

ψ2
mdL =

N

2

La force latérale totale Fl engendrée par une foule de N personnes peut alors s’exprimer par :

Fl =
N

2
kU̇ (1.19)

Les piétons induisent donc un amortissement négatif. En effet, si on revient à l’équation de la dynamique,
on a :

MÜ(t) + CU̇(t) + KU(t) = Fl(t) =
N

2
kU̇

MÜ(t) +
(

C − N

2
k

)
U̇(t) + KU(t) = 0

De plus, la force (totale) induite avant synchronisation est différente de celle obtenue après la synchronisa-
tion ; il convient donc d’étudier les deux cas [3].

La notion de nombre critique de piétons Nc

Des essais réalisés sur le Millennium montrent que même si de plus en plus de personnes marchent sur
la passerelle, aucun indice d’instabilité n’apparâıt jusqu’à ce qu’un nombre critique Nc de piétons ne soit
atteint [54]. Plusieurs auteurs ont essayé d’identifier ce nombre. Certains d’entre eux se sont basés sur les
équations suivantes données par Roberts et par Clough et Penzien [55–57]

MÜ(t) + CU̇(t) + KU(t) = Fl(t)
Mpÿp(t) = −Fl(t)

(1.20)

où l’indice p réfère au piéton, yp étant le déplacement latéral des piétons. Dallard et al. [8,21,56] ont supposé
que les conditions critiques ont lieu lorsque CU̇(t) = Fl(t).

En admettant les relations théoriques suivantes :

ωb = 2πfb =

√
K

M
(1.21)

ξ =
C

2Mωb
(1.22)

ξ étant le taux d’amortissement de la passerelle, et en admettant que la force induite par un groupe ou foule
de piétons est donnée par l’équation (1.19) [8, 21,56], le nombre critique de piétons selon Dallard s’écrit :

Nc =
8πξfbM

k
(1.23)

Un autre calcul du nombre critique a été fait par Newland [56, 58, 59] qui a utilisé la même condition
pour le passage à l’état critique, en admettant toutefois que c’est un cas particulier où ωb = ωp et la marche
des piétons est exactement à π/2 par rapport au déplacement de la passerelle. Il a donc supposé que

Fl(t) = Gsinωpt = Gsinωbt (1.24)

Ainsi, des solutions particulières au système d’équations (1.20) sont :

yp(t) =
G

Mpω2
b

sin ωbt (1.25)

U(t) =
G

2ξMω2
b

sin
(
ωbt− π

2

)
(1.26)

De plus, il a considéré que les synchronisations instables ont lieu lorsqu’une proportion β de piétons est
synchronisée avec la passerelle, et que l’amplitude U du déplacement de la structure est proportionnelle à
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yp (on note γ le coefficient de proportionnalité). Ceci se traduit mathématiquement en remplaçant la masse
des piétons Mp par βMp, et en posant :

U = γyp (1.27)

Newland a aussi utilisé la relation donnée par Clough et Penzien (1975) [57], dans le cas où les piétons sont
uniformément répartis sur une portée de longueur L :

Mp

M
=

∫ L

0

Nmp

L
ψ2

m(x)dx

∫ L

0

mbψ
2
m(x)dx

=
Nm1p

Lmb
(1.28)

x étant la distance le long de la portée, m1p étant la masse moyenne d’un piéton, mb la masse de la passerelle
par unité de longueur, et ψm(x) représentant le mode de vibration normalisé (amplitude maximale unitaire).
En prenant les valeurs particulières : γ = 1, 5 et β = 0, 4, il a obtenu

Nc =
7, 5ξmbL

m1p
(L est la longueur de la portée) (1.29)

Roberts [56, 60] a utilisé les équations (1.20), et le fait que Fl(t) = Gsinωpt. Des solutions particulières de
(1.20) sont

yp(t) =
G

Mpω2
p

sin (ωpt) u(t) =
GD

Mω2
b

sin (ωpt−Ψ)

ωr =
ωp

ωb
, Ψ = arctan

(
2ξωr

1− ω2
r

)
, et D =

(
1

(1− ω2
r)2 + (2ξωr)2

)1/2

.

Il a supposé que la synchronisation instable a lieu lorsque le maximum de l’amplitude latérale de la passerelle
dépasse le maximum de l’amplitude du mouvement latéral des piétons. Il a obtenu

Nc =
1 + α2

2
mbL

m1pω2
rD

(1.30)

α étant la proportion de la portée sur laquelle marchent les piétons à la position la plus défavorable (ventre
d’un mode).

Les résultats de ces théories ont été comparés avec des mesures expérimentales réalisées sur trois passe-
relles : la passerelle de Toda Park au Japon (T-bridge), la passerelle de Singapore Changi Airport (C-bridge)
et la passerelle du Millenium à Londres. Des différences sont apparues entre les résultats théoriques et les
résultats expérimentaux. D’après Roberts [56], ceci s’explique par le fait qu’il y a deux phases de synchro-
nisation. La première phase, stable, peut avoir lieu avec n’importe quel nombre de piétons, et l’amplitude
des vibrations ne dépasse pas une valeur limite de 10 − 15mm comme c’est le cas pour le C-bridge et le
T-bridge. La phase instable a lieu lorsque l’amplitude des vibrations dépasse la valeur limite (10−15mm) ce
qui a pour conséquence d’augmenter l’amplitude de la force latérale des piétons parce qu’ils changent leur
façon de marcher. C’est ce qui a eu lieu pour le Millenium.

Dans cette optique, Roberts [56] déduit que (1.23) correspond à la phase stable, alors que les deux
autres, à la phase instable, (1.30) étant la plus générale car elle n’impose pas de valeurs aux paramètres.

La notion de nombre équivalent de piétons Neq

L’Association Française de Génie Civil (AFGC) [61] a modélisé une foule réelle constituée de piétons
marchant à des fréquences et à des phases différentes, par une foule théorique équivalente. Cette foule
équivalente est formée d’un nombre d’individus plus faible, mais qui sont uniformément répartis sur une
partie de l’ouvrage, qui marchent sur place, et qui sont tous en phase et à la même fréquence. Les deux
foules doivent avoir le même effet sur la structure, i.e. les forces latérales engendrées par chacune des foules
sont égales ou l’accélération maximale des oscillations de la structure obtenue durant une durée de temps
significative est la même pour les deux foules.

D’après l’AFGC [61], l’amplitude de la force d’un piéton ne change pas lorsque la passerelle est en mou-
vement, mais la fréquence de la marche devient égale à la fréquence propre de la passerelle (synchronisation
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piétons-structure), et les fréquences des piétons convergent aussi (synchronisation piétons-piétons). Ainsi,
en supposant que la force d’un piéton est donnée par

Fl = 35 sin (2πflt + φ) (1.31)

La force totale est alors :

Fl =
NP∑

i=1

35 sin
(
2πflit + φ0

i

)
(1.32)

fli et φ0
i étant la fréquence et la phase de la force latérale de marche du i-ème piéton.

La connaissance du nombre équivalent de piétons Neq permet de modéliser la force totale par :

Fl =
NP∑

i=1

35 sin
(
2πflit + φ0

i

) ≈ 35 Neq sin
(
2πflt + φ0

)
(1.33)

Les valeurs obtenues pour Neq sont les suivantes :
• Neq = 10, 8

√
Nξ pour une foule peu dense (fréquences et phases aléatoires)

• Neq = 1, 85
√

N pour une foule dense (phases aléatoires seulement)

Le coefficient de corrélation a été défini comme étant
Neq

N
. Plus de détails sur les travaux de l’AFGC [25]

seront donnés plus loin.

Une équation différentielle pour la phase totale de la force latérale d’un piéton

Dans [7, 54, 62], les auteurs utilisent la première équation de (1.20). En notant φi(t) = 2πflit + φ0
i

la phase totale de la force engendrée par le i-ème piéton, la force latérale totale engendrée par la foule est
donnée par

Fl =
NP∑

i=1

G sin(φi(t)) (1.34)

Comme la synchronisation n’est autre qu’une adaptation de la fréquence de la force engendrée par un piéton
à la fréquence de la structure, l’idée est d’introduire une équation différentielle gérant l’évolution de la

phase φi. Cette équation devrait permettre de faire converger la pulsation instantanée du i-ème piéton
dφi

dt
vers celle de la structure. L’équation différentielle choisie est appelée équation de Kuramoto [63], elle est
développée dans le chapitre 3. Dans le cas particulier de la marche, d’après [7,54], elle peut être écrite sous
la forme :

dφi

dt
= ωi + ε1A sin(ψs − φi + α) (1.35)

• ωi est la fréquence naturelle du i-ème piéton, c’est-à-dire la fréquence qu’il aurait eue dans le cas
d’une marche libre. Les ωi sont distribuées aléatoirement avec une densité de distribution g(ω) qui
reflète la diversité des fréquences naturelles des forces latérales dans une population.

• ε1 quantifie la sensibilité des piétons aux oscillations de la passerelle (ε = 16 d’après [54]).
• A(t) est l’amplitude maximale des oscillations.
• ψs(t) est la phase totale des oscillations de la passerelle, définie par U(t) = A(t) sin ψs(t).
• α est un paramètre de différence de phase (“phase lag”) qui indique si la force des piétons se synchronise

à la même phase que le déplacement, de la vitesse ou de l’accélération de la passerelle.
Dans le cas où α =

π

2
et g(ω) est une gaussienne de moyenne ωb, on trouve :

Nc =
4ξ

π

K

Gε1g(ωb)

ξ =
C

2
√

MK
est le taux d’amortissement proportionnel. Le seul paramètre inconnu est ε1. En comparant la

simulation réalisée et les données obtenues par les essais sur le Millennium, ε a été estimé à 16m−1s−1.
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Dans les travaux de Eckhardt et al. [62], l’équation de Kuramoto utilisée est de la forme suivante :

dφi

dt
= ωi − ε2Ü(t) cos (ψs(t))

Un développement approprié de cette équation conduit à l’équation :

dφi

dt
= ωi +

ε2

2
ω2

bA(t) sin
(
ψs(t)− φi(t) +

π

2

)
(1.36)

La valeur de ε2 trouvée pour que le modèle corresponde au cas du Millennium est ε2 =
1

τ0g0
' 1, 75s/m,

où τ0 = 1, 9s et g = 0, 3m/s2.

En résumé : Les modèles présentés jusqu’ici sont des modèles discrets, dans le sens où on suit le
comportement de chaque piéton isolé. Comme on l’a vu, la plupart de ces modèles ont pour but de déterminer
un nombre critique de piétons pour lequel des oscillations instables peuvent apparâıtre. D’autres modèles
discrets [64] ont pour but de modéliser le comportement des piétons sans prendre en compte leur force. Ces
modèles sont utilisés pour étudier les cas d’évacuation de piétons (alerte, incendie par exemple) ou les cas
où les piétons rencontrent des risques dus à la grande affluence (sortie d’un stade de football, pélerinage à
la Mecque, etc. ). Ainsi, la distance entre les piétons est prise en compte ainsi que les différents trajets que
peut emprunter un piéton pour atteindre son but sans beaucoup dévier du trajet qu’il aurait pris dans des
conditions de marche libre, le but étant de trouver un champ de vitesses des piétons qui soit le plus proche
du champ de vitesses souhaitées par ces piétons.

D’autres auteurs ont considéré un modèle continu de foule [15]. Dans cette modélisation, on ne
s’intéresse pas au comportement de chaque piéton en tant que tel mais au comportement de la foule à
un instant donné et en un point donné. Ainsi la foule peut être assimilée à un fluide compressible et son
comportement peut être régi par l’équation de conservation de la masse [15] en 1D qui met en relation la
densité locale des piétons η(x, t) et leur vitesse de marche locale v(x, t) où x est la coordonnée en espace,
x ∈ [0, L], L étant la longueur de la passerelle :

∂η

∂t
+

∂

∂x
(ηv) = 0 (1.37)

Dans ce cas, en notant S le pourcentage de piétons synchronisés ou la probabilité qu’ils se synchronisent, la
force engendrée par les piétons par mètre de longueur est donnée par :

F̃l(x, t) = η(x, t)`SFl(t) (1.38)

La force totale F(t) n’est autre que la projection de F̃l(x, t), définie dans l’équation (1.38), sur les modes
propres de la passerelle qu’on souhaite étudier. Un modèle de foule basé sur cette approche a été utilisé par
Venuti et al. [15] et sera présenté dans la section suivante.

Des modèles en 2D basés sur l’idée de considérer la foule comme un fluide compressible ont été
également réalisés. Cependant leur but n’est pas de déterminer la force générée par les piétons mais de
déterminer le comportement de la foule dans des situations de “traffic” particulières [65,66].

1.4 Un travail préliminaire sur la modélisation

Dans cette partie, on présente un travail préliminaire de la modélisation de la foule. On commence par
rappeler le travail effectué par l’AFGC [25] puis le modèle continu proposé dans [15]. La combinaison de ces
deux modèles a abouti à la publication d’un article [67].
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1.4.1 Etude réalisée par l’Association Française de Génie Civil (AFGC)

1.4.1.1 Introduction

Le but du travail de l’AFGC [25] est de proposer une méthode simple qui permet d’évaluer le risque
d’entrée en vibration des passerelles en réponse à l’excitation piétonne.

Le travail a été divisé en quatre parties :

• Comportement dynamique latéral du piéton seul : présentation des essais en laboratoire
• Comportement statistique d’une foule de piétons composée de “piétons aléatoires”
• Comportement dynamique d’une foule : observations expérimentales
• Conclusions et recommendations pour un code de calcul français sur les passerelles piétonnes.

1.4.1.2 Comportement du piéton seul/essais sur plateforme réalisée en laboratoire

Une plateforme a été réalisée en laboratoire afin de réaliser des essais.

Description de la plateforme :
C’est un modèle réduit de passerelle ayant des propriétés dynamiques simples avec un seul mode horizontal.

Elle est formée d’une dalle en béton précontraint de 7m de long et 2m de large, supportée par quatre lames
de flexions métalliques qui se déplacent latéralement et qui sont fixées à deux portiques rigides. La dalle
est une structure composée de quatre poutres précontraintes et d’un hourdis précontraint transversalement.
Elle est rigide, massive, et sa souplesse est assurée par les quatre lames de flexion. La continuité de la
marche est assurée par des rampes d’accès et de sortie. Un circuit a été balisé et l’amortissement (faible)
est produit par les lames métalliques. Des réservoirs à eau ont été installés pour simuler un amortissement
ajouté, l’amortissement final obtenu étant calibré pour les essais en jouant sur le volume d’eau de sorte à
être proche d’un amortissement réel de passerelles.

Les essais :
Plusieurs configurations de masse de structure, de fréquence et d’amortissement ont été réalisées. Les

déplacements de l’ouvrage ont été mesurés grâce à des capteurs de déplacement, et les hautes fréquences
(> 4Hz) du signal obtenu ont été filtrées par l’AFGC. Les dérivées première et seconde du signal donnent
la vitesse et l’accélération. La force instantanée a été calculée grâce à :

Fl(t) = MÜ(t) + CU̇(t) + KU(t) (1.39)

où U(t) est le déplacement filtré de l’ouvrage.

Les résultats :
Les essais réalisés sur un piéton montrent que la force latérale Fl(t) engendrée par un piéton n’est pas

purement sinusöıdale, et que son amplitude est bornée quelles que soient les conditions, et ne dépasse que
très rarement 50N en valeur de pic. Le premier harmonique de la série de Fourier donne une valeur de
l’ordre de 30 − 35N en moyenne. Indépendamment du niveau de vibrations observé, de la personne, de la
fréquence, de la masse ou de l’amortissement, Fl(t) peut donc être modélisée par

Fl(t) = 35 cos(ωpt + φ) [N ] (1.40)

où on rappelle que ωp est la fréquence latérale des piétons et φ leur phase.
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1.4.1.3 Comportement aléatoire d’une foule de piétons. Essais statistiques

Le but de ce travail est de modéliser une foule réelle constituée de Np piétons marchant à des fréquences
et à des phases différentes, par une foule théorique équivalente formée de Neq piétons équivalents, bien
répartis sur la passerelle, marchant en phase, à la même fréquence et sur place, qui produiraient le même
effet sur la passerelle.

Dans la suite, les auteurs supposent qu’une foule peu dense est formée de piétons ayant des phases et
des fréquences aléatoires alors qu’une foule dense est formée de piétons ayant des phases aléatoires mais une
même fréquence. Cependant ils ne donnent pas un critère quantitatif pour distinguer ces deux régimes.

Modèle 1 : piétons tous à la même fréquence, marchant sur place, sans interaction
avec un mode propre.

Dans ce modèle, la forme modale de la structure n’est pas prise en compte. Le but de cette partie est
de déterminer le nombre Neq de piétons ayant la même phase φeq et la même fréquence ω qui seraient
équivalents à N piétons marchant à la même fréquence mais avec des phases aléatoires :

N∑

k=1

cos(ωt + φk) = Neq cos(ωt + φeq)

Après développement et identification :

Neq =
√

N, et φeq = arctan




N∑

k=1

sin(φk)

N∑

k=1

cos(φk)




Modèle 2 : foule de piétons avec fréquences et phases aléatoires, et recherche de l’effet
maximal. Non prise en compte de la déformée modale.

Dans un premier temps, l’AFGC considère une foule formée de N piétons avec des phases aléatoires
φi et des fréquences aléatoires ωi suivant une distribution normale de moyenne la fréquence propre de la
passerelle (1Hz) et d’écart type 0, 175Hz. L’amplitude de la force exercée par les piétons est supposée la
même et vaut G.

Ainsi, la force totale engendrée par les N piétons est donnée par

Fl(t) =
N∑

i=1

G cos(ωit + φi)

La résolution analytique de l’équation :

MÜ(t) + CU̇(t) + KU(t) =
N∑

i=1

G cos(ωit + φi)

permet de déterminer l’accélération de la structure en fontion du temps, mais pas son maximum Amax au
cours de la durée de temps considérée ∆t = t2− t1 (100 périodes i.e. 50s pour 2Hz). Amax est estimée par :

Amax = max
t1≤t≤t2




N∑

i=1




Gω2
i

m1pω2

√
(1− ω2

i

ω2
) + 4ξ2 ω2

i

ω2

cos(ωit + φi + Φ)


 + réponse transitoire



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Avec tan Φ = −
2ξ

ωi

ω

1− ω2
i

ω2

La valeur de la réponse transitoire n’est pas prise en compte car elle s’amortit rapidement.

Le nombre équivalent de piétons Neq, en phase et à la même fréquence, qui produiraient la même
accélération maximale vérifie l’égalité :

N∑

i=1




Gω2
i

m1pω2

√
(1− ω2

i

ω2
) + 4ξ2 ω2

i

ω2

cos(ωit + φi + Φ)


 = Neq

G

m1p

1
2ξ

cos(ωt + φeq + Φ)

Les Neq piétons produisent une accélération maximale Neq
G

m1p

1
2ξ

. Donc

Neq =
m1p

G
2ξAmax

Cet essai a été repris 1000 fois avec un nombre de piétons fixé et amortissement fixé. A chaque fois, on fait
une extraction de la valeur caractéristique à 95% de Neq.

Globalement, la valeur à caractéristique à 95% est Neq = 8, 6
√

Nξ alors que la moyenne est de Neq =
6, 1

√
Nξ.

Dans le cas où les piétons ont une même fréquence mais des phases aléatoires, la valeur caractéristique
à 95% est Neq = 1, 75

√
N , et la moyenne est légèrement inférieure à Neq =

√
N .

Modèle 3 : Prise en compte de la déformée modale et du déplacement des piétons

Principe des essais numériques

Notons ` ∗ [1m] la largeur de la passerelle. ` piétons entrent sur la passerelle avec des phases et des
fréquences aléatoires, et une vitesse de 1, 5m/s. Entre temps, à l’autre extrémité ` piétons sortent de la
passerelle. Tous les 1m, on envoie ` piétons et on en retire `. L’accélération maximale de l’essai Aessai

max est
déterminée sur une période T ' 100 Tm (Tm étant la durée d’un pas).

On cherche le nombre Neq de piétons
• marchant sur place
• répartis sur toute la passerelle
• tous à la fréquence propre de la passerelle
• en phase sur le même ventre et en opposition de phase sur des ventres de signes différents.

qui produiraient la même accélération maximale Amax(Neq). Il faut que Aessai
max = Amax(Neq). Neq est

supposé être de la forme :

Neq = k(Longueur)α(Largeur)βξγ(numero mode)−δ

En minimisant
∑

essai k

[Neq(essai;k)−Neq(k, α, β, γ, δ)]2, on obtient

Neq =
13, 41(Longueur)0,59(densite × Largeur)0,42 ξ0,59

(nombre d′onde)0,05

Cette expression étant difficile à appliquer, on pose

k =
13, 41

(nombre d′onde)0,05

et on fait les approximations suivantes

(Longueur)0,59 ' (Longueur)0,5, (densite × Largeur)0,42 ' (densite × Largeur)0,5 et ξ0,59 ' ξ0,5
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On obtient alors l’expression :

Neq ' k(Longueur)0,5(densite × Largeur)0,5ξ0,5

L’optimisation donne k = 10, 8.

Si les piétons ont la même fréquence, ξ n’intervient plus, et on aura k = 1, 85.

Ainsi, on modélise une foule peu dense par Neq,95 = 10, 8
√

Nξ, et une foule dense par Neq,95 = 1, 85
√

N .

1.4.1.4 Comportement dynamique d’une foule. Expérience acquise suite aux essais
sur la passerelle Solférino et en laboratoire

Traitement des résultats

• Le seuil de changement de régime par rapport au régime aléatoire est de l’ordre de 0, 10− 0, 15m/s2

• Après dépassement de ce seuil, les accélérations montent de façon importante, mais restent bornées

On aboutit à un taux de corrélation
(

Neq

N

)
de 30 à 40%. Cette valeur peut monter à 60% pour une

foule compacte

Essais réalisés en laboratoire

Force efficace :

fefficace(t) =
1
T

∫ t+T

t

F (t)
V (t)
|V (t)|dt

Essais avec 6 et 10 piétons.

• A partir de 0, 15− 0, 20m/s2, la force exercée par les piétons est nettement plus efficace, et un début
de synchronisation apparâıt.

• La synchronisation est partielle (maximum de 140−160N soit 40−45% de l’effet de 10 piétons), mais
suffisante pour obtenir des oscillations très inconfortables (> 0.6m/s2)

1.4.1.5 Conclusion

• L’amplitude de l’action d’un seul piéton ne semble pas augmenter avec la vitesse des oscillations
(même pour des accélérations > 0, 5m/s2). Le premier harmonique de cette force est de l’ordre de
35N en moyenne

• L’effet d’une foule aléatoire de piétons peut être assimilé à celui de Neq piétons marchant sur place
à la même fréquence et en phase entre eux (la différence de phase par rapport à la structure étant
constante) :
– Neq = 10, 8

√
Nξ pour une foule peu dense (fréquences et phases aléatoires)

– Neq = 1, 85
√

N pour une foule dense (phases aléatoires seulement)
• L’effet de la foule augmente avec le niveau des oscillations. On peut considérer que la foule de piétons

est aléatoire pour des accélérations inférieures à un seuil compris entre 0, 10 et 0, 15m/s2, et que les
piétons sont partiellement synchronisés au-delà. Le changement de régime est relativement brutal,
mais le seuil est variable d’un essai à l’autre. Donc il est préconisé de prendre une valeur sécuritaire
de 0, 10m/s2.

• Au-delà du seuil de 0, 10m/s2, les piétons sont partiellement synchronisés. Le taux de corrélation
est de l’ordre de 40% en régime continu et 60% pour une foule plus dense. Il faut donc éviter le
déclenchement de la synchronisation.
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1.4.2 Un modèle de foule continu

1.4.2.1 Description de la foule

Dans ce modèle, les auteurs ont adopté une approche bien connue dans la modélisation du traffic
de véhicules [68]. C’est un modèle macroscopique dans le sens où on ne suit pas le comportement de
chaque piéton dans la foule mais on regarde le comportement de la foule en un point donné. Ainsi les
variables utilisées sont des variables locales qui dépendent du temps t et de l’espace x (x ∈ [0; L] étant la
position longitudinale sur la passerelle). Ainsi le comportement de la foule est assimilé à celui d’un liquide
compressible gouverné par l’équation de la conservation de la masse, où η représente la densité locale des
piétons et v leur vitesse locale :

∂η

∂t
+

∂

∂x
(η.v) = 0 (1.41)

Ayant deux variables, une deuxième équation est nécessaire afin de compléter le système. Elle est
généralement connue sous le nom d’équation de fermeture (“closure equation”). Dans cette équation une
deuxième relation entre v et η est développée. Selon les auteurs [15], elle doit prendre en compte la réduction
de la vitesse locale de marche par rapport à la vitesse moyenne de marche libre vm, selon la densité des
piétons mais aussi selon les oscillations de la stucture. Ainsi, l’équation de fermeture est donnée par :

v(x, t) = vmg̃(η)h(u̇) (1.42)

La première fonction réductrice g̃ tient compte de l’influence de la densité des piétons sur leur vitesse de
marche. Dans [15], elle est donnée par :

g̃(η) =





1 si η ≤ ηc

1− 1− exp [−β.(η − ηc)/(ηM − ηc)]
1− exp(−β)

si ηc < η ≤ ηM

0 si η > ηM

(1.43)

On rappelle que ηM = 1, 8p/m2 est la densité maximale admissible par les piétons (à partir de cette
densité ils n’arrivent plus à avancer) et ηc = 0, 3p/m2 est la densité critique à partir de laquelle les piétons
commencent à interagir entre eux. g̃(η) est une fonction décroissante qui dépend d’un paramètre β ∈ [0; 10]
supposé refléter les conditions initiales de marche sur la passerelle. Des valeurs plus élevées de β indiquent
des conditions plus difficiles. Dans la figure 1.12, on trace l’évolution de la vitesse des piétons en fonction
de leur densité pour différentes valeurs de β. Il est évident que la décroissance de v est plus rapide pour
des valeurs plus élevées de β. Il est important de noter que cette équation de fermeture a été déterminée
qualitativement par manque de données expérimentales. La deuxième fonction h prend en compte l’influence
des oscillations de la structure sur le mouvement des piétons. De même que g̃, cette fonction est qualitative,
elle est donnée par

h(u̇) =





0 si max
t−τ≤s≤t

|u̇(s)| ≥ u̇max

1− |u̇|
u̇max

sinon
(1.44)

où u̇max = 0, 25m/s est la vitesse maximale des oscillations admissible par les piétons (valeur expérimentale)
(|u̇| ∈ [0; u̇max]), et τ = 5s la durée de temps que le piéton “garde en mémoire”. Si pendant cette durée, la
vitesse des oscillations dépasse u̇max, le piéton n’avance pas.

La figure 1.13 montre l’évolution de la vitesse locale des piétons en fonction de leur densité et de
l’amplitude de la vitesse d’oscillations de la structure.

1.4.2.2 Modélisation de la force latérale engendrée par la foule

Dans ce modèle [15], on ne prend en compte que les piétons qui sont synchronisés avec la passerelle i.e.
les piétons dont la fréquence de la force latérale est la même que la fréquence instantanée des oscillations
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Figure 1.12. La vitesse moyenne locale en fonction de la densité locale pour différentes valeurs
de β

Figure 1.13. La vitesse moyenne locale en fonction de la densité locale et de la vitesse de vibration
de la passerelle pour β = 7

latérales de la passerelle. Ainsi la force latérale locale engendrée par les piétons est donnée par :

F̃l(x, t) = Flp(t)NS(x, t) (1.45)

NS étant le nombre de piétons synchronisés localement. Afin de déterminer NS , il convient de définir la
probabilité de synchronisation S(x, t). Selon les auteurs, elle est donnée sous la forme d’une somme de deux
fonctions :

S(x, t) = Spp(η(x, t)) + Sps(u̇(x, t)) (1.46)

Spp (figure 1.14-a) est une fonction qui reflète la synchronisation des piétons due à leur densité. A cause du
manque de données expérimentales, Spp a été évaluée qualitativement : pour de faibles densités, les piétons
ne se synchronisent pas entre eux, mais à partir de la densité critique ηc, leur synchronisation augmente
rapidement, puis cette augmentation devient plus lente au fur et à mesure que la densité s’approche de la
densité maximale ηM .

Sps (figure 1.14-b) est une fonction qui reflète la synchronisation des piétons avec la structure. Elle dépend
de la vitesse des oscillations latérales de la structure. La première partie de la courbe (en noir sur le graphe
de la figure 1.14-b) est une approximation quadratique des données concernant le Millennium. La deuxième
partie (en bleu pointillé sur le graphe) est qualitative. Elle reflète le fait qu’à partir d’une certaine vitesse
d’oscillations (0, 15m/s), les piétons commencent à perdre leur synchronisation. Sps est nulle pour des
vitesses d’oscillations supérieures à u̇max = 0, 25m/s.
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a) b)

Figure 1.14. (a) Spp

(
η

ηmax

)
, (b) Sps(u̇)

1.4.2.3 Les faiblesses de ce modèle

Ce modèle présente plusieurs points faibles qu’il convient de citer :
• seuls les piétons synchronisés avec la structure sont pris en compte
• la fontion Spp et l’équation de fermeture sont qualitatives.

1.4.3 Un modèle préliminaire...

Dans [67] on présente un premier modèle de foule continu où on essaie d’éliminer les faiblesse du modèle
présenté dans 1.4.2 en le couplant avec le modèle proposé par l’AFGC et pésenté dans 1.4.1.

Cependant, dans ce modèle, on conserve l’utilisation du taux de piétons synchronisés. On ne voit donc pas
vraiment comment s’est déclenchée cette synchronisation. La période transitoire entre l’état non synchronisé
et l’état synchronisé est négligée. De plus, le caractère aléatoire des fréquences de marche libre des piétons
n’est pas pris en compte. Dans la suite de la thèse on développe et on analyse un nouveau modèle continu
de foule-structure qui palie à ces faiblesses.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté les différentes études et les différents travaux trouvés dans la littérature,
concernant la marche d’un piéton et la modélisation de la force latérale d’un piéton et d’une foule. A la fin
de ce chapitre on a présenté en détails deux modèles trouvés dans la littérature. Ces deux modèles ont été
combinés dans [67] pour former un nouveau modèle de foule-structure qui a constitué une première étape
dans l’élaboration de cette thèse. Un modèle continu plus complet est présenté dans la suite de la thèse.



58 Etude bibliographique et problématique générale



Chapitre 2

Analyses expérimentales

CE CHAPITRE a pour objectif de présenter des résultats expérimentaux et leurs analyses concernant
les mesures suivantes :

? Forces engendrées par un piéton sur un plancher rigide (Tests Décathlon)

? Analyse modale de la passerelle Simone de Beauvoir (Tests CSTB)

? Analyse modale d’une passerelle réalisée en laboratoire (Tests AFGC)
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente des études analytiques réalisées sur différentes données expérimentales
qui nous ont été fournies durant cette thèse. Les premières données analysées, fournies par Décathlon,
concernent la force engendrée par un piéton sur un plancher rigide suivant différentes vitesses de marche.
Des données concernant la passerelle Simone de Beauvoir, récemment inaugurée à Paris ont pu être obtenues
après un accord verbal avec la société EIFFEL et la Mairie de Paris, une convention signée avec RFR et une
collaboration de recherche avec le CSTB de Nantes. L’Association Française de Génie Civil (AFGC) nous a
également fourni des données concernant une passerelle construite en laboratoire. L’analyse de ces données
a permis l’identification des paramètres modaux de la passerelle. L’analyse des données correspondantes à
la passerelle de laboratoire de l’AFGC et à la passerelle Simone de Beauvoir a fait l’objet d’un rapport de
stage de Master de Recherche de P.Pecol [69] 1.

La première partie de ce chapitre est consacrée à la présentation des outils théoriques utilisés pour les
différentes analyses, notamment la série de Fourier, la transformation de Fourier (TF) et la transformation
en Ondelettes (TO). L’analyse des données expérimentales concernant la marche d’un piéton sur un plancher
rigide forme la seconde partie de ce chapitre. La troisième partie porte sur l’analyse des données concernant
la passerelle Simone de Beauvoir. Les données sur la passerelle de laboratoire de l’AFGC sont analysées
dans la quatrième partie, et enfin une conclusion permet de récapituler les principales informations obtenues
grâce à ces différentes analyses.

2.2 Outils théoriques

Dans cette section, on présente de manière condensée les outils théoriques utilisés pour les différentes
analyses réalisées. Dans la première partie, on définit la série de Fourier, dans la deuxième, on présente la
transformée de Fourier et enfin dans la troisième, on explique la transformée en Ondelettes.

2.2.1 La série de Fourier

Dans ce paragraphe, on introduit la série de Fourier.

Soit u(t) un signal périodique ayant une période T et une fréquence f =
1
T

. u(t) peut se développer
sous la forme suivante :

u(t) = a0 +
+∞∑

i=1

(ai cos(ift) + bi sin(ift)) (2.1)

avec a0 =
1
T

∫ T/2

−T/2

u(t)dt

ai =
2
T

∫ T/2

−T/2

u(t) cos
(

2πit

T

)
dt, ∀i > 0

bi =
2
T

∫ T/2

−T/2

u(t) sin
(

2πit

T

)
dt, ∀i > 0

(2.1) s’écrit également

u(t) = α0 +
+∞∑

i=1

αi cos(ift + ϕi) (2.2)

avec

α0 = a0, αi =
√

a2
i + b2

i et ϕi = arctan
(

bi

ai

)

1Le stage de M.Philippe Pecol a été co-encadré par P.Argoul, S.Erlicher et moi-même. Ce stage a eu lieu à l’UR

Navier, au sein de l’équipe “Dynamique des structures et Identification”.
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2.2.2 La transformation de Fourier (TF)

Dans ce paragraphe, on fait une présentation succinte de la transformée de Fourier. Les lecteurs désirant
obtenir plus de détails pourront se reférer à l’un des nombreux ouvrages trâıtant ce sujet, comme par
exemple [70].

Soit u(t) un signal intégrable, t étant la variable de temps. La transformée de Fourier permet une
représentation de ce même signal dans le domaine fréquentiel. Elle est donnée par :

û(ω) = [TF (u)] (ω) =
∫ +∞

−∞
u(t)eiωtdt (2.3)

où ω est la fréquence angulaire ou pulsation. Inversement, si on connâıt la transformée de Fourier û(ω) d’un
signal u(t), et si û(ω) ∈ L1(R+), on peut remonter au signal u(t) grâce à la transformée de Fourier inverse
donnée par :

u(t) =
1
2π

∫ +∞

−∞
û(ω)eiωtdω (2.4)

Le théorème de Parseval-Plancherel :
∫ +∞

−∞
u(t)v̄(t)dt =

1
2π

∫ +∞

−∞
û(ω)¯̂v(ω)dω (2.5)

lie le produit scalaire de deux signaux temporels u(t) et v(t) au produit scalaire de leur transformées de
Fourier û(ω) et v̂(ω), où v̄(ω) et ¯̂v(ω) sont les fonctions conjuguées de v(ω) et de v̂(ω) respectivement. Il
permet de déduire une relation entre les normes L2 d’un signal temporel u(t) et de sa transformée de Fourier
û(ω) : ∫ +∞

−∞
|u(t)|2dt =

1
2π

∫ +∞

−∞
|û(ω)|2dω (2.6)

Cette relation entre les normes L2 de chacune de ces représentations montre l’équivalence du signal temporel
u(t) et du signal fréquentiel û(ω). Cependant, la transformée de Fourier est définie par une intégration du
signal sur tout l’intervalle de temps. Par cette transformation, le signal perd donc son information temporelle.
La transformation en ondelettes permet une représentation temps-fréquence qui remédie à cette “faiblesse”
de la TF.

2.2.3 La transformation en ondelettes (TO)

Introduction

Dans ce paragraphe, on présente la transformation en ondelettes (TO). Plus de détails peuvent être
trouvés dans [71–73]. On commence par définir les ondelettes et la transformation en ondelettes puis on
précise les choix utilisés pour calculer cette transformation.

Définition

Les ondelettes sont des fonctions oscillantes bien localisées en temps et en fréquence. La transformation
en ondelettes nous permet d’obtenir une description en temps et en fréquence d’un signal donné comme le
ferait un “microscope mathématique réglable” : des informations grossières peuvent être ainsi obtenues mais
aussi des informations plus détaillées selon les paramètres choisis.

Soit ψ(t) une fonction analysante. On construit une famille d’atomes temps-fréquence en translatant
ψ au temps b et en la comprimant ou la dilatant à l’échelle a. Cette famille est formée des fonctions ψb,a

définies par :

ψb,a(t) =
1
a
ψ

(
t− b

a

)
(2.7)
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La transformée en ondelettes d’un signal u(t) continu par morceaux sur son espace de définition et d’énergie
finie est définie par [71] :

Tψ[u](b, a) = 〈u, ψb,a(t)〉 =
1
a

∫ +∞

−∞
u(t)ψ̄

(
t− b

a

)
dt (2.8)

ψ̄ est le conjugué de ψ et 〈., .〉 représente le produit scalaire dans l’espace L2(R). Cette définition de la
transformation en ondelettes est basée sur le choix de ψ qui sera appelée ondelette mère. Le théorème de
Parseval-Plancherel (2.5) permet d’écrire une deuxième forme pour la transformée en ondelettes de u(t) :

Tψ[u](b, a) =
1
2π

∫ +∞

−∞
û(ω)ψ̂(aω)eiωbdω (2.9)

Inversement, à partir de la transformée en ondelettes Tψ[u](b, a) d’un signal u(t), on peut reconstruire ce
signal si

Cψ =
1
a

∫ +∞

0

∣∣∣ψ̂(aω)da
∣∣∣ (2.10)

vérifie la condition d’admissibilité :

0 < Cψ < +∞ (2.11)

Dans ce cas,

u(t) =
1

Cψ

∫ +∞

−∞

∫ +∞

0

1
a
Tψ[u](b, a)ψ

(
t− b

a

)
da db (2.12)

La transformée en ondelettes dépend fortement du choix de l’ondelette mère ψ. Dans le paragraphe suivant,
on explicite le choix retenu pour notre analyse.

Choix de l’ondelette mère

Soit ψ une ondelette mère, ωψ la moyenne (espérance) de la transformée de Fourier de ψb,a normalisée
et ∆ωψ l’écart type. On définit le facteur de qualité Q comme étant le rapport entre entre la fréquence
moyenne et la résolution en fréquence [72] :

Q =

ωψ

a
2∆ωψ

a

=
ωψ

2∆ωψ
(2.13)

Le facteur de qualité ne dépend pas du choix de a. Pour un signal ayant N fréquences, un Qj est choisi pour
analyser chaque fréquence angulaire ωj du signal (j ∈ [1;N ]) et doit vérifier pour tout j ∈ [1; N ] [72] :

cf
ωj

2dωj
≤ Qj ≤ Lωj

2ct
(2.14)

dωj est la bande de fréquences à étudier autour de ωj , L est la longueur du signal, cf et ct sont des coefficients
en relation avec le choix de l’ondelette mère.

Trois types d’ondelettes mère complexes (∈ C) sont utilisées : l’ondelette de Morlet, l’ondelette de
Cauchy et l’ondelette harmonique. D’après [72], on utilise l’ondelette de Cauchy. Connaissant le facteur
de qualité Q, les paramètres de l’ondelette de Cauchy sont définis d’après les relations présentées dans le
Tableau 2.1. Dans ce tableau, n est un paramètre libre (fixé si on fixe Q), H est la fonction d’Heaviside,
tψ est la moyenne (espérance) de l’ondelette mère normalisée, ∆tψ son écart type, et µψ est le coefficient

d’incertitude de Heisenberg. D’après le principe d’indétermination de Heisenberg [71], µψ ≥ 1
2
.
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ψ(t) =
(

i

t + i

)n+1

∆ωψ =
√

2n + 1
2

ψ̂(ω) =
2πωne−ω

n!
H(ω) ∆tψ =

1√
2n− 1

Cψ =
4π2

22n

(2n− 1)!
(n!)2

µψ =
1
2

√
1 +

2
2n− 1

tψ = 0 ωψ = n +
1
2

Q =
ωψ

2∆ωψ
=

n +
1
2√

2n + 1
cf = ct = 5

Tableau 2.1. Paramètres de l’ondelette de Cauchy

Effets de bord

Soit u(t) un signal temporel à variables dans R+ et [T1, T2] ⊂ R+. On note ũ(t) le signal défini par :

ũ(t) =
{

u(t) si t ∈ [T1, T2]
0 si t /∈ [T1, T2]

(2.15)

La transformée en ondelettes de u(t) et celle de ũ(t) sont différentes au niveau de T1 et de T2. C’est ce qu’on
appelle effet de bord et peut être expliqué par le fait que la transformée en ondelettes est un produit de
convolution :

Tψ[u](b, a) = u ∗ ψ̄

(
t− b

a

)
(2.16)

Cependant on peut monter qu’il existe un domaine où l’effet de bord est négligeable [74,75]. Il est délimité
par :

• deux hyperboles définies par :

ω =
2ctQµψ

b

ω =
2ctQµψ

L− b

(2.17)

µψ étant le coefficient de Heisenberg défini dans le Tableau 2.1 et L la longueur de temps du signal
enregistré.

• deux lignes horizontales :
ω = 0

ω =
2πfNyquist

1 +
cf

2Q

(2.18)

où fNyquist =
1

2L
.

Identification des paramètres d’une structure

Les caractéristiques modales d’une structure linéaire sont : le taux d’amortissement, la fréquence propre
et la déformée modale pour un mode donné. L’analyse par ondelettes facilite la détermination de ces différents
paramètres. Dans la suite de ce paragraphe, on précise la méthode utilisée pour cette identification.

a-Définition des arêtes Une arête est l’ensemble A1 des points (b, ar(b)) du plan temps-fréquence tel
que le module de la transformée en ondelettes est maximal [72] :

A1 =
{
(b, ar(b)) ; ∀b ≥ 0, ‖Tψ‖ (b, ar(b)) = max

a
|Tψ[u](b, a)|

}
(2.19)
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La restriction de la transformée en ondelettes à l’arête est appelée “squelette” et contient l’information
principale parce qu’elle est proche du signal étudié.

Dans la figure 2.1, on a tracé la transformée en ondelettes d’un signal “chirp” (modulé en amplitude et
en fréquence). L’arête est tracée en vert, et les deux hyperboles de l’effet de bord en rouge. Les deux lignes
horizontales n’apparaissent pas parce qu’elles sont à l’extérieur de l’intervalle de variation de l’ordonnée
[Hz] qu’on a tracé.

Figure 2.1. La transformée en ondelette d’un signal temporel

b-Extraction des arêtes Les signaux étudiés ont une durée de temps limitée. L’extraction des arêtes
se fait par l’algorithme “Crazy Climber” développé au sein de l’équipe Dynamique et Identification de l’UR
Navier. Il est basé sur le principe de “recuit simulé” [73].

c-Formulation des critères d’identification [75]

Si on suppose que le système a un amortissement non proportionnel linéaire, le déplacement u (t) =
[u1(t), ..., uk(t), ..., uN (t)]T peut s’écrire comme une somme de N déplacements modaux :

uk (t) =
N∑

j=1

ukj (t) =
N∑

j=1

1
2

(
Gj φkje

sjt + Ḡj φ̄kje
s̄jt

) ∈ R (2.20)

où ukj (t) est la j-ème composante de uk (t) ; φkj est le k-ème élément de la forme modale complexe φj ;
Gj est le facteur de participation complexe associé au j-ème mode. L’équation 2.20 montre que chaque
déplacement modal réel est défini comme une combinaison linéaire de deux complexes conjugués.

Considérons maintenant le terme
(
φT

j , sjφ
T
j

)
A

(
u0

v0

)
où u0 = u(0) et v0 = u̇(0) sont déduits de

l’équation 2.20 et de sa dérivée par rapport au temps à l’instant t = 0. On peut démontrer que Gj dépend
des conditions initiales [76] :

Gj = |Gj | ei arg Gj = 2
φT

j (sjM u0+C u0 + M v0)

φT
j (2sjM + C)φj

(2.21)

M étant la masse modale de la passerelle et C son amortissement modal. L’équation 2.20 peut s’écrire sous
la forme suivante :

uk (t) =
N∑

j=1

Re
(
Gj φkj esjt

)
=

N∑

j=1

Re
(
z(ukj) (t)

)
(2.22)
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où z(ukj) (t) est une fonction complexe associée à ukj (t) : z(ukj) (t) = Gj φkj esjt. Ainsi, on a :

z(ukj) (t) := A(ukj) (t) ei α(ukj)(t) avec
A(ukj) (t) = |Gj | |φkj | e−ξjωj t

α(ukj) (t) = arg Gj + arg φkj + ωj

√
1− ξ2

j t

(2.23)

où l’amplitude instantanée A(ukj) (t) est une fonction positive et décroissante exponentiellement ; la phase
α(ukj) (t) est la somme de trois termes : arg Gj est un terme constant en relation avec les conditions initiales
modales ; le second terme prend en compte le fait que les formes modales sont complexes, ses valeurs se
trouvent dans l’intervalle (−π, π] ; le troisième terme dépend du temps et est en relation avec les oscillations
du système.

La vitesse des oscillations s’écrit sous la forme :

u̇k (t) =
N∑

j=1

u̇kj (t) =
N∑

j=1

1
2

(
sjGj φkj esj t + s̄jḠj φ̄kj es̄j t

)

et l’accélération :

ük (t) =
N∑

j=1

ükj (t) =
N∑

j=1

1
2

(
s2

jφkj Gje
sj t + s̄2

j φ̄kj Ḡje
s̄j t

)

Des représentations complexes analogues à celles de l’équation 2.23 pour les amplitudes instantanées et les
phases sont également possibles :

u̇kj (t)=Re
(
z(u̇kj) (t)

)
= A(u̇kj) (t) cos

(
α(u̇kj) (t)

)
avec

A(u̇kj) (t) = ωj A(ukj) (t)

α(u̇kj) (t) = α(ukj) (t) + arctan

√
1− ξ2

j

−ξj

(2.24)

et
ükj (t)=Re

(
z(ükj) (t)

)
= A(ükj) (t) cos

(
α(ükj) (t)

)
avec

A(ükj) (t) = ω2
j A(ukj) (t)

α(ükj) (t) = α(ukj) (t) + arctan
−2ξj

√
1− ξ2

j

−1 + 2ξ2
j

(2.25)

L’identification modale peut se faire en trois étapes :

1. D’après [75], la détermination des fréquences modales peut se faire par une minimisation au sens des
moindre carrés :

ω̃j = arg [min F1 (ω̃j)] avec

F1 (ω̃j) =
Ñs∑

k=1

∫

Ikj

(
ωmax

a
(ukj)
r (b)

− ω̃j

)2

db

=
Ñs∑

k=1

∫

Ikj

(
α̇(ukj) (b)− ω̃j

)2

db

(2.26)

2. Comme le signal analytique Zukj
(t) décrôıt exponentiellement, on peut déterminer l’amortissement

modal ξj . La méthode des moindre carrés permet d’obtenir :

(ξjωj , |Gj | |φkj |) = arg [min F2 (ξjωj , |Qj | |φkj |)] avec

F2 (ξjωj , |Gj | |φkj |) =
Ñs∑

k=1

∫

Ikj

(
ln

∣∣Zukj
(b)

∣∣− (ln (|Gj | |φkj | − ξjωjb))
)2

db
(2.27)

Les paramètres ξjωj et |Gj | |φkj | peuvent être identifiés. En utilisant la valeur de ω̃j identifiée à l’étape
(1), il est possible de déterminer ξj and ωj .
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3. Soient Zulj
(b) et Zukj

(b) les signaux analytiques identifiés pour la fréquence f̃j , respectivement en
un point de référence l et au point générique k de la structure. Le vecteur complexe

Zuj (b) =
[
Zu1j (b)
Zulj

(b)
, ...,

ZuNj (b)
Zulj

(b)

]T

peut être interprété comme une estimation de l’évolution temporelle de la forme modale complexe
φj , normalisée par rapport au point de référence choisi. La forme modale est identifiée grâce à la
minimisation suivante :

φj = arg
[
min F3

(
φj

)]
avec

F3

(
φj

)
=

∫

Ij

∥∥Zuj
(b)− φj

∥∥2
db (2.28)

2.3 Analyse de la force de marche d’un piéton sur un plancher

rigide

2.3.1 Introduction

Des mesures de forces dues à la marche d’un piéton sur un plancher rigide (i.e. non susceptible de vibrer
sous l’action de la marche) ont été réalisées par Décathlon. Ces données ont été analysées afin de déterminer
certaines caractéristiques de la marche d’un piéton et de modéliser la force qu’il engendre. Dans ce qui
suit, nous commençons par décrire l’expérience réalisée par Décatlon, puis nous présentons le traitement des
données, et enfin les résultats de l’analyse effectuée.

2.3.2 Description de l’expérience

Les mesures ont été réalisées sur un tapis roulant [77] équipé de sorte à mesurer les composantes verticale,
latérale et longitudinale de la force qui lui est appliquée.

Le piéton est un jeune homme sportif et “en bonne santé”, de 24 ans, pesant 73kg.

Des séquences de marche de durée 15s à vitesse de marche constante ont été enregistrées pour différentes
vitesses de marche : 3, 75km/h, 4, 5km/h, 5, 25km/h et 6km/h. Il faut savoir que 4, 5km/h(= 1, 25m/s) est
une vitesse proche de la vitesse moyenne de marche libre vM = 1, 5m/s à laquelle la majorité des personnes
marchent confortablement et naturellement. A chaque fois, les différentes composantes de la force engendrée
par chacune des jambes du piéton ont été enregistrées avec une fréquence d’acquisition de 200Hz.

2.3.3 Traitement des données

Les valeurs transmises par Décathlon ne sont pas filtrées. Comme le signal obtenu est très bruité, on
applique un filtre passe-bas à 25Hz en utilisant un filtre de type “Hamming” [78] (figure 2.3). Pour illustrer
cette démarche, nous prenons comme exemple, la force latérale appliquée par le pied droit pour une vitesse
de marche de 3, 75km/h. On voit sur la figure 2.2, le graphe de la force (a) et sa transformée de Fourier
obtenue par FFT (b).



68 Analyses expérimentales

(a)
0 5 10 15

−80

−60

−40

−20

0

20

40

60

temps[s]

fo
rc

e 
[N

]

Force du pied droit experimentale

force exp. [N]

(b)
0 20 40 60 80 100

0

5

10

15

20

25

frequence[Hz]

fft

fft du signal de la force laterale du pied droit pour une vitesse de marche de 3.75 km/h

Figure 2.2. (a) Force latérale appliquée par le pied droit pour une vitesse de 3.75km/h, (b) FFT
de la force
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Figure 2.3. Le filtre de Hamming

L’idée est de multiplier la transformée de Fourier rapide du signal (Fast Fourier Transform FFT) par le
filtre afin de l’annuler à partir de 25Hz et donc d’éliminer les vibrations correspondantes à ces fréquences.
La transformée de Fourier filtrée est représentée avec la transformée de Fourier non filtrée dans la figure
2.4. L’amplitude de la FFT filtrée commence à diminuer par rapport à la FFT non filtrée à partir de 20Hz

pour s’annuler complètement à partir de 25Hz (2.4-b).
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Figure 2.4. (a) La fft de la force avant filtrage, (b) La fft de la force après filtrage

Cependant, le filtrage induit un déphasage du signal. Pour résoudre ce problème, MATLAB propose la
fonction filtfilt qui applique directement le filtre choisi sur le signal initial et élimine ce déphasage.

Afin d’obtenir la force totale appliquée sur le tapis, on a additionné la force engendrée par le pied droit
et celle engendrée par le pied gauche. Ceci a permis d’avoir des informations concernant la durée et la
longueur des pas, sachant qu’un pas commence au début du contact simultané des deux pieds du piéton
avec le plancher. Il est important de rappeler que la force latérale admet des sens opposés pour chacun des
pieds (voir chapitre 1). La force latérale totale est donc égale à la différence entre la force du pied droit et
celle du pied gauche.

Une analyse de Fourier a été ensuite réalisée afin de déterminer la fréquence de la marche et la fréquence
à laquelle chaque pied applique sa force. De plus, on a calculé les différentes composantes de la force (pour
chaque pied et pour la force totale) en utilisant les séries de Fourier.

2.3.4 Résultats de l’analyse

2.3.4.1 Le signal

Les graphiques de la figure 2.5 représentent respectivement les composantes verticale (a), latérale (b) et
longitudinale (c) de la force de la marche pour la vitesse 4, 5km/h après filtrage des données. Les courbes
relatives aux autres vitesses étudiées ont des allures identiques.

Dans ces figures, on voit que durant un pas, la composante de la force correspondant à chaque pied peut
être divisée en deux temps : le premier concerne la période où le pied en question est en contact avec le
plancher, ce qui correspond sur le graphe à la période où la force est non nulle ; le deuxième temps concerne
la période où le pied n’est plus en contact avec le plancher et donc sa force est nulle. Quand le pied est
en contact avec le plancher, la force verticale (figure 2.5-a) est en “selle de cheval” et elle est formée de
deux pics comme on l’a déjà mentionné dans la partie bibliographique (chapitre 1). On retrouve ces mêmes
caractéristiques pour les autres vitesses étudiées.

2.3.4.2 Les caractéristiques des forces

Pour une vitesse de marche v donnée, la durée moyenne des pas Tm est calculée comme étant la période
moyenne de la force verticale totale : à partir du signal de la force verticale totale, on calcule la période
correspondant à chaque pas, puis on en fait la moyenne. La longueur moyenne Lm des pas est calculée par :

Lm = vTm
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Figure 2.5. Les composantes de la force pour une vitesses de marche de 4, 5km/h : (a) verticale
(b) latérale (c)longitudinale

Cette analyse réalisée pour les différentes vitesses de marche, montre que la longueur moyenne des pas
augmente lorsque la vitesse de la marche augmente, alors que la durée moyenne des pas diminue (figure 2.6
et tableau 2.2). Pour une même vitesse, la longueur et la durée d’un pas diffèrent d’un pas à l’autre (figure
2.6, graphes (a) et (c)). De plus, on a déterminé la fonction qui lie la longueur moyenne et la durée moyenne
des pas à la vitesse, en utilisant plusieurs approches polynômiales (figure 2.6, graphes (b) et (d)). Le tableau
2.2 présente la longueur et la durée moyennes des pas avec les différences relatives moyennes et maximales
(en %) d’un pas à l’autre pour chaque vitesse de marche. Une analyse de Fourier a permis de déterminer

Vitesse Longueur Durée Différence Différence
(km/h) moyenne(m) moyenne(s) moyenne(%) maximale(%)
3,75 0,67 0,6488 3,1 11,6
4,5 0,73 0,6198 2,86 8,04
5,25 0,77 0,5319 2,28 8,9
6,0 0,88 0,5277 2,79 7,69

Tableau 2.2. Les longueurs et les durées des pas avec les différences d’un pas à l’autre

la fréquence des forces appliquées au plancher. Celle-ci est représentée dans la figure 2.7 en fonction de la
vitesse. La fréquence de la force totale est égale à la fréquence de la force due à chaque pied dans le cas de
la force latérale, mais elle est égale au double dans le cas des forces verticale et longitudinale. Une analyse
sur la force latérale engendrée par plusieurs piétons dont celui dont on analyse les forces dans ce chapitre
est présentée dans [79]. Dans cet article, on montre notamment que pour une vitesse donnée, la fréquence
des piétons est quasiment la même pour tous les piétons étudiés.
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Figure 2.7. La fréquence de la force engendrée par un pied en fonction de la vitesse de la marche

Généralement on considère que la force d’un piéton est périodique, et on développe ses différentes
composantes en utilisant des séries de Fourier tronquées à un ordre n donné (équation (2.29)). Ce travail a
été fait pour chaque pied et pour la force totale.

F (t) = α0 +
n∑

i=1

αi cos(2πift + φi) (2.29)
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où

F est la force considérée
f est la fréquence de la force
αi sont les coefficients de Fourier
φi sont les phases, elle dépendent de l’instant initial, mais les φi − iφ1 sont intrinsèques
Afin de déterminer pour quelle valeur de n on peut tronquer la série de Fourier, on a calculé la force pour
n = 5, 10, 15, et 20.

On peut remarquer, d’après les signaux enregistrés, que ces forces ne sont pas exactement périodiques.
En effet, pour une même jambe, les amplitudes varient d’un pas à l’autre, de même que la longueur des pas,
ce qui affecte directement la durée d’un pas et par conséquent la périodicité du signal. Une approche par
coefficients de Fourier sur l’ensemble du signal permet de moyenner l’évolution de la force en fonction du
temps. Nous traçons dans la figure (2.8) l’approximation par série de Fourier des différentes forces engendrées
par chacune des jambes pour la vitesse de 4, 5km/h suivant le nombre de coefficients pris en compte dans
la série de Fourier (5, 10, 15 et 20) sur la première période du signal. On peut remarquer que ces courbes
sont très proches les unes des autres pour les composantes verticale et longitudinale, mais on observe des
différences plus prononcées pour la composante latérale. On remarque les mêmes caractéristiques pour les
différentes vitesses. Par conséquent, si on choisit cette approche de modélisation de la force engendrée par un
piéton, on peut se contenter des 5 premiers coefficients de la série de Fourier pour les composantes verticale
et longitudinale. Cependant, pour savoir exactement si une telle troncature est suffisante, et s’il est possible
de l’appliquer pour la composante latérale, il faut étudier la réponse de passerelles (ou plus simplement de
poutres) face à ces forces modélisées afin d’établir avec exactitude l’influence des harmoniques supérieures.
Les valeurs des coefficients de Fourier et des phases pour les 5 premiers harmoniques sont regroupés dans
les tableaux 2.3 à 2.14 et les courbes obtenues avec une approximation à 5 harmoniques pour les forces
engendrées avec une vitesse de marche de 4, 5km/h sont tracées dans les figures 2.9, 2.10 et 2.11.

Pied droit Pied gauche Total
α0 = 353, 38 α0 = 348, 78 α0 = 702, 15
α1 = 402, 82 φ1 = 3 α1 = 402, 20 φ1 = −0, 14 α1 = 125, 15 φ1 = 2, 98
α2 = 64, 67 φ2 = 3, 12 α2 = 61, 15 φ2 = 3, 04 α2 = 39, 99 φ2 = 0, 06
α3 = 122, 46 φ3 = −0, 38 α3 = 128, 84 φ3 = 2, 76 α3 = 42, 91 φ3 = 3, 11
α4 = 24, 84 φ4 = 0, 34 α4 = 15, 32 φ4 = 0, 18 α4 = 26, 11 φ4 = −0, 39
α5 = 26, 87 φ5 = 2, 46 α5 = 31, 44 φ5 = −0, 67 α5 = 13, 27 φ5 = 2, 64

Tableau 2.3. Coefficients de la force verticale pour une vitesse de 3, 75km/h

Pied droit Pied gauche Total
α0 = 353, 96 α0 = 355, 83 α0 = 709, 79
α1 = 396, 73 φ1 = 1, 64 α1 = 394, 85 φ1 = −1, 51 α1 = 177, 05 φ1 = −0, 08
α2 = 79, 53 φ2 = 0, 13 α2 = 96, 54 φ2 = 0, 07 α2 = 15, 82 φ2 = 0, 59
α3 = 148, 85 φ3 = 1, 72 α3 = 163, 17 φ3 = −1, 40 α3 = 43, 46 φ3 = 0, 79
α4 = 14, 01 φ4 = 1, 43 α4 = 11, 21 φ4 = −0, 68 α4 = 33, 70 φ4 = 0, 52
α5 = 30, 07 φ5 = 1, 75 α5 = 43, 22 φ5 = −1, 61 α5 = 22, 35 φ5 = 0, 37

Tableau 2.4. Coefficients de la force verticale pour une vitesse de 4, 5km/h

Le développement en série de Fourier induit une “moyennisation” qui nous a permis de comparer,
pour une même vitesse les forces engendrées par chaque pied, et les forces engendrées pour des vitesses
différentes. Premièrement, on peut remarquer que les forces de même type ont la même allure générale,
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Figure 2.8. Les signaux des forces modélisées par différents nombres de coefficients de Fourier
pour une vitesse de marche de 4, 5km/h : (a) vertical droit, (b) vertical gauche, (c)
latéral droit, (d) latéral gauche, (e) longitudinal droit, (f) longitudinal gauche

Pied droit Pied gauche Total
α0 = 364, 01 α0 = 351, 54 α0 = 715, 55
α1 = 390, 54 φ1 = −1, 28 α1 = 390, 42 φ1 = 1, 85 α1 = 213, 93 φ1 = 0, 23
α2 = 106, 35 φ2 = 0, 38 α2 = 107, 37 φ2 = 0, 32 α2 = 0, 99 φ2 = 0, 57
α3 = 178, 20 φ3 = −0, 82 α3 = 181, 04 φ3 = 2, 24 α3 = 43, 84 φ3 = 1, 97
α4 = 1, 32 φ4 = 1, 48 α4 = 0, 56 φ4 = −1, 76 α4 = 32, 01 φ4 = 2, 07
α5 = 42, 03 φ5 = −0, 39 α5 = 44, 45 φ5 = 2, 57 α5 = 20, 08 φ5 = 2, 34

Tableau 2.5. Coefficients de la force verticale pour une vitesse de 5, 25km/h

mais des amplitudes et des périodes différentes selon la vitesse (donc selon la fréquence de marche). De
plus, le temps de contact d’un pied avec le plancher diminue lorsque la vitesse augmente. Par conséquent, la
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Pied droit Pied gauche Total
α0 = 351, 59 α0 = 358, 55 α0 = 710, 15
α1 = 376, 87 φ1 = 1, 94 α1 = 379, 18 φ1 = −1, 29 α1 = 270, 29 φ1 = 0, 3
α2 = 131, 74 φ2 = 0, 54 α2 = 138, 97 φ2 = 0, 36 α2 = 23, 01 φ2 = −2, 07
α3 = 198, 02 φ3 = 2, 52 α3 = 217, 17 φ3 = −0.87 α3 = 33, 42 φ3 = 2, 23
α4 = 7, 03 φ4 = −2, 16 α4 = 16, 61 φ4 = −1, 68 α4 = 30, 34 φ4 = 2, 18
α5 = 43, 09 φ5 = 3, 10 α5 = 52, 43 φ5 = −0, 61 α5 = 20, 29 φ5 = 2, 51

Tableau 2.6. Coefficients de la force verticale pour une vitesse de 6km/h

Pied droit Pied gauche Total
α0 = 10, 06 α0 = 12 α0 = −1, 94
α1 = 20, 81 φ1 = 2, 80 α1 = 18, 49 φ1 = −0, 24 α1 = 39, 10 φ1 = 2, 88
α2 = 1, 98 φ2 = −1, 11 α2 = 1, 52 φ2 = 0, 01 α2 = 2, 12 φ2 = −1, 87
α3 = 11, 25 φ3 = −0, 14 α3 = 10, 19 φ3 = 2, 83 α3 = 21, 16 φ3 = −0, 12
α4 = 4, 25 φ4 = −3, 03 α4 = 5, 22 φ4 = 3, 13 α4 = 1, 18 φ4 = 1, 05
α5 = 5, 07 φ5 = −2, 93 α5 = 4, 62 φ5 = −0, 20 α5 = 9, 25 φ5 = −2, 97

Tableau 2.7. Coefficients de la force latérale pour une vitesse de 3, 75km/h

Pied droit Pied gauche Total
α0 = 10, 92 α0 = 10, 05 α0 = 0, 87
α1 = 18, 60 φ1 = 1, 03 α1 = 16, 17 φ1 = −1, 83 α1 = 34, 91 φ1 = 1, 12
α2 = 2, 62 φ2 = 2, 48 α2 = 4, 50 φ2 = −2, 81 α2 = 3, 50 φ2 = 0, 84
α3 = 11, 04 φ3 = 1, 05 α3 = 10, 57 φ3 = −2, 03 α3 = 21, 59 φ3 = 0, 95
α4 = 5, 82 φ4 = 3, 09 α4 = 7, 68 φ4 = −3, 08 α4 = 1, 66 φ4 = −0, 34
α5 = 6, 45 φ5 = 1, 07 α5 = 5, 41 φ5 = −1, 98 α5 = 11, 73 φ5 = 0, 9

Tableau 2.8. Coefficients de la force latérale pour une vitesse de 4, 5km/h

Pied droit Pied gauche Total
α0 = 9, 7 α0 = 15.04 α0 = −5, 34
α1 = 19, 91 φ1 = −1, 58 α1 = −21, 74 φ1 = 1, 69 α1 = 41, 29 φ1 = −1, 53
α2 = 2, 45 φ2 = −2, 19 α2 = 5, 51 φ2 = −1, 90 α2 = 3, 66 φ2 = 1, 51
α3 = 12, 77 φ3 = −1, 04 α3 = 13, 48 φ3 = 1, 84 α3 = 26, 34 φ3 = −1, 24
α4 = 7, 57 φ4 = −1, 73 α4 = 8, 95 φ4 = −1, 97 α4 = 1, 36 φ4 = 2, 01
α5 = 6, 70 φ5 = −0, 49 α5 = 6, 80 φ5 = 2, 14 α5 = 13, 83 φ5 = −0, 86

Tableau 2.9. Coefficients de la force latérale pour une vitesse de 5, 25km/h

durée de temps durant laquelle la force engendrée par un pied est non nulle, diminue. On remarque que les
amplitudes des forces verticales et longitudinales sont croissantes en fonction de la vitesse. Ceci n’est pas le
cas de l’amplitude de la force latérale qui, pour ce piéton avait un comportement plus “aléatoire”. Est-ce un
hasard ? Des essais supplémentaires sur d’autres piétons sont sûrement nécessaires pour pouvoir tirer des
conclusions plus pertinentes. Cependant, si on en réfère à la bibliographie, les différents auteurs s’accordent



Analyse de la force de marche d’un piéton sur un plancher rigide 75

Pied droit Pied gauche Total
α0 = 5, 91 α0 = 13, 86 α0 = −7.95
α1 = 20, 84 φ1 = 1, 44 α1 = 21, 78 φ1 = −1, 39 α1 = 42, 29 φ1 = 1, 61
α2 = 1, 94 φ2 = −2, 36 α2 = 5, 24 φ2 = −1, 69 α2 = 3, 70 φ2 = 1, 73
α3 = 15, 13 φ3 = 2, 04 α3 = 14, 76 φ3 = −0, 94 α3 = 29, 37 φ3 = 2, 20
α4 = 10, 22 φ4 = −1, 75 α4 = 10, 89 φ4 = −1, 53 α4 = 1, 19 φ4 = 1, 16
α5 = 7, 20 φ5 = 2, 28 α5 = 5, 91 φ5 = −0, 69 α5 = 12, 26 φ5 = 2, 49

Tableau 2.10. Coefficients de la force latérale pour une vitesse de 6km/h

Pied droit Pied gauche Total
α0 = −0, 21 α0 = −4, 21 α0 = −4.41
α1 = 61, 33 φ1 = 1, 21 α1 = 60, 87 φ1 = −1, 77 α1 = 67, 11 φ1 = −2, 03
α2 = 32, 85 φ2 = −2, 12 α2 = 33, 96 φ2 = −1, 76 α2 = 29, 01 φ2 = 0, 72
α3 = 17, 91 φ3 = −2, 25 α3 = 17, 17 φ3 = 1, 27 α3 = 8, 56 φ3 = −2, 96
α4 = 14, 01 φ4 = 0, 55 α4 = 14, 60 φ4 = 1, 23 α4 = 1, 04 φ4 = −0, 34
α5 = 8, 30 φ5 = 0, 54 α5 = 7, 70 φ5 = −2, 06 α5 = 1, 31 φ5 = −0, 11

Tableau 2.11. Coefficients de la force longitudinale pour une vitesse de 3, 75km/h

Pied droit Pied gauche Total
α0 = −1 α0 = −7.39 α0 = −8, 39
α1 = 68, 98 φ1 = −0, 26 α1 = −73, 39 φ1 = 3, 01 α1 = 82, 67 φ1 = 1, 42
α2 = 40, 32 φ2 = 1, 18 α2 = 40, 98 φ2 = 1, 52 α2 = 43, 65 φ2 = 1, 29
α3 = 19, 59 φ3 = −0, 41 α3 = 23, 35 φ3 = 3, 01 α3 = 16, 08 φ3 = 1, 02
α4 = 20, 86 φ4 = 0, 87 α4 = 22, 12 φ4 = 1, 47 α4 = 5, 65 φ4 = 0, 64
α5 = 7, 71 φ5 = −0.42 α5 = 8, 92 φ5 = 2, 86 α5 = 1, 51 φ5 = −0, 31

Tableau 2.12. Coefficients de la force longitudinale pour une vitesse de 4, 5km/h

Pied droit Pied gauche Total
α0 = 0, 15 α0 = −3, 65 α0 = −3, 50
α1 = 80, 39 φ1 = 3, 11 α1 = 77, 7 φ1 = 0, 02 α1 = 93, 11 φ1 = 1, 75
α2 = 46, 92 φ2 = 1, 74 α2 = 46, 53 φ2 = 1, 70 α2 = 53, 75 φ2 = 2, 02
α3 = 23, 26 φ3 = −2, 82 α3 = 24, 06 φ3 = 0, 32 α3 = 20, 79 φ3 = 2, 09
α4 = 26, 47 φ4 = 1, 99 α4 = 27, 87 φ4 = 1, 93 α4 = 9, 22 φ4 = 2, 24
α5 = 7, 40 φ5 = −2, 55 α5 = 7, 64 φ5 = 0, 5 α5 = 3, 50 φ5 = 2, 32

Tableau 2.13. Coefficients de la force longitudinale pour une vitesse de 5, 25km/h

pour dire que l’amplitude maximale est croissante en fonction de la vitesse.

Pour une vitesse donnée, l’amplitude maximale est différente d’un pied à l’autre, avec des différences qui
peuvent être assez importantes, comme dans le cas de la force latérale engendrée par la marche à une vitesse
de 5, 25km/h (figure 2.13) (voir aussi les figures 2.12 et 2.14 pour les forces verticales et longitudinales pour
une vitesse de 5, 25km/h). Si l’on souhaite prendre cette remarque en considération, les forces verticales et
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Pied droit Pied gauche Total
α0 = 3, 72 α0 = −5, 80 α0 = −2, 07
α1 = 93, 80 φ1 = 0, 04 α1 = 94, 25 φ1 = −3, 01 α1 = 112, 17 φ1 = 1, 76
α2 = 54, 74 φ2 = 1, 84 α2 = 56, 96 φ2 = 1, 97 α2 = 66, 79 φ2 = 1, 93
α3 = 27, 98 φ3 = 0, 35 α3 = 28, 80 φ3 = −2, 68 α3 = 24, 03 φ3 = 1, 94
α4 = 31, 09 φ4 = 2, 10 α4 = 34, 87 φ4 = 2, 31 α4 = 9, 55 φ4 = 2, 12
α5 = 7, 40 φ5 = 0, 56 α5 = 7, 28 φ5 = −2, 51 α5 = 3, 00 φ5 = 2, 28

Tableau 2.14. Coefficients de la force longitudinale pour une vitesse de 6km/h
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Figure 2.9. La force verticale pour une vitesse de marche de 4, 5km modélisée avec 5 harmo-
niques : (a) engendrée par le pied droit, (b) engendrée par le pied gauche, (c) totale

longitudinales totales ne doivent pas avoir une fréquence double de celle du pied droit (ou du pied gauche)
mais une fréquence qui lui est égale. De plus, cette différence est aussi visible dans le calcul des coefficients
de Fourier de la force latérale. En effet, si les forces latérales engendrées par le pied droit et le pied gauche
avaient la même amplitude, ces deux forces auraient été symétriques par rapport à zéro et par conséquent, le
coefficient α0 de la force latérale totale engendrée par le piéton devrait être nul. Or, pour toutes les vitesses
étudiées on trouve toujours α0 6= 0. Cela peut sans doute s’expliquer par une différence entre les deux jambes
du piéton.
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Figure 2.10. La force latérale pour une vitesse de marche de 4, 5km modélisée avec 5 harmo-
niques : (a) engendrée par le pied droit, (b) engendrée par le pied gauche, (c) totale
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Figure 2.12. Comparaison entre la force verticale engendrée par chaque pied pour une vitesse de
marche de 5, 25km/h : (a) le pied droit, (b) le pied gauche
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Figure 2.11. La force longitudinale pour une vitesse de marche de 4, 5km modélisée avec 5 har-
moniques : (a) engendrée par le pied droit, (b) engendrée par le pied gauche, (c)
totale
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Figure 2.13. Comparaison entre la force latérale engendrée par chaque pied pour une vitesse de
marche de 5, 25km/h : (a) le pied droit, (b) le pied gauche



Analyse de la force de marche d’un piéton sur un plancher rigide 79
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Figure 2.14. Comparaison entre la force longitudinale engendrée par chaque pied pour une vitesse
de marche de 5, 25km/h : (a) le pied droit, (b) le pied gauche

Dans les modèles de foules sur des planchers rigides, il est habituel de modéliser la force latérale totale
d’un piéton par son premier harmonique seul. Comme on peut le voir dans la figure 2.15, cette modélisation
est assez restrictive et devient meilleure si on utilise plus d’harmoniques. Cependant, en supposant que le
premier harmonique est le plus “influent” sur les passerelles qui ont une fréquence proche du Hz on peut
estimer qu’une telle modélisation est raisonnable. De plus on a vu dans les tableaux 2.7, 2.8, 2.9 et 2.10, que
le coefficient du premier harmonique pour la force latérale totale varie de 34, 91N à 42, 29N , la valeur 34, 91N

correspondant à une vitesse de marche de 4, 25km/h qui est très proche de la vitesse de marche normale
d’un piéton. Dans le modèle proposé dans cette thèse (voir chapitre 4), on approche la force engendrée par
un piéton par son premier harmonique dont le coefficient est G = 35N .
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Figure 2.15. La force latérale totale pour une vitesse de marche de 4, 5km modélisée avec 1 har-
monique

2.3.5 Conclusion

Dans cette partie, nous avons analysé des données transmises par Décathlon concernant les forces en-
gendrées par la marche d’un piéton pour différentes vitesses. Certaines caractéristiques ont pu être mises en
évidence, mais des incertitudes subsistent encore et des données supplémentaires seraient nécessaires pour
pouvoir les éclaircir. Une analyse plus complète et portant sur plusieurs piétons (dont le piéton dont la force
est analysée dans ce chapitre) est développée dans [79]. Cet article a été soumis et il est en révision au
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moment de la rédaction de cette thèse. Il porte sur l’analyse de la force latérale engendrée par un piéton sur
un plancher rigide.
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2.4 Analyse des données de la passerelle Simone de Beauvoir

2.4.1 Introduction

La passerelle Simone de Beauvoir 2.16 est le 37-ème pont de Paris. Elle est située entre le pont de Bercy
et le pont de Tolbiac et relie les 12-ème et 13-ème arrondissements de Paris. Elle a une longueur totale de
304m et une largeur de 12m [80].

Figure 2.16. La passerelle de Simone de Beauvoir

Des accords avec EIFFEL, RFR et le CSTB de Nantes nous ont permis de récupérer les données
expérimentales d’essais réalisés par le CSTB. Dans la suite, on décrit les essais réalisés et les configura-
tions étudiées, on présente l’analyse qu’on a faite sur un des signaux enregistrés et les différents résultats
obtenus par cette analyse. On rappelle que cette étude a été faite dans le cadre du stage de Mastère de
P.PECOL et que toute information supplémentaire peut être trouvée dans [69].

2.4.2 Description des essais

Plusieurs essais dynamiques ont été réalisés sur la passerelle Simone de Beauvoir afin de déterminer les
fréquences et les amortissements des modes propres de la passerelle. Les modes à identifier sont ceux dont les
fréquences se situent au-dessous de 3Hz. La première série d’essais (mai 2006) a été réalisée sur la passerelle
sans les amortisseurs, et la deuxième série (juin 2006) a été faite après que les amortisseurs ont été ajoutés
(amortisseurs dynamiques accordés (ADA) et amortisseurs visqueux ou hydrauliques). Dans les deux cas,
l’excitation de la passerelle est obtenue grâce à un balourd (actuateur inertiel) que l’on règle à la fréquence
qu’on souhaite exciter. La réponse de la passerelle est obtenue grâce à un système d’acquisition composé de
9 accéléromètres placés sur les poutres mâıtresses de la structure en quatre points dont les positions sont
indiquées sur la figure 2.17. Ces points sont notés par A, B, C et D. En chacun de ces points un ou plusieurs
accéléromètres sont placés afin de déterminer l’accélération de la passerelle dans les directions suivantes

• A : Aval vertical
• B : Aval vertical, amont vertical, aval latéral
• C : Aval vertical, amont vertical, aval latéral, aval axial
• D : Aval vertical
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Position Direction Capteur de Mode
du balourd de l’excitation référence recherché
C-amont verticale 5 2
C-amont verticale 5 5
C-amont verticale 5 9

Mi-chemin B-C centré verticale 1 8
Mi-chemin B-C centré verticale 1 12

B-aval verticale 2 4
B-aval verticale 5 5(B)
B-aval verticale 1 6
B-aval verticale 5 9(B)
B-aval verticale 1 10
B-aval verticale 2 11

C-centré verticale 5 16
C-centré verticale 5 17
C-centré latérale 7 1
C-centré latérale 7 3
C-centré latérale 5 5(H)
C-centré latérale 7 13
C-centré latérale 7 15
C-centré longitudinale 8 14

Tableau 2.15. Configurations étudiées pour les essais sans amortisseurs

Figure 2.17. Coupe transversale de la passerelle de Simone de Beauvoir

Les signaux enregistrés correspondent aux accélérations de la passerelle après l’arrêt brutal des excitations
(oscillations libres).

Pour les essais sans amortisseurs (mai 2006), plusieurs configurations ont été étudiées. Elles sont récapitulées
dans le tableau 2.4.2. Les différents signaux ont été tracés et ceux qui ont des allures “réalistes” (amplitude
qui décrôıt exponentiellement en fonction du temps) ont été retenus pour être analysés.

2.4.3 Explication du processus d’analyse

L’analyse des données de la passerelle Simone de Beauvoir a été faite avec un algorithme basé sur
l’analyse en ondelettes présentée dans la partie 2.2.3. Ce programme a été développé au sein de l’équipe
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“Dynamique des structures et Identification” de l’UR Navier. Dans cette partie on explique les étapes
principales de la procédure utilisée en prenant comme exemple l’étude du mode 5 de la passerelle d’après
les signaux enregistrés par les 6 accéléromètres verticaux.

1. Conversion des unités des accélération de V olts en m.s−2

2. Une interface d’aide pour l’utilisation du programme nous permet de choisir les signaux qui nous
intéressent. Les signaux captés par les 6 accéléromètres verticaux sont tracés dans la figure 2.18.
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Figure 2.18. Les signaux enregistrés par les 6 accéléromètres

3. Tracé des transformées de Fourier des signaux (figure 2.19) avec un échantillonage de 50Hz. Les pics
des transformées de Fourier de ces signaux sont tous situés à une fréquence d’environ 1, 15Hz pour
le mode 5 considéré ici.
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Figure 2.19. Les transformées de Fourier des signaux enregistrés par les 6 accéléromètres

4. Choix du capteur de référence : l’accéléromètre dont le signal a le pic de fréquence qui possède
l’amplitude la plus élevée. Dans le cas présent c’est l’accéléromètre 5.

5. Obtention d’une liste des différents pics de la FFT en fonction de leur amplitude. Les fréquences
associées à ces pics sont aussi indiquées. On choisit le nombre de modes à analyser (un seul dans ce
cas) et l’indice du pic qui nous intéresse.

6. Choix de la bande de fréquences à étudier (elle doit bien encadrer le pic de fréquence qui nous intéresse,
dans ce cas [1Hz ; 1, 3Hz]), de la fréquence prévue (ici 1, 15Hz obtenue par la FFT du capteur de
référence), et de la fréquence voisine à éviter (dans ce cas 1, 3Hz).
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7. Choix du facteur de qualité : Qmin < Q < Qmax, Qmin et Qmax étant calculés par l’algorithme. Q doit
être légèrement supérieur à Qmin pour avoir le maximum d’informations. Dans ce cas, Qmin = 19,
Qmax = 89 et on a choisi Q = 30.

8. Les paramètres de l’ondelette de Cauchy sont calculés automatiquement par le programme.

9. Obtention des graphiques des figures 2.20. Chacune des figures de 2.20 est formée de trois tracés : la
TF (en haut à gauche), la TO avec les hyperboles rouges de l’effet de bord (en haut à droite) et le
signal de l’accélération (en bas à droite).

10. Extraction des arêtes avec l’algorithme du Crazy Climber. On peut voir dans la figure 2.21 l’arête de
la transformée en ondelettes du signal enregistré par l’accéléromètre positionné en A vertical et en
aval.

11. Détermination de la fréquence, du taux d’amortissement et des déformées modales d’après les critères
d’identifications expliqués dans 2.2.3. Les caractéristiques permettant l’identification des paramètres
de la structure sont présentées dans la figure 2.22.

12. Les résultats obtenus sont présentés dans le Tableau 2.16 et les déformées modales sont tracées dans
la figure 2.4.3.

Signal Modes complexes Fréquences Taux d’amortissement
identifiés naturelles [Hz] modal

1 −0, 3283 + 0, 0144i 1, 14542 0, 0033
2 −0, 6838 + 0, 02921i 1, 14544 0, 0032
3 0, 7016− 0, 0350i 1, 14531 0, 0032
4 −0, 9759 + 0, 0449i 1, 14536 0, 0032
5 0, 9871− 0, 0465i 1, 14544 0, 0032
6 −0, 7548 + 0, 0768i 1, 14528 0, 0032

Tableau 2.16. Les modes complexes identifiés, les fréquences naturelles et le taux d’amortissement
modal trouvé pour chaque signal étudié

2.4.4 Résultats des analyses pour les données obtenues sur la passerelle non

amortie

Dans cette partie, on récapitule les résultats obtenus par l’analyse en ondelettes sur les différents signaux
trâıtés. Ces résultats sont regroupés dans le tableau 2.17. Pour le mode 5, deux valeurs sont données, ceci
est du au fait que deux essais ont été réalisés pour le même mode.
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Modes Direction Fréquences Taux d’amortis- Méthodes CSTB (2) Type
capteurs propres [Hz] sements[%] Freq[Hz]/Amort[%]

1
verticale 0, 550/0, 561
latéral 0, 56 0, 489 0, 559/0, 558

longitudinal
Flexion latéral

2
verticale 0, 716 0, 288 0, 717/0, 278
latéral 0, 716/0, 280

longitudinal
Flexion verticale

5
vertical 1, 149− 1, 144 0, 288− 0, 292 1, 154/0, 275
latéral 1, 149− 1, 145 0, 292− 0, 317 1, 149/0, 322

longitudinal
Torsion

6
vertical 1, 526 0, 151 1, 525/0, 166
latéral 1, 526 0, 133 1, 526/0, 169

longitudinal
Torsion-Flexion

8
vertical 1, 778 0, 195 1, 770/0, 178
latéral 1, 777/0, 18

longitudinal 1, 78 0, 24
Flexion verticale

9
vertical 1.641 0.211 1, 642/0, 214
latéral 1, 641/0, 214

longitudinal 1, 64 0, 21
Flexion verticale

10
vertical 2, 135 0, 135 2, 142/0, 137
latéral 2, 135/0, 130

longitudinal 2, 13 0, 15
Flexion verticale

11
vertical 2, 212 0, 355 2, 208/0, 306
latéral 2, 212 0, 315 2, 209/0, 297

longitudinal
Torsion

12
vertical 2, 347 0, 175 2, 350/0, 171
latéral 2, 347 0, 166 2, 3447/0, 168

longitudinal 2, 35 0, 17
Flexion verticale

17
vertical 2, 947 0, 334 2, 922/0, 303
latéral 2, 922/0, 315

longitudinal 2, 95 0, 29
Flexion verticale

Tableau 2.17. Résultats de l’analyse par ondelettes sur la passerelle Simone de Beauvoir non
amortie
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2.5 Analyse des données de la passerelle en laboratoire de l’As-

sociation Française de Génie Civil (AFGC)

2.5.1 Introduction

Des essais ont été réalisés par l’AFGC sur une passerelle de laboratoire. Ces essais se sont déroulés au
Laboratoire Régional de l’Est Parisien (LREP) sur le site du Bourget en 2003 et 2004. Ils ont pour but de
déterminer l’excitation piétonne sur une passerelle.

On commence par décrire les essais réalisés, puis on présente les caractéristiques modales de la structure
selon la configuration choisie.

2.5.2 Description des essais

La passerelle (figure 2.24) est formée d’une dalle (figure 2.25-a) suspendue en quatre points à deux
portiques par l’intermédiaire de lames de flexion (figure 2.25-b). La longueur de ces lames peut être modifiée
et des couches supplémentaires de béton peuvent être ajoutées de sorte à changer la fréquence propre de la
structure. Trois configurations ont été étudiées :

Figure 2.24. Coupe transversale de la passerelle de l’AFGC
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a) b)

Figure 2.25. (a) Dalle utilisée pour passerelle de l’AFGC, (b) Lame de flexion utilisée pour pas-
serelle de l’AFGC

1. dalle de masse 4, 4t avec des lames de 1m de longueur pour obtenir des fréquences autour de 0, 5Hz

2. dalle de masse 4, 4t avec des lames de 0, 7m de longueur pour obtenir des fréquences autour de 1, 1Hz

3. dalle de masse 4, 4t avec 10 cm supplémentaires de béton afin d’avoir une masse de 8t, et des lames
de 0, 7m de longueur pour obtenir des fréquences autour de 0, 95Hz.

La maquette est munie de 2 accéléromètres et de 2 capteurs de déplacement (figure 2.26) afin d’enregistrer ses
accélérations et ses déplacements latéraux, et d’un accéléromètre permettant de contrôler les accélérations
longitudinales [25]. Comme la conception de la structure permet les mouvements de torsion, les capteurs pour
les accélérations et les déplacements latéraux sont placés à chaque extrémité de la passerelle, symétriquement
par rapport à son milieu, afin d’éliminer les effets de ces mouvements par sommation.

Figure 2.26. Coupe transversale de la passerelle de l’AFGC

2.6 Détermination des fréquences propres et de l’amortissement

structurel du dispositif

Pour déterminer la fréquence et l’amortissement de la passerelle pour chaque configuration, on a utilisé
la méthode de la transformation en ondelettes présentée dans le paragraphe 2.2.3 en appliquant le protocole
détaillé dans le paragraphe 2.4.3.

Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 2.18 pour le mouvement latéral et dans le tableau
2.19 pour le mouvement de torsion.
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Fréquence [Hz] Amortissement Résultats trouvés par le AFGC
Fréquence [Hz]/Amortissement

Configuration 1 0, 529 0, 0010 0, 54/0, 0013
Configuration 2 1, 123 0, 0041 1, 12/0, 004
Configuration 3 0, 946 0, 0036 0, 95/0, 004

Tableau 2.18. Fréquence propre et taux d’amortissement modal pour le déplacement latéral

Fréquence [Hz] Fréquence trouvée par l’AFGC [Hz]
Configuration 1 1, 292 1, 27
Configuration 2 2, 246 2, 15
Configuration 3 1, 891 1, 88

Tableau 2.19. Fréquence propre pour le déplacement en torsion

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons réalisé des analyses sur différentes données expérimentales. Après avoir
introduit les outils mathématiques permettant ces différentes analyses, on a détaillé l’étude réalisée sur la
force engendrée par un seul piéton sur un plancher rigide. Nous avons ensuite présenté l’analyse faite sur la
passerelle Simone de Beauvoir ainsi que les résultats obtenus et les résultats de l’analyse de la passerelle en
laboratoire élaborée par l’AFGC.
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a)

b)

c)

d)

Figure 2.20. Les graphiques obtenus par l’algorithme des tranformées en ondelettes pour les
signaux captés par les accéléromètres suivants : a)l’accéléromètre en A verti-
cal en aval, b)l’accéléromètre en B vertical en aval à gauche et en amont à
droite, c)l’accéléromètre en C vertical en aval à gauche et en amont à droite,
d)l’accéléromètre en D vertical en aval
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Figure 2.21. Extraction de l’arête de la transformée en ondelettes du signal obtenu par
l’accéléromètre positionné en A vertical et en aval
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Figure 2.22. Résultats permettant la détermination des paramètres de la structure selon le pro-
tocole expliqué dans 2.2.3 : (a) les fréquences instantanées, (b) les amortissements
instantanés, (c) le logarithme des amplitudes instantanées
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Figure 2.23. Les déformées modales du mode 5 : la partie réelle dans la figure du haut et la partie
imaginaire dans la figure du bas
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Chapitre 3

Outils théoriques

CE CHAPITRE a pour objectif de présenter les différentes équations utilisées dans l’élaboration de notre
modèle. On présente :

? l’équation de la dynamique d’une poutre d’Euler-Bernoulli

? l’équation de transport

? l’équation de conservation de la masse

? le phénomène de synchronisation et l’équation de Kuramoto
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit les principales équations qui constituent le modèle d’interaction foule-
structure retenu dans cette thèse. Leur interprétation physique est explicitée et certaines solutions parti-
culières illustrées. On commence par introduire l’équation de la dynamique pour une poutre d’Euler Bernoulli
dans la section 3.2. L’équation de transport est analysée dans la section 3.3 et l’équation de conservation de
la masse dans 3.4. Enfin dans la section 3.5 on explique le phénomène de synchronisation et l’équation de
synchronisation de Kuramoto.

Dans ce qui suit, on note par x la variable en espace (1D) et t la variable temps.

3.2 Equation de la dynamique d’une poutre d’Euler Bernoulli

On présente dans cette partie l’équation de la dynamique d’une poutre d’Euler-Bermoulli sur apuis
simples. Ces explications sont tirées de [81]. La modélisation du comportement de cette poutre nous per-
mettra dans le chapitre suivant de modéliser le déplacement de la passerelle projeté sur le mode latéral dont
la fréquence propre est la plus proche de la fréquence de la force latérale des piétons.

Dans la suite de ce paragraphe, les indices x, y et z sont relatifs respectivement aux directions longitu-
dinale, latérale et verticale.

On note u(x, y, z, t) = (ux(x, y, z, t), uy(x, y, z, t), uz(x, y, z, t)) le déplacement d’un point M(x, y, z) de
la poutre à l’instant t. On suppose que cette dernière a un axe rectiligne parallèle à l’axe des x et qu’elle
ne subit pas de torsion. Les déplacements de la poutre peuvent être décrits à partir du déplacement de son
axe neutre w(x, t) :

u(x, t) = (ux(x, t), uy(x, t), uz(x, t))

Le comportement de la poutre vérifie l’équation différentielle d’Euler-Bernoulli où on a ajouté un terme

dissipatif caractérisé par
∂u
∂t

(x, t) :

EJ
∂4u
∂x4

(x, t) + µµµ
∂2u
∂t2

(x, t) + 2µµµξξξb
∂u
∂t

(x, t) = p(x, t) (3.1)

où

E = (Ex, Ey, Ez) est le vecteur module d’Young de la poutre

J = (Jx, Jy, Jz) est le vecteur moment d’inertie de la poutre

µµµ = (µx, µy, µz) est le vecteur masse linéique de la poutre

ζζζb = (ζbx, ζby, ζbz) est le vecteur des amortissements de la poutre

p(x, t) = (px, py, pz)(x, t) est le chargement appliqué à la poutre

Dans ce qui suit, on se limite au déplacement latéral de la poutre. Dans l’équation de la dynamique
(3.1) on ne garde alors que les termes ayant un indice y. Pour plus de simplicité dans les notations, on omet
l’indice y dans les variables. En supposant que E et J sont constants le long de la poutre, l’équation de la
dynamique devient :

EJ
∂4u

∂x4
(x, t) + µ

∂2u

∂t2
(x, t) + 2µξb

∂u

∂t
(x, t) = p(x, t) (3.2)

L étant la longueur de la poutre, les conditions aux bords sont données par :

u(0, t) = u(L, t) = 0 ∀t ≥ 0
∂2u

∂t2
(x, t)

∣∣∣
x=0

=
∂2u

∂t2
(x, t)

∣∣∣
x=L

= 0 ∀t ≥ 0
(3.3)
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Soit ϑ(x) une fonction test arbitraire appartenant à D([0, L]) où D([0, L]) est l’espace des fonctions continues,
indéfiniement dérivables et à support compact dans [0, L]. On multiplie (3.2) par ϑ(x) et on intègre par
rapport à x entre 0 et L. Après avoir fait quatre intégrations par parties, on obtient :

EJ

∫ L

0

u(x, t)
∂4ϑ

∂x4
(x)dx +

∫ L

0

µ(x)
∂2u

∂t2
(x, t)ϑ(x)dx + 2

∫ L

0

µξb
∂u

∂t
(x, t)ϑ(x)dx

=
∫ L

0

p(x, t)ϑ(x)dx

(3.4)

On note ψj(x) les formes modales de la poutre. La norme infinie de ces formes modales est

||ψj ||∞ = 1 ∀j ∈ N∗+ (3.5)

Dans le cas d’une poutre d’Euler-Bernoulli ψj(x) = sin
(

jπx

L

)
et leur norme L2 est :

||ψj ||2 =
L

2
∀j ∈ N∗+ (3.6)

Il est clair que ψj(x) ∈ D([0, L]). En prenant ϑ(x) = ψj(x), l’équation (3.4) devient :

EJ

(
jπ

L

)4 ∫ L

0

u(x, t)ψj(x)dx +
∫ L

0

µ(x)
∂2u

∂t2
(x, t)ψj(x)dx

+2
∫ L

0

µ(x)ξb
∂u

∂t
(x, t)ψj(x)dx =

∫ L

0

p(x, t)ψj(x)dx

(3.7)

On cherche la solution u(x, t) sous la forme :

u(x, t) =
+∞∑

k=1

Uk(t)ψk(x) (3.8)

où Uk(t) =
2
L

∫ L

0

u(x, t)ψk(x)ψk(x)dx. En remplaçant dans (3.7) on a :

EJ

(
jπ

L

)4 +∞∑

k=1

Uk(t)
∫ L

0

ψk(x)ψj(x)dx +
+∞∑

k=1

Ük(t)
∫ L

0

µ(x)ψk(x)ψj(x)dx

+2
+∞∑

k=1

U̇k(t)
∫ L

0

µ(x)ξbψk(x)ψj(x)dx =
∫ L

0

p(x, t)ψj(x)dx

(3.9)

Adoptons les notations suivantes :

Mjk =
∫ L

0

µ(x)ψj(x)ψk(x)dx

Cjk = 2
∫ L

0

µ(x)ξbψj(x)ψk(x)dx

Kjk = EJ

(
jπ

L

)4 ∫ L

0

ψj(x)ψk(x)dx

(3.10)

(3.9) s’écrit :
+∞∑

k=1

MjkÜk(t) +
+∞∑

k=1

CjkU̇k(t) +
+∞∑

k=1

KjkUk(t) =
∫ L

0

p(x, t)ψj(x)dx (3.11)

On suppose que les modes sont découplés (hypothèse de Basile sur l’amortissement). Ceci induit que :

Mjk = δjkMjj , Cjk = δjkCjj , Kjk = δjkKjj (3.12)

L’équation (6.3) devient :

MjjÜj(t) + CjjU̇j(t) + KjjUj(t) =
∫ L

0

p(x, t)ψj(x)dx (3.13)
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Dans la suite de cette thèse, on se limite à un seul mode qu’on supposera être le premier. Par souci de clareté
on note :

U(t) = U1(t) le déplacement latéral modal sur le mode 1

M = M11 la masse modale sur le mode 1

C = C11 l’amortissement modal sur le mode 1

K = K11 la rigidité modale sur le mode 1

L’équation différentielle adoptée par la suite est alors :

MÜ(t) + CU̇(t) + KU(t) =
∫ L

0

p(x, t)ψ1(x)dx (3.14)

3.3 Equation de transport

Dans une foule, la fréquence de marche libre est différente d’un piéton à l’autre. Il faut donc “transporter”
cette quantité avec la foule de piétons et ceci est possible grâce à l’équation de transport qu’on explique
dans ce paragraphe.

L’équation de transport d’une quantité %(x, t) avec une vitesse v(x, t) s’écrit sous la forme :

∂%

∂t
(x, t) + v(x, t)

∂%

∂x
(x, t) = 0 (3.15)

Dans le cas simple où la vitesse est constante v(x, t) = c l’équation de transport se réduit à :

∂%

∂t
(x, t) + c

∂%

∂x
(x, t) = 0 (3.16)

On note %0(x) = %(x, 0) la condition initiale. La solution de l’équation (3.16) est donnée par %(x, t) =
%0(x− ct). Ainsi, comme son nom l’indique, l’équation de transport a pour but de représenter le transport
d’une quantité donnée sur l’espace. Dans le cas d’une vitesse constante, aucune modification n’intervient
sur cette quantité. Dans la suite, on présente quelques exemples de solutions de l’équation (3.15).

Supposons que la vitesse est constante et a pour valeur v(x, t) = 1m/s. Soit x ∈ [0, 100]. On considère
la condition initiale suivante :

%0(x) =
{

1 si x ≤ 10
0 sinon

(3.17)

et la condition au bord :
%(0, t) = 0 ∀t > 0 (3.18)

L’évolution de % est donnée par la figure
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t=60s
t=90s

c=1m/s

Figure 3.1. Solutions exactes du système d’équations (3.16), (3.17), (3.18)
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On étudie maintenant le cas où la vitesse n’est pas constante (équation (3.15)). On suppose que x ∈
[−20, 20] et on considère la condition initiale suivante :

%0(x) =





x + 1 si − 1 ≤ x ≤ 0
−x + 1 si 0 ≤ x ≤ 1
0 sinon

(3.19)

Dans le cas où la vitesse est donnée par :

v(x, t) =




−1 si x < 0
1 si x > 0
0 si x = 0

(3.20)

et en supposant que la condition en x = 0 est :

%(0, t) = 1 ∀t > 0 (3.21)

la solution de l’équation (3.15) avec la condition initiale (3.19) s’écrit sous la forme :

%(x, t) =





%0(x− t) si x ≥ t

%0(0) si − t ≤ x ≤ t

%(x + t) si x ≤ −t

(3.22)

La figure 3.2 est une représentation de la solution (3.22).
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t=0s
t=10s
t=15s

Figure 3.2. Solutions exactes de l’équation (3.15), avec la condition initiale (3.19), la vitesse
(3.20) et la condition en x = 0 (3.21)

Pour des vitesses et des conditions initiales ayant des expressions plus complexes, il est difficile, et
souvent quasiment impossible de trouver une solution analytique à l’équation de transport.

3.3.1 Equation de Burger(inviscid)

L’équation de Burger est un cas particulier de l’équation de transport. Elle s’écrit sous la forme suivante :

∂%

∂t
(x, t) + %

∂%

∂x
(x, t) = 0 (3.23)

Cette équation aux dérivées partielles est non linéaire. Sa résolution numérique permet la résolution de
l’équation de transport 3.15 comme ceci est expliqué dans le chapitre 6.

Remarque : Nous avons recherché dans la littérature une solution analytique pour l’équation de Burger
bien qu’on ne l’ait pas exploitée dans le cadre de cette thèse. Soit la condition initiale %(x, 0) = f(x), f
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étant continue et périodique en x. Comme on peut le voir, l’équation de Burger ressemble à l’équation de
transport, mais la vitesse est remplacée par la variable elle même, comme si la vitesse de déplacement de la
quantité étudiée a une valeur “égale” à celle de cette quantité. Une solution “implicite” de cette équation
est %(x, t) = f(x − %(x, t)t) [82]. A t = 0, cette solution doit vérifier la condition initiale. De plus, une
différentiation implicite par rapport à x montre que l’EDP est satisfaite pour t > 0. On suppose, sans
manque de généralité, que la période de la fonction f est égale à 2π. Dans [82] les auteurs proposent la
solution suivante jusqu’à l’instant de singularité :

%(x, t) =
a0

2
+

+∞∑
n=1

(an(t)cos(nx) + bn(t)sin(nx)) (3.24)

où
a0 =

1
π

∫ π

−π

f(z)dz

an(t) =
1

πnt

∫ π

−π

sin(nz + ntf(z))dz

bn(t) = − 1
πnt

∫ π

−π

cos(nz + ntf(z))dz

3.4 Equation de conservation de la masse

Dans ce paragraphe, on présente l’équation de conservation de la masse. Elle va permettre la modélisation
de l’évolution de la densité des piétons sur la passerelle.

Cette équation est surtout utilisée en mécanique des fluides. Elle formalise en une équation aux dérivées
partielles l’idée suivante : le fluide n’est ni créé ni détruit. En notant par %(x, t) la densité du fluide et par
v(x, t) sa vitesse, l’équation de conservation de la masse s’écrit sous la forme suivante :

∂%

∂t
(x, t) +

∂(%v)
∂x

(x, t) = 0 (3.25)

Dans le cas particulier où la vitesse v(x, t) est constante, l’équation de conservation de la masse se ramène
à une équation de transport (3.16).

3.5 La synchronisation

3.5.1 Introduction

Dans cette partie, on explique le phénomène de synchronisation et on donne l’expression de l’équation
de Kuramoto utilisée dans le chapitre 4 pour représenter le comportement de la foule. On commence par
introduire des oscillateurs particuliers nécessaires pour que la synchronisation ait lieu : les oscillateurs auto-
entretenus. Ensuite, on définit qualitativement ce phénomène tout en précisant les situations que l’on peut
confondre avec une synchronisation mais qui ne le sont pas. Par la suite, on cite les différents types de
synchronisation possibles. Puis on explique, avec plus de détails, un cas particulier où un oscillateur auto-
entretenu est soumis à l’action d’une force extérieure, et enfin on introduit les équations qui régissent ce cas
de synchronisation. Ces explications sont tirées de [54]. Les lecteurs souhaitant plus de détails peuvent s’y
référer.

3.5.2 L’oscillateur auto-entretenu et ses propriétés

3.5.2.1 Définition d’un oscillateur auto-entretenu

Afin de bien définir le phénomène de synchronisation, il convient de commencer par présenter des
oscillateurs particuliers qu’on appelle oscillateurs auto-entretenus :



100 Outils théoriques

• Un oscillateur auto-entretenu est un système actif. Il contient une source interne d’énergie qui génère
son mouvement oscillatoire. Lorsque l’oscillateur est isolé, ses oscillations continuent au même rythme
jusqu’à l’épuisement de la source d’énergie et son comportement ne dépend pas explicitement du
temps. On dit alors que c’est un système dynamique autonome.

• Les caractéristiques des oscillations (amplitude, fréquence) sont déterminées par les paramètres in-
ternes de l’oscillateur et ne dépendent ni de la façon dont elles ont été déclenchées, ni de la réponse
transitoire de l’oscillateur après leur déclenchement.

• Les oscillations sont stables aux perturbations relativement faibles : si une action extérieure à l’os-
cillateur vient perturber ses oscillations, après la perturbation, les oscillations reprennent leur forme
initiale.

Par exemple, une horloge à pendule est un oscillateur auto-entretenu. L’énergie potentielle du poids suspendu
est transformée en mouvement oscillatoire du pendule. Cette oscillation est transférée en une rotation des
aiguilles de l’horloge. Le mécanisme prend donc l’énergie de la source et maintient une oscillation stable du
pendule jusqu’à l’épuisement de la source d’énergie. Ces oscillations sont entièrement déterminées par les
paramètres internes de l’horloge et ne dépendent pas de la façon dont le pendule a été mis en mouvement. De
plus, elles ne sont pas influencées par les perturbations faibles ; en effet si une impulsion extérieure perturbe
le mouvement du pendule, les oscillations reprennent leur rythme initial après avoir traversé une période
transitoire.

3.5.2.2 Caractérisation d’un rythme : période et fréquence

Le mouvement d’un oscillateur auto-entretenu est périodique, et sa caractéristique principale est sa
période T . On caractérise le rythme des oscillations par leur fréquence cyclique

f0 =
1
T0

La pulsation ou fréquence angulaire est donnée par

ω0 = 2πf0 =
2π

T0

On verra par la suite que la fréquence ou la pulsation d’un oscillateur peut être modifiée à cause d’une action
extérieure sur l’oscillateur ou à cause de son interaction avec un autre oscillateur. Pour éviter les confusions,
la fréquence et la pulsation d’un oscillateur lorsqu’il est autonome (non soumis à une action extérieure) sont
appelées fréquence et pulsation naturelle ou propre ou libre.

3.5.2.3 Image géométrique d’oscillateurs auto-entretenus périodiques : cycle limite

Un oscillateur auto-entretenu génère un processus périodique x(t). x(t) seul ne permet pas de décrire
l’état de l’oscillateur à un instant donné puisqu’à priori, on ne sait pas dans quel sens x(t) varie. D’où
l’intérêt d’introduire une deuxième variable y(t). Dans le cas d’un pendule par exemple, x(t) est l’angle qu’il
forme avec la verticale, et y(t) = ẋ(t) est sa vitesse angulaire. L’évolution du couple (x(t), y(t)) décrit le
comportement du pendule et x(t) et y(t) sont appelés les coordonnées dans l’espace des phases.

Soit G(x(t), y(t)) la courbe représentant y(t) en fonction de x(t). Un point de la courbe G(x(t), y(t)) est
appelé point de phase. Dans le cas d’oscillations périodiques, G(x(t), y(t)) est une courbe fermée appelée
cycle limite C` : il est déterminé par les paramètres internes de l’oscillateur. Le cycle limite “attire” les
trajectoires qui sont dans son voisinage. En effet, si un point de G(x(t), y(t)) est au voisinage de C`, cela
revient à dire que le mouvement périodique de l’oscillateur a été faiblement perturbé. Or l’oscillateur étant
auto-entretenu, il retrouve son rythme initial après une période transitoire. Ceci se traduit dans le plan de
phases par la convergence de la courbe G(x(t), y(t)) vers le cycle limite.

Dans le cas particulier où le processus périodique est un sinus, l’oscillateur est dit quasilinéaire ou
quasiharmonique et le cycle limite est un cercle.
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3.5.2.4 Phase : définition et propriétés

L’amplitude est stable, la phase est libre

On considère un oscillateur quasilinéaire. Le processus x(t) qu’il engendre s’écrit sous la forme :

x(t) = A sin(ω0t + φ0) (3.26)

ω0 =
2π

T0
= 2πf0 : fréquence angulaire ou pulsation

T0 : période des pulsations

f0 =
1
T0

: fréquence (cyclique) des oscillations

A : amplitude des oscillations
φ(t) = ω0t + φ0 : phase totale des oscillations

La phase totale n’est pas bornée, mais on peut la ramener à l’intervalle [0, 2π[ grâce à la périodicité de
la fonction sinus. φ0 est la phase initiale, elle correspond à la réponse transitoire de l’oscillateur lorsqu’il a
été mis en mouvement. Dans le cas où on ne s’intéresse qu’au régime stationnaire, φ0 ne joue aucun rôle et
peut donc être modifiée en changeant l’instant initial.

Dans le plan de phase, le cycle limite d’un oscillateur quasilinénaire est représenté par un cercle de rayon
A. Le point de phase se déplace sur ce cercle avec une vitesse angulaire ω0, et la droite qui le relie au centre
du cercle, forme avec l’axe des abscisses un angle égal à φ(t) (3.3-a). T0 est le temps nécessaire pour que le
point de phase réalise un tour complet. Les coordonnées polaires du point de phase sont (A,φ(t)).

Stabilité d’un point de phase sur le cycle limite : que se passe-t-il si on perturbe
légèrement les oscillations d’un oscillateur auto-entretenu ?

Pour mieux illustrer cette partie, on se ramène à un repère qui effectue une rotation avec une vitesse
angulaire ω0. Les coordonnées du point de phase dans le nouveau repère sont donc (A,φ(t) − ω0t). Dans
le régime stationnaire, les coordonnées seront donc (A,φ0) et le point de phase est fixe. Une perturbation
consiste alors à déplacer le point de phase en dehors du cycle limite (3.3-b) :

• Si l’amplitude est perturbée, celle-ci revient à sa valeur initiale A.
• Si la phase est perturbée, elle garde sa nouvelle valeur : en effet, comme toutes les valeurs initiales sont

équivalentes, cela revient à changer φ0 en φ1. La phase conserve alors cette nouvelle valeur jusqu’à ce
que une nouvelle perturbation ait lieu.

Figure 3.3. (a) Cycle limite dans le plan de phases (repère fixe), (b) stabilité d’un point de phase
sur le cycle limite (repère tournant)

Dans le cas général d’un oscillateur ayant une période T0, la phase est donnée par

φ(t) = φ0 + 2π
t− t0

T0
(3.27)

où t0 est un instant initial arbitraire. L’amplitude est la variable qui caractérise la déviation transversale
par rapport au cycle limite.
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3.5.2.5 Propriétés d’un oscillateur auto-entretenu : dissipation, stabilité et non-linéarité

Dans ce paragraphe, on cite les principales propriétés d’un oscillateur auto-entretenu.

Dissipation : les systèmes macroscopiques naturels dissipent leur énergie. A moins qu’ils soient constam-
ment alimentés en énergie, leurs oscillations diminuent jusqu’à s’arrêter. Un oscillateur auto-entretenu doit
donc posséder une source d’énergie interne.

Stabilité : la stabilité des oscillateurs auto-entretenus permet de les différencier des oscillateurs conser-
vatifs. En effet, un oscillateur conservatif a un mouvement périodique, mais ne dissipe pas de l’énergie ni
n’en gagne. Dans le plan des phases, les oscillations sont représentées par un ensemble de courbes fermées
(3.4). Ainsi, si le système subit une perturbation, celle-ci persiste et donc la valeur de l’énergie perturbée est
conservée ; le système n’oublie donc pas ses conditions initiales. Par conséquent, les oscillations dépendent
de la manière dont elles ont été déclenchées, ce qui n’est pas le cas d’un oscillateur auto-entretenu.

Figure 3.4. Oscillateur conservatif

Non-linéarité : la non-linéarité est essentielle dans le maintien d’un cycle limite stable d’oscillations. La
stabilité équivaut à dire que le mouvement périodique existe uniquement avec une amplitude donnée. Les
équations qui régissent le mouvement des oscillateurs linéaires sont évidemment linéaires. Ainsi, si x(t) est
une solution périodique de ces équations, pour tout facteur a, ax(t) est aussi une solution périodique ce
qui est contraire à la définition de la stabilité. D’où la nécessité de la non-linéarité pour le maintien de la
stabilité.

Physiquement parlant, les oscillations stables expriment le fait que quelque soit le mécanisme de dis-
sipation et d’alimentation en énergie, l’énergie de la source est transformée en mouvement oscillatoire :
la quantité d’énergie dissipée Ed compense exactement la quantité d’énergie Ea fournie à l’oscillateur. En
traçant Ed et Ea sur un cycle en fonction de l’amplitude des oscillations (figure 3.5), l’amplitude des os-
cillations stationnaires est donnée par l’intersection de ces deux courbes. Ces courbes peuvent passer par
l’origine et avoir une telle intersection uniquement dans le cas d’un système non-linéaire (i.e. décrit par des
équations différentielles non linéaires).

Figure 3.5. Système dissipatif
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Systèmes auto-entretenus et systèmes forcés : la phase d’un système forcé n’est pas
libre

Que le système soit autonome (auto-entretenu) ou forcé (son mouvement est dû à une force extérieure
qui lui est appliquée), le mouvement du point de phase forme une courbe fermée qui attire les courbes de son
voisinage. La différence essentielle entre un système autonome et un système forcé est que dans le cas d’un
système forcé, la phase n’est pas libre et elle est en relation avec la force extérieure appliquée au système.
Un oscillateur auto-entretenu peut donc se synchroniser alors qu’un système forcé ne le peut pas. Cette
différence peut être mise en évidence lorsque l’on applique une perturbation au système. Dans chacun des
cas, on considère 4 états différents de perturbations. Dans la figure 3.6 on représente le plan de phase pour
chacun des oscillateurs. Chaque état perturbé est représenté par un point entouré d’un cercle vide dans
la figure. Les 4 points correspondant à ces 4 états vont revenir vers le cycle limite (figure 3.6) mais dans
le cas du système forcé (figure 3.6-b), ces points vont converger vers le même point, alors que dans le cas
du système auto-entretenu (figure 3.6-a), on retrouvera 4 points distincts. Ceci s’explique par le fait que le
système auto-entretenu a la mémoire de sa valeur perturbée, alors que le système forcé retrouve une certaine
valeur imposée par la force extérieure et ne dépend pas de l’état initial.

Figure 3.6. Systèmes dissipatifs : auto-entretenu (a) et forcé (b)

3.5.3 Définition de la synchronisation

On désigne par synchronisation un ajustement des rythmes d’oscillations d’objets, dû à leur
faible interaction entre eux. Pour expliquer qualitativement ce concept, on définit ce qu’est une inter-
action entre objets oscillants et ce qu’on entend par ajustement de rythmes. Puis on présente des cas où la
synchronisation n’a pas lieu mais où la situation prête à confusion, et enfin on présente les différents types
de synchronisation.

3.5.3.1 Couplage d’objets oscillants

Supposons qu’on a deux horloges. Même si les deux sont réalisées chez le même fabriquant et sont
supposées avoir les mêmes paramètres intérieurs, elles sont néanmoins différentes : en effet, à un instant
donné, elle ne donnent pas exactement la même heure et leurs pendules ne sont pas à la même position.
On suppose maintenant que ces deux horloges sont couplées ; elles sont posées sur une poutre non rigide.
L’interaction entre elles se fait à travers les vibrations de leur support commun. Ces vibrations, même faibles
modifient le rythme des oscillations des deux horloges.
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3.5.3.2 Ajustement de rythme : bloquage de fréquence et de phase

Les expériences montrent que même une faible interaction peut synchroniser deux oscillateurs. On
considère deux oscillateurs ayant des pulsations propres ω1 et ω2 différentes quand ils sont isolés. Ils peuvent,
s’ils sont couplés, et sous certaines conditions, osciller avec une même fréquence. Leur synchronisation ou
leur non-synchronisation dépend des facteurs suivants :

1. La force du couplage : elle décrit si l’interaction est forte ou faible. Expérimentalement, il est souvent
difficile de mesurer cette quantité. Dans l’exemple précédent, elle dépend de la souplesse du support.
Si la poutre est absolument rigide, elle ne va pas être influencée par les oscillations du pendule, et
l’interaction entre les deux horloges est inexistante. Par contre, si la poutre est souple, l’interaction
peut avoir lieu.

2. La différence de fréquences ω1−ω2 : elle quantifie la différence entre les deux oscillateurs non couplés.
Plus elles sont lointaines au départ, et plus il sera difficile que les oscillateurs se synchronisent.

Etant couplés, deux oscillateurs ayant au départ des fréquences différentes et des phases indépendantes,
ajustent leurs rythmes et commencent à osciller avec la même fréquence, ce qui implique une relation
bien définie entre les phases des deux oscillateurs. On rappelle que la convergence vers cette fréquence
commune dépend de ω1 − ω2.

3.5.3.3 Situations que l’on peut confondre avec une synchronisation

Il n’y a pas de synchronisation en l’abscence d’oscillations de systèmes autonomes

Tout d’abord, il faut différencier le phénomène de synchronisation et le phénomène de résonance. On
considère une poutre ayant une pulsation propre ω0. On lui applique une force extérieure ayant une pulsation
ω 6= ω0. La poutre commence à osciller mais ces oscillations ne sont visibles que lorsque ω est suffisamment
proche de ω0. Dans ce cas on parle de résonance. Ce n’est pas un phénomène de synchronisation parce que
la poutre n’oscillerait pas sans action extérieure, elle n’est donc pas un oscillateur auto-entretenu.

La variation synchronisée de deux variables n’implique pas nécessairement une syn-
chronisation

Lorsque deux oscillateurs ne sont que des coordonnées différentes d’un même système, on ne parle
pas de synchronisation. Par exemple le déplacement et la vitesse du pendule d’une horloge ont une même
fréquence et leur différence de phase est bien définie. Cependant on ne peut pas parler d’un phénomène
de synchronisation car il n’y a pas de déplacement sans vitesse de déplacement et vice versa. L’absence de
synchronisation dans ce cas est évidente mais ce n’est pas le cas dans des exemples plus complexes.

Un couplage très fort unifie le système et on ne peut plus supposer qu’il y a une
synchronisation

Un couplage très fort entre deux oscillateurs impose des limitations très fortes au mouvement des
deux systèmes. C’est comme si les deux systèmes avaient été unifiés pour ne former qu’un seul oscillateur.
Ce phénomène ne peut donc pas être considéré comme étant une synchronisation. Par exemple si on relie les
pendules de deux horloges par un lien rigide, ces pendules sont “obligés” d’avoir des mouvements identiques
et on ne peut plus parler de synchronisation parce qu’on n’a plus qu’un seul système.

L’introduction du couplage ne doit pas changer qualitativement le comportement d’aucun des systèmes
qui interagissent entre eux et ne doit pas les priver de leur “individualité”. En particulier, l’arrêt des oscil-
lations d’un des systèmes ne doit pas provoquer l’arrêt des oscillations du second système.
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En conclusion...

Ainsi, pour que l’on puisse qualifier un phénomène de synchronisation, il faut que :

• l’analyse porte sur le comportement d’au moins un oscillateur auto-entretenu c.à.d. capable de générer
son rythme propre

• les systèmes concernés ajustent leurs rythmes en réponse à un couplage faible
• l’ajustement des rythmes a lieu lorsque les fréquences des deux oscillateurs sont assez proches ; en

particulier, si la fréquence des oscillations d’un des oscillateurs varie lentement, la fréquence des
oscillations du deuxième oscillateur suit ces variations.

3.5.3.4 Les différents types de synchronisations

On peut distinguer plusieurs types de synchronisation. Dans ce paragraphe, on explique brièvement les
types les plus fréquents.

Synchronisation mutuelle

Quand deux oscillateurs s’influencent mutuellement et de manière égale, ils ajustent leurs rythmes
mutuellement. On parle de synchronisation mutuelle. Un exemple simple reflétant ce cas est l’exemple
des deux horloges à pendule posées sur une poutre. La poutre véhicule les oscillations d’une horloge à l’autre.

Ensemble d’oscillateurs

Dans plusieurs cas, l’interaction ne se fait pas uniquement entre deux oscillateurs mais entre plusieurs
oscillateurs. Si on prend l’exemple des lucioles, celles-ci constituent un ensemble d’oscillateurs mutuellement
couplés qui peuvent s’illuminer de manière synchronisée. Les lucioles communiquent à travers leurs “flashs”
lumineux. On parle de couplage global.

Synchronisation de phases et synchronisation complète d’oscillateurs chaotiques

Les oscillateurs auto-entretenus peuvent générer des signaux chaotiques. Un couplage de ces oscilla-
teurs peut aussi entrâıner leur synchronisation. Dans le cas de signaux “presque périodiques” les cycles se
ressemblent mais ont des amplitudes et des périodes différentes. Dans ce cas, on peut calculer une fréquence
moyenne sur un large intervalle de temps τ :

< f >=
Nτ

τ

où Nτ est le nombre de cycles effectués durant l’intervalle τ . Cette fréquence moyenne permet de décrire le
comportement collectif de ce système chaotique interactif.

Dans le cas d’un couplage assez fort entre deux oscillateurs auto-entretenus “chaotiques”, leurs fréquences
moyennes deviennent égales, mais cela n’implique pas que les signaux engendrés cöıncident aussi. Les cou-
plages faibles n’influencent pas la nature chaotique des oscillateurs : les amplitudes conservent leur caractère
irrégulier et restent non liées alors que les fréquences cöıncident et on peut parler de différence de phase
entre les oscillateurs. Ce phénomène est appelé synchronisation de phases de systèmes chaotiques.

Un couplage très fort influence non seulement les fréquences mais aussi les amplitudes. Dans ce cas on
parle de synchronisation complète.



106 Outils théoriques

Synchronisation par une force extérieure

Un oscillateur peut aussi être influencé par une action extérieure qui lui est appliquée. Ainsi l’ajus-
tement de l’horloge biologique et des rythmes saisonniers des systèmes vivants allant de la bactérie aux
humains, est un phénomène de synchronisation appliqué par la nature. Dans le paragraphe, 3.5.4 on s’at-
tarde sur ce type de synchronisation lorsque l’oscillateur est un oscillateur quasilinéaire, c’est à dire lorsque
le processus qu’il génère est sinusöıdal, et dans le paragraphe 3.5.5 on détermine les équations qui régissent
ce genre de phénomène.

3.5.4 Synchronisation d’un oscillateur auto-entretenu par une force extérieure

Dans ce paragraphe on présente le cas où un oscillateur auto-entretenu se synchronise avec une force
extérieure qui lui est appliquée. On étudie le cas particulier d’un oscillateur quasilinéaire faiblement forcé.

On rappelle qu’un oscillateur quasilinéaire génère un processus x(t) qui vérifie x(t) = A sin(ω0t + φ0)
où ω0 est sa fréquence angulaire libre et φ0 sa phase initiale. La force extérieure qui lui est appliquée est
supposée harmonique de fréquence ω. En d’autres termes, la force varie de la même façon que ε cos(φe) où
φe = ωt + φ̄e est la phase totale de la force et ε son amplitude. On suppose ω 6= ω0 et on note ∆ω = ω0 −ω

le “detuning”. Comme nous l’avons déjà indiqué plus haut, l’amplitude de l’oscillateur est stable alors que
la phase n’est ni stable, ni instable. Donc la force extérieure (faible) agit uniquement sur la phase.

On définit un repère tournant avec une vitesse angulaire ω dans le sens positif (dans le sens inverse de
rotation des aiguilles d’une montre). La position du point de phase est déterminée par φ− φe. Dans le cas
où l’amplitude de la force est nulle, le point de phase dans le nouveau repère peut avoir trois comportements
différents :

• il continue à tourner dans le sens positif si ω0 > ω : φ−φe augmente avec une vitesse constante ω0−ω

(3.7-a)
• il est immobile si ω0 = ω : φ− φe reste constant (3.7-b)
• il tourne dans le sens des aiguilles d’une montre si ω0 < ω : φ−φe diminue avec une vitesse constante

ω0 − ω (3.7-c)

Figure 3.7. Repère tournant : (a) ω0 > ω, (b) ω0 = ω, (c) ω0 < ω

Revenons au cas qui nous intéresse, lorsque l’amplitude ε 6= 0. Deux situations peuvent se présenter :
• ω0 = ω :

Quelque soit la différence de phase initiale φ0 = φ0− φ̄e, cette différence de phase reste constante. La
synchronisation dans ce cas trivial se manifeste par le maintien de cette stabilité dans le déphasage
(cas 1 dans la figure 3.8).

• ω0 6= ω :
On suppose par exemple que ω0 > ω. Dans ce cas, la force tend à égaliser la phase de l’oscillateur φ(t)
et la phase φe(t) + φ0 (φ(t)− φe(t) constante) (cas 2 dans la figure 3.8). Au contraire, le “detuning”
∆ω = ω0 − ω tend à les éloigner l’une de l’autre (cas 3, 4 et 5 de la figure 3.8). La relation entre
l’amplitude ε de la force et le detuning ∆ω détermine laquelle de ces deux actions l’emportera sur
l’autre. Ceci sera détaillé dans la suite.

Dans le paragraphe 3.5.5, on précise les équations qui régissent l’influence de la force extérieure sur l’oscil-
lateur quasilinéaire.
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3.5.5 Mise en équations

3.5.5.1 Oscillateur auto-entretenu sans influence extérieure

On considère un système discret, autonome (dont le comportement ne dépend pas explicitement du
temps) et dissipatif (qui dissipe de l’énergie) dont le mouvement est régi par M équations différentielles
ordinaires :

dx
dt

(t) = f(x) x = (x1, ..., xM ) (3.28)

On suppose que ce système a une solution stable périodique de période T0 :

x0(t) = x0(t + T0) (3.29)

On introduit la phase φ(t). Elle augmente de 2π à la fin de chaque période :

φ(t + T0) = φ(t) + 2π (3.30)

et vérifie :
dφ

dt
= ω0 (3.31)

où ω0 =
2π

T0
est la fréquence libre de l’oscillateur. Sur le cycle limite on peut donc écrire :

dφ

dt
(x0) = ω0 (3.32)

On sait que :
dφ

dt
(x) =

∑

k

∂φ

∂xk

dxk

dt
(3.33)

xk étant la k-ième composante de x. Or, en notant fk la k-ième composante de f , en x = x0 :

dxk

dt
(t) = fk(x0(t)) (3.34)

Ainsi, d’après (3.32) ∑

k

∂φ

∂xk
fk(x0) = ω0 (3.35)

3.5.5.2 Influence d’une force extérieure sur l’oscillateur auto-entretenu

Si une force extérieure Fe(x, t) = εp(x, t) de période T 6= T0 est appliquée au système, le système forcé
vérifie l’équation :

dx
dt

= f(x) + εp(x, t) (3.36)

ε est supposé petit. Dans ce cas, à proximité du cycle limite et en utilisant l’équation (3.33), on peut écrire :

dφ(x)
dt

=
∑

k

∂φ

∂xk
(fk(x) + εpk(x, t)) (3.37)

Le deuxième terme du second membre de cette égalité est proportionnel à ε, il est donc petit. De plus, les
déviations de x par rapport au cycle limite x0 sont faibles. D’après l’équation (3.35) on peut donc écrire :

dφ(x)
dt

=
∑

k

∂φ

∂xk
(fk(x) + εpk(x, t)) ' ω0 + ε

∑

k

∂φ(x0)
∂xk

pk(x0, t) (3.38)

On note Q(φ, t) =
∑

k

∂φ(x0)
∂xk

pk(x0, t). Ainsi,

dφ(x)
dt

= ω0 + εQ(φ, t) (3.39)

Q est 2π-périodique en φ et T -périodique en t. On peut la développer en une double série de Fourier :

Q(φ, t) =
∑

l,k

al,keikφ+ilωt (3.40)
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Dynamique lente des phases et équation de Kuramoto

En l’abscence de la force extérieure Fe, la phase φ(t) solution de l’équation différentielle (3.31) s’écrit :

φ(t) = ω0t + φ0 (3.41)

En remplaçant dans (3.40), on obtient :

Q(φ, t) =
∑

l,k

al,keikφ0ei(kω0+lω)t (3.42)

Q contient des termes oscillants rapidement (en comparaison avec 1/ε) et des termes qui oscillent très
lentement. Ces derniers vérifient la condition de résonance :

kω0 + lω ≈ 0 (3.43)

Dans l’équation (3.39), les termes non résonants entrâınent des déviations de la phase de l’ordre de O(ε),
alors que les termes résonants entrâınent des variations plus importantes de la phase. Ainsi, on ne conserve
que ces termes résonants, en faisant une moyenne. Le cas le plus simple est lorsque ω ≈ ω0. Dans ce cas,
seuls les termes de Q où l = −k sont résonants. La somme de ces derniers est notée q :

∑

l=−k

al,kei(kφ+lωt) =
∑

k

a−k,keik(φ−ωt) = q(φ− ωt) (3.44)

q est une fonction 2π-périodique. Cette définition de la moyenne q permet d’écrire :

dφ

dt
= ω0 + εQ(φ, t) ' ω0 + εq(φ− ωt) (3.45)

La différence entre l’équation (3.45) obtenue dans le cas où une force extérieure est appliquée à l’oscillateur
auto-entretenu et l’équation (3.31) dans le cas où l’oscillateur auto-entretenu est libre, est le terme εq(φ−ωt)
présent dans (3.45). Ce terme gère la synchronisation de l’oscillateur avec la force extérieure. Ceci est expliqué
dans les paragraphes suivants.

La fonction q 2π-périodique la plus simple est la fonction sinus. Elle est utilisée dans la formulation du
modèle proposé dans cette thèse (voir chapitre 4) :

dφ

dt
= ω0 + εQ(φ, t) ' ω0 + ε sin(φ− ωt) (3.46)

Cette équation est une équation de Kuramoto [83].

Solution analytique

On note ψ = φ−φe = φ−ωt la différence de phases entre l’oscillateur et la force extérieure, et ν = ω−ω0.
Ainsi, on obtient :

dψ

dt
= −ν + εq(ψ) (3.47)

On peut démontrer que cette équation décrit également le cas général, lorsque ω ≈ −m

n
ω0 [54]. Dans le cas

où q(.) = sin(.), on se ramène à l’équation d’Adler :

dψ

dt
= −ν + ε sin ψ (3.48)

La fonction q étant 2π-périodique, elle admet dans l’intervalle [0; 2π[ un minimum qmin et un maximum
qmax. Dans le cas du sinus par exemple, qmin = −1 et qmax = 1.

Si la condition suivante est vérifiée
εqmin < ν < εqmax (3.49)
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l’équation (3.47), admet au moins deux points stationnaires (points fixes
dψ

dt
= 0), dont l’un est asymptoti-

quement stable et l’autre instable. Le système est donc entrâıné vers l’un des points fixes stables du système.
La phase ψ devient alors constante ψ = ψsyn, et φ a une vitesse de rotation constante égale à la fréquence ω

de la force extérieure. La fréquence instantanée
dφ

dt
de l’oscillateur devient donc égale à ω. Il est à noter que

la synchronisation n’entrâıne pas un déphasage nul mais un déphasage constant (point 2 de la figure 3.8) :

φ = ωt + ψsyn

On est alors en “régime de synchronisation”.

Si ν est à l’extérieur de l’intervalle défini par (3.49) (les points 3, 4 et 5 de la figure 3.8), la force est
trop faible pour pouvoir entrâıner la synchronisation. Dans ce cas, dans le repère tournant, le point de phase
est en mouvement avec une fréquence appelée fréquence de battement Ωbt < ω0 − ω, de telle sorte que la
fréquence moyenne ωm de l’oscillateur dans le repère initial prend la valeur ωm = ω + Ωbt.

Ceci peut être démontré aisément : dans ce cas
dψ

dt
est de signe constant (< 0 ou > 0) et

dφ

dt
6= ω. La

solution de (3.47) peut s’écrire : ∫

ψ

dψ

εq(ψ)− ν
= t (3.50)

La fonction ψ = ψ(t) ainsi définie est périodique de période Tψ tel que :

Tψ =
∣∣∣∣
∫ 2π

0

dψ

εq(ψ)− ν

∣∣∣∣ (3.51)

La rotation de φ est donc non uniforme :
φ = ωt + ψ(t) (3.52)

et la fréquence moyenne ωm =
1
t

∫ t

0

dφ

dt
(τ)dτ s’écrit :

ωm = ω + Ωbt (3.53)

où la fréquence de battement Ωbt est définie par :

Ωbt =
2π

Tψ
= 2π

(∫ 2π

0

dψ

εq(ψ)− ν

)−1

(3.54)

Ainsi le processus x(t) est quasipériodique, et Ωbt dépend de la valeur de ν. A proximité de la région de
synchronisation, on peut calculer analytiquement cette dépendance. En effet, notons νmax = εqmax, et
supposons par exemple, que ν−νmax est très petit. Donc |εq(ψ)−ν| est très petit. q(ψ) peut être développé
en série de Fourier à proximité de ψmax :

|Ωbt| ' 2π

∣∣∣∣∣∣
dψ

ε

2
q”(ψmax)ψ2 − (ν − νmax)

∣∣∣∣∣∣

−1

=
√

ε|q”(ψmax)|(ν − νmax) ∼ √
ν − νmax

(3.55)

La transition de l’état initial à la synchronisation

Plusieurs cas se présentent :
• ω = ω0, le déphasage φ0 est constant. Dans la figure (3.8) il est supposé nul et correspond au point 1.
• ω 6= ω0 mais ω est dans le domaine de synchronisation. Le déphasage est alors constant mais non nul

(point 2 dans la figure (3.8)).
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• ω est à l’extérieur du domaine mais se situe près de la frontière de ce domaine (point 3 dans la figure
(3.8)). Dans ce cas, le déphasage passe par des périodes où il est constant et d’autres où il augmente
assez rapidement. Cela veut dire que durant les périodes où le déphasage est constant, l’oscillateur est
synchronisé avec la force qui lui est appliquée. Cependant, par la suite, il fait un cycle supplémentaire
si ω se trouve près du bord gauche ou perd un cycle s’il est près du bord droit du domaine de
synchronisation. Plus |ω − ω0| devient important, plus la durée de temps de synchronisation diminue
jusqu’à s’annuler.

Figure 3.8. Le déphasage selon la position des points par rapport à la région de synchronisation :
(a) la position des points par rapport à la région de synchronisation, (b) le déphasage
en fonction du temps pour les différents points

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les différents outils théoriques qui sont utilisés dans le modèle
développé dans cette thèse et qui est explicité dans le chapitre 4. Nous avons donné l’équation de la dy-
namique régissant le comportement latéral d’une poutre d’Euler Bernoulli, puis l’équation de transport,
l’équation de conservation de la masse et l’équation de Burger pour le modèle continu. Enfin, on a défini le
phénomène de synchronisation, en s’attardant sur les oscillateurs auto-entretenus et sur leur synchronisation
avec une force extérieure qui leur est appliquée. Les équations qui régissent ce phénomène sont rappelées.



Chapitre 4

Modèle continu pour le couplage

foule-passerelle

CE CHAPITRE a pour objectif de présenter le modèle continu de couplage foule-structure que nous
proposons dans le cadre de cette thèse. Dans ce chapitre :

? on présente le modèle proposé

? on explique la démarche utilisée pour aboutir à chacune des équations du modèle
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on détaille le modèle qui a été développé durant cette thèse.

Le but du modèle proposé est de réussir à représenter le comportement de la passerelle, celui de la
foule et le couplage entre les deux, notamment en prenant en compte la synchronisation des piétons avec la
passerelle.

Dans le paragraphe 4.2, on présente notre modèle avec les différentes variables et les différents paramètres
utilisés. Dans les paragraphes suivants on détaille chacune des équations du modèle. Dans la section 4.3, on
donne les équations d’équilibre du système passerelle-foule. Puis, dans 4.4, nous expliquons la modélisation
de la foule de piétons. La modélisation de la longueur de pas des piétons est formalisé dans 4.5. Enfin dans
4.6, on modélise la phase totale des piétons.

4.2 Formulation du modèle

Le modèle proposé est un modèle continu (ou eulérien), ce qui veut dire qu’il suit le comportement de la
foule dans sa globalité sans s’intéresser au comportement particulier de chaque piéton. Mathématiquement,
cela revient à utiliser des variables locales, c’est à dire qui dépendent du temps t et de l’espace x supposé
unidirectionnel. Dans ce modèle, le déplacement de la passerelle est projeté sur le mode latéral qui a la
fréquence la plus proche de celle des piétons ; on supposera qu’il s’agit du premier mode. Une équation
de conservation de la masse gère la répartition et l’évolution des piétons sur la passerelle. L’interaction
piétons-piétons et piétons-passerelle est prise en compte grâce à une équation qui gère la synchronisation
en fréquence des piétons entre eux et avec la passerelle, et par une prise en compte de l’ajustement de la
longueur des pas des piétons selon la situation qui se présente. Ainsi, ce modèle est formé du couplage entre
une équation aux dérivées ordinaires (EDO) et trois équations aux dérivées partielles (EDP) :





(M + Mp(t))Ü(t) + CU̇(t) + KU(t) = Fl(t)
∂η

∂t
(x, t) +

∂(ηv)
∂x

(x, t) = 0
dφ

dt
(x, t) = ω(x, t) +

ε

2
Am(t)ψ1(x)(ψ̇s(t))2 sin

(
ψs(t)− φ(x, t) +

π

2

)

+εpp(x, t) sin(φav(x, t)− φ(x, t))
∂ω

∂t
(x, t) + v(x, t)

∂ω

∂x
(x, t) = 0

(4.1)

L es principales variables utilisées sont :

• u(x, t) le déplacement de la passerelle. La projection au premier mode propre de la passerelle, nous
amène à écrire u(x, t) = U(t)ψ1(x) où U(t) est le déplacement latéral modal de la passerelle tel qu’il
a été défini dans la partie 3.2.

• η(x, t) la densité des piétons
• v(x, t) la vitesse des piétons modélisée sous la forme :

v(x, t) =
lpas(x, t)

π

dφ

dt
(x, t)

• ω(x, t) la fréquence angulaire latérale de marche libre des piétons
• φ(x, t) la phase totale de la force latérale des piétons. Dans le cas d’une marche libre (sans contraintes

extérieures)
dφ

dt
(x, t) = ω(x, t)

d

dt
=

∂

∂t
+ v(x, t)

∂

∂x
étant la dérivée totale par rapport au temps
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Plusieurs paramètres sont introduits dans ce modèle. Certains concernent les caractéristiques de la passe-
relle, ils sont obtenus par analyse modale ou par simple mesure. D’autres paramètres permettent de prendre
en compte l’interaction entre les piétons et leur interaction avec la passerelle. Les valeurs de certains pa-
ramètres seront déterminés dans le chapitre 7 d’après une étude analytique réalisée dans le chapitre 5, alors
que pour les autres on adoptera les valeurs proposées dans la littérature suite à des essais expérimentaux.

Les paramètres définissant la passerelle sont :
• L la longueur de la passerelle
• `(x) largeur de la passerelle en un point donné
• ψ1(x) la première forme modale de la passerelle
• M la masse modale de la passerelle
• C l’amortissement modal de la passerelle
• K la rigidité modale de la passerelle
Le comportement de la foule de piétons est considéré semblable à celui d’un fluide compressible. Les

paramètres régissant l’interaction entre la passerelle et la foule et l’interaction entre piéton et piéton sont
les suivants :

• ηc la densité critique à partir de laquelle les piétons commencent à interagir entre eux
• ηmax la densité maximale admissible sur une passerelle
• amin l’accélération des oscillations de la passerelle à partir de laquelle les piétons ressentent les oscil-

lations et commencent à modifier leur longueur de pas
• amax l’accélération des oscillations à partir de laquelle les piétons sont forcés de s’arrêter de marcher.
• ε et εpp(x, t) sont des paramètres intervenant respectivement dans la synchronisation des piétons avec

la passerelle et dans leur synchronisation entre eux.
lpas(x, t) étant leur longueur de pas.

De plus,

• Mp(t) =
∫ L

0

mp(x, t)ψ2
1(x)dx est la masse modale des piétons

• Fl(t) =
∫ L

0

G sin(φ(x, t))η(x, t)`(x)ψ1(x)dx est la force latérale totale modale qu’ils engendrent, G

étant l’amplitude moyenne de la force latérale engendrée par un piéton
• ψs(t) est la phase totale instantanée du déplacement latéral de la passerelle.

Dans la suite de ce chapitre, on explicite la démarche qui permet de retrouver ce modèle, et on détaille
chacune de ses quatre équations ainsi que la modélisation de la longueur de pas des piétons.

4.3 L’équation de la dynamique de la passerelle et la force due à

la foule

Dans cette partie, on présente les équations d’équilibre qui gèrent le couplage foule-passerelle.

On suppose que le comportement vibratoire de la passerelle peut être approché par celui d’une poutre
d’Euler Bernoulli sur appuis simples. Cette modélisation n’a rien de restrictif. Il suffit de connâıtre le mode
qui peut générer de la synchronisation. On note u(x, t) le déplacement latéral de la passerelle et U(t) son
déplacement latéral modal tel qu’il a été défini dans la partie 3.2. On rappelle que u(x, t) = U(t)ψ1(x),
où ψ1(x) est la forme modale dont la fréquence est la plus proche de la fréquence de la force latérale des
piétons.

On note y(x, t) l’amplitude des oscillations latérales des piétons autour de leur trajectoire de marche sur
la passerelle dans un repère galiléen. y(x, t) peut s’écrire sous la forme suivante :

y(x, t) = u(x, t) + yp(x, t) (4.2)
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où yp(x, t) est l’amplitude des oscillations des piétons dans un repère lié à la passerelle. Dans le cas où la
passerelle est rigide u(x, t) = 0 et y(x, t) = yp(x, t).

Les piétons qui traversent la passerelle y exercent une force locale p(x, t). Soit η(x, t) leur densité locale
sur cette passerelle. On note mp(x, t) = m1pη(x, t)`(x) leur masse locale, où m1p est la masse moyenne d’un
piéton et `(x) la largeur de la passerelle en un point x donné.

En utilisant l’équation (3.14), les équations d’équilibre régissant le système passerelle-piétons s’écrivent :

MÜ(t) + CU̇(t) + KU(t) =
∫ L

0

p(x, t)ψ1(x)dx

mp(x, t)
(

∂2u

∂t2
(x, t) +

∂2yp

∂t2
(x, t)

)
+ p(x, t) = 0

(4.3)

Soit G l’amplitude moyenne de la force latérale engendrée par un piéton. On rappelle que la force latérale
Fl engendrée par un piéton sur un plancher rigide peut être modélisée sous la forme (voir chapitre 2) :

Fl(t) = G sin(φ1p(t))

avec
φ1p(t) = ω1pt + φ1

où ω1p est la fréquence angulaire de marche libre relative à ce piéton ; elle peut être considérée constante
pour un même piéton.

Soit φ(x, t) la phase totale de la force latérale des piétons.
dφ

dt
(x, t) n’est autre que leur fréquence

angulaire latérale.

Le terme −mp(x, t)
∂2yp

∂t2
(x, t) apparaissant dans la deuxième équation de (4.3) est la force d’inertie

appliquée par les piétons dans le repère local lié à la passerelle. Dans le cas d’un plancher rigide (u(x, t) = 0),
on a :

−mp(x, t)
∂2yp

∂t2
(x, t) = G sin(ω(x, t)t + φ0)η(x, t)`(x) (4.4)

Pour un plancher mobile, on suppose que la force F̃l(x, t) engendrée par les piétons par unité de longueur
de la passerelle s’écrit :

F̃l(x, t) = −mp(x, t)
∂2yp

∂t2
(x, t) = G sin(φ(x, t))η(x, t)`(x) (4.5)

La force latérale modale Fl(t) engendrée par les piétons est donc :

Fl(t) =
∫ L

0

F (x, t)ψ1(x)dx =
∫ L

0

G sin(φ(x, t))η(x, t)`(x)ψ1(x)dx (4.6)

Les équations d’équilibre (4.3) donnent alors :

(M + Mp(t))Ü(t) + CU̇(t) + KU(t) = Fl(t) (4.7)

où Mp(t) =
∫ L

0

mp(x, t)ψ2
1(x)dx est la masse modale des piétons et Fl(t) est donnée par 4.6.

4.4 Modélisation du flux de piétons sur la passerelle

Dans ce modèle on a adopté l’approche utilisée dans [65,66], où la foule de piétons est modélisée comme
un fluide compressible dont l’évolution est gouvernée par l’équation de conservation de la masse. Dans ces
deux articles [65,66], l’équation de la conservation de la masse a été utilisée en 2D, pour étudier l’évolution
des piétons dans un espace donné, notamment à la Mecque les jours de pélerinage.
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En s’inspirant des modèles précédemment cités, on suppose que le comportement de la foule est régi par
l’équation de conservation de la masse :

∂η

∂t
(x, t) +

∂(ηv)
∂x

(x, t) = 0 (4.8)

où v(x, t) est la vitesse locale des piétons.

Pour modéliser la vitesse v(x, t), on utilise une approche originale, différente de celles qui sont utilisées
dans [15, 65, 66] par la prise en compte de la longueur des pas des piétons lpas(x, t) et de la phase totale φ

de leur force latérale :

v(x, t) =
lpas(x, t)

π

dφ

dt
(x, t) (4.9)

On rappelle que :
d

dt
=

∂

∂t
+ v(x, t)

∂

∂x

est la dérivée totale.

Cette expression découle de l’expression de vitesse d’un seul piéton. En effet, considérons le cas d’un
piéton qui a une phase totale latérale φ1p(t) et une longueur de pas l1p(t). La vitesse v1p(t) du piéton peut
s’écrire sous la forme :

v1p(t) =
l1p(t)

Tpas(t)

Tpas(t) étant la durée “instantanée” d’un pas (soit gauche soit droit). Or si φ1p(t) est la phase totale de la

force latérale du piéton, l’inverse de la fréquence
1
2π

dφ1p

dt
(t) n’est autre que la moitié de la période d’un pas

complet (cycle droite-gauche). Donc

Tpas(t) =
1
2

(
1
2π

dφ1p

dt
(t)

)−1

= π

(
dφ1p

dt
(t)

)−1

D’où

v(t) =
l1p(t)

π

dφ1p

dt
(t)

ce qui explique la relation (4.9). Dans la suite de ce chapitre, on modélise la longueur des pas lpas(x, t) et la
phase totale φ(x, t).

4.5 Modélisation de la longueur de pas des piétons

Dans cette partie on modélise l’évolution de la longueur de pas des piétons lorsqu’ils traversent une
passerelle.

Soit l0 la longueur de pas moyenne d’un piéton dans le cas d’une marche libre. La longueur de pas
lpas(x, t) est influencée par la densité des piétons et par les oscillations de la passerelle. Ainsi, on la modélise
comme étant :

lpas(x, t) = l0Cη(x, t)Cs(x, t) (4.10)

où Cη(x, t) et Cs(x, t) sont des fonctions réductrices qui prennent en compte respectivement l’influence de
la densité η(x, t) des piétons sur leur longueur de pas et celle des oscillations de la passerelle.

La fonction Cη(x, t) est définie par (4.11), et sa courbe en fonction de la densité est tracée dans la figure
4.1 :

Cη(x, t) =





1 si η(x, t) ≤ ηc

ηmax − η(x, t)
ηmax − ηc

si ηc < η(x, t) < ηmax

0 si ηmax ≤ η(x, t)

(4.11)

où on rappelle que ηc est la densité critique à partir de laquelle les piétons commencent à interagir entre
eux et ηmax est la densité maximale admissible sur une passerelle. Ainsi, comme on peut le voir dans (4.11),
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la longueur de pas n’est influencée par la densité de piétons η(x, t) que lorsque celle-ci est supérieure à la
densité critique ηc, alors que pour des densités élevées qui dépassent ηmax, lpas(x, t) s’annule parce que les
piétons n’arrivent plus à avancer, ce qui a pour conséquence d’annuler la vitesse de marche.
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Figure 4.1. Courbe représentant Cη en fonction de la densité η des piétons

Pour définir la fonction Cs(x, t) qui traduit la dépendance entre la longueur de pas lpas et les oscillations
de la passerelle, on commence par introduire la variable ¨̃u(x, t) qui est une approximation de l’amplitude de
l’accélération maximale ressentie par les piétons durant les 5 dernières oscillations. En effet, on estime que
le piéton a une mémoire des oscillations passées et réagit selon le maximum d’oscillations ressenties durant
les dernières secondes. Nous proposons d’écrire ¨̃u(x, t) sous la forme :

¨̃u(x, t) = Am(t)
[
ψ̇s(t)

]2

ψ1(x) (4.12)

où Am(t) est le déplacement maximal de la passerelle durant ses 5 dernières périodes d’oscillations, ψs(t)
est sa phase totale instantanée, ψ̇s(t) n’est donc autre que sa fréquence angulaire instantanée, et ψ1(x) est
la première forme modale. La fonction Cs(x, t) est définie par (4.13) et sa courbe en fonction de ¨̃u(x, t) est
tracée dans la figure 4.2 :

Cs(x, t) =





1 si ¨̃u(x, t) ≤ amin

amax − ¨̃u(x, t)
amax − amin

si amin < ¨̃u(x, t) < amax

0 si vmax ≤ ¨̃u(x, t)

(4.13)

On rappelle que amin est l’accélération des oscillations de la passerelle à partir de laquelle les piétons
ressentent les oscillations, et amax est l’accélération des oscillations à partir de laquelle les piétons sont
obligés de s’arrêter de marcher.
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Figure 4.2. Courbe représentant Cs en fonction de l’amplitude de l’accélération ¨̃u(x, t) de la pas-
serelle
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La courbe représentant l’évolution de lpas en fonction de η et de ¨̃u est tracée dans la figure 4.3.

Figure 4.3. Courbe représentant la longueur de pas lpas en fonction de la densité η des piétons
et de l’amplitude de l’accélération ¨̃u de la passerelle

4.6 Modélisation de la phase totale des piétons : équation de Ku-

ramoto

Dans cette partie on modélise l’évolution de la phase totale des piétons. On commence par étudier le
cas d’un seul piéton soumis aux oscillations de la passerelle, on en déduit l’évolution de la phase dans le cas
du modèle continu, puis, on introduit la synchronisation entre les piétons.

4.6.1 Etude du cas d’un seul piéton soumis à la force exercée par la passerelle

On considère le cas d’un piéton. On note φ1p(t) la phase totale de sa force latérale et ω1p sa fréquence
latérale de marche libre. Soit Fe(t) la force extérieure appliquée au piéton. Dans le cas où cette force est due
aux oscillations de la passerelle, elle s’écrit sous la forme (voir la deuxième équation de (4.3)) :

Fe(t) = m1pü1p(t) = −m1pA(t)ψ1(x1p(t))(ψ̇s(t))2 sin(ψs(t)) (4.14)

où x1p(t) est la position du piéton sur la passerelle, u1p(t) et ü1p(t) sont respectivement le déplacement de la
passerelle et son accélération à l’instant t et à la position x1p(t) et A(t) est son amplitude de déplacement.

Soit y1p(t) le déplacement du centre de gravité du piéton. L’équation d’équilibre du piéton s’écrit alors :

m1pÿ1p + f(y1p, ẏ1p) = Fe(t) (4.15)

où f(y1p, ẏ1p) est la “force de rappel” du piéton.

On passe en représentation d’état : on pose z1p(t) = ẏ1p(t). L’équation (4.15) est équivalente au système
suivant :

z1p(t) = ẏ1p(t)

ż1p(t) =
1

m1p
(Fe(t)− f(y, z)) (4.16)

On effectue une transformation de Van der Pol en posant :

y1p(t) = r sin(φ1p(t))
z1p(t) = ẏ1p(t) = rφ̇1p(t) cos(φ1p(t))

(4.17)

où on suppose que r ne dépend pas du temps.
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On a
φ̇1p(t) =

dφ1p

dt
(t) =

∂φ1p

∂y1p
ẏ1p(t) +

∂φ1p

∂z1p
ż1p(t)

=
∂φ1p

∂y1p
z1p(t) +

1
m1p

∂φ1p

∂z1p
(Fe(t)− f(y, z))

(4.18)

Dans la suite de cette partie, on cherche à expliciter l’expression (4.18). Pour cela, on approche
∂φ1p

∂y1p
z1p(t)−

1
m1p

∂φ1p

∂z1p
f(y, z) en s’intéressant au cas où le piéton n’est soumis à aucune contrainte extérieure (Fe(t) = 0).

Ensuite, on étudie le cas où Fe(t) 6= 0 et on explicite le terme
1
m

∂φ1p

∂z1p
Fe(t).

On commence par approcher
∂φ1p

∂y1p
z1p(t)− 1

m1p

∂φ1p

∂z1p
f(y, z). Si Fe(t) = 0, le piéton n’est soumis à aucune

contrainte extérieure, φ̇1p(t) = ω1p, et l’équation (4.18) s’écrit :

φ̇1p(t) =
∂φ1p

∂y1p
z1p(t)− 1

m1p

∂φ1p

∂z1p
f(y, z)

D’où sur le cycle limite, on a l’égalité :

∂φ1p

∂y1p
z1p(t)− 1

m1p

∂φ1p

∂z1p
f(y, z) = ω1p (4.19)

Lorsque la force Fe(t) 6= 0, on suppose qu’elle induit une petite perturbation sur le point de phase. On peut
donc supposer que (y, z) est très proche du cycle limite et que l’égalité (4.19) reste vérifiée. En remplaçant
dans (4.18) :

φ̇1p(t) = ω1p +
∂φ1p

∂z1p

Fe(t)
m1p

(4.20)

Il reste donc à déterminer
∂φ1p

∂z1p
. D’après (4.17), on a :

tan(φ1p(t)) = φ̇1p(t)
y1p(t)
z1p(t)

(4.21)

Or
∂(tan((φ1p(t)))

∂z1p
=

1
cos2(φ1p(t))

∂φ1p

∂z1p
(4.22)

D’après (4.21),

∂(tan((φ1p(t)))
∂z1p

=
∂

∂z1p
(φ̇1p(t)

y1p(t)
z1p(t)

) =
∂φ̇1p(t)
∂z1p

y1p

z1p
− φ̇1p(t)

y1p(t)
(z1p(t))2

(4.23)

En combinant (4.22) et (4.23), et en utilisant les notations (4.17), on a :

∂φ1p(t)
∂z1p

=
sin(2φ1p(t))

2φ̇1p(t)
∂φ̇1p(t)
∂z1p

− sin(φ1p(t))
rφ̇1p(t)

(4.24)

Or on cherche φ̇1p(t) sous la forme :

φ̇1p(t) = ω1p + ςh(y1p(t), z1p(t), Fe(t))

où ς << 1. Donc

∂φ1p(t)
∂z1p

= ς
sin(2φ1p(t))

2(ω1p + ςh(y1p(t), z1p(t), Fe(t)))
∂h(y1p(t), z1p(t), Fe(t))

∂z1p
− sin(φ1p(t))

r(ω1p + ςh(y1p(t), z1p(t), Fe(t)))
(4.25)

Comme ς << 1 :
∂φ1p(t)
∂z1p

= − sin(φ1p(t))
rω1p

(4.26)
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En remplaçant dans (4.20), on obtient :

φ̇1p(t) = ω1p − sin(φ1p(t))
rω1pm1p

Fe(t)

= ω1p +
A(t)ψ1(x1p(t))(ψ̇s(t))2

rω1p
sin(φ1p(t)) sin(ψs(t))

(4.27)

Posons
ε =

1
rω1p

On sait que :

sin(φ1p(t)) sin(ψs(t)) =
1
2

(cos(ψs(t)− φ1p(t))− cos(ψs(t) + φ1p(t)))

En supprimant les variations rapides, on a :

φ̇1p(t) = ω1p +
ε

2
A(t)ψ1(x1p(t))(ψ̇s(t))2 cos(ψs(t)− φ1p(t)) (4.28)

ou encore :
φ̇1p(t) = ω1p +

ε

2
A(t)ψ1(x1p(t))(ψ̇s(t))2 sin(ψs(t)− φ1p(t) +

π

2
) (4.29)

On retrouve alors une équation de type Kuramoto (voir la section 3.5). Si on suppose que la force ressentie
par le piéton dépend des 5 dernières périodes d’oscillations de la passerelle, alors Fe(t) = m1p

¨̃u1p(t) =
−m1pAm(t)ψ1(x1p(t))(ψ̇s(t))2 sin(ψs(t)) et

φ̇1p(t) = ω1p +
ε

2
Am(t)ψ1(x1p(t))(ψ̇s(t))2 sin(ψs(t)− φ1p(t) +

π

2
) (4.30)

Dans le paragraphe suivant, nous allons expliquer le passage de cette forme de l’équation de synchroni-
sation (4.30) à sa forme continue telle qu’elle est adoptée dans cette thèse. Cependant avant de passer au
paragraphe suivant, nous faisons le point sur les principales différences existant entre l’équation (4.30) et les
équations de synchronisation (1.35) et (1.36) utilisées dans les modèles présentés dans [7, 54,62].

Pour commencer, dans ces deux modèles, la forme modale ψ1(x) n’est pas prise en compte dans la
synchronisation des piétons avec la passerelle. Cela revient à dire que les piétons réagissent de la même
façon quelle que soit leur position sur leur passerelle, qu’ils soient à son extrémité, à mi-travée ou ailleurs.
Or on sait que les oscillations de la passerelle sont différentes selon le point considéré et il est donc judicieux
de différencier le comportement des piétons vis à vis des oscillations selon leur position sur la passerelle [33].

De plus, le terme Am(t)ψ1(x1p)(ψ̇s(t))2 qui apparâıt dans (4.30) est une expression de l’accélération de
la passerelle. Ceci montre que les piétons seraient sensibles à l’accélération. On retrouve cette idée dans [62]
(équation (1.36)), alors que dans [7, 54] (équation (1.35)) il est supposé que les piétons sont sensibles au
déplacement de la passerelle. On tient à attirer l’attention sur le fait que l’utilisation de l’accélération
dans [62] et du déplacement dans [7, 54] ne sont pas validés de manière mathématique mais constituent
plutôt un choix des auteurs. Par contre, dans notre modèle, Am(t)ψ1(x1p)(ψ̇s(t))2 découle des équations du
système et ne provient pas d’une hypothèse que nous avons prise.

Dans l’équation (4.30), on fait l’hypothèse que le piéton est influencé par l’accélération maximale de
la passerelle au cours des dernières oscillations. Dans [62], les auteurs utilisent l’hypothèse selon laquelle
le piéton réagit avec un temps de retard τ , ce qui veut dire qu’à l’instant t le piéton est influencé par
l’accélération à l’instant t− τ , mais cette hypothèse a été simplifiée au cours de l’article et les auteurs ont
supposé que la passerelle influence instantanément le piéton. Cette dernière hypothèse est également utilisée
dans [7].

Enfin, dans l’équation (4.30) entre les parenthèses de la fonction sinus, on trouve
π

2
, ce qui traduit le

fait que le piéton se synchronise avec la phase de la vitesse de déplacement de la passerelle. Ainsi après
synchronisation, la force latérale engendrée par le piéton est en phase avec la vitesse de la passerelle. On
rappelle que les études expérimentales menées par ARUP [8, 21], ont montré que la force engendrée par
des piétons après synchronisation est proportionnelle à la vitesse d’oscillation de la passerelle, ce qui veut
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dire notamment que la force des piétons et la vitesse de la passerelle sont en phase. Dans [62] les auteurs
utilisent sin(ψs(t) − φ1p(t) +

π

2
) (voir équation (1.36)) ce qui entrâıne que le piéton se synchronise avec

la vitesse de la passerelle. Dans [7], les auteurs ont étudié le cas où entre les parenthèses du sinus, le
terme

π

2
apparait (α =

π

2
dans l’équation (1.35), i.e. comme dans notre modèle) et le cas où il n’y est

pas (α = 0 dans l’équation (1.35)). Les solutions trouvées sans le terme
π

2
présentent des dissymétries dans

l’évaluation de l’amortissement critique adimensionnalisé bc(Ω). Or dans le cadre du travail effectué dans [7],
la fréquence dimensionnelle des piétons ω a pour moyenne la fréquence modale du système (qui est pour
l’auteur la fréquence modale de la passerelle seule). Les solutions obtenues doivent donc être symétriques par
rapport à cette fréquence moyenne. Pour les variables adimensionnelles, les solutions doivent être symétriques
par rapport à 0, ce qui n’est pas le cas. Par conséquent, les auteurs ont jugé ces solutions physiquement
inacceptables.

4.6.2 Retour au modèle continu

Dans le cadre de cette thèse, les variables composant le modèle sont des variables locales (qui dépendent
de l’espace x et du temps t). Dans l’expression (4.30), on propose donc de remplacer x1p par x et φ1p(t)
par φ(x, t). De plus, la fréquence de marche libre est différente d’un piéton à l’autre. Cette fréquence doit
correspondre à l’avancement des piétons. Elle dépend donc du temps et de l’espace. Donc ω1p est remplacée
par ω(x, t) qui vérifie l’équation de transport :

∂ω

∂t
(x, t) + v(x, t)

∂ω

∂x
(x, t) (4.31)

où on rappelle que v(x, t) est la vitesse des piétons. Le passage au modèle continu impose que la dérivée par
rapport au temps soit remplacée par une dérivée totale par rapport au temps

d

dt
=

∂

∂t
+ v(x, t)

∂

∂x

Ainsi, l’équation de Kuramoto (4.30) sous sa forme Eulérienne s’écrit :

dφ

dt
(x, t) = ω(x, t) +

ε

2
Am(t)ψ1(x)(ψ̇s(t))2 sin

(
ψs(t)− φ(x, t) +

π

2

)
(4.32)

Dans le cas où on introduit l’hypothèse simplificatrice selon laquelle la fréquence de marche libre n’évolue
pas en temps (ω(x, t) = ω(x)), l’équation (4.31) n’a plus besoin d’être utilisée et (4.32) devient :

∂φ

∂t
(x, t) = ω(x) +

ε

2
Am(t)ψ1(x)(ψ̇s(t))2 sin

(
ψs(t)− φ(x, t) +

π

2

)
(4.33)

Cela simplifie le modèle adopté dans cette thèse, ce qui facilite les études analytiques (voir le chapitre 5).
Cependant, cette hypothèse veut dire qu’en un point donné x de la passerelle, nous avons une fréquence de
marche libre ω(x) indépendante du temps. En d’autres termes, chaque piéton qui passe en x a une fréquence
de marche libre égale à ω(x).

Prise en compte de la synchronisation entre piétons

Pour prendre en compte l’interaction entre les piétons, on définit la phase φav(x, t) “vue” par le piéton
qui se trouve au point x. Pour cela, pour tout point x on introduit les fonctions jx(s) et kx(s, t) définies en
tout point s ∈]x; L] par :

jx(s) = 1− 1
2
{erf [2 (s− x− 5)] + 1} (4.34)

et

kx(s, t) =
{

jx(s)φ(x, t) si η(s, t) = 0
jx(s)φ(s, t) si η(s, t) > 0

(4.35)
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On note J(x) =
∫ L

x

jx(s)ds. La phase φav(x, t) s’écrit sous la forme :

φav(x, t) =
1

J(x)

∫ L

x

jx(s)kx(s, t)ds (4.36)

φav(x, t) est donc une moyenne pondérée des phases des piétons qui sont situés devant le piéton localisé au
point x. La pondération est réalisée grâce à la fonction jx(s) et traduit le fait que l’influence exercée par un
piéton sur un autre marchant derrière lui décrôıt lorsque la distance qui les sépare augmente.

La synchronisation entre piétons peut être prise en compte en introduisant le terme εpp(x, t) sin(φav(x, t)−
φ(x, t)) dans l’équation (4.32) :

dφ

dt
(x, t) = ω(x, t)+

ε

2
Am(t)ψ1(x)(ψ̇s(t))2 sin

(
ψs(t)− φ(x, t) +

π

2

)
+εpp(x, t) sin(φav(x, t)−φ(x, t)) (4.37)

La variable εpp(x, t) gère la synchronisaton entre piétons. Pour le moment, cette variable est choisie arbi-
trairement. Cependant, on peut considérer que pour le problème 1D, les piétons se suivent et ne peuvent
pas se dépasser. De plus nous supposons qu’un piéton ne se synchronise avec les piétons qui sont devant lui
que si ces piétons ont en moyenne une vitesse plus faible que la sienne. On définit donc la vitesse moyenne
vav(x, t) de la même manière que φav(x, t) :

vav(x, t) =
1

J(x)

∫ L

x

jx(s)kvx(s, t)ds (4.38)

où

kvx(s, t) =
{

jx(s)v(x, t) si η(s, t) = 0
jx(s)v(s, t) si η(s, t) > 0

(4.39)

Dans ce cas, on propose d’écrire :

εpp(x, t) =
{

0 si v(x, t) < vav(x, t)
ι si v(x, t) ≥ vav(x, t)

(4.40)

ι étant une constante à déterminer numériquement ou analytiquement.

Il est à noter que lorsque deux piétons ayant des vitesses différentes se rencontrent, et lorsque le piéton
qui est derrière est plus rapide que le piéton qui est devant, le piéton le plus rapide souhaiterait probablement
dépasser le piéton le plus lent. Cependant comme on travaille en 1D, ceci n’est pas possible notamment en
présence de l’équation de transport unidirectionnelle (4.31). Le piéton qui est derrière doit donc ralentir
sa marche et se synchronise avec les piétons qui sont devant. Cette synchronisation est prise en compte
par le teme εpp(x, t) sin(φav(x, t) − φ(x, t)) dans l’équation (4.37), et a pour conséquence que les piétons
ne peuvent pas se dépasser. Un modèle 2D avec une équation de transport semblable pourrait gérer le
dépassement entre piétons de vitesses différentes. Si la prise en compte du dépassement est importante pour
gérer le modèle global, l’équation de transport pourrait être supprimée. Dans ce cas, on peut prendre une
distribution initiale de fréquences de marche libre de piétons sur l’espace et supposer qu’on peut garder la
même distribution quelque soit l’instant étudié.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a introduit un nouveau modèle foule-passerelle. C’est un modèle continu basé
sur des variables locales. Il est formé d’un couplage entre une équation aux dérivées ordinaires et de trois
équations aux dérivées partielles. La démarche permettant d’aboutir à ce modèle a également été présentée.



Chapitre 5

Etude analytique

CE CHAPITRE a pour objectif d’analyser le modèle proposé dans le chapitre 4 dans un cas particulier.
On cherche à

? déterminer la relation qui lie le nombre critique Nc de piétons aux autres paramètres du modèle

? déterminer la valeur du paramètre ε de l’équation de Kuramoto

? déterminer l’amplitude stationnaire post-critique du déplacement de la passerelle

? déterminer la fréquence de synchronisation dans les cas critique et post-critique

? comparer les résultats obtenus pour la passerelle du Millennium avec ceux de ARUP

? déterminer la durée de temps qu’il faut à l’amplitude pour augmenter de e = exp(1) après le déclenchement
de la synchronisation
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous analysons un cas particulier du modèle étudié, dans le but de déterminer le
paramètre ε du modèle et le nombre critique Nc. Nous cherchons également à évaluer la fréquence de
synchronisation et l’amplitude du déplacement de la passerelle dans les cas critique et post-critique. Enfin
nous voulons trouver la durée de temps qu’il faut à l’amplitude pour augmenter de e = exp(1) après le
déclenchement de la synchronisation.

Le cas particulier étudié concerne la situation où la fréquence angulaire de marche libre des piétons
ω varie en espace mais est constante en temps : ω(x, t) = ω(x). Ceci a pour conséquence de simplifier la
troisième équation de (4.1) et d’en éliminer la dernière. On introduit donc le système simplifié formé de 4
équations (5.1) régissant le comportement du système passerelle-piétons :

(M + Mp(t))
d2U

dt2
(t) + C

dU

dt
(t) + KU(t) = Fl(t) (5.1a)

∂η(x, t)
∂t

+
∂(ηv(x, t))

∂x
= 0 (5.1b)

v(x, t) =
l(x, t)

π

∂φ

∂t
(x, t) (5.1c)

∂φ

∂t
(x, t) = ω(x) +

ε

2
A(t)ψ1(x)(ψ̇s(t))2 sin(ψs(t)− φ(x, t) + α) (5.1d)

avec

Mp(t) =
∫ L

0

m1pη(x, t)`(x)ψ1(x)dx

Fl(t) =
∫ L

0

Gη(x, t)`(x)ψ1(x) sin(φ(x, t))dx

l(x, t) = l0Cη(x, t)Cs(x, t)

(5.2)

La signification des différentes variables est donnée dans le chapitre 4. Les conditions initiales de ce système
d’équations sont proposées ultérieurement. On commence par normaliser les variables et on passe à un repère
rotationnel dans 5.2. Puis on réalise une étude des petites perturbations dans 5.3 et on étudie le cas de la
synchronisation partielle dans 5.4. Les différentes phases d’analyse sont inspirées de [7]. Ceci conduit à un
nouveau système d’équations vérifié à l’état stationnaire. On en déduit un système particulier lorsque le
nombre de piétons est N = Nc. L’analyse de ces deux systèmes est propre à ce travail de thèse et trâıte un
cas plus général que celui présenté dans [7]. On considère le cas où la fréquence initiale des piétons suit une loi
gaussienne dans 5.5. La résolution du système d’équations final obtenu après les différentes transformations
permet de trouver une relation entre le nombre critique de piétons Nc et les autres paramètres du modèle dont
ε. La connaissance du nombre critique de piétons pour la travée nord de la passerelle du Millennium permet
alors la détermination de ε. La valeur de la fréquence de synchronisation lorsque N = Nc est également
trouvée. Ensuite, on cherche la valeur de l’amplitude du déplacement de la passerelle et de la fréquence de
synchronisation correspondantes à des conditions post-critiques stationnaires. Dans 5.6, on introduit une
surface invariante qui détermine des conditions initiales particulières du système qui caractérisent l’état
synchronisé (stationnaire ou pas). Ceci permet de faire une comparaison entre les résultats obtenus grâce à
cette analyse et les résultats obtenus par Arup. Enfin, dans 5.7, une étude réalisée dans ce cas particulier de
conditions initiales permet de déterminer le temps nécessaire à l’augmentation de l’amplitude des oscillations
pour un nombre de piétons proche du nombre critique. Les études basées sur la surface invariante s’inspirent
de [7].

Avant de commencer l’analyse du modèle, nous tenont à rappeler les principales différences entre le
modèle étudié ici et celui proposé dans [7]. Pour commencer, on propose ici un modèle continu (approche
Eulerienne), alors que dans [7] il s’agit d’un modèle discret (approche Lagrangienne). De plus, on a ajouté
l’effet de la forme modale et la synchronisation des piétons avec la structure est basée sur l’accélération
et non sur le déplacement. Enfin, dans [7], la masse modale des piétons est négligée dans l’équation de la
dynamique, ce qui modifie la fréquence modale du système.
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5.2 Conditions de stationnarité et normalisation

On pose

N(t) =
∫ L

0

η(x, t)`(x)dx

Mt(t) = M + Mp(t)
(5.3)

où N est le nombre total de piétons sur la passerelle et Mt est la masse modale totale du système piétons-
passerelle. Soit

ω0(t) =

√
K

Mt(t)
(5.4)

la fréquence modale du système passerelle-piétons. On note

D(t) =
ε

2
ω2

0(t) (5.5)

Lorsque le système foule-structure atteint un état stationnaire, la densité des piétons, leur fréquence, ainsi
que l’amplitude et la fréquence du déplacement de la passerelle ne varient plus en fonction du temps. On
commence donc par supposer que la densité η est constante en temps. Ceci a pour conséquence que le nombre
de piétons N est constant de même que la masse modale des piétons Mp, la masse modale totale Mt, ω0 et
D.

Le taux d’amortissement s’écrit :

ζ =
Cω0

2K
=

C

2Mtω0
=

C

2
√

MtK
(5.6)

Afin de normaliser le système d’équations (5.1), on introduit les deux longueurs suivantes :

L1 =
NG

K
L2 =

ω0

D
(5.7)

On pose alors :

L̃ =
√

L1L2 =

√
NGω0

KD
et γ =

√
L1

L2
=

√
NGD

Kω0
(5.8)

Ces constantes de normalisation sont inspirées par la thèse de Abrams [7]. Dans les travaux de Eckhardt [62],
on trouve une normalisation différente. La constante γ est supposée vérifier γ << 1. En effet, on considère

le cas de la travée Nord du Millennium (K = 2, 473.107N/m), et on suppose que ω0 '
√

K

M
= 6, 4684rad/s.

On estime que ε est de l’ordre de l’unité [62]. Notons que pour que γ soit égale à 1, il faudrait avoir à peu
près N = 94249 piétons soit une densité proche de 290p/m2 ce qui est évidemment impossible ! On peut donc
supposer que γ << 1. Les constantes L̃ et γ telles qu’elles sont définies dans (5.8) font apparâıtre γ (<< 1)
dans les équations normalisées du système (5.16) qui sont relatives aux équations (5.1a) et (5.1d). Les autres
choix de normalisation ne permettent d’avoir une constante << 1 que dans l’une des deux équations.

Ceci permet la définition du déplacement normalisé ũ et de son amplitude normalisée a

ũ =
U

L̃

a =
A

L̃

(5.9)

On introduit une moyenne pondérée par rapport à la forme modale et à la densité des piétons

< Y >=
1
N

∫ L

0

Y (x)`(x)ψ1(x)η(x)dx (5.10)

En effet, dans le cas où Y (x) = 1(x) = 1, on a

< 1(x) >=
1
N

∫ L

0

`(x)ψ1(x)η(x)dx ≤ 1
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puisque N =
∫ L

0

`(x)η(x)dx est le nombre de piétons et ψ1(x) = sin(
πx

L
).

On introduit la variable de temps “rapide” :

τ = ω0t (5.11)

En faisant la normalisation selon les équations (5.3) à (5.9), l’équation (5.1a) devient :

d2ũ

dτ2
+ 2ζ

dũ

dτ
+ ũ = γ < sin(φ(x, t)) > (5.12)

En supposant γ << 1, on définit les variables b et Ω(x) d’après les égalités suivantes :

ζ = γb (5.13)

ω(x)
ω0

= 1 + γΩ(x) (5.14)

Considérons un repère en rotation horaire à une vitesse constante ω0 (fréquence circulaire modale du système
passerelle-foule). Dans ce nouveau repère, la phase totale des piétons θ et celle de la structure ψ sont définies
par : {

θ(x, τ) = φ(x, τ)− ω0t = φ(x, τ)− τ

ψ(τ) = ψs(τ)− ω0t = ψs(τ)− τ
(5.15)

Le système formé par les équations (5.1a) et (5.1d) devient donc :




d2u

dτ2
(τ) + u(τ) = γ(〈sin(θ(x, τ) + τ)〉 − 2b

du

dτ
(τ))

∂θ

∂τ
(x, τ) = γ

(
Ω(x) + a(τ)ψ1(x)

(dψ

dτ
(τ) + 1

)2

sin(ψ(τ)− θ(x, τ) + α)
) (5.16)

La présence de γ << 1 dans les deux équations de (5.16) nous permet d’appliquer une méthode des petites
perturbations qui est développée dans la section suivante.

5.3 Equations à temps lent et méthode des petites perturbations

Dans cette partie, on introduit une variable de temps “lent”, et on obtient un système d’équations avec
des variables à évolution lente. Dans la section suivante, l’étude de ces équations permet l’obtention d’une
expression liant le nombre critique Nc de piétons aux autres paramètres du modèle.

On définit la variable de temps à variation lente

T = γτ

Ainsi, toute variable Y (τ) devient Y (τ, T (τ)), et toute variable Z(x, τ) devient Z(x, τ, T (τ)). D’où les
dérivées totales par rapport à τ s’expriment sous la forme suivante :





dY

dτ
(τ, T (τ)) =

∂Y

∂τ
(τ, T (τ)) +

∂Y

∂T

∂T

∂τ
(τ, T (τ)) =

(
∂

∂τ
+ γ

∂

∂T

)
Y (τ, T (τ))

∂Z

∂τ
(x, τ, T (τ)) =

∂Y

∂τ
(x, τ, T (τ)) +

∂Y

∂T

∂T

∂τ
(x, τ, T (τ)) =

(
∂

∂τ
+ γ

∂

∂T

)
Z(x, τ, T (τ))

(5.17)

Donc, les dérivées totales du déplacement normalisé ũ de la passerelle, s’écrivent comme suit :




dũ

dτ
(τ) =

(
∂

∂τ
+ γ

∂

∂T

)
ũ(τ)

d2ũ

dτ2
(τ) =

(
∂2

∂τ2
+ 2γ

∂2

∂T∂τ

)
ũ(τ) + O(γ2)

(5.18)
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De plus, en supposant que γ << 1, et en utilisant la théorie des petites perturbations, on peut décomposer
u en une somme de plusieurs termes :

ũ = u0 + γu1 + γ2u2 + ... (5.19)

On utilise (5.19) et on remplace dans la première équation du système (5.16). Comme γ << 1, on se limite
aux termes d’ordre 1 en γ. En séparant les termes d’ordre 0 et les termes d’ordre 1 en γ, on obtient les
équations aux dérivées partielles suivantes :





∂2u0

∂τ2
(τ, T ) + u0(τ, T ) = 0

∂2u1

∂τ2
(τ, T ) + 2

∂2u0

∂T∂τ
(τ, T ) + u1(τ, T ) = f(x, τ, T )

(5.20)

où on a posé

f(x, τ, T ) =< sin(θ(x, τ, T ) + τ) > −2b
du0

dτ
(τ, T ) (5.21)

La première équation de (5.20) admet pour solution :

u0(τ, T ) = a(T ) sin(τ + ψ(T )) (5.22)

d’où
∂2u0

∂T∂τ
(τ, T ) =

∂

∂T
(a(T ) cos(τ + ψ(T )))

=
da

dT
(T ) cos(τ + ψ(T ))− a(T )

∂ψ

∂T
sin(τ + ψ(T ))

(5.23)

En remplaçant dans la deuxième équation du système (5.20) on obtient l’équation suivante :

∂2u1

∂τ2
(τ, T ) + u1(τ, T ) = f(x, τ, T )− 2

da

dT
(T ) cos(τ + ψ(T )) + 2a(T )

dψ

dT
(T ) sin(τ + ψ(T )) (5.24)

La solution de (5.24) doit être bornée. Pour cela, il faut supprimer les termes du second membre qui
conduisent à la résonance. Pour satisfaire cette condition, il suffit que le second membre de cette équation
soit orthogonal à sin(τ + ψ(T )) et à cos(τ + ψ(T )). On commence par assurer l’orthogonalité par rapport
au sinus. En multipliant le second membre par sin(τ + ψ(T )) et en intégrant par rapport à τ , on obtient :

∮
(f − 2

da

dT
cos(τ + ψ(T )) + 2a(T )

∂ψ

∂T
sin(τ + ψ(T )))sin(τ + ψ(T ))dτ = 0 (5.25)

où
∮

=
∫ τ̄+2π

τ̄

, τ̄ étant arbitraire. L’orthogonalité entre le sinus et le cosinus, réduit l’équation précédente

à : ∮
f(x, τ, T ) sin(τ + ψ(T ))dτ = −a(T )

∂ψ

∂T
(T ) (5.26)

En procédant de la même façon avec le cosinus, on obtient
∮

f(x, τ, T ) cos(τ + ψ(T ))dτ =
da

dT
(T ) (5.27)

On rappelle que f(x, τ, T ) s’écrit f(x, τ, T ) =< sin(θ(x, τ, T ) + τ) > −2ba(T )cos(τ + ψ(T )). Le terme de
gauche de l’équation (5.26) s’écrit alors (voir Annexe 1 à l’équation (30)) :

∮
f(x, τ, T ) sin(τ + ψ(T ))dτ =

1
2
〈cos(θ(x, τ, T )− ψ(T ))〉 (5.28)

L’équation (5.26) donne :

a(T )
∂ψ

∂T
(T ) = −1

2
〈cos(θ(x, τ, T )− ψ(T ))〉 (5.29)

De même, le terme de gauche de l’équation (5.27) s’écrit (voir Annexe 1 à l’équation (31)) :
∮

f(x, τ, T ) cos(τ + ψ(T ))dτ = −ba(T ) +
1
2
〈sin(θ(x, τ, T )− ψ(T ))〉 (5.30)
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et l’équation (5.27) entrâıne que :

da

dT
(T ) + ba(T ) =

1
2
〈sin(θ(x, τ, T )− ψ(T ))〉 (5.31)

En utilisant l’équation (5.27), la deuxième équation de (5.16) s’écrit :

∂θ

∂τ
(x, τ, T ) + γ

∂θ

∂T
(x, τ, T ) = γ

[
Ω(x) + a(T )ψ1(x)

(∂ψ

∂τ
(T ) + γ

∂ψ

∂T
(T ) + 1

)2

sin(ψ(T )− θ(x, τ, T ) + α)
] (5.32)

Or (∂ψ

∂τ
(T ) + γ

∂ψ

∂T
(T ) + 1

)2

=
(
γ

∂ψ

∂T
+ 1

)2

= 1 + γ2
(∂ψ

∂T
(T )

)2

+ 2γ
∂ψ

∂T
(T )

Donc

∂θ

∂τ
(x, τ, T ) + γ

∂θ

∂T
(x, τ, T ) = γ

[
Ω(x) + a(T )ψ1(x) sin(ψ(T )− θ(x, τ, T ) + α)

]
+ o(γ2) (5.33)

On remarque que le second membre de l’équation (5.33) ne dépend pas de τ mais dépend uniquement
de T , ce qui démontre que θ dépend uniquement de T . Ainsi, on a :

∂θ

∂T
(x, T ) = Ω(x) + a(T )ψ1(x) sin(ψ(T )− θ(x, T ) + α) (5.34)

Enfin, on déduit de ce qui précède le système d’équations suivant :

a(T )
∂ψ

∂T
(T ) = −1

2
〈cos(θ(x, T ) + φ0(x)− ψ(T ))〉 (5.35a)

da

dT
(T ) + ba(T ) =

1
2
〈sin(θ(x, T ) + φ0(x)− ψ(T ))〉 (5.35b)

∂θ

∂T
(x, T ) = Ω(x) + a(T )ψ1(x) sin(ψ(T )− θ(x, T ) + α) (5.35c)

5.4 Synchronisation partielle

Dans cette partie, on étudie le cas d’une synchronisation partielle entre les piétons et la passerelle. Ce cas
représente le phénomène où un certain nombre de piétons est synchronisé avec la passerelle. On commence
par introduire un nouveau repère tournant caractérisé par la fréquence de bloquage (ou synchronisation)
entre les piétons et la passerelle. La phase totale des piétons θ(x, t) et celle de la passerelle ψ(t) sont
définies dans ce nouveau repère, ensuite le cas stationnaire est étudié. Cette étude nécessite le passage à une
représentation statistique des fréquences et des phases des piétons sur la passerelle. Elle débouche sur un
système d’équations dit “auto-consistant” qui permet dans la section suivante la détermination des valeurs
critiques pour le déclenchement de la synchronisation.

5.4.1 Repère tournant

Notons q la fréquence de bloquage. On entend par là, la fréquence normalisée de la passerelle et des
piétons synchronisés. On introduit alors un nouveau repère qui effectue une rotation avec une vitesse angu-
laire q. La fréquence de la passerelle dans le repère précédent étant supposée constante et égale à q, on peut
faire l’hypothèse suivante :

ψ(T ) = qT − α (5.36)

et on introduit la variable ϕ(x, T ) définie par

θ(x, T ) := qT + ϕ(x, T ) (5.37)
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où on rappelle que α a déjà été utilisé dans l’équation de Kuramoto (5.1d). Ainsi, le nouveau système
d’équations qui découle de (5.35) est :

qa(T ) = −1
2
〈cos(ϕ(x, T ) + α)〉 (5.38a)

da

dT
(T ) + ba(T ) =

1
2
〈sin(ϕ(x, T ) + α)〉 (5.38b)

∂ϕ

∂T
(x, T ) = Ω(x)− q − a(T )ψ1(x) sin(ϕ(x, T )) (5.38c)

5.4.2 Le cas stationnaire

Dans ce paragraphe on considère le système dans son état stationnaire. Ce cas est caractérisé par une

amplitude normalisée a(T ) constante, et donc par
da

dT
= 0. On observe que la fréquence de la structure est

déjà supposée constante d’après (5.36). Les équations du système (5.38) deviennent :

2qa = −〈cos(ϕ(x, T ) + α)〉 (5.39a)

2ba = 〈sin(ϕ(x, T ) + α)〉 (5.39b)
∂ϕ

∂T
(x, T ) = Ω(x)− q − aψ1(x) sin(ϕ(x, T )) (5.39c)

Pour résoudre le système (5.39), il faut pouvoir déterminer la phase ϕ(x, T ). Or l’évolution de ϕ(x, T ),
déterminée grâce à l’équation (5.39c), est différente si les piétons sont synchronisés avec la passerelle ou ne
le sont pas. Ainsi, deux cas sont à traiter :

• les piétons qui sont synchronisés avec la passerelle

• les piétons qui ne sont pas synchronisés avec la passerelle

La phase des piétons synchronisés vérifie
∂θ

∂T
= q donc

∂ϕ

∂T
= 0. Pour que cette synchronisation soit

réalisable, il faut donc que la condition suivante soit satisfaite (voir équation (5.39c)) :

|Ω(x)− q| ≤ a|ψ1(x)| (5.40)

Elle correspond à
|ω(x)− ωb| ≤ D(t)A(t)|ψ1(x)| (5.41)

où ωb = ω0(1+γq) est la fréquence de la passerelle et des piétons synchronisés. Selon cette définition ωb = ω0

si et seulement si q = 0.

Les piétons non synchronisés avec la passerelle sont ceux qui ont des fréquences naturelles assez éloignées
de la fréquence des oscillations de la passerelle :

|Ω(x)− q| > a|ψ1(x)| (5.42)

qui correspond à
|ω(x)− ωb| > D(t)A(t)|ψ1(x)| (5.43)

La détermination d’une forme analytique de ϕ à partir de l’équation (5.39c) est impossible à notre connais-
sance. On propose donc de faire une étude statistique qui est présentée dans la section suivante. Cette
démarche est aussi suivie par [7, 54,62].

5.4.3 Représentation statistique

Pour résoudre le système (5.39), il faut déterminer la fonction de distribution statistique que vérifie
ϕ(x, T ). On note g(Ω) la distribution des fréquences normalisées de marche libre des piétons (ou fréquences
naturelles des piétons). Comme on l’a vu précédemment, ϕ(x, T ) dépend de l’état de synchronisation des
piétons qui lui même dépend de Ω. Il faut donc déterminer la distribution de probabilité marginale ρ(ϕ|Ω) de
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ϕ(x, T ) par rapport Ω. Il est évident que l’expression de cette densité de probabilité marginale est différente
suivant que les piétons sont synchronisés ou pas. Ainsi dans le cas de piétons synchronisés, il existe une valeur

préférentielle ϕ∗ (constante par rapport à T
∂ϕ

∂T
= 0)ce qui n’est pas le cas des piétons non synchronisés. Si

Y est une fonction de ϕ, on peut approcher Y (ϕ(x, T )) par son espérance en terme de probabilités :

Y (ϕ(x, T )) =
∫

Ω

∫ π

−π

ρ(ϕ|Ω)Y (ϕ)dϕdΩ (5.44)

5.4.3.1 Cas des piétons synchronisés

Comme nous l’avons déjà mentionné plus haut, les piétons synchronisés vérifient la condition (5.40). De
plus,

∂ϕ

∂T
(x, T ) = 0

En effet, si on retourne aux variables dimensionnelles, la synchronisation s’exprime par

∂φ

∂t
(x, t) =

dψs

dt
(t)

On en déduit que
∂

∂T
(qT + ϕ(x, T )) =

∂

∂T
(qT − α)

On arrive à la conclusion que
∂ϕ

∂T
(x, T ) = 0.

Or
∂ϕ

∂T
(x, T ) = Ω− q − aψ1(x) sin(ϕ(x, T ))

Donc
Ω− q − aψ1(x) sin(ϕ∗(x, T )) = 0

et
ϕ∗(x, T ) = arcsin

( Ω− q

aψ1(x)

)
(5.45)

ϕ∗ ne dépend donc pas de T , on la note alors ϕ∗(x). Donc dans ce cas,

ρ(ϕ|Ω) = δ
(
ϕ− arcsin

( Ω− q

aψ1(x)

))
(5.46)

On peut remarquer que
∮

ρ(ϕ|Ω)dϕ = 1.

5.4.3.2 Cas des piétons non synchronisés

Les piétons non synchronisés vérifient la condition (5.42). La densité de probabilité ρ(ϕ|Ω) suit la
condition de conservation de la masse :

∂ρ

∂T
+∇(ρṽ) = 0 (5.47)

où ṽ =
lpas

π

∂ϕ

∂T
(x, T ) est la vitesse des piétons dans le nouveau repère. Or ∇ =

∂

∂x
et

∂x = ṽ∂T =
lpas

π

∂ϕ

∂T
(x, T )∂T =

lpas

π
∂ϕ

Donc
∇(ρṽ) =

π

lpas

∂

∂ϕ
(ρ

lpas

π

∂ϕ

∂T
(x, T )) =

∂

∂ϕ
(ρϕ̇)

L’équation de conservation appliquée à ρ se réduit donc à

∂ρ

∂T
+

∂

∂ϕ
(ρϕ̇) = 0 (5.48)
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On cherche les solutions où les piétons sont répartis dans un état statistique stationnaire :

∂ρ

∂T
= 0 (5.49)

d’où
∂

∂ϕ
(ρϕ̇) = 0 (5.50)

ρϕ̇ est donc constant par rapport à ϕ, et ρ est inversement proportionnel à ϕ̇. Or

ϕ̇ =
∂ϕ

∂T
(x, T ) = Ω− q − aψ1(x) sin(ϕ(x, T ))

et
ρ(ϕ|Ω) ∝ 1

Ω− q − aψ1(x) sin(ϕ)
(5.51)

ρ(ϕ|Ω) doit vérifier la condition suivante :
∮

ρ(ϕ|Ω)dϕ = 1 (5.52)

L’utilisation de cette condition permet la détermination de la constante de proportionnalité. On sait que
∮

1
Ω− q − aψ1(x) sin(ϕ)

dϕ =
2πsign(Ω− q)√

(Ω− q)2 − (aψ1(x))2
(5.53)

et on a |Ω− q| > aψ1(x), donc

ρ(ϕ|Ω) =

√
(Ω− q)2 − (aψ1(x))2

2π|Ω− q − aψ1(x) sin(ϕ)| (5.54)

5.4.3.3 La fonction de distibution marginale de la phase totale des piétons synchro-
nisés et non synchronisés

En regroupant les résultats des deux paragraphes précédents, la distribution marginale de la phase totale
des piétons connaissant leur fréquence Ω(x) s’écrit sous la forme suivante :

ρ(ϕ|Ω) =





δ
(
ϕ− arcsin

( Ω− q

aψ1(x)

))
si |Ω− q| ≤ aψ1(x)

√
(Ω− q)2 − (aψ1(x))2

2π|Ω− q − aψ1(x) sin(ϕ)| si |Ω− q| > aψ1(x)
(5.55)

D’après l’approche définie en (5.44), on peut écrire :

〈cos(ϕ(x, T ))〉 =
1
N

∫ L

0

η(x)`(x)ψ1(x) cos(ϕ(x, T ))dx

=
1
N

∫ L

0

η(x)`(x)ψ1(x)
[∫

Ω

(∮
cos(ϕρ)(ϕ|Ω)dϕ

)
g(Ω)dΩ

]
dx

(5.56)

On peut décomposer l’intégrale sur [0, L] en :

〈cos(ϕ(x, T ))〉 = I1 + I2 (5.57)

où on a posé :

I1 =
1
N

∫ L

0

∫

|Ω−q|≤a|ψ1(x)|
η(x)`(x)ψ1(x) cos(arcsin(ϕ∗)g(Ω)dΩdx

I2 =
1
N

∫ L

0

η(x)`(x)ψ1(x)
∫

|Ω−q|>a|ψ1(x)|

( ∮
cos(ϕ)

√
(Ω− q)2 − (aψ1(x))2

2π|Ω− q − aψ1(x) sin(ϕ)|dϕ
)
g(Ω)dΩdx

(5.58)
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Or

cos(arcsin(ϕ∗)) =
√

1− (ϕ∗)2 =

√
(aψ1(x))2 − (Ω− q)2

a(T )ψ1(x)

et ∮
cos(ϕ)

|Ω− q − aψ1(x) sin(ϕ)|dϕ = 0 (5.59)

(voir Annexe 1 pour les détails du calcul)

Donc

〈cos(ϕ(x, T ))〉 =
1
N

∫ L

0

∫

|Ω−q|≤a|ψ1(x)|
η(x)`(x)

√
(aψ1(x))2 − (Ω− q)2

a
g(Ω)dΩdx (5.60)

Pour le calcul de 〈sin(ϕ(x, T ))〉, on utilise également l’écriture proposée dans (5.44), et on décompose
l’intégrale sur [0, L] en deux intégrales :

〈sin(ϕ(x, T ))〉 = J1 + J2 (5.61)

où J1 et J2 sont définis par :

J1 =
1
N

∫ L

0

∫

|Ω−q|≤a|ψ1(x)|
η(x)`(x)

Ω− q

a
g(Ω)dΩdx

J2 =
1
N

∫ L

0

∫

|Ω−q|>a|ψ1(x)|
η(x)`(x)ψ1(x)

(∮
sin(ϕ)

√
(Ω− q)2 − (aψ1(x))2

2π|Ω− q − aψ1(x) sin(ϕ)|dϕ

)
g(Ω)dΩdx

(5.62)

L’égalité suivante :

∮
sin(ϕ)

|Ω− q − aψ1(x) sin(ϕ)|dϕ =
2π

aψ1(x)

[
Ω− q√

(Ω− q)2 − (aψ1(x))2
− sign(Ω− q)

]

donne

J2 =
1
N

∫ L

0

∫

|Ω−q|>a|ψ1(x)|

η(x)`(x)
a

[
Ω− q − sign(Ω− q)

√
(Ω− q)2 − (aψ1(x))2

]
g(Ω)dΩdx (5.63)

Ainsi, on obtient :

〈sin(ϕ(x, T ))〉 =
1
N

∫ L

0

∫

|Ω−q|≤a|ψ1(x)|
η(x)`(x)

Ω− q

a
g(Ω)dΩdx

+
1
N

∫ L

0

∫

|Ω−q|>a|ψ1(x)|

η(x)`(x)
a

[
Ω− q − sign(Ω− q)

√
(Ω− q)2 − (aψ1(x))2

]
g(Ω)dΩdx

(5.64)

En remplaçant (5.60) et (5.64) dans les équations du système (5.39), on obtient un système algébrique auto-
consistant dont les inconnues sont a et q. Une étude analytique permet la résolution de ce système pour des
distributions g(Ω) particulières.

5.4.3.4 Le système d’équations pour N = Nc

Théoriquement, on suppose que lorsque le nombre de piétons N est inférieur au nombre critique Nc,
l’amplitude dimensionnelle A de la passerelle est nulle et donc par conséquent l’amplitude adimensionnelle
a = 0. Pour N > Nc, on est dans le cas post-critique donc A > 0 et a > 0. Donc en supposant que a > 0,
on se place dans le cas post-critique où N > Nc. En faisant tendre a vers 0+, on fait tendre N vers Nc et
on se place dans le cas critique.

Dans cette partie, nous voulons déterminer le système d’équations vérifié dans les conditions critiques
(a tend vers 0+) à partir du système (5.39) et des équations (5.60) et (5.64).
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Pour cela, on fait l’hypothèse que a << 1 et on commence par étudier l’équation (5.60) :

〈cos(ϕ(x, T ))〉 =
1
N

∫ L

0

∫

|Ω−q|≤a|ψ1(x)|
η(x)`(x)

√
(aψ1(x))2 − (Ω− q)2

a
g(Ω)dΩdx

=
1
N

∫ L

0

∫

|Ω−q|≤a|ψ1(x)|
η(x)`(x)ψ1(x)

√
1− (Ω− q)2

(aψ1(x))2
g(Ω)dΩdx

(5.65)

Pour les piétons synchronisés, l’inégalité |Ω − q| ≤ a|ψ1(x)| permet d’effectuer le changement de variables
défini par :

Ω = q + aψ1(x) sin χ

donc
dΩ = aψ1(x) cos χdχ

Il est à noter que les variables Ω et x étant indépendantes, les variables χ et x le sont aussi.

On note q0 la limite de q lorsque a tend vers 0 (on suppose a << 1). Donc :

〈cos(ϕ(x, T ))〉 =
a

N

∫ L

0

∫ π

2
−

π

2

η(x)`(x)(ψ1(x))2 cos2 χg(q + aψ1(x) sin(χ))dχdx

' ag(q0)
N

∫ L

0

η(x)`(x)(ψ1(x))2
∫ π

2
−

π

2

cos2 χdχdx

=
aπ

2N
g(q0)

∫ L

0

η(x)`(x)(ψ1(x))2dx

(5.66)

Ainsi

〈cos(ϕ(x, T ))〉 =
aπ

2N
g(q0)

∫ L

0

η(x)`(x)(ψ1(x))2dx (5.67)

Dans le cas particulier où la largeur ` de la passerelle est constante, la forme modale ψ1(x) = sin
(πx

L

)
et les

piétons sont uniformément répartis sur la passerelle (η(x) = η est constante sur la passerelle), on obtient :

〈cos(ϕ(x, T ))〉 =
aπ

2N
g(q0)η`

∫ L

0

(ψ1(x))2dx =
aπ

4N
g(q0)η`L

〈cos(ϕ(x, T ))〉 =
aπ

4
g(q0) (5.68)

On calcule maintenant < sin ϕ > que nous décomposons en

〈sin ϕ〉 = I1 + I2

où on a noté :

I1 =
1
N

∫ L

0

∫

|Ω−q|≤a|ψ1(x)|
η(x)`(x)

Ω− q

a
g(Ω)dΩdx

I2 =
1
N

∫ L

0

∫

|Ω−q|>aψ1(x)

η(x)`(x)
a

[
Ω− q − sign(Ω− q)

√
(Ω− q)2 − (aψ1(x))2

]
g(Ω)dΩdx

On commence par évaluer I1. Comme a << 1, |Ω− q| ≤ a|ψ1(x)| implique que |Ω− q| << 1. On peut donc
faire le développement de Taylor suivant :

g(Ω) = g(q) + g′(q)(Ω− q) + O((Ω− q)2)

En remplaçant dans l’expression de I1, on obtient :

I1 =
1
N

∫ L

0

η(x)`(x)
a

∫ q+aψ1(x)

q−aψ1(x)

[(Ω− q)g(q) + (Ω− q)2g′(q) + O((Ω− q)3)]dΩdx
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Or ∫ q+aψ1(x)

q−aψ1(x)

(Ω− q)dΩ =
[
Ω2

2
− Ωq

]q+aψ1(x)

q−aψ1(x)

= 0

et ∫ q+aψ1(x)

q−aψ1(x)

(Ω− q)2dΩ =
1
3

[
(Ω− q)3

]q+aψ1(x)

q−aψ1(x)
=

2
3
(aψ1(x))3

Donc

I1 =
2a2g′(q0)

3N

∫ L

0

η(x)`(x)[ψ1(x)]3dx

On évalue maintenant I2 :

I2 =
1
N

∫ L

0

∫

|Ω−q|>aψ1(x)

η(x)`(x)
a

[
Ω− q − sign(Ω− q)|Ω− q|

√
1− (aψ1(x))2

(Ω− q)2

]
g(Ω)dΩdx

=
1
N

∫ L

0

∫

|Ω−q|>aψ1(x)

η(x)`(x)
a

[
Ω− q − (Ω− q)

√
1− (aψ1(x))2

(Ω− q)2

]
g(Ω)dΩdx

Or a << 1, on peut donc écrire

√
1− (aψ1(x))2

(Ω(x)− q)2
= 1− 1

2
(aψ1(x))2

(Ω(x)− q)2

I2 =
a

2N

∫ L

0

η(x)`(x)(ψ1(x))2
[∫

|Ω−q|>a|ψ1(x)|

g(Ω)
Ω− q

dΩ

]
dx

Or

lim
a→0

∫

|Ω−q|>a|ψ1(x)|

g(Ω)
Ω− q

dΩ = PV

∫ +∞

−∞

g(Ω)
Ω− q0

dΩ = πg̃(q0)

Où PV représente la valeur principale de Cauchy et g̃(q0) = H[g(Ω)], avec H[g(Ω)] la transformée de Hilbert
de g en q0. Donc :

I2 =
a

2N
g̃(q0)

∫ L

0

η(x)`(x)(ψ1(x))2dx

Comme on propose de limiter le développement de Taylor à l’ordre 1 en a, on obtient :

〈sin(ϕ(x, T ))〉 ' I2 =
a

2N
g̃(q0)

∫ L

0

η(x)`(x)(ψ1(x))2dx (5.69)

Dans le cas particulier où `(x) et η(x) sont constantes, on obtient :

〈sin(ϕ(x, T ))〉 =
a

4
g̃(q0) (5.70)

Si on pose

n =
1
N

∫ L

0

η(x)`(x)(ψ1(x))2dx

on a :
〈cos(ϕ(x, T ))〉 =

anπ

2
g(q0)

〈sin(ϕ(x, T ))〉 =
an

2
g̃(q0)

(5.71)

Les équations (5.39a) et (5.39b) peuvent s’exprimer par :

2q0a = 〈sin(ϕ)〉 sin α− 〈cos(ϕ)〉 cos α

2bca = 〈sin(ϕ)〉 cosα + 〈cos(ϕ)〉 sin α
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où bc = lim
a→0

b est l’amortissement critique normalisé. Elles deviennent :





2q0a =
an

2
g̃(q0) sin α− anπ

2
g(q0) cos α

2bca =
an

2
g̃(q0) cos α +

anπ

2
g(q0) sin α

(5.72)

Considérons le cas α =
π

2
:





2q0a =
an

2
g̃(q0)

2bca =
anπ

2
g(q0)

(5.73)

Dans le cas qui nous intéresse, a > 0 on peut donc le simplifier dans les équations :




q0 =
n

4
g̃(q0)

bc =
nπ

4
g(q0)

(5.74)

5.5 Etude du cas où g est une distribution gaussienne

Dans cette partie, on considère le cas où g(Ω) est une distribution gaussienne, de moyenne µΩ et d’écart-
type σΩ. Cela revient à dire que la fréquence dimensionnelle ω des piétons suit également une distribution
gaussienne de moyenne µω = ω0(1 + γµΩ) et d’écart type σω = ω0γσΩ. L’objectif de cette partie est
de déterminer le nombre critique de piétons Nc à partir duquel les piétons engendrent des oscillations
suffisemment importantes de la passerelle pour déclencher la synchronisation. De plus, on veut trouver
l’amplitude post-critique A du déplacement de la passerelle dans le cas stationnaire pour un nombre de
piétons N supérieur à Nc, et la fréquence de synchronisation piétons-structure dans le cas critique et le cas
post-critique. Les résultats obtenus dans cette partie sont utilisés dans le chapitre 7 dans le cas particulier de
la passerelle du Millennium pour déterminer le paramètre ε. Notons que l’analyse faite pour la détermination
de Nc et de la fréquence de synchronisation est un travail original.

On commence par déterminer le nombre critique Nc de piétons et la fréquence de synchronisation
pour N = Nc. Ensuite, le cas particulier où µΩ = 0 est étudié. Ce cas particulier s’exprime en variables
dimensionnelles par µω = ω0. Cela veut dire que les piétons ont une fréquence moyenne de marche égale à
la fréquence modale du système piétons-structure : c’est le cas où on risque de déclencher les amplitudes
d’oscillations les plus importantes de la passerelle. Pour cette situation particulière, on trouve une expression
particulière pour Nc, puis on étudie le cas post-critique et on détermine l’amplitude de déplacement post-
critique de la passerelle et la fréquence de synchronisation à l’état stationnaire.

5.5.1 Détermination du nombre critique Nc et de la fréquence de synchronisa-

tion pour N → Nc

Le système (5.74) peut s’écrire sous la forme suivante :




q0 =
n

4π
PV

∫ +∞

−∞

g(Ω)
Ω− q0

dΩ

bc =
nπ

4
g(q0)

(5.75)

Si la fréquence moyenne adimensionnalisée des piétons µΩ est non nulle, mais reste très petite (ce qui revient
à dire que la fréquence moyenne dimensionnelle µω est très proche de ω0), alors on peut écrire [62] :

g(Ω) = g [(Ω + µΩ − q0)− (µΩ − q0)] (5.76)
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En faisant un développement limité pour “µΩ − q0” petit, on obtient :

g(Ω) = g(Ω + µΩ − q0)
[
1 + (µΩ − q0)(Ω− q0)/σ2

Ω

]
(5.77)

Ainsi,

PV

∫ +∞

−∞

g(Ω)
Ω− q0

dΩ ∼= µΩ − q0

σ2
Ω

(5.78)

La première équation de (5.75) permet alors d’obtenir la fréquence de synchronisation adimensionnelle q0

lorsque le nombre de piétons N → Nc :
q0 =

nµΩ

n + 4πσ2
Ω

(5.79)

En passant aux variables dimensionnelles lorsque N → Nc, la fréquence de synchronisation ωsync =

ω0

(
1 +

nµΩ

n + 4πσ2
Ω

γ

)
devient :

ωsync = ω0
8πσ2

ωK + nµωω2
0NcGε

nω3
0NcGε + 8πKσ2

ω

(5.80)

En remplaçant (5.79) dans la deuxième équation de (5.75) on obtient :

bc =
nπ

4σΩ

√
2π

[
1− 16π2σ4

Ωµ2
ω

2σ2
Ω(n + 4πσ2

Ω)2

]
(5.81)

On pose : Γ = γ2 =
NcGω0ε

2K
. Le passage aux variables dimensionnelles nous amène à un polynôme d’ordre

3 en Γ :
a3Γ3 + a2Γ2 + a1Γ + a0 = 0 (5.82)

où

a3 = −n3πKω4
0

2σω

√
2π

a2 = n2ω4
0C − 4π2σωn2ω2

0K√
2π

a1 = 8πCσ2
ωnω2

0 −
8π3σ3

ωnK√
2π

+
4π3nK√

2π
(µω − ω0)2σω

a0 = 16π2Cσ4
ω

(5.83)

La résolution de (5.82) nous donne une expression de Γ en fonction de n, K, ω0, µω et σω. Or Γ =
NcGω0ε

2K
,

ce qui donne une relation entre Nc, ε n, K, ω0, µω et σω. Dans le cas des essais réalisés sur la travée Nord
de la passerrelle du Millennium, la seule inconnue qui reste est ε. Dans le chapitre 7, on résout (5.82) dans
le cas du Millennium et on en déduit ε. Connaissant ε, on peut alors déterminer grâce à (5.82) le nombre
critique de piétons pour toute passerelle et pour toute distribution gaussienne de fréquence des piétons.

5.5.2 Cas particulier où g(Ω) est de moyenne nulle

Dans ce paragraphe, on étudie le cas où µΩ = 0, i.e. µω = ω0. La fréquence moyenne des piétons
étant la fréquence modale du système passerelle-piétons, c’est le cas le plus critique pour la passerelle. On
commence par déterminer le nombre critique de piétons et la fréquence de synchronisation dans ce cas, puis
on détermine l’amplitude du déplacement post-critique de la passerelle et la fréquence de synchronisation
dans ce cas.

Détermination de Nc et de la fréquence de synchronisation pour N → Nc

Dans le cas où µΩ = 0, l’équation (5.79) implique que la fréquence de synchronisation adimensionnelle
est

q0 = 0 (5.84)
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et par conséquent, l’équation (5.75) donne :

bc =
nπ

4
g(0) (5.85)

Le passage aux variables dimensionnelles, conduit à l’égalité suivante :

Nc =
4
√

2Cσω

εn
√

πGω0
(5.86)

Or ω0 =
√

K

Mt
=

√√√√√
K

M + m1p

∫ L

0

η(x)`(x)(ψ1(x))2dx

=

√
K

M + nm1pNc
. En élevant les deux membres de

(5.86) au carré on obtient un polynôme d’ordre 2 en Nc. Et en posant

c0 =
16C2σ2

ω

ε2n2π2G2K
(5.87)

on obtient le polynôme suivant :
N2

c −m1pc0Nc − 2c0M = 0 (5.88)

Cette équation admet deux solutions : la première est
1
2
(c0m1p −

√
c2
0m

2
1p + 8c0M) < 0 et la seconde est

1
2
(c0m1p +

√
c2
0m

2
1p + 8c0M) > 0. Comme Nc > 0 on retient la deuxième solution. Donc :

Nc =
1
2
(c0m1p +

√
c2
0m

2
1p + 8c0M) (5.89)

Détermination de l’amplitude de déplacement de la passerelle et de la fréquence de
synchronisation pour N > Nc

Dans cette partie, on détermine la fréquence de synchronisation post-critique (N > Nc) et l’amplitude
post-critique du déplacement de la passerelle dans le cas stationnaire.

Pour α =
π

2
, les équations (5.39a) et (5.39b) deviennent :

2qa = 〈sin ϕ〉
2ba = 〈cos ϕ〉 (5.90)

En remplaçant dans (5.90) < sin ϕ > par son expression obtenue dans (5.64), on remarque que q = 0 est
une solution du problème. D’après (5.60), on a donc :

〈cos ϕ〉 =
1
N

∫ L

0

η(x)`(x)ψ1(x)
∫

|Ω|≤a|ψ1(x)|aψ1(x)

√
1−

(
Ω

aψ1(x)

)2

g(Ω)dΩdx (5.91)

Comme
Ω

aψ1(x)
≤ 1, on pose sinχ =

Ω
aψ1(x)

. Donc

〈cosϕ〉 =
a

N

∫ L

0

η(x)`(x)ψ2
1(x)

∫ π

2
−

π

2

g(aψ1(x) sin χ) cos2 χdχdx (5.92)

a étant strictement positive, la deuxième équation de (5.90), s’écrit :

b =
1

2N

∫ L

0

η(x)`(x)ψ2
1(x)

∫ π

2
−

π

2

g(aψ1(x) sin χ) cos2 χdχdx (5.93)

Cette expression peut également s’écrire sous la forme :

b =
√

2π

8NσΩ

∫ L

0

η(x)`(x)(ψ1(x))2exp

(
−a2(ψ1(x))2

4σ2
Ω

)[
I0

(
a2(ψ1(x))2

4σ2
Ω

)
+ I1

(
a2(ψ1(x))2

4σ2
Ω

)]
dx (5.94)
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I0 et I1 étant les fonctions de Bessel modifiées.

Le passage aux variables dimensionnelles nous donne l’expression suivante :

C =
Gεω0

√
2π

8σω

∫ L

0

η(x)`(x)(ψ1(x))2exp

(
−A2(ψ1(x))2ε2ω4

0

16σ2
ω

)
∗

[
I0

(
A2(ψ1(x))2ε2ω4

0

16σ2
ω

)
+ I1

(
A2(ψ1(x))2ε2ω4

0

16σ2
ω

)]
dx

(5.95)

Ainsi, si g(ω) est une gaussienne ayant pour moyenne la fréquence modale du système piétons-structure, la
résolution de (5.95) permet de trouver l’amplitude stationnaire A du déplacement de la passerelle, lorsque
le nombre de piétons N est supérieur à Nc.

5.6 Comparaison avec les données expérimentales de la passerelle

du Millennium

Dans cette partie, on compare les résultats obtenus par le calcul analytique fait ci-dessus avec les résultats
des essais expérimentaux réalisés par Arup sur la travée Nord de la passerelle du Millennium. On commence
par définir un paramètre d’ordre qui permet d’avoir une nouvelle formulation du système (5.35). Ensuite,
on détermine une relation de proportionnalité entre la force des piétons et la vitesse d’oscillations de la
passerelle comparable avec la relation trouvée par Arup. Enfin, on introduit une surface invariante et on
détermine le coefficient de proportionnalité entre la force latérale des piétons et la vitesse d’oscillations de
la passerelle. Le traitement de cette partie s’inspire de [7].

Définition du paramètre d’ordre

Dans ce paragraphe, on introduit le coefficient d’ordre ReiΦ qui constitue une sorte de moyenne sur les
phases des piétons. Ce coefficient permet de formuler de manière différente le système d’équations (5.35)
régissant le phénomène qu’on étudie. Ce système servira plus tard à déterminer la vitesse de croissance de
l’amplitude du déplacement de la passerelle lors du déclenchement de la synchronisation.

On définit le paramètre d’ordre par :

R(T )eiΦ(T ) =
〈
ei(θ(x,T ))

〉
(R(T ) > 0, Φ(t) ∈ [0, 2π[) (5.96)

Donc : {
R(T ) cos Φ(T ) = 〈cos(θ(x, T ))〉
R(T ) sin Φ(T ) = 〈sin(θ(x, T ))〉 (5.97)

En utilisant le paramètre d’ordre, le système (5.35) s’écrit :

a(T )ψ̇(T ) = −R(T )
2

cos(Φ(T )− ψ(T )) (5.98a)

ȧ(T ) + ba(T ) =
R(T )

2
sin(Φ(T )− ψ(T )) (5.98b)

∂θ

∂T
(x, T ) = Ω(x) + a(T )ψ1(x) sin(ψ(T )− θ(x, T ) + α) (5.98c)

avec la notation Ẏ :=
dY

dT
.

Lien avec la relation trouvée par Arup

L’objectif de ce paragraphe est de trouver une relation de proportionnalité entre la force latérale en-
gendrée par les piétons et la vitesse du déplacement de la passerelle. D’après les ingénieurs d’ARUP [8,21],
une telle relation existe et se traduit par :

αF1 = κVlocal (5.99)



140 Etude analytique

où αF1 est la composante de la force totale en phase avec la vitesse et Vlocal n’est autre que l’amplitude de
la vitesse des oscillations de la passerelle. κ est une constante qui a pour valeur κ = 300Ns/m. Pour éviter
des problèmes de notation, on remplace αF1 par F̃1. Dans la suite de ce paragraphe, nous voudrions trouver
d’après notre modèle, une relation semblable à (5.99).

On pose
U(t) = A(t) sin ψs(t) = A(T ) sin(ω0t + ψ(T )) (5.100)

le déplacement de la passerelle à mi-travée, solution de l’équation de la dynamique de la passerelle (5.1a).

La vitesse de déplacement
dU

dt
s’écrit :

dU

dt
=

dA

dt
sin(ω0t + ψ(T )) + A

d

dt
(ω0t + ψ(T )) cos(ω0t + ψ(T ))

= ω0γ
dA

dT
sin(ω0t + ψ(T )) + A(ω0 +

dψ

dT
ω0γ) cos(ω0t + ψ(T ))

(5.101)

Pour γ << 1, on peut supprimer les termes d’ordre supérieur à 1 en γ. Ainsi

dU

dt
= A(T )ω0 cos(ω0t + ψ(T )) (5.102)

Comme Vlocal n’est autre que l’amplitude de la vitesse des oscillations de la passerelle, elle s’écrit sous la
forme :

Vlocal = A(T )ω0 = aω0

√
NGω0

KD
(5.103)

Nous cherchons maintenant à déterminer F̃1. On a que :

G 〈sin(φ(x, T )〉 = G 〈sin(ω0t + ψ + (θ(x, T )− ψ(T ))〉
= G sin(ω0t + ψ(T )) 〈cos(θ(x, T )− ψ(T ))〉

+G cos(ω0t + ψ(T )) 〈sin(θ(x, T )− ψ(T ))〉
(5.104)

donc

F̃1 = G 〈sin(θ(x, T )− ψ(T ))〉 = G [〈sin(θ(x, T ))〉 cosψ(T )− 〈cos(θ(x, T ))〉 sin ψ(T )] (5.105)

La constante κ d’Arup n’est autre que le rapport
F̃1

Vlocal
:

κ =
G

A(T )ω0
[〈sin(θ(x, T ))〉 cosψ(T )− 〈cos(θ(x, T ))〉 sin ψ(T )] (5.106)

En utilisant le paramètre d’ordre défini par (5.96), κ s’écrit :

κ =
GR(T )
A(T )ω0

sin(Φ(T )− ψ(T )) (5.107)

κ est calculée dans le paragraphe suivant.

Surface invariante et calcul de κ

Dans ce qui suit, on détermine la valeur de κ. Pour cela, on introduit une surface invariante sur la phase
ψ de la passerelle et la fréquence Ω des piétons et leur phase θ, pour le système d’équations à variations
lentes (5.39). Par définition, si les conditions initiales du système d’équations sont situées sur une surface
invariante, alors à chaque instant T , la solution de (5.39) se situe sur cette surface, d’où son nom de surface

invariante. On considère maintenant que l’abscisse x varie de −L

2
à

L

2
.

Pour α = π/2, la surface définie par :

S0 =





θ(x, T ) = −θ(−x, T )
Ω(x) = −Ω(−x)
ψ = −π

2
Φ = 0

(5.108)
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est une surface invariante antisymétrique dans le système de variations lentes en temps (5.39). En effet, si
la condition initiale appartient à l’espace S0, le système appartient à S0 pour tout T . A T = 0, on a :

∂θ

∂T
(x, 0) = Ω(x)− aψ1(x) sin(θ(x, 0)) (5.109)

Donc
∂θ

∂T
(x, 0) = − ∂θ

∂T
(−x, 0). Or Φ = 0, donc à T = 0, 〈sin(θ(x, 0))〉 = sinΦ(0) = 0 et l’antisymétrie de

∂θ

∂T
(x, 0) montre que l’évolution de θ(x, T ) est aussi antisymétrique. L’antisymétrie de la surface S0 implique

donc que pour chaque piéton ayant une phase croissante θ, il y a un piéton qui a une phase décroissante
(−θ) (à tout instant T : θ(x, T ) = −θ(−x, T )). La valeur moyenne de 〈sin(θ)〉 est donc toujours nulle.

Comme à T = 0, ψ(0) = −π

2
et Φ(0) = 0, l’équation (5.98b) montre que :

ȧ(0) + ba(0) =
R(0)

2
> 0 (5.110)

donc a(0) > 0. L’équation (5.98a) devient :

a(0)
∂ψ

∂T
(0) = 0 (5.111)

Donc
∂ψ

∂T
(0) = 0, et ψ est alors constante en temps. S0 est donc une surface invariante.

κ s’écrit :

κ(T ) =
GR(T )
A(T )ω0

sin(Φ(T )− ψ(T )) =
GR(T )
A(T )ω0

(5.112)

κ n’est pas constante mais varie lentement avec le temps.

A l’état stationnaire, ȧ = 0 lorsque T tend vers l’infini. L’équation (5.98b) donne :

0 = lim
T→∞

[
R

2
− ba

]
(5.113)

Donc

lim
T→∞

R(T )
a

= 2b (5.114)

Or

κ =
GR

Aω0
=

G

L̃ω0

R

a
(5.115)

Donc

lim
T→∞

κ =
2bG

L̃ω0

=
C

N
(5.116)

L’équation (5.116) que nous avons obtenue avec notre modèle est la même que celle trouvée dans [7], malgré
les différences qui existent entre nos deux modèles. Ceci est du au fait que ces différences sont “cachées”
dans l’expression de la moyenne pondérée 〈cos θ〉.

Si on applique cette formule sur la travée centrale du Millennium avant qu’elle ne soit modifiée pour
éviter les oscillations (amortissement de l’ordre de 0, 7%), on trouve que κ ≈ 300Ns/m (valeur proposée
par les ingénieurs d’Arup) lorsque N ≈ 20. Cependant, la valeur κ ≈ 300Ns/m publiée par Arup a été
trouvée après augmentation de l’amortissement ξb de la travée. La nouvelle valeur de ξb est de 2, 8%. Dans
ce cas, pour que κ soit de l’ordre de 300Ns/m, le nombre de piétons doit être N ≈ 73. Pour les valeurs de
N trouvées dans la littérature, on prédit une valeur de κ de l’ordre de 101− 132 avec un facteur d’ordre 3
par rapport aux résultats expérimentaux publiés [7].

De plus, d’après [8, 21] la formule proposée par ARUP, est basée sur une régression réalisée sur des
valeurs expérimentales. Or on peut remarquer que ces valeurs sont très dispersées ce qui rend cette formule
(avec la valeur κ = 300Ns/m) très approximative.
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5.7 Détermination de l’évolution de l’amplitude du déplacement

de la passerelle après déclenchement de la synchronisation

Le but de cette section est de déterminer le temps Tonset qu’il faut pour que l’amplitude a du déplacement
de la passerelle augmente de e = exp(1) après le déclenchement de la synchronisation. En supposant que

l’amplitude est un multiple de exp(λT ), Tonset =
1
λ

. Un changement de variables permet de retrouver tonset

à l’échelle du temps t (le temps réel). Pour déterminer λ et par conséquent tonset, on travaille sur la surface
invariante S0 déterminée plus haut par le système (5.108), et on utilise pour les calculs le système d’équations
obtenu avec le coefficient d’ordre ReiΦ dont la définition est donnée par (5.96). Ce travail est également
inspiré par [7].

Pour commencer, on rappelle qu’en travaillant sur la surface invariante S0 qui est localement “attractive”,
le système adimensionnalisé (5.98) des équations régissant le système passerelle-piétons, en fonction de R et
Φ s’écrit :

aψ̇ = 0 (5.117a)

ȧ + ba =
R

2
(5.117b)

θ̇ = Ω− aψ1 sin(θ) (5.117c)

On note ρ(θ|T, Ω) la densité de distribution marginale de θ par rapport à Ω et au temps T . Elle vérifie

∂ρ

∂t
= − ∂

∂θ
(ρθ̇) (5.118)

Comme Φ = 0,

R = 〈cos(θ)〉 =
∫ L/2

−L/2

∫ ∞

−∞

∮
η(x)`(x)ψ1(x)ρ(θ|T,Ω) cos(θ)g(Ω)dθdΩdx (5.119)

Posons : ρ =
1
2π

+ ρ̃. ρ =
1
2π

signifie que θ n’a pas de valeur préférentielle et donc qu’il n’y a pas synchro-

nisation. On a |ρ̃| << 1 et |a| << 1. Donc :

∂ρ̃

∂T
= − ∂

∂θ
[(

1
2π

+ ρ̃)(Ω− aψ1 sin(θ))]

= −Ω
∂ρ̃

∂θ
+

aψ1

2π
cos(θ) + O(aρ̃)

(5.120)

On pose ρ̃ = ρ0e
λT et a = a0e

λT . L’équation précédente donne alors :

λρ0 = −Ω
∂ρ0

∂θ
+

a0ψ1

2π
cos(θ) (5.121)

ρ0 peut s’écrire sous la forme : ρ0 = ρc cos(θ) + ρs sin(θ). En remplaçant dans l’équation précédente et en
séparant les termes en cos(θ) et les termes en sin(θ), on obtient le système d’équations :

λρc = −Ωρs +
a0ψ1

2π
λρs = −Ωρc

(5.122)

Les solutions de ce système sont :

ρs =
Ω

λ2 + Ω2

a0ψ1

2π

ρc =
λ

λ2 + Ω2

a0ψ1

2π

(5.123)

Ainsi,

ρ0 =
a0ψ1

2π

λ cos(θ) + Ω sin(θ)
λ2 + Ω2

(5.124)
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En utilisant l’égalité a = a0e
λT dans l’équation (5.98b), on trouve :

λa0e
λT =

R

2
− ba0e

λT (5.125)

Revenons à l’équation (5.119). On démontre que (voir les détails du calcul en Annexe 1 à l’équation (34)) :

R =
a0e

λT n

2

∫ +∞

−∞

λ

λ2 + Ω2
g(Ω)dΩ (5.126)

Remplaçons dans l’équation (5.125) :

λ + b =
n

4

∫ +∞

−∞

λ

λ2 + Ω2
g(Ω)dΩ (5.127)

En faisant tendre λ vers 0 dans l’équation (5.127), on obtient :

bc =
n

4
lim
λ→0

∫ +∞

−∞

λ

λ2 + Ω2
g(Ω)dΩ (5.128)

Or lim
λ→0

λ

λ2 + Ω2
= πδ(Ω) parce que la fonction

λ

λ2 + Ω2
se ramène à une distribution de Lorentz avec

Γ = 2λ [7]. Ainsi,
bc =

n

4
πg(0) (5.129)

et on retrouve l’expression (5.85).

Dans le cas où g(Ω) est une distribution gaussienne de moyenne µΩ = 0,

g(Ω) =
1

σΩ

√
2π

e−Ω2/(2σ2
Ω)

donc

λ + b =
n

4σ
√

2π

∫ +∞

−∞

λ

λ2 + Ω2
e−Ω2/(2σ2)dΩ

=
n
√

2π

8σ
eλ2/(2σ2)

[
1− erf

(
λ

σ
√

2

)] (5.130)

par suite :

b =
n
√

2π

8σ
eλ2/(2σ2)

[
1− erf

(
λ

σ
√

2

)]
− λ (5.131)

Cette équation n’est pas résolvable explicitement, mais on peut développer le second membre en une série
de Taylor pour λ << 1 :

b ' πn

4
g(0)− n

4σ2
λ− λ

b ' πn

4
g(0)− λ

(
1 +

n

4σ2

)

λ
(
1 +

n

4σ2

)
' πn

4
g(0)− b

λ '
(πn

4
g(0)− b

)(
4σ2

n + 4σ2

)

(5.132)

D’après (5.126), R(T ) s’écrit sous la forme

R(T ) = R0exp(λT )

et la durée de temps nécessaire pour que l’amplitude des oscillations de la passerelle augmente d’une expo-

nentielle est Tonset =
1
λ

:

Tonset =
(
1 +

n

4σ2

) 4
πng(0)− 4b

(5.133)
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Donc si on se ramène à l’échelle de temps relative au temps t, on obtient :

tonset =
Tonset

γω0
=

(
1 +

n

4σ2

)
ζ−1ω−1

0

Nc

N −Nc
(5.134)

tonset =
Tonset

γω0
=

(
1 +

nNGDω0

4Kσ2
ω

)
ζ−1ω−1

0

Nc

N −Nc
(5.135)

5.8 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié analytiquement une version simplifiée du modèle présenté dans le chapitre
4. Cette étude a permis la détermination de nombre critique Nc de piétons à partir duquel la synchronisation
risque de se déclencher. L’amplitude des oscillations de la structure à l’état stationnaire dans des conditions
post-critiques (N > Nc) a également été déterminée, et la fréquence de synchronisation dans les cas critique
et post-critique (N ≥ Nc) a été trouvée. Ces résultats généralisent les résultats de [7, 54, 62]. De plus, une
comparaison avec les résultats obtenus par Arup pour la travée Nord de la passerelle du Millennium a été
réalisée. Enfin, on a déterminé la durée de temps qu’il faut à l’amplitude pour augmenter d’une quantité
e = exp(1) après le déclenchement de la synchronisation.



Chapitre 6

Modélisation numérique

CE CHAPITRE est consacré à l’étude numérique du modèle proposé dans le chapitre 4. Ses objectifs
sont les suivants :

? expliquer les méthodes numériques utilisées pour la résolution des différentes équations du modèle

? justifier les choix adoptés

? présenter l’algorithme général permettant l’implémentation du modèle
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6.4.2 Schéma numérique pour la résolution de l’équation de conservation de la

masse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
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6.1 Introduction

Le modèle continu proposé dans le chapitre 4 est formé d’une équation aux dérivées ordinaires (EDO)
couplée à trois équations aux dérivées partielles. C’est un modèle assez complexe d’où l’importance du choix
des méthodes numériques destinées à le résoudre. Vu le nombre important des équations et des variables et
les différents couplages existants, et comme le domaine étudié est un domaine simple (1D), les méthodes de
différences finies ont été préférées aux méthodes d’éléments finis. Dans ce chapitre, on explique les méthodes
choisies pour la résolution de chaque équation en explicitant si besoin les motivations qui ont amené au
choix d’une méthode au dépend d’une autre. Certaines vérifications basiques sont détaillées afin de montrer
la validité de chaque méthode proposée. Enfin l’algorithme complet est présenté.

La section 1 concerne le choix de la discrétisation en temps et en espace. La section 2 traite la résolution
de l’équation de la dynamique concernant la passerelle. Dans la section 3, on explique le choix des méthodes
utilisées pour la résolution numérique de l’équation de conservation de la masse et l’équation de transport.
Dans cette section, on propose trois algorithmes implicites modifiés par rapport à la littérature de sorte à
améliorer certains aspects de la solution numérique. Dans la section 4, on résoud numériquement l’équation de
synchronisation et dans la section 5 on présente l’organigramme complet du modèle. Enfin, une récapitulation
est proposée dans la conclusion.

6.2 La discrétisation

Le choix de la discrétisation est primordial pour bien refléter le comportement des grandeurs étudiées.
Dans ce modèle, les équations en relation avec la structure (équation de la dynamique) sont des équations
différentielles ordinaires en temps, alors que les équations en relation avec la foule (conservation de la masse,
transport de la fréquence de marche libre, synchronisation) sont des équations aux dérivées partielles en
temps et en espace, supposé unidirectionel (1D).

Pour la discrétisation en espace, il faut choisir des grandeurs caractéristiques des piétons. Le pas en espace
dx est donc défini comme étant l’espace occupé par un piéton lorsque la densité maximale ηmax = 1, 8p/m2

est atteinte [15] :

dx =
1

`ηmax
(6.1)

On rappelle que ` représente la largeur de la structure. Dans le cas où la largeur de la passerelle est variable
(ex : la passerelle Simone De Beauvoir), on peut envisager un pas en espace variable sur la longueur de la
passerelle.

Le pas en temps doit tenir compte de la passerelle et des piétons. Une grandeur caractéristique de la
passerelle est la fréquence de ses oscillations libres fs0 . Par contre, la grandeur caractéristique du piéton peut
être considérée comme étant la fréquence de sa force latérale dans des conditions de marche libre (≈ 1Hz)
ou bien la durée de traversée de la passerelle dans des conditions de marche libre (T = vML, vM étant la
vitesse de marche libre, L la longueur de la passerelle), qui est de loin la variable la plus grande. Afin de
bien cerner le problème, on a choisi d’avoir 20 points pour une oscillation de la passerelle [15], ainsi :

dt =
1

20fs0

(6.2)

6.3 L’équation de la dynamique

L’équation de la dynamique est une équation différentielle ordinaire en temps. On suppose pour la
passerelle que cette équation est linéaire 1D :

(M + Mp(t))Ü(t) + CU̇(t) + KU(t) = Fl(t) (6.3)

U , M , C et K étant respectivement le déplacement, la masse, l’amortissement et la rigidité modaux de la
passerelle, Mp(t) et Fl(t) étant repectivement la masse modale des piétons et la force latérale modale qu’ils
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génèrent (voir chapitre 4). Le logiciel MATLAB propose des algorithmes performants pour la résolution
d’équations de ce type. On a choisi la fonction ode23 [84]. C’est une méthode explicite de Runge-Kutta
d’ordre 2 et 3 basée sur la méthode de Bogacki-Shampine [84].

Cependant, ode23 intègre des équations aux dérivées ordinaires d’ordre 1 et non pas d’ordre 2 comme
c’est le cas pour cette équation. Pour surmonter ce problème il suffit de décomposer l’équation (6.3) en un
système de deux équations : 




U̇ = V

V̇ =
Fl(t)− CU̇(t)−KU(t)

M + Mp(t)
(6.4)

On pose alors :

Z =
[

U

V

]
et Ż =




V

Fl(t)− CU̇(t)−KU(t)
M + Mp(t)


 (6.5)

et ode23 s’applique alors à Z.

6.4 La conservation de la masse et l’équation de transport

Ces équations sont des équations aux dérivées partielles (EDP) du premier ordre en temps et en espace.
On note %(x, t) la variable à étudier (dans le modèle (voir chapitre 4) % = η pour l’équation de conservation
de la masse, et % = ω pour l’équation de transport), et v(x, t) la vitesse. L’équation de transport est :

∂%

∂t
(x, t) + v(x, t)

∂%

∂x
(x, t) = 0 (6.6)

et l’équation de conservation de la masse est :

∂%

∂t
(x, t) +

∂(%v)
∂x

(x, t) = 0 (6.7)

Dans le cas simple où la vitesse est constante, ces deux équations sont équivalentes à l’équation de convection
(appelée aussi advection) :

∂%

∂t
(x, t) + v

∂%

∂x
(x, t) = 0 (6.8)

Cette équation aux dérivées partielles (EDP) est très connue, cependant elle est très difficile à résoudre
numériquement, car des exemples simples peuvent mettre en évidence des erreurs générées par le schéma
numérique choisi. On commence donc par trouver un algorithme permettant de résoudre numériquement
l’équation (6.8).

6.4.1 Résolution numérique de l’équation de transport avec vitesse constante

Dans cette partie, plusieurs schémas numériques sont testés afin de déterminer lequel est le plus adapté
au modèle étudié. On commence par les algorithmes explicite, puis on explique les algorithmes implicites
de Crank-Nicolson et de Crank-Nicolson améliorée. Ensuite, on introduit la méthode de Crank-Nicolson
non-oscillante et on propose une nouvelle méthode de résolution implicite.

La condition initiale est choisie de la forme suivante :

%(x, 0) =





erf(2(x− 1.5)) + 1
2

si x ≤ L
4

1− erf(2(x− L

4
− 1.5))

2
si x >

L

4

(6.9)

où erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t2dt. La courbe de %(x, 0) est tracée dans le graphe de la figure 6.1 dans le cas

où L = 81. Dans le cas de l’équation (6.7), %(x, 0) représente un groupe de piétons sur une partie de la
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Figure 6.1. La densité initiale %(x, 0)

passerelle. Ce choix a pour but d’éviter les discontinuités qui sont étudiées ultérieurement. La condition aux
bords est donnée par :

%(0, t) = 0 ∀t ≥ 0 (6.10)

L’algorithme choisi, doit avant tout donner des résultats satisfaisants pour l’équation (6.8) où la vitesse
v est constante, avec les conditions (6.1) et (6.10) . Pour commencer, des algorithmes explicites de type
Lax-Friedrichs, upwind, upwind second ordre etc. ont été implémentés [85]. Dans ce qui suit, on en présente
quelques uns ainsi que les résultats obtenus sur le cas test.

Soient T la durée totale étudiée, L la longueur de la passerelle, t = [t1, ..., tn, ..., tN ] le vecteur temps
avec t1 = 0, tN = T et tn = (n − 1)dt (n ∈ 1, ..., N), x = [x1, ..., xi, ..., xM ] le vecteur espace avec x1 = 0,

xM = L et xi = (i− 1)dx (i ∈ 1, ..., M). On note %n
i ≈ %(xi, tn) et C = v

dt

dx
.

6.4.1.1 Cas test : algorithmes explicites

Dans ce paragraphe, on explique des algorithmes explicites classiques et on montre les solutions numériques
obtenues [85].

On commence par introduire les différentes méthodes que nous souhaitons tester.
• L’algorithme de Lax-Friedrichs (LF) est d’ordre 1 en temps et 2 en espace :

2%n+1
i − %n

i+1 − %n
i−1

2dt
+ v

%n
i+1 − %n

i−1

2dx
= O(dt, dx2/dt) (6.11)

%n+1
i =

%n
i+1 + %n

i−1

2
− C

2
(%n

i+1 − %n
i−1) + O(dt2, dx2) (6.12)

Ce modèle est stable pour |C| ≤ 1.
• Le modèle upwind (UP)(pour v ≥ 0) est d’ordre 1 en temps et en espace, il est stable pour 0 ≤ C ≤ 1 :

%n+1
i − %n

i

dt
+ v

%n
i − %n

i−1

dx
= O(dt, dx) (6.13)

%n+1
i = %n

i − C(%n
i − %n

i−1) + O(dt2, dxdt) (6.14)

• Le modèle de Lax-Wendroff (LW) est d’ordre 2 en temps et en espace ; il est stable pour |C| ≤ 1 :

%n+1
i − %n

i

dt
+ v

%n
i+1 − %n

i−1

2dx
− v2dt

%n
i+1 − 2%n

i + %n
i−1

2dx2
= O(dt2, dx2) (6.15)
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%n+1
i = %n

i −
C

2
(%n

i+1 − %n
i−1) +

C2

2
(%n

i+1 − 2%n
i + %n

i−1) + O(dt3, dx2dt) (6.16)

• Le modèle upwind second ordre (UP2)(pour v ≥ 0) est d’ordre 2 en temps et en espace, il est stable
pour 0 ≤ C ≤ 2 :

%n+1
i − %n

i

dt
+ v

3%n
i − 4%n

i−1 + %n
i−2

2dx
− v2dt

%n
i − 2%n

i−1 + %n
i−2

2dx2
= O(dt2, dx2) (6.17)

%n+1
i = %n

i −
C

2
(3%n

i − 4%n
i−1 + %n

i−2) +
C2

2
(%n

i − 2%n
i−1 + %n

i−2) + O(dt3, dx2dt) (6.18)

• L’algorithme FTCS (Forward-Time Centered-Space) est d’ordre 1 en temps et 2 en espace, il est stable
dans le cas où dt = O(dx2), il est donc à exclure des algorithmes qu’on pourrait utiliser parce que les
pas en temps et en espace choisis ne vérifient pas cette condition de stabilité.

Dans ce qui suit, on teste ces algorithmes pour une vitesse v = 1m/s.

Les méthodes LF et UP, présentent des solutions acceptables mais elles sont dispersives (figure 6.2)(SE
désigne la solution exacte). Ceci revient à dire que même si théoriquement la vitesse est constante, la vitesse
obtenue numériquement ne l’est pas, les “points” qui sont devant ayant une vitesse plus élevée que sont qui
sont à l’arrière.
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Figure 6.2. Solutions numériques obtenues par les méthodes LF et UP

Les modèles UP2 et LW donnent pour certains pas en temps et en espace des solutions très proches de
la solution exacte. Cependant, il faut que la condition de stabilité soit vérifiée. Ceci présente des contraintes
difficiles à gérér dans notre cas : en effet, on peut proposer un ordre de grandeur pour le pas en temps dans
ode23, mais le choix final lui revient.

Ainsi, comme on peut le voir, les méthodes explicites, ne présentent pas de solutions satisfaisantes, car
on souhaite que la forme initiale soit conservée (i.e. un groupe compact de piétons qui marche avec une
vitesse identique doit rester compact), et on voudrait que le choix des pas en temps et en espace soient plus
flexibles.

6.4.1.2 Cas test : méthodes implicites classiques-Crank Nicolson

Dans ce paragraphe on teste la méthode implicite de Crank-Nicolson (CK) et sa version améliorée (CKI).

La méthode de Crank Nicolson (CK) est une méthode implicite centrée, qui est basée sur le calcul des

solutions à l’instant n +
1
2
. Cet algorithme est toujours stable et d’ordre 2 en temps et en espace :

%n+1
j − %n

j

dt
+ v

%n+1
j+1 + %n

j+1 − %n+1
j−1 − %n

j−1

4dx
= O(dt2, dx2) (6.19)
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Figure 6.3. Solution numérique obtenue par la méthode CK

Cette méthode n’est pas dispersive, mais elle est très “oscillante” (figure 6.3)

La méthode de Crank Nicolson améliorée (CKI=Crank Nicolson Improved) a l’avantage de donner
des solutions moins oscillantes et plus proches de la solution exacte (figure 6.4). Elle présente la même
caractéristique de stabilité que la méthode de Crank Nicolson et elle est d’ordre 2 en temps et en espace.
Son schéma s’écrit sous la forme :

%n+1
j+1 + 4%n+1

j + %n+1
j−1 − %n

j+1 − 4%n
j − %n

j−1

6dt
+ v

%n+1
j+1 + %n

j+1 − %n+1
j−1 − %n

j−1

4dx
= O(dt2, dx2) (6.20)

0 10 20 30 40 50 60 70 80
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
Comparaison entre la solution CKI et la solution exacte (SE) à t=41,5s pour v=1m/s

Espace [m]

CI

CKI

SE

Figure 6.4. Solution numérique obtenue par la méthode CKI

La méthode CKI est donc la candidate idéale pour être retenue pour la suite. Cependant, si on teste cette
méthode dans le cas où on a des discontinuités dans la condition initale, des oscillations très importantes
apparaissent dans la solution pour t > 0. En effet, si on considère une densité initiale donnée par l’équation
(6.21) et tracée dans la figure 6.5, et la condition au bord donnée par (6.22) :

%(x, 0) =





1 si x ≤ L

4

0 si x >
L

4

(6.21)

%(0, t) = 0 ∀t > 0, (6.22)

la solution obtenue (figure 6.6) est alors très chahutée. Ceci est dû à la méthode choisie pour calculer la

dérivée en espace à l’instant tn. Dans les équations (6.19) et (6.20), le terme
%n

j+1 − %n
j−1

4dx
n’est autre qu’une
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Figure 6.5. La densité initiale %(x, 0) discontinue
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Figure 6.6. Solution numérique obtenue par la méthode CKI

approximation de
1
2

(
d%

dx

)n

j

. L’élimination de ces oscillations indésirables passe alors par une meilleure

approximation de la dérivée notamment dans les points de discontinuités. L’idée serait donc de permettre à
l’algorithme de faire le choix entre différentes façons de calculer la dérivée selon la situation qui se présente.

6.4.1.3 Cas test : méthode de Crank Nicolson non oscillante

Dans ce paragraphe, on introduit une méthode d’approximation de la dérivée première en espace qui
permet la définition d’un schéma de Crank-Nicolson non-oscillant inspiré de [86] puis on propose une nouvelle
méthode combinant le schéma amélioré de Crank Nicolson (CKI) et le schéma non-oscillant.

Définition de l’approximation d’ordre 2 de la dérivée première en espace et schéma
de Crank Nicolson non-oscillant [86].

Notons Dx%j(t) =
%j(t)− %j−1(t)

dx
l’approximation d’ordre 1 de la dérivée. L’approximation d’ordre 2

D
(2)
x %j(t) s’écrit de la forme [87] :

D(2)
x %j(t) = Dx%j(t) + ϑ(Dx%j(t)) (6.23)

où ϑ(Dx%j(t)) n’est autre qu’une approximation de
dx

2

(
d2%

dx2

)

j

adaptée à la situation. Ainsi, ϑ(Dx%j(t))
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peut prendre 3 valeurs différentes selon le cas :

ϑ(Dx%j(t)) =





0
%j+1(t)− 2%j(t) + %j−1(t)

dx2

%j(t)− 2%j−1(t) + %j−2(t)
dx2

(6.24)

Le choix est fait selon les valeurs de
%j+1(t)− 2%j(t) + %j−1(t)

dx2
et

%j(t)− 2%j−1(t) + %j−2(t)
dx2

. Si les deux

sont de signes contraires, ϑ(Dx%j(t)) = 0, sinon ϑ(Dx%j(t)) prend la valeur de celle qui est plus petite en
valeur absolue. Pour formaliser ceci, on introduit la fonction minmod MM définie par :

MM(x1, x2) =





0 si x1.x2 ≤ 0
min(x1, x2)

sgn(min(x1, x2))
si x1.x2 > 0

(6.25)

où sgn est la fonction signe :

sgn(x) =





0 si x = 0
1 si x > 0
−1 si x < 0

En d’autres termes la fonction MM peut s’exprimer de la manière suivante :

MM(x1, x2) =





0 si x1.x2 ≤ 0
min(x1, x2) si x1 > 0 et x2 > 0
max(x1, x2) si x1 < 0 et x2 < 0

(6.26)

ϑ(Dx%j(t)) s’exprime alors en fonction de MM selon la relation :

ϑ(Dx%j(t)) = MM

(
%j+1(t)− 2%j(t) + %j−1(t)

dx2
,
%j(t)− 2%j−1(t) + %j−2(t)

dx2

)
(6.27)

D
(2)
x %j(t) peut alors prendre l’une des valeurs suivantes :





%j(t)− %j−1(t)
dx

3%j(t)− 4%j−1(t) + %j−2(t)
2dx

%j+1(t)− %j−1(t)
2dx

(6.28)

Dans l’équation (6.19), si on remplace
%n

j+1 − %n
j−1

4dx
par

1
2
D(2)

x %j(t) on obtient une méthode de Crank-

Nicolson non-oscillante (CKNO).

Proposition de méthode implicite : la méthode de Crank Nicolson améliorée non
oscillante (CKINO)

Dans le cadre de cette thèse, on propose de combiner (6.27) et (6.20) afin d’obtenir un nouveau modèle.
En effet, en utilisant la définition de la dérivée donnée par (6.27), et en remplaçant dans l’équation (6.20)
on obtient un nouveau schéma, la méthode de Crank Nicolson améliorée non oscillante (CKINO) qui s’écrit
sous la forme :

%n+1
j+1 + 4%n+1

j + %n+1
j−1 − %n

j+1 − 4%n
j − %n

j−1

6dt
+ v

%n+1
j+1 − %n+1

j−1

4dx
+

1
2

(
D(2)

x %
)n

j
= O(dt2, dx2) (6.29)

La solution obtenue par cette méthode est donnée dans la figure 6.7. La figure 6.8 montre les solutions
obtenues par les méthodes LF, UP et CKINO. Ainsi, la solution trouvée par CKINO est la plus proche de
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Figure 6.7. Solution numérique obtenue par la méthode CKINO
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Figure 6.8. Comparaison entre les méthodes numériques

la solution exacte (SE) parmi les méthodes numériques testées.

Pour vérifier que cette méthode préserve réellement le caractère conservatif de l’EDP (6.8), on a calculé :

I(t) =
∫ L

0

%(x, t)`dx (6.30)

Dans le cas où % = η, I est le nombre de piétons sur la passerelle. La conservation de la masse a pour
conséquence que I(t) est constante jusqu’à ce que les piétons commencent à sortir de la passerelle. A partir de
cet instant, I(t) est décroissante et s’annule lorsque tous les piétons sortent de la passerelle. Numériquement,
l’intégrale est calculée par la méthode de Simpson. La figure 6.9 montre l’évolution du nombre I dans le
cas où L = 81m et ` = 4m. A t = 0, les premiers piétons se trouvent en x = 20, 14m. Leur vitesse étant de
1m/s, il leur faut théoriquement 60, 86s pour commencer à sortir de la passerelle. Or le nombre I commence
à décrôıtre à t ' 59s, ce qui correspond à une vitesse proche de 1, 0315m/s. A t = 0 les derniers piétons
sont en x = 0. Théoriquement, il faut 81s pour que la passerelle se vide. Sur la figure 6.9, I ' 0 à partir de
t ' 83s ce qui correspond à une vitesse proche de 0, 9759m/s. Ainsi, on peut dire que la méthode CKINO
donne des résultats acceptables qui respectent le principe de conservation.
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Figure 6.9. Evolution de nombre de piétons sur la passerelle pour L = 81m et ` = 4m

6.4.2 Schéma numérique pour la résolution de l’équation de conservation de la

masse

Les résultats obtenus dans la partie précédente nous incitent à choisir la méthode CKINO pour résoudre
l’EDP de conservation de la masse (6.7). Le schéma numérique adopté est de la forme :

ηn+1
j+1 + 4ηn+1

j + ηn+1
j−1 − ηn

j+1 − 4ηn
j − ηn

j−1

6dt
+

(ηv)n+1
j+1 − (ηv)n+1

j−1

4dx
+

1
2

(
D(2)

x (ηv)
)n

j
= O(dt2, dx2) (6.31)

6.4.3 Schéma numérique pour la résolution de l’équation de transport pour la

fréquence

Dans ce paragraphe, on étudie l’équation de transport. On présente différentes méthodes de résolution
basées sur la méthode de Crank Nicolson et on les compare entre elles.

Le cas de l’équation de transport concernant la fréquence (6.6) présente de grandes similitudes avec
l’équation (6.8), avec la différence importante que l’équation utilisée dans le modèle est non-linéaire. En
effet, la vitesse s’exprime sous la forme suivante :

v(x, t) =
lpas(x, t)

π

dφ

dt
(x, t) (6.32)

où on rappelle que lpas(x, t) est la longueur des pas des piétons et φ(x, t) leur phase latérale totale. Or, en

vertu de l’équation de synchronization,
dΦ
dt

(x, t) peut être représenté sous la forme suivante :

dφ

dt
(x, t) = ω(x, t) + f(x, t) (6.33)

où f est la fonction qui gère la synchronisation (voir le chapitre 4). En notant l(x, t) =
lpas(x, t)

π
, on a :

v(x, t) = l(x, t)(ω(x, t) + f(x, t)) (6.34)

L’équation (6.7) devient :

∂ω

∂t
(x, t) + l(x, t)ω(x, t)

∂ω

∂x
(x, t) + l(x, t)f(x, t)

∂ω

∂x
(x, t) = 0 (6.35)

On note ωn
j ≈ ω(xj , tn), lnj ≈ l(xj , tn) et fn

j ≈ f(xj , tn), et on commence par résoudre (6.35) dans le cas
particulier où f(x, t) = 0 (pas de syncronisation) et l(x, t) = 1 (obtenu par changement de variables). Ces
simplifications ramènent le problème à un problème de Burger :

∂ω

∂t
(x, t) + ω(x, t)

∂ω

∂x
(x, t) = 0 (6.36)
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Comme on l’a vu plus haut, certains des algorithmes classiques explicites provoquent une dissipation im-
portante et parfois un applatissement des courbes initiales ; le transport n’est donc pas effectué de manière
optimale. D’autres algorithmes classiques imposent des limitations sur les pas de discrétisation. D’où l’intérêt
de se fonder sur le schéma de Crank Nicolson. Les modèles CK, CKI et CKINO ne sont pas adaptés au
modèle de Burger (6.36), mais on peut s’en inspirer pour proposer un autre schéma numérique.

6.4.3.1 Résolution numérique de l’équation de Burger basée sur la méthode de
Crank-Nicolson

La méthode de résolution proposée dans ce paragraphe est titrée de [88].

L’équation (6.36) peut s’écrire selon l’expression suivante :

∂ω

∂t
(x, t) +

1
2

(
ω(x, t)

∂ω

∂x
(x, t) + ω(x, t)

∂ω

∂x
(x, t)

)
= 0 (6.37)

On peut donc la discrétiser sous la forme [88] :

ωn+1
j − ωn

j

dt
+

1
2

[(
ω

∂ω

∂x

)n

j

+
(

ω
∂ω

∂x

)n+1

j

]
= 0 (6.38)

En notant F =
ω2

2
, on obtient :

ωn+1
j − ωn

j

dt
+

1
2

[(
∂F

∂x

)n

j

+
(

∂F

∂x

)n+1

j

]
= 0 (6.39)

Le terme
(

∂F

∂x

)n+1

j

se développe de la façon suivante :

(
∂F

∂x

)n+1

j

=
(

∂F

∂x

)n

j

+ dt

[
∂

∂t

(
∂F

∂x

)]n

j

+ O(dt2) (6.40)

∂

∂t

(
∂F

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂F

∂t

)
=

∂

∂x

(
∂F

∂ω

∂ω

∂t

)
=

∂

∂x

(
ω

∂ω

∂t

)
(6.41)

Si on utilise les approximations suivantes :
(

∂ω

∂x

)n

j

=
ωn

j+1 − ωn
j−1

2dx
(6.42)

(
∂ω2

∂x

)n

j

=

(
ωn

j+1

)2 − (
ωn

j−1

)2

2dx
, (6.43)

le schéma final devient de la forme :

ωn+1
j − ωn

j

dt
+

ωn
j+1ω

n+1
j+1 − ωn

j−1ω
n+1
j−1

4dx
− (ωn

j+1)
2 − (ωn

j−1)
2

8dx
= 0 (6.44)

Pour faire référence à ce schéma, on le note CKN (Crank Nicolson Non Linear).

6.4.3.2 Propositions d’amélioration du schéma CKN

Comme précédemment, ce schéma peut être modifié de différentes manières. Dans la suite, on présente
les différentes possibilités d’amélioration et on les teste afin de choisir la méthode la plus adaptée à notre
cas.
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La première possibilité est d’approcher la dérivée en temps par

ωn+1
j+1 + 4ωn+1

j + ωn+1
j−1 − ωn

j+1 − 4ωn
j − ωn

j−1

6dt

Ce nouvel algorithme est noté CKNI (Crank Nicolson Non Linear Improved).

Pour éviter que les solutions ne soient oscillantes, on peut remplacer :
(

∂ω

∂x

)n

j

par (D2
x(ω))n

j

(
∂ω2

∂x

)n

j

par (D2
x[(ω)2])n

j

Dans ce cas, le schéma est noté CKNNO ou CKNINO selon si la modification est appliquée au schéma CKN
ou CKNI.

Plusieurs essais numériques ont été réalisés avec des conditions initiales différentes afin de déterminer
laquelle parmi ces méthodes, il faut retenir. Pour mieux comprendre les résultats obtenus, il faut connâıtre
la signification physique de l’équation (6.36). Si à l’instant t = 0, un point de la courbe représentative de
ω(x, 0) a une valeur Ω0, alors ce point se déplace avec une vitesse Ω0 et garde la même valeur. Ainsi, si un
point a une valeur nulle, il restera à sa place.

Dans tous les cas tests la condition en x = 0 est donnée par

ω(0, t) = ω(0, 0) ∀t > 0

On commence par une condition initiale sinusöıdale donnée dans la figure 6.10.
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Figure 6.10. La condition initiale ω(x, 0)

La figure 6.11 montre que les 4 méthodes donnent sensiblement le même résultat. A l’instant t = 0, le
point qui a la valeur maximale 0, 5 est situé en x = 25, 28. Théoriquement, il doit se déplacer donc à une
vitesse de 0, 5m/s. Or à t = 15s il se trouve en x = 32, 68, il a donc traversé une distance de 7, 4m, sa
vitesse est donc de 0, 4933m/s, et il a gardé sa valeur de 0, 5. Les points ayant des valeurs nulles à t = 0 ont
gardé cette valeur à t = 15s. Pour ce cas test, les 4 schémas se valent et donnent des résultats acceptables.
Pour le deuxième cas test, on prend une condition initiale en dent de scie (figure 6.12). Les résultats obtenus
sont montrés dans la figure 6.13. Les solutions obtenues par les différentes méthodes sont très proches l’une
de l’autre (figure 6.13-(a), cependant le maximum qui a une valeur de 0, 25 et qui se trouve à t = 0 en
x = 25, 42, se retrouve en x = 37, 78 avec une valeur de 0, 2503 pour les méthodes CKNI et CKNINO, et en
x = 37, 5 avec une valeur de 0, 2502 pour les méthodes CKN et CKNNO (figure 6.13-(b). Ainsi, la vitesse qui
théoriquement est de 0, 25m/s est de 0, 2472m/s pour les méthodes CKNI et CKNINO, et de 0, 2416m/s

pour les méthodes CKN et CKNNO.
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Figure 6.11. Comparaison entre méthodes numériques
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Figure 6.12. La condition initiale ω(x, 0)

Cet exemple montre de légères différences entre les différentes méthodes et donne un avantage aux
méthodes CKNI et CKNINO, mais ne permet pas de trancher de manière catégorique sur le choix de la
méthode.

Dans les deux autres exemples, on n’aura plus de valeurs nulles, c’est à dire que tous les points sont
supposés avancer. Dans le premier cas, on reprend une fonction sinusöıdale (figure 6.14). Les résultats
obtenus sont montrés dans la figure 6.15. On remarque que les solutions sont ici encore très proches (figure
6.15-a), mais en faisant un zoom (figure 6.15-b) on peut s’apercevoir que d’une part, le point qui a une
valeur 1 à t = 0 et qui est situé en x = 40, 42 se trouve à t = 15s en x = 55, 69 pour les méthodes CKNI
et CKNINO, il a donc une vitesse de 1, 018m/s, et il se trouve en x = 56, 53 pour les méthodes CKN et
CKNNO avec une vitesse 1, 0740m/s. D’autre part, les oscillations observées pour les méthodes CKNI et
CKNINO sont légèrement inférieures à celles observées pour les deux autres méthodes.

On reprend maintenant une fonction en dent de scie (figure 6.16). Les résultats obtenus sont montrés
dans la figure 6.17. Ici encore les solutions sont très proches (figure 6.17-a).

La figure(6.17-b) montre que le pic qui a la valeur 1, 5 et la position x = 25, 42 à t = 0 se trouve à
t = 15s en x = 47, 63 pour les méthodes CKNI et CKNINO avec une valeur de 1, 498, et il se trouve en
x = 47, 22 et x = 47, 36 respectivement pour les méthodes CKN et CKNNO avec une valeur de 1, 494. Ainsi,
la vitesse qui doit être de 1, 5m/s est de 1, 4807m/s pour CKNI et CKNINO et respectivement 1, 4533m/s

et 1, 4627m/s pour CKN et CKNNO.

La figure (6.17-c) montre que le point qui a la valeur 1 et la position x = 40, 28 en t = 0 se trouve à
t = 15s en x = 57, 97 pour les méthodes CKNI et CKNINO et en x = 57, 22 pour les méthodes CKN et
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Figure 6.13. Comparaison entre les méthodes numériques : (a) solution à t = 50s (b) zoom de la
solution
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Figure 6.14. La condition initiale ω(x, 0)

CKNNO. Ainsi, la vitesse qui doit être de 1m/s est de 1, 04m/s pour CKNI et CKNINO et de 1, 1293m/s

pour CKN et CKNNO. De plus, les oscillations sont plus légères dans les schémas CKNI et CKNINO.

Cependant, les différences entre les schémas ne sont pas très importantes. C’est pourquoi, la décision
finale sur le choix de la méthode est prise après couplage des différentes équations. Il se trouve qu’en raison
des différents couplages existant, la méthode CKNINO qui a semblé donner des résultats satisfaisants, n’est
pas adaptée au modèle. C’est pourquoi, on a finalement utilisé le schéma CKNNO.

6.4.3.3 Schéma numérique pour la résolution de l’équation de transport

Dans ce paragraphe, le modèle numérique pour l’équation (6.6) est explicité en utilisant la représentation
donnée dans l’équation (6.35). Ainsi, on discrétise l’équation de transport sous la forme suivante :

ωn+1
j − ωn

j

dt
+

1
2

[
lnj

(
∂F

∂x

)n

j

+ ln+1
j

(
∂F

∂x

)n+1

j

]
+

1
2

[
lnj fn

j

(
∂ω

∂x

)n

j

+ ln+1
j fn+1

j

(
∂ω

∂x

)n+1

j

]
= 0 (6.45)

Dans le modèle proposé dans le chapitre 4 l’équation de transport (6.6) est donc implémentée sous la forme
suivante : [

− ln+1
j

4dx

(
fn+1

j + ωn
j−1

)
]

ωn+1
j−1 +

1
dt

ωn+1
j +

[
ln+1
j

4dx

(
fn+1

j + ωn
j+1

)
+

1
dt

]
ωn+1

j+1

=
1
dt

ωn
j −

lnj fn
j

2
[D2

x(ω)]nj +
ln+1
j − lnj

4
[D2

x(ω2)]nj

(6.46)
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Figure 6.15. Comparaison entre méthodes numériques : a)solution à t = 15s b)zoom de la solution
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Figure 6.16. La condition initiale ω(x, 0)

6.5 L’équation de synchronisation

L’équation de synchronisation porte sur l’évolution de la phase totale des piétons et a une conséquence
directe sur l’évolution de la fréquence de marche. On rappelle que cette équation peut s’écrire de façon
simplifiée sous la forme suivante :

∂φ

∂t
(x, t) + v(x, t)

∂φ

∂x
(x, t) = ω(x, t) + ε sin(ψe(t)− φ(x, t)) (6.47)

ψe(t) étant la phase totale de l’oscillateur avec lequel le piéton va se synchroniser (avec un piéton ou avec
la structure). On suppose que cet oscillateur a une pulsation constante ωe, par conséquent ψe(t) = ωet. On

rappelle que la pulsation instantanée des piétons ωp(x, t) n’est autre que
dφ

dt
=

∂φ

∂t
(x, t) + v(x, t)

∂φ

∂x
(x, t).

De plus, la vitesse v(x, t) est fonction de
∂φ

∂x
(x, t) (équation (6.32)). L’équation (6.47) s’écrit alors sous la

forme :

∂φ

∂t
(x, t) +

lpas(x, t)
π

dφ

dt
(x, t)

∂φ

∂x
(x, t) = ωp(x, t) (6.48)

ωp(x, t) = ω(x, t) + ε sin(ψe(t)− φ(x, t) + α) (6.49)

α étant une constante.

La résolution numérique de l’équation de synchronisation, se fait grâce à la méthode UP2 expliquée dans
le paragraphe 6.4.1.1.
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Figure 6.17. Comparaison entre méthodes numériques : a)solution à t = 15s b) et c)zoom de la
solution

6.6 L’algorithme général

Dans ce paragraphe, on présente de façon simplifiée l’algorithme utilisé pour l’implémentation de notre
modèle.

Avant de présenter les étapes principales, nous voudrions préciser certains points qui permettent une
meilleure compréhension de l’algorithme et simplifient considérablement sa présentation.

Le programme est formé d’un fichier principal “Main”. Dans ce fichier, on fixe l’instant initial, l’instant
final et la discrétisation en espace. On détermine également les caractéristiques de la passerelle : longueur,
largeur, masse modale, amortissement modal et rigidité modale. De plus, on précise les conditions initiales :

• pour les piétons : leur densité, leur vitesse de marche, leur fréquence de marche, leur fréquence de
marche libre, et leur phase totale,

• pour la passerelle : son déplacement, sa vitesse et sa fréquence instantanée.
La fonction ode23 de MATLAB, permet de résoudre l’équation aux dérivées ordinaires de l’équation de la
dynamique de la passerelle. Elle fait appel à une fonction développée par le programmeur, qui permet de
calculer la dérivée du vecteur que l’on souhaite intégrer. Dans notre programme, cette fonction s’appelle
“deqdin”. Pour pouvoir calculer les dérivées nécessaires à la résolution, on calcule à l’intérieur de cette
routine la force latérale appliquée par les piétons sur la passerelle, leur vitesse de marche, leur densité locale
(par l’équation de conservation), et leur fréquence de marche libre (par l’équation de transport).

Le calcul de la fréquence instantanée de la passerelle et celle des piétons se font dans le fichier principal
“Main”. En effet, on demande à ode23 d’arréter l’intégration lorsque le déplacement de la passerelle passe
par 0. Ceci est possible grâce à l’option “events” de ode23. Pour mieux expliquer ceci, on se refère à la
figure 6.18. Ode23 détermine le déplacement et la vitesse de la passerelle jusqu’à obtenir un déplacement
nul, c’est-à-dire entre les instants Tn et Tn+1. Arrivé à Tn+1, l’intégration s’arrète et le programme revient
au fichier principal “Main”. On détermine alors la fréquence instantanée fs de la passerelle l’instant Tn+1

suivant l’approximation :

fs(Tn+1) =
1

2(Tn+1 − Tn)

puisqu’on suppose que Tn+1−Tn est la demi-période d’oscillations de la passerelle. La phase totale ψs(Tn+1)
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de la passerelle est donnée par :
ψs(Tn+1) = ψs(Tn) + π

On trouve également l’amplitude instantanée Ay(Tn+1) du module du déplacement de la passerelle comme
étant le maximum du module du déplacement entre les instants Tn et Tn+1.
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Figure 6.18. Représentation schématique la position des temps d’arrêt

Pour calculer la fréquence instantanée des piétons, on calcule la fréquence moyenne fsm et l’amplitude
maximale Aymax du module du déplacement de la passerelle sur les 10 dernières valeurs calculées (5 dernières
périodes), et on calcule la phase moyenne φav des piétons. Ensuite, on applique l’équation de Kuramoto

pour déterminer la fréquence angulaire instantanée
dφ

dt
des piétons. En un point xi de la passerelle, on a :

dφ

dt
(xi, Tn+1) = ω(xi, Tn+1) +

ε

2
(2πfsm)2Aymax sin(ψs(Tn)− φ(xi, Tn) +

π

2
)

+εpp sin(φav(xi, Tn)− φ(xi, Tn))
(6.50)

et on intègre avec la méthode Upwind du second ordre.

Ensuite, on appelle à nouveau la fonction ode23, avec comme instant initial Tn+1, et comme conditions
initiales les valeurs du déplacement et de la vitesse à l’instant Tn+1 telles qu’elles ont été déterminées par
l’intégration entre les instants Tn et Tn+1. Comme on l’a déjà précisé, ode23 appelle la fonction “deqdin”,
où on calcule entre autre la force des piétons. On doit donc connâıtre la phase totale des piétons à un instant
tj ∈ [Tn+1, Tn+2]. On l’approche par :

φ(xi, tj) = φ(xi, Tn+1) + (tj − Tn+1)
dφ

dt
(xi, Tn+1)

L’algorithme schématisé

On présente maintenant les étapes principales de l’algorithme utilisé.

1. fixer l’instant initial T0

2. fixer l’instant final Tf

3. préciser les caractéristiques de la passerelle

4. poser les conditions initales :
• densité initiale des piétons ηinit
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• vitesse initiale des piétons vinit

• phase initiale des piétons φ0

• fréquence angulaire initiale des piétons
dφ0

dt• fréquence angulaire de marche libre ω

• déplacement initial de la passerelle u0

• vitesse initiale de la passerelle v0

• fréquence initiale de la passerelle fs0

5. initialiser les vecteurs de résultats de la résolution :
• tout = 0 (vecteur temps global)
• teout = 0 (vecteur temps pour récupérer les temps d’arrêt)
• yout (vide, vecteur pour la récupération des résultats de l’intégration par ode23)
• yeout (vide, vecteur pour la récupération des résultats de l’intégration par ode23 lors de l’arrêt)

6. préciser les conditions initiales et les options de ode23
• tstart = T0, tfinal = Tf , tspan = [tstart, tfinal]
• ystart = [u0, v0]
• i = 1 (compteur des demi-périodes)
• options=odeset(‘Events’,@events,‘InitialStep’,0.0415,‘MaxStep’,0.0650)

7. résoudre le système d’équation :
WHILE tstart < tfinal

• appel de la fonction ode23 :
[t, y, te, ye, ie]=ode23(@deqdin,tspan,ystart,options,i)

• Concaténer les résultats :
– nt =longueur de t

– tout = [tout; t(2 : nt)]
– yout = [yout; y(2 : nt)]
– teout = [teout; te]
– yeout = [yeout; ye]
– ieout = [ieout; ie]

• calculer la fréquence instantanée de la passerelle, sa phase totale, la fréquence instantanée des
piétons et leur phase totale

• tstart = t(nt)
• i = i + 1
END

6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les méthodes numériques utilisées pour la résolution des équations
du modèle présenté au chapitre 4. Pour l’équation de la dynamique, on utilise l’algoithme ode23 proposé par
Matlab. Pour l’équation de transport, on utilise une méthode basée sur la méthode CKINO introduite dans ce
chapitre. Le schéma numérique pour la conservation de la masse est donné par l’équation (6.31). L’équation
de transport pour la fréquence de marche libre des piétons est résolue grâce au schéma présenté dans (6.46)
fondé sur la méthode CKNNO également présentée dans ce chapitre. L’équation de synchronisation de
Kuramoto est résolue avec la méthode Upwind d’ordre 2. Dans la dernière section de ce chapitre, nous avons
présenté l’algorithme général permettant la résolution du modèle complet.
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Chapitre 7

Résultats

CE CHAPITRE a pour objectif de :

? déterminer les paramètres du modèle du chapitre 4

? vérifier la correspondance entre les résultats analytiques et le modèle numérique

? appliquer le modèle à la passerelle du Millennium et à la passerelle Simone de Beauvoir
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7.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente les résultats obtenus grâce au modèle présenté dans le chapitre 4, et on
compare les résultats analytiques, numériques, expérimentaux, et ceux obtenus grâce aux modèles développés
dans la littérature. On commence par le cas de la passerelle du Millennium. L’étude réalisée sur cette
passerelle permet la détermination du paramètre ε utilisé dans le modèle proposé dans cette thèse (chapitre
4). Grâce à ce paramètre, on peut déterminer analytiquement le nombre critique Nc de piétons dans le cas
particulier présenté au chapitre 5 pour différentes distributions gaussiennes de la fréquence de marche libre.
De plus, dans le cas où la moyenne de la fréquence de la force latérale des piétons est la fréquence modale du
système piétons-structure, on peut calculer analytiquement l’amplitude de déplacement post-critique de la
passerelle à l’état stationnaire. Pour les cas plus compliqués, qu’on ne peut pas gérer analytiquement pour
l’instant, des simulations numériques dans lesquelles on utilise la même valeur de ε déjà déterminée peuvent
être réalisées. Plusieurs situations sont étudiées pour la passerelle du Millennium et une comparaison avec
les résultats expérimentaux et les résultats obtenus par d’autres modèles est présentée. Dans le dernier
paragraphe, on applique les résultats à la passerelle Simone de Beauvoir (chapitre 2), et on détermine le
nombre critique et les amplitudes de déplacement prévus par notre modèle.

7.2 Choix des valeurs des différents paramètres

Dans ce paragraphe, nous précisons le choix des paramètres que nous utilisons pour l’application de notre
modèle : m1p, G, l0, ηc, ηmax, amin, amax, µω et σω. La valeur de ε sera déterminée dans le paragraphe
7.3.2.

Valeur de m1p

m1p est la masse moyenne d’un piéton. Elle varie dans la littérature entre 70kg et 80kg. On choisit pour
notre modèle une valeur intermédiaire qui est

m1p = 75kg (7.1)

Valeur de G

G est la valeur de l’amplitude du premier harmonique de la force latérale engendrée par un piéton sur
un plancher rigide. Dans la littérature (voir chapitre 1, tableau 1.3), différentes valeurs ont été proposées. G

est de l’ordre de 29− 30N d’après [6, 26], 35N d’après l’AFGC [61], mais la valeur utilisée dans [62] est de
25N . En prenant en compte ces valeurs et les résultats que nous avons obtenus expérimentalement (chapitre
2), nous retenons :

G = 35N (7.2)

Valeurs de l0

l0 est la longueur de pas moyenne d’un piéton dans le cas d’une marche normale. On retient la valeur [89] :

l0 = 0, 71m (7.3)

Valeurs de ηc et ηmax

ηc et ηmax sont les densités qui caractérisent la dépendance entre la longueur de pas des piétons et leur
densité. ηc est la densité critique à partir de laquelle les piétons commencent à interagir entre eux, et ηmax

est la densité à partir de laquelle ils n’arrivent plus avancer. On retient les valeurs suivantes [26,40] :

ηc = 0, 3p/m2

ηmax = 1, 8p/m2 (7.4)
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Valeurs de amin et amax

amin est l’accélération de la structure à partir de laquelle les piétons ressentent les oscillations latérales,
et amax est l’accélération à partir de laquelle ils n’arrivent plus à avancer. Les valeurs retenues pour notre
modèle sont [25,36] :

amin = 0, 1m/s2

amax = 1, 35m/s2 (7.5)

Valeurs de µω et σω

Dans le cas d’une marche libre, plusieurs études ont permis de déterminer l’écart-type σf et/ou la
moyenne µf de la marche d’un piéton (chapitre 1). Ces valeurs sont de µf = 1Hz et σf = 0, 0865Hz

pour [1] et de µf = 0, 9350Hz et σf = 0, 0930Hz pour [89]. Dans le cas d’une marche libre, on adopte les
valeurs suivantes :

µf = 0, 9350Hz

σf = 0, 0930Hz
(7.6)

parce qu’elles sont plus proches des valeurs obtenues lorsque nous avons étudié la force latérale engendrée
par un piéton sur un plancher rigide au chapitre 2, et dans [79]. Dans le cas où on demande aux piétons de
marcher à une fréquence donnée fd, la nouvelle valeur moyenne devient :

µf = fd (7.7)

Or si une variable aléatoire X suit une distribution gaussienne de moyenne µX et d’écart-type σX , la variable
aléatoire

Y = aX + b

suit une loi gaussienne de moyenne µY et d’écart-type σY qui vérifient

µY = aµX + b

σY = |a|σX
(7.8)

Ainsi, grâce à ces formules, on peut se ramener au nouvel écart-type. Si on a une moyenne µf et on veut
passer à une moyenne µ̃f , on peut supposer qu’on a µ̃f = aµf et le nouvel écart-type σ̃f peut s’écrire

σ̃f =
µ̃f

µf
σf (7.9)

ou bien on peut supposer qu’il s’agit d’une translation. Dans ce cas

σ̃f = σf (7.10)

Cependant, dans ce chapitre, on a choisi d’utiliser la formule (7.9), parce que nous avons voulu que le
coefficient de variation

σf

µf

soit conservé. Dans le paragraphe 7.3, nous considérons la travée Nord de la passerelle du Millennium où
plusieurs essais ont été réalisés [8,21]. La fréquence du premier mode propre de cette travée est de 1, 03Hz.
Pour étudier le cas où les piétons traversent la travée avec une fréquence moyenne de 1, 03Hz, nous avons
utilisé les formules proposées par les équations (7.9) afin de ramener les valeurs de σf vues dans la littérature
vers leurs valeurs correspondantes pour cette fréquence. Ensuite, nous avons fait une moyenne pondérée. La
raison pour laquelle cette démarche a été adoptée dans ce cas est due au fait que ces essais permettent la
détermination du paramètre ε dans le paragraphe 7.3.2, et que nous avons préféré moyenner les valeurs de
σf pour avoir une meilleure estimation.

On note que le cas le plus critique est lorsque la fréquence des piétons est centrée sur la fréquence modale
du système piétons-structure.
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Figure 7.1. La travée centrale de la passerelle du Millennium à Londres

On rappelle que si la fréquence des piétons suit une loi normale de moyenne µf et d’écart-type σf , la
fréquence angulaire ω des piétons suit une loi normale de moyenne µω et d’écart-type σω qui vérifient :

µω = 2πµf

σω = 2πσf

7.3 Application à la passerelle du Millennium

7.3.1 Description et caractéristiques de la passerelle

La passerelle du Millennium (figure 7.1) est formée de trois travées, la travée Nord (TN), la travée
centrale (TC) et la travée Sud (TS). Les dimensions et les différentes caractéristiques modales de la passerelle
sont données dans le tableau 7.1. Dans ce tableau, les numéros placés à côté de l’abréviation du nom de la
travée correspondent au numéro du mode considéré.
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TN1 TC1 TC2 TS1
Longueur [m] 81 144 144 108
Largeur [m] 4 4 4 4

Fréquence modale analytique [Hz] 1 0,49 0,94 0,8
Fréquence modale mesurée [Hz] 1, 03 0,48 0,95 0,8

Masse modale analytique [kg × 103] 113 144 150 181
Masse modale mesurée [kg × 103] non disponible 128-130 145-148 160

Rigidité modale mesurée [kg/s2 × 103] 4730 1160-1180 5170-5270 4040
Amortissement modal mesuré [kg/s× 103] 8,78-11,7 5,91-6 10,4-14,1 9,65-12,9

Taux d’amortissement modal[%] 0,6-0,8 0,765 0,6-0,8 0,6-0,8

Tableau 7.1. Caractéristiques des travées de la passerelle du Millennium à Londres [8], [7]

7.3.2 Détermination de la valeur de ε

Les essais réalisés par Arup sur la TN de la passerelle du Millennium ont permis de déterminer le
nombre critique pour cette travée : Nc = 166. Or on a vu au chapitre 5 que l’équation (5.82) fournit une
relation entre les différents paramètres du modèle. Comme on connâıt les paramètres de la TN (tableau
7.1), si on connait µω, σω et G, la seule inconnue qui reste dans l’équation est ε. Dans le cas des essais sur
le Millennium, on suppose qu’on a demandé aux piétons de marcher à la fréquence de la passerelle. Donc
µf = 1, 03Hz et µω = 2π ∗ 1, 03rad/s (voir tableau 7.1). Au moment où cette thèse est rédigée nous n’avons
pas d’informations précises concernant cette hypothèse.

Dans le tableau 7.2, on ramène les valeurs de σf de la littérature vers les valeurs qui correpondent à une
fréquence moyenne de µf = 1, 03Hz grâce aux formules de conversion (7.8).

marche libre marche rythmée à 1, 03Hz

équation (7.10)
Références Nombre de piétons µf σf µf σf

[1] 505 1Hz 0, 0865Hz 1, 03Hz 0, 0891Hz

[14] 939 0, 9350Hz 0, 0930Hz 1, 03Hz 0, 1024Hz

Moyenne 1, 03Hz 0, 0977Hz

Tableau 7.2. Valeurs des fréquences moyennes et des écart-types dans le cas des essais sur la TN

La moyenne pondérée des valeurs de σf du tableau 7.2 en fonction du nombre de piétons est calculée
selon l’expression :

939 ∗ 0, 1024 + 505 ∗ 0, 0891
505 + 393

= 0, 0977

La valeur adoptée pour σf dans ce cas est 0, 0940Hz qui est inférieure à la moyenne pour prendre en compte
le fait que la marche est rythmée et non pas libre. Donc

σf ' 0, 094Hz (7.11)

On sait que dans le cas de la TN du Millennium, le nombre critique est Nc = 166. La résolution de
l’équation (5.82), permet de trouver le paramètre ε à utiliser dans le modèle proposé dans le chapitre 4. Dans
le tableau 7.3, on récapitule les valeurs obtenues pour ε suivant les différentes valeurs de σf et les différentes
valeurs de G possibles. On considère également la valeur σf = 0, 0940Hz. Pour trouver les valeurs de ε, on
suppose que les piétons sont uniformément répartis sur la TN dont la forme modale est sinusöıdale, donc

η(x, t) est constante et n =
1
2
.
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PPPPPPPPPσf [Hz]
G[N ]

25 30 35

0, 0891 1, 5759 1, 3132 1, 1256
0, 0940 1, 6546 1, 3789 1, 1819
0, 1024 1, 7906 1, 4922 1, 279

Tableau 7.3. Les différentes valeurs de ε[s/m]

D’après les valeurs des paramètres préalablement choisis, on obtient :

ε = 1, 1819s/m (7.12)

7.3.3 Comparaison de résultats sur la TN

Dans cette partie, on présente les résultats obtenus sur la TN.

Plusieurs types de résultats sont présentés. On commence par la détermination du nombre critique de
piétons dans différents cas et les comparaisons avec d’autres modèles, puis on passe à l’étude des ampli-
tudes d’oscillations post-critiques de la TN. Des comparaisons entre les résultats analytiques et les résultats
numériques sont d’abord présentées, puis des comparaisons avec les amplitudes trouvées par d’autres modèles
sont réalisées. Des cas non trâıtés dans la littérature et où on n’a pas développé de solutions analytiques
sont également étudiés et les différences avec les situations précédentes sont discutées. De plus on montre
l’évolution de la fréquence des piétons dans les cas synchronisés et non synchronisés et on met en évidence
la relation qui existe entre la force latérale totale engendrée par les piétons et la vitesse de déplacement de
la passerelle après synchronisation.

7.3.3.1 Comparaison entre les nombres critiques obtenus par différents modèles

Les essais réalisés sur la TN ont montré que lorsque la fréquence moyenne des piétons est égale à la
fréquence modale de la structure seule (1, 03Hz), le nombre critique de piétons à partir duquel la synchroni-
sation risque de se déclencher, est Nc = 166 piétons. Dans ce paragraphe, on compare les nombres critiques
obtenus par les différents modèles trouvés dans la littérature et notre modèle. Dans le tableau 7.4, on rap-
pelle les différentes formules qui permettent l’estimation de Nc, avec les valeurs des paramètres utilisés et
enfin le nombre critique trouvé. Dans ce tableau, on note par ωTN = 2π ∗ 1, 03rad/s la fréquence modale
de la TN seule. Vu l’approche que nous avons utilisée pour la détermination de ε dans notre modèle, nous
trouvons Nc = 166 piétons ce qui n’est pas le cas des autres modèles.

Ce nombre critique a été déterminé lorsque la fréquence moyenne des piétons est égale à la fréquence
modale de la TN seule. Cependant le cas le plus “dangereux” est celui où les piétons ont une fréquence
moyenne égale à la fréquence modale du système TN+piétons. La résolution de l’équation (5.82) permet de
déterminer le nombre critique Ñc dans ce cas. Avec les paramètres choisis, on obtient

Ñc ≈ 154 piétons (7.13)

Dans le cas d’une marche libre, ce nombre critique est évidemment plus élevé :

Ñc ≈ 200 piétons (7.14)

7.3.3.2 Résultats obtenus sur la travée Nord de la passerelle du Millennium (TN) et
comparaisons

Dans cette partie, on compare les amplitudes post-critiques obtenues numériquement et analytiquement,
de sorte à valider le modèle numérique sur un cas simple, puis on compare les amplitudes obtenues par notre
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Référence Formule Paramètres Nc

[8, 21]
4ξMωTN

κ
κ = 300Ns/m 73

[58,59]
7, 5ξmbL

m1p
mb masse modale de la TN par unité de longueur 181

m1p = 70kg

mb masse modale de la TN par unité de longueur
m1p = 70kg

[56, 60]
(1 + α̃2)

2
mbL

m1pω2
rD

α̃ = 1 144

ωr =
ω

ωTN
' 1

D =
[
(1 + ω2

r )
2 + (2ξωr)2

]−1/2

ωTN = 2πrad/s

[62]
8
√

2ξMωTNτg0σ̃

G
√

π
g0 = 0, 3m/s2 70

τ = 1, 9s

σ̃ = 0, 09

ε̃ = 16m−1s−1

[7, 54]
8ξKσω

G
√

2πε̃
G = 30N 149

σω = 0, 63rad/s

Notre modèle résolution de (5.82) voir les paragraphes précédents 166

Tableau 7.4. Comparaison entre les valeurs du nombre critique Nc pour la TN trouvée par
différents modèles de la littérature et par notre modèle

modèle et celles obtenues par certains modèles de la littérature. Des comparaisons entre différentes situations
sont également présentées. Dans cette partie nous allons considérer quatre cas. Nous commençons par les
présenter brièvement, puis on présente pour chaque cas les résultats obtenus.

On considère d’abord un cas qui permet une comparaison “efficace” des résultats analytiques et numériques :
la densité des piétons est constante en temps et en espace, leur fréquence de marche libre est constante en
temps, variable en espace, elle suit une loi de distribution gaussienne centrée sur la fréquence modale du
système “passerelle-piétons”. Dans ce cas particulier, on a considéré un écart-type constant σf = 0, 094Hz.
On commence par déterminer le nombre critique de piétons pour cette situation. Une comparaison entre
les résultats analytiques et numériques permet de valider le modèle numérique que nous avons implémenté.
Un cas pré-critique (N < Nc) et un cas post-critique (N > Nc) sont également comparés. Dans le cas
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pré-critique, on met en évidence l’absence de synchronisation et la faible amplitude des oscillations de la
passerelle. Dans le cas post-critique, on illustre le phénomène de synchronisation et ses conséquences sur
l’amplitude du déplacement, la fréquence des piétons et de la passerelle et la relation entre la force latérale
des piétons et la vitesse d’oscillations de la TN.

Cependant, on a supposé dans les paragraphes précédents, que la valeur de σf change lorsque la valeur
moyenne µf change. Or on veut étudier le cas le plus critique où µf est la fréquence modale du système.
Mais on sait que lorsque le nombre de piétons change, la masse modale du système change et par conséquent
la fréquence modale est modifiée. Il faut donc prendre en compte les modifications qui surviennent sur σf et
ne pas le choisir constant pour tous les nombres de piétons. Pour ce cas, on présente les amplitudes trouvées
analytiquement pour différents nombre de piétons.

On étudie ensuite un cas plus complexe qui permet une comparaison entre les résultats obtenus numériquement
par notre modèle et ceux obtenus par [7] : la densité des piétons est constante en temps et en espace, leur
fréquence de marche libre est constante en temps, variable en espace, elle suit une loi de distribution gaus-
sienne centrée sur la fréquence modale de la passerelle seule (cas qui correpond à notre avis aux essais réalisés
sur la TN par ARUP). Dans les deux cas précédents, les piétons sont supposés uniformément répartis sur
la passerelle et donc la densité est constante.

Enfin, dans le dernier cas, des simulations où la densité des piétons évolue elle aussi en fonction des
oscillations de la passerelle sont présentées (la deuxième équation de (4.1) est utilisée et l’évolution de la
longueur de pas en fonction de la densité et des oscillations de la passerelle est prise en compte (équation
(??))).

Les caractéristiques des différents cas étudiés sont regroupées dans le tableau 7.5.

η(x, t) ω(x, t) µω σω

Cas 1 constante ω(x) µω = ω0 σω = 2π(0, 094)rad/s

constante en temps

Cas 2 constante ω(x) µω = ω0 σω =
0, 094
1, 03

µω

constante en temps

Cas 3 constante ω(x) µω = 2π(1, 03)Hz σω = 2π(0, 094)rad/s

constante en temps

Cas 4 η(x, 0) = 0 ω(x) µω = 2π(1, 03)Hz σω = 2π(0, 094)rad/s

η(0, t) = 1p/m2 constante en temps

Tableau 7.5. Récapitulatif des caractéristiques des cas étudiés pour la TN

Cas 1 : la densité de piétons est constante en temps et en espace sur la passerelle et
leur fréquence de marche libre est constante en temps, elle suit une loi gaussienne
centrée sur la fréquence modale du système “TN-piétons” :

Dans ce paragraphe, on considère les hypothèses suivantes :
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• Un nombre constant N de piétons uniformément répartis sur la TN, marchent sur la travée. Leur
densité η(x, t) est donc constante en temps et en espace :

η(x, t) =
N

L`
(7.15)

où on rappelle que L est la longueur de la TN, et ` sa largeur supposée constante.
• La fréquence de marche libre des piétons n’évolue pas en temps :

ω(x, t) = ω(x, 0) ∀x ∈ [0, L], t > 0 (7.16)

• ω(x, 0) suit une loi gaussienne de moyenne égale à la fréquence modale du système piétons-TN :

µω = ω0 (7.17)

et d’écart-type σω = 2 ∗ π ∗ 0, 094rad/s

Le cas considéré est le plus critique pour la passerelle. Pour un nombre donné N de piétons, uniformément
répartis sur la TN, les amplitudes d’oscillations de la passerelle sont les plus élevées lorsque leur fréquence
de marche libre est centrée sur la fréquence modale du système. Le nombre critique de piétons obtenu par
notre modèle analytique pour ce cas est Nc = 159.

On compare ensuite les amplitudes trouvées analytiquement grâce à l’équation implicite (5.95), et les
amplitudes trouvées numériquement. Pour les résultats numériques, on a considéré les nombres de piétons
suivants : N = 150, 166, 190, 220, 260, 300 et 320. Comme la fréquence de marche libre suit une loi
gaussienne, on a décidé de considérer différents “tirages” de la fréquence pour chaque nombre de piétons
étudié. Cinq tirages différents pour la fréquence ont ainsi été étudiés numériquement. A chaque tirage de la
fréquence, on associe un tirage de la phase initiale des piétons. Les fréquences de marche libre et les phases
initiales ont été “corrigées” de sorte que les conditions de la surface invariante S0 introduite dans le chapitre
5 soient vérifiées.

Pour chaque nombre de piétons et pour chaque distribution de fréquence et de phase, on a fait la moyenne
de l’amplitude de déplacement de la passerelle et la fréquence de ses oscillations sur les dernières 150s de la
simulation numérique (dans les cas où on a synchronisation, on a vérifié que la totalité des 150s correspond
à l’état stationnaire). Puis nous avons selectionné pour chaque N > Nc les simulations où la synchronisation
a été atteinte, et nous avons fait une moyenne de l’amplitude stationnaire sur ces différents essais. Ceci nous
a permis d’avoir pour chaque nombre de piétons l’amplitude moyenne qu’on peut atteindre dans le cas où
la synchronisation a lieu.

D’après les différentes simulations réalisées, on remarque que lorsque N ≥ Nc, la synchronisation n’a
pas lieu pour toutes les distributions de fréquence. La probablilité de synchronisation lorsque N − Nc est
petit, est faible et augmente lorsque N − Nc augmente (simulations faites jusqu’à 1000s si aucun début
de synchronisation n’a été observé) (tableau 7.6). De plus, lorsqu’il y a synchronisation, la moyenne de
la fréquence commune des piétons et de la TN est égale à la fréquence modale du système piétons-TN,
conformément aux prévisions du chapitre 5 (voir tableau 7.7). On remarque également que pour un même
nombre de piétons, lorsque la synchronisation est déclenchée l’amplitude des oscillations à l’état stationnaire
est à peu près la même pour les différentes fréquences étudiées. Elle est également très proche de l’amplitude
trouvée analytiquement (figure 7.2 et tableau 7.8). Le seul cas où l’erreur entre l’amplitude analytique et
l’amplitude numérique est élevée, est lorsque le nombre de piétons est égal à 175. Une explication possible
pour cette différence est que le nombre de fois où la synchronisation s’est déclenchée (une fois sur cinq essais)
est très faible pour avoir des estimations correctes de l’amplitude. On peut voir aussi, d’après les courbes
des amplitudes numérique et théorique (figure 7.2), que le nombre critique pour ce cas est effectivement de
159 piétons.
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Nombre de piétons Nombre d’essais Nombre d’essais Probabilité de
effectués synchronisés synchronisation [%]

150 5 0 0
166 5 1 20
175 5 1 20
190 5 2 40
220 5 3 60
260 5 5 100
300 5 5 100
320 5 5 100

Tableau 7.6. La probabilité de synchronisation lorsque N ≥ Nc sur la TN lorsque la fréquence
moyenne des piétons est la fréquence modale du système piétons+TN

Nombre de piétons Fréquence de synchronisation Fréquence de synchronisation Erreur [%]
numérique [Hz] analytique [Hz]

166 1, 0026 1, 0025 0, 01
175 1, 0012 1, 0010 0, 02
190 0, 9988 0, 9987 0, 01
220 0, 9942 0, 9940 0, 02
260 0, 9881 0, 9880 0, 01
300 0, 9821 0, 9820 0, 01
320 0, 9792 0, 9790 0, 02

Tableau 7.7. Comparaison entre les fréquences de synchronisation pour la TN trouvées analyti-
quement et les fréquences de synchronisation trouvées numériquement

Nombre de piétons Amplitude de déplacement Amplitude de déplacement Erreur [%]
numérique [m] analytique [m]

166 0, 0182 0, 0171 6, 4
175 0, 0319 0, 026 22, 7
190 0, 0386 0, 0365 5, 8
220 0, 051867 0, 0525 1, 2
260 0, 06712 0, 07 4, 3
300 0, 08132 0, 0858 5, 5
320 0, 08838 0, 0935 5, 8

Tableau 7.8. Comparaison entre les amplitudes de déplacement post-critique de la TN
trouvées analytiquement et les amplitudes de déplacement post-critique trouvées
numériquement

Dans la figure 7.3, on compare pour une même distribution de fréquence un cas pré-critique à gauche
de la figure (N = 150 < Nc) et un cas post-critique à droite (N = 220 > Nc). Les deux graphiques du haut
présentent le déplacement de la TN à mi-travée. Il est immédiat que dans le cas pré-critique, on n’atteint pas
un état stationnaire et les amplitudes d’oscillations sont très faibles. Par contre, dans le cas post-critique, le
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Figure 7.2. Comparaison entre l’amplitude de déplacement de la TN trouvée analytiquement et
l’amplitude de déplacement trouvée numériquement lorsque la fréquence moyenne des
piétons est la fréquence modale du système piétons-TN

déplacement atteint un état stationnaire et son amplitude a une valeur assez élevée. Les graphiques du bas,
présentent la fréquence instantanée d’oscillation de la TN en courbe rouge et la fréquence instantanée des
piétons à mi-travée en courbe bleu. Il est manifeste que dans le cas pré-critique (à gauche) les deux courbes
sont distinctes, il n’y a donc pas de synchronisation, alors que dans le cas post-critique (à droite), à partir
d’un certain instant, ces courbes deviennent quasiment superposées à cause de la synchronisation (voir aussi
figure 7.4). La représentation en temps et en espace de l’évolution de la fréquence dans les deux cas est donnée
dans la figure 7.5. Dans le cas pré-critique, on remarque que la fréquence des piétons est constante en temps.
Le graphique dans le cas post-critique permet de voir l’effet de la forme modale sur la synchronisation. En
effet, on remarque un “applatissement” de la fréquence à mi-travée dû à la synchronisation qui a pour effet
de faire converger les fréquences des piétons vers la fréquence de la structure, alors que sur les extrémités
de la travée, la fréquence initiale des piétons est quasiment conservée tout le temps.

Dans la figure 7.6, on note que lorsque l’état stationnaire est atteint, la force engendrée par les piétons
et la vitesse de déplacement de la TN sont en phase.

Cas 2 : la densité de piétons est constante en temps et en espace sur la passerelle et leur
fréquence de marche libre est constante en temps, elle suit une loi gaussienne centrée
sur la fréquence modale du système TN-piétons avec un écart-type non constant.

Dans ce paragraphe, on considère les hypothèses suivantes :
• Un nombre constant N de piétons uniformément répartis sur la TN marchent sur la travée. Leur

densité η(x, t) est donc constante en temps et en espace :

η(x, t) =
N

L`
(7.18)

où on rappelle que L est la longueur de la TN, et ` sa largeur supposée constante.
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Figure 7.3. Comparaison entre l’état pré-critique avec 150 piétons uniformément répartis sur la
TN (à gauche) et l’état post-critique avec 220 piétons (à droite) lorsque la fréquence
moyenne des piétons est la fréquence modale du système piétons-TN : les figures
(a) et (b) représentent le déplacement de la TN à mi-travée, et les figures (c) et (d)
montrent la fréquence instantanée de la TN (courbe rouge) et la fréquence instantanée
des piétons à mi-travée

• La fréquence de marche libre des piétons n’évolue pas en temps :

ω(x, t) = ω(x, 0) ∀x ∈ [0, L], t > 0 (7.19)

• ω(x, 0) suit une loi gaussienne de moyenne égale à la fréquence modale du système piétons-TN :

µω = ω0 (7.20)

et d’écart-type σω =
0, 094
1, 03

µω

Dans la figure 7.7, on trace l’amplitude de déplacement de la passerelle trouvée analytiquement. On rappelle
que le nombre critique trouvé analytiquement dans ce cas est de 154 piétons, ce qui est en concordance avec
la courbe tracée dans cette figure.

Cas 3 : la densité de piétons est constante en temps et en espace sur la passerelle et
leur fréquence de marche libre est constante en temps, elle suit une loi gaussienne
centrée sur la fréquence modale de la TN seule.

Dans ce paragraphe, les hypothèses suivantes sont adoptées :
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Figure 7.4. Zoom sur la fréquence instantanée de la TN (courbe rouge) et la fréquence instantanée
des piétons à mi-travée (courbe bleu) pour 220 piétons après synchronisation lorsque
la fréquence moyenne des piétons est la fréquence modale du système piétons-TN

(a) (b)

Figure 7.5. Evolution en temps et en espace de la fréquence instantanée des piétons lorsque
leur fréquence moyenne est la fréquence modale du système piétons-TN (a) pour
150 piétons sur la TN, (b) pour 220 piétons sur la TN

• Un nombre constant N de piétons uniformément répartis sur la TN marchent sur la travée. Leur
densité η(x, t) est donc constante en temps et en espace :

η(x, t) =
N

L`
(7.21)

où on rappelle que L est la longueur de la TN, et ` sa largeur supposée constante.
• La fréquence de marche libre des piétons n’évolue pas en temps :

ω(x, t) = ω(x, 0) ∀x ∈ [0, L], t > 0 (7.22)
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Figure 7.6. La force latérale modale des piétons (courbe bleue) et la vitesse modale de la TN à
mi-travée (courbe rouge) après synchronisation pour 220 piétons lorsque la fréquence
moyenne des piétons est la fréquence modale du système piétons-TN

• ω(x, 0) suit une loi gaussienne de moyenne égale à la fréquence modale de la TN seule :

µω = 2π ∗ 1, 03rad/s (7.23)

et d’écart-type σomega = 2 ∗ pi ∗ 0, 094rad/s

Ce cas correspond à priori aux essais réalisés sur la TN par ARUP et aux travaux présentés dans [7,54,62].
Dans le cadre de cette étude, les nombres de piétons considérés sont N = 150, 166, 190, 220 et 300 piétons.
Plusieurs “tirages” pour la fréquence de marche libre sont également considérés (allant de 10 à 15 selon le
nombre de piétons considéré), et on a adopté la même procédure de moyennisation que dans le paragraphe
précédent.

Comme précédemment, on remarque que la synchronisation est systématique pour les nombres de piétons
élevés, ce qui n’est pas le cas lorsque N est proche de Nc (tableau 7.9). De plus, après le déclenchement de
la synchronisation, à l’état stationnaire, la force latérale des piétons et la vitesse de déplacement de la TN
sont en phase comme on l’a vu dans le paragraphe précédent.

Nombre de piétons Nombre d’essais Nombre d’essais Probabilité de
effectués synchronisés synchronisation [%]

150 10 0 0
166 15 1 6, 7
175 13 2 15, 4
190 10 3 30
220 10 8 80
300 10 10 100

Tableau 7.9. La probabilité de synchronisation lorsque N ≥ Nc sur la TN lorsque la fréquence
des piétons est centrée sur la fréquence modale de la TN



180 Résultats

0 50 100 150 200 250 300
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

Nombre de piétons

A
m

pl
itu

de
 d

e 
dé

pl
ac

em
en

t [
m

]

Figure 7.7. Amplitude de déplacement analytique de la TN lorsque la fréquence moyenne des
piétons est la fréquence modale du système piétons-structure et l’écart-type est va-
riable

Dans la figure 7.8, on compare le résultat analytique trouvé dans [7] et les résultats numériques obtenus
par notre modèle. Avant d’analyser les différences entre les résultats, on tient à s’attarder un peu sur
l’étude réalisée dans [7]. Dans le modèle présenté par Abrams dans sa thèse [7], l’auteur ne prend pas en
compte la masse modale des piétons dans l’équation de la dynamique. Ainsi, le cas le plus critique dans
son étude, correspond au cas où la fréquence moyenne des piétons est la fréquence modale de la TN seule
qui dans son cas est donc la fréquence modale du système. D’où les similitudes entre la formule analytique
proposée dans [7] pour la détermination de l’amplitude de déplacement post-critique de la passerelle à
l’état stationnaire, et la formule analytique que nous avons trouvée dans cette thèse dans le chapitre 5.
Cependant des discussions avec des ingénieurs ayant travaillé sur l’étude de différentes passerelles nous
ont confirmé que dans certains cas, si on néglige la masse modale des piétons devant la masse modale de
la passerelle, les résultats obtenus sont complètement erronés. D’où l’intérêt d’utiliser nos formules pour
la détermination du nombre critique de piétons, de l’amplitude de déplacement de la passerelle et de la
fréquence de synchronisation. Revenons maintenant à la figure 7.8. La courbe (trait continu) représente
les résultats obtenus dans [7], et les points représentent les résultats obtenus numériquement grâce à notre
modèle pour les différents nombres de piétons. L’amplitude du déplacement obtenu par notre modèle, est
inférieure à celle obtenue par Abrams. Ceci s’explique par deux points :

• Dans [7] la fréquence modale du système est la fréquence de la TN seule
• Dans [7] la forme modale n’a aucune influence sur la synchronisation. C’est comme si le piéton qui

est à l’extrémité de la travée ressentait les mêmes oscillations que celui qui est à mi-travée, ce qui
est contraire aux observations de Smith [33]. Le nombre de piétons synchronisés dans son modèle est
donc plus élevé, par conséquent l’amplitude de la force engendrée par les piétons aussi.

De plus, on remarque que les amplitudes de déplacement de la TN trouvées dans ce cas sont inférieures à
celles trouvées dans le cas 2. Ceci est du au fait que dans le cas 2 la fréquence moyenne des piétons est
la fréquence modale du système piétons-TN et ne l’est pas dans le cas présent. Dans les figures 7.9 à 7.11,
on illustre comme précédemment un cas pré-critique (150 piétons) et un cas post-critique (220 piétons). La
distribution de fréquences utilisée est la même que pour les figures 7.3 à 7.5. On peut remarquer que par
comparaison avec la figure 7.3, dans le cas post-critique, la synchronisation est plus longue à se déclencher.



Application à la passerelle du Millennium 181

0  50 100 150   Nc 200 250 300
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

Nombre de piétons

A
m

pl
itu

de
 d

e 
dé

pl
ac

em
en

t [
m

]

analytique Abrams
numérique Bodgi

Figure 7.8. Comparaison entre l’amplitude de déplacement de la TN trouvée analytiquement
d’après [7] et l’amplitude de déplacement trouvée numériquement lorsque la fréquence
moyenne des piétons est la fréquence modale de la passerelle seule

Dans la figure 7.10, on montre un zoom de la fréquence instantanée des piétons à mi-travée et de la fréquence
instantanée de la TN. Enfin, dans la figure 7.12, on peut voir, comme dans le cas précédent, que lorsque
l’état stationnaire est atteint, la force engendrée par les piétons et la vitesse de déplacement de la TN sont
en phase.

Cas 4 : la densité des piétons est constante à l’entrée de la passerelle, elle évolue en
temps et en espace, la fréquence des piétons suit une loi gaussienne de moyenne la
fréquence modale de la TN seule

Dans ce paragraphe l’hypothèse sur la fréquence est conservée.

A l’instant initial, la passerelle est vide :

η(x, 0) = 0 ∀x ∈ [0, L] (7.24)

La condition sur la densité en x = 0 est :

η(0, t) =
{

η0 si η(δx, 0) < ηmax

0 si η(δx, 0) ≥ ηmax
(7.25)

avec δx =
1

`ηmax
. Dans ce cas, la longueur des pas varie en fonction de la densité et des oscillations de la

passerelle. Nous avons considéré pour cette partie deux valeurs différentes de η0 et deux distributions de
fréquence libre des piétons sur la passerelle, ayant la même moyenne et le même écart-type.

La première valeur de η0 que nous avons considérée est η0 = 0, 5p/m2. Si on avait une densité constante
de 0, 5p/m2 sur toute la TN, le nombre de piétons serait de 162.

Dans la suite, on compare les résultats obtenus pour deux distributions de fréquence différentes. Pour
pouvoir les différencier, on notera FR1 et FR2 ces deux distributions.
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Figure 7.9. Comparaison entre l’état pré-critique avec 150 piétons uniformément répartis sur la
TN (à gauche) et l’état post-critique avec 220 piétons (à droite) lorsque la fréquence
moyenne des piétons est la fréquence modale de la TN seule : les figures (a) et (b)
représentent le déplacement de la TN à mi-travée, et les figures (c) et (d) montrent la
fréquence instantanée de la TN (courbe rouge) et la fréquence instantanée des piétons
à mi-travée

Dans la figure 7.13, on compare le déplacement de la TN à mi-travée pour ces deux fréquences. On
remarque que ce déplacement est très faible pour FR1 et assez élevé pour FR2, ce qui laisse présager que
le comportement des piétons diffère d’un cas à l’autre. La répartition des piétons sur la passerelle doit
donc être différente ; en effet, dans la figure 7.14, il est clair que dans le cas de FR1 (figure de gauche),
la densité est quasiment constante en temps, alors que dans le cas de FR2, la densité des piétons devient
très importante dans la première moitié de la TN. En effet, comme la TN commence à osciller, les piétons
ralentissent leur marche notamment à mi-travée où les oscillations sont les plus importantes (voir figure
7.15-(b)). Celles-ci devenant de plus en plus fortes, les piétons s’arrêtent alors de marcher, provoquant un
bouchon. On remarque que sur les derniers mètres de la passerelle, il n’y a quasiment plus de piétons. En
effet, ceux qui étaient présents ont pu sortir avant que les oscillations n’handicapent leur avancement, et les
autres piétons n’arrivent plus à avancer à cause de l’importance des oscillations. Pour les deux distributions,
le nombre de piétons devient constant (figure 7.16) : N = 160 pour FR1 et N = 280 pour FR2.

Dans la figure 7.17, on compare dans les deux cas de distributions la fréquence instantanée de la TN (en
rouge) et la fréquence instantanée des piétons à mi-travée (en bleu). Dans la figure 7.18, on trace l’évolution
de la fréquence instantanée des piétons en fonction du temps et de l’espace. On déduit de ces figures, que
les piétons sont synchronisés avec la structure pour FR2 et ne sont pas du tout influencés par cette dernière
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Figure 7.10. Zoom sur la fréquence instantanée de la passerelle (courbe rouge) et la fréquence ins-
tantanée des piétons (courbe bleue) pour 220 piétons après synchronisation lorsque
leur fréquence moyenne des piétons est la fréquence modale de la TN seule

(a) (b)

Figure 7.11. Evolution en temps et en espace de la fréquence instantanée des piétons lorsque leur
fréquence moyenne est la fréquence modale de la TN seule (a) pour 150 piétons sur
la TN, (b) pour 220 piétons sur la TN

pour FR1.

On tient à attirer l’attention du lecteur que ces deux distributions de fréquence font également partie
des distributions utilisées dans le cas 2. Dans les deux cas, pour 150 piétons uniformément répartis sur la
TN, la synchronisation ne s’est pas déclenchée. Pour 166 piétons, la synchronisation ne s’est pas déclenchée
pour FR1, alors que pour FR2 on a pu observer ce phénomène avec une amplitude stationnaire de 1, 16cm.
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Figure 7.12. La force latérale modale des piétons (courbe bleue) et la vitesse modale de la TN à
mi-travée (courbe rouge) après synchronisation pour 220 piétons lorsque la fréquence
moyenne des piétons est la fréquence modale de la TN seule

Pour 300 piétons, la synchronisation s’est déclenchée dans les deux cas, avec une amplitude de 7, 86cm pour
FR1 et 7, 88cm pour FR2. On considère maintenant le cas où η0 = 1p/m2. Si on avait une densité
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Figure 7.13. Le déplacement de la TN à mi-travée pour η0 = 0, 5p/m2 (a) pour la distribution de
fréquences FR1, (b) pour la distribution de fréquences FR2

constante de 1p/m2 sur toute la TN, le nombre de piétons serait de 324 piétons. Dans les figures 7.19 à
7.24, on remarque que pour FR2, on retrouve le même phénomène que dans le cas où η0 = 0, 5p/m2. La
différence entre les deux cas est que la synchronisation se déclenche plus rapidement dans le cas η0 = 1p/m2.
Pour la fréquence FR1, la synchronisation ne s’est pas déclenchée malgré le nombre important de piétons
sur la passerelle. Mais contrairement au cas η0 = 0, 5p/m2, la répartition des piétons sur la TN n’est pas
uniforme (ou presque). On remarque que la densité des piétons est assez élevée dans la première moitié de
la passerelle, mais elle est moins importante dans la deuxième moitié. Ceci s’explique par le fait que les
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(a) (b)

Figure 7.14. La densité des piétons sur la TN en fonction de l’espace et du temps pour η0 =
0, 5p/m2 (a) pour la distribution de fréquences FR1, (b) pour la distribution de
fréquences FR2

(a) (b)

Figure 7.15. La vitesse des piétons sur la TN en fonction de l’espace et du temps pour η0 =
0, 5p/m2 (a) pour la distribution de fréquences FR1, (b) pour la distribution de
fréquences FR2

piétons continuent à entrer sur la TN, alors que dans la deuxième moitié les piétons continuent à sortir de
la travée de manière “uniforme”, puisqu’aucune oscillation de la TN ne vient perturber l’ordre établi. Après
un certain temps, un état “stationnaire” finit par s’installer. On remarque que le nombre de piétons sur la
TN pour les fréquences FR1 et FR2 est très similaire. Rappelons que ces deux distributions, ont la même
moyenne et le même écart type. Cependant, leur distribution sur la passerelle, fait en sorte que la répartition
des piétons et leur comportement sont différents. Ceci est du au caractère aléatoire de la fréquence.

7.3.3.3 Discussion

Dans nos essais, on a pu constater que pour ces deux fréquences, lorsque les piétons sont uniformément
répartis sur la TN, la synchronisation se déclenche au moins à partir de 190 piétons sur la passerelle. On
peut voir alors l’intérêt d’étudier l’évolution du comportement des piétons sur la passerelle. Cependant,
dans les modèles rencontrés (à part celui de [15]), les auteurs négligent ce point. Evidemment, pour que
notre modèle soit “complet”, il nous faut utiliser également l’équation de transport sur la fréquence ce qui
nous permettrait de faire évoluer la fréquence et la “renouveler” lorsque de nouveaux piétons entrent sur
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Figure 7.16. Evolution du nombre de piétons sur la TN pour η0 = 0, 5p/m2 (a) pour la distribu-
tion de fréquences FR1, (b) pour la distribution de fréquences FR2
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Figure 7.17. Fréquence instantanée de la passerelle en rouge et fréquence instantanée des piétons
à mi-travée en bleu pour η0 = 0, 5p/m2 (a) pour la distribution de fréquences FR1,
(b) pour la distribution de fréquences FR2

la passerelle. Ceci fait partie des perspectives du travail que nous voudrions faire dans la suite. De plus,
on voudrait faire des comparaisons avec des valeurs expérimentales si nous pouvons obtenir des données
exploitables. On attire l’attention du lecteur, que pour le moment, les modèles trouvés dans la littérature,
s’intéressent pour la plupart à la détermination du nombre critique de piétons.

7.4 Application à la passerelle Simone de Beauvoir

Dans cette partie, on applique notre modèle à la passerelle Simone de Beauvoir à Paris. On commence
par décrire la passerelle, puis on s’intéresse à son premier mode latéral. On détermine le nombre critique de
piétons pour plusieurs cas de distribution de fréquences, puis on étudie le cas où la moyenne des fréquences
des piétons est la fréquence modale du système piétons-passerelle. Ensuite, nous présentons des résultats
numériques obtenus sur cette passerelle lorsque la densité des piétons est constante en temps et en espace.
On commence par analyser le cas d’une marche libre (µf = 0, 9350Hz et σf = 0, 0930Hz), puis le cas d’une
marche ayant comme fréquence moyenne, la fréquence modale de la passerelle seule.
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(a) (b)

Figure 7.18. Fréquence instantanée des piétons en fonction de l’espace et du temps pour η0 =
0, 5p/m2 (a) pour la distribution de fréquences FR1, (b) pour la distribution de
fréquences FR2
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Figure 7.19. Le déplacement de la TN à mi-travée pour η0 = 1p/m2 (a) pour la distribution de
fréquences FR1, (b) pour la distribution de fréquences FR2

7.4.1 Description et caractéristiques de la passerelle

La passerelle Simone de Beauvoir a été inaugurée en 2006. Elle est située dans le treizième arrondissement
de Paris. Elle traverse la Seine en une seule travée. Cette passerelle n’est pas symétrique et est constituée
de deux “étages”. Elle est formée d’une lentille centrale reliée aux deux rives par des “passerelles” latérales.
La longueur totale de Simone de Beauvoir est de 304m, sa portée principale est de 190m et la lentille est de
106m. Sa largeur est de 12m.

D’après l’analyse effectuée sur la passerelle, après l’ajout des amortisseurs, le premier mode est un mode
de vibration latérale, de fréquence 0, 561Hz et son amortissement proportionnel est de 0, 73%. La forme
modale correspondant à ce mode peut être approchée par un demi-sinus.

7.4.2 Détermination du nombre critique de piétons

Comme on peut le remarquer d’après le paragraphe consacré au Millennium, le nombre critique de
piétons change selon la moyenne et l’écart-type de la fréquence de marche des piétons. On étudie alors les
trois cas qui sont les plus susceptibles d’avoir lieu :

1. les piétons ont une marche “normale” (fréquence autour de 1Hz)
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(a) (b)

Figure 7.20. La densité des piétons sur la TN en fonction de l’espace et du temps pour η0 = 1p/m2

(a) pour la distribution de fréquences FR1, (b) pour la distribution de fréquences
FR2

(a) (b)

Figure 7.21. La vitesse des piétons sur la TN en fonction de l’espace et du temps pour η0 = 1p/m2

(a) pour la distribution de fréquences FR1, (b) pour la distribution de fréquences
FR2

2. la fréquence moyenne des piétons est égale à la fréquence modale de la passerelle seule

3. la fréquence moyenne des piétons est la fréquence modale du système piétons-structure.

Dans les différents cas que nous allons présenter, on trouve le nombre critique Nc de piétons grâce à la
résolution de l’équation (5.82).

1. On considère le cas d’une marche “normale”. La fréquence des piétons suit donc une loi normale de
moyenne µf = 0, 9350Hz et d’écart-type σf = 0, 093Hz. Il est clair que dans ce cas, la fréquence de la
passerelle, est très éloignée de la fréquence des piétons et qu’il est improbable qu’une synchronisation se
déclenche. Effectivement, dans ce cas, l’équation (5.82) n’admet aucune solution. Nous avons réalisé
une simulation numérique pour ce cas. Nous avons considéré le cas où la densité des piétons est
constante sur la passerelle et n’évolue pas en temps. Le nombre de piétons sur la travée principale est
de 5000 piétons, ce qui correspond à une densité de 2, 1930p/m2 et pourtant, comme on peut le voir
sur la figure 7.25-(a), le déplacement de la passerelle est très faible et aucune synchronisation ne s’est
déclenchée (figures 7.25-(b) et 7.26).

2. Nous considérons maintenant le cas le plus critique, où la fréquence moyenne des piétons est la
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Figure 7.22. Nombre de piétons sur la TN pour η0 = 1p/m2 (a) pour la distribution de fréquences
FR1, (b) pour la distribution de fréquences FR2
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Figure 7.23. Fréquence instantanée de la passerelle en rouge et fréquence instantanée des piétons
à mi-travée en bleu pour η0 = 1p/m2 (a) pour la distribution de fréquences FR1,
(b) pour la distribution de fréquences FR2

fréquence modale du système piétons-structure :

µf =
ω0

2π
σf =

0, 935
0, 093

µf (7.26)

Le nombre critique trouvé est :
Nc = 412 (7.27)

Il correspond à une densité de 0, 1807p/m2 sur la travée principale.

3. Dans le cas où la fréquence moyenne des piétons est égale à la fréquence modale de la passerelle seule,
on a :

µf = 0, 561Hz, σf = 0, 0558Hz (7.28)

Le nombre critique est
Nc = 423 (7.29)

Nc est assez élevé, cependant, la densité correspondante (0, 1855p/m2) est très faible, dû aux grandes
dimensions de la travée principale.
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(a) (b)

Figure 7.24. Fréquence instantanée des piétons en fonction de l’espace et du temps pour η0 =
1p/m2 (a) pour la distribution de fréquences FR1, (b) pour la distribution de
fréquences FR2
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Figure 7.25. 5000 piétons en marche “normale” sur la passerelle Simone de Beauvoir (a) le
déplacement de la passerelle à mi-travée, (b) la fréquence instantanée de la passerelle
(rouge) et la fréquence instantanée des piétons à mi-travée (bleu)

7.4.3 Amplitude d’oscillations et simulations numériques

Dans ce paragraphe, on étudie le cas où la fréquence moyenne des piétons est la fréquence modale de la
passerelle seule et celui où elle est égale à la fréquence modale du système piétons-structure. Dans les deux
cas, on suppose que la densité des piétons est constante sur la passerelle en temps et en espace.

1. Nous allons commencer par la situation la plus critique : la fréquence moyenne des piétons est la
fréquence moyenne du système piétons-passerelle. Pour ce cas, nous avons calculé analytiquement,
par la résolution de l’équation (5.95), l’amplitude du déplacement de la passerelle, pour différents
nombres de piétons. Les résultats sont montrés sous forme de courbe dans la figure 7.27.

2. Le second cas étudié est celui où la fréquence des piétons a pour moyenne la fréquence modale
de la passerelle seule. Actuellement, on n’a pas encore de solution analytique nous permettant de
déterminer l’amplitude du déplacement de la passerelle pour ce type de situations. On a donc réalisé
deux simulations numériques. Pour une même distribution de fréquence sur la passerelle, on a considéré
un cas pré-critique (200 piétons) et un cas post-critique (800 piétons). On peut voir sur les figures
7.28, 7.29 et 7.30, que comme prévu, dans le cas pré-critique, le déplacement de la passerelle est très
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Figure 7.26. Evolution de la fréquence instantanée des piétons pour 5000 piétons en marche
“normale” sur la passerelle Simone de Beauvoir

faible et le phénomène de synchronisation ne se déclenche pas. Dans le cas post-critique, on atteint
des amplitudes de déplacement très importantes, avec évidemment la présence du phénomène de
synchronisation.

7.4.4 Concernant le premier mode de la passerelle Simone de Beauvoir...

L’étude réalisée sur la passerelle Simone de Beauvoir nous indique que le premier mode ne peut pas
être excité dans le cas d’une marche “normale”. Ceci est possible si on impose une fréquence proche de la
fréquence modale de la passerelle seule ou du système passerelle-piétons. Cependant, cet acte de “vandalisme”
ne peut avoir des effets néfastes qu’en présence d’un nombre important de piétons (> 400) uniformément
répartis sur la travée principale. Une étude plus détaillée concernant le comportement de la passerelle et des
piétons lorsque l’on prend en compte l’évolution des piétons sur la passerelle sera réalisée afin de tirer des
conclusions définitives sur ce point. De plus, on souhaiterait comparer les amplitudes obtenues par notre
modèle et les vraies amplitudes de déplacement de la passerelle si les données nécessaires sont disponibles.

7.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons déterminé les différents paramètres de notre modèle. Ensuite, une comparai-
son entre le modèle numérique et des solutions analytiques a été réalisée afin de valider notre implémentation.
Puis nous avons appliqué notre modèle sur la travée Nord de la passerelle du Millennium et sur la passerelle
Simone de Beauvoir. Nous avons déterminé les nombres critiques pour chacune de ces passerelles et nous
avons présenté les résultats obtenus (numériques ou analytiques selon les cas). Comme ceci a été précisé
au cours de ce chapitre, le manque de données expérimentales ne nous a pas permis de pousser plus loin
notre étude. De plus, il serait intéressant de connâıtre l’évolution de l’écart-type de la fréquence des piétons
lorsque ceux-ci doivent marcher à une fréquence donnée. Enfin, on voudrait également lancer des simulations
dans le cas où la fréquence libre (ou souhaité) des piétons n’est pas constante en temps, afin de comparer
les résultats obtenus avec les résultats actuels.
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Figure 7.27. Amplitude de déplacement analytique de la passerelle Simone de Beauvoir lorsque la
fréquence moyenne des piétons est la fréquence modale du système piétons-structure
et l’écart-type est variable
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Figure 7.28. Déplacement de la passerelle Simone de Beauvoir à mi-travée pour une fréquence
moyenne de marche égale à la fréquence modale du système piétons-passerelle (a)
dans un cas pré-critique (200 piétons), (b) dans un cas post-critique (800 piétons)
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Figure 7.29. Comparaison entre la fréquence instantanée de la passerelle Simone de Beauvoir
(rouge) et la fréquence instantanée des piétons à mi-travée (bleu) pour une fréquence
moyenne de marche égale à la fréquence modale du système piétons-passerelle (a)
dans un cas pré-critique (200 piétons), (b) dans un cas post-critique (800 piétons)
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Figure 7.30. Evolution de la fréquence instantanée des piétons à mi-travée pour une fréquence
moyenne de marche égale à la fréquence modale du système piétons-passerelle (a)
dans un cas pré-critique (200 piétons), (b) dans un cas post-critique (800 piétons)
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Conclusions et perspectives

Au cours de cette thèse, nous nous sommes intéressés au phénomène des oscillations latérales des pas-
serelles engendrées par l’excitation piétonne. Le but de ce travail était de développer un modèle couplé
foule-structure qui permette de représenter ce phénomène en se basant sur des données physiques et
expérimentales, dans un contexte mathématique rigoureux. Ce modèle devait pouvoir simuler le comporte-
ment des piétons et de la passerelle en prenant en compte les interactions piétons-piétons et piétons-passerelle
qui régissent le couplage entre ces deux systèmes. Nous avons concentré nos efforts sur l’étude de la syn-
chronisation des piétons avec la passerelle.

La première étape de cette thèse est une étude bibliographique nécessaire au démarrage toute recherche.
Grâce à cette étude, nous avons pu collecter des informations importantes concernant la marche d’un
piéton et comment celui-ci réagit face aux oscillations de la passerelle, ou lorsque la densité des piétons
qui l’entourent est importante. De plus, nous nous sommes intéressés aux différents modèles présents dans
la littérature pour faire le point sur ce qui avait déjà été fait dans le domaine et ce qui nous restait à faire.

Ensuite nous avons étudié des données expérimentales concernant la force engendrée par un piéton sur
un plancher rigide. Cette étude a été faite en utilisant la transformée de Fourier et la série de Fourier. Elle
a abouti à la modélisation de la force engendrée par un piéton sur un plancher rigide qui nous a été très
utile par la suite. Cette partie concernant l’analyse expérimentale s’est poursuivie avec l’analyse modale de
la passerelle Simone de Beauvoir et de la passerelle réalisée en laboratoire par l’Association Française de
Génie Civil.

La troisième étape est le développement de notre modèle. Nous proposons un modèle continu couplé
foule-structure qui s’intéresse au comportement “global” de la foule et non pas à celui de chaque piéton la
constituant. Nous avons supposé que ce comportement est semblable à celui d’un fluide compressible régi
par l’équation de conservation de la masse. Le comportement de la passerelle est restreint au mode propre
dont la fréquence est proche de celle de la force latérale des piétons (dans notre cas le premier mode).
La synchronisation des piétons avec la structure est modélisée grâce à une forme continue particulière de
l’équation de Kuramoto. Dans notre modèle, nous avons également pris en compte la synchronisation entre
les piétons et l’évolution de la fréquence de marche libre des piétons en fonction du temps et de l’espace.

Dans l’étape suivante, nous avons considéré un cas particulier du modèle, que nous avons étudié ana-
lytiquement. Ce travail nous a permis de déterminer certains paramètres du modèle et de valider notre
implémentation numérique. De plus, grâce à ce travail nous pouvons déterminer le nombre critique de piétons
à partir duquel la synchronisation peut se déclencher, et estimer la fréquence de synchronisation. Dans le cas
particulier où la moyenne de la fréquence des piétons est la fréquence modale du système piétons-passerelle,
on peut calculer l’amplitude du déplacement de la passerelle après synchronisation à l’état stationnaire.

Vient ensuite l’implémentation numérique du modèle. La complexité du modèle et le couplage qui existe
entre les différentes équations ont rendu la tâche assez compliquée. Les méthodes de résolution classiques
que l’on trouve dans la littérature, induisent des erreurs numériques qui dans certaines situations peuvent
être considérées comme négligeables. Mais dans notre modèle, ces erreurs conduisent à des situations inac-
ceptables, comme par exemple une densité de piétons négative ! Nous avons donc effectué une recherche plus
approfondie dans ce domaine et développé des modèles mieux adaptés à notre étude.

Enfin, la dernière partie du travail consistait à déterminer les paramètres du modèle, vérifier que le
modèle numérique et les résultats analytiques sont concordants et appliquer ce modèle au cas de passerelles
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réelles. Ainsi, nous avons déterminé le nombre critique de piétons pour la travée Nord de la passerelle du
Millennium pour différentes situations, et comparé nos résultats avec ceux trouvés dans la littérature lorsque
ceci est possible. De plus, nous avons estimé l’amplitude du déplacement de cette travée, analytiquement
ou numériquement selon les cas. Nous avons pu constater que la concordance des résultats analytiques et
numériques est très satisfaisante. Nous avons pu vérifier qu’après synchronisation, la force latérale des piétons
et la vitesse de déplacement latéral de la passerelle sont en phase. L’étude de la passerelle du Millennium
nous a permis de mettre en évidence l’importance de la prise en compte de l’évolution de la densité des
piétons sur la passerelle. Nous avons également étudié le premier mode latéral de la passerelle Simone de
Beauvoir. Nous avons déterminé le nombre critique de piétons sur cette passerelle pour différentes situations,
et nous avons calculé l’amplitude du déplacement dans le cas où la fréquence moyenne des piétons est la
fréquence modale du système piétons-structure. Des simulations numériques ont également été réalisées.
On a pu constater que ce mode n’est pas excitable dans le cas d’une marche libre. Par contre pour mettre
la passerelle en vibration suivant ce mode, il faudrait un nombre très élevé de piétons dont la fréquence
latérale moyenne est la fréquence modale de la passerelle ou du système piétons-passerelle. Si nous avions
des données expérimentales nous permettant de déterminer les amplitudes de déplacement (ou de vitesse ou
d’accélération) obtenues expérimentalement dans les cas qui nous intéressent, nous pourrions les comparer
avec celles trouvées par notre modèle.

Notre modèle combine une étude de l’évolution des piétons sur la passerelle et une prise en compte
“physique” de leur synchronisation avec la structure, ce qui n’est pas le cas d’autres modèles trouvés dans la
littérature. Ainsi, certains modèles tiennent compte du comportement de la foule de piétons [15] mais leur
prise en compte de la synchronisation et de la vitesse de marche des piétons est qualitative. Dans d’autres
modèles où la synchronisation est modélisée par une équation de type Kuramoto [7, 54, 62], l’évolution des
piétons sur la passerelle n’est pas étudiée. De plus, dans ces derniers modèles, la masse modale des piétons
est négligée (ou oubliée ?) et l’effet de la forme modale de la passerelle n’est pas prise en compte : les piétons
ressentent les mêmes oscillations où qu’ils soient sur la passerelle et ont le même effet qu’ils soient sur un
ventre ou sur un noeud du mode considéré. De plus, notre étude analytique a permis de déterminer le
nombre critique de piétons dans plusieurs cas, alors que dans d’autres modèles ce nombre critique concerne
uniquement le cas où la fréquence moyenne des piétons est la fréquence modale du système (qui se limite
pour eux à la passerelle seule).

Il serait intéressant pour la suite d’étudier la synchronisation verticale des piétons avec la passerelle.
Ceci permet de compléter ce travail pour une meilleure analyse des modes de torsions des passerelles. On
pourrait également développer ce modèle en 2D et l’étendre pour qu’il gère des surfaces 3D pour étudier
plus finement des passerelles ayant des architectures complexes comme par exemple la passerelle Simone de
Beauvoir qui est formée de deux étages. De plus on pourrait étendre l’application de ce modèle à des stades,
des salles de concerts, etc... Enfin, dans une thèse débutant en octobre 2008 à l’UR Navier, un modèle discret
sera développé.
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Annexe A :

Les équations du chapitre 5
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Dans cet Annexe, nous présentons les détails de certains calculs du chapitre 5.

Les détails du calcul permettant d’aboutir à l’équation (5.28) :

Le terme de droite de l’équation (5.26) s’écrit :

∮
f(x, τ, T ) sin(τ + ψ(T ))dτ =

∮
< sin(θ(x, τ, T ) + τ) > sin(τ + ψ(T ))dτ

−2ba(T )
∮

cos(τ + ψ(T )) sin(τ + ψ(T ))dτ

=
∮

< sin(θ(x, τ, T ) + τ) > sin(τ + ψ(T ))dτ

=
1
2

< cos(θ(x, τ, T )− ψ(T )) >

(30)

Les détails du calcul permettant d’aboutir à l’équation (5.30) :

Le terme de droite de l’équation (5.27) s’écrit :

∮
f(x, τ, T ) cos(τ + ψ(T ))dτ =

∮
< sin(θ(x, τ, T ) + φ0 + τ) > cos(τ + ψ(T ))dτ

−2ba(T )
∮

cos(τ + ψ(T ))2dτ

= −ba(T ) +
∮

< sin(θ(x, τ, T ) + τ) > cos(τ + ψ(T ))dτ

= −ba(T )+ <

∮
sin(θ(x, τ, T ) + τ) cos(τ + ψ(T ))dτ >

= −ba(T ) +
1
2

< sin(θ(x, τ, T )− ψ(T )) >

(31)

Les détails du calcul permettant d’aboutir à l’équation (5.59) :

∮
cos(ϕ)

|Ω(x)− q − aψ1(x) sin(ϕ)|dϕ = 0 (32)

à cause des égalités suivantes :

∫ −π/2

−π

cos(ϕ)
|Ω(x)− q − aψ1(x) sin(ϕ)|dϕ =

∫ 0

−π/2

cos(ϕ)
|Ω(x)− q − aψ1(x) sin(ϕ)|dϕ

∫ π/2

0

cos(ϕ)
|Ω(x)− q − aψ1(x) sin(ϕ)|dϕ =

∫ π

π/2

cos(ϕ)
|Ω(x)− q − aψ1(x) sin(ϕ)|dϕ

(33)

Détermination du paramètre d’ordre complexe R :
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D’après l’équation (5.119) :

R =
1
N

∫ L/2

−L/2

η`ψ1

∫ ∞

−∞

∮
(

1
2π

+ ρ̃) cos(θ)g(Ω)dθdΩdx

=
1

2πN

∫ L/2

−L/2

η`ψ1

∫ ∞

−∞

∮
cos(θ)g(Ω)dθdΩdx+

1
N

∫ L/2

−L/2

η`ψ1

∫ ∞

−∞

∮
ρ̃ cos(θ)g(Ω)dθdΩdx

=
a0e

λT

2πN

∫ L/2

−L/2

η`ψ2
1

∫ ∞

−∞

∮
λ cos2(θ) + Ω cos(θ) sin(θ)

λ2 + Ω2
g(Ω)dθdΩdx

=
λa0e

λT

2πN

∫ L/2

−L/2

η`ψ2
1

∫ ∞

−∞
[
∮

cos2(θ)
λ2 + Ω2

dθ]g(Ω)dΩdx

=
λa0e

λT

2N

∫ L/2

−L/2

η`ψ2
1

∫ ∞

−∞

g(Ω)
λ2 + Ω2

dΩdx

=
a0e

λT n

2

∫ +∞

−∞

λ

λ2 + Ω2
g(Ω)dΩ

(34)
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[5] C.Seiler and S.Hüttner. A uniform model for pedestrian induced loads for different types of motion-
theory, experimental tests and practical application. Eurodyn, pages 1655–1660, 2005.

[6] A.D.Pizzimenti and R.Ricciardelli. Experimental evaluation of the dynamic lateral loading of foot-
bridges by walking pedestrians. Eurodyn, pages 435–440, 2005.

[7] D.M.Abrams. Two coupled oscillator models : the millennium bridge and the chimera state. Ph.D
dissertation - Cornell University, 2006.

[8] P.Dallard, A.J.Fitzpatrick, A.Flint, S.Le Bourva, A.Low, R.M.Ridsdill-Smith, and M.Willford. The
london millenium footbridge. The Structural Engineer, 79(22) :17–33, 2001b.
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[72] T.P. Le. Auscultation dynamique des structures à l’aide de l’analyse continue en ondelettes. PhD thesis,
Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, 2003.
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