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Résumé

L’étude des oscillations latérales des passerelles dues a I'excitation piétonne a suscité beaucoup
d’intérét dans la communauté scientifique durant les dix derniéres années. Un nombre important
de travaux a été publié : d’un coté, des essais expérimentaux sur des passerelles ont été réalisés, et
d’un autre, des modeles qui tentent de reproduire le phénomene ou du moins de cerner certaines
de ses caractéristiques ont été proposés. Tous ces modeles mettent ’accent sur le phénomene de
synchronisation entre les piétons et la passerelle, mais la plupart n’arrivent pas a s’inscrire dans
un cadre mathématique et physique rigoureux. De plus, la majorité de ces modeles néglige 1’étude
du comportement des piétons sur la passerelle : leur répartition, leur évolution, leur vitesse... bien
que celui-ci joue un role important dans le déclenchement et le maintien des oscillations.

Dans le cadre de cette these, nous proposons un modele continu foule-structure qui combine
une équation aux dérivées ordinaires modélisant les oscillations transverses de la passerelle et deux
équations aux dérivées partielles qui représentent le comportement de la foule, avec une prise en
compte rigoureuse du phénomene de synchronisation. L’approche adoptée assimile le comportement
de la foule a celui d’un fluide compressible, et le travail effectué a permis de développer une équation
eulérienne de type Kuramoto pour modéliser le phénomene de synchronisation. Un développement
analytique du modele proposé permet de déterminer certaines caractéristiques du phénomene. Un
travail numérique poussé proposant de nouvelles méthodes de résolution du systeme d’équations,
favorise I'implémentation du modele en limitant les erreurs numériques. L’application a des cas
réels comme la passerelle du Millennium a Londres ou la passerelle Solférino a Paris par exemple,
permet de comprendre et de reproduire correctement leur comportement dans différentes situations
de répartition et de marche des piétons. Les comparaisons avec les données expérimentales montrent
une trés bonne concordance entre les résultats expérimentaux et les résultats de notre modele tant
analytiques que numériques.

Mots clés : Passerelle piétonne, foule de piétons, modele continu, synchronisation.
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Notations

Dans les tableaux [1, 2 et [3, on fait le point sur les notations qui sont utilisées dans la suite
de ce document. Il est utile de préciser que l’indice p est en rapport avec le piéton, et 'indice b
avec la passerelle (bridge) ou la structure sur laquelle le piéton se déplace.

a amplitude normalisée du déplacement de la passerelle (& mi-travée)

QAmin accélération de la passerelle a partir de laquelle les piétons ressentent les oscillations
Amaz accélération de la passerelle a partir de laquelle les piétons s’arretent de marcher
b=1C_/v pourcentage d’amortissement du systeme passerelle-piétons normalisé

M,
fb_ﬂ_i My

2 T 2w K

fréquence propre de la passerelle

fi fréquence latérale du mouvement du piéton

fr fréquence longitudinale du mouvement du piéton

fm fréquence du mouvement du piéton

fo fréquence verticale du mouvement du piéton

g accélération de la pesanteur

[(x,t) longueur des pas des piétons

lip longueur de pas d’un piéton

lp=0,7lm longueur de pas moyenne pour une marche libre

mip masse d’un piéton

my masse de la passerelle par unité de longueur

q fréquence de “bloquage” normalisée du systeme passerelle-piéton
t variable de temps

te la période de contact entre le piéton et le plancher durant un pas
tne la période sans contact entre le piéton et le plancher durant un pas
u(z,t) déplacement de la passerelle

u(z,t) déplacement latéral de la passerelle

U déplacement latéral normalisée de la passerelle (& mi-travée)

UM vitesse moyenne de marche libre d’un piéton

T variable longitudinale en espace

TABLEAU 1. Les lettres minuscules
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A amplitude du déplacement de la passerelle (a mi-travée)

C amortissement modal de la passerelle

Cs fonction réductrice de la longueur de pas en fonction des oscillations de la passerelle
Cy fonction réductrice de la longueur de pas en fonction de la densité

F, force induite par un piéton

F, composante verticale de la force induite par un piéton

F composante latérale de la force induite par un piéton

Fr composante longitudinale de la force induite par un piéton

Fp force induite par un groupe ou une foule de piétons

Fo composante verticale de la force induite par un groupe ou une foule de piétons
Fi composante latérale de la force induite par un groupe ou une foule de piétons
Fr composante longitudinale de la force induite par un groupe ou une foule de piétons
G =35N amplitude de la force engendrée par un seul piéton

K rigidité modale de la passerelle

M masse modale de la passerelle

M, masse d’'un groupe ou d’une foule de piétons

My = M + M, | masse modale du systéme passerelle-foule

N nombre de piétons total sur la passerelle

N, nombre critique de piétons

P =mupg poids d’un piéton

T=n~1 variable de temps lente

T =tc+the | durée moyenne d’un pas

Tpas durée instantanée d’un pas

U déplacement de la passerelle (& mi-travée)

TABLEAU 2. Les lettres majuscules
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« parametre définissant la différence de phase entre le déplacement de la passerelle
et celui du piéton quand il y a synchronisation.

0% parametre des petites perturbations

€ parametre pour la synchronisation

¢ taux d’amortissement du systeme passerelle-piétons

n densité locale des piétons

Ne densité critique des piétons a partir de laquelle les piétons interagissent entre eux

Nmaz densité maximale des piétons a partir de laquelle les piétons s’arretent de marcher

0 =¢—wot phase totale des piétons dans le repere rotationnel

Ow écart-type de la fréquence de marche libre des piétons

oQ écart-type de la fréquence de marche libre normalisée des piétons

e moyenne de la fréquence de marche libre des piétons

7%} moyenne de la fréquence de marche libre normalisée des piétons

T = wopt variable de temps rapide

¢ phase totale des piétons

p=ql'—0 phase total des piétons dans un repere rotationnel

P =1hs — wpt phase totale de la passerelle dans le repére rotationnel

Py phase totale de la passerelle

w fréquence de marche libre des piétons

wp = Jv%, pulsation propre de la passerelle

| K
wo =1/ —
0 1,

Fréquence libre du systeme passerelle-piétons

Q- i(w/wo Y

fréquence de marche libre normalisée

C C

522\/

KM, — 2Mywy

taux d’amortissement de la passerlle

TABLEAU 3. Les lettres grecques
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Introduction générale

Elégance, légereté et sveltesse sont les maitre-mots de toute architecture moderne. Les passerelles
piétonnes ne font pas exception a cette tendance. Leurs travées sont de plus en plus élancées et les matériaux
qui les constituent de plus en plus légers. Cependant, les conséquences de ces tendances architecturales créent
certains “désagréments” du coté des ingénieurs. En effet, I’élancement des passerelles fait apparaitre des
phénomenes nouveaux ou qui avaient moins d’effets dans le passé. Rappelons I’histoire du pont de la Basse-
Chaine, pont suspendu sur la Maine & Angers : en 1850, une troupe militaire traversant le pont en ordre serré
provoqua sa rupture par résonance (oscillations verticales) et la mort de 226 soldats. Pourtant, le réglement
militaire interdisait déja de marcher au pas sur un pont, ce qui laisse a penser que ce phénomene était déja
connu pour les oscillations verticales [9]. Mais qui accordait de 'importance au phénomene d’oscillations
latérales des passerelles engendré par 'excitation piétonne avant I’an 20007 Les ingénieurs connaissaient
sans doute ce phénomene, mais 'importance qu’ils lui accordaient, n’égalait probablement pas celles qu’ils
donnaient a d’autres phénomeénes mieux connus. Cependant un évenement remarquable est venu propul-
ser ce phénomeéne au premier rang des intéréts des ingénieurs des bureaux d’études et des chercheurs en
dynamique des structures.

En juin 2000, & l'occasion du nouveau millennaire, une nouvelle passerelle est inaugurée a Londres : la
passerelle du Millennium. Vu I’événement qu’elle symbolise, cette passerelle se devait d’étre belle, élégante
et audacieuse. Beaucoup de personnes sont venues assister a l'inauguration, et il y avait méme une fan-
fare de musique qui a ouvert la marche sur la passerelle. Mais, surprise, la passerelle commence a osciller
latéralement. Ces oscillations sont tellement importantes que certaines personnes se sont cramponnées aux
rambardes. Par la suite, la passerelle a été fermée au public durant deux ans pour permettre des recherches
approfondies afin de remédier & ce probleme.

Ces recherches ont mis en évidence que le Millennium a un mode propre latéral dont la fréquence est de
lordre du Hz. Or un piéton génére par sa marche une force latérale ayant une fréquence du méme ordre.
La densité des piétons qui ont traversé la passerelle ce jour-la étant assez élevée (avec des maxima qui ont
atteint les 1,3 & 1,5 piétons par metre carré), les piétons étaient synchronisés entre eux et la force latérale
totale qu’ils ont engendrée, avait une amplitude suffisamment importante pour que la passerelle commence
a osciller. Les piétons qui ont ressenti le mouvement, ont changé leur fagon de marcher de sorte a rester en
équilibre. Ils se sont synchronisés alors avec la passerelle et donc de plus en plus entre eux. La force latérale
totale qu’ils ont générée, avait une amplitude de plus en plus importante et la passerelle a bougé de plus en
plus.

Depuis la mise en évidence de ce phénomene, plusieurs campagnes de mesures ont été lancées et beaucoup
de chercheurs ont essayé de 1’éclaircir et de le modéliser. Cependant, la plupart des modeles proposés ne
donnent pas un contexte mathématique et physique rigoureux. Le but de cette these est donc de proposer
un modele qui arrive a reproduire le phénomene observé en prenant en compte 'interaction entre les piétons
et I'interaction entre les piétons et la structure, notamment le phénomene de synchronisation.

Pour cela, le rapport de cette these est divisé en sept chapitres.

Le premier chapitre est consacré & ’étude bibliographique. Nous avons souhaité regrouper les informa-
tions les plus importantes concernant la marche d’un piéton, son comportement et celui d’une foule sur une
passerelle rigide ou souple. De plus, nous présentons brievement les modeles trouvés dans la littérature. Ce
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chapitre nous a permis d’approfondir nos connaissances sur ce phénomeéne et nous a amenés a un travail
préliminaire de modélisation.

Dans le second chapitre, nous étudions des données concernant la marche d’un piéton sur un plancher
rigide. Cette étude nous permet de modéliser la force latérale d’un piéton. Ensuite, nous analysons des
données expérimentales concernant la passerelle Simone de Beauvoir et la passerelle de laboratoire réalisée
par I’Association Frangaise de Génie Civil. Cette analyse nous permet de déterminer les fréquences modales,
les amortissements modaux et les formes modales des passerelles & partir de mesures réelles.

Dans le chapitre 3, nous introduisons différents outils théoriques utilisés dans la modélisation du phénomene
étudié. Le but de ce chapitre est de “préparer” le lecteur au modele que nous avons développé au cours de
cette these.

Un nouveau modele continu couplé foule-structure est présenté au chapitre 4. Le modeéle que nous
proposons est formé d’un couplage entre une équation aux dérivées ordinaires et trois équations aux dérivées
partielles. Il réalise une modélisation correcte du comportement de la passerelle et de la foule avec une prise
en compte rigoureuse du phénomene de synchronisation.

Dans le chapitre 5, nous réalisons une étude analytique pour un cas particulier du modele. Cette étude
nous permet d’'une part de déterminer les parametres du modele, et d’autre part de déterminer le nombre
critique de piétons qui pourrait déclencher la synchronisation, la fréquence de synchronisation et I’amplitude
de déplacement post-critique de la passerelle a 1’état stationnaire quand cela est possible.

Vu la complexité de notre modele, 'implémentation numérique elle méme est complexe, et dans certains
cas, les méthodes classiques ne permettent pas d’obtenir des résultats satisfaisants. Ceci a entrainé un travail
numérique poussé qui est présenté dans le chapitre 6.

Dans le dernier chapitre de cette these, nous commencons par fixer les valeurs des différents parametres
du modele. Puis, nous appliquons le modele a la passerelle du Millennium et & la passerelle Simone de
Beauvoir, apreés avoir vérifié la correspondance entre le modeéle numérique présenté au chapitre 6 et I’étude
analytique du chapitre 5.

Enfin nous terminons ce rapport par des conclusions illustrant le travail qui a été réalisé et des perspec-
tives qui ouvrent sur le travail de recherche qui pourrait étre poursuivi.



Chapitre 1

Etude bibliographique et
problématique générale

CE CHAPITRE a pour objectif de faire une synthése bibliographique sur les problémes suivants :
* Les caractéristiques des différents mouvements de piétons.

* Les caractéristiques des forces engendrées par les mouvements de piétons.
* La modélisation de la force engendrée par un piéton.

* L’interaction entre les piétons.

* L’interaction entre les piétons et la structure.

* La modélisation de la force engendrée par une foule.
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1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente une synthese de I’étude bibliographique réalisée au cours de cette these.
Cette étude est divisée en trois parties. La premiere partie porte sur les résultats expérimentaux des études
réalisées sur les différents types de mouvement des piétons. Les modeles développés dans la littérature sont
présentés dans la deuxieéme partie et un travail préliminaire de modélisation dans la derniere.

1.2 Etudes expérimentales liées aux mouvements des piétons

Des mesures de la force induite par des personnes sautant, marchant ou courant, ont été effectuées
par plusieurs chercheurs [10-12]. La plupart de ces essais ont été réalisés pour des forces verticales, et sur
des planchers rigides, i.e. ayant des fréquences propres élevées et étant non susceptibles de vibrer en réponse
a la force qui leur est imposée par les piétons.

1.2.1 La marche

1.2.1.1 Définition

Dans le dictionnaire [13], on trouve que marcher, c’est se déplacer, se mouvoir en mettant un pied
devant 'autre.

1.2.1.2 Observations sur la marche

Durant la marche, au moins 'un des deux pieds du piéton est en contact avec le plancher sur lequel
il est en mouvement. Dans ’action de marcher, on peut distinguer deux phases : dans la premiere, les deux
pieds sont simultanément en contact avec le plancher alors que dans la deuxieme un seul pied est en contact
avec le plancher. La premieére phase permet d’une part, de changer la jambe d’appui et d’autre part, de
donner a la deuxieme jambe ’élan nécessaire pour se lancer en avant. On définit la durée d’un pas comme
étant la période de temps qui sépare le début de deux phases de contact simultané des deux pieds. La
longueur d’un pas sera définie comme étant la distance qui sépare les deux pieds durant la phase de contact
simultané. La longueur moyenne d’un pas lorsque la marche du piéton est libre i.e. lorsqu’il n’est influencé
ni par les piétons qui I’entourent ni par le plancher, est supposée suivre une loi normale avec une moyenne
de lordre de Iy = 0,71m et un écart-type de 0,071m [14]. La vitesse de marche peut étre définie comme
étant le rapport entre la longueur d’un pas et sa durée. La valeur moyenne de la vitesse de marche dans des
conditions de marche libre est de Pordre de vy = 1,5m/s [15].

1.2.1.3 Périodicité et fréquences

La marche d’un piéton dans des conditions de marche libre est habituellement supposée périodique [16],
1.e. la longueur d'un pas et sa durée sont sensiblement identiques d’un pas a I'autre pour un méme piéton.
La période de la marche T}, est définie comme étant la durée moyenne d’un pas pour un piéton donné. La

1 . . ..
fréquence f,, = T a été évaluée expérimentalement par plusieurs auteurs et a une valeur voisine de 2Hz

m
(Tableau [1.1)). La figure 1.1 montre la courbe de la distribution normale des fréquences selon Matsumoto et
al. [1] d’apres des expériences réalisées sur 505 personnes.

Cependant, cette périodicité est contestée dans les travaux de Sahnaci et Kasperi [20] qui affirment
que la durée d’un pas differe selon la jambe d’appui. Ainsi, on aurait deux fréquences et deux périodes
différentes.
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’ Auteur(s) Fréquences

Matsumoto et al. [1](505 personnes) la fréquence suit une loi de distribution
normale de moyenne 2,0H z
et de déviation standard de 0,173H z

Kerr et Bishop [17](40 personnes) fréquence moyenne de 1,9Hz
Leonard [18] fréquence de la marche normale 1,7 — 2,3Hz
Bachmann et al [19] 1,6 —2,4Hz

Zivanovic et al. [14] (939 personnes) loi normale de moyenne 1,87Hz et d’écart-type 0,186H =z

TABLEAU 1.1. Fréquences de marche

Total: 505 parsons
Dlean: 1.99 paca's
Standard denzation

0.173 pace/'s

100

——  expermesnial

w0 L -—— theorstical

mumber of people

1 s
12 1.6 20 24
step fequency [step/s]

FIGURE 1.1. Distribution normale de la fréquence d’aprés Matsumoto et al. [1]

1.2.1.4 Les forces engendrées par la marche d’un piéton

Durant la marche, chaque pied, lors de son contact avec le plancher, engendre une force a trois
composantes. Dans ce qui suit, les indices v, [ et L indiquent respectivement les directions verticale, latérale
et longitudinale, 'indice d indique la jambe droite et I'indice g la jambe gauche :

. Foa(t) . Foy(t)
de(t) = Fld(t) Fpg(t) = Flg(t)
FLd(t) FLg(t)

—
La force F}, engendrée par un piéton n’est autre que la somme des forces engendrées par chacune des jambes :

- N . Foa(t) + Fuq(t) F,(¢)
Fp(t) = Fpa(t) + Fpg(t) = | Fua(t) + Fig(t) | = | Fi(t)
Fra(t) 4+ Frg(t) FL(t)

La force verticale : La force verticale est toujours dirigée vers le plancher, elle a donc un signe
constant, que ce soit pour la jambe droite (F,q) ou la jambe gauche (F,4), et qui est le méme pour les deux
jambes. La force verticale totale F, a donc elle aussi le méme signe, et elle a pour amplitude moyenne le
poids du piéton (750N & 800N en moyenne) et varie de £250N [21]. Durant un pas, la jambe qui est en
contact avec le plancher engendre une force verticale dont le graphe est en “selle de cheval” et présente deux
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extrema [2,10-12,16,22-24], (figures 1.2 et [1.3+a). La premieére partie de ce graphe s’apparente & un quart
de sinus qui est dit au choc du talon sur le plancher et la derniére partie & un quart de sinus da a la force
provoquée par la pointe pour pouvoir lancer la jambe en avant. La force verticale totale F),(t) est représentée
dans la figure(1.4-a. Comme on peut le voir sur cette figure, si on suppose que les forces verticales engendrées
par les deux jambes sont égales (méme direction, méme sens et méme amplitude), la force verticale totale
F,(t) peut étre considérée comme périodique de période égale a la durée d’un pas donc & la période de la
marche.

FIGURE 1.2. La force verticale pour des séquences de marche

lateral foree [N]

ail /v\/\_/\
o vertical foree [W] ~
e . P Ny

(£ = forc-aft. force (W)
o 7:' 1 /I\ I

C) L&D

FIGURE 1.3. Courbes typiques de la force pour la marche - (a) composante verticale, (b) composante
latérale, (c) composante longitudinale d’aprés [2]

La force latérale : La force latérale a des sens opposés pour chacune des jambes : durant un pas oil
la jambe gauche est en contact avec le plancher, elle est dans un premier temps dirigée vers la droite puis
vers la gauche; c’est 'inverse dans le cas de la jambe droite. L’amplitude de cette force varie entre —35/V et
+35N d’apres [25], et de —25N & +25N [8,21] (figure 1.3-b). La force latérale totale Fj(¢) (L4-b) permet
d’identifier les phases de contact simultané et les phases de contact d’une seule jambe. Cette identification
est basée sur les maxima et minima de la force; i.e. le passage de 'accélération a la décélération, puis le
retour a l'accélération, détermine le début et la fin de la phase de contact des deux jambes. Comme la force
engendrée par une jambe est dans le sens contraire a celle engendrée par l'autre, la force latérale totale a
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FIGURE 1.4. Marche périodique - (a) composante verticale, (b) composante latérale, (¢) composante
longitudinale d’aprés [3]

une période qui correspond a la durée de deux pas. Elle a donc pour valeur le double de la période de la
force verticale, entrainant une fréquence de moitié [26].

La force longitudinale : La force longitudinale, comme la force verticale est supposée étre la méme
pour les deux jambes. En considérant la force d’une seule jambe (figure 1.3-c), on remarque que la premiere
partie de la force est dirigée vers arriere (force négative), ce qui correspond au choc du talon, et la derniere
partie est dirigée vers 'avant (force positive), ce qui correspond au choc de la pointe. La force longitudinale
totale (figure[1.4-c) est considérée comme étant périodique de période égale & la durée d’un pas. Elle a donc
la méme période et la méme fréquence que la force verticale.

L’hypothese selon laquelle les forces engendrées par les deux jambes sont identiques est controversée :
des mesures faites par Sahnaci et Kasperi [20] montrent que les paramétres de la force ne sont pas les
mémes pour les deux jambes. En effet, 'une des deux jambes, qualifiée comme étant la jambe “forte”, a une
longueur de pas supérieure a celle de l'autre, la jambe “faible” ; la différence entre les deux étant parfois
supérieure & 5%. La fréquence des pas n’est pas la méme pour les deux jambes, 'une ayant une fréquence
supérieure a l'autre.

Des études probabilistes prennent en compte le fait qu’'une personne ne peut pas répéter exactement les
mémes forces (en fonction du temps) au cours de différentes expériences. La force d’une seule personne est
considérée périodique, mais le caractere aléatoire peut étre pris en compte en considérant des fonctions de
distribution du poids, de la fréquence, etc... [3].

1.2.1.5 Relations entre les différents parametres

Des études ont montré que I'augmentation de la fréquence entraine I'augmentation de la vitesse de
marche [4,27], qui & son tour entraine une augmentation de la longueur du pas ainsi que des maxima d’am-
plitudes de toutes les composantes de la force engendrée par un piéton [2,4,22,27]. De plus, I'augmentation
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de la fréquence entraine une diminution du temps de contact d’un pied avec le plancher. Ces relations sont
illustrées dans la figure (1.5 [27] et sont valables non seulement pour la marche mais aussi pour la course.

20 F
=
=
ERE: 2 30F 10.6 &
£ 3 1 2
50 o =
5 10} = 20F J0.4 S
= = £
= 035 F = 1.0F - ~40.2 3
-
& -
=
l']l] [l 1 [ i [l
oo oo 0030 40 50 00 o 1.0 20 30 40 50

step frequency [my's] step frequency [step/s)

FIGURE 1.5. Relation entre la longueur du pas, la vitesse, la force mazximale et le temps de contact
pour différentes fréquences de mouvement d’apreés [4]

1.2.2 Autres mouvements : la course, le saut, le balancement, le rebondissement

Des mouvements de piétons autres que la marche existent aussi. On peut citer la course et le saut mais
aussi le balancement qu’on peut définir comme étant le fait de basculer son poids d’une jambe a l'autre tout
en restant sur place et sans décoller les pieds du plancher. Dans cette partie, on se contente de présenter les
principales caractéristiques de ces mouvements sans entrer dans les détails.

La course

Contrairement & la marche, la force engendrée par une jambe durant un pas de course présente un
seul maximum (Galbraith et Barton [22]). Durant une course, les périodes de contact d’une seule jambe
sont séparées par des périodes sans contact ou la force induite est supposée nulle. La force engendrée par ce
mouvement peut aussi étre supposée périodique, et la fréquence fondamentale de la force verticale est dans
la bande de fréquences 1,8 — 3,4Hz (Bachmann et al. [19]).

Le saut

Durant le saut, on trouve aussi des périodes de temps avec contact et des périodes sans contact. Le
maximum de la force verticale est égal a plusieurs fois le poids de la personne. De plus, des études ont
montré que les forces horizontales dues aux sauts verticaux existent aussi, mais la composante longitudinale
reste plus importante que la composante latérale. De méme que les autres forces, la force engendrée par le
saut peut étre supposée périodique. La fréquence fondamentale de la force verticale est dans la bande de
fréquences 2,0 — 3,5H z (Bachmann et al. [19]).

Le balancement du corps en restant sur place

La force engendrée par le balancement est aussi supposée périodique. La fréquence fondamentale de
la force verticale appartient & 'intervalle 0,4 — 0, 7Hz (Bachmann et al. [19]).
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Le rebondissement

Rebondir c’est faire un ou plusieurs bonds en touchant a chaque fois un corps solide. La force engendrée
par ce mouvement peut étre supposée périodique et la fréquence fondamentale de la force verticale appartient
a lintervalle 1,5 — 3,0H z (Bachmann et al. [19])

1.3 Modélisation de la force induite par un ou plusieurs piétons

La plupart des études de modélisation ont été réalisées pour les forces verticales et sur des planchers
rigides.

1.3.1 Introduction

La modélisation de la force induite par un ou plusieurs piétons est assez compliquée et ceci pour
plusieurs raisons (Zivanovic et al. [3]) :

1. Les forces dépendent de plusieurs parametres, tels que le poids de la personne, la fréquence du mou-
vement, etc.

2. La force dynamique générée par un piéton est un processus a bande étroite assez difficile a modéliser
et pas encore bien compris.

3. L’influence du nombre de personnes et leur degré de synchronisation/corrélation sont difficiles a
généraliser.

D’apres certains auteurs [3, 6], la force est différente suivant que les vibrations sont perceptibles ou non.
Cependant, d’apres les études réalisées par 1’Association Francaise de Génie Civil [25], Pamplitude de la
force engendrée par un piéton est sensiblement la méme que le plancher soit rigide ou souple. Par contre,
lorsqu’un piéton percoit les oscillations du plancher, il a tendance a adapter sa fréquence sur celles des
oscillations. C’est donc la fréquence de la force qui varie et non son amplitude.

Dans la littérature, on trouve deux types d’approches : la premiere consiste a modéliser la force
d’un seul piéton, et la deuxieme celle d’'une foule ou d’un groupe de piétons. De plus, a U'intérieur de ces
catégories, on rencontre des modeles temporels ou fréquentiels. Dans tous les cas, on distingue une approche
déterministe qui propose un modele général pour chaque type de mouvement, ou une approche probabiliste
qui prend en compte le caractere aléatoire de certains parametres qui influencent la force, tels que le poids,
la fréquence du mouvement, etc. La plupart des études réalisées supposent que les deux jambes produisent
la méme force et que celle-ci est périodique [3]. La force totale engendrée est alors reconstruite & partir des
mesures faites pour un pas comme dans la figure [1.4] [28].

Dans ce qui suit, on commence par présenter les modélisations proposées par la littérature pour la
force induite par une seule personne sur un plancher rigide puis sur un plancher souple, et on s’intéresse
ensuite a la modélisation de la foule.

1.3.2 Force induite par une seule personne : étude du cas d’un plancher rigide

1.3.2.1 Les forces engendrées par la marche

a) La force verticale :

En adoptant 'hypothése selon laquelle les deux jambes engendrent la méme force, et que ces forces sont
périodiques, on peut supposer que la force verticale totale F, engendrée par un piéton est périodique comme
nous ’avons vu dans la section [1.2L De ce fait, on peut développer F,, en série de Fourier jusqu’a un ordre
n & préciser [3,19] :
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F(t) = P (1 + Zn:asm (2mifyt — qsg))
o (1.1)
P (1 + Zaicos <2m'fpt — ((;5;)0))

=1

ol :

P est le poids de la personne (N (Newton))

1 est le numéro de I’harmonique.

n est le nombre total d’harmoniques qui contribuent a la force

(Pa;) est le coefficient de Fourier du i-eéme harmonique

a; est le facteur de chargement dynamique (DLF) du é-éme harmonique
fp est la fréquence de marche du piéton(H z)

#? est la phase du i-eme harmonique pour un développement en sinus. La valeur de ¢9 est arbitraire et
peut étre nulle par exemple.

(#))° est la phase du i-eme harmonique pour un développement en cosinus. La relation qui lie ¢9 & (¢})°

est donnée par
(@) =97+ 3

Le nombre n d’harmoniques varie selon les auteurs de 1 a 5. Les valeurs proposées pour les a; sont données
dans le tableau 1.2l Kerr [23] a trouvé des valeurs expérimentales pour les a; dispersées pour différents
sujets et méme pour un méme sujet qui répete I'expérience [28,29]. D’autre part, les valeurs des phases ¢;
varient beaucoup pour les harmoniques ¢ > 2 [19], ce qui montre le caractere aléatoire du chargement di a
la marche [28].

b) La force latérale :

De méme que pour la force verticale, la force latérale peut aussi étre considérée comme périodique.
Elle est donc développable en série de Fourier :

Fi(t) = Pzn: a;sin (2mifit — ¢?) (1.2)

=1

On rappelle que P est le poids du piéton et f; la fréquence de la force latérale qui est égale a la moitié de
celle de la marche. Les valeurs des a; sont données dans le tableau 1.3.

Eriksson [31] a étudié les basses fréquences du spectre (< 6Hz), et a trouvé que la marche n’est pas
parfaitement périodique, et donc ne peut pas étre décrite en utilisant les DLFs comme dans les modeles
précédents. En effet, comme les signaux de la force latérale mesurés ne sont pas périodiques, on ne peut
pas les développer en série de Fourier, mais on peut obtenir leur spectre de Fourier et en déduire des
DLFs “fictifs”. Or, dans le spectre, on observe un “étalement” autour de la fréquence d’excitation : au lieu
d’avoir un seul pic au niveau de cette fréquence, on en observe plusieurs. Ainsi, le DLF correspondant a
cette fréquence, doit étre calculé en tenant compte de cet étalement dans une bande de fréquences donnée
entourant la fréquence centrale d’excitation. Pour cela, Eriksson, a supposé que le DLF n’est autre que la
somme des pics dans une bande de fréquences centrée sur la fréquence f; de la force latérale a étudier (i.e
qui correspond au premier harmonique) et ayant pour largeur f; :

feﬂjﬁﬂ (1.3)
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’ Auteur(s) a; o; Commentaires
Blanchard et al. ay; = 0,257 le DLF est plus faible
[16] pour des fréquences
de4abHz
Bachmann a1 =0,4—-0,5 fréquences entre 2 et 2,4H 2z
et Ammann [26] az =a3=0,1 fréquences autour de 2Hz
Schulz [18] (d’apres a; = 0,37, aa = 0,10 A 2Hz
Bachmann et a3 = 0,12, ag = 0,04
Ammann [26]) as = 0,08
Kerr [23] ai,as = 0,07 a1 dépend de
a3z ~ 0,06 la fréquence
Young [30] ap = 0,37(f — 0,95) Valeurs moyennes
<0,56
as = 0,054 4+ 0,0044 f
az = 0,026 + 0,0050 f
ay = 0,010 + 0,0051 f
Seiler et Hiittner a; =0,4 o1 = g fréquences de l'ordre
[5] az = 0,15 qﬁgz—% de 1,4 +3,4Hz
as = 0, 1 ¢3 = g
5%8
ay = 0, 05 (Z)Q = —?

TABLEAU 1.2. Les coefficients de Fourier pour la force verticale engendrée par la marche(DLFs)

Auteur(s) DLF's pour les

harmoniques considérés
a1 = 0,039, ag = 0,01
a3z = 0,043, a4 = 0, 012

Commentaire

Schulz [18] (d’apres
Bachmann et

fréquence de l'ordre de 2H z

Ammann [26]) as = 0,015

Ricciardelli et a1 =0,04 fréquence de l'ordre de 0,6 +~ 0,11H 2

Pizzimenti [6] as = 0,008 fréquence de l'ordre de 1,2 — 2,2H z
az = 0,023 fréquence de 'ordre de 1,8 — 3,3Hz
as = 0,005 fréquence de 'ordre de 2,4 — 4,4H 2
as = 0,011 fréquence de 'ordre de 3,0 — 5,5H 2

TABLEAU 1.3. Les coefficients de Fourier pour la force latérale engendrée par la marche(DLFs)

Cependant, d’apreés Pizzimenti et Ricciardelli [6], en prenant une telle bande de fréquences, on risque
de surestimer la réponse vibratoire de la passerelle (transitoire dans le cas d’un plancher rigide). Ils expliquent
ceci en se basant sur le cas d’un systéme faiblement amorti, ot I’amortissement intervient uniquement dans
une bande de fréquences étroite autour de la fréquence de résonance. Ainsi, si dans le calcul des DLFs
on prend en compte des composantes qui n’appartiennent pas a cet intervalle, on risque de surestimer la
réponse vibratoire de la passerelle. C’est pourquoi, Pizzimenti et Ricciardelli [6] ont préféré prendre pour
chaque harmonique, une largeur de bande de fréquences qui dépend de I'amortissement £. Ainsi, pour le
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Jj=1 Jj=2 J=3 Jj=4 J=295

A; 0,96 0,73 0,879 0,55 0,74

B; 0,0616 0,039  0,0288 0,037 0,025
(F2./F?) 0,81 0,050 0,277 0,047 0,072

TABLEAU 1.4. Valeurs de Aj, Bj et (Fﬁ/ﬁf) d’aprés Pizzimenti et Ricciardelli [6]

j-eéme harmonique, la largeur de bande est :

Afy =Jgméfi (1.4)

On remarque d’apres les résultats obtenus (tableau [1.3) que l'excitation due aux harmoniques pairs est
inférieure a celle due aux harmoniques impairs.

Mais d’apres Pizzimenti et Ricciardelli [6], qui ont étudié aussi les forces latérales des piétons sur
les planchers rigides, un modele probabiliste serait mieux adapté au caractere aléatoire de la marche. Une
approche statistique leur a montré que la force latérale F;(t) peut étre considérée comme étant un processus
aléatoire de moyenne nulle, caractérisé dans le domaine fréquentiel par son spectre de densité de puissance
Sr, (PSD, Power Spectral Density). Une régression linéaire sur des données expérimentales montre que la
variance du processus est donnée par

var (F) = E [FA(t)] — (E[F(t)])* = (0,034 P)* (1.5)
ou F désigne l'espérance.

De plus, les PSDs des cing premiers harmoniques vérifient ’expression gaussienne :

Se(f)f 24, ) (f/jfz—1>2
ﬁ}% m'Bj.expl 2 B (1.6)

ou j est le numéro de ’harmonique considéré, 1313 est 'aire du PSD autour du j-éme harmonique, A; est
un parametre de normalisation du PSD et B; est un parametre de la largeur de bande. Les valeurs des
différents parametres sont données dans le tableau [1.4.

1.3.2.2 Forces engendrées par d’autres mouvements

Les forces engendrées par la course, le saut et le balancement peuvent aussi étre supposées périodiques.
Elles sont donc développables en série de Fourier. Les coefficients de chargement dynamique (DLF) de la
force verticale pour ces différents mouvements sont donnés dans les tableaux 1.5 [1.6] et 1.7,

Auteur(s) DLFs pour les Commentaires
harmoniques considérés

Bachmann et al. [19] a1 = 0,039, as = 0,01 22,0-3,0Hz2
a3z = 0, 2

TABLEAU 1.5. Les coefficients de Fourier pour la force verticale engendrée par la course(DLFs)

Seiler et Hiittner [5] ont proposé un modele de la force verticale de la marche qui est aussi applicable
dans le cas de la course ou du saut. Comme on ’a vu plus haut, la course et le saut se caractérisent par
des périodes t,. ou il n’y a aucun contact avec le sol, et des périodes de contact t.. La durée d’un pas est
T = te + tpe. Il est évident que durant la période sans contact t,., la force engendrée par le piéton est
nulle.
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Auteur(s) DLFs pour les Commentaires
harmoniques considérés

Bachmann et al. [19] ap =1,8/1,7 Saut normal
ar =1,3/1,1 42,0/3,0Hz
asz = 0, 7/0, )

Bachmann et al [19] ap =1,9/1,8 Saut haut
as =1,6/1,1 42,0/3,0Hz
az =1,1/0,8

TABLEAU 1.6. Les coefficients de Fourier pour la force verticale engendrée par le saut(DLFs)

Auteur(s) DLF's pour les Commentaires
harmoniques considérés

Bachmann et al. [19] a; =0,17/0,38 a1,6/2,4Hz
az = 0,10/0,12
az = 0,04/0,02

TABLEAU 1.7. Les coefficients de Fourier pour la force wverticale engendrée par le balancement
(DLFs)

Pour déterminer la force verticale F, d’un piéton qui court ou qui saute, un modele de demi-sinus
durant la période de contact t. a été proposé par Wheeler [4,27] et par Bachmann et Amman [26]. Cependant,
dans ces modeles, si la période sans contact ¢, — 0, i.e. si le mouvement s’approche de la marche, la force
ainsi modélisée est formée d’une suite de demi-sinus, ce qui n’est pas conforme aux mesures faites sur la
marche (voir la section précédente). Partant de ce constat, Seiler et Hittner [5] ont proposé un modele
présentant une transition continue quand t,. — 0. Le modele général est représenté dans la figure [1.6/ ou
h est la hauteur maximale atteinte par le piéton, et v, est sa vitesse verticale au moment du décollage.
Dans ce modele, la masse m;, du piéton est concentrée en un seul point et les muscles sont représentés sans

hauteur
maximale, h

force début du

début du maximale, décollage, v, contact, v
contact, v, V=0
j -t %
) (N
~ M L
tc ‘ne
t
T

FIGURE 1.6. Mouvement de course et de saut [5]

propriétés de tension.

Durant la période sans contact t,., le mouvement du piéton est décrit par le théoreme de conservation
de I’énergie :

h= VL = = g tne (1.7)

g étant 'accélération de la pesanteur. Ceci implique que la vitesse verticale ne change pas quand le piéton
retourne au sol; elle vaut alors v .
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Durant la période de contact t., le mouvement est décrit par le premier principe de la dynamique, intégré

icientret=0et t = — :

2
te/2 te/2
/ F,(t)dt = mypvy + / mpgdt (1.8)
0 0
La force verticale induite par le piéton est donnée par :
t t
P [l+scos(2nfat)] si ——<t<—=

F,(t) = ;2 2, (1.9)

0 si S<t<T,—=

2 - 2

t
s étant un facteur d’impulsion qui dépend du rapport T—C :
m

i )] _ (1.10)

te B
T,

arccos (—1/s

et P le poids du piéton. L’amplitude maximale de la force est déterminée par s. Il est a noter, que la
fréquence fg n’est pas la fréquence de la marche f, du piéton, mais elle est en relation avec ¢. et s :

arccos (—1/s)

fo = 2recost=l/s) (1.11)
Tt
Dans le cas particulier de la marche, le contact avec le plancher étant continu, ¢,. tend vers 0. En conséquent,
1
la période de contact t. tend vers T;,,, s = 1 et fg coincide avec f, = T
m

L’oscillation résultante est alors un mouvement non amorti libre avec une amplitude maximale égale a
la déformation statique due au poids.

D’apres les mesures, on remarque que I'amplitude maximale s et la fréquence f, sont indépendantes
pour la marche (tableau [1.8) et pour la course. De plus, dans le cas d’une course, s semble étre constante
(figures 1.7 et [1.8).

Dans certains essais expérimentaux (figure [1.9)), des forces verticales d’amplitudes supérieures a celles
obtenues par le modele de chargement (équation (1.9))) ont été constatées; elles sont dues a 'excitation
d’harmoniques supérieures, mais n’influencent pas la réponse du plancher d’apres les auteurs.
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FIGURE 1.7. Les facteurs d’impulsion pour la marche, la course et le saut en fonction de la
fréquence du mouvement d’aprés [5]

1.3.3 Force induite par une seule personne : étude du cas d’un plancher souple

1.3.3.1 La perception des vibrations par les humains

Les mesures faites sur des planchers rigides sont différentes de celles qui sont faites sur des planchers
ayant des fréquences propres faibles : un piéton qui ressent des vibrations de la passerelle modifie son mouve-
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type de mouvement

fréquence du mouvement (Hz)

facteur d’impulsion s

marche
marche

marche

2,0-3,4
2,0-3,4(4,0)
1,4-2,5

0,25-0,5
0,6-1,6
1,7-3,2

TABLEAU 1.8. Les fréquences de mouvement et les facteurs d’impulsion d’aprés Seiler et Hittner

[5]
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FIGURE 1.8. Les facteurs d’impulsion théoriques et expérimentaux d’apreés [5]
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FIGURE 1.9. Les forces verticales théoriques et expérimentales d’apreés [5] (a) pour la marche (b)
pour la course avec contact continu (c) pour le saut

ment en conséquence et se synchronise avec celui de la structure. Il convient donc d’étudier la perception des
vibrations par les humains. Cependant, cette notion est tres subjective ; en effet, la perception des vibrations

est différente d’une personne & 'autre. De plus, il existe plusieurs seuils :

e le seuil de la perception des

vibrations

e le seuil d’inconfort des vibrations
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e le seuil ol elles deviennent nuisibles (elles nuisent & la santé ou elles font perdre I’équilibre).

Des études sur la perception des vibrations verticales, montrent que les personnes debout ressentent
les vibrations plus qu’une personne en mouvement (Leonard [32]). De plus, le piéton ressent le maximum de
vibration a coté de la mi-portée a cause de Peffet de la forme modale (Smith [33]). Kobori et Kajikawa [34]
affirment que la vitesse du plancher est le parametre principal qui influence la perception humaine et que
I'on a une méme sensibilité face aux vibrations ayant des valeurs efficaces identiques. L’utilisation de la
vitesse des vibrations comme parametre d’évaluation du confort est difficile en pratique, bien qu’utilisée
au Japon, parce que généralement les mesures expérimentales sont faites avec des accélérometres; le signal
mesuré est donc une accélération et il faut 'intégrer pour se ramener a la vitesse. Or cette intégration est
parfois tres compliquée. C’est pourquoi en général, on se réfere a ’accélération comme critére de confort.
Blanchard et al [16], qui ont utilisé les résultats de Leonard [32] et Smith [33], ont évalué la limite maximale
de Vaccélération adaptée au confort du piéton :

Wimite = 0,5/ fy (m.s™?) (1.12)

fp étant la fréquence fondamentale du mode vertical de la passerelle.
Tilly et al. [35] ont affirmé que la valeur \/f, pourrait étre plus appropriée pour des fréquences en dehors
de la plage 1,7 — 2,2H z, sans donner de détails sur I’élaboration de cette recommandation.

Bien que la perception des vibrations soit plus sensible dans la direction latérale, les mesures faites
sont tres rares, et la plupart d’entres elles portent sur des immeubles. L’AFGC [25] estime que le seuil de
perception se situe pour des accélérations ayant des valeurs entre 0, 10m/s? et 0,15m/s?, la valeur 0, 10m /s>
pouvant étre retenue comme valeur sécuritaire. Les essais expérimentaux réalisés par Nakamura [36] sur le
T-bridge montrent que les piétons marchent normalement pour un déplacement de la passerelle de l'ordre
de 10mm (qui dans son cas correspond & une vitesse de 60mm/s et & une accélération de 300mm/s?),
et s’arrétent momentanément de marcher lorsque le déplacement atteint les 45mm (correspondant a une
vitesse de 250mm/s et & une accélération de 1350mm/s?). Pour des fréquences caractéristiques des réponses
des tours d’immeubles de grandes hauteurs dues au vent (0,067 & 0,20H z), les facteurs les plus importants
qui influencent la perception des vibrations latérales ont été déterminés (Chen et Robertson [37]), mais
ce sont des facteurs valables en général : la fréquence des vibrations, le mouvement du corps, ’attente du
mouvement (si on s’attend au mouvement, le seuil de perception est plus bas [37] mais on tolére mieux les
vibrations (Smith [33])), et la posture du corps. Dans cette bande de fréquences de 'immeuble, la perception
des gens qui marchent est supérieure a celle des gens immobiles. Wheeler [4,27] a remarqué que la perception
d’une personne dans une foule est différente de celle d’une personne seule. Ainsi, des gens qui sautent en
foule, ne se rendent pas compte des vibrations (Ellis et Ji [38]). On ne sait pas exactement la cause de
ce phénomene. Ceci pourrait étre & cause du bruit, de la présence d’autres personnes ou pour des raisons
totalement différentes.

1.3.3.2 La force verticale :

Le spectre des forces mesurées sur un plancher flexible est différent de celui obtenu pour un plancher
rigide (Ohlsson [24]). Il présente un maximum au niveau de la fréquence propre de la passerelle. Pavic et
al. [3] ont trouvé que Pamplitude de la force latérale d’un saut sur un plancher rigide est deux fois plus
importante que sur un plancher flexible.

Pour modéliser la force verticale induite par un piéton sur une passerelle souple, Seiler et Hiittner ont
proposé d’utiliser les équations (1.9), (1.10), (1.11), et de prendre :

fo = To (1.13)
fp étant la fréquence du mouvement du piéton et f; celle de la passerelle.

Cependant, ils proposent de remplacer I’équation (1.9), par son développement en série de Fourier donné
par 'équation (1.1) et qu’on rappelle ici :

Fy(t)=P

i=1

1+ iai cos (z 2mfp t — (¢;)0)]
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La figure [1.10, donne les DLFs en fonction du facteur d’impulsion pour la course et le saut. Dans le tableau
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FIGURE 1.10. Les DLFs en fonction du facteur d’impulsion pour la course et le saut

1.9/ on donne les valeurs des DLFs et des phases trouvées par les auteurs [5] pour différents mouvements de
piétons. Pour les DLFs, des valeurs moyennes sont données dans le cas de la marche. Cependant, d’apres
les auteurs, les valeurs maximales sont préférables pour la course et le saut.

Mouvement fréquence du a1 as as a4
mouvement [H z]
marche 1,4-3,4 0,4 0,15 0,1 0,05
course 1,9-3,4 1,38 0,31 -0,1 0,0
saut 1,3-3,4 1,72 1,05 0,36 -0,04
Mouvement (@) Trad] (65 [rad] (¢5)"[rad] (6" [rad]
marche ™ —m/3 T —7/3
b / . 52 —1 - .
course et saut P=imrel+ ——— i=1,...,4
! arccos (—1/s)
> s = facteur d’impulsion

TABLEAU 1.9. Les fréquences de déplacement, les DLFs et les phases proposés par Seiler et Hiittner
pour différents types de mouvement

1.3.3.3 La force latérale :

Pizzimenti et Ricciardelli [6] ont mesuré la force latérale sur un plancher en vibration. Ils ont remarqué
que deux contributions participent a cette force. L’une agit a la fréquence de la marche, et 'autre a la
fréquence de vibration du plancher. Ainsi, il y a deux mécanismes qui contribuent & l’excitation totale. Le
premier, est celui d’'une marche réguliere, semblable & celui obtenu sur un plancher rigide. Le deuxiéme est
centré sur la fréquence de vibration. La force latérale s’écrit donc :

Fi(t) = Fip, (t) + Fiy, (t) (1.14)

ou Fj g est la force ayant une fréquence égale a la fréquence latérale de la marche f, elle est semblable a
celle qui est engendrée sur des planchers rigides; Fj y, est la force ayant une fréquence égale a la fréquence
de vibration du plancher (voir figure [1.11)).

Pour des petites amplitudes de déplacement (figure[I.11+a), les deux composantes restent indépendantes
pour toutes les fréquences de vibrations indiquant que l'interaction piéton-passerelle est faible. Pour de
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plus grandes amplitudes de déplacement (figure 1.11-b et ¢), lorsque les deux fréquences deviennent égales,
I'interaction est plus forte. Dans tous les cas, 'amplitude de la force induite par la vibration augmente
lorsque fp se rapproche de f;. De plus, Fj s, se décompose en deux contributions. L'une en phase avec le
déplacement du plancher u, et ’autre déphasée par rapport & u et en phase avec la vitesse . Si on suppose
que u est un sin(27 ft), on peut exprimer ceci par

Fy ¢, = Fipsin (27 fyt) + Fouz cos (27 fot) (1.15)
Fin Fout e e el , .
En posant DLF;, = et DLF,,; = 2 —DLF;, est une rigidité supplémentaire et —DLF,,; un

amortissement supplémentaire. Les expériences ont montré que la partie en phase avec le déplacement de
la passerelle apporte une rigidité positive pour toutes les amplitudes et toutes les fréquences de vibration,
ce qui tend a stabiliser le systeme. Par contre, la partie déphasée apporte un amortissement positif pour de
basses fréquences, mais négatif pour les hautes fréquences, ce qui diminue ’amortissement du systeme, et
donc augmente son comportement instable.

FIGURE 1.11. Densité spectrale de puissance des deux composantes Fy y, et Iy, pour des amplitudes
de déplacement de £15mm (a), £30mm (b) et £45mm (c) d’apres [6]

1.3.4 Force induite par plusieurs personnes
Dans le cas ou plusieurs piétons sont sur la passerelle, il convient de distinguer entre les terminologies
suivantes : on utilise le terme “groupe” de piétons pour des gens qui marchent & une méme vitesse, alors

que le terme “foule” est utilisé dans le cas ot il y a une densité assez élevée de gens, de sorte que les piétons
doivent ajuster leurs pas & cause du manque de place (Pavic et al. [3]).

1.3.4.1 L’interaction entre piétons

Qu’est-ce qui influence la synchronisation? Comment se manifeste-elle? Comment la prendre en
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compte dans les modélisations ? Des réponses tirées de la littérature seront données a ces questions dans
cette partie mais aussi dans les différents modeles proposés dans la suite de la these.

La vue joue un réle important dans la synchronisation entre piétons ; ainsi, deux personnes qui sautent
ont plus de facilité & se synchroniser si elles sont dans le champ de vision 'une de 'autre, que si elles
ne se voient pas (Ebrahimpour et Fitts [39]). D’aprés Eriksson [31], la fréquence fondamentale peut étre
completement corrélée pour un groupe de personnes tres bien synchronisées, alors que les harmoniques plus
élevés peuvent étre compléetement indépendants.

Dans une foule, le manque de place pousse les gens a synchroniser leurs pas. Plus la foule est dense,
plus ce phénomene devient important. La densité de foule maximale possible, physiquement parlant est
de T'ordre de 1,6 — 1,8 piétons/m? [p/mz], mais une valeur de 1p/m? est plus probable (Bachmann et
Amman [26]), méme si les densités observées sur la passerelle du Millénium Footbridge ou le T-Bridge au
Japon étaient supérieures.

Sur une passerelle, en présence de plusieurs piétons, différents comportements peuvent se produire :
e dans un petit groupe, les gens marchent a une méme vitesse v,, mais & des fréquences f, et des
longueurs de pas I légerement différentes [40], de telle sorte que :

Vs = fpls

La synchronisation peut avoir lieu, mais seulement lorsque la fréquence de la passerelle est de 'ordre
de la fréquence de marche [40].

e si partout la densité 1 des piétons est inférieure & une densité critique 1. = 0, 3piétons/m? alors les
piétons sont indépendants les uns des autres [40] et la marche est libre avec une vitesse de 'ordre de
vy = 1,5m.s71 [15].

e si a un endroit donné, 17 > 7, un noyau de synchronisation peut apparaitre. En effet, dans une foule
dense, les piétons ont tendance a accorder leur pas selon ’espace disponible. D’apres Pizzimenti et
Ricciardelli [6], deux cas de figures peuvent se présenter :

— Si la masse modale M, des piétons (projection de la masse des piétons sur le mode étudié) est
inférieure & une masse critique M., le phénomene de résonance de la passerelle n’a pas lieu.
— Si M, > M., le phénomene de résonance apparait.
La valeur de la masse critique M. n’a pas été précisée.

Afin de tester les réponses des passerelles, Grundmann et al [40] les ont classées en 3 catégories selon
I'affluence a laquelle elles peuvent étre exposées. Ils ont proposé des configurations différentes de piétons
pour chaque catégorie :

e Modele 1 : ce modele concerne les passerelles ot le flux est trés faible mais ou les piétons traversent
par groupes. Pour ce type de passerelles, il suffit d’apres les auteurs de considérer un petit groupe de
piétons selon la définition proposée précédemment.

e Modele 2 : ce modele concerne les passerelles ayant un faible flux de piétons. La densité maximale
suggérée est de 0,3p/m?. Dans ce cas, la marche est libre.

e Modele 3 : dans le cas de passerelles exposées a un traffic de 0, 6—1p/m?, la marche libre est impossible,
et les piétons sont forcés d’ajuster la longueur et la fréquence de leurs pas a celles des autres piétons.

D’aprés des observations faites sur une foule (enregistrements vidéo et mesure de force), Fujino [41] a
conclu que 20% des piétons étaient synchronisés entre eux (synchronisation en fréquences). Il a aussi émis
une hypothese selon laquelle les effets des autres piétons se compensent. Yoshida et al. [42] ont estimé la
force latérale d’une foule de 1500 piétons & 5016 N, soit en moyenne 3, 34N par personne. Dallard et al. [8,21]
ont supposé que tous les piétons participent de facon égale a la force totale. Ils ont donc identifié la force
latérale modale par personne et la dépendance de la force latérale en fonction de la vitesse de déplacement
de la passerelle. La force par personne ainsi déterminée est supérieure & celle trouvée par Yoshida et al [42]
(elle augmente avec la vitesse des oscillations [8,21]).
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1.3.4.2 Reproductivité des mesures

La question qui se pose dans le cas d’une foule est : peut on supposer que les piétons marchent de
la méme fagon ? Or si, comme il a été énoncé plus haut, une personne ne peut pas répéter exactement les
mémes forces (en fonction du temps) pour plusieurs expériences, ¢’est d’autant plus vrai quand on considere
deux personnes différentes (Saul, Tuan et McDonald [3,43]). Dans le cas de plusieurs personnes, on peut
aussi utiliser une distribution de la différence de phase entre les différents individus. De cette facon, on peut
moyenner des mesures faites sur des individus de sorte a obtenir une bonne estimation de la force engendrée
par un groupe. Continuant le travail fait par Tuan et Saul sur les activités typiques sur des gradins (d’un
stade ou d’un théatre par exemple), et plus précisément le saut, Ebrahimpour [3,44] a identifié le délai entre
deux personnes essayant de sauter en étant synchronisées. Il a utilisé cette distribution du délai avec une
description statistique de la force individuelle pour déterminer la force exercée par plusieurs personnes. De
plus, une simulation par la méthode de Monte Carlo a montré que, pour le saut, 'amplitude maximale de la
force par personne diminue lorsque le nombre de personnes augmente (Ebrahimpour). Cette idée n’étant pas
applicable en pratique, Ebrahimpour et Sack [3,45] ont proposé de décrire les trois premiers harmoniques
en fonction du nombre de personnes du groupe. Ebrahimpour et al. [3,46] ont essayé d’appliquer le méme
principe sur des piétons qui marchent, et n’ont exprimé que le DLF fondamental en fonction de la taille du
groupe. Cette limitation est probablement due au fait que des mesures de forces non corrélées de personnes,
ont montré que seul le premier harmonique est important, et c¢’est d’autant plus vrai lorsque le nombre de
personnes augmente. Mais ces mesures ne tiennent pas compte de la possibilité de synchronisation dans une
foule [3].

1.3.4.3 Propriétés dynamiques “apparentes” des passerelles piétonnes en présence

de piétons

La présence de personnes immobiles, change les propriétés dynamiques de la structure. L’amortisse-
ment du systeme dynamique homme-structure est plus élevé que celui de la structure seule. L’effet est encore
plus important si on a plusieurs personnes. Une personne peut donc étre considérée comme un systeme dy-
namique amortissant. Le corps humain est un systeme complexe non-linéaire a plusieurs degrés de liberté,
qui réagit de plusieurs manieres face au mouvement de la structure (Williams et al [47]). Certains ont essayé
d’approcher le corps humain par un systéme linéaire & un degré de liberté (comme Zheng et Brownjohn [48],
mais un tel modele simplifié dépend de la fréquence des oscillations auquelles il est soumis et ne peut pas
étre modélisé par des parametres de masse, de rigidité et d’amortissement constants pour n’importe quelle
fréquence d’oscillation du plancher.

Ellis et Ji [49] ont trouvé que le saut et la course d’une personne ne peuvent pas changer les ca-
ractéristiques dynamiques de la structure, mais leurs essais ont été faits sur une poutre ayant une premiere
fréquence propre élevée.

Dans le cas d’une structure flexible, Ohlsson [24] a trouvé que la présence de piétons en mouvement
augmente la masse et 'amortissement “apparents” de la structure. Cependant, dans ses essais, le rapport de
masse des piétons et de la passerelle est élevé d’apres [3]. Mais des tests effectués sur le Millennium montrent
que la présence d’'une foule de piétons augmente amortissement dans la direction verticale (Willford [29]).
Des études faites par Yao et al [50] montrent que le saut et le balancement changent aussi les propriétés
dynamiques des structures flexibles, mais 1a aussi, le rapport de masse entre les piétons et la passerelle est
trés élevé [3].

1.3.4.4 Le couplage entre les piétons et la structure dans le cas d’une passerelle
souple sujette a des vibrations latérales

Quand des vibrations latérales de la passerelle ont lieu, les piétons changent leur fagon de marcher pour
rester en équilibre. Pour cela, ils se synchronisent avec le mouvement de la passerelle. Ainsi, le mouvement de
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la partie supérieure du corps et la force totale induite par les piétons augmentent, ce qui a pour conséquence
d’augmenter 'instabilité dynamique de la structure. Il faut aussi remarquer que le couplage avec la passerelle,
entraine un augmentation de la synchronisation entre les piétons.

D’apres Yoneda [51], plusieurs facteurs peuvent influencer la synchronisation : la fréquence latérale natu-
relle de la passerelle, ’amortissement, la position des noeuds dans un mode résonant, la vitesse de la marche,
et la longueur de la passerelle. Cependant, l'influence de ces facteurs n’a pas été vérifiée expérimentalement
sur des passerelles.

Des observations qualitatives de I’Association Frangaise de Génie Civil (AFGC) [25] ont permis de tirer

les informations suivantes :

e Le phénomene de synchronisation forcée se produit pour le premier mode de balancement latéral.

e Il ne semble pas se produire pour les modes de torsion : le mouvement vertical est génant, mais ne
semble pas favoriser le maintien de la marche & la fréquence de résonance. L’accélération verticale
masque les effets de I'accélération latérale.

e La notion de nombre critique de piétons est relative : la synchronisation forcée ne peut pas avoir
lieu en dessous d’un certain seuil ; cependant au-dela d’un certain seuil (non précisé), il se peut aussi
qu’elle n’ait pas lieu.

e La synchronisation forcée semble s’initier et se développer plus facilement & partir d’une fréquence de
marche initiale inférieure a la moitié de la fréquence propre a risque de la structure. Si la fréquence
de marche est plus élevée, la synchronisation ne se produit pas; un piéton ayant une marche plutot
rapide ressent différemment et d’'une manieére atténuée les vibrations latérales.

o [’effet de la foule augmente avec le niveau des oscillations. On peut considérer que les piétons ont une
marche libre au dessous d'un seuil compris entre 0,10 et 0, 15m/s2, et sont partiellement synchronisés
au-dela. Le changement de régime est relativement brutal, mais le seuil est variable d’un essai a I'autre.

D’autres études proposent des résultats différents. Ainsi, d’aprés Barker [52], la réponse vibratoire au

mouvement de la foule peut augmenter sans qu’il n’y ait synchronisation entre les piétons. Dinmore [53]
propose de considérer la force induite par les piétons comme une onde qui se propage dans la structure.
Ainsi, pour controler les vibrations de la structure et éviter la synchronisation, il recommande de faire varier
la rigidité tout au long de la structure, en utilisant différents matériaux. De cette fagon, 'onde subit des
réflexions et réfractions sur les différentes surfaces de contact, et perd donc de son énergie.

1.3.4.5 Modélisation de la force latérale engendrée par une foule

Apres les vibrations survenues le jour de I'inauguration de la passerelle du Millennium, les ingénieurs
d’ARUP ont effectué des études concernant la force latérale. Ils en ont déduit que 'amplitude de la force
totale engendrée par la foule apres synchronisation est proportionnelle a ’amplitude de la vitesse de vibration
de la passerelle. Ainsi la force corrélée par personne (i.e. quand il y a synchronisation) est

Ey(t) = it (6.1) (1.16)

K étant le coeflicient de force latérale d’un piéton, supposé 300N s/m dans la bande de fréquences 0,5—1,0H z
dans le cas de la passerelle du Millenium, &, étant la position du piéton sur la passerelle. Cependant ce
coeflicient est peut étre différent selon les passerelles et il serait intéressant de pouvoir le déterminer pour
d’autres passerelles [3].

Notons ¢, = an}i:l,...,

La vitesse locale 4 est liée & la vitesse modale U(t) par u(z,t) = ! (z)U(t). La contribution de la i-eme
personne & la force modale totale est ¢ F} = (z/)fn)Q kU. La force modale totale est donc :

n le mode propre, ott i = (&) (& étant la position du i-eme piéton).

N
Fi=kUY (41,)° (1.17)

N étant le nombre de personnes. Or la somme peut étre approchée par une intégrale :

ad iV N 2 _ N k 2
> () f/o wmdef/o Y2dL (1.18)

i=1
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L étant la longueur de la passerelle. En supposant que v, est sinusoidal,

N [E N
. dlL = —
L/()¢m 2

La force latérale totale F; engendrée par une foule de N personnes peut alors s’exprimer par :

N .
F = EkU (1.19)

Les piétons induisent donc un amortissement négatif. En effet, si on revient a I’équation de la dynamique,
on a :

B . N .

MU(t)+ CU(t)+ KU(t) = Fi(t) = EkU

MU(t) + (C— 2k;> Ut)+ KU(t)=0
De plus, la force (totale) induite avant synchronisation est différente de celle obtenue aprés la synchronisa-
tion; il convient donc d’étudier les deux cas [3].

La notion de nombre critique de piétons N,

Des essais réalisés sur le Millennium montrent que méme si de plus en plus de personnes marchent sur
la passerelle, aucun indice d’instabilité n’apparait jusqu’a ce qu’un nombre critique N, de piétons ne soit
atteint [54]. Plusieurs auteurs ont essayé d’identifier ce nombre. Certains d’entre eux se sont basés sur les
équations suivantes données par Roberts et par Clough et Penzien [55-57]

MU(t) + CU(t) + KU(t) = Fi(t)
Myijp(t) = —Fi(t)
ou l'indice p réfere au piéton, y, étant le déplacement latéral des piétons. Dallard et al. [8,21,56] ont supposé
que les conditions critiques ont lieu lorsque CU(t) = F(t).

(1.20)

En admettant les relations théoriques suivantes :

K
Wp = 271'fb = M (121)

C
€ =
2Mwb
£ étant le taux d’amortissement de la passerelle, et en admettant que la force induite par un groupe ou foule

de piétons est donnée par ’équation (1.19) [8,21,56], le nombre critique de piétons selon Dallard s’écrit :

 8ntfM
Tk

(1.22)

N, (1.23)

Un autre calcul du nombre critique a été fait par Newland [56, 58,59] qui a utilisé la méme condition
pour le passage & I’état critique, en admettant toutefois que c’est un cas particulier ol wy = w,, et la marche
des piétons est exactement & /2 par rapport au déplacement de la passerelle. Il a donc supposé que

Fi(t) = Gsinwpt = Gsinwypt (1.24)

Ainsi, des solutions particulieres au systeme d’équations (1.20)) sont :

G .
yp(t) = W sin wyt (125)
p
. T

De plus, il a considéré que les synchronisations instables ont lieu lorsqu’une proportion § de piétons est
synchronisée avec la passerelle, et que 'amplitude U du déplacement de la structure est proportionnelle &
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yp (on note 7 le coefficient de proportionnalité). Ceci se traduit mathématiquement en remplacant la masse
des piétons M), par BM,, et en posant :
U=y, (1.27)

Newland a aussi utilisé la relation donnée par Clough et Penzien (1975) [57], dans le cas ol les piétons sont
uniformément répartis sur une portée de longueur L :

L
Nm, o
d
Mp/o L Vm(@)d _ Ny,

M L ) Lmy,
/ mptbs (z)dx
0

x étant la distance le long de la portée, m,, étant la masse moyenne d’un piéton, my la masse de la passerelle
par unité de longueur, et ., (x) représentant le mode de vibration normalisé (amplitude maximale unitaire).
En prenant les valeurs particulieres : v = 1,5 et § = 0,4, il a obtenu

(1.28)

7, 5§mbL

mip

N, = (L est la longueur de la portée) (1.29)

Roberts [56,60] a utilisé les équations (1.20)), et le fait que F;(t) = Gsinw,t. Des solutions particulieres de
(L.20) sont

G . GD .
yp(t) = M2 sin (wpt)  u(t) = m sin (wpt — )

9%, 1 1/2
wT:ﬁ,\I}:arctan fiw ,et D= .
W 1—w? (1 —w2)?+ (26w, )?

r

Il a supposé que la synchronisation instable a lieu lorsque le maximum de 'amplitude latérale de la passerelle
dépasse le maximum de 'amplitude du mouvement latéral des piétons. Il a obtenu

. 14+a?2 myL

N, ek
2 mypw?D

(1.30)
a étant la proportion de la portée sur laquelle marchent les piétons & la position la plus défavorable (ventre
d’un mode).

Les résultats de ces théories ont été comparés avec des mesures expérimentales réalisées sur trois passe-
relles : la passerelle de Toda Park au Japon (T-bridge), la passerelle de Singapore Changi Airport (C-bridge)
et la passerelle du Millenium & Londres. Des différences sont apparues entre les résultats théoriques et les
résultats expérimentaux. D’aprés Roberts [56], ceci s’explique par le fait qu'’il y a deux phases de synchro-
nisation. La premiere phase, stable, peut avoir lieu avec n’importe quel nombre de piétons, et I’amplitude
des vibrations ne dépasse pas une valeur limite de 10 — 15mm comme c’est le cas pour le C-bridge et le
T-bridge. La phase instable a lieu lorsque 'amplitude des vibrations dépasse la valeur limite (10 — 15mm) ce
qui a pour conséquence d’augmenter I’amplitude de la force latérale des piétons parce qu’ils changent leur
fagon de marcher. C’est ce qui a eu lieu pour le Millenium.

Dans cette optique, Roberts [56] déduit que (1.23) correspond & la phase stable, alors que les deux
autres, & la phase instable, (1.30) étant la plus générale car elle n’impose pas de valeurs aux parametres.

La notion de nombre équivalent de piétons NN,

L’Association Frangaise de Génie Civil (AFGC) [61] a modélisé une foule réelle constituée de piétons
marchant a des fréquences et a des phases différentes, par une foule théorique équivalente. Cette foule
équivalente est formée d’'un nombre d’individus plus faible, mais qui sont uniformément répartis sur une
partie de 'ouvrage, qui marchent sur place, et qui sont tous en phase et & la méme fréquence. Les deux
foules doivent avoir le méme effet sur la structure, i.e. les forces latérales engendrées par chacune des foules
sont égales ou 'accélération maximale des oscillations de la structure obtenue durant une durée de temps
significative est la méme pour les deux foules.

D’apres PAFGC [61], 'amplitude de la force d’un piéton ne change pas lorsque la passerelle est en mou-
vement, mais la fréquence de la marche devient égale & la fréquence propre de la passerelle (synchronisation
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piétons-structure), et les fréquences des piétons convergent aussi (synchronisation piétons-piétons). Ainsi,
en supposant que la force d’un piéton est donnée par

F; = 35sin (2w fit + ¢) (1.31)
La force totale est alors :
Np
Fi = 35sin (27 fiit + ¢7) (1.32)
=1

fii et ¢ étant la fréquence et la phase de la force latérale de marche du i-éme piéton.

La connaissance du nombre équivalent de piétons N, permet de modéliser la force totale par :
Np
Fi= 35sin (27 fiit + ¢)) ~ 35 Negsin (27 fit + ¢°) (1.33)
i=1

Les valeurs obtenues pour N, sont les suivantes :

e N., =10,8y/N¢ pour une foule peu dense (fréquences et phases aléatoires)
o N =1, 85v/N pour une foule dense (phases aléatoires seulement)

Ne .
Le coefficient de corrélation a été défini comme étant Tq' Plus de détails sur les travaux de PAFGC [25]

seront donnés plus loin.

Une équation différentielle pour la phase totale de la force latérale d’un piéton

Dans [7, 54, 62], les auteurs utilisent la premiere équation de (1.20). En notant ¢;(t) = 2w fi;t + ¢
la phase totale de la force engendrée par le i-eme piéton, la force latérale totale engendrée par la foule est
donnée par

Np
Fi= ZGSin((bi(t)) (1.34)

Comme la synchronisation n’est autre qu’une adaptation de la fréquence de la force engendrée par un piéton
a la fréquence de la structure, I'idée est d’introduire une équation différentielle gérant 1’évolution de la

déb:
phase ¢;. Cette équation devrait permettre de faire converger la pulsation instantanée du i-eme piéton ﬁ

vers celle de la structure. L’équation différentielle choisie est appelée équation de Kuramoto [63], elle est
développée dans le chapitre [3l Dans le cas particulier de la marche, d’aprés [7,54], elle peut étre écrite sous
la forme :

o
dt

e w; est la fréquence naturelle du i-eme piéton, c’est-a-dire la fréquence qu’il aurait eue dans le cas

=w; +e1Asin(vs — ¢; + «) (1.35)

d’une marche libre. Les w; sont distribuées aléatoirement avec une densité de distribution g(w) qui
reflete la diversité des fréquences naturelles des forces latérales dans une population.

€1 quantifie la sensibilité des piétons aux oscillations de la passerelle (¢ = 16 d’apres [54]).

A(t) est amplitude maximale des oscillations.

s (t) est la phase totale des oscillations de la passerelle, définie par U(t) = A(t) sin ¢;(¢).

a est un parametre de différence de phase (“phase lag”) qui indique si la force des piétons se synchronise
a la méme phase que le déplacement, de la vitesse ou de ’accélération de la passerelle.

N ™ .
Dans le cas ol @ = 3 et g(w) est une gaussienne de moyenne wy, on trouve :

i€ K

Ne==———
7 Gerg(wp)

C
¢ = ——— est le taux d’amortissement proportionnel. Le seul parametre inconnu est €;. En comparant la
2VMK

simulation réalisée et les données obtenues par les essais sur le Millennium, € a été estimé & 16m = 1s1.
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Dans les travaux de Eckhardt et al. [62], I'équation de Kuramoto utilisée est de la forme suivante :

di: = w; — exU(t) cos (s (1))

Un développement approprié de cette équation conduit a I’équation :

do; .
% it ZuRAW sin (vat) — 6i(0) + T) (1.36)
dt 2 2
1
La valeur de e trouvée pour que le modele corresponde au cas du Millennium est eg = —— ~ 1, 75s/m,

7090
olt 9 = 1,9s et g = 0,3m/s>.

En résumé : Les modeles présentés jusqu’ici sont des modeles discrets, dans le sens ou on suit le
comportement de chaque piéton isolé. Comme on I’a vu, la plupart de ces modeles ont pour but de déterminer
un nombre critique de piétons pour lequel des oscillations instables peuvent apparaitre. D’autres modeles
discrets [64] ont pour but de modéliser le comportement des piétons sans prendre en compte leur force. Ces
modeles sont utilisés pour étudier les cas d’évacuation de piétons (alerte, incendie par exemple) ou les cas
ou les piétons rencontrent des risques dus & la grande affluence (sortie d’un stade de football, pélerinage &
la Mecque, etc. ). Ainsi, la distance entre les piétons est prise en compte ainsi que les différents trajets que
peut emprunter un piéton pour atteindre son but sans beaucoup dévier du trajet qu’il aurait pris dans des
conditions de marche libre, le but étant de trouver un champ de vitesses des piétons qui soit le plus proche
du champ de vitesses souhaitées par ces piétons.

D’autres auteurs ont considéré un modele continu de foule [15]. Dans cette modélisation, on ne
s'intéresse pas au comportement de chaque piéton en tant que tel mais au comportement de la foule a
un instant donné et en un point donné. Ainsi la foule peut étre assimilée & un fluide compressible et son
comportement peut étre régi par I’équation de conservation de la masse [15] en 1D qui met en relation la
densité locale des piétons n(z,t) et leur vitesse de marche locale v(z,t) ot x est la coordonnée en espace,
x € [0, L], L étant la longueur de la passerelle :

on 0

s () (187)
Dans ce cas, en notant S le pourcentage de piétons synchronisés ou la probabilité qu’ils se synchronisent, la
force engendrée par les piétons par metre de longueur est donnée par :

Fi(z,t) = n(x, t)SF(t) (1.38)

La force totale F(t) n’est autre que la projection de .7:}(1‘, t), définie dans 1’équation (1.38), sur les modes
propres de la passerelle qu’on souhaite étudier. Un modele de foule basé sur cette approche a été utilisé par
Venuti et al. [15] et sera présenté dans la section suivante.

Des modeles en 2D basés sur 'idée de considérer la foule comme un fluide compressible ont été
également réalisés. Cependant leur but n’est pas de déterminer la force générée par les piétons mais de
déterminer le comportement de la foule dans des situations de “traffic” particuliéres [65,66].

1.4 Un travail préliminaire sur la modélisation

Dans cette partie, on présente un travail préliminaire de la modélisation de la foule. On commence par
rappeler le travail effectué par PAFGC [25] puis le modele continu proposé dans [15]. La combinaison de ces
deux modeles a abouti & la publication d’un article [67].
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1.4.1 Etude réalisée par 1’Association Francaise de Génie Civil (AFGC)

1.4.1.1 Introduction

Le but du travail de PAFGC [25] est de proposer une méthode simple qui permet d’évaluer le risque
d’entrée en vibration des passerelles en réponse a ’excitation piétonne.

Le travail a été divisé en quatre parties :

Comportement dynamique latéral du piéton seul : présentation des essais en laboratoire
Comportement statistique d’une foule de piétons composée de “piétons aléatoires”
Comportement dynamique d’une foule : observations expérimentales

Conclusions et recommendations pour un code de calcul frangais sur les passerelles piétonnes.

1.4.1.2 Comportement du piéton seul/essais sur plateforme réalisée en laboratoire

Une plateforme a été réalisée en laboratoire afin de réaliser des essais.

Description de la plateforme :

C’est un modele réduit de passerelle ayant des propriétés dynamiques simples avec un seul mode horizontal.
Elle est formée d’une dalle en béton précontraint de 7m de long et 2m de large, supportée par quatre lames
de flexions métalliques qui se déplacent latéralement et qui sont fixées a deux portiques rigides. La dalle
est une structure composée de quatre poutres précontraintes et d’un hourdis précontraint transversalement.
Elle est rigide, massive, et sa souplesse est assurée par les quatre lames de flexion. La continuité de la
marche est assurée par des rampes d’acces et de sortie. Un circuit a été balisé et amortissement (faible)
est produit par les lames métalliques. Des réservoirs a eau ont été installés pour simuler un amortissement
ajouté, amortissement final obtenu étant calibré pour les essais en jouant sur le volume d’eau de sorte a
étre proche d’un amortissement réel de passerelles.

Les essais :

Plusieurs configurations de masse de structure, de fréquence et d’amortissement ont été réalisées. Les
déplacements de 'ouvrage ont été mesurés grace a des capteurs de déplacement, et les hautes fréquences
(> 4Hz) du signal obtenu ont été filtrées par ’AFGC. Les dérivées premiere et seconde du signal donnent
la vitesse et I'accélération. La force instantanée a été calculée grace a :

Fi(t) = MU(t) + CU(t) + KU(t) (1.39)

ou U(t) est le déplacement filtré de 'ouvrage.

Les résultats :

Les essais réalisés sur un piéton montrent que la force latérale Fj(t) engendrée par un piéton n’est pas
purement sinusoidale, et que son amplitude est bornée quelles que soient les conditions, et ne dépasse que
trés rarement 50N en valeur de pic. Le premier harmonique de la série de Fourier donne une valeur de
Pordre de 30 — 35N en moyenne. Indépendamment du niveau de vibrations observé, de la personne, de la
fréquence, de la masse ou de amortissement, Fj(t) peut donc étre modélisée par

Fi(t) = 35 cos(wpt + ¢) [N] (1.40)

ot on rappelle que w, est la fréquence latérale des piétons et ¢ leur phase.
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1.4.1.3 Comportement aléatoire d’une foule de piétons. Essais statistiques

Le but de ce travail est de modéliser une foule réelle constituée de N,, piétons marchant & des fréquences
et & des phases différentes, par une foule théorique équivalente formée de N, piétons équivalents, bien
répartis sur la passerelle, marchant en phase, a la méme fréquence et sur place, qui produiraient le méme
effet sur la passerelle.

Dans la suite, les auteurs supposent qu’une foule peu dense est formée de piétons ayant des phases et
des fréquences aléatoires alors qu'une foule dense est formée de piétons ayant des phases aléatoires mais une
méme fréquence. Cependant ils ne donnent pas un critere quantitatif pour distinguer ces deux régimes.

Modele 1 : piétons tous a la méme fréquence, marchant sur place, sans interaction
avec un mode propre.

Dans ce modele, la forme modale de la structure n’est pas prise en compte. Le but de cette partie est
de déterminer le nombre N, de piétons ayant la méme phase ¢, et la méme fréquence w qui seraient
équivalents & N piétons marchant & la méme fréquence mais avec des phases aléatoires :

N
Z cos(wt + ¢g) = Neg cos(wt + peq)
k=1

Apres développement et identification :

N
> sin(¢x)
N.y = VN, et ¢oq = arctan Lt

N
S cos(@x)
k=1

Modele 2 : foule de piétons avec fréquences et phases aléatoires, et recherche de 1’effet
maximal. Non prise en compte de la déformée modale.

Dans un premier temps, '’AFGC considere une foule formée de N piétons avec des phases aléatoires
¢; et des fréquences aléatoires w; suivant une distribution normale de moyenne la fréquence propre de la
passerelle (1Hz) et d’écart type 0,175Hz. L’amplitude de la force exercée par les piétons est supposée la
méme et vaut G.

Ainsi, la force totale engendrée par les N piétons est donnée par

N
Fi(t) = Z G cos(w;t + ¢;)

i=1

La résolution analytique de I’équation :

MU(t) + CU(t) + KU(t) = > _ G cos(wit + ¢;)

i=1

permet de déterminer I'accélération de la structure en fontion du temps, mais pas son maximum A,,,, au
cours de la durée de temps considérée At = to —t; (100 périodes i.e. 50s pour 2Hz2). Aq. €st estimée par :

N
Guw?
Amaz = max Z : = cos(wit + ¢; + @) | + réponse transitoire

t1<t<t |4 w? w;
T (1 25 4 a2
w w
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Avec tan® = — <
Wi
=0

La valeur de la réponse transitoire n’est pas prise en compte car elle s’amortit rapidement.

Le nombre équivalent de piétons N4, en phase et a la méme fréquence, qui produiraient la méme
accélération maximale vérifie I’égalité :

Guw? G 1
Z %2 - cos(wit + ¢; + @) | = Neqm—i cos(wt + ¢eq + P)
— w; w; 1p
i=1 mlpwz\/(luﬂ)+4£2u)2
. . s . G 1
Les N4 piétons produisent une accélération maximale Neq—i. Donc
mip
mip
NF =—"=2 Amar
(= 2

Cet essai a été repris 1000 fois avec un nombre de piétons fixé et amortissement fixé. A chaque fois, on fait
une extraction de la valeur caractéristique a 95% de Ngg.

Globalement, la valeur & caractéristique & 95% est N, = 8,64/N¢ alors que la moyenne est de N, =
6,1/NE.

Dans le cas ou les piétons ont une méme fréquence mais des phases aléatoires, la valeur caractéristique
4 95% est Neq = 1,75V N, et la moyenne est légérement inférieure & Ngy = VN

Modele 3 : Prise en compte de la déformée modale et du déplacement des piétons

Principe des essais numériques

Notons £ * [1m] la largeur de la passerelle. £ piétons entrent sur la passerelle avec des phases et des
fréquences aléatoires, et une vitesse de 1,5m/s. Entre temps, a Pautre extrémité ¢ piétons sortent de la
passerelle. Tous les 1m, on envoie £ piétons et on en retire £. L’accélération maximale de l'essai AS35%% est
déterminée sur une période T ~ 100 T, (T}, étant la durée d’un pas).

On cherche le nombre N, de piétons

e marchant sur place

e répartis sur toute la passerelle

e tous a la fréquence propre de la passerelle

e en phase sur le méme ventre et en opposition de phase sur des ventres de signes différents.
qui produiraient la méme accélération maximale A;qqr(Neg). I faut que Acssai — Amaz(Neq). Neg est
supposé étre de la forme :

N,y = k(Longueur)®(Largeur)? ¢ (numero mode) ~°

En minimisant Z [Neg(essai;k) — Neg(k, o, 8,7, 5)]2» on obtient
essai k

13, 41(Longueur)®®®(densite x Largeur)®4? ¢0:59
(nombre d'onde)%:05

Neg =

Cette expression étant difficile & appliquer, on pose

B 13,41
~ (nombre d'onde)%95

et on fait les approximations suivantes

(Longueur)®®® ~ (Longueur)®®, (densite x Largeur)®*? ~ (densite x Largeur)®® et £%59 ~ ¢0:5
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On obtient alors I’expression :

N, =~ k(Longueur)®®(densite x Largeur)®>¢%®

L’optimisation donne k£ = 10, 8.
Si les piétons ont la méme fréquence, & n’intervient plus, et on aura k = 1, 85.

Ainsi, on modélise une foule peu dense par Nq,95 = 10, 8y/NE, et une foule dense par Neq 95 = 1, 85v/N.

1.4.1.4 Comportement dynamique d’une foule. Expérience acquise suite aux essais
sur la passerelle Solférino et en laboratoire

Traitement des résultats

e Le seuil de changement de régime par rapport au régime aléatoire est de 'ordre de 0,10 — 0, 15m/s>
e Apres dépassement de ce seuil, les accélérations montent de fagon importante, mais restent bornées

N,
On aboutit & un taux de corrélation ( ];q) de 30 & 40%. Cette valeur peut monter & 60% pour une

foule compacte

Essais réalisés en laboratoire

Force efficace :

t+T
fefficace(t) = %/t F(t)“‘;g;'dt

Essais avec 6 et 10 piétons.

e A partir de 0,15 — 0,20m/s2, la force exercée par les piétons est nettement plus efficace, et un début
de synchronisation apparait.

e La synchronisation est partielle (maximum de 140 — 160N soit 40 — 45% de l'effet de 10 piétons), mais
suffisante pour obtenir des oscillations trés inconfortables (> 0.6m/s?)

1.4.1.5 Conclusion

e [’amplitude de l'action d’un seul piéton ne semble pas augmenter avec la vitesse des oscillations
(méme pour des accélérations > 0,5m/s?). Le premier harmonique de cette force est de I'ordre de
35N en moyenne

o L’effet d’une foule aléatoire de piétons peut étre assimilé a celui de N, piétons marchant sur place
4 la méme fréquence et en phase entre eux (la différence de phase par rapport a la structure étant
constante) :

— Ny = 10,8y/NE pour une foule peu dense (fréquences et phases aléatoires)
— Neg =1, 85v/N pour une foule dense (phases aléatoires seulement)

o L’effet de la foule augmente avec le niveau des oscillations. On peut considérer que la foule de piétons
est aléatoire pour des accélérations inférieures & un seuil compris entre 0,10 et 0, 15m/s2, et que les
piétons sont partiellement synchronisés au-dela. Le changement de régime est relativement brutal,
mais le seuil est variable d’un essai a ’autre. Donc il est préconisé de prendre une valeur sécuritaire
de 0,10m/s.

e Au-deld du seuil de 0,10m/s?, les piétons sont partiellement synchronisés. Le taux de corrélation
est de l'ordre de 40% en régime continu et 60% pour une foule plus dense. Il faut donc éviter le
déclenchement de la synchronisation.
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1.4.2 Un modele de foule continu

1.4.2.1 Description de la foule

Dans ce modele, les auteurs ont adopté une approche bien connue dans la modélisation du traffic
de véhicules [68]. C’est un modele macroscopique dans le sens oll on ne suit pas le comportement de
chaque piéton dans la foule mais on regarde le comportement de la foule en un point donné. Ainsi les
variables utilisées sont des variables locales qui dépendent du temps ¢ et de lespace x (x € [0; L] étant la
position longitudinale sur la passerelle). Ainsi le comportement de la foule est assimilé & celui d’un liquide
compressible gouverné par ’équation de la conservation de la masse, ou 7 représente la densité locale des
piétons et v leur vitesse locale :

an 0 B
N + %(n.v) =0 (1.41)

Ayant deux variables, une deuxiéme équation est nécessaire afin de compléter le systeme. Elle est
généralement connue sous le nom d’équation de fermeture (“closure equation”). Dans cette équation une
deuxiéme relation entre v et 7 est développée. Selon les auteurs [15], elle doit prendre en compte la réduction
de la vitesse locale de marche par rapport a la vitesse moyenne de marche libre v,,, selon la densité des
piétons mais aussi selon les oscillations de la stucture. Ainsi, ’équation de fermeture est donnée par :

U(xat) = Umg(n)h(u) (142)

La premiere fonction réductrice § tient compte de l'influence de la densité des piétons sur leur vitesse de
marche. Dans [15], elle est donnée par :

1 si n<ne
_ 1—exp[-f.(n —nc)/(na —me)] .
gn)=4 1- si ne<n<nm 1.43
" 1~ exp(—5) (49
0 si n>nu
On rappelle que ny = 1,8p/m? est la densité maximale admissible par les piétons (a partir de cette

densité ils n’arrivent plus & avancer) et 1. = 0,3p/m? est la densité critique & partir de laquelle les piétons
commencent & interagir entre eux. g(n) est une fonction décroissante qui dépend d’un parametre 5 € [0; 10]
supposé refléter les conditions initiales de marche sur la passerelle. Des valeurs plus élevées de 3 indiquent
des conditions plus difficiles. Dans la figure [1.12 on trace 1’évolution de la vitesse des piétons en fonction
de leur densité pour différentes valeurs de (. Il est évident que la décroissance de v est plus rapide pour
des valeurs plus élevées de 3. Il est important de noter que cette équation de fermeture a été déterminée
qualitativement par manque de données expérimentales. La deuxieme fonction h prend en compte I'influence
des oscillations de la structure sur le mouvement des piétons. De méme que g, cette fonction est qualitative,
elle est donnée par

. . >
. 0 st max [w(s)| > tmaz
h(u) = J4| ) (1.44)
1—— sinon
u’mal‘

Ol Upmaz = 0,25m/s est la vitesse maximale des oscillations admissible par les piétons (valeur expérimentale)
(%] € [0; Wmaz]), et 7 = 5s la durée de temps que le piéton “garde en mémoire”. Si pendant cette durée, la
vitesse des oscillations dépasse tUmqz, le piéton n’avance pas.

La figure [1.13] montre I’évolution de la vitesse locale des piétons en fonction de leur densité et de
I'amplitude de la vitesse d’oscillations de la structure.

1.4.2.2 Modélisation de la force latérale engendrée par la foule

Dans ce modele [15], on ne prend en compte que les piétons qui sont synchronisés avec la passerelle i.e.
les piétons dont la fréquence de la force latérale est la méme que la fréquence instantanée des oscillations
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La vitesse locale moyenne en fonction de la densité locale pour différentes valeurs de beta
1 T T T T

beta=0
beta=2 |4
beta=5
beta=7 |4
beta=10
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FIGURE 1.12. La vitesse moyenne locale en fonction de la densité locale pour différentes valeurs

de

La vitesse moyenne locale de marche des piétons en fonction
de la densité locale des piétons sur la passerelle et de la vitesse de vibration de la passerelle

vitesse de marche

0.6

0.2

vitesse de vibration 025 1 densité

FIGURE 1.13. La vitesse moyenne locale en fonction de la densité locale et de la vitesse de vibration
de la passerelle pour 3 =17

latérales de la passerelle. Ainsi la force latérale locale engendrée par les piétons est donnée par :

Fy(z,t) = Fip(t)Ns(z,1) (1.45)

Ng étant le nombre de piétons synchronisés localement. Afin de déterminer Ng, il convient de définir la
probabilité de synchronisation S(z,t). Selon les auteurs, elle est donnée sous la forme d’une somme de deux
fonctions :

S(x,t) = Spp(n(x,t)) + Sps(i(z,1)) (1.46)

Spp (figure[1.14-a) est une fonction qui refléte la synchronisation des piétons due & leur densité. A cause du
manque de données expérimentales, Spp a été évaluée qualitativement : pour de faibles densités, les piétons
ne se synchronisent pas entre eux, mais a partir de la densité critique 7., leur synchronisation augmente
rapidement, puis cette augmentation devient plus lente au fur et & mesure que la densité s’approche de la
densité maximale 7.

Sps (figure [1.14-b) est une fonction qui reflete la synchronisation des piétons avec la structure. Elle dépend
de la vitesse des oscillations latérales de la structure. La premiere partie de la courbe (en noir sur le graphe
de la figure [1.14-b) est une approximation quadratique des données concernant le Millennium. La deuxiéme
partie (en bleu pointillé sur le graphe) est qualitative. Elle reflete le fait qu’a partir d’une certaine vitesse
d’oscillations (0,15m/s), les piétons commencent & perdre leur synchronisation. Sps est nulle pour des
vitesses d’oscillations supérieures & ty,q, = 0,25m/s.
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1.4.2.3 Les faiblesses de ce modele

Ce modele présente plusieurs points faibles qu’il convient de citer :
e seuls les piétons synchronisés avec la structure sont pris en compte
e la fontion Spp et ’équation de fermeture sont qualitatives.

1.4.3 Un modele préliminaire...

Dans [67] on présente un premier modele de foule continu ol on essaie d’éliminer les faiblesse du modele
présenté dans [1.4.2] en le couplant avec le modele proposé par 'AFGC et pésenté dans [1.4.1.

Cependant, dans ce modele, on conserve 'utilisation du taux de piétons synchronisés. On ne voit donc pas
vraiment comment s’est déclenchée cette synchronisation. La période transitoire entre I’état non synchronisé
et I’état synchronisé est négligée. De plus, le caracteére aléatoire des fréquences de marche libre des piétons
n’est pas pris en compte. Dans la suite de la these on développe et on analyse un nouveau modele continu
de foule-structure qui palie a ces faiblesses.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté les différentes études et les différents travaux trouvés dans la littérature,
concernant la marche d’un piéton et la modélisation de la force latérale d’un piéton et d’une foule. A la fin
de ce chapitre on a présenté en détails deux modeles trouvés dans la littérature. Ces deux modeles ont été
combinés dans [67] pour former un nouveau modeéle de foule-structure qui a constitué une premiére étape
dans I'élaboration de cette these. Un modele continu plus complet est présenté dans la suite de la these.
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Chapitre 2

Analyses expérimentales

CE CHAPITRE a pour objectif de présenter des résultats expérimentaux et leurs analyses concernant

les mesures suivantes :
* Forces engendrées par un piéton sur un plancher rigide (Tests Décathlon)

* Analyse modale de la passerelle Simone de Beawvoir (Tests CSTB)

* Analyse modale d’une passerelle réalisée en laboratoire (Tests AFGC)
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente des études analytiques réalisées sur différentes données expérimentales
qui nous ont été fournies durant cette these. Les premieéres données analysées, fournies par Décathlon,
concernent la force engendrée par un piéton sur un plancher rigide suivant différentes vitesses de marche.
Des données concernant la passerelle Simone de Beauvoir, récemment inaugurée a Paris ont pu étre obtenues
apres un accord verbal avec la société EIFFEL et la Mairie de Paris, une convention signée avec RFR et une
collaboration de recherche avec le CSTB de Nantes. L’ Association Francaise de Génie Civil (AFGC) nous a
également fourni des données concernant une passerelle construite en laboratoire. L’analyse de ces données
a permis l'identification des parametres modaux de la passerelle. L’analyse des données correspondantes a
la passerelle de laboratoire de 'AFGC et a la passerelle Simone de Beauvoir a fait 'objet d’un rapport de
stage de Master de Recherche de P.Pecol [69] .

La premiere partie de ce chapitre est consacrée a la présentation des outils théoriques utilisés pour les
différentes analyses, notamment la série de Fourier, la transformation de Fourier (TF) et la transformation
en Ondelettes (TO). L’analyse des données expérimentales concernant la marche d’un piéton sur un plancher
rigide forme la seconde partie de ce chapitre. La troisieme partie porte sur I’analyse des données concernant
la passerelle Simone de Beauvoir. Les données sur la passerelle de laboratoire de ’AFGC sont analysées
dans la quatrieme partie, et enfin une conclusion permet de récapituler les principales informations obtenues
grace a ces différentes analyses.

2.2 Outils théoriques
Dans cette section, on présente de maniere condensée les outils théoriques utilisés pour les différentes

analyses réalisées. Dans la premiere partie, on définit la série de Fourier, dans la deuxieme, on présente la
transformée de Fourier et enfin dans la troisieme, on explique la transformée en Ondelettes.

2.2.1 La série de Fourier

Dans ce paragraphe, on introduit la série de Fourier.

1
Soit u(t) un signal périodique ayant une période T et une fréquence f = T u(t) peut se développer
sous la forme suivante :
+oo
u(t) = ao+ Y _ (a;cos(ift) + b; sin(ift)) (2.1)
i=1
1 (T2
avec ag = —/ u(t)dt
T J_1/2
2 [T/ omit
a; = —/ u(t) cos (m) dt, Vi>0
2 [T/ it
bi:—/ u(t)sin( m )dt, Vi>0
T 7T/2 T
(2.1) s’écrit également
—+oo
u(t) = ap + Z a; cos(ift + o) (2.2)
i=1
avec
b;
o = ag, a; = \/a? + b? et ¢; = arctan ()
a;

Le stage de M.Philippe Pecol a été co-encadré par P.Argoul, S.Erlicher et moi-méme. Ce stage a eu lieu & 'UR
Navier, au sein de I'équipe “Dynamique des structures et Identification”.



62 ANALYSES EXPERIMENTALES

2.2.2 La transformation de Fourier (TF)

Dans ce paragraphe, on fait une présentation succinte de la transformée de Fourier. Les lecteurs désirant
obtenir plus de détails pourront se reférer a I'un des nombreux ouvrages traitant ce sujet, comme par
exemple [70].

Soit u(t) un signal intégrable, ¢ étant la variable de temps. La transformée de Fourier permet une
représentation de ce méme signal dans le domaine fréquentiel. Elle est donnée par :

+oo
iw) = [TFw)] (w) = / u(t)etdt (2.3)
—00
ol w est la fréquence angulaire ou pulsation. Inversement, si on connait la transformée de Fourier 4(w) d'un
signal u(t), et si 4(w) € L'(RT), on peut remonter au signal u(t) grace a la transformée de Fourier inverse
donnée par :

1[ree :
u(t) = g/_m i(w)e™ dw (2.4)
Le théoréme de Parseval-Plancherel :
+oo 1 +oo _
/ w@®s®dt = — [ a(w)d(w)dw (2.5)

lie le produit scalaire de deux signaux temporels u(t) et v(t) au produit scalaire de leur transformées de
Fourier @(w) et d(w), o1 7(w) et ©(w) sont les fonctions conjuguées de v(w) et de ©(w) respectivement. I1
permet de déduire une relation entre les normes L? d'un signal temporel u(t) et de sa transformée de Fourier

a(w) :
+oo +oo
/ lu(t)2dt = % / Ji(w) 2 dw (2.6)

— 00 — 00

Cette relation entre les normes L? de chacune de ces représentations montre 1’équivalence du signal temporel
u(t) et du signal fréquentiel @(w). Cependant, la transformée de Fourier est définie par une intégration du
signal sur tout l'intervalle de temps. Par cette transformation, le signal perd donc son information temporelle.
La transformation en ondelettes permet une représentation temps-fréquence qui remédie a cette “faiblesse”
de la TF.

2.2.3 La transformation en ondelettes (TO)

Introduction

Dans ce paragraphe, on présente la transformation en ondelettes (TO). Plus de détails peuvent étre
trouvés dans [71-73]. On commence par définir les ondelettes et la transformation en ondelettes puis on
précise les choix utilisés pour calculer cette transformation.

Définition

Les ondelettes sont des fonctions oscillantes bien localisées en temps et en fréquence. La transformation
en ondelettes nous permet d’obtenir une description en temps et en fréquence d’un signal donné comme le
ferait un “microscope mathématique réglable” : des informations grossieres peuvent étre ainsi obtenues mais
aussi des informations plus détaillées selon les parametres choisis.

Soit 9 (t) une fonction analysante. On construit une famille d’atomes temps-fréquence en translatant
1 au temps b et en la comprimant ou la dilatant a 1’échelle a. Cette famille est formée des fonctions v 4
définies par :

a

Upalt) = 21/} (t — b) (2.7)
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La transformée en ondelettes d’un signal «(t) continu par morceaux sur son espace de définition et d’énergie
finie est définie par [71] :

+o0 _
Tulul0) = Gutno(0) = 1 [ ate)i () ©8)

aJ_o a

1 est le conjugué de 1 et (.,.) représente le produit scalaire dans I'espace L?(R). Cette définition de la
transformation en ondelettes est basée sur le choix de i qui sera appelée ondelette mere. Le théoreme de
Parseval-Plancherel (2.5) permet d’écrire une deuxiéme forme pour la transformée en ondelettes de u(t) :

+OO = .
Tylul(b,a) = 217r/ (W)Y (aw)e™dw (2.9)

Inversement, & partir de la transformée en ondelettes T [u](b, a) d’un signal u(t), on peut reconstruire ce
signal si

1 [t .
Cy = f/ ‘w(aw)da‘ (2.10)
aJo
vérifie la condition d’admissibilité :
0< Ow < 400 (2.11)

Dans ce cas,

em /m /m L) (b, ) (’jb) da db (2.12)

La transformée en ondelettes dépend fortement du choix de ’ondelette mere ¢. Dans le paragraphe suivant,
on explicite le choix retenu pour notre analyse.

Choix de ’ondelette mere

Soit ¢ une ondelette mere, wy, la moyenne (espérance) de la transformée de Fourier de 1)y, , normalisée
et Awy I'écart type. On définit le facteur de qualité () comme étant le rapport entre entre la fréquence
moyenne et la résolution en fréquence [72] :

Wy,
a Wy
= = 2.13
Q= i = A (2.13)
a

Le facteur de qualité ne dépend pas du choix de a. Pour un signal ayant N fréquences, un @); est choisi pour
analyser chaque fréquence angulaire w; du signal (j € [1; N]) et doit vérifier pour tout j € [1; N] [72] :

. wj _<ij
f2do.)j* T 2

(2.14)

dw; est la bande de fréquences a étudier autour de w;, L est la longueur du signal, cy et ¢, sont des coefficients
en relation avec le choix de I'ondelette mere.

Trois types d’ondelettes mere complexes (€ C) sont utilisées : 'ondelette de Morlet, 'ondelette de
Cauchy et l'ondelette harmonique. D’apres [72], on utilise Pondelette de Cauchy. Connaissant le facteur
de qualité @, les parametres de 'ondelette de Cauchy sont définis d’apres les relations présentées dans le
Tableau 2.1. Dans ce tableau, n est un parametre libre (fixé si on fixe @), H est la fonction d’Heaviside,
t, est la moyenne (espérance) de 'ondelette mere normalisée, Aty son écart type, et uy est le coefficient

1
d’incertitude de Heisenberg. D’apres le principe d’indétermination de Heisenberg [71], p, > 5
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i\ V2n +1
t — A = —
v <t+z’> Y 2
- 2mwme™v 1
w) = H(w) | Aty = ——
472 (2n — 1)! 1\/ 2
C) = — -
YT 9T ()2 P =\t g
1
1
n+ -
Q= Yo _ 2 cp=c =25
20wy, V2n+1

TABLEAU 2.1. Paramétres de 'ondelette de Cauchy

Effets de bord

Soit u(t) un signal temporel & variables dans RT et [T}, 7] C R™. On note a(t) le signal défini par :

w-{3" 3 e 219

La transformée en ondelettes de u(t) et celle de @(t) sont différentes au niveau de T et de To. C’est ce qu’on
appelle effet de bord et peut étre expliqué par le fait que la transformée en ondelettes est un produit de
convolution :

Tylul(b,a) = u x4 (t_b> (2.16)

a
Cependant on peut monter qu’il existe un domaine o U'effet de bord est négligeable [74,75]. II est délimité
par :

e deux hyperboles définies par :

w = 2¢4Q iy
b
(2.17)
_ 2¢Qpuy
R -
1y €tant le coefficient de Heisenberg défini dans le Tableau 2.1/ et L la longueur de temps du signal
enregistré.
e deux lignes horizontales :
w = 0
R 27TfNyguist (218)
1+ L
2Q
. 1
ou fNyquist = ﬁ

Identification des parametres d’une structure

Les caractéristiques modales d’une structure linéaire sont : le taux d’amortissement, la fréquence propre
et la déformée modale pour un mode donné. L’analyse par ondelettes facilite la détermination de ces différents
parametres. Dans la suite de ce paragraphe, on précise la méthode utilisée pour cette identification.

a-Définition des arétes TUne aréte est 'ensemble A; des points (b, a,-(b)) du plan temps-fréquence tel
que le module de la transformée en ondelettes est maximal [72] :

Ay = { (0,ar(6)) 19 = 0,|Ty| (b, 0, (b)) = max [T [u] (b, 0)| } (2.19)
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La restriction de la transformée en ondelettes a 'aréte est appelée “squelette” et contient I'information
principale parce qu’elle est proche du signal étudié.

Dans la figure 2.1, on a tracé la transformée en ondelettes d'un signal “chirp” (modulé en amplitude et
en fréquence). L’aréte est tracée en vert, et les deux hyperboles de l'effet de bord en rouge. Les deux lignes
horizontales n’apparaissent pas parce qu’elles sont a 'extérieur de l'intervalle de variation de 1’ordonnée
[Hz] qu'on a tracé.

Frequence [Hz]
N
N e N
= o [N

-
(=]
()

0 20 40 60 80 100
Temps [s]

FIGURE 2.1. La transformée en ondelette d’un signal temporel

b-Extraction des arétes Les signaux étudiés ont une durée de temps limitée. L’extraction des arétes
se fait par 'algorithme “Crazy Climber” développé au sein de I’équipe Dynamique et Identification de I'UR
Navier. Il est basé sur le principe de “recuit simulé” [73].

c-Formulation des critéres d’identification [75]

Si on suppose que le systéme a un amortissement non proportionnel linéaire, le déplacement u (t) =
[ug(t), .os ug(t), ..., un(t)]” peut s’écrire comme une somme de N déplacements modaux :

N

N
MOEDNTIOED S

j= j=1

(Gj drje™' + Gy grje™') e R (2.20)

DN | =

ot ug; (t) est la j-eéme composante de ug (t); @x; est le k-éme élément de la forme modale complexe ¢, ;
G est le facteur de participation complexe associé au j-éme mode. L’équation 2.20/ montre que chaque
déplacement modal réel est défini comme une combinaison linéaire de deux complexes conjugués.

U

Considérons maintenant le terme (qur, sj(bjT) A ( ) oll ug = u(0) et vo = 11(0) sont déduits de
v

I’équation [2.20/ et de sa dérivée par rapport au temps a 'instant ¢ = 0. On peut démontrer que G; dépend

des conditions initiales [76] :

¢f (SJM 110+C up + M VO)
#; (25;M+ C) ¢,

Gj = |G]‘ eiarng =2 (221)

M étant la masse modale de la passerelle et C' son amortissement modal. L’équation [2.20| peut s’écrire sous
la forme suivante :

N N
we () = 3 Re (G5 dy €)= 3 Re (=049 (1)) (2:22)

j=1
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ot z(#3) (t) est une fonction complexe associée a uy; (t) : 2(“¥) (t) = G; ¢; e%*. Ainsi, on a :

2085) () = A (1) et )0 avec
Alwi) (t) = |G| |prj| e85 t (2.23)

ki) (1) = arg G + arg ¢r; +wjy /1 — € ¢

ou 'amplitude instantanée A(“ri) (t) est une fonction positive et décroissante exponentiellement ; la phase
al"ki) (t) est la somme de trois termes : arg G est un terme constant en relation avec les conditions initiales
modales; le second terme prend en compte le fait que les formes modales sont complexes, ses valeurs se
trouvent dans U'intervalle (—m, 7] ; le troisiéme terme dépend du temps et est en relation avec les oscillations
du systeme.

La vitesse des oscillations s’écrit sous la forme :

—_

N
=2 i (1) Z 5 (85Gi ok € ' +5,Gj dny €7 )
j=1

j=1

et 'accélération :
N

N
. 1 ) 27 A 5
t) = Zukj (t) = Z 3 (S?(ﬁ]ﬁ Gj@SJ 'y S?(bk] G]‘BSJ t)

j=1 j=1
Des représentations complexes analogues a celles de ’équation 2.23 pour les amplitudes instantanées et les
phases sont également possibles :

Uy (t) =Re ( (“’w) (t)) = AUx5) (£) cos (a(ﬂm‘) (t)) avec
Als) (1) = wy Aleks) (t)
2.24)
Ji-e (
al®ki) (t) = (ki) (t) 4 arctan y_ 7
—&
et
tig; (t) =Re (z(ﬁ’w) (t)) = ACx5) (£) cos (a(ﬂm‘) (t)) avec
AUiikg) (t) = w]? Alurj) (t)
2.25
(i) (£) — a(us) (¢ A ] (229
Ukj = o\Ukj tan ——————
« (t) =« (t) 4+ arctan T

L’identification modale peut se faire en trois étapes :

1. D’apres [75], la détermination des fréquences modales peut se faire par une minimisation au sens des
moindre carrés :

0; = arg [mm Fy (@)] avec
2
> [ (e a) @
k=, (2.26)

z [z

2. Comme le signal analytique Z,,; (t) décroit exponentiellement, on peut déterminer I'amortissement
modal &;. La méthode des moindre carrés permet d’obtenir :

(gjwj’ |G| |¢kj|) [mlnFQ (gjwja |Q]| |¢k]‘)] avec
By (&5, 1G51 951) :Z / (In | Zuy, (0)] = (In (|G| [drs] — &5w5b)))” db (2.27)
k= I]ij

Les parametres &jw; et |G| |fr;| peuvent étre identifiés. En utilisant la valeur de @; identifiée a I’étape
(1), il est possible de déterminer &; and w;.
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3. Soient Z,,; (b) et Zy,, (b) les signaux analytiques identifiés pour la fréquence fj, respectivement en
un point de référence [ et au point générique k de la structure. Le vecteur complexe

Zuy ) Zuy, )]
2y ()= [Z 6) " Zu, ®)

peut étre interprété comme une estimation de I’évolution temporelle de la forme modale complexe
¢;, normalisée par rapport au point de référence choisi. La forme modale est identifiée grace a la
minimisation suivante :

¢; = arg [min F (¢,)] avec
Fs (o;) :/qu,- (b) — ;]|” db (2.28)

I;

2.3 Analyse de la force de marche d’un piéton sur un plancher
rigide

2.3.1 Introduction

Des mesures de forces dues a la marche d’un piéton sur un plancher rigide (i.e. non susceptible de vibrer
sous l'action de la marche) ont été réalisées par Décathlon. Ces données ont été analysées afin de déterminer
certaines caractéristiques de la marche d’un piéton et de modéliser la force qu’il engendre. Dans ce qui
suit, nous commencons par décrire I’expérience réalisée par Décatlon, puis nous présentons le traitement des
données, et enfin les résultats de 'analyse effectuée.

2.3.2 Description de I’expérience

Les mesures ont été réalisées sur un tapis roulant [77] équipé de sorte & mesurer les composantes verticale,
latérale et longitudinale de la force qui lui est appliquée.

Le piéton est un jeune homme sportif et “en bonne santé”, de 24 ans, pesant 73kg.

Des séquences de marche de durée 15s a vitesse de marche constante ont été enregistrées pour différentes
vitesses de marche : 3,75km/h, 4,5km/h, 5,25km/h et 6km/h. Il faut savoir que 4, 5km/h(= 1,25m/s) est
une vitesse proche de la vitesse moyenne de marche libre vy = 1,5m/s & laquelle la majorité des personnes
marchent confortablement et naturellement. A chaque fois, les différentes composantes de la force engendrée
par chacune des jambes du piéton ont été enregistrées avec une fréquence d’acquisition de 200H z.

2.3.3 Traitement des données

Les valeurs transmises par Décathlon ne sont pas filtrées. Comme le signal obtenu est tres bruité, on
applique un filtre passe-bas & 25H z en utilisant un filtre de type “Hamming” [78] (figure 2.3)). Pour illustrer
cette démarche, nous prenons comme exemple, la force latérale appliquée par le pied droit pour une vitesse
de marche de 3,75km/h. On voit sur la figure 2.2, le graphe de la force (a) et sa transformée de Fourier
obtenue par FFT (b).
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Force du pied droit experimentale fft du signal de la force laterale du pied droit pour une vitesse de marche de 3.75 km/h
T T 25 T T T T

@
=}

force exp. [N]
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=

0
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FIGURE 2.2. (a) Force latérale appliquée par le pied droit pour une vitesse de 3.75km/h, (b) FFT
de la force

1.4

12r

. . .
40 60 80 100

FIGURE 2.3. Le filtre de Hamming

L’idée est de multiplier la transformée de Fourier rapide du signal (Fast Fourier Transform FFT) par le
filtre afin de 'annuler & partir de 25H z et donc d’éliminer les vibrations correspondantes a ces fréquences.
La transformée de Fourier filtrée est représentée avec la transformée de Fourier non filtrée dans la figure
2.4. L’amplitude de la FFT filtrée commence a diminuer par rapport a la FFT non filtrée a partir de 20H z
pour s’annuler complétement & partir de 25Hz (2.4-b).
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fft du signal de la force laterale du pied droit pour une vitesse de marche de 3.75 km/h fft du signal filtre de la force laterale du pied droit pour une vitesse de marche de 3.75 km/h
25 T T T T 25 T T T T
20 B 20
15 B 15
£ E
10 1 10
5 5
0 0 i i i i
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
frequence[Hz] frequence[Hz]
(a) (b)

FIGURE 2.4. (a) La fft de la force avant filtrage, (b) La fft de la force aprés filtrage

Cependant, le filtrage induit un déphasage du signal. Pour résoudre ce probleme, MATLAB propose la
fonction filtfilt qui applique directement le filtre choisi sur le signal initial et élimine ce déphasage.

Afin d’obtenir la force totale appliquée sur le tapis, on a additionné la force engendrée par le pied droit
et celle engendrée par le pied gauche. Ceci a permis d’avoir des informations concernant la durée et la
longueur des pas, sachant qu’'un pas commence au début du contact simultané des deux pieds du piéton
avec le plancher. Il est important de rappeler que la force latérale admet des sens opposés pour chacun des
pieds (voir chapitre [I]). La force latérale totale est donc égale a la différence entre la force du pied droit et
celle du pied gauche.

Une analyse de Fourier a été ensuite réalisée afin de déterminer la fréquence de la marche et la fréquence
a laquelle chaque pied applique sa force. De plus, on a calculé les différentes composantes de la force (pour
chaque pied et pour la force totale) en utilisant les séries de Fourier.

2.3.4 Résultats de ’analyse

2.3.4.1 Le signal

Les graphiques de la figure [2.5 représentent respectivement les composantes verticale (a), latérale (b) et
longitudinale (c¢) de la force de la marche pour la vitesse 4,5km/h apres filtrage des données. Les courbes
relatives aux autres vitesses étudiées ont des allures identiques.

Dans ces figures, on voit que durant un pas, la composante de la force correspondant a chaque pied peut
étre divisée en deux temps : le premier concerne la période ou le pied en question est en contact avec le
plancher, ce qui correspond sur le graphe a la période ou la force est non nulle ; le deuxieme temps concerne
la période ou le pied n’est plus en contact avec le plancher et donc sa force est nulle. Quand le pied est
en contact avec le plancher, la force verticale (figure 2.5:a) est en “selle de cheval” et elle est formée de
deux pics comme on ’a déja mentionné dans la partie bibliographique (chapitre [I). On retrouve ces mémes
caractéristiques pour les autres vitesses étudiées.

2.3.4.2 Les caractéristiques des forces

Pour une vitesse de marche v donnée, la durée moyenne des pas T, est calculée comme étant la période
moyenne de la force verticale totale : & partir du signal de la force verticale totale, on calcule la période
correspondant a chaque pas, puis on en fait la moyenne. La longueur moyenne L,,, des pas est calculée par :

L m = UTT)’L
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Force vemcale pour une vitesse de 4,5 km/h Force laterale pour une vitesse de 4,5 km/h
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Force longitudinale pour une vitesse de 4,5 km/h
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FIGURE 2.5. Les composantes de la force pour une vitesses de marche de 4,5km/h : (a) verticale
(b) latérale (c)longitudinale

Cette analyse réalisée pour les différentes vitesses de marche, montre que la longueur moyenne des pas
augmente lorsque la vitesse de la marche augmente, alors que la durée moyenne des pas diminue (figure 2.6
et tableau 2.2). Pour une méme vitesse, la longueur et la durée d’un pas different d’un pas a 'autre (figure
2.0, graphes (a) et (c)). De plus, on a déterminé la fonction qui lie la longueur moyenne et la durée moyenne
des pas a la vitesse, en utilisant plusieurs approches polynémiales (figure 2.6, graphes (b) et (d)). Le tableau
2.2 présente la longueur et la durée moyennes des pas avec les différences relatives moyennes et maximales
(en %) d’'un pas a Pautre pour chaque vitesse de marche. Une analyse de Fourier a permis de déterminer

Vitesse Longueur Durée Différence Différence
(km/h) moyenne(m) moyenne(s) moyenne (%) maximale(%)
3,75 0,67 0,6488 3,1 11,6

4,5 0,73 0,6198 2,86 8,04

5,25 0,77 0,5319 2,28 8,9

6,0 0,88 0,5277 2,79 7,69

TABLEAU 2.2. Les longueurs et les durées des pas avec les différences d’un pas a lautre

la fréquence des forces appliquées au plancher. Celle-ci est représentée dans la figure 2.7/ en fonction de la
vitesse. La fréquence de la force totale est égale a la fréquence de la force due a chaque pied dans le cas de
la force latérale, mais elle est égale au double dans le cas des forces verticale et longitudinale. Une analyse
sur la force latérale engendrée par plusieurs piétons dont celui dont on analyse les forces dans ce chapitre
est présentée dans [79]. Dans cet article, on montre notamment que pour une vitesse donnée, la fréquence
des piétons est quasiment la méme pour tous les piétons étudiés.
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La longueur des pas selon les vitesses de marche
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FIGURE 2.7. La fréquence de la force engendrée par un pied en fonction de la vitesse de la marche

Généralement on considere que la force d'un piéton est périodique, et on développe ses différentes
composantes en utilisant des séries de Fourier tronquées & un ordre n donné (équation (2.29)). Ce travail a
été fait pour chaque pied et pour la force totale.

F(t)=ap+ i o cos(2mi ft + &) (2.29)

i=1



72 ANALYSES EXPERIMENTALES

ou

F est la force considérée

f est la fréquence de la force

«; sont les coeflicients de Fourier

¢; sont les phases, elle dépendent de 'instant initial, mais les ¢; — i¢; sont intrinseques

Afin de déterminer pour quelle valeur de n on peut tronquer la série de Fourier, on a calculé la force pour
n =5, 10, 15, et 20.

On peut remarquer, d’apres les signaux enregistrés, que ces forces ne sont pas exactement périodiques.
En effet, pour une méme jambe, les amplitudes varient d’un pas a ’autre, de méme que la longueur des pas,
ce qui affecte directement la durée d’un pas et par conséquent la périodicité du signal. Une approche par
coefficients de Fourier sur ’ensemble du signal permet de moyenner I’évolution de la force en fonction du
temps. Nous tragons dauns la figure (2.8)) ’approximation par série de Fourier des différentes forces engendrées
par chacune des jambes pour la vitesse de 4,5km/h suivant le nombre de coefficients pris en compte dans
la série de Fourier (5, 10, 15 et 20) sur la premiére période du signal. On peut remarquer que ces courbes
sont tres proches les unes des autres pour les composantes verticale et longitudinale, mais on observe des
différences plus prononcées pour la composante latérale. On remarque les mémes caractéristiques pour les
différentes vitesses. Par conséquent, si on choisit cette approche de modélisation de la force engendrée par un
piéton, on peut se contenter des 5 premiers coefficients de la série de Fourier pour les composantes verticale
et longitudinale. Cependant, pour savoir exactement si une telle troncature est suffisante, et s’il est possible
de Tappliquer pour la composante latérale, il faut étudier la réponse de passerelles (ou plus simplement de
poutres) face a ces forces modélisées afin d’établir avec exactitude l'influence des harmoniques supérieures.
Les valeurs des coefficients de Fourier et des phases pour les 5 premiers harmoniques sont regroupés dans
les tableaux 2.3 & 2.14] et les courbes obtenues avec une approximation a 5 harmoniques pour les forces
engendrées avec une vitesse de marche de 4,5km/h sont tracées dans les figures 2.9, 2.10 et 2.11L

Pied droit Pied gauche Total
ag = 353, 38 g = 348,78 ag = 702,15
ap =402,82 ¢ =3 a1 = 402,20 ¢ = —0,14 | oy = 125,15 ¢ = 2,98

g = 64,67 ¢ = 3,12 as = 61,15 ¢o = 3,04 s = 39,99 ¢y = 0,06
ag = 122,46 ¢3 = —0,38 | oz = 128,84 ¢3 = 2,76 ag = 42,91 ¢3 = 3,11
ou = 24,84 ¢y = 0,34 s = 15,32 ¢4 = 0, 18 g = 26,11 ¢y = —0,39
a5 = 26,87 ¢5 = 2,46 a5 = 31,44 ¢5 = —0,67 a5 = 13, 27 (Z)5 = 2,64

TABLEAU 2.3. Coefficients de la force verticale pour une vitesse de 3,75km/h

Pied droit Pied gauche Total

ag = 353,96 ag = 355,83 ag = 709,79

a1 =396,73 1 =1,64 | o =394,85 ¢1 = —1,51 | oy = 177,05 ¢p1 = —0,08
oy =79,53 ¢p2 = 0,13 | ap = 96,54 ¢ = 0,07 ag = 15,82 ¢ = 0,59
a3 = 148,85 ¢p3=1,72 | a3 =163,17 ¢35 = —1,40 | a3 = 43,46 ¢35 = 0,79
oy =14,01 ¢4 =1,43 | ay = 11,21 ¢4 = —0,68 | ag = 33,70 ¢4 = 0,52
as =30,07 ¢5 =1,75 | a5 =43,22 ¢5 = —1,61 | a5 =22,35 ¢5 = 0,37

TABLEAU 2.4. Coefficients de la force verticale pour une vitesse de 4,5km/h

Le développement en série de Fourier induit une “moyennisation” qui nous a permis de comparer,
pour une méme vitesse les forces engendrées par chaque pied, et les forces engendrées pour des vitesses
différentes. Premierement, on peut remarquer que les forces de méme type ont la méme allure générale,
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Force verticale du pied droit, 4.5 km/h

Force verticale du pied gauche, 4.5 km/h
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FIGURE 2.8. Les signaux des forces modélisées par différents nombres de coefficients de Fourier
pour une vitesse de marche de 4,5km/h : (a) vertical droit, (b) vertical gauche, (c)
latéral droit, (d) latéral gauche, (e) longitudinal droit, (f) longitudinal gauche

Pied droit Pied gauche Total

ag = 364,01 ap = 351,54 ap = 715,55

a1 = 390,54 ¢ = —1,28 | a1 = 390,42 ¢1 = 1,85 | oy = 213,93 ¢y = 0,23
ag = 106,35 ¢ = 0,38 ag = 107,37 2 =10,32 | ap =0,99 ¢ = 0,57
a3 = 178,20 ¢35 = —0,82 | ag = 181,04 ¢p3 =2,24 | ag = 43,84 ¢p3 = 1,97

oy = 1,32 ¢4 = 1,48

o= 0,56 ¢y = —1,76

ag = 32,01 ¢4 = 2,07

as = 42,03 ¢5 = —0,39

as = 44,45 ¢5 = 2,57

a5 = 20,08 ¢5 = 2,34

TABLEAU 2.5. Coefficients de la force verticale pour une vitesse de 5,25km/h

mais des amplitudes et des périodes différentes selon la vitesse (donc selon la fréquence de marche). De
plus, le temps de contact d’un pied avec le plancher diminue lorsque la vitesse augmente. Par conséquent, la
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Pied droit

Pied gauche

Total

ao = 351,59

ao = 358,55

ag = 710,15

a1 = 376,87 gbl = 1,94

a1 = 379, 18 gbl = —1,29

a1 = 270,29 ¢1 = 0,3

ag = 131,74 ¢9 = 0, 54

g = 138,97 ¢2 = 0, 36

ag = 23,01 ¢ = —2,07

a3 = 198,02 ¢3 = 2,52

a3 = 217,17 ¢p3 = —0.87

a3 = 33,42 ¢3 = 2,23

4 =17,03 ¢y = 2,16

a4 = 16,61 ¢y = —1,68

Qg = 30,34 ¢4 = 2, 18

as = 43,09 ¢5 = 3, 10

a5 = 52,43 ¢5 = —0, 61

a5 = 20,29 ¢5 = 2,51

TABLEAU 2.6. Coefficients de la force verticale pour une vitesse de 6km/h

Pied droit

Pied gauche

Total

ao = 10,06

040:12

ag = —1,94

a1 = 20,81 ¢1 = 2,80

o] = 18,49 gbl = —0,24

a1 = 39,10 ¢; = 2,88

g =1,98 ¢p = —1,11

as = 1,52 dg = 0,01

an = 2,12 ¢y = —1,87

as = 11,25 ¢3 = —0, 14

az = 10,19 ¢3 = 2,83

as = 21,16 ¢3 = —0, 12

gy = 4, 25 ¢4 = —3,03

oy =5,22 ¢y = 3,13

g =1,18 ¢y = 1,05

a5 = 5,07 ¢5 = —2,93

a5 = 4, 62 ¢5 = —O, 20

a5 = 9, 25 ¢5 = —2,97

TABLEAU 2.7. Coefficients de la force latérale pour une vitesse de 3,75km/h

Pied droit

Pied gauche

Total

oy = 10, 92

ag = 10,05

ap = 0,87

a1 = 18,60 ¢1 = 1,03

a1 = 16,17 ¢; = —1,83

a1 =34,91 ¢y = 1,12

ag = 2,62 ¢ = 2,48

ag = 4,50 ¢po = —2,81

as = 3,50 ¢o = 0,84

a3 = 11,04 ¢3 = 1,05

as = 10,57 ¢3 = —2,03

as = 21,59 ¢3 = 0, 95

a4 =5,82 ¢y = 3,09

iy = 7, 68 ¢4 = —3,08

vy = 1,66 ¢4 = —O, 34

as = 6,45 ¢5 = 1,07

gy = 5,41 ¢5 = —1,98

as = 11,73 ¢5 = 0,9

TABLEAU 2.8. Coefficients de la force latérale pour une vitesse de 4,5km/h

Pied droit

Pied gauche

Total

a0:9,7

oy = 15.04

ap = —5, 34

a1 = 19,91 ¢; = —1,58

a1 = —21,74 qbl = 1,69

a] = 41,29 qbl = —1,53

g = 2,45 ¢ = —2,19

ag = 5,51 ¢po = —1,90

a2:3,66 ¢2=1,51

as = 12,77 ¢3 = —1,04

az = 13,48 ¢3 = 1,84

a3 = 26,34 ¢3 = —1,24

ay ="7,57 ¢y = —1,73

a4 =8,95 o4 = —1,97

ay = 1,36 ¢4:2,01

a5 = 6,70 gf)5 = —0,49

as = 6,80 ¢5 = 2, 14

o5 = 13,83 ¢5 = —0, 86

TABLEAU 2.9. Coefficients de la force latérale pour une vitesse de 5,25km/h

durée de temps durant laquelle la force engendrée par un pied est non nulle, diminue. On remarque que les
amplitudes des forces verticales et longitudinales sont croissantes en fonction de la vitesse. Ceci n’est pas le
cas de 'amplitude de la force latérale qui, pour ce piéton avait un comportement plus “aléatoire”. Est-ce un
hasard 7 Des essais supplémentaires sur d’autres piétons sont stirement nécessaires pour pouvoir tirer des
conclusions plus pertinentes. Cependant, si on en réfere a la bibliographie, les différents auteurs s’accordent
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Pied droit Pied gauche Total

ag = 5,91 ap = 13,86 ag = —7.95

o) =20,84 ¢ =1,44 a; =21,78 ¢ =—1,39 | a3 = 42,29 ¢ = 1,61
g =1,94 o =—-2,36 | apg=5,24 po=—-1,69 | ag=3,70 ¢ =1,73
a3 =15,13 ¢3 =2,04 a3 =14,76 ¢3 = —0,94 | az = 29,37 ¢35 =2,20
a4 =10,22 ¢4 =—-1,75 | g = 10,89 oy = —1,53 | ay = 1,19 ¢4 = 1,16
a5 = 17,20 ¢5 = 2,28 a5 =5,91 ¢5 = —0,69 | a5 = 12,26 ¢5 = 2,49

TABLEAU 2.10. Coefficients de la force latérale pour une vitesse de 6km/h

Pied droit Pied gauche Total

ag = —0,21 g = —4,21 ap = —4.41

a1 =61,33 ¢1 = 1,21 a1 = 60,87 ¢ = —1,77 | ap = 67,11 ¢y = —2,03
g =32,85 o =—2,12 | ap = 33,96 oo = —1,76 | g = 29,01 ¢ = 0,72
a3 =17,91 ¢p3 = —2,25 | a3 = 17,17 ¢p3 = 1,27 a3 = 8,56 ¢3 = —2,96
oy = 14,01 ¢4 = 0,55 oy = 14,60 ¢4 = 1,23 oy =1,04 ¢4 = —0,34
as = 8,30 ¢5 = 0,54 a5 =7,70 ¢5 = —2,06 | a5 =1,31 ¢p5 = —0,11

TABLEAU 2.11. Coefficients de la force longitudinale pour une vitesse de 3,75km/h

Pied droit Pied gauche Total

oo = —1 ap = —7.39 oy = —8,39

a1 =68,98 1 = —0,26 | g = —73,39 ¢1 = 3,01 | o = 82,67 ¢ = 1,42
ag = 40,32 ¢po = 1,18 ag = 40,98 ¢po = 1,52 g = 43,65 ¢po = 1,29
a3 = 19,59 ¢35 = —0,41 | ag = 23,35 ¢3 = 3,01 a3 = 16,08 ¢3 = 1,02
ay = 20,86 ¢pq4 = 0,87 oy = 22,12 ¢y = 1,47 a4 = 95,65 ¢4 = 0,64
a5 =7,71 ¢5=—-042 | a5 =8,92 ¢5 = 2,86 as = 1,51 ¢5 = —0,31

TABLEAU 2.12. Coefficients de la force longitudinale pour une vitesse de 4,5km/h

Pied droit Pied gauche Total

ag=0,15 op = —3,65 ap = —3,50

a; = 80,39 ¢1 = 3,11 o1 =T77,7¢1=0,02 | a1 =93,11 1 =1,75
g = 46,92 ¢p9 = 1,74 g = 46,53 ¢p2 = 1,70 | ag = 53,75 ¢pg = 2,02
a3 =23,26 ¢p3 = —2,82 | a3 =24,06 ¢3 =0,32 | ag = 20,79 ¢35 = 2,09
a4 = 26,47 ¢4 = 1,99 oy =27,87T 4 =1,93 | ag = 9,22 ¢4 = 2,24
a5 =7,40 ¢5 = —2,55 | a5 =7,64 ¢5 =0,5 as = 3,50 ¢5 = 2,32

TABLEAU 2.13. Coefficients de la force longitudinale pour une vitesse de 5,25km/h

pour dire que I'amplitude maximale est croissante en fonction de la vitesse.

Pour une vitesse donnée, I’amplitude maximale est différente d’un pied a 'autre, avec des différences qui
peuvent étre assez importantes, comme dans le cas de la force latérale engendrée par la marche & une vitesse
de 5,25km/h (figure 2.13)) (voir aussi les figures [2.12] et [2.14] pour les forces verticales et longitudinales pour
une vitesse de 5,25km/h). Si l'on souhaite prendre cette remarque en considération, les forces verticales et
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Pied droit Pied gauche Total

ap = 3,72 ag = —5,80 ag = —2,07

a1 = 93,80 ¢1 =0,04 | a3 =94,25 ¢p1 = —3,01 | a1 = 112,17 ¢1 = 1,76
g =54,74 ¢ =1,84 | ag = 56,96 ¢p2 = 1,97 o = 66,79 ¢2 = 1,93
a3 = 27,98 ¢3=0,35 | ag = 28,80 ¢35 = —2,68 | ag = 24,03 ¢35 = 1,94
ay =31,09 ¢4 = 2,10 | vy = 34,87 ¢4 = 2,31 ay =9,55 ¢4 =2,12
a5:7,40¢520,56 045:7,28¢5:—2,51 a5:3,00¢5:2,28

TABLEAU 2.14. Coefficients de la force longitudinale pour une vitesse de 6km/h

Force verticale du pied droit, 4.5 km/h, 5 coefficients de Fourier
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FIGURE 2.9. La force verticale pour une vitesse de marche de 4,5km modélisée avec 5 harmo-
niques : (a) engendrée par le pied droit, (b) engendrée par le pied gauche, (c) totale

15
temps[s]

longitudinales totales ne doivent pas avoir une fréquence double de celle du pied droit (ou du pied gauche)
mais une fréquence qui lui est égale. De plus, cette différence est aussi visible dans le calcul des coefficients
de Fourier de la force latérale. En effet, si les forces latérales engendrées par le pied droit et le pied gauche
avaient la méme amplitude, ces deux forces auraient été symétriques par rapport a zéro et par conséquent, le
coeflicient aq de la force latérale totale engendrée par le piéton devrait étre nul. Or, pour toutes les vitesses
étudiées on trouve toujours ag # 0. Cela peut sans doute s’expliquer par une différence entre les deux jambes
du piéton.



Analyse de la force de marche d’un piéton sur un plancher rigide

77

80

Force laterale du pied droit, 4.5 km/h, 5 coefficients de Fourier

60

force[N]

80

Force laterale du pied gauche, 4.5 km/h, 5 coefficients de Fourier

Force filtree
Force modelisee

4 0L

40
| I
i 20

T
Force filtree
Force modelisee

Y i Vi
i [ z | f il \ 1 I f
1 T ob i
i ) | I ‘ | g 0 L T WV
. 20t H
1 a0l i
1 60 J
1 | 80 1 | 1 1 | |
5 10 15 0 2 4 6 8 10 12
temps]s] ( b) temps]s]
Force laterale totale, 4.5 km/h, 5 coefficients de Fourier
150 T T
Force filree
Force modelisee
100~ 1
50~ | =
= | L |
i L i j
H I V
ol 1
\ ! i
i
|
sl 1
100 i ;
0 5 10 15
(c) st

FiGURE 2.10. La force latérale pour
niques : (a) engendrée par le pied droit, (b) engendrée par le pied gauche, (c) totale

900

Force verticale du pied droit, 5.25 km/h

14

une vitesse de marche de 4,5km modélisée avec 5 harmo-

700

600

500~

400~

force[N]

200

Force verticale du pied gauche, 5.25 km/h

T T 900
Force filtree
5 coefficients
— 10 coefficients| 7 800~
— 15 coefficients
20 T q 700
— 600
o 500
z
7 3 4001
8
4 300
o 200
a 100
4 ol
I I

-100

-100

I
0.8 1 12 14 16 18
temps(s]

Force filtree
5 coefficients

— 10 coefficients
— 15 coefficients
20 coefficients | |

24 (b) 0.4 0.6

temps[s]
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FIGURE 2.11.
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FIGURE 2.13. Comparaison entre la force latérale engendrée par chaque pied pour une vitesse de
marche de 5,25km/h : (a) le pied droit, (b) le pied gauche
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FIGURE 2.14. Comparaison entre la force longitudinale engendrée par chaque pied pour une vitesse
de marche de 5,25km/h : (a) le pied droit, (b) le pied gauche

Dans les modeles de foules sur des planchers rigides, il est habituel de modéliser la force latérale totale
d’un piéton par son premier harmonique seul. Comme on peut le voir dans la figure 2.15, cette modélisation
est assez restrictive et devient meilleure si on utilise plus d’harmoniques. Cependant, en supposant que le
premier harmonique est le plus “influent” sur les passerelles qui ont une fréquence proche du Hz on peut
estimer qu’une telle modélisation est raisonnable. De plus on a vu dans les tableaux 2.7, 2.8 2.9 et 2.10), que
le coefficient du premier harmonique pour la force latérale totale varie de 34,91N a4 42, 29N, la valeur 34,91 N
correspondant & une vitesse de marche de 4,25km/h qui est trés proche de la vitesse de marche normale
d’un piéton. Dans le modele proposé dans cette these (voir chapitre [4), on approche la force engendrée par
un piéton par son premier harmonique dont le coefficient est G = 35V.

Force laterale totale, 4.5 km/h, 1 coefficient de Fourier
150 T T

Force filtree
Force modelisee

100~ q

force[N]

temps[s]

FIGURE 2.15. La force latérale totale pour une vitesse de marche de 4,5km modélisée avec 1 har-

monique

2.3.5 Conclusion

Dans cette partie, nous avons analysé des données transmises par Décathlon concernant les forces en-
gendrées par la marche d’un piéton pour différentes vitesses. Certaines caractéristiques ont pu étre mises en
évidence, mais des incertitudes subsistent encore et des données supplémentaires seraient nécessaires pour
pouvoir les éclaircir. Une analyse plus complete et portant sur plusieurs piétons (dont le piéton dont la force
est analysée dans ce chapitre) est développée dans [79]. Cet article a été soumis et il est en révision au
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moment de la rédaction de cette these. Il porte sur 'analyse de la force latérale engendrée par un piéton sur
un plancher rigide.
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2.4 Analyse des données de la passerelle Simone de Beauvoir

2.4.1 Introduction

La passerelle Simone de Beauvoir 2.16/ est le 37-eme pont de Paris. Elle est située entre le pont de Bercy
et le pont de Tolbiac et relie les 12-éme et 13-eme arrondissements de Paris. Elle a une longueur totale de
304m et une largeur de 12m [80].

FIGURE 2.16. La passerelle de Simone de Beauvoir

Des accords avec EIFFEL, RFR et le CSTB de Nantes nous ont permis de récupérer les données
expérimentales d’essais réalisés par le CSTB. Dans la suite, on décrit les essais réalisés et les configura-
tions étudiées, on présente I’analyse qu’on a faite sur un des signaux enregistrés et les différents résultats
obtenus par cette analyse. On rappelle que cette étude a été faite dans le cadre du stage de Mastere de
P.PECOL et que toute information supplémentaire peut étre trouvée dans [69].

2.4.2 Description des essais

Plusieurs essais dynamiques ont été réalisés sur la passerelle Simone de Beauvoir afin de déterminer les
fréquences et les amortissements des modes propres de la passerelle. Les modes a identifier sont ceux dont les
fréquences se situent au-dessous de 3H z. La premiére série d’essais (mai 2006) a été réalisée sur la passerelle
sans les amortisseurs, et la deuxiéme série (juin 2006) a été faite apres que les amortisseurs ont été ajoutés
(amortisseurs dynamiques accordés (ADA) et amortisseurs visqueux ou hydrauliques). Dans les deux cas,
Pexcitation de la passerelle est obtenue grace & un balourd (actuateur inertiel) que l'on regle a la fréquence
qu’on souhaite exciter. La réponse de la passerelle est obtenue grace a un systeme d’acquisition composé de
9 accélérometres placés sur les poutres maitresses de la structure en quatre points dont les positions sont
indiquées sur la figure 2.17. Ces points sont notés par A, B, C et D. En chacun de ces points un ou plusieurs
accélérometres sont placés afin de déterminer ’accélération de la passerelle dans les directions suivantes

e A : Aval vertical
: Aval vertical, amont vertical, aval latéral
: Aval vertical, amont vertical, aval latéral, aval axial

e o o
oauw

: Aval vertical
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Position Direction Capteur de Mode
du balourd de 'excitation | référence | recherché
C-amont verticale 5 2
C-amont verticale 5 5
C-amont verticale 5 9
Mi-chemin B-C centré verticale 1 8
Mi-chemin B-C centré verticale 1 12
B-aval verticale 2 4
B-aval verticale 5 5(B)
B-aval verticale 1 6
B-aval verticale 5 9(B)
B-aval verticale 1 10
B-aval verticale 2 11
C-centré verticale 5 16
C-centré verticale 5 17
C-centré latérale 7 1
C-centré latérale 7 3
C-centré latérale 5 5(H)
C-centré latérale 7 13
C-centré latérale 7 15
C-centré longitudinale 8 14

TABLEAU 2.15. Configurations étudiées pour les essais sans amortisseurs

FIGURE 2.17. Coupe transversale de la passerelle de Simone de Beauvoir

Les signaux enregistrés correspondent aux accélérations de la passerelle apres 'arrét brutal des excitations
(oscillations libres).

Pour les essais sans amortisseurs (mai 2006), plusieurs configurations ont été étudiées. Elles sont récapitulées
dans le tableau 2.4.2, Les différents signaux ont été tracés et ceux qui ont des allures “réalistes” (amplitude
qui décroit exponentiellement en fonction du temps) ont été retenus pour étre analysés.

2.4.3 Explication du processus d’analyse

L’analyse des données de la passerelle Simone de Beauvoir a été faite avec un algorithme basé sur
I’analyse en ondelettes présentée dans la partie 2.2.3l Ce programme a été développé au sein de 1’équipe
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“Dynamique des structures et Identification” de 'UR Navier. Dans cette partie on explique les étapes
principales de la procédure utilisée en prenant comme exemple I’étude du mode 5 de la passerelle d’apres
les signaux enregistrés par les 6 accélérometres verticaux.

1. Conversion des unités des accélération de Volts en m.s—2

2. Une interface d’aide pour l'utilisation du programme nous permet de choisir les signaux qui nous
intéressent. Les signaux captés par les 6 accélérometres verticaux sont tracés dans la figure 2.18.

g
3
T

A vert aval
B vert aval
B vert amont
C vert aval
C vert amont
D vert aval

[iN
T

o
2
T

Accélération (m/sz)

r!H""y“‘“lmlllﬂﬂllinﬁ\.ll!, il 1lmvummlnnmmmmwum«-m»u,u,n,mW,,,, s
”H“”\!Wwv \1"'7 “MW ‘ ‘
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Temps (s)

FIGURE 2.18. Les signaux enregistrés par les 6 accélérometres

3. Tracé des transformées de Fourier des signaux (figure [2.19) avec un échantillonage de 50H z. Les pics
des transformées de Fourier de ces signaux sont tous situés a une fréquence d’environ 1,15H z pour
le mode 5 considéré ici.

Amplitude

1 1.05 11 1.15 1.2 1.25 1.3 1.35 1.4
Fréquence (Hz)

FIGURE 2.19. Les transformées de Fourier des signaux enregistrés par les 6 accéléromeétres

4. Choix du capteur de référence : 'accélérometre dont le signal a le pic de fréquence qui possede
I’amplitude la plus élevée. Dans le cas présent c’est 'accélérometre 5.

5. Obtention d’une liste des différents pics de la FFT en fonction de leur amplitude. Les fréquences
associées a ces pics sont aussi indiquées. On choisit le nombre de modes & analyser (un seul dans ce
cas) et 'indice du pic qui nous intéresse.

6. Choix de la bande de fréquences & étudier (elle doit bien encadrer le pic de fréquence qui nous intéresse,
dans ce cas [1Hz ; 1,3Hz]), de la fréquence prévue (ici 1,15Hz obtenue par la FFT du capteur de
référence), et de la fréquence voisine a éviter (dans ce cas 1,3Hz2).
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10.

11.

12.

Choix du facteur de qualité : Qmin < @ < Qmaz, @min €t Qmaz étant calculés par I'algorithme. @ doit
étre légerement supérieur a @, pour avoir le maximum d’informations. Dans ce cas, Qmnmin = 19,
Qmaz = 89 et on a choisi Q = 30.

Les parametres de I'ondelette de Cauchy sont calculés automatiquement par le programme.

Obtention des graphiques des figures 2.20. Chacune des figures de 2.20) est formée de trois tracés : la
TF (en haut a gauche), la TO avec les hyperboles rouges de l'effet de bord (en haut & droite) et le
signal de 1’accélération (en bas & droite).

Extraction des arétes avec l'algorithme du Crazy Climber. On peut voir dans la figure 2.21] ’aréte de
la transformée en ondelettes du signal enregistré par I’accélérometre positionné en A vertical et en
aval.

Détermination de la fréquence, du taux d’amortissement et des déformées modales d’apres les criteres
d’identifications expliqués dans 2.2.3. Les caractéristiques permettant l'identification des parametres
de la structure sont présentées dans la figure [2.22.

Les résultats obtenus sont présentés dans le Tableau 2.16/ et les déformées modales sont tracées dans
la figure 2.4.3l

Signal | Modes complexes Fréquences Taux d’amortissement

identifiés naturelles [H z] modal
1 —0,3283 + 0,0144 1,14542 0,0033
2 —0,6838 + 0,029214 1,14544 0,0032
3 0,7016 — 0,0350¢ 1,14531 0,0032
4 —0,9759 + 0, 0449¢ 1,14536 0,0032
5 0,9871 — 0,0465¢ 1,14544 0,0032
6 —0,7548 + 0,0768: 1,14528 0,0032

TABLEAU 2.16. Les modes complexes identifiés, les fréquences naturelles et le taux d’amortissement

modal trouvé pour chaque signal étudié

2.4.4 Résultats des analyses pour les données obtenues sur la passerelle non

amortie

Dans cette partie, on récapitule les résultats obtenus par ’analyse en ondelettes sur les différents signaux
traités. Ces résultats sont regroupés dans le tableau [2.17. Pour le mode 5, deux valeurs sont données, ceci

est du au fait que deux essais ont été réalisés pour le méme mode.
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Modes Direction Fréquences | Taux d’amortis- | Méthodes CSTB (2) Type
capteurs propres [H z] sements|%] Freq[H z|/ Amort[%]
verticale 0,550/0, 561
1 latéral 0,56 0,489 0,559/0, 558 Flexion latéral
longitudinal
verticale 0,716 0, 288 0,717/0,278
2 latéral 0,716/0, 280 Flexion verticale
longitudinal
vertical 1,149 — 1,144 | 0,288 — 0,292 1,154/0,275
5 latéral 1,149 — 1,145 | 0,292 — 0,317 1,149/0, 322 Torsion
longitudinal
vertical 1,526 0,151 1,525/0, 166
6 latéral 1,526 0,133 1,526/0, 169 Torsion-Flexion
longitudinal
vertical 1,778 0,195 1,770/0,178
8 latéral 1,777/0,18 Flexion verticale
longitudinal 1,78 0,24
vertical 1.641 0.211 1,642/0,214
9 latéral 1,641/0,214 Flexion verticale
longitudinal 1,64 0,21
vertical 2,135 0,135 2,142/0,137
10 latéral 2,135/0,130 Flexion verticale
longitudinal 2,13 0,15
vertical 2,212 0,355 2,208/0, 306
11 latéral 2,212 0,315 2,209/0,297 Torsion
longitudinal
vertical 2,347 0,175 2,350/0,171
12 latéral 2,347 0,166 2,3447/0, 168 Flexion verticale
longitudinal 2,35 0,17
vertical 2,947 0,334 2,922/0,303
17 latéral 2,922/0,315 Flexion verticale
longitudinal 2,95 0,29

TABLEAU 2.17. Résultats de l'analyse par ondelettes sur la passerelle Simone de Beauvoir non

amortie
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2.5 Analyse des données de la passerelle en laboratoire de I’As-
sociation Frangaise de Génie Civil (AFGC)

2.5.1 Introduction

Des essais ont été réalisés par AFGC sur une passerelle de laboratoire. Ces essais se sont déroulés au
Laboratoire Régional de I’Est Parisien (LREP) sur le site du Bourget en 2003 et 2004. Ils ont pour but de
déterminer ’excitation piétonne sur une passerelle.

On commence par décrire les essais réalisés, puis on présente les caractéristiques modales de la structure
selon la configuration choisie.

2.5.2 Description des essais

La passerelle (figure 2.24) est formée d'une dalle (figure 2.25-a) suspendue en quatre points & deux
portiques par I'intermédiaire de lames de flexion (figure [2.25:b). La longueur de ces lames peut étre modifiée
et des couches supplémentaires de béton peuvent étre ajoutées de sorte a changer la fréquence propre de la
structure. Trois configurations ont été étudiées :

COUPE TRANSVERSALE
(avec lalame de 70 ci)

elle 1125

Détail A
3.156m o
HEE 200 [ /1
A I~
HEB 200
- Thétadl C HEB 260 Détsil B
- .
0300
Lame de flexion 00 m
/[émuaeul' 8 mm) -
. 0,70 m
Détail D
2,10m
( ] 0,46 m
L Lr r[
il R Axz de la
| A5m fization 4 la™=y |
7 dalle [ 015 m
,
0.70m
Déail E

FIGURE 2.24. Coupe transversale de la passerelle de 'AFGC
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] Lame de flexion
A

~. Accrochage portique

Dalle VIFF

. Accrochags dalle

a) < 2m10 > b) ‘-__

FIGURE 2.25. (a) Dalle utilisée pour passerelle de 'AFGC, (b) Lame de flexion utilisée pour pas-
serelle de 'AFGC

1. dalle de masse 4,4t avec des lames de 1m de longueur pour obtenir des fréquences autour de 0,5H z
2. dalle de masse 4, 4t avec des lames de 0, 7m de longueur pour obtenir des fréquences autour de 1, 1H z

3. dalle de masse 4,4t avec 10 ¢m supplémentaires de béton afin d’avoir une masse de 8t, et des lames
de 0, 7m de longueur pour obtenir des fréquences autour de 0,95H z.

La maquette est munie de 2 accélérometres et de 2 capteurs de déplacement (figure[2.26) afin d’enregistrer ses
accélérations et ses déplacements latéraux, et d'un accélérometre permettant de controler les accélérations
longitudinales [25]. Comme la conception de la structure permet les mouvements de torsion, les capteurs pour
les accélérations et les déplacements latéraux sont placés a chaque extrémité de la passerelle, symétriquement
par rapport a son milieu, afin d’éliminer les effets de ces mouvements par sommation.

| " gt

deration areelération

farsde diplacementdes pietans agrilerhinn
—_—

POAITICNNENENT DES CAPTET RS

FI1GURE 2.26. Coupe transversale de la passerelle de ’AFGC

2.6 Détermination des fréquences propres et de ’amortissement
structurel du dispositif

Pour déterminer la fréquence et 'amortissement de la passerelle pour chaque configuration, on a utilisé
la méthode de la transformation en ondelettes présentée dans le paragraphe [2.2.3/ en appliquant le protocole
détaillé dans le paragraphe 2.4.3.

Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 2.18 pour le mouvement latéral et dans le tableau
2.19 pour le mouvement de torsion.
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Fréquence [Hz] | Amortissement | Résultats trouvés par le AFGC

Fréquence [H z]/Amortissement
Configuration 1 0,529 0,0010 0,54/0,0013
Configuration 2 1,123 0,0041 1,12/0,004
Configuration 3 0,946 0,0036 0,95/0,004

TABLEAU 2.18. Fréquence propre et taux d’amortissement modal pour le déplacement latéral

Fréquence [Hz] | Fréquence trouvée par ’AFGC [Hz]
Configuration 1 1,292 1,27
Configuration 2 2,246 2,15
Configuration 3 1,891 1,88

TABLEAU 2.19. Fréquence propre pour le déplacement en torsion

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons réalisé des analyses sur différentes données expérimentales. Apres avoir
introduit les outils mathématiques permettant ces différentes analyses, on a détaillé I’étude réalisée sur la
force engendrée par un seul piéton sur un plancher rigide. Nous avons ensuite présenté ’analyse faite sur la
passerelle Simone de Beauvoir ainsi que les résultats obtenus et les résultats de I’analyse de la passerelle en
laboratoire élaborée par ’AFGC.
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FIGURE 2.20. Les graphiques obtenus par [’algorithme des tranformées en ondelettes pour les

signaux captés par les accélérométres suivants

a)l’accélérometre en A wverti-

cal en aval, b)l’accélérométre en B wvertical en aval & gauche et en amont a
droite, c)l’accélérométre en C wvertical en aval a gauche et en amont o droite,
d)l’accélérométre en D vertical en aval
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FIGURE 2.21. Extraction de [laréte de la transformée en ondelettes du signal obtenu par

Uaccélérométre positionné en A vertical et en aval
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FIGURE 2.22. Résultats permettant la détermination des paramétres de la structure selon le pro-
tocole expliqué dans|2.2.3 : (a) les fréquences instantanées, (b) les amortissements
instantanés, (c) le logarithme des amplitudes instantanées
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Déformée mode 5, rpm 1233

: imaginaire

FIGURE 2.23. Les déformées modales du mode 5 : la partie réelle dans la figure du haut et la partie
imaginaire dans la figure du bas
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Chapitre 3

Outils théoriques

CE CHAPITRE a pour objectif de présenter les différentes équations utilisées dans l’élaboration de notre
modéle. On présente :

* [’équation de la dynamique d’une poutre d’Fuler-Bernoulli

l’équation de transport

*

l’équation de conservation de la masse

*

le phénomeéne de synchronisation et I’équation de Kuramoto

*
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit les principales équations qui constituent le modele d’interaction foule-
structure retenu dans cette these. Leur interprétation physique est explicitée et certaines solutions parti-
culieres illustrées. On commence par introduire I’équation de la dynamique pour une poutre d’Euler Bernoulli
dans la section 3.2. L’équation de transport est analysée dans la section 3.3 et ’équation de conservation de
la masse dans 3.4. Enfin dans la section 3.5/ on explique le phénomene de synchronisation et I’équation de
synchronisation de Kuramoto.

Dans ce qui suit, on note par z la variable en espace (1D) et ¢ la variable temps.

3.2 Equation de la dynamique d’une poutre d’Euler Bernoulli

On présente dans cette partie I’équation de la dynamique d’une poutre d’Euler-Bermoulli sur apuis
simples. Ces explications sont tirées de [81]. La modélisation du comportement de cette poutre nous per-
mettra dans le chapitre suivant de modéliser le déplacement de la passerelle projeté sur le mode latéral dont
la fréquence propre est la plus proche de la fréquence de la force latérale des piétons.

Dans la suite de ce paragraphe, les indices z, y et z sont relatifs respectivement aux directions longitu-
dinale, latérale et verticale.

On note u(z,y, 2,t) = (uz(z,y,2,t), uy(x,y, 2, 1), u.(x,y, 2,t)) le déplacement d’un point M (z,y, z) de
la poutre a l'instant t. On suppose que cette derniére a un axe rectiligne parallele a I'axe des x et qu’elle
ne subit pas de torsion. Les déplacements de la poutre peuvent étre décrits a partir du déplacement de son
axe neutre w(x,t) :

u(x, t) - (ufb(x’ t)v uy(xv t)a uz(xv t))
Le comportement de la poutre vérifie ’équation différentielle d’Euler-Bernoulli ou on a ajouté un terme
ou
dissipatif caractérisé par a(m, t):
0*u 0%u

EJw(x,t) +#w($,t) + 2#&%;@,1?) = p(z,1) (3.1)

E = (E,,Ey, E.) est le vecteur module d"Young de la poutre

J = (Jz, Jy, J-) est le vecteur moment d’inertie de la poutre
1= (la, ty, =) est le vecteur masse linéique de la poutre

Cb = (Coay Coys Cvz) est le vecteur des amortissements de la poutre
p(x,t) = (pg, Py, p2)(x,t) est le chargement appliqué & la poutre

Dans ce qui suit, on se limite au déplacement latéral de la poutre. Dans ’équation de la dynamique
(3.1) on ne garde alors que les termes ayant un indice y. Pour plus de simplicité dans les notations, on omet
I'indice y dans les variables. En supposant que E et J sont constants le long de la poutre, ’équation de la
dynamique devient :

84’& 82’& 8u
EJ@(QCJ) + Mﬁ(ﬂ%t) + 2#&;5(:&15) =p(x,1) (3.2)
L étant la longueur de la poutre, les conditions aux bords sont données par :

u(0,t) =u(L,t)=0 Vt>0
2 2 3.3
%(x,t) 70:%(%@ =0 =0 3.3)



96 OUTILS THEORIQUES

Soit ¥(x) une fonction test arbitraire appartenant & D([0, L]) ou D(]0, L]) est I’espace des fonctions continues,
indéfiniement dérivables et & support compact dans [0, L]. On multiplie (3.2) par ¥(x) et on integre par
rapport a x entre 0 et L. Apres avoir fait quatre intégrations par parties, on obtient :

L 8419 L 82 L b
EJ/0 u(x,t)@(x)dx—i—/o u(xz(()til(x,t)ﬁ(x)dx—f—?/o ufba—?(x,t)ﬁ(x)dx

(3.4)
= / p(z, t)d(z)dx
0
On note 9, (x) les formes modales de la poutre. La norme infinie de ces formes modales est
jllee =1 Vj €N (3:5)
) ) : : j7T.13 2
Dans le cas d’une poutre d’Euler-Bernoulli ¢;(x) = sin T et leur norme L” est :
L . .
hogllo =5 vj e Ny (36)
Il est clair que 9;(z) € D([0, L]). En prenant ¥(z) = v;(z), '’équation (3.4) devient :
N4 L L 2
s 0°u
21 () [ @i+ [ )G s
L) Jo ) . o (3.7)
U
12 [ g v ode = [ ety (w)ds
0 0
On cherche la solution u(zx,t) sous la forme :
+o0o
= Un(t)thi(x) (3.8)
k=1
2 L
ou Ui(t) = Z/ u(z, ) (x)Yg(z)de. En remplagant dans (3.7) on a :
0
g 4 +oo
EJ( ) ZUk / Vi () (x dx+ZUk / )i ()1 () da
(3.9)

L
T2 Z Ut / et (@) (@) / pla, 1) (2)da
0
Adoptons les notations suivantes :

L
M= [ @)y (@)n(a)da
L
Cjr = 2/0 ()&t (2)¥n (x)d (3.10)

k=51 (2) [" v

+o0 . +oo . +oo L
ZMijk(t)-i-ZCijk(t) +2Kijk(t) = / p(x,t)wj(x)dx (3.11)
k=1 k=1 k=1 0

(3.9) s’écrit :

On suppose que les modes sont découplés (hypothese de Basile sur 'amortissement). Ceci induit que :
Mjy, = 06 Mjj, Cjk = 0k Cijy - Kjk = 01 Kjj (3.12)

L’équation (6.3) devient :

L
M, T;(8) + CysU (8) + K35 (1) = / P )5 (z)da (3.13)
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Dans la suite de cette these, on se limite & un seul mode qu’on supposera étre le premier. Par souci de clareté
on note :

U(t) = Up(t) le déplacement latéral modal sur le mode 1
M = M, la masse modale sur le mode 1

C = (7 'amortissement modal sur le mode 1

K = Ky, la rigidité modale sur le mode 1

L’équation différentielle adoptée par la suite est alors :

MU(t) + CU(t) + KU(t) = /0 ety (@)da (3.14)

3.3 Equation de transport

Dans une foule, la fréquence de marche libre est différente d’un piéton a ’autre. Il faut donc “transporter”
cette quantité avec la foule de piétons et ceci est possible grace a I’équation de transport qu’on explique
dans ce paragraphe.

L’équation de transport d’une quantité o(z,t) avec une vitesse v(x,t) s’écrit sous la forme :

0 0
6—§(m,t) +v(x,t)8—§(x,t) =0 (3.15)
Dans le cas simple ol la vitesse est constante v(z,t) = ¢ équation de transport se réduit a :
do do
—(x,t —(z,t) =0 3.16
20 0,0) + 2 a,1) (3.16)

On note gp(z) = o(z,0) la condition initiale. La solution de I'équation (3.16) est donnée par o(z,t) =
oo(z — ct). Ainsi, comme son nom 'indique, I’équation de transport a pour but de représenter le transport
d’une quantité donnée sur I’espace. Dans le cas d’'une vitesse constante, aucune modification n’intervient
sur cette quantité. Dans la suite, on présente quelques exemples de solutions de 1’équation (3.15).

Supposons que la vitesse est constante et a pour valeur v(x,t) = 1m/s. Soit « € [0,100]. On considere
la condition initiale suivante :

1 siz<10
= - .1
20(@) { 0 sinon (3.17)
et la condition au bord :
0(0,t) =0 Vt>0 (3.18)

L’évolution de ¢ est donnée par la figure

i t=0s
12r t=60s
t=90s

1 — —_— e )
0.8f
0.6f
0.4}
0.2}

0

0 20 40 60 80 100

Espace [m]

FIGURE 3.1. Solutions exactes du systéme d’équations (3.16), (3.17), (3.18))
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On étudie maintenant le cas ou la vitesse n’est pas constante (équation (3.15)). On suppose que x €
[—20, 20] et on considere la condition initiale suivante :

z+1 si —1<x<0
oolx) =¢ —z+1 si0<zx<1 (3.19)
0 sinon

Dans le cas ou la vitesse est donnée par :

-1 siz<0
v(z,t)=4¢ 1 siz >0 (3.20)
0 siz=0
et en supposant que la condition en x = 0 est :
00,t) =1 Vt>0 (3.21)

la solution de I’équation (3.15) avec la condition initiale (3.19) s’écrit sous la forme :

ooz —t) siz>t
o(z,t) =< 00(0) si —t<ax<t (3.22)
olx+t) six<—t

t=0s ||
t=10s ||
— — —t=15s

1.2}

08} |
o6f ! |
0.4} \

0.2} |

-20 -10 0 10 20
Espace [m]

FIGURE 3.2. Solutions ezactes de l’équation (3.15), avec la condition initiale (3.19), la vitesse
(3.20) et la condition en x =0 (3.21))

Pour des vitesses et des conditions initiales ayant des expressions plus complexes, il est difficile, et
souvent quasiment impossible de trouver une solution analytique & I’équation de transport.

3.3.1 Equation de Burger(inviscid)

L’équation de Burger est un cas particulier de I’équation de transport. Elle s’écrit sous la forme suivante :

90
ot

(2,0) + 092 (1) = 0 (3.23)

Cette équation aux dérivées partielles est non linéaire. Sa résolution numérique permet la résolution de
I’équation de transport [3.15 comme ceci est expliqué dans le chapitre (6.

Remarque : Nous avons recherché dans la littérature une solution analytique pour I’équation de Burger
bien qu’on ne 'ait pas exploitée dans le cadre de cette these. Soit la condition initiale o(z,0) = f(z), f
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étant continue et périodique en x. Comme on peut le voir, ’équation de Burger ressemble a I’équation de
transport, mais la vitesse est remplacée par la variable elle méme, comme si la vitesse de déplacement de la
quantité étudiée a une valeur “égale” a celle de cette quantité. Une solution “implicite” de cette équation
est o(z,t) = f(x — o(x,t)t) [82]. A t = 0, cette solution doit vérifier la condition initiale. De plus, une
différentiation implicite par rapport & x montre que 'EDP est satisfaite pour ¢ > 0. On suppose, sans
manque de généralité, que la période de la fonction f est égale & 27. Dans [82] les auteurs proposent la
solution suivante jusqu’a l'instant de singularité :

+oo
o(z,t) = % + Z(an(t)cos(nac) + by (t)sin(nx)) (3.24)
ag :% _Tf f(z)dz
an(t) = % /_7T sin(nz + ntf(z))dz
b (t) = —% _ﬂ cos(nz +ntf(z))dz

3.4 Equation de conservation de la masse

Dans ce paragraphe, on présente ’équation de conservation de la masse. Elle va permettre la modélisation
de I’évolution de la densité des piétons sur la passerelle.

Cette équation est surtout utilisée en mécanique des fluides. Elle formalise en une équation aux dérivées
partielles 'idée suivante : le fluide n’est ni créé ni détruit. En notant par o(z,t) la densité du fluide et par
v(z,t) sa vitesse, ’équation de conservation de la masse s’écrit sous la forme suivante :

90
ot

d(ov)

(1) + Ox

(z,t)=0 (3.25)

Dans le cas particulier ou la vitesse v(x,t) est constante, 'équation de conservation de la masse se raméne
a une équation de transport (3.16)).

3.5 La synchronisation

3.5.1 Introduction

Dans cette partie, on explique le phénomene de synchronisation et on donne I’expression de I’équation
de Kuramoto utilisée dans le chapitre |4/ pour représenter le comportement de la foule. On commence par
introduire des oscillateurs particuliers nécessaires pour que la synchronisation ait lieu : les oscillateurs auto-
entretenus. Ensuite, on définit qualitativement ce phénomene tout en précisant les situations que ’on peut
confondre avec une synchronisation mais qui ne le sont pas. Par la suite, on cite les différents types de
synchronisation possibles. Puis on explique, avec plus de détails, un cas particulier ot un oscillateur auto-
entretenu est soumis a I’action d’une force extérieure, et enfin on introduit les équations qui régissent ce cas
de synchronisation. Ces explications sont tirées de [54]. Les lecteurs souhaitant plus de détails peuvent s’y
référer.

3.5.2 L’oscillateur auto-entretenu et ses propriétés

3.5.2.1 Définition d’un oscillateur auto-entretenu

Afin de bien définir le phénomene de synchronisation, il convient de commencer par présenter des
oscillateurs particuliers qu’on appelle oscillateurs auto-entretenus :
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e Un oscillateur auto-entretenu est un systeme actif. Il contient une source interne d’énergie qui génere
son mouvement oscillatoire. Lorsque 'oscillateur est isolé, ses oscillations continuent au méme rythme
jusqu’a I’épuisement de la source d’énergie et son comportement ne dépend pas explicitement du
temps. On dit alors que c’est un systeme dynamique autonome.

e Les caractéristiques des oscillations (amplitude, fréquence) sont déterminées par les parametres in-
ternes de l'oscillateur et ne dépendent ni de la fagon dont elles ont été déclenchées, ni de la réponse
transitoire de l'oscillateur apres leur déclenchement.

e Les oscillations sont stables aux perturbations relativement faibles : si une action extérieure & 1'os-
cillateur vient perturber ses oscillations, apres la perturbation, les oscillations reprennent leur forme
initiale.

Par exemple, une horloge a pendule est un oscillateur auto-entretenu. L’énergie potentielle du poids suspendu
est transformée en mouvement oscillatoire du pendule. Cette oscillation est transférée en une rotation des
aiguilles de I'horloge. Le mécanisme prend donc 1’énergie de la source et maintient une oscillation stable du
pendule jusqu’a I’épuisement de la source d’énergie. Ces oscillations sont entierement déterminées par les
parametres internes de ’horloge et ne dépendent pas de la fagon dont le pendule a été mis en mouvement. De
plus, elles ne sont pas influencées par les perturbations faibles; en effet si une impulsion extérieure perturbe
le mouvement du pendule, les oscillations reprennent leur rythme initial apres avoir traversé une période
transitoire.

3.5.2.2 Caractérisation d’un rythme : période et fréquence

Le mouvement d’un oscillateur auto-entretenu est périodique, et sa caractéristique principale est sa
période T'. On caractérise le rythme des oscillations par leur fréquence cyclique

1
fo= T
La pulsation ou fréquence angulaire est donnée par
2w
wo =2mfo =
Ty

On verra par la suite que la fréquence ou la pulsation d’un oscillateur peut étre modifiée a cause d’une action
extérieure sur 'oscillateur ou & cause de son interaction avec un autre oscillateur. Pour éviter les confusions,
la fréquence et la pulsation d’un oscillateur lorsqu’il est autonome (non soumis a une action extérieure) sont
appelées fréquence et pulsation naturelle ou propre ou libre.

3.5.2.3 Image géométrique d’oscillateurs auto-entretenus périodiques : cycle limite

Un oscillateur auto-entretenu géneére un processus périodique x(t). z(t) seul ne permet pas de décrire
Pétat de loscillateur & un instant donné puisqu’a priori, on ne sait pas dans quel sens z(t) varie. D’ou
I'intérét d’introduire une deuxiéme variable y(t). Dans le cas d’un pendule par exemple, z(t) est I'angle qu’il
forme avec la verticale, et y(t) = &(t) est sa vitesse angulaire. L’évolution du couple (z(t),y(t)) décrit le
comportement du pendule et x(t) et y(t) sont appelés les coordonnées dans ’espace des phases.

Soit G(z(t),y(t)) la courbe représentant y(t) en fonction de z(t). Un point de la courbe G(z(t), y(t)) est
appelé point de phase. Dans le cas d’oscillations périodiques, G(z(t),y(t)) est une courbe fermée appelée
cycle limite C; : il est déterminé par les parametres internes de 'oscillateur. Le cycle limite “attire” les
trajectoires qui sont dans son voisinage. En effet, si un point de G(x(t),y(t)) est au voisinage de Cy, cela
revient a dire que le mouvement périodique de 'oscillateur a été faiblement perturbé. Or loscillateur étant
auto-entretenu, il retrouve son rythme initial aprés une période transitoire. Ceci se traduit dans le plan de
phases par la convergence de la courbe G(x(t),y(t)) vers le cycle limite.

Dans le cas particulier ou le processus périodique est un sinus, 'oscillateur est dit quasilinéaire ou
quasiharmonique et le cycle limite est un cercle.
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3.5.2.4 Phase : définition et propriétés
L’amplitude est stable, la phase est libre

On considere un oscillateur quasilinéaire. Le processus z(t) qu’il engendre s’écrit sous la forme :

x(t) = Asin(wot + ¢o) (3.26)
wo = % = 27 fy : fréquence angulaire ou pulsation
To : période des pulsations
fo= Tio : fréquence (cyclique) des oscillations
A : amplitude des oscillations

d(t) = wot + ¢ : phase totale des oscillations

La phase totale n’est pas bornée, mais on peut la ramener & Uintervalle [0, 27| grace & la périodicité de
la fonction sinus. ¢ est la phase initiale, elle correspond a la réponse transitoire de ’oscillateur lorsqu’il a
été mis en mouvement. Dans le cas ou on ne s’intéresse qu’au régime stationnaire, ¢y ne joue aucun role et
peut donc étre modifiée en changeant I'instant initial.

Dans le plan de phase, le cycle limite d’un oscillateur quasilinénaire est représenté par un cercle de rayon
A. Le point de phase se déplace sur ce cercle avec une vitesse angulaire wy, et la droite qui le relie au centre
du cercle, forme avec 'axe des abscisses un angle égal & ¢(t) (3.3-a). Ty est le temps nécessaire pour que le
point de phase réalise un tour complet. Les coordonnées polaires du point de phase sont (A, ¢(t)).

Stabilité d’un point de phase sur le cycle limite : que se passe-t-il si on perturbe
légeérement les oscillations d’un oscillateur auto-entretenu ?

Pour mieux illustrer cette partie, on se raméne a un repere qui effectue une rotation avec une vitesse
angulaire wy. Les coordonnées du point de phase dans le nouveau repere sont donc (A, ¢(t) — wot). Dans
le régime stationnaire, les coordonnées seront donc (A, ¢g) et le point de phase est fixe. Une perturbation
consiste alors a déplacer le point de phase en dehors du cycle limite (3.3-b) :

e Si Pamplitude est perturbée, celle-ci revient a sa valeur initiale A.

e Si la phase est perturbée, elle garde sa nouvelle valeur : en effet, comme toutes les valeurs initiales sont
équivalentes, cela revient a changer ¢g en ¢;. La phase conserve alors cette nouvelle valeur jusqu’a ce
que une nouvelle perturbation ait lieu.

(b)  relaxation

i) it
e ~ - perturbation
J'-' r."II 1
X : 2
‘ N
£y L
~ . 1. . " {I]G

FIGURE 3.3. (a) Cycle limite dans le plan de phases (repére fixe), (b) stabilité d’un point de phase
sur le cycle limite (repére tournant)

Dans le cas général d’un oscillateur ayant une période Tj, la phase est donnée par

o(t) = o + 2" ;0’50

ou tp est un instant initial arbitraire. L’amplitude est la variable qui caractérise la déviation transversale

(3.27)

par rapport au cycle limite.
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3.5.2.5 Propriétés d’un oscillateur auto-entretenu : dissipation, stabilité et non-linéarité

Dans ce paragraphe, on cite les principales propriétés d’un oscillateur auto-entretenu.

Dissipation : les systémes macroscopiques naturels dissipent leur énergie. A moins qu’ils soient constam-
ment alimentés en énergie, leurs oscillations diminuent jusqu’a s’arréter. Un oscillateur auto-entretenu doit
donc posséder une source d’énergie interne.

Stabilité : la stabilité des oscillateurs auto-entretenus permet de les différencier des oscillateurs conser-
vatifs. En effet, un oscillateur conservatif a un mouvement périodique, mais ne dissipe pas de ’énergie ni
n’en gagne. Dans le plan des phases, les oscillations sont représentées par un ensemble de courbes fermées
(3.4). Ainsi, si le systéme subit une perturbation, celle-ci persiste et donc la valeur de I’énergie perturbée est
conservée ; le systéeme n’oublie donc pas ses conditions initiales. Par conséquent, les oscillations dépendent
de la maniere dont elles ont été déclenchées, ce qui n’est pas le cas d’un oscillateur auto-entretenu.

W

7N\
NZ

FI1GURE 3.4. Oscillateur conservatif

Non-linéarité : la non-linéarité est essentielle dans le maintien d’un cycle limite stable d’oscillations. La
stabilité équivaut a dire que le mouvement périodique existe uniquement avec une amplitude donnée. Les
équations qui régissent le mouvement des oscillateurs linéaires sont évidemment linéaires. Ainsi, si x(t) est
une solution périodique de ces équations, pour tout facteur a, ax(t) est aussi une solution périodique ce
qui est contraire a la définition de la stabilité. D’ou la nécessité de la non-linéarité pour le maintien de la
stabilité.

Physiquement parlant, les oscillations stables expriment le fait que quelque soit le mécanisme de dis-
sipation et d’alimentation en énergie, I’énergie de la source est transformée en mouvement oscillatoire :
la quantité d’énergie dissipée E; compense exactement la quantité d’énergie F, fournie a l'oscillateur. En
tragant E4 et E, sur un cycle en fonction de 'amplitude des oscillations (figure [3.5)), amplitude des os-
cillations stationnaires est donnée par 'intersection de ces deux courbes. Ces courbes peuvent passer par
Porigine et avoir une telle intersection uniquement dans le cas d’un systéme non-linéaire (i.e. décrit par des
équations différentielles non linéaires).

4

qurgiﬁ Energie
dissipée

fournie

» Anplitude

A

FIGURE 3.5. Systéeme dissipatif
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Systémes auto-entretenus et systémes forcés : la phase d’un systéme forcé n’est pas
libre

Que le systeme soit autonome (auto-entretenu) ou forcé (son mouvement est dii & une force extérieure
qui lui est appliquée), le mouvement du point de phase forme une courbe fermée qui attire les courbes de son
voisinage. La différence essentielle entre un systéme autonome et un systéme forcé est que dans le cas d'un
systeme forcé, la phase n’est pas libre et elle est en relation avec la force extérieure appliquée au systeme.
Un oscillateur auto-entretenu peut donc se synchroniser alors qu'un systeme forcé ne le peut pas. Cette
différence peut étre mise en évidence lorsque l'on applique une perturbation au systéeme. Dans chacun des
cas, on considere 4 états différents de perturbations. Dans la figure [3.6/ on représente le plan de phase pour
chacun des oscillateurs. Chaque état perturbé est représenté par un point entouré d’un cercle vide dans
la figure. Les 4 points correspondant & ces 4 états vont revenir vers le cycle limite (figure [3.6) mais dans
le cas du systeme forcé (figure [3.6-b), ces points vont converger vers le méme point, alors que dans le cas
du systeéme auto-entretenu (figure 3.6-a), on retrouvera 4 points distincts. Ceci s’explique par le fait que le
systeme auto-entretenu a la mémoire de sa valeur perturbée, alors que le systeme forcé retrouve une certaine
valeur imposée par la force extérieure et ne dépend pas de ’état initial.

(a) y (b) y

FIGURE 3.6. Systémes dissipatifs : auto-entretenu (a) et forcé (b)

3.5.3 Définition de la synchronisation

On désigne par synchronisation un ajustement des rythmes d’oscillations d’objets, di a leur
faible interaction entre eux. Pour expliquer qualitativement ce concept, on définit ce qu’est une inter-
action entre objets oscillants et ce qu’on entend par ajustement de rythmes. Puis on présente des cas o la
synchronisation n’a pas lieu mais ou la situation préte a confusion, et enfin on présente les différents types
de synchronisation.

3.5.3.1 Couplage d’objets oscillants

Supposons qu’on a deux horloges. Méme si les deux sont réalisées chez le méme fabriquant et sont
supposées avoir les mémes parametres intérieurs, elles sont néanmoins différentes : en effet, & un instant
donné, elle ne donnent pas exactement la méme heure et leurs pendules ne sont pas a la méme position.
On suppose maintenant que ces deux horloges sont couplées; elles sont posées sur une poutre non rigide.
L’interaction entre elles se fait a travers les vibrations de leur support commun. Ces vibrations, méme faibles
modifient le rythme des oscillations des deux horloges.



104 OUTILS THEORIQUES

3.5.3.2 Ajustement de rythme : bloquage de fréquence et de phase

Les expériences montrent que méme une faible interaction peut synchroniser deux oscillateurs. On
considere deux oscillateurs ayant des pulsations propres wy et wy différentes quand ils sont isolés. Ils peuvent,
s’ils sont couplés, et sous certaines conditions, osciller avec une méme fréquence. Leur synchronisation ou
leur non-synchronisation dépend des facteurs suivants :

1. La force du couplage : elle décrit si I'interaction est forte ou faible. Expérimentalement, il est souvent
difficile de mesurer cette quantité. Dans 'exemple précédent, elle dépend de la souplesse du support.
Si la poutre est absolument rigide, elle ne va pas étre influencée par les oscillations du pendule, et
Iinteraction entre les deux horloges est inexistante. Par contre, si la poutre est souple, 'interaction
peut avoir lieu.

2. La différence de fréquences wi —ws : elle quantifie la différence entre les deux oscillateurs non couplés.
Plus elles sont lointaines au départ, et plus il sera difficile que les oscillateurs se synchronisent.
Etant couplés, deux oscillateurs ayant au départ des fréquences différentes et des phases indépendantes,
ajustent leurs rythmes et commencent & osciller avec la méme fréquence, ce qui implique une relation
bien définie entre les phases des deux oscillateurs. On rappelle que la convergence vers cette fréquence
commune dépend de wi — ws.

3.5.3.3 Situations que 1’on peut confondre avec une synchronisation

Il n’y a pas de synchronisation en 1’abscence d’oscillations de systémes autonomes

Tout d’abord, il faut différencier le phénomene de synchronisation et le phénomeéne de résonance. On
considere une poutre ayant une pulsation propre wgy. On lui applique une force extérieure ayant une pulsation
w # wy. La poutre commence a osciller mais ces oscillations ne sont visibles que lorsque w est suffisamment
proche de wg. Dans ce cas on parle de résonance. Ce n’est pas un phénomene de synchronisation parce que
la poutre n’oscillerait pas sans action extérieure, elle n’est donc pas un oscillateur auto-entretenu.

La variation synchronisée de deux variables n’implique pas nécessairement une syn-

chronisation

Lorsque deux oscillateurs ne sont que des coordonnées différentes d’un méme systéme, on ne parle
pas de synchronisation. Par exemple le déplacement et la vitesse du pendule d’une horloge ont une méme
fréquence et leur différence de phase est bien définie. Cependant on ne peut pas parler d'un phénomene
de synchronisation car il n’y a pas de déplacement sans vitesse de déplacement et vice versa. L’absence de
synchronisation dans ce cas est évidente mais ce n’est pas le cas dans des exemples plus complexes.

Un couplage trés fort unifie le systéme et on ne peut plus supposer qu’il y a une
synchronisation

Un couplage tres fort entre deux oscillateurs impose des limitations tres fortes au mouvement des
deux systemes. C’est comme si les deux systemes avaient été unifiés pour ne former qu’un seul oscillateur.
Ce phénomene ne peut donc pas étre considéré comme étant une synchronisation. Par exemple si on relie les
pendules de deux horloges par un lien rigide, ces pendules sont “obligés” d’avoir des mouvements identiques
et on ne peut plus parler de synchronisation parce qu’on n’a plus qu'un seul systéme.

L’introduction du couplage ne doit pas changer qualitativement le comportement d’aucun des systemes
qui interagissent entre eux et ne doit pas les priver de leur “individualité”. En particulier, 'arrét des oscil-
lations d’un des systémes ne doit pas provoquer l'arrét des oscillations du second systéeme.
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En conclusion...

Ainsi, pour que I'on puisse qualifier un phénomene de synchronisation, il faut que :

e ['analyse porte sur le comportement d’au moins un oscillateur auto-entretenu c.a.d. capable de générer
son rythme propre

e les systemes concernés ajustent leurs rythmes en réponse a un couplage faible

e l'ajustement des rythmes a lieu lorsque les fréquences des deux oscillateurs sont assez proches; en
particulier, si la fréquence des oscillations d’un des oscillateurs varie lentement, la fréquence des
oscillations du deuxiéme oscillateur suit ces variations.

3.5.3.4 Les différents types de synchronisations

On peut distinguer plusieurs types de synchronisation. Dans ce paragraphe, on explique brievement les
types les plus fréquents.

Synchronisation mutuelle

Quand deux oscillateurs s’influencent mutuellement et de maniére égale, ils ajustent leurs rythmes
mutuellement. On parle de synchronisation mutuelle. Un exemple simple reflétant ce cas est 'exemple
des deux horloges a pendule posées sur une poutre. La poutre véhicule les oscillations d’une horloge a I'autre.

Ensemble d’oscillateurs

Dans plusieurs cas, 'interaction ne se fait pas uniquement entre deux oscillateurs mais entre plusieurs
oscillateurs. Si on prend ’exemple des lucioles, celles-ci constituent un ensemble d’oscillateurs mutuellement
couplés qui peuvent s’illuminer de maniere synchronisée. Les lucioles communiquent & travers leurs “flashs”
lumineux. On parle de couplage global.

Synchronisation de phases et synchronisation compléte d’oscillateurs chaotiques

Les oscillateurs auto-entretenus peuvent générer des signaux chaotiques. Un couplage de ces oscilla-
teurs peut aussi entrainer leur synchronisation. Dans le cas de signaux “presque périodiques” les cycles se
ressemblent mais ont des amplitudes et des périodes différentes. Dans ce cas, on peut calculer une fréquence
moyenne sur un large intervalle de temps 7 :

N,
<f>=—
-

ol N, est le nombre de cycles effectués durant 'intervalle 7. Cette fréquence moyenne permet de décrire le
comportement collectif de ce systéme chaotique interactif.

Dans le cas d’un couplage assez fort entre deux oscillateurs auto-entretenus “chaotiques”, leurs fréquences
moyennes deviennent égales, mais cela n’implique pas que les signaux engendrés coincident aussi. Les cou-
plages faibles n’influencent pas la nature chaotique des oscillateurs : les amplitudes conservent leur caractere
irrégulier et restent non liées alors que les fréquences coincident et on peut parler de différence de phase
entre les oscillateurs. Ce phénomene est appelé synchronisation de phases de systémes chaotiques.

Un couplage tres fort influence non seulement les fréquences mais aussi les amplitudes. Dans ce cas on
parle de synchronisation compléte.
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Synchronisation par une force extérieure

Un oscillateur peut aussi étre influencé par une action extérieure qui lui est appliquée. Ainsi I’ajus-
tement de I'horloge biologique et des rythmes saisonniers des systémes vivants allant de la bactérie aux
humains, est un phénomene de synchronisation appliqué par la nature. Dans le paragraphe, 3.5.4 on s’at-
tarde sur ce type de synchronisation lorsque 'oscillateur est un oscillateur quasilinéaire, c’est a dire lorsque
le processus qu’il génere est sinusoidal, et dans le paragraphe 3.5.5/ on détermine les équations qui régissent
ce genre de phénomene.

3.5.4 Synchronisation d’un oscillateur auto-entretenu par une force extérieure

Dans ce paragraphe on présente le cas ou un oscillateur auto-entretenu se synchronise avec une force
extérieure qui lui est appliquée. On étudie le cas particulier d’un oscillateur quasilinéaire faiblement forcé.

On rappelle qu'un oscillateur quasilinéaire génére un processus x(t) qui vérifie z(t) = Asin(wot + ¢p)
ou wy est sa fréquence angulaire libre et ¢y sa phase initiale. La force extérieure qui lui est appliquée est
supposée harmonique de fréquence w. En d’autres termes, la force varie de la méme fagon que e cos(¢.) ou
$e = wt + ¢, est la phase totale de la force et € son amplitude. On suppose w # wp et on note Aw = wy — w
le “detuning”. Comme nous 'avons déja indiqué plus haut, 'amplitude de I'oscillateur est stable alors que
la phase n’est ni stable, ni instable. Donc la force extérieure (faible) agit uniquement sur la phase.

On définit un repere tournant avec une vitesse angulaire w dans le sens positif (dans le sens inverse de
rotation des aiguilles d’une montre). La position du point de phase est déterminée par ¢ — ¢.. Dans le cas
ou amplitude de la force est nulle, le point de phase dans le nouveau repere peut avoir trois comportements
différents :
e il continue a tourner dans le sens positif si wy > w : ¢ — P, augmente avec une vitesse constante wg — w
(3.7-a)

e il est immobile si wg = w : ¢ — ¢, reste constant (3.7-b)

e il tourne dans le sens des aiguilles d'une montre si wy < w : ¢ — P, diminue avec une vitesse constante
wo — w (3.7-c)

Al (b i)
{iy = (i fily= € ), < @
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FIGURE 3.7. Repére tournant : (a) wp > w, (b) wp =w, (¢) wp < w

Revenons au cas qui nous intéresse, lorsque "amplitude € # 0. Deux situations peuvent se présenter :
¢ Wy =w:
Quelque soit la différence de phase initiale ¢° = ¢y — ¢, cette différence de phase reste constante. La
synchronisation dans ce cas trivial se manifeste par le maintien de cette stabilité dans le déphasage
(cas 1 dans la figure [3.8).
e Wy Fw:
On suppose par exemple que wy > w. Dans ce cas, la force tend a égaliser la phase de V'oscillateur ¢(t)
et la phase ¢q(t) + ¢° (¢(t) — ¢(t) constante) (cas 2 dans la figure [3.8). Au contraire, le “detuning”
Aw = wy — w tend a les éloigner 'une de 'autre (cas 3, 4 et 5 de la figure [3.8). La relation entre
I'amplitude ¢ de la force et le detuning Aw détermine laquelle de ces deux actions ’emportera sur
Pautre. Ceci sera détaillé dans la suite.
Dans le paragraphe 3.5.5, on précise les équations qui régissent I'influence de la force extérieure sur 'oscil-
lateur quasilinéaire.
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3.5.5 Mise en équations

3.5.5.1 Oscillateur auto-entretenu sans influence extérieure

On considére un systeme discret, autonome (dont le comportement ne dépend pas explicitement du
temps) et dissipatif (qui dissipe de Pénergie) dont le mouvement est régi par M équations différentielles

ordinaires : dx
E(t) =f(x) x=(z1,...,xm) (3.28)
On suppose que ce systeme a une solution stable périodique de période Ty :
xo(t) = xo(t + Tp) (3.29)
On introduit la phase ¢(t). Elle augmente de 27 & la fin de chaque période :
ot +Tp) = o(t) + 27 (3.30)
et vérifie : ”
2 = o (3.31)

2T . . . -
ou wy = T est la fréquence libre de l'oscillateur. Sur le cycle limite on peut donc écrire :

0
d¢

E(Xo) = Wy (332)
On sait que :
dé, . 0¢ dxy,
x), étant la k-ieme composante de x. Or, en notant fj la k-ieme composante de f, en x = xg :
dx
— ()= fu(xo(t)) (3:34)
Ainsi, d’apres (3.32)
o¢
B ©(X0) = wo (3.35)
k

3.5.5.2 Influence d’une force extérieure sur ’oscillateur auto-entretenu

Si une force extérieure F,(x,t) = ep(x,t) de période T # Tp est appliquée au systéme, le systéme forcé
vérifie I’équation :

d
dit‘ = f(x) + ep(x, t) (3.36)
€ est supposé petit. Dans ce cas, & proximité du cycle limite et en utilisant I’équation (3.33), on peut écrire :
do(x) ¢
= — ,t 3.37
T~ 2 gy Ul el t) (337)

Le deuxieme terme du second membre de cette égalité est proportionnel a e, il est donc petit. De plus, les
déviations de x par rapport au cycle limite xq sont faibles. D’apres 1’équation (3.35) on peut donc écrire :

0 9
dq;(tx) =2 —afk (fe(%) + epr(x,1) > wy + ¢ Ek: qgi")pk (X0, 1) (3.38)
On note Q(¢,t) = Z 8é(xo)pk(x(), t). Ainsi,
% Tk
dfl(tx) = wo +eQ(¢, 1) (3.39)

Q@ est 2m-périodique en ¢ et T-périodique en t. On peut la développer en une double série de Fourier :

Q1) =) aypeotiet (3.40)
Lk
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Dynamique lente des phases et équation de Kuramoto

En labscence de la force extérieure F, la phase ¢(t) solution de ’équation différentielle (3.31) s’écrit :

¢(t) = wol + o (3.41)
En remplacant dans (3.40), on obtient :
Q(,1) =Y ay pethdoeilheotiont (3.42)
Lk

Q contient des termes oscillants rapidement (en comparaison avec 1/¢) et des termes qui oscillent tres
lentement. Ces derniers vérifient la condition de résonance :

kwo +lw =0 (3.43)

Dans I’équation (3.39), les termes non résonants entrainent des déviations de la phase de 'ordre de O(e),
alors que les termes résonants entrainent des variations plus importantes de la phase. Ainsi, on ne conserve
que ces termes résonants, en faisant une moyenne. Le cas le plus simple est lorsque w ~ wy. Dans ce cas,
seuls les termes de @ ou [ = —k sont résonants. La somme de ces derniers est notée q :

Z al’kei(kqﬁ-i-lwt) — Zaik’keik(qﬁ—wt) _ q((b _ wt) (344)
==k k

q est une fonction 27-périodique. Cette définition de la moyenne ¢ permet d’écrire :

98— o+ 2Q6,1) =~ wo + g6~ wt) (3.45)

La différence entre 1’équation (3.45) obtenue dans le cas ou une force extérieure est appliquée a l'oscillateur
auto-entretenu et I’équation (3.31)) dans le cas ou Poscillateur auto-entretenu est libre, est le terme £q(¢—wt)
présent dans (3.45). Ce terme gere la synchronisation de l'oscillateur avec la force extérieure. Ceci est expliqué
dans les paragraphes suivants.

La fonction g 2m-périodique la plus simple est la fonction sinus. Elle est utilisée dans la formulation du
modele proposé dans cette these (voir chapitre 4) :

% = wo +Q(d,t) =~ wo + esin(¢ — wt) (3.46)

Cette équation est une équation de Kuramoto [83].

Solution analytique

On note ¥ = ¢p— ¢, = ¢—wt la différence de phases entre 'oscillateur et la force extérieure, et v = w—wy.
Ainsi, on obtient :
dip

2 = +eq(v) (3.47)

m
On peut démontrer que cette équation décrit également le cas général, lorsque w ~ ——wy [54]. Dans le cas
n

ou ¢(.) = sin(.), on se rameéne & I’équation d’Adler :

dip .
priaiad +esiny (3.48)

La fonction ¢ étant 2m-périodique, elle admet dans l'intervalle [0; 27 un minimum ¢, et un maximum
(maz- Dans le cas du sinus par exemple, ¢min = —1 €t ¢maz = 1.

Si la condition suivante est vérifiée
EQmin <v< EQmax (349)
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léquation (3.47), admet au moins deux points stationnaires (points fixes i = 0), dont 'un est asymptoti-
quement stable et 'autre instable. Le systéme est donc entrainé vers 'un des points fixes stables du systeme.
La phase 9 devient alors constante ¢ = ¥yn, €t ¢ a une vitesse de rotation constante égale a la fréquence w

de la force extérieure. La fréquence instantanée — de 'oscillateur devient donc égale a w. Il est a noter que

la synchronisation n’entraine pas un déphasage nul mais un déphasage constant (point 2 de la figure [3.8)) :

(b =wt + wsyn

On est alors en “régime de synchronisation”.

Si v est a Pextérieur de intervalle défini par (3.49) (les points 3, 4 et 5 de la figure 3.8), la force est
trop faible pour pouvoir entrainer la synchronisation. Dans ce cas, dans le repere tournant, le point de phase
est en mouvement avec une fréquence appelée fréquence de battement Qp; < wy — w, de telle sorte que la
fréquence moyenne w,, de l'oscillateur dans le repére initial prend la valeur w,, = w + Q.

d d
Ceci peut étre démontré aisément : dans ce cas d—zf est de signe constant (< 0 ou > 0) et £ # w. La

dy
/w o ==t (3.50)

La fonction ¢ = 1 (¢) ainsi définie est périodique de période Ty, tel que :

solution de (3.47) peut s’écrire :

2
dip
Ty, = / —_— 3.51
v o eq(¥)—v ( )
La rotation de ¢ est donc non uniforme :
¢ =wt+P(t) (3.52)
, 1 ["do -
et la fréquence moyenne w,, = — [ —=(7)dr s'écrit :
t o dt

Wi = w + Qe (3.53)

ou la fréquence de battement €2, est définie par :

2 2 dy -
== ([ ) o

Ainsi le processus x(t) est quasipériodique, et Qp; dépend de la valeur de v. A proximité de la région de
synchronisation, on peut calculer analytiquement cette dépendance. En effet, notons vy4: = €@maqz, €t
supposons par exemple, que U — V4, st tres petit. Donc |eq(1)) — v| est trés petit. g(v) peut étre développé
en série de Fourier a proximité de ¥.naz :

Q] =~ 27| Cii/’
§q”(¢maw)w _(V_Vmaw) (3.55)

\/‘f':|q77 (wmaz)l(y - Vmaz) ~ AV = Vnax

La transition de I’état initial a la synchronisation

Plusieurs cas se présentent :

e w = wy, le déphasage ¢° est constant. Dans la figure (3.8) il est supposé nul et correspond au point 1.

® w # wp mais w est dans le domaine de synchronisation. Le déphasage est alors constant mais non nul
(point 2 dans la figure (3.8)).
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e w est & Uextérieur du domaine mais se situe pres de la frontiere de ce domaine (point 3 dans la figure
(3.8))). Dans ce cas, le déphasage passe par des périodes ou il est constant et d’autres ou il augmente
assez rapidement. Cela veut dire que durant les périodes ou le déphasage est constant, ['oscillateur est
synchronisé avec la force qui lui est appliquée. Cependant, par la suite, il fait un cycle supplémentaire
si w se trouve prés du bord gauche ou perd un cycle s’il est pres du bord droit du domaine de
synchronisation. Plus |w — wq| devient important, plus la durée de temps de synchronisation diminue
jusqu’a s’annuler.

a) ()

o

FI1GURE 3.8. Le déphasage selon la position des points par rapport a la région de synchronisation :
(a) la position des points par rapport a la région de synchronisation, (b) le déphasage
en fonction du temps pour les différents points

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit les différents outils théoriques qui sont utilisés dans le modele
développé dans cette these et qui est explicité dans le chapitre [4. Nous avons donné ’équation de la dy-
namique régissant le comportement latéral d’une poutre d’Euler Bernoulli, puis ’équation de transport,
I’équation de conservation de la masse et I’équation de Burger pour le modele continu. Enfin, on a défini le
phénomene de synchronisation, en s’attardant sur les oscillateurs auto-entretenus et sur leur synchronisation
avec une force extérieure qui leur est appliquée. Les équations qui régissent ce phénomene sont rappelées.



Chapitre 4

Modele continu pour le couplage
foule-passerelle

CE CHAPITRE a pour objectif de présenter le modéle continu de couplage foule-structure que nous
proposons dans le cadre de cette thése. Dans ce chapitre :

* on présente le modéle proposé

* on explique la démarche utilisée pour aboutir a chacune des équations du modéle
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on détaille le modele qui a été développé durant cette these.

Le but du modele proposé est de réussir a représenter le comportement de la passerelle, celui de la
foule et le couplage entre les deux, notamment en prenant en compte la synchronisation des piétons avec la
passerelle.

Dans le paragraphe/4.2, on présente notre modele avec les différentes variables et les différents parametres
utilisés. Dans les paragraphes suivants on détaille chacune des équations du modele. Dans la section 4.3, on
donne les équations d’équilibre du systeme passerelle-foule. Puis, dans /4.4, nous expliquons la modélisation
de la foule de piétons. La modélisation de la longueur de pas des piétons est formalisé dans 4.5 Enfin dans
4.6, on modélise la phase totale des piétons.

4.2 Formulation du modele

Le modele proposé est un modele continu (ou eulérien), ce qui veut dire qu’il suit le comportement de la
foule dans sa globalité sans s’intéresser au comportement particulier de chaque piéton. Mathématiquement,
cela revient a utiliser des variables locales, c’est a dire qui dépendent du temps t et de I'espace z supposé
unidirectionnel. Dans ce modele, le déplacement de la passerelle est projeté sur le mode latéral qui a la
fréquence la plus proche de celle des piétons; on supposera qu’il s’agit du premier mode. Une équation
de conservation de la masse gere la répartition et 1’évolution des piétons sur la passerelle. L’interaction
piétons-piétons et piétons-passerelle est prise en compte grace a une équation qui gere la synchronisation
en fréquence des piétons entre eux et avec la passerelle, et par une prise en compte de I'ajustement de la
longueur des pas des piétons selon la situation qui se présente. Ainsi, ce modele est formé du couplage entre
une équation aux dérivées ordinaires (EDO) et trois équations aux dérivées partielles (EDP) :

(M + M, (t))U(t) + CU(t) + KU(t) = Fi(t)
M, t) + g 77;) (z,t) =0

t
z‘fu,w = (@, 1) + 5 An (D01 (@) (Wb (1) sin (¥(8) = o(a,8) + ) (4.1)
8 +6pp(‘r’ ta) Sin(¢av(x’ t) - QS(:L', t))
E(Jﬁ,t) + 'U(l',t)%(l',t) = O

L es principales variables utilisées sont :

e u(x,t) le déplacement de la passerelle. La projection au premier mode propre de la passerelle, nous
amene & écrire u(x,t) = U(t)1h1(x) o U(t) est le déplacement latéral modal de la passerelle tel qu’il
a été défini dans la partie 3.2l

e 7)(z,t) la densité des piétons

e v(z,t) la vitesse des piétons modélisée sous la forme :

lpas(x, ) @

vz, t) = T dt

(z,1)
e w(x,t) la fréquence angulaire latérale de marche libre des piétons

e ¢(x,t) la phase totale de la force latérale des piétons. Dans le cas d’une marche libre (sans contraintes
extérieures)

do
E(x,t) = w(x,t)

d +(t)6’t t la dérivée total t au t
—_— = = v\ —— cetant la derivee totale par rapport au temps
it~ ot o bat rapp P
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Plusieurs parametres sont introduits dans ce modele. Certains concernent les caractéristiques de la passe-
relle, ils sont obtenus par analyse modale ou par simple mesure. D’autres parametres permettent de prendre
en compte l'interaction entre les piétons et leur interaction avec la passerelle. Les valeurs de certains pa-
rametres seront déterminés dans le chapitre 7/ d’apres une étude analytique réalisée dans le chapitre 5, alors
que pour les autres on adoptera les valeurs proposées dans la littérature suite a des essais expérimentaux.

Les parametres définissant la passerelle sont :

L la longueur de la passerelle

£(x) largeur de la passerelle en un point donné
11 (x) la premiere forme modale de la passerelle
M la masse modale de la passerelle

C Pamortissement modal de la passerelle

K la rigidité modale de la passerelle

Le comportement de la foule de piétons est considéré semblable & celui d’un fluide compressible. Les
parametres régissant 'interaction entre la passerelle et la foule et 'interaction entre piéton et piéton sont
les suivants :

e 7). la densité critique a partir de laquelle les piétons commencent & interagir entre eux

® 7mar la densité maximale admissible sur une passerelle

® a.,;, I'accélération des oscillations de la passerelle a partir de laquelle les piétons ressentent les oscil-

lations et commencent a modifier leur longueur de pas

® a,,.: I'accélération des oscillations a partir de laquelle les piétons sont forcés de s’arréter de marcher.

o cete,,(x,t) sont des parametres intervenant respectivement dans la synchronisation des piétons avec

la passerelle et dans leur synchronisation entre eux.

lpas(x,t) étant leur longueur de pas.

De plus,

L
o My(t) = /0 my(x, )% (z)dz est la masse modale des piétons

L
e Fi(t) = / Gsin(p(x,t))n(z,t)(x)1(z)dr est la force latérale totale modale qu'ils engendrent, G

0
étant 'amplitude moyenne de la force latérale engendrée par un piéton
e s(t) est la phase totale instantanée du déplacement latéral de la passerelle.

Dans la suite de ce chapitre, on explicite la démarche qui permet de retrouver ce modele, et on détaille
chacune de ses quatre équations ainsi que la modélisation de la longueur de pas des piétons.

4.3 L’équation de la dynamique de la passerelle et la force due a
la foule

Dans cette partie, on présente les équations d’équilibre qui gerent le couplage foule-passerelle.

On suppose que le comportement vibratoire de la passerelle peut étre approché par celui d’une poutre
d’Euler Bernoulli sur appuis simples. Cette modélisation n’a rien de restrictif. Il suffit de connaitre le mode
qui peut générer de la synchronisation. On note u(z,t) le déplacement latéral de la passerelle et U(t) son
déplacement latéral modal tel qu’il a été défini dans la partie [3.2. On rappelle que u(z,t) = U(t)yr(z),
ot Y1 (x) est la forme modale dont la fréquence est la plus proche de la fréquence de la force latérale des
piétons.

On note y(x,t) amplitude des oscillations latérales des piétons autour de leur trajectoire de marche sur
la passerelle dans un repére galiléen. y(z,t) peut s’écrire sous la forme suivante :

y(z, t) = u(z, t) + yp(z,t) (4.2)
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ol y,(x,t) est 'amplitude des oscillations des piétons dans un repere lié & la passerelle. Dans le cas ou la
passerelle est rigide u(z,t) = 0 et y(z,t) = yp(z, t).

Les piétons qui traversent la passerelle y exercent une force locale p(x,t). Soit n(x,t) leur densité locale
sur cette passerelle. On note my,(x,t) = min(x,t)¢(x) leur masse locale, olt my, est la masse moyenne d’un
piéton et £(x) la largeur de la passerelle en un point = donné.

En utilisant 1’équation (3.14)), les équations d’équilibre régissant le systéme passerelle-piétons s’écrivent :

. . L
M) + CU(t) + KU(t) = /O p(@, 1) (2)dz

. 2 (13)
iy ) (G nt) + G2 @0)) 4 (o) =0

Soit G I'amplitude moyenne de la force latérale engendrée par un piéton. On rappelle que la force latérale
F; engendrée par un piéton sur un plancher rigide peut étre modélisée sous la forme (voir chapitre [2) :

Fi(t) = Gsin(¢1p(t))

avec
O1p(t) = wipt + 1

ol wyy est la fréquence angulaire de marche libre relative & ce piéton; elle peut étre considérée constante
pour un méme piéton.

d
Soit ¢(x,t) la phase totale de la force latérale des piétons. d—f(m,t) n’est autre que leur fréquence

angulaire latérale.

32
Le terme —mp(x,t)aT%p(x,t) apparaissant dans la deuxieme équation de (4.3) est la force d’inertie

appliquée par les piétons dans le repére local lié & la passerelle. Dans le cas d’un plancher rigide (u(z,t) = 0),

on a:
9%y,
ot?

Pour un plancher mobile, on suppose que la force E(x, t) engendrée par les piétons par unité de longueur

—my(x,t) (z,t) = Gsin(w(x, )t + ¢o)n(x, t)l(z) (4.4)

de la passerelle s’écrit :

3 0%y
Fl(zvt) = 7mp(xat) 6t2p

(z,1) = Gsin((z, t))n(z, t)l(x) (4.5)
La force latérale modale F;(t) engendrée par les piétons est donc :
L L
) = / Fla, ) () dz = / G sin(6(z, 8))n(z, )(z)0 () dz (4.6)
0 0
Les équations d’équilibre (4.3) donnent alors :

(M + M, (t))U(t) + CU(t) + KU(t) = Fi(t) (4.7)

L
ou M,(t) = / my(x, )% (z)dz est la masse modale des piétons et Fi(t) est donnée par 4.6.
0

4.4 Modélisation du flux de piétons sur la passerelle

Dans ce modele on a adopté ’approche utilisée dans [65,66], ou la foule de piétons est modélisée comme
un fluide compressible dont 1’évolution est gouvernée par I’équation de conservation de la masse. Dans ces
deux articles [65,66], '’équation de la conservation de la masse a été utilisée en 2D, pour étudier 1’évolution
des piétons dans un espace donné, notamment a la Mecque les jours de pélerinage.
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En s’inspirant des modeles précédemment cités, on suppose que le comportement de la foule est régi par
I’équation de conservation de la masse :
In

0
a(x7t) +

(x’t) =0 (48)

ou v(z,t) est la vitesse locale des piétons.

Pour modéliser la vitesse v(x,t), on utilise une approche originale, différente de celles qui sont utilisées
dans [15,65,66] par la prise en compte de la longueur des pas des piétons l,qs(xz,t) et de la phase totale ¢
de leur force latérale :

lpas(z,t) do

t) = t 4.
o,y = 220 SR (19)
On rappelle que :

at ot o

est la dérivée totale.

Cette expression découle de I'expression de vitesse d’un seul piéton. En effet, considérons le cas d’un
piéton qui a une phase totale latérale ¢1,(t) et une longueur de pas l1,(t). La vitesse v1,(t) du piéton peut

llp (t)
Tpas(t)

Tpas(t) étant la durée “instantanée” d’un pas (soit gauche soit droit). Or si ¢1,(t) est la phase totale de la

1d
force latérale du piéton, I'inverse de la fréquence o zip
™

s’écrire sous la forme :

vip(t) =

(t) n’est autre que la moitié de la période d’un pas

complet (cycle droite-gauche). Donc

SRYAT Y S
o) = 1 01

ce qui explique la relation (4.9)). Dans la suite de ce chapitre, on modélise la longueur des pas lpqs(x,t) et la
phase totale ¢(x,t).

D’ou

4.5 Modélisation de la longueur de pas des piétons

Dans cette partie on modélise I’évolution de la longueur de pas des piétons lorsqu’ils traversent une
passerelle.

Soit Iy la longueur de pas moyenne d’un piéton dans le cas d’'une marche libre. La longueur de pas
lpas(x,t) est influencée par la densité des piétons et par les oscillations de la passerelle. Ainsi, on la modélise
comme étant :

lpas(z,t) = 10Cy(x,t)Cs(z, t) (4.10)

ou Cy(z,t) et Cs(x,t) sont des fonctions réductrices qui prennent en compte respectivement I'influence de
la densité n(x,t) des piétons sur leur longueur de pas et celle des oscillations de la passerelle.

La fonction Cy(z,t) est définie par (4.11), et sa courbe en fonction de la densité est tracée dans la figure
4.1:

1 si n(x,t) <ne
maxr — 7t .
C,(x,t) = ’7772(:7”) si 70 < 0(z,t) < mas (4.11)
0 st Nmae < 1w, t)

ou on rappelle que 7. est la densité critique a partir de laquelle les piétons commencent & interagir entre
eux et Mpqq est la densité maximale admissible sur une passerelle. Ainsi, comme on peut le voir dans (4.11J),
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la longueur de pas n’est influencée par la densité de piétons n(z,t) que lorsque celle-ci est supérieure a la
densité critique 7., alors que pour des densités élevées qui dépassent maz, lpas(x,t) s’annule parce que les
piétons n’arrivent plus a avancer, ce qui a pour conséquence d’annuler la vitesse de marche.

0.8

0.6

0.4

0.2

0
0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18
n

FIGURE 4.1. Courbe représentant C;, en fonction de la densité n des piétons

Pour définir la fonction Cs(z,t) qui traduit la dépendance entre la longueur de pas I, et les oscillations
de la passerelle, on commence par introduire la variable ﬁ(m, t) qui est une approximation de amplitude de
l'accélération maximale ressentie par les piétons durant les 5 dernieres oscillations. En effet, on estime que
le piéton a une mémoire des oscillations passées et réagit selon le maximum d’oscillations ressenties durant
les dernieres secondes. Nous proposons d’écrire ﬁ(x, t) sous la forme :

.. . 2
i@,t) = An(®) [9s(0)] ¥1(2) (4.12)

ou A, (t) est le déplacement maximal de la passerelle durant ses 5 derniéres périodes d’oscillations, ¢ (t)
est sa phase totale instantanée, ¢S (t) n’est donc autre que sa fréquence angulaire instantanée, et 1 (x) est
la premiere forme modale. La fonction Cy(x,t) est définie par (4.13) et sa courbe en fonction de (z,t) est
tracée dans la figure 4.2 :

1 si ﬁ(x,t) < Umin

Cy(x, 1) = Umaz — ﬁ(x,t)

)

si Gmin < ’l.i(l‘,t) < Gmaz (413)
Amax — Qmin .
sl Umar < ulx,t)
On rappelle que a,,, est accélération des oscillations de la passerelle a partir de laquelle les piétons
ressentent les oscillations, et a.,q. est 'accélération des oscillations a partir de laquelle les piétons sont
obligés de s’arréter de marcher.

0 02 04 06 08 1 12
1% u/d 3|

FIGURE 4.2. Courbe représentant Cs en fonction de l'amplitude de l'accélération ﬁ(x,t) de la pas-
serelle
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La courbe représentant I’évolution de l,,s en fonction de n et de 4 est tracée dans la figure [4.3.

1

2 2 2 1.5
16% u/a ] [mss?] 0 ]

FIGURE 4.3. Courbe représentant la longueur de pas lyqs en fonction de la densité n des piétons
et de Uamplitude de Uaccélération u de la passerelle

4.6 Modélisation de la phase totale des piétons : équation de Ku-
ramoto
Dans cette partie on modélise I’évolution de la phase totale des piétons. On commence par étudier le

cas d’un seul piéton soumis aux oscillations de la passerelle, on en déduit I’évolution de la phase dans le cas
du modele continu, puis, on introduit la synchronisation entre les piétons.

4.6.1 Etude du cas d’un seul piéton soumis a la force exercée par la passerelle

On considere le cas d’un piéton. On note ¢1,(t) la phase totale de sa force latérale et wy, sa fréquence
latérale de marche libre. Soit F,(t) la force extérieure appliquée au piéton. Dans le cas ou cette force est due
aux oscillations de la passerelle, elle s’écrit sous la forme (voir la deuxieéme équation de (4.3)) :

Fe(t) = muyiiny (t) = —muip A1 (21,(1)) (s (1))? sin(vs(1)) (4.14)

ol 21, (t) est la position du piéton sur la passerelle, u1,(t) et i1, (¢) sont respectivement le déplacement de la
passerelle et son accélération & U'instant ¢ et a la position x1,(t) et A(t) est son amplitude de déplacement.

Soit y1,(t) le déplacement du centre de gravité du piéton. L’équation d’équilibre du piéton s’écrit alors :

mipiitp + f(Y1p, J1p) = Fe(t) (4.15)

ot f(y1p,Y1p) est la “force de rappel” du piéton.

On passe en représentation d’état : on pose z1,(t) = §1,,(¢). L’équation (4.15)) est équivalente au systeme

suivant :
le(t) = ylf (t>
. 4.16
f,(t) = ——(Fu(t) - (3.2) (116
mip
On effectue une transformation de Van der Pol en posant :
Y1p(t) = 7sin(¢1p(t)) (4.17)

21p(t) = G1p(t) = ré1,(t) cos(¢1, (1))

ou on suppose que r ne dépend pas du temps.
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On a ] ) )
q‘slp(t) — d)lp (t) — ¢1;U ylp(t) + ¢1p le(t)
= 8yi: 1p(t) milp 3211;] (Fo(t) — f(y,2))

0
Dans la suite de cette partie, on cherche a expliciter I'expression (4.18)). Pour cela, on approche %zlp(t) —
Y

1p
1 3¢1p

f(y,z) en s’intéressant au cas ol le piéton n’est soumis & aucune contrainte extérieure (Fe(t) = 0).

mip 8z1p
Ensuite, on étudie le cas ot Fi(t) # 0 et on explicite le terme — 8¢1p e (t).
Z1p
0 19
On commence par approcher O1p z1p(t) — o1y fly,2).Si F.(t) =0, le piéton n’est soumis & aucune
. aylp mlp a lp
contrainte extérieure, ¢1,(t) = wip, et 'équation (4.18) s’écrit :
. 0¢1p 1 O¢1p
1 - Z%1 t
ilt) = 502 1(0) =~ G2 1(y.2)
D’ou sur le cycle limite, on a 1’égalité :
8¢)1p 1 8¢1p
21p(t) — — JZ) = wr 4.19
T2y (1) — oGP [(012) = oy (4.19)

Lorsque la force Fi(t) # 0, on suppose qu’elle induit une petite perturbation sur le point de phase. On peut
donc supposer que (y, z) est trés proche du cycle limite et que 1’égalité (4.19)) reste vérifiée. En remplagant
dans (4.18) :

; _ 91p Fe(t)
P1p(t) = wip + ﬁmilp (4.20)
Il reste donc & déterminer —=2. D’apres (4.17), on a
(’)zlp
t
tan(n,(0) = () 2200 (1.21)
o Oftan(ér,(0) _ 1 9
an((¢ip B 1p
oy o (GipD) Dty (422
D’apres (4.21)),
Otan((91,(1) _ 9 o . yp(), _ 9dip(t) y1p Yip(t)
05 Gy M) T 0y 6,00 2
En combinant (4.22) et (4.23), et en utilisant les notations (4.17), on a :
001,(1) _ (261, (1)) Dbip(1) _ sin(61,(1)) o
Oz1p 201,(t)  O21p ré1p(t)
Or on cherche ¢1,(t) sous la forme :
O1p(t) = wip + <h(yip(t), 215 (t), Fe(t))
o1 ¢ << 1. Donc
0¢1p(t) _ sin(201,(t)) Oh(y1p(t), z1p(1), Fe(t)) sin(P1p(t))
921y 2(wip + sh(y1p(1), 21p(t), Fe(t))) dz1p r(wip + sh(yip(t), 215 (1), F. (72)4))2&
Comme ¢ << 1: .
aqslp(t) — _Sln(¢1p(t)) (426)

0z1p TWip
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En remplacant dans (4.20), on obtient :

biptt) = wnp— WO
“’mlgf o (4.27)
= oy P i, (1) s 1)
Posons
1
£ =
TWip
On sait que : .
sin(¢1,(t)) sin(ys(t)) = 5 (cos(ihs(t) — d1p(t)) — cos(¥s(t) + d1,(t)))
En supprimant les variations rapides, on a :
Dup(t) = wip + S A1 (21,0 (D4 (1))? cos(w(t) — 1y (1)) (4.28)
| Drp(t) = wip + S A1 (217 (1) (9(1)) Sin(y (6) — 61,(2) + 3) (4.29)

On retrouve alors une équation de type Kuramoto (voir la section3.5). Si on suppose que la force ressentie
par le piéton dépend des 5 dernieres périodes d’oscillations de la passerelle, alors F.(t) = miptip(t) =

—map A (801 (21, (1)) (V5 () sin(9s(1)) et

™

Drp(t) = wip 5 A (01 (21,(0) (e (0)? sin (W (t) = b1,(8) + 3) (4:30)

[\)

Dans le paragraphe suivant, nous allons expliquer le passage de cette forme de ’équation de synchroni-
sation (4.30) a sa forme continue telle qu’elle est adoptée dans cette these. Cependant avant de passer au
paragraphe suivant, nous faisons le point sur les principales différences existant entre I’équation (4.30) et les
équations de synchronisation (1.35) et (1.36) utilisées dans les modeles présentés dans [7,54,62].

Pour commencer, dans ces deux modeles, la forme modale ¢ (z) n’est pas prise en compte dans la
synchronisation des piétons avec la passerelle. Cela revient a dire que les piétons réagissent de la méme
fagon quelle que soit leur position sur leur passerelle, qu’ils soient a son extrémité, a mi-travée ou ailleurs.
Or on sait que les oscillations de la passerelle sont différentes selon le point considéré et il est donc judicieux
de différencier le comportement des piétons vis & vis des oscillations selon leur position sur la passerelle [33].

De plus, le terme A,, (t)11(z1,)(1s(t))? qui apparait dans (4.30) est une expression de 'accélération de
la passerelle. Ceci montre que les piétons seraient sensibles & 'accélération. On retrouve cette idée dans [62]
(équation (1.36))), alors que dans [7,54] (équation (1.35)) il est supposé que les piétons sont sensibles au
déplacement de la passerelle. On tient a attirer l'attention sur le fait que 'utilisation de D’accélération
dans [62] et du déplacement dans [7,54] ne sont pas validés de maniere mathématique mais constituent
plutét un choix des auteurs. Par contre, dans notre modele, A,, (t)11(21,)(1s(t))? découle des équations du
systeme et ne provient pas d’une hypothese que nous avons prise.

Dans 1'équation (4.30), on fait 'hypotheése que le piéton est influencé par l'accélération maximale de
la passerelle au cours des dernieéres oscillations. Dans [62], les auteurs utilisent I’hypothese selon laquelle
le piéton réagit avec un temps de retard 7, ce qui veut dire qu’a Uinstant ¢ le piéton est influencé par
l'accélération a l'instant ¢ — 7, mais cette hypothese a été simplifiée au cours de I'article et les auteurs ont
supposé que la passerelle influence instantanément le piéton. Cette derniere hypothese est également utilisée
dans [7].

Enfin, dans I’équation (4.30)) entre les parenthéses de la fonction sinus, on trouve E, ce qui traduit le
fait que le piéton se synchronise avec la phase de la vitesse de déplacement de la passerelle. Ainsi apres
synchronisation, la force latérale engendrée par le piéton est en phase avec la vitesse de la passerelle. On
rappelle que les études expérimentales menées par ARUP [8,21], ont montré que la force engendrée par
des piétons apres synchronisation est proportionnelle a la vitesse d’oscillation de la passerelle, ce qui veut
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dire notamment que la force des piétons et la vitesse de la passerelle sont en phase. Dans [62] les auteurs
™

utilisent sin(¢s(t) — ¢1,(t) + =) (voir équation (1.36)) ce qui entraine que le piéton se synchronise avec

la vitesse de la passerelle. Dans [7], les auteurs ont étudié le cas ol entre les parentheéses du sinus, le

T T
terme 5 apparait (o = 5 dans 1’équation (1.35), i.e. comme dans notre modele) et le cas ou il n’y est

pas (a = 0 dans 1’équation (1.35))). Les solutions trouvées sans le terme il présentent des dissymétries dans
Pévaluation de 'amortissement critique adimensionnalisé b.(£2). Or dans le cadre du travail effectué dans [7],
la fréquence dimensionnelle des piétons w a pour moyenne la fréquence modale du systéme (qui est pour
Pauteur la fréquence modale de la passerelle seule). Les solutions obtenues doivent donc étre symétriques par
rapport a cette fréquence moyenne. Pour les variables adimensionnelles, les solutions doivent étre symétriques
par rapport a 0, ce qui n’est pas le cas. Par conséquent, les auteurs ont jugé ces solutions physiquement
inacceptables.

4.6.2 Retour au modele continu

Dans le cadre de cette these, les variables composant le modele sont des variables locales (qui dépendent
de l'espace x et du temps t). Dans l'expression (4.30)), on propose donc de remplacer x1, par et ¢1,(t)
par ¢(z,t). De plus, la fréquence de marche libre est différente d’un piéton & 'autre. Cette fréquence doit
correspondre & I'avancement des piétons. Elle dépend donc du temps et de I’espace. Donc wy, est remplacée
par w(z,t) qui vérifie ’équation de transport :

Ow Ow
—(z,t) +v(z,t) —(x,t 4.31
2 () + vl 1) S (1) (431)
ot on rappelle que v(x,t) est la vitesse des piétons. Le passage au modele continu impose que la dérivée par
rapport au temps soit remplacée par une dérivée totale par rapport au temps
d 0

— ==+ t)2
a ot T\ Yo

Ainsi, ’équation de Kuramoto (4.30)) sous sa forme Eulérienne s’écrit :

d € . . s
9 1) = wla,0) 4 S A (0a () (s ()2 sim (4 (6) — 6, + 7 ) (4.32)
Dans le cas ou on introduit '’hypothese simplificatrice selon laquelle la fréquence de marche libre n’évolue
pas en temps (w(z,t) = w(x)), I'équation (4.31) n’a plus besoin d’étre utilisée et (4.32) devient :

1J0) € . 9 . T

0 1) = (@) S A (1)1 () (1) sin (0(t) — 6. 1) + ) (433)
Cela simplifie le modele adopté dans cette these, ce qui facilite les études analytiques (voir le chapitre [5)).
Cependant, cette hypothese veut dire qu’en un point donné x de la passerelle, nous avons une fréquence de
marche libre w(x) indépendante du temps. En d’autres termes, chaque piéton qui passe en x a une fréquence
de marche libre égale & w(x).

Prise en compte de la synchronisation entre piétons

Pour prendre en compte U'interaction entre les piétons, on définit la phase ¢4, (x,t) “vue” par le piéton
qui se trouve au point . Pour cela, pour tout point x on introduit les fonctions j,(s) et k,(s,t) définies en
tout point s €]z; L] par :

jm(s):lf%{erf [2(s—x—5)]+1} (4.34)

et

— Je(8)p(x,t) si (s, t) =0
Fal2,8) = { Je(8)p(s,t) si (s, t) >0 (4.35)
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L
On note J(x) = / J=(8)ds. La phase ¢, (x,t) s’écrit sous la forme :

x

L
Gan (1) = ﬁ / in(5)ka (s, £)ds (4.36)

@av(x,t) est donc une moyenne pondérée des phases des piétons qui sont situés devant le piéton localisé au
point x. La pondération est réalisée grace a la fonction j,(s) et traduit le fait que I'influence exercée par un
piéton sur un autre marchant derriere lui décroit lorsque la distance qui les sépare augmente.

La synchronisation entre piétons peut étre prise en compte en introduisant le terme ey, (2, t) sin(@q (2, t)—
¢(z,t)) dans I'équation (4.32)) :

do € . 9 . T .

E(xa t) = w(x? t) + EAm (t)wl (.’1?) (’(/}S (t)) S (% (t) - (b(.??, t) + 5) + Epp(xv t) Sln(¢av (ma t) - ¢(‘T7 t)) (437>
La variable ep,(z,t) gere la synchronisaton entre piétons. Pour le moment, cette variable est choisie arbi-
trairement. Cependant, on peut considérer que pour le probleme 1D, les piétons se suivent et ne peuvent
pas se dépasser. De plus nous supposons qu’un piéton ne se synchronise avec les piétons qui sont devant lui
que si ces piétons ont en moyenne une vitesse plus faible que la sienne. On définit donc la vitesse moyenne
Vaw (2, t) de la méme maniére que ¢q, (2, 1) :

L
”av(z»t):ﬁ / Jo(8)kva (s, t)ds (4.38)
h | Ge(s)v(z,t)  si n(s,t) =0
kvm(&t)—{ i)(st) s n(st) >0 (4.39)

Dans ce cas, on propose d’écrire :

0 si w(x,t) < vg(z,t)

ep(:1) = { o8 vz, t) > vey(w,t) (4.40)

L étant une constante a déterminer numériquement ou analytiquement.

Il est a noter que lorsque deux piétons ayant des vitesses différentes se rencontrent, et lorsque le piéton
qui est derriere est plus rapide que le piéton qui est devant, le piéton le plus rapide souhaiterait probablement
dépasser le piéton le plus lent. Cependant comme on travaille en 1D, ceci n’est pas possible notamment en
présence de I’équation de transport unidirectionnelle (4.31)). Le piéton qui est derriere doit donc ralentir
sa marche et se synchronise avec les piétons qui sont devant. Cette synchronisation est prise en compte
par le teme e,,(x,t) sin(¢q,(z,t) — ¢(x,t)) dans équation (4.37), et a pour conséquence que les piétons
ne peuvent pas se dépasser. Un modele 2D avec une équation de transport semblable pourrait gérer le
dépassement entre piétons de vitesses différentes. Si la prise en compte du dépassement est importante pour
gérer le modele global, I’équation de transport pourrait étre supprimée. Dans ce cas, on peut prendre une
distribution initiale de fréquences de marche libre de piétons sur I’espace et supposer qu’on peut garder la
méme distribution quelque soit I'instant étudié.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a introduit un nouveau modele foule-passerelle. C’est un modele continu basé
sur des variables locales. Il est formé d’un couplage entre une équation aux dérivées ordinaires et de trois
équations aux dérivées partielles. La démarche permettant d’aboutir a ce modele a également été présentée.



Chapitre 5

Etude analytique

CE CHAPITRE a pour objectif d’analyser le modéle proposé dans le chapitre 4 dans un cas particulier.

On cherche a

*

*

*

déterminer la relation qui lie le nombre critique N, de piétons aux autres parameétres du modéle
déterminer la valeur du paramétre € de ’équation de Kuramoto

déterminer 'amplitude stationnaire post-critique du déplacement de la passerelle

déterminer la fréquence de synchronisation dans les cas critique et post-critique

comparer les résultats obtenus pour la passerelle du Millennium avec ceuxr de ARUP

déterminer la durée de temps qu’il faut & Uamplitude pour augmenter de e = exp(1) aprés le déclenchement

de la synchronisation
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5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous analysons un cas particulier du modele étudié, dans le but de déterminer le
parametre € du modele et le nombre critique N.. Nous cherchons également & évaluer la fréquence de
synchronisation et 'amplitude du déplacement de la passerelle dans les cas critique et post-critique. Enfin
nous voulons trouver la durée de temps qu’il faut & Pamplitude pour augmenter de e = exp(1) apres le
déclenchement de la synchronisation.

Le cas particulier étudié concerne la situation ou la fréquence angulaire de marche libre des piétons
w varie en espace mais est constante en temps : w(z,t) = w(z). Ceci a pour conséquence de simplifier la
troisieme équation de (4.1) et d’en éliminer la derniére. On introduit donc le systéme simplifié formé de 4
équations (5.1) régissant le comportement du systéme passerelle-piétons :

2
(M + My(0) S0 () + € () + KU(1) = Fi(t) (5.12)
on(r,t) Ol 1)) _
S+ S =g (5.1b)
() = l(f; 2 %‘f(x,t) (5.1¢)
0 1) = wla) + SAWAE) W) in(a(t) — O, 1) + ) (5.10)

avec

/ (@, @) (@) da

/ G, ) 0(z)r () sin(é(z, 1)) dz
l(w,t) 1oCy(z,t)Cs(x, 1)

(5.2)

La signification des différentes variables est donnée dans le chapitre 4. Les conditions initiales de ce systeme
d’équations sont proposées ultérieurement. On commence par normaliser les variables et on passe a un repere
rotationnel dans 5.2l Puis on réalise une étude des petites perturbations dans 5.3 et on étudie le cas de la
synchronisation partielle dans 5.4l Les différentes phases d’analyse sont inspirées de [7]. Ceci conduit & un
nouveau systeme d’équations vérifié a I’état stationnaire. On en déduit un systeme particulier lorsque le
nombre de piétons est N = N.. L’analyse de ces deux systemes est propre a ce travail de these et traite un
cas plus général que celui présenté dans [7]. On considere le cas ol la fréquence initiale des piétons suit une loi
gaussienne dans 5.5l La résolution du systeme d’équations final obtenu apres les différentes transformations
permet de trouver une relation entre le nombre critique de piétons IV, et les autres parametres du modele dont
€. La connaissance du nombre critique de piétons pour la travée nord de la passerelle du Millennium permet
alors la détermination de €. La valeur de la fréquence de synchronisation lorsque N = N, est également
trouvée. Ensuite, on cherche la valeur de 'amplitude du déplacement de la passerelle et de la fréquence de
synchronisation correspondantes a des conditions post-critiques stationnaires. Dans 5.6, on introduit une
surface invariante qui détermine des conditions initiales particulieres du systeme qui caractérisent 1’état
synchronisé (stationnaire ou pas). Ceci permet de faire une comparaison entre les résultats obtenus grace a
cette analyse et les résultats obtenus par Arup. Enfin, dans /5.7, une étude réalisée dans ce cas particulier de
conditions initiales permet de déterminer le temps nécessaire a I’augmentation de I’amplitude des oscillations
pour un nombre de piétons proche du nombre critique. Les études basées sur la surface invariante s’inspirent
de [7].

Avant de commencer I'analyse du modele, nous tenont & rappeler les principales différences entre le
modele étudié ici et celui proposé dans [7]. Pour commencer, on propose ici un modéle continu (approche
Eulerienne), alors que dans [7] il s’agit d’un modele discret (approche Lagrangienne). De plus, on a ajouté
l'effet de la forme modale et la synchronisation des piétons avec la structure est basée sur l'accélération
et non sur le déplacement. Enfin, dans [7], la masse modale des piétons est négligée dans 1’équation de la
dynamique, ce qui modifie la fréquence modale du systeme.
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5.2 Conditions de stationnarité et normalisation

On pose L
N(t) = /0 0, t)0(x)da (5.3)
Mi(t) = M + M,(t)

ol N est le nombre total de piétons sur la passerelle et M; est la masse modale totale du systeme piétons-

passerelle. Soit

K
t) = 5.4
wo(t) AG) (5.4)

la fréquence modale du systeéme passerelle-piétons. On note
D(#) = St (5.5)

Lorsque le systeéme foule-structure atteint un état stationnaire, la densité des piétons, leur fréquence, ainsi
que I'amplitude et la fréquence du déplacement de la passerelle ne varient plus en fonction du temps. On
commence donc par supposer que la densité 1 est constante en temps. Ceci a pour conséquence que le nombre
de piétons N est constant de méme que la masse modale des piétons M, la masse modale totale M, wy et
D.

Le taux d’amortissement s’écrit :

Cuwy C C
= = = 5-6
¢ 2K 2Miwo  2\/ MK (5.6)

Afin de normaliser le systéme d’équations (5.1), on introduit les deux longueurs suivantes :

NG wo
L=~ [,=29 5.7
'k 2T D (5.7)

. NGw L NGD
L= L1L2:1/ 0 L; v/ T (5.8)

Ces constantes de normalisation sont inspirées par la thése de Abrams [7]. Dans les travaux de Eckhardt [62],
on trouve une normalisation différente. La constante  est supposée Verlﬁer v << 1. En effet, on considere

On pose alors :

| K
le cas de la travée Nord du Millennium (K = 2,473.10" N/m), et on suppose que wy ~ Yim 6,4684rad/s.

On estime que ¢ est de l'ordre de 'unité [62]. Notons que pour que + soit égale a 1, il faudrait avoir & peu
prés N = 94249 piétons soit une densité proche de 290p/m? ce qui est évidemment impossible ! On peut donc
supposer que v << 1. Les constantes L et v telles qu’elles sont définies dans (5.8) font apparaitre v (<< 1)
dans les équations normalisées du systeme (5.16) qui sont relatives aux équations (5.1a) et (5.1d)). Les autres
choix de normalisation ne permettent d’avoir une constante << 1 que dans 'une des deux équations.

Ceci permet la définition du déplacement normalisé % et de son amplitude normalisée a

U
U= —=
L

(5.9)
A
a = =
L

On introduit une moyenne pondérée par rapport a la forme modale et a la densité des piétons
1 (L
<Y >= N/ Y (2)l(x)y1(z)n(x)dx (5.10)
0

En effet, dans le cas ot Y(z) = 1(z) =1, on a

N/ é ¢1 )d$<1
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L
puisque N = / £(z)n(x)dx est le nombre de piétons et ¢ (x) = sin(%).
0

On introduit la variable de temps “rapide” :

T = wot (5.11)

En faisant la normalisation selon les équations (5.3) & (5.9)), ’équation (5.1a) devient :

d*i da . .
2 + QC% +a =y <sin(¢(z,t)) > (5.12)
En supposant 7 << 1, on définit les variables b et Q(z) d’apres les égalités suivantes :
C=nb (5.13)
w(z)

=14+9Q(z) (5.14)
wo

Considérons un repere en rotation horaire & une vitesse constante wy (fréquence circulaire modale du systéme
passerelle-foule). Dans ce nouveau repére, la phase totale des piétons 6 et celle de la structure ¢ sont définies
par :

Oz, 7) = ¢z, 7) —wot = d(x,7) — T
0 Lt Do 19
Le systeme formé par les équations (5.1a) et (5.1d) devient donc :
d? d
T (1) +u(r) = y((sin(b(z,7) + 7)) = 2>(7))
(5.16)

Goter) = (96e) + alryin () (G2 + 1) sinotr) 0 7) + )

La présence de v << 1 dans les deux équations de (5.16) nous permet d’appliquer une méthode des petites
perturbations qui est développée dans la section suivante.

5.3 Equations a temps lent et méthode des petites perturbations

Dans cette partie, on introduit une variable de temps “lent”, et on obtient un systeme d’équations avec
des variables a évolution lente. Dans la section suivante, I’étude de ces équations permet 'obtention d’une
expression liant le nombre critique N, de piétons aux autres parametres du modele.

On définit la variable de temps a variation lente
T=n~T1

Ainsi, toute variable Y (1) devient Y (7,T(7)), et toute variable Z(x,7) devient Z(x,7,T(7)). D’ou les
dérivées totales par rapport a 7 s’expriment sous la forme suivante :

dy aY aYy oT 3] 0
T T(0) = G T + S T0) = (52 4797 ) YR T()
(5.17)
07 aYy oYy oT 0 0
E(%T,T(T)) = E(%TvT(T)) + ﬁg(ﬂfaTaT(T)) = (87- JF’YGT) Z(z,7,T(7))
Donc, les dérivées totales du déplacement normalisé u de la passerelle, s’écrivent comme suit :
du 0 0\
5(7’) = (37 + 78T> ()
(5.18)

d24 0?2 9?2 5
ﬁ(T) = <8T2 + 278T87> () + 0>
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De plus, en supposant que v << 1, et en utilisant la théorie des petites perturbations, on peut décomposer
u en une somme de plusieurs termes :

o = ug + yuy + v2ug + ... (5.19)

On utilise (5.19) et on remplace dans la premiere équation du systéme (5.16). Comme v << 1, on se limite
aux termes d’ordre 1 en 7. En séparant les termes d’ordre O et les termes d’ordre 1 en -, on obtient les
équations aux dérivées partielles suivantes :

2
68“20(7 T) + uo(r,T) = 0
(5.20)
0? 0?
S D)+ 2 (n D) +u(nT) = farT)
oll on a posé
fle,7,T) =<sin(0(x,7,T)+ 1) > —2b%(7’, T) (5.21)
La premiere équation de (5.20) admet pour solution :
uo(7,T) = a(T) sin(t + (7)) (5.22)
d’ou o2 9
Ug - o
o) = gpleetran) -
= ST cos(r +(T)) — a(T) 5% sin(r +(T))

En remplacant dans la deuxieme équation du systéme (5.20)) on obtient 1’équation suivante :

82U1

82(

La solution de (5.24) doit étre bornée. Pour cela, il faut supprimer les termes du second membre qui
conduisent a la résonance. Pour satisfaire cette condition, il suffit que le second membre de cette équation
soit orthogonal & sin(r + (7)) et a cos(r + ¥ (T')). On commence par assurer 'orthogonalité par rapport
au sinus. En multipliant le second membre par sin(7 + (7)) et en intégrant par rapport & 7, on obtient :

W (Y sin(r + (7)) (5.24)

T)+u(r,T) = f(z,7,T) — QQ(T) cos(t + ¢(T)) —|—2a(T)dT

dT

da 0
jlé(f 2ﬁ cos(t+(T)) + 2a(T)% sin(7 + (T)))sin(t +(T))dr = 0 (5.25)
T2
ol j{ = / , T étant arbitraire. L’orthogonalité entre le sinus et le cosinus, réduit ’équation précédente
a: !
. oy
fla, 7, T)sin(r +¢(T))dr = ~a(T) 575 (T) (5.26)
En procédant de la méme fagon avec le cosinus, on obtient
da
j{f x,7,T)cos(T + (T))dr = d—T( ) (5.27)

On rappelle que f(z,7,T) s’écrit f(z,7,T) =< sin(0(z,7,T) + 7) > —2ba(T)cos(T + ¢¥(T)). Le terme de
gauche de I’équation (5.26]) s’écrit alors (voir Annexe 1 & I’équation (30))) :

]{f(:c,T, T)sin(t + ¢(T))dr = % (cos(O(x,7,T) —(T))) (5.28)
L’équation (5.26) donne :
(1) 2 (1) = 3 {eos(Ola, 7, T) — w(T) (5.29)

De méme, le terme de gauche de Iéquation (5.27) s’écrit (voir Annexe 1 & I’équation (31)) :

7{ (@7, T) cos(r + v(T))dr = —ba(T) + % (sin(0(z, 7, T) — H(T))) (5.30)
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et ’équation (5.27) entraine que :

da 1.
ﬁ(T> +ba(T) = 3 (sin(0(z, 7,T) — (1)) (5.31)

En utilisant ’équation (5.27), la deuxiéme équation de (5.16]) s’écrit :

Gr@m D) g nT) = e ramu@(GEn ogm )
sin(U(T) = 0(a,7,T) + a)]
o 0 0 2 oy 2 PRCR
(aif(T) + 7%@) + 1) - (y% + 1) —1 +72(8—;/1(T)) + 278%@)
Donc
O (1) 41 o0 0,7, T) = 2 [0a) + a(T)r (@) s (OAT) — 0,7, T) +0)] +0l4?) (5.39)

On remarque que le second membre de I’équation (5.33) ne dépend pas de 7 mais dépend uniquement
de T, ce qui démontre que 6 dépend uniquement de T'. Ainsi, on a :

P (0.1) = Q) + a(T) &) sin((T) — O, T) + 0) (5.34)

Enfin, on déduit de ce qui précede le systeme d’équations suivant :

A1) S2(T) = 3 {eos(B(a, T) + o(a) — $(T)) (5.350)
da 1 .

d—T(T) +ba(T) = 5 (sin(0(z, T') + do(x) — (1)) (5.35Db)
P (0,1) = Q@) + a(T ) &) sin((T) — O, T) + 0) (5350

5.4 Synchronisation partielle

Dans cette partie, on étudie le cas d’une synchronisation partielle entre les piétons et la passerelle. Ce cas
représente le phénomene ou un certain nombre de piétons est synchronisé avec la passerelle. On commence
par introduire un nouveau repére tournant caractérisé par la fréquence de bloquage (ou synchronisation)
entre les piétons et la passerelle. La phase totale des piétons 6(x,t) et celle de la passerelle 1(¢) sont
définies dans ce nouveau repere, ensuite le cas stationnaire est étudié. Cette étude nécessite le passage a une
représentation statistique des fréquences et des phases des piétons sur la passerelle. Elle débouche sur un
systeme d’équations dit “auto-consistant” qui permet dans la section suivante la détermination des valeurs
critiques pour le déclenchement de la synchronisation.

5.4.1 Repeére tournant

Notons ¢ la fréquence de bloquage. On entend par la, la fréquence normalisée de la passerelle et des
piétons synchronisés. On introduit alors un nouveau repére qui effectue une rotation avec une vitesse angu-
laire g. La fréquence de la passerelle dans le repére précédent étant supposée constante et égale & g, on peut
faire I’hypothese suivante :

Y(T) =¢qT — (5.36)

et on introduit la variable ¢(z,T) définie par

0(z,T) :=qT + p(z,T) (5.37)
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ou on rappelle que o a déja été utilisé dans ’équation de Kuramoto (5.1d)). Ainsi, le nouveau systeme
d’équations qui découle de (5.35) est :

aa(T) = — (cos(p(z,T) + ) (5.3%)
;L;(T) + ba(T) = % (sin((z, T) + ) (5.38h)
Z%?(x, T) = Q(x) — g — a(T)Y1 () sin(p(z, T)) (5.38¢)

5.4.2 Le cas stationnaire

Dans ce paragraphe on considere le systéme dans son état stationnaire. Ce cas est caractérisé par une
da
amplitude normalisée a(7T) constante, et donc par aT = 0. On observe que la fréquence de la structure est

déja supposée constante d’apres (5.36). Les équations du systeme (5.38) deviennent :

2qa = — (cos(p(x,T) + «)) (5.39a)
2ba = (sin(¢(z, T) + @)) (5.39b)
g%ﬁ(x, T) = Ux) — g — ayr(2) sin(p(z, 7)) (5.39¢)

Pour résoudre le systeme (5.39), il faut pouvoir déterminer la phase ¢(x,T). Or I'évolution de p(z,T),
déterminée grace a I’équation (5.39¢), est différente si les piétons sont synchronisés avec la passerelle ou ne
le sont pas. Ainsi, deux cas sont a traiter :

e les piétons qui sont synchronisés avec la passerelle

e les piétons qui ne sont pas synchronisés avec la passerelle

0
La phase des piétons synchronisés vérifie T = q donc 8—; = 0. Pour que cette synchronisation soit

réalisable, il faut donc que la condition suivante soit satisfaite (voir équation (5.39¢)) :
19z) — al < alus (@) (5.40)
Elle correspond a
jw(z) = wy| < DAY ()] (5.41)

ot wp = wo(1+7q) est la fréquence de la passerelle et des piétons synchronisés. Selon cette définition wp = wy
si et seulement si ¢ = 0.

Les piétons non synchronisés avec la passerelle sont ceux qui ont des fréquences naturelles assez éloignées
de la fréquence des oscillations de la passerelle :

Q(x) — gl > alyr ()] (5.42)

qui correspond a
w(z) —ws| > D()A(t)[¢h1 ()] (5.43)

La détermination d’une forme analytique de ¢ a partir de I’équation (5.39¢) est impossible & notre connais-
sance. On propose donc de faire une étude statistique qui est présentée dans la section suivante. Cette
démarche est aussi suivie par [7,54,62].

5.4.3 Représentation statistique

Pour résoudre le systeme (5.39), il faut déterminer la fonction de distribution statistique que vérifie
©(z,T). On note g(2) la distribution des fréquences normalisées de marche libre des piétons (ou fréquences
naturelles des piétons). Comme on ’a vu précédemment, ¢(x,T) dépend de 'état de synchronisation des
piétons qui lui méme dépend de Q. Il faut donc déterminer la distribution de probabilité marginale p(¢|Q2) de
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@(z,T) par rapport €. Il est évident que l'expression de cette densité de probabilité marginale est différente
suivant que les piétons sont synchronisés ou pas. Ainsi dans le cas de piétons synchronisés, il existe une valeur

0
préférentielle ¢* (constante par rapport a T a—w = 0)ce qui n’est pas le cas des piétons non synchronisés. Si

Y est une fonction de ¢, on peut approcher Y (¢(x,T)) par son espérance en terme de probabilités :

Vi) = [ [ " (oY () dpde (5.44)

5.4.3.1 Cas des piétons synchronisés

Comme nous l'avons déja mentionné plus haut, les piétons synchronisés vérifient la condition (5.40). De

plus,
d¢
—(x,T)=0
o7 &)
En effet, si on retourne aux variables dimensionnelles, la synchronisation s’exprime par
96, . d

Sty =")
On en déduit que
0 0
(T +o(@,T)) = =T - a)

or or
o . Op
On arrive a la conclusion que a—T(:v, T)=0.
Or
Op .
aiT(‘Ta T) =Q- q— a1/}1 (I) SIH(QO(Ia T))
Donc
Q —q—apy(z)sin(e*(z,T)) =0
et Q
T)= —_— A4
©*(z,T) = arcsin (awl(x)) (5.45)
©* ne dépend donc pas de T', on la note alors ¢*(z). Donc dans ce cas,
N—q
p(lQ) (5((,0 arcsin (awl(@ )) (5.46)

On peut remarquer que j{p(gpm)dgp =1.

5.4.3.2 Cas des piétons non synchronisés

Les piétons non synchronisés vérifient la condition (5.42). La densité de probabilité p(¢|Q) suit la
condition de conservation de la masse :

dp
7) = A4
aT +V(pt) =0 (5.47)
<~ lpas 880 . ., R 8
ol v = ——(z,T) est la vitesse des piétons dans le nouveau repere. Or V.= — et
w 0T Ox
lpas O l
— 59T = pas V¥ ™OT = pas
Ox = 00 — (x,T)0 — O
Pone 0 lpas O 9
- ™ as 0P .
V = p —_— T = —_—
(pU) lpas 8@ (p T 8T (l’, )) a(p (pg@)
L’équation de conservation appliquée a p se réduit donc a
ap o, .
77 T 55 (p9) =0 (5.48)

oT Oy
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On cherche les solutions ou les piétons sont répartis dans un état statistique stationnaire :

dp

o7 =0 (5.49)

d’ou 5
5 (9) =0 (5.50)

p est donc constant par rapport a ¢, et p est inversement proportionnel a ¢. Or

o= 2@, 7) = 0 g — avr(2) sin(p(e. T))

-~ or
et 1
Q) x - 5.51
p(pl€) oc G— = o (2)sin (@) (5.51)
p(p|Q2) doit vérifier la condition suivante :
j{p(wlﬂ)dw =1 (5.52)
L’utilisation de cette condition permet la détermination de la constante de proportionnalité. On sait que
1 2msign(2 — g
O - o= = ( ) = (5.53)
— ¢ — ah(z) sin(p) V(Q—q)? = (ayr(2))
et on a |2 — ¢| > a1 (x), donc
(1 —q)? — (ap (2))?
plel) = ¥ (5.54

27|Q — g — ayhr (z) sin(p)|

5.4.3.3 La fonction de distibution marginale de la phase totale des piétons synchro-
nisés et non synchronisés

En regroupant les résultats des deux paragraphes précédents, la distribution marginale de la phase totale
des piétons connaissant leur fréquence Q(x) s’écrit sous la forme suivante :

5(@ — arcsin (G?ﬂl_(;Q) si |Q—q| <ayr(x)

plelf) = V(€ —q)? — (a1 (x))? . (5.55)
20— g - an@en(] S 0070
D’apres I’approche définie en (5.44), on peut écrire :
L
(cos(p(z,T))y = %/0 n(z)l(x)1 () cos(p(z, T))dz
(5.56)
1 L
— N/o n(z)(x)y () [/Q (% COS(QDp)(<p|Q)d<p> g(Q)dQ:| dz
On peut décomposer I'intégrale sur [0, L] en :
(cos(p(2,T))) =11 + I (5.57)
ol on a posé :
%/ /Q |<alr ()] n(x)l(x)yr (x) cos(arcesin(p™)g()dQdz
nen (5.58)
- VO )7 (@i ()
N / ) /lﬂq>aw1<w>| <7{COS(¢) 27(Q — q — ayyr (z) sin(p)| dgﬁ)g(g)dgdm
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I"CSIIl \/ ad]l (m — q)2
cos(a Vi o(T) 0 (x >

et

cos(¢) B
]{‘Q—Q—Mbl (z) sin(ep )‘dgo_o (5.59)

(voir Annexe 1 pour les détails du calcul)

Donc

R CT o) T
ostele ) =5 [ Lo @ . g@dodr (560

Pour le calcul de (sin(y(z,T))), on utilise également ’écriture proposée dans (5.44), et on décompose
I'intégrale sur [0, L] en deux intégrales :

(sin(p(z,T))) = J1 + J2 (5.61)

ou Ji et Jo sont définis par :

1 [F Q-
J= L / / n(@)t(x) 2 g()ddz
N Q—q|<alv: (2)] a

x (o) V2= 0 — (0t (2))? )
e N/ /Q a|>alp (2)] ey ) <j{ ¥ )27T|Q —q— a(x) sin(¢)|dw> s

L’égalité suivante :

(5.62)

Q—q

— sign () —
VO —@n@p e

j{ sin(ep) do — 2
Q=g —atn()sin(@)] *  avn(@)

donne

1 L n(x)l(x) .
2= /0 / dsala@l O {Q 4= sign(@ =9 V(Q—a)? - (‘“/’1(%))2} g()dQdz (5.63)

a

Ainsi, on obtient :

. 1 [F Q
stete ) = [ e

i ) M —q — sign — — 2 _ a T 2 "
+N/O /Q al>alpy ()] {Q q — sign(Q — q)v/(Q — ¢)* — (ayn (2)) }g(Q)de

€ 4(Q)dQda
(5.64)

a

En remplagant (5.60) et (5.64) dans les équations du systeme (5.39), on obtient un systeéme algébrique auto-
consistant dont les inconnues sont a et g. Une étude analytique permet la résolution de ce systeme pour des
distributions g(€2) particulieres.

5.4.3.4 Le systeme d’équations pour N = N,

Théoriquement, on suppose que lorsque le nombre de piétons N est inférieur au nombre critique N,
I'amplitude dimensionnelle A de la passerelle est nulle et donc par conséquent ’amplitude adimensionnelle
a = 0. Pour N > N_, on est dans le cas post-critique donc A > 0 et a > 0. Donc en supposant que a > 0,
on se place dans le cas post-critique ot N > N,. En faisant tendre a vers 07, on fait tendre N vers N, et
on se place dans le cas critique.

Dans cette partie, nous voulons déterminer le systeme d’équations vérifié dans les conditions critiques
(a tend vers 0T) & partir du systéme (5.39) et des équations (5.60) et (5.64).



134 ETUDE ANALYTIQUE

Pour cela, on fait 'hypothése que a << 1 et on commence par étudier 1’équation (5.60) :

i : 2z \/<a"(/}1($>)2 —(Q—q)? .
N/o /Q q|<a|¢1(m)|n( JH(z) a g(£)dQd.

(cos(p(2,T)))
(5.65)

(Q-q2
N/ /Q ol<alr (@)] n(x)l(z) () " et (@) 9(Q)dQda

Pour les piétons synchronisés, I'inégalité |Q — q| < ali)1(x)| permet d’effectuer le changement de variables
défini par :

Q=g+ a1 (z)siny
donc

dQ = aypy () cos xdx

Il est & noter que les variables 2 et x étant indépendantes, les variables y et x le sont aussi.

On note ¢ la limite de ¢ lorsque a tend vers 0 (on suppose a << 1). Donc :

a ¥ 13
oste(e. 7)) = 5 [ [ n@e)01(@)? cost xala + avi () sing)) e
3

™

; ™
= ) [T @t )2 [% o xanis (500
aTm L
= gt [ n@a) @)
Ainsi
aTm L
(eos(p(w. 7)) = gca(an) [ n(@)ta) v (w) (5617

x
Dans le cas particulier ot la largeur ¢ de la passerelle est constante, la forme modale 11 (z) = sin (L> et les

piétons sont uniformément répartis sur la passerelle (n(z) = n est constante sur la passerelle), on obtient :

L
(eos(p(a. 7)) = grcatanlnt | (r(a))*ds = LT o(anntL

a

(cos(o(a. 7)) = Za(ao) (5.68)

On calcule maintenant < sin ¢ > que nous décomposons en
(sing) =1 + I

ou on a noté :

1 /L / Q—gq
- = n(@)i(e) =—2g(Q)d0da
N Jo Jio—qi<aly: (@) a

e n(2)(x) .
p-v /mqwl@ LOZD 0 - g sign(@ - ) V(O = 02 — (@ (@) g(@)d0da

On commence par évaluer I;. Comme a << 1, | — ¢| < a|¢1(z)] implique que |2 — g| << 1. On peut donc
faire le développement de Taylor suivant :

9() = 9(q) + 9'(9) (21— q) + O((2 — ¢)?)

En remplacant dans ’expression de I, on obtient :

Lo(e)(z) [atevi()
h= %/0 % /q (2= q)g(q) + (2 —q)*d (q) + O(( — ¢)*)]ddx

—a1 ()
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Or
g+ayi(z) Q q+aths ()
/ (Q—q)dQ2 = [—Qq} =0
q—a1 () q—ap1(w)
° Y1 ()
gtai(z 1 ta(z)
[ et = e = Sen @)’
Donc L
2 7
f= 20 [ @)t o @) P
On évalue maintenant I :
Lt n(@)i(a) | . (@ (2))?
L, = — — 2 Q—q-— Q—q)|Q - 1- 0)dQd
c - 5/ /m_qwl(x) o |2 g s @ 9l a1 - T | a@ands
Lt n(@)i(a) | (ays(x))?
= — —— 2 Q—qg—(Q— 1- Q)dQd
N/o /|ﬂ—q|>aw1<x) N @ @ g | 1
Or a << 1, on peut donc écrire 4/1 — m =1- m

_i - x x X 2
L= / n(a)l(z) (4 (2)) Vm T ] e

Or

lim 99 4o _ py

a=0 Jj0_qg|>aly: (2)] ¥ — ¢

Ou PV représente la valeur principale de Cauchy et g(go)

de g en ¢o. Donc :

9(©)

g
/ mdﬂfﬂg(%)

— 00

= H[g(Q)], avec H[g(€?)] la transformée de Hilbert

b = () [ n(e)@) s (@) da

Comme on propose de limiter le développement de Taylor a l'ordre 1 en a, on obtient :

a

(sin(p(e, T))) = Ip = 5

L
9 5(q0) / n(a)e() (i1 (2)2da (5.69)

Dans le cas particulier ou ¢(x) et n(z) sont constantes, on obtient :

(sin(p(z, 7)) = 79(a0) (5.70)
Si on pose 3
n= g | n@e) @)
| feos(e@ ) = “g(an)
(5.71)
(sin(p(@. 7)) = T 3a0)

Les équations (5.392) et (5.39b) peuvent s’exprimer par :

2qoa = (sin(p))sina — (cos(p)) cos «

2b.a = (sin(y))cosa + (cos

(p)) sina
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ou b, = lin%) b est 'amortissement critique normalisé. Elles deviennent :
a—

an anm

2q0a = 7!5(!]0) sino — 79(‘]0) cos &
(5.72)
an . anm .
2b.a = 7g(qo) cosa + Tg(qo) sin a
. 7r
Considérons le cas o = i
an _
2q0a = 79((10)
(5.73)
anm
cha = TQ(QO)
Dans le cas qui nous intéresse, a > 0 on peut donc le simplifier dans les équations :
n._
9 = 79(%)
(5.74)
nm
b. = —
4 9(qo)

5.5 Etude du cas ou g est une distribution gaussienne

Dans cette partie, on considere le cas ou g(2) est une distribution gaussienne, de moyenne pg et d’écart-
type oq. Cela revient a dire que la fréquence dimensionnelle w des piétons suit également une distribution
gaussienne de moyenne g, = wo(l + yug) et d’écart type o, = woyoq. L'objectif de cette partie est
de déterminer le nombre critique de piétons N, a partir duquel les piétons engendrent des oscillations
suffisemment importantes de la passerelle pour déclencher la synchronisation. De plus, on veut trouver
Iamplitude post-critique A du déplacement de la passerelle dans le cas stationnaire pour un nombre de
piétons N supérieur a N, et la fréquence de synchronisation piétons-structure dans le cas critique et le cas
post-critique. Les résultats obtenus dans cette partie sont utilisés dans le chapitre[7 dans le cas particulier de
la passerelle du Millennium pour déterminer le parametre €. Notons que I'analyse faite pour la détermination
de N, et de la fréquence de synchronisation est un travail original.

On commence par déterminer le nombre critique N, de piétons et la fréquence de synchronisation
pour N = N.. Ensuite, le cas particulier ou puo = 0 est étudié. Ce cas particulier s’exprime en variables
dimensionnelles par u, = wy. Cela veut dire que les piétons ont une fréquence moyenne de marche égale a
la fréquence modale du systéme piétons-structure : c’est le cas ou on risque de déclencher les amplitudes
d’oscillations les plus importantes de la passerelle. Pour cette situation particuliere, on trouve une expression
particuliere pour N, puis on étudie le cas post-critique et on détermine 'amplitude de déplacement post-
critique de la passerelle et la fréquence de synchronisation a 1’état stationnaire.

5.5.1 Détermination du nombre critique N, et de la fréquence de synchronisa-
tion pour N — N,

Le systeme (5.74) peut s’écrire sous la forme suivante :

n e g()

@ i J_ Q- (5.75)
nm

be = TQ(QO)

Si la fréquence moyenne adimensionnalisée des piétons ug est non nulle, mais reste tres petite (ce qui revient
a dire que la fréquence moyenne dimensionnelle i, est trés proche de wy), alors on peut écrire [62] :

g(Q) =g [(Q+ pa — q) — (na — qo)] (5.76)
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En faisant un développement limité pour “uq — go” petit, on obtient :

9(Q) = 9(+ po — qo) [1+ (pa — 90) (2 — q0) /03] (5.77)
Ainsi,
+o0 o
PV/ 9(®) dQ = Ha . q0 (5.78)
—o0 Q- q0 0

La premiere équation de (5.75) permet alors d’obtenir la fréquence de synchronisation adimensionnelle gg

lorsque le nombre de piétons N — N, :
o

5.79
n—+ 477052) ( )

qo =

En passant aux variables dimensionnelles lorsque N — N, la fréquence de synchronisation wgyn. =
n,
wo (1 + m’y) devient :

n+ 4wod,
8702 K + nu,wiN.Ge
sync — = 5.80
ey o nwi N.Ge + 87K o2 (5.80)
En remplacant (5.79) dans la deuxiéme équation de (5.75) on obtient :
16 2 4,2
be = — 2 |1 = g T (5.81)
doqV2T 204 (n + 4mod)
2 NCGWOE . . . N N ~ 5
On pose : ' =~° = oK Le passage aux variables dimensionnelles nous amene a un polynéme d’ordre
3enl:
a3F3 + GQFQ +a1I'+a9g=0 (582)
ol
n*rKwj
a3 = ———
20,V 2T ) 5 5
Ao ,n wiK
ar = nluic - v O
2 0 NeTS (5.83)
8 Co? 8m3o3nK 47r3nK< 2
a1 = 8rCo.nwi — w — wo) oy
1 w!@o o o K 0
ap = 1672Co2

La résolution de (5.82)) nous donne une expression de I' en fonction de n, K, wp, py et o,. Or I' = M,
ce qui donne une relation entre N¢, € n, K, wg, ., et o,. Dans le cas des essais réalisés sur la travée Nord
de la passerrelle du Millennium, la seule inconnue qui reste est . Dans le chapitre [7, on résout (5.82) dans
le cas du Millennium et on en déduit e. Connaissant €, on peut alors déterminer grace & (5.82) le nombre

critique de piétons pour toute passerelle et pour toute distribution gaussienne de fréquence des piétons.

5.5.2 Cas particulier ou ¢(2) est de moyenne nulle

Dans ce paragraphe, on étudie le cas ou ug = 0, i.e. u, = wp. La fréquence moyenne des piétons
étant la fréquence modale du systeme passerelle-piétons, c’est le cas le plus critique pour la passerelle. On
commence par déterminer le nombre critique de piétons et la fréquence de synchronisation dans ce cas, puis
on détermine 'amplitude du déplacement post-critique de la passerelle et la fréquence de synchronisation
dans ce cas.

Détermination de N, et de la fréquence de synchronisation pour N — N,

Dans le cas ou pug = 0, I'équation (5.79) implique que la fréquence de synchronisation adimensionnelle
est

g0 =0 (5.84)
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et par conséquent, I’équation (5.75) donne :

be = —9(0) (5.85)
Le passage aux variables dimensionnelles, conduit a 1’égalité suivante :
4/2Cao,,
N, = 4V2C0. (5.86)
eny/TGuwy
K K K
Orwyg=4/—= = . En élevant les deux membres de

L M + nmq, N,
M+, / n(@)l(x) (%1 ())?dx "

(5.86) au carré on obtient un polynéme d’ordre 2 en N.. Et en posant

16C%02
0= FraiR (587)
on obtient le polynéme suivant :
N2 —mypcoN, — 2coM =0 (5.88)

1
Cette équation admet deux solutions : la premiere est §(Com1p - ,/c%m%p +8coM) < 0 et la seconde est

1
i(comlp + \/cgm%p +8coM) > 0. Comme N, > 0 on retient la deuxiéme solution. Donc :

1
N, = i(comlp +\/cgmi, + 8co M) (5.89)

Détermination de ’amplitude de déplacement de la passerelle et de la fréquence de
synchronisation pour N > N,

Dans cette partie, on détermine la fréquence de synchronisation post-critique (N > N,) et 'amplitude
post-critique du déplacement de la passerelle dans le cas stationnaire.
0
Pour a = 5 les équations (5.39a)) et (5.39b)) deviennent :

2ga = (sin p)
2ba = (cos ) (5-90)

En remplagant dans (5.90) < sin¢ > par son expression obtenue dans (5.64), on remarque que ¢ = 0 est
une solution du probleme. D’apres (5.60), on a donc :

1 [t 0 \?2
o) — L / — [ —=—) g(Q)dd :
wosg) = 7 [Core [ () s o
Comme f < 1, on pose stny = L Donc
apn () = P XY= 0 ()
: u
(wosg) = 5 [ n@te)si(e) [ atain@)sin cost xands (5.92)

|

a étant strictement positive, la deuxieme équation de (5.90), s’écrit :

™

1 [k ,
b= | @0 [ % glav(@sing cost xinds (5.99)
’ 2
Cette expression peut également s’écrire sous la forme :

V21 / () 2eap (_CW> [Io (CLQ(%W) s (‘W)] dr  (5.94)

2 2 2
8N o) dog do¢ do¢,
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Iy et I; étant les fonctions de Bessel modifiées.

Le passage aux variables dimensionnelles nous donne ’expression suivante :

EW; s L 2 x 2E2w4
¢ = S [y a)ete) (o) (- LD
T4 (5.95)

8o,

i <A2(w1?z)%262w6*> o (RnEred)],

160 1602

w

Ainsi, si g(w) est une gaussienne ayant pour moyenne la fréquence modale du systéme piétons-structure, la
résolution de (5.95) permet de trouver 'amplitude stationnaire A du déplacement de la passerelle, lorsque
le nombre de piétons N est supérieur a N..

5.6 Comparaison avec les données expérimentales de la passerelle
du Millennium

Dans cette partie, on compare les résultats obtenus par le calcul analytique fait ci-dessus avec les résultats
des essais expérimentaux réalisés par Arup sur la travée Nord de la passerelle du Millennium. On commence
par définir un parametre d’ordre qui permet d’avoir une nouvelle formulation du systéeme (5.35). Ensuite,
on détermine une relation de proportionnalité entre la force des piétons et la vitesse d’oscillations de la
passerelle comparable avec la relation trouvée par Arup. Enfin, on introduit une surface invariante et on
détermine le coefficient de proportionnalité entre la force latérale des piétons et la vitesse d’oscillations de
la passerelle. Le traitement de cette partie s’inspire de [7].

Définition du parametre d’ordre

Dans ce paragraphe, on introduit le coefficient d’ordre Re’® qui constitue une sorte de moyenne sur les
phases des piétons. Ce coefficient permet de formuler de maniere différente le systeme d’équations (5.35])
régissant le phénomene qu’on étudie. Ce systeme servira plus tard a déterminer la vitesse de croissance de
I’amplitude du déplacement de la passerelle lors du déclenchement de la synchronisation.

On définit le parametre d’ordre par :

R(T)e®™) = <ei(9(I’T))> (R(T) >0, ®(t) € [0, 27]) (5.96)
pone (T) cos &(T) = (cos(0(, 7))
R(T)cos ®(T) = (cos(0(x, T
{ R(T) sin &(T) = (sin(6(, T))) (5.97)
En utilisant le parametre d’ordre, le systeme (5.35) s’écrit :
a(@yir) = -1 cos(ar) — wir)) (5.952)
a(T) + ba(T) = R(T) sin(®(T) — (T)) (5.98Db)
g—;(x, T) = Q(z) + a(T)1 (z) sin(p(T) — 0(z, T) + ) (5.98¢)
.. dYy
avec la notation Y := a7

Lien avec la relation trouvée par Arup

L’objectif de ce paragraphe est de trouver une relation de proportionnalité entre la force latérale en-
gendrée par les piétons et la vitesse du déplacement de la passerelle. D’apres les ingénieurs I’ARUP [8,21],

une telle relation existe et se traduit par :
aky = K:‘/local (599)
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ou aF est la composante de la force totale en phase avec la vitesse et Vj,.q; n’est autre que 'amplitude de
la vitesse des oscillations de la passerelle. x est une constante qui a pour valeur k = 300N s/m. Pour éviter
des problemes de notation, on remplace aF; par Fy. Dans la suite de ce paragraphe, nous voudrions trouver
d’apres notre modele, une relation semblable a (5.99).

On pose
U(t) = A(t) sinps(t) = A(T) sin(wot + ¥(T)) (5.100)
le déplacement de la passerelle & mi-travée, solution de I’équation de la dynamique de la passerelle (5.1al).

dU
La vitesse de déplacement — s’écrit :

dt

dUu dA
o= o sin(wot +¢(T)) + Adt (wot 4+ (T)) cos(wot + (T)) (5101)
dA d ‘
= oy T sin(wot + 6(T)) + Alwo + Soy) cos(wnt + ()
dT dTl
Pour 7 << 1, on peut supprimer les termes d’ordre supérieur a 1 en . Ainsi
d
d—g = A(T)wq cos(wot + ¥ (T)) (5.102)
Comme Vj,eq; n'est autre que amplitude de la vitesse des oscillations de la passerelle, elle s’écrit sous la
forme :
NGw
‘/local = A(T)WO = awo KDO (5103)
Nous cherchons maintenant & déterminer F;. On a que :
G (sin(p(z,T)) = G (sin(wot +¢ + (0(z,T) — ¥(T)))
= Gsin(wot + (7)) (cos(b(x,T) — ¥(T))) (5.104)
+G cos(wot + Y(T)) (sin(@(z, T) — (1))
donc
Fy =G (sin(0(z, T) — (T))) = G [(sin(0(z, T))) cos (T) — (cos((z, T))) sin3)(T)] (5.105)
La constante £ d’Arup n’est autre que le rapport
local
K= _G [(sin(0(z,T))) cosp(T) — (cos((x,T))) sinp(T)] (5.106)
- A(T)wo ’ ’ '
En utilisant le parametre d’ordre défini par (5.96), & s’écrit :
GR(T) .
= $in(@(T) — (T 1
A S((T) ~ v(T)) (5.107)

K est calculée dans le paragraphe suivant.

Surface invariante et calcul de &

Dans ce qui suit, on détermine la valeur de . Pour cela, on introduit une surface invariante sur la phase
1) de la passerelle et la fréquence 2 des piétons et leur phase 6, pour le systeme d’équations a variations
lentes (5.39). Par définition, si les conditions initiales du systéme d’équations sont situées sur une surface

invariante, alors & chaque instant T, la solution de (5.39) se situe sur cette surface, d’ott son nom de surface
L L

invariante. On considere maintenant que I'abscisse x varie de —— a —.

2 2
Pour o = 7/2, la surface définie par :

O(x,T) =—-0(—z,T)
5= o) = 0(e) (5.108)

V=3

®=0
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est une surface invariante antisymétrique dans le systéme de variations lentes en temps (5.39). En effet, si
la condition initiale appartient a I’espace Sy, le systeme appartient a Sy pour tout 7. AT =0, on a :

g—;(x, 0) = Q(x) — a1 (x) sin(f(x, 0)) (5.109)
0 00 R . : e
Donc 8—T(x,0) = fa—T(f:v,O). Or ® =0, donc & T = 0, (sin(f(x,0))) = sin ®(0) = 0 et antisymétrie de
06

8—T(ac7 0) montre que 1’évolution de 0(x, T') est aussi antisymétrique. L’antisymétrie de la surface Sy implique
donc que pour chaque piéton ayant une phase croissante 6, il y a un piéton qui a une phase décroissante

(—0) (a tout instant T': 8(z,T) = —0(—xz,T)). La valeur moyenne de (sin(#)) est donc toujours nulle.

Comme a T =0, ¢(0) = —g et ®(0) = 0, I'équation (5.98b) montre que :

a(0) + ba(0) = @ >0 (5.110)
donc a(0) > 0. L’équation (5.98al) devient :
a(O)g—;p,(O) =0 (5.111)

0 . .
Donc %(O) =0, et 1 est alors constante en temps. Sy est donc une surface invariante.

K s’écrit :
k(T) = m sin(®(T) — (7)) = AT)wo (5.112)

Kk n’est pas constante mais varie lentement avec le temps.

A Détat stationnaire, @ = 0 lorsque T tend vers l'infini. L’équation (5.98b) donne :

. R
0= Tlgréo [2 - ba] (5.113)
Donc
lim R(T) =2b (5.114)
T—o0 a
Or G o
K= R = ~—E (5.115)
Awg Lwy a
Donc b o
2
lim kK = —= = — 5.116
T—o0 Lwo N ( )

L’équation (5.116) que nous avons obtenue avec notre modele est la méme que celle trouvée dans [7], malgré
les différences qui existent entre nos deux modeles. Ceci est du au fait que ces différences sont “cachées”
dans I'expression de la moyenne pondérée (cos6).

Si on applique cette formule sur la travée centrale du Millennium avant qu’elle ne soit modifiée pour
éviter les oscillations (amortissement de l'ordre de 0,7%), on trouve que £ =~ 300Ns/m (valeur proposée
par les ingénieurs d’Arup) lorsque N =~ 20. Cependant, la valeur x ~ 300Ns/m publiée par Arup a été
trouvée apres augmentation de 'amortissement &, de la travée. La nouvelle valeur de &, est de 2,8%. Dans
ce cas, pour que k soit de ordre de 300Ns/m, le nombre de piétons doit étre N ~ 73. Pour les valeurs de
N trouvées dans la littérature, on prédit une valeur de x de 'ordre de 101 — 132 avec un facteur d’ordre 3
par rapport aux résultats expérimentaux publiés [7].

De plus, d’aprés [8,21] la formule proposée par ARUP, est basée sur une régression réalisée sur des
valeurs expérimentales. Or on peut remarquer que ces valeurs sont tres dispersées ce qui rend cette formule
(avec la valeur k = 300N's/m) trés approximative.
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5.7 Détermination de I’évolution de amplitude du déplacement
de la passerelle apres déclenchement de la synchronisation

Le but de cette section est de déterminer le temps Ty,se: qu’il faut pour que 'amplitude a du déplacement
de la passerelle augmente de e = exp(1) apres le déclenchement de la synchronisation. En supposant que

Pamplitude est un multiple de exp(AT'), Tonset = % Un changement de variables permet de retrouver ., set
a I’échelle du temps t (le temps réel). Pour déterminer A et par conséquent topnset, on travaille sur la surface
invariante Sy déterminée plus haut par le systeme (5.108), et on utilise pour les calculs le systéme d’équations
obtenu avec le coefficient d’ordre Re'® dont la définition est donnée par (5.96). Ce travail est également
inspiré par [7].

Pour commencer, on rappelle qu’en travaillant sur la surface invariante Sy qui est localement “attractive”,
le systéme adimensionnalisé (5.98) des équations régissant le systéme passerelle-piétons, en fonction de R et

® s'écrit :
ath =0 (5.117a)
d+ba:§ (5.117Db)
0 = Q — ayy sin(6) (5.117¢)

On note p(0|T, ) la densité de distribution marginale de 6 par rapport & Q et au temps T. Elle vérifie

p 0

5 = —%(pé) (5.118)

Comme ¢ = 0,

L/2

R = (cos(6)) = [

L2 /_OO f{”(w)g(x)l/}l(x)P(ﬂT’Q) cos(0)g(Q)dfdQdx (5.119)

1
Posons : p = o +p.p= o signifie que 6 n’a pas de valeur préférentielle et donc qu’il n’y a pas synchro-

nisation. On a |p| << 1 et |a] << 1. Donc :

o _ 0.1 i
% _a%[E%;/}p)(Q — atpr sin(0))] (5.120)
_ _Q£ T 2—7: cos(0) + O(ap)

On pose jp = poe*” et a = ape”. L’équation précédente donne alors :

_ 49p0 | aoin
Apo = 989 + o cos(0) (5.121)

po peut s’écrire sous la forme : pg = p.cos(f) + pssin(f). En remplacant dans 1’équation précédente et en
séparant les termes en cos(f) et les termes en sin(f), on obtient le systéme d’équations :

a1
Ape = —Sps + = (5.122)
Aps = —Qpe
Les solutions de ce systeme sont :
Q9 aph
Ps = e +Q2 27
(5.123)
A aoin

Pe= N1 2 on
Ainsi,
apthy Acos(0) + Qsin(6)

o= e (5.124)
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En utilisant 1’égalité a = age*” dans I'équation (5.98b)), on trouve :

AT

Aage™ = g — bage*” (5.125)

Revenons & ’équation (5.119). On démontre que (voir les détails du calcul en Annexe 1 & I’équation (34)) :

AT +o0
_ape'n A
R= 5 [m SUENP g()dQ (5.126)
Remplagons dans ’équation (5.125)) :
n [t A

En faisant tendre A vers 0 dans I’équation (5.127), on obtient :

n oo\
be = 2 lim 2 g()dD 5.128
tin [ g ) (5.128)
Or lim —— — x5(Q) la. fonction ene & une distribution de Lorent
T )\14)1'1’10 )\2 n QQ ™ parce que la ronction )\2 T QQ S€ ramene a une daistribution de orentz avec
' =2\ [7]. Ainsi,
be = %rg(o) (5.129)

et on retrouve lexpression (5.85).

Dans le cas ol g(Q2) est une distribution gaussienne de moyenne pug = 0,

1 2 2
0) = e*” /(204)
9(2) P
donc
A+b = e~/ (29%) 40
* 40\/ A2 4+ 92
(5.130)
B n\/Qﬂ'eAz/(Qﬂz) { erf( )}
B 80’ o'\/>
par suite :
V2
b= ”87”&2/(202) [ erf( \[)] )\ (5.131)
o o

Cette équation n’est pas résolvable explicitement, mais on peut développer le second membre en une série
de Taylor pour A << 1:

™
b = Tg(()) A (1 * 402)
n . (5.132)
Mt ) = o0
™ 402
A (Tg(()) b) <n+402>

D’apres (5.126), R(T') s’écrit sous la forme
R(T) = Roexp(AT)

et la durée de temps nécessaire pour que ’amplitude des oscillations de la passerelle augmente d’une expo-

nentielle est Typser = X :
n 4

Q) mng(0) — 4b (5.133)

Tonset = (1 +
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Donc si on se ramene a 1’échelle de temps relative au temps ¢, on obtient :

Tonset n 1 -1 N
tonset = = (1 ) — 5.134
t Ywo + 42 C Wo N — NC ( )
Tonset nNGDwo\ .1 _1 N
tonset = =14+ —— _— 1
A ( T TiKe? )C “o NN (5.135)

5.8 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié analytiquement une version simplifiée du modele présenté dans le chapitre
4l. Cette étude a permis la détermination de nombre critique N, de piétons a partir duquel la synchronisation
risque de se déclencher. ’amplitude des oscillations de la structure a I’état stationnaire dans des conditions
post-critiques (N > N,) a également été déterminée, et la fréquence de synchronisation dans les cas critique
et post-critique (N > N.) a été trouvée. Ces résultats généralisent les résultats de [7,54,62]. De plus, une
comparaison avec les résultats obtenus par Arup pour la travée Nord de la passerelle du Millennium a été
réalisée. Enfin, on a déterminé la durée de temps qu’il faut a 'amplitude pour augmenter d’une quantité
e = exp(1) apres le déclenchement de la synchronisation.



Chapitre 6

Modélisation numeérique

CE CHAPITRE est consacré a l’étude numérique du modéle proposé dans le chapitre |4. Ses objectifs

sont les suivants :
* expliquer les méthodes numériques utilisées pour la résolution des différentes équations du modéle

* justifier les choir adoptés

* présenter l’algorithme général permettant limplémentation du modéle
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6.1 Introduction

Le modele continu proposé dans le chapitre 4] est formé d’une équation aux dérivées ordinaires (EDO)
couplée a trois équations aux dérivées partielles. C’est un modele assez complexe d’ou 'importance du choix
des méthodes numériques destinées a le résoudre. Vu le nombre important des équations et des variables et
les différents couplages existants, et comme le domaine étudié est un domaine simple (1D), les méthodes de
différences finies ont été préférées aux méthodes d’éléments finis. Dans ce chapitre, on explique les méthodes
choisies pour la résolution de chaque équation en explicitant si besoin les motivations qui ont amené au
choix d’une méthode au dépend d’une autre. Certaines vérifications basiques sont détaillées afin de montrer
la validité de chaque méthode proposée. Enfin 'algorithme complet est présenté.

La section 1 concerne le choix de la discrétisation en temps et en espace. La section 2 traite la résolution
de I’équation de la dynamique concernant la passerelle. Dans la section 3, on explique le choix des méthodes
utilisées pour la résolution numérique de 1’équation de conservation de la masse et I’équation de transport.
Dans cette section, on propose trois algorithmes implicites modifiés par rapport a la littérature de sorte a
améliorer certains aspects de la solution numérique. Dans la section 4, on résoud numériquement I’équation de
synchronisation et dans la section 5 on présente ’organigramme complet du modele. Enfin, une récapitulation
est proposée dans la conclusion.

6.2 La discrétisation

Le choix de la discrétisation est primordial pour bien refléter le comportement des grandeurs étudiées.
Dans ce modele, les équations en relation avec la structure (équation de la dynamique) sont des équations
différentielles ordinaires en temps, alors que les équations en relation avec la foule (conservation de la masse,
transport de la fréquence de marche libre, synchronisation) sont des équations aux dérivées partielles en
temps et en espace, supposé unidirectionel (1D).

Pour la discrétisation en espace, il faut choisir des grandeurs caractéristiques des piétons. Le pas en espace
dz est donc défini comme étant 'espace occupé par un piéton lorsque la densité maximale 7,4, = 1,8p/m?

est atteinte [15] :
1

- gnmax
On rappelle que { représente la largeur de la structure. Dans le cas ou la largeur de la passerelle est variable

dzx

(6.1)

(ex : la passerelle Simone De Beauvoir), on peut envisager un pas en espace variable sur la longueur de la
passerelle.

Le pas en temps doit tenir compte de la passerelle et des piétons. Une grandeur caractéristique de la
passerelle est la fréquence de ses oscillations libres fs,. Par contre, la grandeur caractéristique du piéton peut
étre considérée comme étant la fréquence de sa force latérale dans des conditions de marche libre (= 1H z)
ou bien la durée de traversée de la passerelle dans des conditions de marche libre (T' = vps L, vps étant la
vitesse de marche libre, L la longueur de la passerelle), qui est de loin la variable la plus grande. Afin de
bien cerner le probléme, on a choisi d’avoir 20 points pour une oscillation de la passerelle [15], ainsi :

1

dt =
20 fs,

(6.2)

6.3 L’équation de la dynamique

L’équation de la dynamique est une équation différentielle ordinaire en temps. On suppose pour la
passerelle que cette équation est linéaire 1D :

(M + M,(t))U(t) + CU(t) + KU(t) = Fi(t) (6.3)

U, M, C et K étant respectivement le déplacement, la masse, ’amortissement et la rigidité modaux de la
passerelle, M, (t) et F;(t) étant repectivement la masse modale des piétons et la force latérale modale qu’ils
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génerent (voir chapitre 4). Le logiciel MATLAB propose des algorithmes performants pour la résolution
d’équations de ce type. On a choisi la fonction ode23 [84]. C’est une méthode explicite de Runge-Kutta
d’ordre 2 et 3 basée sur la méthode de Bogacki-Shampine [84].

Cependant, ode23 integre des équations aux dérivées ordinaires d’ordre 1 et non pas d’ordre 2 comme
c’est le cas pour cette équation. Pour surmonter ce probleme il suffit de décomposer 1’équation (6.3) en un
systeme de deux équations :

U =V
- Fi(t) - CU(t) — KU(t) (6.4)
M + M,(t)
On pose alors :
U - v
Z = [ v } et Z= | F(t)—CU®t) - KU(t) (6.5)
M + M, (t)

et ode23 s’applique alors a Z.

6.4 La conservation de la masse et I’équation de transport

Ces équations sont des équations aux dérivées partielles (EDP) du premier ordre en temps et en espace.
On note o(x,t) la variable a étudier (dans le modele (voir chapitre ) ¢ = n pour ’équation de conservation
de la masse, et ¢ = w pour I"équation de transport), et v(z,t) la vitesse. L’équation de transport est :

00 0o B
a(fat)+v($7t)%($at) =0 (6.6)
et I’équation de conservation de la masse est :
do 9(ov) _
9 (z,t) + o (x,t)=0 (6.7)

Dans le cas simple ou la vitesse est constante, ces deux équations sont équivalentes a ’équation de convection
(appelée aussi advection) :

%(:mt) + v%(m,t) =0 (6.8)
Cette équation aux dérivées partielles (EDP) est trés connue, cependant elle est tres difficile & résoudre
numériquement, car des exemples simples peuvent mettre en évidence des erreurs générées par le schéma
numérique choisi. On commence donc par trouver un algorithme permettant de résoudre numériquement

Péquation (6.8).

6.4.1 Résolution numérique de I’équation de transport avec vitesse constante

Dans cette partie, plusieurs schémas numériques sont testés afin de déterminer lequel est le plus adapté
au modele étudié. On commence par les algorithmes explicite, puis on explique les algorithmes implicites
de Crank-Nicolson et de Crank-Nicolson améliorée. Ensuite, on introduit la méthode de Crank-Nicolson
non-oscillante et on propose une nouvelle méthode de résolution implicite.

La condition initiale est choisie de la forme suivante :

erf(2(z —1.5)) +1

< L
2 — 4

o0 =0 1 erp - g ~ 1.5)) I (6.9)
2 s1 x> Z

2 x
ou erf(x) = ﬁ/ e~ dt. La courbe de o(xz,0) est tracée dans le graphe de la figure 6.1 dans le cas
0

ou L = 81. Dans le cas de I"équation (6.7), o(z,0) représente un groupe de piétons sur une partie de la
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Densité initiale de piétons
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FIGURE 6.1. La densité initiale o(x,0)

passerelle. Ce choix a pour but d’éviter les discontinuités qui sont étudiées ultérieurement. La condition aux

bords est donnée par :
0(0,t) =0 V£t >0 (6.10)

L’algorithme choisi, doit avant tout donner des résultats satisfaisants pour 1’équation (6.8) ou la vitesse
v est constante, avec les conditions (6.1) et (6.10) . Pour commencer, des algorithmes explicites de type
Lax-Friedrichs, upwind, upwind second ordre etc. ont été implémentés [85]. Dans ce qui suit, on en présente

quelques uns ainsi que les résultats obtenus sur le cas test.

Soient T' la durée totale étudiée, L la longueur de la passerelle, t = [t1, ..., tp, ..., tx] le vecteur temps

avec t1 =0, ty =T et t, = (n—1)dt (n € 1,...,N), x = [z1, ..., T, ..., ] le vecteur espace avec z1 = 0,
dt

ay=Letwx;=(—1)dz (i €1,..,M). On note o' = o(x;,t,) et C = v
x

6.4.1.1 Cas test : algorithmes explicites

Dans ce paragraphe, on explique des algorithmes explicites classiques et on montre les solutions numériques
obtenues [85].

On commence par introduire les différentes méthodes que nous souhaitons tester.
e L’algorithme de Lax-Friedrichs (LF) est d’ordre 1 en temps et 2 en espace :

2007 — 01 — 0i 4 Oiy1 — 0i 1 2
v = O(dt,dx”/dt A1
Sdt tuT O(dt, dz”/dt) (6.11)
" o g + 05 c, ., n
Qi+1 =l B =1 §(Qi+1 -0l 1)+ O(dt2,dx2) (6.12)

Ce modele est stable pour |C| < 1.
e Le modele upwind (UP)(pour v > 0) est d’ordre 1 en temps et en espace, il est stable pour 0 < C < 1:

Qn T oy 0; — 0;_1
¢ G = 1
: v - O(dt, dx) (6.13)

e Le modele de Lax-Wendroff (LW) est d’ordre 2 en temps et en espace; il est stable pour |C] <1 :

n+l _ on no_ on o 9o 4 ol
O O g O T Ol 2y 2 D0 T 0L (g2 da?) (6.15)

dt 2dx 2dz?
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2

ot = o - 5(91—}-1 -0 1)+ ?(Qi+1 — 20} + 0j_y) + O(dt?, dz’dt) (6.16)

e Le modele upwind second ordre (UP2)(pour v > 0) est d’ordre 2 en temps et en espace, il est stable
pour 0 < C <2:

ot —on 307 —40i 1+ 0y 5 07 — 200 1+ 0 2 12
¢ L —vedt = O(dt*,d 6.17
a Y 2dzr v 2dz? (d#", dz”) (6.17)
ot = o — 5(391 —4oi 1+ 01" 2) + 53 (0] =20} 1 + 0 5) + O(dt®, dzdt) (6.18)

e L’algorithme FTCS (Forward-Time Centered-Space) est d’ordre 1 en temps et 2 en espace, il est stable
dans le cas olt dt = O(dx?), il est donc & exclure des algorithmes qu’on pourrait utiliser parce que les
pas en temps et en espace choisis ne vérifient pas cette condition de stabilité.

Dans ce qui suit, on teste ces algorithmes pour une vitesse v = 1m/s.

Les méthodes LF et UP, présentent des solutions acceptables mais elles sont dispersives (figure [6.2)(SE
désigne la solution exacte). Ceci revient a dire que méme si théoriquement la vitesse est constante, la vitesse
obtenue numériquement ne ’est pas, les “points” qui sont devant ayant une vitesse plus élevée que sont qui
sont a l'arriere.

Comparaison de solutions numériques et de la solution exacte (SE) a t=41,5s pour v=1m/s
T T T T T T T T

0.8

0.6

0.4

0.2H

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Espace [m]

FIGURE 6.2. Solutions numériques obtenues par les méthodes LF et UP

Les modeéles UP2 et LW donnent pour certains pas en temps et en espace des solutions tres proches de
la solution exacte. Cependant, il faut que la condition de stabilité soit vérifiée. Ceci présente des contraintes
difficiles a gérér dans notre cas : en effet, on peut proposer un ordre de grandeur pour le pas en temps dans
ode23, mais le choix final lui revient.

Ainsi, comme on peut le voir, les méthodes explicites, ne présentent pas de solutions satisfaisantes, car
on souhaite que la forme initiale soit conservée (i.e. un groupe compact de piétons qui marche avec une
vitesse identique doit rester compact), et on voudrait que le choix des pas en temps et en espace soient plus
flexibles.

6.4.1.2 Cas test : méthodes implicites classiques-Crank Nicolson

Dans ce paragraphe on teste la méthode implicite de Crank-Nicolson (CK) et sa version améliorée (CKI).
La méthode de Crank Nicolson (CK) est une méthode implicite centrée, qui est basée sur le calcul des

1
solutions a l'instant n + 3 Cet algorithme est toujours stable et d’ordre 2 en temps et en espace :

n+1 n n+1 n n+1 n
%" 9 . Cit1 T T8

dt 4dx

= O(dt?, dz?) (6.19)
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Comparaison entre la solution CK et la solution exacte (SE) a t=41,5s pour v=1m/s
T T

15
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FIGURE 6.3. Solution numérique obtenue par la méthode CK

Cette méthode n’est pas dispersive, mais elle est trés “oscillante” (figure [6.3))

La méthode de Crank Nicolson améliorée (CKI=Crank Nicolson Improved) a lavantage de donner
des solutions moins oscillantes et plus proches de la solution exacte (figure 6.4)). Elle présente la méme
caractéristique de stabilité que la méthode de Crank Nicolson et elle est d’ordre 2 en temps et en espace.
Son schéma s’écrit sous la forme :

+1 —+1 “+1 +1 +1
Qg1 407+ 0jo1 — Gjun —AOF — 0y Oy F 0 — 0oy — 0

_ 2 2
— e = O(dt?, dz?) (6.20)

Comparaison entre la solution CKI et la solution exacte (SE) a t=41,5s pour v=1m/s
1.2 T T T T T T
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FIGURE 6.4. Solution numérique obtenue par la méthode CKI

La méthode CKI est donc la candidate idéale pour étre retenue pour la suite. Cependant, si on teste cette
méthode dans le cas ou on a des discontinuités dans la condition initale, des oscillations trés importantes
apparaissent dans la solution pour ¢ > 0. En effet, si on considére une densité initiale donnée par ’équation
(6.21)) et tracée dans la figure 6.5, et la condition au bord donnée par (6.22) :

1 < L
i o
st <o
o(z,0) = (6.21)
0 si > L
ior>g
0(0,t) =0 Vt >0, (6.22)

la solution obtenue (figure [6.6)) est alors tres chahutée. Ceci est dii & la méthode choisie pour calculer la
0f1 — 054

dérivée en espace a 'instant ¢,,. Dans les équations (6.19) et (6.20)), le terme ¥
x

n’est autre qu'une
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FIGURE 6.5. La densité initiale o(x,0) discontinue

Comparaison entre la solution CKI et la solution exacte (SE) a t=41,5s pour v=1m/s
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FIGURE 6.6. Solution numérique obtenue par la méthode CKI

1 (do\"
approximation de 3 <dg) . L’élimination de ces oscillations indésirables passe alors par une meilleure
€T .

approximation de la dérivée notamment dans les points de discontinuités. L’idée serait donc de permettre a
I’algorithme de faire le choix entre différentes fagons de calculer la dérivée selon la situation qui se présente.

6.4.1.3 Cas test : méthode de Crank Nicolson non oscillante

Dans ce paragraphe, on introduit une méthode d’approximation de la dérivée premiere en espace qui
permet la définition d’un schéma de Crank-Nicolson non-oscillant inspiré de [86] puis on propose une nouvelle
méthode combinant le schéma amélioré de Crank Nicolson (CKI) et le schéma non-oscillant.

Définition de P'approximation d’ordre 2 de la dérivée premiére en espace et schéma

de Crank Nicolson non-oscillant [86].

_ () =i (1)
dz

Df)gj (t) s’écrit de la forme [87] :

Notons D, p;(t) I'approximation d’ordre 1 de la dérivée. L’approximation d’ordre 2

D 0j(t) = Dyoj(t) + 9(Dy0;(t)) (6.23)

d2
ol ¥(Dgp;(t)) n'est autre qu'une approximation de o (Q) adaptée a la situation. Ainsi, 9(Dyp,(t))
J

2 \dx?
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peut prendre 3 valeurs différentes selon le cas :

0
QJ+1() ()+Qj 1(t)
I(Dgo;(t)) = 72 (6.24)
Q]()_ZQ] ()"’Q] 2()
dx2?
. — 90 . (1) — 20, .
Le choix est fait selon les valeurs de 0j+1(t) o5 (1) + &5 1 () et & (*) 0i-1(t) + 0 2(t). Si les deux

2 dx?
sont de signes contraires, ¥(D,,(t)) = 0, sinon ¥(D,p;(t)) prend la valeur de celle qui est plus petite en
valeur absolue. Pour formaliser ceci, on introduit la fonction minmod M M définie par :

0 si Xr1.X9 S 0
MM (z1,22) = mln'(xhxg) S 2iag>0 (6.25)
sgn(min(zq, z2))
ou sgn est la fonction signe :
0 si =0
sgn(z) =< 1 si x>0
-1 si x<0
En d’autres termes la fonction M M peut s’exprimer de la maniére suivante :
0 si x1.x9 <0
MM (zy,22) = ¢ min(z,22) si 3 >0etz2 >0 (6.26)
max(x1,x2) si a1 <0etzy <0
Y(D0;(t)) s’exprime alors en fonction de MM selon la relation :
0j+1(t) —20;(t) + 01 (t) 0;(t) —20;-1(t) + 0j—2(t)
I (Dgoi(t) = MM , 6.27
(D (1) ( dax? dax? (6:27)
Dg(cz)gj(t) peut alors prendre 1'une des valeurs suivantes :
0j(t) — 0j-1(t)
dx
30j(t) —40j-1(t) + ¢j—2(t)
2dzx; (6.28)
0j+1(t) — 0j—1(t)
2dx

Y23 7
. — 0 1
Oj+1 ~ 051 par §D§f)

D I’équati 6.19), si 1
ans ’équation ( ), si on remplace e

Nicolson non-oscillante (CKNO).

0j(t) on obtient une méthode de Crank-

Proposition de méthode implicite : la méthode de Crank Nicolson améliorée non
oscillante (CKINO)

Dans le cadre de cette these, on propose de combiner (6.27) et (6.20) afin d’obtenir un nouveau modéle.
En effet, en utilisant la définition de la dérivée donnée par (6.27), et en remplagant dans ’équation (6.20)
on obtient un nouveau schéma, la méthode de Crank Nicolson améliorée non oscillante (CKINO) qui s’écrit
sous la forme :

G 4G ot — g — e — gy o - g

6dt 4dx

+%( D) )J O(dt?, dz?) (6.29)

La solution obtenue par cette méthode est donnée dans la figure [6.7. La figure (6.8 montre les solutions
obtenues par les méthodes LF, UP et CKINO. Ainsi, la solution trouvée par CKINO est la plus proche de
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Comparaison entre la solution CKINO et la solution exacte (SE) a t=41,5s pour v=1m/s
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FIGURE 6.7. Solution numérique obtenue par la méthode CKINO

Comparaison de solutions numériques et de la solution exacte (SE) a t=41,5s pour v=1m/s
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FI1GURE 6.8. Comparaison entre les méthodes numériques

la solution exacte (SE) parmi les méthodes numériques testées.

Pour vérifier que cette méthode préserve réellement le caracteére conservatif de 'EDP (6.8), on a calculé :

L
() = /0 o, t)ldz (6.30)

Dans le cas ou ¢ = 7, I est le nombre de piétons sur la passerelle. La conservation de la masse a pour
conséquence que I (t) est constante jusqu’a ce que les piétons commencent a sortir de la passerelle. A partir de
cet instant, I(t) est décroissante et s’annule lorsque tous les piétons sortent de la passerelle. Numériquement,
I'intégrale est calculée par la méthode de Simpson. La figure (6.9 montre ’évolution du nombre I dans le
casou L =81lm et £ =4m. At =0, les premiers piétons se trouvent en x = 20, 14m. Leur vitesse étant de
1m/s, il leur faut théoriquement 60, 86s pour commencer 4 sortir de la passerelle. Or le nombre I commence
a décroitre a t ~ 59s, ce qui correspond & une vitesse proche de 1,0315m/s. A t = 0 les derniers piétons
sont en x = 0. Théoriquement, il faut 81s pour que la passerelle se vide. Sur la figure 6.9, I ~ 0 a partir de
t ~ 83s ce qui correspond & une vitesse proche de 0,9759m/s. Ainsi, on peut dire que la méthode CKINO
donne des résultats acceptables qui respectent le principe de conservation.
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Evolution du nombre de piétons sur la passerelle par la méthode CKINO
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FIGURE 6.9. Evolution de nombre de piétons sur la passerelle pour L = 81m et £ = 4m

6.4.2 Schéma numérique pour la résolution de I’équation de conservation de la
masse

Les résultats obtenus dans la partie précédente nous incitent a choisir la méthode CKINO pour résoudre
PEDP de conservation de la masse (6.7). Le schéma numérique adopté est de la forme :

n+1 n+1 n+1 n n n n+1 n+1
Ny AT 0l =t —4An) =iy ()i — (o)1 ( 2) )” 2 9
—(D = 31
ol + i +2 2 (nv) ; O(dt*,dz*) (6.31)

6.4.3 Schéma numérique pour la résolution de I’équation de transport pour la
fréquence

Dans ce paragraphe, on étudie ’équation de transport. On présente différentes méthodes de résolution
basées sur la méthode de Crank Nicolson et on les compare entre elles.

Le cas de 'équation de transport concernant la fréquence (6.6) présente de grandes similitudes avec
Péquation (6.8), avec la différence importante que I’équation utilisée dans le modele est non-linéaire. En
effet, la vitesse s’exprime sous la forme suivante :

lpas(x,t) dj

v(x,t) = - p

(1) (6.32)

ou on rappelle que lpqs(x,t) est la longueur des pas des piétons et ¢(x,t) leur phase latérale totale. Or, en

vertu de I’équation de synchronization, E(az, t) peut étre représenté sous la forme suivante :

9 1) = 1) 4 1) (639
ou f est la fonction qui gere la synchronisation (voir le chapitre [4). En notant I(z,t) = M, ona:
v(z,t) = l(x, t)(w(z, t) + f(x,t)) (6.34)
L’équation (6.7) devient :
%(m,t) + l(x,t)w(x,t)a—w(x,t) + l(x,t)f(m,t)a—w(a:,t) =0 (6.35)

ot ox ox

On note w} ~ w(zj,tn), I = U(z;,t,) et f;' = f(z;,tn), et on commence par résoudre (6.35) dans le cas

particulier ou f(z,t) = 0 (pas de syncronisation) et I(z,t) = 1 (obtenu par changement de variables). Ces
simplifications ramenent le probleme a un probleme de Burger :
ow ow

E(Z”ﬂ + w(xvt)aix(xvt) =0 (6.36)
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Comme on ’a vu plus haut, certains des algorithmes classiques explicites provoquent une dissipation im-
portante et parfois un applatissement des courbes initiales; le transport n’est donc pas effectué de maniere
optimale. D’autres algorithmes classiques imposent des limitations sur les pas de discrétisation. D’ou 'intérét
de se fonder sur le schéma de Crank Nicolson. Les modeles CK, CKI et CKINO ne sont pas adaptés au
modele de Burger (6.36), mais on peut s’en inspirer pour proposer un autre schéma numérique.

6.4.3.1 Résolution numérique de 1’équation de Burger basée sur la méthode de
Crank-Nicolson

La méthode de résolution proposée dans ce paragraphe est titrée de [88].

L’équation (6.36) peut s’écrire selon l’expression suivante :

Oow aﬁ

E(w,t) + % (w(x,t)g‘:(x,t) +w(x,t) o (:E,t)) =0 (6.37)

On peut donc la discrétiser sous la forme [88] :

witt—wr 1 aw\" dw\"t!
J J
—_— + - — — =0 6.38
a2 (w8x>j+<w6x)j (6.:38)
w2
En notant F' = —, on obtient :
wn+1 —on 1 8F n 8F n+1
J I 4= - - =0 6.39
dt +2 (8x>j+<8x>j (6:39)

n+1
Le terme () se développe de la fagon suivante :

Ox ;
or " or n+dt 9 (9F n+0(dt2) (6.40)
oxr ).  \oz ). ot \ox /| . '
J J J
0 (9P _ 0 (OF\ _ 0 (0F0\ _ 0 ( 0w 641
ot\ox) oz \ot) oz \owot) oz \“ o '
Si on utilise les approximations suivantes :
Ow\" _ wity — Wi
(8x>j N 2dx (6:42)

o\ (W)’ = (wpy)?
(%) = (6.43

le schéma final devient de la forme :

n+l _ n n n+l _ n n+1 n o \2 _ (,,n \2
Wy Wy +Wj+1wj+1 Wi—1Wi-1 (Wj+1) (%'71)

dt Adzx 8dx =0 (6.44)

Pour faire référence a ce schéma, on le note CKN (Crank Nicolson Non Linear).

6.4.3.2 Propositions d’amélioration du schéma CKN

Comme précédemment, ce schéma peut étre modifié de différentes manieres. Dans la suite, on présente
les différentes possibilités d’amélioration et on les teste afin de choisir la méthode la plus adaptée & notre
cas.



La conservation de la masse et I'équation de transport 157

La premiere possibilité est d’approcher la dérivée en temps par

n+1 n+1 n+l __  n _ n__ ,n
wiiy Hdw T fwiT —wily — e — Wiy

6dt

Ce nouvel algorithme est noté CKNI (Crank Nicolson Non Linear Improved).

Pour éviter que les solutions ne soient oscillantes, on peut remplacer :

Ow\" 9 n
(&), vor o2;
dw?\" 21/, \21\n
(%), o 21
Dans ce cas, le schéma est noté CKNNO ou CKNINO selon si la modification est appliquée au schéma CKN
ou CKNI.

Plusieurs essais numériques ont été réalisés avec des conditions initiales différentes afin de déterminer
laquelle parmi ces méthodes, il faut retenir. Pour mieux comprendre les résultats obtenus, il faut connaitre
la signification physique de 1’équation (6.36). Si & l'instant ¢ = 0, un point de la courbe représentative de
w(z,0) a une valeur g, alors ce point se déplace avec une vitesse g et garde la méme valeur. Ainsi, si un
point a une valeur nulle, il restera a sa place.

Dans tous les cas tests la condition en = = 0 est donnée par
w(0,t) =w(0,0) ¥t >0
On commence par une condition initiale sinusoidale donnée dans la figure 6.10.

Condition initiale CI

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Espace [m]

FIGURE 6.10. La condition initiale w(x,0)

La figure [6.11) montre que les 4 méthodes donnent sensiblement le méme résultat. A I'instant ¢ = 0, le
point qui a la valeur maximale 0,5 est situé en z = 25, 28. Théoriquement, il doit se déplacer donc & une
vitesse de 0,5m/s. Or a t = 15s il se trouve en & = 32,68, il a donc traversé une distance de 7,4m, sa
vitesse est donc de 0,4933m/s, et il a gardé sa valeur de 0,5. Les points ayant des valeurs nulles & t = 0 ont
gardé cette valeur a t = 15s. Pour ce cas test, les 4 schémas se valent et donnent des résultats acceptables.
Pour le deuxiéme cas test, on prend une condition initiale en dent de scie (figure6.12)). Les résultats obtenus
sont montrés dans la figure [6.13. Les solutions obtenues par les différentes méthodes sont tres proches 'une
de Tautre (figure 6.13-(a), cependant le maximum qui a une valeur de 0,25 et qui se trouve a t = 0 en
x = 25,42, se retrouve en z = 37,78 avec une valeur de 0, 2503 pour les méthodes CKNI et CKNINO, et en
x = 37,5 avec une valeur de 0, 2502 pour les méthodes CKN et CKNNO (figure 6.13-(b). Ainsi, la vitesse qui
théoriquement est de 0,25m/s est de 0,2472m/s pour les méthodes CKNI et CKNINO, et de 0,2416m/s
pour les méthodes CKN et CKNNO.
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Comparaison de solutions numériques a t=15s
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FIGURE 6.11. Comparaison entre méthodes numériques
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FIGURE 6.12. La condition initiale w(z,0)

Cet exemple montre de légeres différences entre les différentes méthodes et donne un avantage aux
méthodes CKNI et CKNINO, mais ne permet pas de trancher de maniere catégorique sur le choix de la
méthode.

Dans les deux autres exemples, on n’aura plus de valeurs nulles, c’est a dire que tous les points sont
supposés avancer. Dans le premier cas, on reprend une fonction sinusoidale (figure 6.14). Les résultats
obtenus sont montrés dans la figure [6.15. On remarque que les solutions sont ici encore trés proches (figure
6.15-a), mais en faisant un zoom (figure 6.15-b) on peut s’apercevoir que d’une part, le point qui a une
valeur 1 a ¢t = 0 et qui est situé en x = 40,42 se trouve a t = 15s en x = 55,69 pour les méthodes CKNI
et CKNINO, il a donc une vitesse de 1,018m/s, et il se trouve en x = 56,53 pour les méthodes CKN et
CKNNO avec une vitesse 1,0740m/s. D’autre part, les oscillations observées pour les méthodes CKNI et
CKNINO sont légerement inférieures a celles observées pour les deux autres méthodes.

On reprend maintenant une fonction en dent de scie (figure [6.16). Les résultats obtenus sont montrés
dans la figure [6.17. Ici encore les solutions sont tres proches (figure 6.17-a).

La figure(6.17-b) montre que le pic qui a la valeur 1,5 et la position z = 25,42 4 t = 0 se trouve a
t = 15s en x = 47,63 pour les méthodes CKNI et CKNINO avec une valeur de 1,498, et il se trouve en
r = 47,22 et x = 47, 36 respectivement pour les méthodes CKN et CKNNO avec une valeur de 1,494. Ainsi,
la vitesse qui doit étre de 1,5m/s est de 1,4807m /s pour CKNI et CKNINO et respectivement 1,4533m/s
et 1,4627m/s pour CKN et CKNNO.

La figure (6.17-c) montre que le point qui a la valeur 1 et la position z = 40,28 en t = 0 se trouve a
t = 15s en x = 57,97 pour les méthodes CKNI et CKNINO et en x = 57,22 pour les méthodes CKN et
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. . - N Comparaison de solutions numériques a t=50s
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FIGURE 6.13. Comparaison entre les méthodes numériques : (a) solution a t = 50s (b) zoom de la
solution
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FIGURE 6.14. La condition initiale w(zx,0)

CKNNO. Ainsi, la vitesse qui doit étre de 1m/s est de 1,04m/s pour CKNI et CKNINO et de 1,1293m/s
pour CKN et CKNNO. De plus, les oscillations sont plus légeres dans les schémas CKNI et CKNINO.

Cependant, les différences entre les schémas ne sont pas tres importantes. C’est pourquoi, la décision
finale sur le choix de la méthode est prise apres couplage des différentes équations. Il se trouve qu’en raison
des différents couplages existant, la méthode CKNINO qui a semblé donner des résultats satisfaisants, n’est
pas adaptée au modele. C’est pourquoi, on a finalement utilisé le schéma CKNNO.

6.4.3.3 Schéma numérique pour la résolution de 1’équation de transport

Dans ce paragraphe, le modeéle numérique pour ’équation (6.6)) est explicité en utilisant la représentation
donnée dans I’équation (6.35)). Ainsi, on discrétise I’équation de transport sous la forme suivante :

w’f“—w” OF oF\" 1 ow\" ow\" !
J J n n+l [ X5 — | [ 2 n+l en+l (2 —
T (25 e () o () e ()] o0 o

Dans le modele proposé dans le chapitre [41’équation de transport (6.6) est donc implémentée sous la forme

suivante :
l ' F +1 +1 I o ' F +1 1 +1
n n ’I’L n 77, n

= 7Y [DQ( N5+ %[Di(“ﬂ)]?
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FIGURE 6.15. Comparaison entre méthodes numériques : a)solution at = 15s b)zoom de la solution
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FIGURE 6.16. La condition initiale w(z,0)

6.5 L’équation de synchronisation

L’équation de synchronisation porte sur I’évolution de la phase totale des piétons et a une conséquence
directe sur I’évolution de la fréquence de marche. On rappelle que cette équation peut s’écrire de fagon
simplifiée sous la forme suivante :

99

9 9
ot

(z,t) + v(x,t) 9 (z,t) = w(z,t) + esin(Ye(t) — d(x, 1)) (6.47)

1 (t) étant la phase totale de oscillateur avec lequel le piéton va se synchroniser (avec un piéton ou avec
la structure). On suppose que cet oscillateur a une pulsation constante w,, par conséquent . (t) = w.t. On

d 0 0
rappelle que la pulsation instantanée des piétons wp(z,t) n’est autre que i a—(f(x,t) + v(x,t)a—i(x,t).
0
De plus, la vitesse v(z,t) est fonction de a—(b(x,t) (équation (6.32))). L’équation (6.47) s’écrit alors sous la
x

forme :

0o lpas(x,t) do 0¢ B

wp(z,t) = w(x,t) + esin(ye(t) — ¢(z,t) + a) (6.49)

« étant une constante.

La résolution numérique de ’équation de synchronisation, se fait grace a la méthode UP2 expliquée dans
le paragraphe [6.4.1.1.
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FIGURE 6.17. Comparaison entre méthodes numériques : a)solution a t = 15s b) et c)zoom de la

solution

6.6 L’algorithme général

Dans ce paragraphe, on présente de fagon simplifiée I’algorithme utilisé pour 'implémentation de notre
modele.

Avant de présenter les étapes principales, nous voudrions préciser certains points qui permettent une
meilleure compréhension de l'algorithme et simplifient considérablement sa présentation.

Le programme est formé d’un fichier principal “Main”. Dans ce fichier, on fixe I'instant initial, 'instant
final et la discrétisation en espace. On détermine également les caractéristiques de la passerelle : longueur,
largeur, masse modale, amortissement modal et rigidité modale. De plus, on précise les conditions initiales :

e pour les piétons : leur densité, leur vitesse de marche, leur fréquence de marche, leur fréquence de

marche libre, et leur phase totale,

e pour la passerelle : son déplacement, sa vitesse et sa fréquence instantanée.

La fonction ode23 de MATLAB, permet de résoudre I’équation aux dérivées ordinaires de 1’équation de la
dynamique de la passerelle. Elle fait appel a une fonction développée par le programmeur, qui permet de
calculer la dérivée du vecteur que 'on souhaite intégrer. Dans notre programme, cette fonction s’appelle
“deqdin”. Pour pouvoir calculer les dérivées nécessaires a la résolution, on calcule a l'intérieur de cette
routine la force latérale appliquée par les piétons sur la passerelle, leur vitesse de marche, leur densité locale
(par I'équation de conservation), et leur fréquence de marche libre (par I’équation de transport).

Le calcul de la fréquence instantanée de la passerelle et celle des piétons se font dans le fichier principal
“Main”. En effet, on demande a ode23 d’arréter 'intégration lorsque le déplacement de la passerelle passe
par 0. Ceci est possible grace a 'option “events” de ode23. Pour mieux expliquer ceci, on se refere a la
figure [6.18. Ode23 détermine le déplacement et la vitesse de la passerelle jusqu’a obtenir un déplacement
nul, c’est-a-dire entre les instants T, et T;, 1. Arrivé a T, 11, U'intégration s’arréte et le programme revient
au fichier principal “Main”. On détermine alors la fréquence instantanée f; de la passerelle 'instant 73,41

suivant ’approximation :
1

fs(Tny1) = Toia =T

puisqu’on suppose que T,,+1 — T}, est la demi-période d’oscillations de la passerelle. La phase totale ©s(Ty11)
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de la passerelle est donnée par :
s (Tn-i-l) = ws(Tn) +m

On trouve également amplitude instantanée Ay(7),+1) du module du déplacement de la passerelle comme
étant le maximum du module du déplacement entre les instants T}, et T}, 41.

_
| | / \T

temps

Deplacement de la passerelle

FIGURE 6.18. Représentation schématique la position des temps d’arrét

Pour calculer la fréquence instantanée des piétons, on calcule la fréquence moyenne f;,, et Pamplitude
maximale AY,,q, du module du déplacement de la passerelle sur les 10 derniéres valeurs calculées (5 dernieres
périodes), et on calcule la phase moyenne ¢,, des piétons. Ensuite, on applique 1’équation de Kuramoto

d
pour déterminer la fréquence angulaire instantanée d—(f des piétons. En un point x; de la passerelle, on a :
dﬁ(a}T ) = w(ax, T, )+§(27Tf )QA sin( (T)—¢(x<T)+I)
dt iy In+41 - 2] .n+1 2 sSm Ymax s\dn iy dn 5 (650)
+epp Sln(¢av (xi7 Tn) - QZS(Z‘Z', Tn))

et on integre avec la méthode Upwind du second ordre.

Ensuite, on appelle a nouveau la fonction ode23, avec comme instant initial 7,41, et comme conditions
initiales les valeurs du déplacement et de la vitesse a l'instant 7,41 telles qu’elles ont été déterminées par
I'intégration entre les instants T, et T,,41. Comme on 'a déja précisé, ode23 appelle la fonction “deqdin”,
ou on calcule entre autre la force des piétons. On doit donc connaitre la phase totale des piétons & un instant
tj € [Tht1,Tht2]. On 'approche par :

d¢

(i, t;) = ¢(xi, Tngr) + (t; — Tn-i-l)a(xian-&-l)

L’algorithme schématisé
On présente maintenant les étapes principales de l'algorithme utilisé.

1. fixer I'instant initial Tg

2. fixer I'instant final T’

3. préciser les caractéristiques de la passerelle
4

. poser les conditions initales :
e densité initiale des piétons 7;,+
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e vitesse initiale des piétons v,

e phase initiale des piétons ¢q

dgo
dt

fréquence angulaire initiale des piétons
fréquence angulaire de marche libre w
déplacement initial de la passerelle ug
vitesse initiale de la passerelle vg
fréquence initiale de la passerelle fs,

5. initialiser les vecteurs de résultats de la résolution :
tout = 0 (vecteur temps global)
teout = 0 (vecteur temps pour récupérer les temps d’arrét)

yout (vide, vecteur pour la récupération des résultats de I'intégration par ode23)
yeout (vide, vecteur pour la récupération des résultats de I'intégration par ode23 lors de l'arrét)

6. préciser les conditions initiales et les options de ode23
o tstart =Ty, tfinal = Ty, tspan = [tstart, tfinal
o ystart = [u0,v0]
e i =1 (compteur des demi-périodes)
e options=odeset(‘Events’,Qevents,‘InitialStep’,0.0415,'MaxStep’,0.0650)

7. résoudre le systeme d’équation :

WHILE tstart < tfinal
e appel de la fonction ode23 :
[t,y, te, ye, ie]=0de23(Qdeqdin,tspan,ystart,options,i)
e Concaténer les résultats :
— nt =longueur de t
tout = [tout; t(2 : nt))
— yout = [yout; y(2 : nt)]
— teout = [teout; te]
— yeout = [yeout; ye]
— deout = [ieout; ie]
e calculer la fréquence instantanée de la passerelle, sa phase totale, la fréquence instantanée des

piétons et leur phase totale
o tstart = t(nt)
o ;=141
END

6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les méthodes numériques utilisées pour la résolution des équations
du modele présenté au chapitrel4. Pour ’équation de la dynamique, on utilise I'algoithme ode23 proposé par
Matlab. Pour I’équation de transport, on utilise une méthode basée sur la méthode CKINO introduite dans ce
chapitre. Le schéma numérique pour la conservation de la masse est donné par I’équation (6.31). L’équation
de transport pour la fréquence de marche libre des piétons est résolue grace au schéma présenté dans (6.46))
fondé sur la méthode CKNNO également présentée dans ce chapitre. L’équation de synchronisation de
Kuramoto est résolue avec la méthode Upwind d’ordre 2. Dans la derniere section de ce chapitre, nous avons
présenté 'algorithme général permettant la résolution du modele complet.
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Chapitre 7

Résultats

CE CHAPITRE a pour objectif de :
* déterminer les paramétres du modéle du chapitre 4
* vérifier la correspondance entre les résultats analytiques et le modéle numérique

* appliquer le modéle a la passerelle du Millennium et a la passerelle Simone de Beauvoir
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7.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente les résultats obtenus grace au modele présenté dans le chapitre 4, et on
compare les résultats analytiques, numériques, expérimentaux, et ceux obtenus grace aux modeles développés
dans la littérature. On commence par le cas de la passerelle du Millennium. L’étude réalisée sur cette
passerelle permet la détermination du parametre € utilisé dans le modele proposé dans cette these (chapitre
4). Gréace a ce parametre, on peut déterminer analytiquement le nombre critique N, de piétons dans le cas
particulier présenté au chapitre 5 pour différentes distributions gaussiennes de la fréquence de marche libre.
De plus, dans le cas ou la moyenne de la fréquence de la force latérale des piétons est la fréquence modale du
systeme piétons-structure, on peut calculer analytiquement ’amplitude de déplacement post-critique de la
passerelle a 1’état stationnaire. Pour les cas plus compliqués, qu’on ne peut pas gérer analytiquement pour
Iinstant, des simulations numériques dans lesquelles on utilise la méme valeur de € déja déterminée peuvent
étre réalisées. Plusieurs situations sont étudiées pour la passerelle du Millennium et une comparaison avec
les résultats expérimentaux et les résultats obtenus par d’autres modeles est présentée. Dans le dernier
paragraphe, on applique les résultats & la passerelle Simone de Beauvoir (chapitre 2)), et on détermine le
nombre critique et les amplitudes de déplacement prévus par notre modele.

7.2 Choix des valeurs des différents parametres

Dans ce paragraphe, nous précisons le choix des parametres que nous utilisons pour 'application de notre
modele : mip, G, lo, e, Mmaz, Gmin, Gmaz, Mo €t 0u. La valeur de € sera déterminée dans le paragraphe
7.3.2.

Valeur de my,

m1p est la masse moyenne d'un piéton. Elle varie dans la littérature entre 70kg et 80kg. On choisit pour
notre modele une valeur intermédiaire qui est

my, = T5kg (7.1)

Valeur de G

G est la valeur de 'amplitude du premier harmonique de la force latérale engendrée par un piéton sur
un plancher rigide. Dans la littérature (voir chapitre [1, tableau[1.3)), différentes valeurs ont été proposées. G
est de l'ordre de 29 — 30N d’apres [6,26], 35N d’aprés PAFGC [61], mais la valeur utilisée dans [62] est de
25N. En prenant en compte ces valeurs et les résultats que nous avons obtenus expérimentalement (chapitre
2), nous retenons :

G = 35N (7.2)

Valeurs de [

ly est la longueur de pas moyenne d’un piéton dans le cas d’une marche normale. On retient la valeur [89] :

lp =0,7lm (7.3)

Valeurs de 7. et nyaz

Ne €t Mmae sont les densités qui caractérisent la dépendance entre la longueur de pas des piétons et leur
densité. 7. est la densité critique a partir de laquelle les piétons commencent a interagir entre eux, et 7nas
est la densité & partir de laquelle ils n’arrivent plus avancer. On retient les valeurs suivantes [26,40] :

ne = 0,3p/m?

7.4
Nmaz = 13 8p/m2 ( )
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Valeurs de a,,i, €t amaz

amin est Iaccélération de la structure & partir de laquelle les piétons ressentent les oscillations latérales,

et amae est Paccélération a partir de laquelle ils n’arrivent plus a avancer. Les valeurs retenues pour notre
modele sont [25,36] :

Amin = 0,1m /s>

7.5
Amaz = 1,35m/s? (7.5)

Valeurs de pu,, et o,

Dans le cas d’une marche libre, plusieurs études ont permis de déterminer I’écart-type oy et/ou la
moyenne py de la marche d’un piéton (chapitre ). Ces valeurs sont de uy = 1Hz et oy = 0,0865Hz2
pour [1] et de py = 0,9350Hz et oy = 0,0930H 2z pour [89]. Dans le cas d’une marche libre, on adopte les

valeurs suivantes :
pr =0,9350H 2

7.6
os =0,0930H 2 (7.6)

parce qu’elles sont plus proches des valeurs obtenues lorsque nous avons étudié la force latérale engendrée
par un piéton sur un plancher rigide au chapitre 2, et dans [79]. Dans le cas ol on demande aux piétons de
marcher & une fréquence donnée fy, la nouvelle valeur moyenne devient :

prf = fa (7.7)

Or si une variable aléatoire X suit une distribution gaussienne de moyenne px et d’écart-type ox, la variable
aléatoire

Y=aX+0

suit une loi gaussienne de moyenne py et d’écart-type oy qui vérifient

ny apx +b

7.8
oy = |CL‘O’X ( )

Ainsi, grace a ces formules, on peut se ramener au nouvel écart-type. Si on a une moyenne py et on veut
passer & une moyenne fi, on peut supposer qu'on a fiy = afis et le nouvel écart-type &y peut s’écrire
5y =1lg, (7.9)
M

ou bien on peut supposer qu’il s’agit d’une translation. Dans ce cas
of=o0y (7.10)

Cependant, dans ce chapitre, on a choisi d’utiliser la formule (7.9), parce que nous avons voulu que le
coefficient de variation

or

Ky
soit conservé. Dans le paragraphe (7.3, nous considérons la travée Nord de la passerelle du Millennium ou
plusieurs essais ont été réalisés [8,21]. La fréquence du premier mode propre de cette travée est de 1,03H z.
Pour étudier le cas ou les piétons traversent la travée avec une fréquence moyenne de 1,03H z, nous avons
utilisé les formules proposées par les équations (7.9) afin de ramener les valeurs de oy vues dans la littérature
vers leurs valeurs correspondantes pour cette fréquence. Ensuite, nous avons fait une moyenne pondérée. La
raison pour laquelle cette démarche a été adoptée dans ce cas est due au fait que ces essais permettent la
détermination du parametre £ dans le paragraphe [7.3.2) et que nous avons préféré moyenner les valeurs de
o pour avoir une meilleure estimation.

On note que le cas le plus critique est lorsque la fréquence des piétons est centrée sur la fréquence modale
du systéme piétons-structure.
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FIGURE 7.1. La travée centrale de la passerelle du Millennium a Londres

On rappelle que si la fréquence des piétons suit une loi normale de moyenne p¢ et d’écart-type oy, la
fréquence angulaire w des piétons suit une loi normale de moyenne p,, et d’écart-type o, qui vérifient :

How = 27TMf

0w =2moy

7.3 Application a la passerelle du Millennium

7.3.1 Description et caractéristiques de la passerelle

La passerelle du Millennium (figure [7.1) est formée de trois travées, la travée Nord (TN), la travée
centrale (TC) et la travée Sud (TS). Les dimensions et les différentes caractéristiques modales de la passerelle
sont données dans le tableau [7.1. Dans ce tableau, les numéros placés & coté de 'abréviation du nom de la

travée correspondent au numéro du mode considéré.
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TN1 TC1 TC2 TS1
Longueur [m] 81 144 144 108
Largeur [m)] 4 4 4 4

Fréquence modale analytique [H z] 1 0,49 0,94 0,8

Fréquence modale mesurée [H z] 1,03 0,48 0,95 0,8

Masse modale analytique [kg x 103] 113 144 150 181

Masse modale mesurée [kg x 103] non disponible | 128-130 145-148 160

Rigidité modale mesurée [kg/s? x 107] 4730 1160-1180 | 5170-5270 4040

Amortissement modal mesuré [kg/s x 107] 8,78-11,7 5,91-6 10,4-14,1 | 9,65-12,9

Taux d’amortissement modal[%] 0,6-0,8 0,765 0,6-0,8 0,6-0,8

TABLEAU 7.1. Caractéristiques des travées de la passerelle du Millennium o Londres [8], [7]

7.3.2 Détermination de la valeur de ¢

Les essais réalisés par Arup sur la TN de la passerelle du Millennium ont permis de déterminer le
nombre critique pour cette travée : N, = 166. Or on a vu au chapitre 5l que I’équation (5.82) fournit une
relation entre les différents parametres du modele. Comme on connait les parametres de la TN (tableau
7.1), si on connait y,, o, et G, la seule inconnue qui reste dans I’équation est . Dans le cas des essais sur
le Millennium, on suppose qu’on a demandé aux piétons de marcher a la fréquence de la passerelle. Donc
pwr=1,03Hz et p, = 2w+ 1,03rad/s (voir tableau[7.1). Au moment ol cette these est rédigée nous n’avons
pas d’informations précises concernant cette hypothese.

Dans le tableau (7.2, on ramene les valeurs de oy de la littérature vers les valeurs qui correpondent & une
fréquence moyenne de uy = 1,03Hz grace aux formules de conversion (7.8)).

marche libre marche rythmée a 1,03H z
équation (7.10)
Références | Nombre de piétons [y of fy of
1] 505 1Hz 0,0865Hz | 1,03H~z 0,0891H z
[14] 939 0,9350Hz | 0,0930Hz | 1,03H % 0,1024H =
Moyenne 1,03Hz 0,0977Hz

TABLEAU 7.2. Valeurs des fréquences moyennes et des écart-types dans le cas des essais sur la TN

La moyenne pondérée des valeurs de oy du tableau 7.2/ en fonction du nombre de piétons est calculée

selon I'expression :
939 x 0,1024 + 505 % 0,0891

505 + 393
La valeur adoptée pour oy dans ce cas est 0,0940H 2z qui est inférieure & la moyenne pour prendre en compte
le fait que la marche est rythmée et non pas libre. Donc

=0,0077

of ~0,094Hz (7.11)

On sait que dans le cas de la TN du Millennium, le nombre critique est N, = 166. La résolution de
Péquation (5.82), permet de trouver le parametre ¢ a utiliser dans le modele proposé dans le chapitre 4. Dans
le tableau 7.3, on récapitule les valeurs obtenues pour € suivant les différentes valeurs de o et les différentes
valeurs de G possibles. On considére également la valeur oy = 0,0940H z. Pour trouver les valeurs de €, on
suppose que les piétons sont uniformément répartis sur la TN dont la forme modale est sinusoidale, donc

n(x,t) est constante et n = 3
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GINT | g 30 35
oy[Hz]
0,0891 1,5759 | 1,3132 | 1,1256
0,0940 1,6546 | 1,3789 | 1,1819
0,1024 1,7906 | 1,4922 | 1,279

TABLEAU 7.3. Les différentes valeurs de €[s/m)]

D’apres les valeurs des parametres préalablement choisis, on obtient :

e =1,1819s/m (7.12)

7.3.3 Comparaison de résultats sur la TN

Dans cette partie, on présente les résultats obtenus sur la TN.

Plusieurs types de résultats sont présentés. On commence par la détermination du nombre critique de
piétons dans différents cas et les comparaisons avec d’autres modeles, puis on passe a I’étude des ampli-
tudes d’oscillations post-critiques de la TN. Des comparaisons entre les résultats analytiques et les résultats
numériques sont d’abord présentées, puis des comparaisons avec les amplitudes trouvées par d’autres modeles
sont réalisées. Des cas non traités dans la littérature et oli on n’a pas développé de solutions analytiques
sont également étudiés et les différences avec les situations précédentes sont discutées. De plus on montre
I’évolution de la fréquence des piétons dans les cas synchronisés et non synchronisés et on met en évidence
la relation qui existe entre la force latérale totale engendrée par les piétons et la vitesse de déplacement de
la passerelle apres synchronisation.

7.3.3.1 Comparaison entre les nombres critiques obtenus par différents modeles

Les essais réalisés sur la TN ont montré que lorsque la fréquence moyenne des piétons est égale a la
fréquence modale de la structure seule (1,03Hz), le nombre critique de piétons & partir duquel la synchroni-
sation risque de se déclencher, est N, = 166 piétons. Dans ce paragraphe, on compare les nombres critiques
obtenus par les différents modeles trouvés dans la littérature et notre modele. Dans le tableau [7.4, on rap-
pelle les différentes formules qui permettent I'estimation de NN., avec les valeurs des parametres utilisés et
enfin le nombre critique trouvé. Dans ce tableau, on note par wry = 27 * 1,03rad/s la fréquence modale
de la TN seule. Vu 'approche que nous avons utilisée pour la détermination de £ dans notre modele, nous
trouvons N, = 166 piétons ce qui n’est pas le cas des autres modeles.

Ce nombre critique a été déterminé lorsque la fréquence moyenne des piétons est égale a la fréquence
modale de la TN seule. Cependant le cas le plus “dangereux” est celui ou les piétons ont une fréquence
moyenne égale a la fréquence modale du systéme TN+piétons. La résolution de 1’équation (5.82)) permet de
déterminer le nombre critique N, dans ce cas. Avec les parametres choisis, on obtient

N. ~ 154 piétons (7.13)
Dans le cas d’une marche libre, ce nombre critique est évidemment plus élevé :
N, = 200 piétons (7.14)
7.3.3.2 Résultats obtenus sur la travée Nord de la passerelle du Millennium (TN) et
comparaisons

Dans cette partie, on compare les amplitudes post-critiques obtenues numériquement et analytiquement,
de sorte a valider le modele numérique sur un cas simple, puis on compare les amplitudes obtenues par notre
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Référence Formule Parametres N,
46EM
8,21] AEMwry k = 300Ns/m 73
K
7,5&my L
[58,59] , 56my my, masse modale de la TN par unité de longueur | 181
mlp
mip = 70kg
myp masse modale de la TN par unité de longueur
mip = 70kg
(14+a%) myL -
56,60 =1 144
156, 60] 2 mypw?D “
w
wp=——=~1
SN ~-1/2
D= [(1+w?)?+ (260r)?] "
wrN = 27rad/s
8V2EMwrNTgod 2
[62] go=0,3m/s 70
Gym
T7=1,9s
g =0,09
£=16mts7!
8K
[7,54] 8EKoy G = 30N 149
GV2rmée
o, = 0,63rad/s
Notre modele | résolution de (5.82)) voir les paragraphes précédents 166

TABLEAU 7.4. Comparaison entre les wvaleurs du mombre critique N. pour la TN trouvée par

différents modeéles de la littérature et par notre modéle

modele et celles obtenues par certains modeles de la littérature. Des comparaisons entre différentes situations
sont également présentées. Dans cette partie nous allons considérer quatre cas. Nous commencons par les
présenter brievement, puis on présente pour chaque cas les résultats obtenus.

On considere d’abord un cas qui permet une comparaison “efficace” des résultats analytiques et numériques :
la densité des piétons est constante en temps et en espace, leur fréquence de marche libre est constante en
temps, variable en espace, elle suit une loi de distribution gaussienne centrée sur la fréquence modale du
systeme “passerelle-piétons”. Dans ce cas particulier, on a considéré un écart-type constant oy = 0,094 H z.
On commence par déterminer le nombre critique de piétons pour cette situation. Une comparaison entre
les résultats analytiques et numériques permet de valider le modéle numérique que nous avons implémenté.
Un cas pré-critique (N < N.) et un cas post-critique (N > N.) sont également comparés. Dans le cas
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pré-critique, on met en évidence I’absence de synchronisation et la faible amplitude des oscillations de la
passerelle. Dans le cas post-critique, on illustre le phénomene de synchronisation et ses conséquences sur
Iamplitude du déplacement, la fréquence des piétons et de la passerelle et la relation entre la force latérale
des piétons et la vitesse d’oscillations de la TN.

Cependant, on a supposé dans les paragraphes précédents, que la valeur de o¢ change lorsque la valeur
moyenne fy change. Or on veut étudier le cas le plus critique ot uy est la fréquence modale du systeme.
Mais on sait que lorsque le nombre de piétons change, la masse modale du systeme change et par conséquent
la fréquence modale est modifiée. Il faut donc prendre en compte les modifications qui surviennent sur o¢ et
ne pas le choisir constant pour tous les nombres de piétons. Pour ce cas, on présente les amplitudes trouvées
analytiquement pour différents nombre de piétons.

On étudie ensuite un cas plus complexe qui permet une comparaison entre les résultats obtenus numériquement
par notre modele et ceux obtenus par [7] : la densité des piétons est constante en temps et en espace, leur
fréquence de marche libre est constante en temps, variable en espace, elle suit une loi de distribution gaus-
sienne centrée sur la fréquence modale de la passerelle seule (cas qui correpond a notre avis aux essais réalisés
sur la TN par ARUP). Dans les deux cas précédents, les piétons sont supposés uniformément répartis sur
la passerelle et donc la densité est constante.

Enfin, dans le dernier cas, des simulations ou la densité des piétons évolue elle aussi en fonction des
oscillations de la passerelle sont présentées (la deuxiéme équation de (4.1) est utilisée et ’évolution de la
longueur de pas en fonction de la densité et des oscillations de la passerelle est prise en compte (équation

(7))

Les caractéristiques des différents cas étudiés sont regroupées dans le tableau [7.5.

n(x,t) w(z,t) P Ow

Cas 1 constante w(z) e = Wo o, = 2m(0,094)rad/s
constante en temps

0,094
Cas 2 constante w(x) Lo = Wo 0w = 1’ 03 e
constante en temps
Cas 3 constante w(z) po =2m(1,03)Hz | 0, = 2m(0,094)rad/s
constante en temps
Cas 4 n(z,0) =0 w(z) po =2m(1,03)Hz | 0, = 2m(0,094)rad/s

n(0,t) = 1p/m? | constante en temps

TABLEAU 7.5. Récapitulatif des caractéristiques des cas étudiés pour la TN

Cas 1 : la densité de piétons est constante en temps et en espace sur la passerelle et
leur fréquence de marche libre est constante en temps, elle suit une loi gaussienne
centrée sur la fréquence modale du systéeme “TN-piétons” :

Dans ce paragraphe, on considere les hypotheses suivantes :
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e Un nombre constant N de piétons uniformément répartis sur la TN, marchent sur la travée. Leur
densité n(x,t) est donc constante en temps et en espace :

n(z,t) = LEK (7.15)

ou on rappelle que L est la longueur de la TN, et £ sa largeur supposée constante.
e La fréquence de marche libre des piétons n’évolue pas en temps :

w(z,t) =w(x,0) V€ [0,L], t >0 (7.16)
e w(x,0) suit une loi gaussienne de moyenne égale & la fréquence modale du systéme piétons-TN :
L = Wo (7.17)

et d’écart-type o, = 2 x 7+ 0,094rad/s

Le cas considéré est le plus critique pour la passerelle. Pour un nombre donné N de piétons, uniformément
répartis sur la TN, les amplitudes d’oscillations de la passerelle sont les plus élevées lorsque leur fréquence
de marche libre est centrée sur la fréquence modale du systéme. Le nombre critique de piétons obtenu par
notre modele analytique pour ce cas est N, = 159.

On compare ensuite les amplitudes trouvées analytiquement grace a I’équation implicite (5.95)), et les
amplitudes trouvées numériquement. Pour les résultats numériques, on a considéré les nombres de piétons
suivants : N = 150, 166, 190, 220, 260, 300 et 320. Comme la fréquence de marche libre suit une loi
gaussienne, on a décidé de considérer différents “tirages” de la fréquence pour chaque nombre de piétons
étudié. Cing tirages différents pour la fréquence ont ainsi été étudiés numériquement. A chaque tirage de la
fréquence, on associe un tirage de la phase initiale des piétons. Les fréquences de marche libre et les phases
initiales ont été “corrigées” de sorte que les conditions de la surface invariante Sy introduite dans le chapitre
5l soient vérifiées.

Pour chaque nombre de piétons et pour chaque distribution de fréquence et de phase, on a fait la moyenne
de Pamplitude de déplacement de la passerelle et la fréquence de ses oscillations sur les dernieres 150s de la
simulation numérique (dans les cas ol on a synchronisation, on a vérifié que la totalité des 150s correspond
a ’état stationnaire). Puis nous avons selectionné pour chaque N > N, les simulations ol la synchronisation
a été atteinte, et nous avons fait une moyenne de 'amplitude stationnaire sur ces différents essais. Ceci nous
a permis d’avoir pour chaque nombre de piétons ’amplitude moyenne qu’on peut atteindre dans le cas ou
la synchronisation a lieu.

D’apres les différentes simulations réalisées, on remarque que lorsque N > N,, la synchronisation n’a
pas lieu pour toutes les distributions de fréquence. La probablilité de synchronisation lorsque N — N, est
petit, est faible et augmente lorsque N — N, augmente (simulations faites jusqu’a 1000s si aucun début
de synchronisation n’a été observé) (tableau [7.6). De plus, lorsqu’il y a synchronisation, la moyenne de
la fréquence commune des piétons et de la TN est égale a la fréquence modale du systeme piétons-TN,
conformément aux prévisions du chapitre [5 (voir tableau [7.7). On remarque également que pour un méme
nombre de piétons, lorsque la synchronisation est déclenchée 'amplitude des oscillations a I’état stationnaire
est a peu pres la méme pour les différentes fréquences étudiées. Elle est également tres proche de 'amplitude
trouvée analytiquement (figure [7.2] et tableau [7.8)). Le seul cas ol lerreur entre 'amplitude analytique et
Pamplitude numérique est élevée, est lorsque le nombre de piétons est égal a 175. Une explication possible
pour cette différence est que le nombre de fois ot la synchronisation s’est déclenchée (une fois sur cing essais)
est tres faible pour avoir des estimations correctes de ’amplitude. On peut voir aussi, d’apres les courbes
des amplitudes numérique et théorique (figure [7.2), que le nombre critique pour ce cas est effectivement de
159 piétons.
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Nombre de piétons | Nombre d’essais | Nombre d’essais Probabilité de
effectués synchronisés | synchronisation [%]

150 5 0 0

166 5 1 20
175 5 1 20
190 5 2 40
220 5 3 60
260 5 5 100
300 5 5 100
320 5 5 100

TABLEAU 7.6. La probabilité de synchronisation lorsque N > N, sur la TN lorsque la fréquence
moyenne des piétons est la fréquence modale du systéme piétons+ TN

Nombre de piétons | Fréquence de synchronisation | Fréquence de synchronisation | Erreur [%)]
numérique [H z] analytique [H z]
166 1,0026 1,0025 0,01
175 1,0012 1,0010 0,02
190 0, 9988 0,9987 0,01
220 0,9942 0,9940 0,02
260 0,9881 0, 9880 0,01
300 0,9821 0, 9820 0,01
320 0,9792 0,9790 0,02

TABLEAU 7.7. Comparaison entre les fréquences de synchronisation pour la TN trouvées analyti-

quement et les fréquences de synchronisation trouvées numériquement

Nombre de piétons | Amplitude de déplacement | Amplitude de déplacement | Erreur [%]
numérique [m] analytique [m]
166 0,0182 0,0171 6,4
175 0,0319 0,026 22,7
190 0,0386 0,0365 5,8
220 0,051867 0,0525 1,2
260 0,06712 0,07 4,3
300 0,08132 0,0858 5,5
320 0,08838 0,0935 5,8

TABLEAU 7.8. Comparaison entre les amplitudes de déplacement post-critique de la TN
trouvées analytiquement et les amplitudes de déplacement post-critique trouvées
numeériquement

Dans la figure 7.3, on compare pour une méme distribution de fréquence un cas pré-critique a gauche
de la figure (N = 150 < N,.) et un cas post-critique & droite (N = 220 > N,). Les deux graphiques du haut
présentent le déplacement de la TN a mi-travée. Il est immédiat que dans le cas pré-critique, on n’atteint pas
un état stationnaire et les amplitudes d’oscillations sont tres faibles. Par contre, dans le cas post-critique, le
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FiGURE 7.2. Comparaison entre 'amplitude de déplacement de la TN trouvée analytiquement et
Uamplitude de déplacement trouvée numériquement lorsque la fréquence moyenne des
pi€tons est la fréquence modale du systéme piétons-TN

déplacement atteint un état stationnaire et son amplitude a une valeur assez élevée. Les graphiques du bas,
présentent la fréquence instantanée d’oscillation de la TN en courbe rouge et la fréquence instantanée des
piétons & mi-travée en courbe bleu. Il est manifeste que dans le cas pré-critique (4 gauche) les deux courbes
sont distinctes, il n’y a donc pas de synchronisation, alors que dans le cas post-critique (& droite), & partir
d’un certain instant, ces courbes deviennent quasiment superposées & cause de la synchronisation (voir aussi
figure[7.4)). La représentation en temps et en espace de I’évolution de la fréquence dans les deux cas est donnée
dans la figure [7.5. Dans le cas pré-critique, on remarque que la fréquence des piétons est constante en temps.
Le graphique dans le cas post-critique permet de voir 'effet de la forme modale sur la synchronisation. En
effet, on remarque un “applatissement” de la fréquence a mi-travée di a la synchronisation qui a pour effet
de faire converger les fréquences des piétons vers la fréquence de la structure, alors que sur les extrémités
de la travée, la fréquence initiale des piétons est quasiment conservée tout le temps.

Dans la figure 7.6, on note que lorsque ’état stationnaire est atteint, la force engendrée par les piétons
et la vitesse de déplacement de la TN sont en phase.

Cas 2 : la densité de piétons est constante en temps et en espace sur la passerelle et leur
fréquence de marche libre est constante en temps, elle suit une loi gaussienne centrée
sur la fréquence modale du systeme TN-piétons avec un écart-type non constant.

Dans ce paragraphe, on considere les hypotheses suivantes :
e Un nombre constant N de piétons uniformément répartis sur la TN marchent sur la travée. Leur
densité n(x,t) est donc constante en temps et en espace :

a(e,t) = 1 (7.18)

ou on rappelle que L est la longueur de la TN, et £ sa largeur supposée constante.
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FicUure 7.3. Comparaison entre l’état pré-critique avec 150 piétons uniformément répartis sur la
TN (a gauche) et l’état post-critique avec 220 piétons (a droite) lorsque la fréquence
moyenne des pictons est la fréquence modale du systéme piétons-TN : les figures
(a) et (b) représentent le déplacement de la TN a mi-travée, et les figures (c) et (d)
montrent la fréquence instantanée de la TN (courbe rouge) et la fréquence instantanée
des piétons a mi-travée

e La fréquence de marche libre des piétons n’évolue pas en temps :
w(z,t) =w(x,0) Vz €[0,L], t >0 (7.19)
e w(x,0) suit une loi gaussienne de moyenne égale & la fréquence modale du systéme piétons-TN :
I = Wo (7.20)

0,094

Fhow
1,03
Dans la figure[7.7, on trace amplitude de déplacement de la passerelle trouvée analytiquement. On rappelle

et d’écart-type o, =

que le nombre critique trouvé analytiquement dans ce cas est de 154 piétons, ce qui est en concordance avec
la courbe tracée dans cette figure.

Cas 3 : la densité de piétons est constante en temps et en espace sur la passerelle et
leur fréquence de marche libre est constante en temps, elle suit une loi gaussienne
centrée sur la fréquence modale de la TN seule.

Dans ce paragraphe, les hypotheses suivantes sont adoptées :
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FIGURE 7.4. Zoom sur la fréquence instantanée de la TN (courbe rouge) et la fréquence instantanée
des piétons a mi-travée (courbe bleu) pour 220 piétons apres synchronisation lorsque
la fréquence moyenne des piétons est la fréquence modale du systéme pictons-TN
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FIGURE 7.5. Evolution en temps et en espace de la fréquence instantanée des piétons lorsque
leur fréquence moyenne est la fréquence modale du systeme piétons-TN (a) pour
150 piétons sur la TN, (b) pour 220 piétons sur la TN

e Un nombre constant N de piétons uniformément répartis sur la TN marchent sur la travée. Leur
densité n(x,t) est donc constante en temps et en espace :

n(x,t) = (7.21)

Ll
ou on rappelle que L est la longueur de la TN, et £ sa largeur supposée constante.
e La fréquence de marche libre des piétons n’évolue pas en temps :

w(z,t) =w(x,0) Vz € [0,L], t >0 (7.22)
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FIGURE 7.6. La force latérale modale des piétons (courbe bleue) et la vitesse modale de la TN a
mi-travée (courbe rouge) apres synchronisation pour 220 piétons lorsque la fréquence
moyenne des pictons est la fréquence modale du systéme piétons-TN

e w(x,0) suit une loi gaussienne de moyenne égale a la fréquence modale de la TN seule :
ey = 27 % 1,03rad/s (7.23)

et d’écart-type Gomega = 2 * pi * 0,094rad/s
Ce cas correspond & priori aux essais réalisés sur la TN par ARUP et aux travaux présentés dans [7,54,62].
Dans le cadre de cette étude, les nombres de piétons considérés sont N = 150, 166, 190, 220 et 300 piétons.
Plusieurs “tirages” pour la fréquence de marche libre sont également considérés (allant de 10 a 15 selon le
nombre de piétons considéré), et on a adopté la méme procédure de moyennisation que dans le paragraphe
précédent.

Comme précédemment, on remarque que la synchronisation est systématique pour les nombres de piétons
élevés, ce qui n'est pas le cas lorsque N est proche de N, (tableau7.9). De plus, apres le déclenchement de
la synchronisation, a ’état stationnaire, la force latérale des piétons et la vitesse de déplacement de la TN
sont en phase comme on ’a vu dans le paragraphe précédent.

Nombre de piétons | Nombre d’essais | Nombre d’essais Probabilité de
effectués synchronisés | synchronisation [%]
150 10 0 0
166 15 1 6,7
175 13 2 15,4
190 10 3 30
220 10 8 80
300 10 10 100

TABLEAU 7.9. La probabilité de synchronisation lorsque N > N, sur la TN lorsque la fréquence
des piétons est centrée sur la fréquence modale de la TN
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FIGURE 7.7. Amplitude de déplacement analytique de la TN lorsque la fréquence moyenne des
pi€tons est la fréquence modale du systéme piétons-structure et l’écart-type est va-
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Dans la figure [7.8, on compare le résultat analytique trouvé dans [7] et les résultats numériques obtenus
par notre modeéle. Avant d’analyser les différences entre les résultats, on tient a s’attarder un peu sur
létude réalisée dans [7]. Dans le modele présenté par Abrams dans sa these [7], Pauteur ne prend pas en
compte la masse modale des piétons dans I’équation de la dynamique. Ainsi, le cas le plus critique dans
son étude, correspond au cas ou la fréquence moyenne des piétons est la fréquence modale de la TN seule
qui dans son cas est donc la fréquence modale du systéme. D’ou les similitudes entre la formule analytique
proposée dans [7] pour la détermination de ’amplitude de déplacement post-critique de la passerelle &
I’état stationnaire, et la formule analytique que nous avons trouvée dans cette these dans le chapitre 5.
Cependant des discussions avec des ingénieurs ayant travaillé sur I'étude de différentes passerelles nous
ont confirmé que dans certains cas, si on néglige la masse modale des piétons devant la masse modale de
la passerelle, les résultats obtenus sont complétement erronés. D’ou l'intérét d’utiliser nos formules pour
la détermination du nombre critique de piétons, de 'amplitude de déplacement de la passerelle et de la
fréquence de synchronisation. Revenons maintenant a la figure [7.8l La courbe (trait continu) représente
les résultats obtenus dans [7], et les points représentent les résultats obtenus numériquement grace a notre
modele pour les différents nombres de piétons. L’amplitude du déplacement obtenu par notre modele, est
inférieure a celle obtenue par Abrams. Ceci s’explique par deux points :

e Dans [7] la fréquence modale du systéme est la fréquence de la TN seule

e Dans [7] la forme modale n’a aucune influence sur la synchronisation. C’est comme si le piéton qui

est a 'extrémité de la travée ressentait les mémes oscillations que celui qui est a mi-travée, ce qui

est contraire aux observations de Smith [33]. Le nombre de piétons synchronisés dans son modele est

donc plus élevé, par conséquent 'amplitude de la force engendrée par les piétons aussi.
De plus, on remarque que les amplitudes de déplacement de la TN trouvées dans ce cas sont inférieures a
celles trouvées dans le cas 2. Ceci est du au fait que dans le cas 2 la fréquence moyenne des piétons est
la fréquence modale du systéme piétons-TN et ne 'est pas dans le cas présent. Dans les figures 7.9 & [7.11),
on illustre comme précédemment un cas pré-critique (150 piétons) et un cas post-critique (220 piétons). La
distribution de fréquences utilisée est la méme que pour les figures 7.3/ &4 [7.5. On peut remarquer que par
comparaison avec la figure [7.3, dans le cas post-critique, la synchronisation est plus longue a se déclencher.
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FiGURE 7.8. Comparaison entre lamplitude de déplacement de la TN trouvée analytiquement
d’aprés [7] et Uamplitude de déplacement trouvée numériquement lorsque la fréquence
moyenne des piétons est la fréquence modale de la passerelle seule

Dans la figure7.10, on montre un zoom de la fréquence instantanée des piétons a mi-travée et de la fréquence
instantanée de la TN. Enfin, dans la figure [7.12, on peut voir, comme dans le cas précédent, que lorsque
I’état stationnaire est atteint, la force engendrée par les piétons et la vitesse de déplacement de la TN sont
en phase.

Cas 4 : la densité des piétons est constante a ’entrée de la passerelle, elle évolue en
temps et en espace, la fréquence des piétons suit une loi gaussienne de moyenne la
fréquence modale de la TN seule

Dans ce paragraphe 'hypothese sur la fréquence est conservée.

A Tinstant initial, la passerelle est vide :
n(xz,0) =0Vz € [0, L] (7.24)

La condition sur la densité en « = 0 est :

Tlo si 77(51“7 O) < Nmazx
= -2
n(0,1) { 0 si 7(6z,0) > Nmax (7.25)

avec 0x =

. Dans ce cas, la longueur des pas varie en fonction de la densité et des oscillations de la
nmaa:
passerelle. Nous avons considéré pour cette partie deux valeurs différentes de 79 et deux distributions de

fréquence libre des piétons sur la passerelle, ayant la méme moyenne et le méme écart-type.

La premiere valeur de 79 que nous avons considérée est 179 = 0, 5p/m?. Si on avait une densité constante
de 0,5p/m? sur toute la TN, le nombre de piétons serait de 162.

Dans la suite, on compare les résultats obtenus pour deux distributions de fréquence différentes. Pour
pouvoir les différencier, on notera F'R1 et F'R2 ces deux distributions.
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Ficure 7.9. Comparaison entre l’état pré-critique avec 150 piétons uniformément répartis sur la
TN (a gauche) et l’état post-critique avec 220 piétons (a droite) lorsque la fréquence
moyenne des piétons est la fréquence modale de la TN seule : les figures (a) et (b)
représentent le déplacement de la TN a mi-travée, et les figures (c) et (d) montrent la
fréquence instantanée de la TN (courbe rouge) et la fréquence instantanée des piétons

a mi-travée

Dans la figure [7.13, on compare le déplacement de la TN & mi-travée pour ces deux fréquences. On
remarque que ce déplacement est tres faible pour F'R1 et assez élevé pour F'R2, ce qui laisse présager que
le comportement des piétons differe d’un cas a l'autre. La répartition des piétons sur la passerelle doit
donc étre différente; en effet, dans la figure [7.14] il est clair que dans le cas de FR1 (figure de gauche),
la densité est quasiment constante en temps, alors que dans le cas de F'R2, la densité des piétons devient
trés importante dans la premiere moitié de la TN. En effet, comme la TN commence a osciller, les piétons
ralentissent leur marche notamment & mi-travée ou les oscillations sont les plus importantes (voir figure
7.15-(b)). Celles-ci devenant de plus en plus fortes, les piétons s’arrétent alors de marcher, provoquant un
bouchon. On remarque que sur les derniers metres de la passerelle, il n’y a quasiment plus de piétons. En
effet, ceux qui étaient présents ont pu sortir avant que les oscillations n’handicapent leur avancement, et les
autres piétons n’arrivent plus a avancer a cause de 'importance des oscillations. Pour les deux distributions,
le nombre de piétons devient constant (figure [7.16) : N = 160 pour FR1 et N = 280 pour F'R2.

Dans la figure[7.17, on compare dans les deux cas de distributions la fréquence instantanée de la TN (en
rouge) et la fréquence instantanée des piétons & mi-travée (en bleu). Dans la figure [7.18, on trace 1’évolution
de la fréquence instantanée des piétons en fonction du temps et de ’espace. On déduit de ces figures, que
les piétons sont synchronisés avec la structure pour F'R2 et ne sont pas du tout influencés par cette derniere
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FIGURE 7.10. Zoom sur la fréquence instantanée de la passerelle (courbe rouge) et la fréquence ins-
tantanée des piétons (courbe bleue) pour 220 piétons aprés synchronisation lorsque
leur fréquence moyenne des piétons est la fréquence modale de la TN seule
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FIGURE 7.11. Evolution en temps et en espace de la fréquence instantanée des piétons lorsque leur
fréquence moyenne est la fréquence modale de la TN seule (a) pour 150 piétons sur
la TN, (b) pour 220 piétons sur la TN

pour F'R1.

On tient a attirer I'attention du lecteur que ces deux distributions de fréquence font également partie
des distributions utilisées dans le cas 2. Dans les deux cas, pour 150 piétons uniformément répartis sur la
TN, la synchronisation ne s’est pas déclenchée. Pour 166 piétons, la synchronisation ne s’est pas déclenchée
pour FR1, alors que pour F'R2 on a pu observer ce phénomene avec une amplitude stationnaire de 1, 16ecm.
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FIGURE 7.12. La force latérale modale des piétons (courbe bleue) et la vitesse modale de la TN a
mi-travée (courbe rouge) aprées synchronisation pour 220 piétons lorsque la fréquence
moyenne des piétons est la fréquence modale de la TN seule

Pour 300 piétons, la synchronisation s’est déclenchée dans les deux cas, avec une amplitude de 7, 86¢cm pour
FR1 et 7,88¢cm pour FR2. On considére maintenant le cas ou 179 = 1p/m?2. Si on avait une densité
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FIGURE 7.13. Le déplacement de la TN & mi-travée pour ng = 0,5p/m? (a) pour la distribution de
fréquences FR1, (b) pour la distribution de fréquences F R2

constante de 1p/m? sur toute la TN, le nombre de piétons serait de 324 piétons. Dans les figures [7.19 &
7.24, on remarque que pour FR2, on retrouve le méme phénomene que dans le cas ol 79 = 0,5p/m?. La
différence entre les deux cas est que la synchronisation se déclenche plus rapidement dans le cas g = 1p/m?.
Pour la fréquence F'R1, la synchronisation ne s’est pas déclenchée malgré le nombre important de piétons
sur la passerelle. Mais contrairement au cas 1y = 0,5p/m?, la répartition des piétons sur la TN n’est pas
uniforme (ou presque). On remarque que la densité des piétons est assez élevée dans la premiére moitié de
la passerelle, mais elle est moins importante dans la deuxieme moitié. Ceci s’explique par le fait que les
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FIGURE 7.14. La densité des piétons sur la TN en fonction de ’espace et du temps pour ng =
0,5p/m? (a) pour la distribution de fréquences FR1, (b) pour la distribution de
fréquences F'R2
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FIGURE 7.15. La vitesse des piétons sur la TN en fonction de [’espace et du temps pour ny =
0,5p/m? (a) pour la distribution de fréquences FR1, (b) pour la distribution de
fréquences F R2

piétons continuent a entrer sur la TN, alors que dans la deuxieme moitié les piétons continuent a sortir de
la travée de maniere “uniforme”, puisqu’aucune oscillation de la TN ne vient perturber I'ordre établi. Apres
un certain temps, un état “stationnaire” finit par s’installer. On remarque que le nombre de piétons sur la
TN pour les fréquences FR1 et FR2 est tres similaire. Rappelons que ces deux distributions, ont la méme
moyenne et le méme écart type. Cependant, leur distribution sur la passerelle, fait en sorte que la répartition
des piétons et leur comportement sont différents. Ceci est du au caractere aléatoire de la fréquence.

7.3.3.3 Discussion

Dans nos essais, on a pu constater que pour ces deux fréquences, lorsque les piétons sont uniformément
répartis sur la TN, la synchronisation se déclenche au moins a partir de 190 piétons sur la passerelle. On
peut voir alors l'intérét d’étudier 1’évolution du comportement des piétons sur la passerelle. Cependant,
dans les modeles rencontrés (& part celui de [15]), les auteurs négligent ce point. Evidemment, pour que
notre modele soit “complet”, il nous faut utiliser également 1’équation de transport sur la fréquence ce qui
nous permettrait de faire évoluer la fréquence et la “renouveler” lorsque de nouveaux piétons entrent sur
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FIGURE 7.17. Fréquence instantanée de la passerelle en rouge et fréquence instantanée des piétons
a mi-travée en bleu pour ng = 0,5p/m? (a) pour la distribution de fréquences FRI,
(b) pour la distribution de fréquences F' R2

la passerelle. Ceci fait partie des perspectives du travail que nous voudrions faire dans la suite. De plus,
on voudrait faire des comparaisons avec des valeurs expérimentales si nous pouvons obtenir des données
exploitables. On attire 'attention du lecteur, que pour le moment, les modeles trouvés dans la littérature,
s’intéressent pour la plupart a la détermination du nombre critique de piétons.

7.4 Application a la passerelle Simone de Beauvoir

Dans cette partie, on applique notre modele a la passerelle Simone de Beauvoir & Paris. On commence
par décrire la passerelle, puis on s’intéresse a son premier mode latéral. On détermine le nombre critique de
piétons pour plusieurs cas de distribution de fréquences, puis on étudie le cas ol la moyenne des fréquences
des piétons est la fréquence modale du systéme piétons-passerelle. Ensuite, nous présentons des résultats
numériques obtenus sur cette passerelle lorsque la densité des piétons est constante en temps et en espace.
On commence par analyser le cas d’une marche libre (uy = 0,9350Hz et oy = 0,0930H z), puis le cas d’une
marche ayant comme fréquence moyenne, la fréquence modale de la passerelle seule.
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FIGURE 7.18. Fréquence instantanée des piétons en fonction de l’espace et du temps pour ny =
0,5p/m? (a) pour la distribution de fréquences FR1, (b) pour la distribution de
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FIGURE 7.19. Le déplacement de la TN & mi-travée pour ng = 1p/m? (a) pour la distribution de
fréquences FR1, (b) pour la distribution de fréquences F R2

7.4.1 Description et caractéristiques de la passerelle

La passerelle Simone de Beauvoir a été inaugurée en 2006. Elle est située dans le treizieme arrondissement
de Paris. Elle traverse la Seine en une seule travée. Cette passerelle n’est pas symétrique et est constituée
de deux “étages”. Elle est formée d’une lentille centrale reliée aux deux rives par des “passerelles” latérales.
La longueur totale de Simone de Beauvoir est de 304m, sa portée principale est de 190m et la lentille est de
106m. Sa largeur est de 12m.

D’apres I'analyse effectuée sur la passerelle, apres 'ajout des amortisseurs, le premier mode est un mode
de vibration latérale, de fréquence 0,561 Hz et son amortissement proportionnel est de 0,73%. La forme
modale correspondant a ce mode peut étre approchée par un demi-sinus.

7.4.2 Détermination du nombre critique de piétons

Comme on peut le remarquer d’apres le paragraphe consacré au Millennium, le nombre critique de
piétons change selon la moyenne et I'écart-type de la fréquence de marche des piétons. On étudie alors les

trois cas qui sont les plus susceptibles d’avoir lieu :

1. les piétons ont une marche “normale” (fréquence autour de 1H z)
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FIGURE 7.20. La densité des piétons sur la TN en fonction de ’espace et du temps pourng = 1p/m?
(a) pour la distribution de fréquences FR1, (b) pour la distribution de fréquences
FR2
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FIGURE 7.21. La vitesse des piétons sur la TN en fonction de l’espace et du temps pour ng = 1p/m?
(a) pour la distribution de fréquences F'R1, (b) pour la distribution de fréquences
FR2

2. la fréquence moyenne des piétons est égale a la fréquence modale de la passerelle seule

3. la fréquence moyenne des piétons est la fréquence modale du systéme piétons-structure.

Dans les différents cas que nous allons présenter, on trouve le nombre critique N, de piétons grace a la
résolution de 1’équation (5.82).

1. On considere le cas d’une marche “normale”. La fréquence des piétons suit donc une loi normale de
moyenne p¢ = 0,9350H z et d’écart-type oy = 0,093 H z. Il est clair que dans ce cas, la fréquence de la
passerelle, est tres éloignée de la fréquence des piétons et qu’il est improbable qu’une synchronisation se
déclenche. Effectivement, dans ce cas, ’équation (5.82) n’admet aucune solution. Nous avons réalisé
une simulation numérique pour ce cas. Nous avons considéré le cas ou la densité des piétons est
constante sur la passerelle et n’évolue pas en temps. Le nombre de piétons sur la travée principale est
de 5000 piétons, ce qui correspond & une densité de 2,1930p/m? et pourtant, comme on peut le voir
sur la figure [7.25-(a), le déplacement de la passerelle est tres faible et aucune synchronisation ne s’est
déclenchée (figures [7.25-(b) et [7.26]).

2. Nous considérons maintenant le cas le plus critique, ou la fréquence moyenne des piétons est la
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FIGURE 7.22. Nombre de piétons sur la TN pourng = 1p/m? (a) pour la distribution de fréquences
FR1, (b) pour la distribution de fréquences F'R2
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FIGURE 7.23. Fréquence instantanée de la passerelle en rouge et fréquence instantanée des piétons
a mi-travée en bleu pour no = 1p/m? (a) pour la distribution de fréquences FRI,
(b) pour la distribution de fréquences F'R2

fréquence modale du systeme piétons-structure :

wo 0,935
= — = .2
m= o 98 = 0.003M (7.26)
Le nombre critique trouvé est :
N, =412 (7.27)

Il correspond & une densité de 0, 1807p/m? sur la travée principale.

3. Dans le cas ou la fréquence moyenne des piétons est égale a la fréquence modale de la passerelle seule,
on a :
pr=0,561Hz, oy =0,0558H% (7.28)

Le nombre critique est
N, = 423 (7.29)

N, est assez élevé, cependant, la densité correspondante (0, 1855p/m?) est treés faible, dii aux grandes
dimensions de la travée principale.
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FIGURE 7.24. Fréquence instantanée des piétons en fonction de l'espace et du temps pour ng =
Ip/m? (a) pour la distribution de fréquences FR1, (b) pour la distribution de
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FIGURE 7.25. 5000 piétons en marche “normale” sur la passerelle Simone de Beauwvoir (a) le
déplacement de la passerelle a mi-travée, (b) la fréquence instantanée de la passerelle

(rouge) et la fréquence instantanée des piétons a mi-travée (bleu)

7.4.3 Amplitude d’oscillations et simulations numériques

Dans ce paragraphe, on étudie le cas ou la fréquence moyenne des piétons est la fréquence modale de la
passerelle seule et celui ou elle est égale a la fréquence modale du systéeme piétons-structure. Dans les deux
cas, on suppose que la densité des piétons est constante sur la passerelle en temps et en espace.

1. Nous allons commencer par la situation la plus critique : la fréquence moyenne des piétons est la
fréquence moyenne du systeme piétons-passerelle. Pour ce cas, nous avons calculé analytiquement,
par la résolution de I'équation (5.95), 'amplitude du déplacement de la passerelle, pour différents
nombres de piétons. Les résultats sont montrés sous forme de courbe dans la figure [7.27.

2. Le second cas étudié est celui ou la fréquence des piétons a pour moyenne la fréquence modale
de la passerelle seule. Actuellement, on n’a pas encore de solution analytique nous permettant de
déterminer 'amplitude du déplacement de la passerelle pour ce type de situations. On a donc réalisé
deux simulations numériques. Pour une méme distribution de fréquence sur la passerelle, on a considéré
un cas pré-critique (200 piétons) et un cas post-critique (800 piétons). On peut voir sur les figures
7.28., [7.29 et [7.30, que comme prévu, dans le cas pré-critique, le déplacement de la passerelle est tres
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FIGURE 7.26. Evolution de la fréquence instantanée des piétons pour 5000 piétons en marche
“normale” sur la passerelle Simone de Beauvoir

faible et le phénomene de synchronisation ne se déclenche pas. Dans le cas post-critique, on atteint
des amplitudes de déplacement tres importantes, avec évidemment la présence du phénomene de
synchronisation.

7.4.4 Concernant le premier mode de la passerelle Simone de Beauvoir...

L’étude réalisée sur la passerelle Simone de Beauvoir nous indique que le premier mode ne peut pas
étre excité dans le cas d’'une marche “normale”. Ceci est possible si on impose une fréquence proche de la
fréquence modale de la passerelle seule ou du systeme passerelle-piétons. Cependant, cet acte de “vandalisme”
ne peut avoir des effets néfastes qu’en présence d’'un nombre important de piétons (> 400) uniformément
répartis sur la travée principale. Une étude plus détaillée concernant le comportement de la passerelle et des
piétons lorsque ’on prend en compte 1’évolution des piétons sur la passerelle sera réalisée afin de tirer des
conclusions définitives sur ce point. De plus, on souhaiterait comparer les amplitudes obtenues par notre
modele et les vraies amplitudes de déplacement de la passerelle si les données nécessaires sont disponibles.

7.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons déterminé les différents parametres de notre modele. Ensuite, une comparai-
son entre le modele numérique et des solutions analytiques a été réalisée afin de valider notre implémentation.
Puis nous avons appliqué notre modele sur la travée Nord de la passerelle du Millennium et sur la passerelle
Simone de Beauvoir. Nous avons déterminé les nombres critiques pour chacune de ces passerelles et nous
avons présenté les résultats obtenus (numériques ou analytiques selon les cas). Comme ceci a été précisé
au cours de ce chapitre, le manque de données expérimentales ne nous a pas permis de pousser plus loin
notre étude. De plus, il serait intéressant de connaitre 1’évolution de I'écart-type de la fréquence des piétons
lorsque ceux-ci doivent marcher & une fréquence donnée. Enfin, on voudrait également lancer des simulations
dans le cas ou la fréquence libre (ou souhaité) des piétons n’est pas constante en temps, afin de comparer
les résultats obtenus avec les résultats actuels.



192

RESULTATS

o

o [N

[N N}
T

o

o

©
T

Amplitude de déplacement [m]
o o
o o
N »

o

o

N
T

Nombre de piétons

0 100 200 300 400 500

FIGURE 7.27. Amplitude de déplacement analytique de la passerelle Simone de Beauvoir lorsque la

0.15¢
0.1}
0.05¢

U [m]
o

-0.05¢
-0.1}
-0.15¢

(a)

fréquence moyenne des piétons est la fréquence modale du systéme piétons-structure

et écart-type est variable

Déplacement de la passerelle

200 400 600 800
temps [s] (b)

0.15|

0.1}
005}
% 0

-0.05¢
-0.1}
-0.15¢
0 260 460 6(50 800

Déplacement de la passerelle

temps [s]

FIGURE 7.28. Déplacement de la passerelle Simone de Beauvoir ¢ mi-travée pour une fréquence

moyenne de marche égale a la fréquence modale du systéme piétons-passerelle (a)

dans un cas pré-critique (200 piétons), (b) dans un cas post-critique (800 piétons)



Conclusions 193

passerelle ‘
L : passerelle
1t pietons R 1r piétons
) )
[%2] 0.8 n 0.8}
Q. (o
S ; S ;
Q Q
< 0.6 I F'. Iﬁ" Ao T 060
0.4¢ R 0.4f -
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
(a) espace [m] (b) espace [m]
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FIGURE 7.30. Evolution de la fréquence instantanée des piétons a mi-travée pour une fréquence
moyenne de marche égale a la fréquence modale du systéme piétons-passerelle (a)
dans un cas pré-critique (200 piétons), (b) dans un cas post-critique (800 piétons)
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Conclusions et perspectives

Au cours de cette these, nous nous sommes intéressés au phénomene des oscillations latérales des pas-
serelles engendrées par l’excitation piétonne. Le but de ce travail était de développer un modele couplé
foule-structure qui permette de représenter ce phénomene en se basant sur des données physiques et
expérimentales, dans un contexte mathématique rigoureux. Ce modele devait pouvoir simuler le comporte-
ment des piétons et de la passerelle en prenant en compte les interactions piétons-piétons et piétons-passerelle
qui régissent le couplage entre ces deux systémes. Nous avons concentré nos efforts sur ’étude de la syn-
chronisation des piétons avec la passerelle.

La premiere étape de cette these est une étude bibliographique nécessaire au démarrage toute recherche.
Grace a cette étude, nous avons pu collecter des informations importantes concernant la marche d’un
piéton et comment celui-ci réagit face aux oscillations de la passerelle, ou lorsque la densité des piétons
qui ’entourent est importante. De plus, nous nous sommes intéressés aux différents modeles présents dans
la littérature pour faire le point sur ce qui avait déja été fait dans le domaine et ce qui nous restait a faire.

Ensuite nous avons étudié des données expérimentales concernant la force engendrée par un piéton sur
un plancher rigide. Cette étude a été faite en utilisant la transformée de Fourier et la série de Fourier. Elle
a abouti a la modélisation de la force engendrée par un piéton sur un plancher rigide qui nous a été tres
utile par la suite. Cette partie concernant 1’analyse expérimentale s’est poursuivie avec I’analyse modale de
la passerelle Simone de Beauvoir et de la passerelle réalisée en laboratoire par 1’Association Frangaise de
Génie Civil.

La troisieme étape est le développement de notre modele. Nous proposons un modele continu couplé
foule-structure qui s’intéresse au comportement “global” de la foule et non pas a celui de chaque piéton la
constituant. Nous avons supposé que ce comportement est semblable & celui d’un fluide compressible régi
par I’équation de conservation de la masse. Le comportement de la passerelle est restreint au mode propre
dont la fréquence est proche de celle de la force latérale des piétons (dans notre cas le premier mode).
La synchronisation des piétons avec la structure est modélisée grace a une forme continue particuliere de
I’équation de Kuramoto. Dans notre modele, nous avons également pris en compte la synchronisation entre
les piétons et I’évolution de la fréquence de marche libre des piétons en fonction du temps et de I'espace.

Dans I’étape suivante, nous avons considéré un cas particulier du modele, que nous avons étudié ana-
lytiquement. Ce travail nous a permis de déterminer certains parametres du modele et de valider notre
implémentation numérique. De plus, grace a ce travail nous pouvons déterminer le nombre critique de piétons
a partir duquel la synchronisation peut se déclencher, et estimer la fréquence de synchronisation. Dans le cas
particulier ou la moyenne de la fréquence des piétons est la fréquence modale du systéeme piétons-passerelle,
on peut calculer 'amplitude du déplacement de la passerelle apres synchronisation a 1’état stationnaire.

Vient ensuite 'implémentation numérique du modele. La complexité du modele et le couplage qui existe
entre les différentes équations ont rendu la tache assez compliquée. Les méthodes de résolution classiques
que 'on trouve dans la littérature, induisent des erreurs numériques qui dans certaines situations peuvent
étre considérées comme négligeables. Mais dans notre modele, ces erreurs conduisent & des situations inac-
ceptables, comme par exemple une densité de piétons négative ! Nous avons donc effectué une recherche plus
approfondie dans ce domaine et développé des modeles mieux adaptés a notre étude.

Enfin, la derniere partie du travail consistait & déterminer les parametres du modele, vérifier que le
modele numérique et les résultats analytiques sont concordants et appliquer ce modele au cas de passerelles
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réelles. Ainsi, nous avons déterminé le nombre critique de piétons pour la travée Nord de la passerelle du
Millennium pour différentes situations, et comparé nos résultats avec ceux trouvés dans la littérature lorsque
ceci est possible. De plus, nous avons estimé Iamplitude du déplacement de cette travée, analytiquement
ou numériquement selon les cas. Nous avons pu constater que la concordance des résultats analytiques et
numériques est tres satisfaisante. Nous avons pu vérifier qu’apres synchronisation, la force latérale des piétons
et la vitesse de déplacement latéral de la passerelle sont en phase. L’étude de la passerelle du Millennium
nous a permis de mettre en évidence 'importance de la prise en compte de ’évolution de la densité des
piétons sur la passerelle. Nous avons également étudié le premier mode latéral de la passerelle Simone de
Beauvoir. Nous avons déterminé le nombre critique de piétons sur cette passerelle pour différentes situations,
et nous avons calculé 'amplitude du déplacement dans le cas ou la fréquence moyenne des piétons est la
fréquence modale du systeme piétons-structure. Des simulations numériques ont également été réalisées.
On a pu constater que ce mode n’est pas excitable dans le cas d’une marche libre. Par contre pour mettre
la passerelle en vibration suivant ce mode, il faudrait un nombre tres élevé de piétons dont la fréquence
latérale moyenne est la fréquence modale de la passerelle ou du systéme piétons-passerelle. Si nous avions
des données expérimentales nous permettant de déterminer les amplitudes de déplacement (ou de vitesse ou
d’accélération) obtenues expérimentalement dans les cas qui nous intéressent, nous pourrions les comparer
avec celles trouvées par notre modele.

Notre modele combine une étude de I'évolution des piétons sur la passerelle et une prise en compte
“physique” de leur synchronisation avec la structure, ce qui n’est pas le cas d’autres modeles trouvés dans la
littérature. Ainsi, certains modeles tiennent compte du comportement de la foule de piétons [15] mais leur
prise en compte de la synchronisation et de la vitesse de marche des piétons est qualitative. Dans d’autres
modeles ou la synchronisation est modélisée par une équation de type Kuramoto [7,54,62], I’évolution des
piétons sur la passerelle n’est pas étudiée. De plus, dans ces derniers modeles, la masse modale des piétons
est négligée (ou oubliée ?) et effet de la forme modale de la passerelle n’est pas prise en compte : les piétons
ressentent les mémes oscillations ot qu’ils soient sur la passerelle et ont le méme effet qu’ils soient sur un
ventre ou sur un noeud du mode considéré. De plus, notre étude analytique a permis de déterminer le
nombre critique de piétons dans plusieurs cas, alors que dans d’autres modeles ce nombre critique concerne
uniquement le cas ol la fréquence moyenne des piétons est la fréquence modale du systéme (qui se limite
pour eux & la passerelle seule).

Il serait intéressant pour la suite d’étudier la synchronisation verticale des piétons avec la passerelle.
Ceci permet de compléter ce travail pour une meilleure analyse des modes de torsions des passerelles. On
pourrait également développer ce modele en 2D et ’étendre pour qu’il gere des surfaces 3D pour étudier
plus finement des passerelles ayant des architectures complexes comme par exemple la passerelle Simone de
Beauvoir qui est formée de deux étages. De plus on pourrait étendre ’application de ce modele a des stades,
des salles de concerts, etc... Enfin, dans une these débutant en octobre 2008 & I'UR Navier, un modele discret
sera développé.
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Annexe A :
Les équations du chapitre 5
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Dans cet Annexe, nous présentons les détails de certains calculs du chapitre 5.

Les détails du calcul permettant d’aboutir a I’équation (5.28) :

Le terme de droite de 1’équation (5.26) s’écrit :

%f(:cm, T)sin(t +¢(T))dr = f < sin(0(z,7,T) + 1) > sin(r + (T))dr
—2ba(T) fCOS(T + (7)) sin(r +(T))dr
]{ < sin(0(z,7,T) + ) > sin(r + (T))dr

= % < cos(O(z,7,T) —(T)) >

Les détails du calcul permettant d’aboutir a ’équation (5.30) :

Le terme de droite de I'équation (5.27) s’écrit :

%f(z,r,T) cos(r + (T))dr = ?f< sin(0(z, 7, T) + o +7) > cos(r + (T))dr
_2ba<T)j§cos(r +(T))2dr
— _ba(T) + }{ < sin(0(x, 7, T) +7) > cos(r + H(T))dr  (31)
— ba(T)+ < j’{ sin(6(z, 7, T) + 7) cos(r + (T))dr >

= —ba(T)+ % < sin(0(z,7,T) — p(T)) >

Les détails du calcul permettant d’aboutir & I’équation (5.59) :

cos(¢) _
f{ 1Q(x) — ¢ — ay (z) sin(p)| dp = (32)

a cause des égalités suivantes :

—m/2 cos(yp) B 0 cos(¢)
/,ﬂ [Q2) — g — at (@) sin()] /m Q) — ¢ — avr (@) sin(p)] ¥

/2 cos(yp) 7 cos(y)
/o 0) — ¢ — ats (@) sinp)] ¥~ /ﬂ/z ) — ¢ — ava (@) sin(@)] 7

Détermination du parametre d’ordre complexe R :
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D’apres I’équation (5.119) :

R - / ot / h j{ (i + ) cos(0)g(Q)d0dx

L/2

L/2
= 0)dodd,
i o | s

L2
/ n&/}l/ ]{pcos 0)dodQdx
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