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Résumé Cette thése a pour objet la construction d’estimateurs non-linéaires & base
d’observateurs asymptotiques. Dans un premier temps nous développons un observateur
destiné a estimer des concentrations en réactifs dans un réacteur de polymérisation du
groupe TOTAL. Dans un deuxiéme temps, nous nous posons des questions d’ordre plus
théorique sur 'utilisation des symétries dans la conception d’observateurs non-linéaires.

Le réacteur que nous avons considéré est un réacteur de polymérisation haute pression
qui produit des polymeéres de type plastique composés de deux ou trois monomeéres. L’esti-
mation des concentrations en certains réactifs dans les différentes zones du réacteur repose
sur la modélisation de la réaction. Le modéle consiste principalement un bilan de matiére,
d’énergie, et 1'utilisation de modéles de cinétique chimique. Ensuite via les équations du
modele et les mesures de températures et débits, on remonte aux concentrations en temps
réel. L’estimateur construit est non-linéaire, et la convergence repose sur une structure
triangulaire. Cet estimateur a été installé et validé sur l'unité industrielle.

La convergence de l'estimateur envisagé est indépendante du choix des unités dans
lesquelles on écrit les bilans. Nous nous sommes interrogés sur la possibilité, quand on
fait un observateur pour les concentrations, d’écrire des termes de correction indépendants
des unités. A cet effet nous avons considéré un exemple plus académique : un réacteur
chimique exothermique, pour lequel on mesure les températures et les débits, et ou la
cinétique chimique est d’ordre 1. On veut estimer certaines concentrations, et I’on souhaite
que les propriétés de convergence soient indépendantes des unités. Cette étude a montré
qu’une approche basée sur les symétries pouvait suggérer des termes de correction non-
linéaires puis des changements de variables propices a 1’étude de la convergence globale,
pour des observateurs dont la forme est du type observateur de Luenberger ou filtre Kalman
Etendu.

Ensuite, nous avons développé une méthode générale pour écrire de maniére systé-
matique les termes de corrections qui préservent les symétries. La contribution théorique
principale de la these est de donner une méthode pour construire tous les termes de cor-
rections non-linéaires qui préservent les symétries. On remet ensuite en perspective la
notion d’erreur entre I’état et son estimée en proposant la notion d’erreur invariante. La
dynamique de cette erreur invariante posséde alors des propriétés fort intéressantes. En
particulier, elle est indépendante de la trajectoire du systéme pour un systéme invariant a
gauche sur un groupe de Lie. On applique alors cette nouvelle théorie des observateurs in-
variants & principalement trois exemples, un réacteur chimique pour lequel on construit un
observateur globalement convergent, un exemple de voiture non-holonome ot ’on construit
un observateur presque globalement convergent, et un exemple emprunté au domaine de
la navigation inertielle aidée par des mesures de vitesse pour lequel on obtient la conver-
gence locale autour de toute trajectoire et tel que le comportement global de 'erreur est
indépendant de la trajectoire et des entrées.

Bien que nous n’ayons abordé en détail que les situations ou la dimension du groupe
reste inférieure a celle de ’état, il est trés naturel d’envisager de traiter avec une approche
analogue des cas plus généraux. Tel est l'objet de la derniére partie de la thése avec quatre
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exemples. La synthese d’observateur réduit pour une classe de systéme Lagrangien dont on
mesure la position : le groupe de transformation est celui des changements de coordonnées
sur I'espace de configuration. Les modéles de type Saint-Venant qui interviennent dans les
modéles océanographiques : I'espace d’état est de dimension infinie car les modéles sont
a base d’équations aux dérivées partielles. La fusion de données en navigation inertielle
avec comme mesure une image et donc une sortie de dimension infinie. Enfin, I’estimation
paramétrique d’un systéme quantique a deux états ou la dimension du groupe est un peu
plus grande que celle de I'état.

Summary This thesis is about the construction of non-linear estimators of the asympto-
tic observers type. We will first build an observer in order to estimate the concentrations in
reactive in a polymerization reactor of TOTAL. Then we will pursue theoretical questions
about the use of symmetries for the design of non-linear estimators.

The chemical reactor we worked on is a high pressure polymerization reactor which
produces plastics that are polymers made of two or three monomers. The estimation of
the concentrations in each reactive in the several zones of the reactor is based on a model
of the reaction. The model consists of a mass balance, an energy balance, and the use of a
chemical kinetics model. Thanks to the equations of the model, and to the measurements
of temperature and flows, we give a real-time estimation of the concentrations. It is a non-
linear estimator, and the convergence is based on contraction properties. This estimator
was implemented and validated on the industrial unit.

The convergence of the estimator is independent of the choice of the units with which
the balances are written. We wondered if it always possible, when one builds an observer
for the concentrations of the Luenberger or extended Kalman filter type, to write correction
terms which do not depend on the units. We thus considered a more academic example : a
chemical exothermic reactor, for which the temperature and flows are measured, and the
chemical kinetics is of order one. We want to estimate the concentrations, and we want the
convergence properties to be independent of the physical units. This study showed that an
approach based on symmetries could suggest non-linear correction terms, and some change
of variables which help when it comes to studying global convergence of observers of the
Luenberger of extended Kalman filter type.

Then we developed a general method in order to write correction terms which syste-
matically preserve the symmetries of the system. The principal theoretical contribution of
the thesis is to give a precise method to write all the correction terms which preserve the
symmetries. The notion of the error between the true state and the estimated state is re-
explored via the notion of invariant state-error. The invariant state error dynamics has very
interesting properties. In particular it is independent of the trajectory for a left-invariant
trajectory on a Lie group. We apply the theory of invariants observers to mainly three
examples, a chemical reactor for which we build a non-linear globally convergent observer,
an example of a non-holonomic car for which we build an almost globally convergent ob-
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server, and an example of inertial navigation assisted by velocity measurements for which
we get the local convergence around any trajectory and such that the global behavior of
the error does not depend neither on the trajectory nor on the inputs.

Although the theory deals with the cases where the dimension of the symmetry group
is smaller than the dimension of the state, it seems very natural to use a similar method
to deal with the general case. This is the topic of the last part of the thesis where we look
at four examples. The synthesis of reduced observer for a class of lagrangian systems such
that all the positions are measured : the transformation group consists of all the change of
coordinates on the configuration space. The models of the Saint-Venant type on which the
Shallow-water model are based, and which are used in oceanography : the dimension of the
state space is infinite since the models use partial differential equations. The data fusion
in inertial navigation for which the measurement is an image, and thus is dimension of the
output is infinite. Finally, the parametric estimation of a two-states quantum system for
which the dimension of the group is bigger than the dimension of the state.



Remerciements

Je remercie Ivan Kupka président du jury, Yacine Chitour et Claude Samson rappor-
teurs de ma thése ainsi que les examinateurs Philippe Martin, Rodolphe Sepulchre et Marc
Souche.

Je tiens a remercier aussi tres chaleureusement mon directeur de thése Pierre Rouchon
pour le soin qu’il a apporté a I’encadrement du doctorat dans son ensemble. J’ai été tres
honoré de pouvoir travailler a ses cotés et bénéficier de ses conseils.

Je remercie Francois Chapelais, Jean Levine, Philippe Martin, Nicolas Petit et Laurent
Praly pour leur constante disponibilité pour répondre & mes diverses questions et pour les
nombreuses discussions que nous avons eues, qu’elles soient relatives au travail de thése,
ou d’ordre plus général. Je remercie également Madame Legallic qui a pu faire en sorte
que tout soit le plus simple pour moi dans 'organisation des déplacements.

Je remercie encore Marc Souche pour avoir suivi le travail de thése, fait le lien avec
les divers événements liés au groupe TOTAL, et m’avoir aidé sur la partie informatique
industrielle.

Je remercie beaucoup Gwenvaél Le Seac’h d’Arkema pour sa patience devant ma naiveté
et mes nombreuses interrogations liées au processus, et pour sa collaboration sur la partie
industrielle du travail de these. Je le remercie d’avoir toujours permis que je sois recu lors
des visites sur site dans des conditions optimales.

Mes remerciements iront aussi & Pascal Schaefer pour son aide trés bienvenue quant a
la fiabilisation du programme d’estimation d’un point de vue informatique industrielle.

Je remercie Philippe Canin et Jacqueline Jeanjean du site de Carling.

Je remercie enfin Pascal Fourcade et Philippe Lagardére pour leurs utiles aides ponc-
tuelles.



vi



Table des matiéres

1 Introduction

I Capteur logiciel pour un réacteur de polymeérisation

2 Reéacteur HP EDA a Carling
2.1 Description du procédé . . . . . . ...
2.2 Modele dynamique . . . . ... Lo
2.3 Conclusion : modele dynamique retenu . . . . . . . . ... ..o L.

3 Observateur
3.1 Principe de 'observateur . . . . . . . . ... ... L
3.1.1 Cas Homopolymere . . . . . . . . ... ... ... ... ... ...,
3.1.2 Cas copolymeére . . . . . . .. ...
3.1.3 Cas terpolymere . . . . . . . ...
3.1.4  Stabilité avec larecycle . . . . . . ..o
3.1.5 Reécapitulatif des mesures et des grandeurs estimées . . . . . . . ..
3.2 Resultats. . . . . . . .

4 Conclusion

II Observateurs et symétries

5 Un réacteur exothermique
5.1 Symétries . . . .. .
5.2 Convergence globale . . . . . . .. ...

6 Théorie des observateurs invariants
6.1 Introduction . . . . . . . . . .
6.2 Systémes invariants, observateurs et erreurs invariants . . . . . . . .. . ..
6.2.1 Systéme invariant et sortie compatible . . . . . ... ... 000

vil

Ne)

16

21
22
22
23
26
28
30
31

37

39

41
42

49
49

o1



viii TABLE DES MATIERES

6.2.2 Hypothesesde base . . . . . . .. ... ... ....

6.2.3 Meéthode du repére mobile, champs de vecteurs invariants, coordon-

nées de base et de fibrel . . . . . ..o L.
6.2.4 Caractérisation des pré-observateurs invariants/ . . .

6.2.5  Pre-observateurs invariants : une méthode constructive . . . . . . .

6.2.6 FErreur d’état invariante et convergence . . . . . . .
6.3 Observateurs invariants sur un groupe de Lie . . . . . . . .

6.4 Observateurs invariants sur un groupe de Lie dans un cas particulier . . . .

6.5  Conclusionl . . . . . . . .

7 Exemples

7.1 La voiture non-holonome . . . . . . . . ... ... ... ..
7.2 Navigation inertielle avec mesure de vitesse . . . . . . . . .
7.2.1 Un pré-observateur invariant/ . . . . . . . . ... ..
7.2.2 Simulations . . . ... ... ... ... ...

8 Luenberger, Kalman et invariance

8.1 Point d’équilibre, . . . . . ...
8.2 'Trajectoires permanentes . . . . . . . . . . ... ... ...
8.3 _Observateur invariant et filtre de Kalman étendu . . . . .
8.3.1 Introduction/ . . . . . . .. .. ... ... ...
8.3.2 Bruits et symétries . . . ... ... ... ... ...
8.3.3 Filtre de Kalman étendu invariant a gauche . . . .
834 Exemple . . . ... ... oo
8.3.5  Simulations . . . .. ... .. ... ...
8.3.6 Conclusion/. . . . . . ... ... ... ... ....

9 Observateurs invariants en temps discret

9.1 Systémes invariants, sorties compatibles et observateurs invariants . . . . .
9.2 Construction et caractérisation des observateurs invariants discrets . . . . .

9.3 Erreur d’état invariante et convergence . . . . . .. . . ..

II1 Extensions

10 Systéme quantique

10.1 Dynamique et invariances . . . . . . .. . .. . ... ...
10.1.1 Dynamique . . . . . . .. ...
10.1.2 Invariances . . . . . . . . . . ... ... ... ..

10.2 Un observateur invariant/ . . . . . . . . . . ... ... ...

10.2.1 Interprétation géométrique avec la sphere de Bloch

52
o6
61
61
62
65
70

71
72
76
79
83

91
92
92
96
96
98
99
104
107
107

111
111
112
113

115



TABLE DES MATIERES

10.2.2 Diverses dimension et normalisation .
10.3 Convergence . . . . . . . . ... ... . ...
10.4 Simulations . . . . .. ... ... ..
10.5 Conclusion/. . . . . . . . ... ... .. ...

11 Nudging invariant
11.1 Modele Shallow Water . . . . .. .. .. ..
11.2 Invariance par permutation d’indices . . . .
11.3 Invariances des équations . . . . . . . . . ..
11.4 Nudging invariant . . . . . . .. .. .. ...
11.5 Etude du systeme linéarisé . . . . . . . . ..

12 Vidéo en navigation inertielle
12.1 Hypotheses . . . . . . ... ... ... ...
12.2 Modéle cinématique . . . . . . . .. ... L.

12.3 Environnement infiniment loin et calage des gyroscopes/ . . . . . . . .. ..

12.4 Conclusionl . . . . . . . . . ... ... ...

13 Un observateur réduit intrinséque
13.1 Introduction . . . . . . .. .. ... ... ..
13.2 Un observateur réduit intrinseque . . . . . .
13.2.1 Lemmel. . . . .. .. ... ... ...
13.2.2 L’observateur réduit, . . . . . . . ..

13.2.3 Cas ou la courbure est positive : simulations sur la sphére . . . . . .

14 Conclusion

IV ~ Annexes

A Cinétique de polymérisation

A.1 Justification théoriques des modéles de cinétique chimique . . . . . . . ..
A.2 Justification expérimentale des parametres des modeles| . . . . . . . . . ..

B Quaternions

C Observateur et équation d’erreur autonome :

Un exemple

1X

123
124
130
131

133
133
134
135
135
137

141
141
142
144
148

149
149
151
152
153
155

159

163

165
165
167

169

171



TABLE DES MATIERES



Chapitre 1

Introduction

L’objet de ce mémoire est I'estimation de quantités non directement mesurées par des
observateurs asymptotiques (capteurs logiciels). Pour les systémes linéaires observables, il
existe des méthodes de construction d’observateur générales avec les travaux de Kalman
et Bucy [30] et aussi ceux de Luenberger [35]. En effet on considére le systéme linéaire de
la forme

d

—ux = Ax + Bu, =Cx

dt Y

ou x € R™ est 'état du systéeme, u € R™ les entrées, et y € R? la sortie; A est une matrice
n X n, B une matrice n x m, et C' une matrice p X n. Les observateurs du type filtre de
Kalman, ou Luenberger s’écrivent sous la forme

%:ﬁzA:%—I—Bu—i—L(C’fU—y)

L’observateur consiste en une copie de la dynamique et un terme de correction L(C'z —y)
qui dépend des mesures et est nul quand Z = z. Le filtre de Kalman [30] donne un réglage
automatique du gain L(t) qui dépend alors du temps ¢. Si le systéme est observable, on
peut choisir aussi le gain L constant de maniére a ce que les valeurs propres de A + LC
soient & partie réelle strictement négative, et 'observateur fournit une estimation de = dans
le sens ol £ — z — 0 exponentiellement quand ¢ — oo puisque l'on a

d
—(@—2)=(A+ LC)(Z —x)

dt

Pour les systémes généraux fondés sur un modéle non-linéaire sous forme d’état avec les
mesures données par une loi de sortie, qui s’écrivent donc sous la forme générale

d

Ex:f(xvu% y:h(l‘)



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

ou f et h sont des applications réguliéres, on ne dispose pas & I'heure actuelle de mé-
thode systématique pour construire des observateurs asymptotiques comme c’est le cas
pour les systémes linéaires observables. Cependant, pour certains types de non linéarités,
des méthodes existent. Pour les systémes dits linéarisables par injection de sortie [27] on
se raméne au cas linéaire ot les méthodes usuelles s’appliquent. Pour les systémes ayant
une forme normale d’observabilité uniforme de structure triangulaire dans les bonnes co-
ordonnées, les observateurs a grands gains sont bien adaptés [23]. A notre connaissance, il
n’existe pas de travaux théoriques qui, de maniére systématique, exploitent les symétries
pour la synthése d’observateurs asymptotiques. L'une des contributions de cette thése est
de combler cette lacune pour les systémes invariants par rapport a l'action d’'un groupe
de symétries. Schématiquement, ce travail contient une partie appliquée, ot l'on décrit
une étude, effectuée pour le groupe TOTAL, qui consistait a élaborer un capteur logiciel
pour un réacteur de polymérisation, et une partie théorique, ot I’'on explore les liens entre
observateurs et symétries.

Le réacteur TOTAL considéré est un réacteur chimique de polymérisation Haute-
Pression, situé sur le site de Carling en Moselle. 11 produit des polyméres du type po-
lyéthyléne qui sont des matiéres plastiques. Certains polymeéres produits sont issus d’une
polymérisation de I’éthyléne avec un ou deux autres monomeéres. Ce sont des plastiques
spécifiques, dont certains ne sont produits nulle part ailleurs. Dans ce cas, il y a dans le
réacteur plusieurs espéces chimiques. Les opérateurs pilotent 1'unité et controélent la pro-
duction notamment via l'injection des divers réactifs. Notre but est de faire un capteur
logiciel qui permette d’estimer la concentration en chacun des réactifs a plusieurs endroits
du réacteur. Cela permet de donner aux opérateurs une image interne de la réaction et
ainsi de les aider a piloter I'unité. La démarche classique que nous avons adoptée pour
“remonter" aux compositions internes a partir des mesures de débits, de pression, et de
température a été de construire un observateur. Pour cela nous avons établi un modéle
simple de la réaction, qui s’appuie sur un bilan de matiére, et un bilan thermique. Le mo-
déle est complété par un modele de cinétique chimique. En injectant la mesure temps réel
de température dans le modéle, et en simulant les équations (observateur avec injection de
sortie) on obtient un systéme qui converge et fournit donc une estimation des compositions
internes en temps réel. On peut déduire de cette estimation la composition du polymére
final, qui est une donnée “qualité" sur le produit final. L’observateur a été implémenté sur
site industriel.

Pour implémenter le capteur logiciel, il a fallu choisir les unités dans lesquelles on
écrit les équations de l'observateur, et adapter la structure non-linéaire des modéles (de
cinétique) a ce choix. Ces adaptations sont des opérations mathématiques sur le modéle in-
dépendantes de la physique du systéme, et I’on voulait que la convergence de 1’observateur
ne soit pas affectée par le choix des unités - alors que c’est le cas en général pour les ob-
servateurs du type filtre de Kalman, filtre de Kalman étendu, observateurs de Luenberger.
Nous avons donc repris les questions posées et les résultats de [1], et nous avons considéré
le probléme de la construction d’observateurs indépendants du choix des unités pour les



réacteurs chimiques exothermiques. Puis nous avons considéré plus généralement le pro-
bléme de la construction d’observateurs qui respectent les invariances (ou symétries) des
systémes. Nous avons alors développé et complété la théorie des observateurs invariants
qui était suggérée dans [I]. On appelle observateurs invariants les observateurs qui res-
pectent les symétries. La contribution théorique principale de la thése est de compléter la
méthode de construction des observateurs, puis de caractériser les observateurs invariants
-ce qui permet d’avoir une méthode systématique en plusieurs étapes de construction de
tous les observateurs invariants possibles; et enfin de remettre en perspective la notion
d’erreur d’état quand le systéme présente des symétries. Il est apparu dans les exemples
qu’on a traités qu’utiliser les symétries dans la maniére dont on définit 'erreur simplifiait
notablement I’étude de la convergence et le réglage des gains.

Nous avons cherché a appliquer la théorie a des exemples qui proviennent de I'ingénierie.
La classe des systémes mécaniques se préte particulierement bien au probléme car on
bénéficie en général des invariances galiléennes. C’est la raison pour laquelle nous nous
sommes intéressés aux systémes mécaniques. Quand la dimension du groupe de symétries
est la méme que celle du systéme, on peut donner un sens intrinséque a ’erreur d’estimation
sur I’état. Nous avons obtenu pour un systéme non-linéaire, et dont les entrées dépendent du
temps - probléme qui provient du domaine de la navigation inertielle assistée par mesure de
vitesse - une équation d’erreur autonome, et donc un comportement de ’erreur d’estimation
indépendant de la trajectoire de I'état et aussi des entrées.

Nous proposons une théorie des observateurs invariants pour une classe importante de
systémes qui présentent des symétries : I’espace d’état et des entrées y sont de dimension
finie, et la somme des dimensions y est plus grande que le nombre de degrés de liberté du
groupe de symétries. Nous avons essayé cependant de confronter cette idée d’observateurs
invariants a des exemples qui sortent de cette classe. Il apparait que la notion d’observateur
invariant reste un guide pour aborder une classe plus large d’exemples, et notamment les
systémes décrits par des des équations aux dérivées partielles, ou I’état est de dimension
infinie.

Le manuscrit comporte trois parties :

— Dans la premiére partie, on rendra compte du travail effectué pour le groupe TOTAL,

a savoir la construction d’un capteur logiciel pour un réacteur chimique industriel.
Dans la deuxiéme partie, on développera la théorie des observateurs invariants et on
I’appliquera a des exemples issus de la chimie et de la mécanique.

— Dans la troisiéme partie, on abordera la construction d’observateurs invariants pour
divers problémes d’estimation qui ne rentrent pas dans le cadre de la théorie dévelop-
pée en seconde partie (groupe de symétries de dimension infinie, systéme gouverné
par des équations aux dérivées partielles). On montrera 'intérét de prendre en compte
les symétries pour l'estimation et la fusion de données.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION



Premiére partie

Capteur logiciel pour un réacteur de
polymeérisation






Dans cette partie nous présentons le travail qui a été réalisé pour TOTAL PETROCHE-
MICALS. L’unité concernée est I'unité polyéthyléne haute pression de I'usine de Carling.
Nous nous intéressons en particulier au réacteur ou I’éthyléne (mélangé a quelques autres
monomeéres) est tranformé en polymére du type matiéres plastiques. Nous le modélisons
comme une cascade de réacteurs exothermiques parfaitement agités. L'unité est pourvue
de plusieurs capteurs qui mesurent en particulier certains débits et les températures. Notre
travail a consisté a réaliser un capteur logiciel, qui s’appuie sur un modéle basé sur les lois
de conservation de la physique, et qui a partir des mesures de débit et de température,
permet de remonter en temps réel aux compositions internes. Il donne ainsi une image
interne de la réaction. On peut alors en déduire en particulier la composition (et donc la
qualité) du polymeére formé. L’algorithme a été installé sur site. Il permet d’améliorer la
conduite de I'unité, puisqu’il fournit aux opérateurs des indications quantitatives sur la ré-
action. Ainsi, on n’a pas besoin d’attendre les mesures laboratoire (tardives) pour corriger
les paramétres opératoires de facon a produire la qualité recherchée. Le travail a été mené
en collaboration avec :

Gwenvael LE SEACCH ARKEMA Mont

Pascal SCHAEFER TOTAL Lyon

Marc SOUCHE TOTAL Lyon

Thomas ROUSSEL Groupement de Recherche de Lacq
Jacqueline JEANJEAN TOTAL PETROCHEMICALS Carling

De nombreuses visites sur site ont été effectuées : a Carling, ou se situe le réacteur, pour
interagir avec les exploitants du site et installer I'algorithme d’estimation. Egalement a
Lacq ot est situé le Groupement Recherche de Lacq (GRL) pour ce qui concerne la validité
du modéle de cinétique chimique.

Dans le chapitre 2, on présente I'unité, le réacteur, et le procédé. On présente le modéle
du réacteur, qui est basé sur les lois de conservations de I'énergie et de la matiére, et
qu’on a souhaité étre le plus simple possible. Il fait aussi intervenir un modéle de cinétique
chimique qui prend différentes formes selon les types de qualités produites. Ces descriptions
sont soumises a des impératifs de confidentialité qui limitent leur précision.

Dans le chapitre 3, on présente I’'observateur. On donne une preuve de convergence pour
certains grades. On présente finalement les résultats. On ne peut valider qu’indirectement
le modéle, en recoupant les résultats fournis par 'observateur, avec les mesures d’une part
de production massique de polymeére, et d’autre part de composition du polymeére.

Pour la modélisation du réacteur on s’est appuyé sur les modélisations usuelles pour les
cascades de réacteurs parfaitement agités (par exemple [54] 5]). Pour le modéle cinétique,
on s’est appuyé sur [50, 41}, 25]. De nombreuses publications sont consacrées a la détermi-
nation expérimentale des coefficients du modéle cinétique en fonction des différents types
de plastiques produits ([8, 36, 16], 17, 19, [1§]...).






Chapitre 2

Réacteur HP EDA a Carling

Le réacteur considéré est du type autoclave Haute Pression (2000 bars environ). Le
réacteur est dit autoclave car il est homogénéisé, zone par zone, en composition et tem-
pérature par agitation et fonctionne en mode “adiabatique", c’est-a-dire qu’il n’y a pas
d’échange avec des zones d’eau comme en tubulaire. La réaction est exothermique et le
mélange réactionnel est refroidi par de I’éthyléne frais injecté en divers endroits.

Les développements ci-dessous concernant les bilans enthalpiques et massiques s’ap-
puient sur un rapport a diffusion restreinte de N. Aghannan, C. Lambert, et N. Petit pour
TOTAL daté du 8 janvier 2003.

2.1 Description du procédé

L’unité polyéthyléne de Carling comporte trois lignes de production. Nous nous intéres-
sons & la ligne 41 qui produit du polyéthyléne Haute Pression, et qui est la seule & produire
également des plastiques qui sont les lotryls et lotaders. Ils sont regroupés sous le nom de
Ethyléne Dérivés Acryliques (EDA).

— Les lotryls sont des copolyméres de ’éthyléne avec de I’Acrylate d’Ethyle, de Butyle
ou de Méthyle.

— Les lotaders sont des terpolymeéres de 1’éthyléne avec un des précédents acrylates, et
de I’Anhydride Maléique (MAH), ou du Méthacrylate de Glycidile (MAGLY).

La gamme comprend une quinzaine de qualités. La qualité est déterminée par la composi-
tion du polymeére en chacun des monomeéres, la densité du polymére, et 'indice de fluidité
(IF) du polymeére (appelée aussi Melt Index) qui est fonction de la longueur des chaines
de polymeére. La production de la ligne 41 est de plusieurs kilo-tonnes par an.
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Ballon
Etyléene
basse pression

Co- & Ter-

monomeres
4——_ Détente et

Stockage Séparation

Compression——}| Réaction

+~ 1

Extrusion

F1G. 2.1 — Procédé autoclave PE EDA Carling

Le procédé

L’éthyléne apres avoir été compressé, et mélangé aux autres monomeres, est injecté en
divers endroits du réacteur sous forme de nappes. La partie fluide du mélange réactionnel
est monophasique et a I’état supercritique. A la sortie du réacteur, le mélange est détendu
et les particules de polymeére "précipitent". La part du mélange qui n’a pas réagi est recyclée
et ré-injectée en entrée du réacteur.

Le réacteur

Il est le siége de la réaction de polymeérisation et constitue le coeur du procédé. Il est
assimilé a un ensemble de plusieurs réacteurs parfaitement agités dans chaque zone et a la
suite les uns des autres en série. La température est mesurée, et elle est controlée par I'in-
jection de catalyseur(régulateur proportionnel/integral (PI)). Les seuls échanges d’énergie
se font via les flux de matiére entrée-sortie (par abus de langage on dit le réacteur “adiaba-
tique"). La réaction est exothermique. Le mélange réactionnel est refroidi par les nappes
qui contiennent de I’éthyléne frais et éventuellement des comonomeéres, termonomeéres, et

additifs.

Mesures et données physico-chimiques

Les mesures et données relatives a une zone et utiles a la modélisation dynamique de la
réaction sont résumées dans le tableau 2.1. On pourra se référer a la figure 2.1, Probléme
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Nappe i -1 | z
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N

E

|
TC —
1 1

Nappe i+1 7
0 TI—

N
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F1G. 2.2 — Schéma simplifi¢ de 3 zones consécutives du réacteur

Zone i
Notation | Description unités
p? Pression Bar
T¢ Température réacteur °C
T Température Nappe 1 °C
F Débit Nappe i kg/H
Fcata Debit de catalyseur kg /H
XEe Fraction massique éthyléne dans les Nappes
Xce Fraction massique comonomeére dans les Nappes
Xre Fraction massique termonomeére dans les Nappes
PE Densité de I'éthylene HP
pc Densité du comonomeére HP
pr Densité du termonomere HP
% Volume de la zone L

TAB. 2.1 — Mesures
HP=haute pression)

11

et données accessibles relatives & la zone i (nappes=—alimentation,
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2.2 Modéle dynamique

Le modeéle est basé sur les lois de conservation de la matiére (bilan massique), et de
I'énergie (bilan enthalpique). La température étant régulée rapidement, et variant peu, le
bilan enthalpique correspond au régime quasi-statique. Dans les cas ot 'on fabrique des
copolymeéres et des terpolymeéres, on utilise un modéle cinétique fondé sur les ratios des
vitesses de réaction, et validé expérimentalement.

Le but est d’avoir un modéle dynamique non-linéaire qui incorpore ces données struc-
turelles sur le procédé pour ensuite en déduire (par un calcul en temps réel) a partir des
mesures de débits et températures, les compositions a I'intérieur du réacteur. On ne dispose
pas de capteur de composition a de telles pression.

Le bilan massique, et le bilan enthalpique sont effectués pour chaque zone du réacteur.
La précision des mesures est limitée par la difficulté de mesurer avec exactitude des débits
en Haute Pression. Les approximations de modélisation conduisent & des erreurs qui sont a
priori petites devant celles qui découlent des imprécisions de mesure au niveau des débits.

Bilan massique

On se place dans une zone particuliére. On suppose qu’un seul type de catalyseur est
actif dans la zone donnée. Si A désigne I'un des réactifs (ethyléne E ou comonomeére C
ou termonomeére T), PE le polymeére et Cata le catalyseur encore actif dans une zone, un
bilan de matiére pour la zone ¢ du réacteur s’écrit :

MZEXQ = FeZXzZ4,e + F;;thA_l - F;uthlﬁl - f4,mass (21)
id i i—1 yri— iy i
M EXPE = F’outl‘XvPEl - FoutXPE + RPE,mass (22)
7 d % 7 i— 1— % 7 %
M %XCata = FCata + FouthCa%a - FoutXC'ata - fYCata,mass (23)

ou X%, Xb. et X(,, désignent la fraction massique de réactif A, de polymeére et de
catalyseur (supposés uniformes) dans la zone i et si pyp est la densité du mélange a la
température T" et pression P

M= PHP Ve

Les termes du type R, ., représentent la masse de réactif A qui disparait dans la réaction
par unité de temps. On néglige la quantité de catalyseur dans la zone. Le débit massique
de sortie de zone en régime permanent est alors donné par

F c?ut - O
Fouw=Fou + F,
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Le volume de chaque zone est constant, on a donc obtenu un systéme différentiel qui
représente la dynamique des fractions massiques en réactifs, polymeére et catalyseur actif
dans la zone considérée.

Bilan enthalpique

Les hypotheses pour le réacteur sont d'une part qu’il n’y a pas d’échange thermique
avec 'extérieur et d’autre part que chaque zone est parfaitement agité et les températures
et concentrations sont uniformes dans une zone. Un bilan enthalpique pour la zone i du
réacteur (basé sur la conservation de I’énergie) s’écrit alors :

{M}QECppE +) Mj;,OpA}%TZ’ = F{ > X;’,ecpA}(Tei — T
A A
+ Fg&l{XffElCPPE + Z Xf[leA}(TFl —T" (2.4)
A

+ Z Ri},massAHA (Tl)
A

ou AHA(T?) représente la chaleur de polymérisation massique du réactif A (et donc
>4 R nass AHA(T?) 1a chaleur produite par la réaction par unité de temps), X, la frac-
tion massique de réactif A dans la nappe ¢ qui arrive dans la zone i, X est la fraction
massique en réactif A dans la zone i (supposée uniforme), les C'ps sont les capacités ca-
lorifiques massiques moyennes et tous les autres termes ont été définis plus haut. On fait
I'hypothése que toutes les capacités calorifiques sont toutes égales et valent 0.6 J/kg/K.
Ces équations représentent la dynamique de la température de la zone considérée.

Si 'on suppose maintenant la température de chaque zone parfaitement controlée et
stable, qu’alors on néglige les variations temporelles de température on obtient finalement

le systéme algébrique suivant :
F{ Y Xa.Cpa (T = Te) + Fi { X5 Cpp + 3 X Cpa p (0 =171 (25)
A A

= Z R.iA,massAHA (TZ)
A

Débits massiques de production

Les modéles de cinétique chimique classiques qui trouvent leur justification en annexe
(pour les deux premiers cas) nous donnent les relations suivantes pour les termes de pro-
duction massiques, dans le cas o 'on produit du polyéthyléne (homopolymérisation), ou
des copolymeéres, ou encore des terpolymeéres.
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Cas Homopolymeére :

On considére le modele classique suivant (|50, 41]). II est confirmé expérimentalement
([19, [18]) dans les conditions propres aux réacteur.

i =V'k, exp (_E?> V/[Cata]i [E)’
, RT' (26)

~ ' B |
ZC’at(z,mol =V k?d exp (R_Tj> [C’ata]l

ou E désigne I'éthyléne, et o les constantes (kq, Fq) et (ko, Fo) doivent étre déterminées
expérimentalement pour chaque type de catalyseur.

Cas Copolymére :

On traite ici le cas de I’éthyléne avec un acrylate. On considére le modéle suivant
([50, 41]). 11 est confirmé par expérimentalement (|16, 17, [36]) comme étant une bonne
approximation :

.mol _ [E]" rglE]" +[C]’
RiC’,mol [C]l [E]Z + TC[C]i

(2.7)

) 7 _Ed i
Cata,mol — V' kg exXp (W) [Cata]

ou E désigne 'éthyléne, C' le comonomeére et ot les constantes (k4, Eq) et (r.,74) doivent
étre déterminées expérimentalement pour chaque type de catalyseur et d’acrylate. Certains
des parameétres de polymérisation r.,r, ont été pour certains mesurés par M. Buback
[16, 17] de l'institut de physique chimique de Géttingen, ou par G. Luft [36] de U'institut
de technologie chimique de Darmstadt. Nous avons dans le cas échéant repris ces valeurs.
Les autres ont été tabulés en s’appuyant sur la connaissance que 'on a du procédé et des
réactivités puis validés sur le réacteur pilote ARKEMA du Groupement Recherche de Lacq
(GRL). Les équations sont peu sensibles aux erreurs sur ces parameétres et le modéle a été
validé expérimentalement pour tous les types de co-polymeéres au GRL (voir annexe A)).

Cas Terpolymére :

On traite ici le cas de trois monomeéres. On considére alors la formule suivante, dite
équation de terpolymeérisation d’Alfrey et Goldfinger (voir [25] [36]), qui est une généralisa-
tion de (2.7) et qui donne le ratio entre deux termes quelconques de production massique
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parmi ceux de I’éthyléne, comonomeére, et termonomere :

E,mol * +*C,mol * RT,mol

_ [E](Tiil rii; + TE;]%)([E] + E%] + %>

28
B+ CL o T e -
: [EKm[il ﬁ[i]zg 7nl[?ﬁ)(% + % +[T1)

ou I désigne I'éthyleéne, et C' le comonomere, T le termonomere et otl les constantes r;; sont
les paramétres de polymérisation croisés et doivent étre déterminées expérimentalement
pour chaque couple de monomeéres.

Recycle
| Fr . _

|Termonomere| " Mélange et |f———————
| — Fc | répartition
Comonomeére | ' dans les —

Ethyléne (1-r) Fe FE__,| nappes

frais

r Fe
Recycle

F1G. 2.3 — Schéma simplifié de la préparation du mélange en entrée de réacteur

Les fractions massiques dans les nappes Xg ., Xc. et X7 sont en fait calculées a partir
de la connaissance des débits massiques d’entrée en éthyléne, comonomeére, et termonomeére
(Fr(t), Fo(t), Fr(t)). Ces débits sont mélangés et ensuite redistribué dans les nappes
d’alimentation de chacune des zones. On a donc

B Fp(t)
Xpe(t) = Fg(t) + Fo(t) + Fr(t)
B Fo(t)
Xee(t) = Fr(t) + FZ(t) + Fr(t) Y
0 = Fo(t)
Te Fp(t) + Fo(t) + Fr(t)
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Temps de retour et composition du gaz de recycle

On appelle n l'indice de la derniére zone. Le mélange en sortie de derniére zone est
composé d'une quantité F7', X7 (kg/s) d’éthyléne, d'une quantité F, X% (kg/s) de copo-
lymére et d'une quantité F}, X7 (kg/s) de termonomeére. X et X7 sont treés petits, car
les acrylates (comonomeres) et le MAGLY et MAH (termonomeres) sont injectés en plus
faible quantité et sont plus réactifs que 1’éthyléne. Ainsi on a plus de 95% d’éthyléne dans
le gaz qui recycle :

X%
X5+ X5+ X7
C’est la raison pour laquelle dans un premier temps on peut négliger la recycle et considérer
que le gaz de recycle n’est composé que d’éthyléne. Aprés détente, le polymére est séparé
de la phase gazeuse. Cette derniére est recyclée vers 'entrée du réacteur. Soit Ve le
volume total du chemin de retour du gaz vers 'entrée, p,eionr la densité moyenne du gaz
dans le chemin de retour, alors le temps de recycle est donné par

> 0.95

pretour

V;etouan

out

T, =
Il est de 'ordre de quelques minutes et doit étre calculé pour chaque qualité produite.

Calcul des fractions massiques en entrée

Le gaz provenant de la recycle est mélangé a de 1’éthyléne frais et est composé a plus
de 95% d’éthyléne. Le flux Fg est en fait composé d’une quantité 0 < r < 1 en proportion
(massique) de gaz provenant de la recycle et d’une quantité 1 — r d’éthyléne frais, comme
indiqué sur la figure 2.3. Pour tenir compte de la recycle, il faut en fait modifier le calcul
(2.9) des fractions massiques dans les nappes (donc les proportions en entrée) de la fagon
suivante :

Xt —1) Fg(t)
Xrelt) = <7"Xg<t T T Xa—m) X ) T ”) Fold) & Fol) < Fr®
Xou(®) = r Xa(t—1) Fi(t) . Fol(t)
e Xo(t—7) + X5t — 1) + X2(t — 1) Fp(t) + Fo(t) + Fr(t)  Fg(t) + Fo(t) +
Xo(t) = X3t —7,) Fi(t) N Fr(t)
Xp(t — 1) + X3t — 1) + Xp(t — 1) F(t) + Fo(t) + Fr(t)  Fapt) + Fo(t) +

2.3 Conclusion : modéle dynamique retenu

On donne les équations retenues pour la dynamique du réacteur dans les cas ou il y
a un, deux, ou trois monomeéres. Dans le cas homopolymere, le bilan enthalpique donne
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le taux de conversion et le modéle cinétique permet de relier la quantité d’éthylene qui
réagit a la quantité de catalyseur dans réacteur. Dans les deux autres cas, le catalyseur se
décompose selon une loi de cinétique chimique d’ordre 1. On ne relie pas la quantité de
catalyseur a la réaction. Le bilan enthalpique donne la quantité totale d’énergie libérée par
la réaction, c’est a dire le nombre global d’ouverture de double liaison par unité de temps.
Le modéle cinétique donne alors les “clés de répartition" entre les diverses voies possibles
de polymérisation.

Cas Homopolymére :

Si l'on rassemble les équations (2.1) et (2.6) on obtient le modéle suivant pour la
dynamique des compositions (fractions massiques)

d . o . . —E, o
M2 X = Fl 4 FL! Xy = Fou X = MeV' ky exp ( RTi) V[Catd] [E]  (2.10)

d , , —Ey ,
—|Catal' =V" kg exp | == | [Catal’ 2.11
il = v by oxp (%) [Cata 2.11)
ou [Cata] et [FE] sont les concentrations molaires en catalyseur et éthyléne. On ne connait
pas les coefficients kg et k, avec exactitude, et on obtient de trés mauvais résultats en simu-
lant ce systeme. Cependant, on peut récrire le bilan de 1’éthyléne en intégrant I’hypothese
de quasi-stationnarité en température (cf (2.5)) :

d . ) ) ) )
M —Xi=F +F- Xl Y

dt out out

XL — R'/AHE(T) (2.12)
ou

R' = Cp Fo,(t)(T™(t) — T'(1))

Cas Copolymére :

Si on rassemble les équations (2.1), (2.5), (2.7), on obtient les bilans de monomeére et
de comonomere s’écrivent ainsi :

. d . . ‘ . .

M'Z X' = Fi ()X 5 = X5') = X5 Mp (remass Xo + Xc) B (2.13)
. d . ‘ , .

MIEXC = F;ut(t)<Xan,C,e - XCZ) - XC ./\/lc (XE + TC,massXC) R (214)

ot 'on note My la masse molaire du réactif A (avec A € {E,C}) et X7, 4, la fraction
massique moyenne en réactif A qui entre dans la zone i défine par :

') i—1 yi—1
i o FeXA,e+Fout XA

m,Ae ; i—1
Fi+F

out
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et R' donné par
Cp (Fi, T — Fi Ti — Fi=t 7in)

out out

T McoXe (Xi + remass Xe ) AHA(T) + MpXs (Femass X5 + Xo)AHp(T)

Ri

Les parameétres de polymérisation massique sont calculés a partir des parameétres de poly-
mérisation molaires de la maniére suivante :

TE mass

TCmass = M T mol
C

Cas Terpolymére :
Si 'on rassemble les équations (2.1), (2.5), (2.8), les bilans matiéres des trois monomeres
s’écrivent :
id i i i
M %XE = Fout(t)(Xm,E,e - XE)
; Xt Xt X5 Xt Xt XL R
Meprsirar - Mcerarss Mrraire3” M Mceriz - Mrrig” D?
id i i i i
M _XC = Fout(t)(Xm,C’,e - XC’)

dt
. XL X Xk X Xt X5 R
MET127“31 MCT127“32 MT7“327“13 Mpgry MC MT7“23 D
'id i i i i
M2 X = Fop () (X T = X)

—Xi( X};; n X}'J n Xr} Xg Xé X%)Ri
TMET137“21 Mrasria Mrprigres” Mgrs; Mrsy Mqp” Dt

ou pour chaque réactif A parmi les trois monomeres
iy i—1 yri—1
o FeXA,e + Fout XA

X’i

m,Ae FeZ + Fg;tl
et avec
E MErsira MCT217“32 MT7”317"23 Mg Merig Mrris
, Xt X! X X X} X
+ X (e b e ot E_ L 20 L 2T YAH(T)
MET127’31 MC7”127‘32 MT7“327“13 Mpgra Mc Mooz
, Xt X! X X X X
+ X (ot e E_ L _2C o CT)AHL(T)
MET137‘21 MCT237‘12 MT7“137“23 ME7‘31 MCT32 Mrp



2.3. CONCLUSION : MODELE DYNAMIQUE RETENU

et

Ri=Cp (Fi, T — F' T! — Fi-l 7%

out out

)
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Chapitre 3

Observateur

Dans le chapitre 2, on a établi un modéle dynamique du réacteur zone par zone, basé
sur un bilan de matiére et un bilan enthalpique. Les termes de production massique qui ap-
paraissent dans le bilan massique sont formulés a ’aide d’un modéle de cinétique chimique
pour les trois types de polyméres produits : homopolymeére (un seul monomeére en entrée),
copolymére (deux monomeéres en entrée) et terpolymeére (trois monomeéres en entrée).

Les mesures dont on dispose, et qui sont reliées au modéle sont

— Les débits d’entrée (certains volumiques et d’autres massiques)
— La température des entrées et température du réacteur
— La pression du gaz en entrée et la pression dans réacteur

Les pressions n’apparaissent qu’implicitement dans le modéle car c’est & partir d’elles et
de la température qu’on calcule les densités et qu’on convertit tous les débits en débits
massiques.

On souhaite estimer en ligne les compositions dans chacune des zones. L’intérét pour
I'opérateur est d’avoir une image interne zone par zone afin de mieux piloter le réacteur
dans son ensemble. A partir de I'estimation des compositions on remonte alors simplement
a la composition du polymeére qu’on fabrique dans chaque zone, ainsi qu’aux consomma-
tions spécifiques en catalyseur par zone (ratio catalyseur injecté dans la zone par quantité
de polymeére formé). Cette derniére information donne une indication de stabilité car la
réaction est trés exothermique. Le réacteur peut s’emballer s’il y a “trop" de catalyseur
en solution : c¢’est le phénomeéne de décomposition typique dans les réacteurs polyéthyléne
haute pression (voir [55]).

On considére dans un premier temps qu’il n’y a pas de recycle. Cela revient a dire que
tous les réactifs autres que ’éthyléne ont réagi a la sortie de la derniére zone, et donc que
le gaz qui recycle n’est composé que d’éthyléne.

21
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3.1 Principe de ’observateur

Les mesures et données dont on dispose sont résumées dans le tableau 2.1, page [11.
On prend pour état les compositions. L’observateur est une simple copie des bilans dans
lesquels on injecte les mesures de température et de débit.

Le bilan thermique stationnaire (la température étant régulée rapidement, on la suppose
constante) donne la cinétique globale : nous n’utilisons de la modélisation cinétique que les
ratios entre les divers termes de production massique. Les ratios dépendent des composi-
tions via le modele cinétique. La cinétique globale est alors vue ici comme un fonction du
temps et le modéle des ratios de réaction est une fonction non-linéaire des compositions.
Les équations différentielles de bilan des diverses espéces s’écrivent alors sous la forme
%X = f(X,t) ou la dépendance en temps de f vient des mesures en ligne de débits et
de températures. L’observateur est alors une simple copie de ce systéme %i = f(Z,t). On
montre dans les deux cas (homopolymérisation, copolymérisation) que ce systéme dyna-
mique qui dépend du temps oublie sa condition initiale : ¢’est un filtre non-linéaire asymp-
totiquement stable, dont I’état donne une estimation des compositions au sein du réacteur.
En effet si I'on prend deux trajectoires du systéme 42X, = f(Xy,t) et £X, = f(X5,1)
telles que X;(0) # X5(0), on a Xo(t) — X1(t) — 0 quand ¢ — oo. Par conséquent on a bien
que lerreur d’estimaion Ax = & — x — 0 quand ¢ — oo. On utilise le méme filtre dans le
cas terpolymérisation, bien nous ne disposions pas de preuve de convergence compléte. On
a néanmoins des indications numériques fortes de convergence. Cet estimateur donne une
estimation trés réaliste des compositions internes, de celle du polymére et de sa quantité.
Sa validation ne peut étre qu’indirecte via les mesures en laboratoire de la composition des
échantillons de polyméres produits en sortie de 'unité.

3.1.1 Cas Homopolymére

Dans ce cas, il n’y a que deux espéces chimiques dans le réacteur : de I’éthyléne et du
polymére (polyéthyléne). On remplace dans (2.12), X% par son estimée X% qui obéit a la
dynamique suivante :

M2 Xp = Fit Fi X5 = F,

Xy = RI(t)/AHp(T)
avec

Ri(t) = Cp Fo,()(T™(t) = T")
C’est un filtre stable car dans la zone ¢ la composition de la zone précédente )A(g_l(t) est
vue comme une fonction du temps uniquement, et la dynamique s’écrit £X73 = f(X7, 1)
avec % flz,t) = % < a < 0 ol a est constant. Ainsi X’?E converge exponentiellement vers

X% avec une constante de temps plus courte que 1/a. Une fois que l'observateur fournit
une estimation correcte de la composition dans la zone du dessus M'4AXE = —F) , AX,

ot AXE = Xi — X4 est erreur d’estimation.
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3.1.2 Cas copolymeére

Nous allons montrer que quelque soit I'initialisation X5(0) et X¢(0) on a bien que les
erreurs Xg — Xp et Xo — X tendent vers 0. On ne va présenter l'observateur que sur
la premiére zone du réacteur. Le principe est similaire pour les zones suivantes disposées
en cascade les unes derriére les autres. Seuls changent les entrées : les températures, les
débits d’entrée, et la composition du mélange en entrée de zone dépendent de la zone
précédente. Soient Xp et X les fractions massiques estimées en éthyléne et en acrylates
pour la premiere zone du réacteur. On reprend le bilan dynamique pour les compositions
dans le cas copolymere (2.13)-(2.14). On choisit Xg et X arbitraires a Pinstant ¢ = 0
solutions de

MEXE - Fe<t>(Xm,E,e - XE) - XE ME (Te,massXE + XC’) R(XE7 XC'a t)
MaXc =F.(t)(Xmce— Xo) — Xe Mo (Xg + romassXe) R(Xg, X, t)

Cp Fe (T - Te)
MC’XC’ (XE + TC,massXc)AHC(T) + MEXE (re,massXE + XC’)AHE(T)

R(Xp, Xc,t) =

Cela correpond bien au modeéle car en zone 1 on a F, = F,,;. Nous allons prouver la
convergence des trajectoires indépendamment de leur condition initiale. Elle repose sur
deux propriétés :

— Les trajectoires sont bornées : Xp et X restent toujours entre 0 et 1. En effet le
champ est strictement rentrant au bord de ce domaine. Qui plus est, les compositions
si elles sont initialisées entre 0 et 1 deviennent inférieures aux compositions d’entrée
Xm.ge €t Xmoe en temps fini. En effet la dérivée de Xp (resp. Xc) est plus petite
qu’un réel strictement négatif pour XE > X, pe (resp. Xc > Xince)-

— Le systéme, par un changement de variable approprié, se met sous forme triangulaire

d d
£X1 fi(Xq,t), %XQ fa( X1, Xo, 1)

avec f; décroissante par rapport a X; et fo décroissante par rapport a Xo
Comme les pentes sont strictement plus petites qu’un reél strictement négatif, on a conver-
gence exponentielle des estimations X, et X, vers Xp et X, respectivement.

Etude de la convergence

En notant

Myg(t)

R(Xg, Xo,t) =
(X, Xewt) = 3% (X5 + TemassXo)AHA(T) + MpXg (TemassXe + Xc)AHg(T)
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on obtient avec, K, g, et u fonctions du temps t et indépendantes des compositions internes

d

MEXE (Te,massXE + XC)
MCXC (XE + 70C’,m0tss)(C)A[_[C(71) + MEXE (Te,massXE + XC)AHE(T)
g(t) 1

McAH(T) Xo(Xp+ro,massXc)
AHE(T) 1 + MCE‘;AHC;(T XE(Xi+T€,maSSXE)

—g(t)

et de maniére similaire

d g(t) 1
EXC =v(t) - K(t)Xc — AHq(T) 1+ MpAHE(D) Xp(Xo+remassXe)
MCAHC(T XC(XE+TC,massXC)

Soient,
McAH(T) 2(1 4 remass?)
@ Iz
MEAHE(T) (Z + re,mass)
MEAHE(T) Z(l +TEmassZ)
Yoz -
McAHc(T) (Z + TC,mass)

On remarque qu’a l'aide de u, v, K, gg, gc > 0 la dynamique s’écrit

d, g 1
—iXe = u(t) = K(t)Xs RHA(T) T+ p(32) (3.1)
d, 9@ 1
g o= v = KXo - T s 17 p(Xe) (3.2)

On fait 'hypotése que les enthalpies de réaction AHg et AHs sont constantes et on
consideére le changement de variable :

o= AHEXE — AHCXC

La dynamique sur 7 est stable :

% — AHgu(t) + AHco(t) — K(H)n — g(t)

car si 'on pose %77 = f(n,t) on a bien g—f] = —K(t) <a<0oua >0 est constant.
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Cela veut dire notamment que puisque l'observateur consiste en une simple copie de
la dynamique, en appelant n = AH e Xp + AHoXc, 1 et 1 vérifient les mémes équations
différentielles, et si on appelle Ay =n —1n on a

d

An = —K(t)A
Pl K(t)An

et donc la composante de I'erreur d’estimation sur 7 converge bien vers zéro.
Quant & ¢ on a

d 1 1
AH AH — K(p— g(t)——— —
pr pu(t) — AHgu(t) (t)p g(t)1 s

ot 'on note z = §—g et on a utilisé la relation p(1/2)y(z) = 1.
On veut montrer qu’a n bloqué le membre de droite est une fonction décroissante de pu.

I1 suffit pour cela de montrer que
1

9O o)

est une fonction croissante de p. Cela est vrai puisque z = ﬁgE ;% est une fonction
clairement décroissante de p et ¢ est une fonction toujours croissante (sa dérivée est du
signe de 2rpz + 22). Ainsi si on écrit que £y = h(n, 1, t) on a g—z < —K(t)<bavecbhb<0
constant.

Cela veut dire notamment que si 7 = n au cours du temps, on a la convergence de

Ap = i — p vers zéro.

Conclusion de ’étude

Nous avons montré que quelque soit Dinitialisation X £(0) et XC(O) on a bien que
Xp — X et Xo — X¢ tendent vers 0, puisque (Xg, X¢) et (Xg, X¢) vérifient les mémes
équations et peuvent étre ramenés par changement de variable a 7 et . On a mis le systéme
sous la forme triangulaire

d d

E - f(777t)7 dt’u h(:u 7, )

avec f décroissante par rapport a 7 et de dérivée plus petite qu’un réel strictement négatif,
h bornée et uniformément continue par rapport a n (car ¢ > 0), décroissante par rapport
a p et de dérivée strictement plus petite qu'un réel négatif. Les solutions sont uniformé-
ment bornées. Le systéme converge donc en deux temps. D’abord 7n converge et oublie
sa condition initiale (toutes les solutions de la premiére équation différentielle ci-dessus
d%n = f(n,t) convergent les unes vers les autres, y compris 1 correspondant au vrai sys-
téme et 7) correspondant a I’'observateur, puisqu’elles sont deux solutions du méme systéme
qui “oublie" sa condition initiale). On considére alors que 77 = 7. On a vu alors que u oublie
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sa condition initiale. En pratique, on observe que les estimées de composition convergent
rapidement avec une constante de temps plus rapide que le temps de sé¢jour dans la zone
considérée.

3.1.3 Cas terpolymeére

Dans le cas terpolymeére, on proceéde de la méme maniére pour construire 1’'observa-
teur, mais nous n’avons pas de preuve de la convergence. Nous avons seulement certaines
garanties sur les trajectoires. En effet ’observateur s’écrit maintenant :

i d o i i o
M EXE = Fout(t>(Xm,E,e - XE)
ol X% % X X % R0
Mpgrairar - Meorarss - Mrrsires” Mp - Merie - Mrris” H(Xg, Xeo, Xr)
i d i i o
M EXC’ - Fout<t)( m,Ce XC)
~Xi( E__ c__ T E_, 20 T AR(A)A
Mpgriarsy - Meriarss - Mrrsaris” Meran - Mo Mrres” H(Xg, X, Xp)
i d o i i o
M %XT = Fout<t) (Xm,T,e - XT)
G X, e X X X % R

+ + + RS —
T Mprigray - Mcerasria - Mayrigras” Mprsy  Mers, My H(Xg, Xc, X7)

avec
R R R - Xz Xz Xz Xz Xz Xz
H(Xg, Xc, Xr) = X? 2 ¢ T E 4 _2C 4 T \AHR(T
( e T) E(MET317’21 Mc7”217‘32 MT7“317“23 ME Mcﬁz MTT13) E( )
+ X5( E__ 4 ¢ & E ¢ + =T YAH(T)
MET127"31 MCT127”32 MTT327”13 Mpgry Mc MTT23
+ X%( FE C T FE C T )AHT<T)

+ + + +
MET137”21 MCT237”12 MTT137“23 MET31 MCT32 Mo

et

R(t)=Cp (F., T — F' T! — F- 1 T 1)

out out

Les trajectoires présentent deux propriétés intéressantes :
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Les trajectoires restent bornées

Si elles sont initialisées dans le parallélépipede (X, X, X7) € [0, X, B X0, X;n Cre) X
[0, X}, 7], elles y restent pour tout temps ¢ positif. En effet la dynamique peut s'écrire
sous la forme :

d o i i " " i Vi vl
M XE' Fout( )(XmEe XE) - XE Ql(XE7X07XT7t>

dt
7 d g i e i Vi Vvl
M d_XC Fout( )( m,C,e XC) XC QQ(XE7XC7XT7t)
d o i i e e i Vvi vl
M thT Fout( )(XmTe XT) - XT Q3(XE7XC7XT7t)

ou les Q;(X%, X%, Xt t) sont des quantités positives pour X%, X%, X% positifs. En effet
le champ est strictement rentrant aux bords du parallélépipede [0, X7, 5 ] x [0, X}, ] X
[O X;n Te]

Plus généralement on peut affirmer que les trajectoires si elles sont initialisées dans le
cube [0, 1] y restent pour tout temps positif.

Les trajectoires du systéme dans R? convergent vers l’intérieur d’un triangle

En effet si 'on note 7 la variable composite
n=AHg(T)Xg+ AHc(T)X¢ + AHp(T) X
Sa dynamique s’écrit

d

o — FZ
a’

out

()(AHR(T)X,,

m,E e

+ AH(T)X'

m,Cle

+ AHp(T)X;, 7.) — Fou(t)n — R(t)
(3.3)

On fait ’hypothése que les enthalpies ci-dessus AHg, AHe, AHp sont constantes (car la
température est parfaitement controlée). La dynamique de 7 peut se ré-écrire

d

=10 = Kty

ot K(t) < a < 0 et aest un réel constant. La dynamique sur 7 est exponentiellement stable.
Donc 7 converge indépendamment de sa condition initiale. Les trajectoires convergent donc
vers le sous-ensemble dépendant du temps

{((Xg, Xo, Xr) € R3\ AHpXp+ AHeXo + AHpXp =n(t)}



28 CHAPITRE 3. OBSERVATEUR

Conclusion

Nous n’avons pas de preuve de stabilité dans ce cas mais I'on observe en simulation
une échelle de temps de convergence comparable au temps de sé¢jour. Pour I'estimateur en
temps réel qui en résulte, ses estimations sont en bon accord avec les mesures du laboratoire,
quand il n’y pas de probléme de biais sur les débits. On a une garantie de convergence
partielle, puisque ’on sait que les variables convergent vers un sous ensemble borné de R3.

Aprés coup, nous avons réalisé que I'un des intéréts pratiques de cet estimateur asymp-
totique construit a partir d'un modéle dynamique est le suivant. Il permet de calculer
numériquement et de fagon trés efficace les régimes stationnaires. Si 'on voulait, avec
notre modeéle cinétique et en faisant I’hypothése que 1'on est en régime stabilisé, remon-
ter algébriquement aux compositions stationnaires en chacun des réactifs, on aurait trois
équations algébriques a résoudre a chaque instant. Les compositions correspondent alors
aux racines d’'un systéme de trois polyndémes, chacun de trois variables et de degré trois.
Résoudre ce systéme algébrique n’est une chose si facile a faire. On pourrait utiliser des
techniques de calculs formels et d’élimination pour se ramener a une equation polyndmiale
unique en une seule variable. Mais alors son degré sera bien supérieur a 3. Des techniques
numeériques efficaces existent pour trouver les racines d’un polynéme. Cependant il faudrait
alors, trier parmi ses racines, celles qui donnent des fractions massiques entre 0 et 1.

3.1.4 Stabilité avec la recycle

Nous n’avons pas de preuve de stabilité avec la recycle pour le modéle du réacteur
entier développé au chapitre 2. Nous avons néanmoins des indications fortes de stabilité.
On observe en simulation qu’avec recycle une convergence rapide vers des valeurs compa-
tibles avec les mesures laboratoire de composition. Dans cette section nous donnons une
indication de stabilité dans un cas simplifié en nous appuyant sur une séparation d’échelle
de temps.

On sait que le temps de recycle est plus long que le temps de séjour. On se place ici
dans le cas ot I'on produit un copolymeére. Le bilan est fait en régime quasi-statique pour le
réacteur que 1’on suppose en régime stationnaire. On découpe donc le probléme en échelles
de temps : on considére que le temps de recycle est long devant ’établissement de 1’équilibre
dans le réacteur. On note X (t) la fraction massique en comonomere a 'instant ¢ supposée
uniforme. Soit F le débit en comonomére pur dans le réacteur, F,,; le débit de sortie du
réacteur, et F'g o, le débit d’éthyléne frais injecté. En régime statique le débit de polymeére
en sortie est Fig pi+ Fo et le débit de recycle est Fiyy — (Fpeat+Fe). La création d’enthalpie
est imposée par la régulation de température, et les enthalpies massiques de I’éthyléne et du
comonomeére sont du méme ordre. Nous allons supposer le taux de conversion r constant.
Il s’écrit par définition r = (Fgext + Fo)/ Four. Soit ¢ : [0,1] — [0, 1] la fonction qui donne
le taux de comonomeére incorporé dans le polymére pour une composition en comonomeére
Xc(t) donnée dans le réacteur. Faisons un bilan statique de comonomeére dans le réacteur :
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FE ext

Réacteur

Recycle

Polymeére
-

F1G. 3.1 — Schéma simplifié¢ du réacteur avec recycle

— Comonomeére en entrée : Fo+ F,; Xco(t —A) avec A temps de de recycle. Le premier
terme est 'injection de comonomére frais, le second la quantité de comonomeére qui
recycle.

— Comonomere en sortie : FoutXC(t)—k(FE’wt—kFc)gp(%ff(t_A)). Le premier terme
est la quantité de comonomeére dans le gaz, le second 'acrylate dans le polymeére.

En notant Xy = F/F,,; on obtient en tout divisant par Fp,,

Xo+ Xo(t —A) = Xe(t) + ro(Xo + Xe(t — A))

Pour montrer que le systéme simplifié avec recycle est stable, il nous faut donc déterminer
que la fonction f: X — (Xog+ X) — r¢(Xo + X) est contractante et admet un point fixe.
On ne connait pas la fonction ¢ car elle est définie de maniére implicite grace au modéle
cinétique développé au paragraphe 2.2. Ce modéle nous donne g—g en fonction de Xz et
de X¢. On a supposé qu'il y a trois espéces dans le réacteur, et que la fraction massique de
polymere est r, cela nous donne la relation Xz + Xo + r = 1. Elle nous permet de tracer
numeériquement g—g en fonction de X¢. On trouve une fonction quasiment linéaire, ce qui
laisse a penser que ¢, et donc f, est faiblement non linéaire ici. Par conséquent si 'on a
f(0)>0et f(1—7) <1—r (sachant que 1 —r est la quantité maximale d’acrylate puisque
Xp+ Xc+r =1et Xg > 0) on peut penser sans preuve pour autant que f (qui est
proche d’une fonction linéaire) est contractante. On a vu a la section [3.1.2/ que la structure
du systéme est tel que X > 0 pour {Xc = 0,Xg > 0}. Cela entraine que f(0) > 0.
Puisque I'on a également Xp > 0 pour {Xp = 0,X¢c > 0} ona f(1—7) < 1—r. En
effet la fonction f donne la composition en comonomeére & 'instant ¢t + A. Si & I'instant ¢ il
n’y a pas de comonomeére dans le réacteur, a taux de conversion constant, le comonomeére
va moins réagir, et sa composition dans le mélange réactionnel va augmenter. Les deux
inégalités ci-dessus et 'allure de f tracée numériquement laissent & penser que la pente de

f est partout plus petite que 1.
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3.1.5 Récapitulatif des mesures et des grandeurs estimées

Les mesures relatives a la zone ¢ sont récapitulées dans le tableau 2.1, chapitre 2 a
la page [11. Le tableau 3.1 suivant donne le récapitulatif des grandeurs estimées toutes
déduites de la connaissance des entrées et de l'estimation des compositions internes a
I’aide des formules précédentes.

Zone i
Description Formule unités
Fraction massique Ethyléne dans la zone Xt
Fraction massique Copolymeére dans la zone | X},
Fraction massique Terpolymeére dans la zone | X%
Fraction massique Polymeére dans la zone 1—Xi — X5 — X5
Masse éthyléne dans le polymeére Fy=F.. (X, 5. —Xg) | t/h
Masse copolymeére dans le polymeére Ft=Fou (X c.—XE) | t/h
Masse terpolymeére dans le polymere Fr=F,, (X} r.—Xp) | t/h
Production par zone Prod’ = Fg + Fc + Fr | t/h
Tauxconversion Prod’/F!, %
Copolymeére incorporé dans le polymére FL /Prod’ %
Terpolymére incorporé dans le polymére Ft/Prod’ %
Temps séjour V/F., S
Conso spec cata F!\a/Prod’ (kg/t)

TAB. 3.1 — grandeurs estimées relatives a la zone i




3.2. RESULTATS 31

3.2 Résultats

On ne peut valider le modéle et 1'observateur qu’indirectement avec les mesures de
production de polymére, et la mesure de la composition du polymeére final. L’estimation
du taux de conversion conduit & une estimation de la production, qui a été validée en
comparant a la production réelle. La composition du polymeére final est mesurée par le
laboratoire avec une fréquence de 'ordre de la minute : un échantillon est acheminé au
laboratoire, puis le polymeére est fondu et transformé en film plastique, et on analyse sa
composition par infrarouge. Ces mesures sont disponibles en salle de contréle au bout d’
un temps significatif aprés production du polymeére. Ce retard de mesure est bien supérieur
aux échelles de temps de la dynamique du réacteur, en particulier au temps de séjour. Nous
allons comparer les estimations de la composition du polymeére en temps réel fournies par
notre observateur asymptotique avec les mesures du laboratoire dans les cas copolymeére
et terpolymeére (le cas homopolymeére est ici sans objet).

Cas copolymeére

La figure 3.2 montre les résultats de ’estimation en ligne et la mesure en laboratoire
du pourcentage massique d’acrylate (comonomeére) incorporé au polymére lors d’une tran-
sition entre deux qualités (copolymeérisation Ethyléne-Acrylate de Méthyle a des teneurs
différentes). Lors d’une transition, I’équilibre est quasiment réalisé a chaque instant au
cours de la transition. Le décalage horizontal des courbes est lié au retard de la mesure.
Le décalage vertical des courbes est lié aux biais sur les mesures de débits Haute-Pression.
Ces divers biais ne peuvent pas étre estimés indépendamment, ils sont "quasiment" inob-
servables, sauf a rajouter un biais agrégé qui n’aurait pas beaucoup de sens et que I'on ne
pourrait estimer qu’au bout d'un temps significatif. On voit que le modéle fournit correc-
tement 1’évolution relative des grandeurs estimées, avec un biais globalement additif facile
a estimer (avec un décalage temporel significatif) et qui peut étre fait & vue sans probléme
par l'opérateur. Noter le décrochage brutal a 2/3 (de I’axe horizontal) de I'estimateur : il
est dii a une dérive brutale d’une des mesures de débit Haute-Pression. NB : les étiquettes
des axes ont été retirées.
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= - ratio estimé -

ratio comonomee dans polymee(%)

ratio mesure labo

temps

F1c. 3.2 — Quantité d’acrylate incorporé dans le polymeére produit (% massique) pour une
transition en copolymérisation Ethyléne-Acrylate de Méthyle le 22-05-2005. L’estimation
est faite en temps réel, le résultat de la mesure laboratoire a un retard.
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Cas terpolymeére

Les figures 3.3l et 3.4 montrent les résultats de ’estimation en ligne et la mesure en la-
boratoire du pourcentage massique d’acrylate (comonomeére) incorporé au polymére et du
pourcentage massique d’anhydride maléique (termonomére) incorporé au polymére lors
d’une transition entre deux qualités (terpolymérisation Ethyléne-Acrylate de Buthyle-
Anhydride Maléique & des teneurs différentes). Lors d'une transition, I’équilibre est quasi-
ment réalisé a chaque instant au cours de la transition. Le décalage horizontal des courbes
est lié au retard de la mesure. Le décalage vertical des courbes est lié aux biais sur les
mesures de débits Haute-Pression. Ces divers biais ne peuvent pas étre estimés indépen-
damment, ils sont "quasiment" inobservables, sauf & rajouter un biais agrégé qui n’aurait
pas beaucoup de sens et que 'on ne pourrait estimer qu’au bout d’un temps significatif.
On voit que le modéle fournit correctement 1’évolution relative des grandeurs estimées,
avec un biais globalement additif facile a estimer (avec un décalage temporel significatif)
et qui peut étre fait a vue sans probléme par 'opérateur. La variation brutale de résultat
de la mesure labo qui intervient au méme moment pour les deux graphiques est réellement
un saut, et correspond a un recalage manuel des mesures labo, qui ont tendance a dériver
(ré-étalonnage). L’estimateur est biaisé mais est donc ici plus précis dans son évolution
relative que les mesures labo. NB : les étiquettes des axes ont été retirées.
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ratio estimé

~ ratio mesure labo

ratio comonomére dans polymere

temps

Fi1G. 3.3 — Quantité d’acrylate incorporé dans le polymeére produit (% massique) pour
une transition en terpolymeérisation Ethyléne-Acrylate de Buthyle-Anhydride Maléique le
15-03-2007. L’estimation est faite en temps réel, le résultat de la mesure laboratoire a un
retard. Le saut dans la mesure du laboratoire correspond a un ré-étalonnage manuel quand
on effectue une transition de qualité produit.
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~ ratio estimé

Ml

~ ratio mesure labo

ratio termonomére dans le polymére

temps

Fic. 3.4 — Quantité d’Anhydride Maléique incorporé dans le polymeére produit (% mas-
sique) pour une transition en terpolymérisation Ethyléne-Acrylate de Buthyle-Anhydride
Maléique le 15-03-2007. L’estimation est faite en temps réel, le résultat de la mesure labo-
ratoire a un retard. Les quantités de termonomeéres incorporé sont de 'ordre du pourcent.
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Chapitre 4

Conclusion

Nous avons établi un modeéle du réacteur basé sur un bilan enthalpique, un bilan de
matiére et un modéle de cinétique chimique. Nous avons adopté des hypothéses simplifica-
trices pour que le modeéle soit le plus simple possible, sachant que 1'on fait déja des erreurs
non-négligeables quand on mesure les débits a des pressions de 1’ordre de 2000 bars. Nous
avons construit un observateur qui estime les concentrations en chacun des réactifs en nous
appuyant sur une propriété forte des bilans matiére re-écrits en utilisant I’hypothése de
quasi-stationnarité du bilan d’énergie (température constante car régulée par un régulateur
PI supposé rapide et stable). Sous cette forme, on en déduit (aprés injection des mesures
de débits et de températures) un systéme dynamique qui dépend du temps mais qui ou-
blie sa condition initiale. Nous avons montré cette propriété dans le cas homopolymeére
et copolymere, et dans le cas terpolymére nous ’avons constatée numériquement. Il suffit
donc de simuler le systéme pour avoir une estimation indépendante de la maniére dont on
initialise l'observateur. L’observateur permet d’avoir une estimation de la concentration
des différentes espéces et donne ainsi une image interne de la réaction dans chaque zone du
réacteur. Connaissant les débits, les concentrations d’entrée, ainsi que les concentrations
dans chaque zone, on en déduit : la composition par zone et la composition finale du po-
lymére, la production par zone, le taux de conversion, et les consommations spécifiques en
catalyseur. Sur 'unité on ne mesure par ailleurs que la composition finale du polymeére, et
la production totale. On ne peut donc valider que partiellement ’observateur. Néanmoins,
en régime statique, on a validé les résultats de l’observateur sur une seule zone, sur le
réacteur pilote du GRL (voir annexe [Al). Les débits de comonomére sont biaisés (alors que
ceux de termonomeéres sont mesurés avec une plus grande exactitude) ce qui donne souvent
une sur-estimation de la quantité de comonomeére dans le polymére. Mais I'erreur observée
sur le pilote du GRL est en général inférieure a 2% de comonomeére dans le polymeére, et
I’observateur permet de suivre les évolutions dynamiques de la composition du polymere.

Quand on a écrit les compositions, il a fallu choisir entre écrire des fractions molaires,
ou des fractions massiques. Aprés avoir converti tous les débits en débits massiques, il
paraissait naturel d’écrire les compositions en fractions massiques. Mais le modéle cinétique
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est systématiquement donné dans la littérature (][50, 25]...) pour les fractions molaires.
Il faut donc adapter la formule pour les fractions massiques. Par exemple pour le cas
copolymeére, comme on I’a vu dans le chapitre 2, le modéle cinétique s’écrit en molaire

iE,mol BT rlEl +[CT

Ropa  1CT [EI + rolCT 4
Ce qui donne pour les fractions massiques
Bmass _ MeXp TBmass Xip + XG
Cmass ~ MoXE Xp + 1Cmass XE
Ol TEmass = ﬁ—grE et TCmass = ﬁ/ngrC. On était alors en droit de se demander si la

vitesse de convergence de 'observateur, qui dépend uniquement des équations du modeéle,
était affectée par cette transformation, et alors quelles étaient les unités qui donnaient la
convergence la plus rapide. Mais évidemment la mise a échelle [E] — X = Mg[E]V'/M*
ne change pas la structure des équations et donc la convergence de ’observateur. Le modéle
cinétique est donc compatible avec une mise a I’échelle, mais pour cela il faut adapter les
parameétres cinétiques rg et ro. Si 'on considérait par exemple un modéle de cinétique
chimique qui s’écrit

Rismot _ log([E]") rulE]' + [C]
omor 108([CT) [E]' +7¢[C]'

une mise a 1’échelle aurait modifié la structure des équations et donc la convergence de
I'observateur. Plus généralement, tous les modéles cinétiques imaginables sont-ils compa-
tibles avec les mises a I’échelle qui correspondent en chimie & des changements d’unités ?
Nous venons de voir que non. Selon la forme du modéle on peut changer la convergence
de 'observateur. On peut se demander alors quand on ajoute aux équations un terme de
correction non-linéaire (comme dans la formule générale de I'observateur de Luenberger)
s’il conserve la structure des équations relativement a une mise a 1’échelle ? Faut-il changer
certains parameétres dans le terme de correction pour conserver la structure ? Ce sont ces
réflexions qui motivent le développement théorique de la partie II. Cette partie sera in-
troduite au chapitre |5 par 'exemple d’un réacteur chimique exothermique classique pour
lequel on veut faire un observateur non- linéaire. Le modéle cinétique sera du premier ordre,
donc plus simple que ce qu’on a vu jusqu’ici, mais on se concentrera sur les problémes de
mise & I’échelle des termes de correction.



Deuxiéme partie

Observateurs et symétries
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Chapitre 5

Un réacteur exothermique

Ce chapitre a fait 'objet d’une publication [14]. On considére le réacteur chimique
exothermique classique parfaitement agité de [5]. Avec des notations légérement différentes
la dynamique s’écrit :

d

Eszo
d in Ea
%T — D(t)(T™(t) = T) + cexp (—%) X +o(t)

y="1T

ou (Ey4, R, k, ¢) sont des paramétres positifs et connus, D(t), T"(t) et v(t) sont des fonctions
connues du temps et le débit D(t) vérifie D(t) > 0. Les mesures disponibles en temps réel
sont la température a l'intérieur du réacteur T’ supposée uniforme. Le paramétre X™ > 0,
qui est la composition d’entrée, supposée constante, n’est pas connu. La composition X
n’est pas mesurée. On cherche donc a estimer X et X a partir de la seule mesure T". Nous
allons montrer comment l'invariance de ces équations par rapport au choix des unités
sur X nous a conduit & la synthése d’'un observateur asymptotique non linéaire invariant
globalement convergent.

Ce modele s’applique au réacteur considéré au chapitre 2 dans le cas homopolymére
avec une quantité constante de catalyseur dans la zone : on retrouve les équations (2.10).
On connaissait alors la variable X qui valait 1 et 'observateur de la composition était
nettement plus simple.
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5.1 Symétries

La premiére équation différentielle exprime que X est une constante. Les deux der-
niéres équations différentielles consistent en un bilan massique et un bilan enthalpique. On
peut remarquer que leur structure est indépendante des unités : ces équations s’écrivent
exactement de la méme maniére que les unités soient massiques ou molaires. En effet
cela se voit aisément en considérant la transformation de mise a I’échelle X +— ¢gX et
X gX™ avec g > 0 un réel positif. On choisit comme variables d’état z = (X, X, T)
et u = (¢, D(t), T™(t),v(t)) représente les entrées connues qu’elles soient constantes (para-
meétres) ou variables dans le temps (controles ou perturbations). L’opération de conversion
des unités peut étre vue comme une transformation sur 1’état = et les entrées u :

, . C C
X ng D ég
T T v y

En fait ces transformations correspondent a ’action du groupe multiplicatif G = R sur
I'espace X' x U via les applications (linéaires) ¢, et 1, définies pour chaque élément du
groupe g. On dit que la dynamique (5.1)) est invariante sous I’action du groupe de symétrie
G. On remarque qu’il est nécessaire que le groupe agisse également sur ’espace des entrées
via 1,4, car le parameétre c est une enthalpie molaire qui doit étre convertie en enthalpie
massique. On vérifie effectivement que 'on a bien pour tout g > 0 les mémes équations
pour les variables écrites dans les nouvelles unités :

d iy
%(QX )=0
) = DO(9X") = (9X) ~ kewp (2 ) (6)
4T = DO = 1)+ (elg)exp () (0) +20)
y=T

Observateur et symétries

On désire faire un observateur (non-linéaire) pour l'état x, c’est a dire un filtre pour
la température (éliminer les hautes-fréquences du signal de mesure), et un estimateur
pour les compostions X et X. Ici on ne peut pas simplement copier les equations sur
X et X en remplacant T par sa mesure : par exemple la dynamique sur X n’est pas
asympotiquement stable (comme on ’a fait pour le cas de réacteur de polyéthyléne haute
pression dans la partie I). Il faut maintenant construire un observateur complet de type



5.1. SYMETRIES 43

Lunenberger qui a la structure suivante :

¢ d Sin -
i)}':D(t)(X’m—X)—keXp (—Eé)X+L2(TA—T) (5.2)
dt RT '
g D()(T™(t) — T) + cexp (— E‘f) X +u(t)+ Ly(T - 1T)

. dt RT

Si 'on effectue un chagement d’unité comme précédemment, et que ’on ré-écrit les équa-
tions de 'observateur on obtient :

(£ (0" = L(T - T)
%) = DO(@X") = (9X) — kexp () (0%) + Lol = T)
|G = DO O 1)+ el e (<% ) 0X) 4 00+ LalF - T)
(X = (L)~ T
4% = (Lafo)(T - T)
%X = D(t)(X™ — X) — kexp (- g;) X + (Ly/g)(T —T)
\ %T = D()(T™(t) = T) + cexp (_5;) X +o(t) + Ls(T = T)

C’est-a-dire que les gains L; et Ly ont été divisés par g. Par conséquent les gains de
I'observateur (5.2) et donc la convergence dépendent des unités choisies et donc la structure
des équations ne respecte pas les symétries. Cet observateur respecte néanmoins une forme
d’invariance. En effet si I'on rajoute dans les entrées u les gains L; avec i € {1,2} et on
étend 1), de maniére & ce que les L; soient transformés en L, /g alors on obtient un systéme
encore invariant. Mais ce que 1’on cherche ici c’est & avoir des gains L; qui soit eux mémes
des invariants : i.e. les paramétres de réglage de 'observateur qui soient indépendants
du systéme d’unité choisi. C’est pour cela qu’on considére qu’un tel observateur n’est
pas invariant. Dans la suite, nous allons nous efforcer de construire un observateur non-
linéaire indépendant des unités, donc qui respecte les symétries. Nous dirons indifféremment
que ‘I'observateur est invariant", ou ‘“respecte les symmétries", ou pour cet exemple “est
indépendant des unités".

Construction de 1’observateur

La construction des observateurs qui respectent les symétries est détaillée dans le cas
général au chapitre suivant. Certaines affirmations de cette section trouvent leur justifi-
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cation au chapitre suivant. La construction est basée sur les notions d’erreur de sortie
invariante, et de champs invariants.

Erreur de sortie invariante

Une erreur de sortie invariante pour notre exemple est une fonction a valeurs réelles
E(Z,u,y) qui est invariante par changement d’unités : E(py(2),¢y(u),y) = E(Z,u,y) et
qui est nulle lorsque la sortie estimée égale la sortie mesurée : F(z,u,y) = 0 . Par exemple
une erreur de sortie invariante est Eo(z,u,y) = T—y =T—T. Lerreur de sortie invariante
la plus générale s’écrit comme une fonction de Ej et de tous les invariants fondamentaux
I(z,u) de 'action du groupe sur 'espace d’état et des entrées de 'observateurs. Les inva-
riants fondamentaux de 'action du groupe consistent ici en toutes les variables que 'on
peut former avec T et u et invariantes par I’action du groupe, donc par une conversion de
mol en kg :

I(Z,u) = (X/X™ T, eX™ D, T™ v).

et alors l'erreur de sortie invariante la plus générale s’écrit :
c (I(:%, w), T — T>
ot L est n'importe quelle fonction réguliére de ses arguments qui vérifie £(1,0) = 0.

Repére invariants

Les champs de vecteurs invariants sont des champs de vecteurs sur I'espace d’état w(x)
tels que la dynamique définie par %x = w(x) est invariante sous l'action du groupe. Un
repére invariant est un ensemble de champs invariants définis sur X qui constituent en tout
point une base de ’espace tangent. Ici un repére invariant par exemple est ’ensemble des

trois champs de vecteurs

0 _x 0 _ 9
oxmn T x0T T

w1 = in

L’observateur

L’observateur non-linéaire invariant le plus général sous 'action du groupe, autrement
dit I'observateur indépendant du choix des unités, est

(d in A T )

%X =L ([(x,u),T—T)X
d 5 Gin _ ¥ Ea g s N A 5
EX—D(t)(X — X) —kexp (—RT)X+/J2 <[(x,u),T—T>X (5.3)
iT:D<t)(Tin(t)—T)+cex _Ea X +o(t)+L (1(@ u) T—T)

\ dt p RT 3 y W)y
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ou les £; sont des fonctions scalaires réguliéres qui vérifient £;(/,0) = 0. On remarquera
que tout observateur de cette forme préserve notamment automatiquement le fait que X et
X sont des quantités positives. En effet le domaine {(X™, X, T) e R? | X > 0, X > 0}
et positivement invariant pour (5.3), quelques soient les choix que l'on fait pour £y, L5 et
Ls (car on a D(t) > 0).

Convergence autour d’un équilibre

Il semble intéressant, avant méme d’étudier une éventuelle convergence globale, de se
pencher sur les possibilités de design des gains autour d’un point d’équilibre pour un obser-
vateur invariant. On remarque en fait qu’autour d’un équilibre, on ne perd rien en termes
de propriétés de convergence locale a choisir un observateur qui respecte les symétries. Sup-
posons qu’autour de I'équilibre (X, X, T) de (5.1), 'on ait construit trois gains constants
Ly, Lo, et L3, tels que 'observateur

%X”‘ = Ly(T—T)
dg_ D(t)(X™ — X) — kexp (— Ef‘i) X+ Ly(T-T)
dt RT
if” = D(t)(T™(t) — T) + cexp (— Eé) X + v(t) + L3(T -T)
dt RT

est localement convergent autour de (X, X, T). Cet observateur de type Luenberger a
été considéré plus haut (5.2) et on a montré sa dépendance au choix des unités. On peut
construire l'observateur invariant suivant

~

Xin
Xin

d . .
ZXn L (T =T
dt i )

d . A Ex\ - . X
—X=Dt)(X"-X)—k —— | X+ Ly(T —-T)—=
X = DG = %)~ kewp (2 ) X 4 Ll - T
d . | i Ea\ . A
—T =Dt)(T™(t) —T) + cexp ~&F X+ot)+ Ls(T'—T)

dt

qui a la méme approximation linéaire autour de ’équilibre. De plus il permet d’avoir X et
X" automatiquement positifs, et ses performances sont indépendantes du choix des unités.

5.2 Convergence globale

Pour étudier la convergence globale et donc faire le design des gains de I'observateur, il
s’avere utile de choisir un jeu de coordonées liées a 1’action du groupe. En effet considérons
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sur le domaine physique {(X™ X, T) € R* | X" > 0,X > 0} le changement de variable
suivant :

X Z = log(X)
X e | €= log(X/X™)
T T

Ces coordonnées s’appellent les coordonnées de base et de fibre. Si I’on considére ’action du
groupe G sur 'espace X, elle engendre des orbites qui sont (par définition) les ensembles
{pqg(x), g € R }. Les coordonnées de base numérotent les orbites et les coordonnées de
fibre paramétrent les orbites. Une définition plus précise sera donnée au chapitre suivant.
En effet ici &, T sont les coordonnées de base, puisqu’elles sont constantes sur les orbites car
invariantes par changement d’'unité, et Z est la coordonée de fibre qui permet de distinguer
deux points d'une méme orbite. La dynamique (5.1) s’écrit dans ces coordonnées :

d
712 = Dlexp(=§) —1) — kexp (—%)
d
36 = Dlexp(-6) ~ 1)~ kexp (2
ditT = D(T™ —T) 4+ cexp Z exp (—%) + v(t)

et 'observateur invariant (5.3) s’écrit plus simplement :

- ) 1) — b ex _EA
—Z7 = D(exp(=¢) — 1) — ke p( RT)+£2

— _A _ _ _EA _
e Dlexp(-6) 1) kexp( Rf)m c

d - . . N E
—T =D(T"™ —T) + cexp Z exp (— R;) +o(t) + L3

dt

Prenons le design des gains suivants (§ > 0 et k > 0 sont deux paramétres arbitraires)

RT

Ly — L1 = kexp <—§%> — kexp <_%>

L3 = (—kcexp (—%) (T —T) — cexp (— f;;)

. E . F E
Lo = —Fcexp Z exp (——A) (T'—T)+ kexp (_R%) — kexp <_R_;)
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Nous allons montrer qu'un tel choix conduit a la stabilité asymptotique globale du mo-
ment que les mesures de concentration d’entrée, de débit et de température sont bornées
dans le sens ou il existe M et o > 0 tels que t > 0, M > X D(t),T(t) > «. Cela
implique d’aprés ’équation sur X du systéme (5.1) qu'il existe o > 0 tel que ¢t > 0,
M > X" X(t),D(t),T(t) > o. Le design des gains, bien que spécifique a cet exemple,
repose sur la notion d’erreur d’état invariante (voir 6.2.6) présentée au chapitre suivant.
En effet on considére comme erreur d’état le terme invariant par changement d’unités
(invariant sous I'action du groupe) n = (Z,€,T) o

Z=27—27=1log(X/X)
£ =¢—¢=1log(X/X™) —log(X/X™)
T=T-T

Le terme n est appelée erreur d’état invariante car il est nul uniquement quand 1’état
estimé est égal au vrai état du systéme, et de plus il est invariant sous ’action du groupe.
Ici cette erreur coincide avec 'erreur d’état linéaire usuelle & cause du choix particulier
des coordonnées (Z,&,T), mais en général 'erreur d’état invariante est une fonction non-
linéaire de I’état. Sa dynamique est la suivante :

d - A E4 .
%Z D(exp(—§) — exp(—¢)) — Beexp (_R_ + Z) expZ T

Egzpexp( &)(exp(—€) — 1)

d - E E4 -
%T = cexp ——A + Z) (expZ — 1) — Kkcexp ( RT( ) + Z) expZ T
Puisque M > X D(t), X (t),T(t) > o > 0, £(t) reste borné pour tout ¢ > 0 et limy,, 4 o0 (£(t)—
§(t)) = 0, ce qui veut dire que la dynamique sur la coordonnée de base § est stable. On
considére maintenant le systéme réduit en (Z,7) :

d - E ~ -
EZ = —fcX exp (_R_; + Z) expZ T + e(t)

d - E, -
—T = cX exp (—— + Z) (expZ — 1) — keX exp <

7 T.
dt RT > exp 2

Rﬂ)

ou l'on a posé €(t) = D(exp(—£(t)) — exp(—&(t))) et Ton sait que limy o0 €1 () = 0 et
M@+ZU)d.

[ |er(t)]dt < oco. Faisons un changement d’échelle de temps 7 = fo cX(s)exp (

Alors : -
dz -
— = —fexpZ T+ ¢(t)
dr (5.4)

dT
- =(expZ—1)—kexpZ T
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ot €(t) = cX exp (£4 — Z) ¢(t). On considére V = Z+exp(—2) —1—|—§T2 comme fonction
de Lyapunov. V est une fonction positive qui atteint son minimum unique pour Z =T = 0.

On a y
%V = —BrT*exp Z + ¢(t)(1 — exp(—2))

Cela implique que 4V < |e(t)(1 — exp(—2))|. Comme pour tout = € R on a 2(exp(—z) +
x) — 1> |1 —exp(—z)|, cela implique
d

%V < le(t)|(1 + 2V)

Par conséquent V' est majorée pour ¢ > 0 par la fonction

t— [V(0) +/O |€(7’)|e(_2f55 |€(5)‘d5)d7] exp(/O le(7)|dT)

qui est une fonction bornée. Cela implique que V' est bornée et donc que les trajectoires

(Z(t),T(t)) sont bornées dans R2. Soit une trajectoire particuliére du systéme (Z(t), T'(t)).
On considére maintenant pour cette trajectoire la fonction

Ut)=V(Z,T,t)— /too e(1)(1 — exp(—Z(1))dr

Elle est bornée inférieurement. Sa dérivée est %U = —frT?exp Z < 0 et c’est une fonction
uniformément continue en temps. D’aprés le lemme de Barbalat elle tend vers 0 quand ¢
tend vers 4+00. Comme Z est bornée cela veut dire que T tend vers 0. Revenons au systéme
initial (5.4). On voit que 7" est bornée. Donc %T est uniformément continue. Encore d’aprés
le lemme de Barbalat cela veut dire que %T tend vers 0 quand ¢t — 4o00. Cela implique
donc que exp Z tend vers 1 et donc limy o, Z = 0. Nous avons montré que (0,0) est
globalement asymptotiquement stable.

Guidés par des considérations sur l'invariance sous l’action d’un groupe, donc la prise
en compte des symétries du systéme, on a montré le

Théoréme 1. Soit le systéme (5.1). On suppose qu’il existe M et o > 0 tels que pout
tout t > 0, M > X D(t),T(t) > a. Alors pour tout choiz de gains invariants 3, > 0
l’observateur non-linéaire suivant :

%X@'" = —Bexp (— REij(‘t)) (T —T(t) X X™
%f( = D(t)(X™ — X) — exp (-Rg—f(‘t)) (k +B(T - T(t))cf() X
%T — exp (_Ri—fzt)) (1= AT = T(®)) eX + DET™ (1) ~ T(1)) + v(t)

est globalement convergent.



Chapitre 6

Théorie des observateurs invariants

Ce chapitre reprend une partie du rapport disponible sous arxiv [12] et dont une partie
est acceptée pour publication dans IEEE Automatic Control.

6.1 Introduction

Les symétries on été utilisées en théorie du controle pour le la synthése de bouclage
et également en controle optimal, voir par exemple [22) 24, 146, 47, 40, 49] mais beau-
coup moins pour le design d’observateurs [3, 2, 38, 37, 26]. Dans ce chapitre, on développe
une théorie des observateurs invariants. La théorie est motivée par des exemple liés a
des problématiques de l'ingénieur : un réacteur chimique exothermique présenté au cha-
pitre précédent, une voiture non-holonome, et un systéme de navigation inertielle assistée
par mesure de vitesse. Dans chacun des cas les symétries ont une interprétation physique
simple. Pour le premier exemple, nous avons exhibé au chapitre précédent un observa-
teur globalement convergent (théoréme [1, page [48). Pour le second nous proposons un
observateur non-linéaire globalement convergent pour n’importe quelle condition initiale a
I'exception d’une (théoréme 5, page [76). En ce qui concerne le troisiéme, 1'observateur est
localement convergent autour de n’importe quelle trajectoire. De plus, le comportement
global de 'observateur est indépendant de la trajectoire du systéme. Cette théorie peut
s’appliquer & beaucoup d’autres systémes comme ceux traités dans |21} 37, 26] ou I'inva-
riance est relative au choix de l'orientation et de l'origine du repére 3D, et est exploitée
dans le design de 'observateur et dans I’analyse de la convergence.

La contribution théorique de ce chapitre et de la thése en général est la suivante : pour le
systéme régulier d’état x, d’entrée u et de sortie y, I'invariance sous I’action d’un groupe de
Lie G est définie quand G agit séparément sur I’espace d’état, I’espace des entrées et ’espace
de sortie. L’invariance signifie que la dynamique %l‘ = f(x,u) ainsi que I'application de
sortie y = h(x) sont inchangées par une famille de changements de coordonnées particuliers
sur les variables d’état, d’entrée, et de sortie, et qui sont ’action de GG sur ces variables.
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On définit I'invariance pour un observateur asymptotique de Luenberger sous 'action du
groupe G de maniére similaire, en copiant I’action de groupe sur 'espace des états estimés
ainsi que sur ’espace des sorties estimées.

Quand la dimension du groupe est plus petite que la dimension de I'espace d’état on
propose (théoréme 2, page 57) une méthode de construction des observateurs invariants
candidats ou pré-observateurs (on appelle un pré-observateur un systéme dynamique qui a
la structure d’un observateur mais dont on n’a pas montré qu'’il converge). La construction
repose sur les notions de repére invariant, et sur la notion d’erreur de sortie invariante.
De telles erreurs de sortie invariantes (definition I8, page 57) avaient déja été introduites
par les auteurs de [2] et peuvent étre calculées grace a la méthode du repére mobile d’Elie
Cartan (théoréme [3, page 58).

Quant aux problémes de convergence, nous n’avons pas de méthode pour obtenir la
convergence systématique des observateurs non-linéaires quand il y a des symétries. En re-
vanche, nous introduisons la notion d’erreur d’état invariante. Les trois exemples montrent
que cette notion joue un roéle clé dans I'analyse de la convergence. Quand la dimension du
groupe coincide avec la dimension de 1’état, i.e, quand on peut identifier ’espace d’état
au groupe, et son action a une multiplication a gauche sur le groupe, on a des formules
explicites pour les pré-observateurs invariants, les erreurs de sorties et les erreurs d’état
invariantes, I’équation d’erreur et son approximation linéaire.

Dans le chapitre I8 nous verrons comment ’on peut transformer n’importe quel obser-
vateur de Luenberger autour d’'un point d’équilibre en un observateur invariant ayant la
méme approximation linéaire autour du point, ce qui prouve qu’il n’est pas contraignant
d’imposer que l'observateur respecte les symétries autour d’un point d’équilibre. De plus on
introduira la notion de trajectoire permanente qui étend la notion de point d’équilibre pour
les systémes qui présentent des symétries. En particulier autour de ces trajectoires I’équa-
tion d’erreur & la propriété remarquable qu’elle est une équation différentielle non-linéaire
autonome.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 6.2, on définit les systémes
invariants et les observateurs invariants. La forme générale des observateurs invariants est
donnée par le théoréme 2 : elle repose sur les erreurs de sorties invariantes et les champs
de vecteurs invariants. Le construction explicite repose que la méthode du repére mobile
de Cartan [45], qui est résumée dans la sous-section [6.2.3. Afin d’étudier la convergence,
on définit la notion d’erreur d’état invariante. C’est une maniére de définir une équation
d’erreur qui préserve les symétries, puisque 'erreur linéaire usuelle & — x ne respecte pas
les symétries en général. L’erreur d’état invariante est solution d’un systéme différentiel ou
seulement la partie invariante de la trajectoire apparait (lemme [4)). Cette propriété permet
de réduire la dimension du probléme de la convergence et joue un réle crucial dans les
exemples.

Dans la section 6.3, on considére le cas particulier ot la dimension de G est égale a
la dimension de I’espace d’état. On identifie alors G et I'espace d’état, et on voit I'action
de G comme une multiplication a gauche. Alors les formules qui donnent la forme des
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pré-observateurs, les erreurs de sortie invariantes, et les erreurs d’état invariantes sont
plus simples, et peuvent étre explicitées. On peut alors raffiner les résultats des sections
précédentes.

Des résultats préliminaires peuvent étre trouvés dans |2, 1, 14, [11), 10].

6.2 Systémes invariants, observateurs et erreurs inva-
riants

6.2.1 Systéme invariant et sortie compatible

Définition 1. Soit G un groupe de Lie dont on note e l’élément neutre et X un ouvert
de R™ (ou plus généralement une variété de dimension n). Un groupe de transformation
(g)gec sur ¥ est une application réguliére

(9:6) € G XX = ¢y(€) € X

telle que :

— ¢e(§) = & pour tout &
- ¢gz (¢g1 (5)) = ¢9291 (f) pour tout gy, g2, §.

On peut remarquer que ¢, est par construction un difféomorphisme sur X pour tout g.
Le groupe de transformation est dit local si I'action ¢4(§) est définie pour g suffisamment
proche de e. La loi de transformation n’est alors valide que quand la formule ¢, (qﬁgl (€ )) =
Ggog (€) a un sens. Tous les résultats de ce chapitre sont des résultats locaux, puisqu'ils
sont basés sur des hypothéses de rang constant, on ne considére donc que des groupes de
transformations locaux agissant sur des ouverts. Quand on dit “pour tout g¢" cela veut
dire “pour g suffisamment proche de I’élément neutre e de G"; de maniére similaire “pour
tout &" veut dire “pour tout & générique dans X". On utilisera systématiquement ces
raccourcis stylistiques afin de rendre la lecture plus aisée.

Considérons le systéeme régulier

—x = f(z,u) (6.1)
y = h(x,u) (6.2)
oul x appartient a un ouvert X C R", v a un ouvert Y C R™ et y a un ouvert ) C RP,
p <n.
On suppose que les signaux u(t), y(t) sont connus (y mesuré, et u est une entrée connue

ou mesurée - contrdle, perturbation mesurée, paramétre constant).
Considérons le groupe de transformations local sur X x U défini par

(X,U) = (pg(),1h4(u)), (6.3)
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ol g, et 1, sont des diffécomorphismes locaux. On remarque que ¢, agit sur X et 1), agit
sur U. u peut aussi désigner le temps ¢ mais dans ce cas v, est la fonction identité. Les
deux définitions suivantes s’inspirent de [40].

Définition 2. Le systéme 4 = f(x,u) est dit G-invariant si f(py(), y(u)) = Dpy(z) -
f(z,u) pour tout g,z,u.

La propriété s’écrit également %X = f(X,U), ie., le systéme est inchangé par la
transformation (6.3).
Définition 3. La sortie y = h(z,u) est G-compatible s’il existe un groupe de transforma-
tions (9g)gec sur Y te que h(gog(ac),wg(u)) = 0, (h(m,u)) pour tout g, x,u.

On peut aussi utiliser la terminologie standard G-équivariante au lieu de G-compatible.

Sil'on note (X, U) = (py(x),1y(u)) et Y = o4(y), la définition veut dire que Y = h(X,U).
Les deux définitions précédentes peuvent étre illustrées par le diagramme commutatif :

Tx 2, Tx

y 2

6.2.2 Hypothéses de base

A partir de maintenant on considére un systéme G-invariant 4z = f(z,u) avec une
sortie G-equivariante y = h(z,u). Soit 7 < n la dimension du groupe G. On suppose que
pour tout z, 'application g — ¢, () est de rang plein.

6.2.3 Meéthode du repére mobile, champs de vecteurs invariants,
coordonnées de base et de fibre

Meéthode du repére mobile

On suit ici la présentation de [45, théoréme 8.25|. Soit un groupe de transformation de
dimension 7, (¢,)geq qui agit sur X C R® tel que r < s. Nous supposerons que 9,¢, est de
rang plein r := dim G au point (e,£°) € G x X. On peut alors décomposer ¢, en ( o ¢g)
dont les composantes sont de dimensions respectives r et s — r, et de sorte que ¢f est
inversible par rapport a g autour de (e, £%). Les équations de normalisation s’obtiennent
en fixant

Py(€) = ¢,
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ol ¢ est une constante appartenant a I'image de ¢“. Le théoréme des fonctions implicites
assure I’existence d’une solution locale g = v(§) (I'application «y : ¥ — G s’appelle le repére
mobile). On peut aussi dire que {¢%(§) = ¢} définit une section transverse aux orbites, et
que g = y(§) est I'unique élément qui envoie & sur la section transverse. Finalement, on
obtient un ensemble complet J de s — r invariants fonctionnellement indépendants en
substituant g = v(£) dans les autres composantes de la transformation,

J(€) = sz(g)(é)'

La propriété d’invariance veut dire que J (¢g( )) J(&) pour tout g,&. Pour le prouver
soit ¢ = ¢g(£). On a ¢y (¢))(9g(£)) = ¢5()(¢) = c. Mais la loi de composition de groupe

implique ¢f, ) (04(£)) = &5, (¢ (£)- Done &2, ) (§) = ¢ ce qui prouve par unicité de
1§ ed

Y(pg(€))g = () (6.4)

qui la propriété principale (équivariance) du repére mobile et qui prouve en effet

T(04(6)) = B0, (95(6)) = 0,609 (€) = D61 (€) = J(6)

De plus, tout invariant local J’, i.e, n’importe quelle fonction & valeurs réelles J' qui vérifie
J' (¢4(&)) = J'(&) pour tout g,&, peut s’écrire comme une fonction de I'ensemble complet
(d’otu la terminologie) d’invariants : J' = H(J).
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cross-section

orbit 1

orbit 2

FiG. 6.1 — Méthode du repére mobile et définition de la fonction ~
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Champs de vecteurs invariants et repére invariant

La méthode du repére mobile permet de construire des repéres invariants, qui jouent
un role dans la construction des observateurs invariants.

Définition 4. Un champ de vecteurs w sur X est dit G-invariant si le systéme %x = w(x)

est lui-méme invariant. Cela veut dire que w(py(x)) = Dyy(z) - w(zx) pour tout g, x.

Définition 5. Un repére invariant (wy, ..., w,) sur X est un ensemble de n champs de
vecteurs linéairement indépendants et G-invariants, i.e, (w1 (x), ..., w,(x)) est une base de
l’espace tangent a X en x.

Nous allons maintenant montrer comment 1’on peut construire un repére invariant. On
suit [44], théoréme 2.84 et on applique la méthode du repére mobile & ¥ := X et les
équations de normalisation g = v(x) sont données par ¢§(r) = c.

Lemme 1. Les champs de vecteurs définis par :

_ 0 ]
wi(®) = (Dpyy(a) " -5y i=1..m, (6.5)

ot (6%:1’ s %) est la base canonique de X, forment un repére invariant.

Démonstration. En effet, ils sont clairement linéairement indépendants. Chaque w; est
invariant car pour tout élément b du groupe on a

— wi(0(2)) = (D (e (90()) " 5 et done

0
(9xi

(Dgs(2)) " wilio(2)) = [Dpsionan (9o(@)) Depy()]

— la structure de groupe implique le fait que tous éléments du groupe ¢, d, on a
©c(pa)() = pea(x) ; donc

Dee(pa(x)) Dpa(r) = Dpea(r)
Par conséquent, avec ¢ = y(¢pp(x)) et d = b, on a
Do) (06(2)) Dop (1) = Dy (a))p()

— puisque y(pp(x))b = y(x), on a (cela correspond a la definition )

8 —
8% n

(Dey()) " wilpp()) = (Dps () () wi(x).
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Coordonnées de base et de fibre

On introduit les coordonnées de base et de fibre qui sont des coordonnées locales utiles
pour exprimer le systéeme G-invariant de la définition 2. On suppose désormais que G est
le groupe de dimension r (r < n) qui agit sur X x U (voir (6.3)) et que pour tout x
I'application g — ¢4(x) est de rang plein. La méthode du repére mobile permet de trouver
un ensemble complet d’invariants locaux z;, € R"™" de la réduction de l'action du groupe
a son action sur 'espace X. On compléte cet ensemble avec z, € R" de maniére a ce que
(24, 25) soient des coordonnées de X. Ces coordonnées sont appelées les coordonnées de
fibre z, et de base z, (voir [45]). {2, = ¢} définit une section transverse aux orbites (voir
fig 6.1). On peut dire que z, numérote les orbites et z, les paramétre. De plus, on peut
toujours choisir z, tel que pour tout g € G 'action du groupe de transformation s’écrive

g(2a, ) = (@y(2a), 2)

avec g — w,(z) inversible pour tout = € R” (ce qui veut dire que z, est une paramétrisation
des éléments du groupe). Soit v le repére mobile qui envoie z sur la section transverse
aux orbites {z, = c}. La dynamique invariante (2) s’écrit localement dans les nouvelles
coordonnées :

d
— 2 = Dw,y(z)*lfa(ca Zb, ¢7(2) (U))

d
j (6.6)

%zb = fb(C, Zbs w'y(z) (U))

puisque le systéme est invariant. L’exemple du chapitre |5 illustre l'intérét de telles coor-
données.

6.2.4 Caractérisation des pré-observateurs invariants

Définition 6 (pré-observateur). Le systéme %3 = F(&, u,y) est un pre-observateur de (6.1)-
(6.2) si pour tout z,u F(z,u, h(z,u)) = f(z,u).

La définition ne traite pas de la convergence. Si l'on a de plus Z(t) — xz(t) quand
t — +oo pour toute condition initiale (proche), le pré-observateur est un observateur
asymptotique. On aurait également pu donner au pré-observateur le nom d*“observateur
candidat", par analogie aux fonctions de Lyapunov candidates.

Définition 7. Le pré-observateur %a% = F(Z,u,y) est G-invariant si pour tout g, T, u,y,

F(pg(2),1g(u), 04(y)) = Dpy(2) - F (%, u,y).

La propriété s’écrit également %X = F(X,U,Y), avec X = @ ,(z), U = v (u) et
Y = p,4(y). Cela veut dire que le pré-observateur est inchangé sous l'action de G sur



6.2. SYSTEMES INVARIANTS, OBSERVATEURS ET ERREURS INVARIANTS 57

chacun des trois espaces X, U, et ) via (resp.) ¢,, ¢, et 0, On appelle évidemment
observateur invariant un observateur asymptotique G-invariant.

En général Uerreur de sortie usuelle § —y = h(Z,u) — y ne préserve pas la géométrie
du systéme, donc son utilisation dans la formule de I'observateur ne permet pas d’obtenir
un observateur invariant. L’idée “clé" pour construire des (pré-)observateurs invariants
consiste & utiliser, comme dans [2], une erreur de sortie invariante plutdt qu’une erreur de
sortie linéaire.

Définition 8. L’application réguliére (,u,y) — E(z,u,y) € RP est une erreur de sortie
invariante si

— Dapplication y — E(&,u,y) est inversible pour tout ,u

- E(i,u, h(z, u)) =0 pour tout T,u

~ Blpy(#), vy (1), 0,(y)) = E(F,u.y) pour tout &u,y

La premiére et la seconde propriétés signifient que E est une “erreur de sortie", i.e. vaut
zéro si, et seulement si, h(Z,u) = y; la troisiéme propriété s’écrit également E(X,U,Y) =
E(Z,u,y), et correspond a I'invariance.

Théoréme 2. Considérons un systeme G-invariant Lz = f(x,u) avec une sortie G-
compatible y = h(x,u).
%i = F(&,u,y) est un observateur G-invariant si, et seulement si,

n

i=1
avec E erreur de sortie invariante, les L; sont des fonctions réguliéres telles que pour tout
T, u, Ei([(:ﬁ,u),O) =0, les (wy, ..., wy) forment un repére invariant, et I est un ensemble
complet d’invariants des variables (Z,u).

Puisque tout £; est régulier et satisfait £;(1,0) = 0, le terme constant du développement
de Taylor de L£; par rapport a sa deuxiéme variable est nul, et on peut écrire en regroupant
les autres termes L;(I, E) = L;(I, E)- E ot L;(I, E) est une matrice p x 1 dont les entrées
dépendent de (I, F). Par conséquent,

Z Li(I,Eyw; =Y w;(L;,(I,E) - E)

=1

:(wl wn) . : E

L’observateur peut s’écrire

F(&,u,y) = f(&,u) +W(&)L(1(Z,u), E(&,u,y))E(Z,u,y) (6.7)
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ot W(&) = (wi(&),..,w,(2)) et L est une matrice n x p dont les entrées peuvent dépendre
de (I, E). L’observateur peut étre vu comme une observateur avec une matrice n X p de
gain W - £ multipliée par Ierreur non linéaire F.

Afin de prouver le théoréme 2 il nous faut démontrer le théoréme suivant qui assure
'existence d’une erreur de sortie invariante (locale). La preuve est constructive et s’appuie
sue la méthode du repére mobile de Cartan. (voir section 6.2.3).

Théoréme 3. Nous avons les résultats suivants

— il existe une erreur de sortie invariante (&, u,y) — E(Z,u,y)

— il existe une fonction invariante de rang plein (&,u) — I(Z,u) € R*™™™™" (un en-
semble complet de n+m-r invariants scalaires indépendants)

— toute autre erreur de sortie s’écrit

E(:i:,u,y) = L'(I(a?,u), E(i’,u,y)).

ot L est n'importe quelle fonction réguliére telle que L(1,0) =0 et E+— L(I,E) est
inversible.

Démonstration. On applique la méthode du repére mobile (vue a la section [6.2.3) au cas
suivant : ¥ = X x U x Y, et ¢4 est la transformation composite

qﬁg(i‘,U,y) = (@g(i)vwg(u)u Qg(y))'

Puisque l'action de G sur X est de rang plein on peut décomposer & — ¢4(Z) en
©2(#) € R", qui est inversible par rapport & g, et en gog(:i') € R™". Les r équations de
normalisation

() =c (6.8)
peuvent alors étre résolues et s’écrivent g = (). En substituant dans les équations res-
tantes on obtient un ensemble complet de n +m + p — r invariants indépendants fonction-
nellement indépendants

(2, u) == (955 (2), ¥y (a)(u)) (6.9)
In(2,y) = 0y@)(Y)- (6.10)

Une erreur de sortie invariante est alors donnée par
E(&,u,y) = Ju (&, h(&,u) — Jp(Z,y) (6.11)

Comme c’est en fait une fonction invariante des variables 2, u et y, tout erreur de sortie
invariante F a la forme
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Nous avons utilisé le fait que Jj (:%, h(z, u)), invariant par construction, doit étre une fonc-
tion de I(Z,u) (ensemble complet d’invariants de & et de u). O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoreme 2.

Démonstration. du théoreme |2 : Le champ de vecteurs F du théoréme est clairement
invariant. En effet,

F(z,u,h(z)) = f(z, ) +Zc ( (2, u, h(z )))wi(i)

= f(x,u)

Il est donc invariant par construction.
Réciproquement, supposons que § 44 ST =F (%, u,y) est un observateur G-invariant. Il peut
alors étre décomposé selon les Champs de vecteurs linéairement indépendants w; puisque

F(z,u,y) Zquywl)

ou les F; sont des fonctions réguliéres. Puisque c¢’est un pré-observateur,

f(z,u) = F(z,u,h(z,u)) = ZFi(x,u,h(m,u))wi(x).

i=1
Puisqu’il est G-invariant

n

Z Fi(i0g(2), (), 05()) wilpy () = Dipg(@) - Y Fild, u, y)wi()

=1

mais les w; vérifient Dyy(Z) - w; (%) = w;(p,4(x)), et donc

Fi(@Q(‘%)?lpg(uLQg(y)) :Fi(iivuvy)v i=1,...n.

Par conséquent,

—l—Z[ T, u,y) E(i‘7u,h(£,u))i|wl(i'>

Les fonctions F(Z,u,y) — E(:%,u,h(i:,u)) sont clairement invariantes; donc d’aprés le
théoreme 3, F;(Z,u,y) — Fi(i,u, h(i’,u)) = £2-(](£, w), E(Z,u, y)) ]
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Remarque additionnelle

On a supposé que la sortie était systématiquement compatible (c’est a dire que 1'appli-
cation de sortie est une application G-équivariante). En effet cette hypothése est motivée
par le résultat de [14] : si un pré-observateur 43 = F(&,u,y) = F(Z,u, h(z,u)) (voir la
définition [6) est invariant, i.e.,

F(¢g<£>7¢g(u)7 h<¢g<x>7¢g(u))) = DSOQ(:AC) ’ F(ivuv h(a:,u))

et si le rang de F' versus y est égal a dim(y), alors, 'application de sortie y est G-compatible
au sens de la definition 3. La preuve est la suivante

Démonstration. On a

n

i=1

ou les E; sont des erreurs invariantes et w; des champs de vecteurs invariatns. Comme
le rang de %—5 est égal a p = dim(y), il existe p erreurs invariantes, & = (E;, ..., E;,),

1 <4 <ig... <1y < n telles que le jacobien %—5 est inversible. On note G ’application

-

inverse versus y (définie localement par le théoréme des fonctions implicites ), et on a
G(2,E(2,y,1),t) = y.

De plus on a, pour tout z,z € X et g € G,

E(pg(2), h(py(x)), 1) = E(Z, h(z),1).
Donc
h(909<x>7 t) = G(@g(i')? E(j:’ h({L’), t)’ t)'

Fixons & et t & des valeurs nominales, qu’ on note Z et t. L’identité ci-dessus veut dire que
pour tout g € G, il existe p, (qui dépend aussi de Z and ¢, mais ces dépendances ne sont
pas exprimées ici) une application de ) dans Y telle que , pour tout x € X,

h(ipg(x),t) = pg(h(x)).

Donc I'application de sortie est G-compatible et p, est une transformation sur ) d’inverse
Pg1- [
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6.2.5 Pre-observateurs invariants : une méthode constructive

Nous appliquerons cette méthode a tous les exemples considérés. Le systeme doit étre
vérifié invariant (i.e, inchangé par la transformation (6.3)) avec sortie équivariante (défini-
tion [3). On sait maintenant construire tous les observateurs candidats qui préservent les
symétries grace a la section précédente : a) Résoudre les équations de normalisation (6.8).
Construire une erreur de sortie invariante avec (6.11)), et un ensemble complet d’invariants
I grace a (6.9). b) Construire un repére invariant grace a (6.5). ¢) La forme générale des
observateurs invariants est donnée par le théoréme 2. On donne une forme alternative
matricielle (6.7). L’analyse de la convergence (et donc comment choisir des gains £; de
I'observateur du théoréme 2)) est souvent simplifiée par l'utilisation d’une erreur d’état
invariante.

6.2.6 Erreur d’état invariante et convergence

Pour n’importe quel systéme non-linéaire qui présente des symétries, nous n’avons pas
de méthode générale systématique pour choisir des gains £;’s du théoréme 2 qui assurent
la convergence asymptotique de Z vers x . Néanmoins, la maniére dont on définit I'erreur
d’état joue un role fondamental dans I’analyse de la convergence (voir section 6.3). Au lieu
de considérer 'erreur d’état linéaire £ — x, on considérera plutdt 'erreur d’état invariante

N, 2) = oy2)(2) — Py (2)
ot v est défini par (6.8). On remarquera qu’il est équivalent de choisir & comme variable
de normalisation et alors l'erreur s’écrit

Nz, 2) = oy3)(T) — P (2)

Un résultat remarquable est que la dynamique de 'erreur ne dépend de la trajectoire que
via les invariants I :

Théoréme 4. La dynamique de lerreur d’état invariante n(Z,x) = @y@)(2) — @y (x) ne
dépend que de n et des invariants scalaires de x et de u :

d

S0 =T, (@, )

avec Y fonction réguliere de ses arguments et I(x,u) ensemble complet d’invariants.

Démonstration. 1 est un invariant : pour tout g € G on a n(¢y(x), ¢,(2)) = n(x, ). Donc
n(2g(w), 04(2)) = @, 2), ie,

nDpy(x) f(z,u) + 0Dy (2)F (2, u, h(z,u))

6.12
:8177f($,u) —}-8277F(i',lb, h(m,u)) ( )
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ou 0; est la dérivée partielle par rapport a la i-éme variable. Soit o (&, x,u) = %77(:1:, z) =
omf(z,u) + 0mF(z,u, h(z,u)). L'égalité (6.12) exprime que o(py(Z),04(x),y(u)) =
o(%,z,u). Puisque & = @ (;)-1(n + @4()(x)), o est une fonction invariante des variables
(n,z,u). Puisque 7 est un invariant, toute fonction invariante de (n,z,u) (en particulier

%77) est une fonction de 7, et d'un ensemble complet d’invariants de z et de uw : I(z,u). O

De telles coordonnées 7 ne sont pas uniques. Plus généralement, (et sous nos hypothéses
de base) on voit que n’importe quelle erreur d’état invariante peut se mettre sous la forme

f(](:z:,u),n(:z:,i))

ot I(z,u) forment un ensemble complet d’invariants pour l'action de G sur X x U.
En effet ¢, y)(2) est invariant et peut donc étre exprimé comme une fonction de I, et
(I(z, 1), or(x)(%)) est un ensemble complet de 2n + m — r invariants de z, & et u. Tous les
exemples illustrent 'intérét de ces coordonnées pour I'analyse de la convergence.

6.3 Observateurs invariants sur un groupe de Lie

Quand le groupe G, qui agit librement (hypothése de rang plein) sur l'espace d’état
X, a la méme dimension que X (r = n), il n’y a qu’'une seule orbite (action transitive).
On peut alors identifier (& un sous-groupe discret prés) G et X, et la multiplication sur le
groupe peut étre définie de maniére a ce que l'action de G sur X = G soit vue comme une
multiplication a gauche L, :

pg(x) = gr = Lg().
Dans ce cas le systéme vit sur un groupe de Lie G et est invariant & gauche. Alors tous les

calculs de la section 6.2 ainsi que la structure de 'observateur invariants deviennent plus
simples.

Observateur invariant et équation d’erreur

Soit une dynamique invariante x € GG au sens de la definition 2| : %a: = f(z,u). Pour
tout g € G,

DLg ' f('rvlL) = f(g$,¢g<U))

La construction des erreurs invariantes et la formulation de 1’équation d’erreur sont bien
plus simples.

1Un groupe de Lie peut également agir sur lui-méme via les multiplications a droite pq(z) = Ry-1(z) =
—1
xg~h.
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Erreurs invariantes

Afin de construire des erreurs invariantes on applique la méthode développée dans la
preuve du théoréme [3. L’équation de normalisation qui correspond a (6.8) est 1’équation
naturelle gr = e. Donc v(z,u) = 271, Une erreur de sortie invariante E présentée au
théroéme 3 s’écrit

E(&,u,y) = a1 (h(Z,u)) — 0:-1(y) (6.13)

Et un ensemble complet d’invariants I(z,u) est

(&, 1) = a1 (w). (6.14)

Repére invariant

La méthode de construction développée a la section 6.2.3/revient a la démarche suivante.
Soient n vecteurs linéairement indépendants (W7, ..., W,) dans 'algébre de Lie TM, = G
du groupe G. Les valeurs des champs de vecteurs sur l'espace tangent T'M, en z sont
données par les relations suivantes qui expriment l'invariance

wi(x) = DL, - W; € TM,,i=1..n

Pré-observateurs invariants

Le théoreme [3 implique que tout observateur invariant s’écrit

P f(&,u) + DL; (ZE (131 (u (e,wi_l(u))—gi_l(y))wi) (6.15)

ou les L; sont des fonctions réguliéres de leur argument qui s’annulent quand leur second
argument est nul.

Formulation alternative

On remarque qu’on peut aussi définir 'observateur de la fagon totalement intrinseque
suivante

d

ot = fl@u) + DL, (Zﬁ (-1 (u), 051 (y ))m)

ou 1 ’on impose L;(1, h(e,1z-1(u))) = 0. On a supposé que la sortie h était a valeur dans
un ouvert de RP. Cette formule est adaptée au cas d’'une sortie a valeur dans G.
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Dynamique de ’erreur d’état invariante

L’erreur d’état invariante définie a la section 6.2.6 s’écrit = x7'% et elle vaut e (au
lieu de 0) quand & = z. Elle est bien définie quand 'espace d’état X est un ouvert de
R™ comme dans la section 6.2. Une erreur d’état petite correspond donc & n proche de
e. La dérivée temporelle de n peut étre calculée explicitement. On rappelle que R, est la
multiplication a droite sur G. Comme on a

— pour tout g1,9. € G, DLy, DL,, = DLg,,,, DRy DRy, = DR,,, and DLy, DR,, =

DRQQDL91
[(5%7 ’U,) = w(xn)_l(u)

o 1(h(z,u)) = h(i_lx z-1(u)) writes 0i- 1( ) = h(n™t, Y- (w))

~ 4(z7'%) =DL,1 %% — DR; 427" with 227! = —DL,-1DR, 14z
la dynamique de l'erreur s’écrit

d
aﬁ = DLn : f(e7w(:cn)‘1(u)) - DR77 ’ f(ev ¢x—1<u))

+ DL77 ’ (Z‘C (6 ¢(zn) 1( )) - h(n_law(xn)*l (u))) VVZ) . (616)

Cette équation peut étre transportée dans l'algébre de Lie et ré-écrite sous une forme
alternative

(DLn)_lin = fe; Y1 (w) = DLy DRy - f(e, a1 (u))

dt
+ (Z L; (w(xn)*l(u)v h(e, Yiany-1(u)) — h(n™*, w(wn)*l(u)» VVZ) :

Comme on I’a vu au lemme 4, ’erreur invariante 7 est solution d’une équation différentielle
uniquement couplée a la trajectoire t — (x(t),u(t)) via les invariants I(x,u) = -1 (u).
Lorsqu’on a 1,(u) = u (comme dans I’exemple de la voiture développé a la section [7.1) la
dynamique de l'erreur est indépendante de la trajectoire x(t).

Approximation linéaire invariante

Puisque G est une variété différentiable on sait que 'on peut identifier un morceau de
I’algébre de Lie de G a un voisinage U de e grace a I’application exponentielle. On suppose
maintenant que 7 est proche de e, dans le sens ou n € U et il existe un élément £ de
I’algébre de Lie g tel que 'on puisse écrire » = exp €€ ol € € R est un petit paramétre.
Jusqu’aux termes d’ordre 2 en €, on a I’équation d’erreur invariante linéarisée dans ’espace
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tangent a e

d of

o
E = [57f(€7¢x*1(u))] - %

(6 a1 () (e Yomr(w))€

_ Z <%(%1(u),0)%(e,¢xl(u))§) W; (6.17)

ou |[,| est le crochet de Lie de G . Les gains 88% (u,0) peuvent étre réglés a 'aide des

techniques usuelles de réglage pour les systémes linéaires afin d’avoir une convergence
locale.

6.4 Observateurs invariants sur un groupe de Lie dans
un cas particulier

Cette section a fait I'objet d’une communication au CIFA 2006 [10]. Dans l’exemple
qui concerne la navigation inertielle et sera vu au chapitre 7, le mouvement correspond a
une dynamique invariante sur un groupe de Lie, et on s’apergoit que I’équation d’erreur
d’état est autonome : alors que la dynamique dépend du temps, le dérivée temporelle de
Ierreur d’état invariante ne dépend que de 'erreur elle-méme, ce qui rappelle le cas linéaire
stationnaire. Cette propriété est inattendue dans I’étude d’un systéme non-linéaire, et son
intérét est de permettre un réglage des gains plus facile. On peut alors faire un observa-
teur non-linéaire localement exponentiellement convergent autour de toute trajectoire, de
maniére a ce que le comportement global de I'erreur soit indépendant de la trajectoire du
sytéme. Dans cette section on cherche a déterminer la forme générale de la dynamique qui
permet d’avoir cette propriété. Quand on regarde ’équation d’erreur linéarisée (6.17), on
comprend qu’une condition nécessaire pour que I’équation (6.16) soit autonome, est que
I'action de G sur 'espace des entrées U soit telle que le terme %(e, Py—1 (u))%—?(e, Pe—1(u))€
soit égal au crochet de Lie [€, f(e, ¥,-1(u))]. C’est en particulier le cas quand la dynamique
est invariante a gauche sur un groupe de Lie et la sortie est compatible a droite. Dans
ce cas, on peut en effet considérer I'action du groupe sur lui-méme par multiplication a
droite, faire un observateur invariant a droite, et montrer que I’équation d’erreur est au-
tonome. La possibilité de définir les actions a gauche et a droite de maniére a ce que la
dynamique soit invariante a gauche, mais également invariante a droite (& condition de
pouvoir considérer la dépendance en temps de la dynamique comme une entrée comme
nous allons le voir) est typique du mouvement d’un solide dans ’espace tournant autour
d’un point fixe. Car dans ce cas les invariances galiléennes impliquent que le mouvement
est invariant par changement de repére attaché a 'espace, et également par changement
de repére attaché au solide. Nous allons considérer dans cette section le cas du mouvement
d’un “solide généralisé", et nous donnons ainsi une explication a la possibilité d’obtenir
une équation d’erreur autonome, comme au chapitre (7.
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Dynamique invariante & gauche et sortie compatible & droite
On considére une dynamique invariante a gauche sur un groupe de Lie

d

ax(t) = f(z,1) (6.18)

avec !

Vg, € G f(Ly(x),t) = DLyf(x,1)

C’est un cas particulier de celui de la section 6.3, ou l'espace des entrées est réduit a
U = R, puisque u(t) =t représente le temps. Comme dans [6] on appelle

ws=DL,1x € g

ws est un élément de l'algebre de Lie g de G indépendant de x. On peut donc voir toute
dynamique invariante a gauche sur un groupe de Lie G comme le mouvement d’un “solide
généralisé" d’espace de configuration G. Et w,(t) = f(e,t) est "la vitesse angulaire par
rapport au solide", avec e élément neutre de G. Nous écrirons systématiquement toute
dynamique invariante & gauche (6.18) sous la forme

—x(t) = DLws(t) (6.19)
dt

Supposons que la sortie G-compatible h : G +— Y lest en fait a droite (propriété
de droite-gauche équivariance), i.e, pour tout g € G, il existe une application réguliére
0 Y — Y | telle que h(z - g) = o4(h(z)) ie

h(By(x)) = 04(h(x))

ou R, est la multiplication a droite sur G.

Dans ’annexe (C, on donnera un exemple simple d’application de cette section. En effet
les résultats s’appliquent alors car la dynamique est bien invariante & gauche puisque 1’on
a %q(t) =q-dJ = DL,w(t) et la sortie h(q) = ¢~* - B - ¢ est invariante a droite

h(Ry(q) = ((q-p)™" G- (q-p),(q-p)" - B-(q-p))
=@ " ye-p,p " ys-p) = 0,(h(q))

Observabilité

Lorsque la dimension de I'espace de sortie est strictement plus petite que la dimension
de lespace d’état (dimy < dimzx), et que la sortie est compatible a droite, le systéme
est nécessairement non-observable. Dans ce cas on peut trouver deux éléments distincts
g1 et go de G tels que h(g1) = h(gs) (puisque h est réguliére et la dimension de l’espace
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d’arrivée est strictement inférieure a celle de I'espace de départ). Si x(t) est une trajectoire
du systéme, on a

d

dt
et a cause de l'invariance a gauche , g1(t) et gox(t) sont également deux trajectoires du
systéme :

x(t) = DLyws(t)

d
dt

Mais puisque h est compatible a droite :

(91 2(t)) = DLuond). (g2 2(1)) = DLutrn(t).

h(gr-x(t)) = Q:c(t)h(gl) = Q:c(t)h(QQ) = h(g2x(t)).

Les trajectoires g - z(t) et go - x(t) sont distinctes pour tout ¢ et pourtant donnent la méme
sortie. Le systéme est inobservable.

La dynamique est invariante a droite

On considére encore la dynamique (6.18). Elle peut étre vue comme une dynamique
invariante & droite sur G'! En effet considérons ws(t) comme une entrée : u(t) = w,(t) € U.
On peut définir I'action de G via 1), sur 'espace des entrées U de la maniére suivante pour
tout g :

Yy =DL,1DR,

Alors 1), est automorphisme intérieur de G. Et la dynamique (6.18) s’écrit

d
P F(z,u) = DL,u

et peut étre vue comme une dynamique invariante a droite. Pour tout x, g on a bien :

%Rg(x) = DRyDL,w,(t) = DLy DLyD Ly DRywy(t) = DLp,)(ws(t)) = F(Rye(), g (u))

Construction de 1’observateur

Puisque la dynamique est invariante a droite et la sortie est également invariante a
droite, on peut appliquer la théorie développée a la section 6.3 en remplacant partout
multiplication a gauche par multiplication a droite. Soit (W7, ..., W,,) un repére invariant
a droite. Les champs de vecteurs qui le composent vérifient

VVZ(Q) = DRng(e)
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De plus, grace a la méthode du repére mobile de Cartan on sait construire des erreurs de
sortie invariantes a droite, i,e, des fonctions scalaires régulieres E; de Z et de h(x), qui
vérifient :

Vg, x Ei(Ry(2),
Ei(z, h(z)

On considére les observateurs de la forme

h(Ry(z))) = Ei(%, h(x))
) =0

d S A
Ew = DL;w,(t) + Z Ei(z,y)W;(z

= DL;w(t) + DR:() _ Ei(i,y)Wi(e)) (6.20)

=1

ot les E; sont des erreurs de sortie invariantes a droite, (W7, ..., W,,) est un repére invariant
a droite et y = h(x) est la sortie. Ces observateurs sont invariants a droite quand w; est
vu comme une entrée sur laquelle agit 1.

Equation d’erreur

On définit 'erreur d’état invariante a droite G 3 r = (#z71) = Lz(z™!). La dynamique
d’erreur vérifie

—r—DR ZEeh “INWile)) (6.21)
En effet

d )

—r =DL; D,L;

= DL(™) + D, La(a)i
et on a

D,Li(x™ Yz = DR, ()

n

DR,+(f(&,1) + ) Ei(#,y)Wi(2))

i=1

= DR,-1DL; f(e,t) + DR, DR; Y Ei(#,y)Wi(e)

=1

= DR,~1DL; w,+ DR, Y Ei(2,y)Wi(e)
i=1
Mais l'invariance implique que

Ei(i,y) = Ei(&, H(z)) = E(e, H(r™"))
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On a également

DLi(#™ ') = —-DL;DR, DLy 1& = —DL; DR, 1w,
= —DR,1DLw,

L’équation d’erreur est donc autonome et indépendante de la trajectoire t — z(t) (et
du temps t) :

—r—DR ZE (e, H(r 1)Wi(e)).

Approximation linéaire

Puisque G est une variété différentiable on sait que I’on peut identifier un morceau de
I’algébre de Lie de G & un voisinage U de e gréace a I’application exponentielle. On suppose
maintenant que r est proche de e, dans le sens o1 7 est dans U et il existe un petit élément
& de Dalgébre de Lie g tel que I'on puisse écrire r = exp £. Soit p = dimy la dimension de
la sortie, on a

d
Ef = —DyE |e,h(€) Dh |€ (5)

ou l'on appelle £ = (Ey, ..., E,,).

Définissons le produit scalaire sur I'espace tangent g en e , et soit (Dh |,)T opérateur
adjoint de Dh |, au sens de la métrique associée au produit scalaire. On prend pour tout
n € g proche de zéro

E(e,expn) = K(Dh [.)"n

Grace a l'invariance de F il est possible de définir £ sans ambiguité pour tout (Z, z)avec
a1 proche de e.
L’approximation au premier ordre s’écrit

¢ =—K DhT Dh¢ (6.22)

et pour K > 0, admet comme fonction de Lyapunov ||£]|? qui est la longueur de £ au sens
du produit scalaire.

Une classe d’observateurs non-linéaires convergents au premier ordre

Soient les observateurs suivants :

n

%x = DLgw,(t) + DR:[Y _[Ei(e; " (h(x)) — Ei(h(e)]Wi(e)]

=1
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ou les E; sont des fonctions scalaires réguliéres. Prenons F = (F4, ..., E,) de maniére a ce
que la partie symétrique (au sens du produit scalaire sur TG, ) de I'application linéaire

Oh

e 00 o 22
H — —
ay h(e) Oz e

soit négative. Quand elle est définie négative, nous obtenons un observateur non-linéaire
convergent localement exponentiellement autour de toute trajectoire.

6.5 Conclusion

Nous avons proposé une méthode systématique de design des (pré-)observateurs qui
sont des observateurs candidats avec des termes de correction préservant les symétries du
systéme originel. Les hypothéses nécessaires sont assez modérées sur la régularité de ’action
du groupe sur 'espace d’état. Nous n’avons pas de méthode systématique pour attaquer
la convergence de l'observateur non-linéaire et les singularités de ’action du groupe sur
I'espace d’état. Néanmoins, I'exemple du réacteur chimique (chapitre 5), de la voiture
non-holonome, et de la navigation inertielle (chapitre [7)) illustrent I'intérét des erreurs de
sortie et des erreurs d’état invariantes dans la construction d’observateurs non-linéaire
asymptotiquement convergents.

Dans le cas ou 'espace d’état peut étre identifié & un groupe de Lie, les calculs sont
plus simples et ’équation d’erreur est explicite.

Dans un cas particulier (dynamique invariante a gauche sur un groupe de Lie et sortie
compatible & droite) nous avons proposé une classe d’observateurs non-linéaires localement
convergents autour de toute trajectoire, et tels que le comportement global est indépendan