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Introduction

Un systeme distribué est un ensemble d’entités de calcul indépendantes,
appelées ordinateurs, processeurs, ou encore processus, selon le niveau d’abs-
traction, qui communiquent et collaborent par l'intermédiaire d'un médium
de communication. On distingue plusieurs types de systemes distribués qui
different par leur médium de communication ainsi que leur degré de synchro-
nisme. Dans les systemes a mémoire partagée, les processus partagent une
meéme structure de données qu’ils peuvent lire et dans laquelle ils peuvent
écrire; dans les systemes a échanges de messages, les processus s’envoient
des messages le long de canaux de communication. Les systemes sont dits
synchrones s’il existe des bornes sur le délai d’acheminement des messages et
les vitesses relatives des processus, respectivement, ou asynchrones si on ne
fait aucune référence au temps physique.

La collaboration entre les processus d'un systeme pour ’accomplissement,
d’une tache commune, par exemple se mettre d’accord sur une valeur unique,
est en grande partie fondée sur leur capacité a communiquer. Une des ques-
tions importantes que I’on peut se poser est de savoir ce qu’il advient de cette
possibilité de collaboration si les communications ne sont pas fiables, et par
quels moyens on peut la garantir. Nous distinguons deux approches princi-
pales qui ont pour but de répondre a cette question. La premiere approche,
adoptée par la communauté du Calcul distribué tolérant auzx pannes, consiste
a considérer que les communications imparfaites sont partie intégrante de
I’environnement dans lequel les processus sont censés collaborer, et a tenter
de décrire des solutions valables en dépit de cette absence de fiabilité. La
seconde approche suppose que le graphe de communication doit satisfaire
certaines propriétés afin que les processus puissent collaborer. La question
est alors de déterminer dans quelle mesure et par quels moyens il est possible
de faire en sorte que ces propriétés soient satisfaites. C’est 'approche com-
munément utilisée pour I'étude des Réseaur mobiles ad hoc, dans lesquels la



topologie du graphe de communication est susceptible d’étre modifiée par les
mouvements des noeuds du réseau.

Calcul distribué tolérant aux pannes

La quasi-totalité des travaux en Calcul distribué tolérant aux pannes
ont associé les erreurs de transmission a des défaillances des composants du
systeme, que ce soit les processus (arrét prématuré, définitif ou non, omis-
sions d’envoi ou de récéption de messages, déviations arbitraires par rapport
au code), ou le médium de communication (pertes, créations, duplications ou
corruptions de messages). D’autre part, le type de pannes et le degré de syn-
chronisme ont toujours été considérés comme des parametres indépendants
qui déterminent un systeme particulier.

A notre connaissance, les premiers a se demander s’il était nécessaire, ou
simplement utile, d’incriminer systématiquement les composants du systeme
ont été Santoro et Widmayer [42]. Ils ont remarqué que le fait d’associer les
erreurs de transmission a des défaillances des processus ou du médium de
communication pouvait conduire a des conclusions malheureuses, en particu-
lier dans le cas d’erreurs dynamiques ou transitoires. Ils ont ainsi développé
un modele en rounds, appelé Transmission Faults Model, qui prend en compte
la localisation des erreurs de transmission sans en spécifier la cause, et ont
montré que ce modele était adapté a I’étude des systemes distribués sujets
a des pannes dynamiques ou transitoires. Ils ont, en particulier, démontré
qu’il était possible de résoudre des problemes d’accord en tolérant ce type
de pannes, alors que c’est impossible dans les modeles ou, par exemple, les
pannes sont des omissions d’envoi ou de réception. En effet, dans ces derniers,
la perte d’'un unique message par chacun des processus au cours du calcul
rend fautif le systeme tout entier. La notion de composant fautif n’existe
donc pas dans le modele Transmission Faults. Cependant, le type de pannes
et le degré de synchronisme sont, dans [42], toujours considérés comme des
parametres distincts qui caractérisent un systeme distribué.

En 1998, Gafni a développé dans [22] un autre modele en rounds, le
Round-by-Round Fault Detector Model (RRFD), pour I'étude des systemes
distribués. L’idée de Gafni était d’étudier comment évoluaient les calculs
round apres round, et d’abstraire les propriétés des communications entre les
processus, ainsi que les garanties fournies par le systeme, par une unique en-
tité abstraite, le module Round-by-Round Fault Detector. A chaque round r



et pour chaque processus p, le module RRFD fournit un ensemble de proces-
sus suspects dont p ne recoit pas de messages a ce round. Seule I'absence de
transmission est prise en compte dans le modele; la raison pour laquelle un
processus ¢ est suspecté - arrét prématuré ou retard dans ’envoi du message
- n’est pas spécifiée : d'une certaine maniere, le module RRFD capture ici a
la fois le type de pannes et le degré de synchronisme. Cependant, la notion de
composant fautif est toujours présente. En effet, le médium de communica-
tion est supposé fiable. Si un processus p ne recoit pas de message provenant
d’un processus ¢ a un round donné, alors ¢ est implicitement désigné comme
responsable de 'erreur de transmission.

Récemment, Charron-Bost et Schiper [17] se sont, eux aussi, penchés
sur la pertinence de ces deux hypotheses fondamentales de la plupart des
modeles. S’inspirant des travaux de Gafni et de Santoro et Widmayer, ils
ont développé un modele en rounds pour I'étude des systemes distribués
en présence de panne bénignes'. Dans ce modele, qu’ils ont appelé modele
Heard-Of, ou modele HO, les calculs s’exécutent en rounds, structures logiques
fermées pour les communications, en ce sens que tout message envoyé a un
round ne peut étre recu qu’a ce round. A chaque round, chaque processus
envoie un message a chacun des autres, puis attend de recevoir un message
des autres processus. Pour chaque round r et chaque processus p, HO(p,r)
représente 1’ensemble des processus dont p a recu un message au round r et
est appelé ensemble d’écoute. Une erreur de transmission bénigne de ¢ a p
au round 7 est caractérisée par le fait que ¢ n’appartient pas a HO(p,r).
Le degré de synchronisme et le type de pannes sont capturés par une meme
entité abstraite de haut niveau, un prédicat sur les collections d’ensembles
d’écoute appelé prédicat de communication; la notion de composant fautif
est totalement absente.

Comme l'indiquent Charron-Bost et Schiper, le modele HO et le modele
RRFD sont similaires sur plusieurs points. D’une part, I'un comme 1’autre
ne spécifie pas le médium de communication. Les processus échangent des
morceaux d’information, appelés messages, mais la maniere dont les mes-
sages sont envoyés et recus par les pocessus n’est pas précisée. D’autre
part, tout module RRFD fournit, a chaque round r et pour chaque pro-
cessus p, le complémentaire dans IT de I'ensemble HO(p, ). En revanche, les
modeles RRFD et HO different sur la maniere d’interpréter les prédicats :

1Ce type de pannes regroupe les crashs, les omissions d’envoi et de réception, ainsi que
les pertes de messages au cours de leur acheminement.



dans le modele RRFD, I'hypothese de fiabilité du médium de communication
réintroduit la notion de composant fautif. Dans le modele HO, au contraire,
cette notion est absente et les prédicats caractérisent uniquement des pro-
priétés vérifiées par les communications.

Contribution

Le modele HO a été décrit initialement pour 'étude des systemes dis-
tribués sujets a des pannes bénignes, qui ont pour effet une absence de com-
munication. Or, certains modeles “classiques” considerent des pannes qui ont
pour effet la transmission d’une information erronée, par exemple la corrup-
tion d'un message au cours de son acheminement. Le premier chapitre de la
présente these reprend le travail présenté dans [13] et généralise le modele HO
au cas ou les processus sont susceptibles de recevoir des messages différents
de ceux qui auraient du leur étre envoyés, c’est-a-dire au cas des erreurs de
transmission par valeurs, ou pannes par valeurs. Nous introduisons I’ensemble
SHO(p,r) qui représente ’ensemble des processus dont p a regu, au round 7,
un message identique a celui qui aurait du lui étre envoyé a ce round, que nous
appelons ensemble d’écoute sur. Une erreur de transmission par valeurs de g a
p auround r est alors caractérisée par le fait que ¢ appartient a HO(p, ) mais
qu’il n’appartient pas a SHO(p, ). Nous généralisons la notion de prédicat
de communication que nous définissons a présent comme un prédicat sur les
collections de paires d’ensembles (HO(p,r); SHO(p, r))perr>o-

Le modele HO se situe a un haut niveau d’abstraction. Son but étant de
permettre une description unifiée des différents systemes “classiques”, il est
fondamental d’étudier dans quelle mesure il est possible d’exprimer leurs ca-
ractéristiques par des prédicats de communication. Dans [17], Charron-Bost
et Schiper présentent des prédicats de communication qui, selon eux, “corres-
pondent naturellement” a certains systemes a échanges de messages sujets a
des pannes bénignes que 'on rencontre dans la littérature classique. Dans le
Chapitre 2, nous poursuivons cette démarche et la généralisons aux systemes
a mémoire partagée sujets a des pannes bénignes, ainsi qu’aux systemes sujets
a des erreurs de transmission par valeurs.

Une autre question que I'on peut se poser consiste a déterminer les prédicats
de communication qui permettent de résoudre un probleme particulier. Charron-
Bost et Schiper [17] se sont attachés a I’étude du probleme du Consensus,
dans lequel tous les processus sont censés se mettre d’accord sur une va-
leur unique. Ils ont caractérisé le plus faible prédicat de communication per-
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mettant la résolution de Consensus dans des systemes sujets a des pannes
bénignes et qui garantissent qu’a chaque round, tous les ensembles d’écoute
sont deux a deux d’intersection non-vide. Dans le Chapitre 2, nous mettons
ce résultat en relation avec les prédicats présentés et retrouvons des résultats
précédemment établis relatifs a la résolubilité de Consensus dans certains
types de systemes.

Dans [17], Charron-Bost et Schiper ont présenté quatre algorithmes qui
résolvent Consensus en présence d’erreurs de transmissions bénignes. Dans
le Chapitre 3, nous adaptons ces algorithmes en sorte qu’ils tolerent des
erreurs de transmission par valeurs, et nous présentons, pour chacun d’eux,
un prédicat de communication qui garantit la streté de chaque exécution et
un prédicat suffisant pour assurer la vivacité.

Réseaux mobiles ad hoc

Un réseau mobile ad hoc peut étre considéré comme un type de systeme
distribué particulier, constitué de noeuds mobiles dans ’espace qui commu-
niquent en s’envoyant des messages via des canaux de communication sans fil.
Deux processus ne peuvent communiquer directement que s’ils se trouvent
dans leur rayon de transmission respectif. La possible mobilité des nceuds
peut donc causer des changements dans la topologie du graphe de commu-
nication, et rend par conséquent problématique la collaboration entre les
neeuds. L'un des problemes fondamentaux dans les réseaux mobiles ad hoc
est celui du Routage, dont le but est de maintenir des chemins le long desquels
les noeuds du réseau transmettent 'information qu’ils doivent échanger.

En 1981, Gafni et Bertsekas [23] ont introduit une technique algorith-
mique élégante, appelée renversements de liens, pour le routage des mes-
sages dans des réseaux sujets a de fréquents changements de topologie. Dans
le probleme considéré, le réseau contient une destination unique, et une di-
rection virtuelle est associée a chacun des canaux de communication. Les di-
rections des canaux doivent assurer que chaque nceud du réseau dispose d’un
chemin dirigé vers la destination, c¢’est-a-dire que le graphe de communication
soit orienté vers la destination, et que le graphe soit acyclique. Les messages
peuvent ainsi étre acheminés de tout nceud du réseau vers la destination en
suivant les directions associées aux canaux de communication. Si, pour une
raison quelconque?, un nceud ne dispose plus d’un chemin vers la destination,

2Arrét du fonctionnement d'un processus, changement dans la topologie du graphe de



le réseau doit s’auto-ajuster afin de restaurer cette propriété. Pour ce faire,
certains nceuds renversent les directions associées a un ou plusieurs de leurs
liens incidents. Les nceuds doivent, de plus, étre capables de déterminer de
maniere autonome, en se fondant uniquement sur une information locale, s’il
leur est nécessaire d’exécuter de tels renversements.

Gafni et Bertsekas [23] ont restreint leur étude au cas des graphes acy-
cliques et ont présenté deux algorithmes, chacun avec une description abs-
traite ainsi qu’'une implémentation. Dans chacune des descriptions abstraites,
chacun des neeuds (autre que la destination) qui devient un puits (c’est-a-
dire dont tous les liens incidents sont entrants) renverse certains de ses liens
incidents. Les deux algorithmes different dans le choix des liens renversés
par les puits. Dans 'algorithme full reversal (FR), tous les liens incidents
sont renversés, tandis que dans I'algorithme partial reversal (PR), un puits
ne renverse que les liens qui n’ont pas été renversés depuis la derniere fois
qu’il a été un puits, s’il en existe, et les renverse tous sinon. Dans les deux
implémentations proposées par Gafni et Bertsekas, les noeuds mettent a jour
une variable, appelée hauteur, a valeurs dans un ensemble totalement or-
donné, telle que deux nceuds distincts ont des hauteurs différentes. Un lien
entre deux noeuds est orienté du nceud de plus grande hauteur vers le noeud
de plus basse hauteur. Les renversements des liens sont alors implémentés
par l'accroissement des hauteurs des noeuds considérés. Gafni et Bertsekas
ont démontré que leurs deux implémentations étaient correctes, en ce sens
que toutes deux terminent et que, de plus, le graphe final est acyclique et
orienté vers la destination.

L’approche adoptée par Gafni et Bertsekas, fondée sur 1'utilisation de
hauteurs deux a deux distinctes a valeurs dans un ensemble totalement or-
donné, présente de nombreux avantages. Tout d’abord, elle permet d'uni-
fier de maniere élégante les expressions des deux algorithmes. La conver-
gence des deux algorithmes est alors prouvée en ne considérant que des
propriétés abstraites des hauteurs et des fonctions qui les modifient. De
plus, en variant la représentation des hauteurs ainsi que des fonctions, on
peut s’attendre a obtenir d’autres algorithmes. Enfin, la structure totale-
ment ordonnée de ’ensemble des valeurs prises par les hauteurs, combinée
avec le fait que les hauteurs sont deux a deux distinctes, garantit que tous
les graphes engendrés au cours d'une exécution sont acycliques. Cependant,
plusieurs inconvénients apparaissent lors d'une étude plus approfondie. En
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premier lieu, la détermination distribuée des hauteurs initiales peut se révéler
problématique. Ensuite, la correction de ’approche dépend du fait que les
hauteurs sont non-bornées, ce qui, d’'un point de vue pratique, limite for-
tement 1'utilité de 'approche. Enfin, malgré 'apparente flexibilité résultant
des différents types de hauteurs pouvant étre considérés, la description d’al-
gorithmes dont les exécutions different de celles des implémentations de FR
et de PR n’est pas aisée.

Contribution

Le Chapitre 4 reprend le travail de [14]. Nous y présentons une nou-
velle formalisation des algorithmes de renversements de liens, fondée unique-
ment sur un étiquetage binaire des liens. En utilisant cette approche plus di-
recte, nous définissons un algorithme simple destiné a établir des routes dans
des graphes acycliques, et nous déterminons des conditions suffisantes sur
I’étiquetage du graphe d’entrée pour assurer la correction de ’algorithme. Les
algorithmes FR et PR de Gafni et Bertsekas peuvent alors étre vus comme
des cas particuliers de notre algorithme pour des étiquetages initiaux uni-
formes. De plus, en considérant des étiquetages initiaux non-uniformes, notre
algorithme capture plus que les seuls F'R et PR. Pour terminer, cette formali-
sation nous permet de fournir une preuve simple du fait que notre algorithme
résout le probleme de 'orientation vers la destination. A notre connaissance,
c’est la seule preuve directe du fait que I’algorithme abstrait PR, qui ne sup-
pose pas l'existence de hauteurs totalement ordonnées, préserve 'acyclicité
des graphes engendrés par une exécution.

Notre formalisation de 'algorithme général nous permet d’exprimer le
nombre ezxact de pas de calcul effectués par chaque nceud au cours d’une
exécution donnée. L’expression dépend uniquement du graphe étiqueté ini-
tial, et donne lieu a des formules simples dans les cas particuliers de FR et
PR. Le fait d’avoir une formule exacte facilite la détermination des graphes
pire cas et meilleur cas. Un autre sujet naturel d’étude est la complexité
en temps qui peut étre définie comme le nombre de rounds nécessaires a la
convergence, au cours desquels plusieurs puits sont susceptibles d’effectuer
simultanément un pas de calcul. On note que la complexité en travail globale
correspond a la complexité en temps d'une exécution séquentielle, au cours
de laquelle un seul puits prend un pas de calcul a chaque round.

Une autre question intéressante consiste a déterminer combien de rounds
sont nécessaires pour qu'une exécution compléte converge, c’est-a-dire une
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exécution au cours de laquelle, a chaque round, tous les puits prennent un
pas de calcul. Notre approche nous a permis de déterminer une formule exacte
pour la complexité en temps de F'R sur une chaine. A 'aide de cette formule,
nous avons déduit une borne inférieure sur la complexité en temps de toute
exécution de FR, quel que soit le graphe initial.



Chapitre 1

Le modele Heard-Of (HO)

Dans ce premier chapitre, nous présentons le modele de calcul qui servira
de cadre d’étude dans toute la premiere partie de la présente these.

Comme nous l'avons expliqué dans l'introduction, les calculs, dans ce
modele, sont composés de rounds, structures logiques fermées pour les com-
munications, en ce sens que tout message envoyé lors d'un round donné ne
peut étre recu qu’a ce round. La description technique des calculs est simi-
laire a celles qu’ont présentées Dwork, Lynch et Stockmeyer dans [19] et Gafni
dans [22] ; le modele généralise ainsi la notion classique de rounds synchrones
développée pour les systemes synchrones [33].

Le modele HO a été défini par Charron-Bost et Schiper [17] dans le but,
entre autres, de disposer d'un outil d’étude des systemes distribués sujets a
des pannes bénignes' qui 1°) ne considere plus le type de pannes et le degré
de synchronisme comme des parametres indépendants qui déterminent un
systeme particulier, et 2°) ne fait plus référence au composant responsable de
la panne, en ne considérant plus que la notion d’erreur de transmission.

Nous avons généralisé le modele HO afin de pouvoir étudier des systemes
dans lesquels les processus sont susceptibles de recevoir des messages différents
de ceux qui auraient du leur étre envoyés [13]; on parle alors d’erreurs de
transmission par valeurs.

Dans le cas des pannes bénignes, le modele est fondé sur la notion d’en-
semble Heard-Of (HO) ou ensemble d’écoute, qui permet de caractériser les
messages recus par un processus a un round, et donc évalue la vivacité des

1On peut citer les omissions d’envoi ou de réception d’un message, ou encore 'arrét
prématuré et définitif d’un processus, communément appelé crash.



communications. Pour les erreurs de transmission par valeurs, nous introdui-
sons ici la notion d’ensemble Safe Heard-Of (SHO) ou ensemble d’écoute sir,
qui caractérise la stireté des communications, c’est-a-dire les messages regus
par un processus a un round donné dont le contenu correspond bien a celui
qui aurait da lui étre envoyé.

1.1 Ensembles d’écoute. Prédicats de com-
munication.

On suppose que 'on dispose d’un ensemble fini non vide II de cardinal n,
d’un ensemble de messages M, ainsi que d'un marqueur null n’appartenant
pas a M indiquant le message vide. A chaque élément p de II, nous associons
un processus, formé des composants suivants : (a) un ensemble d’états noté
states,, (b) un sous-ensemble init, d’états initiaux et, pour tout entier positif
r appelé numéro de round, (c) une fonction d’envoi de message Sy qui associe
a chaque élément de states, x I un unique élément de M U{null} et (d) une
fonction de transition d’états 77 qui détermine le nouvel état du processus
p en fonction de son état au début du round r et du vecteur partiel (indexé
par II) des messages regus par p au round r. Plus formellement, on a :

Sy« states, x II — M U {null},

et

T - states, x ((M U {nullp)")" —  states,,

olt (M U {null})™)" représente I'ensemble des vecteurs partiels, indexés par
I1, d’éléments de M U {null}. La collection des processus est appelée algo-
rithme sur 11.

1.1.1 Ensembles d’écoute

Les calculs s'effectuent en rounds successifs. A chaque round r, chaque
processus p envoie a chaque processus ¢ le message S) (s,q), ou s est I'état
de p au début du round r, puis, pour un certain sous-ensemble HO(p, )
de IT représentant I’ensemble des processus desquels p recoit un message au
round 7, troque son état courant contre le nouvel état T) (s, ji)), ol ji) est
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le vecteur partiel des messages regus par p a ce round (le support de /i) est
donc HO(p,1)).

On suppose que tout calcul consiste en une infinité de rounds. Cette
hypothese est fondamentale, en ce sens qu’elle garantit la vivacité des calculs
en assurant que chaque processus effectue une infinité de transitions d’états.

Il est, d’autre part, important d’insister ici sur le fait que, pour chaque
processus p de I, la fonction S} est définie, pour tout round r, sur states, X IL.
En d’autres termes, a chaque round, tous les processus sont tenus d’envoyer
un message a chacun des autres. Cette hypothese est, elle aussi, fondamen-
tale : elle résulte du fait que nous tenons a séparer les aspects sémantiques,
c’est-a-dire liés a l'algorithme, des aspects opérationnels liés aux hypotheses
sur le systeme. Plus précisément, nous voulons pouvoir différencier le cas
dans lequel un processus p ne recoit pas de message d'un processus ¢ au
round r, qui se traduit alors par ¢ ¢ HO(p,r), et celui dans lequel p recoit
de ¢ le message (null). Dans le premier cas, le transfert d’information de g a
p, ou, en d’autres termes, la communication de g vers p, est “physiquement”
impossible au round r; dans le deuxieme cas, le processus g a la possibilité
de communiquer avec p d'un point de vue opérationnel, mais n’a pas d’in-
formation & lui transmettre. L’ensemble HO(p, r) représente ainsi I’'ensemble
des processus desquels p a la capacité physique de recevoir de I'information
au cours du round r.

Dans tout calcul, nous ne considérons que de possibles erreurs de trans-
mission, et en aucun cas des erreurs de transition d’états. En d’autres termes,
pour tout processus p et pour tout round r, la fonction 77 est respectée.

Pour chaque processus p de II, et pour chaque round r, nous introduisons
deux sous-ensembles de II :

e L’ensemble d’écoute, noté HO(p,r), qui est le support de i) :

HO(p,r) ={q €1l : [i,[q] est défini}.

e L’ensemble d’écoute str, noté SHO(p,r), et défini par

SHO(p,r) ={q €1l : [ij[q] = S;(s4,D)},

ou s, est I'état du processus ¢ au début du round 7.
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Par définition, on a
Vr >0, Vp, SHO(p,7) C HO(p, ).

Ces deux ensembles permettent de caractériser la différence qui existe
éventuellement entre ce qui aurait di étre envoyé au round r et ce qui est ef-
fectivement re¢u a ce round. Comme annoncé dans 'introduction, aucune hy-
pothese n’est avancée quant aux raisons pour lesquelles, a un round donné r,
fiylq] # S} (p, 54)- Nous ne considérons que l'effet des erreurs de transmission
sur le calcul, sans chercher a en déterminer la cause : 'erreur peut étre due
a un non-respect de Sy par ¢, a une réception incorrecte par p, ou encore a
une corruption du message par le lien de ¢ a p.

Alors qu’au round r, tout processus p est capable de déterminer HO(p, r),
nous supposons que son ensemble SHO(p, r) lui est inaccessible. En effet, les
erreurs de transmission par valeurs ne sont, en général, pas détectables par
les processus destinataires des messages corrompus. Dans le cas contraire, on
peut se ramener au cas des erreurs bénignes en forcant tous les processus a
ne considérer que les messages provenant des processus appartenant a leur
ensemble d’écoute stur.

A partir des ensembles HO(p,r) et SHO(p,r), nous formons 1’ensemble
d’écoute altéré, noté AHO(p,r), de la maniere suivante :

AHO(p,r) = HO(p,r) \ SHO(p, ).

L’ensemble AHO(p,r) représente I'ensemble des processus ¢ de II desquels,
au round r, p regoit un message (¢ € HO(p,r)) mais celui-ci ne correspond
pas a celui que ¢ aurait da lui envoyer a ce round (¢ € SHO(p,1)).
Etant donné un calcul C', nous considérons la collection indexée par IIx N
(HO(p7 /r) 7 SHO(p7 T))pEH7T>0
induite par C' et nous définissons, pour chaque round r de C, le noyau (resp.
noyau sur) :

K(r)= () HO(p,r), SK(r) = (| SHO(p,r)

Intuitivement, le noyau d’un round correspond a I’ensemble des processus
qui sont entendus par tous a ce round, alors que le noyau sur désigne 1’en-
semble des processus dont les messages sont recus correctement par tous les
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processus. Nous pouvons généraliser cette définition a I’ensemble du calcul :

K=K SK =] SK(r)

r>0 r>0

Qu’ils soient restreints a un round particulier ou globaux a tout le calcul,
nous omettons la distinction entre noyau et noyau sur lorsqu’il n’y a pas de
confusion possible, comme, par exemple, dans le cas des erreurs de transmis-
sions bénignes ot les ensembles d’écoute et les ensembles d’écoute stirs sont
égaux.

De manieére similaire, la partie altérée d’un round (resp. d’un calcul)
représente ’ensemble des processus qui ont envoyé un message ayant été
requ corrompu par un processus quelconque a ce round (resp. dans tout le
calcul) :

AS(r) = AHO(p,r) AS = JAS(r)

pell r>0

On notera que dans le cas des erreurs de transmission bénignes, ces ensembles
sont toujours vides.

1.1.2 Prédicats de communication

Un prédicat de communication est un prédicat sur les collections indexées
par II x N

(HO(p,r); SHO(p, 1))

pell,r>0’

qui n’est pas le prédicat constant “faux”.
Nous ne manipulerons que des prédicats invariants par rapport au temps,
c’est-a-dire qui ont la méme valeur de vérité pour toute collection

(HO(p,r +1); SHO(p, 7 +1)) 11 1o
ol ¢ est un entier naturel quelconque. Cette hypothese d’invariance par rap-
port au temps résulte du fait que nous ne voulons pas que la correction d’un

algorithme, décrit dans ce modele, dépende de I'instant auquel son exécution
débute.
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1.2 Machines HO et probléemes

Nous définissons a présent les notions de machine HO, de probléeme, et de
résolubilité d'un probleme par une machine HO.

1.2.1 Machines HO

Une machine Heard-Of (on parlera dans la suite indifféremment de ma-
chine HO ou tout simplement de machine) pour un ensemble IT est une paire
M = (.A, 73), ou A est un algorithme sur Il et P est un prédicat de com-
munication. Par exemple, nous serons amenés a considérer des machines HO
avec comme prédicat de communication :

Pros vr>0,Vpell : pe HO(p,r)

7Dnekrounds V’l" >0 : K(’l") 7& @

Psym Vr >0, Vp,qell*> : pe HO(q,r) Aq€ HO(p,7)

Po, a €N Vr >0, Vpell : |[AHO(p,7)| < «

Pepunif Vr >0, Vp,q e II* : HO(p,r) = HO(q,r)

Une ezxécution d’'une machine M = (.A, 73) est définie par les collections

(U;S:O))penv (Uz(f))pen,mo et (HO(pﬂ%SHO(p’T))pEH,DO

qui satisfont les conditions suivantes :
1. Pour tout processus p, O‘;,(;O) est un état initial de p, c’est-a-dire a;(,o) €

wmnat,,

14



2. pour tout entier r > 0 et pour tout processus p, a;,(,r) est 'état de p a

la fin du round r, obtenu en appliquant 7 a a,(,’“‘” et au vecteur de

messages regus par p au round 7, et
3. la collection (HO(p,r); SHO(p,7))

munication P.

r>0,pell satisfait le prédicat de com-

On remarque que, dans le cas des pannes bénignes, ot on ne considere
pas de déviation par rapport aux fonctions d’envoi de messages et de transi-
tion, puisque ces fonctions sont déterministes, une exécution est entierement
déterminée par les deux collections

(O-I(?O))pel'[

et (HO(p, r))

r>0,pell

Dans le cas des erreurs de transmission par valeurs, au contraire, l'appar-
tenance d'un processus ¢ a ’ensemble d’écoute altéré d'un processus p a un
round 7 ne suffit pas a déterminer le message, provenant de ¢, recu par p a
ce round ni, par suite, ’état de p a la fin de ce round. C’est la raison pour
laquelle nous considérons aussi la collection des états atteints par les pro-
cessus, round apres round, qui dépend du contenu sémantique des messages
recus par chacun des processus a chaque round.

1.2.2 Probleme. Résolubilité d’un probléeme.

Comme on vient de le voir, on associe a chaque exécution d’une machine

HO donnée la collection (a;,(,r))rzo,pen des états (un par processus et par round)
atteints par les processus au cours de cette exécution, o 01(,0) est I’état initial
de p dans cette exécution. De la méme maniere, pour toute variable X, locale
alu processus p, on notera XIST) la valeur de X, a la fin du round 7 et Xéo) sa

valeur initiale.

Définition 1.2.1 Un probleme ¥ pour Il est un prédicat sur les collections
d’états des processus.

Définition 1.2.2 Une machine M = (.A, 77) résout un probleme X si, pour

chacune de ses exécutions, la collection d’états associée (al(f))rzo,pen satisfait

3.

Définition 1.2.3 On dit que le probleme X est résoluble sous P s’il existe
un algorithme A tel que la machine M = (A, 73) résout 3.
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Nous avons précisé un peu plus haut que nous ne considérions que des
prédicats de communication invariants par rapport au temps. Puisque, de
plus, les numéros de rounds ne sont pas partie intégrante de I'état d’un
processus, la résolubilité d’un probleme ¥ par une machine (.A, 77) ne dépend
pas de 'instant auquel 'exécution de A démarre. Pour tout entier i, si on
définit I'algorithme *A par les fonctions d’envoi et de transition *S; et “T7
telles que, pour tout entier r, 1 < r <,

Vs € states,, Vq € 11, iS;(s; q) = null et
Vs € states,, Vi€ (MU {null})n)*, T (s, i) = s

et, pour tout entier r, r > i,
TQr __ Qr—1 T r—1i
S,=5" et "I/ =T"",
alors :

Proposition 1.2.4 Si la machine M = (.A, 73) résout le probleme X, alors

pour tout entier i la machine ‘M = (i.A, P) résout ¥.

En Tolérance aux pannes, I'un des problemes les plus étudiés est le Consen-
sus. De maniere informelle, il s’agit de parvenir a ce que les processus se
mettent d’accord sur une valeur unique. En effet, pour assurer la tolérance
aux pannes, on a traditionnellement recours a la technique de réplication.
Cette derniere conduit naturellement a considérer un systeme distribué (com-
posé des différents réplicats) dans un contexte de pannes. Il s’agit alors de
fournir une vue unique de ce systéeme, ce qui revient a résoudre le probleme
du Consensus.

Plus formellement, dans ce probleme, chaque processus se voit attribuer
une valeur initiale appartenant a un ensemble fixé V' et doit, en un temps
fini, décider de facon irrévocable la valeur initiale d'un des processus. Ainsi,
chacune des valeurs v de l'ensemble V' correspond a un état initial s) du
processus p, signifiant que v est la valeur initiale de p :

01(,0) =5,

Le processus p dispose aussi d’ensembles disjoints 3 d’états particuliers,
appelés états de décision, un pour chaque valeur v de V. Un processus p se
trouve dans un état de 3J) 8’il a décidé la valeur v. Le probleme du Consensus
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est alors défini par les quatre prédicats suivants :

Irrévocabilité. Lorsqu'un processus a décidé une valeur, il ne peut pas en
décider une autre ultérieurement :

Vp eI, WeV, Vr>0: (o) esl)= (W >r : o) exl).
Accord. Deux processus quelconques ne peuvent décider différemment :
Vp,q €11, Yo,w eV, Vr,r' >0 : (U;,(,T’) €x, /\aé’",) €Xy) = (v=w).

Validité. Toute valeur décidée par un processus est la valeur initiale d’un
processus :

Vpell, VeV, Vr>0 : (UI(JT)EZZ):>(HQEH : O’éO)ZSZ).

Terminaison. Tous les processus finissent par décider :
Vpell, weV, Ir,>0: " exr.

On trouve dans la littérature classique des spécifications du Consensus
dans lesquelles la clause d’Accord n’est pas uniforme, en particulier dans
le cas des pannes byzantines, ou certains processus sont susceptibles de
se comporter de maniere totalement arbitraire. En revanche, aucune des
spécifications ne comporte de clause de Terminaison uniforme, comme celle
que nous considérons ici.

Cette uniformité que nous requérons peut paraitre trop forte pour deux
raisons. D’une part, parce que la spécification résultante du Consensus peut
se révéler non-résoluble sous un prédicat P alors que la spécification classique
est résoluble dans des systemes correspondant a P. Charron-Bost et Schiper
ont montré dans [17] que cette objection ne tient pas.

D’autre part, on peut s’interroger sur la possibilité d’implémenter, dans
un systeme réel composé de processeurs sujets a des pannes crash, un algo-
rithme HO qui assure que tous les processus décident. Il est, en effet, clair
qu’un processeur qui a arrété de fonctionner ne peut pas prendre de décision.
Cependant, le processus HO correspondant au processeur fautif n’est alors
plus entendu et n’a, par conséquent, plus aucun impact sur le reste du cal-
cul. Ainsi, une implémentation d’une machine HO qui résout la spécification
uniforme du Consensus dans un systeme réel sujet a des pannes crash ne
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peut simplement pas implémenter la capacité physique a décider d’un pro-
cessus HO qui correspond a un processeur ayant arrété prématurément de
fonctionner.

On voit ainsi que, dans les modeles traditionnels, la définition de la
résolubilité du Consensus dépend fortement de la maniere dont on impute
les pannes aux différents composants du systeme, ce qui illustre comment
une méme spécification syntaxique peut conduire a différentes conditions
sémantiques des lors que la spécification fait référence au modele de pannes.
Dans le modele HO, nous évitons ce probleme en ne considérant que des
spécifications completement uniformes, avec les mémes conditions pour tous
les processus.

Enfin, d’'un point de vue pratique, il est déraisonnable d’exempter un
processus de prendre une décision pour la seule raison qu’il a été rendu
responsable d’une erreur de transmission transitoire, ou de considérer des
spécifications dont la clause d’Accord n’est pas uniforme si I'on ne considere
que des déviations par rapport aux fonctions d’envoi de messages.

1.2.3 Machines HO coordonnées

De nombreux algorithmes de Consensus utilisent un ou plusieurs proces-
sus distingués, communément appelés coordinateurs, dont le role consiste a
collecter des informations transmises par les autres processus du systeme,
puis a effectuer un arbitrage sur les informations regues (la nature de cet
arbitrage est spécifiée par le code de 'algorithme), et a diffuser le résultat
de cet arbitrage au sein du systeme; parmi les plus connus, on trouve des
algorithmes proposés par Dwork, Lynch et Stockmeyer [19], par Chandra et
Toueg [11], ou encore Lamport avec I'algorithme Paxos [28].

La correction de ces algorithmes est garantie par certaines propriétés sur
les coordinateurs : par exemple, la Terminaison de Paxos dans le cas des
pannes bénignes nécessite que le coordinateur d'une des phases soit entendu
par tous a cette phase. Pour de tels algorithmes, nous introduisons les ma-
chines HO coordonnées (indistinctement dénommées machines coordonnées
ou machines CHO dans la suite) dans lesquelles 1°) les algorithmes font
référence a ces coordinateurs, et 2°) les prédicats ne concernent plus uni-
quement les ensembles d’écoute, mais concernent aussi les coordinateurs.

Nous introduisons ici la notion d’algorithme coordonné sur un ensemble
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I1. La définition d’un algorithme coordonné est semblable a celle d'un algo-
rithme, excepté le fait que, pour tout entier r > 0 et pour tout processus p,
on associe a p son coordinateur au round r, que 1'on note Coord(p,r). Les
fonctions d’envoi et de transition sont alors définies de la maniere suivante :

Sy Il x states, x I — M U {null},

et

Ty« 11 x states, x ((M U {null)")" — states,,

ot (M U {null})")" représente 'ensemble des vecteurs partiels, indexés
par I, d’éléments de M U {null}. Les fonctions (S)),~0 et (T}),~o définissent
le processus coordonné p, et la collection des processus coordonnés est appelée
algorithme coordonné sur II.

A chaque round r, chaque processus p envoie a chaque processus ¢ le
message S, (Coord(p,r),s,q)), ol s est I'état de p au début du round r, puis
troque son état courant contre le nouvel état T (Coord(p,r), s, ji}), ou ji}
est le vecteur partiel des messages recus par p au round 7.

Nous dirons qu'un round r est uniformément coordonné si
V' p,q€ll : Coord(p,r) = Coord(q,r)
et que r est bien coordonné si
Vpell : Coord(p,7) € HO(p,r).

Un calcul est uniformément coordonné a partir du round rq si tout round
r tel que r > ry est uniformément coordonné; un calcul est uniformément
coordonné s’il est uniformément coordonné a partir du premier round.
Un prédicat de communication-coordinateur est un prédicat sur les col-
lections indexées par II x N
(HO(p, r); SHO(p,1); Coord(p, 7“))

pell,r>0

comme,par exemple,

P . Vr >0, Vp,q € 112, Coord(p,r) = Coord(q,r) et
coord_correct -+ YVr > ()’ ‘v’p c H’ COO’I“d(p, ’f’) §Z AS(T)
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Une machine HO coordonnée pour un ensemble II est une paire (A, 73), ou
A est un algorithme coordonné sur II et P est un prédicat de communication-
coordinateur. Comme pour les machines HO ordinaires, nous ne considérons
que des prédicats de communication-coordinateur invariants par rapport au
temps. La notion de résolubilité d’'un probleme par une machine ne change
pas.

De méme que pour les ensembles HO(p,r), nous ne spécifions pas la
facon dont les processus déterminent leurs coordinateurs : cela peut étre le
résultat d’un calcul (la machine coordonnée est simulée a 1’aide d’une machine
ordinaire), ou alors les processus ont acces a des ressources extérieures au
systéme (ressources physiques ou oracles) qui sont en mesure de fournir a
chaque processus le nom de son coordinateur pour un round donné.

L une des stratégies les plus communément employées est celle qui est dite
“du coordinateur tournant”. Elle consiste a sélectionner, pour tout processus
pde Il ={p1, - ,pn}, et pour tout round r > 0 :

Coord(p,) = P(14r) modn-

Avec cette stratégie, puisqu’il n'y a pas de déviation par rapport aux
fonctions de transition, ’accord sur l'identité du coordinateur d’un round
donné est trivialement garanti. En d’autres termes, tous les rounds dune
exécution d’'une machine coordonnée pour laquelle la stratégie du coordina-
teur tournant est adoptée sont uniformément coordonnés.

1.3 Translations dans le cas bénin

Nous nous intéresserons, dans le Chapitre 2, a un grand nombre de
systemes classiques et aux prédicats de communication que chacun peut ga-
rantir. Nous donnerons une nouvelle preuve d’équivalence de deux de ces
systemes, dans le cas des pannes bénignes, fondée sur la notion de simulation
d’'un prédicat de communication P’ par une machine M = (.A, 73). Nous uti-
liserons, pour cela, la notion de translation d’un prédicat P en un prédicat
P’, initialement définie par Charron-Bost et Schiper dans [17].
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1.3.1 Translations uniformes

Soit k un entier positif quelconque, et soit A un algorithme sur II tel que
chaque processus p met a jour une variable NewHO,, qui contient un sous-
ensemble de II. On appelle macro-round p la suite des k rounds consécutifs
k(p—1)+1, - kp. On note NewHOY la valeur de la variable NewHO,
a la fin du macro-round p.

On dit alors que la machine M = (A, 77) simule le prédicat de commu-
nication P’ en k rounds si, pour tout exécution de M, on a :

E1 : Siun processus g appartient a NewH O;(,p ), alors il existe un entier [
dans {1,--- , k}, une chaine de [+ 1 processus pg, - ,prde po = qap, = p et
une sous-suite de [ rounds rq, - -+ , 1y, avec ry < ro < --- < ry, du macro-round
p tels que pour tout indice 7, 1 < <[, on a:

Pi—1 € HO(pi, 7”2‘)7

E2 : La collection (NewH oY )) satisfait le prédicat P’.

pell,r>0

La condition E1 impose qu’'un processus ¢ qui appartient a l’ensemble
NewHO, a la fin du macro-round p a effectivement été entendu, directe-
ment ou par l'intermédiaire d’autres processus, par le processus p. On rap-
pelle que I'’ensemble d’écoute d’un processus p, a un round donné, consiste
en ’ensemble des processus desquels p a la capacité physique de recevoir de
I'information a ce round. Il est donc crucial que les ensembles d’écoute si-
mulés vérifient, eux aussi, cette propriété opérationnelle, ce qui ne serait pas
nécessairement le cas si on autorisait les processus a les déterminer arbitrai-
rement.

La condition E2, quant a elle, impose que les ensembles NewHO, si-
mulent des ensembles d’écoute qui satisfont P’.

S’il existe un algorithme A tel que la machine M = (.A, 73) simule P’ en
k rounds, on dira que A translate P en P’ en k rounds, ou encore que A est
une translation en k rounds de P a P’, et on notera P =, P’

On peut remarquer que dans le cas ou P = P’, Ialgorithme qui impose a
chaque processus p d’écrire la valeur de HO(p,r) dans NewHO, a la fin de
chaque round r est une translation en 1 round de P a P’, et donc que P = P'.
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1.3.2 Translations générales

On généralise a présent la définition précédente au cas des translations
qui ne prennent pas un nombre constant de rounds, en ce sens que deux
macro-rounds distincts peuvent ne pas étre composés du méme nombre de
rounds, ou encore qu'un macro-round donné peut étre composé d’un certain
nombre de rounds pour un processus p et d'un nombre différent de rounds
pour un processus ¢. Bien entendu, les deux notions ne sont pas incompa-
tibles.

Chaque processus p met a jour une variable supplémentaire MacroRound,
initialisée a 0. Lorsque p met a jour sa variable NewHO,, il incrémente
MacroRound, de 1. Lorsque p envoie un message, il I'étiquette avec la va-
leur courante de MacroRound,. De plus, p ignore tout message étiqueté avec
une autre valeur que la valeur courante de MacroRound,.

On obtient une définition générale de la notion de translation si on refor-
mule la condition E1 comme suit :

E1 : Si un processus ¢ appartient a NewHO,(p), alors il existe une
chaine de processus pg, p1,- -+, de po = q a p; = p et une suite de [ rounds
T, LT, avec 1 < 1o < - -+ < 1, telles que pour tout indice 7, 1 <7 <1 :

MacroRoundgi) =p, et pi_1 € HO(ps,13).

S’il existe un algorithme A tel que la machine M = (.A, 73) simule le
prédicat P’, on dira que A translate P en P’ et on notera P = P’. De
maniere évidente, la relation > contient toutes les relations >.

Etant donné une simulation d’un prédicat P’ par une machine (A, 77),
tout probleme résoluble sous P’ l'est aussi sous P (cf. [17]). Nous verrons
dans le chapitre suivant que, si on peut implémenter P grace a un systeme
classique S, alors on peut aussi implémenter P’ grace a S.

La relation > est transitive et permet donc d’ordonner les prédicats en
fonction de leur capacité a résoudre des problemes ou a capturer les propriétés
de systemes classiques. Si on a a la fois P = P’ et P’ = P, on dira que P et
P’ sont équivalents et on notera P ~ P’.
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Chapitre 2

Systemes classiques et
prédicats de communication

Comme nous avons pu le voir dans le chapitre précédent, le modele HO
se situe a un haut niveau d’abstraction. Il est donc important d’étudier quels
prédicats de communication peuvent étre implémentés dans quels systemes,
et de tenter de déterminer quel prédicat capture le mieux les propriétés des
communications d'un systeme donné. D’autre part, en s’inspirant de ’ap-
proche de Charron-Bost et Schiper [17], on peut se poser la question de
savoir quel prédicat de communication caractérise un probleme particulier.
Etant donné un probleme X, on veut identifier les prédicats des machines HO
qui permettent de résoudre .

La premiere partie du présent chapitre est consacrée a l'analyse d'une
large gamme de systemes classiques et des prédicats de communication qui,
selon nous, leur correspondent, en ce sens que chacun d’eux est le plus fort
prédicat implémentable dans le systeme considéré. Cette notion de correspon-
dance que nous utilisons est tout a fait informelle : elle reflete I'intuition qu’on
peut avoir sur les correspondances “naturelles” entre systemes et prédicats
de communication.

Nous reviendrons, par la suite, sur le résultat de [17] concernant les

prédicats de communication des machines HO qui résolvent Consensus, et
le mettrons en relation avec les prédicats présentés.
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2.1 Meémoire partagée dans le cas bénin

Dans un systeme a mémoire partagée, les processus communiquent via
des objets partagés, ou encore variables partagées. Une des classes majeures
d’objets partagés est celle des objets Read-Modify- Write (RMW) qui, a notre
connaissance, ont été introduits dans leur forme générale par Kruskal et
al. [26].

2.1.1 Registres SWMR et objets Atomic-Snapshot

Nous nous concentrons, tout d’abord, sur deux types particuliers d’objets
RMW : 1°) les registres atomiques Single- Writer/Multi- Reader (SWMR) et
2°) les objets Atomic-Snapshot. Il a été montré ([4, 20, 3]) que ces deux types
d’objets étaient équivalents dans le contexte des pannes bénignes, en ce sens
que 'on peut implémenter les uns dans un systeme disposant des autres.
Nous discutons la caractérisation des systemes SWMR donnée par Gafni [22]
et présentons, pour chacun de ces systemes, un prédicat de communication
qui lui correspond naturellement.

Dans un systeme SWMR, chaque processus p d’un ensemble II dispose
d’une infinité de registres R, sur lesquels peuvent étre exécutées deux opérations
(1) Write(R,,v), qui est I'écriture dans R, d'une valeur v appartenant a un
ensemble fixé V', et (2) Read(R,), qui est la lecture du contenu de R,. Chaque
processus p € II peut lire dans tous les registres R,, mais ne peut écrire que
dans R,. Nous considérons des registres atomiques au sens de la définition
donnée par Lamport dans [27], ¢’est-a-dire pour lesquels les opérations Read
et Write peuvent se chevaucher! mais s’exécutent comme si elles se produi-
saient de fagon instantanée. En d’autres termes, toute exécution du systeme
est équivalente a une exécution dans laquelle les opérations sur chaque re-
gistre sont séquentielles et les valeurs retournées par les lectures sont en
accord avec la spécification des registres.

Un objet Atomic-Snapshot est composé de n registres, un par processus.
Chaque processus peut, soit écrire une valeur dans la composante de I'objet
qui lui a été attribuée - on dira alors qu’il met a jour l'objet>-, soit obtenir

1On peut, par exemple, citer le cas de figure dans lequel un processus p commence 2
lire la valeur d'un registre IR, alors que ¢ est en train d’y écrire.

2Puisque chaque processus ne peut mettre & jour que sa propre composante dans un
objet Atomic-Snapshot, on omet de préciser qu'un processus met a jour sa composante de
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I’ensemble des valeurs des composantes de I'objet - on dira alors qu’il scanne
I'ojet. Comme indiqué par son nom, l'acces a un objet Atomic-Snapshot par
un processus est atomique, qu’il s’agisse d'une mise a jour ou d’un scan : la
notion d’atomicité est la méme que celle qui est donnée pour les registres
SWMR, c’est a dire que les opérations sur l'objet (mise a jour ou scan)
peuvent se chevaucher, mais s’exécutent comme si elles se produisaient de
facon instantanée.

Dans un systeme Atomic-Snapshot, les processus ont acces a une infinité
d’objets Atomic-Snapshot.

Quels prédicats pour ces objets ?

Comme nous 'avons précisé dans l'introduction, Gafni a défini dans [22]
un modele de calcul en rounds, appelé Round-by-Round Fault Detector (RREFD),
pour I'étude des systemes distribués. Dans ce modele, les calculs s’effectuent
en rounds successifs, et les propriétés des communications entre processus,
que ce soit via des objets partagés ou par échanges de messages, sont cap-
turées par un module appelé Round-by-Round Fault Detector module, qui fait
partie intégrante du systeme. A chaque round 7 et pour chaque processus p,
le module fournit un ensemble de processus dont p ne recoit pas de messages.

Comme annoncé dans [17], les modeles RREFD et HO sont similaires sous
plusieurs aspects. D’une part, I'un comme 'autre ne spécifie pas le médium
de communication. Les processus échangent des morceaux d’information, ap-
pelés messages, mais la maniere dont les messages sont envoyés et recus par
les processus n’est pas précisée. D’autre part, tout module RRFD fournit,
a chaque round r et pour chaque processus p, le complémentaire dans II de
I'ensemble HO(p,r). En revanche, les modeles RRFD et HO different sur la
maniere d’interpréter les prédicats : dans le modele RRFD, le médium de
communication est supposé fiable; le module RRFD fournit donc, a chaque
round, un ensemble de processus possiblement fautifs. Dans le modele HO,
au contraire, la notion de composant fautif est inexistante et les prédicats
représentent uniquement des propriétés vérifiées par les communications.

Gafni a étudié de maniere informelle la capacité du modele RRFD a cou-
vrir un grand nombre de systemes distribués. En particulier, il a introduit
deux modules RRFD qu’il estime “correspondre naturellement” aux systemes
Atomic-Snapshot et SWMR, respectivement. Nous analysons ici ses résultats.

I'objet
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Algorithme 2.1 Algorithme AtSn : code du processus p

Initialisation
rp € Nj initialement 1
vp € V/, initialement vy, = idp, ol id, est I'identifiant du processus p
HO,, C II; initialement (

Pour tout r, >0 :

HOp:=10

Write(AS™ [p], vp)

Scan(AS"»)

HO,, := {ensemble des valeurs distinctes de L retournées par Scan(AS™)}
0: rpi=rp+1

HOONOOT HWN-

En ce qui concerne les systemes Atomic-Snapshot sujets a des pannes
bénignes, la nature méme d’un objet Atomic-Snapshot le conduit a considérer
le prédicat suivant, que nous notons Prp (pour Russian Dolls) :

Prp =Prp N Pry,

ol Prp assure qu’a chaque round les ensembles d’écoute sont totalement
ordonnés par 'inclusion :

7DR’D - \V/’l">0, vpvqer‘[ : HO(p,T)QHO(q,T) \% HO(Qar)gHO(p>T)

et P,s garantit qu'a chaque round, chaque processus entend parler de lui-
meéme :

Prp = Vr>0,Vpell : pe HO(p,r).

Pour se convaincre qu’il est possible de garantir Pi, dans un systeme
Atomic-Snapshot en présence de pannes bénignes, considérons 1’algorithme
AtSn, donné comme Algorithme 2.1, censé étre exécuté dans un systéeme o,
pour tout entier r > 0, tous les processus de II ont acces a un objet Atomic-
Snapshot A" dont toutes les composantes sont initialisées avec la valeur L.
Nous décomposons les exécutions de AtSn en rounds. Pour tout entier r > 0,
chaque processus p met a jour A" avec son identifiant, puis scanne A”. Il met
ensuite a jour une variable HO, en lui affectant I’ensemble des processus ¢
tels que id, appartient a I’ensemble de valeurs retourné par Scan(A").

Proposition 2.1.1 [l est possible de garantir Pk dans un systéme Atomic-
Snapshot en présence de pannes bénignes.
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Démonstration: Soit S un systeme Atomic-Snapshot. Considérons une
exécution quelconque de AtSn dans S.

Soit r > 0 un entier. Supposons qu’il existe un processus p qui met a
jour sa variable HO,, au round r. Le code implique que p effectue Scan(A").
Puisque p ne scanne A™ qu’apres y avoir écrit, il lit nécessairement dans sa
composante une valeur différente de L. Par la ligne 9, on a p € HO,,.

Supposons qu’il existe un processus ¢, distinct de p, qui met a jour sa
variable HO, au round r. L’atomicité de A" implique que l'un des deux,
disons p, effectue l'opération Scan(AS") avant 'autre. Par la ligne 9, on a
alors HO, C HO,. O

Pour les systemes SWMR en présence de pannes bénignes, Gafni propose
le prédicat Prerrounds qui assure qu’a chaque round, il existe un processus
entendu par tous les autres :

Prekrounds Vr > O, K(T) 7é 0.

Algorithme 2.2 Algorithme sWmR : code du processus p

Initialisation
rp € Nj initialement 1
vp € V, initialement v, = idp, ot idp est I'identifiant unique du processus p
HO, CII

Pour tout r, >0
HOp :=10
Write(Ry" , vp)
Pour tout g € IT, Read(Rq")
HO, :={q : Read(Ry") # L1}
0: rpi=1p+1

HOWONOOT PHPWNH-

Considérons I'algorithme s WmR, donné comme Algorithme 2.2, censé étre
exécuté dans un systeme o, pour tout entier » > 0, chaque processus p € 11
dispose d’'un registre atomique Rj initialisé avec la valeur L. L’algorithme
sWmR est simplement obtenu en remplagant le scan de 'algorithme AtSn
(ligne 8) par une lecture séquentielle des n registres SWMR. Comme c’était
le cas pour AtSn, nous décomposons les exécutions de sWmR en rounds.

Proposition 2.1.2 Tout systeme SWMR sujet a des pannes bénignes peut
garantir le prédicat Prekrounds-

Démonstration: Considérons une exécution de sWmR. Soit » > 0 un entier.
Puisque les registres sont atomiques, on peut distinguer le processus qui
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écrit le “premier” dans son registre R, s'il existe. On le note p. Supposons

qu’il existe un processus ¢ qui met a jour son ensemble HO,. Puisque ¢ ne

commence a lire les registres qu’apres avoir écrit dans le sien, et donc apres
- , P

que p a écrit dans R}, on en déduit p € HO,. O

On remarque que, dans toute exécution de sWmR, pour tout r > 0,
chaque processus p ne commence a lire les registres R, qu’apres avoir écrit
dans R} ; on en déduit que si p met a jour HO,, au round r, alors p € HO,,.
On en déduit que tout systeme SWMR sujet a des pannes bénignes peut
garantir le prédicat P.s. Il est donc plus naturel de considérer le prédicat

" kroundss conjonction des deux prédicats Pperrounds €t Prer, pour décrire les
systemes SWMR en présence de pannes bénignes.

*
nekrounds

est trop faible pour les sytemes SWMR.

La discussion autour de 'algorithme sWmR pour les systemes SWMR
dans le cas des pannes bénignes montre qu’il est tres naturel de considérer le
prédicat Py i, ounds cOMme leur correspondant. Cependant, I’hypothese d’ato-
micité des registres implique aussi que, dans toute exécution de s WmR, pour
tous processus p et ¢, pour tout entier » > 0, soit p peut lire la valeur ins-
crite par ¢ dans Ry, soit ¢ peut lire la valeur inscrite par p dans R}. Cette
constatation nous conduit a considérer le prédicat suivant, lui aussi introduit
par Gafni, que nous notons Pg,, :

Psym = Vr>0, Vp,gell : pe HO(qg,r) VvV g€ HO(p,r)

qui peut ainsi étre garanti par tout systeme SWMR. On remarque que, de
maniere évidente, Pg,,, implique P,.¢. Nous nous proposons, ici, de démontrer
que Psyp est strictement plus fort que Pr...ounas €6 donc que Py .-
est trop faible pour correspondre aux systemes SWMR sujets a des pannes

bénignes.

Nous présentons tout d’abord l'algorithme STN, donné comme Algo-
rithme 2.3. Nous démontrons que STN est une translation en 2 rounds de
Psym en Py i ounds, €6 done que Py, est au moins aussi fort que Py ounds- 11
est intéressant de remarquer que STN est la premiere translation présentée
par Charron-Bost et Schiper (donnée dans [17] comme “Algorithm 1 : trans-
lation for increasing kernels”), qui I'utilisent pour simuler des macro-rounds
dont les noyaux sont de taille plus importante que la taille des noyaux des
rounds originaux.
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Algorithme 2.3 Algorithme STN : code du processus p

1: Initialisation :
. ooy .
2:  NewHO, € 2", initialement vide 8: Round r=2p:
9: Sp

3: Round r=2p—1: 10: Envoyer ( HO(p,r — 1)) & tous les pro-
4- sy cessus
5: Envoyer (idy, ) a tous les processsus . .

yer (idp ) p 11: Ty
6: 7 12: NewHOy := UqEHO(p,T') HO(q,7 — 1)
7: NewHOp :=10

Considérons une exécution de STN. Soit p un macro-round et soit A, =
(@i)ijenml, Bp = (bij)ijenm) €t Mp = (mij)ijequn) les matrices définies
par :

* a;; = 1sip; € HO(p;,2p — 1), 0 sinon
* b;; = 1sip; € HO(pj,2p), 0 sinon
* M, =A,- B,

On note que, pour tous i,j € [1;n], on a m;; > 0 si et seulement si le

processus p; appartient a NewH Oé’;). Par conséquent, pour démontrer que
le noyau du macro-round simulé est non-vide, il suffit de vérifier qu’il existe
un indice i € [1;n] tel que, pour tout indice j € [1;n], on ait m;; > 0.
De la méme maniere, pour démontrer que tout processus p; appartient a
NewH Ol(ff), il suffit de démontrer que, pour tout indice i € [1;n], on a
m;; > 0.

Lemme 2.1.3 Soit n un entier tel que n > 2. Soit A = (a;;)ijenm] €t
B = (bij)ijepn) deux matrices dans My, ({0,1}).

Si A et B satisfont
- Vi,je[Ln], ai;+a;; >0

- VZ>] € [[17”]]’ bi,j +iji >0

29



et si la matrice M = (m;;); jepm) est définie par M = A x B, alors M
satisfait :

Jdi e [L;n] 2 V5 e[lin], mi; >0, et (2.1)
Vi € [[17 n]], m;,; > 0. (22)
Démonstration: Nous commencgons par démontrer (2.1), par récurrence sur

la taille n, n > 2, des matrices A et B.

e Cas de base n = 2.

Soit A = (ai,j)i,je{m} et B = (bi7j)i,j€{1’2} dans MQXQ({O, 1})
Si A satisfait

VZ,j € {17 2}7 Qj,j + Aji > O’
alors il existe un indice iy € {1,2} tel que a;y1 > 0 et a;,2 > 0.

Si B satisfait Vi, j € {1,2}, b;; +b;; >0, alors on a by; > 0 et by > 0.
Par conséquent, si M = A x B alors m;,1 > 0 et m;, 2 > 0.

e Ftape de récurrence n > 2.

Supposons a présent que le résultat soit vérifié pour des matrices de taille
n— 1.

Soit A = (aij)ijeqin] €t B = (bij)ijepm) deux matrices dans M, ({0,1})
qui satisfont

-Vi,j e [Lin], aij+aj; >0
- VZ>] € [[17”]]’ biJ +iji >0

Soit M = (m ;)i jepm] la matrice définie par M = A x B. Raisonnons
par contradiction et supposons que M satisfasse
Vie[lin], 4j € [lin]: m;; =0

Pour tout k = 1,-- -, n, soit Ay, By, dans M,_1)x(n-1)({0,1}) et M}, dans
M -1)x(n—1)(N) les matrices définies par

Ap = (aij)ijzk, Br = (bij)ijzr €t My = A X By,
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Notons que pour tout k= 1,--- ,n, A, et By, satisfont
- Vz,j # ]{Z, a;; +aj; > 0
- VZ,] 7é k‘, bi,j + ij' >0

Considérons A; et B;. L’hypothese de récurrence implique qu’il existe un

indice i # 1 tel que, pour tout indice j = 2,--- ;n, on a
n
Zail,l . bm > 0.
1=2
De plus, pour tout indice j = 2,--- | n,
n
mi, j = Z%,l “ by
=1
On obtient ainsi que, pour tout indice j =2,--- ,n :

n
mi j = Z%,l by > 0.

=2

Puisque nous avons supposé que
Vie [Lin], 3j € [L;n]: m;; =0,
on en conclut m;, 1 = 0.

Considérons a présent A, et Bs. Par le méme argument, nous montrons qu’il
existe un indice iy # 2 tel que m;, 2 = 0 et Vj # 2, m;, ; > 0. On vient de
montrer m;, ;1 = 0; on en conclut donc iy # 4.

En répétant le méme argument pour Ay et By, k = 3,--- ,n, on démontre que

- pour tout k =1,--- n, il existe un indice iy € [1;n] tel que
mi,r=0etVle{l,--- ,n}\{k}, my; >0

—Vl,ké[[l;n]] k’?él:>'lk7éll
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Nous pouvons ainsi définir une application h : [1;n] — [1;n] telle que,
pour tout indice j € [1;n], on a h(j) = i;. Par construction, 'application h
est bijective.

Soit maintenant k € [1;n]. Puisque h : j — h(j) est bijective, nous avons
M (k)b (k=1 (k) = 0

Le fait que byn-1(k)),n(h-1(k)) > 0 implique alors ap ) nn-1(k)) = 0.

De plus, pour tous i, j € [1;n]? onaa;;+aj; > 0, et donc An(h=1(k)),n(k) > 0.

Par définition de I'application h, on a mpp-1(k)) 1) = 0, qui est équivalent
& An(h=1 (k) (k) * Onik) 1) = 0-

On en déduit byyn-1x) = 0, ce qui, par définition de B, implique
bhfl(k),h(k) > 0.
Par le méme argument on obtient ak)),n-1x) = 0, et donc ap-1(x) nnr)) > 0.

Par conséquent, on a byuk)),n-2k) = 0, ce qui implique by—2k) n(nr)) > 0, et
donc aps iy p-2k) = 0.

En généralisant, on obtient

Vi, Ap=1(k), R+ (k) = 0, (2.3)
ou h” est la r-ieme itérée, pour la composition, de h.
Puisque h : [1;n] — [1;n] est bijective, il existe un entier I, > 1 tel que

h' (k) = k. En posant [, = [+ 1 dans I'équation (3.23), on obtient ;) > 0,
une contradiction. On en conclut donc que M satisfait bien la condition (2.1).

Pour démontrer que M satisfait aussi le condition (2.2), il suffit de re-
marquer que, pour tout indice ¢, i € [1;n], on a

Qi > 0 et
bm’ > 0.
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Or, par définition de M, on a, pour tout indice i, i € [1;n],
m;; > ai; + b,

On en conclut donc que M satisfait bien (2.2).

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer le résultat annoncé :

Proposition 2.1.4 L’algorithme STN est une translation en 2 rounds de

*
Psym N Fhekroundss et dOTLC

*
7Dsym t 2 Pnekrounds'

Démonstration: Soit une exécution de la machine (STN, Pyym)-

Le fait que la condition E1 de la définition d’une translation est bien
vérifiée est une conséquence directe de la maniere dont STN fonctionne. En
effet, pour tout macro-round p > 0, le code (ligne 12) assure que si un pro-
cessus ¢ appartient a NewH O,(,p ), alors p a effectivement entendu ¢, peut-étre
par lintermédiaire d’un autre processus, au cours du macro-round p.

Il nous reste a montrer que la condition E2 est, elle aussi, vérifiée, c¢’est-

a-dire que la collection (N ewH O,(,p ))pEH 50 satisfait P . ounds-

Soit p > 0 un macro-round et soit A, = (ai ;)i jein], Bp = (bij)ijepm] €t
M, = (m;;)ijenin les matrices définies par :

* a;; = 1sip; € HO(p;,2p — 1), 0 sinon

* b ;= 1sip; € HO(pj,2p), 0 sinon

* M,=A,-B,

Comme précisé plus haut, pour tous i, € [1;n]? on a m;; > 0 si et
seulement si le processus p; appartient a NewH O,(f;). Ainsi, la condition E2
est satisfaite si et seulement si M, vérifie

Ji € [1;n], Vi e [L;n], mi; >0 et (2.4)
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Comme Py, est satisfait, les matrices A, and B, vérifient
- Vi, j € [Lin], aij+az >0,
-Vi,j € [[1771]], biJ’ + bj,i > 0.

Le Lemme 2.1.3 assure alors que M, vérifie (2.4) et (2.5); par conséquent,
la condition E2 est satisfaite, ce qui acheve de démontrer que ’algorithme
STN est une translation en 2 rounds de Py, en P O

ekrounds*

) < X ; . .

Nous démontrons a présent que P .. unds 1'€St pas au moins aussi fort
que Pyym. De maniere évidente, si [II| = 2, P! implique Pgyp,. On
suppose donc |II| > 3 dans la suite.

ekrounds

Proposition 2.1.5 Il n'existe pas de translation de P} en Psym -

ekrounds
*
nekrounds % Psym .

Démonstration: Supposons qu’il existe un algorithme A qui translate P
en Psyn,. Considérons une exécution de la machine (A, P

ekrounds

telle que :

ekrounds)
dgell : Vr>0, Vpell, HO(p,r)={p;q}.

Soit p > 0 un macro-round et soit p et p’ deux processus distincts de
q tels que p # p'. Puisque A est une translation de P}, .nas €1 Psym, 1a
condition E2 de la définition d’une translation assure que

peNewHOY Vv p e NewHOY.
Sans perte de généralité, supposons que
p € NewH O;? ),

La condition E1 implique alors qu’il existe une chaine de processus pg, - - - ,
de pp = p a p; = p' et une suite de [ rounds r; < --- < 7 telles que, pour
tout indice 7, 1 <17 <[ :

MacroRoundgi) =p, et pi_1 € HO(p;,13).
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Or, pour tout processus p” € II et pour tout round r» > 0 tel que
M acroRoundl(;) =p,onap’ & HO(p',r), une contradiction. Par conséquent,

A n’est pas une translation de P’ .. ounds €1 Psym- 0

La combinaison des Propositions 2.1.4 et 2.1.5 nous autorise a énoncer le
résultat principal de cette section :

Théoreme 2.1.6 Py, est strictement plus fort que P} 1rounds -

*
7Dsym ~ 7Dnelm‘ounds .

Nous avons, dans cette section, présenté le prédicat Py, que l'on peut
garantir dans un systeme SWMR sujets a des pannes bénignes, et démontré
que Py, est strictement plus fort que P i, ounas- On en conclut donc que
P krounas €5t trop faible pour correspondre aux systemes SWMR dans le cas
des pannes bénignes.

Psym est équivalent & Prp

Les prédicats Py, et Pgpp correspondent donc aux systemes SWMR
et aux systemes Atomic-Snapshot, respectivement, dans le cas des pannes
bénignes. Nous démontrons, dans cette section, que ces deux prédicats sont
équivalents au sens de 'ordre défini dans le Chapitre 1, ce qui correspond a
I'équivalence, démontrée par exemple dans [4, 20, 3|, entre systemes SWMR
et systemes Atomic-Snapshot sujets a des pannes bénignes.

Théoréme 2.1.7 On a

Prp = Psym,
et donc
P:;QD il Psymn
Démonstration: Soit (HO(p, T>)p€H .~ une collection d’ensembles d’écoute

qui satisfait Prp.

Soit 7 > 0 et soient p et ¢ deux pocessus de II. Puisque P}, implique
Pref, on a
p€ HO(p,r) AN q€ HO(q,r).

Sipé¢ HO(q,r) on en déduit g # p et
HO(p,r) £ HO(q,7),
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ce qui, sous Pxp, implique
HO(q,7) € HO(p, 7).

Par conséquent, on a bien ¢ € HO(p, ).
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Algorithme 2.4 Algorithme SRD : code du processus p

1: Initialisation

2: D, C II; initialement {p}

3: NewHO, CII; initialement ()

4:  Knownp CII; initialement ()

5:  kp €{0,1,2}; initialement O

6: Np € N; initialement 0

T: MacroRound, € N; initialement 1
8: 55

9: if r =1[n?% +n| then

10: Envoyer (p) & tous les processus
11:  else

12: if NewHOp = () then

13: Envoyer (D) & tous les processus
14: else

15: Envoyer (null) & tous les processus
16: T :

17:  if r = 1[n® + n] then

18: NewHOp, :=10

19: Knowny := 0

20: Dy, := HO(p,r)

21: if D, # {p} then

22: kp =0

23: else

24 kp:=1

25: Np =1

26: if r # 1[n? + n] then

27: if NewHOp, = () then

28: Knownp := HO(p,r) \ {q : p recoit (null) de g au round r}
29: if {Dq : ¢ € Knowny} C D, then
30: kp:i=Fkp+1

31: else

32: kp=0

33: Dy :=DpU |U{Dq : q € Knowny}
34: if k) = 1 then

35: Np := |Knowny|

36: if kp = 2 then

37: kp:=1; Np:=Np—1

38: if N, =0 then

39: NewHOyp := Dy
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Il reste a démontrer que Py, est au moins aussi fort que Prpp. On re-
marque que si |II| = 2, toute collection

(HO(p7 T))pEH,T>0

satisfait Pgp. Dans ce cas, on a donc
*
Psym = Prp

et donc
Psym =1 Prop-

On suppose donc [II| > 3. Nous présentons 'algorithme SRD, donné
comme Algorithme 2.4, que nous prouvons étre une translation de Py, en
Pip- Les exécutions sont décomposées en macro-rounds, composés chacun
de n? 4+ n rounds consécutifs, oll n est le cardinal de II.

De maniere informelle, cet algorithme fonctionne de la maniere suivante.
A chaque macro-round, chaque processus p met a jour une variable NewHO,,
qui représente 1’ensemble d’écoute simulé de p. Aussi longtemps qu’un pro-
cessus p n'a pas déterminé son ensemble NewHO,, il met a jour, a chaque
round 7, une variable D, qui consiste en ’ensemble des processus dont p a
entendu parler au cours de p, directement ou par 'intermédiaire d’autres pro-
cessus. Tant que p n’a pas déterminé NewHO,, il envoie la valeur courante
de D, ({p} au premier round) aux autres processus et met a jour sa variable
en fonction des messages qu’il recoit. Si la valeur de D, ne change pas pen-
dant un assez grand nombre (qui peut varier d’'un macro-round a l'autre) de
rounds consécutifs de p - c’est-a-dire si p exécute la ligne 37 pendant un assez
grand nombre de rounds consécutifs de p -, alors p met a jour NewHO, en
lui affectant la valeur D,. Une fois que p a défini son ensemble NewHO,, il
envoie (null) a chacun des rounds suivants et ne modifie plus NewHO,,.

Nous commengons notre démonstration par deux lemmes élémentaires
concernant 1’évolution des variables D, au cours d’'un macro-round. On rap-
pelle que pour tout processus p, pour tout round r (resp. macro-round p), et

toute variable x, locale a p, on note x},"’ (resp. ml(,p )) la valeur de z, a la fin

du round r (resp. du macro-round p), et 2 sa valeur initiale.

Lemme 2.1.8 Soit une exécution de la machine (SRD, Py, et soit p >0
un macro-round. Pour tous rounds r et r' de p tels que r < r' et pour tout

processus p € 11 on a
D C DI,
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Démonstration: Soit une exécution de la machine (SRD, Psyyy,) et soit p > 0
un macro-round. Soit 7 et 7’ deux rounds de p tels que r < r’ et soit p un
processus de II. On raisonne par récurrence sur ' — r > 1.

e Cas de base r' = r + 1. Par définition de 7/, on a 7’ # 1[n? + n|. Si p

n’exécute pas la ligne 33 de son code au round 7/, alors Dl(fl) = DI(; ),
Sinon, on a

D = D UUDE) < g€ Knoun,),

et donc DY) € DY,

) Etape de récurrence v’ > r -+ 1. Supposons que, pour tout 7, r < r” <
r’,on a
(r) (r")
Dy C Dy

Par le méme argument que dans le cas de base, on a

r'—1 r’
DY ¢ pir).

En posant 7”7 = ' — 1, on en conclut DY) € D).
O

Lemme 2.1.9 Soit une exécution de la machine (SRD, Psyy). Pour tout
round r > 0 et pour tout processus p € Il on a

pE Dl(f).

Démonstration: Soit une exécution de la machine (SRD, Pgyy, ). Soitp > 0
un macro-round et soit p € Il un processus.

Soit 7o le premier round de p. Le code (ligne 20) assure DS = HO(p, o).
Puisque Py, implique Py, on en déduit p € Dy
que, pour tout round r de p, on a

. Le Lemme 2.1.8 implique

D) € D).
On en conclut donc que, pour tout round r de p, on a

pE DI(]’).
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Lemme 2.1.10 Soit une exécution de la machine (SRD, Psym). Au cours
de chaque macro-round, chaque processus exécute au plus une fois la ligne 39
de son code.

Démonstration: Soit une exécution de la machine (SRD, Psyyy,) et soit p > 0
un macro-round. Supposons qu’il existe un processus p qui exécute la ligne 39
au cours de p.

Soit 7, le premier round de p au cours duquel p exécute la ligne 39. Si r,
est le dernier round de p, le résultat est immédiat. Sinon soit r > 7, un round
de p. Démontrons que p n’exécute pas la ligne 39 au round r. On raisonne
par récurrence sur r.

e (as de base r = r, + 1. Puisque p exécute la ligne 39 au round r,, on a
NewHOI(,T”) = DI(,T”). Le Lemme 2.1.9 implique alors NewHO;,(,T”) £ ().
Comme r n’est pas le premier round de p, p n’exécute pas la ligne 18
au round 7. On en conclut donc que la garde de la ligne 27 est fausse
a ce round et donc que p n’exécute pas la ligne 39.

) Etape de récurrence r > r, + 1. Supposons que, pour tout r’, r, <
r’ < r, p n’exécute pas la ligne 39 au round r’. Puisque, pour tout 7/,
r, < 1’ < r,leround v’ n’est pas le premier round de p, p n’exécute
pas la ligne 18 au round 7' et donc NewHO{ = NewHOS ™. En
particulier, on a NewH Ol(f_l) = Dl(f” ). Le Lemme 2.1.9 implique alors
NewHO,(f_l) # (). Comme p n’exécute pas la ligne 18 au round r, on
en déduit que la garde de la ligne 27 est fausse a ce round et donc que
p n'exécute pas la ligne 39.

O

Nous déduisons les deux corollaires suivants qui concernent 1’évolution
des ensembles NewH O, au cours d'un macro-round.

Corollaire 2.1.11 Soit une exécution de la machine (SRD, Psym) et soit
p > 0 un macro-round. Pour tout processus p, s’il existe un round r, de p au
cours duquel p exécute la ligne 39 alors, pour tout round r de p, r > r,, on a

NewHOY) = NewHOY™) = DYv).
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Démonstration: Soit une exécution de la machine (SRD, Psyyy,) et soit p > 0
un macro-round. Supposons qu'il existe un processus p et un round r, de p
tels que p exécute la ligne 39 au round 7).

Le Lemme 2.1.10 implique que, pour tout round r de p, r < 7,, p n’exécute
pas la ligne 39. Puisque p n’exécute pas la ligne 18, on en conclut que, pour
tout round 7 de p, r, < r, on a

NewHO[") = NewHOS? = D{v).

O

Corollaire 2.1.12 Soit une exécution de la machine (SRD, Psym), soit p >
0 un macro-round, soit rq le premier round de p et soit p un processus.

Sl existe un round r, de p au cours duquel p exécute la ligne 39, alors,
pour tout v, 1o +1 <1 <r,, ona

NewHO[ ™Y = ).

Démonstration: Soit une exécution de la machine (SRD, Pyyy,) et soit p > 0
un macro-round. Supposons qu'il existe un processus p et un round r, de p
tels que p exécute la ligne 39 au round 7).

Supposons qu'il existe un round r, ro+1 < r < 7, tel que NewHO;,(,T) ().
La maniere dont les variables NewHO,, sont mises a jour implique alors qu’il
existe un round 7’ de p, " < r < r,, au cours duquel p exécute la ligne 39,
ce qui contredit le Lemme 2.1.10. O

Le résultat suivant majore, pour tout processus p, le nombre de rounds
d’un méme macro-round au cours desquels la valeur de D, peut étre modifiée.

Lemme 2.1.13 Soit une exécution de la machine (SRD, Pgym), soit p > 0
un macro-round, soit ro le premier round de p, et soit p un processus. Alors :

(1) Sip exécute la ligne 22 au round ro alors p exécute la ligne 32 au plus
n — 2 fois au cours de p.

(2) Si p exécute la ligne 24 au round ro alors il existe au plus n — 2
rounds r de p, v > 1o+ 1, au cours desquels p exécute la ligne 32.
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Démonstration: Soit une exécution de la machine (SRD, Pgyy,), soit p > 0
un macro-round, soit ry le premier round de p, et soit p un processus.

On commence par démontrer (1). Si p exécute la ligne 22 au round ry
alors HO(p,ro) # {p}. Puisque Py, implique P, et donc p € HO(p, o),
on en déduit qu'il existe un processus ¢ # p tel que ¢ € HO(p, o) et donc
g € DYV Ainsi, [IDV| > 2.

Supposons qu’il existe un round 7, r > ry, au cours duquel p exécute la
ligne 32. Cela implique DS ¢ DY, Or, le Lemme 2.1.8 implique D{ ™" C
D{". Par conséquent, on a DY " < DI, et donc |D{”| > |DYV| + 1.
D’autre part, le Lemme 2.1.8 implique que, pour tout »’ > rg, on a

r'—1 r’
DY ¢ pir.

Comme |D1(,TJ)| < n, pour tout 7/, on en conclut qu’il existe au plus n — 2
rounds de p au cours desquels p exécute la ligne 32.

I1 reste a démontrer (2). Supposons que p exécute la ligne 24 au round

ro. On a donc £V =1 et N = 1. Comme NewHOLY? = 0, p exécute la
ligne 30 ou la ligne 32 au round ry + 1. On distingue deux cas :

e Si p exécute la ligne 30, alors p affecte la valeur 2 a k, et exécute,
par conséquent, la ligne 37. Il affecte alors la valeur NZETO) —1=0
a Np, ce qui implique que p exécute la ligne 39 au round ry + 1.
On a donc NewHOU™ = DI Le Lemme 2.1.9 implique alors
NewHO,(,TOH) # (). Par le Corollaire 2.1.11, on en déduit que, pour
tout round r de p tel que r > rqg+ 1, on a NewHO,(f) # (). Cela im-
plique que, pour tout round r de p tel que r > ro + 1, p n’exécute pas
la ligne 32. On en conclut donc que p n’exécute pas la ligne 32 au cours
de p.

e Si p exécute la ligne 32 alors DY) ¢ DI Le Lemme 2.1.8 im-
plique DI € D™ Par conséquent, on a DY ¢ DY et done
DTV > DY) + 1. Le Lemme 2.1.9 implique |DS®| > 1. On en
déduit |D,(f°+1)| > 2. L’argument utilisé pour démontrer (1) acheve de
démontrer qu’il existe au plus n — 2 rounds r de p tels que r > rg + 1
au cours desquels p exécute la ligne 32.
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Corollaire 2.1.14 Soit une exécution de la machine (SRD, Pyy) et soit
p > 0 un macro-round. Tout processus p exécute la ligne 39 au cours de p.

Démonstration: Soit une exécution de la machine (SRD, Pyy), soit p > 0
un macro-round et soit p un processus. On raisonne par contradiction et on
suppose que p n’exécute pas la ligne 39 au cours de p.

Soit rg le premier round de p. De maniere évidente, p ne peut pas exécuter
la ligne 39 au round ry. Ainsi, pour tout round r de p, r # r¢, la garde de la
ligne 27 est vraie. Par conséquent, p n’envoie jamais (null) au cours de p et,
a chaque round r de p, r # ro, p exécute 'une des lignes 30 ou 32, ainsi que
la ligne 33.

Supposons que, pour toute suite ry, 7o, - - - , 7,11 de n+1 rounds consécutifs
de p, m > ro+ 1, il existe un indice 7, i € {1,2,--- ,n+ 1}, tel que p exécute
la ligne 32 au round r;. Or p est composé de n? +n rounds, n > 3. On a

n*4+n—2>mn+1)(n-1).

On en déduit qu’il existe au moins n — 1 rounds r de p, r > r¢ + 2, au cours
desquels p exécute la ligne 32, ce qui contredit le Lemme 2.1.13. Il existe
donc une suite r{,ry, -+, 7,41 de n+ 1 rounds consécutifs de p, r; > ro + 1,
au cours desquels p exécute la ligne 30.

Soit 7, le premier round de p, r, > 1o + 1, tel que p exécute la ligne 30
aux rounds 7y, 7, + 1,- -+, 7, + n. On distingue deux cas :

o1, =19+ 1. Si p exécute la ligne 24 au round ry on a k}(}m) = 1. De

plus, on a N,gm) = 1. Lorsque p exécute la ligne 30 au round ro + 1, il
lui affecte donc la valeur 2. Par conséquent, la garde de la ligne 36 est
vraie a ce round, ce qui implique que p exécute la ligne 37 et affecte a
N, la valeur NIETO) — 1 =0. On en déduit que p exécute la ligne 39 au
round 7y + 1, une contradiction.

Le g)rocessus p exécute donc la ligne 22 au round r(, ce qui implique
kz(fo = 0. Lorsque p exécute la ligne 30 au round ro + 1, il affecte donc
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la valeur 1 a k, et, par conséquent, affecte la valeur |K nowngp)\ a N,.
Comme Py, implique Py.f, on a p € HO(p,r,). Comme, d’autre part,
p envoie (D;,(,T”_l)) A ce round, il sensuit que p € Knowny™. On en
déduit N > 0.

Or, on a NIST”) < n. Par conséquent, pour tout indice i, 7 =1, - - - ,N,S"P),
p exécute la ligne 30 et affecte donc la valeur 2 a k, au round rj, + 1.
On en déduit que, pour tout indice 7,7 = 1,--- ,NIST”), la garde de la
ligne 36 est vraie au round r, + ¢ et donc qu’a ce round p exécute la
ligne 37 et n’exécute pas la ligne 35. Par conséquent, pour tout indice

. . T
Z,Zzl,---,Né”),ona

ngrp-‘ri) _ ngrp-‘ri—l) )

TP+N1()TP)—1) TP+N1()TP))

=1et N;S
plique que p exécute la ligne 39 au round 7, + ngrp), une contradiction.

En particulier, on a N;S = 0, ce qui im-

e 1, > 1o+ 1. Par définition de r,, p exécute nécessairement la ligne 32

au round r, — 1. On a donc k;,(,r”_l) = 0. Lorsque p exécute la ligne 30
au round 7, il affecte donc la valeur 1 a k, et, par conséquent, af-

fecte la valeur |K nown,(f”)| a N,. Comme Py, implique P, on a
p € HO(p,rp). Comme, d’autre part, p envoie (D,(f”_l)) a ce round, il
sensuit que p € Known®. On en déduit N > 0. L’argument utilisé
dans le cas précédent démontre alors que p exécute la ligne 39 au round
r, + N, une contradiction.

On en conclut finalement que p exécute nécessairement la ligne 39 au
cours de p. O

Lemme 2.1.15 Soit une exécution de la machine (SRD, Psym), soit p > 0
un macro-round, soit ro le premier round de p et soit p un processus.

Sl existe un round r, de p, ro +2 < 1r,, au cours duquel p exécute la
ligne 39, alors il existe un round r,, ro +1 < r, <, tel que :

1. p exécute la ligne 35 au round r,,, et

2. pour tout r tel que r, <r <1y, p exécute la ligne 37 au round r.
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Démonstration: Soit une exécution de la machine (SRD, Psyn,), soit p > 0
un macro-round, soit ry le premier round de p, et soit p un processus. Suppo-
sons qu’il existe un round 7, de p, 1o + 2 < r,,, au cours duquel p exécute la
ligne 39. Le Corollaire 2.1.12 implique que, pour tout r, ro < r <1, la garde
de la ligne 27 est vraie au round r, et donc que p exécute, soit la ligne 30,
soit la ligne 32 a ce round.

On démontre tout d’abord (1). On raisonne par contradiction et on sup-
pose que, pour tout 7, ro + 1 < r < 7, p n’exécute pas la ligne 35 au round
r. On démontre que, pour tout r, ro+1 <r < r,, on a l{:,(f) = 0. On raisonne
par récurrence sur r — 7q.

e (Cas de baser = ro+1. Si k}(}m) = 0, puisque p n’exécute pas la ligne 35

au round r + 1, il exécute nécessairement la ligne 32. On a donc bien
(To-i-l) o . (T()) o . , .

kp = 0. Si k"’ = 1, alors, puisque p exécute la ligne 39 au round

rp > 19+2, le Lemme 2.1.10 implique que p n’exécute pas la ligne 39 au

round 79 + 1. On en déduit que p n’exécute pas la ligne 30 a ce round.

Il s’ensuit que p exécute la ligne 32 au round o+ 1 et donc l{:l(,TOH) = 0.

) Etape de récurrence r > 1o+ 1. On suppose que, pour tout 7/, ro+1 <
v <7, onaky) =0.En particulier on a k'™ = 0. Si p exécute la
ligne 30 au round 7, il affecte a k, la valeur 1. La garde de la ligne 34
est donc vraie, ce qui implique que p exécute la ligne 35 au round r,
une contradiction. Par conséquent, p exécute la ligne 32 au round r et

donc kY = 0.
On en conclut kl(f”_l) = 0. Au round 7,, soit p exécute la ligne 30 et

affecte a k, la valeur 1, soit il exécute la ligne 32 et affecte a k, la valeur
0. Dans les deux cas, la garde de la ligne 36 est fausse au round r,, ce qui
contredit le fait que p exécute la ligne 39 a ce round.

Il reste a démontrer (2). Soit 7, ro +1 < 7, < 7,, le dernier round de
p au cours duquel p exécute la ligne 35. Supposons qu’il existe un round r,
r, <1 <1, au cours duquel p exécute la ligne 32. Puisque, par hypothese,
p exécute la ligne 39 au round 7,, on a 7 < r,. Le méme argument que celui
qui est utilisé dans (1), combiné avec la définition de 7}, implique que, pour

tout round 7', r < r’ < r,, on a k:l(fl) = 0. En particulier, k:l(fp_l) = 0. On
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en conclut que p affecte a k,, au round r,, soit la valeur 0 soit la valeur 1,
et donc que la garde de la ligne 36 est fausse a ce round, ce qui contredit le
fait que p exécute la ligne 39 au round r,. On en conclut que p exécute la
ligne 30 & chaque round 7, r, <1 <),

On démontre alors que, pour tout r, r, < r < r,, p exécute la ligne 37 au
round 7. On raisonne par récurrence sur 7 — 7,,.

e Cas de base r = 7, + 1. Par définition de 7}, on a k;,(,ré’) = 1. Puisque p
exécute la ligne 30 au round 7, + 1, il affecte a k, la valeur 2. La garde
de la ligne 36 est donc vraie au round 7, + 1, ce qui implique que p
exécute la ligne 37 a ce round.

) Etape de récurrence r > 7, + 1. On suppose que, pour tout 7/, 7, +1 <
r <r,ona k;,(,rl) — 1. En particulier, on a kY ™" = 1. Puisque p exécute
la ligne 30 au round r, il affecte a £, la valeur 2. La garde de la ligne 36
est donc vraie au round r, ce qui implique que p exécute la ligne 37 a

ce round.
O

Corollaire 2.1.16 Soit une exécution de la machine (SRD, Psym), soit p >
0 un macro-round, et soit vy le premier round de p. Supposons qu’il existe
un round r, v > 1o+ 2, et un processus p qui exécute la ligne 39 au round r.

Soit Ty, ro+1 <1, <, le dernier round tel que p exécute la ligne 35 au
round 1, et pour tout r tel que r, < r < 1y, p exécute la ligne 37 au round
r. On a :

1. Pour tout r', r,, <r' <y, ona DI(f’) = Dl(ﬂ’_l) — NewHOl(f’), ot

2 ry =1+ N

Démonstration: Soit une exécution de la machine (SRD, Pyyn,), soit p > 0
un macro-round, et soit rg le premier round de p. Supposons qu’il existe un
round 7,, 7, > 19 + 2, et un processus p qui exécute la ligne 39 au round 7.

Soit 17, ro + 1 < 1), < 7, le dernier round tel que p exécute la ligne 35 au
round 7, et pour tout r tel que 7, < r < 7, p exéeute la ligne 37 au round r.
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L’existence de r,, est assurée par le Lemme 2.1.15. Le Corollaire 2.1.12 assure
que, pour tout r, 7o < r < r,, la garde de la ligne 27 est vraie au round r et
donc que p exécute soit la ligne 30 soit la ligne 32 a ce round.

Nous commengons par démontrer (1). Pour cela, on démontre que, pour

" (r’ 1) . ,
tout 7', r, <7’ <1y, on a D,(, ) = D, . On raisonne par récurrence sur r’.

e Cas de base " = r,. Si p exécute la ligne 32 au round ry, alors il
affecte la valeur 0 a k,, et donc la garde de la ligne 34 n’est pas satis-
faite, ce qui contredit le fait que p exécute la ligne 35 au round r},. Par

conséquent, p exécute a ce round la ligne 30. Il s’ensuit D;,(,T”) = D;,(,T”_l).

e Etape de récurrence 1’ > 7, On suppose Dl(fl_l) = Dg”_l). Puisque
p exécute la ligne 37 au round 7/, p n’exécute pas la ligne 32. Par
conséquent, p exécute la ligne 30. On en déduit DY) = DS et done

D;,(,T,) _ D;,(,T;_l).
On a donc, pour tout 1/, r, <" <,

r’ (rp—=1) r
D{") = D,»™ = DU,

)

Le Corollaire 2.1.11 implique DY = NewHOY”. On en conclut que, pour

tout 7, 7’; <r'<r, ona

D¢ = DY = NewHOY.
[l reste a démontrer (2). Puisque p exécute la ligne 35 au round r,, il affecte
a N, la valeur |K nowng;’)|. Sous Py, on a nécessairement p € HO(p,r,).
Comme NewHOg;’_l) = (), p envoie (D,(;T;’_l)) au round 7). Il sensuit p €
K nownl(,ré’) et donc |Kn0wng;’ )| > 0. Le Lemme 2.1.15 implique que, pour
tout ', ) < r' <y, p exéeute la ligne 37 au round 7', On en déduit que,

pour tout 7', r, <7’ <7y, on a ngrl) = ngw_l) — 1. Par conséquent, on a
No(r, + Np(ry) =1) =1 A Ny(r, + Ny(r)) =0,

ce qui implique que p exécute la ligne 39 au round r,+N,,(7}). Le Lemme 2.1.10
implique finalement 7, = ), + N, (7). O
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Lemme 2.1.17 Soit une exécution de la machine (SRD, Pgym), soit p > 0
un macro-round, et soit ro le premier round de p. Supposons qu’il existe un
round r, r > 1o+ 2, et un processus p qui exécute la ligne 39 au round r.

Soit 1y, ro +1 <1, <, le dernier round tel que p exécute la ligne 35 au
round 1, et pour tout r tel que r, < r <1y, p exécute la ligne 37 au round
T

1l existe au plus NIST”) — 1 processus q distincts de p qui exécutent la
ligne 39 au plus tot au round r,, et tels que

NewHOY) ¢ NewHOY).

Démonstration: Soit une exécution de la machine (SRD, Pgy,), soit p > 0
un macro-round, et soit ry le premier round de p. Supposons qu’il existe un
round 7, 7 > rg + 2, et un processus p qui exécute la ligne 39 au round r.

Soit 1, ro + 1 < 7, < r, le dernier round tel que p exécute la ligne 35 au
round 7, et pour tout 7 tel que r, < r <1, p exécute la ligne 37 au round
r. L'existence du round 7, est assurée par le Lemme 2.1.15.

Soit ¢ un processus, distinct de p, qui exécute la ligne 39 au plus tot au
round 7, et tel que

NewHOl(,p) Z NewHOép).

Le Corollaire 2.1.12 implique que p et ¢ envoient D,(,T”_l) et Dér”_l), respec-
tivement, a tous au round 7. Sous Py, on a

p€ HO(q,m,) VvV g€ HO(p,r,),

et donc / /
pe K nown[(;”) V. qgeK nown,(,r”).

)

(rp

Sip € Knowng ! alors DI(,T;_1 C D((;;’). Le Corollaire 2.1.16 implique
DY = NewHOY). On en déduit NewHOY € DI, Or le Lemme 2.1.8
et le Corollaire 2.1.11 impliquent D((;”) C NewH O((f ). On en déduit donc

NewHOl(,p) - NewHOép),

(rp)

une contradiction. On en conclut p ¢ Known, " s,

et donc ¢ € Known,,
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Or, par définition de ), on a |Knowng”)| = NIST”). D’autre part, puisque

(rp

Piym implique Py, onap € HO(p,r,) et donc p € Known, ). On en conclut

finalement qu’il existe au plus N,ST”) — 1 tels processus gq. O

Lemme 2.1.18 Soit une exécution de la machine (SRD, Psym), soit p > 0
un macro-round, soit ro le premier round de p, et soit p un processus.

St p exécute la ligne 39 au round ro+ 1, alors, pour tout processus q € 11,
on a

NewHOI(f’) C NewHOé”).

Démonstration: Soit une exécution de la machine (SRD, Pyy), soit p > 0
un macro-round, et soit rg le premier round de p. Supposons qu’il existe un
processus p qui exécute la ligne 39 au round rqg + 1.

Si p exécute la ligne 22 au round rg, on a k}(}m) = 0. Par conséquent, au
round ro + 1, p affecte a k, soit la valeur 0, soit la valeur 1. Dans les deux
cas, la garde de la ligne 36 est fausse, ce qui contredit le fait que p exécute la
ligne 39 au round ro+1. On en déduit que p exécute la ligne 24 au round rq et
donc que 'on a D;,(,TO) = {p}. Comme, par hypothese, p exécute la ligne 39 au
round ro+1, on a DY) = DI et done DYV = {p}. Le Corollaire 2.1.11
implique alors

NewHOl(f’) = {p}.

Soit ¢ un processus distinct de p. Puisque D,(,TO) = {p}, on en déduit que
q ¢ HO(p,rg) ce qui, sous Py, implique p € HO(q, 7). On en déduit que
pE D((ZTO). Soit 7, I'unique round de p au cours duquel ¢ exécute la ligne 39.
L’existence de r, est assurée par le Lemme 2.1.10 et le Corollaire 2.1.14.
Le Lemme 2.1.8 implique D C D{?. D’autre part, le Corollaire 2.1.11
implique
NewHO[(I”) — D),

q
On en déduit p € NewHOY et donc NewHOY C NewHOY). O

Nous déduisons la proposition suivante, qui assure qu’a la fin de chaque
macro-round, les ensembles d’écoute simulés sont totalement ordonnés par
Iinclusion.
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Proposition 2.1.19 Soit une exécution de la machine (SRD, Psym), et soit
p > 0 un macro-round. Pour tous processus p et q, on a

NewHOé”) C NewHOI(f’) V NewHO;,(,p) C NewHO((]p).

Démonstration: Soit une exécution de la machine (SRD, Pyyn), soit p > 0
un macro-round, et soit ry le premier round de p. Soit p € II (resp. ¢ €
IT), et soit 7, (resp. r,) l'unique round de p au cours duquel p (resp. q)
exécute la ligne 39. L’existence d'un tel round r, (resp. r,) est assurée par le
Lemme 2.1.10 et le Corollaire 2.1.14.

Si p = q, le résultat est immédiat.

Si p # ¢, on peut, sans perte de généralité, supposer r, < r,. D’autre
part, si r, = 79 + 1, alors le Lemme 2.1.18 assure

NewHOY) C NewHOY).

Supposons 1, > 1o + 2. Soit 7, 1o +1 < 7, < r, le dernier round tel que p
exécute la ligne 35 au round 7/, et pour tout r tel que r, < r <7, p exécute
la ligne 37 au round 7. L’existence de r), est assurée par le Lemme 2.1.15. On
raisonne par contradiction et on suppose

NewHO[(I”) z NewHOl(f’) A NewHOI()p) Z NewHO((Zp).

e Sir, =r,—1,le Corollaire 2.1.16 implique NIST;) = 1. Le Lemme 2.1.17
implique alors qu’il n’existe pas de processus ¢’ distinct de p qui exécute
la ligne 39 au plus tot au round 7, et tel que NewHO;,(,p) z NewHOéf)),
une contradiction puisque, par hypothese, ¢ est un tel processus. On
en déduit r, <7, — 1.

e Supposons 1, = 7, — 2. Puisque NewHOY ¢ NewHOY, il existe
qo € II tel que
qo € NewHO((Zp) AN qo ¢ NewHOI()p).

La définition de 7, et le Corollaire 2.1.12 impliquent, d'une part, que

p et q envoient Dg”_l) et Dérp_l), respectivement, a tous les autres au
round 7, et, d’autre part, que p et ¢ exécutent tous deux les lignes 28
et 33 a ce round.
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Siqg ¢ HO(p,r,) alors, sous Pgym, on a p € HO(q,1,), et donc

D]g"p—l) g Dé"p) .

Le Lemme 2.1.8 implique alors D rp=1) C D(Tq Or, par le Corol-
laire 2.1.16, on a NewHOY) = D(T” Vet NewHO(p = DY On

en déduit
NewHOl(f’) - NewHng),

une contradiction.

Par conséquent, on a ¢ € HO(p,,), et donc ¢ € K nownp . Cela im-
plique D™ € D). Puisque ¢ ¢ NewHOY = DI on en déduit
Qo ¢ D™V, Comme gy € NewHOY, la combinaison du Lemme 2.1.8
et du Corollaire 2.1.11 implique qu’il existe un round ry, 7, <1y <1y,

tel que g € D\ DY,

* Supposons r; = r,. La facon dont les variables D, sont mises a jour
implique alors qu’il existe un processus ¢; tel que
1. g€ Dy,
2. ¢ exécute la ligne 39 au plus tot au round 7, et
3. ¢1 € HO(q,rp).

Puisque ¢o € DYV et ¢ ¢ D™ on a ¢ # ¢ De plus, le
Lemme 2.1.8 et le Corollaire 2.1.11 impliquent ¢y € NewH Ofﬁ). Par
conséquent, q; # p. Ainsi, il existe deux processus q et q1, ¢ # q1,
distincts de p qui exécutent la ligne 39 au plus tot au round r, et
tels que

NewHOY) ¢ NewHOY) A NewHOY' ¢ NewHO().

Or le Corollaire 2.1.16 et le Lemme 2.1.17 assurent qu’il existe au

plus ngrp) — 1 =17, — 1, =1 tel processus, une contradiction. On en
conclut ry > 7.

* Supposons 7 = 1, + 1. La facon dont les variables D, sont mises a
jour implique alors qu’il existe un processus ¢; tel que
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1. q € Dgp)
2. ¢ exécute la ligne 39 au plus tot au round 7, + 1
3. ¢t € HO(q,r, +1).

(rp—1

Supposons gy € Dg, ). Le Corollaire 2.1.12 implique que ¢; envoie
Dg”_l) a p au round 7, et que p exécute les lignes 28 et 33 a ce
round. On en déduit que si ¢ € HO(p,r,) alors ¢ € K nownl(f”) et
donc D' € DY?. On obtient ¢ € DY?). Le Corollaire 2.1.11
implique alors ¢y € NewH O,(,p ), une contradiction.

Par conséquent, ¢z ¢ HO(p,r,) ce qui, sous Py, implique p €
HO(q,rp). Le Corollaire 2.1.12 implique, d'une part, que p envoie
DY = NewHOY au round r, et donc que p € K nown™ et,
d’autre part, que ¢; exécute les lignes 28 et 33 a ce round. Par

conséquent, on a NewHOY' C DU Le Corollaire 2.1.12 implique

que ¢; envoie Dg”) a ¢ au round 7, + 1 et que ¢ exécute la ligne 39
au round r, > r = 1, + 1. Le Corollaire 2.1.12 implique donc

que g exécute les lignes 28 et 33 au round 7, + 1. Par conséquent,
D ¢ DY Par le Corollaire 2.1.11, on en déduit NewHOY) C
NewH O((f ), une contradiction. On en conclut donc ¢y ¢ Dg”_l). On
est donc ramené au cas précédent. L’argument utilisé alors montre
que ry > 1, + 1.

x En itérant le procédé, on montre que, pour tout entier 7, + > 0, on a
ry > rp+i. Or, ry <1y et ry —r, < 400, une contradiction. On en
conclut r), <, — 2.

Supposons 1, = 7, — 3. Puisque NewHOY ¢ NewHOY, il existe

qo € 1I tel que

qQ € NewHO((Ip) AN q ¢ NewHOI()p).

Comme précédemment, on montre qu’il existe un round 7, r, <17 <
-1 .

Ty, tel que g € D \D((f1 ). Par le méme argument que dans le cas

r;, = r, — 2, on montre que, pour tout entier ¢, ¢« > 0, on a r > 1, + 1,

une contradiction puisque 1 > r, et r, —7, < +00. On en conclut donc

T, < T — 2.
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e En itérant la démarche, on démontre que pour tout entier j, 7 > 1, on
a r, <1, — j, une contradiction.

On en conclut finalement
NewHOY) € NewHOY) v NewHOY C NewHO..

O

Nous démontrons a présent qu’a la fin de chaque macro-round, tout pro-
cessus p appartient a NewHO,,.

Proposition 2.1.20 Soit une exécution de la machine (SRD, Pgym). Pour
tout macro-round p, et pour tout processus p, on a

p € NewHOY).

Démonstration: Soit une exécution de la machine (STRD, Psym), soit p > 0
un macro-round, et soit p un processus. Le Corollaire 2.1.14 implique qu’il
existe un round 7, de p au cours duquel p exécute la ligne 39. Le Co-

rollaire 2.1.11 assure alors NewHOY = DU”). Par le Lemme 2.1.9, on a

pE Dl(,rp). On en conclut donc
p € NewHOY).

O

En combinant les Propositions 2.1.19 et 2.1.20, nous déduisons le théoreme
suivant :

Théoréme 2.1.21 L’algorithme SRD est une translation en n* +n rounds
de Psym en Prp, et donc

Psym tn2+n PRD-

Démonstration: Soit une exécution de la machine (SRD, Psy,,) et soit p > 0
un macro-round.

Les Propositions 2.1.19 et 2.1.20 impliquent que la collection

(NewHOZ(,”))

pell,p>0
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induite par I'exécution satisfait Prp. La condition E2 est donc vérifiée.

La condition E1, quant a elle, est directement impliquée par le code de
SRD (lignes 20, 28, 33 et 39) et par le fait que, sous Psy,, pour tout r > 0
et pour tout p € I, on a p € HO(p, r). O

On déduit alors le théoreme suivant :

Théoréme 2.1.22 Les prédicats Psy,, et Prp sont équivalents, i.e.,
Psym =~ Prp.

Démonstration: Le Théoreme 2.1.7 implique
Prpo =1 Psym

et le Théoreme 2.1.21 implique

7Dsym >n2—|—n PRD-

2.1.2 Autres objets partagés

Nous nous intéressons dans cette section a d’autres objets partagés qu’il
est possible de rencontrer dans la littérature classique. Dans [26], Kruskal
et al. introduisent une classe générale d’objets partagés, les objets Read-
Modify-Write (objets RMW). On rencontre aussi, parmi tant d’autres, des
objets appelés files, dont une description est donnée dans [25].

Objets Read-Modify-Write

Un objet Read-Modify- Write est une paire (X, Q), ou X est une structure
de données partagée, ou variable partagée, et O est une fonction appliquée a
des couples (z;y), out = et y appartiennent a ’ensemble des valeurs pouvant
étre écrites dans X. Un processus qui accede a un objet (X, Q) effectue de
maniére atomique les deux opérations suivantes : 17) il lit la valeur x inscrite
dans X en exécutant l'opération Read(X), puis 2°) écrit dans X la valeur
O(z,v,), ol v, est une variable locale a p. Les objets RMW sont atomiques,
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en ce sens que les acces a un objet peuvent se chevaucher mais s’exécutent
comme s’ils se produisaient de fagon instantanée.

Considérons, par exemple, un registre SWMR atomique que 1’on note R.
Soit p le seul processus autorisé a écrire dans R. L’ecriture Write(R,v) d'une
valeur v par p dans R peut étre vue comme 'acces de p al’'objet RMW (R, L,),
ou I, est I'application constante égale a v. De maniere similaire, la lecture

Read(R) du registre R par un processus ¢ peut étre vue comme l'acces de g a
l'objet RMW (R, Id), ou Id est 'application identité (i.e., Vo Id(z,—) = x).

Nous allons, dans la suite, décrire un certain nombre d’objets RMW et
donner les prédicats de communication que nous pensons correspondre aux
systemes disposant de ces objets dans le contexte des pannes bénignes.

Objets Test& Set, Fetch& Add et Swap

La fonction Test&Set, donnée comme Fonction 2.1, prend en argument un
couple (z; true), x € {L; true} et renvoie la valeur true.

Fonction 2.1 Test&Set(x, true), = € {L;true}

Pour tout x € {L;true}, Test&Set(z, true) = true

La fonction Fetch& Add, donnée comme Fonction 2.2, prend un argument
un couple (z;y) € (VU{L}) x V, ot 'ensemble V est arbitraire.

Fonction 2.2 Fetch&Add(z,y), (v;y) € (VU{L}) xV

Pour tout y € V, Fetch&Add(L,y) = y.
Pour tous x,y € V, Fetch&Add(x,y) =z +y.

La fonction Swap, donnée comme Fonction 2.3, prend un argument un
couple (z;y) € (VU{L}) x V, ou 'ensemble V est arbitraire.
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Fonction 2.3 Swap(z,y), (r;y) e (VU{L}) xV

Pour tout (x;y) € (VU{L}) xV, Swap(z,y)=1y.

Une des propriétés fondamentales de chacune de ces fonctions est que
la valeur inscrite dans X n’est plus jamais égale a sa valeur initiale des lors
qu'un des processus a accédé a (X, Q). De cette maniére, le premier processus
qui accede a l'objet est en mesure de savoir qu’il est le premier. Les autres,
quant a eux, ont uniquement la possibilité de savoir qu'un autre processus a
accédé a 'objet avant eux.

Nous prétendons que, dans tout dans tout systeme sujet a des pannes
bénignes tel que les processus communiquent via une infinité de registres
SWMR et ont acces a une infinité d’objets (X, O), ou O est I'une des trois
fonctions précédentes, il est possible de garantir le prédicat de communication
suivant, que nous notons P§V (pour Consensus Number) :

o HO(q,7r) ={q}
Py i Vr>0, 3¢ 11, {Vpeﬂ\{q}, q € HO(p,7)

Pour le démontrer nous présentons 'algorithme ASN , donné comme Algo-
rithme 2.5. Nous décomposons les exécutions de cet algorithme en rounds. A
chaque round r > 0, chaque processus p écrit tout d’abord dans son registre
Ry, puis accede a un objet (X, O). Si la valeur qu'il lit dans X" est différente
de la valeur initiale de X", alors il parcourt ’ensemble des registres SWMR
et met a jour une variable HO, en lui affectant I’ensemble des processus g
tels que p a lu une valeur differente de L dans Rj. Sinon, il lit son propre
registre et met a jour HO, en lui affectant la valeur {p}.

Proposition 2.1.23 Soit O l'une des trois fonctions Test&Set, Fetch& Add
ou Swap. Tout systeme S sujet a des pannes bénignes dans lequel les pro-
cessus communiquent via une infinité de registres SWMR et ont accés a une
infinité d’objets (X, O) peut garantir le prédicat PSN .

Démonstration:

Soit donc O I'une de ces trois fonctions, et soit .S un systeme de n pro-
cessus, n > 2, sujet a des pannes bénignes, tel que, pour tout entier r > 0,
chaque processus p dispose d'un registre SWMR noté R initialisé avec la
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Algorithme 2.5 Algorithme ASV

1: Initialisation :

21 vy =idp {idp est I'identifiant du processus p}
3:  rp €N; initialement 1

4: Ho,Cl

5: Do forever

6: HOp,:=10

T:  Write(Ry",vp)

8:  Accéder a (Xr,,0)

9: if la valeur retournée par Read(X,?) est différente de L then
10: Read(Rg") pour tout g de II

11: HO, := {q: la valeur retournée par Read(Ry") est différente de L}
12:  else

13: Read(R,")

14: HO, = {p}

15: rpi=1p+1

valeur L et peut accéder a un objet (X", O), initialisé avec la valeur L.

Considérons une exécution quelconque de ASN dans S. Soit r > 0 et soit
p un processus qui met a jour sa variable O, au round r. Le code implique
alors que p a accédé a X". Puisque X" est atomique, on peut distinguer le
seul processus ayant lu 1 dans X”. On le note q.

Si ¢ met a jour sa variable HO, au round r, alors, puisqu’il lit L dans
X7, il exécute nécessairement la ligne 14. Ainsi, on a HO,, = {q}. Supposons
qu’il existe un processus p distinct de ¢ qui met a jour sa variable HO, au
round 7. Par définition de X", le processus p exécute nécessairement la ligne
11 de son code. Puisque p accede a X" apres ¢, il commence a lire les registres
apres que g a écrit son identifiant dans Rj. Le code (ligne 11) implique alors
q € HO,. O

Objet Compare&Swap

La fonction Compare& Swap est donnée comme Fonction 2.4. De maniere
informelle, un processus qui accede a un objet (X, Compare&Swap) teste la
valeur inscrite dans X et ne la modifie que si cette derniere est égale a L,
la valeur initiale de 1'objet. D’autre part, si un processus modifie la valeur
inscrite dans X, il peut y inscrire une valeur de son choix, différente de L.
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Fonction 2.4 Compare&Swap(x,y), (x;y) e (VU{L}) xV,

Pour tout y € V', Compare& Swap(L,y) =y
Pour tous x,y € V. Compare&Swap(z,y) = x

Nous prétendons que tout systeme sujet a des pannes bénignes, dans
lequel les processus communiquent via une infinité de registres SWMR et
peuvent accéder a une infinité d’objets (X, Compare&Swap), peut garantir
le prédicat de communication suivant que nous appelons PgN :

PN o Wr>0,3¢€ll : Vpell, HO(p,r)={q}

Pour le démontrer nous présentons l'algorithme C&S, donné comme Al-
gorithme 2.6. Nous décomposons les exécutions de cet algorithme en rounds.
A chaque round r > 0, chaque processus p écrit tout d’abord dans son re-
gistre I}, puis accede a un objet (X", Compare& Swap). Si la valeur qu’il lit
dans X7 est égale a L, il lit son propre registre et met a jour une variable
HO, en lui affectant la valeur {p}. Sinon, il lit I'identifiant d’un processus
q # p. 11 it alors le registre R et met a jour sa variable HO, en lui affectant
la valeur {q}.

Algorithme 2.6 Algorithme C'&S

Initialisation :
vp = idp {idp est 'identifiant du processus p}
rp € Nj initialement 1
HO, CTI

Do forever

HOp:=10
Write(Ry" , vp)

Accéder a (X, Compare&Swap) avec la valeur vp
if la valeur retournée par Read(X,”) est égale & 1 then
Read(R,")
HOp = {p}
12:  else
Read(R:;p) ol g est tel que Compare&Swap(—,vp) = vq
14: HO, :={q}

OO oo O W

=
—O -

[E
w

15: rpi=rp+1
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Proposition 2.1.24 Tout systeme S, sujet a des pannes bénignes, dans
lequel les processus communiquent via une infinité de registres SWMR et

peuvent accéder a une infinité d’objets (X, Compare&Swap), peut garantir
le prédicat PN .

Démonstration: Soit S un systeme, sujet a des pannes bénignes, dans lequel,
pour tout entier r > 0, chaque processus dispose d’un registre SWMR que 'on
note Ry, initialisé avec L, et peut accéder a un objet (X", Compare&Swap),
ou X" est initialisé avec la valeur L.

Considérons une exécution quelconque de C'&S. Soit r > 0. Supposons
qu’il existe un processus p qui met a jour sa variable HO, au round r.
Alors p a nécessairement accédé a l'objet (X", Compare&Swap). Puisque
(X7, Compare& Swap) est atomique, on peut distinguer le seul processus qui
a lu L dans X". On le note ¢. Lorsque ¢ accede a l'objet, il y inscrit son
identifiant.

Si g = p, les lignes 10 et 11 impliquent HO, = {q}.

Sinon, lorsque p accede a I'objet, il y lit I'identifiant de q. Par les lignes 13
et 14, on en déduit HO, = {q}. O

File FIFO

Une file F1FO est une liste (on la note F' [pour file]), sur laquelle peuvent
étre effectuées deux opérations : (1) eng(F,v) place I’élément v en queue de
liste, et (2) deq(F') retourne et supprime ’élément placé en téte de liste, ou
un message d’erreur si F' est vide. On considere des files F'IFO atomiques,
en ce sens que les opérations peuvent se chevaucher mais s’exécutent comme
si elles se produisaient de fagon instantanée.

En regle générale, un processus commence par placer un élément dans la
file puis récupere 1’élément placé en téte de la file. On ne suppose pas qu’il
effectue ces deux opérations de maniere atomique. Dans un systeme sujet a
des crashs, par exemple, un processus peut donc placer un élément dans la
file mais tomber en panne avant d’avoir lu I’élément de téte.

Nous prétendons que tout systeme sujet a des pannes bénignes dans le-
quel les processus communiquent via une infinité de registres SWMR et ont
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acces a une infinité de files F'IFO atomiques peut garantir le prédicat de
communication P§V introduit précédemment :

Vpell\{q}, ¢€ HO(p,r)

Pour le démontrer, nous considérons 'algorithme F'(), donné comme Algo-
rithme 2.7, censé étre exécuté dans un systeme S sujet a des pannes bénignes
dans lequel, pour tout entier > 0, chaque processus p dispose d’un registre
SWMR, noté R}, initialisé¢ avec la valeur L, et peut accéder a une file FIFO,
notée F", initialisée avec la valeur L. Nous décomposons les exécutions de cet
algorithme en rounds. A chaque round r > 0, chaque processus p écrit son
identifiant dans R, exécute enq(F",id,), puis exécute deq(F"). Si I'élément
retourné par deq(F") est égal a L, alors p lit son propre registre I et met
a jour une variable HO, en lui affectant la valeur {p}. Sinon, il parcourt
I'ensemble des registres Iy et met a jour HO, en lui affectant 'ensemble des
processus ¢ tels que p a lu une valeur différente de L dans Ry.

PQCN w Vr >0, dg €11, { HO(q.r) = {4}

Algorithme 2.7 Algorithme F'Q)

1: Initialisation :

2 vy =idy {idp est 'identifiant du processus p}
3:  rp €N; initialement 1

4: Ho,ClI

5: Do forever

6: HOp:=10

T:  Write(Ry, vp)

8:  enqg(F™,vp)

9:  if la valeur retournée par deq(F"») est différente de | then

10: Read(R;") pour tout g de II

11: HO, :={q: la valeur retournée par Read(R,") est différente de L}
12: else

13: Read(R,")

14: HO, = {p}

15: rpi=1p+1

Proposition 2.1.25 Tout systéme S, sujet a des pannes bénignes, dans le-
quel les processus communiquent via une infinité de registres SWMR et ont
acces a une infinité de files FIFO atomiques peut garantir le prédicat de
communication PSN |
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Démonstration: Soit S un systeme sujet a des pannes bénignes dans lequel,
pour tout entier 7 > 0, chaque processus p dispose d'un registre R} initialisé
avec la valeur L et a acces a une file FI1F'O, que 'on note F", initialisée avec
la valeur L.

Considérons une exécution de F'Q) dans S et soit r > 0. Supposons qu’il
existe un processus p qui met a jour sa variable HO, au round r. Le code
implique alors que p a effectué 'opération deq(F"). Puisque F" est atomique,
on peut distinguer le seul processus qui exécute deq(F") et tel que la valeur
retournée alors soit égale a L ; on le note q.

Si ¢ met a jour sa variable HO, au round r, alors les lignes 13 et 14
impliquent HO,, = {q}. Supposons qu’il existe un processus p distinct de ¢
qui met a jour sa variable HO, au round r et donc effectue deq(F"). Par
définition de F", la valeur retournée par deq(F") est différente de L. Par
conséquent, p exécute la ligne 11. D’autre part, puisque p effectue deq(F™)
apres que g a écrit dans Ry, il lit nécessairement I'identifiant de ¢ dans Ry,
Par la ligne 11, on a donc ¢ € HO,,. O

File FIFO augmentée

Une file FIFO augmentée I est une file FI1FO telle que 'opération deq(F')
retourne ’élément placé en téte de la file mais ne le supprime pas.

Nous prétendons que tout systeme sujet a des pannes bénignes dans le-
quel les processus communiquent via une infinité de registres SWMR et ont
acces a une infinité de files F'IF'O augmentées peut garantir le prédicat de
communication PV introduit précédemment :

PSN 2 Vr>0,dgell : Vpell, HO(p,r)={q}

Nous considérons I'algorithme FQA, donné comme Algorithme 2.8, censé
étre exécuté dans un systeme S sujet a des pannes bénignes dans lequel,
pour tout entier » > 0, chaque processus p dispose d’un registre SWMR
noté R, initialisé avec la valeur L, et peut accéder a une file FIFO, notée
F7" initialisée vide. Nous décomposons les exécutions de cet algorithme en
rounds. A chaque round r > 0, chaque processus p écrit son identifiant dans
R}, exécute enq(F",id,), puis exécute deq(F"). Le processus p lit ensuite le

61



registre I tel que id, est la valeur retournée par deq(F") et met a jour une
variable HO,, en lui affectant la valeur {q}.

Algorithme 2.8 Algorithme FQA

Initialisation :
vp = idp {idp est 'identifiant du processus p}
HO, C II
rp € Nj initialement 1

Do forever

HOp :=10
Write(Ry" , vp)

eng(F™, v,)

¢z := la valeur retournée par deq(F"?)
10:  Read(R3")

11:  HOp:={q: z=1idy}

12: rpi=rp+1

OO O 01 dWNH-

Proposition 2.1.26 Tout systéme sujet a des pannes bénignes, dans lequel
les processus communiquent via une infinité de registres SWMR et ont acces
a une infinité de files FIFO augmentées, peut garantir le prédicat de com-
munication PN .

Démonstration:

Soit S un systeme sujet a des pannes bénignes dans lequel, pour tout
entier r > 0, chaque processus p dispose d'un registre R} initialisé avec la
valeur | et a acces a une file F'I FFO augmentée, que I'on note F", initialisée
vide.

Considérons une exécution de FFQA dans S et soit r > 0. Supposons
qu’il existe un processus p qui met a jour sa variable HO, au round r. Le
code implique alors que p a exécuté eng(F",id,). Puisque F" est atomique
et qu’aucun élément n’est jamais supprimé de ", on peut distinguer le pro-
cessus dont l'identifiant est en téte de F; on le note q.

Soit p un processus qui met a jour sa variable HO, au round r. Le code
assure que p exécute deq(F"). La valeur retournée alors est égale a id,, par
définition de F". Par la ligne 11 on en conclut HO, = {q}. O
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2.2 Systemes a échanges de messages et prédicats
de communication

Comme nous l'avons précisé dans l'introduction, la seconde grande fa-
mille de systemes distribués est celle des systemes a échanges de messages.
Dans ceux-ci, contrairement aux systemes a mémoire partagée ou les pro-
cessus communiquent en accédant a des objets partagés, les communications
se font via des canaux de communication. Il existe un grand nombre de pa-
rametres qui déterminent un systeme particulier comme, par exemple, les
vitesses relatives des processus du systeme, le degré de synchronisme des
communications, le type de pannes considéré : les canaux de communication
peuvent ne pas étre fiables et perdre, dupliquer ou corrompre des messages ;
les processus peuvent étre sujets a des pannes bénignes (omission d’envoi ou
de réception, crash) ou byzantines (comportement arbitraire).

Nous nous intéressons, dans cette section, a la description dans le modele
HO de certains de ces systemes, sujets a des pannes bénignes aussi bien
que par valeurs. Nous donnons, pour chaque type de systemes considéré, un
prédicat de communication que nous pensons correspondre.

2.2.1 Pannes bénignes

Gafni dans [22] et Charron-Bost et Schiper dans [17] ont passé en revue
un grand nombre de systemes a échanges de messages sujets a des pannes
bénignes et ont, pour chacun d’eux, présenté un prédicat de communication
qui lui correspond.

Considérons un systeme synchrone composé de n processus, dont les liens
sont fiables et tel que, dans toute exécution, au plus f, f < n, processus
sont fautifs par omission d’envoi. Puisqu’au plus f processus sont fautifs,
au moins n — f processus sont corrects, et seront donc entendus par tous a
chaque round. Le prédicat correspondant a ce type de systeme est Plf{, qui
garantit que le noyau global de toute exécution est de cardinal au moins égal
an—f:

Pl o |K|>n—f

On peut aussi considérer un systeme asynchrone dont les liens sont fiables
et tel que, dans toute exécution, au plus f processus sont fautifs par crash.
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Dans un tel systeme, au moins n— f processus sont corrects ; chaque processus
peut donc attendre de recevoir n — f messages a chaque round sans rester

, VT . . VT . , f .
bloqué. Le prédicat qui lui correspond est le prédicat suivant, appelé Py, :

73};0 :Vr>0,Vpell, |HO(p,7)|>n—f

Le résultat positif de Fischer, Lynch et Paterson ([21]) montre que, dans
un systeme asynchrone dont les liens sont fiables tel que, dans toute exécution,
une minorité stricte (f < %) de processus sont fautifs par crash initial, on

peut garantir le prédicat suivant, noté ij IE

Ay C I t.q. || >n—f, Vr>0, Vpell
Pf .
unif
HO(p7 T) = HO

Dans [19], Dwork et al. ont défini un modele en rounds pour I'étude des
systemes partiellement synchrones sujets a des pannes crashs, c’est-a-dire, de
maniere informelle, des systemes qui, a partir d’'un moment, se comportent
comme des systemes synchrones dont les liens sont fiables. Le prédicat qui
correspond a un systeme de ce type tel que, dans toute exécution, au plus f

processus sont fautifs par crash est le suivant, que nous notons P;_ ... :

My C I t.q. [Ilg| >n—f, Ire >0, Vr >rg, Vpell
Pgsp_unif :

HO(pv T) = HO

Dans [42], Santoro et Widmayer ont défini un modele en rounds pour
I’étude des systemes synchrones sujets a des erreurs de transmission, entierement
couvert par le modele HO. Le prédicat de communication qui correspond au
cas particulier dans lequel, a chaque round, au plus f erreurs de transmission
par omission interviennent est le prédicat suivant, que nous notons 77(]; :

PL o Wr>0 Z|H0(p,r)|2n2—f

pell

Si les f omissions forment un bloc, c’est-a-dire si les f omissions sont

localisées sur un méme processus, on considere le prédicat suivant, que nous

appelons 73(’;’ bloc
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K@) >n—1
P(];’bloc = Vr >0,
NI, Ctq. |IL,|>n—f AN Vpell,, HO(p,r)=1I

Systémes de Dolev et al. [18].

Dolev, Dwork et Stockmeyer ont, dans [18], défini cinq parametres de syn-
chronisme qui caractérisent, selon eux, un systeme sujet a des pannes crash.
La plupart sont classiques (vitesses relatives des processus®, délais d’achemi-
nements des messages?) et ont fait 'objet d’études poussées ([19, 15]). L'un
d’entre eux, une propriété sur I'ordre de réception des messages, est toutefois
tres peu étudié et ne se retrouve, a notre connaissance, que dans [18]. Chacun
de ces parametres peut prendre deux valeurs, “favorable” ou “défavorable”.
En faisant varier les valeurs de ces parametres, on obtient donc trente-deux
types différents de systemes, chacun d’entre eux étant entierement déterminé
par une instanciation des cing parametres.

De maniere informelle, un systeme distribué est composé de n, (n > 2),
processus qui communiquent en s’envoyant des messages via des canaux de
communication. Les processus sont modélisés par des automates a espace
d’états infinis qui effectuent les actions suivantes : (1) recevoir un ensemble
possiblement vide de messages, (2) effectuer une transition d’état basée sur
les messages recus, ou sur le fait qu’aucun message n’a été recu, et sur son
état courant, et (3) envoyer un message, qui dépend de l'état courant du
processus, a un ou a plusieurs processus. Selon les hypotheses faites sur le
systeme, un pas de calcul désigne I'exécution atomique de la séquence de ces
trois actions, ou bien ’exécution atomique des deux premieres ou des deux
dernieres. On impose que deux processus ne peuvent pas prendre de pas de
calcul simultanément ; en d’autres termes, les exécutions sont supposées étre
séquentielles.

Nous décrivons a présent les valeurs prises par chacun des parametres.
Les lettres U et F indiquent respectivement les caracteres défavorable et fa-
vorable.

30n parlera de synchronisme des processus.
4Synchronisme des communications.
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e Les processus peuvent étre :

— U. asynchrones : chaque processus peut attendre un temps arbitraire,
bien que fini, entre deux pas de calcul successifs. Dans toute exécution
infinie, un processus qui ne prend qu'un nombre fini de pas de calcul
est déclaré fautif.

— F. synchrones : 1l existe une constante & > 1 telle que dans tout in-
tervalle de temps dans lequel un processus prend ® + 1 pas de calcul,
tout processus non-fautif prend au moins un pas de calcul.

e Les communications peuvent étre :

— U. asynchrones : Il n’existe pas de borne sur les délais d’acheminement
des messages. Tout processus qui exécute une infinité de fois Receive
recoit tous les messages qui lui ont été envoyés. On ne considere donc
pas les pertes de messages.

— F. synchrones : 1l existe une constante A > 1 telle que chaque mes-
sage est recu au plus tard A unités de temps apres son émission si le
récepteur n’est pas fautif. Si A = 1, on dira que les communications
sont immédiates.

e [’ordre de réception des messages, ou Message-Order dans la suite, peut
étre :

— U. asynchrone : Aucune hypothese n’est faite sur I'ordre de réception
des messages.

— F. synchrone : Si deux processus p et p’ envoient respectivement un
message m et un message m’ a un processus ¢ et si 'envoi de m a lieu
avant celui de m/, alors, si ¢ recoit m/, ¢ a recu m avant m’.

e Le mécanisme de transmission peut étre :
— U. point-a-point : En un pas de calcul atomique, tout processus peut

envoyer un message a au plus un processus.

66



— F. diffusion : En un pas de calcul atomique, tout processus peut en-
voyer des messages a tous les autres.

e La Réception/Envoi peut étre :

— U. séparée : En un pas de calcul atomique, un processus ne peut pas
recevoir et envoyer.

— F. atomique : La réception et 1’envoi font partie du méme pas de calcul
atomique.

Dolev et al. ont étudié la résolubilité du probleme du Consensus dans cha-
cun des trente-deux type de systemes obtenus en faisant varier les valeurs des
parametres et ont déterminé, pour chaque type de systemes, le nombre maxi-
mum de processus pouvant étre fautifs dans une exécution d’un algorithme
résolvant le Consensus. Ils ont, de plus, identifié quatre cas dans lesquels
un algorithme tolérant jusqu’a n crashs existe mais tel que tout changement
de la valeur d’'un parametre de favorable a défavorable rend le probleme du
Consensus non-résoluble en présence de f processus fautifs par crash, ou f
est égal a 1 ou 2 selon les cas. Ces quatre types de systemes sont les suivants :

processus et communications synchrones;
processus synchrones, Message-Order synchrone;

Diffusion, Message-Order synchrone ;

Ll

communications synchrones, Diffusion, Réception/Envoi atomique.

Dans [17], Charron-Bost et Schiper indiquent que le prédicat de com-
munication qui correspond aux systémes du type (1) tels que, dans toute
exécution, au plus f processus sont fautifs par crash, est la conjonction des
prédicats Plf( et Py, avec :

Pl |K|>n—f
Prg == Vr>0,Vpell : HO(p,r+1) C K(r)

et que le prédicat de communication qui correspond aux systemes du type
(4) tels que, dans toute exécution, au plus f processus sont fautifs par crash,
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est le prédicat P/ conjonction des prédicats P};O et Pepunif, Ol :

sp-unif
Plo = ¥r>0, VYpell : [HO(p,r)|>n—f

Pspumis == ¥r >0, Vp,qge Il : HO(p,r)=HO(q,r)

Nous nous proposons, dans cette section, de décrire formellement le modele
de Dolev et al. dans un premier temps, puis de présenter les prédicats qui
correspondent, selon nous, aux systemes des types (2) et (3) sujets a des
pannes crash.

Modeéle de Dolev et al. [18]

Dans [18], un systeme distribué est défini de la maniere suivante. On
suppose que 'on dispose d'un ensemble IT de cardinal n, (n > 2), et d'un
ensemble infini M de messages. A chaque élément p de II est associé un pro-
cessus formé des composants suivants : (1) un ensemble infini d’états states,,
(2) un sous-ensemble init, d’états initiaux, (3) un buffer B, destiné a conte-
nir les messages envoyés a p qu’il n’a pas encore recus sur lequel peuvent étre
exécutées deux opérations :

— Send(p, m) place le message m dans B, et
— Receive(p), que seul p peut exécuter, qui retourne un ensemble p pos-
siblement vide de messages présents dans B, et supprime p de B,

(4) une fonction d’envoi de messages S, et (5) une fonction de transition
d’états T,. Les propriétés des opérations Receive, ainsi que les définitions des
fonctions de transition et d’envoi, dépendent des valeurs des parametres.

Si Message-Order est synchrone, le contenu b, du buffer B, est une liste
finie. L’opération Send(p, m) ajoute le message m a la fin de b,. L’opération
Receive(p) retourne et supprime un préfixe, possiblement vide, de b,,.

* Sila Réception/Envoi est séparée, 'ensemble states, est divisé en deux
sous-ensembles disjoints states), (les états de réception) et states; (les
états d’envoi). Les fonctions 7}, et .S, sont alors définies de la maniere
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suivante :

states; x M* — states;

states; — states;

Sy : states) x II — M U {0}

ou M* est 'ensemble des listes finies d’éléments de M. Ces définitions
imposent, d'une part, que les états d’envoi et de transition alternent
et, d’autre part, qu'un processus ne peut pas recevoir de message s’il
est dans un état d’envoi ou envoyer un message s’il est dans un état de
réception.

Un pas de calcul du processus p se trouvant dans I'état s, est défini :

1. si s, € states,, par I'exécution atomique de Receive(p) et de la
transition d’états de s, a Tp,(sp, i), ou p est la liste, possiblement
vide, de messages retournée par Receive(p),

2. si s, € states;, par 'exécution atomique de Send(q, Sy(sp, q)) pour
un certain processus ¢, si les transmission sont point-a-point, et
de la la transition d’états de s, a T,(s,) ou alors, dans le cas de
la Diffusion, par 'exécution atomique de Send(q, S,(sp,q)) pour
tous ¢ € II et de la transition d’états de s, a Tp(s,).

Si la Réception/Envoi est atomique, les fonctions T}, et .S, sont définies
de la maniere suivante :

T, : states, x M* — states,
Sy : states) x II — M U {0}

Dans ce cas, un processus peut recevoir et envoyer des messages quel
que soit I'état dans lequel il se trouve.

Un pas de calcul de p se trouvant dans I'état s, est 'exécution ato-
mique de Receive(p), de la transition d’états de s, a Tp,(s,, p), ou u
est la liste, possiblement vide, de messages retournée par Receive(p) et
de l'exécution de Send(q, Sy(sp,q)) pour un certain processus ¢ si les
transmissions sont point-a-point, ou alors, pour tous ¢ € II dans le cas
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de la Diffusion.

Si Message-Order est asynchrone, le contenu b, de B, est un ensemble fini
non-ordonné, 'opération Send(p, m) ajoute le message m a by, et 'opération
Receive(p) retourne et supprime un sous-ensemble, possiblement vide, de b,,.
Les définitions des fonctions 7, et S, ne different du cas ot Message-Order
est synchrone que par le fait que M™* désigne I'ensemble des ensembles finis
d’éléments de M. La définition d’un pas de calcul est la méme.

Une configuration C est une collection (sp;b,)yerr. Une configuration ini-
tiale I est une configuration telle que, pour tout € II, on a s, € init, et
b, = (). Si un processus p prend un pas de calcul o, dans une configuration
C, on note 0,(C') la configuration résultante.

Une exécution d'un systéeme est entierement déterminée par une configu-
ration initiale I et par une suite infinie de pas de calcul o = 0109073, - - - telle
que oy est effectué dans I, og est effectué dans o1(7), o3 est effectué dans
o9(01(1)), etc. Pour tout indice 4, ¢ > 1, on note [0y - - - 0;]([) la configuration
atteinte par I'exécution de la suite de pas de calcul o; - - - 0;.

Un processus est fautif dans une exécution s’il ne prend qu’un nombre
fini de pas de calcul.

Les processus sont ®-synchrones, ® > 1, dans une exécution o si, pour
toute suite 7 de pas de calcul consécutifs de o, si un processus prend ¢ + 1
pas de calcul dans 7 et si un processus p ne prend pas de pas de calcul
dans 7, alors p ne prend aucun pas de calcul apres 7. Un tel processus p est
nécessairement fautif dans o.

Les communications sont A-synchrones ; A > 1, dans une exécution o si,
pour tout indice 7, si 0; est la réception d’un ensemble de message y par un
processus p, si un message m a été envoyé a p lors d'un pas de calcul o; ou
i < j— A et si aucun des événements oy, i < k < j, n’est la réception de m
par p, alors m appartient a pu.

Message-Order synchrone et Diffusion

On considere un systeme dans lequel les processus et le communications
sont asynchrones, la Réception/Envoi est séparée, Message-Order est syn-
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Algorithme 2.9 Algorithme M B : code du processus p

Initialisation :
HOp, CII
rp € Nj initialement 1

Do forever :

Exécuter Receive(p) tant que [{(—;rp) recus}| <n — f
HOp :={q: (g;rp) est un des n — f premiers messages (—;7p) recus}
rpi=1p+1

1
2
3
4
5:  Diffuser (p;7p) & tous
6
7
8

chrone et le mécanisme de transmission est la Diffusion. Nous prétendons
que le prédicat de communication correspondant a un systeme de ce type tel
que, dans toute exécution, au plus f processus peuvent étre fautifs par crash
est le prédicat ng_uni f qui, comme nous l'avons vu, correspond aux systemes
dans lesquels les communications sont synchrones, la Réception/Envoi est
atomique, le mécanisme de transmission est la Diffusion et tels qu’au plus f
processus sont fautifs par crash dans chaque exécution [17] :

; Vr>0,Vpell : |HO(p,r)|>n—f
P S A

spunif

" Vr >0, Vp,qe Il : HO(p,r)=HO(q,r)

Pour nous en convaincre, nous considérons I’algorithme M B, donné comme
Algorithme 2.9. On décompose les exécutions en “rounds” définis de la maniere
suivante : chaque processus met a jour une variable 7, a valeurs entieres po-
sitives, ainsi qu'une variable 4 O,. Initialement, toutes les variables r, ont la
valeur 1. Pour chaque valeur prise par r,, chaque processus p (1) diffuse son
identifiant, étiqueté avec r,, (2) attend de recevoir au moins n — f messages
étiquetés avec rp, (3) met a jour HO, en lui affectant 'ensemble des n — f
premiers identifiants étiquetés avec r, regus et (4) incrémente finalement r,
de 1. On utilisera dans la suite le mot round pour désigner I'exécution des
opérations (1)-(4) et on notera H O 1a valeur de H O, a la fin du round 7.

On a supposé que la Réception/Envoi est séparée et donc que les états de
réception et d’envoi alternent. Puisque, pour tout entier » > 0, un processus
p qui diffuse (p,r) ne diffuse aucun autre message avant d’incrémenter r, on
omet de préciser dans le code les diffusions du message vide.
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Proposition 2.2.1 Pour toute exécution de M B dans laquelle au plus f
processus sont fautifs par crash, la collection (H OI(,T))DOJ,En induite satisfait
7Dsfp_unif :

Démonstration: Considérons une exécution de M B dans laquelle au plus f
processus sont fautifs par crash, et soit » > 0 un entier quelconque. Puisqu’au
plus f processus sont fautifs par crash, la regle de réception de la ligne 6 est
non-bloquante.

Supposons qu'il existe un processus p qui met a jour sa variable HO, au
round 7. On montre tout d’abord que |[HOY)| =n — f.

La regle de la ligne 6 étant non-bloquante, le code implique que p regoit
au round r au moins n — f message étiquetés avec r. Puisque chaque pro-
cessus diffuse au plus un message (—; ), les messages (—; ) regus par p sont
tous distincts. Par la ligne 7, on en conclut [HOY)| = n — f.

Supposons, a présent, qu’il existe un processus ¢ # p qui met a jour sa
variable HO,. Par hypothese, deux processus ne peuvent pas effectuer de
pas de calcul simultanément. On peut donc renommer pq, ps, ... les proces-
sus en fonction de l'ordre dans lequel ils diffusent leur message (—;r) au
round r. Puisque p et ¢ sont tous deux destinataires des messages envoyés
par pi,p2, - - ., Pn—f, que le systeme vérifie la propriété de Message-Order syn-
chrone et que, pour tout indice 7, 1 < i < n— f, p; diffuse son message apres
pi—1, les processus p et ¢ recoivent au round r les mémes n — f premiers
messages. La ligne 7 implique alors HOY”) = HOY.

(I

Processus synchrones et Message-Order synchrone

On s’intéresse ici au prédicat de communication correspondant aux systemes
sujets a des pannes crash dans lesquels les processus sont ®-synchrones
(® > 1), Message-order est synchrone, les communications sont asynchrones,
la Réception/Envoi est séparée et les transmissions se font point-a-point.
Nous prétendons que le prédicat correspondant aux systemes de ce type tels
que, dans toute exécution, au plus f processus sont fautifs par crash, est le
prédicat 73};/\73@ qui, comme nous "avons précisé, apparait dans [17] comme
étant le prédicat correspondant aux systemes dans lesquels les processus et les
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communications sont synchrones, la Réception/Envoi est séparée, Message-
Order est asynchrone et les transmissions se font point-a-point, et dans toute
exécution duquel au plus f processus peuvent étre fautifs par crash :

Pl o |K|>n—f
Prg = ¥Vr>0,Vpell : HO(p,r+1)C K(r)
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Algorithme 2.10 Algorithme PM : code du processus p;

Initialisation :
Knownyp,; CII x Nj initialement ()
TempHO,, C II; initialement ()
HO,p, CII; initialement ()
rp, € Nj initialement 1
Alivep, € (NU{L})™; initialement (0,0, -- ,0)

TempHOp, = {re : (Pk, quz) € Knownm}
Knownyp, := Knowny, \ {(—,r) : r=rp,}

ON OGP WN-

9: Pour tout j =1,2,:-:n

10: Exécuter Send(p;, (pi;7p;))
11: Exécuter Receive(p;)

12: Pour tout message m regu, exécuter dans I’ordre de réception :

13:  if m = (p, ), ' > rp, then

14: Alivey, [pg] :==0

15: Knowny, := Knownyp, U {(pg,r")}
16: if m = (py,rp;) then

17: Alivep, [pr] :==0

18: TempHOy, := TempHOp, U {p}
19: if m = (pg, alive) then

20: Alivep, [pr] :==0

21:  if m = (p;, alive) then

22: Pour tout k =1,2,--- |n

23: if 0 < Alivey, [pr] < @ then
24: Alivep, [py] := Alivey, [pr] + 1
25: else

26: Alivep, [p] :== L

27: Tant qu’il existe I € {1,2,--- ,n}, t.q. Alivep,[p] # L et pp € TempHOyp, :
28: Pour tout j =1,2,--- ,n:

29:  Exécuter Send(pj, (p;; alive))
30:  Exécuter Receive(p;)

31: Pour tout message m regu, exécuter dans ’ordre de réception :
32: if m = (pg,r’y, v’ > rp, then

33: Alivey, [p] :=0

34: Knowny, := Knowny; U {(pg,r')}

35: if m = (pg,rp,) then

36: Alivep, [pg] :==0

37: TempHOyp, := TempHOyp, U{p}

38: if m = (pg, alive) then

39: Alivep, [pg] :==0

40: if m = (p;, alive) then

41: Pour tout k=1,2,---,n

42: if 0 < Alivey, [pr] < ® then

43: Alivep, [px] = Alivep, [pr] + 1 74
44 else

45: Alivep, [px] == L

46: HO,p, := TempHOy,
A7 rp, i=1p, +1




Nous présentons I'algorithme PM, donné comme Algorithme 2.10, censé
étre exécuté dans un systeme de ce type. Comme pour l'algorithme M B
précédent, nous décomposons les exécutions en rounds. A chaque round r» > 0,
chaque processus p; met a jour une variable 7,, qui représente le numéro
du round auquel il se trouve, une variable HO,, qui représente 1’ensemble
d’écoute de p; au round r, une variable T'empH O,, qui contient les identifiants
des processus que p; entend au cours du round r et une variable Known,,
dans laquelle il stocke, a chaque round, les messages qu’il recoit et qui sont
étiquetés avec un numéro de round supérieur a r. Tout au long de I'exécution,
p; met a jour un tableau Alive,, a n composantes, une pour chaque processus,
destinée a lui indiquer les processus ayant arrété de fonctionner.

A chaque round, chaque processus p; place dans TempHQO,, les identi-
fiants des processus dont un message étiqueté avec son numéro de round
courant se trouve dans Known,, et supprime de Known,, les messages en
question. Il envoie ensuite, a tous les autres, son identifiant étiqueté avec son
numéro de round courant et attend de recevoir un message, étiqueté avec le
numéro de son round courant, de chacun des processus dont il n’a pas en-
core déterminé qu’il a arrété de fonctionner. D’autre part, il envoie de fagon
répétée, a tous les autres, des messages leur indiquant qu’il est toujours ac-
tif. Il met finalement a jour sa variable HO,, en lui affectant I’ensemble des
identifiants des processus dont il a re¢u un message étiqueté avec son numéro
de round courant et incrémente 7,, de 1.

Lemme 2.2.2 Pour toute exécution de PM, pour tout processus p; fautif,
tout processus p; correct affecte finalement la valeur L a Alive, [p;].

Démonstration: Soit 0 = 0105 -+ une exécution de PM. Soit p; un pro-
cessus fautif dans o. Il existe un pas de calcul o; de o tel que p; ne prend
aucun pas de calcul apres o;. Soit p; correct dans o. Le code implique que p;
exécute une infinité de fois Send(p;, (p;, alive)) apres o;. Puisqu'il est correct
et que p; ne prend aucun pas de calcul apres o;, on en déduit que p; recoit une
infinité de fois (p;, alive) sans recevoir de message de p;. Le code implique
que p; affecte finalement la valeur L a Alive, [p;]. O

Lemme 2.2.3 Dans toute exécution de PM, aucun processus correct ne
reste bloqué dans la boucle initiée a la ligne 27.

Démonstration: Soit ¢ = 0105+ une exécution de PM. Soit » > 0 un
entier. Supposons qu’il existe un processus p; correct dans o qui au round r
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entre dans la boucle initiée a la ligne 27. On démontre, par récurrence sur
r > 0, que p sort nécessairement de la boucle et exécute la ligne 47.

e (as de base r = 1. Tout processus p; correct exécute nécessairement
Send(p;, (p;,1)). Puisque p; est correct, il existe un pas de calcul au
cours duquel p; regoit (p;,1) et donc place p; dans TempHO,,. De
plus, le Lemme 2.2.2 implique que, pour tout processus p; fautif, p; af-
fecte finalement la valeur L a Alive,,[p;]. On en conclut que p; exécute
finalement la ligne 47 au round 1.

° Etape de récurrence v > 1. Supposons que tout processus correct p;
exécute la ligne 47 au round r — 1. Puisque p; est correct dans o, il
exécute nécessairement Send(p;, (pj,r)). Comme p; est correct dans
o, il existe un pas de calcul au cours duquel p; recoit le message
Send(p;, (pj,r)). S'il le recoit au round 7" < r, les lignes 15 et 34
assurent (p;,7p,,) € K nownl(,:). La ligne 8 impose alors p; place p; dans
TempHQO,, au début du round r.

Si p; regoit le message (p;, ) au round r, les lignes 18 et 37 impliquent
que p; place p; dans TempHO,,
Enfin, le Lemme 2.2.2 implique que, pour tout processus p; fautif, p;
affecte finalement la valeur L a Alive,, [pr]. On en conclut que p; exécute
finalement la ligne 47 au round r.

O

Lemme 2.2.4 Pour toute exécution de PM, pour tout entier r > 0 et pour
tous processus p; et pj, si p; exécute la ligne 46 au round r et si p; exécute

Send(p;, (p;,r)), alors p; € HO;(;;)-

Démonstration: Soit 0 = 0109 - - 0,, - - - une exécution de PM et soit r > 0
un entier. Supposons qu’il existe deux processus p; et p; tels que p; exécute la
ligne 46 au round r, p; exécute Send(p;, (p;, 7)) au cours d'un pas de calcul
oj de o.

Puisque p; exécute la ligne 47 au round r, il sort de la boucle initiée a la
ligne 27. Sip; ¢ H O(C), alors nécessairement p; ¢ TempH O(C). On en déduit
donc qu’il existe un pas de calcul o; au cours duquel p; affecte la valeur L a
Alivey,[p;]. Par conséquent, p; a requ ® + 2 messages (p;, alive) consécutifs
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sans recevoir aucun message de p;. Puisque Message-Order est synchrone, on
en déduit qu’il existe ® + 2 pas de calcul iy, 04, - de o pris par p;
tels que :

1 Tigio

1. Pour tout indice k = 1,2, -+, ®+ 2, p; exécute Send(p;, (p;, alive)) au
cours de o,

2. Pour tout indice £ = 2,--- ,® + 2, 0y, est le premier pas de calcul
postérieur a o;, , au cours duquel p; exécute Send(p;, (p;, alive)).

3. iy, €st antérieur a o;.

La maniere dont fonctionne l'algorithme assure que, pour tout indice

kE=1,2,---,®+2, 0;, est au moins le n-iéme pas de calcul postérieur a
oi,_, au cours duquel p; exécute Send(—, —). On en déduit que la sous-suite
de o

O-Zl .. .O-Z2 .. .O-Z¢+2

contient au moins n(® + 1) + 1 pas de calcul au cours desquels p; exécute
Send(—,—) et aucun au cours duquel p; exécute Send(p;, —).

Comme la Réception/Envoi est séparée, entre deux tels pas de calcul,
p; prend nécessairement un pas de calcul au cours duquel il n’exécute pas
Send(—,—). On obtient donc que la suite

UZl .-.O’iz .‘.O-i¢+2

contient au moins 2n(®+1)+1 pas de calcul pris par p;. Comme les processus
sont ®-synchrones et que p; exécute Send(p;, (pj,r)), on en déduit que

0-7,1 .-.O'i2 .-.O'i¢+2

contient au moins 2n pas de calcul pris par p;, et donc au moins n au cours
desquels il exécute Send(—, —). La maniere dont fonctionne ’algorithme im-
pose alors que p; envoie des messages a tous les autres toujours dans le meme
ordre. Ainsi, parmi ces 2n pas de calcul, et donc entre oy, et oy, ,, il en existe
un au cours duquel p; exécute Send(p;, —), une contradiction. O
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Proposition 2.2.5 Pour toute exécution de PM dans un systeme ou les
processus sont ®-synchrones, Message-Order est synchrone, les communica-
tions sont asynchrones, la Réception/Envoi est séparée, les transmissions se
font point-a-point et tel qu’au plus f processus peuvent étre fautifs par crash,
la collection (HOI(,T))T>07peH satisfait Plf{ A Preg-

Démonstration:

Soit o une exécution de PM dans laquelle au plus f processus sont fau-
tifs par crash. Soit » > 0 un entier, et soit p; un processus qui exécute la
ligne 46 au round r. Un tel processus existe puisque, par le Lemme 2.2.3,
aucun processus correct ne reste bloqué dans o.

On démontre tout d’abord que la collection (H O]()T))T’>O,p€]_[ satisfait Plf{.
Soit 7 > 0 un entier. Supposons qu’il existe un processus p; qui exécute la
ligne 46 au round 7. Soit p; un processus correct dans o. Le Lemme 2.2.3
implique que p; exécute Send(p;, (p;,r)). Le Lemme 2.2.4 implique alors p; €
HO.

Ainsi, a chaque round 7, tous les ensembles H Og) contiennent au moins
tous les identifiants des processus corrects dans o. Puisque, par hypothese,
au plus f processus peuvent étre fautifs dans o, on a bien le résultat voulu.

On démontre a présent que la collection (H O;l(ir))T>07peH satisfait Ppe,. Soit
r > 0 un entier. Supposons qu’il existe deux processus p; et p; tels que p;
exécute la ligne 46 au round r + 1 et p; € H O;,(,CH). Cela implique que p; a
exécuté Send(p;, (pj,r + 1)) et donc que p; a exécuté Send(py, (p;,r)), pour
tout £k =1,2,--- ,n. Le Lemme 2.2.4 assure alors que, pour tout processus
pr qui a exécuté la ligne 46 au round 7, on a p; € HOJI(;c :

On a montré que si p; appartient a un ensemble HO,, a la fin du round
r 4 1, alors il appartient a tous les ensembles HO,, a la fin du round 7.

On en conclut finalement que la collection (H OS“))M,,@ satisfait bien

P A Preg-
O
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Récapitulatif

SYSTEME

PREDICAT DE COMMUNICATION

Synchrone, liens fiables

Charron-Bost et al. [17]

processus fautifs par crash [18]

au plus f processus 73{(
fautifs par omission d’envoi Gafni [22]
Asynchrone, liens fiables, Charron-Bost et al. [17]
au plus f processus P{IO
fautifs par crash Gafni [22]
Asynchrone, liens fiables, Charron-Bost et al.
au plus f < § processus szmf
fautifs par crash initial [17]
Partiellement synchrone [19] Charron-Bost et al.
liens finalement fiables, Zsp_umf
au plus f processus fautifs par crash [17]
Synchrone, au plus f Charron-Bost et al.
erreurs de transmission P(j;
par omission [42] [17]
Synchrone, un bloc d’au plus Charron-Bost et al.
f erreurs de transmission Pé’ bloe
par omission [42] [17]
MO synchrone, Diffusion,
liens fiables, au plus f ,P:fp_unif = P{Io A Psp_unif Section 2.2.1
processus fautifs par crash [18]
Communications synchrones, Diffusion, Charron-Bost et al.
R/E atomique, liens fiables, pr_umf = Pflo A Psp_unif
au plus f processus fautifs par crash [18] [17]
Processus et communications Charron-Bost et al.
synchrones, liens fiables, au plus P{< A Preg
f processus fautifs par crash [18] [17]
Processus synchrones, MO synchrone,
liens fiables, au plus f P}; A Preg Section 2.2.1
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correspondants : cas bénin



Pk K|zn—f
Preg Vr>0,Vpell : HO(p,r+1)C K(r)
Pho Vr>0,¥pell : [HO(p,r)|>n—f
Plois 3 C O tq. o >n—f, ¥r >0, Vpe Il : HO(p,r) = I
f:s,,_umf JIlo C1II t.q. [Tlg| > n— f, Iro >0, Vr >rg, Vp eIl : HO(p,r) =1lp
Pé Vr>0: 3 ,enHO(p,7) >n?—f

|K(r)|>n—1
pL oo Vr >0,

JI, Ctq. I >n—f A Vpell,, HO(p,r) =11
Psp_unif Vr >0, Vp,q eIl : HO(p,r) = HO(q,r)

Il est intéressant de remarquer, ici, que dans le cas ou l'on considere
qu’au plus f processus peuvent étre fautifs par crash, d’une part le prédicat
73{{/\73@ correspond aux systemes dans lesquel les processus sont synchrones
et Message-Order est synchrone et aux systemes dans lesquels les processus et
les communications sont synchrones et, d’autre part, que
aux systemes dans lesquels les communications sont synchrones, le mécanisme

sp-unt

de transmission est la Diffusion.
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2.2.2 Pannes par valeurs

Nous avons décrit dans ce chapitre un grand nombre de systemes sujets a
des pannes bénignes. Dans [38, 30|, Pease, Shostak et Lamport ont introduit
pour la premiere fois un nouveau type de pannes, communément appelées
pannes byzantines en raison de 1’énoncé imagé du Probleme des Généraux
Byzantins étudié par eux dans ces travaux. Un processus est dit byzantin s’il
peut se comporter de maniere arbitraire.

Comme c’est le cas pour les pannes bénignes, on peut distinguer deux
types de pannes byzantines : des déviations par rapport a la fonction de
transition d’état, ou des déviations par rapport a la fonction d’envoi de mes-
sages. Alors qu’il est possible de couvrir toutes les pannes bénignes par des
prédicats de communication, les déviations arbitraires par rapport a la fonc-
tion de transition dans le cas byzantin, ou corruptions d’état, ne peuvent
pas étre exprimées comme des propriétés sur les communications. Nous nous
attachons, dans la suite, a présenter des prédicats de communication corres-
pondant a des systemes dans lesquels seules des déviations par rapport aux
fonctions d’envoi de messages peuvent intervenir.

Systémes synchrones. Pannes statiques. [30]

Lamport, Shostak et Pease considerent dans [30] le modele élémentaire en
rounds pour les systemes synchrones afin d’étudier des systemes synchrones
sujets a des pannes byzantines. Ils supposent qu’a chaque round, chaque
processus envoie un message a chacun des autres et que si, au cours d’un
round, un processus p ne recoit pas de message provenant d’un processus ¢,
alors p se comporte comme s’il avait regu de g une valeur arbitraire fixée.
Les erreurs de transmission bénignes sont donc couvertes ici par des erreurs
de transmission par valeurs. On peut, dans le modele HO, adopter la méme
approche dans le cas des pannes par valeurs en supposant HO(p, r) = 11, pour
tout r > 0 et pour tout processus p € II, et en considérant des prédicats sur
les collections

(SHO(p,7))

r>0,pell

et non sur les collections

(HO(p,r); SHO(p, 7))

r>0,pell *

Considérons un systeme synchrone comme celui décrit dans [30] dans
lequel au plus f processus sont fautifs. A chaque round, chacun des n — f
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processus corrects est correctement entendu par tous les autres, ce a quoi
correspond le prédicat de communication suivant, que nous notons 775 K

PgK 2 |SK|>n—f

Systémes synchrones. Pannes dynamiques. [42]

Comme nous 'avons précisé, Santoro et Widmayer ([42]) ont défini un
modele en rounds pour I'étude des systemes distribués, entierement couvert
par le modele HO. Nous avons, dans la sous-section 2.2.1, présenté deux
prédicats de communication qui correspondent a deux systemes sujets a des
pannes bénignes considérés dans [42]. Nous présentons ici des prédicats de
communication qui correspondent & des systemes considérés dans [42] dans
le cas particulier des erreurs de transmission par valeurs.

Considérons tout d’abord un systeme synchrone dans lequel les transmis-
sions sont continues, en ce sens qu’a chaque round, chaque processus envoie
un message a chacun des autres, les erreurs de transmission sont des corrup-
tions - le message recu est différent de celui qui a été envoyé - et, a chaque
round 7 > 0, on dénombre au plus f, f < n?, erreurs de transmission.

Dans un tel systeme, la continuité des transmissions, combinée avec le fait
que le systeéme est synchrone, implique qu’a chaque round r > 0, n? transmis-
sions sont effectuées. D’autre part, puisqu’au plus f de ces n? transmissions
effectuées au round r sont incorrectes, le nombre total de transmissions cor-
rectes est supérieur & n? — f, ce qui peut s’écrire

pell
Ainsi,
Proposition 2.2.6 Le prédicat de communication qui correspond auz systemes
synchrones dans lesquels les transmissions sont continues et tels qu’a chaque

round, au plus f transmissions sont incorrectes et sont des corruptions, est
le prédicat de communication suivant, que nous notons Pg :

PL o vr>0, Y |SHO(p,r)| =n*— f

pell
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Dans leur étude, Santoro et Widmayer considerent aussi des systemes par-
ticuliers dans lesquels, a chaque round, les transmissions incorrectes forment
un bloc, en ce sens que toutes sont initiées par un meéme processus, c¢’est-a-dire
des systemes tels que

Vr >0, |AS(r)| < 1.

Considérons un systeme semblable au précédent mais tel qu’a chaque
round, les transmissions incorrectes forment un bloc. Puisque les transmis-
sions sont continues et qu’a chaque round toutes les transmissions incorrectes
sont initiées par un unique processus p, tous les autres processus distincts de
p sont correctement entendus par tous a ce round. En d’autres termes, on a

Vr >0, |[SK(r)]>n-—1.

De plus, puisqu’a chaque round r, au plus f des transmissions initiées par
p sont incorrectes, au moins n — f processus entendent correctement p a ce
round. Ainsi, il existe II, C IT tel que |II,| > n — f et, pour tout processus g
de IT,.,, on a SHO(q,r) = 1I.

En résumé,

Proposition 2.2.7 Le prédicat de communication qui correspond auz systemes
synchrones dans lesquels les transmissions sont continues et tels qu’a chaque
round, au plus [ transmissions sont incorrectes, sont des corruptions et
forment un bloc, est le prédicat de communication suivant, que nous notons

,bloc
Pe .

JdI,. CII: |IL| >n—f AVpell,, SHO(p,r) =11

phbloc >0, A

|ISK(r)|>n—1

Nous terminons notre étude des systemes synchrones en considérant un
systeme dans lequel les transmissions sont continues et tel qu’a chaque round,
au plus t transmissions sont des corruptions, et au plus f transmissions sont
des omissions.
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Si a chaque round, les corruptions peuvent étre initiées par plus d'un pro-
cessus, elles ne peuvent I'étre que par au plus ¢ distincts. En d’autres termes,
pour tout round r > 0, la réunion de tous les ensembles AHO(p,r) d’écoute
altérés est de cardinal au plus ¢, ou encore, |AS(r)| < t. D’autre part, puis-
qu’au plus f transmissions sont des omissions, on a ZpEH |[HO(p,7)| > n*—f.

On peut donc énoncer

Proposition 2.2.8 Le prédicat de communication qui correspond auz systemes
synchrones dans lesquels les transmissions sont continues et tels qu’a chaque
round, au plus t transmissions sont des corruptions et au plus f transmis-
sions sont des omissions, est le prédicat de communication suivant, que nous

f7 t .
notons Py

> e [HO(p, )| = n? — f
PLE - vr >0, A
|AS(r)| <t

Systémes partiellement synchrones. Dwork et al. ([19]).

Nous avons présenté dans la sous-section précédente le prédicat de com-
munication correspondant aux systemes partiellement synchrones sujets a des
pannes crash décrit dans [19]. Dans ce méme travail, Dwork et al. décrivent
deux types de systemes partiellement synchrones sujets a des pannes by-
zantines. Pour chacun des deux systemes, Dwork et al. supposent que, dans
toute exécution, au plus f processus peuvent étre byzantins et, de plus, qu’il
existe un round appelé GST a partir duquel le systeme se comporte comme
s’il était synchrone, en ce sens que tout message envoyé au cours d’un round
r > GST par un processus correct est requ au round r. Dans le premier type
de systemes, les messages peuvent étre authentifiés, en ce sens que chaque
processus peut signer un message qu’il envoie et que les signatures ne peuvent
pas étre falsifiées ou imitées. Dans le deuxieme type de systemes, aucune hy-
pothese d’authentification n’est faite. Cependant, Dwork et al. montre qu’il
est possible d’implémenter une primitive de communication qui simule les
propriétés vérifiées par le mécanisme d’authentification.

Nous restreignons ici le type de pannes considérées en nous limitant aux
déviations par rapport aux fonctions d’envoi. Nous imposons, de plus, que
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tous les processus envoient un message a tous les autres a chaque round.
L’hypothese selon laquelle au plus f processus sont fautifs implique, d’une
part, que la partie altérée AS de toute exécution est de cardinal au plus égal
a f, ce a quoi correspond le prédicat suivant, que nous avons présenté dans
le Chapitre 1 :

P o JASI < f

D’autre part, puisqu’au plus f processus sont fautifs dans chaque exécution,
tous les processus corrects sont entendus par tous a partir du round rg
considéré précédemment, ce a quoi correspond le prédicat suivant, que nous
notons Pl

Pl 0 Frg>0 >n—f

() SK(r)

r>ro

Ces trois observations nous conduisent a énoncer le résultat suivant :

Proposition 2.2.9 Le prédicat de communication qui, dans le cas particu-
lier des erreurs de transmission par valeurs, correspond aux deux types de
systémes partiellement synchrones décrits dans [19], dans lesquels on sup-
pose que chaque processus envoie un message a chacun des autres a chaque
round et tels que, dans toute exécution, au plus f processus sont fautifs est
le prédicat suivant :

PN Plog

Systémes asynchrones

Nous donnons ici deux prédicats correspondant a des systemes asyn-
chrones sujets a des pannes de transmission par valeurs.

On considere tout d’abord un systeme asynchrone dont les exécutions
évoluent en rounds sujet a des pannes dynamiques et transitoires comme
ceux qui sont décrits dans [13]. A chaque round, chaque processus regoit
au plus f messages différents de ceux qui auraient du lui étre envoyés. Le
prédicat correspondant est le suivant, que nous notons Py :

Pp o Vr>0,Vpell : [AHO(p,r)| < f

Dans le cas ou les pannes sont statiques, le prédicat correspondant est
perm ’ , N .
Py, que nous avons évoqué dans le cas des systeémes partiellement syn-
chrones :

P JAS| < f
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Notons que, pour f fixé, Py™™ implique P;.

Récapitulatif

SYSTEME PREDICAT DE COMMUNICATION

Synchrone,
f
7)SI<
au plus f processus fautifs [30]

Synchrone, transmissions continues,

Pé
au plus f corruptions [42]
Synchrone, transmissions continues,
,Pé‘, bloc
un bloc d’au plus f corruptions [42]
Synchrone, transmissions continues,
au plus t corruptions et Pé’ct

f omissions par round [42]

Partiellement synchrone,

perm f
Pf AN Plsk
au plus f processus fautifs [19]

Asynchrone,
pannes dynamiques Py
et transitoires [13]

Asynchrone,
pannes statiques prperm

f

et transitoires [13]

TAB. 2.2 — Systemes a échanges de messages et prédicats de communication
correspondants : pannes par valeurs.

2.3 Prédicats pour la résolution de Consen-
sus dans le cas des pannes bénignes

Nous avons, dans le présent chapitre, étudié un grand nombre de types de
systemes et avons déterminé les prédicats de communication qui, selon nous,
capturent le mieux les propriétés de vivacité et de stureté des communications

86



que chacun d’eux peut garantir. Une autre question consiste a déterminer
quelles sont les propriétés qui doivent étre vérifiées par un systéme pour
qu’un probléeme donné soit résoluble.

Nous considérons ici le probleme du Consensus, que nous avons présenté
dans le Chapitre 1, dans lequel les processus doivent se mettre d’accord sur
une valeur unique. Nous rappelons tout d’abord une caractérisation des ma-
chines HO qui résolvent Consensus dans le cas des pannes bénignes, établie
par Charron-Bost et Schiper dans [17]. Dans un second temps, nous mettons
en perspective ce résultat avec les différents prédicats de communication que
nous avons introduits dans ce chapitre.

2.3.1 Caractérisation des machines HO qui résolvent
Consensus

Dans [17], Charron-Bost et Schiper se sont attachés a déterminer les
prédicats des machines HO qui résolvent Consensus. En se restreignant aux
prédicats a partir desquels il est possible de simuler des rounds dont le noyau
est non-vide, ils sont arrivés a la conclusion que la résolution de Consensus
nécessitait “un accord implicite permanent sur les ensembles d’écoute”.

On rappelle les prédicats de communication

Pnekrounds o Vr > Oa K(’l") 7é ®a

et
Pspamis = Vr >0, Vp,qell, HO(p,r) = HO(q,r).

Soit P;Lpfjmf le prédicat qui garantit qu’a chaque round, les ensembles

’ . 2 N . 7 1 _1
d’écoute sont non-vides et tous égaux, c’est-a-dire le prédicat Py unir APro

avec
Prol = Vr >0, Vpell, |HO(p,r)| > 1.
Le théoreme de caractérisation de Charron-Bost et Schiper s’énonce alors

ainsi :

Théoréme 2.3.1 ([17])
Soit P un prédicat de communication tel que P = Prekrounds- Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. Il existe un algorithme A tel que la machine (A, P) résout Consensus ;
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2. P = Pl it

Dans les deux sections suivantes, nous revenons sur les différents systemes
sujets a des pannes bénignes étudiés dans ce chapitre et utilisons le théoreme
précédent pour, d’une part, déduire des relations entre certains des prédicats
que nous avons introduits et, d’autre part, retrouver un certain nombre de
résultats, établis dans les modeles classiques, relatifs a la résolubilité de
Consensus.

2.3.2 Consensus et systemes a mémoire partagée

Les premiers objets partagés que nous avons présentés sont les registres
SWMR et Atomic-Snapshot dont nous avons montré qu’ils correspondaient
respectivement aux prédicats Pgym et Prp = Prp A Prer, Ol -

Psym = Vr >0, Vp,qell : pe HO(q,r) V q€ HO(p,r)

Prs 2 Vr>0,Vpell : pe HO(p,r)
Prp i+ Vr >0, Vp,q€ll : HO(p,r) C HO(q,7) V HO(q,7) € HO(p,7)

Dans [25], Herlihy montre qu’il est impossible de résoudre Consensus dans un
systeme ot les processus ne disposent que de ces registres. Nous avons montré
dans la Section 2.1 que Pgy,,, et Pip €taient équivalents, et tous deux stricte-
ment plus forts que Prerrounds- L€ résultat d’impossibilité d’Herlihy, combiné
avec le Théoreme 2.3.1, nous permet donc d’établir le résultat suivant :

Théoréme 2.3.2 il est impossible de translater les prédicats Pgym et Prp

n—1 y .
en P unis- En d’autres termes

Poym 7 P L et Php tt P!

sp-unif sp_unif*

Nous nous sommes ensuite intéressé a quatre objets, Test&Set, Swap,
Fetch& Add et Compare&Swap, de la classe des objets dits Read-Modify-
Write. Nous avons présenté le prédicat PSN et avons montré qu’il peut étre
garanti par tout systeme sujet a des pannes crash dans lequel les processus
communiquent via une infinité de registres SWMR et ont acces a une infinité
d’objets partagés de I'un des trois premiers types (Proposition 2.1.23), ou
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Algorithme 2.11 Algorithme A, code du processus p;, ¢ = 0, 1.

1: Initialisation :

2: NewHO,, C II; initialement 0
3: Round r:

4: Sp e

5: Envoyer (p;) & tous

6: T

7: if HO(p;,r) = {pi;p;} then
8: NewHOyp, :={p;}

9: else

10: NewHOp, := HO(p;,r)

o HO(q,r) ={q}
Py ¥r>0, 3¢ €1, {Vpeﬂ\{q}, g € HO(p,r)

Considérons un systeme composé d’un ensemble II de deux processus pg
et p;. Nous allons démontrer que, dans ce cas, PSN se translate en Pg;jm 2
: CN -1
ie., Py = P;;_um.f.

Nous présentons 'algorithme A sur II, donné comme Algorithme 2.11.
A chaque round, chaque processus p; met a jour une variable NewHO,, qui

représente son ensemble d’écoute simulé.

Proposition 2.3.3 L’algorithme A est une translation en 1 round de PSN

1
en Py unis, €t donc

PN =1 Pl

sp-unif*

Démonstration: Considérons une exécution e de la machine (A, P$Y) pour
IT = {po; p1}.

Le code (lignes 8 et 10) implique qu’a chaque round r et pour chaque pro-
cessus p;, i= 0,1, on a NewHO;,(,f) C HO(p;,r). Par conséquent, la condition
E1 de la définition d’une translation est bien satisfaite dans e.

Montrons a présent que la condition E2 est, elle aussi, satisfaite dans
e, c'est-a-dire que la collection (NewHO,,),;~0.=12 induite par e satisfait
P amiy- Soit 7 > 0 un round. Puisque PN est satisfait dans e, il existe un
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indice 7, i € {0,1}, tel que HO(p;,7) = {pi} et pi € HO(Pit1(moda2), 7). Le
processus p; exécute donc la ligne 10, et ainsi

NewHOI():) = HO(p;,r) = p;.

Si [HO(Pit1(mod2), )| = 2, le processus pj41(modz) exécute la ligne 8, sinon
il exécute la ligne 10. Dans les deux cas, on a

NewHOpz+l(mod2) = {pl}
On en conclut donc

N€wHOI(3 NewHOpz+l(7nod2) - {pZ}

La collection (NewHO,,),~0.i=12 satisfait donc bien P! . 1> ce qui acheve

de démontrer que A est une translation en 1 round de P, 5 en Pl g O

On a démontré P§Y = P! spunif- 1€ Théoreme 2.3.1 assure alors qu’il existe
un algorithme B pour II tel que la machine (B, PSY) résout Consensus. On
retrouve ainsi le résultat d’Herlihy [25] :

Théoreme 2.3.4 ([25]) Le probléme du Consensus est résoluble dans un
systeme composé de deux processus, dont l'un peut étre fautif par crash, qui
communiquent via des registres SWMR et qui ont accés a un objet partagé
muni de ['une des trois fonctions Test&Set, Fetch& Add ou Swap.

Nous avons ensuite montré que tout systéme, composé de n processus,
sujet a des pannes crashs, dans lequel les processus communiquent via une
infinité de registres SWMR et ont acces a une infinité d’objets partagés munis

de la fonction Compare&Swap, peut garantir le prédicat PV suivant :

735/\/ 2 Vr>0,3dgell : Vpell, HO(p,r)={q}.

Il est clair que PN = P~ e umf
autre résultat établi par Herlihy [25] :

Le Théoreme 2.3.1 implique alors un

Théoréme 2.3.5 ([25]) Le probléme du Consensus est résoluble dans un
systeme sujet a des pannes crash, composé de n processus qui communiquent
via des registres SWMR et ont acces a un objet partagé muni de la fonction
Compare& Swap.
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Nous avons terminé notre exploration partielle des objets partagés avec
le cas des files FIFO et FIFO augmentées.

Nous avons montré que tout systeme sujet a des pannes crash dans le-
quel les processus ont acces a une infinité de files FIFO (resp. FIFO aug-
mentée) peut garantir le prédicat PSY (resp. PSV). Ainsi, les deux théoremes
précédents restent valables respectivement pour I'un et I'autre de ces systemes.

Théoréme 2.3.6 ([25]) Le probléme du Consensus est résoluble dans un
systeme composé de deux processus, dont l'un peut étre fautif par crash, qui
communiquent via des registres SWMR et qui ont acces a une file FIFO.

De plus, si le systeme est doté d’une file FIFO augmentée, Consensus est
résoluble sans restriction sur la taille du systéme.

2.3.3 Consensus et systemes a échanges de messages

Comme nous ’avons précisé dans la Section 2.2.1, Dolev et al. ont défini
cing parametres de synchronisme qui déterminent, selon eux, un type particu-
lier de systemes distribués. Chaque parametre pouvant prendre deux valeurs,
favorable ou défavorable, ils ont donc décrit trente-deux différents types de
systemes. Dans chacun d’entre eux, Dolev et al. ont étudié la résolubilité du
probleme du Consensus et ont déterminé le nombre maximum de processus
pouvant étre fautifs dans une exécution d’un algorithme résolvant le Consen-
sus. Ils ont, de plus, exhibé quatre types “minimaux” de systemes, en ce sens
que le probleme du Consensus est résoluble dans chacun d’eux en présence
d’un nombre arbitraire de processus fautifs, mais que tout changement de
la valeur d’'un parametre de favorable a défavorable rend le Consensus non-
résoluble en présence d'une ou deux pannes, selon les cas. Nous nous sommes
attachés, dans la Section 2.2.1, a présenter les prédicats de communication
qui correspondent a ces quatre types de systemes. La Table 2.3 récapitule les
résultats obtenus alors.

Comme on le remarque aisément, le prédicat P! qui correspond aux

spunif

deux premiers types de systemes considérés, implique directement P;ijm s S
f < mn—1. Par le Théoreme 2.3.1, on retrouve le résultat de [18] qui assure
que le Consensus est résoluble dans ces deux types de systemes en présence

d’un nombre arbitraire de processus fautifs.
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SYSTEME PREDICAT

MO synchrone, Diffusion,
liens fiables pf

sp-unif

Section 2.2.1
au plus f processus fautifs par crash

Communications synchrones, Diffusion,
R/E atomique, liens fiables, pr
au plus f processus fautifs par crash

Charron-Bost et al. [17]

—unif

Processus et communications synchrones,
liens fiables P}; A Preg Charron-Bost et al. [17]
au plus f processus fautifs par crash

Processus synchrones, Message-Order synchrone,
liens fiables P}; A Preg Section 2.2.1
au plus f processus fautifs par crash

TAB. 2.3 — Systemes “minimaux” de Dolev et al. [18] et prédicats de com-
munication correspondants.

D’autre part, Charron-Bost et Schiper [17] ont présenté une translation,
donnée alors comme “Translation for space uniformity”, en f 4+ 1 rounds de
77{( en pr( A Psp unig- Ainsi,

P{{ >__ P{{ A 7Dsp_um'fa

et donc
PL A Preg = Ph AP unis-

Comme, de plus,
Pl A Popanis = P!

sp_unif>
on obtient 77{( A Preg = ng_unif’ En supposant f < n — 1, on en conclut
771];/\77@ = P;ijm ;- Par le Théoreme 2.3.1, puisque 77};/\77@ est le prédicat

correspondant aux deux derniers types de systemes, on en déduit que le
Consensus est résoluble dans chacun d’eux en présence d’'un nombre arbitraire
de processus fautifs. On retrouve ainsi un des résultats de [18].
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Chapitre 3

Solutions algorithmiques pour
Consensus

Nous nous intéressons, dans le présent chapitre, a la résolubilité du Consen-
sus par des machines HO dans un contexte d’erreurs de transmission par
valeurs. Contrairement au cas des pannes bénignes ou tout message regu
est identique a celui qui a été envoyé, I'information transmise peut, ici, étre
altérée. Un processus ¢ est susceptible de recevoir de la part d’un processus p
un message différent de celui que p aurait da lui envoyer. La clause d’'Intégrité
considérée jusqu’a présent, qui requiert que toute valeur de décision soit la
valeur initiale d’un processus, apparait des lors beaucoup trop forte. Cette
aggravation du type de pannes considéré a conduit les chercheurs a étudier
une version affaiblie du Consensus. Les clauses d’Accord, d’Irrévocabilité et
de Terminaison restent inchangées, tandis que la clause d’Intégrité est mo-
difiée de la maniere suivante :

Intégrité Si toutes les valeurs initiales sont égales a une méme valeur v,
alors v est la seule valeur de décision possible.

Dans [17], Charron-Bost et Schiper présentent de nombreuses machines
HO qui résolvent le Consensus dans le cas bénin, s’inspirant d’algorithmes
connus, coordonnés ou non, destinés a étre exécutés dans des systemes asyn-
chrones ou partiellement synchrones, et décrivant de nouvelles solutions.
Dans ce chapitre, nous transformons les algorithmes présentés dans [17] et
déterminons des prédicats de communication tels que les machines HO obte-
nues résolvent le Consensus en présence d’erreurs de transmission par valeurs.
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3.1 UnsformVoting, Ur g et UV, :
Consensus avec des communications vi-
vaces.

La plupart des algorithmes classiques de Consensus dans le cas bénin sont
censés étre exécutés dans des systemes ol une stricte minorité des processus
sont susceptibles d’étre fautifs. Cette hypothese implique que 'on considere
des exécutions présentant une certaine vivacité des communications, puisque
I'on peut garantir dans de tels systemes que tous les ensembles d’écoute
soient strictement majoritaires. Par exemple, la correction de ’algorithme
UniformVoting de [17] repose sur cette hypothese de vivacité des communi-
cations.

3.1.1 Algorithme UniformVoting

L’une des premieres approches utilisées pour contourner le résultat de
Fischer et al.[21] dans le cas bénin a été d’avoir recours a des algorithmes
probabilistes [40], [32]. On simule un comportement non-déterministe des
processus en leur donnant acces a une source d’information aléatoire a valeurs
dans un ensemble € fini muni d’une mesure de probabilité P et en étendant la
définition d’une fonction de transition de maniere qu’elle prenne en argument
supplémentaire un élément de (). Etant donné un algorithme A qui autorise
les processus a consulter cette source aléatoire, on munit I'ensemble £4 de
ses exécutions d’une autre mesure de probabilité Py, fonction de P.

Des lors, on ne requiert plus que chaque exécution de A satisfasse la clause
de Terminaison, mais que ’ensemble 74 des exécutions qui la satisfont soit
tel que

Pu(Ty) =1.

A notre connaissance, le premier algorithme probabiliste de Consensus
est dt & Ben-Or [6] et a été décrit pour des systémes sujets a un nombre f
strictement minoritaire de processus fautifs.

Les exécutions sont décomposées en rounds, chacun d’entre eux consistant
en deux étapes. Lors de la premiere, chaque processus p envoie a tous les
autres sa préférence, initialement égale a sa propre valeur initiale, et attend
de recevoir n — f messages. Si p recoit une majorité stricte de messages
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contenant une méme valeur v , alors il effectue un vote pour v. Dans le cas
contraire, il vote pour “ 7 7.

Lors de la seconde étape, chaque processus p envoie son vote a tous les
autres. Si p regoit au moins un message contenant une valeur v # 7, alors
il adopte v comme sa nouvelle préférence. Si, de plus, p recoit plus que f
tels messages', alors il décide immédiatement v. Enfin, si p ne recoit que
des messages contenant 7, il tire a pile ou face et adopte le résultat comme
nouvelle préférence.

L’algorithme UniformVoting, donné comme Algorithme 3.1, peut étre
vu comme la version HO et déterministe de l’algorithme de Ben-Or. Ses
exécutions sont décomposées en phases de deux rounds, chacune correspon-
dant a un round de l'algorithme de Ben-Or.

Algorithme 3.1 L’algorithme Uniform Voting

1: Initialisation :

2: 1z, € V; initialement z, = v, {vp est la valeur initiale de p}
3: wote, € V; initialement vote, = ?

4: Round 2¢—1:

5: Sy ¢

6: Envoyer (xp) & tous

7: Ty :

8: xp := la plus petite valeur regue

9: if toutes les valeurs regues sont égales a une valeur v then
10: votep : = v

11: Round 2¢:

12: Sy ¢

13: Envoyer (zp;votep) & tous

14: T;' :

15: if au moins un message (*;v) est recu then

16: Tp =0

17: else

18: xp = la plus petite valeur w telle que (w;?) a été recu
19: if tous les messages regus sont égaux a (x;v) avec v # 7 then
20: DECIDE(v)

21: votep 1= 7

Charron-Bost et Schiper ont montré que si, a chaque round, les ensembles
d’écoute sont deux a deux d’intersection non-vide, alors les clauses d’'Intégrité
et d’Accord sont satisfaites. Notons que, sous les hypotheses de Ben-Or,

10On remarque que si p recoit deux messages contenant respectivement v et v’ toutes
deux différentes de ?, alors la régle de vote assure que v et v’ sont égales.

95



les ensembles d’écoute de tous les processus sont strictement majoritaires a
chaque étape et sont donc deux a deux d’intersection non-vide. Charron-Bost
et Schiper ont de plus démontré que le Terminaison, qui était assurée avec
probabilité 1 dans [6], nécessite I'existence d’un unique round uniforme, ce a
quoi correspond, par exemple, le prédicat suivant :

Vr >0, Vp,q eIl : HO(p,r)NHO(q,r) #
A
Iro >0, Ay #0, VpelIl : HO(p,ro) =1l

3.1.2 Algorithme U7 /£

Nous présentons ici notre premier algorithme, nommé Ur ;g et donné
comme Algorithme 3.2. La démarche que nous adoptons pour décrire cet
algorithme consiste a paramétrer les différents seuils de réception que 'on
rencontre dans Uniform Voting.

Algorithme 3.2 L’algorithme U7z s

1: Initialisation :

2: 1z, € V; initialement z, = v, {vp est la valeur initiale de p}
3:  wotep, € V U{?}; initialement vote, = ?

4: weVv

5: Round 2¢p —1:

6: Sj:

7: Envoyer (zp) & tous

8: Ty :

9: xp := la plus petite des valeurs les plus fréquemment recgues
10: if > T valeurs recues sont égales a une valeur v then
11: votep : = v

12: Round 2¢ :

13: Syt

14: Envoyer (votep) a tous

15: T -

16: if > M messages (v) sont regus then

17: Tp =V

18: if > F messages regus sont égaux & (v) avec v # ? then
19: DECIDE(v)

20: votey =7

R T A
Le code de Ur g est censé s’exécuter sous les prédicats P, et Pyp,
donnés en Figure 3.1. Le premier assure qu’a chaque round les ensembles
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Py = ¥Vr>0,Vpell : |[AHO(p,7)| < « (<)

Piho = Vr>0,Vpell : |HO(p,r)|> A

FiG. 3.1 — Prédicats P, et Ps,

d’écoute altérés sont de cardinal au plus «, ou « est un entier plus petit que
n. Le second, quant a lui, garantit qu’a chaque round les ensembles d’écoute
sont de cardinal au moins égal a A.

Preuve de correction

Avant de commencer notre preuve de correction, nous rappelons quelques
notations. Pour toute variable z,, locale au processus p, on note x](f) la valeur
de z, a la fin du round r et x}(}o) sa valeur initiale. Pour toute valeur v de V/,
pour tout processus p de II, et pour tout round r > 0, nous définissons les

ensembles Q7 (v) et Ry (v) comme suit :

Ry0) = {g €Tl 5 jild] = o)
Q,(v) :={qell : S/ (sq,p) =0}

ol s, désigne I'état du processus ¢ au début du round r. L’ensemble Ry (v)
(resp. @ (v)) représente I'ensemble des processus desquels p regoit la valeur
v (resp. qui devraient envoyer la valeur v a p) au round r. Puisque dans ’al-
gorithme U7 s g, & chaque round, chaque processus envoie le méme message
a tous les autres, les ensembles Q;(U) ne dépendent pas de p; on peut donc
les noter Q" (v) sans ambiguité.

Nos deux premiers lemmes sont des résultats techniques élémentaires.

Lemme 3.1.1 Pour tout processus p, pour toute valeur v, et pour tout round
r>0,ona:

| By (v)] < 1Q"(0) + [AHO(p, 7))
Démonstration: Supposons qu’un processus p recoive un message contenant

une valeur v et provenant d’un processus ¢ a un round r > 0. On distingue
deux cas :
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— soit S7(sq,p) = v et donc, par définition, ¢ € Q"(v),

— soit le message de ¢ a destination de p a été corrompu et donc ¢ €
AHO(p,r).

Par conséquent
Ry(v) € Q"(v) UAHO(p, ),

ce qui implique
|, (v)] < [Q"(v)] + [AHO(p, )]

Lemme 3.1.2 Si Il et Il sont deux sous-ensembles d’un ensemble 11 de
cardinal n, alors

L+ || >n+ (a+1) = [N >a+1

Démonstration: Puisque II; et I, sont deux sous-ensembles de II et que
|Il] = n, on a
|H1 U H2| S n.

Comme, d’autre part
1L N 1Ip| = [IIi| 4 [Ha| — 1T U I,
on en déduit
|H1 ﬂH2| Z |H1| + |H2| —n.

Si on suppose
L]+ [ > n+ (e +1),

alors il s’ensuit
|H1ﬂH2| Z a+ 1.

Nous donnons, a présent, une condition suffisante sur le parametre £ pour
que la regle de décision soit déterministe ou, en d’autres termes, pour assurer
qu’a chaque round, un processus puisse décider au plus une valeur.
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Lemme 3.1.3 S7 £ > 5 alors, dans toute exécution de la machine
Uz a5, Pa A Piio), au plus une valeur par processus et par round peut étre
décidée.

Démonstration: Soit p une exécution de la machine (Urar g, Pa N 77;30).
Supposons, par contradiction, qu’il existe un processus p et un round r > 0
tels que la garde de la ligne 18 soit vraie pour deux valeurs distinctes v et
v de V. Le code implique alors que |R)(v)| > E et |R (v')] > E. Puisque
les valeurs v et v’ sont distinctes et qu’a chaque round, tous les processus
recoivent au plus un message provenant de chacun des autres, les ensembles
Ry (v) et Rp(v') sont disjoints. Par conséquent

By (0) U R (v)] = [ Ry (v)] + [ By ()]

Si B > %, alors on a |Ry(v) U R} (v')| > n, ce qui contredit le fait que R} (v)
et R} (v") sont des sous-ensembles de TI. O

Notre lemme suivant démontre que si 7' > 7+, alors I'argument de base
qui garantit que, dans toute exécution de UniformVoting, a chaque round,
au plus une valeur différente de 7 est votée par les processus est toujours
valable.

Lemme 3.1.4 Si T > % + « alors, dans toute exécution de la machine
(Ur v.By Pa /\Pf}O), st un processus p vote pour une valeur v # 7 a un round
r > 0, alors tous les processus votent pour v ou 7 a ce round.

Démonstration: Soit p une exécution de la machine (Ur g, Pa A Piro)-
Supposons, par contradiction, qu’a un round r de p deux processus p et ¢
votent pour v et v’ respectivement, avec v # v'.

Le code implique que

|Ry(v)| >T et |R2(v’)| >T.
Sous le prédicat P,, le Lemme 3.1.1 assure alors que
Q" (v)| > T — « et Q" (v)| > T — «.

Puisqu’on a supposé que v et v’ étaient distinctes, on en déduit que Q" (v) et
Q" (v) sont des ensembles disjoints, et donc

Q" (v) UQ(W)| = |Q"(v)] + Q" ().
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SiT > 5 +a,on obtient

Q" () VR (V)] > n,

une contradiction puisque Q" (v) et Q"(v) sont des sous-ensembles de I1. O

Nous démontrons a présent que, sous certaines conditions relatives aux
parametres T, M, E et A, la décision d'un processus a un round r force les
autres processus a adopter la valeur décidée.

Lemme 3.1.5 Si les parametres T, M, E et A vérifient les inéquations :

ng+a (3.1)
M>a+1 (3.2)
E+A>n+M+2a, (3.3)

alors dans toute exécution de la machine (Ur i, Pa /\731‘30), ST UN Processus
p décide une valeur v a un round r, alors tout processus q affecte la valeur v
a sa variable x, a ce round.

Démonstration: Soit p une exécution de la machine (Ur g, Po A Pf}O)
telle qu’a un round 7, un processus p décide une valeur v. Soit ¢ un processus
quelconque de II.

Le code implique alors |R)(v)| > E. Sous P,, le Lemme 3.1.1 assure
|Q"(v)| > E — . Sous Piip, on en déduit

Q"(v)| + [HO(q,7)[ > E — a+ A,

et donc
Q" (v)| + |SHO(q,7)| > E + A —2a.

Si les parametres E, M et A vérifient les inéquations (3.2) et (3.3), on obtient
Q"(0)| + [SHO(g, 1) = n+ (a+1).
Le Lemme 3.1.2 assure alors

|Q"(v) NSHO(q,7)[ =2 v + 1,
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ce qui, puisque Q" (v) N SHO(q,r) C R (v), implique

R ()] > a+ 1. (3.4)

D’autre part, si T > § + « alors, sous P,, le Lemme 3.1.4 assure que,
pour toute valeur v’ # v, I'ensemble Q" (v') est vide et ainsi, par le Lemme
3.1.1, on a

Vo' #v 0 |Rp(V)| < a. (3.5)
La combinaison de (3.4) et (3.5) implique finalement que ¢ affecte la valeur

v a sa variable z, au round 7. O

A partir des lemmes précédents, nous donnons une condition suffisante
sur les parametres T, M, E et A pour que toute exécution de la machine
(Ur p,e Pa N Pf}O) satisfasse la clause d’Accord du Consensus.

Proposition 3.1.6 (Accord) Si les parameétres T, M, E et A vérifient les
meéquations

n>TZg+a (3.6)
n>M>« (3.7)
n>Ezg (3.8)
n>A>2a+1 (3.9)
E+A>n+M+2a (3.10)

alors toute exécution de la machine (Ur g, Po N Pio) satisfait la clause
d’Accord du Consensus.

Démonstration: Soit p une exécution de la machine (Ur s g, Pa /\73,?0) telle
qu’'une décision soit prise. Soit ¢y la premiere phase de p au cours de laquelle
un processus p décide et soit v la valeur décidée par p au round 2¢y.

Nous montrons tout d’abord, par récurrence sur ¢ > ¢, que

Vgell x((]2¢—1) = ZE[(12¢) =
Vo > ¢o,
' ¢ {v;?} Q™) =10
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o (Cas de base ¢ = ¢y + 1 : Soit ¢ un processus quelconque.

Si T,M,E et A vérifient les inéquations (3.6), (3.7) et (3.10), alors,
puisque p décide v au round 2(¢ — 1), le Lemme 3.1.5 assure que ¢
affecte la valeur v a sa variable z, au round 2(¢ — 1).

Par conséquent, on a Q**~!(v) = II et, pour toute valeur v # v,
Q*~1(v') =10.

Sous P, on a donc, pour toute valeur v # v, |[R2*~'(v)] < a.

Si A vérifie (3.9), alors on a |R2*~*(v)| > ar+ 1. Le code implique alors
que ¢ affecte la valeur v a sa variable z, au round 2¢ — 1. Ainsi

Vq € 11 x((12¢—1) = .
De plus, si T' > § + «, le code implique que voteg%_l) € {v;7}. Par

conséquent

Vo' ¢ {v;?} Q* (W) = 0.
Puisque, pour toute valeur v' ¢ {v;?}, Q**(v') = 0, on a sous P,
\quj(v/)\ < a.Si M > a, on en déduit que ¢ ne peut pas affecter une

autre valeur que v a sa variable z, au round 2¢. Comme on a montré

x((]2¢—1) = v, on en conclut xéz‘z’) = v. Ainsi

Vg € 11 :Bg%) =,

ce qui acheve de démontrer le cas de base.

) Etape de récurrence ¢ > ¢o+ 1 : Supposons que, pour tout processus ¢,
22@Y) — 4 Le raisonnement est identi a celul qui ilisé
q = . que a celui qui est utilisé pour
démontrer le cas de base.

Soit a présent g un processus distinct de p. Supposons que g décide une
valeur v" au round 2¢. Par définition de ¢g, on a ¢ > ¢y.

x Si ¢ = ¢g alors le code implique que
|RI2,¢(U)| >FE et |R2¢(v')| > F.
Le Lemme 3.1.1 assure alors que, sous P,, on a

Q*(W)| >E—a et |Q*0W) >FE—a.
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Si T et E vérifient les inéquations (3.6) et (3.8), on a
Q*()] >0 et |Q*(v) > 0.

Le Lemme 3.1.4 assure alors que v’ = v.

* Supposons ¢ > ¢q. Le code implique que |R2¢(v’)| > FE. Le Lemme
3.1.1 assure alors que, sous P,, on a |Q**(v')| > E — a.
Si T et E vérifient les inéquations (3.6) et (3.8), on a |Q?*?(v')] > 0. Or
on a montré que, pour toute phase ¢ > ¢, pour toute valeur v' ¢ {v; 7},
Q*(v') = (). On en déduit donc que v’ = v, ce qui achéve de démontrer
que p satisfait bien la clause d’Accord du Consensus.
O

De la méme maniere, nous établissons une conditions suffisante sur les
parametres pour que chaque exécution de la machine (Ur g, Po A Pio)
satisfasse la clause d’Intégrité de Consensus.

Proposition 3.1.7 (Intégrité) Siles parameétres T, M, E et A vérifient les
meéquations

n>T2%+a (3.11)
n>M>a« (3.12)
n>Ezg (3.13)
n>A>2a+1 (3.14)

alors, dans toute exécution de la machine (Ur g, Pa N Pio) telle que les
valeurs initales sont toutes égales a une valeur v, la seule valeur de décision
possible est v.

Démonstration: Soit p une exécution de la machine (Ur g, Po A Pf}O)
telle que toutes les valeurs initiales sont égales a une méme valeur v. Nous
montrons tout d’abord, par récurrence sur ¢ > 0, que

Vqell xéw_l) = :E((fqb) =v
Vo > 0,
Vo' ¢ {v;7} Q™) =0
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e (as de base ¢ =1 : Puisque toutes les valeurs initiales sont égales a v
dans p, tous les processus envoient v au round 1.
Sous P,, chaque processus regoit donc au plus o messages ne contenant
pas v a ce round.
Si A > 2a, on en déduit que chaque processus recoit au moins « + 1
messages contenent v.
Le code implique alors que tout processus ¢ affecte la valeur v a sa
variable z, au round 1.

D’autre part, si T > § + «, alors chaque processus recoit au plus T
messages ne contenant pas v. Le code implique donc qu’aucun proces-
sus ne peut voter pour une valeur v’ # 7 différente de v a ce round.

On vient de montrer que pour toute valeur v ¢ {v;?}, on a Q*(v') = 0.
Sous P,, on en déduit que chaque processus recoit au plus o messages
ne contenant pas v au round 2.
Si M > « , le code implique que tout processus ¢ qui met a jour sa
variable z, au round 2 lui affecte nécessairement la valeur v.
Puisque toutes les variables x, sont égales a v a la fin du round 1, on
en conclut qu’elles sont toutes égales a v a la fin du round 2.

) Etape de récurrence ¢ > 1 : Supposons que pour tout g, x((f((b_l)) = .
Le raisonnement est identique a celui du cas de base.

Supposons a présent qu’il existe un processus p, une phase ¢ > 0 de
p et une valeur v’ tels que p décide v" au round 2¢. Le code implique que
|[R2*(v')| > E. Sous Py, le Lemme 3.1.1 assure alors que |Q**(v')| > E — o
Si T et F vérifient (3.11) et (3.13), on en déduit que Q**(v') # 0.

Or on a montré que pour toute phase ¢ > 0 et pour toute valeur w
distincte de v et ?, on a Q**(w) = (). On en conclut donc que v’ = v. O

Il nous reste a déterminer sous quelles conditions la clause de Terminaison
est vérifiée. Nous introduisons le prédicat Pﬁ;’fME donné en Figure 3.2.

La premiere partie assure l’existence d’une phase telle que les processus
regoivent exactement le méme ensemble de messages au deuxieme round ce
qui, par conséquent, a pour effet d’uniformiser les variables z,. La seconde

assure qu’a la phase suivante, tous les processus votent pour une méme va-
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M, Vgell :  HO(g2¢, —1) = SHO(q,2¢, — 1) =11,
Vo >0, 3oy > ¢,
Vgell : (|SHO(p,2¢, +1)| > T)AN(|SHO(p,2(¢, + 1))| > E)

Fic. 3.2 — Prédicat Plive

Ur M E

leur v et finalement décident v. Ainsi, en combinant cette remarque et les
propositions 3.1.6 et 3.1.7, nous énoncons le théoreme suivant :

Théoreme 3.1.8 Si les parameétres T, M, E et A vérifient les inéquations

n>ng+a (3.15)
n>Ezg (3.16)
n>A>2a+1 (3.17)
n>M>« (3.18)
EtA>n+M+2a (3.19)

alors la machine (Urarp, Pa A Piio NP ) résout le Consensus.

Démonstration: Soit p une exécution de la machine (Ur sz, Po A Pﬁo A
y
trys ) | o |

Si les parametres vérifient les inéquations de 1’énoncé, alors les proposi-
tions 3.1.6 et 3.1.7 assurent que p satisfait les clauses d’Accord et d’Intégrité
du Consensus.

Nous montrons a présent que, sous ces mémes hypotheses, p satisfait
aussi la clause de Terminaison. On note, tout d’abord, que ’ensemble des
collections (HO(p, r); SHO(p, T>)p€H,7‘>0 qui satisfont P, A Pio APZIJ;)’EME est
non-vide.

Soit ¢,, une phase de p pour laquelle il existe un ensemble II, tel que
Vgell : HO(q,2¢,—1)=SHO(q,2¢, — 1) =11,.

Sous Pio, on en déduit que |I1,| > A. Si A vérifie (3.17), alors II,, # (.
Par conséquent, le code implique qu’il existe une valeur v € V' telle que

Vgell : xéz‘z’"_l) = 0.
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Si T vérifie (3.15), alors le code, combiné au Lemme 3.1.4, assure que
Vgell votef]%“_l) € {v;7}.

Si les parametres vérifient les inéquations de 1’énoncé, le méme argument que
celui qui est utilisé dans les propositions 3.1.6 et 3.1.7 montre alors que

Vgell xff‘z’") = .
On a donc nécessairement Q%@+ (v) = II. Puisque, pour tout g,
[SHO(q, 26, +1)| > T,

on en déduit que si T vérifie (3.15), alors le code, combiné au Lemme 3.1.4,
implique votel ™™ = v. Ainsi, Q2@«+V (v) = 1I.

Comme, pour tout processus ¢, |SHO(q,2(¢, + 1))| > E, on en déduit
que si E vérifie (3.16), alors le code, combiné au Lemme 3.1.3, assure que ¢
décide v au round 2(¢, + 1). O

Quelles valeurs pour les parametres ?

Nous venons d’exhiber une condition suffisante sur les parametres 1", M, E
et A pour que la machine (Ur sz, Pa A Pito A lej;’fM) ) résolve le Consen-
sus. Il faut a présent examiner dans quelle mesure, pour un entier donné «,
0 < a < n, il est possible d’affecter des valeurs a T, M, E et A qui satisfassent

les inéquations (3.15), (3.16), (3.17), (3.18), (3.19).

De maniere évidente (3.18), (3.16), et (3.19) impliquent o < %, tandis
que les deux autres impliquent o < 3.

Réciproquement, supposons o = 3 — ¢, 0 < € < 3. Trivialement £ =
A=n—get M = a+ e satisfont (3.18), (3.16), (3.17) et (3.19). De plus
T = 5+« satisfait (3.15). Il s’ensuit que si o < %, il existe une instanciation
des parametres T, M, E' et A telle que la machine (Ur g, P.APHoAPHE )

Ur v e
résolve le Consensus.

Il est important de remarquer que, dans le casotta = §—¢, F = A = n—z,
M =a+eetT = 5 + a, le prédicat Pio impose que tous les ensembles
d’écoute soient égaux a Il a chaque round. En d’autres termes, on ne peut

pas assurer la streté d'une exécution sans requérir une vivacité extrémement
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P Vp,qell, Vr >0, [SHO(p,r)NSHO(q,r)] > a+1

nosplit

FIG. 3.3 — Predicate P/

nosplit

forte des communications. Plus précisément, on ne peut pas tolérer un tiers
de corruptions, au sens de Santoro et Widmayer [42], par processus et par
round et, dans le méme temps, tolérer des omissions. En d’autres termes,
si on veut pouvoir tolérer des omissions, alors on doit réduire le nombre de
corruptions a chaque round.

3.1.3 Algorithme UV,

Nous présentons a présent 1'algorithme UV, ;, donné comme Algorithme
3.3, version non-paramétrée de Ur s g. Tout vote ou décision requiert qu'une
unique valeur soit recue. Nous donnons, de plus, la valeur fixe o + 1 au
parametre M. Enfin, nous supposons que le code de UV, est exécuté sous
le prédicat P, A ngspm, ou Psgsplit est le prédicat donné en Figure 3.3.

Preuve de correction

Nous reprenons ici les notations utilisées dans la preuve de correction de
Ur a1, E-

Notre premier lemme montre que deux valeurs distinctes ne peuvent pas
étre votées au cours d’'un méme round.

Lemme 3.1.9 Dans toute exécution de la machine (UV s, Pa A ngspm), si
un processus vote pour une valeur v # 7 a un round r > 0, alors tous les

processus votent pour v ou 7 a ce round.

Démonstration: Soit p une exécution de la machine (UV,, Py A ngspm)
telle qu’il existe un processus p qui vote pour une valeur v # 7 a un round
r > 0.

Supposons qu'il existe un processus ¢ # p et une valeur v’ # ? tels que ¢

vote pour v" au round r. Le code (ligne 9) implique
SHO(p,r) CQ"(v) et SHO(q,r) S Q"(V).

vf
Sous Pnosplit, on a

SHO(p,m)NSHO(p,r) # 0.
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Algorithme 3.3 Algorithme UV, ¢

1: Initialization :

2: 1, € V; initialement z, = v,

3: wote, € V U{?}; initialement vote, = ?

4: Round r=2¢—1:

5 Sp

6: envoyer (zp) a tous

7 Tr -

8 xp := la plus petite des valeurs les plus fréquemment regues
9: if toutes les valeurs regues sont égales a v then

10: votep : = v

11: Round r =2¢:

12: Sy

13: envoyer (votep) & tous

14: Ty -

15: if au moins a + 1 messages (v) sont regus avec v # 7 then
16: Tp =V

17: if toutes les valeurs regues sont égales a v avec v # 7 then
18: DECIDE(v)

19: votep 1= 7

On en déduit donc

Q" (v)NQ"(v) # 0.
Puisqu’a chaque round, chaque processus envoie le méme message a tous les
autres, on en conclut finalement v’ = v. Ainsi

Vgell : votegr) € {v;7}.
O
Le lemme suivant démontre qu’a chaque phase ¢ > 0, la regle de mise a
jour de la ligne 15 est “déterministe”.

Lemme 3.1.10 Sous P, A P"/ la garde de la ligne 15 est vraie pour au

nosplit’
plus une valeur v # 7 par processus et par phase.

Démonstration: Soit p une exécution de la machine (UV, ¢, Py A ngfsplit).

Supposons, par contradiction, qu’il existe une phase ¢ > 0 de p et un pro-
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cessus p pour lesquels la garde de la ligne 15 est vraie pour deux valeurs
distinctes v, v’, toutes deux différentes de 7, au round 2¢.

Le code assure alors que |R](v)| > o+ 1 et |R}(v')] > a + 1. Sous Py,

cela implique que |Q"(v)] > 1 et |Q"(v')] > 1 ce qui, sous P;L)Zspzw contredit

le Lemme 3.1.9. O

Nous étendons a présent le résultat précédent en montrant qu’a chaque
phase ¢, si un processus p affecte une valeur v a sa variable z,, au round 2¢,
alors tout processus ¢ qui met a jour sa variable z, a ce round lui affecte
nécessairement la valeur v.

Lemme 3.1.11 Sous P, A ngspm, la garde de la ligne 15 est vraie pour au

plus une valeur v # 7 par phase.

Démonstration: La preuve est identique a celle du Lemme 3.1.10. O

Le lemme suivant démontre qu’a chaque phase, au plus une valeur peut
étre décidée.

Lemme 3.1.12 Dans toute exécution de la machine (UV 5, Pa /\PZ,fsplit), il
existe au plus une valeur de décision possible par phase.

Démonstration: Soit p une exécution de la machine (UV, s, Po A P;L)(stplit)
telle qu’il existe deux processus p et ¢ qui décident respectivement v et v’ &
un round 7. Le code (ligne 17) implique alors

SHO(p,r) CQ"(v) et SHO(q,7)C Q" (V).

vf
Sous Py o0 a

SHO(p,r)NSHO(p,r) # 0,

et par conséquent
Q"(v)NQ"(v) #0.

Le Lemme 3.1.9 assure finalement v = v'. O

Le lemme suivant assure que, des lors qu'une valeur v a été décidée, d’une
part les variables x, sont nécessairement toutes égales a v et le restent, et
que, d’autre part, aucun processus ne peut plus voter pour une valeur v' # ?
différente de v.
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Lemme 3.1.13 Dans toute exécution de la machine (UV 5, Po N Psfsplit),

sl existe un processus p qui décide une valeur v a un round r, alors :

VgeIl, W' >r : a2l =v A wvotel) € {v;7}.

. s . / . . vf
Démonstration: Soit p une exécution de la machine UV,r, Po A P2 i)
dans laquelle une décision est prise. Soit r > 0 le premier round de p au cours
duquel un processus p décide une valeur v. On raisonne par récurrence sur

r >,

e Cas de base : 1’ = r. Puisque p décide au round r, le code (ligne 17)
assure SHO(p,r) € Q"(v). Par conséquent, pour tout processus ¢, on
a SHO(q,r)NSHO(p,r) C Q"(v), et donc

SHO(q,7)NSHO(p,r)NQ"(v) = SHO(q,r) N SHO(p,r).
Puisque SHO(q,7) N SHO(p,r) N Q" (v) C R (v), on en déduit que
|Ry(v)] = |SHO(q,r) N SHO(p, 7).

Sous Psgsplit, on obtient | (v)| > a+1. Le code (ligne 15) et le Lemme
3.1.10 impliquent finalement que ¢ affecte la valeur v a sa variable z,
au round 7.

Enfin, le code implique que toutes les variables vote, sont égales a? a

la fin de chaque phase.

e Etape de récurrence : v’ > r. Soit ' > r et supposons que pour tout
processus g on ait 2 " = v et votel V) € {v; ?}. Soit p’ un processus

quelconque.

Si r’ est le premier round d’une phase ¢’, I'hypothese de récurrence
implique Q™ (v) = II et donc, pour toute valeur v’ # v, Q" (v') = (). Par
conséquent, sous P, A Psg”spm, on a |Ry(v)] > a+1et [R,1)| < a
pour toute valeur v" # v. Le code (ligne 8) implique alors que p’ affecte

N . . /
la valeur v a sa variable x,, au round ’. Enfin, puisque R}, (v) # (), on

!
a nécessairement votel(:) e {v;7}.

Si 7 est le second round d’une phase ¢, I’hypothese de récurrence
implique Q"' (v') = 0, pour toute valeur v’ ¢ {v;?}. Il s’ensuit que,
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sous P,, pour tout processus g et pour toute valeur v’ ¢ {v;?}, on a
|R"(v')] < a. Le code (ligne 15) assure alors qu’aucun processus ¢ ne
peut affecter une valeur différente de v a sa variable z, au round r’.
Enfin, le code implique que toutes les variables vote, sont égales a? a

la fin de chaque phase.
O

La combinaison des précédents lemmes nous conduit a énoncer la propo-
sition suivante :

Proposition 3.1.14 (Accord) Toute exécution de la machine (UV 5, Po A
P;L)(stplit) satisfait la clause d’Accord du Consensus.

Démonstration: Soit p une exécution de la machine (UV,f, Py A ngspm)
dans laquelle une décision est prise. Soit r > 0 le premier round de p au cours
duquel un processus p décide une valeur v.

Supposons qu’il existe un processus ¢ distinct de p qui décide une valeur

v & un round 7. Par définition de r on a r’ > r. Il y a deux cas a considérer :
(1) Sir" =r, alors le Lemme 3.1.12 assure v' = v.

(2) Sir’ > r, alors, puisque g décide v" au round 77, le code (ligne 17) implique
que toutes les valeurs recues par ¢ au round ' sont égales a v'.

Sous ng;pm, on en déduit que Q" (v') # ). Sous Py, le Lemme 3.1.13 implique
finalement v' = v. O

Nous montrons a présent que la clause d’Intégrité du Consensus est, elle
aussi, satisfaite par toute exécution de (UV, s, Pa A ngspm).
Proposition 3.1.15 (Intégrité) Dans toute exécution de la machine (UV., s, Pa/
’l)f . cy ’ \
Prospiiz) telle que toutes les valeurs initiales sont égales a une valeur v, la
seule valeur de décision possible est v.

Démonstration: Soit p une exécution de la machine (UV,f, Py A ngspm)

telle que toutes les valeurs initiales sont égales a une valeur v. L’argument
utilisé dans la preuve du Lemme 3.1.13 démontre que l'on a
Vr >0, Vgell : xf;’) =v A vote((;’) € {v; 7}.
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. Vg €11, HO(g,2¢/ —1) = SHO(q,2¢' — 1) = II'
PV, = Ve >0, 3¢ > ¢, AN CII
Vg €11, 3pg > ¢ AS(2¢q —1) =0 A AHO(q,2¢4) = 0

FIG. 3.4 — Prédicat Pji5

Supposons qu'il existe un processus p qui décide une valeur v & un round
r. Le code (ligne 17) implique alors que toutes les valeurs regues par p au
round 7 sont égales a v'.

Sous ng;pm, on en déduit que Q" (v") # (. Puisqu’on a montré qu’a chaque
(r

1
round r > 0, pour tout processus ¢, on a vote, ) e {v;7}, on en conclut
que nécessairement v’ = v. O

Les propositions 3.1.14 et 3.1.15 assurent que toute exécution de la ma-
chine (UV ¢, Pa A P;L)(stplit) est stire. Pour ce qui est de la vivacité, nous intro-
duisons le prédicat de communication P/jy ;» donné en Figure 3.4.

La premiere partie force I'uniformisation des variables z,, tandis que la
seconde assure l'existence de phases dans lesquelles le nombre de processus
qui votent pour une valeur différente de? et qui sont correctement entendus

au round suivant est suffisant pour forcer la décision d’un processus.

Théoréeme 3.1.16 La machine (UV,y, Pa/\PZ£split/\Pﬁ§if) résout le Consen-
Sus.

Démonstration: On note, tout d’abord, que, pour tout entier @ < n,
Pensemble des collections (HO(p,r); (SHO(p, T))pEH .o dui satisfont Py A

Psfsplit/\Pﬁ{ji ; est non-vide. Soit donc p une exécution de la machine (UV, ¢, PoA

Pvf A Plive )
nosplit UVyyp /"
Le fait que p satisfait bien les clauses d’Accord et d’Intégrité du Consensus
est établi par les propositions 3.1.14 et 3.1.15, respectivement.
Il reste & démontrer que p satisfait aussi la clause de Terminaison. Soit ¢’

la premiere phase de p telle que
I CII, Vg e IT: HO(q,2¢' —1) = SHO(q,2¢' — 1) =1TI".

Puisque P;L)({split est satisfait dans p, on en déduit II' # (). Tous les processus

recoivent donc le méme ensemble non-vide de messages au round 2¢’ — 1. Le
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code implique alors qu’a ce round, d’une part (ligne 8), tous les processus
q affectent une méme valeur v & leur variable z, et, d’autre part (ligne 9),
qu’aucun ne peut voter pour une valeur v’ # 7 différente de v. On a ainsi

Vgell xézd’/_l) =v A Uotegzd’/_l) e {v; 7}

Sous Pa/\ijf;pm, I'argument utilisé dans la preuve du Lemme 3.1.13 démontre

que cela est valable pour tout round r’ > 2¢" — 1.

Soit a présent p un processus quelconque et soit ¢, la premiere phase telle
que ¢, > ¢ et

AS(2¢,—1)=0 A AHO(p,2¢,) = 0.

Supposons que p n’ait pas encore décidé au début de la phase ¢,. Puisque
toutes les variables z, sont égales a v a la fin de la phase (¢, — 1) et que
AS(2¢, — 1) = 0, on a nécessairement, pour toute valeur v’ # v et pour

tout processus ¢, Re”~'(v') = 0. De plus, Psfspm implique que, pour tout
26,1

processus ¢, on a Ry (v) # 0. Par conséquent, le code (ligne 9) assure que
tous les processus votent pour v au round (2¢, — 1).

Puisque AHO(p, 2¢,) = 0 et, sous pul HO(p,2¢,) # 0, on en déduit

nosplit’
alors R (v) = HO(p,2¢,). Le code (ligne 17) implique finalement que p
décide v au round 2¢,,. O

UV, est plus sir que Ur

Comme c’était le cas pour Up g, le prédicat garantissant la streté de
UV, ¢, c’est-a-dire P, A P;:fjsplit, impose une certaine vivacité des communica-
tions en présence d’erreurs de transmissions par valeurs. En effet, ngjsplit force
les ensembles d’écoute a étre de cardinal strictement supérieur au nombre
de corruptions que l'on veut tolérer. On retrouve ainsi le méme type de
dépendance entre le nombre d’omissions et le nombre de corruptions pou-
vant intervenir dans un méme round. Cette dépendance est cependant moins
forte puisque UV, tolere a < 7 erreurs de transmissions par valeurs dans

les rounds sans omissions, contre o < 3 pour U,y k-
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3.2 Communications plus siires

Avec UniformVoting, Charron-Bost et Schiper ont donné une solution
pour le Consensus qui nécessite une propriété invariante de vivacité des com-
munications. On trouve dans [17] un autre algorithme, appelé OneThirdRule,
pour lequel ce n’est pas le cas. Plus précisément, toute exécution de cet algo-
rithme satisfait les clauses d’Accord et d’Intégrité sans qu’il soit nécessaire
de faire la moindre hypothese sur la vivacité des communications.

3.2.1 Algorithme OneThirdRule

Le schéma algorithmique est le méme que celui qui est utilisé dans le
premier round de [7], dans [39] et dans I'algorithme Fast Pazos [29].

Algorithme 3.4 Algorithme OneThirdRule

Initialisation :
Tp 1= Vp

Round r :
Sy ¢
envoyer (zp) a tous

T;' :

if |[HO(p,7)| > 2n/3 then

xp := la plus petite des valeurs les plus fréquemment recgues
if plus de 2n/3 valeurs recues sont égales a v then

0: DECIDE(v)

HOOONO Odw N

Cet algorithme est toujours str, méme en présence de nombreuses er-
reurs de transmission. La Terminaison est assurée par I’existence d’'un round
uniforme de noyau suffissamment grand (de cardinal supérieur a 2n/3) et
postérieurement, pour chaque processus p, d'un round au cours duquel p
recoit plus de 2n/3 messages, ce qui est capturé par le prédicat suivant :

2
Vr >0, 3rg > r, Il t.q. [To| > ?n7 Vpell @ HO(p,r) = .

D’autre part, Charron-Bost et Schiper font remarquer que, dans certaines
exécutions, une décision est possible en un round : si toutes les valeurs ini-
tiales sont égales et si le premier round satisfait le prédicat donné ci-dessus,
alors tous les processus décident a la fin du premier round. OneThirdRule
peut donc se révéler relativement efficace.
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3.2.2 Algorithme A7 p

Nous reprenons ici la démarche, adoptée pour Ur s g, consistant a pa-
ramétrer les seuils de réception. Nous obtenons l'algorithme Az g, donné
comme Algorithme 3.5, que nous supposons étre exécuté sous le prédicat P,.

Algorithme 3.5 Algorithme A7z g

Initialisation :
Tp 1= Vp

Round r :
T .
Sy ¢
envoyer (zp) & tous

T :
if |[HO(p,r)| > T then
zp := la plus petite des valeurs les plus fréquemment regues
if plus de E valeurs regues sont égales a v then
0: DECIDE(v)

HOONO Odw N

De maniere informelle, dans Ap g, chaque processus p dispose d'une va-
riable locale x,,, initialement égale a sa valeur initiale. A chaque round, chaque
processus p diffuse z,, et la met a jour s’il recoit plus de 7" messages. De plus,
si un processus p recoit plus de E messages contenant une méme valeur v,
alors il décide v.

Preuve de correction
Avant de débuter, nous rappelons ’énoncé du Lemme 3.1.1.

Lemme 3.2.1 Pour tout processus p, pour toute valeur v, et pour tout round
r>0,ona:

R, (v)| < |Q"(v)| + [AHO(p, r)]
Le lemme suivant montre que si on choisit £ > 2, on rend la regle de
décision “déterministe”.

Lemme 3.2.2 51 E > 3, alors la garde a la ligne 9 est vraie pour au plus

une valeur par processus et par round.
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Démonstration: Supposons, par contradiction, qu’il existe un processus p
et un round 7 tels que la garde a la ligne 9 soit vraie pour deux valeurs
distinctes v et v'. Le code implique que |R)(v)| > E et [R)(v')| > E.
Puisque v et v’ sont distinctes, les ensembles Ry (v) et R} (v') sont disjoints,
et donc

| R (v) U R ()| = [Ry(v)] + R (V)].

Si B> %, on en déduit que |R)(v) U R} (v')| > n, une contradiction. O

Nous montrons a présent qu’une condition plus forte sur E assure que
deux processus ne peuvent pas décider différemment au cours d’un méme
round.

Lemme 3.2.3 Si £ > 5 + «a alors, dans toute erécution de la machine
(Ar.g, Pa), il y a au plus une valeur de décision possible par round.

Démonstration: Soit p une exécution de la machine (Ar g, P, ). Supposons,
par contradiction, qu’il existe deux processus distincts p et ¢ qui décident
deux valeurs distinctes v et v au cours d'un round r > 0. Le code implique
alors |R)(v)| > E et |Rp(v')| > E. Sous P,, le Lemme 3.2.1 assure |Q"(v)| >
E—aet|Q () >FE—a.

Puisque tout processus envoie le méme message a tous les autres a chaque
round, et qu’on a supposé v et v' distinctes, les ensembles Q" (v) et Q" (v')
sont disjoints. Par conséquent

Q"(v) UQ" (V)] = |Q"(v)| + Q" (V).
Si £ > %+ a, on en déduit |Q"(v) UQ"(v")| > n, une contradiction. O
Le lemme suivant assure que si 1" est “assez grand”, alors la décision d’une

valeur v a un round empeéche les autres processus d’affecter a leur variable
Zp, a ce round, une autre valeur que la valeur de décision.

Lemme 3.2.4 Si T > 2(n + 2« — E), alors, dans toute exécution de la
machine (Ar g, Pa), s'il existe un processus p qui décide une valeur v a un
round r, tout processus q qui met a jour sa variable x, a ce round lui affecte
nécessairement la valeur v.
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Démonstration: Soit p une exécution de la machine (A g, P,). Supposons
qu’il existe un processus p qui décide une valeur v a un round r > 0. Sup-
posons qu'il existe un processus ¢ tel que |HO(q,r)| > T, et qui donc met a
jour sa variable z, au round 7. On définit les ensembles Q"(v) et R} (v) de la
maniere suivante :

Q@= Q) e R@=) R)
U’;ﬁv v’;ﬁv
Puisque, a chaque round, tous les processus envoient le méme message a tous
les autres et recoivent au plus un message de chacun des autres, on a

Q"(0) =1\ Q"(v) et  Ri(v) = HO(q,r)\ Ry(v).
Puisque Ry (v) € HO(q,r), on en déduit
Q@) =n—[Q" ()] et |Ry(®)] <T—|Ry(v)l

Puisque p décide v au round 7, le code (ligne 9) implique |R)(v)| > E.
Sous P,, le Lemme 3.2.1 assure |Q"(v)| > E — «a, ce qui nous permet de
déduire |Q"(v)] < n — (E — «). Le Lemme 3.2.1 implique alors, sous P,,
|Ry ()| <n+2a—E.

Il s’ensuit que, si 7' > 2(n + 2a — E), on obtient |Ry(v)| > |[R}(7)|. La
valeur v est par conséquent la plus fréquemment recue par ¢ au round r. Le
code implique finalement que ¢ affecte la valeur v a sa variable x, a ce round.
O

Nous étendons I'énoncé du lemme précédent de telle sorte qu’il soit valable
a chaque round apres qu’une valeur a été décidée.

Lemme 3.2.5 Si T > 2(n + 2« — E), alors, dans toute exécution de la
machine (Ar g, Pa), $'il existe un processus p qui décide une valeur v d un
round r, tout processus q qui met & jour sa variable x, a un round v’ > r lui
affecte nécessairement la valeur v.

Démonstration: Soit p une exécution de la machine (A g, P,). Supposons
qu’il existe un processus p qui décide une valeur v a un round r > 0.

On démontre tout d’abord, par récurrence sur r’, que pour tout round r’ > r,
|Q" (v)| > E — a ou, de maniere équivalente,

vr'>r o |{pell : x](;/_l):vﬂ > FE —a.
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e Cas de base : ' = r. Puisque p décide v au round r, le code implique
|Ry(v)| > E. Par le Lemme 3.2.1, sous P,, on obtient |Q"(v)| > E —a.

e Etape de récurrence : v > r. Supposons |Q" " (v)] > E — . Le
méme argument que celui utilisé dans le Lemme 3.2.4 démontre que, si
T>2(n+2a—FE),alors |{p' €Il : ZEI(:;) =v} > FE—a.

Supposons a présent qu’il existe un processus ¢ et un round r’ > r tels
que |[HO(q,r")| > T.

Puisque |Q"' (v)| > E —a, 'argument du Lemme 3.2.4 s’applique. Le code
force donc ¢ a affecter la valeur v a sa variable x, au round r’. O

La combinaison des lemmes précédents nous conduit a énoncer une condi-
tion suffisante sur le parametres T' et E pour que toute exécution de (Ar g, P,)
satisfasse la clause d’Accord du Consensus.

Proposition 3.2.6 (Accord) Si £ > § +a et T > 2(n+ 2a — E), alors
il y a au plus une valeur de décision dans toute exécution de la machine

(AT,E7 Pa) .

Démonstration: Soit p une exécution de la machine (Ar g, P, ). Supposons
qu'une décision soit prise. Soit r > 0 le premier round de p au cours duquel
un processus p décide une valeur. On note v la décision de p. Supposons qu’il
existe un processus ¢ distinct de p qui décide une valeur v & un round 7.
Par définition de r, on a r’ > r.

(1) Sir’ =7, alors, si £ > § + «, le Lemme 3.2.2 assure v’ = v, sous P,.

(2) Sir’ > r, alors, sous P,, le Lemme 3.2.1 implique |Q"(v)| > E — a et
Q"(W)| > E — a.

Supposons, par contradiction, que v et v’ sont distinctes.
Si T > 2(n+2a— E), le Lemme 3.2.5 assure alors que Q" (v) et Q™ (v') sont
des ensembles disjoints, et donc

Q" () UQ™ (V)] = |Q" ()] + Q" (V)]

Par conséquent, on obtient
Q" (v) UQ™ (V)] > 2(E - )
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ce qui, si £ > 5 + a, implique [Q"(v) U Q" (v")| > n, une contradiction. O

De maniere similaire, nous exhibons une condition suffisante sur 7" et F
pour que toute exécution de (Ag g, P,) satisfasse la clause d’Intégrité du
Consensus.

Proposition 3.2.7 (Intégrité) Si £ > « et T > 2« alors, dans toute
exécution de la machine (Ar g, Py) telle que toute les valeurs initiales sont
égales a une méme valeur v, la seule valeur de décision possible est v.

Démonstration: Soit p une exécution de la machine (Ar g, P,) dans laquelle
toutes les valeurs initiales sont égales a une valeur v. On montre tout d’abord,
par récurrence sur r, que pour tout round r > 0 on a Q"(v) = II ou, de
maniere équivalente,

Vr>0 : {qell: 93((;’_1):2;}:1_[.

e (Cas de base : r = 1. Puisque toutes les valeurs initiales sont égales a v,
tous les processus envoient un message contenant v au round 1.

e Etape de récurrence : v > 1. Supposons que Q" (v) = II. Soit p un
processus qui met a jour sa variable x, au round r — 1, c’est-a-dire
tel que |HO(p,r — 1) > T'. Puisque tous les processus envoient v au
round 7 — 1 on en déduit que, sous P,, le processus p recoit au plus
« messages ne contenant pas v. Par conséquent, si T" > 2aq, il recoit
au moins « + 1 fois v a ce round. On en déduit que v est la valeur la
plus fréquemment recue par p au round r — 1. Le code implique que p
affecte nécessairement la valeur v a sa variable z, a ce round.

Ainsi, au round r — 1, les variables x, restent inchangées et donc

Q) =T

Supposons a présent qu’il existe un processus p qui décide une valeur v’
a un round r > 0.

Le code implique |R)(v')] > E. Sous P,, le Lemme 3.2.1 assure alors
Q" (V)| > E — o

Si E > a, on en déduit Q"(v") # (). Comme Q" (v) = II et comme chaque
processus envoie le méme message a tous a chaque round, on en conclut
finalement v' = v. O
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| >E—-—a A |[I2[>T
vr >0, 3rg > r, 300,102 CII: (3.20)
Vp € H}“o : HO(p7 TO) = SHO(pu'rO) = H72"0

N

Vr >0, Vpell, 3r, >r: |HO(p,rp)|>T (3.21)
A

Vr >0, Vpell, 3r, >r: [SHO(p,r,)| > E (3.22)

F1G. 3.5 — Prédicat PﬁgﬁE

Nous venons de donner des conditions suffisantes sur les parametres T’
et E pour garantir que toute exécution de la machine (Ar g, P,) soit sire,
c’est-a-dire qu’elle satisfasse les clauses d’Accord et d’Intégrité du Consensus.
Pour la vivacité, nous introduisons le prédicat PﬁfE, donné en Figure 3.5.

Les deux premieres parties (3.2.2 et 3.21) forcent I'uniformisation des va-
riables x,, tandis que la derniere (3.22) assure, pour chaque processus, 'exis-
tence d'un round au cours duquel il regoit assez de messages pour décider.

Proposition 3.2.8 (Terminaison) Sin > E > § +aetn>1T > 2(n+
200 — E), alors toute exécution de la machine (Ar,g, Po A PR, ) satisfait la
clause de Terminaison du Consensus.

Démonstration: On remarque tout d’abord que, si n > T et n > F,
alors 'ensemble des collections (HO(p, r); SHO(p, T))pEH .o qui satisfont

PaAPﬁfE est non-vide. Il existe donc des exécutions qui satisfont Pa/\Pﬁ’;fE.
Soit p une exécution de (Ar g, Pa A Pﬁ’,fE), et soit 7o un round de p tel
que

I |>E-a A [I2|>T
3k 12 CII:
70?7 O —

Vpell) : HO(p,ro) = SHO(p, o) = 112,
Tous les processus de II} recoivent exactement le méme ensemble de

messages, de cardinal strictement supérieur a 7', au round r¢. Le code (ligne
8) assure qu'ils affectent tous une méme valeur v a leur variable z,, a ce round.
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Puisque [II} | > E — «, on en déduit donc |Q*!(v)| > E — a. Sous P,,
si T > 2(n + 2a — E), un argument similaire a celui qui est utilisé dans le
Lemme 3.2.5 démontre que tout processus ¢ qui met a jour sa variable z, au
cours d’un round r > rg lui affecte nécessairement la valeur v.

Or Pﬁ;ﬁE implique que, pour tout processus g, il existe un round r, > 7,
tel que [HO(p,r,)| > T, c’est-a-dire un round au cours duquel ¢ met a jour sa
variable z,. Par conséquent, il existe un round r; tel que, pour tout processus
g, onazl =uv.

De plus, si T' > 2(n+2a— E), un argument similaire a celui qui est utilisé
dans le Lemme 3.2.5 démontre que les z, sont uniformément égales a v par
la suite.

Enfin Pﬁ;ﬁE implique que, pour tout processus g, il existe un round 7, > ry
tel que |SHO(q,r,)| > E. Comme Q™ (v) = II, on en déduit que |Rg*(v)| >
E.

Le code (ligne 9) assure alors que ¢ décide v au round 7. O

En combinant les propositions 3.2.6, 3.2.7 et 3.2.8, nous obtenons le
théoreme suivant :

Théoréme 3.2.9 Sin > E > 3 +aetn>T > 2(n+ 20— E), alors la
machine (Ar g, Po N Pﬁ;fE) résout le Consensus.
Démonstration: Soit p une exécution de (Ar g, Po A P42 ). Le fait que
p satisfait bien les clauses d’Accord et de Terminaison est une conséquence
directe des propositions 3.2.6 et 3.2.8.
Pour I'Intégrité, il suffit de vérifier que les conditions £ > a et T' > 2«
sont assurées par n > E > 5 +a et n > T > 2(n+ 2a — E) respectivement.
De maniere évidente, pour tout a > 0, on a :

Ezg+a -~ E>a.

De plus

n>E N T>2n+2a0—-F) = T2>2au.
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Quelles valeurs pour T et E7?

Comme c’était le cas pour Urp i g, il est impératif de déterminer si, étant
donné un entier a, 0 < a < n, il est possible d’affecter une valeur a T et
E de maniere que (Ar g, Py A PfjffE) résolve le Consensus. Le Théoreme
3.2.9 implique que cela revient a déterminer si le systeme composé des deux
inéquations suivantes admet une solution :

n>Ezg+a (3.23)
n>T2>2(n+2a—FE) (3.24)

De maniere évidente, (3.23) et (3.24) impliquent o < %. Réciproquement,
supposons 0 < o < §. On pose a = 7 — ¢, avec 7 > € > 0.

Si on choisit E = n — ¢, alors on obtient 2(n +2a — E) = n — 2¢, et donc
2(n 4 2o — E) < n. Par conséquent, si o < %, il est possible de trouver des
valeurs pour 7" et E qui sont solutions de (3.23) et (3.24), et donc telles que
(Ar g, Pa A Pﬁ;eE) résolve Consensus.

Cela nous conduit naturellement & nous demander quel est le “meilleur
choix” de valeurs pour T" et E, pour un entier donné a < 4. Au vu de Pﬁ;ﬁE,
la meilleure stratégie consisterait a choisir 7" et E aussi petits que possible.
Cependant, T" et E ne sont pas indépendants puisqu’on doit satisfaire la
condition 7" > 2(n+2a— E). Les “meilleurs choix” pour T" et E apparaissent
ainsi paradoxaux.

De maniere informelle, on remarque que dans PfffE, le parametre T' joue
le role de “seuil minimal de vivacité des communications” tandis que E joue
celui de “seuil minimal de stireté des communications” garantissant la cor-
rection d’Ar . Puisque nous ne faisons pas d’hypothese supplémentaire sur
les communications, nous cherchons des valeurs pour 1" et E de sorte que

T'= E. Cela nous conduit aux deux inéquations suivantes, avec a = § — € :

3an
n>E2Z—e (3.25)
n>FE>3n—4e—2F (3.26)
Trivialement, I'inéquation (3.26) peut étre remplacée par £ > n— %e. On
vérifie alors aisément qgie £ =n — %e est une solution du systeme précédent,

puisque % > €. Dans ce cas, on obtient £ =T = 2(n + 2«). En résumé :
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Proposition 3.2.10 Pour tout entier 0 < a < 2, si E = 2(n + 2a), la
machine (Ag g, Pa A P%;EE) résout le Consensus.

Il est intéressant de remarquer, d’une part, que dans le cas bénin, c’est-
2

a-dire si @ = 0, on obtient £ = T = % et que Az 2 coincide exactement
avec OneThirdRule, et d’autre part que le Théoreme 3.2.9 montre que les
modifications apportées a OneThirdRule pour obtenir Ay g ne nous ont pas
fait perdre les propriétés de base de OneThirdRule, et ce méme en présence
de transmissions corrompues. En effet, comme OneThirdRule, I'algorithme
Ar g est relativement résilient puisqu’il ne requiert que P, pour étre str. De
plus, pour chaque configuration initiale, il existe au moins une exécution de
Ar g qui termine en deux rounds et, dans le cas ol toutes les valeurs initiales
sont égales, il existe une exécution qui termine en un round. Comme lest

OneThirdRule, I'algorithme A7 g est donc “rapide” au sens de [29].

3.3 Algorithmes uniformément coordonnés

Comme le font remarquer Charron-Bost et Schiper, la correction de Uni-
formVoting requiert que la collection des ensembles d’écoute satisfasse une
propriété invariante (Pyospiit), 1'existence de mauvaises périodes au cours des-
quelles cette propriété n’est pas vérifiée pouvant avoir comme conséquence
une violation des clauses de stureté du Consensus.

L’algorithme OneThirdRule, quant & lui, est toujours str (sous P, ), en ce
sens que les clauses d’Accord et d’Intégrité ne peuvent pas étre violées, et ce
sans qu’aucune hypothese sur la vivacité des communications soit nécessaire.

Une autre maniere de se défaire de cette propriété invariante sur la vi-
vacité des communications consiste a avoir recours a des coordinateurs qui
ont en charge de collecter les valeurs des autres processus et d’effectuer un
vote pour I'une d’entre elles s’ils ont connaissance du fait qu'un “assez grand
nombre” de processus la considerent comme acceptable. D’autre part, les
processus ne considerent une nouvelle valeur comme acceptable que s’ils ont
regu un vote pour cette valeur de la part du coordinateur. En supposant que
cet “assez grand nombre” est en fait une majorité stricte, on peut garantir,
dans le cas bénin, que les exécutions sont sures. Ainsi, aucune vivacité des
communications n’est requise pour assurer qu’aucune exécution ne viole les
clauses d’Accord ou d’'Intégrité.
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Charron-Bost et Schiper présentent deux algorithmes coordonnés, adap-
tations respectives d'un algorithme de Dwork et al. [19] et de I'algorithme
Pazos de Lamport [28]. Nous nous intéressons tout d’abord au premier. Une
section sera, par la suite, consacrée au second.

3.3.1 Algorithme DLS

Dans [19], Dwork et al. présentent un algorithme dont le but est de ga-
rantir les clauses de stureté du Consensus quelle que soit la qualité des com-
munications, et d’assurer la clause de Terminaison dans le cas ou existerait
une “bonne période” suffisamment longue. I.’Algorithme DLS, donné comme
Algorithme 3.6, en est la version HO.

Algorithme 3.6 Algorithme DLS(f < n/2)

% . Initialisation : 21:
: Acceptablep := {vp} 55 Round 7 =4k — 1 :
. .
3: Properp := {vp} : Sp
. 23: if v s.t. (v, k) € Lock, th
4_ votep = L . if v s.t. (v, k) ockyp en
5: Locky := 0 24 envoyer (ack) & coord(k)
6: Round r = 4k — 3 : 25: T;:
7: S; : 26: if p = coordy, et > f + 1 messages ack sont
. . ) recus then
8: Envoyer (Acceptabley) a coord(k) 27 DECIDE(votep)
9 . T . 28 . votep 1= L
P
10: if p = coord(k) et > n — f messages 29 * Round r — 4k — 1 :
regus contiennent une méme valeur then 30 . ST - )
11: votep := l'une de ces valeurs P’
31: envoyer (Lockp) a tous
12: Round r» = 4k — 2 :
13: ST 32: Ty :
14: if p = coord(k) et votep, # L then 33: for all (v, 0) € Lockp do
15: envoyer (votep) A tous 34: _ if un message contenant (w, 0) t.q. w # v et
0 > 0 est regu then
16: . 35: Locky, := Locky U {(w, D)} \ {(v, 0)};
P . -
17: if un message (v) est recu de coord(k) then 36: Acceptable := Acceptable, U {w} \ {v}
18: - 37: if Lock, = 0 then
. Locky := Lockp \ {v, —}; 38:
19 : Locky, := Locky U {(v, k)} ; . Acceptablep := Propery
20: Acceptabley := {v}

Les exécutions sont décomposées en phases de quatre rounds et incluent la
stratégie du coordinateur tournant, que nous avons évoquée dans le Chapitre
1, qui assure que chaque phase est uniformément coordonnée, c’est-a-dire
durant laquelle les processus du systeme ont tous le méme coordinateur.
Pour tout entier & > 0, on note coord(k) le coordinateur de la phase k.
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De maniere informelle, chaque processus p met a jour une variable Proper,,
ainsi qu'une variable Acceptable, C Proper,. L’ensemble Proper, contient
I’ensemble des valeurs initiales dont p a connaissance et qui sont donc de
potentielles valeurs de décision. Le processus p joint son ensemble Proper, a
chacun des messages qu’il envoie et y inclut tous les ensembles Proper, qu’il
recoit. Un processus p peut verrouiller (lock) une valeur s'il pense “raisonna-
blement” qu’elle peut étre décidée. Moralement, une valeur v est acceptable
pour p si elle est propre et si p n’a de verrou sur aucune valeur sauf possible-
ment v.

Au premier round de chaque phase, chaque processus envoie son ensemble
de valeurs acceptables au coordinateur qui, s’il recoit au moins n— f messages
contenant une valeur commune v, vote pour v et envoie son vote a tous au
round suivant.

Si un processus p regoit un vote pour v de la part du coordinateur au
deuxieme round de la phase, alors p verouille v, enleve tous les verrous
antérieurs et envoie un accusé de réception au coordinateur au début du
troisieme round.

Si le coordinateur recoit au moins f + 1 accusés de réception, alors il
décide v.

Au dernier round de chaque phase, chaque processus envoie a tous les
autres ’ensemble des valeurs sur lesquelles il a un verrou et déverrouille toutes
ses valeurs en ne conservant que celle qu’il a verrouillée le plus récemment.

Dwork et al. ont démontré qu’aucune exécution de cet algorithme ne viole
jamais les clauses d’Accord et d’Intégrité du Consensus et que la Terminaison
est assurée s’il existe un round GST tel que tout message envoyé par un
processus correct a un round postérieur a GST est requ a ce méme round, ce
qui correspond au prédicat de communication suivant :

AGST > 0, dlly : (|| >n/2) A (Vr > GST : 1y C K(r)).

3.3.2 Algorithme DLS,

Si on veut transformer DLS afin de pouvoir tolérer des erreurs de trans-
mission par valeurs, il est important de noter plusieurs points.

Tout d’abord, la procédure de mise a jour des ensembles Proper, doit
étre modifiée si 'on veut qu’ils ne contiennent que des valeurs initiales. En
effet, si on autorise des corruptions de messages, la réception d’un ensemble
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de valeurs prétendues propres n’implique pas qu’elles le soient réellement.
Dwork et al. ont donc décrit une nouvelle procédure de mise a jour, que
nous donnons comme Algorithme 3.7 pour plus de lisibilité. Il est important
ici de comprendre que nous ne décrivons pas dans le style HO un des deux
algorithmes décrits par Dwork et al. pour résoudre Consensus dans le cas
byzantin. Nous nous concentrons sur les transformations a apporter a celui
qui est décrit pour le cas bénin pour le rendre tolérant aux erreurs par valeurs.

Algorithme 3.7 Procédure Update(Proper,)

P if |[HO(p,r)| > 2ac+ 1 et Av € V t.q. v au moins « + 1 fois then
Propery, ==V

1
2
3: if une valeur v est recue au moins a + 1 fois then
4 Propery := Properp U {v}

Le premier test permet d’assurer que si toutes les valeurs initiales sont
égales a une méme valeur v alors, sous P,, aucun processus ne peut mettre
une valeur différente de v dans son ensemble Proper,,.

Le deuxieme test force, sous P,, chaque processus p a n’ajouter a son
ensemble Proper, que des valeurs qui sont dans au moins un autre ensemble
Proper,.

Cette procédure permet ainsi de garantir que tous les ensembles Proper,
ne contiennent que des valeurs initiales.

Le deuxieme point critique concerne les verrouillages et déverrouillages
de valeurs au cours du dernier round d’une phase. En effet, dans le cas bénin,
la reception d’un message contenant une valeur verrouillée avec un numéro
de phase donné suffit a garantir que le coordinateur de la phase en question
a effectivement voté pour cette valeur. Ce n’est plus la cas si on tolere des
erreurs de transmission par valeurs.

Nous prenons le parti d’anéantir toute possibilité de verrouillage au cours
du dernier round d’une phase, en ne permettant aux processus que de ver-
rouiller une valeur recue au deuxieme round de la part du coordinateur, et
dont il estime par conséquent qu’elle a été votée par lui. Le dernier round
de chaque phase n’est des lors plus consacré qu’aux possibles enlevements
de verrous. Un processus qui a un verrou sur une valeur v, avec un numéro
de phase associé k, et qui recoit au moins « + 1 valeurs, différentes de v,
verrouillées avec un numéro de phase k' > k, enléve son verrou sur v. Sous
P., cela garantit qu’au moins un processus a effectivement verrouillé une
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Algorithme 3.8 Procédure Update(Acceptable,)

:if il existe v € Vet I > 1 s.t. Lockp = {(v,1)} then
Acceptabley, := {v}
: else
if Lockp, = 0 then
Acceptabley, := Properyp

GOPWN -

valeur avec un numéro de phase associé strictement plus grand, et donc que
le verrou de p sur v n’est plus d’actualité.

Pour plus de lisibilité, la procédure de mise a jour des ensembles Acceptable,
est décrite par I’Algorithme 3.8.

Enfin, le dernier probleme réside dans le fait que, dans le cas bénin, la
réception d'un message (vote = v) du coordinateur par un processus p au
deuxieme round assure que le coordinateur a effectivement voté pour v au
round précédent. Le processus p peut donc verrouiller v sans crainte.

Le schéma coordonné nous empeéche ici de requérir de p qu’il recoive au
moins « + 1 fois une valeur v pour pouvoir la verrouiller. En effet, p ne peut
recevoir un tel message que de la part du coordinateur qui, pour sa part,
n’envoie qu'un message par round a chacun des autres processus.

Nous sommes contraints de supposer qu’en plus de P,, toute exécution
de DLS,; satisfait le prédicat de communication P.., qui garantit que le
coordinateur d’une phase k n’appartient a aucun des ensembles d’écoute
altérés du round 4k — 2.

Pee Vk >0 : coord(k) ¢ AS(4k — 2)

Preuve de correction

Pour commencer, nous démontrons qu’aucun processus ne peut avoir de
verrou sur une valeur avec un numéro de phase associé strictement supérieur
a celui de la phase courante.

Lemme 3.3.1 Pour tous entiers k > 1 et k' > 1 tels que k' > k, pour tout
round r < 4k et pour tout processus p € I, il n’existe pas de valeur v € V
telle que (v, k') € Lock,.

Démonstration: Pour tout entier £ > 1 et pour tout processus p, le code
implique que p ne peut verrouiller une valeur v avec numéro de phase associé
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Algorithme 3.9 Algorithme DLS, ¢

1 . Initialization :
21 wotep € VU {L}, initially L 25: Roundr =4k —1:
3: Properp C V), initially Propery, = {vp} 26: S; :
4: Acceptablep, C Properp, initially {vp} 27 : send (vp, Properp ) to all processes
5: Lockyp, initially 0 28: if il existe v telle que (v, k) € Locky then
29: send (ack) to coord(k)
6: Round r =4k — 3 : 30: Ty -
7: Sp 31: Update(Properp)
8: send (wvp, Propery, Acceptablep ) to all processes 39 : if p = coord(k) et votep # L et
au moins E messages (ack) regus then
9: TPT : 33: Decide(votey)
10: Update(Properp)
11: if p = coord(k) and > T messages regus
contiennent une valeur acceptable commune then 4: Round r = 4k :
12: votep := select one of these common values 5: S; :
6 : send (wvp, Properp, Locky ) to all processes
13: Roundr =4k —2: 37: Ty -
14 S; : 38: Update(Propery)
15: if p = coord(k) and vote, # L then 39: if Lockp = {(wp, kp)} et au moins o+ 1 messages
16: send (vp, Propery, votep ) to all processes ({(wq, kq)}) regus t.q. pour tout g, kq > kp then
}g : clse 40: Lockp := 0
: send (vp, Propery ) to all processes 41 : Acceptablep := Properp
19 . Tg :
20: Update(Properp)
21: if (—, —,v) is received from coord(k) then
22: Locky := {(v, k)}
23: Propery := Properp U {v}
24 Update(Acceptablep)
k que si p regoit un message (—, —, v) de la part de coord(k) au round 4k — 2.

Comme aucun processus ne dévie de sa fonction de transition, on en déduit
qu’aucun ne peut verrouiller une valeur v avec un numéro de phase associé
strictement supérieur a celui de la phase courante. O

Nous montrons ensuite que, si P.. est satisfait, alors deux valeurs dis-
tinctes ne peuvent pas étre verrouillées avec un méme numéro de phase.

Lemme 3.3.2 Dans toute exécution de la machine (DLSys, P..), deux va-
leurs distinctes ne peuvent pas étre verrouillées avec un méme numéro de
phase associé.

Démonstration: Soit p une exécution de (DLS,f,P..) et soit k& > 1 un
numéro de phase. Supposons qu’il existe deux processus p et ¢ et deux rounds
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ret 1’ de p tels que LockS” = {(v, k)} et Lock") = {(v', k)}. Supposons, par
contradiction, que v et v’ sont distinctes.

Le code implique alors que p a re¢u un message (—, —,v) de la part de
coord(k) au round 4k — 2 et que ¢ a re¢u un message (—, —, v’) de la part de
coord(k) a ce méme round, une contradiction puisque P,. est satisfait dans
p- O

Notre lemme suivant garantit que, sous certaines conditions sur les pa-
rametres T’ et E, une fois qu'un processus a décidé une valeur v a une phase k
alors, pour toute phase postérieure, aucun processus ne peut avoir un verrou
sur une valeur autre que v avec numéro de phase associé supérieur a k.

Lemme 3.3.3 SiT > n+2a—FE, alors dans toute exécution de (DLS, s, Pe.)
telle qu’un processus p décide une valeur v a une phase k, on a :

, {g €T Locky™ ={(v.ky)}, kg >k} > E—a
VE' >k
[{g e1l: LOthg4k = {(wq, kg) }, wy # v, kg =k} =0
Démonstration: Soit p une exécution de (DLS,s, Pee A P,) telle qu'une

décision est prise. Soit p un processus qui décide une valeur v a une phase k.
On raisonne par récurrence sur k' > k.

e (Cuas de base : k' = k. Puisque p décide v au round 4k — 1, le code

implique que votel(,4k_3) = v. Puisque P,. est satisfait dans p, aucun

processus ne peut recevoir de message (—, —,v’), v' # v, de la part de
p au round 4k — 2. On en déduit qu’aucun processus ne verrouille une
valeur différente de v a la phase k. Ainsi

{g €Il Locki* ) = {(wg, ke)}, wy # v, kok}| =0.
De plus, le Lemme 3.3.1 assure que
{qgell: Lock:((;lk_l) = {(wg, kq) }, wy # v, kg >k} =0.
Par conséquent, on a bien

{g €z Lock{™ ™V = {(wy, ky)}, wy # v, kg > k}| =0,
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D’autre part, puisque p décide au round 4k —1, le code implique que p a
regu au moins F messages (ack) a ce round. Sous P,, on en déduit qu’au
moins £ — «a processus ont effectivement envoyé un tel message, ce qui

implique qu’ils ont re¢u un message (—, —,v’) de la part de p au round
4k—2. Puisque P, est satisfait, on a nécessairement v’ = voteglk_g) = .

Le code implique alors que tous ces processus ont verrouillé v avec
numéro de phase associé k. On en conclut donc

{qell: Lock((14k_1) ={(v,ky)}, kg > k}| > E —a.

Il reste a démontrer que ce dernier résultat est toujours valable a la fin
du round 4k.
Soit donc ¢ tel que Lock((fk_l) = {(v, k)}. Sous P,, puisque

Hqell: Lock‘((;lk_l) = {(wq> kQ)}> wy # v, kg > k} =0,

le processus q recoit au plus a messages contenant une valeur différente
de v, verrouillée avec un numéro de phase associé supérieur a k. Le code
o (4k) (4k—1) ,

implique alors que Locky ' = Lockg . Par conséquent, on en conclut
qu’on a bien

{gell: Lock™ = {(v,k,)}, k, >k} = E—a.

Etape de récurrence : k' > k. Supposons que, pour tout entier [ tel que
kE<Il<FK,ona

{qell: Lock:[(;”) ={(v,ky))}, kg >k} > E—a

et
{g €Il Lock{™V = {(wy, ky)}, wy # v, kg 2k} =0.

Pour tout processus ¢ tel que Lock((f(kl_l)) = {(v,—)}, la procédure
Update(Acceptable,) implique Acceptable[(f(k ) = {v}. On a donc

{g€11: Acceptablel!™ V) = {v}}| > E —q,
et par conséquent

Hgell: Jw#vtqwe Acceptableé‘l(k/_l))ﬂ <n—(E—a)=n+a—F.
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Sous P,, on en déduit que coord(k’) regoit, au round 4k’ — 3, au plus
n + 2o — E ensembles Acceptable, contenant une valeur différente de
v. Ainsi, si T > n+ 2o — E, le code implique que coord(k’) ne peut pas
voter pour une autre valeur que v a ce round.

Soit & présent g € II. Si ¢ recoit un vote de la part de coord(k’) au
round 4k’ — 2, alors puisque P, est satisfait, il recoit nécessairement la
valeur v. Le code implique alors que g verrouille v avec numéro de phase
associé k’. Si ¢ ne regoit pas de vote, alors Lock((fk/_z) = Lock((f(kl_l)).

Par conséquent, on a
{g eIl Locki* ™D = {(v,k)}, ky >k} > E —a,
et
{qell: Locké‘lk/_l) = {(wg, kq)}, wy #v, kg >k} =0.
Le reste de la preuve est identique au cas de base.

O

Nous déduisons du lemme précédent que deux valeurs distinctes ne peuvent
pas étre décidées au cours d’une meéme exécution.

Proposition 3.3.4 (Accord) SiT > n+2a — E, alors toute exécution de
la machine (DLSy¢, Pee N Pa) satisfait la clause d’Accord du Consensus.

Démonstration: Soit p une exécution de (DLS,s, P.e A P,) telle qu'une
décision est prise. Soit £ > 1 la premiere phase de p au cours de laquelle un
processus p décide une valeur v. Supposons qu’il existe ¢ distinct de p qui
décide une valeur v" au cours d’'une phase k’. Puisqu’a chaque phase seul le
coordinateur peut décider, et par définition de k, on a k' > k.

SiT >n+2a— E, le Lemme 3.3.3 assure
{geTl: Lock{!*™ ") = {(v,k)}, ky >k} > E —a.

Par conséquent, pour toute valeur w # v, au plus n+a— F processus trouvent
w acceptable au début de la phase k’. Sous P, on en déduit que ¢ = coord(k’)
regoit, au round 4k’ — 3, au plus n+ 2« — E ensembles Acceptable, contenant
une valeur différente de v.
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SiT >n+2a — FE, le code implique alors que ¢ ne peut voter que pour
v. On en conclut ainsi v = v. O

Les deux lemmes suivants nous permettent d’établir une condition suffi-
sante sur 1" pour que toute exécution de (DLS,, P.. NP,) satistasse la clause
d’Intégrité.

Le premier d’entre eux démontre que toute valeur acceptable pour un
processus p est nécessairement propre pour p.

Lemme 3.3.5 Dans toute exécution de (DLS,s, Pee N Pa), pour tout round

r et tout processus p, Acceptableg) C Proper;,(,r).

Démonstration: Soit p une exécution de (DLS, s, Pec A Py). Soit p € 11 et
soit » > 1 un round de p.

il existe une valeur v et un entier [ > 1 tels que Lock!’ = {(v,1)} alors

le code de la procédure Update(Acceptable,) implique Acceptable,(f) = {v}.
Le code de DLS,; implique, de plus, que p a recu un message (—, —,v) de

coord(l) au round 4] — 2 et donc v € Propeﬁgu_z)- Comme enfin PTOpeT’(’T) =
pmperg”_z), on a bien Acceptableg) C Pr OPQTI(JT)-

Si Lock:l(f) = (), alors le code de la procédure Update(Acceptable,) im-
plique Acceptablel(f) = Properl(f). O

Le lemme suivant assure que si toutes les valeurs initiales sont égales a
une valeur v, alors v est la seule valeur propre durant toute ’exécution.

Lemme 3.3.6 Si T > o + 1, alors, dans toute exécution de la machine
(DLS, ¢, Pee NPa) telle que toutes les valeurs initiales sont égales a une valeur

v, pour tout round r > 1 et pour tout processus p € II, on a Properg(f) = {v}.

Démonstration: Soit p une exécution de (DLS, s, P A Pa) telle que toutes

les valeurs initiales sont égales a une méme valeur v. On raisonne par récurrence
sur r > 1.
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e (as de base : r = 1. Soit p un processus quelconque. Puisque toutes les
valeurs initiales sont égales a v, et puisque P, est satisfait dans p, le
processus p recoit au plus a ensembles Proper, contenant une valeur
différente de v.

De plus, si |HO(p,r)| > 2a + 1 alors, sous P,, p recoit au moins « + 1
fois la valeur v au round 1.
Par conséquent, le code de la procédure Update(Proper,) assure que

p ne modifie pas son ensemble Proper, a ce round. Ainsi, Proper(l) =

{v}.

° Etape de récurrence : r > 1. Supposons que pour tout round r’ tel que
1 <7’ < r, pour tout processus ¢ € II, on ait Proper((f) = {wv}. Soit p
un processus quelconque.

Si r est le deuxieme round d’une phase k, sous P, AP,., la combinaison
de ’hypothese de récurrence et du Lemme 3.3.5 implique que coord(k)
a regu, au round r — 1, au plus o message (—, —, Acceptable,) tels que
Acceptable, # {v}.

SiT > a+1, le code implique que coord(k) ne peut pas voter pour une
autre valeur que v a ce round. Sous P,.., on en déduit que p ne peut
pas exécuter la ligne 23 pour une autre valeur que v au round 7.

De plus, sous P,, le processus p recoit au plus a ensembles Proper,
contenant une valeur différente de v & ce round. Si |[HO(p,r)| > 2a+1
alors, sous P,, p recoit au moins o + 1 ensembles Proper, contenant v.
Par conséquent, I'exécution de la procédure Update(Proper,) au round
r laisse Proper, inchangé.

On en conclut finalement Proper,(f) = Properl(f_l) = {v}.

Si r n’est pas le deuxieme round d’une phase, alors on montre de la
meéme maniere que l'exécution de la procédure Update(Proper,) au
round r laisse Proper, inchangé.
On a ainsi Proper” = Propery ™" = {v}.

O

La combinaison des deux lemmes précédents nous permet d’énoncer la
proposition suivante :

133



Vp € I, SK(4ko) = II

|[SHO(coord(ko + 1), 4ko + 1)| >
TT(coord(ko + 1),4ko +2) =11
|SHO(coord(ko + 1), 4ko + 3)| >

A

Yk >0, 3ko >k

p = coord(kp)
|SHO(p, 4ky — 3)| > T
TT(p, 4kp — 2) = 11
|SHO(p, 4ky — 1)| > E

Yk >0, Vp eTl, Jkp >k :

Fic. 3.6 — Prédicat ngfsu ;

Proposition 3.3.7 (Intégrité) Si T > o + 1 alors, si toutes les valeurs
initiales sont égales a une meéme valeur v, la seule valeur de décision possible
est v.

Démonstration: Soit p une exécution de (DLS, ¢, P.. A P,) telle que toutes
les valeurs initiales sont égales a une meéme valeur v. Supposons qu’il existe
un processus p qui décide une valeur v’ au cours d’une phase k > 1.

Sous P, A P,., les Lemmes 3.3.5 et 3.3.6 impliquent que pour tout pro-
cessus ¢, Acceptablegl(k_l)) = {v}, et donc que p regoit, au round 4k — 3, au
plus a ensembles Acceptable, contenant une valeur différente de v.

Si T > a+ 1, le code implique alors que p ne peut pas voter pour une
autre valeur que v. On en conclut donc v' = v. O

Nous venons de déterminer des conditions sur les parametres T et E
qui garantissent que toute exécution de (DLS, s, P A P,) est stre pour le
Consensus.

Pour la vivacité, nous introduisons le prédicat de communication ngfsv 5
donné en Figure 3.6. La premiere partie force I'uniformisation des ensembles
Proper, a une phase ainsi que la décision du coordinateur de la phase sui-
vante.

La seconde assure, pour chaque processus, 'existence d’une phase dont il
est le coordinateur et telle que les communications sont assez vivaces pour
lui permettre de décider.
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Lemme 3.3.8 Sin > 2a+1 et T > 2a+ 1 alors, pour toute exécution de
(DLSyf,Pec N Pao A Pﬁ”fsuf), si k > 0 est une phase telle que SK (4k) = 1I,

alors (1) il existe une valeur v qui appartient a tous les ensembles Proper((fk),
et (2) pour tout processus p € 11, l'ensemble Proper]gﬁ‘k) contient toutes les

valeurs verrouwillées au début du round 4k.

Démonstration: Soit p une exécution de (DLS, ¢, Pee A Po A ngfsvf). Soit
k > 0 telle que SK (4k) = 11.

S’il existe une valeur v qu’au moins « + 1 processus trouvent propre a la
fin du round 4k — 1 alors, par définition de k, tous les processus recoivent, au
round 4k, au moins o+ 1 messages (—, Proper,, —) tels que v € Proper,. Le
code de la procédure Update(Proper,) assure alors que, pour tout processus

pdell,onav e Properglk).

S’il n’existe pas de telle valeur v alors, par définition de k, aucun proces-
sus ne peut recevoir o+ 1 ensembles Proper, contenant une valeur commune
au round 4k. Sin > 2a+ 1, le code de la procédure Update(Proper,) assure
alors que, pour tout processus p de II, on a Properg‘k) =V, ce qui acheve de

montrer (1).

Soit a présent p un processus quelconque de II. Supposons qu’il existe un
(4k—1) .
processus ¢ tel que Lockg = {(v,1)} pour une certaine valeur v et un
entier [ < k. Le code implique que ¢ a re¢u un message (—, —, v) de coord(l)
au round 4/ — 2.

Puisque P.. est satisfait, cela implique votegﬁ;z = v. Le code implique
alors que coord(l) a recu au moins 7" ensembles Acceptable, contenant v au
round 4/ — 3. Sous P,, on en déduit qu’au moins 7' — « processus trouvaient
v acceptable et par conséquent propre au début du round 4/ — 3.

Comme, de plus, pour tout processus ¢, on a Proper§4(l_1)) C Proper((fk_l),
il s’ensuit qu’au moins 1" — « processus trouvent v propre au début du round
4k. On en déduit donc que p recoit, au round 4k, au moins 7' — « ensembles
Proper, contenant v.

SiT > 2a+1, le code de la procédure Update(Proper,) implique finale-

ment v € Proper,(,4k), ce qui achéve de démontrer (2). O
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Le lemme suivant démontre qu’a la fin d’une phase k telle que SK (4k) =
II, il existe un ensemble non vide de valeurs trouvées acceptables par au
moins n — « processus a la fin du round 4k.

Lemme 3.3.9 Sin > 2a+1 etT > 2a+ 1 alors, pour toute exécution de
(DLSy ¢, Pee N Pa A nggvf) si k est une phase telle que SK(4k) = 11, alors
il existe un ensemble non-vide Vj, tel que

{g eIl : Vi C Acceptable!™}| > n — a.

Démonstration: Soit p une exécution de (DLS, ¢, Pec A Pa A P%%esv f) et soit
k une phase telle que SK (4k) = II.

(4k—1

Si, pour tout p € II, on a Locky, ) = () alors le code implique que, pour

tout p € I, on a Acceptableglk) = Properl(,4k).
Sin>2a+1etT >2a+ 1 alors le Lemme 3.3.8 assure qu’il existe une
. . . (4k) 1
valeur v qui appartient a tous les ensembles Proper, . On en déduit donc

que v appartient a tous les ensembles Acceptableglk).

S’il existe un processus p’ tel que Lockﬁ,‘k_l) = {(v,1)} pour une certaine
valeur v et un entier [ < k, alors on définit les ensembles Ly et L, de la
maniere suivante :

o Ly={qeIl: Lock{™ ™ = {(wy, k,)}},
i Ll:{q€L0: |{q'€L0: wq’%wm kq’>kq}| Sa}

Soit ¢; € Ly 'un des processus tels que k;,, = min{k, : ¢ € L;}. Nous
voulons montrer que

[{gell : LOCké4k) H{(wg, kgt wg #F wy }| < @

Supposons, par contradiction, qu’il existe au moins a + 1 processus ¢
qui ont un verrou sur une autre valeur que w,, a la fin du round 4k. Le code
implique que tous ces processus appartiennent a Ly puisqu’aucun verrou n’est
mis au round 4k.

Par définition de ¢y, il existe donc un processus gy € Lo tel que wy, # wy,
et ky, < Ky,
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Puisque P, est satisfait dans p, le Lemme 3.3.2 implique k,, < k,. Ainsi,
par définition de ¢;, on en déduit

Hge Lo : wy# wg N kg>kytl>a+1
Puisque SK (4k) =11, le code implique finalement Lockéﬁk) = 0.

On a montré [{q € I : Lock{™ {(wyg, ky)}, wy # wy }| < a. Par
conséquent, a la fin du round 4k, au moins n— « processus ont, soit un verrou
sur w,,, soit aucun verrou. Le code de la procédure Update(Acceptable,) et
le Lemme 3.3.8 assurent alors qu’au moins n — « processus trouvent wg,
acceptable a la fin du round 4k. O

La proposition suivante démontre que toute exécution de la machine
(DLSyf, Pec N Po A ngfsv f) satisfait la clause de Terminaison du Consen-
sus.

Proposition 3.3.10 (Terminaison) Sin >T+a«a, T > 2a+1 et sin > FE
alors, dans toute exécution de (DLS, s, Pee NPa /\P%ULQSM), tous les processus
finissent par décider.

Démonstration: On note tout d’abord que n > T+ « et n > E, I'’ensemble
des collections (HO(p,r); SHO(p, r))pEH,T’>O qui satisfont P.. A P, A P%%esvf
est non-vide. Soit donc p une exécution de la machine (DLS, s, Pee A Po A
ngsv f). Soit kg la premiere phase de p qui satisfait la premiere partie de
Pg%esvf'

Sin>TetT >2a+ 1, le Lemme 3.3.9 assure qu’il existe une valeur v
telle que

{g €1l : v e Acceptablel!™}| > n —a.

Soit py = coord(ky + 1). Puisque [SHO(po,4ko + 1)| > T + « et que
P, est satisfait dans p, le processus pg recoit au round 4kqg + 1 au moins 7'
ensembles Acceptable, contenant v. Le code implique alors que p, vote pour
v a ce round.

Comme T'T(pg,4ko+ 2) = II et que P, est satisfait dans p, tous les pro-
cessus regoivent un message (—, —, v) de p au round 4ky + 2. Par conséquent,
le code implique que tous les processus envoient un message (ack) a py au
round 4kq + 3.
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Enfin, puisque |SHO((po, 4ko+3)| > E, po recoit au moins F tels messages
au round 4kq 4+ 3. Le code implique finalement que py décide v a ce round.

D’autre part, puisque tous les processus recoivent le vote de py au round
4ky + 2 on a, pour tout ¢ € 11, Acceptable[(fsz) = {v}. Un argument si-
milaire a celui qui est utilisé dans le Lemme 3.3.6 démontre que, pour tout

r > 4ko + 2 et pour tout ¢ € II, on a Acceptableff) = {v}.

Soit p; un processus qui n’a pas encore décidé a la fin de la phase kg + 1
et soit k1 > ko + 1 une phase qui satisfait la deuxieme partie de Pg”fsv ; et
telle que p; = coord(ky).

On vient de démontrer que, pour tout ¢ de II, on a Acceptable((f(kl_l)) =

{v}.

Puisque |SHO((py,4k; — 3)| > T, on en déduit que p; regoit au moins T’
ensembles Acceptable, contenant v au round 4k; — 3. Le code implique alors
que p; vote pour v a ce round.

Le reste de la preuve est identique au premier cas. O

La combinaison des Propositions 3.3.4, 3.3.7 et 3.3.10 nous fournit une
condition suffisante sur les parametres 7" et E pour que la machine (DLS, ¢, PecA
Pa NP, ;) résolve le Consensus.

Théoreme 3.3.11 Si les parameétres T et E vérifient les inéquations sui-
vantes,

n>T+a>3a+1 (3.27)
n>E (3.28)
T>n+20—E (3.29)

alors la machine (DLS, ¢, Pee A Pa A P%”Lesvf) résout le Consensus.

Démonstration: On remarque que, si T et E vérifient (3.27), (3.28) et
(3.29), I'ensemble des collections (HO(p,r); SHO(p, r))pen .o dui satisfont

Poo NPy A ngfsv ; est non-vide.
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Soit donc p une exécution de la machine (DLS, s, Pee A Po A nggvf). On
vérifie trivialement que si T' et E vérifient (3.27), (3.28) et (3.29), alors ils
vérifient les conditions des Propositions 3.3.4, 3.3.7 et 3.3.10. O

Quelles valeurs pour T et E?

Il nous reste, comme c’était le cas pour Uy ar g et Ar g, a déterminer pour
quels entiers a, 0 < a < n, il est possible de trouver des valeurs pour 7T et
E de maniere que (DLS,s, Pec A Pa A PR, f) résolve le Consensus.

Le Théoreme 3.3.11 nous indique que cela revient a déterminer, pour tout
entier o, 0 < v < m, si le systeme suivant admet des solutions :

n>T+a>3a+1 (3.30)
n>E (3.31)
T>n+20—E (3.32)

De maniere évidente, (3.30) implique v < 2% tandis que (3.31) et (3.32)
impliquent o < §. Réciproquement, on vérifie aisément que si o = ”T_l alors
T =2a+1 et £ =n sont solutions du systeme.

Par conséquent, pour tout entier o < "T_l, il existe des valeurs pour 71" et
E telles que (DLS,z, Pec A Pa A PP, f) résout Consensus.

Il est important de remarquer qu’en ce qui concerne la sureté, il suffit de
trouver des valeurs pour T et E qui soient solutions de l'inéquation (3.32),
ce qui implique o < 3.

Réciproquement, si on pose a = § — ¢, avec 0 < € <
que T'= FE = n — € est une solution de (3.32).

Ainsi, il existe des valeurs pour T et E telles que toute exécution de
(DLSy5, Pec A Po A PR ;) soit stire en présence d’une minorité de pannes.

n

5, on a trivialement

3.4 Algorithmes coordonnés

Dans [28], Lamport décrit un algorithme, qu’il appelle Pazos, dont la
forme est tres semblable a celle de l'algorithme de Dwork et al. [19]. Les
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exécutions sont décomposées en phases de quatre rounds et ont recours a des
coordinateurs. Les coordinateurs votent pour des valeurs s’ils ont recu suf-
fisamment de messages et envoient leurs votes aux autres processus. Apres
réception d’un vote, un processus envoie un accusé de réception a son co-
ordinateur. Si assez d’accusés de réception sont recgus, alors le coordinateur
confirme son vote et ’envoie de nouveau a tous les autres qui, s’ils le regoivent,
décident la valeur recue.

Deux différences majeures sont pourtant a noter. Tout d’abord, la stureté
de Pazxos ne requiert pas que les phases soient uniformément coordonnées,
c’est-a-dire menées par un coordinateur commun a tous les processus, tan-
dis que 'algorithme original de [19] repose sur la stratégie du coordinateur
tournant qui assurait cette propriété?.

D’autre part, alors que le coordinateur d’une phase d’une exécution de
I’algorithme de Dwork et al. vote pour une valeur "majoritaire”, c¢’est-a-dire
une valeur regue par une stricte majorité de processus au premier round de la
phase, un coordinateur dans Pazos vote pour la valeur recue la plus récente.

3.4.1 Algorithme LastVoting

Charron-Bost et Schiper présentent un algorithme coordonné original,
inspiré de Pazxos. Cet algorithme, appelé LastVoting, est donné en Figure
3.10. Le premier round de chaque phase du Pazos original, qui assure la
coordination uniforme de la phase, a été supprimé. LastVoting tolere donc
de multiples coordinateurs au cours d’'une méme phase.

De maniere informelle, une exécution de LastVoting se déroule comme
suit : chaque processus p met a jour une variable z,, qui désigne sa “préférence”
concernant les valeurs initiales, ainsi qu'un compteur ¢s, qui désigne la phase
au cours de laquelle p choisit sa valeur courante de z, comme étant sa
préférence.

Au premier round de chaque phase, p envoie sa préférence x, ainsi que
la valeur associée de ts, a son coordinateur. Si un coordinateur recoit a ce
round une majorité stricte de messages “non-vides”, alors il choisit une valeur
parmi celles dont le numéro de phase associé est le plus grand, et vote pour

2Charron-Bost et Schiper montrent qu’en fait I'algorithme de Dwork et al. supporte
d’autres politiques de choix des coordinateurs, et que I'existence de multiples coordinateurs
dans Pazxos est empéchée des le premier round au cours duquel les processus sont forcés
de choisir un coordinateur commun.
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cette valeur?.

Au deuxieme round, un coordinateur qui a voté pour une valeur au round
précédent envoie son vote a tous les autres. Un processus qui regoit un vote de
son coordinateur adopte la valeur votée comme étant sa nouvelle préférence
et affecte a sa variable ¢s, le numéro de la phase courante.

Au troisieme round, chaque processus qui a re¢cu un vote de son coordina-
teur au round précédent lui envoie un accusé de réception. Tout coordinateur
qui recoit une majorité stricte d’accusés de réception? confirme son vote et
I’envoie a tous au round suivant.

Au dernier round, tout processus qui recoit un vote confirmé de son co-
ordinateur décide la valeur votée.

Charron-Bost et Schiper montrent que cet algorithme est toujours sur,
méme en présence de coordinateurs multiples dans une méme phase. En
effet, une fois qu’'une valeur v est décidée, la procédure de vote garantit
alors qu’aucun processus ne peut plus voter pour une valeur autre que v.
Cependant, la Terminaison requiert ’existence d’une phase uniformément
coordonnée.

3.4.2 Algorithme LV,

Lorsque nous nous sommes attaché a modifier LastVoting afin de tolérer
des erreurs de transmission par valeurs, nous nous sommes retrouvé confronté
a plusieurs problemes.

Tout d’abord, le fait que la décision d’'un processus au cours d’une phase
k soit impliquée par la réception, au round 4k, d’un message de son coordina-
teur pour cette phase nous oblige, comme c’est le cas dans DLS, s, a supposer
que les possibles coordinateurs d’une phase ne peuvent pas appartenir a la
partie altérée du quatrieme round de cette phase. En d’autres termes, on est
amené a requérir

VE >0, Vpell : Coord(p,k) ¢ AS(4k).

Mais alors, la possible multiplicité des coordinateurs au cours d’une meéme
phase et 'absence d’hypothese sur le choix des coordinateurs pour une phase

3Bien que ’algorithme tolére plusieurs coordinateurs au cours d’une méme phase, cette
procédure de vote assure qu’au plus un seul est susceptible de voter.
4La procédure de vote assure qu’il existe au plus un tel coordinateur.
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Algorithme 3.10 Algorithme LastVoting

%: Initialisation : 23: Roundr =4k —1 :
. zp € V, initially vy 24 : S; :
3: votep € V U {7}, initialement ? 25: if tsp = k then
4: commity un booléen, initialement false 26: envoyer (ack) & coord(p, k)
5 . readyp un booléen, initialement false
6 . tsp € N, initialement 0 27 . T;; :
28: if p = coord(p, k) et > n/2 messages (ack)
7: Round r = 4k — 3 : regus then
8 . S; : 29 . readyp := true
9: envoyer (zp,tsp) & coord(p, k)
%?: Round r» = 4k :
. .
10: 7. © S
. . 32 if p = coord(p, k) et ready, then
11: if p = coord(p, k) et > n/2 messages (v, 0) .
requs then 33: envoyer (votep) a tous
12 : 9 := le plus grand 6 parmi (—, 0) recus
13: votep := une valeur v t.q. (v, 0) regu 34: S; :
14: commity := true 35 . if un message (v) est regu de coord(p, k) then
36: DECIDE(v)
15: Roundr =4k — 2 : 37: if p = coord(p, k) then
16: S; : 38: readyp := false
17: if p = coord(p, k) et commit, then 39: commity := false
18: envoyer (votep) a tous
. .
19: 7.
20: if un message (v) est regu de coord(p, k) then
21: Tp i=0;
22 . tsp =k

donnée nous contraindrait a supposer qu’aucun processus n’appartienne a la
partie altérée du quatrieme round de chaque phase, ou encore

V>0 : AS(4k) =0,

Or, si on suppose qu’il est possible de garantir ce dernier prédicat dans
un systeme réel, alors il est aussi possible de garantir qu’il est vrai a chaque
round. Cette hypothese impliquerait, par conséquent, qu’on ne tolere pas
d’erreurs de transmission par valeurs. Nous prenons donc le parti de suppo-
ser que chaque phase est uniformément coordonnée, c¢’est-a-dire telle quun
coordinateur est commun a tous les processus.

Le deuxieme point délicat a été de déterminer une procédure de vote au
premier round de chaque phase qui garantisse la sureté des exécutions tout
en conservant 1'une des caractéristiques fondamentales de Pazos, a savoir que
tout coordinateur qui vote choisit la valeur la plus récente a sa connaissance.
Nous sommes parvenu a conserver cette notion de récence, sans toutefois
garantir qu'un coordinateur vote pour “la plus récente”, mais pour la plus
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LV,

Pee VEk >0

coordy, ¢ AS(4k —2) U AS(4k)

FIq. 3.7 — Prédicat PE/

récente qui lui assure qu’il ne viole pas la clause d’Integrité.

Ces remarques nous ont finalement conduit a décrire 'algorithme LV,

donné comme Algorithme 3.11, dont le code est censé étre exécuté sous P, et

LY

PCC

"/ donné en Figure 3.7, qui garantit que le coordinateur de chaque phase

n’appartient pas aux parties altérées des deuxieme et quatrieme rounds de
la phase qu’il coordonne.

Algorithme 3.11 Algorithme LV,

Initialisation :
zp €V, initially vp 26 .
votep € V U {7}, initialement ? 27 .
commity un booléen, initialement false 28
readyp un booléen, initialement false 29 :
tsp € N, initialement 0 :
Round » = 4k — 3 : :
P 31:
P

envoyer (zp,tsp) & coord(k) 32:
T . .
Ty : %i
if p = coord(k) then .
if V0, au plus 3o messages (—, 0) regus then 35 .
votep := L 36:

else
6 := le plus grand 6 t.q. au moins 3a + 1 mcs—37:
sages (—,0) recus 38
votep 1= v t.q. (v, ) recu le plus fréquemment 39 .
commity := true 40 :
Round » = 4k — 2 : 41:
42:

T,
Sp:
if p = coord(k) et commit, then

envoyer (votep) a tous

T .
Tp :
if un message (v) est regu de coord(k) then
Tp 1= v;
tsp =k

Round »r = 4k — 1 :
.,
Sp:
if tsp = k then

envoyer (ack) & coord(k)

.,
Tp 3
if p = coordy et
au moins n — «a messages (ack) regus then

readyp := true

Round r = 4k :
.,
Sp
if p = coordy, et readyp then

envoyer (votep) a tous

S; :
if un message (v) est regu de coord(k) then
DECIDE(v)
if p = coordj then
readyp := false

commity := false
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Preuve de correction

Le premier de nos lemmes démontre que dans une exécution de (LV,, PaA
Ly o , \ .
P ") telle que toute les valeurs initiales sont égales & une méme valeur v,

a chaque phase k > 0, le coordinateur coord(k) ne peut voter que pour wv.

Lemme 3.4.1 Dans toute exécution de la machine (LV 5, Py A Pfcvvf) telle
que toute les valeurs initiales sont égales a une méme valeur v on a

VE>0 ¢ Q" (v k) =1L

k'<k

, . . L oy
Démonstration: Soit p une exécution de (LV,f, Po A Pee ') telle que
toutes les valeurs initiales sont égales a une méme valeur v. On raisonne
par récurrence sur k > 0.

o (Cas de base : k = 1. Puisque toutes les variables ts, sont initiale-
ment égales a 0 et que toutes les valeurs initiales sont égales, on a

QD=3 (v, 0)) = IL.
° Etape de récurrence : k > 1. Supposons que 'on ait

U @73, b)) =10

k'<k

Sous P,, le processus coord(k — 1) regoit, au round 4(k — 1) — 3, au
plus o messages (v, k') avec k' > k — 1.

S’il n’existe pas d’entier k" < k—1 tel que coord(k—1) regoive au moins
3a + 1 messages (—, k'), alors il ne vote pas.

Par conséquent, sous Py , le code implique qu’aucun processus ¢ ne
modifie z, ni ts, au round 4(k — 1) — 2. Ainsi

{gell: x[(f(k_l)_m =vet ts[(f(k_l)_m <k-—-1}=1IL

Le code nous permet alors de conclure |J,,_, Q**({v, k') = IL.
Sinon, soit k le plus grand tel entier k. Puisque tous les processus ¢
envoient x, = v au round 4(k — 1) — 3, on en déduit que, sous P,,
coord(k — 1) recoit au plus o messages (v', k) avec v’ # v, et donc au
moins 2« + 1 messages (v, k) a ce round. Le code implique alors que
coord(k — 1) vote pour v.
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Sous Pa! , il s’ensuit que tout processus ¢ qui modifie z, au round
4(k — 1) — 2 lui affecte nécessairement la valeur v. On a donc

{gell: x[(f(k_l)_m =0 et tsff(k_l)_z) <k-1} =1L
Le code nous permet finalement de conclure | J,,_, Q¥ =3((v, K')) =11,
O

La correction de ce lemme nous autorise a énoncer la proposition suivante
. .. cy e
qui montre que toute exécution de (LV,r, Pa A Pee ') satisfait la clause
d’Intégrité du Consensus.

Proposition 3.4.2 (Intégrité) Dans toute exécution de la machine (LV g, Po /A
LV, o , . .
Pee ') telle que toutes les valeurs initiales sont égales a une méme valeur v,

la seule valeur de décision possible est v.

Démonstration: Soit p une exécution de (LV,r, P, AP ) telle que toutes
les valeurs initiales sont égales a une meéme valeur v. Supposons qu’il existe
un entier k£ > 1, un processus p et une valeur v’ tels que p décide v" au cours
de la phase k de p.

Le code implique que p a requ un message (v') de coord(k) au dernier
round de la phase k. Sous PV , on en déduit que coord(k) a voté pour v’
au round 4k — 3.

Sous P,, le Lemme 3.4.1 assure que coord(k) a regu a ce round au plus
a messages (—, k') ave k' > k.

Soit, de plus, k le plus grand entier k tel que coord(k) a recu au moins
3+ 1 messages (—, k). Un tel entier existe puisque coord(k) vote au round
4k — 3.

Sous P,, le Lemme 3.4.1 assure alors que coord(k) a regu a ce round au
plus o messages (w, k) avec w # v, et donc au moins 2 + 1 messages (v, k).
Le code implique par conséquent que coord(k) a voté pour v, et donc v = v.
O

Le lemme suivant démontre que si une valeur v est décidée au cours d’une
phase k, alors aucun processus ne peut voter pour une valeur autre que v au
cours d'une phase k' > k.
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Lemme 3.4.3 Pour toute exécution de la machine (LV g, Py A Pfcvvf), st
une valeur v est décidée au cours d’une phase k > 1, alors on a
4k'—3
VE >k votegomdk,) € {v; L}
Démonstration: Soit p une exécution de (LV,r, Py A 2l ) dans laquelle
une décision est prise. Soit p un processus qui décide v au cours d’'une phase

k.

On raisonne par récurrence sur k' > k.

e Cas de base : k' = k. Puisque p décide v au round 4k, le code implique
sous Pe’ ™ que coord(k) a voté pour v au round 4k — 3.

° Etape de récurrence : k' > k. Supposons que pour tout entier [, k <
[ < k', on ait voteglozgl) € {v; L}
Puisque p décide v a la phase k, le code implique que coord(k) a regu
au moins n — « messages (ack) au round 4k — 1.
Sous P,, cela implique qu’au moins n — 2a; processus ont envoyé un tel
message a ce round. Le code assure donc

, ak-2) _ 4k-2) _
{qgell : xé )—vettsg )= kY >n—2a.

Sous Pcﬁcv”f , 'hypothese de récurrence permet de déduire que l'on a

VI, k<l<k: |{gell: 2l =vet k <ts{"® <1} >n—2q,

et que, pour tout ¢ tel que ts((f(k,_l)_m c[k,...,k'—=1],ona xg4(’f’—1)—2) _
v.

Supposons que coord(k’) vote au round 4k" — 3 pour une valeur v’ # L.

On a montré

U eM-0)] <20

0¢[k,....k'—1]
ce qui, sous P,, implique que coord(k’) recoit au plus 3a messages
(—,0) avec 0 ¢ [k,..., k' —1]. Le code assure par conséquent que la
valeur v’ votée a ce round est choisie parmi celles qui sont associées a
un entier 0 € [k,..., k' —1].
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Soit  le plus grand entier de [%, ..., k" = 1] tel que coord(k') regoive
au moins 3a + 1 messages (—, 0).

On a montré que, pour tout ¢ tel que ts[(;‘(kl_l)_m e [k,.... kK —1],

on a x((f(k/_l)_z) = v. Le code implique alors que, pour tout ¢ tel que
ts((f(k/_l)) efk,....kK —1], on a x((f(k/_l)) =

Sous P,, on en déduit que coord(k') recoit au plus a messages (w, 6)
avec w # v, et donc au moins 2« + 1 messages (v, 0).

Le code assure alors v/ = v.

O
Yk >0, |TT(coord(k),4k —2)| > 3a + 1 (3.33)
A
SHO(coord(k'),4k' —3) =11
Vk >0, 3k > k: coord(k') € K (k') (3.34)

HO(coord(k'),4k" — 1) =11

FiG. 3.8 - Prédicat Py

Nous déduisons du lemme précédent une proposition qui démontre que,
dans toute exécution de (LV,, Pa/\Pfcv”f ), deux valeurs distinctes ne peuvent
pas etre décidées.

Proposition 3.4.4 (Accord) Toute exécution de la machine (LV,f, Pa A
Pcﬁcvuf) satisfait la clause d’Accord du Consensus.

Démonstration: Soit p une exécution de (LV,r, Po A P ) dans laquelle
une décision est prise. Soit kg la premiere phase de p au cours de laquelle un
processus p décide une valeur v.

Supposons qu'il existe ¢ qui décide une valeur v’ au cours d’une phase k.
Par définition de kg on a k > k.
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Si k = kg, alors le code implique que p et ¢ ont regu de coord(ky), au
round 4kg, un message (v) et (v') respectivement. Sous P le code im-
plique v' = v.

Si k > ko, le code implique que ¢ a re¢u au round 4k un message (v') de
coord(k). Sous e , le code implique que coord(k) a voté pour v' au round
4k — 3.

Or, sous P, A Pcﬁcv”f , le Lemme 3.4.3 implique votegﬁ;d??k) = v. On en

conclut donc v/ = v.
O

Nous avons achevé de démontrer que toute exécution de la machine
(LYVyf, Pa A 2l ) est stire. Pour la vivacité, nous introduisons le prédicat
de communication Py ;» donné en Figure 3.8.

De maniere informelle, la premiére partie (3.33) assure qu’au début de
chaque phase, au moins 3a + 1 variables ts, sont égales. La seconde (3.34),
quant a elle, garantit I'existence d’une phase au cours de laquelle tous les

processus votent.

Lemme 3.4.5 Sin > 3a + 1, alors dans toute exécution de la machine
(LYVyf, Pa N P A Pg{jif), pour toute phase k > 1, on a

' <k : |{qell: tsffk):k‘/HZ?)a—l—l.

. . : I Ly, ;
Démonstration: Soit p une exécution de (LV,7, Py A Pee 7 A Plgﬁif) On
raisonne par récurrence sur k > 1.

e Cas de base : k = 1. Si coord(1) ne vote pas alors, sous Y2l , aucun
processus ¢ ne met a jour sa variable ts, au round 2. Par conséquent,
on en déduit que, pour tout ¢, on a ts((fl) = 0.

Sin > 3a+ 1, alors on a bien le résultat souhaité.

Si coord(1) vote pour une valeur v alors, sous Plgjif A PEYet , all moins

3a + 1 processus ¢ regoivent un message (v) de coord(1) au round 2.

Le code implique alors que chacun d’entre eux affecte la valeur 1 a sa

variable ts, a ce round et ne la modifie plus jusqu’a la fin de la phase,

ce qui acheve de démontrer le cas de base.
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° Etape de récurrence : k > 1. Si coord(k) ne vote pas alors, sous Py ,
aucun processus ¢ ne met a jour sa variable s, au round 4k — 2. Par
conséquent, on en déduit que, pour tout ¢, on a tsffk) = ts((f(k_l)).

L’hypothese de récurrence implique alors qu’il existe un entier & < k—1

tel que

{geTl: tsi™ =K} > 30+ 1.

. - Ly, .
Si coord(k) vote pour une valeur v alors, sous Pljﬁji S Pe. !, au moins

3a+1 processus ¢ regoivent un message (v) de coord(k) au round 4k —2.
Le code implique alors que chacun d’entre eux affecte la valeur k a sa
variable ts, a ce round et ne la modifie plus jusqu’a la fin de la phase.
On a donc

{geIl: tsi™ =k} > 3a +1,

ce qui acheve de démontrer le résultat énoncé.
O

Nous énoncons ici notre derniere proposition qui démontre que, dans toute

L Ly, ; .
exécution de (LVyr, Po A Pee 7 A Pljﬁi f), tous les processus finissent par
décider.

Proposition 3.4.6 (Terminaison) Toute exécution de la machine (LV ¢, Pa/
Pl A Pjg;j f) satisfait la clause de Terminaison du Consensus.

Démonstration: Soit p une exécution de (LV,f, Pa A P A Py ;) et soit
k > 1 la premiere phase de p qui satisfait la seconde partie (3.34) de Plgﬁi ;
Soit p = coord(k).
Sous Pr A Pl ;» le Lemme 3.4.5 assure qu’il existe un entier k" < k
tel que
| @* (v, k)] = 3a+ 1.
veV
Par conséquent, puisque SHO(p,4k — 3) = II, le processus p regoit au
moins 3a + 1 messages (—, k’). Le code implique alors que p vote pour une
valeur que nous notons v,,.
Comme p € K(k), et puisque PV est satisfait dans p, tous les processus
recoivent un message (v,) de p au round 4k — 2. Le code implique alors que
tous envoient un message (ack) a p au round 4k — 1.
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Le prédicat Plﬁi{’f}f implique que HO(p,4k — 1) = II. On en déduit donc
que, sous P,, p recoit au moins n — « tels messages. Le code assure que p
envoie un message (v,) a tous au round 4k.

Finalement, puisque p € K(k) et sous 2l , il s’ensuit que tous les
processus regoivent un message (v,) de p a ce round. Le code implique alors
que tous décident au round 4k. O

La combinaison des trois propositions précédentes nous conduit a énoncer
le théoreme suivant :

Théoreme 3.4.7 Sin > 3a+1, alors la machine (LV,y, Pa/\Pfcv”f/\Plgﬁif)
résout le Consensus.

Démonstration: On vérifie aisément que, si n > 3a + 1, 'ensemble des
collections (HO(p,r); SHO(p, 7)) qui satisfont P, A P2 A Plﬁigif est
non-vide.

pell,r>0

Soit p une exécution de (LVyf, Po A Pa ™ A PEs,)-

Les Propositions 3.4.4 et 3.4.2 assurent respectivement que p satisfait les
clauses d’Accord et d’Intégrité.

Sin > 3a+ 1, la Terminaison est établie par la Proposition 3.4.6. O

3.5 Discussion et relations avec des travaux
antérieurs

De nombreux travaux se sont attachés a I’étude du Consensus dans un
contexte de pannes par valeurs. Cependant, la plupart d’entre eux s’intéressent
au cas des processus byzantins, et donc a des pannes permanentes et sta-
tigues. Comme nous ’avons précisé, les travaux les plus anciens sont ceux
présentés dans [30, 38] pour le cas synchrone, et [19] pour le cas partielle-
ment synchrone. Une solution fondée sur des hypotheses plus faibles sur le
synchronisme des liens a été donnée dans [2].

D’autres variantes que LV,; de l'algorithme Pazos ont été proposées
dans [10, 31, 1, 47]. Un algorithme pour la résolution de Fast Byzantine Pazos
existe dans [36]. Il est toutefois important de noter que la définition de By-
zantine Paxos présente une clause d’'Intégrité plus faible que celle considérée

150



dans le présent chapitre : il suffit qu'une valeur soit proposée par I'un des
processus pour qu’elle soit considérée comme une valeur de décision auto-
risée. Si le processus concerné est byzantin, alors la valeur proposée n’est pas
nécessairement la valeur initiale d'un des processus. Ainsi, aucun de ces algo-
rithmes n’est, a proprement parler, une solution au probleme de Consensus
dans sa définition classique.

3.5.1 Correspondance avec les bornes inférieures

Santoro et Widmayer ont montré [42] qu'il était impossible de résoudre
Consensus en présence de |n/2] communications corrompues par round, sous
I’hypothese que chaque processus recoit un message de chacun des autres a
chaque round. Le cas de figure problématique est celui dans lequel ces |n/2]
transmissions fautives forment un bloc, c¢’est-a-dire qu’a chaque round, les
communications incorrectes sont originaires d’un seul processus.

D’un autre coté, nous avons présenté trois algorithmes non-coordonnés
Ur e, UV,yp et A p qui autorisent respectivement n?/3, n?/2 et n?/4 cor-
ruptions par round en général, sous I’hypothese que chaque processus entend
tous les autres a chaque round. Cet état de fait résulte de la séparation que
nous avons opérée entre la Stureté (clauses d’Accord et d’Intégrité) et la Vi-
vacité (clause de Terminaison) de chacun de nos algorithmes, et du caractere
transitoire des pannes que nous considérons. Ainsi, par exemple, il est suf-
fisant, pour qu’Ar g soit sur, que chaque processus regoive moins de n/4
messages corrompus a chaque round. Mais, en ce qui concerne la Terminai-
son, le prédicat Pﬁ;ﬁE impose 'existence de deux rounds au cours desquels
les hypotheses sur les communications sont plus fortes que celle de Santoro
et Widmayer.

Dans [43], Schmid et al. présentent une autre maniere de contourner
le résultat d’impossibilité de Santoro et Widmayer dans des systemes syn-
chrones. A chaque round et pour chaque processus correct p, ils restreignent
le nombre de transmissions impliquant p (soit initiateur, soit destinataire) qui
sont susceptibles d’étre fautives. De cette maniere, ils empéchent 'existence
des blocs de fautes de Santoro et Widmayer.

Notre algorithme Ay g est rapide en ce sens que, pour toute configuration
initiale, il existe une exécution de la machine (Ar g, P,) dans laquelle tous
les processus décident en deux rounds [29, 16]. Pour ceci, Martin et Alvisi [36]
ont démontré que L était une borne inférieure sur le nombre de proces-

5
sus corrects. De la méme maniere que nos résultats ne sont, a strictement
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parler, pas comparables avec ceux de Santoro et Widmayer, ils ne contre-
disent pas la borne de Martin et Alvisi. Notre modéle permet une analyse
plus fine que les leurs, tant sur un plan spatial que temporel. En effet, nous
raisonnons sur le nombre d’erreurs de transmission et non sur le nombre de
processus concernés par elles. D’autre part, notre analyse s’effectue round par
round et ne suppose pas de pannes permanentes. C’est ce qui permet a Ag g
d’étre rapide tout en autorisant jusqu’a "T_l processus a émettre une infor-
mation corrompue a chaque round. Cependant, pour assurer la Terminaison,
nous sommes contraint de ne considérer que des exécutions qui garantissent
I'existence d’un round au cours duquel aucune information corrompue n’est

transmise.

3.5.2 Sur le recours a des coordinateurs

Dans [17], Charron-Bost et Schiper ont insisté sur le fait que le recours
a un schéma coordonné dans le cas bénin permettait de s’abstraire de la
propriété invariante sur la vivacité des communications requise par certains
algorithmes, comme par exemple UniformVoting. Lorsque 1'on essaie de mo-
difier un algorithme coordonné, décrit initialement pour tolérer des pannes
bénignes, dans le but de donner une solution pour Consensus dans le cas des
pannes par valeurs, on se heurte a un probleme majeur : un coordinateur ne
peut pas étre l'initiateur d’une transmission corrompue sans risquer de violer
les clauses de Streté.

Pour faire face a ce constat, certains ont jugé nécessaire de modifier la
définition de Consensus [10, 36] en affaiblissant la clause d’Intégrité. D’autres
ont eu recours a des techniques permettant de masquer les pannes par va-
leurs et de les transformer en omissions. Comme nous 'avons dit plus haut
dans le présent chapitre, Dwork, Lynch et Stockmeyer [19] ont présenté deux
algorithmes coordonnés tolérant des pannes byzantines. L'un d’entre eux a
recours a une primitive de communication inspirée de celle qui est présentée
dans [44], qui permet de ne prendre en compte que les messages regus non-
corrompus. Cependant, cette primitive est extrémement cofiteuse en ce qui
concerne le nombre de messages échangés. Leur autre algorithme est authen-
tifié et utilise des signatures digitales permettant de vérifier I'intégrité, ou
non-corruption, de I'information échangée entre les processus. Cependant, il
n’existe pas de formalisme rigoureux de ’authentification. A notre connais-
sance, il en existe autant de définitions que d’algorithmes qui 'utilisent. Les
deux précédentes approches ont comme effet de masquer les corruptions en
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omissions puisqu’elles permettent aux processus de ne pas considérer les mes-
sages provenant d’un processus fautif. Quant a nous, nous avons pris le parti
de faire I’hypothese que les coordinateurs ne peuvent étre a ’origine d’une
. LV,
transmission corrompue (P, ou P 7).

Il semble donc qu’avoir recours a des coordinateurs, et donc distinguer un
(ou plusieurs) processus en lui donnant un impact particulier sur le calcul,
ne soit pas réellement adapté au contexte des pannes par valeurs.

ALG. PREDICAT POUR LA SURETE PREDICAT POUR LA VIVACITE CONDITIONS
n>T > % + «
vr >0, Vpell: [AHO(p,7)| < o Vo >0, 3¢y > ¢, 3y, Vg €11 : n>E>%
Ur v B A HO(q, 2¢y — 1) = SHO(q, 2¢y, — 1) =TI,y A n>A>2a+1
vr >0, Vp €Il: |[HO(p,7)| > A (ISHO(p, 2¢u + 1)| > T) A (|SHO(p, 2¢u + 2)| > E) n>M>a
E+A>n+ M+ 2a
Yr >0, Vp € Il: |AHO(p,7)| < « V¢ >0, 3¢’ > ¢,311" C 11
UV, A Vq € II, HO(q,2¢’ — 1) = SHO(q,2¢’ — 1) = 1T’
Vr >0, Vp,q: |SHO(p,7) N SHO(q,7)| > o+ 1 Vq, Jpq > ¢ 1 (AS(2¢q — 1) = 0) A (AHO(q, 2¢4) = 0)
Vrg >0, 3r > rg, ML, T2 CII:
(I} > E — a) A (JI2] > T)A n>E>%2+a
(Vp € I, HO(p,r) = SHO(p,r) = I12)
AT E Vr > 0,Vp €Il: |AHO(p,r)| < a
Vr >0, Vp €, 3rp, >r : |HO(p,rp)| > T T >2(n+2a—E)
vr >0, Vp €I, 3rp, > 7 : [SHO(p,7rp)| > E
Vk >0, ks k: SK(4kg) =11 A
|SHO(coord(ko + 1),4ko +1)| > T +a A
TT(coord(ky + 1),4ko +2) =II A n>T+a
Vr >0,Vp €Il: |[AHO(p,7)| < « |[SHO(coord(kg + 1),4ko + 3)| > E
T >2a+1
DLS, ¢ A A
n>FE
Vk > 0: coord(k) ¢ AS(4k — 2) Vk >0, Vp € Il, 3kp > k: p = coord(kp) A
|SHO(p, 4kp — 3)| > T A T>n+2x—FE
TT(p, dkp —2) = 11 A
|SHO(p, 4kp — 1)| 2 E
Vk > 0: |TT(coord(k),4k —2)| > 3a + 1
Vr > 0,Vp €Il: |AHO(p,r)| < a
A
LY,y A

Vk > 0: coord(k) ¢ AS(4k — 2) U AS(4k)

Vk >0, 3k’ > k: SHO(coord(k’),4k’ —3) =11 A
coord,s € K(k') A
HO(coord(k'), 4k’ — 1) =11

TAB. 3.1 — Résumé des résultats
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Chapitre 4

Algorithme LR

Comme nous I'avons précisé dans 'introduction, il existe différentes manieres
d’appréhender les erreurs de transmission dans les systemes distribués. On
peut prendre le parti d’étudier les possibilités de coopération entre processus
d’un systeme dans lequel les messages peuvent ne pas parvenir a leurs desti-
nataires ou peuvent étre corrompus; c’est I’approche communément adoptée
dans le domaine du Calcul Distribué tolérant aux pannes. On peut aussi
travailler sous I'hypothese que le systeme satisfait certaines propriétés de
fiabilité des communications, et étudier comment il est possible de garantir
des périodes pendant lesquelles ces propriétés sont satisfaites, comme par
exemple pour les réseauxr mobiles ad-hoc dans lesquels la topologie du graphe
de communication peut étre modifiée par les mouvement des nceuds compo-
sant le réseau. Nous nous intéressons dans le présent chapitre a ce second
aspect.

4.1 Motivations

En 1981, Gafni et Bertsekas [23] ont introduit une technique algorith-
mique élégante, appelée renversements de liens, pour le routage des messages
dans des réseaux sujets a de fréquents changements de topologie.

Dans le probleme considéré, le réseau contient une destination unique, et
une direction virtuelle est associée a chacun des canaux de communication.
Les directions des canaux doivent assurer que le graphe de communication
est acyclique et que chaque nceud du réseau dispose d’un chemin dirigé vers
la destination, c’est-a-dire que le graphe est orienté vers la destination. Les
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messages peuvent ainsi étre acheminés de tout noeud du réseau vers la des-
tination en suivant les directions associées aux canaux de communication.
Si, pour une raison quelconque!, un nceud ne dispose plus d’un chemin vers
la destination, le réseau doit s’auto-ajuster afin de restaurer cette propriété.
Pour ce faire, certains noeuds renversent les directions associées a un ou plu-
sieurs de leurs liens incidents. Les noeuds doivent, de plus, étre capables de
déterminer de maniere autonome, en se fondant uniquement sur une infor-
mation locale, s’il leur est nécessaire d’exécuter de tels renversements.
Gafni et Bertsekas [23] ont restreint leur étude au cas des graphes acy-
cliques et ont présenté deux algorithmes, chacun avec une description abs-
traite ainsi qu'une implémentation. Dans chacune des descriptions abstraites,
chacun des nceuds (autre que la destination), qui devient un puits (c’est-a-
dire dont tous les liens incidents sont entrants), renverse certains de ses liens
incidents. Les deux algorithmes different dans le choix des liens renversés
par les puits. Dans 'algorithme full reversal (FR), tous les liens incidents
sont renversés, tandis que dans 'algorithme partial reversal (PR), un puits
ne renverse que les liens qui n’ont pas été renversés depuis la derniere fois
qu’il a été un puits, s’il en existe, et les renverse tous sinon. Dans les deux
implémentations proposées par Gafni et Bertsekas, les noeuds mettent a jour
une variable, appelée hauteur, a valeurs dans un ensemble totalement or-
donné, telle que deux nceuds distincts ont des hauteurs différentes. Un lien
entre deux nceuds est orienté du nceud de plus grande hauteur vers celui
de plus basse hauteur. Les renversements des liens sont alors implémentés
par 'accroissement des hauteurs des nceuds considérés. Les hauteurs dans
I'implémentation de FR sont des paires ordonnées, dont la premiere com-
posante est un compteur non-borné, et la deuxieme est I'identifiant unique
du nceud. Les hauteurs dans I'implémentation de PR sont des triplets or-
donnés dont les deux premieres composantes sont des compteurs non-bornés,
et la troisieme est lidentifiant unique du nceud. Un nceud dont aucun lien
incident n’est sortant applique une fonction, qui prend en arguments sa hau-
teur courante et celle de ses voisins, pour calculer sa nouvelle hauteur. Dans
I'implémentation de full reversal, la fonction consiste simplement a rendre le
compteur du noeud plus grand que les compteurs de tous ses voisins, alors
que celle de partial reversal fait croitre les compteurs d’une maniere plus fine.

Gafni et Bertsekas ont démontré que leurs deux implémentations étaient

TArrét du fonctionnement d’un processus, changement dans la topologie du graphe de
communication, etc.
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correctes, c’est-a-dire que toutes deux terminent et, une fois que plus au-
cun nceud n’effectue de renversement, le graphe obtenu est acyclique et
orienté vers la destination. Dans leur preuve de correction, ils considérent une
généralisation des hauteurs et des fonctions qui les manipulent et démontrent
le résultat dans le cas général.

De nombreux travaux ont utilisé cette méthode de renversements de liens
pour des applications variées dans les réseaux dynamiques. Certains se sont
penchés sur le probleme de la k-exclusion mutuelle [41, 46, 45], dans lequel
les n processus d'un systeme doivent accéder de facon intermittente a une
meéme partie de code appelée section critique. Au plus k, 1 < k < n, peuvent
se trouver en section critique simultanément. Les différents algorithmes pro-
posés pour résoudre ce probleme utilisent des jetons, qui définissent des pri-
vileges entre les processus. Un processus ne peut accéder a la section critique
que s’il est en possession d'un jeton. La méthode de renversements de liens
est utilisée pour maintenir de facon dynamique une structure de graphe dirigé
acyclique orienté vers le ou les détenteurs courants d'un jeton, et assurer que
les processus sont tous privilégiés de facon équitable? au cours de 1'exécution.
Park et Corson [37] proposent un algorithme appelé TORA (pour “Tempo-
rally Oriented Routing Algorithm”), inspiré des algorithmes de renversements
de liens de Gafni et Bertsekas, qui résout le probleme de 'orientation vers
la destination ainsi que la détection d’éventuels partitionnements du graphe
de communication. Malpani et al. adaptent dans [35] I'algorithme TORA
de maniere a résoudre le probleme de 'Election de leader. Leur algorithme
détecte d’éventuels partitionnements du graphe de communication, résout
le probleme de l'orientation vers la destination dans chacune des compo-
santes connexes et assure que tous les processus “connaissent” l'identité de
la destination (ou leader) de la composante connexe a laquelle ils appar-
tiennent. Enfin, d’autres se sont intéressés au probleme de 'allocation de
ressource [12, 5, 34]. Dans ce probléme, les processus d’'un systéme partagent
une ou plusieurs ressources qu’ils ne peuvent utiliser que 1'un apres I'autre.
Une solution doit garantir que tous les processus peuvent utiliser les res-
sources dont ils ont besoin de facon équitable, et qu’il n’y ait pas de blocage,
c’est-a-dire que tous les processus accedent une infinité de fois a toutes leurs
ressources au cours d’une exécution infinie. Comme 1'ont démontré Chandy
et Misra dans [12], il n’existe pas de solution a ce probleme si I'on ne suppose
pas l'existence d'une propriété permettant de distinguer les processus parta-

2Dans une exécution infinie, chaque processus doit obtenir le jeton une infinité de fois.
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geant une ressource donnée. De maniere informelle, les solutions proposées
font intervenir un graphe dont les sommets sont les processus et tel qu’il existe
un lien entre deux sommets si et seulement si les processus associés partagent
une ressource. Comme dans le travail de Gafni et Bertsekas, chaque proces-
sus met a jour une hauteur a valeurs dans un ensemble totalement ordonné.
Des directions virtuelles sont affectées aux liens, qui représentent une prio-
rité pour l'acces a la ressource, induisant une structure dirigée sur le graphe.
D’autre part, les hauteurs sont définies de telle maniére que deux processus
distincts ne peuvent pas avoir la méme hauteur. Ainsi, le graphe est non
seulement dirigé mais aussi acyclique. La méthode de renversements de liens
est alors utilisée pour assurer, d’une part, que les graphes dirigés engendrés
par l'exécution sont tous acycliques et donc qu’il n’y a pas de blocage et,
d’autre part, que les priorités sont transmises équitablement a tous les pro-
cessus partageant une ressource. Contrairement aux exemples précédents, on
ne requiert pas ici la résolution du probleme d’orientation vers la destination.

Nous nous proposons, dans le présent chapitre, d’étudier attentivement les
algorithmes de Gafni et Bertsekas. Notre but premier était de déterminer s’il
existait une autre maniere d’implémenter FR et PR. L’approche adoptée par
Gafni et Bertsekas, fondée sur 'utilisation de hauteurs deux a deux distinctes
a valeurs dans un ensemble totalement ordonné, présente de nombreux avan-
tages. Tout d’abord, elle permet d’unifier de maniere élégante les expressions
des deux algorithmes 'R et PR. Leur convergence est ainsi démontrée en ne
considérant que des propriétés abstraites des hauteurs et des fonctions qui
les modifient. De plus, en variant la représentation des hauteurs ainsi que
celle des fonctions qui les modifient, on peut s’attendre a obtenir d’autres
algorithmes. Enfin, la structure totalement ordonnée de ’ensemble des va-
leurs prises par les hauteurs, combinée avec le fait que les hauteurs sont deux
a deux distinctes, garantit que tous les graphes engendrés au cours d’une
exécution sont acycliques.

Cependant, plusieurs inconvénients apparaissent lors d’une étude plus ap-
profondie. En premier lieu, la détermination distribuée des hauteurs initiales
peut s’avérer problématique. Ensuite, la correction de ’approche dépend du
fait que les hauteurs sont non-bornées, ce qui, d’'un point de vue pratique,
limite fortement 1'utilité de 'approche. Enfin, malgré I'apparente flexibilité
résultant des différents types de hauteurs pouvant étre considérés, la descrip-
tion d’algorithmes dont les exécutions different de celles des implémentations
de FR et PR n’est pas aisée.

Nous présentons une nouvelle formalisation de ces algorithmes, fondée
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uniquement sur un étiquetage binaire des liens. En utilisant cette approche
plus directe, nous définissons un algorithme simple destiné a établir des
routes dans des graphes acycliques, et nous déterminons des conditions sur
I’étiquetage du graphe d’entrée suffisantes pour assurer la correction de ’al-
gorithme. Les algorithmes FR et PR de Gafni et Bertsekas peuvent alors
étre vus comme des cas particuliers de notre algorithme pour des étiquetages
initiaux uniformes. De plus, en considérant des étiquetages initiaux non-
uniformes, notre algorithme capture plus que simplement FR et PR. Pour
terminer, cette formalisation nous permet de fournir une preuve simple du
fait que notre algorithme résout le probleme de 'orientation vers la destina-
tion. A notre connaissance, c’est la seule preuve directe du fait que 'algo-
rithme abstrait PR, qui ne suppose pas l'existence de hauteurs totalement
ordonnées, préserve 'acyclicité des graphes engendrés par une exécution.

Curieusement, le seul travail portant sur la complexité des algorithmes de
Gafni et Bertsekas est dii a Busch et al. [8, 9]. Dans ces travaux, les auteurs
ont analysé la complexité en travail (le nombre de renversements effectués
par chacun des noeuds au cours d’une exécution), la complexité en travail
globale (la somme des complexités en travail de tous les nceuds) ainsi que la
complexité en temps (le nombre d’itérations au cours desquelles tous les puits
prennent un pas de calcul nécessaires a la convergence). Ils ont donné une
formule exacte pour la complexité en travail de I’algorithme avec des paires et
des bornes inférieure et supérieure pour celle de I'algorithme avec des triplets
(correspondant respectivement a FR et PR). Si n représente le nombre de
nceuds qui initialement ne disposent pas d’un chemin vers la destination, ils
ont aussi montré que, pour ces deux algorithmes, la complexité en travail
globale est ©(n?). Enfin, ils ont utilisé ces résultats pour déterminer des
bornes sur la complexité en temps.

Notre formalisation de I’algorithme général de renversements de liens nous
permet d’exprimer le nombre ezact de renversements effectués par chaque
nceud au cours d’'une exécution donnée. L’expression dépend uniquement
du graphe étiqueté initial, et donne lieu a des formules simples dans les
cas particuliers de FR et PR. Le fait d’avoir une formule exacte facilite la
déterminaion des graphes pire cas et meilleur cas.

La suite du présent chapitre est organisée de la maniere suivante. Dans
la Section 4.2, nous définissons formellement le probléeme et passons en revue
les précédentes solutions. Dans la Section 4.3, nous présentons notre solution
au probleme et démontrons sa correction. Nous étudions les complexités en
travail et en temps de cette solution dans la Section 4.4.
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4.2 Le probleme original : Orientation vers la
Destination

4.2.1 Notations

Nous rappelons tout d’abord la terminologie usuelle de la théorie des
graphes et introduisons quelques notations. Soit G un graphe dirigé connexe
contenant un noeud distingué, la destination, noté D. L’ensemble des nceuds
de G, autres que D est fini et noté V. Le graphe G est dit D(estination)-
orienté si, pour tout nceud v de V', il existe un chemin dirigé de v vers D.
On considere alors le probleme Pp suivant :

Pp : Transformer le graphe dirigé connexe GG en un graphe dirigé D-orienté
en renversant la direction de certains liens.

Pour chaque nceud v de V', on note N, I'ensemble des voisins (entrants
et sortants) de v dans G. Si v n’a pas de lien sortant, alors v est un puits
de G. Une chaine dans GG est une suite de nceuds vy, - - - , vy telle que, pour
tout indice 4, 0 < i < k — 1, soit (v;, v;41), S0it (vi41,v;) est un lien de G. Un
chemin dans G est une suite de noeuds vy, - - - , v} telle que, pour tout indice
i, 0 <i<k—1, (v;,v41) est un lien de G. Un circuit (resp. un cycle) est
une chaine fermée (resp. un chemin fermé), c’est-a-~dire une chaine (resp. un
chemin) vy, - -+ , v} avec vy = .

De maniere évidente, si G' est D-orienté, alors D est le seul puits dans G.
Comme l'ont démontré Gafni et Bertsekas dans [23], la réciproque est vraie
si G est acyclique :

Lemme 4.2.1 Soit G un graphe dirigé acyclique contenant un neeud dis-
tingué D. Si D est le seul puits de G, alors G est D-orienté.

Démonstration: Considérons un nceud quelconque v différent de D. Puisque
G est connexe, il existe une chaine reliant v a D dans (. Raisonnons par
I’absurde et supposons qu’aucune des chaines reliant v a D ne soit un chemin
dirigé de v vers D. Soit N; l’ensemble des voisins sortants de v. Puisque v
n’est pas un puits dans GG et que, par hypothese, il n’existe pas de chemin
dirigé de v vers D, on a N # () et D ¢ Nz. Soit v; dans NZ. On montre de
la méme maniere que I'ensemble IV; des voisins sortants de v; est non-vide
et ne contient pas D ni v. Soit a présent vy € N . Puisque vy n’est pas un
puits, et qu’il n’existe pas de chemin dirigé de vy vers D, on a a nouveau que
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N, est non-vide et ne contient pas D. De plus, puisque G est acyclique, on
a aussi que IV; ne contient pas v ni v;. En répétant le méme argument, on

montre qu'il existe un chemin dirigé vo(= v), vy, vy, - - - de longueur infinie tel
que, pour tout indice i, i < 0, v;41 & {vo,- -+ ,v;} U{D}, une contradiction
puisque G est fini. O

Dans un contexte distribué, le Lemme 4.2.1 laisse entrevoir une stratégie
prometteuse pour la résolution de Pp : elle consiste a “combattre” les puits
- c’est-a-dire changer les directions des liens incidents aux puits - tout en
conservant 'acyclicité. Une telle stratégie nécessite de travailler sous 1’hy-
pothese qu'un processus est associé a chaque nceud du graphe et que, pour
chaque neeud v dans V', le processus associé a v est capable (a) de déterminer
la direction des liens incidents a v et (b) de changer la direction de chacun
d’eux. Dans ce cas, tout processus associé a un puits peut détecter locale-
ment que le graphe n’est pas orienté vers la destination, et renverse donc la
direction d’un ou plusieurs de ses liens incidents de maniere a ne plus étre
un puits. Il reste alors a vérifier que ce schéma préserve bien 'acylicité et
termine.

Dans la suite, nous travaillerons dans le contexte de (a) et (b) et nous
identifierons un noeud v et le processus qui lui est associé. Nous considererons
des exécutions asynchrones de notre algorithme de renversements de liens : si
un nceud v est un puits a un moment de I’exécution, nous requérons seulement
que v effectue finalement un renversement. On note que les directions des liens
incidents a un puits restent inchangées jusqu’a ce que le puits en question
effectue un renversement.

4.2.2 L’approche de Gafni et Bertsekas

En suivant 'approche décrite ci-dessus, Gafni et Bertsekas [23] ont décrit
deux algorithmes distribués, qu’ils ont appelés full reversal (FR) et partial
reversal (PR) :

FR : “A chaque itération, un certain nombre de puits autres que D prennent
un pas de calcul. Chaque puits qui prend un pas de calcul renverse les
directions de tous ses liens incidents.”

PR : “Chaque noeud met a jour une liste de ses liens incidents qui viennent
d’étre renversés par ses voisins. A chaque itération, un certain nombre
de puits autres que D prennent un pas de calcul. Chaque puits qui
prend un pas de calcul renverse les directions de ses liens incidents qui

161



n’apparaissent pas dans sa liste, puis vide la liste. Si la liste est pleine,
il renverse les directions de tous ses liens incidents puis vide la liste.”

Note:

Il est important de remarquer ici que la description de PR donnée par
Gafni et Bertsekas pose deux problemes majeurs. Tout d’abord, on peut
penser en la lisant que seul les puits peuvent prendre un pas de calcul.
Or le mode de mise a jour des listes tel qu’il est décrit autorise d’autres
neeuds que les puits a prendre des pas de calcul. D’autre part, ce méme
mode de mise a jour des listes suppose implicitement que, dans toute
exécution, tous les noeuds du graphe ont connaissance des directions de
leurs liens incidents dans le graphe initial. Dans un contexte asynchrone,
en effet, si on ne fait pas cette hypothese, il n’est pas possible pour
un puits qui prend son premier pas de calcul de déterminer si ses liens
entrants ont précédemment été renversés ou non. Pour éviter le premier
point, on peut modifier cette description comme suit :

Chaque neud met a jour une liste de ses liens incidents qu’il n’a pas
renversés. A chaque itération, un certain nombre de puits autres
que D prennent un pas de calcul. Chaque puits qui prend un pas de
calcul renverse les directions de ses liens incidents qui apparaissent
dans sa liste, vide la liste puis la met a jour en y placant les liens
qu’il n’a pas renversés. Si la liste est vide, il renverse les directions
de tous ses liens incidents et laisse sa liste vide.

Cette description impose qu'un noeud ne peut mettre a jour sa liste que
lorqu’il est un puits. Cependant, cela ne regle pas le probleme du premier
pas de calcul pris par un nceud. Cette nouvelle description impose en
effet que la liste de chacun des noeuds contienne initialement 1’ensemble
de ses liens entrants, ce qui revient a supposer que tous les noeuds ont
connaissance des directions de leurs liens incidents dans le graphe initial.

Puisque FR impose que tout nceud qui prend un pas de calcul renverse
tous ses liens incidents, on a trivialement que tous les graphes engendrés
par une exécution a partir d'un graphe acyclique sont acycliques. En ce qui
concerne PR, au contraire, une démonstration de cette propriété apparait
extremement compliquée a mener et, a notre connaissance, aucune preuve
directe n’existe. En effet, 'argument donné dans [23] est indirect : Gafni et
Bertsekas ont d’abord démontré que FR et PR étaient des cas particuliers
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d’une solution générale a un probleme fondé sur un ordre, dual de Pp, que
nous appelons Pp,. L’acyclicité des graphes engendrés découle alors de la
propriété d’antisymétrie de tout ordre :

Pr, : Soit G = (V, E) un graphe fini connexe (non-dirigé) contenant un
neeud spécial D. On affecte a chaque nceud v de V' une hauteur h, a
valeurs dans un ensemble A, de facon que :

pour tout v € V', 'ensemble A, est infini dénombrable et non-borné
(il n’a pas d’élément maximal),

pour tous neceuds distincts v et w de V., on a A, N A, = 0,

o A=U,yA, est totalement ordonné par une relation <,

et chaque ensemble A, est équipé d’une opération d’addition qui en
fait un groupe.

En faisant croitre certaines des hauteurs, trouver des hauteurs pour les
nceuds de telle sorte que la hauteur de chaque nceud autre que D n’est
pas plus petite que celles de tous ses voisins.

En d’autres termes, leur approche consiste a plonger le graphe dirigé dans
un ordre total. Un nceud v met a jour une variable, notée h,,, a valeurs dans un
ensemble totalement ordonné (A, <). L’ordre sur les hauteurs détermine les
directions des liens par la regle suivante : si h, > h,,, alors le lien reliant v a w
est dirigé de v vers w. Ainsi, un puits peut étre vu comme un minimum local
au regard des hauteurs, en ce sens que sa hauteur est plus petite que celle de
chacun de ses voisins. Chaque nceud v € V' est supposé accroitre sa hauteur,
quand celle-ci est inférieure a celle de chacun de ses voisins (minimum local),
selon une certaine fonction g,. Sous 'hypothese que chaque noeud peut lire
les hauteurs de tous ses voisins, cela mene naturellement a un algorithme
distribué général ZH (pour Increasing Heights).

Gafni et Bertsekas ont supposé que 'ensemble A était non-borné et ont
placé une condition sur le comportement asymptotique des fonctions g,. Ils
ont démontré que, sous ces conditions, 'algorithme ZH résolvait Py, et par
conséquent Pp - puisqu’on peut toujours interpréter la relation entre deux
hauteurs comme la direction d'un lien. D’autre part, ils ont démontré que le
graphe solution d’une exécution ne dépendait que du graphe initial, et non
de 'ordre dans lequel les processus effectuaient leurs pas de calcul.

Si on suppose l'existence d’identifiants uniques pour les noeuds, alors FR
et PR peuvent étre vus comme des cas particuliers de I'algorithme ZH. En
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effet, FR peut étre implémenté en représentant la hauteur d’un nceud v par
une paire (a, 4,), ol «, est un entier et i, est I'identifiant unique du nceud
v. La relation < est l'ordre lexicographique et les fonctions g, transforment
les minima locaux en maxima locaux. Plus précisément, pour tout nceud v,
on a :

gu(hy) = (max{a,, : w voisin de v} + 1 ; 4,).

De maniere similaire, PR peut étre implémenté en représentant les hauteurs
par des triplets (o, (3,,%,) avec initialement a, = 0 et la fonction g, est
définie comme suit :

gv(hv) = (av; Bv; iv)a

ol @, = min{a,, : w voisin de v} + 1 et

5 = min{ 3, : w voisin de v et @, = a,,} — 1 si un tel w existe,
v B sinon.

Comme nous 'avons expliqué dans la Section 4.1, 'approche de Gafni et
Bertsekas présente de nombreux avantages. Tout d’abord, elle permet d’uni-
fier FR et PR de maniere élégante. Ainsi, la convergence des deux algorithmes
est démontrée dans [23] en ne considérant que des propriétés abstraites des
hauteurs et des fonctions g,. De plus, la structure ordonnée des hauteurs,
c’est-a-dire I'ordre sur I'ensemble A, garantit trivialement I'acyclicité de la
solution. Enfin, en faisant varier les représentations possibles des hauteurs
ainsi que les fonctions, on peut s’attendre a décrire d’autres solutions que les
seules FR et PR.

Cependant, de nombreux inconvénients sont aussi a prendre en compte.
En premier lieu, une initialisation distribuée des hauteurs qui représente les
directions du graphe dirigé d’entrée n’est pas évidente. Dans les cas parti-
culiers des implémentations de FR et PR décrites plus haut, cela revient a
affecter des identités distinctes aux noeuds, et donc a résoudre le probleme
du nommage. Ensuite, la correction de 'approche dépend du fait que les
hauteurs sont a priori non-bornées : étant donnée une implémentation de
TH avec un certain ensemble A, un processus ne peut déterminer a ’avance
une borne supérieure sur les hauteurs qu’il utilisera. Enfin, il apparait que la
flexibilité attendue de I’approche ne fournit en fait pas de solution réellement
différente de FR et PR. A notre connaissance, le seul algorithme différent des
implémentations de FR et PR a été donné par Busch et al. dans [8, 9]. Dans
cet algorithme, les hauteurs sont représentées par des triplets, comme dans
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I'implémentation de PR, mais les premieres composantes ne sont pas sup-
posées égales initialement. Bien que différentes de celles de I'implémentation
de PR, les exécutions de cet algorithme s’averent en fait étre équivalentes a
ces dernieres apres une phase préliminaire tendant a uniformiser les premieres
composantes des hauteurs. Il apparait donc que la démarche adoptée par
Gafni et Bertsekas [23] utilise un formalisme puissant sans réellement exploi-
ter son expressivité. De plus, elle ne donne pas de nouveaux éclaircissements
sur la nature profonde de Pp ni sur la complexité des algorithmes de graphes
FR et PR.

4.3 L’algorithme LR

Dans cette section, nous présentons un algorithme distribué sur des graphes,
que nous appelons LR, qui couvre a la fois FR et PR. Afin d’expliquer notre
approche basée sur des graphes, étudions plus attentivement les propriétés
des listes utilisées dans PR. Au vu de la remarque faite sur la description
donnée par Gafni et Bertsekas dans [23], nous considérons la description al-
ternative que nous avons proposée. On peut observer que, pour toute paire
de voisins v et w, le lien reliant v et w est dans la liste de w, notée w.liste,
seulement si w ne I’a pas renversé lors de son dernier pas de calcul, et donc
s’il est dirigé de v vers w. Ainsi, on ne peut avoir v € w.list et w € v.list
simultanément. Par conséquent, pour chaque lien dirigé de v vers w, il existe
seulement deux cas de figure possibles : soit (v, w) ¢ w.list et (v, w) ¢ v.list,
ou bien (v, w) € w.list et (v,w) & v.list. Notre idée est de coder ces deux cas
avec des étiquettes 0 et 1 sur le lien de v vers w, respectivement. Nous pro-
posons ainsi un algorithme qui s’exécute sur des graphes dirigés munis d’'un
étiquetage binaire sur les liens, contrairement a ZH qui affecte des hauteurs
non-bornées aux neuds.

Plus généralement, soit u : E — {0, 1} un étiquetage binaire des liens
p(e) =1, on dit que e est marqué; sinon e est dit non-marqué. Dans toute la
suite, 'exposant “1” est utilisé pour représenter les graphes dirigés lorsqu’ils
sont munis d'un étiquetage binaire des liens.

Pour chaque sommet v, soit In, et Out, les ensembles des liens entrants
et sortants de v, respectivement. A l'intérieur de In,, on distingue le sous-
ensemble des liens entrants marqués In! et celui des liens entrants non-
marqués In. L’algorithme £R peut alors étre décrit par les deux regles de
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Fi1G. 4.1 — Un exemple d’exécution de LR différente de toute exécution de
TH.

transition exécutées par tout puits v différent de D :

LR1 : Si Ind # 0, alors v renverse les directions de tous les liens de In? et
les marque ; de plus v démarque tous les liens de Inl.

LR2 : Sinon (c’est-a-dire si Ind = 0)), v renverse les directions de tous ses
liens incidents et les étiquettes restent inchangées.

On remarque que, si toutes les étiquettes sont initialement égales a 1,
alors les liens restent marqués tout au long de I'exécution, et seule la regle
LR2 est exécutée. Ainsi, notre algorithme LR correspond a FR d’un point de
vue opérationnel. D'un autre coté, si toutes les étiquettes sont initialement
égales a 0, la discussion précédente concernant les exécutions de PR, com-
binée avec I'hypothese que la liste de tout noeud contient initialement tous
ses liens entrants, indique que LR s’exécute identiquement a PR. Comme
avec la formalisation de Gafni et Bertsekas [23], notre approche unifie donc
FR et PR : dans [23], on obtient différentes implémentations en faisant varier
lordre total (A, <) et les fonctions g,, tandis que notre unification consiste
seulement a faire varier les étiquetages initiaux.

Remarque : Une autre maniere d’unifier F'R et PR consiste considérer
des graphes dirigés, aux liens e desquels on affecte des étiquettes u(e) a
valeurs dans {0,...,k}, & > 0, et sur lesquels s’exécute ’algorithme dans
lequel tout puits exécute finalement la regle de transition atomique suivante :

1. Si u(e) = k pour tout lien incident e, alors renverser tous les liens.
Sinon, renverser les liens e tels que p(e) = 0.

2. Pour tout lien e, p(e) == p(e) +1 mod (k+1).
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Fic. 4.2 — Une exécution de LR2 est équivalente a deux exécutions
consécutives de LR1.

L’algorithme FR peut ainsi étre implémenté par cet algorithme exécuté sur
des graphes muni d’un étiquetage unaire p : £ — {0}. En effet, tous les liens
d’un puits ont pour étiquette 0. Lorsque ce puits prend un pas de calcul, ils
les renverse tous et leur affecte 1'étiquette 1 mod (1) = 0. On retrouve donc
LR2 dans ce cas. De la méme maniere, PR peut étre implémenté par cet algo-
rithme pour k£ = 1, exécuté sur des graphes dont tous les liens ont 1’étiquette
0 initialement. En effet, notre regle est alors équivalente a (LR1;LR2).

On utilisera dans la suite la premiere approche, qui consiste a considérer
des graphes munis d’un étiquetage binaire et a faire varier les étiquetages ini-
tiaux. Il est intéressant de remarquer que cette approche permet aussi d’ex-
primer plus d’implémentations que ZH, comme le montre ’exemple donné
en Figure 4.1. L’algorithme LR converge vers un graphe D-orienté apres un
unique renversement effectué par le nceud w. Il est évident que cette exécution
ne peut correspondre a aucune implémentation de ZH puisque le graphe
D-orienté final contient un cycle. Ainsi, malgré 'utilisation d’une structure
combinatoire plus complexe et de regles de transition plus élaborées, il ap-
parait que 'algorithme ZH n’est pas plus expressif que LR.

Si on étudie attentivement les deux regles LR1 et LR2, on s’apercoit que
toute exécution de LR2 est en fait équivalente a ’exécution atomique de deux
transitions LR1 consécutives, comme le montre la Figure 4.2. Si on prend le
parti de casser I'atomicité de LR2, il est donc possible de donner une autre
description de notre algorithme, qui consiste en une unique regle de transition
T exécutée par les puits :

T : Renverser les directions de tous les liens de In? et les marquer ; démarquer
tous les liens de In.
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Bien qu’identique a LR1, nous préférons la nommer T car, comme le
montre la Figure 4.2, certaines exécutions de cette regle ne donnent pas lieu
au renversement effectif d'un ou plusieurs liens. On peut d’ailleurs penser
que c’est pour cette derniere raison que Gafni et Bertsekas ont décrit FR et
PR de la sorte : pour assurer que tout pas de calcul pris par un puits modifie
la topologie du graphe.

4.3.1 Convergence et insensibilité au délai

Nous ne considérons ici que des exécutions de LR dans lesquelles seule
la regle de transition T est exécutée. Nous prouvons que LR converge, c’est-
a-dire que toute exécution a partir d'un graphe dirigé étiqueté connexe est
finie. D’autre part, comme nous ’avons précisé plus haut, nous considérons
des exécutions asynchrones de cet algorithme, dans lesquelles un puits est
simplement contraint d’effectuer finalement un pas de calcul. Ainsi, a partir
qui dépendent de 'ordonnanceur. Nous montrerons aussi que ’algorithme
est insensible au délai, en ce sens que le graphe final d’une exécution - ce
graphe existe puisque l'exécution est finie - ne dépend que du graphe initial
et non de 'ordonnanceur. Il faut remarquer que, par définition de la regle
T régissant les exécutions de LR, ce graphe final ne comporte aucun puits,
excepté D.

Théoreme 4.3.1 Soit Gg un graphe dirigé dont les liens sont étiquetés bi-
nairement. Dans toute exécution de LR a partir de Gg, chaque neeud prend
un nombre fini de pas de calcul.

Démonstration: Considérons une exécution de LR, et un nceud v différent
de D. Soit T;(v) le i-itme pas de calcul du neeud v dans cette exécution. La
preuve est décomposée en les deux lemmes suivants :

Lemme 4.3.2 Si v est un voisin de D, alors v effectue au plus deux pas de
calcul.

Démonstration: La regle T assure qu’apres au plus deux pas de calcul
effectués par v, le lien entre v et D est orienté de v vers D. Puisque D ne
prend aucun pas de calcul, v n’est plus jamais un puits, et donc ne prend
plus de pas de calcul. O
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Lemme 4.3.3 Pour tout neud v différent de D, tout neud w # D voisin
de v prend au moins un pas de calcul entre T;(v) et T;1o(v).

Démonstration: Soit v # D et w # D un voisin de v. Il y a deux cas a
considérer selon 1'étiquette du lien e reliant v et w juste avant 7;(v).

1. Si e est marqué, alors v le démarque sans le renverser a T;(v), puis
le renverse et le marque a T;,1(v). Le nceud v doit attendre d’étre de
nouveau un puits pour prendre un pas de calcul. En particulier, il doit
attendre que e soit renversé. Comme les noeuds ne renversent que leurs
liens incidents, w doit prendre au moins un pas de calcul avant T; 5(v).

2. Si e est non-marqué, alors v le renverse et le marque a 7;(v). Le méme
argument, que celui qui est utilisé dans le cas précédent montre que w
doit nécessairement prendre au moins un pas de calcul entre Tj(v) et

Tita(v).
O

Nous raisonnons par contradiction et supposons qu’il existe un nceud v
qui prend une infinité de pas de calcul au cours d’une exécution de LR.
Puisque le graphe d’entrée est connexe, il existe une chaine reliant v a D. Le
Lemme 4.3.3 implique alors que tous les nceuds de cette chaine prennent une
infinité de pas de calcul, ce qui contredit le Lemme 4.3.2 O

En ce qui concerne 'insensibilité au délai, le résultat est une conséquence
directe du lemme de commutativité suivant :

Lemme 4.3.4 Soient v et w deuz puits distincts de GT. Soit GI et G les
graphes obtenus, a partir de GT, par Uezécution d’un pas de calcul par v et
par w, respectivement.

Alors v est un puits dans G et w est un puits dans GI. De plus, les
graphes G . et GI  obtenus & partir de GI, par lexécution d’un pas de

calcul par v et a partir de G, par lexécution d’un pas de calcul par w, res-
pectivement, sont identiques.

Démonstration: Puisque v et w sont des puits distincts de G, ils ne sont
pas voisins. Puisque, de plus, un puits ne peut modifier que les directions de
ses liens incidents, on en déduit que v est un puits dans G, et que w est un
puits dans G7.
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D’autre part, pour les mémes raisons, les étiquettes et les directions des
liens incidents & v sont identiques dans GT et dans GJ . Par conséquent, les
étiquettes et les directions des liens incidents & v sont identiques dans G,
et dans G . Enfin, puisquun pas de calcul de w n’affecte que ses liens
incidents, on en conclut que les directions et les étiquettes des liens incidents
a v sont identiques dans G et dans G . On montre de la méme maniere
que les directions et les étiquettes des liens incidents a w sont identiques dans

G1 . et dans G, ce qui nous permet de conclure que les graphes G} , et
G1 ., sont identiques. O

On peut donc énoncer le théoreme suivant :

Théoreme 4.3.5 Soit Gg un graphe dirigé dont les liens sont étiquetés bi-
nairement. Les graphes finaux de toutes les exécutions de LR a partir de GE
ne dépendent que de Gg et sont, par conséquent, identiques.

4.3.2 La question de ’acyclicité

Nous venons de montrer que toute exécution de LR a partir d’un graphe
dirigé connexe fini, acyclique ou non, converge, c’est-a-dire produit en un
nombre fini d’itérations un graphe ne contenant pas d’autre puits que D. Ce-
pendant, “combattre les puits” ne représente qu'une partie de la solution re-
quise. Il reste donc a étudier dans quelle mesure 'acyclicité de la solution peut
étre garantie par LR. Pour cela, notre stratégie consiste a réduire certaines
propriétés de I'algorithme a des invariants du graphe, ou plus précisément a
certains de ses sous-graphes comme les circuits.

Pour commencer, nous introduisons quelques notations supplémentaires.
Puisqu’aucune confusion ne peut survenir, on note v.G' le graphe obtenu
apres que le nceud v (et seulement v) a pris un pas de calcul de LR. On note
que v.GT a le méme graphe non-dirigé sous-jacent (appelé support) que GT.
Pour tout circuit C't de G, on note v.CT le circuit correspondant de v.Gt
apres le pas de calcul de v.

Pour chaque circuit CT, on fixe une orientation arbitraire de son support
- qui en fait un cycle - et on considere les nombres de liens marqués de CT qui
sont orientés selon cette orientation, et contre elle. Ces deux nombres sont
notés [*(C) et r1(CT), respectivement. Soit s°(CT) le nombre de nceuds de
CT qui ont deux liens entrants distincts non-marqués, par rapport a CT. On
définit alors deux mesures A et p :
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Cas 1 Cas?2

Cas 3

F1G. 4.3 — Influence d’un pas de calcul sur un circuit.

MCH =1 +s°(CT) et p(Ch) =r1(CT) + s2(CT).

Proposition 4.3.6 Soit CT un circuit de GT. Pour tout neud v, on a
Mv.CT) = XCT) et p(v.CT) = p(CH).

Démonstration: Si v n’est pas un noeud de CT, alors le pas de calcul ef-
fectué par v ne modifie pas CT, c’est-a-dire v.CT = C1, et le résultat suit
immédiatement. Sinon, v est un puits de CT et il y a trois cas a considérer,
illustrés par la Figure 4.3, qui dépendent des étiquettes des liens de CT inci-
dents a v.

1. Aucun des deux liens n’est marqué. Alors v les renverse et les marque
tous les deux. Ainsi

Fw.CH=1MCH+1, v =rY(C+1, (v.C") =s"CT) 1.

2. Les deux liens sont marqués. Alors v les démarque tous les deux, les
directions restant inchangées. Ainsi

Mo.ch=1"CH -1, r'(w.ch=r'(C"H—-1, °w.C" =s"(C"+1.
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3. Un seul des deux liens est marqué. Le noeud v démarque donc celui-ci
alors qu’il renverse et marque 'autre. On a donc

Mo.chy =11Ch, r@w.ch=ri(Ch), s°v.CT)=s%CT.

Proposition 4.3.7 Si CT est un circuit tel que
A(CT - p(CT) >0, (4.1)
alors CT n’est pas un cycle.

Démonstration: On note que si CT est un cycle, alors s°(CT) = 0. De plus,
[1(CT) =0 our'(CT) = 0. 1l sensuit donc que la condition (4.1) est suffisante
pour garantir que C'T n’est pas un cycle. O

A partir des Propositions 4.3.6 et 4.3.7, on déduit immédiatement le
résultat d’acyclicité suivant :

Théoreme 4.3.8 Si le graphe d’entrée G est équipé d’un étiquetage initial
tel que tout circuit du graphe dirigé etiqueté correspondant Gg satisfait la
condition (4.1), alors tous les graphes dirigés engendrés par toute exécution
de LR sont acycliques.

En combinant les Théoremes 4.3.1, 4.3.5 et 4.3.8, on obtient le corollaire
suivant :

Corollaire 4.3.9 Soit Gy un graphe dirigé connexe. Si Gy est muni d’un

étiquetage initial tel que tout circuit du graphe dirigé étiqueté correspondant
G} satisfait (4.1), alors LR résout Pp pour Gy.

Si on considere un graphe acyclique G, la politique d’étiquetage, qui
consiste a ce que, pour chaque nceud v de G, tous les liens entrants de v
soient étiquetés de maniere uniforme, garantit que tout circuit CT du graphe
étiqueté induit G satisfait la condition (4.1). Pour nous en convaincre, sup-
posons qu’il existe un circuit C' dans . Puisque G est acyclique, il existe
un noeud v de C' qui a deux liens entrants par rapport a C'. Si on affecte
a ces deux liens I'étiquette 0, on a s°(CT) > 0 et donc A\(CT) - p(CT) > 0.
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Si, au contraire, on affecte & ces deux liens I'étiquette 1, on a [}(CT) > 0 et
r1(CT) > 0, et ainsi A\(CT) - p(CT) > 0.

Considérons la description de LR faisant intervenir les regles LR1 et LR2.
On rappelle que toute exécution de cet algorithme & partir d’'un graphe G7
dont tous les liens sont marqués (cet étiquetage est en accord avec la politique
que nous venons d’introduire) est identique a une exécution de FR a partir
du support dirigé non-étiqueté de GT. De la méme maniere, les exécutions de
LR a partir de graphes dont tous les liens sont non-marqués (étiquetage lui
aussi conforme a notre politique) sont identiques aux exécutions de PR. Cette
derniére remarque fournit donc une preuve directe du fait qu'une exécution
de PR a partir d’un graphe acyclique n’engendre que des graphes acycliques.

4.4 Complexité

Nous analysons dans cette section la complexité de I'algorithme £LR. Nous
nous attacherons tout d’abord a déterminer, pour toute exécution de LR et
pour tout nceud du graphe initial, le nombre de pas de calcul pris par ce noeud
dans cette exécution, puis le nombre de renversements qu’il effectue. Dans
un deuxieme temps, nous nous intéresserons au nombre de rounds nécessaires
a la convergence d’une exécution compléte de LR - dans laquelle, a chaque
round, tous les puits prennent un pas de calcul - a partir d'un graphe dont
tous les liens sont marqués. Nous donnerons une formule exacte pour le cas
des chaines et en déduirons une borne inférieure pour le cas général. Nous
appliquerons ensuite ces résultats aux cas particuliers de FR et PR. Nous
terminerons par une comparaison de nos résultats avec ceux de Busch et
al. [8, 9.

4.4.1 Complexité en travail

On définit la complexité en travail d’un neud dans une exécution comme
le nombre de pas de calcul effectués par ce noeud, et la complezité en travail
globale d’une exécution comme la somme des complexités en travail de tous
les nceuds. Par les résultats montrés dans la section précédente, il apparait
que la complexité en travail d'un nceud donné dans une exécution ne dépend
que du graphe initial, et donc qu’il en est de méme pour la complexité en
travail globale de cette exécution,.

Nous étendons tout d’abord les notions définies pour les circuits dans la
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FIG. 4.4 — Res(CT) = 1.

sous-section 4.3.2 aux chaines. Puisque le graphe d’entrée est connexe et que
LR préserve la connexité, il existe, pour tout noeud v, une chaine reliant
v et D avec un support stable durant toute exécution de LR. L’énoncé du
probleme d’orientation vers la destination induit naturellement une orien-
tation d’une telle chaine de v vers D; on parlera de D-chaine depuis v. Si
chaque lien d'une D-chaine est dirigé vers D, alors la D-chaine est appelée
un D-chemin. On notera C(v, GT) Pensemble des D-chaines depuis v avec les
directions et les étiquettes héritées de GT.

Pour toute D-chaine CT, nous définissons le résidu de CT, noté Res(C'T),
comme étant égal a 1 si le premier lien (selon 'orientation naturelle vers
D) de CT est non-marqué et dirigé contre Porientation (cf. Figure 4.4), ou
a 0 sinon. Comme pour les circuits, nous considérons les deux quantités
MCOT) = 1HCH) +8%(CT) et p(CT) = r1(CT) +5°(CT), et nous définissons deux
quantités supplémentaires :

S(CTHYy = XCT) = p(CT) et 4(CT) = MNCT) + p(CT) + Res(CT).

A partir de ces définitions, nous déduisons trivialement la proposition
suivante :

Proposition 4.4.1 Pour toute D-chaine CT, on a 6(CT) < +(CT). De plus,
si CT est un D-chemin, alors §(C') = ~v(CT).

qui nous conduit naturellement a considérer la quantité positive :
w(CT) =~4(C") = 6(CT) =2 p(CT) + Res(CT).

Nous étudions & présent I'évolution respective de §(CT) et v(CT) au cours
d’une exécution de LR.

Proposition 4.4.2 Pour tous neuds v et w et toute D-chaine CT depuis w,
on av(v.CT) = ~(CT).
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Démonstration: Puisque v prend un pas de calcul, v est un puits. On dis-
tingue trois cas :

1. Le noeud v n’appartient pas & CT. Puisque le pas de calcul de v n’af-
fecte que ses liens incidents, on a v.C'T = CT. Par conséquent v(v.CT) =

Y(CT).

2. Le noeud v appartient & CT et v # w. La méme preuve que celle de
la Proposition 4.3.6 montre que, dans ce cas, A\(v.CT) = A(CT) et
p(v.CT) = p(CT). 1l reste & démontrer que Res(v.CT) = Res(CT). Si
v n’est pas un voisin de w, alors le résultat suit directement du fait
que, dans une exécution de LR, un nceud ne peut changer les direc-
tions que de ses liens incidents. Sinon, puisque v est un puits, le lien
e reliant w A v est dirigé vers v, et donc Res(C') = 0. De plus, se-
lon I'étiquette de e dans CT, le lien e est, dans v.CT, soit dirigé vers v
et non-marqué, soit dirigé vers w et marqué. Dans les deux cas, on a
Res(v.C") = 0 et donc Res(v.CT) = Res(CT), comme souhaité.

3. Le noeud v appartient a CT et v = w. Soit e le premier lien de CT. I y
a deux cas a considérer, selon I’étiquette de e dans CT :

(a) Si e est marqué dans CT, alors v le démarque sans le renverser.
Dans ce cas, Res(v.CT) = Res(CT) + 1. De plus, on a :

Lo.Ch) = 11(C), ri(u.ch) =r(Ch) =1, Lw.CT)=s(Ch.

(b) Si e est non-marqué dans CT, alors v le renverse et le marque. Il
s’ensuit que

Res(v.C") = Res(CT)—1, I*(v.CT) = *(CT)+1, r(v.CT) =r'(CH).
Puisque e est marqué dans v.CT, son renversement ne modifie pas

la quantité s°, c’est-a-dire s°(v.CT) = s°(CT).

Dans les deux cas, nous concluons v(v.CT) = ~(CT).
O

Ainsi v(C1) est invariant dans toute exécution de £R. Etudions mainte-
nant le comportement de §(CT).
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Proposition 4.4.3 Pour tous neuds v et w et toute D-chaine CT depuis w,
on a 6(v.CT) = §(CT) siv+#w, et §(v.CT) = §(CT) + 1 sinon.
Démonstration: On distingue trois cas :

1. Si v n’appartient pas & CT, ce qui implique v # w, alors v.CT = CT.
Par conséquent, on a bien §(v.CT) = §(CT).

2. Si v appartient & CT et v # w, alors les Propositions 4.3.6 et 4.4.2
assurent A(v.CT) = A(CT) et p(v.CT) = p(CT). Ainsi, 6(v.CT) = §(CT).

3. Siv = w, on distingue deux cas selon 1'étiquette du lien e de CT incident
av:
(a) Si e est marqué, la Proposition 4.4.2 assure
Mo.CH =11Ch), r(v.CT) =rY(CT) —1,

ce qui implique §(v.CT) = §(CT) + 1.

(b) Si e est non-marqué, alors par cette méme proposition on a
Mo.CH =1MCH +1, r'(v.CT") =rY(Ch),

ce qui implique §(v.CT) = §(CT) + 1.

O

On remarque ici que, pour tout noeud w et pour toute D-chaine CT depuis
w, la valeur de §(CT) ne peut étre modifiée que lors d'un pas de calcul effectué
par w. On en déduit que cette évolution de §(CT) ne dépend pas du nombre
de puits différents de w qui effectuent un pas de calcul simultanément. La
Proposition 4.4.3 peut ainsi étre étendue au cas ou plusieurs puits effectuent
des pas de calcul simultanément. On pourra par conséquent étre amenés a

considérer dans la suite la notation S.GT, ou S est un sous-ensemble de puits
de GT.

Proposition 4.4.4 Pour tout neeud w, pour toute D-chaine CT depuis w, et
pour tout ensemble de puits S, on a §(S.CT) = §(CT) siw ¢ S, et 6(v.CT) =
5(CT) + 1 sinon.
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Nous sommes a présent en mesure de déterminer le nombre exact de
pas de calcul effectués par chacun des noeuds au cours de toute exécution
maximale de LR - qui a atteint un graphe D-orienté - a partir d'un graphe
dirigé étiqueté dont les circuits satisfont tous la condition (4.1). Pour ce
faire, nous avons besoin d'une nouvelle définition. Pour chaque noeud v, nous
considérons ’ensemble des D-chaines depuis v et définissons la quantité :

wv,G) = min (w(Ch).
(v, G7) CTGC(U,GT)( (@)

Comme conséquence immédiate des Propositions 4.4.2 et 4.4.3, nous déduisons
le lemme suivant :

Lemme 4.4.5 Les D-chaines qui réalisent le minimum des w(CT) sont les
memes tout au long de l’exécution.

Soit G} un graphe dirigé dont tous les circuits vérifient la condition (4.1).
On fixe une exécution arbitraire de I'algorithme £R & partir de G et on note

Gl,... Gl

la suite de graphes dirigés étiquetés connexes engendrés au cours de I'exécution.
Par le Corollaire 4.3.9, cette suite est finie et, puisque Gg est acyclique, le
dernier graphe, noté GL, est D-orienté.

Théoréme 4.4.6 Dans toute exécution de LR d partir de Gl dont tous les
circuits satisfont la condition (4.1), pour tout neud v de G(T) différent de D,
la. complexité en travail de v est égale d w(v, Gl).

Démonstration: Soit v # D un nceud de GJ. Considérons la suite finie
d’entiers positifs
w(v, Gg), w(v, GI), o w(v, GL),

et la sous-suite

w(v, G, w(v, GL), oo w(v, GIM)

obtenue en ne considérant que les indices ¢ > 1 tels que v prend un pas de
calcul dans G|,

Par le Lemme 4.4.5 et les Propositions 4.4.2 et 4.4.4, il s’ensuit que la
premiere est décroissante, et que la seconde est strictement décroissante.
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Plus précisément, on déduit des Propositions 4.4.2 et 4.4.4 que cette derniere
décroit régulierement de 1 a chaque étape.

Puisque tous les circuits de Gf satisfont la condition (4.1), le Corol-
laire 4.3.9 implique que GL est D-orienté. La Proposition 4.4.1 assure alors
que w(v, iju) — w(v,GL) = 0. On en conclut finalement que la sous-suite

w(v, Gg), w(v, GZTI), o w(v, lev)

décroit par pas de 1 depuis w(v, Gg) jusqu’a 0, ce qui nous permet de déduire
la complexité en travail de v dans cette exécution. O

Pas de calcul et renversements

On se propose d’utiliser le résultat du Théoreme 4.4.6 pour déterminer
le nombre de pas de calcul effectués par chacun des noeuds desquels résulte
le renversement d’un lien dans une exécution de LR ou seule la regle T est
exécutée. On note que I'exécution de la regle T ne modifie pas la direction des
liens incidents a un puits dans un seul cas, quand tous les liens incidents a ce
puits sont marqués. Cette observation nous conduit a partitionner I’ensemble
des nceuds de V' en trois sous-ensembles : S°(GT) est 'ensemble des puits dont
tous les liens entrants sont non-marqués, N'(GT) est 'ensemble des nceuds
n’ayant aucun lien entrant non-marqué et O(GT) regroupe tous les autres
neeuds. La proposition suivante montre comment évolue ce partitionnement
au cours d’une exécution de LTR.

Proposition 4.4.7 Siv est un puits de G alors
S%(v.G") =S (GN\ {v} U (N’(GT) N {v}),
N(w.G") = N(GH\ {v} U (SO(GT) N {v}),
O(v.G") = O(G").

Démonstration: Soit v un puits de G, qui prend un pas de calcul. Soit, de
plus, w un voisin de v et z un neeud différent de v et n’appartenant pas a son
voisinage. La Figure 4.5 montre comment v migre d'un ensemble a 'autre
lors d'un pas de calcul.

1. Si v appartient & O(GT), alors v a au moins un lien non-marqué et au
moins un lien marqué dans G'. La régle T assure que v a au moins un
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lien entrant non-marqué et un lien sortant dans v.GT. On en conclut
que v appartient & O(v.GT).

2. Si v appartient & A'(GT), alors tous les liens incidents & v sont marqués
dans GT. Il démarque donc tous ses liens entrants sans les renverser.
Ainsi, dans v.GT, tous les liens de v sont entrants et non-marqués. Par
conséquent v € S%(v.GT).

3. Si v appartient & S°(GT), alors tous les liens incidents & v sont marqués
dans GT. La regle T impose que v les renverse et les marque tous. Ainsi,
v n’a aucun lien entrant non-marqué dans v.GT et donc v € N (v.GT).

Considérons a présent w. Soit e le lien reliant v et w. Puisque v est un
puits dans G, w n’appartient pas & S°(GT). On distingue deux cas :

1. Sw € N(GT) alors w n’a aucun lien entrant non-marqué dans G'. Dans
v.GT, le lien e est soit dirigé de v vers w et marqué, soit dirigé de w
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vers v et non-marqué. Puisque les autres liens incidents a w ne sont pas
modifiés par le pas de calcul de v, on en conclut que w n’a aucun lien
entrant non-marqué dans v.G', et donc que w € N (v.GT).

2. Siw € O(GY), alors, puisque e est dirigé vers v dans GT, le nceud w a un
lien e’ entrant non-marqué dans G'. Comme dans le cas précédent, dans
v.GT, le lien e est, soit dirigé de v vers w et marqué, soit dirigé de w vers
v et non-marqué. Puisque ¢’ n’est pas modifié par le pas de calcul de v,
on en déduit que dans v.GT, le nceud w a, soit un lien entrant marqué et
un lien entrant non-marqué, soit un lien entrant non-marqué et un lien
sortant. Dans les deux cas, illustrés par la Figure 4.6, on a w € O(v.GT).

Pour terminer, on remarque que les liens incidents a z ne sont pas modifiés
par le pas de calcul de v, et donc que z appartient au méme ensemble dans
G et dans v.GT. O

On voit ainsi que si v € O, alors un de ses pas de calcul ne modifie pas
les ensembles S, N et O et que, si ce n’est pas le cas, v migre de SY vers
N ou de N vers 8Y & chaque pas de calcul qu’il effectue. Enfin, comme on
I’a remarqué plus haut, les seuls pas de calcul qui n’ont pas pour résultat
le renversement d’un ou plusieurs liens sont ceux qui sont effectués pas des
nceuds dans N. Ces deux observations nous indiquent donc que, dans toute
exécution de LR a partir d'un graphe Gg, pour tout nceud v appartenant a
SO(GY) ou N(G}), seul un pas de calcul sur deux effectué par v dans cette
exécution a pour effet de renverser les liens incidents a v.

Comme dans la sous-section précédente, on remarque que I’énoncé de la
Proposition 4.4.7 peut étre étendu au cas ou plusieurs nceuds effectuent un
renversement simultanément. D’autre part, le résultat enoncé par le Lemme 4.4.5
est toujours valable. Par conséquent, on peut réénoncer le Théoreme 4.4.6 de
la maniere suivante :

Théoréme 4.4.8 Dans toute exécution de LR & partir de Gl dont tous les
circuits satisfont la condition (4.1), le nombre de renversements effectués
par tout neud v est w(v,GY) /2 4+ 1/2, w(v, GH)/2 ou w(v,GY) selon que v
appartient ¢ S(GY), a N'(v.G)) ou a O(G)), respectivement.

Démonstration: Soit v un nceud de V. On distingue trois cas :
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1. Si v appartient & O(G}), la Proposition 4.4.7 assure que v € O(G})
pour tout indice ¢, 0 < ¢ < k. La regle T assure alors que v renverse au
moins un de ses liens entrants a chaque pas de calcul qu’il effectue. Par
conséquent, le nombre de renversements effectués par v est bien égal a
w(v, G(T]), qui est égal au nombre de pas de calcul effectués par v dans
cette exécution.

2. Si v appartient a N(Gg), la Proposition 4.4.7 implique, d’une part,
v e N(G)) U S(G pour tout indice i, 0 < i < k, et, d’autre part,
que v migre de S° vers A ou de N vers S° lors de chacun de ses pas
de calcul, et donc, comme on 'a remarqué plus haut, que v n’effec-
tue un renversement qu’au cours d’un pas de calcul sur deux. Enfin,
puisque v appartient & N'(G}), pour toute D-chaine C depuis v, on a
Res(C}) = 0, ce qui implique w(C}) = 2p(Cl) et donc que le nombre
de pas de calcul effectués par v est pair. On en conclut que le nombre
de renversements effectué par v est égal & w(v, GJ)/2.

3. Siwv appartient a & (Gg), il n’effectue un renversement qu’au cours d'un
pas de calcul sur deux. Contrairement au cas précédent, pour toute
D-chaine CJ depuis v, on a ici Res(C) =1, ce qui implique w(C}}) =
2p(C’g) + 1 et donc que le nombre de pas de calcul effectués par v est
impair. Puisqu’enfin la regle T assure que v effectue un renversement
lors de son premier pas de calcul, on en conclut que le nombre de

renversements effectués par v est égal & 14 (w(v, G}) —1)/2, ou encore
w(v,Gl)/2+1/2.

O

Afin de mieux comprendre LR, nous discutons ici 'influence que peut
avoir I’étiquetage initial sur le nombre de renversements effectués. Pour cela,
nous considérons a nouveau la politique d’étiquetage, introduite précédemment,
qui consiste a ce que chacun des nceuds du graphe étiquette ses liens entrants
de maniere uniforme. Pour un nceud v donné, on note g, (1, € {0,1}) cet
étiquetage initial uniforme des liens entrants. Notons que si v et w sont
deux nceuds distincts, cette stratégie autorise p, = 0 et p,, = 1, et donc
un étiquetage globalement non-uniforme du graphe. Comme nous l’avons
montré, cette stratégie assure que tous les circuits d'un graphe dirigé acy-
clique vérifient la condition (4.1), suffisante pour notre solution. Etudions
dans quelle mesure, pour un noeud u, le choix de y, influence le nombre de
pas de calcul effectués par u et les autres noeuds au cours d’une exécution de
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LR. On considere C', une D-chaine depuis v, v # u, telle que u appartient
a C. On note CT0 et CT1 les chaines de support dirigé C' telles que les liens
entrants de u sont étiquetés uniformément avec des 0 et des 1, respectivement.

Considérons tout d’abord le cas dans lequel au moins I'un des liens de C'
incidents a u est sortant (v n’est pas un puits relativement a C'). On a alors

MCh)y =14 Ch) +1

ou bien

MOy =1H(CT) + 1.

Si on se place dans le deuxieme cas, illustré en Figure 4.7, on a
7(C1) =6(CM) > 4(CT) — 5(CT).

Ainsi, la préférence de u, = 1 par rapport a u, = 0 accroit possiblement la
complexité en travail de v (et par suite le nombre de renversements que ce
dernier effectue). Sans connaissance globale de la topologie du graphe, le seul
moyen de prévenir ce cas de figure consiste a choisir p, = 0, ce qui implique
que u appartient & O(GT) et donc que le nombre de renversements effectués
par u est multiplié par a peu pres un facteur 2 par rapport au cas pu, = 1,
dans lequel v € N(G™). Ainsi, un choix “altruiste” des étiquettes de u (qui
diminue potentiellement le travail des autres noeuds) accroit le travail de w.
Au contraire, 'approche égoiste qui consiste a privilégier la minimisation du
travail de u (et donc a choisir p, = 1) pourrait avoir comme conséquence
d’augmenter le travail des autres nceuds.
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Considérons a présent le cas ou les deux liens de C incidents a u sont
entrants (u est un puits relativement a C'). Comme le montre la Figure 4.8,
on a

s2(C10) = s°(CT) + 1 et

rH (1) = rH(CT0) + 1.

Comme les étiquettes des liens entrants de uw n’ont pas d’influence sur les
valeurs Res(C1) et Res(C'), on en déduit que

1(C) = 8(CT) = 5(CP) = 5(CM).

Par conséquent, le travail de v ne dépend pas du choix de f,.

Dans le cas particulier ou u est un puits de G, selon le choix de i, on a u
dans AV (G™), ou alors u appartient a S°(G™) (cf. Figure 4.9). La discussion
concernant le nombre de renversements effectués par des noeuds initialement
dans S° ou N assure que le choix de p, dans ce cas n’a pas d’influence
sur le nombre de renversements effectués par u. De plus, on a vu dans le
paragraphe précédent que les deux choix possibles pour p, conduisent a la
méme complexité en travail des autres noeuds. Ainsi, dans le cas particulier
d’un puits initial u, le choix de p, n’a d’influence sur la complexité en travail
d’aucun noeud du graphe.

Lorsqu’on essaie de déterminer un étiquetage initial, la seule connaissance
locale accessible par un nceud u est de savoir s’il est un puits ou non. Si c’est
le cas, nous avons vu que le choix de y, n’a pas d’influence sur la complexité
en travail globale. Sinon, il n’est pas possible de décider lequel des deux
choix aura pour effet de diminuer le travail global en se fondant uniquement
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sur la connaissance locale accessible par les nceuds. On en conclut que la
minimisation de la complexité en travail globale nécessite une connaissance
globale du graphe, et donc ne peut étre aisément obtenue par une solution
distribuée.

4.4.2 Complexité en temps : résultat partiel

Jusqu’ici, nous nous sommes concentré sur 'analyse de la complexité en
travail de notre algorithme, et avons déterminé des formules exactes pour le
nombre de pas de calcul et de renversements opérés par chacun des noceuds
dans une exécution. Un autre sujet naturel d’étude est la complexité en temps
qui peut étre définie comme le nombre de rounds nécessaires a la convergence,
au cours desquels plusieurs puits sont susceptibles d’effectuer un pas de calcul
simultanément. On note que la complexité en travail globale correspond a la
complexité en temps d’'une exécution séquentielle, au cours de laquelle un
seul puits prend un pas de calcul a chaque round.

Une question plus intéressante est de déterminer combien de rounds sont
nécessaires pour qu’une exécution compléte converge - on rappelle qu’a chaque
round d’une exécution complete tous les puits prennent un pas de calcul.
Notre approche nous a permis de déterminer une formule exacte pour la
complexité en temps de LR sur une chaine dont tous les liens sont marqués.
Nous avons, pour cela, exhibé une fonction qui prend en argument une chaine
dirigée dont tous les liens sont marqués et dont la valeur, toujours positive,
décroit de 1 un round sur deux jusqu’a étre égale a 1 avant le dernier round.
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A Taide de cette formule, nous avons déduit une borne inférieure sur la com-
plexité en temps de toute exécution de LR sur des graphes dont tous les liens
sont initialement marqués.

Le cas des chaines uniformément marquées

Soit C’g une chaine dirigée dont tous les liens sont initialement marqués,
et soit
CS’CL... ’CII

la suite de chaines dirigées induite par une telle exécution de LR sur C’g,
ou k > 0 est le plus petit indice tel que C’,I est un chemin dirigé vers la
destination. On rappelle que le Théoreme 4.3.1 implique 'existence d’un tel
indice. Si k = 0, 'exécution est triviale et le nombre de rounds nécessaires
a sa convergence est nul. On supposera donc dans la suite que C’g n’est pas
un D-chemin, ou encore k£ > 1. Pour tout indice 7, 0 < 7 < k, et pour tout
nceud u de C}, on note C!(u) la sous-chaine minimale de C] contenant D et
u. De plus, pour tout indice ¢, 0 < 7 < k, on note S(C’j) I’ensemble des puits
de C’Z-T , autres que D. Nous montrons tout d’abord que k est pair.

Lemme 4.4.9 Pour tout indice i, 0 <1< k—1, on a
Sii est pair, alors S(CI) = S(CJH).
Si i est impair, alors S(C]) N S(CJ,,) = 0.

Démonstration: Puisque tous les liens de CJ sont marqués, on en déduit
que tous les nceuds appartiennent initialement a A (Cg ). Le résultat est alors
une conséquence directe de la Proposition 4.4.7, qui assure que tout nceud v
migre de N vers S° ou de S° vers N & chaque pas de calcul qu’il effectue,
combinée au fait que tout puits de N qui prend un pas de calcul ne renverse
aucun de ses liens et donc reste un puits, et que tout puits de S° qui prend
un pas de calcul renverse et marque tous ses liens. O

Corollaire 4.4.10 Le nombre de rounds de toute exécution complete de LR
sur une chatne dont tous les liens sont initialement marqués est pair.

Démonstration: On raisonne par l’absurde et on suppose k impair. Par

définition de k, on a S(C’;_l) # (). Le Lemme 4.4.9 implique alors S(C’;) =+,
ce qui contredit le fait que C’li est un D-chemin. O
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Nous introduisons quelques quantités supplémentaires. Pour tout indice
i, 0 <i <k, et pour tout nceud u de O}, soit a,(C]) et @,(C!) les quantités
définies de la maniere suivante :

0 (C]) = 7(C) = 1 = 3(CI (W), et

a (C’T) _ Oéu(CiT) SURUES S(Cj)
Y10 sinon.

On définit enfin, pour tout indice i, 0 < i < k — 1, la quantité T(C’J) par

(CH = max  @,(C)).
' ues(Cl) !

On note que la fonction 7 est bien définie puisque, par définition de k, on
a S(Cj) # () pour tout indice 7, 0 < ¢ < k — 1. Les deux lemmes suivants
montrent comment évolue la suite de valeurs 7(CJ),---  7(CI_,).

Proposition 4.4.11 Pour tout indice pair i, 0 <1 <k, on a

7(Cl,) =7(C)) — 1.
Démonstration: Soit ¢ un entier pair tel que i < k. Par le Corollaire 4.4.10,
onadonci < k—2. Soit u € S(C]) tel que @, (C!) = 7(C)). Puisque 7 est pair,
le Lemme 4.4.9 assure que S(C) = S(C! ,1). Par définition de £, on a aussi
S(C’JH) # (). De plus, puisque I'exécution est complete, la Proposition 4.4.4
implique que, pour tout neeud w de S(CJ), on a 5(C’Z-T+1(w)) = §(CH(w)) + 1.
On en déduit

'T+1) = max aw(CiT+1) = nax (aw(Cz'T) —1)= T(CZT) - L
weS(Cl, ) wes(C))

Proposition 4.4.12 Pour tout indice impairi, 0 <i <k —1, on a

7(Cl,) = 7(C]).

186



Cly iimpair 3(C,(w)) < 3(CL (w) -2

(3

Fic. 4.10 -

Démonstration: Soit ¢ un entier impair tel que ¢ < k. Par le Corollaire 4.4.10,
on a donc ¢ < k — 3. Nous procédons en deux étapes.

On montre tout d’abord que T(C;L_H) < 7(C). Soit u dans S(C]). Le
Lemme 4.4.9 implique que u appartient & S(C]_,). La régle T assure alors

que tous les liens (entrants) de u sont non-marqués dans CZ-T . Par conséquent,
u n’appartient pas a S(CJH). On en déduit que tout nceud de S(CZ-TH) est

un voisin d’un puits de C/. Soit donc w € S(CJH), u un voisin de w tel que

u e S(C), et e le lien reliant w & u. On a vu que e est non-marqué dans C .
Par conséquent, on a

8(C(w)) = 8(Cl(w)).
D’autre part, la Proposition 4.4.4 assure
3(CLy (w)) = 8(C(w)).

On obtient donc
@, (Cl,) = @(C)).

On en conclut 7(Cf,,) < 7(C]).
On montre & présent qu'il existe un nceud u € S(C) tel que
@.(Cf) = 7(C))

et tel qu’il existe un voisin w de u qui appartient a .S (C’ZT .1)- On raisonne par
Pabsurde. On a alors que, pour tout nceud u € S(CY) tel que @, (C!) = 7(C7),
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il existe un noeud w € S (C’ZT 1) et un chemin dirigé de longueur [, [ > 2, de u
a w dans CZ-T 1, comme illustré par la Figure 4.10. Puisque tous les liens sont
marqués dans C/ 1, on en déduit

3(Cli(w)) < 8(Cly (w) — 2.
Par la Proposition 4.4.4 , on obtient
8(Cly(w)) < 8(Cf () 1.

L’argument utilisé ci-dessus implique alors qu’il existe un nceud v de S (C’ZT ),
voisin de w, tel que

5(CH(v)) < 8(C(u) —1

et donc, puisque u et v appartiennent tous deux a .S (CZT ),
@, (Ch) > @, (Cf) +1,

ce qui contredit

EU(CJ) = T(CJ) = max 62(03).
zes(ch

On en conclut donc qu’il existe un noeud u appartenant a S (C’ZT ) tel que
@, (C1) = 7(C) et tel quil existe un voisin w de u qui appartient a S(C, ,).
Le méme argument que précédemment montre que

aw(C]L—i—l) = @u(CZT),

1

et donc que T(CL_I) > 7(C). On conclut finalement que T(C;[_H) = r(CH. O

La derniere étape de notre raisonnement consiste a déterminer la valeur
de 7(CI_,). Soit v le premier nceud de O _, - c’est-a-dire le noeud tel que C} _,
est une D-chaine depuis v - et soit e le lien incident a v. Le lemme suivant
démontre que dans 011—27 tous les liens sont dirigés vers D et marqués, excepté
e qui est dirigé vers v et marqué (cf. Figure 4.11).

Lemme 4.4.13 Soit v le premier neud de 0,1_2 et e le lien incident a v.

Dans 011—1; tous les liens sont marqués et dirigés vers D excepté e qui est
marqué mais dirigé vers v.
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(OO ~O~0~0®
i
(OO ~O~0~@
o
Fic. 4.11 —

Démonstration: On remarque tout d’abord que la regle T impose que tout
lien entrant a un noeud qui n’est pas un puits est nécessairement marqué.
Supposons qu’il existe un nceud u différent de v tel que C’,i_Z(u) ne soit pas

un D-chemin. Alors il existe un nceud w différent de v tel que w € S (0,1_2).
Par le Corollaire 4.4.10, on a k — 2 pair. Le Lemme 4.4.9 assure alors que
w appartient a S (C’,i_l) et, par suite, que tous les liens incidents a w sont

non-marqués dans C’,i_l. Par conséquent, la regle T impose que les deux liens

incidents a w sont sortants dans C’,i, ce qui contredit le fait que C’,i est un
D-chemin. On en conclut donc que tous les liens différents de e sont dirigés
vers D et marqués dans 02—2-

De plus, par définition de k, 011_2 n’est pas un D-chemin, et donc S(C,Z_z) +
f. On en conclut donc que S(C]_,) = {v}. Si e est non-marqué dans C]_,,

alors la regle T assure que v renverse e, et donc que C’,i_l est un D-chemin,

une contradiction. On en conclut que e est marqué dans C’,i_z. O

Proposition 4.4.14 A la fin du round k — 2, la fonction T a pour valeur 1 ;
en d’autres termes,

7’(0;2_2) =1.
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Démonstration: Le Lemme 4.4.13 assure d’une part que v, le premier noeud
de 011—27 est le seul puits de 011—27 ce qui implique

7(02—2) = 61,(0,1_2) = ’Y(C(J)r) —-1- 5(011—2(2’))’

et, d’autre part, que tous les liens de 011—2 sont marqués et dirigés vers D,
excepté le premier, qui est dirigé vers v et marqué, ce qui implique que
5(CI_,(v)) = 4(C}) = 2. On en conclut donc

T(Cli—z) =1
|

Pour toute D-chaine CT, on note x(CT) la complexité en temps d'une
exécution complete de LR sur C'T. En combinant les Propositions 4.4.11, 4.4.12
et 4.4.14, on obtient le théoreme suivant :

Théoréme 4.4.15 Soit C} une D-chaine dont tous les liens sont initiale-
ment marqués. On a

0 si O est un D-chemin
oh = 0 )
w(Co) { 2.7(CY)  sinon.

Démonstration: Si C’g est un D-chemin, le résultat est immédiat. Supposons
que Cg ne soit pas un D-chemin. On considere la suite de valeurs positives

(T(C(J][)a 7(01)7(02—2)’ R 7(011—2»'
Les Propositions 4.4.11 et 4.4.12 assurent que, pour tout indice 7, 0 < 7 <
k—3,ona:

7'(C'4T

T(CT) =1 sii est pair,
H—l) =

T(Ch) sinon

Par le Corollaire 4.4.10, k — 2 est pair. La Proposition 4.4.14 implique alors
k—2=2-(r(C}H)—1)

et, par conséquent,

K(CH =k =2-7(C]).
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Note:

Malgré de nombreuses tentatives, il nous a été impossible de trouver
une fonction de potentiel telle que 7 pour 'analyse de la complexité en
temps d’une exécution complete de LR sur des chaines dont tous les
liens sont non-marqués. Nous avons également échoué pour le cas des
arbres uniformément marqués. Dans ce cas particulier, nous n’avons pas
été en mesure de déterminer une fonction qui capture la causalité entre
les pas de calculs effectués par des nceuds n’appartenant pas a la méme
“branche”. C’est la raison pour laquelle tous les résultats qui suivent ne
s’appliquent, d'une part, qu’a des exécutions a partir de graphes uni-
formément marqués et, d’autre part, que nous ne fournissons qu’une
borne inférieure et non une formule exacte pour la complexité en temps
des exécutions a partir de graphes quelconques.

Borne inférieure pour les graphes uniformément marqués

Nous nous proposons ici d’utiliser le résultat précédent relatif aux chaines
uniformément marquées pour déduire une borne inférieure sur la complexité
en temps d’une exécution complete de LR sur un graphe dirigé connexe acy-
clique dont tous les liens sont marqués.

Nous commencons par un résultat valable quel que soit I'étiquetage initial
du graphe considéré, sous réserve qu’il satisfasse la condition (4.1). Soit Gg
un graphe connexe dont les circuits satisfont tous la condition (4.1) et soit
G un sous-graphe connexe de G contenant tous les neeuds de GJ tel que,
pour tout nceud v # D de Gg, on a

w(v, Gf) = w(v, Gy).

On considere une exécution complete de LR sur GJ. Cette exécution induit
un ordre partiel sur les pas de calcul effectués par les nceuds, par la relation
de causalité “est survenu avant”. Si, pour tout noeud v, et pour tout entier
i, 0 < i < w(v,Gh), on note T(v) le i-idme pas de calcul de v dans cette
exécution, on peut ainsi définir cet ordre partiel par un graphe dirigé G' dont
I’ensemble des sommets est

U{Tiw) : 0<i<w(v,Gh}

veV

et tel qu'il existe un lien dirigé de T;(v) vers T;(w) si
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1) v et w sont voisins dans G, ou bien v = w,
2) T(w) est le premier pas de calcul effectué par w apres T;(v).

On définit la profondeur d'un sommet x de G, notée p(x), comme étant
égale a 1 si z n’a pas de lien entrant (c’est le cas des pas de calcul effectués par
les puits de Gg) et, pour tout autre sommet y de GG, de la maniere suivante :

p(y) = max{p(z) : il existe un lien dirigé de z vers y} + 1.

La complexité en temps de I'exécution complete, notée /i(G(T)), est alors égale
a la profondeur de G, notée prof (G), définie comme le maximum des profon-
deurs des sommets de G. En d’autres termes,

r(Gy) = prof (G).

Considérons maintenant une exécution compléte de LR sur Gi. On va
montrer que la profondeur du graphe G’ induit par cette exécution est au
plus égale a celle de G.

Proposition 4.4.16 Soit GE un graphe connexe dont les circuits satisfont
tous la condition (4.1) et soit Gg un sous-graphe connexe de GE contenant
tous les neeuds de Gg tel que, pour tout neud v # D de Gg, on a

w(v, G = w(v, G)).

Alors,
w(Go) < (G-

Démonstration: Soit G et G’ les graphes de dépendance induit par les
exécutions completes de LR sur Gg et sur Gg, respectivement. Par définition
d’'un graphe de dépendance, et puisque, par hypothese, pour tout nceud v #
D de G, on a

w(v,Gf) = w(v, G,

les graphes G et G’ ont le méme ensemble de sommets.
On va montrer que, pour tous sommets z = T;(v) et y = T;(w) de G’, §'il

existe un lien dirigé de x vers y dans G’ alors il existe un lien dirigé de z
vers y dans GG. On distingue deux cas :
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FIG. 4.12 — F(T]) et Ci(v).

1. Si v = w, alors par définition de G’, on a j =i + 1. Ainsi, = et y sont
deux pas de calcul successifs de v. Par définition de G, il existe bien un

lien dirigé de x vers y dans G.

2. Si v # w alors v et w sont voisins dans Gj et donc dans G{. Soit
e le lien reliant v a w. Par hypothese, la direction et ’étiquette de e
sont identiques dans G'OT et dans Gg. Puisque, d’autre part, la direction
et I'étiquette de e ne peuvent étre modifiées que par les pas de calcul
effectués par v et par w, on en déduit que les pas de calculs de v et de
w sont ordonnés de la méme maniere dans I'exécution sur G et dans
celle sur Gg. On en conclut donc qu’il existe un lien entre x et y dans

G.
On vient de démontrer que G’ est un sous-graphe de G. Par conséquent,
on a bien prof (G') < prof (G), ce qui termine notre démonstration. O

La deuxieme étape de notre raisonnement consiste a appliquer le résultat
précédent au cas particulier d'un arbre T, OT - pour chaque noeud v de TOT , il
existe une unique D-chaine depuis v -, enraciné en D, dont tous les liens
sont marqués. Par définition, Tj ne contient aucun circuit et donc satisfait
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3 7

Fic. 4.13 - Gg et deux arbres couvrants qui préservent le travail des noeuds.

les conditions de la Proposition 4.4.16.

Un neeud v de TOT , différent de D est appelé feuille si v n’a qu’un lien
incident. On note F(7}) I'ensemble des feuilles de 7] qui n’ont pas de chemin
dirigé vers D dans TOT . Un exemple est donné en Figure 4.12.

Soit v € F(T}) et soit Cf(v) Punique D-chaine depuis v dans Tj. La
définition du travail d’un noeud implique alors que C’g(v) est un sous-graphe
de T, J qui satisfait les conditions de la Proposition 4.4.16. Cette derniere
implique alors le résultat suivant :

Proposition 4.4.17 Soit TOT un arbre, enraciné en D, dont tous les liens
sont marqués et qui n’est pas orienté vers la destination. On a

K(T)) > max k(C}(v)) = max 2-7(C}(v)).
veF(T]) veF(T])

Pour terminer, on déduit des Propositions 4.4.16 et 4.4.17 une borne
inférieure sur la complexité en temps d’une exécution complete de LR sur
un graphe acyclique connexe dont tous les liens sont marqués.
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Soit Gg un tel graphe. On considere 7, J un sous-graphe de GE - il peut en
exister plusieurs comme le montre la Figure 4.13 - tel que

1) T} est un arbre enraciné en D,
2) G} et Tj ont le méme ensemble de sommets,
3) pour tout neeud v # D on a w(v, Ty) = w(v, G}).
On dira que TOT est un arbre couvrant qui préserve le travail. Par définition,

G et T] satisfont les conditions de la Proposition 4.4.16. On en déduit donc
la proposition suivante :

Proposition 4.4.18 Soit Gg un graphe connexe acyclique dont tous les liens
sont marqués et qui n’est pas orienté vers la destination. S’il existe TOT un
arbre couvrant de Gg qui préserve le travail, on a

K(GY) > w(TY)).

Si on note AC/(G)) 'ensemble des arbres couvrants de G qui préservent le
travail, en combinant le Théoreme 4.4.15 et les Propositions 4.4.17 et 4.4.18,
on obtient le théoreme suivant :

Théoreme 4.4.19 Soit G(T) un graphe connexe acyclique dont tous les liens
sont marqués et qui n’est pas orienté vers la destination. On a :

k(GH) > max { max 2~T(C’g(v))},

TieAcl) | ver(T))

ou encore

k(GH) > max {max {2(v(C(w)) =1 = min 5(03@))}}.

TieAc(@l) | veF(T]) weS(Cl(v))

Démonstration: Soit Gg un graphe connexe acyclique dont tous les liens sont
marqués et qui n’est pas orienté vers la destination. On montre tout d’abord
que AC (G(T]) n’est pas vide. Pour cela, on construit un arbre couvrant de G(T]
qui préserve le travail des nceuds. On procede de maniere récursive. Soit v un
nceud de G} dont le travail est supérieur au travail de tous les autres noeuds
de GI, et soit C}(v) une D-chaine depuis v telle que

w(C(v)) = w(v, GY).
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Par définition de C’g, pour tout nceud w € Cg(v), on a
W(C(w)) = w(w, G).

En répétant ce processus sur ’ensemble des nceuds restants, on obtient bien
un arbre couvrant de G(T) qui préserve le travail. On en conclut que AC (G(T))
est non-vide.

Soit TOT € AC(G(T)). Puisque, par hypothese, Gg n’est pas orienté vers D,
il existe un noeud v qui n’a pas de chemin dirigé vers D dans Gg. Puisque T, OT
est un sous-graphe de G(T], on en déduit que w n’a pas de chemin dirigé vers
D dans T, J , et donc qu’il existe une feuille de TOT qui n’a pas de chemin dirigé
vers D. On en conclut que F(T]) n'est pas vide.

Enfin, soit v € F(T}). Par définition, C{(v) n’est pas un D-chemin. Par
conséquent, il existe w € C’g(v) qui est un puits par rapport a C’g(v). Ainsi,
S(C{(v)) est non-vide.

On vient de montrer que 'expression

max { max {Q(W(C’g(v))—l —  min 5(03(10))}}

TieAC(G)) | veF(T]) weS(Cl(v))

est bien définie. Le résultat est alors une conséquence immédiate de la com-
binaison du Théoreme 4.4.15 et des Propositions 4.4.17 et 4.4.18. O

4.4.3 Cas particuliers de FR et PR

Nous utilisons ici les résultats de la section précédente pour déterminer la
complexité en travail de FR et PR. Nous déduisons d’autre part, dans le cas
de FR, une formule exacte pour les cas particulier des chaines, et une borne
inférieure pour le cas général.

Complexité en travail de FR et PR

On rappelle que toute exécution FR (resp. PR) est identique & une
éxécution de LR sur des graphes uniformément marqués (resp. non-marqués),
dans laquelle tout processus applique la regle LR2 (resp. les regles LR1
et LR2). Comme nous l'avons vu, LRI est équivalente a T, tandis que
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I'exécution de LR2 est équivalente a ’exécution de deux transitions T succes-
sives. On en déduit donc que le nombre de pas de calcul effectué par un nceud
dans une exécution de FR (resp. PR) est égal au nombre de renversements
effectués par ce noeud dans une exécution de LR a partir d'un graphe dont
tous les liens sont initialement marqués (resp. non-marqués).

Nous adaptons les notations, introduites précédemment, a ces deux cas
particuliers d’étiquetages initiaux uniformes. Etant donné un graphe dirigé
acyclique G, pour tout nceud v de V| on note C(v,G) 'ensemble des D-
chaines depuis v; pour toute chaine C' de C(v, ), soit r(C) le nombre de
liens orientés contrairement a 'orientation naturelle de C, [(C') le nombre de
liens orientés selon cette orientation, et s(C') le nombre de nceuds ayant deux
liens entrants relativement a C'. Nous définissons aussi Res(C'), le résidu de
C, comme étant égal a 1 si et seulement si le premier lien de C' est dirigé vers
le premier nceud de C. On notera que, dans le cas d'une exécution a partir
d’un graphe dont tous les liens sont initialement marqués (FR), 'ensemble
S est initialement vide tandis que O est vide tout au long de 'exécution.
D’autre part, dans le cas ou tous les liens sont initialement non-marqués
(PR), les ensembles S et N contiennent tous les puits et toutes les sources,
respectivement. Le Théoreme 4.4.8 pour a corollaire immédiat :

Corollaire 4.4.20 1. Le nombre de renversements effectués par v dans
une exécution de FR est

o lpin (r(C)).

2. Le nombre de renversements effectués par v dans une exécution de PR
est

mincecw,q) (s(C) + Res(C)), siv est un puits ou une source dans G
mincec,q) (25(C) + Res(C)), sinon.

Ce corollaire nous permet de comprendre quelles propriétés des graphes
d’entrée engendrent des pas de calcul (renversements) pour FR et PR. En
particulier, cela nous conduit a décrire les deux chaines dirigées données
en Figure 4.14 pour lesquelles il existe une différence importante entre les
complexités en travail globales de FR et PR, respectivement. En effet, pour
la chaine supérieure, le nombre de pas de calcul exécutés dans une exécution
de FR est O(n?) alors qu’il est seulement n pour PR. Au contraire, pour la
chaine inférieure, la complexité globale en travail pour FR est égale a n, alors
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WPR 1 2 3 n usd)
WPR 1 1 1 1 n
WFR 1 1 1 1 n
WPR 1 2 2 1 2n — 2

F1G. 4.14 — Exemple de chaines montrant que ni 'R ni PR n’est meilleur en
général.

que celle de PR est égale a 2n — 2, c’est-a-dire que PR est “moins bon” d’a
peu pres un facteur 2 sur ce graphe.

De la méme maniere, il est possible de décrire d’autres graphes sur lesquels
les performances de FR et PR seront mauvaises. Nous comprenons ainsi
formellement les graphes utilisés par Busch et al. pour démontrer que leurs
bornes sont atteintes. Leurs résultats seront discutés en détail dans la suite.
En général, ni F'R ni PR ne présente de meilleures performances, c¢’est-a-dire
qu’il existe des graphes dirigés acycliques pour lesquels un étiquetage initial
uniforme avec des 1 requiert moins de pas de calcul qu’un étiquetage uniforme
avec des 0, et inversement. D’autre part, la discussion concernant 'influence
de I'étiquetage initial sur le travail des nceuds indique que toute tentative
d’optimisation de cette complexité par des variations de 1’étiquetage initial
nécessite une connaissance de la topologie globale du graphe.

Complexité en temps de FR : résultat partiel

Soit Go un graphe dirigé connexe acyclique et soit G(T) le graphe dirigé
étiqueté obtenu en affectant I'étiquette 1 a tous les liens de Gg. Puisque G
est acyclique, tous les circuits de G satisfont la condition (4.1). On montre
tout d’abord que la complexité en temps d'une exécution complete de FR sur
Gy, notée rkpr(Go), est égale a la moitié de celle d'une exécution complete de
LR sur GJ. En d’autre termes

A(GY).

KJFR(GO) = B
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On suppose que Gy (et par conséquent Gg) n’est pas D-orienté. On
considere les suites

G07G17"'7Gk

et
GlaGl .. .Gl

des graphes engendrés par une exécution complete maximale de FR sur G,
et par une exécution complete maximale de LR sur G(T], respectivement.
On reprend les notations introduites précédemment et, pour tous indices
i€{0,1,...,k} et 5 €{0,1,... K}, on note S(G;) 'ensemble des puits de
Gi, et S (G;) I'ensemble de ceux de G}.

Proposition 4.4.21 Pour tout indice i, 0 <1 < k, G; est le support dirigé
de GJ.

Démonstration: On raisonne par récurrence sur i, 0 < i < k.
— Cas de base i = 0 : Par définition, G est le support dirigé de GE.

— Etape de récurrence 0 < 1 < k : Supposons que G; est le support dirigé

de GI.. Par définition de k, G; n’est pas D-orienté, et donc S(GJ,) # 0.
Par le Corollaire 4.4.10, on sait que &’ est pair. On en déduit 2i < k'—2.
Le Lemme 4.4.9 assure alors que S(G1,) = S(G;Hl) et, puisqu’'un pas
de calcul effectué par un puits ne peut modifier que les directions de
ses liens incidents, que S(GJ,) et S(GI, +1) ont le méme support dirigé
Gi.
D’autre part, la définition de la regle T implique que tous les liens
entrants des puits de S(GJ, 1) sont non-marqués. Puisqu’on considere
des exécutions completes de FR et LR, le fonctionnement des deux
algorithmes assure que tous les liens incidents des puits de S(G;) =
S(a, 1) sont sortants dans G4 et Gl L9, Tespectivement. Enfin, puis-
qu'un pas de calcul effectué par un puits ne peut modifier que les di-
rections de ses liens incidents, on en conclut que G, est le support
dirigé de G}, .

On en déduit immédiatement le théoréme suivant
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Théoreme 4.4.22 Soit Gy un graphe dirigé connexe acyclique et soit Gg le
graphe dirigé étiqueté obtenu en affectant l’étiquette 1 a tous les liens de Gj.

On a :
K(G)

I{FR(GQ) = B .

Démonstration: Si G} et Gy sont D orientés, on a
krr(Go) = K(G)) = 0.

Si G(T) et Gy ne sont pas D orientés, le résultat est celui énoncé dans la
Proposition 4.4.21. O

On reprend ici les notations de la sous-section précédente. Etant donné
un graphe dirigé acyclique G, pour tout noceud v de V| on note C(v, G) 1'en-
semble des D-chaines depuis v ; pour toute chaine C' de C(v, G), soit r(C) le
nombre de liens orientés contrairement a l’orientation naturelle de C', [(C) le
nombre de liens orientés selon cette orientation, S(C') 'ensemble des nceuds
ayant deux liens entrants relativement a C' et s(C') le cardinal de S(C'). Nous
définissons aussi Res(C'), le résidu de C, comme étant égal a 1 si et seulement
si le premier lien de C' est dirigé vers le premier nceud de C'. On définit les
quantités supplémentaires suivantes :

5(C) =1C) =r(C) et (C)=1UC)+r(C)+ Res(C).

En combinant les Théoremes 4.4.15 et 4.4.22, on obtient le théoreme
suivant :

Théoreme 4.4.23 Soit Cy une chaine dirigée. On a :

0 si Cy est un D-chemin ,

krr(Co) = { Y(Co) — 1 — minyes(cy) 6(Co(v))  sinon

Nous terminons en présentant une borne inférieure sur la complexité en
temps d’une exécution complete de FR sur un graphe acyclique connexe
quelconque. Pour cela, nous modifions les notations introduites dans la sec-
tion 4.4.2. Soit GGy un graphe acyclique connexe et soit Gg le graphe dirigé
étiqueté obtenu en affectant 1'étiquette 1 a tous les liens de Gy. On note
AC(Gp) l'ensemble des supports dirigés des graphes de AC(G}) et, pour
tout 7o € AC(Gy), on note F(Tp) I'ensemble des feuilles de T qui n’ont pas
de chemin dirigé vers D.

En combinant les Théoremes 4.4.19 et 4.4.22, on obtient alors :
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Théoreme 4.4.24 Soit Gy un graphe acyclique connexe qui n’est pas D-
orienté. On a :

k(Gp) > max { max {7(Co(v)) —1— min 5(Co(w))}}.

T TWeAC(Go) | veF(Ty) weS(Co(v))

4.4.4 Comparaison avec les résultats de Busch et al.

Busch et al. [8, 9] ont été les premiers a étudier les complexités en travail
et en temps des algorithmes de renversements de liens introduits par Gafni et
Bertsekas dans [23]. IIs ont analysé le nombre total de renversements effectués
dans une exécution comme une fonction de n, le nombre de nceuds n’ayant pas
de chemin dirigé vers la destination dans le graphe initial (appelés mauvais
neeuds). Dans cette sous-section, nous comparons nos résultats aux leurs.

Complexité en travail

En ce qui concerne I'implémentation de F'R avec des hauteurs représentées
par des paires, ils ont déterminé le nombre exact de renversements effectués
par chacun des noeuds. Pour cela, ils ont partitionné I’ensemble des mauvais
neeuds en couches (“layers”) Ly, Lo, ..., L,, définies de la maniére suivante
(cf. Figure 4.15). Un mauvais nceud v est dans la couche L; si 'une des deux
conditions suivantes est satisfaite :

e [l existe un bon noeud w tel qu’il existe un lien dirigé de w vers v, ou
e il existe un mauvais noeud z tel qu’il existe un lien dirigé de v vers z.

Un mauvais neeud v est dans la couche L;, j > 1, si j est le plus petit
entier tel que I'une de deux conditions suivantes est satisfaite :

e Il existe un nceud w € L;_; tel qu'il existe un lien dirigé de w vers v, ou
e il existe un nceud z € L; tel qu’il existe un lien dirigé de v vers z.

Busch et al. ont alors démontré qu’'un neceud effectuait exactement j ren-
versements si et seulement si il appartenait a L;. Or, on remarque quun
noeud v appartient a la couche L; si et seulement si

min{r(C): C est une D-chaine depuis v} = j.

Ainsi, v appartient a la couche L; si et seulement si notre formule pour le
nombre de renversements effectués par v (Corollaire 4.4.20) est égale a i. Par
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Bons noeuds Couches de mauvais noeuds Une couche

i
l

FiG. 4.15 — Partitionnement des mauvais noeuds en couches.

conséquent, nos résultats sont les mémes que ceux de [8, 9] pour la complexité
en travail de FR.

Dans ces deux approches, on peut estimer que chacun des n mauvais
neeuds effectue au plus n renversements dans une exécution : dans ’approche
de Busch et al. il y a au plus n couches, et dans la notre il y a au plus n liens
dans un chemin reliant un mauvais nceud a un bon nceud ou a la destination.
Il s’ensuit que la complexité en travail globale est en O(n?). Comme dans |8,
9], on peut dériver de notre formule un graphe particulier pour lequel toute
exécution comporte 2(n?) renversements : le graphe consiste en une chaine
de n + 1 nceuds telle que D en est I'une des extrémités et tous les liens
sont dirigés contrairement a l’orientation naturelle sur cette chaine; plus
précisément cette chaine est un chemin dirigé de D vers 'autre extrémité,
c’est-a-dire la chaine supérieure de la Figure 4.14.

En ce qui concerne 'implémentation de PR utilisant des triplets comme
hauteurs, Busch et al. ont calculé une borne supérieure et une borne inférieure
sur le nombre de renversements effectués par chacun des noeuds. Leur résultat
de borne supérieure utilise un partitionnement de l’ensemble des mauvais
neeuds initiaux en niveauz (& ne pas confondre avec les couches précédentes).
Un mauvais nceud v est au niveau j (on note Level(v) = j), si et seulement
si le plus court chemin non-dirigé de v a un bon nceud est de longueur 7.
Busch et al. ont alors démontré qu'un nceud v tel que Level(v) = j effectuait
au plus j renversements. Comparons cette borne avec notre formule exacte.
On peut distinguer trois cas, selon les directions des liens incidents a v dans
le graphe initial G :

1. Si v € O initialement, alors on a immédiatement
VC € C(v,G): 2s(C) + Res(C) <i(C),
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ou i(C') est le nombre de mauvais neceuds appartenant a C'. On en déduit

min_ [2s(C') + Res(C)] < min ){i(C’)},

CeC(v,G) ceC(v,G
ce qui équivaut a

. - .
061?(1571(;)[23(0) + Res(C)] < Level(v)

2. Siv € § initialement, alors Res(C') = 1 pour toute chaine C' de C(v, G).
Par conséquent, on a

VO € C(v,G): s(C)+ Res(C) < V(C’)T—i_lJ ;

ce qui implique

min_[s(C) 4+ Res(C)] < { 5

Level(v) + 1
CeC(v,G) '

3. Si v € N initialement, alors Res(C) = 0 pour toute chaine C' de
C(v,G). De plus, on a
i)

VC € C(v,G): s(C)+ Res(C) < 5

Par conséquent, on obtient

| (i)
< _~ 7
ngg;G)[s<c>+Res<O>]_ngggg){ ‘ }

et donc

, Level(v)
CeI?(ISG)[S(C) + Res(C)] < {TJ :

Grace a notre approche, on peut, d'une part, exprimer le nombre exact
de renversements effectués par chacun des nceuds dans une exécution de PR,
mais aussi montrer que la borne obtenue par Busch et al. est au moins deux
fois plus grande que notre formule exacte pour les noeuds appartenant initia-
lement & S ou NV.

Pour établir leur résultat de borne inférieure, Busch et al. utilisent a
nouveau des couches - différentes de celles qui sont utilisées dans le cas de
FR. 1ls considerent des graphes dont ’ensemble des mauvais nceuds peut
étre partitionné en un nombre pair de couches Ly, Lo, ..., L,, de la maniere
suivante.
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D —0—O—®

Fi1G. 4.16 —

e Les couches d’indice pair ne contiennent que des sources, tandis que les
couches d’indice impair ne contiennent que des nceuds qui ne sont pas
des sources.

e La couche L; contient tous les mauvais noeuds adjacents a un bon noeud.

e Un neceud dans la couche Lj;, j > 1, ne peut etre adjacent qu’a des nceuds
de Lj—h Lj ou Lj+1.

e Tout noeud de L; est adjacent a au moins un nceud de L;_; et a au moins
un neeud de Lj, .

Note:

On remarque qu’il existe des graphes dont ’ensemble des mauvais noeuds
ne peut pas étre partitionné de cette facon. Considérons, par exemple, la
chaine de la Figure 4.16. Le noeud w n’est pas adjacent a g, le seul bon
neeud. Par conséquent w ne peut pas appartenir a L;. Or w n’est pas une
source, et ne peut donc pas appartenir a L. Ainsi, w ne peut appartenir
a aucune couche.

IIs ont alors démontré que, pour tout indice j < m/2, si un neeud ap-
partient a Loj_q ou a Lgj, alors il effectue au moins [i/2] renversements.
Utilisons notre formule exacte pour discuter la pertinence de leur borne. On
distingue a nouveau trois cas, selon les directions des liens incidents aux
mauvais noeuds initiaux.

1. Si v € N initialement, alors v est une source. Par conséquent v appar-
tient a une couche d’indice pair, que 'on note Lyj, 1 < j < m/2. La
définition des couches assure

VC € C(v,G): s(C)>1i et Res(C)=0,
et par conséquent
VC € C(v,G): s(C)+ Res(C) > 1.
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On obtient ainsi
i C) + Res(C)] > i.
c2in [5(C) + Res(C)] 2
. Si v € § initialement alors v est un puits et appartient a une couche
d’indice impair, que 'on note Ly;_1, 1 < j <m/2. On a
VC €C(v,G): s(C)>i—1 et Res(C)=1.
Par conséquent

VC € C(v,G): s(C)+ Res(C) > i,

et donc

. S
0612(15,1(;)[3(6’) + Res(C)] > i.

. Si v € O initialement alors v appartient a une couche d’indice impair,
que on note Ly;_1, 1 < j <m/2. On a
VC € C(v,G): (s(C) > 1A Res(C) =0)V(s(C) >i—1 A Res(C) =1).
Ainsi

VC € C(v,G) . 2s(C)+ Res(C) > 2i — 1,
et donc

: S 91
C’Er?(lzf,lG)[QS(C) + Res(C)] > 2i —1

On voit ainsi que leur borne est deux fois plus petite que notre formule
exacte dans le cas des puits et sources initiaux, et quatre fois plus petite pour
les autres mauvais nceuds initiaux. D’autre part, cette borne a été établie pour
une classe tres particuliere de graphes initiaux. Au contraire, notre approche
fournit une formule exacte pour la complexité en travail de toute exécution
de PR a partir de n’importe quel graphe.

Complexité en temps

Dans [8, 9], Busch et al. traitent aussi la question de la complexité en

temps des algorithmes de renversements de liens utilisant des hauteurs.

Pour l'implémentation de FR avec des paires comme pour celle de PR

avec des triplets, ils utilisent leurs résultats sur la complexité en travail d'un
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noeud pour déduire une borne supérieure sur le nombre de rounds nécessaires
a la convergence de toute exécution. Pour cela, ils remarquent, pour les deux
implémentations, que la convergence de toute exécution séquentielle nécessite
un nombre de rounds au moins égal a celui d'une exécution dans laquelle, a
chaque round, plusieurs puits sont susceptibles de prendre un pas de calcul.
[ls concluent donc que le nombre de rounds nécessaires a la convergence d une
exécution sur un graphe donné est au moins égal a la somme des complexités
en travail des nceuds du graphe. Or, pour tout graphe, I’ensemble des n
mauvais noeuds peut étre partitionné en au plus n couches ou niveaux.

Dans le premier cas, on a vu qu’un noeud appartenant a la couche j effec-
tuait exactement j renversements. Par conséquent, la somme des complexités
en travail de tous les nceuds est au plus égale & n?. Ils montrent ainsi que
toute exécution de FR nécessite O(n?) rounds pour converger. De la méme
maniere, dans I'implémentation de PR, chacun des n mauvais nceuds initiaux
peut effectuer au plus n renversements. Par conséquent, la convergence de
toute exécution de PR nécessite au plus O(n?) rounds.

Ce raisonnement ne dépendant pas de I’approche utilisée, on peut trivia-
lement déduire ces bornes de nos formules exactes.

En utilisant leurs résultats sur la complexité en travail des nceuds et
en appliquant le méme type de raisonnement que ci-dessus, Busch et al.
déterminent, pour chacune des deux implémentations, un graphe tel que toute
exécution complete - dans laquelle, a chaque round, tous les puits prennent
un pas de calcul - requiert Q(n?) rounds.

Pour F'R, ils considerent le graphe donné en Figure 4.17, contenant n = 8
mauvais noeuds. Les quatre nceuds de Ly effectuent chacun 5 renversements.
De plus, tous les renversements de ces noeuds sont effectués séquentiellement
puisqu’ils sont tous voisins deux a deux. Ainsi, une exécution de FR sur ce
graphe requiert au moins 20 = %(% + 1) = Q(n?) rounds pour converger.

- =
Ls

Ly Ly Ly Ly

F1G. 4.17 — Un graphe “pire cas” pour la complexité en temps de FR.
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Pour PR, ils considerent le graphe donné en Figure 4.18, contenant n = 8
mauvais noeuds. Les mauvais nceuds sont partitionnés en m; = n/2 + 2
couches; et la couche L,,, ;1 contient ms = n/2 mauvais nceuds. Leur borne
inférieure sur le travail des nceuds implique que chacun des msy nceuds de
L, -1 effectue au moins ky = | [(my — 1)/2]/2] renversements. De plus, tous
les renversements de ces nceuds sont effectués séquentiellement puisqu’ils sont
tous voisins deux a deux. Ainsi, une exécution de PR sur ce graphe requiert
au moins (2 — 1) - [[(% +1)/2]/2] = Q(n?) rounds pour converger.

Fi1Gc. 4.18 — Un graphe “pire cas” pour la complexité en temps de PR.

Comme c’était le cas pour la borne supérieure, cette démarche ne dépend
pas de 'approche utilisée. Ces résultats peuvent de le méme maniere étre
déduits de nos formules exactes. D’autre part, alors que la borne inférieure
de Busch et al. n’est valable que pour certains graphes, notre approche nous
permet de donner une formule exacte pour la complexité en temps de FR sur
des chaines, et d’en déduire une borne inférieure sur la complexité en temps
de toute exécution de FR.

Pour conclure, il apparait que notre approche est plus efficace - tous
les résultats obtenus par Busch et al. peuvent étre obtenus grace a notre
approche, et cette derniere nous permet d’améliorer certains des résultats en
donnant des formules exactes et non des bornes. Notre approche est aussi
plus générale, en ce sens que tous nos résultats sont valables pour tous les
graphes, alors que certains de ceux de Busch et al. ne s’appliquent qu’a des
graphes particuliers.
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Conclusion

La possibilité de collaboration entre les processus d'un systeme distribué
est étroitement liée a la capacité qu’ont ces processus de communiquer. Nous
nous sommes, dans la présente these, intéressé aux problemes de commu-
nication dans les systemes distribués, qu’il s’agisse d’impossibilité de trans-
mission ou d’altération de 'information transmise. Nous avons abordé cette
étude sous deux angles distincts.

Généralisation et analyse du modele HO

Dans un premier temps, nous avons pris le parti de supposer que la
coopération entre les processus devait se faire en dépit d’éventuels problemes
de communication pouvant survenir, approche communément adoptée par la
communauté de la Tolérance aux pannes. Nous nous sommes concentré sur
I'analyse du modele HO, défini par Charron-Bost et Schiper [17] pour I’étude
des systemes distribués sujets a des pannes bénignes, qui comprennent les
crashs - arrét prématuré et définif d’un processus - ainsi que les omissions
d’envoi ou de réception ou encore les pertes de messages. Ce modele fournit
un cadre d’étude unifié des systemes sujets a ces types de pannes en captu-
rant le modele de pannes et le degré de synchronisme par une unique entité
abstraite, le prédicat de communication, qui caractérise les propriétés des
communications du systeme.

Contributions

La premiere contribution du travail que nous avons présenté ici consiste
en une généralisation du modele HO, qui permet de décrire des systemes
distribués sujets a un autre type de pannes, les erreurs de transmission par
valeurs [13]. Alors que les pannes bénignes ont pour seul effet une absence
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de communication entre certains processus, les erreurs de transmission par
valeurs, qui couvrent les pannes byzantines [30] ainsi que les corruptions dy-
namiques [42], se caractérisent par une altération de I'information échangée.
Nous avons, pour cela, enrichi le modele HO - initialement fondé sur la no-
tion d’ensemble d’écoute permettant de caractériser, pour un processus p,
I’ensemble des processus dont p recoit un message a un round donné - en
introduisant la notion d’ensemble d’écoute sur qui caractérise la stireté des
communications, en ce sens que cet ensemble représente, a chaque round et
pour chaque processus p, 'ensemble des processus dont p regoit un message
dont le contenu est identique a celui qui aurait du lui étre envoyé a ce round.

Le modele HO se situe a un haut niveau d’abstraction. Nous avons es-
timé qu’il était crucial d’en analyser l'expressivité ou, en d’autres termes, la
possibilité de décrire les différents systemes distribués qu’il est possible de
rencontrer dans la littérature classique. Un premier pas dans ce sens a été fait
dans [17] ou sont présentés de nombreux systemes ainsi que des prédicats de
communication qui correspondent a chacun d’entre eux, en ce sens qu’ils cap-
turent les propriétés de leurs communications. Bien que nombreux, seuls des
systémes a échanges de messages sont considérés dans [17]. Nous avons, dans
le Chapitre 2, enrichi la bibliothéque des correspondances systemes/prédicats.

Nous nous sommes tout d’abord penché sur une vaste gamme de systemes
a mémoire partagée sujets a des pannes bénignes. Nous avons présenté des
prédicats de communication correspondant a des systemes décrits par Her-
lihy [25] et Kruskal et al. [26], et avons porté un intérét particulier aux
systemes SWMR et aux systemes Atomic-Snapshot, qui ont fait ’objet d’études
poussées. Dans [22], Gafni a défini le modele RRFD, un modele en rounds
dans lequel, a chaque round, un module RRFD fournit a chaque processus
p ensemble des processus dont p ne recoit pas de message. Comme nous
I’avons rappelé, le modele RRFD et le modele HO sont similaires sur plu-
sieurs aspects. En particulier, tout module RRFD fournit, a chaque round r
et pour chaque processus p, le complémentaire dans II de I’ensemble d’écoute
de p au round r. Cependant le médium de communication, qui n’est spécifié
dans aucun des deux modeles, est supposé fiable dans le modele RRFD, ce
qui n’est pas le cas dans le modele HO. Ainsi, tout module RRFD fournit, a
chaque round, un ensemble de processus suspects alors que les prédicats de
communication du modele HO ne caractérisent que des propriétés vérifiées
par les communications. Gafni a, lui aussi, analysé l'expressivité de son
modele et a, en particulier, décrit deux modules RRFD, dont les versions HO

210



sont les prédicats Ppekrounds €t Prp, qu'il prétend correspondre naturellement
aux systemes SWMR et aux systemes Atomic-Snapshot, respectivement. La
premiere partie du Chapitre 2 est en partie consacrée a la discussion de ces
résultats, dont une version antérieure est présentée dans [24]. Alors que nous
avons approuvé le choix de Pjp pour les systemes Atomic-Snapshot, nous
avons démontré que P, errounds €St trop faible pour correspondre aux systemes
SWMR, en ce sens qu’il existe un prédicat de communication strictement
plus fort, selon l'ordre sur les prédicats défini dans le Chapitre 1, que nous
avons appelé Ps,,,,, qui est la version HO d’un module lui aussi introduit par
Gafni et qui peut étre garanti dans de tels systemes. Nous avons décrit une
translation en 2 rounds de Pgyp, en P i ounas, dont I'existence est évoquée
dans [22] sans que la preuve en soit donnée. Enfin, nous avons démontré
que Pgym et Pgp sont équivalents et avons donc fourni une version HO de
I’équivalence entre systemes SWMR et systemes Atomic-Snapshot sujets a
des pannes bénignes [4, 20, 3].

La deuxieme partie du Chapitre 2 est consacrée a la description de prédicats
de communication correspondant a un grand nombre de systemes a échanges
de messages, sujets a des pannes bénignes aussi bien qu’a des erreurs de trans-
mission par valeurs. Nous nous sommes, en particulier, intéressé a quatre des
trente-deux systemes étudiés par Dolev et al. [18] qui, selon la terminologie
utilisée dans [18], sont les “cas minimaux” en ce qui concerne la résolubilité
du probleme du Consensus. Deux d’entre eux ont été décrits dans [17]. Pour
chacun des deux autres, nous avons présenté un prédicat de communication
ainsi qu’un algorithme, censé s’exécuter dans le-dit systeme, qui simule des
collections d’ensembles d’écoute qui satisfont le prédicat en question.

La derniere partie de ce deuxieme chapitre revient sur la caractérisation
des prédicats de communication grace auxquels il est possible de résoudre le
Consensus [17]. En mettant en relation ce résultat avec certains des prédicats
de communication présentés, nous avons été en mesure de retrouver des
résultats relatifs a la résolubilité du Consensus rencontrés dans la littérature.

L’analyse et les résultats présentés dans les chapitres 1 et 2 montrent
que le modele HO est adapté pour 1’étude des systemes distribués sujets a
des pannes bénignes, comme annoncé dans [17], aussi bien qu’a des erreurs
de transmission par valeurs, mais aussi qu’il fournit un cadre d’étude unifié
pour les deux grands types de médiums de communication considérés par la
communauté de la Tolérance aux pannes, la mémoire partagée et les canaux
de communication. La forte expressivité du modele HO une fois établie, nous
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nous sommes attaché, dans le Chapitre 3, a décrire des machines HO qui
résolvent le Consensus en présence d’erreurs de transmission par valeurs.
La démarche que nous avons adoptée a été de considérer des machines HO
résolvant le Consensus dans un contexte de pannes bénignes et de les adapter
de maniere a tolérer des erreurs de transmission par valeurs.

Nous avons, tout d’abord, présenté trois algorithmes non-coordonnés.
Deux d’entre eux, Ar g et Up g [13], ont été obtenus en paramétrant les
seuils de réception des algorithmes OneThirdRule et UniformVoting [17]. En
faisant varier les valeurs des parametres, on obtient différents algorithmes,
plus ou moins résilients. Ainsi, une base unique paramétrée permet de décrire
des algorithmes destinés a étre exécutés dans différents systemes. Il est,
d’autre part, intéressant de remarquer que ces deux algorithmes permettent
de contourner les bornes inférieures établies dans [42].

Nous avons ensuite adapté les algorithmes coordonnés LastVoting [17] et
DLS. L’analyse qui a suivi a montré que la correction des deux algorithmes
obtenus était fondée, en partie, sur I’hypothese que le coordinateur d’une
phase n’appartient pas a la partie altérée de cette phase, ce qui est capturé,
par exemple, par le prédicat de communication P,.. Il apparait alors que 1'on
ne peut se passer de supposer que le coordinateur d’une phase ne peut pas
étre a l'origine d’une transmission corrompue au cours de cette phase. Il est
intéressant de remarquer que, pour les algorithmes coordonnés présents dans
la littérature, les conditions assurant la stireté des exécutions permettent
toutes d’éviter qu’un message corrompu provenant d'un coordinateur soit
pris en compte. Il semble donc que les schémas coordonnés ne soient pas
réellement adaptés a la résolution du probléeme du Consensus en présence
d’erreurs de transmission par valeurs.

Perspectives

Comme nous 'avons vu, le modele HO permet de décrire tous les types
de systemes distribués et d’établir des résultats de résolubilité élégants. Ce-
pendant, la nature informelle de la notion de correspondance entre systemes
et prédicats de communication empéche 1’établissement de résultats de non-
résolubilité de tel probleme dans tel type de systemes ou de mettre en place
une hiérarchie des systemes classiques fondée sur I'ordre sur les prédicats. Il
pourrait donc étre intéressant de définir explicitement et rigoureusement ce
qu’est le prédicat de communication correspondant a un systeme donné afin
de hiérarchiser les différents types de systemes classiques.
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Dans [17], Charron-Bost et Schiper se sont attachés a caractériser les
prédicats de communication grace auxquels il est possible de simuler des
rounds dont le noyau est non-vide et qui permettent de résoudre le probleme
du Consensus en présence de pannes bénignes. Il serait intéressant de voir
s’il est possible d’étendre cette caractérisation a l’ensemble des prédicats
de communication, ou encore de s’intéresser a d’autres problemes célebres
comme le k-Set Agreement, ou le Renommage. Nous avons établi des résultats
préliminaires concernant les deux premiers, qui doivent cependant étre complétés
et ne sont pas présentés ici.

Enfin, comme on a pu le voir, I'ordre sur les prédicats de communication
est fondé sur la notion de translation qui n’a été définie que dans le cas des
pannes bénignes. De nombreuses tentatives pour trouver une définition per-
tinente adaptée au cas des pannes par valeurs se sont révélées infructueuses
et 'extension de l'ordre sur les prédicats de communication au cas général
des prédicats faisant intervenir les ensembles d’écoute surs reste donc une
question ouverte.

Algorithme LR

Dans le Chapitre 4, nous nous sommes penché sur deux algorithmes de
renversements de liens introduits par Gafni et Bertsekas [23|, appelés FR
et PR, pour le routage des messages dans des résaux mobiles sujets a de
fréquents changements de topologie. Dans les implémentations de ces algo-
rithmes proposées par Gafni et Bertsekas, les noeuds du réseau mettent a jour
des variables appelées hauteurs a valeurs dans des ensembles non-bornés et
totalement ordonnés.

Contributions

Nous avons présenté une nouvelle formalisation de ces deux algorithmes,
qui conduit & des implémentations simples et bornées de PR et FR [14].
Nous avons décrit un algorithme unique, que nous avons appelé LR (pour
Link Reversal), destiné a étre exécuté sur des graphes acycliques munis d’'un
étiquetage binaire des liens, et avons déterminé des conditions sur I’étiquetage
initial suffisantes pour garantir sa correction.

Cette formalisation nouvelle, qui unifie de maniere simple et élégante FR
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et PR et qui permet de décrire des algorithmes qui ne sont pas couverts
par I'approche fondée sur des hauteurs, nous a permis de mener une analyse
précise de la complexité en travail - le nombre de pas de calcul effectués par
chacun des noeuds au cours d’une exécution - et d’améliorer de fagon signi-
ficative les résultats de Busch et al. [8, 9] en exhibant une formule exacte
dépendant uniquement du graphe initial. En particulier, ce travail permet de
comparer 'efficacité de FR et de PR selon la topologie du graphe d’entrée, et
montre que, contrairement a l'intuition que 1’on peut avoir, ni I'un ni 'autre
n’est plus efficace, en ce sens qu’il existe des graphes pour lesquels FR est
plus efficace que PR, et vice versa. Un autre point intéressant est que notre
approche nous a permis d’étudier précisément quelle peut étre I'influence de
I’étiquetage initial sur la complexité en travail globale et de montrer que
la minimisation de celle-ci nécessite une connaissance globale du graphe, et
donc ne peut étre aisément obtenue par une solution distribuée.

Nous avons, de plus, étudié la complexité en temps de cet algorithme dans
le cas des graphes initiaux dont tous les liens sont marqués, c’est-a-dire le
nombre d’itérations, au cours desquels chacun des puits effectue un pas de
calcul, nécessaire pour qu’une exécution donnée converge. Nous avons établi
un résultat exact pour la complexité en temps des exécutions sur des chaines,
dont nous avons déduit une borne inférieure sur la complexité en temps des
exécutions sur des graphes quelconques.

Perspectives

Notre formalisation est fondée sur un étiquetage binaire des liens des
graphes sur lesquels est exécuté notre algorithme. Il pourrait étre intéressant
de faire varier la taille k£ de I'espace des valeurs prises par les étiquettes des
liens - un résultat préliminaire a été établi dans ce sens - et d’étudier dans
quelle mesure cela permettrait de réduire le nombre de renversements de
liens, a distinguer des pas de calcul, au cours d'une exécution donnée.

Une autre question pourrait consister a étendre le résultat concernant
la complexité en temps de LR sur des chaines initialement uniformément
marquées, et donc de FR sur des chaines, au cas de graphes plus complexes,
ou encore d’établir un résultat similaire pour la complexité en temps de LR
sur des graphes initialement uniformément non-marqués, et par conséquent
de PR. On pourrait aussi s’'intéresser a la détermination du round d’une
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exécution de LR dans laquelle, a chaque round, tous les puits effectuent un
pas de calcul, au cours duquel un nceud effectue son i-ieme renversement.

Enfin, notre approche pourrait permettre de démontrer la correction d’autres
algorithmes de renversements de liens comme ’algorithme de routage TORA [37]
ou l'algorithme d’Election de leader présenté dans [35], et de mener une ana-
lyse fine de leurs complexités respectives.
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