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Introduction

L’étude des systemes auto-gravitants constitue un domaine de recherche
tres intéressant. Non seulement, de par leur dénomination, ce sont des objets
dont le comportement est régi par I'une des quatre interactions fondamentales, la
gravitation, mais I’étude de ces systemes nous permet de mettre en évidence des
propriétés fondamentales, par exemple dans le domaine de la datation, et d’englober
toute un ensemble d’objets astrophysiques, des plus petits (régis par la mécanique
céleste) aux structures les plus grandes et complexes (on est ici dans le cadre des
études cosmologiques). Afin d’appréhender concrétement ce qui se cache derriere la
terminologie de « systéme auto-gravitant », faisons tout d’abord un voyage dans le
temps, a travers 1’Histoire de I’ Astronomie, plus particulierement ce qui concerne les
amas stellaires et les galaxies.

Un peu d’histoire ...

(a) | ()

FIGURE 1 — (a) M45, les Pléiades — HST et (b) M31, galaxie d’Andromede — R.
Gendler

Sil'on s’en tient aux documents les plus anciens qui sont parvenus jusqu’a nous,
les Grecs connaissaient depuis I’an 700 av JC I'existence de ’amas ouvert des Pléiades
(voir figure 1a), dans la constellation du Taureau. Ce nom lui fut d’ailleurs attribué
par le poete Hésiode en référence aux sept sceurs, filles d’Atlas et de Pléioné, de
la mythologie grecque. Par ailleurs, la galaxie spirale d’Andromede (voir figure 1b),
dans la constellation éponyme, a été découverte en 905 par I’astronome persan Abd-
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Al-Rahman Al-Sufy. A cette époque cependant, la véritable nature de ces deux objets
n’avait pas encore été identifiée.

Du point de vue des amas stellaires, tout comme pour les diverses branches
de l’astronomie, la révolution scientifique initiée par Copernic joua un role
prépondérant. On citera en particulier 'arrivée de la lunette astronomique de Galilée
en 1609. Des lors, une grande tendance aux catalogues observationnels se développe.
La période clé qui nous intéresse débute en 1665, année durant laquelle ’astronome
amateur allemand Abraham Ihle découvre le premier « amas globulaire » dans la
constellation du Sagittaire (voir figure 2a), plus tard appelé M22. et pourrait se
terminer avec ’établissement par Charles Messier de son célebre catalogue entre 1764
et 1781. On notera en particulier la découverte de la premiere « galaxie elliptique »,
M32, galaxie satellite de la galaxie d’Andromede, en 1749 par Jean-Baptiste Le
Gentil de la Galaisiére (voir figure 2b). L’astronome frangais Charles Messier fut par
ailleurs le premier a résoudre 'une de ces « nébuleuses », telles qu’on les appelait a
I’époque, en ses composantes, les étoiles.

(a)

FIGURE 2 — (a) amas globulaire M22 — N.0.A.0. et (b) la galaxie elliptique M32 —
HST

En cette fin du XVIIleme siécle, et ce en particulier grace aux travaux de
lastronome anglais William Herschel (qui inventa le terme d’« amas globulaire »),
les progres des télescopes aidant, I’ensemble de ces objets est résolu de la méme
maniere.

L’évolution des idées nous amene finalement a distinguer une autre catégorie,
les galaxies. Le terme est apparu en 1924, dans les travaux d’Edwin Hubble, alors
que la communauté scientifique acceptait le fait que certains de ces objets n’étaient
pas dans notre « univers-ile », la Voie Lactée. M31, la galaxie d’Andromede, sera
la premiere identifiée comme telle (en 1929), et il faudra attendre la classification
des galaxies par la séquence de Hubble (voir figure 3) en 1936 pour que les termes
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de « galaxie elliptique » (E0 a ET7), de « galaxie lenticulaire » (S0), de « galaxie
spirale normale » (Sa, Sb et Sc) et de « galaxie spirale barrée » (SBa, SBb, SBc) se

répandent.
Sh Sc
Sa é @

0o0ooccc-@
EO E1 E2 E3 E4 ES5 E6 E7

SBa _— %
SBc

FIGURE 3 — La séquence de Hubble — wikipédia

Amas et galaxies : caractéristiques et intéréts

Les amas et les galaxies, hormis les aspects morphologiques, présentent des
caractéristiques diverses. Précisons davantage la nature de quatre des sous-familles :

Les amas ouverts, comme les Pléiades (figure 1a), sont de trés petits amas (3 a
10 pc ® de diametre) et contenant tres peu d’étoiles (quelques centaines). Ce
sont des ensembles d’étoiles qui ne comportent pas de gaz interstellaire ni de
poussiéres.

Les amas globulaires, comme M22 (figure 2a), sont de taille plus importante que
les amas ouverts (10 & 50 pc) et contiennent davantage d’étoiles (quelques
milliers & quelques millions). Ces ensembles d’étoiles plus ou moins sphériques
ne comportent pas non plus de gaz interstellaire ni de poussiéres.

Les galaxies elliptiques, comme M32 (figure 2b), sont de taille beaucoup plus
importante (10 & 200 kpc de diametre et contiennent également bien davantage
d’étoiles ( de 107 a 103 étoiles). Comme les amas sus-cités, les galaxies
elliptiques ne contiennent que peu de gaz interstellaire et de poussiéres.

Les galaxies spirales, comme M31, la galaxie d’Andromede (figure 1b), sont de
taille comparable aux galaxies elliptiques (de 10 & 50 kpc de diameétre) et
contiennent & peine moins d’étoiles (de 108 & 10! étoiles). La différence
fondamentale, hormis leur aspect visuel, est que ces systémes contiennent du
gaz interstellaire et des poussieres.

5. Le parsec est une unité de distance en astrophysique qui vaut 1pc ~ 3,0856 10'%m
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L’absence de gaz interstellaire et de poussieres dans les amas globulaires et les
galaxies elliptiques permet de considérer ces objets comme des systemes a N-corps,
c’est-a-dire des systemes de particules en interaction gravitationnelle.

Les amas globulaires évoluent au sein des galaxies, comme on peut le voir sur
la figure 4, qui montre quelques amas globulaires de la galaxie des Chiens de Chasse
M51. Notre Galaxie, la Voie Lactée, en comporte 150 environ dans ’état actuel de
nos connaissances. La galaxie d’Andromede en comporte pres de 450.

F1GURE 4 — Un amas globulaire dans la galaxie des Chiens de Chasse M51— HST

Si 'on se réfere a Raymond White et Stephen Shawl [1], le rapport moyen
entre le petit axe et le grand axe de 99 des 100 amas qu’ils ont étudié vaut 0.93
et seulement 10% de ces amas ont un rapport d’axe inférieur & 0.8. On peut donc
considérer que les amas globulaires sont sphériques.

Le profil de densité d’un amas globulaire permet de distinguer deux éléments :
le coeur, ou la densité massique est a peu pres constante, et le halo, ou la densité
massique décroit progressivement. Or, — voir par exemple la synthese de George
Meylan et Douglas C. Heggie [2] — il a été observé que 20% des amas globulaires
galactiques présentent un profil de densité différent, ou la densité centrale est
beaucoup plus importante et ou le coeur n’existe pas : il s’est lui-méme effondré.
Les amas les plus proches du centre galactique sont tous dans cette catégorie. Les
galaxies elliptiques ont également ce type de profil.

Par ailleurs, les amas globulaires sont constituées d’étoiles du méme age.
Etudier le processus d’effondrement gravitationnel et les conditions dans lesquelles le
ceeur s’effondre sur lui-méme permet donc d’affiner la détermination de I’age de ces
objets et par la-méme de dater la galaxie dans laquelle ces amas évoluent. Etudier
ces systemes est donc d’une tres grande utilité en cosmologie.
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La démarche scientifique repose sur quatre instruments : 1’observation,
I'expérimentation, la modélisation et ’analyse mathématique, et la simulation
informatique. Or, il ne peut y avoir d’expérimentation en astrophysique.
Historiquement, l'observation était 1’apanage des astronomes, tandis que la
modélisation et la simulation était celle des astrophysiciens. Cette distinction n’existe
plus vraiment aujourd’hui tant ces domaines sont interconnectés et interdépendants
les uns des autres.

Précisons maintenant le contexte de modélisation et de simulation dans lequel
s’inscrit mon travail de these.

De nombreux résultats analytiques concernant le processus d’effondrement
gravitationnel ont été établis, que ce soit en terme de modélisation et d’étude de
stabilité. Les principaux datent des années 50. Ces études concernent principalement
les systemes auto-gravitants isolés, mais elles commencent a se tourner vers les
systemes non isolés. Petit a petit, la marge d’erreur concernant la datation des
amas et des galaxies se réduit, a travers cette compréhension plus accrue.

Conjointement, les simulations numériques, datant pour les plus anciennes
des années 80, se sont perfectionnées au gré du développement des ressources
informatiques et de la puissance de calcul. De méme, les méthodes numériques
développées et utilisées sont de plus en plus performantes.

L’objet de ma these

Mon travail de these de doctorat s’inscrit dans la continuité de celle
de Fabrice Roy ([3]), qui a complété les simulations numériques du processus
d’effondrement gravitationnel quant a la formation des systéemes auto-gravitants,
en particulier les conditions initiales permettant d’obtenir deux configurations
d’équilibre stationnaire, telles les deux catégories d’amas globulaires observés dans
la Voie Lactée : les modeles type « coeur-halo » et les modeles type « coeur effondré ».

L’objectif est double :

1. Etudier la dynamique interne des systemes auto-gravitants isolés au cours du
processus d’effondrement gravitationnel. L’objectif est d’utiliser des outils tirés
de la théorie des systemes dynamiques que ’on applique aux orbites stellaires
afin de dégager une signature dynamique des deux états d’équilibre « cceur-
halo » et « cceur effondré ».

2. Etudier l'influence de la présence d’'un champ extérieur sur le processus
d’effondrement gravitationnel.

Comme vous avez pu ou allez pouvoir vous en rendre compte a la lecture de
ce mémoire, le sujet de mon travail de these présente pour moi un atout majeur :
c’est un sujet transversal qui se trouve a l'intersection de plusieurs disciplines :

— Tastrophysique tout d’abord, de par le theme et les phénomenes qui entrent

en jeu dans la dynamique des systemes auto-gravitants ;
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— l'analyse numérique ensuite, a travers les aspects de modélisation, d’étude

mathématique de stabilité, et de calcul scientifique;

— les probabilités et statistiques, en particulier a travers la génération des

conditions initiales ;

— l'informatique enfin, a travers les considérations algorithmiques et les choix

technologiques d’implémentation, le calcul parallele en particulier.

Ce sujet m’a ainsi offert 'opportunité de mettre en pratique et d’approfondir
les connaissances acquises au cours de ma formation d’ingénieur généraliste
E.N.S.T.A. spécialisé en modélisation mathématique des systéemes et de mon D.E.A.
de « Mathématiques de la Modélisation, Simulation et Applications a la Physique »,
d’autant plus que j’ai pu les appliquer a un domaine qui m’est cher et qui m’a
toujours fortement passionné : 1’Astrophysique.

Ce mémoire sera articulé comme suit :

— la premieére partie est consacrée aux résultats analytiques, en commencant
dans le chapitre 1 par ’établissement des équations du modeles en utilisant
une approche statistique : le systeme Boltzmann sans collisions - Poisson,
et des propriétés des solutions stationnaires. Le chapitre 2 est consacré a
I’étude de quelques solutions analytiques stationnaires de ce systeme et leur
généralisation ou tentative de généralisation dans le cas des systemes auto-
gravitants non isolés. Ceci étant fait, nous pouvons alors étudier la stabilité
des solutions stationnaires (chapitre 3), en particulier deux mécanismes
d’instabilité — la « catastrophe gravothermale » ou instabilité d’Antonov,
et I'instabilité dite d’orbite radiale — et leur généralisation ;

— la deuxieme partie est quant a elle consacrée aux méthodes numériques.
Dans le chapitre 4, nous évoquerons les familles de codes de discrétisation
spatiale utilisés pour résoudre des problemes a N corps, comme c’est le
cas des systemes que nous étudions ici : des assemblées de particules
en interaction gravitationnelle. Celui que j’ai utilisé, le treecode sera
présenté plus en détails dans le chapitre 5. Le chapitre 6 sera consacré au
schéma temporel utilisé, ainsi qu’a la génération des conditions initiales.
Pour terminer ce tour d’horizon numérique, cette partie s’achévera par la
présentation des observables considérées et des méthodes utilisées pour les
calculer (chapitre 7) et les aspects de parallélisme (chapitre 8);

— enfin, la troisieme et derniere partie est consacrée aux résultats des
simulations que j’ai effectuées. Cette partie s’articule en trois chapitres. Le
chapitre 9 est consacré aux études préliminaires permettant de valider le
choix des méthodes numériques employées et des parametres choisis. Le
chapitre 10 est quant a lui consacré a I’étude numérique de la dynamique
interne des systemes auto-gravitants isolés, correspondant au premier axe
de recherche de mon travail de these. Enfin, le chapitre 11 est consacré au
deuxieme axe de recherche, a savoir l'influence de la présence d’un champ
extérieur sur le processus de formation des systémes auto-gravitants par
effondrement gravitationnel.



Premiere partie

Approche statistique des
systemes auto-gravitants






Modélisation des systemes
auto-gravitants

1.1 Le cadre de notre étude

L’objet de mes travaux est d’étudier un systeme o de N masses ponctuelles
en interactions gravitationnelles, et soumis a un potentiel gravitationnel extérieur
e, engendré par un ensemble o, de masses ponctuelles dont la densité est p.. On
considere que cette densité p. est une donnée analytique et par conséquent que le
systeme fictif o, n’est en aucune maniere influencée par le systeme o. Il s’agit la
d’une hypotheése tres forte et nous verrons par la suite dans quelle mesure il s’agit
d’une hypothese physiquement raisonnable. Bien que notre derniere hypothese n’aie
aucune influence sur le cadre théorique, mais corresponde davantage aux choix de
simulations numériques, je fais le choix que la densité p. est radiale. Nous verrons
dans la sous-section 1.4.4 la raison de ce choix et que cela implique que v, est radiale
également.
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FIGURE 1.1 — Le cadre d’étude

Maintenant que nous avons précisé le cadre d’étude, nous comprenons que
plusieurs phénomenes physiques sont a ’ceuvre, et qu’il existe donc a priori plusieurs
échelles de temps caractéristiques. La compréhension de ces échelles de temps est
primordiale car elle va nous permettre de comprendre le role de ces phénomenes et
la prépondérance de 'un ou l'autre. C’est pourquoi, avant d’entrer plus en détails
dans les aspects de modélisation et 1’établissement des équations physiques, nous
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allons maintenant évoquer les différents temps caractéristiques de notre systeme.

1.2 Temps caractéristiques

Dans le cas d’un systeme isolé, il y a deux temps caractéristiques a
appréhender : le temps dynamique et le temps de relaxation par collisions, ces
dernieres désignant des rencontres tres proches entre deux étoiles. La présence d’un
potentiel extérieur nous ameéne & considérer un troisieme temps caractéristique : le
temps de révolution orbitale.

1.2.1 Temps dynamique

Définition 1.1 (Temps dynamique). Le temps dynamique d’un systeéme est son
temps caractéristique d’évolution.

Pour appréhender ce temps caractéristique, considérons le cas élémentaire
d’une particule en orbite circulaire uniforme dans un systeme homogene de densité

P

Pour un mouvement circulaire uniforme, le principe fondamental de la
dynamique nous permet d’obtenir la relation :

2 _ GM(r)

v

(1.1)

ol G désigne la constante de gravitation universelle ou constante de Cavendish et
M (r) la masse contenue dans la boule de rayon r. Puisque nous avons fait I’hypothese
que notre systeme est homogene, on a :

M(r)= %ﬂﬁr?’ (1.2)

On obtient alors 'expression de la vitesse angulaire w :

v 4
— ~ — 4/ Z7Gp 1.
W= \/37TG,0 (1.3)

On en déduit alors la période de révolution ¢, :

27 3 (1.4)

Par ailleurs, si on place une particule test a la distance r du centre du systeme,
en utilisant les expressions (1.1), (1.2) et (1.3), le théoreme du centre d’inertie s’écrit :

2
d=r _GM(T) L

2 r
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Il s’agit de I’équation d’un oscillateur harmonique de pulsation w. Le temps
ty mis par cette particule pour atteindre le centre correspond donc a un quart de
période, soit :

t, 3T
tg=— = 1.5
47 16Gp (15)

Pour obtenir un ordre de grandeur, il suffit de prendre la densité moyenne. Pour
les objets considérés, que ce soit des amas globulaires ou des galaxies elliptiques, en
les approchant par des systemes sphériques de rayon R, on obtient :

R M N tq
amas globulaire | 10pc | 10°M, | 10° | 7.410%a
galaxie elliptique | 10kpc | 101 M, | 10T | 7.4107a

En pratique, on ne peut calculer ce temps caractéristique puisque la densité
n’est pas connue de facon analytique. Nous verrons plus loin que nous pouvons
calculer une densité discrete, mais elle est en pratique tres cotliteuse en temps de
calcul. On va donc l'estimer a travers un autre temps caractéristique.

Définition 1.2 (Temps de croisement). Le temps de croisement ¢, est égal au temps
mis par une particule de vitesse moyenne (v) pour traverser le systeme, ce qui revient
a:

(Ir —rol)

(Iv = ol)

car (r) est non seulement un estimateur correct de la taille R du systeme, mais
il est aussi tres simple a évaluer numériquement. Les vecteurs rg et vg désignent
respectivement la position et la vitesse du centre du systeme.

te =

1.2.2 Temps de relaxation par collisions

Nous exposons ici le raisonnement exposé dans [4] ou [5] : on considére une
étoile test de masse m traversant le systéeme. On cherche a évaluer un ordre de
grandeur de la différence entre le vecteur vitesse de notre particule test traversant
notre systéme ou les masses sont ponctuelles avec le vecteur vitesse qu’aurait cette
méme étoile test dans un systeme équivalent ou la répartition des masses serait
continue. Concretement, cela revient & quantifier la variation de vitesse induite par
une collision, (voir le schéma 1.2).

FIGURE 1.2 — Schéma d’une collision
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ov
On va considérer que cette variation de vitesse est faible |—| < 1 et que I'étoile
v

rencontrée est quasiment insensible a la présence de 1’étoile test. On en déduit alors

. . 2Gm
que la variation de la vitesse normale est v, = ——.

Il nous faut a présent dénombrer le nombre mgyen de collisions au cours d’une
traversée du systeme. Dans la mesure ou ces collisions sont par nature isotropes,
la valeur moyenne de év, est nulle. Pour mesurer 'amplitude du changement de
vitesse, on va donc effectuer ce dénombrement pour estimer la variation quadratique
51&, ce qui revient a intégrer sur le parametre d’impact b (voir figure 1.2), qui est
compris entre la taille caractéristique d’une particule (c’est la derniere hypothese)
et la taille du systéme. On obtient finalement :

51}%_ 8 3N

2 T 3N ar
Définition 1.3 (Temps de relaxation par collisions). On définit alors le temps de
relaxation par collisions comme le temps nécessaire pour que la variation relative du
carré de la vitesse soit de 100% . On obtient alors :

tre & SN t
rc ™ 73N ‘¢
8 In e
On obtient donc une estimation du rapport entre le temps dynamique et le
temps de relaxation par collisions. En reprenant les deux exemples précédents, on
obtient :

R M N tre
amas globulaire | 10pc | 10°My | 10° | 2.210'%
galaxie elliptique | 10kpc | 10" M, | 10 | 1.210'7a

On en déduit donc que l'influence des collisions est négligeable sur quelques
dizaines de milliers de temps dynamiques pour un gros amas globulaire, et quelques
milliards de temps dynamiques pour une galaxie elliptique moyenne.

1.2.3 Temps de révolution orbitale

Définition 1.4 (Temps de révolution orbitale). Le temps de révolution orbitale t,
est le temps mis par une particule pour effectuer une orbite. Il s’apparente donc
grandement au temps de croisement, en considérant le systeme entier o comme une
seule particule repérée par rg et vg :

_ (Irol)
0 =
(Ivol)
Afin de donner un ordre de grandeur, pour les amas globulaires de la Voie
Lactée, on va choisir (|rg|) = 16000al () (le rayon de la sphere qui contient la moitié

1. 1 année-lumiere est la distance que parcourt la lumiere en 1 année. Elle vaut lal =
9.4607 10"%km
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des amas globulaires évoluant au sein de la Voie Lactée) et (|vo|) = 150km.s~}
(la vitesse moyenne d’'un amas évoluant dans le halo de la Voie Lactée). Cela nous
donne :

t, = 3.210%a

1.3 Les équations du mouvement

On considere un systeme de N masses ponctuelles en interaction

gravitationnelle et soumis a un potentiel extérieur.

Dans la suite de notre propos, on va considérer 2 référentiels :

— Un référentiel R4 dont I'origine est la source du potentiel extérieur 1. et dont
les axes sont orientés dans 3 directions fixes. Il s’agit donc d’un référentiel
galiléen.

— Un référentiel R,4 dont 'origine est le centre de masse de notre systeme, et
dont les axes sont orientés dans les mémes directions que R,. Ce référentiel
est en translation curviligne par rapport a Ry, il n’est donc pas galiléen.

1.3.1 Relation Fondamentale de la Dynamique dans R,

On applique le principe fondamental de la dynamique a la particule de masse
m; dans le référentiel R,. Elle est soumise aux interactions gravitationnelles avec les
autres particules du systeme, ainsi qu’au potentiel extérieur .

doi o O
a Bri Lo
1.6)
mim; e (
Z \r] r;| ) or; r;
J#%

1.3.2 Relation Fondamentale de la Dynamique dans R,

Pour écrire le principe fondamental de la dynamique appliqué a la particule
m; dans le référentiel R4, il suffit d’introduire le centre de masse du systeme, dont
la position est rg, la vitesse vy et 'accélération ag, et d’effectuer le changement de

variable r; = rg + x;
N

Par définition du centre de masse, on a Zmixi = 0. Les interactions
i=1
gravitationnelles ne dépendant que des distances interparticules, leurs expressions
restent inchangées. L’équation (1.6) devient alors :

— mM;a (17)

ro+x;

] Ox;

d 1 7 e
—X :—GZ mm] j—Xi)—mia¢
J#z
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La question se pose maintenant de calculer ag. Notre systéeme de masses
ponctuelles peut étre assimilé a une particule fictive affectée de la masse totale
de toutes les particules. Cette particule fictive n’est autre que le centre de masse
affectée de la masse M. Il est donc soumis a la somme des forces qui s’appliquent a
chacune des particules. Pour le retrouver, sommons donc 1’équation 1.7 sur toutes
les particules du systéme. On obtient :

N N N N N
d?x; m;m; 0,
E mi——s = -G g E — (X —x;) — E m; — g m;ag
; dt — 0 x — x4 ; 0x; ;
i=1 i=1 j=1 1" 1 i=1 ro+x; i=1
JFi

Le premier terme est nul, car on somme toutes les interactions a deux corps.
Elles s’annulent donc deux a deux. Le membre de gauche est lui aussi nul par
définition du centre de masse. Finalement, il vient :

m; die
apg — — - (18)
; M dx; ro-hx;
La relation (1.7) devient alors
m‘dZXi _ —Gi m;m; (X- —X') _mAdwe Zm] dwe
" dt? —1 | _Xi‘g ! ' "dx; ro+xz M dx; ro+x;
J#
N N
m;m; _my die dwe
=-GYy ——(xj— m;
jz—; |Xj _Xi‘?) ’ Z ’ (dxl ro+x; de ro+x;
J#
(1.9)

1.3.3 Formulation hamiltonienne

Conformément aux notations introduites précédemment, on définit les
grandeurs énergétiques :

Définition 1.5 (énergie cinétique). L’énergie cinétique K d’un ensemble de
particules en interaction gravitationnelle soumis a un potentiel extérieur . est
définie par :

1N ) N|p|2
z z ?

,C_Q,lmi|w| _A12m
1= 1=

Définition 1.6 (énergie potentielle totale). L’énergie potentielle totale U d’'un
ensemble de particules en interaction gravitationnelle soumis a un potentiel extérieur
e est définie par :

N
_ _GZZ ,rmin:. i+ ;miwe\r

=1 5>
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Définition 1.7 (énergie totale). L’énergie totale H d’un ensemble de particules en
interaction gravitationnelle soumis a un potentiel extérieur ¢, est définie par :

H=U+K

On peut alors écrire la relation fondamentale de la dynamique (1.6) sous la
forme hamiltonienne :

dpz‘ o OoH

dt N _81'1’

dri _ OH (1.10)
dt op;

ar _om _

dt ot

1.4 Approche statistique : systeme couplé Boltzmann -
Poisson

L’établissement du systéeme couplé Boltzmann - Poisson dans le cas d'un
systeme isolé est assez courant dans la littérature. On pourra se référer par exemple a
[3]. Néanmoins, I’établissement des mémes équations avec la présence d’un potentiel
extérieur est peu ou pas répandu. C’est la raison pour laquelle nous allons ici
reprendre la démarche permettant 1’établissement de 1’équation de Boltzmann et
de I’équation de Poisson.

1.4.1 Fonction de distribution

Les équations de Hamilton (1.10) nous amenent & résoudre un systeme de
6N + 1 équations a 6NN + 1 variables. Si on excepte le temps, ces variables sont
conjuguées 2 & 2. On peut donc considérer notre probléme du point de vue de I'espace
des phases a 6 N dimensions. L’évolution de notre systeme sera alors représentée par
une trajectoire dans cet espace des phases.

Je vais néanmoins introduire quelques notations qui seront tres utiles par la
suite, notamment dans un souci d’allégement des diverses expressions et de clarté
dans la compréhension :

(™ pW™)) = (ry,p1,...,ry,py) désigne un point dans I'espace des phases & 6N
dimensions.

dV; = dr;dp; désigne 1’élément de volume de ’espace des phases a 6 dimensions
associé a la particule 1.

dV = drdp désigne I’élément de volume de ’espace des phases a 6 dimensions.

dVW) = dV,...dVy désigne Délément de volume de lespace des phases & 6N
dimensions.

dVEN) =dV1...dV;—1dV;;1...dV  désigne I’élément de volume de 'espace des
phases & 6(/N — 1) dimensions.
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dVZ(jN) =dV1...dV;_1dViy1...dV;_1dV i1 ...dVy désigne I'élément de volume
de P'espace des phases a 6(/N — 2) dimensions.

Définition 1.8 (Systemes équivalents). Deux systémes sont dits équivalent s’ils ont
la méme description macroscopique. Un ensemble de systemes équivalents est alors
appelé ensemble statistique.

Définition 1.9 (Densité de probabilité). Soit un ensemble statistique £. On définit
sur £ une densité de probabilité D de trouver un systéme ¥ au voisinage dV™) d’un
point (r(N ), pW )) de I’espace des phases. La probabilité dP de trouver une systéeme

dans df) est alors :
dP = D™ p™) H)av )
Chaque systeme de l’ensemble statistique est régi par les équations de

Hamilton. On va donc pouvoir en déduire une équation générale d’évolution de D.

Théoréme 1.1 (Théoreme de Liouville). Soit un petit volume dS2 de l’espace
des phases contenant un ensemble de points représentatifs du systéme. Aprés un
intervalle de temps Ot, chaque point est déplacé et ’ensemble de ces points est dSY'.
On a alors dQ = dSY, soit

(1.11)

dD 9D XN: <dr7; oD dp; ap) B

E N E i—1 E@rz dt '8pi

1.4.2 Equation de Boltzmann
Fonctions de répartition réduites & n particules

Définition 1.10. On appelle fonction de répartition réduite a n particules la
fonction f, définie par :

1
fn(r(n);P(n)7t) = m /D(T(N)vp(N)at)an—s—l ...dVy

Equation d’évolution des fonctions de répartition

On va intégrer I’équation de Liouville (1.11) sur les particules n + 1 a N,
conformément a la définition 1.10. Commencgons avec la fonction de répartition
réduite a 1 particule f; : On a

N
—_—— R . . V
’ (N—l)!/latJr;(dt 8r,-+dt api> dV;
_ 1 oD dI’l oD dpl oD (V)
(N -1)! / < o ory T ap1> dVi (1.12a)

N
* (N—l)!é/(dt or T di ’api>dV1 (1.12b)
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Par définition d’une densité de probabilité, on a :

Vi=1,...,N lim D=0 et lim D=0 (1.13)

|ri[——00 |pi|——00

On peut maintenant s’occuper du terme (1.12b).

dI'Z' (‘92) (N) _ P: 87) ) ) (N)
/ - 8ridV1 = / ( . aridrz dp;dVy;

- D
= / <pl- 0 dri> dp;dV'Y)
m; 8I‘i

= 0 en utilisant (1.13)

dp; 0D . (n)
. Vv
dt api d 1

La propriété (1.13) nous permet aussi d’obtenir /

L’équation de Liouville intégrée se réduit donc a :

N / 6D+dr1 8D+dp1 oD
(N =1 ot~ dt Or, dt Ops
~ ——— —,

T Ty T;

av™

Cette intégrale se compose de trois termes :
— un terme temporel T3 ;

— un terme de diffusion Ty ;

— un terme d’interaction T;.

Considérons le terme temporel :

Le domaine d’intégration est indépendant du temps (C’est le résultat du
théoreme de Liouville, cf (1.11)). On peut donc inverser la dérivée en temps avec le
signe intégrale et faire apparaitre fi :

1 oD . (n)y  Of1
Ti=———— [ —dV = = 1.14
N0 et ot (1.14)
Traitons a présent le terme de diffusion Ty :
. dr1  p1 s (N) .
Puisque T et qu’on integre sur dV; '/, on peut sortir ce terme de
m1

I'intégrale. En supposant maintenant que D soit suffisamment réguliere pour pouvoir
sortir la dérivée spatiale par rapport a r{, on obtient :

1 /dr1 6DdV(N) . dI‘l ] %

=T — (1.15)

T, = . - -
d dt 61‘1 1 dt 81‘1

Pour terminer, traitons le cas du terme d’interaction T; :
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d
En vertu de I’équation (1.6), on ne peut sortir le terme % de lintégrale car
il dépend de toutes les positions. Explicitons-le :

1 dp1 0D (N)
g — e AV
(N —1)! / dt op; 1

N
1 mym; 9D (V)
(N =) / G; rj —rf? 0 =) dp1 Vi
oD

1 O0e
L1 /_ml
(N —-1)! ory |, (9p1
1 mlmj oD (N)

rg - I‘1| 8P1
1 3%
+(N—1)!/ ™M

e ne dépend que de ry. Le terme (1.16b) se simplifie donc de la méme maniere
que le terme temporel T; vu précédemment. On obtient :

1 e
(N—l)!/ Mo

En reprenant I'hypothése selon laquelle les particules sont identiques et
indiscernables, le terme (1.16a), noté T;; se simplifie en :

aﬂd\ﬂ )
r1 Ip1

(1.16b)

of1

oD (N ) O,
r1 Ip1

A
. Op1 Yor,

N
1 0 mim; oD (N)
Ty = | | = . dV
! (N—l)!/ ory G;m—m L

op1
/ e mimy '\ oD av)
N 21 or, ro—ri|) Op1 !
:/ < G mme > . 8f2 (rlaplar27p2at)dv2
81‘1 lrg — 11 op1

par définition de la fonction de répartition réduite a 2 particules. On obtient donc
I’équation d’évolution de fi :

ofi  dr 0f dwe.afw/_a (_G mims )ﬁfz

ot dt 871'1 - dri Op1 871‘1 op1

dVy =0 (1.17)
ra — 1y
L’équation d’évolution de la fonction de répartition réduite a 1 particule
fait donc apparaitre la fonction de répartition réduite a 2 particules. On pourrait
reprendre ce raisonnement pour établir I’équation d’évolution de la fonction de
répartition réduite & n < N particules, qui dépend de la fonction de répartition
réduite a n+ 1 particules. Ce systeme d’équations en cascade est appelé « hiérarchie



1.4. APPROCHE STATISTIQUE : SYSTEME COUPLE BOLTZMANN -
POISSON 27

B.B.G.K.Y. » (pour Born, Bogoliubov, Green, Kirkwood et Yvon, voir par exemple
[6, p. 1-27] ou [7, p. 621-629]).

Le systeme BBGKY est exact et équivalent a ’équation de Liouville (1.11).
Néanmoins, en pratique, on tronque la hiérarchie & un certain niveau, ce qui demande
une équation de fermeture.

Ecrivons f, sous la forme :

N -1
N f1(r1, p1,1) fi(re, p2,t) + fi2(r1, P1, T2, P2, 1)

fa(r1, p1,12, P2, t) =

Si fi2 = 0, on dit qu’il n’y a pas de corrélation binaire entre les particules 1 et 2.
Comme les particules sont identiques indiscernables, on peut alors définir une
fonction f, décrivant le systéeme tout entier, par la relation :

f(r,p,t) =mfi(r,p,t) (1.18)

f représente donc la fonction de répartition des masses.
En remplagant dans 1’équation (1.17), on obtient :

_% dry 8fl dwe %

0= ari On _ _
ot " dt ory  dr, Ops
N1 o m\ of
v e U -5 (r1, p1 1) fi(r2, P2, )V
N 6r1< |r2—r1]) ap; "L PL ) fir2, P2, AV,

0 m? Of12
+ [ —— -G . ri,pi,re, p2,t)dV
/ or ( i _r2‘) 3p1( 1,P1,T2,P2,t)dVa

On multiplie les deux membres par la masse m pour faire apparaitre la fonction de
répartition des masses f. On obtient :
of dr JOf dyp. Of
ot dt Or dr Op
N —-10f 0 ( m

0

) f@',p' t)dr'dp’

"N op ) o\ v
0 m> df12 . .
+/_ar <_G‘r_r/‘>. 8p <r7p7r7p,t)d1‘dp

Nous allons introduire ici la densité massique.

Définition 1.11 (Densité massique d’une assemblée de particules identiques et
indiscernables). On appelle densité massique d’une assemblée de particules confinée
dans un volume 2 décrite par une fonction de répartition f (définie selon (1.18)), la
quantité macroscopique p définie par :

0= /f(r,p,t)dp sir e
0 sir¢Q

p(r (1.19)
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De méme, on peut définir le potentiel gravitationnel v généré par cette
assemblée de particules.

Définition 1.12 (Potentiel gravitationnel d’une assemblée de particules identiques
et indiscernables). étant donnée une assemblée de particules identiques et
indiscernables dont la densité massique est p, alors on définit le potentiel
gravitationnel 1 engendré par cette assemblée par la relation :

b(r,t) = -G / ﬁ(i,f')l dr’ (1.20)

On obtient alors :

_87 —Gm ro ' /_/_a —Gm / /
/ o <|r—r’]> f(r',p',t)dr'dp’ = ar \r— v/ p(r',t)dr
0 —Gm
= —&./Mp(r/7t)dr/
9

En remplagant dans 1’équation (1.17), on obtient alors :

Définition 1.13 (équation de Boltzmann). On consideére un systéme de particules
identiques et indiscernables en interaction gravitationnelle de potentiel v (cf
définition 1.12), décrit par une fonction de répartition réduite massique f (définie
selon (1.18)) et soumis a un potentiel extérieur 1. Alors, f vérifie 'équation dite
de Boltzmann :

of Ldr of 4 af_/a —Gm’\ 0fiz ' o D dv!
ot T o (Ve + ) op ) o \r—v| op (r,p,r',p',t)dr'dp
(1.21)

Le membre de droite de cette équation représente le terme de collisions
binaires. étant donné les échelles de temps caractéristiques vues en section 1.2,
on peut raisonnablement considérer que les systeémes que 'on étudie sont non
collisionnels sur une durée équivalent a une centaine de temps dynamiques, ce qui ne
veut pas dire qu’il n’y a pas de collisions, mais simplement que ces collisions n’ont
pas d’influence sur la dynamique globale sur les échelles de temps considérées.

A partir des équations de Hamilton, nous avons donc obtenu une équation
d’évolution qui relie 2 grandeurs physiques, f et . Il nous faut donc maintenant
obtenir une seconde équation, afin que le modele soit entierement déterminé. C’est
ce que nous allons voir & présent.
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1.4.3 Equation de Poisson

Définition 1.14 (équation de Poisson). Si p est la densité massique d’une assemblée
de particules identiques et indiscernables en interaction gravitationnelle, alors le
potentiel gravitationnel induit 1) est solution de 1’équation de Poisson :

AY(r,t) = 4nGp(r,t) (1.22)

Proposition 1.1. Le potentiel gravitationnel induit par la définition 1.12 est
solution de (1.22) pour la méme densité p.

Démonstration. On va montrer que ’équation de Poisson admet une et une seule
solution dans R? qui tend vers 0 & l'infini, et que cette solution est le potentiel
gravitationnel v introduit par la définition 1.12.

La démonstration est basée sur [8, p. 228-230]. La premiere étape consiste a
déterminer la fonction de Green du Laplacien, & savoir la solution de I’équation :

AT =§ (1.23)

ol ¢ est la masse de Dirac en 0.
Cette équation étant invariante par rotation, on va chercher la solution sous
la forme I' = I'(|r|) = I'(r). (1.23) devient alors :

9 ( ,0r\ .

dont la solution est b
I'(r)=a— -
(=a-"

ol a et b sont deux constantes d’intégration. Puisque la solution que ’on cherche
tend vers 0 a I'infini, on doit prendre a = 0. Pour prouver I'existence et I'unicité de la
fonction de Green qui tend vers 0 quand r tend vers l'infini, il nous faut maintenant
déterminer b. On considere donc une fonction test v. Supposons dans un premier
temps que v est radiale.

(AT, v) = (T, Av)

:/ I'Av
R3

. bd g dv
= _//Sln(e)ded¢/rch" <r dr) dr

*bd dv
=4 (2=

7r/0 rdr <T dr)dr
= —4rm ([brdv] —i—/ bdvdr>
dr |, o dr

= 4mbv(0)
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Pour avoir (AT, v) = (4,v) = v(0), il faut donc choisir 47b = 1 soit :

1

I(r)= ~ i

Pour nous assurer que la fonction I' ainsi obtenue est bien la fonction de Green
recherchée, il suffit de reprendre le calcul précédent avec une fonction test v
quelconque (cf [8, p. 228-230] pour les détails).

Nous avons donc maintenant identifié la fonction de Green du Laplacien dans
R3. Rappelons & présent la définition d’un produit de convolution et I'une de ses
propriétés concernant la dérivation ( cf. [8, p. 189-196]) :

Définition 1.15 (Produit de convolution). Soit f,g € L _(R*) dont les supports
sont convolutifs, alors le produit de convolution de f et g est défini par :

vx e R3, [fxg]( / fly —y)dy (1.24)

Proposition 1.2 (Laplacien et produit de convolution).

A(fxg) = (Af)xg=f=(Ag)

On en déduit donc que la solution de (1.22) est :

P(r) = [ * (4nGp)] (r) = — [G *p] (r) = _G/ ot

| v — 1/l
On retrouve bien la définition 1.12. O

Remarque. On peut maintenant établir la relation entre . et p. car pour les
mémes raisons que p et ¥, 1, vérifie ’équation de Poisson pour la densité p.. On a
donc :

Ape(r, 1) = 47 Gpe(r, 1) (1.25)
B pe(r’ t
G/ |r—r’| (1.26)

1.4.4 Propriétés des solutions stationnaires du systéme Boltzmann
sans collisions - Poisson

Précisions sur les notations

Nous avons vu en définition 1.7 la définition de ’énergie totale H, aussi
appelée hamiltonien du systeme. On peut 1’écrire sous sa forme continue en tant que
fonctionnelle de la fonction de distribution. Nous introduisons également 2 autres
énergies qui seront utilisées par la suite :
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Définition 1.16 (Hamiltonien d’un systéme décrit par une fonction de répartition
des masses f). Soit un systeme hamiltonien décrit par une fonction de répartition
des masses f (comme introduite en équation 1.18). Son énergie, ou hamiltonien,
s’écrit alors :

H = / \v\frvdV—/f P FEIEN) gy — /frv - Vb (r)dV

Définition 1.17 (Hamiltonien d’une particule). Le hamiltonien d’une particule de
masse m, noté H est défini par :

H = Jm v+ mis(r) + e (r)

Définition 1.18 (énergie par unité de masse). L’énergie par unité de masse est
définie par :

1
Hy, = o 51)2 + (r) + te(r)
Je vais également donner la définition du moment cinétique :

Définition 1.19 (Moment cinétique). Le moment cinétique d’une particule de masse
m est défini par :

L=rAmv

Les solutions stationnaires du systéme Boltzmann sans collisions - Poisson

En utilisant les équations de Hamilton (1.10), on peut réécrire I’équation de
Boltzmann sans collisions sous la forme suivante :

of dr Of d of
o= oe P et g
OH 0Of OH of

ap 8r+8r ap

ou H désigne le hamiltonien de la particule de masse m caractérisée par sa position
r et son impulsion p.
Introduisons maintenant la notion de crochet de Poisson :

Définition 1.20 (Crochet de Poisson). Soit a et b deux fonctions des 6N
coordonnées de l'espace des phases , donc de RSV & valeurs dans R. On appelle
crochet de Poisson de deux fonctions a et b la fonction définie par :

da Ob Oa Ob
{a.b} = Zariapi dp; Or;
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On peut donc écrire ’équation de Boltzmann sans collisions sous la forme
(N =1 dans ce cas) :

of
T {H, f} (1.27)
De par la définition du crochet de Poisson, on peut donc montrer sans aucune
difficulté que si f ne dépend des coordonnées de ’espace des phases qu’a travers
I’énergie H, alors f ne dépend pas explicitement pas du temps. Il s’agit la d’une
solution stationnaire de ’équation de Boltzmann sans collisions.
On dispose en réalité d'un théoreme beaucoup plus fort concernant les
fonctions des intégrales du mouvement (H par exemple) :

Théoréme 1.2 (Premier théoreme de Jeans). Toute solution stationnaire
de [équation de Boltzmann sans collisions ne dépend des coordonnées de
l’espace des phases qu’a travers les intégrales du mouvement dans le potentiel
gravitationnel. Réciproquement, toute fonction des intégrales du mouvement est
solution stationnaire de I’équation de Boltzmann sans collisions.

Donald Lynden-Bell ([9]) précise que les intégrales du mouvement concernées
sont celles qui isolent I'espace des phases. On parle d’« intégrale isolante ». L’énergie
totale H et le carré du moment cinétique L? étant des intégrales isolantes, on va
s’intéresser aux fonctions de répartition qui dépendent de ces quantités.

Etude des propriétés de symétrie dans I’espace des positions des solutions
stationnaires de la forme f = f(H)

Dans le cas ou 1 = 0, il existe une littérature abondante montrant que les
solutions stationnaires de la forme f = f(H) sont a symétrie sphérique. La preuve
se base sur le théoreme de Gidas-Ni-Nirenberg que je rappelle ici a titre informel
(voir [10] pour plus de détails) :

Théoréme 1.3 (Gidas-Ni-Nirenberg). Soit u une fonction de classe C? de R® dans
R_ telle que :

Tm >0/ uZO(—)

[x[™

et solution de

Au = h(u)

ot h est une fonction continue, positive, décroissante de R dans R vérifiant :
4 0 o
Ja > — / h(u) = O(u®)
m

alors pour un choix convenable de l'origine, u est une fonction radiale croissante.
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Que se passe t-il maintenant dans le cas ou ). est non nul ?

o= [ sty

= /f (;mqﬂ + map + md)e> dv

= p (Y + )

Le théoreme 1.3 n’est donc plus applicable. Que peut-on dire maintenant sur
le systéme o.. Nous avons jusqu’a présent fait ’hypothese selon laquelle le potentiel
e est engendré par une distribution de densité p, et nous avions précisé que nous
choisirions pe radiale. En réalité, notre hypothese est la suivante : le systeme o,
est une solution stationnaire dont la fonction de distribution f. ne dépend que de
I’énergie, en prenant en compte I’hypothese forte que nous avons prise, a savoir que
le systeme o, n’est pas sensible & la présence du systeme o. Par conséquent, en
reprenant le raisonnement précédent, on obtient que pe = pe(te).

Le systeme formé par les équations 1.22 et 1.25 se met alors sous la forme :

{Aw = AnGp(Y + o) = g(, ) (1.22)
Arp, = 477Gpe(¢e) = 96(¢e) (1'25)

L’étude de tels systéemes d’équation a fait ’objet de nombreux travaux (on pourrait
citer par exemple [11]). On constate néanmoins que I’équation 1.25 rentre tout a fait
dans le cadre du théoreme 1.3. On en déduit donc que 9., donc p., est radiale. Le
systeme o, est donc a symétrie sphérique.

L’équation 1.22 peut alors s’écrire dans R, sous la forme :

A = 4nGp(4, )

On peut alors faire appel a une variante du théoréeme 1.3 (& voir également
dans [10]) :

Théoréme 1.4 (Gidas-Ni-Nirenberg étendu). Soit u une fonction de classe C? de
R3 dans R_ telle que :
1
Im>0/u=O(—m)

|

et solution de
Au = h(u,r)

ot h est une fonction continue de R dans R, positive, décroissante en u, strictement
décroissante en r vérifiant :

3a>%/mwiow%

alors u est une fonction radiale croissante (par rapport a Uorigine de R ).
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Ce résultat nous permet donc d’affirmer qu’une solution stationnaire dont
la densité est strictement décroissante en r est & symétrie sphérique et centré sur
l'origine de R,. Ce résultat aurait également été obtenu en appliquant le théoreme
de Busca - Sirakov (appelé « théoréme 2 » dans [11]).

Etude des propriétés de symétrie dans ’espace des vitesses des solutions
stationnaires de la forme f = f(H)

Dans le cas d’un systeme isolé, une solution stationnaire avec f = f(H) est
isotrope en vitesses. Nous allons montrer que ce résultat reste valable en présence
d’un potentiel extérieur. Exprimons pour cela la vitesse quadratique moyenne suivant
ex :

(2) = [ estav
= [ 21V o) + m ey

On en déduit donc aisément que la vitesse quadratique moyenne est identique selon
les deux autres axes. On dit que le systeme est isotrope dans ’espace des vitesses.

A présent que nous avons examiné les symétries des solutions stationnaires avec
f = f(H), nous allons nous intéresser a une autre famille : les solutions stationnaires
de la forme f = f(H, L?).

Etude des propriétés de symétrie dans I’espace des positions des solutions
stationnaires de la forme f = f(H, L?)

Dans le cas o1 ¥, = 0, la méme littérature abondante montre que les solutions
stationnaires de la forme f = f(H, L?) & densité radialement décroissante sont &
symétrie sphérique. La preuve se base sur le théoreme 1.4. Il est alors aisé de voir
que ce résultat reste valable en présence d’un potentiel extérieur . si 'on effectue
les mémes hypotheése supplémentaires que dans le paragraphe précédent, a savoir
que le systéeme est immobile et placé au centre de la source de potentiel.

De maniere générale, p ne décroit pas avec r et on ne peut pas utiliser le
théoréme 1.4. Néanmoins, Jérome Perez et Jean-Jacques Aly ([12]) ont montré que
des solutions stationnaires de la forme f = f(H, L?) étaient & symétrie sphérique
sous la conditions suivante :

df

VT', HU/W

(r,v) # 0
Etude des propriétés de symétrie dans ’espace des vitesses des solutions

stationnaires de la forme f = f(H, L?)

Pour I’étude de la symétrie dans I’espace des vitesses, la présence de L? en tant
qu’intégrale du mouvement nous contraint a faire une distinction entre la vitesse
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dite « normale » et la vitesse dite « tangentielle ». C’est la raison pour laquelle nous
allons passer en coordonnées sphériques et établir ’expression du module du moment
cinétique :

1 1 1
H = §mvr2 + §mv.92 + imv(f + ma)(r) + mape(r)

B SR 1.2
= imvr +27r2+mw(r)+m¢e(r) (1.28)

On voit dans cette expression que la vitesse radiale joue un réle différent. On
peut donc en déduire aisément que :

g [ =(3)
=Ly {<vz>¢<vz>

On dit que le systeme est anisotrope dans I'espace des vitesses.

A présent que nous avons examiné les symétries des solutions stationnaires
avec f = f(H, L?), et avant d’étudier quelques solutions particulieres, nous allons
nous intéresser a4 un autre critere de stationnarité (équilibre), & savoir le critere du
Viriel, qui dérive directement du théoreme éponyme.

1.5 Le Théoreme du Viriel

1.5.1 Préliminaires

Définition 1.21 (fonction homogene de degré o). Soit f une fonction de (RP)™ dans
R. On dit que f est une fonction homogene de degré « si et seulement si

VAeR, f(Aug,Aug,- -, uy,) =Af(u,ug, - ,uy,) (1.29)

Proposition 1.3 (Théoreme d’Euler). Si f est une fonction homogéne de degré «,
alors on a :

n

Zui . vuif(ul,UQ, e 7un) — Oéf(ll]_,llQ, e )un) (130)
i=1

Pour démontrer ce résultat, il suffit juste de calculer la dérivée de la relation
(1.29) par rapport a \ et de prendre A = 1.

Maintenant que cette famille de fonctions a été présentée avec sa propriété
fondamentale, nous allons pouvoir étudier notre systeme de N masses ponctuelles.
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1.5.2 Le théoreme du Viriel
Dans le référentiel galiléen R,

On projette la relation (1.6) sur le vecteur r; :

mr, . O OUL i
o dt? ! 81'2- i v dI‘i i

d dr; dr; dr; oUu de
TG T T T |, T ™ |

1d2 2 dI‘Z' dI‘Z‘ oU dwe
5@(”%'1‘1') BT T or, . — MyT; - dr; |,

On somme maintenant sur toutes les particules du systéme pour utiliser le fait
que U est une fonction homogene de degré —1 :

1d2 & Y dipe
(Z mir?) = 2K + U — Zmiri B (1.31)
i=1 '

2dt2 im1 dl‘i r

Dans le référentiel non galiléen R,

Dans la relation (1.31), on va maintenant effectuer le changement de variable
r; = rg + x;, comme en sous-section 1.3.2 et on va utiliser d’une part la définition

N N
dr;
du centre de masse pour écrire que g m;x; = 0 et E mzd—; = 0, et d’autre part
i=1 i=1

la relation (1.8) :

12 (&, al dibe
242 (;mle> = 2K+U—Zmixi~ ax;

=1

(1.32)

ro+x;

1.5.3 Un critere d’équilibre

Définition 1.22 (Equilibre d’un systéme auto-gravitant). Un systeme auto-
gravitant est dit en équilibre si le terme d’accélération du semi-moment d’inertie
est nul :

142 L,
5@(27’%%) =0
i=1

Dans le cas isolé, a I’équilibre, la relation 1.31 devient : 2K + U = 0. Cette
relation bien connue nous permet de définir une quantité, le rapport du viriel,
qui nous sert d’indicateur quant a I’état d’un systéeme auto-gravitant. On va donc
généraliser la définition du rapport du viriel dans le cas ol le systéme n’est pas isolé :
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Définition 1.23 (Rapport du viriel).
2K

- N
dibe
U - ;mzrl . dT

7

Ui

r;

Lorsque n vaut —1 et y reste, cela signifiera donc que le systéme aura atteint
I’état d’équilibre dit du Viriel. Un systeme en contraction ou expansion uniforme
est en équilibre du Viriel, mais n’est pas a 1’équilibre. Par contre, un systéeme en
équilibre est en équilibre du Viriel.

Ce rapport nous permet également de controler l'intensité du processus
d’effondrement gravitationnel, en fixant sa valeur durant la phase de génération des
conditions initiales. Plus la valeur initiale de 7 est éloignée de —1, plus ’effondrement
gravitationnel sera violent.

Dans le cas non isolé, les relations (1.31) et (1.32), que nous avons obtenues
de maniere tout aussi directe que la version isolée, nous servirons a étudier 1'état
d’équilibre en présence d’un potentiel extérieur.






Solutions analytiques

2.1 Les polytropes et le modele de Plummer

2.1.1 Les polytropes

Du point de vue de la dynamique des gaz, les polytropes (ou gaz polytropiques)
peuvent représenter des systemes a symétrie sphérique. Nous allons définir des
systemes auto-gravitants polytropiques par analogie. On se place donc dans un
premier temps dans le cadre de la dynamique des gaz.

Les résultats et propriétés dans le cas d’un systeme auto-gravitant isolé ont
été présentés a maintes reprises (voir par exemple [4, pages 224 - 225], [13, pages 84
- 88] ou [3]).

Nous allons ici les reprendre en ajoutant le potentiel extérieur .. On considere
donc dans cette section que le systéme o est un gaz polytropique, ce qui sous-entend
que le systeme o est centré sur la source du potentiel 1), et que sa densité est
décroissante, d’apres le théoreme 1.3, afin de conserver ’analogie par la suite.

Comme dans le cas isolé, nous introduisons ici les notions d’énergie et de
potentiel relatifs.

Définition 2.1 (Energie et potentiel relatifs). Le potentiel relatif ¢ (resp. ¢e) est

défini par ¢ = —1p + g (resp. ¢ = —1)c). L’énergie relative £ est alors définie par :
02

E = ~Hm+vo =0+~ 5

La constante )y est choisie de sorte que la fonction de distribution f des polytropes
est positive pour des énergies relatives positives, nulle dans le cas contraire.

Equation d’état polytropique et équilibre hydrostatique

Définition 2.2 (Equation d’état polytropique). En thermodynamique, une équation
d’état est une relation entre les variables d’état. Une équation d’état polytropique
relie deux d’entre elles, la densité massique p et la pression du systeme que I'on
notera P, sous la forme d’une loi de puissance d’exposant ~y @ .

P=Kp (2.1)

ou K est une constante arbitraire positive.

1. v désigne l'indice adiabatique
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En pratique, on préfere remplacer v par un autre indice, appelé indice
polytropique :

Définition 2.3 (indice polytropique k).

1 1
-1 YT (22)
Ecrivons & présent I’équilibre hydrostatique du systéme o (voir par exemple
[7, page 693]). Il est soumis au potentiel relatif total ¢, = ¢ + ¢.. La condition
d’équilibre hydrostatique du systeme o s’exprime alors par la relation :

1
;vp—wt -0

En utilisant la symétrie sphérique, on obtient I’expression de la variation de
la pression P dans le systeme o :

dP d
a - Par (¢ + de) (2.3)

Cette relation traduit que les forces de pression du systéme o compensent
I’ensemble des forces de gravité.

En utilisant I’équation 2.1, on obtient alors :

k
p=cr(p+ ¢e)" avec ¢ = (K(ll—l—k)> (2.4)

Nous pouvons maintenant préciser la nature de l’analogie que nous faisons
avec les gaz polytropiques :

Définition 2.4 (Systéme auto-gravitant polytropique ou polytrope). Un systéme
auto-gravitant dans un potentiel extérieur relatif ¢, est dit polytropique si sa densité
p et son potentiel gravitationnel relatif ¢ sont liées par la relation (2.4).

Dans 'analogie que nous avons faite avec les gaz polytropiques, nous avons
fait 'hypothese que le systeme était sphérique. Afin de conforter cette hypothése,
nous allons nous intéresser a la fonction de répartition d’un polytrope.

Fonction de répartition d’un polytrope

Définition 2.5 (Fonction de répartition d’un polytrope d’indice k). Etant donnée
Iénergie relative £ (voir 2.1), la fonction de distribution f d’un polytrope d’indice
k est définie par :
3
a&f2 pour £ >0
f= { (2.5)

0 pour £ <0

Proposition 2.1. La densité p d’un systéme dont la fonction de répartition f est
définie suivant (2.5) vérifie la relation (2.4).
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Démonstration. 1l suffit pour cela d’exprimer la densité p :
p= / f(€)dv

2(p+0e) 02\ 2
:47ra/ v? <¢+¢e—2> dv
0

= g 1) @ T %) i

= Ckg (¢ + ¢e)k

O]

Ainsi, dans I'hypothese ou la densité d’'un polytrope est décroissante, on
confirme ainsi que le systéme polytrope o est bien a symétrie sphérique, a condition
que o soit centré sur l'origine de la source de potentiel 1., d’apres le théoreme 1.3.
Pour pouvoir conclure définitivement, il nous faut donc étudier les caractéristiques
des polytropes, en travaillant sur I’équation de Poisson.

2.1.2 L’équation de Lane-Emden

L’équation 2.4 nous donne donc une relation entre la densité p et le potentiel
gravitationnel relatif total ¢; = ¢ + @..

En utilisant les équations de Poisson 1.22 et 1.25, on obtient I’équation de
Poisson associée au potentiel relatif total ¢; :

Agy = Ap+ A,
= —4AnGp — 47Gp,
= —47TGCn(¢t)k — 47 Gpe

Si on ajoute les hypotheéses selon lesquelles le centre de masse du systeme
est confondu avec l'origine de la source de potentiel extérieur et que la densité
est radialement décroissante, alors le systeme est a symétrie sphérique, d’apres le
théoreme 1.3.

On peut donc écrire I'opérateur laplacien sous sa forme sphérique :

—— | r*— | = —4nGc — 4G 2.6
r2dr ( or k(1) Pe (2.6)

La premiere étape consiste a adimensionner toutes les grandeurs. On va donc
introduire une longueur a, la valeur du potentiel au centre ¢g et la valeur de la
densité extérieure peq.

2. On effectue le changement de variable v? = 2 (¢ -+ ¢.) cosf et on utilise les intégrales de
Wallis.
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On introduit donc le potentiel relatif total adimensionné ® et la densité
massique adimensionnée p. par :

ot = ¢o®
Pe = PeoPe
_1
On obtient aisément que a = (47TG¢0kflck) > et peg = crpok dou :
1d 9d® P
el 7)) = —ok — 2.7

Les conditions aux limites découlent directement de I’adimensionnement et de
la sphéricité du systeme :
dd
lim® =1 lim — =0
q—0 q—0 dq
L’équation 2.7 s’appelle I’équation de Lane-Emden, dans une version avec
second membre. On va tout d’abord en chercher une solution homogene, qui
correspond au cas ol 1, = 0.

L’équation de Lane-Emden homogene possede une solution analytique simple
dans les cas k = 0 (probleme de Laplace), k = 1 (probléme de Helmholtz) et k = 5.
C’est ce dernier qui nous intéresse tout particulierement.

2.1.3 Le modeéle de Plummer

Ce modele correspond au polytrope d’indice k = 5. Il porte le nom de Plummer
qui, en 1911, a utilisé ce modele pour I’'étude de certains amas globulaires. Ce modele
est néanmoins plus ancien et découvert par Schuster en 1883.

Nous allons ici reprendre la démarche de ce dernier pour établir les expressions
des diverses grandeurs (on peut également la retrouver plus en détail dans [3]). On
va donc pour cela introduire le changement de variable suivant :

t
_ e2
g=c o(q) = ()
L’équation 2.7, dans le cas isolé, devient :
du 1 1 5 du
— = U — —U lim 4= lim — =0
dt2 4 4 t—o0 t—oo dt
En multipliant les deux membres par CC% et en intégrant sur ¢, on finit par
obtenir apres quelques manipulations supplémentaires ’expression de ¢ :
Po

¢ = -
V1+ 3z

On introduit le parametre b = ay/3 pour obtenir le potentiel d’un modele de
Plummer :
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Définition 2.6 (Potentiel d’'un modele de Plummer). Le potentiel relatif ¢ d'un
modele de Plummer de parametre b est définie par :

$ob
V12 4+ b2

La question est maintenant de savoir si 'on peut obtenir une solution
analytique générale en présence d’un potentiel extérieur. Puisque notre équation est
non-linéaire, la méthode de variation de la constante ne donne pas une équation plus
simple & résoudre, d’autant plus que les parametres ¢y et b sont liés (leur produit
est constant et vaut GM) et qu’il faut les faire varier tous les deux et simplifier
I’équation différentielle obtenue en utilisant cette relation. Une autre idée serait de
se tourner vers des outils d’analyse non-linéaire avancés comme 1'utilisation de termes
osculateurs. Néanmoins, il semble fort probable que cela ne permette d’aboutir a une
forme explicite de la solution générale.

o(r) = (2.8)

Plutét que de poursuivre sur une tentative d’établissement de cette solution
générale de I’équation de Lane-Emden avec second membre, nous allons poursuivre
I’étude du modele de Plummer (dans le cas isolé donc) et en dégager ses propriétés.

2.1.4 Propriétés du modele de Plummer

Proposition 2.2. Un systéme dont le profil de densité massique est celui d’un
modele de Plummer est de taille infinie.

Démonstration. La taille d’'un systeme étant définie par le rayon correspondant a
la premiére annulation de la densité, il suffit de constater que p = c5¢° ne s’annule
jamais car b # 0 par définition. O

Proposition 2.3. La masse d’un systeme dont le profil de densité est celui d’un
modéle de Plummer est finie.

Démonstration. Reprenons I’équation de Poisson sphérique. On a par définition de
la masse :

do
2
227 oM
T e GM(r)
La masse totale du systéme est définie par la limite de M (r) :
24 br3 b
M= lim M(r)= lim _ra lim %77”3:@
T—00 r—00 dr T of (7"2 + b2)§ G
O
La densité d’un modele de Plummer se met alors sous la forme :
3Mb?
p(r)=——— (2.9)

A (r2 + b2)3
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Proposition 2.4. La dispersion de vitesse d’un systéme dont le profil de densité est
celui d’un modéle de Plummer est proportionnelle au potentiel ¢

Démonstration. La dispersion de vitesse o2 est définie comme la valeur moyenne du
carré de la vitesse. Exprimons-1a :

= ;/UQf(S)dv

2(¢+oe)
— 41 av45%dv
P Jo
d+ode
N N ICE s I
P Jo
dra 6 L, 3 4
=5V [ tz(1—t)2dt @
p 0
8ran/2 59
Cs 2°2

2.2 Le modele isochrone

Une partie de ma these étant consacrée a ’étude des orbites stellaires, il est
donc judicieux de présenter ici un modele tres particulier de ce point de vue, a savoir
le modele isochrone, dans le cadre isolé (¢ = 0)

Définition 2.7 (Le modele isochrone de parametre b). L’amas isochrone est défini
comme le seul modele dont la période orbitale ne dépend que de 1’énergie totale H
et dont le potentiel gravitationnel est fini a la fois au centre et a I'infini. Ce potentiel
prend la forme suivante :

210b
b+ Vr2+b?
Ce modele a été défini et étudié par Michel Hénon ([14] et [15]). Tout

comme pour le modele de Plummer, le parametre b résulte directement de
I’adimensionnement de ’équation de Poisson.

(r) = - (2.10)

En utilisant ’équation de Poisson, on en déduit I’expression de la densité p :

p(r) = 240b” > <3b\/r2 + b2 + 3b° + 2r2) (2.11)
(r2 4 b2) (b + m)

3. On effectue le changement de variable £ = ¢t

| ©

1
S . y— _ 5
4. On reconnait ici la fonction S(z,y) = / (1 =6 dt avec z = 3 ety =
0
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Tout comme pour le modele de Plummer, il s’agit d’un modele de taille infinie
(p est strictement positive) et de masse finie. En effet :

r2dy b

lim M(r)= lim ———
rinoo (r) T'inoo G dr G

2.3 La sphere isotherme

Nous allons revenir a des considérations plus générales pour obtenir une autre
famille de solutions stationnaires.

On se replace donc dans le cadre général de notre étude, comme vu en (1.18),
a savoir un ensemble de masses ponctuelles en interactions gravitationnelles, plongé
dans un potentiel extérieur, et confiné a I'intérieur d’une sphere.

Dans le cas isolé, I'obtention de la sphere isotherme est bien connue dans la
littérature (voir en particulier [13] ou plus récemment [16]). L’étude est basée sur la
maximisation de I’entropie statistique. Il est néanmoins difficile de trouver les mémes
considérations en présence d’un potentiel extérieur. C’est la raison pour laquelle je
vais détailler a présent la démarche permettant d’obtenir le modele de la sphere
isotherme, en présence d’un potentiel extérieur .. Au préalable, rappelons ici la
notion d’entropie statistique :

Définition 2.8 (Entropie statistique). étant donné un systéme décrit par la fonction
de répartition massique f, on appelle entropie statistique la grandeur S définie par :

Sz—/flnfdrdv

Comme on l'a vu en sous-section 1.4.2, f vérifie I’équation de Boltzmann
(1.21). On va faire 3 hypotheses supplémentaires sur le terme de collisions :

1. L’énergie totale H est conservée.
2. La masse totale M du systéme est conservée.

3. L’entropie statistique S ne décroit pas au cours de I’évolution du systeme.

On va chercher un état d’équilibre en cherchant f qui maximise I’entropie S
a énergie ‘H et masse M constantes. Pour cela, précisons le cadre mathématique de
notre probleme d’optimisation, en particulier ’ensemble sur lequel on va travailler :

Définition 2.9 (I'y ar). Cet ensemble est défini par :

IFTRVES {yf// (g}—ﬂbe) fdrdv—l—;/\v\z fdrdV:H,/fdrdV:M}

Nous pouvons donc maintenant écrire notre probléeme de maximisation global :

max S(f) (2.12)
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Plusieurs travaux ont montré que ce probleme, dans le cas isolé, n’admet pas
de solution globale (voir par exemple [4, p. 268], [13], [17] ou [18]). Est-ce que la
présence de 1), peut changer ce résultat? Le cas qui pourrait nous intéresser est
¥ + 1. = 0. Or, de par la définition de ¥ (1.20) et la définition de . (1.26), ces
deux grandeurs sont négatives. En conclusion, on a :

(U _ =0
2+?,Z)e—0:>{¢€:0

Il s’agit donc d’un cas trivial : le systeme n’a pas de masse et est isolé.
Finalement, le probleme (2.12) est de méme nature dans le cas isolé et dans le cas
non isolé. Nous pouvons maintenant nous concentrer sur la recherche d’éventuels
maxima locaux, c’est-a-dire chercher f dans un sous-ensemble de Iy 37. On va donc
pour cela ajouter des contraintes supplémentaires.

Définition 2.10 (I'i ,). Cet ensemble est défini par :

Ty = {yf/ [ v =p.; [ I garav - /C}

F]Qp C FH,M

Proposition 2.5.

Démonstration. 11 suffit de rappeler un certain nombre de définitions. La masse est

définie par :
M:/fdrdv:/pdr

On en déduit donc que la masse M est fixée par p.

De méme, de par la définition 1.12, le potentiel gravitationnel ¢ est fixé par p.

Le potentiel extérieur 1), est par définition fixé (c’est une donnée analytique).

Si on ajoute la contrainte sur I’énergie cinétique K, alors on en déduit que I’énergie
totale H est fixée. O

On est donc finalement amené a résoudre le probleme de maximisation suivant :

max S(f) (2.13)

fEFIC,p

Proposition 2.6. Le probléme (2.13) admet pour solution la fonction ft définie
par :

P

= ff = @aT) 72 p(r) exp ( T

) ou T est la température du systéme.
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Démonstration. Pour résoudre le probleme de maximisation avec contrainte (2.13),
on va introduire deux multiplicateurs de Lagrange a(r) et § associés aux deux
contraintes. On obtient donc le probleme de maximisation suivant, qui lui est
mathématiquement équivalent :

S 2.14
jmax a,8(f) (2.14)

Susl) = (N + [ atw) [mr) -/ fdv} dr+ [/c —5 [P fdrdv]

On considere une petite variation 0 f et on exprime S, g(f +0f) :

Sa,ﬁ(f+5f):—/(f+6f)ln(f+6f)drdv
—i—/a(r) [p(r)—/(f—l—éf)dv] dr
+ﬁ[l€—;/|v|2(f+5f)drdv}

:—/flnfdrdv—/fln<1+i‘f)drdv—/éflnfdrdv

—/5fln <1+5J;f> drdv—i—/a(r) [p(r)—/(fwf)dv] dr
48 [K—;/|v|2(f+(5f)drdv}

En développant le In en série entiere, on obtient alors le développement de
Taylor de S, & 'ordre 2 :

Saup (F +61) = Sy (1) + 68 (1) + 62Sa5 (f) + 0 (65)?)

avec
0805 (f) = —/ [(1 +Inf)of +a(r)df + %ﬁ |V|25f:| drdv (2.15)
2
2Sup(f) = — / (52]? drdv (2.16)

On peut d’ores et déja voir que Vf, V5 f, §°Sn 5 (f) < 0. On en déduit donc que
sl existe une ou plusieurs solutions au probleme (2.14), alors ce sont des maxima.

Montrons donc maintenant ’existence et l'unicité d’un tel maximum. Par
définition, celui-ci doit vérifier :

6Sap (ff)=0 Véf
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On en déduit donc que :
+ Lo
L+Inf" +a(r) + 58v|" =
ce qui nous donne f de la forme :
+ 1 2
fr=exp (|1 +a()+ 351

On a donc prouvé I'existence de maxima pour S, g. La question est maintenant
de savoir s’il y a unicité, c’est-a-dire si les deux contraintes permettent de déterminer
I’expression de « et la valeur de 3. On va donc commencer par traiter la contrainte
sur le densité massique :

pov) = [ rriv

_ (?) : exp (—a(r) — 1)

Traitons maintenant la contrainte sur 1’énergie cinétique :
2
IC:/";’fJ“drdv

1/e (—a 1)d /]V e v dv
= - > — xp | ==

5 P P 25

3

1 B2 2
== — 4

2/(27T> p(r)dr / mutexp <2ﬁ>

3

1/8\2.. 3 3/(2
= — —_— M* 2 —

2 (22) 20 (5)

s
.

Njot

(2.17)

. . 1 . .
Introduisons maintenant la grandeur 7' = —, qui s’avere étre proportionnel & une

température. On obtient en définitive ’expression de la fonction de répartition des
masses :

2
- - e (35
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Dans la démonstration précédente, nous avons formellement fixé K et p. Nous
avons obtenu ’expression de I’énergie cinétique, mais nous ne connaissons pas celle
de la densité p. Afin de lever cette indétermination, nous allons laisser varier p et I,
tout en fixant H et M.

Remarque. Puisque la masse M est fixée, il est donc équivalent de dire que K varie
ou que T varie, d’apres la relation (2.17).

Pour pouvoir mener le calcul de la densité qui extrémise I’entropie, nous devons
tout d’abord déterminer ’expression de I’entropie extrémale en fonction de p et T,
puis 'expression de la variation de température.

Calculons tout d’abord I’entropie maximale obtenue :

Sip=- / f# 1n f drdv
_ / (2’;(;))3 exp (-Qﬁ) (m p(x) — 5 In (20T) - |;’:|F2> drdv
e e
+ / @f:;))g @m (2nT) — ;ﬁ) exp (-’L’?) drdv
_ / p(x) In p(r)dr + / p(r)5 0 (20T de + / p(r)dr
_ / p(r) In p(r)dr + ;Mln (@nT) + oM

= /p(r) In p(r)dr + ;Mln (2meT)

Déterminons a présent ’expression de la variation de la température.
Rappelons au préalable la définition de I’énergie potentielle totale :

U= / p(0)(r)dr + / p()e(r)dr

Le petite perturbation § f générant deux petites variation dp et 67" (le potentiel
extérieur 1. est une donnée), on exprime la conservation de I’énergie totale H :

0=0H =6K+U
= SMOT+ 5 [ (p(6)50(x) + v(x)dp(r))

/ Ye(r)dp(r) / 5p(r)da(r (2.18)
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Un petit calcul intermédiaire montre que :

[ wsvteyie = [ wwspte)ar (2.19)

En effet, soit une petite perturbation § f. Par définition de p, on a :

= /(5f(r, v)dv

De méme, par définition de v, on a :

_G/dfrv dr' v’

v —

Ainsi,

/¢( )op(r)dr = —G/ /! :,’ </6f(r,v)dv> dr'dv'dr

[, V)
= —G/ 7 §f(r,v)dvdr'dv'dr

5f U r|) £/, v')av' drdvdr’
drdvdr
- / w(r’)p(r’)dr’
d'ont le résultat (2.19).
L'équation (2.18) devient donc :
o7 =~ [ (W) 4 vulw) + Jo0tw)) dpteyan (2.20)

Nous voici donc préts pour le calcul de 'expression de la densité. Considérons
pour cela ’ensemble suivant :

Définition 2.11 (I'y ar).

rH,M:{( T)/2 MT+/ r)dr + /¢e dr—H/ r)dr = }

Trouver la densité associée au maximum de ’entropie revient donc a résoudre
le nouveau probleme de maximisation suivant :

max S 2.21
L 0,7 (
(P, T, s
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Proposition 2.7. La densité p solution du probléme (2.21) vérifie :

_ ¢(r) + we(r) - ¢(I‘0) - %(I‘O)
p*(r) = peexp <— 7 )

ot p. est la densité au centre du systéme.

Démonstration. De la méme maniere que précédemment, on va introduire un
multiplicateur de Lagrange v pour prendre en compte la contrainte sur la masse.

On obtient donc un nouveau probléme :

max S 2.22
(p, 7)€L, P ( )

avec

Spry = Spr + 7 (/ p(r)dr — M>

On considere a présent une petite variation Jf, qui est a l'origine de petites
variations dp et 67". On exprime maintenant S, s, 7467, :

Spesprsst = Spesprsar + 7 ([ (006) + 5006 e — 01
= %Mln (2me (T +6T)) — / (p(r) + dp(r)) In (p(r) + dp(r)) dr

+7 ( / (p(r) + 6p(r)) dr — M>

— 3 M (2meT) + %Mln <1 + 5T> - /p(r) In p(r)dr

T2 T
2
—/(5p(r)(1+lnp(r)—fy) dr—/ (52’;}(12; dr

+y (/ p(r)dr — M> + /0 (((5p(r))2) dr

3 oT
=S, + §M1n <1 + T> - /6p(r) (I+1Inp(r) —~)dr

—/(62f)p(:2))2dr+/0<(5p(r))2) dr

B 3 (6T (67)° 5
= Spro+5M (T — S o (o7)?)

_ / Sp(r) (1 +1np(r) — ~) dr — / ((;p;(%)gdr+ / 0((5p(r))2> dr
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On remplace 07 en utilisant (2.20) :

Spisuirssr = Spt — 1. [ (W) + 6.0) 300) + 300(x150(0) )

_ / Sp(r) (1 + In p(r) — ~) dr — / ((;p;(?))er+ / 0 ((5p(r))2> dr
2
~ iz ([ @+ veyar) 4o (1)
=S, 1~ — /5,0 < +1be( )+1—|-1np(r)—7> dr
- [ e | ((;pﬁf(r))) it [o (o)) ar

~ gz [ 990 (00 + vt dr)2 +o(@1?)

La variation du premier ordre dS, 7, s’écrit donc :

58,1 = /5 < “”e( YE FY® ) —7> dr (2.23)

et la variation du second ordre 62 Sy, 1 s'écrit :

2
P = [ U [ OO,

. ( [ 8610) (6(2) + 0. dr)2

Cette fois-ci, nous ne pouvons conclure aisément quant au signe de la variation
du second ordre. Nous verrons dans la section 3.1 sous quelles conditions cette
variation du second ordre est négative.

La solution que nous cherchons vérifie nécessairement :

08,1~ (p+) =0 Vdp,p,dT

(2.24)

On en déduit donc que :

P(r) + Ye(r)

T +1+Inp(r)—y=0

ce qui nous donne p* de la forme :

pT(r) =exp (’y 1 W)

On va introduire la grandeur p. caractérisant la densité au centre de masse du

systeme :
Pec = P+(I'0) = exp (,y 1= W)
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ce qui nous donne :

P(r) + te(r) — P(ro) — 1/)6(1"0)) (2.25)

+(p) — _
p (r)—pceXp< T
O

En définitive, nous avons donc trouvé un état d’équilibre caractérisé par la
fonction de répartition :

2
RSN R IR SR

On constate donc que f* ne dépend des positions et vitesses qu’a travers 1'énergie
par unité de masse H,, :

f=(2rT)"2 peexp (W) exp (Iii”) (226)

On retrouve la l'expression de la fonction de distribution d’un systéme de gaz
isotherme. Par analogie, et en faisant I’hypotheése de la sphéricité du systéeme (¢ et e
radiales avec la méme origine), le systéme caractérisé par la fonction de distribution
que nous avons obtenu dans cette section est appelé « sphere isotherme ».






Etude analytique de la stabilité

Dans le chapitre précédent, nous avons vu différents modeles correspondant a
des solutions stationnaires du systeme BSC - Poisson. La question a laquelle nous
allons essayer de répondre maintenant est de savoir si ces solutions stationnaires sont
stables ou non et dans quel sens. Dans le cadre des systemes auto-gravitants isolés,
un certain nombre de mécanismes d’instabilités ont été mis en évidence. Nous allons
voir dans cette section, en ce qui concerne l'instabilité d’Antonov et 'instabilité
d’orbite radiale, dans quelle mesure la présence d’un potentiel extérieur influe sur
ces mécanismes.

3.1 Méthode d’entropie et instabilité d’Antonov

Nous avons montré en section 2.3 qu’il peut exister un extremum local de
I’entropie statistique correspondant a la fonction de distribution du modele dit de
sphere isotherme. Une des manieres d’aborder l'instabilité d’Antonov est d’étudier
le signe de la dérivée seconde de l'entropie (2.24). Il a été montré dans la littérature
que cet extremum local ne peut exister pour toute valeur de I’énergie, de la masse
et du rayon (voir [17] ou [16]). Il convient donc dans un premier temps de revenir
sur les conditions d’existence d’une sphere isotherme.

3.1.1 Condition d’existence de la sphere isotherme comme
extremum de ’entropie

Dans la section 2.3, nous avons montré que si ’entropie statistique admet un
extremum local, alors il est caractérisé par la fonction de distribution (2.26) que
nous rappelons :

£ = (27T) "3 poexp <¢<ro)+¢(ro)> o < Hm>

T

Les résultats de cette étude dans le cas isolé sont bien connus (voir [17] ou
[16] également). L’objet ici est de voir I'influence du potentiel extérieur v, sur ces
résultats.

Dans le cas isolé, I’étude reposait sur la propriété de symétrie sphérique des
systemes auto-gravitants. Ne pouvant conclure sur cette propriété que dans un cas
particulier, nous allons donc nous placer dans le cadre adéquat, a savoir que l'on
considere un ensemble de particules en interaction gravitationnelle et soumises a un
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potentiel extérieur radial dont I'origine est située au niveau du centre de masse du
systeme. On consideére en outre que notre systéme est a symétrie sphérique.

On a donc rg = 0.

Utilisant cette hypothese de symétrie, on désignera par la suite par R la taille
du systeme considéré.

La question qui se pose maintenant est la suivante : en faisant varier p. et T,
dans quels intervalles évolueront ’énergie totale H , la masse M et le rayon R des
systemes obtenus ? Peut-on leur choisir n’importe quelle valeur ?

Pour répondre a cette question, il nous faut dans un premier temps
adimensionner 1’équation de Poisson pour déterminer le comportement commun a
tout ces systemes. On introduit donc une longueur L, une masse My, une densité
po, un potentiel 1)y.

De par la définition de la densité (2.25) et de la forme du terme de potentiel,
on en déduit aisément qu’il est judicieux de prendre pg = p. et Yo =T

On introduit également les grandeurs adimensionnées suivantes :

(~ T
"I
~ R
=L
~ P
p="

PCM
M=
~ — (0
5o Ym0
%:we_fe(o)

Par définition de la masse M, on a :

dM dM  Amp.L3

O g2y = 22 el ~2

dr e dr My "

. 3 TLO 52 . ot C .
Ainsi, on prendra My = 4mwp.Ly = e L’équation régissant la variation de
la masse adimensionnée s’écrit donc :
AM
— = 3.1

dr ne (3.1)

De méme, I’équation de Poisson (1.22) appliquée au systeme o devient :

Ay =47Gp <:>id— 7"2% =47Gp
r2dr dr
1d (A,Zd@z> _ 47TGPCL(2),5

2a\" @] T T
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T
Il convient donc de choisir Ly = )
AnGp,

L’équation de Poisson adimensionnée s’écrit donc :
1d [ Ldp) - -
@mgQ(ﬁ>:P:“pC(w+%» (3:2)

La symeétrie sphérique nous donne les conditions aux limites adimensionnées :

5(0) = () =0

Cette équation ne peut étre résolue de maniere analytique. On est donc

contraint de la résoudre numériquement avec un intégrateur de type Runge-Kutta
4 par exemple. La question se pose donc de réduire 'ordre de cette équation en
introduisant deux variables. Nous allons utiliser celles introduites par Milne (voir

[19] et [20]) :
U] = ?d—i = g
L
e
Uy = — = —
M U1
On obtient alors :
1ld '7:2@ =7 P — (ru) =p
;’Q dr dr ULU2 dr
rodn 1y
ULU2 dr u9
T dul
T e —1
uy dr 2
du1 (5] (UQ — 1)
dr r (3-3)

d
Que peut-on dire de le? ?
T

e —— :>7~ = == — — —
2 M dr M dr M M2 dr
dUQ ?3 dﬁ 3ug ﬁZFS

o3 dus  Tdp 3% prddM

—_—— = == o —
dr M dr r M2
dUQ 773 dﬁ 3’U,2 U22

—_—— = ==
dr M dr T T
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0

. ) s , ,
Il nous faut exprimer T pour conclure, et c’est ici que la présence d’un
r

potentiel extérieur va intervenir :
_ ~ dp  _(dp e
pe (- (747)) =2 (dF . d?)

dp  _(w die
=@ p<F+d?>

On obtient donc en conclusion :

duy _ 7 dp ?M_U22_f7f3<m d¢e>+3uz_uf
r dr

r r

N G Vi
__up(umtup—3) d% (3.4)

T dT

Il nous reste a écrire les conditions aux limites pour u; et uz. On va donc pour
cela utiliser un développement de Taylor de v au voisinage de ¥ = 0. Or, nous avons
fait I'hypothese que 1 est radiale. On peut donc utiliser des arguments de parité
pour écrire :

M) Zazr +0 )

Dans le cas isolé, en utilisant I’équation 3.2, on trouve ( voir [13, page 156]) :

6 120 +1890 +o()

Dans le cas non isolé, il nous faut également utiliser un développement de
Taylor de 1/16 au voisinage de 7 = 0, au meéme ordre, en tenant compte du fait que
e présente les mémes propriétés de parité que 1/) On va donc poser :

N) Z ﬂz?” + O
On obtient en définitive le développement de w :

— P (68 + 1) + % (90812 + 3901 + 4 — 1803) 7° + 0(7®)

Cela nous permet donc d’obtenir les développements de Taylor de u; et us.

1 ~1 ~5
dr =37 —%(651+1)7‘ +o(7)

~2
1 -
up == =3 = (601 + )7 + o)
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et par 1a méme de trouver les conditions initiales :

1
up = =ro2

3

1 ot rg = 1076
uz =3 — = (601 + 1) 72

La valeur choisie pour ry a été choisie en fonction des pas numériquement
observés et en fonction de la précision machine, puisque le développement limité fait
apparaitre ro & 'ordre 2 uniquement (soit un coefficient de 1’ordre de 10712).

Par ailleurs, on peut remarquer que ’on retrouve les expressions et valeurs des
conditions initiales dans le cas isolé en prenant 3; = 0 Vi. Pour pouvoir représenter
les choses, nous avons considéré que le potentiel extérieur était de type Plummer
de parametres b et ¢, (voir (2.8)). Comme pour les autres grandeurs physiques, on
introduit leurs équivalents adimensionnés :

~ b
b_fo
o = Leo
e T

Ces résultats trouvés nous permettent a présent de résoudre numériquement

U
I’équation 3.2. Toutefois, la dynamique est tres variable. En effet, —1(0) =

or

ou
—2(0) = 0, ce qui fait que le systeme évolue treés peu pour de petits rayons, puis

12(? rdynamique est beaucoup plus rapide, pour ralentir pour de grandes valeurs de
rayons. C’est la raison pour laquelle j’ai choisi un intégrateur de type Runge-Kutta
d’ordre 4 a pas adaptatif (voir [21]) avec un parametre tres petit. Au cours des
différentes simulations présentées, on observe que le pas de temps varie entre 10710
et 1073 sur l'intervalle de calcul [0; 10*] choisi, de maniere & aller suffisamment loin
pour approcher le point limite, que I'on peut voir sur la figure 3.1, qui regroupe les
courbes dans le plan (ug, u1) obtenues pour différentes valeurs de b et 1.

On peut remarquer sur cette figure que les grandeurs u; et uz ne sont pas
sensibles a la présence du potentiel extérieur 1. pour les tres faibles rayons, la ou ce
potentiel varie trées peu. De méme, on constate également que le comportement
asymptotique a l’infini est commun a tous ces modeles, la ol le potentiel est
quasiment nul.

Proposition 3.1. Etant donnée une sphere isotherme plongée dans un potentiel
extérieur Ve vérifiant : s
Jim e =0

T—00
Alors, la densité de cette sphére isotherme se comporte asymptotiquement vers la
densité de la « sphére isotherme singuliére » définie par :

n(-5+7) -2
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3 | | | | |
— Ye=0
o | 1/160_1 b=10
¢60_1 b =50
¢60_1 b =100
2 —¢60_05 b=10"
u —— g =2, b=10
15 +
1,, A4
05 +
0 | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

U2

FIGURE 3.1 - Representatlon des spheres isothermes dans le plan (u2, u1) pour différentes

valeurs du couple ( 1/)60) caractérisant le potentiel extérieur we, choisi comme un modele
de Plummer.

Démonstration. La preuve dans le cas isolé a été établie (on pourra se référer
par exemple aux travaux de Pierre-Henri Chavanis [22]). La « sphére isotherme
singuliere » est une solution particuliere de ’équation de Poisson (3.2) dans le cas
isolé, mais elle ne vérifie pas les conditions aux limites, car la densité associée diverge
au centre. Cette solution correspond néanmoins a la sphere isotherme de rayon infini,
c’est-a-dire le point de coordonnées (1,2) dans la figure 3.1.

Utilisons maintenant ’hypothése selon laquelle le potentiel ¥, tend vers 0 a
I’infini. 5
ﬁzeXp(* (wﬂbe)) NGXP( 1/}) ~—
oo T
Cela permet de conclure qu’en présence d’un potentiel extérieur 1), qui tend vers
0 a linfini, la sphere isotherme se comporte a l'infini comme la sphere isotherme
singuliere. O
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Une sphere isotherme doit donc se trouver nécessairement sur la courbe de
la figure 3.1, qui représente les solutions de I’équation 3.2. La question qui se pose
maintenant est de savoir comment évolue 1’énergie sur cette courbe.

Calculons donc I'énergie totale d’une sphere isotherme. Cette énergie H est
égale a la somme de I’énergie cinétique K, de I'énergie potentielle interne U; et de
I’énergie potentielle extérieure U, définies par :

3
K=-MT
2

et fff o
- fff o

Je vais rappeler ici une égalité bien connue dans le cas isolé concernant
I’énergie potentielle interne et montrer 1’équivalent dans le cas non isolé pour le
terme d’énergie potentielle extérieure.

Proposition 3.2. Les énergies potentielles U; et U, s’expriment par :

o= [[[ox-vuar

R
d
= —/ 4dmtp 7“3—1/] dr
0 dr

Ue:—///pr-v¢edr—///per-Vv,Z)dr

R R
die d
:_/0 4mp r?’—;i d?"—l—/o 47T,0r2—dr (ripe) dr

Démonstration. Le systeme considéré étant a symétrie sphérique, on en déduit par

GM(R
le théoreme de Gauss que (R) = _R() ou R désigne le rayon du systeme.

Pour démontrer 1’égalité sur I’énergie interne, il suffit d’utiliser des intégrations
par parties en faisant apparaitre la masse M :
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[

/ 42 e
s
= 5 (ot - [“arnar)
= 5 (oot - [F M)
-3 ([W)M(r)]? o] il [y L dr) or (1) = ~ G

:_/RGM( )dM
0

r dr

R
= —/ 47r p%dr
0 dr

—[[[pr-vvar

On vient donc de montrer que pour une distribution de masse contenue dans
une sphere de rayon R, de densité p générant un potentiel ¢ (1ié & p par une équation
de Poisson), alors :

[l o= s

On peut donc utiliser cette relation pour le systéme o, ce que nous avons fait,
mais aussi pour les systemes o, et 0, = 0 U 0. L’égalité établie pour le systeme oy
donne apres simplifications la relation suivante :

/// pve + peyp) d /// pr - Vo + per - Vi) dr (3.5)

Pour pouvoir conclure, il suffit maintenant de montrer que :

[ = o

C’est un calcul élémentaire basé sur les formules de Green, en utilisant le fait
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que les potentiels s’annulent & I’'infini et que leurs dérivées sont nulles en O :

J[[oveir= g [[[ s
_ —ﬁ / / ViV dr
~ g || vaver
B

En remplacant dans l’équation 3.5, on obtient finalement la premiere
expression de U,. Pour la deuxieme expression, il suffit de constater que :

/47Tp7“2;lr (ripe) dr = /47Tpr2 < dve + ¢e>

:/47TpT3 wedr—i—/47rpr2¢edr

:///prvwedr—i-ue

Ces égalités étant maintenant établies, on va maintenant y faire apparaitre les
grandeurs adimensionnées et les quantités u; et us.

ce qui permet de conclure. O

Ona:
3 3Mp 3G My? dM _ 3GMy? —»
:fM T ="2TM(R) = = dr
K () 2 () = 2Lo Jo ik 2Lo / "
My?
///pr V¢dr——47rchL0/ r3ﬁcj;'bd ——G 0 / -Mdr
T
De méme :

R
——///pr-vwedr—k/ 47rpr2d—(r¢)e) dr
0 d?"
T /0 dr dr +/ dmpr d + e

GM? (B, dje . GM,? we
I /0 Tpd?dr+ I /0 prof\T—= +¢e+¢eo dr

L’énergie totale H s’écrit donc :

GM2 R adt)e . dF
H = 0 3p72 —2Mp'r—23 d} + 2p7° %—Hﬂe%—lﬁeo
2Lo Jo Vdr
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Or, en utilisant les relations (3.1) et (3.4), on montre que :

773 ﬁdwe
dr

d / —~ — —
= (2Mu2 - 3M) — 3572 — 2Mpr — 2
=

On obtient donc en définitive que :

2| __ ~ R ™ N
M GM [M (ug(R) _ 3) _|_/0 ﬁ?z% <?¢e> dr + M¢e0]

Ly 2
. By, .
M <u2(R) - ;) +/(; ul“Qdfr (ﬁ/}e) dr + M"vbe()]

On définit a présent la quantité sans dimension P\ par :

_ GMp?
=

- - R .
A:GZNHM%@%ZJ®<MW)3)+ﬁimyéuwéxwaﬁ

Cette expression fait apparaitre la quantité A définie dans [16], dans le cas
isolé :

A et A sont égaux dans le cas isolé. Que peut-on dire de l'autre terme,
correspondant a A — A7
— par définition, les grandeurs u; et us sont positives;

d /.~ B —
T = (rwe) =r ;/ie + .. 1l s’agit donc de la somme de deux termes positifs,
7" o~ r

puisque . est une quantité positive et croissante par définition.
Par positivité de l'intégrale, on en déduit donc que :

VFE,OA> A (3.6)

Il est par ailleurs aisé de voir que le cas d’égalité correspond nécessairement
au cas isolé.

A 2
La sphere isotherme se trouvera donc a l'intersection de cette droite avec la courbe

obtenue précédemment, ce qui nous donne acces directement a la valeur de R. On
peut voir sur la figure 3.2 que cette intersection existe pour A > A, avec A, vérifiant :

3
A ne dépend que de uq et us. On peut donc tracer la courbe ug = — [ ug — )
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3 § 1 1 1 7
AY /
AY /7
A} 7
2 5 T )\ - )\C\‘ /I )\ > )\c”
\ II
\ ’
7
2 ; T
Uy Y /!
AY 7
15 ~ Y ) T
e \ ’
A< A ' )
1+ \\\ \\ /I T
S \ ’
~ \ 7/
So \ ’
0.5 oo S +
So \ ’
s\ \ 7
PN ’
\\ 7/
0 : : v : :
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
U2

F1GURE 3.2 — Existence d’une valeur A\, en deca de laquelle l'intersection entre la
courbe et la droite n’existe pas.

Numériquement, dans le cas isolé (1) = 0), on trouve Xe = —0.335. On retrouve
ainsi la valeur donnée par Thanu Padmanabhan ([16]). La figure 3.3 représente le
profil de )\(E) pour les différentes valeurs du potentiel extérieur de type Plummer
précédemment utilisées.

On observe dans chaque cas un profil avec des oscillations amorties autour
d’une valeur limite, qui semble dépendre & premiere vue de la valeur de 1)¢,. Par
ailleurs, on observe sur ces profils que X admet un minimum :\\c, confirmée par
I’équation 3.6. Le tableau 3.1 donne les valeurs de :\\c obtenues pour ces différents
modeles.

Puisque la sphere isotherme constitue un extremum local de l'entropie, la
condition A\ > A, > . est une condition d’existence de cet extremum local de
I’entropie. Si un systeme se trouve dans un état tel que cette condition n’est pas
vérifiée, il ne pourra alors pas évoluer vers un état représentant un extremum local
de ’entropie.

3.1.2 Meécanisme de ’'instabilité d’Antonov

On se place maintenant dans le cas ou il existe un extremum local de ’entropie,
a savoir A > A.. La question est maintenant de déterminer la nature de cet état
d’équilibre : maximum local, minimum local ou point-selle. C’est la raison pour
laquelle nous allons maintenant étudier le signe de la dérivée seconde de ’entropie
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2.0
1.8+
1.6
1.4+
1.2+

—d=0 _ 1
— g =1, b=10
— g =1, b=50
— 1heg =1, b= 100
— oo = 0.5, b=10
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0.8
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0.8 : | + 1 |
10° 10! 162 102 10* 10°

FIGURE 3.3 — Profil de A pour les différentes valeurs du couple @, {Z}\;O) caractérisant
le potentiel extérieur 1., précédemment utilisées. Les lignes en tirets mettent en
évidence la valeur A, en deca de laquelle la sphere isotherme n’existe pas.

(2.24) :

o(r)op(r 5p(r))?
iy - [y [,
1

- 3MT? ( / 3p(r) (1 (r) + e(r)) dr>2

On va se placer dans le cadre d’une petite perturbation dp = eu. La linéarité
de I’équation de Poisson nous permet de définir le potentiel ¢, engendré par u, soit :

/
Yy = —Ge/ |:(rgl|dr/ < Ay, = 47Gu

On obtient alors :

2 2
(52Sp7T7fy = —62 (/ |:u21§? _|_ ;Lp:| dr—|— 3]W1T2 (/’LL(¢ +¢e) dr) >

Etudions plus en détails le signe du terme suivant :
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/ W gy [ A% e

oT | 8xGT
[ by dipy V|
| 87GT dn dS 8tGT dr

=— |v¢“’2dr
8TGT
Ce terme est donc négatif, au contraire de tous les autres. On ne peut donc
conclure sur le signe de 525P7TW‘ Rappelons que la spheére isotherme représente un

état d’équilibre stable & condition que 528,,7;@7 > 0.
Dans le cas isolé, dans [23], V. A. Antonov a montré le résultat suivant :

Théoréme 3.1 (Stabilité de la sphere isotherme isolée). Pour le modéle de la
sphére isotherme isolée, il existe une taille critique R, en dega de laquelle la sphére
isotherme sera stable, et instable au-dela.

Thanu Padmanabhan ([16]) a montré que la taille critique 7. correspond au

plus petit rayon pour lequel — = 0.
r
Regardons si ce résultat reste valable en présence d’un potentiel extérieur .,
pour les différents jeux de parametres utilisés jusqu’a maintenant.

Le premier point consiste a déterminer ’existence de ce rayon critique 7. dans
le cas non isolé. Physiquement, pour des systémes de taille tres petite (7 < 771),
I’énergie cinétique est prépondérante devant 1’énergie potentielle gravitationnelle.
Une telle sphere de gaz idéale (comme c’est le cas ici) est donc nécessairement stable.
Peut-on le montrer de maniere plus rigoureuse ? En reprenant la démarche proposée
par Thanu Padmanabhan ([16]), on aboutit a une nouvelle version de I’équation
dénommée (39), a savoir :

~ (d [14d 1\ ~ M dy,
E.F_<d,7:<ﬁﬁdf>+p) F=—A (?QJF dg> (3.7)

dipe

ou F désigne la force gravitationnelle normalisée. La présence du terme I

=
pose probleme. Pour le comprendre, je vais rappeler un peu plus en détails la
démonstration donnée par Thanu Padmanabhan dans le cas isolé.

Soit donc I’équation :

(;ﬁ </312fl~) + ;) Fe-A (E) (3.8)

Cette équation différentielle d’ordre 2 admet fort heureusement 2 solutions
particulieres pour A = —1 : pr® et M. On peut alors montrer que Iexpression
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générale des solutions de cette équation est une combinaison linéaire de ces 2
solutions particulieres :

ﬁA:cﬁfg’—i—dM:C(ﬁf?’—M)—AMZCM(UQ—D—AM ceR,deR (3.9)

Des lors, pour prouver l'existence du rayon r; en-dega duquel les spheres
isothermes sont stables, on se place dans le cas on A = 0. Au préalable, il est &
noter que ﬁo s’annule en ¥ = 0 et pour ug = 1. La figure 3.1 montre que usy oscille
autour de la valeur 1. Appelons 71 la premiere valeur d’annulation de uy. On se place
alors dans le cas 7 < 1. Si on considere le probleme spectral :

(2 5) G- —em@

dr \ pr2 dr 72

alors, les solutions de la forme G = F, sont les fonctions propres associés a la valeur
propre € = 1. Cette derniere est la premiere valeur propre, car les fonctions propres
Fjy sont monotones sur [0, 7).

D’apres le principe de Courant-Fisher appliqué a ce probleme spectral (voir
par exemple [24, page 202]), la premiere valeur propre est le minimum du quotient

de Rayleigh :
1 fdg\?
[ (@)
€min = MIn R (g) = min 0o_F

#0 70 "2 pu
0 72 "

T

En exprimant 528,;,T77, on montre alors que la variation d’ordre 2 de ’entropie
est négative, ce qui permet de conclure que toutes les sphere isothermes de taille
7 < 11 sont stables. L’instabilité apparaitra donc pour des valeurs plus grandes que
71 correspondant a des valeurs propres € < 0. Par continuité, il existe alors une
valeur particuliere 7. pour laquelle ¢ = 0. C’est cette valeur qui constitue le rayon

dA
critique associé a la premiere valeur d’annulation de e
r

Nous avons vu la démarche permettant de montrer dans le cas isolé que les
spheres isothermes de taille suffisamment petite sont stables. Qu’en est-il maintenant
dans le cas non isolé? o

Considérons de nouveau la fonction F' = M. Son image par 'opérateur L est :

LM =

S

Il ne s’agit donc pas d’une solution particuliere de I’équation 3.7. Néanmoins,
elle pourrait nous servir dans le cas ou I'on en trouverait, en utilisant la linéarité de
l'opérateur L.

Considérons maintenant la fonction F' = pr3. Son image par 'opérateur £ est :

cipo M d <d¢>

2\ dr
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Est-il possible que cette fonction soit solution particuliere de ’équation 3.7 7
Une réponse affirmative impose donc :

d <dwe>:d%:> dpe  d¥p,  die

dr dr  dr?  dr

Cdr dr B

dwe A2,
dr * dr?

@ L~
= = (2?6%9 +?2d %) =0
T

=0

dr dr?

1d [ dpe)
:>rdr (r d’F)_O

— ffbve = O d’aprés (125)

La fonction F = pr> est donc solution de I’équation 3.7 & condition que p, = 0,
c’est-a-dire uniquement dans le cas isolé.

A priori, on ne peut donc obtenir d’expression explicite de la solution de
I’équation 3.7. L’existence de valeurs d’annulations permettant d’introduire un rayon
en-deca duquel les spheres isothermes sont stables s’en trouve donc compromise dans
le cas général. Une étude approfondie s’impose pour établir ce résultat a priori inédit.

A défaut de pouvoir conclure de maniere définitive sur la question théorique
de la stabilité en présence d'un potentiel extérieur, nous allons poursuivre I’étude
dA

- . ; d\
numérique, en exprimant au préalable T et
r

d\ 1d’LL2 1 < )dul
i ———uy — =

dr — ul dr 2 ) dr
1 _di,
= — <4u2 4 2uiug — 11ug 4+ 3 + 2uor v )
2uqT dr
d\  dA 1d~2 d (—~ . 14d Tod =\
= — = I~ e d = 9 ;~ I~ e d
a7 dr 2l de (ml)/o g (7o) ar + a2 dr (/0 g (7%) ’“)
_ L 1d e up d
T dr dr (Tul) " ()\ )\) Fup dr ( ¢e>

1 -
= - <4u2 + 2uus — 1lus + 3 — 2uath, + 2u (2us — 1) (A - )\))
TU1

On obtient donc I’équation suivante :
4u% + 2uqug — 11lug + 3 — 2u21fbve + 2uy (2ug — 1) (X — )\) =0

() = dlambda(F, u) = —4020 + 1us(F) = 3+ (7))
2 (1207) + (20a7) = 1) (3 -2

(3.10)
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L’équation 3.10 est une équation non-linéaire en 7. En faisant intervenir
les fonctions u; et wug, on en déduit que cette équation est vérifiée pour le

triplet (?c,ul(Fc),uQ(Fc)) solution de ’équation 3.10. On trace donc la courbe

uz(7), dlambda(7, ug (7))

la valeur de I’hypothétique ..

et son intersection avec la courbe de la figure 3.4 donnera

N Pc 1 7:?
Les valeurs de A, 7. et = — = — — = ¢, Se trouvent dans
p(B) 5 woua(ro
le tableau 3.1.
modele Te Ac ui (7e) up(7e) Cm
e =0 34.3620488 | -0.3345708 | 2.0308626 | 0.8205324 | 708.57
Yeog =1, b=10 14.6032246 | -0.1521432 | 2.1505103 | 0.7450189 | 133.10
Yeg =1, b =50 27.9285295 | -0.3108558 | 2.0547493 | 0.7517778 | 504.95
Yeg =1, b=100 | 31.8174198 | -0.3273024 | 2.0390908 | 0.7918915 | 626.94
Yeg = 0.5, b =10 | 20.3815757 | -0.2284757 | 2.1020770 | 0.7525921 | 262.58
Yeg =2, b=10 9.93534363 | -0.0404212 | 2.1458791 | 0.8006414 | 57.454

TABLE 3.1 — Les valeurs numériques obtenues pour les différents modeles (a Paide
d’un intégrateur de type Runge-Kutta explicite d’ordre 4 a pas adaptatif).

Dans le cas isolé, on trouve un contraste maximal proche de la valeur donnée
dans la littérature, a savoir 709. De méme, le rayon critique adimensionné est lui-
aussi proche de la valeur donnée dans la littérature, a savoir 34.2. C’est cette valeur
qui a motivé le choix des valeurs de b pour les différents jeux de parametres utilisés,
afin d’avoir des valeurs réparties de part et d’autre de 34.2.

Par ailleurs, en analysant les valeurs obtenues, on peut dégager trois
comportements :

— la présence d’'un potentiel extérieur diminue la valeur du contraste maximal

et de rayon critique a partir desquels le systéme devient instable;

— quand on augmente la valeur de b, le rayon critique, tout comme le contraste
maximal tendent vers les valeurs trouvées dans le cas isolé. L’explication est
trés simple : augmenter la valeur de b signifie augmenter la zone ou v, varie
trés peu, et reste donc quasiment nul ; .

— a l'inverse, quand on augmente la valeur de 1)¢,, le rayon critique et le
contraste maximal diminuent. On peut interpréter ce phénomene de la fagon
suivante : plus on augmente 1), plus on diminue le rapport de masse entre
le systeme o et le systeme environnant o., le systéme o subit donc des
forces plus importantes. L’instabilité se déclenchera donc pour des systéemes
de taille plus petite.

En conclusion, sous réserve de pouvoir montrer ’existence d’un rayon critique
T, la question de la stabilité est liée a un contraste de densité entre le centre et le
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FIGURE 3.4 — Visualisation de 7, pour les différents modeles.
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bord du systeme. Tant que ce contraste est suffisamment petit, la sphere isotherme
est stable. Nous rappelons ici les résultats dans le cas isolé :

. RH R s . R
1. Si G2 < —0.335, alors le systeme considéré ne peut évoluer vers une sphere
isotherme, car cette derniére ne constitue pas un maximum local de ’entropie.
RH Pe
2. Si —— > —0.335 et > 709, alors le systeme considéré peut évoluer vers
G2 o(R) Y P
la sphere isotherme qui est un minimum local de ’entropie.
RH Pe
3. Si > —0.335 et < 709, alors le systeme considéré peut évoluer vers
G2 o(R) Y P

la sphere isotherme qui est un maximum local de ’entropie.

La question de la stabilité en présence d’un potentiel extérieur reste pour
I’instant en suspens.

Le cas 2 correspond a Ulinstabilité dite d’Antonov aussi dénommée

« catastrophe gravothermale » dans la littérature. On pourra se référer a [17], [4,

p. 500] ou [16] pour davantage de détails. Je vais donner ici une interprétation de

Joseph Katz ([25]). L’idée est la suivante : un systéme auto-gravitant est composé
d’un cceur et d’un halo.

— Le coeur est quasi auto-gravitant, a densité quasiment constante, ce qui

implique d’apres le théoreme du Viriel 1.31 a I’équilibre, que 1’énergie totale

‘H. vaut 'opposé de I’énergie cinétique et se comporte donc comme —71,, T,

C

dT,
est donc négative. Le champ créé par le halo qui ’environne est nul dans le

cas d’un systéme & symétrie sphérique.
— Le halo se comporte comme un gaz parfait dans le champ créé par le coeur.

désignant la température du cceur. La chaleur spécifique du coeur C. =

Sa chaleur spécifique Cp, = diTh est donc positive.
h
A T'équilibre, on a égalité des températures : T, = Tj. Supposons a présent

notre systeme perturbé de telle maniére que T, > Tj. La température du coeur
augmente, donc le coeur perd de énergie (C. < 0). Le systeme complet étant isolé,
cette énergie est emmagasinée par le halo. Sa température T} va donc augmenter,
de maniere a retrouver ’équilibre. Regardons maintenant dans quelles mesures cet
équilibre thermique se rétablit et exprimons pour cela les variations de température

dans le coeur et le halo :
AH,

C.
AH,,
Ch

La conservation de ’énergie totale nous donne AH,. + AHjy, = 0, soit

— La variation de température du cceur est AT, =

— La variation de température du halo est AT}, =

Ce My, 1
AT - —7ATC - 7ATC ~ ﬁATc
4 Ch Mc p(Tc)

Il y a donc 2 possibilités :
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1. —C—C > 1, ce qui se traduit par (p}c%) < 709, La température du halo augmente
h P
plus vite que celle du cceur, et un nouvel état d’équilibre est atteint.
2. —C—C < 1, ce qui se traduit par (p};) > 709, La température du halo augmente
h P

moins vite que celle du coeur. L’écart de température entre le coeur et le halo
va donc se creuser indéfiniment. C’est la « catastrophe gravothermale ».

Faute de preuve théorique, on ne peut donc pas conclure dans le cas général
d’un potentiel 1. quelconque. Néanmoins, les quelques cas numériques étudiés
semblent montrer que le résultat dans le cas isolé semble persister, a savoir qu’il
existerait un contraste critique déclenchant la « catastrophe gravothermale ». Si la
valeur de ce contraste est dépendante du potentiel 1., il semble que les deux régimes,
stable et instable, demeurent, basés sur le méme mécanisme de Joseph Katz.

3.2 Méthode d’énergie et instabilité d’orbite radiale

3.2.1 Cadre mathématique

Nous allons maintenant revenir sur I’équation de Boltzmann sans collisions
(1.27) sous la forme utilisant le crochet de Poisson (voir définition 1.20) :

0

f_

Cette écriture fait apparaitre ’énergie totale de la particule de masse m et
caractérisée par sa position r et son impulsion p. On peut donc sentir ici que la
question de la stabilité est liée a une énergie. Le principe sous-jacent au propos que
nous allons exposer ici se base sur le théoréme suivant (voir [26]) :

Théoréme 3.2 (Arnold). Un systéme est dit linéairement stable contre une
perturbation donnée si la variation a l’ordre le plus bas de son énergie produite par
cette perturbation est positive.

Ainsi, ’approche que nous avons utilisée pour 1’étude de la sphére isotherme
avec ’étude du signe de la variation d’ordre 2 de l'entropie va ici s’appliquer a
I’énergie.

Précisons maintenant le cadre mathématique. Nous allons utiliser ici des
concepts et outils mathématiques avancés. Les résultats évoqués ont été établis par
Jérome Perez et al (voir [12], [27]).

Puisque 1’équation de Boltzmann sans collisions dérive du théoreme de
Liouville (1.1), il y a conservation du volume dans ’espace des phases, ce qui signifie
une infinité de quantités conservées. Les perturbations sur ces quantités ne sont
donc pas acceptables. Une déformation acceptable doit donc également vérifier cette
propriété de conservation : on parle de « perturbation symplectique ».



74 CHAPITRE 3. ETUDE ANALYTIQUE DE LA STABILITE

3.2.2 Approche symplectique

L’approche symplectique se base sur le principe suivant : a toute
transformation hamiltonienne de la physique correspond un couple de Noether (A,
g) vérifiant :

of

A est appelé « parametre de la transformation » et g « générateur de la
perturbation ». Par définition, g ne dépend pas de A. Ce théoréme exprime la nature
générale des équations de la Physique. Le crochet de Poisson étant un crochet de
Lie, on peut se placer dans le cadre d’une algebre de Lie. On pourra se référer a
I’annexe A pour plus de détails sur ces structures algébriques.

On peut appliquer ce principe au mouvement : il suffit de regarder la forme de
I’équation de Boltzmann sans collisions sous la forme utilisant le crochet de Poisson
(voir définition 1.20) pour voir que le couple de Noether associé au mouvement
est (¢, H). Ceci formalise donc la nature méme du mouvement qui devient une
transformation temporelle engendrée par I’énergie. Le théoreme de Liouville 1.1 nous
assure donc de la nature symplectique du mouvement. Puisque 1’énergie H ne dépend
pas explicitement de ¢, alors {H,.} aussi. L’équation de Boltzmann sans collisions
se résout donc formellement et donne :

f=etd i =0) :Z;{H,{H,...,{H C fE=0)}...}}
i ‘ if::is

3.2.3 Approche fonctionnelle symplectique

On souhaite maintenant considérer une perturbation symplectique sur la
fonction de répartition d’équilibre fy. Soit donc la fonction de répartition perturbée
f = fo+df. Elle correspond donc a un couple de Noether (¢, g). On a donc :

of

o= {9 o) (3.11)

soit & 'ordre 1 :

df =e{g, fo} (3.12)

Néanmoins, puisque I'on agit directement sur la fonction de répartition, il nous
faut étendre notre cadre fonctionnel. Introduisons pour cela la notion de dérivée
fonctionnelle et le crochet dit de Morrisson :

IF
Définition 3.1 (Dérivée fonctionnelle). On appelle dérivée fonctionnelle o d’une
fonction F(f) la quantité définie par :

F(f+df) =F(f)+ / df(;j;drdv—i— / o(df?*)drdv
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Définition 3.2 (Crochet de Morrisson).
0A 6B
A, B) = —, — pdr'av’
= [ {757 paras
La question qui se pose maintenant est de voir en quoi le crochet de Morrisson

est une extension du crochet de Poisson. Il nous faut pour cela introduire la
fonctionnelle de perturbation G associée a g :

6G

WG = [afiy —

Considérons pour cela une fonctionnelle I sous l'action de notre
transformation (e, g). A Pordre 1, il vient :

K (f) — K (fo) = ff;df drdv

0K
= 6/ o {9, fo} drdv

On obtient donc :
oK

de
oK . .
=— /f g, W drdv ~ d’apres la proposition A.3
3G oK
——/f{ég,df}drdv

== (g,IC)

)
5]; {g, f} drdv

De la méme maniere, on peut établir les expressions aux ordres supérieurs.
Nous allons voir cette démarche sur le cas particulier de la fonctionnelle identité 7 :

Tout d’abord, remarquons que :
OH 0T
o 5~ )

On peut alors appliquer la définition du crochet de Morrisson :

0= | f{?;,g}dr’dv’

= / f {H, (5(1.7\,)} dI‘ldV/

=— /5(“,) {H, f}dr'dv’  d’aprés la proposition A.3
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d’ou le résultat (3.13). L’équation de Boltzmann sans collisions peut donc
s’écrire :

0T

ot

Puisque H ne dépend pas explicitement du temps ¢, on peut alors résoudre
formellement cette équation :

—(H,I)

I(f) = e ) (f(t = 0)) = Zﬂ (H,(H,y..., (K, T)...) (f(t=0))

7!

v ifois

De méme, I"équation de perturbation associée au couple de Noether (e, g)
s’écrit :
oK
e ="
ce qui permet d’en déduire la forme de I :

k() =0k () = 3 &

%

(G, K)

(G,(G,..-.(G , K)...)) (fo)
—_——

ifois

il

Ce résultat est valable pour une fonctionnelle K quelconque. On peut
maintenant appliquer les résultats obtenus pour une fonctionnelle particuliere : le
hamiltonien H.

3.2.4 Application au hamiltonien

Quelle est la contribution au premier ordre de la perturbation g sur H 7 Par
définition du crochet de Morrisson, on a :

(G H(fo)) = / fo L, H(fo)} drdv

=— /g {H(fo), fo} drdv ~ d’apres la proposition A.3
=0 (3.14)

Le premier ordre est nul, car il s’agit ici d’une perturbation d’un état
d’équilibre. Le théoreme d’Arnold 3.2 s’applique donc & la variation d’ordre 2, 6?H.
Pour établir 'expression de §2H, nous avons besoin de la dérivée fonctionnelle

de (9, H(fo)) :

1) 1)
S @100 =57 / folg. H(fo)} drdv

~{g. 10} + [ f {g, ffj(ﬂ))} drdv
o

~tg. 1) = m [ 5ota'ov) {otr v, E L arav
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On obtient donc l'expression de (G, (G, H(fo))) et donc l'expression de la
variation seconde du hamiltonien :

2
52H = - 62/{97f0} {gaH} drdv

(3.15)
!
G’ sy

— [ o) Ao o' V) Ao )

v —r'|

L’étude de la stabilité des solutions stationnaires de Boltzmann sans collisions
se rameéne dont & I’étude du signe de expression (3.15). Si cette expression est
positive pour tous les générateurs g, alors la solution stationnaire fj est linéairement
stable contre toutes les perturbations.

Nous pouvons maintenant énoncer un premier résultat de stabilité établi par
Jérome Perez et Jean-Jacques Aly ([12]) en utilisant la méthode symplectique. En
utilisant de nombreuses méthodes moins générales, ce résultat est toutefois tres
courant dans la littérature (citons par exemple les travaux de J.-F. Sygnet et al
[28], de H. Kandrup et J.-F. Sygnet [29], et de P. Palmer et J. Papaloizou [30]).

Proposition 3.3. On considere une solution stationnaire fo de l’équation de
Boltzmann sans collisions avec fo = fo(H), correspondant a un systéme a symétrie
sphérique. Cette solution stationnaire est linéairement stable contre toutes les
perturbations si :

fo

aH<0

Dans le cas ou fy ne dépend que de H, le théoreme d’Arnold 3.2 est une
condition nécessaire et suffisante.

Nous allons maintenant regarder ce qui se passe dans un cas tres particulier
ol fo dépend de H et L?.

3.2.5 L’instabilité d’orbite radiale

Au préalable, il nous faut énoncer un résultat de stabilité pour les solutions
stationnaires dont la fonction de distribution dépend de H et L?. On va en premier
lieu définir les perturbations dites préservantes :

Définition 3.3 (Perturbation préservante). On considére une solution stationnaire
fo de I'équation de Boltzmann sans collisions avec fo = fo(H,L?). On appelle
« perturbation préservante » de ce systeme, toute perturbation symplectique dont
le générateur g vérifie :

{9:2%} =0

Les perturbations radiales sont des perturbations préservantes, mais il y a
également des perturbations préservantes non radiales.
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Proposition 3.4. On considere une solution stationnaire fo de l’équation de

Boltzmann sans collisions avec fo = fo(H,L?). Cette solution stationnaire est
linéairement stable contre toutes les perturbations préservantes si :

0 0

OH OL?

La preuve de cette proposition a été établie par Jérome Perez et Jean-Jacques
Aly [12].

On considere une solution stationnaire ou les orbites des étoiles sont toutes
purement radiales. Cela se traduit par la condition L? = 0 et donc qu’on va chercher
fo sous la forme :

fo(H,L?) = ¢(H)6(L?)

ou ¢ est une fonction positive telle que / fodrdv = M. Ces systémes présentent

une particularité hautement intéressante, a savoir qu’il n’existe pas de perturbation
préservante associée a fy. Que se passe t-il alors dans le cas de perturbations non
préservantes 7 Il a été montré analytiquement (voir [31]) qu’il existe des perturbations
pour lesquelles 6°H < 0. Selon Bloch, Krishnaprasad, Marsden et Ratiu ([32])
, ces perturbations correspondent a une instabilité dite « séculaire ». Une étude
complémentaire (voir [31]) permet de montrer que de telles perturbations rendent
dans ce cas le systeme non sphérique. Il y a apparition d’une direction privilégiée
pour les orbites stellaires. Cette instabilité dite d’« orbites radiales » est par exemple
a Dorigine de la formation de barres.

L’étude analytique des systemes auto-gravitants nous permet de donner un
certain nombre de résultats que nous avons dans certains cas étendus au cas ou le
systeme est plongé dans un potentiel extérieur, la condition supplémentaire nous
permettant cette extension étant que le systeme est placé au centre de la source de
potentiel extérieur et avec un profil de densité radialement décroissant, de maniére
a ce que le systeme soit sphérique.

Ces systemes, dont la dynamique est modélisée par le systéeme d’équations
couplées Boltzmann sans collisions - Poisson, évoluent naturellement vers un état
d’équilibre isotherme, qui présente une structure de type coeur-halo. Le contraste
de densité entre ces deux éléments constitutifs joue un role prépondérant dans la
stabilité de ces systémes. Si le contraste est trop important, I'instabilité d’Antonov
se déclenche et fait s’effondrer le coeur. La présence d’un potentiel extérieur semble
ne pas remettre en cause l’existence de ce mécanisme, mais il en modulerait la valeur
du contraste critique.

Par ailleurs, il existe un second mécanisme d’instabilité, mis en évidence a
I’aide d’une approche symplectique : si un systéme auto-gravitant sphérique contient
une quantité suffisante d’étoiles ayant une orbite radiale, alors le systeme devient
anisotrope et voit la formation d’une barre qui ressemble étrangement & une galaxie
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elliptique (on pourra se référer par exemple aux travaux de Jillian Bellovary et al
33]).

Il reste néanmoins un certain nombre de cas ou I’étude analytique ne nous
apporte aucune réponse, pour 'instant. C’est la raison pour laquelle nous souhaitons
la compléter par une étude numérique. Cette étude numérique sera sur deux axes :

— le premier vise a poursuivre les études sur les deux états d’équilibre - coeur-
halo et coeur effondré - en étudiant les structures des orbites stellaires et leur
répartition a l’aide d’outils issus de la théorie des systemes dynamiques. Ces
deux états d’équilibre peuvent étre générés a partir de systemes initialement
homogenes auxquels on ajoute une certaine quantité d’inhomogénéités,
quantité qui va conditionner le déclenchement ou non de l’instabilité
d’Antonov ;

— le deuxiéme axe vise quant a lui a étudier le comportement d’un systeme
auto-gravitant plongé dans un potentiel extérieur, en particulier dans des
conditions ou I’état d’équilibre peut a priori ne pas étre sphérique, a savoir
en mettant notre systéeme en orbite, et étudier 'influence de ce mouvement
orbital sur le processus d’effondrement gravitationnel et I’état d’équilibre
qui en résulte.

Il convient donc dans un premier temps d’exposer les méthodes numériques et

les enjeux sous-jacents pour la réalisation de ces études. Tel est I’'objet de la seconde
partie.






Deuxieme partie

Approche particulaire : les
méthodes numériques






Les codes particulaires

Nous avons vu dans la partie précédente que 1’étude analytique de la
dynamique des systeémes auto-gravitants plongés dans un potentiel extérieur fixé
nous amenait a résoudre un systeme d’équations aux dérivées partielles de type
Boltzmann sans collisions - Poisson. La question qui se pose a présent est la résolution
numérique de ce systeme. Cette question est d’autant plus importante qu’il y a
des phénomenes physiques pour lesquels seule la simulation numérique peut nous
éclairer, car trop complexes pour étre étudiés de maniere théorique.

C’est la raison pour laquelle cette deuxieéme partie est consacrée aux aspects
numériques. Dans ce chapitre, nous allons aborder différents codes numériques de
simulation utilisés pour résoudre les probléemes d’évolution d’un systeme gravitant. Il
en existe un grand nombre (on pourra par exemple se référer a 'article de synthese
de Jerry A. Sellwood [34]) et j’ai eu 'occasion d’en découvrir certains aux cours
de 1'Université d’été MODEST-5¢ () qui a eu lieu & P'Institut Anton Pannekoek &
Amsterdam en juillet 2005 ([35]), & travers les packages NEMO et Starlab, entre
autres.

D’un point de vue numérique, un systéme auto-gravitant est défini par une
assemblée de masses ponctuelles. La famille de codes numérique qui va nous
intéresser sera donc celle des codes particulaires, qui résout de maniere générale
des problemes du type :

dI‘Z'
L,
dt
Vi € N*, Vi _ ai =~V (4.1)
dt
Ay = AnGp

Les différents codes particulaires se distinguent principalement par la maniere
de calculer a;. C’est donc sur ce point que nous allons insister, ainsi que sur les
performances en terme de colt de calcul. Certains codes sont adaptés a des modeles
non collisionnels et d’autres non (voir [36] pour plus de détails). Je me focaliserai
donc sur la premiere catégorie.

1. MODEST signifie MOdelling DEnse STellar systems
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4.1 Les codes & N corps directs (P.P. ou P?)

Historiquement, c’est la sous-famille la plus ancienne et la plus simple a
mettre en ceuvre. Les codes & N corps directs sont basés sur le calcul de toutes
les interactions entre particules, illustré par la figure 4.1. Le calcul de 'accélération
subie par la particule fait intervenir le gradient du potentiel :

P(n) = = 3 0 ()

3
G ’ri - rj‘

Les interactions gravitationnelles étant a 2 corps, on en déduit donc que le
cotit de calcul de I'accélération est N(N — 1) = O(N?) a chaque pas de temps, en
considérant que ce dernier est identique pour toutes les particules.

]

FIGURE 4.1 — Les codes particule - particule calculent toutes les interactions entre
particules.

Les codes a N corps directs (on peut citer par exemple NBODY2, NBODY4
et NBODY6 de Sverre J. Aarseth [37]), comme la trés grande majorité des codes
a N corps, dépendent d’'un parametre visant a éviter que ’accélération ne prenne
des valeurs trop conséquentes. Dans le cas des interactions newtoniennes attractives,
comme la gravitation, les particules peuvent se rapprocher, ce qui induit un potentiel
gravitationnel et une contribution a ’accélération qui tend vers I'infini.

Nous verrons en section 5.3 les différentes manieres d’« adoucir » le potentiel.

4.2 Les codes Particule-Grille (P.M.)

Dans les codes P?, la contrainte la plus cofiteuse est le calcul de toutes les
distances interparticules a chaque itération. Pour résoudre ce probleme, on va diviser
I’espace a l’aide d’une grille, de sorte que toutes les distances intercellules soient
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connues une bonne fois pour toutes : on parle alors de code particule-grille ou P.M.
(voir figure 4.2).

FIGURE 4.2 — Les codes Particule - Grille calculent des interactions entre cellules
d’une grille.

Il y a néanmoins une contrepartie. En effet, on ne va pas nécessairement faire
I’hypothese que les particules sont ponctuelles. Le choix de la nature des particules
déterminera le type de code P.M. a utiliser. En définitive, on va donc étre amené a
résoudre numériquement 1’équation de Poisson au centre de chaque cellule :

{ A (rijr) = 47G (p (rijr) — p)
F (rijx) = =Vt (vijn)

4.2.1 Schémas de répartition de la masse sur la grille
Le schéma N.G.P.

Le schéma Nearest Grid Point est a la fois le plus simple et le plus naturel (voir
par exemple le code Superboxr de Michael Fellhauer et al [38]) : chaque particule est
ponctuelle et sa contribution revient donc intégralement a la cellule qui la contient,
comme le montre la figure 4.3.

La force obtenue est ainsi constante par morceaux. C’est la raison pour laquelle
il s’agit du schéma le plus simple a mettre en ceuvre, mais qu’en définitive, il est
trop « brutal ». On a donc développé d’autres schémas.

Le schéma C.I.C.

Le schéma Cloud In Cell ne suppose plus que les particules sont ponctuelles,
mais des cubes de densité constante. La contribution de chaque particule est ainsi
répartie sur toutes les cellules qu’elle chevauche, comme le montre la figure 4.4.
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FIGURE 4.3 — Principe du schéma N.G.P.

Ce schéma n’est pas beaucoup plus difficile a mettre en ceuvre que le N.G.P..
Il présente néanmoins I’avantage non négligeable que la force est désormais continue,
et linéaire par morceaux.

Le schéma T.5.C.

Le schéma Triangular Shaped Cloud a été concu pour obtenir une force C!.
Pour cela, les particules ont une forme de triangle isocele (en 1D), de pyramide
réguliere a base carrée (en 2D), et s’il faut essayer de trouver une terminologie
pour la version 3D, peut-étre qu’il faut 'appeler « hyperpyramide réguliere a base
cubique » !'!'! Quoi qu’il en soit, on devine que la propriété de continuité de la force
et de sa dérivée a une contrepartie en terme de difficulté d’implémentation.

4.2.2 Résolution de I’équation de Poisson

Maintenant que nous avons vu comment répartir les masses des particules sur
la grille, on va résoudre I’équation de Poisson afin de déterminer le potentiel et par
voie de conséquence, la force et 'accélération.

La solution adoptée pour ces codes est de résoudre I’équation de Poisson dans
I’espace de Fourier. La raison est simple : le potentiel gravitationnel étant le produit
de convolution entre la fonction de Green de 'opérateur laplacien et de la densité,
il en est de méme pour le potentiel discret ;5. Or, il s’avere que dans 'espace de
Fourier, la convolution devient un simple produit. L’utilisation de I’espace de Fourier
aura également une grande incidence sur le cotlit de calcul. En effet, la transformée
de Fourier rapide (F.F.T.) permet d’effectuer la transformée de Fourier discrete
d’un vecteur de k points en O (klogk) opérations. Si la grille est de taille N, on
en déduit donc que le cotit de calcul est en O (N 3log N ) au lieu de O (N 6). Il ne
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FIGURE 4.4 — Principe du schéma C.I.C.

faut pas oublier le calcul de la répartition des masses, mais cela reste dans l’ordre
de grandeur.

Si les codes P.M. présentent tant d’avantages, pourquoi les codes P? n’ont pas
été définitivement supplantés ? La raison est simple : ’approximation du potentiel.
Elle est en effet correcte a condition que la densité d’une cellule a une autre ne varie
pas beaucoup.

Tout comme pour les codes P2, le potentiel gravitationnel sera « adouci », ce
que nous verrons en section 5.3 .

4.2.3 Les codes P*M

Les codes P.M. présentent un défaut majeur dans le cas de la gravitation.
Comme il a été dit plus tot, la gravitation est une force attractive et les particules
ont tendance a se rapprocher. Elles peuvent donc se concentrer dans un petit nombre
de mailles et la dynamique du systeme sera grossierement approchée. Il faut donc
que la grille soit adaptative et cela de plusieurs manieres :

1. adapter la taille de la grille a la taille du systéeme a chaque itération;

2. encapsuler un code P? gérant les petites échelles dans un code P.M. gérant les
grandes échelles. Ce sont les codes P3M. L’inconvénient est le cotit de calcul
qui peut devenir prohibitif dans les zones de tres fortes surdensités de matiere ;

3. subdiviser les cellules contenant beaucoup de matiere a 1’aide de grilles plus
fines. On parle dans ce cas de code a grille adaptative.

Je vais vous parler maintenant du code que j’ai utilisé lors de mes simulations, &
savoir le treecode, développé par Joshua Barnes et Piet Hut ([39]), qui d’une certaine
maniére pousse un peu plus loin 'idée des code P3M.






Le Treecode

5.1 Le treecode a travers un exemple

A travers la description des codes P? et P.M., nous avons pu mettre en
évidence la problématique de la simulation numérique de probléemes a N corps :

— un code adaptatif qui permet de gérer aussi bien toutes les géométries,
sphériques, elliptiques, spirales ou irrégulieres que tous les profils de densités,
homogenes ou tres fortement contrastés;

— un cott de calcul le plus bas possible.

Pour ces deux raisons, I’arbre est un excellent outil. Nous allons maintenant

voir plus en détail son mode de fonctionnement a travers un exemple.

Le principe est le suivant : étant donnée une cellule racine (ou nceud racine)
adaptée a la taille du systeme étudié, on génere par dichotomie les cellules filles qui
contiennent au moins une particule. Pour chacune de ces cellules filles, on réitere le
processus jusqu’a isoler chacune des particules dans un nceud de ’arbre. Les figures
(5.1) et (5.2) illustrent la construction de I’arbre pour un probleme 2D. On obtient
ainsi un « maillage » tres raffiné 1a ou la concentration de particules est élevée et un
maillage tres grossier la ou la concentration de particules est tres faible.

F1GURE 5.1 — Construction de la grille symbolisant I’arbre.
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FIGURE 5.2 — Structure de l'arbre associé.

L’aspect multi-échelle immédiat de ce type de code a été a l'origine du
développement d’'un grand nombre de packages et de librairies. J’en citerai trois
ici :

— le treecode de Walter Dehnen [40] qui remplace l'aspect adaptatif de la
construction de Parbre par D'utilisation d’une méthode F.M.M.(1) (voir
par exemple [41]). Ce code a été intégré dans NEMO sous le nom de
gyrfalcON @ ;

— le code Starlab dont l'intégrateur, kira, est un treecode prenant en compte
I’évolution stellaire ;

— GADGET-2®) | qui utilise une version parallélisée du treecode et peut
représenter les fluides & 'aide de particules fictives, les S.P.H. %,

Ces codes sont tres évolués, mais nous avons cependant décidé de conserver
le treecode parallélisé développé par Daniel Pfenniger pour la ferme de P.C.
GRAVITOR de I’Observatoire de Geneve et utilisé par Fabrice Roy au cours de
sa these de doctorat ([3]), car il répond a toutes nos attentes.

Maintenant que nous avons compris le principe de fonctionnement d’un
treecode, nous pouvons aborder la question de la prise en compte dans l'algorithme
des caractéristiques (champ lointain et champ proche) de cet algorithme.

1. pour Fast Multipole Method

2. Bien qu'il s’agisse d’une espece de faucon - le « faucon gerfaut » en francais - , cet acronyme
signifie GalazY simulatoR using Force ALgorithm of Complexity O(N) et non pas Giga YeaR falcon,
en référence a 'un des vaisseaux les plus célebres du cinéma, comme le présentent souvent ses
concepteurs, avec ’échelle temporelle adéquate.

3. pour GAlazies with Dark matter and Gas intEracT

4. pour Smoothed Particles Hydrodynamics



5.2. PARAMETRE D’ACCEPTATION ET CALCUL DU POTENTIEL 91

5.2 Parametre d’acceptation et calcul du potentiel

5.2.1 Critere d’acceptation et approximation de champ lointain

La question qui se pose maintenant est de savoir comment calculer les
interactions entre cellules. On va pour cela se baser sur la photo de la galaxie M87
prise par le Canada France Hawaii Telescope (5.3).

FIGURE 5.3 — La galaxie elliptique M87 . Source : C.F.H.T.

Sur cette photo, il est impossible d’affirmer avec certitude que tel ou tel point
lumineux est une étoile, un amas ou une galaxie. Pour ce faire, il faudrait par
exemple mener une analyse spectrale ou augmenter le grossissement du télescope.
Quoi qu’il en soit, on peut considérer une galaxie lointaine comme une unique
étoile de méme luminosité. Le treecode fonctionne sur le méme principe. Pour une
résolution angulaire maximale # donnée, on ne peut distinguer un groupe d’étoile
lointaine d’une étoile qui aurait la méme masse. Comment estimer cette résolution
angulaire ? C’est la que 'arbre va étre d’une grande utilité. En effet, si on parcourt
I’arbre de maniere descendante, on va pouvoir réaliser cette estimation grace a la
taille de la cellule considérée et sa distance vis a vis d’une particule donnée. Tant
que la résolution angulaire calculée est supérieure a 6, qu’'on appelle parametre
d’acceptation, on réitere le processus avec les cellules filles. Si pour une cellule qui
n’est pas une feuille, la résolution angulaire est inférieure a 6, alors, on remplace
I’ensemble des particules de la cellule par une particule équivalente située au centre
de masse de la cellule. On peut voir sur la figure 5.4 les deux cas et sur la figure 5.5
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les chemins correspondants dans I'arbre.

FIGURE 5.4 — Illustration du critere d’acceptation sur 1’étoile verte pleine : une cellule
trop grande rejetée (en rouge) et une cellule suffisamment petite acceptée (en vert)

FIGURE 5.5 — Les deux chemins correspondant aux éléments de la figure 5.4.

5.2.2 Parametre d’acceptation et performances du treecode

La question qui se pose maintenant est de choisir I’approximation faite sur les
cellules dont la résolution angulaire est inférieure au parametre d’acceptation 6. Le
choix qui a été fait dans le treecode est le développement multipolaire.

Pour ce faire, nous allons développer le potentiel gravitationnel subi par
la particule ¢ en harmoniques sphériques sous la forme d’un développement en
polynomes de Legendre. Afin de simplifier les notations, nous noterons x =

(Xl,XQ,... 7XN) .
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Si on effectue un développement de série de Mac-Laurin de F' au voisinage de

v = 0, on obtient :
F(u,v) =F(u,0) + v

:1+vu+%(3u2—1)—|—...

Rappelons maintenant la définition des polynomes de Legendre de premiere

espece :
Définition 5.1 (polynomes de Legendre de premiere espece d’ordre k).

Pi(e) = 5 e (1))

On a en particulier :

P() (x) =1
Pi(z) =x

Py(z) :% (3:U2 -1)

On peut alors retrouver la propriété remarquable suivante :

+oo
= Z 0" Py (u)
k=0

(5.1)

On va effectuer un développement quadrupolaire, c’est a dire restreindre le

développement en polynomes de Legendre a ’ordre 2.
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Le potentiel s’écrit alors :

G G G 3 A T
000 = =5 3y T sy s Sy [ 30~ g
J#i J# J#

Si on ne considere que les étoiles qui se trouvent dans la cellule qui vérifie
le critere d’acceptation, on constate donc que si 'on place la particule de masse
équivalente au niveau du centre de masse de ces particules, alors le terme dipolaire
s’annule. Il s’agit la d’un gain en calcul non négligeable. Bien que cela ne soit pas
nécessaire, le treecode va calculer le terme quadrupolaire, afin d’avoir une meilleure
précision sur le calcul du potentiel et donc une meilleure intégration spatiale du
probléme, comme 'explique Lars Hernquist [42].

Maintenant que nous avons vu le role du critere d’acceptation 6, on comprend
qu’il représente un compromis entre la qualité de I'intégration spatiale du probleme
et le cout de calcul a chaque itération. En effet, une grande valeur de 6 va nous
permettre d’économiser grandement en nombre d’opérations, mais en contrepartie,
la dynamique du systeme sera plutot mal approchée, tandis que pour une petite
valeur de 0, cette dynamique sera correctement intégrée, mais cela demandera un
nombre d’opérations plus important. Le choix de la valeur de 8 est donc fondamental.
C’est la raison pour laquelle nous choisissons 6§ = ?, ce qui représente un cout de
calcul en O (nlogn). Pour la justification de cette valeur, on pourra se référer a [43]
ou [44].

5.3 Parametre d’adoucissement

Si le parametre d’acceptation angulaire traite des approximations pour les
champs lointains, il existe un parametre dédié aux approximations en champs
proches : le parametre d’adoucissement €, qui n’est pas exclusif au treecode, mais
qui est également utilisé dans les codes P.M. et P2.

Dans le cas de la gravitation, il se trouve que le potentiel induit par une
interaction gravitationnelle a deux corps tend vers l'infini quand la distance entre
les deux corps tend vers 0. Or, comme la gravitation est une interaction attractive,
les particules vont avoir tendance a se rapprocher. Il peut donc s’avérer que le
code manipule de treés grands nombres, ce qui constitue une autre source d’erreur
potentielle. Pour limiter ce phénomene, on va introduire un parametre de longueur,
que 'on va appeler parametre d’adoucissement noté € et qui va modifier la forme du
potentiel gravitationnel. Deux solutions s’offrent a nous :

Le potentiel adouci qui s’exprime de la facon suivante :

ws(xi) = _GZ

7\ — x5+ €2

m;
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Cela signifie donc que 'on atténue le potentiel le potentiel sans différentier les
particules les unes des autres, qu’elles soient proches ou éloignées. La force qui
en dérive est donc continue.

Le potentiel tronqué qui s’exprime quant a lui de la fagon suivante :

m;

(i) = —G;, max (% — %1, )

Cela signifie donc que l'on atténue le potentiel uniquement pour les particules
qui se trouvent a une distance mutuelle inférieure a €. Ce dernier s’apparente
donc au diametre d’une étoile dans un modele de type sphere dure. Du point
de vue du gradient du potentiel donc de I'accélération, cela se traduit par une
force d’interaction nulle entre des particules tres proches. La force qui en dérive
est donc discontinue.

Les deux versions sont représentées sur la figure 5.6 a travers la modification du
profil du potentiel gravitationnel.

potentiel

rayon

FIGURE 5.6 — Potentiel gravitationnel (en bleu), potentiel gravitationnel adouci (en
vert) et potentiel tronqué(en rouge)

Parce qu’il a davantage de signification physique, et ce malgré la discontinuité,
et parce qu’il ne fait que des approximation du potentiel gravitationnel pour des
particules tres proches, nous avons choisi € dans la version potentiel tronqué.

Nous avons vu dans ce chapitre les caractéristiques du treecode, ses
performances, et les sources d’erreurs qu’il génere. Il nous reste a présent a voir
la discrétisation temporelle et son corollaire, a savoir la génération des conditions
initiales.






Discrétisation temporelle

6.1 Le schéma saute-mouton

Du point de vue de I’évolution temporelle, nous sommes face a un systéme
d’équations du type :

ar
a
dv
Yo f
7 (r)

Les schémas numériques les plus intéressants sont ceux qui préservent la nature
géométrique du probleme modélisé. Puisqu’on est face a un systeme possédant
une structure hamiltonienne, on cherche donc une méthode qui va préserver cette
structure. Comme 'approche utilisée en sous-section 3.2.1, on parle de « schéma
symplectique ». Si I'on se réfere a [45, pages 13 et 177], on se rend compte qu’il
existe un schéma tres connu qui se trouve étre un schéma symplectique d’ordre 2,
qui possede plusieurs noms : schéma de Stérmer (en astrophysique), schéma de Verlet
(en dynamique moléculaire) ou schéma saute-mouton dans le cadre des équations
aux dérivées partielles.

La discrétisation de la dérivée temporelle s’écrit :

551 (6.1)

On introduit maintenant I’approximation au point-milieu par une formule de
Taylor :

ot
Vn+1/2 =Vy =+ Ef(rn) (62)
On obtient donc 'algorithme suivant :

Vnt1/2 = Vn_1/2 + 0tf(ry)
rpnyl =Ty + (5tVn+1/2

Les vitesses et les positions sont donc mises a jour en « décalé » comme le
visualise la figure 6.1. Ce schéma est en définitive trés simple & mettre en ceuvre et,
comme nous allons le voir maintenant, il est d’ordre 2.

Proposition 6.1 (Ordre du schéma saute-mouton). Le schéma saute-mouton est
consistant d’ordre 2.
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FIGURE 6.1 — Le principe du schéma saute-mouton

Démonstration. Pour de plus amples informations concernant la consistance et
lordre d’un schéma, on pourra se référer a [8, page 47 et suivantes].

Pour les besoins de la preuve, nous allons calculer les erreurs de troncature en
position et vitesse :

r(tp+1) —r(tn
SIT'L ! ( 1)(5t ( ) v (tn+1/2>
tn t’l’L*
E‘TIL+1/2 '( +1/2) - '( 1/2) f(r(tn))

Ecrivons les développements de Taylor a l'ordre 3 des grandeurs qui
interviennent. Il vient :

( ot dr

1
r(tny1) = r(tpy1/2) + Ea(tn—&-lﬂ) +t3 ——(tni12) + O (6t%)

ﬁ 2 2y
dt?

ot dr 1
r(tn) = r(tphy1/2) — ga(tnﬂm) +3 <

V(tn-1/2) = V(tn) = o —(tn) +

Vl(tnir2) = v(ts) + Stdv ., ., 1 (

On obtient donc en définitive :

d
&t = j;(tn+1/2) — V(tp1/0) + O (687) = O (6t%)
£ = W (1) — t(e(t)) + 0 (57%) = O (5¢%)

ce qui permet de conclure. ]
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Maintenant que nous avons présenté le schéma numérique qui permet de mettre
a jour notre systeme d’un instant ¢, a I'instant suivant t,1. Il me semble donc fort
approprié de discuter ici de ce qui est ’équivalent dans le cas temporel des conditions
aux limites pour le schéma de discrétisation spatiale, a savoir les conditions initiales.

6.2 Conditions initiales

La question qui se pose ici est de générer une assemblée de particules suivant
un profil donné. La génération des conditions initiales se fait alors en trois étapes :
la génération des positions, la génération des vitesses et 'ajustement suivant les
parametres désirés. De types de conditions initiales ont été utilisées : des amas de
type Plummer a I’équilibre, que I’on plongera par la suite dans un potentiel extérieur
e, et des amas homogenes ou a grumeaux pour l’étude fine de D'effondrement
gravitationnel dans le prolongement des travaux de Fabrice Roy. En guise de
préambule, j’exposerai le type de générateur de nombres pseudo-aléatoires utilisé.

6.2.1 Générer des suites de nombres pseudo-aléatoires

Il existe différentes manieres de générer une séquence de nombres pseudo-
aléatoires. En ce qui concerne les simulateurs de variables aléatoires uniformes sur
[0,1], les plus courants sont basés sur des générateurs de type congruentiels (voir
[46, page 81]).

On se donne pour cela 3 entiers a, b et ¢ a partir desquels on définit la suite
(yn)nEN :

VneN, ypy1 =ay, +b (mod ¢)

Si cette suite est périodique, la période peut étre tres grande suivant le choix
des 3 parametres a, b, et ¢ et de la condition initiale yg, appelée « graine ». Dans
ce cas, la suite (y,/c)nen constitue la réalisation d’une suite de variables aléatoires
indépendantes sur [0, 1].

A ce type de générateur, on peut ajouter un deuxieme niveau. Il suffit de
stocker un certain nombre d de tirages issus de la suite précédente dans un tableau,
puis de tirer de maniere aléatoire I'indice de 1’élément dans ce tableau. On sélectionne
alors cette valeur et on la remplace par la nouvelle occurrence de la suite (y,,/¢)nen-
Le générateur que nous utilisons, écrit par Joshua Barnes et basé sur la fonction
RAN2 (voir [21]), entre dans cette catégorie.

6.2.2 Modele de Plummer

La génération d’'un systeme suivant le modele de Plummer a été 'un des
aspects de mon stage de D.E.A. / Projet de Fin d’études. Le principe (basé sur [47,
annexe)) est celui de la génération d’un systéme suivant un profil donné.
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Génération des positions

La densité p représente la loi de probabilité de la distance d’'un corps par
rapport au centre du systeme. La génération des positions se fait donc a I'aide de la
fonction génératrice associée, a savoir la fonction de répartition de la masse contenue
dans la sphere de rayon r : M(r) (voir pour plus de détails [48]).

Pour le modele de Plummer, le profil de masse a pour expression :

Mr3

M(T’) = (’1“2 N b2)3/2

Cette fonction, représentée sur la figure 6.2, a la particularité d’étre strictement
monotone et bornée. Si on la normalise, il nous suffit alors de tirer les valeurs de
la distance au centre r; de la particule ¢ comme I'image réciproque de la i-eme
réalisation d’une variable aléatoire X uniforme sur [0, 1] par la fonctionnelle M :

b

VX231

r=M1X)=

FIGURE 6.2 — Génération de la position d'une étoile pour un profil de masse donnée.
Cas du modele de Plummer.

En pratique, puisque le modele de Plummer est a rayon infini, on va introduire
un rayon 7'yqq, correspondant a la taille de notre systeme. Des lors, on normalise la
fonctionnelle M (7) non pas par la masse totale M, mais par sa valeur en 7,4,. Pour
choisir sa valeur, on va estimer la probabilité d’avoir une particule & une distance
inférieure. On choisit :

M(Tmax)

P (r < rmaz) = 0.999 = i
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La raison de cette limitation est simple : il nous faut pour cela imaginer un
petit nombre d’étoiles tres éloigné du reste du systeme. Le principe du treecode étant
de les isoler dans une feuille de I’arbre, la cellule mere est donc ajustée au systéme.
Cela signifie donc que ces étoiles éloignées vont étre & l'origine d’une séparation des
particules qui se fera a des niveaux bien plus profonds dans ’arbre. C’est la raison
pour laquelle, on va limiter la taille du systéme, mais de facon a ne pas influencer le
profil du systeme généré. Cela explique le choix de la valeur 0.999.

En pratique, cette restriction revient a considérer une variable aléatoire
uniforme sur [0,0.999]. La formule d’inversion précédente devient alors :

— b
\/ (0.999X)"2/% —1

Maintenant que nous pouvons déterminer de maniere aléatoire la distance au
centre de chaque étoile du systeme, il nous faut a présent tirer les composantes du
vecteur position, en sachant que notre systeme est sphérique.

Plusieurs techniques sont & notre disposition pour répondre & ce probleme.
L’une d’entre elles est de générer les deux autres coordonnées sphériques (voir [5,
page 86]), puisque nous avons déja le rayon. Apres avoir testé cette approche et avoir
observé certains phénomenes permettant de douter du caractere aléatoire de ce type
de tirage, j’ai choisi une autre technique : tirer aléatoirement les composantes du
vecteur position unitaire, en me basant sur la méthode de rejet développée par John
von Neumann (voir [49, pages 36 - 38]).

On procede de la maniere suivante :

1. On tire une réalisation de trois variables aléatoires X,, X, et X, uniformes
sur [0, 1] représentant les coordonnées d’un vecteur u dans le carré unité.

2. On teste si le vecteur u se trouve dans la boule unité, auquel cas on le normalise
pour le placer sur la sphere unité, sinon on le rejette et on retourne a la premiere
étape.

On pourrait se poser la question de la raison du rejet des particules en dehors
de la boule unité. L’explication est simple. Sil’on compare la boule unité avec le cube
unité, on comprend aisément que les 8 coins du cube qui ne sont pas dans la boule
constituent des directions privilégiées, brisant ainsi la symétrie sphérique. C’est la
raison pour laquelle on rejette les réalisations qui se trouvent dans ces parties, avant
de les normaliser.

On obtient ainsi les positions de chaque particules du systeme. Comment
générer le vecteur vitesse de chacune des particules sachant que l'on connailt son
vecteur position ?

Génération des vitesses

La génération des vitesses est un peu moins aisée que celle des positions, car
on a affaire & des probabilités conditionnelles dans la mesure ou le vecteur position
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est déja déterminé. Il nous faut donc repartir de la fonction de répartition. Pour le
modele de Plummer, on a :

f=f(5)=f<¢—”22> :a<¢_v22>7/2

La probabilité de présence d’une particule dans une région de ’espace des
phases dans un volume dV est a chaque instant

02 7/2
P(r,v)drdv = f(€) =« <d> — 2) drdv

En utilisant la sphéricité spatiale et 1’isotropie des vitesses, on peut alors
introduire la densité de probabilité de présence d’une particule éloignée du centre
d’une distance r et avec une vitesse de module v :

1 \7/2
P(r,v)dr dv = 16m2ar?v? <¢(r) — 2’1)2) dr dv

Introduisant la vitesse normalisée de module ¢ = , on peut définir une

V2¢(r)

nouvelle densité de probabilité P(r,q) par :
P(r,q)dr dg = 167%ar?6(r)’V2 ¢* (1 - %) dr dg

Comme nous ’avions dit en introduction, on cherche en réalité le module ¢ de
la vitesse normalisée d’une particule, sachant que sa distance au centre du systeme
est r. On utilise pour cela la formule des probabilités conditionnelles :

P(r,v
Plolr) = )
B 167r2047’2¢(7')5\/§ q> (1 — q2)7/2 (1)
N 47r2p(r)
256
:7(]2 (1- q2>7/2

~ (1= = g(q)

La fonction g est représentée dans la figure 6.3. Elle est définie sur [0, 1] et
prend des valeurs dans l'intervalle [0,0.1]. Elle n’est par contre pas monotone. On
ne peut donc utiliser la méme technique que pour les positions. La méthode de rejet
de von Neumann va étre utilisée, mais dans une version un peu plus générale.

2 (7
Remarque. La valeur maximale de g n’est pas 0.1, mais g\o ~ 0.0922.

Néanmoins, cela ne perturbe en rien le principe. Cela va simplement effectuer un
peu plus de rejets, mais la répartition des valeurs acceptées sera la méme.



6.2. CONDITIONS INITIALES 103

S e

dP

FIGURE 6.3 — Génération des vitesses des particules par la méthode de rejet de von
Neumann. Cas du modele de Plummer. Ici, ¢’est un cas de rejet.

Le principe est le suivant :

1. On tire une réalisation de deux variables aléatoires X; et X9 uniformes sur
[0,1]

2. On teste si 0.1X; < g(X2), auquel cas on accepte Xo comme valeur du module
de la vitesse, sinon on la rejette et on tourne a la premiere étape.

Maintenant que 'on a déterminé le module de la vitesse normalisée ¢, on va
la multiplier par y/2¢(r) pour obtenir le module de la vitesse v. Il ne reste plus qu’a
générer le vecteur vitesse unitaire en tirant parti de ’isotropie en vitesse. On utilise
donc le méme procédé que pour les positions.

Ajustement aux parameétres

La technique présentée en annexe de [47] requiert une derniere étape. En effet,
si les vitesses et positions correspondent & la fonction de distribution, on ne peut
étre assuré que le systeme généré a 1’énergie souhaitée. Pour ce faire, il y a un facteur
d’échelle multiplicatif & évaluer.

Dans le cadre des études qui nous concernent, & savoir celui des effondrements
gravitationnels et de l’évolution vers un état d’équilibre, on va préférer fixer le
rapport du viriel plutot que 1’énergie. Il suffit donc pour cela de calculer 1’énergie
cinétique et ’énergie potentielle totale pour estimer le rapport du viriel actuel et de

1. On utilise 'expression de la densité p établie au cours de la démonstration de la
proposition 2.1
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multiplier les vitesses par un facteur d’échelle permettant d’ajuster ce rapport du
viriel a la valeur souhaitée.

6.2.3 Les amas homogenes

Dans le cas d’un amas sphérique de densité p homogene, la fonction de
répartition de la masse est de la forme : M(r) = §7rp7“3, qui est une fonction

strictement monotone. On pourrait donc utiliser le méme procédé que pour le
modele de Plummer en définissant au préalable la taille de 'amas que 'on veut
générer. Néanmoins, nous avons vu qu’il y avait une maniere beaucoup plus simple
et naturelle de définir une boule homogene a 'aide de la méthode de rejet de von
Neumann.

Il nous est cependant arrivé, dans la mesure oli nous générons des systemes
avec un grand nombre de particules, que deux particules soient tres proches pour ne
pas dire au méme endroit. Or, comme nous ’avons vu, le treecode génére un arbre qui
isole chacune des particules dans une feuille. Par conséquent, avoir deux particules
« infiniment » proches signifie que leur séparation dans I'arbre demandera un tel
niveau de profondeur que l'on dépassera le nombre limite de cellules autorisées.
Néanmoins, cette profondeur est en fait un parametre du treecode et celui-ci est
capable de gérer des intégrations faisant intervenir de faibles distances. La source du
probléme est donc finalement plus profonde et est liée au générateur aléatoire utilisé.
Les générateurs congruentiels sont en effet périodiques et un bon générateur aléatoire
a une tres grande période. Comment surmonter ce probléeme ? Deux solutions :

1. Ajuster les parametres et/ou le type du générateur de nombres aléatoires
utilisé, de maniere & avoir une période plus grande.

2. Imposer une distance minimale entre deux particules au cours de la génération.

Pour les simulations que j’ai réalisées, il s’est avéré que la premiere solution
soit suffisante pour contourner cette difficulté technique.

En ce qui concerne les vitesses, bien que le générateur de conditions initiales
développé par Fabrice Roy offre un grand nombre de possibilités (distribution
gaussienne, ou en fixant le rapport entre les énergies cinétiques radiale et tangentielle,
...voir [3, page 55]), le cas plus simple d’une distribution de vitesses uniforme
(générée sur le méme principe que les positions) a été utilisé.

6.2.4 Les amas a grumeaux

L’un des objectifs que nous nous sommes fixés est ’étude du processus
d’effondrement gravitationnel dans un systeme homogene auquel on a introduit des
inhomogénéités. Ce type d’études a donné de nombreux résultats, notamment dans
le contexte du processus de formation non dissipatif des galaxies. On pourrait citer
par exemple T.S. van Albada (voir [50]) qui définit des inhomogénéités sphériques
homogenes a des températures différentes. Par ailleurs, on peut citer également les
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travaux de Thomas McGlynn ([51]), qui lui considere plutét des inhomogénéités sous
la forme de cellules cubiques homogenes, comptabilisées un certain nombre de fois
pour simuler des densités différentes.

Notre démarche est similaire a celle de T.S. van Albada dans la mesure ot nous
générons des inhomogénéités sous la forme de de « grumeaux » sphériques homogenes
dans un amas homogene.

Le procédé de génération est le suivant :

1. On génere la position du centre de masse de chaque « grumeau », de maniere
a les répartir de fagon uniforme dans le systéme.

2. On génere chacun des « grumeaux » comme un amas homogene. Les grumeaux
sont tous identiques, c’est-a-dire qu’ils ont la méme taille et le méme nombre
de particules.

3. On génere un amas homogene dans le volume restant.

4. Les positions étant générées, on génere les vitesses en imposant le rapport du
viriel global a la valeur voulue.

Les rapport de taille et de masse entre le grumeau et le systeme hote et
leur influence sur le processus d’effondrement gravitationnel et la nature de ’état
d’équilibre ont fait 'objet d’une étude au cours de mon travail de these.

Ici se termine le tour des types de conditions initiales utilisés au cours de
mon travail de these. Le code initialement développé par Fabrice Roy au cours de sa
these permet de générer d’autres types de conditions initiales que je n’ai pas utilisés :
en particulier les densités en loi de puissance, 'utilisation de spectres de masse ou
I’ajout d’une composante de rotation.

Avant de vous présenter les résultats obtenus au cours de mon travail, il
convient a présent de vous exposer les diverses observables qui ont été évaluées
au cours de mes simulations. Ces observables ont un double réle : valider le code de
simulation, suivre I’évolution des systéemes vers I’état d’équilibre , puis une fois cet
état atteint, caractériser certaines propriétés dynamiques de nos systemes.






Observables

Les algorithmes de simulation que nous venons de voir évaluent un certain
nombre de grandeurs physiques, afin de pouvoir controler ’évolution des systemes
au cours de la simulation et s’assurer que celle-ci se déroule correctement. C’est la
raison pour laquelle je vais présenter ici les diverses observables calculées au cours
des simulations. Certaines de ces observables sont évaluées régulierement au cours
des simulations pendant une phase de diagnostics. D’autres, et je le préciserai dans
ce cas, sont évaluées en post-traitement, a partir de fichiers de sauvegarde réguliere
de I’état du systeme. Sur ce principe, on pourra aussi générer les images constitutives
d’un film de I’évolution du systeme au cours du temps.

7.1 Les observables liées a 1’énergie

L’énergie est I'une des grandeurs physiques calculées les plus importantes. En
effet, elle nous est utile pour des considérations de validation, dans la mesure ot un
systeme isolé a une énergie totale constante.

L’énergie totale est évaluée en sommant 1’énergie potentielle et 1’énergie
cinétique.

Définition 7.1 (énergie potentielle numérique).
1
Ep=35 Z mi;
7
Définition 7.2 (énergie potentielle extérieure numérique).
Epe = Z Mite;
i
Définition 7.3 (énergie cinétique numérique).
1
EC = 5 Zmz ‘Vz|2
(2

La derniere observable liée a I’énergie est le rapport du viriel, car c’est cette
quantité qui va déterminer si I’état d’équilibre est atteint.

Définition 7.4 (Rapport du viriel).

2F,
EP + Epe

0=
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7.2 Les observables liées a la morphologie

Le code évalue également des grandeurs qui permettent de se faire une idée
sur la morphologie du systeme au cours du temps.

7.2.1 Centre et rayon de densité

Ces deux grandeurs ont été introduites par Stefano Casertano et Piet Hut

([52]) -

Définition 7.5 (Centre de densité d’ordre p d’une assemblée de particules). Le
centre de densité XZ d’ordre p d’une assemblée de N masses ponctuelles m; est

défini par :
N
>_rixi

X = (7.1)

S

Les p! sont les densités numériques locales a la particule i d’ordre p. Pour
les calculer, on détermine les p plus proches voisines. La distance de la p-ieme nous
donne acces au rayon RY contenant les p plus proches voisines (voir la figure 7.1
pour un exemple illustré).

FIGURE 7.1 — Détermination du rayon de densité basé sur les 5 plus proches voisins.

Puisque les particules sont indiscernables (de masse m), on peut alors estimer
la densité locale par la relation :

p 3(p—1)m
" A (RYY
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L’avantage du centre de densité par rapport au centre de masse est que pour
des systemes ol quelques particules s’éloignent un peu trop du centre en brisant
I'isotropie du systeme, le centre de densité ne sera quasiment pas influencé, ce
qui n’est pas le cas du centre de masse. Par ailleurs, les deux centres coincident
pour des systeémes a symétrie sphérique. Le choix du centre de densité comme
origine du systeme dans le cas isolé par exemple est donc judicieux pour I’étude
des effondrements gravitationnels.

A partir de ce centre de densité d’ordre p, on peut alors définir le rayon de
densité d’ordre p comme la distance moyenne au centre de densité pondérée par les
densités locales :

Définition 7.6 (Rayon de densité d’ordre p d’une assemblée de particules).
N
> [xi = x|
i=1
N
>
i=1

Ce rayon de densité est un tres bon estimateur du rayon du cceur du systeme.

P _
Tqg =

7.2.2 Rayons contenant 10%, 50% et 90% de la masse

Ces trois rayons, qui n’ont de véritable sens que si le systéme est sphérique, sont
de bons indicateurs du profil de masse du systeme. R1g nous donne une information
sur la densité au centre du systeme, Ryg est une quantité que ’on peut trouver dans
les catalogues observationnels et Rgg est un estimateur de la taille du systeme.

Par ailleurs, 6R50 est une estimation du rayon de marée au-dela duquel une
particule sera considérée comme libre.

7.2.3 Les rapports d’axe

Définition 7.7 (Matrice d’inertie). La matrice d’inertie I d’une assemblée de N
particules de masse m; et positionnées en r; = (141, 742, 7;3) est définie par :

N
Li= > m (|rk\2 - Tki)
k=1

v(i,j) € {1,2,3}?, L
Lj= —> mirgre; sii#j
k=1

En pratique, on ne considere que les particules en de¢a du rayon de marée.

La matrice d’inertie est symétrique réelle. Elle est donc diagonalisable et on
note A\ < Ay < A3 ses trois valeurs propres.



110 CHAPITRE 7. OBSERVABLES

Définition 7.8 (Rapports d’axe). Les rapports d’axe sont définis par :

A= — <1
P §2—
A= 2>1
g )\2—

Ces rapports d’axe sont de bons indicateurs de la géométrie du systeme :

— si les deux rapports d’axe sont proches de 1, le systeme est sphérique ;

— si un seul des deux rapports est proche de 1, le systéme est soit prolate (en
forme de cigare) soit oblate (aplati aux poles);

— sinon, le systéme est triaxial.

7.2.4 Densité(s), dispersion de vitesse et potentiel

A la différence des observables précédentes, la densité radiale, la densité
projetée sur un plan, la dispersion de vitesse radiale et le potentiel radial sont évalués
en post-traitement. Pour ces quatre observables, le principe est le suivant :

1. établir les bornes du domaine dans lequel varie la grandeur macroscopique ;
2. définir une grille cartésienne réguliere sur ce domaine;

3. comptabiliser dans chaque cellule de la grille la quantité a évaluer.

Pour le potentiel, on utilise la méme valeur du parametre d’adoucissement que
dans le treecode.

7.3 Les observables liées aux analyses d’orbites

La premiere partie de mon travail de these a consisté en ’étude des orbites
stellaires pour un échantillon aléatoire représentatif d’étoiles dans nos systemes.
C’est la raison pour laquelle je vais consacrer cette section aux observables et outils
dédiés a cette étude.

7.3.1 Moment cinétique orbital moyen

Rappelons la définition 1.19 du moment cinétique :
L=rAmv

Pour une particule seule soumise a une force centrale F = Fe,, le moment
cinétique orbital est constant. En effet :
dL A dv
— =7 m—
dt dt
=rAF

=0
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On en déduit donc que l'orbite d’une telle particule est confinée dans un plan
dont la normale le moment cinétique. On peut donc s’attendre & ce que des orbites
régulieres dans un systeme a 1’équilibre soient également planes.

On va donc définir la moyenne temporelle discrete du moment cinétique :

Définition 7.9 (Moment cinétique orbital moyen discret).
| N
i N Z tk /\ mivj (tk’)
k=1

7.3.2 Période radiale, apocentre, péricentre et amplitude radiale
Contexte

De maniere générale, on a vu a travers la relation 1.28 que I’énergie d’une
particule soumise a un potentiel v s’exprime par la relation :
1, L?
H = QU T o ¥(r)
Définition 7.10 (apocentre/péricentre). On définit I’apocentre (resp. péricentre)
comme le point de distance minimale (resp. maximale) d’une orbite elliptique.

L’apocentre et le péricentre vérifient donc tous deux I’équation v, = 0.

Remarque. L’apocentre et le péricentre sont souvent définis comme solutions de
I’équation v, = 0. En effet, si le potentiel ¢ est monotone croissant et que 1’énergie
H < 0, cette équation admet au plus 2 solutions. S’il existe deux solutions distinctes,
alors il s’agit de ’apocentre et du péricentre. Dans ce cas, I'orbite n’est généralement
pas elliptique, sauf s’il s’agit d’un potentiel képlérien : ¥(r) = —GTM (cest la
Premiere Loi de Képler).

Quoi qu’il en soit, le flot de |r| passe par 2 points identiques : |r| est donc
périodique. On peut donc en calculer sa période :

Définition 7.11 (Période orbitale). La période orbitale 7, est la durée du parcours
d’une particule entre deux apocentres (ou deux péricentres) consécutifs, ce qui est
équivalent au double de la durée entre un apocentre et le péricentre qui le suit :

tp
Tr :2/ dt
tq
:2/”"“
B p dr
= \/ =

w_i
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Ceci montre que de maniére générale, 7, ne dépend que de H et de L?, dans
le cas d’un potentiel sphérique. Rappelons que d’apres la relation (2.10), le modele
le plus général pour lequel la période 7, ne dépend que de I'énergie H est le modele
isochrone de Michel Hénon.

Définition 7.12 (Amplitude radiale). L’amplitude radiale correspond & la différence
entre le rayon péricentrique 7, et le rayon apocentrique 7.

Nous venons de préciser le contexte et les définitions des observables que nous
allons calculer. Pour I'implémentation de ’algorithme de calcul, 2 méthodes ont été
explorées et comparées, que je vais présenter maintenant.

Premiéere méthode : approche F.F.T.

Cette méthode a été ma premiere idée : puisque je dois évaluer la période
d’une trajectoire, elle doit correspondre au maximum du spectre de puissance dans
I'espace de Fourier. Par ailleurs, les logiciels utilisés pour le post-traitement (Scilab,
Matlab) proposent une fonction qui calcule la transformée de Fourier rapide discrete
(F.F.T.) d’un signal. Nous sommes donc en mesure de déterminer la période d’un
signal. L’algorithme 1 que j’ai développé se base sur celui fourni par ’aide de Matlab.

Algorithme 1 Calcul de la période orbitale a I’aide de la F.F.T. et détermination
des extrema.
Entrées : signal s[], seuil ¢, temps ]|
1: Calcul de la F.F.T. du signal : y = fft(s)
2: Calcul de la taille du spectre : n = size(y)
3: Calcul du spectre de puissance : sp = ||ly(1 : n/2)|3
4: Détermination du pic principal : periodmoy = maxsp et ip tel que sp(ip) =
periodmoy
: Détermination des bornes du pic principal : ipound(€) €t iupound(€) et de leurs
équivalents en temps : tjpound = t(ilbound)y tubound = t(iubound)
: Découpage du signal s en périodes : s;
: pour i=1, nb de périodes faire
Calcul des extrema sur la période i : 7 (1) = min s, Tmaez (i) = maxs;
: fin de boucle pour
10: Calcul des extrema moyens et des déviations standards : rminmoy: Tmazmoy,

ut

© ® N o

Tminstd; Tmaxstd
Sorties : peTZOdeya tibound, tubounds Tminmoy, Tmazmoy, Tminstd et Tmaxstd

L’un des aspects qui s’est avéré problématique est celui de I’estimation d’erreur
sur le calcul de la période par la F.F.T. Pour cela, on souhaite estimer la largeur
du pic maximal. En pratique, on parcourt le spectre de puissance de chaque coté
du maximum jusqu’a atteindre une valeur inférieure a un certain pourcentage de la
valeur maximale. Un pourcentage de 5% ou 10% donne des valeurs correctes et plutot
réalistes. Cette valeur du seuil se base sur des considérations empiriques basées sur
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les différents profils de spectres de puissance rencontrés, comme ceux présentés dans

la figure 7.2.

7 fitdu rayon de la particule 2 «10° it du rayon de la particule 7
T T T T

8 Period = 316.0815

4L i
|
M P _ .
AN e e 0 i A |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 0 500 1500 2000
fft du rayon de la particule 35
T T

L 1
2500 3000 3500

9
10~ T

il Period = 1777.9583

i A .
1500 2000 2500 3000 3500

FIGURE 7.2 — Spectre de puissance du rayon orbital de trois étoiles. Ces trois spectres
symbolisent les 3 cas de figure principaux rencontrés au cours de nos simulations.
La largeur du pic maximal, calculée avec un seuil de 10% est matérialisée dans les

trois cas.

Pour calculer les extrema du signal, 'idée est la suivante : puisque l'on a
déterminé la valeur de la période, il suffit de « découper » le signal en périodes et de
récupérer les extrema sur chacune de ces périodes. On pourra ainsi en déterminer

une valeur moyenne.

Deuxiéme méthode : approche « créte a créte »

Cette méthode est la symétrique de la précédente, a savoir déterminer en
premier lieu les extrema pour en extraire ensuite la valeur de la période orbitale. On
utilise pour cela la « dérivée discrete ». On peut alors obtenir directement la durée
entre deux extrema successifs, ce qui correspond & une demi-période. On en déduit
alors la valeur moyenne de la période. L’algorithme 2 a été implémenté.
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Algorithme 2 Calcul des extrema et de la période orbitale a l'aide de la dérivée
discrete.
Entrées : signal r[], temps t[]
1: Calcul de la taille du signal : n = size(r)
2: Calcul de la dérivée discrete ddr : ddr(i) = r(i + 1) — r(i)
3: pour i=1, n-2 faire {Détermination des extrema}
si ddr(i) <0 et ddr(i+ 1) > 0 alors
(i 4+ 1) est un minimum stocké dans 7 ]
t(i + 1) est 'instant de ce minimum stocké dans te.¢|]
fin de test si
si ddr(i) > 0 et ddr(i+ 1) < 0 alors
(i + 1) est un maximum stocké dans 7,44
10: t(i 4+ 1) est 'instant de ce maximum stocké dans t..[]
11:  fin de test si
12: fin de boucle pour
13: Calcul de la série des périodes : dt(j) = 2 * (text(J + 1) — text(§))
14: Calcul des valeurs moyennes et déviations standard des périodes et extrema :
periodmoy, periodstd, Tminmoys Tmaxmoys T"minstds "maxstd
15: Calcul des bornes de l'erreur sur la période : tjpoung = period — periodstd/2,
tubound = period + periodstd/2
Sorties : periOdmOy, tlbounda tubounda Tminmoy, Tmazxmoy, Tminstd et Tmazstd

Ces deux méthodes ont été testées et comparées, afin de choisir la plus efficace.
Les résultats sont consignés dans la section 9.2.

7.3.3 Sections de Poincaré

Les sections de Poincaré sont des outils issus de la théorie des systemes
dynamiques permettant de caractériser la complexité d’une fonction de R™.

Définition 7.13 (Section de Poincaré). On considere la trajectoire d’une particule
dans l'espace des phases. On appelle « section de Poincaré » tout hyperplan de
dimension 5 qui intersecte cette trajectoire.

En pratique, on va travailler avec des projections de ces sections de Poincaré
sur un plan (de dimension 2). Par abus de langage, on désignera également ces
projections par « sections de Poincaré ».

Définition 7.14 (Trajectoire de Poincaré). On appelle « trajectoire de Poincaré »
I’ensemble des points d’intersection de la trajectoire d’une particule avec une section
de Poincaré pour le méme jeu de conditions initiales.

En quoi ces sections de Poincaré permettent de caractériser la nature chaotique
d’une orbite 7 La proposition suivante apporte une réponse :



7.3. LES OBSERVABLES LIEES AUX ANALYSES D’ORBITES 115

Proposition 7.1. Si la trajectoire de Poincaré associée au mouvement d’une
particule est une courbe fermée, alors on dira que le mouvement de la particule
est régulier ou périodique. Si par contre, la trajectoire de Poincaré correspond a une
zone de densité élevée de points non ordonnés, alors on dira que ce mouvement est
chaotique.

Pour mieux comprendre cette proposition, il nous faut parler d’un outil
mathématique complexe, & savoir la dimension de Haussdorf d’un ensemble de points,
qui constitue numériquement a elle seule un vaste probleme :

Définition 7.15 (Dimension de Haussdorf d’un ensemble de points). Soit .4 un
ensemble de p points, x I'un des points de A et B(x,r) une boule de rayon r fixé et
de centre x. Soit N le nombre de points d’intersection entre A et B. La dimension
de Haussdorf d(A) de 'ensemble A est définie par :

dp(A) = dx(A) avec dx(A) = ln—]f (7.2)
In -

On comprend aisément avec cette définition 1’énorme besoin en calcul pour
évaluer la dimension de Haussdorf. En pratique, on va effectuer un tirage aléatoire
des points de l’ensemble pour lesquels on va calculer la dimension dx(.A) comme
moyenne des valeurs obtenues pour un ensemble de boules dont on fait croitre le
rayon, comme le montre la figure 7.3.

(a) (b) ()

FIGURE 7.3 — Trajectoires de Poincaré et dimension de Haussdorf. Dans le cas d’une
droite, cette dimension est égale a la dimension euclidienne en tous points : 1 (figure
a). Dans le cas d’une courbe, (figure b), cette dimension & une valeur moyenne treés
proche de 1, méme si en certains points, la dimension dy(A) est supérieure. Dans le
cas d’une tache (figure c), cette dimension vaut 2.

En définitive, la proposition 7.1 peut étre reformulée de la fagon suivante :
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— si la dimension de Haussdorf d’une trajectoire de Poincaré est proche d’une
valeur entiere, alors le mouvement de la particule considérée est dit régulier
ou périodique ;

— si la dimension de Haussdorf d’une trajectoire de Poincaré n’est pas proche
d’une valeur entiere, alors le mouvement de la particule considérée est dit
irrégulier ou chaotique.

Pour étre précis le calcul de la dimension de Haussdorf demande que les
trajectoires de Poincaré comportent un tres grand nombre de points, ce qui n’est pas
le cas dans nos simulations (quelques centaines de points seulement). Par ailleurs, le
calcul de cette dimension est trés cotiteux. Pour pallier ces deux contraintes, nous
avons déterminé plusieurs sections de Poincaré. Ces sections sont toutes équivalentes
a priori, dans la mesure ou la seule condition est d’étre dans I'orthogonal de la
trajectoire, c’est-a-dire un hyperplan. Notre choix a été le suivant :

Pour chacune des particules s de notre échantillon test, on construit p = 9
sections de Poincaré de la maniére suivante :

1. Que ce soit au cours de la simulation ou en post-traitement, on détermine les
temps de traversées tJ de la particule s dans I'un des 3 plans II; définis par :

II; = {x e R*/z; = 0}

2. A chaque temps de traversée ¢, on ajoute un point aux 3 sections de Poincaré
correspondantes :
— si la particule s traverse le plan II;, on ajoute le point (23, z5) & la section
P;, le point (x5, v3) a la section P35 et (z35,v5) & la section Pj ;
— si la particule s traverse le plan Iy, on ajoute le point (xf,z3) & la section
P3, le point (x7,v]) a la section Pf et (z35,v5) & la section Py ;
— si la particule s traverse le plan II3, on ajoute le point (xf,z3) a la section
Pz, le point (x7,v]) a la section P§ et (z35,v5) & la section Py ;

Comme nous l'annoncions plus tot, ces 9 sections de Poincaré comportent
quelques centaines de points, ce qui est faible. La raison est que nos simulations sont
limitées par le temps de relaxation par collisions, a partir duquel le systeme devient
collisionnel.

7.3.4 Complexité

En parallele aux sections de Poincaré, nous avons évalué une autre observable
pouvant caractériser la complexité d’une orbite, a savoir la « complexité temporelle »
d’une série o(t;), en utilisant un cas particulier de 'algorithme Kandrup-Eckstein-
Bradley (on consultera l'article [53] qui expose en détails cet algorithme) :

1. On calcule la série de Fourier de la série temporelle o(;) en utilisant les routines
classiques de FFT (voir [21]).
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2. On calcule le spectre de puissance de o défini par :
S lew)l =) pid(w — w)
i i

3. On détermine l'indice j du maximum du spectre de puissance

4. On annule le coefficient p;, ce qui revient a filtrer le signal en retirant la
fréquence de plus grande puissance.

5. On calcule par transformée inverse la série temporelle filtrée o,.(¢;).

6. On compare le signal filtré avec le signal initial et on réitére depuis I’étape 2
jusqu’a ce que la condition suivante soit réalisée :

L—(llov —all/lo]l]* <€ (7.3)

ol € désigne la tolérance souhaitée. En pratique, le choix ¢ = 0.8 s’avere
adéquat.

Définition 7.16 (Complexité d’une série temporelle). La complexité d’une série
temporelle est I’entier défini comme le nombre d’itérations nécessaires pour que la
condition 7.3 soit réalisée.

On peut en déduire par cette définition que la complexité d’une sinusoide pure
est 1, tandis que pour un bruit blanc, elle tend vers 4+oco. La définition précédente
ne nous permet pas d’étudier la complexité de la trajectoire d’une particule dans
I’espace des phases, ce qui nous amene a une généralisation :

Définition 7.17 (Complexité d’'une série temporelle vectorielle). La complexité
d’une série temporelle vectorielle est ’entier défini comme la somme des complexités
de chacune des composantes.

On va donc calculer en pratique la complexité de chacune des 6 composantes
des orbites stellaires (3 en position et 3 en vitesse) et les additionner pour obtenir la
valeur de la complexité de ’orbite. Il est a noter que durant la méme période, une
analyse de complexité dans le méme contexte mais en utilisant une transformation
en ondelettes a été réalisée par Nicolas Faber, Christian Boily et Simon Portegies
Zwart [54]. Les résultats qu'’ils présentent sont moyennés sur un ensemble de 50
simulations : au total, les fluctuations statistiques se comparent a celles obtenues
pour des simulations de 'ordre de N = 10* corps. Par ailleurs, la F.F.T.ne permet
pas de résoudre dans le temps la complexité d’une orbite : il s’agit d’une appréciation
globale.

7.4 Le systeme d’unité

Comme nous le disions a propos de la génération des conditions initiales, nous
faisons un choix particulier des parametres d’entrée. On ne fixe pas en effet la valeur
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de I’énergie totale du systeme comme cela est généralement fait (a -0.25 w,, voir
[47]), mais le rapport du viriel initial 7; et la taille du systéme R;, comme il a été
fait dans les travaux de Fabrice Roy [3] :

- M = 1u,,
- R; = 10y
- 1 =0.5

A quoi correspondent donc nos unités de longueur, de masse, et par voie de
fait 'unité de temps? Afin d’avoir des éléments de comparaison avec des données
observationnelles, les choix suivants ont été faits (voir [3]) :

G =6.6743 107 " m3kg's2 = 1uSuy, tug 2
— 1y, = 1060y M

— lu; = 1pe (2)

— uy = 1.49 10%a

Compte tenu de ces choix, nous pouvons maintenant exprimer le temps
dynamique dans ces nouvelles unités (voir [3]). Pour un amas globulaire (notre
systéme de référence), on obtient t; ~ 50u;. Pour une galaxie elliptique, dont la
taille est 10 kpc et la masse 10" M), on obtient u; ~ 1.49 10%a, soit t; ~ 50uy
également.

Remarque. La relation t; ~ 50u; est directement liée au choix de la valeur de la

constante de Cavendish G dans le nouveau systeme d’unités : G = lug3u,, ~tu, 2.

Considérons un nouveau systeme d’unités en multipliant 'unité de longueur par un
facteur Fy, et 'unité de masse par un facteur Fps. Pour que G = 1, il faut donc
multiplier I'unité de temps par un facteur Fr vérifiant :

F 3
FLgFM_IZFT2<:>FT: L
Fy

De méme, dans ce nouveau systeme d’unités, la densité moyenne est multipliée
par un facteur Fg vérifiant :

Or, la relation (1.5) montre que le temps dynamique est proportionnel & \/% (G=1

quel que soit le systéme d’unités adopté). On en déduit donc que le temps dynamique

F 3
exprimé dans le nouveau systeme d’unités est donc multiplié par un facteur Fi,le
\ Fm

méme facteur que I'unité de temps. La relation t4 ~ 50u; est donc conservée.

1. Rappelons que la masse solaire est Mg ~ 1.9891 10%°kg
2. Rappelons que le parsec vaut 1pc =~ 3,0856 10%m



Introduction au calcul parallele

Pour terminer le tour d’horizon des considérations numériques, je vais vous
parler d’un aspect qui a été tres brievement évoqué, je veux parler du parallélisme.
En effet, en dépit de I'immense travail de recherche d’algorithmes de plus en
plus rapides, précis et performants, les codes tournent en plusieurs semaines pour
répondre a nos besoins en terme de résolution et de durée d’évolution de nos
systemes. Par ailleurs, ’évolution de l'informatique va depuis plusieurs années
dans le sens du développement de machines de calcul multi-processeurs de plus
en plus sophistiquées. C’est la raison pour laquelle le calcul paralléle et réparti s’est
développé considérablement, au point qu’avec les machines grand public actuelles,
on est capable de réaliser des calculs plus performants et rapides que la plupart des
machines de calcul d’il y a 5 ans.

Je vais donc consacrer ce chapitre au parallélisme.

8.1 Calcul distribué / calcul réparti

Avant toute chose, il faut au préalable expliciter la terminologie utilisée. En
effet, « calcul parallele » et « calcul réparti » sont deux concepts bien distincts.

Définition 8.1 (Calcul distribué). Un calcul distribué consiste & exécuter plusieurs
programmes indépendants en simultané.

Par exemple, imaginons que vous disposez d’un code de calcul que vous voulez
exécuter sur un grand nombre de jeux de parametres. Lancer les calculs en simultané
pour différents jeux de parametres constitue du calcul parallele, comme le montre la
figure 8.1. On parle de « task parallelism ».

Définition 8.2 (Calcul réparti). Un calcul réparti consiste a lancer un méme
programme sur plusieurs processeurs et a leur attribuer une partie du calcul.

Par exemple, imaginons que vous ayez & effectuer un produit matrice-vecteur.
L’élément ¢ du vecteur résultat n’est autre que le résultat du produit scalaire entre
la i-eme ligne de la matrice et le vecteur. On peut alors affecter le calcul d’une partie
des éléments a plusieurs processeurs. Chacun effectuera donc une sous-partie d’'un
calcul (voir la figure 8.2). On parle de « data parallelism ».

Ceci constitue la distinction fondamentale. Dans notre contexte, on se
concentrera sur le calcul réparti. Nous allons maintenant voir une distinction
similaire qui se situe cette-fois sur le plan matériel.
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machine principale

programme principal

procl proc2 proc3 procd

prgml(param1) prgml (param?2) prgm2(params3) prgm2(param4)

FiGURE 8.1 — Le calcul distribué : on peut exécuter plusieurs programmes en
méme temps et on peut aussi exécuter le méme programme sur plusieurs jeux de
parametres.

8.2 Mémoire distribuée / mémoire partagée

Ce paragraphe est dédié a une distinction fondamentale d’un point de vue
matériel concernant la gestion de la mémoire vive et de la mémoire cache entre les
différents processeurs d’une machine parallele.

Définition 8.3 (Mémoire distribuée). Dans une machine parallele & mémoire
distribuée, chaque processeur possede son espace de mémoire privé.

Dans ce cas, puisque les mémoires sont locales aux processeurs, une telle
machine aura besoin d’un réseau de communication, comme le montre la figure 8.3.

Définition 8.4 (Mémoire partagée). Dans une machine parallele & mémoire
partagée, tous les processeurs partagent le méme espace de mémoire.

Dans ce cas, puisque tous les processeurs de la machine paralléle ont acces a la
mémoire, un réseau de communication est nécessairement déja en place. Il est donc
inutile d’en ajouter un, comme le montre la figure 8.4

Reprenons notre exemple de produit matrice-vecteur pour voir concretement
I'influence du type de la machine parallele utilisée :

— Avec une machine a mémoire partagée, chaque processeur accede a
I’ensemble de la mémoire. Par conséquent, chaque processeur dispose de
I'intégralité des éléments de la matrice et du vecteur et aura acces au vecteur
résultat. Il suffit donc de transmettre la liste des indices des lignes que chaque
processeur va traiter.

— Avec une machine & mémoire distribuée, chaque processeur n’a acces au
mieux qu’a une partie des éléments de la matrice et du vecteur. Il va donc
falloir transmettre les groupes de lignes de la matrice aux processeurs qui
leur sont attribués, puis transmettre en retour le résultat du calcul pour
reconstituer le vecteur résultat. Apparait donc ici un concept fondamental
en calcul parallele : celui de communication.
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It — procl 1

lo jJL proc2 J'—\
I3 — procd |

ts jJL procy J'—\

FIGURE 8.2 — Un exemple de calcul réparti : le produit matrice-vecteur

Les algorithmes que nous utilisons, comme nous le verrons dans la section
suivante peuvent étre en partie parallélisés, mais avant de vous parler de la librairie
de gestion de communications que nous utilisons, (L.A.M.-M.P.I. on pourra se référer
au guide de référence de M.P.I. () [55]), je vais présenter la machine parallele de
I'U.M.A.

8.3 Parallélisation du treecode

8.3.1 La machine parallele de 'U.M.A.

Toutes les simulations effectuées, et dont je vais présenter les résultats dans la
partie suivante, ont été réalisés sur la machine parallele de 1’'Unité de Mathématiques
Appliquées de P'E.N.S.T.A. appelée P.C.P. 2

Il s’agit d'un cluster de P.C.s de type Beowulf : un ensemble de P.C.s
interconnectés par une couche réseau standard, acquis en 1999. Une telle machine
présente de nombreux avantages. Le premier et non des moindres est le rapport
performance / cott : il suffit de quelques ordinateurs de bureau et d’un réseau
Ethernet (par exemple) pour constituer une telle machine. Le second concerne la
facilité d’évolution. Il est tres facile en effet d’ajouter des machines, de les remplacer
par des machines plus récentes ou de remplacer le réseau de communication.

Quand j’ai débuté cette these de doctorat a la rentrée 2004, P.C.P. était
composée de 10 ordinateurs bi-processeurs Intel Pentium IIT 1 GHz, de 10 ordinateurs

1. M.P.I. signifie Message Passing Interface.
2. pour Poéle de Calcul Paralléle.
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[ réseau de communication J

Mem4

proc4

FIGURE 8.3 — Structure matérielle d’'une machine parallele & mémoire distribuée

| Mémoire |

procl proc2 proc3 proc4

FIGURE 8.4 — Structure matérielle d’'une machine parallele & mémoire partagée

bi-processeurs Intel Celeron 400 MHz, de 10 ordinateurs bi-processeurs A.M.D.
Athlon M.P. 1900+ et d’'un ordinateur bi-processeurs A.M.D. Athlon M.P. 2000+
servant de machine maitre, c’est-a-dire de machine pilotant I’exécution globale des
applications paralleles sur les 30 autres machines.

Du point de vue adiministration de la machine, il faut ajouter a ces 31
machines (constituant les noeuds de calcul) un ordinateur servant de passerelle entre
P.C.P. et le réseau informatique de 'U.M.A., un ordinateur servant de machine
d’administration. Le réseau de communication est de type Ethernet Gigabit.

Dans sa configuration actuelle, P.C.P. est composée de 10 ordinateurs bi-
processeurs Intel Xeon 2.66 GHz, de 10 ordinateurs bi-processeurs Intel Xeon 3
GHz, de 10 ordinateurs bi-processeurs Intel Opteron 2.66 GHz et d’un ordinateur
bi-processeurs A.M.D. Athlon M.P. 1900+ qui sert de machine maitre.

Elle sera prochainement entierement composée d’ordinateurs bi-processeurs
Intel Opteron pour basculer intégralement en machines 64 bits.

Pour terminer le tour d’horizon de P.C.P., je ne peux pas ignorer I'une des
pieces maitresses de toute machine de calcul : la climatisation. En début de these, une
climatisation standard se révélant en définitive sous-dimensionnée nous a contraint
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a utiliser seulement 1/6¢°de la puissance de calcul disponible. En troisieme année de
these, 'acquisition d’une armoire réfrigérante a permis d’utiliser toute la puissance
de calcul de P.C.P..

La machine P.C.P. que je viens de présenter est donc une machine a mémoire
distribuée. Je vais maintenant évoquer la parallélisation du treecode.

8.3.2 Les éléments parallélisés du treecode

Le parallélisme ne peut étre employé pour n’importe quel code. La premiere
tache de tout programmeur en calcul haute performance est d’identifier le ou les
blocs d’instructions d’un programme séquentiel qui peuvent étre parallélisés, par
exemple :

— évaluation de produits matriciels;

— méthodes de décomposition de domaine ;

— boucles de calcul ou les affectations sont indépendantes d’une valeur a ’autre

de l'itérateur;

La version parallele du treecode, réalisée par Daniel Pfenniger de I’Observatoire
de Geneve, repose sur un constat simple : a un instant donné, le calcul de
I’accélération pour une particule ne dépend pas des nouvelles valeurs de I'accélération
des autres particules. Ce constat d’indépendance nous permet donc de paralléliser
le calcul de l'accélération a chaque pas de temps en partitionnant I’ensemble des
particules sur les différents nceuds de la machine parallele.

Comme je 'expliquai dans la sous section précédente, P.C.P. est constituée de
plusieurs générations de machines. On peut alors optimiser la répartition du calcul
de 'accélération en la pondérant par la vitesse de calcul de chaque nceud.

Cette parallélisation de la mise a jour de I'état du systéme a chaque pas de
temps est étendue a toutes les observables liées a ’accélération, a savoir le potentiel,
les énergies, le rapport du viriel, la vitesse et la position.

Toujours a 'aide de ce principe d’indépendance, on constate également que le
calcul du centre de densité est parallélisable, ce qui a été fait. Dans la pratique, on
s’est rendu compte que ce calcul est le plus cotiteux (de par I’algorithme de recherche
des plus proches voisins). A lui seul, il prend en moyenne autant de temps que 5
itérations temporelles d’'une simulation d’un systéeme composé de 30000 particules.
Or, pour obtenir des sections de Poincaré avec une précision suffisante, nous avons
été contraint d’évaluer les diagnostics, dont fait partie le centre de densité, toutes les
5 itérations. Le calcul du centre de densité double donc le temps de calcul, et ce apres
parallélisation. Il est donc inconcevable d’effectuer ce calcul de maniere séquentielle.

Je termine donc ici le tour des considérations algorithmiques et numériques.
Je vais donc vous présenter maintenant les résultats obtenus dans deux cas
d’application : le processus d’effondrement gravitationnel et les observables
permettant de distinguer les deux états d’équilibre qui en résultent d’une part,
I'influence de mouvement orbital sur cet équilibre d’autre part, en commencant par
une étude préliminaire dédiée aux aspects de validation et de vérification.
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Propriétés dynamiques des
systemes auto-gravitants






Etude préliminaire

Ce chapitre est dédié a deux études préliminaires générales, concernant le
choix du parametre d’adoucissement e du treecode et du pas de temps d’une part,
et le choix entre les deux méthodes de calcul de la période radiale et des rayons
apocentrique et péricentrique présentées en sous-section 7.3.2.

9.1 Le choix des parametres de simulation

Dans cette section, je vais m’intéresser au pas de temps et au parametre
d’adoucissement et a leur influence sur les résultats obtenus. Une étude tres détaillée
a été réalisée par Fabrice Roy au cours de sa theése de doctorat ([3]). Je vais en décrire
ici 'un des aspects techniques, notamment & partir d’'un modele pathologique que
nous avons finalement abandonné. Il nous permet néanmoins d’illustrer parfaitement
notre propos. Celui-ci concerne le pilotage du pas de temps au cours de la simulation
et le choix du parametre d’adoucissement. Je tiens a préciser ici que le pas de temps
dt n’est pas constant au cours de la simulation. Il est en effet calculé comme une
fraction p du temps de croisement t. du systéme (assimilé au temps dynamique)
et si le temps de croisement est réévalué régulierement au cours des simulations
conformément a la définition 1.2, cette fraction reste constante.

(9.1)

Quand on parlera de linfluence du pas de temps, c’est en définitive de
I'influence de ce rapport p.

9.1.1 Influence du pas de temps a ¢ constant

Dans un premier temps, je vais fixer le parametre d’adoucissement € et faire
évoluer le pas de temps, c’est-a-dire p. On constate que le pas de temps joue un role
fondamental quant a la conservation de I’énergie totale du systéeme. Considérons
pour cela un modele de type « amas & grumeaux », contenant 30000 particules dans
I’amas auxquelles on ajoute 20 grumeaux contenant chacun 1500 particules et dont
la taille est 1/20 de la taille du systeéme. Initialement, nous avons choisi u = 100.
Il s’avere que ce choix tout au long de la simulation nous donne une variation de
Iénergie AE = 20% au terme de la simulation (¢ = 8000w;). Le pas de temps, bien
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que réactualisé régulierement en fonction du temps dynamique, est donc trop élevé.
Il nous faut donc raffiner la discrétisation temporelle.

conservation de Ménergie en fonction de dt - t=0.50 ‘iariation ce [énergie en fonction de dt - t=0.50
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FIGURE 9.1 — Evolution de I’énergie (a gauche) et de la variation relative de I’énergie
(& droite) pour ¢ € [0,50u;] pour p = 100 (rouge) et p = 1000 (bleu).

La figure 9.1 nous montre I’évolution de l’énergie sur l'intervalle de temps
I = [0,50u;) pour deux valeurs de p : 100 et 1000, donnant respectivement les pas
de temps dt; et dts. Cet intervalle de temps I; est fondamental puisqu’il correspond
a une durée valant 1¢.(t = 0), donc a l'intervalle de temps ot le systeme s’effondre
et donc ou la dynamique est la plus rapide. On constate qu’avec le pas de temps dto,
la variation de I’énergie est trois fois plus faible qu’avec le pas de temps dt;. Un pas
de temps encore plus faible n’apporte plus d’amélioration. Il suffit donc de choisir
p = 1000 sur lintervalle I; = [0, 50u]. Est-ce suffisant ?

Nous avons donc regardé 1’évolution de l’énergie sur lintervalle I =
[50u¢, 100u;], correspondant au temps dynamique suivant, également pour deux
valeurs de g : 100 et 200, ce qui donne respectivement les pas de temps dt; et
dts. La figure 9.2 nous montre cette évolution.

Dans le premier cas, 1’énergie augmente de maniere presque linéaire pour
atteindre une variation de l'ordre de 0.085% & t = 100u;. Dans le second, ’énergie
est plutot constante pour atteindre une variation légérement négative : —0.023%. Si
I'on prend un pas de temps encore plus faible, cela n’a plus vraiment d’influence
comparativement & l'augmentation du cout de calcul. Il suffit donc de prendre
@ = 200 sur lintervalle Iy = [50u;, 100u;]. Des lors, le processus d’effondrement
du systeme initié par I'effondrement des grumeaux s’acheve et le systéme est proche
de son état d’équilibre. Il n’est donc plus nécessaire de raffiner le pas de temps pour
la suite de la simulation.

En définitive, a e constant, la simulation numérique de la dynamique d’un
systemes auto-gravitant étudié demande une résolution temporelle plus fine en début
de simulation, lorsque la dynamique du systeme est rapide, résolution que ’on peut
augmenter ensuite. Ce choix adaptatif du pas de temps est donc intimement lié a
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FIGURE 9.2 — Evolution de I’énergie (a gauche) et de la variation relative de ’énergie
(& droite) pour ¢ € [50u;, 100u;] pour : p = 100 (rouge) et u = 200 (bleu).

la valeur finale de la variation d’énergie souhaitée, et ce pour un temps de calcul
qui reste raisonnable. Pour la plupart des modeles, la valeur du rapport u entre le
pas de temps et le temps de croisement n’a d’ailleurs pas besoin d’étre modifiée au
cours de la simulation, car les grumeaux ne représentent qu’une part inférieure a
25% en masse du systeme total, excepté pour le modele présenté ici qui, rappelons
le, représente un cas pathologique. Nous verrons en effet par la suite que ce modele,
que 'on désignera par M3, est tel que la masse totale des grumeaux représente 50%
de la masse totale du systeme. L’exemple présenté ici constitue donc un cas extréme
qui permet simplement de poser la problématique de la résolution temporelle.

L’explication sous-jacente a ce pourcentage de masse concerne le rapport
entre le temps dynamique d'un grumeau et le temps dynamique d’un systeme
complet. Pour cela, reprenons la relation 1.5 qui définit le temps dynamique
comme inversement proportionnel a la densité massique moyenne. En faisant
I’approximation que le systeme total est homogene, on en déduit donc le rapport
entre le temps dynamique t4; de Pamas (de rayon R; et de masse M;) et le temps
dynamique t4. d'un grumeau (de rayon R, et de masse M,)

tdc Mt
tay V Rt

Si l'on considere les grumeaux utilisés lors des travaux de Fabrice Roy ([3]),
il est vingt fois plus petit et soixante fois plus léger. On en déduit donc que le
rapport tg. ~ 0.1t4;. Le choix de la valeur du pas de temps dt a été fait de telle
maniere a ce que la dynamique des grumeaux soit suffisamment bien résolue pour
que la dynamique d’évolution du systeéme ne soit plus sensible & une diminution de
la valeur de dt. Quand on parle de « dynamique suffisamment bien résolue », il faut
comprendre ici que I’énergie totale du systéme varie de moins de 0.1% au cours de la
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simulation, choix que nous avons fait. Si 'on considere des grumeaux trois fois plus
lourds, comme c’est le cas pour le modele M 3 utilisé ici, alors le temps dynamique du
grumeau est divisé par un facteur /3 par rapport au grumeau précédent. Or, nous
venons de voir qu'un facteur 2 sur le pas de temps pouvait faire la différence entre une
dynamique correctement résolue et une dynamique tres mal résolue. Les grumeaux
ayant cette fois-ci une influence prépondérante sur la dynamique du systéme total,
le choix du pas de temps doit donc étre plus faible, ce qui explique le choix de dto
durant I'intervalle de temps Iy, puis de dt3 durant 'intervalle de temps I5.

Nous allons maintenant voir I'influence du parametre d’adoucissement € a u
constant.

9.1.2 Influence de ¢ a « pas de temps constant »

influence de epsilon sur lenergie de l'amas
-0.215 T T T T

— epsilon=0.01
— epsilon=0.05
epsilon=0.1
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FIGURE 9.3 - Evolution de I’énergie pour un modele de type Plummer de parametre
b = 0.59 sur toute la durée de la simulation pour trois valeurs du parametre
d’adoucissement : ¢ = 0.01 (bleu), e = 0.05 (rouge) et € = 0.1 (vert). En abscisse,
c’est le temps normalisé par la durée de la simulation, a savoir 40t,.

Cette fois-ci, nous allons regarder 'influence du parametre d’adoucissement sur
la conservation de I’énergie a pas de temps constant. Je le précise ici une fois encore :
quand je parle de pas de temps constant, je parle en fait de p constant. Tout comme
le pas de temps, le parametre d’adoucissement € qui, rappelons-le, joue le role de la
résolution spatiale (), est d’une importance fondamentale. Puisque nous avons choisi
la version « potentiel tronqué »(voir la section 5.3), la valeur de e représente ’échelle
de distance en deca de laquelle, le code ne peut modéliser de phénomenes. Choisir un

1. Pour étre tout a fait rigoureux, la résolution spatiale doit étre définie comme le rapport du
parametre d’adoucissement sur la taille du systeme.
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parametre d’adoucissement trop élevé aura donc pour conséquence une tres mauvaise
résolution de la dynamique du systeme. Comme on peut le voir sur la figure 9.3, on
constate également que diminuer indéfiniment la valeur de e n’apportera pas un
meilleur résultat alors qu’il augmentera le temps de calcul. Par ailleurs, diminuer la
valeur du parametre d’adoucissement de maniere trop importante ne limitera plus
suffisamment l'influence des collisions (voir par exemple [44]).

Le schéma numérique spatio-temporel étant treés complexe (en particulier non
linéaire), on ne peut utiliser les outils habituels pour étudier la stabilité du schéma
et en déduire une éventuelle condition de type Courant-Friedrich-Levy (condition
C.F.L.). C’est la raison pour laquelle on ne peut que faire une étude numérique.
Fabrice Roy a ainsi montré empiriquement que si ’on divise la résolution spatiale
par un facteur ), il faut nécessairement diviser le pas de temps par ce méme facteur
pour conserver l'ordre de grandeur de la variation relative de I’énergie. Néanmoins,
cela implique que le temps de calcul est quant a lui multiplié par ce facteur.

9.2 Méthode F.F.T. contre méthode « créte a créte »

Nous allons maintenant nous concentrer sur les deux méthodes que j’ai
présentées en sous-section 7.3.2. Afin de comparer Defficacité et la précision des
deux méthodes, je vais définir ici un certain nombre de cas tests. On considére pour
cela 'intervalle de temps [0, 1].

9.2.1 Les signaux tests

Les types de discrétisation temporelle vont étre utilisés sur 4 signaux tests
(représentés sur la figure 9.4) :

S1 y = sin(1007t), une sinusoide pure, simulant la trajectoire d’une orbite idéale.

S2 y = sin(1007t) + 0.5sin(4nt), une sinusoide modulée, simulant une trajectoire
quasi périodique.

S3 y = sin(207t(t —3)), une « sinusoide » dont la période instantanée
augmente progressivement, simulant une étoile dont la période augmente
progressivement.

S4 y = sin(1007t) + 0.5sin(4nt) + 5t2, une sinusoide portée par une parabole
croissante, simulant une étoile qui s’éloigne petit a petit du centre, comme
si elle était capturée par un grumeau autour duquel elle orbite.

Les signaux S1, S2 et S4 ont une période radiale moyenne théorique 0.02 .
Cette valeur, évaluée a priori, est de 0.049602 pour le signal S3.
9.2.2 Les conditions sur le pas de temps

On définit trois jeux de pas de temps :

C1 Le pas de temps est constant et vaut 1.0 1074,
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FIGURE 9.4 — Les 4 signaux tests S1, S2, S3 et S4 de haut en bas et de gauche a
droite.

C2 Le pas de temps est constant par morceaux : il vaut 1.0 10~% sur Uintervalle
[0,0.25], 2.0 10~* sur l'intervalle [0.25,0.5], 3.0 10~* sur l'intervalle [0.5,0.75]
et 4.0 10~* sur Pintervalle [0.75, 1].

C3 Le pas de temps est variable a chaque itération temporelle. Il est la réalisation
d’une variable aléatoire uniforme sur [1.0 1074,1.5 10_4] .

9.2.3 Validation des deux méthodes

Les résultats du calcul de la période et de I’écart-type sont présentés et
visualisés dans le tableau 9.1 et visualisées dans la figure 9.5.

— les écarts-type calculés par la méthode « créte a créte » sont beaucoup plus
faibles que I'erreur calculé avec la méthode F.F.T a partir de la largeur du
pic (voir sous-section 7.3.2);

— la méthode « créte a créte » donne toujours la bonne valeur de la période
avec une erreur tres faible, quel que soit le signal et surtout quel que soit le
pas de temps;

— la méthode F.F.T. ne donne pas toujours la bonne valeur de la période, que
ce soit pour un pas de temps de type C2 ou pour les signaux S3 et S4.
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FIGURE 9.5 — Visualisation des données issues du tableau 9.1, pour les 4 signaux,
les 3 types de discrétisation temporelle C1 (bleu), C2 (rouge) et C3 (vert) et les
deux méthodes F.F.T. (tirets) et C.A.C. (continu). La ligne en pointillé (toujours a
gauche) représente la valeur théorique.

En définitive, la méthode « créte a créte » donne de meilleurs résultats que la
méthode F.F.T. Cela est d’autant plus important que pour la méthode F.F.T., le
calcul de 'erreur est quelque peu « artisanal », tandis que pour la méthode « créte
a créte », les barres d’erreurs sont définies de maniere rigoureuses d’un point de vue
statistique.

Nous terminons ainsi 1’étude préliminaire générale visant a valider les
algorithmes utilisés, ainsi que leurs parametres. Nous pouvons maintenant entrer
dans l'exposé et l'explication des résultats obtenus, en commencant par ce qui
concerne la dynamique interne des systemes auto-gravitants.



S1 S2
C1 C2 C3 C1 C2 C3
F.F.T.: période | 0.020000 | 0.038462 | 0.020002 | 0.020000 | 0.038462 | 0.020002
erreur | 0.000800 | 0.005952 | 0.000800 | 0.000800 | 0.005952 | 0.000800
C.A.C.: période | 0.020000 | 0.020200 | 0.199999 | 0.019996 | 0.019994 | 0.019998
erreur | 0.000000 | 0.002044 | 0.000094 | 0.000246 | 0.000452 | 0.000223
53 S4
C1 C2 C3 C1 C2 C3
F.F.T.: période | 0.038462 | 0.071429 | 0.071434 | 1.000000 | 1.000000 | 1.000082
éc-type | 0.093750 | 0.027778 | 0.111616 | 0.500000 | 0.857143 | 0.500041
C.A.C.: période | 0.049600 | 0.049600 | 0.049601 | 0.019994 | 0.019994 | 0.019997
éc-type | 0.015019 | 0.015015 | 0.015011 | 0.000314 | 0.000479 | 0.000301

TABLE 9.1 — Résultats de calcul de période pour les 2 méthodes, les 4 signaux et les 3 types
de discrétisation temporelle.



Dynamique interne des systémes
auto-gravitants isolés

10.1 Le processus d’effondrement gravitationnel

La premiere partie de mon travail de these a été de poursuivre les travaux
entamés par Fabrice Roy au cours de sa these de Doctorat sous 'encadrement
de Jérome Perez et Patrick Ciarlet, a savoir 1’étude du processus d’effondrement
gravitationnel dont je vais expliciter ici le mécanisme de maniere vulgarisée.

Si 'on fait une analogie avec la dynamique des gaz, I’équilibre fait apparaitre
2 forces qui se compensent :

— les forces de pression cinétique, qui tendent a dilater le systeme;

— les forces gravitationnelles, qui tendent & contracter le systeme.

Ces deux forces se compensent a 1’équilibre.

D’un point de vue thermodynamique, les forces de pression cinétique
s'interpretent comme le phénomene d’agitation thermique. Elles sont donc a
rapprocher de I’énergie cinétique du systeme. Les forces gravitationnelles sont quant
a elles totalement associées a 1’énergie potentielle.

L’état dynamique de nos systemes est globalement décrit par le rapport
du viriel n (voir définition 7.4). Si initialement 0 < n < 1, le systéme crée un
puits de potentiel que la pression cinétique ne peut contrebalancer. Le processus
d’effondrement se déclenche, contribuant & augmenter les vitesses des particules,
et donc 7. Le systeme se contracte pour atteindre sa taille minimale en une durée
approximative de 1 temps dynamique. Puis, tel un systeme oscillant évoluant vers
un état d’équilibre, le systeme se stabilise alors autour de nn = 1.

10.2 Etude préliminaire : le choix des modeles

10.2.1 Des grumeaux stables ou instables

La stabilité d’un grumeau peut étre définie a partir du rapport entre ’énergie
interne du grumeau et 1’énergie externe provenant du reste du systeme. Dans un souci
de clarté, on désigne par c les indices des particules d’'un grumeau (pour « clump »,
le terme anglais pour grumeau), et par ¢ les indices des particules du reste de ’amas
(pour total).

Définition 10.1 (Energie interne d’un grumeau). L’énergie interne E; d’un grumeau
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est définie par la relation discrete suivante :

E;

2 rij o dz

i,JEC

ou d; désigne la distance interparticule quadratique moyenne a l'intérieur d’un
grumeau. Elle peut étre calculée par la relation :

2 = Jece W pclo) (10.1)
FT e droely) |

ouC = {r ER3; r—r,| < Rc} désigne le grumeau centré sur r,.

Définition 10.2 (Energie externe d’un grumeau). L’énergie externe d’un grumeau
est définie par la relation discrete suivante :

Ee - _g Z mzmj ~ _GMCMt

T d
icc,jet Y €

ou d. désigne la distance quadratique moyenne entre une particule d’un grumeau et
une particule du systeme environnant. Elle peut étre calculée par la relation :

2 Jrec @0pex) Juer dx'|r — x'* pu(x) (10.2)
‘ frEC drpc(r) fr’ET dI'Ipt (I'/)

ou7 = {r eER3\C; |r| < Rt} représente I’ensemble des points du systéeme excluant
le grumeau.

Dans le cas ou 'amas et le grumeau sont homogenes, comme c’est le cas dans
nos simulations, on peut alors calculer d; et d. :

dz’ = \/éRcy

. - (10.3)
de - = Rc2 R 2 - Yo 2

5\/ + Ry” + 3 rol

Dans nos simulations, on souhaite faire varier la taille et la masse d’un
grumeau, avec la restriction que tous les grumeaux sont identiques. On va donc

les définir proportionnellement a la taille et & la masse du systéme environnant. On
introduit donc deux grandeurs « and (3 définies par :

o (10.4)
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Finalement, on définit le « coefficient de stabilité » x comme le rapport entre
I’énergie externe et ’énergie interne :

jom Pe _ b (10.5)

" \/1 +a 145 (|ro| /Ri)* /3]

Pour chacun des grumeaux, nous avons vu en sous-section 6.2.4 que le centre r,
est tiré aléatoirement et de maniére uniforme dans la boule représentant le systeme
total. Sa norme |r,| varie donc entre 0 et la taille du systéme R;. Dans ce cas, on a :

ﬁ(l + §a2)—1/2 <K< 5(1 +a2)—1/2

Pour les modeles considérés, o sera trés grand devant 1. On peut donc
effectuer I’approximation suivante :

(10.6)

o™

On définit alors 2 types de grumeaux :

Type I Les grumeaux de type I ont une énergie interne suffisamment élevée pour
résister a la pression imposée par le systéme environnant. Ce type de grumeaux
correspond a k ~ 1.

Type II Les grumeaux de type II sont trop petits ou pas assez massifs pour
subsister apres le processus d’effondrement gravitationnel dans le systeme
environnant. Ce type de grumeaux correspond a k > 1.

Les différents modeles que nous utiliserons sont définis dans le tableau 10.1,
avec les valeurs des parametres o, 3, s et le nombre de grumeaux n,. Ils comportent
30000 particules dans le systeme environnant auxquelles on ajoute les particules des
grumeaux suivant le principe de génération exposé en sous-section 6.2.4.

Modele Type ng o f K
MO I 1 20 60 3
M1 1 20 60 60 1
M2 1I 20 20 600 30
M3 I 20 20 20 1
M4 I 20 20 60 3
M5 1 20 10 60 6
M6 1I 20 10 480 48
M7 1I 20 2 100 50
M8 1I 20 5 300 60

TABLE 10.1 — Nomenclature et définition des différents modeles
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Afin de s’assurer de la validité de la distinction entre grumeaux stables et
grumeaux instables, j’ai tracé 1’évolution du rapport du viriel pour chacun de ces
modeles, que 'on peut voir sur la figure 10.1. Pour les modeles avec des grumeaux
de type I (MO, M1, M3, M4 et M5), on constate que le rapport du viriel de
grumeau oscille autour d’une valeur d’équilibre. De tels grumeaux, suite au processus
d’effondrement gravitationnel, se sont donc stabilisés et subsistent. Pour les modeéles
M2 et M6, ou les grumeaux sont de type II, on voit que le rapport du viriel du
grumeau décroit fortement, aux oscillations pres. C’est un signe que les particules
du grumeau n’ont plus aucune cohésion entre elles : le grumeau a explosé.

mppart du virel rappart du vingl
-1 ' ' f +

Qi
a4
LR 4

e .' .'. :

o 20 &0 (5] L] 100 120 140 160 80 200 0 50 100 150 o0 250
FIGURE 10.1 — Evolution du rapport de viriel pour différents types de grumeaux (en
bleu) et le systeme complet (en rouge). A gauche, des grumeaux de type I (modeles
MO, M1, M3, M4 et M5), et a droite, des grumeaux de type II (modeles M2 et M6).

Pour les modeles MO a M6, les valeurs de « et 3 ont été choisies plus ou
moins au hasard, mais de maniere a avoir un panel de modeles avec des grumeaux
de grande taille, de petite taille, beaucoup plus denses ou un peu plus denses que
le systeme environnant. Suite a ces observations préliminaires, j’ai donc défini 2
nouveaux modeles, M7 et M8, avec des grumeaux de type II. L’évolution de leur
rapport du viriel, représenté sur la figure 10.2, a bien le méme profil que les modeles
M2 et M6.

10.2.2 Deux états d’équilibre : « cceur-halo » et « cceur effondré »

Deux états d’équilibre ont été mis en évidence au cours de nombreux travaux
(‘on peut citer Fabrice Roy - voir [3] ou [56] - ou plus récemment Arad et Johansson
[57], Nipoti et al [58] ou Christian Boily et Eva Athanassoula [44] ), et dans notre
cadre d’étude, en étudiant 'influence d’un parametre en particulier : le nombre de
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FIGURE 10.2 — Evolution du viriel pour les modeles M7 (& gauche) et M8 (& droite).

grumeaux. Les modeles M0 et M4 sont en réalité deux modeles issus de ces travaux
et constituent donc notre référence :

— le modele MO, qui ne possede qu'un seul grumeau dynamiquement

négligeable, se comporte comme un systeme homogene. L’état d’équilibre
est de type « cceur-halo », a savoir une zone centrale de densité a peu pres
constante de rayon proche de Rsg, suivi d’une enveloppe ol la densité décroit
radialement suivant une loi de puissance;

le modele M4, dont les 20 grumeaux ne sont plus dynamiquement
négligeables, évolue vers un état d’équilibre différent : la densité centrale
est beaucoup plus importante (d’une ou deux décades au moins) et Rsg est
beaucoup plus petit. Les inhomogénéités sont en quantité suffisante pour
perturber le processus d’effondrement gravitationnel. Le temps dynamique
d’effondrement des grumeaux étant beaucoup plus faible que celui du
systeme environnant, les inhomogénéités s’effondrent en premier. Ces
grumeaux, initialement sphériques homogenes, évoluent donc comme le
modele MO et forment des systémes « cceur-halo »(le rayon contenant 50%
de la masse du grumeau est quant a lui beaucoup plus faible). Dans
I'intervalle, le systeme environnant n’a toujours pas commencé a évoluer,
comme on le voit sur la figure 10.1. Sa densité moyenne est donc toujours
tres faible. Le contraste de densité entre le coeur des grumeaux et le reste
du systeme augmente, déclenchant ainsi l'instabilité d’Antonov (présenté
en sous-section 3.1.2). Le cceur des grumeaux s’effondre, puis le reste du
systeme s’effondre a partir de ce germe effondré. Dans I’état final, le coeur
du systeme est donc effondré.
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FIGURE 10.3 — Profil de densité radial pour les modeles MO (a gauche) et M4 (a
droite).

Ceci étant précisé, nous pouvons maintenant étudier le profil de I’état
d’équilibre pour chacun des modeles MO a M6. La figure 10.4 nous montre I’évolution
du profil de densité radiale a trois instants t = 2000w, t = 4000u; et t = 8000w, qui
correspond a l'instant auquel les simulations s’arrétent.

On peut dégager 3 catégories de modeéles :

M2 et M6 Ces modeles, avec des grumeaux de type II, se comportent comme le
modele MO et évoluent vers un état de type « coeur-halo » ;

M1, M4 et M5 Ces modeles, avec des grumeaux de type I, évoluent clairement
vers des états de type « coeur effondré » ;

M3 Ce modele, également avec des grumeaux de type I, est un cas un peu
particulier. Son évolution vers un état de type « cceur effondré » voit apparaitre
une structure piquée si 'on fait durer I’évolution.

Les modeles avec des grumeaux de types II ou avec peu de grumeaux de types
I évoluent vers un état de type « coeur-halo ». Pour ces modeéles, les inhomogénéités
sont donc en quantité insuffisante pour modifier la dynamique. A linverse, les
modeles avec suffisamment de grumeaux de type I évoluent vers un état de type
« coeur effondré ».

Je vais dire maintenant un mot sur le modele M3. Pour comprendre les
phénomenes a ’ceuvre, il faut s’intéresser au mécanisme d’agglomération répétée
de satellites, en se référant par exemple aux travaux de David Syer et Simon White
([59]). Dans leurs études, les satellites sont ajoutés les uns a la suite des autres
des que l'agglomération est effectuée. Ce mécanisme conduit a la formation d’un
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FicURE 10.4 — Profil de densité radial pour les modeles M0 & M6 a 3 instants de
I’évolution.

pic de densité. Dans le cas du modele M3, les grumeaux, représentant 50% de la
masse totale du systeme, jouent le role de satellites. Comme ils sont initialement
répartis uniformément dans I’espace et n’ont aucune vitesse initiale, ils migrent vers
le centre du systeme en parcourant des distances différentes. Il y a donc un processus
d’agglomération répétée. Cela expliquerait donc la formation d’un pic de densité.

En conclusion, on trouve numériquement que si dans son état initial, un
systeme principalement homogene comprend des inhomogénéités suffisamment
résistantes et en quantité suffisante, alors il évoluera vers un état de type « coeur
effondré ». Dans le cas contraire, il évoluera vers un état d’équilibre de type « cceur-
halo ». Nous avons voulu étudier plus avant ce phénomene.

En choisissant des modeles ot les grumeaux sont définis par « = 20 et § = 60 et
en augmentant progressivement le nombre de grumeaux, on constate que la transition
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entre un état de type « cceur-halo » vers un état de type « cceur effondré » se situe
aux alentours de 9 grumeaux. La transition n’est cependant pas tres nette a l'oeil.
Cela représente un pourcentage en masse de 15% d’inhomogénéités. Les modeles
MO, M2 et M6 ont un pourcentage inférieur & 15%, tandis que les modeles M1,
M3, M4 et M5 ont un pourcentage supérieur a 15%. On confirme ainsi une analyse
évoquée dans [56] selon laquelle I'effondrement du cceur est engendré par un contraste
de densité suffisamment important entre le systeme formé par l'effondrement des
inhomogénéités et le systéeme environnant qui ne s’est que partiellement effondré,
déclenchant ainsi le mécanisme de 'instabilité d’Antonov. Une étude plus détaillée
a été entreprise par Benjamin L’Huillier dans le cadre de son stage de Master M2
[60]. Plusieurs observables permettent une distinction plus nette :

— le calcul de la pente du profil de densité en échelle logarithmique
pour chacune des parties linéaires observées, en fonction du pourcentage
d’inhomogénéités, en particulier la partie centrale;

Rio 7390)
Rs0" Rso
— le diagramme représentant le contraste de densité en fonction du
pourcentage d’inhomogénéités.

I

— le diagramme (

La conclusion de cette étude est que le pourcentage d’inhomogénéités minimal
a partir duquel le systéme évolue vers un état de type « coeur effondré » se situe aux
alentours de 15%-20%.

Ceci clot I'étude préliminaire sur la dynamique interne des systémes auto-
gravitants. Nous allons maintenant évoquer le coeur des résultats obtenus grace a
I’étude numérique des orbites stellaires, pour dégager un critére supplémentaire de
distinction entre les deux états d’équilibre.

10.3 Une signature dynamique des deux états
d’équilibre

10.3.1 Profils orbitaux

Nous allons maintenant nous intéresser a 1’étude des orbites stellaires dans
nos modeles. Comme présenté en section 7.3, on sauvegarde a chaque diagnostic les
positions et vitesses d’'un sous-ensemble de particules préalablement sélectionnées
de maniere aléatoire. Pour tous nos systemes ou le nombre de particules varie
entre 30000 et 60000 particules, nous avons sélectionné 100 étoiles dans le systeme
environnant que ’on désigne par leur numéro de tirage dans ce qui suit. Si
I’'on observe les orbites, on peut distinguer a l'extréme 2 catégories : les orbites
quasiplanes, pseudo-périodiques, et les orbites tres perturbées, chaotiques, comme le
montre la figure 10.5.

Pour pouvoir étudier plus en détails la complexité des différentes orbites, on
trace les sections de Poincaré (sous-section 7.3.3) et les diagrammes de complexité
(sous-section 7.3.4).
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FIGURE 10.5 — Les orbites des étoiles 1 et 32 dans le modele MO. En haut, 'orbite

dans l'espace projetée sur un plan ayant pour vecteur normal le moment cinétique
orbital moyen (défini en sous-section 7.3.1). En bas, le rayon des mémes orbites.

10.3.2 Sections de Poincaré / complexité

On considére a nouveau les étoiles 1 et 32 du modele M0O. On considere
également 1’étoile 91. Les sections de Poincaré présentées dans la figure 10.6 sont
représentatives de la problématique de la lecture de ces diagrammes.

En regardant ces diagrammes, on constate que la différentiation n’est pas
forcément aisée, tout simplement parce qu’il s’agit d’une étude tres qualitative. Voila
ce que 'on peut néanmoins dire sur ces sections :

— L’orbite de I’étoile 1 semble plus réguliere que I'orbite de I’étoile 91.

— L’orbite de I’étoile 91 semble plus réguliere que 1'orbite de 1’étoile 32.

La raison de cette classification vient de la proposition 7.1. La trajectoire de
Poincaré de la particule 1 est « proche » d’un ensemble de courbes fermées, tandis que
la trajectoire de Poincaré de I’étoile 32 est constituée d’un ensemble de « taches ».
On est dans un cas intermédiaire pour la particule 91, sans pour autant faire pencher
la balance d’un coté ou de 'autre.

L’analyse sur la dimension de Haussdorf ne donnerait pas plus d’indications,
compte-tenu du faible nombre de points. On ne peut néanmoins augmenter ce nombre
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FIGURE 10.6 — Sections de Poincaré pour 3 étoiles du modele MO.

sans changer la nature de la dynamique (non -collisionnelle).

C’est la raison pour laquelle on a évalué la complexité des orbites de ces 3
étoiles, dont les valeurs sont consignées dans le tableau 10.2.

Comme prévu, la complexité nous fournit une information quantitative qui
confirme 'impression qualitative donnée par les sections de Poincaré. On aurait
tendance & croire que ces derniéres ne peuvent donner que des informations
qualitatives. Ce n’est absolument pas le cas, car on peut déterminer des parametres
quantitatifs associés a la régularité d’'une orbite. Néanmoins, de tels parametres
sont généralement basés sur des propriétés géométriques des sections de Poincaré
(comme la dimension de Haussdorf de la trajectoire) qui demandent un tres grand
nombre de points pour chaque trajectoire de Poincaré, ce qui en fait des analyses tres
colteuses. Dans la mesure ot pour nos simulations, nous obtenons une centaine de
points par trajectoire, il aurait alors fallu effectuer des simulations sur une durée 100
fois supérieure (soit de 'ordre de 20000 temps dynamiques), ce qui non seulement
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. complexité complexité complexité
particule en position en vitesse globale
1 45 40 85
91 113 108 221
32 163 157 320

TABLE 10.2 — Valeurs de la complexité des orbites des 3 étoiles du modele MO de la
figure 10.6.

n’aurait plus grande signification, mais demanderait un temps de calcul gigantesque
dont 1'unité ne serait pas ’heure ou le jour, mais le mois voire ’année. Par contre,
I’analyse de complexité nous permet d’obtenir ces informations a un moindre coft.

10.3.3 Dynamique interne

Pour I’échantillon de population sélectionné et pour chacun des modeles, nous
avons réalisé les diagrammes (amplitude, période), que nous appellerons par la suite
« diagrammes de complexité », de la maniere suivante :

— chaque point d’'un diagramme représente I'une des s = 1...100 particules

de I’échantillon ;

— les coordonnées de ces points sont en abscisse le rayon apocentrique moyen

et en ordonnée la période orbitale moyenne ;

— on attribue a chaque point une couleur correspondant a la valeur de la

complexité.

La figure 10.7 nous montre les diagrammes obtenus pour les modeles évoluant
vers un état de type « coeur effondré ». La figure 10.8 nous montre les diagrammes
obtenus pour les modeles évoluant vers un état de type « cceur-halo ». A la lecture
de ces diagrammes, on ne peut que constater que ces diagrammes de complexité
se répartissent en deux classes : les modeles « cceur-halo » et les modeles « coeur
effondré » identifiés précédemment par les profils de densité radiale.

— Pour les modeles M1, M3, M4 et M5, la distribution de la complexité

se répartit continiiment entre des valeurs élevées (couleur rouge clair a
rouge foncée) au centre (caractérisé par de faibles valeurs de I'apocentre)
a des valeurs faibles (couleur bleu clair & bleu foncé) dans les régions
externes du systeme (caractérisé par de grandes valeurs de ’apocentre). La
répartition des points est une loi de puissance de la période en fonction
de P’apocentre, excepté pour le modele M3. La raison de la singularité
de ce modele est simple et a déja été évoquée : la masse contenue dans
I’ensemble des grumeaux de M3 représente 50% de la masse du systeéme
complet. Par conséquent, la dynamique des étoiles du systéme environnant
est tres fortement perturbée. Il s’agit la en définitive d’un cas a part qu’il
faudrait traiter de maniere différente.

— Pour les modeles M0, M2 et M6, le diagramme globalement identique,
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FIGURE 10.7 — Diagramme (74, période) pour les modeles M1 (en haut & gauche),
M3 ( en haut a droite), M4 (en bas a gauche) et M5 (en bas a droite). La couleur

représente la complexité.

mais quelque peu différent de celui pour les modeles M1, M4 et M5. La
répartition des points suit une loi de puissance de la période en fonction
de lapocentre pour de grandes valeurs de ce dernier (particules du halo).
Pour les petites valeurs de lapocentre (particules du coeur), on constate
que cette loi de puissance sature. Par ailleurs, la répartition des complexités
est elle aussi quelque peu différente, dans la mesure ou elle est fortement
concentrée en valeurs intermédiaires (couleur vert ou jaune, correspondant
a une complexité de lordre de 80) et tres faiblement concentrée en fortes

valeurs.

La dynamique interne des systémes « cceur-halo » est donc significativement
différente de celle des systemes « coeur effondré » :

— les régions externes sont peuplées d’étoiles dont les orbites sont assez
réguliéres et suivent une loi de puissance semblable pour les deux systémes ;
— cette loi de puissance sature et se concentre sur des valeurs intermédiaires
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FIGURE 10.8 — Diagramme (r,, période) pour les modeles MO (en haut & gauche), M2
( en haut & droite) et M6 (en bas). La couleur représente la valeur de la complexité.

de la complexité pour les systemes « coeur-halo » alors qu’elle perdure pour
les systemes « coeur effondré » dont les orbites des régions centrales peuvent
atteindre de fortes complexités.

La relation en loi de puissance entre ’apocentre moyen (ou toute mesure de
lamplitude de chacune des orbites) et la période moyenne n’est pas surprenante. Une
telle relation est définie pour les modeles isochrones et pour les potentiels képlériens.
En effet, pour une particule d’énergie négative sur une orbite de demi grand axe a,
la troisieme loi de Képler stipule que la période orbitale 7 ~ a3/2. Pour le modele
isochrone, 1’établissement de la relation (B.2) et la définition de 'apocentre et du
péricentre (B.1) nous permettent d’établir la relation :

o VT e = 4 dss (i () o i (5))

2 b

Pour les grandes valeurs de S (ce qui correspond aux orbites lointaines), la

relation entre la période 7, et .S devient une loi de puissance d’exposant —. Pour les
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petites valeurs de S, cette distribution sature, comme le montre la figure 10.9, générée
a partir de tirages aléatoires de couples (H , L2) et suivant les formules établies dans
I’annexe B.

A e
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FIGURE 10.9 — Courbe (période, r,) pour le modele isochrone en échelle

logarithmique. Pour les grandes valeurs de la période, I’asymptote a pour pente
0.6326, tandis que pour les petites valeurs de la période, elle a pour pente 0.3556.
Cela permet donc de visualiser la saturation de la loi de puissance.

Ainsi, la distribution de la complexité et/ou le plan (amplitude, période)
semblent constituer une signature dynamique des systemes auto-gravitants. Si la
complexité semble difficile a observer, cela n’est pas le cas de l'amplitude et
de la période de quelques étoiles tests dans un amas globulaire ou une galaxie
donnée. Alors, on devrait étre capable de vérifier si ces deux classes de systémes
gravitationnels ont une signature dynamique différente. Cela nous donnerait ainsi
acces a de précieuses informations concernant la différence qui existe entre leurs
processus de formation.

Pour conclure sur cette étude, je ferai une derniére remarque. Ce travail a été
soumis a plusieurs reprises dans deux revues sans toutefois avoir été accepté a ce jour.
L’argument qui nous a été opposé concerne I'influence du parameétre d’adoucissement
et du nombre de particules sur ces résultats. Afin de répondre & cet argument, nous
avons dans un premier temps fait varier ces parametres de & 50%. Ces nouvelles
données n’ayant toujours pas convaincu en ce qui concerne le nombre de particules,
nous avons dans un deuxieéme temps effectué des simulations avec 10 fois plus de
particules, soit 3 10° particules. Les figures 10.10, 10.11 et 10.12 visualisent ces
résultats. On constate que les diagrammes de complexité restent inchangés, que
ce soit dans I’éventail des valeurs de la complexité que dans la relation en loi de
puissance entre la période et 'apocentre, avec saturation de cette loi a I'intérieur du
cceur pour le modele MO.
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Dynamique des systéemes a
N-corps non isolés

11.1 Etude préliminaire

11.1.1 Pourquoi une force extérieure donnée de maniere
analytique ?

Apres avoir exposé les résultats des diverses études menées dans le cadre de
la dynamique interne des systemes auto-gravitants, nous allons maintenant aborder
un autre domaine : I’évolution d’un systeme auto-gravitant non isolé.

Notre objectif est de simuler ’évolution d’un systéme auto-gravitant dans un
systeme auto-gravitant hote de taille beaucoup plus importante. On est typiquement
dans une configuration de type un amas avec un grumeau. On souhaite néanmoins
que la dynamique du grumeau soit parfaitement résolue. La résolution spatiale,
introduite en sous-section 9.1.2 doit donc étre adaptée aux dimensions du grumeau. I1
en est donc de méme pour le pas de temps. Ce choix de parametres étant effectué, on
comprend aisément qu’en ce qui concerne le systeme hote, le coiit de calcul sera tres
important pour une résolution que I’on aurait pu obtenir a cout de calcul beaucoup
plus faible. Une solution semble donc étre un jeu de parametres adapté aux deux
échelles de ce type de systeme.

Nous souhaitons explorer une autre piste. Puisque le grumeau et ’amas hote
ont des temps dynamiques différents, on envisage donc de définir les fréquences de
mises a jour des 2 systémes en conséquence. Si par exemple 'amas a un temps
dynamique 100 fois plus grand que celui du grumeau, alors ce dernier sera actualisé
100 fois plus souvent. Une mise a jour de I’amas correspondra & une mise a jour du
systeme complet.

Pour les 99 autres itérations, le grumeau sera donc soumis a un potentiel
gravitationnel de 'amas fixé (constant, linéaire, ou sous un développement d’ordre
plus élevé au voisinage du centre de masse du grumeau). C’est la raison pour laquelle
dans un premier temps on va modéliser 'amas hoéte par un champ de potentiel
analytique. En pratique, on prendra un potentiel analytique de Plummer dans lequel
on fera évoluer des amas de type Plummer et des amas de densité initialement
homogene.

11.1.2 Etude du modeéele de Plummer

Nous avons présenté en sous-section 6.2.2 la technique de génération d’un
modele de Plummer. Dans cette sous-section, nous allons valider I'implémentation
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de cette technique, ce qui a été I'un des objectifs de mon stage de D.E.A. préparatoire
a la these. La figure 11.1 nous montre une visualisation 3D montrant la sphéricité
de I'amas. On compare ensuite les profils de densité radiale et de dispersion de
vitesse radiale avec les profils théoriques. Enfin, on peut également tracer la courbe
logp = f(log¢) dont la pente sera l'indice polytropique. Le profil de densité n’est
pas sensible a I’évolution dynamique du systeme, ce qui est tout a fait normal dans
la mesure ou 'amas de type Plummer est une solution stationnaire du systeme
Boltzmann sans collisions - Poisson.

geometrie de l'amas globulaire

5 densite radiale en loglog

rique [T
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FIGURE 11.1 — Modele de Plummer numérique : géométrie sphérique (en haut a
gauche), profil de densité (en haut a droite), indice polytropique (en bas & gauche)
et dispersion de vitesse (en bas a droite).

On peut maintenant étudier linfluence des parametres sur 1’évolution
dynamique d’un modele de Plummer par le treecode. On a pour cela tracé en
particulier les rayons a 10%, 50% et 90% de masse (voir la figure 11.2). Pour les
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3 modeles ou 'on a fait varier I’énergie, la masse et le parametre de Plummer b, on
constate que ces 3 rayons restent a peu pres constants. Cela montre que le systéme
est stable. Dans la mesure ou cette constance se manifeste des la condition initiale,
on a la encore un moyen de vérifier que le modele de Plummer généré est bien un
état stationnaire. Par ailleurs ces trois observables ne dépendent que du parametre
b et pas de la masse ni de I’énergie, ce qui était tout a fait attendu dans la mesure
ou b est une estimation de la taille du coeur, et donc un facteur d’échelle spatiale.
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FiGURE 11.2 — Influence des parametres sur Rig, Rsg et Rgp pour le modele de
Plummer au cours de la simulation. Le temps en abscisse est normalisé par le temps
final, a savoir 40t,.

Maintenant que le modele numérique de Plummer est validé, nous pouvons
nous concentrer sur un deuxieme aspect technique de 1’évolution d’un systeme a N
corps non isolé, a savoir le probleme de la mise en orbite.
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11.1.3 Le probleme de la mise en orbite

Le probleme de la mise en orbite est double :

— la génération des conditions initiales;
— la prise en compte de la force extérieure dans le treecode.

Les orbites dans un modeéle de Plummer

Pour déterminer l'orbite d’une particule ponctuelle de masse m; dans un
potentiel de type Plummer, on écrit le principe fondamental de la dynamique :

dr o <_¢ob)
dt? V12 4+ b2

¢ob .
(r2 + 192)3/2

De maniere générale, on ne peut déterminer une expression analytique de la
trajectoire orbitale dans ’espace. On peut néanmoins la déterminer numériquement
en utilisant une méthode de tir couplée, par exemple, a un intégrateur de type
Runge-Kutta. La figure 11.3 montre 3 orbites correspondant a une vitesse initiale
égale a la vitesse circulaire, plus faible ou plus forte.

Il existe néanmoins un cas ou cette résolution numérique n’est pas nécessaire :
I’orbite circulaire. Dans ce cas, on a :

r|=R
a= —Ruw’e,
v = Rwey

ou w désigne la vitesse angulaire, ce qui nous permet de définir la condition
initiale a donner au systeme pour le mettre en orbite circulaire :

Ry/¢ob

Weg (111)

Veire =

Du point de vue de la génération des conditions initiales, la technique se
décompose en deux étapes :
— on génere le systeme dans le référentiel du centre de masse (donc du centre
de densité, puisque le systéme est initialement sphérique) ;
— on ajoute sur les vecteurs position et vitesse les composantes orbitales.
L’ajustement de la valeur du rapport du viriel initial se fera avant I’ajout des
composantes orbitales, dans le but de comparer les cas isolés et non isolés.
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e =1.25
position

initiale

FiGUurE 11.3 — 3 orbites planes dans un champ de potentiel de Plummer. p est le
facteur multiplicatif donné a la vitesse circulaire en guise de condition initiale. De
maniere générale, on obtient donc ou une trajectoire circulaire (1 = 1) ou une rosette
interne au cercle (1 < 1) ou externe (1 < p < v/2). Le cas p = v/2 correspond 4 la
vitesse de libération au dela de laquelle ’étoile part a I'infini.

Les modeéles

PV100 Ce modele est un amas de type Plummer dont le rapport du viriel initial est
1, c’est -a-dire que ce modele est initialement & ’équilibre. Il comprend 3 10%
particules et il est situé & une distance 79 = 1 10*y; du centre de la source
de potentiel extérieur. Ce potentiel extérieur est de type Plummer avec une
masse de 1 10%u,, ('amas a une masse de lu,,) et un parametre b = 500u;.

PV50 Ce modele est en tout point identique au précédent si ce n’est que le
rapport du viriel initial est de 0.5, d’apres le processus présenté dans la sous-
section 6.2.2. Hormis l'ajustement des vitesses, tout se passe donc comme si
on génere un « Plummer » ;

HV50 Ce modele est un amas homogene de taille 10u; comprenant 2 10% particules.
Son rapport du viriel initial vaut 0.5. Il est soumis a un potentiel de Plummer
caractérisé par une masse de 1 10%u,, et un parameétre b = 100y;. L’amas est
initialement & une distance ro = 1 10%y;.

Validation de la mise en orbite

Puisque le centre de densité joue le role du centre du systeme, on va donc
considérer que le référentiel R,, est numériquement lié au centre de densité. Nous
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sommes la face a un choix stratégique majeur. En effet, nous avons expliqué en sous-
section 8.3.2 qu'un diagnostic demande un temps de calcul équivalent & 5 itérations
en temps, et que la grande partie du temps de calcul du diagnostic provient du calcul
du centre de densité. Par conséquent, si 'on doit actualiser le centre de densité a
chaque itération pour la prise en compte du terme orbital, alors le code durera 5
fois plus longtemps, ce que nous souhaitons éviter dans la mesure du possible. On
va donc procéder autrement.
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FIGURE 11.4 — Evolution de la position du centre de densité au cours du temps pour
les modeles PV100 (en haut a gauche), PV50 (en haut & droite) et HV50 (en bas).

On va réactualiser le centre de densité a la méme fréquence que les diagnostics,
car en définitive, 'origine du référentiel n’a de réelle importance que pour le calcul
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de certains observables.

11.2 Le rapport du viriel

Notre objectif est d’étudier le processus d’effondrement gravitationnel en
présence d'un potentiel extérieur v, de type Plummer. On va donc s’intéresser a
la définition du rapport du viriel. La figure 11.5 contient le tracé de I’évolution du
rapport du viriel n (voir définition 1.23). Rappelons ici que nous avons fait le choix
de fixer le rapport du viriel initial avant d’ajouter les composantes orbitales.

A
-0.9984
— HV50
-0.9988+

--- PV100

-0.9992+

-1.0004

-1.0008+

-1.0012+

T

-1.0016 >
0 t 2 10%u,

FIGURE 11.5 — Evolution du rapport du viriel  pour les trois modeles HV50, PV50
et PV100.

On observe que le rapport du viriel est systématiquement proche de —1, c’est a
dire que le systeme devrait étre a I’équilibre. Pourtant, ce n’est pas le cas. La réponse
a ce probleme est la suivante : dans I’énergie cinétique et dans le terme d’énergie
potentielle extérieure, la contribution du centre de masse est prépondérante, ce qui
gomme complétement les variations dues a la dynamique locale. Le facteur d’échelle
entre les deux est de 103, C’est la raison pour laquelle nous avons cherché & établir
un rapport du viriel « local ». En utilisant ’équation 1.32, on peut alors introduire
un nouveau rapport 7, défini par la relation :

2K

N
U — Z m;X; - dwe
=1

dXi

= (11.2)

ro+x;

L’évolution du rapport 7, au cours du temps est représentée sur la figure 11.6.
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-0.004 +

-0.009+

-0.014+

-0.019+

FIGURE 11.6 — Evolution du rapport du viriel i, pour le modele HV50.

On constate que ce rapport varie peu, mais qu’il présente une forte tendance
a la décroissance apres les 2/3 de la simulation, 14 o 1 commencait a varier tres
légerement. Par ailleurs, la « valeur d’équilibre » dans la phase constante est proche
de -0.0004, ce qui est loin de la valeur -1. Deux hypotheses sont alors possibles :

— ce rapport n’est pas le rapport du viriel local que ’on recherche ;
— il ne faut prendre en compte que les étoiles liées du systeme dans le calcul
de cette grandeur.

La définition d’étoiles liées est une difficulté technique d’un point de
vue numérique. Nous avons essayé deux méthodes, soit en utilisant un rayon
suffisamment grand comme 6R59 qui est une bonne approximation du rayon de
marée, soit en étudiant le signe de ’énergie de chaque particule et en ne conservant
que celles dont I'énergie est négative. Le calcul du rapport 7, dans ces deux cas ne
nous apporte aucune réponse.

A ce stade, nous ne sommes donc pas en mesure de déterminer si 7, peut
jouer le role du rapport du viriel local, nous indiquant si le systéeme a atteint un
état d’équilibre. Il nous faudrait donc poursuivre bien plus en profondeur notre
investigation.
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11.3 Evolution d’un systéeme auto-gravitant non isolé

L’étude de I’évolution d’un systeme auto-gravitant non isolé est un domaine
ou de nombreux travaux sont entrepris, en particulier les amas globulaires de notre
galaxie la Voie Lactée (on peut citer par exemple les travaux de Martin Weinberg et
al - [61] et [62] -, de Enrico Vesperini [63] ou de Koji Takahashi et Simon Portegies
Zwart [64]). En effet, cette évolution orbitale est a I'origine de phénomenes physiques
spécifiques en partie causés par le milieu interstellaire non vide. Le plus visible et
non des moindres, est la formation de « queues de marées » au fur et a mesure de
I’évolution d’un amas globulaire dans sa galaxie hote. Du fait des forces de marées (M
un petit nombre d’étoiles sont éjectées de I'amas et évoluent en amont et en aval
le long de l'orbite de 'amas. L’étude de ces « queues de marées » a donné lieu a
un certain nombre d’études détaillées. Stéphane Leon, Georges Meylan et Francoise
Combes ([65] pour les observations et [66] pour les études dans un potentiel triaxial)
ont par exemple montré la présence d’un arc de matiere en amont de I’amas et une
trainée en aval. Roberto Capuzzo-Dolcetta, Paola Di Matteo et Paolo Miocchi ([67])
ont étudié plus en détails cette queue et les grumeaux qu’elle contient.

Dans la mesure ou nous sommes capable de définir un rapport du viriel
local, nous pourrions alors étudier 'influence de la perte de masse visualisée par le
processus de formation des « queues de marées » sur le profil d’équilibre du systeme.
Nous sommes en effet convaincus, sans avoir pu le vérifier numériquement a ce jour,
que cette perte de masse, augmentant le contraste de densité entre le centre de I’amas
et la périphérie, déclenchera le mécanisme de l'instabilité d’Antonov. La figure 11.7
nous montre I’évolution de certaines observables pour le modele HV50.

— le rayon de densité se stabilise en oscillant autour d’une valeur moyenne.
Puisqu’il constitue un bon estimateur du rayon contenant 50% de la masse,
on en déduit que le systeme a atteint un état d’équilibre;

— le profil de densité radiale évolue vers un état de type « cceur-halo » puis
davantage, au point que la formation d’une bosse et la forte diminution de
la densité centrale présage d’'une erreur sur le calcul du centre réel d’'une
part, et de I'effondrement probable du coeur d’autre part;

— la géométrie du systeme montre la formation de queues de marées en amont
et en aval du systeme, témoignant d’une perte de masse a priori réguliere
au cours de I’évolution dynamique;

— les rapports d’axe montrent que dans un premier temps, le systeme se
déforme un peu, puis que l’isotropie spatiale est a nouveau vérifiée. Le
systeme se déforme donc durant le processus d’effondrement gravitationnel,
puis se stabilise, retrouvant ainsi une forme quasi sphérique. La différence
est due a la présence des queues de marées;

— la variation de 1’énergie est de I'ordre de 1073, ce qui valide le choix des
parametres de simulations;

1. Pamas globulaire n’étant pas ponctuel, les forces gravitationnelles extérieures ne sont pas
constantes pour toutes les étoiles qui le constituent.
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Une fois encore, ces interprétations demandent de réaliser une étude beaucoup
plus approfondie, avec un calcul différent de certaines observables, et en faisant varier
les différents parametres de ce type de simulations, & savoir la taille du systeme, les
parametres du potentiel de Plummer extérieur et la distance au centre.
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Conclusions et perspectives

Les études que nous avons menées apportent des précisions et des résultats
nouveaux concernant le processus d’effondrement gravitationnel, tant du point de
vue analytique que du point de vue numérique.

Un systeme auto-gravitant initialement homogene, hors équilibre et dont
I’extension spatiale est de l'ordre de sa longueur de Jeans, en présence ou non
d’un potentiel extérieur, évolue vers un état d’équilibre isotherme, dont la densité
volumique de masse présente une structure de type « coeur-halo ». Ce constat est en
accord relatif avec les différentes approches théoriques que I'on peut envisager pour
ce type de systeme.

Lorsqu’on introduit, dans les conditions initiales précédentes, des
inhomogénéités spatiales en quantité suffisante (au moins 15 a 20% de la
masse du systéme) et en qualité suffisante (elles doivent étre dynamiquement
robustes, voir sous-section 10.2.2), I’état d’équilibre atteint apres effondrement du
systeme est différent. Le coeur disparait et la densité s’exprime principalement
comme une loi de puissance sur toute ’étendue du systeme — une unique loi de
la forme p o r=® avec une seule valeur de « serait grossiere, et selon les cas et le
domaine considéré pour r, deux ou trois valeurs de « sont nécessaires —. Il semble
désormais clair que ce soit une instabilité d’Antonov primordiale qui soit & 1’origine
de cet effondrement du coeur des systemes initialement inhomogenes.

Nous avons aussi pu mettre en évidence le fait que les systemes « coeur-halo »
pouvaient évoluer en « coeur effondré » si le contraste de densité entre le coeur du
systeme et sa périphérie devenait trop important pour diverses raisons (évaporation,
marées, ... ). La encore, le mécanisme & 1”ceuvre semble étre I'instabilité d’Antonov.
La démonstration complete de ce résultat n’a cependant pu étre menée a terme et n’a
été envisagée numériquement que sur des cas particuliers. Le mécanisme d’instabilité
d’orbites radiales avait déja auparavant été généralisé dans le cas ou la symétrie
sphérique était conservée.

L’étude des orbites stellaires et [’établissement des corrélations entre
amplitude radiale, période radiale et complexité des orbites des étoiles suggere une
différenciation entre les modeles « coeur-halo » et les modeles « coeur effondré » sur
les propriétés des orbites des étoiles qui les composent. Avec 1’évolution constante
des techniques d’observation et des ressources informatiques, on est en droit de
penser que dans quelques années, méme s’il s’agit d’un travail de fourmi, on pourrait
effectivement mesurer 'amplitude et la période des orbites des étoiles d’un systeme
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auto-gravitant afin de confronter ces résultats aux observations. Pour la complexité,
cela parait fort difficile pour ne pas dire quasi impossible.

En ce qui concerne les systémes auto-gravitants non isolés, la difficulté
technique liée a la présence du potentiel extérieur que constitue la mise en orbite
et la fixation d’un rapport du viriel « local » a été en partie résolue. A la lueur des
simulations effectuées, la perte de masse le long de 'orbite semble le déclencheur
du mécanisme de l'instabilité d’Antonov, expliquant ainsi qu’une proportion non
négligeable des amas globulaires connus ont un profil de type « coeur effondré ». Les
forces de marées étant plus importantes au centre de la galaxie qu’en périphérie,
le processus de formation des queues de marées s’intensifie et la perte de masse est
beaucoup plus rapide. Cela explique pourquoi les amas situés vers le centre galactique
sont préférentiellement de type « coeur effondré ».

A Tissue de ce travail de these, de nombreuses perspectives se présentent :

— tout d’abord concernant 1’étude des propriétés de symétrie des solutions
stationnaires du systeme Vlasov - Poisson en présence d’'un champ extérieur :
il a été montré que de tels systemes sont sphériques a condition que le
potentiel extérieur soit lui aussi sphérique et que le systeéme soit centré sur
la source du potentiel extérieur dans lequel il baigne . S’agit-il de conditions
nécessaires ou simplement suffisantes ? Peut-on obtenir I’isotropie spatiale
pour des solutions stationnaires ne vérifiant pas ces deux conditions ? Peut-
on montrer que cela n’est pas possible 7

— I’étude de 'instabilité d’Antonov en présence d'un potentiel extérieur n’a
pas pu étre achevée. Cela semble néanmoins possible, probablement en
progressant par étape et en imposant des contraintes supplémentaires sur le
potentiel extérieur. Dans un deuxiéme temps, on devrait pouvoir s’affranchir
de I’hypothese de sphéricité et considérer cette instabilité dans le cas d’un
systeme auto-gravitant en orbite;

— d’un point de vue algorithmique et numérique, il reste encore de nombreux
tests a faire. Cela concerne en priorité la validation définitive du rapport
de viriel local 7, que nous avons défini en équation 11.2. Nous pourrons
alors effectuer de grandes campagnes de simulations visant a compléter
les résultats existants et a étudier 'influence du potentiel extérieur sur les
caractéristiques et les différenciations entre les deux états « coeur-halo »
et « coeur effondré ». De telles campagnes de simulation viendront dans
un premier temps étayer les résultats analytiques encourageants obtenus
sur linstabilité d’Antonov en présence d’un champ extérieur. Dans un
deuxieme temps, ces campagnes constitueront une confortable base de
données de résultats et de cas tests pour I’évolution ultérieure du code.
En effet, ces études constituent une étape intermédiaire vers le treecode
hiérarchique, en remplagant ainsi le potentiel extérieur analytique par une
assemblée de particules, nous permettant ainsi d’étudier des systemes a
N corps a deux échelles. Comme nous l'avons écrit en préambule du
chapitre 11, la solution que nous préconisons est la suivante : puisque
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I’amas et le grumeau ont des échelles différentes de temps caractéristiques
d’évolution, les particules constituant ces deux entités seront mises a jour a
des fréquences proportionnelles a ces deux échelles. Cela suppose que, pour
le grumeau, la contribution de ’amas soit vue comme un potentiel extérieur
« analytique » tant que 'amas n’est pas mis a jour.






Annexes






Algebres de Lie et crochets de
Lie

L’objet de cette annexe est d’énoncer les diverses propriétés constitutives des
algebres de Lie, ainsi que quelques propriétés de deux crochets de Lie particuliers, a
savoir le crochet de Poisson et le crochet de Morrisson.

A.1 Préliminaires

Définition A.1 (Structure de groupe). On dit que le couple formé par I’ensemble
G muni d’une loi de composition interne x est un groupe s’il vérifie les propriétés
suivantes :

~ Y(z,y) € G, x*y € G (définition de la loi de composition « interne »),

— la loi x est associative :

V(z,y,2) €G3, zx(y*2) = (xxy)*z
— il existe un élément neutre e, c’est-a-dire vérifiant :

Vre g, xxe=exr ==z

1

— tout élément x de G admet un unique inverse x~*, vérifiant donc :

zxr t=ztxz=c¢c
Définition A.2 (Groupe abélien). Le groupe (G,x) est dit « abélien » ou
« commutatif » si et seulement si la loi x est commutative :

V(x,y) €G? xry=yxzx

Maintenant que nous avons précisé la définition d’un groupe, nous pouvons
maintenant introduire un objet plus général, a savoir un ensemble muni de
deux lois internes, permettant d’effectuer des « additions / soustractions » et des
« multiplications / divisions » : le corps.

Définition A.3 (Structure de corps). Le triplet formé par 'ensemble K et de deux
lois de composition interne + et x est un corps s’il vérifie les propriétés suivantes :
— (K, +) est un groupe abélien dont 1’élément neutre est noté Oy,
— (K\{0g},*) est un groupe dit « multiplicatif », dont I’élément neutre est
noté 1x ,
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— La loi de multiplication *x est distributive pour la loi d’addition + :

V(g 2) € K8 4T XWER) =wxytane
e Ny+2)xz=yrxx+z2xzx

Nous sommes en mesure a présent d’introduire un ensemble permettant
d’effectuer des combinaisons linéaires : 1’espace vectoriel.

Définition A.4 (Structure d’espace vectoriel). Le triplet formé par un ensemble G,
une loi de composition interne + et une loi de composition externe e est un espace
vectoriel sur le corps K s’il vérifie les propriétés suivantes :

— (G,+) est un groupe abélien,

— 1k est ’élément neutre a gauche pour la loi e, c’est-a-dire :

Veeg, lxex==x
— La loi e est distributive a gauche pour la loi + :
VN z,y) € KxG% Ne(z+y)=(Nex)+ (Neoy)
— La loi e est exodistributive & droite pour la loi + :
VO z) EK?x G, A+p)ex=(Nex)+ (nex)
— La loi e est exoassociative par rapport a la loi multiplicative x de K :

VO pz) € K2x G, Axp)ex=Ne (pex)

A.2 Crochets de Lie et algebres de Lie

A.2.1 Définitions

Pour définir le crochet de Lie, nous avons besoin au préalable d’introduire
I'identité de Jacobi :

Proposition A.1 (identité de Jacobi). Soit G un espace vectoriel sur un corps K
et f une application bilinéaire de G* dans G. On dit que f vérifie Uidentité de Jacobi
St :

Définition A.5 (crochet de Lie). Soit G un espace vectoriel sur un corps K et f
une application bilinéaire de G2 dans G. On dit que f est un crochet de Lie sur G
s’il vérifie les propriétés suivantes :

— f est anticommutative :

Vo € G, flz,z) =0 = Y(z,y) €6, f(z,y) = —fly,z)V

1. L’équivalence entre ces deux définitions de 'anticommutativité est triviale.
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— f vérifie 'identité de Jacobi

Le crochet de Poisson, et par voie de conséquence le crochet de Morrisson,
vérifient ces propriétés. Ce sont donc des crochets de Lie. Nous pouvons maintenant
donner la définition d’une algebre de Lie sur un corps K :

Définition A.6 (Algebre de Lie). Soit G un espace vectoriel sur un corps K. On
dit que G est une algebre de Lie sur K s’il existe un crochet de Lie sur G.

A.2.2 Propriétés additionnelles du crochet de Poisson

Le crochet de Poisson est défini a partir de dérivées. a travers ’équation de
Boltzmann, ils représentent une dérivée temporelle. On peut donc s’attendre a ce
que le crochet de Poisson soit une « dérivation ». Il faut pour cela qu’il vérifie la
regle de Leibniz :

Proposition A.2 (Regle de Leibniz). Soit G un espace vectoriel sur un corps K et
f une application bilinéaire de G dans G. On dit que f vérifie la régle de Leibniz
St :

V(z,y,2) € G*, flay,z) =af(y,2) +yf(z,2)

Je vais énoncer une derniére propriété qui a été établie plus en détails dans [5,
annexe C] :

Proposition A.3 (Produit scalaire et crochet de Poisson). Soit a, b, ¢ trois
fonctions suffisamment décroissantes lorsque |r| et/ou |v| tendent vers linfini. On
a:

/a{b,c}dV:/c{a,b}dV






Eléments de théorie des orbites
stellaires - Période orbitale et
amplitude radiale

Cette annexe est dédiée a la résolution analytique de I’équation de conservation
de I'énergie et la détermination de I’apocentre, du péricentre et de la période radiale
d’une orbite stellaire.

B.1 Modéle isochrone

Ce modele, présenté en section 2.2, est, rappelons-le, le modele le plus général
ou la période radiale ne dépend que de l’énergie. L’objet de cette section est de
retrouver ce résultat et de déterminer les expressions analytiques des 3 observables
auxquelles on s’intéresse. Pour une étude plus détaillée sur le calcul des orbites elles-
mémes, on se référera & Michel Hénon [68].

Rappelons 'expression du potentiel gravitationnel 2.10 :

2b¢
b+ Vr? +b?

B.1.1 Calcul des rayons apocentrique et péricentrique

b+ VrZ+b?
b

v(r) = -

Pour ce calcul, on introduit la grandeur adimensionnée s = , soit

r = by/s(s — 2). On utilise alors la relation 1.28 :

L? 2b¢
UT:O:>H:7_7
2r2 b+ Vr? + 52
L? 260
:}Hzi_i
2b2s(s — 2) s
L2
:>H52—2(H—¢0)s—2—b2—4¢0:0

On est donc face & un trinome du second degré dont le discriminant réduit
est :

2

A= (H—¢o)> +H <2Lb2 +4¢0>

On cherche des couples (H, L?) de sorte que A’ > 0 afin d’avoir des solutions
réelles positives. La positivité est assurée par le signe des coefficients du trinéme.
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L’étude du signe de ¢’ nous amene & résoudre une inéquation du second degré en H,
dont le discriminant est :
L? L?
Ay = —(=—5 +4
2= gplgye T4%)

Ay est toujours positif. A’ a donc deux racines réelles :
2
—Z5 — 260 — VA,

H, = 5
—L 200+ VA2
2

Hy =

Ces deux racines sont toutes les 2 négatives. Sous la condition H < Hs ou
Hy < H < 0,o0n ad >0 et on obtient les expressions des rayons apocentrique et
péricentrique « adimensionnés » :

(H — ¢o) + VA

H
(H — ¢o) — VA
H

Sp =

Sq —

B.1.2 Calcul de la période orbitale

T =2 - dr
/T,, V2 -0 - &
_bV2 s (s—1)ds
CVH Js, V5= 5p\/5a— 5
~ 27b (1_5p+sa)
vV—2H 2
4tbeg

= (—2H)% (B.2)

On obtient ainsi une expression équivalente a celle établie par Michel Hénon
dans [68]. La période orbitale dépend de I’énergie suivant une loi de puissance
d’exposant —%.

B.2 Modéle de Plummer

Reprenons les mémes considérations pour le modele de Plummer, dont je
rappelle 'expression du potentiel :

boo

i) = - Vr2 4 b2
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B.2.1 Calcul des rayons apocentrique et péricentrique

V12 1 b2
%, soit r = by/s2 — 1.

On introduit la grandeur adimensionnée s =

L? by
r = O — H = —
! 2r2 /2402
L? b0
S+ B.3
20%(s2 —1) s (B-3)
2
3 ¢O 2 L ¢0
— —s°—(1 - —= = B.4
s° + HS ( +2b2H)S o 0 (B.4)

Cette fois-ci, on est face a une équation d’ordre 3, a laquelle on va donc
appliquer la méthode de Cardan. Toutefois, on peut constater que le terme constant
est positif et que le terme d’ordre 2 est négatif, ce qui signifie que le produit des 3
racines de ce polynome est négatif, et que la somme de ces trois racines est positive.
Conclusion, cette équation admet deux solutions strictement positives et une solution
strictement négative. Il nous reste donc & déterminer les conditions sur H et L? pour
que cette équation admette trois solutions réelles.

On effectue donc le changement de variable x = s+ ??TSI et on obtient I’équation

suivante :

L2 ¢02>
p:—<1+ + o7
2% + px + ¢ = 0 avec 003 2b25H 3H?
o8 . L0 200

T oTH3 T 602H?2  H

On introduit par ailleurs p’ = g et ¢ = %

Puisque 'on cherche deux solution réelles positives, ce polynome réel d’ordre 3

doit donc admettre 3 racines réelles. La méthode de Cardan stipule dans ce cas que
/

la grandeur R = p/ 34+ q 2 S0it strictement négative. On définit k par cos kK = ( a )3 .
_p/ 2
Les racines de ce polynoéme sont alors :
Kk o
51 = —2y/—p'cos - — ——
! oSy =3 i’
K—T
s9 = —24/—p' cos 3~ 3—0
53 = —2y/— ’cosn—i_ﬂ—ﬁ
3 P 3 3H

Il reste a en extraire les deux racines positives pour obtenir les rayons
apocentrique et péricentrique s, et sp.
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B.2.2 Calcul de la période orbitale

Cette fois-ci, on ne peut déterminer l’expression analytique de la période
orbitale, ce qui était finalement la raison pour laquelle on pouvait poursuivre le
calcul avec le modele isochrone. En pratique, on va donc approcher l'intégrale en
utilisant la somme de Riemann :

b al b—a
/af(ac)da::Z(xi—wi_l)f(xi) avec r; = a +1 N

i=1

Néanmoins, 'existence de cette intégrale demande que I'inégalité suivante soit
vérifiée : )
L b
H> - _ _ %ob
T2 242
Il y a éqalité lorsqu’on est a ’apocentre ou au péricentre. On va donc étudier le
second membre de cette inégalité en tant que fonction de r. Soit donc f définie par :

f L? ob
r— s — ———
2r2 /r? + 52
En passant en variable s et en étudiant le signe de la dérivée de f, on est
amené a résoudre 1’équation suivante :

Ppob?s® — L2s — pob® =0

Le discriminant de cette équation est A = L* + 4b*¢o2. Cette équation admet
donc deux racines réelles, de signe opposé (leur produit vaut —¢p < 0). La racine

positive est :
_L*+VA
T g,
Elle correspond a un minimum de la fonction f, qui n’est autre que 1’énergie.
Cela nous donne une borne inférieure pour I’énergie.
Néanmoins, I’équation B.3 impose :

L2 bob

22 /12 1 b2

pour ’apocentre et le péricentre. L’étude du signe de cette expression reviens a
étudier le signe de L?s — 2b%ps? + 2b%¢g, qui admet deux racines réelles de signes
opposés (le discriminant A = LA 4+16b*po? est strictement positif). La racine positive
a pour expression :

<0

B L2+ VA
TS

Ceci nous donne une condition supplémentaire : s, > ss.

>1
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B.3 Modeéle Coeur-Halo

Le modele Ceeur - Halo étant artificiel, on en connait pas I'expression du
potentiel gravitationnel ). On en « connait » néanmoins le profil de densité :

— le coeur, de taille b, a une densité constante ;

— le halo a une densité en loi de puissance d’exposant —4 (1),
On peut donc tenter de « reconstruire » ce potentiel via ’équation de Poisson.

B.3.1 Détermination de ()

Dans le coeur : r < b

1d d
Ay =4nGpy — —— r2—w = 47Gpg
r2 dr dr
&y 4
20Y _ 4 3(2)
= o 37er0r
2
= ¥(r) = 3mGpor* — do (B.5)

Dans le halo: »>b

r2 dr dr
d 4
— 2 _ —4rGpy— + A
dr
vtoA

Les expressions (B.5) et (B.6) ont fait apparaitre deux constantes d’intégration
g et A, qu’il nous faut maintenant déterminer avec les conditions de raccordement
en 7 = b, a savoir la continuité de la masse et la continuité du potentiel.

Continuité de la masse en r = b

4 16
ngpgb?’ = —AnGpob® + A —= A = ET‘-GPObg (B.7)

1. Dans le cas du modele isochrone, la densité admet en I’co une asymptote en loi de puissance
d’exposant —4. Pour le modele de Plummer, cet exposant est —5.

2. La constante d’intégration est nulle car la masse contenue dans la boule de rayon 0 est
nulle
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Continuité du potentiel en r =10

1 2
2rGpob® — gﬁﬂGpon = gﬂGpobz — ¢ <= ¢ = 4G pob* (B.8)

Expression finale

En éliminant py dans les expressions précédentes, on obtient :

r2 .
¢0<%2—1> sir<b

1/1(7’) = b2 4b
QZ)[) <2742 - 37"> sir Z b

(B.9)

B.3.2 Calcul des rayons apocentrique et péricentrique

Puisque le modele Ceeur-Halo est défini par morceaux, on va se restreindre a
I’étude des orbites confinées dans le cceur et des orbites confinées dans le halo. Cette
restriction correspond a des faits expérimentaux et probablement observationnels.

Les étoiles du ccoeur
L2 7,,2
’l}r:0:>H:27r2¢0 (6[)2_1)
= gor* — 602 (H + ¢o)r® + 3b°L* =0

De maniere générale, ce polyndéme doit étre négatif ou nul, ce qui signifie que
r2 doit évoluer entre les deux racines. On est donc face & une équation bicarrée qui
doit admettre deux racines réelles positives.

Le discriminant réduit de cette équation est A’ = 9b*(H + ¢g)? — 3bL%¢. La
condition de positivité des racines impose que H > —¢g. La condition d’existence
de deux solutions réelles positives est donc :

L2¢y

352 < H<QO0

—¢o +

Cette condition impose alors L? < 3b%¢g. Dans le cas ot ces conditions sont
vérifiées, les rayons apocentrique et péricentrique ont pour expression :

. _\/3b2(H+¢>o)—\/N

b0
\/ 302(H + o) + VA
T"maxz = (bO

Il reste donc a s’assurer que r < b.
max

L’étude du signe de r2,,, — b? nous donne pour condition supplémentaire :
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L?  5¢g
H in|{———
< min <2b2 5 ,0
En conclusion, I'existence de deux solutions réelles est assurée par
L? < 3b%¢oy
L2¢y . L2 5¢p (B.10)
—o + 32 <H<m1n<2b2—6,0

Les étoiles du halo

L? v’ 4b
= H=— s
vr=0= 272 o (27‘2 3r>

—> 6H7r? + 8bgor — 3(L* + b)) = 0

De maniere générale, ce polynome doit étre positif ou nul, ce qui signifie que
r doit évoluer entre les deux racines.

Le discriminant réduit de cette équation est A’ = 16b%¢o> + 18H (L? + b*¢y).
La condition d’existence de deux racines réelles impose :

2 2
o SV

_ 800" g
OL2+b2g) ~

Sous cette condition, on obtient deux racines positives, d’apres les coefficients
du trinoéme :

S —4b¢0 + VA
min — 6H
by — /A

6H
Il reste donc a s’assurer que Ty, > b :

T"max =

—4bdo + VA
min b b
T >0 — 6H >

L2
= \/16¢02 +18H <b2 + ¢o> < 6H +4¢y ¥

L2
— 16¢0> + 18H <b2 + o

) < 36H? + 48H ¢y + 166>

L2
:>H<36H+30¢>0—18b2>>0
L? 5
— H< ——=-¢pg=H
<2b2 6¢0 3

3. Ceci impose que Hs = —ﬂ < H < 0, condition supposée vérifiée par la suite.
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Pour pouvoir conclure, il nous faut maintenant ordonner Hi, Hs et H3 et
obtenir ainsi une condition sur les valeurs possibles de L?.
Par construction, on doit nécessairement avoir Hs > Hy et Hy > H;.

L?* 5 8b2 >

Ha— H = —__ _Z e
3= Hi> 0= o — 5% 52 vgy)
— 9L* — 6L%b?pg + b*dp> > 0

— (3L% —b%¢p)” > 0

>0

Cette condition est donc toujours vérifiée.

L? 5 260

Hg—H2>0:>27b2—6¢0+?>0
:>L2<—¢0b2
3

Cette condition nous permet également de s’assurer que Hs > 0. On peut
donc maintenant conclure sur les conditions d’existence de deux solutions réelles
positives :

2

9 _ ¢ob

L<=3 (B.11)
maX(Hl,Hg) < H < Hs

B.3.3 Calcul de la période orbitale

Comme pour le modele de Plummer, on calculera l'intégrale de maniere
approchée a I'aide d’une somme de Riemann.
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DYNAMIQUE GRAVITATIONNELLE MULTI-ECHELLE — FORMATION ET
EVOLUTION DES SYSTEMES AUTO-GRAVITANTS NON ISOLES

Résumé : L’objet de cette these est I’étude de la formation et des propriétés des systémes
auto-gravitants isolés et non isolés a l'aide de simulations numériques d’effondrements
gravitationnels de systemes a N corps.

Dans une premiere partie, nous synthétisons les principaux résultats analytiques
concernant le systéeme d’équations couplées Boltzmann sans collisions - Poisson, qui modélise
les systemes auto-gravitants non collisionnels, et leur extension en présence d’un champ
extérieur, ainsi que certaines solutions analytiques.

Dans une seconde partie, nous présentons les codes que nous avons utilisés et nous
introduisons des notions de calcul parallele et réparti, certains éléments ayant été parallélisés
a l’aide de la bibliotheque d’échange de messages M.P.I.

Enfin, dans une derniere partie, nous exposons les différents résultats de nos
simulations et leurs analyses. La premiere partie d’entre eux concerne I'approfondissement de
I’étude des conditions initiales nécessaires au déclenchement des instabilités d’Antonov, ainsi
que I’étude de la dynamique interne des systémes auto-gravitants isolés. La seconde partie
concerne I'étude de ces systemes mis en orbites dans un potentiel extérieur, visant a étudier
son influence sur le processus de formation des systéemes auto-gravitants par effondrement
gravitationnels.

Mots-clés : dynamique des systémes auto-gravitants, effondrement gravitationnel,
stabilité des systemes auto-gravitants, amas globulaires, galaxies elliptiques, dynamique
interne, mouvement orbital, équation de Boltzmann sans collisions, équation de Poisson,
codes particulaires, calcul réparti.

MULTISCALE GRAVITATIONAL DYNAMICS — FORMATION AND EVOLUTION
OF NON-ISOLATED SELF-GRAVITATING SYSTEMS

Abstract : The purpose of this PhD thesis is to study the formation process
and properties of self-gravitating systems, isolated or not, using N-body simulations of
gravitational collapse.

In the first part, we summarize the major analytical results about the collisionless
Boltzmann - Poisson coupled system of equations, modelling the dynamics of collisionless
gravitational systems. We present a study of the influence of the external potential on these
results and of some analytical solutions.

In the second part, we present the software we used to perform the simulations and
introduce some concepts of data and task parallelism, having some elements parallelized
with the M.P.I. library.

In the third and final part, we present the results of the numerical simulations,
according to two studies. The first one concerns the complementary study of initial conditions
leading to Antonov instability, and the study of internal dynamics of isolated self-gravitating
systems. The second one concerns the study of the influence of an external potential to the
gravitational collapse process.

Keywords : dynamics of self-gravitating systems, gravitational collapse, stability of self-
gravitating systems, globular clusters, elliptical galaxies, internal dynamics, orbital move,
collisionless Boltzmann equation, Poisson equation, N-body codes, data parallelism.
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