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Introduction

Tout d’abord nous tenons a rappeler que cette these a été cofinancée par la région
Nord Pas de Calais et EdF R&D et a été effectuée dans le cadre du Centre Nationale
de Recherche Technologique « Réseaux et machines Electriques du Futur » dans le cadre
du programme FUTURELEC IV. Elle s’inscrit dans une des thématiques du laboratoire
commun LAMEL mis en place entre le Laboratoire d’Electrotechnique et d’Electronique
de Puissance de Lille (L2EP) et EAF R&D.

De maniere générale, les méthodes de simulations numériques en électromagnétisme
sont utilisées, par exemple, pour :

— évaluer les performances d’une machine sans avoir a la construire (prototypage,

conception. .. );

— mettre au point des stratégies de commande adaptées a un fonctionnement donné;

— évaluer la signature d’un défaut ou d’une combinaison de défauts pour le CND ;

— isoler 'origine d'un probleme que 1’on a pu observer sans connaitre sa provenance ;

— prévoir le comportement d’'un matériel électrique cotteux quand il est utilisé en

dehors de ses spécifications ;

Pour créer un modele numérique, il faut d’abord écrire mathématiquement le probleme
que l'on veut résoudre (c’est-a-dire passer d’'une situation réelle physique a une écriture
mathématique censée approcher la réalité). On peut alors considérer un modele numérique
comme une boite noire admettant des parametres d’entrée (qui caractérisent le systeme
étudié comme la géométrie du systeme, les lois de comportement des matériaux et des
sources par exemple) et qui renverra des valeurs numériques caractérisant des parametres
de sortie (répartition de I'induction magnétique ou une grandeur globale comme le courant
dans un bobinage, ... ).

Actuellement, pour simuler des systemes électromagnétiques, les parametres d’entrée
des modeles numériques sont supposés parfaitement connus. Des logiciels appliquant la
méthode des éléments finis permettent alors de modéliser et de simuler le comportement
des appareils électriques. Ces logiciels ont besoin non seulement de la géométrie de ce
que l'on souhaite étudier, mais aussi de certaines propriétés physiques caractéristiques
des matériaux utilisés dans le systeme a analyser comme les lois de comportement des
matériaux . La méthode des éléments finis permet de résoudre le modele mathématique
et calcule, « naturellement », des valeurs locales (potentiel scalaire associé au noeud d’un
maillage, potentiel vecteur associé a des arétes etc).

Lconductivité, perméabilité . . .
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Parfois, on préférera obtenir comme grandeurs de « sortie » d’un logiciel de simulation
des valeurs que 'on peut analyser et mesurer plus facilement. Il est donc d’usage de
chercher des valeurs globales (intensité, tension aux bornes d’un bobinage, résistances
équivalentes, couples, etc ...). Ces grandeurs globales sont plus aisément analysables car
elles sont plus représentatives, en général, du systeme a étudier. Le calcul des grandeurs
globales peut étre directement relié a la formulation variationnelle que ’on résout avec la
méthode des éléments finis (en utilisant les lemmes de Green-Ostrogradsky par exemple
ou son équivalent pour les formulations en potentiel vecteur). C’est cette approche que
nous utiliserons et développerons.

Comme cela a été signalé plus haut, en général, on suppose que toutes les caractéris-
tiques physiques sont parfaitement connues. Cependant, ces parametres caractéristiques
(méme en admettant qu’ils soient bien maitrisés lors de la fabrication) vont avoir une
vie spécifique : ils seront soumis a des gradients de température, des différences de pres-
sion, des irradiations etc. .. Toutes sortes de phénomene que nous ne pouvons ni controler,
ni noter en chaque instant et qui, a priori, vont entrainer une modification des valeurs
numériques de ces parametres physiques.

On peut donc, dans certain cas, supposer 'existence d’incertitudes sur certains de ces
parametres physiques (qui seront des parametres d’entrée pour notre modele numérique).
La question que 'on se pose alors est de savoir comment modéliser ces incertitudes. Plus
précisément, dans quel langage mathématique va-t-on quantifier ces incertitudes? Il y a
plusieurs solutions pour cela. On pourrait utiliser des approches de types logiques floues
ou de type probabiliste.

Nous ferons le choix dans la suite d’utiliser le formalisme des probabilités pour quan-
tifier les incertitudes [8,50,51].

Ainsi on peut considérer que les incertitudes portant sur les lois de comportement,
par exemple, seront modélisées par des champs ou des variables aléatoires. Cela induit de
pouvoir caractériser de maniere suffisamment précise les propriétés de ce champ aléatoire
(densité de probabilités, structure de covariance par exemple). En fait, il faut pouvoir
passer de la situation concrete (la machine réelle que 'on souhaite étudier) a 1’écriture
mathématique de celle-ci. 11 s’agit donc de quantifier les incertitudes. Pour se faire, il est
possible d’utiliser les statistiques. Dans ce cas, il faudra donc pouvoir disposer d’une base
de données contenant des valeurs numériques liées au parametre physique que 1’on souhaite
modéliser par un champ aléatoire puis utiliser les méthodes disponibles en statistique pour
passer de ce jeu de valeurs (ou échantillon) a une densité de probabilité par exemple.

Si 'on suppose que les incertitudes portant sur certains des parametres d’entrée sont
modélisés par des objets probabilistes (champs aléatoires ou variables aléatoires), il faut
ensuite étre a méme de propager ces incertitudes vers les parametres de sortie de notre
modele. De fait, les modeles numériques déterministes (qui n’utilisent pas le langage des
probabilités) ne sont pas adaptés a la résolution de problemes présentant des variables ou
des champs aléatoires en entrée.

En effet, si certains des parametres d’entrée sont des variables aléatoires ou des champs
aléatoires, les parametres de sortie seront aussi des variables aléatoires ou des champs
aléatoires (ces parametres de sortie peuvent en fait étre vus comme des fonctionnelles de
variables aléatoires ou de champs aléatoires).

I1 se dégage alors deux types de modeles numériques différents. Le premier sera adapté
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a une question précise. Par exemple, on pourra se demander quelle est la probabilité
pour que le courant électrique au travers d’une surface dépasse telle valeur. Des lors, on
pourra utiliser des modeles qui permettent de répondre a ce type de question seulement
(les modeles dit FORM ou SORM permettent de répondre a cette question par exemple
[11,35,42,67]). Mais ceux-ci répondent seulement & un type de question en particulier
et ne permet généralement pas de répondre a plusieurs questions a la fois (il faudra un
modele pour obtenir les moments probabilistes, un pour évaluer la probabilité d’occurence
d’un évenement. . . ).

L’autre type de modele, qui est celui sur lequel nous avons travaillé, permet de récu-
pérer sinon la totalité du moins une grande partie des informations probabilistes. De fait,
on donnera en entrée du modele des variables aléatoires et le modele donnera en sortie des
variables aléatoires. On aura ainsi propagé les incertitudes des grandeurs d’entrée vers les
grandeurs de sortie. Une fois les variables aléatoires de sortie caractérisées, nous serons a
meéme de pouvoir répondre a quasiment toutes les questions que 1’on pourra se poser.

Ayant fait le choix de récupérer des parametres de sortie sous forme de champs aléa-
toires il est nécessaire de développer des outils permettant d’analyser les résultats. A
savoir, comment récupérer la moyenne, les moments, la probabilité de dépasser telle ou
telle valeur. ..

Si on résume ce que l'on vient de dire, nous avons trois problématiques différentes :

— Comment modéliser les incertitudes des parametres d’entrée? A savoir, comment
passer du probleme concret a une écriture mathématique permettant de caractériser
les parametres d’entrée du modele numérique ?

— Comment propager ces incertitudes des parametres d’« entrée » du modele vers les
grandeurs de sortie (locale ou globale) 7 C’est-a-dire qu’en admettant que nous ayons
écrit les parametres d’entrée sous une forme mathématique précise, existe-il des
méthodes numériques permettant de résoudre numériquement (ou analytiquement)
le probleme ainsi posé ?

— Comment interpréter les résultats obtenus ?

Notre travail a principalement été centré sur la seconde problématique. C’est-a-dire
que nous avons supposé les parametres d’entrée du modele décrits sous forme probabiliste
et nous avons développé des méthodes permettant de récupérer les sorties sous forme
de fonctionnelles de variables aléatoires. Nous avons aussi développé ou utilisé des outils
permettant d’interpréter les résultats obtenus. Ce mémoire comporte quatre chapitres.

Au cours du premier chapitre, nous introduirons I’écriture mathématique du probleme
de I'électromagnétisme statique présentant des incertitudes portant sur les parametres
d’entrée. On appellera de tels types de problemes des probléemes aléatoires. Nous nous
placerons dans le cas particulier de ’électrocinétique linéaire. Nous présenterons ensuite
quelques méthodes qui permettent de résoudre de tels problemes (méthode provenant pour
la plupart du génie mécanique : [32,47,56]). Nous expliciterons notamment la méthode
de Monte Carlo, MCS, qui nous servira de référence.

Dans le second chapitre, nous allons nous intéresser aux méthodes de projection sur
le chaos polynomial de Hermite. Ces méthodes peuvent étre utilisées avec la méthode des
éléments finis déterministes [13,36]. Nous rappellerons rapidement le principe des éléments
finis déterministes, puis nous présenterons les polynomes de Hermite qui permettent de
construire le chaos polynomial de Hermite. Nous nous intéresserons ensuite aux méthodes
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de projection, qui sont dites non-intrusives en cela qu’elles ne nécessitent pas de modifi-
cations profondes du code éléments finis [2,5,6,37,55,61,62]. Les méthodes de projections
nécessitent le calcul d’une espérance. Pour effectuer ce calcul, plusieurs méthodes peuvent
étre envisagées. Deux de ces méthodes seront présentées : la premiere est basée sur une
approche de type Monte Carlo (NIMC'), la seconde est basée sur un schéma de quadrature
de type Hermite Gauss, NIHG. Ces deux méthodes seront ensuite validées et comparées
sur des cas académiques.

Dans le troisieme chapitre, nous présenterons une méthode qui peut étre vue comme
une généralisation de la méthode de Galerkin dans le cas ou les parametres d’entrée sont
aléatoires, cette méthode est appelée spectral stochastic finite element method, SSFEM?>
[3-5,30,31,41,43,46,48,56,63,66]. Apres avoir donné quelques propriétés supplémentaires
liées aux polynomes de Hermite, nous expliciterons la démarche permettant de passer du
probleme continu au probleme discrétisé et finalement a un systeme linéaire. Nous verrons
qu’il est possible d’exprimer les variables d’entrée sous forme de série de polynomes de
Hermite et nous donnerons une intéressante propriété liée a cette écriture. Nous étudierons
I'influence de la troncature de la série précédente sur la qualité des valeurs de sortie. Dans
le cadre de I'implémentation informatique de cette méthode nous avons été confronté a
des problemes de stockage de la matrice de raideur du systeme linéaire. Pour résoudre ce
probleme, nous expliciterons des propriétés structurelles de la matrice de raideur et nous
verrons qu’elle peut s’écrire sous forme de somme de produit tensoriel de matrices de tailles
beaucoup plus réduites. Nous avons ensuite développé un algorithme de produit matrice
vecteur utilisant cette écriture, puis nous l'avons utilisé dans l'algorithme de résolution
du systeme linéaire.

Dans le quatrieme chapitre, nous nous intéresserons aux calculs d'une grandeur glo-
bale : I'intensité. Pour se faire, nous utiliserons une expression liée a la conservation de
la puissance, et nous rappellerons comment calculer I'intensité ainsi définie dans le cas
déterministe. Nous verrons que pour la SSFEM, nous pouvons généraliser I’approche pré-
cédente moyennant une propriété sur la densité de courant. Dans le cas de la méthode
non-intrusive de projection de Hermite Gauss, NIHG, l'intensité sera vue comme sortie
directe du modele. Nous validerons et comparerons ces deux approches pour des exemples
académiques. Dans un second temps, nous étudierons la faisabilité de 'utilisation de ces
méthodes pour traiter un probleme industriel, a savoir ’étude d’un manchon de cables
électriques a haute tension.

20n trouve aussi I'appellation éléments finis stochastiques.



Chapitre 1

Formalisation du Probleme et état
de ’art

Nous allons expliciter le cadre mathématique de ce que mous avons appelé probléme
aléatoire. Comme nous 'avons expliqué dans 'introduction, notre but est de développer
un modeéle numérique qui puisse prendre en tant que parametres d’entrées des variables
aléatoires dans le cadre de [’électromagnétisme statique. Nous souhaitons étre a méme
de propager des incertitudes de certains parametres d’entrée comme les lois de comporte-
ments vers des données de sortie comme les champs €électromagnétiques. Dans un premier
temps, nous allons rappeler le cadre mathématique dans le cas ou toutes les données sont
supposées parfaitement connues. Puis nous nous appuierons sur cela pour développer le
cadre probabiliste.

1.1 Cadre Mathématique déterministe du probléeme

1.1.1 Equations de Maxwell

Dans le cadre déterministe en électromagnétisme, les modeles numériques sont basés
sur les équations de Maxwell. C’est un systeme d’équations aux dérivées partielles qui
lient entre eux différents champs de vecteurs électriques et magnétiques. Ces équations
regroupent d’une part le théoreme d’Ampere, la loi de Faraday et les lois de conservations
magnétiques et électriques :

rot(H) =J+0,D (1.1)
rot (E) = —0;B (1.2)
div(B) =0 (1.3)

div (D) = p, (1.4)

(1.5)

Les quatre champs de vecteurs H, B, E et D sont appelés respectivement champ magné-
tique (A/m), induction magnétique (7"), champ électrique (V/m) et induction électrique
(C'/m?). J est la densité de courant (A/m?), p, est la densité volumique de charges (C/m?)
et t le temps (s).
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Les équations (1.1) page précédente et (1.2) page précédente couplent les champs
magnétiques et électriques.

Les équations (1.3) page précédente et (1.4) page précédente sont des équations de
conservation des inductions magnétiques et électriques.

Dans le cadre de I’électrotechnique, il est d’usage de supposer que I'on peut négliger les
variations du champ d’induction électrique au cours du temps 9;D devant J (c’est-a-dire
que I'on néglige les courants de déplacement, [52]). On obtient la forme locale du théoreme
d’Ampere :

rot (H) =1J (1.6)

Ce qui implique directement la conservation de la densité de courant :
div(J)=0 (1.7)

Par la suite, nous allons nous placer dans le cadre de problemes statiques. C’est-a-dire
que nous négligerons aussi le terme —d;B. Il faut signaler que de nombreux problemes
d’électrotechnique peuvent étre traités sous cette hypothese. Nous aurons alors a résoudre
trois problemes différents qui seront :

1. la magnétostatique;
2. 'électrostatique;;
3. I'électrocinétique.

Nous allons expliciter les problemes que nous souhaitons résoudre.

1.1.1.a Probleme de I’électrocinétique

Dans la suite, nous allons nous intéresser au probleme de 1’électrocinétique. Ce choix
est fait pour simplifier les calculs et les notations mais peut se généraliser sans difficulté
aux autres cas statiques comme on le verra par la suite. Le probleme de 1’électrocinétique
peut s’écrire sous la forme :

div(J)=0
{ ot (E) = 0 (18)

1.1.1.b Probleme de magnétostatique

En traitant le probleme de 1’électrocinétique, on traite aussi le cas de la magnétosta-
tique. En effet, si on pose :

H=H,+H, (1.9)

Avec H, défini comme étant égal au rotationnel du J source, et H, le champ réduit, on
veut alors vérifier le systeme :

div(B) =0
{ rot (H,) = 0 (1.10)
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1.1.1.c Probleme d’électrostatique

De méme, le probleme de I'électrostatique sans charge s’écrit :

div(D) =0
{ rot (E) = 0 (1.11)

1.1.2 Lois de comportement

Le systeme d’équations précédent, tel quel, est indéterminé (c’est-a-dire qu’il n’admet
pas de solution unique). Il faut aussi prendre en compte le comportement des matériaux
qui sont modélisés via les lois de comportement ou relations constitutives. Ces lois
sont les suivantes :

J=oE (1.12)
B = ,H (1.13)
D= E (1.14)
Ou o est la conductivité électrique (27 'm™1), u est la perméabilité magnétique (H/m)

et € est la permittivité électrique (F/m).

Sans hypotheses supplémentaires, o, et € ont un caractere tensoriel et leur valeur
n’est pas constante (phénomene d’hystérésis, de saturation, dépendance a la température,
a la pression, a l'espace...). Dans certaines applications, supposer les grandeurs o, p et
¢ indépendantes du champ est tout-a-fait réaliste et permet de simplifier le modele en le
rendant linéaire. On supposera ceci dans la suite.

La encore, le systeme présente une infinité de solutions et il faut ajouter des conditions
limites pour pouvoir obtenir 1'unicité de la solution.

1.1.3 Conditions aux limites

Pour que le probleme admette une solution, on doit imposer des conditions limites.
On impose ainsi des conditions limites sur les composantes normales ou tangentielles des
champs. En electrocinétique, la surface frontiere I' du domaine d’étude D sera ainsi divisée
en deux parties complémentaires 'y et ['g comme sur la fig. 1.1 page suivante.

div(J)=0 sur D
J-n=0 sur [y (1.15)
EAn=0surI'g

Dans ce modele numérique, les parametres d’entrée sont la géométrie du domaine que
I'on souhaite étudier, les conductivités des différents matériaux qui la composent et des
conditions limites (imposition d’une tension aux bornes de I'appareil ou d’un courant).
Les parametres de sortie que ’on cherche habituellement sont alors le champ électrique
E et la densité de courant J. A partir de ceux-ci, on peut obtenir un certain nombre de
grandeurs globales comme par exemple le courant traversant une surface de la frontiere du
domaine. Il est cependant d’usage en électrotechnique de résoudre le probleme en potentiel
vecteur ou scalaire et non en champs, dans le cadre de notre these, nous avons étudié la
formulation en potentiel scalaire.
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I'; J.n=0
/7 ™

I
0 Exn=
Domaine D

F1G. 1.1 — Conditions limites

1.1.4 Formulation en potentiel scalaire

D’apres le systeme d’équations (1.15) page précédente, le champ E est irrotationnel,
de fait si le domaine d’étude D est simplement connexe, alors il dérive d’un potentiel
scalaire . On peut alors écrire le probleme sous la forme suivante :

E= V() (1.16)

Comme terme source dans la suite, on voudra imposer une différence de potentiel entre
deux surfaces de I'g. On peut supposer que cette surface est divisée en deux composantes
connexes, I'g, et I'g, comme sur la fig. 1.1. Sur ces deux surfaces, comme la composante
tangentielle de E est nulle, le potentiel scalaire est constant. On imposera une valeur ¢,
sur I'g, et ¢y sur I'g,. Pour assurer l'unicité du potentiel scalaire, on prendra ¢; = 0 et
V2 = Pum- Pum correspond alors a la différence de potentiel que nous souhaitions imposer,
les conditions limites deviennent alors :

J - n=0 sur 'y
¢ =0sur I'g, (1.17)
¢ - gplim sur PE2
Comme nous sommes en linéaire, la loi de comportement a un caractere scalaire et la
condition limite sur le champ J peut s’écrire sous la forme :

V(p) n=0sur 'y (1.18)
Le probleme (1.15) page précédente devient alors :

div (oV (¢)) = 0,sur D
V(p) n=0 sur Iy

¢ =0 sur I'g,

© = QP sur I'g,

(1.19)

1.2 Incertitudes et écritures mathématiques

Nous avons maintenant une écriture mathématique du probleme que nous souhaitons
traiter dans le cas déterministe. En général, on suppose que I'on connait parfaitement le

0
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domaine spatial D, les lois de comportement mises en jeu dans ce domaine et les conditions
limites. Cependant, du fait du vieillissement, d’une dépendance a un parametre d’état mal
maitrisé (pression ou température), il peut arriver que certains des parametres d’entrée
soient mal connus.

On peut donc supposer l'existence d’incertitudes sur la géométrie, les lois de compor-
tement, ou encore les sources. Dans notre travail, nous nous sommes concentrés sur les
incertitudes portant sur les lois de comportement.

Dans le cas d’incertitudes sur les sources, les méthodes que nous allons développer
peuvent étre appliquées [3,41]. Dans le cas linéaire, en supposant que les aléas portant sur
les sources sont indépendants des aléas portant sur les lois de comportement, cela revient
a traiter des systemes d’équations indépendants. On se ramene alors a la résolution de
systemes linéaires indépendants qui sont tres similaires aux problemes que 1'on résout
dans le cas déterministe. Dans le cas non linéaire, cette indépendance n’existe plus. On
est alors amené a résoudre un systeme non linéaire.

Les incertitudes portant sur la géométrie sont par contre d’'une nature beaucoup plus
complexe, que ce soit au niveau de la modélisation que de I'implémentation des méthodes
au niveau informatique. Deux questions se posent alors, comment modéliser correcte-
ment une géométrie aléatoire a I'aide de surfaces paramétrées (confere le paradoxe de
Bertrand') 7 Comment controler les bruits de maillage nécessaire a la discrétisation de
Iespace liés aux générations d’une géométrie particuliere ? Le probleme de la géométrie
aléatoire est de fait, a notre connaissance, un probleme largement ouvert méme s’il existe
des stratégies permettant de les résoudre [10].

A partir de maintenant nous ne considérerons plus que des incertitudes sur les lois de
comportement.

Dans la suite, nous allons supposer que les lois de comportement peuvent s’écrire sous
forme d’objets probabilistes. L’objet le plus général permettant de décrire un compor-
tement aléatoire est le champ aléatoire. Nous montrerons par la suite qu’il est possible
dans les cas qui nous intéressent de se ramener a une écriture sous forme de variables
aléatoires. Nous allons donner ici quelques rapides définitions qui nous serons utiles pour
la suite. Pour plus de détails, nous vous renvoyons soit a la lecture de 'annexe A page 159
consacrée aux probabilités soit a la bibliographie a ce sujet [51].

1.2.1 Quelques bases de probabilités

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et théoremes nécessaires pour
la suite. Notons que ces notions sont plus amplement évoquées dans I'annexe A page 159.

10On veut calculer la probabilité p pour qu’'une corde choisie au hasard sur un cercle soit plus grande que

le c6té du triangle équilatéral inscrit. En considérant le cercle unité, Bertrand proposait deux approches :
— On prend les deux extrémités de la corde au hasard sur le cercle. La premiere étant choisie, la
longueur de la corde sera supérieure au coté du triangle équilatéral si et seulement si la seconde

S : T e 27
extrémité se situe dans un secteur angulaire d’ouverture —. La probabilité est donc de —.

— On prend le centre de la corde au hasard sur le disque unité. p est alors la probabilité pour que le
centre soit dans un disque de rayon 1/2, centré en l'origine. La surface de ce disque étant d’un quart,
p vaut 1/4.
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Généralement, les observations d’un phénomene aléatoire sont appelées réalisations si
il n’y a qu'une observation ou échantillon s’il s’agit d'un ensemble d’observations.

Tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire forment un ensemble que 1’on
appelle I'univers et que I'on notera par la suite ©.

On appelle évenement un sous-ensemble de 1'univers. C’est-a-dire une collection de
résultats possibles a une expérience aléatoire donnée.

L’ensemble des événements forment une tribu notée 7g. C’est un ensemble d’évene-
ments qui a des propriétés spécifiques (voir annexe pour plus de détails).

Le but des probabilités est d’associer une mesure aux événements pouvant arriver
(c’est-a~dire qu’a chaque événement on associe une probabilité de réalisation). On notera
Po la mesure de probabilité ainsi définie.

La donnée de I'univers, de la tribu d’évenements et de la mesure de probabilité forment
un espace probabilisé que 1'on notera (0, 7g, Po).

Une variable aléatoire dans IR? est une fonction qui va de (0,70, Po) dans R?. On
appelle loi de probabilité de X la loi telle que :

VA C IR Po(X~(A)) = Px(A) (1.20)

Moyennant la relation d’ordre partiel alphabétique dans IR?, dont on rappelle ici la défi-
nition :

Vj<f,l'j:yj et

1.21
Tp <Yy ( )

(xla"' 7xd) < (ylf" 7yd) <:>E|f€ 17 7d7{
On peut alors définir la fonction cumulative ou la fonction de répartition de la variable
aléatoire X comme étant la fonction Fy de R? dans IR définie par :

Vo € IR Fx(z) = Px(X(0) < z) (1.22)

On peut aussi définir la densité de probabilité de la variable aléatoire X (notée fx)
comme étant la fonction qui vérifie la relation suivante :

WA C IR Po(X-1(A)) = Py(X(0) € A) /A Fr(@) dhalz) (1.23)

Remarquons que cette fonction n’existe pas pour toutes les variables aléatoires (mais on
ne travaillera qu’avec des variables aléatoires qui admettent une densité). Un moyen de
comprendre ce qu’est une densité est de se dire que la densité est la fonction telle que si
on l'integre sur un évenement donné, la valeur obtenue représente la probabilité pour que
cet évenement se réalise.

On peut définir un certain nombre d’outils qui permettent de quantifier la dispersion
d’une variable aléatoire. Considérons X et Y deux variables aléatoires réelles définies sur
(0,76, Po), on a alors :

1. la quantité f@ XdPg est appelée moyenne ou espérance mathématique de X. Elle
est notée F(X) ou EX. Notons que l'on peut exprimer cette quantité en terme de
densité si elle existe par :

B(X) = /sz o fx(2)dz (1.24)
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2. Pour tout a > 0 la quantité f@ X%Pg est le moment d’ordre a de X. Remarquons
que c’est aussi la moyenne de X*. Notons que 1'on peut exprimer cette quantité en
terme de densité par :

— BE(XY) = /]Rd 2 fx(z)dz (1.25)

3. La quantité E((X — E(X))*) est appelée moment centré d’ordre a.

4. Le moment centré d’ordre 2 (0% = E((X — E(X))?)) est aussi appelé variance de
X. Sa racine carrée est appelée écart-type de X. Remarquons que la variance a pour
unité le carré de I'unité de la variable aléatoire alors que 1’écart-type a la méme
unité que la variable aléatoire.

5. On définit la covariance entre X et Y par :
cov(X,Y)=FE[(X — E(X))(Y — E(Y))] (1.26)

Notons que 'on peut exprimer cette quantité en terme de densité jointe (que 'on
notera fxy(x,y)) par :

X V)= [ [ o= BOON = B0 )dady 127

La covariance est un moyen de quantifier la dépendance entre la variable aléatoire
X et la variable aléatoire Y. La densité jointe est la fonction qui permet de calculer
la probabilité pour que le couple (X,Y") appartienne a un ensemble A donné (c’est
comme la densité d'une seule variable aléatoire, a noter que si les variables aléatoires
X et Y sont indépendantes, alors fxy = fx fy).

Exemple: 1.2.1. Nous allons illustrer les définitions précédentes a l’aide de variables
aléatoires swivant une loi gaussienne. On suppose que X est une wvariable aléatoire a

valeurs dans IR qui suit une loi normale de moyenne i et de variance o 2.
1

V2o

1 _
Sa fonction de répartition Fx est Fx(x) = 5(1 + erf(%))?’.

el5).

La densité de probabilité de X est alors définie par fx =

Z est une variable aléatoire gaussienne centrée réduite si elle est de moyenne nulle et

de variance unitaire. On a donc Z =

1 2
d(x) = e ",
(@) = ——
Les moments de la variable aléatoire Z existent pour tout n € IN. Du fait de la parité de
la fonction de répartition tous les moments d’ordre impair sont nuls. De plus, le moment

d’ordre 2k est tel que moy, = 22’@_12'

— ' Sa densité souvent notée O(x) est fz(x) =
o

Si on considére I'espace £2(0,7T, Pg) des variables aléatoires & valeurs dans IR & va-
riance finie (F(X?) < +00), si on munit cet espace du produit scalaire défini par :

< X,Y >= E(XY) (1.28)

2La donnée de la moyenne et de la variance d’une loi normale la définit parfaitement.
3erf représente la fonction erreur.
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Et de la norme associée :
1 X[ = VE(X?) (1.29)

On peut montrer que (£*(0,7, Ps), || - ||) est un espace de Hilbert.

Nous venons de donner les principaux outils permettant de travailler avec une variable
aléatoire, nous allons maintenant expliquer, tres rapidement, ce qu’est un champ aléatoire.
C’est un objet a la fois plus complexe et plus difficile & manipuler qu’une variable aléatoire.

On peut définir un champ aléatoire T'(x,0) comme étant un ensemble de variables
aléatoires indexées par un parametre = € IR?. Cela peut s’écrire comme :

T(z,0): R*x6 — R (1.30)
(x,0) — T(z,0)
On peut interpréter un champ de deux manieres différentes. Soit en tant qu’ensemble de
variables aléatoires indexées par le parametre x, soit en tant que variable aléatoire qui
prend ses valeurs dans les fonctions de IR? dans lui-méme.

On appelle trajectoire du champ la fonction : T(xy,-) : £2(0,7, Po) — IR".

On appelle réalisation du champ la fonction : T'(-,6,) : IR* — IR".

On peut définir la fonction d’autocovariance du champ 7' (notée Cr) qui est une
généralisation de la notion de covariance par :

Cr(w1,w2) = E([T(21,0) — E(T(21, )T (22,0) — E(T (22,0))]) (1.31)

Cela permet de quantifier la dépendance entre les points. C’est-a-dire de quelle maniére
la valeur d’un point dépend de la valeur de ses « voisins »*.

1.2.2 Formalisation des incertitudes sur les lois de comporte-
ment

1.2.2.a Champs aléatoires

Ainsi, si on considere la conductivité d’une certaine région du domaine d’étude D,
on peut supposer qu’a cause de nombreux facteurs, on ne connaisse pas exactement la
valeur de cette conductivité en tout point. A chaque point de la piece, on associe une
variable aléatoire qui aura une certaine moyenne et une certaine dispersion autour de
cette moyenne. Plus précisément, a chaque point de la piece, on associe une variable
aléatoire qui aura une densité de probabilité. On peut supposer que les variations autour
de la moyenne ne seront pas trop grandes, et donc que la variance de toutes ces variables
aléatoires sera uniformément bornée. On imagine sans trop de difficulté que la valeur de
la conductivité en un point ne va pas étre completement indépendante de la valeur prise
autour de ce point. La conductivité telle que nous venons de la décrire est un ensemble de
variables aléatoires indexées par le parametre x (qui représente la position spatiale). La
conductivité dans cette région peut donc étre vue et modélisée comme un champ aléatoire.

La caractérisation statistique d'un tel champ aléatoire n’est pas forcément aisée. Il
faut en effet avoir acces a un grand nombre de données.

411 peut y avoir une dépendance aux points éloignés, en fait, la valeur au point considéré peut dépendre
des valeurs prises partout ailleurs.
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La valeur prise par la conductivité en chaque point du domaine dans un cas donné
sera une réalisation du champ aléatoire conductivité ainsi défini.

Des lors, dans la mesure ou la conductivité est aléatoire, on comprend que les grandeurs
locales ou globales de sortie seront aussi des champs aléatoires.

En notant z la dépendance a l'espace et 0 la dépendance a ’aléa, et en notant D le
domaine spatial. Le probleme que nous souhaitons résoudre pourra alors étre écrit sous
la forme suivante :

( )( 0) (1.32)
(x,@) n:O sur I'g X ©

Les opérateurs différentiels sont les opérateurs classiques selon la direction spatiale,
ainsi par exemple la divergence est définie par :

div (J(z,0)) = 0y, J(2,0) + 0y, I (2, 0) + 0y, I (2, 6) (1.33)

En fait, les méthodes numériques qui permettent de résoudre le probleme posé dans
I'équation (1.32) ne sont pas nombreuses.

1.2.2.b Des champs aléatoires 2 un nombre fini de variables aléatoires : dis-
crétisation de Karhunen-Loeve

Si la conductivité est décrite comme un champ aléatoire, une solution pour résoudre
le probleme (1.32) est d’approcher ce champ aléatoire par une fonction ne dépendant que
d’un nombre fini de variables aléatoires. Sous certaines hypotheses, on peut discrétiser un
champ aléatoire pour se ramener a une telle forme.

D’apres I'étude bibliographique, il existe un certain nombre de méthodes qui per-
mettent de discrétiser un champ sous la forme de série de variables aléatoires. Cependant,
une de ces méthodes, la discrétisation de Karhunen-Loeve semble étre privilégiée dans la
plupart des travaux [2,56].

Le principe de la discrétisation de Karhunen-Loeve est assez proche d’'une décompo-
sition en série de Fourier. Elle est basée sur une décomposition spectrale de la fonction
d’autocovariance du champ étudié.

Si on considere un champ aléatoire 7T'(x,0) :

T(z,0):Dx0 — IR

(2.6) — T(z,0) (1.34)

qui admette une fonction d’autocovariance covr(z,y) qui soit bornée, alors on définit
I'opérateur U qui a une fontion v va associé une autre fonction par :
U:L*D)— L*D)
v = U(v)(z) = [covr(z,y)v(y)dy

La fonction d’autocovariance est, par définition, symétrique, elle est bornée par hypo-
these, donc l'opérateur U est un opérateur compact et auto-adjoint (de Fredholm). Ses

(1.35)
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valeurs propres sont donc réelles, positives et forment au plus un ensemble dénombrable.
Le seul point d’accumulation possible de cet ensemble est zéro. On peut donc créer une
suite ordonnée de valeurs propres Ay > Ay > --- > 0. De plus, la fonction d’autocovariance
est définie positive. L’ensemble engendré par les vecteurs propres associés est alors dense
dans L?(D) et les vecteurs propres sont de plus orthogonaux.

Pour reprendre ce que 'on vient de dire sous forme d’équations, on commence par
chercher les solutions des problemes aux valeurs propres de 'opérateur U :

v; € L*(D),Vi € IN,U(v;) = A\ (1.36)

Les fonctions v;(x) forment une base de L?(D), qu’on peut hiérarchiser selon la valeur de
la valeur propre associée.
Le développement en série de Karhunen-Loeve du champ T'(x, 0) est alors défini comme

suit, en notant (f, g)r2py = [, fgdD :

T(x,0) = pr(z) + Z VA (2)E(0) o (1.37)

1

& (0) :\/_A_z(< 0) — pr,vi) 12(p) OU (1.38)

§0) = 7 [ (@0 - BT o)t (139

Les variables aléatoires &; sont mutuellement décorrélées et centrées réduites (de moyenne
nulle et de variance unitaire).

Si de plus, la fonction d’autocovariance est continue, alors la suite covr, (z,y) =
Yo Avi(2)€;(6) converge normalement et uniformément vers la fonction d’autocova-
riance du champ 7' (théoréeme de Mercer [40]). Le champ 7, défini par :

Ton(z,0) = pr(z) + Z VAi(2)&(0) (1.40)

converge alors vers le champ T :
supzep B[(T(x,0) — Tp(z,0))%] ™20 (1.41)

En fait, il a été montré que la discrétisation de type Karhunen-Loeve était optimale
parmi les approximations linéaires (au sens de la vitesse de convergence). Cependant, des
approximations non-linéaires peuvent donner de meilleurs résultats [41].

Nous sommes ainsi passés d’un champ aléatoire T" a une écriture 7}, ne dépendant que
de m variables aléatoires décorrélées (&;)1<i<ar. Cependant, cela ne suffit pas pour réaliser
des calculs en probabilité. Il faut en fait que ’on écrive notre approximation a ’aide de
variables mutuellement indépendantes.

Si le champ T est gaussien (voir [15] appendice A page 110, pour une définition des
champs gaussiens), alors les variables aléatoires &; sont gaussiennes et donc mutuellement
indépendantes [41, 56].
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Si le champ n’est pas gaussien, il faut appliquer une transformation iso-probabiliste
aux variables aléatoires obtenues par la discrétisation KL pour obtenir des variables in-
dépendantes. On peut utiliser des transformations de Nataff [56].

Nous nous sommes donc ramenés au cas ou la conductivité, définie par un champ
aléatoire, s’exprime comme une fonction de M variables aléatoires mutuellement décorré-
lées. Plus précisément, la discrétisation KL permet de trouver une fonction f, (liée & un
probleme particulier) et (;0(6))1<i<as :

o(x,0) => 0(0) fi(x) (1.42)

=1

Ou la famille des (;0(0))1<;<ar est une famille de variables aléatoires décorrélées dont on
connait les densités (dans la suite on se ramenera au cas ou ces variables aléatoires sont
toutes des variables gaussiennes centrées réduites).

Nous venons de donner une démarche qui permet lorsqu’on dispose d’un champ aléa-
toire de se ramener a une approximation de ce champ par un nombre de variables aléatoires

fini.

1.2.3 Probleme d’électromagnétisme avec incertitudes

Dans cette partie, nous allons expliciter le probleme que nous souhaitons traiter de
maniere formelle. Nous allons rappeler une partie de la démarche générale. Nous souhai-
tons résoudre (1.32) page 13 dans le cas ou les lois de comportement sont supposées
aléatoires. Il faut en fait résoudre les trois sous-problemes suivants.

La premiere problématique est de caractériser avec suffisamment de précision et de
sens® les parametres d’entrée : quelles sont les lois de probabilité qu’ils suivent, quels sont
les parametres qui les caractérisent . .. Cette problématique releve du travail du statisticien
et de 'expert. Dans le cas ou il existe des banques de données adaptées, les statisticiens
savent construire un modele probabiliste efficient. Dans le cas ot les données manquent, les
statisticiens se basent alors sur les dire d’experts pour construire des modeles cohérents.

Pour modéliser les données d’entrée, on peut devoir utiliser un champ aléatoire. Dans
la partie qui précede nous avons montré comment discrétiser ce champ pour nous ramener
au cas ou les caractéristiques des matériaux s’écrivaient sous forme d’une fonction de M
variables aléatoires.

Par la suite, on supposera donc que les incertitudes portent sur les lois de compor-
tement et que 'on peut décrire ces lois sous la forme de fonctions d’'un nombre fini de
variables aléatoires. Et nous allons nous intéresser a résoudre le second probleme.

La seconde problématique est de mettre en oeuvre les méthodes qui permettent de
résoudre numériquement des problemes aux équations aux dérivées partielles ayant pour
entrée des variables aléatoires.

La troisieme problématique est de pouvoir analyser les résultats obtenus apres résolu-
tion du probleme aux équations aux dérivées partielles.

En effet, si le parametre de sortie est le champ électrique E(x, 6) il faut pouvoir exploi-
ter le résultat pour en tirer des informations intéressantes. Par exemple, on doit pouvoir

5Pour la question du sens, voir les problématiques qu’engendre le paradoxe de Bertrand.
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connaitre la moyenne, la variance, ou encore la probabilité pour que le champ dépasse
telle valeur. Il va donc falloir utiliser des outils de statistique permettant d’analyser les
sorties du modele.

Dans la suite, nous allons détailler différentes méthodes qui permettent de propager
les incertitudes dans un probleme aléatoire. Dans un premier temps, nous allons détailler
la formulation forte du probleme en spécifiant les espaces dans lesquels on travaille, puis
nous allons développer la formulation faible qui sera celle sur laquelle on travaillera par
la suite.

1.2.3.a Formulation forte

Le probleme que nous souhaitons résoudre est le probleme de 1’électrocinétique. On
suppose que le domaine spatial D de 1’étude est un ouvert et qu’il est découpé en M
régions sur laquelle la conductivité est supposée uniforme mais aléatoire (voir la fig. 1.2).

- FE?

Exn=0 B Exn=0

F1G. 1.2 — Domaine spatial considéré

C’est-a-dire que 'on va supposer que la conductivité peut s’écrire sous la forme :

o(x,0) = ,0(0)Li(x) (1.43)

=1

Ou 1;(x) est la fonction indicatrice du domaine D; :

u@:{lﬁxEDi (1.44)

0 sinon

Remarque: 1.2.1. Rien n’interdit a la conductivité d’étre déterministe sur certaine ré-
gions du domaine (elle est alors juste définie comme étant une variable aléatoire constante).
Notons que si la conductivité est un champ, nous pouvons nous ramener d une ex-
pression similaire a l'aide d’une discrétisation KL (mais qui complezifie I’écriture) voir
(1.42) page précédente.
Notons ici que les variables aléatoires (;0(0))1<i<y ne sont pas supposées décorrélées
ni indépendantes.
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L’écriture du probleme ainsi défini est donnée par (1.32) page 13. Les opérateurs
différentiels mis en jeu dans ce probleme sont selon la dimension spatiale. De plus, le
champ électrique est irrotationnel, on sait qu’il va dériver d'un potentiel scalaire®. Les
conditions limites seront les mémes que celles imposées dans le cas déterministe : la partie
normale de la densité de courant est nulle d’'une part et on impose une différence de
potentiels entre les deux surfaces I'g, et I'g,.

On cherche alors une fonction ¢(z, ) qui va de D ® © dans IR telle que pour presque
tout 6 € O7 :

div (a(@, z)V (cp(a:, 0))) =0 dans D

o(f,x2)V (go(:z:, 9)) n=0surly (1.45)
(z,0) =0 sur I'g,
(,0) = oy sur I'g,

S

S

Le probleme est & condition non-homogene. Dans le cas déterministe, la fonction ¢(x, 0) est
dans K(D) = {v € L*(D, IR) et V (v) € L*(D, R),v = 0 sur I'g, et v—,,, = 0 sur I'g, }.
Dans notre cas, une généralisation possible est de prendre espace L?(0) ® K(D), c’est
en effet le choix fait dans la bibliographie [4,41, 56]5.

1.2.3.b Formulation faible

Nous avons d’une part des conditions de Neumann sur une partie du bord, et d’autre
part une condition de Dirichlet sur le complémentaire de la partie précédente du bord. Pour
imposer la différence de potentiel, nous allons introduire une fonction «(z), suffisamment
réguliere qui vaudra 1 sur I'g, et 0 sur ['g, comme dans le cas déterministe. On aura
alors :

o(x,0) = p(2,0) + puna(z) (1.46)

¢(x, 0) sera la nouvelle inconnue de notre probleme et vaudra 0 sur I'g. Tandis que ¢y, ()
vaudra ¢y, sur I'g, °. En terme de champs, on aura :

E(z,0) = =V (¢(2,0)) = V (pun(z)) (1.47)

Nous allons donner une formulation variationnelle du probleme précédent. Pour cela, on in-
troduit un autre espace Ko(D) = {v € L*(D, IR) et V (v) € L*(D, IR),v =0 sur I'g, YT, }-
On cherche alors la fonction u telle que pour toute fonction test v € L?*(©) @ K(D) on
ait :

B /D o(x.0)V (2(.0)) ¥ (v(a,6)) dD) = 0 (1.48)

6Le fait de rajouter la dimension aléatoire ne change rien, tout comme le fait de rajouter la dimension
temporelle. On a 'existence presque sure d’un potentiel scalaire tel que défini.

"On peut aussi dire presque siirement.

8Cela s’explique par le fait que les autres choix L?(©, K (D)) ou K(D,L?(©)) sont isomorphes au
choix proposé [4,41].

9Dans la suite on exprimera la fonction a(z) sous la forme d’une somme des fonctions de formes
déterministes associées aux noeuds qui sont sur I'g,.
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En effet, en utilisant I’équation (1.47) page précédente et la formule de Green, pour toute
fonction test v € L*(©) @ Ky(D), on a :

B[y div (o, 0V (#(z,0)) ) vz, 0)=—E(f, o(a.O)V (o(2,0)) V (v(a, 6)))
+E ([ o(x,0)V (W) -1 o(z,0))

En utilisant le fait que les fonctions tests sont nulles sur I'g, et que la densité de courant
doit étre tangentielle a la surface I'y, on obtient :

E(/F o(z,0)V (W) 0 v(z,0)) =0 (1.50)

Ce qui permet d’obtenir (1.48) page précédente.
Si on suppose que la conductivité se réalise dans un compact de IR presque strement.
C’est-a-dire qu’il existe une constante ¢ > 0 tels que :

(1.49)

PVzeD0<c<o(rf) <-)=1 (1.51)

1
c
ot D est la fermeture du domaine spatial. L’équation (1.48) page précédente peut aussi
s’écrire sous la forme, de chercher ¢ dans L?(©) @ Ky(D) tel que :

a(p,v) =1(v) (1.52)

Avec, la forme bilinéaire a(p,v) = E([, o(z,0)V (¢(z,0)) V (v(z,0))) qui est elliptique
(puisque la conductivité est bornée) et continue.

l(v) = —E([, 0(x,0)V (puma(z)) V (v(z,0))) est une forme linéaire par définition de
I'intégrale.

Ces deux hypotheses nous permettent d’utiliser le théoreme de Lax-Milgram et de
conclure que ce probléme est bien posé (moyennant les mémes arguments que dans le cas
déterministe) et est équivalent & la formulation forte [4].

En utilisant les mémes démonstrations que dans le cas déterministe (lemme de Céa)
on peut de plus montrer que le potentiel est a variance finie [41].

De plus, le lemme de Doob-Dynkins permet d’affirmer que le potentiel va étre une
fonction des M variables aléatoires d’entrée [2]. On pourra écrire :

90(%9) = 90(10(9>7"' 7M0(‘9)7x) (1'53)

Dans la suite, nous utiliserons indifféremment les deux notations selon que ’on voudra
appuyer sur des aspects intrinseques a la variable aléatoire ¢(x, ) ou sa dépendance aux
conductivités p(;0(0),- -, ,0(0), x).

Cela nous permet d’écrire le probleme sous une forme plus générique a savoir :

A(o(z,0), o(z,0)) = f(z,0) (1.54)
Ou A est un opérateur de L*(0) ® Ko(D) dans IR, et f est une fonction a valeurs dans IR
que I'on peut supposer d’énergie finie (qui représentera les sources) et ¢(x, @) est inconnue.

Dans [2] des hypotheses plus faibles sont proposées de maniere & pouvoir utiliser des lois lognormales
par exemple. Cette hypotheése est qu’il existe une variable aléatoire @, (0) telle que o(x,0) > apmin(f) > 0
presque siirement pour presque tout x. Et telle que ———— admettent des moments d’ordre suffisamment

Amin ( )
élevés.
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1.3 Etat de ’art

Dans cette partie, nous listons un certain nombre de méthodes qui permettent de
résoudre le probleme de type (1.54) page précédente.

1.3.1 La méthode des perturbations

La méthode des perturbations est une extension des méthodes utilisées en analyse
non-linéaire [47], [32]. Elle fait partie des méthodes qui ne permettent pas de récupérer
la totalité de I'information probabiliste, mais qui permettent de répondre a une question.
Typiquement, la méthode des perturbations est un moyen d’obtenir la moyenne et la
variance (en augmentant l'ordre des séries, elle permet de calculer les moments d’ordre
supérieur).

Cette méthode s’applique sous certaines conditions de régularité. Elle repose sur 1'idée
de développer les fonctions et les opérateurs sous la forme de série de Taylor autour
de leurs moyennes. On suppose que les entrées sont écrites en fonction de M variables
aléatoires et que la source est déterministe. On note ;0 = ,0— FE(;0) les variables aléatoires
centrées correspondant aux différentes conductivités. On notera o’ = (;0’,--- ,,,0'). On
peut écrire I'opérateur A sous une forme spécifique, 1'équation (1.54) devient :

[L(z) + 11(,0°(0), - -, p0'(0), 2)lip(w, 0) = f(x) (1.55)

Ou L est un opérateur purement déterministe alors que II est un opérateur qui va aussi
dépendre de I'aléa.

On peut alors écrire le développement de Taylor en 0, en supprimant € pour ne pas
surcharger 1’écriture :

M9
H(yla'" 7yM7x> = Zyiay,H(IOJ?"'?MOJ?:C>

=1

(1.56)

M M 2 (o »
+ vy ——=—1(,0', ..., o' x) + -
M gy, T

On notera que la différentielle relative a chacune des variables est évaluée au point 0.
De méme pour le potentiel, en notant ¢(z) la moyenne :

Mo g M M e
= L / Y — ! 1.
o =o(z)+ ;ylayiw(a )Y Fydy, P (1.57)

i=1 j=1

Si on suppose de petites variations des ;0" autour de leurs moyennes, alors, en substituant
les équations précédentes dans (1.55) et en tronquant a I'ordre 2, on obtient les équations
suivantes :

L(z)[p(2)] = f(x) (1.58)
(0", 2)[p(z)] = 0 (1.59)
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On peut alors effectuer les calculs. On peut remarquer que I’on pourrait augmenter I’ordre
de la série de Taylor, mais cela entraine une complication des calculs au point de rendre la
méthode difficilement utilisable d’apres la bibliographie. De plus, si les variations autour de
la moyenne sont trop importantes, la méthode est alors remise en question. Cependant, il
est possible de calculer analytiquement les moments de la réponse ¢ a partir des moments
des entrées ,0 et du développement de l'opérateur. Ces calculs sont toujours des séries
tronquées a 'ordre de troncature de la série de Taylor et les remarques précédentes restent
vraies. Il est a noter qu’un certain nombre d’auteurs ont utilisé ces méthodes dans le
cadre de la mécanique comme Liu et al. (1986) ou Hisada et Nakagiri (1981). Mais les
considérations précédentes nous ont conduit a ne pas chercher a appliquer la méthode des
perturbations.

1.3.2 Meéthode de développement en série de Neumann

Cette méthode repose sur la théorie permettant d’écrire les opérateurs en série de
Neumann. Elle a été employée en 1990 par Ghanem et Spanos [32], et est applicable si
l'opérateur est compact (donc est un opérateur de Fredholm). Cette méthode permet de
récupérer la totalité de I'information probabiliste puisque la variable de sortie est décrite
comme une fonction de variables aléatoires que 'on connait (deés lors on peut récupérer
une probabilité de dépasser un seuil, les moments que I'on veut ... ).

De fait, elles consistent a écrire 'opérateur A sous la forme de la série des noyaux de
l'opérateur de dimensions finies (c’est une approche assez similaire a celle qui est mise
en oeuvre dans la discrétisation de Karhunen-Loeve). L’opérateur est alors décrit sous la
forme d’une série infinie que ’on va classiquement tronquer ici en M termes. Des lors, il est
possible d’identifier les premiers termes de la réponse. Le probleme qui semble se dégager,
d’apres 1’étude bibliographique, est que la convergence se fait tres lentement [32,56].

1.3.3 Méthode de Monte-Carlo

Les méthodes de type Monte-Carlo sont en fait a rattacher aux statistiques para-
métriques. L’idée sous-jacente est assez empirique. Ces méthodes consistent en fait a
reproduire le cas expérimental. Dans ce cas, on dispose d’observations sur un phénomene
aléatoire. On souhaite le caractériser en termes statistiques.

L’idée des méthodes de Monte-Carlo est d’obtenir un échantillon d’observations de
la grandeur que l'on cherche a caractériser et on va estimer a partir de ces observations
les caractéristiques statistiques qui nous intéressent (moyenne, variance, probabilité de
dépassement d’un seuil. . . ).

Ainsi, supposons que 'on a un modele numérique G tel que

p(x,0) = G(o(0), -, yo(0), ) (1.60)
La encore, nous utiliserons indifféremment les deux notations : ¢(;0(0),- - , ,,0(0),x) ou
©(x,0). Alors, pour appliquer la méthode de Monte-Carlo, on suivra la démarche suivante :

1. On génere un échantillon de R valeurs du M-uplet o = (,0)1<;<as suivant leur loi de
probabilité!. En Décrivant d'une autre fagon, on génere R réalisations de o(z,6).

HT] existe des modules de générations de nombres aléatoires suivant de tres nombreuses lois.
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2. On évalue le processus numérique G pour toutes les valeurs de 1’échantillon.

3. On effectue un traitement statistique sur ’échantillon de R valeurs du phénomene
qui nous intéresse, a savoir ¢(x, ).

1.3.3.a Cadre mathématique

Dans un premier temps, nous allons rappeler les outils de probabilité nécessaires pour
appliquer la méthode de Monte-Carlo, dans un second temps nous montrerons comment les
utiliser pour calculer les moments non-centrés de la fonction ¢(z, 6) qui résout le probleme
(1.54) page 18. 1l faudra garder a I’esprit le fait que cette méthode est principalement basée
sur les statistiques paramétriques et qu’en fait, des lors que nous disposons d’un estimateur
et de suffisamment de valeurs, nous pouvons calculer toutes les grandeurs probabilistes
que l'on souhaite.

1.3.3.b Rappels de probabilités et Monte-Carlo

En considérant (X,) v une suite de variables aléatoires, on notera :

_ 1 <
X, =- E Xy (1.61)
n
k=0

Nous avons aussi besoin pour notre explication de la notion de quantile. C’est un moyen
de « contraindre » la dispersion d’une loi.

Définition: 1.3.1. Soit X wune variable aléatoire a valeurs dans IR, on définit u, le
quantile d’ordre o de la variable aléatoire X comme étant le réel tel que

Po(X <u,) =« (1.62)

Le quantile d’ordre « est tel que si 'on tire un grand nombre de valeurs on ait une
proportion « de valeurs inférieures au quantile. A titre d’exemple, le quantile & 95% d’une
loi normale centrée réduite vaut 1.6. Ce qui signifie que si on génere des valeurs suivant
une loi normale centrée réduite, 95% d’entre elles seront inférieures a 1.6.

On rappelle maintenant la définition de la convergence presque siure.

Définition: 1.3.2. Convergence presque sure

(X0n),,c IV converge presque sirement vers une va X si et seulement si il existe un ensemble
C €T de probabilité 1, sur lequel la suite (X,,) converge simplement (ou ponctuellement)
vers X. On note :

P—ps

X, — X

La convergence presque stire est une convergence entre des variables aléatoires. La
convergence simple est une convergence de suites de réels. En fait, la convergence presque
stire peut étre vue comme une convergence simple de fonction déterministe presque par-
tout.

C’est-a-dire que pour tout ensemble de mesure non nulle (en probabilité, on traduit
cela par I'existence d'un ensemble de mesure 1), pour tout 6 dans les ensembles précédents
la suite de réels X,,(6) — X(0).
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On peut le dire autrement : hormis sur des ensembles de mesure nulles la valeur limite
de la suite de réel X,,(0) est la valeur de la variable aléatoire limite X (6).
Rappelons la loi forte des grands nombres :

Théoreme: 1.3.1. Loi forte des grands nombres
Soit (Xx), 25 une suite de variables iid (c’est-a-dire que la famille (Xy)7_, est indépendante
et que les va qui la composent suivent la méme loi). Si E(|X1]) < +o0 Alors

X, =% B(X) (1.63)
Ainsi, pour estimer la valeur numérique de la moyenne d’une variable aléatoire don-
née, il suffit de tirer aléatoirement n valeurs numériques indépendantes de cette variable
aléatoire, puis de calculer la valeur prise par X,. La loi forte des grands nombres per-
met d’affirmer qu’il y a convergence. Puisque X, () converge presque siirement vers la
moyenne de X7, on appelle cette variable aléatoire la moyenne empirique.
Le théoreme central limite, que nous rappelons ici, permet quant a lui de connaitre la
vitesse de la convergence précédente :

Théoreme: 1.3.2. Théoreme Central Limite ou TCL
Soit (X3)52, une suite de variables iid dans L*(©, Te, P@) (c est-a-dire qui admettent une
moyenne et une variance o finis). On pose Y, = Z (X — E(X1)) alors on a :

N k=1
Y, converge en loi vers une loi gaussienne N (0, 0?).

Par exemple, imaginons que nous souhaitions estimer la valeur de la moyenne p de la
variable X a l'aide de l'estimateur X,. On voudrait que la valeur exacte de la moyenne
se trouve dans un intervalle de la forme [X,, — a; X,, + a] avec une probabilité de 1 — «
avec de préférence un « assez proche de 0 (on demande classiquement une probabilité de
95%) et avec un a € IR qui s’approche de 0 quand n grandit.

Le théoreme central limite nous dit que :

vn

Xa

Ox

K N0, 1) (1.64)

— U . . , Ly .
suit une loi normale centrée réduite.

C’est-a-dire que \/_

En notant u,, le quantlle d’ordre o d’une loi normale centrée réduite, on a, avec probabilité
1 — a, que la moyenne i de X est telle que :

X, - 20X X, a2 (1.65)

Vi TE T
Alinsi, on sait que la moyenne de X est comprise dans un intervalle de plus en plus petit
autour de notre estimateur X,, (puisque u, et la variance de X sont finis et indépendant
de n) avec une probabilité 1 — a.
En réalité, dans la plupart des cas, on ne connait pas la valeur ox, on peut par contre

'estimer & 'aide de I'estimateur classique de la variance s* : s* = a3 Z[X 2_X’].On
n —

obtient ainsi :

£
»

X, — <pu<Xn+— (1.66)

Sig
B
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Mais en ayant tout de méme conscience que l'intervalle ainsi obtenu reste une approxi-
mation. Reste que quoi qu’il en soit, on sait que notre estimateur converge vers la valeur
que l'on cherche avec une vitesse de 'ordre /n.

1.3.3.c Monte-Carlo appliqué au calcul des moments du potentiel scalaire

Attachons-nous maintenant a montrer comment utiliser une méthode de type Monte-
Carlo sur le probleme qui nous intéresse, a savoir la résolution d’'un probleme d’électroma-
gnétisme statique linéaire sans charge en formulation potentiel scalaire. Nous allons nous
intéresser a la maniere de calculer les moments empiriques du potentiel scalaire associé
au probleme que nous souhaitons traiter (électrocinétique, électrostatique ou magnétosta-
tique). Pour la suite, on supposera que 1'on utilisera une méthode de type éléments finis
pour résoudre le probleme (1.54) page 18 pour une réalisation fixée de la conductivité
o(x,0) (ou encore pour chaque valeur des variables aléatoires o, -, ,,0). Dans le cas
qui nous intéresse, on discrétise le modele électrocinétique déterministe avec la méthode
des éléments finis par exemple et on a alors comme parametres d’entrée les conductivités
de chaque sous-domaine. Comme nous ’avons expliqué plus haut, I'idée sous-jacente aux
méthodes de type Monte-Carlo est de pouvoir obtenir un grand nombre de valeurs indé-
pendantes les unes des autres de l'objet que 'on souhaite étudier. Ici, on veut étudier le
potentiel scalaire en chaque point de notre domaine spatial.

Si on a une valeur numérique pour la loi de comportement en chaque point du domaine
spatial (c’est a dire une valeur numérique de la conductivité o(x,#) en chaque point de
I'espace), la méthode des éléments finis classique permet d’obtenir une valeur numérique
d’un potentiel scalaire approché en chaque noeud du maillage (et via I'utilisation des
fonctions de formes une approximation en chaque point du domaine spatial).

Partant de la, en générant R valeurs indépendantes de la loi de comportements o(z, 6)
(c’est-a-dire en générant R Muplets (0, ,,,0)), nous sommes capables a 'aide d'un
modele déterministe, d’obtenir R valeurs du potentiel scalaire en chaque noeud du maillage.

R réalisations (o(z,0)) | — ’ R résolutions de problemes EF‘ — ’R réalisations ¢y

Si on considere un noeud ¢ du maillage, on aura ainsi obtenu R valeurs numériques
indépendantes les unes des autres du potentiel scalaire (Jpyc)i<j<r. Des lors, on peut
considérer 'estimateur du moment d’ordre £ du potentiel au noeud ¢ :

R
1 ; k
Z‘QOMckR = E Zf%ac (1'67)
j=1

L’équation (1.67) signifie simplement que 1'on ajoute les unes aux autres les valeurs a la
puissance k de notre échantillon, et qu’on divise le tout par la taille de notre échantillon
(cela revient a calculer la moyenne des valeurs des échantillons & la puissance k).

La loi forte des grands nombres nous dit que plus le nombre de valeurs de I’échantillon
est élevé (R tend vers l'infini), plus la valeur de ,puck, va s’approcher de la valeur du
moment d’ordre k£ du potentiel au noeud i '2.
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R réalisations o(x,0) | — ’R inversion EF‘ — ’ R réalisations ;pyc
T
1
My (;omc) = & Zi(PMck — ’Traitement Statistique‘
R

Fia. 1.3 — Algorithme de Monte-Carlo

Si on résume ce que nous venons de dire sous forme de figure, on obtient la fig. 1.3.

Notons que d’autres grandeurs probabilistes pourraient étre évaluées de la méme ma-
niere :

— un graphe estimé de la densité [53];

— la probabilité d’étre au-dessus ou en-dessous d’une certaine valeur ;

— d’autres parametres de dispersion (médiane, aplatissement, ... );
Chacune de ces grandeurs nécessite un estimateur différent. Par exemple, pour calculer
la probabilité P, que le potentiel ne dépasse pas une valeur a on utilisera ’estimateur de
probabilité empirique défini par :

card(;puc > a)
R

C’est-a-dire que I'on compte le nombre de fois ou le potentiel au noeud ¢ dépasse la valeur
a et on divise par la taille de notre échantillon. Plus rigoureusement, on cherche une suite
de variables aléatoires Xj, dont la moyenne est P,. Ensuite il suffit de prendre X, pour
obtenir la probabilité recherchée. Dans ce cas, on prend pour X} la variable aléatoire qui
vaut 1 si le potentiel vaut plus de a et 0 sinon'®. Si on a R valeurs de X}, la moyenne
empirique est alors P,.

Il existe des méthodes qui peuvent permettre d’accélérer la vitesse de convergence des
estimateurs. Elles consistent, par exemple, a minimiser les variances (méthode d’impor-
tance sampling par exemple), a mieux générer les valeurs d’entrées (méthode de I'hyper-
cube latin).

P —

(1.68)

Remarque: 1.3.1. (li-dessus nous avons considéré le potentiel en chaque noeud du
maillage de maniére a commencer a introduire les notations pour les parties suivantes,
cependant ’approche peut tres bien se généraliser pour calculer les moments du potentiel
en tout point x du maillage.

1.3.4 Meéthodes de chaos polynomiaux

Ces méthodes reposent sur une approche différente. Elles consistent a exhiber une
base orthogonale de polynomes de £2(€2,7, P), puis & exprimer les variables aléatoires

12¢t le théoréme central limite nous indique que la vitesse de cette convergence est de 1’ordre de v/R.
1B(’est-a-dire que X}, suit une loi de Bernoulli pour I’épreuve « le potentiel vaut plus que a ».
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d’entrée décomposées sous forme de série en cette base. Enfin on va chercher la solution
sous la forme décomposée dans une base produit de I'espace lié a I’aléa et de I'espace lié au
domaine d’étude (dimension spatiale). Typiquement, les bases choisies pour la dimension
spatiale sont celles formées par les fonctions de forme classiques utilisées pour les méthodes
de type éléments finis. Alors que la base de ’aléa sera la base des polynomes chaos de
Hermite. Il y a alors deux approches différentes pour déterminer les coefficients de la
solution approchée du potentiel scalaire dans cette base tensorielle.

La premiere approche est de type Galerkin. Elle nécessite de lourdes modifications des
codes éléments finis ce qui explique que nous qualifierons cette méthode d’intrusive, c¢’est
la méthode SSFEM (Stochastic Spectral Finite Element Method).

La seconde catégorie consiste a ajouter des surcouches sur des codes éléments finis
déterministes classiques (donc sans modifications intrinseques), on les qualifie de méthodes
non-intrusives. On peut citer quelques méthodes utilisées en mécanique : les méthodes de
projection qui consistent a effectuer une minimisation au sens de la variance, la méthode
de collocation (ou 'on cherche des égalités en un certain nombre de points bien choisis
pour minimiser ’espérance) et la méthode de type surface de réponse (ou 'on cherche un
plan d’expérience minimisant ’espérance).

La SSFEM est utilisée depuis de nombreuses années dans le domaine de la mécanique
[32]. Elle présente un certain nombre de vérifications théoriques, mais aussi de vérifications
pratiques (ou du moins numériques) en mécanique. Les méthodes non-intrusives quant a
elles, sont beaucoup plus récentes (2000) [6], [7]. Les utilisations qui en ont été faites dans
le cadre de la mécanique sont concluantes du point de vue numérique. Parmi les méthodes
non-intrusives, nous avons implémenté les méthodes de projection.

Aussi, face a attrait de ce type de méthode, nous allons développer celles-ci dans la
suite dans le cas de I’électromagnétisme.
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Chapitre 2

Méthodes de chaos polynomial
non-intrusives de projection

Les méthodes non-intrusives permettent de résoudre numériquement le probleme de
I’électrocinétique sous sa forme faible définie en (1.48) page 17. Pour obtenir la solution
a un tel probleme numériquement, il convient d’effectuer une double discrétisation :

1. spatiale : pour discrétiser la dimension spatiale, nous allons utiliser une méthode de
type éléments finis que nous introduirons dans la suite. Dans le cas déterministe,
seule cette discrétisation est effectuée.

2. aléatoire : pour discrétiser la dimension aléatoire, nous allons utiliser la famille des
polynomes chaos que nous décrivons dans la section suivante.

Les méthodes de type non-intrusives encapsulent des modeles déterministes dans un
environnement de procédures stochastiques. Un pré-processeur génere les parametres d’en-
trée du modele numérique déterministe en fonction des lois stochastiques qui les régissent.
On les dit non-intrusives car elles ne nécessitent aucune modification interne du code de
calcul éléments finis contrairement aux méthodes des éléments finis stochastiques spec-
traux que nous développerons dans le chapitre suivant. La plus connue de ces méthodes
est la méthode de Monte-Carlo que nous avons présentée dans la partie précédente mais
d’autres méthodes ont été proposées comme les méthodes de collocation (ou de régres-
sion) [2,5,6,61] et les méthodes de projection. Il a été montré que les méthodes de ré-
gression conduisaient a une solution qui correspondait a la méthode de projection. Aussi,
dans la suite, nous nous concentrerons principalement sur les méthodes de projection.
Pour mettre en oeuvre ces méthodes il est nécessaire de calculer une espérance et nous
présenterons deux méthodes de calcul de cette espérance la premiere basée sur la MCS et
la seconde sur une méthode de quadrature.

Dans la suite, nous allons rapidement introduire les notations relatives a la discrétisa-
tion spatiale. Nous en profiterons pour rappeler la méthode des éléments finis appliquée
au cas déterministe. Dans un second temps, nous détaillerons les fonctions qui permettent
de discrétiser 1'aléa a savoir les polynomes de Hermite. Ces polynomes engendreront un
espace appelé chaos polynomial. Ensuite, nous présenterons 'idée générale des méthodes
non-intrusives liées au chaos polynomial, puis nous nous focaliserons sur les méthodes dites
de projection et nous présenterons les deux méthodes numériques qui nous permettent de
caractériser le potentiel. Finalement, ces méthodes seront comparées entre elles.

27
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2.1 Rappels sur la méthode des éléments finis dans
le cadre déterministe

L’idée sous-jacente a la méthode des éléments finis est de chercher la solution au
probleme d’équations aux dérivées partielles que l'on se pose dans un sous-espace de
dimension finie. Ainsi, si on considéere un domaine D, on va le découper en volumes
élémentaires (maillage). Par exemple, en 3D, on peut utiliser des tétraedres.

Ces tétraedres seront définis par des moeuds qui seront des points particuliers du
maillage et/ou de la géométrie, des arrétes et des facettes. Pour la suite de notre tra-
vail, on considérera un maillage avec N noeuds.

A partir de ces éléments, on va construire une famille de fonctions (souvent appelées
fonctions de forme) qui nous permettront d’interpoler le potentiel.

Nous définirons la fonction w;(x) comme étant la fonction linéaire par morceau qui
vaut 1 au noeud ¢ et 0 a tous les autres noeuds. Cette fonction sera non-nulle sur les
éléments contenant le noeud i'. On pourra alors écrire le potentiel sous la forme :

N

() = )i wile) (2.1)

=0

Dans le domaine continu, que nous avons explicité précédemment, nous avons été ame-
nés a introduire une fonction o (1.47) page 17. Cette fonction o nous permet d’imposer
entre les deux surfaces I'g, et I'g, une différence de potentiel ¢,,,. On peut alors définir
cette fonction dans le domaine discret comme une combinaison linéaire des fonctions de
forme associées aux noeuds qui forment la surface I'g, [14,36] :

alx) = Z wi(x) (2.2)

’LEFE2

On vérifie bien que « vaut 1 sur I'g, et 0 sur I'g, et que le gradient de cette fonction existe.
Tous les noeuds situés sur I'g, et I'g, ont leurs potentiels imposés a respectivement 0 et
©im- Tous les noeuds n’appartenant pas a ces surfaces sont alors des degrés de libertés.
On note n le nombre de ces noeuds?.

Pour faciliter les notations, et quitte a renuméroter les noeuds, on peut supposer que
les noeuds qui sont des degrés de libertés sont numérotés de 1 a n. On cherchera alors le
potentiel sous la forme :

n

per(@) = 3 10 wi(2) + g ala) (2.3)

=0

En appliquant la méthode de Galerkin a la formulation variationnelle du probleme de
'électrocinétique déterministe, on va chercher ¢gp(x) tel que pour tout i € {1,...n}, on

1On peut définir des fonctions de formes plus élevées qui seront par exemple des polyndémes de degré 2
par morceaux et qui vaudront 1 au noeud %, et 0 sur les autres noeuds. Un tel choix impliquera d’ajouter
aux noeuds du maillage les centres des arétes par exemple pour pouvoir définir ces fonctions.

20n notera que les noeuds situés sur I'y sont des degrés de libertés qui permettent d’imposer faiblement
que la densité de courant ait une composante normale nulle.
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ailt :
/D o(2)V (pe()) V (wi(x)) dD = 0 (2.4)

On se ramene ainsi & un systéme linéaire, ot les inconnues ;¢ sont des réels®.

Si on augmente la finesse du maillage (c’est-a-dire si 'on augmente le nombre de
tétraedres), la méthode donne une solution qui converge vers la solution exacte. Par la
suite, nous noterons H}!(D) ensemble engendré par les fonctions de formes w;(x).

Maintenant que nous avons rapidement présenté la discrétisation de la dimension spa-
tiale, nous allons présenter les polynomes de Hermite qui nous permettrons de discrétiser
la dimension aléatoire. Ensuite, nous présenterons la méthode non-intrusive de projection.

2.2 Polynémes chaos

Dans cette partie, nous allons présenter la construction de la famille des polynomes
chaos de Hermite. Pour se faire, nous allons nous placer dans le cas uni-dimensionnel
pour définir les polynomes de Hermite. A partir de ces polynomes, dont on donnera
quelques propriétés, nous définirons la famille des fonctions de Hermite. Nous verrons
que cette famille de fonctions est une base hilbertienne des fonctions de carré intégrable
par rapport a la mesure de Lebesgue. Nous remarquerons aussi que la définition des
fonctions de Hermite revient, au sens intégral, a prendre des polynomes de Hermite dont
I'indéterminée est une variable aléatoire gaussienne centrée réduite. L’espace engendré par
de tels polynomes est appelé chaos polynomial.

Dans un second temps, nous nous intéresserons au cas multi-dimensionnel. On expli-
quera comment a partir d’'un systeme de plusieurs variables aléatoires de variance finie on
peut se ramener a un systeme ou ces variables aléatoires seront décrites comme une série
de polynomes de Hermite multi-dimensionnels dont les indéterminées seront des variables
aléatoires gaussiennes centrées réduites et mutuellement indépendantes.

Les polynomes de Hermite nous serviront a discrétiser les champs d’entrée et les
champs de sortie du modele a résoudre.

On pourra remarquer que le choix des polynomes de Hermite n’est pas le seul et que
la démarche proposée s’applique en fait a toute familles de polynomes orthogonaux. Cette
derniere approche (qui consiste a considérer d’autres polynomes que ceux de Hermite) est
appelée « chaos généralisé » [63].

2.2.1 Polynémes de Hermite uni-dimensionnels
2.2.1.a Définition

Commencons par définir les polynomes de Hermite en une dimension.

Définition: 2.2.1. Polynomes de Hermite uni-dimensionnels

30n rappelle que pour les noeuds qui sont sur la frontiere I'y on n’impose la condition limite que de
maniere faible a I’aide de la formulation variationnelle que nous avons donné. Alors que sur les frontiéres
I'g, et ', les conditions limites sont imposées de maniere forte.
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Les polynomes de Hermite uni-dimensionnels peuvent étre définis par la relation de
récurrence suivant :

n(x) = 1 (2.5)
)
= h(X 2.6
R ) (2.6
0 si g impair
|
“h(0) = (—1)‘1/2L sinon (2.7)
24/2( )]
De maniere équivalente, les polynomes de Hermite peuvent étre définis par :
d? 2

q _(_1\g,2%/2 & —22)2

h(z) = (—1)e i (2.8)

Remarque: 2.2.1. On peut trouver dans la bibliographie une autre définition des poly-
nomes de Hermite, souvent qualifiée de définition « physique ». Ces polynomes de Hermite
« physiques » sont liés a l’équation de Shrddringer*. Le polynome de Hermite « physique »
de degré q est défini par : 1H , (r) = (—1)qex2—qe_x2. Les deux définitions ne sont
cvidemment pas équivalentes, mais on peut considérer les polynomes appelés polynomes

probabilistes (défini par (2.5)) comme une compression des polynéomes physiques. On
remarquera tout de méme que :

TH () = 220 (V/2x) (2.9)

Dans le tableau 2.1, se trouvent les premiers polynomes de Hermite [20].

degré p | Polynome de Hermite
0 n(X)=1
1 Th(iX)=X
2 “h(X) = -1+ X*
3 Sh(X) = -3X + X3
4 h(X)=3-6X%+ X4
5 Ph(X) = 15X — 10X3 + X°
6 °n(X) = —15+45X?% — 15X* + X6

TAB. 2.1 — Polynomes chaos uni-dimensionnels

Proposition: 2.2.1. Le polynome de Hermite de degré n est solution de l’équation diffé-
rentielle suivante :
"h () —a"h (z) +n"h(z) =0 (2.10)

On remarquera que c’est de cette équation différentielle que vient la relation de récur-
rence que nous avons utilisé pour définir les polynomes de Hermite.
Dans la fig. 2.1 a fig. 2.4, on montre les polynomes de Hermite de degré 3 a 6.

_‘7;2

e
\/nl2ny/m

4En fait, les polynomes de Hermite physiques multipliés par leur fonction poids ( ) forment



2.2. POLYNOMES CHAOS

Fi1G. 2.1 — Polynome de Hermite de de-

gré 3

FiG. 2.3 — Polynéme de Hermite de de-

gré 5
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gré 4
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Fi1G. 2.4 — Polynéme de Hermite de de-
gré 6
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2.2.1.b Une base hilbertienne

Dans cette partie, nous allons rappeler que les polynémes de Hermite forment une base
hilbertienne des fonctions d’énergie finie sur IR°. Pour I'expliquer, nous allons introduire
un produit scalaire :

(s = [ 1@l 2.1)

On rappelle le produit scalaire classique sur IR :

mma@ﬂmmm (2.12)

Proposition: 2.2.2. En notant d,,, le symbole de Kronecker :
("h(x), " h(x))o@ = /]R "h(z)"h(z)e " Pdr = nIV2m 6 (2.13)

Cela équivaut a dire que les polynomes de Hermite sont orthogonaux a la mesure
gaussienne sur IR (voir 'annexe A.3.1 page 171).

Dans la mesure ou les polynoémes de Hermite sont échelonnés (ils présentent tous les
degrés possibles), 'espace engendré par les polynomes de Hermite jusqu’au degré n est le
méme que celui engendré par la famille des monomes de degré au plus n. En conséquence,
ils forment une base de L*(IR, (.,.)s(y)) munie du produit scalaire défini en (2.11) c’est-
a-dire les fonctions f telle que (f, f)a() soit fini®.

Les polynomes de Hermite divisés par leur norme au carré forment une base hil-
bertienne de ’espace des fonctions a variance finie par rapport a la mesure gaussienne
(L*(IR, ®(x)) ou ®(x) est la mesure gaussienne. On a de plus le lemme suivant (dont la
démonstration se fait grace aux séries de Fourier) :

Lemme: 1. Si f est une fonction mesurable et non nulle presque partout de IR dans
IR et telle que f décroit au moins aussi vite que exp—I|t| (avec § positif) alors 'espace
engendré par (" f) est dense dans L*(IR)".

Comme la mesure gaussienne décroit plus vite que ’exponentielle, la suite de fonction

—x2/2
Ih(x)”

est une base hilbertienne de L?(IR).

Remarque: 2.2.2. Cette approche est valable pour nombre de polynomes orthogonaux
entre eux par rapport a un produit scalaire donné. Des que la fonction poids associée au
produit scalaire décroit suffisamment vite (typiquement en exponentielle), la famille de
polynéme est une base hilbertienne sur L*(IR) par rapport au produit scalaire classique®.

le spectre de ’équation de Shrodringer.

5Par définition, sur un espace Hilbertien H, on dit que (), <IN est une base Hilbertienne si et seulement
si (), <IN est une famille orthonormale et I'espace engendré par cette famille est dense dans H.

6Le produit scalaire utilisé ici n’est pas le produit scalaire classique ! Mais celui engendré par la mesure
gaussienne.

"Par rapport au produit scalaire classique cette fois.

8 Ainsi, les polynémes de Laguerre seront orthogonaux & la mesure 2% ~® sur IRT qui est la mesure
de la loi Gamma de parametres a, ou les polynémes de Legendre qui seront orthogonaux a la mesure
uniforme sur | — 1, 1].

x
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Si l'ensemble d’intégration considéré est borné, alors d’apres le théoreme de Weiers-
trass, toute famille de polynomes orthogonale a une certaine fonction définie sur cet espace
est une base hilbertienne de l’espace des fonctions a énergie finie sur ’espace d’intégration
(par rapport au produit scalaire classique).

C’est sur cette idée que sont construits les chaos polynomiaux généralisés. On consi-
dére chacune des variables aléatoires du probleme de départ, on construit la famille de
polynomes orthogonaur a la mesure associée (a l'aide du schéma d’Askey [63]) et on
prend comme base de [’espace, dans lequel on cherche la solution, le produit tensoriel des
polynomes ainsi définis.

Si on travaille avec des variables aléatoires, prendre la famille des fonctions du type
“h(z)®(z) ou prendre la famille des polynémes de Hermite a indéterminée gaussienne
centrée réduite (7h(£(0))) est équivalent pour le produit scalaire. Ainsi, faire les calculs
avec les fonctions de Hermite ou avec des polynomes de gaussiennes est une sorte de
changement de point de vue entre I’analyse fonctionnelle (avec les fonctions de Hermite)
et la vision probabiliste (avec les polynomes de gaussiennes).

Dans la suite, nous dirons donc que les polynomes de Hermite a indéterminée gaus-
sienne normés sont une base hilbertienne des variables aléatoires de variance finie (qui
sont dans L?(IR) donc).

On peut ainsi approcher toute variable aléatoire de variance finie sous la forme d’une
série de polynomes de Hermite a indéterminée gaussienne :

Proposition: 2.2.3. Soit X une variable aléatoire de variance finie a valeurs dans IR
(ie : [ X?dPe < 400) alors on peut écrire :

“+oo

X(6) = 3 Xh(E(6)) (2.14)

1=0

Ou £(0) est une variable aléatoire gaussienne centrée réduite. En fait, comme les poly-
nomes de Hermite a indéterminée gaussienne forment une base orthogonale des variables
aléatoires a variance finie, on sait que :

iy E(X'h(£(9)))
X = Beheo 219
En effet : .
E(X(0)'h(£(0))) = E(Zijh(ﬁ(e))ih(f(ﬁ))) (2.16)
En utilisant la linéarité de ’espérance :
E(X(0)'h(&(9))) = ZjXE(jh(é“(@))ih(ﬁ(@))) (2.17)

Et comme les polynomes de Hermite sont orthogonaux par rapport a la mesure gaus-
siennes, on a finalement :

E(X(0)'h(&(0))) = "X E(h(£(0))?) (2.18)
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Evidemment, comme souvent en simulation numérique, nous allons par suite tronquer
ce développement pour n’avoir plus qu’'un nombre fini de termes. Mais cet aspect-la sera
développé plus tard.

Définition: 2.2.2. On définit le chaos polynomial de degré p noté Vi, comme l’espace de
fonctions qui sont engendrées par une combinaison linéaire de polynomes de Hermite de
degré au plus p a indéterminée gaussienne :

Vip =A{f telle que f = Zf/h(@ avec f; € IR} (2.19)
i=1

On rappelle que d’apres ce qui précede Vi 1 est dense dans I’ensemble des variables
aléatoires de variance finie.

Comme dans la suite nous n’allons plus considérer que des polynomes de Hermite a
indéterminée gaussienne, notons que d’aprés (2.13) page 32 :

E("h(£(0))"h(£(0))) = n!dnm (2.20)

Pour certains types de variables aléatoires, on dispose d’une expression analytique du
développement en polynomes de Hermite. Nous allons donc illustrer les propos précédents
par quelques exemples.

Exemple: 2.2.1. Si X est une variable aléatoire normale de moyenne E(X) et de va-
riance var(X), alors X se décompose dans le chaos polynomial sous la forme :

X = E(X) + var(X)*h(£()) (2.21)

Exemple: 2.2.2. Si X est une loi lognormale de moyenne u et de variance o2, c’est-d-
dire que X = e¥ avec Y une variable aléatoire gaussienne de moyenne m et de variance
v définie par :

1 2
m = In(u) — Eln(l + 0—2)
5 H (2.22)
o
v = ln(l + E)

Notons qu’inversement, il y a une relation entre la moyenne et la variance de la gaussienne

et celles de la lognormale :

= €m+v/2

02 — (ev _ 1)62,LL+1) (223)

Alors, il existe un développement analytique dans la base des polynomes chaos de Hermite
qui est tel que, en posant s l’écart type de la loi normale (s =+\/v) :
vie VX =S x et (2.24)

11

Ainsi le 1 coefficient dans la base des polynomes chaos est parfaitement défini.
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Montrons sur deux exemples la maniere dont les polynomes chaos permettent d’appro-
cher une loi lognormale. Nous avons sélectionné deux lois lognormales avec des parametres
différents.

La premiere que nous allons étudier présente une moyenne de 200 et un écart-type de
50 (ce qui pourrait convenir a une loi physique assez dispersée). Nous avons tracé la densité
de probabilité de cette loi d'une part grace a sa forme théorique directement implémentée
dans le logiciel Ret d’autre part a I’aide de la méthode de lissage de noyaux avec différents
degrés de troncature du développement en polynomes chaos [58]|. La méthode de lissage
de noyaux permet d’obtenir une densité proche de la densité théorique avec un échantillon
de taille suffisante.

Densité de la loi normale, Méthode des Noyaux

Théorique
deqgre =1
deqgre =2
degre =3
degre =4
degre =5
degre =6
deqgre =7

FALSE) (%)
0003
|

5268, sdlog = 0.2462, log
0.006

0004

function(x) dinormix, meanlog
ooz
|

0.000
|

50 100 150 200 250 300

Fic. 2.5 — Effet de la troncature de la série sur la distribution d’une loi lognormale de
moyenne 200 et d’écart-type 50

Ainsi, que nous pouvons le voir sur la fig. 2.5 page précédente, la troncature au degré
1 donne une approximation normale (ce qui est logique puisque c’est une loi normale
multipliée par une constante et a laquelle on ajoute une autre constante, ce qui reste une
loi normale). On voit aussi assez nettement que la densité est mal approchée avec une
telle troncature. Une loi définie par une exponentielle de normale sera tres mal approchée
par un polynome de degré 1 ce qui parait assez logique. La troncature au degré 2, en vert,
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approche un peu mieux la densité de la loi lognormale, mais reste un peu trop symétrique.
A partir du degré 3, par contre, il devient difficile de voir la différence entre la densité de
la loi lognormale et la densité approchée.

Pour notre second exemple, nous avons choisi une loi lognormale beaucoup plus dis-
persée qui va nous permettre de mettre en évidence le possible besoin de dépasser un
développement d’ordre 2 ou 3. La loi lognormale considérée est toujours centrée en 200
mais son écart-type est de 100 cette fois-ci. Nous n’avons cette fois représenté que 4
différents degrés pour la troncature a savoir les degrés 1,2,3 et 5 (voir la fig. 2.6 page
suivante).

Densité de la loi normale, Méthode des Noyaux

— Théorigue
F — degre=1
= 27 degre = 2
= < degre =3
[ — =
u degre =5
—
=T
w
I =
o o
S c
- (=1
=T
o
[
=t
o
I
2
e [sn |
"o
P
[{=]
[ve]
(V)
i}
g g
g 27
& (s}
S
X
E
[=]
= —
T o
— [sn |
2 oo
=
=
o
=
Z
=
—
S
[an]

Fi1G. 2.6 — Effet de la troncature de la série sur la distribution d’une loi lognormale de
moyenne 200 et d’écart-type 100

Sur cette figure, on voit de maniere plus typique que le degré 1 est tres insuffisant pour
approcher la loi. En effet, la courbe théorique est assez peu symétrique mais surtout beau-
coup plus aplatie que la courbe d'une gaussienne. On voit aussi que la troncature au degré
2, en rouge, présente un pic suivi d’un aplatissement, la encore 'approximation est loin
d’étre acceptable. Le développement de degré 3 par contre commence a s’approcher net-
tement de la courbe théorique. Le polynome de degré 5 semble fournir une approximation
correcte.
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Exemple: 2.2.3. Soit X une variable aléatoire uniforme sur un segment [a,b] avec a plus
petit que b. Alors X admet comme développement dans le chaos polynomial de Hermite :

oy _ @ +b
2
ALY (1) b—c (2.25)
22k+1 [Tkl (2k + 1)
2kX =0

Densité de la loi Uniforme, Méthode des Noyaux

— Théorigue
— degre=1
— degre=2
degre =4
— degre=6
degre = 10
— degre =15

0015
|

FALSE)

300, log
0010
l

dunifix, min = 200, max
0005
l

0.000

150 200 250 300

Fi1G. 2.7 — Effet de la troncature de la série sur la distribution d’une loi uniforme sur le
segment [200,300]

Sur la fig. 2.7 page 38, nous avons tracé en noir la distribution théorique de la den-
sité uniforme. Comme dans les cas précédents, 'approximation avec le degré 1 est tres
clairement insuffisante. On voit en augmentant le degré apparaitre des oscillations sur les
fronts qui tendent a disparaitre avec une approximation de degré 15. Comparé aux cas de
loi lognormale nous sommes obligés d’augmenter le degré avant troncature pour obtenir
une précision acceptable.

Pour les lois qui n'admettent pas de développement analytique, on peut calculer nu-
mériquement les coefficients du développement [5].
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Il est a noter qu’il existe des lois qui sont assez mal approchées par les polynomes
chaos, ainsi des lois bi-modales leur posent probleme [65].

2.2.2 Polynomes de Hermite multi-dimensionnels
2.2.2.a Définition et construction
Dans cette partie, nous allons prendre (X;);<;<n une famille de variables, et a € NV

M
un M-uplet d’entiers naturels. On note : p = |o| = > «;. Par exemple :
i=1

M
a=(1,356),p=lal =) o=1+3+5+6=15 (2.26)

i=1

Définition: 2.2.3. Polynomes de Hermite multi-dimensionnels
On appelle 1, polynome de Hermite multi-dimensionnel de degré p d’indéterminées ((X;)1<i<um)

le polynome :
M

Yol X1, oo, Xar) = [ o (X2) (2.27)

=1

Ce qui signifie que c’est le produit pour toutes les indéterminées des polynomes de
Hermite uni-dimensionnels de degré «; pour la i® indéterminée.

On rappelle que le degré p d'un polynéme a plusieurs indéterminées (M) est défini
comme le plus haut degré du monome a M indéterminée a coefficient non nul. Ainsi, le
monome X{' X2 ... X1 sera de degré iy + iy + ... + iy Par exemple, X3 sera de degré
3, X X7 sera de degré 4, le polynome X3 + X7 X3 sera de degré 4.

Par la suite, nous travaillerons dans ’espace fonctionnel engendré par de tels poly-
nomes. Pour construire une famille de polynémes de Hermite (qui formera une base du
chaos polynomial & M dimensions et de degré au plus p voir la définition 2.2.4 page
suivante), nous procédons comme suit :

1. On décide de la dimension de la famille d’indéterminées (M, d’apres les notations
ci-dessus, qui est le nombre de variables), nous aurons donc des polynémes multi-
dimensionnels a M variables ;

2. On décide d’'un degré maximum p;
3. On va générer tous les polynomes de degré k les uns apres les autres;

4. On génere tous les M-uplets d’entiers dont la somme des coordonnées vaut k. On
numérote ces M-uplets par un index j (qui prend en compte tous les degrés). Pour
les polynomes de degrés k, I'index j sera compris entre C]’f[jk_l et C¥, 4i1- On a

. j ~ . , . ~
une famille (a?) OhrL  <i<Ch de M-uplets qui vont définir tous les polynomes de
Hermite de degré k;

5. A chaque o/ correspond un et un seul polynéme multi-dimensionnel de degré k. Pour

ce polynome, on affecte a la variable 4 le polynome de Hermite uni-dimensionnel de

4 o -
degré o ;
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6. Pour finir, on fait le produit de chacun des polynémes de Hermite mono-dimensionnels
en chaque variable (& une variable donnée un seul polynéme de Hermite mono-
dimensionnel est associé) : J9(X1, ..., Xar) = Ya(X1, . Xar) = [Ty ha (X3).

Pour obtenir tous les polynomes jusqu’au degré p on répete les étapes 4 a 6 pour k
compris entre 0 et p. On notera que 'utilisation de 'indice j est juste une numérotation
des M-uplets a.

Définition: 2.2.4. On définit le chaos polynomial de degré p et de dimensions M noté
Virp comme lUespace de fonctions qui sont engendrées par une combinaison linéaire des
polynomes de Hermite M -dimensionnels de degré au plus p a M indéterminée gaussienne :

Vitp = {f telle que f =3 f0(£(0))} (2.28)

avec P le nombre de polynome de Hermite qui forment une base de cet espace qui vaut
Mip

Dans le tableau 2.2, nous donnons I’exemple du chaos polynomial & deux dimensions de
degré au plus 3. Par la suite, les polynomes multi-dimensionnels seront classés (le nombre
j du tableau) par degré croissants et & degré fixé par ordre alphabétique® par rapport
au couple (a?) qui définit le polynome multi-dimensionnel. La seconde colonne donne le
degré du polynome et la troisieme colonne donne tous les Muplets (ici les couples) pour
chaque degré p. Chaque terme du couple contient le degré du polynéome de Hermite uni-
dimensionnel pour chacune des deux variables. Par exemple, le polynome j = 7 est de
degré 3. Le couple associé est (2, 1) c’est-a-dire qu’il est défini comme étant le produit du
polynome de Hermite monodimensionnel de degré 2 relativement a la premiere variable et
celui de degré 1 par rapport a la seconde. Le tableau 2.1 indique que hy(X;) = (X2 — 1)
et hi(Xy) = Xy, on a @ P7(X1, Xp) = hi(Xy) X he(X1) = (X7 — 1) Xs.

Le nombre total P de polynomes a M variables et de degré maximum p est donné par
la formule suivante.

p
P=3"Clis=Chhy, (2.29)
k=0

Nous donnons quelques valeurs de P en fonction de M et p dans le tableau tab. 2.3.

Comme nous pouvons le voir, le nombre total de polynomes chaos dépend du nombre
de variables aléatoires (M), et du degré maximum choisi, mais cette dépendance est
géométrique et non linéaire, ce qui aura des implications sur la taille des problemes a
résoudre que nous aurons a traiter par la suite. Cela décrit le nombre de degrés de liberté
nécessaires a la description d’une variable aléatoire décomposée en polynomes chaos. Ainsi,
si 'on veut caractériser une variable aléatoire dans l’espace engendré par 6 variables
aléatoires gaussiennes indépendantes et que I'on souhaite cette décomposition jusqu’a un
ordre 6, il y aura 1716 coefficients a calculer.

On considére un systéeme qui présente M variables aléatoires (indépendantes ou non, en
tant que données directes du probleme ou obtenues suite a une discrétisation des champs
d’entrée de Karhunen-Loeve par exemple).

90On rappelle que lordre alphabétique est défini par : (21,...,24) < (Y1,...,ya) & Fi =
1,2,...M z; <y; et pour tout j <i,x; =y;.
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j |degré p| o’ |Polynéme de Hermite /1)
0 0 [(0,0) "X, Xs) =1

1 1 (1,0) | '9(X1, Xo) = X4

2 1 (0,1) | 29(X1, Xo) = X,

37 2 [(20) 50X, X)) = X2 1

A 2 (1) ] (X, X) = XX

51 2 1(0,2) | (X, Xa) = X2 — 1

6 3 (3,0) 6¢(X1,X2) = Xf’ —3Xy
713 (@21 | (X0, Xe) = Xo(X2 - 1)
8|3 1(1,2) | Su(X), Xs) = X, (X2 — 1)
9 3 (0,3) | "9(X1, Xp) = X3 = 3X,

TAB. 2.2 — Polynomes de Hermite bi-dimensionnels

p

M 1 12 |3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 |3 |4 bt 6 7 8 9 10 11

2 3 |6 |10 |15 21 28 36 45 95 66

3 4 110]20 |35 o6 84 120 165 220 286

4 5 [ 15135 |70 126 | 210 | 330 495 715 1001
5 6 |21 )56 | 126 | 252 | 462 | 792 1287 | 2002 | 3003
6 7 128 |84 | 210 | 462 |924 | 1716 | 3003 | 5005 | 8008
7 8 |36 ]120 | 330 | 792 | 1716 | 3432 | 6435 | 11440 | 19448
8 9 |45 ] 165 | 495 | 1287 | 3003 | 6435 | 12870 | 24310 | 43758
9 10 | 55 | 220 | 715 | 2002 | 5005 | 11440 | 24310 | 48620 | 92378
10 11 | 66 | 286 | 1001 | 3003 | 8008 | 19448 | 43758 | 92378 | 184756

TAB. 2.3 — Nombre de polynomes chaos en fonction du nombre de variable M et du degré
p en chaque dimension

On va alors se ramener a un systeme de M variables aléatoires mais qui auront l’avan-
tage d’étre des gaussiennes centrées réduites (donc définies par deux parametres seule-
ment) et mutuellement indépendantes. Ces deux caractéristiques vont beaucoup nous
aider pour résoudre le probleme initial.

Dans la partie suivante, nous donnons quelques outils permettant de calculer les mo-
ments des polynomes de Hermite a indéterminées gaussiennes.

2.2.2.b Polynomes de Hermite et calcul de probabilité

Dans cette partie, on se donne £(6) = (&;(0))1<;<a un vecteur de variables aléatoires
gaussiennes centrées réduites mutuellement indépendantes. On va considérer une variable
aléatoire X appartenant au chaos polynomial M-dimensionnel Vj;,. On notera P = C?, 4p
le nombre de polynomes chaos de Hermite a M indéterminées formant une base du chaos
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polynomial précédent. On aura donc :

X = ZZ‘X%(&(@)) (2.30)

Nous allons expliquer comment calculer les moments de la variable aléatoire X de maniere
analytique a tout ordre.

D’abord, remarquons que la moyenne de X est le coefficient 1 X c’est & dire le coefficient
associé au polynome de Hermite de degré zéro.

Pour les autres moments, rappelons d’abord que si on considere une variable aléatoire
gaussienne centrée réduite &;(6), on peut calculer le moment n de cette variable a I'aide
de la formule suivante :

E&(0)") = (n— 1! (2.31)
Avec pour n pair n!l =n x (n—2) x (n—4) x ... x 2 x 1 et 0 sinon (avec la convention
on=1).

Remarquons aussi que pour deux gaussiennes indépendantes &;(6) et £»(6) et pour tout
entiers p et ¢, on a par définition de I'indépendance :

E(61(0)"6:(0)") = E(6:(0)") E(£2(0)7) (2.32)
Des lors pour calculer le moment d’ordre k de la variable aléatoire X on a :

P
k iy k
E(X*) = E[(Q_ X" (£(0))"] (2.33)
i=1
Une des solutions pour calculer cette quantité est d’écrire la variable aléatoire sous la
forme d’un polynoéme de gaussienne dans la base canonique, si on suppose que la variable
X est développée jusqu'a un degré p dans chaque dimension, alors on a :

pk pk
k _ § : 11 M
X" = C iy i ST -+ - ST (234)
=1  iy=1

seey

X% est de degré p x k dans chaque dimension.
Des lors par linéarité de l'intégrale et par indépendance des variables aléatoires, on
obtient :

pk pk
E(XM) =" a0 EEY . BEY) (2.35)
i1=1 iy =1
En utilisant (2.31), on obtient :
pk pk
BXF) =" ai, iy (= DI (i — 1) (2.36)
i1=1 im=1

Pour calculer les moments centrés, on considere la variable aléatoire X moins le premier
terme dans le développement de Hermite :

E((X - X)) = E(Z PX"((0)))" (2.37)
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C’est la méthode que nous avons utilisé pour calculer les moments centrés ou non des
variables aléatoires développées dans le chaos polynomial. On pourrait utiliser d’autres
méthodes, par exemple dans [5], la méthode pour calculer les moments est basée sur les
propriétés des polynomes de Hermite. Ainsi on a :

1. La moyenne de X est le terme X;.

XPE((E(0))°)-

M*u

2. La variance (moment centré d’ordre 2) :

=2

3. Le moment centré d’ordre 3 i i i XIXFXE((E(0))T(E(0)) (£(9)))

1=2 j=2 k=2
P

4. Le moment centré d’ordre 4 : > i i: iinXleXE(iw(f(9))jw(f(Q))kw(f(e))lw(ﬁw)))

=2 j=2 k=2 =2
Notons que pour calculer les espérances des produits de trois polynomes chaos, nous
disposons de formules analytiques. Nous n’avons pas utilisé cette méthode!”

2.3 Meéthodes de projection

2.3.1 Introduction aux méthodes non-intrusives

Commencons par expliquer I'idée générale des méthodes non-intrusives (qu’elles soient
des méthodes de projection ou de collocation comme dans [2,5,56]).

Par la suite, on se donne un maillage qui présente N noeuds dont seulement n sont
des degrés de liberté spatiaux (c’est-a-dire que le potentiel n’est pas fixé).

Ainsi, si on se met dans le cadre de ’électrocinétique présentant un aléa en entrée,
on va chercher un potentiel scalaire approché dépendant de l'espace et de 1’aléa dans
un espace de dimension finie de la forme Vi, ® H}(D). On rappelle que H}(D) est
I’espace engendré par les fonctions d’interpolation de type éléments finis avec un maillage
présentant n degrés de liberté spatiaux et que V), est I'espace engendré par les polynomes
chaos de degré au plus p a M indéterminées. Ainsi, on va chercher un potentiel qui aura
la forme suivante :

oni(, 0) Z Zz(pNI wi(z (g(é))) (2.38)

=0 j=1
On rappelle que w; sont les fonctions d’interpolations liées aux noeuds du maillage,
; A Ny Ny . j ,
Ip(£(0)) sera un polynome chaos a indéterminées gaussiennes. 7y, sont des réels que
nous serons amenés a déterminer.
On notera g la solution du probleme éléments finis, dans le cas déterministe on

aurait :
N

Prr(T) = Zi%OEF wi(z) (2.39)

=0

0Principalement, parce qu’en terme de conception informatique, pour utiliser les chaos généralisés, la
méthode que nous proposons nous a semblé plus adaptée. En effet, il suffit de projeter le chaos généralisé
sur la base canonique puis d’utiliser 'indépendance puis des formules analytiques portant sur le calcul
du moment centré d’une variable aléatoire classique (dont on dispose généralement). Alors que pour les
polyndmes orthogonaux a d’autres mesures que la gaussienne, les formules analytiques des espérances de
produit ne sont généralement pas disponibles dans la bibliographie.
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Les lois de comportement sont aléatoires et sont exprimées comme des fonctions de va-
riables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes (£(6) = (€x(6))1<k<m). Le
potentiel sera un champ aléatoire et les coefficients ,ppr deviennent des variables aléa-

toires. On a alors :
N

per(w,0) = D wopr(€(0))wi(x) (2.40)

1=0

Ainsi, les coefficients solutions aux noeuds du probleme éléments finis seront vus
comme des variables aléatoires. Cela correspond & une sorte de semi-discrétisation (on
ne discrétise que la partie spatiale).

L’idée sous-jacente aux méthodes non-intrusives est de calculer une approximation de
ces variables aléatoires en utilisant une décomposition en polynomes chaos. On peut ainsi
projeter les coefficients ;ppr(£(0)) sur 'espace engendré par les polyndmes chaos de degré
au plus p (V).

P
wper(€0)) = Y Torr v (£(0)) (2.41)

Jj=1

On retrouve alors I'expression (2.38) page précédente en utilisant (2.41) dans (2.40) :
lox = 1 0EF.

Pour calculer Z ©ni, 11 v a plusieurs méthodes possibles, d'une part les approches de
type collocation qui consistent a se fixer un certain nombre de points 6 et a chercher la
valeur des coefficients ggpNI tels que ¢y (0y) soit le plus proche possible de ;opp(&1, ..., En)
[28, 38,55, 59]. D’autre part, les approches de type projection intégrale qui consistent a
minimiser I'erreur au sens des moindres carrés entre le potentiel solution et le potentiel
approché en chaque noeud du maillage (I'idéal serait d’obtenir E(ox(, 0)—@ge(x,0))* = 0
pour z un noeud du maillage).

Nous allons montrer dans la suite comment on peut calculer numériquement les coef-
ficients f ni- 1l faut noter que ce calcul utilisera un code déterministe dont on fera varier
les parametres d’entrée. Il n’est pas nécessaire de modifier le code éléments finis, et c’est
pourquoi ces approches sont dites non-intrusives.

2.3.2 Généralités sur les méthodes de projection

On rappelle brievement le probleme que I'on souhaite traiter. On travaille sur un
domaine spatial D. On se place dans le cas ot ce domaine peut étre divisé en M régions
D; sur lesquelles la conductivité est supposée constante mais aléatoire. C’est-a-dire que
I'on peut écrire :

M
o(x,0) => ,0(0)Li(x) (2.42)
i=1
Ou 1;(x) est la fonction indicatrice du domaine D; :

0 sinon

() = { lsize D (2.43)
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On considere alors un vecteur de M variables aléatoires 0, ..., ;0. Comme ces variables
sont a variances finies, on peut décomposer la conductivité sous la forme :

M +oo
o(2,0) =D > loLi(z)v(&(0)) (2.44)
i=1 j=1
Ou &(0) = (&(0))1<i<m est un vecteur de M variables aléatoires gaussiennes centrées

réduites indépendantes.

D’apres le lemme de Doob-Dynkins, on sait que le potentiel scalaire sera une fonction
des M variables aléatoires gaussiennes centrées réduites qui permettent de développer la
conductivité (a savoir (§;(6))1<i<a) et de la position.

Si on passe a une formulation faible et qu’on effectue une discrétisation spatiale de
type éléments finis, c’est-a-dire que 'on projette le potentiel sur ’espace engendré par les
fonctions de forme déterministe, on va chercher la solution ¢gp(x,8) du probleme pour
presque tout 6 :

/D o(2,0)V (pue(2,0)) V (0(2)) = 0 (2.45)

Ou v sera une fonction test sur l'espace H!(D). Le potentiel semi-discrétisé sera de la

forme :
N

Prr (2, 0) = ZzSOEF(e)wz(m) (2.46)
i=0
Comme nous l'avons signalé plus haut, nous cherchons une approximation numérique
oni(z,0) de @gp(x,0) sous la forme :

o, 0) = Z D o TW(E(9)) wilz) (2.47)

Ot les 7oy seront les inconnues du probleme et ot 7¢)(£(6)) seront les polynémes chaos de
Hermite M-dimensionnels. Cela revient a chercher le potentiel scalaire approché dans I’es-
pace Vi, ® H, (D). C’est-a-dire que I'on va projeter notre solution ¢gs(z, 0) sur le chaos
polynomial de degré au plus p : Vi, L'idée des méthodes de projection est de projeter
chaque coeflicient ;ppr(f) dans le chaos polynomial V. Comme les polynoémes de Her-
mite normés forment une base Hilbertienne des variables aléatoires de carrés intégrables,
par définition pour chaque coefficient i, on a (voir (2.14) page 33) :

P i , X E(opp(0) .
i D . 5 O
Par définition des bases Hilbertiennes, si on note :

P

E(prr(0)'9(£(6)))
Z E((£(0))°)

T(E(9)) (2.49)

iSOEF(@) =

Alors, on sait aussi que :

iper(0) = argminyev,, ,(El(iper(0) — f)°]) (2.50)
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Des lors, on pose :

sonl0) = YT 0(e(0) = e ) = Y- T EEDeto))  (251)
D’ou : ,
B(u(E0))

Un autre moyen pour remarquer que les coefficients ainsi choisis minimisent I’espérance
est de procéder comme suit, on se place sur un noeud i du maillage et on considere :

El(uper() = S o €O = B3 Jonb(e@)

© Elprr(0) - 2E(per(0) z ol H(E)))
(2.53)

Pour minimiser I’expression précédente, il faut nécessairement que sa dérivée par rapport
N , < . .
a @y s’annule, donc a j fixé :

OE (x1 — prr (7, 9))2
ag 2N
Ce qui conduit au résultat. Le dénominateur de (2.52) est calculable analytiquement,
reste le numérateur. Donc le probleme se ramene a calculer une espérance :

11 = E(per(9) 79(£09))) (2.55)

Nous avons ainsi décomposé une approche globale de projection du potentiel sur ’espace
engendré par les polynémes chaos qui est dense dans £2(Q2, 7, P). On peut remarquer que
©n1 possede la méme base de développement que le potentiel déterminé par la SSFEM que
nous développerons par la suite. Le probleme est de calculer l'intégrale f 1. Pour se faire
plusieurs solutions s’offrent a nous. Nous pouvons utiliser la méthode de Monte Carlo
(optimisée ou non), de quasi Monte Carlo, de quadratures de Gauss, de quadratures de
Smolyak etc...Dans la suite nous allons nous attacher a expliciter les deux méthodes
que nous avons implantées (méthode de projection et Monte Carlo notée NIMC' et de
quadratures de gauss NIHG) et ceci afin de les comparer.

= 2o E((E(0)) — 2E (306 (0) 0 (£(0))) = 0 (2.54)

2.3.3 Meéthode de projection de type Monte Carlo : NIMC
Nous voulons calculer, en chaque noeud 7 du maillage, et pour chaque j de 1 a P :

1T = E(per(0)0(£(9))) (2.56)
Si on se place au noeud ¢ du maillage, cela revient a calculer la moyenne de la variable
aléatoire ! Z(0) avec 1Z(0) = ,pr(0)71(£(0)). Pour faire ce calcul, une solution est d’utili-
ser une méthode de type Monte Carlo. Comme nous I’avons expliqué dans la section 1.3.3,
la variable aléatoire définie par :

g_ZR = %ZigﬁEFl(G)jlp(g(@))l (2.57)
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est un estimateur sans biais de la moyenne. Cet estimateur converge vers 'intégrale z I
que 'on cherche a calculer.

Nous allons expliquer la démarche que nous suivons a l'aide de la fig. 2.8 page pré-
cédente. Comme on peut le voir sur cette figure, si on génere R valeurs numériques in-
dépendantes du M-uplets (£1(0),...,Em(0))1<k<r, apres avoir développé les lois de la
conductivité a 'aide des polynomes chaos, on est capable d’avoir R valeurs numériques
du M-uplets (y0,...,,0)1<k<r (cf (2.44) page 44). Des lors, nous connaissons la valeur
numeérique prise par la conductivité sur tout le maillage. Un logiciel éléments finis détermi-
niste est alors capable de calculer en chaque noeud du maillage la valeur prise par le poten-
tiel pour cet échantillon. C’est-a-dire que nous obtenons la valeur de ;pge((&1, ..., Em)i)-
Nous sommes aussi capable de calculer la valeur prise par le j¢ polynome chaos au point
(&1(0), ..., & (0))k. Ainsi, nous sommes a méme d’avoir la valeur prise par la variable
aléatoire 7 Z a la k° réalisation des conductivités.

Nous pouvons alors calculer la valeur approchée de f I qui nous permet de calculer les
coefficients de @y, (z, 0) par (2.52). Dans 'algorithme que nous avons proposé, l'utilisateur
fixe le nombre de réalisations a ’avance, il est cependant possible d’ajouter les réalisations
les unes aux autres jusqu'a ce que la convergence ait lieu (puisqu’il y a un estimateur
d’erreur grace au théoreme central limite).

Il y a cependant une chose & remarquer. En effet, le coefficient }py; du premier poly-
nome chaos ' (£()) au noeud ¢ du maillage vaut :

1 EGerr(0)'(£(0)))

PPN = E(1¢(f(9))2 (2.58)
Des lors, comme 9(£(0)) =1, on a:
ivs = E(per(0)) (2.59)
RV
~ E;ingF (2.60)

Avec ¥y 1a valeur du potentiel prise au noeud i pour la k¢ réalisations des conductivités.

Le terme !¢y, est en fait égal a la valeur moyenne (moment d’ordre 1) du potentiel
au noeud 7. On emploie donc pour calculer ce terme, la méme équation que celle utilisée
dans la méthode de Monte Carlo comme expliquée dans la section 1.3.3. En conséquence,
la précision et la vitesse de convergence de la méthode non-intrusive utilisant la méthode
de Monte Carlo sera identique a celle de la méthode de Monte Carlo utilisant un déve-
loppement des lois d’entrées dans le chaos polynomial pour le calcul de la moyenne du
potentiel en chaque noeud du maillage.
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Utilisation d’un
générateur de
nombres aléatoires
suivant la loi
gaussienne
centrée réduite :

Lois des
conductivités :
(1o (0),
obtention de !
R M-uplets
(&1, E&m)r)1<k<r

s y0(0))
l
\

Développement de
la conductivité dans

le chaos polynomial
de Hermite :
. 7£M)k> O'(CU,Q) -

J-O'lz'

Calcul de la valeur prise
par chaque polynome :

(&, - -

M Py,
> 2
i=1j=1

(z)'¥((0))

Calcul des R valeurs

de la conductivité :

%(% (& 6u)k)

|

Utilisation d’un
logiciel EF
déterministe : Géométrie,
calcul en chaque conditions limites
noeud ¢ de :
iper (o)

I

Ca_lcul de
gZR =

1 R
R ; iper (€1, -

=1

(&, - -

E(per(0)70(E0)~] 2,
Calcul analytique de : Calcul de :
E(y(£(0))")

I = E(,0er (9)79(£(0))
PPN BE(i(£(0))°)

Reconstruction :

g0N1<SL’, 9) =

Fi1G. 2.8 — Algorithme de projection a I’aide de Monte-Carlo
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2.3.4 Meéthode de projection de type schémas de quadratures
de Hermite Gauss : NIHG

Le probleme considéré est toujours de calculer Z I définie en 2.55 page 46. La méthode
présentée précédemment consiste a mettre en oeuvre une méthode de calcul directe de
I’espérance apparaissant dans 1’expression f 1. L’autre solution est de chercher a calculer
numériquement 'intégrale via des quadratures.

Les lois aléatoires des conductivités ont été fixées. Nous avons montré, en utilisant une
décomposition dans le chaos polynomial que ces conductivités aléatoires pouvaient s’écrire
comme une fonction des variables aléatoires centrées réduites indépendantes (€(6))1<k<m
et donc que le potentiel peut aussi s’exprimer en fonction de ces variables aléatoires. Dans
ce cas, en utilisant le théoreme de transfert A.12, on a :

E(pur(0)Y9(£(0))) = /JRM ur(te, ot (ty, i) Par (b, o tag)dt, . dEy
(2.61)

2
Avec @y (t) = \/%T]e_% la densité de probabilité de la loi gaussienne M-dimensionnelles
centrée réduite.

En utilisant la méthode des quadratures, on peut montrer que 'intégrale cherchée peut

étre approchée par :

d d
1 = Z Z f(t“,,tw)w“ww (262)
i1=1 iy =1

=0

Avec t;, les points de Gauss et w;, les poids de Gauss associés.

Dans la suite, nous expliquerons la démarche conduisant a ce résultat. Pour simplifier
les notations, on notera t = (t1,...,ty) € IRM . f 1a fonction & intégrer, W la fonction
poids et D le domaine d’intégration. On cherche alors :

I = / fFOW (t)dty, ..., dty (2.63)
D
Dans notre cas, la fonction a intégrer est :

f(t) = i@EF(t)jw(t> (2'64)

Alors que la fonction poids est la densité de la mesure gaussienne :

W(t) = Ops(t) = ———e 2 (2.65)

Et que le domaine d’intégration D sera RM.

2.3.4.a Méthode de Gauss

Dans cette partie, nous allons reprendre la théorie de la méthode de quadrature de
Gauss dans le cadre unidimensionnel. D’abord, rappelons le théoreme de quadrature de
Gauss :
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Théoreme: 2.3.1. L’abscisse des d points de Gauss (t;)1<i<a sont les racines du poly-
nome Qq(t) de degré d orthogonal a la fonction poids W (t) sur l'intervalle considéré. Ces
points et ces poids permettent le calcul exact de l'intégrale si la fonction f considérée est
polynomiale de degré au plus 2d — 1.

Ainsi, si on considere un polynome f(¢) de degré inférieur ou égal a 7 en notant ¢y, . . . t4
les racines du polynome de Hermite de degré 4, et en notant wy, . . . , wy les poids associés!!,
comme le polynome de Hermite est orthogonal a la mesure gaussienne sur IR, on a :

1 2 !
/Rf(t)ﬁe Eat = fitw, (2.66)

i=1

Dans la littérature nous trouvons les résultats suivants, regroupés dans le tab. 2.4.

W (t) Intervalle | ¢; racines de Qq4(t)
1 [1:1] Pu(t)
et (0,400 Ly(t)
et/ ] — 00; +00] ah(t)
(1)1 [1:1] Ta(t)
t1/2 [0;1] t12 Py 1 (V1)
t=1/2 [0:1] Poy(V/1)

TAB. 2.4 — Méthode de Gauss

Ou 'on a noté :

— Pj est un polynome de Legendre.

— 4 est un polynome de Hermite'2.

— L4 est un polynome de Laguerre.

— T, est un polynome de Chebyshev de premier type.

Dans ce cadre, la théorie de quadrature nous permet de dire que :

b d
/ FOW @0t = wif (1) (2.67)

Avec w; le poids de Gauss associé a la i® racine du polynome orthogonal a W (t) sur
'intervalle [a, b] considéré. On peut démontrer que [1] :

_ Ady17d
AgQy(t:)Qara (t:)

Avec Qg le polynome orthogonal a la fonction poids W (t) (voir le tableau tab. 2.4), A4 le
coefficient du monome t? de @, et 4 défini par la relation suivante :

Ya = /[Qd(t)]QW(t)dt (2.69)

(2.68)

Ww; =

HTes poids et les points de Gauss seront explicités par la suite.

2Dans la littérature, on donne en général les points et les poids de Gauss pour les polyndmes de

Hermite physique (voir la section sur les polynémes chaos) qui sont orthogonaux & e™*".
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Si la fonction f(t) n’est pas un polynome alors la méthode de quadrature conduira a
une valeur approchée de l'intégrale qui sera d’autant plus précise que le nombre de points
de Gauss sera élevé.

2.3.4.b Application a la méthode de projection sur le chaos polynomial

Imaginons maintenant que 1’on ait en entrée de notre modele éléments finis en élec-
trocinétique une seule conductivité aléatoire o(f). On décompose celle-ci en utilisant les
polynomes de Hermite unidimensionnels. La conductivité est alors exprimée comme une
fonction d’une variable aléatoire gaussienne centrée réduite &;(6). Le potentiel scalaire est
alors aussi une fonction de cette gaussienne et de I'espace (x). Pour le calcul approché de
I’équation 2.55 en un noeud du maillage ¢, on choisit d points de Gauss. Ces points de
Gauss seront les valeurs prises par la variable aléatoire gaussienne : £l = t;,...,4 = t,.
On calcule alors a l'aide de la décomposition en polynomes chaos les d valeurs de la
conductivité o, ..., 0,, en remplacant dans I'’expression polynomiale les gaussiennes par
les valeurs des points de Gauss. On résout les d problemes éléments finis correspondant a
ces d valeurs de la conductivité. Ayant les d valeurs de la fonction (;0pr(£]))1<j<a, il est
possible de calculer une valeur approchée de I'espérance en utilisant (2.67) page ci-contre.

Il reste alors a calculer les poids w, et les points ¢;, en remarquant que Ay = 1, et
que 74 = V2IIp!. En remarquant que *h(t) = (—1)% ¢h(—t), et en notant que *A’(t) =
d h(t) = 2t eh(t) — T h(t), un peu de calcul amene A :

B p! B p!
- H1h(t;) N d?>d=1h(t;)

Pour calculer les racines, une des solutions est d’utiliser Matlab. Dans tab. 2.5 nous

donnons les premiers poids et premieres racines pour les polynomes de Hermite jusqu’a
I'ordre 4.

ti w;
+-1 0.5
0 2/3

+- 1.732 | 0.16666
+-2.334 | 0.4587
+-0.7419 | 0.04541

| O W N

TAB. 2.5 — Points pour les polynomes de Hermite

Dans le cas ou il y a plusieurs conductivités aléatoires en entrée, la démarche est
similaire et est présentée dans la fig. 2.9 page suivante. L’intégrale que nous avons a calculer
n’est plus une fonction a une variable, mais a M variables. On peut cependant construire
un schéma de quadrature en chaque dimension & (en procédant comme précédemment).
Pour chaque dimension, on choisit le méme nombre de points d’interpolation (& savoir
d). En prenant toutes les combinaisons possibles des points de quadratures en chaque
dimension, on obtient d™ points de quadrature dans IRY : tiys- .., tiy, .- Apres avoir évalué
la valeur de la conductivité en ces d™ points, on utilise une méthode de type éléments
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Développement de
la conductivité dans
le chaos polynomial
de Hermite :
(fv 9)
P

o
3

:1

.
I

—
<.

\

Obtention des d¥
points de gauss :
tl‘ - (tip .. 7tiM)

ol

Choix du degré
d’interpolation d en
chaque dimension.

dM évaluations numériques des

conductivités : o(z,t;,, ..., t;,,) =
> oL@yt . tiy)
i=1j=1

|

dM calculs éléments
finis déterministes,
obtention de la
valeur numérique du
potentiel en chaque
noeud du maillage :

iSOEF<ti17 ce atiM)

Obtention
des poids de
Hermite-Gauss :
w; =
(U}il, C. ,wiM)

Calcul du numérateur
de l'intégrale :

J T =
d d
Z Z * Wiy,
i=1 iy=

SOEF(tn? e 7t7,M)
jw(tlu s 7tiM)

E(¥(£9))")

Calcul analytique de :

Calcul de :
— j _ EGerr(0)79(£00))
i EGw(©))?)
Reconstruction :
SONI(l’ 9) =

P TRRERICE)

Fia. 2.9 — Algorithme non-intrusif de projection de type Hermite Gauss
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finis pour calculer la valeur du potentiel en chaque noeud du maillage pour chacun de
ces points. On peut alors approcher 'intégrale que nous souhaitons calculer de la maniere
suivante :

o~ [ aper() () Par(t)dt
d

d .
= Z Z Wiy * - wi]v[ingF(th? cee >tiM)]w(ti1> B atiM)

i=1  iy=1

(2.71)

Ainsi la k¢ variable aléatoire centrée réduite &, prend la valeur ¢;, du i points de
Gauss. En fait, on considere dans cette méthode que les polynomes de Hermite sont
a indéterminées « déterministes ». Ou plus exactement, que ce sont des polynomes a
indéterminées gaussiennes que 1'on calcule dans des points tres particuliers.

Le schéma de quadrature utilisé dans le cas a plusieurs dimensions est un schéma de
quadrature tensoriel complet : on prend toutes les combinaisons possibles de points dans
chaque dimension. Il existe d’autres regles de quadrature qui permettent de diminuer
(largement d’apres la bibliographie) le nombre de points nécessaires pour évaluer cette
intégrale. Ce sont, généralement, des schémas de types Smolyak ( [54,61,62]). Ces schémas
permettent de réduire le nombre de points de calcul. Nous n’avons pas pu, dans cette
these, les mettre en oeuvre alors que leur utilisation semble nécessaire si on augmente le
nombre de variables aléatoires d’entrée ainsi que le nombre de points de Gauss selon une
dimension. En effet, en utilisant le schéma de quadrature que nous avons proposé si on
prend d points de Gauss pour un probleme qui présente M variables aléatoires, on aura
dM™ points de calculs. Ainsi, si on prend 8 variables aléatoires indépendantes, et que 'on
prend seulement 4 points d’interpolations dans chaque dimension, on aura en 4% = 65536
calculs éléments finis & réaliser. Si on prend 10 points en chaque dimension, on aura 108
calculs éléments finis a réaliser pour calculer la valeur approchée de I'intégrale.

2.4 Validation

2.4.1 Meéthodologie

Dans un premier temps, nous allons expliciter la méthodologie de validation que nous
avons utilisée. Dans cette partie, nous allons comparer quatre méthodes entre elles sur
différents cas tests académiques :

1. La méthode de Monte Carlo classique, ou nous tirerons des échantillons suivant les
lois des conductivités, ce sera notre méthode de référence, notée MCS ;

2. Une méthode de Monte Carlo ot les lois que nous tirerons ne suivront plus les lois
de départ mais un développement dans un chaos polynomial tronqué, cette méthode
sera appelée par la suite Monte Carlo et chaos polynomial, notée MCSPC';

3. La méthode de projection de Monte Carlo, NIMC';

4. La méthode de projection de Hermite Gauss NIHG.
Il faut noter que 'on effectue pour les trois dernieres méthodes un développement des
conductivités dans le chaos polynomial tronqué. En conséquence, nous induirons une er-

reur de modélisation, et la méthode 1 ne conduira pas au méme résultat que les trois
autres méthodes. Nous mettrons en évidence 'effet de cette troncature.
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Pour chacune de ces méthodes, nous comparerons les moments centrés du potentiel
obtenu en chaque noeud du maillage spatial. La seconde méthode, a savoir Monte Carlo
avec projection dans le chaos polynomial, est présente pour mettre en évidence la remarque
que nous avions faite dans la partie 2.3.3 page 46 a savoir que la méthode de projection
par Monte Carlo n’améliorait pas la vitesse de convergence sur la moyenne par rapport a
MCSPC ainsi que pour mettre en évidence 'effet de la troncature des conductivités. Pour
expliciter la méthodologie de validation, qui est similaire pour les trois dernieres méthodes
que nous allons comparer a la premiere, nous allons expliciter la démarche suivie dans le
cas de la comparaison de la méthode de projection par Monte Carlo avec la méthode de
Monte Carlo. Cette approche est résumée dans un schéma comme sur la fig. 2.10 page
ci-contre.

On traite le probleme de 1'électrocinétique (1.32) page 13. Le domaine spatial D
sera divisé en M régions ou la conductivité est supposée uniforme mais aléatoire. Nous
imposons une différence de potentiel entre deux parties distinctes de la frontiere et nous
supposons que la densité de courant ne sort pas sur le reste de la frontiere.

La méthode qui nous sert de référence est MCS. Pour la suite, on notera R le nombre
de réalisations indépendantes du M-uplets de conductivités qui servira pour la méthode
de Monte Carlo (méthode 1). Grace a cette méthode nous sommes & méme de calculer
différents parametres statistiques du potentiel en chaque noeud ¢ du maillage éléments
finis. Si on tire R réalisations indépendantes les unes des autres des conductivités, on
peut alors calculer le moment empirique d’ordre ¢ du potentiel scalaire en chaque noeud
[ du maillage, on aura :

R
1
Ml{\fc = R ZZSOMCE (2.72)
=1

Ot on a noté ;pye; la valeur prise par le potentiel scalaire pour la ¢ réalisation des
conductivités au noeud (.

D’autre part, nous pouvons utiliser la méthode non-intrusive de projection de Monte
Carlo présentée précédemment, et calculer le moment non centré d’ordre ¢ au noeud [ du
maillage (z;) du potentiel non-intrusif défini par :

MZJXIMC = E(zSONI(Q)t) (2‘73)

Ces moments sont obtenus de manieére analytique voir (2.36) page 42.

Nous pouvons alors définir une erreur associée a chaque inconnue déterministe du
probleme qui sera en fait la comparaison entre les résultats donnés par MCS et par la
méthode non intrusive. Les moments sont des propriétés tres caractéristiques des lois.
Ainsi, en nous plagant au noeud [, et en considérant le moment d’ordre t :

NIMC __ MMC

I My It
rr(l,t) = | AT | x 100 (2.74)
It

On peut de la définir un estimateur global sur le maillage en prenant ’erreur maximale
commise sur chaque noeud pour chaque ordre considéré.

ErrMax(t) = maxcime(Err(l,t)) (2.75)
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Pour simplifier les notations, nous garderons quelque soit la comparaison effectuée les
notations Err(l,t) et ErrMax(t). Sinous comparons la méthode de projection de Hermite
Gauss a la méthode de Monte Carlo, alors les moments seront ceux calculés par ces deux
méthodes-la. La méthode de référence (qui apparait au dénominateur de Err(l,t)) sera
par défaut la méthode de Monte Carlo sauf s’il est fait mention du contraire.

Utilisation Utilisation
d'un générateur d’'un générateur
de nombres de nombres
aléatoires : aléatoires :
obtention de obtention de
R M-uplets Ry M-uplets
(10, MO)k)1<k<R ((€1s - 60m)k)1<h<r,

Développement de
la conductivité dans

le chaos polynomial R, valeurs
de Hergmite : —_— des entrées
o b é(x’ ) ) (10, MO)K)1<k<R,
> > toli(x)y(8(0))
i=1j=1
R Valeu/rs Algorithme non-intrusif de projection Monte Carlo‘
des entrées
R réalisations n P, ;
d (@, 0) =3 > ipmwi(x) P (£(0))
€ 1Pmc i=0 j=1
traitement‘ statistique analg)tique
MM© ’Comparaison‘% MM

Fi1c. 2.10 - Méthodologie de validation

Dans la fig. 2.10, il faut bien remarquer qu’il y a deux échantillons différents des
conductivités : un qui suit les lois théoriques (qui sera utilisé par Monte Carlo) de taille
R, et un qui suit une approximation de ces lois calculée a partir d’'une décomposition en
polynomes chaos tronquée (en tout état de fait, si on augmente le degré d’approximation de
ces lois on se rapproche de la loi départ comme nous ’avions montré dans la partie 2.2.1.b
page 31), cet échantillon est de taille R;. A partir du second échantillon, on peut soit
utiliser la méthode de projection par Monte Carlo pour calculer les coefficients du potentiel
non-intrusif dans le chaos polynomial, soit effectuer une méthode de Monte Carlo a partir
de cet échantillon (qui correspond & MCSPC présentée en début de section).
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2.4.2 Cas d’une forme en L

"y

Fi1G. 2.11 — Forme L : deux milieux

Nous avons traité un probleme a deux domaines se présentant comme dans la fig. 2.11.
Les caractéristiques du maillage déterministe sont les suivantes:

— Nombre de tétraedres: 912

— Nombre de noeuds: 276

— Nombre d’inconnues déterministes: 234
Ce cas a été traité avec deux jeux de conductivités aléatoires différentes. Nous les abor-
derons successivement.

2.4.2.a Cas1

Dans le premier cas, les conductivités suivent les lois ;o ~ Ln(5.1867,0.2231), ,0 ~
Ln(3.8378,0.1484). Dans le tab. 2.6 sont notées les moyennes et les écarts-types des lois
lognormales considérées.

Conductivité | Moyenne | Ecart-type
N 200 100
50 50 20

TAB. 2.6 — Moyenne et écart-type des conductivités considérées dans le cas 1

Comme on peut le voir dans ce tableau, les lois des deux conductivités sont étalées
raisonnablement par rapport a leur moyenne (I’écart-type est approximativement deux
fois plus faible que la moyenne). Dans ce cas, MCS a été réalisé avec un échantillon de
taille & = 400000. Ce grand nombre de valeurs permet d’assurer qu’il y aura convergence
avec une assez grande précision.

2.4.2.a.1 MCSPC et MCS Dans un premier temps, nous donnons la comparaison
entre MCSPC' (200000 réalisations) et MCS (400 000 échantillons). Le degré de dévelop-
pement de la loi d’entrée p;, a été fixé égal a 11, ce qui fait que le nombre de polynomes
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chaos nécessaire a la description des conductivités est égal P;, = 78. On compare donc les
moments du potentiel en chaque noeud obtenus par la seconde méthode en référence a la
premiere puis nous prenons le maximum de cette erreur sur tout le maillage. Les résultats
sont donnés dans le tab. 2.7, comme on peut le voir les résultats sont trés proches (moins
de 0.04% d’erreur quel que soit le moment considéré). On peut voir que l'erreur croit avec
I'ordre des moments.

ErrMazx(1)
0.00391458

ErrMax(2)
0.0094

ErrMazx(3)
0.017

ErrMaz(4)
0.026

ErrMaz(5)
0.038

TAB. 2.7 — Comparaison entre MCSPC' et MCS

L’erreur entre les deux méthodes semble indiquer que la troncature des variables aléa-
toires d’entrée n’a que peu d’influence sur le résultat.

2.4.2.a.2 NIMC Cette section présente deux comparaisons différentes, la premiere
est faite avec MCS en référence (en suivant exactement la démarche explicitée sur la
fig. 2.10 page 55), dans un second temps, nous comparerons la MCSPC en référence.
NIMC' a été réalisée avec 200 000 réalisations (R; sur la fig. 2.10 page 55). Le degré de
développement de la loi d’entrée p;, a été fixé égal a 11, ce qui fait que le nombre de
polynomes chaos nécessaire a la description des conductivités : P;, = 78. Nous avons fixé
le degré du potentiel non-intrusif p,,; a 6 ce qui amene a P,,; = 28. Nous avons effectué
la méthode de projection avec un échantillon de taille R; = 200000.

par rapport a MCS Ici, nous comparons les moments centrés d’ordre 1 a 5 obtenus
par MCS et NIMC. Nous prendrons ensuite le maximum de I'erreur obtenu sur I’ensemble
du maillage.

Ry ErrMax(1) | ErrMax(2) | ErrMax(3) | ErrMax(4) | ErrMax(5)
1000 0.042 1.22 3.92 14.89 111.06

4000 0.057 1.01 5.03 38.46 670.25
41000 | 0.071 0.26 0.48 0.71 0.94

92000 | 0.037 0.12 0.23 0.32 0.43

200000 | 0.0039 0.029 0.087 0.18 0.32

TAB. 2.8 — Erreur en % entre NIMC et MCS, cas 1

Dans le tab. 2.8, nous avons donné ’erreur maximale commise sur tout le maillage sur
les moments d’ordre 1 a 5 entre NIMC et MCS pour différentes tailles d’échantillons R
pour NIMC. Ainsi, la premiere ligne se lit comme :

Pour 1000 réalisations utilisées dans NIMC| I’erreur maximale commise entre la moyenne
du potentiel en chaque noeud du maillage obtenu avec NIMC' et MCS est de 0.04%, concer-
nant le moment d’ordre 2 elle est de 1.2 %, pour le moment d’ordre 3 de 3.9% pour celui
d’ordre 4 de 14.9% et pour le moment d’ordre 5 de 111%.

On a une convergence en faisant augmenter le nombre d’échantillons Ry pour NIMC,
cependant cette convergence n’est pas monotone (ainsi 'erreur pour 4000 échantillons est
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supérieure a celle commise pour 1000 échantillons). Cela est du d’une part & la nature
aléatoire des tirages effectués, et d’autre part au fait que les moments sont des parametres
de dispersions sensibles aux grandes (ou aux petites) valeurs'?.

Dans la fig. 2.12 page suivante, nous avons tracé ErrMaxz(1) pour un nombre de
réalisations R; de la méthode NIMC' variant de 1000 a 200000 et ce pour un pas de
1000. On voit que la précision obtenue est satisfaisante (I’erreur obtenue est d’au plus
0.28%) des les 1000 premieres réalisations mais qu’elle s’améliore en augmentant ce nombre
(quoi que de manieére erratique). Dans la fig. 2.13 page ci-contre, on donne cette fois-ci
I'erreur maximale sur le maillage pour le moment d’ordre 2 en faisant varier le nombre
de réalisation de NIMC. Le méme commentaire que précédemment s’applique sauf que
cette fois-ci 'erreur de départ est de l'ordre de 2% (soit un ordre de grandeur de plus
que pour la moyenne). Dans la fig. 2.14 page suivante, c’est I'erreur relative au moment
d’ordre 3 qui est donné, I'erreur de départ est de 4% et l'erreur maximale est de lordre
de 5%. Pour le moment d’ordre 4, dans la fig. 2.15 page ci-contre, l'erreur de départ est
de lordre de 20%, le maximum de l'erreur étant de 40%. Pour le moment d’ordre 5, dans
la fig. 2.16 page suivante, I'erreur de départ est de 'ordre de 110%, l'erreur maximale de
670%. Finalement, nous avons placé les graphes pour les moments d’ordre 1 & 4 sur la
fig. 2.17 page ci-contre pour montrer que les erreurs sur les moments inférieurs a 4 sont
globalement négligeables'*. On peut remarquer que les pics de I'erreur correspondent aux
mémes nombres de réalisations sur les courbes (méme abscisse). Cela s’explique par le fait
que ces erreurs sont dies a des réalisations de faibles probabilités (tirage de valeurs de
conductivités extrémes) qui ont beaucoup d’influence sur les moments.

NIMC et MCSPC Ici, nous allons comparer NIMC et MCSPC' qui utilisent les
lois d’un développement dans le chaos polynomial tronqué des conductivités. On rappelle
que 'on décompose les conductivités dans le chaos polynomial de degré p;, = 11, ce
qui conduit a P, = 78, puis nous tirons des valeurs numériques suivant des lois centrées
réduites pour obtenir un échantillon de conductivités, ces valeurs sont utilisés pour calculer
les moments empiriques du potentiel en chaque noeud par la méthode de Monte Carlo.
Le méme échantillon sert a calculer les coefficients du potentiel dans le chaos polynomial
dans NIMC.

Maintenant, nous allons nous intéresser a la comparaison entre NIMC' et la mé-
thode de Monte Carlo avec décomposition dans le chaos polynomial. Vu que MCSPC' et
MCS donnent des résultats treés proches (voir tab. 2.7 page précédente), nous allons re-
trouver des courbes et des tableaux extrémement similaires a ceux que nous avons présenté
dans le paragraphe précédent.

Dans le tab. 2.9 page 60, on a donné les résultats en comparant la méthode NIMC' avec
différents échantillons a la méthode de Monte Carlo et de décomposition polynomiale avec
200 000 échantillons. On voit apparaitre une convergence tres proche de celle obtenue dans
le tab. 2.8 page précédente. On confirme aussi qu’avec le méme échantillon de conductivité

13Par exemple, si on considére un échantillon de 10 valeurs dont les neuf premieres sont égales & 5 et
la derniere a 1000, la moyenne de cet échantillon est de I'ordre de 104, alors que si la dixiéme vaut 6 la
moyenne est de 5.1. De fait, la valeur prise par une réalisation peut influer grandement sur la valeur des
moments.

14Le moment d’ordre 5 n’a pas été placé pour pouvoir voir les courbes relatives aux moments d’ordre
1a3.
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Ry ErrMaz(1) | ErrMax(2) | ErrMax(3) | ErrMax(4) | ErrMaz(5)
1000 0.046 1.22 3.93 14.92 111.14
4000 0.061 1.11 5.05 38.49 670.54
41000 | 0.076 0.28 0.54 0.80 1.06
92000 | 0.040 0.13 0.24 0.34 0.45
200000 | O 0.020 0.070 0.16 0.28

TAB. 2.9 — Erreur en % entre NIMC et MCSPC

la moyenne obtenue par NIMC' est égale a la moyenne obtenue par MCSPC (derniere ligne,
premiére colonne de tab. 2.9).

Remarque: 2.4.1. On note, en comparant la derniére ligne du tab. 2.8 page 57 et le
tab. 2.7 page 57, que l'erreur commise avec NIMC est supérieure a celle commise par
MCSPC (les deuz méthodes ayant été réalisées avec le méme échantillon et comparées a
MCS). Ce qui semble indiquer que NIMC n’est pas forcément une méthode tres efficace.

L’erreur due a la troncature des conductivités est mise en éuvidence par le tab. 2.7
page 57. Dans le cas de NIMC, on ajoute a cette erreur celle due a la troncature du
potentiel intrinseque a la méthode de projection et ’erreur commise due aux calculs des
différentes intégrales fI Ces deux dernieres erreurs sont indiquées dans le tab. 2.9.

On notera que, dans ce cas, en ajoutant a la derniere ligne du tab. 2.9 le tab. 2.7
page 57, on retrouve les valeurs de la derniere ligne de tab. 2.7 page 57 c’est-a-dire l’erreur
commise par NIMC par rapport a MCS. C’est-a-dire que les erreurs dues a la troncature
des conductivités et les erreurs dues a la troncature du potentiel et aux calculs des coef-
ficients de celui-ci s’ajoutent et permettent de retrouver l'erreur globale de la méthode.
Cependant, il est loin d’étre siur que cetle remarque puisse se généraliser.

Dans les fig. 2.18 page ci-contre et suivantes, on trouve 1’évolution de l'erreur en
fonction du nombre de réalisations utilisé dans la méthode non-intrusive de projection.
Les commentaires sont identiques a ceux fait dans la partie précédente. On remarque juste
que pour la moyenne cette erreur est nulle pour le méme nombre de réalisations.

2.4.2.a.3 NIHG Dans cette section nous allons comparer les moments obtenus en
chaque noeud par la méthode de Hermite Gauss (NIHG) avec la méthode de Monte Carlo
classique (réalisée avec 400 000 réalisations). Dans un premier temps, nous allons montrer
la convergence en fonction du nombre de points d’interpolation d en chaque dimension de
la méthode de Hermite Gauss. Nous fixerons le développement de la conductivité p;, pour
NIHG a 11, et nous fixerons le développement du potentiel p,,; a 6. Nous comparerons
alors les moments d’ordre ¢ obtenus en chaque noeud [ du maillage pour le potentiel
obtenu par la méthode NIHG, définis par :

M™C = E(1px(0)") (2.76)

On définira une erreur par :
NIHG MC
Ml,t ALt

MMC

It

Err(l,t) = | | x 100 (2.77)
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On peut de la définir un estimateur global sur le maillage en prenant I'erreur maximale
commise sur chaque noeud pour chaque ordre considéré.

ErrMax(t) = maxcimc(Err(l,t)) (2.78)

Dans le tab. 2.10, nous avons indiqué I'erreur maximale commise sur chaque noeud du
maillage pour les moments d’ordre 1 a 5. Dans la premiere colonne se trouve le nombre
de points d’interpolation d pour chacune des deux dimensions aléatoires, dans la seconde
colonne se trouve le nombre total de points d’interpolation (d?). Pour mémoire, le nombre
total de points d’interpolation représente le nombre de problemes éléments finis a résoudre.
Sur la premiere ligne pour d = 3, si l'erreur sur la moyenne est assez faible, I'erreur
commise pour les moments d’ordre plus élevé n’est pas acceptable. Cependant cette erreur
s’atténue largement en faisant croitre le nombre de points d’interpolation. Pour d = 4,
nous avons des erreurs inférieures a 0.05% quelque soit le moment considéré. On remarque
par contre que le fait de dépasser d = 6 ne permet pas d’améliorer la convergence. En fait,
a partir de d = 6, l'intégrale semble étre calculée tres précisément, et 'erreur qui reste
est soit diie au fait que le degré d’interpolation du potentiel est insuffisant pour améliorer
le résultat, soit que le degré lié a la conductivité est insuffisant pour étre plus précis sur
I’approximation des lois lognormales considérées, soit enfin que le nombre de réalisations
de Monte Carlo est insuffisant pour étre plus précis.

d|d” | ErrMax(1) | ErrMax(2) | ErrMax(3) | ErrMax(4) | ErrMax(5)
319 0.010 11.01 178.68 18014 3.2188E+006
4116 | 0.0074 0.031 0.078 0.19 0.77

5|25 | 0.0078 0.017 0.027 0.037 0.048

6|36 | 0.0079 0.017 0.0261 0.036 0.047

7149 |0.0079 0.017 0.026 0.036 0.047

8164 |0.0079 0.017 0.026 0.036 0.047

9|81 |0.0079 0.017 0.026 0.036 0.047

TaB. 2.10 — Erreur entre NIHG et MCS en %

2.4.2.a.4 Considérations Numériques Dans ce paragraphe, nous allons nous in-
téresser aux temps de calcul nécessaires pour utiliser les différentes méthodes. Dans le
tab. 2.11 page ci-contre sont donnés les temps nécessaires a 'exécution des différentes
méthodes. Dans la premiere colonne est donné le nom de la méthode avec, le cas échéant,
la précision d’un parametre (en I'occurrence le nombre de points d’interpolation pour la
méthode de NIHG). Dans la seconde colonne est donné le temps nécessaire a la résolu-
tion des problemes éléments finis induit par chaque méthode. Dans la troisieme colonne
est donné le temps nécessaire au calcul des coefficients du potentiel en chaque noeud du
maillage (valable uniquement pour la méthode NIMC' et NIHG). Dans la derniere colonne
se trouve le temps total nécessaire a la résolution du probleme.

Comme on peut le voir, la méthode de Monte Carlo est tres gourmande en terme de
temps de calcul : il a fallu 13 heures pour résoudre les 400 000 problemes éléments finis
nécessaires a sa mise en oeuvre. La méthode NIMC est, elle aussi, tres gourmande en temps
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Méthode considérée | Résolution EF (s) | Calcul potentiel (s) | Total (s)
Monte Carlo 50065 N/A 50065
MCSPC 25035.2 N/A 25035.2
NIMC 25035.2 8915 33950.2
NIHG d =3 1.16 0.24 1.40
NIHG d =4 1.91 0.41 2.32
NIHG d =5 2.87 0.64 3.52
NIHG d =6 4.06 0.88 4.94
NIHG d =7 5.47 1.21 6.68
NIHG d =8 7.10 1.61 8.70
NIHG d =9 9.01 2.02 11.03

TAB. 2.11 — Temps de résolution pour MCS, MCSPC, NIMC et NIHG en secondes

de calcul. II a fallu deux fois moins de temps pour résoudre les 200 000 problemes éléments
finis (ce qui n’est pas surprenant), par contre on notera qu’il a fallu pres de 9000 secondes
(soit quasiment un tiers du temps total) pour calculer les coefficients du potentiel. On
notera que pour la MCSPC, le temps est de 25000 secondes, ce qui est inférieur au temps
pour NIMC, alors que les résultats sont meilleurs. Pour la méthode NIHG, par contre, les
temps de calculs sont bien inférieurs (de 'ordre de quelques secondes). Pour cette derniere
on remarquera une augmentation en d? des temps de calculs (qui correspondent au nombre
de systeme éléments finis & résoudre). Ainsi, pour d = 3 il y a 9 systémes éléments finis
a résoudre, alors que pour d = 9 il y en a 81. On notera aussi que le temps pour calculer
les coefficients du potentiel est faible mais pas négligeable devant le temps de calcul des
problemes éléments finis.

2.4.2.b Cas 2

Dans ce cas, les conductivités suivent les lois suivantes : ;0 ~ Ln(1.5,0.5),,0 ~
Ln(2,1). Dans le tab. 2.12 sont notées les moyennes et les écarts-types des lois lognormales
considérées.

Conductivité | Moyenne | Ecart-type
o 5.75 215
0 12.18 255

TAB. 2.12 — Moyenne et écart-type des conductivités considérées dans le cas 2

Les densités des conductivités sont beaucoup plus étalées que les précédentes (écart-
type supérieur a la moyenne). Ce choix a été fait pour essayer de mettre en difficulté les
méthodes employées.

La méthode de Monte Carlo qui nous servira de référence a été traitée avec un nombre
de réalisations R = 400000.
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2.4.2.b.1 MCSPC et MCS Comme pour I’exemple précédent, nous allons commen-
cer par donner lerreur commise entre MCSPC (200000 réalisations) et MCS (400000
réalisations) dans un second temps, nous comparerons NIMC a MCSPC (en utilisant
pour les deux méthodes le méme échantillon). Le degré de la décomposition polynomiale
de la conductivité p;, a été fixé a 12. Dans le tab. 2.13, nous avons donné I’erreur maxi-

Moyenne | Moment d’ordre 2 | Moment d’ordre 3 | Moment d’ordre 4

Moment d’ordre 5

0.033

0.0059 0.026 0.044 0.042

TAB. 2.13 — Erreur commise en % entre MCSPC et MCS

male sur ’ensemble du maillage pour les moments d’ordre 1 a 5 entre les deux méthodes
précédentes. Le commentaire que nous avions fait pour le tab. 2.7 page 57 s’applique ici
aussi.

2.4.2.b.2 NIMC Dans cette section, comme pour le cas précédent nous allons com-
parer NIMC a MCS. NIMC' a été réalisée avec Ry = 200000. Le degré de la décomposition
polynomiale de la conductivité p;, a été fixé a 12 comme pour MCSPC| le degré du po-
tentiel poy: & 6.

Comparée a MCS Ici, nous utilisons comme référence MCS. Nous avons calculé
les moments empiriques d’ordre 1 a 5 du potentiel en chaque noeud, et nous comparons
avec la valeur obtenue par NIMC.

Ry ErrMax(1) | ErrMax(2) | ErrMax(3) | ErrMax(4) | ErrMax(5)
1000 0.15 1.78 14.11 466.03 12805.1
6000 1.098 4.07 26.51 295.29 16812.6
43000 | 0.19 0.18 0.86 6.11 177.3

93000 | 0.074 0.089 0.57 0.71 9.33

132000 | 0.027 0.18 0.69 1.31 1.12

200000 | 0.0059 0.19 0.53 0.76 3.95

TAB. 2.14 — Erreur maximale commise en % entre NIMCet MCS

Dans le tab. 2.14, on a indiqué I'erreur maximale sur tout le maillage selon I'ordre du
moment considéré en prenant comme exemple des échantillons de différentes tailles pour
le calcul NIMC.

On peut voir que le résultat avec 1000 réalisations s’il est précis pour la moyenne et
le moment d’ordre 2, devient de pietre qualité pour les moments d’ordre supérieur. Pour
6000 réalisations, la précision est dégradée, cela étant du, a priori, a un ou des tirages
de valeurs extrémales pour les conductivités. Pour 43000 réalisations, la précision est
globalement tres fortement améliorée, méme si les résultats pour les moments d’ordre 4
et 5 ne semblent pas encore avoir convergé. Pour 93000 réalisations, la précision est tres
correcte pour les quatre premiers moments, mais reste de l'ordre de 10% pour le moment
d’ordre 5. Pour 132000 réalisations, la précision est correcte (erreur de I'ordre du %). Pour

5Le choix de pour = 6 se justifie par les faibles erreurs obtenus par NIHG.
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200000 échantillons, on améliore la précision pour les quatres premiers moments, mais on
dégrade la précision pour le moment d’ordre 5.

Sur les fig. 2.24 page suivante a fig. 2.28 page suivante, nous avons donné 1’évolution
de l'erreur pour les moments d’ordre 1 a 5 en faisant varier le nombre de réalisations de
1000 a 200 000 pour I’échantillon ayant servi a utiliser la méthode NIMC' pour un pas de
1000. On notera les changements d’échelle sur I’erreur en fonction du moment considéré.
Pour le moment d’ordre 1 (moyenne), l'erreur est au plus de l'ordre du pour-cent, pour
le moment d’ordre 2, de 4%, pour le moment d’ordre 3, de 70%, pour celui d’ordre 4
de 1200%, et finalement pour le moment d’ordre 5 de 70 000%. Cette dernicre valeur
nous conduit a proposer la fig. 2.29 page suivante, ou nous n’avons pris en compte que
les 160000 dernieres réalisations pour le moment d’ordre 5. Cela nous permet de montrer
I’évolution de I'erreur sur les derniers échantillons.

Remarque: 2.4.2. On voit qu’apreés s’étre approché trées prés de 0 (de 120000 réalisations
a 180000 réalisations), lerreur croit assez brusquement avant de se stabiliser (en fait, en
ajoutant des échantillons, l'erreur décroitrait de nouveau). Je pense que cela est du en
grande partie au fait que les coefficients du potentiel relatifs aux polynomes d’ordre élevés
ne sont pas calculés précisément a cause d’un nombre de réalisations trop faible. En effet,
en théorie, NIMC et NIHG donnent des résultats similaires, or avec NIHG comme nous
pouvons le voir sur le tab. 2.16 page 67, 'erreur sur le moment d’ordre 5 est de 0.89%.
Cela semble indiquer que les coefficients du potentiel sont mal calculés avec NIMC.

Comparée a MCSPC Dans ce paragraphe, nous allons comparer NIMC et MCSPC.
Rappelons que pour les deux méthodes ’échantillon des conductivités est le méme (méme
taille et mémes valeurs prises par chacun des couples). Au vu du tab. 2.13 page précédente
et du tab. 2.14 page ci-contre, le fait d’utiliser MCSPC en tant que méthode de référence
ne fera pas évoluer drastiquement ’erreur commise par NIMC. Pour ce paragraphe, la

méthode de référence est MCSPC.

Ry ErrMax(1) | ErrMax(2) | ErrMax(3) | ErrMax(4) | ErrMax(5)
1000 0.14 1.78605 14.16 466.17 12805.9
6000 1.10 4.10 26.56 295.37 16813.6
43000 | 0.19 0.19 0.82 6.15 177.31
93000 | 0.08 0.063 0.53 0.67 9.34

132000 | 0.032 0.16 0.64 1.28 1.12

200000 | O 0.16 0.48 0.72 3.95

TAB. 2.15 — Erreur en % commise par NIMC avec MCSPC (200 000 réalisations)

Dans le tab. 2.15 est donné un tableau similaire a tab. 2.14 page ci-contre. On remarque
que la moyenne est la méme pour les deux méthodes ce qui confirme le calcul théorique
que nous avions effectué (2.60) page 48.

Remarque: 2.4.3. On retrouve la méme chose que ce que nous avions Temarqué pour
l’exemple précédent, hormis pour le moment d’ordre 5. En effet, si on ajoute la derniére
ligne du tab. 2.15 qui représente Uerreur due a la troncature du potentiel (en supposant
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Fic. 2.27 — Erreur en % sur le moment

d’ordre 4 entre NIMC et MCS
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pour NIMC
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que les calculs des intégrales soient parfaits) au tab. 2.13 page 64, on obtient les valeurs
données dans le tab. 2.14 page 6. Encore une fois, on notera que NIMC est moins précise
que MCSPC, alors que cela demande plus de temps.

2.4.2.b.3 NIHG Dans cette section, nous allons comparer les moments obtenus en
chaque noeud par NIHG et par MCS. Dans un premier temps, nous allons montrer la
convergence en fonction du nombre de points d’interpolation d en chaque dimension de la
méthode de Hermite Gauss. Nous fixerons le développement de la conductivité p;, pour
NIHG & 12% et nous fixerons le développement du potentiel poy: a 6.

d | d* | ErrMax(1) | ErrMax(2) | ErrMax(3) | ErrMax(4) | ErrMax(5)
319 10.098 13.59 6 168.97 16607.2 2.94195E+006
4116 | 0.08 0.52 0.35 4.71 68.72

5|25 0.051 0.14 0.3 0.63 1.32

6 | 36 | 0.057 0.14 0.25 0.45 0.85

7149 ] 0.056 0.139 0.25 0.47 0.90

8 | 64 | 0.056 0.14 0.25 0.47 0.89

9181 | 0.056 0.14 0.25 0.47 0.89

TAB. 2.16 — Erreur en % entre NIHG et MCS

Dans le tab. 2.16, sont données les erreurs maximales sur le maillage pour les moments
d’ordre 1 &5 en % commise par la méthode NIHG par rapport a Monte Carlo classique (400
000 réalisations). Avec d = 3 points d’interpolation (c’est-a-dire 9 calculs éléments finis),
I’approximation de la moyenne est de bonne qualité tandis que les approximations sur les
moments plus élevées se révelent tres élevées. Pour quatre points d’interpolation, les trois
premiers moments sont tres bien approchés, par contre les moments d’ordre 4 et 5 restent
avec des erreurs non-négligeables. Pour cinq points d’interpolation, les approximations
sont tout-a-fait acceptables. A partir de 6 points, il n’y a plus d’évolution notable de
Ierreur (c’est-a-dire que les intégrales sont calculées avec une précision négligeable devant
I'erreur de troncature du développement en polynémes chaos).

2.4.2.b.4 Considérations numériques Dans ce paragraphe, nous allons nous inté-
resser aux temps de calcul nécessaires pour utiliser les différentes méthodes.

Dans le tab. 2.17 page suivante sont donnés les temps nécessaires a 'exécution des
différentes méthodes.

On retrouve des temps quasiment égaux a ceux donnés dans le tab. 2.11 page 63. Ce
qui est assez normal dans la mesure ou il y a le méme nombre de calculs dans les deux
cas.

160 a été augmenté par rapport & I'exemple précédent car les lois de conductivités sont plus étalées.
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Méthode considérée | Résolution EF | Calcul potentiel | Total
MCS 50065 N/A 50065
NIMC 25038.4 8918.5 33956.9
NIHG d =3 1.16 0.24 1.40
NIHG d =4 1.91 0.41 2.32
NIHG d =5 2.88 0.64 3.52
NIHG d =6 4.06 0.88 4.94
NIHG d =7 5.77 1.21 6.68
NIHG d =8 7.10 1.60 8.70
NIHG d =9 9.01 2.02 11.03

TAB. 2.17 — Temps de résolution pour MCS, NIMC et NIHG en secondes

2.5 Conclusion Préliminaire

Au cours de ce chapitre, nous avons introduit la famille des polynomes de Hermite & in-
déterminées gaussiennes, et nous avons noté qu’elle formait une base Hilbertienne de 1’en-
semble des variables aléatoires de variance finie. Nous avons ensuite présenté rapidement
la méthode non-intrusive de collocation avec décomposition dans le chaos polynomial, puis
explicité la méthode de projection sur le méme espace. Pour cette derniere, nous avons
montré que pour calculer les coefficients du potentiel scalaire dans la base formée par les
polynomes de Hermite en chaque noeud, il fallait calculer un certain nombre d’intégrales.
Nous avons alors présenté deux méthodes pour calculer ces intégrales. La premiere est
basée sur une utilisation de la méthode de Monte Carlo (NIMC'), alors que la seconde est
basée sur 'utilisation d’un schéma de quadrature de type Hermite Gauss (NIHG). Les
deux méthodes ont ensuite été validées dans le cas de deux exemples académiques.

Ces deux méthodes nécessitant une décomposition tronquées des conductivités en po-
lynomes chaos, nous avons sélectionné un degré de troncature p;,, pour les deux exemples.
L’utilisation de la méthode de Monte Carlo avec décomposition de la conductivité dans le
chaos polynomial (MCSPC'), a permis de mettre en évidence que cette troncature condui-
sait a une approximation acceptable des lois d’entrée.

Pour la méthode NIHG, nous avons montré sur les deux exemples que les résultats
étaient quasiment les mémes que ceux obtenus avec la méthode de Monte Carlo utilisant
les lois de probabilités de la conductivité (MCS), et ce pour des temps de calcul bien
inférieurs. Cela nous permet de valider 'implémentation informatique de cette méthode
et l'intérét qu’elle peut représenter car cette implémentation est relativement simple a
mettre en oeuvre.

Pour la méthode NIMC, nous avons mis en évidence de maniere théorique que la
moyenne du potentiel scalaire en chaque noeud convergerait vers la moyenne théorique
du potentiel en chaque noeud de la méme maniere que si nous utilisions MCSPC. Cette
considération théorique a été confirmée sur les deux exemples choisis. Au niveau théo-
rique, les méthodes NIMC' et NIHG devraient donner le méme résultat (& p;, et pow
fixé). Nous avons cependant remarqué que la convergence pour NIMC' est tres lente puis-
qu’avec 200000 réalisations les résultats obtenus différent un peu. Les résultats obtenus
par NIMC sont de qualité légerement moindre que ceux obtenus par NIHG sur les deux
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cas traités.

De méme, nous avons remarqué que quelque soit le moment considéré, pour un échan-
tillon de taille 200000, la précision obtenue par NIMC' était bien moins bonne que celle
obtenue par MCSPC.

Comme la méthode NIHG est beaucoup plus rapide que la méthode NIMC, nous
privilégierons celle-ci par la suite.



Chapitre 3

Méthode de chaos polynomial
intrusive : éléments finis
stochastiques spectraux (SSFEM)

Dans le chapitre précédent, nous avons détaillé les méthodes non-intrusives qui per-
mettent de résoudre le probleme aux dériwvées partielles dans le cas ou la loi de compor-
tement est supposée aléatoire en encapsulant un code éléments finis déterministe dans
un environnement stochastique. Nous avons expliqué dans la premiére partie que pour ré-
soudre ce probleme, nous utilisions une formulation variationnelle. Nous allons construire
un autre modeéle qui utilisera la méme base de discrétisation que les méthodes précédentes.
Cette méthode a été proposée par R.G. Ghanem en 1990 [31] et consiste en une générali-
sation de la méthode de Galerkin. Dans un premier temps, nous allons proposer quelques
résultats préliminaires concernant les polynomes chaos. Ensuite, nous développerons la
méthode SSFEM. Pour des raisons lies a la mise en oeuvre numérique, nous développe-
rons certaines propriétés de la matrice de raideur en montrant que celle-ci peut s’écrire
comme une somme de produits tensoriels de matrices. Deux séries de matrices apparai-
tront dans la somme de produits tensoriels, et ['une de ces séries de matrices est issue du
modele déterministe.

3.1 Calculs préliminaires

Dans cette section, nous allons introduire des matrices particulieres dont nous aurons
besoin par la suite. Nous reprenons les notations proposées dans la section 2.2 a 2.2.2.b
pages 29-43. Les polynomes de Hermite mono-dimensionnels h(x) que nous considérerons
auront pour indéterminée une variable aléatoire gaussienne centrée réduite £(6).

Les coefficients des matrices que nous mettrons en évidence par la suite sont obte-
nus a partir de I'espérance du produit de trois polynomes chaos M-dimensionnels dont
les indéterminées sont des gaussiennes centrées réduites que 1'on pourra ranger dans un
vecteur : (&§;(0))1<i<y et de degré maximum p (on notera P = C7;,  le nombre total de
ces polynomes). Pour ce calcul, nous avons une formule analytique du produit de trois

69
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polynémes uni-dimensionnels de la méme indéterminée & () qui est donnée par [6] :

d7* = E['h(&(0)) h(&(0))"h(&(0))]

aysl si 1+ 7+ k est pair et
_ )it ok it ki gtk sifi—j<k<i+ (3.1)
2 ‘ 2 ' 2 '
0 sinon

Les P matrices qui nous intéressent seront notées (D7);<;<p, ce sont des matrices de
tailles P?, elles sont définies par :

D7 = (B9 (€)' (€) ) (€)))1<izpi<i<p (3.2)

Ou 7 représente I'indice de ligne et k celui des colonnes.
Or, par définition des polynomes de Hermite multidimensionnels, on a :

ECp©) &) (&) = B(L [ ha &) TT 2an(&) [T (€0)) = E ] har(€)hs (&) (€0))

(3.3)
De plus comme les variables gaussiennes sont supposées mutuellement indépendantes, on
a:

E(EY () () = [ B (€)hsi (), (&) (3.4)
Grace a 3.1, on a :
D = B[y (&) ()] = [ d (3.5)

Dans la méthode numérique que nous mettrons en place, nous sommes conduits a stocker
ces espérances dans des matrices D?. On remarquera que ces matrices sont symétriques
par construction. Il nous semble intéressant d’illustrer la structure de quelques-unes de
ces matrices au travers d’un exemple.

On considere I'ensemble des polynomes multidimensionnels de degré inférieur a p = 4
et avec M = 4. Soit un total de 70 polynomes chaos (cf. tab. 2.3 page 41).

L’algorithme lié a la construction du systeme linéaire, on le verra par la suite, peut
profiter de I'aspect creux de ces matrices. Un autre aspect qui nous intéresse est le nombre
de lignes dont tous les termes seront nuls. Nous qualifierons par la suite de telles lignes
des lignes nulles. Par symétrie, le nombre de lignes nulles est aussi le nombre de colonnes
nulles. Pour illustrer combien ces matrices sont creuses, nous avons tracé la structure de
celles-ci.

Dans les fig. 3.1 page suivante a fig. 3.5 page ci-contre, se trouvent les matrices relatives
a différents polynomes (par exemple sur la premiere figure D* = (E[*)(£)79 (€)% (€)])1<j<pi<i<p)-
Les points représentent les termes non nuls. On notera que pour la plupart, des colonnes
et des lignes sont entierement nulles.

Dans la fig. 3.7 page 74 on a présenté le nombre de lignes nulles dans les matrices
D7 en fonction de j. En abscisse se trouve le numéro du polynéome chaos considéré (j) et
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F1G. 3.7 — Nombre de lignes et colonnes entierement nulles dans les matrice D’

en ordonnée se trouve le nombre de lignes nulles. Seule la premiére matrice ne présente
pas de lignes (ou colonnes) entierement nulles. Toutes les autres en ont au moins 8. Les
matrices les plus creuses en nombre de lignes nulles, sont au nombre de 3 (D3¢, D et
D™) et ont 50 colonnes entierement nulles sur 70. Le nombre moyen de colonnes nulle est
autour de 25, le nombre médian est de 26.

Nous avons résumé les informations précédentes dans le tableau tab. 3.1, ot nous avons
indiqué dans la seconde colonne le nombre de termes non nuls de la matrice considérée et
dans la derniere le nombre de lignes nulles.

Ces propriétés seront utilisées dans la suite ou 'on mettra a profit cet aspect pour

gagner en temps de calcul.

Matrice D* | Termes non nuls | Lignes nulles
D! 70 0

D 100 9

D36 27 50

D37 52 37

D* 92 20

D 132 8

TAB. 3.1 — Nombres de termes non nuls et de lignes nulles pour certaines D%*
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3.2 Présentation de la SSFEM

Dans un premier temps, nous allons rappeler la formulation faible a résoudre que
nous avions définie dans la section 1.2.3 page 15 et les notations. Nous présenterons alors
la base de discrétisation utilisée qui sera la méme que celle utilisée dans les méthodes
non-intrusives. Enfin, nous développons les calculs qui permettent d’arriver a un systeme
linéaire et nous expliquerons comment le construire.

3.2.1 Formulation faible

Nous allons chercher le potentiel scalaire approché par la méthode SSFEM solution
de la formulation faible du probleme de 1’électrocinétique aléatoire (1.48) page 17. Nous
le noterons @gsppy (1, 0). Des lors, on cherche Pggrry tel que pour tout v fonction test :

B /D o(2,0)V (Zrsemi(®.0)) V (u(z,6)) dD) = 0 (3.6)

Avec :
PsSFEM (-Ta 9) = PssFEM (-Ta 9) + Splim@(x) (3'7)

C’est-a-dire que le potentiel est découpé en une partie inconnue portant sur I'intérieur de
D (pour assurer que le terme en divergence est nul de maniere faible) et sur I'y (pour
assurer la condition limite correspondante de maniere faible) plus un terme permettant
d’imposer la différence de potentiel entre I'g, et I'g, (de maniere forte, donc ce ne sont
pas des degrés de liberté).

En effet, supposons que J(z,0) est différentiable une fois spatialement (au sens des
distributions) et que la différentielle est de carré intégrable (ce qui est le cas par construc-
tion). Alors, si on vérifie (3.6) pour tout v dont la trace est nulle sur I', en utilisant le
théoreme de Green Ostrogradsky, on a :

E([, div(J(z,0) V (u(z,0))dD) = —E([,3(x,0)V (v(z,0))dD)

+ E(f, 3(z,0) - nv(z,0)dS) (3:8)
Comme la fonction v choisie est a trace nulle sur I' (bord du domaine spatial D), alors le
terme d’intégrale surfacique est nul. Et d’apreés (3.6), le terme d’intégrale volumique est
nul. Des lors, la divergence de J(z,0) est nulle au sens faible.

Maintenant, si on prend une fonction v dont la trace est non nulle sur I'y, alors d’apres
le lemme de Green Ostrogradsky, on a :

E(f.I(x,0) -nv(z,0)dS) = E([,div(J(z,0))v(z,0)dD)
—_— 3.9
+ E([, o(x,0)V (QDSSFEM(Q;,Q)) V(o(z,0)dD) 9
On pose C' = E([, o(z,0)V <¢SSFEM($,9)> V (v(z,0))dD). Le terme en divergence est
nul d’apres (3.8), et le terme C' est nul d’apres (3.6). Des lors, 'intégrale surfacique de

J(z,0) multipliée par une fonction test a trace non nulle est nulle sur I'y. On assure ainsi
la condition limite sur la composante normale de J(z, ) de maniere faible.
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Nous nous sommes ramenés a un probléme a conditions limites homogenes (les condi-
tions de Neumann sur le potentiel scalaire étant implicitement vérifices dans cette formu-
lation grace a la formule de Green sur l'opérateur div(-)). Nous ne savons pas résoudre
ce probleme en l’état. Nous devons maintenant nous donner un ensemble de dimension
finie dans lequel nous allons chercher notre potentiel scalaire. Cet ensemble de dimension
finie est défini par la base de discrétisation que nous proposons maintenant.

3.2.2 Base de discrétisation

La méthode SSFEM nécessite une double discrétisation : une liée a la dimension
spatiale et 'autre a la dimension aléatoire que nous allons présenter successivement. Ce-
pendant, pour la SSFEM, et contrairement aux méthodes non-intrusives, ces deux discré-
tisations sont faites simultanément.

Le probleme de départ présente M variables aléatoires' (jo, ..., ,,0) voir la fig. 1.2
page 16. Nous savons que le potentiel scalaire est une fonction de ces variables aléatoires.
Nous savons de plus grace au lemme de Céa [41], que le potentiel est a variance finie. A
'aide de transformations iso-probabilistes [5] ou en les développant dans le chaos poly-
nomial de Hermite a M indéterminées gaussiennes, on peut exprimer les conductivités a
I'aide de M variables aléatoires gaussiennes. Des lors, on sait que le potentiel Pggppy (6, )
dépendra de M variables aléatoires gaussiennes centrées réduites (£(6)) et sera a variance
finie. On sait que le potentiel sera, a x fixé, un élément de Vi . Cet espace comprend
tous les polynomes de Hermite a M dimensions quel que soit leur degré. Cet espace est
de dimension infinie (voir la définition 2.2.4 page 40).

Pour résoudre numériquement ce probleme, il nous faudra chercher le potentiel dans
un espace de dimension finie. On le cherchera dans le chaos polynomial de degré au plus p :
Virp- Ce qui signifie qu’on cherchera le potentiel dans 1'espace engendré par les polynomes
chaos de Hermite (Y¢(£(0)))'S9=F avec £(0) qui est un vecteur gaussien centré réduit a
composantes mutuellement indépendantes [50]. Si on effectue un développement en chaque
dimension d’ordre p, on rappelle que le nombre de degrés de liberté pour I’aléa total sera
P (P= CJI\)/Hp (2.29) page 40)>.

Nous allons aussi discrétiser la dimension spatiale en utilisant I’ensemble des fonctions
de forme nodales déterministes classiques (w;)1<i<n - On rappelle que I'on note n le nombre
d’inconnues déterministes (aussi appelé nombre de degrés de liberté spatiaux) et N le
nombre de noeuds total du maillage. On a donc n < N (puisque sur la partie de la surface
extérieure I'g le potentiel est imposé de maniere forte).

La base de discrétisation que nous considérons est alors (w; x 7)1 =/=8. Cest un
produit tensoriel de la famille des fonctions de forme déterministes par la famille des
polynomes chaos de Hermite. On cherchera donc le potentiel scalaire approché par la

1On pourrait considérer un domaine o1 certaines des régions ne présentent pas d’aléas. Des lors, il y
aurait plus de milieux que de variables aléatoires. Cependant dans un souci de simplification de notation,
on préfere considérer que ces deux nombres sont égaux.

211 pourrait peut-étre étre intéressant de prendre des degrés maximums différents en chaque variable,
mais nous n’avons pas essayé numériquement.
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méthode SSFEM, sous la forme :

SDSSFEM z, 9 ZZzSOSSFEM Wz z/j(€> (3'10)

=1 j5=1

En supposant que les conditions limites sur ['g soient déterministes, cela peut encore
s’écrire comme :

SOSSFEM xz, 9 Z Z i PSSFEM Wz ¢(5) + Piim V (a(a:)) (3-11)

=1 j=1

On aura en particulier le potentiel inconnu qui s’écrira sous la forme :

SOSSFEM Z, 9 ZZZSOSSFEM Wz z Jw@) (3'12)

=1 j=1

O les pgsppy seront les réels inconnus de notre probléme numérique.
Le potentiel ainsi défini est un élément de ’espace engendré par la base choisie.

3.2.3 Systeme linéaire a résoudre

Maintenant que nous disposons d'une base d’approximation, il reste a utiliser une
méthode de type Galerkin pour se ramener a un systeme d’équations linéaires.Ce systeme
présentera n X P équations a n X P inconnues, pour 1’obtenir, on procede de la maniere
suivante :

(3.6) page 75 peut aussi s’écrire, pour tout v fonction test :

Poi /D 0 (2,0)V (Psren (2, 0)) V (0(, 0)) dD] = —E /D o(2,0)V (puncr(@)) V (v(z, 0)) dD]

| (3.13)
Utilisons la forme du potentiel scalaire développé dans la base (w; x 7 @/})E{é{j (3.12) :

fD (E > Dosseem wi(z )mw(i)) V (v(z,0)) dD] (3.14)

I=1m=1

- —EUD o(2,0)V (puma(x)) V (v, 0)) dD]

Comme les polynomes chaos sont indépendants de ’espace, et que le gradient et les inté-
grales sont des opérateurs linéaires, on a :

i 2 l SOSSFEM 7/)(5) fD O‘(L@)V (wl(x))V(v(x,Q)) dD] (3.15)
ZELf, 0(2,0)V (¢unar(z)) ¥ (v(z,0)) dD)

Nous avons supposé de plus que le domaine spatial était divisé en M régions D, sur
lesquelles la conductivité est uniforme mais aléatoire (1.43) page 16, que nous rappelons
ici :

o(z,0) = Z 0(0)1;(z) (3.16)
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En utilisant cette équation dans 'équation (3.15) page précédente et en utilisant les
propriétés de linéarité des différents opérateurs, on obtient :

n
>
=1

| Pssrn ; Elo fD )V (v(z,0))dD]

(0) Jp, V (pumcr()) V (v(2,6)) dD]

(3.17)

M:i‘m“’

1

.
I

Pour résoudre numériquement le probleme, on utilise une méthode de Galerkin, c’est-a-
dire que 'on prend pour fonctions tests les fonctions qui engendrent I'espace dans lequel on
cherche le potentiel (c’est-a-dire (w; x7 w)gf;f ). On obtient ainsi les équations « discretes »

pour tout f € 1,....,net g € 1,..., P en utilisant la linéarité des opérateurs :

P ssemn % (o 0y 0()76(©)) [, V (@) V (wy(2)) dD
i=1 (3.18)

E(; &) Jp, V (uma(x)) V (wy(x)) dD

M*v

n
>
I=1m

=10

1

(2

Comme la fonction « est la combinaison linéaire de « fonctions de forme » déterministes
associées aux noeuds du maillage qui sont situés sur la frontiere I'g, :

a(r) = ) w(z) (3.19)

OEFE2

Nos équations sont alors :

i i I — %E(w(@%(@%(@) I, V (wi(2)) V (wy(x)) dD
=rm=l = (3.20)
= - Z Y. Pl fD (Puma(z)) V (wy(z)) dD

i= 106FE2

On obtient ainsi un systeme d’équations ou les termes relatifs a I’aléa sont découplés des
termes relatifs a ’espace. De plus, dans la mesure ofl il y a des espérances, les équations
que l'on obtient sont des équations déterministes, a savoir que les coefficients qui y in-
terviennent ne sont pas aléatoires. Dans chacune de ces équations, le réel ["@Ygsppy €st
inconnu.

Dans certains cas, on est capable de calculer le terme E(,0(6)™(£)%)(§)) analytique-
ment. Mais en toute généralité ce terme est ardu a calculer de maniere analytique. Aussi,
nous faut-il un moyen de calculer numériquement ce terme. On pourrait par exemple
utiliser une méthode de Monte Carlo pour calculer cette espérance®, mais le choix qui

3Ce choix semble a priori peu judicieux a cause des temps de calcul nécessaires pour avoir une ap-
proximation correcte de la valeur de l'intégrale. Il faudrait en effet avoir acces a la densité jointe des
variables aléatoires gaussiennes centrées réduites &;(6) et de la conductivité ,o(6). Un moyen pour obtenir
une telle densité jointe, est d’exprimer la conductivité en fonction des variables aléatoires gaussiennes.
Cette densité obtenue, on peut générer R valeurs de chacune de ces variables aléatoires. On peut alors
calculer R fois la valeur de ,0(0),0(0)94(¢), puis estimer 'espérance de ce terme. Et cela pour chacun
des polynomes.
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semble le plus judicieux est de développer la conductivité dans la base formée par les po-
lynomes chaos [32,56,61]. Une fois la décomposition dans le chaos polynomial effectuée,
on va pouvoir calculer analytiquement une valeur approchée de I'espérance. On suppose
que ce développement se fait a l'ordre p;, ce qui conduira a P;, polynomes de Hermite

différents.
M Py,

~ YD ol (o) (3.21)

i=1 j=1
On a alors, pour tout (g,m) € {1,..., P}*:

Pin

DBl @) (@)~ Y Y 1o BC(E) v =35 oD (3.22)

=1 j5=1

<.

On voit apparaitre naturellement les termes D’™9 introduits dans 'équation (3.2) page 72.

Remarque: 3.2.1. Dans l'équation (3.22), il apparait une approximation. En fait, il
est possible de faire ce calcul intégral de maniére exacte. En effet, si on considére la
conductivité ;o (0) relative au milieu i, on a :

“+oo

io(0) =Y 1aly(€) (3.23)

j=1
Dés lors, en utilisant (3.23) dans (3.22), on obtient :

“+oo

E(,0(0)™ (€0 (&) = Y 1o By (&)™b(£)%(¢)) (3.24)

Jj=1

Notons maintenant Py, = Ciﬁzp le nombre de polynomes chaos a M indéterminées de
degrés au plus 2p. Chacun des polynomes chaos ™(&) et 99(&) est de degré au plus p.
Le produit des deux polynomes de Hermite ™(£)% (&) (au plus de degré 2p) peut alors

s’écrire comme :
Pap

&= "a"y(E) (3.25)

Ou les "a sont des réels. En utilisant (3.25) dans (3.24), on a alors :

~
3

Py

E(a(0)"(£)(E)) = E a loE((€)")())
{;th% (3.26)
+ 2 Hh; aE(I(&)Mp(£))

Or, les polynémes de Hermite de degrés distincts sont orthogonaux entre euz, donc E (71 (&) (€))
est nul dés que Py, > Ps,. On obtient alors :

Pay,

E(;0(0)™(€)*(€)) = Z{aDjmg (3.27)
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En conséquence, et cela constitue un résultat important pour la SSFEM, on montre qu’il
n’y a que les termes de degré inférieur a 2p du développement en polynomes chaos des
lois de comportement qui sont pris en compte. En d’autre termes, si on tronque la série
(3.23) page précédente a des degrés p;, et pl, supérieurs a 2p, on aura le méme résultat.
Pour étre sur que le probléeme soit bien posé, il faudra donc prendre p;, = 2p. Néanmoins,

nous ne l'imposerons pas pour la suite car nous étudierons linfluence de p;, sur le résultat
final.

En utilisant I'équation (3.22) page précédente, ’équation (3.20) page 78 devient :

Vfel,..nxPetgel, ., P

1 m; - ; J; 1o DM [,V (wi(x)) V (wy () = (3.28)

S i 32 390D [ (i) V (wp(2))

I€TE, i=1j=1

3

l

En rangeant les inconnues dans une matrice a n lignes et a P colonnes, on obtient :

1 2 P
1PssrEM  1PssrEM 0 1 PSSFEM
1 2 P
2PssFEM  2¥ssFEM C 9 YSSFEM
X, = |* e , (3.29)
1 2 P
nPssFEM  nPssFrEM 0 PSSFEM

Sur une ligne ¢ il y a les coefficients dans la base des polynomes chaos relatifs a la €
fonction d’interpolation déterministe. Sur la j¢ colonne, il y a les coefficients des fonctions
de forme déterministes pour tous les noeuds du maillage relatifs au j° polynoéme chaos.
En rappelant la définition classique de 1'opération de vectorisation :

Définition: 3.2.1. Si on considére une matrice M = (M;j)1<i<ni<j<m dans My ,(IR)
(de taille n, m), on appelle vectorisation de M, le vecteur colonne de taille mn et on note
vec(M) :

vec(M) = [M117M21,"‘ s M, -, My, Moy, - - - 7Mnm]T

Et en appliquant cette opération a la matrice X, vec(X,) est alors un vecteur co-
lonne a n x P lignes qui représente la concaténation de toutes les colonnes de X, une
a une. C’est-a-dire que dans les n premieres lignes se trouvent les coefficients relatifs au
premier polynéme de Hermite multidimensionnel (moyenne des inconnues spatiales), dans
les n lignes suivantes, les coefficients relatifs au second polynomes de Hermite multidimen-
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sionnel etc. .. Ce qui s’écrit :
_1 -
1¥PssFEM

1
2P ssFEM

1
n¥PssFEM
2
1P SSFEM

2
2PssFEM

vec(X,) = |2 : (3.30)

nPSsFEM

P
1 PssFEM

P
2 PssrFEM

P
|, PssFEM

Les n x P équations a n x P inconnues décrites par (3.28) page précédente peuvent
alors s’écrire sous la forme classique :

Awvec(X,) =B (3.31)

A chaque ligne lig et a chaque colonne col correspondent un quadruplet ( f, g, [, m) d’entiers

tel que :
M Py,

Alig, col) = > Y doDi™ / V (wi(z)) V (wy(z)) (3.32)

i=1 j=1

Ou, lig=Px*(f—1)+get col=Px(m—1)41. On peut aussi écrire cette matrice sous
la forme d’une somme sur les éléments e :

A(lig,col)y = ) ZZ%DW / V (wi(z)) V (wy(z)) (3.33)

Avec Jo le coefficient relatif au j¢ polynome chaos de la décomposition de la conductivité
sur I’élément e (si Pélément e € D;, alors Jo = Z o 0 sinon). On peut donc utiliser une
procédure d’assemblage semblable a celle utilisée dans le cas déterministe qui consiste a
calculer les termes sur chaque élément et a les additionner dans la matrice de raideur.

Remarque: 3.2.2. Dans la suite, nous utiliserons une méthode de type gradient conjugué
pour résoudre ce systeme. Pour pouvoir utiliser cette méthode, il faut que la matrice de rai-
deur A soit symétrique (ce qui est évident) et définie positive. En supposant que les lois que
suivent les conductivités sont a support compact, la matrice est définie positive (argument
classique des équations de Poisson'). Comme nous utilisons une décomposition polyno-
miale de la conductivité tronquée, les conductivités ne sont plus bornées (une gaussienne

4Dans le cas des lois lognormales, la matrice reste définie positive [3].
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est a support compact). Cependant, cette décomposition n’intervient que pour calculer une
intégrale, et des lors que l'on prend p;, = 2p, c’est-a-dire que le degré d’approximation de
l’entrée est le double de celui du potentiel, cette intégrale est calculée exactement, et la
matrice de raideur que l'on calcule est la méme que celle qu’on aurait obtenu en utilisant
comme loi d’entrée la loi théorique, donc définie positive. Notons aussi que si on prend
un pin plus petit que 2p, la matrice qu’on obtient sera trés proche de la matrice théorique,
donc elle devrait aussi étre définie positive, mais cela n’est plus garants’.

3.2.4 Assemblage du systeme linéaire et validation
3.2.4.a Construction

Dans cette section, nous allons expliciter rapidement la construction du systeme li-
néaire a résoudre. Une des facons possibles pour assembler la matrice de raideur est de
faire un algorithme séquentiel, élément par élément comme cela se fait classiquement dans
un code déterministe.

Associons a I’élément e de la région D,,_  qui présente n. noeuds inconnus, une matrice
Ager, de raideur élémentaire déterministe :

Jowr@w(z) - [Lwn(@)wn, (x)

Aget, = (3.34)

[ @)r(@) o [ e (2 (2)

On peut remarquer que Age, correspond a un facteur pres (la conductivité sur 1’élément)
a la matrice de raideur que 'on calcule sur I’élément e.

En introduisant les coefficients D% = E(“iqp*1)) définis en (3.5) page 72, et en
utilisant  (3.33) page précédente, la matrice de raideur probabiliste élémentaire Ag,,
s’écrit alors sur chaque élément e :

EEy i11 B 1P ]
ine O'D] Adete cee ﬁneaD] Adete
j=1 j=1
Asto = : e : (335)
e . . .
S iP1 S PP
ine UD] Adete e Z iﬂe UD] f4det6
|j=1 J=1 e

Pour construire la matrice de raideur A, il suffit alors de boucler sur I’ensemble des
¢éléments du maillage et d’utiliser une procédure d’assemblage similaire a celle utilisée par
les éléments finis déterministes. On peut cependant remarquer que les matrices de raideur
élémentaires sont de taille assez importante. En effet, considérons un probleme de départ
avec M = 3 variables aléatoires, et en cherchant le potentiel dans un chaos polynomial
de degré au plus p = 6, alors on aura P = 84. Des lors, pour un élément tétraédriques
avec quatre inconnues déterministes, la matrice de raideur élémentaire aura 84 x 4 = 336
lignes et colonnes. Dans un premier temps, nous avons programmé cette méthode pour la
détermination du systeme matriciel puis nous avons résolu le probleme.

5Dans tous les cas tests numériques que nous avons effectués, le gradient conjugué a toujours convergé.
Ce qui semble aller dans le sens de cette hypothese.
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3.2.4.b Validation

Pour valider la méthode, nous allons comparer les résultats obtenus par la SSFEM et
par la méthode de Monte Carlo. La méthode employée est analogue a celle proposée pour
la validation des méthodes non-intrusives :

1. A T'aide d’un code déterministe, on calcule un échantillon de taille R du potentiel
en chaque noeud du maillage, puis on en déduit les moments non centrés avec la
méthode de Monte Carlo (1M, l{‘f S sera le moment d’ordre ¢ au noeud ).

2. A T'aide de la SSFEM, on calcule le développement en polynomes de Hermite du
potentiel scalaire en chaque noeud. Ce calcul ne nécessite qu’une seule résolution
d’un systeme a n X P inconnues alors que les méthodes non-intrusives présentées
dans le chapitre précédent nécessitaient la résolution de plusieurs systemes de taille
n.

3. On calcule analytiquement les moments de I’approximation ainsi obtenue (
sera le moment d’ordre ¢ au noeud ).

SSFEM
My

4. On calcule I'erreur relative entre les moments obtenus par les deux méthodes sur
i MSSFEMiMMC
chacun des noeuds du maillage (Err(l,t) = | =] x 100).
Lt

5. On prend le maximum de Uerreur relative sur I’ensemble du maillage.

Dans la littérature, le degré de développement des entrées est le méme que le degré de
développement du potentiel (p;, = p). Cependant comme nous l'avons indiqué, pour
limiter I'erreur de modélisation de I’entrée, on prendra ici p;, = 2p.

3.2.4.b.1 Cas d’une forme en L, jeu de conductivité 1 Le premier cas traité est
le méme que celui présenté dans la section 2.4.2.a page 56, les caractéristiques du maillage
ainsi que les lois suivies par les deux conductivités aléatoires y sont indiquées (voir le
tab. 2.6 page 56 pour la moyenne et 'écart type des deux conductivités). Pour rappel, la
méthode de Monte Carlo utilisée a été réalisée avec 400 000 réalisations.

Nous avons ici fait varier les degrés de troncature P = (15,21,28) (ie le nombre de
degrés de liberté de la dimension aléatoire). Cela correspond a différents chaos polyno-
miaux dans lesquels on cherche notre potentiel : V54, Vo5 et Vo4 Clest-a-dire que les
degrés maximums des polynomes sont respectivement p = 4,5, 6. Les conductivités quant
a elles ont été développées dans un chaos polynomial dont le degré est fixé au double du
précédent. De fait, on a ainsi P, € {45,66,91} selon que p = 3,4 ou 6. Dans le tab. 3.2

p | pin | ErrMax(l) | ErrMax(2) | ErrMax(3) | ErrMax(4) | ErrMax(5)
41 8 0.0078 0.016 0.026 0.035 0.047
5| 10 0.0079 0.016 0.026 0.035 0.046
6| 12 0.0079 0.016 0.026 0.035 0.046

est située I'erreur maximale sur le maillage en % commise entre la SSFEM et la méthode
Monte Carlo. Les erreurs sont tres faibles (on est a moins de 0.05% quelque soit le moment

TAB. 3.2 — Erreur maximum entre la SSFEM et MCS en %
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considéré), et quasiment identique quelque soit le degré de développement. On constate
ici encore que l'erreur croit avec 'ordre du moment considéré. On remarquera que 1’'on
retrouve pratiquement les résultats obtenus avec NIHG (voir tab. 2.10 page 62).

Dans tab. 3.3, la taille représente le nombre de termes potentiellement non nuls de
la matrice de masse, le temps d’assemblage est le temps CPU nécessaire a assembler la
matrice, le temps total est le temps d’assemblage plus le temps nécessaire a la résolution
du systeme. On voit que le nombre de termes non nuls croit rapidement.

P | nombre d’inconnues | taille temps assemblage | temps total (s)
15 | 3510 291330 | 5.06 5.37

21 | 4914 647895 | 13.35 14.13

28 | 6552 1012284 | 31.90 33.57

TAB. 3.3 — Considérations numériques

Remarque: 3.2.3. Nous parlons ici de termes potentiellement non nul. En effet, dans le
code 3D éléments finis utilisé, la structure de la matrice de raideur est précalculée. Une
boucle sur les éléments permet de savoir quelles sont les connectivités entre les inconnues
spatiales et lorsque deux inconnues sont connectées, le terme correspondant dans la ma-
trice est déclaré comme « non nul ». Pour construire la structure de la matrice dans le
cas aléatoire, nous déclarons que des que deuxr noeuds ny et ny sont connectés tous les
termes relatifs aux différents polynomes chaos sont potentiellement non nuls. C’est-a-dire
que Vi, g € P? le terme A[(j — 1)n + ny, (g — 1)n + ny| est déclaré non nul. De fait, on
surestime le nombre de termes non nuls, puisque selon les valeurs des coefficients de la
conductivité, certains de ces termes sont nuls, ce que nous ne prenons pas en compte’.

3.2.4.b.2 Cas 2 Cet exemple est le méme que celui présenté dans la section 2.4.2.b
page 63. Dans le tab. 2.12 page 63 sont données les lois suivies par les conductivités. La
méthode MCS a été réalisée avec un échantillon de taille 400000.

p | pin | ErrMax(1) | ErrMax(2) | ErrMax(3) | ErrMax(4) | ErrMaxz(5)
316 0.026 1.14 2.54 3.14 2.8

418 0.027 0.21 0.082 1.07 2.84

5| 10 | 0.043 0.091 0.19 0.084 0.78

6|12 | 0.048 0.092 0.21 0.52 1.04

TAB. 3.4 — Erreur maximale en % entre la SSFEM et MCS

Dans le tab. 3.4 est donnée I’erreur maximale commise sur 1’ensemble du maillage pour
chacun des moments d’ordre 1 a 5 pour différents degrés pour I’approximation polynomiale
du potentiel et de la conductivité. Pour p;, = 2p = 6, on voit que les erreurs sur les
moments d’ordre 2 et plus sont tres supérieures a celles obtenues pour p > 5. On constate

6La prédiction avant calcul de ces termes non nuls est rendue complexe par le fait que c’est une somme
de termes qui apparait.
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une stabilisation pour les moments d’ordre 1 a 3 en faisant croitre le degré de troncature
du potentiel. Pour le moment d’ordre 4, il reste un écart assez important entre p = 5 et
p = 6. Pour le moment d’ordre 5 par contre les résultats sont assez proches.

P | nombre inconnue | taille temps assemblage | temps total (s)
10 | 2340 129870 | 2.09 2.21
15 | 3510 291330 | 5.2 5.57
21 | 4914 647895 | 13.5 14.5
28 | 6552 1012284 | 33.2 35.3

TAB. 3.5 — Considérations numériques

Dans le tab. 3.5 sont données les mémes informations que dans le tab. 3.3 page précé-
dente. Les temps de calcul sont tout-a-fait comparables au cas précédent.

Apres avoir validé la méthode SSFEM, nous allons évoquer linfluence du degré du
développement des conductivités dans le chaos polynomial.

3.2.5 Influence de ordre du développement des lois de compor-
tement

Dans la littérature [5,6,31,32,56,61], on choisit le degré de développement en polyndomes
chaos des lois d’entrée égal a celui de la sortie. Cependant, comme nous 'avons fait
remarquer dans 3.2.1 page 79, ce choix ne parait pas étre le plus judicieux. D’une part
parce que nous ne sommes pas siirs que dans ce cas la matrice sera définie positive. Et
d’autre part, parce que tronquer le développement en polynomes chaos de la conductivité
a des degrés faibles fait qu’on induit une erreur de modélisation qui peut ne pas étre
négligeable.

Au niveau numérique, il est important de noter que le degré de développement des
conductivités n’influence en rien la taille du systeme. En effet, le nombre d’inconnues du
systeme est défini par n x P. La structure du systéme en tant que telle n’est pas modifiée
(augmenter P, ne modifie pas le nombre de termes non nuls de la matrice de raideur). Par
contre, il a une influence sur le temps de construction des matrices élémentaires puisqu’il
existe une boucle interne allant de 1 a P;, pour la construction des matrices élémentaires.

Dans cette section, on va donc étudier plus en détail I'influence qu’a le degré de dé-
composition dans le chaos polynomial de 'entrée sur la qualité de la solution. Nous ne
donnerons pas les résultats sur le cas du L avec le premier jeu de conductivité car le fait
de modifier p;, n’apporte pas de changement significatif.

Par contre, nous allons étudier le cas du L avec le second jeu de lois suivies par la
conductivité. Cela permettra de mettre en évidence que le fait de prendre p;, trop faible
peut dégrader fortement les résultats. Nous mettrons aussi en évidence le résultat présenté
en 3.2.1 page 79 numériquement : a savoir que si I’on prend un degré de développement
Pin strictement plus grand que 2p, les résultats ne changent pas.

Le cas traité est le méme que celui présenté dans la section 2.4.2.b page 63, les carac-
téristiques du maillage ainsi que les lois suivies par les conductivités y sont indiquées (voir
le tab. 2.6 page 56 pour la moyenne et 'écart type des deux conductivités). Notre objectif
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étant de mettre en évidence I'influence de P;, sur la qualité de la solution a P fixé, nous
présenterons successivement les résultats pour p égal a 3,4,5 et 6. Pour mémoire, MCS a
été réalisée avec un échantillon de taille 400000.

3.2.5.a Potentiel développé au degré 3, cas du L : cas 2

Dans le tab. 3.6, on donne 'erreur maximale sur le maillage sur les moments d’ordre
1 a 5 entre la SSFEM et MCS en faisant varier le degré d’approximation de I’entrée.
Comme on peut le voir, en prenant p;, = p = 3, lerreur est tres importante quelque
soit le moment considéré. On améliore largement les résultats en fixant p;, = 4. En effet,
en prenant p;, = 4, on obtient la meilleure approximation pour le moment d’ordre 2. Et
I'erreur la plus élevée est de I'ordre de 4.6% (pour le moment d’ordre 5). Pour un degré
de développement égal a 5, on constate une amélioration notamment sur la moyenne ou
on a un gain d’un ordre 10, une dégradation du moment d’ordre 2 par rapport au cas
précédent, mais une amélioration pour les moments supérieurs. Pour p;, = 6, on constate
un gain de précision.

On constate aussi que les résultats se stabilisent en augmentant p;,.

Pin | ErrMaz(1) | ErrMaz(2) | ErrMax(3) | ErrMax(4) | ErrMax(5)
3 92.6 4043.87 112459 4.9E4-6 2.8E+8

4 0.21 0.67 3.77 4.11 4.64

5 0.018 1.17 2.7 3.54 3.4

6 0.026 1.14 2.54 3.14 2.8

TAB. 3.6 — Erreur maximale sur le maillage entre la SSFEM avec p = 3 et MCS

Nous avons de plus comparé les coefficients du développement en polynoémes chaos
du potentiel en chaque noeud obtenu en faisant varier p;, de 6 a 13 (pour p;, > 2p). La
différence est nulle, ce qui confirme qu’il n’est pas nécessaire de prendre un degré supérieur
a 2p.

Pin | temps d’assemblage | temps total
3 1.35 1.47
4 1.53 1.65
5 1.80 1.91
6 |2.09 2.21
T | 247 2.59
8 |2.85 297
9 |3.25 3.37
10 | 3.67 3.78
11 | 4.20 4.31
12 | 4.72 4.84

TAB. 3.7 — Temps en s en fixant p = 3 et en faisant varier p;,

Dans le tab. 3.7 sont donnés les temps pour assembler la matrice et le temps total (as-
semblage et résolution). On remarquera que ce qui prend le plus de temps est 1’assemblage
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de la matrice et non la résolution.

3.2.5.b Potentiel de degré 4, cas du L : cas 2

Dans le tab. 3.8, on donne l'erreur maximale sur le maillage sur les moments d’ordre
1 a5 entre la SSFEM et MCS en faisant varier le degré d’approximation de I’entrée. On
constate ici encore que les résultats se stabilisent a partir de p;, > 7.

Pin | ErrMaz(1) | ErrMaz(2) | ErrMaz(3) | ErrMaz(4) | ErrMaz(5)
4 0.47 1.65 3.63 6.59 10.45

5 0.023 0.33 0.44 0.24 1.18

6 0.034 0.22 0.087 1.17 3.09

7 0.026 0.21 0.082 1.07 2.83

8 0.027 0.21 0.082 1.07 2.84

TaB. 3.8 — Erreur maximale sur le maillage entre la SSFEM avec p =4 et MCS

Nous avons ici encore comparé les coefficients du développement en polynomes chaos
du potentiel en chaque noeud obtenu en faisant varier p;, de 8 a 13 (pour p;, > 2p). La
différence est nulle.

Dans le tab. 3.9 sont données les mémes informations que dans le tab. 3.7 page ci-
contre. Encore une fois en augmentant p;,, le temps de résolution devient de plus en plus
négligeable devant le temps d’assemblage.

Pin | temps d’assemblage | temps total
4 | 2.67 3.04
5 |32 3.58
6 |3.78 4.15
7 |4.43 4.81
8 |52 5.57
9 |6 6.38
10 | 6.92 7.3
11 179 8.28
12 1 9.03 9.41
13 | 10.2 10.5

TAB. 3.9 — Temps en s en fixant p = 4 et en faisant varier p;,

3.2.5.c Potentiel de degré 5, cas du L : cas 2

Dans le tab. 3.10 page suivante, sont données les mémes informations que dans le
tab. 3.8 pour une troncature du potentiel au degré 5. Les erreurs se stabilisent ici des
pin = 7, cela indique en fait que les lois des conductivités sont approchées de maniere
tres satisfaisante pour p;, = 7 (nous avons constaté la méme chose pour p = 4, et nous
constaterons la méme chose pour p = 6).
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Pin | ErrMaz(1) | ErrMaz(2) | ErrMax(3) | ErrMax(4) | ErrMax(5)
5 0.024 0.27 0.83 1.19 1.46
6 0.036 0.11 0.22 0.10 0.82
7 0.044 0.083 0.19 0.094 0.80
8 10.043 0.090 0.19 0.084 0.78
9 0.043 0.091 0.19 0.084 0.78
10 | 0.043 0.091 0.19 0.084 0.78

TAB. 3.10 — Erreur maximale sur le maillage entre la SSFEM avec p =5 et MCS

En faisant la différence des coefficients du potentiel dans le chaos polynomial en chaque
noeud en faisant varier p;, de 10 a 13 (pour p;, > 2p), nous obtenons encore une fois 0.

Dans le tab. 3.11 sont données les mémes informations que dans le tab. 3.7 page 86,
les commentaires sont équivalents.

pin | temps d’assemblage | temps total
5 6.31 9.71
6 7.41 8.38
7 1895 9.92
8 10.2 11.1
9 11.9 12.9
10 | 13.5 14.5
11 | 15.7 16.7
12 | 17.6 18.5
13 | 19.9 20.8

TAB. 3.11 — Temps en s en fixant p = 5 et en faisant varier p;,

3.2.5.d Potentiel de degré 6, cas du L : cas 2

On retrouve dans le tab. 3.12 les mémes informations que dans le tab. 3.8 page précé-
dente pour p = 6. Comme on peut le voir, en prenant p;, = p = 6, 'erreur est acceptable
dans tous les cas. Le fait d’ajouter des degrés a ’entrée au dela de p;, = 8 ne change plus
le résultat (donc les résultats n’ont pas été indiqués).

Pin | ErrMaz(1) | ErrMaz(2) | ErrMax(3) | ErrMax(4) | ErrMax(5)
6 0.037 0.076 0.26 0.68 1.36
7 0.048 0.097 0.23 0.55 1.09
8 0.048 0.092 0.21 0.52 1.04

TAB. 3.12 — Erreur maximale sur le maillage entre la SSFEM avec p =6 et MCS

Encore une fois la différence des coefficients des potentiels en chaque noeud est nulle
pour p;, > 2p.

Dans le tab. 3.13 page suivante sont données les mémes informations que dans le
tab. 3.7 page 86.
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pin | temps d’assemblage | temps total
6 15.2 17.3

7 17.4 20.5

8 120 22

9 |229 25

10 | 26 28.1

11 [ 29.4 31.5

12 | 33.2 35.3

13 | 37.2 39.2

TAB. 3.13 — Temps en s en fixant p = 3 et en faisant varier p;,

3.2.5.e Maillage tridimensionnel

De fait, choisir un p;, < 2p ne fait qu’ajouter une erreur de modélisation. En effet,
en faisant cela on change les lois suivies par les conductivités par une approximation de
celles-ci. Si 'approximation est suffisamment juste, les résultats sont alors corrects. Nous
avons mis en évidence cela dans la partie précédente, en effet, si on regarde le tab. 3.12
page précédente, on voit que pour p;, > 7, les résultats n’évoluent plus vraiment. Cela
signifie que pour calculer avec suffisamment de précision les termes E(,0(6)™1(£)%(€)),
nous pouvons effectuer une troncature de la conductivité a un degré inférieur a 2p.

Ainsi, en considérant un cas a 3 dimensions spatiales comme sur la fig. 3.8 page sui-
vante.

Les caractéristiques du maillage déterministe sont les suivantes:

— Nombre de tétraedres: 290

— Nombre de noeuds: 131

— Nombre d’inconnues déterministes: 114

Le domaine D est ici divisé en 3 régions ou la conductivité est supposée uniforme
mais aléatoire, le nombre de variables aléatoires M est donc égal a 3. Nous avons traité
le probleme avec deux triplets de lois différentes résumées dans le tab. 3.14 et tab. 3.14.

Loi Moyenne | Ecart-type
10 ~ Ln(1.6,0.04) 5.1 1.04

40 ~ Ul5;7] 6 0.33

40 ~ Ln(2.3,0.0035) | 10.1 3.6

TAB. 3.14 — Moyenne et écart-type des conductivités pour 'exemple 1.

Nous avons résolu ce probleme avec la méthode de Monte Carlo. Pour se faire, nous
avons généré 700000 triplets suivant les lois des conductivités pour chacun des deux
exemples. Ce qui a conduit a 700000 problemes éléments finis que nous avons résolu.
Nous avons alors calculé la valeur des moments du potentiel en chaque noeud que nous
comparerons avec ceux obtenus avec la SSFEM.

Avec la SSFEM, nous avons traité ce cas avec p = 3 et p = 6. Dans chacun des cas, les
conductivités ont été tronquées au méme degré que le potentiel. Pour p = 3 nous avons
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Fic. 3.8 = Exemple 3D : trois milieux

Loi Moyenne | Ecart-type
10~ Ln(1.5,0.5) | 5.75 21.5

50 ~ Ln(2,0.2) 8.1 14.8

40 ~ Ln(2,0.5) 9.48 58

TAB. 3.15 — Moyenne et écart-type des conductivités pour 'exemple 2.
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20 degrés de liberté pour ’aléa. Dans 'autre cas, nous avons choisi de travailler dans un

chaos polynomial de degré au plus 6, ce qui conduit a 84 degrés de liberté pour 1’aléa.
Dans le tab. 3.16 sont situées les erreurs en % pour la premiere série de conductivités.

On voit que la précision est tres correcte des I'ordre 3. Pour le second jeu de conducti-

Py, | ErrMax(1) | ErrMax(2) | ErrMaxz(3) | ErrMaz(4) | ErrMaz(5)
20 0.036 0.007 0.011 0.015 0.019
84 0.0035 0.006 0.01 0.01 0.015

TAB. 3.16 — Erreur Maximum entre la SSFEMet MCS en % sur le premier exemple.

vités, on voit que prendre un chaos polynomial de degré plus élevé permet d’améliorer

grandement les résultats.

Py, | ErrMax(1) | ErrMax(2) | ErrMax(3) | ErrMaz(4) | ErrMaz(5)
20 0.55 0.7 0.65 0.7 1.05
84 0.023 0.043 0.062 0.08 0.095

TAB. 3.17 — Erreur Maximum entre la SSFEM et MCS en % sur le second exemple.

L’étude précédente nous a conduit par la suite a ne plus considérer que le cas p;, = 2p.
Le systeme linéaire induit par la SSFEM tend a devenir rapidement de taille trés impor-
tante. L’approche séquentielle habituelle pour assembler la matrice de raideur notamment
révele ses limites pour les cas industriels ou le nombre d’inconnues déterministes est grand.
1l nous a fallu faire évoluer cette approche en écrivant différemment les objets en jeu. Dans
la partie qui suit, nous allons expliciter les aspects algorithmiques de cette approche.

3.2.6 Mise en oeuvre d’une écriture tensorielle de la matrice de
raideur

Dans cette partie, nous présentons des algorithmes qui évitent d’assembler complete-
ment la matrice de raideur. Nous effectuerons par la suite une série de tests numériques
qui nous serviront de tests unitaires aux algorithmes proposés. Ces tests ont été effectués
sous Matlab dans le cas d’'un modele électrocinétique 1D issu d’'un modele SSFEM. Ce
travail nous a permis de choisir un des algorithmes que nous avions développé et que nous
avons ensuite implémenté dans le code_Carmel.

3.2.6.a Problématique

Le nombre de termes potentiellement non nuls dans la matrice de raideur A peut
étre évalué (sans tenir compte du caractere creux des matrices D*). En effet dans un cas
3D, avec des fonctions d’interpolation d’ordre 1, une inconnue spatiale est connectée a
en moyenne une trentaine de voisins. De plus, a chaque inconnue spatiale est associée
P degrés de liberté liés a ’aléa. Donc, sur une ligne de la matrice A, il y aura 30 x P
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termes non nuls. Et il y a n x P lignes dans la matrice soit, au plus, n x P x 30 X P termes
non nuls dans la matrice de raideur A.

Dans un probleme industriel réel traité en 3D, le nombre d’inconnues spatiales est
au minimum de lordre de quelques dizaines de milliers (dans les cas les plus simples)
supposons que nous ayons n = 50000 inconnues déterministes. Supposons de plus qu’il y
ait quatre milieux (M = 4) ou la conductivité est aléatoire, une approximation de degré 6
en chaque dimension ainsi définie (une dimension par milieu aléatoire) parait raisonnable
et conduit donc a une décomposition dans le chaos polynomial présentant 210 polynémes.

La matrice de raideur A présente alors 50000 x 210 lignes soit : 10,500,000 lignes. I1
y a donc un total de termes non nuls de 'ordre 10,500,000 x 6,300 soit de I'ordre de
60 Gigatermes non nuls. Il apparait des lors que le stockage de la matrice de raideur
de la SSFEM risque d’etre difficile. Une premiere solution consiste donc a considérer le
caractere creux des matrices D, mais cela conduit quand méme & des systemes de grande
taille comme nous le verrons dans le probleme 1D traité par la suite. Aussi, pour réduire
significativement la taille des systemes, une autre solution consiste a utiliser les propriétés
structurelles de la matrice de raideur A. En effet, A peut s’écrire sous une forme spécifique
qui permet de limiter ces problemes de stockage. Ces approches ont été développées aussi
dans [16,46].

Afin de montrer que l'approche développée peut aussi s’employer lorsque le terme
source est aléatoire, nous supposerons par la suite que la condition limite ¢, est une
variable aléatoire développée dans le chaos polynomial. Pour se ramener au cas que nous
traitons, depuis le début il suffit de considérer que seul le premier terme du développement
de ¢, (0) est non nul. C’est-a-dire que 1'on supposera que le terme source s’écrit sous la
forme :

Pin
Splim(e) = Zj¢1imj7/}(£) (3'36)
j=1

Avant d’énoncer le théoreme, introduisons quelques notations :
® est le produit tensoriel (ou de Kronecker) entre deux matrices (voir annexes C.1
page 181);
CY est une matrice de taille n x n définie de la maniére suivante :
M
' => loA (3.37)
i=1

oll A; est une matrice de taille n x n définie de la manieére suivante :

A = (/ V (wa(2)) V (wp()) dDi)lgagn,1gb§n (3.38)
D;
E; est une matrice n X n¢y, définie par :
M .
E; =) IoF, (3.39)
i=1

avec F; une matrice de taille n x n¢y, définie par :

F=( /D V(@@ ¥ (@(@) dD)i<asnisicne (3.40)
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Ou ney, est le nombre de noeuds sur I'g,. L’indice b correspond a une numérotation locale
des inconnues entre 1 et neoy, sur cette frontiere.

©im €st une matrice de taille ngy, x P. Chaque ligne (qui correspond a un noeud condi-
tionné) contient son développement en polynomes chaos. Ainsi a chaque noeud conditionné
de la surface sur laquelle on impose au potentiel d’étre égal a ¢, (6), on fait correspondre
une ligne de la matrice ¢y, dans laquelle on indique les 7.

Avec les notations précédentes, on peut alors énoncer :

Proposition: 3.2.1. Si on considere le probleme de l’éléctrocinétique sous sa forme dis-
crétisée (aprés une discrétisation de type SSFEM ), la matrice de raideur A peut s’écrire

sous la forme :
P.

A= "D ®c (3.41)
j=1
Le terme source B peut s’écrire sous la forme suivante :

B = (Zn: D’ @ Ej)vec(pu,,) (3.42)

j=1

Pour stocker la matrice de raideur écrite sous cette forme-la, il suffit alors de stocker
P;,, matrices de taille P? (les matrices D’ peuvent étre tres creuses jusqu’a 40% de colonnes
vides dans certains cas comme nous ’avons montré au début de ce chapitre, voir fig. 3.3
page 73).

Ainsi que P,, matrices CV de taille n? qui ont des structures équivalentes a celles
des matrices de raideurs de problemes de 1’électrocinétique déterministes. Chacune de
ces matrices contient approximativement 30 termes non nuls par lignes dans le cas de
probleme 3D traités avec des fonctions de premier ordre sur des tétraedres. Les matrices
(7 comporteront approximativement 30 x n termes.

Remarque: 3.2.4. Concernant la structure des matrices CV, une remarque parait inté-
ressante. En effet, si on fixe 7, la matrice C?  représente en fait la matrice de raideur du
probléme déterministe éléments finis suivant :

div(aV (¢(x))) =0, D
V(p)-n=0onTl

Dans lequel, sur la région D;, la conductivité o vaut ga. Cela explique notamment que la
matrice C7 soit symétrique.

Dans le cas ou les variables aléatoires définissant la conductivité sont indépendantes,
pour tout les indices j correspondant a des polynomes de Hermite dans lequel apparaissent
des produits croisés de deuxr gaussiennes différentes la valeur ga sera nulle pour tout 1.
Ainsi, la matrice C? sera nulle. A l'inverse, si on considére un indice j qui correspond & un
polynome de Hermite multi-dimensionnel dans lequel seule la variable aléatoire gaussienne
& apparait, alors la conductivité sera nulle partout sauf sur la région D;. Dés lors la
matrice CV présentera un grand nombre de lignes et de colonnes entiérement nulles.

Cela entraine notamment que les matrices C7 ne sont pas inversibles dans le cas gé-
néral.
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Assemblage séquentiel Approche tensorielle
D’ | P,, matrices de dimension P? | P, matrices de dimension P?
cI NA P, matrices de taille 30 x n
A 30 x n x P? NA
total 30 x n x P? Py, x (P?+ 30 x n)

TAB. 3.18 — Récapitulatifs du nombre d’éléments stockés dans le cas classique et dans
I’approche tensorielle

Dans le tab. 3.18, nous avons résumé les informations relatives au nombre de termes
non nuls des matrices utilisées par 1'approche séquentielle (premiere colonne) et a I’ap-
proche tensorielle (seconde colonne). Notons que dans les deux cas, les matrices D? sont
stockées et que dans ce stockage, leur caractere creux n’est pas pris en compte.

Le gain en terme de mémoire est ainsi évident. Ainsi, si on reprend ’exemple avec
50,000 inconnues spatiales dans un probleme 3D, et en fixant P,, = P = 210, on devra
stocker au plus 210 x 30 x 50,000 + 210? termes dans 1’approche tensorielle soit de ’ordre
de 3.10% (& comparer aux 6.10'° de la matrice assemblée).

Remarque: 3.2.5. Une constatation parait ici importante. Dans le cas ou ['on assemble
la matrice de raideur de la SSFEM, le paramétre P, n’apparait pas explicitement dans la
taille de celle-ci. On note que dans l’approche tensorielle, P, apparail explicitement.

Démonstration: 3.2.1. Nous allons maintenant démontrer la proposition précédente.
Intéressons nous a la matrice de raideur A. Pour commencer, nous allons rappeler la
bijection que nous utilisons pour numéroter les inconnues. Il y a P degrés de liberté par
imconnues spatiales. Il y a donc n X P inconnues au total. La matrice de raideur est une
matrice de taille (nx P)%. Le rangement de la matrice X, (voir I"équation (3.29) page 80)
induit une bijection permettant de compter les inconnues (de 1 anx P) a partir des degrés
de liberté sur l'aléa (de 1 a P) et sur la dimension spatiale (de 1 a n) :

{1,2,...,n}®{1,2,...., P} < {1,...,n x P}

(i1,02) > i = (lg — 1) *n+1i (3.43)

La bijection ci-dessus permet non-seulement de compter les inconnues mais aussi de nu-
méroter les équations de la forme discrete (3.28) page 80. Considérons la premiére ligne
de 3.28, a [ et g fixé :

n P Py M
SN o S DY g / V (@) V () () dD; (3.44)
I=1 m=1 j=1 i=1 D;

qui permet de définir la [(g — 1) * n + f]*"¢ ligne de la matrice de raideur (f € 1,...,n
et g € 1,...,P), grace a la bijection définie par (3.43). Le terme A(ligne, colonne) de la
matrice de raideur vaut :

Pin Pin M
=1

A(ligne, colonne) = Z Di™9 Zfo /D. V (wi(2))V (wy(z))dD; = Z D?(m, g) ZgaAi(f, 1)
S "~ " (345)
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avec ligne = (g — 1) xn+ f et colonne = (m — 1) xn+1 et A; défini comme en (3.38)
page 92.
L’équation (3.41) page 93 est alors démontrée (en utilisant la propriété (C.1.3)
page 182 sur le produit de Kronecker, et en partant du résultat le calcul est immédiat).
Un raisonnement analogue sur la seconde ligne de (3.28) page 80 permet de démontrer
la partie concernant le terme source.

3.2.6.b Etude en 1D spatiale

Si nous arrivons a utiliser cette écriture sous forme de sommes de produits tensoriels,
le gain en terme de mémoire est évident. La question qui reste a poser est : peut-on uti-
liser de maniere efficace cette écriture pour résoudre le systeme linéaire sans assembler
la matrice de raideur? Dans la mesure ou un des problemes que nous avons rencontré
en utilisant la SSFEM a été de stocker la matrice, il parait peu probable de pouvoir
utiliser des méthodes d’inversion directe. Cependant dans la littérature, il semble exister
des stratégies pour inverser des matrices approchées [29,34]. Le code_CARMEL utilise
une méthode itérative de type gradient conjugué pour résoudre le systeme linéaire (les
hypotheses sur la matrice A sont qu’elle doit étre symétrique et définie positive (nous en
rappellerons les grandes lignes dans la suite)). Pour utiliser cette méthode, nous avons
besoin de faire des produits entre la matrice de raideur A du systeme et un vecteur. Donc,
pour pouvoir utiliser I’approche tensorielle au niveau informatique, il suffit de développer
un algorithme de produit matrice vecteur utilisant cette approche au lieu d’utiliser une
matrice assemblée. Dans la mesure ou il risque d’étre difficile dans un premier temps de
préconditionner correctement la matrice, il faut que cet algorithme, utilisé a chaque itéra-
tion du gradient conjugué, soit efficace. Nous avons développé deux algorithmes différents
pour effectuer de tels produits, pour les tester et les comparer nous avons utilisé Matlab
dans le cas de problemes 1D. Ce travail a été réalisé avant que nous démontrions qu’il
semblait plus logique de prendre p;, = 2p, les résultats sont donc donnés pour p;, = p.
Dans un premier temps, nous allons présenter les cas que nous avons traités, ensuite, nous
mettrons en évidence le gain en termes de mémoire entre I'approche séquentielle (qui né-
cessite un assemblage de la matrice de raideur) et ’approche tensorielle. Finalement, nous
présenterons les deux algorithmes de produit matrice vecteur que nous avons développés
et les tests numériques que nous avons effectués sur les cas précédents.

3.2.6.b.1 Présentation des cas traités et limitation mémoire de 1’approche
séquentielle Nous avons traité une série de problemes a une seule dimension spatiale,
mais présentant 4 domaines ou la conductivité était supposée aléatoire (M = 4). Le
potentiel est fixé comme indiqué sur la fig. 3.9 page suivante.

Dans tous les tableaux qui suivent une mention N/A signifie que nous n’avons pas pu
obtenir la valeur associée (le plus souvent faute de place mémoire).

Dans le tab. 3.19 page suivante nous décrivons le cadre de la premiere série de pro-
blemes. Dans cette série, nous avons fixé le degré de développement en chacune des quatre
dimensions aléatoires a p;, = p = 4, ce qui a conduit a un nombre de polynomes total
P,, = P = 70. En partant du premier cas qui présente 40 éléments, soit 39 inconnues
déterministes (soit 10 éléments par domaine), donc 2,730 inconnues en tout, nous avons
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multiplié le nombre d’éléments par domaine par 5 dans chacun des cas suivant pour arriver
a 24,999 inconnues déterministes soit plus d’un million d’inconnues en tout. La derniere
colonne de ce tableau représente le nombre de termes non nuls dans la matrice de rai-
deur assemblée dans I’approche dite séquentielle. On voit qu’il est inférieur aux prévisions
que nous avions faites en 3D. En effet, en 1D, la connectivité spatiale d’'un noeud est
inférieure a trois. Il n’y aura donc, en général, que trois termes non nuls par ligne. Cela
s’explique aussi par la nature extrémement creuse des D’ qui est ici prise en compte et
par I'indépendance entre les conductivités qui tendent a rendre nuls plus de termes que
prévu par la connectivité. Dans le dernier cas, nous n’avons pas pu assembler la matrice
de raideur faute de place mémoire. Il est intéressant de voir que pour le cas 4, avec pres
de 5,000 inconnues déterministes soit 350,000 inconnues en tout, on arrive a plus de 3
millions de termes non nuls dans la matrice de raideur. Cette valeur est a comparer au
cas 1D déterministe avec 350 000 inconnues qui présenterait un peu moins d’un million
de termes non nuls. On voit ici encore que I'introduction de la dimension aléatoire accroit
considérablement la taille des systemes a résoudre.

Cas | M | py, | P= P, | n nx P nnz(A)

1 4 |4 70 39 2,730 24,346

2 4 4 70 199 13,930 124,906
3 4 4 70 999 69,930 627,706
4 4 4 70 4,999 | 349,930 3,141,716
5 4 4 70 24,999 | 1,749,930 | N/A

TAB. 3.19 — Description des cas traités avec M= 4 et P= 70.

Dans la fig. 3.10 page ci-contre est indiquée la forme de la matrice de raideur A assem-
blée dans le cas 4. On voit clairement la structure symétrique de la matrice. La structure
par bloc peut se deviner. En fait, il semblerait que les inconnues relatives a un faible degré
de développement en polynomes chaos sont connectées a plus de voisins que celles d’ordres
plus élevées.

Dans le tab. 3.20 page suivante, nous avons reporté les caractéristiques du probleme
lorsque p;, = p = 6 qui conduit a P = 210 degrés de liberté aléatoires associés a chaque
noeud. Nous sommes partis ici encore d'un cas avec 39 inconnues spatiales pour arriver a
124999, en multipliant entre chaque cas le nombre d’élément par 57. Il est intéressant de

"Notons que dans cette série de problemes, nous avons un cas supplémentaire par rapport a la série
précédente.
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FiG. 3.10 — Matrices A avec 349,930 inconnues

noter 1’évolution beaucoup plus rapide du nombre de termes non nuls. Avec 39 inconnues
déterministes (soit 8190 inconnues en tout) on a déja pres de 100,000 termes non nuls

dans la matrice de raideur.

Faute de place mémoire, ’assemblage de la matrice devient problématique des que 1'on
s’approche de 5,000 inconnues. De méme, le nombre d’inconnues total croit extrémement
vite avec n. Le cas 11 n’a servi qu’a construire les objets apparaissant dans le produit
tensoriel constitutif de la matrice de raideur. Dans ce cas, non seulement la matrice de
raideur ne peut pas étre assemblée, mais le vecteur source ne peut ’étre non plus faute

de mémoire.

Ce cas n’apparait donc que dans ce tableau et dans le tab. 3.22 page 99 relatif a la

construction des matrices.

Cas | M | pi, | P= Py, | 1 nx P nnz(A)

6 4 |6 |210 39 8190 97678

7 4 16 210 199 41790 500638

8 4 |16 210 999 209790 2,515,438
9 4 16 210 4,999 1,049,790 N/A

10 4 |6 210 24,999 | 5,249,790E | N/A

11 4 6 210 124999 | 26,249,790 | N/A

TAB. 3.20 — Description des

3.2.6.b.2 Mémoire occupée et temps d’assemblage Dans cette partie, nous al-
lons comparer ’approche séquentielle et 'approche tensorielle en terme de temps CPU

cas traités avec M= 4 et P= 210.




96 CHAPITRE 3. LA SSFEM

nécessaire a la construction des objets utilisés dans le gradient conjugué (a savoir 'assem-
blage de la matrice de raideur dans le cas séquentiel, et la construction des Ay (défini en
(3.38) page 92) et C7 (défini en (3.37) page 92) dans le cas tensoriel). Nous donnons aussi
le temps nécessaire a ’assemblage de la matrice a partir des objets créés pour I'approche

Pin

tensorielle (> DY @ C'70) en utilisant la routine intrinséque de Matlab pour le produit

j=1
de Kronecker : kron(.). Dans un second temps, nous donnerons la place mémoire occupée
par l'approche tensorielle et I’approche séquentielle. Notons que dans cette partie, nous ne
nous intéressons pas encore a la résolution du systeme linéaire, mais juste a 1’assemblage
des objets nécessaires a celle-ci.

Dans le tab. 3.21 sont résumées les informations relatives au temps de construction des
matrices dans le cas ou le nombre de polynémes chaos est de 70 (le nombre d’inconnues
déterministes dépend du cas). Dans la seconde colonne « Aj4 » est indiqué le temps
pour construire toutes les sous-matrices unitaires déterministes qui reste acceptable. Pour
le cas 5, ce temps est de pres de 10 secondes ce qui est raisonnable pour construire 4
matrices déterministes 1D a 25,000 inconnues chacune. Dans la troisieme colonne est
indiqué le temps pour construire tous les C*7, ce temps est assez négligeable par rapport
a la construction des A;, ceci s’explique par le fait que la construction des C7 se fait
en sommant des matrices multipliées par des scalaires. Ce que mat(rix)lab(oratory) fait
tres bien. Notons de plus que du fait de I'indépendance de la conductivité pour beaucoup
d’indices j, le vecteur Yo est nul. Dans les colonnes A4 et C*70 se trouvent la somme des
deux temps précédents qui représente le temps nécessaire pour pouvoir construire toutes
ces matrices. Ces matrices construites, il est possible de mettre en oeuvre les algorithmes
pour effectuer un produit matrice vecteur sans avoir assemblée la matrice de raideur. Cela
permet donc d’utiliser le gradient conjugué.

L’assemblage a ’aide de la routine kron(.) donne des résultats assez stupéfiants : il
ne faut que 10 secondes pour assembler une matrice présentant plus de trois millions de
termes non nuls. Il est donc sans doute intéressant d’utiliser cette méthode pour assembler
la matrice plutot que ’approche séquentielle que nous avons proposé précédemment.

Dans la colonne A séquentiel se trouve le temps nécessaire a la routine séquentielle
pour assembler la matrice de raideur, on voit clairement le gain en comparant avec la
routine via le tenseur. Plus on augmente le nombre d’inconnues déterministes plus le gain
de temps est élevé.

Py

Cas | Ajq | CF70 | Apy et CF70 | 3 DE0O @ 170 via kron(.) | A séquentiel
=1

1 0.016 | 0.015 | 0.031 0.141 39.8

2 0.016 | 0.016 | 0.032 0.719 208.15

3 0.047 | 0.031 | 0.078 4.047 1308.6

4 0.5 0.109 | 0.609 20.718 20474

5 [9.719 | 0.609 | 10.328 N/A N/A

TAB. 3.21 — Temps CPU en secondes pour assembler les matrices P= 70.

Dans le tab. 3.22 page ci-contre se trouvent les mémes informations que ci-dessus dans
la série de problemes avec 210 polynémes chaos (P = 210). Les commentaires sont a
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peu pres les mémes, on peut toutefois noter que dans ce cas-la le temps pour assembler
les A;.4 dans le cas 10 est deux fois plus faible que pour le cas 5 (alors que les matrices
sont les mémes), ce résultat peut sans doute s’expliquer par des problématiques de gestion
mémoire (le workspace de matlab dans les deux cas précédents n’était pas le méme). Dans
le cas 11, le temps nécessaire pour récupérer les objets nécessaires au gradient conjugué
est extrémement raisonnable (aux alentours de 4 min30).

Cas | Ay.y | OF210 1 A, et O1210 f D210 @ C1210 via kron(.) | A séquentiel
j=1

6 0.017 | 0.047 | 0.047 1.75 369

7 0.017 | 0.031 | 0.031 9.359 2044

8 0.047 | 0.078 | 0.125 48.875 N/A

9 0.328 | 0.328 | 0.656 N/A N/A

10 | 4.954 | 1.781 | 6.735 N/A N/A

11 256.5 | 11.884 | 268.5 N/A N/A

TAB. 3.22 — Temps CPU en secondes pour assembler les matrices P= 210.

Dans les tab. 3.23 et tab. 3.24 page suivante sont indiquées les informations relatives
a 'occupation mémoire des objets en bytes. Dans la seconde et la troisieme colonne se
trouvent les objets nécessaires a I’approche tensorielle, dans la troisieme la taille occupée
par la matrice assemblée. La quatrieme colonne concerne le stockage des espérances des
polynomes chaos. Nous en avons intrinsequement besoin dans ’approche tensorielle, dans
I'approche séquentielle nous avons constaté qu’il était souhaitable de les stocker (pour
diminuer les temps de calcul). Dans la derniere colonne se trouve le ratio d’occupation
mémoire entre la matrice assemblée et les CV que I'on peut considérer étre le ratio entre
la place mémoire occupée par ’approche séquentielle et celle occupée par ’approche ten-
sorielle.

Dans le tab. 3.23 sont données les informations relatives a la premiere série de probleme
P =70. 1l est net que le gain de mémoire est non négligeable. Dans le cas 4, par exemple,
il y a un facteur 17 entre les deux approches. De plus, la mémoire n’a pas besoin d’étre
allouée consécutivement dans I’approche tensorielle, puisque les objets C*7 peuvent étre
définis comme une liste chainée de pointeurs. On vérifie bien que la mémoire occupée par
les C*™ dépend linéairement du nombre d’inconnues déterministes.

Cas | Ay Approche tensorielle : C¥™ | A assemblée | DY0 | Ratio
1 2368 23104 312376 87680 | 13.5
2 10688 96704 1.6E+6 87680 | 16.5
3 52288 464704 8.03E+6 87680 | 17.3
4 260288 2.30E+6 4.02E4+7 87680 | 17.4
5 | 1.30E16 | L15E+7 N/A 37630 | N/A

TAB. 3.23 — Mémoire occupée en bytes par les matrices P= 70.

Pour le tab. 3.24 page suivante, les commentaires sont équivalents. Pour le cas 6, il y
a un gain d’un facteur 20, pour le cas 8 d'un facteur 28.6. En comparant avec la série de
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problemes précédents, on voit que P;, n’a aucune influence en terme de mémoire sur les
Ay.4 (2 maillage spatial identique bien siir), mais qu’il en a sur le stockage des C121°. Ce
qui est logique, puisque le nombre de matrices A;.4 et leur structure ne sont relatifs qu’au
nombre de variables aléatoires décrivant la conductivité et non au degré de développement
des entrées. De méme, rajouter des dimensions aléatoires liées aux conditions limites par
exemple, n’influencerait pas le stockage des C7 et des Ay.

Cas | A1y C'210 Aassemblée | D210 Ratio
6 2368 58320 1.23E+6 1.04E+6 | 21

7 10688 233040 6.31E+6 1.04+6 27

8 52288 1.10E4+006 | 3.17E+7 1.04E+6 | 28.6
0 | 260288 | 547E4+6 | N/A 1.04E16 | N/A
10 | 1.30E+6 | 27.31E+6 | N/A 1.04E16 | N/A
11 | 6.50E+6 | 136.51E16 | N/A 1.04E+6 | N/A

TAB. 3.24 — Mémoire occupée en bytes par les matrices P= 210.

3.2.6.b.3 Produit Matrice Vecteur Les tests numériques précédents confirment ce
que nous avions prévu, a savoir que I’approche tensorielle permettrait de diminuer la place
mémoire occupée par les objets qui permettent de créer le systeme linéaire a résoudre.
La méthode utilisée pour résoudre ce systeme linéaire est une méthode de type gradient
conjugué. L’algorithme du gradient conjugué est décrit dans I’annexe C.2.1 page 183. Nous
en rappelons rapidement le principe ici. La matrice étant définie positive et symétrique,
chercher a résoudre AX = b peut étre vu comme la minimisation d’une forme quadratique :
L 7 T
Q(z) = 3% Az —a'b
Pour se faire, on se donne un vecteur initial xy, puis on calcule le gradient de la forme
quadratique en ce point :
go = Axo—b

Ce qui nous donne une direction de descente hy :

ho = go

On utilise ensuite les formules de récurrence suivantes :

hT 1gn—1
Ty = Ty R _n=Jrm
1 + 1 h;l;_lAhnil
Wy _19n—1
= Gn1 — Ah,_ _mologn—l
g 9n—-1 lh;{_lAhn_l
T
hy = gy + hn_ljggﬂi
9n—19n-1

Ce processus étant réitéré jusqu’a convergence en norme relative.
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L’algorithme ainsi décrit, on s’apercoit que dans la boucle apparait un produit matrice
vecteur (c’est en fait la seule opération vraiment lourde dans ’algorithme du gradient
conjugué : Ah,_1). Pour la SSFEM, nous souhaitons ne pas assembler la matrice de
raideur. Comme la matrice de raideur est grande, le nombre d’itérations du gradient
conjugué risque de I'étre aussi, il nous faut donc un algorithme de produit matrice vecteur
aussi efficace que possible. Nous souhaitons donc calculer :

Avec(z) = (i D’ @ C7)vec(x)

j=1

Ou z est une matrice qui a autant de lignes que C? (c’est a dire n le nombre d’inconnues
déterministes dans notre cas) et autant de colonnes que D’ (le nombre de degrés de liberté
dans 'aléa, dans notre cas). Dans notre cas, vec(x) est alors un vecteur colonne de taille
n x P (voir la définition C.1.1 page 181). Le résultat est rangé dans un vecteur a n x P
lignes, que nous écrirons sous forme matricielle (n lignes et P colonnes comme dans (3.29)
page 80) en effectuant I'opération inverse de vec(+), on notera cette matrice out, on aura

alors :
P.

vec(out) = (zm: D’ @ C¥)vec(x)

j=1

L’idée principale pour calculer ce produit matrice vecteur est d’utiliser la propriété (C.1.3)
page 182, que nous rappelons :

vec(out) = vec(AzB) = (BT ® A)vec(r)

En utilisant de plus le fait que le produit de Kronecker est linéaire, et que les matrices C7
sont symétriques on a :

(zﬂ: D! @ C¥)vec(r) = vec(i Cig DY) (3.46)

Pour effectuer un produit matrice vecteur dans ’approche tensorielle, il suffira donc d’ef-
fectuer Py, fois l'opération : C72D7. Les deux algorithmes que nous testerons par la suite
effectuent le produit de cette maniere. La différence entre les deux ne repose que sur la
manicre d’effectuer 'opération C?zD?. Par la suite on se fixe un entier j, et on ne considere
que ce calcul matriciel.

Comme les matrices D’ et C7 présentent des lignes et des colonnes vides, on peut les
compresser. En effet, on peut remarquer que si, pour un j donné, tous les termes de la
colonne col de D’ est nulle, alors la colonne col du terme C/zD7 est nulle. De la méme
manicre si la ligne de lig de C7 est entierement nulle, la ligne lig de CVz D’ sera nulle.

Par la suite, on appellera compression de colonne le fait de retirer les colonnes nulles
des matrices D7, compression de lignes le fait de retirer les lignes nulles des matrices C7.
Une matrice compressée présentera moins de lignes et de colonnes mais sera numérotée
localement.
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Exemple: 3.2.1. A titre d’exemple, si on considére la matrice :

(3.47)

12 3 0
Tv=1{23 -1 0 (3.48)
26 0 0

T, = (3.49)

On compresse les lignes et les colonnes en considérant la matrice Ty a 3 lignes et 3
colonnes :

2
3 —1 (3.50)
6

Remarque: 3.2.6. Notons tout de méme que en Matlab comme dans le code_CARMEL ,
la structure de stockage des matrices creuses est a colonne dominante, c’est-a-dire que les
matrices sparse sont stockées colonne par colonne. Ainsi, en terme de temps, la compres-
sion des colonnes est quasiment négligeable. Alors qu’effectuer la compression des lignes
est plus couteux (parce qu’il va falloir sélectionner les bonnes valeurs dans un vecteur
moins ordonné). Pour sélectionner les lignes nulles de C7, on sélectionne les colonnes
nulles de la transposée (car la matrice est symétrique et que l'opération de transposition
est peu gourmande en temps).

Le premier algorithme (voir C.2.2.a page 183) consiste apres avoir effectué cette com-
pression a utiliser les routines de produits matriciels classiques (celui proposé par Matlab
en 'occurrence) alors que le second ( C.2.2.b page 185) consiste a effectuer des boucles
pour calculer le produit de ces matrices. Nous avons proposé le second algorithme car
les matrices D7 sont trés creuses. La partie suivante a surtout servi d'une part a véri-
fier que nos algorithmes fonctionnaient, et d’autre part a I’optimisation de ceux-ci. Ainsi
par exemple, ce travail a permis de voir qu’il était nécessaire de rajouter des if a cer-
tains niveaux des algorithmes pour éviter un certain nombre de calculs (voir I'annexe C.2
page 183).

Dans la suite, on parlera des algorithmes dans leur globalité (c’est-a-dire en sommant
sur les entiers j). Dans les deux algorithmes précédents on peut paralléliser la boucle
qui permet de faire la somme des différentes opérations C/zD?. L’étude d’un algorithme
parallele se trouve dans [41].
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3.2.6.b.4 Tests des algorithmes Le PC utilisé pour réaliser les tests est un PC por-
table doté d'un processeur INTEL CORE 2 DUO cadencé a 2.2GHZ et de 2GO de RAM.
La version de Matlab utilisée est une version 6.5. Le format des nombres est le format
long c’est a dire en double précision pour les flottants. Du point de vue méthodologique,
on résout le probleme stochastique 1D pour tous les cas précédents en construisant la
matrice de raideur A puis en utilisant une routine intrinseque de Matlab pour résoudre le
systeme linéaire. Ce résultat est rangé dans la matrice result.

Dans les tab. 3.25 et tab. 3.26 page suivante dans les trois premieres colonnes sont
indiqués les écarts entre le produit de la matrice de raideur A et le vecteur résultat
renvoyés par la résolution Matlab (result) et le vecteur source défini par :

err(cas) = max(abs|B — (i D’ @ C7)vec(result))]) (3.51)

Jj=1

On fait le produit a l'aide des algorithmes tensoriels entre la matrice non assemblée et le
vecteur result. On compare terme a terme au résultat qu’on devrait obtenir si la méthode
de résolution donnait un résultat parfaitement exact (ie : le vecteur source B). Et on range
ce résultat dans erreur.

Dans la quatrieme colonne on effectue le produit direct entre la matrice de raideur
A assemblée et le vecteur result a I’aide du produit matrice vecteur intrinseque a Matlab
(si on dispose de la matrice assemblée). Ce calcul donne Uerreur de la méme maniere que
précédemment.

Ces calculs permettent de mesurer la précision de la méthode de résolution en compa-
rant les trois colonnes.

Dans le tab. 3.25, la série de problemes traitée est celle avec 70 polynomes chaos. Pour
les cas 1 a 4, on voit que le résultat entre les trois algorithmes est identique. Ce qui indique
une excellente stabilité numérique de nos deux algorithmes avec la matrice non assemblée
(identique dans ces cas a la routine intrinseque de Matlab de produit matrice vecteur).

Pour le cas 5, nous ne disposions pas du vecteur result, aussi avons nous comparé les
deux algorithmes entre eux. Pour se faire, nous avons calculé le produit entre la matrice
de raideur non assemblée et le vecteur source avec les deux algorithmes décrit plus haut.
Les résultats sont parfaitement identiques (encore une fois ce résultat indique une stabilité
numérique entre les deux algorithmes).

Cas | Algorithme 1 | Algorithme 2 | max(abs(B — A * result))
1 9.05E-015 9.05E-015 9.05E-015

2 8.52E-014 8.52E-014 9.050E-015

3 3.83E-013 3.83E-013 3.83E-013

4 2.97E-012 2.97E-012 2.97E-012

5 |0 0 N/A

TaB. 3.25 — Erreur entre le résultat attendu et le produit matrice vecteur obtenu P= 70.

Dans le tab. 3.25, la série de problemes traitée est celle avec 210 polyndomes chaos.
Dans les cas 6 a 8, nous disposions de la matrice assemblée et nous avons pu comparer
les trois algorithmes et mettre en évidence ’erreur commise par la méthode de résolution
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Matlab. Encore une fois, on observe I'excellente stabilité numérique des algorithmes qui
renvoient le méme résultat que la routine intrinseque de Matlab.

Dans les cas 9 et 10, nous avons comparé les résultats obtenus entre les deux algo-
rithmes, et vérifié qu’ils étaient identiques. Il n’y a pas de transmission d’erreurs numé-

Cas | Algorithme 1 | Algorithme 2 | max(abs(B — A * result))
6 4.99E-014 4.99E-014 4.99E-014

7 2.27E-013 2.27E-013 2.27E-013

8 1.59E-012 1.59E-012 1.59E-012

9 |0 0 N/A

10 0 0 N/A

TAB. 3.26 — Erreur entre le résultat attendu et le produit matrice vecteur obtenu P= 210.

riques sur les cas traités.

De fait, l’approche que nous venons de présenter devrait nous permettre de traiter des
cas industriels. Dans la partie suivante, nous allons développer quelques exemples traités
avec code_CARMEL d’une part pour valider l'implémentation et d’autre part pour mettre
en évidence les problemes que posent [’approche tensorielle.

3.2.7 Produit tensoriel de matrices : application au code 3D

Dans cette section, nous allons présenter des exemples traités avec ’approche de pro-
duit tensoriel décrite dans la section précédente. Dans la premiere implémentation que
nous avons effectué, nous n’avons pas mis de préconditionneur ce qui engendre des temps
de calculs assez important pour la résolution. Ensuite, nous avons mis en oeuvre un précon-
ditionneur diagonal pour accélérer la convergence du gradient conjugué. Dans un premier
temps, nous allons rappeler 'algorithme du gradient conjugué préconditionné. Dans un
second temps, nous validerons I'approche avec et sans préconditionnement avec le cas du
L premier jeu de conductivité. Nous conclurons qu’il vaut mieux utiliser le précondition-
nement, et nous testerons cette approche avec le second jeu de conductivité. Pour la suite,
on supposera que l'on résout un systeme AX = B.

3.2.7.a Gradient conjugué et préconditionnement

L’algorithme du gradient conjugué a été présenté dans la section 3.2.6.b.3 page 100,
cependant, tous les utilisateurs de codes éléments finis savent que les matrices que 'on
obtient par ces méthodes sont mal conditionnées (leur conditionnement est trop grand).
Les valeurs propres des matrices de raideur sont ainsi mal réparties. Dans ce cas-la, le
gradient conjugué a du mal & converger®. Pour limiter ce probléme, on peut précondi-
tionner la matrice de raideur, c’est-a-dire que 1’on va chercher une matrice C' de la méme
taille que la matrice de raideur A telle que le conditionnement de C~!A soit proche de 1.
Plusieurs stratégies existent pour construire de telles matrices C' :

— Le préconditionneur de Jacobi, ou préconditionneur diagonal. On prend la matrice

C' dont la diagonale est égale a la diagonale de A, et qui vaut 0 partout ailleurs.

8Le nombre d’itérations pour obtenir la solution devient grand.
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— Le préconditionnement SSOR, (Symmetric Successive Over Relaxation), on décom-
pose alors la matrice de raideur comme suit :

A=L+D+L" (3.52)

Ou L est la matrice triangulaire inférieure stricte (dont la diagonale vaut 0) égale
a la partie triangulaire inférieure stricte de A, et D est la matrice dont la diago-
nale vaut celle de la matrice de raideur (nulle partout ailleurs). On prend pour
préconditionneur :

D w D
C=(—+L)-—D"=+1L 3.53
(C+D)5=—DNE+ 1) (35
Ou w est le parametre de relaxation. Pour assurer la convergence du gradient, il faut
que 0 < w < 2.
— Le préconditionneur de Crout incomplet qui consiste a faire une factorisation in-
complete de Crout (pour éviter d’avoir une matrice pleine).
Dans notre cas, nous ne pouvons pas (ou ne voulons pas) stocker la partie inférieure
de la matrice, donc la seule possibilité est d’utiliser un préconditonneur de Jacobi’. Pour
les autres préconditionneurs, deux problemes distincts se posent :

1. dans un cas industriel, nous ne pouvons pas stocker la matrice de raideur'. Or les
préconditionneurs SSOR comme les préconditionneurs de type Cholesky ou Crout
incomplet utilisent des matrices de préconditionnement ayant le méme nombre de
termes non nuls que la matrice de raideur. Cela empéche a priori I'utilisation de
tels préconditionneurs.

2. en admettant méme que 'on puisse stocker la partie triangulaire inférieure de la
matrice de raideur, il faut pouvoir calculer les termes y apparaissant pour calculer
la matrice de préconditionnement. En utilisant ’approche tensorielle, il n’est pas
trivial de connaitre les termes de la matrice de raideur.

Nous n’avons pas pu étudier plus avant ces autres préconditionneurs dans le cadre de
cette these.

On cherche a résoudre Az = B. Pour ce faire, il est équivalent de résoudre C~1Ax =
C~1B. Soit X, un vecteur initial. L’algorithme du gradient conjugué préconditionné est
alors décrit comme suit.

go = Axg—b

On pose ensuite :
20=C"g

Ce qui nous donne une direction de descente hy :

h():Z()

911 est peut-étre envisageable d’utiliser des préconditionneurs de factorisations incomplétes par blocs,
mais nous n’en sommes pas sur.

10T orsque I'on dit que I’'on ne peut pas stocker la matrice, il faut entendre, que 1’on ne peut pas le faire
simplement, c’est-a-dire sans passer par un fichier de stockage par exemple.
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On utilise ensuite les formules de récurrence suivantes :

T
Zn—19n—1
Ty =Tpn1+hp1——
! "WT Ahy
T
B gnfl
= Gp1 — Ah,_ _fn—lon—1
g gn—1 lhz;_lAhn_l
Zn = C_lgn
On a notre nouvelle direction de descente :
T
Zn 9n
hy = gn + hn—lTL
Zn—lgn—].

On réitere opération jusqu’a obtenir la convergence!!. C’est cet algorithme qu’on utilisera
dans le cadre du préconditionnement.
Tous les tests suivant ont été réalisés avec le méme critere d’arrét.

3.2.7.b Casdul,cas1

Voir la section 2.4.2.a page 56 pour les caractéristiques du maillage et pour les lois
suivies par les conductivités.

3.2.7.b.1 Sans préconditionneur Dans cette section, nous allons présenter les résul-
tats obtenus en utilisant I’approche tensorielle dans le code 3D. L’algorithme du gradient
conjugué utilisé est celui présenté 3.2.6.b.3 page 100. Nous avons vérifié notre approche
en comparant les résultats obtenus par la SSFEM tensorielle sans préconditionnement
et la SSFEM séquentielle!?. Nous avons comparé les coefficients du développement en
polynomes chaos du potentiel en chaque noeud. Ainsi, en notant f ¢, la valeur du déve-
loppement relatif au j° polynome chaos au noeud 7 du maillage obtenu par la méthode
séquentielle et 7y, a valeur du développement relatif au j° polynéme chaos au noeud ¢
du maillage obtenu par la méthode tensorielle sans préconditionneur, on définit ’erreur
relative au noeud 7 et au j° polynéme chaos par :

_ ips — 194

ErrPot(i,j) = == x 100
i1

On prend ensuite I’erreur maximale sur tout le maillage et pour ’ensemble des polynomes
chaos :
ErrPotMax, = max; ;(ErrPot(i, 7))

Cette erreur est en pour-cent.

Dans le tab. 3.27 page suivante, nous avons indiqué l'erreur maximale sur tout le
maillage et pour ’ensemble des coefficients du développement en polynomes chaos entre
I’approche tensorielle sans préconditionneur et I'approche séquentielle dans le cas du L

1] est bien siir « indispensable » de mettre un critere d’arrét dans la boucle.
121 ’approche séquentielle utilise un préconditionneur de type Crout incomplet.
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D 3 4 5 6
ErrPotMaz; | 0.0028 | 0.0006 | 0.0005 | 0.0005

TAB. 3.27 — Erreur maximale sur le maillage en % entre les coefficients du potentiel
obtenus par la SSFEM tensorielle sans préconditionneur et 'approche séquentielle, en
fonction de p

avec le premier jeu de conductivité. Nous avons comparé les solutions obtenues en faisant
varier p de 3 a 6 et en fixant p;, = 2p. Ainsi, en considérant le probleme traité avec p = 3
et p;, = 6 (premiere colonne), 'erreur commise est de 0.0028%. On remarquera que pour
p = 4,5 ou 6, I'erreur maximale est d’'un ordre de grandeur plus petit (0.0006%). Cela
permet de valider I’approche tensorielle.

3.2.7.b.2 Avec préconditionneur de Jacobi L’algorithme du gradient conjugué
utilisé est celui présenté 3.2.6.b.3 page 100. Nous avons vérifié notre approche en compa-
rant les résultats obtenus par la SSFEM tensorielle avec préconditionneur de Jacobi et la
SSFEM séquentielle. En notant, f @4 a valeur du développement relatif au j° polynome
chaos au noeud ¢ du maillage obtenu par la méthode tensorielle avec préconditionneur
diagonal, on définit ’erreur relative au noeud 7 et au j° polynome chaos par :

Jp
ErrPoty(i, j) = w % 100
i1

On prend ensuite I'erreur maximale sur tout le maillage et pour I’ensemble des polynomes
chaos :

ErrPotMazs = maz; j(ErrPots(i, j))

Cette erreur est en pour-cent.

D 3 4 5 6
ErrPotMaz, | 0.0015 | 0.0006 | 0.0005 | 0.0005

TAB. 3.28 — Erreur maximale sur le maillage en % entre les coefficients du potentiel obtenus
par la SSFEM tensorielle avec préconditionneur de Jacobi et I’approche séquentielle, en
fonction de p

Dans le tab. 3.28, nous avons indiqué l'erreur maximale sur tout le maillage et pour
I’ensemble des coefficients du développement en polynomes chaos entre ’approche tenso-
rielle avec préconditionneur de Jacobi et 'approche séquentielle dans le cas du L avec le
premier jeu de conductivité. Nous avons comparé les solutions obtenues en faisant varier
p de 3 a 6 et en fixant p;, = 2p. Ainsi, en considérant le probleme traité avec p = 3 et
pin = 6 (premiére colonne), 'erreur commise est de 0.0015% (on note une légere amélio-
ration par rapport au cas ou il n’y a pas de préconditionneur). On remarquera que pour
p = 4,5 ou 6, I'erreur maximale est d'un ordre de grandeur plus petit (0.0006%). Cela
permet de valider I’approche tensorielle avec préconditionneur.
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3.2.7.b.3 Considérations Numériques Dans le tab. 3.29 page ci-contre, nous avons
donné un certain nombre d’informations concernant chacune des deux précédentes mé-
thodes dans le cas traité précédemment. La colonne Inc. représente le nombre d’inconnues
du systeme considéré. Le nb. Iter. est le nombre d’itérations du gradient conjugué néces-
saire avant la convergence, les trois colonnes suivantes sont des temps en secondes. La
colonne Temps Ass. représente le temps nécessaire a l’assemblage de la matrice dans le
cas séquentiel, et des objets nécessaires a faire un produit matrice vecteur pour les ap-
proches tensorielles. Le Temps GC. représente le temps CPU nécessaire a la convergence
du gradient conjugué. Le ratio est le ratio des deux temps précédents, le Temps Total est
la somme des deux temps précédents.

Quelque soit le p choisi, on notera qu’avec I’approche séquentielle avec précondition-
neur de Crout Incomplet il faut le méme nombre d’itérations pour résoudre le probleme.
On remarquera aussi que dans tous les cas, le temps pour le gradient conjugué est négli-
geable par rapport au temps d’assemblage de la matrice!®. On notera enfin que bien que le
nombre d’itérations reste constant, le temps pour la réalisation du gradient conjugué aug-
mente. Cela s’explique par le fait que la matrice de raideur est de taille plus importante,
donc que chaque produit matrice vecteur demande plus de temps.

Pour la méthode tensorielle sans préconditionneur, le nombre d’itérations du gradient
conjugué augmente avec le nombre d’inconnues. On remarquera que dans le cas p = 6,
il faut plus d’itérations que d’inconnues, ce qui est contraire a la théorie du gradient
conjugué. Cependant, ce résultat s’explique peut-étre'* par le fait qu’il y ait des erreurs
numériques et donc que l'orthogonalité des directions de descente peut-étre perturbée ce
qui peut entrainer une convergence plus lente qu’en théorie!®. On notera que le temps
d’assemblage des objets nécessaires au produit matrice vecteur est inférieur a I’approche
séquentielle (pour p > 4). Pour p = 3, le temps d’assemblage est cependant supérieur (une
des raisons qui peut, peut-étre, expliquer cela est que le temps d’allocation des différents
tableaux soit non négligeable pour des degrés de développement petits, or dans ’approche
séquentielle, la matrice est un tableau statique). On notera, enfin, que le ratio croit tres
rapidement, pour que la résolution du systeme soit 16.5 fois plus longue que I’assemblage
des matrices.

Pour la méthode tensorielle avec préconditionneur, le nombre d’itérations croit aussi
avec p, cependant cette croissance est beaucoup plus limitée. Le ratio reste inférieur a 1.

Si on compare les différentes méthodes selon le degré de troncature du potentiel, on
note que la méthode séquentielle est plus rapide dans le cas ou p = 3, mais que des que 'on
fait croitre le degré, la méthode tensorielle avec préconditionneur est plus rapide (jusqu’a
étre 6 fois plus rapide pour p = 6). La méthode sans préconditionneur, quant a elle n’est
plus rapide que dans le cas ou p = 4, et est plus lente d’un facteur 1.6 sur le cas p = 6
que la méthode séquentielle, d'un facteur presque 10 comparée a la tensorielle.

Les considérations précédentes montrent que 1’'utilisation d’un préconditionneur semble
nécessaire et que ’approche tensorielle permet non seulement de gagner en place mémoire

13C’est, avec le probleme de mémoire, une des raisons qui nous ont poussé a changer 1’algorithme.

14 Cette méthode allant étre abandonné par la suite, nous n’avons pas poussé nos investigations plus
avant.

15Un des moyens pour éviter ce probléme est de redémarrer le gradient conjugué au bout d’un certain
nombre d’itérations. Mais du fait de la remarque précédente, nous n’avons pas essayé.
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Méthode Inc. | nb. Iter. | Temps Ass. | Temps GC | Ratio | Temps Total
Séq. p=3 2340 | 30 1.6881 0.10 0.061 | 1.78
Tens. 1 p=3 | 2340 | 637 1.9 0.64 0.33 | 2.54
Tens. 2 p=3 | 2340 | 219 1.9 0.23 0.12 2.13
Séq. p=4 3510 | 30 5.06 0.31 0.061 | 5.37
Tens. 1 p=4 | 3510 | 1407 2.28 2.70 1.18 4.98
Tens. 2 p=41 3510 | 283 2.29 0.54 0.24 2.84
Séq. p=5 4914 | 30 13.35 0.78 0.058 | 14.13
Tens. 1 p=251| 4914 | 3398 2.7 11.58 4.30 14.28
Tens. 2 p=>5 | 4914 | 353 2.7 1.22 0.45 3.92
Séq. p =6 6552 | 30 31.90 1.67 0.052 | 33.57
Tens. 1 p =6 | 6552 | 8931 3.12 51.47 16.55 | 54.59
Tens. 2 p =6 | 6552 | 431 3.12 2.51 0.80 | 5.63

TaB. 3.29 — Considérations numériques selon les approches algorithmiques de la SS-
FEM sur le cas du L, premier jeu de conductivité.

mais aussi en temps de calcul.

3.2.7.c Cas du L, cas 2

Dans cette section, nous allons comparer la méthode tensorielle avec préconditionneur
de Jacobi et la méthode SSFEM séquentielle dans le cas du maillage en forme de L avec le
second jeu de conductivité, voir la section 2.4.2.b page 63 pour ces dernieres informations.

D 3 4 5 6
ErrPotMaz, | 0.00046 | 0.00046 | 0.0046 | 0.0018

TAB. 3.30 — Erreur maximale sur le maillage en % entre les coefficients du potentiel obtenus
par la SSFEM tensorielle avec préconditionneur de Jacobi et ’approche séquentielle, en
fonction de p avec le second jeu de conductivité.

Dans tab. 3.30, est indiquée l'erreur maximale sur le maillage et sur les polynomes
chaos pour le potentiel commise entre ’approche tensorielle et I'approche séquentielle.
L’erreur est au plus du millieme de %. On vérifie ici que 'approche tensorielle est valide.

Dans le tab. 3.31 page suivante, nous avons donné les mémes informations que dans
le tab. 3.29. Pour p = 3, encore une fois, I’approche séquentielle est plus rapide. Pour
des degrés plus élevés, elle devient nettement plus lente. On remarquera néanmoins que
I’approche tensorielle nécessite plus d’itérations du gradient conjugué que dans le cas
précédent et que cela fait que le gain de temps est moindre par rapport a ce dernier. Il
semble ici que la matrice soit moins bien conditionnée.

Remarque: 3.2.7. Il y a une autre problématique liée au gradient conjugué que nous
n’avons pas pu €tudier, c’est celle du choix d’un point initial correct. Une idée, non testée
exhaustivement, que nous avons eu au cours de discussions avec des chercheurs de I’IRISA
(Rennes) est d’utiliser le vecteur solution du probléme moyen [23]. Dans la mesure ot les



108 CHAPITRE 3. LA SSFEM
Méthode Inc. | nb. Iter. | Temps Ass. | Temps GC | Ratio | Temps Total
Séq. p=3 2340 | 34 1.80 0.11 0.062 | 1.91
Tens. 2 p=3 | 2340 | 335 1.87 0.34 0.18 2.21
Séq. p =4 3510 | 35 5.2 0.376 0.072 | 5.57
Tens. 2 p=4 | 3510 | 518 2.25 1.02 0.455 | 3.27
Séq. p=5 4914 | 36 13.54 0.97 0.072 | 14.51
Tens. 2 p=>5 1| 4914 | 768 2.64 2.71 1.03 5.36
Séq. p =06 6552 | 36 33.21 2.06 0.062 | 35.27
Tens. 2 p=06 | 6552 | 1138 3.05 6.77 2.22 9.82

TaB. 3.31 — Considérations numériques selon les approches algorithmiques de la S5-
FEM sur le cas du L, second jeu de conductivité.

exemples que nous avons traités jusqu’a présent montrent que les valeurs numeériques des
solutions se rapprochent de 0 en augmentant les degrés des polynomes chaos, ce choix,
intuitif, semble raisonnable. Nous avons essayé une méthode de ce type dans le cas in-
dustriel que nous présenterons dans le chapitre suivant. Nous avons dans ce cas résolu le
probléeme en commencant par p = 3 puis nous avons stocké la solution dans un fichier.
Nous nous sommes servis de cette solution pour démarrer le gradient conjugué dans le
cas ou p = 4 (en fizant a 0 les coefficients correspondants aux polynémes de degré 4).
Les résultats indiquent qu’il y a effectivement un gain du nombre d’itérations. Cependant,
en terme de temps de calcul il n’y a pas de gain. Reste qu’une étude plus exhaustive est
nécessaire.

Remarque: 3.2.8. [] est a noter que les matrices qui présentent cette structure de somme
de produit tensoriels font actuellement 'objet de recherches [29,34] qui utilisent la notion
de matrices Hiérarchiques. Ces recherches permettent, d’apres la bibliographie, de déve-
lopper des méthodes de résolution tres performantes mais complexes.

Remarque: 3.2.9. Puisqu’il est difficile de mettre en oeuvre des préconditionneurs a
partir de 'approche tensorielle, il pourrait donc étre intéressant d’assembler la matrice
dans les cas ot c’est possible (et utiliser un préconditioneur comme Crout incomplet par
exemple) pour résoudre le systeme. Quand il n'est plus possible d’assembler la matrice de
raideur, ’approche tensorielle s’ tmpose.

3.3 Conclusions Préliminaires

Dans ce chapitre, nous avons développé la SSFEM. Nous avons mis en évidence l'in-
fluence du degré de décomposition des lois de comportement sur le potentiel scalaire
obtenu. Nous avons ensuite évoqué le probleme du stockage de la matrice de raideur, nous
avons implémenté une méthode qui permet de limiter ce probleme et nous l'avons va-
1idé!'®. Nous avons ainsi d'une part amélioré le stockage de la matrice, mais aussi diminué

16Dans la mesure ot le code 3D est en fortran, et que les algorithmes pour ’approche tensorielle mettent
en oeuvre des listes de pointeurs, nous n’avons pas été a méme de récupérer les places mémoires occupées
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le temps d’assemblage des objets nécessaires a la résolution du probléme!”. Pour utiliser
I’approche tensorielle, nous mettons en oeuvre une méthode de gradient conjugué, nous
avons montré dans un cas pratique qu’il fallait utiliser une méthode de gradient conjugué
préconditionné pour que les temps de calculs restent raisonnables. Nous avons mis en
oeuvre le préconditionneur de Jacobi, et montré qu’il améliorait les temps de calcul'®.

dans le cas 3D. Il est a noter que I'implémentation de I’algorithme est assez récente, donc qu’il doit exister
des solutions pour connaitre ces informations.

711 est & noter aussi que le travail réalisé sur Papproche tensorielle a permis de diminuer sensiblement
les temps d’assemblage de ’approche séquentielle a I'aide de l'utilisation de chemins de parcours des
matrices D?.

8D’autres préconditionneurs ont été testés sans succes. Nous avons par exemple essayé d’utiliser la
méthode du gradient conjugué avec 30 itérations comme préconditionneur, mais les tests n’ont pas été
concluants, cependant une étude plus exhaustive est sans doute nécessaire pour tirer des conclusions a ce
sujet. De méme, nous avons tenté de redémarrer le gradient conjugué pour mieux assurer I’orthogonalité
des directions de descentes. Sur le cas traité, le nombre d’itérations ne diminuait pas. La encore une étude
plus approfondie serait nécessaire.
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Chapitre 4

Grandeurs globales

Dans les chapitres précédents, nous avons présenté deux méthodes qui permettaient
de calculer numériqguement la distribution du potentiel scalaire en électromagnétisme sto-
chastique. Il peut étre utile et nécessaire de pouvoir calculer des grandeurs globales comme
[intensité. Nous proposerons deux méthodes pour le calcul de cette grandeur, ['une pour
la SSFEM, ["autre pour la méthode non-intrusive de projection de Hermite Gauss NIHG.
Dans cette partie, nous expliquerons comment calculer une telle quantité puis nous valide-
rons notre approche numériquement en comparant les résultats obtenus par la SSFEM et
la méthode non-intrusive sur un cas académique. Dans un second temps, nous utiliserons
les méthodes que nous avons développées pour caractériser l'intensité dans un manchon
de cable a haute tension.

4.1 Grandeur globale et SSFEM

Dans un premier temps, nous allons rappeler la méthode utilisée pour calculer I'inten-
sité dans le cas déterministe, ensuite nous allons la généraliser pour le calcul de I'intensité
dans le cas ou nous avons résolu le probleme de 1’électrocinétique avec la SSFEM en
utilisant le principe de conservation de la puissance.

4.1.1 Intensité dans le cas déterministe

Cette section est décomposée en trois parties, dans la premiere nous donnerons la défi-
nition de l'intensité que nous utiliserons. Dans cette définition, interviendra une fonction
a qui vaudra 1 sur I'g, et 0 sur I'g,. Dans la seconde, nous montrerons que cette défi-
nition est indépendante du choix de la fonction @ du moment qu’elle vérifie la propriété
précédente. Finalement, nous montrerons que nous pourrions choisir une fonction o qui
vaut 1 sur I'g, et 0 sur I'g, sans que le résultat du calcul ne soit affecté. Nous reprenons
ici les résultats énoncés dans [14, 36].

111
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4.1.1.a Expression de l'intensité avec la conservation de la puissance

On se donne un champ électrique E issu d’une résolution éléments finis d’'une formu-
lation en potentiel scalaire, on a :

E=V (90) + OV (a) (4'1)
On peut calculer la densité de courant J, par :
J=0E (4.2)

On rappelle que la puissance P dissipée par effet Joule dans le domaine D est définie
comme :

P = / J EdD (4.3)
D
La puissance fournie par I'alimentation électrique extérieure au domaine D s’écrit :
Peyr = Solim[ (44)

Ou ¢y, représente la différence de potentiel entre les deux surfaces I'g, et I'g, et I le
courant traversant le domaine D. De maniere a assurer la conservation de la puissance,
on définit alors 'intensité I telle que :

Pl = /D J EdD (4.5)

Proposition: 4.1.1. Si on définit une fonction a(x) = 3 w; qui vaut 1 sur I'g, et 0
2
sur I'g,, on a alors :

1:/ JV (a)dD (4.6)

En effet, par la méthode des éléments finis, on résout :
/JV(wi)dDzo,Vie{l,--~,n} (@)
D

Or, on a défini le potentiel scalaire par :

E =V () + ¢V (@) (4.8)
Avec ¢ qui est une combinaison linéaire des w; pour ¢ € {1,--- ,n}, on a donc :
/ J EdD - / IV (0)dD + / J 0V () dD (4.9)
D D D

Le terme [, J V(¢)dD est nul d’apres 'équation (4.7), et des lors la propriété est
démontrée.
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4.1.1.b Influence du choix de la fonction «

Considérons maintenant une fonction o/ définie par :

n

Ckl = Zwi + Z 51(.4}1 =+ Z 61'(4}1‘ (410)
i=1

I'e, i=1

C’est-a~dire que o’ est une combinaison linéaire de toutes les fonctions de forme exceptées
celles situées sur I'g, . Par construction, elle vaut 1 sur I'g,. On notera alors, I’ la quantité :

= / 3V (a)dD (4.11)
D
On a alors :
I=T1 (4.12)
En effet :
I—I/:/JV(a—o/)dD (4.13)
D
Or, V (o — ') est une combinaison linéaire des fonctions w; pour i € {1,--- ,n} et on

obtient le résultat avec I’équation (4.7) page ci-contre. On peut donc prendre n’importe
quelle fonction o combinaison linéaire des fonctions nodales définie sur D des que a vaut
1 sur I'g, et 0 sur I'g, .

4.1.1.c Influence de la surface de calcul

Si on définit maintenant o/ qui vaut 1 sur I'g, et 0 sur I'g,, alors la quantité :
]’:/ J V(a')dD (4.14)
D

est égale a I. En effet, si on considere la fonction 1 —a — o/, alors cette fonction vaut 0 sur
I'g et peut donc s’écrire comme combinaison linéaire des fonctions w; pour i € {1,--- ,n}.
Et avec un raisonnement analogue aux précédents, on obtient le résultat.

On voit apparaitre une relation de conservation sur le courant en utilisant (4.6) page
précédente. En effet, I’ pourrait plutot étre attaché au courant traversant I'g, (o = 1 sur
I'g, et 0 sur I'g,) alors que [ serait attaché a I'g,.

4.1.2 Calcul de l'intensité avec la SSFEM

Dans cette partie nous allons généraliser les calculs précédents dans le cas de la SSFEM.
Nous allons donc supposer que nous avons résolu le probleme de 1’électrocinétique (1.45)
page 17 en formulation potentiel scalaire avec la méthode SSFEM. Notre objectif est de
calculer I'intensité I(6) sous la forme d’une fonctionnelle de @gsppy (2, #). Pour démontrer
que les calculs précédents restent vrai dans le cas aléatoire, nous aurons besoin de vérifier
une propriété analogue a l’équation (4.7) page précédente dans le cas aléatoire. Nous
allons dans un premier temps nous attacher a montrer cette propriété sur la densité de
courant. Puis nous reprendrons tres rapidement les calculs de la partie précédente.
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4.1.2.a Propriété sur la densité de courant

En utilisant la SSFEM, nous avons vérifié Vi, j € [1,...,n|®[1,..., P] :

B[ o(@.0) (Prmmn.0)) ¥ (w1() 0(6)dD) = B( | 3009 (ws(a)) 01€)dD) = 0

(4.15)
Ce qu’on peut écrire sous la forme :
B([ 3.0)V (o) 70()dD) =0 (1.16)
avec la densité de courant qui est obtenue comme :
I(2,0) = o(z,0)V @SSFEM(x, 0)) (4.17)

Dans un premier temps, nous allons considérer la densité de courant formelle obtenue,
on notera que si la conductivité a été développée dans le chaos polynomial, la densité de
courant s’écrira alors comme un développement en polynomes chaos. Nous allons montrer
que certains des termes apparaissant dans cette écriture formelle ne sont pas pertinents.

En effet, nous avions développé la conductivité dans le chaos polynomial de degré au
plus p;,, qui avait conduit a P;, polynomes chaos différents. Le potentiel quant a lui a été
cherché dans le chaos polynomial de degré au plus p soit P polynomes chaos. Formellement,
la densité de courant J(z, ) est calculée par I'équation (4.17) et est donc issue du produit
de ces deux derniers termes. La densité de courant sera alors développée dans le chaos
polynomial de degré p;, +p (soit P, = C’ﬁﬁ;f +p Dolynomes chaos différents). C’est-a-dire
que le développement dans le chaos polynomial de la densité de courant calculé de maniere

formelle va s’écrire :
Py

I(a,0) = ') e(6) (4.18)

=1

En fait, les termes relatifs a des polynomes chaos de degré plus grand que p (I > P)
méme s’ils sont formellement définis de maniere unique par le développement du produit
du potentiel par la conductivité voir (4.17) ne vérifie dans les faits aucune équation
particuliere issue de (4.16). En effet, si on reprend 4.16, on a :

E(f, 3.0V (wi(x)) 0(©)dD) = E(f, z (@) 0(E)V (wi()) (€)DD)
£S5 B, (@) (O (wilx) (€)dD)

I=P+1

(4.19)

Or les termes E( [}, ' ()" (&)V (wi(z))79(£)dD) sont nuls deés que I est supérieur stric-
tement a P puisque les polynomes chaos sont orthogonaux entre eux :

B( /D (@) W(E)V (wi(2)) Hb(€)AD) = E(H(E)H()) /D 3(@)V (wi(x)dD = 051> j
(4.20)
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Ce qui signifie que quelque soit la valeur prise par !J(x) pour de tels I, I'équation (4.16)
page précédente sera vérifiée. Ce qui implique que les termes 'J(z) ainsi calculés n’ont pas
de sens.

Par la suite, on prendra donc la densité de courant définie par :

J(w,0) = 'I(2)9 (&) (4.21)

On tronque donc la densité de courant pour les polynomes de degré au plus p dans
'équation (4.17) page ci-contre’.
Nous allons maintenant énoncer une propriété de la densité de courant ainsi calculée.

Proposition: 4.1.2. Si on considére la densité de courant qui vérifie le probleme de
lélectrocinétique aléatoire sous sa forme faible avec la SSFEM, la densité de courant
vérifie, pour tout i dans [1,...,n| et pour tout j dans [1,..., P] :

B /D J(,0)V (wi(x))6(€)dD) = 0 (4.22)

alors on a, pour tout © et pour tout w; :

/ J(z,0)V (wi(x))dD =0 (4.23)
D
Démonstration: 4.1.1. En utilisant [’équation (4.21) dans [’équation (4.22), et la
linéarité des différents opérateurs, on obtient pour tout i € [1,...,n] :
P
B0 [ T@)V () dD =0 (1.24)
j=1 p

Or puisque les polynomes chaos sont orthogonauz entre eux, cela implique que pour tout
ie€ll,...,n]:

/D LJ ()Y (wi(x)) dD = 0 (4.95)

En multipliant par '1(€) chacune des équations précédentes et en sommant on obtient le
résultat.

Remarque: 4.1.1. On remarquera que cette propriété n’est pas obtenue pour les termes
calculés formellement de degré supérieur a p, ce qui est une autre raison de ne pas les
prendre en compte. Pour revenir sur cette troncature, on peut la comprendre aussi en
regardant le développement en polynomes chaos comme un développement limité.

IDans les calculs précédents, comme les polynémes chaos sont rangés par degré croissant, on a le droit
d’écrire cette troncature de 1 a P sans effectuer de numérotation locale spécifique.
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4.1.2.b Généralisation des calculs déterministes

4.1.2.b.1 Expression de l’intensité avec la conservation de la puissance On
définit la puissance P(x,#) de la méme maniere que dans le cas déterministe :

Pz, 0) = / 3(z, 0)E(z, 0)dD (4.26)
D
On définit alors I'intensité Iggppy (@) de maniere a conserver la puissance :
OrimLssrem(0) = / J(z,0)E(x,8)dD (4.27)

D

En utilisant la fonction « définie de la méme maniére que dans le cas déterministe (a
savoir une combinaison linéaire des fonctions de forme spatiales associées aux noeuds se
trouvant sur la surface I'g, ), on obtient alors l'intensité par :

Lssern (0) = /D J(z,0)V (o) dD (4.28)

Démonstration: 4.1.2. En effet, rappelons que le potentiel scalaire déterminé par la
SSFEM a été défini par :

E(xa 9) =V <SOSSFEM($7 0)) =V (SDSSFEM(L 9)) + YimV (a<w)) (4-29)

Ot pssrpn(T,0) est une combinaison linéaire des fonctions de forme associées aux incon-
nues. On a alors que la puissance est telle que :

[, (@, 0)E(z,0)dD = [, J(x,0)V (@SSFEM(x,9)> dD

[ J(@,0)V (@ssren(x,0)) dD + @y, [, J(x,0)V (a(z)) dD

(4.30)
Des lors, d’apres la propriété 4.1.2 page précédente, on obtient que la puissance est égale
a:

B /D Iz, 0)E(z,0)dD) = 0. E /D Tz, 0)V (a(z)) D) (4.31)

Ce que nous voulions démontrer.

4.1.2.b.2 Influence du choix de la fonction o« De la méme maniere que dans le
cas déterministe, si on consideére une autre fonction o définie par :

Oé/ = Z wi + i ﬁiwi (432)
1

I'g, i=

C’est-a-dire que o' est une combinaison linéaire de toutes les fonctions de forme exceptées
celles situées sur I'g,. Elle vaut 1 sur I'g,. On notera alors, I’ la quantité :

T n(6) = /D 3(x.6)V (o) dD (4.33)
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On a alors :
Tsspent (0) = Tigppn (0) (4.34)

En effet :
Lisrmn(0) — Iy (0) = / J(z,0)V <Z @-wi) dD (4.35)
D i=1

Et la propriété 4.1.2 page 117 permet de conclure.

4.1.2.b.3 Influence de la surface de calcul Si on définit maintenant o’ qui vaut 1
sur I'g, et 0 sur ['g,, alors la quantité :

‘[éSFEM(e) = /DJ(:E’ O)V (O‘,) dD (436)

est égale a Isgppy (). En effet, en effectuant le méme raisonnement que dans le cas déter-
ministe?, on obtient le résultat.

Dans la partie suivante, nous allons nous intéresser a une autre maniére de récupérer
lintensité avec la méthode non-intrusive de projection de Hermite Gauss qui a €té pré-
sentée dans le chapitre 2 page 27. En effet, lintérét principal de ces méthodes résident
dans le fait de ne pas avoir a modifier le code éléments finis en tant que tel. Or l’approche
précédente nécessite de le modifier.

4.2 Méthode non-intrusive de projection Hermite Gauss
et grandeurs globales

Nous voulons, a partir du probleme de 1’électrocinétique, récupérer une grandeur glo-
bale & savoir l'intensité approchée Iy () de lintensité 1(0) qui traverse la surface I'g,.
L’intensité I(0) est définie selon I’équation (4.5) page 114. Dans le cas aléatoire, 'intensité
est définie de maniere analogue :

1(0) = /D J(z,0),V (a)dD (4.37)

Le principe d’une méthode de projection est de chercher une grandeur (locale ou globale)
sous une certaine forme. Une fois la forme choisie, il faut déterminer un critere de minimi-
sation qui va nous permettre d’approcher au plus pres la variable aléatoire réelle. Prenons
un exemple, nous voulons déterminer une forme approchée de U'intensité Iy (6) qui tra-
verse la surface I'g,. Nous allons la chercher sous une forme développée en polynomes
chaos de Hermite :

INIHG(G) - Z iINIHGiw(g) (4‘38)

20n considere la fonction 1 —a—a’ qui vaut 0 sur I'g et peut donc s’écrire comme combinaison linéaire
des w; pour ¢ € {1,--- ,n}.
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Et nous allons choisir de minimiser I’erreur au sens des moindres carrées au sens de 'inté-
grale sur I’aléa entre I'intensité approchée et I'intensité 1(0) (voir (4.37) page précédente)
que 'on cherche a approcher :

E([I(Q) - INIHG<0)]2) (439)
Le méme raisonnement que dans la section 2.3.4.b page 51 permet de montrer que :

e = EUO Q) (4.40)
E(()

Remarque: 4.2.1. Nous rappelons que NIHG permet aussi de calculer une distribution
du potentiel scalaire oy, (x,0), et donc une densité de courant Jy,(x,0). 1l est alors possible
de calculer le courant en utilisant l'expression (4.28) page 118. Cette approche est a priori
moins efficace vu que I'on multiplie les approrimations et les erreurs de calcul. De plus, si
dans le cas de la SSFEM, nous avons pu mettre en évidence théoriquement des propriétés
suivies par la densité de courant, il n’en a pas été de méme pour la méthode non-intrusive.
Cette méthode n’a donc pas été implémentée.

Dans la fig. 4.1 page ci-contre, nous avons résumé la méthode de calcul des termes
Iunc(0) dans le cas ou on emploie une méthode de quadrature de Hermite Gauss présentée
dans la section 2.3.4.b page 51.

En ce qui concerne la conservation de la puissance pour cette approche, la question
reste ouverte, cependant les tests numériques que nous avons effectué montrerons que
I'on obtient des résultats tres proches de ceux obtenus par la SSFEM, et donc que cette
conservation semble respectée.

4.3 Validations

Dans cette partie, nous allons expliciter comment nous avons validé numériquement
les approches développées théoriquement pour calculer Uintensité ( 4.1.2 page 115 & 4.2
page précédente). La validation a été effectuée sur deux maillages différents, nous avons
repris les cas tests en forme de L que nous avons présenté précédemment, et nous avons
aussi validé notre approche sur un autre maillage qui présente trois milieux aléatoires.
Comme nous 'avions expliqué dans la section 2 page 27, nous n’utiliserons que la méthode
SSFEM et la méthode de projection de Hermite Gauss NIHG. Nous comparerons les
résultats obtenus par ces deux méthodes a notre méthode de référence a savoir Monte
Carlo.

4.3.1 Cas du L

Dans cette partie, nous allons donner les résultats obtenus dans le cas du L. Les
caractéristiques du maillage sont données dans la section 2.4.2 page 56. Pour mémoire, le
domaine présente deux milieux ou la conductivité est supposée aléatoire.
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VALIDATIONS

Développement de

la conductivité dans

le chaos polynomial
de Hermite :

o(x,0) ~

N\

Obtention des d™
points de gauss :
tz‘ = (til, ... 7tiM)

119

Choix du degré
d’interpolation d en
chaque dimension.

dM évaluations numériques des

conductivités :

oz, ty,...

szal() <Z17""tiM)

i=1j=

) ti]v[) =

|

dM calculs éléments
finis déterministes,
obtention de la
valeur numérique de
I'intensité en chaque
point de Gauss :
I(ti, ... tiy,)

Obtention
des poids de
Hermite-Gauss :
w; =
(wil, e ,IUZ'M)

Calcul du numérateur
de l'intégrale :

E(1(0 )W(f( ) &
Z Z Wiy =+ - Wiy

i=1 ipy=1

Ity tiy,)
Jw(tim <. 7tiM)

Calcul analytique de :

BEUy(£(0)))

Calcul de :
B(I(0)7$(£(6)))
E((£9))%)

jINIHG -

Reconstruction :
P

L (0) = 329 Lanc 0 (€)

Jj=1

FiGc. 4.1 — Algorithme non-intrusif de projection de type Hermite Gauss pour le calcul

de l'intensité
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4.3.1.a Cas 1

Ce cas a été défini en 2.4.2.a page 56. La méthode de Monte Carlo a été réalisée avec
un échantillon de 400 000 réalisations du couple de conductivités suivant les lois fixées.
Nous avons donc calculé 400 000 valeurs de U'intensité (en utilisant (4.5) page 114) et en
notant I; la valeur obtenue pour la i réalisation des entrées, on peut définir le moment
statistique d’ordre ¢ de I'intensité obtenu par Monte Carlo comme :

4.10°

L1
My = 2 > (1) (4.41)

=1

On a effectué ce calcul pour des moments de 1 a 5. Dans le tab. 4.1, nous avons indiqué
les intervalles de confiance en % de la valeur observée pour des quantiles & 1% et a 5%
(ce dernier est plus fréquemment utilisé). On note u la valeur de la moyenne calculée par
MCS. La premiere colonne de la ligne IC (1%) du tableau se lit : il y a 99% de chance que
la moyenne de I'intensité se situe entre p — 0.13%pu et p + 0.13%u.

M{V{CSIM Mé\/ICSl\/I MéVICSI\/I Mi\/ICSI\/I Mé\/ICSM
IC (1%) | 0.13 | 028 |048 |0.79 |1.38
IC (5%) | 0.1 021 |036 |06 1.03

TAB. 4.1 — Intervalle de confiance en % pour les moments d’ordre 1 & 5 calculés par la
MCS

Nous avons ensuite traité ce cas avec la méthode SSFEM pour différentes valeurs P
(P, ayant été choisi a sa valeur maximale : 2p). Nous avons calculé la décomposition en
polynémes chaos de l'intensité Issppy(6) pour chacun des cas précédents en utilisant la
méthode développée dans la section 4.1.2 page 115. A partir de cette décomposition, nous
avons calculé de maniere analytique les moments d’ordre 1 & 5 de Uintensité Isgppy(6).
Cela permet alors de définir pour chacun des cas une erreur par :

SSFEM MCSM
M; — M,

MCSM
M,

erry (t) = | | * 100 (4.42)

Din | | erri(1) | erry(2) | erry(3) | erry(4) | erry(5)
8§ [410.16 0.23 0.38 0.54 0.88
10 | 5] 0.090 |0.19 0.33 0.50 0.65
12 | 6 | 0.040 |0.13 0.27 0.46 0.64

TAB. 4.2 — Erreur en % sur l'intensité entre la méthode SSFEM séquentielle et la méthode
de Monte Carlo

Dans le tab. 4.2 sont données les erreurs en % commises par la SSFEM avec une
approche séquentielle par rapport a Monte Carlo pour les moments de 'intensité d’ordre
1 & 5. Le fait d’augmenter le degré permet d’améliorer les résultats (particulierement sur la
moyenne), on constate encore une fois que plus le moment est élevé plus I'erreur commise
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est grande. Il est a noter que I'erreur maximale sur tous les moments est de 'ordre du
pour-cent.

L’intensité calculé par SSFEM avec p = 4, n’a pas la méme moyenne que l'intensité
calculé par MCS c’est-a-dire que la moyenne calculée par la SSFEM ne se situe pas dans
I'intervalle de confiance de M(CS3. Par contre, pour p > 5, l'intensité calculée par la
SSFEM est statistiguement la méme que celle calculée par MCS*. Ce qu’il faut entendre
par la, c’est que la taille de ’échantillon de notre méthode de référence ne permet pas de
distinguer ces deux valeurs. Autrement dit, I’écart entre les deux valeurs est inférieure a
la précision numérique de MCS. On remarquera que les erreurs sur les moments d’ordre
4 et 5 ne sont pas significatives quelque soit p, par contre il faut que p soit au moins égal
a b pour que l'erreur ne soit pas significative sur 'ensemble des moments considérés. On
constate aussi que les moments calculés par la SSFEM se stabilisent.

Remarque: 4.3.1. Nous avons aussi traité ce probleme avec l’approche tensorielle avec
préconditionneur diagonal. Dans le tab. 4.3, sont indiqués [’écart entre [’approche ten-

Pin | p | erri(1) err1(2) | erry(3) erry(4) erry(5)

6 |3 |381E-8 | 2.32E-7 | 7.56E-7 | 1.75E-6 | 3.32E-6
8 | 4]590E-8 | 9.40E-8 | 6.50E-8 | 1.028E-8 | 7.56E-8
10 | 5] 9.37E-9 | 241E-8 | 7.012E-8 | 1.154E-7 | 7.46E-8
12 | 6 | 7.368E-9 | 5.64E-9 | 3.23E-8 | 9.83E-8 | 2.067E-7

TAB. 4.3 — Erreur en % sur l'intensité entre la méthode SSFEM tensorielle et 'approche
séquentielle

sorielle et l’approche séquentielle sur les moments d’ordre 1 a 5 de l'intensité. Vu que
I’écart maximal est de 'ordre de 3 millioniéme de pour-cent, on peut estimer que les ré-
sultats sont les mémes®. Pour la comparaison avec MCS wvoir tab. 4.2 page précédente, les
résultats sont identiques.

Nous avons aussi traité ce cas avec la méthode de NIHG, en utilisant la procédure
décrite dans la fig. 4.1 page 121. Pour cette méthode, on fixe p = 6 et p;, = 12, et on
calcule l'intensité Iyyc(f) sous forme de décomposition en polynémes chaos. On calcule
ensuite les moments d’ordre 1 a 5 de cette variable aléatoire et on compare le résultat
obtenu avec le calcul de Monte Carlo. Cela permet de définir une erreur de la maniere

suivante :
MtNIHG _ MtI\/ICSM

MCSM
M,

On ne fait varier que le nombre d de points d’intégration. Dans le tab. 4.4 page suivante
sont données les erreurs en % entre NIHG et Monte Carlo pour les moments d’ordre 1 a
5. On constate que trois points d’intégration sont insuffisants pour calculer correctement
I'intensité. On note une amélioration de la convergence pour d = 4, méme si l'erreur
pour le moment d’ordre 5 est de l'ordre de 11%. A partir de cinq points, on ne note pas

erra(t) = | | % 100 (4.43)

3Elles restent tout de méme tres proches.
4(C’est-a-dire que notre méthode de référence ne permet pas de savoir quelle est la bonne valeur.
5Pour les temps de calcul, voir le tab. 3.29 page 109.
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erra(1) | erry(2) | erry(3) | errg(4) | erra(5)
0.057 | 11.8 168.39 | 14058.6 | 1.8E+6
0.055 | 0.22 0.42 1.97 11.64
0.055 | 0.14 0.27 0.44 0.65
0.055 | 0.14 0.27 0.44 0.62
0.055 | 0.14 0.27 0.44 0.62
0.055 | 0.14 0.27 0.44 0.62
0.055 | 0.14 0.27 0.445 0.62

O O | O O = | W &

TAB. 4.4 — Erreur en % entre NIHG et la méthode de Monte Carlo

d’amélioration de la précision. Par contre I’erreur commise est de 1'ordre de 0.6%. A partir
de d = 6, on constate une stabilisation de l'erreur. A partir de ce moment-la, on peut
considérer que le calcul des termes définis par (4.37) page 119 est pratiquement exacte.
L’erreur restante n’est pas significative quelque soit le moment considéré du fait de la
taille des intervalles de confiance.

La méthode NIHG présente des erreurs du méme ordre de grandeur que la SSFEM avec
p = 6. Ce qui tend a montrer que les deux méthodes donnent des résultats tres similaires
dans ce cas.

4.3.1.b Cas 2

Dans ce paragraphe, nous gardons le maillage en forme de L, mais en utilisant le couple
de conductivité défini dans la section 2.4.2.b page 63. La méthode de Monte Carlo a aussi
été réalisée avec 400 000 réalisations. Dans le tab. 4.5, nous avons rapporté les mémes
informations relatives au cas 2 que dans le tab. 4.1 page 122 relatif au cas 1. On notera
que pour un échantillon de taille 400 000, les moments d’ordre 4 et 5 ne sont plus calculés
trés précisément.

Mi\/ICSM Mé\/{CSM ML%VICSM Mi\/ICSM M%MCSM
IC(1%) | 039 | 071 | 184 |503 |12.6
IC (5%) | 036 | 054 |14 383 | 9.6

TAB. 4.5 — Intervalle de confiance en % pour les moments d’ordre 1 a 5 calculés par la
MCS cas 2.

Avec la SSFEM séquentielle, on obtient le tab. 4.6 page ci-contre dans lequel on a
reporté l'erreur obtenue sur les moments d’ordre 1 a 5 par rapport a ceux obtenus par la
méthode MCS (comme dans le tab. 4.3 page précédente pour le cas 1).

On remarque ici que la convergence est plus difficile que dans le cas précédent, ce qui
s’explique par le fait que les lois sont beaucoup plus dispersées. On remarquera cependant,
que l'erreur n’est pas vraiment significative du fait des intervalles de confiance.

Avec la méthode NIHG, nous avons fixé p = 6 et p;, = 12. Nous faisons varier ici
le nombre de points d’intégration d. Dans tab. 4.7 page ci-contre, se trouvent les erreurs
commises sur les moments calculés par NIHG par rapport a MCS. On remarque la conver-
gence plus nette que sur 'exemple précédent en faisant croitre le degré d’interpolation.
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Py, | P | erri(1) | erry(2) | erry(3) | erry(4) | erry(5)
8 4 10.68 0.85 0.046 1.95 8.66
10 | 5 | 0.36 0.70 0.47 1.62 6.12
12 16 | 0.30 0.23 0.478 0.0069 | 1.90

TAB. 4.6 — Erreur en % sur 'intensité calculée par la SSFEM séquentielle et la méthode
de Monte Carlo

errao(1) | erra(2) | erra(3) | erra(4) | erra(5)
0.12 17.43 151.41 | 8768.22 | 543766
0.13 0.88 1.28 7.65 5.87
0.13 0.39 0.89 1.60 2.67
0.13 0.41 0.78 1.05 1.44
0.13 0.41 0.80 1.12 1.30
0.13 0.40 0.80 1.11 1.42
0.13 0.40 0.80 1.11 1.36

O 0| | O T b= | &

TAB. 4.7 — Erreur commise entre NIHG et Monte Carlo pour le second jeu de conductivité

Cette fois-ci par contre il faut prendre 6 points d’interpolation en chaque dimension avant
d’obtenir une certaine stabilité sur les résultats.

4.3.2 Piéce 3D

i:}ﬂ_.!:;ﬂ
F1G. 4.2 — Maillage Spatial

Le maillage se trouve sur fig. 4.2. Le domaine spatial considéré a été divisé en trois par-
ties ou la conductivité a été supposée aléatoire. Les lois de probabilité sont dans le tab. 4.8
page suivante. Les moyennes et écart-types de chacune des lois considérées sont données a
titre d’information. Les variables aléatoires conductivités sont supposées indépendantes.

Les caractéristiques du maillage déterministe sont les suivantes:

— Nombre de tétraedres: 780

— Nombre de noeuds: 295

— Nombre d’inconnues déterministes: 267

Pour valider notre approche, nous avons effectué le calcul avec la méthode de Monte
Carlo. Nous avons donc généré 200,000 valeurs du triplet de conductivités. En notant, I;
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Sous domaine Moyenne | Ecart Type
10(0) ~ LN(1.605,0.039) 5.07 1.03
,0(0) ~ U([4,8]) 6 1.33
30(6) ~ LN(1.8,0.32) 6.14 2.23

TAB. 4.8 — Lois de probabilité de la conductivité

la valeur obtenue pour la i® réalisation des entrées, on peut calculer le moment statistique
d’ordre t de 'intensité par :

2.10°

1
MY = o= > (1) (4.44)
=1

Dans le tab. 4.9, sont indiqués les intervalles de confiance a 1 et 5 % pour chacun des
moiments.

Mi\/[CSI\I MéVlCSM Mé\/ICSI\/I Mi\/ICSM MEI)VICSI\/I
IC (1%) | 0.06  |[0.13 |02 028 | 0.36
IC (5%) | 0.05 |010 |015 |o021 |027

TAB. 4.9 — Intervalle de confiance en % pour les moments d’ordre 1 a 5 calculés par la

MCS cas 2.

Nous avons ensuite résolu le probleme via la SSFEM, en fixant p;, a 8, et p a 5. Ce
qui a conduit a P, = 165 et a P = 56. Soit un total de 14952 inconnues.

Nous avons enfin résolu le méme probleme avec la méthode non-intrusive de type
Hermite Gauss avec les mémes degrés de liberté pour la décomposition polynomiale de
la conductivité et de l'intensité. Et nous avons calculé pour les deux méthodes 'erreur
sur les moments jusqu’a l'ordre 5 par rapport a MCS. Les résultats sont donnés dans le
tab. 4.3.2, y sont aussi indiqués les intervalles de confiance. Ainsi qu’on peut le voir les
erreurs sur tous les moments jusqu’a l'ordre 4 inclus sont non-significatives puisque situées
dans l'intervalle de confiance. Par contre 'erreur sur le moment d’ordre 5 ’est mais les
résultats restent tout de méme relativement précis. On remarque encore une fois que les
résultats donnés par les deux méthodes sont tres similaires.

Order 1 2 3 4 5
Erri(t) (%) | 0.02 | 0.04 | 0.06 | 0.08 | 1.1
Erry(t) (%) | 0.02 | 0.039 | 0.062 | 0.079 | 1.13

TAB. 4.10 — Erreur en % entre les moments de 'intensité calculé par la SSFEMet NI,
référence : MCSM (%)
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4.4 Cas test industriel, manchon de cable électrique

Dans cette partie, nous allons utiliser les méthodes que nous avons développées pré-
cédemment pour traiter un cas s’approchant d’un cas industriel. Ce probleme concerne
les manchons de cable de ligne a haute tension. Ce travail a été effectué en partie dans le
cadre du projet de fin d’études de N. Wywijas au printemps 2006 [60].

Les lignes peuvent étre aériennes ou souterraines. Le probleme traité concerne les
lignes aériennes. Les cables de ces lignes sont portés par des pylones et sont nus. Ils sont
constitués de brins torsadés (pour assurer une tenue mécanique neutre) nommés torons,
actuellement ces torons sont en alliages d’aluminium appelés Almélec, voir fig. 4.3. L’ame,
quant a elle, est métallique et assure une tenue mécanique. Les lignes haute tension sont

FiGc. 4.3 — Coupe Cable Haute Tension

généralement tres longues (plusieurs dizaines de kilometres), on comprend donc qu’il va
falloir joindre les extrémités de plusieurs cables. Les manchons servent de jonction entre
les différents conducteurs fig. 4.4 page suivante. Les manchons que nous allons étudier sont
faits pour les raccords de cables non homogenes, et sont appelés manchons bimétalliques.
Leur centre est constitué d'un tube d’acier qui relie les ames des deux cables entre elles. Un
second tube en Almélec de diametre plus important entoure le premier sans le toucher. Ce
tube permet de relier les torons externes des deux cables. Sur 3000 manchons en service
en France, 5 sont atteints de dysfonctionnement grave tous les ans. Les conséquences
sont nombreuses : la rupture du cable, bien stir, donc une nécessité de délestage sur le
réseau pour éviter les surtensions, mais aussi les dégats que peuvent causer la chute du
cable. Une des causes envisagées serait liée a I’augmentation de la résistance induisant un
échauffement. Cette résistance augmente avec le vieillissement du manchon et semble étre
principalement due a I’évolution au cours du temps des résistances de contact entre le tube
en Almélec et les torons des cables. L’objet de cette étude est de démontrer la faisabilité
de I'utilisation des méthodes que nous avons présenté dans cet exemple. Dans un premier
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Fi1Gc. 4.4 — Manchon de Lignes Haute Tension

temps, nous allons considérer le cas ou il n’y a que deux milieux ou la conductivité est
aléatoire. Dans un second temps, nous considérerons qu’un troisieme milieu présente une
conductivité aléatoire.

Dans la suite, nous utiliserons d’autres grandeurs que les moments pour ’étude des
variables aléatoires.

On rappelle que I'écart-type est la racine carrée de la variance, ’asymétrie est le mo-
ment centré d’ordre 3 renormalisé (noté ;) et I'aplatissement est le moment centré d’ordre
4 renormalisé (noté 35)%. En notant y; le moment centré d’ordre i, on a les définitions
suivantes [1] :

1

Ha

1
Ha

L’asymétrie v; mesure 'asymétrie d’une densité de probabilité, si elle est négative,
cela signifie que la queue gauche de la densité est plus probable que la droite (cela signifie
plus ou moins que la loi a plus de chance de prendre des valeurs inférieures a la moyenne
que supérieure).

L’aplatissement (3, mesure si une distribution est « pointue » (autour de sa moyenne,
on dit parfois leptocurtique) ou au contraire si elle est plutdt étalée (on dit parfois plas-
ticurtique) ceci est a entendre par rapport a une loi normale. Si I'aplatissement est plus
grand que 3, la loi sera plutot pointue, si elle est plus petite, elle sera plutot étalée.

SDans la bibliographie, on trouve aussi souvent l'aplatissement renormalisé (noté o). L’aplatisse-
ment renormalisé est égal a ’aplatissement auquel on retire 3 (pour permettre que l’aplatissement d’une
gaussienne soit nul).
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4.4.1 Cas avec deux conductivités aléatoires

Une demi section du manchon, qui constitue notre domaine d’étude, est représentée
sur la fig. 4.5. On considere ici deux zones avec des conductivités aléatoires ;o et ,0
qui permettent de caractériser des résistances de contact mal connues entre les différents
composants du manchon. Le maillage réalisé est présenté dans la fig. 4.6 et présente
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Fiac. 4.5 — Géométrie du manchon avec deux conductivités aléatoires

19597 éléments, 6990 noeuds dont 6949 sont des degrés de liberté spatiaux (inconnues
déterministes).

Fi1G. 4.6 — Maillage du manchon utilisé

Deux des huit milieux sont considérés comme aléatoires. Les lois qui ont été imposées
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ont été déterminées en dire d’experts. Ce sont des lois uniformes sur le segment [500 ;10000)]
pour le premier milieu et [2945;4770] pour le second. Leurs caractéristiques principales
(moyenne et écart-type) sont données dans le tab. 4.11.

Région Moyenne | Ecart type
10(8) ~ U([500;10000]) 5250 2742
,0(0) ~ U([57;2270]) 1163.5 638.8

TAB. 4.11 — Loi de probabilité des conductivités

Ce probleme a été traité avec la méthode SSFEM approche tensorielle avec précon-
ditionneur de Jacobi et la méthode de projection de Hermite Gauss. Les deux méthodes
nécessitent une décomposition dans le chaos polynomial. Nous avons fixé les degrés pour
chacune des deux conductivités a p;, = 2p pour la SSFEM ce qui a conduit a au plus 91
coefficients pour écrire la conductivité dans Vi a,. Nous avons traité le probleme avec la
SSFEM pour différents degrés maximum pour la sortie p € {3,4,5,6} ce qui a conduit a
P € {10, 15,21, 28} degrés de liberté pour le potentiel dans la dimension aléatoire. Avec la
méthode non-intrusive, nous avons fixé le degré de sortie a p = 6, et nous avons fait varier
le nombre de points d’intégration d. Dans ce cas-1a, le degré de développement des entrées
a été fixé a p;, = 12. Dans un premier temps, nous donnons les résultats obtenus avec la
SSFEM, dans un second temps, nous donnerons les résultats obtenus avec la méthode de
Hermite Gauss. Finalement, ces deux méthodes seront comparées.

4.4.1.a Approximation des lois d’entrées

Sur la fig. 4.7 page ci-contre, sont indiquées en fonction du degré de décomposition
dans le chaos polynomial les densités de probabilité obtenues par une méthode des noyaux
gaussiens de la conductivité sur le premier milieu ;0. La densité théorique y est aussi tra-
cée. Ainsi que I'on peut le voir les oscillations aux bords tendent a diminuer en augmentant
le degré de troncature. Pour p;, = 12, 'approximation parait ainsi assez justifiée.

Sur la fig. 4.8 page suivante, sont indiquées en fonction du degré de décomposition
dans le chaos polynomial les densités de probabilité obtenues par une méthode des noyaux
gaussiens de la conductivité sur le second milieu ,o0. La densité théorique y est aussi tracée.
Encore une fois, on voit I'apparition d’oscillations aux bords qui tendent a disparaitre.

4.4.1.b SSFEM

A titre informatif, dans le tab. 4.12 page 132 se trouvent les caractéristiques mémoires
obtenues avec la SSFEM approche tensorielle . Nous donnons le nombre d’inconnues (nu),
le nombre de termes non nuls dans la matrice de raideur si elle avait été assemblée (nnz)
et le nombre d’itérations nécessaires a la convergence du gradient dans le cas tensoriel
(gee).

Comme nous pouvons le voir dans le tab. 4.12 page 132, le nombre de termes non
nuls dans la matrice croit tres vite, ainsi, pour P = 21, il y a 16 millions de termes non
nuls pour seulement 150 000 inconnues. Le nombre d’itérations du gradient conjugué, par
contre, reste raisonnable et croit moins vite que le nombre de termes de la matrice.
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FiG. 4.7 — Effet de 'approximation dans le chaos polynomial sur la premiere conductivité

10(0)

= — Théorique
T opin=8
coopin=8
== pin=10
T pin=12

Te-04

6e-04

= FALSE)
5604

2270, log
46-04

=57, max
26-04 3004

dunifix, min

Te-04

e

Qe+00
!
i

0 500 1000 1500 2000 2500

Fi1G. 4.8 — Effet de 'approximation dans le chaos polynomial sur la seconde conductivité

20(0)



130 CHAPITRE 4. GRANDEURS GLOBALES

P nu nnz gee
10 | 69,490 | 3,712,995 | 5958
15 | 104,235 | 8,328,180 | 6777
21 | 145,929 | 16,294,047 | 7400
28 | 194,572 | 28,934,766 | 7932

TAB. 4.12 — Caractéristique du probleme numérique pour le manchon a deux milieux avec
I’approche tensorielle

Moyenne | Variance | Moment centré d’ordre 3 | Moment centré d’ordred
p=3|811.767 | 2199.06 | -122278 2.23E+7
p=4|811.562 | 2218.49 | -108540 1.711E+4+7
p=>5|811.502 | 2247.71 | -112767 1.75E+7
p==6|811.48 2248.1 -110359 1.68E+7

TAB. 4.13 — Moment centré obtenu avec la SSFEM pour différents P.

Dans le tab. 4.13, nous donnons les moments centrés de la variable aléatoire intensité.
Comme on peut le voir, la moyenne comme la variance sont tres stables (autour de 811.5
A pour la moyenne, et de 2250 A? pour la variance). Le moment centré d’ordre 3 est aussi
assez stable. Pour le moment centré d’ordre 4 les résultats varient de 'ordre de 5%. On
notera cependant que pour p = 3 ce moment s’éloigne sensiblement des résultats obtenus
pour des degrés plus élevés.

Moyenne | Ecart-type | Asymétrie | Aplatissement
p=3 | 811.76 46.89 -1.19 4.61
p=4|811.56 47.10 -1.039 3.47
p=25|811.5 47.41 -1.058 3.48
p==6 | 811.48 47.41 -1.03 3.32

TAB. 4.14 — Asymétrie et aplatissement par la SSFEM

Dans le tab. 4.14, nous avons indiqué la moyenne, I’écart-type, ’asymétrie et 1'aplatis-
sement. On obtient des résultats proches les uns des autres jusqu’a 'asymétrie pour tous
les degrés de troncature, par contre, c¢’est un peu moins le cas pour I'aplatissement. On
retrouve ici le méme comportement que pour les moments centrés. En terme d’interpré-
tation, I’écart-type, assez faible comparé a la moyenne, indique que la variable aléatoire
intensité sera tres centrée (peu dispersée autour de sa moyenne), 'asymétrie négative in-
dique que la distribution sera plus étalée a gauche qu’a droite, c’est-a-dire que 'intensité
aura plus de probabilité de prendre des valeurs inférieures assez éloignées de sa moyenne
que de prendre des valeurs éloignées en étant supérieure a sa moyenne. L’aplatissement
supérieur a 3 indique que la densité de probabilité sera « pointue ».

Dans la fig. 4.9 page ci-contre, nous avons donné les densités de probabilité pour les
développements du potentiel de degré 3 (P = 10), 5 (P = 21) et 6 (P = 28). Ces densités
ont été calculées a 'aide du logiciel R [] et en utilisant une méthode de noyau gaussien.
Nous avons utilisé pour se faire un échantillon de 1,000,000 de valeurs de I'intensité pour
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chaque cas. On voit que les deux dernieres sont assez proches I'une de ’autre. On confirme
visuellement ce que les différents parametres de dispersion nous ont indiqué : les lois en
question présentent des pics assez importants et la queue gauche de la distribution est
plus marquée que la droite. On notera 'effet de seuil observé pour les valeurs d’intensité
autour de 670A, on peut supposer qu’en réalité il y a une valeur minimale atteinte par
'intensité (puisque les conductivités d’entrée suivent des lois uniformes), et qu’en utilisant
une troncature du développement en polynomes chaos de l'intensité, nous « lissons » ce
seuil. On notera aussi que le pic de probabilité correspond a des valeurs supérieures a la
moyenne (autour de 850A), mais que la probabilité de dépasser 875A est négligeable. Cest-
a-dire que 1'on ne dépasse pas la moyenne de plus d’un écart-type. Par contre, 'intensité
peut prendre des valeurs de 'ordre de 675A avec une probabilité non négligeable. C’est-
a~dire que 1'on peut étre sous la moyenne de plusieurs écart-types.

4.4.1.c Méthode non-intrusive : NIHG

Dans cette section, nous allons donner les mémes résultats que ceux obtenus pré-
cédemment en ayant traité le probleme du manchon avec deux conductivités aléatoires
avec la méthode NIHG. On fixera ici p = 6 et p;;, = 12. Nous ferons varier les degrés
d’interpolation de l'intégrale d.

Moyenne | Ecart-type | Asymétrie | Aplatissement
d=4 | 811.64 46.48 -0.38 36.38
d=5 | 811.23 48.80 -1.09 7.54
d=6 | 811.60 47.16 -1.07 3.54
d=T7 | 8114 47.49 -0.98 3.14
d=8 | 81147 47.55 -1.04 3.31
d=9 | 81147 47.36 -1.01 3.21
d=10 | 811.47 47.53 -1.02 3.24
d=11 1| 811.46 47.42 -1.02 3.25
d=12 | 811.46 47.48 -1.02 3.23
d=13 | 811.46 47.46 -1.02 3.24
d=14 | 811.46 47.46 -1.02 3.23
d=15| 811.46 47.47 -1.02 3.24

TAB. 4.15 — Moments centrés normalisés obtenus par NIHG sur le manchon a deux conduc-
tivités aléatoires

Dans le tab. 4.15, nous avons indiqué les moments centrés normalisés obtenus via
NIHG de 4 a 15 points d’intégration (c’est-a-dire de 16 a 225 points pour approcher
I'intégrale puisqu’il y a deux conductivités aléatoires). On constate que 9 points d’inté-
grations semblent nécessaires pour que les variations sur l'asymétrie et ’aplatissement
soient faibles. A priori, la densité ainsi déterminée devrait étre proche de celle calculée
par la SSFEM avec le méme degré de troncature.

Dans la fig. 4.10 page ci-contre, nous avons indiqué les densités obtenues avec la mé-
thode des noyaux gaussiens pour des échantillons de taille 1,000,000 de I'intensité obtenue
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F1G. 4.10 — Densité de probabilité de I'intensité pour différentes valeurs de d avec NIHG

avec la NIHG pour différentes valeurs de d. Les courbes sont tres similaires et semblent
indiquer qu’il n’est pas nécessaire d’augmenter le nombre de points au-dela de 4.

4.4.1.d Comparaison entre les deux méthodes

Dans cette section, nous allons comparer ici les résultats obtenus par les deux méthodes
ainsi que les temps de calcul. Nous allons comparer les résultats obtenus avec 15 points
d’intégration dans chacune des dimensions pour la NIHG, avec ceux obtenus avec p;, = 12
et p = 6 avec la SSFEM. Pour se faire, on va calculer un écart en % entre :

1. Les moments non centrés, on notera Err (i) 'écart entre les deux méthodes pour
I'ordre i ;

2. Les moments centrés, on notera Errqy(i) I'écart entre les deux méthodes pour 'ordre
i

3. Les moments centrés normalisés (écart-types, asymétrie, aplatissement).

Ensuite, nous comparerons les méthodes en terme de temps de calcul.

4.4.1.d.1 Comparaisons des parametres de dispersion Dans le tab. 4.16 page
suivante est indiqué 1’écart entre les moments non centrés de l'intensité calculés par la
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méthode non-intrusive et la méthode intrusive. Cet écart est en %, et globalement, on
peut le considérer négligeable.

Erri(1) | Erri(2) | Erri(3) | Erri(4) | Erri(5)
0.0024 | 0.0039 | 0.0045 | 0.0040 | 0.0022

TAB. 4.16 — Ecarts en % sur les moments non centrés de 'intensité entre SSFEM et NIHG

Dans le tab. 4.16 est indiqué 1’écart entre les moments centrés de l'intensité calculé
par la méthode non-intrusive et la méthode intrusive’. Pour la variance, I'écart est tres
faible, pour le moment d’ordre 3 et 4, il est plus marqué.

Erry(2) | Erra(3) | Erra(4)
0.23 3.36 6.42

TAB. 4.17 — Ecarts en % sur les moments centrés de 'intensité entre SSFEM et NIHG

Dans le tab. 4.18, sont indiqués en % les écarts sur les moments centrés renormalisés.
L’écart sur I’écart-type est ainsi deux fois moins important que 1'écart sur la variance.
L’écart sur 'aplatissement est de I'ordre de 1.6% donc plus faible que si 'on compare les
moments centrés. De méme ’écart sur I'aplatissement est de I'ordre de 2.3%. On notera
qu’en renormalisant les moments centrés I’écart entre les deux méthodes tend a diminuer.

Ecart-type | Asymétrie | Aplatissement
0.11 1.58 2.33

TAB. 4.18 — Ecarts en % sur les moments centrés standardisés de 1'intensité entre SS-
FEM et NIHG

Dans la fig. 4.11 page ci-contre, se trouvent les densités de l'intensité obtenues par
la SSFEM et NIHG pour p = 6 approchées par la méthode des noyaux gaussiens a
partir d’échantillons avec 1,000,000 de réalisations. Comme on peut le voir sur la figure,
ces deux densités sont assez proches (beaucoup moins cependant que dans la fig. 4.10
page précédente), la SSFEM tend a plus disperser la loi de probabilité (le pic est moins
prononcé et le seuil a gauche de la distribution est inférieur a celui observé pour la NIHG).

En fait, les écarts observés sont, a mon sens, tres faibles et semblent indiquer que les
solutions obtenues sont quasiment équivalentes. Pour visualiser cette remarque, nous allons
donner 5 autres parametres de dispersion obtenus a partir des échantillons de I'intensité
calculée avec la SSFEM et NIHG :

1. la médiane, qui mesure la valeur de I'intensité en-dessous de laquelle se situent 50%
des réalisations de I’échantillon,

2. Le premier quartile, qui mesure la valeur de l'intensité en-dessous de laquelle se
situent 25% des réalisations de 1’échantillon,

“L’écart sur la moyenne n’est pas répété.
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3. Le troisieme quartile, qui mesure la valeur de 'intensité en-dessous de laquelle se

CHAPITRE 4. GRANDEURS GLOBALES

situent 75% des réalisations de 1’échantillon,

4. Le quantile a 5%, qui mesure la valeur de 'intensité en-dessous de laquelle se situent

5% des réalisations de 1’échantillon,

5. Le quantile a 95%), qui mesure la valeur de I'intensité en-dessous de laquelle se situent

95% des réalisations de ’échantillon,

Médiane | P. Q. | T.Q. Qile. 5% | Qile. 95%
SSFEM | 825.45 784.85 | 850.01 | 712.5 862.2
NIHG | 825.72 783.97 | 850.4 | 712.3 861.68

TaB. 4.19 — Différents quartiles et quantiles par la SSFEM et NIHG

Comme on peut le voir dans tab. 4.19, 'intensité donnée par les deux méthodes sont
tres proches. Ainsi I’écart le plus marqué entre les deux méthodes se trouve pour le premier
quartile avec 1A. d’écart.

4.4.1.d.2 Comparaison des temps de calcul

que la résolution du probleme est de 'ordre de 4 minutes.

TAB. 4.20 — Temps de calcul pour la NIHG, dans le cas du manchon a deux milieux.

Dans le tab. 4.21 page ci-contre, sont indiqués les temps de calcul pour la résolution
du probleme SSFEM. Ainsi qu’on le voit celui-ci croit de maniére assez importante en

d | d* | Temps (s)
319 66.98
4 116 | 7743
5 |25 |102.97
6 |36 | 135.70
7 149 |174.35
8 |64 | 214.04
9 |81 | 262.63
10 | 100 | 318.16
11 | 121 | 350.31
12 | 144 | 424.33
13 | 169 | 496.27
14 | 196 | 574.64
15 | 225 | 664.45

Dans le tab. 4.20, sont indiqués les
temps nécessaires a la résolution des d? problémes éléments finis engendrés par les valeurs
prises par les conductivités aux différents points de Gauss et pour la génération d'un
échantillon d’un million de valeurs ainsi que le calcul des moments de I'intensité (ces deux
derniers aspects sont de 'ordre de la trentaine de secondes). Ainsi que nous l'avions fait
remarquer dans la section consacrée aux résultats de NIHG, il semble nécessaire d’aller
au moins a d = 9 pour avoir une certaine stabilité sur le calcul des intégrales. C’est-a-dire
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augmentant p. Cela est di a deux facteurs a savoir que le nombre d’itérations nécessaires
a la convergence du gradient conjugué augmente (voir tab. 4.12 page 132) et que chaque
produit matrice-vecteur cotute plus de temps (puisque la matrice est plus grande). On
note qu’il faut presque 1.7 fois plus de temps pour résoudre le probleme SSFEM que
NIHG avec 9 points d’intégrations.

Pin | P | Temps GCC | Temps Total (s)
6 3183.6 97.1

8 4 | 160.85 177.1

10 | 5| 274.7 294.6

12 | 6 | 432.63 457.22

TAB. 4.21 — Temps de calcul en fonction de p pour la SSFEM dans le cas du manchon a
deux milieux

4.4.2 Cas avec trois conductivités aléatoires

Dans cette section, nous reprenons le maillage précédent (voir fig. 4.6 page 129), mais
au lieu d’avoir deux milieux présentant une conductivité aléatoire, il y en a trois, ;0, 40 et
40 qui permettent encore une fois de caractériser des résistances de contact mal connues
entre les différents composants du manchon (voir fig. 4.12 pour la disposition des différents
milieux).

\ manchon almélec /-

torons almélec

@457

330

Fi1G. 4.12 — Géométrie du manchon avec trois conductivités aléatoires

Trois des huit milieux sont considérés comme aléatoires. Les lois qui ont été imposées
ont été déterminées a partir de dire d’experts. Ce sont des lois uniformes sur le seg-
ment [500;10000] pour le premier milieu et [2945;4770] pour le second (comme dans le
cas précédent), la troisieme conductivité suit aussi une loi uniforme mais sur le segment
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Région Moyenne | Ecart type
10(0) ~ U([500;10000]) 5250 2742
,0(0) ~ U([57;2270]) 1163.5 638.8
30(6) ~ U([1120;4770]) 2945 1053.6

TAB. 4.22 — Loi de probabilité des conductivités

[1120,4470]. Leurs caractéristiques principales (moyenne et écart-type) sont données dans
le tab. 4.22. Ces lois sont dispersées de maniere non négligeable autour de leur moyenne.

Sur la fig. 4.13, sont indiquées en fonction du degré de décomposition dans le chaos
polynomial les densités de probabilité obtenues par une méthode des noyaux gaussiens de
la conductivité sur le troisieme milieu ;0. La densité théorique y est aussi tracée.
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F1G. 4.13 — Effet de 'approximation dans le chaos polynomial sur la troisieme conductivité

Encore une fois nous allons traiter le probleme avec la SSFEM tensorielle® et NIHG.
Nous présenterons les résultats obtenus successivement, puis nous comparerons les résul-
tats des deux méthodes ainsi que les temps de calcul.

811 est & noter que dans ce cas, du fait des limitations des compilateurs fortran que nous avons pu
essayer (ifort : intel, 1f95 : lahey), 'approche séquentielle ne peut pas étre utilisée des que p > 3. En
effet, ces derniers ne peuvent pas allouer plus de 2Go de mémoire consécutive, et la matrice de raideur
présente suffisamment de termes non nuls pour dépasser cette limite. Comme nous le verrons, ’approche
tensorielle, basée sur la construction d’une série de matrices, méme si elle est gourmande en mémoire,
permet de résoudre le probleme avec des p plus élevés.
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4.4.2.a SSFEM

Dans le tab. 4.23, nous avons indiqué le nombre d’inconnues (nu), et le nombre d’ité-
rations nécessaires a la convergence du gradient conjugué. Le nombre d’inconnues croit
beaucoup plus vite que dans le cas précédent. Ce qui est normal, puisque le nombre d’in-
connues est égal au nombre d’inconnues déterministes (6949) multiplié par P = Cf,,
avec M = 3. Le nombre d’itérations du gradient conjugué reste par contre raisonnable.

P nu gce
20 | 138,980 | 6,688
35 | 243,215 | 7,691
56 | 389,144 | 8,613
84 | 583,716 | 9,079

TAB. 4.23 — Caractéristiques du probléme numérique pour le manchon a trois milieux
avec la SSFEM tensorielle

Dans le tab. 4.24, sont indiqués les moments centrés obtenus avec la SSFEM. On
remarquera que les résultats sont tres proches quelque soit le degré de troncature utilisé.
La variance indique que la loi est plus étalée que dans le cas a deux milieux aléatoires,
mais reste assez centrée autour de sa moyenne.

P, P Moyenne | Variance | Moment centré 3 | d’ordre 4
84 (pin= 6) 20 (p=3) | 795.93 7440.51 | -368768 1.70E+8
165 (pin=138) | 24 (p=4) | 795.57 7586.12 | -386281 1.66E+8
286 (pin=10) | 56 (p=5) | 795.50 7601.12 | -376450 1.64E+8
455 (pin=12) | 84 (p= 6) | 795.45 7619.46 | -378040 1.63E+8

TAB. 4.24 — Moments centrés obtenus par la SSFEM pour le manchon a trois milieux

Dans le tab. 4.25 page suivante, sont indiqués les moments centrés normalisés (écart-
type, asymétrie et aplatissement). On notera encore une fois que les résultats sont tres
proches les uns des autres. On confirme que ’écart-type est plus grand que dans le cas
a deux variables aléatoires (donc que la loi est plus dispersée) mais qu’il est assez faible
par rapport a la moyenne. L’asymétrie négative indique encore une fois que la distribu-
tion charge plus les valeurs inférieures éloignées de la moyenne que les valeurs supérieures
¢loignées de la moyenne. Pour p = 3, 'aplatissement indique que 'intensité sera tres lége-
rement plus pointue qu'une gaussienne, mais pour des degrés supérieurs, I'aplatissement
indique que la loi sera plutot plasticurtique.

Sur la fig. 4.14 page suivante sont tracées les densités de probabilité pour les différentes
valeurs de p que nous avons utilisées. Le cas ou p = 3 marque la seule différence notable
sur le graphe. Il n’y a pas de « changement de pente » aux alentours de 650A, et la
densité est plus symétrique. Pour les degrés supérieurs en revanche, on voit apparaitre un
changement de pente et les courbes sont proches les unes des autres. La convergence est
ici, encore, plus rapide que dans le cas ou il n’y a que deux milieux aléatoires.
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P P Moyenne | Ecart-type | Asymétrie | Aplatissement
84 (pin= 6) 20 (p=3) | 795.94 86.26 -0.57 3.07
165 (pin=138) | 24 (p=4) | 795.57 87.01 -0.58 2.88
286 (pin=10) | 56 (p=5) | 795.5 87.18 -0.57 2.84
455 (pin=12) | 84 (p=6) | 795.5 87.29 -0.57 2.80

TAB. 4.25 — Moments centrés normalisés obtenus par la SSFEM pour le manchon a trois
milieux
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F1G. 4.14 — Densité de probabilité de I'intensité pour différents P pour le manchon a trois
conductivités aléatoires
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4.4.2.b Méthode non-intrusive : NIHG

Dans le tab. 4.26, sont donnés les moments centrés obtenus avec la NIHG en ayant
fixé p =6 (P = 84), et p;, = 12 (P, = 455) selon le nombre de points d’intégration d
dans chacune des dimensions aléatoires qui représentent une conductivité aléatoire. Il faut
8 points d’intégration par dimension (soit 512 calculs déterministes) pour que la variance
et les moments supérieurs se stabilisent. On retrouve des valeurs assez proches de celles
trouvées avec la SSFEM.

d | Moyenne | Variance | Moment centré 3 | Moment centré 4
3 |27 797.941 | 112527 | -1.63E+9 1.204E+014

4 | 64 794.941 | 7742.73 | -41009.8 8.09E+8

5 1125 | 795.391 | 7910.1 -476032 2.68E+8

6 | 216 | 795.521 | 7532.7 -348736 1.59E+8

7 1343 | 795.344 | 7680.61 | -383457 1.68E+8

8 | 512 | 795.453 | 7609.43 | -372682 1.62E4-8

9 | 729 | 795408 | 7631.01 |-373093 1.63E4-8

10 | 1000 | 795.417 | 7628.13 | -374946 1.62E+48

11 | 1331 | 795.422 | 7624.83 | -373046 1.62E+48

TAB. 4.26 — Moments centrés obtenu par NIHG avec p = 6 selon le nombre de points
d’intégrations

Dans le tab. 4.27, sont indiqués les moments centrés standardisés. On observe ici une
convergence un peu plus rapide (& partir de 5 points d’intégration, les valeurs sont tres
proches les unes des autres). Une fois les intégrales calculées correctement, on remarque
que les valeurs sont tres proches de celles obtenues par la SSFEM avec p = 6.

d | & Moyenne | Ecart-type | Asymétrie | Aplatissement
3 |27 797.94 335.45 -43.42 9508.22

4 |64 794.94 87.99 -0.060 13.49

5 | 125 | 795.39 88.94 -0.68 4.28

6 |216 | 795.52 86.79 -0.53 2.80

7 | 343 | 795.34 87.64 -0.56 2.85

8 | 512 | 795.45 87.23 -0.56 2.79

9 | 729 | 795.41 87.35 -0.56 2.79

10 | 1000 | 795.42 87.33 -0.56 2.79

11 | 1331 | 795.42 87.32 -0.56 2.79

TAB. 4.27 — Moments centrés normalisés obtenus par NIHG avec p = 6 selon le nombre
de points d’intégration

Dans la fig. 4.15 page suivante sont tracées les densités de l'intensité obtenues par la
NIHG. Comme on s’y attendait, au vu des valeurs des différents moments, le fait d’ajouter
des points d’'intégration entre d = 3 et d = 5 modifie assez fortement ’allure des densités.

Dans la fig. 4.16 page 145, sont indiquées les densités de l'intensité pour d = 7,9, 11.
Ainsi qu’on peut le voir ici, les différences sont assez négligeables.
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Fi1G. 4.15 — Densité de probabilité de l'intensité pour différentes valeurs de d pour le
manchon a trois conductivités aléatoires
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F1G. 4.16 — Densité de probabilité de l'intensité pour différentes valeurs de d pour le
manchon a trois conductivités aléatoires
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4.4.2.c Comparaison entre les deux méthodes

Nous réutiliserons la notation Erry, qui représente ’écart entre les moments centrés
de l'intensité obtenue par la méthode NIHG (avec d = 11) par rapport a celle obtenue
par la SSFEM. Nous donnons les résultats dans le tab. 4.28. L’écart maximal est celui sur
le moment d’ordre 3, les autres écarts sont globalement négligeables.

Errl | Erry(2) | Erra(3) | Erra(4)
0.0038 | 0.070 1.32 0.18

TAB. 4.28 — Ecarts en % sur les moments centrés de 'intensité entre SSFEM et NIHG

Dans le tab. 4.29, nous donnons les écarts sur I'écart-type, I'asymétrie et 1'aplatis-
sement de l'intensité obtenue par la méthode NIHG (avec d = 11) par rapport a celle
obtenue par la SSFEM. Cet écart reste assez faible et laisse présager que les densités
seront tres proches.

Ecart-type | Asymétrie | Aplatissement
0.035 1.42 0.32

TAB. 4.29 — Ecarts en % sur les moments centrés normalisés de I'intensité entre SSFEM et

NIHG

Sur la fig. 4.17 page ci-contre sont tracées les densités de l'intensité obtenue par la
SSFEM et par la méthode NIHG. Ces courbes sont beaucoup plus proches que dans le
cas ou il n'y a que deux conductivités aléatoires.

Dans le tab. 4.30, sont indiqués les temps de calcul selon le nombre de points d’inté-
grations pour la méthode NIHG. Pour que les valeurs du moment d’ordre 5 se stabilisent,
il faut prendre d = 8, c’est-a-dire 512 points de calcul (donc 512 résolution éléments finis
déterministes) ce qui a pris 1500s. On notera que les temps de calcul croissent beaucoup
plus vite que dans le cas ou il n’y a que deux variables aléatoires comme on pouvait s’y
attendre.

d | & Temps (s.)
3 |27 98.87

4 |64 190.17

5 | 125 | 394.8

6 | 216 | 631.86

7 | 343 | 1007.18

8 | 512 | 1501.21

9 [ 729 | 212231

10 | 1000 | 3001.58

11 | 1331 | 3885.38

TAB. 4.30 — Temps de calcul pour la méthode NIHG dans le cas du manchon a 3 milieux
pour différentes valeurs de d

Dans le tab. 4.31 page 148, sont indiqués les temps de calcul avec I’approche tensorielle
pour différentes valeurs de p. Il faut un tiers de temps de plus que pour NIHG dans le cas
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ou p = 6. On notera que le temps total est principalement utilisé pour la résolution du
systeme linéaire par la méthode du gradient conjugué.

Pin | p | Temps GCC | Temps Total (s)
6 3| 262 282.8

8 |4 |621.37 663.35

10 | 5| 1327.27 1403.50

12 | 6 | 2417.28 2698.21

TAB. 4.31 — Temps de calcul en fonction de p pour la SSFEM dans le cas du manchon a
trois milieux

4.5 Conclusion Préliminaire

Dans ce chapitre, nous avons expliqué comment calculer I'intensité dans un probleme
d’électrocinétique dans le cas ou les lois de comportement sont modélisées a l'aide de
variables aléatoires. Pour la SSFEM, nous avons généralisé la méthode utilisée dans le
cas déterministe. Nous avons montré qu’il fallait tronquer la décomposition dans le chaos
polynomial de la densité de courant avec un degré égal a celui utilisé pour le potentiel. La
définition que nous avons utilisée de 'intensité dans ce cas permet d’assurer la conserva-
tion de la puissance. Nous avons proposé une méthode de calcul de cette grandeur avec
la méthode non-intrusive. Dans ce cas, cependant, nous n’avons pas réussi a mettre en
évidence des propriétés particulieres. Ces deux méthodes ont ensuite été validées avec suc-
ces sur des cas académiques. Puis nous les avons utilisé dans un cas semi-industriel pour
montrer la faisabilité des-dites méthodes. On notera que ’écart entre les deux méthodes
est plus important dans le cas ou il n'y a que deux variables aléatoires. Cela est du au
fait que dans ce cas la loi de probabilité suivie par l'intensité présente un pic important
mais reste quand méme étalée. De ce fait, la convergence est difficile. Dans le cas o il y a
trois variables aléatoires par contre, ce pic disparait, et de fait, la loi de probabilité suivie
par l'intensité est plus « proche » d’'une gaussienne, aussi les méthodes de chaos polyno-
mial de Hermite semblent bien adaptées. Dans les cas que nous avons traités la méthode
non-intrusive reste tout le temps la plus rapide, mais elle présente le défaut d’étre plus
difficile & manipuler au niveau théorique.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté des méthodes permettant de propager les incerti-
tudes” portant sur les lois de comportement d’un probléme d’électromagnétisme statique
vers les grandeurs de sorties (comme le potentiel scalaire ou l'intensité). Comme nous
I’avons expliqué dans le premier chapitre, méme si les développements ont été réalisés
dans le cadre de 'électrocinétique, leur généralisation pour la magnétostatique sans in-
ducteur et pour ’électrostatique sans charge se fait sans difficultés. Précisons que 'ajout
de sources volumiques (courant ou charge) déterministes revient simplement a ajouter un
terme dans les équations.

Notre étude s’est limitée au cas ou seule la loi de comportement est aléatoire. Si
la source est aléatoire, la généralisation théorique ne présente pas de difficulté (il faut
simplement utiliser la stratégie développée dans le cas des lois de comportement). En
terme d’implémentation, cela ne devrait pas non plus présenter de problémes majeurs'®.
Un aspect que nous n’avons pas abordé est le cas ou la géométrie est aléatoire. Dans ce
cas, 'utilisation des méthodes présentées dans ce mémoire ne parait pas triviale surtout
dans le cas intrusif.

Nous avons montré que si 'incertitude portant sur la loi de comportement était mo-
délisée a 'aide d’un champ aléatoire, nous pouvions discrétiser ce dernier sous la forme
d’une série de variables aléatoires. Suite a cela, nous avons alors décidé de focaliser notre
étude sur le cas ou la loi de comportement peut s’exprimer sous la forme d’un nombre fini
de variables aléatoires définies dans différents sous-domaines de la géométrie.

Les méthodes présentées s’appuient (au niveau implémentation) sur un code éléments
finis déterministe classique. Trois d’entre elles (la méthode de Monte Carlo, MCS, la mé-
thode de projection sur le chaos polynomial de type Monte Carlo, NIMC' et la méthode
de projection sur le chaos polynomial utilisant un schéma de quadrature de type Hermite
Gauss, NIHG) peuvent étre qualifiées de non-intrusives en cela qu’elles voient le code élé-
ments finis comme une boite noire. La SSFEM, généralisation de la méthode de Galerkin,
nécessite quant a elle une modification profonde du code éléments finis. Les trois dernieres
méthodes utilisent la notion de chaos polynomial de Hermite.

La méthode MCS nous a servi de référence et peut utiliser directement les lois de
probabilités suivies par les lois de comportement.

9Ces incertitudes auront été précédemment quantifiées & I’aide du formalisme des probabilités.

Dans le troisieme chapitre, nous avons indiqué comment implémenter une source aléatoire dans le cas
de la SSFEM.

147



148 Conclusion et perspective

Pour les trois autres méthodes, s’il est peut-étre envisageable d’utiliser directement les
lois de probabilité, il est plus simple d’exprimer les lois de comportement sous la forme
d’un développement tronqué en polynémes de Hermite (p;,).

Les méthodes NIMC' et NIHG sont deux méthodes basées sur une approche similaire,
a savoir que 'on défini une base de discrétisation (le produit tensoriel entre les fonctions
de forme spatiales et les polynémes de Hermite) dans lequel on cherche le potentiel non-
intrusif puis on minimise 1’écart entre le potentiel théorique obtenu en chaque noeud et
le potentiel non-intrusif. Dans la mesure ou les polynémes de Hermite forment une base
Hilbertienne, il suffit de calculer une suite d’espérances en chaque noeud du maillage. La
différence entre ces deux méthodes repose sur la maniere dont on calcule ces espérances.
Pour NIMC, l'espérance est calculée a l'aide d’'une méthode de Monte Carlo, alors que
pour NIHG, I'espérance (qui est une intégrale) est calculée en utilisant un schéma de qua-
drature de type Hermite Gauss. En considérant la méthode NIMC' avec une conductivité
développée a un degré p;,, nous avons montré théoriquement que la moyenne du potentiel
scalaire en chaque noeud obtenu par NIMC' est égale a I'estimation de ce parametre avec
la méthode de Monte Carlo utilisant la méme conductivité aléatoire. Les deux méthodes
NIMC et NIHG donnent des résultats assez similaires, mais cette derniere s’est révélée
beaucoup plus rapide sur les tests numériques.

La SSFEM utilise la méme base de discrétisation que les deux méthodes précédentes
(NIHG et NIMC') mais on utilise alors une approche de Galerkin pour déterminer les
coefficients du potentiel dans cette base. En utilisant un développement de la conductivité
en polynomes de Hermite de degré supérieur a 2p, les résultats n’évoluent plus. C’est un
résultat tres intéressant car il montre notamment que la SSFEM « filtre » la loi d’entrée
(si on tronque le potentiel au degré p, on ne peut pas capturer le comportement de
la conductivité qui s’exprime a l’aide de polynomes de Hermite de degré supérieur a 2p).
Nous avons aussi mis en évidence 'influence du degré de développement de la conductivité
sur la précision de la méthode et le cott en terme de temps de calcul. Nous avons été
confronté au probleme du stockage en mémoire de la matrice de raideur. Nous avons
utilisé une propriété structurelle de cette matrice qui peut s’écrire sous la forme d’une
somme de produit tensoriel de matrices. Nous avons utilisé cette écriture directement
dans le cas d'une méthode itérative. Les tests ont montré qu’il était nécessaire d’utiliser
un préconditionnement pour des raisons de temps de calcul. Nous avons implémenté un
préconditionneur de Jacobi. L’utilisation de préconditionneurs plus sophistiqués est plus
complexe et sort du cadre de cette these. Les résultats sur les cas académiques sont tres
proches de ceux obtenus par NIHG cependant cette derniere reste un peu plus rapide.

Ensuite, nous avons généralisé la méthode permettant de calculer I'intensité dans le cas
déterministe pour la SSFEM. Pour effectuer cette généralisation, nous avons démontré une
propriété sur la densité de courant obtenue par la SSFEM qui montre que les termes de
degré plus grand que p apparaissant dans le développement en polynomes chaos de cette
derniere ne sont pas significatifs. Dans ce cas-1a, nous avons montré que l'intégrale spatiale
de la densité de courant (aléatoire) multipliée par une fonction de forme déterministe était
nulle. Nous avons proposé une méthode pour calculer le courant dans le cas non-intrusif
en considérant 'intensité comme la variable de sortie du modele. Ces deux approches ont
été validées en comparant les moments de l'intensité dans différents cas tests.

Finalement, nous avons utilisé la SSFEM et NIHG pour traiter un cas industriel. Nous
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avons modélisé un manchon de cable électrique a haute tension et nous avons calculé le
développement en polynome chaos de l'intensité par les deux méthodes. Les résultats
obtenus se sont révélés proches, la encore, la méthode NIHG s’est révélée un peu plus
rapide.

Perspective

Rappelons qu’au niveau de l'implémentation, les méthodes non-intrusives ne pré-
sentent pas de difficultés majeures du moment que I'on sait résoudre le probleme dans le
cas déterministe (les remarques quant aux difficultés d’implémentation sont donc liées a
la SSFEM).

Au niveau théorique, il serait tres intéressant de développer les méthodes présentées
dans cette these dans le cas ou le chaos polynomial utilisé est un chaos généralisé c’est-a-
dire que pour chaque variable aléatoire, on utilisera non plus des polynomes de Hermite,
mais la famille de polynome orthogonale & sa mesure!!. Il semble, en effet, que tant au
niveau théorique qu’au niveau de 'implémentation, les résultats seraient améliorés. Ainsi
par exemple, les variables aléatoires d’entrée pourraient étre développées dans un chaos
généralisé avec des expressions de degré p;, = 1, ce qui limiterait grandement les temps de
calcul. L’étude théorique de l'effet de la troncature des entrées dans le cas des méthodes
de projections mériterait aussi d’étre étudiée.

Dans le domaine du génie électrique, il serait tres utile de pouvoir traiter des problemes
ayant une géométrie incertaine, I’étude de ce cas est donc nécessaire. Mais comme nous
I’avions évoqué, il faut pouvoir étudier et quantifier les bruits de maillage. Aussi, est-il né-
cessaire de développer des outils d’encadrement d’erreurs valables au niveau théorique et
pratique. En électromagnétisme déterministe, de tels outils existent, et leur généralisation
est possible au niveau théorique'?. On pourrait utiliser par exemple les deux formula-
tions duales en potentiel et utiliser le théoreme de I’hypercercle dans le cas de lois de
comportement linéaires.

Au niveau applicatif, il serait utile de pouvoir traiter des problemes avec un plus grand
nombre de variables aléatoires d’entrée (6 ou plus par exemple), dans ce cas, les méthodes
que nous avons présentées atteignent sans doute leur limite que ce soit du fait d’un temps
de calcul trop important et/ou de probléemes liés au stockage mémoire. Pour les méthodes
non-intrusives, une solution serait d’utiliser des méthodes de collocations ou d’utiliser un
schéma d’intégration de type Smoliak. Au niveau de la SSFEM, il faudrait se pencher sur
les travaux liés aux matrices hiérarchiques qui se développent notamment pour résoudre
des systemes linéaires ayant pour matrice de raideur une matrice s’écrivant sous la forme
de sommes de produits tensoriels.

Les autres étapes de développement sont aussi le passage a la magnétodynamique (qui

HUPar exemple, si 'on considere une conductivité définie par une uniforme, une lognormale et une loi
gamma, on utilisera des polyndémes de Legendre & indéterminée uniforme entre 0 et 1 pour la premiere
dimension, des polynomes de Hermite & indéterminée gaussienne pour la seconde, et des polynomes de
Laguerre a indéterminée gamma pour la derniere.

120n notera ici I'intérét des approches de type chaos généralisés qui permettent la généralisation de I’en-
cadrement de l'erreur déterministe de maniére quasi-immédiate (en supposant que les variables aléatoires
de départ soient bornées par exemple).
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ne devrait pas poser de problemes au niveau théorique, mais est sans doute complexe
en terme informatique) et le passage au cas non linéaire. Ce dernier ne présente a priori
pas de difficulté spécifique au niveau théorique, mais les systemes linéaires obtenus seront
beaucoup plus couplés, et donc plus difficiles a traiter.
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Annexe A

Introduction aux Probabilités

L’objectif de cette partie est d’introduire quelques notions sur les probabilités et de
présenter quelques outils statistiques. Nous introduirons les définitions de base nécessaires
a une présentation simplifiée du cadre théorique et des moyens permettant de travailler
avec les variables aléatoires (ce qu’est une médiane, un écart-type, une densité de proba-
bilités ...). Evidemment, je ne prétends proposer ni un cours parfaitement rigoureux ni
completement exhaustif. Le contenu de cette partie est basé en grande partie sur le livre
Probabilités 2, de Jean-Yves Ouvrard [51] et sur le cours de probabilité donné a I’Ecole
Normale Supérieure par Jean-Frangois Le Gall disponible sur internet [44].

Nous I'avons rapidement expliqué dans I'introduction générale, du fait de 'augmen-
tation de la précision des logiciels de calculs numériques, et de la volonté de prendre en
compte de nombreux parametres (tels que le vieillissement des matériaux, le manque de
connaissance d'un certain nombre de variables d’état (pression, température . ..)) il peut
paraitre intéressant d’utiliser le formalisme des probabilités. Les premiers écrits concer-
nant les probabilités datent du XVIlieme siecle dans une correspondance entre Fermat et
Pascal suite au fameux paradoxe énoncé par le chevalier de Méret (que nous développerons
par la suite). Il fallut cependant attendre le début du XXieme siecle pour que Kolmogorov
propose un formalisme pour les probabilités dans un cadre mathématique rigoureux.

En effet, les probabilités peuvent étre considérés comme un cas (tres) particulier de
la théorie de la mesure. Les développements les plus connus de la théorie de mesure sont
ceux de la mesure de Lebesgue !. La théorie de la mesure permet de mesurer (comme son
nom l'indique) des ensembles (typiquement une aire sous une courbe par exemple) selon
une définition que I'on se donne (la donnée de la mesure). L’exemple le plus classique
étant la notion d’intégrale que tout le monde connait qui consiste a donner a un intervalle
la,b] la mesure b — a.

Le principe des probabilités est d’étudier d’autres mesures que celle de Lebesgue. Il
y a, en probabilité, un aspect qui est tres particulier (qui sera formalisé dans la suite) a
savoir que la mesure de I'univers (c¢’est-a-dire du plus grand ensemble que I'on étudie) vaut
1. Ainsi par exemple, si 'on considere un phénomene aléatoire qui prendrait ses valeurs
dans ’ensemble des réels, 'univers serait IR et la mesure de IR serait de 1 (alors qu’avec

lqui est la théorie qui permet d’intégrer des fonctions sur un ensemble non borné; par opposition &
la théorie de 'intégration de Riemman qui nécessite que I'espace d’intégration soit borné (intervalle par
exemple).
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la mesure de Lebesgue la mesure de IR est +00). Nous verrons par la suite en donnant
quelques exemples combien cela modifie les raisonnements liés au calcul de probabilités
(un exemple intuitif en restant dans IR est que les fonctions constantes sont intégrables
et que leur intégrale sur IR vaut la constante (contrairement encore une fois au cas ou
I’on mesure « contre » la mesure de Lebesgue ou les fonctions constantes ne sont pas
intégrables : leur intégrale « vaut » 4+00)).

Dans cette section, nous allons donc commencer par donner les définitions de base
liées aux calculs de probabilités (univers, événement aléatoire, réalisation, tribu, mesure).
Nous proposerons ensuite un chapitre sur les variables aléatoires o nous développerons un
certain nombre de notions comme la densité de probabilité, les parametres de dispersion. . .
Finalement, quelques théoremes seront donnés.

A.1 Cadre théorique : probabilités et mesures

Nous I'avons dit précédemment, les probabilités évoluent dans le cadre de la théorie de
la mesure. Commencons par nous faire une idée de I’'objet que nous appellerons « mesure ».
Ainsi, dans un ensemble de nombre la premiere chose que I’on va chercher & mesurer est un
intervalle : combien y a-t-il de metres entre deux arbres par exemple. La réponse intuitive
et simple est de définir le premier arbre comme l'origine et de mesurer la distance au
second. Dans ma phrase, j’ai inclus la notion de « metres ». C’est-a-dire que je me suis
donné une unité de mesure ou plus généralement une mesure. L’autre aspect a été de
se définir une origine et une limite (du premier arbre au second). En fait, cela revient
a se donner un ensemble que I'on va pouvoir mesurer. Nous venons donc de mettre en
évidence deux choses, pour pouvoir parler de mesure, on a besoin d’une part de se donner
une mesure (au sens d’unité ou de moyen de quantifier) et d’autre part on a besoin
d’objets a mesurer. En fait, si 'on pousse la réflexion un peu plus loin, on va se douter
que la mesure va étre intimement liée a 1'objet mesuré. L’exemple précédent permet de
donner une définition naturelle de la mesure de Lebesgue (que nous avons déja évoquée).

Venons-en au premier exemple, intuitif, de calcul de probabilité. Nous I'avons dit
précédemment les premiers écrits relatifs aux probabilités sont dus a Pascal et, a I’époque,
on parlait de théorie des jeuxr (le but étant de trouver des manieres systématiques de
gagner). Considérons un jeu de 32 cartes par exemple et demandons-nous quelle chance
on a de tirer une dame ou un pique. On sait qu’il y a 4 dames dans le jeu et 8 piques
comme il y a une dame de pique, cela fait 11 cartes. On aura donc 11 chances sur 32 de
« gagner ». La encore, avec les mains on a mesuré quelque chose (notre chance de tirer une
dame ou un pique dans un jeu de 32 cartes). Et encore une fois on s’est donné une mesure
(en I'occurrence 1’équiprobabilité des évenements c’est-a-dire que I'on a supposé que toutes
les cartes avait les mémes chances d’étre tirées) et un ensemble & mesurer (une dame ou
un pique) dans un ensemble contenant tous les résultats possibles (a savoir chacune des
32 cartes que l'on peut tirer). Et comme nous l'avions dit précédemment, 1’ensemble de
tous les possibles (ou univers) est bien de mesure 1 (32 sur 32). Ce qui finalement est une
différence avec la mesure précédente ot I'on n’avait pas évoqué la mesure de la forét.

Cela nous amene a nos premieres définitions.

Définition: A.1.1. Univers
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On appelle univers (que l'on notera ©) l'ensemble des résultats (aussi appelés réalisations
ou issues) possibles d’un phénoméne aléatoire. © est appelé univers ou ensemble des éven-
tualités, ou ensemble des issues, ou espace fondamental ou plus simplement quand il n’y
a pas d’ambiguités, l’espace ©.

Exemple: A.1.1. L’ensemble des réalisations des répartitions possibles de 52 cartes entre
4 joueurs comporte la bagatelle de 53 644 737 765 488 792 839 237 440 000 éléments.
Une expérience aléatoire consiste a choisir au « hasard » un point de ’ensemble ©.

Exemple: A.1.2. §i l’on souhaite modéliser le jet d’une picce de monnaie, on peut définir
lunivers comme étant © = { P, F'} avec P pile et F' face. Un autre ensemble possible serait
{0,1} ou n’importe quel ensemble a deux éléments. Notons que l'on pourrait aussi consi-
dérer un ensemble beaucoup plus grand comme univers (IR par exemple) en considérant
que seuls deux singletons (ou intervalles) auront une probabilité non nulle.

Le dernier exemple sur la piece de monnaie permet de mettre en évidence une chose,
a savoir que nous décidons dans quel espace nous allons travailler. Il parait plus naturel
pour modéliser une expérience a deux résultats possibles de travailler dans un univers a
deux éléments, mais ce n’est pas obligatoire. Bien stur pour simplifier les notations et les
calculs il est plus simple de travailler dans un espace bien choisi.

Nous venons de définir le « plus grand » ensemble dans lequel on va travailler. Nous
I’avons dit tout-a-1’heure pour pouvoir mesurer, on a aussi besoin d’ensembles que I’on peut
mesurer. Ces ensembles seront des sous-ensembles de 1'univers, et nous allons demander
a I’ensemble de ces sous-ensembles d’avoir un certain nombre de propriétés. Cette classe
d’ensembles de sous-ensembles s’appelle une tribu.

Définition: A.1.2. Tribus
Une famille Tg de parties d’un ensemble © est appelée « tribu » ou o-algebre si et seule-
ment St :

.@67@

. To est stable par passage au complémentaire : Si A € Tg, alors A° € Tg
. To est stable par union dénombrable (SiVi € I, A; € Tg, alors Uier A; € To)

Remarquons qu’une tribu est stable par intersection dénombrable en utilisant les deux
propriétés ci-dessus.

Exemple: A.1.3. Si on considére l’exemple de la piéce de monnaie (jeu de pile ou face),
et que l'on considere comme univers © = {0, 1}, une tribu sur © peut étre : la tribu dite
« triviale » : Tg = {0, ©}. Cette tribu ne présente que deux éléments que ’on pourra me-
surer ce qui n’est pas trés pratique. Un autre tribu possible serait T = {0, {0}, {1},{0,1}}
qui permettra de mesurer plus de sous-ensembles de O.

Exemple: A.1.4. Si on considere l’ensemble des réels IR, on définit la tribu Borélienne
de IR (notée B(IR)) comme étant la plus petite tribu engendrée par les intervalles ouverts
(¢’est-a-dire la plus petite tribu qui contient tous les intervalles ouverts de IR). A noter
qu’elle ne contient pas que des intervalles, puisque par exemple la,b]J]c, d[ sera dans la
tribu des boréliens et n'est pas un intervalle (il y a des exemples moins triviauz). De
plus, la tribu borélienne de IR n’est pas égale aux parties de IR (mais la construction de
sous-ensembles de IR qui ne sont pas des boréliens est trés abstraite).
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Nous avons maintenant deux outils sur les trois : 'univers (ensemble qui contient tous
les possibles) et la famille des ensemble que I’'on va pouvoir (ou vouloir) mesurer : la tribu.
On va définir ce couple comme un espace probabilisable (en mesure ce couple est appelé
espace mesurable).

Définition: A.1.3. Espace Probabilisable :
On appelle espace Probabilisable la donnée d’un couple (©,7g) ot Tg est une tribu sur

O.

Maintenant que nous nous sommes donné un cadre pour les objets que I'on veut me-
surer, on va se donner une définition de la mesure. Cette définition doit étre intuitive. Par
exemple, on se dit qui si 'on considere deux ensembles A et B disjoints (dont I'intersec-
tion est vide) on voudrait que la mesure de leur union soit par exemple la somme de leur
mesure. De méme, si un ensemble ne contient aucun élément, on aimerait que sa mesure
soit nulle. Et d’autre part, on va supposer que tous nos ensembles auront une mesure
positive. D’ou la définition :

Définition: A.1.4. Mesure :

i est une mesure de (0,7g) si et seulement si
A€eTo,pu: A— IRT
. la mesure de l’ensemble vide est nulle

. Soit (A)ier (I est un ensemble d’indice) dans Tg deuzr a deux disjoints (d’intersection
vide), on a alors :

zEIA Z,u (Al)

el

Nous venons de définir la mesure dans le cas général. La mesure de Lebesgue (notée
A) sur I'espace mesurable (IR, B(IR)) est une mesure qui est telle que pour tout intervalle
la,ble B(IR), X(]a,b[) = b — a. Etant donné que les boréliens de IR sont engendrés par les
intervalles ouverts, il semble assez logique que définir la mesure pour tous les intervalles de
IR conduise a un objet cohérent (ce qui est le cas, mais la démonstration, assez compliquée,
ne rentre pas dans le cadre de ces brefs rappels voir [51] pour avoir une construction
rigoureuse de la mesure de Lebesgue).

Maintenant, on va revenir aux probabilités. Le but des probabilités est d’estimer une
« chance de réussite », on se dit qu’il faut que la probabilité de I'univers entier soit de
1. Il est assez naturel de se dire que la probabilité pour qu’'une expérience réussisse dans
I'univers (c’est-a-dire la probabilité pour que 'expérience prenne l'une de ses valeurs
possibles) est 1. D’ou la définition :

Définition: A.1.5. Mesure de Probabilité :
On appelle mesure de probabilité toute mesure (selon la définition A.1.4) telle que :

n(®) =1
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Exemple: A.1.5. Si l'on considére le jeu pile ou face, avec l'univers © = {0,1} et la
tribu To = {0,{0},{1},{0,1}} et qu’on considére que la piéce est non truquée (c’est-a-
dire qu’il n’y a pas plus de « chance » de tirer pile que face), on va définir une mesure
probabilité e par :

(0siA=10

fio(A) = %siA:{O}

L
\ 552/1—{1}

Nous avons maintenant les trois outils de base nécessaires pour mesurer des ensembles.
On va appeler le triplet constitué de I'univers, la tribu et la mesure un espace probabilisé
(ou mesuré dans le cas général).

Définition: A.1.6. Espace Probabilisé :
On appelle triplet de Probabilité ou Espace Probabilisé un triplet (©, 7o, P) ot :

. © est un ensemble appelé Univers
. To est une tribu sur ©

. Po est une mesure de probabilité sur (©,7g) (selon la définition A.1.5).

Exemple: A.1.6. Si on considére un dé a 6 faces non pipé, nous souhaitons faire des
calculs de probabilité sur les résultats de jets. Un univers cohérent pourrait étre : © =
{1,2,3,4,5,6}, une bonne tribu pourrait étre ’ensemble des parties de © (I’ensemble de
tous les sous-ensemble de ©). Et la mesure de probabilité pourrait étre : P(A) = %W,
C’est-a-dire le cardinal de l'ensemble A (le nombre d’éléments de A) divisé par le nombre
total d’éléments dans ['univers.

Donnons quelques propriétés et exemples autour des mesures de probabilités.

Proposition: A.1.1. Soit (©,7g, Pg) un espace probabilisé. On a alors :
. ¥(4,B) € T3, Po(AUB) = Po(A) + Po(B) — Po(A B)
. VA € T@, P@(AC) =1- P@(A)

La premiere propriété peut s’interpréter de la maniere suivante. Si ’'on mesure I'union
de deux ensembles, la mesure de I'union est la somme des mesures moins les éléments que
I'on a compté deux fois (ceux qui sont a la fois dans A et B). La seconde dit que la mesure
du complémentaire d'un ensemble est égal a la mesure de l'univers (c’est-a-dire 1) moins
la mesure de I'ensemble. Ce qui revient a dire que I'on mesure tout ce qui n’est pas dans
A donc le complémentaire.

Ces deux propriétés sont a la base d’un certain nombre de raisonnements en probabilité.
Par exemple, il est parfois plus simple de mesurer le complémentaire d'un ensemble plutot
que l'ensemble lui-méme. D’autre part, si B C A, alors Pg(A\B) = Po(A) — Po(B).

Exemple: A.1.7. Nous avons évoqué plus haut le paradoze (ou pari) du chevalier de
Méret. On va utiliser ce que l’on vient de définir pour résoudre ce probleme.

Paradoxe de Méret Le chevalier de Méret s’opposa (a tort) a Fermat et Pascal sur les
deux paris qui suivent.
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— Si Uon jette 4 fois un dé a siz faces, il y a plus de chances qu’on obtienne un 6
plutot qu’on n’en obtienne pas.
— Si lon jette 24 fois deux dés a six faces, Méret pensait qu’il y avait aussi plus de
chances qu’on obtienne un double six plutot qu’on n’en obtienne pas.

Le chevalier s’appuyait sur le raisonnement, erroné, suivant pour dire que dans les deux
cas les phrases étaient vraies (c’est-a-dire que la probabilité d’obtenir un 6 dans le premier
pari était supérieure a un demi). Méret pensait que le rapport 4/6 (4 lancers, 6 possibilités)
du pari 1, supérieur a %, déterminait une probabilité supérieure a %, et donc la probabilité
plus forte d’obtenir un 6 (ou n’importe quel autre nombre) que ne pas en obtenir; il en
déduisait, dans le pari 2, en faisant intervenir le méme rapport 24/36 (24 lancers, 36
possibilités) = 4 /06, que la probabilité était plus forte d’obtenir un double siz que ne pas en
obtenir. Méret arrivait dans le pari 1 a un résultat correct avec un raisonnement incorrect ;
dans le pari 2, le résultat de Méret était erroné.

En fait, le bon raisonnement qui repose sur l'utilisation de la propriété du complémen-
taire, a été proposé par Fermat et Pascal :
. une probabilité P, = 1 — (5/6)* = 0,518 ; probabilité légérement supérieure ¢ 0.5 (on a
plus de chances d’obtenir un 6 que ne pas en obtenir) ;
. alors que pour la probabilité Py = 1—(35/36)%4 = 0,492 ; probabilité légérement inféricure
a 0.5 (on a moins de chances d’obtenir un double 6 que ne pas en obtenir)
Ici, sil’on cherche a calculer la probabilité sans passer par le complémentaire (c’est-a-dire
que l'on ne tire aucun 6 sur 4 jets) la probabilité est difficile a calculer (il faut faire un
arbre par exemple a 4 fois 6 branches et compter le nombre de cas favorables sur le nombre
de cas total).

Nous allons maintenant définir la notion d’absolue continuité entre deux mesures. Si
on considere deux mesures distinctes, et quune des deux mesures « ignore » plus d’en-
semble que d’autres (c’est-a-dire si tous les ensembles de mesure nulle pour la premiere
sont des ensembles de mesure nulle pour la seconde) on va pouvoir & une fonction pres
utiliser la premiere mesure a la place de la seconde pour mesurer quelque ensemble que ce
soit. La notion d’absolue continuité représente cette aptitude pour une mesure a pouvoir
s’exprimer en fonction d’une autre.

Définition: A.1.7. Absolue Continuité :
Une mesure v sur (©,7g) est dite absolument continue par rapport a u si et seulement
St :

VA € 7o, tel que u(A) =0, on a v(A) =0 (A.2)
On note : v << p.

Exemple: A.1.8. Soit © = {0, 1,2}, pour la tribu on prend les parties de ©. Définissons :
(0 si A=0 ou {0}

(A) = %siA:{l}

1
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0si A=0 ou {0}
v(A)=1< 0si A={1}

1si A={2}

Alors v est absolument continue par rapport a . En fait, si l'on considére la fonction qui
va de Tg dans lui-méme et qui est telle que :

{0} si A={1}
flA) =< {1,2} si2€ A

A sinon

Alors v(A) = u(f(A)). Par contre, on ne pourra pas exprimer j en fonction de v car on
ne pourra pas avoir de mesure égale a un demi avec po. Il existe des mesures qui sont
absolument continues l'une par rapport a lautre (deux mesures égales par exemples ou la
mesure gaussienne et la mesure de Lebesque sur IR).

Nous venons donc de définir trois notions de base formellement (a savoir ’espace sur
lequel on va travailler, les ensembles que 1’on va pouvoir mesurer et la fonction qui va nous
donner la mesure des ensembles précédents, a savoir la mesure). On va maintenant intro-
duire un peu de vocabulaire probabiliste. Au départ, on a un phénomene « aléatoire » que
I’'on souhaite modéliser. Ce phénomene peut étre par exemple le résultat d'un jet de deux
dés. Notons ici que 'on peut évoquer une différence de nature du hasard qui peut étre
impliquée dans les phénomenes que 1’on considere comme aléatoires. Le hasard peut étre
d’une part di & un caracteére intrinseque (le principe d’Heisenberg), mais il peut aussi étre
du a un manque d’information. Ainsi un jet de dés pourrait étre parfaitement modélisé et
calculé de maniere déterministe si nous connaissions parfaitement les conditions initiales
de 'expérience et si nous étions capable de modéliser le comportement du dé lors du jet.
Un autre bon exemple du hasard « induit » est celui du forage pétrolier. A un endroit
donné il y a ou il n’y a pas de pétrole (nul hasard la-dedans). Pourtant dans la mesure ou
'on n’a pas encore creusé, on s’appuie sur des probabilités (liées aux strates, a des forages
préalables dans une zone proche etc. ..) pour estimer la probabilité qu’a un endroit donné
il y ait du pétrole.

Donc, nous avons une expérience modélisée par les probabilités. C’est-a-dire que nous
nous sommes donnés un univers (un ensemble de résultats possibles). Il faut que 'univers
contienne au moins tous les résultats possibles.

On appelle épreuve un résultat possible de I'expérience. Tirer pile avec une piece est
une épreuve par exemple (de méme que faire 6 sur un dé a faces ou faire 7). Encore une
fois, il est possible d’ajouter des résultats (comme par exemple dans I’épreuve consistant
a obtenir un 7 avec un dé a faces).

On appellera événement un panel de résultats possibles, c’est-a-dire d’épreuves. Par
exemple, faire pile ou face sur un jet de piece est un évenement, tirer 1, 2 ou 3 sur un
dé a faces est aussi un évenement. Un évenement peut se définir de maniere exhaustive
comme je viens de le faire ou peut étre une propriété sur le résultat de I’expérience tirer
un chiffre inférieur a trois par exemple ou si on tire deux dés faire un résultat supérieur a
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quatre. Un évenement est vrai ou faux. En fait, on choisit la tribu de maniere a pouvoir
représenter les évenements qui nous intéressent. Ainsi, si on tire deux dés a six faces, un
événement pourrait étre : « la somme des deux dés est inférieur a 4 ». Dans ce cas, cela
serait représenté par 1’élément de la tribu :

(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(2,2)(3,1)

On a pour habitude d’identifier ’évenement et la partie de © qui le représente, qu’on
appelle aussi évenement et qu’on note par la méme lettre. En probabilité il y a donc une
correspondance entre les opérateurs logiques définis sur les évenements et les opérateurs
de la théorie des ensembles, comme le montre le tableau A.1 (non exhaustif, nous invitons
a se reporter a la bibliographie Probabilités 1, de Ouvrard page 7).

Terminologie probabiliste Terminologie ensembliste
résultat possible ¢ 6 point de ©

évenement ACoO

A est réalisé NSNS

A implique B ACB

AouB AUB

Aet B ANB

contraire de A (A ne se produit pas) | A°

A est un événement impossible ) ou P(A) =0

A est un évenement certain ©ou P(A) =1

TAB. A.1 — Equivalence entre vision ensembliste et probabiliste

En physique, le comportement des matériaux est souvent modélisé par des réels, par
exemple en électromagnétisme la perméabilité, la conductivité ou la permittivité. Ces réels
dépendent directement de 1’état de la matiere qui, souvent, est mal connue. En reprenant
les notations précédentes, 'univers © représente I’ensemble des différents états possibles
de la matiere, quant a la tribu 7g, elle est une collection d’ensemble d’états de la matiere
que 'on considere « intéressants ».

L’état de la matiere étant mal connu on peut le considérer comme indéterminé. Les
réels servant a modéliser le comportement physique des matériaux sont alors en fait des
fonctions liant I’état de la matiere (©) aux valeurs réelles prises par les parametres (IR).
Nous sommes donc amenés a considérer la permittivité, la conductivité comme des fonc-
tions. On se retrouve donc dans la situation ou les objets a mesurer ne seront plus directe-
ment des ensembles mais plus probablement des ensembles transformés par une fonction.
Ainsi, on voudra savoir mesurer la probabilité pour que la permittivité prenne ses valeurs
dans un intervalle donné. On va donc devoir définir des notions permettant de « transpor-
ter » la mesure de probabilité définie sur © (c’est-a-dire I’état de la matiere) a ’ensemble
des valeurs prises par la permittivité c’est-a-dire IR. Pour se faire, il va falloir, assez lo-
giquement, que la fonction qui associe aux valeurs d’état la valeur de permittivité puisse
étre mesurée.
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Définition: A.1.8. Fonction mesurable :
Soient (0, 7o, P) et (2,7, T) deuz espaces probabilisés (ou mesurés), on dit que f:© — Q
est mesurable si et seulement si :

VB e Ty, fHYB) € To (A.3)

Attention : f~Y(B) est 'image réciproque de B par f et pas le résultat B donné par une
fonction réciproque de f (qui n’a aucune raison d’exister).

En fait, cette définition signifie que pour qu’une fonction puisse étre mesurée, il suffit
que si 'on considére un évenement mesurable (un élément de la tribu) dans l’espace ou
la fonction prend ses valeurs, il faut que cet évenement soit engendré par un évenement
(c’est-a-dire un sous-ensemble de la tribu) de départ. Cela signifie qu’a tout sous-ensemble
mesurable de 'ensemble d’arrivée (qui est dans 7g) on va pouvoir associer un sous-
ensemble mesurable de l'espace de départ ( dans 7g).

Concretement, toutes les fonctions usuelles sont mesurables. L’exemple « simple » d’une
fonction non mesurable est 'indicatrice d'un sous-ensemble non mesurable. La difficulté
étant de construire un ensemble non mesurable pour la mesure de Lebesgue voir le Para-
doxe de Banach-Tarski [68] pour un exemple.

Proposition: A.1.2. Si f et g sont deux fonctions mesurables alors leur somme, leur
produit, leur valeur absolue, la composition reste une fonction mesurable (a condition que
les espaces de départ et d’arrivé soient compatibles pour la composition,).

La remarque sur la compatibilité pour la composition est présente pour éviter le cas
ou f o g soit dépourvu de sens (par exemple I'espace de départ de f n’est pas inclus dans
I'espace d’arrivée de g ainsi si f[0,1] — [0, 1] et ¢[10,11] — [10,11], la fonction f o g est
mal définie et par la « non mesurable »).

Un autre concept important des que 'on parle de fonctions est la notion d’égalité
p-presque partout. Le principe est de dire que deux fonctions sont égales pour la mesure
i si pour tout ensemble A mesurable de mesure non nulle, les mesures des images par les
deux fonctions de A sont égales. Un autre maniere de I’énoncer est de dire que la mesure
de I'ensemble ou les fonctions different est nulle.

Définition: A.1.9. Egalité presque partout Soient f et g deux fonctions mesurables de
(0,76, 1) dans lui-méme. On dit que f et g sont égales p-presque partout (ou presque
sturement si p est une mesure de probabilité) si et seulement si :

n(z €0, f(z) # g(x)) =0 (A.4)

La notion de mesurabilité des fonctions va nous permettre de définir la notion de
mesure a densité par rapport a une autre mesure, ce qui va nous permettre de donner les
premiers théoréemes concernant les mesures.

A.2 Théoremes de base

Définition: A.2.1. Mesure de densité :
Soit (1 une mesure positive sur l'espace probabilisable (0, 7g). Soit f une fonction numé-
rique mesurable positive définie sur cet espace ( c’est-a-dire f : © — IR ). La mesure qui
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a un ensemble A € Tg associe un réel positif tel que : A — fA fdu est dite mesure de
densité f par rapport a p et notée f - .

Concretement, a partir de la mesure u sur (©,7¢g) et de la fonction f mesurable on
vient de créer une autre mesure f - u sur (0,7g). En fait, si on prend un ensemble A
mesurable (dans Tg) de mesure ji(A) pour la mesure y alors A aura pour mesure [, fdpu
pour la mesure f - pu.

Donnons un exemple :

Exemple: A.2.1. En pratique, considérons la mesure m uniforme sur un intervalle
[a,b] € IR. On considere la tribu B([a,b])des boréliens de [a,b]. Pour la définir, soit [c, d]
un intervalle quelconque inclus dans [a,b], on pose alors :

d—c
b—a

m([e,d]) = (A.5)
On va montrer que m est une mesure a densité par rapport a la mesure de Lebesque \ sur
IR. Soit f une fonction de IR dans [0,1] telle que f(z) = ;5=1jay(2). La tribu borélienne
étant la tribu engendrée par les intervalles [a,b] il suffit de montrer la propriété sur les
intervalles de [a,b] pour qu’elle soit vrai sur la tribu. On veut montrer que :

VA € B(a,b]) m(A) = /A F(@)dA(x) (A.6)

Grace a la remarque précédente on se ramene a :

Va <c<d<bm(cd]) = fz)d\(z) = / ﬁl[a,b] (x)dA\(x) (A.7)
[e,d] c

Ce qui est évidemment vrai.
Nous venons de montrer que la mesure uniforme sur un intervalle [a,b] était une mesure
a densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur [a,b].

En fait, il est possible de montrer que si une mesure est absolument continue par
rapport a une autre alors elle peut s’écrire comme une mesure a densité par rapport a
cette derniere.

Nous allons maintenant énoncer le théoreme de 1’égalité de mesure de Radon. Ce
théoreme permet de donner une propriété d’égalité entre deux mesures a l'aide de la
comparaison d’intégrales. On notera O (IR%) les fonctions continues de IR? & valeurs
positives et a support compact.

Théoreme: A.2.1. Egalité de mesures de Radon
Soient i, et g deur mesures positives sur (IR, B(IR)) finies sur tout compact (ce sont
des mesures de Radon).

Vf e Cl(R) /ZRd [ dp = /ZRd [ dug = py = po (A.8)
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Si on a égalité des intégrales de toutes fonctions continues (donc mesurables) a support
compact et positives par rapport a deux mesures, alors ces mesures sont les meémes.

D’autre part, si gy << pg sur (0,7g) alors il existe une unique (a une égalité fio-
presque partout (pe —p.p.) pres) fonction mesurable positive h telle que VA € Tg, 1 (A) =
fA hd,ug

Définition: A.2.2. Mesure Image :
Soit T une application mesurable de (©,7Tg) dans (2, B). Soit u1 une mesure sur (0, 7g),
et on appelle mesure image de py par T la mesure s telle que :

VB € B, ua(B) = m[T~'(B)] (A.9)

Cette définition est le cadre rigoureux de ce que nous évoquions précédemment a savoir
comment passer d’une mesure liée a un ensemble donné a un autre ensemble a ’aide d'une
fonction. Typiquement, cela permet de passer des mesures sur l'état de la matiere aux
mesures concernant la conductivité.

Nous allons donner quelques théorémes portant sur les mesures bornées® qui per-
mettent de passer d'un espace a un autre « en gardant la structure des mesures ».

Théoreme: A.2.2. Intégration par rapport a une mesure a densité :

Soit p une mesure positive sur l’espace mesurable (0,7g), f une fonction numérique
mesurable positive définie sur cet espace. Soit v = f.u la mesure de densité f par rapport
a p. Soit h une fonction mesurable sur (©,7g)et telle que h.f est p-intégrable, on a alors :

/hdu-/hfdu (A.10)

Alinsi, si nous avons un espace de départ muni d’une certaine mesure p et une mesure
a densité par rapport a u, il est possible de mesurer n’importe quelle fonction avec la
mesure v en calculant 'intégrale par rapport a la mesure pu.

Exemple: A.2.2. Soit l’espace mesurable (IR, B(IR), \) (qui est l’ensemble des réels muni
2

de la mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens), soit f = \/%76’%. Cette fonction f est
mesurable de (IR, B(IR)) dans lui-méme et évidemment positive. Définissons maintenant
¢ = f -\ Par le théoréme précédent, ¢ est une mesure (c’est la mesure a densité f par
rapport a la mesure de Lebesgue). Soit alors par exemple la fonction h constante et égale
a 1 (de IR dans lui-méme). On a alors :

/]R hdp — /th Cfd) = \/% /]R e Tdr =1 (A.11)

On montre ainsi que ¢ est une mesure de probabilité (puisque c’est une mesure et qu’en
plus la mesure de l'univers vaut 1). C’est en fait ce qu’on appelle couramment la mesure
gaussienne centrée réduite sur IR. Nous reviendrons sur cette mesure dans la suite. Notons
que pour calculer ["intégrale de h par rapport a la mesure gaussienne nous nous sommes en
fait ramenés a calculer 'intégrale de la fonction h multiplié par la densité de la gaussienne
par rapport a la mesure de Lebesgue. Nous sommes donc partis d’un espace probabilisé qui

était (IR, B(IR),¢) a (IR, B(IR), \) pour faire les calculs.

2Une mesure est bornée si et seulement si la mesure de ’espace entier est finie.
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Le théoreme de transfert permet de changer d’espace probabilisé. Le principe est de
se donner un espace de départ et une mesure. On considere alors une certaine fonction
mesurable H qui part de cet espace probabilisé dans un espace probabilisable. La fonction
H (1) est alors la mesure image de p; dans le second espace (qui est probabilisé en utilisant
H(p1) comme mesure).

Théoreme: A.2.3. Théoreme de la mesure image ou de transfert

Soit H une application mesurable de (0, 7g)dans (2, 1g), soit H () la mesure image de
w1 par H, soit h une fonction mesurable sur (2,7q), on a alors (des que h o H est
intégrable) :

/Qh dH (1) :/@/on dyy (A.12)

Le théoreme de transfert est un théoreme trés important en probabilités. C’est lui qui
permet d’intégrer sur I’ensemble des réalisations au lieu d’utiliser la mesure de départ.

A.3 Variables Aléatoires

Dans la partie précédente, nous avons donné un cadre théorique permettant de tra-
vailler avec les probabilités. Nous nous sommes concentrés sur les objets de départ a savoir
I'univers, la tribu et la mesure de notre espace probabilisé. Nous avons donné quelques
théoremes qui permettent de « créer » de nouvelles mesures (les mesures images) et de
faire des calculs a partir de ces différentes mesures. Nous avons commencé a évoquer les
fonctions d’un espace probabilisé dans un autre.

Nous allons maintenant introduire la notion de variables aléatoires. D’un point de vue
théorique, cette notion n’a rien de complexe. En effet, une variable aléatoire n’est rien
d’autre qu’une fonction mesurable.

Il existe plusieurs maniéres d’aborder la notion de variables aléatoires (notées v.a. par
la suite). Une premiere fagon consiste a considérer les v.a. discretes (c’est-a-dire que la
v.a. sera a valeurs dans un espace discret (IN par exemple ou {0,1,2,3,4,5,6}) puis a
généraliser au cas continu. Pourtant, il n'y a pas a prior: de raison de distinguer le cas
discret du cas continu. Du moins si I’'on comprend que dans le cas discret la mesure de
référence sera la mesure de comptage sur IN alors que dans le cas continu la mesure de
référence sera plutot la mesure de Lebesgue.

Définition: A.3.1. Soient (©,7g) et (2, 7q) deux espaces probabilisés. On dit que la
fonction X de (©,7g) dans (2, 7q) est une variable aléatoire si et seulement si X est
mesurable. C’est-a-dire :

VBeTg, X '(B)eTs (A.13)

On peut remarquer que si I'on change les tribus de I'espace de départ ou d’arrivée la
fonction X peut ne plus étre une variable aléatoire (car elle peut ne plus étre mesurable,
ce cas est exceptionnellement rare). Ainsi, la fonction que nous avions décrite plus haut
qui lie I’état de la matiere a la conductivité peut étre modélisée par une variable aléatoire.

A partir de maintenant, nous allons travailler sur des variables aléatoires X définies
sur (0,7, Po) et & valeurs dans IR ou dans IR (nous préciserons le second cas)(nous
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dirons indifféremment v.a. ou variables aléatoires). En fait, cela revient a poser Q =
IR ou IR et la tribu B comme étant celle des boréliens. Nous allons commencer par
définir quelques outils tres pratiques pour étudier les v.a., puis nous montrerons comment
les simuler, on présentera un tableau qui référence les lois « classiques » avec certaines de
leurs caractéristiques.

A.3.1 Lois, densités, et fonctions de répartition

Définition: A.3.2. Loi de probabilité
On appelle loi de probabilité de la v.a. X de (©,7g, Po) la mesure image de Pg par X,
nous la noterons Px.

Afin d’étendre la notion classique de fonction de répartition pour les v.a. a valeurs
dans IR, nous introduisons dans IR? I’ordre partiel alphabétique suivant :

r<y&eVi=1,2,....d z; <vy; (A.14)

Définition: A.3.3. Fonction de Répartition
On appelle fonction de répartition de X la fonction Fx de IR® dans IR définie par :

Vo € IR Fx(z) = Px(X(0) < z) (A.15)

Définition: A.3.4. Densité :
On dit que X admet f pour densité si sa loi Px admet f pour densité par rapport a la
mesure de Lebesque \g sur IR® (selon la définition A.2.1).

Corollaire: A.3.1. Si une v.a. X admet une densité f, toute fonction h égale a f Ai-
presque partout est également une densité de X. En fait, il y a la classe des fonctions
densités fx de X, et une densité f de X. On « identifie » ces deux objets (trés différents)
dans la pratique. Et on a la relation suivante :

VA € B(IRY) Py(A) = /A Fe(@) dh(z) (A.16)

Exemple: A.3.1. Par exemple, la mesure uniforme sur [a,b] admet pour densité la fonc-
tion f(x) = ;=114 (x). Si on prend la fonction g égale & f partout sauf en 0 ot g vaut
500, g est aussi une densité de la mesure uniforme.

Remarque : On a a 'aide du théoreme d’égalité des mesures de Radon que pour
que X admette une densité il faut et il suffit qu’il existe une fonction positive fx €
L'(IR?, B(IRY), \y) qui vérifie :

Vi€ R Fy(z) = / Fx(u) dha(u) (A.17)

{u<z}

En particulier, si d = 1, il faut et il suffit qu’il existe une fonction positive fx intégrable
telle que :

Ve e IR Fx(z)= / fx(u) dhg(u) (A.18)

] —o0;z]
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Corollaire: A.3.2. Fonction de répartition d'une v.a.a valeur dans IR
Une fonction de répartition F' d’une v.a.X a valeur dans IR, a les propriétés suivantes :
— F est croissante de IR dans [0, 1]
— F est continue a droite en tout point
- F(z) — 1, quand z — +o0
- F(z) — 0, quand v — —o0

Nous avons ainsi défini la plupart des outils qui servent a étudier les variables aléatoires.

A.3.2 Moments de variables aléatoires

Dans cette partie, nous allons définir un certain nombre de notions, et donner quelques
résultats classiques. Nous proposons une approche de type « théorie de la mesure » pour
présenter ces notions.

Définition: A.3.5. Moments d’une variable aléatoire
Soit X une v.a. réelle définie sur (0, 7g, Po).

. la quantité f@ XdP est appelée moyenne ou espérance mathématique de X. FElle est notée
E(X) ou EX.
. Pour tout a« > 0 la quantité f@ X*dP est le moment d’ordre o de X. Remarquons que

c’est aussi la moyenne de X“. La quantité E((X — E(X))®) est appelé moment centré
d’ordre c.

. Le moment centré d’ordre 2 est aussi appelé variance de X et noté 0%. Sa racine carrée
est appelée écart-type de X.

On admettra que I'espérance est un opérateur linéaire pour les v.a..

Définition: A.3.6. Variable centrée, Variable réduite R

Soit X une v.a. admettant une moyenne et une variance. La v.a. X = X — EX est la

v.a. centrée associée a X. La v.a. Ji( resp. =) est appelée v.a. réduite (resp. centrée
X Ox

réduite) associée a X.

Définition: A.3.7. Espaces L?
On définit LP(O, T, Po) comme l'ensemble des variables aléatoires admettant des mo-
ments d’ordre p.

LP(0,To, Po) = {X mesurable de (©,Tg, Po) dans IR telles que / XPdPsoit défini}
e
(A.19)

Remarque: A.3.1. Toutes ces définitions ne présument en rien de la forme de la loi
de la v.a. X, qu’elle soit continue, ou discréte. On a d’apres des relations d’inclusions
classiques® entre les espaces LP (0, Tg, Po) et en remarquant que la notion de moments
sur ces espaces revient a donner une semi-norme a ces espaces vectoriels que : si X admet
un moment d’ordre o > 1 alors X admet un moment d’ordre 3 des que 1 < [ < a.

Une autre maniere de voir cela est d’utiliser [inégalité de Holder.

3P C LYsip>q.
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Pour calculer effectivement les moments, on utilise le théoreme de transfert :

Si X € LYO, 7o, Po) alors | E(X?) = /]Rd 2PdPx (z) (A.20)
En particulier :si X est une v.a. a densité alors Py = fx.\q et donc :
E(X?) = /ZRd 2P fx(x)d\g (A.21)
Proposition: A.3.1. 9i X € L*(0©,7g, Po) sa variance vérifie :
0% = E(X?) — [EX]® et V(a,b) € IR? 02y = a0 (A.22)

Définition: A.3.8. Covariance

Soient X et'Y deuzx v.a. de LP(O,7g, Po), on définit alors la covariance entre X et'Y
(que l’on note cov(X,Y ) :

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)] (A.23)

Définition: A.3.9. Coefficient de Corrélation
Soient X et Y deux v.a. de LP(O,Tg, Pg) de variance non nulle, on appelle coefficient de
corrélation de X etY le réel :

Remarque: A.3.2. |pxy| <1

Ci-dessous, nous présentons un tableau contenant les lois les plus courantes avec leur
moyenne m, leur variance o2. NA signifie que la quantité considérée n’existe pas.

Nom, Parameétres Densité f(x) m | o?

o . a b—a 2
Loi uniforme sur [a, b] (a < b) =1y (2) ath ( 12)
Loi de Cauchy %1—1—13:2 NA | NA

(zf'm)2
Loi de Gauss N (m,0?), (m € IR,0* € IR") —s=e 20 m | o2
Loi exponentielle exp(p), p > 0 1]R+(€)pe—px % #
Loi Gamma ~v(a,p), (a > 0,p > 0) 1]R+(x)%ifpx$a71 a o
Loi du x deux a n degrés de libertés x2 1 R (x)% n 2n

TaAB. A.2 — Lois classiques a densités a valeurs dans IR

Rappels :fonction gamma T', on a :

['(a) = /:OO exp(—z)z* 'dzr, a >0 (A.25)
I'(a) = (a—1DI'(a—1), a>1. (A.26)

r(0.5) = 7 (A.27)



172 ANNEXE A. INTRODUCTION AUX PROBABILITES

A.3.3 Indépendances d’événements, de variables aléatoires

L’indépendance est une notion fondamentale en probabilités. Elle est toujours liée a
un espace probabilisé (0, 7o, Pg) fixé.

Définition: A.3.10. Indépendance d’évenements
Soit (0,7, Po) un espace probabilisé.

. Les événements A € Tg et B € Tg sont indépendants si et seulement si :

. Deuz familles d’évenement Tg1 et Too sont indépendantes si et seulement si tout élément
de To1 est indépendant de tout élément de Tgs.

Remarque: A.3.3. — Le point 2 de la définition ci-dessus contient la définition de
I'indépendance de deux tribus.
— Soit X une application de © dans E, si G est une sous-partie de E, on note alors :

XHG) ={XHG) c O, tel que G € G} (A.29)

En particulier, si G est une tribu sur E, X 1(G) est une tribu sur © qui est appelée
tribu engendrée par U'application X.

Ces deux remarques vont nous permettre de définir I'indépendance de deux variables
aléatoires :

Définition: A.3.11. Indépendance de deux v.a.

Soient X1, Xy deur v.a. définies sur (0,7g, Po) et a valeurs dans des espaces probabili-
sables respectifs (E, &) et (E,&). Les v.a.X, et Xy sont indépendantes si et seulement
si les tribus engendrées par X, et Xy (X;1(&1) et X5 ' (E,)) sont indépendantes.

Proposition: A.3.2. Criteres d’indépendance pour des variables aléatoires
Soient X;, i = 1 ou 2 deux v.a. définies sur (©,7g, Po) et a valeurs dans des espaces
probabilisables respectifs (E,E;). Les assertions suivantes sont équivalentes :

. Les v.a. X7 et Xy sont indépendantes.

. Pour toute fonction f; réelle, positive et £;-mesurable on a :

/@[E fio X;|dP = E/@f@ o X,dP (A.30)

. Pour toute fonction f; réelle, bornée et & -mesurable on a :

2 2
/@[g fio XiJdP = ]1 /@ fio XidP (A.31)

Si en plus les v.a. considérées sont & valeurs dans IR et IR™ on a alors (en gardant les
notations classiques Fx et fx pour les fonctions de répartition et densité) :
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v<l’1,l’2> € Rdl X RdQ, FXl’XQ(wl,xQ) = FX1 (x1)FX2($2> (A32)

V(z1,22) € R™ x R™, fx, x,(21,%2) = fx, (21) fx,(22) (A.33)

Proposition: A.3.3. Soient X, et Xy deuz v.a. définies sur (©,Tg, Po)et indépendantes
alors :

- St X1 et Xy admettent une moyenne il en est de méme pour la variable XX, et
lon a :

E(X1X3) = E(X1)E(Xs) (A.34)

- Si X, et X9 admettent un moment d’ordre deux on a :

covu(X,Y)=0 et 0% .ix,=0x +0x, (A.35)

A.3.4 Notion de convergences, loi des grands nombres et théo-
reme central limite

Dans cette partie, nous allons énoncer deux théoremes fondamentaux en probabilités :
la « loi des grands nombres », qui existe en deux versions I'une dite faible et ’autre forte.
Ce sont des théoremes de convergence de suites de variables aléatoires, aussi allons nous
définir deux types de convergence. Dans ce paragraphe, toutes les v.a. seront définies
sur un méme espace probabilisé (O, 7g, Pg) et a valeurs dans IR? ou dans IR. On notera
indifféremment |.| la valeur absolue sur IR ou une norme sur IR®.

Définition: A.3.12. Convergence presque sure

(Xon),c v converge presque sirement vers une v.a. X si et seulement si il eviste un en-
semble C € Tg de probabilité 1, sur lequel la suite (X)) converge simplement (ou ponc-
tuellement) vers X. On note :

Po—ps
X —

Définition: A.3.13. Convergence en moyenne d’ordre r ou L”

(Xn),c IV €st une suite de v.a. converge en moyenne d’ordre r > 0 vers X si et seulement
si B(| X, — X|") — 0.

Définition: A.3.14. Convergence en probabilité
(Xn), eV converge en probabilité vers une v.a. X si et seulement si pour tout € > 0, la
suite de réels de terme général (Po(|X, — X| > ¢€), _py converge vers 0. On note :

Py

_>X

Xy

ce qui revient a

Définition: A.3.15. Convergence en lois
(Xn) eV st une suite de v.a.. Notons I, (resp. F') la fonction de répartition de X,, (resp.

de X ). (Xy),cv converge en loi vers X si et seulement si en tout point de continuité x
de F on a : F,(x) — F(x).
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Nous allons donner quelques criteres de convergence Pg — ps.

Théoreme: A.3.1. S’il existe une série a termes positifs de terme général €, convergente
telle que :

+o0
> Po(|Xui1 — Xu| > €,) < 400 (A.36)
n=0
(ou resp.)
+o00o
X wariable aléatoire telle que Ve > 0, Z(P@(|Xn+1 — X, > €,) <40 (A.37)
n=0

Alors la suite de v.a. (X,,), v converge P — ps (resp. converge Po — ps vers X ).

Théoréme: A.3.2. Comparaisons des différentes convergences

Y (Xn)neﬂ\f converge Pg —ps, alors elle converge en probabilité et les limites sont Pg — ps
égales.

Y} (Xn)neﬂ\f converge en moyenne d’ordre r > 0 alors elle converge en probabilité et les
limites sont Pg — ps égales.

. 8i (Xn), v converge en probabilité vers X, alors il existe une sous-suite de (X,), v qui
converge vers X Pg — ps.

. Pour que la suite (X,),_y converge en probabilité vers X il faut et il suffit qu’elle soit
de Cauchy pour la convergence en probabilité c’est-a-dire :

Ve >0, (Pol|Xn— Xpl>€)  po—0 (A.38)

. 8i (X,),c v converge en probabilité vers X, alors elle converge en loi vers X.

On peut résumer le théoréme ci-dessus grace au diagramme suivant (les réciproques
sont généralement fausses) :

Convergence en moyenne d’ordre r = Convergence en probabilité = Convergence en Loi

T

Convergence Pg-ps

Proposition: A.3.4. Soit f une fonction continue de IR dans IR".
Si (Xn), eV converge en probabilité vers X, alors la suite (f(X5)), v converge en pro-
babilité vers f(X).

Exemple: A.3.2. Soient (X,), v et (Ya),.pv deuz suites de v.a. a valeurs dans IR’

. . Po
convergeant vers X et Y. Alors, en notant < .,. > le produit scalaire, < X,,,Y, >—><
X, Y > car < . ,. > est continue en tant que produit scalaire. De méme si d = 1, alors

max(X,,Ys,) o, max(X,Y).
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Définition: A.3.16. Moyenne empirique d’un échantillon
Soit (X)j—o un échantillon donné. On appelle moyenne empirique de I'échantillon (Xj)j_,
et on note X, la quantité :

_ 1 <
X =~ > X (A.39)
k=0

Théoreme: A.3.3. Loi forte des grands nombres
Soit (Xg);25 une suite de variables #id ( c¢’est-a-dire que la famille (X,)?_, est indépen-
dante et que les v.a. qui la composent suivent la méme loi). Si E(|X1|) < 400 alors

X, " B(x) (A.40)
Théoreme: A.3.4. Théoreme Central Limite ou TCL
Soit (X},)32, une suite de variables iid dans L? (c’est-a-dire qui admettent une moyenne
w et une variance o*. On pose Y, = \/Lﬁ > (Xx — EX4) alors on a :
k=0

Y, converge en loi vers une loi gaussienne N'(0,Cx,) ot Cy, est la matrice de covariance
des X;.

Remarque: A.3.4. Sid =1, et si on pose Z, = % alors Z, converge en loi vers une

N(0,1). ™



176 ANNEXE A. INTRODUCTION AUX PROBABILITES



Annexe B

Quelques théoremes d’analyse
fonctionnelle

B.1 Théoreme de Lax-Milgram

Théoreme: B.1.1. Soit V' un espace de Hilbert réel, et soit a une forme bilinéaire sur
V telle que :
— a est continue sur' V. xV ie :

da > 0 tel que Y(v,w) € V x Vla(v,w)| < M ||v|| |Jw]| (B.1)
— a est coercive (ou a-elliptique) :
Ja >0, a(v,v) > aljv|? (B.2)
Soit f une forme linéaire continue sur V alors :
Alu eV tel que a(u,v) =v Yo € V (B.3)

Ce théoréme permet de montrer que si a est symétrique (dans le cas de V' réel), alors
on a équivalence entre les deux probléemes suivants :

— Trouver u tel que a(u,v) = f(v) Vv € V

— Trouver u € V tel que J(u) < J(v) Yo € VoudJ : V — IR est définie par :

J(v) = a(v,v) —2f(v)

B.2 Formules de Green

Nous donnons ici les deux formules de Green principales en électromagnétisme. Notons
qu’il existe des formules généralisée [13], dont on ne parlera pas car elles nécessitent de
préciser un cadre plus complet. On considere un domaine G suffisamment régulier, on note
aussi :

Définition: B.2.1. Espace de Sobolev
On appelle H (G) espace de Sobolev de G ’espace de fonctions tel que :

HY(G) = {v € L}G); Vo € L*(G)} (B.4)
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On notera H'(G) le cas ou les fonctions considérées sont des champs (et on impose
div(v) € L*(Q)).
— Formules de Green de type div-grad :

Vv € HY(G),Yu € Hl(G)/G{div[u]v} = —/G{UV(U)}d)\—F/F{U.WV(U)}dO' (B.5)

— Formules de Green de type rot-rot on note ici :

HYG) = {v € L*(G);rotv € L*(G)} (B.6)

Vo, u € H'(G) / {u-rot(v)} = — /G {rot(u)u}d + /F (uATvldo  (BT)

G



Annexe C

Produit tensoriel et algorithme
SSFEM

C.1 Produit tensoriel

Dans cette partie, nous allons définir et donner quelques exemples de la notion de
produit tensoriel (aussi appelé produit de Kronecker) entre deux matrices ou entre deux
vecteurs. Vu le cadre dans lequel on travaille, on ne considere que des matrices de réels,
mais la théorie reste valable pour des matrices dans un autre corps (les complexes par
exemple).

Nous avons besoin d’un outil d’algebre linéaire appelé vectorisation défini comme suit :

Définition: C.1.1. Si on considére une matrice A dans M, ,(IR) (de taille n, m), on
appelle vectorisation de A, le vecteur colonne de taille mn et on note vec(A) :
’U€C(A) = [aflla 21, ,Apl, 5 A1m, Q2m, * * ° 7anm]T

Par exemple :

vee L})) ﬂ )=

= O W =

Définition: C.1.2. Considérons deux matrices A = (a;;) dans M, .,(IR) (de taille n,
m donc), et B = (b;j) dans M, ,(IR) (de taille p, q). On appelle C' produit tensoriel ou
produit de Kronecker de la matrice A et B la matrice de Myxpmxq(IR) (donc de taille
np, mq) la matrice définie par :

(luB tee almB
amB - apmB

Nous allons donner un exemple de produit tensoriel de matrice 2 x 2.

179
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Exemple: C.1.1.

1x5 1x2 0xb 0x2 5 2 0 0
10 5 2] |1Ix4 1x8 0x4 0x8] [4 8 0 0
{3 4}@){4 81_ 3xb 3x2 4x5 4x2| |15 6 20 8
3x4 3x8 4x4 4x8 12 24 16 32

Proposition: C.1.1. Considérons deux matrices A = (a;,j,) dans M, ,,(IR) (de taille
nm), et B = (b,;,)dans M, ,(IR) (de taille pq). Le produit de Kronecker C. On peut
alors définir deux bijections de [’ensemble des indices des matrices A et B vers l’ensemble
des indices de la matrice C' = ¢;; de taille np, mq. D’abord une bijection concernant les
lignes :

8132);11};@({@123 1),?,}; rifl""’np} (C.2)
{1,2,...m}®{1,2,...,q} < {1,...,mq} (©3)

(J1:d2) = =2 — 1) *n+i
En utilisant ces deux bijections, on obtient :
Ci,j = Civsinijiga = irzjaDisigo (C.4)
La démonstration de cette propriété est juste technique et sans grand intéret. Cette
multiplication n’est évidemment pas commutative. Mais il existe deux matrices de per-

mutation P et @ telles que (une matrice de permutation a exactement un seul terme
non nul par ligne qui vaut 1) :

A® B=P(A® B)Q

Dans le cas ol les matrices sont carrées alors P = Q7.
Elle est par contre associative :

(AR B)@C=A® (B® ()
Elle est bilinéaire, elle est donc distributive par rapport a 1’addition :
(A+B)@C=(AeC)+ (B ()
et side R :
(M) ® B = AA® B)
Il est clair que le produit tensoriel de deux matrices symétriques est symétrique.
Un résultat tres utile (en général, mais dont nous ne pouvons pas nous servir) :

Théoréme: C.1.1. Considérons deux matrices A = (a;;) dans My, ,(IR) (de taille n, m
donc), et B = (b;j)dans M, ,(IR) (de taille p, q), leur produit de Kronecker est inversible
si et seulement si A et B le sont, et on a :

(AeB)'=(A"®B™)
Il y a d’autres propriétés :

Proposition: C.1.2. Considérons deur matrices A = (a;;) dans M, ,(IR) (de taille n,
m donc), et B = (b;;)dans M, 4(IR) (de taille p, q). Alors :

tr(A® B) =tr(A)tr(B (C.5)
Proposition: C.1.3. vec(AXB) = (BT @ A)vec(X)
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C.2 Algorithmes

C.2.1 Algorithme du gradient conjugué

Dans cette section, nous donnons un algorithme du gradient conjugué :
Nom: gradientConjugué
Role: résout AX = B par la méthode du gradient conjugué
Entrée: matrice :A (taille n),B vecteur,y, vecteur
Sortie: X vecteur taille n
Entrée/Sortie:
Déclaration:
début
Remarque : Calcul du résidu : r = B — Ayy
ro < B — Ay
Remarque : Initialisation du résidu courant :

r «— 10
IT <— T
pe—T
Remarque : Initialisation du nombre d’itérations :

iter < 0
Remarque : Tant que la norme du résidu courant sur le résidu de départ (normali-
sation) est supérieur au critére d’arrét, norm désigne la norme euclidienne :

norm(rr)

tant que > epsilon faire

norm(rg)
w «— A*p
alpha — (1'*1),/(p*w)
yy <y + alpha*p
rr < r - alpha*w
beta « (rr’*rr)/(r"*r)
pp < 1T +beta*p
iter « iter+1
y =Yy
I < IT
p <~ Pp

fintantque
fin

C.2.2 Produit matrice (non assemblée) vecteur

C.2.2.a Algorithme 1 : compression des lignes et des colonnes et utilisation
des produits matriciels

Nom: produitMatriceTensoriel Vecteur : Algorithme 1
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Role: Permet d’effectuer le produit entre une matrice définie par la somme de produits
tensoriels de deux listes de matrices et un vecteur.

Entrée: C':Fin : liste de matrices de taille n;

D'Fin liste de matrices de taille P*P;

y : vecteur de réel de taille n;

P, : Entier ;

P : Entier;

n : Entier;

k : Entier;

cheminBj liste de pointeurs vers des tableaux d’entier

Sortie: out : vecteur de taille n

Entrée/Sortie:

Déclaration: x : matrice de taille nP;

xj : matrice de taille variable;

j : Entier;

j1 : Entier;

cheminkE : vecteur d’entier, taille variable;

cheminL : vecteur d’entier, taille variable ; Ctemp : matrice temporaire ;

début
Remarque : Dans cheminBj sont indiqués les indices j pour lesquels C? n’est pas nulle
la taille de ce tableau dépend notamment des corrélations entre les différents milieuz.
Remarque : Dans cheminDijk sont indiqués les indices de parcours des matrices D7+
les tailles sont tres variables selon la valeur de j.
Remarque : initialisation des variables locales
out « allouer(zeros(n,P))
pour jl «1 a taille(cheminBj) faire
Remarque : Calcul de lindice j réel : (indices dans la structure C* pour lesquels
la matrice pointée n’est pas nulle
j < cheminBj(j1)
Remarque : Détermination des indices des colonnes non nulles de la matrice D’*
cheminE « find(any(D’*))
Remarque : Détermination des indices des lignes non nulles de la matrice CV
cheminL, « find(any(C")
Remarque : Allocation de xj : il y a autant de colonnes que de lignes non nulles
dans D’* et autant de lignes que de non nulles dans C?
xj < allouer(size(cheminL,size(cheminE))
Remarque : Rénitialisation de zj : on prend les valeurs du vecteur qui ne seront pas
multipliées par 0, notez la transposition (de cott négligeable) qui permet de limiter
le temps de recherche des lignes non nulles (beaucoup plus nombreuses a priori que
les colonnes)
xj < x’(cheminE,cheminL.)
Remarque : Calcul de yC? (cheminE,cheminL) : appel d'une fonction qui alloue et
renvote une matrice. Il y a ict deuxr compressions, on ne prend pas toute la matrice
CI car certaines des colonnes des D’* sont nulles et certaines de ses lignes sont
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nulles aussi. Nous n’avons pas besoin de prendre la transposée de C7 puisqu’elle est
symétrique.
Ctemp « calculObjetBjY (C?(cheminE,cheminL), xj)
temp{i} « Ctemp* D’ (cheminE,cheminE)
Remarque : Ici aussi, on transpose pour me pas perdre trop de temps dans la
recherche des lignes.
out’ < out(cheminE,cheminl) + temp
finpour
Remarque : Reshape pour récupérer le vecteur :
out « reshape(out,n*F;,)
fin
fonction calculObjetBjY (CY : matrice ligne, colonnes ;
xj : matrice de taille ligne, colonne) : out : matrice de taille ligne, colonne

Déclaration lignes : Entier;
colonnes : Entier

début

ligne « size(xj,1)

colonne « size(xj,2)

out « y*C7(cheminE,cheminL)
fin

C.2.2.b Algorithme 2 : via des boucles de parcours

Nom: produitMatriceTensoriel Vecteur : Algorithme 2
Role: Permet d’effectuer le produit entre une matrice définie par la somme de produits
tensoriels de deux listes de matrices et un vecteur
Entrée: C'Fin : liste de matrices de taille n;

DPin liste de matrices de taille P ;

y : vecteur de réel de taille n;

P, : Entier;

P : Entier;

n : Entier;

k : Entier;

cheminDijk : tableau bi-dimensionnel de pointeurs vers un tableaux d’entier 1D ;
cheminBj liste de pointeurs vers des tableaux d’entier
Sortie: out : vecteur de taille n

Entrée/Sortie:

Déclaration: x : matrice de taille nP;

xj : matrice de taille variable;

j : Entier;

j1 : Entier;

|1 : Entier;

11 : Entier;

i : Entier;

colonne : Entier ;
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cheminkE : vecteur d’entier taille variable ;
Ctemp : matrice allouable ;
temp liste de Ppointeur vers des vecteurs de taille n
début
Remarque : Dans cheminBj sont indiqués les indices j pour lesquels C? n’est pas nulle
la taille de ce tableau dépend notamment des corrélations entre les différents milieu.
Remarque : Dans cheminDijk sont indiqués les indices de parcours des matrices D7
les tailles sont tres variables selon la valeur de j.
Remarque : initialisation des variables locales
temp{1l :P}(1 ) « 0
pour jl <1 a taille(cheminBj) faire
Remarque : Calcul de l'indice j réel : indices dans la structure C* pour lesquels la
matrice pointée n’est pas nulle
j < cheminBj(j1)
Remarque : Détermination des indices des lignes non nulles de la matrice D"
cheminE « find(any(D’*))
Remarque : Allocation de xj : il y a autant de colonnes que de lignes non nulles
dans D’*
xj < allouer(size(cheminE))
Remarque : Réinitialisation de xj : on prend les valeurs du vecteur qui ne seront
pas multipliées par 0
xj < x( :,cheminE)
Remarque : Calcul de C7y : appel d’une fonction qui alloue et renvoie une matrice.
Il y a ici une compression, on ne prend pas toute la matrice C? car certaines des
colonnes des D’* sont nulles.
Ctemp « calculObjetBjY(C?, xj)
pour il «1 & size(cheminE,2) faire
i < cheminE(il)
colonne «+ 1
pour 11 «1 a size(cheminDji{j,i}) faire
Remarque : récupération des indices pour lesquels l’espérance des polynomes
n’est pas identiquement nulle :
1 «— cheminDji{j,i}(11)
Remarque : récupération de la valeur de temp :
temp{i} < temp{i} + D?(i,1)*Ctemp( :,colonne)
colonne « colonne + 1
finpour
finpour
finpour
Remarque : Concaténation des temp pour récupérer un vecteur :
out « ||
pour i <1 a P) faire
out « [out; temp{i}]
finpour
fin
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fonction calculObjetBjY (CY : matrice ligne, colonnes ;
xj : matrice de taille ligne, colonne) : out : matrice de taille ligne, colonne

Déclaration lignes : Entier;
colonnes : Entier

début
ligne « size(xj,1)
colonne « size(xj,2)
out « C7 *y

fin















CONTRIBUTION A,LA MODELISATION NUMERIQUE EN
ELECTROMAGNETISME STATIQUE STOCHASTIQUE

RESUME: En électromagnétisme, dans la plupart des modéles numériques, déterministes,
résolvant les équations de Maxwell, toutes les données d’entrée sont supposées parfaitement
connues. Cependant la géométrie et les caractéristiques des matériaux peuvent présenter des
incertitudes (vieillissement...). Nous cherchons alors a propager les incertitudes des données
d’entrée vers les paramétres de sorties. Un modéle numérique probabiliste parait alors plus
adapté qu’'un modéle numérique déterministe. Un certain nombre de méthodes ont été proposé en
génie mécanique, trés peu en électromagnétisme. La méthode de simulation de Monte Carlo est
simple et robuste mais colteuse en temps de calcul. On trouve aussi la méthode de perturbation
ou le champ inconnu est développé en série de Taylor autour de sa moyenne. Cette méthode
permet de calculer la moyenne et la variance du champ de sortie assez simplement, mais pour les
moments d’'ordre supérieur, la généralisation semble complexe et colteuse en temps de calcul. La
méthode de développement en série de Neumann consiste a développer I'opérateur en série, mais
la convergence semble lente. Il existe aussi des méthodes basées sur des développements des
parameétres de sorties dans le chaos polynomial de Hermite. Ces méthodes sont basées sur une
discrétisation de la dimension spatiale et de la dimension aléatoire. Ces méthodes peuvent étre
séparées en deux familles. La premiéere, introduite par R.G. Ghanem, est dite intrusive car elle
nécessite des modifications profondes du code éléments finis, elle est appelée Spectral Stochastic
Finite Element Method (SSFEM) et elle peut étre vue comme une généralisation de la méthode de
Galerkin, la seconde est dite non intrusive car le code éléments finis n'est vu que comme une boite
noire. Dans la thése, nous présenterons la méthode de Monte Carlo, et nous étudierons la SSFEM
et une classe particuliere de méthode non intrusive : la méthode de projection sur le chaos
polynomial de Hermite dans le cas de I'électrocinétique ou les conductivités seront supposées étre
des variables aléatoires par morceaux. Dans ce cadre les conductivités peuvent étre développées
en polyndmes de Hermite, nous étudierons I'effet de la troncature sur les résultats. Finalement,
une méthode pour calculer des grandeurs globales, comme le courant sera présentée et utilisée
pour I'étude d'un cas industriel : un manchon de cable électrique a haute tension.

Mots-clés : électromagnétisme numérique, quantification des incertitudes, chaos polynomial,
éléments finis stochastiques, méthode non intrusive de projection, calcul de grandeur globale

CONTRIBUTION TO THE NUMERICAL MODELISATION OF
STATIC AND STOCHASTIC ELECTROMAGNETISM

ABSTRACT : In electromagnetism, for most numerical models (so-called deterministic models)
solving Maxwell Equations, all input data are supposed to be perfectly known. Unfortunately,
geometry and material characteristics would rather present uncertainties (aging...). The problem is
then how to broadcast the uncertainties of the entry data to the output data. In those conditions,
probabilistic models would be more appropriated to take into account those uncertainties than a
deterministic model. Methods have been already proposed mainly in mechanics, but few in
electromagnetism. First, the Monte Carlo Simulation Method (MCSM) is simple and robust, but is
very time consuming. Besides, other methods have been proposed. The “perturbation method”
consists in expanding the unknown field around its mean. This method is very useful to determine
the moment of the first and second orders (mean and variance) of the unknown field. But the
extension to moments of higher orders is very difficult and time consuming. In Neumann Expansion
Method operators are expanding into Neumann series but the convergence rate seems to be weak.
Finally, methods based upon chaos polynomial expansions such as the so-called Spectral
Stochastic Finite Element Method (SSFEM) has been proposed by Ghanem or non intrusive
projection methods have been proposed. It is used to solve spatial differential equation’s problem,
by using a discretization simultaneous onto spatial domain and random domain. This method has
been already applied mainly in mechanics. In this thesis, we present the Monte Carlo Simulations,
Non intrusive projection method, and SSFEM to solve a electrokinetics problem where the
conductivies are supposed to be piece wise random variable. Those two lasts, are based upon
Hermite chaos polynomials expansion, this family of polynomial will be presented. The
conductivities can be expanded in Hermite Polynomials; we will study the effect of the truncate.
Finally, we will propose method to compute global values as the current, and we will use this
method to calculate the current in an industrial case: a line joint.

Keywords : numerical electromagnetism, random, uncertainty quantification, polynomial chaos,
stochastic finite element method, projection non intrusive method, global quantities computation
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