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Résumé

Une nouvelle approche pour structures périodiques. Application au calcul des vibrations d’un pneumatique

Ce travail de these propose une approche dynamique pour les structures périodiques et I’application a
la modélisation d’un pneumatique. Les propriétés statiques et dynamiques des matériaux constituants
du pneu sont mesurées. Des modeéles spécifiques d’homogénéisation sont aussi utilisés pour déterminer
les caractéristiques équivalentes. Les fonctions de réponse en fréquence sont mesurées a plusieurs
endroits sur le pneumatique dans les deux cas de force d’excitation : sur la bande de roulement et sur
le flanc.

La théorie dynamique utilisant la périodicité des structures est présentée. On propose une trans-
formation en repeére cartésien pour les structures ayant la périodicité dans un repere non-cartésien.
L’utilisation de cette transformation dans le pneumatique assure les conditions de périodicité dans
I’exploitation des matrices des cellules. Les mobilités a plusieurs points du pneu sont calculées et com-
parées avec les mesures. Ce travail permet d’une part I’étude dynamique d’un pneumatique a haute
fréquence et d’autre part 1’étude paramétrique de l'influence des propriétés de matériaux et de la
pression interne dans le pneu.

Mots clés pneumatique - vibration - comportement dynamique - amortissement
homogénéisation - FRF - périodique - guide d’onde

Abstract

A new approach for periodic structures. Application to the calculation of tire vibrations

This work gives a dynamical approach for periodic structures and the application to tire modellings.
The static and dynamic properties of the constitutive materials of the tire have been measured.
Some specific models of homogenization have been used to determinate the mechanical equivalent
characteristics. The frequency response functions have been measured at several points on the tire in
two cases of excitation force : on the tread belt and on the sidewalls.

The dynamical theory of periodic structures is presented. A transformation into the cartesian refe-
rence system of the structures having the periodicity in the non-cartesian reference system has been
suggested. The utilization of transformation in the case of tire ensures periodic conditions in the ex-
ploitation of the matrices of cells. The mobilities at several points of the tire have been calculated
and compared with the measurement. This work allows in one side the dynamical studies of tire in
the high frequency range and in the other side a parametrical study of the influence of the material
properties and the tire inflation pressure.

Keywords tire - vibration - dynamical behavior - damping
homogenization - FRF - periodic - waveguide
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Introduction générale

Durant les dernieres décennies, les transports routiers se sont beaucoup développés. Les vibrations
induisent chez les étres humains des phénomenes désagréables et indésirables comme des génes, des nui-
sances sonores et de la fatigue. Beaucoup de recherches sont réalisées pour controler et pour diminuer
les influences non souhaitables de ces phénomeénes.

Dans la conception des véhicules, le controle des roues est un des facteurs importants. Le caoutchouc
et la pression de I’air interne assurent une bonne adhérence pneu-chaussée et font diminuer I'influence
dynamique. L’optimisation de la conception a posé des themes de recherche spécifiques aux grandes
entreprises comme Michelin ou Dunlop. Selon le but d’utilisation, divers types de pneu ont été proposés.

Actuellement, la vibration des pneumatiques est une source principale de bruit dans les transports
a plus de 50km/h. Cela engendre des bruits intérieurs qui génent les voyageurs et des bruits extérieurs
qui sont une pollution sonore dans ’environnement proche. L’enquéte de 'INSEE en 2002 indique que
le bruit de la circulation est ressenti comme une géne par 72 % des habitants de la région parisienne,
contre 57 % dans les communes rurales. C’est la raison pour laquelle le développement de I'urbanisme
exige une prise de conscience sérieuse des fabricants dans le développement de nouveaux modeles de
pneu.

Plusieurs recherches sur la dynamique des pneumatiques ont montré des difficultés dans le domaine
des hautes fréquences, ou se situe essentiellement le bruit. Les études du comportement vibratoire
des structures dans ce domaine posent des problemes : probleme de comportement des matériaux a
haute fréquence et probleme de modeéle numérique lorsque la longueur d’onde est comparable a la
taille d’éléments. La motivation initiale de cette these est de proposer une méthode de réduction de
la dimension du probleme. Cette méthode est basée sur la périodicité dans les problemes dynamiques,
qui n’est pas intégrée dans les codes de calcul courants. Dans les logiciels de calcul par éléments finis
comme ANSYS ou ABAQUS, la périodicité n’est utilisée que dans les analyses statiques et modales.

Dans le cadre de cette these, le probleme se ramene a considérer le comportement et essentiellement
les réponses en fréquence d’une structure périodique selon une direction sous l'action d’une force
harmonique unitaire appliquée a un point sur le pneumatique. La déduction de ce probleme de base
nous permet de calculer la réponse dynamique dans les cas de chargement plus compliqués.

Cette these est constituée en 4 parties :

La premiere partie consiste en une synthese bibliographique dans le chapitre 1. On va présenter
la description générale sur la fabrication et sur la conception des pneumatiques. Les travaux réalisés
par les autres auteurs sur les modeles approchés analytiques et numériques seront également abordés.
On présentera aussi 'effet de pression interne, de roulement et de contact pneu-chaussée. Cependant,
seulement D'effet de pression de 'air est traité dans la these. Les modeles simplifiés montrent que plus
la fréquence augmente plus grand est le nombre de facteurs d’influence qui doivent étre introduits
dans le modele. Les résultats obtenus divisent le comportement vibratoire d’un pneumatique en trois
types (correspondant aux trois intervalles de fréquence) : un type déterminé par une grande influence
des flancs, un autre comme celui d’un anneau et le reste ou le pneu se comporte comme un milieu
continu 3D.

La présentation des études dynamiques dans les structures guides d’ondes est décrite dans la suite
de la bibliographie. Les ondes sont décomposées dans les parties périodiques unidimensionnelles et les
problemes liés sont aussi présentés. L’étude de multicouplage des parties périodiques est proposée a
la fin de cette partie comme un principe d’application de la méthode dans le calcul dynamique des
structures courantes.

La seconde partie se compose de l'identification des parametres statiques et dynamiques des
matériaux constituants du pneumatique. Dans le chapitre 2, les propriétés statiques sont mesurées
par une campagne d’essais au sein du laboratoire. Le module élastique du caoutchouc a plusieurs



endroits est mesuré par les essais de contact en utilisant la loi de Hertz. Le module des cables en acier
dans le pneumatique est déterminé par la relation force-déplacement et il est comparé avec le résultat
du modele de cable torsadé. Cette valeur est utilisée pour déterminer les propriétés mécaniques de la
couche élémentaire constituée d’'un mélange de caoutchouc et d’acier et aussi pour la bande de rou-
lement qui se compose de plusieurs couches élémentaires et de caoutchouc. Les valeurs calculées sont
validées avec ’expérience et elles sont utilisées dans la phase de chargement statique du pneumatique.

Dans le chapitre suivant, une étude des propriétés dynamiques des matériaux est abordée. Le com-
portement dynamique des matériaux viscoélastiques sera présenté dans les deux domaines temporels
et fréquentiels ou I’évolution du module élastique est donnée. Le principe d’identification de ces quan-
tités est basé sur la vibration des barres et des poutres. Une méthode de détermination du module
complexe en se basant sur la fonction de relaxation est utilisée pour les basses fréquences.

La troisieme partie concerne les mesures des fonctions en fréquence sur le pneumatique. Les dispo-
sitifs de la mesure sont présentés. Un premier essai est réalisé pour valider la mesure et estimer 'ordre
de grandeur des quantités a mesurer. Les mobilités sont mesurées tout d’abord avec un marteau et
des accélérometres. Pourtant, pour obtenir un résultat précis, on effectuera une campagne de mesures
avec un pot vibrant, qui génere des signaux de force d’entrée plus réguliers. Il y a deux chaines de
mesures dans ce cas : le pot vibrant collé sur la bande de roulement et sur le flanc. Dans chaque cas de
pot vibrant, on mesure les mobilités sur le contour du pneu et dans la section transversale contenant
le point de contact avec le pot vibrant. Méme si 'on augmente le nombre de points de mesure dans
la bande de fréquence considérée, les amortissements modaux ainsi que les modes propres ne sont pas
faciles a déterminer. Dans cette these, on va identifier seulement les modes propres de la bande de
roulement et de la section, correspondants aux basses fréquences.

La quatrieme partie se divise en 2 chapitres. Le chapitre 5 présentera une introduction générale sur
les structures périodiques et la méthode approchée pour calculer les réponses dynamiques en profitant
de la périodicité. On résumera la méthode des éléments finis appliquée aux problemes dynamiques.
La théorie de vibration des structures périodiques unidimensionnelles est abordée en premier par la
dynamique des cellules avec la matrice de transfert qui relie les variables aux deux sections de la
cellule. Les ondes propagées dans les cellules sont décomposées en ondes entrantes et sortantes. Les
propriétés de ces ondes sont utilisées pour établir la matrice de rigidité totale de la structure complete,
composée de plusieurs cellules. Les résultats montrent un bon accord entre les solutions calculées par
la méthode périodique, par le code d’éléments finis ANSYS et la solution analytique.

Le dernier chapitre détaillera le processus d’application de la théorie dans le cas d’un pneumatique.
Il est nécessaire d’étudier la transformation des variables de calcul & partir du repere cartésien en repére
cylindrique, ou on peut exploiter la périodicité suivant le contour du pneumatique. Dans le cadre de la
these, on profite des matrices élémentaires calculées par ANSYS et on les introduit dans le programme.
Un modele de pneumatique avec un matériau homogene sera montré et validé avec ANSYS. Ensuite, on
réalise le modele du pneumatique avec la distribution réelle des matériaux dans la section. Ce modele
se concrétise dans deux cas : avec et sans la précontrainte due a la pression interne. Les résultats
dans le cas de précontrainte sont utilisés pour comparer avec les mesures montrées dans le chapitre 4.
Une étude paramétrique sur la pression interne, sur 'amortissement et sur les modules élastiques est
décrite a la fin de cette partie.

Les résultats obtenus dans cette these pourraient étre utilisés dans le développement des construc-
tions optimales, des modeles “silencieux” de pneumatiques ou des études sur les sources de bruit de
transport. Selon 'objectif d’utilisation, il faut détailler la forme géométrique des sculptures pour avoir
un modele tridimensionnel plus précis.



Chapitre |.
Etudes bibliographiques

La description de la géométrie et des matériaux d’un pneumatique est
présentée. Quelques modéles et résultats sur la vibration du pneu sont
synthétisés. Une présentation générale de la dynamique des structures
guide d’ondes est abordée a la fin.
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1. ETUDES BIBLIOGRAPHIQUES

1. Description des pneumatiques : Géométrie et matériaux

1.1. Généralités historiques

Dans I’histoire humaine, la roue est considérée comme une des inventions les plus importantes, parce
que son usage a été trouvé dans une grande variété d’applications telles que les véhicules de transport,
les équipements de construction, et les parties internes de machinerie. Comme beaucoup d’inventions,
datant de I’Age du Bronze il y a 5000 ans, la roue, étant une évolution d’éléments plus rudimentaires
comme les cylindres, a été utilisée pour déplacer des objets lourds. Des véhicules a roues ont été
trouvés a Sumeria (3500 av. J-C), en Assyrie (3000 av. J-C), et en Europe centrale (1000 av. J-C).
Les wagons de quatre roues utilisant un essieu avant pivotant pour diriger étaient présents 1500 av.
J-C.

Avec l'introduction de chevaux rapides des Steppes asiatiques en Mésopotamie !, la charrette y fut
adoptée pour les applications militaires. La roue a recu alors son premier “pneu” consistant en un cuir
et puis un cuivre et un fer liant pour empécher des dommages au cadre de la roue (en bois).

Ce n’est qu’en 1866, que la roue connut une nouvelle évolution majeure, quand Thompson déposa
un brevet pour un tube d’air en élastomere, posé sur une roue pour réduire la force due au wagon,
le bruit et pour rendre le mouvement plus facile. Ce concept a été beaucoup raffiné dans les années
1880 quand l'usage sur les tricycles du premier pneumatique s’est développé. Les découvertes séparées
de la vulcanisation par Charles Goodyear (américain) en 1841, par Thomas Hancock (anglais) en
1843 et I'industrialisation en Europe et en Amérique du Nord a permis au pneu d’évoluer du canevas
caoutchouté couvrant un tube de caoutchouc a un composite complexe de tissu, d’acier et d’élastomere.

1.2. Fabrication des pneus

Une chaine de fabrication de pneus est présentée dans la Fig. I.1 [19]. La fabrication des pneus

Fabric Fabrie i Final k-
Manufacture 58 B":‘js Cutter B Inspection
Y an X
Sheet 2 2 !g Visual
Inspection

Raw Materials

=

Fabric
Calender

Rubber
Plantation

Tire <
Building
Machine
Treatment
Cutter

Steel Industries

Bead, Belt,
Carcass Wire
Manufacture

FIGURE I.1. : Procédure de fabrication des pneus

consiste en six étapes principales :

1. Mélanger des élastomeres, du carbone noir et des produits chimiques pour former les composés
du caoutchouc.

! Ancienne région d’Asie antérieure, comprenant les vallées du Tigre et de 'Euphrate ainsi que tout le territoire -
Dictionnaire Antidote



1. Description des pneumatiques : Géométrie et matériaux

Traiter les textiles, les cordes en aciers et les enduire avec du caoutchouc.
Extrusion des tringles, du flanc et des autres composantes du caoutchouc.

Assemblage des composantes sur la machine de fabrication des pneus.

Al o

Séchage du pneu sous chaleur et pression.
6. Finition et inspection finale.

Chaque étape doit étre controlée avec une exigence élevée. Le controle de qualité est effectué en phase
de finalisation par l'inspection visuelle ou par rayon X. Les pneus doivent passer également les tests
statistiques sur la durabilité, sur I'uniformité et sur la balance dynamique avant d’étre vendus.

1.3. Conception des pneus
Tenant compte de la conception ou de ’application du pneu, tous les pneumatiques doivent satisfaire
des fonctions fondamentales (voir la Fig. 1.2) :
Capacité portante
Capacité d’amortissement
Transmission du moment de torsion de conduite au freinage
Permission des virages
Stabilité dimensionnelle
Résistance au frottement
Direction de conduite

Petite résistance au roulement

© 0 N o O W

Bruit et vibration au minimum
10. Durabilité dans toute la durée de vie du pneu.

Trois parametres essentiels de performance gouvernent les fonctions du pneu :
— Le profil de mission du véhicule
— Les propriétés mécaniques et performance du revétement (Ex : résistance a 1'usure et la durabilité).
— L’esthétique, le confort, et les caractéristiques comportementales telles que la précision de direc-
tion du véhicule.

Positive Inclination Angle Direction verticale
) (Esthétiques et conforts)

Aligning Torque M, _

Longitudinal Force F,

Direction of Wheel Trav

Rolling Resistance
Moment M,

Direction latérale
(Control  du véhicule)

Lateral Force F,
Contact

<y

Overturning Moment M, Y

Direction avant
Normal Force F (Performance)
(Vertical Load) Z

FIGURE 1.2. : Forces et moments agissant au centre de la zone de contact et fonctions de conception
des pneus (Society of Automotive Engineers, Inc.)

L’analyse détaillée des fonctions de conception des pneus ainsi que les problemes dynamiques du
systéme global et le contact pneu-chaussée sont présentés dans [20]. La conception et ainsi 'utilisation
influencent les parametres du pneu (Fig. 1.3). Ces parametres sont contenus dans la nomenclature du
pneu. A titre d’exemple, un pneu ayant la nomenclature 155/80 R13 79T a les parameétres suivants :

_3-
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155 : largeur de bande de roulement gonflé (en millimetres)

— 80 : hauteur du flanc (en pourcentage)
— R : structure en cascade, R signifie “radial” (B indiquerait une carcasse “bias”, D une carcasse

diagonale)

— 13 : diametre de la jante (en pouces)
— 79 : indice de charge, dans ce cas, elle correspond a 437kg.
— T : indice de vitesse maximale, dans ce cas, 190km/h.

Largeur du boudin

Largeur de la bande

2 diamétre hors tout

1

Largel‘Jr de
la jante

Rayon sous charge statique

Diamétre de la jante

|_Hauteur du flan

Profondeur de la

bande de roulement

Désignation de dimensions Indice de charge

Indice de vitesse

Indice UTQG Boue + neige

Symbol de
neige sévere

Identification

W
AR
9;38&1 W
fopestesy a0 st
IN0saa00 MY
Numéro de moule

Nom du pneu

Largeur du boudin sous charge

Notice de Pression

FIGURE 1.3. : Parametres de conception et nomenclature du pneu

Le choix de la sculpture du pneu dépend essentiellement de 1'objectif d’utilisation et du type de
chaussée, car la force de contact varie suivant la géométrie de la sculpture et de la chaussée. Il existe
trois types principaux de sculpture (Voir Fig. .4) pour les chaussées séches, mouillées et enneigées. La
différence entre les trois types concerne principalement la profondeur des rainures. A titre d’exemple,
sur une route mouillée, pour un freinage de 100km/h & 60 km/h, il faut une distance 50m avec des
rainures de 7mm. Cette distance est de 70m pour des rainures de 2mm et de 90m pour des rainures de
1mm. Il existe des pneus d’été et d’hiver. Cette distinction ne concerne pas seulement la profondeur

Sur sol sec

Sur sol mouillé Sur sol enneigé/verglacé

FIGURE 1.4. : Type de pneu correspondant avec la configuration du sol

des rainures, mais aussi la forme géométrique autour du pneu.



2. Modélisation du pneumatique. Méthodes et résultats existants

1.4. Modes propres et fonctions de réponse en fréquence du pneumatique

Les mesures des fonctions de réponse en fréquence du pneumatique sont présentées en détail par
Larsson et al. [21, 22]. Ces auteurs ont effectué des expériences sur un pneu lisse dans les directions
radiale et circonférentielle. La force d’excitation est appliquée a la plaque collée sur le pneu par une
aiguille. Le déplacement du point mesuré est la combinaison des actions des forces sur chaque morceau
de la plaque. Les réponses en fréquence sont mesurées avec plusieurs cas de dimension et de forme
de la plaque pour tenir compte de l'effet de déformation locale lors de I'excitation. Une analyse de
I'influence de la masse de ’équipement est aussi présentée avec la présence de 'impédance de la
masse et de U'inertie [23]. Le résultat montre que la déformation locale est fortement dépendante de la
dimension de la zone d’excitation.

La mobilité ponctuelle mesurée est presque constante a haute fréquence (typiquement au-dela de
400-600Hz) si la zone d’excitation est suffisamment large. Lorsque la fréquence est encore basse, la
rigidité locale de la bande de roulement est importante dans les réponses. Le comportement vibratoire
du pneu est similaire a celui d’une poutre courbe ou d’une plaque supportée par un systeme de
ressorts. A fréquence plus élevée que la fréquence dite “fréquence d’anneau”, la courbure du pneu n’a
pas d’influence sur la réponse et donc on peut négliger cet effet. Par conséquent, la réponse du pneu
dans cette bande de fréquence est comme celle d’'un milieu élastique. La fréquence d’anneau peut étre

calculée par la formule :
1 Etot
nn - I.1
Jammenn = 35 \ pror(1 — 2, (1)

ou R, Eiot, Viot, Prot SONt le rayon, le module, le coefficient de Poisson et la densité d’'un anneau
équivalent.

2. Modélisation du pneumatique. Méthodes et résultats existants

2.1. Sans contact avec la chaussée
2.1.1. Solution analytique

Il existe plusieurs modeles simplifiés de modélisation du pneumatique. Hamet [1] a modélisé le pneu
composé d’une bande de roulement et de deux flancs comme une plaque orthotrope appuyée sur une
fondation élastique. Il est simplement appuyé sur les deux bords latéraux et soumis & une condition
périodique aux deux extrémités de la plaque. L’influence de la pression interne est remplacée par
une tension aux deux bords. Une force externe concentrée au centre de la plaque est envisagée pour
I’analyse. Le modele du pneumatique est représenté dans la Fig. 1.5

Le déplacement du point soumis & une sollicitation harmonique est donné sous forme de la fonction
de Green [1, 24].

(VB202 + /ByoR) — To(@ + 02) + 50— m"w|Culz | 20) = bz — ) (1.2)

N

ou :

e §(x — x,) est la fonction de Dirac,

B, et By sont respectivement les rigidités de flexion de la plaque dans les directions x et y.

1" o, 7
m  est la masse par unité de surface.

T, est la tension et s, est la rigidité du ressort élastique représentant ’air enfermé dans le pneuma-
tique.

L’expression de la fonction de Green en termes de superposition modale est de la forme [25] :

G 20) = =57 3 i o) D em RS
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| L |

FIGURE 1.5. : Modéle du pneumatique : plaque orthotrope sur la fondation élastique [1]

ou :
. (k20 Ba + K2/ By)? + To(k2, + k2) + 4] o
nm — m,, ( . )
2

Kam = Zm (15)

2nm
Fyn = T (I.6)

)

avec M = m//lxly, €0 = % et emzo = 1 et w =27 f, [, et [, sont respectivement le contour, la somme
des largeurs du flanc et de la bande de roulement du pneumatique.

Muggleton et al. [2] ont développé un modele semi-analytique de plaques orthotropes en traction
plane. Les flancs sont modélisés par deux plaques connectées a la bande de roulement en tension
dans leurs plans. Cette tension vient de ’action de la pression interne. De méme que dans le modele
précédent, la courbure du modele est négligée, mais les conditions aux extrémités sont prises en compte,
ainsi que la fixation au niveau de la jante.

1, bande de roulement <%
0

; L

X K
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;axe de symétrie
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N
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1 —
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FIGURE 1.6. : Modéle du pneumatique : plaques orthotropes en traction plane [2]
La plaque est supposée vibrer en flexion et on néglige le mouvement dans le plan. La rigidité

longitudinale des flancs est représentée par un ressort de rigidité Ky (Fig. 1.6). Cette rigidité est
calculée en combinant les effets de tension-compression, de flexion dans le plan, de cisaillement et de
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la pression interne de flancs. Les flancs sont connectés a la jante par un support simple qui est supposé
rigide. Pinnington [26] a proposé une méthode pour déterminer la rigidité des flancs au-dessous et au-
dela de la fréquence d’anneau. Dans le cas ou la fréquence dépasse la fréquence d’anneau, la rigidité
des flancs dépend non seulement de la pression interne et de la rigidité en flexion, mais aussi de la
rigidité dynamique de transfert des forces dans le plan et hors plan, du nombre d’ondes dans la bande
de roulement et dans le flanc. Vu la symétrie de la section du pneumatique, il suffit de modéliser une
demi-section.

Le comportement de la bande de roulement s’écrit comme celui d’'une plaque sous tension. Le
déplacement est décomposé en modes propres et chaque mode propre est la somme de termes expo-
nentiels avec les constantes d’ondes correspondantes. Une forme matricielle dont les variables sont ces
constantes est calculée en fonction de ’effort de cisaillement interne, de la matrice de réflexion et de
transmission. Lorsque les constantes d’ondes sont calculées, la réponse est également déterminée.

2.1.2. Modélisation numérique

Larsson et al. [27] ont développé un modele hybride numérique-analytique du pneumatique avec
le couplage entre les blocs de sculptures et la bande de roulement. Les sculptures sont considérées
comme des cubes et le reste du pneu est similaire au modele de Hamet. La mobilité du systeme
complet équivalent est calculée comme deux systemes successivement connectés. Le fait que I'on tienne
compte de ces blocs améliore essentiellement la mobilité radiale. Dans le cas de mobilité tangentielle,
la prédiction est moins bonne a cause de l'inertie des blocs. Une autre raison théorique est que les
modes analytiquement calculés de la bande de roulement ne sont que radiaux. Cet auteur a aussi
présenté un modele basé sur le couplage de deux couches élastiques pour les hautes fréquences dans
[22].

Maconi a utilisé une technique d’exploitation des données a partir du code d’éléments finis ANSYS
pour modéliser les ondes propagées dans les cylindres. Waki [28] et al. ont pris la méme technique
pour modéliser un pneu avec une section assez compliquée. Les études sur la propagation d’ondes
dans les guides d’ondes sont les mémes que celles présentées dans [29]. Les modes de vibration de la
section transversale du pneu sont étudiés. Les réponses forcées sont aussi présentées. Elles montrent
trois types de vibration du pneu : (i) au-dessous de la premieére résonance, ou la rigidité des flancs
domine, (ii)entre la premiere résonance jusqu’a environ 400Hz, la réponse est similaire a celle d’une
poutre,(iii) et le reste, la réponse est comme celle d’un milieu demi-espace élastique.

axe de symétrie

FIGure 1.7. : Configuration du pneu P195/60R14 [3]

Jia et al. [3] ont fait une étude sur la géométrie du pneu en utilisant les fonctions de Bezier. La section
d’un pneu lisse est modélisée avec la distribution des matériaux réels (Fig. 1.7). Les modes propres
de la vibration radiale sont présentés (Fig. 1.8). Ces auteurs ont aussi fait des études paramétriques
sur la pression interne, sur les sculptures de caoutchouc et sur 'angle des fils d’acier dans la bande de
roulement.

7.
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FIGURE 1.8. : Cing premiers modes calculés pour le pneu lisse P195/60R1/ [3]

2.2. Effet de roulement et contact avec la chaussée

Merzouki et al. [4] ont modélisé le travail du systéme pneu-chaussée par un systeme de liens-graphe
et ont introduit ces relations dans Simulink de Matlab pour calculer les quantités de contact comme la
force, le moment de torsion, la température et la pression. Les variables d’énergie sont (Force, vitesse
linéaire)= (F,#), (Température, Flux d’entropie thermique)= (T,5), (Pression, Flux volumique)=
(P, V), (Moment de torsion, vitesse angulaire)= (I',w). Les relations entre ces variables sont analysées
séparément pour chaque systeme conventionnellement équivalent (voir un exemple dans la Fig. 1.9).
Les parametres sont calculés par un processus de résolution d’un systeme dans Simulink modélisé par
les blocs avec le comportement donné.

Phase de Roulement pur _xl_) Phase de glissement

M- quart de masse de véhicule

Plan de rotation ¢
de la roue

Tangent
de la route

inejeyd ap xnyj op uonedissiq

Fy =M-i + Ry - (i) — iy )+ k- (2, — xy)
FIGURE 1.9. : Calcul des relations entre les paramétres dans le modéle de lien-graphe [/]

1l existe différents auteurs qui modélisent la vibration du pneumatique avec ’effet de roulement par
le modele d’anneau [30, 31]. Les fréquences propres sont recalculées en tenant compte de cet effet.
Soedel a proposé une analyse de vibration d’un anneau dans [32] et il I’a développé dans le cas d’une
force harmonique et périodique [33] et avec l'effet d’accélération de Coriolis [34]. L’anneau est supposé
ne pas avoir d’extension sur sa circonférence. La vitesse de rotation est prise en compte dans le calcul
des fréquences propres :

2n n?(n? —1)2
n=—— Wi, + —5 52 L
Wn = \/wfn-l- 2102 (L.7)

ou {1 est la vitesse angulaire de rotation et wy, est la fréquence d’anneau sans rotation :

9 n?(n? —1)2D  n2k, + kg
Win = 3 a2 ™ 2
pha*(n?+1)  ph(n?+1)
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ou p, a, h sont respectivement la densité, le rayon moyen et 1’épaisseur de 'anneau, kg, k, représentent
les constantes élastiques de la fondation dans les directions circonférentielles et radiales, D = Eh3/12
est la rigidité en flexion de I’anneau. Par conséquent, chaque fréquence provoque deux autres fréquences
avec l'effet de rotation. Huang a utilisé la méthode de réceptance pour examiner le cas de contact avec
la fondation. La réceptance est le rapport du déplacement en un point du a l'action d’une force
appliquée a un autre point et la valeur de cette force. Au point de contact, la réceptance est supposée
nulle. Cet auteur a présenté les modes propres dans le cas de non-rotation et les formes d’anneau en
temps dans différents cas de vitesse de rotation pour chaque mode. Il a conclu que les formes modales
sont stables dans le cas de contact permanent.

En dessous de 1kHz, seules la tension et la rigidité en flexion controlent les ondes transverses
propagées et les modeles avec ces deux parametres ne sont convenables que pour les bruits intérieurs
[50-500Hz]. En réalité, les bruits extérieurs se situent entre 500 et 3000Hz. Au-dessus de 1kHz, il
se produit des ondes de cisaillement et de rotation. Dans leurs articles [24, 26], Pinnington et al.
ont proposé un modele a quatre parametres : tension, cisaillement, inertie de rotation et rigidité de
flexion. Le comportement dynamique est décrit par une équation d’ondes d’ordre 4. Ils ont modélisé la
transmission de la force et les flancs pour étendre le modele de bande de roulement pour la modélisation
du pneumatique (voir Fig. 1.10) [5, 6]. Les équations de propagation d’ondes sont établies dans les deux
directions radiale et circonférentielle et incluent six parametres d’influence : la courbure, la rigidité
de cisaillement, I'inertie de rotation, la tension, la vitesse de rotation et la pression interne de air.
L’effet principal de la courbure est de coupler les mouvements radiaux et circonférentiels en incluant
les forces normales et tangentielles dans la réponse du pneu. Les flancs sont modélisés comme dans [26].
La dépendance en fréquence est considérée dans [6] en calculant les forces introduites et de transfert
a partir des flancs & la bande de roulement. Les ondes dans l’air interne sont aussi négligées (car
seulement la pression statique est incluse et on n’a pas de couplage complet structure-acoustique).

longueur |

N
o
o1

largeur b

bande de roulement

Q radians/sec

(b) Calcul de rigidité de flancs

FIGURE 1.10. : Géométrie des flancs et modélisation de leffet de roulement [5, 0]

La rotation du pneu engendre trois effets : modification de la vitesse d’ondes dans la direction de
roulement et I'inverse, augmentation de tension dans la bande de roulement due aux forces centrifuge
et de Coriolis. L’équation de mouvement combinée avec tous ces parametres donne & chaque mode
transverse d’ordre m une équation d’ondes d’ordre 6 sur la circonférence. La variable de cette équation
est le nombre d’ondes normalisé. Dans le cas de vibration libre, sans 'effet de I’accélération de Coriolis,
cette équation ne contient que les ordres pairs. Cela signifie qu’il y a trois paires de racines corres-
pondantes a trois paires d’ondes (incidentes et réfléchies, positives et négatives). L’effet de roulement
modifie les vitesses d’onde, donc le nombre d’ondes. Les conditions aux limites sont introduites par
le contact avec la chaussée et elles donnent les mobilités d’entrée et de transfert pour les excitations
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radiales et circonférentielles.

3. Structure guide d’onde et structure périodique

3.1. Descriptions et propriétés

Les guides d’ondes sont des milieux partiellement ou entierement bornés ou les ondes peuvent se
propager. Ces ondes peuvent étre électromagnétiques, acoustiques ou mécaniques. Dans les études
concernant cette these, on s’intéresse essentiellement aux ondes mécaniques. La propagation d’ondes
dans de tels systémes mécaniques est largement étudiée. Les systémes peuvent étre des poutres [35],
des plaques [36, 37], des tubes [38, 39, 40], des parois minces [41, 42], des systémes en réseaux (en
treillis) [43, 44]. Les caractéristiques fréquemment étudiées pour ce type d’onde sont le nombre d’ondes,
la relation de dispersion et la mobilité de la force transmise. Une structure périodique consiste en un

c)

FIGURE 1.11. : Structures a symétrie unidimensionnelle : a) symétrie de rotation, b) symétrie de
translation, c) périodicité

nombre d’éléments identiques, liés ensemble de fagon identique (cOte-a-cote ou bout-a-bout) pour
former la structure totale. De nombreuses structures possedent une symétrie unidimensionnelle (Voir
Fig. I.11). Cette symétrie peut étre une translation suivant la direction principale (a), une rotation
autour d’un axe (b) ou une périodicité. Ce type de structure est considéré comme un guide d’ondes.
Quelques structures sont considérées comme uniformes dans une direction, le long de I'axe de la
structure dont les sections transversales ont les mémes propriétés physiques et géométriques. Les
ondes propagées suivant cet axe sont fonction des caractéristiques de la forme de la section.

La propagation d’ondes dans les structures périodiques a été étudiée premierement dans le travail
de Brillouin [45] pour les systémes de treillis et pour les lignes électriques. Ces études sont largement
développées dans les papiers de Mead [46, 47, 48, 49]. Le travail consiste en des analyses classiques des
structures périodiques. L’approche est basée sur le principe de Floquet ou sur la matrice de transfert.

3.2. Méthodes d’études pour les structures guides d’ondes uniformes

Les connaissances sur les caractéristiques de propagation d’ondes de structures sont tres importantes.
Particulierement a haute fréquence, les modeles d’éléments finis de la structure totale sont trop com-
plexes pour étre utilisés en pratique. Des approches en se basant sur les propriétés d’ondes peuvent
étre utilisées dans la prédiction de la propagation de perturbations, de la transmission d’énergie ou
de la diffusion de la radiation acoustique. Un résumé de ce type de structures courantes est présenté
dans [50]. Concernant les méthodes de calcul pour les guides d’ondes, les approches étudiées dans le
passé peuvent se diviser en deux parties. Le premier groupe concerne les guides d’ondes uniformes
correspondant aux cas a) et b) dans la Fig. .11 tandis que le deuxiéme est orienté vers les structures
périodiques, type c¢) dans la Fig. I.11. Le cas de guides d’ondes uniformes est un cas particulier de
celui de structures périodiques d’une période arbitraire.

La vibration des structures guides d’ondes est un théme tres étudié. Von Flotow [44], Beale [43]
et Accorsi ont utilisé une approche par ondes pour étudier la vibration dans les réseaux structuraux
composés par des structures uniformes simples. Ils ont résolu le comportement vibratoire des éléments
individuels et des jonctions entre les éléments par la méthode analytique. Ils ont décrit le comportement
vibratoire des structures en fonction des ondes dans les éléments, des propriétés des jonctions de chaque
élément et des conditions aux bords. Des analyses détaillées sur le couplage entre les sous-structures
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guides d’ondes sont développées par Mencik et Ichchouc [51]. Une des méthodes utilisées pour les
recherches de vibration est la méthode énergétique [52]. La méthode énergétique souvent utilisée pour
les hautes fréquences est I’Analyse Statistique de I’Energie (SEA). Cette méthode est développée par
A.Bocquillet et al. [38] pour les structures axi-symétriques couplées avec un fluide comme les tuyaux
remplis par un fluide ou pour les parois minces avec une technique d’hybridization FEM-SEA.

La méthode des éléments finis spectraux (SFE) se base sur la décomposition spectrale (ou modale)
de la réponse sur une base harmonique [53]. Elle permet de déterminer les deux parametres d’ondes
importants : le nombre d’ondes et la vitesse de groupe. L’application de cette méthode est principale-
ment développée par Finnveden et al. [54] pour les guides d’ondes de section uniforme plus complexe.
Elle est appliquée pour les structures a parois minces ou le comportement vibratoire joue un role tres
important par rapport a la capacité portante de ce type de structures. Les équations homogenes de
mouvement harmonique pour les structures guide d’ondes unidirectionnelles de sections constantes
sont écrites sous la forme matricielle. Dans la méthode SFE, Finneveden [55, 39] a présenté 1’équation
discrétisée comme

N
o"uU
> K, —wMU = (1.9)
= ox™

La solution approchée de I’équation discrétisée peut s’écrire :

N
[Z KK, — wZM] U=0 (1.10)
i=1
Ou M est la matrice de masse usuelle. La matrice de rigidité est développée suivant la puissance du
nombre d’ondes k?, décrivant la propagation d’ondes suivant la direction de symétrie. Les matrices K;
ne sont pas les matrices de rigidité normales dans les formules des éléments finis. Elles doivent étre
déterminées spécialement pour chaque probleme par ’équation de Lagrange, le principe de Hamilton
ou le principe de travail virtuel. Ainsi, il est difficile d’exploiter les logiciels commerciaux pour calculer
ces matrices.

Le déplacement découplé en fonction de la position du point examiné dans la section et la coordonnée
de cette section peut étre écrit sous la forme e?*U(y, z) ot = est la direction de symétrie et y, z sont
les coordonnées de la section transversale. La fonction de déformation est donc de la forme [54] :

w(z,y,z) = Oy, 2)T ®diag(e)A { 31 } (L.11)
2
ou © contient des vecteurs propres de la section de la structure dans le cas de modélisation 2D, les

colonnes de ® et les termes de A sont les vecteurs propres et les valeurs propres données par
[K(ik) — A\M]® =0 (I1.12)

ou k le nombre d’ondes et A est donné par les conditions aux limites pour que les déplacements nodaux
soient égaux a ceux aux bords.

La premieére application de la technique de guide d’ondes EF a été faite par Aalami qui a étudié
la propagation d’ondes dans des poutres avec la section transversale arbitraire [56]. Les études plus
récentes décrivent la propagation d’ondes dans les plaques composites stratifiées, les poutres a parois
minces [57], la voie ferroviaire [58, 35], les tubes remplis de fluide [39]. Ansi, les résultats numériques
comparent le nombre d’ondes calculé dans les modeles de poutres a parois minces de Timoshenko et
de Vlasov dans [59]. Dans le cas plus compliqué (tunnel de ventilation), ces résultats sur la relation
de dispersion ont permis de comparer les théories de poutre de Timoshenko, de structures a parois
minces et modele des éléments finis de guide d’ondes.

F.Birgersson et al. [60, 61] ont développé la méthode des super éléments spectraux (SSFE) - une
méthode mélangée entre SFE et WFE appliquée pour les structures minces ol sont incluses les ondes
planes et l'interaction fluide-structure. La matrice de transfert et celle de rigidité dynamique sont
aussi utilisées. Shorter [62] a développé la méthode SFE pour les matériaux stratifiés viscoélastiques
en utilisant 1’équation de Lagrange et a trouvé les relations de dispersion. L.Gry [35] a appliqué une
idée similaire pour le calcul de propagation d’ondes dans les rails. Il a calculé la relation de dispersion
et les accélérances.

_11-



1. ETUDES BIBLIOGRAPHIQUES

3.3. Méthode d’éléments finis pour les structures périodiques

La méthode des éléments finis guide d’ondes (WFE - Waveguide Finite Elements) est similaire & la
méthode des éléments finis spectraux a ’exception qu’un code de calcul usuel peut étre utilisé dans
la modélisation. Avec un code commercial, les structures ayant une géométrie et une distribution de
matériaux complexes pourront étre analysées relativement facilement. Par rapport a une approche
d’éléments finis standard ot la totalité de la structure est maillée, avec la méthode des éléments finis
guide d’ondes, une seule cellule caractéristique est maillée, donc le cotut de calcul est considérablement
diminué.

3.3.1. Périodicité unidimensionnelle

Suite aux études de Mead sur les ondes harmoniques propagées dans les systemes linéaires unidi-
mensionnels périodiques [46], sur les modes propres dans les systémes mono [47] ou multi couplés [48],
la méthode des éléments finis pour les structures guide d’ondes périodiques est essentiellement présenté
en détail avec des applications par D. Duhamel [29, 63]. L’idée principale de cette méthode est que la
propagation d’ondes dans une structure peut étre obtenue par les constantes d’ondes A dépendant de
la fréquence ou de la matrice de transfert T qui relie les déplacements q et les forces f des deux cotés
de la cellule par la relation (Fig. 1.12) :

ar | _ ar| _ y |4L
) - B[
ou les indices L et R désignent respectivement le c6té gauche et le coté droite, A, la constante de
propagation d’ondes, dépendante de la fréquence, est la valeur propre de la matrice de transfert T.

Cette constante peut s’écrire sous la forme A = ¢! dans laquelle [ est la longueur de la cellule et k
est le nombre d’ondes.

S -y

FIGURE 1.12. : Forces et déplacements a gauche et a droite d’une cellule

La méthode des éléments finis guide d’ondes a des avantages par rapport a un code d’éléments finis
standard. Pourtant, il existe des problemes intrinseques a résoudre :

e Probleme de matrices mal conditionnées :
Mead a montré dans ses papiers [46, 47, 48] que le nombre d’ondes est deux fois le minimum de
degrés de liberté a l'interface et peut étre décomposé en un méme nombre d’ondes positives et
négatives. Les constantes d’ondes sont alors divisées en couples (A, 1/X). Houillon [41] et Bocquillet
[64] ont développé la méthode WFE pour calculer les réponses en fonction des ondes, mais le résultat
numérique n’est pas stable, car les matrices globales données par ces auteurs sont mal conditionnées.
Gry et Gontier ont développé une méthode pour réduire le mauvais conditionnement des matrices
globales dans [35, 65] en proposant un probleme de valeurs propres A + % associées a la matrice
T+ T~ car la matrice de transfert T est symplectique [66]. Ici, la matrice de rigidité dynamique de
la structure complete est facilement construite en connaissant des modes d’ondes et des constantes
de propagation calculées pour une cellule.
Luongo et al. [67] a proposé une méthode pour éviter le mauvais conditionnement des matrices en
séparant les parties réelles et imaginaires des valeurs propres, et en distinguant les valeurs propres
réelles et complexes. La représentation matricielle est purement réelle. C’est la méthode des vecteurs
d’ondes réels. L’équation dynamique est écrite selon la direction de propagation des ondes réelles
de la section A a la section B (N éléments) :

Cj) - [A(fé A?Xn] <I;2> (L.14)
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ou ry, iy sont les vecteurs d’ondes réels et imaginaires, A,q, A, sont les matrices des valeurs propres
associées H = A, B. Une technique d’application des conditions aux limites similaire est proposée
par Duhamel dans [63].

e Probleme de réduction des matrices :

Avec les méthodes des éléments finis classiques, il est évident qu’une augmentation dans I’analyse
fréquentielle exige une taille de maillage diminuée, et un critere général sera d’avoir entre 5 et 10
noeuds par longueur d’onde. Par conséquent, cette condition peut mener a des grands maillages
et ainsi a un calcul lourd. Quelques méthodes telles que la réduction de Guyant décrit dans [68]
ou de Petyt dans [69] peuvent étre utiles pour réduire le nombre de degrés de liberté du systéme.
Elles consistent a négliger 'inertie de degrés de liberté complémentaires et a garder un systeme
avec les degrés de liberté principaux. Cependant, cela exige une sélection judicieuse des degrés de
liberté permettant de mener au systeme évalué de fagon suffisamment précise. Une autre méthode
classique est proposée par Duhamel et al. [63] avec I'idée que I'on effectue une projection orthogonale
de I'espace des variables dynamiques a ’espace généré par une base de vecteurs d’ondes associés aux
valeurs propres ayant un module proche de 'unité. Comme les ondes avec des constantes petites
sont rapidement atténuées, la décomposition spectrale assure une précision suffisante avec un nombre
limité de valeurs.

A <1

Espace complet

Espace de petites valeurs

Ve
7

L 0 Y

Espace de grandes valeurs | ,\| ~ 1

FIGURE 1.13. : Méthode de projection orthogonale

e Probléeme de transformation des coordonnées :

Ce probleme est lié au fait que méme si les maillages de deux sections a gauche et a droite sont
identiques, la représentation de ces deux sections n’est pas identique. A titre d’exemple, pour les
structures de symétrie cyclique, elles ont les mémes coordonnées dans les plans radiaux, mais dans le
repére cartésien, ces coordonnées ne sont pas les mémes. La solution est soit de reposer le probleme
dans le repere précédent en recalculant toutes les matrices élémentaires, soit d’effectuer une trans-
formation & une référence dans laquelle les sections ont les mémes propriétés. Une technique est
présentée dans le chapitre sur les structures périodiques avec la présence de la matrice de rotation.
Une autre technique est une transformation bijective quelconque [70] qui aligne les deux sections &
gauche et a droite. Le probleme est donc purement algébrique sans sens physique. Une transforma-
tion inverse est requise pour trouver la réponse exacte du probleme.
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3.3.2. Périodicité multidimensionnelle

A coté des études sur les structures unidimensionnelles périodiques, Brillouin a abordé les problemes
multidimensionnels pour le cas des treillis dans [45]. Langley a effectué une étude théorique et
expérimentale sur le méme type de structure (grillage de poutres) dans [71]. Il a développé la théorie
dynamique pour le cas bidimensionnel dans ses articles dans les deux cas de base : charge impulsive
[72] et charge harmonique [73]. Il a posé premierement le probleme 2D & linfini sollicité par une
charge ponctuelle harmonique. Les modes de vibration dépendent des conditions aux limites, celle de
Born-von Karman est utilisée. Le schéma d’une structure périodique 2D est présenté dans la Fig. 1.14.
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FIGURE 1.14. : Schéma d’une structure périodique bidimensionnelle. La charge ponctuelle est ap-
pliquée a la position de la fleche.

Le théoreme de Bloch [45] est pris dans la décomposition du déplacement sous la forme :
w (n,x) = g (x) elt1mtnzns) (1.15)

ol 1 et po sont des constantes de propagation et n = (ng,ng) est la localisation de I’élément. Dans
la dynamique des structures, ces constantes sont souvent écrites comme u; = 9; + i€; ou J; et ¢;
sont les constantes d’atténuation et de phase. En imposant les conditions aux limites périodiques
“appropriées”, il est possible de poser I’équation sur un trio (w, p1, u2). La plupart des applications
concernent la propagation d’ondes sans atténuation, donc é; = d9 = 0 et la procédure d’analyse est
de spécifier les constantes de phase €1, €5 et de chercher la fréquence de propagation w.

L’ensemble des modes de vibration sous la condition aux limites de Born-von Karman est déterminé
comme une application d’une paire de 2 nombres entiers (p,q) et la procédure utilisée donne un
ensemble de N1 Ny modes. Chaque mode est associé a une surface de phases constantes représentée
par la fonction (€1, €2). En utilisant la superposition modale, la solution pour une structure de Nj x Ny
cellules est calculée par I'intégration par rapport aux phases €1, €9 :

NlNz// *th e_zelnl Zegn2d€1d62

w (n,
( 272 (e1,€2)]* (1 +in) — w?

(L.16)

ol F est la charge complexe harmonique ponctuelle, g* et g, sont des fonctions de €; et €3.

Une analyse détaillée énergétique de la réponse est présentée. Deux applications d'un réseau de
masses avec des ressorts [73] et d’un systéme de poutres [71] sont également présentées. La théorie
pour le cas de charge impulsive est similaire au cas précédent. La réponse modale est appliquée pour
les structures périodiques bidimensionnelles, infinies ou finies dans la période avant que la perturbation
atteigne le bord du systeme. Un exemple pour la plaque a haute fréquence avec le cas particulier de
nombre d’ondes complexe est également présenté dans [74] (au lieu de e dans l'expression ci-dessus)
k=ko+ % ou 1, ¢cg sont le facteur de perte et la vitesse de groupe d’ondes.

L’application de la théorie est présentée par Duhamel [75] dans le calcul de la fonction de Green.
L’idée de cette méthode est le méme que dans le cas unidimensionnel. Pourtant, ’équation d’équilibre
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4. Conclusion et perspectives

de I’élément est réécrite en ajoutant les termes dépendant des constantes de propagation de gauche a
droite ou de base au sommet. Une généralisation pour les réseaux non orthogonaux est aussi présentée.

En principe, la théorie pour les structures périodiques tridimensionnelles est basée sur les mémes
idées que les problemes présentés. Pourtant, il n’y a pas encore de recherches concernant ce type
d’application.

3.3.3. Multicouplage des structures partiellement périodiques

Le multicouplage des structures a le méme principe de résolution que la méthode de sous-
structuration. Les sous-structures sont connectées a la partie restante par les degrés de liberté a
la jonction (ou a l'interface). Pour un systéme ayant des parties périodiques, chaque partie est traitée
comme une structure périodique avec un nombre réduit de degrés de liberté. Au niveau de la jonction,
un maillage classique est utilisé et une jonction est connectée aux parties périodiques par quelques
degrés de liberté principaux. Une étude sur ce type de structure est présentée par Mencik dans [51]
sur la propagation d’ondes et sur la diffusion a partir d’une jonction. La Fig. .15 montre ’idée de ce
principe a I'application possible pour les structures de type charpente métallique avec les barres qui
se joignent aux noeuds. La méthode abordée dans cet article concerne une élaboration de la matrice

% uV| ',  Element de couplage Ty u®) %

Guide d'ondes 1 Guide d'ondes N

FIGURE 1.15. : Multicouplage des structures périodiques. Une application pour la charpente métallique

de couplage C liant les vecteurs d’amplitudes d’ondes incidents et réfléchis sur 1’élément de couplage,
en se basant sur la méthode de multiplicateurs de Lagrange (utilisée pour les contraintes aux surfaces
de couplage). La représentation matricielle est sous la forme condensée :

Q'r’ef = Cch (117)
avec la matrice de diffusion C = —[TtK*T\IIf,‘ef + ‘Ilf‘ef}_l[TtK*T\Il?nc + WF 1, W,er, Uy sont les

vecteurs d’ondes incidentes et réfléchies normalisées (les indices q, F sont associés aux vecteurs d’ondes
pour les déplacements et pour les forces d’éléments) et Qyef, Qinc sont les vecteurs d’amplitudes des
ondes réfléchies et incidentes associées aux sous-structures au niveau des surfaces de liaison. La matrice
T est similaire & la matrice de transfert des guides d’ondes & I’élément de couplage. La matrice K*
est la matrice de rigidité de I’élément de couplage, condensée pour les degrés de liberté aux surfaces
de couplage K*qc = F¢. Les exemples numériques de couplage longitudinal et transversal entre deux
poutres sont également présentés dans cet article.

4. Conclusion et perspectives

Cette these se compose de trois parties :

e La premiere partie consiste en 'identification des parametres des matériaux constituants du pneu.
Au début de cette partie, l'identification des propriétés statiques pour chaque matériau sera
présentée. En principe, le processus de gonflement du pneu est considéré comme statique. Par
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conséquent, les propriétés statiques sont utilisées pour modéliser et pour calculer les contraintes sta-
tiques dans la premiere phase. Le module élastique du caoutchouc a plusieurs points est déterminé
par la loi de contact de Hertz. Une analyse détaillée de la bande de roulement est aussi présentée. Les
modules dans les directions de la couche élémentaire sont mesurés et sont déterminés en connaissant
le module apparent des cables. Les propriétés mécaniques de la bande de roulement sont calculées
par un modele de composite.

Le deuxiéme chapitre aborde les caractéristiques et le comportement dynamique des matériaux.
Dans les problemes dynamiques, les modules complexes seront utilisés pour calculer les fonctions
de réponse en fréquence. Les essais dynamiques permettent de déterminer le module élastique dy-
namique et le coefficient d’amortissement des matériaux.

e La deuxieme partie présentera une campagne de mesure des fonctions de réponse en fréquence sur
le pneumatique dans plusieurs cas : sur la bande de roulement et dans la section transversale.
Quelques premiers modes de la bande de roulement et de la section sont identifiés. Ces fonctions
seront vérifiées avec un modele éléments finis périodiques dans la troisieme partie.

e La troisieme partie présentera en détail la méthode numérique d’éléments finis périodique et 'ap-
plication au calcul des fonctions de réponse dynamique d’'un pneumatique avec une vraie section
ayant la distribution réelle des matériaux. La périodicité dont ’on profite est unidimensionnelle sur
le contour du pneumatique. Les réponses en fréquence sont déterminées dans le cas de matériaux
homogenes et elles sont validées avec le code d’éléments finis ANSYS. Lorsque la méthode est
théoriquement validée, les propriétés réelles de la géométrie et des matériaux sont introduites. Un
modele incluant la pression interne sera présentée a la fin en comparaison avec les mesures réalisées
dans la deuxieme partie.

Les résultats de la these pourraient étre utilisés dans l'analyse dynamique des structures ayant
une périodicité car dans les logiciels actuels, 'exploitation de la périodicité n’est utilisée que dans
les analyses statiques et modales. Pour les périodicités plus compliquées, cette méthode sera aussi
applicable.

Quant au domaine du bruit, ce modele du pneumatique nous donne la possibilité d’étudier les
problemes de bruit de transport, généré par le pneu en ajoutant 'effet de roulement dans ce modele.
L’idée est similaire a celle de la pression interne en la couplant avec le probleme de contact pneu-
chaussée.
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Chapitre Il.

Propriétés statiques des matériaux constituants du
pneumatique

Dans ce chapitre, les propriétés statiques des matériauz constituants du
pneumatique comme le caoutchouc, les cables, la bande roulement et les
tringles sont abordées. Le module élastique du caoutchouc est déterminé
par la loi de Hertz tandis que celui de la bande de roulement est mesuré
et validé par un modéle de composite. Le module équivalent des cables
est caractérisé par un modeéle de Labrosse. Ces caractéristiques seront
utilisées dans la phase de chargement statique du pneu.
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1. Généralités

1. Généralités
1.1. Composants d’un pneu

Un pneu est un ensemble de parties ou de sous-ensembles dont chacun a une fonction spécifique. La
Fig. I1.1 illustre les composantes clés d’un pneu de camion [19].

Bande de roulement

p——

Sculptures —~gfr — B ; Flanc

Nilon recouvrement

“Ceinture
iy — Plis du corps

Plis de revers
Sommet

Bandelette-talon
Tringles Garde-pied

Ficure 11.1. : Composants d’un pneu

- Sculpture : la composante de résistance d’usure du pneu dans le contact avec la chaussée. 1l
doit fournir aussi la traction, le dérapage, et une bonne distribution des morceaux avec la génération
minimale de bruit et de chaleur. Les sculptures sont des mélanges de caoutchouc naturel (NR), po-
lybutadiene (BR), et styréne butadiene (SBR), produit avec du carbone, de la silice, des pétroles, et
des produits chimiques vulcanisés.

- Base : une partie de la bande de roulement, cette composition caoutchouteuse garantit une bonne
adhésion entre la ceinture et la sculpture, la dissipation de la chaleur et une faible résistance de
roulement.

- Flanc : il sert a controler la direction de conduite. Il est composé de caoutchoucs naturels, SBR. et
BR avec du carbone, quelques huiles et des produits organiques.

- Tringles : boucle de fils d’acier inextensible qui ancre les plis et ainsi bloque le pneu sur la roue
pour éviter le glissement sur la jante.

- Plis : en tissu ou en cordes d’acier, il est le matériau principal de renforcement du revétement.

- Ceinture : couches en tissu ou en cordes d’acier au-dessous de la sculpture qui rigidifie le pneu,
améliore la résistance a ’endommagement et protege les cordes des plis.

1.2. Essais statiques

Les caractéristiques statiques des matériaux sont utilisées dans I’estimation préliminaire du modele
ou dans I’étape de chargement statique. Comme les matériaux constitutifs du pneu d’une voiture
normale sont le caoutchouc, la bande de roulement avec les cables en acier, les tringles, les textiles en
nylon, nous déterminerons les propriétés de ces matériaux. La méthode classique est d’effectuer une
traction simple pour déterminer le module élastique. Pourtant, avec les matériaux complexes, on peut
utiliser des techniques spécifiques pour chaque élément :

1.2.1. Caoutchouc :

Le caoutchouc est un matériau mou avec un faible module. Il existe divers modeles pour le ca-
outchouc du pneumatique comme un modele simple de type Kelvin-Voigt ou plus complexe comme
Mooney-Rivlin [76]. Il est considéré souvent comme un matériau hyperélastique. Pourtant, dans le cas
d’analyses dynamiques avec une petite perturbation autour de la position d’équilibre, le comportement
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du caoutchouc peut étre considéré comme viscoélastique. L’essai de traction du caoutchouc exige une
précision fine sur la force mesurée. Sameur [77] a utilisé la formule de contact de Hertz [78] qui relie
le module élastique du matériau avec le déplacement de contact.

1.2.2. Bande de roulement :

La bande de roulement se compose de trois couches : deux couches élémentaires avec les cables
distribués dans le caoutchouc et une couche de caoutchouc au milieu. Les propriétés mécaniques de
cette partie sont identifiées soit par les tests de traction soit par un processus d’homogénéisation en
se basant sur les propriétés des cables et du caoutchouc. Pour les cables, comme on ne peut pas
mesurer la déformation du fil avec les jauges courantes, une relation entre la force et le déplacement
sera utilisée. Un modele de fils torsadés sera utilisé comme dans [79]. C’est le modele simplifié d’un
modele éléments finis proposé par Labrosse [80]. Les parametres influencant sont les diametres de fils
et I’angle de torsion des fils autour du fil central. L’estimation avec les fils de renforcement dans le pneu
montre une bonne cohérence avec la mesure. Ayant les caractéristiques des cables et du caoutchouc,
les modules élastiques de la couche élémentaire peuvent étre obtenus par le modele d’approche auto-
cohérente ou de Mori-Tanaka. Pour cette couche, ’estimation et la mesure montrent aussi un bon
accord.

Les modules élastiques de la bande de roulement sont également mesurés avec un processus standard
de traction en utilisant des cellules de force et des jauges de déformation. Ils sont aussi calculés par un
modele d’homogénéisation d’un matériau composite multicouche. Ces calculs servent a déterminer les
quantités difficilement mesurées par les essais courants pour les introduire dans le modele numérique.

1.2.3. Textile en nylon et tringles

Le module équivalent des tringles peut étre calculé de facon similaire & celui des cables dans la
couche élémentaire. Pourtant, son influence sur le comportement dynamique du pneu n’est pas tres
importante, car les tringles occupent un faible volume dans le pneu. Ils supportent essentiellement les
contraintes statiques dans la phase de gonflement et de la charge dérivée par la voiture. La couche
ayant le nylon peut étre identifiée de méme facon que la couche élémentaire ayant les cables en acier.

2. Caoutchouc

2.1. Généralités. Contact élastique entre le caoutchouc et une bille d’acier

On considere que le caoutchouc dans la gomme et dans le flanc est isotrope. L’identification des
caractéristiques du caoutchouc constituant du pneu est présentée en détail dans la Ref. [77]. La com-
plexité de la géométrie du pneu engendre une difficulté d’y extraire une quantité suffisante pour faire
les essais d’identification classique. Le module élastique du caoutchouc est mesuré en utilisant la loi de
contact statique de Hertz. Le contact statique d’une bille en acier et un plan en caoutchouc est présenté
dans la Fig. I1.2. La Fig. I1.3 présente I’évolution de la force P en fonction de l'interpénétration. La

Bille en acier

Caoutchouc |

FIGURE II.2. : Contact bille-caoutchouc
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2. Caoutchouc

vitesse de chargement est de 0.1 mm/min.
D’apres la loi de contact de Hertz, la relation entre la force et I'interpénétration est sous la forme :

P = K§/? (IL.1)
avec 4
K = gE”‘\/R (11.2)

ou P représente la charge normale appliquée, R est le rayon de courbure équivalente, E* est le module
d’Young équivalent et § est 'interpénétration de la bille sphérique dans le caoutchouc.

— 2 2
l — 1 1 . 1 _ 1 Vsphere + 1 - Veaoutchouc
= ; =
R Rsphére Rcaoutchouc E* Esphére Ecaoutchouc

Vu que 'on connalt toutes les propriétés mécaniques de la sphere et Veaoutchoue = 0.5, on pourra
calculer Feaoutchoue Par la détermination K. Comme le module élastique du caoutchouc est assez faible,
la détermination de 'interpénétration § au moment ou la force est nulle est tres sensible. Quelques
fois, la mise en position de I’éprouvette n’est pas parfaite tandis que la force a déja augmenté. Une
solution possible est d’appliquer une force initiale Py correspondant au déplacement dg. La loi de Hertz

nous donne :
P(t) = Ké(t)*/? t : temps; Py = K&S’/z

On en déduit :
P()23 — P2® = K2B[5(t) — 6o (IL.3)

Le principe de D'expérience est qu’apres avoir mis la spheére en contact avec le caoutchouc avec
un déplacement initial dy (négligeable par rapport au rayon de la spheére), on linéarise les points
expérimentaux par 'Eq. (I1.3) pour déterminer la valeur de K. La valeur du module d’Young du
caoutchouc est calculée inversement a partir de K.

5 * P BREXS
o
N A
¥
£ iﬁi
[0
g ] R
g
14 §¥¥
¥
. t¥*§¥‘

T T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Interpénétration & [mm]

FIGURE 11.3. : Evolution de la force en fonction de linterpénétration dans le contact sphére-
caoutchouc

2.2. Dispositifs des essais

On distingue des types de caoutchouc a la bande de roulement (dans la sculpture du pneu), au flanc
(o il n’y a pas de cable en acier), et a la surface intérieure du pneu. Les propriétés mécaniques de
ces trois types de caoutchouc sont potentiellement différentes car les caoutchoucs sont composés de
divers composants chimiques (caoutchouc naturel, abrév. NR ; caoutchouc butadieéne, abrév. BR; ou
styréene butadiene, abrév. SBR). On extrait des morceaux de chaque partie composante dans le pneu
et on effectue des essais de contact. Le dispositif des essais est introduit dans la Fig. 11.4.
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Caoutchouc

Sphére

> Plaque

Aquisition de forces et déplacements

FIGURE I1.4. : Dispositif des essais de contact pour déterminer le module élastique du caoutchouc

2.3. Résultats et commentaires

En tracant la représentation entre P(t)%/3 — PO2 /3 en fonction de (6(t) — dp) pour chaque type de
caoutchouc, on calcule la valeur de K. Les résultats expérimentaux de cette relation sont présentés
dans la Fig. I1.5. Le module équivalent est calculé par 'Eq. (I1.2). Les valeurs utilisées sont :

— Le rayon de courbure du caoutchouc Rcaoutchouc — 00

— Le rayon de la bille en acier Rgppere = 4.75mm = 0.00475m

— Le module d’Young de I'acier Egyhere = 210GPa

— Les coefficients de Poisson veaoutchoue = 0.5 et Vphere = 0.3

3.0 *  Expérimental 3.0 *  Expérimental
Linéarisation Linéarisation
254 2.5
o o
(B_‘o 2.0 (\éﬂo 2.0 4
| |
o 154 < 1.5
S o
[ _
1.0 1.04
2/3 _ 1 2/3
K7 =9090 K =9073
0.5 0.5
] i *
Kk *
0.0 T T T T T T T T T T T T T 1 0.0 45
0.00000 0.00005 0.00010 0.00015 0.00020 0.00025 0.00030 0.00035

: T T T T T T T T T T T T T 1
0.00000 0.00005 0.00010 0.00015 0.00020 0.00025 0.00030 0.00035
Interpénétration 5-5 [m] Interpénétration 8-8 [m]
a la gomme au flanc

Ficure 11.5. : Module d’Young du caoutchouc calculé par la loi de contact de Hertz : a la gomme et

au flanc

Les valeurs mesurées du caoutchouc aux trois positions sont synthétisées dans le Tab. II.1.  On a

TABLEAU I1.1. : Valeurs mesurées du module d’Young du caoutchouc de pneu

Positions Intérieur Bande de roulement Flanc
K?/3 9266 9090 9073
FEeaoutchoue [MPa] 7.28 7.07 7.05

identifié par la loi de contact de Hertz les modules d’Young de trois types de caoutchouc a l'intérieur,
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3. Couche élémentaire dans le pneu

2.0 5

*  Expérimental
Linéarisation

0.5

K*” =9266

0.0 T T T T T T T 1
0.00000 0.00005 0.00010 0.00015 0.00020

Interpénétration 8-3 [m]

FIGURE 11.6. : Module d’Young du caoutchouc calculé par la loi de contact de Hertz : a lintérieur

a la bande de roulement et au flanc du pneu. Les valeurs obtenues sont en bon accord avec la valeur
extraite dans [77] et [81] (le module statique & petites déformations est environ 7.1 MPa).

3. Couche élémentaire dans le pneu

3.1. Généralités

Une couche élémentaire du pneu consiste en une couche mélangée de cables composés de trois fils
en acier torsadés avec le caoutchouc comme la matrice dans un modele fibre-matrice. Le cable de
trois fils ne travaille pas comme une fibre avec une section constante le long du fil. Cependant, dans
certains cas, quand les déformations restent encore petites (pour qu’il ne se produise pas une grande
concentration de contrainte), on peut évaluer les propriétés en prenant un modele fibre-matrice.

Dans cette section, les essais pour la détermination des propriétés de la couche élémentaire (et
ainsi la loi des mélanges) sont présentés. Les modules, les coefficients de Poisson de cette couche sont
mesurés et calculés par la loi des mélanges. Les résultats montreront la limite d’application de la loi des
mélanges, ou les cables restent paralleles dans ’ensemble matrice-cables. Dans ’essai d’identification
du module de cisaillement (“traction & 45°” donc le couplage cisaillement-traction), le réseau des cables
est déformé et les cables ne restent plus paralleles. Dans ce cas, la loi de mélange n’est plus valable.

Un facteur qui joue un réle important dans le modele fibre-matrice est la fraction volumique de tous
les matériaux constitutifs. La fraction volumique des cables ¢, et celle du caoutchouc ¢, = 1 — ¢, est
calculée apres avoir brilé une éprouvette de forme parallélépipédique de dimensions 0.6 x 18.6 x 125.5
mm, extraite a partir de cette couche en supposant que la masse volumique de 'acier est de 7850
Kg/m3. La masse volumique du caoutchouc est recalculée pour vérifier si elle est raisonnable (cette
valeur est raisonnablement comprise entre 950-1150Kg/m?).

TABLEAU I1.2. : Fractions volumiques de [’acier et du caoutchouc dans la couche élémentaire

Masses [g] Masse volumique [g/cm?]  Volume [cm?®]  Fractions volumiques [%)
Acier 2.38 7.850 0.303 21.65
Caoutchouc 1.13 1.030 1.097 78.35

3.2. Fils d’acier

La détermination du module élastique d’un fil acier n’est pas simple car il n’est pas absolument
droit. La contrainte normale n’est pas perpendiculaire a la section transversale et la relation entre
la contrainte apparente (rapport entre la force et laire de la section) et la déformation apparente
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(calculée en connaissant l’allongement A = 1 + €) ne représente pas exactement le comportement
de 'acier. Pourtant, une valeur suffisamment raisonnable nous permet de vérifier que les cables sont
vraiment en acier et de déduire I’effet de diminution de la rigidité dans le cas ou les cables se composent
de plusieurs fils torsadés.

Le diametre du fil d’acier est calculé a partir du volume d’acier mesuré représenté dans le Tab. I1.2.
Le nombre de cables est ncape = 17. La longueur de cables est de lcaple = 125.5mm. Le diametre est
donc :

4Vacier
3T Ncablelcable

On doit assurer la fixation de deux bouts du fil lors de l’essai car la raideur du fil et celui de la
machine sont comparables. On utilise des vis de serrage combinées avec des chevilles comme dans la
Fig. I1.7. Le dispositif des essais de traction d’un fil est le méme que pour E7 de la couche élémentaire
dans la Fig I1.9. Il faut remarquer que nous devons effectuer plusieurs tractions secondaires pour
I’aligner le plus possible et pour que les valeurs soient convergentes. Le module élastique mesuré est
la pente de la courbe contrainte-déformation linéarisée.

dg = = 0.2456mm (I1.4)

) 1200 -
Fil > v Expérimental

d’acier

Linéarisation

1000
Cheville

800

©
o
=
© 600
=
s
€
8§ 400+
E, =197.7GPa
Boulon 2004
Tige
0 T T T T T T 1
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006
Déformation

FiGure 11.7. : Vis de serrage et module élastique du fil d’acier dans la couche élémentaire

3.3. Cables de trois fils torsadés

Le principe de détermination du module d’Young apparent du cable de trois fils torsadés est similaire
a celui d’un fil présenté dans la section 3.2. Une remarque a prendre en compte est qu’au fur et a
mesure, la valeur mesurée est augmentée selon le nombre de tractions. Ce phénomene vient de la mise
en position de deux bouts du cable et de la mise en contact imparfait entre les trois fils. La solution
est qu’on peut tirer plusieurs fois sur un cable sans modifier la connexion entre la machine et les deux
vis de serrage. Le module mesuré sera convergent a la valeur exacte. L’aire équivalente du cable est
prise comme :
mdgy

4

Dans [79, 80], un modele semi-analytique appelé "modele de Labrosse” est présenté pour calculer le

Acable = 3A4a = 3 (IL.5)

TABLEAU 11.3. : Convergence des valeurs mesurées du module d’Young apparent du cable
Tirage N° 1 2 3 4 5 6
FEeaple GPa 4877 101.39 145.81 160.63 163.41 162.55

module élastique équivalent d’un cable synthétique composé de fils torsadés. L’équation de ce modele

s’écrit comme suit :
F, _ kee  keo €2,z
{Mz} B |:k79£ koo| |0=,2 (IL6)
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FicUre 11.8. : Module élastique du cable de trois fils dans la couche élémentaire

ou €, ;,0, . sont respectivement les déformations axiales et de torsion. Dans notre cas, on considere
que deux fils sont tournés autour du fil restant faisant deux hélices. Les expressions analytiques des
termes de la matrice de rigidité sont :

kee = (EA)f+2(EA)fcos®a
ko koe = 2(EA) s Rp, sin acos® a (IL.7)
kg = (GI);+2[(EA)sR}sin® acosa+ (GI)gcos® a+ (EI)ysin® acosa(l + cos? o]

ol l'indice f représente des propriétés du fil, Ry, est la distance du centre d’un fil "hélice” au centre
du fil central. Dans ce cas, Ry = dgj, « est 'angle de la tangente de I’hélice avec I'axe du cable.

Ry, 1
tan o = 27TL—, cosa = e
0 TIip
1 2
+ ()
ou Ly est la période de I'hélice.
Avec dg = 0.245mm, Lo = 11mm, on en déduit o = 8°.
k
Retournons a I’Eq. I1.6, si le cable est libre en rotation, M, = 0, on peut tirer 6, , = —k—eeem. La
66
force est réécrite : )
k; *
F,= kesgz,z + ka‘)ez,z = [kse - kZZ] Ez,2 = K Ez,2 (H.8)
Le module équivalent du céable est déterminé par :
Ecaple = = Eﬁ].f(Oé) (119)
cable
E t G Er g ndj md; tir de 'Eq. (IL7 leule la f
= —_— R — 3 : ) ) ) ti .
n prenant Gy 2 +0;) 1= 354 L dpartirde q. (IL.7), on calcule la fonction f(«)

64 cos? asin? a

1
fla) =< [1+2cosa —

3 ﬁ(1+20085a)+36sin2acosa+4sin2acos3a

Avec a = 8°, Eg = 197.7GPa et vy = 0.33, on retire f(a) = 0.8464 et Ecyple = 167.3GPa. Si I'on
tient compte de la diminution de l'aire équivalente du cable, le module équivalent du cable devient
Eeaple = 164.1GPa. Cette valeur est bien comparable a la valeur mesurée dans la Fig. 11.8.

Pour les calculs ultérieurs, on utilisera la valeur F¢,pe = 162.5GPa dans le modele mélangé matrice-
cable.

(I1.10)
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3.4. Propriétés d’une couche mélangée de caoutchouc et de cébles (E;, Er,vir, Grr)

Dans cette section, les propriétés de la couche élémentaire dans la bande de roulement sont discutées.
Comme un mélange matrice-fibre, les quantités mécaniques les plus importantes sont les modules
longitudinaux et transversaux dans deux directions principales Er,, Er, le coefficient de Poisson vy
et le module de cisaillement Gr. On effectuera trois essais pour chaque type de valeur. Les éprouvettes
sont sous forme de parallélépipede et elles sont extraites dans le méme pneu qui a été utilisé pour les
essais avec les cables. Les dispositifs d’essais sont présentés dans la Fig. I1.9. Les valeurs obtenues dans

Mors

Eprouvette

Cables de mmm
jauges —

Serrage de mors

INSTRON 10KN INSTRON 2KN

FIGURE I1.9. : Dispositifs des essais de Er,vpr (10KN) et Ep,Grr (2KN)

les sections précédentes sont utilisées pour estimer les mesures.

3.4.1. Suivant la direction des cables (Er,vir)

L’épaisseur de la couche élémentaire est de 0.6mm. L’échantillon utilisé pour cet essai est extrait de
cette couche avec 73mm de longueur, 17.1mm de largeur. La jauge de type KFG —20—-120—C1—-11
[82] est utilisée pour acquérir les déformations longitudinales. La loi des mélanges est utilisée pour
analyser les valeurs mesurées. Les valeurs obtenues par les mesures sont présentées dans le Tab. 11.4
et dans la Fig. I1.10.

080%000 0,0002  0,0004 0,0006 0,0008 0,0010 0,0012  0,0014

v Mesures 0,

Linéarisation

50
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Linéarisation

-0,0001

40
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30 4 -0,0003

-0,0004 —
204

Contrainte [MPa]
Déformation transversale

-0,0005 - v, .=0.4622
E, =32629MPa 1

-0,0006 —

o -0,0007 . . . . , , ,
0,0000 0,0002 0,0004 0,0006 0,0008 0,0010 0,0012 0,0014 0,0016 0,0018 0,0000 0,0002 0,0004 0,0006 0,0008 0,0010 0,0012 0,0014
Déformation Déformation longitudinale
FEr VLT

Ficure 11.10. : Module élastique longitudinal Eyp et le coefficient de Poisson dans la couche
élémentaire
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3. Couche élémentaire dans le pneu

TABLEAU 1I1.4. : Valeurs mesurées du module élastique longitudinal Ey,

N° 1 2 3 4 5
Ep [MPa] 34379 30814 32629 34737 36182
EL [MPa] 33748.2

TABLEAU 11.5. : Valeurs mesurées du coefficient de Poisson vir

N* 1 2
vy 04622 0.482
vLT 0.4721

Exploitant les valeurs calculées précédemment, le module élastique longitudinal et le coefficient de
Poisson calculés par la loi des mélanges valent :

EL ¢cEcable + ¢7‘Eca0utch0uc = 35.14GPa (1111)
ver = (bcyc + ¢Tl/caoutchouc =0.463 (1112)

L’estimation par la loi des mélanges nous donne un résultat proche des mesures.

3.4.2. Perpendiculairement a la direction des cables (Er)

Comme on sait que suivant la direction perpendiculaire a celle des cables, le module élastique est
beaucoup plus petit que celui dans 'autre direction, la jauge n’est plus utilisée. On mesurera les forces
et les déplacements et on en déduira la relation contrainte-déformation en connaissant les dimensions
de la section de I’échantillon et sa longueur. L’élongation de I’échantillon est déterminée directement
a partir du déplacement et de la longueur initiale.

Les dimensions de 1’éprouvette sont :

— Longueur : 93mm

— Largeur : 20.8mm

- Epaisseur : 0.6mm

0.35
v Mesures
Linéarisation

0.30

E =8.99 MPa
0.25 -
g
S 020
2
C
g 0.15
c
Q
O 0.10

0.05

000+ ——F————F——F——F——T——7——
0000 0005 0010 0015 0020 0025 0030 0035 0.040

Déformation

FI1GURE I1.11. : Module élastique transversal Er dans la couche élémentaire

La loi de mélange s’écrit :

1 6 o
ET Ecable

Cette valeur est bien en accord avec les mesures montrées dans la Fig. I1.11.

— By = 9.1MPa (11.13)

E, caoutchouc
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3.4.3. 45° avec des cables (G7)

Premiére méthode :
Le module de cisaillement est déterminé en se basant sur 1’essai de traction d’un empilement de deux

couches élémentaires avec les angles 6; = +45°. Remplacant #; = 45° et 83 = —45° dans le modele
de composite (voir Section 6.2 ), on calcule les matrices de rigidité R%ez eyses) et R%ez eyye3) et on en

déduit A* par 'Eq (A.20) dans ’annexe. Comme on connait Ep, Ep et vpp, les matrices de rigidité
contiennent une seule inconnue Grr. Or, la matrice A* et donc le module d’Young apparent Ey5
dépendent de Grr (Egs.(A.20) et (A.11)).

En remplagant les angles 6; = £45°, on peut calculer E45 d’apres [83] :

1 % [AT2]2> 4EGLT
45 h < 11 4;2 > G ( )

Er+ (1 +2vpr)Er

avec X = . En connaissant F45 mesuré, on peut calculer Gpp :
4(1 — VLTVTL)
Y Ey5
Grp=—"22 I1.15
S Sy (IL.15)
E
(Si Gir<X—->Grr= %)

Seconde méthode :
Selon la formule de calcul du module “technique” Ej (d’une couche élémentaire simple, différent de
E,5 avec deux couches mentionné dans la premiere méthode), apres avoir “tourné” d’un angle 6 (voir
I'Eq. (I1.32), € est Pangle entre la direction des cables et 'axe de I’éprouvette), on en déduit :
1 1 1 Qurr  cot?f  tan?6

_ 1 2vr _ 1116
Grr  sin?6cos?6 E £y, £y, Er ( )

Avec l’angle 6 = 45°, la formule est plus simple :

1 1 2urT 1 1
=4+ - - = I1.17
GLT E1 EL EL ET ( )

Les mesures du module de “traction a 45°” sont présentées dans le Tab. I1.6 et dans la Fig. I1.12. La

TABLEAU 1I1.6. : Valeurs mesurées du module de “traction a 45°” F;

N° 1 2 3 4 5
E; [MPa] 11.494 12.061 11.867 11.387 11.872
E1 [MPa] 11.7362

valeur moyenne de E7 nous donne G = 4.5MPa.

Modéles utilisés pour estimer le module de cisaillement :
Actuellement, il y a plusieurs modeles pour estimer le module Gy d’'un composite du type des
matériaux mélangés. Pour un modele simple de type fibre-matrice, on utilise souvent la loi des mélanges
en connaissant les propriétés des fibres et de la matrice. Pourtant, ce module doit satisfaire les bornes
inférieures et supérieures d’'un matériau mélange de différents matériaux [83].

G+ —— Pcat =g <Crr < Gep + —— i = (IL.18)
Ger— G, | 2G, G — G 2Geas
En prenant G g, = _ Bear et G = L, avec Eqqp = 163GPa (voir le Tab. 11.3), vgqp = 0.33,
2(1 + Vean) 2(1+vy)

E, = 7.1MPa ( Tab. IL.1), v, = 0.5, cette équation nous donne Grr € [3.674,7407.86] MPa. Une
analyse plus détaillée sur ’approche des modules ainsi que les bornes est présentée dans [84].
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0.54 —v— Mesure traction & 45° \ vvvvvvvv
1 v
0.4 1 ﬁ
5 -
o
=, 0.3 o
(0]
€ g >
E
T 024
Q
o ] vvv
0.1+ VVVVVV
0.0 T T T T T T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
Déformation

FiGure 11.12. : Module élastique Fy a l’angle 45°

Comme le rapport volumique entre deux matériaux n’est pas suffisamment faible, on ne peut pas
utiliser I’approche de distribution diluée dans laquelle I'inclusion est considérée comme “plongée”
dans un milieu dont les propriétés mécaniques sont celles de la matrice. La distance entre les deux
cables consécutifs est assez petite pour qu’il existe des interactions entre leurs zones d’influence. Les
approches “raisonnables” sont le modele d’assemblage cylindrique [83], les estimations auto-cohérentes
ou de Mori-Tanaka [85, 86, 87]. On présentera les résultats de ces modeles dans le paragraphe suivant :

e Assemblage cylindrique :
Dans ce modele, on suppose que la zone d’influence de chaque inclusion a la forme d’un cylindre de
matrice autour de I'inclusion. D’apres [83], le module de cisaillement Gr est calculé :

Gcab(l + ¢cab) + Gr(l - ¢cab)

Grr =G,
Lr Gcab(l - ¢cab) + Gr(l + ¢cab)

— 3.676MPa (I.19)

Cette valeur est bien comprise entre les deux bornes mentionnées.

o Schéma auto-cohérent :
Le schéma auto-cohérent est une méthode approchée en déformation des milieux hétérogenes de
type matrice-inclusion. Le principe de ce schéma est d’appliquer un champ de déformation E et
d’estimer le tenseur de localisation de l'inclusion «. Pour tous les domaines €2, il existe un tenseur
de 4° ordre et symétrique, L, appelé tenseur de localisation des déformations, qui relie linéairement
la moyenne du champ de déformation (eg),, sur Q, & E

(ep), =L E (I1.20)

Les tenseurs L® doivent satisfaire I’équation suivante :
d fal®=1 (I1.21)
(0%

ou f, et I sont respectivement la fraction volumique de I'inclusion « et le tenseur d’identité. Le
module de cisaillement du milieu homogénéisé par le schéma auto-cohérent est calculé par :

(I1.22)

= =l
|
—
+
s*
Y
o= |
L
SN—
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2 (4 — 57)
15(1—7)

i <M: ) 1> (11.23)

[0
1+<“—1>52
I

On peut déduire 1z en fonction des autres parameétres :

ou le symbole © désigne les propriétés du milieu homogénéisé, s, = S’il y a seulement

un type d’inclusion, on obtient :

(1—352) 1% + [S2 (u® + p) — fan® — (1 = fa) pl i — Sopp® = 0 (11.24)

Dans notre cas, on peut prendre v = vy = 0.472 le coefficient de Poisson du milieu, pq = Gegp, fo =
Obcap, 4t = Gy, le module de cisaillement longitudinal Gpr est estimé par fi. Remplagant toutes les
valeurs citées dans 'Eq (I1.24), le module de cisaillement estimé vaut 4.96 MPa.

Schéma de Mori-Tanaka :
Dans [86], le module de cisaillement d’un milieu composé de deux matériaux homogenes est estimé
par :
=R P2 o (11.25)
B p2 14 (1—¢o)—=—"2
( ?) m+ fi

9K + 81
- 6(2K1 + 2u1)
la fraction volumique du matériau 2 (inclusions). Si la matrice 1 est le caoutchouc le module de
Eq
2(1 =+ Vl)
w1 est dénoté souvent par G, dans les calculs). Le module estimé devient :

ou f, = i1, o sont les modules de cisaillement des matériaux 1 et 2, et ¢o est

compressibilité K| = — oo et f1 devient Jh (ot le module de cisaillement du caoutchouc

(Gcab - GT)¢cab
2(1 - chab)(Gcab - Gr)
5G,

Grr =G, + = 4MPa (11.26)

1+

Comme l'indiquent les résultats dans [86] ou [87], il y a des différences entre les modeles approchés.

Quelquefois, ces différences sont assez grandes. On ne peut pas dire quel modele est plus exact car
le résultat dépend de quel matériau on doit estimer. D’autre part, la couche élémentaire n’est pas
suffisamment large pour 'homogénéisation et le cable n’est pas homogene. En conclusion, on prendra
la valeur mesurée pour les calculs prochains.

3.4.4. Synthése des mesures de la couche élémentaire

Le Tab. I1.7 représente la comparaison entre les résultats mesurés et calculés. Les valeurs indiquées
dans ce tableau sont utilisées dans les calculs ultérieurs.

TABLEAU I1.7. : Synthése des mesures des propriétés mécaniques de la couche élémentaire

Propriétés  Dispositifs Mesures Approche Commentaires
Er[GPa]  Cell. 10KN+jauge 33.7 35.1 Loi de mélange
Er[MPa]  Cell. 2KN 9.0 9.1 Loi de mélange
VLT Cell. 10KN—+jauge 0.472 0.463 Loi de mélange
Grr[MPa] Cell. 2KN 4.5 4  Mori-Tanaka

-30-



4. Revétement intérieur

4. Revétement intérieur

4.1. Fibre en nylon
4.1.1. Compositions chimiques

Les fibres dans la couche de revétement intérieur sont souvent fabriquées en nylon ou en polyester.
Ce sont des polyamides avec la présence du groupe amide —(CO — NH)— dans la chaine du polymere
principal [19]. Une grande variété de nylons sont disponibles, mais il n’y a que deux types qui sont
utilisés dans la fabrication des pneus : le nylon 6 et le nylon 6,6. Ils sont présentés dans les formules
(I1.27) et (I1.28). Apres I’étape de polymérisation, la marchure (tissage des textiles) peut atteindre
500% pour orienter les chaines, créer les zones cristallines et augmenter la résistance du nylon.

[~NH — (CHy)g — NH — CO — (CHa)4 — CO—], (11.27)
Chaine du polyn‘:ére de nylon 6,6
[-NH — (CHs)5 — NH — CO — (CHa)s — CO—]n (I1.28)

Chaine du polymeére de nylon 6

Comme les nylons, les polyesters sont largement utilisés dans les pneus. On préfere particulierement
utiliser une fibre en polyester thermoplastique, notamment polyéthyléne téréphthalate (PET. !) et
polyéthylene naphtalate (PEN. 2) . De la méme facon, le PET et le PEN sont formés par un processus
de condensation des polymeres. Le matériau polymérisé est extrudé a travers une filiere pour former
des filaments d’environ 0.025mm de diametre.

-0~ (CH,), - 00C @—co

=3

Polyéthyléne téréphthalate (I1.29)
oo
—-0- (CH,), — 00C n
Polyéthyléne naphthalate (11.30)

4.1.2. Propriétés mécaniques

Les propriétés mécaniques sont présentées en détail dans les articles [88, 89]. Elles dépendent es-
sentiellement du nombre de tours de torsion par metre, du diametre des filaments et du processus de
fabrication (écru ou imprégné). Les valeurs de la densité et du module élastique sont présentées dans
le Tab. II.8.

TABLEAU 11.8. : Propriétés mécaniques des nylons et polyesters

. Module élastique [GPa] Densité
Catégories -

cru Imprégné [g/cm3]
Nylon 6 2.1 2.5 1.144
Nylon 6,6 2.2 2.9 1.145
Polyester 6.7 8.5 1.394

"http ://fr.wikipedia.org/wiki/
2http ://pslc.ws/french/pet.htm
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4.1.3. Dimensions

Dans [90], les fibres en polyester ou en nylon sont extrudées par un processus similaire & celui pour

les cables en acier. Le diametre est entre 0.2-0.4mm. Alors, on prendra 0.3mm comme diametre des
fibres.

4.2. Propriétés mécaniques de la couche intérieure

On prend une éprouvette de section 2mm x 20mm pour examiner les propriétés mécaniques de cette
couche. En sachant que le nombre de fibres dans une bande de 20mm est Ny = 17, on peut calculer
la fraction volumique des fibres.

La fraction volumique de fibres est calculée par :

d2
Sy _ Nymf
Se  behe

¢f = = 3% (I1.31)

ou Sy, Se sont respectivement les aires totales de fibres et de I’éprouvette, Ny, dy sont le nombre et le
diametre de fibres, b, he sont la largeur et ’épaisseur de I’éprouvette.

Le module et la densité des fibres sont pris comme celles du polyester imprégné. La densité du
caoutchouc est calculée dans la section précédente p, = 1.03g/cm3. En résumé, les propriétés de la
couche intérieure sont calculées par la loi des mélanges et présentées dans le Tab. I1.9.
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FiGure 11.13. : Modules élastiques longitudinal Ej et transversal Er de la couche de revétement
intérieur

TABLEAU 11.9. : Propriétés mécaniques de la couche intérieure du pneu

Propriétés  Calculs Mesures

E; [MPa]  262.24 297

Er [MPa]  7.32 4.4
VLT 0.494 -
Grr [MPa]  2.44 ]
p [g/cm?] 1.04 -

-89-



5. Flanc

5. Flanc

De fagon similaire a la couche intérieure, on calculera les propriétés mécaniques du flanc en tenant
compte de I’épaisseur du flanc. Le mesure nous donne cette épaisseur moyenne de 5mm. La densité
de fibres sur une bande reste 17fibres/20mm. Le résultat se présente donc dans le Tab. I1.10 et la
Fig.I1.14.
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FiGureg 11.14. : Module élastique transversal ET du flanc

TABLEAU 11.10. : Propriétés mécaniques du flanc

Propriétés  Calculs Mesures
Er, [MPa| 109.16 -

BEr [MPa]  7.186 6.8
VLT 0.498 -
Grr [MPa]  2.395 ]
p [g/cm?] 1.034 -

6. Bande de roulement

6.1. Généralités. Constitution de la bande de roulement

La macro couche est la partie ou se trouve les cibles de renforcement. Elle se compose a partir de
deux couches élémentaires d’épaisseur 0.6mm avec les angles de rotation 8 = +20° et d’une couche
de caoutchouc d’épaisseur 0.6mm. La bande de roulement se trouve au-dessous de la gomme de la
sculpture du pneu. Les trois couches constitutives de cette couche sont présentées dans la Fig. I1.15.

On suppose que l'on a les propriétés d’une couche élémentaire. Pourtant, les propriétés mécaniques
d’une macro couche combinée avec les couches élémentaires avec différents angles de rotation ne sont
pas simplement calculées par la loi des mélanges méme dans le cas ou on peut calculer des valeurs
“techniques” des couches élémentaires “tournées”. Par exemple, la matrice de souplesse S’ est calculée
apres avoir “tourné” d’un angle 6 et s’écrit :

S = 0.80!
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T
L
7
Couche élémentaire1//
Caoutchouc

Couche élémentaire 2

Cables

FIGURE I1.15. : Constitution de la macro couche

Les valeurs techniques sont déterminées par :

1 1 cost sin?@ sin?0cos’0 2wy .
- = = + + — sin? § cos? 0 11.32
Eq n B Er Grr Er (11.32)
2 <1+11+ 2VLT) sin2 § cos? § — 2L (11.33)
E1 EL ET GLT EL EL ‘

1 1 1 2urr\ . 1 .
— = Sl.=4 K—i——F >sm2900829+ 1 —sin? 6 cos® 0 11.34
G12 66 EL ET EL GLT( ) ( )

Les propriétés de la macro couche ne sont pas des moyennes pondérées de ces valeurs. Par conséquent,
on devrait utiliser un modele de composite multi-couche pour trouver les valeurs équivalentes de la
couche. La section suivante présentera un modele courant utilisé pour les matériaux multi-couche avec
les essais “virtuels” (traction et cisaillement) pour déterminer les valeurs nécessaires.

6.2. Modele de composite pour la bande de roulement

Ayant les propriétés des couches élémentaires et du caoutchouc, on peut déterminer les modules
“apparents” de la bande de roulement en calculant les matrices de comportement bidimensionnel d’un
composite de trois couches. Une autre solution est d’utiliser le logiciel MACLAM avec lequel on peut
introduire les couches avec les propriétés mécaniques. Ce logiciel va donner les propriétés équivalentes
du composite. (Pour les calculs en détail des modules “apparents”, voir I’annexe)

6.3. Validation expérimentale
6.3.1. Dispositifs des essais

Les dispositifs pour déterminer les modules d”Young apparents sont la machine INSTRON 2KN
comme on a vu dans la Fig. I1.9. Les dimensions des éprouvettes pour ces deux types de mesure sont
présentées dans le Tab. II.11. Le coefficient de Poisson est mesuré par la machine INSTRON 10KN
avec l'aide des jauges de déformations et du programme d’acquisition LABVIEW.

TABLEAU II.11. : Dimensions des éprouvettes pour les essais d’identification des modules F, F,

Directions Longueur [mm] Largeur [mm] Epaisseur [mm]
T 120 23 1.8
Y 120 22 1.8

-34-



6. Bande de roulement
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FIGURE I1.16. : Modules élastiques de la bande de roulement

6.3.2. Modules apparents et coefficient de Poisson

Les résultats sont présentés dans la Fig. I11.16 et le Tab. 11.12.

TABLEAU 11.12. : Résultats de mesures pour le module élastique dans la direction y de la bande de

roulement

N° 1 2 3 4 )

E, [MPa] 9.918 9.998 9.5 9.521 9.856
, [MPa] 9.7586

&

6.4. Synthese

Le résumé des résultats obtenus est présenté dans le Tab. I1.13 avec 'angle 8 = 20° et compare
les mesures, le calcul avec le modele de composite et le logiciel MACLAM 3 | développé par 1’Ecole
Nationale des Ponts et Chaussées et CIMAV. Dans MACLAM, un empilement de trois couches avec les
propriétés connues est introduit et une analyse d’'un modele de composite est utilisée pour déterminer
les propriétés de la couche équivalente.

TABLEAU 11.13. : Synthése des propriétés mécaniques de la bande de roulement

Valeurs Dispositif =~ Mesures Modele multi-couche MACLAM Commentaires

E, [MPa 2KN 334 369.2 370
E, [MPa] 2KN 9.76 8.9 8.9
Vya 10kN-+jauge  0.159 0.133 0.133
G oy[M Pa - - 183.2 183.2 Eq. (A.14)

Les résultats nous montrent que le modele de composite utilisé est compatible avec ’analyse du
logiciel MACLAM. Les valeurs mesurées sont raisonnables, mais elles ne sont pas totalement en accord

3http ://maclam.cimav.edu.mx/maclam3.htm
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avec le calcul. Le module de cisaillement G est assez sensible avec la mesure et donc, on prendra la
valeur calculée pour les calculs postérieurs.

7. Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié les propriétés statiques des matériaux constituants du pneumatique.
Les mesures et les calculs sont réalisés. En réalité, ces quantités statiques peuvent étre déterminées
par des essais de relaxation comme dans le chapitre suivant. Dans la phase de gonflement du pneu,
les propriétés statiques seront utilisées pour calculer les contraintes statiques et la matrice de rigidité
additionnelle. Une synthese des propriétés statiques des matériaux est présentée dans le Tab. 11.14.

TABLEAU II.14.

: Syntheése des propriétés mécaniques

Parties Endroits Quantités | Valeurs Remarques
Sculpture E [MPa| 7 mesurée
Caoutchouc et flanc v 0.49 estimée imcompressible
p [kg/m?] 1000
- Er, [MPa| 109.2 calculée
Er [MPa] 7 calculée et mesurée
Flanc Grr [MPa] 24 calculée
VLT 0.49 calculée
p [kg/m?] 1000 estimée égal caoutchouc
- Er, [MPa] 262.2 calculée et mesurée
. Er [MPa] 7.3 calculée
Revétement
o Grr [MPa] 24 calculée
intérieur
VLT 0.49 estimée égal caoutchouc
p [kg/m?] 1000 estimée égal caoutchouc
E [GPa] 162.6 calculée et mesurée
Cable v 0.33 estimée égal acier
p [kg/m?] 7850 estimée égal acier
Er, [MPa] 33748 mesurée
Er [MPa] 9 mesurée
Couche
Grr [MPa] 7.5 mesurée
Bande de roulement élémentaire
VLT 0.47 mesurée
p [kg/m?] 2510 calculée
E, [MPa] 660 calculée et mesurée
E, [MPa] 9 calculée et mesurée
3 couches ) )
. Vry 0.4 | estimée entre acier et caoutchouc
composites
G2y Mpa 183 calculée
p [kg/m?] 2014 calculée
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Chapitre Il1I.

Propriétés dynamiques des matériaux constituants
du pneumatique

Dans ce chapitre, on présentera au premier abord des généralités sur
le comportement dynamique. Les résultats des essais de relaxation sont
utilisés pour déterminer le module complexe aux basses fréquences. Aux
fréquences plus élevées, le module est identifié par les essais de vibration
d’une barre et d’une poutre. Ces valeurs seront introduites dans la phase
dynamique du pneumatique.

Sommaire

1. Comportement dynamique des matériaux viscoélastiques . ... ... .. 39

1.1.  Etudes générales pour les modeles des matériaux utilisés dans l'analyse des
vibrations . . . ... oL L 39
1.2. Comportement viscoélastique anisotrope . . . . . . . . . . . ... ... ... .. 40
1.3.  Concept des modules complexes . . . . . ... ... oL 41
1.3.1. Définitions et interprétations . . . . . . . ... ..o 41

1.3.2. Quelques expressions du module complexe pour les modeles de
MatériatuX . . . . v v e e e e e e e e e e e e e e e e e 43
1.3.3. Divers types de concepts et facteurs d’influence de module complexe . 43

1.4.  Propriétés viscoélastiques pour un matériau multi-couche dans deux domaines
temporel et fréquentiel . . . . . . ..o oo 46
1.5. Principe d’identification des parametres dynamiques . . . . . . . . .. . . . .. 46
1.5.1. Partie réelle ou module de conservation : . . . .. ... .. ... ... 47
1.5.2. Partie imaginaire, facteur de perte ou coefficient d’amortissement : . . 48
1.5.3. Coefficient de Poisson : . . . . . . . . .. .. ... 49
2. Principe d’analyse dynamique . . . . . . . . . . 00t e e e e e e 50
2.1. Généralités . . . . . . . e e 50
2.2.  Réponses complexes en fréquence. Domaine temporel et domaine fréquentiel . . 50
2.3.  Réponse forcée harmonique. Coefficients d’influence dynamique . . . . . . . . . 52
2.4.  Impédance mécanique et mobilité de la structure . . . . . . . . ... ... ... 53
3. Essaisderelaxation . . . . ... ... .. i i i e e 54
3.1. Exploitation des données . . . . . . . . ... e 54
3.2, Couche élémentaire . . . . . . . . .. Lo 56
3.3.  Bandederoulement . .. ... .. ... 56
3.4.  Résultats exploités des essais de relaxation . . . . .. ... ... ... ..... 57
3.5.  Sensibilité des parametres . . . . ... Lo 58
3.6.  Imtervalle d’application . . . . . . . . . . ... 59
3.7. Casducaoutchouc . . . .. . . ... . . 60
4. Vibration d’une poutre . . . . . . . . . . i 0ttt 61
4.1. Principe de 'expérience . . . . . . . . . . ... 61
4.2.  Vibration longitudinale d’une barre avec des masses . . . . .. ... .. .. .. 62
4.2.1.  Analyse théorique . . . . . . .. ... 62

-37-



III. PROPRIETES DYNAMIQUES DES MATERIAUX CONSTITUANTS DU PNEUMATIQUE

4.2.2. Exploitation des données . . . . . . ... ... Lo 64

4.2.3. Application a la micro couche . . . .. .. ... 65

4.3.  Vibration transversale d’'une poutre. . . . . . . ... ... L. 66
4.3.1. Quelques formules théoriques . . . . . . . . ... oL 66

4.3.2. Bande de roulement . . . ... ..o oo oo 67

5. Une application dans le calcul de 1’aire de contact en fonction de la vitesse 70
5.1.  Modélisation du pneumatique et chargement . . . . .. ... ... ... ..., 70

5.2. Résultat et comparaison . . . . . .. .. L oL 70

6. Synthése sur les matériaux . . . . . . . . . 0t 0L e e e e e e e e 71

-88-



1. Comportement dynamique des matériaux viscoélastiques

1. Comportement dynamique des matériaux viscoélastiques

Le comportement des structures dépend de celui de chaque matériau constitutif. En général, le
comportement des matériaux et les caractéristiques mécaniques sont fonction du temps et de la charge
appliquée sur la structure. Comme on a vu dans I’équation dynamique

[K + iwC — w*M|U = F, (I11.1)

a chaque fréquence w & examiner, on doit recalculer la matrice de rigidité dynamique D(w) = K+iwC—
w?M. Cette matrice dépend essentiellement de I’amortissement et du module d’Young des matériaux.
En réalité, dans la littérature, existent divers types de lois de comportement vibratoire des matériaux.
Dans la premiere partie, on présentera les conceptions alternatives dans les deux domaines : temporel
et fréquentiel. Une étude générale du comportement des matériaux viscoélastiques et le concept des
modules complexes, qui concernent notre probléeme de vibration, seront ensuite décrits.

1.1. Etudes générales pour les modeles des matériaux utilisés dans I’analyse des
vibrations

Considérant le matériau comme un mélange de fils d’acier avec une matrice de caoutchouc, on peut
prendre comme équivalent un composite viscoélastique linéaire. La viscosité est caractérisée par un
"retard” de la réversibilité au cours du temps. Un modele analogique tres simple est le modele de
Kelvin-Voigt (Fig. I11.1) : un ressort et un amortisseur linéaire paralleles. La Fig. I11.2 montre un
exemple d’une viscosité complexe d’'un polymeére. Le solide de Kelvin-Voigt définit la contrainte en

E
— AW

O'|_ _|O'
H &
e B

FIGURE II1.1. : Modéle de Kelvin-Voigt pour les matériauzr viscoélastiques [7]

an

deux parties : la contrainte ”élastique” o€ et la contrainte anélastique o associées aux puissances

réversible et irréversible.
oc=0°4+o0"" (I11.2)

Le comportement dans le cas de la traction est simple :
o =Fe+ ue
L’expérience montre que ’amortissement visqueux est difficile a décrire dans les structures réelles.

A
I— NRe ()

Jm(p)

Ig(viscosité)

L
T

lg(f)
FIGURE II1.2. : Viscosité dynamique complexe d’un polymeére a température donnée [8]

L’énergie dissipée par cycle convient pour comparer les conceptions des modeles d’amortissement en

-39-



III. PROPRIETES DYNAMIQUES DES MATERIAUX CONSTITUANTS DU PNEUMATIQUE

cas de vibration forcée, ainsi que pour considérer leurs interrelations.
L’énergie dissipée est déterminée par [9] (voir la Fig. II1.3)

Wy = 7{ Fydx = aA? (I11.3)

ou A est 'amplitude de déplacement et Fy la force amortie.
De I’équivalence entre les expressions, on déduit la relation entre I’amortissement visqueux et 1’amor-

F F.A FA

a4 ©

%

Wd=rrch2 W =4F A WdznknAz

Visqueux Coulomb Structural

s Y
s Y

Ficure 1I1.3. : Trois modéles d’amortissement, les aires hachurées indiquent l’énergie dissipée par

cycle [9]

tissement structurel (hystérétique).
cw=kn<sn=2C (I11.4)

On note que le facteur de perte peut étre calculé par

(I11.5)

ou F est le module d’Young complexe du matériau, ¢ le décrément logarithmique de deux amplitudes
de deux périodes consécutives p et p + 1.

0=1In i

Tp+1

Retournons a la relation entre 7 et ¢, on suppose une vibration a un DDL (degré de liberté) sous I’action
d’une force harmonique F(t) = F'sinQ¢, a partir de "équation du mouvement mi + ci + kx = F(t),
la phase ¢ de vibration s’écrit :

Q

2¢(50)

Q
1= ()2
Avec I'hypothese de 'amortissement hystérétique, ¢2 = kn , ’équation de vibration devient : [k(1 +
in) —mQ%Z = F, ot x = Re(z) = Re(Ze™M), la phase ¢ est calculée :

tang = (I11.6)

_n
1— (Q)Q

Wn

tanp = (IIL.7)

On conclut donc, dans le cas de vibration forcée, n = 2¢ (%) On n’a n = 2¢ que pour les fréquences
autour de la fréquence propre wy,.
1.2. Comportement viscoélastique anisotrope

Pour les matériaux plus compliqués (non isotropes), on utilise le modele de Maxwell généralisé. Pour
un processus isotherme, I'expression de I’énergie libre massique ' en fonction de la contrainte et de la

, . . . . . , . Oe;j
'L’énergie massique exprimée en fonction de la contrainte et la déformation p% = 0ij 5"
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déformation permet de déduire le comportement mécanique ([91] et [92]).
/ 0
0ij(t) = / Giju(0,t — T)eng(T)dT + Giju(0,1)e(0) (IIL.8)
0

En posant Gjjk(7,m1) = Riji(T —n), on a la définition de la fonction de relaxation : Rjju(t) =
H(t)Rj;,(t) ot H(t) est la fonction de Heaviside et la fonction Rj;,(t) décroit suivant le temps.
Pour chaque intervalle de continuité de la déformation, on exprime la contrainte sous la forme d’une
intégrale de Stieltjes ([93]) :

Uij(t) - /Ot Rijkl(t o T>8€gl:7—)d7— + Rijkl(t)E(O) = Rijkl(o)g(t) =+ /t M

. or Ekl(t — T)dT (IH.Q)

ou sous la forme tensorielle (I11.10) :

De

o(t) = R(t) * 5

(I11.10)

D
ot R(t) est le tenseur de relaxation complexe d’ordre 4, nul pour ¢t < 0 (Fig. I11.4), D—E est la dérivation
T

au sens des distributions (inclut les discontinuités suivant le temps) et * est le symbole signifiant le
produit de convolution. La transformation de Fourier de cette relation nous donne :

o(w) = Z[R(t)|(w).[iwe(w)] (IT1.11)

En comparant avec le comportement viscoélastique dans le domaine fréquentiel d’'un composite or-

v

Temps

FIGURE II1.4. : Fonction de relaxation dans le domaine temporel

thotrope (I11.12), ~
5(w) = Blw) &(w) (I11.12)

on en déduit le tenseur d’élasticité complexe :

R(w) = iw.Z[R(t)](w) (IIL.13)

1.3. Concept des modules complexes
1.3.1. Définitions et interprétations

On parle de la matrice de relaxation C(t) ou de la matrice de rigidité complexe a(w), qui représente
le tenseur de relaxation. On définit la matrice de souplesse S(w) par :

C(w)S(w) =1 (IIL.14)
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Les modules d’Young complexes Ek (w),k =1,2,3 sont définis comme :

~ 1
Erlw) = =
) Sk (w)

(111.15)

Les modules complexes sont généralement représentés par leurs modules |]§ijkl(w)] et leurs tan-
gentes de I’angle de perte ou amortissements. On appelle J;;,; I'angle de perte, la définition de
I’amortissement est :
T (R (w
tan[éijkl(w)] = M (I11.16)
Re(Rij(w))

Dans le cas d’'un comportement unidimensionnel, il peut étre déterminé par le module d’Young com-
plexe

g IME) ()
n(w) = tandg (D)) (IIL.17)

(A partir d’ici, on appelle E au lieu de E pour simplifier).

Si la mesure des modules complexes dans une large bande de fréquences est une opération relativement
complexe (par exemple I'anisotropie des matériaux rend ce probleme tres délicat), il est donc utile de
disposer des indications sur 1’évolution des modules complexes en fonction de la pulsation w ou de la
fréquence f. On remarque que toute fonction F(t), nulle pour les valeurs ¢t < 0, peut étre décomposée
analytiquement de la maniere suivante :

Ft) = Y Ajeait
=0

0 pourt > 0
F(t) = Bo+ Y Bi(l-— efbit) (I11.18)
i=1

Fit) = 0 pourt <0

Si de plus F(t) présente des valeurs asymptotiques non nulles pour ¢ infini, les nombres a;, b; sont
nécessairement positifs, sauf ag qui est nul. Enfin, si F' est une fonction positive décroissante, les
nombres A; sont positifs, et si F' est croissante, les nombres B; sont positifs. Les décompositions
(IT1.18) montrent que la transformée de Fourier .# (F'), peut prendre les deux formes suivantes :

o 4 ) 2 00
WwZ(F) = 5 wA, _ w?A,, s wAnan

n=00n +iw  5=ow?+ a% n=o w? + a%,

si F' est positive décroissante, A, > 0
(I11.19)
bnBn < Bpb: X wBpb,

00
wF(F) = B = _
" ( ) 0 +n20 bn +w n=0 w2 +b% ano w? +b%,

si F' est positive croissante, B,, > 0

Les fonctions [R;jx(t)] caractérisant les matériaux viscoélastiques jouissent des mémes propriétés que
la fonction F'(t) précédente. En se basant sur celles-la, on peut obtenir des indications des modules
complexes en fonction de la pulsation w.

Aux pulsations extrémes, (w = 0 et w = 00), les amortissements sont nuls (le matériau est donc
élastique). On obtient les relations ci-dessous en considérant 'Eq. (II1.18) et (IIL.19) :

Riju(t=0) = fEijk;l (w=00)
= R

avec i, j. k1= 1,23 17.20
Rijpi(t = 00) ijki(w = 0) } ( )
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1. Comportement dynamique des matériaux viscoélastiques

1.3.2. Quelques expressions du module complexe pour les modeles de matériaux

On peut trouver les expressions différentes du module complexe dans [94].

1. Pour le modele de Kelvin-Voigt :

E(w)=FE +ipw (II1.21)
2. Pour le modele de Maxwell :
~ Fuiw
FE = — 111.22
(W) =% i ( )

3. Quand le nombre de groupes dans un modele de matériau du type Maxwell tend vers I'infini, on
introduit la fonction de relaxation H(tg) correspondant au temps caractéristique ¢. La fonction
de relaxation et le module complexe sont donc décrits par un spectre de la fonction H(tg) :

E(w) = Eo+ / Y H(rp) TR (II1.23)

N dr
14 iwtRr

1.3.3. Divers types de concepts et facteurs d’influence de module complexe

Comme les propriétés des réseaux de molécules dans les matériaux polymériques sont largement
variables, il n'y a pas une loi pour tous les polymeres, surtout pour les polymeres composites. Les
valeurs mesurées peuvent étre la valeur absolue et I’angle de phase du module d’Young en fonction de
la fréquence comme dans l'article de Caraciolo et al. [10] (Fig. I11.5), la dépendance en fonction de la
température-fréquence réduite (Fig. II1.6) ou déformation-fréquence réduite (Fig. I11.10) du module
élastique et du facteur de perte. On utilise également les valeurs apparentes en fréquence. Dans la
Fig. II1.7, on présente la rigidité dynamique Dy, et le facteur de perte 74y, apparents obtenus par les
calculs et les mesures sur une poutre composite avec différentes conditions aux bords.

10°

1

NN w W
o o B O
—
B m——
_—

N
~

-
OLD
N
N}

10 o 10 10 10 10°
Fréquence [Hz] Fréquence [Hz]

5
o

N
O,
o
o
o

Module d"Young (val. abs) [Pa]
Module d'Young (phase ang.) [
’—\ﬁx\

FiGure II1.5. : Valeur absolue et angle de phase du module complexe d’un PVC-Carbonate calcium

[10]

Le module complexe des matériaux dépend non seulement de la fréquence mais aussi des charges
extérieures appliquées. Cet aspect exprime la non-linéarité des propriétés des matériaux. Le chargement
extérieur est souvent présenté sous forme de relations entre les propriétés mécaniques du matériau et
les déformations ou la température.

e Déformation : La dépendance en fonction des déformations du module de stockage [14] et également
du module statique [13] varie selon le signe de la déformation. Cette dépendance peut s’exprimer par
la relation fréquence-module complexe dans plusieurs cas de réduction relative A = l—s (Figs.IIL.9 et

0
I11.8) ou par le rapport entre ce module et la déformation-fréquence réduite f. = fa. (Fig.II1.10). La

fonction a. = a(e) est une fonction de décalage entre les déformations. Elle est calculée manuellement
si l'on a la représentation 3D du module complexe en fonction de la fréquence et de la déformation.
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FiGure I11.6. : Présentation de la partie réelle du module d’Young complexe et du facteur de perte

en fonction de la fréquence [11]
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Rigidité dynamique apparente et facteur de perte dépendant des conditions aux bords :

Modules de stockage et de perte d’un sandwich acier-polymeére-acier en fonction de

la déformation-fréquence réduite fo = fa. : Superposition des résultats des essais
effectués a plusieurs déformations. Les petits nombres indiquent les déformations
correspondantes[1/]

e Température : La dépendance en température des propriétés des matériaux est souvent représentée
par la fréquence réduite fr = fap. Cette relation est construite par les courbes fréquence-modules
a plusieurs températures (Fig. I11.11). La fonction de transfert en température o est calculée par le
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FI1GURE II1.8. : Dépendance du module statique d’un caoutchouc naturel a 46% de carbone en fonction
de la réduction relative Ay = f—; [15]
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FiGure I11.9. : Modules de stockage et de perte d’un caoutchouc naturel en fonction de la réduction
relative \s = % et de la fréquence [13]

comportement d’Arrhenius (II1.24) ou par la loi de Williams-Landel-Ferry (WLF).
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FiGgureg II1.11. : Modules de stockage et de perte d’un sandwich acier-polymere-acier en fonction de
la température-fréquence réduite fr = far : Superposition des résultats des essais
effectués a plusieurs températures. Les petits nombres indiquent les températures
correspondantes [1/]

e Grandeur et direction de la charge d’excitation lors des essais. La raideur dynamique (I'inverse de
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III. PROPRIETES DYNAMIQUES DES MATERIAUX CONSTITUANTS DU PNEUMATIQUE

la mobilité) change selon la grandeur de la charge. Cela montre que le module apparent est également
changé.

e Microstructure du polymere : la masse moléculaire ou I'indice de polymolécularité ont des influences
sur la dépendance en fréquence du module complexe du matériau.

e Morphologie du polymeére : le mélange des phases dans les polymeres peut exercer un changement de
propriétés du matériau global. Le matériau caoutchouc - acier peut étre considéré comme un mélange
matrice - inclusion (voir la Fig. I11.12 extraite dans [8]).

lg(G')
A

);

lg( fréquence

F1aure I11.12. : Module élastique d’un mélange de phases des polymeres-composites [S]

1.4. Propriétés viscoélastiques pour un matériau multi-couche dans deux domaines
temporel et fréquentiel

On a étudié le modele de matériaux multi-couches pour déterminer les caractéristiques mécaniques
statiques équivalentes de la bande de roulement dans le chapitre précédent. En connaissant les pro-
priétés, on déterminera la matrice de rigidité dans le repere du matériau R’( LT.N): La matrice de
i
(e1,e2,e3)
repere (multiplier la matrice de rigidité par la matrice de changement de base). Est-ce que ce schéma
est encore valable dans le domaine fréquentiel 7 La réponse est OUI car :

rigidité structurale R dans le repere (e1, €2, e3) est calculée simplement par un changement de

i t—w S
R(L’T’N) (t) Transformation.¥ ou.l R(L,T,N) (w) (HI‘25)

7 t—w =y
R(el,ez,es) (t) R(el762,e3) (W) (HI.QG)

Trans formationZ oul

ou les transformations ne dépendent que du temps et de la fréquence tandis que le changement de
repere dépend de la géométrie des matériaux dans la structure. Etant donné la validité de ce schéma,
on peut déterminer les propriétés de la micro couche en fréquence et appliquer un changement de
repere pour obtenir celle de la bande de roulement dans le domaine fréquentiel.

1.5. Principe d’identification des parameétres dynamiques

L’identification de parametres des matériaux concerne les parties réelle et imaginaire du module
complexe de chaque matériau constituant dans un probleme dynamique. En principe, le module com-
plexe peut étre obtenu par la transformation de Fourier de la fonction de relaxation. La fonction de
relaxation exprime la mémoire du matériau et donc elle possede une causalité.

Le principe d’identification du module complexe se base soit sur des essais de relaxation, soit sur
des tests dynamiques. On se concentrera sur la bande de roulement et sur le caoutchouc. Pour le caou-
tchouc, il existe beaucoup d’études sur le comportement dynamique sur ce type de polymere. Huynh
[95] a obtenu des résultats sur le caoutchouc en faisant la comparaison sur les modeles rhéologiques
classiques, composés, spring-pot, fractionnaires et phénoménologiques. Waki et al. [28] ont supposé
que le module élastique du caoutchouc croit de fagon logarithmique avec la fréquence f et que le
facteur de perte varie linéairement avec log(f)>2.
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1. Comportement dynamique des matériaux viscoélastiques

1.5.1. Partie réelle ou module de conservation :

Avec le caoutchouc, le module complexe peut étre identifié par des essais de vibration longitudinale
[13] ou par Doscillation (en flexion ou en torsion) d’un pendule [96]. La partie réelle du caoutchouc
montre une croissance monotone suivant la fréquence. En général, ’allure de la partie réelle ne change
pas pour les matériaux simples mais elle se modifie de maniere différente dans le cas de matériaux plus
complexes comme des matériaux multicouches dans les poutres [12]. Ce phénomene est di a 'effet
de Deffort tranchant dans la vibration transversale. Une méthode correcte est donc exigée pour bien
déterminer le module effectif en tenant compte du travail du matériau dans ’ensemble du systéme.
Dans cette section, une synthese sur les méthodes d’identification sera présentée.

Premierement, ’essai de relaxation est utilisé comme une méthode classique. Le comportement
d’un matériau est écrit dans le domaine temporel sous la forme d’une relation entre les contraintes
de relaxation et la déformation en fonction du temps. Le parametre a identifier est la fonction de
relaxation ou la fonction de mémoire du matériau. La forme de cette fonction dépend du type de
matériau. A titre d’exemple, les études sur le caoutchouc dans [95] concernent beaucoup de modeles
avec divers types de fonctions comme en puissance ou sous la forme fractionnaire. Une expression
générale est sous la forme de la série de Prony ou plus généralement sous la forme d’un spectre de
relaxation [94, 97]. L’avantage de cette méthode est qu’elle identifie bien le module élastique (& temps
infini) par rapport a la méthode dynamique.

1)
R(t) g
A SA
=
R R e
0 > Re(E)
Roo """""""""""""""""" /’\ N
~ o Im(E)
Temps - Fréquence -

FiGgure I11.13. : Module complexe obtenu par la transformation de Fourier de la fonction de relara-
tion

Lorsque tous les parametres, par exemple les temps caractéristiques et les amplitudes dans I'expres-
sion de la série de Prony sont obtenus, la fonction de relaxation est analytiquement présentée dans le
domaine temporel. Avec les fonctions de base courantes, la forme analytique du module complexe est
déterminée simplement par une transformation de Fourier de la fonction de relaxation (Fig. II1.13). Le
probleme est donc : comment peut-on déterminer correctement la fonction de relaxation ? La précision
du processus dépend du pas de temps At de mesure lors de 'essai. On peut déduire que le temps
caractéristique le plus petit est de I'ordre de At. Lorsqu’on transforme ce signal analytique dans le
domaine fréquentiel, les plus petits temps influencent essentiellement le module complexe dans les
bandes de haute fréquence.

La méthode dynamique souvent utilisée est basée sur la vibration d’une barre (longitudinale) ou
d’une poutre (transversale). Par la théorie, les fréquences propres sont déterminées en fonction du
module élastique et de la géométrie de la structure. A partir de la mesure des fréquences propres, la
partie réelle du module complexe peut étre déterminée [16]. A titre exemple, la n¢ fréquence propre

d’une poutre est déterminée par :
= o ‘p“ n / (I11.27)

ou L, A, J sont respectivement la longueur, ’aire de la section, le moment d’inertie de la poutre, p, F
sont la densité et le module élastique du matériau constitutif. ¢, est le nombre d’ondes sur la longueur
de la poutre, dans le cas de vibration libre, il est déterminé par I’équation :

cospcoshp —1=0 (I11.28)
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III. PROPRIETES DYNAMIQUES DES MATERIAUX CONSTITUANTS DU PNEUMATIQUE

La méthode d’impédance de la structure est aussi utilisée dans l'identification des parametres. La
structure est représentée par un systeme d’éléments de base comme des ressorts, amortisseurs et
masses. Le comportement de ce systeme est déterminé a partir de celui des éléments par la loi de
Kirchhoff et par les théorémes de superposition et de réciprocité [98]. En mesurant la fonction de
transfert de la structure, les parametres de ce systéeme peuvent étre calculés. Laird et al. [99] a utilisé
cette méthode pour déterminer les modules complexes en tenant compte de la rigidité de la colle entre
la structure et 'accélérometre. Dans [100], une méthode similaire est montrée pour une manipulation
de la fonction en fréquence mesurée en connaissant la masse attachée sur la structure. L’idée de
cette méthode est que 'on calcule théoriquement I'impédance équivalente du systéme structure-masse.
L’impédance de la masse est calculée comme iwm et on peut calculer inversement celle de la structure.

Une autre méthode pour identifier le module complexe est que 'on peut déterminer les modules
complexes a plusieurs températures ou déformation. La courbe de relation module complexe-fréquence
réduite (en température ou en déformation) avec la présence du facteur de transition (ap, o) entre
les différentes températures ou déformation [14, 101] est établie. Cette idée est basée sur la loi de
Williams, Landel et Ferry [102, 8]. A partir de ces courbes, on peut déterminer le module complexe
hors de la limite examinée (Fig I11.14).

] P b P
L T I
NI 7 Nl
Q | | | | | I (0] | | I | | I
X 1 1 i i i 1 X 1 1 1 1 i 1
- G B T R s | / AR
JI87455 T N R U 74 N R
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FiGure II1.14. : Présentation de la relation modules-fréquence réduite

Pour un matériau de type composite anisotrope, les modules complexes sont représentés par le
tenseur d’élasticité complexe C [103, 91] , I'inverse du tenseur de souplesse. Le module complexe dans
une direction est défini par 'inverse du terme correspondant dans la matrice de souplesse associée.
Les propriétés viscoélastiques dépendent de la concentration, de la distribution, de la dimension des
fils, de 'adhérence entre les fils et la matrice [104] ... La détermination de ce tenseur complet nécessite
un grand nombre de mesures compliquées. Une technique possible est d’établir une approche pour le
module complexe homogénéisé en connaissant les caractéristiques dynamiques de la matrice et des fils
[8]. Le processus d’homogénéisation est effectué dans le domaine complexe et le tenseur de souplesse
peut étre calculé de cette maniere.

Backstrom et al. [12] a établi un modele de vibration d’une poutre de type sandwich en tenant compte
de l'influence de l'effort tranchant. Les fréquences propres sont calculées a partir des caractéristiques
des couches et elles sont aussi comparées avec le modele de poutre de Bernouilli pour déterminer le
module de flexion effectif. Le résultat de cet auteur montre une bonne prédiction correspondante a la
mesure. Pourtant, son application ne peut étre utilisée que dans le cas ou ’épaisseur de la peau est
beaucoup plus petite que celle du coeur.

1.5.2. Partie imaginaire, facteur de perte ou coefficient d’amortissement :

L’identification de la partie imaginaire du module complexe ou du facteur de perte d’'un matériau est
similaire a celle de la partie réelle. Cette partie est aussi calculée par la relation de Kramers-Kronig.
Cependant, dans plusieurs cas, on peut la déterminer en se basant sur la fonction de la fréquence
mesurée. Balmes et al. [105, 106] ont utilisé la fonction de corrélation pour déterminer les facteurs de
perte pour chaque pole.

Le facteur de perte est souvent défini par le rapport de ’énergie dissipée sur ’énergie totale dans
une période de chargement [107, 23]. Il est aussi déterminé par le rapport entre la partie imaginaire
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1. Comportement dynamique des matériaux viscoélastiques

et la partie réelle du module complexe ou par le décrément logarithmique des amplitudes consécutives
de la réponse en fréquence dans le cas d’un systéme a un seul degré de liberté [108]. Berthelot et
al. 109, 110, 15, 111, 109] ont développé des modeles de I'amortissement pour les composites avec
des couches élémentaires unidirectionnelles. Cette théorie est basée sur le livre de Berthelot [83].
Les amortissements d’une couche élémentaire dans deux directions longitudinale et transversale sont
calculés par :

v 1-V;

Er
Vit -Vl A=V + vy

Er
N = eV e (1= Vy)  (IT1.29)
By Eom

nL

ou Vy est la fraction volumique des fibres, E,,, Ey sont les modules élastiques de la matrice et des
fibres, 7,7y sont les amortissements de la matrice et des fibres, Er est le module élastique équivalent
de la couche élémentaire dans la direction transversale. L’amortissement d’un composite équivalent est
déterminé a partir de celui de chaque couche élémentaire dans deux directions. L’énergie totale AUy
est la somme des termes d’énergie correspondants aux déformations dans le plan et hors plan [15].
L’énergie totale dissipée AU est calculée pour chaque couche en connaissant les amortissements de
chaque couche dans toutes les directions de la méme fagon. L’amortissement structurel d’un composite
est déterminé par :

AU
am — II1.30
m 7 ( )

La dépendance de cet amortissement en fréquence et en angle de fibres d’'un composite avec deux
couches symétriques est présentée dans la Fig. III.15. Il est évident que pour les deux angles
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Ficure II1.15. : Amortissement d’un composite en fibre de verre [15] présenté en pourcentage, 0 est
l’angle d’orientation des fibres

complémentaires (leur somme est égale a 90°), leurs amortissements sont égaux. D’autre part, les
amortissements dépendent non seulement de ’angle d’orientation des fibres et de la fréquence mais
aussi des modes de vibration. Dans ce cas, I’amortissement dépend de 'interaction entre les parties
de la structure et on ne peut pas donner une bonne prédiction sur ’amortissement dans une structure
quelconque. L’idée est que 'on détermine I’état de travail des matériaux, par exemple on considere
que la distribution des contraintes dans la bande de roulement est homogene et on peut prendre cette
méthode pour cette couche.

1.5.3. Coefficient de Poisson :

Dans les analyses dynamiques courantes, les variations des coeflicients de Poisson ne sont pas prises
en compte. Pourtant, en principe, dans le tenseur d’élasticité complexe C, les termes non-diagonaux
contiennent les coefficients de Poisson. Par conséquent, pour calculer plus précisément, on doit tenir
compte de la dépendance de ces coefficients en fréquence. Tschoegl et al. [112] et Caracciolo et al. [10]
ont utilisé un calcul du coefficient de Poisson de fagon similaire & celui du module complexe. T'schoegl
et al. ont développé cette conception dans le cas de déformation plane, dans les domaines temporel et
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fréquentiel. Dans le domaine fréquentiel, ce coefficient est exprimé par une série de Prony

N
=) vl (I11.31)
i=1
ou sous la forme de spectre des fonctions de relaxation pour le coefficient de Poisson
o0
~ / N(9)et/?dp (I11.32)
—0o0

Ces expressions montrent la croissance monotone & partir de la valeur d’équilibre (ou élastique) du
coefficient de Poisson. Dans le domaine fréquentiel, le coefficient de Poisson complexe est obtenu par
une transformation de Fourier de I’expression ci-mentionnée. La partie réelle montre une décroissance
monotone comme dans [10].

P(w) = iwF[H(E)( Z i J'rjw ; (I11.33)

2. Principe d’analyse dynamique

2.1. Généralités

On appelle K, M, C respectivement les matrices de rigidité, de masse et d’amortissement de la struc-
ture, U est le vecteur de déplacement relatif autour de la position d’équilibre. L’équation dynamique
est :

MU +CU + KU = F (I11.34)

Si la force d’application est harmonique de la forme F = Fye™!, la solution stationnaire des
déplacements est également harmonique U = Upe™?. L’équation dynamique est réécrite :

K + iwC — w*M|Uy = F, (IT1.35)

Les valeurs propres sont déterminées en utilisant I’équation de vibration homogene en I’absence d’amor-
tissement :
det (K — w?M) =0 (I11.36)

Le vecteur propre associé a la valeur propre w,, de I'Eq. (I11.36) est désigné par X,,. On suppose que

oo

les déplacements peuvent étre décomposés par les modes propres U = > X, (x)q,(t) ou g,(t) est la
n=1

coordonnée généralisée associée au mode propre n. L’équation normale de ce mode est écrite sous la

forme : 0

n

ou (, est le coefficient d’amortissement modal et ),, la composante des efforts extérieurs dans le mode
n ou la projection de la force nodale équivalente sur le mode propre n [113].

Qn = / F°. X,dQ (I11.38)

2.2. Réponses complexes en fréquence. Domaine temporel et domaine fréquentiel

Dans ’analyse des signaux, on utilise souvent la transformation de Laplace ou de Fourier du domaine
temporel au domaine fréquentiel pour étudier les variations des quantités dynamiques en fonction de
la fréquence.

On introduit un signal d’entrée (par exemple une force f(¢)) et on obtient le signal de sortie (par
exemple x(t) : le déplacement sous l'action de la force mentionnée). L’interprétation de ces deux
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STRUCTURE
fj(f): () fffi(t):
F o) | Bl X @)

FIGURE II1.16. : Processus d’analyse dynamique d’une structure

signaux nous donne le comportement vibratoire de la structure.

Si le systéme mécanique linéaire est excité par un signal harmonique f(t) = foe™!, sa réponse en
régime permanent est également un mouvement harmonique de méme fréquence. Suivant la pulsation
du signal d’entrée, la réponse est modifiée en amplitude et en phase. La réponse complexe en fréquence
est la fonction complexe H(w) (ou Fonction de Réponse en Fréquence (FRF)) définie par :

H(w) === (I11.39)

ol X (w) est la réponse de la structure en fréquence. La réponse temporelle est alors donnée par la
représentation en intégrale de Fourier :
1 [T 1 [T

X (w)e™dw = o H(w)F(w)e™'dw (II1.40)
™ —00

x(t)

:% .

L’équation souvent utilisée dans le domaine temporel est la Fonction de Réponse Impulsionnelle (IRF)
h(t) - la réponse sous I'impulsion unité f(t) = §(¢). On obtient donc :

Flw)=1— X(w) = H(w) (I11.41)
La formule de Rocard s’écrit [98] :
+o0o

z(t) = / f(T)h(t — 1)dT = f(t) * h(t) (I11.42)

La IRF et la FRF sont donc reliées par :
h(t) = L[~ H(w)e™'d (I11.43)

= o) w)e* " dw .

Hw) = / h(t)e ™“tdt (I11.44)

En fonction du contexte, on utilise la Réceptance H(w), la Mobilité V (w) ou I’ Inertance A(w) associées
a la sortie en déplacements, en vitesses ou en accélérations.

Les définitions des réponses complexes sont introduites dans le Tab. III.1. Une synthese des relations
entre ces valeurs est présentée dans le Tab. I11.2.

TABLEAU II1.1. : Réponses complexes et réponses inverses associées

Dénomination Expression Dénomination Expression
i Réceptance
Module dynamique Force o T Déplacement
s ez Déplacement omplance Force
Rigidité .
Admittance
Impédance mécanique Force Mobilité Vitesse
Vitesse Force
Force Accélération
Masse apparente Aecdlbration  lnertance Force
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TABLEAU III1.2. : Relation entre la réceptance, la mobilité et l’inertance
Valeurs Réceptance H(w) Mobilité V(w) Inertance A(w)
Formule H(w) iwH (w) —w2H(w)

G2 H,
\er” \er”
Phase # \‘y # \‘y
Résonance —3 0

Amplitude

B

2.3. Réponse forcée harmonique. Coefficients d’influence dynamique

On désigne la matrice de rigidité dynamique D(w) = K + iwC — w?M. Pour une excitation harmo-

nique F = Fye™!, ’équation dynamique s’écrit :
D(w)Up(w) = F(w) (II1.45)
Si la matrice D n’est pas dégénérée, le vecteur de déplacements dans le domaine fréquentiel s’écrit :
Uy= (D) 'F=8"F (I11.46)
ou SP est la matrice de souplesse dynamique. L’Eq. (II1.46) nous donne :
Uor = Sip Fox (IT1.47)
Les coefficients d’influence dynamique (ou les réceptances) sont déterminés :
g = FUbO]i =Sk (IT1.48)

ouk,l sont les indices de discrétisation des éléments. La décomposition modale des déplacements s’écrit

Uw) = Z X,Gn(w). Les coordonnées généralisées g, sont calculées en se basant sur les équations

normales (III 37) et la transformation de Laplace dans le domaine fréquentiel.

~

. Qy 1
= — 111.49
n fn w2 — w? + 2iwwy, ( )

La force généralisée dans le domaine fréquentiel se détermine par :

Qn = / FeX,=Y xPF® (I11.50)
Q k/‘
On réécrit les déplacements de ce probleme.

1
U(w X! () i) X 1151
nzl ; Lin w2 w? + 2iCwwy ( )

La matrice des coefficients d’influence dynamique et les réceptances sont déduites pour le cas de la
force d’excitation unitaire F*) =1 :

< x0) x (k)
X 1
ap(w) = z:: ST (I11.52)

—

n

_ > 1
(K +iwC —w®M) " = Z — T (IT1.53)

3
—
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2.4. Impédance mécanique et mobilité de la structure

La réponse complexe de la structure la plus utilisée est la mobilité. Son inverse s’appelle I'impédance
mécanique. On note que pour un systeme visqueux, les résonances en déplacement w1, en vitesse wy
et en accélération wo sont différentes. Pour le systeme a un seul degré de liberté, ces résonances sont

exprimées et reliées par [98] :
k
Wi = \/% (I11.54)

2

1 1
— = — — — II1.56
w% wg k2 ( )
Wi = wiwy (IT1.57)

ou k, c, m sont respectivement la rigidité, I’amortissement et la masse de ce systeme. On peut déduire
que la mobilité représente mieux la vibration de la structure aux résonances.
Les impédances complexes des éléments simples sont présentées dans le Tab. II1.3.

TABLEAU I11.3. : Impédances mécaniques des éléments simples

Amortisseur Ressort Masse
c k
S T B I B
7 1 RAERAAA 2 =
V=V TV, V=V, -V, f OO
— V4 >y : X4 k '_'x
Z=c ’ Z=— ’ Z =iom
in

On utilise souvent deux combinaisons des impédances suivantes :

e Impédance en paralléle :
La force est distribuée a chaque impédance.

fi = N
14 ]
/s @
[ f:Zfz
f Ji o
' Z,
Sn
12,1

FiGure 111.17. : Combinaison des impédances en paralléle

Dans ce cas, on obtient des relations entre les impédances et les mobilités :

N
Zpar = > 7 (IT1.58)
=1
N
1 1
_ 2 I11.59
AR )

o Impédance en série :
La vitesse au point d’application est la somme des vitesses des impédances.
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III. PROPRIETES DYNAMIQUES DES MATERIAUX CONSTITUANTS DU PNEUMATIQUE

FiGure II1.18. : Combinaison des impédances en série

Les quantités équivalentes s’écrivent :

L - il (IT1.60)

Zser B i—1 ZZ .
N

‘/ser = Z‘/@ (11161)
i=1

®m THEOREME III.1 (Loi DE KIRCHHOF)
La somme de toutes les forces agissant en un point est nulle.
La somme des vitesses relatives d’éléments en série dans une boucle fermée est nulle.

A partir de I'Eq. (II1.52), car V(w) = iwH (w), on peut déduire les matrices de mobilité et d’'impédance
de la structure :

-1

V(w) = iw(K+iwC —w’M) (I11.62)

K
Z(w) = o +C +iwM (I11.63)

3. Essais de relaxation

3.1. Exploitation des données

Comme il a été étudié dans la section 1.2, le module complexe peut étre calculé en se basant sur
la fonction de relaxation R(t) et sur la transformation de Fourier du domaine temporel au domaine
fréquentiel. Si la fonction de relaxation a la forme d’une série de Prony (comme la fonction F'(t) men-
tionnée), le module complexe peut étre analytiquement représenté a toutes les fréquences (Fig. I11.19).
En réalité, on ne peut pas effectuer immédiatement un déplacement ou une déformation & l'instant

1)

Q2

S

SA

=

T i S
Re(E)
N\
I M Im(E)

Fréquence

Ficure I11.19. : Forme de la partie réelle et de la partie imaginaire du module compleze

to = 0 comme dans la théorie (t) = H (t)ep, ou H(t) est la fonction de Heaviside, et par conséquent, la
fonction de relaxation dans la Fig. I11.4 ne peut étre calculée directement. C’est la raison pour laquelle
on fera une analyse de I’essai de relaxation réel et on proposera une méthode pour identifier la fonction
de relaxation a partir de cette analyse. On suppose que le déplacement ainsi que la déformation £(t)

varie linéairement en fonction du temps dans 'intervalle £(t) = g [H (t—to) + % (H(t)— H(t — to))}
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3. Essais de relaxation

(Fig. I11.20). Rappelons que

/R )d + R(£)=(0) = R(0)=(t) +

. On établira le comportement v1scoelastique dans deux cas :
e 0<t<ty:

L OR(T)
0 87

e(t —7)dr

En faisant ’hypothese que dans l'intervalle [0, ¢o], la déformation varie linéairement, &(t) = t%’ on
obtiendra :
€0 t €0 ¢
o(t) = / R(t —71)dr = — [ R(r)dr (I11.64)
to to Jo
oty <t:
La dérivée de la déformation dans U'intervalle [to, ¢] s’annule.
t 0
o(t) = / Rt —n 2D 4 20 R(t —7)dr (IIL65)
0 87 to
4 Déformation 4 Contrainte
ol i
; Ol T———
to Temps g to Temps g

FiGuURE II1.20. : Essai de relaxation en temps réel

On utilisera la série de Prony pour l'expression de la fonction de relaxation R(t), R(t) = Ao +

_t
> Ase Ti. Avec 'hypothese de déformations :

=(t) = £ [H(t ~ ) +t3

(H(t) — H(t — to))} (I1L.66)
0

les contraintes o(t) peuvent étre calculées par I’'Eq. (I111.64),

ot N B
o(t) = i((: [ (t —to) (ZA T < T — 1) —Ao(t—to)> — H(t) (;Am (e?{ - 1) — Amﬁ)

(I11.67)
Comme la fonction exponentielle est une fonction convexe de base, on ne peut identifier les am-
plitudes et les temps caractéristiques que sur les intervalles de la contrainte de relaxation dont la
convexité est assurée. Dans notre cas, la contrainte se divise en deux intervalles : avant et apres 'ins-
tant tg. Etant donné que le coefficient libre Ay dans son expression est important car il caractérise
la partie élastique du matériau, on va identifier en se basant sur le deuxieme intervalle [tg, Tinas] €t
on vérifiera les parametres identifiés par les données de la mesure dans l'autre. Dans cet intervalle,
I’expression analytique de la contrainte est :

t t
91 Agto + ZA e T (ef(; — 1)] (I11.68)

=1

o(t) =

Une maniere de faire I'identification est d’utiliser le Toolbox Curve Fitting dans le logiciel MATLAB.
Le principe de fonctionnement de ce Toolbox est de minimiser la fonction d’erreur - I’écart entre les
valeurs mesurées et les valeurs estimées. Les tableaux de données sont introduits dans la boite d’outils.
Les contraintes utilisées sont Vi = 1, N : A; > 0,7; > 0. La valeur N est choisie la plus petite possible
pour que la courbe identifiée soit la plus proche des données expérimentales. Premierement, on choisit
N =1 et on 'augmente jusqu’a ce que la courbe identifiée soit suffisamment proche.
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III. PROPRIETES DYNAMIQUES DES MATERIAUX CONSTITUANTS DU PNEUMATIQUE

3.2. Couche élémentaire

Comme suivant la direction des cables, les cables supportent la plupart des contraintes dis-
tribuées dans la section transversale de 1’éprouvette, les propriétés dans cette direction sont presque
indépendantes du temps. Par conséquent, quand on fait les essais, & cause du grand rapport entre
les rigidités des deux matériaux (contraste des matériaux), il apparait des localisations de contraintes
dans le caoutchouc, qui sont différentes de I’ensemble caoutchouc-acier dans le pneu. Alors, on prendra
la valeur statique de E dans les calculs qui suivent.

Le temps initial de la phase d’identification est g, I'instant ou la déformation longitudinale atteint
son maximum et reste stable. Une comparaison de différents coefficients a identifier est effectuée pour
la décision finale du nombre de coefficients dans la série de Prony.

Les résultats des essais sont présentés dans les Figs. I11.21 et I11.22. Les coefficients et les temps
caractéristiques dans la série de Prony sont mis dans le Tab. 111.4

0.03 T T T T T 0.4 T

T T T T
—e— Contrainte de relaxation dans T—direction

0.025r 1

o
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= o
1 N

o
=)
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T
;
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.
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o
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a
1

O'E) 011 0.‘2 0.‘3 0‘.4 0‘.5 0.6 C<() 160 260 360 460 560 600
Temps [s] Temps [s]
Déformation en phase initiale Variation de la contrainte
FIGURE I11.21. : Résultat de l’essai de relaxation du Ep
0.45 T T T 0.45 T T T
o Contrainte mesurée o Contrainte mesurée
0.4 ¢ Contrainte identifiée 0. - Contrainte identifiée
& o35 1 £ o35 1
2 =
S 03 1 5 03 1
k< @y CREE @i 3 k-1 . . e O i s
3 0.25¢ E & 0.25¢ : : —
o o
3 02 1 L 02¢ R
] 2
,g 0.15¢ 1 é 0.15] 1
J5 5
S 0.1y 1 S 0.1F 1
0.05; 1 0.055 1
o : : : : : 0 | : | | :
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
Tempsl[s] Tempsl[s]
N =2 N=3

FiGure I11.22. : Fonction de relaxation identifiée pour la direction T

3.3. Bande de roulement

De la méme fagon, on effectuera une identification pour les fonctions de relaxation dans le cas de
E, et E, de la bande de roulement, qui font des angles £20° et £70° avec les axes des cables. Les
résultats sont donc présentés comme suit :

Les résultats et la comparaison des cas d’identification sont présentés dans les Figs. I11.24. En réalité,
un nombre élevé de parametres ne provoquera pas une bonne précision. Dans quelques cas, la présence
des parametres supplémentaires générera des extrémes locaux. Les algorithmes de minimisation de
la fonction d’erreur nous donneront alors des valeurs fausses. Dans ces cas la, on devrait estimer les
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3. Essais de relaxation

0.018 : : : ‘ : \ 0.025
0.016}
0.014} 0.02p
0.012}
S § 0.015
T 0.01r T
£ £
S 0.008f ke
3 8 o.01f
0.006}
0.004r 1 0.005} :
0.002} ‘ —e— Déformation en phase initiale [O,to] ] ‘_e_Déformation en phase initiale [0,10]
0 0.25 05 0.75 1 1.25 15 0 0.25 05 0.75 1 1.25 15
Temps [s] Temps [s]
Dans la direction z Dans la direction y

FiGure I11.23. : Déformations dans les essais de relaxation pour la bande de roulement

valeurs fiables (bords supérieurs et inférieurs) et soit on les introduit dans ’algorithme, soit on effectue
des cycles de répétition jusqu’au moment ou sont sortis les bons résultats.
Les parametres d’identification des fonctions de relaxation sont donnés dans le Tab. I11.4.

TABLEAU I11.4. : Amplitudes et temps caractéristiques identifiés pour les fonctions de relazation

Valeurs Amplitudes Temps caractéristiques
Ao Ay A Az to T 2 T3
Micro couche Er 9.7431  1.3025  2.4273 1.4045 | 0.4000  73.9451 5.2443 0.5466
Bande de E, | 356.5974 34.1506 59.7337 139.8615 | 1.2000 212.2070 7.3106 0.5625
roulement E, 9.9238  1.2488  6.0636 3.1896 | 1.2000  46.7811 4.2929 0.5652

En se basant sur le comportement des matériaux viscoélastiques dans deux domaines temporel et
fréquentiel, on peut déduire les caractéristiques mécaniques en fonction de la fréquence. Avec 'ex-
pression des déformations en fonction du temps présentée dans la section précédente (Eq. (II1.66)), la
transformation de Fourier nous donne I'expression dans le domaine fréquentiel :

1 I11.69
E(w) T 2 (e ) ( )

On peut bien vérifier que cette quantité tend vers g /iw lorsque to tend vers 0. Pourtant, cette valeur
n’est utilisée que dans le cas de chargement correspondant (transformation de la charge dans 'essai
de relaxation). Elle n’est pas applicable dans tous les problemes dynamiques (voir en détails dans la
section “Intervalle d’application” 3.6).

3.4. Résultats exploités des essais de relaxation

Comme mentionné ci-dessus, le module complexe peut étre déterminé par la fonction de relaxation :

N .
1w ~ ~
Bw) =40+ An1 = Re[E] + iIJm[E] (I1L.70)
n=1 T
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FiGure 111.24. : Identification des fonctions de relazation pour la bande de roulement

- A,
Re[E] = Ao+ — (IIL.71)
=11 T
R N 1
JmE] = Ap—m I11.72
[E] nzl Ea— (II1.72)

La présentation des modules complexes dans les directions T, z,y exploités du résultat des essais de
relaxation est montrée dans les Figs I11.25, I11.26 et I11.27.

3.5. Sensibilité des parametres

On trouve dans la partie d’identification des parametres des fonctions de relaxation que la
représentation de la contrainte est divisée en IN parties, chaque partie possede une allure principale
dominée par les fonctions A; exp —Ti dont les valeurs 7; petites influencent les intervalles de t petits.

.9
3

De la méme fagon, le module complexe représente des parties dominées par les fonctions Ail%

A titre d’exemple, pour la partie réelle du module d’Young dans la direction z, I'ordre des A; est le
méme. Le produit 7w devient sensible. On verra ci-dessous la dépendance de chaque partie de Re[F]
dans la Fig. I11.28. On divise la courbe de la partie réelle Re[E] en N niveaux caractérisés par la

fonction ——. On trouve qu'a 7w = 4, cette fonction atteint déja la valeur 0.95. Par conséquent,

It
pour les grandes valeurs de 7;, son niveau est rapidement atteint. Les petites valeurs de 7; décident de
I’allure aux fréquences plus grandes.
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[ Mpa] Module d'Young complexe Coefficient d'amortissement
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24 0,02
R R N D P A 0,01
0 R S 0 —
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SO

FiGgure 111.25. : Module d’Young complexe et coefficient d’amortissement dans la direction T

{ MPa ] Module d'Young complexe Coefficient d'amortissement
550 0,14+
500 0.12
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400+ 0,10+
350
300 0,08
250 0,06
200
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1007 JIY Ay P L 0,02-
504 = S P S N
T T T T T T T T T 1 0 T T T T T T T T T 1
o 01 02 03 04 05 06 0,7 08 09 1,0 0 01 02 03 04 0,5 0,6 0,7 0,8 09 1,0
s [Hz] ! [H]

[——Re(E) = — Im(E)]

Fiaure I11.26. : Module d’Young complexe et coefficient d’amortissement dans la direction x

[MP (l] Module d'Young complexe Coefficient d'amortissement
20 0,250
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164 0,200
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24 B B Rt o e ey sy R 0,025+
0 T T T T T T T T T 1 0 T T T T T T T T T 1
0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0 0o 01 02 03 04 05 06 0,7 0,8 09 1,0
S S
== —wm "

FiGURE I11.27. : Module d’Young complexe et coefficient d’amortissement dans la direction y

3.6. Intervalle d’application

Dans les essais de relaxation, le temps initial du processus d’identification tg est de 'ordre de 1
seconde. Si ’on suppose que la déformation et la contrainte sont des signaux temporels pour calculer
le module d’Young complexe, on aura des problémes numériques lors de la transformation de Fourier.
Pour assurer un bon résultat dans le domaine fréquentiel, ’amplitude de la déformation doit étre
proche de g¢. On réécrit la déformation sous la forme :

~ - itnw itnw itow itgw ) t07w
£(w) _ b g (e_ e Mg ) _ 26—%%2) (I11.73)
£0 tow tow
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1 71 >T>Ty -

0,8
0,74

0,6 1

0 5: W T
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0,1

T 1 0 T 1
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Ficure 111.28. : Variation des fonctions de base de la partie réelle du E,
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FiGgure 111.29. : Déformation dans le domaine fréquentiel

On calcule le point ou la déformation s’annule :

. ot 2%k k
6(w):O<—>sm(07w) :0<—>wt0:2k7{<—>w:t—ﬂ— of=7 (IIL.74)
0 0

Alors, a la fréquence fy = %, la déformation s’annule. On rencontre le probleme numérique si ’on

calcule le module E par la formule :

E = (IIL.75)

™y Q)

Il faut que la fréquence soit dans I'intervalle 0 < f < % avec % est de ’ordre de 1 Hz. Pour les calculs
plus fiables, il faut que f <« %

3.7. Cas du caoutchouc

Pour le caoutchouc, on ne peut pas extraire un volume suffisant dans le pneu pour réaliser les essais
dynamiques. Alors, on prend le résultat des essais dynamiques sur un échantillon de caoutchouc, qui
sont réalisés par Huynh [95] (voir Fig. I11.30). Dans ce cas, la précharge statique 200N correspond
a la pression 3bars (avec le rayon de ’échantillon 14.35mm) qui est de méme ordre que la pression
interne du pneumatique (2bars). Pour les fréquences plus élevées, on prend la valeur 20MPa comme
la valeur du module élastique dynamique. Le coefficient d’amortissement est estimé égal 0.15 pour les
fréquences au-dela de 100Hz.
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Précharge statique 200 N, amplitude dynamique 0.05 mm
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FiGure 111.30. : Module complexe du caoutchouc dans le domaine fréquentiel

4. Vibration d’une poutre

4.1. Principe de I'expérience

Les dispositifs d’essais, qui permettent d’estimer les signaux réels en temps ou l'amplitude et la
phase de la réponse en fréquence a examiner, se divisent en trois groupes :

e Dispositifs mécaniques : Ces dispositifs comprennent les mécanismes de mise a disposition de la
structure & examiner (conditions aux limites, directions des charges,...).

e Dispositifs a transmission :
- Générateur : qui produit des forces de type harmoniques, aléatoires, pseudo-aléatoires, ... dans une
bande de fréquences donnée (par exemple [0-3200Hz]). Pour avoir une bonne excitation d’entrée, il
faut bien lier le générateur a la structure (contact permanent).
- Amplificateur de puissance avec un gain ajustable.
- Chaine de mesure du signal d’entrée : cette partie, qui n’est pas absolument indispensable, inclut
des accélérometres au point d’excitation et des capteurs de force. On utilise souvent les capteurs
électroniques intégrés a la téte du pot vibrant (téte d’impédance).

e Dispositifs a réception :
- Amplificateurs de réception.
- Accélérometres a plusieurs points a examiner. Ils sont fixés sur la structure mais leurs masses
doivent étre négligeables par rapport a celle de la structure (< 5%).
- La fonction de transfert est traitée par un micro ordinateur a partir des signaux d’entrée et de
sortie.

Les signaux d’entrée X (t) et de sortie Y'(¢) sont réels et fonction du temps. La transformation de
Fourier est comprise dans le logiciel de traitement PULSE. En réalité, les capteurs étant sous forme
d’accélérometres, on mesure directement les accélérations. Pour les vitesses et les déplacements, on
doit faire des intégrations ou des doubles intégrations. La FRF est prise comme le rapport entre les
signaux d’entrée et de sortie en fréquence.
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La mesure peut étre perfectionnée par les techniques de traitement des signaux [114, 115], cette
approche est intéressante pour les signaux bruités ou distordus issus par exemple de milieux dispersifs.
Le schéma des dispositifs est présenté dans la Fig. I11.31

Signal sortie Signal entrée
Y(w), Y(t) X(w), X(1)

(O]
| .

Récepteur Y B Emetteur
piézoélectrique O
-}
[
)

wn 5

=}

8

‘S

X

w

Chaine d'acquisition | . o100 O
du signal de sortie [ o 9 Elg ©

Synchronisation

Générateur
d'impulsion

FIGURE I11.31. : Schéma général du dispositif des essais dynamiques

4.2. Vibration longitudinale d’une barre avec des masses
4.2.1. Analyse théorique

On examine la vibration d’une barre avec les conditions aux limites comme dans la Fig. I11.32.

M, 0,E A u(x,t) M

/' q
K

m=pAL

\ 4

Q-I
b‘I-

FiGURE II1.32. : Vibration d’une barre avec 2 masses aux extrémités

L’équation dynamique de la barre s’écrit :

o2~ Ox ox

ou A, E, p sont respectivement ’aire de section, le module élastique et la densité volumique de la barre,
p est la charge extérieure appliquée a la barre. Si la section et le module d’Young sont constants, on

2
padt 9 (EAalL) +p (I11.76)

pose ¢y = \/% la vitesse des ondes propagées dans la barre. L’équation dynamique est réécrite :

0u 5 0%u  p
_ v TIL.
o2~ Vo2 T oA (IL.77)
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(o]
La solution peut étre calculée par la décomposition modale u(z,t) = > Xy (z)gn(t).
n=1
* Expression des formes modales X, :
Les formes modales doivent satisfaire 1’équation homogene :
X w?
e 5 X =0 X, = Cpcos % 4 D, sin = (ITL.78)
dz? = ¢ co co
Les conditions aux limites doivent étre vérifiées :
+Enx=0: )
0 0
M (S2) =Nt =EA[ " (IT1.79)
ot ). or ),
+Enx=1L: )
0 0
M, (S = -N(L,t)=-EA (22 (I11.80)
ot? =L O =L
En tenant compte de 'Eq. (II1.78), en posant ¢, = “’C”OL, les conditions aux deux extrémités sont
réécrites :
+Enx=0:
EA EAL=mc}
Fi(wn) = MiwnCp + ——Dp = 0 —"% My,Cr, + mD,, = 0 (IIL.81)
€o
+Enx=1L:
: EA .
Fo(wp) = Mawy, (Cy, cos o, + Dy sin ) — C—(Dn cos, — Cpsing,) = 0 (I11.82)
0
EAL=mc?
"D, Moo (Ch cos pn + Dy singn) — m(Dy cos o — Cpsingy,) = 0 (I11.83)
A partir de ’'Eq. (IT1.83), en remplacant C,, = — X’}fg’; dans '’Eq. I11.83, I’élimination du terme commun
D,, nous donne : )
A4Q m
— — +1 Mop, — ——— | si =0 I11.84
m<M1 + >cosg0n—|— < 20n, Mﬂpﬂ)smgon ( )

En somme, les conditions aux limites nous donnent la valeur ¢, satisfaisant :

M Myp? — m?
m@n(Ml + MQ)

cot @, = (I11.85)
Les coefficients C),, et D, sont calculés en ajoutant 1’équation de l'orthonormalisation des modes
propres :

sin 2y, cos 2¢, — 1

2¢p Pn

L
L
/ X2dr = 5 [Cﬁ + D2 + =1 (I11.86)
0

En cas d’encastrement & £ = 0, on peut considérer M; > My = M ou M; — oo. On retrouvera
I'expression dans [16]. La représentation graphique des racines de I’'Eq. (II1.87) est montrée dans la
Fig. T11.33.

M
cot @, = —n (I11.87)

Dans ce cas, C,, = 0, I’expression de D,, est obtenue par fOL X2dx =1

D2 _ 2 Eq.(I11.87) 2 (IT1.88)
" L(l—%) L(l—%sin2gpn)
Et la forme modale est calculée :
2 WnT
X, = sin II1.89
" \/L (1 — % sin? cpn) Co ( )
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III. PROPRIETES DYNAMIQUES DES MATERIAUX CONSTITUANTS DU PNEUMATIQUE

F1GURE I11.33. : Racines positives de l'équation cot p = Mo [16]

Lorsque m est petite devant M, ¢1 < 1. En remplacant tan o1 = @1 + %cp:f, on peut calculer la valeur
approchée de la pulsation fondamentale :

—_

EA

TOr+Im) (111.90)

801:7—)(,(}1:
+

3R
Lol

Pour les autres modes, ¢, ~ (n — 1)7.

* Ezxpression des coordonnées généralisées q, :

Pour une barre, la masse généralisée est u, = pA. Sous la sollicitation unitaire harmonique concentrée
au point g, les coordonnées généralisées dans le domaine fréquentiel s’écrivent :

~ Xn(xk) 1

= I11.91
Qn(w) pA w% — 2+ Qiwwn, ( )
Les déplacements ou les réceptances dans le cas d’une masse M valent :
o0 oo
R X (zk) Xn(2) 1 D? 1 . WnTk . WnT
,w) = . = —n - I11.92
u(.%' w) nz:l pA w% w2 2iwwn, nz:l pA w% — W2 ¥ Qi S11 . Sin @ ( )

4.2.2. Exploitation des données

On mesure la mobilité du systeme composé d’une éprouvette avec l’axe principal perpendiculaire a
la direction des cables d’acier. Cette éprouvette est attachée a une masse a une extrémité et encastrée
a lautre.

u(x,t)

m=pAL

Ficure I11.34. : Schéma de l’essai dynamique du module Er

On peut calculer la partie réelle du module d’Young complexe E’ en connaissant la pulsation propre :

E'A L 1
- - - E’_422(M+ ) 111.93
¥1 M+l—>w1 L(M+%m)_> WflA 3m ( )
\/m 3
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4. Vibration d’une poutre

Quant a la partie imaginaire, on détermine les amortissements au lieu de la mesurer directement. Les
amortissements peuvent étre calculés simplement par la formule :(cf. [116] ou [105]).

LB
T 2f72

avec fq, fp correspondant au niveau de réceptance HLSI

On peut obtenir les amortissements par l'analyse du logiciel PULSE aux résonances. Le principe
de mesure du logiciel PULSE est la méthode de largeur de bande en utilisant la transformation des
signaux temporels dans le domaine fréquentiel. Une autre méthode d’identification est que 'impédance

mécanique de I’éprouvette peut étre estimée par la pulsation fondamentale. On a :

=, D? 1 WnX > WnX

~ n . ndk si n

= —_n - 111.94
u(z,w) nz:l DA W2 — P 1 Diwon, sin o 2:: n Sin ( )

Avec n > 2,z = L — ¢, ~ (n — 1)m, le déplacement peut étre estimée par :

(2, w) = I sin %U (I11.95)

La déformation est déterminée par le gradient du déplacement selon la variable d’espace :

2
M
— E(z,w) = j; cot %u(m w) — &(L,w) = %EE(L’&)) (I11.96)

Le module d’Young complexe est calculé par :

E:

™y Q)

FL 1 Eq.fI71.90 1 L( m

L m
_iL - Ealll90 1 7) = iwZg— (1 —) TIL.
A g2 aal ) =g gy (HL97)

ou Zg est 'impédance mécanique équivalente a x = L de I’éprouvette. On considere 'impédance de
I’éprouvette connectée avec la masse M en parallele.

F E\\\
M
0O O

Zy = iwM

FiGURE 111.35. : Schéma de limpédance équivalente

L’'impédance mesurée Z.s est I'impédance équivalente du systéme (voir Fig. I11.35). Zg est
déterminée donc :

75 = Zmes — 71 = Zmes — iwM (I11.98)

Cependant, ce calcul est acceptable seulement aux fréquences avoisinantes de la résonance. En réalité,
la phase aux résonances de la mobilité n’est pas exactement —m. On effectuera un décalage de phase
en mesurant la phase de la mobilité a la fréquence de résonance et on modifie la phase de la mobilité
mesurée en ajoutant ce déphasage.

4.2.3. Application a la micro couche

* Suivant la direction des cables
Comme les cables d’acier supportent la plupart des efforts dans cette direction de la couche, on prendra
la valeur du module statique du E}, pour les calculs ci-apres.
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III. PROPRIETES DYNAMIQUES DES MATERIAUX CONSTITUANTS DU PNEUMATIQUE

TABLEAU II1.5. : Module complexe calculé o plusieurs fréquences a partir de la mesure de PULSE
falHz] Mlg] Limm] ¢ Amm? Re(Br)[MPa] Jm(Er)MPal

15 324.4 95 0.085 12.6 21.73 3.69
29 92 95 0.070 12.6 23.03 3.22
74 29.3 50 0.067 12.6 25.14 3.37
76 26.7 50 0.065 12.6 24.16 3.14
111 31.2 20 0.031 12.6 24.09 1.49

* Suivant la direction perpendiculaire aux cables
On calcule la partie réelle du module d’Young par la formule de pulsation propre (II11.93). On utilise
plusieurs masses attachées a la couche et on modifie la longueur de vibration pour obtenir les différentes
résonances. Les rapports ¢ entre 'amortissement a cette fréquence et 'amortissement critique sont
détectés par PULSE. Le résultat est montré dans le Tab. II1.5

Le module complexe peut étre calculé par la méthode d’impédance équivalente du systeme barre-
masse comme on a montré dans la section précédente. Les coefficients d’amortissement sont calculés par
la méthode de largeur de bande. Ces valeurs sont du méme ordre que le coefficient d’amortissement du
caoutchouc estimé (0.15). La comparaison des modules complexes calculés par les méthodes présentées
ci-dessus (matériau suivant la direction T') est présentée dans le Tab.IIL.6 et dans la Fig. 4.2.3.

TABLEAU 1I1.6. : Comparaison des valeurs du module Ep dans deuxr cas M = 324.4g et M = 92g.

Différents calculs par les méthodes mentionnées

Cas M=3214g M =92
h 15H7 297
Bk (weim) 2173 MPa  23.03 MPa
e = B2t 0.170 0.134

4.3. Vibration transversale d’une poutre.
4.3.1. Quelques formules théoriques

L’équation gouvernant la vibration transversale d’une poutre s’écrit :

0? 0%y 0%y

Pour une section et un module constants le long de la poutre, la solution de I'Eq (II1.99) a la forme

de la décomposition modale :
(o]

y(@,t) =Y Yo(2)Th(t) (I11.100)
n=1
ou Yy, (x) est la n® forme modale de 'Eq. (I11.99)
Y, (x) = Cy sin Bz + Cq cos Bpx + Cs sinh B,z + Cy cosh By

olt 3, est associé & la forme modale Y, et & la fréquence propre w, : w2 = Bﬁ%.
T, (t) doit satisfaire 'Eq (II1.101).
d? 4
pA@Tn + EIB,T, =Qn (IT1.101)
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4. Vibration d’une poutre
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FIGURE I11.36. : Modules complezes et amortissements calculés par I’Eq. (111.97)

ou @, est la force généralisée associée au déplacement généralisé T), :

Qn = Z Yo () Fi(t); F;(t) est la force concentrée appliquée au point x; (I11.102)
i

Les fréquences propres de la poutre sont données par :

)2 |EI
fn = (gﬂl; 1/p71 (I11.103)

ou 3,l est le nombre d’ondes sur la longueur de la poutre. En fonction des conditions aux limites, elle
est la racine de 1’équation :

o libre-libre :  cos(f,l) cosh(B,l) —1 = 0 (II1.104)
ecncastré-libre : cos(5,l) cosh(Bpl) +1 = 0 (II1.105)

4.3.2. Bande de roulement

La bande de roulement se compose de trois couches : une couche en caoutchouc au milieu et deux
couches élémentaires de propriétés (Er, Ep, Gpp,vrr). Toutes les trois couches ont pour épaisseur
0.6mm. Les angles de rotation de deux couches élémentaires sont £20° (voir la Fig I11.37).

Pour la direction x, on mesure une poutre en vibration transversale. Les résultats obtenus par
PULSE sont présentés dans le Tab. II1.7 en variant la longueur d’une poutre de section 21mm x 1.8mm.
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T
/ -
Couche élémentaire1/// % 1 0 = 20°

Caoutchouc

Cables
8

Couche élémentaire 2 \
S ) = —20°

FiGure I11.37. : Constitution de la bande de roulement

Cette poutre est encastrée a un bout et libre a Pautre. Les fréquences sont calculées par la formule
(IT1.103) avec les valeurs f3,! calculées par I'Eq. (I11.105).

TABLEAU II1.7. : Valeurs de Re[E] et des amortissements mesurés par PULSE suivant la direction x

L [m] Fréquences [Hz] (,[%] Re[E] ITm[E]
14 13.9 430.74 119.74

0.098 104 3.0 605.14 36.31
300 2.1 64212 27.35

16 13.0 456.27 118.63

0.093
116 5.6 610.56  68.26
22 9.1 449.16  81.30

0.079
156 2.5 57496  29.09
30 9.6 458.49  88.30

0.068
212 5.2 58290  61.09
62 4.7 52798  49.10

0.049

346 5.2 418.62  43.12

Pour la direction y, car le module n’est pas suffisamment grand pour la mesure de vibration trans-
versale, on attache une masse M et on mesure la vibration longitudinale comme avec Er. La pulsation
fondamentale est f; = 13 Hz et correspond a la masse M = 2.446 kg et a la longueur L = 0.058m. La
partie réelle du module complexe calculé est de 19.48 MPa.

Une autre facon pour évaluer les propriétés de la bande de roulement est d’utiliser le modéle mul-
ticouche d’un composite similaire a celui présenté dans le chapitre précédent. On rappelle que les
expressions des modules apparents sont dans I’annexe dont :

[ATQ]Q [AT2]2
Af — Al —
E. = H A§2 ‘B = > ATI
v Ctot Y Etot

ou e est ’épaisseur totale de la bande de roulement et la matrice A* est calculée en fonction des
matrices A, B,D caractérisant le composite : A* = A — BD !B. G est estimé par Ep/2.5 et
v = 0.472 sont considéré constant selon la fréquence. Ey, est supposé constant Ey, = 33.75GPa. Er
est calculé par Ep = Re(Ep) + iJm(E7) (Tab. II1.6). Tous les résultats du module complexe calculé
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4. Vibration d’une poutre

par la vibration d’une poutre, par le modele d’un composite multi-couche et par les données de I’essai
de relaxation sont présentés dans la Fig. I11.38.
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Module complexe dans deux directions x,y mesuré par PULSE, calculé par les

données de l’essai de relaxation et estimé a partir du modeéle multi-couche

Une raison pour laquelle les calculs du module complexe ne sont pas cohérents est que pour un
matériau élastomere, le module complexe dépend non seulement de la précontrainte mais aussi de
I’amplitude de la déformation en vibration. Lorsque cette amplitude augmente, le module complexe

diminue (voir la

Fig. 111.39).
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FIGURE I11.39. : Module élastique a plusieurs déformations dynamiques d’un élastomére [17]
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5. Une application dans le calcul de I'aire de contact en fonction de la
vitesse

5.1. Modélisation du pneumatique et chargement

Dans cet exemple, on utilise un pneu lisse, sans sculpture. Pourtant, la distribution réelle des
matériaux est appliquée. Les propriétés dynamiques des matériaux sont introduites. Un processus
de révolution est appliquée a la section transversale pour obtenir le pneu total. La jante est supposée
rigide et elle est remplacée par la condition aux limites fixées. La chaussée est supposée lisse et elle
est modélisée par une plaque carrée de c6té a=0.4m. Le contact pneu-chaussée est donc un contact
entre deux surfaces lisses. Le modele est montré sur la Fig. I11.40.

)
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R
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AT
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R e

F1GURE I11.40. : Modélisation du contact pneu-chaussée dans ANSYS [18]

La force d’application au pneumatique est remplacée par une pression appliquée a la plaque. La
pression de lair interne dans le pneu est prise comme égale a I'expérience (2.2bars). Comme la force
expérimentale est de 3300N (correspondant au poids de voiture appliquée a la jante), la pression sur
la plaque est calculée comme suit :

_F 3300
P=2 = 042

= ™m .
20625N /m> I11.106

Dans un premier temps, on introduit la pression de ’air interne dans le pneu pour le gonfler. La vitesse
de rotation est calculée par €2 = % et est introduite dans ANSYS. Le modele de contact est utilisé
pour le cas de chargement statique et pour chaque cas de vitesse. L’aire de contact est déterminée par

les endroits ou la pression de contact est suffisamment grande (ou les éléments atteignent la surface
de la plaque).

5.2. Résultat et comparaison

Les résultats représentés sur la Fig. I11.41 et dans le Tab. I11.8 montrent une bonne concordance entre
I’expérience et la modélisation. Ils prouvent que les propriétés mécaniques mesurées sont raisonnables.
Les résultats expérimentaux ont été obtenus par Cesbron [117] dans le cadre de sa these.

TABLEAU II1.8. : Comparaison de l'aire de contact pneu-chaussée a plusieurs vitesses de roulement.

Unité_: em?

Statique 30km/h  40km/h 50km/h
ANSYS 166.7 139.7 129.8 125
Mesures 164 128 124 125

Les essais montrent qu’il y a un couplage entre la dépendance en vitesse et les modules complexes.
Lorsque le pneu roule, il vibre a certaines fréquences et les matériaux travaillent a ces fréquences.
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FiGuRre I11.41. : Contrainte verticale statique dans le probléme de contact pneu-chaussée

Comme les modules élastiques équivalents augmentent, cela engendre une réduction d’environ 20% de
I’aire de contact pneu-chaussée.

6. Synthese sur les matériaux

Puisque la dépendance en fréquence des modules complexes varie peu a partir des moyennes
fréquences, on pourra prendre les valeurs dans cette bande de fréquence comme valeurs utilisées pour
le modele pneumatique qui sera développé par la suite. Dans le Tab. II1.9, on présente les valeurs
nécessaires & introduire dans le modeéle numérique dans les chapitres qui suivent (voir aussi le Tab.
I11.6 et la Fig. 4.2.3 pour les valeurs de Er). Les valeurs estimées sont prises en se basant sur les
relations des modules statiques sans calculer.

Dans tous les cas, lorsque la fréquence tend vers 0, la partie réelle du module complexe tend vers
le module élastique mesuré dans le chapitre précédent ou dans les essais de relaxation. Pourtant, la
partie imaginaire n’a pas une bonne variation comme la théorie car I’amortissement dépend du mode
de vibration et également de l'interaction entre les cables d’acier et le caoutchouc. L’identification de
cette partie est tres sensible & cause de la division en temps et de la limite de variation de la force
dans les essais de relaxation. On utilisera les amortissements modaux mesurés dans le chapitre IV.
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TABLEAU III.9

Parties Endroits Quantités | Valeurs Remarques
Sculpture E [MPa] 21 estimée (Section 3.7)
Caoutchouc et flanc v 0.49 estimée
p [keg/m?] 1000
E [GPa] 162.6 prise comme statique
Acier Tringles v 0.33 estimée
p [kg/m?] 7850 estimée
Re(Fr) [MPa] 33748 prise comme statique
Re(Er) [MPa] 24 mesurée
Couche )
Grr [MPa] 7.5 estimée
élémentaire
VLT 0.47 | estimée comme statique
Bande de
p [kg/m3] 2510 calculée
roulement
Re(E,) [MPa] 660 calculée
Re(E,) MPa] 24 calculée
3 couches L
. Vgy 0.4 estimée
composites L,
Gy Mpa 330 estimée
p [kg/m3] 2014 calculée

. Syntheése des propriétés mécaniques utilisées dans les problémes dynamiques
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Chapitre V.

Mesure des fonctions de réponse en fréquence
d’un pneumatique

L objectif de ce chapitre est de mesurer les fonctions de réponse en
fréquence du pneumatique pour comparer avec le modéle numérique.
Les mobilités sont mesurées sur la bande de roulement et dans la section
transversale dans deuz configurations de force d’excitation : sur la bande
de roulement et sur le flanc. L’identification sommaire des modes de la
bande de roulement et de la section est montrée a la fin de ce chapitre.
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1. Objectifs de la mesure

1. Objectifs de la mesure

La vibration du pneumatique est une source importante de bruit généré par les roues. Pour la
prédiction du niveau sonore, des modeles et des mesures des vibrations a haute fréquence sont
nécessaires pour les industries pneumatiques.

En dépit de la simplicité apparente de la mesure des vibrations d’un pneumatique, ’acquisition de
données précises est actuellement compliquée. L’effet local n’apparait pas dans les bandes de basse
fréquence car la longueur d’onde A = € (ol ¢y et f sont la vitesse de propagation d’ondes et la
fréquence) est plus grande que aspérité de la sculpture. Dans les bandes de haute fréquence, la
géométrie et la distribution des matériaux du pneumatique deviennent importantes lorsque la longueur
d’onde est comparable avec les dimensions du pneu. En réalité, la sculpture possede des rainures le
long du contour et de petites cannelures qui les connectent. Ce systéme sert a canaliser de I'eau et a
minimiser le bruit généré. Pourtant, il rend difficile la mesure car la cohérence aux points a la limite
de ces cannelures n’est pas bonne. Mieux vaut donc éviter de disposer les capteurs & ces endroits.

Une autre difficulté dans la mesure est que ’amortissement dans le caoutchouc du pneu est as-
sez grand. Parfois, les pics de résonance ne sont pas bien localisés a haute fréquence. Les ondes se
propagent a une courte distance et leurs amplitudes s’annulent rapidement. L’énergie est transmise
essentiellement dans la direction le long du pneu dont le module équivalent est plus élevé.

Un autre effet qui doit étre pris en compte est la pression de l'air dans le pneu. Les ondes se
propagent également dans ce milieu. Elles absorbent une partie de I’énergie et provoquent des ondes
réfléchies supplémentaires.

Les objectifs de la mesure des vibrations des pneumatiques sont :

1. Obtention de la fonction de réponse en fréquence : Les relations entre les signaux d’entrée et
les signaux de sortie. La réponse la plus souvent utilisée est la mobilité. Les accélérations et les
forces sont acquises par les accélérometres et les capteurs de force. La mobilité est le rapport
entre la vitesse du point mesuré et la force d’excitation. Cette quantité peut étre représentée par
des graphiques ou acquise dans des tableaux de données.

2. Plusieurs échelles d’expérience : On effectuera les mesures jusqu’a 600 Hz pour avoir en détail la
FRF. On s’attachera essentiellement & déterminer les premiers pics qui peuvent étre précisément
mesurés.

3. Comparaison des FRF : Les mesures des FRF en plusieurs points sur la section transversale et
le long du pneumatique nous donneront une évaluation de la transmission de I’énergie a partir
du point d’application de la force aux autres endroits.

4. Estimation de l'ordre de la vitesse de propagation d’ondes dans le pneu : En comparant la
longueur d’onde (calculée par la vitesse estimée) et les dimensions du pneu, on peut déterminer
la limite entre les moyennes fréquences et les hautes fréquences.

2. Dispositif de mesure

Le principe de la mesure est similaire & celui présenté dans le chapitre III. Le schéma de mesure est
montré sur la Fig. IV.1.

2.1. Générateur d’'impulsion

Le générateur utilisé est un marteau d’impact de type 8206 de marque Briiel & Kjeer (Fig IV.2).
Il est convenable pour les petites et moyennes structures. Il est souvent utilisé pour les tests des
structures dans l’analyse modale et dans la prédiction de la réponse structurelle. La sensibilité en
voltage est définie dans la notice des équipements. Dans notre cas, cette valeur vaut 22.7mV/N.
D’autres parametres sont :

— L’échelle de force de mesure en compression : [0,445]N

— La force maximale standard en compression : 4448N
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IV. MESURE DES FONCTIONS DE REPONSE EN FREQUENCE D’UN PNEUMATIQUE

Signal sortie Signal entrée
Y(w), Y(¢) X(w), X (1)
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Récepteur Y ) Emetteur
piézoélectrique O
>
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0))] 5
S
5
‘S
x
w

Chaine d'acquisition |
du signal de sortie

\J

OO0 m|
Q888/0EY e
Générateur
d'impulsion

Synchronisation

FiGUrE IV.1. : Principe de mesure des signaux dynamiques

Cable de connexion
a la boite d’acquisition

Capteur de force

I/

Type de marteau d’'impact

F1GURE IV.2. : Marteau utilisé pour la génération des vibrations

Ce marteau est connecté a la boite d’acquisition via 'amplificateur de charge de type 2647A (Fig
IV.3%). 11 faut bien configurer le type de connexion CCLD dans le logiciel PULSE pour le marteau.

FicUre 1V.3. : Amplificateur de type 2647A

2.2. Réception des signaux transmis : Accélérometres

Les signaux de vibration sont mesurés par les accélérometres de type 4374. Les accélérometres
sont soit calibrés par un étalonneur portable de type 4294 (Fig. IV.4 2), soit étalonnés par un autre
accélérometre déja calibré (cf. la norme[118, 119]). L’étalonneur de type 4294 produit un signal si-

"http ://www.bksv.com/pdf/BP1874.pdf
2http ://www.bksv.com/default.asp ?2ID=3101 &Type=4294
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2. Dispositif de mesure

FIGURE IV .4. : Etalonneur de type 429/ et accélérométre de type 437/

nusoidal de fréquence 159.2 Hz & I’accélération 10m/s? et accélérometre doit mesurer cette valeur
d’accélération. Les caractéristiques de ’accélérometre sont :

Limite inférieure de la bande de fréquence : elle est déterminée par 'amplificateur (0.17Hz pour
le type 4294).

— Limite supérieure de la bande de fréquence : 26kHz.

— Fréquence de résonance transverse : 21kHz.

— Masse : 0.65g.

Les accélérometres sont fixés au pneumatique par collage. La bande adhésive a deux surfaces n’est pas
recommandée car elle cause une modification de la fonction de réponse [120]. Les recommandations
pour ce type de fixation sont [120] :

— La rugosité de la surface de fixation doit étre inférieure a 3um.

— En général, une fine couche de colle est recommandée car c’est le systeme qui présente le plus de
rigidité.

— La fixation des cables doit assurer un minimum de contraintes sur le plan de vibration (Voir la
Fig. IV.5 comme exemple).

Les capteurs doivent étre capables de résister a la gamme d’amplitudes et doivent présenter des
caractéristiques de stabilité. On suppose que la masse et les dimensions des capteurs ne perturbent pas
le fonctionnement des matériels et la vibration du pneumatique. Son orientation doit étre bien alignée
a la direction de mesure. Les signaux acquis par les accélérometres sont amplifiés par "amplificateur
de type conditionneur ENDEVCO de modele 133 (Fig.IV.6). C’est un amplificateur externe qui doit
étre configuré ” Direct” pour les accélérometres dans PULSE.

La forme de boucle doit amener
le minimum de contraintes

Le cable est fixé sur le plan en vibration
(non sur le capteur)

FIGURE IV.5. : Exemple de fization de cables d’accélérometres
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IV. MESURE DES FONCTIONS DE REPONSE EN FREQUENCE D’UN PNEUMATIQUE

Canaux de connexion

Paramétres Bouton d’édition

FIGURE IV.6. : Conditionneur ENDEVCO 138 pour les accélérométres

2.3. Chaine d’acquisition

La boite d’acquisition des données sert a recevoir des signaux capturés par les accélérometres et par
le marteau (Fig. IV.7). Elle transmet les signaux a une unité centrale ou le logiciel PULSE est installé.

Bouton
d’alimentation

Sorties

I Entrées

LAN
connexion

FIGURE IV.7. : Boite portable d’acquisition des données de type 3560-C

Ce logiciel traite les signaux d’entrée et il crée des fonctions en fréquence nécessaires en sortie. Les
accélérations et les forces sont introduites dans ce logiciel sous la forme de signaux temporels. Etant
donné le pas de temps introduit dans la configuration de l’analyse FFT (Fast Fourier Transform),
les signaux sont transformés dans le domaine fréquentiel. Les résonances et ainsi les amortissements
peuvent étre calculés par les algorithmes de filtrage et de traitement. Les signaux sont sortis sous
forme graphique avec les valeurs indiquées a chaque point ou sous la forme de tableaux de données.

2.4. Schéma de la chaine de mesure

Conditionneur Acceéléromeétres

|

(95955
il anannn

)
e Yo Yo 1)

Marteau
d’'impact”’

Unité centrale Boite d’acquisition Pneu suspendu

F1GURE IV.8. : Schéma de mesure des fonctions de réponse en fréquence dans le cas d’un pneuma-
tique.

La chaine de mesure totale est montrée sur la Fig. IV.8. Il n’y a pas de contrainte en direction
horizontale. On suppose que la fréquence de la vibration propre de I’élastique est tres petite et que
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3. Erreurs et approximations de la chaine de mesure

celle de la jante métallique est suffisamment élevée pour qu’il n’y ait pas d’influence dans la bande de
fréquence examinée.

Il faut remarquer que 'application de la force d’excitation doit assurer I'uniformité dans les aspects :
point et direction d’application, grandeur de la force. Chaque fois qu’on applique une force, le pneu
ne reste plus a la position d’équilibre. Alors, il faut I’y remettre avant d’effectuer une autre excitation.
L’intervalle fiable est celui ou la cohérence mesurée est proche de 1.

3. Erreurs et approximations de la chaine de mesure

3.1. Echantillonnage

La structure examinée est un pneu Michelin de type 165/65 R13 77T. Les caractéristiques de ce
pneu sont :

— Diametre intérieur : 330.2mm (13pouces)

— Largeur de bande de roulement : 165mm

— Hauteur de flanc : 65mm

— Indice de charge : poids maximal 412kg.

Indice de vitesse : T - vitesse maximale 190Km/h. La pression interne maximale est de
0.27MPa(2.7bars).

3.2. Sensibilité des parameétres de mesure

Comme on ’a étudié dans le chapitre précédent, I'inertance peut étre exprimée par la formule
matricielle :

A(w) = —w?[K 4 iwC — w*M] ™! (Iv.1)
Lorsque la fréquence w tend vers l'infini, A;; tend vers Mgl La rigidité et ’amortissement n’ont pas
beaucoup d’influence. Quand la fréquence tend vers 0, I'inertance est de 'ordre —w?K i LA Téchelle

logarithmique, sa représentation graphique est comme sur la Fig. IV.9. Dans le cas des mobilités et des

log A 1

logMi;1 e T

\

logw

flogKgl

FIGURE IV.9. : Forme générale de l'inertance en fonction de la fréquence

réceptances, on peut obtenir des asymptotes comme dans le cas avec les inertances. On trouve qu’aux
basses fréquences, c¢’est la rigidité qui domine le comportement vibratoire de la structure tandis qu’a
haute fréquence, la masse joue un role tres important.

D’apres le modele de matériaux de Maxwell généralisé (peut étre représenté par une série de Prony),
a partir d’'une fréquence suffisamment importante, I’amortissement diminue avec la fréquence. Or, la
superposition des modes et leur complexité provoquent une allure ambigué & haute fréquence car
I’énergie dissipée est augmentée.

-79-



IV. MESURE DES FONCTIONS DE REPONSE EN FREQUENCE D’UN PNEUMATIQUE

4. Premier essai

4.1. Description

Les essais de vibration avec le pneumatique sont réalisés au sein du laboratoire sur un pneu Michelin
possédant des cannelures le long du contour et radialement. Le pneu est suspendu par un élastique
pour qu’il n’y ait pas beaucoup de contraintes dans la direction examinée. On doit bien vérifier
I’horizontalité du pneu dans les deux sens du plan symétrique perpendiculaire a I'axe de la jante. En
réalité, le pneu est lié au support par une liaison flexible. On peut aussi vérifier que la fréquence de
vibration du systéme total est suffisamment faible par rapport a la bande examinée.

Mesure transversale Mesure longitudinale

F1GURE IV.10. : Positions de la force et des accélérométres dans l’essai de vibration pneumatique.
Les dimensions sont en mm

La force est appliquée par un marteau d’impact lorsque le pneu reste statiquement a la position
d’équilibre. Il faut assurer que le deuxieme coup est donné lorsque le pneu ne vibre plus parce que
dans le cas contraire, il engendre deux vibrations différentes. La mesure dans un tel cas n’est donc pas
fiable. Les coups de marteau sont effectués de facon précise. L’imprécision de la position d’application
peut causer de mauvaises cohérences.

Les fréquences de résonance et les amortissements peuvent étre lus au niveau des pics des courbes
représentatives des FRFs. Les algorithmes de traitement des signaux dans le logiciel PULSE les iden-
tifient automatiquement. Les signaux sont acquis en temps réel et ils sont transformés dans le domaine
fréquentiel. On suppose que les signaux sont des bruits blancs. La bande de fréquence mesurée est
[0-400]Hz. Les positions d’application de la force et de la mesure sont présentées dans la Fig. IV.10.

4.2. Validation de la mesure

La validation de la mesure est effectuée avec une poutre en aluminium. Les accélérometres sont
disposés sur cette poutre de facon similaire au pneu étudié. Le résultat est validé soit avec la solution
analytique, soit avec un modele en éléments finis. Cette poutre est suspendue de sorte qu’elle puisse
étre considérée comme en vibration libre. Les dispositifs de ’essai avec cette poutre sont montrés dans
la Fig. IV.11. La force d’excitation est générée par le méme marteau qu’on utilisera avec le pneu. Les
accélérometres sont collés dans le sens d’application de la force pour mesurer la vibration transversale
dans cette direction. La validation est effectuée avec le logiciel d’éléments finis ANSYS. On modélise
une simulation de la poutre dans ANSYS avec I’amortissement évalué par PULSE.

. Fl A4

*‘ \ 100 |l 50 _|. 50

|
620 i

»‘

(I

FiGURE IV.11. : Dispositifs de l’essai de vibration de la poutre en aluminium. Les dimensions sont
en mm
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4. Premier essai

TABLEAU IV.1. : Essai de vibration d’une poutre en aluminium : Amortissements aux fréquences de

La mesure est réalisée dans la bande [0,2000]Hz divisée en 400 intervalles. Le pas de fréquence est
donc de 5Hz. Les fréquences de résonance et les amortissements mesurés sont présentés dans le Tab.
IV.1. L’amortissement modal hystérétique introduit dans ANSYS est estimé égal & n = 2¢ = 1%. La
comparaison des amplitudes et des phases de la mesure et la modélisation sont présentées en Figs.
IV.12 et IV.13. Le résultat nous donne un bon accord entre la mesure et la modélisation.

Ficure IV.12. :

FiGure IV.13. :
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résonances mesurés par PULSE
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IV. MESURE DES FONCTIONS DE REPONSE EN FREQUENCE D’UN PNEUMATIQUE

4.3. Vitesses d’ondes dans le pneumatique

Les signaux temporels expérimentaux de la force d’application et de 'accélérometre 2 sont montrés
sur la Fig. IV.14. La différence entre les instants ou 'amplitude de la force et celle de la mobilité sont
maximales nous donne une estimation de la vitesse de propagation d’ondes si I’on connait la distance
entre la force et 'accélérometre. Ces deux temps peuvent étre lus par PULSE. Pourtant, a cause de
la discrétisation en temps, les temps lus sont des multiples du pas de discrétisation et donc la vitesse
calculée n’est utilisée que pour évaluer la longueur d’onde dans le pneumatique.

IN] Force mis]  Accélération
400 7 300m
300 200m
200
100m I‘

100 / \ 0 \ /\ An WWINNSS =

0

-100 -100m

-200

-200m
-300
-400

-300m

68m 72m 76m 80m 84m 88m 92m 96m 100m104m108m112m116m 80m 100m 120m 140m 160m 180m 200m 220m 240m 260m 260m
Temps [s] Temps [s]

Ficure 1V.14. : Signauz temporels de la force et de l'accélérométre 2 - schéma de mesure le long du
contour du pneumatique

Dans ces figures, le temps de propagation d’ondes & partir de la position de la force au point de
mesure est déterminé. La vitesse moyenne de propagation d’ondes dans le pneumatique est estimée
par le rapport entre la distance et le temps de propagation. Tout le long du contour du pneumatique,
cette vitesse est calculée comme suit :

dSiong 125mm
v = =
P9 dtiong  (101.6 — 99.61)ms

= 62.81m/s (IV.2)

Cette vitesse est du méme ordre que la vitesse estimée par la différence en temps de 2 accélérometres :

_dsig _ ___ 60mm _ __ : : . .
V12 = gt = (99.06-98.52)ms — 81m/s. Comme la direction de la force est radiale, les ondes propagées

du point d’application aux points 1 et 2 (tangentiellement) sont les ondes transverses. Pour un milieu
continu, la célérité des ondes transverses est Cyrqns = %. Pour le caoutchouc, up =G = % et a assez

grande fréquence, on estime E.qouichouc = 20M Pa. La célérité est donc dans ce cas :

lycaoutchouc 2-107
c =\l =\ 3750 = 31.24m/s 1v.3
frans 3pawuwhmw 3-1010 / ( )
On conclut donc que la vitesse de propagation d’ondes dans le pneu est de 'ordre de 80m/s.

4.4. Amortissements et fonctions de réponse en fréquence

En lisant les "damping ratio” associés aux pics, on peut calculer les amortissements. Les valeurs
lues par PULSE sont présentées dans le Tab. IV.2. Si le pic n’est pas bien net, on ne peut pas lire
lamortissement, car on n’arrive pas a déterminer les valeurs de I'inertance au niveau de H,q./ V2.

Puisque 'impédance mécanique est la quantité la plus utilisée dans les calculs vibratoires des struc-
tures, les réponses en fréquence du pneumatique sont souvent représentées par la mobilité et la valeur
duale de I'impédance mécanique. Les amplitudes, les phases et aussi les cohérences de la mesure le
long du contour sont présentées sur la Fig. IV.15.
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4. Premier essai

TABLEAU IV.2. : Amortissements aux fréquences de résonances mesurés par PULSE

Mesure transversale [%)] Mesure longitudinale [%)]
f [Hz] | Accélérometre 1 | Accélérometre 2 | f [Hz] | Accélérometre 1 | Accélérometre 2
122 3.45 3.49 124 3.33 3.34
148 2.84 2.76 150 3.01 *
176/178 2.92 2.85 178/172 4.23 9
208 3.15 3.08 212/204 * 4.47
240/242 4.21 3.66 234/262 * 3.62
[(m/syN]  Amplitude [Degree]  Phase
20m |
18m 160 i } “
16m 120,7:4 ! :I- (P AN -
14m ! 80} 1 V, :lz BT S e
12m \ 40 L : H
10m L L
" it D O
6m i i\ . sl {1~ b
4m II \l\ "'I “ "I"\* I'A o= §\ = = 2 -120 ll' : \r\ : ::
2m "/ Ll T\ v .‘\ ’\——‘_\fi -160. \! | |‘|
A ‘ ﬁ \ HI
0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 400 0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 400
Fréquence [Hz] Fréquence [Hz]

FIGURE IV.15. : Mobilités mesurées d’un pneu Michelin le long du contour. Position 1 : en trait - -,
position 2 : continu —

La premiere fréquence de résonance est de 122Hz. C’est une valeur raisonnable si 'on compare
avec les données mesurées dans les références [21, 28, 2]. Pourtant, la cohérence mesurée aux basses
fréquences n’est pas tres bonne. Les amortissements mesurés dans les deux cas transversal et longi-
tudinal ne sont pas identiques car la force produite par ’excitation manuelle dans les deux cas est
différente. D’autre part, si I’on considere les amortissements comme le décrément logarithmique de
I’amplitude de vibration dans un mode, la direction de vibration d’un point ne coincide pas forcément
avec celle du capteur.

4.5. Investigations de la mobilité

La mesure de mobilité du pneumatique avec le marteau nous donne de bons résultats aux moyennes
fréquences (a partir de la premiere résonance jusqu’a quelques centaines de Hz). Aux autres fréquences,
les résultats ne sont pas tres cohérents. A partir de OHz jusqu’au premier pic, le pneu a un compor-
tement comme une plaque ayant deux flancs a deux cotés. En réalité, ces flancs ne sont pas plans
et leur comportement peut étre considéré comme celui d’'une coque épaisse et souple. L’imprécision
d’application de la force et la rugosité de la sculpture causent de mauvaises cohérences pour cette
bande de fréquence. Aux fréquences plus élevées, le comportement vibratoire du pneu est comme celui
d’un milieu semi-infini. A partir de 400Hz, la longueur d’onde A = 070 (ou cp, f sont respectivement
la célérité et la fréquence) est déja comparable avec la largeur de la bande de roulement. A 2000Hz,
I’ordre de grandeur de la longueur d’onde vaut :

c 80

Moo = 2~ —0.04m =4 V.4
2000 f 2000 m cm ( )

L’ordre de grandeur des dimensions de rugosité de la sculpture est de lcm. La complexité de la
géométrie influence beaucoup la mobilité. On devra réaliser un processus d’expérience plus précis et
plus stable. On pourra utiliser le pot vibrant pour les fréquences plus hautes.
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IV. MESURE DES FONCTIONS DE REPONSE EN FREQUENCE D’UN PNEUMATIQUE

4.6. Plusieurs configurations marteau/accéléromeétre

On réalise des essais pour plusieurs positions du marteau et de 'accélérometre pour avoir une
synthese sur le type des modes du pneu. La symétrie de la matrice et aussi le théoréeme de réciprocité
de Maxwell-Betti sont vérifiés par la permutation du marteau et de 'accélérometre.

Dans un premier cas, le marteau est posé au sommet de la bande de roulement. On mesure la
mobilité & un point qui fait un angle de 45° par rapport a la direction radiale. On permute la position
du marteau et de ’accélérometre pour vérifier la réciprocité.

Dans le deuxieme cas, on garde la position du marteau et on mesure la mobilité sur le flanc. Le
changement de position est également fait dans ce cas pour la comparaison des FRF's lorsque le marteau
est sur la bande de roulement et sur le flanc.

En effet, les FRFs mesurées montrent ’exactitude du principe de réciprocité. D’autre part, le résultat
nous permet de conclure que I’énergie se propage plus fortement le long du contour du pneu que dans
la direction transverse. Ce phénomene est raisonnable, car le module élastique suivant le contour est
plus grand que dans ’autre direction.

Une autre remarque est que les mesures avec le marteau ne sont pas tres fiables. L’avantage de
cette méthode est qu’elle assure une vibration libre du pneu. Cependant, la qualité de stabilité de
la force (en grandeur et en direction) n’est pas suffisamment bonne. C’est la raison pour laquelle les
mesures sont effectuées avec le pot vibrant dans la partie suivante. Les configurations et les mesures
correspondantes sont montrées dans le Tab. IV.3.

TABLEAU IV.3. : Mesures associées a plusieurs configurations marteau/accélérométre

Configurations
Marteau s A
Accélérometre
. . Marteau
Accélérometre R Accélérométre

— 400m
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5. Mesures avec le pot vibrant : Pneu sans pression interne

5. Mesures avec le pot vibrant : Pneu sans pression interne

Avec le pot vibrant, les signaux sont générés sous forme aléatoire ou par un balayage des sollicitations
harmoniques. Si le pot est collé au pneu, la direction et ainsi la grandeur de la force d’excitation sont
plus stables que dans le cas ou cette force est générée par le marteau. La vitesse de traitement des
signaux dépend du nombre d’intervalles avec lequel on divise la bande de fréquence et de la fréquence
maximale considérée.

L’avantage de cette méthode est qu’on peut calculer la moyenne d’un grand nombre de FRFs. Cela
donne un résultat plus net, plus stable et plus fiable. Les forces d’excitation dans les différents cas
sont identiques. Grace a cela, la réciprocité est montrée de fagon convaincante et les bandes modales
sont identifiées plus facilement.

La calibration est effectuée avec une masse de 35.16g en acier. En principe, aux basses fréquences, le
rapport entre la force et 'accélération mesurée (masse apparente) doit étre égal a la masse. Le facteur
de calibration est calculé comme le rapport entre la masse réelle et la masse apparente.

Une autre remarque, lorsqu’on mesure les vibrations avec le pot vibrant, est de tenir compte de
leffet local lors de la mesure. Comme la surface du pneu est rugueuse, on visse la téte d’'impédance
a une petite plaque de dimension 12mm X 12mm. Les positions de collage des accélérometres doivent
éviter les petites rainures ou le bord d’un morceau en caoutchouc.

5.1. Pot vibrant collé au sommet de la bande de roulement
5.1.1. Configurations

On réalise deux configurations de mesure avec le pot vibrant. Suivant le contour du pneu, on
applique une excitation et on mesure en plusieurs points faisant successivement des angles de 45°.
Dans la section transversale, on excite au milieu de la bande de roulement et les mesures sont réalisées
aux points marqués comme sur la Fig. IV.16.

Pot vibrant Pot vibrant Q

Accélérometres

Accéléromeétres

Contour du pneu

Section transversale

FIGURE IV.16. : Configurations de mesure avec pot vibrant/accélérométres

5.1.2. Mesures sur la bande de roulement

Les amplitudes des mobilités mesurées le long du contour d’un pneumatique sont représentées sur
la Fig. IV.17.

5.1.3. Mesures sur la section transversale

Les amplitudes des mobilités mesurées dans la section transversale d’'un pneumatique sont
représentées sur la Fig. IV.18.
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FiGgure IV.18. :

Fréquence [Hz]

Fréquence [Hz]

Amplitudes des mobilités mesurées dans la section. Pot collé sur la bande de roule-

ment d’un pneu non gonflé

5.2. Pot vibrant collé au flanc

5.2.1. Configurations

Les mesures dans ce cas sont également effectuées dans deux configurations. Dans la premiere
configuration ou tous les accélérometres sont disposés dans une section transversale, on échange la
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6. Mesures avec le pot vibrant : Pneu avec pression interne

position du pot vibrant avec celle de 'accélérometre 1 dans la section 5.1. On renumérote les positions
des accélérometres comme sur la Fig. IV.19. Dans la deuxiéme configuration, les accéléromeétres sont
mis de facon identique sur le contour comme dans la section 6.1 mais le pot est collé sur le flanc.
Comme le pot vibrant est a gauche de la section transversale, on peut voir I’apparition de modes de
torsion suivant le contour et de modes de vibration de la section.

accélérometres

pot vibrant

accélérometres

Mesures dans la section Mesures suivant le contour

FiGure IV.19. : Configuration de mesure dans le cas ou le pot vibrant est collé sur le flanc

5.2.2. Mesures sur la bande de roulement

Les amplitudes des mobilités mesurées le long du contour d’'un pneumatique
la Fig. IV.20.
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FiGURE IV.20. : Amplitudes des mobilités mesurées sur la bande de roulement. Pot collé sur le flanc
d’un pneu non gonflé

5.2.3. Mesures sur la section transversale

Les amplitudes des mobilités mesurées dans la section transversale d’'un pneumatique sont

représentées sur la Fig. IV.21.

6. Mesures avec le pot vibrant : Pneu avec pression interne

Les configurations de mesure dans le cas du pneu avec la pression interne sont les mémes que celles
dans le cas du pneu sans pression. Le pneu est rigidifié par la pression et le déplacement a une fréquence
donnée est plus petit. C’est la raison pour laquelle les amortissements ne sont pas identiques que ceux

dans le cas précédent.
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FIGURE IV.21. : Amplitudes des mobilités mesurées dans la section. Pot collé sur le flanc d’un pneu
non gonflé

6.1. Pot vibrant collé au sommet de la bande de roulement

6.1.1. Mesures sur la bande de roulement
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FiGURE IV.22. : Vérification de la symétrie. Deux accélérometres sont symétriques par rapport a l’azxe
radial de la force. Ils font avec cet aze des angles +45°

Lorsqu’on excite le pneu par une force sur la bande de roulement du pneumatique, les accélérometres
disposés suivant le contour nous permettent d’avoir un résumé sur la propagation d’ondes dans
cette direction. Dans ce cas, les accélérometres sont disposés seulement sur un demi-pneu, car les
accélérometres aux positions symétriques ont les mémes FRFs (Vérification de la symétrie - Fig. IV.22
).

Les amplitudes et les phases de mobilité mesurées sont montrées dans les Fig. IV.23 a IV.24. Le
résultat montre que lorsqu’on éloigne I'accélérometre, ’amplitude ne s’annule pas completement. Pour-
tant, plus on est éloigné de la force, plus la phase est rapidement diminuée. Ce phénomene peut étre
expliqué par la formule de la phase de la mobilité ¢y = wt — kx — 7. Lorsque & augmente, la phase
diminue. Le sens physique de ce phénomeéne est que le temps de propagation d’onde a un point plus
loin est plus grand. Cette explication est valable lorsque les vibrations dominantes du pneu sont des
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Fi1GURE 1V.23. : Amplitudes de mobilité sur le contour, obtenues par une force située au sommet de
la bande de roulement
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FIGURE IV.24. : Phases de mobilité sur le contour, obtenues par une force située au sommet de la
bande de roulement

modes de la bande de roulement. S’il existe de la superposition de modes plus complexes, ’expression
graphique de la phase est perturbée (voir la Fig. IV.24).

6.1.2. Mesures sur la section transversale

Dans ce cas, on trouve les mémes remarques que dans les mesures sur le contour du pneu. Aux
points plus éloignés de la force, la phase varie plus rapidement. Ayant 'amplitude et la phase des
mobilités mesurées, on peut déterminer les formes des modes de la section en combinant ces mesures
avec celles dans le cas du pot vibrant collé sur le flanc. Les courbes de résultats sont présentées dans
les Figs. IV.25 et IV.26

Ici, on trouve que les mesures aux positions 1 et 5 ne sont pas identiques. Cela est di a la dissymétrie
de la section et a la distribution des équipements lors de la mesure.
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FIGURE IV.25. : Amplitudes de mobilité dans la section, obtenues par une force située au sommet de

la bande de roulement
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FIGURE IV.26. : Phases de mobilité dans la section, obtenues par une force située au sommet de la

bande de roulement

6.2. Pot vibrant collé sur le flanc

6.2.1. Mesures sur la bande de roulement

Normalement, la force appliquée sur le flanc génere des modes de vibration dans la section et
également des modes de torsion le long du pneu. C’est la raison pour laquelle les mobilités mesurées
dans ce cas ont un ordre de grandeur plus faible que dans les autres cas (voir Fig. IV.27). Le phénomene
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6. Mesures avec le pot vibrant : Pneu avec pression interne

de vitesse de diminution de phase est le méme que dans les mesures précédentes. Pourtant, ’allure des
pics d’une courbe d’amplitude n’est pas réguliere en raison de la superposition des modes (position 1-

Fig IV.27).
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FiGURE IV.27. : Amplitudes de mobilité sur le contour du pneu, obtenues par une force au flanc.

Courbes séparées

200

o

-200

o

Phase [Degree]
o

-200—————
0

1500
Fréquence [HZ]

FIGURE IV.28. : Phases de mobilité sur le contour du pneu, obtenues par une force au flanc

6.2.2. Mesures sur la section transversale

Ces résultats de mesure sont utilisés en les combinant avec ceux dans le cas du pot vibrant au sommet
de la bande de roulement pour identifier les premieres formes modales de la section transversale.

Dans cette chaine de mesure, on peut bien voir la réciprocité en comparant la mobilité en position
2 (Fig. IV.29) avec celle en position 1 (Fig. IV.25).
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FIGURE IV.29. : Amplitudes des mobilités mesurées dans la section transversale, obtenues par une
force au flanc

7. ldentification sommaire des types de modes : bande de roulement et
section

Les FRFs mesurées sur la bande de roulement nous donnent une figure des modes de vibration
ou les ondes se propagent essentiellement sur le contour tandis que les mesures dans la section per-
mettent d’identifier les formes de la section ou il y a la flexion transverse ou la torsion. Dans les
sections suivantes, on distingue les deux types de mesures pour déterminer quelques premiers modes
qui correspondent aux fréquences de résonance détectées par PULSE. La combinaison des modes de
la section transverse et de la bande de roulement n’est détectée qu’avec une campagne de mesure
comportant un grand nombre de points sur le pneu.

En se basant sur les amplitudes et sur les phases des mesures suivant le contour du pneu, on peut
en déduire les formes modales de la bande de roulement. Un mode est essentiellement identifié par les
phases des réceptances. Comme on mesure des mobilités, les phases des réceptances sont déduites par
la relation entre la mobilité et la réceptance dans le cas d’une sollicitation harmonique H(w) = iwV (w)
(voir le Tab. III1.2). Si la phase de la réceptance balaie 0 (correspondant a la valeur —5 de la mobilité)
du point () au point (j), il existe un noeud entre ces deux points. A partir du nombre de noeuds sur
la bande de roulement, on peut en déduire le mode associé de la bande *.

Une autre technique d’identification est que I’on donne un c6té positif conventionnel (a l'intérieur ou
a lextérieur du pneu). A chaque point mesuré, on détermine un point conventionnel dans la direction
radiale qui représente le déplacement relatif par rapport au contour. La phase détermine le signe positif
ou négatif. Avec cette technique, on peut tracer les positions relatives entre les points. On remarque
que pour les mesures sur la bande de roulement, on utilise la symétrie et on ne mesure que sur un
demi pneu. La symétrie est aussi utilisée pour tracer les courbes de modes. La position de la force est
toujours celle ou le déplacement est maximal.

A la position d’application de la force, on suppose que la réceptance y atteint la valeur maximale
locale. Comme on a présenté dans le chapitre I1I (Section 2), a la résonance, la phase de la réceptance
est —7, on peut utiliser la phase de la réceptance pour définir la direction relative entre les points
(voir ). Concretement, a la résonance, on va tracer la courbe avec 'ordonnée |H (wy, x)|.sign(¢m(x))
le long du contour du pneu ou de la section. L’allure de cette courbe nous donne le mode de vibration.
Le numéro du mode est déterminé dans deux cas :

— Suivant la bande de roulement, le numéro d’un mode est la moitié du nombre de points a l'inter-

section entre cette courbe et la bande de roulement.

— Dans la section, le numéro d’un mode est le nombre de point & 'intersection entre cette courbe

et le contour de la section (n’est pas inclus le point de fixation)
Dans les cas ou les pics des courbes mesurées ne sont pas suffisamment nets pour tous les modes, on
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FI1GURE IV.30. : Phases des mobilités mesurées dans la section transversale, obtenues par une force

au flanc
ne réalisera d’identification que pour les pics bien pointus et distinguables.

7.1. Pneu sans pression interne

Les formes modales pour la bande de roulement sont présentées dans les Figs. IV.31 et IV.32. La
force est appliquée de l'extérieur vers 'intérieur, dans le plan a ’angle 0°. Le pneu non déformé est
réprésenté par un cercle continu en rouge et sa déformé est réprésentée par une courbe en traits bleus.
Ces figures montrent une bonne concordance entre deux cas de pot vibrant : sur la bande de roulement
et sur le flanc. Le mode 1 (ayant deux intersections avec la bande de roulement) n’apparait pas car
sa distribution dans la décomposition modale n’est pas suffisamment importante et ce mode nécessite

une certaine rigidité en flexion le long le contour.

f. = 82Hz

270 270
Pot sur la bande Pot au flanc

FiGURE IV.31. : Mode de vibration de la bande de roulement a 82Hz

Les résultats des formes modales de la section sont montrés dans les Figs. 1V.34, IV.35, IV.36
et IV.37. Ils montrent qu’a la résonance, il y a des combinaisons entre les modes de la section et
de la bande de roulement. A titre d’exemple, aux fréquences 82 et 98Hz, le pneu a un seul mode
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Mode 3: f = 98Hz

270 270
Pot sur la bande Pot au flanc

FIGURE IV.32. : Mode de vibration de la bande de roulement a 98Hz

90 0.2 Mode 4 : f. = 114Hz 90 0.2

270 270
Pot sur la bande Pot au flanc

FIGURE IV.33. : Mode de vibration de la bande de roulement a 114Hz

pour la section mais deux modes différents pour la bande de roulement. Il y a des modes qui ont les
mémes nombres de points d’intersection avec la section mais leurs géométries sont différentes et on les
considere comme deux modes distingués.

7.2. Pneu avec pression interne

Les résultats des amortissements sont présentés dans le Tab. 7.2.

TABLEAU IV.4. : Formes modales de la bande de roulement associées aux fréquences propres

Fréquences [Hz| | Formes modales | Coefficients d’amortissement [%]
122 Mode 2 )
146 Mode 3 3.87
174 Mode 4 3.76
208 Mode 5 4.83

Les valeurs mesurées sur la section transversale nous donnent une image des formes modales trans-
verses. Dans le cas ou le pot vibrant excite une force sur le flanc, on peut voir le mode de translation
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f. = 32Hz
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FIGURE IV.34. : Mode de vibration de la section a 32Hz
f. = 82Hz
0.3 0.3
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FIGURE IV.35. : Mode de vibration de la section a 82Hz
f. = 98Hz
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FIGURE IV.36. : Mode de vibration de la section a 98Hz

selon I'axe du pneu. Dans le cas ot la force est appliquée au sommet de la bande de roulement, on voit
tous les modes de la bande de roulement. Les formes modales de la section dans ce cas sont toujours
les mémes.

Le principe d’identification de modes est identique a celui utilisé pour la bande de roulement. Le
sens positif est choisi a l'intérieur de la section du pneu. Les phases sont augmentées de 90° pour
déterminer le signe des réceptances. A chaque fréquence fixée, les amplitudes des réceptances sont
proportionnelles & celles des mobilités. On peut donc utiliser ces derniéres pour la représentation des
points de la déformée pour chaque mode.

Ici, les formes modales pour les fréquences 122,146,174,208Hz de la section transversale (Fig.
IV.39) confirment les formes modales de la bande de roulement (Fig. IV.38). En réalité, ces fréquences
montrent les modes identifiés, combinés entre le mode de la section & 100Hz et les modes de la bande
de roulement. Dans le cas ou le pot vibrant est collé sur le flanc, on peut voir le mode de vibration
suivant I’axe du pneu (a 52 Hz). Pourtant, avec les mesures ci-dessus, on ne peut pas détecter les
modes de torsion suivant le contour du pneu.
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f. =116Hz
0.3 - - - 0.3
0.28 0.28
0.26 0.26
0.24 0.24
0.22 0.22
0.2 0.2
0.18 0.18
0'%8.1 -0.05 0 0.05 0.1 0'{8.1 -0.05 0 0.05 0.1
Pot sur la bande Pot au flanc

FIGURE IV.37. : Mode de vibration de la section a 116Hz

Mode 2, f, = 146Hz

résonance

= 122Hz Mode 3, f,

résonance

Mode 4’ frésonuncc

= 174Hz Mode 5, f,

résonance

= 208Hz

FIGURE IV.38. : Modes propres de la bande de roulement identifiés par PULSE

8. Conclusion

Dans ce chapitre, on a mesuré la réponse en fréquence, essentiellement la mobilité du pneumatique.
Plusieurs mesures sont présentées et acquises dans les graphiques et les tableaux de données pour
le post-traitement et pour la validation dans un chapitre suivant. La validation de la mesure assure
I’exactitude des dispositifs d’appareillages.

L’identification de quelques modes de base est réalisée. Les modes circulaires (flexion suivant le
contour) sont déterminés par les mesures sur la bande de roulement. Les mesures sur une section
transversale donnent un mode de base (translation suivant ’axe du pneu) a 52Hz et les modes cor-
respondants a ceux de la bande de roulement. Cela montre une cohérence entre les deux types de
mesure.

Cependant, il nous reste des problemes de cohérence dans les basses et hautes fréquences. Un remede
possible est proposé. Il faut noter que la validation numérique dans le chapitre suivant doit tenir compte
des modes rigides dans le cas de vibration libre du pneumatique.
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8. Conclusion

Mesures dans la section - pot au flanc

= 52Hz = 100Hz frésonam:c = {1227146174 }HZ

f;ésonauce frésonance

Mesures dans la section - pot a la bande de roulement

= 100Hz Feconance = 1122,146,174,208,240,270 } Hz

f;'ésonance

FiGURE 1V.39. : Modes propres de la section transversale identifiés par PULSE
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Chapitre V.

Structures périodiques

La théorie de la vibration des structures périodiques se base sur la propa-
gation d’ondes dans les cellules selon la direction de périodicité. L’iden-
tification des ondes dépend de la matrice de transfert, qui est une fonc-
tion de la matrice de rigidité dynamique d’une cellule. En résolvant le
probléme des ondes, le calcul de la matrice de rigidité totale repose sur
les matrices de propagation. Deux exemples simples seront présentés.
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V. STRUCTURES PERIODIQUES

1. Généralités sur la vibration des structures

1.1. Probleme dynamique dans un milieu continu

On considere un milieu continu comme un domaine  avec le contour 99 = 9§, U9 (voir la Fig.
V.1). Le probléme dynamique en petites transformations (linéarisation des déformations) s’écrit :
e Fquations d’équilibre dynamique :
divgo (x,t) + g (x,t) = pti (x,t) (x,t) € Q x [0,T]
0':10'(5) S (V.l)
e=5 (Vu + Viu)

Pour résoudre ce systeme d’équations, il faut des conditions initiales et aux limites.

FIGURE V.1. : Probléme dynamique dans un milieu continu

o (Conditions initiales

u(z,0)=u(x) zef

W(@,0) = i(z) xeQ (V.2)

o (Conditions aux limites

u(x,t) = u(x,t) (x,t) € O, x [0,T]

U(:B,t).n = T(mat) ($,t) € an X [O,T] (V?’)

Dans ces équations, on désigne par les symboles "4 et " les dérivées de u en temps ¢ au premier
et au second ordre. u est le vecteur de déplacement, o, € sont respectivement les tenseurs de contraintes
et de déformations. C est le tenseur d’ordre 4 représentant les propriétés élastiques du milieu dont la
loi de comportement est connue. p est la densité, g, f,w sont la force volumique, la force extérieure et
le déplacement imposé. n est le vecteur normal a la surface.

1.2. Vibrations dans les structures
1.2.1. Probleme aux valeurs propres d’un systéme continu

La vibration d’un systéme continu est exprimée par une représentation harmonique du mouvement
ui(xj,t) = u;(z;) coswt [52] dans un intervalle temporel [t1, t2]. Le probleme d’équilibre linéaire dyna-
mique devient :

T 2 _
{D o+ wpou=0 dans () (V.4)

NTo =0 sur 0f2

avec les notations :
— les matrices colonnes .
w=[u; uz us
= T V.5
o =011 092 033 O12 023 013 (V.5)

_ T
e=le11 €22 €33 Y2 723 7i3)
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1. Généralités sur la vibration des structures

— Popérateur de dérivation

0 0
S I
0 0 3 0 5 aa

— la matrice associée des cosinus directeurs de la normale

ni 0 0 ng 0 ns
NT=10 ng 0 ny ng 0 (V.7)
0 0 ns 0 no  1Nq

Le systeme d’équations homogenes (V.4) définit un probléme aux valeurs propres de Sturm-Liouville,
dont les solutions sont notées :

’u,(l),U(2),U(3), e
{0<w%<w§<w§<... (V.8)

et vérifient les équations :

{ D HDu;) + w?pou) =0 dans (vV.9)

NTHDU(I) =0 sur 0f)
ou H est la matrice des coefficients élastiques de Hooke telle que o = He.

1.2.2. Orthogonalité des modes propres de vibration

Le travail virtuel des forces d’inertie et celui de la force élastique du mode r lors d’un déplacement
selon le mode s sont nuls.

/ pou’é)U(r)dV = 557« (V.l())

Vo

/ (Duy))"H(Dug,y)dV = 5w} (V.11)
Vo

ou J est le symbole de Kronecker. Les solutions analytiques du probleme de vibration des structures
sont souvent obtenues par la méthode de superposition modale ou par la transformation de Laplace
et le développement en série d’ondes.

1.3. Propagation d’ondes dans les guides d’ondes

Dans un domaine élastique isotrope, la loi de comportement s’écrit : o;; = Aexidi; + 2pu€;;, dont les
coefficients A et u sont les constantes de Lamé du matériau, liées au module d”Young et au coefficient

de Poisson par :
E E

A= =— V.12
Arv)(1-20) F 7201y (V-12)
Le probleme dynamique dans ce milieu est exprimé par I’équation de Navier [121] comme suit :
2 0 ..
,Uv U;i($, t) + ()‘ + M) O (v . u(x, t)) + pf(wa t) = pui(wa t) (V13)
7
ot V2 désigne l'opérateur Laplacien V2 = 38—;2 + %22 + 88722 et ”V.” est la notation de 'opérateur de
1 2 3

. 5 9 P . .-
divergence V.u = gl + 522 + 518 et p est la densité du milieu.
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V. STRUCTURES PERIODIQUES

1.3.1. Ondes volumiques :

La solution générale du déplacement u de I’équation de Navier peut étre exprimée par deux potentiels
de Lamé en utilisant la décomposition de Helmholtz [122, 121] :

u(xz,t) = Ve(z,t) + Vxi(x,t) (V.14)
onde de compression  onde de cisaillement

En utilisant la décomposition de Helmholtz de la force f = Vf + V x B, les deux potentiels de Lamé
vérifient 2 équations découplées :

0% /

CZVQQO — w + f = O, Cp = M% (V15)
82

C§v2d) - W + B = O, Cs — \/% (V16)

Cela montre deux mécanismes de propagation d’ondes a deux vitesses finies dans le milieu :

e onde de compression (appelée également onde de dilatation ou onde irrotationnelle) associée au
mouvement des particules suivant la direction de propagation et a la vitesse c¢,. Ces ondes sont dues
aux efforts de traction-compression paralléles au mouvement (notée par P).

e onde de cisaillement (appelée aussi onde de distorsion ou onde équivolumique) associée au mou-
vement des particules qui s’effectue perpendiculairement & la direction de propagation et a la vitesse
¢s. Ces ondes sont dues au glissement relatif entre les facettes perpendiculaires au mouvement. Com-
posées de deux parties SV et SH dans ce plan, elles se propagent plus lentement que les ondes de
compression.

Le rapport des deux constantes d’onde ¢, et c¢; ne dépend que du coefficient de Poisson, 2—; =

21(1__25) < 1. La solution de ce probléeme est souvent sous la forme exponentielle.
¢ 3 direction de mouvement direction de
direction de mouvement direction de des particules propagation
des particules propagation .
% amplitude

% amplitude ==

ONDE DE COMPRESSION ONDE DE CISAILLEMENT

FIGURE V.2. : Ondes de compression et ondes de cisaillement

1.3.2. Ondes planes :

Les ondes planes se propageant dans un milieu continu s’écrivent avec un déplacement exprimé
par[122] :
u=Adf(n.r —ct) (V.17)

ou d est le vecteur de polarisation, n-le vecteur normal, r-le vecteur de localisation du point considéré
(voir la Fig. V.3) et c-la vitesse de propagation.
1.3.3. Comportement viscoélastique. Ondes harmoniques

Dans un milieu viscoélastique, avec un mouvement harmonique, les déformations s’expriment en
fonction de la fréquence w comme suit [121] :

eij = ejje’ (V.18)
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1. Généralités sur la vibration des structures

FIGURE V.3. : Ondes planes se propageant dans un milieu 3D

Le déplacement harmonique est sous la forme :
u=Ad ¢kt (V.19)

ou w est la fréquence, k est le nombre d’ondes, n et d sont respectivement les vecteurs unitaires de
propagation et de mouvement. Le nombre d’ondes k est déterminé par :

(G (w)k? — pw?ld + (G (w) + éG*S(w)]kQ(n.d)p =0 (V.20)

dans cette formule, G’§(w) et G5(w) sont les modules complexes au cisaillement et en compression.

TABLEAU V.1. : Valeurs du nombre d’ondes k dans les ondes longitudinales et transversales

Valeur Ondes longitudinales d = +n Ondes transversales n.d = 0

k v | emotes) e

1.4. Application de la méthode des éléments finis pour les problemes de vibration des
guides d’ondes

La méthode des éléments finis (MEF) dans un guide d’ondes se base sur la méthode des éléments
finis classique. Dans la MEF classique, ’équation est sous la forme Ku + Ct + Mii = f. De cette
équation, il y a deux analyses par éléments finis pour les guides d’ondes. Dans la méthode des éléments
finis spectraux (MEFS), Finnveden [54, 59] a déduit ’équation discrétisée comme :

i=N
[Z EK; — sz] U=0 (V.21)
=1

La matrice de rigidité est développée en plusieurs matrices correspondantes aux nombres d’ondes k'
représentant la propagation d’ondes. Cependant, cette méthode contient une difficulté par rapport a
la MEF classique. La rigidité K; est non standard et les formulations discrétisées sont déterminées
par les méthodes normales comme les équations de Lagrange, le principe de Hamilton ou le principe
de travail virtuel. C’est la raison qui rend cette approche moins puissante que les autres.

La méthode des éléments finis de guides d’ondes (appelée souvent en anglais : wave guide finite
elements (WFE)) est similaire a la MEFS. Le comportement vibratoire est obtenu en appliquant la
transformation de Fourier ou de Laplace. Dans I'Eq. (V.19), le déplacement est donc exprimé comme
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V. STRUCTURES PERIODIQUES

U = U*e™. A partir d’ici, on note U* par U pour simplifier. En appliquant la description du
déplacement, I’équation discrétisée en fonction de la fréquence w s’écrit donc dans une période :

(K 4 iwC — w*M)q = f (V.22)

dont les matrices de rigidité et de masse sont obtenues comme dans la méthode des éléments finis
classique :

M = / pNTNdV (V.23)
\%

K= / BTHBJV (V.24)
\%

ou N est la matrice d’interpolation des déplacements et B est la matrice de gradient B = DIN.

2. Théorie de la vibration des structures périodiques unidimensionnelles

2.1. Analyses par éléments finis des structures périodiques
2.1.1. Dynamique des cellules

La structure est divisée en un certain nombre de cellules avec I'index n (Fig. V.4). Chaque cellule est
maillée avec un nombre égal de noeuds a gauche et a droite. L’équation dynamique discrétisée d’une
cellule obtenue par la méthode des éléments finis a la fréquence w est donnée comme :

(K 4 iwC — w?M)q = f (V.25)

ou K, M et C sont respectivement les matrices de rigidité, de masse et d’amortissement, f est le
vecteur de chargement et q est le vecteur de degrés de liberté de déplacement. En introduisant la
matrice de rigidité dynamique D = K + iwC — w?M, en décomposant en ddls aux bords & gauche
(L) et a droite (R), et ddls a l'intérieur (I), en supposant qu’il n’existe pas de forces aux nceuds de
I'intérieur, 'Eq. (V.25) devient :

]:311 ]j?IL ]§IR qr 0
Drr Dip Dig ar | = | 1L (V.26)
Dgrr Dgrr Dgr ar fr

Les ddls a l'intérieur peuvent étre éliminés en utilisant le premier rang de I'Eq. (V.26) avec comme
résultat :

qr = -D7} (ﬁILQL + ﬁIRQR) (V.27)

Cela nous amene a :

iNV)LL - E)LII:)I_IIE)IL ]E)LR - ]z)LII:)I_]lI:)IR [ qar ] _ [ fr, } (V.28)
Dg, — DrD;'D;, Dgg — Dg/D;/'Dig ar fr
On la réécrit sous la forme :
Dy DLR}[QL] [fL]
= V.29
[ Drr Dgr ar fr ( )

La nouvelle matrice dynamique est obtenue apres avoir élimination des ddls a lintérieur. Par la
symétrie des matrices de rigidité, de masse et d’amortissement, on peut déduire que ‘D = D7,
‘Drr = Dgg et 'Drg = Dpy.

-104-
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n=-—2 n=-1 | !

1 1

I I

I I

1 1
qL—>\I\I\I\I\I\I—>qR

!

I

e
fL_> 111111—>fR

FIGURE V.4. : Structure périodique. Une cellule avec les vecteurs des forces, des déplacements a
gauche et a droite

2.1.2. Réduction des matrices.

La matrice de rigidité dynamique introduite dans 'Eq. (V.29) est utilisée pour un nombre limité
de ddls. Dans le cas o le nombre de ddls est grand, il vaut mieux réduire la base et les parametres
de déplacements dans la section. En introduisant des fonctions de base indépendantes Q;,1 < i < N,
dans la section transversale avec N, ddls, les déplacements s’écrivent

=N,
q= Z Qs (V.30)

=1

Si I’on ne retient que n fonctions (n < Njy), les déplacements sont approchés par
i=n
q= Z Qi (V.31)
i=1

La qualité de l'approximation dépend du choix de la base Q; et du nombre de fonctions de base
retenues n. On introduit la matrice

Q" =Qu, ..., Qul (V.32)
La matrice de rigidité dynamique réduite est définie par
[ D5p Dir } { o ] = [ o ] (V.33)
Drr Dgr | LTk R

avec les projections des matrices de rigidité dynamique sur la nouvelle base définie par

D7, = Q*D..QT,
D}, ="Q"D.rQT,

V.34
D%, ="' Q"DrrQY, (V:34)
Dhp =' Q"DrrQ*
et les forces réduites sont données par
gr =" QML =" [gr1,-- , grn) (V.35)

gr="Q"fr =" [gr1, ", 9Rn)

Le comportement de la cellule décrit par I'Eq. (V.33) est similaire & celui de I'Eq. (V.29). Par
conséquent, la méme approche peut étre utilisée pour décrire les ddls de la structure comme dans I’Eq.
(V.29) ou par une autre base réduite représentée comme dans ’'Eq. (V.33). Dorénavant, il n’existe pas
de distinction entre les 2 présentations de la relation forces-déplacements.
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V. STRUCTURES PERIODIQUES

2.2. Ondes propagées dans une cellule
2.2.1. Matrice de transfert

On considere les structures comme présentées dans la Fig. (V.4). Siil n’y a pas de forces appliquées
aux nceuds a l'intérieur, la continuité des déplacements et 1’équilibre des forces aux bords entre les
cellules n et n + 1 donnent :

q =q
sz+1 _ _?’n (V.36)

La matrice de transfert relie les déplacements et les forces aux sections n et n + 1 comme suit :
qaf qa qft!
L R L

En combinant les Egs. (V.29),(V.36) et (V.37), la matrice de transfert est réécrite en fonction des
parties de la matrice de rigidité dynamique comme :

-D; 1Dy} D} }
T = Lr—LL LR V.38
[ ~Dgy, + DrrD 5D, —DgrDir (V-38)

La propagation d’ondes libre dans la structure est exprimée par le probleme des valeurs propres et des
vecteurs propres

ar | _ qr
rfo] a2 ] v
Le vecteur propre associé a la valeur propre \; est indiqué par
[ a)
o [20] v

et est considéré comme un vecteur d’ondes de base.

2.2.2. Propriétés des vecteurs d’ondes

Le premier rang de 'Eq. (V.39) donne
(Drr +ADrr)ar = {1, (V.41)

En combinant avec le second rang,
1
(DLL +Dgrr +ADrr + /\DRL> qr, =10 (V.42)

Le vecteur q; est donc la solution du probléeme quadratique des valeurs propres. La transposée de
I'Eq. (V.42) donne :

1
tqr (DLL +Dgr + ADgp, + )\DLR> =0 (V.43)

oll on a utilisé la symétrie de la matrice de rigidité dynamique. q; est également le vecteur propre
a droite associé a la valeur propre A et le vecteur propre a gauche associé a la valeur propre % Cela
montre que si A est la valeur propre de 'Eq. (V.42), % aussi. Cette démonstration présente un couple
d’ondes positive et négative. Cela est vrai pour toutes les formes ou propriétés de la cellule. Le vecteur
propre a droite de I'Eq. (V.39) correspondant a la valeur propre A; est donné par :

o q(Ai)
Pi= [ (D + AMDrr)q (M) } (V-44)

et le vecteur propre a gauche associé a \; s’écrit :

v, = [ 'q (%) (Drr+ ADrr) ‘'q (%) } (V.45)

7
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2. Théorie de la vibration des structures périodiques unidimensionnelles

L’orthogonalité des vecteurs propres donne :

T®; = \P,;
v, T =\9; (V-46)
qui nous amene a
U, T®; = \;0;®; = \, ;P (V.47)
Cette quantité doit étre égal a 0 si \; # A;, donc
U,®; = ;b (V.48)

ou d; est une constante quelconque. La normalisation des vecteurs propres peut amener a d; = 1, mais
on peut également normaliser les vecteurs propres q(A;).

2.2.3. Décomposition des ondes dans une cellule

A partir de I'Eq. (V.39), on peut distinguer 2n valeurs propres et 2n vecteurs propres en 2 ensembles
désignés par (A\;, @) et ()\%, ®.7), avec |\;| < 1. Dans le cas ol |);] = 1, le premier ensemble ayant
Re { jwqf fL} < 0 contient les ondes se propageant dans le sens positif tandis que les valeurs propres
inverses /\% dans le second ensemble sont associées a fRe { jwqf fL} > 0. Dans [48], Mead a montré que

les vecteurs propres positifs et négatifs sont égaux q (\;) = q (/\%) Cela signifie que A; et T sont réels.
Dans le cas général, il n’y a pas de relation si simple.

On utilise ces ondes comme une base. Le vecteur d’état a gauche est donné par la somme des ondes
positives et négatives d’amplitudes a;“ et a; respectivement.

q =n o
Xy, = { fLL } = ; (af @ +a; ®)) (V.49)

De la méme facon, le vecteur d’état a droite est donné par :

a i=n o
Xt — [ an } =3 (e voe) (V.50)

Les relations entre les ondes entrantes et sortantes sont obtenues par xg = Txr,. Comme les vecteurs
<I>iJr et @, sont les vecteurs propres de la matrice T, cette relation est réécrite :

bt A O at
RIS van
ol les vecteurs at, a=, b' et b~ sont les vecteurs d’amplitude des ondes et la matrice diagonale
A = diag (M, A2, ..., \y) contient les valeurs propres de module inférieur ou égal a 1.

2.2.4. Calcul de la base réduite

Quand le nombre des ddls dans la section transversale est grand, il vaut mieux utiliser la base
réduite comme présenté dans la section 2.1.2. Une possibilité est de prendre les vecteurs q();) pour
une fréquence spécifiée. On utilise fy,q4; pour déterminer un nombre limité de vecteurs propres dont
le module des valeurs propres est proche de 1. Cela comprend toutes les composantes des ondes de
propagation, dont |A;| = 1, et aussi les ondes le moins rapidement atténuées, |A\;| < 1. Pour calculer
les valeurs propres et les vecteurs propres, il faut résoudre le systeme (V.37) ou (V.42). Pour un
grand nombre de ddls, on peut rencontrer des difficultés, car la matrice de transfert peut étre mal
conditionnée. Gry et Gontier [65] ou Zhong [66] ont défini le probléme en fonction de la valeur propre
()\ + %), car la matrice est symplectique. Cela signifie que I’on cherche les valeurs propres de T + T~}
au lieu de T. Le probléeme des valeurs propres dans 'Eq. (V.42) est reformulé comme

0 Drgy, qar ] [ Drr, O ] [ qar }
I =\ Iy V.52
—Dpgrr —Dprr — Dgr } [ qr 0 Dir qar ( )
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avec qr, = AqL. Une autre possibilité s’écrit sous la forme :

[—DLL—DRR _DLR}[QL]:l[DRL 0 ][QL} (V.53)
Drr 0 ar A 0 Dir || a: '
La réorganisation de I'Eq. (V.52) et (V.53) donne :
[DRL 0 } [QL]: 1 [_(DLL+DRR) _(DLR_DRL)] [QL] (V.54)
0 Dir]|ar A3 | Drr—Dgrr) —MDrr+Drr) || a ‘

Le dernier systeme a des valeurs propres doubles. En indiquant deux vecteurs propres associés & une
méme valeur propre comme wj et wg, un vecteur propre de I'Eq. (V.52) associé a la valeur propre A
est décomposé comme :

W = QW] + qoWy (V.55)

En l'introduisant dans I’'Eq. (V.52), on a

ADgp, —Dgr,

a1wW1 + aswy) =0 V.56
Drr Drr+Dgrr+ ADrr (1w 2w2) ( )

Le produit scalaire peut donner la relation entre a; et ap ' . On prend les vecteurs propres pour
la fréquence f..: comme la base des vecteurs pour toutes les fréquences. Par conséquent, on peut
déterminer la matrice Q, définie dans I'Eq. (V.32), qui est donnée par

Q =[g(M)....,q(\n)] (V.57)

Seules les valeurs propres A;,1 < i < n, dont les modules sont les plus proches de I'unité parmi Ny
valeurs propres de 'Eq. (V.39), sont calculées. Dans quelques cas, la base réduite construite par les
vecteurs propres pour f,q. n’est pas suffisante, on doit donc utiliser les matrices Qj pour d’autres
fréquences [f1, fa,...] .

2.3. Analyse de la structure compléete

On examine une structure a N cellules comme dans la Fig. V.5. L’objectif est de calculer la matrice
de rigidité dynamique de cette structure. Il faut déterminer la relation entre les déplacements et les
forces de chaque coté de la structure.

FIGURE V.5. : Structure a N cellules

En utilisant 'orthogonalité mentionnée dans 'Eq.(V.48) et les Egs. (V.49) et (V.50), les amplitudes
des ondes peuvent étre obtenues par les produits scalaires des vecteurs propres a gauche et a droite

+,+t gt +p+ — gt
di a,; —‘I’i Xy di bi —\I’i XR

4T i T (V.58)
d;a; =W .x;, d b, =W Xp
olt di sont les facteurs retenus par (V.48). La relation (V.51) devient

txp | [A O Ut .xy (V.59)

U~ .xy, o 0 A U~ .xp '
'Pour 'application, on va chercher les deux valeurs propres \; et Ay = )\i associées aux vecteurs de type wi et wa. On

1

remplace \; dans V.56 et on a la matrice U; = AbziL D.. + ];I]SRR—LF )\IDLR:| - ’Eq. (V.52) donne Uyw; = 0,

cela ameéne aux vecteurs wi qui forment le noyau de la matrice U,
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ol ¥T et ¥~ sont les matrices dont les lignes sont les vecteurs \Il;L et W, respectivement.
En généralisant 'Eq. (V.59) pour le cas de N cellules,

\I’+.XN+1 o AN 0 lI/—i_.Xl
|: ¥~ .x; o 0 AN ‘I’_-XN—H (V.60)

ol x1 et xny1 sont les vecteurs comprenant les déplacements et les forces de la premiere section
(numéro 1) et de la derniere section (numéro N + 1). Les matrices ®+ et ®~ sont divisées comme
suit :

Tr=['F 'Q |, ¥ =]'F" 'Q" | (V.61)
. Q" =[al) - al) ]
Q_:[q % a ﬁ } (V.62)
et

'F* ="' Q"Drr+ A "Q"Drr = —'Q"Dr, — A'Q'Dgy,

'F~='Q Drr+A'Q Dip=-"'"Q DL —A'"Q Dgg
La matrice FT relie les composants des forces et des déplacements des vecteurs propres  gauche.
L’Eq. (V.60) est réécrite :

th tOy— ANth ANt -
[AMF+ AJ8Q+ ] [(ﬂ;il ] - [ Ft tQ(B ] [?11 } (V-64)

(V.63)

ou sous la forme

ANth th fl _ANth th qi
tQt ANtQ+ 1 = _tpt ANtp+ N1 (V.65)

En remplacant F* dans 'Eq. (V.63), on a :

ANth th fl
[ 'Qt  AN'Qt } { fN+1 ]

[ -ANIQT QT Drra: + —ANTHQT  AIQT Drra: (V.66)
B —tQT  ANIQT Dgrran+1 AfQT ANTIQF Drrany1 ’

En multipliant par la matrice inverse a gauche, on a :

_ -1 _ -
[ fi ]_[ Drrai ]+[QN 0} [QN_l Q; ][ Drrai } (V.67)
fni1 Dgrran+1 I Qf QF Qi Drranv+1
—1 4 _ =1 A it—
avec Q;r _ (tQ—i—) Ath+ et Qz — (tQ ) Ath
En se basant sur la symétrie de la matrice de rigidité dynamique de la cellule et les matrices de
propagation définies par :
_ -1
P=Q A(Q7)
P, =Q"A(Q")""
ou P, est la matrice des valeurs propres \; et des vecteurs propres q(J\;), et P; est la matrice des
valeurs propres A; et des vecteurs propres q()\i), on obtient :

f
[ ! ] :DT[‘“ ] (V.69)
fN+1 dN+1
ou la matrice Dt est la matrice de rigidité dynamique de la structure complete calculée par

D;r 0 I Drr 0 Piv_ 1 P, P{V I !
0 Dgrr 0 Drgr P; Piv -1 I Pf_v
Cette matrice est facilement calculée en connaissant les deux matrices de propagation Py et Py. Le
nombre de calculs nécessaire pour obtenir la matrice globale de la structure ne dépend pas du nombre
de cellules.

(V.68)

Dy = [ (V.70)
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3. Transformation des matrices dans un repeére spécifié

3.1. Généralités sur I'application de la théorie aux structures unidimensionnelles

La signification du mot ”unidimensionnel” n’est pas uniquement celui d’un axe prédéfini dans un
repere cartésien. Dans plusieurs cas, la structure est périodique dans un repere non cartésien tandis que
les matrices de rigidité et de masse obtenues par ANSYS sont dans le repere cartésien. Pour obtenir
des matrices identiques dans toutes les cellules élémentaires, il faut appliquer une transformation des
coordonnées dans le systeme cartésien vers celles dans le systeme spécifié dans lequel la représentation
des coordonnées et des matrices satisfait les propriétés de périodicité.

On se rappelle que les matrices élémentaires (rigidité, masse, ...) sont calculées en fonction de la
matrice des fonctions de forme N et de la matrice des dérivées des fonctions de forme B. Ces deux
matrices ne dépendent pas seulement du type de fonction d’interpolation mais aussi de la position des
éléments. A titre d’exemple, dans ’analyse matricielle par éléments finis, les matrices élémentaires de
rigidité et de masse peuvent s’écrire sous la forme générale dans le repere cartésien Oxyz comme suit :

K. = / B HBdV (V.71)
\%

M, = / pNTNav (V.72)
\%

ou H est la matrice d’élasticité de Hooke, p est la densité des matériaux au point d’intégration.
Le processus de transformation & partir des éléments réels aux éléments référentiels nous donne les
expressions de ces matrices :

K., = / BT HB, det JaV, (V.73)

r

M, = / pNIN, det JdV, (V.74)

r

ou J est le jacobien de la transformation, calculé par les dérivées de la transformation géométrique du
repere réel a celui de référence. Ces expressions montrent que méme pour les éléments identiques mais
avec des orientations différentes, leurs matrices J ne sont pas les mémes. Les matrices élémentaires
sont donc différentes.

“ Element 1

Element 2

Element référentiel

FIGURE V.6. : Transformation géométrique d’un élément a un repére référentiel

Les conditions de périodicité ne peuvent étre exprimées dans le repére cartésien que lorsque les
déplacements des noeuds des deux sections d’une cellule sont identiques dans le cas de chargement
périodique dans ce repére (1). En effet, dans le cas ou les deux sections ne sont pas paralleles (donc,
méme géométriquement, la périodicité n’est pas satisfaite dans le repére cartésien), on cherche une
transformation géométrique pour que les cellules transformées aient leurs sections identiques. En tout
cas, cette transformation peut étre une combinaison des transformations de base. On remarque que la
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3. Transformation des matrices dans un repére spécifié

translation satisfait toujours la condition (1) 2. Il est nécessaire donc d’effectuer une transformation
géométrique bijective de la cellule de base a une cellule de référence ayant un maillage identique aux
deux sections & gauche et a droite. Apres avoir appliqué cette transformation, les matrices transformées
de rigidité, de masse et d’amortissement doivent étre identiques pour toutes les cellules.

gauche

Cellule
réelle

application
bijective

Structure totale

cell. (i+1)

cell. (i)

Cellule de référence

Ficure V.7. : Algorithme de transformation géométrique d’une cellule

3.2. Détails sur le cas de périodicité selon un cercle

Pour assurer la périodicité des cellules, il faut établir une transformation pour obtenir les mémes
propriétés géométriques de toutes les sections transversales. Une méthode possible est de faire tourner
tous les noeuds pour qu’ils appartiennent a la section de base. Les matrices des cellules seront donc

identiques dans le nouveau repere °.
VA
Xrot
Zrot 777777777 ‘
|
|
|
A R i X
0 | i
|
| |
|
|
Y D \ 1
xrot z X

FIGURE V.8. : Rotation d’un noeud a la section de base

Dans la Fig. V.8, lorsqu’on tourne un noeud d’un angle 6, il faut uniquement multiplier les coor-
données par la matrice de rotation pour obtenir les nouvelles coordonnées. La matrice de rotation
autour de ’axe y s’écrit comme :

cosf 0 —sinf
R(0) = 0 1 0 (V.75)
sinf 0 cosf

Pour chaque point x;, il faut déterminer I’angle 6; correspondant a ce point pour réaliser la rotation.
Les coordonnées nouvelles sont obtenues d’apres la relation :

XTOt = R(Ql)xz (V76)

7

2Sixp = xL + t, ou t est le vecteur de translation, — Axr = Az, — Ur =UL
3Ce repere est purement mathématique, pas de sens géométrique
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L’équation discrétisée de la méthode des éléments finis dans le systéeme cartésien s’écrit :

Fc =Ko Ue (V.77)
Ry (x1) £ Ry (x1)uf
Ry (xy) fF Ry (x5)ul
2 ( 2) 2 — Ko 2 (2) 2 (ng)
R;l(xn)ff Rgl(xn)uﬁ
£ R, (x1) 0 0 R, (x1) 0 0 ul
£f 0 R, (x2) 0 0 R; ! (x2) 0 uy
= K¢ .
£r 0 0 - R, (xp) 0 0 o R (xp) ul
(V.79)

L’équation discrétisée dans le systeme transformé s’écrit Fp = Kp.Up, donc, on peut obtenir la
relation Kp = T.K. T~ ! en posant :

Rl (Xl) 0 0
T = ? o fXQ) . ? (V.80)
0 0 R, (x,)

Les autres matrices de la cellule s’écrivent de la mémes facon :

Mp = T.Mqo. T (V.81)
Cp = T.Co.T! (V.82)

REMARQUE 3.1
1. Pour le repere cylindrique, et dans le cas de rotation autour de ’axe Oy, la matrice R;(u;) devient
R;(0;)- la matrice de rotation autour de 'axe Oy du systeme, et 6; est ’angle de rotation du
point . Dans ce cas, la matrice T devient :

R, (6) 0 0
o (:) R, :(92) : (:’ (V.83)
0 0 R, (0,)

2. Apres avoir transformé les matrices dans le nouveau systeme de coordonnées, les équations du
modele sont exprimées dans ce systeme. La relation liant les vecteurs entre les deux systemes
est :

Fp=TFc (V.84)
Up = T.Uc (V.85)

3. Les combinaisons, le produit, I'inverse des matrices conservent les propriétés dans le nouveau
systeme. Par conséquent, les matrices de masse M p et de rigidité dynamique Dp (apres avoir été
transformées) possedent les mémes propriétés que dans le systeéme cartésien (symétrie, positivité,

).
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3.3. Application aux structures périodiques

Dans le chapitre précédent, on a abordé 'application de la théorie aux structures qui possedent des
parties périodiques. Pour chaque partie périodique k, on calcule la matrice de rigidité totale associée
Dglsz (w). Pour les parties non périodiques, on prend le maillage normal. L’assemblage des matrices est
réalisé comme dans la méthode des éléments finis classique. Pourtant, comment peut-on calculer les
réponses aux noeuds qui ne participent pas dans les matrices Dglgz (w)?

Connaissant les réponses a la premiere et a la derniere sections de la partie périodique (k), les
réponses aux autres sections sont calculées par la relation :

n7 (k) n+17 (k)
oo -

ou n est le numéro de la section ou l'on veut calculer les réponses correspondantes. Les réponses
aux noeuds intérieurs de la cellule (m) dans la partie (k) sont calculées par :

af™" = [_f);ll (f)ILqL + f)IRQRH . (V.87)

A une fréquence w donnée, on peut déterminer la matrice de rigidité dynamique totale de la partie
(k) en connaissant celle de la cellule de base D, (w), en se basant sur la méthode de propagation
d’ondes entre les cellules. La matrice DE’QE (w) est calculée par la méthode présentée dans le chapitre
précédent. Avec cette méthode, les calculs de valeurs propres et vecteurs propres sont réalisés avec la
matrice

|:DLL 0 ] [— (Drz +Dgr) —(Drg—Dgr)]
0 Dgr|| (DLr—Dgrr) —(Drr+ Dgg)

Pourtant, le temps de calcul des valeurs propres pour cette matrice augmente rapidement avec d =
dim(Dyy) (de 'ordre O(8.d%)). Cet algorithme est donc appliqué essentiellement pour les problemes
dont le nombre de noeuds d’une section n’est pas important.

REMARQUE 3.2
1. Cette méthode exige des divisions en plusieurs parties périodiques ou non périodiques ou les
charges sont appliquées. Elle est donc convenable dans les cas de chargement simple.

2. Dans le cas de chargement plus compliqué, pour déterminer la réponse en un point, on applique
une force unitaire ponctuelle au point examiné et on calcule toutes les réponses aux endroits ou
se présentent les charges. Le principe de réciprocité et une somme algébrique nous donnera la
réponse au point examiné sous ’action des charges appliquées.

3.4. Méthode d’élimination des ddls n’ayant pas de charge. Matrice de rigidité
équivalente

Cet algorithme est similaire a celui pour l’élimination des noeuds intérieurs dans le chapitre
précédent. L’avantage de cette méthode est que l'ordre de temps de calcul est O(d?.1log N). En pra-
tique, dans le cas d’un grand nombre de cellules N, N peut étre représenté par une somme de puissance
de 2 :

N = 227” avec pp >pg > - (V.88)
i

ou p; est la position du i€ chiffre 1 dans la représentation binaire de N : N = [1010...01]5. La matrice
de rigidité dynamique totale de la partie périodique est rapidement calculée (Fig.V.9). On suppose
que les deux matrices avoisinantes sont de la forme :

(1) (1) (2) (2)
DO — [D(LlL D(le)%] . DO = [D(% D(Lg] (V.89)
Dr. Dkr Dy Drr

~—
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D(pl) D(FQ)

[2pl cellules] [2p2 cellules]
FiGURE V.9. : Algorithme d’élimination de ddls d’une partie périodique de N cellules

Les calculs matriciels similaires a la méthode d’élimination des ddls intérieurs nous donnent la matrice
équivalente de ces deux matrices.

e e 1 1 % 1 1 * 2
D — [DeLzL Dé,:R:| — D(L[)/ o ZD(L}zD 1DS2124 ;DSLI)%I? Dsll)z 5 (V.9())
Dy Dgr —DS-J])%D*D%% D%I)% - D%%D*D(L})%

ou D* = DY), + DY)

Ayant la matrice de rigidité dynamique d’une cellule, on pourra calculer des matrices de rigidité
équivalentes de 2,4, ...,2™~ ! cellules (n, est la longueur de la représentation binaire de N). En se
basant sur la représentation binaire de N, on pourra savoir quelles matrices équivalentes présentées
dans la décomposition de la matrice D. Un autre processus d’élimination des ddls donnera la matrice
équivalente totale.

REMARQUE 3.3
1. Les algorithmes pour calculer les fonctions de réponse aux autres noeuds sont similaires a ceux
de la méthode précédente. Cette méthode est appliquée et comparée dans les prochaines sections
avec les résultats obtenus par ANSYS et avec la méthode périodique.

2. Quant au cotit de calcul, pour la méthode de propagation d’ondes, il est de l'ordre O(d?) a
cause d'un probleme des valeurs propres et des vecteurs propres tandis que pour la méthode des
matrices équivalentes, on n’utilise que des inversions des matrices. Le cott de calcul est donc de
I'ordre O(d?) (par exemple pour I’algorithme d’inversion aprés avoir utilisé la transformation en
forme de Hessenberg)

3.5. Exploitation de matrices élémentaires dans ANSYS

Au cours du calcul d’un probleme concret dans ANSY'S, des fichiers binaires sont générés. Ces fichiers
sont utilisés pour stocker des données temporaires ou pour le post-traitement. Lorsqu’on obtient ces
fichiers, on peut accéder aux informations du modele comme les coordonnées, la numérotation des
noeuds, des éléments et également des ddls. Les matrices de rigidité, de masse, d’amortissement et
aussi de rigidité additionnelle des éléments sont stockées dans le fichier .EMAT. On peut donc les
saisir pour les introduire dans un code de programmation pour un post-traitement.

L’avantage de cette exploitation est qu’on peut profiter de la librairie des éléments prédéfinis dans
ANSYS. Des types d’éléments convenables sont introduits dans ANSYS avec le maillage, les matrices
sont calculées avec la géométrie et les matériaux importés. Cela évite la difficulté de générer le maillage
et les matrices élémentaires. Avec un probleme dynamique, on n’a besoin que des trois matrices de
rigidité, de masse et d’amortissement pour déterminer les déplacements.

L’inconvénient de cette méthode est qu’on ne peut pas calculer les déformations ainsi que les
contraintes faute de matrices d’élasticité dynamique H, des opérations différentielles B et des fonc-
tions de forme N. Pourtant, les énergies peuvent étre calculées via les déplacements et les matrices
obtenues.

Pour générer le fichier .EMAT, il suffit d’écrire la commande EMATWRITE,YES avant d’exécuter
une analyse dans ANSYS. Les matrices de rigidité additionnelle sont calculées en utilisant 1’op-
tion PSTRES,ON (pour lanalyse statique linéaire) ou SSTIF,ON (pour l’analyse statique non-
linéaire avec petites perturbation) ou NLGEOM,ON (pour I'analyse statique non linéaire avec grandes
déformations). La commande DUMP nous permet de générer les fichiers de données en format texte
a partir de ce fichier binaire. La présence des matrices de rigidité, de masse, d’amortissement et de
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rigidité additionnelle est notée dans les parametres kygst, kygm, kycd, kygss de 'enregistrement 2.
Il faut bien vérifier cette présence pour s’assurer que le pointeur lit exactement la matrice élémentaire
dont on a besoin.

Lorsqu’on aura saisi toutes ces données, on pourra renuméroter ou classifier des noeuds, des ddls
pour calculer les matrices Dy, Dgpg, - - -. Une bonne numérotation des noeuds et des ddls nous permet
de maitriser les informations géométriques du modele.

4. Application a une poutre sollicitée par une force ponctuelle

Dans cette section sont présentées quelques applications de la théorie de la méthode des éléments
finis pour les structures périodiques. La validation de cette théorie est réalisée dans les cas de structures
simples et d’une charge ponctuelle. La méthode se base sur ’hypothese de non-présence de force sur
les noeuds intérieurs et de 1'équilibre des forces entre les cellules fj; = —fZ“. C’est la raison pour
laquelle la division des cellules dépend de la position de la charge. Au noeud chargé, la force de la
cellule perd sa réciprocité donc on doit vérifier I’équilibre a la section ayant ce noeud.

4.1. Matrice de rigidité dynamique

La poutre de longueur L encastrée a gauche et libre a droite est sollicitée par une force concentrée
Fa %L. Elle est divisée en N cellules de longueur [, donc L = N1 et en 2 régions L1 = N1l et Ly = Nol
par la force F'. Ce probléme est unidimensionnel et chaque noeud a 2 degrés de liberté. Alors, chaque
élément de 4 degrés de liberté est représenté sur la Fig. V.10. Les matrices de rigidité et de masse d’un
élément sont analytiquement données par Petyt [69].

12 6/ —12 6l 156 221 54 —13]

EI | 61 42 —61 202 pSL | 221 412 131 —3[2
Ke_T?» -12 —61 12 —6l|’ Me‘ﬂo 54 131 156 —22I (V.91)

6/ 202 —61 42 —131 =312 —221 42

ou FE est le module d’Young, p est la densité du matériau, I le moment d’inertie et S l'aire de la
section transversale. L’hypothése d’amortissement par hystérésis est utilisée; cela donne la matrice
d’amortissement C, = nK.. Ce résultat donne la matrice de rigidité dynamique D, = K. +iC.—w?M,
dans laquelle le module d”Young complexe E = (1 4 in)E est connu.

TABLEAU V.2. : Unités des grandeurs

Déplacement [u] Rigidité [EI] Force [F] Moment [M]
ML3? ML ML?
T2 T2 T2

L

Il est plus commode de travailler avec des grandeurs adimensionnelles. Il est ralsonnable de nor-

maliser les quantités en divisant les déplacements par [, les forces et les moments par —2 et EI
respectivement (voir le Tab. V.2). La matrice de rigidité dynamique est donc :
1 gg( ? 66— fi—%(kl) —-12 - %(kl) 6 + 735 (Kl)?
D. — 42%( 1)? (kl) —b - *(kl) 2+ 420(]‘302 (V.92)
c —12 4 (k:l) —6 — —(k:l) 1 4%8(kl) —6 + 32O(k‘l)2
6+ 420(kl) 2+ 5 (kl)*  —6+ 55(kl)? — 15 (kl)?
ol k = 4/pSI2w?/EI est le nombre d’ondes.
4.2. Solution analytique
Dans [16], les formes modales normées d’une poutre encastrée-articulée sont exprimées par :
1 (sinh&(B),  sing(Bl)n
Xn(x) = — — .
@) =7 ( sinh(8l),  sin(Bl), (V-93)
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23L r element size
/

-
T

A

(2)

M, Fi F> M>

~

o / V2 U5

FIGURE V.10. : Exemple de poutre : (a)poutre encastrée-simplement supportée de longueur L solli-
citée par une force F' a 2/3L ; (b) élément de la poutre

ou
e (3l satisfait : tan 81 = tanh (5l
e 1 — ¢ est la coordonnée locale du point examiné z = (1 — &)l

2
e Fréquences propres: f,, = 27 (ﬁl?” \/ %. E, I, p, A sont respectivement le module d’Young, le moment

d’inertie, la densité et ’aire de la section de la poutre.

La solution analytique en fonction de la fréquence de la poutre sous une charge ponctuelle unitaire au
point x; s’écrit :

) = 3 O le) -

— w2 — w? + 2iCwwy,

Dans notre cas, on calcule la mobilité
2 2 o~ Xn (6= 5)Xn (& = 3) iw
=2l w) =iw. =2l w) = 3 3
v(@ 3 w) = iwu( 3 ) Z pA w2 — w? + 2iCwwy,

n=1 n

(V.95)

4.3. Solution périodique

La réponse en fréquence est calculée pour l'excitation F' & la position 2/3L. Les forces et les
déplacements des deux parties de la poutre a gauche et a droite sont notés respectivement par les
indices 1 et 2. Les équations dynamiques discrétisées pour ces deux parties sont donc :

il
=D, | £}, V.96
bt e
il

=D , V.97
] -2 (3 e

ou les matrices D; et Dy sont données par 'Eq. (V.70) avec les matrices de propagation d’ondes
calculées par I'’Eq. (V.68). Les conditions aux limites, de continuation au point de division et les
équations d’équilibre des forces a gauche et a droite des deux parties sont déterminées par :

q; =0,

ap =497,

fl 2 —F _

R+fL+[O]_0, (V.983)
M2 =0,

v%% =0.
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5. Conclusion

En assemblant les deux matrices Dq et Do et en éliminant les degrés de liberté fixés, la matrice
de rigidité dynamique de la structure totale est déterminée. Les déplacements et les rotations sont
calculés par ’équation :

F v%

0| =Dy |62, V.99
L

0 0%,

ol Dy est la matrice totale de rigidité dynamique de la poutre. Dans cette application, la poutre
est divisée en 1000 cellules. Elle est en acier avec E = 2 - 10! Pa, p = 7850kg/m?>. Les propriétés
géométriques sont b = h = 0.00lm, L = 1m. L’amortissement modal constant est pris avec n = 2¢ =
0.01.

4.4. Solution avec la méthode de matrice équivalente

La représentation binaire de 1000 est [1111101000]2. Ayant la matrice de rigidité dynamique d’une
cellule calculée dans la section 4.1, on calculera les matrices équivalentes de 8,32,64,128,256,512 cellules
(notées D¥, D32, D% D128 D256 D512), La matrice équivalente totale est obtenue par un processus
d’élimination des ddls communs de ces matrices. Les résultats obtenus pour les solutions périodiques,
de matrice équivalente et analytiques sont présentés dans la Fig. V.11. On constate une tres bonne
concordance entre les résultats.

1000 elements

Analytique
— % — Guide d'ondes
¢ | —e—— Matrice équivalente

Module de la mobilité [m/s.N]
[~
o

0 1 2
10 10 10 Fréquence [Hz]

FIGURE V.11. : Comparaison de la solution périodique, de la solution de matrice équivalente dans le
cas de 1000 cellules et de la solution analytique

5. Conclusion

Une méthode de type éléments finis pour les calculs de vibration des guides d’ondes et des structures
périodiques est présentée. Le point clé de cette méthode est que la géométrie et la matrice de rigidité
dynamique de la cellule sont obtenues par un logiciel éléments finis standard comme ANSYS ou
ABAQUS avec lequel on peut mailler et calculer les matrices de rigidité, d’amortissement et de masse.
On analyse les ondes propagées a travers les cellules et les constantes de propagation et les vecteurs
d’ondes sont respectivement les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice de transfert. Le
principe est que les vecteurs d’état sont décomposés dans cette base d’ondes. Or, le comportement
vibratoire d’une structure de N cellules peut étre exprimé en fonction des amplitudes d’ondes par une
somme algébrique des matrices de rigidité dynamique. Simplement, une expression stable et explicite
est présentée pour la matrice totale de la structure.
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V. STRUCTURES PERIODIQUES

En comparant cette méthode avec celle des éléments finis standard, le cotit de calcul par la méthode
de guide d’ondes est réduit grace a un nombre beaucoup plus faible de ddls, qui sont obtenus unique-
ment avec le maillage d’une cellule au lieu de celui de la structure totale. Un autre avantage de cette
méthode par rapport & une méthode d’éléments finis standard est que cette derniére ne profite pas de
la périodicité tandis que cette méthode le permet pour les analyses harmoniques. L’exploitation des
matrices de rigidité et de masse a partir ’ANSYS permet de modéliser des structures plus complexes
que celles présentées dans les exemples.
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Chapitre VI.

Modele numérique périodique pour le pneumatique

On utilise la transformation du repére cylindrique en repére cartésien
pour avoir la périodicité des matrices. La théorie dans le chapitre sur les
structures périodiques est appliquée dans un premier temps dans le cas
d’un pneu homogéne pour valider ’algorithme. Le modéle avec la section
et les matériaux réels est développé a la suite. Les études paramétriques
sont réalisées pour obtenir la dépendance des mobilités en fonction des
propriétés mécaniques des matériaux et de la pression interne.
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VI. MODELE NUMERIQUE PERIODIQUE POUR LE PNEUMATIQUE

1. Pneumatique de section homogene

1.1. Description du modele

Dans tous les modeles mentionnés, on a supposé une simplification de la géométrie du pneumatique
et sa courbure a été négligée, ce qui influence la qualité du résultat. En effet, les structures droites se
sont montrées moins rigides que la structure complete, de ce fait le premier pic de résonance est apparu
a une fréquence plus basse. Ce sont essentiellement la courbure et la forme géométrique avec les parois
latérales qui rendent la structure plus rigide. Le pneumatique est considéré comme une structure avec
une symétrie de rotation. En général, la section du pneumatique est composée de plusieurs matériaux
et avec une géométrie complexe. La premiere modélisation est utilisée dans le cas d’un pneumatique
homogene ayant des propriétés données, on prend donc les valeurs moyennes de ces propriétés.

FIiGUre VI.1. : Modéle du pneumatique et une cellule élémentaire

1.1.1. Propriétés des matériaux homogenes et de la géométrie

Les propriétés géométriques et les matériaux sont complexes. La section transversale du pneumatique
se compose de plusieurs parties dont les matériaux constitutifs sont différents. Les rainures sont en
général trapézoidales et les distances entre elles sont variables et dépendent du type de pneu. Les
tringles sont en acier composées par 7 fils supposés isotropes. Les couches de nylon et les grilles
d’aciers distribuées a l'intérieur de la gomme sont considérées comme des matériaux orthotropes dont
les propriétés mécaniques sont différentes dans deux directions transversale et circonférentielle. Pour
la gomme, elle est prise comme un caoutchouc isotrope. Ces propriétés vont étre déterminées dans la
partie expérimentale.

Dans 'analyse de la section homogene, un seul matériau est pris comme isotrope et la géométrie
est plus simple que celle dans le cas de section réelle. Ces valeurs sont données dans le Tab VI.1([2])
ol R est le rayon extérieur du pneumatique, r, le rayon de la jante, E, v, p,n sont respectivement le
module élastique, le coefficient de Poisson, la densité et le facteur de perte du matériau homogénéisé
du pneu.

TABLEAU VI.1. : Propriétés physiques et géométriques du pneumatique

Parametres R r E v P n
Valeurs(SI) 0.275 0.168 8.E7 042 1200 0.1

Les noeuds au niveau de la jante sont fixés. On examinera essentiellement les mobilités radiale et
tangentielle ponctuelles du sommet du pneumatique. L’angle entre les deux sections a gauche et a
droite est de 8°. La modélisation du pneu total dans le code d’éléments finis ANSYS doit assurer le
fait que I'angle des éléments divisés sur le contour est identique dans la cellule pour bien comparer les
résultats (voir l'effet de la taille d’éléments sur la réponse).
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1. Pneumatique de section homogeéne

1.1.2. Analyse matricielle du modele

Dans ce probleme, on examinera les fonctions de réponse en fréquence d’'un pneu de matériau ho-
mogene, soumis a ’action d’une force unitaire appliquée au milieu de la bande de roulement. Apres
avoir éliminé les degrés de liberté fixés et calculé la matrice de rigidité dynamique totale du pneuma-
tique, on écrit I’équation dynamique comme :

fi | _ D1T1 D{Q qi1
= | A7 T (VL.1)
fni1 D3 D3s| |lav+1
En tenant compte de la périodicité sur le contour du pneumatique, on transforme les matrices de
rigidité et de masse a la section 1. Les conditions de continuité et d’équilibre impliquent (Fig VI.2) :

F1GURE VI1.2. : Processus de modélisation périodique

q1 = qdn+1 = q
VI.2
{f1+fN+1+F=0 (VL.2)

Des Egs. (VI.1) et (VI.2), on obtient :
—F = fi + fy41 = Dija1 + Disan+1 + D311 + Dosan1 = (Diy + Diy + D3 + Dip)g  (VL3)

En notant DY, + D, + DI, + D1, = Dy, on obtient I’équation dynamique :

(VL4)

1.2. Résultats numériques et comparaisons

La solution périodique dans ce cas est obtenue en se basant sur la périodicité du contour du pneu-
matique. Les démarches sont les mémes que dans les modeles précédents. Pourtant, il faut remarquer
que la solution périodique est applicable lorsque la matrice de rigidité dynamique des cellules possede
une méme valeur. En plus, les matrices de rigidité et de masse d’une cellule sont calculées dans les
coordonnées cartésiennes. La transformation des ddls de la cellule en coordonnées cylindriques est
nécessaire. Cela nous permet d’obtenir des cellules de méme valeur de rigidité dynamique.

En appliquant la théorie abordée dans le chapitre précédent, les ddls sont transformés en coordonnées
cylindriques par les rotations des angles 8; associés aux noeuds ¢. La matrice de rotation pour un angle
0; est comme suit :

cos@; 0 sinb;

R, = 0 1 0 (VL5)
—sinf; 0 cosb;
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VI. MODELE NUMERIQUE PERIODIQUE POUR LE PNEUMATIQUE

1.2.1. Validation de résultats avec ANSYS

On a effectué une modélisation du pneu total avec la géométrie simple et un matériau isotrope.
Une analyse harmonique est réalisée par ANSYS avec les données introduites. Les mobilités radiales
et tangentielles sont calculées dans ANSYS et avec MATLAB.

10"
— % — ANSYS
jan Solution périodique

= z Matrix Equiv.
z = 102L
= 102k .m. 10
. g
E )
o ]
© =)
2 c
8 “é 107
2 —— Solution périodique B
3 .. % - ANSYS 2

10 . . . 3
= e  Matrix Equiv. 3

4 : = y ! .
1 1 4 i 1
10! 107 ; ? 10 10' 10° ; 10°
Fréquence [Hz] 10 Fréquence [Hz]
a)Mobilité radiale ponctuelle b) Mobilité tangentielle ponctuelle

Ficure VI.3. : Comparaison du calcul fait par ANSYS avec solution périodique et la solution par la
technique d’élimination des ddls d’un point au sommet de la bande de roulement

1.2.2. Effet de la taille des éléments

Vu que le comportement vibratoire des solides dépend essentiellement du nombre d’ondes ou de
la longueur d’onde, les dimensions des éléments maillés ont une influence sur la réponse. Lorsque la
fréquence est basse, le pneu se comporte comme un solide rigide (f < 100H z) et ces influences peuvent
étre négligées. Dans la bande de fréquence de poutre ou d’anneau (100-400Hz), la tension et la flexion
dominent, les réponses varient en amplitude tandis que la valeur moyenne reste encore stable. Au-
dessus de la fréquence d’anneau, il se produit la torsion avec des ondes transverses car la longueur
d’onde est comparable a la largeur du pneu. Les modes et donc les réponses sont considérablement
différentes pour les hautes fréquences.

_ Cell. 2°
—
- Tz 107
' \ (axd —
=2 L. '
S 1020 “,,/f{""\/{/"\/r "
@ My E
E o
o o
.© = 1073
B cell. 2° )
= == Cell 8° ]
3 AT e Cell. 8° pe
g 1073 T z
(=]
=
* i 1%L — -
10! 10° Fréquence [Hz] 10° 10 10 Fréquence [Hz] 10
a)Mobilité radiale ponctuelle b) Mobilité tangentielle ponctuelle

FiGURE VI1.4. : Comparaison des solutions obtenues par MATLAB dans les cas de cellules de 2°,4°, 8°
avec un point au sommet de la bande de roulement
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2. Pneumatique de section réelle

2. Pneumatique de section réelle

2.1. Géométrie et propriétés des matériaux

La section transversale du pneumatique et la distribution de matériaux sont présentées sur la Fig.
VI.5. On remarque que l'on peut faire varier I’angle de la cellule élémentaire pour obtenir la précision
voulue. Le facteur le plus important de la modélisation est le nombre de noeuds dans une section du
pneu. Le pneumatique est considéré comme un solide de révolution. Les conditions aux limites sont
appliquées dans la zone de contact avec la jante (Fig. VL5).

~
\ / “ Caoutchouc /

FiGUrE VI.5. : Géométrie et distribution de matériaux dans la section du pneumatique modélisé

( B Tringles

2.1.1. Validation de modes propres identifiés par le modeéle numérique

Cette validation numérique est effectuée a travers le logiciel d’éléments finis ANSYS. Comme les
fréquences de résonance sont suffisamment élevées, les propriétés dynamiques des matériaux sont prises
en compte dans la modélisation. Les modes sont représentés sur des graphiques pour analyser la forme
de vibration. Une section réelle est introduite dans ANSYS. Le pneumatique est considéré comme un
solide de révolution & partir de la section de base préétablie. Les propriétés sont implémentées dans
la bande de roulement et dans la partie en caoutchouc (Tab. VI.2). Les conditions aux limites sont
appliquées au niveau de la jante. Dans la simulation, on fixe tous les noeuds correspondant & ce niveau.

TABLEAU VI1.2. : Propriétés mécaniques introduites dans ANSYS

Bande de roulement Caoutchouc
E, [MPa] E, [MPa] E,[MPa] vy vy. V.. | E.[MPa] v,
663 24 20 04 0.2 0.2 21 0.49

F1Gure VI.6. : Modélisation avec la symétrie cyclique d’une cellule et du pneu total

En cas d’analyse modale, on peut utiliser 'option de symétrie cyclique dans ANSYS pour réduire
le temps de calcul. Les résultats sont présentés en groupes d’index harmoniques (pas dans lordre
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VI. MODELE NUMERIQUE PERIODIQUE POUR LE PNEUMATIQUE

croissant). La pression interne (2 bars, mesurée par une pompe) est introduite comme une étape de
chargement et ’analyse modale est réalisée avec la condition initiale précontrainte.

2.1.2. Résultat et discussions

Le résultat de I’analyse modale du pneumatique avec ANSYS est représenté sur la Fig. VI.7. Dans
cette série de résultats se présentent les modes de la bande de roulement et le premier mode de
glissement selon ’axe du pneu. Ces valeurs de fréquences propres montrent une assez bonne cohérence
avec la mesure, car dans le modele, on néglige les rainures transverses du pneu.

X3

O

I\

b
(==

S

W

Mode 4, f = 174.5H% Mode 5, f = 209Hz

F1cUure VI.7. : Résultats des modes propres du pneu gonfié modélisé dans ANSYS

Retournons a l'identification des modes avec PULSE, on trouve bien que le premier mode de la
section transverse correspond au mode de glissement du pneu selon ’axe du pneu. La fréquence 100Hz
détectée est associée au mode 1 qui est difficile a déterminer avec les séries de mesures effectuées. Le
Tab. VI.3 montre la comparaison des modes propres de la bande de roulement mesurés et calculés
avec ANSYS dans deux cas : sans pression et avec pression interne.

TABLEAU VI1.3. : Comparaison des modes propres identifiés avec PULSE et calculés avec ANSYS

Sans pression interne Avec pression interne
Mode bande Mesure [Hz] ANSYS [Hz| | Mode bande Mesure [Hz] ANSYS [Hz]
1 * 75 1 * 98.4
2 82 83.5 2 122 117
3 98 95.4 3 146 141
4 114 113 4 174 172
5 * 132 5 208 205

2.2. Cas sans précontrainte

C’est le cas le plus simple de charge car on ne tient pas compte de I'influence de la charge statique
dans I'analyse dynamique. Les matrices d’'une cellule sont donc les mémes que celles appartenant a
la structure totale. La méthode de résolution du probleme est la méme que celle dans le cas de la
section homogene. La différence principale entre ce cas et le cas mentionné est le traitement de la

-124-



2. Pneumatique de section réelle

géométrie, de la distribution des matériaux hétérogenes et de I’exploitation des conditions aux limites
plus compliquées. Dans la modélisation de la cellule avec ANSYS, seulement les noeuds collés a la
jante sont fixés. Il n’est pas facile de déterminer ces noeuds. Il vaut mieux exporter une liste de ces
noeuds dans un fichier et le lire dans Matlab. Or, lorsqu’on effectue ’élimination de degrés de liberté
fixés, seulement les ddls associés a ces noeuds sont pris en compte.

Dans ce cas, on applique une force concentrée a la bande de roulement, a la méme position dans le cas
de mesure “Pot vibrant a la bande de roulement” dans le chapitre IV. Les mobilités aux autres points
sont calculées. Comme toutes les matrices sont représentées dans le repere cartésien, les mobilités sont
également présentées dans ce repere.

Il faut remarquer qu’une des directions orthotropes de la bande de roulement est le long du contour.
On aura deux difficultés dans la modélisation numérique avec la méthode périodique : dans un premier
temps, on ne peut pas modéliser les propriétés des matériaux suivant une courbe et dans un second
temps, comme on ne peut définir les propriétés mécaniques suivant une direction d’un élément, lorsque
le maillage est assez gros, I’extrapolation engendre des écarts cumulés. C’est la raison pour laquelle
on utilisera un matériau homogene au lieu de la bande de roulement orthotrope. Le comportement
sera donc similaire et les pics sont différents des modes propres mesurés représentés dans le Tab.
VI.3. La Fig. VI.8 montre la comparaison des résultats calculés par la méthode périodique avec une

0.02 ‘ ‘ ‘ ! ‘
0.018 L o ‘ o Solution ANSYS "full"
0.016 |- o S -+ == Solution périodique

7 0.014
=z
~ 0.012
0.01
0.008
0.006
0.004
0.002
0

Mobilité [m.s

+

| | | | |
100 200 300 400 500 600
Fréquence [Hz]

Ficure VI.8. : Comparaison des mobilités ponctuelles au point d’application de la force, calculées par
le modele périodique et par ANSYS dans le cas sans pression interne

cellule de 6° avec la solution “full” dans ANSYS en modélisant un pneu total. La bande de roulement
est remplacée par un matériau homogene avec le module élastique égal a 663 MPa et le coefficient
de Poisson égal a 0.4. L’amortissement est pris comme une valeur moyenne des valeurs détectées
par PULSE, approximativement estimé égal a 0.1. Ce résultat montre une bonne concordance de la
méthode périodique avec un code de calcul largement utilisé dans les problemes dynamiques.

Concernant le coiit de calcul, avec la solution “full” dans ANSYS, il faut un beaucoup plus grand
fichier pour sauvegarder les résultats de toutes les fréquences calculées. A titre d’exemple, pour un
pneu total, maillé avec 180 sections, chaque section a 173 noeuds, le fichier de résultats dans ANSYS
atteint 40GB tandis que la solution périodique a besoin seulement de quelques dizaines de MB pour
sauvegarder les variables, car I’espace requis pour cette solution ne dépend pas du nombre de cellules.
La solution d’'un pas de fréquence nécessite 720 secondes avec ANSYS contre 13 secondes avec la
solution périodique. La méthode périodique nous donne donc une grande possibilité de calculer avec
le maillage plus fin pour un besoin de précision.

2.3. Prise en compte de la précontrainte

La vibration du systeme est considérée comme la perturbation autour de I’équilibre établi par la
précontrainte o¥. D’aprés [52], une structure est dite précontrainte lorsqu’elle est soumise & un champ
de contraintes initial ¢¥. On s’intéresse souvent aux valeurs dans la configuration associée a 1'état
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VI. MODELE NUMERIQUE PERIODIQUE POUR LE PNEUMATIQUE

précontraint. Les déplacements, déformations et contraintes s’écrivent :

u=u’+ u*
=el 4 ¢ (VL6)
oc=0"+0o"
Ils expriment respectivement I’état de déplacements, de déformations et de contraintes dans la
configuration V0 prise comme référence.

1072 054145 081217 10829

Etat non déformé - Déﬁla‘cement'lt'c‘:tal

Contrainte radiale

FiGUrE VI1.9. : Etats non déformés, déplacement total et contrainte radiale avec la pression interne
de la cellule

En explicitant le principe de Hamilton avec du = du*, e = €lin) 4 glnonlin)
1
3 (Vu +! Vu +! Vu.Vu) (non linéaire), dans deux cas de structures extérieurement et intérieurement
précontraintes, on a :
[2)
6u* (T* - ’L?knt - VQ - :xt) dt =0 (VI?)
t1
(5u*(t1) = 5u*(t2) =0

ou 7%,V ., Vi, et Vy sont respectivement I’énergie cinétique de déplacements additionnels (7% = 7),
I’énergie potentielle des déformations linéaires additionnelles ( correspondant & la partie linéaire €"),
le potentiel des forces externes additionnelles, I’énergie géométrique de précontrainte. En se limitant

aux termes du second ordre, ils ont les formes :

1

T = 5/ pruurdV

« L . ain) «(lin)

ot = € :C:e av

(VL)
Vg _ / ol - E*(nonlin)dv
Veazt = - Y*u*dV — / z*u*dS
\ % o

Ici, on peut considérer la vibration de la structure autour de 1’état d’équilibre précontraint (cor-
respondant au volume V*) comme dans le cas normal (sans précontraintes) en ajoutant le terme de
I’énergie géométrique précontrainte. La rigidité totale est donc prise comme la somme de la rigidité
normale K et de la rigidité additionnelle précontrainte K représentant la partie quadratique de la
déformation additionnelle non linéaire et déterminée par :

1y
V, = 3 UK;U (VL9)
Pour chaque élément, si I'on prend la déformation au point & comme dans 'expression ¢(x) = D -
u(x) = DN(z)U = B(x)U (ou D, N, B sont respectivement les matrices d’opérateur différentiel, de
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fonctions de forme et de dérivée de N), la partie non linéaire de la déformation est donc :

) t
2,_:>|<(nonlm) _ % Vu.Vu = %(BU)t . (BU) (VI.lO)

L’énergie additionnelle dépend de la précontrainte et s’écrit sous la forme :

1 0. t
V=5 / 0" [(BU)' - (BU)V (VL11)

La matrice de rigidité dynamique devient D = [K + Kg] + iwC — w?M et on traite le probleme de
fagon similaire au cas sans précontrainte en prenant la matrice de rigidité égale a [K + K¢]. Si 'on
suppose que le gonflement est un processus linéaire (la précontrainte varie donc linéairement), on peut
déterminer la matrice Kg a la pression p quelconque sans la recalculer avec les éléments finis en se
basant sur :

Kc(p) = p%KG(po) (VL12)

Avec cette hypothese, on pourra optimiser la pression de gonflement avec une fonction d’optimisation
choisie.

La matrice K peut étre obtenue a partir ’ANSYS en utilisant 1'option de précontrainte (avec la
commande PRES,ON dans ANSYS). Le probleme restant est de savoir comment on peut calculer cette
matrice pour une cellule en s’assurant que celle-ci ait le méme role dans la matrice globale du pneu
total. On devra ajouter des conditions supplémentaires a la modélisation de la cellule dans ANSYS
car les champs de contraintes et de déformation de la cellule sous la charge statique ne sont pas les
mémes que ceux dans la structure totale. La rigidité additionnelle n’est donc pas la méme et on ne
pourra pas ajouter cette valeur dans la rigidité originale.

En tenant compte de ce phénomene, dans le cas ou il n’y a que la pression interne, la charge statique
est symétrique, on peut appliquer les conditions de symétrie cyclique (ou condition de périodicité).
On impose des contraintes sur les déplacements des noeuds des deux sections de la cellule pour que
ces deux sections restent planes (et l’angle entre ces deux sections est conservé) apres avoir mis la
pression. Avec ces conditions, les déplacements de tous les points sont uniquement radiaux. Or, on
remplace la participation de la partie restante sur la cellule par une fixation de déplacements sur les
deux sections a gauche et a droite. Les champs de contraintes et de déformations sont donc identiques
le long du contour du pneumatique (Fig. VI.9).

Une méthode pour vérifier si la matrice de rigidité fournie par ANSYS a déja compté leffet de
rigidité additionnelle est de voir le parametre écrit dans le fichier .emat généré. C’est le parametre
kygss dans ’enregistrement 2 ou le parametre sskey a chaque groupe des matrices élémentaires de ce
fichier. Les matrices de rigidité, de masse, d’amortissement, de rigidité additionnelle du n¢"¢
sont stockées dans les enregistrements numérotés 2 + 7n + 5,5 = 1, 4.

élément

2.3.1. Validation de I'algorithme

On réalisera un modele d’anneau pour valider et comparer ’algorithme en tenant compte de la
rigidité géométrique K. La section est rectangulaire de dimensions 2cm x 10cm. Le rayon extérieur
est de 25cm. Le matériau est considéré comme caoutchouc isotrope (E=20MPa,v = 0.49). L’angle
des cellules est de 2°. La pression interne est 2bars. Les deux schémas sans pression et avec pression
interne sont exécutés et comparés avec le code d’éléments finis ANSYS.

La Fig. VI.10 montre le résultat des mobilités ponctuelles calculées par ANSYS et avec la méthode
périodique en cas d’'un anneau soumis une force au milieu de la bande. On peut voir un décalage des
modes propres de vibration en raison de la pression interne. D’autre part, 1’algorithme de calcul des
vibrations en tenant compte de la rigidité géométrique est validé par une bonne concordance entre
les deux courbes obtenues par ANSYS et avec la méthode présentée ci-dessus. On utilise alors cette
méthode pour calculer dans le cas d'un pneumatique gonflé en tenant compte de la pression interne.
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FiGure VI.10. : Comparaison des mobilités calculées par ANSYS et par la solution périodique d’un
cercle. Validation de Ualgorithme avec la rigidité géométrique

2.3.2. Résultats en cas de pneu avec la précontrainte

La Fig. VI.11 montre les résultats obtenus par le modele périodique et ceux obtenus par ANSYS
aux points 1 et 5 de la section transversale du pneumatique dans le chapitre IV. Les matériaux utilisés
sont les mémes que ceux dans le cas sans pression. La pression appliquée est de 2bars. Ceux qui sont
présentés montrent une bonne cohérence entre la méthode de calcul de la matrice de rigidité totale et
ANSYS. On voit bien que les mobilités aux deux points 1 et 5 ne sont pas égales car la section n’est pas
symétrique. Le comportement d’anneau se termine & environ 400Hz et il devient a celui d’un milieu
continu 3D avec une influence importante des modes de torsion. Le résultat confirme encore une fois
I’exactitude de I'implémentation de la matrice de rigidité géométrique dans la méthode périodique.

3. Comparaison avec des mesures

Dans cette section, on utilise les propriétés orthotropes de la bande de roulement pour modéliser la
cellule. Cette utilisation est prise en raison de bonnes valeurs des pics que I'analyse modale a donné,
malgré des difficultés dans la modélisation des matériaux orthotropes concernant le maillage. Les
matériaux utilisés sont comme dans la section 2.1. Les amortissements modaux obtenus par PULSE
sont introduits dans le programme. On examine le cas ou la force d’application est au milieu de la
bande de roulement et les mobilités des positions correspondant a celles de la mesure sont calculées
et comparées.

Comme les mobilités sont capturées par les accélérometres, elles sont donc mesurées dans les direc-
tions normales du pneumatique. Alors, a chaque point, on détermine le vecteur normal du pneumatique
et la valeur a comparer avec la mesure est calculée par la projection du vecteur mobilité avec le vecteur
normal. Cette valeur est simplement calculée par un produit scalaire entre ces deux vecteurs.
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FiGUuRE VI.11. : Comparaison des mobilités calculées par la méthode périodique et par la méthode de
superposition modale dans ANSYS

3.1. Sans pression

Avec la modélisation numérique, les rainures transversales le long du contour ne sont pas prises
en compte. On compare seulement les mobilités mesurées et calculées dans la section. La Fig. VI.12
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FiGURE VI1.12. : Comparaison des mobilités mesurées

sans pression

Fréquence [Hz]

et calculées par la méthode périodique. Cas

montre la comparaison des mobilités mesurées dans le cas sans pression interne et calculées avec
la méthode périodique a la position d’application de la force et en position 5. Cette figure montre
essentiellement le phénomene de l'effet local a la position d’application de la force. Dans le schéma
des mesures, le contact entre le pot vibrant et le pneumatique est une zone finie tandis que dans la
modélisation, la force est ponctuelle. Les comportements dans ces deux cas sont donc différents.
D’autre part, lorsque la pression est égale a 0, le pneu n’est pas dans un bon contact avec la jante car
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la force qui garde le contact n’est pas suffisamment grande. En outre, méme & la phase initiale ou il n’y
a pas la pression interne, le montage du systéme pneumatique-jante a déja engendré une précontrainte
de flexion dans la section du pneu. Ce phénomene provoque des difficultés et des versatilités dans
I'identification des amortissements. La modélisation n’est donc pas proche de la réalité.

3.2. Prise en compte de la pression interne

Le schéma d’application de I'algorithme dans ce cas est similaire & celui appliqué avec I’anneau ho-
mogene circulaire. Les conditions aux limites et le maillage sont les mémes que dans le cas sans pression.
La Fig. VI.13 présente la comparaison de mobilités mesurées dans le cas avec la pression interne et
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FiGUuRrE VI1.13. : Comparaison des mobilités mesurées et calculées par la méthode périodique. Cas
avec pression

calculées avec la méthode périodique en tenant compte de la matrice de rigidité géométrique. Cepen-
dant, il existe encore des écarts entre les valeurs numériques et expérimentales, pouvant provenir des
modules effectifs des matériaux et de la détermination de Iamortissement par PULSE. En réalité, les
valeurs des amortissements modaux utilisés sont de type hystérétique. Les résultats montrent que pour
les modes de torsion, la mobilité mesurée est plus grande que celle calculée par la méthode numérique.
Cela pourrait étre di a 'absence des rainures transversales dans la modélisation. Le manque de ces
rainures, rend le pneu plus rigide.

4. Etudes paramétriques : Sensibilité aux propriétés des matériaux

4.1. Modification de modules élastiques

La partie de tringles en acier est tres proche des noeuds fixés et donc, elle n’a pas d’influence
importante sur le comportement dynamique du pneu total. Le pneu possede un grand volume en
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caoutchouc. Celui-ci doit avoir une grande influence sur la réponse. Comme le caoutchouc est considéré
incompressible, on modifie seulement le module élastique du caoutchouc avec les coefficients 0.5 et 2.
Plus cette valeur est grande, plus la mobilité est petite. On peut voir également un “mouvement” des
modes propres. Pourtant, les modes de torsion suivant le contour du pneu sont moins influencés par le
changement du module élastique (Fig. VI.14). Ils sont influencés de fagon importante par la géométrie.
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FIGURE VI1.14. : Sensibilité des modules €lastiques du caoutchouc constituant le pneu

4.2. Influence de I'amortissement

Dans la mesure avec PULSE, le coefficient d’amortissement identifié varie dans l'intervalle [10, 20]%.
Il dépend des modes de vibration de chaque partie du pneu et non seulement des modes globaux. C’est
la raison pour laquelle il reste un décalage essentiellement aux pics des courbes de réponse.

En introduisant plusieurs valeurs de 'amortissement dans le modele périodique, on obtiendra les
mobilités correspondant a tous les points. Les Figs. VI.15 et VI.16 montrent les résultats calculés au
point 1 et & la position de la force sous I’action d’une force unitaire harmonique appliquée au sommet
de la bande de roulement. Avec les petits amortissements, on peut bien voir les pics correspondant
aux modes propres de vibration du pneumatique. Plus ’amortissement est grand, moins les pics sont
pointus. A un certain amortissement, a lieu une disparition de quelque modes car les modes sont trop
couplés. A haute fréquence, on ne voit que les modes globaux du pneu car les modes locaux sont
beaucoup amortis.

4.3. Influence de la pression interne

En supposant que la contrainte statique est linéairement dépendante de la pression interne, on peut
utiliser I’expression

Ko (p) = ZKe(po)

VI.13
- (VL13)
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FiGURE VI.15. : Amplitude de la mobilité calculée au point 1 de la section pour plusieurs amortisse-
ments. Force radiale au sommet
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F1GURE VI.16. : Amplitude de la mobilité calculée au point d’application de la force pour plusieurs
amortissements. Force radiale au sommet

En modifiant la pression interne, la matrice de rigidité additionnelle Kg est changée. En introduisant
cette quantité dans la modélisation du pneumatique, on obtiendra les fonctions en fréquence en fonction
de la pression interne. Les mobilités calculées sont représentées sur les Figs. VI.17 et VI.18. Plus la
pression augmente, plus le pneumatique est rigide. Dans l'intervalle [0-3000]Hz, au point d’application
de la force, la rigidité du pneu influence considérablement la réponse. L’allure globale de la mobilité
tend vers celle d’un systeme a un degré de liberté.

4.4. Influence de la géométrie

L’influence de la géométrie est abordée par la comparaison des analyses dynamiques dans deux
cas : pas de rainures et avec des rainures. Les propriétés mécaniques des matériaux sont conservées
constantes comme dans les calculs précédents. Les mobilités a la méme position de la force dans les
deux cas sont calculées. La Fig. VI.19 montre le résultat de comparaison des mobilités entre deux cas :
sans et avec rainures. Dans le cas de calcul avec des rainures, le pneu est plus léger et donc les modes
propres sont plus grands.
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F1GURE VI.17. : Amplitude de la mobilité calculée au point 1 de la section a plusieurs pressions. Force
radiale au sommet
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FiGUure VI.18. : Amplitude de la mobilité calculée a la force a plusieurs pressions. Force radiale au
sommet

5. Conclusions

Dans ce chapitre, la validation des propriétés des matériaux constituant le pneumatique est réalisée
dans un premier temps dans le cas de I'analyse modale. Les propriétés réelles des matériaux et ainsi
une vraie section transversale sont introduites dans le code d’éléments finis ANSYS pour calculer les
modes propres. Quelques modes d’anneau ont été présentés.

La théorie de la modélisation dynamique du pneu est présentée. Le cas d’une section simple avec le
matériau homogene est présenté et validé numériquement avec ANSYS dans le cas de force radiale et
circonférentielle. On a abordé le cas de la section réelle avec une vraie distribution des matériaux dans
la section. Cependant, les fonctions en fréquence obtenues par la modélisation numérique montrent
que le premier pic est inférieur a la valeur mesurée 120Hz comme dans le chapitre IV. Ce phénomene
montre un manque de rigidité dans la modélisation du pneumatique. L’influence de la pression interne
est introduite dans la matrice de rigidité additionnelle pour améliorer la simulation. Les réponses
calculées sont plus cohérentes que dans le cas précédent.

Une étude paramétrique est aussi présentée pour mettre en évidence la dépendance de la réponse
en fonction des propriétés des matériaux et de la pression interne. Cela montre que lorsque la pression
augmente, l'effet de vibration d’anneau diminue. A une pression suffisamment grande, le comportement
vibratoire du pneumatique tend vers celui d’un systeme a un degré de liberté.

Dans toutes les études sur les parametres, a basse fréquence, lorsque le module élastique ne change
pas, le pneumatique se comporte comme une poutre. Le comportement est donc presque similaire avec
la variation des amortissements, de la pression et de la géométrie des rainures.
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Ficure VI.19. : Influence des rainures sur la mobilité ponctuelle

-154-



Conclusion générale et Perspectives

Conclusions

Les propriétés mécaniques des matériaux constituants et un modele tridimensionnel d’un pneuma-
tique ont été étudiés. Le but de la these est de trouver une méthode numérique pour calculer les
réponses en fréquence d’un pneumatique soumis a un certain chargement. Pour obtenir une réponse
plus précise, il faut modéliser une géométrie et une distribution des matériaux la plus proche possible
de la réalité.

Les propriétés mécaniques des matériaux ont été identifiées avec une campagne de mesures statiques
et dynamiques. On a divisé les matériaux distribués dans la section du pneu en une partie de caou-
tchouc, une partie d’acier et une partie composite appelée “bande de roulement”. Comme la partie
“bande de roulement” est la partie la plus compliquée dans le pneu, on la distingue en cables d’acier et
en caoutchouc. Un processus d’homogénéisation de plusieurs niveaux a partir des fils, des cables et des
couches élémentaires a la bande de roulement est réalisé pour déterminer les propriétés mécaniques
effectives de la bande de roulement.

Une étude sur le comportement viscoélastique des matériaux est aussi effectuée. Lorsque le pneuma-
tique est soumis a un chargement dynamique, il vibre a certaines fréquences, les matériaux montrent
leurs propres comportements a ces fréquences. Il est nécessaire d’implémenter les caractéristiques dy-
namiques dans la modélisation. Le pneu crée une vibration autour de sa position d’équilibre établie
par les chargements statiques. Dans le cadre de la these, on n’examine que l’action de la pression
interne. Si ’on suppose que la déformation est petite, le probleme dynamique est linéarisable.

Une campagne de mesure des fonctions de réponse en fréquence d’'un pneumatique est réalisée au
sein du laboratoire. A partir des mesures, on a pu identifier les modes de vibrations de la bande de
roulement et de certains modes de la section dans les deux cas : sans pression et avec pression interne.
Avec les propriétés mécaniques des matériaux obtenues, 'implémentation dans le modele numérique
donne des modes propres raisonnables par rapport a ceux identifiés par la mesure. Cela valide les
propriétés dynamiques appliquées dans le probleme.

La théorie dynamique des structures périodiques est utilisée dans ’analyse des ondes qui se pro-
pagent. Les réponses sont calculées a partir d’'une décomposition en ondes entrantes et sortantes. Dans
le chapitre sur les structures périodiques, on a proposé un processus pour calculer la matrice de rigidité
dynamique totale pour une partie composée de plusieurs cellules périodiques. La dimension de cette
matrice est la méme que celle d’une cellule et donc elle est beaucoup plus petite que celle de cette
partie avec le maillage total. Cette méthode donne alors un bon algorithme de réduction de probleme.

Une autre méthode d’élimination des ddls a été également proposée pour calculer la matrice de
rigidité totale. Cette méthode est essentiellement convenable dans les cas ol il n’y a pas beaucoup
de chargement. L’application des deux méthodes périodiques montre une bonne concordance entre
les résultats calculés et celui obtenu par ANSYS dans le cas d’'une poutre droite encastrée articulée
soumise a une charge ponctuelle.

La méthode proposée est pratique et concrete dans les structures droites. Cependant, une transfor-
mation de repére est proposée pour rendre applicable cette théorie aux structures périodiques dans
les reperes non cartésiens. Cette transformation est appliquée au cas d’un pneu ayant des cellules
identiques le long son contour. Grace a cette transformation, les propriétés géométriques du pneu sont
conservées dans la représentation matricielle.

La premiere application de la théorie est le calcul des mobilités ponctuelles radiales et tangentielles
d’un pneu homogene. L’objectif de cet exemple est de valider la théorie dynamique des structures
périodiques avec la transformation dans le repere cartésien. La seconde application est pour un pneu-
matique sans pression interne avec une vraie distribution des matériaux et une géométrie la plus proche
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possible de la réalité.

Le pneu est souvent utilisé en état gonflé par une pression interne. Cette action est représentée
par la matrice de rigidité additionnelle ou géométrique. C’est cette rigidité qui modifie les modes de
vibrations propres du pneu. Elle est exploitée a partir I’ANSYS et est ajoutée a la rigidité normale
dans I’équation dynamique. Des comparaisons de la méthode périodique et des calculs réalisés avec
ANSYS montrent un bon accord. Pourtant, avec ANSYS, la modélisation totale d’un pneumatique
nécessite un cout de calcul important tandis qu’avec cette méthode, on pourra diminuer le temps de
calcul et aussi la mémoire nécessaire pour sauvegarder les données temporaires.

Une comparaison entre les calculs réalisés par la méthode périodique avec les mesures expérimentales
a été effectuée. Les résultats numériques donnent quelques premiers pics raisonnables, mais il reste
encore des écarts en amplitudes. Ce probléme restant est di & une identification non fiable des amor-
tissements modaux et a des difficultés dans I'implémentation de ces amortissements dans le calcul.
Quelle que soit sa complexité, la modélisation ne pourra pas représenter parfaitement la réalité.

Des études paramétriques ont été réalisées sur 'influence de quelques facteurs sur la mobilité ponc-
tuelle d’un pneumatique : modules élastiques du caoutchouc et de la bande de roulement, amortis-
sement et géométrie. Celles-ci pourront étre utiles dans les recherches d’optimisation de certaines
caractéristiques du pneu.

Perspectives

Ces études effectuées dans la these donnent la possibilité de développer une approche numérique
dans la vibration des structures périodiques et essentiellement des pneumatiques. Une question posée
est : « Comment peut-on appliquer les conditions périodiques aux probléemes dynamiques 7» La réponse
possible est que 'on remplace la partie restante, sans chargement, par une partie équivalente corres-
pondant a la matrice de rigidité totale.

Dans les études des vibrations d’un pneumatique a haute fréquence, ce travail pourrait donner une
prédiction dans la mesure de source de bruit, des niveaux sonores. Il est également possible de réaliser
un processus d’optimisation des sculptures du pneu en aspect acoustique.

Quant a la tendance d’implémentation de 'effet de roulement et de contact dans le modele d’un
pneumatique, on pourrait diviser le pneu en deux parties : une partie en contact avec la chaussée,
classiquement maillée et une partie périodique dont la périodicité est utilisée dans la modélisation.
Grace a la réduction d’'un grand nombre des ddls sans contact avec la chaussée, les calculs en détail
sont possibles avec une unité centrale de performance moyenne (par exemple, dans le calcul des forces
de contact). L’effet de 'accélération de Coriolis pourrait étre pris en compte dans le cas de roulement.

Pour I'aspect numérique, on peut améliorer le processus de réduction du probleme en choisissant
bien les bandes de fréquences ou en éliminant les ddls non chargés dans les parties non périodiques
(avec le maillage total). La généralisation de la transformation en repére cartésien est applicable aux
structures ayant une périodicité plus compliquée (par exemple suivant une courbe).

Une partie importante et réaliste est la partie expérimentale. Avec une nouvelle technique ou une
autre méthode (peut étre par le laser optique), on pourrait mesurer les réponses sans modifier la
structure. Les modes propres plus élevés pourraient étre identifiés de facon plus fiable. Ainsi, une
identification précise des amortissements modaux nous donnera une bonne prédiction de la mobilité
du pneumatique.
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Annexe

A. Traction d’une couche composite. Modules d’Young et coefficients de
Poisson apparents

L’objectif de cette annexe est de déterminer les propriétés mécaniques équivalentes, appelées ”ap-
parentes”, d’un matériau composite multi-couche, en connaissant les propriétés de chaque couche
constitutive.

On considere une éprouvette de type (6, —6) (deux couches élémentaires avec les angles de rotation
+20° et une couche en caoutchouc au milieu), d’épaisseur totale h, de longueur L et de largeur b < L.
Les caractéristiques mécaniques de cette couche orthotrope sont supposées connues : F;, By, Gy et vzy.
Dans le cadre de la traction unidirectionnelle, on suppose que la flexion de I’éprouvette est négligeable.
La loi de comportement nous donne :

Nyz [A11 A1z A B Bz Big 0 07 /€

Nyy A1g Asgy A Bia Baa By 0 0 Eyy

Ngy A Az Aes Bis B Bes 0 0 2ezy

M, Byy B2 Big Din D12 Dig 0 0 Xz (A1)
My, Bia Bgs Bss Diz Do Dog 0 0 Xyy .
Mgy Big B Bes Dig D Deg 0 0 2Xay

Q. 0 0 0 0 0 0 Fy Fyg dy

Qy L O 0 0 0 0 0 Fy5 Fxs] dy

ou M,N,Q sont le moment, l'effort normal et l'effort tranchant, ?, ;,d sont les déformations en
traction, en flexion, et en cisaillement.

M= | My | N=|Ny |, Q= (Qz) (A.2)
My Ny Y

Comme I’épaisseur de I’éprouvette est assez mince, les déplacements et les déformations des deux cotés
de I'éprouvette sont presque égales, on peut supposer que le vecteur d’angles de rotation

~ U(z,y,ht)—U(x,y,h,
B(z,y) = (z,y )h (#,y,hy)

(A.3)
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est négligeable (ot A}, h, sont les deux cotés de la couche n, voir la Fig. A.3). Les déformations

généralisées correspondant aux moments et aux efforts tranchants sont :
% sy (wrad®)

d= i(x, y) + gradW;z,

(A.4)

(A.5)

ou Wg est le déplacement vertical de 1’éprouvette (suivant la direction z). Comme b < L, dans le cas
du probléme uniaxial, on déduit N, = Ny, = My, = My, = Q, = 0. En simplifiant 'écriture de
I’équation d’équilibre du modele de Reissner-Mindlin, on obtient :

div <N) +T 4+T =0— Nypa =0 (A.6a)
~ (= ~ € [~ ~

div <M>— +§(T++T ):0—>Mm,x+Q$:o (A.6b)
AivQ+ Ty +T5 =0 — Qup =0 (A.6c)

ot TT, T~ sont les forces surfaciques dans les plans supérieurs et inférieurs de la plaque et 7. 3+ ,T3” sont
les mémes, mais perpendiculaires a la plaque. En combinant les équations d’équilibre et les conditions
aux limites, on a :

(AGC) - Qa: = Qm‘x:L =0

(A.6b) | /h F oz — 0

. — Mgy = Mgg|zg=L — 1 =
L _% th z

F

(A'6a) - :mc|x:L = b

Tr =

La loi de comportement pour la traction unidirectionnelle s’écrit donc :

£ (A1 A1z A B Biz Big 0 0 Exx

0 Aipg Ay Ass Bia Bay By 0 0 Eyy

0 A Az Aee Bie B Bgg 0 0 2ezy

O _ (B B2 Big Du Dz Dig 0 0 Xz (A7)
0 Bis Bay By Dia Dos Dyg 0 0 Xyy '

0 Big B2 Bes Dig D Dgg 0 0 2Xay

0 0 0 0 0 0 0 Fyu Fys d

0 | 0 0 0 0 0 0 Fy5 F35] dy

Pour simplifier, on désigne par A, B, D, F les matrices composant 1’équation de comportement et
g, x les déformations généralisées.
Avec Be + Dx = 0, on a x = —D~'Be. En les introduisant dans (A.7), on obtient

[A-BD !'Ble=N (A.8)
En posant A* = A —BD 'B, on a
% = Afj€zz + Algeyy
0 = Algers + Adgeyy (A.9)
0 = 2A%6Ezy — &gy =0
On trouve les relations suivantes :
Coa %A* A*AQ—2 [A%,]?
» 114122 - 12 (A.10)
€ - * * *
v b [Af,)* — A, 45,

En tenant compte de % = FE,e., et de (A.10), on trouve :
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A. Traction d’une couche composite. Modules d’Young et coefficients de Poisson apparents

e Module apparent suivant la direction « :
1 [A7,]” 1 [A7,]7
E,=— A}, — i By =— | AL, — A1l
x h ( 11 A§2 ) Yy h/ 22 Ail ( )

e Coefficient de Poisson

Vgy = ~iw = 12 (Al?)

De facon similaire, pour calculer le module de cisaillement équivalent G, on effectuera un essai virtuel
de cisaillement pur. Le vecteur N devient :

0

N=1{0 (A.13)
F
b

En prenant le calcul de la contrainte tangentielle 7,y = vy Gy = 264y G oy, on obtient :

A%

Gy = ;’0 (A.14)

)

A.1. Détermination des coefficients des matrices A, B, D dans le repére (O, e,,e,,¢,)

On suppose que 'on a toutes les caractéristiques mécaniques de chaque couche élémentaire dans le
repere (O, L, T, e;). On cherche & déterminer les matrices A, B, D dans le repére commun (O, e, ey, €)
(le repere déterminé par la couche composée de plusieurs couches élémentaires).

Pour la couche i dans le repére (O, L, T, e,), la matrice de rigidité est calculée [123] :

, ) ElL VETE%F 0
‘ . Tpr 0 1 —vrrvre 1 —vprvrn
zL,T,eZ) = |"r Trr 0 | = virEr Er 0 (A.15)
0 0 r I —vprvry 1 —vprvrn
Grr

ou Ré LTe.) caractérise la relation entre les contraintes et les déformations de la couche 7 dans le repere
(O,L,T,e,) : ' ' ‘

UEL,T,ez) = R%L,T,ez)'E%L,T,eZ) (A16)
Le repere (O, ez, ey, €.) est obtenu apres avoir tourné d’un angle §; autour de I'axe e,. On a I’angle
(Li,ez) = 6; (le sens de L; a e, est positif). La matrice de rigidité dans ce repere vaut :

Réex,ey,ez) = OfJ'RZ('L,T,eZ)'tOfT (A17)
ot O est la matrice de rotation d'un angle 6; de la couche i :
‘ cos? 6; sin? 6; 2 cos 0; sin 0;
O, = sin® 6; cos? 0; —2cos ; sin 6, (A.18)

—cosf;sinf; cosh;sinf; cos?6; — sin® b,

On considére un empilement dont les cotes extrémes de chaque couche sont comme sur la Fig. A.3.
Les matrices A, B, D exprimées dans la loi de comportement sont calculées par [83] :

A = Z [h:— - hz_] Réez76y7€z)

=1

B = Y () - ()R, . . (A.19)
=1

D = Z [(hj)g - (h;)g] Réez,ey,ez)
=1
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FIGURE A.2. : Rotation des coordonnées autour de l’axe e,

B

F1GURE A.3. : Convention des cotes supérieurs et inférieurs des couches d’un empilement

A.2. Calcul des coefficients A}, A}, et Aj,, des modules d’Young et des coefficients de
Poisson apparents pour la macro couche

On considere un empilement de couches de composite d’épaisseur totale esy : 2 couches élémentaires
d’épaisseur e 4 d’angles de rotation #; = £20° et une couche de caoutchouc d’épaisseur e.q, = €5t —2€4.
En connaissant les valeurs Ey, Ep, vip et Gppr de chaque couche, on peut calculer les matrices de
rigidité de la couche élémentaire par les formules (A.15) et (A.17). La matrice de rigidité de la couche
en caoutchouc est calculée par la formule similaire :

Ecoo VeaoFeao 0
1- V2ao 1- Vc2ao
Rowo = VcaoEFcao cao 0 (A.?O)
1- I/CQ(J,O 1 Vc2ao
0 0 Gao
En réécrivant (A.20), on a :
A = es(R(O)+R(—0)) + ecaoReao
ecao €cao
B [ ~ (%5°] [R(9) ~ R(~0)] (A.21)
ecao _ (Ccaon3 . €can]?
D = [(ea+ 59" = (%5 IR(O) + R(=0)] +2 | “5°] Rewo

ou R(0) et R(—0) sont calculées par (A.17) avec § = 20°. La matrice A* est calculée par A* =
A -BD!B.
Le résultat calculé par le modele de composite est présenté dans le Tab. A.1

TABLEAU A.1l. : Modules et coefficients de Poisson apparents

Modules (MPa) Coefficients de Poisson
Tl _ [ TQ]Q ;2 _ [ TQ]Q
’ ot Y ot s h s Ao yx Al
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B. Transformation de Laplace et transformation de Fourier

B. Transformation de Laplace et transformation de Fourier

La transformée de Laplace (notée .Z) de la fonction x(t) est définie comme une fonction de la
variable complexe s, par l'intégrale :

X(s) = Z[z(t)] = /0 b z(t)e tdt (B.22)

avec s = a +iw(a > 0).

La transformée de Laplace d’une fonction tend vers la transformée de Fourier .# quand a — 0 ou
s — iw, si la fonction est nulle pour les temps négatifs.
La transformée de Fourier est définie comme suit [124] :

B DEFINITION .1
Soit f une fonction sommable sur RN . Le produit de f par une fonction bornée est encore une fonction
sommable : par conséquent, pour tout ¢ € RN | on peut calculer la valeur :

~

Ff =16 = (w)e " dx (B.23)

!
RN
Lopérateur & est appelé transformée de Fourier.

On note que pour une distribution de Dirac 6(t), on a : .Z#[6(¢)] = 1. On peut en déduire pour le
cas de la fonction de Heaviside H (t) en se basant sur les propriétés de la transformation des dérivées
I’expression suivante :

C. Estimation des erreurs en fonction de la discrétisation en fréquence

L’erreur estimée de la fréquence est de Er(w) = 27df. On évaluera la valeur au pic de la réceptance
et de 'amortissement dans le cas de vibration d’un systeme de 1 ddl. Le déplacement en fréquence
dans ce cas est exprimé par [125] :

F 1 1
X(w) = = Xy (C.24)

) e )] ke

Wy
ou F et k sont I'amplitude de la force harmonique appliquée et la raideur du ressort de ce systeme,
Xt est la réponse statique du systéme. La dérivée de X (w) en fréquence est :

2
4= (‘”2 +2¢2 - 1>
, 1 wz \ wx

X' (w) = —§X(w) 72 5 (C.25)

EEjE

Wy Wy
e Valeur mazimale a un pic : On suppose que la fréquence avoisine la r*™¢ fréquence propre w €

€(wyr) = [w,,w;]. Lerreur de la valeur & la résonance est estimée par :

4
72C2
AX, ~ Er(w)X'(e(w,)) 222 —;XT“ZCQET(W) =X, E:(:") (C.26)

o Amortissement : On suppose que 'amortissement est identifié par la méthode de largeur de bande.
Les fréquences wi,ws correspondent au niveau de la moitié d’énergie du systeme. Les fréquences

/ / 7 Ie 3 /7 1 /7 .
wq,wq sont les fréquences mesurées ”possibles” (les fréquences utilisées lors des erreurs commises).
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H

! '
W Wy
wyw, Wy

\4

FiGure C.4. : Erreur de détermination de l’amortissement par la méthode de largeur de bande

Le déplacement X (w) devient H(w) lorsque la force est I'unité. Par conséquent, on peut utiliser
lexpression de X (w) au lieu de H(w) pour calculer 'amortissement. L’erreur au niveau de la moitié
d’énergie est A = 2% I’amortissement possible est estimé par :

V2
Av _ Aw  AwitAw c2n)
Wy Wy Wy
’ A 1 1
= Nt - + C.28
i = 05 (o * ) (C.28)
1 _ wr , ,
CET R A (X)) +[X (@2)]) (C.29)
Les fréquences wy,wsy satisfont donc les équations [125] :
X(w) = X(ws) = (C.30)
w - w et _ .
1 2 NG
1 1
N2 2 2 = 82 (C.31)
-]l
Wy Wy

d’ou

r

2
<:j > —1-22+2¢\/1+ 2 (C.32)

En les remplagant dans 'Eq. C.25, on obtient :

X )|+ [X )] = 5 VT O (C.33)

Avec A = Lf{' et ’hypothese wy + wy = 2w,., on peut en déduire :

1 w14 ¢2
= T B (€34

/ Er(w)

n+wrC\/1+C2

Dans le cas de faible amortissement (/1 + (% ~ 1) et en supposant que 7 = 2(, on a finalement :

(C.35)

2Er(w)

nwr

n/ =n+ (C.36)
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