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Résumé

Le cerveau présente une structure complexe. La segmentation et la reconnaissance au-
tomatique de ses sous-structures dans des IRM cérébrales est délicate et nécessite donc
I'utilisation d’'un modeéle de 'anatomie. L’utilisation d’atlas iconiques est efficace pour
traiter les données de sujets sains mais son adaptation au traitement de cas pathologiques
reste problématique. Dans cette thése nous utilisons un modéle symbolique de I'anatomie
proche des descriptions linguistiques qui comprend les principales structures cérébrales.
L’agencement spatial de ces structures y est représenté sous forme de relations spatiales et
leur apparence est caractérisée par des relations sur leur contraste.

Realiser la reconnaissance grace a ce modéle structurel consiste & obtenir pour chaque
structure une région de 'image vérifiant les relations et caractéristiques portées par le mo-
déle. Nous formulons ce probléme comme un réseau de contraintes dont les variables sont
les régions recherchées représentées sous forme d’ensembles flous. Les contraintes sont dé-
duites du modéle en tirant parti de modélisations floues. Une contribution nouvelle porte
sur la contrainte de connexité et la proposition de définitions et algorithmes adaptés au
cas flou présentant de bonnes propriétés. Nous mettons alors en ceuvre un algorithme de
propagation de contraintes qui itérativement réduit I’espace de solutions. Enfin nous obte-
nons un résultat pour certaines structures d’intérét par 'extraction d’une surface minimale
relativement aux résultats de ’algorithme de propagation. Nous appliquons cette approche
aux structures internes du cerveau chez des sujets sains.

Finalement nous étendons ce processus au traitement de données de patients présentant
une tumeur. Le modéle générique ne correspondant plus aux données & reconnaitre, nous
proposons un algorithme de propagation recherchant a la fois le modele spécifique au patient
et les structures anatomiques.

Abstract

The anatomy of brain is complex. Therefore the fully automatic segmentation and
recognition of its relevant subparts in brain MRI is a challenging task. It is usually done
using a model of anatomy. Iconic atlases are well suited to achieve this task on normal
subjects. However the extension to pathological cases remains problematic. In this thesis
we use a symbolic model of anatomy, close to linguistic descriptions. It includes the main
brain structures and some of their properties. Their spatial layout is encoded as spatial
relations and their appearance is represented as relations on their contrast.

We use this structural model to perform the recognition : we have to obtain for each
anatomical structure a region of the image that fulfils all relations and characteristics of the
model. We formulate this problem as a constraint network whose variables are the sought
regions represented as fuzzy sets. The constraints are derived from the model using fuzzy
modeling. In particular to obtain the connectivity constraint, we propose a new definition
(and the associated algorithms) for the connectivity of fuzzy sets. Then we implement a
constraint propagation algorithm which iteratively reduces the solution space. Once the
solution space has been reduced, we obtain a final result for some structures. We extract a
minimal surface with respect to the outputs of the propagation algorithm. We apply this
approach to brain internal structures of healthy subjects.

Finally we propose an extension to handle cases that present brain tumors. The generic
model of anatomy does not fit anymore the data to be recognized. Therefore we propose
a propagation algorithm that searches simultaneously for the specific model of the patient
and for anatomical structures.
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Introduction

La reconnaissance et 'interprétation automatiques de données médicales reste un pro-
bleme difficile en raison notamment de la complexité des structures a reconnaitre ou de la
variabilité normale et pathologique de ces structures. Cette thése porte sur la segmentation
et la reconnaissance automatique de structures anatomiques, c’est-a-dire extraction des
régions correspondant aux structures recherchées, dans des examens par imagerie par réso-
nance magnétique (IRM) du cerveau de sujets sains ou de patients présentant une tumeur
cérébrale.

Pour réaliser cette reconnaissance, 1'utilisation de modéles s’impose. Un atlas iconique
peut par exemple étre mis en correspondance avec l'image a reconnaitre. Méme si la trans-
formation recherchée est souvent complexe en raison de la variabilité anatomique, ce type
de méthode g’avére efficace pour traiter les données de sujets sains. Cependant ’adaptation
au traitement de cas oncologiques reste problématique. La tumeur induit en effet une mo-
dification importante de ’anatomie. L’atlas et les données a reconnaitre présentent alors
des différences importantes et il est difficile d’obtenir une transformation qui mette correc-
tement ces images en correspondance. De plus 'obtention d’un atlas spécifique intégrant
la tumeur est problématique & cause de la variabilité de la position des tumeurs et de leur
impact sur ’anatomie.

Dans cette thése nous utilisons un modéle plus compact et plus proche des descrip-
tions linguistiques de l’anatomie. Ces derniéres parviennent & décrire en quelques mots
et souvent sans ambiguité I’agencement spatial des différentes structures anatomiques et
leur apparence dans les données. Ces deux aspects sont particuliérement importants puis-
qu’ils restent relativement stables méme si les structures anatomiques sont sujettes & une
variabilité importante. De plus ils peuvent étre représentés simplement sous forme de ca-
ractéristiques intrinséques des structures anatomiques et de relations symboliques entre
ces structures. Ces relations peuvent étre spatiales. Les noyaux caudés sont par exemple
proches des ventricules latéraux. Elles peuvent aussi porter sur 'apparence des structures.
Ainsi dans une IRM pondérée en T'1, les noyaux caudés sont beaucoup plus clairs que les
ventricules latéraux.

Realiser la reconnaissance en utilisant ce modele structurel consiste alors & obtenir
une région de I'image pour chaque structure du modéle, ces régions devant satisfaire 1’en-
semble des relations et caractéristiques portées par le modéle. Ce probléme combinatoire
est complexe et I'extraction d’une solution n’est pas directement réalisable. Cependant de
nombreuses régions ne peuvent de fagon évidente pas satisfaire les relations imposées par
le modéle. Nous pouvons donc simplifier le probléme en éliminant le plus grand nombre
possible de régions incohérentes avec le modéle. Les réseaux de contraintes se prétent parti-
culiérement bien a la formulation de ce type de processus. Nous définissons donc un réseau
dans lequel une variable est associée & chaque structure anatomique et prend pour valeurs
des régions de I’espace représentées sous la forme d’ensembles flous. Les contraintes portant
sur ces variables sont alors dérivées du modéle structurel en tirant parti de modélisations
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floues de relations spatiales proposées au sein de I’équipe ou en proposant de nouvelles
définitions comme pour la contrainte de connexité.

Nous mettons alors en ceuvre un algorithme de propagation de contraintes qui élimine
itérativement des valeurs (des régions représentées par des ensembles flous sur le domaine
spatial dans notre cas) ne satisfaisant pas les contraintes dérivées du modeéle et qui réduit
ainsi 'espace de solutions. Pour cela nous définissons pour chaque contrainte un opérateur
supprimant les valeurs incohérentes relativement & celle-ci. I’algorithme de propagation
consiste alors & appliquer successivement ces opérateurs jusqu’a ce que plus aucune va-
leur incohérente ne puisse étre supprimée. L’espace de solutions du probléme est de cette
fagon considérablement réduit. Cependant nous ne pouvons toujours pas extraire de solu-
tion satisfaisant a I’ensemble des contraintes car la combinatoire reste trop grande. Nous
réalisons donc, pour certaines structures d’intérét, ’extraction d’une région appartenant a
I’'espace de solutions réduit sur un critére de surface minimale. Nous appliquons cette ap-
proche & la segmentation et la reconnaissance des structures internes du cerveau dans des
IRM de sujets sains. Pour cela nous apprenons le modéle structurel sur une base annotée
manuellement et nous réalisons la reconnaissance en utilisant ce modéle.

Finalement nous étendons ce processus au traitement de données de patients présentant
une tumeur. Le modeéle générique ne correspond pas, dans ce cas, aux données a reconnaitre
puisque la tumeur entraine une modification importante de I'anatomie. Toutefois nous
pouvons obtenir un modéle spécifique par une transformation simple du modéle générique
si nous savons quelles structures sont affectées par la tumeur. Nous introduisons donc cette
transformation comme variable supplémentaire du réseau de contraintes et nous mettons
en ceuvre un algorithme de propagation qui réduit a la fois ’espace de solutions du modéle
spécifique au patient traité et celui des variables représentant les régions recherchées. Nous
proposons quelques illustrations de ce processus pour des cas simples.

Structure du document

Dans le chapitre 1 nous réalisons une description générale des méthodes de segmentation
et de reconnaissance reposant sur des modéles iconiques ou statistiques d’une part ou
des modeles structurels d’autre part. En regard de ces travaux, nous situons ’approche
proposée dans cette thése et nous en donnons un apercu général. Les chapitres suivants
détaillent les contributions originales.

Le chapitre 2 est central dans cette thése. Nous y formulons notre probléme de segmen-
tation et de reconnaissance comme la résolution d’un réseau de contraintes et nous montrons
qu’il est possible, par un algorithme de propagation, de réduire considérablement 1’espace
de solutions de ce probléme. Nous décrivons comment ce réseau de contraintes est défini &
partir du modeéle structurel. Nous spécifions notamment les modélisations choisies pour les
contraintes et nous dérivons les opérateurs requis pour réaliser la propagation.

Dans le chapitre 3 nous discutons en détail la contrainte de connexité. Puisque nous
représentons les régions sous la forme d’ensembles flous, la modélisation de cette contrainte
repose sur une définition de la connexité des ensembles flous. Afin d’offrir plus de souplesse
dans la modélisation de cette contrainte, nous proposons une extension de la définition
de Rosenfeld qui dépend d’un parameétre de tolérance. Nous obtenons alors les opérateurs
requis par 'algorithme de propagation de contraintes et nous montrons que ceux-ci peuvent
étre calculés efficacement en utilisant une représentation par arbres.

Dans le chapitre 4, nous décrivons plus précisément ’algorithme de propagation mis
en ceuvre. Celui-ci applique séquentiellement des opérateurs élémentaires associés aux
contraintes du modéle jusqu’a convergence. L’ordonnancement de ’application de ces opé-
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rateurs n’influe pas sur le résultat obtenu mais a un impact important sur les performances
de lalgorithme. Afin de réduire le temps de calcul de algorithme, nous proposons donc
un ordonnancement spécifique & notre probléme.

Aprés Papplication de I'algorithme de propagation de contraintes, le probléme est consi-
dérablement simplifié mais pas assez pour que 'extraction d’une solution soit triviale. Cette
extraction étant trop cotiiteuse simplement en utilisant le réseau de contraintes, nous pro-
posons dans le chapitre 5 d’extraire une solution approximative en calculant une surface
minimale & partir des résultats du processus de propagation.

Nous illustrons alors dans le chapitre 6 I’ensemble du processus de reconnaissance.
Nous décrivons tout d’abord un processus d’apprentissage permettant d’obtenir le modele
structurel. Nous évaluons alors le processus de reconnaissance proposé sur une base de
cas synthétiques puis sur des IRM cérébrales de sujets sains. Nous proposons enfin une
adaptation du processus proposé pour traiter les données de patients présentant des tu-
meurs cérébrales. Nous réalisons alors la reconnaissance des structures anatomiques tout
en obtenant un modéle spécifique au patient qui comprend la tumeur.

Dans I’annexe B, nous décrivons plus précisément le modéle structurel utilisé et son
utilisation pour la structuration des données radiologiques d’un sujet. Nous illustrons aussi
briévement un outil pédagogique reposant sur ce modéle que nous avons développé en
collaboration avec le neuroanatomiste Dominique Hasboun. Finalement nous donnons dans
les annexes C et D les preuves des propositions des chapitres 2 et 3.
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Chapitre 1

Segmentation et reconnaissance de
scénes guidées par un modéle de
I’anatomie

La reconnaissance automatique de scénes complexes telles que le cerveau requiert 'uti-
lisation d’un modéle de ’ensemble des structures & reconnaitre. Ce modéle doit comporter
une représentation de caractéristiques des structures qui permettront la reconnaissance.
Ainsi dans le cas d'une scéne simple ol tous les objets présentent une radiométrie diffé-
rente, un a priori sur la radiométrie peut étre suffisant pour réaliser la reconnaissance. Ce
n’est pas le cas lorsque nous voulons réaliser la reconnaissance d’'une scéne complexe telle
qu’'une IRM cérébrale. En effet la radiométrie des structures du cerveau que nous vou-
lons reconnaitre est une caractéristique peu discriminante et nous sommes alors amenés &
utiliser d’autres caractéristiques telles que l'agencement spatial de ces structures.

La liste des structures cérébrales a reconnaitre dépend du niveau de granularité choisi.
La figure 1.1 présente une coupe axiale d’'une IRM cérébrale et une segmentation manuelle
de celle-ci. Les structures sous-corticales y sont extraites & un niveau de détail plutot fin
alors que le cortex cérébral est uniquement subdivisé en deux parties. Globalement ces
structures présentent une forme complexe et une radiométrie peu discriminante. De plus
Panatomie normale présente une variabilité importante (la figure 1.2 présente plusieurs
coupes axiales d’'TRM cérébrales provenant de la base OASIS [Marcus et al., 2007] et illus-
trant la variabilité normale). Pour ces raisons, réaliser la segmentation et la reconnaissance
de telles scénes n’est pas un probléme trivial et nécessite I'utilisation d’un modéle approprié.

La présence de pathologies telles que les tumeurs cérébrales constitue une difficulté
supplémentaire. La figure 1.3 présente plusieurs IRM cérébrales de sujets affectés par une
tumeur cérébrale!, illustrant les modifications induites par cette pathologie (refoulement
ou infiltration des structures cérébrales, présence d'un cedéme ou d’une nécrose,...). La
position et la forme des tumeurs sont de plus extrémement variables. Les méthodes uti-
lisées pour réaliser la segmentation et la reconnaissance dans le cas normal doivent donc
étre adaptées pour traiter les images de ces sujets. En raison notamment de la localisation
trés variable des tumeurs, il parait difficile d’apprendre un modéle spécifique. Au cours
du processus de reconnaissance, le modéle de ’anatomie normale devra donc étre auto-
matiquement adapté & la présence de la tumeur. Cette opération peut poser de nombreux
problémes pour certaines approches et constituera un élément de comparaison entre les

1. Une revue des différents types de tumeurs ainsi que leur impact sur ’anatomie cérébrale peut no-
tamment étre trouvée dans [Khotanlou, 2008].
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différentes approches.

Nous décrivons dans ce chapitre deux familles de modéles intégrant une représentation
de 'agencement spatial des structures & reconnaitre. La premiére regroupe les atlas et les
modeles statistiques du cerveau. Le processus de reconnaissance associé consiste a mettre
en correspondance ’atlas et 'TRM & reconnaitre ou & estimer les paramétres du modéle de
forme. La deuxiéme correspond aux modéles structurels de ’anatomie cérébrale, représen-
tant explicitement ’agencement spatial (alors qu’il est représenté implicitement dans le cas
des atlas et des modéles de formes). Leur motivation repose sur le constat que anatomie
cérébrale normale présente une variabilité importante, notamment au niveau des formes
des structures ou de leur volume, mais que ’agencement spatial des différentes structures
anatomiques est relativement stable. Son extraction conduit ainsi & un modéle compact
et robuste utilisé pour guider la reconnaissance. La méthode proposée dans cette thése
s’'inscrit dans cette deuxiéme famille. Nous la présentons briévement dans la section 1.6
aprés avoir présenté dans les sections 1.2, 1.3 et 1.4 les méthodes reposant respectivement
sur un atlas de 'anatomie, sur un modéle de formes ou sur un modéle structurel. Mais tout
d’abord, nous réalisons dans la section 1.1 une bréve revue des méthodes semi-automatiques
proposées pour réaliser la segmentation des structures sous-corticales et ne reposant pas
sur un modeéle de 'anatomie.

Right White Matter
Right Cortex

Genus of
Corpus Callosum

Right Caudate Nucleus ---|

--- Left White Matter

--- Left Cortex

--- Left Caudate Nucleus
--- Left Lateral Ventricle

Right Lateral Ventricle -~ |-~ Left Putamen
Right Putamen --- Left Thalamus

. lenium of
Right Thalamus -~ Corpus Callosum

Choroidal Fissure
Atrium of theright

- Atrium of the|eft

Lateral Ventricle

Lateral Ventricle

FIGURE 1.1 - (a) Une coupe axiale d'une IRM cérébrale pondérée en T1. (b) Segmentation
binaire de la coupe axiale présentée en (a) et annotation des structures segmentées.

1.1 Segmentation semi-automatique en IRM des structures
sous-corticales du cerveau

La segmentation du cerveau en IRM et notamment des structures sous-corticales est un
probléme complexe qui présente un cadre applicatif riche allant de la planification préopéra-
toire aux études morphométriques ou fonctionnelles. Méme si ce probléme de segmentation
a fait I'objet d’un grand nombre de travaux, en pratique cette segmentation est souvent
réalisée manuellement. En effet 'obtention d’un algorithme robuste et automatique pour
réaliser cette tache reste un probléme difficile notamment en raison :

— des faibles résolutions (et donc des problémes liés a la discrétisation) et du bruit
important,
des artefacts et notamment de I’hétérogénéité des intensités,

— de la complexité de la scéne & reconnaitre,
— de la grande variabilité de forme et de taille des structures d’intérét.
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FIGURE 1.2 — Coupes axiales d’'IRM de plusieurs sujets provenant de la base OASIS [Marcus
et al., 2007] et acquises avec une séquence MP RAGE.

FiGURE 1.3 — Coupes axiales d’'IRM cérébrales présentant des tumeurs de formes, tailles,
localisations et types variés.

Nous donnons dans cette section un apercu rapide de méthodes semi-automatiques pro-
posées dans la littérature pour la segmentation des structures sous-corticales. Ces méthodes
reposent sur une initialisation fournie par 1'utilisateur (i.e. un ensemble de graines ou une
solution approximative) a partir de laquelle une solution est extraite. Une interaction avec
Putilisateur étant nécessaire notamment pour fournir Uinitialisation (et la corriger si la so-
lution obtenue n’est pas satisfaisante), les performances en terme de temps de calcul sont
primordiales et constituent en général un critére de comparaison de ces méthodes.
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Les méthodes de croissance de région [Adams and Bischof, 1994, Zhu and Yuille, 1996,
Chang and Li, 1994] font partie des méthodes les plus simples qui sont utilisées pour réa-
liser cette tache de segmentation. Elles dépendent d’un critére de regroupement et d’un
ensemble de graines spécifiées par I'utilisateur qui initialisent les régions & extraire. Itéra-
tivement les pixels adjacents & ces derniéres et satisfaisant le critére? sont ajoutés. Une
formulation générale de ce type de processus est proposée dans [Serra, 2006]. Similairement
les méthodes de propagation de front [Sethian, 1996] étendent progressivement des graines
fournies par l'utilisateur suivant une carte de vitesse généralement définie & partir des gra-
dients de "image. Une mise en ceuvre efficace de ces méthodes est aisément réalisable, ce
qui rend possible une utilisation interactive. Cependant elles n’intégrent aucune régulari-
sation spatiale, ce qui peut conduire & des résultats présentant une frontiére irréguliére et
a une faible robustesse au bruit.

La segmentation par modéles déformables [Kass et al., 1987] permet d’intégrer une
telle contrainte de régularité. Son principe consiste a faire évoluer un contour en 2D ou
une surface en 3D vers les contours de l'image correspondant & l'objet recherché, une
initialisation, en général relativement proche de la solution, devant étre fournie par I'uti-
lisateur. Le résultat de segmentation correspond & un minimum local d’une fonctionnelle
intégrant régularité de la surface et correspondance aux contours de 'image. Différentes
fonctionnelles ont ainsi été proposées dans la littérature afin de modéliser le processus
de segmentation comme 'extraction d’un minimum. La plus étudiée a été proposée par
Mumford et Shah dans [Mumford et al., 1988] pour le probléme d’approximation d’images
par une fonction réguliére (l'utilisation de fonctions constantes par morceaux conduit &
une formulation du probléme de segmentation en régions homogénes). L’optimisation de
cette fonctionnelle pour la segmentation [Chan and Vese, 2001] notamment d’images mé-
dicales peut étre réalisée par une formulation sous forme d’ensembles de niveaux [Osher
and Sethian, 1988] (modeéles déformables représentés sous forme implicite). L’extraction
de surfaces minimales [Caselles et al., 1997] a aussi fait l'objet de nombreux travaux. Son
principe consiste a définir une métrique sur le domaine de l'image (par exemple & partir
des gradients de I'image) et a extraire alors une surface minimale relativement & cette mé-
trique. Différentes stratégies ont été proposées, parmi lesquelles I’extraction d’un minimum
local & partir d’une surface initiale [Caselles et al., 1997] ou l'extraction d’'un minimum
global sous contraintes [Boykov and Kolmogorov, 2003, Grady, 2006a]. De fagon générale
l'optimisation de telles fonctionnelles est un probléme complexe et de nombreux travaux
portent sur I'obtention d’algorithmes permettant 'extraction efficace soit d’'un minimum
global pour certaines classes de fonctionnelles [Boykov et al., 2001, Boykov and Jolly,
2001, Kolmogorov and Zabin, 2004], soit 'extraction d’un minimum local & partir d’une
surface initiale par exemple par l'utilisation de méthodes multi-échelles [Corso et al., 2007]
pour éviter certains minima locaux. D’autres formulations du probléme de segmentation
semi-automatique peuvent conduire & des solutions algorithmiques efficaces. Dans |Grady,
2006b| une formulation reposant sur les marches aléatoires est proposée. Une analogie avec
un réseau électrique conduit alors a un algorithme de résolution efficace. L’apport de ces
méthodes par rapport aux méthodes de croissance de région est important, puisqu’en in-
troduisant la régularisation spatiale, elles présentent une plus grande robustesse au bruit et
conduisent & des résultats plus fidéles a la régularité naturelle de la plupart des structures
anatomiques. Leur utilisation nécessite cependant toujours l'intervention de l'utilisateur
qui doit fournir les graines ou l'initialisation du modéle et éventuellement intervenir pour

2. Le critére peut par exemple reposer sur la différence entre le niveau de gris du pixel et la moyenne
de niveaux de gris de la région ou étre fondé sur une mesure d’affinité floue entre pixels [Udupa and
Samarasekera, 1996, Carvalho et al., 1999].




19

guider le processus. Cela est néanmoins acceptable compte tenu des performances atteintes
grace aux développements algorithmiques récents et au développement d’interfaces gra-
phiques spécifiques |Yushkevich et al., 2006].

La figure 1.4 illustre lapplication des méthodes proposées dans [Corso et al., 2007]
et |Grady, 2006b| & la segmentation des structures sous-corticales. Une bonne solution
est obtenue respectivement & partir d’une initialisation approximative et d’un nombre de
graines réduit. Le résultat obtenu est cependant sensible & cette initialisation. Les contrastes
entre les structures anatomiques a segmenter sont en effet faibles voir inexistants et sans a
priori (tel qu'un modeéle de la forme recherchée) le processus peut conduire & un résultat
erroné, nécessitant l'intervention de l'utilisateur pour réaliser une correction manuelle ou
placer des graines supplémentaires.

Le développement de méthodes automatiques de segmentation vise & réduire les in-
teractions imposées & 'utilisateur. Pour cela il est nécessaire d’introduire un modéle de
I’anatomie qui guide le processus de segmentation et de reconnaissance. Nous décrivons
dans la suite de ce chapitre les principales approches proposées dans la littérature.

FiGureE 1.4 — Exemples de segmentation semi-automatique. L’algorithme de « graph-
shifts » [Corso et al., 2007] permet d’affiner une segmentation initiale (a) et (b). Le résultat
est présenté en (d) et (e). Figure extraite de [Corso et al., 2007|. L’algorithme de « random
walker » |Grady, 2006b| permet de réaliser une segmentation & partir d’'un ensemble de
graines fournies par l'utilisateur (c) et (f) (en (c) par exemple une segmentation en trois
étiquettes est réalisée. Les graines associées a chacune de ces étiquettes sont respectivement
montrées en vert, rouge et jaune. Les frontiéres de la segmentation obtenue sont montrées
en orange). Figure extraite de [Grady, 2005].
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1.2 Mise en correspondance d’un atlas iconique

L’anatomie cérébrale présente une régularité importante, ce qui a conduit a I’élaboration
d’atlas anatomiques et fonctionnels |[Talairach and Tournoux, 1988] sous forme iconique.
Généralement utilisés comme support des études fonctionnelles ou de la variabilité morpho-
logique, ces atlas le sont aussi pour guider des taches de segmentation et de reconnaissance
automatiques. Pour cela I'image & reconnaitre est mise en correspondance avec l’atlas ana-
tomique. Deux principales questions se posent : (i) la construction et la représentation d’un
atlas représentant au mieux l'anatomie moyenne (éventuellement répartie en sous-groupes),
(ii) Vobtention d’une transformation permettant de mettre en correspondance cet atlas avec
un cas particulier. Nous structurons cette section autour de la premiére question.

Les premiéres approches proposées [Broit, 1981, Iosifescu et al., 1997, Dawant et al.,
1999b| reposent sur un atlas obtenu a partir d'un cas unique annoté manuellement sous
I’hypothése de I'existence d’une correspondance point & point entre les différentes images.
L’atlas comporte donc deux images (l'image originale du patient modéle et ’annotation
manuelle associée). La reconnaissance d’un nouveau patient consiste donc a estimer la
transformation spatiale permettant de passer du modéle au patient. Cette transformation
est non linéaire en raison de la variabilité anatomique et son existence est assurée par
I’hypotheése de départ. Ce probléme est exprimé comme un probléme de recalage non linéaire
(la transformation étant représentée par exemple sous la forme de splines), mais son calcul
est complexe. Classiquement il repose sur la minimisation d’une fonctionnelle intégrant
d’une part une mesure de similarité entre 'image et 'image originale de l'atlas & laquelle
la transformation est appliquée et d’autre part un terme favorisant les transformations
spatialement réguliéres. La minimisation est alors en général réalisée par un algorithme
itératif [Thirion, 1998, Beg et al., 2005].

Cependant l'utilisation d’un atlas obtenu a partir d’un patient unique introduit un biais
dans le processus de reconnaissance vers ’anatomie particuliére de ce patient. De plus la
variabilité anatomique importante notamment au niveau du cortex (certaines circonvolu-
tions ne sont par exemple présentes que chez une partie des sujets) peut mettre en défaut
les méthodes de recalage utilisées. Ainsi l'obtention d’atlas « moyens » (réduisant ainsi
Pamplitude de la transformation & rechercher) a fait I’objet de nombreux travaux. Parmi
ceux-ci nous pouvouns distinguer les atlas dits probabilistes et les atlas moyens & proprement
parler. L’obtention d’atlas probabilistes est réalisée par un recalage affine d’un ensemble de
cas annotés manuellement. Pour chaque structure anatomique, une carte de probabilité est
alors déduite du nombre d’occurrences de la structure en chaque pixel. L’atlas probabiliste
ICBM [Mazziotta et al., 1995] a par exemple été obtenu a partir d’un jeu de 452 IRM
cérébrales et est mis & la disposition de la communauté. L’intégration de ce type d’atlas
dans le processus de reconnaissance a notamment été proposée dans [Collins et al., 1999]
en s’appuyant sur une classification préliminaire de I'image, dans [Pohl et al., 2002, 2006]
par lestimation du maximum a posteriori par espérance-maximisation (EM) ou encore
dans [Fischl et al., 2002]. La figure 1.5 illustre & différents stades du processus la mise en
correspondance progressive de l’atlas avec une image en considérant la méthode propo-
sée dans |Pohl et al., 2006]. Cependant les atlas probabilistes sont peu précis, en raison
du moyennage réalisé, et 'image obtenue par le moyennage des image originales est floue.
Pour remédier a cela, des recherches rescentes ont porté sur le recalage de groupe [Guimond
et al., 2000, Joshi et al., 2004, Bhatia et al., 2004, Blezek and Miller, 2007|. Elles visent &
extraire un atlas moyen d’un groupe de sujets, minimisant la déformation a réaliser pour
étre mise en correspondance avec ’ensemble des éléments de la base. La reconnaissance
consiste alors & mettre en correspondance cet atlas moyen avec 'image & reconnaitre.
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FIGURE 1.5 — Reconnaissance d’une image par mise en correspondance d’atlas selon la
méthode proposée dans [Pohl et al., 2006]. L’atlas est recalé itérativement. Figure extraite
de [Pohl et al., 2006].

Meéme si 'obtention d’atlas moyens réduit la distance entre ’atlas et 'image & recon-
naitre, la gestion des variabilités importantes est toujours problématique. En effet cette
variabilité peut par exemple impliquer la présence de circonvolutions supplémentaires (le
gyrus paracingulaire par exemple) chez certains individus et les transformations considé-
rées ne permettent pas de prendre en compte une telle variabilité. Pour pallier ce probléme,
I'image & reconnaitre peut étre recalée & un ensemble d’atlas. L’atlas le plus semblable
est alors sélectionné pour réaliser la reconnaissance. Cette approche étant cotiteuse d’un
point de vue calculatoire, une base d’atlas aussi restreinte que possible doit étre utilisée.
L’extraction d’un ensemble d’atlas restreint représentant au mieux la base d’apprentissage
peut alors étre réalisée par des techniques de classification automatique (« mean shift »
par exemple comme proposé dans [Blezek and Miller, 2007]). La reconnaissance est alors
réalisée en choisissant globalement le modéle le plus proche ou localement comme proposé
dans [Wu et al., 2007].

L’application directe de ces processus en présence de tumeurs cérébrales n’est pas pos-
sible. En effet la tumeur induit une déformation de l’anatomie (la disparition ou modifi-
cation de certaines structures et apparition d’une nouvelle structure) qui ne peut pas étre
représentée par les transformations utilisées. La tumeur et la déformation induite doivent
donc faire 'objet d’un traitement spécifique.

Deux approches différentes ont ainsi été proposées pour adapter le processus. La pre-
miére consiste & introduire manuellement dans I’atlas une graine de la tumeur présentant
I'intensité observée de la tumeur [Dawant et al., 1999a, 2002]. En supposant que la tumeur
refoule les tissus sans les infiltrer, la croissance de la tumeur et la déformation induite
peuvent étre modélisées par une transformation spatialement réguliére. L’algorithme des
démons [Thirion, 1998| est alors utilisé dans ces travaux pour calculer cette transformation.
Dans [Cuadra et al., 2004, Pollo et al., 2005] ce processus est étendu, en supposant que la
croissance de la tumeur est radiale a partir d’une graine réduite & un point. Des modéles
de déformation différents sont alors considérés a l'intérieur et & 'extérieur de la tumeur.
La figure 1.6 illustre les résultats obtenus par cette méthode.

La deuxiéme approche [Kyriacou et al., 1999, Mohamed et al., 2006, Zacharaki et al.,
2008] repose sur une modélisation beaucoup plus fine de I'anatomie et de la déformation
induite par la tumeur. Ce modéle prend en compte les propriétés biomécaniques des tissus
cérébraux ainsi qu’un modéle de croissance de tumeur et propose une formulation par
éléments finis du probléme de déformation. Dans sa version originale [Kyriacou et al., 1999],
la mise en correspondance de l'atlas est réalisée en deux étapes. Premiérement, & partir
d’une segmentation préliminaire de la tumeur, du cerveau et des ventricules, une image
simulant ’anatomie du sujet sans la tumeur est obtenue par la contraction de la tumeur.
L’atlas est alors mis en correspondance avec cette image et une simulation de croissance
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de la tumeur déforme 'atlas. Le méme modele biomécanique est utilisé dans [Mohamed
et al., 2006] et |[Zacharaki et al., 2008]. Un simulateur reposant sur ce modeéle permet
d’obtenir un atlas avec tumeur en fonction d’un nombre réduit de paramétres de la tumeur
(position et taille). Le processus de mise en correspondance alterne alors entre estimation
des paramétres de la tumeur et mise en correspondance de l'atlas simulé avec 'image &
reconnalitre.

FIGURE 1.6 — Mise en correspondance d’atlas en présence de tumeurs selon la méthode
proposée dans [Pollo et al., 2005|. (a) Déformation représentant la déformation induite
par la tumeur. (b) Mise en correspondance obtenue pour les structures internes. Figures
extraites de [Pollo et al., 2005].

1.3 Modéles de forme

Les atlas décrits dans la section précédente représentent en quelque sorte la forme
moyenne des structures anatomiques. Cependant la variabilité de la forme de ces structures
n’est pas uniforme et il peut étre intéressant de réaliser 'apprentissage et la modélisation
des principaux modes de variation de chacune des structures.

A notre connaissance le premier modéle de forme statistique a été proposé dans [Cootes
et al., 1995] et a été étendu dans [Cootes et al., 2001]. Le contour de l'objet recherché y est
représenté par un ensemble de points 3. L’ensemble des éléments de la base d’apprentissage

3. Une variante a été proposée dans [Staib and Duncan, 1992] o le contour est paramétré par des
descripteurs de Fourier elliptiques. Les auteurs font alors I’hypothése que les coefficients de Fourier suivent
une loi normale.
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FiGure 1.7 — Tllustration des six premiers modes de variation pour un modéle joint des
structures sous-corticales. Figure extraite de [Tsai et al., 2003].

sont alignés et mis en correspondance (les points obtenus pour les différents éléments de la
base sont supposés représenter la méme partie du contour). Une analyse en composantes
principales est alors réalisée sur ’ensemble des contours représentés sous la forme de vec-
teurs de points. Les vecteurs propres obtenus sont alors interprétés comme les modes de
variation de la forme. Généralement il est supposé que les formes considérées suivent une
loi normale multidimensionnelle [Leventon et al., 2000, Cremers et al., 2002b| et que toute
forme appartenant & cette famille peut étre exprimée comme une combinaison linéaire de
la forme moyenne et des vecteurs propres. Les valeurs propres correspondent alors & ’écart
type du mode de déformation représenté par le vecteur propre et la probabilité d’une forme
peut étre obtenue & partir des coefficients de la combinaison linéaire.

Dans leur travail initial, Cootes et al. expriment alors la reconnaissance de 1’objet
représenté par le modeéle statistique comme 'obtention des paramétres du modéle, c’est-
a-dire des paramétres de position pour replacer le modéle dans I'image et des coefficients
associés aux composantes principales correspondant au cas a reconnaitre. Une approche
similaire a été proposée dans [Wang and Staib, 1998|.

Cependant la mise en correspondance des points de chaque échantillon de la base d’ap-
prentissage peut s’avérer fastidieuse [Frangi et al., 2002]. Plutot que d’utiliser une représen-
tation par un ensemble fixe de points, Leventon et al. [Leventon et al., 2000] ont proposé
de représenter l'objet par une carte de distance signée & ses contours. L’analyse en com-
posantes principales est alors réalisée sur 'ensemble des cartes de distance® obtenues pour
les éléments de la base d’apprentissage préalablement recalés. Ce modéle est alors utilisé
pour contraindre ’évolution d’un modeéle déformable (représenté sous forme d’ensembles
de niveaux) vers la forme la plus probable.

Les structures cérébrales suivent un agencement spatial stable et il peut étre intéres-
sant de considérer un modéle de forme joint, plutét que d’apprendre des modeéles indépen-
damment pour chaque structure. Les travaux présentés dans [Yang and Duncan, 2004b,a|

4. Les cartes de distances sont mises sous la forme de vecteurs pour réaliser ’ACP. Notons que la
représentation moyenne obtenue n’est plus une carte de distance.
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et [Tsai et al., 2003, 2004]| proposent ainsi une extension de |Leventon et al., 2000] per-
mettant de construire un modéle multiformes, intégrant ainsi implicitement ’agencement
spatial des structures. Ce modéle est alors intégré dans un processus de segmentation ap-
pliqué notamment a la segmentation des structures sous-corticales. Dans ces approches un
alignement des éléments de la base d’apprentissage est réalisé. Un vecteur est alors obtenu
pour chaque élément de la base en concaténant les cartes de distance signée pour chacune
des formes. L’analyse en composantes principales est alors réalisée comme précédemment.
La figure 1.7 illustre les six principaux modes de variation d’un modele joint des struc-
tures internes cérébrales. Dans [Yang and Duncan, 2004b], les auteurs proposent alors une
formulation bayésienne afin d’intégrer les contraintes multiformes dans une méthode de
segmentation par modéles déformables joints. Les résultats obtenus pour la segmentation
des structures internes sont présentés dans la figure 1.8 et illustrent ’apport du modele
de forme, qui contrebalance une initialisation éloignée du résultat désiré et des contrastes
faibles par endroit. Dans |Tsai et al., 2003], une formulation fondée sur I'information mu-
tuelle est proposée.

FIGURE 1.8 — Segmentation des structures internes sans modéle de forme (ligne supérieure)
et guidée par un modele de forme joint (ligne inférieure). Figure extraite de [Yang and
Duncan, 2004b].

Dans I'ensemble de ces travaux, les auteurs supposent que la forme de 'objet (ou des
objets) considéré suit une distribution gaussienne multivaluée et qu'une réalisation de cette
forme peut étre correctement approchée par la combinaison linéaire d’un nombre réduit de
vecteurs propres obtenus sur une base d’apprentissage de taille relativement réduite. Ce-
pendant les objets considérés présentent des déformations en général non-linéaires et pour
certaines structures I'approximation réalisée n’est pas satisfaisante. Dans [Cremers et al.,
2002a, 2003, Dambreville et al., 2008], les auteurs proposent de réaliser une transformation
non linéaire dans un espace de dimension supérieure et pour cela d’utiliser des noyaux.
L’analyse en composantes principales est alors réalisée dans cet espace en supposant que la
densité de probabilité de la distribution de formes y est gaussienne. Cette approche permet
ainsi d’obtenir de meilleures approximations en considérant un nombre réduit de vecteurs
propres.

L’incorporation de tels modéles de forme dans le processus de segmentation permet
d’améliorer significativement les performances en contraignant le résultat & un nombre de
formes réduit qui prend en compte la variabilité anatomique normale. Cependant de tels
modéles peuvent difficilement étre adaptés aux cas oncologiques et aucune proposition n’a
été faite a notre connaissance dans ce sens. En effet les tumeurs présentent une variabilité
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trés importante tant au niveau de leur localisation, qu’au niveau de leur forme et donc des
déformations induites sur les autres structures. L’apprentissage d’un modéle pour une base
de cas oncologiques ne peut donc pas étre réalisé directement par les méthodes présentées
dans cette section.

1.4 Utilisation d’une représentation structurelle de I’anato-
mie

I’agencement structurel de ’anatomique cérébrale est connu et stable chez des su-
jets sains. Il reste méme relativement stable en présence de pathologies. Cet agencement
structurel peut étre décrit sous la forme de relations spatiales entre structures comme cela
est généralement fait dans les descriptions anatomiques [Waxman, 2000, Hasboun, 2005].
L’ensemble de ces relations spatiales forme ainsi une représentation compacte de 'anatomie
(méme si cette représentation est incompléte) permettant de s’affranchir partiellement de
la variabilité anatomique normale. Il posséde ainsi de bonnes propriétés de généralisation.

Nous détaillerons dans cette section un exemple de modéle structurel de ’anatomie
cérébrale, modéle sur lequel nous nous appuierons dans la suite de cette thése. Ensuite
nous décrirons deux familles de méthodes proposées dans la littérature pour réaliser la
segmentation et la reconnaissance en s’appuyant sur ce type de modéle.

1.4.1 Représentation structurelle de ’anatomie cérébrale

Dans sa these Olivier Colliot [Colliot, 2003], en collaboration avec le neuroanatomiste
Dominique Hasboun, a proposé une modélisation structurelle de I’anatomie cérébrale repré-
sentée sous la forme d’un hypergraphe hiérarchique de relations spatiales. Ce modéle a par
la suite été étendu [Hudelot et al., 2006] & une représentation intégrant différents aspects
de ’anatomie tels que la notion de tissu biologique, de fonction ou de pathologie. Ce travail
avait un objectif double : (i) 'obtention d’une base de connaissances permettant de guider
des processus automatiques de segmentation et de reconnaissance, (ii) une représentation
générique de 'anatomie et de ses liens avec 'imagerie afin de permettre une intégration har-
monieuse de ces deux éléments dans un dossier médical informatisé |[Puentes et al., 2008].
Ci-dessous nous décrivons briévement ce modéle en mettant ’accent sur son contenu. Une
description détaillée de sa mise en ceuvre technique sera donnée dans 'annexe B.

L’anatomie cérébrale peut naturellement étre représentée sous forme hiérarchique, une
partie pouvant étre subdivisée en composantes anatomiques plus fines. Différentes hiérar-
chies anatomiques, en général représentées sous forme d’ontologies, ont été proposées et
incorporent les subdivisions anatomiques communément admises dans la littérature médi-
cale ainsi que les différentes appellations pour les structures anatomiques. Nous pouvons
notamment citer :

— Neuronames [Bowden and Martin, 1995, Bowden and Dubach, 2003] qui propose une
hiérarchie du cerveau comprenant environ 850 éléments pour lesquels les acronymes et
synonymes standard sont proposés ainsi que la traduction dans plusieurs langues. De
plus un atlas permet la visualisation de ces structures. Un navigateur est disponible
a l'adresse http ://braininfo.rprc.washington.edu/menumain.html,

— MeSH (Medical Subject Headings) [Lipscomb, 2000] qui fournit une représentation
de 'anatomie sous forme d’arbre et propose pour chacune des structures une bréve
description. Cette base est notamment utilisée pour 'indexation de publications afin
d’associer au méme concept médical les différentes terminologies utilisées. Un navi-
gateur est disponible a I’adresse http ://www.nlm.nih.gov/mesh /2005 /index.html,
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— FMA (Foundational Model of Anatomy) [Rosse and Mejino, 2003] qui propose une
représentation sous forme d’ontologie de 'anatomie humaine. Un outil de navigation
est accessible a l’adresse http ://fme.biostr.washington.edu :8089/FME /index.html,

— Neuranat [Hasboun, 2005] qui, méme s’il ne propose pas une telle nomenclature,
présente une description riche de anatomie cérébrale (et en particulier de son agen-
cement spatial) agrémentée de nombreuses illustrations, d’un atlas interactif et de
vidéos de dissections commentées et illustrées. Ce site est disponible a l’adresse
http ://www.chups.jussieu.fr /ext /neuranat,/.

N

La figure 1.9 présente des captures d’écran des sites internet associés & ces bases. Nous
retenons la hiérarchie de structures montrée par la figure 1.10 (obtenue a partir de la
nomenclature de Neuronames).

TELENCEPHALON

Key Acronym: Tel

itz What s Written about It7

PubMed

National Library of Mediclne - Heading

AMeSH Tree Structures

rarr. ¢

[morphologie ]

(moronolog et onctionre fatlos llan mations BV ideolieconsiictioniSDMlens]
Introduction

La définition anatomique des noyaux gris centraux comprend
S -
St e
<t Famyasie
e complexe: habiuellement étudié dans le cadre Gu systéme imbique

La téte du noyau caudé limite
latéralement la corne frontale du
ventricule latéral (cornu frontalis).

relaient

Copyright: Neur@nat.2002 - D. Hasboun Références

(e) (f)

FiGuRE 1.9 — Captures d’écrans de sites internet proposant une nomenclature de ’anato-
mie. (a) Neuronames [Bowden and Martin, 1995, Bowden and Dubach, 2003] : http ://brai-
ninfo.rprc.washington.edu/menumain.html et son lien avec 'atlas « Digital Anatomy » de
I'université de Washington [Brinkley et al., 1997|. (c) FMA |Rosse and Mejino, 2003] :
http ://fme.biostr.washington.edu :8089/FME /index.html. (d) Mesh [Lipscomb, 2000] :
http ://www.nlm.nih.gov/mesh /2005 /index.html. (e) et (f) Neuranat [Hasboun, 2005] :
http ://www.chups.jussieu.fr /ext /neuranat,/.
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F1GURE 1.10 — Représentation hiérarchique simplifiée du cerveau obtenue a partir de Neu-
ronames |[Bowden and Martin, 1995, Bowden and Dubach, 2003].

Cette représentation hiérarchique peut étre enrichie de ’ensemble des relations spatiales
stables entre les structures [Colliot, 2003 afin de caractériser 'agencement structurel du
cerveau (par exemple le noyau caudé est toujours adjacent au ventricule latéral et extérieur
a celui-ci). Les relations topologiques sont primordiales dans cette description, permettant
notamment d’encoder la notion de hiérarchie donnée ci-dessus. Cependant elles ne sont
en général pas suffisantes puisque de nombreuses descriptions s’appuient sur des relations
de distance ou de direction ou encore des relations plus complexes telles que « entoure »
ou « entre ». Ainsi dans |Freeman, 1975|, Freeman discute ’encodage par ’homme des
relations spatiales entre objets utilisant notamment un ensemble de relations spatiales élé-
mentaires tels que « & gauche de ». Une classification de ces relations spatiales est proposée
dans [Kuipers, 1978, Kuipers and Levitt, 1988] dans laquelle apparaissent notamment les
concepts de relations topologiques et de relations métriques®. La figure 1.11 illustre une

5. Une formalisation de la connaissance structurelle sous forme d’ontologie de relations spatiales a
été proposée dans [Hudelot et al., 2008b], fournissant un cadre formel pour la représentation de telles
connaissances, mais aussi pour le raisonnement [Hudelot et al., 2008a]. D’autres ontologies intégrant de la
connaissance spatiale ont été proposées pour la description de I'anatomie [Schulz et al., 2000, Dameron,
2005, Donnelly et al., 2006].
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partie de la hiérarchie qui correspond & l’ensemble de relations élémentaires utilisées dans
le modéle pour encoder I'information structurelle de I’anatomie cérébrale. D’autres types
de relations plus complexes pourraient bien évidemment étre considérés.

Relation Spatiale
Relation Métrique
1

‘ Relation de Direction ‘ ‘ Relation de Distance‘

Relation Topologique

[ 1
Relation de Direction Relation de Direction
Binaire Ternaire

1 !
\ \ \ |
‘ A Droite H Devant ‘ ‘AU dessus‘ ‘ Entre ‘ ‘ Proche ‘
*

—— relation de hierarchie

Sur

Ficure 1.11 — Organisation hiérarchique des relations spatiales utilisées dans notre base
de connaissance. Figure extraite de [Hudelot et al., 2008c].

Le modéle peut par ailleurs étre enrichi d’un ensemble de propriétés relatives aux struc-
tures anatomiques. Il peut s’agir de données textuelles telles que des descriptions. Il peut
aussi s’agir de propriétés relatives a la région spatiale occupée par la structure comme le
volume ou la forme.

La radiométrie de la structure dans 'image dépend de caractéristiques intrinséques des
tissus qui la composent. En imagerie par résonance magnétique, elle dépend des temps de
relaxation T1 et T2 de ses tissus (fonctions de lintensité du champs magnétique) et la
densité de proton des tissus®. Puisque ces propriétés sont propres aux tissus composant
les structures anatomiques, nous créons une base de connaissances spécifique contenant les
tissus présents dans le cerveau et auxquels sont associées différentes propriétés biologiques
et notamment les propriétés imagées en IRM. Des relations de type « composition » lient
alors les structures anatomiques et les éléments de cette base.

Nous traitons similairement la connaissance fonctionnelle associée aux structures ana-
tomiques. Les fonctions peuvent par exemple dans le cas du cerveau étre représentées par
les aires de Brodmann (’aire de Brodmann 44 étant par exemple associée au langage) ou
des réseaux complexes (tel que la vision) impliquant plusieurs structures anatomiques.

Finalement une base de connaissances pathologiques [Khotanlou, 2008] regroupe les
informations relatives aux pathologies et notamment dans le cadre de notre application aux
tumeurs. Comme dans le cas des structures anatomiques certaines propriétés génériques
de ces tumeurs sont données.

La figure 1.12 présente une vue d’ensemble de ce modéle qui est donc constitué d’un
ensemble de structures anatomiques, de types de tissus, de fonctions et de pathologies
d’une part et d’un ensemble de relations entre ces éléments d’autre part. Une représentation
sous forme d’hypergraphe (une relation hiérarchique peut impliquer plus de 2 éléments)
est donc appropriée pour représenter cette base de connaissances. Dans ’annexe B, nous
préciserons la représentation choisie pour ce modéle ainsi que son instanciation pour un
patient spécifique.

6. Des séquences d’acquisition variées permettent d’obtenir des contrastes reflétant une variation d’un
ou plusieurs de ces paramétres.
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FI1GURE 1.12 — Schéma général représentant la base de connaissances anatomiques. Les liens
rouges représentent des relations spatiales, les liens bleus des relations de type composition
biologique et le lien vert une relation anatomo-fonctionnelle.

1.4.2 Annotation d’une segmentation ou d’une sursegmentation

Supposons que nous disposions d’une segmentation de I'image dont nous voulons réali-
ser la reconnaissance. Nous pouvons alors extraire de celle-ci une représentation structurelle
sous forme de graphe (les nceuds représentant les régions de la segmentation sont valués
par des propriétés telles que le volume de la région et les arcs représentent par exemple des
relations spatiales satisfaites par les régions de la segmentation). Le processus de recon-
naissance de cette segmentation peut alors étre exprimé comie la mise en correspondance
du graphe représentant la segmentation et du graphe représentant le modéle structurel.

La mise en correspondance de graphes est un probléme complexe qui a fait ’objet de
nombreux travaux dont une synthése est proposée dans [Bunke, 2000, Conte et al., 2004].
La mise en correspondance recherchée peut étre exacte (un isomorphisme est dans ce cas
recherché entre les graphes) ou inexacte ce qui permet de mieux prendre en compte les im-
précisions et les erreurs entachant 'obtention des graphes dans le cadre d’une application
réelle. Nous restreignons notre présentation aux méthodes proposées pour réaliser ’anno-
tation de segmentations ou de sur-segmentations et reposant sur I’agencement spatial des
objets & reconnaitre.

L’estimation d’une annotation optimale est un probléme combinatoire difficile (dans
la plupart des formulations il est NP complet). Une alternative consistant a supprimer
itérativement les annotations incohérentes est proposée dans [Waltz, 1975] et [Rosenfeld
et al., 1976]. Un processus de propagation de contraintes réduit progressivement I’ensemble
des annotations possibles pour chaque noeud en considérant les propriétés et relations
du modéle. Cette méthodologie a été illustrée pour 'annotation de figures géométriques
simples. Notons cependant que cette méthode n’extrait pas nécessairement une annotation
unique. Dans [Kitchen, 1978, Srihari and Zhang, 2000, Millet et al., 2005, Saathoff, 2006,
Saathoff and Staab, 2008] l’annotation de segmentations d’images naturelles est réalisée
suivant cette approche. Un ensemble de contraintes (telle que « le ciel se trouve au-dessus
de la mer ») permet alors de supprimer des annotations incohérentes.

Ces approches supposent que la segmentation initiale est correcte. Cependant les images
naturelles ou les images médicales sont complexes. Une segmentation réalisée sur des cri-
téres d’homogénéité et de régularité est en général imparfaite. Puisque ces erreurs sont
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inévitables, en général le choix est fait de sur-segmenter grossiérement la scéne ” et d’adap-
ter le processus de mise en correspondance de graphe, un noeud du modéle pouvant étre
associé & plusieurs nceuds de la segmentation.

Un tel processus a été proposé dans la thése d’Aymeric Perchant [Perchant, 2000] et
consiste & extraire un morphisme flou [Perchant et al., 1999, Perchant and Bloch, 2002]
entre le graphe construit & partir de la sur-segmentation et le graphe modéle obtenu par
exemple & partir d’une image segmentée manuellement. La figure 1.13 illustre ce processus.
Différentes méthodes d’optimisation ont été proposées pour obtenir le morphisme telles que
les algorithmes génétiques [Perchant et al., 1999], 'estimation de distribution [Bengoetxea
et al., 2002] ou la recherche par arbre [Cesar et al., 2005]. Le morphisme flou proposé
permet d’associer plusieurs nceuds de la segmentation a un seul nceud du graphe modéle
(et réciproquement) mais ces noeuds sont traités indépendamment alors que les nceuds
associés au méme label représentent un objet unique. Les relations spatiales ainsi que les
caractéristiques devraient donc étre calculées & partir de la réunion de ces nceuds et non
individuellement &,

FiGure 1.13 — Mise en correspondance inexacte de graphes par la méthode proposée
dans [Perchant, 2000]. (a) En haut illustration du graphe obtenu & partir de l'atlas et
en bas du graphe obtenu & partir de la sursegmentation. (b) Résultat de la mise en corres-
pondance. Les régions de la sursegmentation associées au noyau caudé sont affichées.

Ainsi dans [Deruyver and Hodé, 1997, Hodé and Deruyver, 2007] les auteurs supposent
que les données sont sur-segmentées et associent explicitement une structure anatomique
du modeéle & un ensemble de régions de la sur-segmentation. Le probléme de reconnais-
sance est alors formulé comme un probléme de satisfaction de contraintes a deux niveaux.
Les variables sont les structures anatomiques & reconnaitre et prennent pour valeur un
ensemble de régions de la sur-segmentation initiale. Idéalement les contraintes devraient
étre calculées sur la réunion de ’ensemble des régions représentant les objets. Cependant
pour des raisons de complexité les auteurs supposent notamment que les contraintes struc-

7. Des erreurs de sous-segmentation sont plus difficiles & traiter. En effet dans ce cas il faudrait détecter
et diviser spatialement les régions sous-segmentées.

8. Considérons par exemple une relation d’adjacence entre A et B. La sur-segmentation fournit une
subdivision de A en quatre sous-parties dont une seule est adjacente & B. Les trois autres sous-parties ne
sont pas adjacentes & B mais doivent tout de méme étre identifiées a 'objet A supposé adjacent a B.
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turelles binaires sont satisfaites si elles le sont entre des sous-parties des objets impliqués.
Ces contraintes assouplies correspondent au premier niveau de contraintes, le deuxiéme
niveau correspondant a des contraintes de compatibilité entre régions associées & un méme
objet. Pour rester associée a un objet présentant plusieurs contraintes du premier niveau,
une région doit soit satisfaire ces contraintes, soit étre compatible avec des régions satis-
faisant ces contraintes. Une adaptation de l'algorithme de propagation AC-4 [Mohr and
Henderson, 1986| est alors proposée pour résoudre ce probléme.

1.4.3 Segmentation itérative guidée par graphe

Les approches précédentes reposent sur une sursegmentation initiale dont la correction
n’est pas assurée. Il est donc préférable de réaliser simultanément la segmentation et la
reconnaissance. Pour cela une possibilité consiste & extraire séquentiellement les structures
anatomiques. Le processus débute par 'extraction des structures les plus simples a seg-
menter. Les relations spatiales du modéle structurel et ces segmentations permettent alors
de contraindre ’espace de solutions des structures anatomiques plus délicates a extraire.
Plus le processus progresse, plus le nombre de structures segmentées est important et plus
I’espace de solutions des structures restant a extraire est alors contraint. Par exemple si
nous avons déja extrait le ventricule latéral (noté LV dans la figure 1.14), nous pouvons
alors utiliser la connaissance « le noyau caudé est extérieur au ventricule latéral et proche
de celui-ci » pour définir la région d’intérét floue montrée par la figure 1.14 (b) dans laquelle
est incluse la solution recherchée pour le noyau caudé.

(b)

FIGURE 1.14 — (a) Vue coronale du cerveau. (b) A l'extérieur et proche du ventricule latéral.

Une premiére esquisse d’un tel processus a été proposée dans [Géraud et al., 1999,
2000]. A chaque itération la segmentation d’une structure est réalisée par une classification
automatique sur les niveaux de gris dans une zone d’intérét floue qui est définie & partir de
relations spatiales (telles que des relations spatiales directionnelles [Bloch, 1996a, 1999]?)
calculées & partir de structures préalablement extraites. Le résultat est alors affiné par le
recalage d’un patron de la structure sur le résultat de la classification. Une description plus
fine de ce processus est proposée dans [Bloch et al., 2003]. Notons que cette méthodologie
a par la suite été reprise dans [Barra and Boire, 2001].

Ces travaux ont posé le cadre de la segmentation itérative guidée par un modéle structu-
rel composé de relations spatiales. Cependant la méthode de segmentation utilisée & chaque
itération du processus est perfectible et il serait notamment préférable de s’affranchir de
la dépendance aux patrons utilisés. Ainsi dans [Colliot et al., 2004, 2006] les auteurs ont
proposé une méthode reposant sur ’évolution d’un modéle déformable paramétrique [Xu

9. Une revue de la modélisation de relations spatiales par la morphologique mathématique est proposée
dans [Bloch, 2006].
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and Prince, 1998| contrainte par une zone d’intérét floue (obtenue a partir de relations
spatiales avec des structures préalablement segmentées). L’évolution obtenue est illustrée
par la figure 1.15 et les résultats de segmentation par la figure 1.16. Une approche similaire
a été proposée dans [Atif et al., 2006b]| et repose sur une formulation géodésique de ce
probléme et une résolution par un modéle déformable implicite.

FiGUure 1.15 — Extraction du noyau caudé par un modéle déformable dont l'attache aux
données repose uniquement sur les gradients de 'image (ligne supérieure), sur les gradients
de 'image et la zone d’intérét floue dérivée des relations spatiales par rapport au ventricule
latéral. Figure extraire de [Colliot et al., 2006].

FiGURE 1.16 — Résultats de segmentation pour le noyau caudé et le thalamus par le proces-
sus de segmentation itérative décrit dans |Colliot et al., 2006]. Figure extraite de [Colliot
et al., 2006].

Les différentes approches présentées ci-dessus dépendent d’un ordonnancement des
structures a segmenter. Celui-ci est dans ces travaux déterminé expérimentalement et
consiste & extraire dans un premier temps les structures les plus « faciles » (telles que les
ventricules latéraux) et a progressivement extraire des structures de plus en plus délicates
& segmenter. Une méthode permettant d’obtenir automatiquement cet ordonnancement
est cependant préférable, l'objectif étant d’adapter automatiquement ’ordonnancement
lorsque les cas traités sortent de la normale et notamment dans des cas pathologiques. Une
premiére approche proposée dans |Fouquier et al., 2007| permet d’obtenir le chemin de
segmentation comme un chemin de coit minimal. Ce processus repose sur une valuation
préalablement apprise des arcs par une mesure de ressemblance entre le sous-ensemble flou
défini par des relations spatiales et l'objet a segmenter (une adaptation aux cas patholo-
giques est aussi proposée en s’appuyant sur les travaux publiés dans [Atif et al., 2007a] que
nous décrirons ci-dessous). Cependant cette approche ne dépend pas réellement de I'IRM
qui doit étre segmentée. Ainsi une approche s’inspirant des mécanismes préattentionnels a
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été proposée dans [Fouquier et al., 2008] et consiste a itérativement sélectionner les struc-
tures dont la localisation potentielle (définie par les relations spatiales) maximise un critére
de saillance. Un diagramme illustrant la méthode est présenté par la figure 1.17.

Connaissance mage u n I :déja segmentée

genenque originale - O : asegmenter
Carte de saillance ED»omaine de recherche
Saillance
3 '. utour de
! -l =
e Saﬂlance
StrLthtlure - autour de
initiale Graphe Gra he Gra he
modeéle courant fiItr% Sous-ensemble flous
2 def relations spatiales
NS
Segmentatio
Graphe
mis a jour

FiGurE 1.17 — Diagramme représentant le processus de segmentation et reconnaissance
itérative proposé dans [Fouquier et al., 2008|. Figure extraite de [Fouquier et al., 2008|.

1.4.4 Adaptation du modéle structurel en présence de tumeurs

L’anatomie normale présentant un agencement structurel stable, son modéle structurel
peut étre appris sur un nombre réduit de cas et présentera de bonnes propriétés de généra-
lisation. Cependant les pathologies et notamment les tumeurs peuvent invalider le modele
normal, puisqu’elles peuvent détruire certaines structures, refouler d’autres structures (ce
qui peut affecter les relations spatiales) et sont des sous-parties du cerveau n’appartenant
pas au modéle.

IL’adaptation du processus & la présence de la tumeur consiste donc a introduire la
tumeur dans le graphe structurel et & réaliser la modification appropriée des nceuds et
arcs du graphe. Une premiére approche a été proposée dans [Atif et al., 2006a, Khotanlou
et al., 2007a]. La stabilité des différents types de relations spatiales (direction, distance,
adjacence,...) y est qualifiée en fonction du type de tumeur. Un processus de segmentation
itérative reposant uniquement sur les relations stables est alors appliqué. Dans [Atif et al.,
2007a], cette approche est développée et formalisée. Le processus de segmentation itérative
est notamment adapté plus finement en fonction de la stabilité des relations spatiales. A
chaque étape du processus, le choix de la structure suivante a segmenter est alors obtenue
en fonction de la stabilité des relations.

Ces approches permettent de réduire 'impact de I'invalidité du modéle en supprimant
d’office toutes les relations généralement peu stables en présence de tumeurs. Cependant
cette approche conduit & un relachement global et important des contraintes. Le processus
de segmentation et de reconnaissance dispose donc de moins d’informations ce qui peut
conduire & son échec. De plus le probléme initial, & savoir l'introduction de la pathologie
dans le graphe, reste ouvert.

1.5 Bilan

L’anatomie cérébrale normale présente a la fois une grande régularité et une variabilité
importante. L’obtention d’un modeéle représentant finement au moins le premier aspect ne
conduit pas & une solution évidente et unique comme nous ’avons vu dans cette présenta-
tion.




1. SEGMENTATION ET RECONNAISSANCE DE SCENES GUIDEES PAR UN MODELE DE
34 L’ANATOMIE

Les atlas reposent en général sur une anatomie particuliére ou médiane. L’adaptation
de ce modéle & un cas particulier est obtenue par le calcul d’une transformation dont
I'existence méme n’est en pratique pas assurée en raison de la variabilité anatomique im-
portante. Cependant ils fournissent une représentation riche intégrant la forme et implici-
tement ’agencement spatial des structures. En présence de tumeurs, ces méthodes doivent
étre adaptées pour prendre en compte les déformations importantes, par exemple en si-
mulant un atlas pathologique ou une déformation induite par la tumeur. Pour cela elles
requiérent une modélisation de la tumeur, de sa croissance et de son interaction avec les
tissus voisins. Les méthodes actuellement proposées se contentent de modéles trés simples,
parfois contestables. Cependant 'obtention de modéles plus fidéles fait I’objet d’une re-
cherche soutenue, puisqu’ils présentent un intérét pour la compréhension de la pathologie,
le suivi et la planification chirurgicale.

Les modéles de formes permettent une représentation plus fine intégrant une représen-
tation de la variabilité. L’adaptation & un cas particulier est alors réalisée par 1’estimation
des paramétres du modéle. Ces modeéles semblent donc bien adaptés & la représentation de
variations morphologiques « gaussiennes » mais pas & des variations importantes et pré-
sentant plusieurs modes distincts '° (le gyrus paracingulaire n’est par exemple présent que
chez une partie des sujets). La complexité accrue de cette représentation la rend par ailleurs
plus difficilement adaptable aux cas pathologiques.

De leur coté les modéles structurels fournissent une représentation trés compacte de
I’anatomie, sous la forme d’un ensemble de relations et propriétés toujours satisfaites.
Ce type de représentation n’est pas mis en défaut par des variations morphologiques im-
portantes puisque seules les relations structurelles satisfaites sont conservées dans le cas
général. Cependant lorsque la variabilité augmente, le nombre de relations structurelles
stables décroit et le modéle sera de moins en moins apte a réaliser la reconnaissance. Par
ailleurs ’adaptation de tels modéles en présence de pathologie semble réalisable de fagon
intuitive comme les premiéres approches proposées le laissent supposer.

Les atlas et les modéles de formes d’une part et les modéles structurels d’autre part
constistuent des approches en quelque sorte opposées. Les atlas et les modéles de forme
proposent une représentation trés fine de ’anatomie qui permettra de réaliser la reconnais-
sance assez simplement. Cependant la variabilité anatomique importante du cerveau peut
invalider ces modéles et 'adaptation de ces modéles & la présence de tumeurs peut étre
délicate. Les modéles structurels comportent uniquement un ensemble de caractéristiques
réduit et stable, rendant le modeéle plus robuste & la variabilité anatomique. Cependant
Iinformation disponible ne sera pas toujours suffisante pour réaliser la reconnaissance.

1.6 Approche proposée

Nous proposons dans cette thése un processus de segmentation et de reconnaissance a
mi-chemin des approches décrites dans les sections 1.4.2 et 1.4.3.

Tout d’abord, nous considérons que les problémes de segmentation et reconnaissance ne
doivent pas étre dissociés. En effet une segmentation a pour objectif de diviser I’espace en
régions significatives et dépend donc des objets recherchés et de leurs propriétés. Ainsi une
segmentation (ou une sursegmentation) obtenue uniquement sur des critéres d’homogénéité
radiométrique ne produit pas nécessairement le résultat attendu puisque dans certains cas :
(1) les structures que nous recherchons ne sont pas contrastées (certaines régions de la seg-
mentation peuvent alors comporter des voxels appartenant a des structures différentes), (ii)

10. L’utilisation d’un ensemble de modéles tel que cela a été proposé dans le cadre des atlas pourrait
cependant étre une solution a ce probléme.
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certaines structures présentent une radiomeétrie plus variable que d’autres (il est alors diffi-
cile de trouver un seuil adéquat sur un critére d’homogénéité pour 'ensemble de I'image).
Or les approches décrites dans la section 1.4.2 dépendent d’une telle sursegmentation, ce
qui constitue & notre sens leur principale limitation.

Ensuite nous voulons, sans nécessairement en réaliser la segmentation, utiliser 1'in-
formation obtenue sur une structure (son espace de solutions réduit) pour restreindre
I’espace de solutions de structures en relation avec elle. En effet dans le processus de
segmentation itérative décrit dans la section 1.4.3, nous n’avons parfois pas assez d’in-
formation pour réaliser correctement la segmentation d’aucune structure. Ce type de si-
tuation se produit notamment au début du processus lorsque peu de structures ont déja
été reconnues. Pour contourner ce probléme nous pourrions tirer parti des relations impli-
quant des structures qui n’ont pas encore été segmentées mais dont ’espace de solutions
a été réduit. Supposons par exemple que deux structures A et B doivent étre segmen-
tées mais que les relations spatiales par rapport aux objets préalablement segmentés ne
soient pas assez restrictives pour permettre une segmentation correcte de ces structures.
Une relation entre A et B peut alors permettre de réduire I’espace de
solutions de B en ne conservant que les valeurs satisfaisant la relation
avec au moins un élément de Pespace de solutions de A. La réduction

obtenue est certes plus faible que si nous disposions d'une segmentation D
pour A mais elle peut étre réalisée 4 tout moment du processus de \Bl:
reconnaissance. Un exemple caricatural est présenté dans la figure ci- \\ !
contre. Aprés réduction par rapport aux autres structures, seulement 7
deux valeurs sont encore possibles pour les objets A et B (A1, Aa, By et N
Bs). De plus nous savons que A est « & gauche de » B et réciproquement ,’ By \\
que B est « a droite de » A. La premiére relation permet d’éliminer NC o

Aj. En effet Ay n’est ni « & gauche de » Bi, ni « & gauche de » Bs.
Similairement la relation B est « & droite de » A nous permet d’éliminer Bs.

Nous proposons ainsi de réaliser la reconnaissance en réduisant simultanément l'espace
de solutions de I’ensemble des variables de notre probléme (qui représentent les régions des
structures recherchées). Les réseaux de contraintes se prétent bien a la mise en ceuvre de ce
type de processus. Nous créerons donc un réseau dans lequel les contraintes sont dérivées
du modéle structurel et portent sur des variables prenant pour valeurs des ensembles flous
définis sur le domaine spatial de I'image. La réduction progressive de ’espace de solutions
des différents objets sera alors réalisée par un algorithme de propagation de contraintes qui
supprime autant de valeurs ne satisfaisant pas les contraintes que possible. La figure 1.18
illustre ce processus. Initialement nous disposons d’une part du modéle structurel et d’autre
part de 'TRM & reconnaitre. A priori nous ne faisons aucune hypothése sur les objets a
reconnaitre qui peuvent donc occuper n’importe quelle région de 1'image. Les contraintes
sont alors utilisées séquentiellement pour réduire 'espace de solutions des variables impli-
quées. Dans la figure nous montrons ainsi la réduction de I’espace de solutions du noyau
caudé gauche C'DI (dont nous présentons la borne inférieure C'DI et la borne supérieure
CDI) obtenue en considérant la contrainte « le noyau caudé gauche C' DI est extérieur au
ventricule latéral gauche LV ». Lorsque ce processus s’acheve, 'espace de solutions des
structures du modéle est en général assez réduit. Pour certaines structures, nous obtenons
alors un résultat de segmentation et de reconnaissance final par ’extraction d’une surface
minimale relativement aux résultats du processus de propagation.
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Chapitre 2

Réseaux de contraintes et
segmentation

Introduction

Comme nous 'avons introduit dans le chapitre précédent, le probléme de segmentation
et de reconnaissance automatique est complexe et nécessite 'utilisation d’un modéle ap-
proprié. Nous nous reposons dans cette thése sur un modéle structurel de ’anatomie tel
que celui décrit dans la section 1.4.1 et nous voulons extraire une solution (i.e. l'affecta-
tion d’une région de ’espace a chaque structure anatomique a reconnaitre) satisfaisant les
relations du modéle structurel.

Pour résoudre ce probléme nous réduirons progressivement l’espace de solutions par ’ex-
clusion des affectations incohérentes avec le modéle structurel. Les réseaux de contraintes
fournissent un cadre approprié pour la formulation de ce type de problémes et de méthodes
d’optimisation. Nous dériverons donc du modéle structurel un réseau de contraintes. Un
algorithme de propagation réduira alors ’espace de recherche, ce qui nous permettra dans
un deuxiéme temps d’extraire une solution approximative.

Apreés une bréve introduction aux réseaux de contraintes dans la section 2.1, nous
proposons dans la section 2.2 une formulation de notre probléme de reconnaissance sous la
forme d’un réseau de contraintes. La section 2.3 décrit alors le processus de propagation
mis en ceuvre pour réduire I’espace de recherche. Les contraintes spatiales, les contraintes
relatives & la radiomeétrie des objets et quelques combinaisons intéressantes de contraintes
sont ensuite respectivement présentées dans les sections 2.4, 2.5 et 2.6. Finalement dans la
section 2.7 nous illustrons le processus de propagation pour la reconnaissance d’une coupe
axiale d'une IRM cérébrale.

2.1 Reéseaux de contraintes

Les réseaux de contraintes sont un cadre générique et simple de représentation de
problémes d’optimisation sous contraintes. Ils ont fait 'objet de nombreuses recherches
notamment dans les domaines de l'intelligence artificielle et de la recherche opérationnelle.
Ils ont été employes pour des problémes de planification, d’ordonnancement [Cesta et al.,
2002, Laborie, 2003, Baptiste et al., 2001], de reconnaissance d’images segmentées [Rosen-
feld et al., 1976, Waltz, 1975, Deruyver and Hodé, 1997] ou de segmentation d’images [Chen
et al., 1991, Deruyver, 2005].
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2.1.1 Définitions générales et notations

Un réseau de contraintes est caractérisé ! par un ensemble de variables x = {z1,..., 2.}
définies respectivement sur des domaines D(x1), ..., D(z,). L'ensemble des domaines est
noté D. Ces domaines sont en général discrets et finis (un sous-ensemble fini de Z par
exemple) et une variable z; associée au domaine D(z;) peut prendre toute valeur apparte-
nant & D(z;). Les variables sont soumises & un ensemble de contraintes C. Une contrainte
C' € C est définie par une paire (vars(C),rel(C)), on vars(C) = {x;,,...,z; } est un sous-
ensemble de x (k correspond a arité de la contrainte) et rel(C') est une relation définie sur
vars(C), i.e. un sous-ensemble du produit cartésien des domaines D(z;,) X ... x D(z, ).

Définition 2.1 (Réseau de contraintes). Un réseau de contraintes est caractérisé par un
triplet N = (x,D,C) o4 :
- x est un ensemble de variables,
— D est I’'ensemble des domaines associés auz variables de x. Une vartable x; € x est
associée a un domaine D(x;),
~ C est un ensemble de contraintes. Chaque contrainte C = (vars(C),rel(C)) implique
un ensemble de variables vars(C) C x et est représentée par la relation rel(C) définie
sur le produit cartésien des domaines associés auz variables vars(C).

Définition 2.2 (Instanciation). Une instanciation I d’un ensemble de variables Y =
{z1,..., 2} C x est Uaffectation de valeurs vi,...,v; auz variables x1,...,x. Nous no-
tons I = {(z1,v1),...,(xp,vp)} et I(x;) = v;. Soit Y C Y, I[Y'] désigne la projection de
I sur les variables de Y'. Une instanciation I surY est dite valide siVx; € Y, v; € D(z;),
ot D(x;) est le domaine associé & x;. I satisfait une contrainte C telle que vars(C) CY
st Ifvars(C)] € rel(C). I est localement consistante si elle est valide et que pour toute
contrainte C' € C telle que vars(C) CY, Ivars(C)| satisfait C. Si I n’est pas localement
consistante, elle est localement inconsistante.

Définition 2.3 (Solution). Une solution d’un réseau N est une instanciation I sur x
localement consistante. Nous notons sol(N) l'ensemble des solutions de N.

Définition 2.4. Une instanciation I sur'Y est globalement consistante (ou consistante) si
elle peut étre étendue a une solution (i.e. Is € sol(N) tq I[Y] = s[Y]).

Définition 2.5. Un réseau de contraintes est dit satisfiable s’il posséde au moins une
solulion.

Exemple 2.1. Soit Ny = (xs, Ds,Cs) un réseau de contraintes comportant trois variables
Xs = {x1, 22,23} associées aux domaines D(x1) = [1..10], D(z2) = [1..10] et D(x3) = [1..5].
Ce réseau présente deuts contraintes Cy et Cy telles que vars(Cy) = {x1,x2} et vars(Cy) =
{xza,x3}. Les relations de ces contraintes sont respectivement définies suivant :

rel(Ch): D(x1) x D(xa) — {0,1}

(o1,02) 1 sivi+ <10,
172 0 sinon,

rel(Cy): D(xg) x D(z3) — {0,1}

1 s1 vy <ws,
(v2,v3) Y 0 sinon

1. Différentes notations ont été proposées pour caractériser ces réseaux. Nous utilisons des notations
similaires & celles qui sont utilisées dans [Debruyne and Bessiére, 2002, Bessiére, 2006, Bessiére et al., 2008].
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L’instanciation I; = {(z1,1), (z2,10)} est valide puisque 1 et 10 appartiennent respecti-
vement aux domaines de x1 et xo. Elle est localement inconsistante puisque vars(Cp) C
{z1, 22} et rel(C1)(I1) = 0. L’instanciation Iy = {(z1,1), (x2,6)} est localement consis-
tante puisque rel(Cy)(I2) = 1. Cependant elle est globalement inconsistante puisque qu’elle
ne peut étre étendue o une solution (en effet aucune valeur appartenant au domaine D(x3)
ne satisfait la contrainte Cy pour x9 = 6). L’instanciation Is = {(x1,1), (x2,4)} est valide,
localement consistante et globalement consistante puisqu’elle peut étre étendue a I'instan-
ciation Iy = {(x1,1), (x2,4), (x3,5)} qui appartient a sol(Ns). L’espace de solutions est
donc non vide est Ns est donc satisfiable.

2.1.2 Meéthodes de résolution

Trois types de problémes sont classiquement associés aux réseaux de contraintes :

— décider la satisfiabilité du probléme, i.e. le probléme posséde-t-il une solution,

— extraire une solution,

— extraire ’ensemble des solutions.
Pour résoudre ces problémes, trois grandes familles de méthodes d’optimisation ont été
proposées, chaque probléme pouvant étre résolu par une combinaison de ces méthodes.

Retour sur traces Le retour sur traces |Golomb and Baumert, 1965 est une méthode
d’optimisation « compléte », obtenant une solution si le probléme est satisfiable. Initiale-
ment aucune variable n’est assignée. Une variable est alors sélectionnée, et toutes les valeurs
du domaine associé sont testées itérativement. Pour chacune de ces valeurs la consistance
de Paffectation partielle est testée. Si elle est consistante, ’algorithme essaie de ’étendre
en sélectionnant une variable supplémentaire et procéde récursivement. Lorsque toutes les
valeurs du domaine ont été testées, I’algorithme revient alors & la variable précédente.

Cet algorithme réalise donc une recherche exhaustive dans ’espace de solutions. Il per-
met, moyennant un ordonnancement judicieux des variables, d’éviter le test de nombreuses
hypothéses et présente ainsi de bien meilleures performances qu’un algorithme « brute
force » (i.e. le parcours direct de l’ensemble de ’espace de solutions). De nombreux tra-
vaux tels que [Stallman and Sussman, 1976, Gaschnig, 1979, Harvey and Ginsberg, 1995,
Ginsberg, 1993, Dechter and D., 1999| ont porté sur 'optimisation de ce processus per-
mettant des gains de performance importants. Une revue des principales méthodes peut
notamment étre trouvée dans [Rossi et al., 2006a| ou [Dechter and D., 1999].

Propagation de contraintes Les méthodes de propagation de contraintes transforment
itérativement le réseau de contraintes afin de : (i) réduire les domaines des variables, (ii)
dériver de nouvelles contraintes. Le réseau de contraintes résultant est beaucoup plus simple
& résoudre puisque le domaine de recherche est plus restreint et que les variables sont plus
contraintes. Généralement ces méthodes reposent sur une notion de consistance locale telle
que la consistance d’arc [Mackworth, 1977a,b]. D’autres notions de consistance locale ont
été proposées dont une synthése est réalisée dans [Bessiére, 2006]. Nous décrirons plus
précisément ces méthodes dans la section suivante.

Recherche locale Certains problémes trop complexes ne peuvent pas étre résolus par les
approches précédentes. Une méthode de résolution inexacte consiste a améliorer itérative-
ment une affectation compléte des variables. A chaque étape du processus un petit nombre
de variables sont choisies et leurs valeurs sont modifiées afin de maximiser le nombre de
contraintes satisfaites (des changements aléatoires sont fréquemment introduits dans ce
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type de processus et permettent en général d’obtenir de meilleurs résultats). Ces algo-
rithmes n’obtiennent pas nécessairement une solution méme si le probléme est satisfiable,
mais permettent d’obtenir un résultat intéressant pour un cott raisonnable. Une synthése
des principales approches proposées est réalisée dans [Rossi et al., 2006b].

2.1.3 Propagation de contraintes

Nous rappelons un ensemble de notions et de définitions sur lesquelles nous nous ap-
puierons pour proposer un algorithme de propagation de contraintes en section 2.2. Pour
cela nous suivons l'excellente présentation donnée dans [Bessiére, 2006] et en reprenons
directement les définitions et les résultats.

Définitions générales La propagation de contraintes vise & transformer le réseau de
contraintes afin d’en faciliter la résolution ultérieure. A partir d’un réseau IV, nous voulons
donc obtenir un réseau N’ présentant les mémes solutions que N. Ce réseau sera plus facile
a résoudre 8’il est davantage contraint ou s’il présente des domaines plus restreints.

Définition 2.6 (Pré-ordre). Soient N = (xn,Dn,Cn) et N' = (xn/,Dn+,Cn/) deuz ré-
seauz et la relation < telle que N' < N ssi xny = xn- et toute instanciation I sur Y C xn
localement inconsistante dans N soit aussi inconsistante dans N'. La relation < est un
pré-ordre sur les réseaur de contraintes.

Définition 2.7. Soit N = (x,D,C) un réseau de contraintes. L’ensemble Pn de toutes les
contractions de N est l’ensemble des réseauz {N' = (x,D',C") | D' C D etVC € C, 3C" €
C' tqvars(C) = vars(C') et rel(C') C rel(C)}. L'ensemble P est le sous-ensemble de
PN préservant lensemble des solutions, i.e. VN’ € P32, sol(N') = sol(N).

Obtenir une contraction N’ d'un réseau N consiste a transformer N en un réseau
plus simple & résoudre, c’est-a-dire un réseau présentant des domaines plus restreints et
des contraintes plus restrictives. Pour extraire une solution, il peut ainsi étre intéressant
d’obtenir dans un premier temps une contraction préservant ’ensemble des solutions et
idéalement la plus petite contraction (au sens de la relation de pré-ordre =) préservant
I’ensemble des solutions.

Proposition 2.1. Soit N = (x,D,C) et Gy € P32 tel que VN' € P32, Gn =< N'. Toute
instanciation localement consistante dans G est alors globalement consistante. G est dit
globalement consistant.

Toute instanciation localement consistante dans G peut étre étendue & une solution.
Toute solution peut ainsi étre simplement obtenue par l'extension progressive d’une ins-
tanciation sans retour sur traces. Cependant ’obtention de Gy présente en général une
complexité exponentielle et n’est en pratique pas réalisable. La propagation de contraintes
vise alors & obtenir un élément de Pf\?l aussi petit que possible dans un temps raison-
nable. Pour cela les domaines des variables sont progressivement réduits et/ou de nouvelles
contraintes sont inférées. Nous restreignons la suite de cette présentation aux algorithmes

de propagation de contraintes par réduction de domaines.

Définition 2.8. Soit N = (x,D,C). L'ensemble Py p de toutes les contractions de do-
maine de N est l'ensemble des réseaur {N' = (x,D',C)} satisfaisant D' C D. L’en-

semble P2, est le sous-ensemble de Py p préservant l'ensemble des solutions, i.e. VN’ €
P, sol(N') = sol(N).
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Définition 2.9. Le pré-ordre < est un ordre partiel sur Pnp (noté <y).

Pf\?lD posséde un plus petit élément G p. Toutes les valeurs des domaines de Gy p
appartiennent a une solution (cependant toute instanciation localement consistante dans
G N p ne peut pas nécessairement étre étendue a une solution). L’obtention de Gy p est un
probléme NP-difficile. La propagation de contraintes par réduction de domaines vise donc
a obtenir en temps polynomial un réseau N’ € PJSVOZD, aussi petit que possible, tel que :
Gnp <y N’ <y N. Pour cela les domaines des variables sont progressivement réduits en

supprimant des valeurs ne pouvant pas appartenir & une solution.

Reégles de réduction de domaine La propagation par réduction de domaines est en gé-
néral réalisée par ’application successive d’opérateurs supprimant les valeurs incohérentes
sur des critéres de consistance locale.

Définition 2.10. Soit un réseau de contraintes N. Une régle de réduction de domaines est
une fonction f de Py p dans Py p telle que VN’ € Pnp, f(N') € Py p.

Définition 2.11. Soit une contrainte C' appartenant a un réseau de contraintes N. Un
propagateur f associé & la contrainte C est une régle de réduction réduisant les domaines
indépendamment des contraintes autres que C.

Un propagateur f est :

— correct si VN’ € P, f(N') € P,

~ monotone si VN1, Ny € Py p, N1 < Ny = f(Ny) < f(N2),

— idempotent si VN’ € Py p, f(f(N')) = f(N').
Deux propagateurs f et g commutent si VN’ € Py p, fg(N') = gf(N').

1l est primordial que les propagateurs utilisés soient corrects. En effet cette propriété
assure que ’ensemble des solutions soit préservé par les réductions réalisées par les propa-
gateurs.

Définition 2.12. Soit N un réseau de contraintes et F = {f1,..., fr} un ensemble fini de
propagateurs sur Py p. Une itération de F' sur N est une séquence (No, N1, ...) d’éléments
de Py p tlels que : No = N, N;j = fn,(Nj-1), ot j > 0 el nj € [1..k]. Le propagateur f,
est activé a l'itération j.

La propagation de contraintes est réalisée en appliquant successivement les propaga-
teurs. Les domaines sont ainsi progressivement réduits. Ce processus s’achéve lorsque plus
aucun propagateur ne permet de réaliser de réduction (les propagateurs sont anti-extensifs
ce qui assure la convergence). Si les propagateurs sont monotones ce qui est en général le
cas, le réseau obtenu & la convergence ne dépend pas de 'ordre d’application des propaga-
teurs et est appelé plus grand point fixe.

Définition 2.13. Soit N un résequ de contraintes et F' un ensemble de propagateurs sur
Pnp. Un réseau N' € Py p est stable pour F ssiVf € F, f(N')= N'.

Proposition 2.2. Soit N un réseau de contraintes et F' un ensemble de propagateurs sur
Pnp. Si S =(Ny,Ni,...) est une itération infinie de F, il existe j tel que pour k > j, N
soit stable pour F. Si de plus tous les propagateurs appartenant & F' sont monotones, alors
Ny est unique et est appelé le plus grand point fize de F sur N.

Si de plus ces propagateurs sont idempotents et commutent, le plus grand point fixe
est atteint aprés une activation unique de chacun des propagateurs. Malheureusement les
propagateurs utilisés commutent rarement.
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Consistance locale Les régles de réduction de domaine ou les propagateurs sont sou-

vent associés a une notion de consistance locale telle que la consistance d’arc [Mackworth,
1977a,b|.

Définition 2.14 (Consistance d’arc [Mackworth, 1977a, Mackworth and Freuder, 1985]).
Soit N = (x,D,C), C €C et x; € vars(C).
~ Une valeur v; € D(z;) est arc-consistante avec la contrainte C' dans D si il existe
une instanciation valide I sur vars(C) satisfaisant C et tel que v; = I[x;]. Une telle
instanciation est un support pour (z;,v;) dans C.
~ Le domaine D(x;) est arc-consistant avec la contrainte C dans D si toutes les
valeurs de D(x;) sont arc-consistantes avec C' dans D.
— La contrainte C' € C est arc-consistante dans D, si Yz € vars(C), D(z) # 0 et
D(x) est arc-consistant avec C' dans D.
— Le réseau de contraintes N est arc-consistant si toutes les contraintes de C sont
arc-consistantes.

D’autres notions de consistance locale ont été proposées. Certaines sont plus contrai-
gnantes que la consistance d’arc. La consistance de chemin [Montanari, 1974 en est un
exemple. Deux valeurs (v1,v2) pour une paire de variables (x1, x2) sont alors dites inconsis-
tantes si il existe une séquence de variables de z; & x; telle qu’il n’existe pas de séquence de
valeurs pour ces variables satisfaisant I’ensemble des contraintes sur la séquence. D’autres
telles que la consistance de bornes sont moins contraignantes. Nous décrirons cette notion
dans la section 2.1.5. Pour I'instant notons ¢ une notion de consistance locale quelconque.

Définition 2.15. Une consistance locale de domaine ¢ est stable par réunion si pour tous
réseauz ¢-consistant N1 = (x,D1,C) et No = (x,D2,C), le réseau N' = (x, D1 UDsq,C) est
¢-consistant.

Définition 2.16 (¢-fermeture). Soit N = (x,D,C) un réseau et ¢ une notion de consis-
tance locale de domaines. Soit (N le réseau (x,Dy,C) avec Dy = U{D' C D | (x,D’,C)
soit ¢ — consistant}. Si ¢ est stable par réunion, ¢(N) est ¢-consistant et est l'unique
réseau dans Py p tel que pour tout réseau ¢-consistant N' € Py p, N' < ¢(N). ¢(N) est
appelée la ¢-fermeture de N.

La fermeture ¢(N) préserve les solutions et peut étre obtenue par l'itération de régles
de réduction de domaine, supprimant itérativement les valeurs ne satisfaisant pas ¢. Si la
consistance locale d’'une instanciation peut étre vérifiée en temps polynomial, ¢(N) peut
étre calculé en temps polynomial.

Par exemple lorsque ¢ correspond a la consistance d’arc, nous pouvons définir pour
chaque contrainte C' le propagateur suivant :

Vz; € vars(C),Yv € D(z;),v € D'(z;) si I valide sur vars(C) tel que I[vars(C)] € rel(C),

o1 D sont les domaines initiaux et D’ les domaines résultant de la réduction. La ¢-fermeture
correspond alors au plus grand point fixe pour I’ensemble de ces propagateurs.

2.1.4 Exemple : le Sudoku

Le jeu du Sudoku est un exemple de probléme pouvant étre résolu efficacement par un
réseau de contrainte. Ce jeu se présente sous la forme d’une grille de taille 9x9 subdivisée
en sous-grilles 3x3, chaque case devant étre associée & un entier entre 1 et 9. Au début du
jeu seule une partie des valeurs des cases est connue. Le jeu consiste alors & remplir le reste
de la grille sous les contraintes suivantes :
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— chaque ligne et chaque colonne comporte une unique occurrence de chaque entier,
— chaque sous-grille comporte une unique occurrence de chaque entier.
Considérons par exemple la grille suivante :

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 9 6 1
2|4 5} 3(8|6
3 5
4 1 3 4
b} 8 2
6 2 9 7
7
8111219 6 4
9 4 8 )

A chaque case de la grille nous associons une variable x; j, ou I'indice 4 correspond a
la ligne et j & la colonne. Si la valeur de cette case n’est pas connue le domaine associé
D(z;, ;) vaut [1..9] sinon il est réduit a un singleton : D(x; ;) = {v; ;}.

Nous définissons une contrainte par ligne, par colonne et par bloc imposant que toutes
les valeurs soient différentes. Nous notons respectivement Cj,, C¢,, Cp, les contraintes asso-
ciées a la ligne 4, a la colonne 7 et au bloc i. Nous avons par exemple vars(Cy,) = {z1|j €
[1..9]} et T[vars(Cy,)] € rel(Cy,) si V(j, k) € [1.9], j # k = I(x1;) # I(x1), avec I une
instanciation sur vars(Cy, ).

Pour résoudre le probléme un algorithme de re-
tour sur trace peut étre appliqué. La figure ci-contre
illustre dans sa version la plus simple le fonction-
nement dun tel algorithme. Tout d’abord la variable T12

11, |123456789

x1,1 est sélectionnée et linstanciation Iy = {(z11,1)}

testée. Celle-ci est localement consistante, nous instan- T13 ’X 12 345678 9‘
cions donc une deuxiéme variable x12 dont le do- 14 ]}{ 2345678 9‘
maine est réduit a un singleton. Puisque I’instancia-

tion Iy = {(w11,1),(712,9)} est localement consis- [*15

tante, le processus essaie d’étendre linstanciation & T16 ’128456789‘
z13. La wvaleur 1 est tout d’abord testée, cepen- ’

dant Iz = {(z11,1),(212,9),(z13,1)} n'est pas loca- |TL7 128456739
lement consistante?. La valeur suivante est alors tes- T1g ‘é
tee : Iy = {(z11,1),(x12,9),(z13,2)}. Le processus :

étend ainsi cette instanciation jusqu'a Is = {(¥1,1,1), pigureE 2.1 — Premicres

(212,9), (#13,2), (214,3), (215, 6), (21,6, 4), (217, 5), (18, 1)} gapes dun algorithme de
qui est localement inconsistante. Puisqu’aucune autre valeur
du domaine de x1 g ne reste a tester, l’algorithme revient sur
la variable précédente 1 7 et essaie la valeur suivante. Le processus se poursuit ainsi jus-
qu’a l'obtention d’une instanciation consistante de ’ensemble des variables (ou jusqu’a
ce que toutes les valeurs aient été parcourues). Notons que de nombreuses hypothéses
sont inutilement testées par cet algorithme basique (il est par exemple facile de constater
que Daffectation (z1,1,1) est globalement inconsistante puisque nous avons nécessairement

(z1,8,1)).

2. Les contraintes peuvent étre reformulées sous la forme d’un ensemble de contraintes binaires, ce qui
permet de tester la consistance d’instanciation n’impliquant pas nécessairement toute la ligne, colonne ou
bloc.

retour sur traces.
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L’application d’un algorithme de propagation permet par exemple de supprimer un
grand nombre d’hypothéses incohérentes pour un coit calculatoire relativement faible.
Considérons par exemple la consistance d’arc et les propagateurs fi,, f., et fp, associés
aux contraintes Cy,, C¢, et Cp,. A partir des domaines initiaux, ’application de f;, réduit
par exemple le domaine D(z1,) de [1..9] & {2,3,4,5,7,8}, l'application de f., conduit a
D(z11) = {2,3,5,7}. L'application de f, et de f., permet de réduire D(z22) au single-
ton {7}. L’application de f,, permet alors d’obtenir D(z1,) = {2,3,5}. Itérativement les
domaines sont donc réduits, réduisant de facon importante I’espace de recherche et peut
méme permettre d’obtenir la solution (dans certains cas si celle-ci est unique).

2.1.5 Consistance de bornes

Durant la propagation de contraintes, les domaines sont passés en revue et réduits a de
nombreuses reprises pour en supprimer les valeurs ne satisfaisant pas & un critére donné de
consistance locale. Méme pour la consistance d’arc, le coiit de cette mise & jour est élevé.
Afin de réduire ce cotlit des notions de consistance plus faibles que la consistance d’arc ont
été proposées.

Nous discutons ici la consistance de borne qui peut étre utilisée lorsque les valeurs des
domaines sont ordonnées. Dans ce cas il est en effet possible de représenter les domaines
par un (ou plusieurs) intervalle. Les mises & jours réalisées pendant la propagation et no-
tamment la recherche de support peuvent alors, pour certaines contraintes, étre calculées
uniquement a partir de ces bornes, ce qui permet une réduction de complexité importante.
Cette approche a notamment été proposée pour résoudre des problémes impliquant des
contraintes arithmétiques sur des variables réelles [Benhamou et al., 1994, Benhamou and
Older, 1997] ou entiéres. Nous décrivons ci-dessous les définitions proposées pour les va-
riables entiéres. Pour cela nous nous reposons sur les synthéses données dans [Choi et al.,
2006] et [Bessiére, 2006] qui font le lien entre les nombreuses définitions et appellations
proposées dans la littérature. Nous notons D! I’ensemble de domaines représentés sous la
forme d’intervalles obtenus comme la fermeture convexe des domaines de D :

Vo, € x, DI (z;) = inf wv;.. sup vyl
viED(wi) UiED(wi)

Nous notons DR la représentation sous la forme d’intervalles de valeurs réelles. La mani-
pulation de ces intervalles est beaucoup moins cotiteuse que la manipulation directe des
domaines. Pour certaines notions de consistance locale données ci-dessous, vérifier I'exis-
tence d’un support peut en effet étre réalisé en ne manipulant que les bornes des domaines
(alors qu’un parcours du domaine est nécessaire dans le cas de la consistance d’arc).

Définition 2.17 (Consistance de bornes). Soit (x,D,C) un réseau dont les variables
prennent des valeurs dans Z. Les notions de consistance de borne suivantes peuvent étre
définies :
— D est bounds(D) consistant pour une contrainte C si Vx; € vars(C), les bornes du
domaine infy, cp(z;) (Vi) et SUPy, ep(q,)(vi) possédent un support dans D pour C.
— D est bounds(Z) consistant pour une contrainte C si Vx; € vars(C), les bornes du
domaine infy, cp(z;) (Vi) et SUPy, ep(q,)(vi) possédent un support dans D! pour C.
— D est bounds(R) consistant pour une contrainte C si Vx; € vars(C), les bornes du
domaine infy, cp(z;) (Vi) €t SUPy, ep(q,)(vi) possédent un support dans DR pour C.
— D est « range » consistant pour une contrainte C si Yx; € vars(C), Vv; € D(x;),
(5, v;) posséde un support dans D!,

(
)
(
)
(
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Si D est bounds(D)-consistant, il est bounds(Z)-consistant et si il est bounds(Z)-
consistant il est bounds(R)-consistant.

Dans le cas général réduire les domaines en prenant pour critére une de ces notions de
consistance ne présente pas d’intérét particulier par rapport a 'utilisation de la consistance
d’arc. Cependant il est possible de tirer parti de propriétés particuliéres des contraintes qui
permettent de définir des propagateurs trés efficaces, calculés uniquement & partir des
bornes des domaines.

2.1.6 Réseaux de contraintes portant sur des ensembles

Certains problémes tels que le probléme du sac & dos impliquent des variables prenant
pour valeurs des sous-ensembles d’un ensemble de base U (par exemple un sous-ensemble
fini de Z). Le domaine associé a une telle variable est donc un sous-ensemble de I’ensemble
des parties de U : (P(U), C) dont le cardinal vaut 2!, Sauf lorsque U est de taille tres ré-
duite, la manipulation directe des domaines n’est pas tractable. Différentes représentations
compactes de ce type de domaine ont donc été proposées.

Dans [Puget, 1992, Gervet, 1997] une représentation de ce type de domaines sous forme
d’« intervalles » est proposée.

Définition 2.18. Un intervalle d’ensembles [A, B] (avec A,B € P(U)) est l’ensemble
{CePU)| ACCCB}.

L’utilisation d’intervalles comme mode de représentation présente un double intérét.
Premiérement elle réduit considérablement le cotit de représentation des domaines, méme
si c’est au prix d’'une approximation plutét grossiére des domaines. Deuxiémement elle
peut étre associée & des notions de consistance locale et des propagateurs qui pour de
nombreuses contraintes présentent une complexité algorithmique faible.

Définition 2.19. Une contrainte C est consistante de borne si Vz; € vars(C),
N{v; € D(z;))} = {v; € D(x;) | (x4, v;) posseéde un support dans D}
U{v; € D(z;)} = W{v; € D(a;) | (x4,v;) posséde un support dans D}

Cette notion de consistance locale est I’analogue de la bounds(D)-consistance définie
dans la section précédente. Lorsque tous les domaines sont représentés sous la forme d’in-
tervalles, elle correspond alors a la bounds(Z)-consistance. En effet dans ce cas les domaines
sont convexes et rechercher un support dans D est équivalent & rechercher un support dans
la fermeture convexe des domaines D! définie ci-dessous.

Définition 2.20. Soit S un sous-ensemble de P(U), la fermeture conveze® de S est alors
définie suivant : conv(S) = [Nyes®, Ugesz]. Nous notons D! la fermeture conveze des
domaines D.

Cette représentation sont forme d’intervalles est simple et compacte. Cependant elle
manque parfois de finesse pour représenter les réductions réalisées par certaines contraintes
telles qu'une contrainte sur la cardinalité de I’ensemble par exemple.

Plusieurs voies sont actuellement explorées afin d’obtenir une représentation plus fine
des domaines qui reste assez compacte pour pouvoir étre manipulée. Dans [Sadler and
Gervet, 2004, 2008]| les auteurs suggerent l'utilisation d’une relation d’ordre partielle dif-
férente de l'inclusion ensembliste. La représentation sous forme d’intervalle obtenue est

3. Un sous-ensemble S de P(U) est convexe si V(A,B) € S, VC € P(U),AC C C B= Cc8S. Les
intervalles sont convexes.
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utilisée conjointement avec la représentation donnée ci-dessus et permet de représenter
plus finement les domaines et de mieux prendre en compte certaines contraintes.

Dans [Lagoon and Stuckey, 2004, Hawkins et al., 2005] les auteurs proposent une repré-
sentation exacte des domaines sous la forme de diagrammes de décision binaire en général
utilisés pour représenter des propositions logiques. Ils dérivent alors les opérateurs pour
les contraintes correspondant aux opérations ensemblistes usuelles. Cette représentation
exacte est beaucoup plus compacte qu'une représentation naive mais elle reste cotiteuse.
Elle a donc été adaptée dans [Hawkins et al., 2004, Gange et al., 2008] pour représenter
approximativement les domaines.

2.2 Segmentation et reconnaissance structurelle par la réso-
lution d’un réseau de contraintes

Nous désirons réaliser la segmentation et la reconnaissance de structures sous-corticales
dans des IRM cérébrales. Pour cela nous nous reposons sur le modéle structurel décrit
dans la section 1.4.1. Ce dernier comporte d’une part une représentation de ’agencement
structurel des objets de la scéne (représenté sous forme de relations spatiales) et d’autre
part un a priori sur certaines propriétés de ces structures. En particulier des propriétés
relatives a 'apparence des structures dans les images sont connues (dans le cas de 'TRM ces
propriétés sont représentées sont la forme de plages de valeurs pour les temps de relaxation
T1 et T2 et la densité de protons p) et permettront de faire le lien entre I'image et le
modeéle.

2.2.1 Représentation du probléme de segmentation et de reconnaissance

Soit Z : X — N* une image dont le domaine spatial X est un sous-ensemble de Z™ (ou
n vaut typiquement 2 ou 3). Nous voulons obtenir pour un ensemble de n objets donnés
(présents dans cette image) les régions de X associées. Ces régions sont donc les variables
de notre probléme et nous notons x = {O;|i € [1..n]}.

La représentation de ces régions comme des
éléments de P(X) (i.e. comme des sous-ensembles
de X) n’est pas pleinement satisfaisante. En effet
I'image 7 est une observation discréte d’une scéne
réelle continue. La discrétisation ainsi que d’autres
artéfacts liés au processus d’acquisition introduisent
une imprécision dans l'image au niveau des frontiéres
de l'objet. La figure ci-contre (a) illustre Ueffet de vo- (a) (b)
lume partiel induit par la discrétisation de ’espace.
Par exemple la frontiére pointée en rouge entre le Figure 2.2 - (a) Zoom sur le ventri-
ventricule latéral (la structure sombre) et la matiére cule latéral gauche. (b) Représenta-
blanche (le tissu le plus clair) est diffuse puisque cer- tion du ventricule latéral sous forme
tains voxels contiennent les deux types de tissu. Nous J’ensemble flou.
choisissons donc de représenter les objets de 'image
sous forme d’ensembles flous [Zadeh, 1975] afin de prendre en compte cette imprécision.
Les régions O;, variables de notre probléme, sont donc représentées par des ensembles flous
pi; € F de X (ie. p; : X —[0,1]), ou F désigne I’ensemble des sous-ensembles flous de X.
Les notations et définitions relatives aux ensembles flous sont données dans 'annexe A.2.

Les domaines D = {D(A)|A € x} associés a l'ensemble de variables x sont donc des
sous-ensembles de I'ensemble des sous-ensembles flous de X : D(A) C F parmi lesquels se
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trouvent (si le probléme est satisfiable) les solutions recherchées. Un exemple de domaine
pour la corne frontale du ventricule latéral gauche est présenté par la figure 2.3. Ce domaine
de taille réduite présente six ensembles flous, le troisiéme étant la solution recherchée. Ce-
pendant ce domaine n’est pas représentatif des domaines que nous manipulerons. En effet
F présente une taille exponentielle relativement au cardinal de X (k'X | ou k correspond au
nombre de niveaux discrets utilisés pour représenter les degrés d’appartenance). Initiale-
ment les domaines associés aux différentes variables valent F. Nous sommes donc amenés
& considérer une approximation de ces domaines qui sera décrite dans la section 2.2.2.
Les contraintes sont dérivées d’un modéle structurel de l’anatomie (cf section 1.4.1).
Celui-ci comprend un ensemble de relations spatiales stables entre les structures anato-
miques et un a priori sur les contrastes entre ces structures. Supposons par exemple
que ce modéle contienne la relation «A est a droite de B». Le processus de reconnais-
sance a donc pour objectif d’obtenir une affectation p; et po pour les variables A et

B (représentant des structures anatomiques) telle que la contrainte C’%% soit satisfaite

(ie. (p1,p2) € rel(C’%%)). Nous notons C Pensemble des contraintes. L’expression des
contraintes sera donnée dans les sections 2.4, 2.5 et 2.6.

Notre probléme de segmentation et de reconnaissance peut donc étre représenté par
un réseau de contraintes N = (x,D,C). Realiser la segmentation et la reconnaissance
correspond alors & extraire une solution de ce probléme, c’est-d-dire une instanciation
consistante de ’ensemble des variables de x (i.e. satisfaisant a l’ensemble des contraintes).
Si aucune solution n’existe, le probléme est dit insatisfiable, le modéle n’étant pas adapté
a I'image & reconnaitre.

Le modéle structurel utilisé est issu d’un apprentissage qui a retenu un ensemble de
relations satisfaites sur l’ensemble de la base d’apprentissage. De plus les relations obte-
nues sont légérement plus permissives que les relations réellement observées afin d’obtenir
de bonnes propriétés de généralisation. Pour ces raisons nous supposons donc que notre
probléme est satisfiable. Par ailleurs si la base d’apprentissage présentait une forte varia-
bilité, le modele final ne comprendrait que trés peu de relations stables. Or dans le cas de
I’anatomie cérébrale ’agencement structurel et ’apparence des structures présentent une
grande régularité. De nombreuses relations sont donc vérifiées sur ’ensemble de la base et
sont conservées dans le modéle.

L’espace de recherche est de taille |x| x kX1, ot | X| prend des valeurs de l'ordre de 10
millions pour une IRM, |x| est le nombre de structures anatomiques considérées et k est le
nombre de niveaux discrets utilisés pour représenter les degrés d’appartenance. Pour des
raisons de complexité, un algorithme de retour sur trace ne peut pas étre utilisé. Afin d’ob-
tenir une solution nous procédons en deux étapes. Dans un premier temps nous appliquons
un algorithme de propagation de contraintes pour réduire les domaines associés aux diffé-
rentes variables afin d’en exclure le plus grand nombre possible de valeurs ne satisfaisant
pas les contraintes, ce qui correspond & obtenir en un temps de calcul raisonnable le plus
petit élément possible de Pﬁ}’lD. Pour cela pour chaque contrainte nous proposons dans les
sections 2.4, 2.5 et 2.6 un propagateur réalisant une réduction des domaines. La propa-
gation consiste alors & appliquer itérativement ces propagateurs comme nous le décrirons
dans la section 2.3.

Dans une deuxiéme étape, une fois les domaines réduits, nous réalisons I'extraction
d’une solution. Cette solution n’est en général pas unique, le probléme étant sous-contraint.
La régularité de la surface de la solution fera alors office de critére pour définir une solution
optimale. L’extraction de cette solution optimale par un algorithme de retour sur trace n’est
cependant toujours pas réalisable, I’espace de recherche étant toujours trop grand méme si
les domaines ont été considérablement réduits. Nous décrirons une méthode pour extraire
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une solution approximative dans le chapitre 5.

2.2.2 Représentation des domaines

1l est nécessaire de considérer une représentation plus compacte des domaines puis-
qu’une représentation naive conduit & une taille de représentation exponentielle en fonction
du nombre de voxels | X].

Dans [Papadias et al., 1995|, les auteurs représentent ce sous-ensemble par la boite
englobante minimale (MBR) (i.e. le plus petit rectangle en 2D aligné avec les axes du repére
et qui inclut tous les éléments du domaine). Cependant cette représentation trés compacte
ne permet pas de représenter finement la géométrie des objets (il suffit de prendre comme
objet une ligne diagonale pour s’en persuader). Elle constitue ainsi une approximation treés
grossiére du domaine considéré ce qui limitera les possibilités et Uefficacité d’un processus
de propagation de contraintes par réduction de domaine.

Comme nous ’avons décrit dans les sections 2.1.5 et 2.1.6, de nombreux travaux ont
porté sur la représentation compacte des domaines par leurs bornes lorsque les domaines
sont munis d’une relation d’ordre (partielle ou totale). Ainsi lorsque ces domaines sont
des sous-ensembles de Z ou de R, ils peuvent étre approchés sous forme d’intervalles.
Similairement lorsque que ces domaines sont composés de sous-ensembles d’un ensemble de
base U (i.e. sont des sous-ensembles de P(U)), ils peuvent étre approchés par un intervalle
(cf section 2.1.6). P(U) muni de la relation d’ordre partielle C est en effet un treillis
complet et les bornes supérieure et inférieure d’un domaine peuvent étre respectivement
définies comme le supremum et U'infimum sur 'ensemble des éléments du domaine.

Muni de la relation d’ordre usuelle sur les ensembles flous, (F, <) est un treillis com-
plet. Tout sous-ensemble de F posséde donc une borne supérieure et une borne inférieure
appartenant & F. Nous pouvons définir les bornes d’'un domaine comme le supremum et
Pinfimum des ensembles flous appartenant a ce domaine. Soit D(A) C F le domaine associé
a une structure A. La borne supérieure A du domaine D(A) est définie suivant :

A =v{ve D))} (2.1)

Cette borne peut étre interprétée comme une surestimation de ’ensemble flou recherché
(4. Similairement nous définissons la borne inférieure A suivant :

A=NreDA)}, (2.2)
qui peut étre interprétée comme une sous-estimation de p4.

Définition 2.21. Un intervalle d’ensembles flous (A, A) défini par la borne inférieure A
et par la borne supérieure A est un ensemble d’éléments de F compris entre ces bornes :

(A A)={peF|A<pu<A}

L'intervalle (4,4) = {u € F | A < u < A} inclut le domaine D(A) (i.e. D(A) C
(A, A)). Tl correspond 4 la fermeture convexe? de D(A) (i.e. conv(D(A))). Notons que si
1A est la solution recherchée nous avons A < uy < A.

Définition 2.22. La fermeture conveze DI d’un ensemble de domaines D est telle que :
VA € x, DI(A) = conv(D(A)) = (4, A).

Une représentation directe des domaines n’étant pas possible, nous représentons les
domaines de notre réseau sous la forme d’intervalles et nous notons maintenant :

N = (x,D,C).
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;LR
4 I‘\ '
(b)

FIGURE 2.3 — Coupe axiale d’'une IRM cérébrale. (a) Contour de la corne frontale du
ventricule latéral gauche (LV1). (b) Un domaine pour LV qui contient six ensembles flous.
(c) Borne inférieure LV et borne supérieure LVI.

:

La figure 2.3 illustre ces définitions. Nous nous intéressons & la corne frontale du ven-
tricule latéral gauche LV montré en (a). Un domaine D(LV) pour LV comprenant six
éléments est montré en (b). Les bornes inférieures et supérieures de ce domaine sont mon-
trées en (c) et nous pouvons vérifier que D(LVI) C (LVI,LVI). Le domaine (LV1, LVI)

est donc une surestimation du domaine initial et peut induire une perte d’information
importante. La représentation des domaines par leurs bornes est ainsi moins fine que la
représentation directe comme sous-ensemble de J, mais est un bon compromis entre taille

de représentation et finesse de cette représentation.

Domaine vide La propagation de contraintes consistant a réduire itérativement les do-
maines, ces derniers peuvent devenir vides et nous pouvons conclure dans ce cas a l'insa-
tisfiabilité du probléme. Un domaine représenté par I'intervalle (A, A) est vide si A £ A.
Par convention tout intervalle vide est égal & (17,0x£) (cette convention est utile dans les
preuves associées a ce chapitre).

Cardinal Le cardinal d’'un domaine représenté par ses bornes peut étre obtenu suivant :
(4, D) = T] (k(A(z) — A=) + 1), (2.3)
zeX

ou k correspond au nombre de niveaux discrets utilisés pour représenter les degrés d’ap-
partenance.

. . —1 —2 :
Ordre et opérateurs Considérons deux intervalles (A', A") et (A2, A”) associés a la
méme variable A. Nous pouvons définir la relation d’ordre partiel suivante :

(AL AY) < (A2, A7) sive € X, Al(z) > A%(z) et A'(2) < A’ ().

Cette définition est équivalente a I'inclusion du sous-ensemble de F représenté par (Al Zl)
—2
dans le sous-ensemble de F représenté par (A%, A7).

Les opérateurs de supremum et d’infimum associés sont alors respectivement définis
suivant :

(AL AN v (A2, A7) = (A A A2 A v AD) (2.4)

(AL A') A (A2 A7) = (Al v A2 A A A (2.5)

4. Les définitions de la convexité et de la fermeture convexe sont données dans 'annexe A.
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Il existe des relations étroites entre cette définition et la bipolarité [Benferhat et al.,
2002] ou les ensembles flous « intuitionnistes » [Atanassov, 1986]. Cependant la sémantique
attachée & ces représentations est différente.

2.2.3 Définition des contraintes

Les contraintes sont dérivées du modéle structurel de ’anatomie et représentent des
relations spatiales entre structures anatomiques, des propriétés impliquant une structure
unique (telles que le volume ou la connexité) ou des relations portant sur le contraste entre
deux structures. Nous présenterons en détail ces contraintes dans les sections 2.4, 2.5 et 2.6.

Nous rappelons qu’une contrainte C' est représentée par une paire (vars(C),rel(C)),
ou rel(C') est une relation définie sur les variables vars(C') (i.e. un sous-ensemble du pro-
duit cartésien des domaines associés). Si vars(C) = {Oy, ..., Ok}, nous caractériserons la
relation sous la forme d’une fonction : rel(C) : D(O1) % ... x D(Oy) — {0, 1}.

Nous utilisons ces contraintes dans un processus de propagation afin de filtrer des
valeurs incohérentes. Pour cela nous associons & chaque contrainte C' un propagateur correct
(une fonction fo : P32, — P32) qui réduit les domaines pour en supprimer des valeurs
inconsistantes avec C. Puisque les domaines des variables impliquées dans ces contraintes
sont représentés sous forme d’intervalles, nous considérons une notion de consistance locale
plus faible que la consistance d’arc. Nous proposons ainsi une définition analogue & la
consistance de bornes d’ensembles (cf définition 2.19) ou a la bounds(Z)-consistance (cf
définition 2.17) définies respectivement pour des réseaux dont les variables prennent pour
valeurs des ensembles ou des entiers.

Définition 2.23. Une contrainte C' est BSr-consistante dans D si la borne supérieure
du domaine de chaque variable impliquée dans la contrainte peut étre obtenue comme la
réunion d’éléments du domaine qui possédent un support dans D! pour la contrainte C :

VA; € vars(C), A; = \/{u € (Ay, &) | (Ai, p) possede un support pour C dans D'}.

Définition 2.24. Une contrainte C' est Blr-consistante dans D si la borne inférieure du
domaine de chaque variable impliquée dans la contrainte peut étre obtenue comme ['inter-
section d’éléments du domaine qui possédent un support dans D! pour la contrainte C

VA; € vars(C), A; = /\{,u € (A, A) | (A, p) posséde un support pour C dans D'}.

Définition 2.25. Une contrainte C est Br-consistante dans D si elle est BIr-consistante
et BSr-consistante.

Définition 2.26. Un réseau de contraintes est Byx(BSr,Blr)-consistant si toutes les
contraintes sont Br (BSr,BIr)-consistantes.

L’obtention de la Br-fermeture (cf définition 2.16) du réseau initial N = (y,D!,C)
sera réalisée par I'application séquentielle de propagateurs associés aux contraintes de N.
Ce processus sera décrit dans la section 2.3. Nous nous intéressons ici uniquement aux
propagateurs. A chaque contrainte C, nous associons un propagateur correct fo tel que
VN' € P32, la contrainte C soit Br-consistante dans le réseau fo(N'). Le propagateur
fo est dit Br-consistant.

Pour une contrainte C' quelconque, nous pouvons définir le propagateur Br-consistant
générique :

fo:  P¥p  —P¥b
(x.D,C) — (x,D',C),




o1

tel que VA; € vars(C), Vu € D(A;), p € D'(A;) si (A;, 1) posséde un support pour C dans
Dl

Lorsque les domaines sont représentés par des intervalles, ce propagateur réalise unique-
ment la mise & jour des bornes du domaine. Nous définissons donc le propagateur suivant
duquel seront dérivés la plupart des propagateurs donnés dans les sections 2.4, 2.5 et 2.6.

Définition 2.27 (Propagateur Br-consistant générique). Le propagateur générique fgen

pour la contrainte C' est défini suivant :

gen | sol sol
fem+ P¥p —PnD

(x.,DL,.c) — (x,D',C),

tel que VA; € vars(C), D! (4;) (A, A;) avec :

Al = /\{H € (A, A7) | (A, i) possede un support pour C dans D'},

—

&=
I

\/{,u € (Ay, A) | (Ag, i) possede un support pour C dans D'}

Pour une contrainte quelconque, le calcul de fgen nécessite le parcours de I'ensemble
des valeurs du domaine D' (restreint aux variables vars(C)) ce qui n’est pas réalisable. Par
contre lorsque la relation associée & la contrainte est monotone par rapport a I’ensemble
des variables, vérifier I’existence d’un support dans D! peut étre réalisé efficacement en ne
manipulant que les bornes des domaines. Pour les contraintes monotones nous dérivons ainsi
un propagateur Br-consistant générique fgw”"t‘me présentant une complexité beaucoup
plus faible que fZ".

Pour simplifier les expressions qui suivront, nous définissons une fonction I4 : F —
Frars(©) avec A € vars(C). Soit p € F, Ia(p) est une instanciation sur vars(C) telle que

B sirel(C) est croissante par rapport a B,
La(u)(A) = p et VB 7 A, Ta(u)(B) = { B si relgCi est décroissante par rapport a B.
Puisque la relation associée & la contrainte C' est monotone par rapport a4 'ensemble des
variables de vars(C), p € (A, A) posséde un support pour C dans D! ssi I4(u) € rel(C). En
effet si une instanciation I sur vars(C) telle que I(A) = p satisfait C, alors I'instanciation
I4(p) satisfait aussi la contrainte C' en raison de I’hypothése de monotonicité de la relation.

Définition 2.28 (Propagateur générique pour les contraintes monotones). Soit Cy, une
contrainte dont la relation est monotone par rapport a l'ensemble de ses variables. Nous
définissons le propagateur fgf:"owne sutvant :

sol sol
P¥p — FND

(x,D,C) ~ (x,D",C),

fmonotone .
Cm .

tel que YA; € vars(C), DI (4;) = (A/, A7).
Si rel(Cy,) est croissante par rapport a A; :
Ve € X, A (x) = inf{v € [Ai(2),1] | 14,(c(617Y)) € rel(C)},
{ 4 = A
ot 0¥ € F est tel que 02(y) = v siy =z et 0 sinon et ¢ est la complémentation.
Si rel(C) est décroissante par rapport a A; :
A/ - 4
{ Ve e X, A (x) = sup{v e [0,4;(x)] | L, (6Y) € rel(Cn)}.
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Si la relation est décroissante par rapport a A;, alors si la valeur p posséde un support
pour C,, dans D! tous les éléments plus petits que p possédent aussi un support. La
nouvelle borne supérieure du domaine de A; peut donc étre obtenue en calculant point par
point si les ensembles flous §2 possédent un support pour C,, dans D’.

Similairement si la relation est croissante par rapport & A;, alors si la valeur u posséde un
support pour C, dans D! tous les éléments plus grands que p possédent aussi un support.
La nouvelle borne inférieure du domaine de A; peut donc étre obtenue en calculant point
par point si les ensembles flous ¢(62) possédent un support pour C, dans D7,

Proposition 2.3. Soit C une contrainte telle que rel(C) soit monotone par rapport a
Uensemble de ses variables. Le propagateur f&o"'°"® pour C' est correct, idempotent et
Br-consistant.

De nombreuses contraintes traitées dans la suite de ce chapitre sont monotones et
il est possible d’utiliser le propagateur générique. Pour ces contraintes, nous fournirons
tout de méme un propagateur spécifique qui correspondra en général a ’adaptation de ce
propagateur générique.

Pour les contraintes non monotones telles que les contraintes de complémentation ou de
connexité, il est aussi parfois possible d’obtenir des propagateurs efficaces assurant certains
degrés de cousistance, mais nous ne disposons pas de définition générique meilleure que
le propagateur fgen. Pour la contrainte de connexité par exemple nous obtiendrons un
propagateur BS r-consistant calculable uniquement & partir des bornes des domaines et
donc utilisable.

Les propagateurs fo spécifiques & chaque contrainte C' sont présentés dans les sec-
tions 2.4, 2.5 et 2.6. Ils y seront décrits sous la forme suivante :

(vars(C); D; C)
(vars(C); D5 C)

ou D et D’ sont les domaines associés a 'ensemble de variables vars(C) et D' < D. Nous
noterons vars(fc) = vars(C).

Avant d’introduire les contraintes spécifiques & notre probléme de reconnaissance, nous
décrivons briévement dans la section suivante le processus de propagation de contraintes
et nous en donnons une premiére illustration.

2.3 Propagation

Soit une image Z définie sur I'espace discret X dans laquelle est présent un ensemble
de structures . Ces structures peuvent étre sélectionnées par l'utilisateur ou fournies par
un modéle générique complet correspondant & la région anatomique imagée (un modéle
du cerveau dans notre cas). Initialement nous supposons uniquement que ces structures
sont présentes dans I'image. Le domaine associé vaut donc (0£,1x) (F est I'ensemble des
ensembles flous sur X). I’ensemble des relations impliquant uniquement des structures de
x sont alors extraites de la base de connaissances et conduisent & ’ensemble de contraintes
C. Nous définissons ainsi le réseau initial Ng = (x, D!, C). Si certaines structures ont éven-
tuellement été extraites préalablement, les domaines associés sont réduits a des singletons.
Leurs bornes supérieures et inférieures sont donc égales.

Nous désirons simplifier ce réseau en un temps de calcul raisonnable en réduisant les
domaines associés aux différentes variables. La Br-consistance semble étre un critére adapté
a la réalisation de notre objectif. En effet des notions de consistance locale plus fortes telles
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que la consistance d’arc conduisent & des propagateurs non calculables, alors que nous
pouvons dériver pour toutes les contraintes considérées (ou presque...) des propagateurs
Br-consistants présentant une complexité faible.

Nous calculons donc la Br-fermeture du réseau initial Ny. Comme la fermeture asso-
ciée a la consistance d’arc, la Br-fermeture peut étre obtenue par une itération (cf dé-
finition 2.12) sur les propagateurs Br-consistants associés aux contraintes. Nous notons
cet ensemble de propagateurs F' = {fc | fo Br — consistant et C' € C}, fo calculant la
Br-fermeture du réseau No = (x; D; C).

Nous réalisons donc une itération sur F' pour obtenir la Br-fermeture de Ny qui sera
le plus grand point fixe pour F sur Ny. Puisque les propagateurs f; ne commutent pas
nécessairement, l’'itération ne peut pas étre réalisée par ’application unique de chaque
propagateur. Nous appliquerons donc itérativement ces propagateurs jusqu’a convergence.
Notons que puisque les propagateurs sont monotones, le réseau obtenu & la convergence
est unique et ne dépend pas de 'ordre d’application des propagateurs (cf proposition 2.2).
Un algorithme générique classique est présenté dans la figure 2.4.

Données : (x,D,C) un réseau de contraintes.
F ={fi1,..., fr} un ensemble de propagateurs
Résultat : (x,D’,C) Br-consistant avec D <y D’

1 début

2 G+ F

3 tant que G # () faire

4 sélectionne et supprime un propagateur g de GG

5 si N # g(N) alors

6 G — GU{fi e F\G |vars(f)Nvars(g) # 0}
7 N «— g(N)

8 fin

9 fin
10 fin

FIGURE 2.4 — Algorithme de propagation générique

Une illustration de cet algorithme est proposé par la figure 2.5 en considérant quatre
variables : le cerveau Cerwv, le ventricule latéral gauche LV, le noyau caudé gauche C' N
et la capsule interne gauche ICI. Initialement aucune hypothése n’est faite sur les ob-
jets & reconnaitre. Les domaines associés valent donc F et sont représentés par les bornes
(0£,17) (a). Nous disposons par ailleurs d'une segmentation externe pour le cerveau picery,
son domaine est initialisé par un singleton et représenté par les bornes (pcerv, hoery) (b).
Le réseau présente sept contraintes. Nous appliquons alors itérativement les propagateurs
associés a ces contraintes (c-j). Chaque propagateur peut étre appliqué a plusieurs reprises
(a chaque fois que le domaine d’une des variables du propagateur est modifiée, le propa-
gateur est ajouté a la liste G des propagateurs & mettre & jour par 'opération donnée a la
ligne 6 de l'algorithme 2.4). Les bornes sont progressivement mises & jour, le changement
des bornes d’'un domaine permettant la réduction des bornes d’autres variables. Le pro-
cessus s’achéve lorsque le réseau est stable pour I’ensemble des propagateurs. Un exemple
plus complet sera donné dans la section 2.7 de ce chapitre.

L’itération permet le calcul de la Br-fermeture. Cependant pour atteindre le plus grand
point fixe, il faudra en général un grand nombre d’itérations. Le calcul des propagateurs
étant cotteux (leur complexité est au moins en O(]X]) ou |X| correspond au nombre
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(b)

lus sombre

anNt CNT

(d)
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lus sombre lus sombre

lus sombre

CNI1

i droite de
lus sombre

FIGURE 2.5 — Premiéres itérations d’un algorithme de propagation basique.
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de voxels du volume), un ordonnancement approprié¢ de ’application des propagateurs est
indispensable et peut étre mis en ceuvre dans la fonction « sélectionne » de 'algorithme 2.4.
Nous proposerons dans le chapitre 4 un tel ordonnancement.

2.4 Définition et modélisation des contraintes spatiales

Le modéle structurel utilisé comporte une représentation de l’agencement structurel
stable sous forme de relations spatiales entre les structures anatomiques (cf section 1.4.1
et notamment la figure 1.11 qui illustre les différentes relations spatiales considérées) et
de propriétés de ces structures. Nous représentons ces relations et propriétés sous forme
de contraintes binaires. Néanmoins la prise en compte de contraintes floues serait préfé-
rable puisqu’elle permettrait de prendre en compte la non-satisfaction partielle de certaines
contraintes et apporterait ainsi plus de robustesse dans le processus de propagation (en gé-
rant mieux les variations importantes par rapport a 'anatomie normale). L’intégration de
contraintes floues dans un réseau de contraintes pourrait étre réalisée en suivant les travaux
décrits dans [Fargier, 1994, Dubois et al., 1996].

Nous décrivons dans cette section les modéles retenus pour les contraintes suivantes :

— relations ensemblistes,

— inclusion,

— réunion,

— intersection,

— complémentation,
— non intersection,
— partition,

— relations directionnelles,

— relations de distance,

— adjacence,

— connexité,

— volume.

Pour chacune d’entre elles nous proposons alors un propagateur qui sera utilisé dans le
processus de propagation.

2.4.1 Relations ensemblistes
Inclusion

L’inclusion est une relation fondamentale de notre modéle structurel puisqu’elle permet
de représenter partiellement la notion de hiérarchie anatomique a la base de ce modéle.
La simplicité de sa modélisation nous permet de centrer la présentation qui suit sur la
dérivation du propagateur associé, en illustrant les notions introduites et discutées dans la
section 2.2.3.

Définition 2.29 (Contrainte d’inclusion). Soit une relation d’inclusion d’une structure A

dans une structure B. La contrainte C’f{fgs associée est telle que Uars(Cj‘fg,s) ={A,B} et :

rel(CY%) : D(A) x D(B) — {0,1}

1 sipy < po,
(11, 12) H{ 0 sinon.

Une instanciation I = {(A, u), (B,v)} valide est donc consistante relativement a Cf{fgs
sip < v.
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Nous voulons obtenir pour cette contrainte un propagateur Bz-consistant présentant
une faible complexité calculatoire. La relation T’el(Cd‘ms) est croissante par rapport a B
et décroissante par rapport a A. Puisqu’elle est monotone par rapport a l’ensemble des

variables, nous pouvons utiliser le propagateur fgf{ffffjm"e donné par la définition 2.28.

Cependant nous pouvons définir un propagateur spécifique plus simple & calculer. Pour
cela, considérons le propagateur générique f2" donné par la définition 2.27. fZ°" met a
jour des bornes des domaines de A et de B. La borne supérieure de A est par exemple
modifiée suivant :

A = \/{u € (A, A) | (A, p) posséde un support pour CA’ms dans (A, A) x (B, B

SN—
—

) x (B,B) si v € (B, B),
Puisque l'inégalité est croissante, nous obtenons que (A, p) posseéde un support si
Nous obtenons donc :

Or (A, ) posséde un support pour Cd‘ms dans (A4,

La borne supérieure de la structure incluse peut donc étre réduite par la borne supérieure
de la structure incluante. En effet tous les valeurs pour A qui ne sont pas inférieures a B
ne peuvent pas satisfaire la contrainte d’inclusion et ne peuvent donc pas appartenir a une
solution.

Similairement nous pouvons obtenir des simplifications pour la borne supérieure B
ainsi que pour les bornes inférieures A et B (dont le détail sera donné dans la preuve de
la proposition 2.4). La borne inférieure de B peut notamment étre mise a jour par B V A.
En effet si une valeur p pour B ne vérifie pas I'inégalité A < pu, elle ne peut pas satisfaire
la contrainte.

Définition 2.30 (Propagateur pour la contrainte d’inclusion). Le propagateur fciags as-

socié a la contrainte d’inclusion de A dans B est défini suivant :

(A, B: (A, A), (B, B); Clm)
(4,B: (4, AN B), (BV 4, B); C5)

Proposition 2.4. Le propagateur fc%ags est correct, idempotent et Br-consistant.

Remarquons que si aucune instanciation valide ne satisfait la contrainte, ce propagateur
fournit des domaines vides. En effet il n’existe aucune instanciation valide satisfaisant
Cd‘"‘s ssi A £ B. Les domaines résultants pour A et B sont donc vides puisque dans ce

casAfE/\Eetﬁ\/Af?.

Exemple 2.2. La figure 2.6 illustre Uapplication de ce propagateur pour la contrainte
d’incluston du ventricule latéral gouche LV dans le cervegu Cerv. Initialement LV et
Cerv valent respectivement 1x et 0x. L’application du propagateur fcg%s mitialise ainst

Cerv

ces deux bornes et nous oblenons LVI =15 A Cerv = Cerv et Cerv =0V LVI= LVI.
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(LVI, LVI) (Cerv, Cerv)

(LVI', V1) (Cerv/, Cerv)

F1GURE 2.6 — Le ventricule latéral gauche LV est inclus dans le cerveau Cerv. Le propa-
gateur fCZ"’v"fo ~ permet de réduire les domaines initiaux de ces structures ((LVI, LVI) et

(Cerv, Cerv)) et fournit les bornes (LVZ’,LVZ/) et (C’erv’,C’erv/).

Complémentation

Définition 2.31 (Contrainte de complémentation). Soient un objet A et B son complé-

. . ! o .
mentaire. La contrainte C’iogp est définie suivant :

rel(CYE") 1 D(A) x D(B) — {0,1}

1 sipn = c(p2),
(p2, p12) H{ 0 sinon.

Définition 2.32 (Propagateur pour la contrainte de complémentation). Le propagateur
feeompt associé a la contrainte de complémentation entre deuz structures A et B est défini
A,B

sutvant :

(A, B; (A, A), (B, B); 3"
(A, B;(AV c(B), AN c(B)),(BV c(A), B Ac(A)); CYRY)

En effet une valeur p pour la variable A peut satisfaire la contrainte si ¢(u) appartient
au domaine de B : (B, B). Puisque la complémentation est décroissante, seules les valeurs
appartenant & 'intervalle (c(B), c(B)) satisfont la contrainte avec au moins un élément du
domaine de B. Le domaine de la variable A peut donc étre restreint a l'intersection de
I'ancien domaine et de lintervalle (c¢(B),c(B)). Le domaine de B est réduit de maniére
similaire.

Proposition 2.5. Le propagateur fcwmpz est correct, idempotent et Br-consistant.
A,B

Réunion

Considérons maintenant une relation entre une structure B et un ensemble non vide de
structures { A;} satisfaite si B est la réunion de I’ensemble des structures {4;} (qui peuvent
s’intersecter).
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Définition 2.33 (Contrainte de réunion). Soient k objets {A;} et un objet B tels que
B = J; Ai. La contrainte associée peut étre exprimée suivant :

rel(CT398") : D(A1) x ... x D(Ax) x D(B) — {0,1}

Losip= Licp. k)t
(p1, - fos 1) i { 0 sinon,

ot L est une t-conorme (cf section A.2).

Le choix de la t-conorme a une influence importante sur

le résultat obtenu et notamment sur la gestion des degrés bl Lgslpaa, 1p)
d’appartenance. Si nous choisissons le maximum (Lax), I'im-
précision aux frontiéres représentée par des degrés d’apparte-
nance plus faibles peut conduire a I'apparition de « failles »
dans l'ensemble obtenu par réunion. L’exemple 1D illustre
cette situation. Deux objets A et B présentent une impréci-
sion a leur frontiére mais sont adjacents (aucun autre objet
n’est présent entre A et B). La réunion C' montrée en poin-
tillés doit donc étre connexe. Cependant Lyax(pa, pp) mon-
trée en vert est partiellement déconnectée au niveau de la
frontiére entre A et B. La t-conorme de Lukasiewicz (Lpukq(a,b) = min(1,a + b)) conduit
a des résultats beaucoup plus satisfaisants. L’ensemble C' montré en pointillés est en effet
obtenu comme L r,kq(04, ). Nous choisissons donc cette t-conorme (et donc la t-norme
associée pour la contrainte d’intersection).

FIGURE 2.7 — Influence de
la t-conorme sur la réunion.

Définition 2.34 (Propagateur pour la contrainte de réunion). Le propagateur fcgiu?ign

associé & la contrainte de réunion entre l'ensemble de structures {A;} et B est défini sui-

vant : —_ 5} Suni
(A, B;...,(Ai, 4i),..., (B, B); Ciqmion)

(A,B;...,(AiV T(B,c(Ljzi4;), A AB), ...,
(BV Licp.ndi, BA Licn g di); CLay's")

Ce propagateur restreint la borne supérieure B du domaine de B par I'union des bornes
supérieures de ’ensemble {A;}. La borne inférieure B est étendue par 'union des A;.

Chaque A; est réduite par B (puisque A; est inclus dans B) et chaque 4; est étendu de
sorte qu’en chaque point x de 'espace, L (A4;(x), Lj»Aj(x)) > B (si un point appartient &
B et n’appartient & aucune structure A; sauf & A;, alors ce point appartient nécessairement
a A;).

Proposition 2.6. Le propagateur fcj{”iu?ign est correct et idempotent.

Intersection

Considérons maintenant une relation d’intersection entre un objet d’une part et un
ensemble non vide d’objets d’autre part.

Définition 2.35 (Contrainte d’intersection). Soient un ensemble de k objets {A;} et un
objet B tels que B soit lintersection de l'ensemble {A;}. La contrainte associée peut étre
exprimée suivant :

rel(C{ersseion) . D(Ay) x ... x D(4y) x D(B) — {0,1}

L osip= Tign. kgt
(Ml?'-'aukvu) H{ 0 sinon.
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ot T est une t-norme (cf section A.2).

Pour les mémes raisons que celles discutées dans le cas de la réunion nous choisissons
la t-norme de Lukasiewicz : T pykq(a,b) = max(0,a + b — 1).
Définition 2.36 (Propagateur pour la contrainte d’intersection). Le propagateur associé a
la contrainte d’intersection entre l'ensemble de structures {A;} et B est noté fcmz_e}rsgmon.
1l est défini suivant : '
(A, B;..., (é, E),ﬁ . <B77§)’ C?Xf}ﬁs}sction)
(A, B:. (A VB, & A L(B. (T A, -
(BV Ticp.ndis B A Ticp4i); Ciersgetion)

Les bornes du domaines de B sont respectivement mises & jour par l'intersection des
bornes inférieures et des bornes supérieures des domaines des variables A;. La borne infé-
rieure d’une variable A; peut étre étendue par la borne inférieure du domaine de B (car B
est inclus dans 4;). Sa borne supérieure peut étre est étendue de sorte qu’en chaque point
z de Despace, T(4;(z), T £A;(x)) < B (si un point n’appartient pas a B et il n’appartient
pas & au moins une des structures A;).

Proposition 2.7. Le propagateur fcat_e}rsgctwn est correct et idempotent.

Remarquons que la contrainte d’intersection peut étre exprimée comme la conjonction
d’une contrainte de réunion et de contraintes de complémentation (correspondant a I’équi-
valence ensembliste A1 N Ay = B< A UAy; = B) :

intersection réunion compl compl
Chags " < Cieyp NCpp AV Oy
La réduction de domaine réalisée par le propagateur fcinte}rsBection peut étre obtenue par

I'application de I’ensemble des propagateurs fcw,npz et fCLU’rerl puis de fcwm}mn et enfin &
D
nouveau de fcwmpz et fccompl Le propagateur fcznte}rsgctzon peut donc étre obtenu comine

compl compl
une comblnalson des propagateurs associés aux contraintes ng@?zg”, p et Cy p . Ce-
1

pendant ce processus n’est pas généralisable. Dans la section 2.6, nous verrons par exemple
que la combinaison de la contrainte de connexité et de la contrainte d’adjacence conduit &
un propagateur qui ne correspond pas & une combinaison des propagateurs associés & ces
deux contraintes.

Non intersection

Définition 2.37 (Contrainte de non-intersection). Soient deuz objets A et B. La contrainte
associée 4 la non-intersection de ces objets est définie suivant :

rel(C38) : D(A) x D(B) — {0,1}

L sipn < c(p2),
(11, 12) '_){ 0 sinon.

Notons que cette définition est symétrique méme si son écriture ne l'est pas (up <
c(p2) € p2 < c(p1)) et quelle pourrait étre exprimée par la conjonction d’une contrainte
d’inclusion et d’une contrainte de complémentation.

Définition 2.38 (Propagateur pour la contrainte de non intersection). Le propagateur
fCZigt associé a la contrainte de non intersection entre deuz structures A et B est défini

suwwant : .
(A, B; (4, A), (B, B); C;'¥)

(A,B; (A, AN c(B)), (E, B A c(A)); CAE)
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Ce propagateur réduit les domaines pour en supprimer un ensemble de valeurs s’in-
tersectant nécessairement. Seules les valeurs p du domaine de A satisfaisant l'inégalité
i < ¢(v) avec au moins un élément v du domaine de B sont conservées. Or toutes ces
valeurs vérifient 4 < A A ¢(B) puisqu’elles appartiennent a l'intervalle (A4, A) et que
Jv € (B,B), u < ¢(v) & pu < ¢(B). La borne supérieure du domaine de A peut donc
étre réduite a 'ensemble A A ¢(B).

Proposition 2.8. Le propagateur fcgigt est correct, idempotent et Br-consistant.

Partition

La base de connaissance utilisée intégre une représentation hiérarchique de ’anatomie
(cf section 1.4.1). L’information hiérarchique peut étre exprimée sous forme de relation de
partition entre une structure et ses sous-parties : I’'union des sous-parties forme la totalité
de la structure et les sous-parties ne s’intersectent pas.

Définition 2.39 (Contrainte de partition). Soient un ensemble de k objets {A;} et un
objet B tels que l'ensemble {A;} forme une partition de B. La contrainte associée est
définie suivant :

rd(cfjﬁftg"); D(Ay) x ... x D(A) x D(B) — {0,1}

L osipp= Lign. ki
(K15 s ks 1) - et Vi # j, pui < c(py),
0 sinon.

Définition 2.40 (Propagateur pour la contrainte de partition). Le propagateur f gartition
{4;},B

associé o la contrainte de partition entre l’ensemble de structures {A;} et B est défini
suivant :

(A.B;... (A &), (BB); Crytiteon)

(A,B;... . (AV T(B,c(Ljxid)), A ABA N\ e(4)),...,

(BV Licn.iAi, BA Lien iAs); ij:??”)

Ce propagateur met & jour la borne inférieure d’une sous-structure A; par complémen-
tation en considérant les bornes supérieures des autres sous-structures et la borne inférieure
de B. Les bornes supérieures des sous-structures sont réduites pour satisfaire ’inclusion
par rapport & B et la non intersection par rapport aux autres sous-structures. Finalement
la mise & jour des bornes de B est similaire & celle réalisée par le propagateur pour la
contrainte de réunion.

Proposition 2.9. Le propagateur f partition est correct et idempotent.
{A;},B

2.4.2 Position relative directionnelle

Modélisation de la relation Les relations directionnelles sont présentes dans de nom-
breuses descriptions linguistiques et notamment dans les descriptions anatomiques. Par
exemple « les cornes frontales du ventricule latéral sont situées dans le lobe frontal en
avant du trou de Monro » [Hasboun, 2005]. Ce type de relation décrit en général une posi-
tion approximative d’une structure par rapport a 'autre (i.e. la corne frontale du ventricule
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latéral n’est pas située strictement en avant du trou de Monro) et une représentation souple
de cette contrainte est préférable.

De nombreux modeéles mathématiques de cette relation ont été proposés, parmi les-
quels nous pouvons citer les méthodes fondées sur 'histogramme d’angle [Miyajima and
Ralescu, 1994], ou I'histogramme de forces [Matsakis and Wendling, 1999] qui permettent
de caractériser une relation directionnelle entre deux objets binaires ou flous. Dans |Bloch,
1996a, 1999] une méthode reposant sur la morphologie mathématique permet d’obtenir en
chaque point de 'espace le degré de satisfaction d’une relation directionnelle donnée par
rapport & un objet de référence représenté sous la forme d’un ensemble flou. Le degré de
satisfaction de la relation entre deux objets peut alors étre dérivé de cette représentation.
Nous retenons ce modeéle puisqu’il posséde de bonnes propriétés qui permettront un calcul
efficace du propagateur dérivé.

Considérons une relation directionnelle entre deux objets A et B. Cette relation peut
étre percue a trois niveaux différents [Hudelot et al., 2008b] : I'information de direction
seule, information de direction par rapport & 'objet A et finalement la relation de direction
entre A et B.

Au niveau le plus général, seule la direction est considérée. Celle-ci est caractérisée par
un vecteur ug et une ouverture paramétrée par deux angles kj et ko. Cette ouverture repré-
sente une tolérance autour du vecteur ug modélisée de facon floue par un demi-trapézoide
(ou une autre fonction de forme similaire). Le paramétre ki correspond & ’ouverture asso-
ciée au noyau de I’élément structurant et le parameétre ko correspond a 'ouverture associée
au support. Par rapport & Uorigine de I'espace, le degré de satisfaction associé a cette
direction peut étre défini en tout point x suivant :

_
1 si arccos ﬁ < kq,
0 i Xellg > po
= siarccos T—¢ >
v(z) = - = = "2
kg—arccos% .
W S1nomn.

Si nous considérons maintenant la relation directionnelle par rapport a un objet de ré-
férence A (représenté par ’ensemble flou p4), 'ensemble des points de I'espace satisfaisant
cette relation peut alors étre obtenu par la dilatation floue 0, (u4) de 'objet de référence
A par un élément structurant valant v [Bloch, 1996a, 1999|. Plusieurs définitions de la
dilatation floue ont été proposées. Une synthése est réalisée dans [Bloch and Maitre, 1995].
Nous utilisons ici la définition suivante |[Bloch and Maitre, 1992, Bandemer and Néther,
1992] :

Ou(pa)(x) = maxmin(pa(y), v(z - ), (2.6)

correspondant & la somme de Minkowski floue entre ua et v. La dilatation présente de
bonnes propriétés. Elle est notamment croissante par rapport & pa. Cela justifie en partie
le choix de ce modeéle (puisqu'un propagateur calculé uniquement & partir des bornes des
domaines peut alors étre obtenu simplement).

Finalement nous considérons qu’un objet B satisfait la relation directionnelle par rap-
port & un objet A si tous les points de B satisfont la relation. Ce choix sévére conduit a
une expression simple du degré de satisfaction de la relation entre A et B. Celui-ci peut
étre obtenu comme un degré d’inclusion de pp dans I’ensemble flou des points satisfaisant
la relation directionnelle :

pair v(A, B) = inf L(0,(1a), c(up))-
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Exemple 2.3. Considérons la relation directionnelle « le noyau caudé gauche CNI est
situé a droite® du ventricule latéral gauche LV » illustrée par la figure 2.8. L’ensemble
vq correspondant & la direction « & droite de » avec pour paramétre d’ouverture k1 = 0 et
ko = 5 est montré en (a). Nous pouvons alors obtenir l’ensemble des points & droite du
ventricule latéral par la dilatation : 6,,(prvi) (¢). Nous obtenons finalement le degré de
satisfaction de la relation directionnelle comme le degré d’inclusion de pcny dans 0, (pLyvi)
valant ici 1.

FIGURE 2.8 - (a) Elément structurant v correspondant 4 la direction « & droite de ». (b) Le
noyau caudé gauche C'N1 est situé a droite du ventricule latéral droit LVI. (¢) Ensemble
flou représentant les points & droite du ventricule latéral gauche.

Définition de la contrainte et de la régle de propagation Lors du processus de
reconnaissance nous voulons obtenir une solution satisfaisant les relations de la base de
connaissance. Ici nous supposons que les relations doivent étre pleinement satisfaites.

Définition 2.41 (Contrainte directionnelle). Soient deuz objets A et B suivant une posi-
tion relative directionnelle stable caractérisée par un élément structurant v. La contrainte
C’ff’%” est définie suivant :

rel(C4%) : D(A) x D(B) — {0,1}

L sipg < 0u(p1),
(p1, 12) H{ 0 sinon.

Définition 2.42 (Propagateur pour la contrainte directionnelle). Le propagateur fciirB v

associé a la contrainte de position relative directionnelle entre deux structures A et B est
défini suivant :
(4, B; (A, 4), (B, B); C4y)
(A, B; (4, 4),(B,BA6,(A); CY)

Proposition 2.10. Le propagateur fcgirBu est correct, idempotent et BSr-consistant.

5. La relation anatomique correcte serait « le noyau caudé gauche est extérieur au ventricule latéral
gauche » que nous traduisons par « a droite de » puisqu’il apparait & droite dans la coupe axiale utilisée
pour l'exemple.
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(LVI, LVI)

8,,(LVI) (CNU',CNI)

FIGURE 2.9 - Illustration du propagateur f it va - La borne supérieure du domaine du
LVI,CNI

noyau caudé C'NI est restreinte au sous-ensemble de l'espace a droite des éléments du
domaine D(LV) obtenu par la dilatation 6,,(LV1). La borne supérieure résultante est
notée CNT .

Exemple 2.4. Poursuivons ['exemple 2.3 portant sur la relation directionnelle « le noyau
coudé gauche CNI est situé & droite du ventricule latéral gauche LV 5. La figure 2.9 illustre
le propagateur associé a cette contrainte. Le domaine du noyau caudé (CNL, CNI) est réduit
en ne conservant que les éléments o droite d’éléments du domaine du ventricule latéral
(LVI,LVI). Cela est simplement réalisé par la mise a jour de la borne supérieure CNI
qui est restreinte & la sous-partie de espace & droite de la borne supérieure du ventricule
latéral LV obtenue par la dilatation 6,,(LVI).

Calcul La dilatation présente une complexité calculatoire en O(nng), ot n correspond au
nombre de voxels de 'image et ng au nombre de voxels de ’élément structurant. Le calcul
du propagateur associé a la relation directionnelle implique le calcul d’une dilatation d, (u)
dont ’élément structurant v est dans chaque dimension deux fois plus grand que 'image.
ns vaut donc 2%n ot d correspond a la dimension de I'image. La complexité du calcul du
propagateur est donc en O(2%n?). Puisque nous manipulons des volumes présentant 10
millions de voxels, nous ne pouvons réaliser ce calcul & de nombreuses reprises.

Une méthode de calcul approximatif par propagation a été proposée dans [Bloch, 1999]
et présente une complexité en O(Bdn). Cependant cette approximation n’est pas croissante
par rapport & l'objet de référence. Nous ne pouvons donc pas remplacer la dilatation par
cette approximation dans le propagateur.

Nous utilisons donc une approximation moins performante mais croissante du calcul
de la dilatation. Pour cela nous réalisons plusieurs dilatations par un noyau de plus petite
taille. Si nous choisissons un noyau de taille 7, nous réalisons * dilatations par ce noyau ot
s est la taille maximale en nombre de pixels selon un des axes de I'image. Nous obtenons
ainsi une complexité calculatoire en O(r¢=tsn).
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2.4.3 Distance
Modélisation de la relation

Tout comme les relations directionnelles, I'information de distance est primordiale dans
les descriptions linguistiques. Dans les descriptions anatomiques cérébrales nous pouvons
par exemple trouver des relations telles que « le noyau caudé reste prés du ventricule laté-
ral » [Hasboun, 2005]. En général ces relations sont asymétriques (la totalité du ventricule
latéral n’est pas proche du noyau caudé), impliquent deux structures et caractérisent la
distance de I’ensemble des points de la structure dite cible (le noyau caudé dans 'exemple
précédant) par rapport a la structure dite de référence (le ventricule latéral dans I'exemple).
Similairement aux relations directionnelles cette relation peut étre représentée & trois ni-
veaux [Hudelot et al., 2008b)].

Considérons tout d’abord uniquement l'information
de distance. Nous voulons pouvoir représenter des rela- 1
tions entre des objets connexes 9. Un intervalle flou de dis-
tance semble approprié pour représenter ce type d’infor-
mation et permet notamment d’encoder les descriptions
linguistiques classiques telles que « proche de », « loin
de » ou « approximativement a ». Nous représentons ainsi
Pinformation de distance comme une trapézoide de pa- b

P p
ramétres dq, dp, d. et dg. Les paramétres d, et dj corres-
pondent & une distance minimale pouvant représenter une relation telle que « loin de ».
Par rapport & l’origine de l'espace un point z satisfait la relation de distance minimale”
avec le degré :

0.5

0 si ||z < dg,
yl(x) = 1 si H.%'H Z db,

da—||z] sinon

de—d,

Les paramétres d. et dq représentent une distance maximale qui peut étre associée & une
relation telle que « proche de ». Par rapport a ’origine de ’espace un point « satisfait cette
relation avec le degré :

1 si |z < de,
vo(x) =4¢ 0 siflz|l > dg,

da—ll=l iy on

dd_dc :

Considérons maintenant la relation de distance par rapport & un objet de référence
A. L’ensemble des points de Pespace satisfaisant la relation de distance (appartenant &
lintervalle de distance représenté par la fonction en trapéze min(vq,v2)) peut étre obtenu
par dilatation floue [Bloch, 2003] (cf équation 2.6) :

KDist(pa) = C((Sc(ul)(:uA)) A Gy, (p14),

ol les éléments structurant v; et v9 sont définis ci-dessus.

Finalement comme dans le cas des relations directionnelles, nous considérons qu’un
objet B satisfait la relation de distance par rapport & A si 'ensemble des points de B
satisfont la relation de distance. Le degré de satisfaction de la relation peut alors étre

6. Lorsque les objets sont connexes, la distance des points d’un objet par rapport a l'autre est un
intervalle. Ce n’est plus le cas lorsque 'objet n’est pas connexe.

7. La relation est décomposée de cette fagon car son calcul ne peut pas étre réalisé par une unique
dilatation.
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obtenu comme de degré d’inclusion de pp dans ’ensemble flou des points satisfaisant la
relation de distance :

ppist(fa, BB) = xlg; L(ppist(pa), c(up))-

Exemple 2.5. Considérons la relation de distance « le putamen gauche PUI est situé a
approzimativement 20 mm du ventricule latéral gauche LV » illustrée par la figure 2.10. La
trapézoide représentant cette relation est présenté en (b). L’ensemble des points satisfaisant
la relation (e) est obtenu par la fusion de : (¢) la dilatation par un élément structurant c(vy)
dérivé de la partie gauche de la trapézoide et (d) la dilatation par un élément structurant vy
dérivé de la partie droite de la trapézoide. Nous obtenons finalement le degré de satisfaction
de la relation de distance comme le degré d’inclusion de ppy; dans oy, (pyi) Ace(0y, (krvi))
valant ici 1.

() (d) ()

FIGURE 2.10 — (a) Le putamen gauche PUI est situé¢ a approximativement 20 mm du
ventricule latéral gauche LVI. (b) Trapézoide représentant 1'a priori de distance. (c)

c(Oe(un)(rvi))- (d) duy(prvi). () Suy(prvi) A (0, (pLvi)).

Définition de la contrainte et de la régle de propagation

Tout comme les relations directionnelles, nous supposons que les relations de distance
du modeéle doivent étre pleinement satisfaites par les solutions.

Définition 2.43 (Contrainte de distance). Soient deuz objets A et B suivant une relation

de distance stable caractérisée par les éléments structurants vy et va. La contrainte Cf{% vive
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est définie suivant :
rel(C4%""?) . D(A) x D(B) — {0,1}

I s H2 < C(éc(lll)(,ul)) A 51/2 (Hl)v
(11, 1) '_) { 0 sinon.

Définition 2.44 (Propagateur pour la contrainte de distance). Le propagateur fpdist vy va
A,B

associé a la contrainte de distance entre deuz structures A et B est défini suivant :

(4, B; (A, A), (B, B); C4'%" ™)
(A, B; (4, A A c(0,,(B))), (B, B A (0, (A)) N6,y (A)); CLE)

Nous avons choisi une formulation stricte de la contrainte de distance selon laquelle une
valeur p pour B satisfait la contrainte si tous les points de p satisfont la relation de distance.
Nous pouvons donc en déduire que toute valeur p pour B ne satisfaisant pas 'inégalité
p < ¢(6,,(A)) A 6,,(A) ne peut pas appartenir & une solution et réduire le domaine de
B par lintervalle (0, c(8,,(A)) A d,,(A)). Par ailleurs la contrainte de distance minimale
est symétrique. Nous pouvons donc aussi réduire le domaine de A en utilisant la borne
supérieure du domaine de A.

Le propagateur f odist v1 vy €St correct mais il n’est pas idempotent ni B.Sz-consistant. En
A,B

effet la mise & jour de A en fonction de B pourrait entrainer une mise a jour plus importante
de B®. En considérant indépendamment les contraintes de distance minimale (obtenue a
partir de 1’élément structurant v1) et de distance maximale (obtenue & partir de 1’élément
structurant ;) ces propriétés sont satisfaites. Nous notons fC;ﬁ{Sg, min v €t fC%sé maz v l€S

propagateurs associés aux contraintes de distance minimale et de distance maximale.

Proposition 2.11. Les propagateurs fc;i,‘isé min v €F fcﬁi%emaw v sont corrects, idempotents et
BS r-consistants. 7 ’

Comme dans le cas de la contrainte de direction, la borne inférieure de A pourrait étre
mise & jour dans certains cas trés particuliers qui ne justifient pas de réaliser un calcul
cotiteux. En effet si nous disposons d’une borne inférieure pour B, la borne inférieure de
A pourrait étre mise a jour si par exemple un seul point dans la borne supérieure de A se
trouve a la distance correcte de B.

Exemple 2.6. Poursuivons Uexemple 2.5 portant sur la relation « le putamen gauche PUI
est situé approzimativement a 20 mm du ventricule latéral gauche LV ». La figure 2.11
illustre le propagateur associé a cette contrainte. Le domaine du putamen (PUL, PUI) est
réduit en ne conservant que les éléments a la distance correcte d’au moins un élément du
domaine du ventricule latéral (LVI1, LVI1). Cela est simplement réalisé par la mise a jour
de la borne supérieure PUL qui est restreinte & la sous-partie de l'espace définie par la
dilatation c(bo(,,)(LV1)) A 0,y (LV).

Calcul

Comme dans le cas des relations directionnelles, le calcul des dilatations est trop coi-
teux. Sa complexité est en effet en O(nr?), ott n est le nombre de voxels de I'image et

8. Nous devrions donc réaliser la mise a jour de la borne supérieure de B suivant : B = BAc(6,, (A)A
Ouy (A N c(0,, (B))) mais le propagateur serait plus complexe a calculer.




67

(LVI, LVI)

C((Sc(ul) (M)) A 6V2 (m) (PUZ,, PUZI)

Ficure 2.11 — Ilustration du propagateur deist v1vy. La borne supérieure du domaine
LVI,PUL

du putamen PUI est restreinte au sous-ensemble de ’espace approximativement & 20 mm

=/
d’au moins un élément de D(LV1). La borne supérieure résultante est notée PUl = PUIA
c(0y, (LVI)) A 0y, (LVI).

r = max(dp,dy) est la distance maximale considérée dans la relation, dp et dg étant des
paramétres de sa représentation par trapézoide. Nous devons donc utiliser une approxima-
tion.

Une approximation du propagateur f cdist v v2 ne doit pas supprimer de valeurs appar-

tenant & une solution. La mise & jour B’ calculée par I'approximation doit donc vérifier
Vinégalité B A ¢(0e(sy)(4)) A 0y, (A) < B’ < B. Puisque l'opérateur (Oe(ur)(A)) A b, (A)
est décroissant par rapport a la dilatation 6.,,)(A) et croissant par rapport & 4y, (A),
nous devons obtenir respectivement une sous-estimation de la premiére dilatation et une
sur-estimation de la seconde.

Les éléments structurants de ces deux dilatations sont des boules floues (leur fonction
d’appartenance est radiale et décroissante a partir de 'origine). La complexité d'une di-
latation est en O(nrd) oll n correspond au nombre de pixels, r au rayon du support de
la boule et d a la dimension. Dans notre cas d vaut 3 et le coiit calculatoire croit donc
rapidement en fonction du rayon r. Nous proposons ici une approximation permettant de
réaliser ce calcul en O(nr).

Proposition 2.12. La dilatation 6, par une boule floue v peut étre obtenue & partir de la
dilatation par une boule nette B, de rayon n dp, (1) suivant :

0y (1) (x) = sup min(dp, (1) (x), (1)),

T

oty correspond a la fonction d’appartenance radiale de la boule floue.

Preuve proposition 2.12. Soit v la boule floue. Nous notons p, sa fonction d’appartenance
radiale. Nous supposons cette fonction décroissante. B, est la boule nette de rayon r. Nous
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pouvons reformuler I’élément structurant v suivant :

v(x) = sup min(By(x), (1))

r

ou(pu)(x) = supmin(v(z —y), u(y))

= Sl;p min(sgp min(B,(z — y), p(r)), u(y))
= sgp s&p min(B,(x — y), p (1), n(y))
= s&p min(sgp min(B,(z — y), u(y)), (1))

= sgp min(op, (x), pu (1))

O]

La dilatation dp, par une boule de rayon 7 est équivalente dans le cas continu a réaliser

r dilatations par une boule de rayon 1 (si 7 € N), ce qui permet de réaliser une réduction

de complexité importante. Cependant dans le cas discret la boule associée a la norme Lo

ne peut pas étre représentée exactement et ces modes de calcul ne sont pas équivalents.
Différentes approximations de dp, sont possibles :

-4 B est la dilatation par une boule pour une norme Li. Le calcul de ¢ Bl est équi-

valent a r itérations du calcul de la dilatation élémentaire ¢ Bl reahsee par I'utilisa-

tion d'un élément structurant de taille 4 en 2D ou 6 en 3D. Cette dilatation est une
sous estimation de la dilatation par une boule Lo,

- 5BTLOO est la dilatation par une boule de taille » pour la norme Lo,. Son calcul peut
étre réalisé par r itérations de la dilatation élémentaire § Bleo réalisée par l'utilisation
d’un élément structurant de taille 8 en 2D ou 26 en 3D. Elle correspond & une
surestimation de la dilatation dp,,

— 0,1, est la dilatation dite octogonale. Elle est réalisée par une alternance des dila-

B,
tations élémentaires 0 zro et 0 pl1 en commencant par dgLoo - Elle correspond a une
1 1

surestimation de la dilatation d0p, .
Puisque 6, (p) = sup, T(9p, (1) (@), p(r)) et que 01, (1) < 0B, (1) < OpLec(p), la
dilatation floue 0, () peut étre approchée par les dilatations suivantes :

S5 () () = sup T (65 (), (7)),
reN

85 () () = sup T (87 (), b (1)),
reN
avec 651 (n) < 8,(p) < 09%(u). Ces deux approximations présentent une complexité de
calcul en O(ns) (ou n est le nombre de pixels de I'image et s est le rayon du support de la
boule floue v) qui peut étre comparée 4 la complexité en O(ns?) de 6, (u). Nous illustrerons
dans la figure 2.13 la réduction de complexité obtenue.

Ce processus est illustré par la figure 2.12. Les ensembles correspondant & «trés proche
de B» (a-c) et a «proche de B»(d-f) sont calculés par la dilatation J, (a) et (d) ou par les
approximations 621 (b) et (e) et 69 (c) et (f). Nous constatons que plus le rayon de la
boule est grand, plus 'approximation réalisée est grossiére. Cependant comme le montrent
les graphiques présentés par la figure 2.13 cette approximation permet de réaliser ce calcul
en un temps raisonnable lorsque le rayon croit.




69

D0
0 J0d )

FIGURE 2.12 - (a) «Trés proche de B» calculée par la dilatation d,, (b) par la dilatation
5Lt et (c) par la dilatation 69, (d-f) «Proche de B.

2000¢ — 10 ¢ —

— Approximation ) — Approximation
1500! | - - - Dilatation floue /! - - -Dilatation floue | __--"""

II 2 - -7
1000¢ 107y e
500+
0 10° [._— | |
5 10 15 5 10 15

FIGURE 2.13 — (a) Temps de calcul de la dilatation floue classique et de 'approximation
en fonction de la taille de la boule, (b) sur une échelle logarithmique.

2.4.4 Connexité

La plupart des objets considérés sont connexes. La connexité des ensembles flous sera
abordée plus précisément dans le chapitre 3. Nous notons ici H (H C F) l'ensemble des
ensembles flous connexes.

Définition 2.45 (Contrainte de connexité). Soit un objet A conneze. La contrainte C7™"
est définie suivant :

rel(CY™): D(A) — {0,1}

. 1 sip€eH,
" 0 stnon.
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Nous allons alors ne conserver que les éléments connexes du domaine de A : {u €
H|A<up< Z}. Comme nous allons le décrire dans la section 3.5.1, le supremum de
cet ensemble peut étre obtenu en ne manipulant que les composantes connexes de A. La
borne supérieure du domaine de A peut ainsi étre mise a jour efficacement en filtrant les
composantes connexes de A qui ne contiennent pas la borne inférieure.

Définition 2.46 (Propagateur pour la contrainte de connexité). Le propagateur foconn
associé a la contrainte de connexité d’une structure A est défini suivant :

(4; (4, A); C5m)
(45 (4,€a(A))): CF™)
ot éa(A) = V{v e HIA<v < A}.

Proposition 2.13. Le propagateur fcconn est correct, idempotent et BS F-consistant.

Cet opérateur n’est pas Br-consistant puisque la borne inférieure du domaine de A ne
reste pas de facon générale inchangée suivant 'opérateur A{v € H|A < v < A}. Cependant
nous ne disposons pas d’algorithme efficace pour calculer un tel opérateur. De plus dans la
plupart des cas cette borne inférieure reste inchangée.

2.4.5 Volume

Le volume (ou la surface) d’un ensemble flou peut étre défini comme sa cardinalité :

Vi)=Y p(). (2.7)
reX
Cependant cette représentation est plutot simpliste (considérons par exemple un ensemble
flou présentant un grand support et un noyau réduit) et il peut étre intéressant de repré-
senter le volume de chaque a-coupe. Pour cela nous utilisons la mesure floue suivante du
volume [Dubois and Prade, 1980] :
fv(p)(v) = sup o (2.8)
V(pa)2v
Celle-ci représente le plus haut degré d’appartenance tel que toutes les a-coupes de p
jusqu’a ce niveau présentent un volume plus grand que v. Du fait de I'emboitement des
a-coupes, cette fonction d’appartenance est décroissante en fonction du volume v. La fi-
gure 2.14 illustre ce calcul.

Lorsque le volume est représenté par le cardinal de I’ensemble flou, un a priori sur le
volume peut étre représenté par une plage de valeurs acceptables. Lorsque le volume est
représenté sous la forme d’une fonction d’appartenance, cet a priori peut étre représenté
sous la forme d’un intervalle de fonctions d’appartenance [fv.. , fv,..) ot fr. : Rt —
[0,1] et fy,.. : RT — [0,1] sont deux fonctions d’appartenance représentant un volume
minimal et un volume maximal. La figure 2.15 illustre un tel critére. Les deux fonctions
d’appartenance fy. . et fy.  sont les bornes de l'intervalle des fonctions d’appartenance

min

acceptables pour le volume.

Définition 2.47 (Contrainte de volume). Soit un objet A dont le volume se situe dans une

! in’ max
plage de valeurs représentée par Uintervalle [fv. ., fvi..]- La contrainte C’ZD i FVima] est

définie suivant :
vol [fVminafVmax] . N

— 1 SZ' fvm‘m S f\/(,u) S fvmax7
K 0 stnon.
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(a)

FIGURE 2.14 — (a) Image contenant 4 objets. (b) Volume flou calculé par I’équation 2.8
pour chaque objet indépendamment.

«
14

\%

FI1GURE 2.15 — Critére de volume représenté par un intervalle de fonctions d’appartenance

[fvmin7 fVmax] :

Définition 2.48 (Propagateur pour la contrainte de volume). Le propagateur associé a la
contrainte de volume portant sur A est noté fcvol lfv 1. 1l est défini suivant :

min ’fVmaX
A

<A’ (A’ Z)’ CZOl [fvmin ’fvmax]>
<A’ (A? Z/) 7 CZOZ [fvmin ’fvmax]>

avec A = A si fy, o < fv(A) et A =0 sinon.

m

Contrairement aux contraintes décrites jusqu’a présent cette contrainte ne permet pas
de dériver de propagateur intéressant. Le propagateur fovoz [y ] ne permet que de

mjn‘fvmax
A

conclure & 'inconsistance du réseau si la borne supérieure A ne satisfait pas au critére de
volume minimal. Cependant en combinant cette contrainte a une contrainte de connexité,
le propagateur obtenu est beaucoup plus intéressant (cf section 2.6.2).

2.4.6 Adjacence

Cette section portant sur les contraintes spatiales s’achéve par la relation d’adjacence
entre deux structures. Dans [Bloch et al., 1997, Bloch, 2005], une définition de l’adjacence
entre deux ensembles flous est proposée. Elle repose sur la conjonction d’un degré de non-
intersection et d’un degré de connexité entre ces ensembles flous.

La non-intersection a déja été discutée dans la section 2.4.1 et peut étre caractérisée
par l'inclusion d’une structure dans le complémentaire de ’autre ou réciproquement. Le
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degré de non intersection entre 4 et pup peut alors étre défini comme le degré d’inclusion
de pa dans c(up) :

point(pas o) = 0f L puka(c(pa(@)), e(ps(z))).

La connexité de deux sous-ensembles flous p4 et pup est caractérisée dans [Bloch et al.,
1997] comme le degré suivant :

Nf’uois(MAa MB) = Sue%( T(MA($)> ,UB(Z/), n(m, y)))a

ou n(x,y) est un degré de connexité entre des points x et y dérivé de la distance entre ces
points.
Le degré d’adjacence est ainsi modélisé par :

Padi (1A 10B) = T [paint (11As B) 5 twois(ftA, 11B)]-

Comme dans le cas des contraintes précédentes, nous imposons la pleine satisfaction de
la relation lors de la reconnaissance.

Définition 2.49 (Contrainte d’adjacence). Soient deuz objets A et B adjacents. Nous
L, . . adj .
définissons la contrainte C'y 5 suivant :

rel(C4%) : D(A) x D(B) — {0,1}
1 ) adj ) = 13
(1, p12) = { o1 Hadj (11, 12)

0 sinon.

Définition 2.50 (Propagateur pour la contrainte d’adjacence). Le propagateur feoai as-
A,B
socié & la contrainte d’adjacence entre deuz structures A et B est défini suivant :

(4. B; (4 D), (B, B); Ci)
(4,B;(4,4),(B,B); Cy'p)

o A =A et B =B si ftagj(A, B) =1 et A = O0F et B = 0F sinon.
Proposition 2.14. Le propagateur f a4 est correct, idempotent et Br-consistant.
A,B

Comme le propagateur associé & la contrainte de volume, ce propagateur ne présente
qu'un intérét limité puisqu’il ne permet pas de réaliser de mise & jour des bornes (hormis
pour décider de l'insatisfiabilité du probléme). Comme dans le cas du volume, nous pour-
rons obtenir un propagateur nettement plus intéressant en I'associant & une contrainte de
connexité (cf section 2.6.1).

2.5 Définition et modélisation des contraintes radiométriques

Nous proposons dans cette section une contrainte relative a la radiométrie des struc-
tures dans 'image. Cette contrainte est ’attache aux données du processus de propagation
puisqu’elle dépend de 'image & reconnaitre. Nous nous intéressons ici uniquement aux don-
nées IRM et la contrainte proposée est spécifique a ces données. Des contraintes adaptées
& d’autres modalités pourraient bien évidemment étre proposées.
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Le signal en IRM n’est pas normalisé méme pour un protocole d’acquisition fixe. En
effet un facteur multiplicatif inconnu intervient dans les équations théoriques de signal.
Un meéme tissu peut ainsi présenter des valeurs d’intensité différentes d’une acquisition a
I’autre. Cependant pour un protocole d’acquisition donné les contrastes entre les différents
tissus restent relativement stables. Les ventricules latéraux composés de liquide céphalo-
rachidien sont par exemple toujours hypointenses par rapport & la matiére blanche dans
des IRM pondérées en T1. Nous proposons donc d’utiliser une contrainte portant sur le
contraste entre les niveaux de gris des voxels de deux structures.

2.5.1 Modélisation

Soit Z : X — N* I'image dans laquelle nous voulons réaliser la reconnaissance. Nous
associons 4 un ensemble flou u € F la fonction d’appartenance u? : N* — [0, 1] représentant
le degré d’appartenance des niveaux de gris des voxels de p dans 'image 7 :

Yo e N*, pf(v) =  sup  p(z).
zeX,I(x)=v
Réciproquement nous pouvons obtenir une fonction d’appartenance spatiale p & partir
d’une fonction d’appartenance en niveaux de gris 4 par composition :

W (@) = ut o I(x) = p (T(x)).

Pour représenter le contraste, nous nous reposons sur la définition de Michelson [Mi-
chelson, 1927| selon laquelle le contraste entre deux niveaux de gris v et ve peut étre

obtenu suivant :
V1 — V2

)

V1 + V2

Cette définition est couramment utilisée pour mesurer le contraste global d’une image qui
est alors obtenu suivant : Zmax—Umin oy et vy sont les niveaux de gris maximum et

. .Umax+vmin
minimum présents dans ’image.

(2.9)

Exemple 2.7. Prenons pour exemple le ventricule latéral et la matiére blanche cérébrale.
Le premier est composé de liquide céphalo-rachidien et comme nous pouvons l’observer
sur la figure 2.16, il est toujours nettement hypointense relativement a la matiére blanche
en IRM pondérée en T1. Les quatre coupes axiales présentées proviennent de données du
méme patient et ont été acquises avec la méme séquence & des instants différents. Nous
avons tracé des régions d’intérét dans chacun de ces jeur de données dans le veniricule
latéral, la matiére blanche cérébrale (dans le corps calleuzr plus précisément) et le noyau
caudé et nous présentons dans la table 2.1 la moyenne d’intensité dans chacune de ces
régions dintérét. Nous observons des variations importantes d’un cas a l'autre. Les trois
derniéres colonnes de la table présentent respectivement le contraste selon [’équation 2.9
entre les moyennes de la matiére blanche et du ventricule latéral, de la matiére blanche et
du noyau caudé, du ventricule latéral et du noyau caudé. Nous constatons que le contraste
entre ces structures reste relativement stable.

Nous voulons caractériser le contraste entre deux régions représentées par des ensembles
flous u et v dont la radiométrie dans 'IRM est représentée par les fonctions d’appartenance
ur et v1. Nous représentons aussi ce contraste sous la forme d’une fonction d’appartenance

v [=1,1] — [0, 1] que nous définissons suivant :

VeeR, f;,(c)= sup min(pZ (v1), v (v)).
(Ul,vg)EN*Q
v —vo

= v]tvg
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FI1GURE 2.16 — Quatre coupes axiales provenant d’images IRM du méme patient acquises
par la méme séquence (SPGR) a des instants différents. Les coupes sont choisies au méme
niveau.

Cas | CWM | CN | LV | Contraste Contraste | Contraste
CWM/LV | CWM/CN | LV/CN

1 62 48 | 19 0,53 0,13 20,43
2 142 | 107 | 43 0,54 0,14 0,43
3 178 | 137 | 52 0,55 0,13 0,45
4 170 | 128 | 52 0,53 0,14 0,42

TABLE 2.1 — Valeurs moyennes des niveaux de gris dans des régions de la matiére blanche
cérébrale (CW M), du noyau caudé (CN) et du ventricule latéral (LV') obtenues pour les
quatre coupes axiales présentées par la figure 2.16. Le contraste entre ces structures obtenu
selon ’équation 2.9 est calculé et présente une bonne régularité.

C
v

. . I . : c
pouvons obtenir une fonction d’appartenance '~ représentant les niveaux de gris présentant
un contraste en accord avec f;, et u suivant :

K

Réciproquement si représente le contraste entre deux ensembles flous p et v, nous

1z T k1
VT =t XN

—1 . —1
Vv € N, pf x f[f,V (V) = SUP(,, uy)er2 mln(uz(vl),fi,, (v2)),

y kfl CU:’Ul XV
Vv e N, fi, (v) = sup cert fan(c).
—c

V=

avec

Ttc

Si nous composons la fonction d’appartenance obtenue v/ T avec I’image, nous obtenons une
sur-estimation de I’ensemble v : v < VIoT puisque tous les niveaux de gris présents dans
v doivent présenter un degré d’appartenance élevé dans V7

Similairement nous pouvons obtenir la fonction d’appartenance ,u’I suivant :

1z T k
wo=vE XN fus

avec f/’jw(v) = SUD ey fiiv(c). Nous avons aussi p < wroT.
+c

~I—c

Considérons maintenant deux structures anatomiques A et B. Nous pouvons représenter
un a priori de contraste entre ces structures par une fonction d’appartenance f§ 5 telle
que si pa et up étaient les ensembles flous associés & A et B, nous aurions fj, S fa.B-
Cependant en pratique cela conduit a des contraintes trés permissives. Nous utilisons donc
des valeurs pour ff;;’ p Plus contraignantes mais qui sont supposées toujours satisfaire les

inégalités v < T o T et p < W oT.
Exemple 2.8. Considérons le ventricule latéral, le noyau caudé et la relation de contraste

entre ces deux structures. La figure 2.17 présente une coupe axiale d’une image IRM pon-
dérée en T1 (a) ainsi que deux ensembles flous (b) : uppy; représentant la corne frontale
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du ventricule latéral gauche en bleu et pon; le noyau caudé en rouge. Les fonctions d’ap-
partenance associées N%“LV! et ,L%Nl sont montrées en (d). Le degré d’appartenance (en
ordonnée) associé a chaque niveau de gris (en abscisse) correspond au mazimum de de-
gré d’appartenance (de ppry; ou poni) des vozels qui présentent ce niveau de gris dans
ltmage. L’a priori de contraste entre ces deux structures est représenté par la fonction d’ap-
partenance [y, oy, montrée en (c). Nous obtenons alors la fonction d’appartenance (e)
représentant les intensités satisfaisant la relation de contraste par rapport & pwpry, par :
N%‘Nl X A fEVl,CNl' Si nous recombinons cet ensemble flou a l'image (f) nous vérifions que

pent < (BEny xn f]ffvz,CNz) ol.

0.8
0.6
0.4
0.2

1

0.8 0.8 -
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
% 50 100 150 200 250 % 50 100 150 200 250 |

(d) (e) (f)

FIGURE 2.17 — (a) Une coupe axiale d’une image originale. (b) ptpry; représentant la corne
frontale du ventricule latéral gauche en bleu et pcopn; représentant le noyau caudé gauche
en rouge. (c) A priori de contraste ffry; ong- (d) pk oy, en bleu et ul,, en rouge. (e)

7 7 k 7 k
picng en rouge et pipry XA fppyg o en bleu. () (Wppyv xnv fFLVl,CNl) ol.

2.5.2 Définition de la contrainte et de la régle de propagation

Définition 2.51 (Contrainte de contraste). Soient deux structures A et B entre lesquelles
le contraste est stable et représenté par une fonction d’appartenance fiB. La contrainte
Cj‘j%tmsw est définie suivant :

rel(Cj‘j%tm“e) : D(A) xD(B) —{0,1}

. —1
(o) o LS p < g < [ et gy < pi X fh g,
’ 0 sinon,

. —1
ot Vv € NT, fﬁ,B(”) = SUp e+ 4 5(C) €t f£7B(v) = sup cexte fag(o).

1 —
v= 1+c U_lfc

Définition 2.52 (Propagateur pour la contrainte de contraste). Le propagateur fozo%tmste
associé a la contrainte de contraste entre deux structures A et B est défini suivant
_ <A,B; (A’Z)’ (§7§);0207%traste>
(A,B; (A AN (Mlg XA ffl,B ol)),(B,BA (HIZ XA fﬁfé o I));Cjﬁ’gmst%
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Ce propagateur réduit les bornes supérieures des deux domaines en supprimant tous
les voxels qui ne peuvent pas satisfaire la relation de contraste. Ces contraintes peuvent
étre utilisées méme lorsque les domaines des structures sont trés grands. En effet une fois
qu’un domaine est initialisé, sa fonction d’appartenance radiométrique est bornée. Méme si
elle est trés large, elle permettra parfois de réaliser des réductions de domaine intéressantes
notamment lorsque le contraste entre les deux structures est grand.

Proposition 2.15. Le propagateur fcgorétraste est correct, idempotent et BSr-consistant.

Image originale (LVI, LVI)
1
05
% 200 400 600
,uﬁ enlbleu, uﬁ ou '“W en rouge (CNI,CNI) ou (CWMIL,CW MI)
05
% 200 400 600
uﬁ en bleu, uém, en rouge

I k71 . 11, .
Wiy XN fLVl,CNl en pointillés noir
l -

0.5

00 200 400 600

en bleu, ul___, en rouge (CWMU, CWMI)
1

I
Ay CWMI
ph xR en pointillés noir
Vi LVI,CW MI

FiGure 2.18 — Tllustration des propagateurs associés aux contraintes de contraste entre le
ventricule latéral LV et le noyau caudé C NI ou entre le ventricule latéral et la matiére
blanche cérébrale CW M.

Exemple 2.9. Ce propagateur est illustré par la figure 2.18 pour la contrainte de contraste
entre le ventricule latéral LV et le noyau caudé C NI et celle entre le ventricule latéral et la
matiére blanche cérébrale CW M. Initialement le domaine pour le ventricule latéral a été
senstblement réduit alors que les domaines associés au noyau coudé et & la matiére blanche
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n’ont pas été initialisés et valent F. Pour les deuz contraintes, nous obtenons alors ’en-
semble des niveauz de gris susceptibles de satisfaire la relation de contraste avec uﬁ (qui

représente les niveauz de gris présents dans LV) respectivement suivant uﬁ XN flfj\_/;,CNl
et ,ui—w XA f’L“;/;CWMl. Cela nous permet alors d’obtenir les domaines (CNl’,C’Nl/) et

(CWML, C’WMZI) dont les bornes supérieures ont été restreintes aux voxels satisfaisant la
relation de contraste.

Ce modéle trés simple ne fait cependant aucune hypotheése sur la distribution statistique
de l'intensité des tissus. Cela permet une représentation robuste mais pouvant s’avérer
peu contraignante. En effet en présence d’un bruit gaussien par exemple les fonctions
d’appartenance couvrent une large plage de niveaux de gris. Il serait donc intéressant de
prendre en compte cet aspect.

2.6 Relations composées

Considérer plusieurs contraintes simultanément peut conduire & des réductions de do-
maines plus importantes. La représentation des domaines sous forme d’intervalles est en ef-
fet une approximation quelque peu grossiére d’un domaine quelconque. Plusieurs domaines
différents peuvent ainsi présenter les mémes bornes et certaines contraintes conduisent &
des filtrages qui ne se répercutent pas sur les bornes (la contrainte de volume par exemple).
Par ailleurs les bornes de la conjonction de deux domaines quelconques ne peuvent pas tou-
jours étre obtenues par la fusion des bornes de ces deux domaines. En effet si nous notons
D1 (A) et Dy(A) deux domaines quelconques pour la variable A, Ay, Az, A; et A, les bornes
de ces domaines et An et A, les bornes de D;y(A) A Da(A), nous avons A; A Ay < Ap et
Ay <A} N A, (et non 1'égalité).

Cela explique qu’il est parfois intéressant de considérer les contraintes simultanément.
En effet dans ce cas nous filtrons les valeurs d’un domaine suivant ces deux contraintes
et nous calculons les nouvelles bornes sur cet ensemble. Considérons par exemple deux
contraintes ¢1 et co impliquant une variable A dont le domaine est représenté par I'intervalle
(A, A). Nous notons alors (A, A1) et (4,, A2) les domaines obtenus par les propagateurs
génériques associés & c; et ca. Nous avons alors :

A VA, < ANpe (A A) | ppossede un support pour ¢; et ¢y dans D'},

Ay NAy > V{p e (A, A) | p possede un support pour ¢1 et ¢ dans D!},

Nous donnons ci-dessous quelques exemples pour lesquels cette différences est particu-
lierement marquée. Nous donnons pour chacun de ces exemples un propagateur associé a
la conjonction des contraintes.

2.6.1 Connexité et adjacence

Supposons que deux structures A et B soient connexes et adjacentes. Comme nous
I'avons discuté dans la section 2.4.6, la contrainte d’adjacence seule ne permet pas d’obtenir
un propagateur intéressant. En effet la représentation approximative des domaines sous
forme d’intervalles ne permet pas de représenter le filtrage réalisé par cette contrainte.

En considérant simultanément une contrainte de connexité portant sur B, nous pou-
vons obtenir un propagateur beaucoup plus intéressant. En effet filtrer les valeurs non
adjacentes ou non connexes aura en général un impact beaucoup plus grand sur les bornes
des domaines. Si nous notons H 1’ensemble des ensembles flous connexes, I’ensemble des
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valeurs du domaine de B satisfaisant la contrainte de connexité et la contrainte d’adjacence
avec A peut étre exprimé suivant : {u € H | B < pu < Bet v € (A, A), pragj(p,v) = 1}.
La borne supérieure du domaine de B peut donc étre mise a jour suivant : B = VA €
H | B <pu<Betdve (A A), pagj(p,v) = 1}. Or comme nous le discuterons dans la
section 3.5.3, cette mise & jour revient & filtrer les composantes connexes de B sur le critére
d’adjacence, ce qui peut étre réalisé efficacement en utilisant une représentation sous forme
d’arbre des coupes.

Définition 2.53 (Propagateur pour la conjonction d'une contrainte d’adjacence et d’une
contrainte de connexité). Le propagateur associé & la conjonction d’une contrainte d’adja-
cence entre deuz structures A et B et d’une contrainte de connexité portant sur B est noté
foadj ACconn - Il est défini suivant :

A,B"YB

(A, B; (4, 4), (B, B); C4% A O™
n adj conn
5CA7JB ANCE™)

(LVL,LV)

(LVI,TVT) (CNU,CNT)

Ficure 2.19 — Mlustration du propagateur f a4 Les composantes connexes de
LV

conn *
I«CNI/\CCNI

CNI non adjacentes & LV sont filtrées.

Exemple 2.10. Prenons pour exemple le noyau caudé gauche CNI et le ventricule latéral
gauche LV ainsi que les domaines (LVI, LV1) et (CNI, CNI) montrés par la figure 2.19.
Ces deux structures sont adjacentes et connexes. Nous pouvons alors appliquer le propa-

gateur f ad conn QUi filtre la borne supérieure C NI en supprimant les composantes
Crvi,emiNCENI

connezes non adjacentes a LVI.
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2.6.2 Connexité et volume

Similairement la contrainte portant sur le volume donnée dans la section 2.4.5 ne
conduit pas a un propagateur intéressant. Cependant lorsque nous considérons la contrainte
simultanément avec une contrainte de connexité, nous pouvons obtenir un propagateur plus
intéressant.

Considérons une variable A et les contraintes CZOZ ¥onin FVinax] o CY"™. L’ensemble des
valeurs du domaine de A satisfaisant ces deux contraintes est défini suivant : {y € H | A <
p<Aet fy. < fv(n) < fu,..} La borne supérieure du domaine de A peut alors étre

min —

mise & jour suivant : A = \/{p € H| A< pu<Aet fy.. < fr(n)} (le critére de volume

min —

maximal n’apporte rien pour la mise a jour de la borne supérieure).

Définition 2.54 (Propagateur pour la conjonction de la contrainte de volume et de la

contrainte de connexité). Le propagateur fczol [fvmin,fvmax]/\cjonn associé & la conjonction

d’une contrainte de volume et d’une contrainte de connexité sur A est défini suivant :

<A’ (A’ Z), CZOI [fvmilﬁfVmaX] /\ 01040717”L>
(A (4, A); ¢y PPl gonm)

ou A =\ {ueH|A<p<Aetfr,, < fvin)}

0.8]
0.6
0.4
0.2]
OO 50 100 150
(LVI, LVI) fvis (LVI, LV
FiGure 2.20 — Tlustration du propagateur fcvol (Vinin Vinas) | vconn” Les composantes
min max A zunn,

A
connexes de la borne supérieure du ventricule latéral sont filtrées sur le critére de volume
minimal.

Exemple 2.11. La figure 2.20 illustre le propagateur [ voiity .ty .. qui réalise la
CLvl min /\CE({;IZ"L

réduction du domaine du ventricule latéral sur un critére de volume minimal en filtrant les
composantes connezxes de la borne supérieure.

2.7 Illustrations

Nous réalisons maintenant une premiére illustration de ce processus pour la reconnais-
sance de la coupe axiale de 'TRM cérébrale montrée par la figure 2.21 (a). Notons qu’une
illustration plus détaillée sera donnée dans le chapitre 6. Ici nous voulons réaliser la recon-
naissance de 49 structures anatomiques dont la segmentation manuelle est montrée en (b).
Le modéle structurel et radiométrique considéré comprend environ 5000 relations et est
appris sur une base d’apprentissage. Nous supposons que le cerveau a été préalablement
extrait et que son domaine est initialisé par cette segmentation. Cette extraction peut étre
réalisée en utilisant par exemple les méthodes connues sous les acronymes BET [Smith,
2002] ou BSE [Shattuck et al., 2001].
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F1GURE 2.21 — (a) Coupe axiale d’une IRM cérébrale pondérée T1. (b) Segmentation
manuelle.

Nous réalisons alors la propagation de contraintes. Les figures 2.22, 2.23, 2.24, 2.25
et 2.26 illustrent I’évolution des domaines pour 25 de ces structures au cours du processus.
Ces domaines sont progressivement réduits. Leur borne supérieure décroit et pour la plupart
des structures converge vers une valeur assez proche de la solution recherchée. Leur borne
inférieure ne croit quant a elle que dans un deuxiéme temps. Méme si la valeur obtenue &
la convergence du processus n’est généralement pas trés proche de la solution recherchée,
I'obtention d’une valeur non nulle est trés importante notamment pour ’extraction d’une
solution approximative par la méthode proposée dans le chapitre 5.

L’algorithme utilisé est cependant peu efficace et converge lentement (environ 55000
itérations pour cet exemple). De nombreux propagateurs sont calculés inutilement du fait
de l'ordonnancement rudimentaire de ’application des propagateurs. Dans le chapitre 4
nous proposons un ordonnancement plus efficace de ces propagateurs.

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé une formulation du probléme de segmentation et
de reconnaissance guidé par modéle structurel sous la forme de la résolution d’un réseau de
contraintes. Pour des raisons de complexité, nous ne pouvons pas réaliser I’extraction d’une
solution exacte. Nous simplifions donc dans un premier temps le probléme par 'application
d’un algorithme de propagation de contraintes. Toujours pour des raisons de complexité,
nous représentons les domaines par leurs bornes et la propagation de contrainte est alors
exprimée comme la mise & jour itérative des bornes des domaines des différentes variables.

Nous associons aux contraintes des propagateurs qui réalisent la mise a jour des bornes
des variables impliquées dans la contrainte afin que le résultat soit consistant localement.
Des propagateurs spécifiques ont ainsi été obtenus pour un ensemble de contraintes relatives
a lagencement spatial et a la radiométrie des structures. Seule la contrainte de connexité
n’a pas été traitée précisément puisqu’elle fait I'objet du chapitre suivant.

La propagation de contraintes consiste alors & appliquer séquentiellement ces propa-
gateurs jusqu’a convergence. Afin d’accroitre Iefficacité de ce processus, nous proposerons
dans le chapitre 4 plusieurs heuristiques permettant de réaliser un meilleur ordonnancement
de 'application des contraintes.




81

AICI AICr ALVr BRAIN
o ._ ._ m
5]
o m
=
<
o m
S
o
O m
S
0
=
O m
2
N
A
S
10
o A
=
> N N
5]
o A
S
0

FIGURE 2.22 — Evolution des domaines de la partie antérieure des capsules internes gauche
et droite (AICIl et AICT), de 'atrium des ventricules gauche et droit (ALV1 et ALVr) et
du cerveau (BRAIN) lors du processus du propagation.
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FIGURE 2.23 — Evolution des domaines du genus et du splenium du corps calleux (CCg
et CC's), des noyaux caudés gauche et droit (CNI et CN7) et de la matiére blanche de
I’hémispheére gauche (CW M) lors du processus du propagation.
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FIGURE 2.24 — Evolution des domaines de la matiére blanche de ’hémisphére droit
(CWMr), du cortex des hémispheéres gauche (CXI) et droit (CXr), de la fissure cho-
roide (ChF) et de la corne frontale du ventricule latéral gauche (F'LV1) lors du processus
du propagation.
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FIGURE 2.25 — Evolution des domaines de la corne frontale du ventricule latéral droit
(FLVr), du fornix (FRX), de la partie postérieure des capsules internes gauche et droite
(PICl et PICT) et du putamen gauche (PUI) lors du processus du propagation.
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FIGURE 2.26 — Evolution des domaines du putamen droit (PUr) des sillons des hémisphéres
gauche (SUCI) et droit (SUCT) et des thalamus gauche (T'HI) et droit (T'Hr) lors du

processus du propagation.
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Chapitre 3

Connexité des ensembles flous et
contrainte associée

Introduction

La notion de connexité joue un réle important dans notre processus de reconnaissance.
La plupart des structures du modéle sont en effet connexes et nous voulons que le résultat
le soit. De plus comme nous I’avons introduit dans le chapitre précédent, nous obtenons des
propagateurs intéressants pour les contraintes de volume et d’adjacence en les combinant
& des contraintes de connexité.

Nous devons donc définir une contrainte satisfaite par ’ensemble des valeurs connexes.
Nous nous reposons pour cela sur le concept de connexion introduit par Serra comme
une axiomatisation des définitions classiques de la notion de connexité [Serra, 1988b|. Une
connexion (aussi appelée classe de connexité) sur un espace E est une famille de sous-
ensembles de E supposés connexes. Ainsi les sous-ensembles connexes d’une image binaire,
les sous-ensembles arc-connexes de R™ ou les sous-ensembles connexes d’'un graphe peuvent
étre représentés par une connexion. Une axiomatisation équivalente fondée sur la notion
de séparation a été proposée par Ronse [Ronse, 1998]|. Par ailleurs des connexions plus
complexes peuvent étre obtenues & partir des connexions dérivées des notions usuelles de
connexité. Ainsi un sous-ensemble de F peut étre dit connexe si sa dilatation l'est [Ronse,
1998, Heijmans, 1999|, des connexions peuvent étre définies dans des espaces d’attri-
buts [Wilkinson, 2007] ou des connexions imbriquées peuvent étre utilisées pour obtenir
une notion de connexité multi-échelles [Braga-Neto and Goutsias, 2003a).

La notion de connexion est étroitement liée aux filtres connexes (i.e. les opérateurs ma-
nipulant seulement les composantes connexes selon une certaine définition de la connexité).
Par exemple, en considérant une connexion classique sur 'espace discret, les filtres connexes
sur des images binaires [Klein, 1976, Serra, 1982, Heijmans, 1999] ne modifient que des com-
posantes connexes de 1’objet ou du fond, sans créer de nouvelles frontiéres ou déplacer les
frontiéres existantes.

Dans [Serra, 1998] la notion de connexion a été étendue aux treillis complets et & la
notion d’hyperconnexion (i.e. fondée sur une définition plus générale du recouvrement), en
particulier pour représenter la connexité des images en niveaux de gris [Serra, 2000, Braga-
Neto and Goutsias, 2004]. Des propriétés de ces connexions ont été données dans [Ronse
and Serra, 2001, Braga-Neto and Goutsias, 2002|. Des filtres connexes pour les images en
niveaux de gris [Vincent, 1993, Salembier and Serra, 1995] ont été proposés indépendam-
ment, reposant généralement sur la notion de zones plates (i.e. les plus grandes régions
connexes présentant un niveau de gris constant). Ces filtres ont été récemment généralisés
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a la segmentation connective [Serra, 2006, Ronse, 2008, Ronse and Serra, 2008].

D’un point de vue algorithmique, les filtres connexes peuvent étre mis en ceuvre effica-
cement en utilisant une représentation de 'image sous forme d’arbre. L’arbre des coupes
(« max-tree », « component tree » [Jones, 1999, Najman and Couprie, 2006] ou « ope-
ning tree » [Vincent, 2000]) a été introduit dans [Salembier et al., 1998] pour calculer
des ouvertures connexes [Breen and Jones, 1996] et peut étre obtenu par des algorithmes
efficaces [Meijster and Wilkinson, 2002, Lesage et al., 2006, Najman and Couprie, 2006,
Berger et al., 2007, Wilkinson et al., 2008|. La représentation par arbre des coupes a aussi
été étendue aux connexions de seconde génération [Ouzounis and Wilkinson, 2007|. L’arbre
des formes proposé dans [Monasse and Guichard, 2000] propose une représentation inva-
riante par contraste de 'image qui permet le calcul de filtres plus complexes.

Dans cette thése nous représentons les régions sous forme d’ensembles flous définis sur
I’espace discret X. La sémantique des valeurs des pixels est différente de celle des images
en niveaux de gris. Le concept de connexité des ensembles flous doit donc faire 1'objet
d’une définition spécifique. Dans [Rosenfeld, 1979, 1984|, Rosenfeld a proposé une premiére
définition de la connexité floue entre des points de ’espace discret par rapport a un ensemble
flou. A partir de cette définition, il a dérivé une caractérisation de la connexité de I’ensemble
flou lui-méme, connue sous le nom de connexité topographique et selon laquelle un ensemble
flou est connexe g’il présente un maximum régional unique ou de fagon équivalente si toutes
ses a-coupes sont connexes. Une définition similaire pour les ensembles flous définis sur des
espaces continus a été proposée dans [Li, 2000]. L’extension proposée dans [Braga-Neto and
Goutsias, 2003b| conduit & la caractérisation de la connexité par un degré, défini comme
le degré d’appartenance du point selle le plus bas. Ce degré n’est cependant pas continu
relativement & la fonction d’appartenance.

Nous proposons une nouvelle définition qui présente de meilleures propriétés, en parti-
culier en termes de continuité. Nous montrons que cette définition peut étre représentée de
fagon appropriée par une hyperconnexion que nous utilisons pour modéliser la contrainte
de connexité évoquée dans le chapitre 2. Nous dérivons alors le propagateur associé ainsi
que les propagateurs correspondant a la combinaison de contraintes de connexité et de
contraintes de volume ou d’adjacence.

Premiérement nous rappelons dans la section 3.1 les principales définitions concernant
les classes de connexité et la connexité des ensembles flous. Nous illustrons notamment cer-
tains défauts de ces derniéres. Dans la section 3.2, nous introduisons une nouvelle mesure
de connexité qui présente des propriétés intéressantes de continuité et nous montrons que
celle-ci méne & une famille d’hyperconnexions imbriquées indexée par un paramétre de to-
lérance. Les composantes hyperconnexes sont alors définies et nous proposons un processus
d’extraction fondé sur une représentation par l'arbre des coupes. La section 3.3 propose
une formulation de la contrainte de connexité. Dans la section 3.4 nous discutons des opé-
rateurs qui nous permettront de calculer les propagateurs donnés dans la section 3.5. Les
preuves des différentes propositions de ce chapitre sont données dans 'annexe D.

3.1 Rappels

Nous supposons que l'espace discret X (un sous-ensemble borné de Z™) est muni d’une
connexité discréte notée cq. Si n = 2, ¢q peut par exemple correspondre aux notions
classiques de 4- ou 8-connexité définie sur la trame carrée.
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3.1.1 Connexité d’un ensemble flou

La premiére définition de la notion de connexité des ensembles flous a été proposée
par Rosenfeld [Rosenfeld, 1979]. Plus précisément il a proposé un degré de connexité entre
deux points d’un ensemble flou et une caractérisation de la connexité de I’ensemble flou &
partir de ce degré.

Définition 3.1. [Rosenfeld, 1979] Le degré de connexité entre deuzr points x et y de X
relativement a un ensemble flou p (u € F) est défini comme :
ci(x,y) = max min p(z;)

lELg y 0<i<n
I={zo=x,x1,....xn=y}

ot L, représente l’ensemble des chemins discrets de x a y selon la connexité discréte cq
définie sur X.

Le degré de connexité ainsi défini est :

— symeétrique : V(z,y) € XQ,clll(:z:,y) = cL(y, x),

— faiblement réflexif : V(z,y) € Xz,ci(x, x) > cb(:v, Y),

— max-min transitif : ¥(z,y, z) € X?’,cllt(:v, z) > min(clﬂ(m,y), C}L(y, z)).
Ce degré est donc une similitude sur X (l’analogue flou d’une relation d’équivalence). I
vérifie aussi c}t(m,x) = p(x) et C}L(ac,y) < min(u(z), u(y)). De plus il est croissant par
rapport a g : V(p1, p2) € F2 1 > pe = ¥(x,y) € X2, ¢, (2,9) > ¢, (2,9).

Cette définition a été étendue pour étre utilisée dans des processus de segmentation a
partir de marqueurs [Carvalho et al.; 1999, Udupa and Samarasekera, 1996, Herman and
Carvalho, 2001|. Pour cela une mesure d’affinité entre les pixels de I'image est définie a

partir de l'adjacence de ces pixels et de la similarité de leur niveau de gris.

Définition 3.2. [Rosenfeld, 1979] Un ensemble flou p est conneze si
V(x,y) € X%, ¢)(x,y) = min(u(z), u(y)).

Proposition 3.1. [Rosenfeld, 1979, 1984] Un ensemble flou u est connexe ssi toutes ses
a-coupes® i sont conneres (au sens de la connerité cq définie sur X).

Proposition 3.2. [Rosenfeld, 1979, 1984] Un ensemble flou u est connexe ssi il posséde
un mazimum régional unique?.

Ces définitions sont illustrées sur la figure 3.1. Un des chemins optimaux entre x et y
(réalisant le critére max-min de la définition) est montré en (a), et la valeur minimale sur ce
chemin est de 0,5. Cette valeur correspond au degré de connexité entre x et y. L’ensemble
flou (a) n’est pas connexe puisque le degré cllt(x,y) = 0,5 est strictement inférieur aux
degrés d’appartenance de z et y (u(z) = 1 et pu(y) = 0,9). L’ensemble flou présenté dans
la figure 3.1(b) est connexe.

3.1.2 Classes de connexité

La définition 3.2 propose une caractérisation binaire de la connexité d’un ensemble flou.
Cependant si un ensemble est flou, il peut étre intuitivement plus satisfaisant de définir aussi
sa connexité comme un degré. Les notions de connexion et d’hyperconnexion [Matheron,
1985, Matheron and Serra, 1988, Ronse, 1998, Serra, 1988a, 1998| fournissent un cadre

1. po ={z € X | p(z) > a}.
2. Un maximum régional R C X d’un ensemble flou i est une composante connexe (relativement a la
connexité discréte cqg) d’une a-coupe pa, telle que Vo € R, pu(z) = .
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(a) (b)

FIGURE 3.1 — (a) Un ensemble flou non connexe au sens de la définition 3.2, et les degrés
d’appartenance sur le chemin définissant le degré de connexité entre deux points x et y.
(b) Un ensemble flou connexe.

approprié a cet effet. Nous considérons ici ’axiomatisation utilisant un ensemble canonique
de marqueurs proposée dans la section 2.3 de [Serra, 1998| et qui apparait aussi dans [Ronse
and Serra, 2001, Braga-Neto and Goutsias, 2002].

Définition 3.3. [Serra, 1998] Soit (L, <) un treillis complet dont S est une famille sup-
génératrice® et 0, le plus petit élément. Une classe de connexité, ou connezion, C est une
famille d’éléments de L telle que :

1. 0 €C,
2. SCC,
3. toute famille {C;} d’éléments de C telle que )\; C; # 0r, vérifie \/,C; € C.

Cette définition offre un cadre abstrait pour manipuler le concept de connexité. De
nombreuses propriétés peuvent étre définies génériquement sans faire explicitement réfé-
rence aux propriétés spécifiques de 'espace considéré ou a la notion de connexion utilisée.
Ainsi comme nous le verrons dans la section 3.2.3, les composantes connexes d’un ensemble
A sont simplement définies comme les plus grands éléments de C plus petits que A (pour
la relation d’ordre du treillis).

Prenons pour exemple le treillis (P(X), C) des sous-ensembles de X. Sur ce treillis nous
considérons la connexion usuelle Cy [Serra, 1988b] induite par la connexité discréte cg sur
X. Un élément de Cy est alors simplement un sous-ensemble A de X qui est connexe au sens
de cq (i.e. Y(z,y) € A%, Fzg = 2,21, ...,z = y,Vi < n,z; € A et cq(w;,2i11) = 1). Nous
pouvons vérifier que la famille d’éléments C4 vérifie les trois conditions de la définition 3.3 :

1. 0 ey,
2. les points sont une famille sup-génératrice de P(X) et appartiennent a Cyq,

3. si une famille {A;} d’éléments de Cq4 vérifie (); A; # 0, nous avons |J; A; € Cq puisque
dans ce cas V(z,y) € |J; A; il est toujours possible de trouver un chemin de z a y
dans J; A; passant par l'intersection (); A4;.

D’autres exemples de connexions définies dans des espaces continus ou des graphes peuvent
étre trouvés dans |Braga-Neto and Goutsias, 2003b].

3. Si S est une famille sup-génératrice de L, tout élément a de L peut étre exprimé suivant a = V{s €
S|s<a}l.
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Une connexion C définie sur un treillis complet L dont S est une famille sup-génératrice
peut étre caractérisée par une famille d’ouvertures {7,, z € S} appelées ouvertures connexes
d’origine x, satisfaisant les conditions suivantes |Serra, 1998| :

1. Vz € 8,7, () = =z,
2. VA€ L¥(z,y) € 52 (1a(4) = 1(4)) ou ((4) A y(4) = 0p),
3. VAe LVx € S,z ¢« A= ~,(4) =0y.

Ces ouvertures peuvent étre définies suivant :
v2(A)=\[{CeC|z<C <A}

Réciproquement si M est une famille sup-génératrice de L qui correspond aux éléments
invariants d’une famille d’ouvertures {v;, z € S} (i.e. {7, (A),z € S, A € L}) satisfaisant les
conditions précédentes, alors M est une connexion. 7, (A) est alors la composante connexe
de A (selon la connexion M) incluant z. Considérons a nouveau le treillis (P(X), C), un
point € X et un ensemble A C X. 7,(A) est alors la composante connexe de A contenant
x au sens usuel. La figure 3.8 de la section 3.2.3 illustre cela.

Considérons maintenant le treillis (F, <), la caractérisation binaire de la connexité de la
deéfinition 3.2 et les exemples d’ensembles flous 1D de la figure 3.2. En (a), chaque ensemble
flou est connexe ainsi que leur réunion (donnée par le maximum des fonctions d’apparte-
nance). Cependant, en (b), la réunion n’est pas connexe alors que chaque ensemble flou est
connexe et que leur intersection (donnée par le minimum des fonctions d’appartenance) ne
vaut pas Oz. Ainsi la définition 3.2 ne permet pas de représenter la connexité des ensembles
flous (selon la définition 3.2). Afin de modéliser ce type de connexité, 'infimum de la condi-
tion 3 (/\) dans la définition 3.3 doit étre remplacé par une mesure de recouvrement plus
générale [Serra, 1998] (i.e. une fonction décroissante quelconque L : P(L) — {O0r,1L}).
Cela conduit a la notion d’hyperconnexion.

o—coupe non connexe
de la réunion

> _intersection

(b)

FIGURE 3.2 — Exemples d’ensembles flous 1D. En (a) la réunion est connexe au sens de la
deéfinition 3.2, alors qu’elle ne ’est pas en (b).

Définition 3.4. [Serra, 1998, Braga-Neto and Goutsias, 2003b] Soit (L,<) un treillis
complet. Une hyperconnexion H est une famille d’éléments de L telle que :

1. 0 € H,
2. 'H contient une famille sup-génératrice S de L,

3. toute famille {H;} d’éléments de H telle que L;H; # 0, vérifie \/, H; € H.
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Similairement au cas des connexions, nous pouvons définir les ouvertures hyperconnexes
(d’origine = € S) associées a ‘H suivant :

ne(A) = \/{h e H |z <h <A},

ou A € L. Cependant certaines propriétés ne sont plus valables dans le cas des hypercon-
nexions. En particulier la propriété n,(A) € H n’est en général pas vérifiée et elle ne 'est
pas pour les hyperconnexions associées aux ensembles flous.

Définition 3.5. Sur le treillis (F, <), l'hyperconnexion :
H' = {p e F|V(z,y) € X? ¢\(z,y) = min(p(x), u(y))},
contient les ensembles flous connexes suivant la définition 3.2.

Cette hyperconnexion est obtenue pour la mesure de recouvrement 1! suivante [Braga-
Neto and Goutsias, 2003b] :

J—l({ﬂi}) — { 1 sivVae [07 1]’ mi{(ui)a | (Ni)a 7é Q)} 7é Q), (3.1)

0 sinon.

Par souci de simplicité, nous notons 1 et 0 (plutot que 1£ et 0x) les valeurs prises par 1.1,
Il est facile de vérifier que la réunion d’ensembles flous connexes dont les a-coupes non vides
s’intersectent est connexe au sens de la définition 3.2. Par exemple dans la figure 3.2 (a), les
deux ensembles flous appartiennent a H! car ils sont connexes au sens de la définition 3.2.
Puisque toutes leurs a-coupes non vides s’intersectent, nous avons L!(u1, u2) = 1 et leur
réunion appartient donc a H!. Les deux ensembles flous en (b) sont aussi connexes mais
certaines a-coupes non vides se s’intersectent pas et leur réunion n’appartient pas a H?.

Nous notons 1. (@) 'ouverture connexe d’origine v € F associée & cette hyperconnexion :

() = \/{h e H' v <h <p}
et 6" 'impulsion de hauteur h au point x (i.e. 87(y) = h si y = x et 6"(y) = 0 sinon).

Proposition 3.3. Si y appartient o un mazimum régional de p alors n;My) (1) appartient
Yy

a H' el Vo € X, nég(y) (u)(x) = cb(m,y).

Dans la figure 3.3 par exemple, ’ensemble flou 1D p présente deux maxima régio-

naux auxquels appartiennent x et y. 77;5(%)(/‘) (a) et nég(y) (u) (b) appartiennent a H!
puisque toutes leurs a-coupes sont connexes. De plus le critére max —min du degré de
connexité C}L(l‘, y) entre x et y est atteint pour le point selle (dont le degré d’appartenance

vaut 0,1) entre les maxima régionaux. Nous vérifions que 0, (1)(y) = 0,1 = ¢},(z,y) et

55(1)
77;;;@) (1)(x) = 0,1 = C}L(yax)-
La mesure de recouvrement 1! a été étendue dans [Braga-Neto and Goutsias, 2003b]
a la famille indexée par un parameétre 7 suivante :

L}_({Mz}) _ { (1) siVa <7, ﬂi{(ﬂi)a | (Mi)a # (D} # @, (3.2>

sinon.

Si I'ensemble de sous-ensembles sur lequel est calculé 'intersection est vide, nous utilisons
la regle usuelle A0 = 17, (et VO = 0z).
Considérons ’ensemble :

HL = {pe F|VYa <7, (1)a € Ca}. (3.3)
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1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4r 0.4r
0.2 0.2 0.5
0 X X 0 y X

(a) (b)

FIGURE 3.3 — Un ensemble flou 1D p (en trait plein). Les deux points x et y appartiennent a
ses maxima régionaux et sont associés aux ouvertures connexes : (a) 7., ., (@) (en pointillés)

et (b) n

1

L) (1) (en pointilles).
Y

Proposition 3.4. [Braga-Neto and Goutsias, 2003b] Pour chaque T, HL est une hypercon-
nexion, i.e. vérifie toutes les conditions de la définition 3.4, pour la mesure de recouvrement
1L, Cet ensemble contient en particulier la famille sup-génératrice A = {6, 2 € Xt €
[0,1]}. La famille {HL,7 € [0,1]} est décroissante par rapport a T : 71 < 72 = HL C HL.

Lorsque 7 = 1, nous avons |1 = 11 et H! = H!. La famille {HL, 7 € [0,1]} est donc
une extension de I’hyperconnexion H' (qui est associée a la caractérisation binaire de la
connexité proposée par Rosenfeld). La connexité d’un ensemble flou peut alors étre définie
comme un degré suivant :

ctp) =sup{r € [0,1] | p € H} =sup{r € [0,1] | Vo < 7, (1)o € Cq}. (3.4)

Dans la figure 3.4, les ensembles flous en (a) et (b) présentent respectivement des degrés
de connexité de 0,25 et 0,05. Cependant intuitivement l'ensemble flou en (b) semble plus
connexe que celui en (a) qui semble posséder deux partie distinctes. En effet le degré de
connexité c'(u) dépend de la hauteur du point selle de plus faible degré d’appartenance et
non de sa profondeur. Par ailleurs une petite modification de ’ensemble flou en (b) conduit
a un ensemble flou totalement connexe ce qui illustre la non continuité de cette définition.

3.2 Une nouvelle classe de connexité

3.2.1 Mesure de connexité

Nous proposons dans cette section une nouvelle extension de la définition de la connexité
floue donnée par Rosenfeld [Rosenfeld, 1979]. Selon la définition 3.2, un ensemble flou u est
connexe ssi V(z,y) € X?, ¢, (x,y) = min(u(x), u(y)). Nous proposons de définir le degré de
connexité de ’ensemble flou g comme un degré de satisfaction de cette condition.

Si nous considérons dans un premier temps deux points fixes = et y, le degré de satis-
faction de I'égalité ¢}, (x,y) = min(u(x), u(y)) peut étre caractérisé a partir des opérateurs
de Lukasiewicz [Dubois and Prade, 1980] : V(a,b) € [0,1]?, u=(a,b) = 1 —|a — b|. La réécri-
ture de cette expression pour a = ¢}, (z,y) et b = min(u(x), u(y)) conduit & la définition
suivante.
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FIGURE 3.4 — (a) Le degré de connexité de 'ensemble flou 1D vaut 0,25 suivant c¢!. (b) Le
degré de connexité vaut 0,05 suivant ¢!, bien que cet ensemble flou semble étre plus connexe
que celui en (a). Suivant le degré ¢? (voir section 3.2.1), nous obtenons un degré de connexité
de 0,25 (a) et 0,95 (b).

Définition 3.6. Le degré de connezité entre deux points x et y dans un ensemble flou p
est défini par :

cp(,y) =1 = |e,(z,y) — min(u(z), p(y))| = 1 = min(u(z), w(y) + cu(z,y),  (3.5)

puisque par définition ci(az, y) < min(pu(z), u(y)).

Le degré cﬁ(:c, y) est obtenu comme 1 moins la différence entre le minimum des degrés

d’appartenance de x et de y d’une part et le minimum de degré d’appartenance sur le
meilleur chemin entre ces points d’autre part.

Cette mesure renvoie des valeurs dans [0, 1]. Elle est symétrique et réflexive (¢, (z, x) =
1). Cependant elle n’est pas transitive, mais satisfait la propriété plus faible suivante.

Proposition 3.5. Soit x,, tel que Vz € X, u(xy,) > w(x) (le mazimum global de p est
toujours atteint puisque nous supposons que le support de p est borné et que X est discret).

L’inégalité suivante est satisfaite : V(x,y) € XQ,CZ(J:, y) > min(ci(m,:pm), ci(azm,y))

Nous pouvons en déduire la propriété suivante.

Proposition 3.6. ci(m, y) atteint son minimum pour x étant un point auquel le mazimum
global de p est atteint et y appartenant & un mazimum régional de .

Notons que ce minimum peut aussi étre atteint pour d’autres valeurs de x et y.

La figure 3.5 illustre cette propriété. Le degré de connexité ci (x,y) entre deux points
x et y appartenant aux deux maxima régionaux de I’ensemble flou p (a) vaut 0,6 (1 —
min(1,0,9) + C}L(x,y) = 1-0,940,5). Un des chemins optimaux entre = et y (réalisant le
critére max — min de la définition de C}L) est affiché en bleu et le degré d’appartenance
minimal sur ce chemin vaut 0,5. En (b) x n’appartient plus & un maximum régional. Le
degré de connexité ci(m, y) vaut maintenant 0,9 (1 —min(1,0,6)40,5) ce qui est effective-
ment supérieur au degré de connexité obtenu pour z et y appartenant aux deux maxima
régionaux de p.

A partir de ce degré de connexité entre deux points, nous proposons la définition sui-
vante du degré de connexité d’un ensemble flou.
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(a)

FIGURE 3.5 — (a) Le degré de connexité cﬁ(:c,y) vaut 0,6. Un des chemins optimaux est

montré en bleu. (b) Le degré de connexité ¢ (x,y) vaut 0,9.

Définition 3.7. Le degré de connexité d'un ensemble flou p est défini comme : c*(u) =
)

Pour z et y fixés, C}L(CL‘,y) et ci(x,y) sont obtenus pour le méme point sur le méme
chemin de z & y, mais ¢'(u) et ¢?(u) ne sont pas obtenus pour les mémes points. Intui-
tivement le degré de connexité d’un ensemble flou dépend maintenant de la profondeur
du point selle de degré d’appartenance le plus faible. Sur les exemples de la figure 3.4,
Pensemble flou en (a) est 0,25-connexe (1-0,75), alors que I'ensemble flou en (b) est 0,95-
connexe. Dans ces deux cas le minimum (c?(p) = ming, .y x2 cz(x, y)) est atteint pour x
et y correspondant aux deux maxima locaux. Sur ces exemples, si I'un des deux modes est
progressivement réduit vers 0, le degré de connexité ¢ évolue réguliérement vers 1. Cela est
exprimé formellement par le résultat suivant, en utilisant comme distance entre ensembles

flous : doo (111, p2) = sUP (e x2 11 (2, y) — pa(z, y)l.

Proposition 3.7. Pour x et y fizés, la fonction associant cL(x,y) a p est lipschitzienne
et donc continue et la fonction associant cz(x, y) a p est 2-lipschitzienne respectivement a
la méirique doy sur F.

Proposition 3.8. La fonction associant ¢*(u) a p est 2-lipschitzienne.

La figure 3.6 illustre ces définitions pour un exemple 2D. L’ensemble flou présente 3
maxima régionaux de hauteur respective 1, 0,7 et 0,6 auxquels appartiennent les points A, B
et C' (A est un maximum global). Un des chemins optimaux entre A et B (réalisant le critére
max — min de la définition de ci(A, B)) est montré. Le degré d’appartenance minimal sur
ce chemin vaut 0,4. Nous obtenons ci(A, B) =1—min(1,0,7) + 0,4 = 0,7. Les chemins
optimaux entre A et C présentent un minimum de 0. Le degré de connexité selon ¢! entre
A et C est donc nul. Le degré de connexité selon ¢? vaut alors CZ(A, C)=1-min(1,0,6)
+ 0 = 0,4%. Similairement nous obtenons ci(B, C) =1-—min(0,7,0,6) + 0 = 0,4. Puisque
d’aprés la proposition 3.6 le degré de connexité c?(u) peut étre calculé a partir des maxima
régionaux de u, nous obtenons donc ¢?(u) = 0,4.

4. Le degré de connexité ci (A, C) n’est pas nul méme s’il n’existe aucun chemin entre A et C présentant
un minimum différent de 0. Il serait nul si les degrés d’appartenance de A et C valaient 1 et si le minimum
de degré d’appartenance de tous les chemins entre A et C' valait 0.
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FIGURE 3.6 — Ensemble flou i dont le degré de connexité ¢?(u) vaut 0, 4.

3.2.2 Lien avec une hyperconnexion

Définition 3.8. Nous définissons la famille H2 indicée par le degré de connezité T sui-
vante :

H={neF|(u=>r} (3.6)

Chaque ensemble H2 contient tous les ensembles flous dont le degré de connexité se-
lon ¢? est supérieur ou égal a 7. Nous allons montrer que cette famille est une famille
d’hyperconnexions et nous allons spécifier la famille de mesures de recouvrement associée.

Dans l'exemple de la figure 3.7, nous considérons deux ensembles flous pa et pup. Le
degré de connexité selon ¢ de p4 présenté en (a) vaut 0,6 (le minimum est atteint pour z
et y appartenant aux deux maxima locaux; dans ce cas C}M (z,y) = 0,1 et donc c2(ua) =
1 —min(1, 0,5) + 0,1 = 0,6). Le degré de connexité de up présenté en rouge pointillés
en (b) vaut 1. Nous nous intéressons a la famille H(Q)ﬁ. Nous voulons obtenir une mesure de
recouvrement satisfaite pour deux ensembles flous au moins 0,6-connexes si leur réunion
Pest aussi. Sur la figure (b) nous constatons que la réunion de pa et pup est 0,4-connexe
(ua Vv pp ¢ Haﬁ) et que les deux ensembles s’intersectent pour les niveaux inférieurs ou
égaux a 0,5. Cependant dans la configuration de la figure (c) la réunion est 0,7-connexe
(La V pp € ’Hg’G) alors que les deux ensembles s’intersectent aussi uniquement pour les
niveaux inférieurs ou égaux a 0,5.

Contrairement au cas présenté en (c), dans le cas en (b), 'ensemble up intersecte un
« mode secondaire » (i.e. correspondant & un maximum régional n’étant pas un maximum
global) de 4 et non son « mode principal » (i.e. correspondant & un maximum global). La
mesure de recouvrement associée a I’hyperconnexion H2 repose donc sur le recouvrement
des « modes principaux » des ensembles flous considérés. Ces derniers peuvent étre obtenus
par les ouvertures connexes d’origine 55@3 . nY (1), oft p; est I'ensemble flou, ; un point

1
St

auquel le maximum global de p; est atteint et h; = p;(x;) (selon la proposition 3.3, 77;,%_ (i)

est la composante connexe de p; selon H! associée 4 un maximum global de ;).
Nous proposons donc la mesure de recouvrement suivante, qui modélise le fait que deux
ensembles flous ne se recouvrent pas s’ils ne se recouvrent pas de facon « significative » :

1 siVae [0, 1], ﬂl{(ﬁéhz (Ni))a ‘ a < hz -1+ T} 7& @,

0 sinon,

L3({mi}) = { (3.7)
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ol x; est un point auquel le maximum global de p; est atteint.

Une famille d’ensembles flous {u;} se recouvre selon cette mesure si les a-coupes pour
o < h;—147 de leurs modes principaux s’intersectent. La valeur h;—147 nous assure que les
points selles pouvant apparaitre dans V{y;} (si Vi, cii > ) présentent une « profondeur »
maximale 1 — 7. Or si ’ensemble flou V{u;} ne présente aucun point selle de « profondeur »
supérieure & 1 — 7 son degré de connexité selon ¢? est supérieur a 7.

Considérons & nouveau ’exemple de la figure 3.7 et 7=0,6. Les « modes principaux »

77;’% (1) des deux ensembles flous en (c¢) sont présentés en (d). La hauteur h4 de 4 (en bleu)
vaut 1. Les a-coupes de 77§h , (14) intervenant dans le calcul de la mesure de recouvrement
TA

vérifient « < hy — 1+ 0,6 = 0,6. De méme la hauteur hp de pp (en rouge pointillés) vaut
0,8 et les a-coupes & considérer vérifient « < hp — 1+ 0,6 = 0,4. Pour o compris entre 0
et 0,4 les a-coupes (U;hi (14i))a des deux ensembles s’intersectent. Pour a compris entre 0,4

et 0,6, la condition o §l h; — 1 4+ 7 n’est pas satisfaite par up et nous ne considérons que
wa. L'intersection est donc non nulle. Pour « supérieur & 0,6, aucun des deux ensembles
ne vérifie la condition a < h; — 1 + 7, 'intersection d’une famille vide étant non nulle, la
condition de recouvrement est bien satisfaite. Nous avons donc ¢2(ua) > 0,6, ¢2(ug) > 0,6
et J—(Q),ﬁ({ﬂAaﬂB}) = 1 et nous vérifions que c*(ua V ug) > 0,6.

Choisissons maintenant 7 =0,8 et 4 et pup les deux ensembles flous présentés respecti-
vement en bleu et rouge en (d). Les a-coupes de up intervenant dans le calcul de la mesure

de recouvrement vérifient a < 0,6. Or les a-coupes de n;h;;‘ (a) et n;hB (uB) ne s’inter-
sectent pas entre les niveaux 0,5 et 0,6. La mesure de recouvrement est donc nulle. Nous

pouvons par ailleurs vérifier que le degré de connexité de la réunion des deux ensembles
vaut 0,7. Nous avons donc dans ce cas ¢®(ua) > 0,8, *(ug) > 0,8, L g({ua, up}) =0 et

A(paV pp) <08
Proposition 3.9. H2 définit une hyperconnexion pour la mesure de recouvrement 12.

Lorsque 7 = 1, ’hyperconnexion H2 contient tous les ensembles flous connexes au sens
de la définition 3.2 et nous avons H3 = Hi = H'. Par ailleurs la famille {H2, 7 € [0, 1]} est
décroissante par rapport a 7 : 7 < 19 = H% - Hgl. Ces définitions vont nous conduire &
une définition des composantes connexes plus intéressante que celle associée a HL, comme
nous allons le voir.

3.2.3 Composantes connexes

Dans le cadre des classes de connexité, les composantes connexes d’un élément A d’'un
treillis (L, <), relativement & une connexion C sur L, sont les éléments C; de C tels que :
C; < Aet JC € C,C; < C < A (ie. les plus grands éléments de C plus petits que
A) [Serra, 1998|. Les composantes connexes peuvent notamment étre obtenues par les
ouvertures connexes : v;(A) est la composante connexe de A incluant ’élément x € C (voir
section 3.1.2).

Si nous considérons par exemple le treillis (P(X), C), I'ensemble A présenté par la
figure 3.8 comporte 5 composantes connexes. La composante connexe 7y} (A) obtenue par
I’'ouverture connexe associée au point x est montrée en rouge.

Cette définition peut étre étendue naturellement aux hyperconnexions [Braga-Neto and
Goutsias, 2004]. Soit H une hyperconnexion sur L. Les composantes hyperconnexes de
A € L sont les éléments H; de H tels que : H; < Aet H € H,H; < H < A. Cependant
nz(A) (ot z € H) ne correspond pas nécessairement & une composante hyperconnexe
de A (comme c’était le cas pour une connexion). En effet nous ne sommes pas assurés
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()

FIGURE 3.7 — (a) L’ensemble flou g4 comprend un « mode principal » et un « mode se-
condaire ». (b) L’ensemble flou pp (en rouge pointillé) ne se recouvre pas avec pg selon
J_%’G. (c) Les ensembles flous se recouvrent selon 1_36 car les a-coupes de leurs « modes
principaux » (d) s’intersectent au moins pour tous les niveaux inférieurs a 0,4.

F1aURE 3.8 — Composantes connexes d’un objet A C X.

que 71;(A) appartienne a H. La figure 3.9 présente un exemple pour lequel le résultat de

I'ouverture 7. (p) (associée a I’hyperconnexion H') n’appartient pas a H!. Par définition

nt(p) = V{h € H' | v < h < p}. Puisque v < pg < p et pup € HY, nous avons g < nl(u).

Similairement nous avons pe < nl(u). De plus g = pq V o et donc 0k (u) = p, mais p ¢ H.
La propriété plus faible suivante est néanmoins satisfaite :

Proposition 3.10. [Braga-Neto and Goutsias, 2003b] Soit v € H et A€ L, sing(A) € H
alors n,(A) est une composante hyperconnexe de A selon H.

Si L est la mesure de recouvrement associée & 'hyperconnexion, deux composantes
hyperconnexes H; et H; de A vérifient soit H; = Hj, soit H; L H; = 0. De plus \/, H; = A,
ol le supremum est calculé sur toutes les composantes hyperconnexes de A. Pour I'hy-
perconnexion M2, nous parlons de composantes T-hyperconnexes et nous notons H2(u)
I’ensemble des composantes T-hyperconnexes de p. Nous noterons de maniére similaire

H (1) (= H3(n) = Hi(p)) Pensemble des composantes hyperconnexes de p selon H!.
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FIGURE 3.9 — (a) Deux ensembles flous 1D, p en bleu et v en pointillés rouges. Le résultat
de I'ouverture 1. (1) n’appartient pas & H'. En effet les ensembles flous p1 (b) et ua (c)
sont tels que v < pu; < p et p; € H' et donc nl(n) = p, mais p ¢ H.

Proposition 3.11. Si x; appartient & un mazimum régional de p et h; = u(x;), alors
; (1) est une composante hyperconneze de p selon H'. Si nous notons {R;} l'ensemble
des mazima régionauz de p, H' (1) est isomorphe 6 {R;}.

Les composantes 1-hyperconnexes sont donc exactement les reconstructions géodésiques
dans p des maxima régionaux de p.

Proposition 3.12. Soit H'(u) = {u;} Uensemble des composantes hyperconnezes de
selon H' et {x;} un ensemble de points appartenant aus mazima régionaus associés. Nous
avons alors c},(zs, x;) = maxeex min(u;(z), p;(x)).

Ces notions sont illustrées dans la figure 3.10, pour I’hyperconnexion H2. L’ensemble
flou o montreé en (a) posséde quatre composantes 1-hyperconnexes, associées a chacun des
maxima régionaux de p (b-¢), deux composantes 0,5-hyperconnexes (f-g) et une composante
0, 1-hyperconnexe, égale & p. Le calcul de ces composantes hyperconnexes sera détaillé dans
la section 3.2.4. Le degré de connexité de p vaut ¢?(u) = 0,2 et ainsi u est une composante
connexe au sens de H2 pour 7 < 0,2. Si nous notons s et us les deux composantes 0,5-
hyperconnexes montrées en () et (g), il est facile de vérifier que ¢?(u1) = ¢?(u2) = 0,5. Ce
sont donc des éléments de H(Q),5 (1 = 0,5). Soient z1 et zo des points auxquels les maxima
globaux de 1 et uo sont atteints. Nous avons hy = py(z1) = he = pa(ze) = 1. Les deux

1 1

ouvertures hyperconnexes ponctuelles M5y (1) et U (12) (h) ne se recouvrent que pour
] T2

les niveaux inférieurs ou égaux & a = 0,2, ce qui est effectivement inférieur & h; — 147 =

0,5. Cela montre bien que u1 et uz ne se recouvrent pas au sens de 12,

3.2.4 Représentation par arbre

D’un point de vue algorithmique, 'obtention des composantes hyperconnexes et leur
traitement peut bénéficier d’une représentation appropriée. Puisque la manipulation des
a-coupes est fondamentale dans nos définitions, nous nous reposons sur une représentation
par arbre des coupes [Salembier et al., 1998|. Nous considérons désormais que les valeurs de
a sont quantifiées de facon uniforme. Pour chaque niveau «a de la quantification, des nceuds
de larbre sont associés aux différentes composantes connexes (au sens de la connexion Cy)
de I'a-coupe de ’ensemble flou considéré. Les liens de I'arbre sont induits par la relation
d’inclusion entre les composantes connexes pour deux valeurs successives de . Un ensemble
flou pu peut donc étre représenté par un arbre T'(u) avec :

— V l'ensemble des nceuds de I'arbre,

~ h(v) est la hauteur de v € V, i.e. la valeur de « correspondant a ce noeud,
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(e) (f) (&) (h)

FIGURE 3.10 — (a) Ensemble flou p et la composante T—hyperconnexe pour 7 <

0,2. (b-e) Les quatre composantes 1—hyperconnexes. (f,g) Les deux composantes 0,5-

hyperconnexes notées respectivement i1 et . (h) 77;,1,1 (1) en bleu et 77;;0(#2) en rouge.
zo

xq

— R la racine de l'arbre,

— L ensemble des feuilles,

— Pt(v) V'ensemble des points associés au noeud v (i.e. ’ensemble des points de la

composante connexe de I’a-coupe associée a v),

& Pensemble des arcs de I'arbre (€ C V x V), définis & partir de la relation d’inclusion,

— PY(h), avec v € V, I’ensemble des nceuds de T'(u) liant la racine au nceud v et dont
la hauteur est inférieure ou égale a h.

Un sous-arbre de T'(u) est représenté par un sous-ensemble G C V et nous notons h(G)
la hauteur maximale de ses nceuds. Les arcs sont induits par la relation d’inclusion des
ensembles de points représentés par les noeuds pour des hauteurs successives.

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour calculer 'arbre [Vincent, 1993, Jones, 1999,
Salembier et al., 1998, Meijster and Wilkinson, 2002, Lesage et al., 2006, Berger et al.,
2007, Wilkinson et al., 2008|. Certaines propositions récentes |[Najman and Couprie, 2006|
permettent ce calcul en temps quasi-linéaire.

Ces notations sont illustrées dans la figure 3.11 pour un ensemble flou 1D. Dans cet
exemple, les degrés d’appartenance sont quantifiés avec un pas de 0,1. Chaque composante
connexe d’une a-coupe est associée & un nceud de 'arbre. Les noeuds rouge vy et bleu v de
Parbre sont ainsi associés aux régions binaires représentées en rouge Pt(v1) et bleu Pt(v2)
(qui correspondent respectivement & deux composantes connexes des a-coupes 0,6 et 0,3).
Le nceud racine R de V'arbre est associé a l’ensemble de 'espace. Les feuilles £ = {l1,l2}
de D’arbre sont associées aux maxima régionaux de 'ensemble flou. L’ensemble P'1(0,3)
des nceuds liant la racine et la feuille Iy et dont la hauteur est inférieure ou égale & 0,3 est
encadré en rouge. L’ensemble flou initial peut étre obtenu & partir de sa représentation par
arbre suivant : () = max,cy|zepi(v) (v), si les quantifications des degrés d’appartenance
de 'arbre et de I’ensemble flou sont les mémes. Nous supposons que nous sommes dans ce
cas de figure dans la suite de ce chapitre.

Nous allons tirer parti de cette représentation par arbre pour extraire efficacement les
composantes 7-hyperconnexes d’un ensemble flou p et pour calculer les filtres définis dans
la section 3.4.

Considérons dans un premier temps le cas 7 = 1. La proposition 3.2 nous assure qu’un
ensemble flou est connexe s’il posséde un maximum régional unique. Or les maxima ré-
gionaux de I'image sont isomorphes aux feuilles de I’arbre. Un ensemble flou est donc
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FIGURE 3.11 — Un ensemble flou 1D et Parbre associé.

1—hyperconnexe si 'arbre associé ne comporte qu’une branche. Nous pouvons aussi mon-
trer que les composantes 1—hyperconnexes d’un ensemble flou sont exactement les branches
de sa représentation par arbre.

Proposition 3.13. L’ensemble H'(u) = {u;} des composantes 1—hyperconnezes de i est
isomorphe & Uensemble des feuilles £ et T(u;) = PY(h(1;)), on l; est la feuille associée &
i -

Les composantes 1-hyperconnexes d’un ensemble flou peuvent donc étre obtenues effi-
cacement par des opérations simples sur ’arbre des coupes associé.

L’extraction des composantes T—hyperconnexes pour 7 # 1 nous ameéne a extraire des
sous-arbres plus complexes. Ces sous-arbres sont « complets » en ce sens que lorsqu’un noeud
appartient au sous-arbre tous ses ascendants aussi. Nous considérons donc I’ensemble des
sous-arbres St(,) de T'(i) tels que si S € Sp(,), alors Vv € S, P?(h(v)) C S. Cet ensemble
S7(u) est muni de la relation d’ordre partiel suivante :

V(S1,5) € Sr%, 81 < Sy eVweV,veS =veS,.

(S7(u)» <) est un treillis complet. L'infimum /\ et le supremum \/ associés sont respecti-
vement définis comme l'intersection et I'union ensembliste des sous-arbres définis comme
ensembles de nceuds. Nous avons VI € £,Vh € [0,1], P'(h) € Sty et la famille {P'(n) |1 e
L,h €0,1]} est sup-génératrice dans (Sp(,), <). Tout sous-arbre S € Sp(,y peut donc étre
écrit comme : S = \/,c, P!(hk), ot hl correspond 4 la hauteur maximale du sous-arbre S
sur la branche correspondant a la feuille {. Le supremum \/ et U'infimum A peuvent donc
étre reformulés respectivement suivant :

\/ Si =\/ P'(maxh,),

lel

/\Si = \/ Pl(mjnhfqi).

lel
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De plus nous notons 2 = h(P"(1) A P2(1)) la hauteur du sous-arbre commun aux
branches associées aux feuilles [ et ls.

La figure 3.12 illustre ces définitions. L’arbre T'(x) (b) représentant 1’ensemble flou (a)
(les degrés d’appartenance sont quantifiés avec un pas de 0,2) a quatre feuilles £ =
{l11,1s,13,14}. Nous avons par exemple i'!2 = 0 et i3 = 0,6. Un sous-arbre S; € ST
est représenté par un ensemble de nceuds (c¢) (en rouge). Ce sous-arbre peut étre exprimé
comme S1 = Pl(hlsl). Les ensembles de nceuds Pl(hlsl) associés aux feuilles [y, lo,
l3, 14 sont encadrés respectivement en pointillés rouge, jaune, bleu et vert et nous avons
hlbll =0,4, hfgll =0,8, hlsl1 =0,6et hlél = 0,4. Un autre sous-arbre Sy est présenté¢ en (d).
Le supremum S;\/ S (e) est obtenu soit comme la réunion de S; et Sy (de I’ensemble
des nceuds), soit suivant \/;c, Pl(max(hlsl,hlsz)). Les ensembles P!(max(h! 1,hfg2)) sont
encadrés en (e). Similairement Uinfimum S; A S2 (f) est obtenu soit comme Uintersection
ensembliste, soit suivant \/;c . Pl(min(hfgl,hgz)).

Proposition 3.14. Le degré de connexité ¢*(u) d’un ensemble flou p peut étre obtenu a
partir de sa représentation par arbre suivant : c*(u) = 1— max;, j,)ec2 (min(h(ly), h(l2)) —
'l1,lz)
i )

Proposition 3.15. Soient u € F, G € Sp(,) et v l’ensemble flou associé a G. Nous avons :
A(v) = min(1,1 — max, i,)er? (min(h4, hg) — ik,

Nous définissons les opérateurs suivants sur Sy, X RT :

ET(p) (S7 T) - \/ Pl(maX(O, hfg - T))a
lel

O (S,7) = \/ P'(min(h(l), hig + r)).
lel

Le premier correspond intuitivement & une contraction du sous-arbre S dont la longueur
des branches est réduite de r (notons que ce n’est pas une érosion car il ne commute pas
avec I'infimum). Le second est une dilatation® de taille r du sous-arbre S,

Considérons & nouveau l'exemple de la figure 3.12. La dilatation 0 = dp(,)(S1, 0,4) de
S1 (c) est présentée en (g). Elle est obtenue en accroissant la hauteur de Sy de 0,4 sur toutes
les branches. Les nceuds ajoutés sont montrés en bleu et les ensembles P'(min(h(l), hgl +
7)) sont encadrés. Nous avons exactement hi = min(h(l), hlS1 + r) (voir la preuve de la
proposition 3.16). La contraction € = ep(,)(S1, 0,4) est montrée en (h) (ses nceuds sont
colorés en rouge). Elle est obtenue en réduisant la hauteur de toutes les branches de 0,4.
Les ensembles P'(max(0, hfgl —0,4)) sont encadrés en (h). La contraction est alors obtenue
comme le supremum de ces ensembles. Contrairement au cas de la dilatation, [’égalité
hL = max(0, hfgl —0,4) n’est en général pas vérifiée et nous avons hL > max(0, hfgl —0,4) :
par exemple hl4 = 0,2 et max(0, hlbill —0,4) = 0. Les ensembles P'(hl) sont montrés en (i)
et peuvent étre comparés a ceux en (h).

Proposition 3.16. Si G € Sy, représente un sous-ensemble flou T-hyperconneze de p,
alors 67,)(G,v) représente un ensemble flow max(0, 7 — v)-hyperconneze et ep(,) (G, v) un
ensemble flow min(1, 7 + v)—hyperconneze.

5. Pour montrer que cet opérateur commute avec le supremum nous pouvons vérifier que les hauteurs
des sous-arbres 6" = 57,y (V, Si,7) et 6 = \/, 57(,)(S;, 7) sont égales sur chaque branche de I'arbre T'(u).
Nous avons hi/i s = max;(h's,) et donc hl = min(h(l), max;(h’s,) + r) = max; min(h(l), bk, + r). Par
ailleurs nous avons hng(w(Si.r) = min(h(l), h%, + r) et donc hj, = max; min(h(l), hs, +r).
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FI1GURE 3.12 - (a) Ensemble flou p. (b) Arbre associé T'(u) (les a-coupes sont quantifiées
avec un pas de 0,2). (c) Un sous-arbre S1 € Sp() : S1 = Ve Pl(h%,). Les ensembles
de noeuds Pl(hlsl) associés aux feuilles Iy, ls, I3 et [y sont respectivement encadrés en
rouge, jaune, bleu et vert. (d) Un autre sous-arbre Sz € Sp,). (e) S1V Sa. (f) S1 A Sa.
(8) 07(u)(S1, 0,4) (les nceuds ajoutés sont présentés en bleu). (h) e7(,)(S1, 0,4) (les nceuds
supprimés sont présentés en bleu). Les ensembles P!(max(0, hlsl —0,4)) intervenant dans
le calcul sont encadrés dans cette figure et peuvent étre comparés en (i) a ces ensembles
obtenus comme en (c).

Proposition 3.17. L’ensemble des composantes T—hyperconnexes H2(n) de p € F est
isomorphe & Uensemble des fewilles de e,y (T(n),1— 7). Une composante T-hyperconneze
de 1 peut étre obtenue par une dilatation de taille (1 —7) d’une composante 1-hyperconneze

de ET () (T(M)v 1- T)'

Si un ensemble flou présente k composantes T-hyperconnexes, leur extraction est réalisée
par une contraction et k dilatations. Puisque la contraction et la dilatation présentent une
complexité en O(|V|), I'extraction de toutes les composantes 7-hyperconnexes est réalisée
en O((k + 1)|V]) (une fois que l'arbre est construit). Les filtres définis dans la section 3.4
reposent sur cette extraction et leur complexité comprend ce cofit.
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256
64
16

4
1

(m) (n) (0) (p)

FIGURE 3.13 — (a) Ensemble flou. (b) Arbre associé (les a-coupes sont quantifiées avec
un pas de 0,2). Les quatre composantes 1—hyperconnexes (d), (f), (h) et (j) et les sous-
arbres associés (c), (e), (g) et (i). (k) Sous-arbre correspondant a la contraction de taille 0,4
(en mauve). (1) Une composante 0,6-hyperconnexe (entourée en pointillés rouges) obtenue
par dilatation d’une composante 1—hyperconnexe (en mauve) de la contraction et I'image
correspondante (m). Une autre composante 0,6-hyperconnexe (n) et l’arbre associé (o).
(p) Nombre de composantes T-hyperconnexes de ’ensemble flou (a) corrompu par un bruit
gaussien en fonction de 7.

La figure 3.13 montre en (b) 'arbre T'(11) associé a I’ensemble flou (a) en choisissant un
pas de quantification de 0,2. Les quatre composantes 1-hyperconnexes (¢—j) correspondent
aux différents maxima régionaux de (a). Les résultats d'une contraction de taille 0,4 de T'()
et de la dilatation de taille 0,4 d’une de ses composantes 1-hyperconnexes sont montrés
respectivement en (k) et (1). Le sous-arbre obtenu correspond exactement & une composante
0,6-hyperconnexe (m) de u. La deuxiéme composante 0,6-hyperconnexe est montrée en (o)
et arbre associé en (n). Si 'ensemble flou de la figure 3.13 (a) est dégradé par un bruit
gaussien de variance 0,05, nous obtenons plus de 20000 composantes 1—hyperconnexes.
[’évolution du nombre de composantes T-hyperconnexes en fonction de 7 est affiché en (k),
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illustrant l'effet de regroupement.

3.3 Définition de la contrainte liée & 1’a priori de connexité

Définition de la contrainte Ces définitions nous permettent de modéliser la contrainte
de connexité utilisée dans notre réseau de contraintes. Dans la section 2.4.4 nous avions
défini cette contrainte pour un objet A suivant :

rel(CY™™) . D(A) — {0,1}
. { 1 sipeH,

H 0 sinon,

ol ‘H est ’ensemble des ensembles flous connexes que nous n’avions pas spécifié. Les hyper-
connexions H!, HL ou H2 (pour un paramétre 7 fixé) peuvent convenir. Nous choisissons
I'hyperconnexion H2 proposée dans ce chapitre pour un paramétre 7 grand. Le choix d’un
degré 7 < 1 permet une tolérance aux erreurs de faible amplitude.

Extension pour la prise en compte de critéres flous Nous proposons une seconde
formulation que nous n’utilisons pas dans le réseau de contraintes mis en ceuvre mais qui
pourrait I’étre dans un réseau prenant en compte des contraintes floues. Nous supposons
quun ensemble flou p satisfait la contrainte de connexité si maxzex p(z) < c(u), o
c? est le degré de connexité défini par I'équation 3.7. Cette formulation limite le degré
d’appartenance maximal de p en fonction du degré de satisfaction de la contrainte de
connexité (modélisée simplement par le degré de connexité ¢2). Un ensemble flou peut
satisfaire ce critére, sans étre totalement connexe, si son degré d’appartenance maximal est
inférieur & 1. Nous notons C’ﬁl‘mm cette contrainte :

rel(C"2) ;. D(A) — {0,1}

_ { 1 si maxgex pu(z) < 2(p),

" 0 sinon.

Ce type de formulation n’est pas utilisée dans notre réseau de contraintes puisque toutes
les contraintes sont définies en supposant que les degrés d’appartenance représentent une
imprécision & la frontiére de 'objet et non une satisfaction partielle des relations. Ces
deux notions d’appartenance graduelle ne peuvent en effet pas étre directement assimilées.
Dans le premier cas les degrés d’appartenance intermédiaires sont présents uniquement 4 la
frontiére de 'objet alors que dans le second cas si une relation est partiellement satisfaite
I’appartenance partielle concerne toute la région et pas uniquement sa frontiére. Toutes les
contraintes devraient donc étre reformulées pour obtenir un tout cohérent.

Illustration Nous illustrons ces deux formulations dans la figure 3.14. La satisfaction
des contraintes C’fj{’””l (pour 7 égal a 1, 0,75 et 0,5) et Cﬁf’”ﬂ par les ensembles flous
présentés est donnée dans la table 3.1. Notons que les ensembles flous (d) et (e) dont le
degré de connexité selon ¢? vaut 0,75 satisfont la contrainte C¢™™ lorsque 7 > 0,75 mais
que 'ensemble (e) satisfait la contrainte C¢™? alors que 'ensemble (d) qui présente un
degré d’appartenance maximal plus élevé ne la satisfait pas.

La formulation C’ﬁ{’”"l permet d’intégrer la contrainte de connexité de facon paramé-
trable dans notre réseau. En fonction du degré 7 utilisé cette contrainte est plus ou moins
sélective. En choisissant une valeur légérement inférieure & 1, nous obtenons ainsi une
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contrainte tolérante & des variations de faible amplitude du degré d’appartenance et donc
un comportement plus robuste dans le processus de propagation.

La formulation C’j{’”m est une ébauche de contrainte floue. Cette fois la contrainte ne
dépend plus du paramétre 7 mais le degré de connexité imposé dépend de la hauteur de
I’ensemble flou. Nous pouvons ainsi nous affranchir du seuil strict sur le degré de connexité
de la formulation Cj{’””l.

/\ L / \ / / \
075 4 0,75 {' / \ 0,75 T 0,75 / \\
J \ \ / \ / \
0,5 i 0.5 }r‘ I / \\ 0,5 ,‘" il 0,5 7 /’ 1\
/ \ | \ ) / \ [\
0,25 / : 0,25/ St 0,25/ y 0,25} f-
e / \ ,/ \\ // \\ ,// \\
ol— ol o= ol

0,75/~ \ 0,75 0,75 0,75
|
0,51 oo 0,5 05 ;‘ 05 S
/ Vo [ [ } \ FNC /N
0,250 \ 025 - 025 |t 0.25] - fo s
o ‘ o e 0

FiGurRE 3.14 — (a-h) Huit ensembles flous 1D. La table 3.1 précise s'ils satisfont les
contraintes C¢"™ et C{™2,

TABLE 3.1 — Pour chacun des ensembles flous présentés par la figure 3.14, nous présentons

la satisfaction des contraintes C"*! (pour différents paramétres 7) et C""2.
2 C{(gmml conn?2
ensemble flou | ¢*(p) TSI =075 =05 Cq
(a) 1 oui oui oui oui
(b) 0,25 | non non non non
(c) 0,75 | non oul oul non
(d) 0,75 | non oui oui non
(e) 0,75 | non oul oul oui
(f) 0,5 non non oui oui
(g) 0,25 | non oui oui oui
(h) 0,25 | non oui oui oui

Définitions des propagateurs Pour intégrer cette contrainte dans un processus de
propagation, nous devons obtenir des propagateurs. La suite de cette section en propose
une définition générale. Leur mode de calcul est abordé dans la section 3.4 et, dans la
section 3.5, nous spécifions plusieurs propagateurs que nous utilisons dans le processus de
reconnaissance.

Soit A un objet connexe de domaine (A, A). L’ensemble des valeurs de ce domaine

satisfaisant une contrainte C'{"" est exprimé suivant :

{veF|A<v<Aetrel(CY")(v) =1} (3.8)
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Les bornes du domaine de A peuvent donc étre mises & jour suivant :

1},
1

A’ = /\{V e F ’ A<v< A et TGl(CICL‘onn)(y)

—/

A = \/{V e F | A <rv< A et rel(cﬁonn)(y)

—

En général la borne inférieure du domaine reste inchangée. De plus nous ne disposons pas
de méthode permettant de calculer efficacement cet opérateur. Nous nous intéressons donc
uniquement & la mise a jour de la borne supérieure et au calcul de I'opérateur donné ci-
dessus. Nous préciserons son calcul pour les deux formulations C™! et C5™2 données
dans cette section.

Par ailleurs nous définissons aussi des propagateurs pour la combinaison de contraintes
de connexité et d’autres contraintes telles que 'adjacence ou le volume (cf section 2.6).
Nous notons une telle contrainte C4 et fo : F — {0,1} la relation associée (I'inégalité
A < v est supposée représentée par cette relation). Nous définissons alors l'opérateur &
suivant :

(@) =\/{ve Flv<Aet rel(CL™)(v) = Let fo(v) =13, (3.9)

qui correspond a la mise & jour de la borne supérieure du domaine de A suivant la conjonc-
tion d’'une contrainte de connexité et de Cs. Cet opérateur est idempotent, croissant et
anti-extensif. Il s’agit donc d’une ouverture.

Nous considérerons en particulier des contraintes C'4 prenant la forme max,ecx v(x) <
pc(v), o pue prend des valeurs dans [0, 1]. Nous parlerons dans ce cas de critére flou.

La section suivante précise la formulation et le mode de calcul du filtre £(A) pour les
contraintes de connexité Cj‘m”l et Cj{’”"Q ainsi que pour des contraintes C'4 exprimées
par un critére binaire fc(r) = 1 ou sous la forme max,cx v(z) < pc(v). Nous montrons
que ce calcul est réalisable lorsque le critére (fo ou pe) est croissant. Dans ce cas les
filtres obtenus correspondent en quelque sorte & des filtres connexes et notamment a des
ouvertures connexes.

3.4 Filtres connexes

3.4.1 Définitions générales

Les filtres connexes ont été initialement définis pour les images binaires puis étendus
aux images en niveaux de gris. Ces filtres peuvent étre caractérisés par deux définitions
équivalentes, la premiére reposant sur la notion de partition.

Définition 3.9. [Heijmans, 1999] Une fonction P : X — P(X) est une partition de X
LI

~-VexelX,xe€ Pz,

~W(a,y) € X2, P(x) = P(y) ou P(x) N P(y) = 0.

Si X est muni d’une connexion C, une partition P est connexe si Vo € X, P(z) € C. Une
telle partition peut étre obtenue & partir des ouvertures connexes ponctuelles associées &
un objet A C X : PA(x) = 7(A) Uvz(A) (72(A) ou 75 (A) est vide). Nous pouvons définir
une relation d’ordre partiel entre les partitions :

P < PysiVx e )(7 Pl(:c) - PQ(.%')

Nous disons dans ce cas que P; est plus fine que P3, ou que P» est plus grossiére que P;.
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Définition 3.10. [Heijmans, 1999] Un opérateur binaire ¢ est connexe si pour tout A C X
la partition associée P* est plus fine que la partition P,

Les filtres connexes peuvent également étre définis comme suit :

Définition 3.11. [Heijmans, 1999] Un opérateur binaire ¢ est connexe si la différence
symétrique A AN Y(A) est composée de composantes connexes de A ou de A.

Ces définitions ont tout d’abord été proposées dans le cas binaire. Dans le cas des
images en niveaux de gris la définition précédente peut étre étendue en considérant les plus
grandes régions connexes de niveau de gris constant (zones plates ou «flat zonesy) :

Définition 3.12. [Salembier and Serra, 1995] Un opérateur 1 défini sur les fonctions de
X dans R est connexe si quelle que soit la fonction f, la partition en zones plates de (f)
est moins fine que la partition en zones plates de f.

La figure 3.15 illustre un tel filtre. L'image binaire (a) est filtrée par un filtre connexe
(b) et par un filtre non connexe (c). L’application du filtre connexe n’introduit pas de
nouveaux contours ni ne déplace les contours existants.

Aucune définition pour les filtres connexes s’appliquant aux ensembles flous n’a a notre
connaissance été proposée a ce jour. Une premiére approche peut consister & appliquer la
contrainte sur toutes les a—coupes.

Définition 3.13. Un opérateur o défini sur F est connexe siVu € F,¥Ya € [0,1], P #)a
est moins fine que P

Cependant la notion de connexité utilisée par cette définition est la connexité sous-
jacente sur X et non la connexité des ensembles flous. Comme nous ’avons discuté pré-
cédemment, la connexité des ensembles flous n’est pas représentée de facon appropriée
par une connexion mais par une hyperconnexion. Les définitions proposées ci-dessus et
notamment la définition par partition ne peuvent pas étre transposées directement.

(a) (b) (c)

FIGURE 3.15 — (a) Image binaire originale. (b) Exemple de résultat aprés 'application d’'un
filtre connexe et d’un filtre non connexe (c).

Q

3.4.2 Owuvertures fondées sur un degré de connexité fixe
Avec un critére binaire

Considérons dans un premier temps la contrainte de connexité Cf{mnl définie par ’équa-
tion 3.8 et une contrainte C'4 associée a un critére binaire fo : F — {0,1}. L’ouverture
donnée par I’équation 3.9 peut alors étre récrite suivant :

S =\{veH2 |v<Aet folv) =1}, (3.10)

Sans conditions sur fo, le calcul de cet opérateur requiert ’évaluation du critére sur tous
les éléments de H2 plus petits que A et présente une complexité exponentielle. Pour éviter
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— calcul de Parbre T'(A),

— calcul de la contraction ET(Z)(T(Z)’ 1—7),

— initialisation du sous-arbre résultant Res par le noeud
racine R de T(A),

— pour chaque feuille ¢; de E1(A) (T(A),1—-1),
— extraction de la composante 7-hyperconnexe G;

comme la dilatation de taille 1 -7 de ez, (T(A),1-7),

— calcule du critére binaire fo(G;),
— si le critére est satisfait, ajout de G; & Res,

— renvoi de ’ensemble flou £(A) associé au sous-arbre Res.

FIGURE 3.16 — Algorithme utilisé pour calculer £(A).

cela, nous pouvons tirer parti du fait que Vv € H2,v < A = Ju; € H2(A),v < ;.
Ainsi si le critére fo ' est croissant, le calcul de £(A) peut étre réalisé sur les composantes
T-hyperconnexes de A :

Ere(A) = \/{mi € HZ(A)| fo () = 1. (3.11)

Ce filtre ne traite que les composantes connexes de A et correspond intuitivement & une
extension des ouvertures connexes définies pour les images binaires [Breen and Jones, 1996,
Heijmans, 1997].

Ce filtre peut étre calculé efficacement en utilisant la représentation par arbre. La

proposition 3.17 nous assure en effet un isomorphisme entre les feuilles de E1(A) (T(A),1-71)

et les composantes T-hyperconnexes de A. Le calcul peut donc étre efficacement réalisé par
Ialgorithme décrit dans la figure 3.16, ol opération la plus colteuse est le calcul de
Parbre [Najman and Couprie, 2006].

Plus précisément, la complexité en temps de calcul de ce filtre est en O((k + 1)|V| +
kCy. + Cr), ou Cr est le cout de construction de l'arbre, Cy, est le cott de calcul du
critére et k est le cardinal de H2(A). Le calcul du critére peut étre cotiteux puisqu’il
doit étre réalisé k fois et qu’il implique en général un calcul sur tous les nceuds des compo-
santes T-hyperconnexes (un noeud peut appartenir a plus d’une composante 7-hyperconnexe
et un voxel & plus d’un nceud). Cependant un pré-calcul des attributs est parfois pos-
sible selon le critére considéré et peut étre réalisé lors de l'initialisation de l'arbre. Par
exemple si nous considérons un critére d’aire (I’aire d’un ensemble flou p est définie comme
S(p) = > pex m(x)), il est intéressant de pré-calculer pendant l'initialisation de I'arbre
laire associée & chaque noeud de 'arbre. L’aire des composantes 7-hyperconnexes est alors
obtenue comme la somme des aires pré-calculées.

Nous présentons dans la figure 3.17 un exemple ou le critére est défini comme une
aire minimale de 10000 et I’hyperconnexion choisie est H(Q),G. Pendant la construction de
Parbre (b) associé avec ’ensemble flou (a), nous calculons pour chaque neeud Paire associée.
Nous calculons alors ep(,)(T(1),0,4) pour obtenir les composantes 0,6-hyperconnexes (c)
et (d). Leurs aires respectives sont de 8612 et 11520 et peuvent étre facilement obtenues a
partir de ’aire des noeuds. La premiére composante ne satisfait pas le critére. La seconde
le satisfait et correspond au sous-arbre résultant dans ce cas (d). L'ensemble flou associé
est présenté en (e).

Extension a un critére flou

Les filtres définis dans la section précédente suppriment ou conservent dans leur en-
semble des composantes connexes selon qu’elles satisfont ou non & un critére binaire. Le
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Volumetotal:
8612

(e)

FIGURE 3.17 — Ensemble flou (a) et la représentation par arbre associée (b) (les nceuds sont
étiquetés par leur aire). Deux composantes 0,6-hyperconnexes (c) et (d). L’aire de la com-
posante (c¢) ne dépasse pas le seuil minimal Sy, = 10000 et cette composante n’appartient
pas au résultat, contrairement & la composante (d). L’ensemble flou résultant (e).

comportement obtenu n’est donc pas continu puisqu’une faible variation de I’ensemble peut
conduire & la non satisfaction du critére et donc a la modification de la composante entiére.
La prise en compte de critéres flous prenant la forme max,cx v(z) < pc(v) peut permettre
d’obtenir un comportement plus régulier et ainsi plus de robustesse dans le processus. Dans
ce cas le filtre de I’équation 3.9 est récrit suivant :

G =\[{reH v < Aet max v(z) < pio(v)}- (3.12)

Si pe est un opérateur binaire alors le filtre 3.12 est équivalent au filtre 3.10. S’il n’est
pas binaire et qu’il est continu, le filtre 3.12 présente un comportement régulier exprimé
par la propriété suivante (les propriétés de régularité des filtres données dans la suite de ce
chapitre supposent que les degrés d’appartenance ne sont pas quantifiés).

Proposition 3.18. Si uc est lipschitzienne alors la fonction associant A §uc (A) est
lipschitzienne.

Comme dans le cas de critéres binaires, nous supposons que pc est croissante ce qui
nous permet de simplifier 1’équation 3.129.

Proposition 3.19. Si uc est croissante, &, (A ) peut étre récrit comme :
Ee@ ="\ 'V A{min(ui,m)|m < pe(min(u;, m))}.

i€ melo,1]
HZ(A)

6. Notons que si puc(v) est croissante a maxzex v(z) fixe, la proposition 3.19 est toujours valable.
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Le filtre £, (A) peut donc étre calculé efficacement puisque nous devons simplement
traiter les composantes 7-hyperconnexes « écrétées » a m (i.e. min(u;, m)). Ainsi ce filtre

. kC .
présente une complexité en O((k+1)|V|+ % +Cr), ot Cr est le cotit de la construction
de I'arbre, Cy, est le colit du calcul du critére, k est le cardinal de H2(A) et s est le pas
de quantification des degrés d’appartenance.

La figure 3.18 reprend I’exemple de la figure 3.17 avec pour critére un seuil minimal
flou (représenté par une fonction d’appartenance pg : R™ — [0,1] (d)) sur I'aire calculée
comme le cardinal de I'ensemble flou : S(u) = >, . x p(x). Nous réalisons dans un premier
temps l'extraction des composantes 0,6-hyperconnexes de ’ensemble flou (a) représenté par
larbre (b). Les deux composantes sont montrées en (b) et (c). Ces composantes sont alors
progressivement écrétées (le seuil est fixé a Porigine a 1 puis est réduit progressivement vers
0, les éléements supérieurs a ce seuil étant supprimés). Le degré de satisfaction du critére
ws est calculé pour chaque seuil et pour chacune des composantes (¢) et (d) (la table 3.2
présente ces valeurs). Le sous-arbre résultant (e) contient tous les éléments dont le seuil
est inférieur ou égal au degré de satisfaction de la contrainte. L’ensemble flou associé est
montré en (f).

0.8

0.6

0.4

4000 6000 8000 1000012000
(d) (f)

FIGURE 3.18 — (a) Ensemble flou. Deux composantes 0,6-hyperconnexes (b) et (c). (d)
s en rouge plein, aire des composantes 0,6-hyperconnexes seuillées & différents niveaux en
pointillés bleus. La table 3.2 présente pour chaque seuil ’aire de la composante seuillée, ainsi
que le degré de satisfaction pg(S(v)) et la satisfaction du critére maxgzex v(z) < us(S(v)).
Sous-arbre résultant (e) et ensemble flou associé (f).
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TABLE 3.2 — Pour chacune des composantes connexes présentées par la figure 3.18 et pour
les différents seuils, I’aire de la composante seuillée, le degré de satisfaction pug(S(v)) et la
satisfaction du critéere max,cx v(z) < us(S(v)).

composante connexe 1 composante connexe 2
seuil max,ex v(x) maxzex V()
S(v) | us(S(v)) < ns(S(v)) S(v) | us(S(v)) < us(S(v))
1 8612 0,7687 non 11520 1 oui
0,8 | 8411 | 10,7352 non 11267 1 oul
0,6 | 8163 0,6938 oui 10056 1 oui
0,4 | 7880 | 0,6467 oul 7880 0,6467 oul
0,2 | 4554 0,0923 non 4554 0,0923 non
0 0 0 oui 0 0 oui

3.4.3 Ouvertures fondées sur un degré de connexité variable
Avec un critére binaire

Nous nous intéressons dans cette section a la définition des filtres associés a la contrainte
de connexité Cﬁ‘o"m :

1 si max (r) < 2(u)
conn?2 _ z€X M I H),
Ci () = { 0 sinon.

Considérons dans un premier temps un critére binaire fc. Le filtre décrit par ’équation 3.9
peut donc étre écrit sous la forme :

Pw=\{reFlv<pet max v(z) < Av) et fo(v) =1}. (3.13)

Comme précédemment nous supposons que le critére fo est croissant ce qui nous permet
de simplifier I’équation 3.13. Si nous décomposons ce calcul selon la hauteur (maxgex v(z))
des éléments de F nous obtenons :

o) =\ V{ver?|v<pet maxu(a) =ret fov) =1},
T7€[0,1]
= \/ \/{u € H2(min(u, 7)) | ?5?”(5”) =T1et fo(v) =1}
T€[0,1]

Cet opérateur peut donc étre calculé en réalisant pour chaque niveau 7 'extraction des
composantes T-hyperconnexes de 1’ensemble min(u, 7).

Ce processus est illustré par la figure 3.19. Comme dans le cas de 'exemple illustré par
la figure 3.17, le critére est un seuil minimal de 10000 sur I’aire obtenue comme le cardinal
de ’ensemble flou. Nous supposons toujours que les a-coupes sont quantifiées avec un pas
de 0,2. Pour les différents niveaux 7 de cette quantification (1, 0,8, 0,6, 0,4, 0,2 et 0),
les sous-arbres associés aux éléments vérifiant v € H2(min(u, 7)) et maxzey v(z) = 7
sont présentés respectivement sur les figures (b), (c), (d), (e) et (f). La table 3.3 présente
Pévaluation du critére d’aire pour chacun de ces éléments. Le sous-arbre résultant (h)
contient tous les éléments satisfaisant le critére.

Une forte dépendance existe entre les éléments v de F vérifiant v € HZ(min(u, 7))
et maxgex v(x) = 7 pour des niveaux 7 successifs. Nous pouvons tirer parti de cette
dépendance pour accélérer 'extraction. Nous notons p le pas de quantification des niveaux
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FIGURE 3.19 - (a) Un ensemble flou et I’arbre associé en noir (b). Les éléments de F
intervenant dans le calcul de €p sont présentés en (b-g) selon leur hauteur (respectivement
1,0,8,0,6,04, 0,2 et 0). Ceux qul satisfont au critére sont ajoutés au sous-arbre résultant
(h) (la table 3.3 donne la satisfaction du critére pour les différents sous-arbres présentés).

TABLE 3.3 — Pour chacun des sous-arbres présentés par la figure 3.18(b-g), nous présentons

Iaire et la satisfaction du critére feo.

sous-arbres bleus

sous-arbres rouges

bW T GG T Jow) | SW) | JoWw)
1 1427 non 9384 non
0,8 5405 non 10318 oui
0,6 8163 non 10056 oui
0,4 7880 non - -
0,2 4554 non - -
0 0 non - -

et £ un ensemble de sous-arbres. Les feuilles sont triées selon leur hauteur et une feuille
est marquée lorsqu’elle appartient & un élément de £. Le filtre 5?0(/0 peut étre calculé en
réalisant les opérations suivantes :

— extraction de l'arbre T'(u) et pré-calcul des attributs lorsque cela est possible (pour
Paire par exemple),
— pour 7 de 1 & 0 par pas de p :

dilater de p tous les éléments de & et écréter ceux-ci & T,
dilater de 7 les branches associées aux feuilles non marquées de hauteur 7, écréter
celles-ci & T et les ajouter a &,

supprimer de £ les éléments redondants,
tester le critére fo pour tous les sous-arbres de £ et les ajouter au résultat si le
critére est satisfait.
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Extension a un critére flou

Considérons maintenant un critére flou pc et une contrainte exprimée sous la forme
max,ex ¥(x) < pco(v). Nous obtenons alors :

2.0 = Vv € F v < et max(e) < min(e (), no(v) ), (3.14)

Ce filtre présente un comportement régulier exprimé par la propriété suivante.

Proposition 3.20. Si la fonction puc est lipschitzienne, alors la fonction associant p a
Ehe (p) est lipschitzienne.

La décomposition niveau par niveau réalisée dans le cas d’un critére binaire reste va-
lable. Nous pouvons donc utiliser le méme algorithme pour le calcul du filtre.

Reprenons l'exemple de la figure 3.19 avec pour critére un seuil minimal flou (dont la
fonction d’appartenance pg est représentée par la figure 3.18(d)) sur l'aire calculée comme
le cardinal de ’ensemble flou. La table 3.4 présente la satisfaction du critére max,ex v(x) <
ps(v) pour les différents sous-graphes présentés par la figure 3.19 (b-g). Les sous-graphes
pour lesquels le critére est satisfait sont ajoutés au résultat présenté par la figure 3.20(c).
Le sous-graphe associé est présenté en (b).

TABLE 3.4 — Pour chacun des sous-graphes présentés par la figure 3.19 (b-g), nous présen-
tons 'aire de ’ensemble flou associé, le degré de satisfaction pg et la satisfaction du critére

maxgex V(x) < pus(v).

sous-arbres bleus sous-arbres rouges
hauteur 7 maxzex V() max,ey V()
S(V) MS(S(V)) < MS(V) S(V) /U'S(S(V)) < NS(V)

1 1427 0 non 9384 0,8973 non
0,8 5405 | 10,2342 non 10318 1 oui
0,6 8163 | 0,6938 oul 10056 1 oui
0,4 7880 | 10,6467 oui - - -
0,2 4554 | 0,0923 non - - -

0 0 0 oui - - -

(a) ()

FIGURE 3.20 - (a) Un ensemble flou p. (¢) & (1) (avec pour critére un seuil minimal flou
sur l’aire) et le sous-arbre associé (b). La table 3.4 donne la satisfaction du critére pour les
différents sous-arbres a prendre en compte dans le calcul.
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3.5 Définition des filtres

Nous spécifions dans cette section les propagateurs associés a la contrainte de connexité
seule, combinée & une contrainte d’aire (de volume en 3D) ou & une contrainte d’adjacence.
Pour cela nous dérivons les filtres définis dans la section précédente. Nous donnons de plus
certaines propriétés de régularité de ces filtres.

3.5.1 Connexité seule

Considérons tout d’abord une contrainte de connexité seule portant sur un objet A de
domaine (A, A). Si nous utilisons la modélisation C5™™ (cf équation 3.8) avec 'hypercon-
nexion H2, les bornes inférieures et supérieures du domaine de A peuvent étre respective-
ment mises a jour suivant : A{v € H2 | A<v < A} et \/{r € H2| A < v < A}. Comme
nous 'avons discuté dans la section 3.3, la borne inférieure reste généralement inchangée et
nous ne disposons pas de méthode pour calculer un tel opérateur. Nous ne réalisons donc
pas de mise & jour de cette borne.

La borne supérieure est mise & jour en fonction de la borne inférieure A qui peut étre
percue comme un marqueur, le propagateur ne conservant que les composantes connexes
de A incluant A. Cette mise & jour est réalisée par I'ouverture donnée par 1’équation 3.11
avec pour critére I'inclusion de A. Nous notons &} (1) cette ouverture :

Ehw) = \{v e () |A< v} (3.15)

Définition 3.14 (Propagateur pour la contrainte de connexité). Le propagateur fcxcqonnl
associé a la contrainte de connexité d’une structure A est défini suivant :

(4; (4, 4); Cmt)
(4; (4, E4(A)); ™™

La figure 3.21 illustre ce filtrage pour I’hyperconnexion HZ?. Le filtre 52 est appliqué

sur 'ensemble A (a) en bleu pour différentes valeurs de A (b-f) en pointillés rouge. En (b)
seule une composante hyperconnexe satisfait la contrainte d’inclusion et est conservée.
En (c) et (d), deux des composantes connexes sont conservées, alors qu’en (e) toutes sont
conservées. Lorsque la hauteur du marqueur décroit, le résultat du filtrage est de moins
en moins nécessairement connexe. Cela sera exprimé formellement par la proposition 3.21.
Par ailleurs des discontinuités apparaissent lorsque A varie (entre (d) et (e) par exemple).
Ce filtre n’est donc pas continu. La figure (f) présente un cas ou l'ensemble A ne peut
étre inclus strictement dans une des composantes connexes de A, car le degré de connexité
choisi (1 = 1) est trop strict. Dans ce cas 4(A) = 07 (qui représente ici 'absence de
solution satisfaisant la contrainte), ce qui illustre bien la sensibilité au paramétre 7.

Proposition 3.21. Soit & = max,cx A(x). Le résultat du filtre défini par 'équation 8.15
est max(0, o« — 1 + 7)—hyperconneze.

Nous choisissons maintenant la formulation C{""? (satisfaite si max,ex p(z) < ¢?(u),

cf équation 3.8). La borne supérieure A du domaine de A est mise & jour par I'ouverture
donnée par ’équation 3.13 avec pour critére I'inclusion de la borne inférieure A :

GA) =\[{reFlA<v<Aet max v(x) < A)). (3.16)
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) © 0

FIGURE 3.21 — Filtrage progressif selon ’équation 3.15 d’un ensemble flou A (a) par un
ensemble flou A (en rouge) de hauteur maximale décroissante (b-e) et par un ensemble A
présentant 2 modes (f). Le résultat est présenté en bleu sur chaque graphique. En (f) le
résultat vaut Or.

7

Nous obtenons dans ce cas le propagateur ‘ suivant :

(A (4, A Cm)
(A (A () C7)

L’exemple 1D présenté par la figure 3.22 illustre ce filtre et peut étre comparé aux
résultats du filtre donné par I’équation 3.15 et présentés par la figure 3.21. Ce filtre présente
un comportement plus régulier que celui de ’équation 3.15. En effet lorsque la hauteur de A
décroit, des ensembles flous de degré de connexité plus faible satisfont aux critéres du filtre
(A <v < pet maxgex v(x) < c?(u)) et lorsque le marqueur ne peut pas étre inclus dans
une composante 1—hyperconnexe, comme c’est le cas en (f), le filtre renvoie un résultat de
hauteur maximale plus faible. Il n’est cependant pas continu (en (f) par exemple, si nous
faisons croitre le premier mode de A vers 1, le résultat du filtre passe a 0x de facon non
continue). Par ailleurs lorsque A est de hauteur 1, le résultat appartient nécessairement a
H?. Lorsque la hauteur de A diminue le résultat est moins nécessairement connexe.

Proposition 3.22. Soit @ = max,cx A(z). Le résultat du filtre connexe défini par ’équa-
tion 3.16 est a—hyperconneze.

Un filtre assez similaire peut étre obtenu en relachant le critére strict d’inclusion & un
degré d’inclusion. Nous utilisons pour cela les opérateurs de Lukasiewicz pour caractériser
le degré d’inclusion d’un ensemble flou g dans pp [Dubois and Prade, 1980] :

p<(pa, pp) = minmin(1, 1 - pa(z) + pp(2)).

7. Notons que ce propagateur ne sera pas utilisé dans notre processus de propagation.
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Si nous récrivons le filtre défini par ’équation 3.12 en utilisant ce critére nous obtenons :
&n) = \/{v e H2 | v < u et maxw(r) < pe(4,0)}. (3.17)
= zeX -

Ce filtre présente des propriétés de régularité par rapport a A qui se traduisent par la
propriété suivante :

Proposition 3.23. La fonction associant A 4 fi(Z) est lipschitzienne. La fonction asso-
ciant A a 52(2) est lipschitzienne.

Proposition 3.24. Soit o« = max,cx A(z). Le résultat du filtre connexe défini par ’équa-
tion 3.17 est (o — 1 + 7)—hyperconneze.

Les filtres €4 (1) et €3 () ne sont pas équivalents. En particulier si A & p, €4 (i) renvoie
un ensemble vide, mais pas nécessairement 5132‘ (). Cependant si le parameétre de connexité

7 dans ﬁi(,u,) est fixé & 1, les résultats de ces filtres sur les exemples de la figure 3.22 sont
similaires.

(@ @ T

FIGURE 3.22 — Filtrage progressif selon '’équation 3.17 d’un ensemble flou A (a) par un
ensemble flou A (en rouge) de hauteur maximale décroissante (b-e) et par un ensemble A
présentant 2 modes (f). Le résultat est présenté en bleu.

Nous illustrons dans la figure 3.23 D'application de ce filtre au filtrage du domaine
(LVr,LVr) du ventricule latéral droit. La borne supérieure initiale est présentée en (b).
L’ensemble LVr est défini comme un ensemble flou dont le support est réduit & un point
centré dans le ventricule latéral droit et dont le degré d’appartenance prend les valeurs
1, 0,5, 0,25 et 0. Le résultat du filtre &3y, (LVr) est présenté par la figure 3.23 (c—f).
Dans ’exemple (c), le ventricule latéral droit est bien différencié des autres parties. Plus le
degré d’appartenance maximal du marqueur diminue et moins cette différence est marquée.
En (f) plus aucun filtrage n’est realisé.
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F1GURE 3.23 — (a) Une coupe axiale. (b) Borne supérieure du domaine du ventricule latéral
droit LVr. (c—f) Résultats du filtre &3, (LV7) en considérant un marqueur LVr centré
dans le ventricule droit, de valeur maximale 1, 0,5, 0,25, 0, respectivement.

3.5.2 Connexité et volume

Le critére d’aire minimale (ou de volume en 3D) est classiquement utilisé pour définir
des ouvertures connexes [Vincent, 1992, 1993]. Ce type de filtre préserve les composantes
connexes si leur aire (ou leur volume) dépasse un seuil minimal et peut étre exprimé suivant :

v, (A) = \/{c e€Clc<Aet V(c) > Vi,

ou C est la connexion considérée et V' est la fonction renvoyant l'aire (ou le volume) de la
composante.

Dans les exemples développés dans la section 3.4, nous avons mis en ceuvre de tels
filtres en utilisant des critéres reposant sur l'aire des ensembles flous définie comme leur
cardinal. Cependant la représentation de 'aire (ou du volume) d’un ensemble flou par
son cardinal est quelque peu simpliste (considérons par exemple un ensemble flou qui
présente un support de grande taille et un noyau réduit). Dans la section 2.4.5, nous
avons ainsi utilisé une représentation sous forme de fonction d’appartenance : fy (u)(v) =
SUPY (1, )>0 @ (cf équation 2.8) pour définir la contrainte de volume. Un a priori sur I'aire ou
le volume est alors représenté par un intervalle de fonctions d’appartenance [fv. ., fvi..J-
Nous discutons dans cette section des filtres reposant sur cette représentation. Puisque
nous nous restreignons & des critéres croissants, nous n’utilisons que le critére de volume
(ou de surface) minimal représenté par la fonction d’appartenance fy, . : Rt — [0,1]. Cela
correspond & la contrainte :

volmin fy

TGZ(CA min) . D(A) — {O’ ]_} (318)
1 osi fu, < fu(p),
K '_> { 0 sinon. (3.19)

Nous combinons cette contrainte & une contrainte de connexité pour obtenir un propagateur
intéressant. Considérons donc un objet A associé a un domaine (A, A) et les contraintes
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C’fjflmm et C{"™!. Nous pouvons récrire le filtre de 'équation 3.12 suivant :

1
é‘fvmin

(A) =\/{reH2|v<Aet fu,, < fr®)} (3.20)

Définition 3.15 (Propagateur pour la conjonction de la contrainte de volume et de la

contrainte de connexité). Le propagateur fcvolmin v

, associé a la conjonction d’une
min /\Cﬁlonnl

A
contrainte de volume minimal et d’une contrainte de connezité sur A est défini suivant :

_ Imi ‘
<A7 (A7 A), CZO man fvmln A Cgonn1>
volman fy

(4; (4, é}vmin (A4));C 4 min A CGonnl)

Nous pouvons aussi utiliser un degré de satisfaction de U'inégalité fv_. < fy(v) obtenu
par les opérateurs de Lukasiewicz [Dubois and Prade, 1980] :

Hefypg <f () = 0 min(L, 1= fi,,,, (v) + fv ()(v).

Nous obtenons en dérivant le filtre de ’équation 3.12 :

2
f,fvmin

(@) =\ {r e " v <Aet maxv(e) < pp <) (3.21)

La figure 3.24 illustre ces filtres. L’ensemble flou (a) contient 7 objets de taille croissante.
Leur aire définie selon I’équation 2.8 est présentée en (b) et un critére de volume minimal
est représenté par la fonction d’appartenance fy; , en pointillés rouges. Nous appliquons
tout d’abord le filtre E}V . Les deux composantes connexes satisfaisant au critére de
volume sont conservées. r6lgpendamt ce critére est trés strict et une faible variation de
Iensemble flou ou de la fonction fy;,, peut conduire & sa non satisfaction compléte. Le
filtre f}v ~ n’est ainsi pas continu. Nous appliquons maintenant le filtre 512‘\/ . Les deux
composar;llges les plus grandes sont toujours conservées, mais deux composantergui)lus petites
le sont aussi partiellement. Le filtre obtenu a un comportement régulier par rapport a la
fonction d’appartenance utilisée comme critére et par rapport & 'ensemble d’entrée. Cela,

est caractérisé par la propriété suivante.

Proposition 3.25. La fonction associant A a 5]20‘/ ‘ (A) est lipchitzienne ainsi que la fonc-

tion associant fy,, a §J2cv (4).

OD 1000 2000 3000 4000 5000 6000

(a) (b) () (d)

FIGURE 3.24 — (a) Ensemble flou contenant 7 objets de taille croissante. (b) En bleu
aire floue calculé par 2.8 pour chaque objet indépendamment, en rouge fy, . . (c) §]1cv .

(d) &7 .

fvmin )
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La figure 3.25 illustre ce processus dans le cadre du traitement d’'une IRM cérébrale.
Une coupe axiale du volume original est présentée en ﬁ) Une surestimation des ventricules
latéraux LV est présentée en (b). Le filtrage de LV par 5}‘/ ~ (en choisissant 7 = 1

pour la contrainte de connexité) est présenté en (c). Nous constatons que ce filtre nous
permet d’éliminer de nombreuses petites composantes connexes correspondant aux sillons.
Nous obtenons donc une nouvelle approximation des ventricules latéraux plus fine que la
précédente.

3.5.3 Connexité et adjacence

La contrainte d’adjacence discutée dans la section 2.4.6 ne permet pas d’obtenir seule
un propagateur intéressant. Dans la section 2.6.1, nous avons alors proposé de la combiner
4 une contrainte de connexité. Nous précisons ici ce propagateur.

Considérons deux objets A et B associés aux domaines (4, A) et (B, B) et les contraintes
ij% et CF"". La borne supérieure du domaine de B peut alors étre mise & jour suivant :

B =V{neH? | B<p<BetIve(AA), ptagpr) =1}

Le critére utilise (v € (A, A), paai(4,v) = 1) pour réaliser cette mise & jour n’est
pas croissant. En effet le degré piaqi(p,v) est défini comme la combinaison d’un critére
de connexité de p et v et d’un critére de non-intersection. Or ce dernier n’est pas crois-
sant. Pour permettre le calcul de cette mise & jour nous nous restreignons au critére de
connexité croissant fyois(f, V) = sup, yex T ((z), v(y), n(z,y)))® ot n(z,y) est un degré
de connexité entre des points x et y dérivé de la distance entre ces points.

Nous utilisons la premiére formulation de la contrainte de connexité C’%‘m”l et une

contrainte CZ‘?EI satisfaite si fyois(it, ) = 1. Le filtre de ’équation 3.10 peut alors étre

récrit suivant : §%Oi31(§) =V{veH2 | B<v<Bet3uc (AA),wois(v,u) = 1}
Puisque le piy0is €st croissant nous obtenons :

f%)wl(g) = \/{I/ S HZ ‘ B<v< B et Mvois(ua A) = 1}' (3'22)

Définition 3.16 (Propagateur pour la conjonction de la contrainte de voisinage et de
contraintes de connexité). Le propagateur fczi)ngzon,ﬂ,AccBonn associé a la conjonction de la

8. Le critére de non-intersection est pris en compte indépendamment soit par la contrainte de non-
intersection, soit par la contrainte de partition
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contrainte de voisinage entre deux structures A et B et des contraintes de connezité portant
sur A et B est défini suivant :

(A, B; (A, A), (B, B); O A Cg™)
(A, B;(A,A),(B,B); C5 A Cgm™)

ot B =\ {pe M2 | B<pu<B et poois(p, A) = 1},

Nous illustrons ce propagateur dans la figure 3.26. Deux objets adjacents A et B sont
représentés par les domaines (A, A) et (B, B) dont les bornes supérieures sont présentées
en (a). B présente plusieurs composantes connexes dont certaines ne sont visiblement pas
connexes & A. La fonction n(z, y) représentant la notion de voisinage est modélisée sous la
forme d’une fonction d’appartenance décroissante (b) de la distance euclidienne entre x et
Y. 5%"“1(?) est présenté en (c) avec pour parameétre 7 = 1. Nous constatons effectivement
que moins le critére d’adjacence est satisfait, plus les composantes connexes sont filtrées.

B
B

0.8] \
4
0.4/ \
0.2] \

(b) (c)

FIGURE 3.26 — (a) A et B. (b) Fonction d’appartenance représentant a n(z,y). (c) {’%"m (B).

Dans la figure 3.27 nous proposons une illustration sur une coupe axiale d'une IRM
cérébrale pour la relation d’adjacence entre la corne frontale du ventricule latéral gauche
et le noyau caudé gauche. Les bornes supérieures F'LVI et C'DIl des domaines associés

sont présentées respectivement en (b) et en (c). Le résultat du filtre §;zi‘s/1(C'N ) est alors

présenté en (d) en choisissant 7 = 1. La différence C Nr — ?ZS"}(C'NT)) est présentée en (e).

Notons que nous pourrions aussi définir un filtre en utilisant le degré fiyois(v, A) comme
critére flou.

3.6 Conclusion

La connexité joue un role important dans notre réseau de contrainte. En effet d’une part
les objets d’intérét sont en général connexes et nous voulons obtenir un résultat satisfaisant
cette contrainte. D’autre part elle permet de tirer parti de contraintes telles que le volume
ou l'adjacence dans le processus de propagation.

Dans ce chapitre, nous avons introduit une nouvelle définition de la connexité des
ensembles flous qui présente de meilleures propriétés notamment en termes de régularité
que les définitions précédentes. Cette définition nous permet de modéliser la contrainte
associée a la connexité d’une structure et les régles de mise & jour de domaine qui sont
utilisées lors du processus de propagation. La représentation par arbre et les méthodes
de calcul proposées pour chacun de ces filtres nous permettent un calcul efficace de ces
derniers.

Par ailleurs nous utilisons cette notion de connexité dans la définition de filtres pour
les images en niveaux de gris [Palma et al., 2008]. En représentant ces derniers sous forme
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FIGURE 3.27 — (a) Coupe axiale. (b) fLV. (c) CNr. (d) &2(CNr). (e) CNr —

SFLV
0isl (TN
;ZZ\S/ (CNr).

de fonction d’appartenance sur les valeurs réelles, nous obtenons une définition des zones
plates de I'image reposant sur la connexité d’un ensemble flou spatial (appartenant a F).
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Chapitre 4

Ordonnancement des contraintes
pour la propagation

Introduction

Dans le chapitre 2 nous avons représenté notre probléme de segmentation et de recon-
naissance par un réseau de contraintes. Nous avons alors mis en ceuvre un algorithme de
propagation de contraintes permettant de réduire ’espace de recherche du probléme en sup-
primant de nombreuses valeurs incohérentes avec les contraintes. Cet algorithme consiste a
appliquer séquentiellement les propagateurs associés aux contraintes jusqu’a convergence.
Le résultat obtenu étant indépendant de 'ordonnancement de 'application des propaga-
teurs, nous avons utilisé un ordonnancement rudimentaire similaire & celui réalisé dans
Palgorithme AC — 3 [Mackworth, 1977al.

Cependant cet ordonnancement a un impact important sur les performances de 1’algo-
rithme. En effet un ordonnancement simple tel que celui réalisé dans 'algorithme AC — 3
conduit & fréquemment appliquer des propagateurs ne réalisant pas de réduction ce qui
réduit I'efficacité du processus. Afin d’obtenir une convergence plus rapide, nous proposons
de tenir compte des spécificités de notre probléme en estimant la réduction potentiellement
réalisée par chaque propagateur. Cela conduit & un meilleur ordonnancement et donc & un
processus plus efficace.

Nous rappelons dans la section 4.1 quelques algorithmes classiques de propagation de
contraintes. Dans la section 4.2 nous proposons un ordonnancement de ’application des
propagateurs spécifique a notre probléme. Finalement nous illustrons les résultats obtenus
dans la section 4.3.

4.1 Algorithmes de propagation pour la consistance d’arc

La littérature relative & la consistance d’arc et aux algorithmes de propagation associés
est riche (relativement aux autres notions de consistance locale). Nous rappelons briévement
une partie de ces travaux par rapport auxquels nous situons I’approche proposée.

Les algorithmes de propagation relatifs & la consistance d’arc sont en général répartis en
deux classes [Bessiére, 2006] selon la finesse de la propagation réalisée. Dans cette section
nous décrivons briévement ces deux familles.
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4.1.1 Algorithmes de propagation grossiers

Les algorithmes de propagation dits grossiers dérivent généralement de ’algorithme AC-
3 [Mackworth, 1977a,b|. Ce dernier reste largement utilisé notamment pour sa simplicité
de mise en ceuvre. Nous montrons dans la figure 4.2 une des variantes de cet algorithme.

A chaque itération une contrainte C' et une variable x; sont choisies. Toutes les valeurs
ne présentant pas de support pour C' dans D sont alors supprimées du domaine associé a
z; (cette opération est réalisée par la fonction Revise). Le couple (x;, C) est choisi dans une
liste L correspondant aux mises & jour & réaliser. Dans cet algorithme, ce choix repose sur
le principe FIFO (premier entré premier sorti). Initialement tous les couples possibles sont
ajoutés a la liste L. A chaque itération le couple mis a jour (z;,C') est supprimé de la liste.
Si le domaine D(x;) est réduit, les couples a mettre & jour sont ajoutés a L. L’algorithme
s’achéve lorsque L est vide.

Fonction Revise(x; :x, C' :C) :Booléen

Données : D(z;) : le domaine de D associé a la variable z;
début

changement « faux
pour chaque v € D(x;) faire
si fl € D tq I(x;) = v et I[vars(C)] € rel(C) alors
D(z;) =D(z;) \ v
changement « vrai
fin
fin

retourner changement

fin

Données : (x,D,C) un réseau de contraintes.

L une file de couples variable contrainte : (z, C)

Résultat : (x,D’,C) arc consistant tel que D < D’

début

L — {(z;,C) | CeC,x; € x(C)}

tant que L # () faire

sélectionne et supprime un élément (z;,C) de L

si Revise(z;, C) alors

si D(z;) = (0 alors

| retourner faux

sinon
L —LU{(z;,C") | C" €C,z; # xj,xj € vars(C'),x; €
vars(C') et C" # C}

fin

fin

fin
fin

FIGURE 4.2 — Algorithme AC-3

Cet algorithme est trés simple & mettre en ceuvre mais il réalise un nombre trés im-
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portant de calculs inutiles et présente une complexité élevée (dans le pire des cas en
O(|C|(maxzey |D(z)])3)). Nous présentons ci-dessous deux types de méthodes proposées
pour réduire le nombre de calculs inutiles.

Une premiére famille d’approches consiste a réduire le cotit de révision des contraintes.
L’algorithme AC — 2001 |Bessiére and Regin, 2001, Zhang and Yap, 2001, Bessiére et al.,
2005] maintient ainsi pour chaque valeur v de chaque domaine D(z;) le support minimal
(les domaines sont supposés ordonnés, les contraintes binaires et le réseau normalisé) dans
un tableau Last(x;, v, ;) (Last(x;, v, x;) est la valeur minimale du domaine D(x;) qui soit
support de la valeur v pour z; pour la contrainte C' telle que vars(C) = {z;,z;}). Cette
information permet alors de réduire le colt de révision d’une contrainte en réduisant le
cotit de recherche des supports. Cet algorithme est obtenu & partir de ’algorithme AC — 3
en intégrant la fonction de révision optimisée Revise AC2001 montrée ci-dessous. La com-
plexité de calcul dans le pire des cas est en O(|C|(maxzey |D(2)])?) mais 'espace mémoire
requis est en O(|C|(max,ey |D(2)]))-

Fonction ReviseAC2001(x; :x, C :C) :Booléen
Données : D(z;) : le domaine de D associé a la variable z;
début
changement <« faux
pour chaque v; € D(x;) tq Last(z;,v,x;) ¢ D(x;) faire
vj < plus petite valeur de D(z;) plus grande que Last(x;, v;, xj) tq
(vi,v5) € rel(C)
si v; emiste alors
| Last(z,vi, x5) — vj
sinon
supprime v; de D(x;)
changement « vrai

fin

fin

retourner changement

fin

Une seconde famille d’approches consiste & mieux ordonner I'utilisation des contraintes.
En effet dans l'algorithme donné dans la figure 4.2, le choix de la contrainte & chaque
itération est réalisé sur le principe FIFO. L’ordonnancement obtenu est rudimentaire et
inefficace.

Pour réaliser un meilleur choix, des critéres peu cotteux a calculer peuvent étre utilisés
afin d’essayer de choisir la contrainte qui réalisera la réduction la plus importante. Consi-
dérons par exemple une contrainte C' qui met & jour une variable A et qui dépend d’une
autre variable B. Nous pouvons supposer qu’il est d’autant plus intéressant de calculer
cette contrainte que le domaine de A est grand et le domaine de B est réduit [Wallace and
Freuder, 1992, Boussemart et al., 2004]. Nous pouvons aussi supposer que plus le domaine
de B a été réduit depuis la derniére sélection de la contrainte, plus le nombre de valeurs
dans le domaine de A ne présentant plus de support pour C est grand [Boussemart et al.,
2004]. De plus si nous pouvons obtenir simplement la taille de la relation associée a la
contrainte, nous pouvons alors, en considérant la taille des domaines impliqués, déterminer
si la contrainte va assurément, peut-étre ou certainement pas réaliser une réduction [Wal-
lace and Freuder, 1992]. Nous pouvons alors favoriser les contraintes pour lesquelles nous
sommes assurés qu’une révision sera réalisée et éviter le calcul de contraintes qui ne réali-
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seront pas de réduction. Une condition suffisante pour qu’une valeur présente un support
peut aussi étre obtenue & partir du nombre de valeurs supprimées des domaines [Mehta
and van Dongen, 2005|.

De plus 'objectif étant de réduire le temps de calcul global, le temps de calcul des propa-
gateurs doit étre pris en compte, notamment quand celui-ci est trés variable. Dans [Schulte
and Stuckey, 2004], les auteurs associent & une contrainte plusieurs propagateurs de cofits
différents (tel qu'un propagateur arc-consistant et un propagateur consistant de bornes).
La prise en compte du cotit de calcul permet alors de favoriser les propagateurs peu cotiteux
et ainsi de réduire le temps de calcul global de ’algorithme de propagation.

4.1.2 Algorithmes de propagation fins

Les algorithmes décrits dans la section précédente réalisent la propagation au niveau
des contraintes. Ces algorithmes choisissent & chaque itération une contrainte et testent
alors I'ensemble des valeurs d’un domaine. Cette approche conduit & un nombre de cal-
culs inutiles parfois important. Afin d’obtenir une complexité optimale en temps de calcul,
la propagation peut étre réalisée au niveau des valeurs. L’algorithme AC — 4 [Mohr and
Henderson, 1986, Mohr and Masini, 1988] maintient ainsi pour chaque valeur de chaque
domaine et pour chaque contrainte le nombre de supports qu’elle présente ainsi que que
la liste des valeurs supportées (les contraintes sont supposées ici directionnelles). La pro-
pagation consiste alors & maintenir une liste de valeurs ne présentant plus de supports. A
chaque itération, un élément est prélevé de cette liste, le nombre de supports de toutes les
valeurs supportées par cet élément est alors décrémenté et s’il vaut 0, la valeur en ques-
tion est ajoutée a la liste de valeurs & traiter. I’algorithme AC — 4 permet d’obtenir la
consistance d’arc en O(|C|(maxyey |D(2)])?) mais au prix d’un espace mémoire aussi en
O(|C|(maxzey |D(x)|)?). Afin de réduire I'espace mémoire requis pour réaliser la propa-
gation, l'algorithme AC — 6 [Bessi¢re, 1994] maintient uniquement pour chaque valeur et
chaque contrainte le support minimal (comme le fait I'algorithme AC' —2001). Cela permet
de préserver la méme complexité dans le pire des cas tout en réduisant I'espace mémoire
requis (qui est maintenant en O(|C|(maxzey |D(x)]))).

4.2 Ordonnancement des contraintes

4.2.1 Motivation

L’algorithme de propagation AC' — 3 peut étre aisément adapté a notre probléme en
modifiant la fonction Revise comme nous 'avons fait dans la section 2.3. Cependant
cet algorithme est peu efficace comme nous l'illustrons dans la figure 4.4. Nous montrons
en (b) le taux de réduction moyen (sur 100 itérations) que réalisent les propagateurs sur les
domaines. Ce dernier est obtenu comme le ratio entre le cardinal de I’ensemble des domaines
(ITaey (4, A)|, cf équation 2.3 pour la définition du cardinal d’un intervalle) aprés et avant
I’application du propagateur. Nous constatons des taux de réduction moyens assez faibles
(sachant qu’un changement de degré d’appartenance d’amplitude 1 d’une borne en un point
de I'espace conduit & un ratio de %5 pour une quantification des degrés d’appartenance sur
8 bits). En (a) la courbe montre I’évolution du logarithme du cardinal de I’ensemble des
domaines (en ordonnée) en fonction du nombre d’itérations. Dans la suite de ce chapitre
nous utiliserons cette courbe comme référence pour illustrer le gain obtenu par l'utilisation
d’un ordonnancement plus approprié.

Afin d’obtenir une convergence plus rapide, nous ne pouvons pas, comme dans les
algorithmes AC — 2001, AC — 4 ou AC — 6, maintenir une information sur les supports
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x 10

FIGURE 4.4 — Propagation en utilisant un algorithme similaire & AC' — 3. (a) Logarithme
du cardinal du produit cartésien des domaines en fonction du nombre d’itérations. (b) Ré-
duction moyenne du cardinal des domaines réalisée par les propagateurs en fonction du
nombre d’itérations.

de chaque valeur dans les autres domaines pour ’ensemble des contraintes (ce qui requiert
un espace mémoire au moins linéaire en fonction de la taille des domaines). Nous allons
donc optimiser 'ordonnancement du calcul des propagateurs dans un algorithme de type
AC —3. Pour cela nous estimons pour chaque contrainte le cofit calculatoire du propagateur
et 'ampleur de la réduction de domaine potentiellement réalisée (qui est liée au nombre
de valeurs ne présentant plus de support pour cette contrainte).

Nous évaluons théoriquement le cofit calculatoire des contraintes dans la section 4.2.3.
L’estimation de la réduction réalisée potentiellement par une contrainte est plus délicat.
Dans la section 4.2.2 nous réalisons cette estimation comme dans [Boussemart et al., 2004]
en nous reposant sur le changement du cardinal des domaines. En effet lorsqu’un domaine
est réduit, des supports pour les valeurs des autres domaines disparaissent probablement.
Nous pouvons ainsi lier la priorité d’une contrainte C' & la réduction des domaines des
variables de vars(C) depuis le dernier calcul de la contrainte. Cette approche permet un
premier accroissement de efficacité moyenne de I’application des propagateurs.

En tenant compte de la spécificité de notre probléme, nous pouvons affiner cet ordon-
nancement. Par exemple si le ventricule latéral et la matiére blanche ont été préalablement
extraits, le domaine du noyau caudé peut étre drastiquement réduit en quelques itérations
par un choix avisé des contraintes comme illustré dans la figure 4.5. Nous y montrons
le domaine associé au noyau caudé droit aprés ’application successive des propagateurs
associés aux contraintes :

1. «le noyau caudé droit est dans le cerveau »,

2. « le noyau caudé droit présente une radiométrie plus basse que celle de la matiére
blanche »,

3. «le noyau caudé droit est extérieur au ventricule latéral droit »,

4. «le noyau caudé droit est proche du ventricule latéral droit »,

5. «le noyau caudé droit est connexe et son volume est moyen ».

Nous choisissons ainsi a chaque étape une contrainte qui permet de réaliser une réduction
de domaine importante. Ce choix dépend donc de I’état courant des domaines. Ainsi la
contrainte « le noyau caudé droit est extérieur au ventricule latéral droit » peut évidemment
réduire les domaines pour le noyau caudé droit présentés en (b) et (c) mais pas ceux
présentés en (d), (e) ou (f).
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(f)

FIGURE 4.5 — Réduction du domaine du noyau caudé droit C Nr. (a) Une coupe axiale d'une
IRM cérébrale. Evolution de C N7 aprés la prise en compte successive des contraintes : C N7
est dans le cerveau (b), CNr présente une radiométrie plus basse que celle de la matiére
blanche (c), C N7 est extérieur au ventricule latéral droit (d), CNr est proche du ventricule
latéral droit (e) et C'Nr est connexe et présente un volume moyen (f).

L’estimation de cette réduction potentielle n’est pas directe puisque nous ne voulons
évidemment pas calculer le propagateur pour estimer son intérét... Pour réaliser effica-
cement cette estimation, nous nous appuyons sur les autres structures du modeéle. Ainsi
en (c), CNr contient le noyau caudé gauche C NI qui ne satisfait pas du tout la relation
directionnelle avec le ventricule latéral droit. Nous pouvons donc en déduire que le propa-
gateur permettra de réduire C N7 d’au moins la région associée & C'NI. Comme cela nous
pouvons estimer la réduction potentielle totale en considérant 1’ensemble des structures de
I’'espace.
Dans 'exemple précédent le ventricule latéral et la matiére blanche étaient connus,
ce qui permettait d’obtenir des réductions de domaine intéressantes pour le noyau caudé.
Cependant pendant le processus de propagation ils ne le sont pas et seuls les domaines
associés & ces variables sont disponibles. La réduction du domaine du noyau caudé dépend
alors de 'état courant de ces domaines. Plus ils sont grands, moins la réduction obtenue
sera importante. Ainsi la contrainte « le noyau caudé droit est extérieur au ventricule latéral
droit » ne permet pas de réduire le domaine du noyau caudé présenté en (c) dans la figure 4.6
lorsque nous ne disposons que du domaine (LVr, LVr) présenté en (b) pour le ventricule
latéral droit. Si maintenant nous disposons pour le ventricule latéral du domaine présenté
en (d), cette relation permet de réduire le domaine présenté en (c) pour obtenir le domaine
en (e). Pour estimer finement la réduction potentiellement réalisée par une contrainte nous
devons donc prendre en compte 1’état de I’ensemble des domaines des variables impliquées
dans la contrainte.
Pour résumer, afin d’établir un ordonnancement plus efficace des contraintes nous pren-
drons en compte :
— le changement des domaines depuis le dernier calcul de la contrainte (cet aspect est
détaillé dans la section 4.2.2),

— le cott calculatoire des contraintes (section 4.2.3),

— une estimation fine de la réduction de domaine que peut potentiellement réaliser la
contrainte (section 4.2.4).
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FIGURE 4.6 — (a) Coupe axiale. Dans la configuration des domaines (LVr, LVr) (b) et
(CDr,CDr) (c), application du propagateur associé a la relation « le noyau caudé droit
CDr est extérieur au ventricule latéral droit LVr » est inutile. Pour le domaine (LVr, LV'r)

présenté en (d), application de ce propagateur permet de réduire le domaine du noyau
caudé de (c) a (e).

Ces différents critéres sont combinés dans la section 4.2.5 afin de définir un ordonnance-
ment pour la propagation de contraintes. A chaque itération de I’algorithme, la contrainte
présentant le meilleur compromis entre ces trois critéres est choisie et le propagateur associé
est appliqué. Tous les domaines sont ainsi progressivement réduits.

4.2.2 Changement des domaines

11 est inutile d’appliquer le méme propagateur plusieurs fois successivement. En effet
les propagateurs définis dans le chapitre 2 sont idempotents. Une fois réalisé, le calcul d’un
propagateur est donc inutile jusqu’a la réduction d’un des domaines des variables de la
contrainte. Plus la réduction de ces domaines (depuis le dernier calcul du propagateur) est
importante, plus le nombre de valeurs ne présentant plus de support pour la contrainte est
potentiellement important et plus il sera en général intéressant de recalculer le propagateur.

Nous associons a chaque contrainte une priorité Py s liée au changement des domaines
des variables de la contrainte. Soit une contrainte C' et vars(C) I’ensemble des variables de
cette contrainte. Nous pouvons caractériser la quantité de changement des domaines par
le ratio :

2 2
11 (A%, A7)

71 )

)|

N

A€vars(C) | (Al )

ol (Al,zl) est le domaine de A aprés le dernier calcul du propagateur associé & C' et
(AQ,ZQ) est le domaine courant de A. Nous obtenons un degré compris entre 0 et 1.
Celui-ci prend des valeurs en général trés faibles. En effet lorsque par exemple le degré
d’appartenance de la borne supérieure d’une variable change de 1 & 0 en un point unique
de l’espace, cet indice ne vaut plus que % (o k est la taille de la discrétisation des degrés
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d’appartenance). Nous définissons donc la priorité Py, ¢y suivant :

—2
(42, 47)]
Aevars(C) ‘(Al’A )‘

Nous calculons cette priorité itérativement au cours du processus de propagation. Soit A
une variable dont le domaine est réduit & l'itération 7 du processus de propagation. La
priorité de toute contrainte C' telle que A € vars(C') est mise & jour suivant :

i Ai+17zi+1
szff(c) - log HAEvars(C) W

Piig(C) + Zacuarsicy (log (41, 2] ~ log (4™, 27))
Péiff(c) + ZAevars(C’) > orex log(k(zl(a:) — Al(x)) + 1)
S ex log(k(A 2) — A (@) + 1)

P (C)

ot (A', A" et (AT ZLH) sont les domaines associés a la variable A aux itérations i et i+1
(dont le cardinal est donné par l’équation 2.3) et Péiff(C) est la priorité de la contrainte
C a l'itération ¢. Par ailleurs si & U'itération ¢ du processus de propagation nous calculons
le propagateur associé & la contrainte C, alors la priorité associée & C' est réinitialisée :
Pé;}lf(C) = 0. En d’autres mots la priorité d’une contrainte augmente jusqu’au moment ot
le propagateur associé est utilisé. Sa priorité est alors remise a 0.

L’algorithme décrit dans la figure 4.7 est une variante de l'algorithme AC-3 en uti-
lisant cet ordonnancement. A chaque itération, la contrainte présentant la priorité la
plus élevée est choisie et le propagateur associé est appliqué (par 'appel de la fonction
Propagation(maxContrainte) dans 'algorithme). Si des domaines sont modifiés par le
calcul du propagateur alors la priorité des contraintes impliquant les variables associées est
mise & jour.

4.2.3 Coit calculatoire des contraintes

Le cotit calculatoire des propagateurs est trés variable selon les contraintes. L’objectif
étant de réduire le cott total du processus de propagation, nous allons tenir compte du
cotit de chaque contrainte et défavoriser le calcul & répétition de contraintes trop cotiteuses.
Nous donnons ci-dessous la complexité théorique des différents propagateurs considérés. En
général le calcul de ces propagateurs est réalisé sur une sous-partie de 'image correspondant
ala boite englobante du support des différents domaines. Nous notons IV le nombre de pixels
de cette boite englobante et s sa longueur (sa taille maximale en nombre de pixels selon
un des axes). Nous notons d la dimension de I’espace (3 dans notre cas).

Direction Le calcul de I'approximation donnée dans la section 2.4.2 est réalisé par 7 dila-
tations de noyau de rayon r. Nous obtenons donc une complexité calculatoire en O(r?~1sN).

Distance Le calcul des relations de distance est approché par des dilatations élémentaires
(cf section 2.4.3) et est réalise en O(3%mN) ot m est le rayon maximal des dilatations
calculées (i.e. max(b, d) si I’a priori de distance est représenté par une fonction trapézoidale
de paramétres a, b, ¢ et d).

Inclusion Ce calcul est réalisé en O(N).
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Entrées : (x,D,C) un réseau de contraintes.
Données : P : tableau de taille |C| contenant la priorité associée a chaque
contrainte.
LogCard : tableau de taille y contenant le logarithme du cardinal du domaine des
variables.
Résultat : (x,D’,C) tel que D g D’
début
pour chaque C € C faire
| P(C)=1
fin
pour chaque A € y faire
| LogCard(A) « >, cx log(k(A(z) — A(z)) + 1)
fin
répéter
maxContrainte «— arg maxgce P(C)
mazxpriorite < P(maxContrainte)
si Propagation(maxContrainte) alors
pour chaque A € vars(maxContrainte) faire
si A f A alors retourner faux
tmpeard «— Y, o log(k(A(z) — A(z)) + 1)
pour chaque C tq A € vars(C) faire
| P(C) <« P(C) —tmpcard + LogCard(A)
fin
LogCard(A) « tmpcard

fin

fin

P(maxContrainte) < 0
jusqu’a maxpriorite > 0 ;

fin

F1GURE 4.7 — Algorithme P1

Partition Si k structures sont impliquées dans cette contrainte, le calcul du propagateur
est realisé en O(kN).

Connexité, volume et adjacence La construction de ’arbre est réalisée dans le pire des
casen O(kN) (ou k est la taille de la discrétisation des degrés d’appartenance), 'extraction
des composantes connexes et leur filtrage en O(n), ou n correspond aux nombres de noeuds
de ’arbre. Enfin la reconstruction est réalisée en temps linéaire.

Contraste Cette complexité dépend essentiellement du pas de discrétisation choisi pour
la fonction d’appartenance en niveaux de gris et pour la fonction trapézoidale représentant
I’a priori de contraste. Nous notons leurs tailles respectives s; et so. La complexité du
calcul est alors en O(s152) + O(N).

Certains propagateurs, notamment ceux associés aux contraintes de position relative et
de distance, restent cotiteux malgré les approximations réalisées. En pratique nous pouvons
limiter ce colit en sous-échantillonnant ’espace. Le résultat obtenu est ainsi un compromis
entre la précision et le temps de calcul du propagateur.
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Nous définissons donc pour chaque contrainte une priorité calculatoire : P.og: = C—IC, ol
C'C représente le cotit calculatoire tel qu'il est défini ci-dessus. Ce cotit diminue en général
lorsque la taille du support des domaines décroit. Il est donc réévalué lorsque le domaine
de 'une des variables impliquées dans la contrainte est mis a jour.

4.2.4 Estimation fine du potentiel de réduction des contraintes

Les critéres reposant sur le cotit calculatoire des contraintes et sur la quantité de chan-
gement permettent un ordonnancement plus efficace que I’ordonnancement basique. Cepen-
dant en tirant parti de la spécificité du probléme nous pouvons obtenir un ordonnancement
beaucoup plus fin. Pour cela nous allons, durant le processus de propagation, estimer (pour
un cout calculatoire faible) pour chaque contrainte le plus fidélement possible 'ampleur de
la réduction potentiellement réalisée par le propagateur associé.

Les paragraphes suivants décrivent les approximations proposées pour les différentes
contraintes. Ces approximations impliquent d’une part un ensemble d’indices appris et
d’autre part un ensemble d’indices dépendant des domaines courants. Ces indices sont
récapitulés a la fin de cette section.

Contrainte de direction

Soient deux objets A et B suivant une relation directionnelle stable représentée par la

contrainte Cffi’l’g. Comme nous 'avons détaillé dans la section 2.4.2, cette contrainte peut

étre modélisée suivant :

rel(C4") . D(A) x D(B) — {0,1}

L sipg < 6,(m),
(1, p2) H{ 0 sinon.

ol v est I'élément structurant donnant la sémantique de la relation directionnelle Le pro-
pagateur associé fod” » réduit la borne supérieure du domaine de B suivant B =BAs, (A).

Le nombre de Valeurs supprimées du domaine de B par fcdvr v est 1ié au changement de la

borne supérieure du domaine de B. Nous voulons donc obtenlr a faible colit une estimation

de :
|B — B\—]B 5,(A) A B.

Nous supposons que chaque point de I’ espace appartient & au moins une des variables de
x. Nous pouvons domnc représenter B ou B’ comme la réunion des intersections avec les
structures de x :

B-B|~| \/ (BA o, —6,(A) AB A poy)l.

Nous pouvons alors approcher le cardinal de la réunion par la somme des cardinaux :

|B-B >~ aB(05)[B A poy = 6,(A) NB A o),

OBEX

Q

B A po d,(A) AN B A o
~ Z CVB(OB)‘,UJOB’U ‘ ’B‘ _‘ ( )| | B’
Opex HOp HOp

);
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oit aP(Op) est une pondération corrective qui exclut les nceuds appartenant a la méme
branche que B dans la représentation hiérarchique! et qui normalise le poids des nceuds
redondants dans cette représentation (les structures de x ne formant pas une partition de
Pespace, la somme est une approximation trés grossiére du cardinal de la réunion). Nous
décrivons plus précisément le calcul de ce facteur a la fin de cette section.

Nous approchons alors cette expression en utilisant uniquement des indices appris ou
des indices peu cotiteux & calculer pendant le processus de propagation. Dans ’équation
précédente plusieurs éléments sont actuellement inconnus : puo, et d,(A) (que nous ne
voulons pas calculer maintenant).

Pendant le processus de propagation nous ne connaissons pas (o, mais uniquement son

. — BA BA
domaine (Opg, Op). Nous approchons alors | mgOf' ar | ‘070‘3‘
B B

le cardinal de ’ensemble des structures que nous notons |O%|. Nous obtenons ainsi :

. Par ailleurs nous apprenons

[BAOg|  6,(A) A BA o,
|OB| e

B-B|~ Y a?(0p)|0%| max(0, (
Op€ex

))-

|6 (A)ABApo |
kol
ment nous approchons la proportion de po, appartenant a d,(A) A B par le produit des
proportions de pp, appartenant respectivement a 0,(A) et B :

6,(A) AB A 1o, - 16,(A) A poy| |B A poy| - 16, (A) A poy| IE@I
1oy | |10 |10y e 05|

Reste a obtenir une approximation peu cotiteuse du terme . Premiére-

Ensuite nous utilisons & nouveau l'ensemble des autres structures pour obtenir une ap-

proximation de d,(A) :
6 (A) ~ \/ S (AN MOA)»
Oaex\xs(A)

ot x \ xB(A) est I'ensemble des variables sauf celles appartenant & la méme branche que A
dans la représentation hiérarchique, A appartenant & cet ensemble. En effet nous voulons
réaliser une décomposition sur une partition de I’espace. Nous pouvons donc en exclure les
éléments de la représentation hiérarchique appartenant a la méme branche que A. Nous
obtenons alors I’approximation suivante :

16,(A) Apogl  IVouexsi) (AN E0L) Aoy
’NOB | - |HOB |
10, (A A po,) A posg|
Oaex\x5(4) 1o | '

)

Q

6, (AN 4 ) Ao 5| )
lnogl
par le produit de la proportion de puo, appartenant a 0, (uo,) et de la proportion de po ,

Nous approchons alors la proportion de pp, appartenant & S, (AN o ) (

1. En effet la prise en compte de ces nceuds peut induire une erreur d’approximation importante. Par

exemple dans le cas d’une contrainte directionnelle, si B est inclus dans Op 'approximation réalisée :
[0, (A)ABApOL | ~ 100 (A)Apogl IBArog|

lhogl ) lhogl lhog|
ment des contraintes.

Supposons par exemple que le domaine de B soit réduit a un singleton et considérons une variable
Op telle que B soit inclus dans Op. Dans ce cas nous avons : lB‘)ﬁgo“f‘ — l(su(A‘)/fng‘“OB‘ =0 et la priorité
du calcul de la contrainte reste nulle. Si maintenant nousiutilisoriss l’approxima?ion nous obtenons une
priorité potentiellement non nulle : ‘ET::;Z"B‘ — ‘5"(‘?(:;'05' ‘Em:::fl > 0, ce qui peut provoquer le calcul de

la contrainte alors que celui-ci est complétement inutile.

est en général trés grossiére et conduira & un mauvais ordonnance-
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6, (10 4 ) Ao 5| [AARO 4 |
WV lnogl [0 4]
liée & la taille de A A po,. Nous avons alors :

appartenant a 9, (po,) ( ). En effet la taille du dilaté 8, (A A po,) est

6,(A) Apogl L 10u(pos) A pos] [AN B0,
o 04X\ x5(A) 1oy | lpo.l
~ i 16, (104) N Hop | IALOA\.
Oaex\x5(A) e |04l

Pour ’ensemble des couples de variables (O1,02) € x?, nous apprenons le coefficient

; % . R ) . . . .
S4ir(01,0q) = % qui correspond a un degré de satisfaction de la relation di-
2

rectionnelle entre O7 et Oy. L’apprentissage de ce coefficient (ainsi que des coefficients
introduits pour le calcul de la priorité des autres contraintes) sera détaillé a la fin de cette
section.

Nous obtenons donc :

S BAOg . ANO4| |BAOg

B-Bl~ Y #0005l (PL%E - max (507(04,05) 204 B AO8])
o 0]  Oaex\xs(A) 04| 05
BEX

Des termes du type % apparaissent & plusieurs reprises dans ce calcul. Nous main-

tiendrons pendant le processus de propagation une table contenant ces indices que nous
notons :
‘01 VAN 02|

04,0
A ToN

(4.2)

Nous définissons alors une priorité Prsquction comme 'approximation de la réduction
potentiellement réalisée par le propagateur associé a la contrainte de direction :

Préduction(CY'5) = Op)|O%|I(B,0 max  SU(04,05)I(A,0y)).
sduction( ) O%;X P(0p)|OB|1(B, OB)(1 - 0, 08X (04,0B)1(A,04))

(4.3)
Cette estimation peut étre calculée efficacement. En effet tous les termes impliqués sont
fixés et obtenus par apprentissage ou sont des indices peu cotiteux a calculer.

L’obtention de cet indicateur & faible cotit est cependant réalisée au prix d’approxima-
tions parfois grossiéres. Mais puisque 'ordonnancement a uniquement un impact sur les
performances et pas sur le résultat final, nous pouvons nous permettre de telles approxi-
mations.

Si nous reprenons ’équation 4.3, nous pouvons en donner une interprétation simple.
La somme sur Op permet de déterminer pour chaque structure du modéle si la borne
supérieure du domaine de B comprend cette structure et si oui si la contrainte direction-
nelle permet de réduire B sur cette région de I'espace. Pour cela la non-satisfaction de la
contrainte de direction entre le domaine courant et Op est estimeée :

Préduction(CAR) = Op)|OBII(B,0g) (1— max S (04,05)I(A,04)) .
duction(CA5") Ogejx B(0p)|0B|1(B, 0p) (1 0,808 | 5,7(04,05)1(4,04))

Non satisfaction de la contrainte par og
relativement au domaine courant deA

Réduction potentielle de B dans la région associée a Op
(4.4)
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Exemple 4.1. Prenons pour exemple la contrainte « B est & droite de A » notée Cf{gite
et la scene présentée par la figure 4.8. Pour cette contrainte le coefficient ST (Oy, Os)
a été appris pour tous les couples (O1,09) € {A,B,C,D}?. Ces valeurs représentent la
satisfaction de la relation de direction entre O; et O; (notons que ces valeurs sont données
a titre indicatif) et sont présentées dans la table 4.1. Nous disposons aussi du volume moyen
de ces structures : |AP| = 50, |BP| = 15, |CP| = 15 et | DP| = 20.

A[B D |
Al 1|1 ]1]o04
Bl 0| 1]01]0
Cl 001|110
D|03]08| 1] 1

TABLE 4.1 — Indices S%°%¢(0;, 0;) associés & la contrainte «B est a droite de A».

(X-)

Ck)

)

Q-

(&Xe)

(Xs)

-

Q-

—~

o
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CXs)
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X-)

e e
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M. e
SR Y- ) )

(c

>

FIGURE 4.8 — (a-d) Quatre configurations des domaines. Le calcul de la contrainte « B est
a droite de A » est intéressant uniquement dans la configuration (b).

Quatre configurations des domaines (uniquement les bornes supérieures sont montrées)
sont présentées en (a), (b), (c) et (d). Le calcul du propagateur associé a la contrainte
Cffg,”e ne présente un intérét que dans la configuration (b). Dans toutes les autres confi-
gurations il ne modifiera pas la borne supérieure de B.

Dans chacune de ces configurations nous calculons l'indice donné par l'équation 4.3.

Cet indice dépend notamment des valeurs 1(0;,0;) = %
J

pour chacune des configurations exhibées et des facteurs de normalisation o® valant 1 dans

données dans la table 4.2
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A|/B|C|D A|/B|C|D
Al1]010]|0 Al1]0]01]0O0
Blo|1]1]0 BlO0O|1]0]|1
clofl1]1]0 clol0o]|1]0
D|O0]0]0]|1 D|O0]1]0]|1

(a) (b)

A|B|C| D A B |C|D
Al1]01O0 0 A 1 06|01
B0 |1]0]04 B |03 1 011
cClo|l0]1 0 C 0 110
D|{O0O]1]0 1 D|{03|06|0]1

c) (d)

TABLE 4.2 — Valeur de opérateur 1(O;,O;) pour les bornes présentées respectivement
en (a), (b), (c) et (d) dans la figure 4.8.

—~

cet exzemple. Nous obtenons :

(a) Préduction(cfxfgte) )

— aB(A)AP|I(B, A)(1 ~ maxo yex\ys(t) ST (O, AVI(A,04)) + aB(B)|BP|I(B, B) ...
— B(A)|AP|1(B, A)(1 — S27 (A, A)I(A, A)) + aB(B)|B|I(B, B)(1 - S% (A, B)...
=1x50x0(1—1) 4+1x15x1(1—-1)+1x15x1(1—1)+1x20x 0(1—0,4)
=0

(b) Préduction(cjf%ite)

=1x50x0(1-1) 4+1x15x1(1—-1)+1x15x0(1—-1)+1x20x1(1-0,4)
=12

(C) Préduction(czfoBite)

=1x50x0(1—1) 4+1x15x1(1—=1)+1x15x0(1—1)+1x 20 x 0,4(1— 0,4)
=48

(d) Préduction(cjf%zte)

=1x50%x0,31—1) +1x15x1(1—1)+1x15x0(1—1)+1x20x 1(1—1)

= 0.

L’indice obtenu est mazimal dans la configuration (b) qui est la seule configuration
dans laquelle le calcul du propagateur est utile. Il est nul dans les configurations (a) et (d),
mais pas dans la configuration (c) (méme s’il est plus faible que l'indice obtenu pour la
|BAD|

D]
valant 0,4. Cependant puisque nous ne connaissons pas D mais seulement son domaine,
lobtention d’une meilleure approzimation de ce ratio n’est pas simple. Par ailleurs puisque
cet indice n’est pas symétrique (I(B,D) = 0,4 et [(D,B) = 1), le calcul d’un propagateur
mettant o jour D sera favorisé.

configuration (b)). Cela est notamment di & l'approximation de lB":gfl valant O par

Contrainte de distance

Nous traitons similairement les contraintes de distance modélisées dans la section 2.4.3
sulvant :

rel(CY%""?) : D(A) x D(B) —{0,1}
(i1, 1) H{ L si g < T(e(eur) (1)), 00, (1)),

0 sinon.
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Le propagateur deist v1ve aSSOCIE & cette contrainte réduit la borne supérieure de B :
A,B

B =BA ¢(0¢(1)(A)) A 6y (A). Comme dans le cas des relations directionnelles, nous
estimons le cardinal de la réduction potentiellement réalisée par ce propagateur :

[B=B'| = [B = c(be(u)(4)) A 61, (A) A B,

en décomposant cette expression sur l’ensemble des structures du modéle et nous obtenons
I'approximation :
|§/\:U’OB’ |C(6C(V1)(A)) /\51/2(2) /\E/\,UOB|

= =/
‘B_B ‘ ~ Z aB(OB)’MOBK ’ | - ‘ ‘ )7
Opex HOp HOp

oit a?(Op) est le facteur de correction déja utilisé pour la contrainte directionnelle et qui
sera détaillé a la fin de cette section. En utilisant le cardinal a priori |O%| de la structure
Op et son domaine de (Op, Op), nous obtenons :

‘C((SC(,/I)(A)) A 51/2 (Z) AB A HOp ‘ ))

B-B'|~ Y o”(0p)|0%|max(0,(I(B,0p)

OBGX |MOB|
ou I(B,0p) = %. Nous devons alors obtenir une approximation peu coiiteuse de
S, ANy, (A)AB .
et (‘(”1)(*))(;‘02(' INBAop | que nous décomposons suivant :
B
|C(Oc(uy) (A) A Guy (A) AB A pogl  [e(8e(uyy(A)) A oy 160, (A) A pog| 1B A poy|
’/J’OB’ ‘:U’OB’ |,'LOB‘ ’/’LOB| ’
‘MOB ’ |/"[’OB |
. . . ‘51/2 (Z) /\/J‘OB |
Comme dans le cas des relations directionnelles, nous approchons ol
B
‘51/2 (Z> A /’LOB‘ ~ ’(5V2 (/’LOA) A MOB’I(A’ OA)-
1o Oaex\x5(4) o]

Nous apprenons pour toutes les couples (O1,02) € x? le coefficient Sg;St(Ol,Og) =
|6V2(/’L01)/\u02|
|H02‘
male entre O1 et Os.

correspondant & un degré de satisfaction de la contrainte de distance maxi-

|C(5L<V1)(A))
lrogl
tures du modeéle n’est pas utile puisque ce terme dépend de la borne inférieure. Contraire-

ment & 'approximation réalisée dans le cas de la borne supérieure (qui consistait a estimer
de quelle facon la borne supérieure avait été réduite), nous voulons maintenant caractéri-
ser 'accroissement de la borne inférieure. Nous choisissons ici un modéle simple reposant
uniquement sur le degré d’appartenance maximal de la borne inférieure :

. ABO | , ...
Finalement pour approcher £ la décomposition sur I’ensemble des struc-

c(0c(1)(A) Aoyl [e(0e(,) (min(maxzex A(z), pa))) A pog|
|IU’OB‘ - |MOB|
|c(min(maxzex A7), 0c(y) (1a))) A pog|
’/’LOB|
| | min(maxaex A(), dow,)(14)) N 10|
‘IU’OB’
~ 1—maxA(z) ‘56(1/1)(“14) N Hos| .
zeX o |

)

%

)

%

9




138 4. ORDONNANCEMENT DES CONTRAINTES POUR LA PROPAGATION

Nous apprenons pour toutes les couples (O1,02) € x? le coefficient S#'(01,0,) =
[8c(uy) (101 )ARO, |
[0, |

Nous définissons alors la priorité Preguction Suivante :

lié & la satisfaction de la contrainte de distance minimale entre O et Os.

Préduction(ciisé “ VQ) = Z aB(OB) ’O%‘I<B7 OB)

OBEX
1—(1— A(x)S%st (A O S%ist(0 4. O)I(A,04) ). (4.
(1- 0 a5 4,00, SEOw 001400 43

Contrainte d’inclusion

L’inclusion de A dans B est modélisée par la contrainte (cf section 2.4.1) :
rel(Cﬁ‘fgs) : D(A) xD(B) —{0,1}

I osipn < po,
(11, pr2) H{ 0 sinon.

Le propagateur fcf;i,lags associé & cette contrainte met & jour la borne supérieure du domaine

de A et 1a borne inférieure du domaine de B: A' = AA B et B’ = BV A. L’estimation de
la réduction de la borne supérieure est beaucoup plus simple que pour les deux contraintes
précédentes :

IA—AANB| = |Al-]AAB,
[Al(1 = I(B, A)).

Pour estimer le changement de la borne inférieure, nous approchons (comme dans le cas de
la contrainte de distance) la borne inférieure en utilisant son maximum de degré d’apparte-
nance : A ~ min(maxgex A(z), pa) et B ~ min(max,cx B(x), up). Nous obtenons donc :
|BVA—B| ~ | min(maxgzex B(x), up)Vmin(maxzex A(z), pa)—min(maxzex B(x), up)| et
puisque 4 est inclus dans pp : |[BVA— B| ~ max(0, (max,ex A(r) —maxgex B(x)))|nal-
En utilisant le cardinal a priori de A, nous aboutissons & :

|BV A — B| ~ max (0,111%)({14(:13) - maxB(x)) |AP|.
e

zeX

Pour affiner cette approximation, nous pouvons utiliser le cardinal des bornes inférieures
supposé connu pendant le processus de propagation : |[BV A — B| ~ max(0, |4| — |B|). En
combinant ces deux approches nous obtenons finalement :

max (0, |A| — |B|) + max(0, max,cx A(z) — max,cx B(z))| AP

BV A-B| =
BvA-B :

Nous définissons alors la priorité associée & la contrainte d’inclusion comme la somme de
ces différences :

Préduction(cgl?gs) - |Z’(1 - I(B7 A))
N max (0, |A| — |B|) + max (0, max,c x A(x) — max,ex B(x))|AP|
5 .

(4.6)
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Contrainte de complémentation

4 - . . , . [ .
Nous avons défini dans la section 2.4.1 une contrainte de complémentation C\’5"" sui-
vant :

rel(CUE") : D(A) x D(B) — {0,1}

1 sipn = c(p2),
(11, 12) H{ 0 sinon.

Le propagateur associé fcomp réalise les mises & jour suivantes :
A,B

B = BAc

A" = Ave(B),
A = AneB),
B' = BVc(A)

(A4).

Nous allons donc approcher le cardinal de chacune de ces mises & jour. Tout d’abord la
réduction de la borne inférieure de A est approchée par :

[A"— Al = [Ave(B)| - |4l
~ max(0,|c(B)| - |4]),

~ max(0, (A B4l gy
Al
_ BAA
~ max(0, |A|(1 — | 7] |) — |4]),

~ max(0,|A|(1 - I(B,A)) — |A]).

Ce type d’approximation a déja été réalisé pour la contrainte d’inclusion (|[BV A — B| =~
max(0,|A| — |B|)). Nous la complétons ici par une approximation du cardinal de ¢(B) en
fonction de la structure A complémentaire de B. La réduction de la borne supérieure de A
peut quant & elle étre approchée par :

[A-A| = [A-[Anc(B),
AN B,
_ _B
~ |AAB|=,
B
I(A, B)|BJ.

Q

L’approximation |[A A B| ~ |A A §|% est trés grossiére lorsque la borne inférieure B n’est
pas nulle et n’intersecte pas A et que la borne supérieure B n’a pas été assez réduite et
intersecte A. Dans ce cas nous obtenons une estimation non nulle alors qu’aucune réduction
n’est effectivement réalisée par le propagateur associé. Cela peut conduire & des erreurs dans
I'ordonnancement. Cependant si nous nous limitons & ’approximation |4 — Z/\ ~ |A A B],
nous devons maintenir pendant le processus de propagation une matrice I’(A, B) = |AA B)|
ce qui est plus cofiteux que le gain obtenu.

Les réductions des bornes du domaine de B peuvent étre obtenues de fagon similaire.
Nous définissons alors la priorité associée a la contrainte de complémentation suivant :

PTéduction(cwm% max(0, |[A|(1 — I(B, A)) — |A|) + I(A, B)|B|+
max (0, |B|(1 - I(A, B)) — |B|) + I(B, A)|A]. (4.7)
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Contrainte de connexité

La connexité des objets étudiée en détails dans le chapitre 3 peut étre modélisée par la
contrainte :

rel(CY™): D(A) — {0,1}
. { 1 sipeH,

H 0 sinon.

Le propagateur foconn associé a cette contrainte réduit la borne supérieure du domaine
de A en supprimant ses composantes connexes n’incluant pas la borne inférieure. Comme
pour les contraintes de distance ou de direction, nous utilisons ’ensemble des structures
du modéle pour estimer la différence réalisée par la mise a jour :

[AApo|  [A"Apol
1ol ol

A=A~ a(0)|nol( )- (4.8)

Nous devons alors déterminer si la région A A po a ou n’a pas été filtrée par I'application
du propagateur. Ce dernier met & jour la borne supérieure du domaine de A suivant :
A =\/{pi € H2 | A < p;}. Considérons un point z fixé et p; la composante connexe telle
que E,(m) = u;i(x). Si nous notons z,, un point pour lequel le maximum global de A est
atteint, nous avons alors cii (x,zm) > 7 et donc 1 + clz(a:,:cm) — 7 > min(p;(x), ti(Tm)).
Puisque A < p;, nous obtenons 1 + clz(as,xm) — 7 > min(p;(z), A(zm)). La réduction
réalisée dépend donc principalement :

— de la hauteur de la borne inférieure,

~ du degré de connexité clz(x, Tm).
La hauteur de A est connue mais pas clz(x, Zm) qui doit étre estimé. Dans I’équation 4.8
nous réalisons une décomposition sur I’ensemble des structures du modéle. Supposons donc
maintenant que le point x appartienne a la région associée a O et que z,, appartienne a

la région associée & A (en effet nous avons A < py4). Nous approchons alors clz(:v, Tm) €n

recherchant une chaine de structures adjacentes appartenant a A plutét quune chaine de
voxels adjacents :

il ap) = max Oréniignz(xi),
I={zo=2,21,....sn=Tm }
AN
~ max min wAdj(Ok,Ok,l),
leL 5o o 1<k<n ‘ILLO]C‘

1={0=0,01,..,.0n=A}

ou Adj(Op, Ok—_1) = 1 siles structures Oy, et Ok_1 sont adjacentes dans le modele et 0 sinon.
Comme pour les contraintes précédentes nous ne connaissons pas fo,. Nous approchons

|A|A“O’“‘ par min(1, 'ZA@). Nous définissons alors :
AT
cz(0,P) = max min min(l,M)Adj(Ok,Ok,l), (4.9)

I€Lo. p 1<k<n

0%
l:{00:07017---7On:P}

qui peut étre calculé efficacement par ’algorithme de Dijkstra comme nous le détaillerons
a la fin de cette section.

Finalement nous utilisons cet indice pour approcher A A po. Le filtrage réalisé est
important si maxzex A(x) est grand et 1 4+ cz(A,O) — 7 est faible. La conjonction de
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ces deux critéres peut étre exprimée en utilisant les opérateurs de Lukasiewicz suivant :
max (0, maxzex A(x) +c(1+c4(4,0)—7)—1) = max(0, maxex A(x) —1—cz(A,O)+7).
Nous approchons alors A’ A o par min(A A po, 1 — (maxzex A(z) — 1 — c4(4,0) + 7).
Nous définissons finalement pour la contrainte de connexité la priorité suivante :

Préduction conn Z @ |Op| max(O T—1+ Ixnea))((A( ) (Aa O))I(Av O) (410)
Oex

Contraintes de volume et de connexité

La contrainte de volume définie dans la section 2.4.5 est combinée a la contrainte de

connexité pour obtenir un propagateur intéressant. Le propagateur fcvol Vi fVmaX]/\Cconn

consiste & filtrer les composantes connexes de la borne supérieure du domalne de A qui ne
satisfont pas au critére de volume minimal.

Pour approcher la réduction réalisée par ce propagateur nous allons procéder comme
pour la contrainte de connexité. Premiérement nous décomposons la différence suivant :

— —
|A/\MOA| _ |A /\:U’OA|
’MOA‘ |/’(’OA|

[A-A|~ > a™(0a)lno,l( ).

Op€x

Nous allons alors déterminer si A A o, appartient ou non a une composante connexe
de A filtrée par le propagateur. Ce filtrage dépend de la taille des composantes connexes.
Nous allons donc estimer la taille V(O4) de la composante connexe associée & A A up, en
utilisant 'indice de connexité c4(O1,O2) défini dans I’équation 4.9 :

=) a%4(0)cx(04,0)I(A,0)|07].

Oex

La réduction réalisée est alors fonction de la non satisfaction du critére de volume mi-
nimal ainsi que du degré de connexité 7 (paramétre de la contrainte C{""). Nous ex-
primons la conjonction de ces deux critéres par les opérateurs de Lukasiewicz suivant :
max(O T+ c(fv,,.(V(04))) — 1) = max(0,7 — fy.. (V(O4))). Nous approchons alors
A A po, par min(A A po,,1 — max(0,7 — fy...(V(0O4)))) et nous obtenons finalement
pour la combinaison des contraintes de connexité et de volume la priorité suivante :

UOl I max conn
Préduction(Cy T¥min Ty eomny — §™ 040 ,)| 081 1(4, 0.4) max(0, 7= fu,, (V(O.))):
Op€x
(4.11)

Contraintes d’adjacence et de connexité

Similairement nous avons défini dans la section 2.6.1 un propagateur associé a la com-
binaison d’'une contrainte d’adjacence entre deux structures A et B et de contraintes de
connexité. Le propagateur fcadj ACiconn p(eonn filtre les composantes connexes de la borne

A,B"YA B

supérieure de B qui ne sont pas adjacentes a la borne supérieure de A et réciproquement.
Pour estimer la réduction réalisée par ce propagateur nous décomposons a nouveau la
différence sur ’ensemble des structures :

— —
|B/\:U’OB’ _ ’B /\NOB|
’NOB| |ILLOB‘

B-B~ ) o”(O0s)losl(

).
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Nous devons alors estimer si la composante connexe de B associée & B A o, est adjacente
& A. Pour cela nous nous reposons & nouveau sur l'indice de connexité c¢g(O,Op) pour
déterminer si Op est connexe dans B & une structure O (qui appartient donc aussi a B)
qui est adjacente a la borne supérieure de A. Nous estimons 1’adjacence de O a A suivant
maxo ey (Adj(O,04)I1(A,04)), ot Adj(O,04) caractérise I’adjacence de O et O4 dans le
modele. Nous obtenons alors l'indice suivant pour la structure Op :

Degaaj(A,Op) = max c5(0p, O) max (Adj(O,04)I(A, 0O4)).
O€ex Oa€x

Comme pour la combinaison des contraintes de volume et de connexité, la réduction obtenue
est importante si le degré de connexité T (paramétre de la contrainte de connexité) est
grand et si Deg,q; (A, Op) est faible. Nous exprimons cette conjonction comme : max (0, 7+
c(Degaqi (A, Op))—1) = max(0, 7—Degaqi(4, Op)). Nous obtenons alors la priorité suivante
en considérant aussi la mise a jour de la borne supérieure du domaine de A :

dj
Pr‘éduction(ca J A Cconn A C%onn)

= Y oP(0p)|0%]1(B,0p) max(0,7 — Degagi(4,Op))
OBEx

+ ) a(04)|O}|I(A,0.4) max(0, 7 — Degagi(B,04)). (4.12)
Op€x

Contrainte de contraste

Le contraste entre deux structures A et B a été défini dans la section 2.5 suivant :

rel(Cj{j%tm“e) : D(A) xD(B) —{0,1}

. -1
Gi.p) { U osipf <pg xn fhpet pd < pi xun £ g,
’ 0 sinon,

ou f]jiB et ff‘jﬁl, sont obtenus a partir du contraste a priori entre A et B représenté par
une fonction trapézoidale de parameétres a, b, c et d.

Le propagateur associé fc;‘lmét'r'aste met & jour la borne supérieure du domaine de A :
— - =T o - . -/
A = AN (B xuy fk 5 o1), ainsi que la borne supérieure du domaine de B : B =

= =T = . . . .
BAN(A” xn f f‘, g oT). Nous allons estimer la réduction potentielle de la borne supérieure
de B :

/!

_ - - T -1
B-B|=1B-BA@A xxfipoD)

La réduction de la borne supérieure de A pourra étre estimée de la méme maniére.

Similairement aux approximations réalisées dans le cas des contraintes directionnelles
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ou de distance, nous obtenons :
B-B
—7 1 —
[(A™ X ar ff&,B oZ) AN B A pog|

~ Y. o”(0p)|0G|(I(B,0p) —

)

OBGX ‘IU’OB’
—Z -1
A x ko T A
~ Y oP(0p)Opli(B,0p)1 ~ N TAE TN,
OBGX ’IU/OB’

&

— T —
Vouexisa) (AN 10) xx f5 50 T) A uoB|)

>~ oP(0p)|0G1(B,05)(1 -

9

I xnvfkioZ)A
~ Z (OB)]O I1(B,0p)(1—  max ’(:U'OA NfA,B ) /’LOB‘I(A’OA))’
=, Oaex\x5(A) 10|
~ Y aP(0p)|OBII(B,0p)(1 = | max  Si34(04,08)I(A,04)).
Opex A€x\xB(A)
z KloT z K ST)A
L’indice S¢9% ,(O1,02) = (6, >n fa DI N0p | 1010, XN Fup e a®T) MO est appris pour
a,b,c,d lrogl lrogl

tous les couples (O1,02) € x? et représente un degré de satisfaction de la relation de
contraste (caractérisée par une fonction trapézoidale de parameétres a, b, ¢ et d) entre Oy
et Os.

En considérant aussi la mise & jour de la borne supérieure de A, nous obtenons la
priorité suivante :

Préduction (Ccontraste> —
>~ oP(0p)|ORII(B,0p)(1—  max S5 ,(04,05)I(A,04))
Orc Oaex\x5(A)
BEX
+ (O)|O%|1(A, 0 max S92 (0p,04)I(B,0g)), (4.13
2o MONOMA 0N~ max | SIE(Om ONI(B,Om), (113)

\(Mél XNf(I:,b’CydOI)/\MOQ |

ScontQ
‘/’LOQ |

ot l'indice S5%'7(01,02) =

est aussi supposé appris.

Contrainte de partition

Dans la section 2.4.1 nous avons défini une contrainte de partition entre un objet B
d’une part et un ensemble de k sous-structures {A;} d’autre part :

rel(CPAr™Omy . D(A)) x ... x D(A) x D(B) — {0,1}

{At}vB
L sip = J—;e[L.k]Mz’
(Ml?"'a/’bkau) = et Vz#], Hi SC(/LJ),
0 sinon.

Le propagateur associé réalise alors les mises a jour suivantes :
Vi € [1k], = &\/ T(ﬁ, C(J_];ézAij)),

Vie[l.k], &7 = A ABA N c(4))
J#

B = BV Licp .y

B = BA Licp g
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Pour chacune de ces opérations, nous approchons le cardinal de la réduction réalisée. Tout
d’abord pour chaque sous-partie A;, la réduction est obtenue en partie par complémenta-
tion. Les approximations que nous réalisons sont donc similaires a celles réalisées pour la
contrainte de complémentation. Premiérement nous estimons la modification de la borne
inférieure suivant :

A — Ail = [AiV T (B, c(Ljxd;)) — Ail,
~ max(0,|T(B, c(L;xd;))| —4il),
T(BApa., Tizipa Ac(A;
~ maX(O,|/.LAi" (7 HAH j;ﬁ /*’LAZ C( ]))| _ ‘A’LD)
‘,U/Ai‘ o
— . |B T oizipa, A c(A;
~ max(0,min(7], (7)) B4l Tozia AAZ)E )
‘MA1-| |/’LA1’ o
. — B-B |A; A A
~ max(0, min(|A?],|A])(1 — —==)(1 — max ———) — |4;|).
( (1471, [A)( 5 Ty ) — | 4il)

Le cardinal de la réduction de la borne supérieure de chaque A; est alors approché par la
somme des réductions réalisées suivant B et chaque A; :

- J—) —_ —_ -
|A1*Al| = | i*Ai/\B/\/\C(ij)|7
J#i
~ |E—A1AB|+|E*A1/\/\C(7J)L
i#i
~ |E_A1AB|+Z|AZ_AZ/\C(7])|’
i
~ A - A ABI+ YA A A
J#i
o 4]
~ |Ai—AAB|+ > A NAj=. (4.14)
= |41

Notons que l'estimation de |A; — A; A c(A;)| est similaire & celle réalisée pour la contrainte
de complémentation. Finalement le cardinal du changement des bornes de B est estimé
suivant :

|B'—=B| = [BV Licn.ydi— B,
= [BV Licp.ydil — 1B,
~ max(0, »  |Al—|B]),
1€[1..k]
B'~-B| = [B-BA Liep.iAd,

|B| — [B A Licp1.iAil,
max(0, |B| — Z | Ail)-

1€[1..k]

Q
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Nous combinons alors ces approximations pour définir la priorité suivante :

PT'éduction(CfZ:?%(m> = (415)
B-B
Z max(0, [AP|(1 — =—==)(1 —max I(4;, 4;)) — |Ai|) (4.16)
, B I —
1€(1..k]
+ Y (A~ A ABI+ Y I(A, A5)|4) (4.17)
i€[1..k] J#i
+ max(0, Y |Af—|B]) (4.18)
1€[1..k]
+ max(0,|Bl - ) |Ai). (4.19)
i€[1..k]

Indices a calculer pendant le processus de propagation

Les approximations obtenues dans cette section permettent durant ’algorithme de pro-
pagation de définir la priorité des contraintes. Ces approximations dépendent d’une part
d’un ensemble d’indices appris qui sont listés dans la sous-section suivante et d’autre part
d’indices peu cotliteux & calculer qui caractérisent 1’état courant des domaines. Nous dé-
taillons ces derniers ci-dessous.

Matrice I Premiérement nous maintenons une matrice carrée I de taille |x|? :

|01 A O

Y(01,09) € X%, 1(01,05) =
|02

(4.20)

Ces indices caractérisent 1’état relatif des bornes supérieures des variables de x. Ces indices
interviennent dans la plupart des expressions proposées dans cette section notamment
pour caractériser ’état des bornes supérieures des domaines. Les approximations obtenues
pour les contraintes de direction (équation 4.4), de distance (équation 4.5), de connexité
(équation 4.10) ou de contraste (équation 4.13) réalisent ainsi une décomposition de la
borne supérieure d’une variable (notée O ici) sur un ensemble de régions {uo,} (associées
aux variables O;) formant une partition de l'espace. Cette décomposition conduit alors a

|OAko, |

I’évaluation de i . Cet indice prend des valeurs entre 0 et 1. Il vaut 0 lorsque O n’inclut

il

pas 1o, et 1 lorsque O inclut complétement po,. Cependant pendant la propagation nous

. . . .y |6/\/,Loi |
ne connaissons pas (o, mais seulement le domaine associé. Nous approchons donc o]
o 7
‘O/\Oi‘ - . . ; PO .
par 0. cette approximation étant d’autant plus grossiére que O; est large.
7

La matrice I ne doit pas étre recalculée a chaque itération de ’algorithme. Elle est
simplement mise a jour a chaque fois quun propagateur réduit la borne supérieure d’un
domaine. Nous recalculons alors la ligne et la colonne correspondantes.

Caractéristiques des bornes Nous maintenons pendant le processus de propagation le
cardinal des bornes de I’ensemble des domaines (|A| et |A| pour une variable A) et le degré
d’appartenance maximal des bornes inférieures (maxgex A(x)).

Connexité Pour calculer les priorités des contraintes de connexité (éventuellement com-
binées & d’autres contraintes), nous utilisons l'indice de connexité entre deux structures Oq
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et 09 dans A défini suivant :

_ .. |ANO, , ..
cz(01,02) = 161141(1)??;2 min. min(1, W)Adj(Ok, Ok-1),
l:{OliA,O1,...,On:OQ}

ou Adj(Og,Ok_1) est Vadjacence a priori entre Oy et Ok_1 obtenue a partir du modéle.
Le complémentaire de cet indice peut étre écrit sous la forme :

1 —c4(01,02) =
. . ’A VAN Ok| .
lELH;llI,IO2 1?,?;(” max (1 — Adj(Og, Og—1),1 o7 Adj(Oy, Or—1)),

[={01=A,01,...,0,=02}

et étre calculé efficacement par 1’algorithme de Dijkstra [Dijkstra, 1959]. Pour cela nous
construisons un graphe complet dont les nceuds sont les éléments de x et le poids de I'arc

directionnel de O; vers Oz est défini comme max(1 — Adj(O2,01),1 — g‘g?' Adj(O2,01)).
2

Facteur de normalisation o”(0) Finalement pour calculer approximation proposée
pour de nombreuses contraintes (telles que les contraintes directionnelles ou de distance)
nous utilisons un facteur de normalisation a®(O) qui permet de réduire I'erreur réalisée
lors de ’approximation du cardinal de la réunion par la somme des cardinaux :

= = — =
| \/ (BApoz — B Apog)| = Z O‘B(OB)‘B/\MOB_B A pogl-
Op€x Op€x

En effet les structures de x ne forment pas une partition de ’espace puisque notre modéle
est hiérarchique. La somme est donc dans ce cas une approximation trés grossiére du
cardinal de la réunion. Nous définissons donc pour une structure O un indice o®(0) qui
vise & corriger partiellement cette erreur en tenant compte du « nombre de répétitions »
de la région associée & la structure O dans le modéle.

Premiérement puisque la décomposition devrait idéalement étre réalisée sur un ensemble
de structures formant une partition de 'image et non sur une représentation hiérarchique,
nous pouvons ne pas tenir compte dans ce calcul de ensemble xg(B) des noeuds appar-
tenant & la branche de B (dans la représentation hiérarchique sous forme d’arbre) sauf B.
Pour toute variable O € x5(B) nous définissons ainsi o?(0) = 0.

Si O est une feuille de la représentation hiérarchique n’appartenant pas a xg(B) et
qu’elle est liée & la racine de la représentation hiérarchique par p nceuds n’appartenant
pas & x5(B), nous définissons alors o?(0) = ;1). En effet la région associée a la feuille est
comptée p fois dans la somme.

Finalement si O est une structure quelconque n’appartenant pas a xg(B), nous notons
{FP} les feuilles descendantes de O et nous définissons :

1
a?(0) = el 1

2 Fe{FO} luol aB(F)

{Fio} représente au niveau de détail le plus fin 'ensemble des sous-parties de O. L’expres-

i lbpl 1 f i ,
sion Y pe {FO} Tuo| aB(F) correspond alors au nombre de répétitions moyen de ’ensemble

des sous-parties de O et donc & la répétition de la région associée & O dans le modéle.
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Nous supposons ces indices constants pendant 1’algorithme de propagation. Ils sont cal-
culés & linitialisation de ’algorithme en utilisant le cardinal a prior: de chaque structure :

o (0) !

_ (4.21)
FP
S re(ro) o7 B ()

Pour chaque B € x, nous sauvegardons donc les indices a”(O) pour chaque O € y.

Indices 4 apprendre

Les approximations réalisées dans cette section utilisent des indices appris. Cet appren-
tissage est réalisé sur une base de volumes IRM segmentés manuellement. Nous rappelons
ici ’ensemble des indices qui doivent étre appris. Chacun de ces indices est calculé sur
I’ensemble de la base d’apprentissage. Nous retenons finalement la moyenne des indices
calculés sur ’ensemble des cas de la base d’apprentissage.

Cardinal Le cardinal a priori de chaque structure O, noté |OP| dans les expressions
précédentes, est obtenu comme la moyenne du cardinal de cette structure dans les éléments
de la base d’apprentissage.

Direction L’approximation obtenue pour une contrainte de direction Cﬁﬁ’jg dépend des

indices :

SgiT(Ol, 02) — |5l/(1u01) A “O2|
‘MOQ’

pour tous les couples (O1,03) € x?. Ces indices doivent étre calculés pour chaque contrainte
directionnelle (caractérisée par un élément structurant v) et pour I'ensemble des couples
(O1,02) € x2. Si le modeéle comporte des relations directionnelles entre toutes les struc-
tures, Iespace requis pour sauvegarder ces indices est en O(|x|*) et I'apprentissage est
réalisé en O(D|x|?) + O(N|x|*) ot D = r?1sN est le cott lié au calcul d’une dilatation
Oy

Cette complexité élevée peut étre réduite si les directions des relations directionnelles
appartiennent & un ensemble réduit de ky directions élémentaires (les 6 directions paral-
leles aux axes du repére 3D par exemple). Dans ce cas de nombreuses contraintes sont
caractérisées par le méme élément structurant v et les indices S (01, Oy) associés A ces
contraintes sont identiques. Plutot que de réaliser 'apprentissage des indices S,‘f"(Ol, 02)
pour chaque contrainte C4" %, nous allons donc apprendre les indices S (Oy, O2) pour
I’ensemble des éléments structurants v.

Un élément structurant v est caractérisé par une direction (appartenant a 'ensemble des
directions élémentaires) et deux parameétres d’ouverture k1 et ko appartenant a 'intervalle
[0, 7]. Nous discrétisons cet intervalle en un nombre réduit d’éléments [0..ky,]. Pour chacune
des kqk,,? configurations possibles pour v nous apprenons alors les indices S (01, O3) 2.
La taille mémoire requise pour sauvegarder ces indices est maintenant en O(kgkn,2|x|?) et
la complexité en O(kqD|x|) + O(kgkm>N|x|?).

2. Lors de I’apprentissage le calcul de la dilatation est I’opération la plus cotiteuse. Puisque les structures
sont représentées dans la base d’apprentissage par des régions binaires, nous pouvons obtenir la dilatation
pour une direction d et des paramétres d’ouverture ki et ko par la dilatation pour la direction d et les
paramétres d’ouverture 0 et 7. L’apprentissage de 'ensemble des coefficients ne nécessite donc que kq|x|
calculs de dilatations.
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. - . dist . . . A .
Distance Pour une contrainte de distance C%” 5'"?, deux indices doivent étre appris

pour tous les couples de variables (O, 03) € x? :

|5c(1/1) (/JJO1> A /’LOQ‘

‘,LL02|
S;/i;’st(Ol’ 02) _ |5V2 (MOl) N /"LOQ‘ .
|,UO2|

SH(0y,04) =

Comme dans le cas des contraintes directionnelles, I’espace mémoire requis pour leur sau-
vegarde est en O(|x|?) et la complexité de I'apprentissage de ces indices en O(D|x|?) +
O(N|x|*) ot D = O(3%mN) est le coiit li¢ au calcul d'une dilatation (6,(,,) ou 8,,). Mais
de nombreux calculs sont redondants.

Les fonctions d’appartenance v et vo sont définies par quatre réels. Nous considérons un
nombre réduit de k,, valeurs pour ces parameétres et nous apprenons les indices ngSt(Ol, 02)
et S%st(0y,0,) pour cet ensemble de valeurs. Nous estimons alors l'indice S¥(Oy, Os)
correspondant & une contrainte donnée C’iiif g% par interpolation sur les valeurs apprises.
L’espace mémoire requis est maintenant en O(k,,?|x|?) et la complexité® en O(D,,|x|) +
Olkm?NIx[?).

Contraste Afin de calculer approximation associée aux contraintes de contraste nous
devons calculer deux indices pour I’ensemble des couples (O1,09) € x? :

T k=1L
Seont (01,09) = (10, XN fapea©T) N 1o, |
a,0,¢, : |,"[/OQ| )
‘(/’Lgl XN fé:,b,c,d °© I) N /1,02’

|M02|

S (01,0) =

Comme pour les indices des contraintes de direction et de distance, nous discrétisons 1’es-
pace de valeurs des paramétres a, b, c et d de la fonction trapézoidale par un ensemble réduit
de ki, valeurs. Les indices S (01, 02) et SS2,(01,05) étant lies (SS9 (01, 02) =

Scont2

¥y _a(01,02)), un seul doit donc étre calculé. Par ailleurs nous pouvons approcher 4

—1 -1
Scont (O 9] ) ar ‘('“gl XNfc]zc,b,l,lo‘z-)/\“02| + ‘(Hgl XNfEL_LC,dOI)/\Ho2|
a,b,c,d 1,2) P |/J,02‘ ‘”Oz'

L’espace mémoire nécessaire a la sauvegarde de ces indices est donc en O(k,2|x|?) et
la complexité en O(km2P|x|) + O(km>N|x|?) ou P est le cout calculatoire de opération
-1
1o, *N fipia 0T

-1

4.2.5 Combinaison des critéres et propagation

Dans les sections précédentes nous avons discuté trois critéres d’ordonnancement des
contraintes :

3. Puisque les structures de la base d’apprentissage sont représentées par des ensembles binaires, nous
pouvons réaliser le calcul des dilatations en appliquant la fonction d’appartenance radiale sur une carte
de distance. Cette derniére peut étre calculée treés efficacement [Maurer Jr et al., 2003] et seulement |x|
calculs sont nécessaires. Si nous notons Dy, le coiit de calcul d’une carte de distance, nous obtenons donc
une complexité pour Papprentissage en O(D.,|x|) + O(km>N|x|?).

4. En effet nous pouvons décomposer la contrainte de contraste en une contrainte de constraste minimal
et une contrainte de contraste maximal représentées respectivement par les fonctions trapézoidales de
paramétres (a,b,1,1) et (—1,—1,¢,d). Ces deux contraintes ne sont pas satisfaites en des points différents
de Z. Les réductions réalisées par ces deux contraintes élémentaires ne sont donc pas redondantes et peuvent
étre cumulées.
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— Pyis¢(C) représentant le changement des domaines depuis le dernier calcul du pro-
pagateur associé a C (section 4.2.2),
— P.out(C) représentant le cott calculatoire du propagateur (section 4.2.3),
— Préduction(C) représentant la réduction potentielle des domaines induite par le pro-
pagateur (section 4.2.4).
Nous allons dans cette section composer ces critéres pour définir une priorité pour chaque
contrainte. La combinaison de ces critéres n’est pas évidente, puisqu’ils représentent des
aspects différents du probléme qui ne sont pas directement comparables.

Une somme pondérée est peu appropriée pour réaliser cette combinaison puisque nous
voulons que tous ces critéres soient au moins en partie satisfaits. En effet méme si ’estima-
tion de la réduction potentiellement réalisée par un propagateur est importante, il n’est pas
utile de calculer ce propagateur si les domaines n’ont pas changé depuis le dernier calcul
de celui-ci. Une combinaison conjonctive de ces différents critéres est donc préférable.

Un produit de ces trois critéres pourrait convenir pour réaliser cette combinaison. Tou-
tefois puisque nous estimons finement la réduction potentiellement réalisée, nous pouvons
aussi affiner le critére portant sur le changement des domaines et réaliser une fusion spéci-
fique pour chaque contrainte. En effet le critére Py;rr(C') ne prend pas vraiment en compte
la spécificité de chaque contrainte. Considérons par exemple la relation « B est a droite
de A ». Pour cette contrainte il est intéressant de prendre en compte le changement de la
borne supérieure du domaine de A depuis le dernier calcul du propagateur (rappelons que
ce dernier réduit la borne supérieure du domaine de B & partir de la borne supérieure du
domaine de A). Par contre le changement de la borne inférieure du domaine de A ou des
bornes de B n’indique pas que la contrainte soit plus intéressante & calculer.

Nous intégrons donc la priorité liée au changement spécifiquement dans les approxi-
mations données dans la section 4.2.4. Pour cela nous quantifions indépendamment le
changement des deux bornes des domaines. Nous maintenons ainsi pour chaque contrainte
C' et pour chaque variable A de vars(C), les indices suivants :

su 4]
Pl (CA) =1~ T (4.22)
mn, A

ot (A, A) est le domaine courant de A et (4;, 4;) est le domaine de A tel qu'il était aprés
le dernier calcul du propagateur associé a C' (ou (0, 1£) si ce propagateur n’a jamais été
calculé). Ces indices représentent respectivement le changement des bornes supérieures et
inférieures depuis le dernier calcul de la contrainte. Comme l'indice Py, ils peuvent étre
calculés itérativement.

Contrainte directionnelle La priorité d’'une contrainte directionnelle associée & la ré-
duction potentiellement réalisée par le propagateur fcgi% » a été définie par I’équation 4.4

suivant :

Py éduction Cdirz/ = OéBO OpIB,O 1-— ma SZC/IWO ,O IA,O .
duction(CA)5") Oéx (08)|Op|I(B,0p)(1 = | max = 5,"(04,08)1(4,04))

Cette estimation correspond a la mise & jour de B. Or cette mise & jour ne dépend que de A.
Seul un changement de la borne supérieure de A peut donc conduire a ce que le propagateur
fc;ili% v réalise une nouvelle réduction. Nous définissons donc la priorité résultante comme la
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conjonction du critére de cotit, du critére Py i f f(C A) de changement de la borne supérieure
de A et de l'estimation fine de la réduction réalisée. En combinant ces trois critéres par un
produit, nous obtenons :

Pestzm(cdw V) = cout(CdW V) Z (OB)|O ’I(B OB)

OB€ex

PSP dir v A)(1 — dir I(A )
dsz(CABa ) OAEIQ&%A)SV (04,08)I(A,04))

Contrainte de distance Similairement nous avons estimé la réduction potentiellement
réalisée par une contrainte de distance suivant :

Préduction(cdwt " 1/2) = Z (OB)|O |I(B OB)

Op€ex
. _ dist dist
(1 (1 max A(x) ) (A,oB)) o, max S (OA,OB)I(A,OA)>.

Cette réduction correspond & une mise & jour de B qui dépend des bornes inférieure
et supérieure du domaine de A. Selon les paramétres de la contrainte et I’état courant
des domaines, l'impact de A et A n’est pas similaire. Nous ne voulons donc pas prendre
en compte les changement des deux bornes comme un facteur multiplicatif unique tel

que max( C“Z}p f(CdZSt 2l A), é?ff f(CdZSt Y172 A)). Nous préférons combiner le changement

de la borne inférieure de A au terme 1 — maxzex A(z)SZ'(A,Op) qui représente la
réduction réalisée sur le critére de distance minimale et qui dépend de la borne infé-
rieure de A. De méme le changement de la borne supérieure doit étre combiné au terme
MaXQ ey \ys(4) St (04, 0B)I(A, O4) qui représente la réduction réalisée sur le critére de
distance maximale et dépendant de A. Comme nous 'avons discuté précédemment nous
voulons réaliser une fusion conjonctive des critéres. Nous estimons donc qu’une réduction
est possible si la borne a changé (ce qui correspond & un indice ijfp f(Cdm 120 A) éleve
pour le critére de distance maximale) et si nous estimons une réduction possible (correspon-
dant & un indice MaxE, ey ys(A) S35t (0 4,0p)I(A, 04) faible pour le critére de distance
maximale). Nous combinons alors disjonctivement les réductions potentiellement réalisées
selon les critéres de distance minimale et de distance maximale. Nous obtenons ainsi la
priorité suivante :

Pestzm(cdwt 1 I/Q) —
PastC5) 3 aP(02) O311(8.0m) (1~
Op€Ex
(1= Pisf(Caish ™, 4) max A2)554(4,0p))

(1= Pyp(Cs v, A1~ max sﬁ;st(omOB)I(A,oA)))).

Oaex\xs(A4)

Contrainte d’inclusion La réduction potentiellement réalisée par ce propagateur a été
approchée par :

Préduction(cdans) |Z’( I(B A))
max (0, |A| — |B|) + max(0, max,cx A(z) — max,cx B(z))| AP
5 .

_|_
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Le terme |A|(1 — I(B, A)) correspond a I'estimation de la réduction de la borne supérieure
de A. Cette derniére ne dépend que de la borne supérieure de B. Nous combinons donc
conjonctivement l'indice P;Z%C(C’ﬁ‘fgs,B) de changement de B & ce terme. De méme la
seconde partie de cette expression correspond 4 la mise a jour de B qui ne dépend que
de A. Nous combinons donc 'indice Pé (Cﬁ“gs,A) a ce terme. Nous définissons ainsi la

priorité suivant pour une contrainte d’lnclus1on :

Pstim( CH) = Peosa(CH5°) (P3TH(CA5, B)|AI(1 — 1(B, 4))

max (0, |A| — |B|) + max(0, max,cx A(z) — max,ex B(x))|Ap|>
5 .

d
+PL (O, A)

Contrainte de complémentation La réduction potentiellement réalisée par le propa-
gateur associé & une contrainte de complémentation a été approchée par :
. _
Préductmn(C’comp ) = max(0, |A|(1 — I(B,A)) —|A|]) + I(A, B)|B|+
max(0, [B|(1 — I(A, B)) — |B|) + I(B, A)|A]. (4.24)
Comme pour la contrainte d’inclusion, les quatres termes de cette expression sont associés
a des mises & jour distinctes qui ne dépendent respectivement que de B, B, A et A. Nous

combinons domnc ces termes aux indices de changement appropriés. En intégrant de plus le
cofit calculatoire de la contrainte nous obtenons la propriété suivante :

Pestim(cjlofgpl) - cout(ccompl)<
PP (CYEY, B)max(0, [A|(1 — I(B, A)) — |A|) + P (CTE", B)I(A, B)|B|

dif f dif f
su; compl ) in, compl
PO, A) max(0, [BI(1— I(4, B)) — |BI) + Pyfy (C75, A)I(B, A)|A]).

Contrainte de connexité Nous avons estimé la réduction potentiellement réalisée par
le propagateur associé & une contrainte de connexité suivant :

Préduction(CF™) = Y a*(0)|OP| max(0,7 — 1 + max A(z) — ¢(0))I(4,0).
Oex zeX

La réduction réalisée porte sur la borne supérieure de A et dépend des bornes inférieures
et supérieures du domaine de A. Contrairement aux contraintes passées en revue jusqu’ici,
cette réduction n’est pas décomposée en sous-parties dépendant uniquement d’une des
bornes. Nous intégrons donc ici le critére de changement comme un facteur multiplica-
tif combinant le changement des deux bornes. Puisque le changement de 'une ou l'autre
des bornes peut conduire & de nouvelles réductions®, nous combinons ces critéres de ma-
niére disjonctive (ici une somme algébrique). En intégrant aussi le cott calculatoire de la
contrainte nous obtenons :

Pestim(CF™") = Peour (CF™) (1 —(1 PR (O™, A) (1 = Pl (C5m, A)))

E o (0)|0P| max(0,7 — 1 + ngng(x) —c(0)I(A,0).
TE
O€eyx

5. En effet si la borne inférieure change et notamment si son maximum croit, certaines composantes
connexes peuvent ne plus satisfaire le critére d’inclusion et étre filtrée. D’un autre coté, si la borne supérieure
est réduite, certaines régions peuvent étre déconnectées et alors étre filtrées.
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Contraintes de volume et de connexité Nous avons estimé la réduction potentiel-
lement réalisée par la combinaison d’une contrainte de volume et d’une contrainte de
connexité suivant :

vol »JVmax conn
Prduction(Cly" T p oonmy = 5™ 04(0,) |0 1(A, 0.4) max(0, 7 fi, (V(O.1))-
Op€x

La mise & jour réalisée par le propagateur ne dépend que de la borne supérieure du domaine

de A. Nous définissons donc la priorité suivante pour cette combinaison de contraintes
vol [fvmm’fvmax] conn
C=0C, NCP™™

Pestim(C) = Pooat (C)PET(C,A) 37 a(0.4)|OB]1(A, 0.) max(0, 7 fu,, (V(Oa)))-

OAGX

Contraintes d’adjacence et de connexité Similairement nous avons estimé la réduc-
tion réalisée par la combinaison de contraintes de connexité et d’adjacence suivant :

Préduction(c A Cconn A C%onn)
= Y aP(0p)|0%|1(B,0p) max(0,  — Degaqi(4, Op))
Op€Ex

+ ) a™(04)|O41I(A, 04) max(0,7 — Degqgi(B, 04)).
OpE€x

Les réductions associées a chacun de ces termes dépendent des bornes supérieures de A et
B. Nous intégrons le critére de changement comme un facteur multiplicatif obtenu comme
la disjonction des priorités de changement de 'une ou I'autre des bornes supérieures. Nous
obtenons ainsi la priorité suivante pour la combinaison C' = Cad] ANCT™ N CZ™ de ces
trois contraintes :

Prstin(C) = Peoua(C)(1 — (1 — P35,(C, A)) (1 — Pirf (C. A))
( 3" aB(0p)|0%|1(B, Op) max(0, 7 — Degag;(4,Op))

Opé€x

+ Y oM (OW)|ORII(A,0.4) max(0,7 — Degus (B On)).
Op€x

Contrainte de contraste La réduction potentiellement réalisée par une contrainte de
contraste a été approchée par :

Préduction(ccontraste) —
>~ aP(0p)|OGI(B,0p)(1—  max S (04,08)I(A,04))
One Oaex\xs(A4)
BEX
+ (0O4)|OR|I(A, O max Sc‘mtfcf _aOB,04)1(B,0BR)).
OAEEX A)|OZ1(A,04)(1 — B s b—a(OB,04)1(B,0p))

Le premier terme de cette expression correspond a la mise & jour de B qui ne dépend que
de A. De méme le second terme est associé & la mise & jour de A qui ne dépend que de
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B. Nous combinons donc & chacun de ces termes l'indice de changement respectif et nous
obtenons la priorité suivante :

estzm(ccontraste) — Cout(ccontraste) Z (OB)’O |

Op€ex
( (B.Os)Pify (CHE™ " A)(1 = | max  SE3%(0a, On)I(4,0.)
HIA OB P (CEE . B)(1 = | max 77", a(OA,OB)I(B,OA))>.

Contrainte de partition Nous avons obtenu 'approximation suivante de la réduction
L e . e partition
réalisée par une contrainte de partition C :

P, réduction (szt?’%on) -
S ma(0, min(| A7), [A)) 2 (1 — max (A, 4:)) — | Ag])
. B JF# —
i€[1..k]
D (Al - I(B,A) + Y I(Ai, Aj)|A)
i€[1..k] i
+ max(0, Y |4 —|B)
i€[1..k]
T+ omax(0, B - S A&,
1€[1..k]

Chaque élément apparaissant dans la somme du premier terme est associé & une réduction
dépendant de B et des bornes supérieures de l'ensemble des sous-parties {A; | A; # A;}.
Chaque élément de la somme du second terme est associé 4 une réduction dépendant de B et
{A; | A; # A;}. Finalement les troisiéme et quatriéme termes dépendent respectivement de

{A;} et {A;}. En prenant en compte les indices de changement et la complexité calculatoire

de la contrainte nous obtenons (en notant Cf%?%on =CP) :

Pestim(cp) - Pcoﬁt(cp)

( > (1= =Pyl m)[la - Riger.a))

i€[l..k] J#
— B
maX(O,min(|Af], |[A)=(1 —maxI(A;, A;)) — |As)
B J#i -
Y (PR BT~ 18, A0 + X PO A A7) A
1€[1..k] j#i
+ (1= J] a-Pcr A))max (0, > A —|B))
1€[1..k] 1€[1..k]
+ (1= [ (= PgF(C, Ap))) max (0,[B] - ) yAy>
i€[l..k] i€[1..k]

Propagation de contraintes Pour réaliser la propagation, nous modifions ['algorithme
AC — 3 en ordonnant la liste des contraintes a mettre & jour suivant la priorité définie
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Entrées : (x,D,C) un réseau de contraintes.

Données : Py, Peyoer : tableaux de tailles |C| contenant pour chaque contrainte
respectivement 'indice de priorité Py, et 'indice de priorité Py;ry

Pyt P;?ff s ¢ tableaux de tailles |C|[x| contenant pour chaque contrainte le changement de

la borne supérieure ou de la borne inférieure des variables

I, LogCard, Upper BoundCard, Lower BoundCard, Conn : tableaux de tailles x2, x, X, X

et x* contenant respectivement les indices 0%102, > sex log(k(O(z) — O(x)) + 1), |0, 10|,
¢57(02,03)
PriorCard, o : tableaux de tailles x et x? contenant respectivement le cardinal a priori des
structures et les facteurs de normalisation
Sgir, Sdist, Sgist, Seont ; : tableaux de tailles kakimXx?, kmX?, kmx? et kakmx? contenant les
indices appris respectivement pour les relations directionnelles, de distance et de contraste
Résultat : (x,D’,C) tel que D < D’
début
lecture de PriorCard, S, Sdist gdist, Seot
initialisation de I, LogCard, Upper BoundCard, Lower BoundCard, Conn, «
pour chaque C € C faire
Peﬂwt(c) —1
calcul de Py;,,(C) par 'équation spécifique au type de contrainte
fin
répéter
maxzContrainte < argmaxcee Prin(C)
maxPriorite < P, (maxContrainte)
si maxPriorite = 0 alors
mazContrainte — arg maxcce Pezact(C)
mazxPriorite « P,qc:(maxContrainte)
fin
si Pegact(maxContrainte) # 0 alors
si Propagation(maxContrainte) alors
pour chaque A € vars(maxzContrainte) faire
si A f A alors retourner faux
mise a jour de I(x, A), I(A,x), Upper BoundCard(A),
LowerBoundCard(A), Conn(A,x,x), LogCard(A)
pour chaque C g A € vars(C) faire

‘ mise & jour de Peyact(C), Pyif(C, A), Pé;}ff(C’, A)
fin

fin

pour chaque C € C faire
| calcul de Py;,,(C') par I’équation spécifique au type de contrainte
fin

fin
P.roct(maxContrainte) «— 0

pour chaque A € vars(maxzContrainte) faire

P (mazContrainte, A) < 0

Pé?ff (maxContrainte, A) «— 0
fin

fin
jusqu’a mazxPriorite > 0 ;

fin

F1GURE 4.9 — Algorithme P2
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ci-dessus. A chaque itération de 'algorithme la contrainte de priorité la plus élevée est
sélectionnée et le propagateur associé est calculé. L’ensemble des priorités est alors mis &
jour. Cependant en procédant de cette fagcon nous ne somimes pas assurés d’obtenir le plus
grand point fixe. En effet les priorités obtenues peuvent étre nulles pour des contraintes
permettant de réaliser des réductions non nulles. Nous combinons donc 'ordonnancement
fin défini dans cette section & 'ordonnancement de ’algorithme P1 qui assure I’obtention
du plus grand point fixe.

Les priorités définies dans ces deux cas ne sont pas comparables. De plus nous voulons
favoriger les priorités définies dans cette section. Nous maintenons donc deux listes de
priorités distinctes que nous notons respectivement Pp;y, et Pegect- A chaque itération de
P’algorithme nous choisissons alors la contrainte de priorité la plus élevée dans la liste Pp,.
Si cette priorité est nulle, nous choisissons alors la contrainte de priorité la plus élevée
dans Peyqct- L’algorithme s’achéve lorsque toutes les contraintes dans Peyqct présentent une
priorité nulle.

L’algorithme obtenu est présenté dans la figure 4.9. Le calcul spécifique des priorités
Py, n'est pas détaillé ici mais consiste simplement a réaliser le calcul spécifique au type
de contrainte en utilisant les indices sauvegardés dans les tableaux.

Notons que si le nombre de variables est important, la mise & jour & chaque itération de
la liste de priorité Py;, peut devenir coliteux. Nous pouvons nous contenter de recalculer &
chaque itération la priorité des contraintes impliquant la variable réduite et supposer que
le changement de la priorité des autres contraintes reste faible. Nous réinitialisons alors
tout de méme périodiquement la priorité de I’ensemble des contraintes.

4.3 Illustrations

4.3.1 Un exemple synthétique simple

Nous illustrons tout d’abord cet ordonnancement sur 'exemple synthétique de la fi-
gure 4.10. La scéne présentée en (a) comporte 5 structures A — E| le fond By, la variable
Tout comprenant I'ensemble de ces structures et une derniére variable Autre correspon-
dant au reste de 'espace. Nous avons extrait un graphe de contraintes® correspondant 2
ce cas (cet aspect sera discuté dans la section 6.1) et calculé les indices |OP|, Sdir, Sdist,
S,ﬁl;“ et Sg?l:ct:,d‘ Nous montrons une partie de ces contraintes dans le graphe en (b). Des
contraintes de contraste sont présentées en bleu et des contraintes spatiales en rouge (les
fleches creuses désignent les relations inverses telles que « E est plus sombre que Bg » pour
« Bg est plus clair que E »). Notons que certaines contraintes jouent un role primordial
comme par exemple les contraintes « C est au-dessus de B » et « D est plutot en-dessous de
B » puisqu’elle permettent de distinguer C' et D. D’autres contraintes semblent présenter
un intérét plus limité comme la contrainte « E est plutét & gauche de C ». En effet cette
relation semble moins discriminante.

Nous initialisons la variable T'out (son domaine est réduit & un singleton), puis l’al-
gorithme de propagation est appliqué. Dans la table 4.3.1 sont listées les contraintes suc-
cessivement sélectionnées et calculées. Nous précisons la priorité de ces contraintes, la
réduction de domaine qu’elles réalisent effectivement, la réduction de domaine estimée sui-
vant les équations données dans la section 4.2.4 et finalement le logarithme de la taille de
I’ensemble des domaines.

6. Pour cet exemple I'apprentissage est réalisé sur le cas traité. Dans le chapitre 6, nous fournissons des
illustrations réalisant apprentissage et test sur des bases distinctes.
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FIGURE 4.10 — (a) Un exemple synthétique. (b) Une partie du graphe de contraintes associé.

L’ordonnancement obtenu sur ce cas simple est presque optimal puisque quasiment
toutes les contraintes appliquées conduisent & une réduction de domaine importante. No-
tons tout d’abord que la réduction estimée des bornes par les équations données dans la
section 4.2.4 fournissent ici une approximation relativement précise de la réduction réelle-
ment réalisée. Cependant dans 5 cas cette estimation est défaillante et conduit au calcul
de contraintes ne réalisant pas de réduction.

Deux d’entre elles sont des contraintes de partition aux itérations 21 et 24. Dans ces

deux cas 'estimation de la réduction des bornes est non nulle, alors que la réduction effective
14|
. L . 4]
I’équation 4.14. En effet & l'itération 21 les bornes supérieures de D et C s’intersectent
mais pas D et C. La priorité de la contrainte de partition mettant & jour D est ainsi non
nulle car |[D A C |% > 0 alors qu’elle devrait étre nulle. Cette approximation pourrait étre
évitée en maintenant & jour une matrice |A; A A;|. Cependant le cotit résultant serait plus
élevé que le gain obtenu.

lest. Cette erreur peut étre imputée & 'approximation de [A; A A;| par |4; A 4] dans

Trois autres erreurs d’approximation importantes sont réalisées aux itérations 25, 26,
27. Dans ce cas il ne reste plus qu’a réduire la borne supérieure de E qui contient encore
B et 4 mettre & jour la borne inférieure de B. Cependant nous ne savons pas si E contient
B ou si B contient E. Les deux coefficients I(B, E) et I(E, B) sont donc non nuls, mais
I(E,B) > I(B, E) ce qui devrait favoriser les relations mettant a jour E. Toutefois les
structures C' et B étant proches, le calcul des propagateurs entre ces deux structures peut
étre réalisé sur une région plus petite que le calcul des propagateurs impliquant E. Le cotit
calculatoire de ces derniers est donc plus élevé ce qui explique 'ordonnancement obtenu.

4.3.2 Performances

Le cas trés simple présenté ci-dessus n’est pas représentatif de la complexité des don-
nées que nous voulons reconnaitre. En pratique 'application d’une contrainte ne permet
en général pas de séparer totalement deux structures comme c’est le cas pour plusieurs
contraintes de ’exemple précédent. Aprés une décroissance rapide des domaines ’algo-
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FIGURE 4.11 — Bornes des domaines a chaque itération du processus de propagation.
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TABLE 4.3 — Séquence de contraintes appliquées par l'algorithme de propagation pour
I’exemple de la figure 4.10.

t contrainte priorité | réduction | réduction estimée | taille domaines
0 O, e 0,36 40001 40001 1,33.10°
1 CR Yot 0,28 30397 30397 1,16.10°
2 cpans . 0,28 30397 30397 993762
3 CcRans 0,28 30397 30397 825206
4 clans . 0,28 30397 30397 656649
5 CBans 0,28 30397 30397 488092
6 Cchans | 0,28 30397 30397 319535
7 cgont | 0,022 8204 8204 274043
8 cEpt 0,021 8256 7745 230463
9 caopt 0,021 8256 7745 186884
10 csont 0,019 8761 6902 138303
11 csont 0,019 8761 6902 89721
12 | G b p_spy | 0025 6902 5396 51449
13 cqopt 0,0073 2702 2702 36465
14 csont 0,0025 889 889 29334
15 c§opt 0,0025 889 889 22203
16 | Coot  cbp-sa | 0,0058 1400 1400 14440
17 clit 0,00026 296 296 12798
18 | R pocp—sp | 0,00080 296 191 11157
19 cRy 0,00073 546 352 8129
20 | Chon ot e pp—sc | 0,0015 546 354 5102
21 | Chu e p—sp | 0,00080 0 192 5102
22 B 0,00061 297 297 3455
23 | Ch e o cp—sp | 0,0012 297 326 1808
24 C?‘Z,Z?,T,’E%C,D,E»B 0,00044 0 105 1808
25 chist 0,00038 0 105 1808
26 cpir 0,00037 0 105 1808
27 cEs 0,00034 0 105 1808
28 cli 0,00012 163 161 904
29 | Chu by cpp—sp | 000068 163 163 0
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F1GURE 4.12 — Suite de la figure 4.11.
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rithme de propagation converge alors plus lentement.

Nous comparons dans cette section les performances obtenues avec un ordonnancement
FIFO ou avec les algorithmes P1 et P2. Pour cela nous appliquons le processus de pro-
pagation sur la coupe axiale présentée dans la figure 4.13 (a). Le modéle associé comprend
35 structures (la segmentation manuelle de ces structures pour le cas a traiter est montrée
en (b)) et environ 4000 contraintes entre ces structures (l’apprentissage de ces contraintes
est décrit dans la section 6.1). Comme précédemment nous supposons que le cerveau a
été extrait préalablement et nous initialisons la variable associée & un singleton. Tous les
domaines des autres variables sont initialisés a (0z, 1£).

FIGURE 4.13 — Coupe axiale d’'une IRM cérébrale (a) et segmentation manuelle associée (b).

Dans la figure 4.14 nous présentons 1’évolution du logarithme de la taille des domaines
en fonction du temps pour un ordonnancement de type AC' — 3 (cet algorithme est noté
P0) en rouge, l'algorithme P1 en vert ou l’algorithme P2 en bleu. En (a) nous présen-
tons ’évolution pendant ’ensemble du processus. Aprés une décroissance rapide, les trois
algorithmes de propagation convergent lentement. Nous constatons tout de méme que I’al-
gorithme P2 converge plus vite que P1 qui lui-méme converge plus vite que P0. En (b)
nous montrons plus précisément la premiére phase du processus. Les algorithmes PO et
P1 reéalisent une réduction comparable dans cette phase. L’algorithme P2 réalise lui une
réduction beaucoup plus rapide des domaines. En effet les contraintes sont choisies beau-
coup plus finement. Le cotit de calcul des indices est donc largement compensé par le gain
obtenu.

Nous illustrons plus spécifiquement dans la figure 4.15 'ordonnancement utilisé dans
I’algorithme P2 et notamment l'estimation de la réduction réalisée par les propagateurs.
Dans la colonne de gauche nous comparons la réduction effective (en bleu) et I'estimation
P édquction donnée dans la section 4.2.4 (en pointillés rouges) en fonction du nombre d’itéra-
tions pour les contraintes d’inclusion (a), de direction (b), de distance (c), de contraste (d),
de partition (e), de connexité (f) et de volume (g). Dans la colonne de droite nous montrons
toujours en fonction du nombre d’itérations dans le processus de propagation et pour ces
mémes contraintes le ratio % ol est est la réduction estimée et red est la réduction
effective. Ce ratio est compris entre 0 et 1 et est faible lorsque I'estimation est correcte.

L’estimation obtenue pour la contrainte d’inclusion est en général trés précise, puisque
I’estimation du changement de la borne supérieure est exacte et que ’estimation du chan-
gement de la borne inférieure est relativement fine. Pour les contraintes de direction, de
distance et de contraste la qualité de l'estimation varie au cours du processus de pro-
pagation. Initialement cette estimation est relativement bonne méme si nous obtenons
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FIGURE 4.14 — (a) Evolution de la taille du logarithme des domaines pour I’algorithme PO
(AC — 3) en rouge, P1 en vert et P2 en bleu. (b) Evolution pendant la premiére phase de
I’algorithme.

généralement une sur-estimation de la réduction effective. Cependant en avancant dans de
processus de propagation la qualité de cette estimation diminue. En effet nous obtenons
une estimation non nulle pour de nombreuses contraintes ne réalisant pas effectivement de
réduction. Cela est principalement di a la satisfaction partielle de ce type de contraintes
par de nombreuses structures. Prenons pour exemple une relation directionnelle entre A et
B qui n’est que partiellement satisfaite par une tierce structure C'. Si pendant le processus
de propagation la borne supérieure de B contient uniquement la partie de C' satisfaisant
la contrainte directionnelle par rapport & A (et que le domaine de A est réduit a un single-
ton), alors I’estimation de la réduction est non nulle puisque I(B,C)(1 — S¥"(A,C)) > 0
mais la réduction réalisée est nulle puisque nous supposons que B contient la partie de C
satisfaisant la contrainte.

I’estimation obtenue pour la contrainte de partition est moins bonne que celle obtenue
pour les contraintes précédentes et pourrait stirement étre améliorée. Cependant le cotit
des contraintes de partition restant relativement faible par rapport aux autres contraintes,
la priorité devrait étre mise sur I'affinement de I'estimation des contraintes précédentes.

Finalement D'estimation du calcul des contraintes liées & la connexité semble satisfai-
sante méme si elle reste perfectible. Notons que ces contraintes sont utilisées assez tardi-
vement puisqu’elles présentent un cotit calculatoire plus élevé et ne sont utiles que lorsque
d’autres contraintes ont créé plusieurs composantes connexes a filtrer.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé un ordonnancement efficace du calcul des propa-
gateurs afin d’accroitre Defficacité du processus de propagation. Ainsi a chaque itération
de l'algorithme nous choisissons une contrainte suivant la conjonction de trois critéres :
(i) un critére de coit qui permet de favoriser les contraintes dont le propagateur pré-
sente un cott calculatoire faible, (i) un critére de changement favorisant les contraintes
n’ayant pas été sélectionnées depuis que des changements importants ont affecté les va-
riables de la contrainte, (iii) une approximation de la réduction potentiellement réalisée
par la contrainte. Cet ordonnancement permet un gain d’efficacité important du processus
de propagation et notamment une décroissance initiale trés rapide.

Cependant des gains importants semblent encore réalisables. Premiérement la phase de
décroissance lente finale pourrait étre évitée ou tout au moins réduite puisqu’elle n’apporte
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FIGURE 4.15 — A gauche la réduction des bornes réalisée en bleu et la réduction estimée en
rouge pour les contraintes d’inclusion (a), de direction (b), de distance (c), de contraste (d),
de partition (e), de connexité (f) et de volume (g) en fonction du nombre d’itérations. A
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que trés peu d’information supplémentaire pour un coiit élevé. Par ailleurs 'objectif final
étant souvent d’extraire un nombre réduit de structures, nous pourrions orienter le proces-
sus de propagation vers ’extraction de ces variables. L’intérét du calcul d’une contrainte
serait alors fonction de la réduction potentielle & terme du domaine des structures cibles
qui pourrait étre obtenue grace a la réduction réalisée.
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Chapitre 5

Extraction d’une solution

Introduction

Le processus de propagation réalise une réduction importante des domaines en suppri-
mant un grand nombre de valeurs ne satisfaisant pas les contraintes imposées. Cependant
lorsque ce processus s’achéve, ces domaines ne sont en général pas réduits & des singletons
et nous devons extraire une solution, c’est-a-dire une instanciation satisfaisant I’ensemble
des contraintes. Cette solution n’est pas nécessairement unique car plusieurs instanciations
peuvent satisfaire I’ensemble des contraintes. Pour faire un choix, nous utilisons un critére
classique de surface minimale [Mumford et al., 1988, Caselles et al., 1997] qui favorise les
solutions présentant une frontiére réguliére.

Bien que l'espace des solutions ait été considérablement réduit, 'application d’un algo-
rithme de retour sur trace [Stallman and Sussman, 1976] présente toujours un cott calcu-
latoire excessif. Nous devons donc nous contenter d’une solution approximative au sens des
contraintes imposées. Nous choisissons d’extraire indépendamment une région binaire pour
un nombre restreint de structures dont le domaine a été réduit de facon importante par
I’algorithme de propagation. Nous réalisons cette extraction par ’obtention d’une surface
minimale, dépendant des résultats obtenus par ’algorithme de propagation.

Tout d’abord nous discutons dans la section 5.1 des approximations que nous réalisons.
Nous rappelons dans la section 5.2 les principales définitions relatives & la segmentation
par surface minimale. Dans la section 5.3 nous proposons alors une formulation spécifique
A notre probléme.

5.1 Motivations

L’algorithme de propagation de contraintes a fortement réduit les domaines de nom-
breuses structures. L’exemple que nous avions proposé dans la section 2.7 nous avait par
exemple permis d’obtenir pour le noyau caudé le domaine final présenté dans la figure 5.1.
Idéalement nous voudrions obtenir une solution, c’est-a-dire une instanciation consistante
de toutes les variables. Cependant méme si les domaines des variables ont été considéra-
blement réduits, il n’est toujours pas possible pour des raisons de complexité d’appliquer
un algorithme de retour sur trace. En effet méme s’il ne restait que 10 voxels d’indécision
entre la borne inférieure et la borne supérieure d’'un domaine, nous aurions dans le pire des
cas k10 valeurs (oft k correspond au nombre de niveaux discrets utilisés pour représenter
les degrés d’appartenance) a tester pour ce domaine.

Par ailleurs la solution n’est pas unique. Plusieurs instanciations peuvent satisfaire
I’ensemble des contraintes et a priori aucune n’est privilégiée par rapport aux autres. Fs-
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FIGURE 5.1 — En jaune le domaine (C NI, C N1) pour le noyau caudé obtenu par le processus
de propagation.

thétiquement nous préférons obtenir des solutions présentant une surface réguliére. Comme
critere de décision nous pouvons donc utiliser un critére classique de surface minimale (ou
de longueur minimale en 2D) pouvant étre représenté par la variation totale de ’ensemble
flou considéré.

Toutefois la prise en compte de ce critére ne permet pas de réduire la complexité
de I'extraction, la recherche d’une solution optimale selon un critére de surface minimale
étant méme plus complexe. Afin de simplifier le probléme, nous réalisons les approximations
suivantes :

— nous considérons les structures indépendamment. Nous ne recherchons donc pas une
solution globalement consistante mais uniquement pour chaque structure une valeur
localement consistante,

— nous supposons que toutes les valeurs des domaines finals sont localement consistantes
relativement & toutes les contraintes sauf les contraintes d’adjacence,

— nous recherchons une solution binaire car des algorithmes efficaces existent dans ce
cas.

La premiére hypothése nous permet d’extraire indépendamment les structures et donc de
nous limiter a un sous-ensemble de structures d’intérét.

La seconde hypotheése est vérifiée a la fin du processus de propagation par la plupart des
contraintes (telles que les contraintes directionnelles, de distance, de contraste,...). Seules
les contraintes d’adjacence, de volume et de connexité ne sont pas nécessairement satisfaites
par toutes les valeurs des domaines. Les résultats de segmentation que nous obtiendrons
sont en général connexes et vérifient les a priori de volume sans que ces conditions aient été
explicitement imposées. Méme si nous n’avons aucune garantie quant au résultat obtenu,
nous préférons éviter d’alourdir le processus. Restent donc les contraintes d’adjacence qui
ne seront pas imposées de facon stricte, mais intégrées dans le critére de choix du résultat.

La derniére hypothése nous permettra de nous ramener au
probléme bien connu de segmentation par surface minimale.
Cependant la binarisation pose certains problémes. Comme
nous l'illustrons par la figure ci-contre, il n’est pas toujours
possible (méme si ce cas n’est en pratique pas fréquent) d’ob-
tenir une segmentation binaire (en magenta pointillés) in-
cluant strictement la borne inférieure (en rouge) et incluse
strictement, dans la borne supérieure (en bleu). Nous devrons
donc favoriser le respect strict de ces inclusions mais aussi 0
autoriser leur respect partiel.

11 e
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5.2 Extraction de surfaces minimales

5.2.1 Formulation

Le probléme de segmentation par surface minimale a été formulé dans [Caselles et al.,
1997] comme l'extraction d’une surface fermée I' minimisant la fonctionnelle :

B0 = [ 1(r(s)as (5.1)

o f est une fonction & valeurs positives définie & partir de I'image Z. Idéalement cette
fonction doit étre nulle au niveau de la frontiére de I'objet recherché et prendre des valeurs
non nulles ailleurs. En pratique puisque nous ne connaissons pas l'objet a segmenter, nous
essayons d’étre aussi proche que possible de cette situation.

La fonction f est souvent définie comme une fonction positive et décroissante de la
norme du gradient de 'image 7 :

f1(T(s)) = g(IVZT(s))]D)- (5.2)

Elle prend donc des valeurs faibles au niveau des contours de I'image et des valeurs élevées
lorsque les niveaux de gris sont localement constants. Si 'objet recherché présente un
contraste marqué avec les structures qui ’entourent, nous obtenons une fonction f; qui
prend bien des valeurs faibles au niveau des contours de cet objet mais qui ailleurs ne
prend pas nécessairement des valeurs faibles. Dans la figure 5.2, nous montrons une carte
de gradient sur une coupe axiale (b) et sur une coupe coronale (e). De nombreux contours
sont présents et les contours de l'objet recherché ne présentent pas nécessairement les
gradients les plus élevés. Le choix de la fonction ¢ est donc dans ce cas délicat puisque
cette derniére doit prendre des valeurs faibles pour les valeurs de gradient observées pour
I’objet mais pas pour des valeurs de gradient plus faibles.

Ce probléme de normalisation peut étre réduit si nous connaissons les caractéristiques
radiométriques de objet recherché. A partir de celles-ci nous définissons la fonction fr
suivante [Colliot et al., 2006] :

fi(@) = g(IV(pa@)(@))) = 9(lIpa(Z(2)V(Z)(2)])), (5:3)

ol pa(v) est la probabilité qu'un voxel de A présente le niveau de gris v. Le choix de la
fonction g est dans ce cas moins délicat que dans ’équation 5.2 puisque nous travaillons sur
le gradient d’une image normalisée. Dans la figure 5.2 nous montrons la fonction fr obtenue
pour le noyau caudé sur une coupe axiale (c¢) et sur une coupe coronale (f). Notons que
sur la vue coronale la fonction f; prend des valeurs élevées sur certaines parties du contour
(en effet le noyau caudé ne présente pas de contraste relativement au noyau accumbens
voisin). D’autre part cette fonction présente de nombreuses valeurs faibles en dehors du
contour du noyau caudé. La surface recherchée n’est donc pas nécessairement dans ce cas
la surface minimisant . Afin d’obtenir la solution recherchée, la fonctionnelle E n’est en
général pas minimisée de fagon exacte. Un minimum local peut par exemple étre obtenu
a partir d’une surface initiale. Cependant le résultat obtenu dépend fortement de cette
initialisation surtout lorsque E présente de nombreux minima locaux.

L’obtention d’une fonction f correspondant au mieux aux contours de 'objet recherché
est donc primordiale puisque la fonctionnelle E associée présente alors un nombre plus
réduit de minima locaux indésirables.
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(d)

FIGURE 5.2 — (a) Une coupe axiale d’'une IRM cérébrale. (b) [|[VZ||. (¢) g(||V(pen(D))|)
sur une vue axiale. (d-f) Vues coronales.

5.2.2 Optimisation

La recherche d’un minimum global de la fonctionnelle E ne fournit généralement pas
la surface recherchée, cette surface n’étant en général qu’un minimum local de E. Notons
de plus que des surfaces réduites & un point sont toujours optimales. Différentes solutions
ont été proposées afin d’obtenir des résultats plus satisfaisants. Nous pouvons notamment
mentionner :

— Pobtention d’un minimum local & partir d’une surface initiale proche de la solution

par I’évolution du modeéle déformable représenté sous la forme implicite [Caselles
et al., 1997],

— ’obtention d’un minimum global sous contraintes [Boykov and Kolmogorov, 2003] :
(i) l'inclusion d’un ensemble de graines représentant ’objet, (ii) 'exclusion d'un se-
cond ensemble de graines représentant le fond,

— l'ajout de conditions aux bords [Cohen and Kimmel, 1997, Grady, 2006a] : un contour
fermé est donné et une surface de coiit minimal bordée par ce contour est alors
recherchée.

Nous décrivons briévement ci-dessous la seconde méthode sur laquelle nous nous appuie-
rons.

Segmentation par coupure de graphe

La recherche de flot maximal ou de fagon équivalente de coupe minimale dans un graphe
attribué est un probléme classique de recherche opérationnelle et des algorithmes efficaces
existent pour le résoudre |Ford and Fulkerson, 1956, Goldberg and Tarjan, 1988].

La segmentation d’'une image en deux labels peut étre exprimée comme la recherche
d’une coupe dans un graphe [Boykov and Jolly, 2001, Boykov et al., 2001, Kolmogorov and
Zabin, 2004, Boykov and Kolmogorov, 2004]. Les noeuds d’un tel graphe sont associés aux
pixels de 'image. Deux nceuds spéciaux, la source et le puits, sont alors ajoutés. La source
représente le label de 'objet et le puits le label du fond. Un tel graphe est montré dans la
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figure 5.3.
La segmentation est alors réalisée par I'extraction d’une coupe de colit minimal entre
la source et le puit, le cott de la coupe C' étant défini par les poids w, affectés aux arcs e :

C] = we, (5.4)

ecC

Le poids wy, »; des arcs entre les pixels est généralement défini & partir de I'image (comme
une fonction décroissante de la différence d’intensité entre les pixels par exemple) relative-
ment & un systéme de voisinage A/. Nous obtenons ainsi des arcs de faible cott au niveau
des frontiéres de 'image et la coupe minimale suit donc en général un contour de I'image.
Le poids des arcs entre les pixels et la source ws , ou entre les pixels et le puits w; , carac-
térisent 'appartenance a prior: de certains pixels & 'objet ou au fond. Plus ce poids est
important moins il est probable qu’une coupe passe par cet arc et donc que le pixel change
d’affectation.

FIGURE 5.3 — Segmentation par coupure minimale. Les arcs correspondant a la coupe de
colit minimal sont colorés en jaune. Les noeuds en rouge sont alors associés a 'objet et les
neeuds en bleu au fond.

Nous notons S la région solution, obtenue comme ’ensemble des pixels liés a la source
s par un chemin ne passant pas par la coupe minimale C. Le cotit de cette coupe minimale
peut alors étre exprimé suivant :

E(S) = wa,p + Z Wz + z W ;- (5.5)

zeS zeX\S (z,5)EN
z;€8 et z;€X\S

Par une définition spécifique du systéme de voisinage et des poids des arcs inter-pixels le

terme » (@ie)eN  Waya; peut approcher la fonctionnelle donnée par I’équation 5.1 [Boy-
z;€S et z;€X\S

kov and Kolmogorov, 2003].

La taille du systéme de voisinage est choisie en fonction de la qualité désirée de ’ap-
proximation. Plus ce systéme est large, meilleure sera ’approximation obtenue. La figure 5.4
présente ainsi plusieurs exemples de petits systémes de voisinage en 2D. Pour chaque élé-
ment e du systéme choisi et en chaque pixel x, nous ajoutons alors au graphe un arc de
poids :

 8%leg]* Ay, det D(x)

w ) +er — ? (56)
e 2(extD(x)er)?
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ou D est une métrique riemannienne sur l'image discréte et o les autres notations sont
illustrées dans la figure 5.4. Lorsque cette métrique est définie en chaque pixel z comme la
matrice diagonale D(x) = diag(f(x)), nous revenons au probléme de minimisation défini
par 'équation 5.1. Nous obtenons alors :

52 Ay, f(ﬂﬁ).

2] (5.7)

We,x4-e;, —

La minimisation d’une surface en 3D peut étre obtenue similairement en définissant le poids
des arcs suivant :
53|ex|>Agy det D(x)

Wy, x+e, = F(ektD($)€k)2 (58)
et lorsque D(z) = diag(f(x)) :
§3A
Wz z+ep, = TW (5.9)
Ady
Dlpiilolidge LIAs
o o I o ® ® .OOXIZ.eD. oo.—I—. ----- \o\o
...l... ../l\.... lv.
.-;I;..So... e 6 6 o6 o o o e o (] e o
4 n-systéme 8 n-systéme 16 n-systéme

F1GURE 5.4 — Définition du systéme de voisinage. Figure extraite de [Boykov and Kolmo-
gorov, 2003].

5.3 Extraction d’une surface minimale relativement aux ré-
sultats de la propagation

Dans la section 5.1 nous avons fait plusieurs hypothéses pour simplifier le probléme
initial (trouver une solution). Nous nous intéressons donc a l'extraction d’une structure
unique A pour laquelle nous voulons extraire une région binaire S qui appartient au mieux
au domaine associé a A, qui présente une surface réguliére et qui satisfait au mieux les
contraintes d’adjacence (i.e. dont la frontiére est cohérente avec les domaines obtenus pour
les structures adjacentes).

Nous modélisons ce probléme d’optimisation comme 'extraction d’une surface minimale
sous contraintes. Les contraintes (similaires & celles définies dans le cadre de 'optimisation
par coupure de graphe) sont dérivées du critére d’appartenance du résultat au domaine
(A, A). Les critéres relatifs & la surface de la solution, la régularité et la cohérence avec les
structures adjacentes, sont intégrés dans une fonctionnelle comme celle de I’équation 5.1.
Nous décrivons en premier lieu ce deuxiéme point.
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5.3.1 Prise en compte des relations d’adjacence dans la définition de la
fonctionnelle

Nous modélisons 'extraction comme la minimisation d’une fonctionnelle :

E(S) = f(0S(s))ds.
a5
La fonction f doit idéalement prendre des valeurs faibles au niveau des frontiéres de 'objet
recherché A et de grandes valeurs ailleurs (cf section 5.2.1). Si nous connaissions l’ensemble
flou p4 représentant I'objet A, nous pourrions définir f a partir de la frontiére de 4. Celle-
ci peut étre obtenue comme la frontiére morphologique floue' [Bloch et al., 1997] :

poA = 0B.(pa) Nop(c(pa)),

ol dp, est la dilatation par I’élément structurant associé & la notion de connexité utilisée.
Puisque nous ne connaissons pas p4 mais seulement son domaine (A, A), nous pouvons
uniquement déduire la sur-estimation :

poa < 6p.(A) Adp.(c(A)). (5.10)

Dans la figure 5.5 nous illustrons le résultat d’une telle approximation. La sur-estimation
obtenue en (b) pour le domaine montré en (a) est trés large et ne serait d’aucune utilité
pour réaliser la segmentation.

(a) (b)

FIGURE 5.5 — (a) Domaine obtenu par l'algorithme de propagation pour le noyau caudé :
(CNI,CNI). (b) Sur-estimation de la frontiére dua selon 1’équation 5.10 : dp, (CNI) A
0B, (c(CN1)).

Afin d’affiner cette estimation nous allons décomposer la frontiére de A en plusieurs
sous-parties correspondant aux frontiéres communes avec les structures adjacentes, estimer
une sur-estimation de chacune de ces sous-parties et enfin recomposer l'ensemble de la
frontiére de A.

En effet 'ensemble des structures adjacentes est connu et peut étre obtenu a partir du
modele. Pour un objet A nous pouvons ainsi obtenir ’ensemble des structures adjacentes
que nous notons Adj(A). Nous pouvons alors exprimer la frontiére de I'objet A comme
la réunion des frontiéres qu’il partage avec I'ensemble des objets adjacents. Puisque cet
ensemble est exhaustif, nous pouvons exprimer la frontiére de A comme la réunion des
frontiéres qu’il partage avec les objets adjacents :

toa = Vitta(a,0,) » Oi € Adj(A),

1. La frontiére d’un sous-ensemble A de X peut étre obtenue par son gradient morphologique : 0A =
0.(A) \ eB.(A) = dB.(A) Ndp.(c(A)) ou dp, et ep, sont respectivement la dilatation et 1’érosion par
I’élément structurant associé a la notion connexité utilisée.
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ol Uy(a,0,) représente la frontiére entre A et O;. Pour deéfinir cette frontiére entre deux
ensembles flous 4 et up nous pouvons étendre I’équation 5.10 suivant :
taoa,B) = 0B, (1ra) N op.(1B)-

A partir des domaines (A, A) et (B, B) associés aux variables A et B, nous pouvons alors
obtenir une sur-estimation de leur frontiére commune suivant :

po(a,B) < 0B.(A) A dp,.(B).

Notons que cette définition peut conduire & un ensemble vide ou & un ensemble de taille
importante si les objets se recouvrent sur une grande surface.

En recomposant I’ensemble des sur-estimations obtenues pour chacune des sous-parties,
nous obtenons finalement la sur-estimation suivante pour la frontiére compléte de A :

poa < \/53 YA 6B.(0;) , O; € Adj(A). (5.11)

Nous notons cette sur-estimation 0A.

(CN1,CNI) (FVLL, FVLI) §(CNI) A S(FLVI)

(CN1,CNI) (CW M1, CW MI) 5(CNT) A §(CWMI)

V,; 6(CNI) A 6(0;)

F1GURE 5.6 — Obtention d’une sur-estimation de la frontiére du noyau caudé gauche C' NI
en obtenant des sur-estimations de sa frontiére avec la corne frontale du ventricule latéral
FLVI et avec la matiére blanche de I’hémisphére gauche CW MI. La composition de ces
frontiéres partielles nous permet d’obtenir une sur-estimation de la frontiére compléte de
noyau caudé gauche 0CNI.

Nous illustrons ce calcul dans la figure 5.6 sur une coupe axiale pour 'extraction du
noyau caudé gauche CNI. Dans cette coupe C'NI est adjacent & la corne frontale du ven-
tricule latéral gauche FLV et a la matiére blanche de ’hémisphére gauche CW M1 (pour
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cet exemple nous ne considérons que les structures adjacentes dans cette coupe axiale). A
partir des domaines (CNI, CNI) et (FV LI, FVLI) obtenus par le processus de propaga-
tion, nous obtenons en premier lieu une sur-estimation de la frontiére entre CNIl et F'V L]
par lopération : 6, (CNI) A 6, (FLVI). Nous obtenons similairement la frontiére entre
CNIl et CWMI a partir des domaines (CNI, CNI) et (CW ML, CW MI). Nous composons
alors ces résultats pour obtenir la sur-estimation OC' NI de la frontiére du noyau caudé.

Notons que ce calcul dépend uniquement des résultats de I’algorithme de propagation et
pas de 'image. Puisque nous supposons que la connaissance générique utilisée pour réaliser
la reconnaissance est correcte, nous obtenons une sur-estimation compléte de la frontiére
sous la forme d'un ensemble flou valant au moins 0, 5 sur toute la longueur du contour 2. En
général la fonction d’appartenance obtenue vaudra 1 sur toute la longueur du contour. Par
ailleurs les valeurs obtenues en dehors de la frontiére recherchée dépendent de la taille des
domaines obtenus par ’algorithme de propagation. Des domaines trés restreints conduisent
4 une bonne approximation du contour alors que des domaines trés larges ne permettent
d’obtenir qu’une sur-estimation trés large du contour ne permettant pas d’extraire 'objet
recherché.

Nous définissons alors & partir de cette sur-estimation la fonction f intervenant dans la
fonctionnelle E(S) = fas f(0S(s))ds. Puisque nous supposons que pour tous les points du

contour recherché la sur-estimation obtenue A présente des valeurs toujours supérieures
a 0,5 et valant en général 1, nous définissons la fonction f suivant :

f(z) = —log(Opa(x)), (5.12)

interdisant de fait tous les contours passant par un voxel ot dua est nul. Nous notons
FEeontour 1a fonctionnelle résultante :

Fromtonr = / log(Ta(9S(s)))ds. (5.13)
oS

5.3.2 Intégration des contraintes relatives aux bornes du domaines

Nous recherchons un résultat appartenant au domaine (A, A) obtenu par 1'algorithme
de propagation. Ce résultat doit donc inclure la borne inférieure du domaine et étre inclus
dans la borne supérieure. Comme nous ’avons mentionné dans la section 5.1, I’extraction
d’une solution binaire S conduit & assouplir ces conditions en n’imposant strictement que
Iinclusion de S dans le support de la borne supérieure et l'inclusion du noyau de la borne
inférieure dans .S, tout en favorisant la satisfaction compléte de ces relations. Pour caracté-
riser cette satisfaction, nous utilisons le degré d’inclusion incl(u1, o) de pg dans pe défini
suivant :

incl(p1, po) = [ min(1,1 = p (2) + pa(2)).
zeX
Le degré d’inclusion de la segmentation binaire S dans A est alors exprimé simplement
suivant :
incl(S, A) = H A(x).
€S
Similairement le degré d’inclusion de A dans S est exprimé suivant :

inc(4,9) = [] cA)).

zeX\S

2. Selon la définition donnée par ’équation 5.10, le contour d’un ensemble flou est défini sous la forme
d’une fonction d’appartenance qui prend des valeurs inférieures a 1 si le contour est diffus mais qui présente
pour chaque section de contour un maximum toujours supérieur a 0,5.
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Nous voulons que ces deux contraintes soient le mieux satisfaites possible et donc que le
produit incl(A, S) x incl(S, A) soit maximal. De fagon équivalente nous allons minimiser :

Edomaine(S) = —log(incl(S, A) x incl(A, S)) = — Zlog(]) — Z log(c(4)). (5.14)
x€S zeX\S

Cette formulation présente ’avantage de totalement interdire les résultats ne satisfaisant
pas du tout l'une ou l'autre de ces contraintes (le degré d’inclusion valant dans ce cas 0).
De plus nous aboutissons a une expression qui s’intégrera directement dans un processus
d’optimisation par coupure de graphe.

5.3.3 Optimisation par coupure de graphe

Pour obtenir une solution approximative a notre probléme nous avons défini une pre-
miére fonctionnelle représentant les critéres de régularité et de cohérence par rapport aux
structures adjacentes et une seconde fonctionnelle représentant les contraintes d’inclusion
relativement aux bornes des domaines. Le résultat final est alors obtenu par la minimisation
de la somme pondérée de ces deux fonctionnelles :

E(S) = )\Econtour(s) + (1 - )\)Edomaine(s)- (515)

Une solution exacte (en utilisant une approximation de la norme Lo pour calculer la lon-
gueur de la surface dans le terme Eeontour) de cette fonctionnelle est obtenue par I'extraction
d’une coupe de coit minimal dans un graphe dont la construction est donnée dans [Boykov
and Kolmogorov, 2003] (cf section 5.2.2).

Nous illustrons dans la figure 5.7 'ensemble de ce processus toujours pour Iextraction
du noyau caudé gauche. Tout d’abord nous obtenons la sur-estimation de la frontiére 0C N1
par la combinaison des domaines associés & C' NI et & ses voisins. Nous utilisons alors cette
sur-estimation pour définir les liens entre les nceuds du graphe représentant les pixels. Pour
cela nous suivons la méthode proposée dans [Boykov and Kolmogorov, 2003] en définissant
le poids des liens suivant ’équation 5.9. Nous définissons alors le poids des liens entre
la source s et les pixels z a partir de la borne inférieure CNI : w(s,z) = —log(c(A(x))).
Similairement le poids des liens entre le puits t et les pixels x & partir de la borne supérieure
CONI : w(x,p) = —log(A(z)). La coupe minimale est alors obtenue par I’algorithme proposé
dans [Boykov and Kolmogorov, 2004, la solution étant I’ensemble des pixels restant liés a
la source par un chemin ne passant pas par cette coupe.

Dans la figure 5.8, nous montrons plusieurs illustrations de résultats obtenus en 3D
pour les noyaux caudés (a) et les thalamus (b). En (c-f), nous montrons simultanément des
résultats de segmentation des ventricules latéraux, du troisiéme ventricule, des putamens,
des thalamus, des noyaux caudés et des noyaux accumbens.

5.4 Conclusion

Méme si le processus de propagation a drastiquement réduit ’espace de solutions, ’ex-
traction d’une solution exacte selon les contraintes portées par le modéle est toujours
difficilement réalisable. Nous faisons donc plusieurs hypothéses (notamment l'extraction
indépendante de régions binaires) qui permettent de calculer efficacement une solution ap-
proximative. Pour une structure donnée, nous obtenons ainsi, par I’extraction d’une surface
minimale, un résultat cohérent avec le domaine obtenu par le processus de propagation et
les domaines obtenus pour les structures adjacentes.
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Y

7

FIiGURE 5.7 — Extraction du noyau caudé gauche.
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FIGURE 5.8 — Vues 3D de résultats de segmentation. (a) Noyaux caudés. (b) Thalamus. (c-
f) Ventricules latéraux, troisiéme ventricule, putamens, thalamus, noyaux caudés, noyaux
accumbens. (c) Vue de dessus et de devant. (d) Vue latérale. (e) Vue de dessous. (f) Vue
de dessus.
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Chapitre 6

Application a la segmentation des
structures cérébrales sous-corticales

Introduction

I’ensemble du processus proposé dépend du modéle structurel de ’anatomie briévement
discuté dans la section 1.4.1. Pour parvenir & réaliser la reconnaissance, ce modéle doit étre
aussi riche que possible. Cependant la construction manuelle de ce modeéle est fastidieuse.
Nous avons donc mis en ceuvre un processus d’apprentissage simple permettant d’extraire
un ensemble de relations stables dans une base de cas annotés.

Nous illustrons alors I’ensemble du processus pour la reconnaissance de cas synthétiques.
Nous montrons notamment I'influence de ’apprentissage sur les résultats de reconnaissance
obtenus. Nous appliquons ensuite le processus a la reconnaissance des structures internes
dans des IRM cérébrales. Dans un premier temps nous sélectionnons une coupe axiale
spécifique pour laquelle nous avons réalisé une annotation manuelle sur une petite base de
cas. En utilisant le modeéle appris sur ces cas, nous réalisons la reconnaissance des structures
internes et nous évaluons les résultats obtenus. Nous appliquons dans un deuxiéme temps
le processus sur le volume complet. Dans ce cas nous ne disposons pas de base annotée
manuellement. Nous réalisons donc extraction du graphe spécifique d’un cas unique et
nous appliquons alors le processus de reconnaissance sur ce méme cas.

Par ailleurs la présence de pathologies telles que les tumeurs cérébrales peut conduire
a ’échec de la reconnaissance. En effet le modéle ne correspond plus dans ce cas a I'image
A reconnaitre puisqu’une nouvelle structure, la tumeur, est présente et a potentiellement
remplacé des structures anatomiques normales. Cette tumeur peut aussi avoir déplacé
certaines structures, invalidant partiellement ou complétement des relations du modéle.

Pour traiter ces cas pathologiques nous proposons une extension du processus initial afin
de réaliser simultanément la reconnaissance des structures anatomiques normales et la mise
a jour de la connaissance générique. Nous décrivons cette adaptation pour le traitement de
cas présentant des tumeurs n’induisant pas d’effet de masse important (i.e. de refoulement
des autres structures).

6.1 Construction de la base de connaissances

Dans la section 1.4.1, nous avons briévement décrit le modéle structurel & la base du
processus de reconnaissance proposé dans cette thése. Ce modeéle a été constitué manuelle-
ment & partir d’ouvrages de référence d’anatomie. Cette construction est fastidieuse et ne
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contient qu'un ensemble réduit de relations significatives. Cependant le processus de recon-
naissance proposé requiert un nombre de relations important (plus le modéle est riche, plus
la réduction des domaines réalisée par le processus de propagation sera importante). Nous
mettons donc en ceuvre un processus d’apprentissage afin d’extraire autant de relations
utiles pour la reconnaissance que possible.

Nous nous reposons pour cela sur une base d’apprentissage comprenant des données
dans lesquelles 'ensemble des structures du modéle ont été segmentées manuellement. Sur
cette base nous réalisons en deux étapes distinctes l'extraction de I'ensemble des rela-
tions spatiales ou radiométriques stables (celles qui ont été discutées dans le chapitre 2).
Premiérement pour chaque cas, nous obtenons ’ensemble des relations satisfaites par les
régions de la segmentation manuelle. Cela conduit & une représentation spécifique de ce
cas. Deuxiémement nous fusionnons les modéles spécifiques obtenus pour ’ensemble des
cas de la base d’apprentissage en ne conservant que les relations stables sur la base. Nous
obtenons de cette maniére un modéle plus générique.

6.1.1 Pour un élément de la base d’apprentissage

Dans un premier temps nous réalisons donc ’extraction du graphe spécifique d’un cas
donné de la base d’apprentissage. Pour cela nous testons la satisfaction de toutes les re-
lations possibles (de tous les types considérés dans le chapitre 2) par les régions de la
segmentation manuelle et nous ne conservons que celles qui sont satisfaites. Prenons pour
exemple le cas présenté dans la figure 6.1. Pour extraire le graphe spécifique correspondant,
nous allons notamment tester entre tous les couples de structures si des relations d’adja-
cence sont satisfaites. Nous testons par exemple si la région associée au noyau caudé est
adjacente & la région associée au ventricule latéral. C’est le cas et la relation correspondante
est ainsi ajoutée au graphe spécifique. La relation « le ventricule latéral est adjacent au
putamen » est aussi testée mais n’est pas satisfaite pour les régions montrées en (b). Cette
relation n’est donc pas ajoutée au graphe spécifique.

Matiére Blanche Droite -- Matiére Blanche Gauche

Cortex Droit

Genou du
Corps Calleux

Noyau Caudé Droit

Corne Frontale
Ventricule Latéral Droit

-- Cortex Gauche
-- Noyau Caudé Gauche

Corne Frontale

" Ventricule Latéral Gauche
-- Putamen Gauche
-- Thalamus Gauche

Putamen Droit Splénium du

~" Corps Calleux

_. Carrefour Ventriculaire
Gauche

Thalamus Droit
Troisiéme Ventricule

Carrefour Ventriculaire
Droit

FIGURE 6.1 — Exemple de la base d’apprentissage. (a) Coupe axiale de 'ITRM cérébrale.
(b) Annotation manuelle associée.

Nous procédons de cette fagon pour tous les types de relation présentés dans le cha-
pitre 2. Ainsi pour un type de relation d’arité n nous passons en revue toutes les combi-
naisons de n structures (parmi les structures segmentées manuellement) et nous testons
la satisfaction de la relation obtenue pour cette combinaison. Si elle est satisfaite, nous
I’ajoutons au graphe spécifique.
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Lorsque la relation posséde un ou plusieurs parameétres, nous devons aussi affecter une
valeur a ces paramétres. Pour cela remarquons qu’il existe parfois un ordre partiel sur
ces parameétres tel que si la relation est satisfaite pour un ensemble de paramétres p; et
que p1 < po alors la relation est satisfaite pour I’ensemble de paramétres ps. Prenons par
exemple une relation directionnelle pour une orientation fixée. Un tel ordre partiel existe
entre les parameétres d’ouverture de la relation (k; et kg). Si nous notons p, = (k{,k9)
et pp = (k:’f,kg) deux jeux de paramétres, nous considérons que p, < pp si kf < k:zl’ et
k$ < k5. Cette relation d’ordre partiel est liée a la satisfaction de la relation. En effet pour
une orientation donnée si une relation directionnelle est satisfaite entre deux régions pour
une valeur des parameétres d’ouverture, elle ’est aussi pour des parameétres d’ouverture
plus larges '. Cependant un tel ordre n’existe pas nécessairement. Ce n’est pas le cas par
exemple pour le paramétre d’orientation d’une relation directionnelle.

Nous distinguons donc deux cas. Premiérement lorsque cet ordre n’existe pas, nous
choisissons un nombre réduit de valeurs pour le ou les parameétres. Nous testons alors la
satisfaction de la relation pour chacune de ces valeurs et nous incluons dans le graphe toutes
les relations satisfaites. Ainsi nous n’obtenons pas nécessairement une seule relation d’un
méme type entre deux structures données. Nous pouvons par exemple avoir 4 la fois « A est
a droite de B » et « A est au-dessus de B ». Deuxiémement lorsque cet ordre existe, nous
obtenons les plus petits jeux de paramétres (relativement a la relation d’ordre) tels que la
relation soit satisfaite. Toutes les autres relations satisfaites, obtenues en faisant varier les
paramétres, sont nécessairement moins contraignantes qu’une des relations présentant un
des plus petits ensembles de parameétres. Elles sont donc implicitement représentées par
ces derniéres et il est inutile de les intégrer au graphe. Pour les types de relations que nous
considérons nous obtenons plus précisément un unique plus petit jeu de paramétres (qui
est donc le plus contraignant) comme nous le décrivons dans les sections suivantes. Nous
ajoutons alors au graphe la relation qui présente ces paramétres.

Par ailleurs initialement les segmentations manuelles sont
fournies sous la forme d’ensembles binaires. Cependant en rai-
son du volume partiel cette représentation n’est pas adaptée.
De plus la tache de segmentation manuelle est fastidieuse et %)
des imprécisions au niveau de la frontiere de I'objet sont cou- gl
rantes. Comme nous l'illustrons dans la figure ci-contre, nous \
définissons donc un ensemble flou pp & partir de la segmen-
tation binaire Sp de la structure O suivant : po(z) = 1si o :
z € e(S0), po(xr) = 0,66 si x € Sp \ e(So) et po(x) = 0,33
si z € 6(Sp) N So, otl € et § sont respectivement 1’érosion et la dilatation par une boule
discréte dont le rayon vaut un voxel.

S

Obtention des paramétres des contraintes

Direction Soient A et B deux structures et 4 et pup les segmentations manuelles asso-
ciées de ’exemple d’apprentissage. Nous voulons obtenir l’ensemble des relations direction-
nelles satisfaites entre ces structures. Ce type de relation, défini dans la section 2.4.2, est
caractérisé par une orientation et deux paramétres d’ouvertures. Comme nous ’avons intro-
duit ci-dessus nous considérons un ensemble de valeurs réduit pour le paramétre d’orien-
tation (en effet nous n’avons pas de relation d’ordre sur ce paramétre qui soit lice a la

1. En effet la contrainte directionnelle prend la forme pup < 0, (pa) et si la relation d’ordre entre les
paramétres d’ouverture est satisfaite nous avons Vu € F,d,, (1) < 9y, (1), donc pup < 6y, (a) = pp <
0y (11).




6. APPLICATION A LA SEGMENTATION DES STRUCTURES CEREBRALES
178 SOUS-CORTICALES

satisfaction de la relation). Dans les exemples développés dans la suite de ce chapitre, nous
utilisons les quatre (en 2D) ou les six (en 3D) directions élémentaires. Nous recherchons
alors pour chaque valeur d du parameétre d’orientation I’ensemble des relations direction-
nelles satisfaites entre A et B.

Ces relations ne dépendent alors plus que des paramétres d’ouverture k; et ka (puisque
Porientation est fixée). Or, comme souligné plus haut, la relation d’ordre partiel (k{, k3) <
(Kb, k) (vérifice lorsque k¢ < kY et k§ < KB) est lice a la satisfaction de la contrainte.
En effet si une relation directionnelle d’orientation d et de parametres d’ouverture (k{, k9)
est satisfaite entre pa et up et que (k% k) < (k%,K3), alors la relation directionnelle
d’orientation d et de paramétres d’ouverture (k?, k5) est aussi satisfaite.

Nous voulons donc obtenir I’ensemble des plus petits parametres (ki, ko) tels que la
relation soit satisfaite entre pua et pp. Nous approchons cette estimation en obtenant indé-
pendamment une valeur optimale pour k1 et pour k2 en ne tenant compte respectivement
que des noyaux et des supports de pua et pup. En effet le paramétre k; caractérise I’ouver-
ture du noyau de I’élément structurant v et le paramétre ko son support. Le paramétre
k1 est ainsi obtenu comme la plus petite ouverture telle que la relation directionnelle soit
satisfaite par les noyaux de pua et up : k1 = inf{k € [0,3] | (uB)n C (5,,%%)(,@1))”},
ou (u)n désigne le noyau de p et V(k,Z) I’élément structurant de paramétres d’ouverture
(k, 5). Or puisque (5,,(,67%) (1£4))n peut aussi étre obtenu par l'a-coupe (5,,<0%)((;LA)TL))1_%,
nous obtenons ky = inf{k € [0,5] | (uB)n € ((5V(0%)((u,4)n))17%}. Une fois la dilata-
tion 51,(0%)((%4),1) calculée, k1 peut donc étre obtenu par un simple passage sur I'image :
]{31 = 1nf{g(1 - (51,(0‘%)
ko & partir des supports de p4 et pp (notés (u)s) : k2 = inf{Z(1 - 51,(0%)((;1,4)5)(35)) |z €
(MA)S}'

Si k1 ou kg valent 7, aucune relation directionnelle d’orientation d n’est satisfaite (quels
que soient les parameétres d’ouverture). Aucune contrainte n’est alors créée pour cette
orientation. Sinon la contrainte de direction d et de paramétres ki ou ko est créée et
ajoutée au graphe.

Notons que le calcul des dilatations 51,(

((1a)n)(x)) | © € (uB)n}- De méme nous obtenons une valeur pour

0.z D€ doit étre réalisé qu’une fois pour ’appren-
. 3 . . . ’ 2 A 2
tissage de I’ensemble des relations directionnelles prenant la structure A comme référence.
L’obtention de ’ensemble des relations directionnelles est donc réalisée pour un cofit rai-
sonnable puisqu’elle ne nécessite aprés le calcul initial des dilatations qu’une passe sur

I'image pour chaque test a réaliser.

Distance Une relation de distance entre deux objets A et B est paramétrée par quatre
réels (a,b,c,d), a et b caractérisant une distance minimale des points de B par rap-
port a l'objet A et ¢ et d une distance maximale. Comme pour les parameétres d’ouver-
ture des relations directionnelles, nous considérons la relation d’ordre partielle suivante :
(al, bl, c1, dl) < (CLQ, bQ,CQ, dg) si aj > ag, b1 > b27 C1 < co et d1 < dz. Cette relation d’ordre
est liée & la satisfaction de la relation. En effet si une relation de distance de paramétres
(a1,b1,c1,d1) est satisfaite entre pg et up et que (a1, by, c1,di) < (ag,be,ca,ds), alors la
relation de distance de parameétres (ag, ba, c2, d2) est aussi satisfaite.

Nous voulons donc obtenir les jeux de plus petits paramétres (a,b,c,d) tels que la
relation de distance associée soit satisfaite pour pa et pp, c’est-ad-dire que l'inégalité
1B < c(O(v, ,)(14)) A Oy, ,(pa) soit vérifice. Comme nous 'avons fait pour les contraintes
directionnelles, nous approchons cela par ’obtention de valeurs optimales pour les quatre
parameétres indépendamment. Nous réalisons ainsi I’estimation des paramétres a et d sur

les supports (ua)s et (up)s de pa et up et Vestimation des paramétres b et ¢ sur leurs
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noyaux (pA)n et (up)n. Le parameétre ¢ est par exemple obtenu comme la plus petite valeur
vérifiant (1B)n < (0p..(44))n. Nous obtenons donc :

a=sup{v € R" | (up)s € 6p()((La)s)}, b=sup{v € RT | (up)n C Op(w)((La)n)},
¢ =inf{v € R™ | (up)n C 0p()((1a)n)}, d=inf{v € RT [ (up)s € dpw)((na)s)},

otl 0p(v)((114)s) est le complémentaire de la dilatation par une boule de rayon B(v) du
support de p 4. Pour obtenir ces valeurs il nous suffit donc de calculer les cartes de distance
D par rapport & (pa)s et (a)n- Nous obtenons alors :

a = f{Dy,, (@) |z € (up)s) b = if{Dy,,), (@) |z € (1p)n)
¢ = sup{Duy, (@) | 7 € (up)a} d = sup{D,, (@) | = € (1p)s)

Notons que le calcul de ces cartes de distance ne doit étre réalisé qu’une seule fois pour
toutes les relations de distance prenant ’objet A comme référence.

Contraste TLa relation de contraste entre deux structures A et B définie dans la sec-
tion 2.5 est caractérisée par une fonction trapézoidale dont les paramétres sont notés
(a,b,c,d). Nous considérons la méme relation d’ordre sur ces parameétres que celle uti-
lisée pour les contraintes de distance : (a/,b',c,d") < (a”,0",",d") si ' > d”", b > V',

cd <" et d <d”. Cet ordre est aussi lié a la satisfaction de la relation de contraste.
Nous voulons donc extraire les plus petits jeux de parameétres (a,b,c,d) tels que la
relation de contraste soit satisfaite entre pa et up. Comme pour la contrainte de distance,
nous approchons cette estimation par ’extraction de valeurs optimales pour chacun des
paramétres indépendamment. Pour cela définissons min;“, max?, mi 4 rnax et min%,
max? les niveaux de gris minimaux et maximaux dans les supports et Ies

max? min?
noyaux de 4 et de pup. Nous obtenons alors les valeurs suivantes :

ming,
s mlnn7

min? — min? min? — min? max? — max? max? — max?}
A= ——F 1, = N . ) = ’ = :
minZ + mlnf minZ + mmf max? + maxZ max? + max;}

Cependant en réalisant 'estimation des paramétres indépendamment, nous pouvons ici
obtenir un résultat qui ne vérifie pas a < b < ¢ < d et donc incohérent. Si c’est le cas nous
créons deux contraintes de paramétres :

a; = min(b—€,a), by =b, cp =max(b+¢€,¢), di =max(c; + ¢€,d),
as = min(by — €,a), by =min(c —¢€,b), c2 =c, dy = max(c +¢€,d).

Le paramétre € introduit une tolérance pour éviter une trop grande spécialisation de la
relation (nous choisissons €=0,01 dans les exemples developpés dans la suite du chapitre).
En effet sinon la fonction d’appartenance pourrait étre non nulle en un point unique.

vol »J Vmax ? 3
Volume La contrainte C, A P Fima] portant sur le volume d’un objet A (cf sec-

tion 2.4.5) est aussi caractérisée par quatre parametres (a,b,c,d). a et b définissent la
fonction fy,,, qui représente un volume minimal et ¢ et d la fonction fy,,. qui repré-
sente un volume maximal (notons que ces 4 parameétres ne représentent pas une fonction
trapézoidale et que nous avons a < b, ¢ < d, a < c et b < d). Nous pouvons utiliser
la méme relation d’ordre que pour les relations de distance ou de contraste. En réalisant
indépendamment ’extraction de valeurs optimales pour chaque paramétre, nous obtenons
a = V{(ia)n), b = V(1)) ¢ = V((1ta)n) ot d = V((jua)s). Lintervalle [fr, i)
obtenu est donc réduit & un singleton puisque a = ¢ et b = d mais sera élargi lors de la
fusion.
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6.1.2 Fusion

Une fois extraits pour chaque cas de la base d’apprentissage, les graphes spécifiques
sont fusionnés afin d’obtenir un modéle plus générique. Ici nous réalisons simplement 1’ex-
traction du plus grand dénominateur commun de ces représentations spécifiques ?. Puisque
les graphes obtenus pour chaque cas de la base d’apprentissage comportent ’ensemble des
relations satisfaites, la fusion consiste simplement & ne conserver que les relations présentes
dans tous les cas de la base. Par exemple si tous les graphes possédent la relation « A est
adjacent & B » alors le modéle final posséde aussi cette relation. Si dans un cas de la base
d’apprentissage cette relation n’est pas satisfaite alors le modeéle ne I'inclut pas.

Lorsque les relations dépendent de paramétres, nous distinguons les deux cas de figure
identifiés lors de extraction du graphe spécifique. S’il n’existe pas de relation d’ordre sur
les parametres liée a la satisfaction de la contrainte (comme pour le parameétre d’orienta-
tion des relations directionnelles), I'extraction du graphe spécifique est réalisée en testant
la satisfaction de la relation pour un nombre réduit de valeurs des paramétres. Nous conser-
vons alors dans le graphe spécifique toutes les relations satisfaites. Dans ce cas la fusion est
réalisée en considérant indépendamment chaque valeur du parameétre. Par exemple nous
n’ajoutons au modéle une relation « A est a droite de B » que si tous les graphes spéci-
fiques possédent une relation directionnelle entre A et B dont le paramétre d’orientation
vaut « droite ».

S’il existe une relation d’ordre sur les paramétres qui soit liée a la satisfaction de la
contrainte (comme pour les paramétres d’ouverture des relations directionnelles), nous
réalisons la fusion des paramétres obtenus dans chacun des cas de la base d’apprentissage
(si une relation de ce type est présente dans tous les cas). Prenons par exemple une relation
directionnelle entre A et B pour une direction donnée, satisfaite dans tous les cas de la base
d’apprentissage mais pour des paramétres d’ouverture variables. Les graphes spécifiques
ne contiennent que la relation de direction présentant les paramétres d’ouverture les plus
contraignants, c’est-a-dire les plus petits (relativement a la relation d’ordre définie dans la
section 6.1.1) tels que la relation soit satisfaite pour l’exemple d’apprentissage. Toutes les
relations de paramétres d’ouverture plus grands sont donc aussi satisfaites. Le processus
de fusion consiste alors a obtenir les plus petits paramétres d’ouverture qui soient plus
grands que ’ensemble des paramétres obtenus sur la base d’apprentissage. La relation
directionnelle résultante est ainsi satisfaite par tous les cas de la base d’apprentissage.

Plus généralement considérons un type de relation et un ensemble de variables donnés
(par exemple une relation de distance entre A et B). Supposons alors que nous utilisions
un ordre partiel sur les paramétres de cette relation tel que si p; < p2 et que la relation
de paramétres p; est satisfaite, alors la relation de paramétres ps ’est aussi. Si tous les
graphes spécifiques comportent une telle relation de parameétres p;, nous incorporons alors
au modéle une relation dont les paramétres p sont les plus petits parameétres tels que
Vi, p; < p. Nous obtenons ainsi une relation qui est satisfaite dans tous les cas de la base
d’apprentissage.

Distance Supposons qu’une relation de distance entre A et B ait été extraite dans chaque
cas de la base. Nous notons les paramétres de cette relation dans le cas ¢ de la base

2. Ce type de fusion conduit & un modeéle final pauvre si la base d’apprentissage présente une variabilité
importante. Cette variabilité peut résulter de la présence de configurations multiples possibles. Par exemple
B peut étre au-dessus de A dans 50% des cas de la base d’apprentissage et a droite sinon, une structure
supplémentaire étant présente dans ce deuxiéme cas de figure. Aucune relation n’est conservée dans le
modeéle final si nous ne préservons que les relations stables. Il pourrait donc étre intéressant de détecter et
de représenter ces différentes configurations.




181

(ai, b, ¢i,d;). Nous obtenons alors les parameétres de la relation du modele suivant : a ;=
minie[l“k] aj, by = minie[l”k] bi, ¢y = maX;e[q. k] Ci et dy = maxX;e(1. k] d;. La relation ainsi
obtenue est satisfaite pour tous les exemples de la base d’apprentissage et nous ne pouvons
pas obtenir de paramétres plus contraignants qui satisfassent cette propriété.

Direction Pour ce type de relation nous considérons indépendamment les parameétres
d’orientation et d’ouverture. Lors de l'extraction des graphes spécifiques, nous testons
la satisfaction de cette relation pour un nombre réduit d’orientations et nous obtenons
pour chaque orientation les paramétres d’ouverture optimaux. Nous intégrons donc une
relation directionnelle d’orientation d au modéle final si tous les graphes spécifiques ont une
relation directionnelle d’orientation d. Les paramétres d’ouverture ((k1)s, (k2)s) de cette
relation sont alors obtenus comme les plus grands observés sur la base d’apprentissage :
(k1)y = maxjep. p)(k1)i et (k2)y = maxiepr x)(k2)i, ot ((k1)i, (k2):) sont les paramétres
obtenus dans le cas ¢ de la base.

Contraste Si une relation de contraste entre A et B a été extraite dans chaque cas
de la base alors nous créons dans le modéle une relation de contraste de paramétres
(af,bf,cy,dy). Sinous notons (a1, b1, c1,dr), ..., (ag, by, ck, di) les paramétres obtenus dans
I'ensemble des cas de la base d’apprentissage nous obtenons : ay = min;e(y 4 i, by =
mine. g b, ¢f = max;e(y k) ¢ et dy = maxie(r g di-

Par ailleurs les relations de contraste sont potentiellement dédoublées (cf paragraphe
portant sur les contraintes de contraste de la section 6.1.1). Nous les considérons dans ce cas
comme deux types de contraintes différentes et nous réalisons leur fusion indépendamment.

Volume La fusion de contraintes de volume est réalisée comme celle des contraintes de
contraste et de distance. Si (ay,b1,c1,d1),. .., (ag, bk, ck, di) sont les paramétres des rela-
tions extraites pour chacun des cas de la base nous définissons dans le modéle la relation de
parametres : af = minge(y. g @i, by = mingep. g bi, ¢f = max;e( g ¢ et df = max;e(y. g di-

Adjacence I’adjacence n’est pas paramétrée et ce n’est pas cela que nous discutons dans
ce paragraphe. Pour son utilisation comme contrainte dans le processus de propagation la
fusion est réalisée comme pour toutes les autres relations non paramétrées : en préservant la,
relation si elle est présente dans I’ensemble des éléments de la base. Cependant les relations
d’adjacence sont aussi utilisées pour estimer les priorités des contraintes et pour réaliser
la segmentation finale. Dans ce dernier cas nous voulons obtenir ’ensemble des structures
adjacentes pour reconstruire la frontiére compléte de ’objet. Si nous ne retenons que les re-
lations d’adjacence toujours satisfaites, I’ensemble des structures adjacentes dans le modéle
risque de ne pas comprendre toutes les structures réellement adjacentes. La sur-estimation
de la frontiére risque donc d’étre incompléte. Nous préférons donc utiliser 'ensemble des
structures adjacentes dans au moins un des exemples de la base d’apprentissage.

Nous réalisons ainsi deux fusions différentes des relations d’adjacence. La premiére
qui est utilisée pour définir des contraintes du réseau de contraintes ne conserve que les
relations toujours satisfaites. La seconde, utilisée pour le calcul des priorités et pour la
segmentation, conserve ’ensemble des relations satisfaites dans au moins un cas de la base
d’apprentissage.
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6.2 Exemples synthétiques

Pour illustrer le processus de reconnaissance proposé nous avons généré une base
d’exemples synthétiques comprenant 9 objets dont 1’agencement spatial et le contraste
sont relativement stables. Un élément de cette base ainsi que les identifiants (A — I) des
structures sont présentés dans la figure 6.2. Nous montrons aussi dans la figure 6.3 plusieurs
éléments afin d’illustrer la variabilité des exemples & reconnaitre. Nous générons cette base
en faisant varier aléatoirement les limites entre les structures et leur niveau de gris moyen.

H

FIGURE 6.2 — Exemple de la base d’images synthétiques.

Certaines relations telles que ’adjacence entre G et H sont satisfaites uniquement dans
une partie des cas. D’autres relations présentent des paramétres variables. Par exemple
la relation « B est & gauche de F' » est satisfaite de fagon stricte dans certains cas. Dans
d’autre cas elle I’est mais pour des parameétres d’ouverture plus larges. Par ailleurs chaque
structure présente une distribution d’intensité gaussienne dont la moyenne peut varier d’un
cas a l'autre. Toutefois les contrastes entre les structures restent relativement stables. Ainsi
A présente des niveaux de gris toujours beaucoup plus élevés que GG. De méme B présente
des niveaux de gris toujours légérement plus élevés que F' méme si dans certains cas leurs
distributions d’intensité sont presque identiques.

Nous créons deux groupes d’exemples synthétiques. Le premier qui comporte 350 élé-
ments est utilisé pour réaliser I’apprentissage. Le second comporte 100 éléments et est
utilisé pour tester le processus de reconnaissance.

o] a] ] ] e
) b o B Rl )
Rt b Bl

F1GURE 6.3 — Plusieurs éléments de la base d’images synthétiques.




183

6.2.1 Apprentissage

Premiérement nous réalisons I'extraction du graphe spécifique de chaque cas de la base
d’apprentissage par la procédure décrite dans la section 6.1. Puisque ’agencement des struc-
tures est relativement stable, ces graphes présentent de nombreuses relations semblables.
Les structures A et G sont par exemple toujours adjacentes et l’ensemble des graphes
représentant les cas de la base d’apprentissage possédent cette relation. Ces graphes pré-
sentent aussi de nombreuses différences en raison de la variabilité de 'agencement. Ainsi
les structures G et I sont adjacentes uniquement dans une partie des cas. Seule une par-
tie des graphes posséde donc cette relation. Par ailleurs certaines relations présentent des
paramétres différents d’un cas & autre. L’objet H est par exemple parfois strictement
a gauche de A parfois plus relativement. Dans tous les cas le graphe posséde donc une
relation directionnelle entre A et H dont le paramétre de direction vaut gauche mais qui
présente des paramétres d’ouvertures variables.

Nous illustrons la variabilité des graphes obtenus pour les exemples de la figure 6.3.
Nous présentons ainsi dans la table 6.1 pour chaque cas si la relation d’adjacence entre G
et I est satisfaite, le paramétre d’ouverture minimal k1 de la relation directionnelle « H
est a gauche de A » et les distances minimales et maximales des points de B relativement
a la structure A.

TABLE 6.1 — Satisfaction de la relation d’adjacence entre G et I, paramétre d’ouverture
minimal k; de la relation de direction « H est & gauche de A » et distances minimale et
maximale de B relativement & A pour les exemples synthétiques présentés dans la figure 6.3.

cas | adjacence | ouverture minimale de la relation | distances minimale et maximale
de Get I « H est & gauche de A » de B relativement a A
1 oui 1.12 (21, 95)
2 oul 1.43 (27 , 116)
3 oui 0.80 (27 , 108)
4 non 1.12 (31, 107)
5 oui 1.27 (32, 102)
6 oui 1.27 (38 , 109)
7 oul 1.05 (33, 108)
8 oui 1.57 (21, 110)
9 oul 1.00 (40, 93)
10 oui 1.57 (33, 102)
11 oul 1.00 (25, 94)
12 oui 1.21 (35, 104)
13 oul 0.48 (28 , 98)
14 oui 0.48 (27 , 84)
15 non 0.01 (24 , 96)
16 non 0.01 (31, 93)
17 oui 0.48 (39, 98)
18 oul 0.80 (31, 115)

Un élément de la base d’apprentissage ne permet donc pas en général de représenter
de fagon appropriée un autre cas. Ainsi le cas 1 ne peut étre représenté (et donc reconnu)
en utilisant le graphe du cas 15 par exemple. En effet la relation de direction « H est a
gauche de A » présente un paramétre d’ouverture plus strict dans le cas 15 que dans le
cas 1. Avec les paramétres du cas 15 cette relation n’est donc pas satisfaite dans le cas 1
(mais réciproquement avec les paramétres du cas 1, cette relation est satisfaite dans le cas
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15). Inversement la relation d’adjacence entre G et I est satisfaite dans le cas 1 mais pas
dans le cas 15. Le graphe du cas 15 ne présente donc pas de relation d’adjacence entre ces
structures ce qui permet de représenter le cas 1 (I’absence d’une relation d’adjacence dans
le modeéle n’implique pas la non adjacence de ces structures) mais inversement la relation
d’adjacence appartenant au graphe du cas 1 n’est pas satisfaite dans le cas 15.

Nous fusionnons alors les graphes spécifiques des k premiers cas de la base d’apprentis-
sage par la procédure décrite dans la section 6.1.2. Nous obtenons ainsi le modéle G qui est
moins contraignant mais permet de représenter un plus grand nombre de configurations.
Plus k est grand moins les relations du graphe G sont contraignantes mais plus la propor-
tion de cas correctement représentés par Gy, est élevée. Reprenons par exemple les relations
de la table 6.1. Le graphe G3 posséde une relation d’adjacence entre G et I puisque les trois
premiers cas possédent cette relation. Les cas 4, 15 et 16 ne sont donc pas correctement
représentés par ce graphe. Le graphe G4 ne posséde plus cette relation (ce qui laisse la
possibilité que G et I soient adjacents ou pas) puisqu’elle n’est pas satisfaite dans le cas 4.
Tous les cas de la base d’apprentissage sont donc correctement représentés par G4 (en ne
tenant compte que de cette relation d’adjacence). Considérons maintenant la relation de
direction « H est a gauche de A ». Dans le graphe G, cette relation présente un parameétre
d’ouverture k; valant 1,12. Le graphe (1 ne représente donc pas correctement les cas 2, 5,
6, 8, 10 et 12. Dans le graphe G, le paramétre d’ouverture k; de cette relation vaut 1,43.
Elle n’est alors pas satisfaite par les cas 8 et 10. Dans les graphes Gy pour k > 8 le para-
métre d’ouverture vaut 1,57 et la relation directionnelle est satisfaite pour 'ensemble des
cas. Dans la section suivante nous utilisons ces graphes pour réaliser la reconnaissance et
nous illustrons notamment la dépendance de la proportion de cas correctement représentés
par le graphe au nombre de cas utilisés pour réaliser 'apprentissage.

6.2.2 Propagation

Nous utilisons alors les graphes Gy, (pour k allant de 1 & 350) appris pour réaliser la
reconnaissance de 100 autres cas. Pour cela nous appliquons le processus de propagation
puis nous réalisons 'extraction d’une solution binaire pour chacune des 9 structures.

Pour un graphe G} donné, nous initialisons le processus de propagation en associant
a chaque structure le domaine (0, 1x). L’algorithme P2 est alors appliqué. Celui-ci peut
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FIGURE 6.4 — (a) Proportion de cas pour lesquels le processus de propagation aboutit & une
inconsistance en fonction du nombre de cas utilisés pour réaliser 'apprentissage. (b) Taille
finale moyenne des domaines (pour les cas consistants) en fonction du nombre de cas utilisés
pour réaliser "apprentissage.
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FIGURE 6.5 — (a) Coeflicient kappa moyen des résultats du processus de reconnaissance
pour les neuf structures. (b) Distance moyenne en nombre de pixels entre les résultats du
processus et le résultat désire.

aboutir 4 'inconsistance du probléme si le graphe Gy ne représente pas correctement le
cas a reconnaitre. Dans la figure 6.4 (a), nous montrons le nombre de cas ayant abouti a
I’inconsistance en fonction du nombre de cas utilisés pendant I’apprentissage. Nous vérifions
donc que plus le nombre de cas utilisés est grand, moins le nombre de cas inconsistants est
important. En effet le graphe Gj, est de moins en moins contraignant lorsque k croit.

Cependant méme si cela permet de représenter de facon appropriée un plus grand
nombre de cas, 'utilisation d’un grande base d’apprentissage conduit & un réseau plus faible
qui est moins apte a réaliser la reconnaissance. Ainsi le processus de propagation réalise
une réduction de domaines moins importante lorsque k augmente comme nous l'illustrons
dans la figure 6.4 (b). Nous y présentons la taille finale des domaines pour les cas n’ayant
pas abouti a l'inconsistance. Un compromis doit donc étre réalisé.

Une fois les domaines réduits, nous obtenons une solution par l'extraction d’une surface
minimale comme nous le décrivons dans le chapitre 5. Nous comparons alors les résultats
obtenus aux régions recherchées & ’aide des mesures suivantes :

— le coeflicient Kappa : aﬁﬂgh, qui mesure la correspondance entre A et B, ou A

désigne la région obtenue par l'algorithme et B la vérité,

— la distance moyenne entre les contours de A et B.

Nous présentons dans la figure 6.5 la moyenne des résultats obtenus pour les cas consistants.
En (a) et en (b) nous donnons respectivement pour chacune des neuf structures les valeurs
moyennes du coefficient Kappa et de distance moyenne en fonction du nombre de cas
utilisés pour réaliser I’apprentissage. Les résultats obtenus sont globalement meilleurs pour
les structures bien différentiables comme A ou G. Ils sont moins bons pour des structures
présentant une ambiguité importante avec les structures voisines telles que F' et B mais
le coefficient Kappa reste toujours supérieur a 77%. Par ailleurs la précision des résultats
décroit globalement lorsque k croit. En effet le graphe étant moins contraignant, le processus
de propagation conduit & des domaines finals plus larges.

Dans la figure 6.6, nous illustrons I’ensemble du processus pour un cas donné. Nous
appliquons tout d’abord le processus de propagation en utilisant les graphes Ga, Gso et
G350 (pour illustrer Pinfluence de la taille de la base d’apprentissage). Nous présentons
les domaines de I’ensemble des structures a plusieurs stades du processus de propagation.
Nous constatons qu’en utilisant le graphe G2 le processus converge plus rapidement mais
aboutit & I'inconsistance du probléme. Lorsque nous utilisons les graphes Gsg et Gssp, le
processus n’aboutit pas a une inconsistance et obtient des domaines assez réduits. Notons
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que les domaines obtenus lorsque nous utilisons Gsg sont plus réduits qu’en utilisant Gssg
notamment pour les structures B, F et H. Par ailleurs les domaines obtenus sont plus
restreints pour les structures bien différenciées telles que A, C, F ou G que pour les
structures présentant une ambiguité plus importante telles que B ou F'. Enfin nous utilisons
les domaines finals pour extraire une segmentation binaire pour chaque structure (sauf
lorsque nous utilisons Ga puisque le processus a aboutit & l'inconsistance du probléme).

o
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FIGURE 6.6 — Reconnaissance d’'un exemple synthétique en utilisant les graphes G, G ou
G'350. Pour chaque structure nous montrons les domaines a différents stades du processus
de propagation puis nous présentons la segmentation finale. Notons que dans le cas 2, le
processus de propagation aboutit a l'inconsistance. Aucune solution n’est donc obtenue
dans ce cas.
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6.3 Traitement d’IRM cérébrales de sujets sains

Nous appliquons maintenant le processus & la reconnaissance des structures internes
dans des TRM cérébrales. Dans un premier temps nous sélectionnons une coupe axiale
spécifique dans laquelle nous avons réalisé, sur une petite base de cas, une annotation
manuelle des structures d’un modeéle simplifié du cerveau. Nous illustrons le processus
d’apprentissage puis le processus de reconnaissance pour cette coupe axiale spécifique.

Nous appliquons ensuite le processus a la reconnaissance des structures internes dans
le volume complet. Dans ce cas nous ne disposons pas de base dans laquelle I’ensemble
des structures du modéle a été annotée. Nous ne pouvons donc pas réaliser "apprentissage
du modeéle. Afin d’illustrer tout de méme le processus de reconnaissance, nous réalisons
Pextraction du graphe spécifique d’'un cas unique pour lequel nous disposons de cette
annotation. Nous appliquons alors le processus de reconnaissance sur ce méme cas. De plus
nous avons aussi construit un modéle manuellement qui comporte un nombre beaucoup
plus réduit de relations. Nous avons alors utilisé ce modéle pour réaliser la reconnaissance
du noyau caudé sur la base IBSR 3.

6.3.1 Apprentissage

Nous avons extrait les coupes axiales présentées dans la figure 6.7 de six volumes IRM
provenant de la base Oasis*. Dans ces coupes nous avons annoté manuellement 50 struc-
tures. Ces annotations manuelles sont aussi présentées dans la figure 6.7. Nous réalisons
alors I'apprentissage d’un modéle simplifié sur cette base réduite. Celui-ci comprend 56
structures réparties sur trois niveaux hiérarchiques (sa racine est le nceud représentant le
cerveau).

Les structures du modéle présentent un agencement spatial stable. Le noyau caudé
est ainsi toujours adjacent au ventricule latéral. Il est aussi toujours proche de celui-ci.
Cependant les paramétres de cette relation varient d’un cas & ’autre. Nous montrons dans
la table 6.2 les paramétres obtenus dans les exemples de la figure 6.7. Dans le deuxiéme
cas notamment, les parameétres de distance maximale (les parameétres ¢ et d de la fonction
trapézoidale) obtenus sont beaucoup plus élevés (car les ventricules latéraux ne longent
pas dans ce cas toute la surface interne du noyau caudé). De méme le noyau caudé droit
est toujours extérieur au ventricule latéral droit (& gauche dans cette coupe axiale) mais
les paramétres d’ouverture obtenus sont variables d’un cas & I'autre. Ces données sont
acquises en utilisant le méme protocole d’acquisition et le contraste entre les niveaux de
gris des structures est relativement stable. Nous montrons par exemple dans la table 6.2
les parameétres obtenus pour la relation de contraste C%Y, ~p, entre le ventricule latéral
et le noyau caudé.

Comme pour les exemples synthétiques traités précédemment, nous obtenons pour
chaque cas de la base d’apprentissage le graphe spécifique que nous notons G%,,. Nous fu-
sionnons alors ces graphes pour obtenir un modele plus générique. Puisque dans la section
suivante nous évaluons le processus de propagation sur ces mémes cas, nous construisons
le modéle & partir de cing des six cas. Le modele obtenu par la fusion des graphes G pour

3. La base IBSR, « Internet Brain Segmentation Repository », comporte 18 IRM cérébrales. Elle est
mise & disposition a ladresse http ://www.cma.mgh.harvard.edu/ibsr. Ces images sont pondérées en T} et
présentent une résolution de 1 x 1 x 1.5 mm?>. Une segmentation manuelle de 43 structures réalisée par un
expert est aussi disponible. Cependant ces segmentations comportent de nombreux de points aberrants et
ne peuvent pas étre utilisées pour réaliser ’apprentissage.

4. La base Oasis est disponible a I’adresse http ://www.oasis-brains.org/. Elle comporte un ensemble
d’examens IRM réalisés sur 416 sujets sains agés de 18 a 96 ans. Cependant aucune segmentation manuelle
n’est disponible.
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FIGURE 6.7 — Base d’apprentissage comprenant six coupes axiales extraites d’IRM céré-
brales de la base Oasis et les segmentations manuelles associées.
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TABLE 6.2 — Pour les coupes axiales présentées dans la figure 6.7, nous donnons les para-
gauche

meétres d’ouverture obtenus pour la relation directionnelle C 1, -~ p, entre la corne frontale
du ventricule latéral droit F'LVr et le noyau caudé droit C'Dr. Nous montrons aussi les
paramétres de la relation de distance C#5t, ., entre FLVr et CDr et les paramétres de

la relation de contraste C%/' -, entre FLVr et CDr.

cas C?’ZEVT CDr Cg'liﬁ/r CDr C%Og\l;r CDr

(k1, ko) (a,b,c,d) (a,b,c,d)
T (06,09 | (0,0,85,98 | (020,021,030, 031)
2 | (1,3,15) | (0,0,18,19,3) | (0,19,0,20, 0,31, 0,33)
31 (09.12) | (0,0,11,7,13) | (0,17, 0,19, 0,25 , 0,26)
41 (0,9,12) | (0,0,11,12) | (0,21,022,0,34,0,35)
5 | (0,6.09) | (0,0,108,12) | (0,15, 0,16, 0,24 , 0,26)
6 | (09,12 | (0,0,10,11) | (0,17,0,18,0,30 , 0,32)

i # cas est alors noté Ggas et sera utilisé pour réaliser la reconnaissance de ’exemple cas.
Nous testerons aussi le processus de propagation lorsque tous les cas de la base sont utilisés
pour réaliser I'apprentissage. Nous notons le modeéle ainsi obtenu G¥. Nous résumons ces
notations dans la table suivante dans laquelle I; représente le cas i de la base avec i € [1..6].

Modéle | Obtenu a partir de | Utilisé pour reconnaitre
G? I; I;
Gy {1; 5 #1) I
G| {1 e o] {7, 1j € [L.6))

6.3.2 Reconnaissance

50 Glas et G¥) pour évaluer le processus de
reconnaissance sur cette méme base de cas. Nous réalisons tout d’abord la reconnaissance
avec le graphe G%,, (obtenu uniquement & partir du cas & reconnaitre) afin de montrer
quels résultats « optimaux » peuvent étre obtenus en utilisant les types de contraintes
donnés dans le chapitre 2. Nous appliquons alors le processus en utilisant le graphe Gfas
obtenu uniquement a partir des autres cas. Puisque la base d’apprentissage est de taille
tres réduite, nous appliquons aussi le processus en utilisant le graphe G¥ obtenu a partir de
I’ensemble des cas dont le cas a reconnaitre. Nous initialisons le processus en fournissant une
segmentation préliminaire du cerveau. Nous appliquons alors le processus de propagation

puis nous réalisons ’extraction d’une solution.

Nous utilisons alors les graphes obtenus (G2

Propagation

Initialement le domaine de la variable associée au cerveau est réduit & un singleton et
les autres domaines valent (O£, 1£). Nous appliquons alors I’algorithme de propagation P2
en utilisant les graphes G2, Ggas ou GY. Nous montrons dans la table 6.3 pour les six cas
de la figure 6.7 la taille finale des domaines résultants.

Lorsque nous utilisons le graphe spécifique G2, pour réaliser la propagation nous ob-
tenons dans ’ensemble des cas des domaines finals de taille assez réduite et dans aucun cas
le processus n’aboutit & I'inconsistance du probléme. Nous montrons dans la figure 6.9 les
domaines finals obtenus pour plusieurs structures dans le premier cas de la figure 6.7. Les
bornes supérieures de ces domaines sont en général trés proches de la solution recherchée.

Cependant les bornes inférieures obtenues le sont en général moins. Elles sont méme parfois
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TABLE 6.3 — Taille des domaines a la fin du processus de propagation pour les 6 coupes
axiales présentées dans la figure 6.7 en utilisant les graphes G2,,, Gias ou G7.

Cas Cas Glas ¢’
taille | inconsistant | taille | inconsistant | taille | inconsistant
1 221358 non 301818 non 333014 non
2 203317 non 331582 non 342650 non
3 210488 non 266251 non 337126 non
4 219578 non 319547 non 344756 non
5 209833 non 0 oui 312707 non
6 214929 non 342972 non 366959 non

nulles notamment pour les structures étroites® ce qui pose probléme pour l'extraction de
la solution finale.

Lorsque nous utilisons le graphe Gécas (obtenu en réalisant 1'ap-
prentissage sur tous les cas sauf celui traité) le processus n’aboutit
a l'inconsistance que lors de la reconnaissance du cas 5. Méme ] 1 ] 1
en utilisant un nombre réduit de cas pour réaliser 'apprentis-
sage, nous obtenons donc un modéle présentant apparemment de
bonnes propriétés de généralisation (notons que ’agencement des
structures cérébrales est moins variable que celui des structures de | |
Pexemple synthétique). Par ailleurs les domaines finals sont plus
larges qu’en utilisant GZ,, mais ils restent proches de la solution
recherchée comme nous pouvons le voir dans la figure 6.10. Notons I - I -
que le graphe Gécas a été obtenu & partir d’un nombre réduit de cas.

Meéme si le processus n’aboutit pas a l'inconsistance, la solution Fiqgurr 6.8 — ALV
recherchée n’appartient donc pas toujours aux domaines obtenus. Jorsque la propagation
Dans le cas 1 par exemple, le carrefour ventriculaire gauche ALV gt réalisée avec G,
s’étend presque jusqu’au plan sagittal médian alors que dans tous (a gauche) ou GZGS (a
les autres cas il est nettement plus excentré. Le graphe G{ com-  droite).

porte donc des relations non satisfaites par la région recherchée

pour ALV et celle-ci n’appartient pas au domaine obtenu par le processus de propaga-
tion. Nous montrons ci-contre la borne supérieure de ce domaine & droite et nous pouvons
la comparer a la borne obtenue lorsque nous utilisons le graphe spécifique G§ pour réaliser
la propagation.

Finalement nous utilisons le graphe G, obtenu a partir de I’ensemble des cas (dont le
cas a reconnaitre) afin d’illustrer les résultats obtenus lorsque le modeéle représente correc-
tement le cas & reconnaitre tout en étant moins contraignant que le graphe spécifique de ce
cas. Ainsi aucun cas n’aboutit a l'inconsistance et les domaines finals présentent une taille
assez similaire & celle obtenue lorsque le modéle Gécas est utilisé.

Pour comparer les résultats obtenus nous montrons dans la figure 6.11 les domaines
obtenus pour le noyau caudé gauche, le thalamus gauche, la corne frontale du ventricule
latéral gauche et le putamen gauche dans les six cas de la figure 6.7 en utilisant G2, Glas
ou Gf pour réaliser la propagation.

5. Les bornes inférieures des domaines sont en général mises a jour par les contraintes de partition.
Pour que le processus de propagation soit plus robuste, nous utilisons un propagateur affaibli pour ces
contraintes. Celui-ci met toujours & jour la borne inférieure d’un domaine par complémentation de la
réunion des bornes supérieures des autres structures et érode le résultat obtenu.
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Original

FIGURE 6.9 — Résultat du processus de propagation en utilisant le graphe Gf{ pour le
premier cas de la figure 6.7. Nous montrons les domaines obtenus pour la partie antérieure
des capsules internes (AICI et AICT), les carrefours ventriculaires (ALVI et ALVr), le
cerveau (BRAIN), le genou et le splénium du corps calleux (CCyg et CCs), la fissure
choroide (ChF'), la matiére blanche cérébrale (CMW1 et CW Mr), le cortex cérébral (C X1
et CXr), les capsules externes (ECI et ECT), les cornes frontales des ventricules latéraux
(FLV1 et FLVr), les lobes insulaires (INSI et INST), la partie postérieure les capsules
internes (PIC!l et PICT), les putamens (PU!l et PUr), le septum (SPTP) et les thalamus
(THl et THr).
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Original AICI AICTr ALVI

INSr PICI PICr PUI

FiGuRrE 6.10 — Résultat du processus de propagation en utilisant le graphe G{ pour le
premier cas de la figure 6.7. Nous montrons les domaines obtenus pour la partie antérieure
des capsules internes (AICI et AICT), les carrefours ventriculaires (ALVI et ALVr), le
cerveau (BRAIN), le genou et le splénium du corps calleux (CCyg et CCs), la fissure
choroide (ChF'), la matiére blanche cérébrale (CMW1 et CW Mr), le cortex cérébral (C X1
et CXr), les capsules externes (ECI et ECT), les cornes frontales des ventricules latéraux
(FLV1 et FLVr), les lobes insulaires (INSI et INST), la partie postérieure les capsules
internes (PICl et PICT), les putamens (PU!l et PUr), le septum (SPTP) et les thalamus
(THIl et THr).
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FIGURE 6.11 — Pour les 6 cas présentés dans la figure 6.7, nous présentons les domaines
finals pour le noyau caudé gauche CDI, le thalamus gauche THI, la corne frontale du
ventricule latéral gauche F LV et le putamen gauche PU! par le processus de propagation

en utilisant les graphes G, G(J;,S ou GY.
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Segmentation finale

Nous réalisons alors I’extraction d’une solution finale par le processus décrit dans le
chapitre 5. Nous montrons dans les figures 6.12 et 6.13 les résultats obtenus pour les
noyaux caudés, les ventricules latéraux, les thalamus, les putamens et la figure choroide
dans tous les cas de la figure 6.7 lorsque les graphes G2, Glas ou GY sont utiliseés pour
réaliser la propagation.

Pour extraire une structure A, nous obtenons I’ensemble des structures adjacentes (&
partir du modeéle). La combinaison de la réunion des bornes supérieures de ces structures
et de A nous permet alors d’obtenir une surestimation de la frontiére recherchée. Nous
réalisons alors Iextraction d’une solution par coupure de graphe en définissant les liens aux
neceuds source et terminal & partir de A et de c¢(A). Il est donc indispensable de disposer
d’une borne inférieure non nulle pour réaliser cette extraction. Or comme nous 1’avons
illustré dans la figure 6.11 ce n’est pas le cas pour toutes les structures en raison de
I'indécision persistant a la fin du processus de propagation mais aussi du fait que nous
utilisions un propagateur affaibli pour la contrainte de partition (cf note 5).

Nous réalisons donc tout d’abord 'extraction d’une solution pour les structures pour
lesquelles la borne inférieure du domaine présente un maximum de degré d’appartenance
de 1 (afin de ne pas obtenir une région vide). Par les propagateurs affaiblis associés aux
contraintes de propagation nous mettons alors & jour les bornes inférieures des autres struc-
tures et si c’est possible nous réalisons ’extraction de nouvelles structures. Nous itérons
comme cela jusqu’a ce que plus aucune structure ne puisse étre extraite. Nous mettons alors
a jour les bornes inférieures des structures restantes en utilisant le propagateur strict pour
la contrainte de partition et nous réalisons si possible ’extraction de nouvelles structures.
Similairement nous itérons ce processus jusqu’a ce que plus aucune structure ne puisse étre
extraite.

Dans certains cas il reste une indécision importante au niveau de la frontiére de certains
objets. Dans ce cas de nombreuses solutions sont équivalentes compte tenu des critéres
considérés. En effet I'extraction est réalisée par la minimisation de la fonctionnelle :

E(S) = _)\/eas log(%(@S(az)))dw—(l—)\)(/ log(A(x))dx—l—/ log(c(A(z)))dz).

es zeX\S

Lorsque Op4 est une surestimation large de la frontiére, le minimum de E(S) peut étre at-
teint par de nombreuses valeurs S (et vaut 0 en général). Pour différencier ces valeurs nous
pouvons imposer une pénalisation minimale dans I'expression [ o — log(Opa(0S(x)))dz.
En effet lorsque dua vaut 1 en un point, log(Opa(0S(s))) vaut 0. Dans ce cas cette fonc-
tionnelle ne représente plus le critére de régularité. Nous ajoutons donc une pénalisation
minimale € dans cette expression :

B(S) == | (1og(@ua(0S(a)) + e

—(1- )\)(/Eslog(A(:zr))da: + /eX\s log(c(A(z)))dz).

De plus entre différentes solutions cohérentes avec les domaines obtenus, nous préférons en
général celles dont les contours correspondent aux contours de l'image. Nous faisons donc
) e . . - _ _ c
dépendre cette pénalisation minimale du gradient de l'image : e(z) = TEvIE)? avec €
valant 1072 dans les exemples présentés.
Nous obtenons ainsi pour les structures internes cérébrales et les lobes insulaires les

régions montrées dans les figures 6.12 et 6.13. Laissons de coté dans un premier temps les
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FiGURE 6.12 — Résultats de reconnaissance finals des noyaux caudés, des ventricules laté-
raux, des thalamus, des putamens, des lobes insulaires et de la fissure choroide dans les
cas de la figure 6.7 lorsque la propagation a été réalisée en utilisant les graphes G, GZas
ou Gf.
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FIGURE 6.13 — Suite de la figure 6.12.

lobes insulaires. Dans la table 6.4, nous comparons les résultats obtenus pour les structures
internes aux segmentations manuelles par le coefficient kappa, la distance moyenne et la
distance de Hausdorff. Généralement, les régions obtenues sont proches de la segmentation
manuelle. Les résultats sont évidemment meilleurs lorsque nous utilisons le graphe G,
pour réaliser la reconnaissance. Cependant les résultats de segmentation sont relativement
peu dégradés lorsque nous utilisons les graphes Ggas ou G7.

Par construction le modele G représente correctement le cas & reconnaitre. Le ré-
sultat attendu appartient donc nécessairement aux domaines obtenus par le processus de
propagation. Ces domaines sont cependant sensiblement plus grands que ceux obtenus en
utilisant le graphe G%,,. Les résultats sont donc dans certains cas un peu moins bons. Par
exemple la région obtenue pour le putamen gauche (PUI en vert) dans le cas 6 comprend
maintenant la capsule externe. Plus grave, la reconnaissance du putamen droit dans le cas
3 a complétement échoué. Ces erreurs s’expliquent par des domaines finals plus larges qui
peuvent présenter une borne inférieure nulle. Par la séquence d’extraction décrite plus haut
dans cette section, nous obtenons alors une borne inférieure en utilisant les segmentations
obtenues pour d’autres structures. Cependant si ces segmentations présentent des erreurs,
alors la mise & jour des bornes inférieures peut dans certains cas étre erronée et provoquer
de petites erreurs, voire un échec complet de ’extraction. C’est le cas pour le putamen
droit dans le cas 3.

Lorsque nous utilisons le modéle G(J;as pour réaliser la reconnaissance nous rencontrons
aussi ces problémes. De plus le modele Ggas ne représente pas nécessairement correctement
le cas a reconnaitre ce qui introduit d’autres erreurs. Nous avions vu dans la section pré-
cédente que la propagation aboutit & 'inconsistance dans le cas 5 mais que dans les autres
cas le résultat attendu n’appartient pas toujours aux domaines obtenus. Cela peut conduire
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TABLE 6.4 — Comparaison avec les segmentations manuelles des résultats du processus
reconnaissance pour les noyaux caudés (CDI et CDr), la corne frontale des ventricules
latéraux (F LV et FLVr), les thalamus (T HI et THr), les putamens (PUIl et PUr) dans

les 6 coupes axiales présentées dans la figure 6.7 en utilisant les graphes G, Glos ou G7.
Cas | Structure Geas Glas i
kappa | Dy | Dy | kappa | Dy | Dy | kappa | Dy | Du
CDI 092 | 03 | 22 | 09 | 05 | 22 | 080 | 05 | 2.2
CDr 0,93 0,3 2,2 0,91 0,3 1 0,92 0,3 14
FLVI 094 | 03 | 1 094 | 03 | 1,4 | 093 | 04 | 1,4
. FLVr 095 | 02 | 1 059 | 57 | 17,8 | 094 | 03 | 1,4
THI 0,93 0,6 2,2 0,84 1,4 6,3 0,92 0,7 | 3,6
THr 095 | 04 | 2 | 08 | 1 | 41 | 092 | 08 | 4.1
PUI 093 | 04 | 14 | 093 | 04 | 14 | 093 | 04 | 1.4
PUr 0,94 0,3 1,4 0,92 0,5 2,2 0,89 0,9 5
CDI 091 | 04 | 2 089 | 05 | 2,2 | 0,92 | 04 | 22
CDr 0,95 0,2 2 0,88 0,6 3 0,95 0,2 1
FLVI 004 | 02 | 14 | 094 | 0,2 | 1 092 | 03 | 2.2
9 FLVr 0,94 0,2 1 0,91 0,3 1,4 0,93 0,3 1,4
THI 0,91 1 5 0,92 0,8 4 0,92 0,8 4
THr 080 | 1,1 | 51 | 089 | 1,1 | 36 | 09 | 09 | 3,6
PUI 0,9 0,6 2,2 0,89 0,8 5 0,89 0,8 4,2
PUr 0,97 0,2 1 0,94 0,3 2 0,83 1,2 4,5
CDI 004 | 0,3 | 2 001 | 04 | 22 | 004 | 03 | 2,2
CDr 0,89 0,6 3 0,89 0,6 3 0,9 0,5 2,2
FLVI 093 | 02 | 1 080 | 0,3 | 1,4 | 089 | 04 | 2
3 FLVr 0,76 3 13 0,73 3,7 | 144 0,68 3,2 13
THI 0,94 0,6 2,8 0,92 0,7 2,8 0,94 0,6 4,5
THr 094 | 05 | 2 091 | 09 | 3 093 | 0,8 | 41
PUI 0,89 0,6 3,2 0,64 3,3 | 12,3 0,85 1 4,2
PUr 0,77 1,2 5,1 0,6 5,3 | 184 0,02 13,7 | 30
CDI 0,95 0,2 1,4 0,97 0,1 1 0,96 0,1 1
CDr 0,99 0,1 1,4 0,94 0,4 3 0,94 0,2 1
FLVI 0,92 0,3 1,4 0,95 0,2 1 0,92 0,4 1
4 FLVr 0,95 0,2 14 0,93 0,3 2 0,96 0,2 1
THI 0,95 0,5 2,2 0,86 1,6 7,2 0,87 1,5 7,3
THr 095 | 05 | 2 09 |09 | 4 091 | 08 | 4
PUI 0,89 0,7 5 0,84 0,9 3,6 0,78 1,5 5
PUr 0,93 0,4 3 0,81 1,2 5,4 0,89 0,6 3,2
CDI 097 | 0,1 | 2 x x x 0,06 | 02 | 1
CDr 095 | 02 | 22 x x x 096 | 02 | 1
FLVI 093 | 03 | 1 x x x | 08 | 04 | 1
5 FLVr 096 | 02 | 1 x x x 004 | 02 | 2
THI 0,9 0,9 3 X X X 0,92 0,8 3
THr 094 | 05 | 2 x x x | 092 | 07 | 32
PUI 0,96 | 03 | 2,2 x x x | 094 | 03 | 22
PUr 092 | 0,6 | 41 x x x 0,85 | 1,1 | 4,1
CDI 0,95 0,3 2,8 0,87 1 5,8 0,95 0,3 2,2
CDr 0,95 0,2 2 0,95 0,2 1 0,96 0,2 1
FLVI 083 | 1,8 | 102 | 075 | 0,8 | 28 | 09 | 03 | 1
6 FLVr 0,93 0,2 2 0,78 0,8 3,2 0,9 0,3 14
THI 092 | 08 | 28 | 085 | 1,5 | 41 | 087 | 1,4 | 4.1
THr 0,9 1 |22 07 | 23| 78] 091 | 09| 3
PUI 0,94 0,3 3,1 0,92 0,4 2 0,76 1,8 5,8
PUr 095 | 03 | 1,4 | 0483 1 | 45 | 08 | 07 | 42
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a des erreurs relativement importantes. C’est le cas par exemple pour le carrefour ventri-
culaire droit (ALVr en cyan) dans le cas 1. En effet la borne supérieure de son domaine
(montrée dans la figure 6.8) ne contient pas toute la structure recherchée, ce qui explique
le résultat obtenu.

Nous avons aussi montré dans les figures 6.12 et 6.13 les régions obtenues pour les lobes
insulaires. Dans ce cas les résultats sont nettement moins bons. Lorsque nous utilisons le
graphe spécifique G, pour réaliser la reconnaissance, nous parvenons dans la plupart des
cas & extraire une solution convenable. Seul le cas 4 a échoué. Cependant lorsque nous
utilisons les modéles Ggas ou G le processus échoue dans approximativement la moitié des
cas. Deux facteurs expliquent ces mauvais résultats. Tout d’abord le processus d’extraction
par surface minimale n’est pas adapté & Uextraction de régions filiformes. Deuxiémement
notre modeéle n’intégre pas de représentation fine de la région corticale (les principaux
sillons devraient notamment faire partie de cette représentation) et de contraintes prenant
en compte les spécificités de ces structures.

6.3.3 Application du processus en 3D

Nous illustrons maintenant le processus proposé pour la reconnaissance de structures
dans le volume IRM complet. Dans ce cas, le modeéle comprend I’ensemble des structures
identifiées dans la figure 1.4.1 de la section 1.10 mais nous ne disposons pas de base dans
laquelle 1'ensemble de ces structures a été correctement annoté®. Nous ne disposons que
d’un cas segmenté manuellement. Nous réalisons donc ’apprentissage uniquement sur ce cas
et nous appliquons le processus de propagation sur ce méme cas afin d’illustrer ’application
en 3D et notamment d’aborder la question du temps de calcul.

Mise en ceuvre

Le processus de propagation conduit au calcul d’un grand nombre de propagateurs
(de l'ordre de 40000 lors de la reconnaissance d’une coupe axiale). Le temps de calcul
reste raisonnable en 2D (quelques heures sans efforts d’optimisation particuliers) mais
il devient excessif en 3D. En effet la complexité de nombreux propagateurs n’augmente
pas linéairement en fonction du nombre de voxels mais dépend aussi de la dimension des
données traitées. Prenons par exemple le propagateur associé a une contrainte de direction.
Sa complexité est en O(r?~1sN) (cf section 4.2.3) oti 7 est le rayon du noyau élémentaire
utilisé, d est la dimension de l’espace de I'image, N est le nombre de voxels et s est la
taille maximale de I'image (selon un des axes). Si le volume 3D comporte k coupes (k est
supérieur a 100 en général) le cott de calcul de ce propagateur est au moins 7k fois plus
élevé que lors du traitement d’une coupe unique. Nous devons donc optimiser le calcul des
propagateurs afin de limiter le cotit de calcul global du processus de propagation.

De nombreux propagateurs présentent un niveau de granularité élevé. Les contraintes
de direction ou de distance par exemple fournissent une localisation trés approximative
d’une structure relativement a une autre (cf figure 2.8 par exemple). Nous pouvons donc
calculer ces contraintes sur une grille sous-résolue. Pour cela nous devons simplement nous
assurer que 'approximation obtenue soit correcte, c’est-a-dire que le propagateur modifié

6. La base IBSR comporte une annotation manuelle de plusieurs structures dans 18 cas. Cependant ces
annotations sont entachées de nombreuses erreurs. Or le processus d’apprentissage est trés sensible a la
présence de points aberrants. Nous ne pouvons donc pas l'utiliser en 1'état. De plus les données originales
de cette base sont de qualité moyenne en particulier a cause du lissage induit par le recalage. Les IRM
mises & disposition dans la base OASIS sont de meilleure qualité. Cependant aucune annotation manuelle
de ces données n’a été réalisée.
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FIGURE 6.14 — (a) Vue 3d d’une IRM cérébrale. (b) Annotation manuelle associée.

préserve toujours les solutions. Si nous notons respectivement (B, B), (B',B') et (B",B"),
un domaine pour B, ce domaine aprés ’application du propagateur et aprés I'application
du propagateur modifié, nous devons avoir (B, B') < (B",B") < (B, B). Nous pouvons
obtenir un tel propagateur en tirant parti des propriétés de monotonicité. Par exemple
le propagateur associé & une contrainte directionnelle entre A et B met a jour la borne
supérieure de B suivant : B =BAS6, (A), ou la dilatation §, est croissante par rapport & A
et v. Nous notons A, la borne supérieure de A a une résolution [ fois inférieure a la réso-
lution originale dans laquelle le degré d’appartenance en chaque voxel est le maximum des
degrés d’appartenance des voxels de A. De méme nous notons v I’élément structurant
v sous-résolu. Nous avons alors 6, (A) < §,max (A7) (en échantillonnant Symax (A" ala
résolution originale). Nous pouvons donc utiliser un propagateur modifié¢ mettant a jour la
borne supérieure de B suivant : B =B Oy (A™™). Celui-ci présente un cott 14+ fois
moindre que le propagateur original. Le niveau de sous-résolution [ est alors un compromis
entre la précision désirée et le cotit de calcul. Nous ajustons dynamiquement ce paramétre
en fonction de la taille de la région sur laquelle nous calculons la dilatation (celle-ci n’est en
général pas calculée sur toute 'image mais uniquement sur la boite englobante des supports
de A et B).

Nous modifions de cette fagon les propagateurs les plus cotiteux. Puisque les versions
sous-résolues d’'un domaine sont utilisées & de nombreuses reprises nous les calculons sys-
tématiquement. Ainsi pour chaque borne d’'un domaine A nous calculons deux pyramides
d’images sous-résolues : Z;nax, Z;mn et A, A}mn dans lesquelles les voxels valent respec-
tivement le maximum et le minimum des degrés d’appartenance de tous les voxels de A ou
A. De cette fagon nous pouvons limiter simplement le temps de calcul des propagateurs les

plus cotteux pour un cott additionnel (le calcul des pyramides) raisonnable.

Illustration du processus de reconnaissance

Apprentissage Dans la figure 6.14 (a), nous présentons une IRM cérébrale d’un su-
jet sain dans laquelle nous avons annoté manuellement ’ensemble des structures de la
figure 1.10. Nous montrons en (b) cette segmentation manuelle. Nous obtenons alors la
représentation spécifique de ce cas. Cette extraction est cotiteuse puisqu’elle implique le
calcul de nombreuses relations et notamment le calcul, sur tout le volume, de 6|x| dilata-




201

tions associées aux contraintes directionnelles. Pour limiter le temps de extraction, nous
pouvons calculer les opérateurs les plus cotiteux & des niveaux de résolution plus faibles
comme nous l'avons décrit ci-dessus. Le calcul de la dilatation associée & une contrainte di-
rectionnelle de A vers B est ainsi réalisé en sous-échantillonnant p4 et pup (respectivement
par un minimum et un maximum des degrés d’appartenance). De cette facon I'obtention
de la représentation spécifique du cas présenté dans la figure 6.14 est réalisée en environ
14 heures sur un Intel Core2 cadencé & 2,66 GHz.

Reconnaissance Nous utilisons alors la représentation spécifique obtenue pour réaliser
la reconnaissance de ce méme cas, faute de disposer d’'un modéle appris sur une base de
cas annotés. Nous initialisons le processus en utilisant une segmentation du cerveau. Nous
appliquons alors le processus de propagation qui converge en environ 37 heures toujours sur
un Intel Core2 cadencé a 2,66 Gllz. Nous montrons dans les figures 6.15 et 6.16 les bornes
des domaines obtenus pour le noyau caudé droit, le ventricule latéral droit, le thalamus
droit et le putamen droit.

Nous réalisons alors 'extraction d’un résultat final par le processus décrit dans le cha-
pitre 5. Nous montrons dans les figures 6.17 et 6.18 les résultats obtenus pour les noyaux
caudés, les ventricules latéraux, les thalamus et les putamens. Nous les comparons aux
segmentations manuelles dans la table 6.5. Ces résultats sont comparables & ceux obtenus
dans le cas 2D. Ils restent meilleurs pour les noyaux caudés et les ventricules latéraux
que pour les thalamus et les putamens. En effet ces derniers présentent un contraste plus
faible avec les structures voisines ce qui est source d’ambiguités, mais méme dans ce cas
la distance moyenne reste de 'ordre de la taille d’un voxel. Notons aussi que la distance
de Hausdorff des résultats obtenus pour les noyaux caudés est élevée bien que le coefficient
Kappa et la distance moyenne soient bons. L’extraction du résultat par surface minimale
n’est en effet pas adapté a 'extraction de structures fines comme la queue du noyau caudé.

La reconnaissance est ici réalisée en utilisant la représentation spécifique du cas a re-
connaitre. En utilisant un modéle appris sur une base annotée ne comprenant pas ce cas,
les résultats devraient étre dégradés. En effet un modeéle est moins contraignant que la
représentation spécifique. Toutefois les exemples présentés dans ce chapitre et notamment
I'illustration réalisée sur les coupes axiales laissent penser que cette dégradation devrait
étre modérée.

TABLE 6.5 — Comparaison avec les segmentations manuelles des résultats du processus
reconnaissance pour les noyaux caudés (CDI et CDr), les ventricules latéraux (LV1 et
LVr), les thalamus (T'HI et THr), les putamens (PUl et PUr) dans 'IRM présentée dans
la figure 6.7.

kappa | Dy (mm) | Dy (mm)
CDI | 087 0,6 8.3
CDr | 0,87 0,8 16,3
Vi | 09 0,4 3,2
LVr | 0,88 0,4 4,1
THI | 0,77 1,2 6,3
THr | 0,76 1,4 7,1
PUL | 0,87 0,6 3,6
PUr | 082 0,9 6,7
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THr THr

FIGURE 6.15 — Bornes des domaines obtenus par le processus de propagation pour les
noyaux caudés, les putamens, les ventricules latéraux et les thalamus.
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PUr PUr

FIGURE 6.16 — Suite de la figure 6.15.

FIGURE 6.17 — Vues axiale, sagittale et coronale des résultats de reconnaissance pour les
noyaux caudés, les putamens, les ventricules latéraux et les thalamus.
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()

FIGURE 6.18 — Reconstructions 3D des résultats de reconnaissance pour les noyaux caudés,
les putamens, les ventricules latéraux et les thalamus. Nous présentons en plus en (¢) et (d)
les résultats de segmentation du troisiéme ventricule, des noyaux accumbens et des sous-
thalamus.

Autres illustrations

Nous avons par ailleurs construit un modéle manuellement & partir de descriptions
anatomiques [Waxman, 2000, Colliot, 2003, Hasboun, 2005]. Celui-ci comprend un nombre
beaucoup plus réduit de relations. Nous utilisons alors ce modéle pour réaliser la reconnais-
sance des noyaux caudés (sans utiliser I’algorithme de propagation car le modéle comporte
trop peu de relations).

Comme dans [Colliot et al., 2006, nous procédons a lextraction des structures séquen-
tiellement. Ainsi lorsque nous voulons extraire les noyaux caudés nous supposons que les
ventricules latéraux et le cerveau ont été préalablement extraits. Nous appliquons alors
Pensemble des propagateurs impliquant ces deux structures (nous n’utilisons ici que les
relations par rapport aux structures segmentées). Nous obtenons ainsi une réduction im-
portante des domaines des noyaux caudés puisque les relations relativement au ventricule
latéral sont trés discriminantes. Dans la figure 6.19, nous montrons sur une coupe coronale
les bornes supérieures obtenues pour le noyau caudé droit (b), le noyau accubens droit (c)
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(b) () ()

FIGURE 6.19 — (a) Coupe coronale d’une IRM. Bornes supérieures pour le noyau caudé (b),
le noyau accumbens (c) et la matiére blanche cérébrale (c) obtenues a partir des segmen-
tations préliminaires du cerveau et des ventricules latéraux.

et la matiére blanche (d). Notons notamment que méme si les noyaux caudés et accumbens
ne sont pas contrastés, les relations spatiales permettent de différencier ces structures. Nous
appliquons alors le processus de segmentation décrit dans le chapitre 5.

Nous appliquons tout d’abord ce processus sur la base IBSR et nous comparons dans
la table 6.6 les résultats obtenus avec une segmentation manuelle. Nous obtenons un kappa
moyen de 0,81, une distance moyenne entre les surfaces de 0,64 et une distance de Haus-
dorff moyenne de 5,5. Ces résultats peuvent par exemple étre comparés a ceux reportés
dans [Ciofolo and Barillot, 2005] pour la méme base de données (les auteurs reportent un

TABLE 6.6 — Evaluation de la segmentation des noyaux caudés sur la base IBSR (par un
processus séquentiel figé).

Cas Kappa Moyenne Hausdorff
(mm) (mm)
gauche | droit | gauche | droit | gauche | droit
1 0,86 0,82 0,68 0,63 6,78 0,74
2 0,81 0,85 0,62 0,43 4,90 3,46
3 0,80 0,74 0,75 0,81 9,89 4,24
4 0,78 0,78 0,77 0,67 5,48 5,48
5 0,85 0,85 0,47 0,47 3,00 3,16
6 0,83 0,78 0,63 0,96 5,10 7,07
7 0,81 0,79 0,50 0,52 4,58 3,61
8 0,74 0,74 0,77 0,65 8,54 8,54
9 0,82 0,83 0,57 0,52 5,39 6,56
10 0,82 0,82 0,66 0,57 5,83 0,10
11 0,78 0,86 0,61 0,42 5,74 3,46
12 0,83 0,84 0,59 0,52 4,90 4,12
13 0,82 0,84 0,78 0,59 9,43 5,48
14 0,84 0,85 0,50 0,54 3,74 3,74
15 0,85 0,85 0,43 0,57 3,00 6,16
16 0,83 0,84 0,57 0,69 3,74 0,66
17 0,83 0,86 0,77 0,59 6,40 0,74
18 0,75 0,75 0,99 1,23 5,48 8,60
Moyenne 0,81 0,64 9,50
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kappa moyen de 0,65 et une distance moyenne de 1,71 mm), ou dans [Pitiot et al., 2004]
et [Colliot et al., 2006] pour d’autres bases de données (les auteurs reportent respective-
ment des distances moyennes de 1,60 mm et 1 mm et un coefficient kappa moyen de 0,87
dans |Colliot et al., 2006]). Notons que la distance moyenne des résultats obtenus est in-
férieure a la taille du voxel (généralement 1 x 1 x 1,5 mm?) et que le coefficient kappa
vaut plus de 0,7 ce qui indique une forte correspondance entre les segmentations [Zijdenbos
et al., 1994]. La distance de Hausdorff qui correspond au pire point est beaucoup plus va-
riable. Cela est notamment dii & la délimitation imprécise entre le noyau caudé et le noyau
accumbens, conduisant & une coupe arbitraire dans la segmentation manuelle comme dans
la segmentation automatique. D’autre part 'extraction d'une surface minimale n’est pas
appropriée pour les structures fines et donc pour la queue du noyau caudé (ainsi que pour
Pextrémité du corps).

F1GURE 6.20 — Coupes axiales de 6 cas pathologiques. Nous montrons en rouge les résultats
de segmentation des noyaux caudés (obtenus par un processus séquentiel).

Nous appliquons ensuite ce processus & 6 examens IRM de cas pathologiques dont
nous présentons dans la figure 6.20 une coupe axiale. Nous évaluons les résultats obtenus
dans la table 6.7. Parmi les 12 segmentations, 11 présentent une précision similaire & celle
obtenue dans les cas normaux. Dans le cas 5 cependant la tumeur est proche du noyau
caudé et affecte la segmentation. Le modéle ne correspond plus dans ce cas au probléme
posé ce qui conduit & de mauvais résultats. Dans les autres cas le processus n’a pas été
affecté puisque nous ne nous intéressons qu’au noyau caudé mais la reconnaissance d’un
plus grand nombre de structures (et notamment 1’application du processus de propagation)
aurait probablement échoué. Nous proposons donc dans la section suivante une adaptation
du processus pour prendre en compte explicitement la présence de tumeurs cérébrales.
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TABLE 6.7 — Evaluation de la segmentation des noyaux caudés dans des cas pathologiques
(par un processus séquentiel).

Cas Kappa Moyenne Hausdorff

(mm) (mm)

gauche | droit | gauche | droit | gauche | droit

1 0,84 0,83 0,67 0,55 | 10,95 | 5,83

2 0,78 0,85 0,77 0,55 8,06 6,32

3 0,80 0,82 0,69 0,55 6,78 5,00

4 0,75 0,75 0,67 0,72 5,20 9,00

5 0,72 0,82 1,58 0,70 | 19,41 | 9,11

6 0,82 0,85 0,66 0,93 6,17 7,68
Moyenne 0,80 0,75 8,29

6.4 Traitement de données pathologiques

Des pathologies telles que les tumeurs peuvent induire des modifications importantes
de l'anatomie. Les tumeurs cérébrales peuvent ainsi refouler ou infiltrer des structures
anatomiques, causer un cedéme ou une nécrose... Un modeéle générique de l'anatomie ne
permet donc pas de représenter correctement ’anatomie de patients porteurs de telles
pathologies. De plus comme nous I'avions illustré dans la figure 1.3 la position et la forme
de ces tumeurs sont extrémement variables. Il semble donc difficile d’obtenir un modéle
spécifique au groupe de patients présentant une tumeur cérébrale. Nous devons donc obtenir
un modéle adapté au patient a traiter que nous appelons représentation spécifique a un
patient. Cette représentation spécifique présente en général de nombreuses concordances
avec le modéle générique, notamment pour les structures éloignées de la tumeur. 11 est donc
envisageable de 'obtenir par une adaptation du modéle générique.

Nous nous restreignons ici & des cas présentant des tumeurs n’induisant pas d’effet de
masse (c’est-a-dire de refoulement) important tels que les cas 1, 3 et 6 de la figure 6.20.
La tumeur est donc supposée uniquement infiltrer ou détruire certaines structures anato-
miques normales. Une représentation spécifique de 'anatomie de ce patient comprendra
donc ’ensemble des structures anatomiques normales ainsi que la tumeur et des liens avec
les structures infiltrées ou détruites.

Dans la figure 6.21 nous comparons la représentation obtenue pour un patient présen-
tant une tumeur a la représentation par le modeéle générique d'un sujet sain. En (a) plusieurs
structures anatomiques du sujet sain ont été reconnues dans 'IRM. Les différentes régions
de 'image sont en lien avec les structures anatomiques du modeéle générique (les liens en
noir représentent les relations du modeéle). En (b) cette reconnaissance a aussi été réalisée
manuellement chez le patient présentant une tumeur cérébrale. Les régions de 'IRM ne
sont plus cette fois associées au modeéle générique mais & une représentation spécifique a
ce patient dans lequel sont représentés la tumeur et ses liens avec 'anatomie tel que le lien
rouge dans la figure qui correspond & la relation « la tumeur affecte le lobe frontal ».

Cette représentation spécifique peut étre obtenue & partir du modéle standard en y
insérant un nceud représentant la tumeur et en liant ce noeud & toutes les structures anato-
miques que la tumeur a infiltrées ou détruites. Nous nommons ce type de relation « affecte ».
Par ailleurs toutes les relations du modéle générique ne sont plus nécessairement vérifiées.
Une relation avec une structure détruite par la tumeur n’a notamment plus lieu d’étre.

Nous faisons donc I’hypothése que nous pouvons obtenir & partir du modéle générique
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FIGURE 6.21 — (a) Coupe axiale d’'une IRM d’un sujet sain. Plusieurs structures ont été
reconnues et sont associées avec le modeéle générique. (b) Patient présentant une tumeur.
Le modéle utilisé pour représenter son anatomie est spécifique.

la représentation spécifique des cas a traiter si nous savons quelles structures sont infiltrées
ou détruites. Idéalement nous devons donc disposer pour 'ensemble des structures ana-
tomiques de la région associée dans 'IRM. Cependant pour réaliser cette reconnaissance
automatiquement nous avons besoin de la représentation spécifique...

Nous réalisons donc ces deux taches simultanément. Pour cela nous intégrons dans
le processus de propagation de contraintes la représentation spécifique au patient comme
inconnue supplémentaire. Compte tenu des hypothéses réalisées, celle-ci est simplement ca-
ractérisé par ’ensemble des structures anatomiques affectées par la tumeur. La propagation
de contraintes doit donc a la fois :

— réduire les domaines associés aux structures anatomiques,
— réduire I'ensemble des modéles spécifiques possibles en déduisant quelles structures
sont affectées par la tumeur.

Pour simplifier ce probléme nous supposons que la zone pathologique (la tumeur et
Peedéme) a été préalablement extraite par un traitement spécifique. Pour cela nous nous
appuyons sur les travaux réalisés dans |Khotanlou et al., 2007b, Khotanlou, 2008| dans
lesquels 'extraction repose sur la symétrie du cerveau. La dissimilarité des histogrammes
associés aux deux hémisphéres cérébraux permet de guider un algorithme de classification.
Le résultat obtenu est alors affiné par 'utilisation d’'un modéle déformable.

6.4.1 Adaptation du processus de propagation

Nous traitons donc simultanément les deux problémes que sont la reconnaissance des
structures anatomiques et I’obtention de la représentation spécifique au patient. Nous les
représentons par un réseau de contraintes unique. Les variables de ce réseau sont les struc-
tures anatomiques normales du modéle et la tumeur. Les domaines de ces variables sont
toujours des sous-ensembles de F et sont initialisés comme précédemment, i.e. (0z, 1)
pour les structures inconnues et (i, 1) pour les structures pour lesquelles une segmentation
(représentée par un ensemble flou 1) est fournie. Le domaine associé & la tumeur est notam-
ment initialement réduit & un singleton. La représentation du second probléme (’obtention
de la représentation spécifique) est réalisée par l'introduction de nouvelles contraintes et
par I'adaptation des contraintes du réseau au cours du processus de propagation comme
nous allons le décrire dans cette section.
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Nouvelles contraintes

L’obtention de la représentation spécifique au patient consiste (en raison des hypothéses
réalisées) a estimer quelles structures anatomiques ont été affectées par la tumeur. Le
graphe est alors mis & jour en insérant la tumeur et ses relations avec les structures affectées
et en supprimant les relations qui ne sont plus valides.

Nous représentons par deux contraintes complémentaires le fait que la tumeur n’affecte

. . af fecte
ou n’affecte pas une structure A. Nous notons respectivement ces contraintes C I

Tumeur,A
- t . e
et CTZf;]:fra. La premiére est satisfaite pour deux valeurs p1 et po appartenant respec-

tivement aux domaines de la tumeur et de A si pu; et po sont connexes. La contrainte

C;Zg;cﬁa est satisfaite pour deux valeurs pq et pg si C’;{Lﬁi‘i 4 Nest pas satisfaite pour
Caffecte

. . . , R
ces valeurs. Contrairement aux autres contraintes discutées, nous n’utilisons pas Tumeur, A

—af fecte URT . . .
et C'Tumeur’ 4 pour réaliser des réductions de domaines pendant le processus de propaga-

tion. Au contraire, comme nous le décrirons dans la suite de cette section, nous utilisons
les domaines des structures pour déterminer si une de ces contraintes est nécessairement
satisfaite et 'autre nécessairement invalide. Dans ce cas nous dirons simplement que la
. . . . . . af fecte .
contrainte est satisfaite ou invalide. Par exemple lorsque la contrainte C’Tumem’ 4 est satis-

faite par toutes les instanciations valides (i.e. toutes les valeurs des domaines de A et de la

af fecte .
umeur, A est 1nva-

Caffecte

tumeur vérifient la contrainte), elle est satisfaite ce qui implique que Cr,

lide. Ainsi si pendant le processus de propagation nous pouvons déterminer que

Tumeur,A
ou O/ /ecte ogt satisfaite nous aurons répondu a la question posée puisque nous sau-
Tumeur,A % q p puisq

rons alors que la solution recherchée vérifie cette contrainte et que celle-ci appartient a la
représentation spécifique.
Initialement aucune structure n’a été reconnue en dehors de la tumeur et du cerveau.

Nous ne savons donc pas si la structure A est affectée par la tumeur et donc si o fecte

Tumeur,A ou
= ecte : : . R
CTdeur 4 sont satisfaites. Nous laissons dans ce cas les deux hypothéses ouvertes et nous
b

définissons entre la tumeur et A une contrainte toujours satisfaite comme la disjonction :
C;ﬁiii A\/C;Zg;fﬁ;. Notons que dans ce cas ni C;{f;fii 4 1l C’;Zﬁﬁfﬁi‘ ne sont en général
satisfaites, puisque les deux contraintes peuvent étre vérifiées par des valeurs différentes
des domaines.

Par exemple dans la figure 6.22 nous n’avons pas encore reconnu les structures dans
PIRM du patient. Initialement nous lions donc la tumeur avec toutes les structures ana-
tomiques par une contrainte obtenue comme la disjonction des contraintes d’affectation et

de non affectation.

Lobe Frontal
Définition:
Synonymes;.
Meshices
Volumef[.....]
Ol ION
Ventricule latéral Noyau Caudé | _ Tumeur
Définition:.. Définiton:... | . TTeeel_. Type:...
— OUINON =4 Gedeme:
Meshid.. f——fMeshid:.. | Nécrose:
Volumer[.....] VolumeT-] | OUINON Définition:..
yﬂm/
Thalamus Putamen ourion
Définition:... shon..
Synonysess=—t=——] Synonypes:="1
Meshid:. Meshid:..
Volume[.....] Volume.....]

FIGURE 6.22 — Initialisation du processus de reconnaissance. Puisque nous ne savons pas
quelles structures sont affectées par la tumeur nous laissons initialement les deux hypothéses
ouvertes.
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L’obtention de la représentation spécifique consiste aussi & déterminer quelles rela-
tions du modéle générique ne sont plus valides. C’est le cas par exemple d’une relation de
contraste lorsque 'une ou lautre des structures impliquées dans la relation est affectée.
C’est aussi le cas d’une relation directionnelle (d’une structure A vers une structure B)
lorsque A, la structure de référence, est affectée. Lorsque B est affectée nous supposons
dans ce cas que la relation est toujours valide puisque la partie restante de la structure
vérifie toujours cette relation. Dans la section suivante, nous reformulons I’ensemble des
contraintes afin prendre en compte 'impact de la pathologie. Pour des questions de simpli-
cité d’écriture, nous définissons deux contraintes : C’;nf{cg ;6 et C;T{”ﬁl}f *“ qui impliquent une
variable A et un ensemble de variables {B;} quelconque. La premiére est satisfaite lorsque
la variable A est affectée par la tumeur alors que la seconde est satisfaite lorsque la variable
A n’est pas affectée par la tumeur (notons que C’Z&%{ ]fe et C;T?%fil}f *“ ne signifient pas que
les contraintes entre A et {B;} sont ou ne sont plus satisfaites mais elles sont utilisées dans
la section suivante pour le déterminer). Initialement nous ne savons pas quelles structures
sont affectées donc pour toutes les variables A et tous les ensembles de variables {B;}
nous définissons la contrainte CZ;?{‘Z{ ]Z;é v C;?ﬁif “_Ces contraintes « intermédiaires » sont

directement liées aux contraintes représentant ’affectation d’une structure par la tumeur :

Ciflec o = B} € P(x\ A), CR%

ﬁZ}y}equ’eA —modifié (6.1)
CTumeur,A = V{Bl} € P(X \ A)’ CA,{BZ'}

ot P(x\ A) est la famille des ensembles de variables de x ne comprenant pas A. Plus préci-
sément pour toute instanciation I de x, nous avons I[vars(C;ffeCte )] € 1"el(C'§iff‘eCte ) =

umeur,A umeur,A
i fic i fic o - .
V{B;} € P(x\ A4), I[C;nf{];{;e] € rel(C’Zo{é{;e) et similairement pour CTZQ:;?A.
Ainsi lorsque C%{f;fii 4 est satisfaite (par toutes les instanciations valides), cela signifie

Cmodi fié

A (B;) est satisfaite. De méme lorsque ColJecte

modifié 1,
Tumeur,A est

aussi que est invalide, C)y (B}

aussi.

Adaptation des contraintes du modéle générique

Les relations du modele générique qui ne sont plus satisfaites, c’est-a-dire celles qui
n’appartiennent pas & la représentation spécifique de ce patient, ne doivent pas étre utilisées
comme contrainte lors du processus de propagation.

Puisque nous nous cantonnons au traitement de cas présentant des tumeurs peu refou-
lantes, I'invalidité d’une relation du modéle générique résulte du « recouvrement » par la
tumeur d’au moins une partie d’une structure affectée. Les propriétés de cette structure
(notamment radiométriques) sont donc modifiées et une partie de celle-ci a potentiellement
été détruite. Nous distinguons les deux parties suivantes d’une structure affectée :

— une partie (éventuellement vide) ne faisant pas partie de la région pathologique qui

reste visible et que nous voudrions idéalement extraire,

— une partie appartenant a la région pathologique qui correspond & des tissus infiltrés ou
détruits. Cette partie n’étant pas visible ou n’existant plus, il n’est pas possible de la
caractériser. Nous supposons donc uniquement qu’elle est comprise entre I’ensemble
vide et la structure telle qu’elle aurait été dans le cas normal *.

7. Cette deuxiéme hypothése n’est pas forcément correcte. Nous devrions plutot dire que la partie de la
structure se trouvant dans la zone pathologique est comprise entre I’ensemble vide et la zone pathologique
entiére. Cependant cela conduirait & 'invalidité de toutes les contraintes impliquant une structure affectée.
En faisant I’hypothése raisonnable (notamment car nous n’allons pas discerner les structures dans la région
pathologique) que la partie se trouvant dans la zone pathologique est soit infiltrée, soit détruite mais pas
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Suivant ces hypothéses, une relation impliquant une structure A reste valide lorsque A
est affectée par la tumeur si elle est décroissante relativement a A puisqu’elle doit étre
satisfaite par la partie restante de A.

Nous passons en revue ci-dessous les contraintes du modéle utilisées dans le proces-
sus de propagation. Pour prendre en compte l'impact de la tumeur nous utilisons les
contraintes « intermédiaires » définies dans la section précédente. Nous notons aussi C’f{k A}
une contrainte toujours satisfaite que nous utilisons pour invalider des contraintes du mo-
déle générique.

Par ailleurs il est parfois avantageux de considérer les contraintes de fagon orientée.

Par exemple une contrainte de distance CdiSt n’est plus satisfaite si A ou B sont affectées
par la tumeur. La contrainte orientée C’d“t qui contraint les valeurs de B relativement a A
n’est quant a elle plus satisfaite si A est affectée (elle I'est toujours si B est affectée mais
pas A). De méme Cd“t n’est plus satisfaite si B est affectée. Le champ d’utilisation de ces
contraintes orientées est donc plus large que celui de la contrainte initiale.
Contrainte directionnelle Considérons une contrainte directionnelle Cff%” entre les
structures A et B. Nous supposons que la pathologie n’induit pas d’effet de masse et
donc ne déplace pas ou peu ces structures. Nous sommes donc assurés que la relation reste
satisfaite si la tumeur n’affecte pas la structure A. En effet dans ce cas si B n’est pas affectée
par la tumeur alors la relation reste satisfaite. Si B est affectée alors la partie restante de B
(éventuellement vide) satisfait toujours la relation directionnelle car cette derniére prend
la forme up < d0,(pa) et est décroissante par rapport a pup. En revanche si A est affectée
par la tumeur, nous ne sommes plus siirs que la relation soit toujours satisfaite. Ainsi si A
a été complétement détruite par la tumeur, la relation n’est plus satisfaite. Nous voulons
donc invalider la relation directionnelle lorsque A est affectée par la tumeur et préserver
la relation lorsque A n’est pas affectée par cette tumeur. Nous pouvons représenter cette
alternative par les conjonctions C’mOdlf ©A Chp et C’ﬁmOde A C’%%” . Nous créons alors la
contrainte suivante :

C = (CE™MEnCT )V (CRET N Ch ).

modzfze

Si nous savons que A est affectée par la tumeur, la contrainte C’ n’est jamais

satisfaite (elle n’est satisfaite par aucune instanciation) et C’mOde e lest toujours. Nous
pouvons donc simplifier cette expression et nous obtenons C' = C " - La contrainte C est
alors toujours satisfaite. La contrainte directionnelle est donc invalidée. Si nous savons que

A n’est pas affectée par la tumeur, CmOdlfw n’est jamais satisfaite et CﬂmOdew lest tou-
jours. En simplifiant ’expression de C, nous obtenons C' = Cd“" V. La relatlon directionnelle
peut donc étre utilisée. Finalement si nous ne savons pas si A est affectée ou non par la

. — di f1 d’ A . . .
tumeur, les deux contraintes C' AT%O ifie et C’mo ifie peuvent étre satisfaites par une partie
modzfze ot Cﬂmodzfze

des instanciations. Nous simplifions dans ce cas C' en approchant C', par
des contraintes toujours satisfaites (ce qui possible car cela condult A une contrainte plus
faible). Nous obtenons alors C' = Cd” YV C A = = ("% 1, p- Tant que nous n’avons pas plus
d’information sur l'affectation de A, nous n'utilisons donc pas la contrainte directionnelle
dans le processus de propagation.

Contrainte de distance Similairement une contrainte de distance orientée
entre deux structures A et B reste valide lorsque B est affectée par la tumeur mais pas

CZIS:BI: 1ZR%)

déplacée, nous pouvons supposer qu’elle est comprise entre ’ensemble vide et la structure telle qu’elle
aurait été dans le cas normal.
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det Y1¥2 reste valide lorsque A est affectée mais pas B. Si dans

dist v1 v
CA,B

lorsque A l'est. De méme

le modeéle générique nous avons la contrainte , nous définissons les contraintes

suivantes :
Cl _ (errg)difie Cdzst 2 1/2) V (Cznc;lzfze A CZ,B);
02 — (C—\modzfze A Cj(iz:sé vy Vg) (Cmodzfze A C‘Z,B)‘

Inclusion TUne contrainte d’inclusion de A dans B reste vérifiée si A est affectée par la
tumeur (en effet la sous-partie restante de A est aussi incluse dans B). De méme lorsque B
est affectée la relation reste valide puisque dans ce cas soit A fait partie de la sous-partie
de B qui n’est pas affectée par la tumeur, soit A est aussi affectée. Nous préservons donc
dans ce cas la contrainte du modéle générique :

C = Crdans

o0 . . . . .. titi
Partition Comme la contrainte d’inclusion une contrainte de partition Cf%}l gm reste
1S

vérifiée si les structures sont affectées. Nous conservons donc cette relation :
C = Crdcms

Nous considérons par ailleurs le cas particulier ol nous savons que la tumeur est incluse
dans B (la tumeur est incluse dans le cerveau dans les cas que nous traitons). Dans ce cas
nous décrétons que B n’est pas affectée par la tumeur mais qu’elle inclut la tumeur. La
structure B peut alors étre obtenue comme la réunion de ’ensemble {A;} et de la tumeur.
Ce point de vue présente I'avantage de présupposer que B n’est pas affectée par la tumeur
et ainsi de pouvoir utiliser une partie des relations liant B aux autres structures. Notons
cependant que dans ce cas toutes les relations radiométriques impliquant B ne sont plus
nécessairement valides et doivent étre invalidées.

Connexité Une contrainte de connexité n’est plus nécessairement satisfaite lorsque la
structure concernée est affectée par la tumeur. Nous obtenons donc :

C = (O;modifié A Czcélmm) vV (Czwdifié A C:x)

Adjacence Une contrainte d’adjacence C’jdjé entre deux structures A et B n’est plus
nécessairement satisfaite si A ou B est affectée par la tumeur. Nous obtenons donc :

C = (C;Trg)dzfze A Cﬁmodzfze A Cad] ) ((Cmodzfze V Cmodzfze) A CZ,B)

vol [fme 7fVmax]

Volume Une contrainte de volume C, n’est plus nécessairement satisfaite

si A est affectée par la tumeur. Nous obtenons donc :

— l ’ max ifié *
C = (CAmodzfze A CUO [anm A% ]) V (C;nodzfze A CA)

Contraste Finalement une contrainte de contraste orientée Cc‘mt n’est plus nécessaire-
ment satisfaite si A est affectée par la tumeur. Nous obtenons donc :

C — (C;?gdlflé A leo’rg) vV (Cmodlfle A C* )

De méme la contrainte C{% n’est plus nécessairement satisfaite lorsque B est affectée par
la tumeur.
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Elimination d’hypothéses sur la représentation spécifique

Pendant le processus de propagation les domaines des structures sont progressivement
réduits par l'application des propagateurs associés aux contraintes que nous savons va-
lides. Ces réductions peuvent conduire & des domaines ne contenant plus que des valeurs
non connexes a la région pathologique. Si A est une variable associée a un tel domaine, nous
pouvons alors conclure que la structure A n’est pas affectée par la tumeur. Inversement nous
pouvons aboutir & des domaines dans lesquels toutes les valeurs intersectent (ou sont adja-
centes &) la région pathologique. Dans ce cas nous pouvons conclure que la tumeur affecte A.
Cette situation est illustrée par la figure 6.23. Initialement nous ne savons pas si le putamen
gauche PUI est affecté ou non par la tumeur. Pendant le processus de propagation nous
obtenons alors la borne supérieure montrée a droite pour le domaine du putamen. Celle-ci
n’est pas connexe a la région pathologique. Aucune valeur du domaine du putamen ne vérifie

I’hypothése « la tumeur affecte le putamen ». La contrainte C’%{L{fii pu; est donc toujours

insatisfaite : Vu € (PUL PUI),Vp; € (Tumeur, Tumeur), rel(CH7e o Y(ue, ) = 0

umeur,PUL
et rel(C’;an’;eﬁfPUl)(ut,u) = 1. Par conséquent nous pouvons mettre & jour toutes les
contraintes impliquant le putamen gauche en réalisant les simplifications possibles. Ainsi
nous pouvons maintenant utiliser la contrainte de direction entre le putamen et le ventricule

latéral.

Lobe Frontal

Définitio...
Synonyes;...
Moshices
Volumet.....]

Ventricule latéral Noyau Caudé Tumeur

Définition:... Définition:... Type:
QUI/NON =t Oedéme:

Meshd:.. {—_| Meshid:... Nécrose:
Volume].......] Volumer...] | OUINON Définition:..

OUI/INGON

Thalamus Putamen ] M
Définition:... [ pefrfon:... NON
.....

Meshid: Meshid:
Volumer[......] Volumer[......]

F1GURE 6.23 — Suppression de I'hypothése « la tumeur affecte le putamen gauche ». La
borne supérieure du domaine du putamen n’est en effet pas connexe a la région pathologique
(a droite). La contrainte de direction liant le putamen et le ventricule droit peut alors étre
utilisée.

Nous allons exprimer ces conditions sous la forme de régles. Tout d’abord si les bornes
supérieures de la tumeur® et d’un objet A sont non connexes, cela implique que toutes
les valeurs des domaines de la tumeur et de 'objet A sont non connexes. La contrainte
C;Zg:ﬁa est donc toujours satisfaite et nous pouvons conclure que la tumeur n’affecte
pas A. Si nous notons § B, la dilatation par une boule élémentaire, nous obtenons la régle
suivante :

S, (Tumeur) N A =0f = rel(Cr;“ffede )y=1et rel(C’%ffede ) =0, (6.2)

umeur,A umeur,A

ou rel(C') = 1 signifie que toute instanciation valide appartient a rel(C) et inversement
rel(C') = 0 signifie qu’aucune instanciation valide n’appartient a rel(C).

Si maintenant la borne supérieure de A est incluse dans le dilaté de la borne inférieure
de la tumeur nous pouvons en déduire que la structure est affectée par la tumeur. Nous

8. Nous disposons d'une segmentation de la tumeur. Les bornes inférieure et supérieure du domaine
associé a la tumeur sont donc égales a cette segmentation.
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obtenons donc :

A < g, (Tumeur) = rel(C’;ffecm y=1et rel(C’;affecm ) =0. (6.3)

umeur,A umeur,A

Finalement si les bornes inférieures de A et de la tumeur s’intersectent ou sont adja-
centes cela implique que A et la tumeur s’intersectent ou sont adjacentes et donc que la
structure A est affectée par la tumeur :

0B, (LTumeur) N A # 0r = rel(C%ffeCte )=1et rel(C;a'ffede ) =0. (6.4)

umeur,A umeur,A

Lorsque 'une de ces régles s’applique pendant le processus de propagation, nous pou-
vons simplifier la contrainte Crymeur,.a = 4 fecte A\/Cﬁaf fecte Jiant A 4 la tumeur en sup-

Tumeur, Tumeur,A
primant I’hypothése non satisfaite. Si par exemple la premiére régle s’applique, C%{j;fgf; 4
n’est jamais satisfaite et nous pouvons donc simplifier Crymeur,4 qui vaut maintenant

- ¢ ) . L . )
CTZ%ZCTZ. Dans la représentation spécifique de ce cas, A n’est ainsi pas affectée par la

tumeur. Ce scénario est illustré pour le putamen gauche dans la figure 6.23. Notons que si
nous aboutissons & une incohérence alors nous concluons simplement a I'inconsistance du
réseau (par exemple si la premiére régle s’applique alors que Crymeur,a vaut C;ﬂ’;fg;i 1)
La simplification d’une contrainte Crymeur,a peut alors conduire a la simpliﬁcétion
d’autres relations du réseau. Par les deux régles de I’équation 6.1, nous déduisons en ef-
fet que szdé{ ;e ou CZ'EOB?}JC *“ sont toujours satisfaites ou invalides. Nous pouvons alors
simplifier toutes les relations dans lesquelles CZZ‘%{ ;é et C’;?E‘g?{ “ interviennent. Certaines
relations du modéle générique deviennent alors définitivement invalidées ou au contraire

peuvent étre utilisées pendant le processus de propagation. Considérons par exemple la

contrainte CTum?ur, A= C;Z{Tf:f:a et la contrainte de direction modifiée C"™ = (CX'};dif LN
C’%%) Y (Cxﬁme A C} p)- Par 'équation 6.1, nous obtenons que rel(Cz:'g’d’fw) =1et

rel(CxOng ) = 0. Nous simplifions alors C™ qui vaut maintenant C%",. Nous pouvons
donc maintenant utiliser normalement la contrainte de direction dans le processus de pro-

pagation et celle-ci appartient a la représentation spécifique de ce cas.

Algorithme de propagation modifié

Nous initialisons le réseau de contraintes en créant pour chaque nceud A du modéle
générique la contrainte Crymeur,.a = %{jjiﬁ 4V C;ZQ;E;;GA Pour chaque relation du mo-
déle nous créons alors la contrainte modifiée associée. Les domaines sont ensuite initialisés
a F et le domaine de la tumeur est réduit a un singleton en fournissant la segmentation
préliminaire. D’autres variables sont éventuellement initialisées par des segmentations ex-
ternes. Si la tumeur est totalement incluse dans la région d’'une de ces variables A (le
cerveau dans notre cas), nous réalisons la modification discutée lorsque nous avons traité
la contrainte de partition (les contraintes de partition dont la structure principale est A
sont transformées en contraintes de réunion impliquant aussi la tumeur, toutes les relations
de contraste impliquant A sont invalidées et Crymeur,a est initialisé a C’;Zﬁﬁfja) Sinon
nous vérifions si les régles données par les équations 6.2, 6.3 et 6.4 s’appliquent. Si c’est le
cas la contrainte Crymeur,a est simplifiée et nous propageons cette mise a jour a toutes les
contraintes impliquant A.

Nous modifions alors le processus de propagation décrit dans la section 4.2.5 pour
réaliser simultanément la réduction des domaines et la mise a jour des contraintes. La
mise & jour des contraintes est en général beaucoup moins cotteuse que le calcul des
propagateurs. A chaque fois que la borne d’un domaine est mise & jour nous estimons donc

si I'une des trois régles décrites par les équations 6.2, 6.3 et 6.4 s’appliquent. Si c’est le
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cas nous propageons cette mise a jour & l’ensemble des contraintes impliquant la variable.
Des contraintes qui étaient auparavant inutilisables pourront alors étre utilisées ou seront
définitivement invalidées.

En pratique nous invalidons (temporairement ou définitivement) les contraintes en leur
affectant une priorité de calcul nous comme nous le décrivons ci-dessous.

Modification des priorités des contraintes

Pendant le processus de propagation 'ordonnancement de ’application des propaga-
teurs est déterminé par un indice de priorité calculé pour chaque contrainte. Nous pouvons
donc proscrire le calcul du propagateur d’une contrainte en lui affectant une priorité nulle.
Nous allons ainsi modifier le calcul des priorités des contraintes pour interdire 'application
de contraintes potentiellement invalides.

Pour prendre en compte la tumeur, nous avons reformulé les contraintes du modéle
comme une combinaison de contraintes élémentaires. Nous exprimons la priorité de ces
nouvelles contraintes & partir des priorités des contraintes élémentaires. Tout d’abord nous
affectons une priorité nulle & la contrainte C’}L‘ A:} (qui est une contrainte toujours satisfaite) :

* _
P(C { Ai}) =0.
. . e —modi fié difié e , .
Les contraintes intermédiaires C' Anf{‘%/_l}f et C'Zuf{ ];f ;e ne réalisant pas non plus de réduction
des domaines, nous leur affectons aussi une priorité nulle :

P(O;ngdifié) — 0
P(c{ji‘;iﬁé) = 0.

A partir des priorités des contraintes élémentaires nous exprimons alors la priorité de
leur combinaison. Tout d’abord la disjonction de deux contraintes donne une contrainte
moins restrictive que chacune de ces contraintes. Nous définissons donc la priorité d’une
disjonction de deux contraintes comme la priorité minimale de ces deux contraintes :

P(Cl vV CQ) = min(P(Cl), P(CQ)) (65)

Similairement une contrainte obtenue comme la conjonction de deux contraintes est au
moins aussi restrictive que chacune de ces contraintes. Nous définissons donc la priorité de
la conjonction comme la priorité maximale de ces contraintes :
P(Cl VAN 02) = max(P(C’l), P(CQ)) (66)
Reprenons pour exemple la contrainte de direction C’jll’;%” entre deux structures A et B.
Lorsque nous ne savons pas si A a été affectée par la tumeur cette contrainte est exprimée
dans le réseau suivant : C™ = (C;jgdlf CACYE)V (C’ZOg”c *“ A C% p)- Sa priorité vaut
donc :
P(C™) = min(max(P(CL5""), P(CYE)), max(P(CRET™), P(Ch )

= min(max(0, P(C’fé‘fgs)), max(0,0))

= 0.
Lorsque nous savons que la structure A n’est pas affectée par la tumeur, cette contrainte
est simplifiée et vaut C™ = Cf‘ag‘s. Sa priorité vaut alors :

P(C) = max(P(CR5""), P(CLR))
= max(0, P(CL'F")) = P(CLE).
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Dans le premier cas la contrainte présente donc une priorité nulle et n’est pas calculée alors
que dans le deuxiéme cas le calcul de sa priorité est réalisé normalement.

6.4.2 Segmentation et résultats
Exemples synthétiques

Nous prenons tout d’abord pour exemple un cas de la base d’images synthétiques dans
laquelle nous simulons la présence d’une tumeur. Nous construisons les trois cas présentés
dans la figure 6.24 (b-d) o la tumeur est placée & des positions variées. En (b) la tumeur
est placée dans la structure C. En (c) elle se trouve a lintersection de B, D et F. Enfin
en (d) la tumeur se trouve principalement dans la structure H et intersecte faiblement B.

(a) (b) () (d)

FIGURE 6.24 — (a) Une image synthétique de la base utilisée dans la section 6.2. Nous

simulons la présence d’une tumeur dans la structure C' (b), a U'intersection des structures
B, F et D (c) ou des structures B et H (d).

Pour chaque cas nous appliquons le processus de propagation modifié en utilisant le
modeéle G150 (appris sur une base qui ne contient pas ce cas). Nous ajoutons pour cela a
ce graphe un nceud Tumeur, nous créons entre la tumeur et toutes les autres variables
O une relation Crymeur,0 = C’%{L{,fiio Vv C’;ng:ﬁeo et nous modifions toutes les rela-
tions du modéle générique comme nous l’avons décrit. Nous initialisons alors les domaines
de la tumeur et de la variable Tout (qui est une structure du modéle incluant toutes
les autres) respectivement a (Urumeurs UTumeur) €t (WTout, WTout). Puisque que nous avons

4 : dans :
Wumeur < WTout NOUS créons la relation CTumew Tout» DOUS remplacons la contrainte de par-

s part : réunion
tition Cy 5 o p g F.G.H.1—Tout PAT la contrainte de réunion CYE'™h g g .1 Tumeuwr—Tout
affecte I
wmeur- Tout (COIMINE NOUS 'avons
discuté dans le paragraphe portant sur la modification de la contrainte de partition, nous
considérons que les structures du modeéle, en général de niveau hiérarchique élevé, pour les-
quelles nous disposons d’une segmentation initiale qui inclue la tumeur ne sont pas affectées
par celle-ci. En effet cela permet d’utiliser certaines relations spatiales par rapport & cette
structure). Nous appliquons alors le processus de propagation modifié. Nous montrons dans
la figure 6.25 I’évolution des domaines d’une part et des relations Crymeur,0 d’autre part
au cours du processus ?. Les premiéres lignes présentent les domaines & plusieurs stades du
processus de propagation appliqué au cas (b) de la figure 6.24. Les premiéres hypothéses

sur I'affectation des structures sont rapidement éliminées notamment grace aux relations de

et nous mettons a jour Crumeur,Tout qui vaut maintenant Cr.

9. Notons que nous utilisons ici une contrainte que nous n’avons pas, faute de temps, pu décrire. Nous
nommons cette contrainte distance orientée. Pour une orientation donnée, celle-ci contraint relativement
les positions minimales et maximales des deux structures (selon cette orientation). En prenant axe des
r par exemple, une telle contrainte entre A et B lie ’abscisse des points de B aux abscisses minimales et
maximales des points de A et réciproquement. Cela conduit donc & des réductions d’aspect rectangulaire
lorsque les orientations utilisées sont les axes du repére.
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distance orientée relativement & la variable Tout. Ensuite lorsque la borne inférieure de C'
est mise & jour nous obtenons que C' est affectée par la tumeur. Les réductions de domaines
suivantes nous permettent de déterminer que B et finalement I ne sont pas affectées. No-
tons que I est la structure présentant le plus d’ambiguité avec C ou se trouve la tumeur.
Le processus de propagation modifié a donc a la fois réalisé une réduction importante des
domaines et obtenu le modeéle spécifique de ce cas. En effet le processus a déterminé que C'
est affectée par la tumeur et qu’aucune autre structure ne 'est. Les deux derniéres lignes
de la figure 6.25 présentent alors les résultats obtenus sur les cas (c) et (d) de la figure 6.24.
Dans le cas (c), le processus de propagation obtient aussi le modeéle spécifique au patient.
En effet il déduit que la tumeur affecte B, D et F' et n’affecte pas les autres structures.
Dans le cas (d), le processus parvient a déterminer que H est affecté et qu’aucune autre
structure que B et H n’est affectée. Il reste donc dans ce cas une indétermination sur le
modeéle spécifique.

IRM cérébrales

Nous appliquons maintenant ce processus a la coupe axiale qui est présentée dans la
figure 6.26 (a). Nous supposons que la tumeur (b) et le cerveau ont été préalablement
extraits et nous utilisons le modele G¥ obtenu dans la section 6.3 & partir des 6 cas annotés
présentés dans la figure 6.7. Nous définissons le réseau de contraintes initial en ajoutant a
G’ un neeud représentant la tumeur, en créant les contraintes Crymeur0 = C%{Lﬁiio V

C;Z{J:ﬁeo pour l'ensemble des variables O de GY et en modifiant toutes les relations.

Nous initialisons alors les domaines du cerveau et de la tumeur par les segmentations
préliminaires Uruymeur €t HCery. Puisque la premiére est incluse dans la seconde, nous
créons la relation C%‘fﬁ;:eur Cerys DOUS remplacons la contrainte de partition portant sur

le cerveau par une contrainte de réunion impliquant aussi la tumeur et nous décrétons que
_ ~affecte
CTumeur,Cerv - YTumeur,Cerv*

FIGURE 6.26 — (a) Coupe axiale d’'une IRM d’un patient présentant une tumeur cérébrale
montrée en (b). (¢) Résultats de reconnaissance des structures internes.

Nous appliquons alors ’algorithme de propagation modifié. Nous montrons tout d’abord
dans la table 6.8, & plusieurs étapes du processus, les structures pour lesquelles la relation
CTumeur,0 vaut C;deﬁeo- Sans surprises, les premiéres structures vérifiant cela sont éloi-
gnées de la tumeur. Cest par exemple le cas du thalamus droit T Hr qui se trouve dans
I'autre hémisphére et du lobe occipital qui est situé a l’arriére du cerveau. En réduisant

progressivement les domaines au cours du processus de propagation 'algorithme parvient
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ensuite & déterminer que des structures plus proches telles de le thalamus gauche T'HI ne
sont pas affectées. Cependant il ne parvient pas a le faire pour toutes les structures (pour le
putamen gauche PU! par exemple qui ne semble pas affecté mais qui se trouve trés proche
de la tumeur ou pour le lobe insulaire qui est affecté). En effet les domaines obtenus a
la fin du processus de propagation restent larges (notamment pour les structures affectées
dans ce cas et méme lors de la reconnaissance chez des sujets normaux) comme nous le
montrons dans la figure 6.27. En rendant le processus de propagation plus contraignant,
nous pourrions obtenir des domaines plus réduits et par la méme occasion éliminer un
plus grand nombre d’hypothéses concernant le graphe spécifique, méme si dans certains
cas cette décision semble étre difficile & prendre.

TABLE 6.8 — Structures pour lesquelles Crymeur,0 vaut C;Zg:ﬁeo a plusieurs stades du

processus de propagation modifié lorsqu’il est appliqué au cas de la figure 6.26.

0 BRAIN
200 | BRAIN THr
300 | BRAIN OLI THr
400 | BRAIN FRX OLI THr
500 | BRAIN ChF FRX OLI SPTP THr
1000 | AICr ALVr BRAIN CDr ChF FLVr FRX OLI SPTP THr
2000 | AICr ALVr BRAIN CDr CWMFr CWMOI CWMOr CWMPr CWMr
CXr ChF ECr FLVr FLr FRX INSr OL1 OLr PICr PL1 PLr PUr SPTP
SUCr THr TLr
5000 | AICr ALVr BRAIN CDr CWMFr CWMOI CWMOr CWMPr CWMr
CXr ChF ECr FLVr FLr FRX INSr OL1 OLr PICr PL1 PLr PUr SPTP
SUCr THr TLr
10000 | AICr ALVr BRAIN CDr CWMFr CWMOI CWMOr CWMPr CWMr
CXr ChF ECr FLVr FLr FRX INSr OLI OLr PICr PL1 PLr PUr SPTP
SUCr THI THr TLr
20000 | AICr ALVI ALVr BRAIN CDr CWMFr CWMOI CWMOr CWMPr
CWMr CXr ChF ECr FLVr FLr FRX INSr OLlI OLr PICr PLI PLr
PUr SPTP SUCr THI THr TLr
42800 | AICr ALVI ALVr BRAIN CDr CWMFr CWMOI CWMOr CWMPr
CWMr CXr ChF ECr FLVr FLr FRX INSr OLI OLr PICr PLl PLr
PUr SPTP SUCr THI THr TLr

Nous réalisons finalement l'extraction d’un résultat final. Nous montrons dans la fi-
gure 6.26 (c) les résultats obtenus pour les noyaux caudés, les ventricules latéraux, les
thalamus et les putamens. Pour prendre en compte la présence de la tumeur lors de I'ex-
traction de la solution nous avons aussi dii adapter le processus. En effet pour obtenir la
segmentation d’une structure donnée, nous utilisons ’ensemble des structures adjacentes
(dans le modeéle) pour recomposer ’ensemble de la frontiére de la structure. Lorsque la
structure est affectée par la tumeur, nous devons donc ajouter cette derniére & I’ensemble
des structures adjacentes. Si nous ne savons pas si la structure est affectée, nous réalisons
cette opération par défaut.

6.4.3 Vers un modéle plus général de la prise en compte des tumeurs

De facon plus générale les tumeurs peuvent non seulement infiltrer ou détruire des struc-
tures anatomiques normales, mais aussi induire un effet de masse (c’est-a-dire provoquer
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Original

FIGURE 6.27 — Résultat du processus de propagation modifié en utilisant le graphe G
obtenu dans la section 6.7. Nous montrons les domaines obtenus pour la partie antérieure
des capsules internes (AICI et AICT), les carrefours ventriculaires (ALVI et ALV'r), le
cerveau (BRAIN), le genou et le splénium du corps calleux (CCyg et CCs), la fissure
choroide (ChF), la matiére blanche cérébrale (CMW 1 et CW M), le cortex cérébral (C X1
et CXr), les capsules externes (ECI et ECT), les cornes frontales des ventricules latéraux
(FLV1 et FLVr), les lobes insulaires (INSI et INST), la partie postérieure les capsules
internes (PIC!l et PICT), les putamens (PUI et PUr), le septum (SPTP) et les thalamus
(THl et THr).
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un refoulement de ces structures). Dans ce cas le processus décrit dans cette section n’est
plus suffisant. En effet si la tumeur provoque un effet de masse, de nombreuses relations
n’impliquant pas nécessairement des structures directement affectées par la tumeur ne sont
plus valides.

Prenons pour exemple les coupes axiales présentées dans la figure 6.28. Nous pou-
vons comparer la coupe axiale d’un patient présentant une tumeur (b) a celle d’un sujet
normal (a). La tumeur induit un effet de masse relativement important qui refoule les
structures & proximité. Le carrefour ventriculaire droit par exemple est fortement déplacé
et certaines relations spatiales telles que la relation de direction par rapport au carrefour
ventriculaire gauche peuvent étre partiellement invalidées.

FIGURE 6.28 — Une coupe axiale d'un cerveau sain (a) et d'un cerveau présentant une
tumeur cérébrale refoulante (b). Le refoulement des structures dans le cas pathologique
peut partiellement invalider certaines relations obtenues dans le cas sain.

Pour prendre en compte de telles modifications, nous pourrions étendre la méthode
proposée dans cette section en réalisant une mise & jour plus fine des relations du modéle
générique. Nous décrivons ici briévement comment cette extension peut étre réalisée.

Le refoulement induit par la tumeur peut étre caractérisé trés approximativement en
chaque point par une direction et une distance (par rapport & la position normale de la
structure). Nous ne voulons pas obtenir une évaluation fine de ces paramétres, nous pouvons
donc les représenter grossiérement par des valeurs symboliques. L’espace de valeurs des
paramétres est ainsi subdivisé en régions associées a des valeurs symboliques. Par exemple,
pour représenter I'information de direction en 2D, I'intervalle [—m, 7] peut étre divisé en huit
sous-parties associées a des valeurs symboliques [Frank, 1991] présentées en bleu dans la
figure 6.29. Pour représenter I'information de distance, une subdivision de R* en intervalles
annotés par des valeurs telles que « proche de » ou « loin de » peut étre réalisée [Hernandez
et al., 1995]. Dans la figure 6.29 nous avons de cette fagon réalisé une subdivision en
trois valeurs : « proche » (P), « moyennement proche » (M) et « loin » (L). En combinant
ces deux granulations [Clementini et al., 1997] nous obtenons la subdivision de l'espace
de paramétres en 24 valeurs symboliques présentée par la figure 6.29. Nous notons R
Pensemble de ces valeurs auquel nous ajoutons I’élément (0,0) représentant 1’absence de
refoulement.

Pour représenter le refoulement d’une structure A par la tumeur, nous définissons un

nouveau type de contrainte que nous notons C’;Z{ﬁf;(iw dmt), ou (dirdist) € R sont les
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FIGURE 6.29 — Représentation de ’espace de paramétres par un ensemble de valeurs sym-
boliques combinant I'information de distance (en rouge) et d’orientation |Clementini et al.,
1997].

paramétres de la relation de refoulement. La valeur symbolique dir représente une direc-
tion et le parameétre dist 'importance du refoulement. Nous procédons alors comme pour la

. t L . . L N . .
contrainte C%f fecte o definissant les contraintes du réseau i partir des contraintes du mo-
refoule (dir dist)

dele générique et de contraintes Crp o a

umeur,A

. Pendant le processus de propagation nous

, . . . . . refoule (dir dist
déterminerons alors, en utilisant les domaines obtenus, si les contraintes CTUJ:MW( A )

sont nécessairement satisfaites ou invalides.

Nous créons donc a partir du modéle générique un réseau de contraintes qui comporte
toutes les variables du modéle et la tumeur. Nous lions la tumeur et chaque structure par
la contrainte Crymeur,a = C’%’;ﬁiﬁ Y \/(dir dist)eR C;Z{ﬁiifiw dwt). Ensuite pour chaque
contrainte du modéle générique nous définissons une contrainte modifiée, prenant en compte
un éventuel refoulement. Considérons par exemple une contrainte de distance C4 entre
deux structures A et B a partir de laquelle nous définissons deux contraintes aséouplies
C’%sém"d et C’f{{%”és mod en relachant ses paramétres. Nous définissons alors une contrainte

modifiée prenant la forme :

o modi fié * refoule (dir dist) dist (dir dist)
C=(Cpap"" NCap)V V(@5 NCap )|
(dir dist)eR
dist (dir dist) dist Cdist mod Cdist tres mod
AB > bap

ou Cy vaut C'y'5, ou C} p selon la valeur (dirdist) de

la relation de refoulement et C’Z{;ule (dirdist) oot une facilite de notation (Péquivalent de
C'Xwgif i pour la relation de refoulement). Nous présentons dans la table 6.9 un exemple de

définition de Cji‘jé(dir 4s1) en utilisant les quatre valeurs H (haut), B (bas), G (gauche) et

D (droite) pour les orientations et les trois valeurs P (proche), M (moyennement proche)
et L (loin) pour I'importance du refoulement. Pour chaque couple (dir dist) nous spécifions
alors (arbitrairement) si la relation de distance reste satisfaite, est légérement ou fortement
assouplie ou si elle n’est plus du tout satisfaite. Par exemple si A et B sont toutes les deux
fortement refoulées dans la direction H (ce qui correspond a la premiére case du tableau), la
relation du modéle devrait étre toujours partiellement satisfaite puisque les deux structures
devraient subir le méme déplacement. Maintenant si A et B sont fortement refoulées mais
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TABLE 6.9 — Satisfaction totale (s), partielle (m), trés partielle (¢m) ou non satisfaction
—s d’une relation de distance entre deux structures A et B en fonction des relations de
refoulement de ces structures avec la tumeur. Les valeurs H (haut), B (bas), G (gauche) et
D (droite) représentent la direction de refoulement et les valeurs P (proche), M (moyen-

nement proche) et L (loin) U'importance de ce refoulement.
H B G D

L M| P L M| P L |\ M| P L M| P
m m m s | s | s tm | tm | tm || tm | tm | tm
H m s s —s| s | s |{tm | m | m tm | m | m
m S S s | s | s | tm | m S tm | m S
-S| s | s m m m tm | tm | tm || tm | tm | tm
s | TS m S S tm | m m tm | m m
-S| s | s m S S tm | m S tm | m S
m

oy
|| | | || | | || | |

il

V2]

tm [ tm | tm || tm | tm | tm m m —s | s | s

G tm | m | m||tm| m | m m —s | s | —s

tm | m S tm | m S m —s | s | s

tm | tm | tm || tm | tm | tm || -s | 7s | =S m m m

DI M|tm | m | m{|tm| m | m s | s | —s m s s
P |ltm | m S tm | m s —s | s | s || m

dans des directions opposées alors la relation n’est probablement plus du tout satisfaite et
ne doit pas étre prise en compte.

Comme pour les contraintes caffecte o ol fecte

Tumeur A Tumeur.A 1OUS devons alors pendant le

. p . . . refoule (dir dist)
processus de propagation déterminer si les contraintes C’Tumeur’ A

satisfaites ou invalides. Pour cela nous pouvons nous reposer sur des régles du type :

sont nécessairement

Cdir N A CdistL - Crefoule (N P) v Crefoule (00)

Tumeur,A Tumeur,A Tumeur,A Tumeur,A >

ou C’%Z,%W, 4 est une contrainte directionnelle dont la direction vaut N et C%ijfngun A
une contrainte de distance associée a la valeur symbolique L. En d’autres termes si A
se trouve dans la direction N relativement & la tumeur et qu’elle se trouve loin de la
tumeur, alors nous considérons que A devrait subir un refoulement dans la direction N
de faible amplitude ou ne pas étre refoulée. Les relations C%Z#Yem 4 et C%%Leun 4 ne font
pas partie du modéle et ne sont donc pas connues. Mais en supposant que nous disposons
d’une segmentation préliminaire de la tumeur, nous pourrions en fonction du domaine de
A déterminer si ces contraintes sont nécessairement satisfaites.

L’adaptation du processus de reconnaissance au traitement de cas présentant des tu-
meurs induisant un effet de masse semble donc réalisable. Au-dela de cette application, cela
illustre la souplesse du modéle structurel. Cette représentation compacte et facilement in-
terprétable peut en effet étre enrichie ou modifiée simplement, cette tache étant nettement

plus délicate & réaliser pour un modéle statistique par exemple.

est
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Chapitre 7

Conclusion

7.1 Récapitulatif des contributions

Cette thése propose une contribution au probléme de segmentation et de reconnaissance
d’images fortement structurées telles que les IRM cérébrales. Pour cela nous utilisons un
modéle représentant ’agencement spatial de structures anatomiques sous forme de relations
spatiales et leur apparence par un a priori sur leur contraste. Le processus de reconnais-
sance vise alors & associer a chaque structure du modéle une région de ’espace satisfaisant
I’ensemble des relations de ce modeéle. Nous résolvons ce probléme dans le formalisme des
réseaux de contraintes. Pour cela nous dérivons un ensemble de contraintes des relations
spatiales ou radiométriques du modéle en utilisant des représentations floues de celles-ci.
Pour obtenir la contrainte liée & un a prior: de connexité nous avons ainsi étudié plus en
détails la notion de connexité des ensembles flous.

Nous détaillons ci-dessous ces trois contributions : (i) la représentation structurelle de
Panatomie, (ii) le processus de reconnaissance reposant sur ce modeéle et (iii) le travail
portant sur la connexité des ensembles flous.

7.1.1 Représentation structurelle de ’anatomie

Notre travail repose sur un modéle structurel de ’anatomie. Une premiére esquisse de
ce modeéle avait été proposée dans [Colliot, 2003]. Nous 'avons mis en ceuvre et enrichi.
Nous avons alors réalisé une structuration de 'anatomie d’un patient spécifique autour
de ce modéle (cf annexe B). A partir de données radiologiques annotées nous définissons
ainsi une représentation spécifique au patient. A des fins pédagogiques nous avons alors
développé un outil de navigation dans les modéles individualisés de ’anatomie. Celui-ci
nous permet d’explorer conjointement la représentation sous forme de graphe et les données
radiologiques annotées du patient. Dans ce cadre nous enrichissons actuellement le graphe
de connaissance pour y intégrer les principaux réseaux fonctionnels.

7.1.2 Processus de reconnaissance

Ce modéle de "'anatomie est d’autre part utilisé pour réaliser la segmentation et la re-
connaissance d’TRM cérébrales. Nous voulons ainsi associer a chaque structure anatomique
recherchée une région de ’espace satisfaisant a ’ensemble des relations du modéle. Nous
représentons ce probléme par un réseau de contraintes oil les variables sont les régions as-
sociées aux structures anatomiques recherchées et les contraintes sont dérivées du modéle
structurel de 'anatomie. Une solution ne pouvant pas étre obtenue directement pour des
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raisons de complexité, nous avons alors proposé un processus en deux étapes pour obtenir
une solution approximative.

Premiérement un algorithme de propagation de contraintes réduit progressivement les
domaines de définition de ’ensemble des variables du probléme en en supprimant de nom-
breuses valeurs qui ne peuvent pas satisfaire les contraintes et donc pas étre solution du
probléme. Cela est réalisé par la mise & jour des bornes des domaines (puisqu’une mani-
pulation directe de ces domaines n’est pas possible). L’algorithme de propagation consiste
ainsi & choisir séquentiellement une contrainte et a appliquer le propagateur associé, c’est-
a-dire opérateur réduisant les domaines en supprimant les valeurs inconsistantes avec la
contrainte. Pour accélérer la convergence de cet algorithme nous avons alors proposé d’or-
donner I'application des propagateurs en estimant la réduction potentiellement réalisée,
le colit calculatoire des propagateurs et le changement des domaines depuis leur dernier
calcul. Cela nous permet d’obtenir une décroissance nettement plus rapide des domaines
et permet ainsi d’accroitre efficacité du processus.

Les domaines sont considérablement réduits par ce processus. Mais ils sont toujours
trop grands pour qu’'un algorithme de recherche exact (tel que le retour sur trace) puisse
étre appliqué. Nous avons donc proposé d’extraire une solution approximative (au sens des
contraintes du modele) par 'extraction, pour chaque structure recherchée, d’'une surface
minimale définie & partir des domaines obtenus pour cette structure et les structures ad-
jacentes. Ce processus d’extraction obtient efficacement une région dont la frontiére est
cohérente avec les domaines des structures voisines.

Nous avons alors appliqué ’ensemble de ce processus & la reconnaissance d’IRM céré-
brales de sujets sains mais aussi de patients présentant une tumeur cérébrale. Nous avons
ainsi réalisé I'extraction des structures internes du cerveau tout d’abord dans une coupe
particuliére (pour laquelle nous avons construit une base d’apprentissage) afin de valider la
méthode proposée. Le processus a ensuite été testé sur le volume complet. Pour traiter les
cas pathologiques nous avons alors proposé une adaptation du processus de reconnaissance.
En effet le modéle de 'anatomie ne correspond plus dans ce cas a I'image & reconnaitre.
La téache & réaliser est donc double dans ce cas. Nous devons & la fois réaliser la reconnais-
sance des structures anatomiques normales dans I'image et obtenir le modéle spécifique
au patient. Pour simplifier le probléme nous nous sommes restreint & des tumeurs peu
refoulantes. Dans ce cas le modéle spécifique & un patient peut étre obtenu par une trans-
formation relativement simple du modéle générique. Nous avons donc considéré 'ensemble
de tous les modeles spécifiques possibles et nous avons proposé un processus de propaga-
tions de contraintes qui & la fois réduit les domaines des variables spatiales et supprime
des hypothéses incohérentes sur le modéle spécifique. Nous réalisons ainsi conjointement la
reconnaissance et ’obtention d’un modéle spécifique au patient.

7.1.3 Connexité des ensembles flous

Pour représenter la contrainte liée & un a priori de connexité et définir le propagateur
associé, nous avons été amenés a traiter la notion de connexité des ensembles flous. A
partir des définitions existantes, nous avons proposé la définition d’un degré de connexité
des ensembles flous nous permettant d’introduire un degré de tolérance dans la modélisation
de la contrainte. Nous avons montré que cette notion de connexité est représentée de fagon
appropriée par une hyperconnexion et qu’elle présente de bonnes propriétés notamment en
termes de régularité. Nous avons aussi proposé une méthode d’extraction des composantes

connexes relatives & cette définition. Cela nous permet alors de calculer efficacement les
filtres connexes intervenant dans la définition des propagateurs associés & la contrainte de
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connexité.

7.2 Perspectives

7.2.1 Optimisation du processus de propagation

Malgré les optimisations proposées, le processus de propagation de contraintes reste
cofiteux et de nombreuses possibilités d’optimisation restent & explorer. Premiérement des
réductions de complexité importantes semblent possibles pour de nombreux propagateurs
dont le cotit calculatoire reste prohibitif. Le calcul des dilatations utilisées dans les propa-
gateurs des contraintes de direction et de distance pourrait notamment étre optimisé.

Ensuite le processus de propagation se poursuit jusqu’a convergence. Or, aprés une
phase de décroissance rapide des domaines, le processus converge lentement. Cette phase
de convergence lente est trés cotiteuse pour une réduction de domaines limitée. Elle pourrait
donc étre évitée. Pour cela des critéres robustes permettant de qualifier cet état de quasi-
convergence pourraient étre proposés.

Enfin nous réalisons la propagation pour I’ensemble des structures du modéle. Or nous
ne sommes pas toujours intéressés par l'extraction de ’ensemble de ces structures. En
orientant le processus de propagation vers 'extraction d’un sous-ensemble de structures
nous pourrions éviter la réduction inutile de nombreux domaines. Cela pourrait étre réalisé
en adaptant les indices proposés dans le chapitre 4. La priorité d’une contrainte ne serait
plus liée & l'estimation de la réduction de domaine que la contrainte peut réaliser, mais
4 la réduction des domaines des structures cibles qui pourrait étre obtenue & terme. Par
exemple supposons que nous voulions extraire une structure A, qu’une autre structure
B présente un domaine large et qu’une contrainte entre B et A permette de réduire le
domaine de A si le domaine de B a été suffisamment réduit. Toute contrainte permettant
de réduire A présente dans ce cas un intérét, mais si aucune contrainte ne le permet toute
contrainte permettant de réduire B devient alors intéressante puisque cette réduction peut
alors permettre de réduire A.

7.2.2 Vers un réseau plus contraint

Nous avons utilisé ici un nombre restreint de types de relations. Nous obtenons un
réseau assez contraint pour réaliser la reconnaissance des structures internes mais les ré-
sultats obtenus pourraient étre améliorés par 1'utilisation d’un réseau plus contraint. Nous
pourrions ainsi utiliser d’autres contraintes spatiales ou une représentation plus fine de I’a
priori radiométrique intégrant un modéle de la chaine d’acquisition. L’intégration de nou-
velles contraintes pourrait ainsi non seulement permettre de réduire certaines ambiguités
mais aussi d’accroitre les performances du processus de reconnaissance.

L’intégration de contraintes sur la forme des objets recherchés devrait ainsi étre envi-
sagée. Ce type d’a prior: permettrait d’obtenir un probléme beaucoup mieux contraint.
Cependant cette intégration semble délicate et nécessiterait probablement un changement
du mode de représentation des régions. Une représentation paramétrée serait en effet pré-
férable & la représentation sous forme de tableau de voxels utilisée.

7.2.3 Représentation des variations importantes de ’anatomie

Actuellement le modéle est représenté par un ensemble de contraintes qui doivent étre
satisfaites par I’ensemble des cas a reconnaitre. Cependant dans certains cas ’agencement
spatial des structures peut présenter des variations connues qu’il pourrait étre intéressant
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de prendre en compte. Plutét qu’une base de connaissances définie comme une conjonction
de contraintes, nous pourrions envisager de prendre en compte des formulations disjonc-
tives comme A est & droite de B et B est a droite de C ou C est a droite de B et B est
a droite de A. Cela présenterait tout d’abord un intérét pédagogique puisque nous pour-
rions alors simplement mettre en évidence dans ’outil navigation développé les principales
variations normales de 'anatomie. Par ailleurs nous obtiendrions de cette fagon un réseau
plus contraint permettant la reconnaissance de cas plus complexes.

7.2.4 Reconnaissance de cas pathologiques

Nous avons proposé une premiére esquisse de la prise en compte de pathologies dans le
processus de reconnaissance. Nous nous sommes pour cela intéressés & des tumeurs peu re-
foulantes. Cette approche doit tout d’abord étre étendue a une classe plus large de tumeurs
(par exemple par Iapproche suggérée dans la section 6.4.3) et éventuellement a d’autres
pathologies. Ensuite la segmentation et la reconnaissance de la pathologie pourrait étre in-
tégrée dans le processus de reconnaissance. Fn effet cette tache est actuellement réalisée par
un processus externe mais pourrait bénéficier de l'information accumulée progressivement
pendant le processus de propagation.

7.2.5 Prise en compte de contraintes floues

Dans ce travail nous avons considéré une représentation floue des régions mais une
définition binaire des contraintes. La prise en compte de contraintes floues [Fargier, 1994,
Dubois et al., 1996] rendrait le processus de reconnaissance plus robuste. Cela permet-
trait notamment la reconnaissance de cas présentant des déviations plus importantes par
rapport & I’anatomie standard. Une premiére approche consisterait & combiner une repré-
sentation binaire des régions a une définition floue des contraintes. Dans un second temps
la combinaison de contraintes floues & une représentation floue des régions pourrait étre
envisagée en représentant de facon appropriée I'appartenance partielle aux frontiéres de
I'objet d’une part et la satisfaction partielle des relations d’autre part.

7.3 Publications

Les travaux réalisés ont fait I’objet de publications dans plusieurs conférences ainsi que
dans une revue internationale. Nous récapitulons ci-dessous 1’ensemble des publications
que nous classons suivant les principales thématiques abordées. Les travaux portant sur la
connexité des ensembles flous ont été publiés dans :

— O. Nempont, J. Atif, E. Angelini and I. Bloch. A new fuzzy connectivity measure
for fuzzy sets and associated fuzzy attribute openings. In Journal of Mathematical
Imaging and Vision (JMIV), 2009 [Nempont et al., 2009],

— O. Nempont, J. Atif, E. Angelini and . Bloch. Fuzzy Attribute Openings Based on
a New Fuzzy Connectivity Class. Application to Structural Recognition in Images.
In Information Processing and Management of Uncertainty in Knowledge-Based Sys-
tems (IPMU), Malaga, Spain, 2008 [Nempont et al., 2008c],

— O. Nempont, J. Atif, E. Angelini and I. Bloch. A New Fuzzy Connectivity Class.
Application to Structural Recognition in Images. In International Conference on Dis-
crete Geometry for Computer Imagery (DGCI), Lyon, France, 2008 [Nempont et al.,
20084,
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— G. Palma, O. Nempont, [. Bloch et S. Muller. Extraction de « zones plates floues »
dans des images de quantités floues. Dans Rencontres francophones sur la Logique
Floue et ses Applications (LFA), Lens, France, 2008 [Palma et al., 2008|.

Nos travaux portant sur la segmentation et la reconnaissance ont fait 'objet de deux
publications, une portant sur le processus de propagation et 'autre sur le processus de
segmentation finale décrit dans le chapitre 5 :

— O. Nempont, J. Atif, E. Angelini and I. Bloch. Structure segmentation and recogni-
tion in images guided by structural constraint propagation. In European Conference
on Artificial Intelligence (ECAI), Patras, Grece, 2008 [Nempont et al., 2008b|.

— O. Nempont, J. Atif, E. Angelini and 1. Bloch. Combining Radiometric and Spa-
tial Structural Information in a New Metric for Minimal Surface Segmentation. In
Information Processing in Medical Imaging (IPMI), pages 283-295, Kerkrade, The
Netherlands, 2007 [Nempont et al., 2007].

Une publication porte sur la prise en compte de paysages flous pour contraindre 1’évolution
de modéles déformables géométriques :

— J. Atif, O. Nempont, O. Colliot, E. Angelini, and I. Bloch. Level Set Deformable
Models Constrained by Fuzzy Spatial Relation. In Information Processing and Ma-
nagement of Uncertainty in Knowledge-Based Systems (IPMU), pages 1534-1541,
Paris, France, 2006 [Atif et al., 2006b].

Finalement la structuration de la base de connaissance et de son instanciation pour des
patients normaux ou pathologiques a été décrite dans :

— J. Atif, C. Hudelot, O. Nempont, N. Richard, B. Batrancourt, E. Angelini and I.
Bloch. GRAFIP : A Framework for the Representation of Healthy and Pathological
Cerebral Information. In International Symposium on Biomedical Imaging (ISBI),
pages 205-208, Washington DC, USA, 2007 [Atif et al., 2007b],

— C. Hudelot, J. Atif, O. Nempont, B. Batrancourt, E. Angelini, I. Bloch. GRAFIP :
a Framework for the Representation of Healthy and Pathological Anatomical and
Functional Cerebral Information. In Human Brain Mapping (HBM), Florence, Italy,
2006 [Hudelot et al., 2006],

— B. Batrancourt, J. Atif, O. Nempont, E. Angelini and I. Bloch. Integrating Informa-
tion from Pathological Brain MRI into an Anatomo-Functional Model. In 24th TAS-
TED International Multi-Conference on Biomedical Engineering (BIOMED), pages
236-241, Innsbruck, Austria, 2006 [Batrancourt et al., 2006].
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Annexe A

Notations

A.1 Tables de notations

Ensembles flous

X domaine discret (i.e. un sous-ensemble borné de Z? ou Z3)
Cd connexité discréte sur X
(par exemple la 4-connexité sur Z?)
w:X —[0,1] fonction d’appartenance représentant un ensemble flou sur X

(1) a a-coupe de p (seuillage de p au niveau o)
F ensemble des ensembles flous sur X
1 < po relation d’ordre partielle sur F satisfaite si Vo € X, pi(x) < pa(z)
(F,<) treillis des ensembles flous sur X
A infimum du treillis (F, <) :
Vr € X, (Niey i) (z) = infier(pi(2))
\Y% supremum du treillis (F, <) :
Va € X, (Ve o) () = supic (1))
0r plus petit élément de F (i.e. Vo € X,0£(x) = 0)
1r plus grand élément de F (i.e. Vo € X, 1x(z) = 1)
5t (y) 6t(y) =t siy = et 6L(y) = 0 sinon
H? I’ensemble des ensembles flous connexes selon la définition 3.5
HL I’ensemble des ensembles flous connexes selon I’équation 3.3
H?2 I’ensemble des ensembles flous connexes selon la définition 3.8
H(p) Composantes hyperconnexes de u selon 'hyperconnexion ‘H
1tz Mesures de recouvrement associées a H!, Hl et H2
cL(:r, Y) Degré de connexité point & point relativement & un ensemble
flou p (cf deéfinition 3.2)
ct(p) Degré de connexité de p défini par I’équation 3.4
(p) Degré de connexité de p défini par I’équation 3.7
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Réseaux de contraintes

N = (x,D,C) un réseau de contraintes avec :
X les variables
D les domaines associés aux variables x
C l'ensemble des contraintes portant sur les variables de x

Pn ensemble de toutes les contractions de N (cf définition 2.7)
Pjs\})l ensemble des contractions préservant les solutions

PN D ensemble des contractions de domaines (cf définition 2.8)
PZSVOlD sous-ensemble de Py p préservant les solutions
f:Pnp—PnpD régle de réduction de domaines (cf définition 2.10)

fo propagateur associé a la contrainte C' (i.e. régle de réduction

de domaine ne dépendant que de C') noté :
(vars(C); D; C)
(vars(C); D'; C)

variables spatiales :

A une variable prenant des valeurs dans F

D(A) le domaine associé & A : D(A) C F

A la borne inférieure de D(A) (i.e. A{n € D(A)})

A la borne supérieure de D(A) (i.e. \/{p € D(A)})

(A, A) le domaine de 'ensemble flou A représenté par deux bornes

A.2 Définitions relatives aux ensembles flous

Soit X un ensemble quelconque (dans notre cas, X désigne un sous-ensemble borné de
Z"™ ou n prend les valeurs 2 ou 3). Tout sous-ensemble A de X peut étre caractérisé¢ par
une fonction caractéristique x4 : X — {0,1} qui spécifie de fagon binaire "appartenance
de chaque point de X au sous-ensemble A. De méme un sous-ensemble flou sur X est
caractérisé par une fonction d’appartenance p : X — [0,1]. L’appartenance de tout point
x au sous-ensemble flou p est ainsi caractérisé par le degré p(z) (ici compris entre 0 et 1).
Nous notons F 'ensemble des ensembles flous définis sur X dans [0, 1].

Une a—coupe d’un ensemble flou p est le sous-ensemble de X des points de degré
d’appartenance supérieur ou égal & « : o = {z € X | p(z) > a}. Un ensemble flou u est
totalement caractérisé par ses a—coupes.

Treillis des ensembles flous Lorsqu’il est muni de la relation d’ordre partiel < satisfaite
si Vo € X, u(x) < v(x), F est un treillis complet. Le supremum V et U'infimum A sur ce
treillis sont définis respectivement comme Vr € X, (\/;c; pi)(x) = sup;er(pi(z)) et Vo €
X, (Nier i) (x) = infier(pi(x)). Le plus petit et le plus grand élément de ce treillis sont
respectivement notés Or et 1 et sont les ensembles flous dont la fonction d’appartenance
vaut respectivement 0 et 1 partout.

Une famille d’ensembles flous {p;} est sup-génératrice dans F siVu € F, p = \/{pi|pi <
p}. La famille {0, | 2 € X, o € [0,1]} (o0 64,0(y) = a si y = x et 0 sinon) vérifie cette
propriété.

Par ailleurs dans le chapitre 3 nous avons donné plusieurs propriétés de régularité en
munissant F de la métrique : dr(pa, pp) = sup,cx |pa(z) — pp(x)|. L’ensemble (F,dr)
est un espace métrique.
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Intervalles d’ensembles flous Dans la section 2.2.2, nous avons défini et manipulé
des domaines qui sont des sous-ensembles de F et nous avons introduit notamment une
représentation sous forme d’intervalles de ces domaines.

Définition A.1. Un sous-ensemble S de F est convexe si ¥(u1,u2) € S?,Yv € F,pup <
v<puy=rves.

Définition A.2. Un intervalle (p1, p2) est Uensemble {v € F | p1 < v < us}.
Les intervalles sont convexes.

Définition A.3. Soit S un sous-ensemble de F, la fermeture convere de S est définie
suivant : conv(S) = (A es s Vs 1)

La fermeture convexe est :

— extensive (S C conv(S5)),

— idempotente (conv(S) = conv(conv(S))),

— monotone (S; € Sy = conv(St) C conv(S2)).

Opérateurs de fusion [Bloch, 1996b] Nous notons T une t-norme et L une t-conorme.
Une t-norme est une fonction T : [0, 1] x [0,1] — [0, 1] telle que :

— T est commutative : V(x,y) € [0,1)%, T(x,y) = T(y,2),

— T est associative : V(x,y,2) € [0,1]3, T(T(z,y),2) = T(x, T(y, 2)),

— 1 est I’élément neutre : Vz € [0,1], T(x,1) = T(1,2) = =z,

— T est croissante par rapport aux deux variables :

V(z,2',y,y) € [0,1]4 (x <2’ et y <o), T(z,y) < T(2/,9).

A chaque t-norme T est associée une t-conorme L (pour un opérateur de complémen-
tation ¢ donné) : V(x,y) € [0,1]2, L(x,y) = (T (c(z),c(y))). Une t-conorme est donc une
fonction L : [0, 1] x [0,1] — [0, 1] telle que :

~ L est commutative : V(x,y) € [0,1]?, L(z,y) = L(y, ),

— L est associative : V(x,y,2) € [0,1]3, L(L(z,y),2) = L(x, L(y, 2)),

— 0 est I'élément neutre : Vx € [0, 1], L(z,0) = L(0,z) = =,

— 1 est croissante par rapport aux deux variables :

V(z, 2, y,y) € [0,1]}, (z <2’ et y <o), L(z,y) < L(2/,9).
Nous donnons dans la table A.1 plusieurs t-normes et t-conormes usuelles.

TABLE A.1 — Exemples de t-normes et de t-conormes associées.

T min min(a, b) 1 ax max(a, b)

TPTOd axb J—sommealg a+b—ab

Truke | max(0,a+b—1) | Liuka min(1,a + b)
a sib=1 a sib=0

T drast b sia=1 L drast b sia=0
0 sinon 1 sinon
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Annexe B

Représentation GRAFIP et outil de
navigation dans ’anatomie

Introduction

Le processus de propagation développé dans cette thése repose sur une base de connais-
sances que nous avons briévement décrite dans la section 1.4.1. Celle-ci incorpore non seule-
ment une connaissance anatomique dont nous tirons parti pour réaliser la reconnaissance
mais aussi une connaissance fonctionnelle et pathologique. Cette représentation symbolique
représente de facon compacte certaines caractéristiques essentielles d’'une anatomie et peut
étre le fondement d’une représentation structurée de I'anatomie spécifique de sujets.

En collaboration avec d’autres membres de ’équipe, nous avons proposé une telle re-
présentation sous acronyme de GRAFIP pour graphe de représentation anatomique et
fonctionnelle individualisée intégrant les pathologies [Atif et al., 2007b|. Les données ra-
diologiques d’un patient qui ont été annotées sont structurées autour d’une représentation
graphique spécifique au patient. Lorsqu’il s’agit d’un sujet normal cette représentation peut
étre directement dérivée de la base de connaissances générique. Lorsque le sujet présente
une pathologie telle qu’'une tumeur le modéle générique doit étre adapté pour représenter
correctement ’anatomie du patient.

Dans cette annexe nous décrivons la structure de graphe utilisée pour représenter la base
de connaissances et la représentation GRAFIP de ’anatomie d’un patient. De plus nous
avons développé pour ’'aide & I'enseignement de la neuro-anatomie un outil de navigation
dans ces représentations. Celui-ci permet d’explorer simultanément les images médicales
annotées d’un sujet et la représentation de son anatomie sous forme de graphe.

Dans la section B.1 nous décrivons la structure de graphe utilisée pour représenter
I’anatomie générique ainsi que la représentation GRAFIP. Nous détaillons alors dans la
section B.2 le format informatique de leur sauvegarde. Nous illustrons ensuite dans la
section B.3 'outil de navigation mis en ceuvre.

B.1 Représentation GRAFIP

B.1.1 Base de connaissances générique

Sur la base des travaux réalisés dans |Colliot, 2003], nous avons construit une base de
connaissances que nous avons briévement décrite dans la section 1.4.1. Cette base com-
prend notamment une nomenclature anatomique représentée schématiquement dans la fi-
gure 1.10, des descriptions textuelles des structures anatomiques et une représentation de
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leur agencement spatial sous forme de relations spatiales entre les structures. Cet ensemble
forme la connaissance anatomique dont une description détaillée est réalisée dans [Colliot,
2003]. Briévement l’ensemble les structures anatomiques sont représentées sous la forme
de neeuds anatomiques. Ces neeuds anatomiques comportent une information intrinséque
(les descriptions textuelles de la structure anatomique par exemple) et sont liés par des
relations spatiales.

Cette base de connaissances anatomiques décrit ’agencement spatial des structures
anatomiques mais ne comporte pas d’information sur leur apparence dans les données
radiologiques. Celle-ci dépend en général de caractéristiques intrinséques des tissus qui
la composent. Par exemple l'intensité d’une structure dans un volume CT dépend de la
radiodensité des tissus qui la composent (coefficient d’atténuation quantifié sur ’échelle
d’Hounsfield). De méme en IRM lintensité observée dépend notamment des temps de
relaxation T'1 et T2 de ses tissus. Ces valeurs sont relativement stables d’un individu a
I’autre pour un champ magnétique By donné. Des plages de valeurs pour les principaux
tissus et fluides du corps humain sont ainsi disponibles dans la littérature. Pour représenter
cette connaissance nous créons donc une base de connaissances biologiques comprenant les
principaux tissus et fluides dont nous donnons un ensemble de propriétés intrinséques
(notamment les plages de valeurs de T'1 et de T2 en fonction du champ magnétique et de
la densité de proton). Les noeuds représentant des tissus sont liés & des nceuds anatomiques
par des liens de type composition. Un nceud anatomique peut ainsi étre lié a un ou plusieurs
neceuds tissulaires. Les nceuds représentant les ventricules latéraux sont par exemple liés au
neceud représentant le liquide céphalo-rachidien par une relation de type composition.

Une base de connaissances oncologiques, décrivant les types de tumeurs cérébrales les
plus répandues, a par ailleurs été développée dans [Khotanlou, 2008]. Celle-ci comporte une
description de chaque type de tumeur et en donne des propriétés telles que le grade WHO,
Papparence dans les examens IRM, leur localisation (certaines tumeurs n’apparaissent par
exemple que dans le tronc cérébral), la présence d’cedéme ou de nécrose, ...

Finalement nous enrichissons actuellement la base d’une connaissance fonctionnelle,
principalement pour une utilisation comme support pédagogique. Nous introduisons ainsi
les principaux réseaux fonctionnels connus tels que la motricité ou la vision en lien avec la
représentation anatomique.

B.1.2 Représentation GRAFIP

La base de connaissances générique représente une anatomie standard. Elle en offre
une description symbolique qui peut étre manipulée et interprétée aisément. Elle peut
donc étre 'ossature d’une représentation spécifique de ’anatomie d’un sujet et permettre
la structuration et la manipulation de I’ensemble des données radiologiques associées & ce
sujet.

La représentation individualisée GRAFIP comprend d’une part les données radiolo-
giques annotées d’un sujet et d’autre part la représentation symbolique de "anatomie sous
forme de graphe. Comme nous l'illustrons dans la figure B.1, les données radiologiques
sont organisées, de fagon standard, en études. Chaque étude regroupe un ensemble d’exa-
mens qui ont été réalisés dans un intervalle de temps réduit. Une étude peut ainsi contenir
plusieurs examens IRM acquis par des protocoles différents (offrant ainsi des contrastes
différents entre les structures) comme c’est le cas dans la figure B.1. Elle peut aussi conte-
nir des examens provenant de modalités différentes telles que PET et CT. Nous supposons
ici qu'une étude comporte uniquement des examens imageant la méme partie de ’anato-
mie en 3D. Nous recalons ces données dans un référentiel commun. Les différents volumes
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représentant plusieurs vues de la méme scéne, une seule annotation est donc associée &
I’ensemble de ces données.

( ) ( )

Etude 1, octobre 2005 Etude 2, février 2006

Flair MRI Flair MRI

Annotation Annotation

]
]
1)
\ >
n
1
. 1
. S — _
Ventricuie latéral Putamen Tumeuk
gauche Yauche
Information canonique Informa‘tior:canonique Information canonique
définition: ... définitiol: ... définition: ..
synonymes: ... synonymies: ... synonymes: ...
mesh UID: . mesh UID: - mesh UID: ...
Etude 1 Etude1 ' , Etude 1
annotation: cui annotationfoui annotation: ou!
volume: ... volume: ... volume: ...
label: ... label:.. ¥ label: ...
Etude 2 Etude2 °* Etude 2
annotation: oui annotation: oui annotation: oui
volume: ... volume: ... volume: ...
label: ... label: ... label: ...

F1aURE B.1 — Représentation GRAFIP de I'anatomie d’un sujet. Deux études sont présen-
tées. Chacune comporte deux examens IRM ainsi qu’une annotation de ces données. Elles
sont complétées par une représentation symbolique (sous forme de graphe) de 'anatomie
imagée. Chaque structure est représentée par un nceud qui d’une part contient une infor-
mation générique et qui d’autre part est en lien avec les annotations de cette structure
dans chaque étude et donne des propriétés.

Les études contenant les données radiologiques et les annotations sont alors associées a
une représentation symbolique de Panatomie du sujet sous forme de graphe. Cette représen-
tation est dérivée de la base de connaissances générique. Elle comprend ainsi ’ensemble des
nceuds anatomiques du modele (tels que le putamen gauche ou le ventricule latéral gauche).
Chacun de ces noeuds comprend maintenant non seulement la connaissance générique (re-
groupée dans un ensemble nommé information canonique), mais aussi des informations
spécifiques a I’état de la structure (telles que le volume) dans chaque étude (si la structure
a été annotée). Les relations entre les structures anatomiques normales sont simplement
obtenues & partir du modéle générique.

Si le sujet présente une pathologie telle qu'une tumeur cérébrale, le GRAFIP comporte
en plus des noeuds spécifiques tel qu’un neeud représentant la tumeur et un noeud représen-
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tant ’cedéme dans l’exemple de la figure B.1. Ces nceuds sont en lien avec les noeuds associés
aux structures anatomiques normales (cf section 6.4) pour représenter par exemple la des-
truction ou l'infiltration d’une structure par la pathologie. L’obtention de ces liens, et plus
généralement obtention du graphe spécifique, est un probléme complexe. Actuellement
nous réalisons cette tdche manuellement ce qui est fastidieux. A terme cela pourrait étre
en partie réalisé automatiquement par exemple en développant la méthodologie proposée
dans la section 6.4.
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FIGURE B.2 — Représentation GRAFIP de 'anatomie d’un sujet. Figure extraite de [Hu-
delot et al., 2006].

La représentation GRAFIP offre ainsi un cadre riche de description de 'anatomie d'un
sujet et de structuration des données radiologiques. Cette représentation présente 3 niveaux
d’interprétation comme nous l'illustrons dans la figure B.2. Chaque structure anatomique
peut ainsi étre percue selon :

— un point de vue perceptuel (son apparence dans les données radiologiques),

— un point de vue spatial (la région spatiale qu’elle occupe),

~ un point de vue sémantique (sa signification médicale et ses liens avec les autres
structures anatomiques).

B.2 Description détaillée du format de stockage

Nous sauvegardons les représentations GRAFIP de sujets sous forme de fichiers XML.
Dans cette section nous décrivons la structure de données mise en ceuvre en nous appuyant
sur un cas qui comporte une pathologie et plusieurs études contenant chacune plusieurs
examens. La base de connaissances est sauvegardée similairement en ne préservant que la
connaissance canonique.
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B.2.1 Structure générale

Nous organisons la sauvegarde de la fagon suivante (méme si cette organisation n’est
pas figée). Le répertoire de base du GRAFIP contient le fichier XML représentant le graphe
et un répertoire par étude. I’exemple sur lequel nous nous appuyons dans cette section est
ainsi associé a ’arborescence suivante :

ExempleGRAFIP
- grafip.xml -> sauvegarde du graphe
- study_29_11_2005 -> répertoire contenant la premiére é&tude
- Original -> répertoire contenant les données radiologiques
- Flair.xml -> informations relatives a l’examen Flair
- Flair.nii -> examen IRM acquis par le protocole Flair
- SPGR.xml -> informations relatives & 1l’examen SPGR
- SPGR.nii -> examen IRM acquis par le protocole SPGR
- Segmentations -> répertoire contenant les annotations

- segmentation.xml -> informations relatives aux annotations

- segmentation.mhd -> en-téte associée au fichier segmentation.raw

- segmentation.raw -> annotations sauvegardées sous forme d’image
- study_01_01_2006

- study_16_03_2006 -> répertoires contenant d’autres études

- study_01_07_2006

B.2.2 Sauvegarde des études

Chaque étude contient un ensemble d’examens radiologiques et éventuellement une
annotation. Ces éléments sont sauvegardés dans un répertoire spécifique (par exemple
study 29 11 2005) et seront référencés explicitement dans le fichier XML de des-
cription du graphe. Nous n’utilisons pas le format dicom (nous ne disposons pas des outils
d’écriture nécessaires). Nous sauvegardons donc les données radiologiques au format N7 fT'1
(http ://nifti.nimh.nih.gov/). Ce type de fichier posséde une en-téte contenant uniquement
des informations sur la géométrie de I'image. Pour préserver certaines informations dis-
ponibles (telles que le protocole d’acquisition utilisé, la date d’acquisition de 'examen ou
Pétude a laquelle il appartient) nous joignons un fichier XML au ficher NifTI. Par exemple
le fichier SPGR.xml associé au fichier SPGR.nii et appartenant au sous-répertoire de
study 29 11 2005 est montré ci-dessous.

<image> </dataspacing>
<imageorigin> <dataorigin>
Hopital Sainte-Anne <x>0</x>
</imageorigin> <y>0</y>
<imagename>SPGR</imagename> <z>0</z>
<imagecomments></imagecomments> </dataorigin>
<datasize>
<data> <x>256</x>
<dataspacing> <y>256</y>
<x>0.9375</x> <z>228</z>
<y>0.9375</y> </datasize>

<z>0.7</z> <file>
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<datatype>NifTI</datatype>
<datapath>.</datapath>
<datafilename>SPGR.nii</datafilename>
<datapixeltype>US</datapixeltype>
</file>
</data>

<imageacquisitiondate>
<adsecond>34</adsecond>
<adminute>51</adminute>
<adhour>23</adhour>
<adday>30</adday>
<admonth>10</admonth>
<adyear>2005</adyear>

</imageacquisitiondate>

<modality type="GradientRecall">
<modalitytype>MR</modalitytype>

1.5
</MagneticFieldStrength>
<FlipAngle>25</FlipAngle>
<TE>2.1</TE>
<TR>12</TR>

</protocolparameters>

</modality>

<study>

<studyid>5</studyid>
<studyname>Standard</studyname>
<studyreason></studyreason>
<studycomments></studycomments>
<studydate>
<studysecond>0</studysecond>
<studyminute>0</studyminute>
<studyhour>0</studyhour>
<studyday>29</studyday>

<protocoltype> <studymonth>10</studymonth>
GradientRecall <studyyear>2005</studyyear>

</protocoltype> </studydate>

<protocolparameters> </study>
<MagneticFieldStrength> </image>

Les trois premiers éléments (imageorigin, imagename, imagecomments) repré-
sentent respectivement le lieu (ou la personne) ayant généré ces données, un nom pour cet
examen et un commentaire sur celui-ci. Le champs data contient des informations sur le
volume de données et un lien vers le ou les fichiers contenant les données. Dans le cas pré-
senté nous pointons vers le fichier NifT/ SPGR.nii qui se trouve dans le méme répertoire
que le fichier XML. Si les données sont sauvegardées sous la forme d’un ensemble d’images
2D (c’est le cas lorsque nous préparons les données pour l'interface présentée a la fin de
cette annexe) ’élément file prend la forme suivante :

<file>
<datatype>Serie</datatype>
<datapath>./Axial</datapath>
<imagetype>png</imagetype>
<datafilename>GR_*.png</datafilename>
<indexmin>0</indexmin>
<indexmax>227</indexmax>
<orientation>axial</orientation>
<datapixeltype>UC</datapixeltype>

</file>

Notons que I'élément datapixeltype représente le type de pixel des données et prend
les valeurs UC (unsigned char), C (char), US (unsigned short), S (short), UI (unsigned
int), I (int), UL (unsigned long), L (long), F (float), D (double) ou SEG (unsigned short
vector).

L’élément suivant (imageacquisitiondate) donne la date d’acquisition de ces données.
Le type de données (CT, IRM, Annotation,...) est alors renseigné par 1’élément modality.
Celui-ci peut présenter une structure et des attributs variables. I.’exemple présenté cor-
respond & un examen IRM acquis par une séquence d’écho de gradient. Les principaux
parameétres de ce protocole d’acquisition (comme le temps d’écho TE ou le temps de ré-
pétition T'R) sont donnés. Enfin les informations relatives a ’étude a laquelle cet examen
appartient sont données dans I’élément study.
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Les annotations sont sauvegardées de la méme facon que les examens radiologiques :
sous la forme d’un volume associé & un fichier de description au format XML. Deux modes
de sauvegarde sont proposés : par valeur ou par bit. Dans le premier mode, chaque voxel
du volume est associé a une structure unique (pour représenter des régions se recouvrant
nous devons alors utiliser plusieurs volumes). Dans le second mode, chaque structure est
associée a un bit donné. Par exemple dans une image 16 bits nous pouvons représenter 16
régions, une par bit. Cela nous permet de représenter dans une méme image des régions
se recouvrant. Ce volume est sauvegardé soit au format Nifll, soit au format Metalmage
(http ://www.itk.org/Wiki/MetalO/Documentation) afin d’utiliser un type de pixel vecto-
riel (pour obtenir plus d’annotations dans le cas d'une représentation par bit). Ce fichier est
alors associé a un fichier XML décrivant ces données. Nous montrons ci-dessous le fichier

segmentation.xml du répertoire study 29 11 2005.

<image> <adminute>46</adminute>
<imageorigin> <adhour>14</adhour>
Télécom ParisTech <adday>14</adday>
</imageorigin> <admonth>11</admonth>
<imagename>Segmentation</imagename> <adyear>2008</adyear>
<imagecomments> </imageacquisitiondate>
segmentation manuelle
</imagecomments> <modality type='"Label">
<label label="CD1" value="0"/>

<data> <label label="CDr" value="1"/>

<dataspacing> <label label="LV1" value="2"/>

<x>0.9375</x>
<y>0.9375</y>

<label label="LVr" value="3"/>
<label label="Oedema" value="4"/>

<z>0.7</z> <label label="PUl" value="5"/>
</dataspacing> <label label="PUr" value="6"/>
<dataorigin> <label label="TH1" value="7"/>

<x>0</x> <label label="THr" value="8"/>

<y>0</y> <label label="Tumor" value="9"/>

<z>0</z> <savetype>bit</savetype>
</dataorigin> </modality>
<datasize>

<x>256</x> <study>

<y>256</y> <studyid>5</studyid>

<z>228</z> <studyname>Standard</studyname>
</datasize> <studyreason></studyreason>
<file> <studycomments></studycomments>

<datatype>NifTI</datatype>

<datapath>.</datapath>

<datafilename>
segmentation.mhd

<studydate>
<studysecond>0</studysecond>
<studyminute>0</studyminute>
<studyhour>0</studyhour>

</datafilename> <studyday>29</studyday>
<datapixeltype>SEG</datapixeltype> <studymonth>10</studymonth>
</file> <studyyear>2005</studyyear>
</data> </studydate>
</study>
<imageacquisitiondate> </image>

<adsecond>41</adsecond>

Notons que la partie relative a 1’étude est similaire dans les fichiers SPGR.xml et
segmentation.xml. La partie relative & la modalité contient ici une table d’association
entre les valeurs de I'image et des identifiants de structures du graphe. L’élément savetype
spécifie le type de sauvegarde (par bit ou par valeur).
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B.2.3 Fichier de description du graphe

Les données radiologiques et les annotations sont structurées autour de la représentation
symbolique. Nous sauvegardons aussi celle-ci sous la forme d’un fichier XML (le fichier
grafip.xml dans notre exemple). Ce fichier contient un élément graph qui comporte une
description des études associées  ce cas, une description des noceuds du graphe et finalement
une description de ses arcs :

<?xml version="1.0" encoding="iso-8859-1" standalone="no" 7>
<graph>
#description des études

#description des noeuds du graphe

#description des arcs du graphe
</graph>

Description des études

Le fichier débute donc par une description des études du GRAFIP. Chaque étude est
associée a un élément study dont les attributs id, date, name, comments et reason
contiennent respectivement un identifiant unique, la date & laquelle I’étude a été réalisée,
un nom pour celle-ci, des commentaires et l'objectif de I’étude. Chaque élément study
référence aussi I’ensemble des données radiologiques de 1’étude et 'annotation si elle est
disponible. L’élément original image renvoie ainsi au fichier de description XML d’'un
examen radiologique et 1’élément segmented image renvoie au fichier XML associé a

I’annotation. Dans notre exemple les quatre études sont décrites comme suit :

<study comments="" date="20051129" id="b" name="Standard" reason="">
<original_image filename="./study_29_11_2005/0riginal/SPGR.xml"/>
<original_image filename="./study_29_11_2005/0riginal/Flair.xml"/>
<segmented_image filename="./study_29_11_2005/Segmentation/segmentation.xml"/>
</study>

<study comments="DDE OK" date="20060101" id="8" name="Standard" reason="">
<original_image filename="./study_01_01_2006/0riginal/Flair.xml"/>
<original_image filename="./study_01_01_2006/0riginal/SPGR.xml"/>
<segmented_image filename="./study_01_01_2006/Segmentation/segmentation.xml"/>
</study>

<study comments="DDEOK " date="20060316" id="13" name="Standard" reason="'">
<original_image filename="./study_16_03_2006/0riginal/SPGR.xml"/>
<original_image filename="./study_16_03_2006/0riginal/Flair.xml"/>
<segmented_image filename="./study_16_03_2006/Segmentation/segmentation.xml"/>
</study>

<study comments="DDEOK " date="20060701" id="17" name="Standard" reason="'">
<original_image filename="./study_01_07_2006/0riginal/SPGR.xml"/>
<original_image filename="./study_01_07_2006/0riginal/Flair.xml"/>
<segmented_image filename="./study_01_07_2006/Segmentation/segmentation.xml"/>
</study>

Notons que le graphe de connaissance générique ne posséde aucune étude.
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Description des nceuds

Nous décrivons ensuite les nceuds du graphe. Ces neeuds peuvent étre anatomiques, tis-
sulaires, fonctionnels ou pathologiques. Leur sauvegarde est structurée de la méme facon.
L’information générique issue du modéle est regroupée dans le sous-élément nodeCano-
nicallnformation. Des attributs spécifiques & ’anatomie du sujet dans chaque étude sont
regroupés dans les sous-éléments nodeInternallnformation (lattribut studyld précise
I’étude correspondante).

Prenons pour exemple le neeud anatomique associé au noyau caudé gauche (pour lequel
nous disposons d’une annotation dans chaque étude). Celui-ci est représenté dans le graphe
de notre exemple suivant :

<node className="AnatomicalVertex" id="CD1">
<nodeCanonicalInformation MeshUID="A08.186.211.730.885.105.487.550.184">
<name lang="En'">Caudate Nucleus(1l)</name>
<name lang="Fr">Noyau caudé&(l)</name>
<name lang="Lt">Nucleus caudatus(1l)</name>
<definition lang="En">
Nucleus of brain which is an elongated crescent-shaped mass lying
parallel and adjacent to the lateral ventricle throughout its extent.
</definition>
<definition lang="Fr">
Le noyau caudé est un noyaux gris central, en forme de fer a cheval
ouvert en avant. Il s’enroule autour du thalamus, repose sur sa face
supérieure, puis descend en arriére du thalamus.
</definition>
</nodeCanonicalInformation>
<nodeInternalInformation segmentation_index="1" segmented='"true"
studyId="5" volume="3586.2">
<nodePosition position_mode="BOUNDINGBOX" x="138.75" x_max="134.063"
x_min="121.875" y="111.563" y_max="153.75" y_min="116.25" z="64.4"
z_max="100.1" z_min="67.9"/>
</nodeInternalInformation>
<nodeInternalInformation segmentation_index="11" segmented="true"
studyId="8" volume="2305.9">
<nodePosition position_mode="BOUNDINGBOX" x="136.875" x_max='"132.188"
x_min="121.875" y="107.813" y_max="153.75" y_min="112.5" z="65.1"
z_max="102.2" z_min="68.6"/>
</nodeInternalInformation>
<nodeInternalInformation segmentation_index="21" segmented="true"
studyId="13" volume="2141.63">
<nodePosition position_mode="BOUNDINGBOX" x="139.688" x_max="135"
x_min="122.813" y="108.75" y_max="152.813" y_min="113.438" z="63.7"
z_max="100.1" z_min="67.2"/>
</nodeInternalInformation>
<nodeInternalInformation segmentation_index="31" segmented="true"
studyId="17" volume="3262.59">
<nodePosition position_mode="BOUNDINGBOX" x="140.625" x_max='"135.938"
x_min="121.875" y="111.563" y_max="154.688" y_min="116.25" z="65.8"
z_max="101.5" z_min="69.3"/>
</nodeInternalInformation>
</node>

L’attribut className spécifie le type de nceud. Il peut prendre les valeurs Anatomi-
calVertex, MatterVertex, FunctionalVertex ou PathologicalVertex. Chaque nceud
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est associé & un identifiant unique donné dans l'attribut id.

Le sous-élément nodeCanonicallnformation contient des informations générales sur
ce noeud. Pour un neeud représentant une structure anatomique il donne notamment l’iden-
tifiant MeSH (http ://www.nlm.nih.gov/mesh/meshhome.html) et plusieurs appellations
et définitions dans différentes langues.

Finalement un élément nodeInternallnformation est associé a chaque étude (dont
lidentifiant est donné par lattribut studyld). Les autres champs dépendent du type de
neeud. Pour un nceud anatomique par exemple nous spécifions si une annotation de la
structure a été réalisée dans cette étude (par attribut segmented). Si c’est le cas nous
précisons quelques attributs de cette région comme son volume ainsi que des attributs
utiles pour la visualisation. Ces derniers sont regroupés dans ’élément nodePosition. Les
attributs x, y et z donnent la position de ’érodé ultime de la région. Les attributs x min,
X _max,... en donnent la boite englobante (« BOUNDINGBOX »).

Description des relations

Finalement nous décrivons les relations du graphe. La structure de leur sauvegarde est
similaire & celle des nceuds. Chaque relation est représentée par un élément hyperedge
qui posséde un attribut className précisant le type de la relation. Les propriétés géné-
riques de cette relation sont données dans le sous-élément edgeCanonicallnformation
et des propriétés spécifiques peuvent étre données dans les sous-éléments edgelnternal-
Information. Nous fournissons enfin I’ensemble des nceuds impliqués dans la relation par
les sous-éléments endpoint dont les attributs node et directed donnent respectivement
I'identifiant d’un nceud du graphe et l'orientation de ce nceud dans la relation (source,
dest ou undirected). Par exemple la relation de partition entre le cerveau et ses trois
sous-parties (le prosencéphale, le mésencéphale et le rhombencéphale) est représentée sui-
vant :

<hyperedge className="PartitionSpatialEdge">

<edgeCanonicalInformation References_EDGE="(Bowden, 1995),
NeuroNames Brain Hierarchy"/>

<edgeInternallnformation studyId="5"/>
<edgeInternallnformation studyId="8"/>
<edgelInternalInformation studyId="13"/>
<edgelInternalInformation studyId="17"/>
<endpoint directed='"source" node="BRAIN"/>
<endpoint directed="dest" node="FB"/>
<endpoint directed="dest" node="HB"/>
<endpoint directed="dest" node="MB"/>

</hyperedge>

Notons que les relations du modeéle (ainsi que les nceuds) sont représentées de la méme
maniére mais ne comportent pas de sous-élément edgelnternallnformation. Prenons
maintenant pour exemple une relation de distance :

<hyperedge className='"DistanceSpatialEdge'>
<edgeCanonicalInformation trapezoid="14:15:38.0789:39.3954"/>
<endpoint directed="dest" node="AICr"/>
<endpoint directed="source" node="AIC1"/>

</hyperedge>

Les quatre paramétres de cette relation de distance sont donnés par 'attribut trape-
zoid de I’élément edgeCanonicallnformation.
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B.3 Outil de navigation dans ’anatomie cérébrale

La représentation GRAFIP présente ’anatomie d’un patient & la fois d’un point de vue
symbolique (la représentation graphique) et d'un point de vue iconique puisqu’il contient
un ensemble d’examens radiologiques annotés. Cette structure de données peut présenter
un intérét pour l'enseignement de l’anatomie. En effet elle nous permet d’explorer simul-
tanément ces deux aspects de 'anatomie.

Avec le Dr Dominique Hasboun, enseignant-chercheur & I'université UPMC et neuroa-
natomiste au CHU Pitié-Salpétriére, nous avons ainsi développé un outil de navigation qui
sera intégré dans le site internet neuranat |[Hasboun, 2005] dédié a ’enseignement de la
neuroanatomie (quelques captures d’écran sont montrées dans la figure 1.9).

Plusieurs cas ont actuellement été intégrés, dont un sujet normal pour lequel une an-
notation fine a été réalisée et un patient présentant une tumeur cérébrale pour lequel nous
disposons de quatre études dans le temps. D’autres cas peuvent simplement étre ajou-
tés sans modification de I'outil de navigation. L’utilisateur doit alors choisir le cas qu’il
veut consulter dans la fenétre d’accueil présenté en (a). Il doit aussi choisir un mode de
navigation parmi ces trois modes proposés :

— la représentation graphique seule,

— le graphe et une visualisation en trois coupes du volume TRM,

— le graphe et une visualisation temporelle des données.

Le premier mode permet de naviguer dans la représentation graphique seule. La vue est
centrée autour d’un noeud courant dont nous montrons les attributs. Ici seuls les voisins &
I’ordre un de ce nceud sont présentés afin que ’affichage ne soit pas surchargé. Pour amé-
liorer la navigation et la visualisation, nous étudions actuellement des processus d’affichage
de graphes plus élaborés.

Le second mode présenté en (b) est obtenu a partir du premier en ajoutant une visuali-
sation des données radiologiques par une vue classique en trois coupes (axiale, sagittale et
coronale). Les annotations des données radiologiques sont présentées en transparence. Elles
permettent de faire le lien avec la représentation graphique. Lorsque l'utilisateur clique sur
une région annotée, la visualisation du graphe est centrée autour du nceud correspondant.
Réciproquement lorsqu’un nceud du graphe (pour lequel nous disposons d’une annotation)
est selectionné, nous replagons le curseur 3D au centre de la région correspondante (’érodé
ultime de cette région). Par ailleurs il est possible de changer d’étude grace a une frise
chronologique présentée au-dessus de la représentation graphique et de changer d’examen
dans une étude en utilisant la table présentée en haut & droite.

Enfin nous proposons une visualisation temporelle du GRAFIP d’un sujet dont deux
exemples sont montrés en (c) et (d). Nous présentons horizontalement la méme vue (les
données sont recalées) du méme examen (en utilisant le méme protocole d’acquisition pour
les examens IRM) de toutes les études disponibles pour ce sujet. Dans 'exemple présenté
cela nous permet d’observer ’évolution de la tumeur cérébrale dans le temps.

B.4 Conclusion

La structure de données GRAFIP que nous avons mise en ceuvre représente ’anatomie
d’un patient & la fois & un niveau sémantique (par la représentation graphique) et de fagon
iconique par les examens radiologiques et les annotations associées. Cette représentation
a été intégrée dans un prototype de dossier patient électronique [Puentes et al., 2008] et
dans le démonstrateur d’applications de traitement d’images médicales PTM3D développé
au LIMSI [Osorio et al., 2004].
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Navigateur anatomique

Bienvenue dans le navigateur anatomique. Cat outil vous permettra de naviguer dans 'anatomie cérébrale via les données Flar 256056228
radiologiques de sujets et de représentations symboliques de leur anatomie. Des cas normaux ainsi que des cas sPeR 2560561228

pathologiques sont disponibles & partir de la liste ci-dessous. Chaque cas comprend d'une part des examens radiologiques
associés & une ou plusieurs études et d'autre part une représentation symbolique sous forme de graphe.
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département de neurachirurgie du centre hospitalier de Sainte-Anne et le département de neuroznatomie de luniversité
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temporelles.

Nous avons aussi utilisé cette structure comme support pédagogique. Pour cela nous
avons mis en ceuvre un outil de navigation permettant d’explorer simultanément les données
radiologiques annotées et la représentation graphique. Cette outil sera intégré dans un futur

2

proche dans le site neuranat dédié a ’enseignement de la neuroanatomie.
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Annexe C

Preuves du chapitre 2

Preuve proposition 2.8. Soit C une contrainte dont la relation est monotone par rapport a
I'ensemble de ses variables. Nous définissons le propagateur f&°"°'°"¢ suivant :

monotone ., sol sol
fe PR — PX'p

<X7DI7C> — (x, D", C),

tel que VA; € vars(C), D! (A;) = (4i', A7).
Si rel(C') est croissante par rapport a A; :
Vx €X, Al(x) = inf{v € [Ai(z),1] | 14,(c(617Y)) € rel(C)},
{ A7 =
ou 0y € F est tel que 67

( = v sl y = x et 0 sinon, ¢ est la complémentation et I4 : F —
F”‘”S(C) ou A € vars(C)

(k

(¢

st une fonction telle que Vu € F, I4(p) soit une instanciation
(A) = p et VB # A,
si rel(C) est croissante par rapport a B,
I B) =
Aln)(B) { B sirel(C) est décroissante par rapport a B.
Si rel(C') est décroissante par rapport a A; :

) =
)

sur vars(C') vérifiant 14

{ Al = A
Vze X, A/ (x) = sup{v e [0,4;(x)]| L, (6Y) € rel(C)}.

fmonotone
C

Nous voulons montrer est correct, idempotent et Br-consistant.

Correction Soit N = (x,D,C) avec C € C. Le propagateur fgwmto”e est correct si
VN' € P, foonctone(N') € Pet,, (cf section 2.1.3). Nous avons de toute évidence
me""t"”e(N’ ) € Pn/p puisque fZomne(N’) est obtenu uniquement par la réduction
de domaines de N’. Reste & prouver que ce propagateur préserve les solutions, i.e. I €
sol(N') < I € sol(fzemetone(N')). Pour cela notons (4, 4;') et (4", 4;") les domaines
associés & A; respectivement dans N’ et fZo"o'"¢(N’) pour A; € vars(C). Si I est une
solution dans fg“m"t"”e(N "), I est aussi une solution dans N’ puisque les contraintes des
deux réseaux sont identiques et que toute instanciation valide dans fé”O”OtO”e(N ") Vest aussi
dans N'.

Réciproquement soit I € sol(N'). Supposons tout d’abord que rel(C) soit croissante
par rapport a A; € vars(C). Nous avons donc 4;" < I(4;) < EI = A <I(4) < E” et




248 C. PREUVES DU CHAPITRE 2

il reste & montrer que A;" < I(4;).

I(A;) € rel(C)

I4,(I(A;)) € rel(C) par définition de 14,

Vo € X, Ia, (c(6XTAI@Y)) e rel(C) car ¢(6L1AD@)) > 1(4;)
Vo € X,inf{v € [A)/(x),1] | Ia,(c(627)) € rel(C)} < T(Ai) ()
A" < I(4)

R A

Supposons maintenant que rel(C') soit décroissante par rapport a A; € vars(C). Nous
avons donc A;" < I(4;) < 4 = A" <I(4;) < A; et il reste & montrer que I(A;) < 4;" .

I(A;) € rel(C)

I14,(I(A;)) € rel(C) par définition de I4,

Vo € X, 14, (61A)@)) € rel(C) car 61(A)@) < 1(4))

Var € X, supfv € [0, 4;(x)] | L4, (62) € rel(C)} = I(A;)(x)
= A4 >1(4)

R

I est donc valide dans fZ"°"¢(N") et est aussi une solution. Le propagateur faronetone
est donc correct.

Idempotence 1&)/1,15 allongériﬁer que flonotone( fmonotone(N)) — fmenotone( Ny - Pouyr
cela notons (A4;", A;), (A, A;), (A, A;) les domaines associés a A; € vars(C) respective-
ment dans fg%notone(fg@%otone(]v))ﬁ gzonotone(N) et N.

Supposons tout d’abord que rel(C) soit croissante par rapport a A;. Nous avons alors
E// = E/ = A; pour la borne supérieure et pour la borne inférieure :

Vo € X, A/ (z) = inf{v € [A/(2),1] | Ia,(c(6;77)) € rel(O)}

= Vre X, A (z) = max(A4)/(z),inf{v € [0,1] | 14,(c(6177)) € rel(C)})
puisque si la condition I4,(c(617?)) € rel(C) est satisfaite pour v,
elle est satisfaite pour v/ > v

= A=A/ car A > inf{v € [0,1] | I4,(c(527")) € rel(C)}

Supposons maintenant que rel(C') soit décroissante par rapport a A;. Nous avons alors
A" = A/ = A, pour la borne inférieure et pour la borne supérieure :

Vo € X, A (z) = sup{v € [0, 4; (2)] | 14,(6Y) € rel(C)}
= Ve X, A" (z) =min(4; (z),sup{v € [0,1] | 14,(6Y) € rel(C)})
car la condition I4,(d;) € rel(C) est décroissante par rapport a v
= A =4 car 4 (z) < sup{v € [0,1] | I4,(02) € rel(C)}

Br-consistance 1l reste donc & prouver que la contrainte C' est Bg-consistante dans
— — . .

N’ = fpenetone(N') Nous notons (4, A;) et (A’, A;') les domaines associés & A; € vars(C)

dans N et N'. Pour montrer la Bz-consistance, nous devons montrer que VA; € vars(C) :

Al = NMpe (A A) |
A =V{pe (AL A)

(A;, p) posséde un support pour C' dans D’I},

(

Ay
A;, 1) posséde un support pour C dans D’I}.
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Supposons tout d’abord que rel(C) soit croissante relativement a A; € vars(C) et
vérifions cette égalité pour la borne inférieure.

v = /\{,LL € é’,f ) | (A;, 1) posséde un support pour C dans D'I}

= Alpe A A) | 1a(n) € rel(C)}
=Vre X,v(x) = inf{ve[A/(z), A4 (m)] | Ia,(c(627Y)) € rel(C)}
=Vz e X,v(z) = inf{ve[A/(2),1]]1a,(c(6577)) € rel(C)}
(si une solution existe. Nous ferons cette hypothése dans
I’ensemble des preuves qui suivront. Notons par ailleurs que si
inf{v € [A/(x),1] | L,(c(6:77)) € rel(C)} > A; alors (4, A7)
est un domaine vide)

v = A
Vérifions maintenant 1’égalité pour la borne supérieure.

\/{u € (A A Y| (A;, 1) possede un support pour C dans D']}
= Ve (A A) | La,(n) € rel(C)}
= 4 (si une solution existe, car rel(C) est croissante relativement a A;) .

Supposons maintenant que rel(C) soit décroissante relativement a A; et montrons ’éga-
lité pour la borne inférieure.

/\{,u € (A, A; ) | (Ai, 1) posséde un support pour C dans D’I}
= Npe A A) | La(n) € rel(C)}

= A, (si une solution existe, car rel(C') est décroissante relativement a A;).
Vérifions finalement 1’égalité pour la borne supérieure.

v o= \/{u € (A, I’ ) | (A;, n) posséde un support pour C' dans D'[}

= \dwe (LA | L) € rel(O))
=Vre X,v(x) = sup{ve [i( ), A ( )] | 14,(67) € rel(C)}
[0, A4

=Vre X,v(x) = sup{ve ( )] | 14,(63) € rel(C)} (si une solution existe)

—/
v = A.

O

Preuve proposition 2.4. Le propagateur fciags associé a la contrainte d’inclusion de A dans
B est défini suivant : ’

)’( ) Cdans>
)7(5\/4’ B) Cdans>

Nous voulons prouver que ce propagateur est correct, idempotent et Br-consistant.
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Correction Soit N = (x,D,C) avec {A,B} C x et Cd‘ms € C. Le propagateur fciags
est correct si VN’ € P, fcdans( ") € P, (cf section 2.1.3). Nous avons de toute
évidence fcdan.s(N ) € Pn'p puisque fcdam(N ') est obtenu uniquement par la réduction

de domaines de N’. Reste a prouver que ce propagateur preserve les solutions, ie. I €
1!

sol(N') & I € sol(fum:(N')). Pour cela notons (4',4), (B, B) et (Aff,z’), (B",B")

les domaines associés & A et B respectivement dans N’ et fciags (N"). Si I est une solution

dans fpaans (N'), I est aussi une solution dans N’ puisque les contraintes des deux réseaux
CA,B

sont identiques et que toute instanciation valide dans fcjags(N ") Dest aussi dans N’ (ce

sera le cas pour l’ensemble des preuves qui suivent). Réciproquement si I € sol(N'), nous
avons A' < I(A) <A, B' < I(B) < B et I(A) < I(B). Nous obtenons donc :

A < I(A) I(B) I(A)VB < I(B)<B

= A <I(4) = A’\/B’<I(B)<B
Comme A" = A", A \NB =A4", B"=A' VB et B =B, nous avons A” < I(4) < 4"
et B” < I(B) < B". I est donc valide dans fedans (N') et est aussi une solution. Le

propagateur fciags est donc correct.

< A
<A

Idempotence Nous pouvons vérifier que fedans ( Jfedans (N)) = Jedans (N). Pour cela nous

notons (A", A", (A", A, (A, A) et (B",B"), (B',B), (B, B) les domaines associés 4 A et
B respectivement dans fcvgiags( fcza'rés(N ), fciags(N ) et N. Nous avons alors :

A" = A=A
A" = ANB =4AABAB=4,
B" = BVA=BVAVA=DEB,
=4 —/ =
B" = B =B.

car A" =A, A" =ANB ,B'"=B VA, B =B, A=A A=4AAB,B =BVAet
B =B.

Cdans

B ]-‘-COIISIStaI’lce Il reste donc a prouver que la contrainte est Br-consistante dans

= fcdans(N) Nous notons (A4, A) et (A’,A") les domaines associés & A et B dans N et

N'. Pour montrer la Br-consistance, nous devons montrer que VO € vars(Cda”s ) :

O = N{pe (0,0 (0, ) possede un support pour Cd“”S dans D'},
0 = Vip e (Q/,él) | (O, 1) posséde un support pour Cd‘ms dans D’I}

Nous avons vars(Cd‘””S) = {A, B}. Montrons tout d’abord que ces égalités sont vérifices
pour A :

) | (A, 1) posséde un support pour C’d‘ms dans D'I}
)3 e (B, F)p <)

= Nlre A,ZA B)| e (BVAB),u<v}
AB)} (car AKX BVAet ANB<B)
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Notons que méme si le domaine résultant est vide, cette derniére égalité reste correcte
en raison de la convention établie dans la section 2.2.2 pour les domaines vides. Selon
cette convention tout intervalle vide est égal & (1£,0x). Ainsi dans I'expression précédente
si le domaine (A’,Z/) = (A, A A B) est vide nous avons alors A’ = 17 et donc A{u €
(A, AN B)} = A'. Dans la suite de cette preuve et dans toutes les preuves qui suivront, le
cas de figure ol le domaine résultant est vide est pris en charge par cette remarque.

Montrons maintenant cette égalité pour la borne supérieure du domaine de A :

| (A, 1) posséde un support pour Cd‘ms dans D’I}

\/Ane

(4,4
\/{MG(A A)|3ve (B, B),u<v}
\{ne (A AANB)|Ive (BVAB),uv}
\{we (4 ArB)}
ANB
A

Similairement nous devons maintenant vérifier les égalités pour B :

E’,E) | (B, i) posséde un support pour C%’ dans Jans D! }
B) | e (4, A),v<p})

/\{ue ﬁ\/ig) | v e (A, AANB),v < pu}
Nf{ne (BVAB)}

BV A

B/

B.B ) | (B, 1) posséde un support pour Cdans dans D'’ }
BB |dve A A)v<p}

VA B)|3ve (A AANB),v < u}
\/{ne (BVAB)}
B
E/

O]

Preuve proposition 2.5. Le propagateur fcompt associé & la contrainte de complémentation
A,B

entre deux structures A et B a été défini dans la section 2.4.1 suivant :

(A, B; (A, 4),(B,B); 5"
(A,B;(AV ¢(B),AAc(B )),(Bvc(A),BAc(A));cg‘ng’>

Nous allons prouver ici que ce propagateur est correct, idempotent et Br-consistant.
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Correction Soit N = (x,D,C) avec {A,B} C x et C’jogpl € C. Comme dans le cas de
la contrainte d’inclusion, pour montrer que fC(zompl est correct, il nous faut prouver que ce
A,B

propagateur préserve les solutions, i.e. VN’ € P32, I € sol(N') & I € s0l(feompt (N)).
A,B

Pour cela nous notons (4, 4), (B, B') et (A”,A"), (B",B") les domaines associés a A
et B respectivement dans N’ et feompi (N"). Si I € sol(N'"), nous avons A’ < I(A) < Z’,
A,B

B' < I(B) < B, I(A) = ¢(I(B)) et I(B) = ¢(I(A)). Nous obtenons donc :

= AVcB)<I(A) <A AcB) = B've¢(A)<I(B)<B Ac(A)
Comme A" = A’V ¢(B), A" =A' Ae(B'), B = B'Vc(A) et B' = B Ac(A'), nous avons
=

A" <I(A) < A et B' < I(B) < B". I est donc valide dans f compt(N') et est aussi une
A,B

solution. Le propagateur f comp est donc correct.
A,B

AV e(I(B)) < I(A) < A’ A ce(I(B)) B'V c(I(A)) < I(B) < B' A c(I(A))

Idempotence Nous allons vérifier que fcompt (fcompt(N)) = foeompt (V). Pour cela nous
A,B A,B A,B

notons (A", A", (A", 4"), (4,4) et (B",B"), (B',B'), (B, B) les domaines associés & A et
B respectivement dans fcompt (feompt(IV)), feompt(N) et N. Nous avons alors :
A,B A,B A,B

1/

A" = A ANe(B)=ANc(B)Ac(BV c(A)),
= AAc(B)Ace(B)AA,
ANe(B) =4,
A" = AVeB)=AVc(B)Vc(BAc(A)),
= AVe(B)Ve(B)VA,
= Ave(B) =4
B" = B'Acd)=F,
B" = B'Ve(A)=58,

car A" = A've(B), A" =A ne(B), B" =B Vved), B' =B Ac(d), A = AV ¢(B),
A =ANc(B), B =BVcA) et B =B Ac(A).

Br-consistance Nous voulons prouver que la contrainte C'5" D est Br-consistante dans
N' = ficomni (N). Nous notons (4, A) et (A’,Z,) les domaines associés & A et B dans N et
A,B

. !
N'. Pour montrer la Bz-consistance, nous devons montrer que VO € vars(CY'5") :

{ O = N{pe (0,0 ](0,u) posséde un support pour C’Z‘jgpl dans D'},
|

0 = VA{n e (Q/,b/) (O, ) posséde un support pour C’ifgpl dans D'}
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Nous avons vars(C%5" = {4, B}. Nous allons montrer que ces égalités sont vérifiées
pour A. Montrons tout d’abord 1’égalité pour la borne supérieure du domaine de A :

\/{,u € (A, A | (A, 1) posséde un support pour Cfiﬁ’gpl dans D'}

= e @A) 3ve (B, B)u=cw)
= V{peFlAVc(B)<u<AncB)

et e F, BVc(A)<v<BAc(A) et p=c()}
= \{ueF|AVe(B) < p<ANc(B) et o(BAc(A) < < e(BY ()}

= \{ne(@ve(B),Anc(B))}
= AAc(B)

!/

= A.

Montrons maintenant ’égalité pour la borne inférieure du domaine de A :

w e ( A, 1) posséde un support pour C¢ compl jans D!
A,B
= Avc(B )
De facon similaire ces égalités sont vérifiées pour B. O

Preuve proposition 2.6. Le propagateur fc}"iu.?}w'%n associé a la contrainte de réunion entre
lensemble de structures {A;} et B est défini Suivant :
(A, B5. (A ), . (B, B CLian
<A, B;..., (é\/ T(ﬁ, C(Lj#iAj)), A; A B), e
(BV Licp.mdi, BA Licn g di); CLan'")

Nous allons montrer que le propagateur fC?Iéqu?i%n est correct et idempotent.

Correction Soit N = (x,D,C) avec Cﬁ@?ig" € C. Pour montrer que fcgju?m est cor-
Sy i}.B

rect, nous devons prouver que ce propagateur préserve les solutions, i.e. VN’ € Pﬁ}’lD, Ie

sol(N') & I € SOl(ngjT}Lfgn(N/))- Pour cela nous notons (A, 4;), (B',B') et (4", 4;"),
(B",B") les domaines associés & A; et B respectivement dans N’ et fcfiqzy}lfg’n (N'). Si
I € sol(N'), nous avons Vi € [1.k], A < I(A;) < 4, B < I(B) < B et I(B) =
Liepn..iI(Ai). Nous obtenons donc pour B :
B'V Liep yI(A4) < I(B) < B A Licp nI(4)
= B'V Licn.yAl <I(B) < B A ie[l..k]zil
. B <IB)<B"

Par ailleurs nous avons Vj € [1..k], Lici.,I(Ai) > I(4;) et donc I(A;) < I(B). Nous
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obtenons donc I(A;) < 4; ANI(B) < 4; AB' =A4;". Reste a montrer que A" <TI(4;):

I(B) = Lien. ml(Ai) = L(I(Ai), Ljzil(4;))
I(B) = min(1, I(4;) + Lz 1(A;)))
(car nous utilisons les opérateurs de Lukasiewicz)
I(B) = Ljzil(Aj) < I(A)
I(B) = 1+ c(Ljzl (A7) < I(A)
max(0,I(B) — 14 c(LjxI(A)))) < I(A;)
T(B), e(Ljzl(4))) < I(A)

T(B e(Lyzidy)) < I(Ai)
Or A’ <I(4)

T(B,e(Ljzidy) v Al < I(4)
= A" <I(4A)

Pl 4

4

I est donc valide dans fcmu?ign(N "} et est une solution. Le propagateur fcrfju'r}zi%n est donc

correct.

Idempotence Nous allons vérifier que fcf?ﬂf%"( foif;?f%" (N)) = fcfi%f%" (N). Pour cela

nous notons (é”,E-”), (é’,E,), (A, 4;) et (B",B"), (B',B)), (B, B) les domaines asso-
ciés a A; et B respectivement dans fcgiﬁf;ﬂ( fcfffﬁffr;" (N)), fC{fﬁ.?fg”(N ) et N. Montrons
tout d’abord 1’égalité pour la borne supérieure de B :

/!

B" = B'ALicp A =BA LicpyAi A Licp. (4 AB),
= BA Liepgdi = B

car Licp1.x (A; ANB) > B A J—ie[l..k]Ki- En effet puisque nous utilisons les opérateurs de
Lukasiewicz, nous avons :

Vo€ X, (Liggg (A A B))(2) = min(1, Yoy min(B(a), (@)
SiVie[l.k],Ai(x) < B(x)llouiavons (Liep.wAi A B)(w) = (Licpn.mAi) ().
Sinon nous avons (L;eq. g 4i A B)(z) > B(z).

Montrons maintenant 1’égalité pour la borne inférieure de B :

B" = B'V LA’ =BV Licn.gAi V Licn kg (Ai V T(B, c(Ljxi4)))),

!

= BV Licpydi=B.

En effet nous allons montrer que Licy x(Ai V T(B,c(Lj%i4;))) < BV Licn.xAi- En

45)))
chaque point z de l'espace, nous avons : f(z) = (Liep.y(As V T(B, e(Ljzi4;)))))(x) =
min(1, Zie[l..k} (max(Ai(z), B(z) — Zj;éi Aj(z))))-

Supposons que les n premiers indices (pour des questions de notations) vérifient 4;(x) <
B(z) — >4 Aj(z) et pas les suivants. Cette expression prend dans ce cas la forme :
f(@) =min(1,nB(x) = X ien n 22 A Aj(z) 4+ >,o, Ai(z)). Si n = 0, nous obtenons donc
f(z) =min(1, > ;e ) Ai(2)) et nous avons bien f(z) < (BV Licpn. x4i)(@).

Si n > 0 nous obtenons en réarrangeant les sommes : f(z) = min(l,nB(x) — (n —
1) et Aj(z) + 3o, (Ai(x) — Aj(z))). Puisque nous supposons qu’une solution existe
nous avons nécessairement B < Zie[l”n]ij et donc : f(z) < nB(z) — (n — 1)B(x), le
dernier terme étant négatif ou nul. Nous montrons donc bien ’inégalité voulue.
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Nous montrons maintenant ’égalité pour la borne supérieure d’'une des variables A; :

1

4" = A'NB =AABABA Licy .y

car A; < J—ie[lA.k}Ki-
Finalement nous montrons ’égalité pour la borne inférieure des variables A; :

A" = AV T(Be(LiuA))
= AV T(B,e(Ljpidy)) VT(BV Ljcy Ay, e(Ljxi(A; AB)))
= A VT(B,e(Lud;) =B

En effet nous allons montrer que T(BV Ljeqr. g4, c(Ljzi(A;AB))) < ANVT (B, c(Ljxid;)).
En chaque point x de 'espace, nous avons :

f@) = T(BV Ljepn. ]A‘ C(lj;ézTAE))(x)
= max(0, max(B(z), min( Z Ai(z) Zmln(fj(x),ﬁ(m)))

i€[1..k] jF#i
= max(0, max(B Zmln B(x)),
J#i
min(l, 3 A@)) - 3 min(; (@), B@)))).
1€[1..k] J#i

Considérons tout d’abord le premier terme : t1(z) = B(z) — >_; min(4;(z), B(z)). Si
il existe j # i tel que Aj(z) > B(x) alors ti1(z) < 0 et donc nous vérifions I'inégalité
recherchée. Sinon nous avons ¢1(z) = B(z) —>_, Aj(z) < T(B,c(Ljz4;)) et Uinégalité
est aussi vérifiée. Considérons maintenant le second terme : f2(x) = min(1, >,y Ai(@))—
> i+ min(A;(z), B(z)). Nous avons :

@) < Y Ale) - Y min( (@), Bx))

i€[l1..k] j#i
< Ai(2) + 3 (Aj(x) — min(Z;(2), B(x)))
J#i
< Ay(e)+ > max(Aj(w) - A;(w), Ay(x) - Blx))
J#i
< Ai(z)

car Aj(z) < Aj(z) et Aj(xz) < B(z) puisque nous supposons qu’une solution existe.

O

Preuve proposition 2.10. Le propagateur fod” v associé a la contrainte de position relative
directionnelle entre deux structures A et B est défini suivant

(4, B; (4, 4),(B, B); C{'y)
(A, B: (A, 4), (B, B A 6,(4)): CT)

Nous voulons prouver que le propagateur fo‘irB v est correct, idempotent et B.Sr-consistant.
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Correction Soit N = (x,D,C) avec {A, B} C x et C’d” ¥ € C. Pour montrer que fczi%u

est correct, il nous faut prouver que ce propagateur préserve les solutions, i.e. VN’ €

P, I € sol(N') & I € sol(fcgi’%u(N’)). Pour cela nous notons (4,4, (B',B) et
(A", A", (B",B") les domaines associés a A et B respectivement dans N’ et fC%TB v(N).
Si I € sol(N’), nous avons A’ < I(A) < A, B' < I(B) < B' et I(B) < 6,(I(A)). Nous
obtenons donc :
T B'<I(B) <
< = B <I(B)<B A, A)

= B"<IB)<B

puisque A” = A’, A = ZI, B' =B, B'"=B'A 5,,(Zl) et la dilatation est croissante. I est
donc valide dans fcii% »(N') et est une solution. Le propagateur fcf{;% » est donc correct.

A <I(A) <
= A'"<I(A)<

Idempotence Nous allons vérifier que fcdzru( fcdwu(N ) = fcdir +(N). Pour cela nous

notons (A", 4", (A", A, (A,A) et (B",B"), (B’ 7) (B, B) les domaines associés a A et
B respectivement dans fcgirB o ( fC%-TB v (IN)), fcff's »(IN) et N. Nous avons alors :

1

A" = A =4,
A" = A=A,
B' = BA&,@A)=BA&@A) A6, (A)=BAs,A) =F
E// _ E B,

car A" = A A=A, B =B, B'" =B n§,A), A=A A =4 B =Bet
B =BA6,(A).

BSr-consistance Nous voulons prouver que la contrainte Cﬁi%” est BSr-consistante
dans N/ = foii%u(N). Nous notons (A4, A), (A’,Z/) et (B, B), (ﬁ/,El) les domaines associés
a A et B respectivement dans N et N’. Pour montrer la BSz-consistance, nous devons
montrer que VO € vars(Cd" V)

0 = \/{M € (Ql,él) | (O, 1) posséde un support pour Cd” Y dans D'[}.

Nous avons Uars(C%%”) = {A, B}. Montrons tout d’abord cette égalité pour A :

\VAVR:
= \ire
= \V{ne

— \/{ue (A A)|B <)
_ {A si B < 4,(A)

(A | (A, 1) posséde un support pour Cd“" " dans D’I}
(4’ \HVG(B' B),v < 6,(u)}

(4,7) | € (B, A6,(A)), v < 6,()}

(4,

0OrF sinon

Lorsqu’une valeur pour B satisfait la contrainte, la borne supérieure du domaine de A
reste inchangée. Lorsqu’aucune valeur ne satisfait la contrainte, le domaine de A devrait
étre vide. Le propagateur ne réalise pas ce changement. Cependant puisque dans ce cas le
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domaine de B résultant est vide, le probléme est dit insatisfiable quelle que soit la valeur
du domaine de A.
Vérifions maintenant 1’égalité pour B :

Mais puisque par convention un domaine (O, 0) avec O £ O est équivalent a (17,0%),
I’égalité est toujours vérifiée.

Ce propagateur n’est pas Br-consistant puisque dans certains cas particulier la borne
inférieure de A pourrait étre mise & jour. Supposons par exemple que A soit réduit a un
point, que A = 0r, que B < §,(A) et que max,ex B(x) = 1. Dans ce cas nous pourrions
en déduire que A = A.

O

Preuve proposition 2.11. Le propagateur fcgiisgmin » associé & la contrainte de distance mi-

nimale entre deux structures A et B est défini suivant :

<A, B; (A, Z), (E,E)’ C%Sémm 1/>
(A, By (A, ANc(6,(B))), (B, B Ac(0,(A)); CFsEmmv)

Nous allons montrer que fczi% min v €8t correct, idempotent et B.Sr-consistant.

Correction Soit N = (x,D,C) avec {A, B} C x et C¥stmin? ¢ C. Pour montrer que
fedisgmin v est correct, nous devons prouver que ce propagateur préserve les solutions, i.e.

VN’ € P¥L,I € sol(N') < 1 € sol(fcf‘isémmy(N’)). Pour cela nous notons (4, 4),

1!

(ﬁ’,g,) et (A",Z”), (B",B") les domaines associé¢s 4 A et B respectivement dans N’
et fciithminu(N,). Si I € sol(N’), nous avons A" < I(A) < Z’, B < I(B) < B et
I(B) < ¢(8,(I(A))). Notons tout d’abord que :

I(B)  <c(6,(I(A)))
& I(B)  <eglc(I(A)))
= 0,(I(B)) <c(I(A)),

suivant le théoréme d’adjonction. Nous obtenons donc :

A < I(A) <A Ac(s,(I(B))) B' < I(B) < B Ac(6,(I(A)))
= A <I(A) <A Acl6,(B)) = B' <I(B)<B Ac(6,(4))
= A <1A) <A = B'"<IB)<B"

puisque A” = A’, A=A A c(6,(B"), B" = B’ et B =B A c(6,(A")). I est donc valide
dans fc‘ffﬁm"”(N "} et est une solution. Le propagateur fciz;%mmy est par conséquent
correct.
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Idempotence Nous allons vérifier que foﬁ‘}‘é min v ( fcfﬁ%t minv(N)) = fcffxi,sé min v (IN).
Pour cela nous notons (A”,A"), (4,4, (A, 4) et (B",B"), (B',B’), (B,B) les do-
maines associés a A et B respectivement dans fog,\i’sémin u(foji,gmin L (), fclcél‘i.thnzin v(IN) et

N. Nous avons alors :

A" = A Ne(6,(B) = ANc(6,(B)) Ac(ds(B))
= AAc(6,(B) =4,

A" = A=A,

B" = B Ac(5,(4) =B Ac(d,(4)) Ac(d,(A))
= BAc(6,(A) =T

B" = B =B,

car A" = A", A" = A ne(6,(B')), B" = B', B' = B' Ac(6,(A)), A' =
B = Bet B =B Ac(5,(A)).

BSr-consistance Nous voulons prouver que la contrainte est BSr-consistante
dans N’ = fC%sémmy(N). Nous notons (A, A), (4,4 et (B,B), (B,B) les domaines
associés & A et B dans N et N’. Pour montrer la BSz-consistance, nous devons montrer
que VO € vars(Cﬁi‘%mm Y):

dist min v
CA,B

0 = \/{,u € (0',0) | (0, 1) possede un support pour C%%mm Y dans D'’}
Nous avons vars(Cfﬁsémm ¥y = {A, B}. Montrons cette égalité pour A :

| (A, p) posséde un support pour C’dmmm” dans D/[}
| Jw € (E,E ),w < C(5u(u))}

A
= e A,ZAc@(ﬁ ) | B < c(6,(1)}
= Ve FIB<c(b(n) et A< p<ANc(s,(B))}
= \{re FIA<p<ANc(,(B))}
(car p < C(5yl(ﬁ)) = B < c(6,(p)))

T

I’égalité pour B est obtenue de fagon similaire.

Notons que comme pour la contrainte de direction, la borne inférieure de A pourrait
étre mise & jour dans certains cas particulier. Cependant nous ne disposons pas d’opérateur
efficace pour accomplir cette tache. O

Preuve proposition 2.11. (suite) Le propagateur fcdm mae v 8S0CI€ & la contrainte de dis-
tance maximale entre deux structures A et B est deﬁm suivant :
<A7B; (A’ A)’ (§7 B), Cdzstmaa: zx>
(A, B; (A, A), (B, BA6,(A)); Cd”tm‘” Y)

Nous allons montrer que fcii% maz v €St correct, idempotent et B.Sr-consistant.
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Correction Soit N = (x,D,C) avec {4, B} C x et C45™ma2¥ ¢ C. Pour montrer que
fczi%t maz v €St correct, nous devons prouver que ce propagateur préserve les solutions, i.e.

VN’ € P, I € sol(N') & I € Sol(fciithmaxu(N/)). Pour cela nous notons (A, 4),
(B',B') et (A", 4"), (B",B") les domaines associés & A et B respectivement dans N’
et fcdzstmaxu(N/) Si I € sol(N'), nous avons A’ < I(A) < A, B' < I(B) < B et
1(B) < 5,(1(4)).

Nous obtenons donc :

B' < I(B)
= B' <I(B)
= B"<IB)<B

puisque A" = A, A" = A, B" = B et B' = B A 5,,(21). I est donc valide dans
fcvdzst maz v (IN') et est une solution. Le propagateur fczi% maz v €St par conséquent correct.

N <1 < T (i(,A))
(4)

<
7i —! <
= A'<I(A)<A

B AS,
B A,

1/

Idempotence Nous allons vérifier que fciisé maz v ( fczisg maz v(N)) = fciith maz v ().

/!

Pour cela nous notons (A”,Z”), (A’,ZI), (A, A) et (B",B"), (ﬁ/,gl), (B, B) les do-
maines associés a A et B respectivement dans fcr;l"i% maz v (foﬁi—f» maz v (N)), fcfxi,% maz v (N) et
N. Nous avons alors :

A" = A =4
AN — Al — A,
B" = B A6,(A)=BnAb,(A) A6, (A)
= BAG6,(A) =T,
BN — B/ — B,
car A" = A’, A" =4, B"=B,B"=B As,A), A = A A =4 B = B et

BSr-consistance Nous voulons prouver que C’%‘gmaz YV est BSr-consistante dans N/ =
fczi%t maz v (IN). Nous notons (A4, 4), (A’,ZI) et (B, B), (ﬁ’,?l) les domaines associés a A

et B dans N et N’. Pour montrer la BSz-consistance, nous devons montrer que VO €
vars(Cfﬁthma’”” Y)

0 = \/{M € (Ql,él) | (O, 1) posséde un support pour C’dmma‘” ¥ dans D'I}.




260 C. PREUVES DU CHAPITRE 2

Nous avons vars(C%stmer vy = £ A BY. Montrons tout d’abord cette égalité pour A :
A,B g p

\/{u c (A | (A, p) posséde un support pour C’dwtm‘m Y dans D’I}

_ \/{ue( |3we(B’§),wS5u(M)}
= \/{MG(AZ | 3w € (B, BA6,(A)),w < d,(1)}

= V{ne @A) B<o(w)

= \/{MGFIESMM) et A< p <A}

= \{ueFlA<pu<A}
(car nous faisons ’hypothése qu’une solution existe. Dans ce cas la condition
B < 0,(u) est satisfaite pour toute valeur de p plus grande qu’une solution p4.
Par ailleurs toutes les valeurs comprises entre A et pa ne satisfont pas
nécessairement la condition mais comme nous calculons le supremum de cet
ensemble, nous pouvons les conserver dans l’expression)

= A=4.

Vérifions maintenant l’égalité pour B :

] (B, p) posséde un support pour Cd”t MarY dans D’I}
) 3w € (A, T), 1 < 6,()}

O

Preuve proposition 2.13. Le propagateur fcenn associé a la contrainte de connexité d’une
structure A est défini suivant :
<A7 (A7 A) Cconn>
(4;(4,€a(4))); CF™)

ott £4(A) = \/{v € H|A < v < A}. Nous allons montrer que ce propagateur est correct,
idempotent et BS r-consistant.

Correction Soit N = (x,D,C) avec A € x et C¥™ € C. Pour montrer que fogonn

est correct, nous devons prouver que ce propagateur préserve les solutions, i.e. VN’ €
—/ —/!

P, I € s0l(N') < I € sol(foeonn(N')). Pour cela nous notons (A, A) et (A", A7) les

domaines associés & A respectivement dans N’ et foeonn(N'). Si I € sol(N'), nous avons

A < I(A) < A et I(A) € H. Nous avons donc :
I(A)e{peH|A <u<A}
= A<IA)<\/[{peH|A <p<A}
= A" <I1(A) <A
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puisque A" = A, A" = A A\{peH| A < <A} Iest donc valide dans feconn (N)
et est aussi une solution. Le propagateur fczonn est donc correct.

Idempotence Nous allons vérifier que foconn (foeonn(N)) = foeenn (N). Pour cela nous
notons (A", A"), (A',A") et (A,A) les domaines associés a A dans fegenn (fogonn (N)),
fcgonn (N) et N.

Nous avons A’ =\{pe H|A<u<A}et A =\{neH|A<u<A} En
remarquant que (A< pu<AetpucH) & (A<u< Aetpe H), nous obtenons :

A" = \[{peH|A <p<A)}
= \{peH|A<u<A)=4,
A/l — A/:A

BSr-consistance Nous voulons prouver que la contrainte C¢"" est BSr-consistante

dans N' = foeonn (N). Nous notons (4, A) et (A’,Z/) les domaines associés 4 A dans N et
N’. Nous devons alors montrer que :

—/

A = \/{M € (A, A)) | (A, ) posséde un support pour C$™" dans D’]}
= V{neH|A<u<A}

= V{neH|A<u<A}
(carpeHet A< pu<A & uEHetAﬁuﬁZ/)

—/

= A.

O

Preuve proposition 2.14. Le propagateur fCZOiBS/\Céonn est associé a la conjonction de la

contrainte de voisinage entre deux structures A et B et d’une contrainte de connexité
portant sur B. Il est défini suivant :

(A, B; (A, A), (B, B); O A Cg™)
(A, B; (A, 4),(B,B); C% N Cgm™)

ou B = Vip € H| B < u<B et tieonn(pt, A) = 1}. Nous allons montrer que le propaga-
teur fcfzo? est correct, idempotent et BSr-consistant.

Correction Soit N = (x,D,C) avec {A, B} C y et Cffg € C. Pour montrer que fczo}lés est

correct, nous devons prouver que ce propagateur préserve les solutions, i.e. VN’ € vaf’lD, Ie
sol(N") & I € Sol(fczo%s(N/)). Pour cela nous notons (4',4"), (B',B) et (A", A"),

(E”,EN) les domaines associés & A et B respectivement dans N’ et fcgog(N/)- Sil e
sol(N"), nous avons A’ < I(A) <A, B' < I(B) < B', I(B) € H et pteonn(I(A),1(B)) = 1.
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Nous avons pour A : A’ < I(A) < A= A< I(A) < A" et pour B :

I(B) e {p €M |B < p<B et proonn(p I(A)) =1}
= B'<I(B)<\/{neH|B <u<B et peonn(p, I(A)) = 1}

= B <I(B)<\/{neH|B <u<B et teonn(p, A) =1}
= B'"<I(B)<B’

/

puisque A" = A4’, A" = Zly B" =B et B' = V{peH] B'<p< B et Nconn(I(B)az) =
1}. I est donc valide dans fenois (N') et est une solution. Le propagateur fereis est par
conséquent correct. ’ 7

Idempotence Nous allons vérifier que fcms ( fcvozs ) = fcgog(N ). Pour cela nous
7 '

(N
notons (A", 4", (A", A, (A,A) et (B",B"), (B’ 7) (B, B) les domaines associés a A et
B respectivement dans fcrzoi3§< fczog(N ), fogog(N ) et N.

Nous avons alors : 7 7 ’

/! !

Z = Z - Z)
A" = A=A
B' = \/{N eEH|B <p< B et Mconn(ﬂvzl) =1}

= \/{MGH’B<M<B etUconn(Nv )_1}

= V{N€H|B<N<Betﬂconn(u) )_1}
(car p € Het B<pu<B et teonn(p,A) =1
@uEHetESuSEIetuwm(u,Z):1)

B// — B/ — B
car A" = A A=A B =B B ' =\{peH|B <pu<B et peonn(p, A) = 1},
A=A A =4 B = BetB V{pe€H|B<u<B et peonn(it, A) = 1}.

BSr-consistance Nous voulons prouver que la contrainte C”‘”S Y est BSz-consistante
dans N’ = f, vogu(N) Nous notons (A4, 4), (4’,A') et (B, B), (B', B') les domaines associés

a A et B dans N et N'. Pour montrer la BSz-consistance, nous devons montrer que
VO € vars(C”‘”S YY)

0 = \/{M € (0,0 | (0, u) posséde un support pour C’”OZS Y dans D'I}.

Nous avons vars(CY%Y) = {A, B}. Montrons tout d’abord cette égalité pour A :
A,B g

\VAine
= Vel
(

(

/

,A) | (A, n) posséde un support pour C’”‘”s ¥ dans D’I}
’, | Jv e (B, E),,ucmm(,u, v) =1}
: ! uconn(u, ) =1}

—/

A Sy

\IL \b>

= \{re
= \/{re

\ D>
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En effet nous supposons qu’il existe une solution. Si nous notons p4 et pp les valeurs d'une
telle solution pour les variables A et B, nous avons alors fieonn(ta,up) = 1, B < up <
B et A < pa < A Toutes les valeurs de p entre pg et A satisfont donc la condition

Leonn (14, B/) = 1 (puisque ficonn est croissant). Par ailleurs nous pouvons laisser dans
I’expression les valeurs comprises entre A et ua puisque nous calculons le supremum sur
I’ensemble des valeurs.

Vérifions maintenant 1’égalité pour B :

\/{u € (ﬁ/,él) | (B, p) posséde un support pour C’ﬁ"’g ¥ dans D’I}
= Vine B, B)|3ve A A),neHet peonn(pv) =1}
= V{ue(BB)|3ve(AA),pneHet ponm(n,v) =1}
= V{neH|B<u<B et peonn(p, A) =1}
= \/{neH|B<u<B et pieonn(p. A) =1} = B'

En effet nous avons p € Het B < p < Bet pieonn(p, A) =1 & p € Het B < p <
- e
B et pieonn(p, A) = 1.
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Annexe D

Preuves du chapitre 3

Preuve proposition 3.3. Nous allons montrer dans un premier temps que si x; appartient

4 un maximum régional R, de y, alors n! (i) (1) € HE.

Par définition n' pores (p) = V{v e H | 5“(% < v < u}. Nous allons montrer que tous

les éléments v € H! vérifiant 555‘700 < v < u se recouvrent au sens de Lt Tout d’abord
montrons que maxgey v(z) = p(r;). D’aprés la proposition 3.2, si v € H!, v posséde un
seul maximum régional et nous notons x,, un point appartenant & ce maximum régional.
Puisque ce maximum régional est unique et que X est borné et discret, pour tout point
x € X, il existe un chemin croissant dans v de x vers x,,. Il existe donc un chemin I, 4,,
croissant dans v de z; vers . Or v(z;) = p(z;) et v < p, donc Vo € ly, 4., p(xg) >
v(zk) > p(x;) et puisque ly, 4, est croissant, Voy € ly, 4., ¥ € Ry, (en effet dans le
cas contraire le premier point x, n’appartenant pas a R, vérifierait u(zry) < p(x;)). Le
point z,, appartient donc & R, et pu(z;) = p(zy). v atteint donc son maximum global
en x;. Tous les éléments v de H! tels que 552.(%) < v < p vérifient donc v(z;) = u(x;) et
maxgey V(z) = pua,;. Ils se recouvrent donc selon ! (car quel que soit le niveau «, leurs
a-coupes sont soit vides soit contiennent x; et donc s’intersectent en z;) et nous obtenons

77;# z)( )eHl

Montrons maintenant que Vo € X, 0!, (u)(x) = ¢, (x,2;). Soit ¢ € F tel que Va €

6#(1

X, c(z) = ci(w,wi). Nous allons dans un premier temps vérifier que ¢ appartient a H?.

Par définition Va € [0,1], (c)a = {2 € X | ¢y(x,2;) > a}. Soit © € (¢)a et lpq, un

chemin discret maximisant le critére max 1L, ming<<n, ft(x). Nous avons
I={zo=z,21,....cn=Yy}

alors Vo € lp gz, xp € (¢)q (car ming, e, ,. p(xg) > ). Pour tout couple de points de

(C)a, il existe donc un chemin discret dans (¢), passant par x; et prenant ces points pour
extrémités. Nous avons donc Va € [0,1], (¢)q € Cq et suivant la proposition 3.1, ¢ € H?.
Par ailleurs c(xl) = c}l(mi,xi) = u(x;). c vérifie donc ¢ € H! et 5%%) < ¢ < p. Nous
obtenons donc 77 o) = c.

Soit v € ’Hl tel que 5”(36') < v < pu. Nous avons donc V(x,y) € X2, cl(z,y) =
min(v(x),v(y)). Puisque la mesure ch(:ls y) est croissante par rapport a h et que v < p,
nous obtenons ¢, (x,y) > min(v(z),v(y)). Si nous choisissons y = x;, nous obtenons
c}l(x,xi) > min(v(x),v(x;)) et puisque v(x) < v(z;) (cf premiére partie de la démons-
tration), la propriété ¢ > v est vérifiée pour tous les éléments v appartenant a H' tels que
5#(xz) < v < u. Nous avons donc 775u(z y(p) <e.
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Nous obtenons donc bien l'égalité Vo € X, 775;@ () () = ¢} (2, ;). O

Preuve proposition 3.5. Soit x,, un point auquel le maximum global de p est atteint.
Puisque X est borné et fini, existence de x,, est garantie. Nous voulons montrer que :

V(z,y) € X2, (2, y) > min(cp(z, 2m), &, (Y, Tm))-
Soient (z,y) € X? quelconques. Par définition :
1 — min(u(@), u(y)) + ¢, (=, y)

e (x,y)

> 1 —min(u(x), u(y)) + min(c}!(m,xm),c}i(ﬁmw)) (CL est max-min transitif)
> min(l — min(u(z), 4(9)) + € (@ 7m), 1 — min((e), 1(y)) + cL(zm, )
> min(l — min(u(z), p(m) + Lz, 7m),
1= min(p(@m), 1(y)) + u(@m, ) (car p(zm) > max(p(z), u(y)))
> min(ci(w xm),ci(xm, Y)).

O

Preuve proposition 3.6. Soit u € F. Nous voulons montrer que ci(az,y) atteint son mini-
mum pour x étant un point auquel le maximum global de u est atteint et y appartenant a
un maximum régional de p. Soit x,, un point auquel le maximum global de u est atteint.
La proposition 3.5 nous assure que : ¥(z,y) € X2, c u(x y) > mm(c/%(x,:rm), ci(y,xm)).
Nous obtenons donc : mln(x y)ex? € (33 y) > mingex c2 (7, Tm),

et puisque Tp, € X : ming, ex2 ¢ (w y) = mingex ci(m Tim)-

Cela nous assure que ci(x, Y) atteint son minimum lorsque x ou y sont des points auxquels
le maximum global de p est atteint.

Nous allons maintenant montrer que si ,, est un point auquel le maximum global de u
est atteint, alors le minimum de CZ (zm, ) est atteint lorsque = appartient & un maximum
régional de p. Soit un point quelconque x de X. Soit x; appartenant & un maximum régional
de u tel qu’il existe un chemin discret croissant de x & x; dans p (nous avons en particulier
p(x) < p(z;)). L'existence de ce maximum local est assurée puisque X est borné et fini.
Nous devons prouver que :

c;(a:, Tm) > ci(xi, xm), ou de maniére équivalente
clf(a:,xm) —p(z) >c (azl,xm) — p(z;), ou encore
el (@, ) + plei) > ch(@ssam) + ().
Nous allons montrer cette derniére inégalité. Puisque c est max-min transitif, nous

avons .

C}L(a:,xm) > min(ci(m,mi),ci(xi,xm)). (D.1)

Supposons dans un premier temps que :
C}L($i,£€m) > C}L(x,:pi)
D1= c}t(m,xm) > cL(x,mi)
= cb(m, ZTm) > p(z) (car il existe un chemin croissant dans p de x vers ;)

S @ mm) + () > e mm) + () (car plz) > (@ mm) ).

Supposons maintenant que :

CM(:B7$1) > C};,(l'ivl‘m)
D1= ¢y (x,2m) > c(xi, Tm)
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Puisque ¢! est max-min transitif, nous avons :

o
C}L(ximm) > min(ci(a:i,:v),ci(x,xm))
> min(u(), (2, Tm))
> 1

cu(m, Tim)-
Nous obtenons donc :

cb(w,xm) = ci(xi,xm)

= ci(x,xm) + p(x;) > cb(wi,azm) + p(z) puisque p(z;) > p(x).
La propriété ¢, (, Tm) + p(xi) > ¢, (x5, Tm) + p(x) est donc toujours vérifice et :
Vo € X, Ci(l’,l’m) > ci(:ni,mm),

oll x; est un point appartenant & un maximum régional de p et =, un point auquel le
maximum global de p est atteint. O

Preuve proposition 3.7. Nous allons montrer dans un premier temps que la fonction asso-
ciant c}t(az,y) 4 p est lipschitzienne pour = et y fixés, quelconques. Soient (ua,pup) € F2
et n = dr(pa,pup). Nous voulons prouver que dfx2(0;1u3’c;lm) < n (ot dr,(f1, f2) =
SUP (,y)e X2 |f1(.73, y) - fZ(xv y)|)

Soient (x,y) € X? quelconques et LA, LB deux chemins de = & y tels que C,tlm (z,y) =
ming era pa(x;) et C}LB (z,y) = ming e up(z;) (ces chemins existent et les minima sont
atteints puisque X est discret et borné). Par ailleurs dz(pa, ug) =n =z € X, |pa(z) —
uB(2)] <n.

Soit xq € LA tel que ming,era pa(x;) = pa(z,) et v € LA tel que ming,era pup(x;) =
pp(zp). Puisque dg(pa, up) = 1, nous avons :

{ [a(Ta) — pp(Ta)|
() — pp(xp)]
{ —n + puB(2q) < mingera pa(ri) <0+ pp(eq)
—n+ pa(zs) < mingepa pp(e) < n+ palzs)

{ —n 4 ming,era pp(r;) < mingera pa(z;)

—n + mingera pa(z;) < mingera pp(x;)

= | ming,era pa(ri) — mingera pp(xi)| <n.

<n
<7

Similairement nous pouvons obtenir :

_ < .
|££LHB pa(w;) manB pe(xi)| <n

Donc nous avons :
{ | ming,erp pa(e;) — ming,erp pp(x:)| <n
| ming,cra pa(r;) —mingera pp(x;)| <n

N { ’TinmieLB MA(@) — ¢z <
|, (T, y) — mingepa pp(xi)| <n

1A
{ ¢ (2,y) < mingerp palz:) + 1
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Puisque la définition de C}L nous assure que ming. crp pa(x;) < CMA (z,y) et que

ming, era pp(zi) < C#B (x,%) nous obtenons que V(z,y) € X? :
{ €un (1) < €, (2:) 4+
Cua(,y) < e (2,y) + 1

= ey, (@,y) — ¢, (z, )] <,

1 1

0 Cua) < 7 et la fonction associant cb(:c,y) a p oest

Nous obtenons donc bien dg , (c
lipschitzienne.

Nous allons maintenant montrer que la fonction associant c ( ,Y) & p est continue et
2-lipschitzienne pour = et y fixés. Soient (pua,pn) € F2, n = dy:(,uA,,uB) et (z,y) € X2
quelconques. clll est lipschitzienne. Puisque :

‘Clllj,B(w?y) - C}LA(x7y)| S 77

= —n+c,,(x,y) <c, (@) <n+c,, (). (1)
Par ailleurs :
Vz € X, |pa(z) —ps(2)| <n
=Vz € X, —n+ pp(z) < pa(z) <n+upp(2)
N { —n+ pp(x) < pa(x) <n+ pp(z)
—n+pp(Y) < paly) <n+usy)
(pour z =z et z =y)
= —n+min(up(x), pp(y)) < min(pa(z), pa(y)) < n+min(us(z), pey))
L Tntl- min(pp(2), pp(y)) < 1 —min(pa(z), pa(y))
<n+1-—min(up(), up(Y))
N —2n+ 1 —min(up(x), n(Y)) + ¢ (z,y) <1 —min(pa(z), paly)) + cp, (,y)

<20+ 1 —min(up(z), B (Yy)) + ¢, (2, 9)

(12)

(en additionnant (I1) et (12))
= e (@, y) — e (2, y)] < 21,
La fonction associant ci(x, y) & p est donc 2-lipschitzienne. O

Preuve proposition 3.8. Nous allons montrer que la fonction c?(u) = ming, y)€X2 c (:n Y)
est 2-lipschitzienne. Soient (pa, pup) € F2? et n = dr(ua, ug). Soient (v4,y4) € X? tel que

*(pa) = ¢, (xa,ya) et (z5,yp) € X? tel que *(up) = ;. ,(v5,yB).
Puisque ci est 2-lipschitzienne :

{ |2 (za,y4) — CuB (za,ya)| < 21
|C J(@ByB) = (TB,yB) < 21
)

N { ¢ (za,ya) <20+ CuA(fA,yA)
e (@B, yp) <2n+ci (vB,yB)
N { 2 (xa,ya) <20+ c(pa)
2 (zB,yB) < 20+ A(up)
or  (up) < (xa,ya) et *(pua) < ¢, (zB,yB)
N A(up) < 20+ A(pa)

A(pa) <20+ (up)
= =20+ c*(up) < A(pa) < 20+ A (up)
| (a) = ¢(uB)| < 2.

4
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La fonction ¢? est donc 2-lipschitzienne. O

Preuve proposition 3.9. Afin de montrer que H2 définit une hyperconnexion sur F associée
4 la mesure de recouvrement |2, nous devons montrer que :

- 0r € Hz,

— 'H2 contient une famille sup-génératrice S de F,

— pour toute famille d’eléments {u;} de H2 telle que 12({u;}) =1, Viu; € H2.

1) Puisque V(z,y) € X2, ¢j,.(x,y) = 0, nous avons ¥(z,y) € X?, ¢§_(z,y) =1 et donc
c?(0F) = 1. Nous vérifions ainsi que V7 € [0,1],0F € H2.

2) Vo € X, vt € [0,1], 3(6L) = 1 et donc Vx € X, Vt € [0,1], VT € [0,1], 8, € H2. Par
ailleurs la famille {0, | z € X, t € [0,1]} est sup-génératrice dans F.

3) Soit {p;} une famille d’éléments de H2 vérifiant L2({y;}) = 1. Nous notons p = V; ;.
Nous devons montrer que c?(u) > 7.

Soit &, un point auquel le maximum global de u est atteint, p, € {u;} tel que p(zy,) =
ftm (%) €t y appartenant & un maximum régional de g tel que () = 1—p(y) + ¢, (€m, y)
(lexistence est assurée par la proposition 3.6). Soit k tel que p(y) = p(y), alors :

A(p) =1 — p(y) + cp(Tm, y).

Puisque cL est max-min transitif nous avons :

CL(xmvy) > miH(CL($m,$k),Cli($k,y)), (Dz)

ol xy est un point auquel le maximum global de uy est atteint.

L2({mi}) =1
= Va € [0,1], Mi{(, (1i))a [ o < hi = 1+ 7} # 0 avec hy = maxzex pi(x) = pi(w:)
= Va € [Oa 1}7 a < mln(um(fﬂm)a,u'k(xk)) -1+ T, (néhm (Mm))a ﬂ(n;hk (:U'k))a 7£ @
Tm T
(en restreignant l'intersection aux indices correspondant a p et a fiy,)

= Al € Ly, 2, ={z0 =z, 21, ... 00 = Tp } tq

minosico (1l (1) 1l () ) 00 2 0t ) ) = 147,
T g m

ot Ly, z,, est 'ensemble des chemins discrets de xj a x,,, selon la connexité discréte cq dé-

finie sur X . En effet selon la proposition 3.3, 77;2;: (ur) € Hlet 77;55::; () € H! et donc selon

la proposition 3.1, toutes leurs a-coupes sont connexes au sens de la connexité discréte cg. Si

nous notons oy = min (L, (), pr (k) — 147, les a-coupes de 77;,% (1g) et de Wéhm () ()
T Tm

de niveau ag sont connexes et s’intersectent. Leur union est donc connexe ce qui assure

. . . 1 .
Iexistence du chemin [. Puisque ¢, (z,y) = max leLay ming<;<p (), nous ob-
I={zo=x,21,....tn=y}
tenons :

1
C 1 1
M hy (1 )V, ()

T Tm

(Tm, k) > pr(eg) —1+7

= cp(Tms ) > () — 147
(puisque cllt est croissante par rapport a p)
= cp(@m,en) > pe(y) =147
(puisque px(zx) = pr(y))-




270 D. PREUVES DU CHAPITRE 3

Par ailleurs :

pu, € M2
= Apg) > 7
= 1 — min(pug (1), pr(y)) + g, (T, y) > 7

(puisque V(z1,z2) € X2, cik (w1, 22) > c2(ur))

= 1= pi(y) + cp (2r,y) > 7
= e (@, y) > pr(y) — 1+ 7
= ep(wry) > pe(y) —1+7

puisque C}L est croissante par rapport a .

Donc :

D2= cy(tm,y) = min(c,(zm, 2), ¢ (25, )

= e (Tmy) = py) — 1+ 7
= 1= pi(y) +cp(@m,y) > 7
= 1- N(y) + C}L(xmay) 2T

puisque p(y) = px(y)
= 1 —min(u(@n), w(y) + 4 (@m,y) > 7
puisque £(y) < pu(zm)
A(p) >
w € H2.

¢

O]

Preuve proposition 8.11. Selon la proposition 3.3, si z; appartient & un maximum régional
de p, alors 17;5.(%_) € ‘H!'. La proposition 3.10 nous assure alors que 77;5@1,) € H ().

Nous devons maintenant prouver que I'ensemble des composantes hyperconnexes H*(u)
de p selon H! est isomorphe aux maxima régionaux {R;} de p. Pour cela nous allons
montrer que les éléments de H!(u) sont exactement les ouvertures connexes 77;1”% (1) dont
Porigine est associée aux maxima régionaux pup de p. Soit R C X un maximum régional
de p. Nous notons pugr(z) = u(x) = hg si x € R et 0 sinon, hr étant la hauteur de cet
ensemble. Nous allons montrer que n}m (u) appartient a H'(u) et que opérateur 77;113 () :
{R;} — H' (1) est bijectif.

L’ouverture hyperconnexe d’origine ugr peut étre obtenue suivant : 77}1“% (u) = \{v €
HE | pr < v < p}. L’ensemble des éléments v satisfaisant a ces conditions s’intersectent
donc au moins pour les niveaux « € [0, hg] puisqu’ils incluent tous ppr. Par ailleurs ils
vérifient nécessairement max,cx v(z) = hg (cf la premiére partie de la preuve de la propo-
sition 3.3). En effet dans le cas contraire ’ensemble v présenterait au moins deux maxima
régionaux et n’appartiendrait donc pas a H! (la figure D.1 illustre ces différentes nota-
tions. v est un ensemble flou tel que max, ¢ x vo(z) > hg mais dans ce cas v ¢ H!). Nous
pouvons en déduire que L'({v € H' | ug < v < p}) =1 et donc que T]}LR(M) € H!. La
propriété 3.10 nous assure alors que 77;1”;», (n) € HY ().

Prouvons dans un premier temps que lopérateur n, . (1) : {Ri} — H' (1) est surjectif et
donc que chaque composante connexe de p est associée & un maximum régional de p. Soit
pi € H(p) et z; un point auquel le maximum global de y; est atteint (nous avons dans ce
cas pi(z;) = p(z;i)). Si z; appartient & un maximum régional R; de pu, alors p; = 77}% (u) et
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Ficure D.1 — g un ensemble flou 1D. pp correspondant & un maximum régional. vy
appartient a H! et up < vi. 1o & HL.

donc p; est associé & R;. Supposons que z; n’appartienne pas & un maximum régional de
. Soit z,, appartenant & un maximum régional de p tel qu’il existe un chemin croissant de
x; vers T, dans p (ce qui est toujours possible puisque X est supposé borné). Considérons
Pensemble flou v prenant pour valeur p(x) sur ce chemin et 0 ailleurs. Nous pouvons alors
vérifier que 1'(p;,v) = 1 et donc que pu; V v € HL. Par ailleurs par construction nous
avons p; < w; Vv < p, ce qui est en contradiction avec la propriété : e Hl,m <v<p
vérifiée par tous les éléments de H'. Ce cas n’est donc pas possible et nous avons toujours
x; appartenant & un maximum régional de pu et p; = 7]}1 R, ().

Il nous reste donc & montrer que cet opérateur est injectif. Considérons deux maxima
régionaux différents R; et R; et p; = ani () et p; = nllm_(,u). Supposons que f; = ;.
Dans ce cas p; > g, V pg,;. Or puisque p; < p et que R; et }%j sont des maxima régionaux
différents, p1; présente donc au moins deux maxima régionaux, ce qui contredit p; € H(p).
i et p; sont donc différents.

H!(p) et 'ensemble de maxima régionaux de p sont donc isomorphes. O

Preuve proposition 3.12. Nous notons H!(u) = {ju;}. La proposition 3.11 nous assure que
chaque p; est associé & un maximum régional de p. Nous notons x; un point appartenant
au maximum régional associé a y; et x; un point du maximum régional associé a j; . Nous
voulons prouver que :

1 .
cu(@i, ;) = maxmin(u;(z), pj(z))-

Prouvons dans un premier temps que ¢},(z;,2;) > maxyex min(u;(z), pj(x)). La mesure

c}L est max-min transitive donc :

},Li\/;,tj (.T}i, m]) Z Ixnea)){( min(C}LiV/Lj (mi7 [B), C/lﬁiV/Lj (3:', x]))

Cc

Par ailleurs ¢! (x5, x) > c}” (x4, x), puisque C}L est croissante par rapport & u. Puisque

iV g
par définition p; € H' et que x; est un point auquel le maximum global de j; est atteint,
Dégalité suivante est satisfaite : ¢}, (@, ) = min(ui(x;), pi(x)) = pi(x). Nous obtenons
donc c!

v, (Tis @) = pi(x) et de méme c}”vﬂj (x,x5) > pj(z).
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Donc :

C}MVW (‘ri’ ‘rj) 2> MaAXzeX min(cllll,i\/,uj (xi’ x)? C}Li\/ﬂj (.’ﬁ, $]>)

= Chavp, (Tis ) > maxgex min(u;(x), 1 (2))
= ¢y (i, x5) > maxge x min(pg (@), pi(x))
car cllt est croissante par rapport a u.

Nous allons maintenant prouver par ’absurde que cb(mi, xj) < maxgex min(pi(x), pi(x)).

Supposons que ¢, (2, &) > maxyex min(u;(x), 1j(x)) et soit x4 le point anquel est atteint
le minimum du chemin sur lequel C}L(IZ’, xj) est atteint (c’est-a-dire sur lequel ce minimum
est maximal). Nous avons donc p(x,) > maxzex min(u;(z), pj(x)) et done pu(z,) > pi(zaq)
ou pi(zq) > pj(z4). Par ailleurs les composantes connexes p1; (appartenant a H') vérifient
Vo € X, pi(z) = c¢)(x,x;) (cf propositions 3.3 et 3.11). Nous obtenons donc p;(x,) =
¢ (Ta, ). Or ¢}, (x4, 2;) = p(xq) (en considérant le chemin utilisé pour calculer ¢, (7, z;)).
De méme nous avons ft;(z,) = c}i (Za,25) = p(xa), ce qui est en contradiction avec p(zq) >

Mi(xa) ou N(xa) > Nj(xa)-
O

Preuve proposition 3.15. Puisque 'ensemble des feuilles £ de arbre T = T'(u) est iso-
morphe aux maxima régionaux {R;} de p par construction, nous obtenons d’aprés la pro-
position 3.11 que £ est isomorphe & H*(u).

Nous voulons maintenant montrer que chaque composante connexe p; correspond exac-
tement & la branche P'(h(l;)) de I'arbre. Nous notons E(G)(z) = max,eq |zepi(v) M(v) la
fonction retournant I’ensemble flou associé a un sous-arbre de T'(u) dont I’ensemble des
neeuds est GG. Nous rappelons que les quantifications des degrés d’appartenance des en-
sembles flous et des arbres associés sont identiques et que dans ce cas Vu € F,u = E(V),
ou V est ’ensemble des nceuds de Parbre T'(u) représentant p. Veérifions tout d’abord que
E(P%) € H'. Par construction un nceud de l'arbre de hauteur « est associé a une com-
posante connexe de ’a-coupe de méme hauteur et les arcs de ’arbre sont induits par la
relations d’inclusion entre les composantes connexes pour des valeurs successives de h. Par
ailleurs puisque P correspond a une branche de I’arbre, tous les noeuds de P% possédent
au plus un neeud fils dans P%. Ainsi si v € P%, tout nceud v/ € P de hauteur supérieure
est descendant de v et Pt(v') C Pt(v). Soit un niveau « fixé et v, le nceud de P tel que
h(vm) = a. Nous avons Vo € (E(P')),, Jv € Pl tel que z € Pt(v) et h(v) > a. Puisque
pour tout nceud v de P% tel que h(v) > « nous avons Pt(v) C Pt(v,,), nous obtenons
Vo € (BE(P%))a,r € Pt(vy). Par ailleurs Vo € Pt(vy,),r € (E(P%))s. (E(PY%)), corres-
pond donc & la composante connexe représentée par v,. Toutes les a-coupes de E(P%)
sont connexes. D’aprés la proposition 3.1, F(P%) appartient donc a H'. Il nous reste donc
4 montrer qu’il n’existe aucun ensemble v € H' tel que E(P%) < v < p. Supposons
quun tel ensemble existe. Dans ce cas 3o < h(l;), (E(P%))q C (V). Or par construc-
tion (E(P%))q = Pt(v) avec h(v) = « correspond & une composante connexe de (it)q.
Nous pouvons donc en conclure que (v), comporte deux composantes connexes et donc
que v ¢ H', ce qui contredit hypothése. Nous obtenons donc VI; € £, E(P%) € H(p).
Par ailleurs en tenant compte de 'isomorphisme qui lie H!(u) aux feuilles de I’arbre, nous
pouvons en déduire que toutes les composantes connexes de u sont représentées chacune
par une branche de 'arbre.

O

Preuve proposition 3.14. Nous voulons montrer que :
Ap)=1- maxq, ,)ec2 (min(h(l), h(lz)) — jlite),
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Nous rappelons que i't2 = h(P(h(l1)) A P2(h(l2))).

La proposition 3.6 nous assure que le degré de connexité c¢?(u) = min, e x? ci(m,y)
d’un ensemble flou p est atteint pour x et y appartenant & des maxima régionaux de
. Or selon la proposition 3.11 si 1 et xo appartiennent & deux maxima régionaux, ils
peuvent étre associés & deux composantes 1-hyperconnexes 1 et puo de u. En notant [y et
Iy les feuilles de 'arbre associées & x1 et x2, nous pouvons reformuler ci(ml,xg) suivant :
Cz(xlylb) =1—min(h(l1), h(l2)) + Cb(xh z2).

Montrons tout d’abord que cllt(:z:l,zz) — i'l2 La proposition 3.12 nous assure que
(w1, 2) = maxzex min(p (z), p2(x)) et selon la proposition 3.13, nous avons p; =
E(PY") et py = E(P"?). De plus nous avons :

E(P" A P2)(z) = max, e pu ppia | wePi(w) 1(V)-

Puisque = ne peut pas appartenir & la fois & deux nceuds n’étant pas ascendants 1'un de
I’autre ou égaux, nous avons :

MAaX, e pl | zcPt(v) h(v) < mMaxX, e plipPl2 | zePt(v) h(U) ou

MAX e pla | pe pi(v) (V) < MAXye piy g pla |z Pr(v) P(V)-

Nous obtenons donc :

E(P"" A P2)(x)

=min(  max h(v), max h(v))
vEPM |2€Pt(v) vEP'2 | 2€Pt(v)

= (p1 A p2)(z)

et donc i'v'2 = h(P (h(l1)) A P2(h(12))) = maxzex min(u (), po(x)) = ¢y (21, 2).

Nous avons donc ci(xl, 22) = 1 —min(h(ly), h(lz)) + i, Le degré de connexité ()

est alors obtenu en considérant toutes les feuilles de 'arbre :

2 . . 1,1
() = (llflggﬁ?(l—mln(h(ll),h(lz))+z1 2)
= 1— m min(h(l1), h(lz)) — i12).
o (min(h(h), h(l2)) — %)

O]

Preuve proposition 3.15. Soit p un ensemble flou et G est un sous-arbre appartenant a
S7(w) (nous rappelons qu’un sous-arbre est assimilé a I'ensemble de ses nceuds). Nous
notons E(G) 'ensemble flou associé a G. Nous voulons montrer que :

A(E(G)) = min(1, (1135252(1 — min(hfl, h@) +ip ),

ou hlGi correspond & la hauteur maximale des nceuds de G sur la branche associée a la
feuille ;. Par ailleurs nous précisons ici Uarbre dans lequel i%2 est calculé, la notation

. Il @ o
devient donc z,}&/f). Si nous considérons 'exemple de la figure D.2, nous avons par exemple

hlGl = 0,4 pour le sous-arbre en rouge.

La proposition 3.14 nous assure que : ¢2(E(G)) = minc ice .2 (1—min(h($), (1)) +
G G

Zg ta ) (nous précisons dans ce cas qu'il s’agit des feuilles de G et non de T'(p)). Soient I et

1§, des feuilles de G telles que ce minimum soit atteint : ¢2(E(G)) = 1—min(h(1$), h(I$)) +

.lg;,l,?v s . G G . G
i " (sur I'exemple de la figure D.2, ces feuilles sont Ij" et [5'). Or pour toute feuille

de G, il existe au moins une feuille I de T(p) telle que I¢ € P'(h(1)) et hl, = h(I%) (la
feuille 4 satisfait ces condition pour lg sur 'exemple de la figure D.2). [ est la feuille d’une
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FIGURE D.2 — Un arbre T'(u) présentant quatre feuilles Iy, la, I3 et l4. Un sous-arbre G de
T(p) est présenté en rouge. Ses trois feuilles sont notées ¥, 1§ et 1§

branche de T'(u) contenant (. Si nous notons [, et I, deux feuilles correspondant a I et
. GG

I, nous obtenons : ¢2(E(G)) = 1 — min(hs, hlcb,) +is"" s

-bg stp

Si les feuilles 1S et lf sont différentes, nous avons i
1G5 _ la (pla b (plo lasly la by i @ ¢
i " = h(P(h&) NP (hE)) et i) = h(P'(h(ly)) A P*(h(lp))). Puisque I et " sont
différentes, nous avons h(Ple (hlG") A Plb(hg)) < min(hlé, thbT,) et donc Pl"'(hlG") A Pl (Ci;zlcbé)
Pla(h(14)) A P(h(ly)). Sur Iexemple de la figure D.2) nous avons par exemple zlé s

_ Aol
0,2 = e o

: . . R . 16
Si les variables IS et IS correspondent & la méme feuille, nous avons 75" = h(I$) =

h(I§) et zlj’f(’if) > min(hlc“;,hlé) = hlG“ = hlG”. Nous obtenons donc 1 — min(h(I1$), h(I§)) +
G G
i =1 =min(1,1— min(his, h) + i),

Dans tous les cas nous obtenons donc ¢?(E(G)) = min(1,1 — min(hlé, hlcb;) + zé‘i(if))

1ol
= 1,2t En effet nous avons
T(p)

Considérons maintenant deux feuilles quelconques l; et Iy de T'(i). Nous notons vy le
nceud de G associé a Iy tel que vy € P1(h(ly)) et h(v) = hlé et vy le neceud de G associé
a ly (sur 'exemple de la figure D.2, nous avons représenté le nceud vs associé a la feuille
I3. Les autres feuilles de I’arbre sont associées aux feuilles correspondantes de G : I est
associé a Iy, IS a Iy et IS 4 ly). Nous notons I et [§ deux feuilles de G telles que vy et vg
appartiennent aux branches associées (sur 'exemple de la figure D.2, v3 est associé a lg)

. 11 . 11
1- mln(hg, hlGZ) + z%(i) = 1 —min(h(v1), h(v2)) + z%(i)
> 1 —min(h(v1), h(v2)) +i5"" (voir *1)
. G G RICHIS .
> 1 —min(h(ly"),h(l3)) +i4 " (voir *2)

Puisque IS et IS sont les feuill lesquelles le minimum de 1 —min(h(1F), A(IS))+i5 &
que Iy et [;7 sont les feuilles pour lesquelles le minimum de 1 —min(h(I77), h(l5)) +is

est atteint, nous obtenons :

G G
L~ min(hlg, hig) + e > 1 min(h(S), hIf)) + ¢ "

Y

o le gl Lol
1 —min(hg, hé) + ’LT(;)
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Le minimum est donc obtenu pour les feuilles I, et . Nous pouvons donc conclure que :
. . l l 1,1
A(E(G)) = ming, j,)ec2(min(1,1 - mln(h?,hi) ll(;))) et donc :
cQ(E(G)) = min(1, min(ll’lQ)EEQ(l — mln(hé, hé) z%&:)))
x1 :

i = h(P"(h(1) A P™(h(12)))

)
= h(P"(h(l)) A P2(h(l2)))
> h(P"(h(v1)) A P2(h(vs)))

)) < Pl (h(l)) AP (h(l2)).

car h(v1) < h(l1) et h(va) < h(l2) et donc P (h(vy)) A P2 (h(vy
P'2 (h(v2)). Nous obtenons donc

t
Par ailleurs Pll( (v1)) = P (h(v1)) et P2(h(vg)) =
i — B(PIF (h(v1)) A P (h(en)) = igd ™.
*2 : Nous allons montrer que pour deux nceuds v; et vo appartenant & la méme branche
et tels que h(vy) < h(ve) nous avons Vv € T'(u) :
min(h(vi), h(v)) — z%l(’ ) < min(h(vz), h(v)) — 217’3(’ )-

Si ivl(’::) < h(v1), nous avons alors i;l(’u) = 1T( ) car v1 et vy appartiennent & la méme
V1,V

branche et puisque h(vi) < h(v2) I'inégalité est donc vérifiée. Si i/ T = h(v1), nous avons
U1,V V2,V

alors min(h(v1), h(v)) — ip(,y = 0 et puisque min(h(ve), h(v)) — ip(y = 0, linégalité est
aussi dans ce cas satisfaite.

(e

O

Preuve proposition 3.16. Nous notons E(G) I'ensemble flou associé & un sous-arbre G €
St(u de T(u). Nous voulons montrer que :

VG € St), AEG)>T1= CQ(E(éT(M)(G,r))) > max (0,7 —r),

VG € Sr, A(EG)>T1= CQ(E(ET(”)(G,T))) > min(1, 7+ r).

ll lQ 1 Zl 12 1
04 0.4
0.2 0.2
0 0
(a) (b)
Figure D.3 — (a) Un arbre T'(u) et un sous-arbre G en rouge. En bleu et rouge

O7(u)(G 5 0,2). (b) En bleu et rouge un sous-arbre G. En rouge er(,)(G, 0,2).

Un exemple est présenté dans la figure D.3. La dilatation dp(,) (G, 0,2) (a) d'un sous-
arbre G (en rouge) est montrée en bleu et rouge. La contraction ep(,) (G, 0,2) de ce sous-
arbre est montrée en rouge (b). D’aprés la proposition 3.15, le degré de connexité de G vaut :
ABQ)=1- min(hlGl, hlg;) +ill2 =1 -0,4+0 = 0,6. Le degré de connexité du dilaté
dr(u) (G, 0,2) présenté en bleu et rouge vaut c2(E(5T(M)(G, 0,2)) =1- min(hf;,hl&?) +
itz =1-0,64-0 = 0,4. Et nous vérifions bien ¢*(E(67(,)(G, 0,2))) > max(0, *(E(G)) —
0,2).
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Nous allons d’abord prouver la propriété pour la dilatation :
VG € Sr), A(EG)>T1= cQ(E(éT(#)(G,r))) > max(0, 7 — r).
Nous notons § = 0y, (G,7) = Viee P! (min(h(l), hi; + 7).
A(EG)>T

= V(1) € L% 1— mm(hg, hlz) 4glile > ¢

=V(l1,lp) € L% 1 - mm(hl1 +r, hl2 +r) 4l > 7 —

= V(Iy,l5) € £2, 1 — min(min(h (ll)’hll —|—’r),m1n(h(12),hl2 b)) 4l > 7y
=V(li,l2) € L% 1— mln(h?, h?) 4l > g

Car h = min(h(l), hL, +r) (voir *1).
= 2(E(5)) > max(0,7 — 7).

Prouvons maintenant la propriété pour la contraction. Un exemple est présenté dans
la figure D.3 (b). Un sous-arbre G est présenté en bleu et rouge et comme en (a) son degré
de connexité vaut 0,6. Le degré de connexité de e7(,)(G, 0,2) (b) présenté en rouge vaut
A(E(er) (G, 0,2)) =1— min(hl, hl2) +i'12 = 1-0,240 = 0,8. Et nous vérifions bien
A(E(er(u)(G, 0,2))) > min(1, *(E(G)) 4 0,2). Nous allons donc prouver que :

VG € St A(EG)>T1= CQ(E(6T(#)(G,’I“))) > min(1, 7+ r).
Nous notons € = ep(,)(G) = Viec Pl(max(0, hl, — 1)).
HEG)) =T

= V(ll, lo) € L2 1~ min(hg, th) + itz > 7
= Y(ly, 1) € L2, l—mln(hl1 -, th —r) il >4
= V(l1,12) € £2, min(1,1 — mln(hl1 -, hl2 —7) +i'2) > min(1,7 +7)
= V(ly, lg) € L2, 1+ i 4 min(—g'vlz, — min(hlG1 -, hlé —r)) > min(l,7 + )
= V(l1,lp) € £2, 1+ "2 4 min(0, — min(hlé -, hlé — 7)) > min(1,7 +7) (car i'*2 > 0)
(ll, 9) € L2, 14402 — max(0, min(hg -, hlG2 —r)) > min(l,7+7)

= VY(ly,l2) € EQ, 1 + i — min(max(0, hg —r), max(0, hg —r)) > min(l,7+7)

Dans le cas général AL > max(0,hl, — r) (Sur l'illustration présentée par la figure D.3
(b), nous avons par exemple h3 = 0,6 et max(O,hlg’: —0,2) = 0,4). Cependant si hL >
max(0, hL, —7), la branche de ¢ associée a la feuille  ne contient pas de feuille de € (en effet
dans ce cas il existe une autre feuille I telle que P!(max(0, hl,—r)) < P (max(0, hY,—r))) et
cette branche n’est pas associée & un maximum régional de E(e). Le minimum intervenant
dans le calcul de ¢?(E(¢)) = ming, 1,)ec2(1 — min(hl, h2) + i":12) est donc atteint pour Iy
et Iy vérifiant AL = max(0, hl, —r).

Y(l1,10) € £2, 1 + "2 — min(max(0, hlé —r), max(0, hlG2 —r)) > min(l,7 +7)
= ming, ,yep2(1 + i"2 — min(hl, h2)) > min(1, 7 4 7)
= c2(E(g)) > min(1,7 +7)

x1 : Nous allons montrer que hl = min(h (1), hs+7), ott S est un sous-arbre de T'(12),  est
une feuille de T'(11) et § = dp(,) (S, 7). Puisque par définition § = \/;/c P (min(h(l"), b +
7)), nous avons hs > min(h(l), hk+7). Montrons que pour toute feuille I’ € £, la hauteur de
PV (min(h(I'), hls4r)) sur la branche associée a l est plus petite que ou égale a min(h(1), hi+
r). Cette hauteur peut étre écrite comme hy = h(P" (min(h(l'), kg +7)) A P'(h(1))) et nous
avons hy < h(PY(h(I')) A P (h(1))) = i et hy < min(h(I'), bl + 7).

Si hg +r < i alors les branches de S associées a [ et I sont égales et hk = hg. Ainsi
hy < min(h(l'), % + ) = bl +r = min(h(l), s + r) (puisque hf +r < i < min(h(),
h(1))).

Si hl, +7 > b alors nous avons aussi hl —1—7“ > bl (puisque les branches de S associées
alet l’ sont 1dent1ques en dessous du niveau i) et hy < it < min(h(l), hy + 7).

Nous obtenons donc h = min(h(l), bl + 7). O
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Preuve proposition 3.17. Nous noterons indifféremment les ensembles flous et leur repré-
sentation par arbre dans cette preuve afin de simplifier les notations. Nous voulons montrer
que Pensemble des composantes 7-hyperconnexes (noté H2(u)) d’un ensemble u est iso-
morphe a I'ensemble des composantes 1—hyperconnexes (noté Hl( T(p))) de la contrac-
tion de taille 1 —7, ot £}, " (1) = ep(,)(T(1), 1 — 7). Nous allons tout d’abord montrer que
les opérateurs (5}1 Tete peuvent étre définis respectivement comme des opérateurs de
H' (e} "(p)) dans HZ(u) et de H2Z(u) dans H'(e),"7(n)). Nous montrerons alors que ces

o
opérateurs sont bijectifs.

—T

\./1: "F

Nous montrons dans un premier temps que la contraction de taille 1 — 7 d’un élément
de H2(u) appartient & Hl(e}fT(,u)). Soit p; une composante 7-hyperconnexe de p. D’aprés
la proposition 3.16, 5 “T(p;) est min(1l, 7 + (1 — 7))-hyperconnexe. Il appartient donc a
H! et nous allons verlﬁer qu’il s’agit d’'une composante hyperconnexe de 51 "(p) (donc
maximal). € L 7(S) et 51 7(S) sont des opérateurs croissants en fonction de S (puisqu’ils
sont exprimés comme le supremum d’opérateurs croissants par rapport a la hauteur des
branches de S) et donc e, 7 (p;) < £, (). Supposons que v € H' (e}, (1)) soit tel que :
en (i) Sv<e 7 (n)
= 51 Tel= o () < (51 T(v) < (51 Te /11 T(u) = p (justification 1)
= < 51 T(v) < (Justlﬁcatlon 2)
= ,uZ = 51 "(v) (justification 3)
= 5 (uz) = v (justification 4)

La contraction de taille 1 — 7 d’une composante 7-hyperconnexe de @ est donc une com-
posante 1—hyperconnexe de la contraction de p.

Montrons maintenant que la dilatation de taille 1 —7 d’une composante 1-hyperconnexe
du contracté de taille 1 —7 est une composante 7-hyperconnexe de p. Soit €; une composante
1-hyperconnexe de 51 7(u). Nous voulons donc montrer que d 1_7(51) est une composante 7-
hyperconnexe de p. Selon la proposition 3.16, 51 (&) est maX(O 1—(1—7))-hyperconnexe
et appartient donc a H2. Il nous reste & veuﬁer qu’il s’agit bien d’une composante 7-
hyperconnexe (i.e. qu'elle est maximale). Supposons que v € H2(u) soit tel que 0}, (g;) <
v < p. Puisque la contraction est croissante nous obtenons :

1 7'51 ‘r(gz) <€1 7'( )<€1 T(,u)
:> £ § 51 (v) < 51 () (Justlﬁcation 4).

=g = 6L (v) (car g; est une composante 1—hyperconnexe de ), (1)).

= 0,7 (ei) = 6, e T (v).
= 0,77 (ei) = v (justification 2).
Nous vérifions donc que (5}[7(&) € H2(p).

Nous considérons donc les fonctions 0,7 : H (e}, (1)) — HZ () et e, 7 : H2(u) —
H' (e} (1)). Celles-ci sont bijectives et inverses I'une de I'autre. En effet soit y1; € HZ(u)
nous avons 51 Tel= o (pi) = i (justification 2). Réciproquement soit ; € 'Hl(e};T(u)),
nous avons alors 51 76,7 (ei) = & (justification 4).

Justification 1 : L’opérateur 5;5; est extensif. En effet si nous écrivons un ensemble
flou @, sa contraction et le dilaté de celle-ci sous la forme :

a = ViecPi(h),

e7(a) = Viec P(hL),

6he)(a) = Vi P(min(hy, AL + 7)),
nous avons les relations suivantes :
hL > max(0, k., — 1),

h% = min(hy, L + 7).

Nous obtenons donc :

h% > min(hy, max(0, kL, — 7) + 7).
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= h% > min(hy, max(r, h})) > A,
puisque h; > hl. L’opérateur d,€;, est donc toujours extensif. Notons que ce n’est pas
nécessairement le cas de l'opérateur €7,0),.

Justification 2 : Nous pouvons montrer que l'opérateur 5};76 est extensif (voir
justification 1). Nous avons donc p; < 5i*755*7(u¢) < . Puisque p; est une composante
T-hyperconnexe de p et que 5};%};7 (i) est T-hyperconnexe, nous obtenons donc I’égalité
8, Ten (i) = i

Justification 3 : p; est une composante 7-hyperconnexe de p et donc par définition
v € H2, u; < v < p. Puisque 5;_7(1/) € H2, nous obtenons 1'égalité p; = (5/1L_T(l/).

Justification 4 : Pour v < &, "7 (u), nous pouvons vérifier que €776, 7 (v) = v. En effet
si nous écrivons v, 5;_T(V) et 5};7(5}‘_7@) sous la forme :

V= leCPl(hf/)y

5,77 (v) = Viee PH(hE),

&) "0, (v) = Viec P'(hL),

nous obtenons les inégalités suivantes entre les hauteurs des branches :

RS = min(hy, b, + 1 — 1),

AL > max(0,hf — 1+ 7) L.

Nous pouvons donc en déduire que :

hL > min(max(0,h; — 1 4 7),Al).

Or puisque v < 5};7(1/), nous avons h!, < max(0,h; — 1+ 7) et nous obtenons donc :
hL > Rl. L'opérateur e
ailleurs puisque l'opérateur &
Puisque 5};7
1—hyperconnexe de €

e, 0T (v) = v

1—7
I

70,77 est donc dans ce cas extensif : v < £,776,7"(v). Par
1-7

- 1- I—7 1
4 est croissant, nous avons 6,7 7(v) < 6, 7€, (1) < p.
est croissant : Eh*Téb*T(u) < E}IT(M). Or puisque v est une composante

L_T(M) et que E}L_T(S}L_T(V) est 1-hyperconnexe, nous obtenons bien

O]

Preuve proposition 3.18. Soit puc : F — [0,1] une fonction liptschtzienne. Nous voulons
prouver que l'opérateur associant 'ensemble flou p & &, (n) = V{vr € H: | v <
pet maxzex v(z) < pe(v)} est liptschitzien. Soient p; et po deux ensembles flous et
N = Supyeyx |u1(x) — p2(x)|. Pour tout point x, il existe un ensemble flou v; € H2 tel
que & (pu1)(x) = vi(x), vi < i et maxgex vi(x) < pe(v1). Nous définissons alors
un ensemble flou vo suivant vo = max(0,v1 — 7). Nous avons 1o € H2, sup,cx vo(x) =
max(0 , sup,ex vi(z) — 1) < max(0, pc(vi) —n) et vo < po. Puisque pe est liptschit-
zien, |uc(v2) — po(v1)] < supgex [v2(x) — vi(x)|. Par ailleurs nous avons sup,¢y |v2(z) —
vi(z)| < n, et donc pc(v1) —n < pe(v2). Nous obtenons donc sup,cx v2(z) < pc(v2) et :
Euc (12)(2) = €4 (11)(2) = 1.

De la méme fagon nous pouvons obtenir : £, (11)(x) > & (12)(x) — 1.

Nous pouvons donc conclure que : Vo € X, |, (12)(x) — Eup (1) ()] < 1. O

proposition 3.19. Nous voulons montrer que le filtre défini par I’équation 3.12 peut étre
calculé sur les composantes T-hyperconnexes de p si le critére puc est croissant. Le filtre
&ue (1) est défini suivant (cf équation 3.12) :

S (1) = Vv € H2 | v < ot maxyex v(r) < po()}.

Puisque Vv € H2 tels que v < p, la propriété v < p; avec u; € H2(u) est toujours satisfaite,
nous pouvons récrire &, () comme :

o (1) =V yyerz gy VAV € H2 | v < pi et maxgex v(x) < pe(v)}. En triant les ensembles
flous selon leur hauteur m, nous obtenons : & (1) =V ,e12(4) Vinepo1] Vv € H2 | v <

1. Dans la section 3.2.4, nous avons montré que 1’égalité n’était vérifié que dans le cas de la dilatation.
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wi et maxzex v(x) =met m < pc(v)}.

Pour m € [0, max,ex u;(7)]?, Uinégalité suivante est toujours satisfaite :

V{v € H2 | v < pi et maxyex v(x) = m} = min(p;, m). En effet min(p;, m) € H2 (car
wi € H2)3, min(p;, m) < p; et maxgex min(u;, m)(x) = m.

Comme po est croissant, nous obtenons :

Eic) ="\ '\ {min(ui,m)|m < pe(min(p,m))},
i€ me[0,h;]

ou h; = maxgeyx pi(z). O

Preuve proposition 3.20. Soit uc : F — [0,1] une fonction lipschitzienne. Nous voulons
prouver que la fonction associant p a & (u) = V{v € F | v < pet sup,exv(z) <
min(c?(v), uc(v))} est lipschitzienne.

Soient p et p2 et n tels que Vo € X, |ui(x) — pe(x)| = n. Pour tout point x € X il existe
vi € F tel que & (n)(x) = vi(x), 1 < et supgex vi(e) < min(c (1), pe(v1)).

Nous définissons alors un ensemble flou v, suivant v = max(0, v — 7). Nous avons va < g
et sup,ex v2(z) = max(0,sup,cx v1(z) — 1) < max(0, min(c*(v1), pc(v1)) — n). Puisque
pe est lipschitzienne, nous avons |pc(v2) — po(v1)| < sup,ex |ve(z) — vi(z)] < n (car
sup,ex [v1(x)—ra(z)| < n) et donc po(v1)—n < ,LLc(I/Q) Par ailleurs nous avons c?(v)—n <
(v2). En effet par définition ¢*(va) = min, e x2 ci, (z,y) et

032(33,y) =1 _min(VZ(m)7V2(y)) —|—011/2(:L"y)
= 1 —min(max(0, v1(x) — 1), max(0,v1(y) —n))
+ lrEnLngci Jnin max (0, v1(z;) — 1)

I={zo=z,x1,....2n=y}
= 1 —max(0, min(v1(z),v1(y)) —n)

+ max(0, zreani orgnilgn vi(z;) —n)

I={zo=,21,.... n=y}

= 1 —max(0, min(v4(z), 1 (y)) — n) + max(0, cil (z,y) —n).

Supposons dans un premier temps que : min(v;(z),v1(y)) < n. L’ megahte c,
alors aussi vérifiée. Nous obtenons ¢2 (z,y) =1 > ¢2 (z,y) et donc ¢*(v1) <

Si nous supposons maintenant que : min(vy(z), v1(y)) > 7.

( y) < mnest
c?

va).

c,(z,y) = 1—min(v (), v1(y) +n+ maX((), ¢, (z,y) —n)
e, (z,y) = 1—min(v (), v1(y)) + max(n, ¢, (z,y))

e (z,y) > 1—min(u(z),11(y)) + e, (2,y)

a,(,y) > o (z,y)

2. Pour m > maxzex pi(z), il n’existe pas d’ensemble flou v tel que v < pu; et maxqzex v(z) = m.

3. Soit u € HZ. Nous avons V(z,y) € X°, 1 — min(u(z), u(y)) + c,.(z,y) > 7. Soient x’ = min(u, m)
et (z,9) € X?. Nous avons C}L/(x,y) = min(m, ¢, (z,y)) et donc 1 — min(y'(z), ' (y)) + ¢} (w,y) = 1 —
min(m, min(p(z), 1(y))) +min(m, ¢, (z,y)). Si ¢, (z,y) > m, nous avons 1 —min (' (), 1’ (y)) + ¢ (z,y) =
1—m+m > 7 (comme min(,u(:r),u(y)) >c ( y)). Si ¢, (z,y) < m et min(u(x), u(y)) > m, nous avons
1 —min(y' (z), ' () + ¢ () = 1 —m + ¢ ,(m y) > 1 — min(u(z), u(y)) + c.(z,y) > 7. Finalement si
c).(z,y) < met min(u(z), u(y)) < m, nous obtenons 1 —min(y'(z), 4/ (y ))+c},(:)c,y) = 1—min(u(x), u(y))+
c.(z,y) > 7. Nous obtenons donc V(z,y) € X7, 1—min(u'(z), ' (y ))+c /(2,9) > 7 et ainsi min(pu, m) € H2.
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Nous obtenons donc ¢?(v1) < c(1s).
L’ensemble vy vérifie donc sup,ey va(z) < min(c?(v2), pe(v2))

et nous obtenons & (u2)(x) > &, (11)(z) —n.
De fagon similaire nous pouvons obtenir &, (1) (x) > &, (p2)(z) —
(@) <n.

C
Nous vérifions donc que Vz € X, [€ (u2)(x) — &L (1) ()]
O

Preuve proposition 3.21. Soient A un ensemble flou et &« = max,cx A(z) sa hauteur. Nous
voulons montrer que &4 (A) = \/{v € H2(A) | A < v} est a — 1+ 7-hyperconnexe.

Tous les éléments v € {v € HZ(A) | A < v} appartiennent & HZ_,, (puisqu’ils
appartiennent & HZ et que @ — 1 < 0). Nous allons montrer qu'ils se recouvrent au sens de
la mesure 12, .

Soit v un ensemble flou tel que v € H2(A) et A < v. Soient z,, un point auquel v
atteint sont maximum global, h = v(x,,) et x, un point auquel A atteint sont maximum
global (nous avons notamment o < h et v(z,) < v(xm)).

veH?
= 1 —min(v(zm), v(24)) + L (Tm, ) > T
= 1—7+c(@m,ma) > v(za) > Alx,) =
= c(@m,r) >a—1+72>h—1+(a—1+7),

car h —1 < 0. Selon la proposition 3.3, nous obtenons alors pour tout v satisfaisant les
conditions 77;@ (V)(q) > h—1+ (. — 1+ 7). Les éléments de {v € H2(A) | A < v} se

recouvrent donc au sens de 12 4, Le supremum de cet ensemble est donc o — 1+ 7-
hyperconnexe. O

Preuve proposition 3.22. Soit o = maxzex A(z). Nous voulons monter £3(4) = \/{v €
F|A<v<Aet maxgey v(z) < c?(A)} est a-hyperconnexe.

Nous allons montrer que tous les éléments v satisfaisant au critére d’inclusion et de
connexité max,ey v(z) < c¢?(A) se recouvrent au sens de la mesure 12 avec 7 = a.

Soit v tel que A < v < A et maxzex v(z) < ¢?(A). Soient ., un point auquel v atteint
sont maximum global, h = v(x,,) et z, un point auquel A atteint sont maximum global

(V(ma) < V(l"m))

max, ¢ x v(x) < c?(A)
= h<1—min(v(zm),v(2)) + ct(@m, 74)
= h—1+v(x,) <cl(zm, za)
= h—1+a<cl(zm ).

Selon la proposition 3.3, nous obtenons pour tout v satisfaisant aux critéres ngh (V) (zq) >

m
h — 1+ «a. Nous pouvons donc en déduire que cet ensemble d’ensembles flous se recouvrent
au sens de 12, Le supremum de cet ensemble est donc a-hyperconnexe. O

Preuve proposition 3.23. Nous voulons prouver que la fonction associant A a fz(ﬁ) =

V{v € H2 | v < A et max,ex v(z) < u<(A,v)} est continue et lipchitzienne, ansi que
la fonction associant A & §A( ). Selon la proposition 3.18, si la fonction associant v a

i< (A, v) est lipchitzienne, alors la fonction associant A & & A( ) est lipschitzienne. Comme

p<(A,v) = mingex min(1,1 — A(x),v(x)) est lipschitzienne, la fonction associant A &
53(14) est donc lipschitzienne.
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Soient Ay, A deux ensembles flous et 7 tels que n = |41 — Ag| = sup,cx [Ai(x) —
As(z)|. Soit 11 € H2 tel que fAl( )(@) = v1(x), 11 < A et maxgex v1(x) < p<(Ag, ).
Nous notons h; = maxgex v1(x) la hauteur de v;. Soit v2 un ensemble flou défini suivant
min(vy, max(0, hy —n)). Nous avons vy € H2 et vy < A. Par ailleurs :

max v () < p<(A1,v1)

reX
< min _
= max vi(z) < gél)r(lmm(l, 1—Ai(x) +vi(z))
= max(0,maxvi(x) —n) < max(0, minmin(1,1 — A;(x) + v1(z)) — 1)
zeX reX -
< inmin(1,1 — A -
= maxn(e) < max(0,minmin(L, 1~ A1(x) + 1(x) - 1)
< in mi - :
= max va(x) < maX(O,g:Iél)I(l min(1,1 — As(x) + v1(x)))

Siz € X est tel que vi(x) > hy — 7, nous avons vo(z) = hy. Comme l'inégalité hy <
1 — Ag(z)+ ha est toujours vérifiée nous obtenons v(z) < 1— Ag(x)+ heo. Sinon nous avons
vo(x) = v1(x) et 'inégalité hg < min(1,1 — Ag(z) + vo(x)) est satistaite. Nous obtenons
maxgzex v2(z) < mingex min(1,1 — Az(x) + v2(z)) et donc fib(i)(a:) > fAl( A)(x) —n.
Similairement nous pouvons obtenir &5 (4)(x) > &3 (A)(z) — n. La fonction associant A

a fi(ﬁ) est donc continue et lipschitzienne.
0

Preuve proposition 8.24. Soit A un ensemble flou et @ = max,ex A sa hauteur. Nous
voulons prouver que le résultat du filtre £3(A4) = \/{v € H2 | v < A et maxzex v(z) <
p<(A,v)} est max(0,a — 1 + 7)-hyperconnexe.

Pour cela nous allons montrer que tous les éléments v € H2 qui satisfont les critéres
v < A et maxzex v(z) < p<(A,v) se recouvrent au sens de 12 ;. .

Soit v un ensemble flou de H2 tel que maxzex v(7) < u<(A,v) et v < A. Soit x, un
point tel que A(x,) = @, &y, un point tel que v(zy,) = h out h = maxgex v(z). Nous avons :

max,ex 1(z) < p<(A,v)
= h <mingex min(1,1 — A(z) + v(z))
= h<l—-a+v(zg).

Par ailleurs v est T-hyperconnexe donc :
1 —min(v(x,), v(xm)) + L (za, vm) > T
=1 -7+ cl(Ta,Tm) > v(zy).
Nous obtenons donc :
h < 1—a+1—7’+c,£(xa,xm)
=h—-1+a—-1+7<c(za,zm).
Puisque d’aprés la proposition 3.3 cL(za, zm) = 775h (v)(xq). Tous les ensembles 775h (v)
s’intersectent donc en x, au moins jusqu'au niveau h — 1 +a -1+ 7. L’ ensemble des
éléments v satisfaisant aux critéres du filtre se recouvrent donc selon 12 1, Or puisque
ces ensembles présentent un degré de connexité 7 > o — 1 + 7, le résultat du filtre &3 (A)
est max(0, & — 1 + 7)-hyperconnexe. B

O
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