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Chapitre 1

Introduction

1.1 Instabilité spectrale

Dans une série de récents papiers, Davies, Trefethen et autres ont montré
que le spectre des opérateurs non-autoadjoints est tres instable sous de petites
perturbations et ont introduit la notion de pseudospectre qui donne une
information sur 'ampleur de linstabilité, [5, 6, 33, 34]. Cette notion s’est
beaucoup développée notamment grace a ’analyse numérique, ou ’on a noté
des différences sensibles, dans certains problemes non-autoadjoints, entre les
résultats théoriques et numériques. Nous illustrerons ce fait par des exemples
dans la suite.

Le pseudospectre est défini comme ’ensemble des points du plan complexe
ou la résolvante est de taille significative. De facon précise, on définit le e-
pseudospectre, o.(P), d'un opérateur P comme ’ensemble

o.(P) := {z eC: |[(z-P) ! > %}
avec la convention que ||(z — P)7'|| = +o00 si z appartient au spectre de P.
Le e-pseudospectre d'un opérateur normal est trivial puisqu’il s’agit du e-
voisinage du spectre. Cependant, dans le cas non normal, la norme de la
résolvante peut étre tres grande, méme loin du spectre. Une description
équivalente est que z appartient au e-pseudospectre de P si et seulement
si z appartient au spectre d’'une perturbation de P, P + B, avec ||B]| < € :

o (P) = U oP+B).
BeL(H), | Bl<e
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Le pseudospectre est donc bien la zone d’instabilité spectrale. Ainsi, si la
résolvante est tres grande dans des régions éloignées du spectre, cela va in-
duire une tres forte instabilité du spectre sous de petites perturbations. On
comprend des lors avec ce point de vue, l'intéret du pseudospectre lorsque
I’on cherche a déterminer numériquement les valeurs propres d'un opérateur.
En effet, un calcul numérique ne nous donnera que des valeurs propres ap-
prochées (aussi appelées quasimodes) a cause de la discrétisation et des
inévitables erreurs d’arrondis.

Donnons deux exemples sur les différences entre les résultats numériques
et théoriques dans le cas de la discrétisation des opérateurs non-autoadjoints.
Pour l'oscillateur harmonique non-autoadjoint (qui a un spectre discret situé
sur une ligne droite passant par l'origine), Zworski, en suivant Davies [5],
a observé numériquement que les petites valeurs correspondent aux valeurs
exactes, alors que les grandes valeurs propres bifurquent de maniere réguliere
avec un angle constant [40]. Plus étrange encore, avec le cas constant par
morceaux : considérons sur L?*(S') Popérateur non-autoadjoint

19
i 0x’

P = f(.T)Dx,

avec f constant par morceaux, non réelle et ne s’annulant pas. On suppose
que | 51 ﬁd:c # 0, et que 'image de f, c¢’est a dire un ensemble fini de points,
est inclus dans un demi-plan ouvert (z, zo) > 0. Un rapide calcul nous montre
que le spectre de P est discret, et donné par

1, 1 [
o(P) = {n(5) " n ez} () /0 w(z)dz.

" or

Le spectre est donc situé sur une droite du plan complexe passant par 1’ori-
gine. Nous pouvons maintenant essayer de trouver les mémes valeurs propres
numériquement. Nous procédons directement en utilisant Matlab (©), et une
discrétisation de P donnée par la matrice

A= (<P€i’ ej>L2(Sl))—N§i,j§N
ol e; est la base orthonormée usuelle sur L?(S?), e (z) = Eeikx. Le résultat
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F1G. 1.1 — Compilation des valeurs propres d'un discrétisé de f(x)D,. Le
spectre exact est en rouge.

de la compilation est montré dans la figure 1.1 avec comme choix pour f

21 =2 —2i pour z € [0,0, 57|

29 =2 — i pour x € [0, 57, 7]
f(z) =< 2z3=2+43ipour x € [m,1,57]

zy = 2+ 4i pour x € [1,57, 1, 757]

25 = 2+ 6i pour x € [1, 757, 27|

et N = 1000. Nous voyons cinq bifurcations symétriques (dont le nombre
est égal au cardinal de I'image de f). Ces bifurcations vont s’aligner selon
les droites passant par 'origine et z,. On remarque aussi que les petites va-
leurs propres sont bien situées sur la droite portant le spectre exact, mais ne
correspondent pas aux valeurs propres exactes (figure 1.2), ce qui était pour-
tant le cas pour l'oscillateur harmonique non-autoadjoint. Plus généralement,
d’autres simulations numériques, nous font penser que dans le cas constant
par morceaux, si 'image de f compte n points strictement inclus dans un
demi-plan séparé par une droite passant par l'origine, alors numériquement
nous verrons n bifurcations, comme dans ’exemple ci-dessus.
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F1a. 1.2 — Petites valeurs propres d'un discrétisé de f(x)D,.

est en rouge.

-100 -

-150 -

150 -

100 |-

50 -

50

-140

-100 -80 -60 -40 -20 0

20

40

60

a0

30

20~

200

301

40F

50

12

Le spectre exact



1.2 Perturbation des opérateurs non-autoad-
joints

Soit P un opérateur non-autoadjoint. Une question intéressante est de
comprendre comment, sous une petite perturbation, le spectre va se répartir
dans le pseudospectre. La question est d’autant plus intéressante pour les
opérateurs dont le symbole est analytique, car nous avons une description
explicite du spectre en terme de condition de Bohr-Sommerfeld et qu’une
perturbation va en général détruire ’analyticité de 'opérateur.

Le premier résultat dans cette direction est du a M. Hager [13]. Il concerne
ici la limite semiclassique. Pour le cas semiclassique, on introduit le pseudos-
pectre semiclassique qui se veut pour ce cadre un équivalent du e-pseudospec-
tre dans le cas classique h = 1. Il s’agira en général de I'image du symbole
principal, 6té d’un ensemble de taille “petite”. Pour 'opérateur de Schrodin-

ger P = —h?A+V (x), Davies [6] a pu construire un quasimode normalisé e,
de P—z, pour tout z dans {£2+V (z); £ € R\ {0}, Im V'(x) # 0}, impliquant
|(P = 2)ei|| = O(h*). Zworski [39] a alors remarqué que la construction de

Davies était déja “généralisée” par Hormander en 1960, I’énoncé plus général
pour les opérateurs pseudodifférentiels étant que, sous une hypothese de posi-
tivité sur le crochet de Poisson 2%{p, pHp), il existe un quasimode normalisé
e; impliquant que l'on ait pour z = p(p), ||(P — z)e,|| = O(h*®). Dans
[9], Dencker, Sjostrand et Zworski ont ensuite donné une construction plus
directe et également traité le cas des coefficients analytiques.

Hager a montré, pour un modele simple hD, + g(x), sur S, perturbé par
des noyaux oscillants que, sous certaines hypotheses, les valeurs propres se
distribuent selon une loi de Weyl dans I'image du symbole (bien connu dans
le cas autoadjoint)

#(o(Py) AT = ﬁ(vol (1) +o(1), h—0 (1.2.1)

pour une classe naturelle de domaines I', & bords lisses, ou Ps = P + 0Q),
et 0() est une petite perturbation ou () est une somme de noyaux oscillants.
La preuve fait appel aux techniques BKW, assez lourdes et peu “flexibles”.
Pour pallier le manque de souplesse des techniques BKW, elle a utilisé par
la suite des perturbations aléatoires, rendant certaines démonstrations plus
aisées. Elle a alors traité certaines classes d’opérateurs pseudodifférentiels se-
miclassiques sur R (voir [14]) avec des petites perturbations aléatoires. Elle
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considere 'opérateur Py = P+ 0@, ou P est un opérateur pseudodifférentiel
d’une certaine classe incluant les opérateurs différentiels, et 0(),, est une pe-
tite perturbation aléatoire de la forme Q,u(x) = q,(z)u(z), ou ¢, est une
combinaison aléatoire de vecteurs propres d’un opérateur autoadjoint auxi-
liaire, avec des coefficients donnés par des variables aléatoires Gaussiennes
indépendantes. Soit un domaine I' CC C avec un bord lisse, on suppose
que p~!(z) est une collection finie de points pour z dans I' et pour lequel
{p,p}(p) # 0 si p € p~(T). Sous des hypotheses additionnelles, Hager a
montré qu’avec une probabilité qui tend vers 1 lorsque h — 0, le nombre de
valeurs propres de Ps dans I' vérifie pour 6§ = e~</",

C’\/_ h

[#(o(P) NT) — o ovol (7 ()] < Y

Pour le modele simple, les domaines vérifient aussi les hypotheses ci-
dessus. Pour la démonstration de ses deux résultats, la méthode repose sur la
construction d’un probleme de Grushin grace a la non-annulation du crochet
de Poisson {p,p}, qui réduit ensuite I'analyse spectrale a 'étude des zéros
d’une fonction, ici I’hamiltonien effectif. Il faut ensuite se ramener a I’étude
d’une fonction holomorphe u avec les mémes zéros. Puis, il s’agit de montrer
qu’avec une probabilité proche de 1 (pour le cas probabiliste bien sir), nous
avons pour tout z dans I' une majoration de In |u| par une fonction sous-
harmonique ¢(z)/h, et, que pour chaque z dans I', nous avons avec une
probabilité proche de 1 une minoration de In|u| du type (¢(z) — €)/h, ou €
est tres petit. On termine ensuite en appliquant un résultat de Hager sur le
comptage des zéros de fonctions holomorphes :

Proposition 1.2.1 Soit Q CC C, T un domaine a bord lisse et p € C(, R).
Soit u une fonction holomorphe dans Q) vérifiant

lu(z; h)| < e?@/h 2 eQ. (1.2.3)

— 0. (1.2.2)

Supposons qu’il existe € K 1,2, € QU k € J tels que

or c | | D(z, V&), #J=0(——= 1.2.4
ig (21, VE),  # (¢Q (1.2.4)
[u(zi; h)| > en@E)=0 ke J, (1.2.5)

alors

A (0)AT) = ﬁ //P Aé d(Rez)d(Ims) + (9(%).

14



L’intégrale du laplacien de ¢ donnera le volume symplectique.

M. Hager, J. Sjostrand [16] montrent pour une large famille d’opérateurs
h-pseudodifférentiels P sur R™, mais avec une perturbation différente de [14],
que la loi de Weyl (1.2.2) tient avec une probabilité — 1, quand h — 0. Ils ont
remplacé la non-annulation du crochet de Poisson {p, p}, par une hypothese
plus faible sur les volumes :

3k €]0,1),  Vol{p € R*; |p(p) — 2|* < t} = O(t")
uniformément pour z dans un voisinage de I' et 0 <t < 1. (1.2.6)

La non-annulation des crochets de Poisson implique que nous avons 1’hy-
pothese (1.2.6) avec k = 1. Cette hypotheése permettra en outre de traiter
les domaines qui intersectent le bord de 'image du symbole, ce qui n’était
pas le cas dans les deux papiers de Hager puisque sur le bord, le crochet
de Poisson s’annule. La condition sur les crochets ne tenant plus, ils ont
donc, pour la construction du probleme de Grushin, instauré une nouvelle
approche, en travaillant avec les opérateurs P*P et PP* et leur fonctions
propres. Comme dans [13] et [14], ils sont donc amenés a étudier une fonc-
tion aléatoire holomorphe. Mais, contrairement a [13, 14] ou la fonction n’est
autre que 'hamiltonien effectif rendu holomorphe, ici il apparait comme le
déterminant d’un opérateur dépendant analytiquement du parametre spec-
tral. La fonction ¢ (de 1.2.3) trouvée perd son caractere lisse lorsque z est
sur le bord de I'image du symbole, elle reste néanmoins continue et sous-
harmonique. Pour traiter le cas des domaines intersectant avec le bord, ils
ont donc donné une version de la proposition 1.2.1 avec ¢ sous-harmonique.
Dans leur cas, la perturbation aléatoire est

Quu(z) =5 > ajr(w)(Tulfi)e;,

7,keN

ou S,T sont des opérateurs elliptiques h-pseudodifférentiels de norme HS,
ajr(w) sont des lois M (0,1) indépendantes et eq, e, ..., fo, fi,... sont des
bases orthonormées dans L?*(R™). Ils ont montré que la classe de la pertur-
bation est invariante par changement de bases. Comme il a été souligné dans
[31], la conclusion de ce résultat est que nous avons la loi de Weyl pour la
“plupart” des opérateurs h-pseudodifférentiels, cependant, puisque la per-
turbation n’est pas multiplicative, I'interprétation n’est plus valable pour les

15
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Fi1G. 1.3 — Valeurs propres de A + dF, pour N = 2000 ou E est une matrice
gaussienne centrée réduite et 6 = N4

opérateurs différentiels. Sjostrand a donc étudié dans [29] le cas des per-
turbations multiplicatives en dimensions quelconques. Il a en outre amélioré
I’aspect probabilistique, en ne considérant plus exclusivement des variables
gaussiennes (comme dans les précédents résultats), mais des variables a den-
sité.

Terminons avec les opérateurs analytiques. Depuis les travaux de Melin
et Sjostrand [26], il est bien connu que les valeurs propres des opérateurs
pseudodifférentiels en dimension 2, se répartissent souvent selon un réseau
déformé. Et d’apres ce qui précede, sous perturbations aléatoires, elles se dis-
tribuent selon une loi de Weyl. Dans une note [31], Sjostrand compare ainsi
les deux densités obtenues (aussi, elles sont toutes les deux lisses) et montre
qu’en général elles sont différentes.

[lustrons les résultats sur les lois de Weyl dans le cas semiclassique avec
lopérateur P dont le symbole est p(x,§) = 2sin(27z) + 2isin(27€). Pour
2rh = 1/N, P admet la représentation suivante comme une matrice N x N :
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F1G. 1.4 — Nombre de valeurs propres dans [—1,1] x [-1,1] de A + §F en
fonction de N .

ici N=5
S1 1 —1
-1 S9 1
A= -1 S3 1
—1 S4 1
1 -1 Sy

avec s; = 2sin 2% La compilation des valeurs propres de A+ §E pour N =
2000, avec E une matrice gaussienne centrée réduite et 6 = N4, est illustrée
sur la figure 1.3. On remarque bien que les valeurs propres se répartissent
de facon homogene dans I'image du symbole. Nous voulons vérifier pour le
domaine I' = [—1,1] x [—1,1] si la loi de Weyl est vérifiée numériquement.
Nous allons compter le nombre de valeurs propres dans I' en fonction de N,
pour N = 50 a 2000 avec un incrément de 50. Grace au fait que

1

(55 15) @ (@.6) = (Rez = 2sin 2z, Im 2 = 2sin 2) € [~1,1]

est un homéomorphisme de jacobien 167%(cos(2mx) cos(27€)), pour le volume
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symplectique, un calcul montre donc

2 ! dw
volp }(T) = / 2
(*) (47)2( -1 \/1—w2/4)
4 .1,

= F(arcsm 5) :
La droite, représentant la loi de Weyl, a donc pour équation Y = %(arcsin %)QN
~ (,1111N. On a reporté nos résultats sur la figure 1.4, la droite rouge
représente la courbe théorique.

1.3 Enoncé des résultats

La motivation principale de notre étude est la distribution des grandes
valeurs propres des opérateurs non-autoadjoints. Notre travail se décompose
donc en deux parties. La premiere concerne la distribution des grandes valeurs
propres. Nous montrons pour deux types d’opérateurs (un modele simple
et les opérateurs différentiels matriciels) perturbés aléatoirement, que les
grandes valeurs propres se répartissent presque surement selon une loi de
Weyl dans le pseudospectre. La seconde résulte d’une observation faite : la
résolvante d’un opérateur s’améliore (dans un sens a préciser) apres une per-
turbation aléatoire (on pense que cela reste vrai dans le cas non aléatoire si
la perturbation est assez non-lisse).

Pour démontrer les résultats sur les lois de Weyl, la procédure reste essen-
tiellement la méme que [13, 14], c’est a dire la construction d’un probléeme
de Grushin pour se ramener a 1’étude des zéros de I’hamiltonien effectif.
Pour finir, on appliquera la proposition de comptage 1.2.1, puis le lemme de
Borel-Cantelli.

Lois de Weyl presque siires

Dans un premier chapitre, nous montrons, pour un modele simple per-
turbé aléatoirement que les grandes valeurs propres se distribuent presque
stirement selon une loi de Weyl dans I'image du symbole principal classique.
Précisément, nous montrons que le terme principal de la fonction de comp-
tage des valeurs propres dans des cones dilatés du pseudospectre est égal au
volume symplectique du cone correspondant. Ce premier chapitre traite d'un
cas particulier introductif. Nous avons aussi pu vérifier numériquement pour

18



ce modele la loi de Weyl. Il est remarquable de voir que les valeurs propres

se répartissent de fagcon homogene dans I'image du symbole : on observe un

nuage de points. Nous avons pu dans un cas, tracer la courbe de la fonction

de comptage et vérifier qu’elle était tres proche de la courbe théorique.
Nous considérons I'opérateur non-autoadjoint dans L?(S!)

_19
- i 02
avec f : S' — C\ {0} et g : ST — C deux fonctions C*, et ou f satisfait

fo% ﬁdm # 0. Nous supposons :

P = f(«)D, + g(x), D, D(P) = H'(S"),

Hypothese 1.3.1 On se place dans un des deux cas suivants :

ler cas : f prend ses valeurs dans un secteur d’angle d’ouverture inférieur a
7 et différent de 0. On suppose aussi que arg f admet seulement deux points
critiques a,b € St :

arg f(a) < arg f(z) < arg f(b), Vz € S
2¢me cas : arg [ est strictement croissante, avec arg f(x+2m) = arg f(x)+27.

Le symbole principal classique est p(z,&) = f(2)€, (z,€) € T*(S"). Soit
les ensembles

Y = {f(2)§ z €S (R},

d
A = {ze€X\{0}; siz= f(zx)¢ alors d—argf(x) # 0}.

x
Nous avons clairement A = ¥. Dans le premier cas, A est un cone d’angle
< 7, et dans le second cas A = C. Le spectre de P, o(P), est discret et porté
par une droite du plan complexe. Les grandes valeurs propres appartiennent
a A.

Soit (M, A, P) un espace de probabilité. La perturbation aléatoire sera

de la forme :

Qu(u) = Z a;r(W)(u, er)e;, ue€ L*(SY),
JkEZ
ol e; est la base orthonormée usuelle de L?*(S') donnée par ex(x) = e,

et a;;, des variables aléatoires complexes. Nous adoptons les hypotheses sui-
vantes pour les variables aléatoires :
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Hypothese 1.3.2 Les a;y; sont des variables aléatoires complexes indépendan-
tes de loi N(0,02,). On demande aussi que 055, = 050 et qu'il existe p > 1
et C'> 0 tels que

L, _ 5
A a7 < C{)~"

Dans ces conditions, le spectre de 'opérateur P + (), est presque strement
discret dans C et constitué de valeurs propres de multiplicité algébrique finie.

Soient 91,02 c R, 0 < 92 - 91 <, g,h S Cl([el,QQ], [0,+OO[) vérifiant
h < g. Introduisons ’ensemble

Lo, 0,(h,g) ={re”, 61 <6<6,, h(d) <r<g(h)}

Dans le cas 1, on imposera arg f(a) < 01 et 05 < arg f(b). Pour 6y, 0, fixés,
on écrira parfois I'(h, g) a la place 'y, 4,(h, g).

Nous considérons la distribution des valeurs propres de P + @), dans les
dilatés d’un profil conique de la forme I'(0, g) CC A, avec g > 0.

Théoreme 1.3.3 [l existe C > O,i > 6 > 0 tels qu’il existe M C M avec

P(M) = 1 pour lequel le nombre de valeurs propres, N(P + Q., A\['(0, g)), de
P+ Q. dans AXI'(0, g) vérifie

YA>0
1
IN(P+QuAT(0, 9) — 5 -volp {(AT(0,9))| < C(w) + oA,

les valeurs propres étant comptées selon leur multiplicité algébrique.

Dans un second chapitre, nous généralisons au cas des systemes différentiels
les résultats de M. Hager, c¢’est-a-dire que nous montrons, dans le cas semi-
classique, que les valeurs propres se distribuent avec une probabilité qui tend
vers 1 lorsque h — 0, selon une loi de Weyl dans le pseudospectre. Puis,
apres une réduction semiclassique et les arguments développés dans le cha-
pitre précédent, nous montrons I’asymptotique presque sture pour le cas des
systemes différentiels. La perturbation aléatoire utilisée, pour ce chapitre,
est un opérateur différentiel de rang inférieur, ce qui inclut naturellement les
perturbations aléatoires multiplicatives.
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Asymptotique semiclassique. Nous considérons l'opérateur différentiel
non-autoadjoint dans L*(S!,C")

P(h) =Y Au(z;h)(hD,)*, he(0,1], D,= %%, (1.3.1)

am
muni du domaine
H(S',C") = {u € L*(S",C"); |lull2,, = Y [(hDy)*ul|* < oo}
a<m

A, € C°°(8,C™™) admet la repésentation asymptotique dans C>°(S?),

An() ~ Ao(®) + hAg1(z) + B2 Ago(z) + ..., h—0. (1.3.2)
Le symbole principal semiclassique de P est donné par
p(x,€) ==Y Aao(x)€, (2,6 € TS (1.3.3)
a<m

Nous supposons que P est elliptique (au sens ou det A, ne s’annule
pas), et que P — z : D(P) — L?*(S') est bijectif pour au moins une valeur
de z € C. Alors pour h assez petit le spectre de P est discret dans C. Nous
notons I’ensemble des valeurs propres du symbole principal p par

X(p) = U o(p(x,€)), o(p(z,£)) = spectre de p(x,§). (1.3.4)

(z,£)eT*St
Pour z fixé, ¢,(z, &) := det(p(x, &) — z). Nous définissons 1’ensemble
©={reX: I(x,§) € T"S" avec z € o(p(,¢)) et {g.,q.}(, &) = 0}.
(1.3.5)

Nous notons A(p) := X\ ®, c’est un ensemble ouvert.

Nous considérons une perturbation aléatoire (), définie sur I'espace de
probabilité (M, A, P). @, est un opérateur différentiel d’ordre inférieur a P
de L*(S"') dans lui-méme, de domaine dense,

Q. = Z Qa(z;h)(hD,)*, 0<ap< a3 <m-—1. (1.3.6)
ap<a<a

(). est une matrice n x n ou chaque élément est une série de Fourier aléatoire,
ikx

Qi)=Y qi;?;j%- (13.7)

kEZ
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Hypothese 1.3.4 Les coefficients de Fourier q;Jk sont des variables aléatoires

(pour faire court v.a.) complexes indépendantes de loi N(0, (a;Jk)Q) La va-
riance peut dépendre de h. Ici, pour tout 1, j, et

ol < Clk)~*, (1.3.8)
et pour o = a;q,
¥ 1
ol > =R, (1.3.9)

ot les constantes C > 0 et p > 1 sont indépendantes de o, 1,7 et k, et ot on
1
utilise la notation standard (k) = (1 + |k|?)2.

On rappelle que X ~ N (m,0), avec m € C, si sa densité est §(z —m)(masse
de Dirac en z = m). Sous ces conditions, ), est presque strement (p.s.)
borné comme opérateur de H™ dans L?, et pour chaque «, 1, j, Q% (x) repré-
sente p.s. une fonction contlnue Nous avons pour tout z € A(p), ¢;*(0) =
{P(2),0.(2), 5 = 1,...,8(2)} ot B(z) < oo est localement constant, et

izl{qu,z}(Pj:) > 0.

Hypotheése 1.3.5 Soit Q@ C A(p) et connexe. On demande que pour tout
z € ),

Ph(z) = (07(2),60(2)), o #2"j#k (1.3.10)
et que fi # 0 pour tout j.

Pour (z,€) € T*S* et ' C C donné, nous désignons le nombre de valeurs
propres de p(x,§) dans I" par

mr(2,€) = #(o(p(x, €)) N ), (1.3.11)

Théoreme 1.3.6 Supposons admis les hypotheses 1.3.4 et 1.3.5. Soit I' CC
Q un ouwvert a bord C* par morceaux, et € > 0, Ny > 0. Soit 3 la valeur
constante de (3(z) sur la composante connexe de A(P) contenant 2. Alors il
existe une constante positive C' telle que pour tout

hNo < § <« plptera)itl (1.3.12)
le nombre N(P — 6Q,I") de valeurs propres de P — 6Q) dans I' satisfait

hin(3)
h )

S

IN(P —46Q,T) ——//mr:vfdxd§|<0
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avec une probabilité
h25

VhInh-1

>1-C

=

La probabilité est intéressante si € >

Notons que lorsque a1 = ap = 0, nous nous trouvons dans la situation
d’une perturbation multiplicative aléatoire. Nous donnerons aussi dans le
chapitre 3 une version de ce théoreme pour une famille G de domaines I'
dans €.

Asymptotique haute fréquence. Donnons maintenant la version haute-
fréquence de ce qui précede. Soit 'opérateur différentiel non-autoadjoint dans
L3(St,CM)

P =Y Au(x)D}, Au(z) € C®(S). (1.3.13)

a<m

Le domaine de définition est l'espace de Sobolev H™(S', C"). On impose
comme précédemment une hypothese d’ellipticité, det A,,(z) # 0 pour x €
S et nous demandons que P — z soit bijectif pour au moins une valeur de
z. Nous trouvons alors que le spectre de P est discret dans C. Le symbole
principal classique de P est p,,(z,€) := A, (2)€™. Nous désignons par X(p,,)
I’ensemble des valeurs propres de p,,,

Spa)= U olpale.€). (1.3.14)

(z,6)eT*S?

Pour z donné, on écrit g, .(z, &) = det(pn(x, ) — 2). Nous introduisons
ensuite ’ensemble

d={zeX I(x,&) € T*S" avec z € o(pm(,€)) et {Gm.», Gm.. } (2, &) = 0}.
(1.3.15)
Notons A(p,,) := X\ @, c’est un cone ouvert qui ne contient pas l’origine.
La perturbation aléatoire sera de la forme

Qu= > Qu@D:, 0<ag<o<m-—1, (1.3.16)

ap<a<ai

ol chaque Q% est une série de Fourier aléatoire dont les coefficients qi;jk
vérifient I’hypothese 1.3.4. Dans ces conditions P — @), est p.s. un opérateur
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de Fredholm d’indice zéro avec un spectre discret.

Comme pour le cas modele, nous sommes intéressés par la distribution
des grandes valeurs propres de P — (), dans les dilatés d’un profil conique
inclus dans A(p,,). Soit 2, un cone ouvert connexe dans A(p,,).

Pour tout z € A(pn), ¢,,.(0) = {P(2),0.(2), 7 = 1,...,0(2)} avec
:l:%i{qm,z,cjm7z}(pi) > 0, ou B(z) < oo est constant sur chaque composante
connexe de A(p,,). On fait alors I'hypothese suivante :

Hypothese 1.3.7 On demande que pour tout z € €,

Pe(z) = (27(2), L)), o’ #a"j#k. (1.3.17)

Cette hypothese n’est d’ailleurs vérifiée que si le degré de P est pair. En
particulier, nous avons &, = —¢_.

Soit 69 et 69 tel que A(p,) D Q = {re?;r > 0,0 < 6 < 69}. Prenons
01,05 €169, 03], avec 0y < By, et g, h € C?([0y,0,], R,) satisfaisant h < g. Nous
introduisons alors I’ensemble

Q DD Ty, 0,(h, g) :={re®, 6, <0 <0y, h(0) <7 < g(0)}). (1.3.18)

Pour 64,0, fixés on écrira parfois I'(h, g) a la place Iy, ,(h, g). Nous notons
pour tout (z,£) € T*S' et T C C, mr(z,&) := #(o(pm(z,£)) NT).

Théoréme 1.3.8 Soit ) un cone connexe dans A(p,,). On suppose que I’hy-
pothese 1.3.7 est vérifiée et que m —ay — p — % > 0. Il existe alors C > 0 et
M C M avec P(M) = 1 tels que Yw € M, le nombre N(P — Q,,, A\I'(0, g)) de
valeurs propres de P — @Q,, dans N\I'(0,g) CC Q satisfait

VA >0,

IN(P — Qu, AT'(0, g)) / Mar(o,g) (7, &) dzdg] < C(w) + CAYC™VIn .

1
2T
Un exemple intéressant a traiter serait le cas des variables de Bernoulli
s : ‘ot R Y I RNy
dans la série de Fourier aléatoire (1.3.7), ¢}, = 0,3 X %, ot X sont des
variables aléatoires indépendantes vérifiant
1

. 1 -
P(Xy =1 =35 P =-1) =3 (1.3.19)

et 07 satisfaisant les conditions (1.3.8) et (1.3.9). Dans cette situation, si le
théoreme 1.3.8 est vrai, alors pour toutes variables aléatoires indépendantes
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ok OU Xfljk est une variable symétrique (c’est-a-dire
que X et —X ont la méme loi) centrée a densité, le théoreme 1.3.8 serait
aussi vérifié. Cela résulte de la propriété que si X et E sont des variables
indépendantes, avec X symétrique et E une variable de Bernoulli vérifiant
(1.3.19), alors X et EX ont la méme loi. On ne peut malheureusement inclure
toutes les variables symétriques, a cause de (1.3.9). Il est en effet important
que p.s. X;]k £ 0.

Ici, nous nous sommes bornés au cas de la variété la plus simple, le cercle,
pour lequel les méthodes microlocales sont “simples” par rapport aux autres
variétés. En effet localement, on peut se ramener a R, en identifiant les inter-
valles de S! & des intervalles de R. Il serait intéressant de généraliser les lois de
Weyl presque stires au cas des variétés compactes de dimension quelconque.

Il est aussi naturel de se poser la question connexe : Que pouvons-nous
dire pour les opérateurs avec des coefficients non réguliers ? Cette question
est d’autant plus motivée par le cas autoadjoint : V. Ivrii, L. Zielinski [22,
23, 36, 37] ont montré que la loi de Weyl restait en général vérifiée pour des
coefficients moins réguliers que C*°.

de la forme ¢, = 0. X

Bornes de la résolvante pres du bord de I'image du symbole

Et, dans un chapitre suivant, partant d'un travail de M. Hager et J.
Sjostrand, nous donnons une majoration de la norme de la résolvante pour des
opérateurs h-pseudodifférentiels perturbés aléatoirement, et nous montrons
que celle-ci est meilleure par rapport aux estimations standard que ’'on peut
obtenir quand il n’y a pas de perturbation. En dimension 1, on montre méme
une borne polynomiale quand on se situe a l'intérieur du pseudospectre.
Cependant les résultats généraux ne nous ont pas permis de déduire une telle
borne pres du bord du pseudospectre. Motivés par un probleme d’évolution
avec déformation de contour, nous avons donc commencé par regarder sur
un modele simple, le comportement de la résolvante pres du bord et nous
avons montré la borne polynomiale. Cette étude nous a amené a donner une
estimation de la résolvante pres du bord dans le cas non perturbatif.

Cas général. Soit m > 1 une fonction d’ordre sur R?" dans le sens

m(p) < Cﬂ<p - M)Nom(:u)v Py € Rzna

pour des constantes positives fixées Cy, Ny ou (p) = /1 + |p|*.
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Soit

S(R*,m) = {a € C=(R*); |8%a(p)| < Cam(p), p € R™™, o € N*"}.
(1.3.20)
Posons

P(p; h) ~ p(p) + hpi(p) + ... dans S(R**,m). (1.3.21)

On garde la notation P pour son h-quantifié de Weyl, P = P"(x, hD,;h).
Nous fixons a € S(m) elliptique (dans le sens o1 a € S(m™!)), puis nous
définissons I’espace de fonction

H(m) :={u € S'(R"), a"“(z,hD,;h)u € L*(R")}, (1.3.22)

pour h assez petit. P est muni du domaine H(m).

Nous supposons que p — z est elliptique pour au moins une valeur de
z € C. Soit & = p(R?") = p(R*) U X, olt Xy est I'ensemble des points
d’accumulation a l'infini de p. Soit  CC C \ X4 un ouvert simplement
connexe avec {2 ¢ 3. Des lors, pour h > 0 assez petit, le spectre o(P) de P
est discret dans €).

Proposition 1.3.9 Pour tout owvert Q CC Q, nous avons

[(P—2)7" <exp (Cgh” In é) L zeQ\ | D(z.9) (1.3.23)

zj€o(P)
pour tout g > 0 positif et assez petit.

Soit 0 < m,m < 1 deux fonctions d’ordre, carrés intégrables, dont une est
intégrable, et S € S(1n), Ses (m) deux symboles elliptiques. Prenons aussi
€1,€9,..., et 1,6, ..., deux bases orthonormales de L?(R™). La perturbation
aléatoire utilisée dans [16] est de la forme —d@Q),, o1 0 < § <K 1,

Qu==950Y ajr(w)é;éos, (1.3.24)
7,k

oll o sont des variables aléatoires complexes indépendantes de loi N'(0,1).
Soit V,(t) = Vol{p € R*", |p(p) — z|* < t}. Pour x €]0,1], et 2 € Q nous
considérons

V.(t) = O(t") et 0<t < 1. (1.3.25)
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Théoreme 1.3.10 Soit I' CC Q un ouvert a bord lisse. On suppose que
(1.8.25) est vérifié uniformément pour z dans un voisinage de I'. Si § satisfait
la condition 0 < & < h*"V/2 alors il existe C > 1, et C1, Cy positives telles
que si on se donne C' > 0 il existe Cy > 0 telle que, avec une probabilité

~ K—n 1 —2n
>1-— waéc’l -, (1.3.26)
h(In 5) Ch(ln 1)V
pour tout z dans I' nous avons
1 1 K—n 1
P —06Q, —2)7Y| < =nrn2gCoh — (1327
I e N =y 0
<G<N(w)

ou wj(w) sont les valeurs propres de P — 00, dans D(z, Chz(In %)i), N(w)
vérifiant [’estimation < Cy h" " In %.

Corollaire 1.3.11 On suppose que n = 1. Soit I' CC Q un ouvert a bord
lisse. On suppose que (1.3.25) est vérifiée uniformément pour z dans un voi-
sinage de T', avec k = 1. 510 < 0 < B3 H1/2alors il existe des constantes
C > 1 et C1, Cy positives telles que si on se donne C' > 0 il existe Cy > 0 tel
que avec une probabilité

>1- 011 C_ __— = e
hln 5 C’hln%

, (1.3.28)

nous avons pour tout z dans I’

IP=6Qu—2)" < — — I !

Coh1/26%0 LN |z — wj(w)|

ot wj(w) sont les valeurs propres de P — 0Q,, dans D(zy,Cr), avec r =
(hIn 612 N(w) vérifiant la majoration N(w) < Colné~.

Ainsi, par rapport a la proposition 1.3.9, on gagne une petite puissance de
h dans le théoreme 1.3.10. Comme conséquence, en dimension 1, nous avons
une borne polynomiale lorsque k = 1, ce qui se produit fréquemment lorsque
le parametre spectral est dans l'intérieur de I'image de symbole. Sur le bord,
on ne peut pas déduire une telle borne puisque £ < 1. On espere cependant
qu’en dimension 1, nous avons toujours une borne polynomiale sur le bord.
Ainsi, pour débuter nous avons étudié le comportement de la résolvante pres
du bord pour un opérateur modele.
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Cas d’un opérateur modele. Nous considérons 'opérateur modele non-
autoadjoint, étudié par M. Hager [13], dans L?(S?) :

10
P=hD, C he(0,1, D,—-2.
o). ne@1, D=1
muni du domaine H. (S') := {u € L*(S"); ||lu|]| + ||hD,u|| < +o0}. Nous
imposons :

Hypotheése 1.3.12 Im ¢’ # 0, sauf en deux points critiques de S*, a et b,
tels que pour tout point x du cercle,

Img(a) < Img(z) < Im g(b).

Nous imposons Im ¢g”(a) > 0, c’est-a-dire que p est de type fini d’ordre 2
au sens de [9], sur la partie de 0¥ donnée par Imz = Img(a), ou X =
{Img(a) <Imz <Img(b)}.

Pour simplifier, nous avons pris a = 0, Im g(a) = 0 et Im g(b) > 1. Le spectre
est discret et porté par la droite d’équation Im z = % foQﬂ Im g(z)dz.

Comme on l'a dit auparavant, notre motivation est d’avoir une borne
polynomiale pres du bord pour la résolvante dans le cas perturbatif. Il est
d’abord naturel de voir ce qui se passe dans le cas non perturbatif, puisque
cela n’a jamais été fait. Nous savons (théoreme 1.4 de [9]) que si zgp € 0%
alors pour tout z € D(zy, h*?/C) nous avons ||(P — 2z)7!|| < Ch™%/3. Nous
avons pu étendre ce résultat :

Proposition 1.3.13 Soit P = hD,+g(x) comme ci-dessus. Soit K un com-
pact connexe inclus dans 33, disjoint et situé en dessous de la droite contenant
le spectre. Nous avons les assertions suivantes :

i) ([9]) I existe C > 0 et C > 0 tels que

Vz € K avec Imz < B*3/C, ||(P —2)7Y| < Ch=?/3.

ii) Soit C > 0 fixé. Il existe C > 0 tel que pour tout z de K, vérifiant
Im z > h?/3/C, nous avons

1 (Im 2)3/2
C= '

(P —2)"" < Wo(l)e
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Nous considérons la perturbation aléatoire ()., définie sur ’espace de pro-
babilité (M, A, P)

Quu = azu(w)(u, e;)e, (1.3.29)
gk
oll e, est la base orthonormée usuelle de L?(S!), ex(z) = \/%eikx7 ke 7 et

les variables aléatoires a;,, sont indépendantes et de loi (0, ;). De plus,
on demande que o, = 003, et quil existe p > 1 et C' > 0 tels que

L —p 2 N A\—P
U <of <0G

Sous les hypotheses ci-dessus, nous avons la probabilité que @, soit large
pour la norme Hilbert-Schmidt :

P(|Qllus > Inh™!) < Cexp(—(Inh™1)?/C).

Puisque (P — 2)™' < h™2/3, Imz < h23/C, alors si Imz < h?/3) et
§ < h?/3%7 avec probabilité > 1 — Cexp(—(Inh~')?/C, nous avons

(P=06Qu—2)""=(Id—0Qu(P—z)") " (P-2)""
= O(h™%3)

Il suffira alors de considérer pour notre étude le cas ot h?? < Imz < 1.
Nous allons donc restreindre le parametre z a un domaine I',,, dépendant de
h inclus dans la bande {h?/® < Imz < 1} : z est fixé, a est un parametre
compris entre h?/® et - 0% Im g(x)dx

vl o),

To={z=z+iy, |[r—x9|<C,c;<=<
a

ou C >0et1l>co>0sont des constantes indépendantes de o.

Théoreme 1.3.14 Soit v > 0 fixé. Soit & minoré par une puissance de h et
vérifiant la condition

Vhal/Ap2e

Soit zo dans ', donc Imzy >~ a. 1l existe C > 0 tel que si on se donne
des constantes positives C < C, alors il existe C', M > 0 tels que, avec une
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probabilité > 1 — §h27, avec v = (y/ahlnh™)Y2 nous avons pour tout z
dans D(zy, Cr)

1 1
(P —0Qu —2)7!| € —=——— s
e, U m=a

w; sont les valeurs propres de (P —0Q, — z)~" dans D(zo,Cr). N(w) vérifie
< C'lnh'.

On espere qu'un tel résultat peut se maintenir pour des opérateurs plus
généraux. Au passage, la démonstration de ce théoreme, nous a permis d’avoir
le résultat suivant qui améliore légerement un théoreme d’Hager, Sjostrand
(théoréme 12.3 [16]) :

Théoréme 1.3.15 Soit v > 0 fixé. Soit I, comme au-dessus. Si & est mi-
noré par une puissance de h et vérifie la condition (1.3.80), alors il existe
C,C > 0 tels que le nombre N(Ps,T',) de valeurs propres de Ps dans T,
vérifie pour tout 0 < r < «

1 c, r €
N(P;s,Ty) — —vol (p~ (T < —(—s+- 1.3.31
IN(PsT) — ool 7 (T < S (- + ) (13.31)
ot € = CohIn(hd)™t, avec probabilité
zl—gh”.
r

Le choix du parametre r optimal dans (1.3.31), c’est a dire lorsque r +—
+ £ est minimal, est 7 = €/2a!'/*; ce qui entraine que (1.3.31) devient

< aT@h De plus, puisque vol (p™!(I'y)) =< cst a'/?, le théoreme 1.3.15 n’est

intéressant que si vé/a/* < vol (p~'(T'y)) = Ca'/?, c'est-a-dire si é/3 < a,
ou encore en remplacant € par son expression, si

r
al/2

1 2 2
(In E)E h3 < a. (1.3.32)

Calculs numériques. Finalement dans un dernier chapitre, nous avons
illustré nos résultats par des calculs numériques. Nous verrons, pour les
exemples traités, que nous obtenons une bonne coincidence avec les résultats
théoriques ; il est surprenant de voir que "'asymptotique de Weyl est vérifiée
numériquement dans des régions ou les erreurs numériques dominent. De
plus, nous donnons les codes Matlab, qui nous ont permis d’avoir les figures
1.1 et 1.4.

30



Chapitre 2

Asymptotique spectrale
presque siure d’un opérateur
différentiel non autoadjoint

2.1 Introduction

Considérons I'opérateur non-autoadjoint dans L?(S*)

10

avec f: ST — C\ {0} et g : S' — C deux fonctions C*. On imposera en
outre

, D(P) = H'(S"),

o1
i @ dzx # 0.
Hypothese 2.1.1 On se place dans l'un des deux cas suivants :
ler cas : f prend ses valeurs dans un secteur d’angle d’ouverture inférieur a
7 et différent de 0. On suppose aussi que arg f admet seulement deux points
critiques a,b € St :

arg f(a) < arg f(z) < arg f(b), Vo € S".
2eme cas : arg f est strictement croissante, avec arg f(x+2n) = arg f(x)+27.

Introduisons le symbole p(z, &) = f(z)&, (z, &) € T*(S') et les ensembles
¥ o= {f(x)§ x5 €eR},

A = {ze€X\{0}; siz= f(x) alors %argf(x) # 0}.
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Le spectre de P, noté de o(P), est ’ensemble des points ou la résolvante
n’existe pas. o(P) est discret et les grandes valeurs propres appartiennent a
A. En adoptant la convention que ||(P — \)7!|| = oo si A est dans le spectre,
nous avons le résultat suivant qui sera démontré plus loin.

Proposition 2.1.2 Soit z € A et A > 0 alors ||[(P+X2)7| tend vers Uinfini
plus vite que n'importe quelle puissance de A quand X — +oo.

Proposition 2.1.3 X' un voisinage conique de 3, alors il existe C' > 0 si
z ¢ ¥ 'UD0,C)

_ C

z€ao(P), [[(P—2)7"< =k

Cela se démontre facilement en regardant P — z comme un opérateur ellip-
tique a grand parametre.

Soit (M, A, P) un espace de probabilité. On définit ensuite sur cet espace
une application

M3 w—=Qu,

olt @, est un opérateur de L?*(S') dans lui-méme, de domaine dense. Choi-
sissons pour u € L*(S1)

Qu(u) = > a;(w)(u, ex) e,

J,kEL

ol e, est la base orthonormée de L?(S') donnée par ex(z) = €™, et a;y, des

variables aléatoires complexes. Adoptons les hypotheses suivantes :

Hypothese 2.1.4 Les a;; sont des variables aléatoires complexes indépendan-
tes de loi N'(0,07,).

Hypothese 2.1.5 0, = 0oy et il existe p > 1 et C >0 tels que

L, _ 2 A
5<J> P <ol <C)".

Nous nous intéressons au spectre de l'opérateur P + (). Celui-ci est
presque surement discret, cela résultera d’une estimation probabiliste et de
la théorie de Fredholm.
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Soient #1,0 € R, 0 < 0y — 61 < 7, g,h € Cl([ﬁl,ﬁg], [O, +OOD vérifiant
h < g. Introduisons ’ensemble

F91,92(h7 g) = {rewa 01 <6 < 0s, h(e) <r< 9(0)}

Dans le cas 1, on imposera arg f(a) < 60 et 0 < arg f(b). Pour 6,6, fixés,
on écrira parfois I'(h, g) a la place Iy, o,(h, g).

Maintenant, voyons la distribution des valeurs propres de P + (), dans
les dilatés d'un profil conique de la forme I'(0, g) C A, avec g > 0.

Notre résultat principal est le

Théoreme 2.1.6 [l existe C; > 0, 71; > 0 > 0 tels que Ve > 0, il existe
M. € A tel que P(M,) > 1 —¢€ et Vw € M, on ait

YA>0

#(o(P+Q,)NAL(0,9)) — %Volp_l(/\lj(o7 )| < Cle,w) + CLA°,

les valeurs propres étant comptées selon leur multiplicité algébrique.
En prenant M = |J, M., nous avons P(M) =1 et le

Corollaire 2.1.7 [l existe C; > 0, }l > 0 > 0 tels que presque surement il
existe C(w) > 0 tel que

YA >0

#(o(P+Qu) NAD(0,)) — 5 volp (AT(0,9))| < Clw) + A,

les valeurs propres étant comptées selon leur multiplicité algébrique.

M. Hager a étudié en régime semiclassique des opérateurs pseudodifféren-
tiels perturbés. Bien que la loi de Weyl peut ne plus étre vérifiée pour
les opérateurs non-autoadjoints (citons par exemple Ioscillateur harmonique
non-autoadjoint (hD,)%+cz? Imc > 0), elle a montré que les valeurs propres
pour une large classe d’opérateurs non-autoadjoints perturbés se distribuent
selon cette loi de Weyl dans le pseudospectre ([13], [14]) avec une probabilité
proche de 1.

Dans notre démarche nous avons adopté beaucoup d’éléments de [13]. Le
fait nouveau est que presque siirement nous obtenons un controle de la
distribution des valeurs propres pour des domaines de la forme I'(0, Ag).
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2.2 Pseudospectre

On garde les hypotheses de la section 1. On note |.|| la norme L? sur
L*(S1) et {.,.) son produit scalaire associé donné par

27 d
Yu,v € L*(SY) x L*(SY), (u,v) = / u(x)@(x)Q—x (2.2.1)
0 7-‘-
Considérons I'opérateur non-autoadjoint dans L?(S')
10
P = D, > D, = )
F@)D. + g@). D, =+ 2
avec f: ST — C\{0} et g : S' — C deux fonctions C*. On supposera de
plus que
21 1
——dx # 0. 2.2.2
s 222

P est défini sur espace de Sobolev H'(S'). Un rapide calcul nous montre
que le spectre de P est discret, et donné par

) P SN TAVEI SRS
U(P){n<f> +<f><f> ; nEZ},
ou l’'on a posé

(u) = % /O " ().

Le spectre est donc situé sur une droite du plan complexe. On notera que si

(%) =0 alors o(P) = ) ou C. On rappelle que l'on a introduit les ensembles

Y ={f(x)& v St R, (2.2.3)

et
A={zeX\{0}; si z= f(x)¢ alors %argf(x) # 0}. (2.2.4)

Il est clair que X et A sont des cones, respectivement fermé et ouvert. Avec
nos hypotheses A est égal a I'intérieur de ¥\ {0}.

Remarque 2.2.1 Si une fonction g : [a, b] — C prend ses valeurs dans un
secteur angulaire d’angle inférieur a 7 alors ff g appartient a ce secteur. En
utilisant ce fait, on montre dans le cas 1, que les valeurs propres de P de
module assez grand appartiennent a A. La méme conclusion est valable dans
le cas 2 puisque A = C.
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Adoptons la convention que |[(P — \) oo si A est dans le spectre.

Proposition 2.2.2 Soit z € A et A > 0 alors ||(P+£X2)7| tend vers Uinfini
plus vite que n'importe quelle puissance de A quand X — +o0.

Preuve. On se ramene a un probleme semiclassique en divisant par A. Pour
cela posons h = % L’opérateur hP = f(x)hD,+hg(x) admet comme symbole
principal p(z, §) = f(z)&. On construit ensuite des quasimodes en utilisant la
condition de positivité sur les crochets de Poisson (voir [6], [9]). Nous avons

S Ap sk = —Im (F@)F(0)0) = ~€lf@)P s f@). (225)

X

Si z = f(x)¢§ dont la dérivée en = de arg f ne s’annule pas alors il existe
(Z,€) € T*S*\ {0} tel que z = f(Z)¢ avec 5{p,p}(z,&) > 0. Il existe donc

en ce point un quasimode. U

Nous allons restreindre le parametre spectral z a un certain domaine :

Définition 2.2.3 On suppose 2.1.1. Soit Q1 un domaine relativement com-
pact dans C\ {0} :
Pour le cas 1, on demande que $1 soit inclus dans

(= € A\ {0}: dist(z, DA) > %}.

Pour le cas 2, 1 est inclus dans un secteur d’angle strictement inférieur
a T,
On note pour R > 1, Qg = RQ;.

Pour z € Q) g, nous ramenons I'étude de P— 2z a un probléme semiclassique
en divisant par R. En fait, puisque f ne s’annule pas, il est préférable de
diviser par Rf(z). Nous sommes donc invités a étudier 'opérateur :

_ ge) w1 .z

Cet opérateur est proche de celui étudié par M. Hager dans [13]. Nous sa-
vons que l'inversibilité de P—z est liée a un probleme de Grushin. Nous allons
donc formuler le probleme de Grushin de 7" puis nous allons voir comment
le relier au probleme de Grushin de P — z.
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2.3 Probléeme de Grushin

Soit T' 'opérateur défini en (2.2.6). T' dépend d’un parametre spectral w
ol w € ;. Il est défini sur I’espace de Sobolev H! avec une norme semiclas-
sique

HYL = {u € L2(SY); [ull? = [[ul]® + [[hDyul® < oo} (2.3.1)

Posons p(z, &) = f(x)¢, et rappellons que

DB} = —€l ()P o [ () (232)

Xz

L’hypothese 2.1.1 implique que dans les deux cas on ait :

V2 € A, p7 () = {ps(2) (), avee £ (pp}(pa) > 0. (233)

On écrira py = (r4,&4). 24 = z(w) et && = &4 (w) sont continues sur
;. L’équation T'e, = 0 admet une solution en général non-périodique de la
forme

er(z,w;h) = cy(w;h)e oy S Weh oy 70, (2.3.4)
De plus la fonction

Tw
() :/ —dy (2.3.5)
T4 ( )
vérifie (on utilise 2.3.3) :
o(ry) =0, ¢(zy) =& € R* et Imy"(x,) > 0. (2.3.6)

On peut ensuite trouver deux intervalles J,, J_ ouverts, disjoints et indé-
pendants de w tels que :

l’i(Ql) C Jj:,

(Dans le cas 1, J; C (b,a+2m) et J_ C (a,b)).
Nous fixons pour la suite [ = St\ J+. On notera que x4 (w) € I,
r_(w) & I;.

Lemme 2.3.1 Soit ¢ définie en (2.3.5). Imp(x) est strictement croissant
sur [y (w),x_(w) + 2x] et strictement décroissant sur [x_(w),z,(w)]. En
outre Imp(x) est positif sur [z_(w), x4 (w)[U]zy(w), x_(w) + 27].
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Preuve. En utilisant (2.3.6), Img(x) croit localement de maniere quadra-
tique lorsque l'on s’éloigne de x, . Raisonnons par I’absurde, supposons que

Imp(z) admet un point critique y autre que x et x_, c’est-a-dire Im% =0.

Il existe alors £ € R tel que f(y)é = w, soit (y, £) = p~*(w). On utilise ensuite
pil(w) = {<x+7€+>7 (.T,,€,>}7

pour montrer une contradiction. Ce qui termine la preuve. 0

On peut trouver ¢y > 0 (par la méthode de la phase stationnaire) tel que
cy(wih) ~ h™i(co(w) + her(w) +...), h — 0, ¢o > 0, (2.3.7)
||U||L2([+) = 1.

Définition 2.3.2 On appelle e, € H!.(I.) la solution normalisée (2.3.4)
dans L*(I.) vérifiant Te, =0 sur I,.

e4 vérifie donc (2.3.4), (2.3.6) et (2.3.7). o
Sur /_, nous avons z_(w) € I_ et z,(w) € I_. On a le méme type de
construction pour 7.

Définition 2.3.3 On appellee_ € HL (1) la solution normalisée dans L*(1_)
qui vérifie T*e_ =0 sur I_.

e_ est de la forme :

c_ verifiant la méme estimation (2.3.7) que c;.

Les constructions détaillées de e, et e_ se trouvent dans la these [15]
(lemme 1.1.2 et 1.1.3).

Nous allons passer a un probleme de Grushin. Définissons x1 € C3°(14; R)
avec x4 = 1 sur Jx, tels que supp(x,) Nsupp(x_) = 0.

On définit pour u € HL (S1),

_dx
Riu:= (u,x4e4) = / U($)X+(Qf)€+(x)2—7 (2.3.8)
Iy m
pour v, € C,
1
F+U+ = Vi€, (239)
(e, Xte4)
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pour u_ € C,

R_u_:=u_x_e_. (2.3.10)
Pour v € L2, (1), nous posons :
1
G_v:= W<U,€_>. (2311)

Proposition 2.3.4

T—(R+ 0 ).HSCX(C L* x C,

est uniformément borné quand h — 0,w € €y, et inversible d’inverse :

_( H Hi ) o 1
H_<H H+>'L xC— H, xC.

Il existe une constante C' telle que :

1

7
[Hillc—mz, = O(1),
[1H-||r2—c = O(1),
)-

IH | 2—m1, = O(—),

D‘

1

[H_ ]| = O(e~en
De fagon plus précise, il existe K, K_ et ¢_ € C§°(I_;R) tels que :

_ 1
Hy=(1—-x )+ Ky, [|Kyllcmm, =O(e7r),
=G+ K., K e =0( ).

De plus H* et H, ont une structure similaire impliquant ||H* || =< ||H||.

Preuve. Il faut suivre la section 1.2 “énoncé et résolution du probléme de
Grushin” de [15] et I'appliquer & notre opérateur Le role que joue — & f gy

z dans l'article [15] est remplacé ici par ; f T , hotre terme en plus —i [ j’c(g;

ne joue aucun role dans les estimations pulsque indépendant de h et borne
O
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Remarque 2.3.5 Nous pouvons donner 'expression exacte de H_, comme
dans [13] :

— i h —w i _+27 h —w
"o - heye R sy A RO dy : (2.3.12)
iD_D,

avec
D+ = <€+,X+€+>, D_ = <X,€,,€7>-

Pour z € Q, nous voyons P — z comme un opérateur envoyant H_ (S')
sur L?. La norme de cet espace est définie en (2.3.1) et dépend donc du
parametre spectral.

Remarque 2.3.6 Pour la suite, a chaque nouvelle apparition, C' désigne
une nouvelle constante.

Proposition 2.3.7

. P—z fOR_ . 1 2
7>_(R+ ; >JQXCHLXQ

est inversible d’inverse :

_( E By g 1
5—(E_ E_+)°L xC— H, xC.

Il existe une constante C' telle que :

1 1
E=Ho—, |E|p_m =0(—),
o qp I1Elm, = 0(—)
By =Hy, |Ecm = O(),
1
E-=H 0% ||E-|imc=00).

_R
B =RH.,, |E.|=0(?)
Plus particulierement, il existe S, et S_ tels que :

E+ = (1_X*)F++S+7 HSJFHC—>H516 =0 eig),
Bo=Gol ot [S-ummc = O )
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Preuve. Rappelons que h = }%. On remarque que P — z = Rf o T (on voit
f comme un opérateur de multiplication). Nous avons alors

Rf 0 10
(0 )7 g)-7
ce qui donne (on utilise la proposition 2.3.4) :
4 (10 S (R0
(o) (M0
(10 H H. (Rf)™* 0
-\ 0 R H H_, 0 1
_( H  H O\ ((RHT O
~ \ RH_. RH_, 0 1

:(HO(Rf)_l Hy )
H oof' RH., )

concluant ainsi la preuve. 0]

2.4 Rappels de notions probabilistes

Nous nous sommes inspirés de [2], [27]. Soit (©2,.A4,P) un espace de pro-
babilité. Un vecteur aléatoire X est une application mesurable de cet espace
dans R" (muni de sa tribu borélienne B") :

X :Q—=R".

On parlera de variable aléatoire réelle lorsque X prend ses valeurs dans
R. Il est possible de considérer une variable aléatoire complexe en identifiant
C a R?. La loi de X se définit comme la mesure image Px de P par X, c’est
a dire qu’on a :
VB e B" Px(B)=P(X € B).

Si Px est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue,
Py = f(x)L(dx), f est appelée la densité de distribution de X.
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Soit X une variable aléatoire réelle. Si X € LY, A,P), la quantité
fQ XdP est appelée I'espérance mathématique de X, et est notée E[X]. Pour
une variable a densité f

E[X] = / rdPy = / £f(2)L(dz).
R R

On vérifie facilement pour a, b € R, et X € £1(Q, A, P) que

E[aX + b = a E[X] + b.

Si X € £2(9,A,P), nous définissons la variance de X par

Var(X) = E[|X — EX|?]. (2.4.1)
Pour a € R et b € R nous avons :

Var(aX + b) = a*Var(X).

Soit X un vecteur aléatoire de densité f. Alors pour toute fonction me-
surable positive ¢ : R® — R, nous avons :

Blp(X)) = | la)f(@)de

Définition 2.4.1 Soient n wvariables aléatoires réelles X; . On dit que les
X} sont indépendantes si :

P (ﬁ{Xk S Bk}) = ﬁ]P)(Xk € Bk)

k=1
pour toute famille de (B, ..., B,) de boréliens de R.

Pour une suite infinie (X;);cn, on dira que les X; sont indépendantes si
pour toute suite finie extraite X;,, ..., X;,, alors les X;, sont indépendantes.
On a la propriété suivante, si X; et X, sont indépendantes alors E[X; X,]| =
E[X\[ELX,].

Proposition 2.4.2 Soit X1,..., X, des variables indépendantes. St chaque
X, admet une densité f;, alors le vecteur aléatoire X = (Xy,...,X,) posséde
une densité f donnée par || fi(z;). Réciproquement, si X admet une densité
f pour laquelle on peut trouver f; telle que f(x) =[] fi(x:) et [, fi(z)dz =1
alors les variables X1, ..., X, sont indépendantes de densité respective f;.
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Proposition 2.4.3 Soit X une variable aléatoire réelle et f une fonction
croissante et positive. Si E[f(X)] est finie, alors on a

P(IX| > z) < — 2

2.5 Variables aléatoires gaussiennes

Définition 2.5.1 On dira que X est une variable gaussienne standard si sa

lot admet la densité ] ,

p(r) = o

La variable Y est une variable gaussienne réelle s’il existe m € R et
0% € Ry tels que

Y =0X+m.

On notera Y ~ N(m,0?), o m et o® représentent respectivement la
moyenne et la variance de Y. Similairement, on dira que Z est une variable
aléatoire gaussienne complexe, si sa loi admet la densité

1 _z=m?

= — o2
©(2) ¢

pour un m € C et un 0® € R, fizés, on notera aussi Z ~ N (m,c?).
Proposition 2.5.2 Soient X ~ N(m,0?) et Y ~ N(m/,6?) deuz variables

indépendantes réelles ou complezes, alors X + 'Y suit une loi gaussienne
N(m+m/ 0%+ §2).

Définition 2.5.3 Soient p > 0, A > 0. Une variable X suit une loi I'(p, \)
st sa densité sur R est :

AP
Tiosoo (z) 2P~V e
[0,+ )( ) F(p)

Propriétés.
L. Si X ~I'(p,A), on a alors E[X] = £, Var(X) = £, et de plus :

A2

by p
R[] = (m) pour t < A.
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2. Pour X ~T'(p,\) et a >0, on aaX ~ I'(p, 2)

3. Soient X ~ T'(p,A) et Y ~ I'(q, ) deux variables indépendantes, alors
X+Y ~T(p+qN).

4. SiY ~ N(0,1), alors Y? ~ I'(3, 1) dans le cas réel, et |Y]? ~ ['(1,1)
dans le cas complexe.

Proposition 2.5.4 Soient (X;)ien une suite de wvariables réelles (respec-
tivement complezes) indépendantes, de lois respectives X; ~ N(0,02). Si
" 02 < oo, alors on a, dans le cas réel,

C x
2 0 2
vz >0, P(ZXi > 1) < eXp[4_SIZ o; — 4_81]’
€N €N
et dans le cas complexe,
Vo >0, PO |Xi*>1x) < exp[ﬁ > o 2.
’ - - 231 t 281

ieN i€N
Ici s = maxo?, et Cy est la méme constante dans les deuz cas.

Preuve.
Cas réel. Partant de la proposition 2.4.3, nous avons

vi>0, P X?>1)=E [H etX?] et

Puisque les X; sont indépendantes, on peut permuter ’espérance et le
produit. Remarquons ensuite que X? = (0,;Y;)* = 0?Y? ou Y; suit la loi
N(0,1). Tl est facile de voir, en utilisant les propriétés 2 et 4 que X? ~
(3, #) Ainsi (voir propriété 1) chaque facteur E[e*7] est défini pour ¢ <

1

si bien que nous avons pour tout 0 < ¢ < min 57

1
2
2077 :

1
2

PO X?>ax) <[[EE*) e =]] (ﬁ) et (2.5.1)

Puisque

1 % —tx __ 1 2
H (1_—20_1275) e = exp[—§ Zln(l — 20i t) — l‘t],
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(2.5.1) devient

1 o? x
2> 1) < —= — ZXs)— —g¢].
P( 5 X > x) 0215121 exp| 5 In(1 - s) % s]

Plutot que de chercher le s optimal, on prend s = % Pour 0 < y < %, il existe
une constante Cy telle que —In(1 — y) < Cyy, ce qui donne

E X; 2> x) < exp E 0 —
51 481
€N
Cas complexe. On procede comme ci-dessus, en remarquant que si X;

suit une loi A'(0,07), alors | X;]* ~ T'(1, %5). O

Remarque 2.5.5 Une preuve analogue se trouve dans [16], les auteurs uti-
lisent la transformée de Fourier des variables aléatoires.

2.6 Perturbations aléatoires
Soit (M, A, P) un espace de probabilité. On définit une application
M3 w— Q,

olt Q,, est un opérateur de L?(S') dans lui-méme, de domaine dense, vérifiant

pour u € L*(S")
ji: ajk u ek €

j,k€Z?

ol ey, est la base orthonormée de L?(S') donnée par ey (z) = e**, et a; des
variables aléatoires complexes (le produit scalaire étant défini en (2.2.1)).
Remarquons que la norme Hilbert Schmidt de @), vérifie

1Qulitis = D laju(w)l”

J,kEZL

(si la série est finie). Rappelons les hypotheses 2.1.4 et 2.1.5
Nous nous intéressons au spectre de 'opérateur P + @Q),,. Soit

w_(P-24Q, foR
P = ( }%+ 0 ) y z € gb%
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Nous écrivons PYE =1+ K¥,

w __ QwE QwE
v (% o)

Si la norme de K* est inférieure a 1 alors P“ est inversible et son inverse
E¥ est donné par la série de Neumann

o ([ E® E¥
== (5 o)

_ 5+; ( % )) E_(éfgj)i%w&)).(zm)
Introduisons les notations

E', = —-E_Q.E; (2.6.2)

BY = Y (-1E-(QuE)T QuE, (2.6.3)

EY. = 5_2++El++Ei°+. (2.6.4)

Proposition 2.6.1 Si ||Q.|| < InR alors pour R trés grand, £ est inver-
sible.

Preuve. Notons que cette hypothese n’implique pas ||K“|| < 1. De (2.6.1),
la série de Neumann de E“ est donnée par

E+) (-1YE(QuE

j>1

Puisque || E|| = O(1/v/R) (proposition 2.3.7), et puisque le logarithme est
négligeable devant les puissances d’exposant > 0 en 400, la série va conver-
ger. Il en est de méme pour les séries de Neumann de EY, E“ et E“ . Ainsi
E¥ est inversible. 0

Proposition 2.6.2 Si ||Q,|| <InR alors

L. (0 o)
¢ ‘5‘( oll) oanm)‘

W
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Afin d’éviter les questions de mesurabilité, nous introduisons la probabi-
lité inférieure de M C 2

P(M) = sup P(A),
A€A, ACM

et la probabilité supérieure de M C €2

P(M) = Aefl\,nj\f/ch P(4).

Propriétés.
1. VM Cc Q, P(M) <P(M)
2. AC B=P(A) <P(B), P(A) <P(B)
3.VM CQ,Va€0,1]]onal—a<P(M) < P(M°) <

Pour simplifier les notations, nous noterons Pg(A) :=P(AN {||QH <In R}).

Proposition 2.6.3 I existe My > 0 et My > 0 tels que :

2
P(|Qll < R) > P(|Qllus < InR) > 1 — Myexp|- <lr]1£) ]

ot ||.||ns désigne la norme Hilbert-Schmidt.

Il en résulte que @ est Hilbert-Schmidt presque strement.

Preuve. En utilisant la proposition 2.5.4, on a

P(|Q >ImR) < P(|Q[fs > (InR)?)
n 2
< eXp[& d ot - (In ) 1,

251

avec 51 = maxojy. C'est a dire qu’il existe My > 0 et M; > 0 tels que :

In R)?
B(IQ] > In R) < Myesp[~ 1)
1
ce qu’il fallait démontrer. O
D’apres la proposition 2.3.7 et (2.3.9) on a :
(I—x-) _R
0B, =L =X)L 05 IS leim = (). (265)
(€4, X+€4)
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Posons alors

. (1—x)
Ey =2 e (2.6.6)
! (€4, X+€+4) !
D’aprés (1.2.15) de [15], il existe C' > 0 tel que {e4, yse4) = 1 + O(e¢).
~ . R -
Pour les mémes raisons nous avons |[(1 — x_)ey|| =1+ O(e @), si bien que
I64]| =1+ O(e ). (2.6.7)

Gréace a la proposition 2.3.7 et (2.3.11)

EQ=(Qe 2

me_> +5-Q, |5-llr2c = (e_%). (2.6.8)

On pose alors

eV (2.6.9)

fix-e-,e-)

et pour les raisons évoquées plus haut il existe P, P, > 0 tels que
S <lel<
P Py
Lemme 2.6.4 [l existe C' > 0 tel que pour tout z € Qg :
i s !k! < & ona (&, en)l, [(e-,en)| = Olzx),
i, si &< ]k] < CR on a |(é4,er), [(e—,er)| = O(1),

iii. i ]k] > CR on a (€, er)|, [(6_,ex)| = O(ﬁ)

Preuve. Pour ii. l'inégalité de Cauchy-Schwartz suffit. Traitons (€., ey).
Nous utilisons (2.3.2) et (2.6.6) pour montrer que (é,,e;) est une intégrale

de la forme .
/ z(z fT+ Tl dy— kx)C+X(m)d'x7
0

avec y € CS°(S1) et ¢y = O(R7). Berivons

—z/ —dy kx.
J»‘+

Sa dérivée est égale a = 7 k et il existe C' > 0 pour lequel elle vérifie

R CR

Vz € Qg, V|k| ¢ [Csup |f(x)|" inf | f(2)|

19 2 & max((k], R,
(2.6.10)
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Introduisons

e

Puisque pour j > 1, |¢/(z)] < Cjmax(|k|, R), il en résulte que

=0 (<max<|2\,R>>n) |

Pour conclure, il suffit de remarquer que des intégrations successives donnent

(s en) = / 9, (2)de,

1

puis de majorer la valeur absolue de l'intégrale, sans oublier de remarquer
que du lemme 2.3.1 sup, g1 [¢@] = 1. O

Lemme 2.6.5 [l existe des constantes strictement positives My, My, D, C
et Ty, des fonctions e1(R) > 0 et s1(R) > 0 avec :

ei(R) = O(e B), et =(R)* < s1(R) < C(R)™"

telles que pour x; > 0, nous avons pour z € Qr fixé

S e 5]

Pr(IQE || < 1) 2 1~ Toexp |-
On a posé pour v € R, xy = max{0,x}.
Remarque 2.6.6 Le lemme est intéressant si z; > R™%.
Preuve. Grace a (2.6.5) et (2.6.6), écrivons d’abord
QE}, = Qéy + Q5.
Si [|Q] < In R alors il existe D > 0 (on utilise la proposition 2.3.7) tel que :
QS| < e1(R) = O(e7). (2.6.11)

£1(R) ici ne dépend pas de w. Nous avons ensuite :

||Qe+||2_||za’]k 6+76k 6]” Z|Za]k 6+7€kz

48



La somme sur k suit une loi gaussienne car somme de gaussiennes, et sa loi
est donnée par :

> ajk By en) ~ N(0,67),
k

avec
77 = or (e =07 Y o} (e en)]. (2.6.12)
k k
Appliquant la proposition 2.5.4, on déduit pour ¢ > 0 :
. Co . t°
P(lQeL]| = 1) < eXP[Q—Sl > 67— 2—51]7 (2.6.13)
J
ol
s1(R) = mjax&? = (maxo?) x Ek:cf,% (64, er) 2 (2.6.14)

Pour donner un encadrement de s; lorsque R tend vers l'infini, com-
mengons par écrire

oot leen)t=> 4+ > o+ Y (2.6.15)

kez k|<Z Lojkl<CR CR<|K|

D’apres le lemme 2.6.4 la premiere et la troisieme somme sont O(z%).
Rappelons pour la suite que si a € R* alors

(aR)™" =< (R)™". (2.6.16)
Nous obtenons alors pour la deuxiéme somme la majoration
2 |/5 2 2 _ 2 - @ R RN
S ol s max ot S lEnedP<C(5) e
r E<ljl<cr 7 g
o <l|k|<CR o <l|k|<CR
De (2.6.7) et (2.6.16) nous avons :
> ot (e el = O(R)™). (2.6.17)
B<|k|<CR

Puisque la norme de €, est minorée (voir 2.6.7), il existe C' > 0 tel que
pour R assez grand

> e =l = X (el = Y e eP 2 5,

E<|kl<CR k|<E CR<[k|
(2.6.18)
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Conjugué avec (2.6.16), il existe alors une constante C' > 0 telle que

(Ry™7 < > e e (2.6.19)

1
¢ E<jkl<CR

Finalement on regroupe (2.6.14), (2.6.17) et (2.6.19), pour montrer que

s1(R) < (R)™".
Remarquons ensuite que
Pr|QEL] < #1) = Pr([|Qe+]| + £1(R) < z1).

Comme pour tout évenement A et B nous avons la relation :

P(A)+P(B)—1<P(ANB), (2.6.20)

cela donne alors

PrIQEL <z1) = B(|Qér]| +e1(R) < 1)
+R(|Q < R) —1.

Puis, nous utilisons (2.6.13) pour avoir

281 ez 281
Grace a (2.6.12) et (2.6.14),
1 ) 1 2
S1 JZE;U] N max; 032 ;0]
est donc bornée. Enfin, on conclut avec la proposition 2.6.3. 0

Lemme 2.6.7 [ existe des constantes strictement positives My, My, D, C
et Ty, des fonctions eo(R) > 0 et s1(R) > 0 avec :
1
e2(R) = O(e™D), et SR < si(R) < CR),
telles que pour xs > 0, nous avons pour z € Qg fixé
(2 — e2(R))2 (In R)
T — M, — .
281(R) 0EXP M1

Pr(|E_Q| < x3) > 1 —Tyexp [—
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Preuve. Résultent du fait que (E_Q)* et QE, ont la méme structure, a;y
et a; suivent la meme loi. ]

Proposition 2.6.8 Nous avons pour toutt > 0 :
£2
P((QE+ 2 )] <) =1 - expl——),
ot :
0 = o [(Er,en)l’ x Yo7 (e, e
keZ JEZ
De plus il existe C' telle que :

é<R>2p <o®> < C(R)™™. (2.6.21)
Preuve. On écrit :
(Qér e ) = aj(Er en) (ej,84).

J,ke€Z

On remarque alors que (Qé,é_) suit la loi gaussienne (complexe) N(0,a?).
Donc :

I 1 x? 4y
PlQenel <0 = [ eal- "L dedy
z24y2<t2 TO o
or [t 1 r?
= I Zrexpl-=]d
= il exp| 02] T
t2
= 1—exp[—;].

L’encadrement (2.6.21) se montre similairement a celui de s; ((2.6.15),...,(2.6.19)).
U

Corollaire 2.6.9 [l existe des constantes strictement positives My, My et
D, et une fonction e3(R) > 0 avec :

R

e3(R) = O(e™?),

telles que pour t > 0 on ait :

Pr(|E-QEL| > t) > exp [—%] — Myexp {— (h]lvﬁ)Q] :

0%(R) est donné par la proposition 2.6.8.
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Preuve. Avec la proposition 2.3.2 et (2.6.5), (2.6.8), pour |Q]| <InRona:
R _R
[E-QE, — (Qé;,é-)| <e3(R) = O(e™ D).
Il suffit ensuite de remarquer que :

Pr(|E-QEL| >1) > P((Qé4,e-)| —es(R) > 1)
FR(IQI <nR) -1,

et d’appliquer les propositions 2.6.3 et 2.6.8. 0]

Proposition 2.6.10 [ eziste une constante C' > 0 et une fonction v1(R)
qui décroit vers zéro plus vite que n’importe quelle puissance négative de R
lorsque R — o0, telle que pour R assez grand on ait :

Pr (sup B, | < C’lnR) >1—7(R).

z€QR

Preuve. Puisque (voir (2.6.1))
QI <InR = sup [EZ,|=O(InR),

z€QR

on obtient pour une constante C’ bien choisie :

Pr (sup |EY | < lnR> > P(|Q|l < InR).

ZGQR
Ainsi avec la proposition 2.6.3, il suffit de poser

(In R)?

7 (R) = Myexp|[— 7 ).

O

Proposition 2.6.11 Pour tout o € (0, 3), il existe deuz fonctions t,(R) > 0
et vo(R) vérifiant

ta(R) = (R)"R™®/2, va(R) < R™%,
telles que pour R assez grand, et z fixé dans Qg

Pal|E2,| > 1a(R)) 2 1~ 7a(R).

52



Preuve. Partant de (2.6.3) nous avons

L =—E_Q) (~1Y"’E (QEY QE,. (2.6.22)

j>0

En utilisant le fait que :
B2, | > |BL, | - |E_| - |E%,
on voit que pour t1,ty € R, avec t; — 19 > 0:
Pr(lE*,| 2t — to) 2 Pa({|E",| = ty + |E_4]} N {|E=,| < to})
La relation (2.6.20) donne ensuite :

Pa(E“,| >t —to) > PR(E'|>t+|E.])  (2623)
+Pr(|EZ, | < to) — 1.

Si nous choisissons pour
0<a <y, t(R) = (RyPR™,
le corollaire 2.6.9 affirme alors qu'il existe a;(R) > 0 tel que :
Pr(IE | >t +|E_4|) > 1—a(R), a1(R) =< R™. (2.6.24)

Remarquons ensuite qu’il existe une constante C'; > 0 telle que, pour
|QIl <InR et R assez grand :

1E> (—1(QEY| < —=

7>0

59

Grace a (2.6.22), nous avons alors :

C
Pr(E%] < t0) 2 Pr (IE-Qll % 1QE < o).
Il faut ensuite utiliser (2.6.20), pour montrer :

tO\/_>

(HE QI [QEL] <

> e ({1m-al < rty /2 o fiem < vy 2 1)
> (15-Q1 < Ry 2 ) e (10E, < /2 ) 1
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Puis nous choisissons

ti(R
to(R) = 1<2 ).
Grace au lemme 2.6.7, il existe une fonction ay(R) > 0, qui décroit plus
vite que n’'importe quelle puissance négative de R, ay = O(R ), pour

laquelle

P (HEQII < Ri\/gE ) > 1 - as(R). (2.6.25)

De méme, avec le lemme 2.6.5, il existe ag(R) > 0, az = O(R™%), telle

que :
Pr ( IQEL] < Ri\/é—o) > 1 — a3(R). (2.6.26)
1

Nous regroupons (2.6.23),...,(2.6.26), pour terminer la preuve. On aura
alors posé :

t1(R)

talR) = (R) = to(R) = =

— (RY"R™/2 > 0,

et,
Yo(R) = (a1 + as + a3)(R) < R™2,

2.7 Spectre de 'opérateur perturbé

Puisque P — z est de Fredholm d’indice zéro, et @), est Hilbert-Schmidt
presque strement, alors P — z 4+ @), est presque strement de Fredholm pour
tout z € C. Il est alors bien connu que le spectre est soit discret, soit égal a
C d’apres la théorie analytique de Fredholm voir [24].

Proposition 2.7.1 Sous les hypothéses 2.1.1, le spectre de P — z + Q,, est
presque surement discret.

Preuve. La proposition 2.6.11 entraine pour tout R la probabilité que le
spectre soit discret est supérieur a 1 — v,(R). On fait tendre R vers U'infini
pour voir que le spectre n’est pas égal a C avec une probabilité 1. O
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La multiplicité algébrique m(zp) d’une valeur isolée zy du spectre de P +
Q. (w fixe) est donnée par

1 / . )
tr | — z—P—-Q,) "dz|.
<27” D(zo,e)< )

Proposition 2.7.2 La multiplicité algébrique m(zy) de zo € o(P+Q,)NQg
(w fize) est égale a la multiplicité M (zy) de zy comme zéro de E“ .

Pour la preuve, nous introduisons le

Lemme 2.7.3 Soit v une courbe fermée C* le long de laquelle P + Q,, —
est inversible, alors

tr(271m/(z—P Q) 1dz) r (%/yEﬁ(z)ldE‘”Jr(z)),

e OE¥ OE¥
Fv —+ + 1
dE? (2) = SRos dRez + 3lm zd mz.
Preuve. voir 'appendice A de [26]. O

Preuve de la proposition 2.7.2 Dans notre cas E¥_ est scalaire et on
trouve donc

1
== E“, () 'dE*
me) =g [ B aE ()
1
= — dInEY, = M(z).
211 D(z0,¢) HEe (ZO)

2.8 Asymptotique spectrale

Nous rappelons que :

E_+ _ CyC_ fﬂu— g(y) zdy _ Zfz +2omr q(fy()y)zdy |
ZD_D+
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Nous allons utiliser 'argumentation de la section “1.4.1 propriété analy-
tiques de E(_OJ)F” de [15] pour trouver une fonction holomorphe avec les mémes
zéros que E_ . Pour cela, définissons :

Io(2) '/I+ ‘ (2.8.1)
z2) =1 —dy. 8.
’ . f)

Posons ensuite :

[
. )

Finalement, nous obtenons la fonction holomorphe recherchée :

el(z)E_+ _ \/—E(l o 6—27ri(< y—2(
1

\/EC_;'_ C_

[(z) :=1lo(2) dy —In DD, (2.8.2)

Lemme 2.8.1 Pour ||Q|| < In R, I eziste une fonction holomorphe dans Qg
1“(2) = 1(z) + O(WVRInR)
telle que elw(z)Ef+ soit holomorphe dans Q.

Preuve. On adapte la section “1.4.2 Propriétés analytiques de £ 7 de [15].
Nous avons :

0-E*, = —k“(z)E*,,

k(2) = E*(0:(foR.))+ (0:R,)E?. (2.8.3)
O.E_, = —k(2)E_,,

k(2) = BE_(0:(foR.))+ (0-R.)E_. (2.8.4)

Recherchons ensuite une solution dans Qg de 05:1(z) = k“(z). On aura
alors construit une fonction e/”(¥) F + qui est holomorphe avec les mémes
zéros que E* . Nous avons déja trouvé une solution de 0:l(z) = k(z) (voir
(2.8.2)).

Utilisons les séries convergentes de E¥ et EY, pour obtenir :

k9(z) = E“(0:(foR.))+ (9=R,)E¥
= k(2)+ > _(~1){ E_(QEY0:(fx—e-)) + (EQY E1, 0.(x+e4)) }.

j>1
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De la, nous avons :

ClnR\’
k() — k()| < Z( ) (I0se—llzoty + 19uesll2ay)
7>1 \/ﬁ "

InR
< ﬁO(l).

Prenons ensuite comme solution de 0:1¥(z) = k“(2) celle qui vérifie :

(I =10(z) = l/ wdRez/dImz’.
Qr

T z— 2z

Nous avons alors :
1
= DG < IR = ki@ / L |dRez'dIm?’
Qg Z— Z

w 1
< I = kllmam) / L L (dw)

|<CR |w]

R
1
T 27?/ ~pdp = ORI R),
0

ce qui termine la preuve. O

On rappelle que (voir (2.3.3)) :

2 = Rw, pp(w) = {(@+. &), (a_, &)}

Lemme 2.8.2 Relg(w) est strictement sous-harmonique et la forme volume
ARely(w)d(Rew)d(Imw) définit sur Q0 est égale a d§_ N dx_ — d&y N dxy.

Preuve. Par un calcul direct, voir le lemme 1.4.1 de [15]. O

Rappelons un résultat de M. Hager (voir proposition 1.8.1 de [15]) qui
s’étend au cas des bords C? par morceaux.

Proposition 2.8.3 Soient Q cC C, " un domaine de bord C* par morceaux
et o € C*(;R). Soit f une fonction holomorphe dans ), vérifiant

|f(z;h)| < @ e Q.
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Supposons qu’il existe e K 1, 2, € Q, k € J, tels que

or | Bz, ve), #J = 0(\%

F(aih)] > eh@=0 ke

)7

alors,

Ve

A(F10)NT) = ﬁ //F A d(Rez)d(Tmz) + O(YE).

Dans 'annexe on discutera des modifications induites par les bords qui sont
seulement C? par morceaux.

Avec le lemme 2.8.1 et (2.8.2), on sait qu’il existe C' > 0 telle que

|€l“(z)| < 6Relg(z)+0\/§1nR‘
Soit C" la constante de la proposition 2.6.10, posons alors

P —

_ 1¥(2)-CvVRIn R pw

Lemme 2.8.4 [l existe une fonction v1(R) qui décroit vers zéro plus vite que
n’importe quelle puissance négative de R lorsque R — oo, telle que pour R
tres grand nous avons pour

P (sup |F“(2)] < eRRelO(w)> >1—7(R).

o z€QR

Preuve. Il suffit d’appliquer la proposition 2.6.10. 0

Lemme 2.8.5 Soit I' un ouvert inclus dans 0, de bord C? par morceaus. Il
existe Cy > 0 tel que pour

InR
€(R) = Chy——=,
( ) 0 \/E
si on choisit un ensemble de points wy € T, k € J, |J| = O( I(R)) avec

or c | D(wx, Vo),

keJ
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alors pour tout o € (3, 3) il existe

R72a+%

gba(R) = \/ﬁ

telle que
P (Vk eJ, |F¥z)| > eR(Rel‘)(w’“)_E)) > 1= ¢a(R), zr = Rwy.

Preuve. Nous prenons la fonction ¢, de la proposition 2.6.11. Si |E¥, (2)| >
t, alors il existe une constante Cy > 0 indépendante de « telle que pour R
assez grand :

|Fw(Z)| > eRRelo(w)—Cm/ﬁlnR‘ (2.8.6)

On choisit € = (Cov/RIn R)/R, et notre ensemble de points wy € ', k €

J, |J| = O(\/El(—R)) avec

or c | D(wx, Ve).
keJ
On applique ensuite la proposition 2.6.11 et la relation (2.6.20), pour
montrer :

N

> 14> [Br(IE2, ()] > ta(R)) — 1]
k

1

>1— —2a .
z1- R0

). (2.8.7)
O

Théoréme 2.8.6 Soit I' un ouvert inclus dans Q; de bord C* par morceauz.

1

Pour chaque o € (%, 5), il emiste C' > 0 tel que pour R tres grand, avec une

probabilité inférieure
1

R72a+1
>1-C
o vinR

le spectre de P + @), est discret et

1 .
#(o(P+Qu)NRD) — —vol(p™ (RI))| < CRivVInR, (2.8.8)
T
les valeurs propres étant comptées selon leur multiplicité.
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Preuve. On applique la proposition 2.8.3, en utilisant les lemmes 2.8.4 et
2.8.5. Compte tenu de la proposition 2.7.2, les valeurs propres sont bien
str comptées selon leur multiplicité algébrique (pour les propositions qui
suivront, nous ne le repréciserons pas). O]

Corollaire 2.8.7 [l existe C > 0 tel que quelque soit € > 0, il existe k(e) tel
que, avec une probabilité inférieure > 1 — €, on ait

VR =2 k> k(e),

#(o(P+Q,)NRT) — %Vol(p_l(RF)) < CRiVInR.

Pour g, h : [0y, 605] — [0,400[,0 < 03 — 0; < 7 introduisons 'ensemble
F91,92(ga h) = {Tew? 01 <0 <0, g(9> <r< h<9)}
dans le cas 1, on imposera argf(a) < 6, et 6y < argf(b).

Nous nous intéressons maintenant a la distribution des valeurs propres
de P + @ dans les dilatés d'un profil conique de la forme I'(0, g). On peut
supposer sans perte de généralité infy c 5, 9, g(¢) = 1. Maintenant, nous allons
faire un découpage dyadique de AI'(0, h) pour de tres grandes valeurs de \;
on utilisera en fait le théoreme 2.8.6 pour R = 2¥. Prenons A > 1. Si kg est
tel que 2% < X < 2k+! nous avons le découpage suivant

ko—1

AL(0,g9) = T(0,1)U <U F(zk,2k+1)) UL (2%, \g)
-

= T'(0,1)U <U ok F(1,2)> U 2ko 1‘(1,2—1\0 ). (2.8.9)

La majoration (2.8.8) s’applique a I' = I'(1, 2) avec R = 2%, il suffit d’ap-
pliquer le théoréme 2.8.6 en prenant pour {2; un voisinage de I'(1,2). Grace
a la remarque 2.9.2 (voir annexe) que I'on tienne compte ou pas du bord, ne
pose aucun probleme, puisque les estimations ne changent pas.

Nous étendons le résultat de M. Hager (voir p.45 de [14]) & une famille
de contours C? par morceaux, la preuve sera discutée dans ’annexe.

60



Proposition 2.8.8 (Cas uniforme de 2.8.6) Soit un domaine Q@ CC C,
et F une famille de domaines inclus dans 2. Soit Cy > 0 une constante
indépendante de F. On suppose que

N
VL eF, o =|Jv(la;.b), N <,
j=1
ot y; : [aj,b;] — C est C* (v; dépend évidemment de T') avec
V7, 0<CLj<bj§Co,

‘ 1 . .
0

i(bj) = vj+1(aj11), j € Z/NZ.
Soit ¢ € C*(,R) et f une fonction holomorphe dans Q0 avec

#(2)

|f(zh)| <er, VzeQ.

Si on a un réseau quadratique de points z € €1 de maille %, 0 <ex 1 avec

Ve C
Qc UD(ZIm \é_), |J] < —~
keJ
et |
£ (z; h)| > en(@E)=9),

alors

iD >0, VI' e F,

#(/H(0)NT) — —

o //F Aé d(Re )d(Im 2)| < D%.

Lemme 2.8.9 Pour chaque o € (3,3), il existe C > 0 tel que, avec une
probabilité inférieure

R—Za-‘r%
>1-C )
o vVIin R
on ait :
Vi €1, 2],

]

#(o(P+ Qu) N RI(1,kg)) — %VOIP_I(RF(L kg))| < CRivVInR.
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Preuve. Nous voulons appliquer la proposition ci-dessus. Soit

r= U (1, kg).

Kk€E(1,2]

Partons de (2.6.23), choisissons € = (Cov/RIn R)/R et réseaux de points

Ve

wy de maille 5~ avec

P e UDw.Ys), 11=00)

2 €
keJ

Le méme calcul que (2.6.24) montre que

P (ﬂ {|F*(z1)| > eftRelolwr) = ) >1-— R‘QO‘O(%). (2.8.10)

On applique ensuite ce qui précede, avec le lemme 2.8.4 et la proposition
2.8.8 pour obtenir le résultat. 0

Lemme 2.8.10 I existe C' > 0, 6 € (0, }1) tels que, quelque soit € > 0, il
existe k(e) € N tel que, avec une probabilité inférieure > 1 — €, on ait

VA > 2k

#(o(P + Q) NT(2M9, Ag)) — %Volp_l(F(Qk(e), Ag))| < CAOL (2.8.11)

Preuve. Lorsque A grandit, V 2F < A\ < 2Fo*1 % varie dans [1,2]. No-

) 5o
tons Bg,k € N et A,k € [1,2] les événements des w vérifiant I'estimation
(2.8.8) respectivement avec R = 2 T' =T'(1,2) et R = 2% T =T(1,kg). La
proposition 2.8.6 et le lemme 2.8.9 entrainent

hmOOF UM\Aj =0, iF(M\Bk)<oo.

je[1.,2] k>1
Il existe alors k(e) € N tel que
PV kg, 289 < 2k < )\ < gkotl () B | N AGE) p 21—«
(2.8.12)
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Maintenant additionnons les estimations, la différence du cardinal de o(P +
Q) NT (2% \g) avec le volume symplectique est majoré par

ko
ey 215VEIn 2 + C'21% \ /[l In 2.

k(e)

Il existe § € (0, }1) et C7 > 0 tel que le nombre ci-dessus soit majoré par Cy A
pour tout k. O

Théoreme 2.8.11 [ existe C; > 0,%1 > 0 > 0 tels que Ve > 0, il existe
M. C M tel que P(M,) > 1—¢€ et YVw € M, on ait :

YA >0

#(o(P + Qu) NAT(0, g)) — %Vol p AT, )| < Cle,w) + G,

Preuve. Il suffit juste de tenir compte du fait que le spectre de P + @), est
discret presque strement. U

Finalement, en prenant M = |J_ M., nous avons P(M) = 1 et le

Corollaire 2.8.12 I existe C; > 0,% > 6 > 0 tels qu’il existe M C M tel
que P(M) =1 et Yw € M on ait :

VA >0,

#(o(P+Q,)NAT(0,9)) — %Volp_l()\F(O,g)) < C(w) + CA,

2.9 Annexe : Comptage des zéros de fonc-
tions holomorphes

Le résultat suivant est une légere extension de la proposition 1.8.1 de [15].
Nous montrons qu’elle reste valable pour des contours C? par morceaux.

Proposition 2.9.1 Soient un domaine de I' CC C de bord C? par mor-
ceauz, ) un voisinage ouvert de I'. Soient ¢ € C°(Q, R) et f une fonction
holomorphe dans € telle que

¢(2)

|f(zh)] <e ) VzeQ.
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On suppose qu’il existe z; € ), 0 <rj,e; <1, j=1,...,N tels que

D(z;,3r;) € Q et 0T < | D(z,1))

J

avec
£ (g3 )| > @)=,

Nous avons alors
1 Pte
H(f7H0)NT) = g //F A¢ d(Re z)d(Im z) + ZJ: 0(%).

Preuve. Reprenons les étapes de la proposition 1.8.1 de [15]. Nous verrons
qu’il n’est pas utile d’imposer une condition sur les angles formés de la dérivée
a droite et a gauche des points non dérivables.

Nous décomposons OI' en coubes disjointes v; avec v; C D(z;,r;). Si
7v; est C?, on procede comme dans la démonstration. Supposons alors que
7; ne contienne qu’un point anguleux. Nous pouvons appliquer les résultats
locaux dans D(z;,7;) de (1.8.7) jusqu’a (1.8.21) dans [15]. On a bien sir
|v;| = O(rj), et dans (1.8.22) la quantité

Re2_m' 5 Ow In(w — wy,) = var arg%(w — wg)

est elle aussi bornée par 27. En effet, puisque 7; est localement tres proche de
la réunion de deux segments de droite, on pourra toujours trouver un chemin
qui part de w; et qui touche le bord D(z;,r;) sans couper 7,. (1.8.23) et
(1.8.24) restent inchangés, pour (1.8.25) il suffit de remarquer que le théoréme
de Stokes s’applique & des contours C? par morceaux. 0]

Remarque 2.9.2 En fait, la preuve de la proposition donne une estimation
sur le nombre de zéros de f sur la frontiere de I' :

2 .
3C >0, [#(0)nan) <y %
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Lemme 2.9.3 Soit une famille de lacets simples v; (j € J) dans C de classe
C?. On paramétrise les lacets v; : [0,1] 2t — ~(t) € C. De plus, supposons
qu’il existe Cy > 0 tel que

. 1 ) .
vieJ vel 1, & <HOI<Co HOI<G

Si z; € C avec d(z;,7v;) < r, alors il existe C > 0 tel que pour tout
r < 1/C§ chaque composante conneze de v; N D(z;,7) est de longueur < Cr
et cela pour tout j € J.

Preuve. Posons f;(t) := 1|v;(t) — zj|*. Un calcul montre (en omettant les
indices) que

) = G -2 30,
oy = BOP+ 00 - 25),

olt {.,.) représente le produit scalaire dans R.

Pour la suite nous travaillons dans D(z, ), c’est a dire que nos ¢ vérifient
v(t) € D(z,7).

Grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz et les hypotheses, il existe C; > 0
tel que pour r < 1/C3

f@&) = WO = @) -zl 5()] (2.9.1)
> Cig — TCO > Cil > 0.

Dans chaque composante connexe d@ v N D(z,r), il existe un temps t;
pour lequel f(¢) est minimum, des lors f(¢;) = 0. La formule de Taylor avec
reste intégrale donne alors

ﬂw:f@n+/kx—uv@Mx

t1

de la

F(t) > f(t) + 2%,1(75 AL

soit

|t—t1| S v 201
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Ainsi la longueur de chaque composante connexe de yND(z, r) est majorée

par
/ K (0)]dt < v /8CLCE.
|t‘§1“\/201
(Toutes les estimations sont bien sur uniformes par rapport a j) O

Proposition 2.9.4 (Cas uniforme) Soit un domaine Q@ CC C, et F une
famille de domaines inclus dans €. Soit Cy > 0 une constante indépendante
de F. On suppose que

N
VL e F, o =|Jv(la;. b)), N <Co,
j=1

ot y; : [aj,b;] — C est C* (v; dépend évidemment de T') avec

V7, 0<aj<bj§00,
1 : .

Vi g SOl < Go 10 < Co,
(b)) = vi41(aj41), J € Z/NZ.

Soit ¢ € C*(Q,R) et f une fonction holomorphe dans Q0 avec

f(z:h)] <R, V2 e Q.

51 on a un réseau quadratique de points z, € Q0 de maille 5, 0 < re < 1
avec

r C
keJ
et
|f(zr; h)| > e%(<f>(zk)—e)7
alors

3D >0, VIl € F,

1#(f7H0)NT) — ﬁ //F Aé d(Re 2)d(Im 2)| < D" r;; ‘.
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Preuve. (voir “2.5.4 preuve du théoreme 2.0.11 de [15]”) Puisque la norme
de 7, et les réels a;,b;, N sont tous majorés indépendamment de I', alors il
existe C' > 0 tel que

L(oT) < C, VI' € F. (2.9.2)

En appliquant le lemme 2.9.3, pour r assez petit z € Q tel que d(z,dl") <
r, alors la longueur de chaque composante connexe de 0I'N D(z,r) est < C'r
(les points anguleux a;, b;, ou le bord n’est pas dérivable, ne posent aucun
probleme puisque de nombre majoré uniformément a I' : on peut donc les
ignorer).

Posons r
JF = {Zk; d(Zk,aF) S 5 s
grace a (2.9.2), il existe C” > 0 tel que
vrer, orc |/ D %) |J|<C”1
3 ks 3 ) J R — T.

keJr

Soit II(T", zx) 'ensemble des composantes connexes de 0I' N D(z, r) dont
la distance a z; est < %” Il est clair que

Va € II(T, z), L(a) > (2.9.3)

OOIﬂ

Nous voulons maintenant montrer qu’il existe C' > 0 tel que VI' € F,
on peut décomposer OI' en au plus Jr courbes disjointes ﬁk C D(zg,r) ou
Jr < €.

Partons d’un point de a € TI(T, 2z;), longeons la courbe jusqu’au bord
de D(z,r), et notons 2’ ce point d’arrét. Il existe alors zj # z tel que
d(z;,,2') < 5. On suit ensuite OI' pour atteindre le bord de D(z,,r). On
continue ainsi jusqu’a la fermeture de JI'; et tenant compte de (2.9.2) et
(2.9.3) on aura Jp < €. pour tout T.

Jusqu’a I'équation (1.8.21) de [15], tous les calculs sont uniformes par
rapport I'. Nous utilisons pour finir L(3]) < C'r (voir ce qui suit (2.9.2)) et

var argg (w —w*) < 2w, Vjk, Vw" € Q\ Bl

La proposition 2.9.1 est donc valable VI' € F avec un reste uniforme. []
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Chapitre 3

Loi de Weyl presque siire pour
un systeme différentiel en
dimension 1

3.1 Introduction

Il est bien connu, depuis le travail H. Weyl, [41], que pour un opérateur
différentiel P autoadjoint semi-borné, on a souvent la loi de Weyl. C’est-a-
dire que le nombre N (P, \) de valeurs propres inférieures a A\ > 0 vérifie

1 n
NP = o //p<A dode + o(AE), A — 400,

si m est l'ordre de P et 2n la dimension de I'espace des phases. On pourra
par exemple consulter [12] ou [20]. Dans le cadre semiclassique, plus récent,
sous des hypotheses naturelles, on a la loi de Weyl. Le nombre N(P(h),I)
de valeurs propres d’un opérateur P(h) autoadjoint, dans un intervalle I,
satisfait la relation

N(P,I) = (vol (p~!(I)) +o(1)), h—0,

(2mh)"

ou p est le symbole principal semiclassique de P(h). Ce résultat a été prouvé
de fagon générale par J. Chazarain [4], B. Helffer-D. Robert [18], et V. Ivrii
[21]. (Nous avons suivi la présentation de [7].)
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Dans le cas non-autoadjoint il se peut que la loi ne soit plus vérifiée. Un
simple exemple (dans le cas semiclassique) pour s’en convaincre est 1’oscilla-
teur harmonique non-autoadjoint

P= LD + %) 2R — 12(R),

pour lequel le spectre est égal & {e™™/*(k + %)h; k € N}. En effet, le nombre
de valeurs propres dans un ouvert I' CC C qui intersecte le premier quadrant
et qui évite la droite argz = 7, est égal a zéro, alors que le coefficient de
Weyl, vol (p~(T")), ne l'est pas.

Néanmoins, la notion récente de pseudospectre a permis ces dernieres
années de mieux comprendre les propriétés spectrales des opérateurs non-
autoadjoints. Rappelons que le pseudospectre est défini comme les ensembles
délimités par les lignes de niveau de la norme de la résolvante. Plus précisément,

le e-pseudospectre o.(P) d'un opérateur P est

0Py = {zeC: e - P> 7).

avec la convention |(z — P)7!| = oo si z appartient au spectre o(P) de
P. Une description équivalente du pseudospectre montre que z appartient
au e-pseudospectre si et seulement si z appartient au spectre de I'opérateur

perturbé P + 6P avec ||0P|| < ¢, c’est le théoreme de Roch-Silberman [28]

o(P)= |J oP+B).
BEeL(H), | B|<e

Le pseudospectre est donc la zone d’instabilité spectrale. On comprend des
lors avec ce point de vue l'intérét du pseudospectre lorsque 'on cherche a
déterminer numériquement les valeurs propres d'un opérateur. En effet, un
calcul numérique ne nous donnera que des valeurs propres approchées (aussi
appelées quasimodes) a cause de la discrétisation et des inévitables erreurs
d’arrondis. Pour mettre en évidence la sensibilité du spectre sous de pe-
tites perturbations, on cherche a construire dans certaines zones des quasi-
modes; cela permet alors de mettre en évidence des régions du plan com-
plexe, qui peuvent pourtant étre loin du spectre, pour lesquelles la norme
de la résolvante est treés grande : voir par exemple le survey de Davies [6].
Nous renvoyons au livre de Trefethen et Embree [33] pour un survol complet
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du sujet (le pseudospectre), notons aussi qu’il existe un équivalent de cette
notion dans le cadre semiclassique : le pseudospectre semiclassique.

C’est en voulant comprendre de maniere théorique certains phénomenes
numériques, comme par exemple la migration des valeurs propres vers le
bord du pseudospectre mise en évidence dans [40], que M. Hager a entrepris
une étude perturbative des valeurs propres des opérateurs non-autoadjoints.
Sa principale motivation est donc de comprendre comment le spectre apres
perturbation se répartit dans le pseudospectre.

Dans un premier travail [13], elle montre, pour un opérateur modele per-
turbé par des noyaux oscillants, que les valeurs propres se distribuent selon
une loi de Weyl dans le pseudospectre. Elle a ensuite généralisé ce résultat
aux opérateurs h-pseudodifférentiels avec des perturbations multiplicatives
aléatoires et trouvé une asymptotique de Weyl avec une probabilité tres
proche de 1. Ces deux travaux concernent I’asymptotique en limite semi-
classique.

L’auteur a lui étudié, au précédent chapitre, pour un simple opérateur
différentiel perturbé ’asymptotique des grandes valeurs propres. Le fait nou-
veau (par rapport au cas semiclassique) est que nous obtenons presque
stirement une loi de Weyl. Dans ce travail, on va donner une version matri-
cielle de I'asymptotique presque stre. Nous étudions ici un systeme différentiel
matriciel et une perturbation aléatoire d’ordre inférieur. On se place dans le
cadre de S! pour des raisons techniques et tant qu’a faire, on regarde aussi
les systemes dans le cas semiclassique, ce qui n’a pas encore été fait.

Asymptotique semiclassique

Considérons I'opérateur différentiel non-autoadjoint dans L?(S*, C")
10
P(h) =Y Aa(z;h)(hDy)*, he€ (0,1, Dy==—

11
A (3.1.1)

am
ou chaque A, est une matrice n X n complexe dépendant de maniere C* de
r, et admettant la repésentation asymptotique dans C°°(S?),

An() ~ Ao(®) + hAg1(z) + B2 Aga(z) + ..., h—0. (3.1.2)

Le domaine de définition D(P) choisi pour P est 'espace de Sobolev
semiclassique H (S, C") défini par

{u € L(S1,C™; ully = S I(hDy)ulf? < oo} . (3.1.3)

a<m
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Le symbole principal semiclassique de P est donné par

pla,&) = Aao(z)E, (2,8) € T*S". (3.1.4)

a<m

Hypothese 3.1.1 On suppose que P est elliptique (au sens ot det A,, o ne
s’annule pas), et qu’il existe un point zy pour lequel la résolvante (P — )™
eziste.

Nous notons I'ensemble des valeurs propres du symbole principal p par

S = U o), op(€) = spectre de p(x,€).  (3.1.5)
(z£)€T=(51)

Notons que le dernier point de I’hypothese ci-dessus est toujours vérifié si
Y(p) # C. Comme dans le cas scalaire, nous obtenons que le spectre est
discret sur C.

Proposition 3.1.2 Sous l’hypothése précédente, pour tout z, P—z : D(P) —
L2(SY) est un opérateur de Fredholm d’indice zéro. En particulier, nous trou-
vons que le spectre de P est discret dans C.

Preuve. Il est connu qu'un opérateur elliptique sur une variété compacte
(ici S1) est de Fredholm. Apreés multiplication par ALl on est ramené au
cas ou A,, = I. Puis, en utilisant I'invariance de 'indice de Fredholm par
déformation elliptique, on obtient que l'indice de P — z est égal a celui de
(hD)™; les termes de degré inférieur ont été écrasés. Pour finir, il est clair
que l'indice de (hD)™ est zéro. Enfin, il est bien connu, par la théorie de
Fredholm analytique, que pour un opérateur A d’indice zéro, dont le spectre

n’est pas égal a C, alors le spectre consiste en des valeurs propres discretes.

0

Comme nous l'avons évoqué dans le cadre classique, il se peut que la
norme de la résolvante pour des opérateurs non-autoadjoints soit grande dans
un ouvert quand h — 0. La région pour laquelle la résolvante est grande dans
la limite semiclassique sera notée comme le pseudospectre semiclassique. La
définition adoptée par [9] pour cet ensemble pour un opérateur P(h), est
I'ensemble A(P(h)) des points z tels que pour 0 < h < 1il existe u(h) € D(P)
avec la propriété

[(P(h) = 2)u(h)||2 = O(h™), |lullL2 = 1. (3.1.6)
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Dans le cas scalaire, depuis [9] et [39], on a un résultat d’existence de
quasimodes u(h), satisfaisant (3.1.6), sous une condition portant sur le cro-
chet de Poisson de la partie réelle et imaginaire du symbole principal. Nous
allons donner un équivalent dans le cas matriciel, ce qui nous permettra
dans ce travail de définir notre pseudospectre semiclassique, néanmoins plus
restrictif que A(P(h)).

Proposition 3.1.3 Soit P(h) un systéme différentiel dans C*(S*,C"), et
p(x,€), (x,€) € T*S* son symbole principal. Pour zy donné dans C, nous
notons q.,(x,&) = det(p(z,§) — z). S’il existe (xg,&) € T*S' tel que zy €
o(p(xo, o)) et

1 _
Z{QZoa qzo}(xm 50) > 07

0l {qz, Gz} désigne le crochet de Poisson de q,, avec G, alors il existe
u(h) € L*(S',C") avec la propriété (3.1.6).

On donnera la preuve dans la section 3.
Comme dans la proposition ci-dessus, pour z fixé, ¢.(x, ) désigne, dans
la suite, le déterminant de p(z,£) — z. Nous définissons les ensembles

d={zeX: I(x,8) € T*S" avec z € a(p(z,€)) et {q.,3.}(z,&) = 0}.
(3.1.7)
et

AL ={zeX: Ix,¢&) € T*S" avec z € o(p(x, §)) et Qii{qz,qz}(x,f) > 0}.

Nous verrons que ¥, ® sont fermés et que ¥\ ® est un ensemble ouvert
inclus dans A ;. Ce qui veut dire que pour tout point z de ¥\ ®, il existe un
quasimode. Il est donc justifié de définir notre pseudospectre semiclassique
de P comme l’ensemble A(p) = ¥\ ®. Nous avons montré que

X(p) 2 A(P) D Ay(p) D Alp).

Nous considérons une perturbation aléatoire (), définie sur I'espace de
probabilité (M, A, P). @, est un opérateur différentiel d’ordre inférieur a P
de L?(S') dans lui-méme, de domaine dense,

Qu=Y_ Qualz;h)(hD,)*, 0<ag<a;<m-—L (3.1.8)

ap<a<a
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Ici @, est une matrice n X n ou chaque élément est une série de Fourier
aléatoire, c’est-a-dire

Q¥ (z an,w_ (3.1.9)

keZ

On adopte 'hypothese suivante sur les variables aléatoires qgjk

Hypothese 3.1.4 Les coefficients de Fourier q;’k sont des variables aléatoires

(pour faire court v.a.) complexes indépendantes de loi N(0, (U&Jk)z) La va-
riance peut dépendre de h. Ici, pour tout i, j, et «

ol < Clk)~, (3.1.10)
et pour o = ajq,
y 1
o> iR, (3.1.11)

ot les constantes C' > 0 et p > 1 sont indépendantes de «, 1,7 et k, et ot on
1
utilise la notation standard (k) = (1 + |k|?)2.

On rappelle que X suit une loi gaussienne N (m, 0%) complexe d’espérance
m € C et de variance o2 > 0, si sa densité est

| lz=mf?
—_ 2
p(z) =4 7€ 7 o> 0,
d(z —m) (masse de Dirac en z =m), o =0.

La propriété remarquable des v.a. gaussiennes est que la somme de deux gaus-
siennes reste une gaussienne ou les espérances et les variances s’additionnent
respectivement.

Sous ces conditions, on montrera que @), est presque sirement (p.s.) borné
comme opérateur de H™ dans L?. On a aussi facilement le résultat suivant
concernant la régularité des fonctions Q% (x) :

Proposition 3.1.5 Sous ’hypothése précédente, pour chaque 1,5, Q% (x)
représente p.s. une fonction continue.

Preuve. Il suffit de remarquer, grace a l'inégalité de Markov, que

PO gl > 1) <t 'E(IXD)D o,

k€EZ keZ
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ol X suit une loi gaussienne standard A(0,1). On fait ensuite tendre ¢ vers
I'infini pour voir que la série aléatoire (3.1.9) converge normalement presque
stirement, d’ou la continuité. 0

Nous montrerons, dans la proposition 3.5, que I'image réciproque de zéro
par ¢, pour z donné dans le pseudospectre A(p) de P, est un ensemble de la
forme

vz e Ap), ¢ '(0)={pl(2).0 (2), j=1,....5(x)} (3.1.12)

ou ((z) < oo est localement constant, et

i%{qz,(jz}(pi) > 0. (3.1.13)

Hypothese 3.1.6 Soit Q0 C A(p) et connexe. On demande que pour tout
z € ),

Ph(z) = (2(2),64(2)), o #£a"j#k (3.1.14)
et que Si % 0 pour tout j.

Nous définissons, pour (z,£) € T*S! et I' C C donné, le nombre de valeurs
propres de p(z, ) dans I' par

me(x,€) = #(o(p(r, €) N ), (3.1.15)
Nous nous proposons alors d’établir dans la section 6 le résultat suivant

Théoreme 3.1.7 Supposons admises les hypothéses 3.1.4 et 3.1.6. SoitI' CC
Q un ouvert a bord C? par morceaux, et € > 0, Ny > 0. Soit 3 la valeur
constante de (3(z) sur la composante conneze de A(P) contenant 2. Alors il
existe une constante positive C telle que pour tout

hNo < § < ploteri)ott (3.1.16)
le nombre N(P — 6Q,T") de valeurs propres de P — §Q) dans I' satisfait

hin(3)
IN(P — 6@F——//mpx£dxdf|<0 h‘s,

avec une probabilité
h26
VhInh=1

La probabilité est intéressante si € > i

>1-C
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Notons que, lorsque a; = oy = 0, nous nous trouvons dans la situation
d’une perturbation multiplicative aléatoire. Nous donnerons aussi a la fin de
la section 6 une version de ce théoreme pour une famille G de domaines I'
dans €.

Asymptotique des grandes valeurs propres
Soit Popérateur différentiel non-autoadjoint dans L?(S*, C")
P=> Au(x)D3, Aa(z) € C™(S". (3.1.17)
am

Le domaine de définition est I'espace de Sobolev H™(S' C"). On impose
comme précédemment une hypothese d’ellipticité

det A, (z) #0, €S, (3.1.18)

rendant 'opérateur P — z de Fredholm d’indice zéro pour tout z. Nous sup-
posons que P — z est bijectif pour au moins une valeur de z, et nous trouvons
donc que le spectre de P est discret (La preuve est similaire a celle de la
proposition 3.1.2). Le symbole principal classique de P est

Pm(7,8) 1= A ()€™ (3.1.19)

Nous désignons par Y(p,,) 'ensemble des valeurs propres de p,,, ¢’est-a-dire

YX(pm) = U o(Pm(z,€))- (3.1.20)

(z,£)eT*St

Notons que si X(p,,) # C, alors pour tout z € C\ X(p.,), P — z est bijectif.
Nous avons la proposition suivante, qui se démontre facilement en regar-
dant P 4+ Az comme un opérateur elliptique a grand parametre :

Proposition 3.1.8 Si z ¢ X(p,,), alors il existe C > 0 tel que pour tout
A > C, P+ Az est inversible et ||(P + A\z)7Y| < 1/dist(Az, 3).

Pour z donné, on écrit ¢y, . (x, &) pour det(p,(z, ) —z). Nous introduisons
ensuite I'ensemble

®={ze%, 3,8 € TS avec z € 0(pm(7,€)) et {gm,z, G} (2,€) = 0}.
(3.1.21)
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Notre pseudospectre A(p,,) de P sera défini comme I'ensemble ¥\ ®, c’est
un cone ouvert qui ne contient pas l’origine. Ramenant notre probleme de
haute énergie a un probleme semiclassique (voir par exemple la section High
Energy Spectrum de [6]) on montre la

Proposition 3.1.9 Pour z € A(pn), ||(P + X2)7Y| tend vers Uinfini plus
vite que n’importe quelle puissance positive de A quand 0 < A — +o00, avec
la convention que ||(P + \z) || = oo si A\z appartient au spectre de P.

Nous utilisons la perturbation

Qu= > Qa@)Dy, 0<ag<an<m—1, (3.1.22)

ap<a<a

olt chaque Q% est une série de Fourier aléatoire

. eikx
Qal®) = ) () Nors

kEZ

Nous supposons de plus que les coefficients q;k vérifient 'hypothese 3.1.4. La
proposition 3.1.5 nous dit alors que @), est un opérateur différentiel dont les
monomes sont p.s. continus. Ainsi, quitte a approcher (), par un opérateur
différentiel a coefficient C*°, puisque P et P — @, ont le méme symbole prin-
cipal on montre que p.s. P — @), est un opérateur de Fredholm d’indice zéro
avec un spectre discret.

Nous sommes intéressés ici par la distribution des grandes valeurs propres
de P — @, dans les dilatés de profil conique inclus dans A(p,,). Choisissons,
€2, un cone ouvert connexe dans A(py,).

Pour z fixé dans A(p,,), I'image réciproque de zéro par ¢, . est un en-
semble de la forme

Vi€ M), GL(0) = (P2, (), 5= 1, B2} (31.23)
ou (3(z) < oo est constant sur chaque composante connexe de A(p,,), et
1 _
iz_i{Qm,m %n,z}(pi) > 0. (3124)
On fait alors 'hypothese suivante :
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Hypothese 3.1.10 On demande que pour tout z € €2,

P(z) = (22(2),8L(2)), 2’ #a" j#k. (3.1.25)
Cette hypothese implique, en particulier, que le degré de notre opérateur
différentiel P soit pair et donc que £, = —£_. Nous avons toujours &, (z) # 0

si z # 0.

Soit 6 et 69 tel que
Alpm) D Q= {re?:r>0,60% <0 <65}

Prenons 01,0, €]6Y,09[, avec 0, < 0y, et g,h € C?([0y,0,], R, ) satisfaisant
h < g. Nous introduisons alors I’ensemble

QDD Ty 0,(h,g) = {re?, 6, <0 <0, h(0) <r < g0} (3.1.26)

Pour 61,0, fixés on écrira parfois I'(h, g) a la place Iy, ,(h, g). Nous notons
pour tout (z,£) € T*S' et ' C C

mr(z,€) == #(o(pm(z,§))NT). (3.1.27)
Notre résultat principal est le

Théoréme 3.1.11 Soit Q@ un cone connere dans A(pn,). On suppose que
I’hypothése 3.1.10 est vérifiée et que m — aq —p—% > 0. Il existe alors C' > 0

et M C M avec P(M) = 1 tels que Yw € M, le nombre N(P — Q,, A\['(0, g))
de valeurs propres de P — Q,, dans A\I'(0,g) CC Q satisfait

VA >0,

IN(P — Q., \I'(0, g)) / Mar(.g) (T, €) drdé| < C(w) + CAY ™ V/In A,

1

2m
Pour le cas m = 2, le théoreme n’est vérifié que pour des perturbations
multiplicatives avec 1 < p < g.

3.2 Quelques faits sur les opérateurs pseudo-
différentiels matriciels

Pour inverser P, nous avons besoin des opérateurs pseudodifférentiels
matriciels sur R. Commencons par rappeler quelques faits, dans le cas scalaire
on pourra consulter [7], [14], et dans cas le matriciel [3].
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Soit 2 un ouvert de R?. Ecrivons p = (z, ) et soit m une fonction d’ordre
sur R? au sens suivant

3Cy > 1, Ny > 0 tel que m(p) < Colp — ) m (), Vp, . (3.2.1)
On introduit la classe S(€2, m; C"*™) des symboles matriciels sur

{A(x,€) €C™(Q,C™™); Vi, j, Yo, 3 €N, 3C > 0 t.q. (3.2.2)
10207 Ay (2, €)| < Cm(z,€), (x,€) € Q.

Pour des symboles A(z,&; h) dépendants de h, nous disons que A € S(m)
si A(.; h) est uniformément borné dans S(m) quand h € (0, 1]. Pour k € R,
on pose S*(Q,m) = h=*S(Q,m) et S™(Q,m) =) S*(Q,m).

Une représentation asymptotique de A € S(2,m) est une suite A; €
S(2,m), 7 > 0 vérifiant

VN eN, Afxh) =) Aj(z; )l € S~NT(Q,m). (3.2.3)

k<N
On écrira alors
o0
An > A
=0
Si A et B ont la méme représentation asymptotique alors A—B € S™°(, m).

Lemme 3.2.1 (Resommation) Si A; € S(m),j > 0 alors il existe A €
S(m) tel que A~ > Al

Un symbole A € S™ est dit classique si A ~ Y A;h7, les fonctions ma-
tricielles A; étant indépendantes de h. A est dénommé le symbole principal
de A. La classe des symboles classiques est notée Sq;(£2,m).

Proposition 3.2.2 (Composition) L’application bilinéaire

S(R? my) x S(R* my) — SR mymy)
(A1, Ag) = Ai#A,

ot

ArgtAy = e2 7 PrDPoD0) A, (€5 h) Ay, 0 1) y—sn—e (3.2.4)
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est continue. De plus, nous avons la représentation asymptotique

(it o650 ~ 3 1 (50D D DLDY ) Al s,

k>0

(3.2.5)

Grace a (3.2.5), il est possible de définir une composition pour les symboles
définis sur 2

S(Q,ml) X S(Q,TTLQ) — S(Q,mlmg)/S*m(Q,mlmg).

Proposition 3.2.3 (Parametrix) Soit A(z,&;h) € Su(2,m), les trois condi-
tions suivantes sont équivalentes,

i) Ay est inversible pour chaque (z,€) € Q et vérifie A;" = O(L).

ii) Ay est inversible pour chaque (x,€) € Q et vérifie A;' € S(m™1).

i) IB € S(m™') tel que

A#B ~ 1 dans S(,1)
B#A ~ 1 dans S(,1).

Un symbole qui vérifie i) est dit elliptique (au sens semiclassique).

Lorsque 2 = R?, on associe & A € S(m) un opérateur pseudodifférentiel

A" continue de 8" — 8™ et de (§')" — (S')", défini par

Atu(w) = 27rh// ehxyéAHyOU(y)dyd&- (3.2.6)

On écrira

AY = (Af)1<ij<n- (3.2.7)
Théoréme 3.2.4 (Composition) Si A; € S(R?, m;) alors
APAY = (A fAs)" s 87— 87, (S)" — (S
Théoréme 3.2.5 Si A € S(R?,1) alors
A" L*(R,C") — L*(R,C")
est borné, et sa norme est majorée par une constante indépendante de h.
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Des deux théorémes qui précedent, on déduit que si A € Sy (R?,m) est ellip-
tique alors il existe B € S(R?,m™1) tel que

AYBY = 14 Ry € L(L?), |Rillc2m . cny) = O(R), (3.2.8)
BYAY = 1+ Ry e L(L?), ||Rellcr2@icnyy = O(R™).

Lemme 3.2.6 (Support) Soit A € Sy(R? m), Ay ~ 3,50 hF Aijk, intro-
duisons

SuppA;; == U SUPPA;j k-
k

Prenons x € C3°(R?), indépendant de h alors

Vi, J, SuppAi]’ M suppx = 0= H(A#X)WHLQ(R)—»LQ(R) = O(hoo)-

3.3 Spectre et pseudospectre

Rappelons que, dans le cadre semiclassique, on étudie I'opérateur différentiel
elliptique non-autoadjoint dans L*(St, C")
P =" Au(x;h)(hD,)*, he (0,1, D,= 1o (3.3.1)
am z ax
Les ensembles ¥, ®, A(p) et Ay ont été introduits dans la section 1.1. On
préfere écrire ici ¢(z, €, z) pour désigner det(p(z, &) — 2) = q.(x, §).

Proposition 3.3.1 X, ® sont fermés, et A(p) = X\ ® est un ensemble ou-
vert.

Preuve. Puisque P est elliptique au sens classique, on sait que pour tout
compact K C C, il existe Cx > 0 tel que si o(p(x,&))NK # 0 alors |€| < Ck.
Montrons que ® est fermé dans C. Soit 2, € ® une suite 2, — zy et soit

pn € T*S! tel que z, € a(p(pn)) et 5-{q(.,zn),q(., 2)}(pn) = 0.
Apres passage a une suite extraute on peut supposer que p, — pg, alors

3:14(.,20), (-, 20) }(po) = 0, donc z € @. (Idem pour X2)

Montrons que 3\ ® est ouvert dans C. Soit wy € 3\ ®, comme P est fermé
il existe un voisinage U de wy dans C tel que U N ® = 0. Soit py € T*S* un
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point tel que wy € a(p(po)). Alors ={q(.,w), q(.,wo)}(po) # 0. Le jacobien

24
au point py de 'application

fuwo : TS 3 (2,€) = (Reg,Imgq) € R? (3.3.2)

est égal a

1 _
_{Re ¢, Im Q}(po) = %{Q(., w0)7 q(" wO)}(:O) 7é 0. (333)
Le théoreme des fonctions implicites montre 'existence d’un voisinage V' de
wp contenu dans 3. O

Soit zy une valeur propre simple de p(zg, &), ol (xg, &) € T*St. Alors il
existe un voisinage U C T*St de (9, &) et une fonction C*, X : U — C tels
que A(z, £) soit une valeur propre simple de p(x, §) pour V(z, &) € U, vérifiant

)\(370,50) = 20-

Proposition 3.3.2 Soit zg une valeur propre simple de p(zo, &), 0t (zo, &) €
T*St, alors

1 1 -
Z{Q(-a20)767(-720)}@0,50) >0 Z{)‘a)‘}('x()an) > 0.
Preuve. ¢(z,¢, z) se met sous la forme

g(x7€>z)(z - )‘(maf))

ou g(x,&, z) est polynomiale en z et ne s’annule pas au point (xg, &, 20)-
I faut ensuite remarquer que si a(z,€) = b(x,&)c(z,§) et vérifie au point

po = (w0, &), alpo) = c(po) = 0 et b(po) # 0, alors

S asak(m) = )P e Hm).

O
Proposition 3.3.3 Soit zo € o(p(po)),
(a) si dim N (p(po) — 2z0) > 2 alors
1 _
g{Q(w 20),4(-, %) }(po) = 0.
(b) si dim N (p(z0) — 20) = 1 alors il existe des matrices T, so inversibles

telles que 5" (p(po) — 20)s0 admet 0 comme valeur propre simple.
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Preuve. (a) Pour une base convenable de C", les deux premieres colonnes de
la matrice p(py)— 2o s’annulent. On voit donc que det(p(p)—2z9) = O(|p—pol?).
(b) Soit ey, ..., e, une base telle que (p(pg) — 20)e; = 0. Soit

f2 = (p(po) — 20)e2

: (3.3.4)
fn = (p(po) — 20)en
et fi tel que fi,...,f, soit une base. Alors pour les bases eq,...,e,, et
fi,-- -, fn la matrice de p(po) — 2o devient
00 ...0
0 1
. (3.3.5)
0 1

Il existe donc deux matrices de passage 7, 5o pour lesquelles 75! (p(po) — 20) S0
s’écrit comme dans (3.3.5). O

Soit z donné dans A(p), I'image réciproque de 0 par ¢, ! est donnée par

¢ (0) = {p'(2),p (2),i=1,....8(2),5 = 1,...,%(2)} (3.3.6)

i%{q(.,z),q(., DHpa) > 0. (3.3.7)

Proposition 3.3.4 a) Pour chaque z € A, [((z),7(2) < o0,
b) pour chaque z € A, [((z) = v(2),
c) si z1, zo appartiennent a une méme composante connexe de A alors 3(z) =

B(z2).

Preuve. Pour a) et ¢) c’est clair. zy étant fixé, on prend ¢(x,&) = q(z, &, 20).
On suppose, pour se fixer les idées, que ¢(0,&) # 0, V€ € R : il n’y a donc pas
de points p; ou p_ au dessus de 0. Nous coupons le cercle S ~ R/27Z, pour
identifier, avec 'application (x,£) — (Rew, Imw), le tube (S*\{0}) x {|¢] <
C'} a un rectangle K de C. Concretement, nous pouvons écrire

OK ={(=—-C,xz €]0,2n|} U{z =2r, || < C}U{{ =C,z € [0,2n]}
m 72 "
U{zr =0, <C}.

Y4

83



Puis nous calculons la variation de I’argument de ¢ le long de la frontiere
de K dans le sens positif. Premierement, puisque pour £ assez grand, il existe
M > 0 tel que

¢(z,€) = a(x)¢™ + 0",

nous voyons que pour C' assez grand

vararg, q = varargg a()

= —vararg., q.
Deuxiémement, comme ¢(z,§) = g(x + 27, ), nous avons
vararg,, ¢ + vararg, ¢ = 0.

Nous avons donc montré que la variation de I'argument de ¢ le long de
OK est nulle. Apres une déformation de contour, nous pouvons aussi écrire,
pour € assez petit, que

var argyy q(,§) = Z varargapz,e) q(z,§). (3.3.8)

z€q~1(0)
On conclut alors avec le lemme qui suit :

Lemme 3.3.5 Soit q(z) une fonction sur C = R, + iR¢, et C' dans un
voisinage de 0. Si

1 1
alors pour € assez petit

var argyp o, 4(2) = F2m. (3.3.10)

Preuve. On fait un développement de Taylor de ¢ au voisinage de zéro
q=a(&+ir) +b(E—iz) + O(|(z,9)]?), a,beC.

Nous obtenons alors

1 _ 1 . . 1 : .
510 B0) = la” {& + i, £ — ix}(0) + b 5-{€ — iz, € + i} (0)

— o] — Jal.
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Deux cas se présentent. Si 5-{¢,g}(0) > 0 alors [b| > |a| et on voit que
vararg ¢ = vararg ({ — iz) = —27. Si 5-{q,q}(0) < 0 alors [b| < |a| et on a
vararg q = vararg (§ + iz) = +27. 0d

Nous donnons maintenant le résultat d’existence de quasi-mode pour un
systeme différentiel matriciel, qui se généralise facilement pour les opérateurs
pseudodifférentiels matriciels.

Proposition 3.3.6 Nous avons A, (p) D A(p), et pour tout z dans Ay (p) et
(w0,&) dans T*S' avec

1

z € U(p(anfo))v 2_Z-{Q('7Z)a(ﬂ'vz)}($07£0) > 07

il existe 0 # u(h) € L*(S') tel que
I(P(h) = 2)u(h)]| = OhX)|lu(h)[.

De plus u(h) a la forme x(z)a(z; h)e? @/ o1 x est une troncature & support
dans un voisinage de xg.

Preuve. L’inclusion A, (p) D A(p) découle de la proposition 3.3.4.
On suppose pour commencer que zo = 0 est une valeur propre simple de
p(po). On cherche & construire des solutions BKW, e**(®)/hq(z; h), satisfaisant

e /Mo Poe®ha = O(h™), (3.3.11)
a(x;h) ~ ag(z) + hay(x) + ... dans C*(S',C"), ag # 0.

La phase doit remplir I’équation eikonale
det p(z, ¢'(x)) = 0. (3.3.12)

Entre autres, si A est la valeur propre simple C*° de p(z, £) dans un voisinage
de po avec A(xg,&y) = 0, la phase vérifie alors

Az, ¢ (z)) = 0.

Des lors, pour que l’équation eikonale soit résoluble, il faut donc que A
soit analytique en &. Les termes a, satisfont, eux, un systeme récurrentiel
d’équations (les équations de transport). La procédure pour donner les ex-
pressions explicites des a,, est décrite dans [10] (p.54) pour hD, + A(z). Par
ailleurs, pour le cas scalaire, on pourra consulter [15], Chapitre 2.
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On prendra ensuite comme quasimode yae™/", ot y est & support com-
pact dans un voisinage de z(. Pour la normalisation, on procede comme dans
le cas scalaire, en remarquant que {\ A}(p)/2i > 0, ce qui entraine que
Im ¢"(z) > 0 (voir [6]).

Pour le cas ou zy est une valeur propre multiple, on est ramené au cas
d’une valeur propre simple apres composition par ¢ et so (proposition 3.3.3).

O

Pour une étude plus approfondie de 'existence de quasimodes pour les
systemes d’opérateurs semiclassiques, on consultera [8].

3.4 Probleme de Grushin

Pour le probleme de Grushin, aucune hypothese n’est demandée. ¢(z, &, 2)
désigne le déterminant de p(z, &) — z. On se place dans le cadre semiclassique.
Soit zg un point de A(p), et prenons p9 dans ¢2'(0) tel que

-4l 20), 10 20)} (L) > 0. (3.4.1)

En plus, (3.3.2) et (3.3.3) montrent qu’il existe un voisinage U(zy) de 2y
et p+(z) € C°(U(29)) pour lesquel q(p+(2),2) =0, p+(z0) = pY. et

1

t5-4d(2), (. 2)}px(2)) > 0. (3.4.2)

3.4.1 Résolution des problemes locaux

On suppose pour commencer que 0 est une valeur propre simple de p(p%.)—
20. Dans le cas général dim N (p(p).) — 2z0) = 1, la proposition 3.3.4 montre,
qu’apres composition par rg et sp, on est ramené au cas d'une valeur propre
simple.

Utilisant le paragraphe 3 du Ch.I de [11], on déduit qu’il existe un voisi-
nage W(zy) de zp, un voisinage Vi de p pour lesquel il existe une matrice
uy (x,€) inversible pour chaque (z,£) € Vi, une fonction scalaire Ay (x,¢&)
vérifiant

Ai(p£(2)) = 2, V(2,8) # px(2), Ax(2,§) # 2, (3.4.3)

et une matrice (n — 1) x (n — 1), he(z, &), avec

V(z,&) € Vi, Vz € W(z), det(hye —2) #0, (3.4.4)
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tels que
V(x, &) € Vi,Vz € W(z),

us (2, &) (p(z, &) — 2)ui!(,€) = ( Ai(x,oé) —z hi(ac,oﬁ) . ) . (3.4.5)

Puisque V est relativement compact, U, U™, H,pL € S(V, 1) . On adapte
ensuite un résultat du a M. Taylor [32], voir aussi [19], proposition 3.1.1,

Proposition 3.4.1 Soit Q un ouvert de T*S*. Soit A € Su(Q,1), dont le
symbole principal vérifie

A0

UAU ™! = (
0 0 A%Q

> . U U tes(n),

ou pour chaque (x,£), Ajt(x, &) et A%(x, &) ont des spectres disjoints. Il existe
alors U € Su(Q,1), U™t € Su(Q, 1) vérifiant

U#U ' ~1, U '#U ~1, U =UmodhSy(,1),

(d’ot la puissance -1) dans S(2,1) tels que

T A0
~1
U#A#U ~ ( O Av22 ) )
avec Zﬁj =AY
Dans notre cas, nous obtenons

Corollaire 3.4.2 Soit P(x,§) — z le symbole de l'opérateur P — z, alors il
existe UL, ULt Hy, et Ao € Sq(Vai, 1) tels que

Us(2,& W#(P(,§) =2 #Us ! (2, 6,h) ~ ( MO e - )

ot le symbole pricipal de Ay est Ay et celui de Hy, hy.

Compte tenu de la proposition 3.3.3, le symbole principal Ay de M. vérifie
pour chaque z € W(z),

pe(2) € i\ (2), i%{)\i, At pe,2) > 0. (3.4.6)

87



On utilise alors la proposition 2.2.3 de [15], pour montrer qu’il existe un
voisinage W C W de 20, uUn voisinage V. C Vi contenant p+(2), z € W,
deux symboles B B

gz € Sa(Ve,1), g+ € Sal(ms(Vi), 1)

qui dépendent de maniere C* de z € W tels que

>

+(I,§, h) e Q+($,§,Z,h)#(f + g+(ZL’, 2 h)) dans S(‘A/?_, 1)7 (347)

(z,&,h) —z~ (E+g-(z,2,h))#q_(x,& 2,h) dans S(V, 1), (3.4.8)

>

ou pour z € W,
gi70($+(2), Z) = _Si(2)7 Qi,0<,0+(2), Z) 7é 0.

g+ est définie sur m,(V, ), on prolonge gs dans C*°(R) de telle sorte que

9+(y) = ¢a(y —rs), lyl>=C, Ci>0, (3.4.9)

et aussi
Im g+ (y) #0, y# 24(2).

On s’appuie maintenant sur la section “2.2.2 Quasimodes” de [15]. Soit
f+ € L*(R) la solution normalisée de

(hDy + g+ (z,2z;h)) f+ = 0. (3.4.10)

Remarque 3.4.3 On identifiera fréquemment les intervalles de R de
longueur < 27 a des intervalles de S!'. De plus, le produit scalaire,
dans cette section, est par défaut sur L*(R).

f+ est de la forme
Folo, k) = ay (e, 2 )b | f g = 1, (3.4.11)

avec

pren D) =0, o) =6 (o)== [ galy. )y, (3412

T4

Im P+ 207
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ou I'amplitude admet un développement en puissances de h

ay(z,z;h) ~ B Zaﬁj(x,z)hj dans C*(R), Vze W(z). (3.4.13)

320

Il est en effet possible de normaliser f,, la méthode de la phase station-
naire déterminera alors les constantes ay j(z, z). Un facteur h~1/* apparaitra
dans le développement asymptotique (3.4.13).

Lemme 3.4.4 Soit y, € CSO(XN/JF), indépendant de h, avec x4 = 1 prés de

—

p+(W). Alors

(1= x4)" fell 2@ = O(h™), (3.4.14)
c’est-a-dire que fi est microlocalement concentré pres de p+(W), et
(A = 2)#x1)" Fillz@) = O(R). (3.4.15)

Preuve. L’égalité (3.4.14) correspond au lemme 2.2.5 de [15]. Pour (3.4.15),
il faut remarquer que

((5\+ — 2)#x )" fr = FFa) " (hE +g1)" [+
+ (A #Exs — XA fy + O(h™),

dans L*(R). Le premier terme s’annule, alors que le second est O(h™) grace

—

au fait que f, est microlocalement concentré pres de py (W). O

Lemme 3.4.5 Soit f, = (f},0,...,0) € C®(R;C"). Et choisissons ¢
dans C§°(m,(V4)), indépendant de h et valant 1 prés de m,(p+(W)). Désignons
par ey la fonction de L?(S")

¢ (U Hx )" [ (3.4.16)

Alors e est une solution BKW non normalisée, microlocalement concentrée

—

a p+ (W) telle que
1
(P = 2)esllzsn = O0), = < llesll <. (3.4.17)
ou C > 0 est une constante indépendante de h.
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Preuve. Puisque f; est microlocalement concentrée pres de p+(W), si deux
opérateurs h-pseudodifférentiels, P; et P, ont leur symbole équivalent pres

de po (W) (on dit parfois que P; et P, sont microlocalement équivalents pres

de p;(W)) alors nous avons ’équivalence
P fi =0(h™) <= Pfy = O(h™).

Il résulte alors du corollaire 3.4.2 que (P — 2) ¢, (U; '#x, )“est microlo-

calement équivalent pres de p, (W) a

R w [ (g = 2)#x)" 0
T = (U '#x+) ( 0 * (Hy = 2)#x4 )" ) '

Aussi Tf, = O(h>) grace a l'égalité (3.4.15), ce qui avec I’équivalence ci-
dessus montre la formule (3.4.17). O

Nous allons maintenant voir ’action d’un opérateur pseudodifférentiel sur
une fonction de type BKW. Le résultat qui suit se trouve dans [25],

Proposition 3.4.6 Soit ¢ une fonction a valeurs complexes C*° dans un
voisinage de xq, satisfaisant

Ime >0, Imep(x)>Ime(rg) =0, ¢(x)=E €R. (3.4.18)

Soit u € C(K) ou K est un petit voisinage o et a(z,&) € S(R* 1), a
support compact inclus dans un voisinage de (xo,&p). Alors pour tout h

a®(z, hD,)(uer?)(z) = en?@[(z; h) + r(z; h), (3.4.19)
ot I(x;h) admet un développement en puissances de h de la forme
I(x;h) ~ Iy(x) + hly(z)..., h — 0, (3.4.20)
et r(x; h) vérifie Do = O(hYN), pour tout a, N, uniformément en x.
Corollaire 3.4.7 e, admet une expression de la forme
€%W+(x7z)1+(l'7 zih)+r(z;h), Iy €M,,, (3.4.21)
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ou Ii(a:, z; h) est a support compact et admet un développement en puissances
de h, localement uniformément en x dans C*°(S),

I'(x, 2,h) ~ BY4(Ii (2, 2) + hIi(z,2) +...) (3.4.22)

ol @1 a été introduit en (3.4.12) et r(x; h) vérifie DSr = O(h™), pour tout
a, N, uniformément en x. e, est donc microlocalement concentré pres de

(21(2), £4(2)).

Proposition 3.4.8 Pour P = hD, + g,, v € L*(R) et v, € C le probléme
Pu=wv
Riu=wvy

§+U = (u, f1),

avec

admet une solution unique
u=Fv+Fu, € H! (R)
ou EUJF = vy fi, avec
1P| 2@y, (ry = O(1/VR), (3.4.23)
1F e, ) = O(1).

De plus F' ne propage pas les supports au sens ot si y,1s € S(T*R, 1),
indépendants de h, et a support disjoint, alors nous avons

YEYy = O(h™) dans L(L*(R), H..(R)).
Preuve. Correspond & la proposition 2.3.6 et au lemme 2.3.7 de [15]. O

Lemme 3.4.9 Soit

q+#q. ~ 1 dans S(V,,1).
Prenons xi, X+ € C§°(1~/+), indépendants de h, avec xi,x+ = 1 prés de
p+(W+), et tels que x4 < X4, ou ¢ < ¢ signifie

supp(y) Nsupp(l — ¢) = 0. (3.4.24)
Alors dans L(L*(R))

(A = 2)FEX) " F (@ #x4)" = X + O(h™).
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Preuve. Voir la page 96 de [15] (proposition 2.3.10). O

Proposition 3.4.10 Posons pour v € L*(R) et v, € C
Riv={v,fy), Frvp=vyfy. (3.4.25)

Etant donné x4, X+, X+ dans 050(11), indépendants de h et = € W, tels
que X+, X+, X+ = 1 pres de pp (W), avec x4 < X+ < X+, choisissons ¢
et ¢, appartenant a C°(m,(V,)) indépendants de h et z, valant 1 preés de

ﬂx(er(/V[v/)) et satisfaisant ¢4 < ¢4. Soit

4+ #qy ~ 1 dans S(V,, 1) (3.4.26)
H #H, ~1 dans S(V,,1) (3.4.27)

(on a convenu que Hy = H, — z afin d’alléger les notations) et

~ F(qi#Xx+)" 0
My = (U'#X4)" ( (CIHSEXH (T4, ) (Uy#x )™ (3.4.28)
Nous avons .
|6+ Myl 2(s1)— 11 (s1) = (’)(ﬁ). (3.4.29)
Alors,
bz o M U iy, ) F 3.4.30
< §+(5(\+#U+)w$+ ) o(prMidr oy T #x4)"F) (3.4.30)
[ bxBes O 00
—( o 1)+(9(h ),
et
IR (R UL b4 | 12(51) 2 = O(1), (3.4.31)
164 (UL #x )Y Fylle—r2(s1) = O(1). (3.4.32)

Remarquons que pour chaque v, € C
(04 (UZ x4 ) i) vy = vpey.
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Preuve. Il résulte du corollaire 3.4.2 que

(P — Z>‘Z+M+¢+ = [P, $+]M+¢+~+ O(h*>)
+ $+(5<\+#U;1)w < (A = '(Z))#X+)w 0 )

(H i #X1)"
F(qe#x+)" 0 )
( 0 (o #7.)" ) (Ustxs) o (34.33)

Puis le lemme 3.4.9 et la formule (3.4.27) entrainent que

(P —2)p: Mi¢, = $+(§<\+#Ull)wﬁi((]+#x+)w¢+ + O(h™)

dans L£(L*(S')). Comme U '#U, ~ 1, le calcul symbolique donne alors

Pégalité (P — 2)6s M 6y = 6y X264
Au lemme 3.4.5, correspond 1’égalité

(P —2) 0 (o4 (U #x4) " Fy) = (P — 2)ey. = O(h™).
Puisque que ﬁr est microlocalement concentré pres de p+(W+) nous avons

(Re(Re#UL)"04) 0 (6 (UT x4 ) Fy)
= §+ X (prdEx4)"” ﬁ-ﬁ- + O(h™)
= (fir 1) + O(h)
=1+ O(h™).

I1 nous reste ensuite a démontrer une égalité pour avoir (3.4.30). On
constate que

(§+(>/(\+#U+)w$+) © ($+M+¢+)

~ ~ Fla S \w
—Rerg@amae (T

0 (H L #7,)" ) (Us#tx+) o4, (3.4.34)

et donc, comme f, est microlocalement concentré pres de p, (W)

- ( RF@#)" 0 ) (U2 )64 + O(h™). (3.4.35)
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Alors, puisque §+F = 0 (proposition 3.4.8), nous obtenons que

(E+(>/<\+#U+)w$+> © (<Z+M+¢+) = O(h>),
ce qui conlut la preuve. 0J

Soit f_ € L*(R) la solution normalisée de

(hDy + g_(z,2;h))* f— = (hDy + §_(z,z; h)) f— = 0. (3.4.36)
Comme pour f,, f_ de (3.4.36) a une expression de la forme

fo(@ zh) = a(z, 2 R)er | f |l p@ =1, (3.4.37)

la phase satisfaisant

(i 2) =0, ¢ (2_,2) =6, p_(z,2)=— /mg,o<y,z>dy, (3.4.38)

Im ¢ > 0.

L’amplitude possede un développement similaire a (3.4.13). Il est en effet
possible de choisir f_ normée dans L*(R), la méthode de la phase stationnaire
détermine alors les constantes a_ j(z_). Un facteur h~'/* apparaitra alors
dans le développement asymptotique.

Lemme 3.4.11 Soit x_ € C§°(V_), indépendant de h, avec x— =1 prés de

p-(W).

(1= x)"f-ll2@®) = O(h™), (3.4.39)

c’est-a-dire que f_ est microlocalement concentré prés de p_(W). Et

(A= = 2)#x)") S|l r2wy = O(R). (3.4.40)

Preuve. (3.4.39) correspond au lemme 2.2.7 de [15]. Pour (3.4.40), nous
utilisons la factorisation

(A= = 2)"#x-) f- Z(X—#ci—)w(th + g_—)*f—
+ (tbx- — X—#A) -+ O(h™),

dans L?(S'). Le premier terme s’annule et le deuxiéme terme est O(h™) grace
a (3.4.39) appliqué avec un nouveau y_ qui vaut 1 sur le support de 'ancien
X-- 0
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Lemme 3.4.12 Soit f_ := (f_,0,...,0) € C®(R;C"). Choisissons ¢_ ap-

partennant a C3°(m,(V_)), indépendant de h et valant 1 prés de To(p—(W)).
Désignons par e_ la fonction sur L*(S') : e = ¢_(x_#U*)* f_. Alors e_
est une solution BKW non normalisée, microlocalement concentrée pres de

—

p— (W) telle que

* oo 1
I(P = 2)"e—ll12(s1) = O(h%), = <le-| =C, (3.4.41)

ou C' > 0 est indépendant de h.

Preuve. Du corollaire 3.4.2 on tire

(U4 (P(x,€) — 2) #U* ~ ( Xi(m?% h)—2 Hi(I,g,h) —z )

dans S(V_, 1), * désigne 'adjoint. On est ainsi ramené au cas du lemme 3.4.5.
O

Proposition 3.4.13 Pour P = hD, + g_(z),v € L*(R) le probléme
Pu+ R u_=v

avec

Ru_:=u_f., u_eC,

admet une solution unique dans H!.(R) x C, donnée par

u = Gv,
u_=G_v:= (v, f_), (3.4.42)
avec
IG | 2®)— 12y = O(1/Vh). (3.4.43)

De plus G ne propage pas les supports au sens ou si 1,9y € S(T*R, 1)
indépendants de h, et a support disjoint alors nous avons

VY GYs = O(h™) dans L(L*(R), H(R)).

Preuve. Correspond & la proposition 2.3.8 et au lemme 2.3.9 de [15]. O
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Lemme 3.4.14 Soit
q-#q_ ~1 dans S(V_, 1),

et x_,X_ € CgO(XZ), indépendants de h et z € W, vérifiant x_,x_ =1 preés
de p_ (W), et x_ < X_. Alors dans L(L*(R))

(A= = 2)#X)"(@-#X-)"GX" + R-G_ = x" + O(h™),
Preuve. Voir la page 96 de [15] (proposition 2.3.10). O
Proposition 3.4.15 Posons pour tout v_ € C et v € L*(R)
Rouo_=v_f, Guw=(vf). (3.4.44)
Prenons x_,X—_, X— danngo(V,), indépendants de h et z € W, tels que

X—sX—, X— = 1 prés de p_ (W), avec x_ < X— < X—. Choisissons ¢_ et ¢_

dans Cg°(m,(V-)), indépendants de h et z, valant 1 prés de m.(p—(W)), avec
o_ < p_. Soit

q-#q_- ~ 1 dans S(V_,1) (3.4.45)
H_#H_ ~1 dans S(V_,1), (3.4.46)
(on a convenu que H_ = H_ — z) et posons
_ -1y w (a—#%—)wG R 0 ) w
M= (TR G Lo eaan
On a B |
- M_¢— |11 (s1)—12(51) = O(ﬁ)'
Alors,
P—z ¢_(R_#U-YR.)o 6-M_g_ =¢_\"o_ + O(h™),
(P—z ¢ (X-#U_")"R_) (G_(U_#X_)%_) ¢-X"¢- + O(h™)
(3.4.48)
ot
lo-(R-#U=)"R-llemrasy = O(1), (3.4.49)
16U 3"l agsryc = O(1). (3.450)
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Remarquons que, pour chaque v € L*(S*; C")
(G_(U_#x_)"¢_)v=(v,e_) 12051 (3.4.51)
avec la convention que (u,v)r2(s1y = fo% uvdz pour u,v € L*(S*; C).

Preuve. Observons que
(P—2)6-M_¢_=[P,¢_|M_¢_+O(h)
e G
( RS ) U #x )0, (34.52)
et
(6-(R-#UZ)R-) o (G- (U-#x-)"0-)

— G (X #UT)" ( fei ) (U_#x)"6_.  (3.4.53)

Nous additionnons (3.4.52) et (3.4.53), le facteur conjugué a gauche par

d_(X_#U-1)™ et a droite par (U_#x_)"¢_ est donné par
( (A= = 2)#X)"(@-#X-)"G + R_G_ 0 ) |
0 (H-#X-)" (H-#£X+)"

Donc, grace a (3.4.46) et au lemme 3.4.14, I'expression (3.4.48) se réduit a

O-(X-#UZ)"XE(U-#x-)" o + O(h™).

Nous avons immédiatement ’égalité demandée puisque UZ'#U_ ~ 1. O

3.4.2 Résolution du probleme de Grushin

Sans perte de généralité on suppose que zy est une valeur propre simple
de p(p?), pour tout 1 < j < B (3 est la valeur constante de 3(z) sur une
composante connexe de A(p)). Soient U] C VI des voisinages de p’, tels que

(NJ_iﬂﬁ_jk:: 0, avec j # k, et
Yh e C’go(ﬁi) indépendantes de h, v =1 pres de p]i(/Wv), (3.4.54)
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X+ 0 + %) =1dans TS, (3.4.55)
J
e CF(my(UY)), indépendantes de h, ¢/, =1 pres de Wx(p;(/W))
Et, soient Yh < ¥h < b € C°(UL) satisfaisant Y%, ¥ = 1 prés de pi(W)

et gzﬁ < qu tels que ngJ 1 pres de Wx(pi) Prenons aussi ¢ et 15 a support
dans un intervalle de longueur < 27 tel que ¥, +1), = 1 dans S!, avec ¥, < 9y

et 'lbg < QZQ.

Théoréeme 3.4.16 Pour tout z dans W(zo),

P = ( b B ) CHT(SHC) x ©F — L3S C7) x €7

Ry 0
avec o '
(Ryw); = R} (RL#U2)" Sl
et o
= > L RHU) TR
1<5<8
Soit
502(50 % ) L2 x CP — H™ x CP°,
ou

Ey = ”lZl ({/jl)z#Ml#le)w (i IZQ (QZQX#MQ#XwQ)w o
+ " (GMIg, +F M), (3.4.56)

1<j<p

et M; est une paramétrique de P(x,§) — z dans la bande ouverte Q; x R 6tée
des points p’., avec Q; un voisinage de supp v;

M; € SQAxR (™), (P—2)#M; ~1 dans S(; x R, 1),  (3.4.57)

Nous posons

v, €CP, Fou, = Z qbﬂr((Ui)_l#xﬁr)wﬁivi = Zviei (3.4.58)

1<j<p
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et
V1<j<B, (Gu);=G (Ul )¢ v= (v, )pe)  (3.459)
Alors
PE=1-K
avec K = O(h™) dans L(L*(S') x CP, L*(S') x CP).
Preuve. Il reste a vérifier que Ry Ey = O(h™), ce qui est clair. O

En inversant 1 — K, pour h assez petit, on peut trouver £, un inverse
exact a droite de P qui est donné par la série de Neumann

£ Y K.
Jj=0

De plus, puisque P est de Fredholm d’indice 0, alors £ est aussi un inverse
exact a gauche. Nous avons donc le

Corollaire 3.4.17 Soit zy € A(p). Il existe un voisinage W(zg) de zy tel que
pour tout z dans W (z), il existe

E = ( £ By ) D L2(SY) x C° — H™(S') x CP, (3.4.60)
E_ E_,

vérifiant

[ oaNR) o)
¢ ‘( o) o<h°°>>’

tel que PE = 1p2,cs et EP = lymycs. On peut choisir
E=E&+ O(h™), (3.4.61)

ou &y a €été introduit dans le théoréme 3.4.16.

3.5 Perturbations aléatoires

Nous considérons une perturbation aléatoire (), définie sur I'espace de
probabilité (M, A, P), @, étant un opérateur différentiel d’ordre inférieur a
m7

Qu= Y. Qu@)(hDy)*, 0<apg<on<m-—1. (3.5.1)

ap<a<ai
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Ici, @, est une matrice n x n, ou chaque entrée est une série de Fourier

aléatoire
zkx

QL™ (x) ank Nor3 (3.5.2)

kEZ

. , . YA . . , .
Les variables aléatoires complexes ¢’ sont choisies indépendantes et de loi

N(0, (ala",z)Q) La variance peut dépendre de h. Les coefficients satisfont 1'hy-
pothese 3.1.4.

On va, pour commencer, étudier la norme de la perturbation, pour cela
nous aurons besoin de rappeler la proposition suivante (section 6 [16] ou 2.5.4
pour une preuve plus simple).

Proposition 3.5.1 Soit (Y;);cz une suite de variables complezes indépendantes
de loi Y; ~ N(0,02). Si Y. 02 < oo, alors on a

C() T
Ve >0, P Yi|? > x) <expl— Y of— —].
(D20 <elze ot - o]

= 251
Ici sy = maxo?, et Cy > 0.

Corollaire 3.5.2 Soit (Y;);cz une suite de variables complexes indépendantes
de loi Y; ~ N(0,02). Si Y. 0; < oo, alors il existe Cy > 0 tel que

Co z?
Vo > 0, Z|Y\>x)<exp 2” || || H1—— )

P 2|lollcllolls
ou || - ||, désigne la norme P.
Preuve. Par Cauchy-Schwarz
1/2
p (z i ) <[ (S ot (z wa—ixm) -l
i€z i€z i€z

ouY; = 0;X;, X; ~ N(0,1). On utilise la proposition 3.5.1 pour achever la
preuve. 0

La norme de ||Qu|| gm(s1)—r2(s1) est majorée par

C swp [Qu(@)] < C sup Q5" (@)l (3.5.3)

ap<a<ay,reS?! Lm,a
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ou C, C sont des constantes strictement positives et || - || est une norme sur

C" x C".

Proposition 3.5.3 On suppose admise [’hypothése 3.1.4. Il existe C' > 0 tel
que pour chaque x >0, et 0 < h < 1, on ait

2

T
Hm(sH)—r2(st) < 1) > 1 —exp(C — —=). (3.5.4)

P Q. -

Q. est donc bornée presque surement.

Preuve. Majorant [|Q5™ (2)| 1 par la somme des valeurs absolues Y, ., |qi7,;1 |,
nous avons

m x
P(||Qll (s r2sn) = #) <P Q5™ ()| > 5) (3.5.5)
al,m
m X
<P(Y il = =)
al,m,k C

Nous utilisons le corollaire 3.5.2, (3.5.5) devient alors

CO T 2

lm
20?2 sup(cri’;?) > ai’fs

< exp —m Onk —
2supo,

Puis on conclut avec I’hypothese 3.1.4. U

Corollaire 3.5.4 On suppose que U'hypothése 3.1.4 est vérifiée. Il existe
alors C' > 0 tel que pour tous 0 < h < 1

P(HQWHHSWCL(Sl)HLZ(Sl) < 1/\/E) >1-— Ce~V/(Ch).
Dans la suite 'hypothese 3.1.4 est satisfaite.

Proposition 3.5.5 Soit Ny > 1. Soit kN0 < § < h un paramétre de pertur-
bation et zo dans A(p). Il existe un voisinage W(zo) de zy inclus dans A(p)
tel que pour tout z dans W(z),

s [ P—z-0Q R
? _< Ry 0 )
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avec une probabilité
>1— Qe V/(Ch

est continu H™(S') x C® — L%(S') x CP et admet un inverse £° de la forme
1
1

_ ¢0 ij E(0QE) ZjZI(E(SQ)jE
=4 ( ij E_(6QE) Zj21E—(5QE)j1(gQE+) ) (3.5.6)
(%)

(3.5.7)

Preuve. Nous avons P°E = 1 + K ou

[ 6QE SQE
o (97 9

Il existe C' > 0 tel que avec une probabilité supérieure a 1 — Ce~1/(€h) on
ait ||Q| gm—z2 < 1/vh, impliquant

K| < CoflQlIl £l < 1.

Dans la suite, on suppose que [|Q||gm_r2 < 1/vVh, et § < h.

Remarque 3.5.6 Dans cette section et les suivantes, le produit sca-

laire est pris S' avec la convention que (u,v) = fo% uv si u,v €
L3(SY,C).
Un développement perturbatif de £ , donne
0 5 1 1 52 1 .

E° =FE_ [ +0E_ + ﬁo(ﬁ)’ E’ =FE_QE.. (3.5.8)
Rappelons que E_; = O(h*). Nous remplagons F1 par les expressions
établies au théoreme 3.4.16, pour obtenir

(B )i = (G-QF)i; + O(h™) = (Q€}, ") + O(h™). (3.5.9)
Par suite, si %\% est minoré par une puissance de h, alors nous avons

. ) B
dor? =0 3 [l@er”. sy + o () () - G310

TESH J
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Puisque 0:(PE) = 0, nous avons
O:FE_=—-FE_(0:R,)E, — E_(0:R_)E_,. (3.5.11)
Il est bien connu que
d:det E_y = tr((0;E_,)E"})det E_. (3.5.12)
Soit encore, grace a (3.5.11) et la cyclicité de la trace,

05 det E_+ = —tr((85R+)E+ + E_ (agR_)) det E__|_ (3513)
=: —ko(z)det E_, (2).

Des lors, si on choisit une solution de 1’équation

1 /
—0:lg = ko, lo(2) = E/ MdRez'dImz' (3.5.14)
h ™ W (20) z—2z

dans un voisinage de W (z), nous obtenons une fonction /" det E_, holo-
morphe avec les mémes zéros que det E_, dans W (z).

Proposition 3.5.7 ARely(z), défini sur W (zy), est strictement sousharmo-
nique et

(ARely(z) + O(h))dRez Adimz = Y (d& Ada’ —dg’ Ada,). (3.5.15)

1<j<B
Preuve. Rappelons A := 40,0;. Nous avons montré que
1
Eazlo =ko(2) = Y ((0:R)EL)j; + (E_(0:R_));;.
1<j<B
Reprenant les notations du théoreme 3.4.16, nous avons
(0:R4)Ey);5 = (R (RA#UL) 6L 0 0 (UD) 40 ) " FL + O(h™)
= (L) (Dh##x)fL O D) 2y + O(R) = (4, 0. 1) 12wy + O(h™)
= (f1,0.f1) 2wy + O(h™), (3.5.16)

puisque f est microlocalement concentré pres de py (W (z)). Et similaire-
ment, nous obtenons

(B_(0:R-))j; = (0=, [1) 12m) + O(h™). (3.5.17)
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Soit, finalement,

ko(2) = > (L, 0-f1) ey + (0=, ) o) + O(R™). (3.5.18)

1<5<8
Rappelons que f, est normée sur L*(R) et s’écrit
fe=h"Y4ay(x,2 h)e¥+/n,
ou a, admet un développement en puissances de h de la forme
ayo(x,z) +hay1(z,2)+..., h—0,

et la phase vérifie les formules (3.4.12). On a rapidement vu a la section
4, en appliquant le lemme de la phase stationnaire, que ||fy| admet un
développement asymptotique du type ||f+| ~ fo+hfi+..., f; € C,h— 0.
Et, comme f, est normalisé, il vient que fo =1 et fr = 0 pour k£ > 0. Nous
avons

h<f4jr7 aZijr>L2(]R) = <a+€w+/h, i(0:04)(, 2) a+6w+/h>L2(R)
+ hlae /" (0,ay) aye® /M) 2wy (3.5.19)

On fait alors 'observation suivante : soit ¢ € C*(R) et a € C§°(R); si on peut
appliquer le lemme de la phase stationnaire a [ e?/"q, le développement en
puissances de h étant h'/?(Iy+hI; +...), h — 0, et zy étant supposé le point
critique non dégénéré dans le support de a, alors pour b dans C*°(R), nous
avons [ €@ (ab)(z) dz ~ hY*(Iyb(ze) + O(h)). Des lors, puisque fy = 1,
Nnous avons

h<a+€w+/h, i(0:4)(w, 2) a+€w+/h>L2(R) = —i(0:94)(w4(2),2) + O(h),

et
hlae /" (D.ay) ay e /") 2@y = O(h).

Soit (9-f7, /) 2wy = —i (8.04) (74 (2), 2) + O(R). On montre, de méme, que

O: 11, ) 2y = 10z ) (x_(2), 2) + O(h).

Il ne reste alors plus qu’a achever la preuve avec le
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Lemme 3.5.8 Soit ¢ (x,z) dans C*(R x C) et vérifiant pour tout z

or(r4(2),2) =0, (Oups)(m4(2),2) = §4(2) ER, (3.5.20)
A(zy, &) —2=0, (3.5.21)

alors pour tout z,

4Im % <(8zg0+)(x+(z), z)) (z2)dRez Adlmz = —d§, Ndxy.  (3.5.22)

Preuve. (On a un lemme similaire avec ¢_.) Rappelons que
1
—?dz AN dzZ = dRez Adlm z. (3.5.23)
7

Commengons par remarquer que, avec A = Ay (Pour simplifier, on n’écrira
pas l'indice dans ¢, . )

VIRV 0.z (1
D)) o

C’est-a-dire apres inversion de la matrice carrée dont le déterminant est

(AL e
B () (5) e

Nous en tirons les relations suivantes

1 - 1
8.7y = ——N.. Oy = ——— N, 3.5.26
AR TOVAEEEPP Y :5:20)
et ]
0,6, =———N, 06, =—-\. 3.5.27
§+ {)\7 )\} T §+ {)\7 )\} x ( )
De I'équation A(z, ¢l (x,2)) — 2z =0, il vient
Xg(% gplx(fL‘? Z))@Z,E(ma Z) = 07 soit SDZ,Z = 07 (3528)
et
)\/
0= X (2, ¢h) + A, 03) Pl SOI 07 = =T (2, 00)- (3.5.29)
3
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer ’égalité (3.5.22). Nous
avons facilement

()=t L (0000(0+(2).2) ) 2) = I 7 (@)1, ) )

= —Im (¢} (x4, 2) Os24 + ¢ (24, 2))
et, aussi sous I'hypothese p(z,,z) =0,
0=(p(wy, 2)) =¢, (74, 2) Oz 4 + (x4, 2) = 0,
0.0:(p(wy,2)) =@, (x4, 2) 0:.0:04 + @) (x4, 2) sy + @) (24, 2) [ |
+ QOZ7Z(ZE+, Z) 82$+ + SOZ,E(I-H Z)

Par hypothese, le terme ¢/ (z,,2)0,0;x, est réel. Et donc, regroupant
tout ce qui précede, nous obtenons

1/

[(z) =Im (¢ (24, 2) 0.24) + 0.2, Im o (T4, 2)

XP (X | .
=——— Im || =———Im )\;)\/
AP\ ) AP T
R T O R O |
A 2 {220 2i{A )
car [{\, A}? = —{\, A}2. Le coté gauche de (3.5.22) = i{—;’%dRezAdImz. Pour
finir, un calcul direct, au moyen de (3.5.26) et (3.5.27), donne dé, A dx, =

1 —
Pour le probleme perturbé, nous avons
O-det B’ . = —tr((0:R)ES + E°(0:R_))det E° , (3.5.30)
= —k°(2)det E° ..

Alors, grace a la proposition 3.5.5, et au fait que ||0,e4 ||, ||0ze—| = O(1/h),
nous obtenons 5

B~ = 0()

Proposition 3.5.9 Soit I° une solution de ’équation %8515 = k9,

h /{36 /
(z) = = / (= >dRez’dImz’,
W (z0)

s z— 72

rendant eléEf+ holomorphe, alors |I° — ] = O(2).
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Preuve. Nous avons

(1° = 1%(z2) = h /W( )(k()_—ké)(Z/)dRez’dImz’ (3.5.31)

T z— 2z

1(1° = 19)(2)| < hlIE® — KO oo (w20 / dRez'dImz’  (3.5.32)
w

(z0) 12 — 7]

o)

3.6 Asymptotique spectrale semiclassique

Soit Ny > 1. Rappelons que [|Q|lgm_z2 < 1/Vh, et B < § < h.
On suppose ici que les hypotheses 3.1.4 et 3.1.6 sont vérifiées. Rappelons
I'expression (3.5.10)

N B+1
det 22, =07 > (J[(Qer”, e’ ) (sign(n)) + (9(1)%, (3.6.1)

ﬂ'ESn ]

ot e+ sont des quasimodes de P — z et (P — z)* respectivement.

e est microlocalement concentrée en (27, &,), d’apres Uhypothese 3.1.6.
On a alors immédiatement (¢!, e’ ) = O(h*) pour ¢ # j, et (4.3.57) s’écrit
alors
§8+1

det B2, = &° H(Q€i7 L) +6°0(h) + O()s 57y

(3.6.2)

J
3 o §8+1
J

On cherche maintenant a préciser la loi de probabilité de (Qey,e_), o
e+ = €l pour un j fixé. Un calcul direct de (Qey,e_) donne

D QL™ (@) (hDa) e mye—s) = Y a3k (ex (hDa)"ef m,e_s).  (3.6.3)

Lm,a Lm,ouk

N , 1kx .
ou ey ; sont les coordonnées de ey et e = 5/—27 Dans le dernier terme de
3.6.3, Q5™ a été remplacé par sa série de Fourier (3.1.8). Il devient alors
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évident que (Qe,,e_) suit la loi gaussienne N'(0, 0?), la variance satisfaisant

0% = Z (Uf{,rg)Q (e (hDg)% e m,e—0)]*. (3.6.4)

£m,ak
Reste ensuite a donner le comportement de o2 lorsque h — 0.

Lemme 3.6.1 [l existe C > 0 tel que pour tout z dans W(zy), ou W(z)
représente [’ensemble introduit dans la proposition 3.5.5,

(0) s K] < e on a [(ex (BD.)"e1pnse—s)| = OU).

() s e < [k < € on'a Jfex (D). oe-.)| = O(1)

(c) si|k| > 5 on a[(ex (D)4 m,e— )| = O(1/|K|).

Preuve. Une preuve se trouve déja au chapitre précédent, on donne ici les
grandes lignes. Pour (b), on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz

[{ex (hDz)%esm,e—0)] < sup [ex(z)] le— el [[(hDz) et m| = O(1).

zes!

Pour (a) et (c¢), on remarque d’abord que (e; (hD,)%€e4 m,e_,) est une
intégrale du type

2 )
h71/2 / 67%¢(x’z)+ikxX($)d.ﬁE,
0

ou ¢ satisfait ¢'(z(z)) = £_(2) — £.(2) (avec x(2) = z,(2) = x_(2)), et
X est une troncature a support inclus dans un voisinage de z(z). Posons
w = —% + kx. Il existe C' > 0 pour lequel

inf |¢'| C'sup |¢']

Vz € W(ZO>> V‘M ¢ [ hC n ]7

#(2)] 2 & max((K], 1/h).

On procede par intégration par partie pour trouver

1

(e, (hDy)%e4 mye— ) = 2/ei@(w)an(x)dx, (3.6.5)

v (e s) =0 ()
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Proposition 3.6.2 Soit Q vérifiant Uhypothése 3.1.4. Il existe C' > 0, tel
que nous avons (Qe,e_) ~ N(0,0?), ou la variance vérifie

Lppe12 < g2 < Gp2i2
z <o?<

Preuve. Pour la borne inférieure, on va montrer qu’il existe m, et ¢ pour
lesquels nous avons pour o = ayq,

1
S <SG (ew (WD) e e )P (S0%). (36.6)

kEeZ

Considérons alors, pour chaque ¢, m, la somme (3.6.6). On découpe la som-
mation sur k en trois, suivant k > 1/h, k < 1/h, et k ~ 1/h, de facon
précise la somme dans (3.6.6) devient

> (05 ek (hD2)* ey gy e o)

1 c
|k|<rne, lkI>F

- (0570 1ew (hD2)™ e mye— )2 (3.6.7)

at,k
Zr<IkI<

=Q

ou C' est la constante du lemme 3.6.1. Ce dernier montre que le premier terme
est O(h*). Enuite, grace a l'identité de Parseval et I'hypothese (3.1.11) sur
les variances ai’f,ﬁ, pour tout £ et m, le second terme de (3.6.7) est

1
> 202 [ (D) erm)eelP = 30 e (hD2)er e )

k<&, k>

(3.6.8)

On fait deux observations : premieérement, puisque ||e+| =< 1, certaines
coordonnées de er sont alors elliptiques, c’est a dire de terme principal
non nul, et deuxieémement, si e, ,, et ey, sont elliptiques, alors nous avons
I((hD,)* ey m)é_l|* < h~Y2. Par conséquent, si ey, et ey, sont choisis
elliptiques dans (3.6.6), nous avons le résultat demandé. 11 suffit d’appliquer
la méme procédure pour montrer la borne supérieure. O

En fait, seule la borne inférieure de 02 nous intéresse dans la suite. On
cherche maintenant & minorer la probabilité d’avoir |det E° , ()| > z, pour
x>0 et z fixé dans W (z).
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Puisque les variables (Qei, ¢’ ) ne sont pas indépendantes, on utilise
P(ANB)>1+ (P(A)—-1)+(P(B)—1), A Be€A, (3.6.9)
pour trouver, a partir de (3.6.2) que
o 1 SO\ B
P(|det E° | > x) > 1;];[31? (|<Qeﬂr,6])| > 5 (x + O(l)m> )

+P(|Qll < 1/Vh) - 5.

De plus, on sait que si X suit la loi gaussienne complexe N(0, c?) alors

P(|X|>x) = exp(—i—z). (3.6.10)

En conséquence, il vient que P(]det E° | > z) est minoré par

| 5\
(3.6.11)
Résumons la discussion :
Proposition 3.6.3 Pour tout z dans W(z), € > 0, si
(p+e=7)8 50 S ; (ptet3)B+1
h PP > i, est-a-dire, si 0 < h 1 ,
alors, nous avons
P(|det B2, | > hlete/4850) > 1 — On*. (3.6.12)
Grace a I =" + O(%), on remarque que
il Rel® )
lemdet B | <en (14 O(ﬁ»
S 5 §O+1
< (T sl e +s°on) +O0M) 7577 ).
1<5<p
(3.6.13)
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Puisque [|0Q)|| < 1, il en résulte que
§
e det B0 | < en®el Yz e Wi(z). (3.6.14)
Introduisons la fonction holomorphe
8
Fs(z,h) = e det E°., z€W(x). (3.6.15)

Corollaire 3.6.4 Soit 29 un point de Q, No > 1. Il existe un voisinage de
2o noté W(zo) inclus dans A(p) et C,C > 0 tels que si

Vo « § <« h(p—&-e-l—%)ﬂ-i—l’

alors
(a) avec une probabilité > 1 — Ce™ /(M nous avons

1
In|Fs(z,h)| < ERe 1°(2) (3.6.16)

pour tous les z dans W(z).
(b) pour chaque z de W(zy),e > 0 nous avons

In | Fy(z, )] > 7 (Rel"(2) - c% _ hBIn((RPH115)))
> %(Re () = h(C + B) (W74 (3.6.17)

avec une probabilité > 1 — Ch*.

Preuve. (a) découle de (3.6.14) et du corollaire 3.5.4, pour (b) il faut se
référer a (3.6.12). O

Nous pouvons maintenant répéter les arguments de [13, 14]. Rappelons
la proposition 1.8.1 de [15]

Proposition 3.6.5 Soit QO cC C, I' un domaine a bord C? par morceaus et
¢ € C*(,R). Soit f une fonction holomorphe dans Q vérifiant

f(z,h)] <! zeq. (3.6.18)

Supposons qu’il existe € K 1,z € Uk € J tels que
1

or c | | Dz, Vo), #J=0(—==), 3.6.19
kLGJJ (21, VE), # ( \/é> ( )
|f(z, h)| > en@@)-8 ke J (3.6.20)
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alors
#(f7H0)NT) = ﬁ //F A¢ d(Rez)d(Imz) + O(%).

Nous pouvons appliquer la proposition avec ¢ = h(C+0) In((hPTe=1/45)~1),
¢ = Rel’ et f = Fjs. (3.6.18) tient avec une probabilité comme dans (a) de
3.6.4, (3.6.20) tient avec une probabilité

Ch* (#7)

2e
>1-C h : (3.6.21)
\/hln((hp+efl/4 5)71)

Par ailleurs, si nous notons pour tout (z,&) € T*S' et I' C C,

mr(z,&) = ##{o(p(x,§)) N T}, (3.6.22)

alors, compte tenu de la proposition 3.5.7, nous avons

/ /F ARel’(2) d(Rez)d(Imz) / mp drdé + O(h).

Nous sommes maintenant en possession du

Théoreme 3.6.6 Soit zy un point de §2, et Ny > 1. Il existe un voisinage
W (zy) de zo, tel que si I' est un ouvert relativement compact dans W (z), a
bord C? par morceauz, et € > 0, alors il existe C' > 0 tel que si

hNo < § < ploterftL (3.6.23)

le nombre N(P — 6Q,T") de valeurs propres de P — 6Q) dans I' satisfait

IN(P = 5Q,T) ——//mpdxdﬂ <0Vhln_ (3.6.24)

h

avec une probabilité

h25

Jhin L

La minoration est intéressante si € > %.

>1-C
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Soit I' CC 2. On peut donc énoncer, en recouvrant [ par un nombre fini
de I'; € W(zj), le

Corollaire 3.6.7 Soit I' CC Q un ouvert a bord C? par morceaus. Choisis-
sons 0 et € comme dans le théoréme 3.6.6, alors avec une probabilité

p2e
,/hln%.

nous avons (3.6.24). La probabilité est intéressante si e > 3.

>1-C

Nous allons maintenant donner un résultat de l'asymptotique de Weyl
pour une famille de domaines. Rappelons d’abord la proposition suivante qui
est le cas uniforme de la proposition 3.6.5.

Proposition 3.6.8 Soit un domaine 2 CC C, et G une famille de domaines
inclus dans Q. Soit Cy > 0 une constante indépendante de G. On suppose que

N
VI eg, or=|Jy(a;bl), N<Co, (3.6.25)
j=1

ot v, : [a;j,b;] — C est C? (v; dépend évidemment de T') avec

Vi, 0< a; < bj < Cy, (3626)
| : .
i(bj) = vj+1(aj11), j € Z/NZ. (3.6.28)

Soit ¢ € C*(Q,R) et f une fonction holomorphe dans Q avec

If(z:h)] < 7, Wz € Q. (3.6.2)
Si on a un réseau quadratique de points z € €1 de maille g, 0 <ex 1 avec

Ve C

Qc| | Y- < =

C U D(z, 5 ), I < z
keJ

et
|f (2 h)| > en(@z)=9), (3.6.30)
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alors

3D >0, VYl eg,

1 VE

#(OND) - o [ Ao dre 2ydim )] < DY,

Ce qui nous conduit au résultat suivant :

Théoreme 3.6.9 Soit G une famille de domaines I' CC Q, vérifiant les
hypotheses du théoreme 3.6.8. Nous supposons que [’hypothese 3.1.6 est sa-
tisfaite. Choisissons d et € comme dans le théoréeme 3.6.7, alors avec une

probabilité
2e
>1-C
hln %

nous avons (3.6.24) avec une constante C' indépendante de I'. La probabilité
est intéressante si e > 3.

3.7 Asymptotique des grandes valeurs propres

On s’intéresse ici a la distribution des grandes valeurs propres de P — (@).,.
On rappelle que P et (), s’écrivent respectivement

P=>" A)D2, Qu= > Qalx)D2,

a<m apg<a<ai

ou les entrées de @), sont des séries de Fourier aléatoires. ), satisfait 1'hy-
pothese 3.1.4 et P est elliptique au sens classique. Nous allons pour commen-
cer restreindre le parametre spectral z au domaine Qg.

Définition 3.7.1 Soit Q; un domaine relativement compact dans C \ {0}.
On demande que €2, soit inclus dans

{z € Q\ {0}; dist(z,00) > —}

Ql =

ot ) est un cone connexe inclus dans A(py). On note pour R > 1,0 =

R,
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Pour z € Q) g, nous ramenons I'étude de P—z a un probléeme semiclassique
en divisant par R. Nous sommes donc invités a étudier, en posant A = R,
I'opérateur
z

T—w—Q,=h"(P—w-Qy,), w=5 €M (3.7.1)

Le symbole principal semiclassique de T est alors p,,. Nous avons

Q= Y B"°Qa(x)(hD,)*, Q:=h""*(Q (3.7.2)

ap<a<la

On reprend les notations ¢ et A(p,,) introduites dans le cadre semiclas-
sique. Le symbole principal semiclassique de T satisfait 'hypothese 3.1.6, la
perturbation Qg vérifie 'hypothése 3.1.4 et Oy C A(py). Dans ces conditions,
on peut appliquer le corollaire 3.6.7 et le théoreme 3.6.9, a T'—w — hm_m@o,
avec § = h™~ 1. La condition (3.6.23) équivaut ici a

1
m—aq > (p—i—e—l—é—l)ﬁ—i-L (3.7.3)

On rappelle que 3 est la valeur constante de 3(z) sur une composante connexe
de A(p,,). Notons pour tout (z,£) € T*S' et T' C C,

mp(z,8) = #{o(pm(z,§)) N T} (3.7.4)

Théoreme 3.7.2 On suppose Uhypothése 3.1.10 vérifiée. Soit I' CC €y un
ouwvert a bord C? par morceauz, et € > 0 vérifiant la condition (3.7.3). Il existe

une constante C' > 0 telle que le nombre N(T — Q. ') de valeurs propres de
T — @ dans T satisfait

- 1 hln%
LMT—@D—Z%/‘WWMHSCVh (3.7.5)

avec une probabilité
2e

,/hln%

>1-C
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Théoreme 3.7.3 Soit G une famille de domaines I' CC Qq, vérifiant les hy-
potheses du théoreme 3.6.8. Nous supposons que [’hypothese 3.1.10 est satis-
faite. Choisissons € comme dans le théoreme 3.7.2, alors avec une probabilité

h26
>1-C——~
- hln%’

nous avons (3.7.5) avec une constante C indépendante de I'. La probabilité
est intéressante si € > %

On va voir qu’en travaillant un peu plus, on peut affaiblir la condi-
tion (3.7.3). ©; se situe dans le pseudospectre A(p,,) de T. Donc, puisque

{@n,2: Gm.2 }(p) # 0 pour p(p) = z quelque soit z dans €2y, on peut appliquer
la section 4. Il en résulte alors la

Proposition 3.7.4 Soit wy fizé dans Q. 1l eziste un voisinage W(wy) de
wo tel que pour tout w dans W (wy)

_(T—-w R\ 1 2
T—( R, 0 ).HSCXC—>L x C,

est uniformément borné quand h — 0,w € €y, et inversible d’inverse :

_( E B\ g2 1
8—(E E+>‘L xC— H, xC.

Avec
1Bl r2—m1, = O(

| E4 e, = O(
|E-[|r2—c = O(1
[E—+| = O(h>).

),

Sl -

),

Y

~— =

Proposition 3.7.5 Sous la condition 3.1.4, il existe une constante positive
C telle que pour tout x > 0, nous avons

P((| Q| rrm(s1) 1251y < A InhTY) > 1 — CemnW/C, (3.7.6)

Preuve. Cela découle simplement de la proposition 3.5.2, puisque Qq satisfait
I’hypothese 3.1.4. U
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Corollaire 3.7.6 Soit wy fixé dans Q. Il existe un voisinage W (wq) de wq
tel qu’on a avec une probabilité > 1 — Ce_(lnh)Q/C, pour tout w dans W (wy)

([ T-w-Q R
()

est continu HL.(S') x C — L*(S') x C, et admet un inverse donné par la
série de Neumann

. Ev E¥
&= (e
_ B(QuE (EQu)E,
) 5+;( Gy b @Gy ) B

On a

O In 1) O Iyt
( wh™) 05 In )> (3.7.8)

EY =€ -
* ( O nh™Y) ORIt

En particulier |det B, | < (Ch™ ' In +)P.

Preuve. 11 suffit d’avoir ||Q|| < A" ' Inh~" pour avoir la conclusion. La

condition suffisante pour la convergence, pm=e1=3 I % < 1, est vérifiée puisque
ar <m—1. ]

Proposition 3.7.7 Supposons m —ay — p — }1 > 0. Pour tout € € (0,m —
o —p— 1), et w fiwé dans W(wo) nous avons

P (|det B, | > pletm=ente=t/D8) > 1 — Op* h — 0. (3.7.9)
Preuve. Si on se restreint & || Q|| < 2™ * Inh~!, on sait alors que B¢ sécrit
E  +EQE,+EQ (Z E(QE)J‘) QE,. (3.7.10)

>0

Le terme entre parentheses, que 'on désigne par E, est o1/ Vvh h). Nous in-
troduisons les opérateurs Ef,[ par E+v+ =uviel sivy € C, et Elv= (v,el)
si v € LS, CP). On trouve alors

det B Z H (Qe+ ,e (Slgn( ))—I—EiQEQEI(J))
€Sy 1<j<p

+ O(h™). (3.7.11)
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L'opérateur, E, satisfait la condition de non propagation du support au sens
défini dans la proposition 3.4.5. Alors, avec ’hypothese 3.1.10, cela implique
que

det B2, = [ ((Qe+, Y+ B QEQEJ) +O(h). (3.7.12)
1<5<8
On remarque ensuite, que si

1

27, et |FPQEQE’| <

-

l\DIOO

xs, (3.7.13)

[\Dlr—t

|<Q€+7 >| >

alors nous avons

Qe &)+ P QEQE| > a7 (3.7.14)
Ce qui entraine la minoration suivante (confere I'inégalité (3.6.9))
P(|det E¥., | > z) > ]P(HQH < h™ ™ Inh7l) — 28

3 1 D
+ > (B((Qel. )| = Sa7) + P(ELQ EQEL| <

1<5<3

%xé)). (3.7.15)

Puisque Qq satisfait 3.1.4, nous avons la conséquence immédiate de la
proposition 3.6.2 :

Lemme 3.7.8 Soit Qw vérifiant les hypotheses 3.1.4. Il existe C' > 0 tel que
pour tout j, (Q’,e’) ~ N(0,02) avec Co? > h2T2m=e0)=1/2" L4 formule
(3.6.10) impliquant alors

~ . . l x2/18
P({Qé€,, e’ )| > 327 /2) > exp (_Ch2<p+ma1)1/2) : (3.7.16)
Lemme 3.7.9 Il existe C,C > 0, tels que pour tout j,
3,7 1 21 —2(m—a1)
P(|Qe ]| < x) > 1 — Cexp ok h V). (3.7.17)

La conclusion est la méme pour ||Q*e’||. Soit
P(|E'QEQE’| <z)>1— Ce W/C (3.7.18)

—C exp (—% x h‘Q(m““)*%)
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Preuve. Avec l'aide de (3.5.4), nous trouvons

~ x ~ xr
P(IQIl < 7)) = P(|Qoll < )
el hm=en|ed |
ZEQ
Z 1— Cexp(—m).

pour une constante C' > 0. Montrons (3.7.18). Nous notons C > 0, une
constante satisfaisant || E| < 1/(Cv/h). Nous avons

|BLQEQE)| = (EQc,,QeL)| < Q4| Q|| Ch=.
On utilise alors I'inégalité (3.6.9), puisque les variables Qeiet Q*¢’ ne sont

pas indépendantes, et (3.7.17) pour déduire (3.7.18). O

Pour finir la démonstration, on applique les estimations (3.7.16) et (3.7.18),
a la formule (3.7.15). C’est-a-dire, qu’il existe C' > 0 tel que pour tout w fixé
dans W(wp) et > 0 on a |det E“_ | > x, avec une probabilité

— CBexpl— =il |

> 1+ f(exp[—C 3.7.19)

h2(p+m—a1)—1/2] o 1)

Sim—a; —p—1/4 >0et e € (0,m—a —p—1/4), alors pour x =
plptm—eate=1/08 (3719) est minoré par 1 — Ch?, lorsque h — 0, pour une
constante C' > 0 donnée. O

Soit {“(w) la fonction rendant holomorphe el det E“ et k¥ = %&l—,l‘“,
ol
k= —tr ((0pRy)ES + E° (05R-)).

Le corollaire 3.7.6 implique

1 1
=k = O(—=h™" " Inh7Y), “=1"40(—=h""Inh""). (3.7.20)
hvVh Vh

On introduit la fonction holomorphe
Fe(w) = e det E? (w), weW(wp). (3.7.21)
Ce qui vient est une conséquence des propositions 3.7.6, 3.7.7 et de (3.7.20) :
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Corollaire 3.7.10 Soit wy un point de Q. Il existe un voisinage W (wy) de
wq inclus dans €y et deux constantes positives C et C' > 0 telles que
(a) avec une probabilité > 1 — ~1(h) nous avons

1 1
In|F% < Z _—_pmTar] -1 1 m—ai | -1
n|F*(w)| < h(Rel0<w)+C\/ﬁh nh + Chln(h nh "))
1
= E(Re lo(w) +u(h)) (3.7.22)

pour tout w dans W (wy), ot 0 < ~;(h) tend vers zéro plus vite que n’importe
quelle puissance de h.

(b) pour chaque w de W (wy), et e € (0,m—oy—p—1), obm—a;—p—1 >0,
nous avons

w 1 1 m—ao -1 —1
In |F“(w)| 2E(Rel0(w)—0ﬁh Inh™ —Chlnh™)
= %(Re lo(w) —v(h)) (3.7.23)

avec une probabilité > 1 — Ch*.

On applique la proposition 3.6.5, avec f = F¥, avec € = u(h) + v(h), et
¢ = Re lp(w) +u(h). Nous avons € < hInh~! h — 0 puisque, par hypothese,
m-—aoq —p— }1 > 0et p>1.(3.6.18) tient avec une probabilité comme dans
(a), (3.6.20) tient avec une probabilité

h25
Jhin L

Ainsi donc, nous pouvons établir une version affaiblie des théoremes 3.7.2 et
3.7.3, la condition (3.7.3) étant remplacée par

>1-C

1
0<6<m—o¢1—p—4—1. (3.7.24)

Théoreme 3.7.11 On suppose I’hypothese 3.1.10 vérifiée. Soit I' CC €
un ouvert a bord C* par morceaux, et € > 0 vérifiant la condition (3.7.24).
Il existe une constante C' > 0 telle que le nombre N(T — Q,F) de valeurs
propres de T — Q dans T satisfait

~ 1 hln %
LMT—QD———//WJMHSCV (3.7.25)
2mh h
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avec une probabilité
h2€

Jhin L

Théoreme 3.7.12 Soit G une famille de domaines I' CC €y, vérifiant les
hypothéses du théoréme 3.6.8. Nous supposons que l’hypothese 3.1.10 est sa-
tisfaite. Choisissons € comme dans le théoréeme 3.7.11, alors avec une proba-
bilité

>1-C

h26

>1-C——
- hln%7

nous avons (3.7.25) avec une constante C' > 0 indépendante de I". La proba-
bilité est intéressante si e > 3.
Asymptotique presque siire
Nous avons 'égalité triviale,
N(T —Q,T) = N(P —Q,RI) (3.7.26)

et, grace a ’homogénéité de degré m en ¢ du symbole p,,, ’équivalence
suivante pour z = Rw, et R =h™"",

z € RL, det(pm(z,&) —2) =0 <= w eI, det(pp(z, h§) —w) = 0.

Ce qui veut dire que mr(z, h§) = mpgr(z,§), ot mr a été défini en (3.7.4).
Un changement de variable h{ — & donne alors

1 1
%//mp dxdé = %/ mpr dxdé, (3.7.27)

Au regard des égalités (3.7.26) et (3.7.27), les théoremes 3.7.11 et 3.7.12
se réécrivent :

Proposition 3.7.13 On suppose 'hypothése 3.1.10 vérifiée. Soit I' CC €y
un ouwvert a bord C? par morceauz, et € > 0 vérifiant la condition € < m —
ap—p— i. Il existe une constante C' > 0 telle que le nombre N(P — @, RI')
de valeurs propres de P — Q) dans RI' satisfait

IN(P — Q,RT) / mpr dvd¢| < CRY*™/In R (3.7.28)

1
21
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avec une probabilité

Intéressant pour e > }1.

Proposition 3.7.14 Soit G une famille de domaines I' CC €y, vérifiant
les hypotheses du théoreme 3.6.8. Nous supposons que [’hypothese 3.1.10 est
satisfaite. Choisissons € > 0 vérifiant € < m —a; — p — 411‘ alors avec une

probabilité
C

 REQe1)”
nous avons (3.7.28) avec une constante C' > 0 indépendante de I'. La proba-
bilité est intéressante si € > %

>1

Nous nous intéressons maintenant a la distribution des valeurs propres
dans les dilatés d'un profil conique de la forme T'(0,g9) C 2, Ty, 0,(9,h) a
été introduit en (3.1.26). On peut supposer sans perte de généralité que
infge[ghgﬂ 9(9) =1.

Pour obtenir I’'asymptotique spectrale presque stire, on reproduit les argu-
ments du chapitre précédent, c’est-a-dire un découpage dyadique de I'(0, Ag)
pour \ assez large, puis une sommation des contributions de type (3.7.28)
pour des ensembles de la forme 2*T'(1,2).

Procédons au découpage dyadique de I'(0, \g) pour de grandes valeurs de
. Avec kg tel que 2F0 < \ < 2%+ on trouve

ko—1
['(0,\g) =AT'(0,9) =T(0,1) U (U r(zk,zk“)) UT(2% Ag)  (3.7.29)
k=0
ko—1

=I'(0,1) U (U 2’“1“(1,2)) U 2k0D(1, Ag/2F0).

Introduisons le réel m; := m — a3 — p — 3/4. Une conséquence de la
proposition 3.7.14 : on considere la famille G indexée sur k € [1, 2] de domaine
[ du type I'(1, kg), £ sera choisi en sorte que I'(1,2) CC Q; C Q,

Corollaire 3.7.15 Supposons my > 0. Pour chaque ¢ € (0,my), il existe
C > 0 tel que l'on ait

Vk € [1,2],
1

[N(P = Q, RU(1,59)) — 5~ / MRL(1 kg dvdé| < CRY*™VIn R. (3.7.30)
m
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avec une probabilité

C

>1— prewpy

Lemme 3.7.16 Supposons my > 0. Il existe alors C' > 0 tel que quelque soit
€ >0, il existe k(€) € N tel que avec une probabilité > 1 — €, on ait

VA > 2k@,

. 1
[N(P = Q,T(2", Ag)) — o~ / / Mip(ar@) zg) dzd€] < CAYC™VIn A,
(3.7.31)

Preuve. Notons Ag I’évenement (3.7.28) et B 'évenement (3.7.30). Considérons,
pour tout € dans (0,m;), la somme

i P(EAQk) + P(Cng)

k=1

< (JZ w22 (Vin2k) T 4 27w D (Vin26) ) < oo, (3.7.32)
Puisque la somme est finie, il existe k(€) > 0 tel que

P( U [:AQk U Eng Z P CAzk )+ P Csz) €,

k=k() k=k(é)
impliquant
P( () (AN By)) > 1-¢
k=k(é)

Pour A > 2¥©_ on pose kg, tel que 2F0 < X\ < 2Fo+1 ] suffit de raisonner
par I'absurde et d’additionner les quantités (3.7.28) pour R = 2@ 2k
et (3.7.30) avec R = 2% le coté droit de (3.7.31) étant alors majoré par

ko
¢S 22 Vin2k + 22 VIn 2k < CAmVIn A,
k(&)
pour montrer que (3.7.31) est toujours vérifié si w appartient a ﬂzozk(g) (AN

BQk). |:|
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Théoreme 3.7.17 Supposons my > 0. Il existe C; > 0 tel que Ve > 0, 1l
existe M. C M tel que P(M,) > 1 —€ et Yw € M, on ait :

VA >0,

IN(P — Q.,, A\I'(0, g)) / Marog) | < Cle,w) + CiAY ™ /In A,

1
2m
Finalement, en prenant M = |J, M., nous avons P(M) = 1 et le

Corollaire 3.7.18 Supposons my > 0. Il existe Cy > 0 et M c M avec

P(M) =1 tels que Yw € M on ait
VA >0,
1
IN(P = Qu, AT(0,9)) — o / Maro.g] < CW) + C1AY ™I )\,

La somme (3.7.32) est finie, c’est la condition nécessaire pour appliquer
le lemme de Borel-Cantelli, rappellé ici

ZP(CAn) < oo = liminf 4, =1,

ol

w € liminf A4, <= JIn(w) € N, Vk > n(w), w € Ay.
Le lemme 3.7.16 et le théoreme 3.7.17 ne sont autres qu'une redémonstration
du lemme de Borel-Cantelli appliqué a nos évenements Asr et Bor. Le fait

que 'on obtienne une constante C'(w) dans le corollaire dépendant de w vient
de la constante n(w) du lemme de Borel-Cantelli.
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Chapitre 4

Perturbation aléatoire
d’opérateurs différentiels non
autoadjoints et amélioration
des bornes de la résolvante

4.1 Introduction

Nous savons, sous des hypotheses raisonnables, qu’en dehors de I'image
du symbole principal (que 'on nommera aussi pseudospectre), nous avons,
pour les opérateurs h-pseudodifférentiels non-autoadjoints, un bon controle
de la résolvante. Mais, quand le parametre spectral z se promene dans le
pseudospectre, sous certaines hypotheses, ’estimation que 1'on obtient sur
la norme de la résolvante ne peut pas étre moins précise que exp Ch™", voir
la proposition 4.1.1 pour un énoncé plus précis. Le but de ce travail est de
montrer que I'on a une meilleure estimation (que celle citée au-dessus) pour
la résolvante apres une perturbation aléatoire.

Dans ce chapitre, il est donc question d’opérateurs h-pseudodifférentiels
avec des perturbations aléatoires utilisées par Hager et Sjostrand dans [16].
On montre dans ce cas que la résolvante du probleme perturbé est majorée
dans le pseudospectre par une borne d’ordre exp Ch™"** ol k €]0, 1] est un
parametre qui dépend d’une hypothese géométrique sur le symbole p — z. En
conséquence, on gagne une petite puissance de h par rapport a ’estimation
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donnée au premier paragraphe. De maniere générale, le parametre x vaut 1
quand z se situe a l'intérieur du pseudospectre. En dimension 1, on déduit
donc une borne polynomiale pour la résolvante. Néanmoins, pres du bord
du pseudospectre, on ne peut pas avoir kK = 1 et les résultats généraux ne
permettent pas de déduire une telle borne. C’est pourquoi on regarde le
modele simple, étudié par Hager dans [13], pour lequel on montre une borne
polynomiale pres du bord.

La motivation de ce travail est de regarder un probleme d’évolution avec
déformation de contour (voir [17]) et pour cette raison, on a besoin d’avoir
un controle polynomiale de la résolvante.

Passons maintenant a 1’énoncé des résultats :

Cas général

Rappelons le cadre du papier [16]. On en garde les notations.
Soit p = (x,€) et m > 1 une fonction d’ordre sur Ri}, c’est a dire

3Cy > 1, Ny > 0 tel que m(p) < Colp — py¥om(p), (4.1.1)

Vp, € R, ol (p—p) = /1+ |p— pf?,

et S(R?™,m) 'espace de symboles correspondant

S, m) = {a € C*(B™); [35a(p)] < Cam(p), p € B, o€ N*"}.
(4.1.2)

Posons

P(p;h) ~ p(p) + hpi(p) + ... dans S(R**, m). (4.1.3)

Le symbole P est aussi utilisé pour représenter la h-quantification de Weyl
Pu(x) = P*(x,hD,; h)u(x).
Nous fixons a € S(m) elliptique (voir [7]), puis nous définissons
H(m) :={u € S'(R"), a"“(x,hD,;h)u € L*(R™)}, (4.1.4)

pour h assez petit. Si b est un deuxieme symbole avec les mémes propriétés
que a, alors on a toujours le méme espace avec une norme uniformément
équivalente quand h est assez petit. Nous prenons H(m) comme domaine de
définition pour P.
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¥ est la fermeture de p(R?"), ainsi ¥ = p(R**)UX,, olt ¥, est 'ensemble
des points d’accumulation a l'infini de p. On suppose qu’il existe un point
zp € C\ X et Cj tels que

Ip(p) — 20| = m(p)/Co, Vp € R™ (4.1.5)

Prenons 2 CC C\ ¥, un ouvert simplement connexe contenant au moins
un point de C \ X.

Proposition 4.1.1 Pour tout ouwvert Q CC Q, nous avons

1 -
(P —2)7Y < exp <Cgh" In E) , 2€Q\ U D(z;,9), (4.1.6)
zj€0(P)

pour tout g > 0 positif et assez petit.
(Voir lemme 6.1 [9])

Remarque 4.1.2 Nous ne savons pas si la borne est optimale quand n > 2,
c’est-a~dire s’il existe un opérateur h-pseudodifférentiel non-autoadjoint tel
que l'on ait 1’égalité dans 4.1.6.

Proposition 4.1.3 (a) Pour tout compact K C C, K N'Y = () nous avons
|(P—2)7Y < Ck, z € K, h assez petit.
(b) Si z € p(R*) \ o(P) tel qu’il existe p € T*R"™ vérifiant p(p) = z et
Qli{p,ﬁ}(p) > 0 alors pour tout N € N il existe Cy > 0 tel que
_ 1
(P —2z)7" > Cnyyr YO<h<1.

(voir [9, 39])

Soit 0 < m,m <1 deux fonctions d’ordre, carrés intégrables, dont une est
intégrable, et S € S(m), S € S(m) deux symboles elliptiques. Prenons aussi

€1,€3,...,et é1,6,. .., deux bases orthonormales de L?(R™). La perturbation
aléatoire utilisée dans [16] est de la forme —d@Q),,, o 0 < § < 1,
Q. =S50 Zaj,k(w)éjéz oS, (4.1.7)
gk

olt o, sont des variables aléatoires complexes indépendantes de loi N'(0,1).
Soit I' CC €2 un ouvert a bord lisse. Posons

Va(t) = Vol{p € R, [p(p) — 2% < t}. (4.1.8)
On fait ’hypothese suivante :
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Hypotheése 4.1.4 Supposons Ik €]0, 1] tel que

V.(t) = O(t") uniformément pour z dans un voisinage de I et 0 <t < 1.
(4.1.9)

Théoreme 4.1.5 Soit Q et I' comme dans l'introduction. On suppose que
Uhypothese 4.1.4 est vérifiée pour I'. Si ¢ satisfait la condition 0 < 0 <
R3H12 alors il existe C > 1, et Cy, Cy positives telles que si on se donne
C > 0 il existe Cy > 0 telle que avec une probabilité

C Apk—n 1 —2n
>1o Tl Ot -Cah (4.1.10)

~ h(lng)tx Ch(ln 1)1/ ’

pour tout z dans I' nous avons

1 . _ 1
P—06Q,—2)7 Y < =—hpFnmzgCoht" — (4111
I(P—0Qu -2l < & lggv(w) ey (1

ot wj(w) sont les valeurs propres de P — @), dans D(z, Chz(In %)ﬁ), N(w)
vérifiant l'estimation < Cy h" ™ In %.

On va donner une conséquence en dimension 1 lorsque x = 1, ce qui se
produit fréquemment lorsque l'on se trouve a l'intérieur du pseudospectre.
En effet, les points z de )y pour lesquels 'hypothese 4.1.3 n’est pas vérifiée
avec k = 1, est de mesure nulle dans ZD]; ce fait résulte du théoreme de Sard.

Corollaire 4.1.6 On suppose que n =1 et que I’hypothese 4.1.4 est vérifiée
pour kK = 1. §i 0 < & < h3*V2 qlors il existe des constantes C > 1 et
C1, Cy positives telles que si on se donne C' > 0 il existe Cy > 0 tel que avec
une probabilité

>1— G o — L e~ C2h7?
~ hlng Chlnl

nous avons pour tout z dans I’

, (4.1.12)
1 1
P—6Q,—2) Y < —— -
||( Q Z) || = Cohl/Q(SCO H |Z—U}j(u))|
1<j<N(w)

ou w;(w) sont les valeurs propres de P — 0Q,, dans D(z,Cr), avec r =
(hIn 612 N(w) vérifiant la majoration N(w) < Cylnd".
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Cas d’un opérateur modele

Nous considérons 'opérateur modele non-autoadjoint, étudié par M. Ha-
ger [13], dans L*(S!) :

10
P=hD, , he(0,1, Dp,=-—.
@), he 1] ——
P admet comme domaine naturel I’espace de Sobolev semiclassique

H!.(SY) ={ue L*S"); |ull+ ||hDyul < +oo}. (4.1.13)

On suppose :

Hypotheése 4.1.7 Im ¢’ # 0, sauf en deux points critiques de S*, a et b, tels
que pour tout point x du cercle,

Im g(a) < Img(z) < Img(b).

Nous imposons Im ¢g"(a) > 0, c’est-a-dire que p est de type fini d’ordre 2
au sens de [9], sur la partie de 0% donnée par Imz = Img(a), ou ¥ =
{Img(a) <Imz <Img(b)}.

Nous introduisons le symbole semiclassique p = £ + g(x) de P. Dans
la suite, pour simplifier, nous prendrons a = 0, Img(a) = 0, et Im g(b) >
1. Le pseudospectre semiclassique sera défini comme ’ensemble >, on peut
facilement montrer que le spectre se situe sur la droite {z € C : Imz =
= 027r Im g(z)dz} qui est a Uintérieur de X.

Pour z € 3, nous désignons par pi(z) les points (z4(z),£x(2)) de T*S?
vérifiant

p(2) €97 (2), 5. PHps) = Fimg/(22) > 0 (4.1.14)

Dans [13], la variable spectrale était restreinte a un domaine €2 indépendant
de h avec dist(£2,0X) > 0, cette derniere condition permettant de séparer les
points z, et x_. Nous souhaitons comprendre ce qui passe pres de la droite
inférieure du bord du pseudospectre, ¢’est-a-dire lorsque z s’approche du bord
avec h. Cependant, nous savons déja (théoreme 1.4 de [9]) que si zp € 0%
alors pour tout z € D(z, h?3/C) nous avons ||(P—z)~!|| < Ch~%3. Nous al-
lons donc restreindre le parametre z a un domaine, une boite €2, dépendant
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de h incluse dans la bande {h%3 < Imz < 1} : 2 est fixé, a compris entre
h/3 et L 0% Img(z)dz, 0 <12 <1

Qy={2€C, cja<Imz<ca |Re(z—2)| <C}. (4.1.15)

Les points z,(z) et x_(z) vont se rapprocher lorsque Imz — 0. Nous

avons, en effet

r_(2) — 24(2) ~ (Im 2) /2,

Proposition 4.1.8 Soit P = hD, + g(x) comme ci-dessus. Soit K un com-
pact connexe inclus dans X3, disjoint et situé en dessous de la droite contenant

le spectre. Nous avons les assertions suivantes :
i) ([9]) 1l existe C >0 et C > 1 tels que

Vz € K avec Imz < h¥3/C, ||(P —2)7Y| < Ch¥/3.

ii) Soit C >0 fixé. Il existe C > 0 tel que pour tout z de K, vérifiant
Im z > h?/3/C, nous avons

1 (Im 2)3/2
C——— .

(P —2)7" < WO(l)e

Nous considérons la perturbation aléatoire ()., définie sur ’espace de pro-
babilité (M, A, P)

Quu = Z ajr(w)(u, e;)er, (4.1.16)
Jk

ot e est la base orthonormée usuelle de L*(S), ex(x) = =e*, k € Z et

les variables aléatoires a;; sont indépendantes et de loi N(0,0;1). De plus,
on demande que 0, = 003, et qu’il existe p > 1 et C' > 0 tels que

1, . .
5<J> P <oy <C3) "

Soit C,C1,Cy > 0 des constantes indépendantes de a. Nous désignons
par I', un ensemble relativement compact dans €2, pour lequel

Fa:{Z:I+iy7 |$—$0|§C,01§M§02}, FaCCQa-
o
Nous montrerons plus loin vol (p~(T'y)) =< cst a'/2.
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Théoreme 4.1.9 Soit ', comme au-dessus, soit 3> 1 et v > 0. §i 9, un
petit parameétre, vérifie les conditions suivantes

\/Eal/4h2p
B

alors il existe C,C > 0 tels que, pour tout 0 < r < «, le nombre N(Ps,T,)
de valeurs propres de Py dans T, vérifie

IN(Bs. Ta) — ——vol (p! (T)| <

cC,r €
— 4.1.1
2mh h ( 8

(s + )

ot € = C, hIn(hd)™!, avec probabilité

>1-— Qh%.
T

Le choix du parametre r optimal dans (4.1.18), c’est a dire lorsque r +—

iz + f est minimal, est r = €/2a!/4; ce qui entraine que (4.1.18) devient

€

al/4p”
Remarquons que le théoreme 4.1.9 n’est intéressant que si \/E/al/ 1«

vol (p~1(T,)) = Cal/?, c’est a dire si /3 < a, ou encore en remplacant &
par son expression, si

Q

IA
<

1 2 2
(In EF h3 < a. (4.1.19)

Théoréme 4.1.10 Soit v > 0 fizé. Soit § vérifiant la condition (4.1.17), de
plus on suppose que 0 est minoré par une puissance de h. Soit zg dans (2,
done Im 2o ~ a. 1l eziste C' > 0 tel que si on se donne des constantes positives
C < C, alors il existe C',M > 0 tels que, avec une probabilité > 1 — §h27,
avee v = (v/ahIn h™")2 nous avons pour tout z dans D(z, Cr)

1 1
(P=0Q,—2)'| < ——— T
Vhal/ApM 1SJ1;[V(W) |2 — w;(w)|

w; sont les valeurs propres de (P —0Q, — z)~* dans D(zo, Cr). N(w) vérifie
< (C'lnh™'.

L’organisation du papier est la suivante : dans la section qui suit nous
montrons a partir des résultats d’Hager et Sjostrand ’amélioration de la
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résolvante apreés une perturbation aléatoire (théoréeme 4.1.5). Les sections
suivantes seront ensuite consacrées au modele simple hD, + g(z), pour lequel
une étude fine du probleme de Grushin sera faite lorsque 'on est pres du
bord du pseudospectre. Nous en déduirons alors que la résolvante ne croit
pas plus vite qu'une puissance négative de h (théoreme 4.1.10).

4.2 Amélioration de la résolvante

Lemme 4.2.1 (p.11, 12 de [16]) I existe un symbole p(p) tel que p(p) — z
soit elliptique (au sens (4.1.5)) uniformément pour z € ), avec p — p €
C5e(R?™).

Posons ensuite .
P=p+hp +h*ps+.... (4.2.1)

Soit § > 0 un parametre de perturbation, Les auteurs de [16] ont étudié
la distribution des valeurs propres de P — §(Q),, dans les ensembles I' CC €.
On écrit pour z € Q,

Ps(z) == (P —2) 4P - Q. — 2), (4.2.2)

puis on observe que @), est presque surement Hilbert-Schmidt et de classe
trace. On peut alors introduire la fonction holomorphe

Fs(z,h) = det Ps(z), =z €. (4.2.3)
Soit I' CC 2 un ouvert a bord lisse. Posons
V.(t) = Vol{p € R*™, |p(p) — z|* < t}. (4.2.4)
On suppose que 'hypothese 4.1.4 est vérifiée.

Proposition 4.2.2 ([16], Théoréme 9.3) Soit I' CC Q un ouvert a bord
lisse. On suppose admise [’hypothese 4.1.4. Soit § satisfaisant la condition

0<d< /2 (4.2.5)

Alors il existe des constantes C,Cy, C' > 0 telles que :
(a) Avec une probabilité > 1 — C'e“"™™"  nous avons

(I(z) +Ch"In l), (4.2.6)

ln’F(g(Z,h” < h




pour tout z dans I', I(z) étant donné par

/R () — ) (plp) — =)o (4.2.7)

(b) Pour tout z dans I" et € > 0 nous avons

(I(z) = Ch*(ln = +1n 5) — ), (4.2.8)

In|F, h)| >
n|Fs(z,h)| > . 5

(2mh)"

avec une probabilité > 1 — Ce= <™ _ Clg=Coh ™"

Commencons par donner une estimation classique de la norme de la
résolvante du probleme non perturbé. En suivant la preuve du lemme 6.1
de [9], nous sommes en mesure de trouver un majorant de la résolvante :

Proposition 4.2.3 Pour tout owvert Q CC Q, nous avons
1 | ~
I(P—2)7" <exp(Coh™In—), z€Q\ |J D(z.9). (4.2.9)
9 .
zj€0(P)
pour tout g > 0 assez petit.

Preuve. Il faut d’abord remarquer que pour z € {2, nous avons

Py(z) = (]5 —2)H P —2)=1+K(z),

ol K(z) est un opérateur a trace et (P — z)~! est majorée par une constante
indépendante de h. Puis, on conclut en suivant la fin de la preuve du lemme

6.1 de [9]. O

On va maintenant énoncer deux lemmes utiles pour la démonstration du
théoreme 4.1.5.

Lemme 4.2.4 Soit C; > Cy > C5 > 0, pour r positif soit ) = D(z, Cyr).
Soit ¢ une fonction continue et sousharmonique dans un voisinage de ) et
u = u(z, h) une fonction holomorphe vérifiant

hin|u(z)] < ¢(z) VzeQ, (4.2.10)

et au point 2y B
hln|u(z)| > ¢(z0) — €, 0<é< 1. (4.2.11)
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On introduit le noyau de Green G, associé au disque fermé D(zy, Cyr), et
la mesure p(dw) = A¢p(w)dRew dlmw. Alors il existe C' > 0, indépendant
de h et r tel que

Vz € D(z,Csr) \ u(0),

lu(z, h)| > exp (ﬁ — Q(g_ / Gr(zo,w),u(dw))) IT 12— wil.
h h { 1<k<N
(4.2.12)
ot wy, sont les zéros de u dans D(z,Cqr), N vérifiant ’estimation
N < %(6—1—/ -G, (20, w)p(dw)). (4.2.13)
Q

Le résultat qui suit n’est autre que la version C? du lemme précédent :
Corollaire 4.2.5 Dans ce cas ¢ est C?. Alors il existe C > 0 indépendant
de h et r tel que

Vz € D(z,Csr) \ u(0),

~ C B
ol exp (42 = Spsuplo' @l +8) T 1s -
h 1<k<N
ot wy, sont les zéros de u dans D(z,Car), N vérifiant [’estimation
¢ " 2 =
N < =(sup|¢”(2)|r* + €).
h zeQ

Preuve. Supposons démontré le lemme 4.2.4. Si ¢ € C?, alors p(dw) =
O(1)L(dw). Ainsi [, G, (20, w)p(dw) = [, Gy(20, w)O(1) L(dw). Ici

w — ZO>
017“

G, (20, w) = Gp,cir (0, w = 2) = Gpo,1 (0,

(En général, G,q = Gq(Z,%)). Donc
w
[ Getawntan) = [ Go(0. )00 Lidw)
O D(0,C17) 17

= (C’IT)Q/D(O ! Gpo,)(0, @) L(dw) = O(r?).
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Il suffit ensuite d’appliquer le lemme 4.2.4. O

Preuve du lemme 4.2.4. On reprend les notations de la section 11 de [16].
On a déja introduit le noyau de Green associé au disque fermé D(zq, Cir).
G, vérifie les propriétés suivantes

Gr(z,w) < 0 sur © x (4.2.14)
G.(z,w) =0 sur (2 x 0Q) U (022 x Q).

Introduisons la fonction harmonique
O(2) = ¢(2) +/ -G, (z,w)p(dw). (4.2.15)
Q

_ Grace au lemme 11.1 de [16], on sait que pour tout Cy €]0, C1[ il existe
C' tel que le nombre N de zéros de u dans D(zg, Cor), est

¢
h

Dans ce qui suit, on s’appuie sur les arguments développés pour la preuve
de la proposition 1.8.1 de [15]. Nous effectuons un changement de coordonnées

<

(€+ /Q =G, (20, w)p(dw)).

zZ— 20
w = s
r

et posons (w) = u(z), d(w) = ¢(z), ®(w) = ®(2). @ s’écrit dans D(0, Cy)
i(w) = g(w) ] (w—w),

1<k<N

avec g holomorphe et ne s’annulant pas. wy, sont les zéros de @ dans D(0, Cy).
Grace a (1.8.17) et (1.8.18) de [15], on montre similairement a (1.8.15), que
pour tout C3 < Cy, il existe C3 < C3(h) < Cy tel que pour |w| = Cs(h)

N
H lw — wy| > e N,
k=1
On cherche a avoir un minorant de g. Le principe du maximum donne
pour |w| < C3 < C3(h)
o(w)/h+ NC < ®(w)/h+ NC,
(6(0) — & /h - NC.

In [g(w)]

<
Ing(0)] >
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Puisque ® est harmonique, ®/h+NC —In |g| est une fonction harmonique
positive. Les inégalités de Harnarck donnent alors dans un disque diminué

®/h+ NC —In|g| < C(®(0) + NC —Ing(0)])
< C((®(0) — ¢(0) + &) /h + 2NC). (4.2.16)

Soit dans ce disque, en utilisant I’égalité (4.2.15) et le fait que ® > ¢, il existe
C > 0 tel que

Inlg(w)| 2 +(B(w) ~ C(8(0) - 3(0)) +) - NC
> 2(B(w) - O(@(z0) — 6lz0)) +8) — NC
> % (é(w) —C(e+ /Q —Gr(zo,w)u(dw))) — NC,  (4.2.17)
ce qui acheve la preuve. 0]

Lemme 4.2.6 Soit p(dw) = Al(w)dRewdlmw, ot I(w) a été introduit
en 4.2.7. On note Q) le disque D(zg,¢€) et G, le noyau de Green associé. On
suppose que [’hypothese 4.1.4 est vérifée pour ). Alors il existe une constante
C > 0 telle que pour chaque € > 0 assez petit, on a

/ —G (20, w)p(dw) < Ce*. (4.2.18)
Q

Preuve. On reproduit les arguments de [16]. Pour € assez petit, nous avons
I’égalité

1 €
—Ge(20,w) = %ln o—ul’
Soit
W)= [ ldw)
D(z,t)
Et donc,

/Q G (20, wy(dw) = O(1) / I Sd(s)
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Pour avoir la derniere égalité, il suffit de remarquer que ((10.3) de [16])

x Al(z)L(dz) = Volp(Q).
21 Jq

Des lors si on tient compte de I'hypothese 4.1.3, nous trouvons que W, (t)

2wV, (1?) = O(t*"), pour t assez petit. O

Théoréme 4.2.7 Soit ) comme dans lintroduction. Supposons que ’hy-
pothese 4.1.4 soit vérifiée pour un voisinage de zy. Soit C' > C > 0. 1l existe
Co, C1, Cy, C3, positives telles que pour tout

1
€, (4.2.19)

avec une probabilité

>1— e 5@ ™ _ Cye=Cah™™" (4.2.20)

pour tout z dans D(zy, Ce/®%)), nous avons

1

1 1
P—06Q,—2)7 Y < =h"""2exp(Cyeh™ _

Cy ,
1<j<N(w)

ot wj(w),1 < j < N(w), sont les valeurs propres de P—3Q,, dans D(zy, C'e*/)),
N(w) vérifiant lestimation < Cyeh™.

Preuve. On fixe les constantes C' > C' > 0. Grace aux estimations (4.2.6) et
(4.2.8), nous pouvons appliquer le lemme 4.2.4 avec

() = I(z) — Ch* In %

r =€/ et h = (2rh)", et ¢ dans (4.2.11) remplacé par
1 1

Nous voulons que € soit le terme dominant dans la derniére expression.
En d’autres termes, nous prenons

1
€>h"In 5 (4.2.22)
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en rappelant que Ind~! > Inh~!. Alors, utilisant le lemme 4.2.6, on montre
qu’il existe Cy, Cy, C3 > 0, tels que avec une probabilité

>1— e 5@ ™ _ 0ne=Csh™" (4.2.23)

nous avons pour tout z dans le disque D(zy, C'r),

|F5(z,h)| > exp ((27r1h)"(¢(2) - C’Oe)) H |z —w;(w)], (4.2.24)

1<j<N(w)

ol w; sont les zéros de Fs(z, h) dans D(zy, Cr), et Cy > 0 est une constante
indépendante de w et r. Nous rappelons que les zéros de Fj(z, h) sont aussi
les valeurs propres de P — 0(Q). En combinant (8.24) et (8.25) de [16], nous
obtenons

1
2h)"
1

— W(W) +O(1)e) +In|det E° |

In|Fs(z, h)| =

(I(z) + O(1)h* In %) in|det B |

—~

Rappelons ici que E°, ES et E° ., sont des opérateurs qui arrivent dans l'in-
version d'un probléme auxiliaire de type Grushin. E° 4 est de rang fini :
E? | € My (C), ou N(a) = O(a*h™"), avec a = Ch,C > 1. De plus, nous
avons les estimées

C
Vo

Et donc, avec une probabilité minorée comme dans (4.2.23), nous avons
pour chaque z dans D(zg, C'\/€)

IE I NELIL BN 1B <

|det E° | > exp(—Cpeh™) H |z —w;(w)]. (4.2.25)
1<G<N(w)
Lemme 4.2.8
_uy o Pl
VM € GL,(C), |M7Y <=t——, 4.2.26
JC), 1M < B (42.26)

| - || est la norme opérateur usuelle.
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Puisque nous n’avons pas trouvé de référence, on va alors donner une
preuve.
Preuve. Soit “M = (M;;). Alors |M;x| < |[M|P~*. Donc ||°M|fs =
> i [ Mjx* < p(|M[P~1)2. Done [|M|* < [|°M|fs < pl|M[[P~" et il suffit

d’utiliser que M ™! = L-M. O

Revenons sur la preuve du théoreme 4.2.7. On veut maintenant appliquer

le lemme précédent. Nous avons
B E‘S HN(a)—l
o R el et iy
H( —+) ” — |detE§+|

Il existe C' > 1 tel que

B

1B IV <

a\" 1
— < KNy
(ﬁ) < CVhexp(Ch" ™ In C’h)

Ce qui veut dire que, sous la condition (4.2.22), on obtient

C

) 1
|2 | N@=E < Ch2 " exp(CA" " In o)

< Chat " exp(Ceh™)
Résumons la discussion : avec une probabilité comme dans (4.2.23), il existe
Co > 0 tel que nous avons pour chaque z dans D(zg, Cr)
1

E§ —1 < h%'ﬁ‘lﬁ—n h_n -
(B2 ) ™ < Co exp(Coeh™) [ Iz — w;(@)]

1<j<N(w)

(4.2.27)

D’apres [16], nous avons ici P; ' = E° — ES(E?)"'E°. Si bien quavec
une probabilité similaire a (4.2.23), il existe Cy > 0 tel que nous avons pour
chaque z dans D(zg, Cr)

1

1 1
1P < G iz exp(Coeh™) ] ] (4.2.28)

i< P 7 0]

On rappelle que Py a été introduit en (4.2.2). Puisque P — 2z est uni-
formément borné dans 2 par ellipticité, la résolvante de P + 6Q),, — z vérifie
avec une probabilité

>1— e 5@ ™ _ (e =Cah™ (4.2.29)
Pestimation (4.2.28) pour tout z dans D(z, Cr). O
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Corollaire 4.2.9 Soit Q) et I' comme dans ['introduction. On suppose que
Uhypothése 4.1.4 est vérifice pour I'. Il existe Cy,Cy, C3 positives telles que
st on se donne C' > 0 il existe Cy > 0 telle que pour tout

1
e> h"1In 5 (4.2.30)

avec une probabilité

Cr _cmy—n  Co _cppn
Z 1-— 61/56 2 — 6176 3 s (4231)

pour tout z dans I' nous avons

1

Pt (4.2.32)

1 1
I(P=dQu—2)"! < b Fexp(Coch™) ]

1<j<N(w)

ot w;(w) sont les valeurs propres de P — 6Q,, dans D(z,Ce'/?%)) N (w)
vérifiant [’estimation < Cyeh™™.

Le théoreme 4.1.5 s’obtient en remplagant ¢ par sa valeur Ch” ln%
avec C' > 1.

Preuve. On considere un recouvrement fini d’un voisinage de I' par des
ensembles D(z;, Ce'/®)) (j € I, |I| = O(1/€/%)), ont C' < C, de telle sorte
que pour tout z dans I', D(z, Ce'/?%)) est recouvert par un nombre fini de
D(z,, CeV/®) k€ J. 1l est clair que |J| > 0 est majoré indépendamment
de z et e. Par la théorie des fonctions holomorphes, il existe donc Cy > 0
indépendant de z, h et w tel que nous avons

1 )
I(P=6Qu—2"" I le—willl < 7" exp(Coen™)

1<<N(w) Co

ol w;(w) sont les valeurs propres de P — 6Q,, dans D(z, Ce/(%)). O
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4.3 Cas d’un opérateur modele

4.3.1 Probleme de Grushin pres du bord du pseudo-
spectre

Nous considérons 'opérateur modele non-autoadjoint, étudié par M. Ha-
ger [13], dans L?(S') :

_ 19
oz

P admet comme domaine naturel I'espace de Sobolev semiclassique

P=hD,+ g(z), he(0,1], D,

HL(SY) ={uec L*(SY); ||u|| + |hDyul|| < 4+o0}. (4.3.1)

On suppose que 'hypothese 4.1.7 est vérifiée. Rappelons que pour tout point
z € 3, nous désignons par p.(z) les points (74 (2),£+(2)) de T*St vérifiant

pe(2) €572 S ApBHps) = FImg(as) > 0. (432)

Nous restreignons le parametre spectral z a un domaine, une boite €2,
dépendant de h inclus dans la bande séparée par la droite d’équation Im z =
h?/3 et la droite contenant le spectre Im z = ¢ : 2, est fixé, o compris entre
h?/? et ¢
1 .
Q, ={z€C, a0 <Imz < Ca, |Re(z — 2)| < C}. (4.3.3)

Les points z,(z) et x_(z) vont se rapprocher lorsque Imz — 0. Nous

avons, en effet
z_(2) — x4(2) ~ (Im 2)"/2.

Remarque 4.3.1 On identifiera fréquemment les intervalles de R de lon-
gueur < 27 & des intervalles de S?.

On peut trouver des intervalles J, et J_ tels que

1
14(Qa) C Jy, dist(Jy,J ) > 5h1/3.

On pose I = S'\ Jz, de plus nous notons I, = (ay,b,), ay < 0 peut
étre choisit indépendant de h tandis que b, > 0 est d’ordre ~ h'/3 et I_ =
(b_,a_), avec a_ > 0 indépendant de h, et 0 > b_ ~ —h!/3,
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Considérons sur I, la fonction

Sz (a(y)—2)dy

ey = cy(z, h)e_% = c et (4.3.4)

Lemme 4.3.2 On désigne par e, € HL(I,) la solution normalisée dans
L*(1.) de (P — z)ey =0 sur I.. Nous avons la représentation asymptotique
suivante pour h — 0 et h?/3 < Imz — 0,

I 1/8 h i gz .
ey ™ (121—2/1 <Cst + O(-(Im—z)1/2)> e o S,

De maniere analogue nous avons :

Lemme 4.3.3 On désigne par HL(I_) > e_ = c_en?= la solution norma-
lisée dans L*(I_) de (P — 2)*e_ = 0 sur I_. e_ admet la représentation
asymptotique suivante pour h — 0 et h?/3 < Imz — 0,

Im z)'/® h _i(* G—2)
SR G ) L

La preuve de ces lemmes résultera du méme changement de variable, que 1’on
fera plus loin, combiné avec la phase stationnaire :

Proposition 4.3.4 (Phase stationnaire) Soita € C5°(R). Supposons que
0 € K =supp(a) et

p(0) = ¢'(0) =0, ¥"(0) #0.
Supposons en plus que ¢'(x) # 0 sur K — {0}. Posons g(x) = ¢(x) —

¢"(0)x?/2. Alors, nous avons le développement asymptotique explicite, lorsque
h — 0,

/ @M (z)dx ~
R
1

2mih \ 2 N
(‘PN(O)) ZZ (2i<p”(0)) ok dxzk((@/h) g9-a)(0). (4.3.5)

k>0 £>0

Pour une preuve, on pourra consulter [38] p.36.
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Décomposition en problemes locaux

Proposition 4.3.5 Pour v € L*(I;), vy € C, le probléeme de Cauchy (P —
2)u = v,u(zy) = 0, admet la solution unique u = Fv avec

~ < C
Hl ||L2(1+)HHS1C(1+) - \/E(IID 2)1/4.
Preuve. [ admet le noyau intégral

U i [%(g(3)—2) di U i [(g(3)—2) df
k’(l’,y) = Ee hfy (9(&)—2)d 1{x+§y§$} - Ee hf” (9(2) )dy1{$§y§m+}. (436)

La norme L? de F est majorée (lemme de Schur) par

(sup [ 16t )iy - (sup [ e lie) T s

Pour z dans un voisinage de z, (Czy,C'zy) =V, , ou C > 1, nous

Ta
faisons le changement de variable
1
ryy=x, —D,=D,.
R

Le probléme initial devient alors, pour y € (C~1,C),

h g(yx Rez . v
p, + dWa+) (i =y u(1) =0, (4.3.8)

rilmz Im 2

h - h
» z4lmz 7 Im23/2

Avec la condition Im z > h?/3, et puisque 4 (2) ~ vIm z

est notre nouveau parametre semiclassique noté h. Soit

Rez v

+i))u=

Im z ~ Imz’

(hD, + §(y) — ( u(1) = 0. (4.3.9)
avec § = g(z1y)/Im z. Im g — 1 a un unique zéro non-dégénéré en 1. De plus,
pour tout y € (C~1,C) et h?/3 < Im z pour Im z assez petit, nous avons

1 Img(y) — 1

<C
y—1 =

S_
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puisque Im g(y) ~ y. Nous pouvons alors appliquer les estimations obtenues
par M. Hager dans [15] (lemme 1.2.2) pour le probleme de Cauchy (4.3.9).

Ramenée au noyau de F', nous obtenons la borne

@w/|mwm><w/
z€Vr, JV, yeVe, JV,

Ik‘(w,y)ldx)
O(1)

(zIm z)'/? B O(1)

== — . (4.3.1
hi/2Tm z (1) hl/2Im z h1/2(Im z)1/4 (4.3.10)

Il nous reste donc a estimer le noyau de F, grace au lemme de Schur,
lorsque @ ou y n’appartiennent pas a un voisinage de .
Pour z € (ay,Cz.), nous avons pour C' > 0,

| =

Im (g(z) —2) > Im (g(Czy) —2) > =Im 2.

Q

Ce qui implique, pour = € (a,,Cx,),

CZ‘+ 1 C$+ - ] )
/ |k<m7 y)|dy = E / e JY Im (g(w)—z)dmdy

1 Cxy
< E/ @—&(Imz)(y—x)dy
— O(1)——e #E oL (4.3.11)
IHIZ Imz . L.
Pour y € (ay,Cz, ), nous avons
y e ~ ~
/ |]{?(LU, y)|dx = —/ e_%fxy Im(g(I)—z)dmdx
at h S,
< %/y eiﬁ({mz)(yfx)dx
a+
=0ty e H o) (13.12)
Im z Imz

Pour z € (C~'x,b.), nous avons pour un C > 0,

1
Im (g(z) —2) < max Im(g(y) —2) < —=Imz.
y:%vb-F O
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Ce qui implique, pour z € (C~ 'z, ,b,)

x 1 x it
/er |k($>y)|dyzﬁ/ e hfxl (9(%)—=2)d. dy

x
C

O‘+

]_ z 1
S E /z-’_ e*a(Imz)(:pfy)dy
C
O(1)——e ) = O(—) (4.3.13)
B 6 = N . .
Imz Im 2z
Pour y € (C~'z, by ), nous avons
b+ 1 b+ 1 v ~ )
/ |]€(l’,y)|dm = —/ e Rk Jy Im(g(z)*Z)dxdx
Yy h ”
1 b+ )
< —/ efcf(lmz)(m—y)dx
<5 ;
= O(1) e B Z () (4.3.14)
Imz Imz . .0,

En recollant (4.3.10)-(4.3.14), nous trouvons que l'expression (4.3.7) est

C

- 2/3
< B2 (T 2) /4 h,h*” <Imz — 0.

La norme L? de F est donc majorée par C'/(h'/?(Im z)'/4), lorsque Im z >
h%/3. 11 ne reste plus qu’a conclure comme dans le lemme 1.2.2 de [13] pour
achever la preuve. [l

Soit x+ € C§°(I1) avec y+ = 1 sur Jy tels que supp x4+ Nsupp x— = 0.

Il est clair que les troncatures x4+ dépendent de Im z, et par conséquent de h.
Etant donné que la distance qui sépare Jy de l'origine est de I'ordre de h'/3,
les troncatures y+ peuvent étre choisies de telle sorte qu'au voisinage de 0
nous avons supp(x+) C (—C,0) et supp(x+) C (0,C), avec

) = on 3. (4.3.15)

Nous définissons l'opérateur R, : L*(I,) — C par

Riu = (u,xsei) :/ u(z)x ey (x)de. (4.3.16)

Iy
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Corollaire 4.3.6 Pour v € L*(I,), v, € C le probléme

{ “}:uz):“;“ (4.3.17)

admet la solution unique
u= Fv+ Fu € Hy ()
ou

1 1 ~
Fio, = Uil = HUses, Fv=(1-F,R,)Fv. (4.3.18)

(e, xrey) +
De plus,

C
||FHL2(I+)HH;C(I+) <—, HFJFHCHHS}C([” =0(1). (4.3.19)
\/E(Im z)1/4

Pres de x_ la situation de (P — z)* est analogue & (P — z) pour z,. On
procede comme dans la proposition 4.3.5 et en se référant au lemme 1.2.3 de
[15] pour montrer :

Proposition 4.3.7 Pour v € L2 (1) le probléme

comp
(P—2)u+R_u_=v

ot
Ru_ =ux.e, u_ e€C

admet la solution unique (u,u_) € H} (I-)xC

sc, comp
u=Gv, u_=G_v.

ot ] ]
G,’U = m@),e,) = K</I},€,>.

De plus, en tant qu’opérateur L2, (1) — H! (1),

comp comp

Gl <

2 g1 S ——————
L?—H}, \/E (Im 2)1/4
et en tant qu'opérateur L7, (I-) — C,

|G [z2—c = O(1).
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Inverse global

On reproduit les arguments de la section “1.2.3 Inverse global” de [15]
pour construire un inverse a droite.
Nous choisissons une partition de 'unité .. € C§°(11), telle que x4+ < ¥y,
ol ¥ < ¢ signifie
supp (1) Nsupp (1 — o) = 0.

Proposition 4.3.8 Pour tout z € €.
P—2z2 R_
= < Ry 0 )
_( EF Ei
- ( B By )

h
e (w n ;X'_Fw) SRR (43.20)

est tnversible d’inverse

o

h
E,=(1—-x_)F, + ng’,z«;

h
E_ =G (- + ;XLFIM)

h h
E =G 2\ F, =—
* =TT TiD D,

(X_es,e).

Les normes vérifient

1

|E|| L2, = O(W)’ B ] =001), [[E-]| =0(1), (4.3.21)
Im 2 3/2

|E_,|| =0 (\/E(Imz)l/‘*e< o > (4.3.22)

Preuve. Pour (4.3.20), ce n’est autre que la proposition 1.2.4, [15], pour
laquelle on a reproduit les arguments. Nous avons donc

.- .hc+5_ XLe%ij (9(y)—=) ay .
DyD_ " Jrar
_ i fT_+f27 .
+/ X/_e hJx (9(y) )dyd:(:), (4323)
(Ip+2m)NI—
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i a ét¢ défini en 4.3.4. Le second terme (4.3.23) est clairement O(e~cr ).
Nous avons

by
[ oxde= [ s =) - x-0) = L
I,nI_ b

1

jexp(y [ )~ 2d)| = O -

Ch
puisque
T4 Ti
Im / (9(x) — 2) dx ~ / (22 — Im 2) dz ~ (Im 2)*/. (4.3.24)
Il suffit ensuite d’utiliser les lemmes 4.3.2 et 4.3.3, qui nous donne 1’asymp-

. I 1/8 . . .
totique de cy, cy ~ csti( rzf /)4 , pour avoir une estimation de la norme de

E_., soit (4.3.22). Comme ' = O(h~'/3), nous avons si h?/? < Im z,

_ 1 13 1
B =0( i) + O x W7 et
1 1
O imat) T O iy
= (;)
Vi (Im 2)1/47
et
_ 1
1

De méme pour F_. O

Remarque 4.3.9 Des calculs préliminaires nous font penser que lorsque p
est d’ordre fini, 2k, sur le bord de X, alors dans ce cas (4.3.22) est remplacé
par

Jr iy 1= 00, 15 = o),

IE_.| =0 <\/E<1m Pha exp(—m)> . (4.3.26)

1Bl 2w my, = O(1)

Ch
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Comme conséquence de la proposition précédente, nous pouvons donner
une majoration de la norme de la résolvante lorsque z s’approche du bord du
pseudospectre.

Nous avons Dy < 1, et aussi |fb1: X'dz| =< 1. Des lemmes 4.3.2 et 4.3.3,
nous obtenons les asymptotiques

(Im 2)1/8 h
Cqy W cst4 + O(W) .

Il est donc facile de voir qu’il existe C' > 0 tel que pour tout z dans la boite

(), nous avons
(Imz)3/2

B |2 SV (Im2) /e 0

Puisque (P—2)"! = F— EJFE:}FE,, nous pouvons énoncer la proposition
qui suit :

Proposition 4.3.10 Soit P = hD,+g(x) comme dans lintroduction vérifiant
Uhypothese 4.1.7. Soit K un compact connexe inclus dans 32, disjoint et situé
en dessous de la droite contenant le spectre. Nous avons les assertions sui-
vantes :

i) (19]) 1l existe C > 0 et C' > 0 tels que
Vz e K avec Imz < B*3/C, ||(P —2)7Y < Ch?3. (4.3.27)

ii) Soit C > 0 fizé. Il existe C' > 0 tel que tout =z de K, vérifiant Im z > Ch?/3,

nous avons
1 o m 733/ 2

Vi (oo e

Preuve. Nous savons que (4.3.28) est vérifiée pour A% > Im 2, soit pour
Im z = h*3C, ot C est une grande constante. Ce qui veut dire que (4.3.28)
devient

C C

VR (RS B2
Il suffit ensuite d’appliquer le lemme des trois droites d’Hadamard pour prou-
ver completement le point ii). O

I(P—2)7!| < (4.3.28)

(P =27 < (4.3.29)

Soit p tel que p(p) = z. Etant donné qu’en dimension 1, P — z est
microlocalement équivalent pres de p modulo des opérateurs elliptiques a
hD, + g(z, z), il est raisonnable de conjecturer :
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Conjecture 4.3.11 Icila dimension est 1. Soit P un opérateur h-pseudodif-
férentiel de symbole principal p. Supposons que P est de type principal c’est-
a-dire

p(m) = 0 = dp(m) # 0.

Introduisons l’ensemble

%(p) = p(T*R).
Supposons que en un point zy € 0%(p),

p ' (20) = {po}, {p, {p. P} }(po) # O,

c’est-a-dire que p est d’ordre 2 au point zy. On désigne par a(z) la distan-
ce de z a 0X(p), alors pour tout z € X(p) dans un voisinage de zy, tel que
1 > a(z) > h?/ nous avons

1 C“”(Z}f’/?

i

Comme il nous I'a été souligné, si on admet plusieurs points dans p~(2), il
est probable que la conjecture soit fausse pour une raison simple : le bord de
Y(p) n’est pas nécessairement une hypersurface.

1P = =)~ <

4.3.2 Perturbation
Nous considérons la perturbation aléatoire ()., définie sur ’espace de pro-
babilité (M, A, P)
Q.u = Z ajr(w)(u, e;)ex (4.3.30)
jik

ol ey, est la base orthonormée usuelle de L?(S') et les variables aléatoires a; x
sont indépendantes et de loi N'(0,0;). La variance satisfait o, = o;0%, et
on demande qu’il existe p > 1 et C' > 0 tels que

Uy <ot <)

Nous avons la proposition suivante qui découle de la section 6 de [16] :

Proposition 4.3.12 Soit M > 0, il existe alors C' > 0 pour lequel nous
avons

P(|Qllus < M) = 1 — Cexp(—M?*/C).
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Dans la suite, on prendra
M =1In(h™"). (4.3.31)

Proposition 4.3.13 Soit § < %)1/4 un parameétre de perturbation. Alors
avec une probabilité
>1—-Ce ™ */ =

nous avons pour tout z dans €, que

s (P—z-60 R
F _( Ry 0 )

est continu H™(S') x C — L2(SY) x C et admet un inverse £ de la forme

_ 221 E(0QEY > o1 (BOQY Ey
E =€+ ( 2]21 E_(5QE) ijl E_(3QEY(sQE,) ) (4.3.32)

oM oM
4 O(w> O(\/H(Imz)l/‘*) . (4.3.33)
O(W) O(6M)

Preuve. Nous avons P°E =1 — K ou

[ 0QE $QE
o (49 95

Il existe C' > 0 tel que avec une probabilité supérieure & 1 — Ce=M */C on
a ||Ql|gm—r> < M, impliquant

K| < CollQll £l < 1.
Il suffit alors d’observer que £ = (1 + K + K* +...). 0

On suit ici de pres la section “1.4 Propriétés analytiques de E_,” de [15].
Introduisons les fonctions

et
Vheoé 1
1°(2) = ly(2) = hln ~——— =y + O(h) In —.
(2) = Io(z) = hn 5 E — 1y + O In
Nous savons de la section “Propriétés analytiques de E(_OJ)F” de [13] que la
fonction e (2)/ hE_, est holomorphe avec les mémes zéros que E_, et qu'en

plus :
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Proposition 4.3.14 Rely(2) est strictement sous-harmonique et nous avons
ARelp(z)d(Rez) ANd(Imz) = dé- Ndx_ — dé; Ndx.

On cherche a trouver ensuite, comme pour E_ ., une fonction analytique
avec les mémes zéros que I’hamiltonien effectif, £° +, du probleme perturbé.
De lidentité 9;(P°E°) = 0, nous trouvons

5 5 5\ 6
82E_+ - —(E_ (35R_) + (82R+)E+)E_+
=k (2)E°,.

Nous obtenons ensuite
K(z) = E° (a-R )+ (0:R,)E°.
= k°(2) + ) (E_((0QEY0:x-e_) + (EOQY By, 0:x4e4)).

j>1

D’ou découle alors la majoration

() = K < s s+ 0se-

j>1

(5M 1
< WO(E)

Proposition 4.3.15 Il existe une solution I° de ’équation %82[6 = k% ren-
dant elé/thJr holomorphe, telle que

oM

1°—1° = 0(1)W.

Preuve. Nous pouvons définir I° par

0
(1° = 1%(2) = E/ MdRez'dImz (4.3.34)
™ o z— 2z
1(1° = 1°)(2)] < h[|K® — k|| Lo ) / ﬁdRez’dImz’ (4.3.35)
Qo Zz—Z
M
Mo,

Vh (Im z)1/4
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On fait, pour la suite, I’hypothese que

oM
V'h (Im z)1/4

pour que I’ =1°+ O(h) = lp + O(h)In }.

< h (4.3.36)

Borne inférieure pour I’hamiltonien effectif
Nous avons
62 M?
iim 27
= FE_, +6Q (4.3.37)

B, =E , +6E_QFE, + O

Pour ce paragraphe, nous suivons de tres pres les arguments de la section
9 de [16]. Nous pouvons écrire notre perturbation sous la forme

Qu=250 Z Qv k€€, O S (4.3.38)
jik

avec ajy, ~ N(0,1) et indépendante, et S , S des opérateurs pseudodifférentiels
elliptiques, Hilbert-Schmidt, de norme indépendante de h et représentés res-
pectivement par les opérateurs diagonaux, diag(c;), diag(oy), dans la base
orthonormée (e;) :

Su = Z@(u, eiyeis  Su= Z%(% ex) k- (4.3.39)

Au regard de la proposition 13.4 de [16], le choix des bases n’affecte pas la
classe des opérateurs de la forme (4.3.38). Nous pouvons donc écrire

Qw = §O Z Oéngéjé]: o) § (4340)
j?k
ol €y, €y, ..., et éy,E,...,sont des bases orthonormées quelconques de L?(S').

E, et E_, définis dans la proposition 4.3.8, sont des opérateurs de rang
1, de la forme
Eiv, =vyty, E_v={(v,t), (4.3.41)
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avec t+ € L*(S'). Nous définissons les vecteurs normés t et ¢ de la manicre
suivante

_ Sty . St
t i =———, t:=— .
1St 157t

Nous pouvons alors choisir des bases orthonormées, (¢;), (¢;) dans L*(S")
telle que &y =t et éy = t. De (4.3.40), (4.3.41) et (4.3.42), il est alors clair
que nous avons

(4.3.42)

E_QE, = ||St_|||Sty ] aoo(w). (4.3.43)

Proposition 4.3.16 (« est fixé) Pour tout z dans S, nous avons
1 _ N
—h? < ||Ste|?, [|S*t-|)?
C = H JrH ) H ” )

ou C' > 0 est indépendant de h.

Preuve. Nous avons

1St4? =D of [(tr, e,
J

Par définition ¢, ((4.3.41) et proposition 4.3.8) s’écrit sous la forme

h
o =(1— X_);i+ + G e (4.3.44)

Puisque e, est normalisé, et le dernier terme O(h'/5a~1/4) (voir (4.3.25)), il
est clair que si h*? < « alors il existe C' > 0 tel que

1
= <l <0

Lemme 4.3.17 Soit oy € Cg° a support compact dans Iy, oy =1 sur Jy,
et satisfaisant o[ = O(h=3). Il existe C' > 0 tel que pour tout z € €,

i si [k < € on a [{pser,en)| = O(1), (G eren)] = Oz,
ii. i [k > on a [{pser, en)l, (Gl eser)] = O(s).

Preuve. Le point ¢ se déduit de l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour #: : il
est clair que (o e, er) est une intégrale de la forme

2w o
/ e I IWTINTE (2 d,
0

154



Ecrivons la fonction

o) =~ [ (av) = 2y — ks

T4

Sa dérivée par rapport a x est égale a —% — k et il existe C' > 0 pour
lequel elle vérifie

Q

Vz € Qo, VK| 2 -, ¢ (2)] 2

L}
h C

La constante C' > 0 est choisie de telle maniere que C' > sup,eg1 ,cq, [9(2) —

z|. Introduisons
d 1\"
an = (—% © a) (0+)-

Puisque pour j > 1, [¢/(2)] < Cj|k|, il en résulte que

tenant compte que gpf) = O(h™™/3), par hypothese. Pour conclure, il suffit

de remarquer que des intégrations successives donnent

C .
(prenia) = [ @, @)da,

puis de majorer la valeur absolue de l'intégrale, sans oublier de remarquer
que sup, g1 @] = 1.

Il est évident que nous avons un résultat équivalent pour (¢_e_, e;). Pour
démontrer ii avec | (G’ ey, ex)|, il faut remarquer que (P—2)G = [d—R_G _;
nous avons donc pour |k| > ko, ko assez grand

(Goler,er) =((P — 2)Gy_ey, (ik +
=(¢ ey, (ik+g(z) —2)~

+(R_G_y' ey, (ik +g(z) — 2) e

=(¢" ey, (ik + g(z) — 2) " ex)

-)

b e e e (ik + gla) — 2) M),

D_

QI

() = 2)ex)
Yer)
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ce qui permet de revenir a la situation précédente. Nous avons ainsi démontré
totalement le point 7z du lemme. U]

Le lemme au-dessus étant prouvé, nous pouvons continuer la preuve de
la proposition. De ce dernier, nous déduisons que

ISt4l? = D oF [{te. e5)* + O(h™)

. c
|J|§ﬁ

1
> Sk Y [t e)P+ O(h™)
lj1<$
1
> Sh (It = D [t e5)?) + O(h™)
31> %
1

> L % +O(h®)) + O(h™),

ce qui acheve la preuve. On procédera similairement pour S*t_. U

Nous allons restreindre notre attention & l’ensemble Q,; des matrices
(o k(w)) tel que

[Qllns < M. (4.3.45)
Q peut étre reformulé comme
Qo) = 5t IStc ] (a0o(w) + T(a)), (4.3.46)
dM?

IT(@)]lc—c < O(1)

- S (4.3.47)
Vh (T 2) V4| St || [ St |

pour (o x(w)) € Q.

l|(«);klll désigne la norme dans (4.3.45) et ‘H est l'espace de Hilbert des
matrices Z X Z.

Les inégalités de Cauchy impliquent que la différentielle de I'application
a — T'(«) satisfait estimation suivante sur Qy :

oM
Vi (T 2) VR0

Sur H, C nous avons les mesures de probabilité

[T }3—c = O(1) (4.3.48)

L — H(e—mj,k\zL(daj,k))’ o — -la L(dQ).

- ™ ™
Jik
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Nous voulons maintenant estimer IL, (ps) sur Qy, ou

I=1Iyor, k((ojr)) = (a)+T (), Up(a)= .

avec (T'(a))oo = T(a) et pour j,k # 0 (T'());x = 0.
Adaptons maintenant (9.16) de [16] a notre cas :

SM3
2 2
Hr() s — llellas| < O<1)\/ﬁ(1mz)1/4h20' (4.3.49)
Nous faisons alors I’hypothese que
M3
(4.3.50)

1
Vh(Im z)V/4h2e <

Nous savons que si A est de rang 1, alors || A||¢, < ||A||, donc pour le Jacobien
de k, nous obtenons des inégalités de Cauchy (4.3.48) 'estimation

oT («v)

det 5 =1+0(1 5 )
—1400) \/E(hi]\j) Torens (4.3.51)
Si bien que
L(dr(z)) = (1 + O(l)\/ﬁ(lij\j)l/%zp)L(dx).
Combinant ce dernier avec (4.3.49), nous obtenons
M3
Fo(pne) < (1+ O(l)ﬂ(lmz)l/‘lh%)MH sur Qp

et puisque (Ilg).p4 = pc, nous avons

() < (1+ 01— My qr Q. (4.3.52)

VI (Im 2) /42

Nous donnons un lemme démontré dans [16] :
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Proposition 4.3.18 Soit X ~ N(0,1), pour tout m € C, 0 > 0 et b € R,
nous avons

bQ

P(lm+oX[? <b*) <P(loX[* <b%) = 1 — exp[——;].
g

La pc(dy) mesure de 'ensemble des complexes satisfaisant
T 15, -t
SN NSt ™ 5 B + X[ < ¢

est < 1 — exp(—t?). En vue de (4.3.37), (4.3.46) et (4.3.52), c’est aussi une
borne supérieure pour la probabilité d’avoir () € QO et

-~ L~ 1 ~
1577 1St (B + Q) < ¢

ou équivalent R N
[E2 | <0 |[S* | ||Styll.

Résumons la discussion :

Proposition 4.3.19 Si

Vh (Im z)'/4p?
)< e , (4.3.53)
alors il existe C' > 0 tel que nous avons pour tout z dans €1,
P(IE2,| > t3]|S*t_|| ||St.]]) = P(IE2,| > t6h*/C) (4.3.54)

) a2
> et — CeM,

Puisque pour tout z dans Qq, 1°(z) = lo(z) + O(h)In 4, et au regard de
la proposition 4.3.13 nous avons

B

OE, (2)] < h=Centell®) x (B_, + O(5M))
< h—Ce%Relo(z)'

Nous désignons par Fj la fonction holomophe €'’ /" E9 . (confere proposi-
tion 4.3.15). Nous pouvons alors énoncer le théoreme suivant (on aura pris
t =hY, v >0, dans la proposition ci-dessus) :
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Théoréme 4.3.20 a) Soit § satisfaisant la condition (4.3.36). Il existe alors
une constante C' > 0 telle que

1
(Relp(z) + Chln =), Vz € Q,, (4.3.55)

In |Fs(z)] < ;

S

avec probabilité > 1 — Ce M,
b) Sous Uhypothése plus forte (4.3.53), alors il existe C,.,C > 0 tels que
pour tout z dans €2, nous avons

1 1
(Rely(2) —=ChIn— - C,, hln — (4.3.56)

>
In|F5(2)] > ; )

S

avec une probabilité > 1 — h2 — Ce= M7,

4.3.3 Asymptotique spectrale

Nous pouvons alors reproduire les arguments de [13, 14, 16]. Une adap-
tation de la preuve de la proposition 1.8.1 de [15] donne :

Proposition 4.3.21 Soit Q cC C, un domaine a bord C? par morceaux et
¢ une fonction C*(Q,R) et soit f une fonction holomorphe dans Q vérifiant

|f(z,h)| < BV 2 eq. (4.3.57)

Supposons qu’il existe 0 < €,r K 1,2, € Q,k € J tels que

1
or c | D(ai, V), #J=0(=), (4.3.58)
keJ "
|f(z, h)| > en@ER)-0 ke J (4.3.59)

alors

L(F10)NT) = ﬁ / /F Aé d(Rez)d(Tms)

+O(3) (sup sup16/(2)lr + ) .

k  zeD(zg,r)
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Soit C > 0, et 1 > ¢;5 > 0, des constantes indépendantes de a. Nous
désignons par I', un ensemble relativement compact dans €2, de la forme

|y|

Fo={z=z+iy, |[r—20|<C, e <=<c}, T,CCQ,.

Nous supposons que le parametre de perturbation 0 est minoré par une puis-
sance de h : § > h0, Cp > 1.

Au regard de (4.3.55) et (4.3.56), nous pouvons appliquer la proposition
avec ¢ = Rely(z) + Chln g, et f = Fy, et

¢=2ChInh™'+C,, hin(hd)™! (4.3.60)

Nous avons
Rely(z) = Im/ dx. (4.3.61)

Un calcul explicite (voir (1.4.5) de [15]) donne

1 1
AReb) = (e ™ g ay)?
:%. (4.3.62)
o)

On vérifie de méme que VZRely(z) = ce qui veut dire que si r < «

(Imz)1/27
et Im zj, >~ o, nous avons sup,cp,, » |¢"(2)| ~ « -1/2,

Nous sommes maintenant en possession du résultat suivant :

Théoreme 4.3.22 Soit v > 0 fixé. Soit I', comme au-dessus. Si 0 est mi-
noré par une puissance de h et vérifie la condition (4.3.53) alors il existe
C,C > 0 tels que le nombre N(Ps,T,) de valeurs propres de Py dans T,
vérifie pour tout 0 < r < «

1 c, r €

[IN(P5,Ta) = 5—=vol (07 (T))| < (75 + )

ot € = C,, hIn(hd) ™1, avec probabilité

(4.3.63)

>1-— gh%
T

De plus, nous avons l'asymptotique vol (p~*(Ty)) ~ csta/?. La probabilité
est intéressante si h*Y < r.
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(4.3.63) est minimal lorsque hglmr = ¢, soit, lorsque r = éY/2a'/4. Le
membre de droite de (4.3.63) devient alors

VE

S 051/4]2’

(4.3.64)

ce qui veut dire que la probabilité est intéressante si h?? < hiait,

Remarque 4.3.23 On aurait pu utiliser le théoreme 11.5 de [16] pour ma-
jorer, pour tout K > 0 et 0 < r < hg, le membre de droite par
C -
< ( + Cgr™ +1In(= // dzdg) (4.3.65)
h r 1(8C o +D(0,r))

Apres avoir choisi r de la meilleure facon, c¢’est-a-dire apres avoir trouvé r
pour lequel (4.3.65) atteint son minimum, (4.3.65) devient < £ (In 1)%3 /3.
Dans ce cas, compte tenu de la valeur de €, et de h?? < a, I’ estlmatlon ob-
tenue est moins bonne que (4.3.64).

Montrons le dernier fait du théoreme, soit ’asymptotique du volume sym-
plectique : nous avons, grace a (4.3.62)

volp~!(T) = / ARelo(2)dzde ~ cst /2, (4.3.66)
T'a

Le méme calcul montre que si zg est tres proche du bord du pseudospectre
nous avons vol p~(D(zp,t)) = O(t*?). On retrouve alors dans notre cas, par
des calculs explicites, 'exemple 12.1 de [16].

Dans [16], les auteurs ont aussi obtenu une loi de Weyl pres du bord du
pseudospectre. Cependant, si on se ramene a notre situation, nous gagnons
par rapport a [16], Théoreme 12.3, une petite puissance de h. Explicitons :
a un facteur logarithmique preés le membre (4.3.64) est de I'ordre de h'/3/h
(nous avons pris « égal & h*/? fois une puissance de In 1), comparé & (12.15)

de [16] ot k = 3/4 et ay = 1/2, le membre de droite a un facteur logarithme
pres, est de I'ordre de hY/*/h.

Remarquons que le théoreme 4.3.22 n’est intéressant que si \/E/ o't <

al/? c'est-a-dire si €% < «, ou encore en remplacant € par son expression,
si
1 2
() i <, (4.3.67)
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ce qui est conforme aux attentes. En effet puisque P—2z—0@Q) s’écrit aussi (P—
2)(Id+0Q(P—2)71), on aura des valeurs propres que si M ||(P—z)7!| > 1,
M a été défini en (4.3.31). Soit au regard de la proposition 4.3.14, lorsque

1 1/4 052
o> CM\/E(Q)

Comme ¢ est minoré par une puissance de h, il faut donc que

1 o3/2 1.2 2
h > C—M\/E(Oz)l/4 e, cest a dire, si (In E)ﬁ hs < «,

(si Cy est suffisamment grand) qui est plus faible que la condition (4.3.67).

Un dernier constat est que la densité des valeurs propres augmente lorsque
que l'on s’approche a une distance (In %)% hs pres du bord du pseudos-
pectre. En effet, si on se réfere a l'article [16], loin du bord pseudospectre
alors volp~1(D(zp,t)) = O(t?), alors que trés pres du bord nous avons
vol p~H(D(z,t)) = O(t*?), comme démontré apres (4.3.66).

4.3.4 Résolvante apres la perturbation

On suppose aussi dans cette section que § est minoré par une puissance
positive de h. Sous cette condition, € est d’ordre hlnh~t. Soit v > 0 fixé. En
vue de (4.3.56), nous pouvons appliquer le corollaire 4.2.5 : Soit zy dans 2,
donc Im zy ~ a, et soit C' > 0 fixé. Il existe C' < C, et €, C telles que pour
tout 7 < « nous avons avec une probabilité > 1 — fhh pour tout z dans

Dz, C’r)
e <o (S +€>) 1T m

w; sont les zéros de E° . dans D(zy, Cr). On a

c' 1
N(w )<W(TT +é).

On choisit r de telle maniere que r2/a!/? = €. Enfin puisque (P—6Q,—2)"' =
E° — E(E°,)7'E?, on déduit le :
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Théoréme 4.3.24 Soit v > 0 fizé. Soit § vérifiant la condition (4.5.53), de
plus on suppose que d est minoré par une puissance de h. Soit zy dans €,
done Im z ~ . Il eziste C' > 0 tel que si on se donne des constantes positives
C < C, alors il existe C',M > 0 tels que, avec une probabilité > 1 — gh%,
avec v = (v/a hIn k)2 nous avons pour tout z dans D(z, Cr)

1 1
(P—0Qu—2)'| < ——— S
Vhal/ApM 191;[%) |2 — w;(w)|

w; sont les valeurs propres de (P —0Q, — z)~* dans D(zo, Cr). N(w) vérifie
< C'lnh™'.

Application

Dans une rédaction préliminaire, nous avons appliqué les méthodes stan-
dards sur la complétude des vecteurs généralisés (voir [1, 35]), combinées
avec les résultats du troisieme chapitre, et nous pensons avoir démontré le
résultat suivant :

Théoréme 4.3.25 Soit P et (), comme énoncé au chapitre 3, (3.1.17) et
(8.1.22) vérifiant toutes les hypothéses du paragraphe “Asymptotique des
grandes valeurs propres” de l'introduction du chapitre 3 (ellipticité, ensemble
résolvant non vide, 3.1.4, 3.1.10). Ici n = 1, ce qui correspond au cas sca-
laire. Sim —aq — p — % > 0, alors ps, le spectre de P — @), est discret et
I’espace engendré par les vecteurs propres généralisés de P— (@), est complet :

sp(P — Qu) = L2<Sl>‘

Il s’agira pour démontrer ce théoreme de trouver N > 0 tel que p.s. il existe
au moins 5 chemins le long desquels la résolvante (P — Q,, — z)™' ne croit
pas plus vite que |z|V.
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Chapitre 5

Calculs numériques

Nous allons ici montrer des calculs numériques illustrant les résultats du
chapitre 2 et 3.

[llustrons d’abord ceux du chapitre 2. Nous considérons 'opérateur P =
(a + re®)D, dans L*(S'), avec a € C et r > 0, |a| # r, et la perturba-
tion Qu = Y, pez Gik(W){u, ex)e; ot ex = ™ et ajp ~ N(0, (g;01)%). Si
a et r sont choisis de telle sorte que fo% - +iem dr # 0, alors I'hypothese
2.1.1 est clairement vérifiée. De plus lorsque |a| > 7, nous nous trouvons
dans le ler cas de 'hypothese 2.1.1, A est alors un cone symétrique d’angle
inférieur a m. Lorsque |a| < r, nous sommes dans le 2éme cas de 1'hy-
pothese 2.1.1, et A est égal au plan complexe. On considére une discrétisation
((P 4 Quéi,€j))-n<ij<n = Py + Qn de I'opérateur perturbé P + @),. Nous
avons pris une base tronquée de 2N + 1 éléments de (e;). Nous avons

—aN
Py=| "W o (5.0.1)
| TN alN
et Qv = DED, ou D = Diag(0_n,...,0n) et E est une matrice aléatoire
gaussienne (2N + 1) x (2N + 1) centrée réduite. On choisit de poser

, 1
o=k, 00=1,75> 7

Pour le premier cas de I’hypothese 2.1.1, les résultats de la compilation
sont montrés dans la figure 5.1. On observe bien les valeurs propres se répartir
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de facon homogene dans I'image du symbole principal, qui est un cone d’angle
< 7. Pour le deuxieme cas, les résultats sont montrés dans la figure 5.2, on
voit alors que les valeurs propres se distribuent de facon réguliere dans tout
le plan complexe. Ces observations sont naturellement conforme aux attentes.

Nous voulons maintenant vérifier numériquement la loi de Weyl. Nous
nous plagons dans le deuxieme cas, avec I'(0,¢g) = D(0,1). Le volume sym-
plectique se calcul facilement

volp~ 1 (D(0, 1)) = %/0 ' ’f(lx)’da:

Nous allons donc calculer numériquement, pour différentes valeurs de A > 0,
le nombre de valeurs propres dans AD(0, 1), ce qui nous permettra de tra-
cer une courbe, que nous comparerons ensuite a la droite théorique ¥ =
% 0 f(l,)‘dx Nos résultats pour deux exemples sont reportés sur les figures
5.3 et 5.4, ou la droite théorique est en vert. Nous obtenons une tres bonne
coincidence.

Considérons le cas ou P = f(x)D,,, avec f constant par morceaux, f = z;
pour z € [0,z et f = 2z pour x € [xy,x_ = 27[ ol 21 2 sont inclus dans un
demi-plan ouvert (z,zp) > 0. Sans perte de généralité, nous supposons que
Rez; 2 > 0 et que arg 2o > arg 2;.

Nous voulons montrer que la zone d’instabilité spectrale des grandes va-
leurs propres est l'ensemble A = {az; + bze; a,b € R}, qui est un cone
symétrique fermé d’angle strictement plus petit que 7. Pour cela, il suffit de
considérer l'opérateur semiclassique f(x)hD, et montrer que son pseudos-

pectre semiclassique est A. Pour tout z dans l'intérieur de A, nous pouvons

construire un quasimode de f(z)hD, — z : si e, = x4 (z )a+eh Jz, st X4

une troncature & support compact contenant x, et a, = O(h™!) alors

I(f(2)hD, — 2)es]| = O ), les| = 1.

En effet la partie imaginaire de la phase f f( dac présente un changement
de signe en x, du - vers le +.

Siz ¢ A, alors

(fhD, — 2) ‘v = i/ en by T %( Y)dy + vieh o Ty (v) € C
0

_. I8 7y dy
=: Flv+uvier’o 7™
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avec

. 2
i (T _z i (0 _=z_ ] iy 7
pyeh 5 W ok B gt _ 1)—1_/ o Y iy
0
0 z
i = g _
—- (eh Jor Ty _ 1) 1(F1 + FZ)U-

Fy et F, sont des opérateurs a noyaux, de noyaux respectifs ki(z,y) et

ko(z,y). Si z € {—az + bzy; a,b > 0}, alors il existe C' > 0 tel que —% <

Im (z/f) < —C. Donc ¢

2 21 2
||F1|r</ / \klxy\dydmc'/ / SO dyde

< C// (C2m)/h 1))

| F»|| </ / ko (2, y)] dydx<C”/ / e @) dydz

< C// _ —(C27) /h)

et

et
i (0
6% Jor 757 < o~ @2rC)/h

Il en résulte alors que |[(hfD, — 2)7!| = O(1). On procédera de méme pour

z € {az; — bzy; a,b > 0}, pour lequel il existe C' > 0 tel que % <Im(z/f) <
C. On a donc montré que pour tout z ¢ A, alors la résolvante est bornée
par une constante indépendante de h. En clair, A est la zone d’instabilité
spectrale de hfD,. Et donc, sous petite perturbation Q), les grandes valeurs
propres de P + () vont se distribuer dans A.

Si la perturbation ()., est choisie comme au chapitre 2, des calculs prélimi-
naires, nous font penser que 1'on peut adapter les arguments du chapitre 2,
pour montrer que le nombre de valeurs propres de f(z)D, + g(x) + Q., (la
régularité de g importe peu) dans AI'(0,g) CC A est majoré par C'(w) +
C(In A% On s’attend donc a observer numériquement une migration des va-
leurs propres vers les droites 21 2R, qui sont les bords de A. Numériquement,
c’est ce que l'on a vérifié pour f = 2 pour = € [0,7[, et f = 2 + 2i pour
x € [m, 27| : voir la figure 5.6. Nous pensons que si f prend plusieurs valeurs
Zn, incluses dans un demi-plan ouvert (z,2’) > 0, alors les valeurs propres
vont s’accumuler selon les droites z,R. Ainsi contrairement au cas lisse, pour
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le cadre constant par morceaux, les valeurs propres auraient tendance a s’ac-
cumuler selon certaines directions. Pour le cas scalaire, nous avons donné un
candidat pour ces directions, pour le cas matriciel, nous n’avons aucune idée.

Nous allons maintenant vérifier les résultats de chapitre 3, dans le cas
scalaire, avec une perturbation multiplicative. On pose P = (a + re®)Dg,
avec la| < ret Q = Y., a;(w)e; ot e = * et a; ~ N(0,07). Dans
ces conditions, il est facile de voir que A(p,) = C. Soit une discrétisation
((P + Quei, €5)) —n<ij<n = Py + Qn de I'opérateur perturbé P + @,,. Nous
avons

Qo aq an
a_1
Qn =
ai
a_n a_1 Qo

Il est facile d’avoir la discrétisation de Py a partir de (5.0.1) :

—aN®

Py = —r(N —1)

rN® aN¢

On choisit, comme auparavant, de poser o, = |k|™ et oo = 1. On souhaite
vérifier la loi de Weyl pour le domaine I'(0, g) = D(0,1). Le volume symplec-
tique est donné par

volpl(D(O,l))—%/O ' ‘f(iﬂad:c.

On calcule alors numériquement le nombre de valeurs propres dans AD(0, 1)
pour plusieurs valeurs de . Nos résultats sont reportés sur la figure 5.5, pour
a=4, N=1200,a=1,r=29, et 5 =0,55.

Nous donnons le fichier Matlab qui nous a permis de tracer les figures 5.3
et 5.4.
Fichier Matlab :

N=input (’entrez.N.:");
a=input (’entrez.a.:’);
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)

r=input(’entrez.r.:’);
j=input(’entrez.j.:’);
X1=1:1:2xN+1;
X2=2:1:2xN+1;
X3=1:1:2%N;
X1bis=[X1,X2];
X2bis=[X1,X3];
s1=N:1:N;
s2=N+1:1:N;
S=[a.xsl,r.xs2];
B=sparse (Xl1bis, X2bis, S);

N N

rand=randn (2+«N+1,2«N+1);
for 1=1:1:2«N+1;
if 1=N+1 c(1)=1;
else c¢(l)=abs(l-N-1)"(—j);
end;
end;
%
%
T=sparse (X1,X1,c);
Txrand*T;
cigQeig (BHQ)
%
%
t=0:0.001:2x%pi;
f=2.x(abs((atr.x(exp(ixt)))). " (—1));
tr=trapz (t,f);
%
pl=zeros(1,10xN);
for p0=1:1:10xN;
for n=1:1:2xN+1,

if abs(eigQ(n))<=p0, pl(p0)=pl(p0)+1;

else pl(p0)=pl(p0);
end;
end;

end;

pop=1:1:10xN;

h=0:2:10xN;

g=(tr /(2xpi)).xh;

plot (pop,pl, ’«’ h,g);
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F1G. 5.6 — Valeurs propres de f(x)D, + @, f constant par morceaux prenant
les valeurs 2 et 2 + 2:. N = 1000, et 5 = 0, 55.

Nous donnons ici les lignes de codes pour calculer les valeurs propres d’un

discrétisé ((Pe;, €;)r2(s1))

L*(S1)) de f(x)D, avec

Fichier Matlab :

zl=input(’entrez.zl._:
entrez.z2.:
entrez.z3.:
entrez.z4._:

)
)
)
)
entrez.z5.:");
)
)
)
)

)

z2=input
z3=input
z4=input
zb=input
x1l=input
x2=input
x3=input
x4=input

)

)

)

)

)

)

)

PRSPy

entrez._x1._:
entrez.x2.:
entrez.x3.:
entrez.x4.:

fx) =

—N<i,j<N (

ou e; est la base orthonormée usuelle sur

z pour x € [0, 24|

Zo pour x € [xq, xa|
Z3 pour x € [xg, x3]
Z4 poOur x € [xg, 4]
z4 pOUr x € [xy,2m|.
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N=input (’entrez N_:’);

%

%

X1=1:1:2x%N+1;

for n=1:2«N+1;
c(n)=(n—N—-1)*(zl*x1+22(x2—x1 )+
+2z3 % (x3—x2)+z4 *(x4—x3)+2z5*(2xpi—x4));

end;

D=sparse (X1,X1,c);

X2=0:1:2xN;

To=toeplitz (X2,—X2)+diag(ones (1,2«N+1));

To=To."(—1)—diag(ones (1,2xN+1));

%

for n=1:2xN+1,
sx1(n)=exp(ix*(n—N—1)xx1);
sx2 (n)=exp(ix*(n—N—1)*x2);
sx3 (n)=exp(i*(n—N—1)%x3);
sx4 (n)=exp(i*(n—N—1)xx4);

end ;

Txl=sparse (X1,X1,sx1);

Tx2=sparse (X1,X1,sx2);

Tx3=sparse (X1,X1,sx3);

Tx4=sparse (X1,X1,sx4);

dd=N:1:N;

Tn=sparse (X1,X1,dd);

%

F1=Tx1xTox(Tx1."(—1));

F2=Tx2+Tox(Tx2."(—1));

F3=Tx3+Tox(Tx3."(—-1));

F4=Tx4+Tox(Tx4." (—1));

%

F=z1.x(F1-To)+z2.x(F2-F1)+

+2z3 % (F3-F2)+z4 . (F4-F3)+2z5.%(To—F4);

G=TnxF;

=(1/(2xpi)).x(—i.+xG4D);

%P est le discrétisé de 1’ opérateur%

eigP=eig(P);

%

VValeurs propres ezactes$
=(1/21)xx1+(1/22)*(x2—x1)+

(1/23) (x3 x2)+(1/24 )% (x4—x3)+(1/25)*(2xpi—x4 );
2=2xpix(v1"(—1));

V3—1mag(v2)/ real (v2);

x=—4xN:1:4xN;

y=v3.%X;
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%Graphique%
plot (real(eigP) ,imag(eigP),’. ,x,y,’r.");

Pour la figure 1.3, nous avons utilisé ’algorithme suivant

Fichier Matlab :

pl=zeros(1,40),
for p0=1:1:40;
N=p0*50;
for n=1:1:N;
¢(n)=2xsin ((2*pi*n)/N);
end;
X=1:1:N;
X1=2:1:N;
X2=1:1:N-1;
B=sparse (X,X,c);
Bl=sparse (X1,X2,—1*ones (1,N—1) ,N,N);
B2=sparse(X2,X1,ones(1,N-1) N N);
A=B+B1+B2;
A(1,N)=-1; A(N,1)=1;
A=A+zeros (N,N);
QAN (—4) . xrandn (N,N);
eigQ=eig(Q);
for n=1:1:N
if max(abs(real(eigQ(n))) ,abs(imag(eigQ(n))))<1,
pl(p0)=pl(p0)+1;
else pl(p0)=pl(p0);
end;
end;
end;
X0=50:50:40%50;
x=0:1:40%50;
y=0,11111.%x;
plot (X0,pl,’ . 7 ;x,y, 'r. );
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