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et Maciej Zworski pour son accueil chaleureux et ses discussions très utiles
lors de mon séjour à Berkeley.
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dimension 1 69
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Instabilité spectrale

Dans une série de récents papiers, Davies, Trefethen et autres ont montré
que le spectre des opérateurs non-autoadjoints est très instable sous de petites
perturbations et ont introduit la notion de pseudospectre qui donne une
information sur l’ampleur de l’instabilité, [5, 6, 33, 34]. Cette notion s’est
beaucoup développée notamment grâce à l’analyse numérique, où l’on a noté
des différences sensibles, dans certains problèmes non-autoadjoints, entre les
résultats théoriques et numériques. Nous illustrerons ce fait par des exemples
dans la suite.

Le pseudospectre est défini comme l’ensemble des points du plan complexe
où la résolvante est de taille significative. De façon précise, on définit le ǫ-
pseudospectre, σǫ(P ), d’un opérateur P comme l’ensemble

σǫ(P ) :=

{
z ∈ C : ‖(z − P )−1‖ > 1

ǫ

}

avec la convention que ‖(z − P )−1‖ = +∞ si z appartient au spectre de P.
Le ǫ-pseudospectre d’un opérateur normal est trivial puisqu’il s’agit du ǫ-
voisinage du spectre. Cependant, dans le cas non normal, la norme de la
résolvante peut être très grande, même loin du spectre. Une description
équivalente est que z appartient au ǫ-pseudospectre de P si et seulement
si z appartient au spectre d’une perturbation de P, P +B, avec ‖B‖ < ǫ :

σǫ(P ) =
⋃

B∈L(H), ‖B‖<ǫ

σ(P +B).
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Le pseudospectre est donc bien la zone d’instabilité spectrale. Ainsi, si la
résolvante est très grande dans des régions éloignées du spectre, cela va in-
duire une très forte instabilité du spectre sous de petites perturbations. On
comprend dès lors avec ce point de vue, l’intérêt du pseudospectre lorsque
l’on cherche à déterminer numériquement les valeurs propres d’un opérateur.
En effet, un calcul numérique ne nous donnera que des valeurs propres ap-
prochées (aussi appelées quasimodes) à cause de la discrétisation et des
inévitables erreurs d’arrondis.

Donnons deux exemples sur les différences entre les résultats numériques
et théoriques dans le cas de la discrétisation des opérateurs non-autoadjoints.
Pour l’oscillateur harmonique non-autoadjoint (qui a un spectre discret situé
sur une ligne droite passant par l’origine), Zworski, en suivant Davies [5],
a observé numériquement que les petites valeurs correspondent aux valeurs
exactes, alors que les grandes valeurs propres bifurquent de manière régulière
avec un angle constant [40]. Plus étrange encore, avec le cas constant par
morceaux : considérons sur L2(S1) l’opérateur non-autoadjoint

P = f(x)Dx,
1

i

∂

∂x
,

avec f constant par morceaux, non réelle et ne s’annulant pas. On suppose
que

∫
S1

1
f(x)

dx 6= 0, et que l’image de f, c’est à dire un ensemble fini de points,

est inclus dans un demi-plan ouvert 〈z, z0〉 > 0. Un rapide calcul nous montre
que le spectre de P est discret, et donné par

σ(P ) = {n〈 1

f
〉−1, n ∈ Z}, 〈u〉 =

1

2π

∫ 2π

0

u(x)dx.

Le spectre est donc situé sur une droite du plan complexe passant par l’ori-
gine. Nous pouvons maintenant essayer de trouver les mêmes valeurs propres
numériquement. Nous procédons directement en utilisant Matlab c©, et une
discrétisation de P donnée par la matrice

A =
(
〈Pei, ej〉L2(S1)

)
−N≤i,j≤N

où ej est la base orthonormée usuelle sur L2(S1), ek(x) = 1√
2π
eikx. Le résultat
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Fig. 1.1 – Compilation des valeurs propres d’un discrétisé de f(x)Dx. Le
spectre exact est en rouge.

de la compilation est montré dans la figure 1.1 avec comme choix pour f

f(x) =





z1 = 2 − 2i pour x ∈ [0, 0, 5π[
z2 = 2 − i pour x ∈ [0, 5π, π[
z3 = 2 + 3i pour x ∈ [π, 1, 5π[
z4 = 2 + 4i pour x ∈ [1, 5π, 1, 75π[
z5 = 2 + 6i pour x ∈ [1, 75π, 2π[

et N = 1000. Nous voyons cinq bifurcations symétriques (dont le nombre
est égal au cardinal de l’image de f). Ces bifurcations vont s’aligner selon
les droites passant par l’origine et zn. On remarque aussi que les petites va-
leurs propres sont bien situées sur la droite portant le spectre exact, mais ne
correspondent pas aux valeurs propres exactes (figure 1.2), ce qui était pour-
tant le cas pour l’oscillateur harmonique non-autoadjoint. Plus généralement,
d’autres simulations numériques, nous font penser que dans le cas constant
par morceaux, si l’image de f compte n points strictement inclus dans un
demi-plan séparé par une droite passant par l’origine, alors numériquement
nous verrons n bifurcations, comme dans l’exemple ci-dessus.
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Fig. 1.2 – Petites valeurs propres d’un discrétisé de f(x)Dx. Le spectre exact
est en rouge.
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1.2 Perturbation des opérateurs non-autoad-

joints

Soit P un opérateur non-autoadjoint. Une question intéressante est de
comprendre comment, sous une petite perturbation, le spectre va se répartir
dans le pseudospectre. La question est d’autant plus intéressante pour les
opérateurs dont le symbole est analytique, car nous avons une description
explicite du spectre en terme de condition de Bohr-Sommerfeld et qu’une
perturbation va en général détruire l’analyticité de l’opérateur.

Le premier résultat dans cette direction est du à M. Hager [13]. Il concerne
ici la limite semiclassique. Pour le cas semiclassique, on introduit le pseudos-
pectre semiclassique qui se veut pour ce cadre un équivalent du ǫ-pseudospec-
tre dans le cas classique h = 1. Il s’agira en général de l’image du symbole
principal, ôté d’un ensemble de taille “petite”. Pour l’opérateur de Schrödin-
ger P = −h2∆+V (x), Davies [6] a pu construire un quasimode normalisé e+
de P−z, pour tout z dans {ξ2+V (x); ξ ∈ R\{0}, ImV ′(x) 6= 0}, impliquant
‖(P − z)e+‖ = O(h∞). Zworski [39] a alors remarqué que la construction de
Davies était déjà “généralisée” par Hörmander en 1960, l’énoncé plus général
pour les opérateurs pseudodifférentiels étant que, sous une hypothèse de posi-
tivité sur le crochet de Poisson 1

2i
{p, p̄}(ρ), il existe un quasimode normalisé

e+ impliquant que l’on ait pour z = p(ρ), ‖(P − z)e+‖ = O(h∞). Dans
[9], Dencker, Sjöstrand et Zworski ont ensuite donné une construction plus
directe et également traité le cas des coefficients analytiques.

Hager a montré, pour un modèle simple hDx + g(x), sur S1, perturbé par
des noyaux oscillants que, sous certaines hypothèses, les valeurs propres se
distribuent selon une loi de Weyl dans l’image du symbole (bien connu dans
le cas autoadjoint)

#(σ(Pδ) ∩ Γ) =
1

2πh
(vol (p−1(Γ)) + o(1)), h→ 0 (1.2.1)

pour une classe naturelle de domaines Γ, à bords lisses, où Pδ = P + δQ,
et δQ est une petite perturbation où Q est une somme de noyaux oscillants.
La preuve fait appel aux techniques BKW, assez lourdes et peu “flexibles”.
Pour pallier le manque de souplesse des techniques BKW, elle a utilisé par
la suite des perturbations aléatoires, rendant certaines démonstrations plus
aisées. Elle a alors traité certaines classes d’opérateurs pseudodifférentiels se-
miclassiques sur R (voir [14]) avec des petites perturbations aléatoires. Elle
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considère l’opérateur Pδ = P +δQω, où P est un opérateur pseudodifférentiel
d’une certaine classe incluant les opérateurs différentiels, et δQω est une pe-
tite perturbation aléatoire de la forme Qωu(x) = qω(x)u(x), où qω est une
combinaison aléatoire de vecteurs propres d’un opérateur autoadjoint auxi-
liaire, avec des coefficients donnés par des variables aléatoires Gaussiennes
indépendantes. Soit un domaine Γ ⊂⊂ C avec un bord lisse, on suppose
que p−1(z) est une collection finie de points pour z dans Γ et pour lequel
{p, p̄}(ρ) 6= 0 si ρ ∈ p−1(Γ). Sous des hypothèses additionnelles, Hager a
montré qu’avec une probabilité qui tend vers 1 lorsque h → 0, le nombre de
valeurs propres de Pδ dans Γ vérifie pour δ = e−ǫ/h,

|#(σ(Pδ) ∩ Γ) − 1

2πh
vol (p−1(Γ))| ≤ C

√
ǫ

h
h→ 0. (1.2.2)

Pour le modèle simple, les domaines vérifient aussi les hypothèses ci-
dessus. Pour la démonstration de ses deux résultats, la méthode repose sur la
construction d’un problème de Grushin grâce à la non-annulation du crochet
de Poisson {p, p̄}, qui réduit ensuite l’analyse spectrale à l’étude des zéros
d’une fonction, ici l’hamiltonien effectif. Il faut ensuite se ramener à l’étude
d’une fonction holomorphe u avec les mêmes zéros. Puis, il s’agit de montrer
qu’avec une probabilité proche de 1 (pour le cas probabiliste bien sûr), nous
avons pour tout z dans Γ une majoration de ln |u| par une fonction sous-
harmonique φ(z)/h, et, que pour chaque z dans Γ, nous avons avec une
probabilité proche de 1 une minoration de ln |u| du type (φ(z) − ǫ)/h, où ǫ
est très petit. On termine ensuite en appliquant un résultat de Hager sur le
comptage des zéros de fonctions holomorphes :

Proposition 1.2.1 Soit Ω ⊂⊂ C, Γ un domaine à bord lisse et φ ∈ C∞(Ω,R).
Soit u une fonction holomorphe dans Ω vérifiant

|u(z;h)| ≤ eφ(z)/h, z ∈ Ω. (1.2.3)

Supposons qu’il existe ǫ̃≪ 1, zk ∈ Ω, k ∈ J tels que

∂Γ ⊂
⋃

k∈J

D(zk,
√
ǫ̃), #J = O(

1√
ǫ̃
), (1.2.4)

|u(zk;h)| ≥ e
1
h
(φ(zk)−ǫ̃), k ∈ J, (1.2.5)

alors

#(u−1(0) ∩ Γ) =
1

2πh

∫∫

Γ

∆φ d(Rez)d(Imz) + O(

√
ǫ̃

h
).
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L’intégrale du laplacien de φ donnera le volume symplectique.

M. Hager, J. Sjöstrand [16] montrent pour une large famille d’opérateurs
h-pseudodifférentiels P sur R

n, mais avec une perturbation différente de [14],
que la loi de Weyl (1.2.2) tient avec une probabilité → 1, quand h→ 0. Ils ont
remplacé la non-annulation du crochet de Poisson {p, p̄}, par une hypothèse
plus faible sur les volumes :

∃κ ∈]0, 1], Vol{ρ ∈ R
2n; |p(ρ) − z|2 ≤ t} = O(tκ)

uniformément pour z dans un voisinage de Γ et 0 ≤ t≪ 1. (1.2.6)

La non-annulation des crochets de Poisson implique que nous avons l’hy-
pothèse (1.2.6) avec κ = 1. Cette hypothèse permettra en outre de traiter
les domaines qui intersectent le bord de l’image du symbole, ce qui n’était
pas le cas dans les deux papiers de Hager puisque sur le bord, le crochet
de Poisson s’annule. La condition sur les crochets ne tenant plus, ils ont
donc, pour la construction du problème de Grushin, instauré une nouvelle
approche, en travaillant avec les opérateurs P ∗P et PP ∗ et leur fonctions
propres. Comme dans [13] et [14], ils sont donc amenés à étudier une fonc-
tion aléatoire holomorphe. Mais, contrairement à [13, 14] où la fonction n’est
autre que l’hamiltonien effectif rendu holomorphe, ici il apparâıt comme le
déterminant d’un opérateur dépendant analytiquement du paramètre spec-
tral. La fonction φ (de 1.2.3) trouvée perd son caractère lisse lorsque z est
sur le bord de l’image du symbole, elle reste néanmoins continue et sous-
harmonique. Pour traiter le cas des domaines intersectant avec le bord, ils
ont donc donné une version de la proposition 1.2.1 avec φ sous-harmonique.
Dans leur cas, la perturbation aléatoire est

Qωu(x) = S
∑

j,k∈N

αj,k(ω)(Tu|fk)ej,

où S, T sont des opérateurs elliptiques h-pseudodifférentiels de norme HS,
αj,k(ω) sont des lois N (0, 1) indépendantes et e0, e1, . . . , f0,, f1, . . . sont des
bases orthonormées dans L2(Rn). Ils ont montré que la classe de la pertur-
bation est invariante par changement de bases. Comme il a été souligné dans
[31], la conclusion de ce résultat est que nous avons la loi de Weyl pour la
“plupart” des opérateurs h-pseudodifférentiels, cependant, puisque la per-
turbation n’est pas multiplicative, l’interprétation n’est plus valable pour les
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Fig. 1.3 – Valeurs propres de A+ δE, pour N = 2000 où E est une matrice
gaussienne centrée réduite et δ = N−4.

opérateurs différentiels. Sjöstrand a donc étudié dans [29] le cas des per-
turbations multiplicatives en dimensions quelconques. Il a en outre amélioré
l’aspect probabilistique, en ne considérant plus exclusivement des variables
gaussiennes (comme dans les précédents résultats), mais des variables à den-
sité.

Terminons avec les opérateurs analytiques. Depuis les travaux de Melin
et Sjöstrand [26], il est bien connu que les valeurs propres des opérateurs
pseudodifférentiels en dimension 2, se répartissent souvent selon un réseau
déformé. Et d’après ce qui précède, sous perturbations aléatoires, elles se dis-
tribuent selon une loi de Weyl. Dans une note [31], Sjöstrand compare ainsi
les deux densités obtenues (aussi, elles sont toutes les deux lisses) et montre
qu’en général elles sont différentes.

Illustrons les résultats sur les lois de Weyl dans le cas semiclassique avec
l’opérateur P dont le symbole est p(x, ξ) = 2 sin(2πx) + 2i sin(2πξ). Pour
2πh = 1/N, P admet la représentation suivante comme une matrice N ×N :
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Fig. 1.4 – Nombre de valeurs propres dans [−1, 1] × [−1, 1] de A + δE en
fonction de N .

ici N = 5

A =




s1 1 −1
−1 s2 1

−1 s3 1
−1 s4 1

1 −1 s5




avec sj = 2 sin 2πj
N
. La compilation des valeurs propres de A+ δE pour N =

2000, avec E une matrice gaussienne centrée réduite et δ = N−4, est illustrée
sur la figure 1.3. On remarque bien que les valeurs propres se répartissent
de façon homogène dans l’image du symbole. Nous voulons vérifier pour le
domaine Γ = [−1, 1] × [−1, 1] si la loi de Weyl est vérifiée numériquement.
Nous allons compter le nombre de valeurs propres dans Γ en fonction de N,
pour N = 50 à 2000 avec un incrément de 50. Grâce au fait que

[
1

12
,

1

12
] ∋ (x, ξ) 7→ (Re z = 2 sin 2πx, Im z = 2 sin 2πξ) ∈ [−1, 1]

est un homéomorphisme de jacobien 16π2(cos(2πx) cos(2πξ)), pour le volume
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symplectique, un calcul montre donc

vol p−1(Γ) =
2

(4π)2
(

∫ 1

−1

dw√
1 − w2/4

)2

=
4

π2
(arcsin

1

2
)2.

La droite, représentant la loi de Weyl, a donc pour équation Y = 4
π2 (arcsin 1

2
)2N

≃ 0, 1111N. On a reporté nos résultats sur la figure 1.4, la droite rouge
représente la courbe théorique.

1.3 Enoncé des résultats

La motivation principale de notre étude est la distribution des grandes
valeurs propres des opérateurs non-autoadjoints. Notre travail se décompose
donc en deux parties. La première concerne la distribution des grandes valeurs
propres. Nous montrons pour deux types d’opérateurs (un modèle simple
et les opérateurs différentiels matriciels) perturbés aléatoirement, que les
grandes valeurs propres se répartissent presque sûrement selon une loi de
Weyl dans le pseudospectre. La seconde résulte d’une observation faite : la
résolvante d’un opérateur s’améliore (dans un sens à préciser) après une per-
turbation aléatoire (on pense que cela reste vrai dans le cas non aléatoire si
la perturbation est assez non-lisse).

Pour démontrer les résultats sur les lois de Weyl, la procédure reste essen-
tiellement la même que [13, 14], c’est à dire la construction d’un problème
de Grushin pour se ramener à l’étude des zéros de l’hamiltonien effectif.
Pour finir, on appliquera la proposition de comptage 1.2.1, puis le lemme de
Borel-Cantelli.

Lois de Weyl presque sûres

Dans un premier chapitre, nous montrons, pour un modèle simple per-
turbé aléatoirement que les grandes valeurs propres se distribuent presque
sûrement selon une loi de Weyl dans l’image du symbole principal classique.
Précisément, nous montrons que le terme principal de la fonction de comp-
tage des valeurs propres dans des cônes dilatés du pseudospectre est égal au
volume symplectique du cône correspondant. Ce premier chapitre traite d’un
cas particulier introductif. Nous avons aussi pu vérifier numériquement pour

18



ce modèle la loi de Weyl. Il est remarquable de voir que les valeurs propres
se répartissent de façon homogène dans l’image du symbole : on observe un
nuage de points. Nous avons pu dans un cas, tracer la courbe de la fonction
de comptage et vérifier qu’elle était très proche de la courbe théorique.

Nous considérons l’opérateur non-autoadjoint dans L2(S1)

P = f(x)Dx + g(x), Dx =
1

i

∂

∂x
, D(P ) = H1(S1),

avec f : S1 → C \ {0} et g : S1 → C deux fonctions C∞, et où f satisfait∫ 2π

0
1

f(x)
dx 6= 0. Nous supposons :

Hypothèse 1.3.1 On se place dans un des deux cas suivants :
1er cas : f prend ses valeurs dans un secteur d’angle d’ouverture inférieur à
π et différent de 0. On suppose aussi que arg f admet seulement deux points
critiques a, b ∈ S1 :

arg f(a) ≤ arg f(x) ≤ arg f(b), ∀x ∈ S1.

2ème cas : arg f est strictement croissante, avec arg f(x+2π) = arg f(x)+2π.

Le symbole principal classique est p(x, ξ) = f(x)ξ, (x, ξ) ∈ T ∗(S1). Soit
les ensembles

Σ = {f(x)ξ; x ∈ S1, ξ ∈ R},

Λ = {z ∈ Σ \ {0}; si z = f(x)ξ alors
d

dx
arg f(x) 6= 0}.

Nous avons clairement Λ = Σ. Dans le premier cas, Λ est un cône d’angle
< π, et dans le second cas Λ = C. Le spectre de P, σ(P ), est discret et porté
par une droite du plan complexe. Les grandes valeurs propres appartiennent
à Λ.

Soit (M,A,P) un espace de probabilité. La perturbation aléatoire sera
de la forme :

Qω(u) =
∑

j,k∈Z

aj,k(ω)〈u, ek〉ej, u ∈ L2(S1),

où ek est la base orthonormée usuelle de L2(S1) donnée par ek(x) = eikx,
et aj,k des variables aléatoires complexes. Nous adoptons les hypothèses sui-
vantes pour les variables aléatoires :
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Hypothèse 1.3.2 Les aj,k sont des variables aléatoires complexes indépendan-
tes de loi N (0, σ2

j,k). On demande aussi que σj,k = σjσk et qu’il existe ρ > 1

et C̃ > 0 tels que
1

C̃
〈j〉−ρ ≤ σ2

j ≤ C̃〈j〉−ρ.

Dans ces conditions, le spectre de l’opérateur P + Qω est presque sûrement
discret dans C et constitué de valeurs propres de multiplicité algébrique finie.

Soient θ1, θ2 ∈ R, 0 < θ2 − θ1 < π, g, h ∈ C1([θ1, θ2], [0,+∞[) vérifiant
h < g. Introduisons l’ensemble

Γθ1,θ2(h, g) = {reiθ, θ1 ≤ θ ≤ θ2, h(θ) ≤ r ≤ g(θ)}.

Dans le cas 1, on imposera arg f(a) < θ1 et θ2 < arg f(b). Pour θ1, θ2 fixés,
on écrira parfois Γ(h, g) à la place Γθ1,θ2(h, g).

Nous considérons la distribution des valeurs propres de P +Qω dans les
dilatés d’un profil conique de la forme Γ(0, g) ⊂⊂ Λ, avec g > 0.

Théorème 1.3.3 Il existe C1 > 0, 1
4
> δ > 0 tels qu’il existe M̃ ⊂ M avec

P(M̃) = 1 pour lequel le nombre de valeurs propres, N(P +Qω, λΓ(0, g)), de
P +Qω dans λΓ(0, g) vérifie

∀λ ≥ 0

|N(P +Qω, λΓ(0, g) − 1

2π
vol p−1(λΓ(0, g))| ≤ C(ω) + C1λ

1−δ,

les valeurs propres étant comptées selon leur multiplicité algébrique.

Dans un second chapitre, nous généralisons au cas des systèmes différentiels
les résultats de M. Hager, c’est-à-dire que nous montrons, dans le cas semi-
classique, que les valeurs propres se distribuent avec une probabilité qui tend
vers 1 lorsque h → 0, selon une loi de Weyl dans le pseudospectre. Puis,
après une réduction semiclassique et les arguments développés dans le cha-
pitre précédent, nous montrons l’asymptotique presque sûre pour le cas des
systèmes différentiels. La perturbation aléatoire utilisée, pour ce chapitre,
est un opérateur différentiel de rang inférieur, ce qui inclut naturellement les
perturbations aléatoires multiplicatives.
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Asymptotique semiclassique. Nous considérons l’opérateur différentiel
non-autoadjoint dans L2(S1,Cn)

P (h) =
∑

α≤m

Aα(x;h)(hDx)
α, h ∈ (0, 1], Dx =

1

i

∂

∂x
, (1.3.1)

muni du domaine

Hm
sc(S

1,Cn) := {u ∈ L2(S1,Cn); ‖u‖2
m,h =

∑

α≤m

‖(hDx)
αu‖2 <∞}.

Aα ∈ C∞(S1,Cn×n) admet la repésentation asymptotique dans C∞(S1),

Aα(x) ∼ Aα,0(x) + hAα,1(x) + h2Aα,2(x) + . . . , h→ 0. (1.3.2)

Le symbole principal semiclassique de P est donné par

p(x, ξ) :=
∑

α≤m

Aα,0(x)ξ
α, (x, ξ) ∈ T ∗S1. (1.3.3)

Nous supposons que P est elliptique (au sens où detAm,0 ne s’annule
pas), et que P − z : D(P ) → L2(S1) est bijectif pour au moins une valeur
de z ∈ C. Alors pour h assez petit le spectre de P est discret dans C. Nous
notons l’ensemble des valeurs propres du symbole principal p par

Σ(p) =
⋃

(x,ξ)∈T ∗S1

σ(p(x, ξ)), σ(p(x, ξ)) = spectre de p(x, ξ). (1.3.4)

Pour z fixé, qz(x, ξ) := det(p(x, ξ) − z). Nous définissons l’ensemble

Φ = {z ∈ Σ : ∃(x, ξ) ∈ T ∗S1 avec z ∈ σ(p(x, ξ)) et {qz, q̄z}(x, ξ) = 0}.
(1.3.5)

Nous notons Λ(p) := Σ \ Φ, c’est un ensemble ouvert.

Nous considérons une perturbation aléatoire Qω définie sur l’espace de
probabilité (M,A,P). Qω est un opérateur différentiel d’ordre inférieur à P
de L2(S1) dans lui-même, de domaine dense,

Qω =
∑

α0≤α≤α1

Qα(x;h)(hDx)
α, 0 ≤ α0 ≤ α1 ≤ m− 1. (1.3.6)

Qα est une matrice n×n où chaque élément est une série de Fourier aléatoire,

Qi,j
α (x) =

∑

k∈Z

qi,j
α,k

eikx

√
2π
. (1.3.7)
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Hypothèse 1.3.4 Les coefficients de Fourier qi,j
α,k sont des variables aléatoires

(pour faire court v.a.) complexes indépendantes de loi N (0, (σi,j
α,k)

2). La va-
riance peut dépendre de h. Ici, pour tout i, j, et α

σi,j
α,k ≤ C̃〈k〉−ρ, (1.3.8)

et pour α = α1,

σi,j
α1,k ≥ 1

C̃
〈k〉−ρ, (1.3.9)

où les constantes C̃ > 0 et ρ > 1 sont indépendantes de α, i, j et k, et où on
utilise la notation standard 〈k〉 = (1 + |k|2) 1

2 .

On rappelle que X ∼ N (m, 0), avec m ∈ C, si sa densité est δ(z−m)(masse
de Dirac en z = m). Sous ces conditions, Qω est presque sûrement (p.s.)
borné comme opérateur de Hm

sc dans L2, et pour chaque α, i, j, Qi,j
α (x) repré-

sente p.s. une fonction continue. Nous avons pour tout z ∈ Λ(p), q−1
z (0) =

{ρj
+(z), ρj

−(z), j = 1, . . . , β(z)} où β(z) < ∞ est localement constant, et
± 1

2i
{qz, q̄z}(ρ±) > 0.

Hypothèse 1.3.5 Soit Ω ⊂ Λ(p) et connexe. On demande que pour tout
z ∈ Ω,

ρj
±(z) = (xj(z), ξj

±(z)), xj 6= xk, j 6= k. (1.3.10)

et que ξj
+ 6= 0 pour tout j.

Pour (x, ξ) ∈ T ∗S1 et Γ ⊂ C donné, nous désignons le nombre de valeurs
propres de p(x, ξ) dans Γ par

mΓ(x, ξ) := #(σ(p(x, ξ)) ∩ Γ). (1.3.11)

Théorème 1.3.6 Supposons admis les hypothèses 1.3.4 et 1.3.5. Soit Γ ⊂⊂
Ω un ouvert à bord C2 par morceaux, et ǫ > 0, N0 > 0. Soit β la valeur
constante de β(z) sur la composante connexe de Λ(P ) contenant Ω. Alors il
existe une constante positive C telle que pour tout

hN0 < δ ≪ h(ρ+ǫ+ 1
4
)β+1, (1.3.12)

le nombre N(P − δQ,Γ) de valeurs propres de P − δQ dans Γ satisfait

|N(P − δQ,Γ) − 1

2πh

∫∫
mΓ(x, ξ) dxdξ| ≤ C

√
h ln(1

δ
)

h
,
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avec une probabilité

≥ 1 − C
h2ǫ

√
h lnh−1

.

La probabilité est intéressante si ǫ ≥ 1
4
.

Notons que lorsque α1 = α0 = 0, nous nous trouvons dans la situation
d’une perturbation multiplicative aléatoire. Nous donnerons aussi dans le
chapitre 3 une version de ce théorème pour une famille G de domaines Γ
dans Ω.

Asymptotique haute fréquence. Donnons maintenant la version haute-
fréquence de ce qui précède. Soit l’opérateur différentiel non-autoadjoint dans
L2(S1,Cn)

P =
∑

α≤m

Aα(x)Dα
x , Aα(x) ∈ C∞(S1). (1.3.13)

Le domaine de définition est l’espace de Sobolev Hm(S1,Cn). On impose
comme précédemment une hypothèse d’ellipticité, detAm(x) 6= 0 pour x ∈
S1, et nous demandons que P − z soit bijectif pour au moins une valeur de
z. Nous trouvons alors que le spectre de P est discret dans C. Le symbole
principal classique de P est pm(x, ξ) := Am(x)ξm. Nous désignons par Σ(pm)
l’ensemble des valeurs propres de pm,

Σ(pm) =
⋃

(x,ξ)∈T ∗S1

σ(pm(x, ξ)). (1.3.14)

Pour z donné, on écrit qm,z(x, ξ) = det(pm(x, ξ) − z). Nous introduisons
ensuite l’ensemble

Φ = {z ∈ Σ, ∃(x, ξ) ∈ T ∗S1 avec z ∈ σ(pm(x, ξ)) et {qm,z, q̄m,z}(x, ξ) = 0}.
(1.3.15)

Notons Λ(pm) := Σ\Φ, c’est un cône ouvert qui ne contient pas l’origine.
La perturbation aléatoire sera de la forme

Qω =
∑

α0≤α≤α1

Qα(x)Dα
x , 0 ≤ α0 ≤ α1 ≤ m− 1, (1.3.16)

où chaque Qij
α est une série de Fourier aléatoire dont les coefficients qi,j

α,k

vérifient l’hypothèse 1.3.4. Dans ces conditions P −Qw est p.s. un opérateur
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de Fredholm d’indice zéro avec un spectre discret.

Comme pour le cas modèle, nous sommes intéressés par la distribution
des grandes valeurs propres de P − Qω dans les dilatés d’un profil conique
inclus dans Λ(pm). Soit Ω, un cône ouvert connexe dans Λ(pm).

Pour tout z ∈ Λ(pm), q−1
m,z(0) = {ρj

+(z), ρj
−(z), j = 1, . . . , β(z)} avec

± 1
2i
{qm,z, q̄m,z}(ρ±) > 0, où β(z) < ∞ est constant sur chaque composante

connexe de Λ(pm). On fait alors l’hypothèse suivante :

Hypothèse 1.3.7 On demande que pour tout z ∈ Ω,

ρj
±(z) = (xj(z), ξj

±(z)), xj 6= xk, j 6= k. (1.3.17)

Cette hypothèse n’est d’ailleurs vérifiée que si le degré de P est pair. En
particulier, nous avons ξ+ = −ξ−.

Soit θ0
1 et θ0

2 tel que Λ(pm) ⊃ Ω = {reiθ; r > 0, θ0
1 < θ < θ0

2}. Prenons
θ1, θ2 ∈]θ0

1, θ
0
2[, avec θ1 ≤ θ2, et g, h ∈ C2([θ1, θ2],R+) satisfaisant h < g. Nous

introduisons alors l’ensemble

Ω ⊃⊃ Γθ1,θ2(h, g) := {reiθ, θ1 ≤ θ ≤ θ2, h(θ) ≤ r ≤ g(θ)}. (1.3.18)

Pour θ1, θ2 fixés on écrira parfois Γ(h, g) à la place Γθ1,θ2(h, g). Nous notons
pour tout (x, ξ) ∈ T ∗S1 et Γ ⊂ C, mΓ(x, ξ) := #(σ(pm(x, ξ)) ∩ Γ).

Théorème 1.3.8 Soit Ω un cône connexe dans Λ(pm). On suppose que l’hy-
pothèse 1.3.7 est vérifiée et que m− α1 − ρ− 3

4
> 0. Il existe alors C̃ > 0 et

M̃ ⊂ M avec P(M̃) = 1 tels que ∀ω ∈ M̃, le nombre N(P −Qω, λΓ(0, g)) de
valeurs propres de P −Qω dans λΓ(0, g) ⊂⊂ Ω satisfait

∀λ ≥ 0,

|N(P −Qω, λΓ(0, g)) − 1

2π

∫∫
mλΓ(0,g)(x, ξ) dxdξ| ≤ C(ω) + C̃λ1/(2m)

√
lnλ.

Un exemple intéressant à traiter serait le cas des variables de Bernoulli
dans la série de Fourier aléatoire (1.3.7), qi,j

α,k = σi,j
α,kX

i,j
α,k, où X i,j

α,k sont des
variables aléatoires indépendantes vérifiant

P(X i,j
α,k = 1) =

1

2
, P(X i,j

α,k = −1) =
1

2
(1.3.19)

et σi,j
α,k satisfaisant les conditions (1.3.8) et (1.3.9). Dans cette situation, si le

théorème 1.3.8 est vrai, alors pour toutes variables aléatoires indépendantes
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de la forme qi,j
α,k = σi,k

α,kX
i,j
α,k, où X i,j

α,k est une variable symétrique (c’est-à-dire
que X et −X ont la même loi) centrée à densité, le théorème 1.3.8 serait
aussi vérifié. Cela résulte de la propriété que si X et E sont des variables
indépendantes, avec X symétrique et E une variable de Bernoulli vérifiant
(1.3.19), alorsX et EX ont la même loi. On ne peut malheureusement inclure
toutes les variables symétriques, à cause de (1.3.9). Il est en effet important
que p.s. X i,j

α,k 6= 0.
Ici, nous nous sommes bornés au cas de la variété la plus simple, le cercle,

pour lequel les méthodes microlocales sont “simples” par rapport aux autres
variétés. En effet localement, on peut se ramener à R, en identifiant les inter-
valles de S1 à des intervalles de R. Il serait intéressant de généraliser les lois de
Weyl presque sûres au cas des variétés compactes de dimension quelconque.

Il est aussi naturel de se poser la question connexe : Que pouvons-nous
dire pour les opérateurs avec des coefficients non réguliers ? Cette question
est d’autant plus motivée par le cas autoadjoint : V. Ivrii, L. Zielinski [22,
23, 36, 37] ont montré que la loi de Weyl restait en général vérifiée pour des
coefficients moins réguliers que C∞.

Bornes de la résolvante près du bord de l’image du symbole

Et, dans un chapitre suivant, partant d’un travail de M. Hager et J.
Sjöstrand, nous donnons une majoration de la norme de la résolvante pour des
opérateurs h-pseudodifférentiels perturbés aléatoirement, et nous montrons
que celle-ci est meilleure par rapport aux estimations standard que l’on peut
obtenir quand il n’y a pas de perturbation. En dimension 1, on montre même
une borne polynomiale quand on se situe à l’intérieur du pseudospectre.
Cependant les résultats généraux ne nous ont pas permis de déduire une telle
borne près du bord du pseudospectre. Motivés par un problème d’évolution
avec déformation de contour, nous avons donc commencé par regarder sur
un modèle simple, le comportement de la résolvante près du bord et nous
avons montré la borne polynomiale. Cette étude nous a amené à donner une
estimation de la résolvante près du bord dans le cas non perturbatif.

Cas général. Soit m ≥ 1 une fonction d’ordre sur R
2n dans le sens

m(ρ) ≤ C0〈ρ− µ〉N0m(µ), ρ, µ ∈ R
2n,

pour des constantes positives fixées C0, N0 ou 〈ρ〉 =
√

1 + |ρ|2.
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Soit

S(R2n,m) = {a ∈ C∞(R2n); |∂α
ρ a(ρ)| ≤ Cαm(ρ), ρ ∈ R

2n, α ∈ N
2n}.
(1.3.20)

Posons

P (ρ;h) ∼ p(ρ) + hp1(ρ) + . . . dans S(R2n,m). (1.3.21)

On garde la notation P pour son h-quantifié de Weyl, P = Pw(x, hDx;h).
Nous fixons a ∈ S(m) elliptique (dans le sens où a ∈ S(m−1)), puis nous
définissons l’espace de fonction

H(m) := {u ∈ S ′(Rn), aw(x, hDx;h)u ∈ L2(Rn)}, (1.3.22)

pour h assez petit. P est muni du domaine H(m).
Nous supposons que p − z est elliptique pour au moins une valeur de

z ∈ C. Soit Σ = p(R2n) = p(R2n) ∪ Σ∞, où Σ∞ est l’ensemble des points
d’accumulation à l’infini de p. Soit Ω ⊂⊂ C \ Σ∞ un ouvert simplement
connexe avec Ω 6⊂ Σ. Dès lors, pour h > 0 assez petit, le spectre σ(P ) de P
est discret dans Ω.

Proposition 1.3.9 Pour tout ouvert Ω̃ ⊂⊂ Ω, nous avons

‖(P − z)−1‖ ≤ exp

(
CΩh

−n ln
1

g

)
, z ∈ Ω̃ \

⋃

zj∈σ(P )

D(zj, g), (1.3.23)

pour tout g > 0 positif et assez petit.

Soit 0 < m̃, m̂ ≤ 1 deux fonctions d’ordre, carrés intégrables, dont une est
intégrable, et S̃ ∈ S(m̃), Ŝ ∈ S(m̂) deux symboles elliptiques. Prenons aussi
ẽ1, ẽ2, . . . , et ê1, ê2, . . . , deux bases orthonormales de L2(Rn). La perturbation
aléatoire utilisée dans [16] est de la forme −δQω, où 0 < δ ≪ 1,

Qω = Ŝ ◦
∑

j,k

αj,k(ω)êj ẽ
∗
k ◦ S̃, (1.3.24)

où αj,k sont des variables aléatoires complexes indépendantes de loi N (0, 1).
Soit Vz(t) = Vol{ρ ∈ R

2n, |p(ρ) − z|2 < t}. Pour κ ∈]0, 1], et z ∈ Ω nous
considérons

Vz(t) = O(tκ) et 0 ≤ t≪ 1. (1.3.25)
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Théorème 1.3.10 Soit Γ ⊂⊂ Ω un ouvert à bord lisse. On suppose que
(1.3.25) est vérifié uniformément pour z dans un voisinage de Γ. Si δ satisfait

la condition 0 < δ ≪ h3n+1/2, alors il existe C̃ ≫ 1, et C1, C2 positives telles
que si on se donne C > 0 il existe C0 > 0 telle que, avec une probabilité

≥ 1 − C1

h(ln 1
δ
)1/κ

δ
eChκ−n − 1

C̃h(ln 1
δ
)1/κ

e−C2h−2n

, (1.3.26)

pour tout z dans Γ nous avons

‖(P − δQω − z)−1‖ ≤ 1

C0

hκ−n− 1
2 δ−C0hκ−n

∏

1≤j≤N(ω)

1

|z − wj(ω)| , (1.3.27)

où wj(ω) sont les valeurs propres de P − δQw dans D(z, Ch
1
2 (ln 1

δ
)

1
2κ ), N(ω)

vérifiant l’estimation ≤ C0 h
κ−n ln 1

δ
.

Corollaire 1.3.11 On suppose que n = 1. Soit Γ ⊂⊂ Ω un ouvert à bord
lisse. On suppose que (1.3.25) est vérifiée uniformément pour z dans un voi-
sinage de Γ, avec κ = 1. Si 0 < δ ≪ h3n+1/2, alors il existe des constantes
C̃ ≫ 1 et C1, C2 positives telles que si on se donne C > 0 il existe C0 > 0 tel
que avec une probabilité

≥ 1 − C1

h ln 1
δ

δ
eC − 1

C̃h ln 1
δ

e−C2h−2

, (1.3.28)

nous avons pour tout z dans Γ

‖(P − δQω − z)−1‖ ≤ 1

C0h1/2δC0

∏

1≤j≤N(ω)

1

|z − wj(ω)| .

où wj(ω) sont les valeurs propres de P − δQw dans D(z0, Cr), avec r =
(h ln δ−1)1/2, N(ω) vérifiant la majoration N(ω) ≤ C0 ln δ−1.

Ainsi, par rapport à la proposition 1.3.9, on gagne une petite puissance de
h dans le théorème 1.3.10. Comme conséquence, en dimension 1, nous avons
une borne polynomiale lorsque κ = 1, ce qui se produit fréquemment lorsque
le paramètre spectral est dans l’intérieur de l’image de symbole. Sur le bord,
on ne peut pas déduire une telle borne puisque κ < 1. On espère cependant
qu’en dimension 1, nous avons toujours une borne polynomiale sur le bord.
Ainsi, pour débuter nous avons étudié le comportement de la résolvante près
du bord pour un opérateur modèle.
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Cas d’un opérateur modèle. Nous considérons l’opérateur modèle non-
autoadjoint, étudié par M. Hager [13], dans L2(S1) :

P = hDx + g(x), h ∈ (0, 1], Dx =
1

i

∂

∂x
.

muni du domaine H1
sc(S

1) := {u ∈ L2(S1); ‖u‖ + ‖hDxu‖ < +∞}. Nous
imposons :

Hypothèse 1.3.12 Im g′ 6= 0, sauf en deux points critiques de S1, a et b,
tels que pour tout point x du cercle,

Img(a) ≤ Im g(x) ≤ Im g(b).

Nous imposons Im g′′(a) > 0, c’est-à-dire que p est de type fini d’ordre 2
au sens de [9], sur la partie de ∂Σ donnée par Im z = Im g(a), où Σ =
{Im g(a) ≤ Im z ≤ Im g(b)}.

Pour simplifier, nous avons pris a = 0, Im g(a) = 0 et Im g(b) > 1. Le spectre

est discret et porté par la droite d’équation Im z = 1
2π

∫ 2π

0
Im g(x)dx.

Comme on l’a dit auparavant, notre motivation est d’avoir une borne
polynomiale près du bord pour la résolvante dans le cas perturbatif. Il est
d’abord naturel de voir ce qui se passe dans le cas non perturbatif, puisque
cela n’a jamais été fait. Nous savons (théorème 1.4 de [9]) que si z0 ∈ ∂Σ
alors pour tout z ∈ D(z0, h

2/3/C) nous avons ‖(P − z)−1‖ ≤ Ch−2/3. Nous
avons pu étendre ce résultat :

Proposition 1.3.13 Soit P = hDx+g(x) comme ci-dessus. Soit K un com-
pact connexe inclus dans Σ, disjoint et situé en dessous de la droite contenant
le spectre. Nous avons les assertions suivantes :
i) ([9]) Il existe C̃ > 0 et C > 0 tels que

∀z ∈ K avec Im z < h2/3/C, ‖(P − z)−1‖ ≤ C̃h−2/3.

ii) Soit C̃ > 0 fixé. Il existe C > 0 tel que pour tout z de K, vérifiant
Im z > h2/3/C, nous avons

‖(P − z)−1‖ ≤ 1√
h (Im z)1/4

O(1)eC
(Im z)3/2

h .
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Nous considérons la perturbation aléatoire Qω définie sur l’espace de pro-
babilité (M,A,P)

Qωu =
∑

j,k

aj,k(ω)〈u, ej〉ek, (1.3.29)

où ek est la base orthonormée usuelle de L2(S1), ek(x) = 1√
2π
eikx, k ∈ Z et

les variables aléatoires aj,k sont indépendantes et de loi N (0, σj,k). De plus,
on demande que σj,k = σjσk, et qu’il existe ρ > 1 et C̃ > 0 tels que

1

C̃
〈j〉−ρ ≤ σ2

j ≤ C̃〈j〉−ρ.

Sous les hypothèses ci-dessus, nous avons la probabilité que Qω soit large
pour la norme Hilbert-Schmidt :

P(‖Q‖HS ≥ lnh−1) ≤ C exp(−(lnh−1)2/C).

Puisque (P − z)−1 < h−2/3, Im z < h2/3/C̃, alors si Im z < h2/3, et
δ < h2/3+σ, avec probabilité ≥ 1 − C exp(−(lnh−1)2/C, nous avons

(P − δQω − z)−1 = (Id− δQω(P − z)−1)−1(P − z)−1

= O(h−2/3)

Il suffira alors de considérer pour notre étude le cas où h2/3 < Im z < 1.
Nous allons donc restreindre le paramètre z à un domaine Γα, dépendant de
h inclus dans la bande {h2/3 < Im z < 1} : z0 est fixé, α est un paramètre

compris entre h2/3 et 1
2π

∫ 2π

0
Im g(x)dx

Γα = {z = x+ iy, |x− x0| ≤ C, c1 ≤
|y|
α

≤ c2},

où C > 0 et 1 > c1,2 > 0 sont des constantes indépendantes de α.

Théorème 1.3.14 Soit γ > 0 fixé. Soit δ minoré par une puissance de h et
vérifiant la condition

δ ≪
√
hα1/4h2ρ

(lnh−1)3
, (1.3.30)

Soit z0 dans Γα, donc Im z0 ≃ α. Il existe Ĉ > 0 tel que si on se donne
des constantes positives C̃ < C, alors il existe C ′,M > 0 tels que, avec une
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probabilité ≥ 1 − Ĉ
r
h2γ, avec r = (

√
αh lnh−1)1/2, nous avons pour tout z

dans D(z0, C̃r)

|(P − δQω − z)−1| ≤ 1√
hα1/4hM

∏

1≤j≤N(ω)

1

|z − wj(ω)| ,

wj sont les valeurs propres de (P − δQω − z)−1 dans D(z0, Cr). N(ω) vérifie
≤ C ′ lnh−1.

On espère qu’un tel résultat peut se maintenir pour des opérateurs plus
généraux. Au passage, la démonstration de ce théorème, nous a permis d’avoir
le résultat suivant qui améliore légèrement un théorème d’Hager, Sjöstrand
(théorème 12.3 [16]) :

Théorème 1.3.15 Soit γ > 0 fixé. Soit Γα comme au-dessus. Si δ est mi-
noré par une puissance de h et vérifie la condition (1.3.30), alors il existe
C, C̃ > 0 tels que le nombre N(Pδ,Γα) de valeurs propres de Pδ dans Γα

vérifie pour tout 0 < r ≪ α

|N(Pδ,Γα) − 1

2πh
vol (p−1(Γα))| ≤ C

h
(
r

α1/2
+
ǫ̃

r
) (1.3.31)

où ǫ̃ = Cρh ln(hδ)−1, avec probabilité

≥ 1 − C̃

r
h2γ.

Le choix du paramètre r optimal dans (1.3.31), c’est à dire lorsque r 7→
r

α1/2 + ǫ̃
r

est minimal, est r = ǫ̃1/2α1/4; ce qui entrâıne que (1.3.31) devient

≤
√

ǫ̃
α1/4h

. De plus, puisque vol (p−1(Γα)) ≍ cstα1/2, le théorème 1.3.15 n’est

intéressant que si
√
ǫ̃/α1/4 ≪ vol (p−1(Γα)) = Cα1/2, c’est-à-dire si ǫ̃2/3 ≪ α,

ou encore en remplaçant ǫ̃ par son expression, si

(ln
1

δh
)

2
3 h

2
3 ≪ α. (1.3.32)

Calculs numériques. Finalement dans un dernier chapitre, nous avons
illustré nos résultats par des calculs numériques. Nous verrons, pour les
exemples traités, que nous obtenons une bonne cöıncidence avec les résultats
théoriques ; il est surprenant de voir que l’asymptotique de Weyl est vérifiée
numériquement dans des régions où les erreurs numériques dominent. De
plus, nous donnons les codes Matlab, qui nous ont permis d’avoir les figures
1.1 et 1.4.
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Chapitre 2

Asymptotique spectrale
presque sûre d’un opérateur
différentiel non autoadjoint

2.1 Introduction

Considérons l’opérateur non-autoadjoint dans L2(S1)

P = f(x)Dx + g(x), Dx =
1

i

∂

∂x
, D(P ) = H1(S1),

avec f : S1 → C \ {0} et g : S1 → C deux fonctions C∞. On imposera en
outre ∫ 2π

0

1

f(x)
dx 6= 0.

Hypothèse 2.1.1 On se place dans l’un des deux cas suivants :
1er cas : f prend ses valeurs dans un secteur d’angle d’ouverture inférieur à
π et différent de 0. On suppose aussi que arg f admet seulement deux points
critiques a, b ∈ S1 :

arg f(a) ≤ arg f(x) ≤ arg f(b), ∀x ∈ S1.

2eme cas : arg f est strictement croissante, avec arg f(x+2π) = arg f(x)+2π.

Introduisons le symbole p(x, ξ) = f(x)ξ, (x, ξ) ∈ T ∗(S1) et les ensembles

Σ = {f(x)ξ; x ∈ S1, ξ ∈ R},

Λ = {z ∈ Σ \ {0}; si z = f(x)ξ alors
d

dx
arg f(x) 6= 0}.
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Le spectre de P, noté de σ(P ), est l’ensemble des points où la résolvante
n’existe pas. σ(P ) est discret et les grandes valeurs propres appartiennent à
Λ. En adoptant la convention que ‖(P − λ)−1‖ = ∞ si λ est dans le spectre,
nous avons le résultat suivant qui sera démontré plus loin.

Proposition 2.1.2 Soit z ∈ Λ et λ > 0 alors ‖(P ±λz)−1‖ tend vers l’infini
plus vite que n’importe quelle puissance de λ quand λ→ +∞.

Proposition 2.1.3 Σ′ un voisinage conique de Σ, alors il existe C > 0 si
z 6∈ Σ′ ∪D(0, C)

z 6∈ σ(P ), ‖(P − z)−1‖ ≤ C

|z| .

Cela se démontre facilement en regardant P − z comme un opérateur ellip-
tique à grand paramètre.

Soit (M,A,P) un espace de probabilité. On définit ensuite sur cet espace
une application

M ∋ ω 7→ Qω,

où Qω est un opérateur de L2(S1) dans lui-même, de domaine dense. Choi-
sissons pour u ∈ L2(S1)

Qω(u) =
∑

j,k∈Z

aj,k(ω)〈u, ek〉 ej,

où ek est la base orthonormée de L2(S1) donnée par ek(x) = eikx, et aj,k des
variables aléatoires complexes. Adoptons les hypothèses suivantes :

Hypothèse 2.1.4 Les aj,k sont des variables aléatoires complexes indépendan-
tes de loi N (0, σ2

j,k).

Hypothèse 2.1.5 σj,k = σjσk et il existe ρ > 1 et C̃ > 0 tels que

1

C̃
〈j〉−ρ ≤ σ2

j ≤ C̃〈j〉−ρ.

Nous nous intéressons au spectre de l’opérateur P + Qω. Celui-ci est
presque sûrement discret, cela résultera d’une estimation probabiliste et de
la théorie de Fredholm.
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Soient θ1, θ2 ∈ R, 0 < θ2 − θ1 < π, g, h ∈ C1([θ1, θ2], [0,+∞[) vérifiant
h < g. Introduisons l’ensemble

Γθ1,θ2(h, g) = {reiθ, θ1 ≤ θ ≤ θ2, h(θ) ≤ r ≤ g(θ)}.

Dans le cas 1, on imposera arg f(a) < θ1 et θ2 < arg f(b). Pour θ1, θ2 fixés,
on écrira parfois Γ(h, g) à la place Γθ1,θ2(h, g).

Maintenant, voyons la distribution des valeurs propres de P + Qω dans
les dilatés d’un profil conique de la forme Γ(0, g) ⊂ Λ, avec g > 0.

Notre résultat principal est le

Théorème 2.1.6 Il existe C1 > 0, 1
4
> δ > 0 tels que ∀ǫ > 0, il existe

Mǫ ∈ A tel que P(Mǫ) ≥ 1 − ǫ et ∀ω ∈Mǫ on ait

∀λ ≥ 0∣∣∣∣#(σ(P +Qω) ∩ λΓ(0, g)) − 1

2π
vol p−1(λΓ(0, g))

∣∣∣∣ ≤ C(ǫ, ω) + C1λ
1−δ,

les valeurs propres étant comptées selon leur multiplicité algébrique.

En prenant M̃ =
⋃

ǫMǫ, nous avons P(M̃) = 1 et le

Corollaire 2.1.7 Il existe C1 > 0, 1
4
> δ > 0 tels que presque sûrement il

existe C(ω) > 0 tel que

∀λ ≥ 0∣∣∣∣#(σ(P +Qω) ∩ λΓ(0, g)) − 1

2π
vol p−1(λΓ(0, g))

∣∣∣∣ ≤ C(ω) + C1λ
1−δ,

les valeurs propres étant comptées selon leur multiplicité algébrique.

M. Hager a étudié en régime semiclassique des opérateurs pseudodifféren-
tiels perturbés. Bien que la loi de Weyl peut ne plus être vérifiée pour
les opérateurs non-autoadjoints (citons par exemple l’oscillateur harmonique
non-autoadjoint (hDx)

2+cx2, Im c > 0), elle a montré que les valeurs propres
pour une large classe d’opérateurs non-autoadjoints perturbés se distribuent
selon cette loi de Weyl dans le pseudospectre ([13], [14]) avec une probabilité
proche de 1.

Dans notre démarche nous avons adopté beaucoup d’éléments de [13]. Le
fait nouveau est que presque sûrement nous obtenons un contrôle de la
distribution des valeurs propres pour des domaines de la forme Γ(0, λg).
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2.2 Pseudospectre

On garde les hypothèses de la section 1. On note ‖.‖ la norme L2 sur
L2(S1) et 〈., .〉 son produit scalaire associé donné par

∀u, v ∈ L2(S1) × L2(S1), 〈u, v〉 =

∫ 2π

0

u(x)v̄(x)
dx

2π
. (2.2.1)

Considérons l’opérateur non-autoadjoint dans L2(S1)

P = f(x)Dx + g(x) , Dx =
1

i

∂

∂x
,

avec f : S1 → C\{0} et g : S1 → C deux fonctions C∞. On supposera de
plus que ∫ 2π

0

1

f(x)
dx 6= 0. (2.2.2)

P est défini sur l’espace de Sobolev H1(S1). Un rapide calcul nous montre
que le spectre de P est discret, et donné par

σ(P ) =

{
n〈 1

f
〉−1 + 〈 g

f
〉〈 1

f
〉−1; n ∈ Z

}
,

où l’on a posé

〈u〉 =
1

2π

∫ 2π

0

u(x)dx.

Le spectre est donc situé sur une droite du plan complexe. On notera que si
〈 1

f
〉 = 0 alors σ(P ) = ∅ ou C. On rappelle que l’on a introduit les ensembles

Σ = {f(x)ξ; x ∈ S1, ξ ∈ R}, (2.2.3)

et

Λ = {z ∈ Σ \ {0}; si z = f(x)ξ alors
d

dx
argf(x) 6= 0}. (2.2.4)

Il est clair que Σ et Λ sont des cônes, respectivement fermé et ouvert. Avec
nos hypothèses Λ est égal à l’intérieur de Σ \ {0}.
Remarque 2.2.1 Si une fonction g : [a, b] → C prend ses valeurs dans un

secteur angulaire d’angle inférieur à π alors
∫ b

a
g appartient à ce secteur. En

utilisant ce fait, on montre dans le cas 1, que les valeurs propres de P de
module assez grand appartiennent à Λ. La même conclusion est valable dans
le cas 2 puisque Λ = C.
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Adoptons la convention que ‖(P − λ)−1‖ = ∞ si λ est dans le spectre.

Proposition 2.2.2 Soit z ∈ Λ et λ > 0 alors ‖(P ±λz)−1‖ tend vers l’infini
plus vite que n’importe quelle puissance de λ quand λ→ +∞.

Preuve. On se ramène a un problème semiclassique en divisant par λ. Pour
cela posons h = 1

λ
. L’opérateur hP = f(x)hDx+hg(x) admet comme symbole

principal p(x, ξ) = f(x)ξ. On construit ensuite des quasimodes en utilisant la
condition de positivité sur les crochets de Poisson (voir [6], [9]). Nous avons

1

2i
{p, p̄} = −Im (f̄(x)f ′(x)ξ) = −ξ |f(x)|2 d

dx
arg f(x). (2.2.5)

Si z = f(x)ξ dont la dérivée en x de arg f ne s’annule pas alors il existe
(x̃, ξ̃) ∈ T ∗S1 \ {0} tel que z = f(x̃)ξ̃ avec 1

2i
{p, p̄}(x̃, ξ̃) > 0. Il existe donc

en ce point un quasimode. �

Nous allons restreindre le paramètre spectral z à un certain domaine :

Définition 2.2.3 On suppose 2.1.1. Soit Ω1 un domaine relativement com-
pact dans C \ {0} :

Pour le cas 1, on demande que Ω1 soit inclus dans

{z ∈ Λ \ {0}; dist(z, ∂Λ) ≥ 1

C
}.

Pour le cas 2, Ω1 est inclus dans un secteur d’angle strictement inférieur
à π,

On note pour R ≫ 1, ΩR = RΩ1.

Pour z ∈ ΩR, nous ramenons l’étude de P−z à un problème semiclassique
en divisant par R. En fait, puisque f ne s’annule pas, il est préférable de
diviser par Rf(x). Nous sommes donc invités à étudier l’opérateur :

T = hDx + h
g(x)

f(x)
− w

f(x)
, h =

1

R
, w =

z

R
∈ Ω1. (2.2.6)

Cet opérateur est proche de celui étudié par M. Hager dans [13]. Nous sa-
vons que l’inversibilité de P−z est liée à un problème de Grushin. Nous allons
donc formuler le problème de Grushin de T puis nous allons voir comment
le relier au problème de Grushin de P − z.
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2.3 Problème de Grushin

Soit T l’opérateur défini en (2.2.6). T dépend d’un paramètre spectral w
où w ∈ Ω1. Il est défini sur l’espace de Sobolev H1 avec une norme semiclas-
sique

H1
sc := {u ∈ L2(S1); ‖u‖2

H1
sc

:= ‖u‖2 + ‖hDxu‖2 <∞}. (2.3.1)

Posons p(x, ξ) = f(x)ξ, et rappellons que

1

2i
{p, p̄} = −ξ|f(x)|2 d

dx
arg f(x). (2.3.2)

L’hypothèse 2.1.1 implique que dans les deux cas on ait :

∀z ∈ Λ, p−1(z) = {ρ+(z), ρ−(z)}, avec ± 1

2i
{p, p̄}(ρ±) > 0. (2.3.3)

On écrira ρ± = (x±, ξ±). x± = x±(w) et ξ± = ξ±(w) sont continues sur
Ω1. L’équation Te+ = 0 admet une solution en général non-périodique de la
forme

e+(x,w;h) = c+(w;h)e
−i

R x
x+

g(y)
f(y)

dy
e

i
h

R x
x+

w
f(y)

dy
. (2.3.4)

De plus la fonction

ϕ(x) =

∫ x

x+

w

f(y)
dy (2.3.5)

vérifie (on utilise 2.3.3) :

ϕ(x+) = 0, ϕ′(x+) = ξ+ ∈ R
∗ et Imϕ′′(x+) > 0. (2.3.6)

On peut ensuite trouver deux intervalles J+, J− ouverts, disjoints et indé-
pendants de w tels que :

x±(Ω1) ⊂ J±,

(Dans le cas 1, J+ ⊂ (b, a+ 2π) et J− ⊂ (a, b)).
Nous fixons pour la suite I± = S1 \ J∓. On notera que x+(w) ∈ I+,

x−(w) 6∈ I+.

Lemme 2.3.1 Soit ϕ définie en (2.3.5). Imϕ(x) est strictement croissant
sur [x+(w), x−(w) + 2π] et strictement décroissant sur [x−(w), x+(w)]. En
outre Imϕ(x) est positif sur [x−(w), x+(w)[∪]x+(w), x−(w) + 2π].
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Preuve. En utilisant (2.3.6), Imϕ(x) crôıt localement de manière quadra-
tique lorsque l’on s’éloigne de x+. Raisonnons par l’absurde, supposons que
Imϕ(x) admet un point critique y autre que x+ et x−, c’est-à-dire Im w

f(y)
= 0.

Il existe alors ξ ∈ R tel que f(y)ξ = w, soit (y, ξ) = p−1(w). On utilise ensuite

p−1(w) = {(x+, ξ+), (x−, ξ−)},

pour montrer une contradiction. Ce qui termine la preuve. �

On peut trouver c+ > 0 (par la méthode de la phase stationnaire) tel que

c+(w;h) ∼ h−
1
4 (c0(w) + hc1(w) + . . .), h→ 0, c0 > 0, (2.3.7)

‖u‖L2(I+) = 1.

Définition 2.3.2 On appelle e+ ∈ H1
sc(I+) la solution normalisée (2.3.4)

dans L2(I+) vérifiant Te+ = 0 sur I+.

e+ vérifie donc (2.3.4), (2.3.6) et (2.3.7).
Sur I−, nous avons x−(w) ∈ I− et x+(w) 6∈ I−. On a le même type de

construction pour T ∗.

Définition 2.3.3 On appelle e− ∈ H1
sc(I−) la solution normalisée dans L2(I−)

qui vérifie T ∗e− = 0 sur I−.

e− est de la forme :

e− = c−(w;h)e
− i

h

R x
x−

(
hg(y)−w

f(y)
) dy
,

c− verifiant la même estimation (2.3.7) que c+.
Les constructions détaillées de e+ et e− se trouvent dans la thèse [15]

(lemme 1.1.2 et 1.1.3).
Nous allons passer à un problème de Grushin. Définissons χ± ∈ C∞

0 (I±; R)
avec χ± = 1 sur J±, tels que supp(χ+) ∩ supp(χ−) = ∅.

On définit pour u ∈ H1
sc(S

1),

R+u := 〈u, χ+e+〉 =

∫

I+

u(x)χ+(x)e+(x)
dx

2π
, (2.3.8)

pour v+ ∈ C,

F+v+ :=
1

〈e+, χ+e+〉
v+e+, (2.3.9)
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pour u− ∈ C,

R−u− := u−χ−e−. (2.3.10)

Pour v ∈ L2
comp(I−), nous posons :

G−v :=
1

〈χ−e−, e−〉
〈v, e−〉. (2.3.11)

Proposition 2.3.4

T =

(
T R−
R+ 0

)
: H1

sc × C → L2 × C,

est uniformément borné quand h→ 0, w ∈ Ω1, et inversible d’inverse :

H =

(
H H+

H− H−+

)
: L2 × C → H1

sc × C.

Il existe une constante C telle que :

‖H‖L2→H1
sc

= O(
1√
h

),

‖H+‖C→H1
sc

= O(1),

‖H−‖L2→C = O(1),

‖H−+‖ = O(e−
1

Ch ).

De façon plus précise, il existe K+, K− et ψ− ∈ C∞
0 (I−; R) tels que :

H+ = (1 − χ−)F+ +K+, ‖K+‖C→H1
sc

= O(e−
1

Ch ),

H− = G−ψ− +K−, ‖K−‖L2→C = O(e−
1

Ch ).

De plus H∗
− et H+ ont une structure similaire impliquant ‖H∗

−‖ ≍ ‖H+‖.

Preuve. Il faut suivre la section 1.2 “énoncé et résolution du problème de
Grushin” de [15] et l’appliquer à notre opérateur. Le rôle que joue − i

h

∫
g(y)−

z dans l’article [15] est remplacé ici par i
h

∫
w

f(y)
, notre terme en plus −i

∫ g(y)
f(y)

ne joue aucun rôle dans les estimations puisque indépendant de h et borné.
�
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Remarque 2.3.5 Nous pouvons donner l’expression exacte de H−+ comme
dans [13] :

H−+ =
hc+c̄−
iD−D+

(
e

i
h

R x+
x−

hg(y)−w
f(y)

dy − e
− i

h

R x−+2π
x+

hg(y)−w
f(y)

dy

)
, (2.3.12)

avec
D+ = 〈e+, χ+e+〉, D− = 〈χ−e−, e−〉.

Pour z ∈ ΩR, nous voyons P − z comme un opérateur envoyant H1
sc(S

1)
sur L2. La norme de cet espace est définie en (2.3.1) et dépend donc du
paramètre spectral.

Remarque 2.3.6 Pour la suite, à chaque nouvelle apparition, C désigne
une nouvelle constante.

Proposition 2.3.7

P =

(
P − z f ◦R−
R+ 0

)
: H1

sc × C → L2 × C,

est inversible d’inverse :

E =

(
E E+

E− E−+

)
: L2 × C → H1

sc × C.

Il existe une constante C telle que :

E = H ◦ 1

Rf
, ‖E‖L2→H1

sc
= O(

1√
R

),

E+ = H+, ‖E+‖C→H1
sc

= O(1),

E− = H− ◦ 1

f
, ‖E−‖L2→C = O(1),

E−+ = RH−+, ‖E−+‖ = O(e−
R
C ).

Plus particulièrement, il existe S+ et S− tels que :

E+ = (1 − χ−)F+ + S+, ‖S+‖C→H1
sc

= O(e−
R
C ),

E− = G− ◦ ψ−
f

+ S−, ‖S−‖L2→C = O(e−
R
C ).
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Preuve. Rappelons que h = 1
R
. On remarque que P − z = Rf ◦ T (on voit

f comme un opérateur de multiplication). Nous avons alors

(
Rf 0
0 1

)
T
(

1 0
0 1

R

)
= P ,

ce qui donne (on utilise la proposition 2.3.4) :

P−1 =

(
1 0
0 R

)
T −1

(
(Rf)−1 0

0 1

)

=

(
1 0
0 R

)(
H H+

H− H−+

)(
(Rf)−1 0

0 1

)

=

(
H H+

RH− RH−+

)(
(Rf)−1 0

0 1

)

=

(
H ◦ (Rf)−1 H+

H− ◦ f−1 RH−+

)
,

concluant ainsi la preuve. �

2.4 Rappels de notions probabilistes

Nous nous sommes inspirés de [2], [27]. Soit (Ω,A,P) un espace de pro-
babilité. Un vecteur aléatoire X est une application mesurable de cet espace
dans R

n (muni de sa tribu borélienne Bn) :

X : Ω → R
n.

On parlera de variable aléatoire réelle lorsque X prend ses valeurs dans
R. Il est possible de considérer une variable aléatoire complexe en identifiant
C à R

2. La loi de X se définit comme la mesure image PX de P par X, c’est
à dire qu’on a :

∀B ∈ Bn
PX(B) = P(X ∈ B).

Si PX est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue,
PX = f(x)L(dx), f est appelée la densité de distribution de X.
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Soit X une variable aléatoire réelle. Si X ∈ L1(Ω,A,P), la quantité∫
Ω
XdP est appelée l’espérance mathématique de X, et est notée E[X]. Pour

une variable à densité f

E[X] =

∫

R

xdPX =

∫

R

xf(x)L(dx).

On vérifie facilement pour a, b ∈ R, et X ∈ L1(Ω,A,P) que

E[aX + b] = aE[X] + b.

Si X ∈ L2(Ω,A,P), nous définissons la variance de X par

Var(X) = E[|X − EX|2]. (2.4.1)

Pour a ∈ R et b ∈ R nous avons :

Var(aX + b) = a2Var(X).

Soit X un vecteur aléatoire de densité f . Alors pour toute fonction me-
surable positive ϕ : R

n → R, nous avons :

E[ϕ(X)] =

∫

Rn

ϕ(x)f(x)dx.

Définition 2.4.1 Soient n variables aléatoires réelles Xk . On dit que les
Xk sont indépendantes si :

P

(
n⋂

k=1

{Xk ∈ Bk}
)

=
n∏

k=1

P(Xk ∈ Bk)

pour toute famille de (B1, . . . , Bn) de boréliens de R.

Pour une suite infinie (Xi)i∈N, on dira que les Xi sont indépendantes si
pour toute suite finie extraite Xi1 , . . . , Xik , alors les Xik sont indépendantes.
On a la propriété suivante, si X1 et X2 sont indépendantes alors E[X1X2] =
E[X1]E[X2].

Proposition 2.4.2 Soit X1, . . . , Xn des variables indépendantes. Si chaque
Xi admet une densité fi, alors le vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xn) possède
une densité f donnée par

∏
fi(xi). Réciproquement, si X admet une densité

f pour laquelle on peut trouver fi telle que f(x) =
∏
fi(xi) et

∫
R
fi(x)dx = 1

alors les variables X1, . . . , Xn sont indépendantes de densité respective fi.
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Proposition 2.4.3 Soit X une variable aléatoire réelle et f une fonction
croissante et positive. Si E[f(X)] est finie, alors on a

P(|X| ≥ x) ≤ E[f(X)]

f(x)
.

2.5 Variables aléatoires gaussiennes

Définition 2.5.1 On dira que X est une variable gaussienne standard si sa
loi admet la densité

ϕ(x) =
1√
2π
e−

x2

2 .

La variable Y est une variable gaussienne réelle s’il existe m ∈ R et
σ2 ∈ R+ tels que

Y = σX +m.

On notera Y ∼ N (m,σ2), où m et σ2 représentent respectivement la
moyenne et la variance de Y . Similairement, on dira que Z est une variable
aléatoire gaussienne complexe, si sa loi admet la densité

ϕ(z) =
1

πσ2
e−

|z−m|2

σ2

pour un m ∈ C et un σ2 ∈ R+ fixés, on notera aussi Z ∼ N (m,σ2).

Proposition 2.5.2 Soient X ∼ N (m,σ2) et Y ∼ N (m′, δ2) deux variables
indépendantes réelles ou complexes, alors X + Y suit une loi gaussienne
N (m+m′, σ2 + δ2).

Définition 2.5.3 Soient p > 0, λ > 0. Une variable X suit une loi Γ(p, λ)
si sa densité sur R est :

1[0,+∞)(x)x
(p−1) λp

Γ(p)
e−λx.

Propriétés.

1. Si X ∼ Γ(p, λ), on a alors E[X] = p
λ
, Var(X) = p

λ2 , et de plus :

E[etX ] =

(
λ

λ− t

)p

pour t < λ.
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2. Pour X ∼ Γ(p, λ) et a > 0, on a aX ∼ Γ(p, λ
a
).

3. Soient X ∼ Γ(p, λ) et Y ∼ Γ(q, λ) deux variables indépendantes, alors
X + Y ∼ Γ(p+ q, λ).

4. Si Y ∼ N (0, 1), alors Y 2 ∼ Γ(1
2
, 1

2
) dans le cas réel, et |Y |2 ∼ Γ(1, 1)

dans le cas complexe.

Proposition 2.5.4 Soient (Xi)i∈N une suite de variables réelles (respec-
tivement complexes) indépendantes, de lois respectives Xi ∼ N (0, σ2

i ). Si∑
σ2

i <∞, alors on a, dans le cas réel,

∀x > 0, P(
∑

i∈N

X2
i ≥ x) ≤ exp[

C0

4s1

∑

i∈N

σ2
i −

x

4s1

],

et dans le cas complexe,

∀x > 0, P(
∑

i∈N

|Xi|2 ≥ x) ≤ exp[
C0

2s1

∑

i∈N

σ2
i −

x

2s1

].

Ici s1 = maxσ2
i , et C0 est la même constante dans les deux cas.

Preuve.
Cas réel. Partant de la proposition 2.4.3, nous avons

∀t > 0, P(
∑

X2
i ≥ x) = E

[∏
etX2

i

]
e−tx.

Puisque les Xi sont indépendantes, on peut permuter l’espérance et le
produit. Remarquons ensuite que X2

i = (σiYi)
2 = σ2

i Y
2
i où Yi suit la loi

N (0, 1). Il est facile de voir, en utilisant les propriétés 2 et 4 que X2
i ∼

Γ(1
2
, 1

2σ2
i
). Ainsi (voir propriété 1) chaque facteur E[etX2

i ] est défini pour t <
1

2σ2
i
, si bien que nous avons pour tout 0 < t < min 1

2σ2
i

P(
∑

X2
i ≥ x) ≤

∏
E[etX2

i ] e−tx =
∏(

1

1 − 2σ2
i t

) 1
2

e−tx. (2.5.1)

Puisque

∏(
1

1 − 2σ2
i t

) 1
2

e−tx = exp[−1

2

∑
ln(1 − 2σ2

i t) − xt],
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(2.5.1) devient

P(
∑

X2
i ≥ x) ≤ min

0<s<1
exp[−1

2

∑
ln(1 − σ2

i

s1

s) − x

2s1

s].

Plutôt que de chercher le s optimal, on prend s = 1
2
. Pour 0 < y < 1

2
, il existe

une constante C0 telle que − ln(1 − y) ≤ C0 y, ce qui donne

P(
∑

i∈N

X2
i ≥ x) ≤ exp[

C0

4s1

∑

i∈N

σ2
i −

1

4s1

x].

Cas complexe. On procède comme ci-dessus, en remarquant que si Xi

suit une loi N (0, σ2
i ), alors |Xi|2 ∼ Γ(1, 1

σ2
i
). �

Remarque 2.5.5 Une preuve analogue se trouve dans [16], les auteurs uti-
lisent la transformée de Fourier des variables aléatoires.

2.6 Perturbations aléatoires

Soit (M,A,P) un espace de probabilité. On définit une application

M ∋ ω 7→ Qω,

où Qω est un opérateur de L2(S1) dans lui-même, de domaine dense, vérifiant
pour u ∈ L2(S1)

Qω(u) =
∑

j,k∈Z2

aj,k(ω)〈u, ek〉 ej,

où ek est la base orthonormée de L2(S1) donnée par ek(x) = eikx, et aj,k des
variables aléatoires complexes (le produit scalaire étant défini en (2.2.1)).
Remarquons que la norme Hilbert Schmidt de Qω vérifie

‖Qω‖2
HS =

∑

j,k∈Z

|aj,k(ω)|2

(si la série est finie). Rappelons les hypothèses 2.1.4 et 2.1.5
Nous nous intéressons au spectre de l’opérateur P +Qω. Soit

Pω =

(
P − z +Qω f ◦R−

R+ 0

)
, z ∈ ΩR.
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Nous écrivons PωE = 1 +Kω,

Kω =

(
QωE QωE+

0 0

)
.

Si la norme de Kω est inférieure à 1 alors Pω est inversible et son inverse
Eω est donné par la série de Neumann

Eω =

(
Eω Eω

+

Eω
− Eω

−+

)

= E +
∑

j≥1

(−1)j

(
E(QωE)j (EQω)jE+

E−(QωE)j E−(QωE)j−1(QωE+)

)
. (2.6.1)

Introduisons les notations

E1
−+ = −E−QωE+ (2.6.2)

E∞
−+ =

∑

j≥2

(−1)jE− (QωE)j−1QωE+ (2.6.3)

Eω
−+ = E−+ + E1

−+ + E∞
−+. (2.6.4)

Proposition 2.6.1 Si ‖Qω‖ ≤ lnR alors pour R très grand, Eω est inver-
sible.

Preuve. Notons que cette hypothèse n’implique pas ‖Kω‖ < 1. De (2.6.1),
la série de Neumann de Eω est donnée par

E +
∑

j≥1

(−1)jE(QωE)j.

Puisque ‖E‖ = O(1/
√
R) (proposition 2.3.7), et puisque le logarithme est

négligeable devant les puissances d’exposant > 0 en +∞, la série va conver-
ger. Il en est de même pour les séries de Neumann de Eω

+, Eω
− et Eω

−+. Ainsi
Eω est inversible. �

Proposition 2.6.2 Si ‖Qω‖ ≤ lnR alors

Eω − E =

( O( 1√
R
) O(1)

O(1) O(lnR)

)
.
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Afin d’éviter les questions de mesurabilité, nous introduisons la probabi-
lité inférieure de M ⊂ Ω

P(M) = sup
A∈A, A⊂M

P(A),

et la probabilité supérieure de M ⊂ Ω

P(M) = inf
A∈A, M⊂A

P(A).

Propriétés.

1. ∀M ⊂ Ω, P(M) ≤ P(M)

2. A ⊂ B ⇒ P(A) ≤ P(B), P(A) ≤ P(B)

3. ∀M ⊂ Ω, ∀a ∈ [0, 1] on a 1 − a ≤ P(M) ⇐⇒ P(M c) ≤ a

Pour simplifier les notations, nous noterons PR(A) := P(A ∩ {‖Q‖ ≤ lnR}).
Proposition 2.6.3 Il existe M0 > 0 et M1 > 0 tels que :

P(‖Q‖ ≤ lnR) ≥ P(‖Q‖HS ≤ lnR) ≥ 1 −M0 exp[−(lnR)2

M1

],

où ‖.‖HS désigne la norme Hilbert-Schmidt.

Il en résulte que Q est Hilbert-Schmidt presque sûrement.

Preuve. En utilisant la proposition 2.5.4, on a

P(‖Q‖ > lnR) ≤ P(‖Q‖2
HS > (lnR)2)

≤ exp[
C0

2s1

∑

j,k∈Z

σ2
j,k −

(lnR)2

2s1

],

avec s1 = maxσj,k. C’est à dire qu’il existe M0 > 0 et M1 > 0 tels que :

P(‖Q‖ > lnR) ≤M0 exp[−(lnR)2

M1

],

ce qu’il fallait démontrer. �

D’après la proposition 2.3.7 et (2.3.9) on a :

QE+ = Q
(1 − χ−)

〈e+, χ+e+〉
e+ +QS+, ‖S+‖C→H1

sc
= (e−

R
C ). (2.6.5)
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Posons alors

ẽ+ :=
(1 − χ−)

〈e+, χ+e+〉
e+. (2.6.6)

D’après (1.2.15) de [15], il existe C > 0 tel que 〈e+, χ+e+〉 = 1 + O(e−
R
C ).

Pour les mêmes raisons nous avons ‖(1 − χ−)e+‖ = 1 + O(e−
R
C ), si bien que

‖ẽ+‖ = 1 + O(e−
R
C ). (2.6.7)

Grâce à la proposition 2.3.7 et (2.3.11)

E−Q = 〈Q •, ψ−
f̄〈χ−e−, e−〉

e−〉 + S−Q, ‖S−‖L2→C = (e−
R
C ). (2.6.8)

On pose alors

ẽ− :=
ψ−

f̄〈χ−e−, e−〉
e−, (2.6.9)

et pour les raisons évoquées plus haut il existe P1, P2 > 0 tels que

1

P1

< ‖ẽ−‖ <
1

P2

.

Lemme 2.6.4 Il existe C > 0 tel que pour tout z ∈ ΩR :

i. si |k| ≤ R
C

on a |〈ẽ+, ek〉|, |〈ẽ−, ek〉| = O( 1
R∞ ),

ii. si R
C
< |k| < CR on a |〈ẽ+, ek〉|, |〈ẽ−, ek〉| = O(1),

iii. si |k| ≥ CR on a |〈ẽ+, ek〉|, |〈ẽ−, ek〉| = O( 1
|k|∞ ).

Preuve. Pour ii. l’inégalité de Cauchy-Schwartz suffit. Traitons 〈ẽ+, ek〉.
Nous utilisons (2.3.2) et (2.6.6) pour montrer que 〈ẽ+, ek〉 est une intégrale
de la forme ∫ 2π

0

e
i(z

R x
x+

1
f(y)

dy−kx)
c+χ(x)dx,

avec χ ∈ C∞
0 (S1) et c+ = O(R

1
4 ). Ecrivons

ϕ(x) = z

∫ x

x+

1

f(y)
dy − kx.

Sa dérivée est égale à z
f
− k et il existe C > 0 pour lequel elle vérifie

∀z ∈ ΩR, ∀|k| 6∈ [
R

C sup |f(x)| ,
CR

inf |f(x)| ], |ϕ′(x)| ≥ 1

C
max(|k|, R).

(2.6.10)
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Introduisons

an =

(
− d

dx
◦ 1

ϕ′

)n

(χ).

Puisque pour j > 1, |ϕj(x)| ≤ Cj max(|k|, R), il en résulte que

an = O
(

1

(max(|k|, R))n

)
.

Pour conclure, il suffit de remarquer que des intégrations successives donnent

〈ẽ+, ek〉 =
c+
i

∫
eiϕ(x)an(x)dx,

puis de majorer la valeur absolue de l’intégrale, sans oublier de remarquer
que du lemme 2.3.1 supx∈S1 |eiϕ(x)| = 1. �

Lemme 2.6.5 Il existe des constantes strictement positives M0, M1, D, C
et T0, des fonctions ε1(R) > 0 et s1(R) > 0 avec :

ε1(R) = O(e−
R
D ), et

1

C
〈R〉−ρ ≤ s1(R) ≤ C〈R〉−ρ,

telles que pour x1 > 0, nous avons pour z ∈ ΩR fixé

PR(‖QE+‖ ≤ x1) ≥ 1 − T0 exp

[
−(x1 − ε1(R))2

+

2s1(R)

]
−M0 exp

[
−(lnR)2

M1

]
.

On a posé pour x ∈ R, x+ = max{0, x}.

Remarque 2.6.6 Le lemme est intéressant si x1 ≫ R− ρ
2 .

Preuve. Grâce à (2.6.5) et (2.6.6), écrivons d’abord

QE+ = Qẽ+ +QS+.

Si ‖Q‖ ≤ lnR alors il existe D > 0 (on utilise la proposition 2.3.7) tel que :

‖QS+‖ ≤ ε1(R) = O(e−
R
D ). (2.6.11)

ε1(R) ici ne dépend pas de ω. Nous avons ensuite :

‖Qẽ+‖2 = ‖
∑

j,k

aj,k 〈ẽ+, ek〉 ej‖2 =
∑

j

|
∑

k

aj,k 〈ẽ+, ek〉|2.
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La somme sur k suit une loi gaussienne car somme de gaussiennes, et sa loi
est donnée par : ∑

k

aj,k 〈ẽ+, ek〉 ∼ N (0, σ̂2
j ),

avec
σ̂2

j =
∑

k

σ2
j,k |〈ẽ+, ek〉|2 = σ2

j

∑

k

σ2
k |〈ẽ+, ek〉|2. (2.6.12)

Appliquant la proposition 2.5.4, on déduit pour t > 0 :

P(‖Qẽ+‖ ≥ t) ≤ exp[
C0

2s1

∑

j

σ̂2
j −

t2

2s1

], (2.6.13)

où
s1(R) = max

j
σ̂2

j = (maxσ2
j ) ×

∑

k

σ2
k |〈ẽ+, ek〉|2. (2.6.14)

Pour donner un encadrement de s1 lorsque R tend vers l’infini, com-
mençons par écrire

∑

k∈Z

σ2
k |〈ẽ+, ek〉|2 =

∑

|k|≤R
C

. . .+
∑

R
C

<|k|<CR

. . .+
∑

CR≤|k|
. . . (2.6.15)

D’après le lemme 2.6.4 la première et la troisième somme sont O( 1
R∞ ).

Rappelons pour la suite que si a ∈ R
∗ alors

〈aR〉−ρ ≍ 〈R〉−ρ. (2.6.16)

Nous obtenons alors pour la deuxième somme la majoration

∑

R
C

<|k|<CR

σ2
k |〈ẽ+, ek〉|2 ≤ max

R
C
≤|j|≤CR

σ2
j

∑

R
C

<|k|<CR

|〈ẽ+, ek〉|2 ≤ C̃

〈
R

C

〉−ρ

‖ẽ+‖2.

De (2.6.7) et (2.6.16) nous avons :
∑

R
C

<|k|<CR

σ2
k |〈ẽ+, ek〉|2 = O(〈R〉−ρ). (2.6.17)

Puisque la norme de ẽ+ est minorée (voir 2.6.7), il existe Ĉ > 0 tel que
pour R assez grand

∑

R
C

<|k|<CR

|〈ẽ+, ek〉|2 = ‖ẽ+‖2 −
∑

|k|≤R
C

|〈ẽ+, ek〉|2 −
∑

CR≤|k|
|〈ẽ+, ek〉|2 ≥

1

Ĉ
.

(2.6.18)
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Conjugué avec (2.6.16), il existe alors une constante Č > 0 telle que

1

Č
〈R〉−ρ ≤

∑

R
C

<|k|<CR

|〈ẽ+, ek〉|2. (2.6.19)

Finalement on regroupe (2.6.14), (2.6.17) et (2.6.19), pour montrer que

s1(R) ≍ 〈R〉−ρ.

Remarquons ensuite que

PR(‖QE+‖ ≤ x1) ≥ PR(‖Qẽ+‖ + ε1(R) ≤ x1).

Comme pour tout évènement A et B nous avons la relation :

P(A) + P(B) − 1 ≤ P(A ∩B), (2.6.20)

cela donne alors

PR(‖QE+‖ ≤ x1) ≥ P(‖Qẽ+‖ + ε1(R) ≤ x1)

+ P(‖Q‖ ≤ lnR) − 1.

Puis, nous utilisons (2.6.13) pour avoir

P(‖Qẽ+‖ ≤ x1 − ε1(R)) ≥ 1 − exp[
C0

2s1

∑

j∈Z

σ̂2
j −

(x1 − ε1(R))2
+

2s1

].

Grâce à (2.6.12) et (2.6.14),

1

s1

∑

j∈Z

σ̂2
j =

1

maxj σ2
j

∑

j

σ2
j

est donc bornée. Enfin, on conclut avec la proposition 2.6.3. �

Lemme 2.6.7 Il existe des constantes strictement positives M0, M1, D, C
et T0, des fonctions ε2(R) > 0 et s1(R) > 0 avec :

ε2(R) = O(e−
R
D ), et

1

C
〈R〉−ρ ≤ s1(R) ≤ C〈R〉−ρ,

telles que pour x2 > 0, nous avons pour z ∈ ΩR fixé

PR(‖E−Q‖ ≤ x2) ≥ 1 − T0 exp

[
−(x2 − ε2(R))2

+

2s1(R)

]
−M0 exp

[
−(lnR)2

M1

]
.
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Preuve. Résultent du fait que (E−Q)∗ et QE+ ont la même structure, aj,k

et āj,k suivent la même loi. �

Proposition 2.6.8 Nous avons pour tout t > 0 :

P(|〈Qẽ+, ẽ−〉| ≤ t) = 1 − exp[− t2

σ2
],

où :
σ2 =

∑

k∈Z

σ2
k |〈ẽ+, ek〉|2 ×

∑

j∈Z

σ2
j |〈ẽ−, ej〉|2.

De plus il existe C telle que :

1

C
〈R〉−2ρ ≤ σ2 ≤ C〈R〉−2ρ. (2.6.21)

Preuve. On écrit :

〈Qẽ+, ẽ−〉 =
∑

j,k∈Z

aj,k 〈ẽ+, ek〉 〈ej, ẽ+〉.

On remarque alors que 〈Qẽ+, ẽ−〉 suit la loi gaussienne (complexe) N (0, σ2).
Donc :

P(|〈Qẽ+, ẽ−〉| ≤ t) =

∫

x2+y2≤t2

1

πσ2
exp[−x

2 + y2

σ2
] dxdy

=
2π

π

∫ t

0

1

σ2
r exp[− r2

σ2
] dr

= 1 − exp[− t2

σ2
].

L’encadrement (2.6.21) se montre similairement à celui de s1 ((2.6.15),...,(2.6.19)).
�

Corollaire 2.6.9 Il existe des constantes strictement positives M0, M1 et
D, et une fonction ε3(R) > 0 avec :

ε3(R) = O(e−
R
D ),

telles que pour t > 0 on ait :

PR(|E−QE+| ≥ t) ≥ exp

[
−(t+ ε3(R))2

σ2(R)

]
−M0 exp

[
−(lnR)2

M1

]
.

σ2(R) est donné par la proposition 2.6.8.
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Preuve. Avec la proposition 2.3.2 et (2.6.5), (2.6.8), pour ‖Q‖ ≤ lnR on a :

|E−QE+ − 〈Qẽ+, ẽ−〉| ≤ ε3(R) = O(e−
R
D ).

Il suffit ensuite de remarquer que :

PR(|E−QE+| ≥ t) ≥ P(|〈Qẽ+, ẽ−〉| − ε3(R) ≥ t)

+ P(‖Q‖ ≤ lnR) − 1,

et d’appliquer les propositions 2.6.3 et 2.6.8. �

Proposition 2.6.10 Il existe une constante C ′ > 0 et une fonction γ1(R)
qui décrôıt vers zéro plus vite que n’importe quelle puissance négative de R
lorsque R → ∞, telle que pour R assez grand on ait :

PR

(
sup
z∈ΩR

|Eω
−+| ≤ C ′ lnR

)
≥ 1 − γ1(R).

Preuve. Puisque (voir (2.6.1))

‖Q‖ ≤ lnR ⇒ sup
z∈ΩR

|Eω
−+| = O(lnR),

on obtient pour une constante C ′ bien choisie :

PR

(
sup
z∈ΩR

|Eω
−+| ≤ C ′ lnR

)
≥ P(‖Q‖ ≤ lnR).

Ainsi avec la proposition 2.6.3, il suffit de poser

γ1(R) = M0 exp[−(lnR)2

M1

].

�

Proposition 2.6.11 Pour tout α ∈ (0, 1
2
), il existe deux fonctions tα(R) > 0

et γα(R) vérifiant

tα(R) = 〈R〉−ρR−α/2, γα(R) ≍ R−2α,

telles que pour R assez grand, et z fixé dans ΩR

PR(|Eω
−+| ≥ tα(R)) ≥ 1 − γα(R).
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Preuve. Partant de (2.6.3), nous avons

E∞
−+ = −E−Q

∑

j≥0

(−1)j+2E (QE)j QE+. (2.6.22)

En utilisant le fait que :

|Eω
−+| ≥ |E1

−+| − |E−+| − |E∞
−+|,

on voit que pour t1, t0 ∈ R, avec t1 − t0 > 0 :

PR(|Eω
−+| ≥ t1 − t0) ≥ PR( {|E1

−+| ≥ t1 + |E−+|} ∩ {|E∞
−+| ≤ t0} )

La relation (2.6.20) donne ensuite :

PR(|Eω
−+| ≥ t1 − t0 ) ≥ PR(|E1

−+| ≥ t1 + |E−+|) (2.6.23)

+ PR(|E∞
−+| ≤ t0) − 1.

Si nous choisissons pour

0 < α <
1

2
, t1(R) = 〈R〉−ρR−α,

le corollaire 2.6.9 affirme alors qu’il existe α1(R) > 0 tel que :

PR(|E1
−+| ≥ t1 + |E−+|) ≥ 1 − α1(R), α1(R) ≍ R−2α. (2.6.24)

Remarquons ensuite qu’il existe une constante C1 > 0 telle que, pour
‖Q‖ ≤ lnR et R assez grand :

‖E
∑

j≥0

(−1)j(QE)j‖ ≤ C1√
R
.

Grâce à (2.6.22), nous avons alors :

PR(|E∞
−+| ≤ t0) ≥ PR

(
‖E−Q‖

C1√
R

‖QE+‖ ≤ t0

)
.

Il faut ensuite utiliser (2.6.20), pour montrer :

PR

(
‖E−Q‖ ‖QE+‖ ≤ t0

√
R

C1

)

≥ PR

({
‖E−Q‖ ≤ R

1
4

√
t0
C1

}
∩
{
‖QE+‖ ≤ R

1
4

√
t0
C1

})

≥ PR

(
‖E−Q‖ ≤ R

1
4

√
t0
C1

)
+ PR

(
‖QE+‖ ≤ R

1
4

√
t0
C1

)
− 1.

53



Puis nous choisissons

t0(R) =
t1(R)

2
.

Grâce au lemme 2.6.7, il existe une fonction α2(R) > 0, qui décrôıt plus
vite que n’importe quelle puissance négative de R, α2 = O(R−∞), pour
laquelle

PR

(
‖E−Q‖ ≤ R

1
4

√
t0
C1

)
≥ 1 − α2(R). (2.6.25)

De même, avec le lemme 2.6.5, il existe α3(R) > 0, α3 = O(R−∞), telle
que :

PR

(
‖QE+‖ ≤ R

1
4

√
t0
C1

)
≥ 1 − α3(R). (2.6.26)

Nous regroupons (2.6.23),...,(2.6.26), pour terminer la preuve. On aura
alors posé :

tα(R) = t1(R) − t0(R) =
t1(R)

2
= 〈R〉−ρR−α/2 > 0,

et,

γα(R) = (α1 + α2 + α3)(R) ≍ R−2α.

�

2.7 Spectre de l’opérateur perturbé

Puisque P − z est de Fredholm d’indice zéro, et Qω est Hilbert-Schmidt
presque sûrement, alors P − z +Qω est presque sûrement de Fredholm pour
tout z ∈ C. Il est alors bien connu que le spectre est soit discret, soit égal à
C d’après la théorie analytique de Fredholm voir [24].

Proposition 2.7.1 Sous les hypothèses 2.1.1, le spectre de P − z + Qω est
presque sûrement discret.

Preuve. La proposition 2.6.11 entrâıne pour tout R la probabilité que le
spectre soit discret est supérieur à 1 − γα(R). On fait tendre R vers l’infini
pour voir que le spectre n’est pas égal à C avec une probabilité 1. �
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La multiplicité algébrique m(z0) d’une valeur isolée z0 du spectre de P +
Qω (ω fixe) est donnée par

tr

(
1

2πi

∫

D(z0,ε)

(z − P −Qω)−1dz

)
.

Proposition 2.7.2 La multiplicité algébrique m(z0) de z0 ∈ σ(P +Qω)∩ΩR

(ω fixe) est égale à la multiplicité M(z0) de z0 comme zéro de Eω
−+.

Pour la preuve, nous introduisons le

Lemme 2.7.3 Soit γ une courbe fermée C1 le long de laquelle P + Qω − z
est inversible, alors

tr

(
1

2πi

∫

γ

(z − P −Qω)−1dz

)
= tr

(
1

2πi

∫

γ

Eω
−+(z)−1dEω

−+(z)

)
,

avec

dEω
−+(z) =

∂Eω
−+

∂Rez
dRez +

∂Eω
−+

∂Imz
dImz.

Preuve. voir l’appendice A de [26]. �

Preuve de la proposition 2.7.2 Dans notre cas Eω
−+ est scalaire et on

trouve donc

m(z0) =
1

2πi

∫

D(z0,ε)

Eω
−+(z)−1dEω

−+(z)

=
1

2πi

∫

D(z0,ε)

d lnEω
−+ = M(z0).

�

2.8 Asymptotique spectrale

Nous rappelons que :

E−+ =
c+c̄−
iD−D+

(
e

i
R x+

x−

g(y)−z
f(y)

dy − e
−i

R x−+2π
x+

g(y)−z
f(y)

dy

)
.
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Nous allons utiliser l’argumentation de la section “1.4.1 propriété analy-
tiques de E

(0)
−+” de [15] pour trouver une fonction holomorphe avec les mêmes

zéros que E−+. Pour cela, définissons :

l0(z) := i

∫ x+

x−

z

f(y)
dy. (2.8.1)

Posons ensuite :

l(z) := l0(z) − i

∫ x+

x−

g(y)

f(y)
dy − ln

√
Rc+c−
D−D+

. (2.8.2)

Finalement, nous obtenons la fonction holomorphe recherchée :

el(z)E−+ =

√
R

i
(1 − e−2πi(〈 g

f
〉−z〈 1

f
〉)).

Lemme 2.8.1 Pour ‖Q‖ ≤ lnR, Il existe une fonction holomorphe dans ΩR

lω(z) = l(z) + O(
√
R lnR)

telle que elω(z)Eω
−+ soit holomorphe dans ΩR.

Preuve. On adapte la section “1.4.2 Propriétés analytiques de Eδ
−+” de [15].

Nous avons :

∂z̄E
ω
−+ = −kω(z)Eω

−+,

kω(z) = Eω
−(∂z̄(f ◦R−)) + (∂z̄R+)Eω

+. (2.8.3)

∂z̄E−+ = −k(z)E−+,

k(z) = E−(∂z̄(f ◦R−)) + (∂z̄R+)E−. (2.8.4)

Recherchons ensuite une solution dans ΩR de ∂z̄l
ω(z) = kω(z). On aura

alors construit une fonction elω(z)Eω
−+ qui est holomorphe avec les mêmes

zéros que Eω
−+. Nous avons déja trouvé une solution de ∂z̄l(z) = k(z) (voir

(2.8.2)).
Utilisons les séries convergentes de Eω

− et Eω
+, pour obtenir :

kω(z) = Eω
−(∂z̄(f ◦R−)) + (∂z̄R+)Eω

+

= k(z) +
∑

j≥1

(−1)j{E−((QE)j∂z̄(fχ−e−)) + 〈(EQ)jE+, ∂z(χ+e+)〉 }.
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De là, nous avons :

|kω(z) − k(z)| ≤
∑

j≥1

(
C lnR√

R

)j

(‖∂z̄e−‖L2(I−) + ‖∂ze+‖L2(I+))

≤ lnR√
R
O(1).

Prenons ensuite comme solution de ∂z̄l
ω(z) = kω(z) celle qui vérifie :

(lω − l)(z) =
1

π

∫

ΩR

(kω − k)(z′)

z − z′
dRez′dImz′.

Nous avons alors :

|(lω − l)(z)| ≤ ‖kω − k‖L∞(ΩR)

∫

ΩR

| 1

z − z′
|dRez′dImz′

≤ ‖kω − k‖L∞(ΩR)

∫

|w|≤CR

1

|w| L(dw)

= ‖kω − k‖L∞(ΩR) 2π

∫ R

0

1

ρ
ρ dρ = O(

√
R lnR),

ce qui termine la preuve. �

On rappelle que (voir (2.3.3)) :

z = Rw, p−1
0 (w) = {(x+, ξ+), (x−, ξ−)}.

Lemme 2.8.2 Re l0(w) est strictement sous-harmonique et la forme volume
∆Re l0(w)d(Rew)d(Imw) définit sur Ω1 est égale à dξ− ∧ dx− − dξ+ ∧ dx+.

Preuve. Par un calcul direct, voir le lemme 1.4.1 de [15]. �

Rappelons un résultat de M. Hager (voir proposition 1.8.1 de [15]) qui
s’étend au cas des bords C2 par morceaux.

Proposition 2.8.3 Soient Ω ⊂⊂ C, Γ un domaine de bord C2 par morceaux
et φ ∈ C∞(Ω; R). Soit f une fonction holomorphe dans Ω, vérifiant

|f(z;h)| ≤ eφ(z)/h, z ∈ Ω.
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Supposons qu’il existe ǫ≪ 1, zk ∈ Ω, k ∈ J , tels que

∂Γ ⊂
⋃

k∈J

B(zk,
√
ǫ), #J = O(

1√
ǫ
),

|f(zk;h)| ≥ e
1
h
(φ(zk)−ǫ), k ∈ J.

alors,

#(f−1(0) ∩ Γ) =
1

2πh

∫∫

Γ

∆φ d(Rez)d(Imz) + O(

√
ǫ

h
).

Dans l’annexe on discutera des modifications induites par les bords qui sont
seulement C2 par morceaux.

Avec le lemme 2.8.1 et (2.8.2), on sait qu’il existe C > 0 telle que

|elω(z)| ≤ eRe l0(z)+C
√

R ln R.

Soit C ′ la constante de la proposition 2.6.10, posons alors

F ω(z) :=
1

C ′ lnR
elω(z)−C

√
R ln REω

−+(z). (2.8.5)

Lemme 2.8.4 Il existe une fonction γ1(R) qui décrôıt vers zéro plus vite que
n’importe quelle puissance négative de R lorsque R → ∞, telle que pour R
très grand nous avons pour

P

(
sup
z∈ΩR

|F ω(z)| ≤ eR Re l0(w)

)
≥ 1 − γ1(R).

Preuve. Il suffit d’appliquer la proposition 2.6.10. �

Lemme 2.8.5 Soit Γ un ouvert inclus dans Ω1 de bord C2 par morceaux. Il
existe C0 > 0 tel que pour

ǫ(R) = C0
lnR√
R
,

si on choisit un ensemble de points wk ∈ Γ, k ∈ J, |J | = O( 1√
ǫ(R)

) avec

∂Γ ⊂
⋃

k∈J

D(wk,
√
ǫ),
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alors pour tout α ∈ (1
8
, 1

2
) il existe

φα(R) ≍ R−2α+ 1
4√

lnR

telle que

P
(
∀k ∈ J, |F ω(zk)| ≥ eR (Re l0(wk)−ǫ)

)
≥ 1 − φα(R), zk = Rwk.

Preuve. Nous prenons la fonction tα de la proposition 2.6.11. Si |Eω
−+(z)| ≥

tα alors il existe une constante C0 > 0 indépendante de α telle que pour R
assez grand :

|F ω(z)| ≥ eR Re l0(w)−C0

√
R ln R. (2.8.6)

On choisit ǫ = (C0

√
R lnR)/R, et notre ensemble de points wk ∈ Γ, k ∈

J, |J | = O( 1√
ǫ(R)

) avec

∂Γ ⊂
⋃

k∈J

D(wk,
√
ǫ).

On applique ensuite la proposition 2.6.11 et la relation (2.6.20), pour
montrer :

P

(
⋂

k

{
|F ω(zk)| ≥ eR (Re l0(wk)−ǫ)

}
)

≥ 1 +
∑

k

[
PR(|Eω

−+(zk)| ≥ tα(R)) − 1
]

≥ 1 −R−2αO(
1√
ǫ
). (2.8.7)

�

Théorème 2.8.6 Soit Γ un ouvert inclus dans Ω1 de bord C2 par morceaux.
Pour chaque α ∈ (1

8
, 1

2
), il existe C > 0 tel que pour R très grand, avec une

probabilité inférieure

≥ 1 − C
R−2α+ 1

4√
lnR

le spectre de P +Qω est discret et
∣∣∣∣#(σ(P +Qω) ∩RΓ) − 1

2π
vol(p−1(RΓ))

∣∣∣∣ ≤ CR
3
4

√
lnR, (2.8.8)

les valeurs propres étant comptées selon leur multiplicité.
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Preuve. On applique la proposition 2.8.3, en utilisant les lemmes 2.8.4 et
2.8.5. Compte tenu de la proposition 2.7.2, les valeurs propres sont bien
sûr comptées selon leur multiplicité algébrique (pour les propositions qui
suivront, nous ne le repréciserons pas). �

Corollaire 2.8.7 Il existe C > 0 tel que quelque soit ǫ > 0, il existe k(ǫ) tel
que, avec une probabilité inférieure ≥ 1 − ǫ, on ait

∀R = 2k, k ≥ k(ǫ),∣∣∣∣#(σ(P +Qω) ∩RΓ ) − 1

2π
vol(p−1(RΓ))

∣∣∣∣ ≤ CR
3
4

√
lnR.

Pour g, h : [θ1, θ2] → [0,+∞[, 0 < θ2 − θ1 < π introduisons l’ensemble

Γθ1,θ2(g, h) = {reiθ, θ1 ≤ θ ≤ θ2, g(θ) ≤ r ≤ h(θ)}

dans le cas 1, on imposera argf(a) < θ1 et θ2 < argf(b).

Nous nous intéressons maintenant à la distribution des valeurs propres
de P + Q dans les dilatés d’un profil conique de la forme Γ(0, g). On peut
supposer sans perte de généralité infθ∈ [θ1,θ2] g(θ) = 1.Maintenant, nous allons
faire un découpage dyadique de λΓ(0, h) pour de très grandes valeurs de λ ;
on utilisera en fait le théorème 2.8.6 pour R = 2k. Prenons λ ≫ 1. Si k0 est
tel que 2k0 ≤ λ < 2k0+1, nous avons le découpage suivant

λΓ(0, g) = Γ(0, 1) ∪
(

k0−1⋃

k=0

Γ(2k, 2k+1)

)
∪ Γ(2k0 , λg)

= Γ(0, 1) ∪
(

k0−1⋃

k=0

2k Γ(1, 2)

)
∪ 2k0 Γ(1,

λ

2k0
g). (2.8.9)

La majoration (2.8.8) s’applique à Γ = Γ(1, 2) avec R = 2k, il suffit d’ap-
pliquer le théorème 2.8.6 en prenant pour Ω1 un voisinage de Γ(1, 2). Grâce
à la remarque 2.9.2 (voir annexe) que l’on tienne compte ou pas du bord, ne
pose aucun problème, puisque les estimations ne changent pas.

Nous étendons le résultat de M. Hager (voir p.45 de [14]) à une famille
de contours C2 par morceaux, la preuve sera discutée dans l’annexe.
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Proposition 2.8.8 (Cas uniforme de 2.8.6) Soit un domaine Ω ⊂⊂ C,
et F une famille de domaines inclus dans Ω. Soit C0 > 0 une constante
indépendante de F . On suppose que

∀Γ ∈ F , ∂Γ =
N⋃

j=1

γj([aj, bj]), N ≤ C0,

où γj : [aj, bj] → C est C2 (γj dépend évidemment de Γ) avec

∀j, 0 < aj < bj ≤ C0,

∀j, 1

C0

≤ |γ̇j(t)| ≤ C0, |γ̈j(t)| ≤ C0,

γj(bj) = γj+1(aj+1), j ∈ Z/NZ.

Soit φ ∈ C∞(Ω,R) et f une fonction holomorphe dans Ω avec

|f(z;h)| ≤ e
φ(z)

h , ∀z ∈ Ω.

Si on a un réseau quadratique de points zk ∈ Ω de maille
√

ǫ
2

, 0 < ǫ≪ 1 avec

Ω ⊂
⋃

k∈J

D(zk,

√
ǫ

2
), |J | ≤ C

ǫ

et
|f(zk;h)| > e

1
h
(φ(zk)−ǫ),

alors

∃D > 0, ∀Γ ∈ F ,

|#(f−1(0) ∩ Γ) − 1

2πh

∫∫

Γ

∆φ d(Re z)d(Im z)| ≤ D

√
ǫ

h
.

Lemme 2.8.9 Pour chaque α ∈ (1
4
, 1

2
), il existe C > 0 tel que, avec une

probabilité inférieure

≥ 1 − C
R−2α+ 1

2√
lnR

,

on ait :

∀κ ∈ [1, 2],∣∣∣∣#(σ(P +Qω) ∩RΓ(1, κg)) − 1

2π
vol p−1(RΓ(1, κg))

∣∣∣∣ ≤ CR
3
4

√
lnR.
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Preuve. Nous voulons appliquer la proposition ci-dessus. Soit

Γ̃ :=
⋃

κ∈[1,2]

Γ(1, κg).

Partons de (2.6.23), choisissons ǫ = (C0

√
R lnR)/R et réseaux de points

wk de maille
√

ǫ
2

avec

Γ̃ ⊂
⋃

k∈J

D(wk,

√
ǫ

2
), |J | = O(

1

ǫ
).

Le même calcul que (2.6.24) montre que

P

(
⋂

k

{
|F ω(zk)| ≥ eR (Re l0(wk)−ǫ)

}
)

≥ 1 −R−2αO(
1

ǫ
). (2.8.10)

On applique ensuite ce qui précède, avec le lemme 2.8.4 et la proposition
2.8.8 pour obtenir le résultat. �

Lemme 2.8.10 Il existe C > 0, δ ∈ (0, 1
4
) tels que, quelque soit ǫ > 0, il

existe k(ǫ) ∈ N tel que, avec une probabilité inférieure ≥ 1 − ǫ, on ait

∀λ ≥ 2k(ǫ),∣∣∣∣#(σ(P +Qω) ∩ Γ(2k(ǫ), λg)) − 1

2π
volp−1(Γ(2k(ǫ), λg))

∣∣∣∣ ≤ Cλ1−δ. (2.8.11)

Preuve. Lorsque λ grandit, ∀ 2k0 ≤ λ < 2k0+1, λ
2k0

varie dans [1, 2]. No-
tons Bk, k ∈ N et Aκ, κ ∈ [1, 2] les évènements des ω vérifiant l’estimation
(2.8.8) respectivement avec R = 2k,Γ = Γ(1, 2) et R = 2k0 ,Γ = Γ(1, κg). La
proposition 2.8.6 et le lemme 2.8.9 entrâınent

lim
k0→∞

P


 ⋃

j∈[1,2]

M\ Aj


 = 0,

∞∑

k≫1

P(M\Bk) <∞.

Il existe alors k(ǫ) ∈ N tel que

P



∀λ, k0, 2k(ǫ) < 2k0 ≤ λ < 2k0+1,




k0−1⋂

k(ǫ)

Bk


 ∩ A(

λ

2k0
)



 ≥ 1 − ǫ.

(2.8.12)
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Maintenant additionnons les estimations, la différence du cardinal de σ(P +
Q) ∩ Γ(2k(ǫ), λg) avec le volume symplectique est majoré par

C

k0∑

k(ǫ)

2
3
4
k
√
k ln 2 + C ′2

3
4
k0
√
k0 ln 2.

Il existe δ ∈ (0, 1
4
) et C1 > 0 tel que le nombre ci-dessus soit majoré par C1λ

pour tout k0. �

Théorème 2.8.11 Il existe C1 > 0, 1
4
> δ > 0 tels que ∀ǫ > 0, il existe

Mǫ ⊂ M tel que P(Mǫ) ≥ 1 − ǫ et ∀ω ∈Mǫ on ait :

∀λ ≥ 0∣∣∣∣#(σ(P +Qω) ∩ λΓ(0, g)) − 1

2π
vol p−1(λΓ(0, g))

∣∣∣∣ ≤ C(ǫ, ω) + C1λ
1−δ.

Preuve. Il suffit juste de tenir compte du fait que le spectre de P +Qω est
discret presque sûrement. �

Finalement, en prenant M̃ =
⋃

ǫMǫ, nous avons P(M̃) = 1 et le

Corollaire 2.8.12 Il existe C1 > 0, 1
4
> δ > 0 tels qu’il existe M̃ ⊂ M tel

que P(M̃) = 1 et ∀ω ∈ M̃ on ait :

∀λ ≥ 0,∣∣∣∣#(σ(P +Qω) ∩ λΓ(0, g)) − 1

2π
vol p−1(λΓ(0, g))

∣∣∣∣ ≤ C(ω) + C1λ
1−δ.

2.9 Annexe : Comptage des zéros de fonc-

tions holomorphes

Le résultat suivant est une légère extension de la proposition 1.8.1 de [15].
Nous montrons qu’elle reste valable pour des contours C2 par morceaux.

Proposition 2.9.1 Soient un domaine de Γ ⊂⊂ C de bord C2 par mor-
ceaux, Ω un voisinage ouvert de Γ. Soient φ ∈ C∞(Ω, R) et f une fonction
holomorphe dans Ω telle que

|f(z;h)| ≤ e
φ(z)

h , ∀z ∈ Ω.

63



On suppose qu’il existe zi ∈ Ω, 0 < rj, ǫj ≪ 1, j = 1, . . . , N tels que

D(zj, 3rj) ⊂ Ω et ∂Γ ⊂
⋃

j

D(zj, rj)

avec

|f(zj;h)| > e
1
h
(φ(zj)−ǫj).

Nous avons alors

#(f−1(0) ∩ Γ) =
1

2πh

∫∫

Γ

∆φ d(Re z)d(Im z) +
∑

j

O(
r2
j + ǫj

h
).

Preuve. Reprenons les étapes de la proposition 1.8.1 de [15]. Nous verrons
qu’il n’est pas utile d’imposer une condition sur les angles formés de la dérivée
à droite et à gauche des points non dérivables.

Nous décomposons ∂Γ en coubes disjointes γj avec γj ⊂ D(zj, rj). Si
γj est C2, on procède comme dans la démonstration. Supposons alors que
γj ne contienne qu’un point anguleux. Nous pouvons appliquer les résultats
locaux dans D(zj, rj) de (1.8.7) jusqu’à (1.8.21) dans [15]. On a bien sûr
|γj| = O(rj), et dans (1.8.22) la quantité

Re
1

2πi

∫

γ̃j

∂w ln(w − wk) = var argγ̃j
(w − wk)

est elle aussi bornée par 2π. En effet, puisque γ̃j est localement très proche de
la réunion de deux segments de droite, on pourra toujours trouver un chemin
qui part de wj et qui touche le bord D(zj, rj) sans couper γ̃j. (1.8.23) et
(1.8.24) restent inchangés, pour (1.8.25) il suffit de remarquer que le théorème
de Stokes s’applique à des contours C2 par morceaux. �

Remarque 2.9.2 En fait, la preuve de la proposition donne une estimation
sur le nombre de zéros de f sur la frontière de Γ :

∃C > 0, |#(f−1(0) ∩ ∂Γ)| ≤ C
∑

j

r2
j + ǫj

h
.
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Lemme 2.9.3 Soit une famille de lacets simples γj (j ∈ J) dans C de classe
C2. On paramétrise les lacets γj : [0, 1] ∋ t → γ(t) ∈ C. De plus, supposons
qu’il existe C0 > 0 tel que

∀j ∈ J, ∀t ∈ [0, 1],
1

C0

≤ |γ̇j(t)| ≤ C0, |γ̈(t)| ≤ C0.

Si zi ∈ C avec d(zi, γi) ≤ r, alors il existe C > 0 tel que pour tout
r ≪ 1/C3

0 chaque composante connexe de γj ∩D(zj, r) est de longueur ≤ Cr
et cela pour tout j ∈ J .

Preuve. Posons fj(t) := 1
2
|γj(t) − zj|2. Un calcul montre (en omettant les

indices) que

ḟ(t) = 〈γ(t) − z, γ̇(t)〉,
f̈(t) = |γ̇(t)|2 + 〈γ(t) − z, γ̈(t)〉,

où 〈., .〉 représente le produit scalaire dans R
2.

Pour la suite nous travaillons dans D(z, r), c’est à dire que nos t vérifient
γ(t) ∈ D(z, r).

Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz et les hypothèses, il existe C1 > 0
tel que pour r ≪ 1/C3

0

f̈(t) ≥ |γ̇(t)|2 − |γ(t) − z| |γ̈(t)| (2.9.1)

≥ 1

C2
0

− rC0 ≥
1

C1

> 0.

Dans chaque composante connexe de γ ∩ D(z, r), il existe un temps t1
pour lequel f(t) est minimum, dès lors ḟ(t1) = 0. La formule de Taylor avec
reste intégrale donne alors

f(t) = f(t1) +

∫ t

t1

(x− t1)f̈(x)dx

de là

f(t) ≥ f(t1) +
1

2C1

(t− t1)
2.

soit

|t− t1| ≤ r
√

2C1.
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Ainsi la longueur de chaque composante connexe de γ∩D(z, r) est majorée
par ∫

|t|≤r
√

2C1

|γ̇(t)|dt ≤ r
√

8C1C2
0 .

(Toutes les estimations sont bien sûr uniformes par rapport à j) �

Proposition 2.9.4 (Cas uniforme) Soit un domaine Ω ⊂⊂ C, et F une
famille de domaines inclus dans Ω. Soit C0 > 0 une constante indépendante
de F . On suppose que

∀Γ ∈ F , ∂Γ =
N⋃

j=1

γj([aj, bj]), N ≤ C0,

où γj : [aj, bj] → C est C2 (γj dépend évidemment de Γ) avec

∀j, 0 < aj < bj ≤ C0,

∀j, 1

C0

≤ |γ̇j(t)| ≤ C0, |γ̈j(t)| ≤ C0,

γj(bj) = γj+1(aj+1), j ∈ Z/NZ.

Soit φ ∈ C∞(Ω,R) et f une fonction holomorphe dans Ω avec

|f(z;h)| ≤ e
φ(z)

h , ∀z ∈ Ω.

Si on a un réseau quadratique de points zk ∈ Ω de maille r
2
, 0 < r, ǫ ≪ 1

avec

Ω ⊂
⋃

k∈J

D(zk,
r

2
), |J | ≤ C

r2

et

|f(zk;h)| > e
1
h
(φ(zk)−ǫ),

alors

∃D > 0, ∀Γ ∈ F ,

|#(f−1(0) ∩ Γ) − 1

2πh

∫∫

Γ

∆φ d(Re z)d(Im z)| ≤ D
r2 + ǫ

rh
.
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Preuve. (voir “2.5.4 preuve du théorème 2.0.11 de [15]”) Puisque la norme
de γ̇j et les réels aj, bj, N sont tous majorés indépendamment de Γ, alors il
existe C > 0 tel que

L(∂Γ) ≤ C, ∀Γ ∈ F . (2.9.2)

En appliquant le lemme 2.9.3, pour r assez petit z ∈ Ω tel que d(z, ∂Γ) ≤
r, alors la longueur de chaque composante connexe de ∂Γ∩D(z, r) est ≤ C ′r
(les points anguleux aj, bj, où le bord n’est pas dérivable, ne posent aucun
problème puisque de nombre majoré uniformément à Γ : on peut donc les
ignorer).

Posons
JΓ := {zk; d(zk, ∂Γ) ≤ r

2
},

grâce à (2.9.2), il existe C ′′ > 0 tel que

∀Γ ∈ F , ∂Γ ⊂
⋃

k∈JΓ

D(zk,
2r

3
), |JΓ| ≤ C ′′1

r
.

Soit Π(Γ, zk) l’ensemble des composantes connexes de ∂Γ∩D(zk, r) dont
la distance à zk est ≤ 2r

3
. Il est clair que

∀α ∈ Π(Γ, zk), L(α) ≥ r

3
. (2.9.3)

Nous voulons maintenant montrer qu’il existe C > 0 tel que ∀Γ ∈ F ,
on peut décomposer ∂Γ en au plus J̃Γ courbes disjointes βj

k ⊂ D(zk, r) où
J̃Γ ≤ C

r
.

Partons d’un point de α ∈ Π(Γ, zk), longeons la courbe jusqu’au bord
de D(zk, r), et notons z′ ce point d’arrêt. Il existe alors z′k 6= zk tel que
d(z′k, z

′) ≤ r
2
. On suit ensuite ∂Γ pour atteindre le bord de D(z′k, r). On

continue ainsi jusqu’à la fermeture de ∂Γ ; et tenant compte de (2.9.2) et
(2.9.3) on aura J̃Γ ≤ C

r
, pour tout Γ.

Jusqu’à l’équation (1.8.21) de [15], tous les calculs sont uniformes par
rapport Γ. Nous utilisons pour finir L(βj

k) ≤ C ′r (voir ce qui suit (2.9.2)) et

var argβj
k
(w − w∗) ≤ 2π, ∀j, k, ∀w∗ ∈ Ω \ βj

k.

La proposition 2.9.1 est donc valable ∀Γ ∈ F avec un reste uniforme. �
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Chapitre 3

Loi de Weyl presque sûre pour
un système différentiel en
dimension 1

3.1 Introduction

Il est bien connu, depuis le travail H. Weyl, [41], que pour un opérateur
différentiel P autoadjoint semi-borné, on a souvent la loi de Weyl. C’est-à-
dire que le nombre N(P, λ) de valeurs propres inférieures à λ > 0 vérifie

N(P, λ) =
1

(2π)n

∫∫

p≤λ

dxdξ + o(λ
n
m ), λ→ +∞.

si m est l’ordre de P et 2n la dimension de l’espace des phases. On pourra
par exemple consulter [12] ou [20]. Dans le cadre semiclassique, plus récent,
sous des hypothèses naturelles, on a la loi de Weyl. Le nombre N(P (h), I)
de valeurs propres d’un opérateur P (h) autoadjoint, dans un intervalle I,
satisfait la relation

N(P, I) =
1

(2πh)n
(vol (p−1(I)) + o(1)), h→ 0,

où p est le symbole principal semiclassique de P (h). Ce résultat a été prouvé
de façon générale par J. Chazarain [4], B. Helffer-D. Robert [18], et V. Ivrii
[21]. (Nous avons suivi la présentation de [7].)
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Dans le cas non-autoadjoint il se peut que la loi ne soit plus vérifiée. Un
simple exemple (dans le cas semiclassique) pour s’en convaincre est l’oscilla-
teur harmonique non-autoadjoint

P =
1

2
((hDx)

2 + ix2) : L2(R) → L2(R),

pour lequel le spectre est égal à {eiπ/4(k + 1
2
)h; k ∈ N}. En effet, le nombre

de valeurs propres dans un ouvert Γ ⊂⊂ C qui intersecte le premier quadrant
et qui évite la droite arg z = π

4
, est égal à zéro, alors que le coefficient de

Weyl, vol (p−1(Γ)), ne l’est pas.
Néanmoins, la notion récente de pseudospectre a permis ces dernières

années de mieux comprendre les propriétés spectrales des opérateurs non-
autoadjoints. Rappelons que le pseudospectre est défini comme les ensembles
délimités par les lignes de niveau de la norme de la résolvante. Plus précisément,
le ǫ-pseudospectre σǫ(P ) d’un opérateur P est

σǫ(P ) :=

{
z ∈ C : ‖(z − P )−1‖ > 1

ǫ

}
,

avec la convention ‖(z − P )−1‖ = ∞ si z appartient au spectre σ(P ) de
P. Une description équivalente du pseudospectre montre que z appartient
au ǫ-pseudospectre si et seulement si z appartient au spectre de l’opérateur
perturbé P + δP avec ‖δP‖ ≤ ǫ, c’est le théorème de Roch-Silberman [28]

σǫ(P ) =
⋃

B∈L(H), ‖B‖<ǫ

σ(P +B).

Le pseudospectre est donc la zone d’instabilité spectrale. On comprend dès
lors avec ce point de vue l’intérêt du pseudospectre lorsque l’on cherche à
déterminer numériquement les valeurs propres d’un opérateur. En effet, un
calcul numérique ne nous donnera que des valeurs propres approchées (aussi
appelées quasimodes) à cause de la discrétisation et des inévitables erreurs
d’arrondis. Pour mettre en évidence la sensibilité du spectre sous de pe-
tites perturbations, on cherche à construire dans certaines zones des quasi-
modes ; cela permet alors de mettre en évidence des régions du plan com-
plexe, qui peuvent pourtant être loin du spectre, pour lesquelles la norme
de la résolvante est très grande : voir par exemple le survey de Davies [6].
Nous renvoyons au livre de Trefethen et Embree [33] pour un survol complet
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du sujet (le pseudospectre), notons aussi qu’il existe un équivalent de cette
notion dans le cadre semiclassique : le pseudospectre semiclassique.

C’est en voulant comprendre de manière théorique certains phénomènes
numériques, comme par exemple la migration des valeurs propres vers le
bord du pseudospectre mise en évidence dans [40], que M. Hager a entrepris
une étude perturbative des valeurs propres des opérateurs non-autoadjoints.
Sa principale motivation est donc de comprendre comment le spectre après
perturbation se répartit dans le pseudospectre.

Dans un premier travail [13], elle montre, pour un opérateur modèle per-
turbé par des noyaux oscillants, que les valeurs propres se distribuent selon
une loi de Weyl dans le pseudospectre. Elle a ensuite généralisé ce résultat
aux opérateurs h-pseudodifférentiels avec des perturbations multiplicatives
aléatoires et trouvé une asymptotique de Weyl avec une probabilité très
proche de 1. Ces deux travaux concernent l’asymptotique en limite semi-
classique.

L’auteur a lui étudié, au précédent chapitre, pour un simple opérateur
différentiel perturbé l’asymptotique des grandes valeurs propres. Le fait nou-
veau (par rapport au cas semiclassique) est que nous obtenons presque
sûrement une loi de Weyl. Dans ce travail, on va donner une version matri-
cielle de l’asymptotique presque sûre. Nous étudions ici un système différentiel
matriciel et une perturbation aléatoire d’ordre inférieur. On se place dans le
cadre de S1 pour des raisons techniques et tant qu’à faire, on regarde aussi
les systèmes dans le cas semiclassique, ce qui n’a pas encore été fait.

Asymptotique semiclassique

Considérons l’opérateur différentiel non-autoadjoint dans L2(S1,Cn)

P (h) =
∑

α≤m

Aα(x;h)(hDx)
α, h ∈ (0, 1], Dx =

1

i

∂

∂x
, (3.1.1)

où chaque Aα est une matrice n× n complexe dépendant de manière C∞ de
x, et admettant la repésentation asymptotique dans C∞(S1),

Aα(x) ∼ Aα,0(x) + hAα,1(x) + h2Aα,2(x) + . . . , h→ 0. (3.1.2)

Le domaine de définition D(P ) choisi pour P est l’espace de Sobolev
semiclassique Hm

sc(S
1,Cn) défini par

{
u ∈ L2(S1,Cn); ‖u‖2

m,h =
∑

α≤m

‖(hDx)
αu‖2 <∞

}
. (3.1.3)
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Le symbole principal semiclassique de P est donné par

p(x, ξ) :=
∑

α≤m

Aα,0(x)ξ
α, (x, ξ) ∈ T ∗S1. (3.1.4)

Hypothèse 3.1.1 On suppose que P est elliptique (au sens où detAm,0 ne
s’annule pas), et qu’il existe un point z0 pour lequel la résolvante (P − z0)

−1

existe.

Nous notons l’ensemble des valeurs propres du symbole principal p par

Σ(p) =
⋃

(x,ξ)∈T ∗(S1)

σ(p(x, ξ)), σ(p(x, ξ)) = spectre de p(x, ξ). (3.1.5)

Notons que le dernier point de l’hypothèse ci-dessus est toujours vérifié si
Σ(p) 6= C. Comme dans le cas scalaire, nous obtenons que le spectre est
discret sur C.

Proposition 3.1.2 Sous l’hypothèse précédente, pour tout z, P−z : D(P ) →
L2(S1) est un opérateur de Fredholm d’indice zéro. En particulier, nous trou-
vons que le spectre de P est discret dans C.

Preuve. Il est connu qu’un opérateur elliptique sur une variété compacte
(ici S1) est de Fredholm. Après multiplication par A−1

m , on est ramené au
cas où Am = I. Puis, en utilisant l’invariance de l’indice de Fredholm par
déformation elliptique, on obtient que l’indice de P − z est égal à celui de
(hD)m; les termes de degré inférieur ont été écrasés. Pour finir, il est clair
que l’indice de (hD)m est zéro. Enfin, il est bien connu, par la théorie de
Fredholm analytique, que pour un opérateur A d’indice zéro, dont le spectre
n’est pas égal à C, alors le spectre consiste en des valeurs propres discrètes.
�

Comme nous l’avons évoqué dans le cadre classique, il se peut que la
norme de la résolvante pour des opérateurs non-autoadjoints soit grande dans
un ouvert quand h→ 0. La région pour laquelle la résolvante est grande dans
la limite semiclassique sera notée comme le pseudospectre semiclassique. La
définition adoptée par [9] pour cet ensemble pour un opérateur P (h), est
l’ensemble Λ(P (h)) des points z tels que pour 0 < h ≤ 1 il existe u(h) ∈ D(P )
avec la propriété

‖(P (h) − z)u(h)‖L2 = O(h∞), ‖u‖L2 = 1. (3.1.6)
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Dans le cas scalaire, depuis [9] et [39], on a un résultat d’existence de
quasimodes u(h), satisfaisant (3.1.6), sous une condition portant sur le cro-
chet de Poisson de la partie réelle et imaginaire du symbole principal. Nous
allons donner un équivalent dans le cas matriciel, ce qui nous permettra
dans ce travail de définir notre pseudospectre semiclassique, néanmoins plus
restrictif que Λ(P (h)).

Proposition 3.1.3 Soit P (h) un système différentiel dans C∞(S1,Cn), et
p(x, ξ), (x, ξ) ∈ T ∗S1 son symbole principal. Pour z0 donné dans C, nous
notons qz0(x, ξ) = det(p(x, ξ) − z0). S’il existe (x0, ξ0) ∈ T ∗S1 tel que z0 ∈
σ(p(x0, ξ0)) et

1

2i
{qz0 , q̄z0}(x0, ξ0) > 0,

où {qz0 , q̄z0} désigne le crochet de Poisson de qz0 avec q̄z0 , alors il existe
u(h) ∈ L2(S1,Cn) avec la propriété (3.1.6).

On donnera la preuve dans la section 3.
Comme dans la proposition ci-dessus, pour z fixé, qz(x, ξ) désigne, dans

la suite, le déterminant de p(x, ξ) − z. Nous définissons les ensembles

Φ = {z ∈ Σ : ∃(x, ξ) ∈ T ∗S1 avec z ∈ σ(p(x, ξ)) et {qz, q̄z}(x, ξ) = 0}.
(3.1.7)

et

Λ+ = {z ∈ Σ : ∃(x, ξ) ∈ T ∗S1 avec z ∈ σ(p(x, ξ)) et
1

2i
{qz, q̄z}(x, ξ) > 0}.

Nous verrons que Σ,Φ sont fermés et que Σ \ Φ est un ensemble ouvert
inclus dans Λ+. Ce qui veut dire que pour tout point z de Σ \Φ, il existe un
quasimode. Il est donc justifié de définir notre pseudospectre semiclassique
de P comme l’ensemble Λ(p) = Σ \ Φ. Nous avons montré que

Σ(p) ⊃ Λ(P ) ⊃ Λ+(p) ⊃ Λ(p).

Nous considérons une perturbation aléatoire Qω définie sur l’espace de
probabilité (M,A,P). Qω est un opérateur différentiel d’ordre inférieur à P
de L2(S1) dans lui-même, de domaine dense,

Qω =
∑

α0≤α≤α1

Qα(x;h)(hDx)
α, 0 ≤ α0 ≤ α1 ≤ m− 1. (3.1.8)
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Ici Qα est une matrice n × n où chaque élément est une série de Fourier
aléatoire, c’est-à-dire

Qi,j
α (x) =

∑

k∈Z

qi,j
α,k

eikx

√
2π
. (3.1.9)

On adopte l’hypothèse suivante sur les variables aléatoires qi,j
α,k.

Hypothèse 3.1.4 Les coefficients de Fourier qi,j
α,k sont des variables aléatoires

(pour faire court v.a.) complexes indépendantes de loi N (0, (σi,j
α,k)

2). La va-
riance peut dépendre de h. Ici, pour tout i, j, et α

σi,j
α,k ≤ C̃〈k〉−ρ, (3.1.10)

et pour α = α1,

σi,j
α1,k ≥ 1

C̃
〈k〉−ρ, (3.1.11)

où les constantes C̃ > 0 et ρ > 1 sont indépendantes de α, i, j et k, et où on
utilise la notation standard 〈k〉 = (1 + |k|2) 1

2 .

On rappelle que X suit une loi gaussienne N (m,σ2) complexe d’espérance
m ∈ C et de variance σ2 > 0, si sa densité est

ϕ(z) =

{
1

πσ2 e
−|z−m|2

σ2 , σ > 0,
δ(z −m) (masse de Dirac en z = m), σ = 0.

La propriété remarquable des v.a. gaussiennes est que la somme de deux gaus-
siennes reste une gaussienne où les espérances et les variances s’additionnent
respectivement.

Sous ces conditions, on montrera queQω est presque sûrement (p.s.) borné
comme opérateur de Hm

sc dans L2. On a aussi facilement le résultat suivant
concernant la régularité des fonctions Qi,j

α (x) :

Proposition 3.1.5 Sous l’hypothèse précédente, pour chaque α, i, j, Qi,j
α (x)

représente p.s. une fonction continue.

Preuve. Il suffit de remarquer, grâce à l’inégalité de Markov, que

P(
∑

k∈Z

|qi,j
α,k| > t) ≤ t−1

E(|X|)
∑

k∈Z

σi,j
α,k,
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où X suit une loi gaussienne standard N (0, 1). On fait ensuite tendre t vers
l’infini pour voir que la série aléatoire (3.1.9) converge normalement presque
sûrement, d’où la continuité. �

Nous montrerons, dans la proposition 3.5, que l’image réciproque de zéro
par qz pour z donné dans le pseudospectre Λ(p) de P, est un ensemble de la
forme

∀z ∈ Λ(p), q−1
z (0) = {ρj

+(z), ρj
−(z), j = 1, . . . , β(z)} (3.1.12)

où β(z) <∞ est localement constant, et

± 1

2i
{qz, q̄z}(ρ±) > 0. (3.1.13)

Hypothèse 3.1.6 Soit Ω ⊂ Λ(p) et connexe. On demande que pour tout
z ∈ Ω,

ρj
±(z) = (xj(z), ξj

±(z)), xj 6= xk, j 6= k. (3.1.14)

et que ξj
+ 6= 0 pour tout j.

Nous définissons, pour (x, ξ) ∈ T ∗S1 et Γ ⊂ C donné, le nombre de valeurs
propres de p(x, ξ) dans Γ par

mΓ(x, ξ) := #(σ(p(x, ξ)) ∩ Γ). (3.1.15)

Nous nous proposons alors d’établir dans la section 6 le résultat suivant

Théorème 3.1.7 Supposons admises les hypothèses 3.1.4 et 3.1.6. Soit Γ ⊂⊂
Ω un ouvert à bord C2 par morceaux, et ǫ > 0, N0 > 0. Soit β la valeur
constante de β(z) sur la composante connexe de Λ(P ) contenant Ω. Alors il
existe une constante positive C telle que pour tout

hN0 < δ ≪ h(ρ+ǫ+ 1
4
)β+1, (3.1.16)

le nombre N(P − δQ,Γ) de valeurs propres de P − δQ dans Γ satisfait

|N(P − δQ,Γ) − 1

2πh

∫∫
mΓ(x, ξ) dxdξ| ≤ C

√
h ln(1

δ
)

h
,

avec une probabilité

≥ 1 − C
h2ǫ

√
h lnh−1

.

La probabilité est intéressante si ǫ ≥ 1
4
.
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Notons que, lorsque α1 = α0 = 0, nous nous trouvons dans la situation
d’une perturbation multiplicative aléatoire. Nous donnerons aussi à la fin de
la section 6 une version de ce théorème pour une famille G de domaines Γ
dans Ω.

Asymptotique des grandes valeurs propres

Soit l’opérateur différentiel non-autoadjoint dans L2(S1,Cn)

P =
∑

α≤m

Aα(x)Dα
x , Aα(x) ∈ C∞(S1). (3.1.17)

Le domaine de définition est l’espace de Sobolev Hm(S1,Cn). On impose
comme précédemment une hypothèse d’ellipticité

detAm(x) 6= 0, x ∈ S1, (3.1.18)

rendant l’opérateur P − z de Fredholm d’indice zéro pour tout z. Nous sup-
posons que P −z est bijectif pour au moins une valeur de z, et nous trouvons
donc que le spectre de P est discret (La preuve est similaire à celle de la
proposition 3.1.2). Le symbole principal classique de P est

pm(x, ξ) := Am(x)ξm. (3.1.19)

Nous désignons par Σ(pm) l’ensemble des valeurs propres de pm, c’est-à-dire

Σ(pm) =
⋃

(x,ξ)∈T ∗S1

σ(pm(x, ξ)). (3.1.20)

Notons que si Σ(pm) 6= C, alors pour tout z ∈ C \ Σ(pm), P − z est bijectif.
Nous avons la proposition suivante, qui se démontre facilement en regar-

dant P + λz comme un opérateur elliptique à grand paramètre :

Proposition 3.1.8 Si z /∈ Σ(pm), alors il existe C > 0 tel que pour tout
λ > C, P + λz est inversible et ‖(P + λz)−1‖ ≤ 1/dist(λz,Σ).

Pour z donné, on écrit qm,z(x, ξ) pour det(pm(x, ξ)−z). Nous introduisons
ensuite l’ensemble

Φ = {z ∈ Σ, ∃(x, ξ) ∈ T ∗S1 avec z ∈ σ(pm(x, ξ)) et {qm,z, q̄m,z}(x, ξ) = 0}.
(3.1.21)
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Notre pseudospectre Λ(pm) de P sera défini comme l’ensemble Σ\Φ, c’est
un cône ouvert qui ne contient pas l’origine. Ramenant notre problème de
haute énergie à un problème semiclassique (voir par exemple la section High
Energy Spectrum de [6]) on montre la

Proposition 3.1.9 Pour z ∈ Λ(pm), ‖(P + λz)−1‖ tend vers l’infini plus
vite que n’importe quelle puissance positive de λ quand 0 < λ → +∞, avec
la convention que ‖(P + λz)−1‖ = ∞ si λz appartient au spectre de P.

Nous utilisons la perturbation

Qω =
∑

α0≤α≤α1

Qα(x)Dα
x , 0 ≤ α0 ≤ α1 ≤ m− 1, (3.1.22)

où chaque Qij
α est une série de Fourier aléatoire

Qα(x) =
∑

k∈Z

qi,j
α,k(x)

eikx

√
2π
.

Nous supposons de plus que les coefficients qi,j
α,k vérifient l’hypothèse 3.1.4. La

proposition 3.1.5 nous dit alors que Qω est un opérateur différentiel dont les
monômes sont p.s. continus. Ainsi, quitte à approcher Qω par un opérateur
différentiel à coefficient C∞, puisque P et P −Qw ont le même symbole prin-
cipal on montre que p.s. P −Qw est un opérateur de Fredholm d’indice zéro
avec un spectre discret.

Nous sommes intéressés ici par la distribution des grandes valeurs propres
de P −Qω dans les dilatés de profil conique inclus dans Λ(pm). Choisissons,
Ω, un cône ouvert connexe dans Λ(pm).

Pour z fixé dans Λ(pm), l’image réciproque de zéro par qm,z est un en-
semble de la forme

∀z ∈ Λ(pm), q−1
m,z(0) = {ρj

+(z), ρj
−(z), j = 1, . . . , β(z)} (3.1.23)

où β(z) <∞ est constant sur chaque composante connexe de Λ(pm), et

± 1

2i
{qm,z, q̄m,z}(ρ±) > 0. (3.1.24)

On fait alors l’hypothèse suivante :
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Hypothèse 3.1.10 On demande que pour tout z ∈ Ω,

ρj
±(z) = (xj(z), ξj

±(z)), xj 6= xk, j 6= k. (3.1.25)

Cette hypothèse implique, en particulier, que le degré de notre opérateur
différentiel P soit pair et donc que ξ+ = −ξ−. Nous avons toujours ξ+(z) 6= 0
si z 6= 0.

Soit θ0
1 et θ0

2 tel que

Λ(pm) ⊃ Ω = {reiθ; r > 0, θ0
1 < θ < θ0

2}.
Prenons θ1, θ2 ∈]θ0

1, θ
0
2[, avec θ1 ≤ θ2, et g, h ∈ C2([θ1, θ2],R+) satisfaisant

h < g. Nous introduisons alors l’ensemble

Ω ⊃⊃ Γθ1,θ2(h, g) := {reiθ, θ1 ≤ θ ≤ θ2, h(θ) ≤ r ≤ g(θ)}. (3.1.26)

Pour θ1, θ2 fixés on écrira parfois Γ(h, g) à la place Γθ1,θ2(h, g). Nous notons
pour tout (x, ξ) ∈ T ∗S1 et Γ ⊂ C

mΓ(x, ξ) := #(σ(pm(x, ξ)) ∩ Γ). (3.1.27)

Notre résultat principal est le

Théorème 3.1.11 Soit Ω un cône connexe dans Λ(pm). On suppose que
l’hypothèse 3.1.10 est vérifiée et que m−α1−ρ− 3

4
> 0. Il existe alors C̃ > 0

et M̃ ⊂ M avec P(M̃) = 1 tels que ∀ω ∈ M̃, le nombre N(P −Qω, λΓ(0, g))
de valeurs propres de P −Qω dans λΓ(0, g) ⊂⊂ Ω satisfait

∀λ ≥ 0,

|N(P −Qω, λΓ(0, g)) − 1

2π

∫∫
mλΓ(0,g)(x, ξ) dxdξ| ≤ C(ω) + C̃λ1/(2m)

√
lnλ.

Pour le cas m = 2, le théorème n’est vérifié que pour des perturbations
multiplicatives avec 1 < ρ < 5

4
.

3.2 Quelques faits sur les opérateurs pseudo-

différentiels matriciels

Pour inverser P , nous avons besoin des opérateurs pseudodifférentiels
matriciels sur R. Commençons par rappeler quelques faits, dans le cas scalaire
on pourra consulter [7], [14], et dans cas le matriciel [3].
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Soit Ω un ouvert de R
2. Ecrivons ρ = (x, ξ) et soit m une fonction d’ordre

sur R
2 au sens suivant

∃C0 ≥ 1, N0 > 0 tel que m(ρ) ≤ C0〈ρ− µ〉N0m(µ), ∀ρ, µ. (3.2.1)

On introduit la classe S(Ω,m; Cn×n) des symboles matriciels sur Ω

{A(x, ξ) ∈C∞(Ω,Cn×n); ∀i, j, ∀α, β ∈ N, ∃C > 0 t.q. (3.2.2)

|∂α
x∂

β
ξ Ai,j(x, ξ)| ≤ Cm(x, ξ), (x, ξ) ∈ Ω}.

Pour des symboles A(x, ξ;h) dépendants de h, nous disons que A ∈ S(m)
si A(.;h) est uniformément borné dans S(m) quand h ∈ (0, 1]. Pour k ∈ R,
on pose Sk(Ω,m) = h−kS(Ω,m) et S−∞(Ω,m) =

⋂
Sk(Ω,m).

Une représentation asymptotique de A ∈ S(Ω,m) est une suite Aj ∈
S(Ω,m), j ≥ 0 vérifiant

∀N ∈ N, A(x;h) −
∑

k≤N

Aj(x;h)h
j ∈ S−(N+1)(Ω,m). (3.2.3)

On écrira alors

A ∼
∞∑

j=0

Ajh
j.

Si A et B ont la même représentation asymptotique alors A−B ∈ S−∞(Ω,m).

Lemme 3.2.1 (Resommation) Si Aj ∈ S(m), j ≥ 0 alors il existe A ∈
S(m) tel que A ∼∑Ajh

j.

Un symbole A ∈ Sm est dit classique si A ∼ ∑
Ajh

j, les fonctions ma-
tricielles Aj étant indépendantes de h. A0 est dénommé le symbole principal
de A. La classe des symboles classiques est notée Scl(Ω,m).

Proposition 3.2.2 (Composition) L’application bilinéaire

S(R2,m1) × S(R2,m2) → S(R2,m1m2)

(A1, A2) 7→ A1#A2

où
A1#A2 = e

ih
2

σ(Dx,Dξ;Dy ,Dη)A1(x, ξ;h)A2(y, η;h)|y=x,η=ξ (3.2.4)
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est continue. De plus, nous avons la représentation asymptotique

(A1#A2)(x, ξ;h) ∼
∑

k≥0

1

k!

(
ih

2
σ(Dx, Dξ;Dy, Dη)

)k

A1(x, ξ)A2(y, η)
∣∣
y=x,η=ξ

.

(3.2.5)

Grâce à (3.2.5), il est possible de définir une composition pour les symboles
définis sur Ω

S(Ω,m1) × S(Ω,m2) → S(Ω,m1m2)/S
−∞(Ω,m1m2).

Proposition 3.2.3 (Parametrix) Soit A(x, ξ;h) ∈ Scl(Ω,m), les trois condi-
tions suivantes sont équivalentes,

i) A0 est inversible pour chaque (x, ξ) ∈ Ω et vérifie A−1
0 = O( 1

m
).

ii) A0 est inversible pour chaque (x, ξ) ∈ Ω et vérifie A−1
0 ∈ S(m−1).

iii) ∃B ∈ S(m−1) tel que

A#B ∼ 1 dans S(Ω, 1)

B#A ∼ 1 dans S(Ω, 1).

Un symbole qui vérifie i) est dit elliptique (au sens semiclassique).

Lorsque Ω = R
2, on associe à A ∈ S(m) un opérateur pseudodifférentiel

Aw continue de Sn → Sn et de (S ′)n → (S ′)n, défini par

Awu(x) :=
1

2πh

∫∫
e

i
h
(x−y)ξA(

x+ y

2
, ξ)u(y) dydξ. (3.2.6)

On écrira
Aw = (Aw

ij)1≤i,j≤n. (3.2.7)

Théorème 3.2.4 (Composition) Si Ai ∈ S(R2,mi) alors

Aw
1A

w
2 = (A1#A2)

w : Sn → Sn, (S ′)n → (S ′)n.

Théorème 3.2.5 Si A ∈ S(R2, 1) alors

Aw : L2(R,Cn) → L2(R,Cn)

est borné, et sa norme est majorée par une constante indépendante de h.
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Des deux théorèmes qui précèdent, on déduit que si A ∈ Scl(R
2,m) est ellip-

tique alors il existe B ∈ S(R2,m−1) tel que

AwBw = 1 +R1 ∈ L(L2), ‖R1‖L(L2(R; Cn)) = O(h∞), (3.2.8)

BwAw = 1 +R2 ∈ L(L2), ‖R2‖L(L2(R; Cn)) = O(h∞).

Lemme 3.2.6 (Support) Soit A ∈ Scl(R
2,m), Aij ∼ ∑

k≥0 h
kAij,k, intro-

duisons

SuppAij :=
⋃

k

suppAij,k.

Prenons χ ∈ C∞
0 (R2), indépendant de h alors

∀i, j, SuppAij ∩ suppχ = ∅ ⇒ ‖(A#χ)w‖L2(R)→L2(R) = O(h∞).

3.3 Spectre et pseudospectre

Rappelons que, dans le cadre semiclassique, on étudie l’opérateur différentiel
elliptique non-autoadjoint dans L2(S1,Cn)

P =
∑

α≤m

Aα(x;h)(hDx)
α, h ∈ (0, 1], Dx =

1

i

∂

∂x
. (3.3.1)

Les ensembles Σ,Φ,Λ(p) et Λ+ ont été introduits dans la section 1.1. On
préfère écrire ici q(x, ξ, z) pour désigner det(p(x, ξ) − z) ≡ qz(x, ξ).

Proposition 3.3.1 Σ,Φ sont fermés, et Λ(p) = Σ \ Φ est un ensemble ou-
vert.

Preuve. Puisque P est elliptique au sens classique, on sait que pour tout
compact K ⊂ C, il existe CK > 0 tel que si σ(p(x, ξ))∩K 6= 0 alors |ξ| ≤ CK .
Montrons que Φ est fermé dans C. Soit zn ∈ Φ une suite zn → z0 et soit
ρn ∈ T ∗S1 tel que zn ∈ σ(p(ρn)) et 1

2i
{q(., zn), q̄(., zn)}(ρn) = 0.

Après passage à une suite extraite, on peut supposer que ρn → ρ0, alors
1
2i
{q(., z0), q̄(., z0)}(ρ0) = 0, donc z0 ∈ Φ. (Idem pour Σ)

Montrons que Σ\Φ est ouvert dans C. Soit w0 ∈ Σ\Φ, comme Φ est fermé
il existe un voisinage U de w0 dans C tel que U ∩ Φ = 0. Soit ρ0 ∈ T ∗S1 un
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point tel que w0 ∈ σ(p(ρ0)). Alors 1
2i
{q(., w0), q̄(., w0)}(ρ0) 6= 0. Le jacobien

au point ρ0 de l’application

fw0 : T ∗S1 ∋ (x, ξ) 7→ (Re q, Im q) ∈ R
2 (3.3.2)

est égal à

−{Re q, Im q}(ρ0) =
1

2i
{q(., w0), q̄(., w0)}(ρ) 6= 0. (3.3.3)

Le théorème des fonctions implicites montre l’existence d’un voisinage V de
w0 contenu dans Σ. �

Soit z0 une valeur propre simple de p(x0, ξ0), où (x0, ξ0) ∈ T ∗S1. Alors il
existe un voisinage U ⊂ T ∗S1 de (x0, ξ0) et une fonction C∞, λ : U → C tels
que λ(x, ξ) soit une valeur propre simple de p(x, ξ) pour ∀(x, ξ) ∈ U, vérifiant
λ(x0, ξ0) = z0.

Proposition 3.3.2 Soit z0 une valeur propre simple de p(x0, ξ0), où (x0, ξ0) ∈
T ∗S1, alors

1

2i
{q(., z0), q̄(., z0)}(x0, ξ0) > 0 ⇐⇒ 1

2i
{λ, λ̄}(x0, ξ0) > 0.

Preuve. q(x, ξ, z) se met sous la forme

g(x, ξ, z)(z − λ(x, ξ))

où g(x, ξ, z) est polynomiale en z et ne s’annule pas au point (x0, ξ0, z0).
Il faut ensuite remarquer que si a(x, ξ) = b(x, ξ)c(x, ξ) et vérifie au point
ρ0 = (x0, ξ0), a(ρ0) = c(ρ0) = 0 et b(ρ0) 6= 0, alors

1

2i
{a, ā}(ρ0) = |b(ρ0)|2

1

2i
{c, c̄}(ρ0).

�

Proposition 3.3.3 Soit z0 ∈ σ(p(ρ0)),
(a) si dimN (p(ρ0) − z0) ≥ 2 alors

1

2i
{q(., z0), q̄(., z0)}(ρ0) = 0.

(b) si dimN (p(z0) − z0) = 1 alors il existe des matrices r0, s0 inversibles
telles que r−1

0 (p(ρ0) − z0)s0 admet 0 comme valeur propre simple.
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Preuve. (a) Pour une base convenable de C
n, les deux premières colonnes de

la matrice p(ρ0)−z0 s’annulent. On voit donc que det(p(ρ)−z0) = O(|ρ−ρ0|2).
(b) Soit e1, . . . , en une base telle que (p(ρ0) − z0)e1 = 0. Soit

f2 = (p(ρ0) − z0)e2
...
fn = (p(ρ0) − z0)en

(3.3.4)

et f1 tel que f1, . . . , fn soit une base. Alors pour les bases e1, . . . , en, et
f1, . . . , fn la matrice de p(ρ0) − z0 devient




0 0 . . . 0
0 1
...

. . .

0 1


 (3.3.5)

Il existe donc deux matrices de passage r0, s0 pour lesquelles r−1
0 (p(ρ0)−z0)s0

s’écrit comme dans (3.3.5). �

Soit z donné dans Λ(p), l’image réciproque de 0 par q−1
z est donnée par

q−1
z (0) = {ρi

+(z), ρj
−(z), i = 1, . . . , β(z), j = 1, . . . , γ(z)} (3.3.6)

avec

± 1

2i
{q(., z), q̄(., z)}(ρ±) > 0. (3.3.7)

Proposition 3.3.4 a) Pour chaque z ∈ Λ, β(z), γ(z) < +∞,
b) pour chaque z ∈ Λ, β(z) = γ(z),
c) si z1, z2 appartiennent à une même composante connexe de Λ alors β(z1) =
β(z2).

Preuve. Pour a) et c) c’est clair. z0 étant fixé, on prend q(x, ξ) ≡ q(x, ξ, z0).
On suppose, pour se fixer les idées, que q(0, ξ) 6= 0, ∀ξ ∈ R : il n’y a donc pas
de points ρ+ ou ρ− au dessus de 0. Nous coupons le cercle S1 ≃ R/2πZ, pour
identifier, avec l’application (x, ξ) 7→ (Rew, Imw), le tube (S1 \{0})×{|ξ| ≤
C} à un rectangle K de C. Concrètement, nous pouvons écrire

∂K = {ξ = −C, x ∈ [0, 2π]}︸ ︷︷ ︸
γ1

∪ {x = 2π, |ξ| ≤ C}︸ ︷︷ ︸
γ2

∪{ξ = C, x ∈ [0, 2π]}︸ ︷︷ ︸
γ3

∪ {x = 0, |ξ| ≤ C}︸ ︷︷ ︸
γ4

.
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Puis nous calculons la variation de l’argument de q le long de la frontière
de K dans le sens positif. Premièrement, puisque pour ξ assez grand, il existe
M > 0 tel que

q(x, ξ) = a(x)ξM + O(ξM−1),

nous voyons que pour C assez grand

var argγ1
q = var argS1 a(x)

= −var argγ3
q.

Deuxièmement, comme q(x, ξ) = q(x+ 2π, ξ), nous avons

var argγ2
q + var argγ4

q = 0.

Nous avons donc montré que la variation de l’argument de q le long de
∂K est nulle. Après une déformation de contour, nous pouvons aussi écrire,
pour ǫ assez petit, que

var arg∂K q(x, ξ) =
∑

z∈q−1(0)

var arg∂D(z,ǫ) q(x, ξ). (3.3.8)

On conclut alors avec le lemme qui suit :

Lemme 3.3.5 Soit q(z) une fonction sur C ≡ Rx + iRξ, et C1 dans un
voisinage de 0. Si

q(0) = 0, ± 1

2i
{q, q̄}(0) := ± 1

2i
(∂ξq∂xq̄ − ∂xq∂ξ q̄)(0) > 0 (3.3.9)

alors pour ǫ assez petit

var arg∂D(0,ǫ) q(z) = ∓2π. (3.3.10)

Preuve. On fait un développement de Taylor de q au voisinage de zéro

q = a (ξ + ix) + b (ξ − ix) + O(‖(x, ξ)‖2), a, b ∈ C.

Nous obtenons alors

1

2i
{q, q̄}(0) = |a|2 1

2i
{ξ + ix, ξ − ix}(0) + |b|2 1

2i
{ξ − ix, ξ + ix}(0)

= |b|2 − |a|2.
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Deux cas se présentent. Si 1
2i
{q, q̄}(0) > 0 alors |b| > |a| et on voit que

var arg q = var arg (ξ − ix) = −2π. Si 1
2i
{q, q̄}(0) < 0 alors |b| < |a| et on a

var arg q = var arg (ξ + ix) = +2π. ��

Nous donnons maintenant le résultat d’existence de quasi-mode pour un
système différentiel matriciel, qui se généralise facilement pour les opérateurs
pseudodifférentiels matriciels.

Proposition 3.3.6 Nous avons Λ+(p) ⊃ Λ(p), et pour tout z dans Λ+(p) et
(x0, ξ0) dans T ∗S1 avec

z ∈ σ(p(x0, ξ0)),
1

2i
{q(., z), q̄(., z)}(x0, ξ0) > 0,

il existe 0 6= u(h) ∈ L2(S1) tel que

‖(P (h) − z)u(h)‖ = O(h∞)‖u(h)‖.

De plus u(h) a la forme χ(x)a(x;h)eiϕ(x)/h où χ est une troncature à support
dans un voisinage de x0.

Preuve. L’inclusion Λ+(p) ⊃ Λ(p) découle de la proposition 3.3.4.
On suppose pour commencer que z0 = 0 est une valeur propre simple de

p(ρ0). On cherche à construire des solutions BKW, eiϕ(x)/ha(x;h), satisfaisant

e−iϕ/h ◦ P ◦ eiϕ/ha = O(h∞), (3.3.11)

a(x;h) ∼ a0(x) + ha1(x) + . . . dans C∞(S1,Cn), a0 6= 0.

La phase doit remplir l’équation eikonale

det p(x, ϕ′(x)) = 0. (3.3.12)

Entre autres, si λ est la valeur propre simple C∞ de p(x, ξ) dans un voisinage
de ρ0 avec λ(x0, ξ0) = 0, la phase vérifie alors

λ(x, ϕ′(x)) = 0.

Dès lors, pour que l’équation eikonale soit résoluble, il faut donc que λ
soit analytique en ξ. Les termes an satisfont, eux, un système récurrentiel
d’équations (les équations de transport). La procédure pour donner les ex-
pressions explicites des an est décrite dans [10] (p.54) pour hDx +A(x). Par
ailleurs, pour le cas scalaire, on pourra consulter [15], Chapitre 2.
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On prendra ensuite comme quasimode χaeiϕ/h, où χ est à support com-
pact dans un voisinage de x0. Pour la normalisation, on procède comme dans
le cas scalaire, en remarquant que {λ, λ̄}(ρ)/2i > 0, ce qui entrâıne que
Im ϕ′′(x0) > 0 (voir [6]).

Pour le cas où z0 est une valeur propre multiple, on est ramené au cas
d’une valeur propre simple après composition par r0 et s0 (proposition 3.3.3).
�

Pour une étude plus approfondie de l’existence de quasimodes pour les
systèmes d’opérateurs semiclassiques, on consultera [8].

3.4 Problème de Grushin

Pour le problème de Grushin, aucune hypothèse n’est demandée. q(x, ξ, z)
désigne le déterminant de p(x, ξ)−z. On se place dans le cadre semiclassique.
Soit z0 un point de Λ(p), et prenons ρ0

± dans q−1
z0

(0) tel que

± 1

2i
{q(., z0), q̄(., z0)}(ρ0

±) > 0. (3.4.1)

En plus, (3.3.2) et (3.3.3) montrent qu’il existe un voisinage U(z0) de z0

et ρ±(z) ∈ C∞(U(z0)) pour lesquel q(ρ±(z), z) = 0, ρ±(z0) = ρ0
± et

± 1

2i
{q(., z), q̄(., z)}(ρ±(z)) > 0. (3.4.2)

3.4.1 Résolution des problèmes locaux

On suppose pour commencer que 0 est une valeur propre simple de p(ρ0
±)−

z0. Dans le cas général dim N (p(ρ0
±) − z0) = 1, la proposition 3.3.4 montre,

qu’après composition par r0 et s0, on est ramené au cas d’une valeur propre
simple.

Utilisant le paragraphe 3 du Ch.I de [11], on déduit qu’il existe un voisi-
nage W (z0) de z0, un voisinage V± de ρ± pour lesquel il existe une matrice
u±(x, ξ) inversible pour chaque (x, ξ) ∈ V±, une fonction scalaire λ±(x, ξ)
vérifiant

λ±(ρ±(z)) = z, ∀(x, ξ) 6= ρ±(z), λ±(x, ξ) 6= z, (3.4.3)

et une matrice (n− 1) × (n− 1), h±(x, ξ), avec

∀(x, ξ) ∈ V±,∀z ∈ W (z0), det(h± − z) 6= 0, (3.4.4)
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tels que

∀(x, ξ) ∈ V±,∀z ∈ W (z0),

u±(x, ξ)(p(x, ξ) − z)u−1
± (x, ξ) =

(
λ±(x, ξ) − z 0

0 h±(x, ξ) − z

)
. (3.4.5)

Puisque V est relativement compact, U,U−1, H, p± ∈ S(V, 1) . On adapte
ensuite un résultat du à M. Taylor [32], voir aussi [19], proposition 3.1.1,

Proposition 3.4.1 Soit Ω un ouvert de T ∗S1. Soit A ∈ Scl(Ω, 1), dont le
symbole principal vérifie

UA0U
−1 =

(
A11

0 0
0 A22

0

)
, U, U−1 ∈ S(Ω, 1),

où pour chaque (x, ξ), A11
0 (x, ξ) et A22

0 (x, ξ) ont des spectres disjoints. Il existe

alors Ũ ∈ Scl(Ω, 1), Ũ−1 ∈ Scl(Ω, 1) vérifiant

Ũ#Ũ−1 ∼ 1, Ũ−1#Ũ ∼ 1, Ũ ≡ UmodhScl(Ω, 1),

(d’où la puissance -1) dans S(Ω, 1) tels que

Ũ#A#Ũ−1 ∼
(
Ã11 0

0 Ã22

)
,

avec Ãjj
0 = Ajj

0 .

Dans notre cas, nous obtenons

Corollaire 3.4.2 Soit P (x, ξ) − z le symbole de l’opérateur P − z, alors il
existe U±, U

−1
± , H±, et λ̃± ∈ Scl(V±, 1) tels que

U±(x, ξ, h)#(P (x, ξ)−z)#U−1
± (x, ξ, h) ∼

(
λ̃±(x, ξ, h) − z 0

0 H±(x, ξ, h) − z

)

où le symbole pricipal de λ̃± est λ± et celui de H±, h±.

Compte tenu de la proposition 3.3.3, le symbole principal λ± de λ̃± vérifie
pour chaque z ∈ W (z0),

ρ±(z) ∈ λ−1
± (z), ± 1

2i
{λ±, λ̄±}(ρ±, z) > 0. (3.4.6)
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On utilise alors la proposition 2.2.3 de [15], pour montrer qu’il existe un

voisinage W̃ ⊂ W de z0, un voisinage Ṽ± ⊂ V± contenant ρ±(z), z ∈ W̃ ,
deux symboles

q± ∈ Scl(Ṽ±, 1), g± ∈ Scl(πx(Ṽ±), 1)

qui dépendent de manière C∞ de z ∈ W̃ tels que

λ̃+(x, ξ, h) − z ∼ q+(x, ξ, z, h)#(ξ + g+(x, z, h)) dans S(Ṽ+, 1), (3.4.7)

λ̃−(x, ξ, h) − z ∼ (ξ + g−(x, z, h))#q−(x, ξ, z, h) dans S(Ṽ+, 1), (3.4.8)

où pour z ∈ W̃ ,

g±,0(x+(z), z) = −ξ±(z), q±,0(ρ+(z), z) 6= 0.

g± est définie sur πx(Ṽ+), on prolonge g± dans C∞(R) de telle sorte que

g±(y) = ∓ i

C±
(y − x±), |y| ≥ C, C± > 0, (3.4.9)

et aussi
Im g±(y) 6= 0, y 6= x±(z).

On s’appuie maintenant sur la section “2.2.2 Quasimodes” de [15]. Soit
f+ ∈ L2(R) la solution normalisée de

(hDx + g+(x, z;h))f+ = 0. (3.4.10)

Remarque 3.4.3 On identifiera fréquemment les intervalles de R de
longueur < 2π à des intervalles de S1. De plus, le produit scalaire,
dans cette section, est par défaut sur L2(R).

f+ est de la forme

f+(x, z;h) := a+(x, z;h)e
i
h

ϕ+(x,z), ‖f+‖L2(R) = 1, (3.4.11)

avec

ϕ+(x+, z) = 0, ϕ′
+(x+, z) = ξ+, ϕ+(x, z) = −

∫ x

x+

g+,0(y, z)dy, (3.4.12)

Im ϕ+ ≥ 0,
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où l’amplitude admet un développement en puissances de h

a+(x, z;h) ∼ h−
1
4

∑

j≥0

a+,j(x, z)h
j dans C∞(R), ∀z ∈ W (z0). (3.4.13)

Il est en effet possible de normaliser f+, la méthode de la phase station-
naire déterminera alors les constantes a+,j(x+, z). Un facteur h−1/4 apparâıtra
dans le développement asymptotique (3.4.13).

Lemme 3.4.4 Soit χ+ ∈ C∞
0 (Ṽ+), indépendant de h, avec χ+ = 1 près de

ρ+(W̃ ). Alors
‖(1 − χ+)wf+‖L2(R) = O(h∞), (3.4.14)

c’est-à-dire que f+ est microlocalement concentré près de ρ+(W̃ ), et

‖((λ̃+ − z)#χ+)wf+‖L2(R) = O(h∞). (3.4.15)

Preuve. L’égalité (3.4.14) correspond au lemme 2.2.5 de [15]. Pour (3.4.15),
il faut remarquer que

((λ̃+ − z)#χ+)wf+ =(χ+#q+)w(hξ + g+)wf+

+ (λ̃+#χ+ − χ+#λ̃+)wf+ + O(h∞),

dans L2(R). Le premier terme s’annule, alors que le second est O(h∞) grâce

au fait que f+ est microlocalement concentré près de ρ+(W̃ ). �

Lemme 3.4.5 Soit f̂+ := (f+, 0, . . . , 0) ∈ C∞(R; Cn). Et choisissons φ+

dans C∞
0 (πx(Ṽ+)), indépendant de h et valant 1 près de πx(ρ+(W̃ )). Désignons

par e+ la fonction de L2(S1)

φ+(U−1
+ #χ+)wf̂+. (3.4.16)

Alors e+ est une solution BKW non normalisée, microlocalement concentrée

à ρ+(W̃ ) telle que

‖(P − z)e+‖L2(S1) = O(h∞),
1

C
≤ ‖e+‖ ≤ C, (3.4.17)

où C > 0 est une constante indépendante de h.
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Preuve. Puisque f+ est microlocalement concentrée près de ρ+(W̃ ), si deux
opérateurs h-pseudodifférentiels, P1 et P2, ont leur symbole équivalent près

de ρ+(W̃ ) (on dit parfois que P1 et P2 sont microlocalement équivalents près

de ρ+(W̃ )) alors nous avons l’équivalence

P1f+ = O(h∞) ⇐⇒ P2f+ = O(h∞).

Il résulte alors du corollaire 3.4.2 que (P − z)φ+(U−1
+ #χ+)west microlo-

calement équivalent près de ρ+(W̃ ) à

T := (U−1
+ #χ+)w

(
((λ̃+ − z)#χ+)w 0

0 ((H+ − z)#χ+)w

)
.

Aussi T f̂+ = O(h∞) grâce à l’égalité (3.4.15), ce qui avec l’équivalence ci-
dessus montre la formule (3.4.17). �

Nous allons maintenant voir l’action d’un opérateur pseudodifférentiel sur
une fonction de type BKW. Le résultat qui suit se trouve dans [25],

Proposition 3.4.6 Soit ϕ une fonction à valeurs complexes C∞ dans un
voisinage de x0, satisfaisant

Im ϕ ≥ 0, Im ϕ(x) ≥ Im ϕ(x0) = 0, ϕ′(x0) = ξ0 ∈ R. (3.4.18)

Soit u ∈ C∞
0 (K) où K est un petit voisinage x0 et a(x, ξ) ∈ S(R2, 1), à

support compact inclus dans un voisinage de (x0, ξ0). Alors pour tout h

aw(x, hDx)(ue
i
h

ϕ)(x) = e
i
h

ϕ(x)I(x;h) + r(x;h), (3.4.19)

où I(x;h) admet un développement en puissances de h de la forme

I(x;h) ∼ I0(x) + hI1(x) . . . , h→ 0, (3.4.20)

et r(x;h) vérifie Dα
xr = O(hN), pour tout α,N, uniformément en x.

Corollaire 3.4.7 e+ admet une expression de la forme

e
i
h

ϕ+(x,z)I+(x, z;h) + r(x;h), I+ ∈ Mn,1, (3.4.21)
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où I i
+(x, z;h) est à support compact et admet un développement en puissances

de h, localement uniformément en x dans C∞(S1),

I i(x, z, h) ∼ h1/4(I i
0(x, z) + hI i

1(x, z) + . . .) (3.4.22)

où ϕ+ a été introduit en (3.4.12) et r(x;h) vérifie Dα
xr = O(h∞), pour tout

α,N, uniformément en x. e+ est donc microlocalement concentré près de
(x+(z), ξ+(z)).

Proposition 3.4.8 Pour P = hDx + g+, v ∈ L2(R) et v+ ∈ C le problème
{

Pu = v

R̃+u = v+

avec
R̃+u := 〈u, f+〉,

admet une solution unique

u = Fv + F̃+v+ ∈ H1
sc(R)

où F̃+v+ := v+f+, avec

‖F‖L2(R)→H1
sc(R) = O(1/

√
h), (3.4.23)

‖F̃+‖C→H1
sc(R) = O(1).

De plus F ne propage pas les supports au sens où si ψ1, ψ2 ∈ S(T ∗
R, 1),

indépendants de h, et à support disjoint, alors nous avons

ψω
1Fψ

ω
2 = O(h∞) dans L(L2(R), H1

sc(R)).

Preuve. Correspond à la proposition 2.3.6 et au lemme 2.3.7 de [15]. �

Lemme 3.4.9 Soit
q+#q̂+ ∼ 1 dans S(V+, 1).

Prenons χ+, χ̃+ ∈ C∞
0 (Ṽ+), indépendants de h, avec χ+, χ̃+ = 1 près de

ρ+(W̃+), et tels que χ+ ≺ χ̃+, où ψ ≺ φ signifie

supp(ψ) ∩ supp(1 − φ) = ∅. (3.4.24)

Alors dans L(L2(R))

((λ̃+ − z)#χ̃+)wF (q̂+#χ+)w = χw
+ + O(h∞).
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Preuve. Voir la page 96 de [15] (proposition 2.3.10). �

Proposition 3.4.10 Posons pour v ∈ L2(R) et v+ ∈ C

R̂+v = 〈v, f̂+〉, F̂+v+ = v+f̂+. (3.4.25)

Etant donné χ+, χ̃+, χ̂+ dans C∞
0 (Ṽ+), indépendants de h et z ∈ W̃ , tels

que χ+, χ̃+, χ̂+ = 1 près de ρ+(W̃ ), avec χ+ ≺ χ̃+ ≺ χ̂+, choisissons φ

et φ̃+ appartenant à C∞(πx(Ṽ+)) indépendants de h et z, valant 1 près de

πx(ρ+(W̃ )) et satisfaisant φ+ ≺ φ̃+. Soit

q+#q̂+ ∼ 1 dans S(V+, 1) (3.4.26)

H+#Ĥ+ ∼ 1 dans S(V+, 1) (3.4.27)

(on a convenu que H+ ≡ H+ − z afin d’alléger les notations) et

M+ = (U−1
+ #χ̂+)w

(
F (q̂+#χ̃+)w 0

0 (Ĥ+#χ̃+)w

)
(U+#χ+)w. (3.4.28)

Nous avons

‖φ̃+M+φ+‖L2(S1)→H1
sc(S

1) = O(
1√
h

). (3.4.29)

Alors,

(
P − z

R̂+(χ̂+#U+)wφ̃+

)
◦ (φ̃+M+φ+ φ+(U−1

+ #χ+)wF̂+) (3.4.30)

=

(
φ̃+χ

w
+φ+ 0
0 1

)
+ O(h∞),

et

‖R̂+(χ̂+#U+)wφ̃+‖L2(S1)→C = O(1), (3.4.31)

‖φ+(U−1
+ #χ+)wF̂+‖C→L2(S1) = O(1). (3.4.32)

Remarquons que pour chaque v+ ∈ C

(φ+(U−1
+ #χ+)wF̂+) v+ = v+e+.
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Preuve. Il résulte du corollaire 3.4.2 que

(P − z)φ̃+M+φ+ = [P, φ̃+]M+φ+ + O(h∞)

+ φ̃+(χ̂+#U−1
+ )w

(
((λ̃+ − z)#χ̂+)w 0

0 (H+#χ̂+)w

)

(
F (q̂+#χ̃+)w 0

0 (Ĥ+#χ̃+)w

)
(U+#χ+)wφ+. (3.4.33)

Puis le lemme 3.4.9 et la formule (3.4.27) entrâınent que

(P − z)φ̃+M+φ+ = φ̃+(χ̂+#U−1
+ )wχ̃w

+(U+#χ+)wφ+ + O(h∞)

dans L(L2(S1)). Comme U−1
+ #U+ ∼ 1, le calcul symbolique donne alors

l’égalité (P − z)φ̃+M+φ+ = φ̃+χ
w
+φ+.

Au lemme 3.4.5, correspond l’égalité

(P − z) ◦ (φ+(U−1
+ #χ+)wF̂+) = (P − z)e+ = O(h∞).

Puisque que f̂+ est microlocalement concentré près de ρ+(W̃+) nous avons

(R̂+(χ̂+#U+)wφ̃+) ◦ (φ+(U−1
+ #χ+)wF̂+)

= R̂+ χ̂
w
+(φ+#χ+)w F̂+ + O(h∞)

= 〈f̂+, f̂+〉 + O(h∞)

= 1 + O(h∞).

Il nous reste ensuite à démontrer une égalité pour avoir (3.4.30). On
constate que

(R̂+(χ̂+#U+)wφ̃+) ◦ (φ̃+M+φ+)

= R̂+ χ̂
w
+(φ̃+#χ̂+)w

(
F (q̂+#χ̃+)w 0

0 (Ĥ+#χ̃+)w

)
(U+#χ+)wφ+, (3.4.34)

et donc, comme f̂+ est microlocalement concentré près de ρ+(W̃+)

=

(
R̃+F (q̂+#χ̃+)w 0

0 0

)
(U+#χ+)wφ+ + O(h∞). (3.4.35)
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Alors, puisque R̃+F = 0 (proposition 3.4.8), nous obtenons que

(R̂+(χ̂+#U+)wφ̃+) ◦ (φ̃+M+φ+) = O(h∞),

ce qui conlut la preuve. �

Soit f− ∈ L2(R) la solution normalisée de

(hDx + g−(x, z;h))∗f− = (hDx + ḡ−(x, z;h))f− = 0. (3.4.36)

Comme pour f+, f− de (3.4.36) a une expression de la forme

f−(x, z;h) := a−(x, z;h)e
i
h

ϕ−(x,z), ‖f−‖L2(R) = 1, (3.4.37)

la phase satisfaisant

ϕ−(x−, z) = 0, ϕ′
−(x−, z) = ξ−, ϕ−(x, z) = −

∫ x

x−

g−,0(y, z)dy, (3.4.38)

Im ϕ− ≥ 0.

L’amplitude possède un développement similaire à (3.4.13). Il est en effet
possible de choisir f− normée dans L2(R), la méthode de la phase stationnaire
détermine alors les constantes a−,j(x−). Un facteur h−1/4 apparâıtra alors
dans le développement asymptotique.

Lemme 3.4.11 Soit χ− ∈ C∞
0 (Ṽ−), indépendant de h, avec χ− = 1 près de

ρ−(W̃ ).
‖(1 − χ−)wf−‖L2(R) = O(h∞), (3.4.39)

c’est-à-dire que f− est microlocalement concentré près de ρ−(W̃ ). Et

‖(((λ̃− − z)#χ−)w)∗f−‖L2(R) = O(h∞). (3.4.40)

Preuve. (3.4.39) correspond au lemme 2.2.7 de [15]. Pour (3.4.40), nous
utilisons la factorisation

(((λ̃− − z))w#χ−)∗f− =(χ−#q̄−)w(hDx + g−)∗f−

+ (¯̃λ−#χ− − χ−#¯̃λ−)wf− + O(h∞),

dans L2(S1). Le premier terme s’annule et le deuxième terme est O(h∞) grâce
à (3.4.39) appliqué avec un nouveau χ− qui vaut 1 sur le support de l’ancien
χ−. �
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Lemme 3.4.12 Soit f̂− := (f−, 0, . . . , 0) ∈ C∞(R; Cn). Choisissons ϕ− ap-

partennant à C∞
0 (πx(Ṽ−)), indépendant de h et valant 1 près de πx(ρ−(W̃ )).

Désignons par e− la fonction sur L2(S1) : e− = φ−(χ−#U∗
−)w f̂−. Alors e−

est une solution BKW non normalisée, microlocalement concentrée près de

ρ−(W̃ ) telle que

‖(P − z)∗e−‖L2(S1) = O(h∞),
1

C
≤ ‖e−‖ ≤ C, (3.4.41)

où C > 0 est indépendant de h.

Preuve. Du corollaire 3.4.2 on tire

(U−1
− )∗#(P (x, ξ) − z)∗#U∗

− ∼
(
λ̃∗−(x, ξ, h) − z̄ 0

0 H∗
−(x, ξ, h) − z̄

)

dans S(V−, 1), ∗ désigne l’adjoint. On est ainsi ramené au cas du lemme 3.4.5.
�

Proposition 3.4.13 Pour P = hDx + g−(x), v ∈ L2(R) le problème

Pu+ R̃−u− = v

avec
R̃−u− := u−f−, u− ∈ C,

admet une solution unique dans H1
sc(R) × C, donnée par

u = Gv,

u− = G̃−v := 〈v, f−〉, (3.4.42)

avec
‖G‖L2(R)→H1

sc(R) = O(1/
√
h). (3.4.43)

De plus G ne propage pas les supports au sens où si ψ1, ψ2 ∈ S(T ∗
R, 1)

indépendants de h, et à support disjoint alors nous avons

ψω
1Gψ

ω
2 = O(h∞) dans L(L2(R), H1

sc(R)).

Preuve. Correspond à la proposition 2.3.8 et au lemme 2.3.9 de [15]. �
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Lemme 3.4.14 Soit

q−#q̂− ∼ 1 dans S(V−, 1),

et χ−, χ̃− ∈ C∞
0 (Ṽ+), indépendants de h et z ∈ W̃ , vérifiant χ−, χ̃− = 1 près

de ρ−(W̃ ), et χ− ≺ χ̃−. Alors dans L(L2(R))

((λ̃− − z)#χ̃−)w(q̂−#χ̃−)wGχw
− + R̃−G̃− = χw

− + O(h∞).

Preuve. Voir la page 96 de [15] (proposition 2.3.10). �

Proposition 3.4.15 Posons pour tout v− ∈ C et v ∈ L2(R)

R̂−v− = v−f̂−, Ĝ−v = 〈v, f̂−〉. (3.4.44)

Prenons χ−, χ̃−, χ̂− dans C∞
0 (Ṽ−), indépendants de h et z ∈ W̃ , tels que

χ−, χ̃−, χ̂− = 1 près de ρ−(W̃ ), avec χ− ≺ χ̃− ≺ χ̂−. Choisissons φ− et φ̃−
dans C∞

0 (πx(Ṽ−)), indépendants de h et z, valant 1 près de πx(ρ−(W̃ )), avec

φ− ≺ φ̃−. Soit

q−#q̂− ∼ 1 dans S(V−, 1) (3.4.45)

H−#Ĥ− ∼ 1 dans S(V−, 1), (3.4.46)

(on a convenu que H− ≡ H− − z) et posons

M− = (U−1
− #χ̂−)w

(
(q̂−#χ̃−)wG 0

0 (Ĥ−#χ̃−)w

)
(U−#χ−)w (3.4.47)

On a

‖φ̃−M−φ−‖H1
sc(S

1)→L2(S1) = O(
1√
h

).

Alors,

(P − z φ̃−(χ̂−#U−1
− )wR̂−) ◦

(
φ̃−M−φ−
Ĝ−(U−#χ−)wφ−

)
= φ̃−χ

w
−φ− + O(h∞),

(3.4.48)
où

‖φ̃−(χ̂−#U−1
− )wR̂−‖C→L2(S1) = O(1), (3.4.49)

‖Ĝ−(U−#χ−)wφ−‖L2(S1)→C = O(1). (3.4.50)
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Remarquons que, pour chaque v ∈ L2(S1; Cn)

(Ĝ−(U−#χ−)wφ−) v = 〈v, e−〉L2(S1) (3.4.51)

avec la convention que 〈u, v〉L2(S1) =
∫ 2π

0
uv̄dx pour u, v ∈ L2(S1; C).

Preuve. Observons que

(P − z)φ̃−M−φ− = [P, φ̃−]M−φ− + O(h∞)

+ φ̃−(χ̂−#U−1
− )w

(
((λ̃− − z)#χ̂−)w 0

0 (H−#χ̂−)w

)

(
(q̂−#χ̃−)wG 0

0 (Ĥ−#χ̃−)w

)
(U−#χ−)wφ−, (3.4.52)

et

(φ̃−(χ̂−#U−1
− )wR̂−) ◦ (Ĝ−(U−#χ−)wφ−)

= φ̃−(χ̂−#U−1
− )w

(
R̃−G̃− 0

0 0

)
(U−#χ−)wφ−. (3.4.53)

Nous additionnons (3.4.52) et (3.4.53), le facteur conjugué à gauche par

φ̃−(χ̂−#U−1
− )w et à droite par (U−#χ−)wφ− est donné par

(
((λ̃− − z)#χ̂−)w(q̂−#χ̃−)wG+ R̃−G̃− 0

0 (H−#χ̂−)w(Ĥ−#χ̃+)w

)
.

Donc, grâce à (3.4.46) et au lemme 3.4.14, l’expression (3.4.48) se réduit à

φ̃−(χ̂−#U−1
− )wχ̃w

−(U−#χ−)wφ− + O(h∞).

Nous avons immédiatement l’égalité demandée puisque U−1
− #U− ∼ 1. �

3.4.2 Résolution du problème de Grushin

Sans perte de généralité on suppose que z0 est une valeur propre simple
de p(ρj), pour tout 1 ≤ j ≤ β (β est la valeur constante de β(z) sur une

composante connexe de Λ(p)). Soient Ũ j
± ⊂ Ṽ j

± des voisinages de ρj
± tels que

Ũ j
± ∩ Ũk

± = ∅, avec j 6= k, et

χj
± ∈ C∞

0 (Ũ j
±) indépendantes de h, χj

± = 1 près de ρj
±(W̃ ), (3.4.54)
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χ+
∑

j

(χj
+ + χj

−) = 1 dans T ∗S1, (3.4.55)

φj
± ∈ C∞

0 (πx(Ũ
j
±)), indépendantes de h, φj

± = 1 près de πx(ρ
j
±(W̃ )).

Et, soient χj
± ≺ χ̃j

± ≺ χ̂j
± ∈ C∞

0 (Ũ j
±) satisfaisant χ̃j

±, χ̂
j
± = 1 près de ρj

±(W̃ ),

et φj
± ≺ φ̃j

± tels que φ̃j
± = 1 près de πx(ρ

j
±). Prenons aussi ψ1 et ψ2 à support

dans un intervalle de longueur < 2π tel que ψ1+ψ2 = 1 dans S1, avec ψ1 ≺ ψ̃1

et ψ2 ≺ ψ̃2.

Théorème 3.4.16 Pour tout z dans W̃ (z0),

P =

(
P − z R−
R+ 0

)
: Hm

sc(S
1; Cn) × C

β → L2(S1; Cn) × C
β,

avec

(R+u)j := R̂j
+ (χ̂j

+#U j
+)w φ̃j

+u,

et

R−u− :=
∑

1≤j≤β

φ̃j
− (χ̂j

−#(U j
−)−1)w R̂j

−u
j
−.

Soit

E0 =

(
E0 F+

G− 0

)
: L2 × C

β → Hm
sc × C

β,

où

E0 = ψ̃1 (ψ̃1χ̃#M1#χψ1)
w ψ1 + ψ̃2 (ψ̃2χ̃#M2#χψ2)

w ψ2

+
∑

1≤j≤β

(φ̃j
+M

j
+φ

j
+ + φ̃j

−M
j
−φ

j
−), (3.4.56)

et Mi est une paramétrique de P (x, ξ)− z dans la bande ouverte Ωi ×R ôtée
des points ρj

±, avec Ωi un voisinage de suppψi

Mi ∈ S(Ω × R, 〈ξ〉−m), (P − z)#Mi ∼ 1 dans S(Ωi × R, 1), (3.4.57)

Nous posons

v+ ∈ C
β, F+v+ =

∑

1≤j≤β

φj
+((U j

+)−1#χj
+)wF̂ j

+v
j
+ =

∑
vk

+e
k
+ (3.4.58)
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et

∀ 1 ≤ j ≤ β, (G−v)j = Ĝj
−(U j

−#χj
−)wφj

−v = 〈v, ej
−〉L2(S1). (3.4.59)

Alors
PE0 = 1 −K

avec K = O(h∞) dans L(L2(S1) × C
β, L2(S1) × C

β).

Preuve. Il reste à vérifier que R+E0 = O(h∞), ce qui est clair. �

En inversant 1 − K, pour h assez petit, on peut trouver E , un inverse
exact à droite de P qui est donné par la série de Neumann

E0

∑

j≥0

Kj.

De plus, puisque P est de Fredholm d’indice 0, alors E est aussi un inverse
exact à gauche. Nous avons donc le

Corollaire 3.4.17 Soit z0 ∈ Λ(p). Il existe un voisinage W̃ (z0) de z0 tel que

pour tout z dans W̃ (z0), il existe

E =

(
E E+

E− E−+

)
: L2(S1) × C

β → Hm
sc(S

1) × C
β, (3.4.60)

vérifiant

E =

(
O(1/

√
h) O(1)

O(1) O(h∞)

)
,

tel que PE = 1L2×Cβ et EP = 1Hm
sc×Cβ . On peut choisir

E = E0 + O(h∞), (3.4.61)

où E0 a été introduit dans le théorème 3.4.16.

3.5 Perturbations aléatoires

Nous considérons une perturbation aléatoire Qω définie sur l’espace de
probabilité (M,A,P), Qω étant un opérateur différentiel d’ordre inférieur à
m,

Qω =
∑

α0≤α≤α1

Qα(x)(hDx)
α, 0 ≤ α0 ≤ α1 ≤ m− 1. (3.5.1)
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Ici, Qα est une matrice n × n, où chaque entrée est une série de Fourier
aléatoire

Qℓ,m
α (x) =

∑

k∈Z

qℓ,m
α,k

eikx

√
2π
. (3.5.2)

Les variables aléatoires complexes qℓ,m
α,k sont choisies indépendantes et de loi

N (0, (σl,m
α,k)2). La variance peut dépendre de h. Les coefficients satisfont l’hy-

pothèse 3.1.4.

On va, pour commencer, étudier la norme de la perturbation, pour cela
nous aurons besoin de rappeler la proposition suivante (section 6 [16] ou 2.5.4
pour une preuve plus simple).

Proposition 3.5.1 Soit (Yi)i∈Z une suite de variables complexes indépendantes
de loi Yi ∼ N (0, σ2

i ). Si
∑
σ2

i <∞, alors on a

∀x > 0, P(
∑

i∈Z

|Yi|2 ≥ x) ≤ exp[
C0

2s1

∑

i∈Z

σ2
i −

x

2s1

].

Ici s1 = maxσ2
i , et C0 > 0.

Corollaire 3.5.2 Soit (Yi)i∈Z une suite de variables complexes indépendantes
de loi Yi ∼ N (0, σ2

i ). Si
∑
σi <∞, alors il existe C0 > 0 tel que

∀x > 0, P(
∑

i∈Z

|Yi| ≥ x) ≤ exp

[
C0

2‖σ‖∞
‖σ‖1 −

x2

2‖σ‖∞‖σ‖1

]
,

où ‖ · ‖p désigne la norme ℓp.

Preuve. Par Cauchy-Schwarz

P

(
∑

i∈Z

|Yi| ≥ x

)
≤ P


(
∑

i∈Z

σi)
1
2

(
∑

i∈Z

|√σiXi|2
)1/2

≥ x


 ,

où Yi = σiXi, Xi ∼ N (0, 1). On utilise la proposition 3.5.1 pour achever la
preuve. �

La norme de ‖Qω‖Hm
sc(S1)→L2(S1) est majorée par

C sup
α0≤α≤α1, x∈S1

‖Qα(x)‖ ≤ C̃ sup
ℓ,m,α

‖Qℓ,m
α (x)‖L∞ , (3.5.3)
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où C, C̃ sont des constantes strictement positives et ‖ · ‖ est une norme sur
C

n × C
n.

Proposition 3.5.3 On suppose admise l’hypothèse 3.1.4. Il existe C > 0 tel
que pour chaque x > 0, et 0 < h≪ 1, on ait

P(‖Qω‖Hm
sc(S1)→L2(S1) ≤ x) ≥ 1 − exp(C − x2

C
). (3.5.4)

Qω est donc bornée presque sûrement.

Preuve. Majorant ‖Qℓ,m
α (x)‖L∞ par la somme des valeurs absolues

∑
k∈Z

|qℓ,m
α,k |,

nous avons

P(‖Q‖Hm
sc(S1)→L2(S1) ≥ x) ≤ P(

∑

α,ℓ,m

‖Qℓ,m
α (x)‖L∞ ≥ x

C̃
) (3.5.5)

≤ P(
∑

α,ℓ,m,k

|qℓ,m
α,k | ≥

x

C̃
).

Nous utilisons le corollaire 3.5.2, (3.5.5) devient alors

≤ exp

[
C0

2 supσℓ,m
α,k

∑
σℓ,m

α,k − x2

2C̃2 sup(σℓ,m
α,k )

∑
σℓ,m

α,k

]
.

Puis on conclut avec l’hypothèse 3.1.4. �

Corollaire 3.5.4 On suppose que l’hypothèse 3.1.4 est vérifiée. Il existe
alors C > 0 tel que pour tous 0 < h≪ 1

P(‖Qω‖Hm
sc(S1)→L2(S1) ≤ 1/

√
h) ≥ 1 − Ce−1/(Ch).

Dans la suite l’hypothèse 3.1.4 est satisfaite.

Proposition 3.5.5 Soit N0 ≫ 1. Soit hN0 ≤ δ ≪ h un paramètre de pertur-
bation et z0 dans Λ(p). Il existe un voisinage W (z0) de z0 inclus dans Λ(p)
tel que pour tout z dans W (z0),

Pδ =

(
P − z − δQ R−

R+ 0

)
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avec une probabilité
≥ 1 − Ce−1/(Ch)

est continu Hm
sc(S

1)×C
β → L2(S1)×C

β et admet un inverse Eδ de la forme

Eδ = E0 +

( ∑
j≥1E(δQE)j

∑
j≥1(EδQ)jE+∑

j≥1E−(δQE)j
∑

j≥1E−(δQE)j−1(δQE+)

)
(3.5.6)

= E0 +
1√
h

(
O( δ

h
) O( δ√

h
)

O( δ√
h
) O(δ)

)
. (3.5.7)

Preuve. Nous avons PδE = 1 +K où

K =

(
δQE δQE+

0 0

)
.

Il existe C > 0 tel que avec une probabilité supérieure à 1−Ce−1/(Ch) on
ait ‖Q‖Hm

sc→L2 ≤ 1/
√
h, impliquant

‖K‖ < Cδ‖Q‖‖E‖ ≪ 1.

�

Dans la suite, on suppose que ‖Q‖Hm
sc→L2 ≤ 1/

√
h, et δ ≪ h.

Remarque 3.5.6 Dans cette section et les suivantes, le produit sca-
laire est pris S1 avec la convention que 〈u, v〉 =

∫ 2π

0
uv̄ si u, v ∈

L2(S1,C).

Un développement perturbatif de Eδ
−+ donne

Eδ
−+ = E−+ + δE1

−+ +
1

h
O(

δ2

√
h

), E1
−+ := E−QE+. (3.5.8)

Rappelons que E−+ = O(h∞). Nous remplaçons E± par les expressions
établies au théorème 3.4.16, pour obtenir

(E1
−+)i,j = (G−QF+)i,j + O(h∞) = 〈Qej

+, e
i
−〉 + O(h∞). (3.5.9)

Par suite, si 1
h

δ2√
h

est minoré par une puissance de h, alors nous avons

detEδ
−+ = δβ

∑

π∈Sn

(
∏

j

〈Qeπ(j)
+ , ej

−〉(sign(π)) + O(1)

(
δ

h

)(
δ√
h

)β

. (3.5.10)
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Puisque ∂z̄(PE) = 0, nous avons

∂z̄E−+ = −E−+(∂z̄R+)E+ − E−(∂z̄R−)E−+. (3.5.11)

Il est bien connu que

∂z̄ detE−+ = tr((∂z̄E−+)E−1
−+) detE−+. (3.5.12)

Soit encore, grâce à (3.5.11) et la cyclicité de la trace,

∂z̄ detE−+ = −tr((∂z̄R+)E+ + E−(∂z̄R−)) detE−+ (3.5.13)

=: −k0(z) detE−+(z).

Dès lors, si on choisit une solution de l’équation

1

h
∂z̄l0 = k0, l0(z) =

h

π

∫

W (z0)

k0(z
′)

z − z′
dRez′dImz′ (3.5.14)

dans un voisinage de W (z0), nous obtenons une fonction el0/h detE−+ holo-
morphe avec les mêmes zéros que detE−+ dans W (z0).

Proposition 3.5.7 ∆Re l0(z), défini sur W (z0), est strictement sousharmo-
nique et

(∆Re l0(z) +O(h)) dRe z ∧ dIm z =
∑

1≤j≤β

(dξj
− ∧ dxj

− − dξj
+ ∧ dxj

+). (3.5.15)

Preuve. Rappelons ∆ := 4∂z∂z̄. Nous avons montré que

1

h
∂z̄l0 = k0(z) =

∑

1≤j≤β

((∂z̄R+)E+)j,j + (E−(∂z̄R−))j,j.

Reprenant les notations du théorème 3.4.16, nous avons

((∂z̄R+)E+)j,j = (∂z̄R̂
j
+)(χ̂j

+#U j
+)wφ̃j

+ ◦ φj
+((U j

+)−1#χj
+)wF̂ j

+ + O(h∞)

= 〈(χ̂j
+)w(φj

+#χj
+)wf̂ j

+, ∂zf̂
j
+〉L2(R) + O(h∞) = 〈f̂ j

+, ∂zf̂
j
+〉L2(R) + O(h∞)

= 〈f j
+, ∂zf

j
+〉L2(R) + O(h∞), (3.5.16)

puisque f̂+ est microlocalement concentré près de ρ+(W (z0)). Et similaire-
ment, nous obtenons

(E−(∂z̄R−))j,j = 〈∂z̄f
j
−, f

j
−〉L2(R) + O(h∞). (3.5.17)
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Soit, finalement,

k0(z) =
∑

1≤j≤β

〈f j
+, ∂zf

j
+〉L2(R) + 〈∂z̄f

j
−, f

j
−〉L2(R) + O(h∞). (3.5.18)

Rappelons que f+ est normée sur L2(R) et s’écrit

f+ = h−1/4a+(x, z, h)eiϕ+/h,

où a+ admet un développement en puissances de h de la forme

a+,0(x, z) + ha+,1(x, z) + . . . , h→ 0,

et la phase vérifie les formules (3.4.12). On a rapidement vu à la section
4, en appliquant le lemme de la phase stationnaire, que ‖f+‖ admet un
développement asymptotique du type ‖f+‖ ∼ f0 + hf1 + . . . , fj ∈ C, h→ 0.
Et, comme f+ est normalisé, il vient que f0 = 1 et fk = 0 pour k > 0. Nous
avons

h〈f j
+, ∂zf

j
+〉L2(R) = 〈a+e

iϕ+/h, i(∂zϕ+)(x, z) a+e
iϕ+/h〉L2(R)

+ h〈a+e
iϕ+/h, (∂za+) a+e

iϕ+/h〉L2(R). (3.5.19)

On fait alors l’observation suivante : soit ϕ ∈ C∞(R) et a ∈ C∞
0 (R); si on peut

appliquer le lemme de la phase stationnaire à
∫
eiϕ/ha, le développement en

puissances de h étant h1/2(I0 +hI1 + . . .), h→ 0, et x0 étant supposé le point
critique non dégénéré dans le support de a, alors pour b dans C∞(R), nous
avons

∫
eiϕ(x)(ab)(x) dx ∼ h1/2(I0 b(x0) + O(h)). Dès lors, puisque f0 = 1,

nous avons

h〈a+e
iϕ+/h, i(∂zϕ+)(x, z) a+e

iϕ+/h〉L2(R) = −i (∂zϕ+)(x+(z), z) + O(h),

et

h〈a+e
iϕ+/h, (∂za+) a+e

iϕ+/h〉L2(R) = O(h).

Soit 〈∂z̄f
j
−, f

j
−〉L2(R) = −i (∂zϕ+)(x+(z), z)+O(h). On montre, de même, que

〈∂z̄f
j
−, f

j
−〉L2(R) = i(∂z̄ϕ−)(x−(z), z) + O(h).

Il ne reste alors plus qu’à achever la preuve avec le
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Lemme 3.5.8 Soit ϕ+(x, z) dans C∞(R × C) et vérifiant pour tout z

ϕ+(x+(z), z) = 0, (∂xϕ+)(x+(z), z) = ξ+(z) ∈ R, (3.5.20)

λ+(x+, ξ+) − z = 0, (3.5.21)

alors pour tout z,

4 Im
∂

∂z

(
(∂zϕ+)(x+(z), z)

)
(z) dRe z ∧ dIm z = −dξ+ ∧ dx+. (3.5.22)

Preuve. (On a un lemme similaire avec ϕ−.) Rappelons que

− 1

2i
dz ∧ dz̄ = dRe z ∧ dIm z. (3.5.23)

Commençons par remarquer que, avec λ ≡ λ+ (Pour simplifier, on n’écrira
pas l’indice dans ϕ+. )

(
λ′x λ′ξ
λ̄′x λ̄′ξ

)(
∂zx+

∂zξ+

)
=

(
1
0

)
. (3.5.24)

C’est-à-dire après inversion de la matrice carrée dont le déterminant est
{λ̄, λ},

1

{λ̄, λ}

(
λ̄′ξ −λ′ξ
−λ̄′x λ′x

)(
1
0

)
=

(
∂zx+

∂zξ+

)
. (3.5.25)

Nous en tirons les relations suivantes

∂zx+ =
1

{λ̄, λ} λ̄
′
ξ, ∂z̄x+ = − 1

{λ̄, λ}λ
′
ξ, (3.5.26)

et

∂zξ+ = − 1

{λ̄, λ} λ̄
′
x, ∂z̄ξ+ =

1

{λ̄, λ}λ
′
x. (3.5.27)

De l’équation λ(x, ϕ′
x(x, z)) − z = 0, il vient

λ′ξ(x, ϕ
′
x(x, z))ϕ

′′
x,z̄(x, z) = 0, soit ϕ′′

x,z̄ = 0, (3.5.28)

et

0 = λ′x(x, ϕ
′
x) + λ′ξ(x, ϕ

′
x)ϕ

′′
x,x, soit ϕ′′

x,x = −λ
′
x

λ′ξ
(x, ϕ′

x). (3.5.29)
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer l’égalité (3.5.22). Nous
avons facilement

Γ(z) := Im
∂

∂z

(
(∂zϕ)(x+(z), z)

)
(z) = −Im

∂

∂z̄

(
(∂zϕ)(x+(z), z)

)
(z)

= −Im (ϕ′′
x,z(x+, z) ∂z̄x+ + ϕ′′

z,z̄(x+, z))

et, aussi sous l’hypothèse ϕ(x+, z) = 0,

∂z̄(ϕ(x+, z)) =ϕ′
x(x+, z) ∂z̄x+ + ϕ′

z̄(x+, z) = 0,

∂z∂z̄(ϕ(x+, z)) =ϕ′
x(x+, z) ∂z∂z̄x+ + ϕ′′

x,z(x+, z) ∂z̄x+ + ϕ′′
x,x(x+, z) |∂zx+|2

+ ϕ′′
x,z̄(x+, z) ∂zx+ + ϕ′′

z,z̄(x+, z).

Par hypothèse, le terme ϕ′
x(x+, z)∂z∂z̄x+ est réel. Et donc, regroupant

tout ce qui précède, nous obtenons

Γ(z) =Im (ϕ′′
x,z̄(x+, z) ∂zx+) + |∂zx+|2 Im ϕ′′

x,x(x+, z)

= −
|λ′ξ|2

|{λ, λ̄}|2 Im

(
λ′x
λ′ξ

)
= − 1

|{λ, λ̄}|2 Im λ′xλ̄
′
ξ

= − 1

|{λ, λ̄}|2
{λ̄, λ}

2i
= − {λ, λ̄}

{λ, λ̄}2 2i
=

−1

2i{λ, λ̄} ,

car |{λ, λ̄}|2 = −{λ, λ̄}2. Le côté gauche de (3.5.22) = −2
i{λ,λ̄}dRez∧dImz. Pour

finir, un calcul direct, au moyen de (3.5.26) et (3.5.27), donne dξ+ ∧ dx+ =
1

{λ,λ̄}dz ∧ dz̄. ��

Pour le problème perturbé, nous avons

∂z̄ detEδ
−+ = −tr((∂z̄R+)Eδ

+ + Eδ
−(∂z̄R−)) detEδ

−+ (3.5.30)

=: −kδ(z) detEδ
−+.

Alors, grâce à la proposition 3.5.5, et au fait que ‖∂ze+‖, ‖∂z̄e−‖ = O(1/h),
nous obtenons

|kδ − k0| = O(
δ

h2
).

Proposition 3.5.9 Soit lδ une solution de l’équation 1
h
∂z̄l

δ = kδ,

lδ(z) =
h

π

∫

W (z0)

kδ(z′)

z − z′
dRez′dImz′,

rendant elδEδ
−+ holomorphe, alors |lδ − l0| = O( δ

h
).
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Preuve. Nous avons

(lδ − l0)(z) =
h

π

∫

W (z0)

(k0 − kδ)(z′)

z − z′
dRez′dImz′ (3.5.31)

|(lδ − l0)(z)| ≤ h‖kδ − k0‖L∞(W (z0))

∫

W (z0)

1

|z − z′|dRez′dImz′ (3.5.32)

= O(
δ

h
).

�

3.6 Asymptotique spectrale semiclassique

Soit N0 ≫ 1. Rappelons que ‖Q‖Hm
sc→L2 ≤ 1/

√
h, et hN0 ≤ δ ≪ h.

On suppose ici que les hypothèses 3.1.4 et 3.1.6 sont vérifiées. Rappelons
l’expression (3.5.10)

detEδ
−+ = δβ

∑

π∈Sn

(
∏

j

〈Qeπ(j)
+ , ej

−〉(sign(π)) + O(1)
δβ+1

hβ/2h
, (3.6.1)

où e± sont des quasimodes de P − z et (P − z)∗ respectivement.
ej
± est microlocalement concentrée en (xj, ξj

±), d’après l’hypothèse 3.1.6.
On a alors immédiatement 〈ei

+, e
j
−〉 = O(h∞) pour i 6= j, et (4.3.57) s’écrit

alors

detEδ
−+ = δβ

∏

j

〈Qej
+, e

j
−〉 + δβO(h∞) + O(1)

δβ+1

hβ/2h
(3.6.2)

= δβ
∏

j

〈Qej
+, e

j
−〉 + O(1)

δβ+1

hβ/2h
.

On cherche maintenant à préciser la loi de probabilité de 〈Qe+, e−〉, où
e± ≡ ej

± pour un j fixé. Un calcul direct de 〈Qe+, e−〉 donne

∑

ℓ,m,α

〈Qℓ,m
α (x)(hDx)

αe+,m, e−,ℓ〉 =
∑

ℓ,m,α,k

qℓ,m
α,k 〈ek (hDx)

αe+,m, e−,ℓ〉. (3.6.3)

où e±,i sont les coordonnées de e± et ek := eikx√
2π
. Dans le dernier terme de

3.6.3, Qℓ,m
α a été remplacé par sa série de Fourier (3.1.8). Il devient alors
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évident que 〈Qe+, e−〉 suit la loi gaussienne N (0, σ2), la variance satisfaisant

σ2 =
∑

ℓ,m,α,k

(σℓ,m
α,k )2 |〈ek (hDx)

αe+,m, e−,ℓ〉|2. (3.6.4)

Reste ensuite à donner le comportement de σ2 lorsque h→ 0.

Lemme 3.6.1 Il existe C > 0 tel que pour tout z dans W (z0), où W (z0)
représente l’ensemble introduit dans la proposition 3.5.5,
(a) si |k| ≤ 1

hC
on a |〈ek (hDx)

αe+,m, e−,ℓ〉| = O(h∞),
(b) si 1

hC
≤ |k| ≤ C

h
on a |〈ek (hDx)

αe+,m, e−,ℓ〉| = O(1),
(c) si |k| ≥ C

h
on a |〈ek (hDx)

αe+,m, e−,ℓ〉| = O(1/|k|∞).

Preuve. Une preuve se trouve déjà au chapitre précédent, on donne ici les
grandes lignes. Pour (b), on utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz

|〈ek (hDx)
αe+,m, e−,ℓ〉| ≤ sup

x∈S1

|ek(x)| ‖e−,ℓ‖ ‖(hDx)
αe+,m‖ = O(1).

Pour (a) et (c), on remarque d’abord que 〈ek (hDx)
αe+,m, e−,ℓ〉 est une

intégrale du type

h−1/2

∫ 2π

0

e−
i
h

φ(x,z)+ikxχ(x)dx,

où φ satisfait φ′(x(z)) = ξ−(z) − ξ+(z) (avec x(z) = x+(z) = x−(z)), et
χ est une troncature à support inclus dans un voisinage de x(z). Posons
ϕ := −φ

h
+ kx. Il existe C > 0 pour lequel

∀z ∈ W (z0), ∀|k| /∈ [
inf |φ′|
hC

,
C sup |φ′|

h
], |ϕ′(z)| ≥ 1

C
max(|k|, 1/h).

On procède par intégration par partie pour trouver

〈ek (hDx)
αe+,m, e−,ℓ〉 =

1

i

∫
eiϕ(x)an(x)dx, (3.6.5)

an :=

(
− d

dx
◦ 1

ϕ′

)n

(χ) = O
(

1

(max(|k|, 1
h
))n

)
.

�
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Proposition 3.6.2 Soit Q vérifiant l’hypothèse 3.1.4. Il existe C̃ > 0, tel
que nous avons 〈Qe+, e−〉 ∼ N (0, σ2), où la variance vérifie

1

C̃
h2ρ−1/2 ≤ σ2 ≤ C̃h2ρ−1/2.

Preuve. Pour la borne inférieure, on va montrer qu’il existe m, et ℓ pour
lesquels nous avons pour α = α1,

1

C
h2ρ−1/2 ≤

∑

k∈Z

(σℓ,m
α1,k)

2 |〈ek (hDx)
α1e+,m, e−,ℓ〉|2 (≤ σ2). (3.6.6)

Considérons alors, pour chaque ℓ,m, la somme (3.6.6). On découpe la som-
mation sur k en trois, suivant k ≫ 1/h, k ≪ 1/h, et k ∼ 1/h, de façon
précise la somme dans (3.6.6) devient

∑

|k|< 1
hC

, |k|> C
h

(σℓ,m
α1,k)

2 |〈ek (hDx)
α1e+,m, e−,ℓ〉|2

+
∑

1
Ch

≤|k|≤C
h

(σℓ,m
α1,k)

2 |〈ek (hDx)
α1e+,m, e−,ℓ〉|2, (3.6.7)

où C est la constante du lemme 3.6.1. Ce dernier montre que le premier terme
est O(h∞). Enuite, grâce à l’identité de Parseval et l’hypothèse (3.1.11) sur
les variances σℓ,m

α,k , pour tout ℓ et m, le second terme de (3.6.7) est

≥ 1

C̃
h2ρ


‖((hDx)

α1e+,m) ē−,ℓ‖2 −
∑

|k|< 1
Ch

, |k|> C
h

|〈ek (hDx)
α1e+,m, e−,ℓ〉|2


 .

(3.6.8)
On fait deux observations : premièrement, puisque ‖e±‖ ≍ 1, certaines

coordonnées de e± sont alors elliptiques, c’est à dire de terme principal
non nul, et deuxièmement, si e+,m et e+,ℓ sont elliptiques, alors nous avons
‖((hDx)

α1e+,m)ē−,ℓ‖2 ≍ h−1/2. Par conséquent, si e+,m et e+,ℓ sont choisis
elliptiques dans (3.6.6), nous avons le résultat demandé. Il suffit d’appliquer
la même procédure pour montrer la borne supérieure. �

En fait, seule la borne inférieure de σ2 nous intéresse dans la suite. On
cherche maintenant à minorer la probabilité d’avoir | detEδ

−+(z)| ≥ x, pour
x > 0 et z fixé dans W (z0).
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Puisque les variables 〈Qej
+, e

j
−〉 ne sont pas indépendantes, on utilise

P(A ∩B) ≥ 1 + (P(A) − 1) + (P(B) − 1), A,B ∈ A, (3.6.9)

pour trouver, à partir de (3.6.2) que

P(| detEδ
−+| ≥ x) ≥

∑

1≤J≤β

P

(
|〈Qej

+, e
j
−〉| ≥

1

δ

(
x+ O(1)

δβ+1

hβ/2h

) 1
β

)

+ P(‖Q‖ ≤ 1/
√
h) − β.

De plus, on sait que si X suit la loi gaussienne complexe N (0, σ2) alors

P(|X| ≥ x) = exp(−x
2

σ2
). (3.6.10)

En conséquence, il vient que P(| detEδ
−+| ≥ x) est minoré par

β

(
exp

(
− 1

h2ρ−1/2δ2

(
x+ O(1)

δβ+1

hβ/2h

) 2
β

)
− 1

)
+ P(‖Q‖ ≤ 1/

√
h).

(3.6.11)
Résumons la discussion :

Proposition 3.6.3 Pour tout z dans W (z0), ǫ > 0, si

h(ρ+ǫ− 1
4
)βδβ ≫ δβ+1

hβ/2h
c’est-à-dire, si δ ≪ h(ρ+ǫ+ 1

4
)β+1,

alors, nous avons

P(| detEδ
−+| ≥ h(ρ+ǫ−1/4)βδβ) ≥ 1 − Ch2ǫ. (3.6.12)

Grâce à lδ = l0 + O( δ
h
), on remarque que

|e lδ

h detEδ
−+| ≤ e

Re l0

h (1 + O(
δ

h2
))

× (
∏

1≤j≤β

‖δQ‖‖ej
+‖‖ej

−‖ + δβO(h∞) + O(1)
δβ+1

hβ/2h
).

(3.6.13)
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Puisque ‖δQ‖ ≪ 1, il en résulte que

|e lδ

h detEδ
−+| ≤ e

1
h
Re l0 , ∀z ∈ W (z0). (3.6.14)

Introduisons la fonction holomorphe

Fδ(z, h) = e
lδ

h detEδ
−+, z ∈ W (z0). (3.6.15)

Corollaire 3.6.4 Soit z0 un point de Ω, N0 ≫ 1. Il existe un voisinage de
z0 noté W (z0) inclus dans Λ(p) et C, C̃ > 0 tels que si

hN0 < δ ≪ h(ρ+ǫ+ 1
4
)β+1,

alors
(a) avec une probabilité ≥ 1 − Ce−1/(Ch) nous avons

ln |Fδ(z, h)| ≤
1

h
Re l0(z) (3.6.16)

pour tous les z dans W (z0).
(b) pour chaque z de W (z0), ǫ > 0 nous avons

ln |Fδ(z, h)| ≥
1

h
(Re l0(z) − C

δ

h
− hβ ln((hρ+ǫ−1/4δ)−1))

≥ 1

h
(Re l0(z) − h(C̃ + β) ln((hρ+ǫ−1/4δ)−1)) (3.6.17)

avec une probabilité ≥ 1 − Ch2ǫ.

Preuve. (a) découle de (3.6.14) et du corollaire 3.5.4, pour (b) il faut se
référer à (3.6.12). �

Nous pouvons maintenant répéter les arguments de [13, 14]. Rappelons
la proposition 1.8.1 de [15]

Proposition 3.6.5 Soit Ω ⊂⊂ C, Γ un domaine à bord C2 par morceaux et
φ ∈ C∞(Ω,R). Soit f une fonction holomorphe dans Ω vérifiant

|f(z, h)| ≤ eφ(z)/h, z ∈ Ω. (3.6.18)

Supposons qu’il existe ǫ̃≪ 1, zk ∈ Ω, k ∈ J tels que

∂Γ ⊂
⋃

k∈J

D(zk,
√
ǫ̃), #J = O(

1√
ǫ̃
), (3.6.19)

|f(zk, h)| ≥ e
1
h
(φ(zk)−ǫ̃), k ∈ J, (3.6.20)
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alors

#(f−1(0) ∩ Γ) =
1

2πh

∫∫

Γ

∆φ d(Rez)d(Imz) + O(

√
ǫ̃

h
).

Nous pouvons appliquer la proposition avec ǫ̃ = h(C̃+β) ln((hρ+ǫ−1/4δ)−1),
φ = Re l0 et f = Fδ. (3.6.18) tient avec une probabilité comme dans (a) de
3.6.4, (3.6.20) tient avec une probabilité

≥ 1 − Ch2ǫ (#J)

≥ 1 − C̃
h2ǫ

√
h ln((hρ+ǫ−1/4 δ)−1)

. (3.6.21)

Par ailleurs, si nous notons pour tout (x, ξ) ∈ T ∗S1 et Γ ⊂ C,

mΓ(x, ξ) := #{σ(p(x, ξ)) ∩ Γ}, (3.6.22)

alors, compte tenu de la proposition 3.5.7, nous avons

∫∫

Γ

∆Re l0(z) d(Rez)d(Imz) =

∫∫
mΓ dxdξ + O(h).

Nous sommes maintenant en possession du

Théorème 3.6.6 Soit z0 un point de Ω, et N0 ≫ 1. Il existe un voisinage
W (z0) de z0, tel que si Γ est un ouvert relativement compact dans W (z0), à
bord C2 par morceaux, et ǫ > 0, alors il existe C > 0 tel que si

hN0 < δ ≪ h(ρ+ǫ+ 1
4
)β+1, (3.6.23)

le nombre N(P − δQ,Γ) de valeurs propres de P − δQ dans Γ satisfait

|N(P − δQ,Γ) − 1

2πh

∫∫
mΓ dxdξ| ≤ C

√
h ln 1

h

h
(3.6.24)

avec une probabilité

≥ 1 − C
h2ǫ

√
h ln 1

h

.

La minoration est intéressante si ǫ > 1
4
.
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Soit Γ ⊂⊂ Ω. On peut donc énoncer, en recouvrant Γ par un nombre fini
de Γj ⊂ W (zj), le

Corollaire 3.6.7 Soit Γ ⊂⊂ Ω un ouvert à bord C2 par morceaux. Choisis-
sons δ et ǫ comme dans le théorème 3.6.6, alors avec une probabilité

≥ 1 − C
h2ǫ

√
h ln 1

h

.

nous avons (3.6.24). La probabilité est intéressante si ǫ > 1
2
.

Nous allons maintenant donner un résultat de l’asymptotique de Weyl
pour une famille de domaines. Rappelons d’abord la proposition suivante qui
est le cas uniforme de la proposition 3.6.5.

Proposition 3.6.8 Soit un domaine Ω ⊂⊂ C, et G une famille de domaines
inclus dans Ω. Soit C0 > 0 une constante indépendante de G. On suppose que

∀Γ ∈ G, ∂Γ =
N⋃

j=1

γj([aj, bj]), N ≤ C0, (3.6.25)

où γj : [aj, bj] → C est C2 (γj dépend évidemment de Γ) avec

∀j, 0 < aj < bj ≤ C0, (3.6.26)

∀j, 1

C0

≤ |γ̇j(t)| ≤ C0, |γ̈j(t)| ≤ C0, (3.6.27)

γj(bj) = γj+1(aj+1), j ∈ Z/NZ. (3.6.28)

Soit φ ∈ C∞(Ω,R) et f une fonction holomorphe dans Ω avec

|f(z;h)| ≤ e
φ(z)

h , ∀z ∈ Ω. (3.6.29)

Si on a un réseau quadratique de points zk ∈ Ω de maille
√

ǫ̃
2

, 0 < ǫ≪ 1 avec

Ω ⊂
⋃

k∈J

D(zk,

√
ǫ̃

2
), |J | ≤ C

ǫ̃

et
|f(zk;h)| > e

1
h
(φ(zk)−ǫ̃), (3.6.30)
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alors

∃D > 0, ∀Γ ∈ G,

|#(f−1(0) ∩ Γ) − 1

2πh

∫∫

Γ

∆φ d(Re z)d(Im z)| ≤ D

√
ǫ̃

h
.

Ce qui nous conduit au résultat suivant :

Théorème 3.6.9 Soit G une famille de domaines Γ ⊂⊂ Ω, vérifiant les
hypothèses du théorème 3.6.8. Nous supposons que l’hypothèse 3.1.6 est sa-
tisfaite. Choisissons δ et ǫ comme dans le théorème 3.6.7, alors avec une
probabilité

≥ 1 − C
h2ǫ

h ln 1
h

nous avons (3.6.24) avec une constante C indépendante de Γ. La probabilité
est intéressante si ǫ > 1

2
.

3.7 Asymptotique des grandes valeurs propres

On s’intéresse ici à la distribution des grandes valeurs propres de P −Qω.
On rappelle que P et Qω s’écrivent respectivement

P =
∑

α≤m

Aα(x)Dα
x , Qω =

∑

α0≤α≤α1

Qα(x)Dα
x ,

où les entrées de Qα sont des séries de Fourier aléatoires. Qα satisfait l’hy-
pothèse 3.1.4 et P est elliptique au sens classique. Nous allons pour commen-
cer restreindre le paramètre spectral z au domaine ΩR.

Définition 3.7.1 Soit Ω1 un domaine relativement compact dans C \ {0}.
On demande que Ω1 soit inclus dans

{z ∈ Ω \ {0}; dist(z, ∂Ω) ≥ 1

C
}

où Ω est un cône connexe inclus dans Λ(pm). On note pour R ≫ 1,ΩR =
RΩ1.
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Pour z ∈ ΩR, nous ramenons l’étude de P−z à un problème semiclassique
en divisant par R. Nous sommes donc invités à étudier, en posant hm = R−1,
l’opérateur

T − w − Q̃ω = hm(P − w −Qω), w =
z

R
∈ Ω1. (3.7.1)

Le symbole principal semiclassique de T est alors pm. Nous avons

Q̃ =
∑

α0≤α≤α1

hm−αQα(x)(hDx)
α, Q̃ := hm−α1Q̃0. (3.7.2)

On reprend les notations δ et Λ(pm) introduites dans le cadre semiclas-
sique. Le symbole principal semiclassique de T satisfait l’hypothèse 3.1.6, la
perturbation Q̃0 vérifie l’hypothèse 3.1.4 et Ω1 ⊂ Λ(pm). Dans ces conditions,
on peut appliquer le corollaire 3.6.7 et le théorème 3.6.9, à T −w−hm−α1Q̃0,
avec δ = hm−α1 . La condition (3.6.23) équivaut ici à

m− α1 > (ρ+ ǫ+
1

4
)β + 1. (3.7.3)

On rappelle que β est la valeur constante de β(z) sur une composante connexe
de Λ(pm). Notons pour tout (x, ξ) ∈ T ∗S1 et Γ ⊂ C,

mΓ(x, ξ) := #{σ(pm(x, ξ)) ∩ Γ}. (3.7.4)

Théorème 3.7.2 On suppose l’hypothèse 3.1.10 vérifiée. Soit Γ ⊂⊂ Ω1 un
ouvert à bord C2 par morceaux, et ǫ > 0 vérifiant la condition (3.7.3). Il existe
une constante C > 0 telle que le nombre N(T − Q̃,Γ) de valeurs propres de
T − Q̃ dans Γ satisfait

|N(T − Q̃,Γ) − 1

2πh

∫∫
mΓ dxdξ| ≤ C

√
h ln 1

h

h
(3.7.5)

avec une probabilité

≥ 1 − C
h2ǫ

√
h ln 1

h

.
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Théorème 3.7.3 Soit G une famille de domaines Γ ⊂⊂ Ω1, vérifiant les hy-
pothèses du théorème 3.6.8. Nous supposons que l’hypothèse 3.1.10 est satis-
faite. Choisissons ǫ comme dans le théorème 3.7.2, alors avec une probabilité

≥ 1 − C
h2ǫ

h ln 1
h

,

nous avons (3.7.5) avec une constante C indépendante de Γ. La probabilité
est intéressante si ǫ > 1

2
.

On va voir qu’en travaillant un peu plus, on peut affaiblir la condi-
tion (3.7.3). Ω1 se situe dans le pseudospectre Λ(pm) de T. Donc, puisque
{qm,z, q̄m,z}(ρ) 6= 0 pour p(ρ) = z quelque soit z dans Ω1, on peut appliquer
la section 4. Il en résulte alors la

Proposition 3.7.4 Soit w0 fixé dans Ω1. Il existe un voisinage W (w0) de
w0 tel que pour tout w dans W (w0)

T =

(
T − w R−
R+ 0

)
: H1

sc × C → L2 × C,

est uniformément borné quand h→ 0, w ∈ Ω1, et inversible d’inverse :

E =

(
E E+

E− E−+

)
: L2 × C → H1

sc × C.

Avec

‖E‖L2→H1
sc

= O(
1√
h

),

‖E+‖C→H1
sc

= O(1),

‖E−‖L2→C = O(1),

‖E−+‖ = O(h∞).

Proposition 3.7.5 Sous la condition 3.1.4, il existe une constante positive
C telle que pour tout x > 0, nous avons

P(‖Q̃‖Hm
sc(S1)→L2(S1) ≤ hm−α1 lnh−1) ≥ 1 − Ce−(ln h)2/C . (3.7.6)

Preuve. Cela découle simplement de la proposition 3.5.2, puisque Q̃0 satisfait
l’hypothèse 3.1.4. �
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Corollaire 3.7.6 Soit w0 fixé dans Ω1. Il existe un voisinage W (w0) de w0

tel qu’on a avec une probabilité ≥ 1 − Ce−(ln h)2/C , pour tout w dans W (w0)

T =

(
T − w − Q̃ R−

R+ 0

)

est continu H1
sc(S

1) × C → L2(S1) × C, et admet un inverse donné par la
série de Neumann

Eω =

(
Eω Eω

+

Eω
− Eω

−+

)

= E +
∑

j≥1

(
E(Q̃ωE)j (EQ̃ω)jE+

E−(Q̃ωE)j E−(Q̃ωE)j−1(Q̃ωE+)

)
. (3.7.7)

On a

Eω = E +

(
O(hm−α1−1 lnh−1) O(hm−α1√

h
lnh−1)

O(hm−α1√
h

lnh−1) O(hm−α1 lnh−1)

)
. (3.7.8)

En particulier | detEω
−+| ≤ (Chm−α1 ln 1

h
)β.

Preuve. Il suffit d’avoir ‖Q̃‖ ≤ hm−α1 lnh−1 pour avoir la conclusion. La

condition suffisante pour la convergence, hm−α1− 1
2 ln 1

h
≪ 1, est vérifiée puisque

α1 ≤ m− 1. �

Proposition 3.7.7 Supposons m − α1 − ρ − 1
4
> 0. Pour tout ǫ ∈ (0,m −

α1 − ρ− 1
4
), et w fixé dans W (w0) nous avons

P
(
| detEω

−+| ≥ h(ρ+m−α1+ǫ−1/4)β
)
≥ 1 − Ch2ǫ, h→ 0. (3.7.9)

Preuve. Si on se restreint à ‖Q̃‖ ≤ hm−α1 lnh−1, on sait alors que Eω
−+ s’écrit

E−+ + E−Q̃E+ + E−Q̃

(
∑

j≥0

E(Q̃E)j

)
Q̃E+. (3.7.10)

Le terme entre parenthèses, que l’on désigne par Ẽ, est O(1/
√
h). Nous in-

troduisons les opérateurs Ej
± par Ej

+v+ = v+e
j
+ si v+ ∈ C, et Ej

−v = 〈v, ej
−〉

si v ∈ L2(S1,Cβ). On trouve alors

detEω
−+ =

∑

π∈Sn

∏

1≤j≤β

(
〈Q̃eπ(j)

+ , ej
−〉(sign(π)) + Ej

−Q̃ Ẽ Q̃E
π(j)
+

)

+ O(h∞). (3.7.11)
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L’opérateur, Ẽ, satisfait la condition de non propagation du support au sens
défini dans la proposition 3.4.5. Alors, avec l’hypothèse 3.1.10, cela implique
que

detEω
−+ =

∏

1≤j≤β

(
〈Q̃ej

+, e
j
−〉 + Ej

−Q̃ Ẽ Q̃E
j
+

)
+ O(h∞). (3.7.12)

On remarque ensuite, que si

|〈Q̃ej
+, e

j
−〉| ≥

3

2
x

1
β , et |Ej

−Q̃ Ẽ Q̃E
j
+| ≤

1

2
x

1
β , (3.7.13)

alors nous avons
|〈Q̃ej

+, e
j
−〉 + Ej

−Q̃ Ẽ Q̃E
j
+| ≥ x

1
β . (3.7.14)

Ce qui entrâıne la minoration suivante (confère l’inégalité (3.6.9))

P(| detEw
−+| ≥ x) ≥ P(‖Q̃‖ ≤ hm−α1 lnh−1) − 2β

+
∑

1≤j≤β

(P(|〈Q̃ej
+, e

j
−〉| ≥

3

2
x

1
β ) + P(|Ej

−Q̃ Ẽ Q̃E
j
+| ≤

1

2
x

1
β )). (3.7.15)

Puisque Q̃0 satisfait 3.1.4, nous avons la conséquence immédiate de la
proposition 3.6.2 :

Lemme 3.7.8 Soit Q̃ω vérifiant les hypothèses 3.1.4. Il existe C > 0 tel que
pour tout j, 〈Q̃ej

+, e
j
−〉 ∼ N (0, σ2) avec Cσ2 ≥ h2ρ+2(m−α1)−1/2. La formule

(3.6.10) impliquant alors

P(|〈Q̃ej
+, e

j
−〉| ≥ 3x

1
β /2) ≥ exp

(
−C x2/β

h2(ρ+m−α1)−1/2

)
. (3.7.16)

Lemme 3.7.9 Il existe C, C̃ > 0, tels que pour tout j,

P(‖Q̃ej
+‖ ≤ x) ≥ 1 − C exp

(
− 1

C
x2 h−2(m−α1)

)
. (3.7.17)

La conclusion est la même pour ‖Q̃∗ej
−‖. Soit

P(|Ej
−Q̃ Ẽ Q̃E

j
+| ≤ x) ≥ 1 − Ce−(ln h)2/C (3.7.18)

−C̃ exp

(
− 1

C̃
x h−2(m−α1)+ 1

2

)
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Preuve. Avec l’aide de (3.5.4), nous trouvons

P(‖Q̃‖ ≤ x

‖ej
+‖

) = P(‖Q̃0‖ ≤ x

hm−α1‖ej
+‖

)

≥ 1 − C exp(− x2

Ch2(m−α1)
).

pour une constante C > 0. Montrons (3.7.18). Nous notons C̃ > 0, une
constante satisfaisant ‖Ẽ‖ ≤ 1/(C̃

√
h). Nous avons

|Ej
−Q̃ Ẽ Q̃E

j
+| = |〈Ẽ Q̃ej

+, Q̃
∗ej

−〉| ≤ ‖Q̃ej
+‖ ‖Q̃∗ej

−‖ C̃h−
1
2 .

On utilise alors l’inégalité (3.6.9), puisque les variables Q̃ej
+et Q̃∗ej

− ne sont
pas indépendantes, et (3.7.17) pour déduire (3.7.18). �

Pour finir la démonstration, on applique les estimations (3.7.16) et (3.7.18),
à la formule (3.7.15). C’est-à-dire, qu’il existe C > 0 tel que pour tout w fixé
dans W (w0) et x > 0 on a | detEω

−+| ≥ x, avec une probabilité

≥ 1 + β(exp[−C x2/β

h2(ρ+m−α1)−1/2
] − 1) − Cβ exp[− x1/β

Ch2(m−α1)−1/2
]. (3.7.19)

Si m − α1 − ρ − 1/4 > 0 et ǫ ∈ (0,m − α1 − ρ − 1/4), alors pour x =
h(ρ+m−α1+ǫ−1/4)β, (3.7.19) est minoré par 1 − Ch2ǫ, lorsque h → 0, pour une
constante C > 0 donnée. �

Soit lω(w) la fonction rendant holomorphe e
1
h

lω detEω
−+, et kω = 1

h
∂w̄l

ω,
où

kω = −tr ((∂w̄R+)Eδ
+ + Eδ

−(∂w̄R−)).

Le corollaire 3.7.6 implique

|kω −k0| = O(
1

h
√
h
hm−α1 lnh−1), lω = l0 +O(

1√
h
hm−α1 lnh−1). (3.7.20)

On introduit la fonction holomorphe

F ω(w) := e
lω

h detEω
−+(w), w ∈ W (w0). (3.7.21)

Ce qui vient est une conséquence des propositions 3.7.6, 3.7.7 et de (3.7.20) :
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Corollaire 3.7.10 Soit w0 un point de Ω1. Il existe un voisinage W (w0) de
w0 inclus dans Ω1 et deux constantes positives C et C̃ > 0 telles que
(a) avec une probabilité ≥ 1 − γ1(h) nous avons

ln |F ω(w)| ≤ 1

h
(Re l0(w) + C

1√
h
hm−α1 lnh−1 + Ch ln(hm−α1 lnh−1))

:=
1

h
(Re l0(w) + u(h)) (3.7.22)

pour tout w dans W (w0), où 0 < γ1(h) tend vers zéro plus vite que n’importe
quelle puissance de h.
(b) pour chaque w de W (w0), et ǫ ∈ (0,m−α1−ρ− 1

4
), où m−α1−ρ− 1

4
> 0,

nous avons

ln |F ω(w)| ≥ 1

h
(Re l0(w) − C

1√
h
hm−α1 lnh−1 − Ch lnh−1)

:=
1

h
(Re l0(w) − v(h)) (3.7.23)

avec une probabilité ≥ 1 − Ch2ǫ.

On applique la proposition 3.6.5, avec f = Fw, avec ǫ̃ = u(h) + v(h), et
φ = Re l0(w)+u(h). Nous avons ǫ̃ ≍ h lnh−1, h→ 0 puisque, par hypothèse,
m−α1 − ρ− 1

4
> 0 et ρ > 1. (3.6.18) tient avec une probabilité comme dans

(a), (3.6.20) tient avec une probabilité

≥ 1 − C
h2ǫ

√
h ln 1

h

.

Ainsi donc, nous pouvons établir une version affaiblie des théorèmes 3.7.2 et
3.7.3, la condition (3.7.3) étant remplacée par

0 < ǫ < m− α1 − ρ− 1

4
. (3.7.24)

Théorème 3.7.11 On suppose l’hypothèse 3.1.10 vérifiée. Soit Γ ⊂⊂ Ω1

un ouvert à bord C2 par morceaux, et ǫ > 0 vérifiant la condition (3.7.24).
Il existe une constante C > 0 telle que le nombre N(T − Q̃,Γ) de valeurs
propres de T − Q̃ dans Γ satisfait

|N(T − Q̃,Γ) − 1

2πh

∫∫
mΓ dxdξ| ≤ C

√
h ln 1

h

h
(3.7.25)

120



avec une probabilité

≥ 1 − C
h2ǫ

√
h ln 1

h

.

Théorème 3.7.12 Soit G une famille de domaines Γ ⊂⊂ Ω1, vérifiant les
hypothèses du théorème 3.6.8. Nous supposons que l’hypothèse 3.1.10 est sa-
tisfaite. Choisissons ǫ comme dans le théorème 3.7.11, alors avec une proba-
bilité

≥ 1 − C
h2ǫ

h ln 1
h

,

nous avons (3.7.25) avec une constante C > 0 indépendante de Γ. La proba-
bilité est intéressante si ǫ > 1

2
.

Asymptotique presque sûre

Nous avons l’égalité triviale,

N(T − Q̃,Γ) = N(P −Q,RΓ) (3.7.26)

et, grâce à l’homogénéité de degré m en ξ du symbole pm, l’équivalence
suivante pour z = Rw, et R = h−m,

z ∈ RΓ, det(pm(x, ξ) − z) = 0 ⇐⇒ w ∈ Γ, det(pm(x, hξ) − w) = 0.

Ce qui veut dire que mΓ(x, hξ) = mRΓ(x, ξ), où mΓ a été défini en (3.7.4).
Un changement de variable hξ → ξ donne alors

1

2πh

∫∫
mΓ dxdξ =

1

2π

∫∫
mRΓ dxdξ, (3.7.27)

Au regard des égalités (3.7.26) et (3.7.27), les théorèmes 3.7.11 et 3.7.12
se réécrivent :

Proposition 3.7.13 On suppose l’hypothèse 3.1.10 vérifiée. Soit Γ ⊂⊂ Ω1

un ouvert à bord C2 par morceaux, et ǫ > 0 vérifiant la condition ǫ < m −
α1 − ρ− 1

4
. Il existe une constante C > 0 telle que le nombre N(P −Q,RΓ)

de valeurs propres de P −Q dans RΓ satisfait

|N(P −Q,RΓ) − 1

2π

∫∫
mRΓ dxdξ| ≤ CR1/(2m)

√
lnR (3.7.28)

121



avec une probabilité

≥ 1 − C
1

R
1
m

(2ǫ− 1
2
)
√

lnR
.

Intéressant pour ǫ > 1
4
.

Proposition 3.7.14 Soit G une famille de domaines Γ ⊂⊂ Ω1, vérifiant
les hypothèses du théorème 3.6.8. Nous supposons que l’hypothèse 3.1.10 est
satisfaite. Choisissons ǫ > 0 vérifiant ǫ < m − α1 − ρ − 1

4
. alors avec une

probabilité

≥ 1 − C

R
1
m

(2ǫ−1)
.

nous avons (3.7.28) avec une constante C > 0 indépendante de Γ. La proba-
bilité est intéressante si ǫ > 1

2
.

Nous nous intéressons maintenant à la distribution des valeurs propres
dans les dilatés d’un profil conique de la forme Γ(0, g) ⊂ Ω, Γθ1,θ2(g, h) a
été introduit en (3.1.26). On peut supposer sans perte de généralité que
infθ∈[θ1,θ2] g(θ) = 1.

Pour obtenir l’asymptotique spectrale presque sûre, on reproduit les argu-
ments du chapitre précédent, c’est-à-dire un découpage dyadique de Γ(0, λg)
pour λ assez large, puis une sommation des contributions de type (3.7.28)
pour des ensembles de la forme 2kΓ(1, 2).

Procédons au découpage dyadique de Γ(0, λg) pour de grandes valeurs de
λ. Avec k0 tel que 2k0 ≤ λ < 2k0+1, on trouve

Γ(0, λg) =λΓ(0, g) = Γ(0, 1) ∪
(

k0−1⋃

k=0

Γ(2k, 2k+1)

)
∪ Γ(2k0 , λg) (3.7.29)

=Γ(0, 1) ∪
(

k0−1⋃

k=0

2kΓ(1, 2)

)
∪ 2k0Γ(1, λg/2k0).

Introduisons le réel m1 := m − α1 − ρ − 3/4. Une conséquence de la
proposition 3.7.14 : on considère la famille G indexée sur κ ∈ [1, 2] de domaine
Γ du type Γ(1, κg), Ω1 sera choisi en sorte que Γ(1, 2) ⊂⊂ Ω1 ⊂ Ω,

Corollaire 3.7.15 Supposons m1 > 0. Pour chaque ǫ ∈ (0,m1), il existe
C > 0 tel que l’on ait

∀κ ∈ [1, 2],

|N(P −Q,RΓ(1, κg)) − 1

2π

∫∫
mRΓ(1,κg) dxdξ| ≤ CR1/(2m)

√
lnR. (3.7.30)
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avec une probabilité

≥ 1 − C

R
1
m

(2ǫ−1)
.

Lemme 3.7.16 Supposons m1 > 0. Il existe alors C > 0 tel que quelque soit
ǫ̃ > 0, il existe k(ǫ̃) ∈ N tel que avec une probabilité ≥ 1 − ǫ̃, on ait

∀λ ≥ 2k(ǫ̃),

|N(P −Q,Γ(2k(ǫ̃), λg)) − 1

2π

∫∫
mΓ(2k(ǫ̃),λg) dxdξ| ≤ Cλ1/(2m)

√
lnλ.

(3.7.31)

Preuve. NotonsAR l’évènement (3.7.28) etBR l’évènement (3.7.30). Considérons,
pour tout ǫ dans (0,m1), la somme

∞∑

k=1

P(∁A2k) + P(∁B2k)

≤ C

∞∑

1

(2−
k
m

(2ǫ− 1
2
)(
√

ln 2k)−1 + 2−
k
m

(2ǫ−1)(
√

ln 2k)−1) < +∞. (3.7.32)

Puisque la somme est finie, il existe k(ǫ̃) > 0 tel que

P(
∞⋃

k=k(ǫ̃)

∁A2k ∪ ∁B2k) ≤
∞∑

k=k(ǫ̃)

P(∁A2k) + P(∁B2k) < ǫ̃,

impliquant

P(
∞⋂

k=k(ǫ̃)

(A2k ∩B2k)) ≥ 1 − ǫ̃.

Pour λ ≥ 2k(ǫ̃), on pose k0, tel que 2k0 ≤ λ < 2k0+1. Il suffit de raisonner
par l’absurde et d’additionner les quantités (3.7.28) pour R = 2k(ǫ̃), . . . , 2k0 ,
et (3.7.30) avec R = 2k0 , le côté droit de (3.7.31) étant alors majoré par

C

k0∑

k(ǫ̃)

2
k

2m

√
ln 2k + 2

k0
2m

√
ln 2k0 ≤ C ′λ

1
2m

√
lnλ,

pour montrer que (3.7.31) est toujours vérifié si ω appartient à
⋂∞

k=k(ǫ̃)(A2k ∩
B2k). �
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Théorème 3.7.17 Supposons m1 > 0. Il existe C1 > 0 tel que ∀ǫ > 0, il
existe Mǫ ⊂ M tel que P(Mǫ) ≥ 1 − ǫ et ∀ω ∈Mǫ on ait :

∀λ ≥ 0,

|N(P −Qω, λΓ(0, g)) − 1

2π

∫∫
mλΓ(0,g)| ≤ C(ǫ, ω) + C1λ

1/(2m)
√

lnλ.

Finalement, en prenant M̃ =
⋃

ǫMǫ, nous avons P(M̃) = 1 et le

Corollaire 3.7.18 Supposons m1 > 0. Il existe C1 > 0 et M̃ ⊂ M avec
P(M̃) = 1 tels que ∀ω ∈ M̃ on ait

∀λ ≥ 0,

|N(P −Qω, λΓ(0, g)) − 1

2π

∫∫
mλΓ(0,g)| ≤ C(ω) + C1λ

1/(2m)
√

lnλ.

La somme (3.7.32) est finie, c’est la condition nécessaire pour appliquer
le lemme de Borel-Cantelli, rappellé ici

∑

n

P(∁An) <∞ ⇒ lim inf An = 1,

où
ω ∈ lim inf An ⇐⇒ ∃n(ω) ∈ N, ∀k ≥ n(ω), ω ∈ Ak.

Le lemme 3.7.16 et le théorème 3.7.17 ne sont autres qu’une redémonstration
du lemme de Borel-Cantelli appliqué à nos évènements A2k et B2k . Le fait
que l’on obtienne une constante C(ω) dans le corollaire dépendant de ω vient
de la constante n(ω) du lemme de Borel-Cantelli.
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Chapitre 4

Perturbation aléatoire
d’opérateurs différentiels non
autoadjoints et amélioration
des bornes de la résolvante

4.1 Introduction

Nous savons, sous des hypothèses raisonnables, qu’en dehors de l’image
du symbole principal (que l’on nommera aussi pseudospectre), nous avons,
pour les opérateurs h-pseudodifférentiels non-autoadjoints, un bon contrôle
de la résolvante. Mais, quand le paramètre spectral z se promène dans le
pseudospectre, sous certaines hypothèses, l’estimation que l’on obtient sur
la norme de la résolvante ne peut pas être moins précise que expCh−n, voir
la proposition 4.1.1 pour un énoncé plus précis. Le but de ce travail est de
montrer que l’on a une meilleure estimation (que celle citée au-dessus) pour
la résolvante après une perturbation aléatoire.

Dans ce chapitre, il est donc question d’opérateurs h-pseudodifférentiels
avec des perturbations aléatoires utilisées par Hager et Sjöstrand dans [16].
On montre dans ce cas que la résolvante du problème perturbé est majorée
dans le pseudospectre par une borne d’ordre expCh−n+κ, où κ ∈]0, 1] est un
paramètre qui dépend d’une hypothèse géométrique sur le symbole p− z. En
conséquence, on gagne une petite puissance de h par rapport à l’estimation
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donnée au premier paragraphe. De manière générale, le paramètre κ vaut 1
quand z se situe à l’intérieur du pseudospectre. En dimension 1, on déduit
donc une borne polynomiale pour la résolvante. Néanmoins, près du bord
du pseudospectre, on ne peut pas avoir κ = 1 et les résultats généraux ne
permettent pas de déduire une telle borne. C’est pourquoi on regarde le
modèle simple, étudié par Hager dans [13], pour lequel on montre une borne
polynomiale près du bord.

La motivation de ce travail est de regarder un problème d’évolution avec
déformation de contour (voir [17]) et pour cette raison, on a besoin d’avoir
un contrôle polynomiale de la résolvante.

Passons maintenant à l’énoncé des résultats :

Cas général

Rappelons le cadre du papier [16]. On en garde les notations.
Soit ρ = (x, ξ) et m ≥ 1 une fonction d’ordre sur R

2n
x,ξ, c’est à dire

∃C0 ≥ 1, N0 > 0 tel que m(ρ) ≤ C0〈ρ− µ〉N0m(µ), (4.1.1)

∀ρ, µ ∈ R
2n, où 〈ρ− µ〉 =

√
1 + |ρ− µ|2,

et S(R2n,m) l’espace de symboles correspondant

S(R2n,m) = {a ∈ C∞(R2n); |∂α
ρ a(ρ)| ≤ Cαm(ρ), ρ ∈ R

2n, α ∈ N
2n}.
(4.1.2)

Posons

P (ρ;h) ∼ p(ρ) + hp1(ρ) + . . . dans S(R2n,m). (4.1.3)

Le symbole P est aussi utilisé pour représenter la h-quantification de Weyl

Pu(x) = Pw(x, hDx;h)u(x).

Nous fixons a ∈ S(m) elliptique (voir [7]), puis nous définissons

H(m) := {u ∈ S ′(Rn), aw(x, hDx;h)u ∈ L2(Rn)}, (4.1.4)

pour h assez petit. Si b est un deuxième symbole avec les mêmes propriétés
que a, alors on a toujours le même espace avec une norme uniformément
équivalente quand h est assez petit. Nous prenons H(m) comme domaine de
définition pour P.
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Σ est la fermeture de p(R2n), ainsi Σ = p(R2n)∪Σ∞, où Σ∞ est l’ensemble
des points d’accumulation à l’infini de p. On suppose qu’il existe un point
z0 ∈ C \ Σ et C0 tels que

|p(ρ) − z0| ≥ m(ρ)/C0, ∀ρ ∈ R
2n. (4.1.5)

Prenons Ω ⊂⊂ C\Σ∞ un ouvert simplement connexe contenant au moins
un point de C \ Σ.

Proposition 4.1.1 Pour tout ouvert Ω̃ ⊂⊂ Ω, nous avons

‖(P − z)−1‖ ≤ exp

(
CΩh

−n ln
1

g

)
, z ∈ Ω̃ \

⋃

zj∈σ(P )

D(zj, g), (4.1.6)

pour tout g > 0 positif et assez petit.

(Voir lemme 6.1 [9])

Remarque 4.1.2 Nous ne savons pas si la borne est optimale quand n ≥ 2,
c’est-à-dire s’il existe un opérateur h-pseudodifférentiel non-autoadjoint tel
que l’on ait l’égalité dans 4.1.6.

Proposition 4.1.3 (a) Pour tout compact K ⊂ C, K ∩ Σ = ∅ nous avons
‖(P − z)−1‖ ≤ CK , z ∈ K, h assez petit.
(b) Si z ∈ p(R2n) \ σ(P ) tel qu’il existe ρ ∈ T ∗

R
n vérifiant p(ρ) = z et

1
2i
{p, p̄}(ρ) > 0 alors pour tout N ∈ N il existe CN > 0 tel que

‖(P − z)−1‖ ≥ CN
1

hN
, ∀0 < h≪ 1.

(voir [9, 39])
Soit 0 < m̃, m̂ ≤ 1 deux fonctions d’ordre, carrés intégrables, dont une est

intégrable, et S̃ ∈ S(m̃), Ŝ ∈ S(m̂) deux symboles elliptiques. Prenons aussi
ẽ1, ẽ2, . . . , et ê1, ê2, . . . , deux bases orthonormales de L2(Rn). La perturbation
aléatoire utilisée dans [16] est de la forme −δQω, où 0 < δ ≪ 1,

Qω = Ŝ ◦
∑

j,k

αj,k(ω)êj ẽ
∗
k ◦ S̃, (4.1.7)

où αj,k sont des variables aléatoires complexes indépendantes de loi N (0, 1).
Soit Γ ⊂⊂ Ω un ouvert à bord lisse. Posons

Vz(t) = Vol{ρ ∈ R
2n, |p(ρ) − z|2 < t}. (4.1.8)

On fait l’hypothèse suivante :
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Hypothèse 4.1.4 Supposons ∃κ ∈]0, 1] tel que

Vz(t) = O(tκ) uniformément pour z dans un voisinage de Γ et 0 ≤ t≪ 1.
(4.1.9)

Théorème 4.1.5 Soit Ω et Γ comme dans l’introduction. On suppose que
l’hypothèse 4.1.4 est vérifiée pour Γ. Si δ satisfait la condition 0 < δ ≪
h3n+1/2, alors il existe C̃ ≫ 1, et C1, C2 positives telles que si on se donne
C > 0 il existe C0 > 0 telle que avec une probabilité

≥ 1 − C1

h(ln 1
δ
)1/κ

δ
eChκ−n − 1

C̃h(ln 1
δ
)1/κ

e−C2h−2n

, (4.1.10)

pour tout z dans Γ nous avons

‖(P − δQω − z)−1‖ ≤ 1

C0

hκ−n− 1
2 δ−C0hκ−n

∏

1≤j≤N(ω)

1

|z − wj(ω)| , (4.1.11)

où wj(ω) sont les valeurs propres de P − δQw dans D(z, Ch
1
2 (ln 1

δ
)

1
2κ ), N(ω)

vérifiant l’estimation ≤ C0 h
κ−n ln 1

δ
.

On va donner une conséquence en dimension 1 lorsque κ = 1, ce qui se
produit fréquemment lorsque l’on se trouve à l’intérieur du pseudospectre.
En effet, les points z de Σ̊ pour lesquels l’hypothèse 4.1.3 n’est pas vérifiée
avec κ = 1, est de mesure nulle dans Σ̊; ce fait résulte du théorème de Sard.

Corollaire 4.1.6 On suppose que n = 1 et que l’hypothèse 4.1.4 est vérifiée
pour κ = 1. Si 0 < δ ≪ h3n+1/2, alors il existe des constantes C̃ ≫ 1 et
C1, C2 positives telles que si on se donne C > 0 il existe C0 > 0 tel que avec
une probabilité

≥ 1 − C1

h ln 1
δ

δ
eC − 1

C̃h ln 1
δ

e−C2h−2

, (4.1.12)

nous avons pour tout z dans Γ

‖(P − δQω − z)−1‖ ≤ 1

C0h1/2δC0

∏

1≤j≤N(ω)

1

|z − wj(ω)| .

où wj(ω) sont les valeurs propres de P − δQw dans D(z, Cr), avec r =
(h ln δ−1)1/2, N(ω) vérifiant la majoration N(ω) ≤ C0 ln δ−1.
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Cas d’un opérateur modèle

Nous considérons l’opérateur modèle non-autoadjoint, étudié par M. Ha-
ger [13], dans L2(S1) :

P = hDx + g(x), h ∈ (0, 1], Dx =
1

i

∂

∂x
.

P admet comme domaine naturel l’espace de Sobolev semiclassique

H1
sc(S

1) = {u ∈ L2(S1); ‖u‖ + ‖hDxu‖ < +∞}. (4.1.13)

On suppose :

Hypothèse 4.1.7 Im g′ 6= 0, sauf en deux points critiques de S1, a et b, tels
que pour tout point x du cercle,

Im g(a) ≤ Im g(x) ≤ Im g(b).

Nous imposons Im g′′(a) > 0, c’est-à-dire que p est de type fini d’ordre 2
au sens de [9], sur la partie de ∂Σ donnée par Im z = Im g(a), où Σ =
{Im g(a) ≤ Im z ≤ Im g(b)}.

Nous introduisons le symbole semiclassique p = ξ + g(x) de P. Dans
la suite, pour simplifier, nous prendrons a = 0, Im g(a) = 0, et Im g(b) >
1. Le pseudospectre semiclassique sera défini comme l’ensemble Σ, on peut
facilement montrer que le spectre se situe sur la droite {z ∈ C : Im z =
1
2π

∫ 2π

0
Im g(x)dx} qui est à l’intérieur de Σ.

Pour z ∈ Σ̊, nous désignons par ρ±(z) les points (x±(z), ξ±(z)) de T ∗S1

vérifiant

ρ±(z) ∈ p−1(z),
1

2i
{p, p̄}(ρ±) = ∓Im g′(x±) > 0. (4.1.14)

Dans [13], la variable spectrale était restreinte à un domaine Ω indépendant
de h avec dist(Ω, ∂Σ) > 0, cette dernière condition permettant de séparer les
points x+ et x−. Nous souhaitons comprendre ce qui passe près de la droite
inférieure du bord du pseudospectre, c’est-à-dire lorsque z s’approche du bord
avec h. Cependant, nous savons déjà (théorème 1.4 de [9]) que si z0 ∈ ∂Σ
alors pour tout z ∈ D(z0, h

2/3/C) nous avons ‖(P−z)−1‖ ≤ Ch−2/3. Nous al-
lons donc restreindre le paramètre z à un domaine, une bôıte Ωα, dépendant
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de h incluse dans la bande {h2/3 < Im z < 1} : z0 est fixé, α compris entre

h2/3 et 1
2π

∫ 2π

0
Im g(x)dx, 0 < c1,2 < 1

Ωα = {z ∈ C, c1α ≤ Im z ≤ c2α, |Re (z − z0)| ≤ C}. (4.1.15)

Les points x+(z) et x−(z) vont se rapprocher lorsque Im z → 0. Nous
avons, en effet

x−(z) − x+(z) ≃ (Im z)1/2.

Proposition 4.1.8 Soit P = hDx + g(x) comme ci-dessus. Soit K un com-
pact connexe inclus dans Σ, disjoint et situé en dessous de la droite contenant
le spectre. Nous avons les assertions suivantes :
i) ([9]) Il existe C̃ > 0 et C ≥ 1 tels que

∀z ∈ K avec Im z < h2/3/C, ‖(P − z)−1‖ ≤ C̃h2/3.

ii) Soit C̃ > 0 fixé. Il existe C > 0 tel que pour tout z de K, vérifiant
Im z > h2/3/C, nous avons

‖(P − z)−1‖ ≤ 1√
h (Im z)1/4

O(1)eC
(Im z)3/2

h .

Nous considérons la perturbation aléatoire Qω définie sur l’espace de pro-
babilité (M,A,P)

Qωu =
∑

j,k

aj,k(ω)〈u, ej〉ek, (4.1.16)

où ek est la base orthonormée usuelle de L2(S1), ek(x) = 1√
2π
eikx, k ∈ Z et

les variables aléatoires aj,k sont indépendantes et de loi N (0, σj,k). De plus,
on demande que σj,k = σjσk, et qu’il existe ρ > 1 et C̃ > 0 tels que

1

C̃
〈j〉−ρ ≤ σ2

j ≤ C̃〈j〉−ρ.

Soit C,C1, C2 > 0 des constantes indépendantes de α. Nous désignons
par Γα un ensemble relativement compact dans Ωα pour lequel

Γα = {z = x+ iy, |x− x0| ≤ C, C1 ≤
|y|
α

≤ C2}, Γα ⊂⊂ Ωα.

Nous montrerons plus loin vol (p−1(Γα)) ≍ cstα1/2.
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Théorème 4.1.9 Soit Γα comme au-dessus, soit β ≫ 1 et γ > 0. Si δ, un
petit paramètre, vérifie les conditions suivantes

δ ≪
√
hα1/4h2ρ

(lnh−1)3
, et hβ ≤ δ, (4.1.17)

alors il existe C, C̃ > 0 tels que, pour tout 0 < r ≪ α, le nombre N(Pδ,Γα)
de valeurs propres de Pδ dans Γα vérifie

|N(Pδ,Γα) − 1

2πh
vol (p−1(Γα))| ≤ C

h
(
r

α1/2
+
ǫ̃

r
) (4.1.18)

où ǫ̃ = Cρ,γh ln(hδ)−1, avec probabilité

≥ 1 − C̃

r
h2γ.

Le choix du paramètre r optimal dans (4.1.18), c’est à dire lorsque r 7→
r

α1/2 + ǫ̃
r

est minimal, est r = ǫ̃1/2α1/4; ce qui entrâıne que (4.1.18) devient

≤
√

ǫ̃
α1/4h

.

Remarquons que le théorème 4.1.9 n’est intéressant que si
√
ǫ̃/α1/4 ≪

vol (p−1(Γα)) = Cα1/2, c’est à dire si ǫ̃2/3 ≪ α, ou encore en remplacant ǫ̃
par son expression, si

(ln
1

δh
)

2
3 h

2
3 ≪ α. (4.1.19)

Théorème 4.1.10 Soit γ > 0 fixé. Soit δ vérifiant la condition (4.1.17), de
plus on suppose que δ est minoré par une puissance de h. Soit z0 dans Ωα,
donc Im z0 ≃ α. Il existe Ĉ > 0 tel que si on se donne des constantes positives

C̃ < C, alors il existe C ′,M > 0 tels que, avec une probabilité ≥ 1 − Ĉ
r
h2γ,

avec r = (
√
αh lnh−1)1/2, nous avons pour tout z dans D(z0, C̃r)

|(P − δQω − z)−1| ≤ 1√
hα1/4hM

∏

1≤j≤N(ω)

1

|z − wj(ω)| ,

wj sont les valeurs propres de (P − δQω − z)−1 dans D(z0, Cr). N(ω) vérifie
≤ C ′ lnh−1.

L’organisation du papier est la suivante : dans la section qui suit nous
montrons à partir des résultats d’Hager et Sjöstrand l’amélioration de la
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résolvante après une perturbation aléatoire (théorème 4.1.5). Les sections
suivantes seront ensuite consacrées au modèle simple hDx +g(x), pour lequel
une étude fine du problème de Grushin sera faite lorsque l’on est près du
bord du pseudospectre. Nous en déduirons alors que la résolvante ne crôıt
pas plus vite qu’une puissance négative de h (théorème 4.1.10).

4.2 Amélioration de la résolvante

Lemme 4.2.1 (p.11, 12 de [16]) Il existe un symbole p̃(ρ) tel que p̃(ρ)−z
soit elliptique (au sens (4.1.5)) uniformément pour z ∈ Ω, avec p̃ − p ∈
C∞

0 (R2n).

Posons ensuite
P̃ = p̃+ hp1 + h2p2 + . . . . (4.2.1)

Soit δ > 0 un paramètre de perturbation, Les auteurs de [16] ont étudié
la distribution des valeurs propres de P − δQω dans les ensembles Γ ⊂⊂ Ω.

On écrit pour z ∈ Ω,

Pδ(z) := (P̃ − z)−1(P − δQω − z), (4.2.2)

puis on observe que Qω est presque sûrement Hilbert-Schmidt et de classe
trace. On peut alors introduire la fonction holomorphe

Fδ(z, h) = detPδ(z), z ∈ Ω. (4.2.3)

Soit Γ ⊂⊂ Ω un ouvert à bord lisse. Posons

Vz(t) = Vol{ρ ∈ R
2n, |p(ρ) − z|2 < t}. (4.2.4)

On suppose que l’hypothèse 4.1.4 est vérifiée.

Proposition 4.2.2 ([16], Théorème 9.3) Soit Γ ⊂⊂ Ω un ouvert à bord
lisse. On suppose admise l’hypothèse 4.1.4. Soit δ satisfaisant la condition

0 < δ ≪ h3n+1/2. (4.2.5)

Alors il existe des constantes C,C0, C̃ > 0 telles que :
(a) Avec une probabilité ≥ 1 − CeC0h−2n

, nous avons

ln |Fδ(z, h)| ≤
1

(2πh)n
(I(z) + Chκ ln

1

h
), (4.2.6)
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pour tout z dans Γ, I(z) étant donné par

∫

R2

ln |(p̃(ρ) − z)−1(p(ρ) − z)|dρ. (4.2.7)

(b) Pour tout z dans Γ et ǫ > 0 nous avons

ln |Fδ(z, h)| ≥
1

(2πh)n
(I(z) − Chκ(ln

1

h
+ ln

1

δ
) − ǫ), (4.2.8)

avec une probabilité ≥ 1 − Ce−ǫ(2πh)−n − C̃e−C0h−2n
.

Commençons par donner une estimation classique de la norme de la
résolvante du problème non perturbé. En suivant la preuve du lemme 6.1
de [9], nous sommes en mesure de trouver un majorant de la résolvante :

Proposition 4.2.3 Pour tout ouvert Ω̃ ⊂⊂ Ω, nous avons

‖(P − z)−1‖ ≤ exp

(
CΩh

−n ln
1

g

)
, z ∈ Ω̃ \

⋃

zj∈σ(P )

D(zj, g), (4.2.9)

pour tout g > 0 assez petit.

Preuve. Il faut d’abord remarquer que pour z ∈ Ω, nous avons

P0(z) = (P̃ − z)−1(P − z) = 1 +K(z),

où K(z) est un opérateur à trace et (P̃ − z)−1 est majorée par une constante
indépendante de h. Puis, on conclut en suivant la fin de la preuve du lemme
6.1 de [9]. �

On va maintenant énoncer deux lemmes utiles pour la démonstration du
théorème 4.1.5.

Lemme 4.2.4 Soit C1 > C2 > C3 > 0, pour r positif soit Ω = D(z0, C1r).
Soit φ une fonction continue et sousharmonique dans un voisinage de Ω et
u = u(z, h̃) une fonction holomorphe vérifiant

h̃ ln |u(z)| ≤ φ(z) ∀z ∈ Ω, (4.2.10)

et au point z0

h̃ ln |u(z0)| ≥ φ(z0) − ǫ̃, 0 < ǫ̃≪ 1. (4.2.11)
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On introduit le noyau de Green Gr associé au disque fermé D(z0, C1r), et
la mesure µ(dw) = ∆φ(w)dRew dImw. Alors il existe C > 0, indépendant
de h et r tel que

∀z ∈ D(z0, C3r) \ u−1(0),

|u(z, h̃)| ≥ exp

(
φ(z)

h̃
− C

h̃
(ǫ̃−

∫

Ω

Gr(z0, w)µ(dw))

) ∏

1≤k≤N

|z − wk|,

(4.2.12)

où wk sont les zéros de u dans D(z, C2r), N vérifiant l’estimation

N ≤ C

h̃
(ǫ̃+

∫

Ω

−Gr(z0, w)µ(dw)). (4.2.13)

Le résultat qui suit n’est autre que la version C2 du lemme précédent :

Corollaire 4.2.5 Dans ce cas φ est C2. Alors il existe C > 0 indépendant
de h et r tel que

∀z ∈ D(z0, C3r) \ u−1(0),

|u(z, h̃)| ≥ exp

(
φ(z)

h̃
− C

h̃
(sup

z∈Ω
|φ′′(z)|r2 + ǫ̃)

) ∏

1≤k≤N

|z − wk|,

où wk sont les zéros de u dans D(z, C2r), N vérifiant l’estimation

N ≤ C

h̃
(sup

z∈Ω
|φ′′(z)|r2 + ǫ̃).

Preuve. Supposons démontré le lemme 4.2.4. Si φ ∈ C2, alors µ(dw) =
O(1)L(dw). Ainsi

∫
Ω
Gr(z0, w)µ(dw) =

∫
Ω
Gr(z0, w)O(1)L(dw). Ici

Gr(z0, w) = GD(0,C1r)(0, w − z0) = GD(0,1)(0,
w − z0

C1r
)

(En général, GrΩ = GΩ( z
r
, w

r
)). Donc

∫

Ω

Gr(z0, w)µ(dw) =

∫

D(0,C1r)

GD(0,1)(0,
w

C1r
)O(1)L(dw)

= (C1r)
2

∫

D(0,1)

GD(0,1)(0, w̃)L(dw̃) = O(r2).
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Il suffit ensuite d’appliquer le lemme 4.2.4. �

Preuve du lemme 4.2.4. On reprend les notations de la section 11 de [16].
On a déjà introduit le noyau de Green associé au disque fermé D(z0, C1r).
Gr vérifie les propriétés suivantes

Gr(z, w) < 0 sur Ω × Ω (4.2.14)

Gr(z, w) = 0 sur (Ω × ∂Ω) ∪ (∂Ω × Ω).

Introduisons la fonction harmonique

Φ(z) = φ(z) +

∫

Ω

−Gr(z, w)µ(dw). (4.2.15)

Grâce au lemme 11.1 de [16], on sait que pour tout C2 ∈]0, C1[ il existe
C̃ tel que le nombre N de zéros de u dans D(z0, C2r), est

≤ C̃

h̃
(ǫ̃+

∫

Ω

−Gr(z0, w)µ(dw)).

Dans ce qui suit, on s’appuie sur les arguments développés pour la preuve
de la proposition 1.8.1 de [15]. Nous effectuons un changement de coordonnées

w :=
z − z0

r
,

et posons ũ(w) = u(z), φ̃(w) = φ(z), Φ̃(w) = Φ(z). ũ s’écrit dans D(0, C2)

ũ(w) = g(w)
∏

1≤k≤N

(w − wk),

avec g holomorphe et ne s’annulant pas. wk sont les zéros de ũ dans D(0, C2).
Grâce à (1.8.17) et (1.8.18) de [15], on montre similairement à (1.8.15), que

pour tout C̃3 < C2, il existe C̃3 < C3(h) < C2 tel que pour |w| = C3(h)

N∏

k=1

|w − wk| ≥ e−NC .

On cherche à avoir un minorant de g. Le principe du maximum donne
pour |w| ≤ C̃3 < C3(h)

ln |g(w)| ≤ φ̃(w)/h̃+NC ≤ Φ̃(w)/h̃+NC,

ln |g(0)| ≥ (φ̃(0) − ǫ̃)/h̃−NC.
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Puisque Φ̃ est harmonique, Φ̃/h̃+NC−ln |g| est une fonction harmonique
positive. Les inégalités de Harnarck donnent alors dans un disque diminué

Φ̃/h̃+NC − ln |g| ≤ C̃(Φ̃(0) +NC − ln |g(0)|)
≤ C̃((Φ̃(0) − φ̃(0) + ǫ̃)/h̃+ 2NC). (4.2.16)

Soit dans ce disque, en utilisant l’égalité (4.2.15) et le fait que Φ > φ, il existe
C > 0 tel que

ln |g(w)| ≥ 1

h̃
(Φ̃(w) − C̃(Φ̃(0) − φ̃(0)) + ǫ̃) −NC

≥ 1

h̃
(Φ̃(w) − C̃(Φ(z0) − φ(z0)) + ǫ̃) −NC

≥ 1

h̃

(
φ̃(w) − Ĉ(ǫ̃+

∫

Ω

−Gr(z0, w̃)µ(dw̃))

)
−NC, (4.2.17)

ce qui achève la preuve. �

Lemme 4.2.6 Soit µ(dw) = ∆I(w)dRew dImw, où I(w) a été introduit
en 4.2.7. On note Ω le disque D(z0, ǫ) et Gǫ le noyau de Green associé. On
suppose que l’hypothèse 4.1.4 est vérifée pour Ω. Alors il existe une constante
C > 0 telle que pour chaque ǫ > 0 assez petit, on a

∫

Ω

−Gǫ(z0, w)µ(dw) ≤ Cǫ2κ. (4.2.18)

Preuve. On reproduit les arguments de [16]. Pour ǫ assez petit, nous avons
l’égalité

−Gǫ(z0, w) =
1

2π
ln

ǫ

|z0 − w| ,

Soit

Wz(t) :=

∫

D(z,t)

µ(dw).

Et donc,
∫

Ω

−Gǫ(z0, w)µ(dw) = O(1)

∫ ǫ

0

ln
ǫ

s
dWz0(s)

= O(1)([ln(
ǫ

s
)Wz0(s)]

ǫ
0 +

∫ ǫ

0

1

s
Wz0(s)ds)

= O(1)ǫ2κ.
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Pour avoir la dernière égalité, il suffit de remarquer que ((10.3) de [16])

1

2π

∫

Ω

∆I(z)L(dz) = Vol p−1(Ω).

Dès lors si on tient compte de l’hypothèse 4.1.3, nous trouvons que Wz0(t) =
2πVz0(t

2) = O(t2κ), pour t assez petit. �

Théorème 4.2.7 Soit Ω comme dans l’introduction. Supposons que l’hy-
pothèse 4.1.4 soit vérifiée pour un voisinage de z0. Soit C > C̃ > 0. Il existe
C0, C1, C2, C3, positives telles que pour tout

ǫ≫ hκ ln
1

δ
, (4.2.19)

avec une probabilité

≥ 1 − C1e
− ǫ

2
(2πh)−n − C2e

−C3h−2n

, (4.2.20)

pour tout z dans D(z0, C̃ǫ
1/(2κ)), nous avons

‖(P − δQω − z)−1‖ ≤ 1

C0

hκ−n− 1
2 exp(C0 ǫh

−n)
∏

1≤j≤N(ω)

1

|z − wj(ω)| .

où wj(ω), 1 ≤ j ≤ N(ω), sont les valeurs propres de P−δQw dans D(z0, Cǫ
1/(2κ)),

N(ω) vérifiant l’estimation ≤ C0 ǫh
−n.

Preuve. On fixe les constantes C > C̃ > 0. Grâce aux estimations (4.2.6) et
(4.2.8), nous pouvons appliquer le lemme 4.2.4 avec

φ(z) = I(z) − Chκ ln
1

h
,

r = ǫ1/(2κ), et h̃ = (2πh)n, et ǫ̃ dans (4.2.11) remplacé par

O(1)(hκ ln
1

h
+ hκ ln

1

δ
+ ǫ). (4.2.21)

Nous voulons que ǫ soit le terme dominant dans la dernière expression.
En d’autres termes, nous prenons

ǫ≫ hκ ln
1

δ
, (4.2.22)
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en rappelant que ln δ−1 ≥ lnh−1. Alors, utilisant le lemme 4.2.6, on montre
qu’il existe C1, C2, C3 > 0, tels que avec une probabilité

≥ 1 − C1e
− ǫ

2
(2πh)−n − C2e

−C3h−2n

, (4.2.23)

nous avons pour tout z dans le disque D(z0, C̃r),

|Fδ(z, h)| ≥ exp

(
1

(2πh)n
(φ(z) − C0ǫ)

) ∏

1≤j≤N(ω)

|z − wj(ω)|, (4.2.24)

où wj sont les zéros de Fδ(z, h) dans D(z0, Cr), et C0 > 0 est une constante
indépendante de ω et r. Nous rappelons que les zéros de Fδ(z, h) sont aussi
les valeurs propres de P − δQ. En combinant (8.24) et (8.25) de [16], nous
obtenons

ln |Fδ(z, h)| =
1

(2πh)n
(I(z) + O(1)hκ ln

1

h
) + ln | detEδ

−+|

=
1

(2πh)n
(φ(z) + O(1)ǫ) + ln | detEδ

−+|.

Rappelons ici que Eδ, Eδ
± et Eδ

−+ sont des opérateurs qui arrivent dans l’in-
version d’un problème auxiliaire de type Grushin. Eδ

−+ est de rang fini :
Eδ

−+ ∈ MN(α)(C), où N(α) = O(ακh−n), avec α = Ch,C ≫ 1. De plus, nous
avons les estimées

‖Eδ‖, ‖Eδ
+‖, ‖Eδ

−‖, ‖Eδ
−+‖ ≤ C√

α
.

Et donc, avec une probabilité minorée comme dans (4.2.23), nous avons
pour chaque z dans D(z0, C̃

√
ǫ)

| detEδ
−+| ≥ exp(−C0 ǫh

−n)
∏

1≤j≤N(ω)

|z − wj(ω)|. (4.2.25)

Lemme 4.2.8

∀M ∈ GLp(C), ‖M−1‖ ≤ p‖M‖p−1

| detM | , (4.2.26)

‖ · ‖ est la norme opérateur usuelle.
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Puisque nous n’avons pas trouvé de référence, on va alors donner une
preuve.
Preuve. Soit coM = (Mj,k). Alors |Mj,k| ≤ ‖M‖p−1. Donc ‖coM‖2

HS =∑
j,k |Mj,k|2 ≤ p2(‖M‖p−1)2. Donc ‖coM‖2 ≤ ‖coM‖2

HS ≤ p‖M‖p−1 et il suffit

d’utiliser que M−1 = 1
det M

coM. �

Revenons sur la preuve du théorème 4.2.7. On veut maintenant appliquer
le lemme précédent. Nous avons

‖(Eδ
−+)−1‖ ≤ C̃hκ−n‖Eδ

−+‖N(α)−1

| detEδ
−+|

.

Il existe C ≫ 1 tel que

‖Eδ
−+‖N(α)−1 ≤

√
α

Ĉ

(
Ĉ√
α

)N(α)

≤ C
√
h exp(Chκ−n ln

1

Ch
)

Ce qui veut dire que, sous la condition (4.2.22), on obtient

‖Eδ
−+‖N(α)−1 ≤ Ch

1
2
+κ−n exp(Chκ−n ln

1

Ch
)

≤ Ch
1
2
+κ−n exp(Cǫh−n)

Résumons la discussion : avec une probabilité comme dans (4.2.23), il existe
C0 > 0 tel que nous avons pour chaque z dans D(z0, C̃r)

‖(Eδ
−+)−1‖ ≤ C0h

1
2
+κ−n exp(C0 ǫh

−n)
∏

1≤j≤N(ω)

1

|z − wj(ω)| . (4.2.27)

D’après [16], nous avons ici P−1
δ = Eδ − Eδ

+(Eδ
−+)−1Eδ

−. Si bien qu’avec
une probabilité similaire à (4.2.23), il existe C0 > 0 tel que nous avons pour
chaque z dans D(z0, C̃r)

‖P−1
δ ‖ ≤ 1

C0

hκ−n− 1
2 exp(C0 ǫh

−n)
∏

1≤j≤N(ω)

1

|z − wj(ω)| . (4.2.28)

On rappelle que Pδ a été introduit en (4.2.2). Puisque P̃ − z est uni-
formément borné dans Ω par ellipticité, la résolvante de P + δQω − z vérifie
avec une probabilité

≥ 1 − C1e
− ǫ

2
(2πh)−n − C2e

−C3h−2n

(4.2.29)

l’estimation (4.2.28) pour tout z dans D(z0, C̃r). �
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Corollaire 4.2.9 Soit Ω et Γ comme dans l’introduction. On suppose que
l’hypothèse 4.1.4 est vérifiée pour Γ. Il existe C1, C2, C3 positives telles que
si on se donne C > 0 il existe C0 > 0 telle que pour tout

ǫ≫ hκ ln
1

δ
, (4.2.30)

avec une probabilité

≥ 1 − C1

ǫ1/κ
e−

ǫ
2
(2πh)−n − C2

ǫ1/κ
e−C3h−2n

, (4.2.31)

pour tout z dans Γ nous avons

‖(P − δQω − z)−1‖ ≤ 1

C0

hκ−n− 1
2 exp(C0 ǫh

−n)
∏

1≤j≤N(ω)

1

|z − wj(ω)| , (4.2.32)

où wj(ω) sont les valeurs propres de P − δQw dans D(z, Cǫ1/(2κ)), N(ω)
vérifiant l’estimation ≤ C0 ǫh

−n.

Le théorème 4.1.5 s’obtient en remplaçant ǫ par sa valeur Chκ ln 1
δ

avec C ≫ 1.

Preuve. On considère un recouvrement fini d’un voisinage de Γ par des
ensembles D(zj, C̃ǫ

1/(2κ)), (j ∈ I, |I| = O(1/ǫ1/κ)), où C̃ < C, de telle sorte
que pour tout z dans Γ, D(z, C̃ǫ1/(2κ)) est recouvert par un nombre fini de
D(zk, C̃ǫ

1/(2κ)), k ∈ J. Il est clair que |J | > 0 est majoré indépendamment
de z et ǫ. Par la théorie des fonctions holomorphes, il existe donc C0 > 0
indépendant de z, h et ω tel que nous avons

‖(P − δQω − z)−1
∏

1≤j≤N(ω)

|z − wj(ω)|‖ ≤ 1

C0

hκ−n− 1
2 exp(C0 ǫh

−n)

où wj(ω) sont les valeurs propres de P − δQw dans D(z, Cǫ1/(2κ)). �
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4.3 Cas d’un opérateur modèle

4.3.1 Problème de Grushin près du bord du pseudo-
spectre

Nous considérons l’opérateur modèle non-autoadjoint, étudié par M. Ha-
ger [13], dans L2(S1) :

P = hDx + g(x), h ∈ (0, 1], Dx =
1

i

∂

∂x
.

P admet comme domaine naturel l’espace de Sobolev semiclassique

H1
sc(S

1) = {u ∈ L2(S1); ‖u‖ + ‖hDxu‖ < +∞}. (4.3.1)

On suppose que l’hypothèse 4.1.7 est vérifiée. Rappelons que pour tout point
z ∈ Σ̊, nous désignons par ρ±(z) les points (x±(z), ξ±(z)) de T ∗S1 vérifiant

ρ±(z) ∈ p−1(z),
1

2i
{p, p̄}(ρ±) = ∓Im g′(x±) > 0. (4.3.2)

Nous restreignons le paramètre spectral z à un domaine, une bôıte Ωα,
dépendant de h inclus dans la bande séparée par la droite d’équation Im z =
h2/3 et la droite contenant le spectre Im z = c : z0 est fixé, α compris entre
h2/3 et c

Ωα = {z ∈ C,
1

C
α ≤ Im z ≤ Cα, |Re (z − z0)| ≤ C̃}. (4.3.3)

Les points x+(z) et x−(z) vont se rapprocher lorsque Im z → 0. Nous
avons, en effet

x−(z) − x+(z) ≃ (Im z)1/2.

Remarque 4.3.1 On identifiera fréquemment les intervalles de R de lon-
gueur < 2π à des intervalles de S1.

On peut trouver des intervalles J+ et J− tels que

x±(Ωα) ⊂ J±, dist(J+, J−) >
1

C
h1/3.

On pose I± = S1 \ J∓, de plus nous notons I+ = (a+, b+), a+ < 0 peut
être choisit indépendant de h tandis que b+ > 0 est d’ordre ≃ h1/3, et I− =
(b−, a−), avec a− > 0 indépendant de h, et 0 > b− ≃ −h1/3.
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Considérons sur I+, la fonction

e+ := c+(z, h)e
− i

h

R x
x+

(g(y)−z)dy
= c+e

i
h

ϕ+ . (4.3.4)

Lemme 4.3.2 On désigne par e+ ∈ H1
sc(I+) la solution normalisée dans

L2(I+) de (P − z)e+ = 0 sur I+. Nous avons la représentation asymptotique
suivante pour h→ 0 et h2/3 < Im z → 0,

e+ ∼ (Im z)1/8

h1/4

(
cst + O(

h

(Im z)1/2
)

)
e
− i

h

R x
x+

(g(y)−z)dy
.

De manière analogue nous avons :

Lemme 4.3.3 On désigne par H1
sc(I−) ∋ e− = c−e

i
h

ϕ− la solution norma-
lisée dans L2(I−) de (P − z)∗e− = 0 sur I−. e− admet la représentation
asymptotique suivante pour h→ 0 et h2/3 < Im z → 0,

e− ∼ (Im z)1/8

h1/4

(
cst + O(

h

(Im z)1/2
)

)
e
− i

h

R x
x−

(g(y)−z) dy
.

La preuve de ces lemmes résultera du même changement de variable, que l’on
fera plus loin, combiné avec la phase stationnaire :

Proposition 4.3.4 (Phase stationnaire) Soit a ∈ C∞
0 (R). Supposons que

0 ∈ K = supp(a) et

ϕ(0) = ϕ′(0) = 0, ϕ′′(0) 6= 0.

Supposons en plus que ϕ′(x) 6= 0 sur K − {0}. Posons g(x) = ϕ(x) −
ϕ′′(0)x2/2. Alors, nous avons le développement asymptotique explicite, lorsque
h→ 0,

∫

R

eiϕ(x)/ha(x)dx ∼
(

2πih

ϕ′′(0)

) 1
2 ∑

k≥0

∑

ℓ≥0

(
h

2iϕ′′(0)

)k
1

ℓ!

1

k!

d2k

dx2k
((i/h)ℓgℓa)(0). (4.3.5)

Pour une preuve, on pourra consulter [38] p.36.
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Décomposition en problèmes locaux

Proposition 4.3.5 Pour v ∈ L2(I+), v+ ∈ C, le problème de Cauchy (P −
z)u = v, u(x+) = 0, admet la solution unique u = F̃ v avec

‖F̃‖L2(I+)→H1
sc(I+) ≤

C√
h (Im z)1/4

.

Preuve. F̃ admet le noyau intégral

k(x, y) =
i

h
e−

i
h

R x
y (g(x̃)−z) dx̃1{x+≤y≤x} −

i

h
e−

i
h

R x
y (g(x̃)−z) dỹ1{x≤y≤x+}. (4.3.6)

La norme L2 de F̃ est majorée (lemme de Schur) par

(
sup

x

∫
|k(x, y)|dy

)1/2(
sup

y

∫
|k(x, y)|dx

)1/2

. (4.3.7)

Pour x dans un voisinage de x+, (Cx+, C
−1x+) := Vx+ , où C ≫ 1, nous

faisons le changement de variable

x+y = x,
1

x+

Dy = Dx.

Le problème initial devient alors, pour y ∈ (C−1, C),

(
h

x+Im z
Dy +

g(yx+)

Im z
− (

Re z

Im z
+ i))u =

v

Im z
, u(1) = 0. (4.3.8)

Avec la condition Im z > h2/3, et puisque x+(z) ≃
√

Im z, h
x+Im z

≍ h
Im z3/2

est notre nouveau paramètre semiclassique noté h̃. Soit

(h̃Dy + g̃(y) − (
Re z

Im z
+ i))u =

v

Im z
, u(1) = 0. (4.3.9)

avec g̃ = g(x+y)/Im z. Im g̃− 1 a un unique zéro non-dégénéré en 1. De plus,
pour tout y ∈ (C−1, C) et h2/3 < Im z pour Im z assez petit, nous avons

1

C̃
≤ −Im g̃(y) − 1

y − 1
≤ C̃,
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puisque Im g̃(y) ≃ y. Nous pouvons alors appliquer les estimations obtenues
par M. Hager dans [15] (lemme 1.2.2) pour le problème de Cauchy (4.3.9).
Ramenée au noyau de F̃ , nous obtenons la borne

(
sup

x∈Vx+

∫

Vx+

|k(x, y)|dy
)
,

(
sup

y∈Vx+

∫

Vx+

|k(x, y)|dx
)

=
O(1)

h̃1/2 Im z
= O(1)

(x+Im z)1/2

h1/2Im z
=

O(1)

h1/2(Im z)1/4
. (4.3.10)

Il nous reste donc à estimer le noyau de F̃ , grâce au lemme de Schur,
lorsque x ou y n’appartiennent pas à un voisinage de x+.

Pour x ∈ (a+, Cx+), nous avons pour C̃ > 0,

Im (g(x) − z) ≥ Im (g(Cx+) − z) ≥ 1

C̃
Im z.

Ce qui implique, pour x ∈ (a+, Cx+),

∫ Cx+

x

|k(x, y)|dy =
1

h

∫ Cx+

x

e−
1
h

R y
x Im (g(x̃)−z)dx̃dy

≤ 1

h

∫ Cx+

x

e−
1

C̃h
(Im z)(y−x)dy

= O(1)
1

Im z
e−

Im z
C̃h

(Cx+−x) = O(
1

Im z
). (4.3.11)

Pour y ∈ (a+, Cx+), nous avons

∫ y

a+

|k(x, y)|dx =
1

h

∫ y

a+

e−
1
h

R y
x Im (g(x̃)−z)dx̃dx

≤ 1

h

∫ y

a+

e−
1

C̃h
(Im z)(y−x)dx

= O(1)
1

Im z
e−

Im z
C̃h

(y−a+) = O(
1

Im z
). (4.3.12)

Pour x ∈ (C−1x+, b+), nous avons pour un C̃ > 0,

Im (g(x) − z) ≤ max
y=

x+
C

,b+

Im (g(y) − z) ≤ − 1

C̃
Im z.
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Ce qui implique, pour x ∈ (C−1x+, b+)
∫ x

x+
C

|k(x, y)|dy =
1

h

∫ x

x+
C

e−
1
h

R y
x Im (g(x̃)−z)dx̃dy

≤ 1

h

∫ x

x+
C

e−
1

C̃h
(Im z)(x−y)dy

= O(1)
1

Im z
e−

Im z
C̃h

(x−x+
C

) = O(
1

Im z
). (4.3.13)

Pour y ∈ (C−1x+, b+), nous avons

∫ b+

y

|k(x, y)|dx =
1

h

∫ b+

y

e−
1
h

R y
x Im (g(x̃)−z)dx̃dx

≤ 1

h

∫ b+

y

e−
1

C̃h
(Im z)(x−y)dx

= O(1)
1

Im z
e−

Im z
C̃h

(b+−y) = O(
1

Im z
). (4.3.14)

En recollant (4.3.10)-(4.3.14), nous trouvons que l’expression (4.3.7) est

≤ C

h1/2(Im z)1/4
, h, h2/3 < Im z → 0.

La norme L2 de F̃ est donc majorée par C/(h1/2(Im z)1/4), lorsque Im z >
h2/3. Il ne reste plus qu’à conclure comme dans le lemme 1.2.2 de [13] pour
achever la preuve. �

Soit χ± ∈ C∞
0 (I±) avec χ± = 1 sur J± tels que suppχ+ ∩ suppχ− = ∅.

Il est clair que les troncatures χ± dépendent de Im z, et par conséquent de h.
Etant donné que la distance qui sépare J± de l’origine est de l’ordre de h1/3,
les troncatures χ± peuvent être choisies de telle sorte qu’au voisinage de 0
nous avons supp(χ+) ⊂ (−C, 0) et supp(χ+) ⊂ (0, C), avec

|χ(n)
± | = O(h−n/3). (4.3.15)

Nous définissons l’opérateur R+ : L2(I+) → C par

R+u := 〈u, χ+e+〉 =

∫

I+

u(x)χ+e+(x)dx. (4.3.16)
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Corollaire 4.3.6 Pour v ∈ L2(I+), v+ ∈ C le problème
{

(P − z)u = v
R+u = v+

(4.3.17)

admet la solution unique

u = Fv + F+v+ ∈ H1
sc(I+)

où

F+v+ :=
1

〈e+, χ+e+〉
v+e+ =:

1

D+

v+e+, Fv = (1 − F+R+)F̃ v. (4.3.18)

De plus,

‖F‖L2(I+)→H1
sc(I+) ≤

C√
h (Im z)1/4

, ‖F+‖C→H1
sc(I+) = O(1). (4.3.19)

Près de x− la situation de (P − z)∗ est analogue à (P − z) pour x+. On
procède comme dans la proposition 4.3.5 et en se référant au lemme 1.2.3 de
[15] pour montrer :

Proposition 4.3.7 Pour v ∈ L2
comp(I−) le problème

(P − z)u+R−u− = v

où
R−u− := u−χ−e−, u− ∈ C

admet la solution unique (u, u−) ∈ H1
sc, comp(I−) × C

u = Gv, u− = G−v.

où

G−v :=
1

〈χ−e−, e−〉
〈v, e−〉 =

1

D−
〈v, e−〉.

De plus, en tant qu’opérateur L2
comp(I−) → H1

comp(I−),

‖G‖L2→H1
sc
≤ C√

h (Im z)1/4

et en tant qu’opérateur L2
comp(I−) → C,

‖G−‖L2→C = O(1).
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Inverse global

On reproduit les arguments de la section “1.2.3 Inverse global” de [15]
pour construire un inverse à droite.

Nous choisissons une partition de l’unité ψ± ∈ C∞
0 (I±), telle que χ± ≺ ψ±,

où ψ ≺ φ signifie
supp (ψ) ∩ supp (1 − φ) = ∅.

Proposition 4.3.8 Pour tout z ∈ Ωα.

P =

(
P − z R−
R+ 0

)

est inversible d’inverse

E =

(
E E+

E− E−+

)

où

E = G

(
ψ− +

h

i
χ′
−Fψ+

)
+ (1 − χ−)Fψ+ (4.3.20)

E+ = (1 − χ−)F+ +G
h

i
χ′
−F+

E− = G−(ψ− +
h

i
χ′
−Fψ+)

E−+ = G−
h

i
χ′
−F+ = − h

iD−D+

〈χ′
−e+, e−〉.

Les normes vérifient

‖E‖L2→H1
sc

= O(
1√

h (Im z)1/4
), ‖E+‖ = O(1), ‖E−‖ = O(1), (4.3.21)

‖E−+‖ = O
(√

h (Im z)1/4e−
(Im z)3/2

Ch

)
. (4.3.22)

Preuve. Pour (4.3.20), ce n’est autre que la proposition 1.2.4, [15], pour
laquelle on a reproduit les arguments. Nous avons donc

E−+ = − hc+c̄−
iD+D−

(

∫

I+∩I−

χ′
−e

i
h

R x+
x−

(g(y)−z) dy
dx

+

∫

(I++2π)∩I−

χ′
−e

− i
h

R x−+2π
x+

(g(y)−z) dy
dx), (4.3.23)
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c± a été défini en 4.3.4. Le second terme (4.3.23) est clairement O(e−
1

Ch ).
Nous avons

∫

I+∩I−

χ′
−dx =

∫ b+

b−

χ′
−dx = χ−(b+) − χ−(b−) = 1,

| exp(
i

h

∫ x+

x−

g(y) − z dy)| = O(1) exp

(
−(Im z)3/2

Ch

)
,

puisque

Im

∫ x+

x−

(g(x) − z) dx ≃
∫ x+

x−

(x2 − Im z) dx ≃ (Im z)3/2. (4.3.24)

Il suffit ensuite d’utiliser les lemmes 4.3.2 et 4.3.3, qui nous donne l’asymp-

totique de c±, c± ∼ cst±
(Im z)1/8

h1/4 , pour avoir une estimation de la norme de

E−+, soit (4.3.22). Comme χ′
− = O(h−1/3), nous avons si h2/3 < Im z,

E =O(
1√

h (Im z)1/4
) + O(1)h× h−1/3 × 1

h(Im z)1/2

=O(
1√

h (Im z)1/4
) + O(1) × 1

h1/3(Im z)1/2

=O(
1√

h (Im z)1/4
),

et

E+ =O(1) + O(1)h× h−1/3 × 1

h1/2(Im z)1/4
(4.3.25)

=O(1) + O(1) × 1

h−1/6(Im z)1/4
= O(1).

De même pour E−. �

Remarque 4.3.9 Des calculs préliminaires nous font penser que lorsque p
est d’ordre fini, 2k, sur le bord de Σ, alors dans ce cas (4.3.22) est remplacé
par

‖E‖L2→H1
sc

= O(1)
1√

h (Im z)
2k−1
4k

, ‖E+‖ = O(1), ‖E−‖ = O(1),

‖E−+‖ = O
(
√
h (Im z)

2k−1
4k exp(−(Im z)

2k+1
2k

Ch
)

)
. (4.3.26)
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Comme conséquence de la proposition précédente, nous pouvons donner
une majoration de la norme de la résolvante lorsque z s’approche du bord du
pseudospectre.

Nous avons D± ≍ 1, et aussi |
∫ b−

b+
χ′dx| ≍ 1. Des lemmes 4.3.2 et 4.3.3,

nous obtenons les asymptotiques

c± ∼ (Im z)1/8

h1/4

(
cst± + O(

h

(Im z)1/2
)

)
.

Il est donc facile de voir qu’il existe C > 0 tel que pour tout z dans la bôıte
Ωα nous avons

|E−+| ≥
1

C

√
h (Im z)1/4e−C

(Im z)3/2

h .

Puisque (P−z)−1 = E−E+E
−1
−+E−, nous pouvons énoncer la proposition

qui suit :

Proposition 4.3.10 Soit P = hDx+g(x) comme dans l’introduction vérifiant
l’hypothèse 4.1.7. Soit K un compact connexe inclus dans Σ, disjoint et situé
en dessous de la droite contenant le spectre. Nous avons les assertions sui-
vantes :
i) ([9]) Il existe C̃ > 0 et C > 0 tels que

∀z ∈ K avec Im z < h2/3/C, ‖(P − z)−1‖ ≤ C̃h2/3. (4.3.27)

ii) Soit C̃ > 0 fixé. Il existe C > 0 tel que tout z de K, vérifiant Im z > Ch2/3,
nous avons

‖(P − z)−1‖ ≤ 1√
h (Im z)1/4

O(1)eC
(Im z)3/2

h . (4.3.28)

Preuve. Nous savons que (4.3.28) est vérifiée pour h2/3 > Im z, soit pour
Im z = h2/3C, où C est une grande constante. Ce qui veut dire que (4.3.28)
devient

‖(P − z)−1‖ ≤ C√
h (h)1/6

=
C

h2/3
. (4.3.29)

Il suffit ensuite d’appliquer le lemme des trois droites d’Hadamard pour prou-
ver complètement le point ii). �

Soit ρ tel que p(ρ) = z. Etant donné qu’en dimension 1, P − z est
microlocalement équivalent près de ρ modulo des opérateurs elliptiques à
hDx + g(x, z), il est raisonnable de conjecturer :
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Conjecture 4.3.11 Ici la dimension est 1. Soit P un opérateur h-pseudodif-
férentiel de symbole principal p. Supposons que P est de type principal c’est-
à-dire

p(m) = 0 ⇒ dp(m) 6= 0.

Introduisons l’ensemble
Σ(p) = p(T ∗R).

Supposons que en un point z0 ∈ ∂Σ(p),

p−1(z0) = {ρ0}, {p, {p, p̄}}(ρ0) 6= 0,

c’est-à-dire que p est d’ordre 2 au point z0. On désigne par α(z) la distan-
ce de z à ∂Σ(p), alors pour tout z ∈ Σ(p) dans un voisinage de z0, tel que
1 > α(z) > h2/3 nous avons

‖(P − z)−1‖ ≤ 1√
h (α(z))1/4

O(1)eC
(α(z))3/2

h .

Comme il nous l’a été souligné, si on admet plusieurs points dans p−1(z0), il
est probable que la conjecture soit fausse pour une raison simple : le bord de
Σ(p) n’est pas nécessairement une hypersurface.

4.3.2 Perturbation

Nous considérons la perturbation aléatoire Qω définie sur l’espace de pro-
babilité (M,A,P)

Qωu =
∑

j,k

aj,k(ω)〈u, ej〉ek (4.3.30)

où ek est la base orthonormée usuelle de L2(S1) et les variables aléatoires aj,k

sont indépendantes et de loi N (0, σj,k). La variance satisfait σj,k = σjσk, et
on demande qu’il existe ρ > 1 et C̃ > 0 tels que

1

C̃
〈j〉−ρ ≤ σ2

j ≤ C̃〈j〉−ρ.

Nous avons la proposition suivante qui découle de la section 6 de [16] :

Proposition 4.3.12 Soit M > 0, il existe alors C > 0 pour lequel nous
avons

P(‖Q‖HS ≤M) ≥ 1 − C exp(−M2/C).
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Dans la suite, on prendra
M = ln(h−1). (4.3.31)

Proposition 4.3.13 Soit δ ≪
√

h (α)1/4

M
un paramètre de perturbation. Alors

avec une probabilité
≥ 1 − Ce−M2/C ,

nous avons pour tout z dans Ωα que

Pδ =

(
P − z − δQ R−

R+ 0

)

est continu Hm
sc(S

1) × C → L2(S1) × C et admet un inverse Eδ de la forme

Eδ = E +

( ∑
j≥1E(δQE)j

∑
j≥1(EδQ)jE+∑

j≥1E−(δQE)j
∑

j≥1E−(δQE)j−1(δQE+)

)
(4.3.32)

= E +

(
O( δM

h (Im z)1/2 ) O( δM√
h (Im z)1/4 )

O( δM√
h (Im z)1/4 ) O(δM)

)
. (4.3.33)

Preuve. Nous avons PδE = 1 −K où

K =

(
δQE δQE+

0 0

)
.

Il existe C > 0 tel que avec une probabilité supérieure à 1−Ce−M2/C on
a ‖Q‖Hm

sc→L2 ≤M, impliquant

‖K‖ < Cδ‖Q‖‖E‖ ≪ 1.

Il suffit alors d’observer que Eδ = E(1 +K +K2 + . . .). �

On suit ici de près la section “1.4 Propriétés analytiques de E−+” de [15].
Introduisons les fonctions

l0(z) = −i
∫ x+

x−

(g(x) − z)dx,

et

l0(z) = l0(z) − h ln

√
h c+c̄−
D−D+

= l0 + O(h) ln
1

h
.

Nous savons de la section “Propriétés analytiques de E
(0)
−+” de [13] que la

fonction el0(z)/hE−+ est holomorphe avec les mêmes zéros que E−+, et qu’en
plus :
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Proposition 4.3.14 Re l0(z) est strictement sous-harmonique et nous avons

∆Re l0(z) d(Re z) ∧ d(Im z) = dξ− ∧ dx− − dξ+ ∧ dx+.

On cherche à trouver ensuite, comme pour E−+, une fonction analytique
avec les mêmes zéros que l’hamiltonien effectif, Eδ

−+, du problème perturbé.
De l’identité ∂z̄(P

δEδ) = 0, nous trouvons

∂z̄E
δ
−+ = −(Eδ

−(∂z̄R−) + (∂z̄R+)Eδ
+)Eδ

−+

= −kδ(z)Eδ
−+.

Nous obtenons ensuite

kδ(z) = Eδ
−(∂z̄R−) + (∂z̄R+)Eδ

+

= k0(z) +
∑

j≥1

(E−((δQE)j∂z̄χ−e−) + 〈(EδQ)jE+, ∂zχ+e+〉).

D’où découle alors la majoration

|kδ(z) − k0(z)| ≤
∑

j≥1

(
δM√

h (Im z)1/4
)j(‖∂z̄e−‖ + ‖∂ze+‖)

≤ δM√
h (Im z)1/4

O(
1

h
).

Proposition 4.3.15 Il existe une solution lδ de l’équation 1
h
∂z̄l

δ = kδ ren-

dant elδ/hEδ
−+ holomorphe, telle que

|lδ − l0| = O(1)
δM√

h (Im z)1/4
.

Preuve. Nous pouvons définir lδ par

(lδ − l0)(z) =
h

π

∫

Ωα

(k0 − kδ)(z′)

z − z′
dRez′dImz′ (4.3.34)

|(lδ − l0)(z)| ≤ h‖kδ − k0‖L∞(Ωα)

∫

Ωα

1

|z − z′|dRez′dImz′ (4.3.35)

=
δM√

h (Im z)1/4
×O(1).
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�

On fait, pour la suite, l’hypothèse que

δM√
h (Im z)1/4

≪ h (4.3.36)

pour que lδ = l0 + O(h) = l0 + O(h) ln 1
h
.

Borne inférieure pour l’hamiltonien effectif

Nous avons

Eδ
−+ = E−+ + δE−QE+ + O(

δ2M2

√
h (Im z)1/4

)

=: E−+ + δQ̂ (4.3.37)

Pour ce paragraphe, nous suivons de très près les arguments de la section
9 de [16]. Nous pouvons écrire notre perturbation sous la forme

Qω = Ŝ ◦
∑

j,k

αj,keje
∗
k ◦ S̃ (4.3.38)

avec αj,k ∼ N (0, 1) et indépendante, et Ŝ, S̃ des opérateurs pseudodifférentiels
elliptiques, Hilbert-Schmidt, de norme indépendante de h et représentés res-
pectivement par les opérateurs diagonaux, diag(σj), diag(σk), dans la base
orthonormée (ej) :

Ŝu =
∑

σj〈u, ei〉ei, S̃u =
∑

σk〈u, ek〉ek. (4.3.39)

Au regard de la proposition 13.4 de [16], le choix des bases n’affecte pas la
classe des opérateurs de la forme (4.3.38). Nous pouvons donc écrire

Qω = Ŝ ◦
∑

j,k

αj,kêj ẽ
∗
k ◦ S̃ (4.3.40)

où ê1, ê2, . . . , et ẽ1, ẽ2, . . . , sont des bases orthonormées quelconques de L2(S1).
E+ et E−, définis dans la proposition 4.3.8, sont des opérateurs de rang

1, de la forme
E+v+ = v+t+, E−v = 〈v, t−〉, (4.3.41)
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avec t± ∈ L2(S1). Nous définissons les vecteurs normés t̃ et t̂ de la manière
suivante

t̃ :=
S̃t+

‖S̃t+‖
, t̂ :=

Ŝ∗t−

‖Ŝ∗t−‖
. (4.3.42)

Nous pouvons alors choisir des bases orthonormées, (êj), (ẽj) dans L2(S1)
telle que ẽ0 = t̃ et ê0 = t̂. De (4.3.40), (4.3.41) et (4.3.42), il est alors clair
que nous avons

E−QE+ = ‖Ŝ∗t−‖ ‖S̃t+‖α0,0(ω). (4.3.43)

Proposition 4.3.16 (α est fixé) Pour tout z dans Ωα, nous avons

1

C
hρ ≤ ‖S̃t+‖2, ‖Ŝ∗t−‖2,

où C > 0 est indépendant de h.

Preuve. Nous avons

‖S̃t+‖2 =
∑

j

σ2
j |〈t+, ej〉|2.

Par définition t+ ((4.3.41) et proposition 4.3.8) s’écrit sous la forme

t+ = (1 − χ−)
e+
D+

+
h

iD+

Gχ′
−e+. (4.3.44)

Puisque e+ est normalisé, et le dernier terme O(h1/6α−1/4) (voir (4.3.25)), il
est clair que si h2/3 < α alors il existe C > 0 tel que

1

C
≤ ‖t+‖ ≤ C.

Lemme 4.3.17 Soit ϕ± ∈ C∞
0 à support compact dans I±, ϕ± = 1 sur J±,

et satisfaisant ϕ
(n)
± = O(h−n/3). Il existe C > 0 tel que pour tout z ∈ Ωα :

i. si |k| < C
h

on a |〈ϕ+e+, ek〉| = O(1), |〈Gϕ′
−e+, ek〉| = O( 1√

z(α)1/4 ),

ii. si |k| ≥ C
h

on a |〈ϕ+e+, ek〉|, |〈Gϕ′
−e+, ek〉| = O( 1

|k|∞ ).

Preuve. Le point i se déduit de l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour ii : il
est clair que 〈ϕ+e+, ek〉 est une intégrale de la forme

∫ 2π

0

e
− i

h

R x
x+

(f(y)−z)dy−kx
c+ϕ+(x)dx,
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Ecrivons la fonction

ϕ(x) = −1

h

∫ x

x+

(g(y) − z)dy − kx.

Sa dérivée par rapport à x est égale à −g(x)−z
h

− k et il existe C > 0 pour
lequel elle vérifie

∀z ∈ Ωα, ∀|k| ≥
C

h
, |ϕ′(x)| ≥ |k|

C
.

La constante C > 0 est choisie de telle manière que C > supx∈S1,z∈Ωα
|g(x)−

z|. Introduisons

an =

(
− d

dx
◦ 1

ϕ′

)n

(ϕ+).

Puisque pour j > 1, |ϕj(x)| ≤ Cj|k|, il en résulte que

an = O(
1

|k|n ),

tenant compte que ϕ
(n)
+ = O(h−n/3), par hypothèse. Pour conclure, il suffit

de remarquer que des intégrations successives donnent

〈ϕ+e+, ek〉 =
c+
i

∫
eiϕ(x)an(x)dx,

puis de majorer la valeur absolue de l’intégrale, sans oublier de remarquer
que supx∈S1 |eiϕ(x)| = 1.

Il est évident que nous avons un résultat équivalent pour 〈ϕ−e−, ek〉. Pour
démontrer ii avec |〈Gϕ′

−e+, ek〉|, il faut remarquer que (P−z)G = Id−R−G−;
nous avons donc pour |k| > k0, k0 assez grand

〈Gϕ′
−e+, ek〉 =〈(P − z)Gϕ′

−e+, (ik + ḡ(x) − z̄)−1ek〉
=〈ϕ′

−e+, (ik + ḡ(x) − z̄)−1ek〉
+ 〈R−G−ϕ

′
−e+, (ik + ḡ(x) − z̄)−1ek〉

=〈ϕ′
−e+, (ik + ḡ(x) − z̄)−1ek〉

+
1

D−
〈ϕ′

−e+, e−〉〈χ−e−, (ik + ḡ(x) − z̄)−1ek〉,
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ce qui permet de revenir à la situation précédente. Nous avons ainsi démontré
totalement le point ii du lemme. �

Le lemme au-dessus étant prouvé, nous pouvons continuer la preuve de
la proposition. De ce dernier, nous déduisons que

‖S̃t+‖2 =
∑

|j|≤C
h

σ2
j |〈t+, ej〉|2 + O(h∞)

≥ 1

C
hρ
∑

|j|≤C
h

|〈t+, ej〉|2 + O(h∞)

≥ 1

C
hρ (‖t+‖2 −

∑

|j|> C
h

|〈t+, ej〉|2) + O(h∞)

≥ 1

C
hρ (

1

C̃
+ O(h∞)) + O(h∞),

ce qui achève la preuve. On procédera similairement pour Ŝ∗t−. �

Nous allons restreindre notre attention à l’ensemble QM des matrices
(αj,k(ω)) tel que

‖Q‖HS ≤M. (4.3.45)

Q̂ peut être reformulé comme

Q̂(α) = ‖Ŝ∗t−‖ ‖S̃t+‖ (α0,0(ω) + T̃ (α)), (4.3.46)

‖T̃ (α)‖C→C ≤ O(1)
δM2

√
h (Im z)1/4‖Ŝ∗t−‖ ‖S̃t+‖

, (4.3.47)

pour (αj,k(ω)) ∈ QM .
‖|(α)j,k‖| désigne la norme dans (4.3.45) et H est l’espace de Hilbert des

matrices Z × Z.
Les inégalités de Cauchy impliquent que la différentielle de l’application

α→ T̃ (α) satisfait l’estimation suivante sur QM :

‖dT̃‖H→C = O(1)
δM√

h (Im z)1/4h2ρ
. (4.3.48)

Sur H,C nous avons les mesures de probabilité

µH =
∏

j,k

(e−|αj,k|2L(dαj,k)

π
), µC = e−|α|2L(dα)

π
.
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Nous voulons maintenant estimer Π∗(µH) sur QM , où

Π = Π0 ◦ κ, κ((αj,k)) = (α) + T (α), Π0(α) = α0,0.

avec (T (α))0,0 = T̃ (α) et pour j, k 6= 0 (T (α))j,k = 0.
Adaptons maintenant (9.16) de [16] à notre cas :

|‖κ(α)‖2
HS − ‖α‖2

HS| ≤ O(1)
δM3

√
h (Im z)1/4h2ρ

. (4.3.49)

Nous faisons alors l’hypothèse que

δM3

√
h(Im z)1/4h2ρ

≪ 1. (4.3.50)

Nous savons que si A est de rang 1, alors ‖A‖tr ≤ ‖A‖, donc pour le Jacobien
de κ, nous obtenons des inégalités de Cauchy (4.3.48) l’estimation

det
∂κ

∂α
= 1 + O(‖∂T (α)

∂α
‖tr)

= 1 + O(1)
δM√

h (Im z)1/4h2ρ
. (4.3.51)

Si bien que

L(dκ(x)) = (1 + O(1)
δM√

h (Im z)1/4h2ρ
)L(dx).

Combinant ce dernier avec (4.3.49), nous obtenons

κ∗(µH) ≤ (1 + O(1)
δM3

√
h (Im z)1/4h2ρ

)µH sur QM

et puisque (Π0)∗µH = µC, nous avons

Π∗(µH) ≤ (1 + O(1)
δM3

√
h (Im z)1/4h2ρ

)µC sur QM . (4.3.52)

Nous donnons un lemme démontré dans [16] :
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Proposition 4.3.18 Soit X ∼ N (0, 1), pour tout m ∈ C, σ > 0 et b ∈ R,
nous avons

P(|m+ σX|2 ≤ b2) ≤ P(|σX|2 ≤ b2) = 1 − exp[− b2

σ2
].

La µC(dy) mesure de l’ensemble des complexes satisfaisant

|‖Ŝ∗t−‖−1 ‖S̃t+‖−1 1

δ
E−+ +X| ≤ t

est ≤ 1 − exp(−t2). En vue de (4.3.37), (4.3.46) et (4.3.52), c’est aussi une
borne supérieure pour la probabilité d’avoir (αj,k) ∈ QM et

|‖Ŝ∗t−‖−1 ‖S̃t+‖−1(
1

δ
E−+ + Q̂)| ≤ t

où équivalent
|Eδ

−+| ≤ tδ ‖Ŝ∗t−‖ ‖S̃t+‖.
Résumons la discussion :

Proposition 4.3.19 Si

δ ≪
√
h (Im z)1/4h2ρ

M3
, (4.3.53)

alors il existe C > 0 tel que nous avons pour tout z dans Ωα

P(|Eδ
−+| ≥ tδ ‖Ŝ∗t−‖ ‖S̃t+‖) ≥ P(|Eδ

−+| ≥ tδh2ρ/C) (4.3.54)

≥ e−t2 − Ce−M2

.

Puisque pour tout z dans Ωα, l
δ(z) = l0(z) + O(h) ln 1

h
, et au regard de

la proposition 4.3.13 nous avons

|e 1
h

lδ(z)Eδ
−+(z)| ≤ h−Ce

1
h
Re l0(z) × (E−+ + O(δM))

≤ h−Ce
1
h
Re l0(z).

Nous désignons par Fδ la fonction holomophe elδ/hEδ
−+ (confère proposi-

tion 4.3.15). Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant (on aura pris
t = hγ, γ > 0, dans la proposition ci-dessus) :
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Théorème 4.3.20 a) Soit δ satisfaisant la condition (4.3.36). Il existe alors
une constante C > 0 telle que

ln |Fδ(z)| ≤
1

h
(Re l0(z) + Ch ln

1

h
), ∀z ∈ Ωα, (4.3.55)

avec probabilité ≥ 1 − Ce−M2
.

b) Sous l’hypothèse plus forte (4.3.53), alors il existe Cρ,γ, C > 0 tels que
pour tout z dans Ωα nous avons

ln |Fδ(z)| ≥
1

h
(Re l0(z) − Ch ln

1

h
− Cρ,γ h ln

1

hδ
) (4.3.56)

avec une probabilité ≥ 1 − h2γ − Ce−M2
.

4.3.3 Asymptotique spectrale

Nous pouvons alors reproduire les arguments de [13, 14, 16]. Une adap-
tation de la preuve de la proposition 1.8.1 de [15] donne :

Proposition 4.3.21 Soit Ω ⊂⊂ C, un domaine à bord C2 par morceaux et
φ une fonction C2(Ω,R) et soit f une fonction holomorphe dans Ω vérifiant

|f(z, h)| ≤ eφ(z)/h, z ∈ Ω. (4.3.57)

Supposons qu’il existe 0 < ǫ̃, r ≪ 1, zk ∈ Ω, k ∈ J tels que

∂Γ ⊂
⋃

k∈J

D(zk,
√
ǫ̃), #J = O(

1

r
), (4.3.58)

|f(zk, h)| ≥ e
1
h
(φ(zk)−ǫ̃), k ∈ J, (4.3.59)

alors

#(f−1(0) ∩ Γ) =
1

2πh

∫∫

Γ

∆φ d(Rez)d(Imz)

+ O(
1

h
)

(
sup

k
sup

z∈D(zk,r)

|φ′′(z)|r +
ǫ̃

r

)
.
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Soit C > 0, et 1 > c1,2 > 0, des constantes indépendantes de α. Nous
désignons par Γα un ensemble relativement compact dans Ωα de la forme

Γα = {z = x+ iy, |x− x0| ≤ C, c1 ≤
|y|
α

≤ c2}, Γα ⊂⊂ Ωα.

Nous supposons que le paramètre de perturbation δ est minoré par une puis-
sance de h : δ ≫ hC0 , C0 ≫ 1.

Au regard de (4.3.55) et (4.3.56), nous pouvons appliquer la proposition
avec φ = Re l0(z) + Ch ln 1

h
, et f = Fδ, et

ǫ̃ = 2Ch lnh−1 + Cρ,γ h ln(hδ)−1 (4.3.60)

Nous avons

Re l0(z) = Im

∫ x+

x−

(g(x) − z) dx. (4.3.61)

Un calcul explicite (voir (1.4.5) de [15]) donne

∆Re l0(z) = (
1

Im g′(x−)
− 1

Im g′(x+)
)

=
O(1)

(Im z)1/2
. (4.3.62)

On vérifie de même que ∇2
z Re l0(z) = O(1)

(Im z)1/2 ; ce qui veut dire que si r ≤ α

et Im zk ≃ α, nous avons supz∈D(zk,r) |φ′′(z)| ≃ α−1/2.
Nous sommes maintenant en possession du résultat suivant :

Théorème 4.3.22 Soit γ > 0 fixé. Soit Γα comme au-dessus. Si δ est mi-
noré par une puissance de h et vérifie la condition (4.3.53) alors il existe
C, C̃ > 0 tels que le nombre N(Pδ,Γα) de valeurs propres de Pδ dans Γα

vérifie pour tout 0 < r ≪ α

|N(Pδ,Γα) − 1

2πh
vol (p−1(Γα))| ≤ C

h
(
r

α1/2
+
ǫ̃

r
) (4.3.63)

où ǫ̃ = Cρ,γ h ln(hδ)−1, avec probabilité

≥ 1 − C̃

r
h2γ.

De plus, nous avons l’asymptotique vol (p−1(Γα)) ∼ cstα1/2. La probabilité
est intéressante si h2γ < r.
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(4.3.63) est minimal lorsque h
−1/2
0 r2 = ǫ̃, soit, lorsque r = ǫ̃1/2α1/4. Le

membre de droite de (4.3.63) devient alors

≤
√
ǫ̃

α1/4h
, (4.3.64)

ce qui veut dire que la probabilité est intéressante si h2γ < h
1
2α

1
4 .

Remarque 4.3.23 On aurait pu utiliser le théorème 11.5 de [16] pour ma-
jorer, pour tout K > 0 et 0 < r < h0, le membre de droite par

≤ C

h
(
ǫ̃

r
+ CKr

K + ln(
1

r
)

∫∫

p−1(∂Γα+D(0,r))

dxdξ) (4.3.65)

Après avoir choisi r de la meilleure façon, c’est-à-dire après avoir trouvé r
pour lequel (4.3.65) atteint son minimum, (4.3.65) devient ≤ C

h
(ln 1

ǫ̃
)2/3 ǫ̃1/3.

Dans ce cas, compte tenu de la valeur de ǫ̃, et de h2/3 < α, l’estimation ob-
tenue est moins bonne que (4.3.64).

Montrons le dernier fait du théorème, soit l’asymptotique du volume sym-
plectique : nous avons, grâce à (4.3.62)

vol p−1(Γα) =

∫∫

Γα

∆Re l0(z)dxdξ ≃ cst α1/2. (4.3.66)

Le même calcul montre que si z0 est très proche du bord du pseudospectre
nous avons vol p−1(D(z0, t)) = O(t3/2). On retrouve alors dans notre cas, par
des calculs explicites, l’exemple 12.1 de [16].

Dans [16], les auteurs ont aussi obtenu une loi de Weyl près du bord du
pseudospectre. Cependant, si on se ramène à notre situation, nous gagnons
par rapport à [16], Théorème 12.3, une petite puissance de h. Explicitons :
à un facteur logarithmique près le membre (4.3.64) est de l’ordre de h1/3/h
(nous avons pris α égal à h2/3 fois une puissance de ln 1

h
), comparé à (12.15)

de [16] où κ = 3/4 et α0 = 1/2, le membre de droite à un facteur logarithme
près, est de l’ordre de h1/4/h.

Remarquons que le théorème 4.3.22 n’est intéressant que si
√
ǫ̃/α1/4 ≪

α1/2 c’est-à-dire si ǫ̃2/3 ≪ α, ou encore en remplacant ǫ̃ par son expression,
si

(ln
1

δh
)

2
3 h

2
3 ≪ α, (4.3.67)
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ce qui est conforme aux attentes. En effet puisque P−z−δQ s’écrit aussi (P−
z)(Id+δQ(P−z)−1), on aura des valeurs propres que si δM‖(P−z)−1‖ ≫ 1,
M a été défini en (4.3.31). Soit au regard de la proposition 4.3.14, lorsque

δ ≫ 1

CM

√
h (α)1/4 e−C α3/2

h .

Comme δ est minoré par une puissance de h, il faut donc que

hC0 ≫ 1

CM

√
h (α)1/4 e−C α3/2

h , c’est à dire, si (ln
1

h
)

2
3 h

2
3 < α,

(si C0 est suffisamment grand) qui est plus faible que la condition (4.3.67).

Un dernier constat est que la densité des valeurs propres augmente lorsque
que l’on s’approche à une distance (ln 1

h
)

2
3 h

2
3 près du bord du pseudos-

pectre. En effet, si on se réfère à l’article [16], loin du bord pseudospectre
alors vol p−1(D(z0, t)) = O(t2), alors que très près du bord nous avons
vol p−1(D(z0, t)) = O(t3/2), comme démontré après (4.3.66).

4.3.4 Résolvante après la perturbation

On suppose aussi dans cette section que δ est minoré par une puissance
positive de h. Sous cette condition, ǫ̃ est d’ordre h lnh−1. Soit γ > 0 fixé. En
vue de (4.3.56), nous pouvons appliquer le corollaire 4.2.5 : Soit z0 dans Ωα,
donc Im z0 ≃ α, et soit C > 0 fixé. Il existe C̃ < C, et C ′, Ĉ telles que pour

tout r ≪ α nous avons avec une probabilité ≥ 1 − Ĉ
r
h2γ pour tout z dans

D(z0, C̃r)

|(Eδ
−+)−1| ≤ exp

(
C ′

h
(

1√
α
r2 + ǫ̃)

) ∏

1≤j≤N(ω)

1

|z − wj(ω)| ,

wj sont les zéros de Eδ
−+ dans D(z0, Cr). On a

N(ω) ≤ C ′

h
(

1√
α
r2 + ǫ̃).

On choisit r de telle manière que r2/α1/2 = ǫ̃. Enfin puisque (P−δQω−z)−1 =
Eδ − Eδ

+(Eδ
−+)−1Eδ

−, on déduit le :
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Théorème 4.3.24 Soit γ > 0 fixé. Soit δ vérifiant la condition (4.3.53), de
plus on suppose que δ est minoré par une puissance de h. Soit z0 dans Ωα,
donc Im z0 ≃ α. Il existe Ĉ > 0 tel que si on se donne des constantes positives

C̃ < C, alors il existe C ′,M > 0 tels que, avec une probabilité ≥ 1 − Ĉ
r
h2γ,

avec r = (
√
αh lnh−1)1/2, nous avons pour tout z dans D(z0, C̃r)

|(P − δQω − z)−1| ≤ 1√
hα1/4hM

∏

1≤j≤N(ω)

1

|z − wj(ω)| ,

wj sont les valeurs propres de (P − δQω − z)−1 dans D(z0, Cr). N(ω) vérifie
≤ C ′ lnh−1.

Application

Dans une rédaction préliminaire, nous avons appliqué les méthodes stan-
dards sur la complétude des vecteurs généralisés (voir [1, 35]), combinées
avec les résultats du troisième chapitre, et nous pensons avoir démontré le
résultat suivant :

Théorème 4.3.25 Soit P et Qω comme énoncé au chapitre 3, (3.1.17) et
(3.1.22) vérifiant toutes les hypothèses du paragraphe “Asymptotique des
grandes valeurs propres” de l’introduction du chapitre 3 (ellipticité, ensemble
résolvant non vide, 3.1.4, 3.1.10). Ici n = 1, ce qui correspond au cas sca-
laire. Si m − α1 − ρ − 1

2
> 0, alors ps, le spectre de P − Qω est discret et

l’espace engendré par les vecteurs propres généralisés de P −Qω est complet :
sp(P −Qω) = L2(S1).

Il s’agira pour démontrer ce théorème de trouver N > 0 tel que p.s. il existe
au moins 5 chemins le long desquels la résolvante (P − Qω − z)−1 ne crôıt
pas plus vite que |z|N .
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Chapitre 5

Calculs numériques

Nous allons ici montrer des calculs numériques illustrant les résultats du
chapitre 2 et 3.

Illustrons d’abord ceux du chapitre 2. Nous considérons l’opérateur P =
(a + reix)Dx dans L2(S1), avec a ∈ C et r > 0, |a| 6= r, et la perturba-
tion Qω =

∑
j,k∈Z

aj,k(ω)〈u, ek〉ej où ek = eikx et aj,k ∼ N (0, (σjσk)
2). Si

a et r sont choisis de telle sorte que
∫ 2π

0
1

a+reixdx 6= 0, alors l’hypothèse
2.1.1 est clairement vérifiée. De plus lorsque |a| > r, nous nous trouvons
dans le 1er cas de l’hypothèse 2.1.1, Λ est alors un cône symétrique d’angle
inférieur à π. Lorsque |a| < r, nous sommes dans le 2ème cas de l’hy-
pothèse 2.1.1, et Λ est égal au plan complexe. On considère une discrétisation
(〈P +Qωei, ej〉)−N≤i,j≤N = PN +QN de l’opérateur perturbé P +Qω. Nous
avons pris une base tronquée de 2N + 1 éléments de (ej). Nous avons

PN =




−aN
−r(N − 1)

. . .

. . . . . .

rN aN


 (5.0.1)

et QN = DED, où D = Diag (σ−N , . . . , σN) et E est une matrice aléatoire
gaussienne (2N + 1) × (2N + 1) centrée réduite. On choisit de poser

σk = |k|−j, σ0 = 1, j >
1

2
.

Pour le premier cas de l’hypothèse 2.1.1, les résultats de la compilation
sont montrés dans la figure 5.1. On observe bien les valeurs propres se répartir
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de façon homogène dans l’image du symbole principal, qui est un cône d’angle
< π. Pour le deuxième cas, les résultats sont montrés dans la figure 5.2, on
voit alors que les valeurs propres se distribuent de façon régulière dans tout
le plan complexe. Ces observations sont naturellement conforme aux attentes.

Nous voulons maintenant vérifier numériquement la loi de Weyl. Nous
nous plaçons dans le deuxième cas, avec Γ(0, g) = D(0, 1). Le volume sym-
plectique se calcul facilement

vol p−1(D(0, 1)) =
1

π

∫ 2π

0

1

|f(x)|dx.

Nous allons donc calculer numériquement, pour différentes valeurs de λ > 0,
le nombre de valeurs propres dans λD(0, 1), ce qui nous permettra de tra-
cer une courbe, que nous comparerons ensuite à la droite théorique Y =
λ
π

∫ 2π

0
1

|f(x)|dx. Nos résultats pour deux exemples sont reportés sur les figures
5.3 et 5.4, où la droite théorique est en vert. Nous obtenons une très bonne
cöıncidence.

Considérons le cas où P = f(x)Dx, avec f constant par morceaux, f = z1

pour x ∈ [0, x+[ et f = z2 pour x ∈ [x+, x− = 2π[ où z1,2 sont inclus dans un
demi-plan ouvert 〈z, z0〉 > 0. Sans perte de généralité, nous supposons que
Re z1,2 > 0 et que arg z2 > arg z1.

Nous voulons montrer que la zone d’instabilité spectrale des grandes va-
leurs propres est l’ensemble Λ = {az1 + bz2; a, b ∈ R}, qui est un cône
symétrique fermé d’angle strictement plus petit que π. Pour cela, il suffit de
considérer l’opérateur semiclassique f(x)hDx et montrer que son pseudos-
pectre semiclassique est Λ. Pour tout z dans l’intérieur de Λ, nous pouvons

construire un quasimode de f(x)hDx − z : si e+ = χ+(x)a+e
i
h

R x
x+

z
f(x)

dx
, χ+

une troncature à support compact contenant x+ et a+ = O(h−1) alors

‖(f(x)hDx − z)e+‖ = O(e−
C
h ), ‖e+‖ = 1.

En effet la partie imaginaire de la phase
∫ x

x+

z
f(x)

dx présente un changement
de signe en x+ du - vers le +.

Si z /∈ Λ, alors

(fhDx − z)−1v =
i

h

∫ x

0

e
i
h

R x
y

z
f(x̃)

dx̃ v

f
(y)dy + v+e

i
h

R x
0

z
f(y)

dy, v+(v) ∈ C

=: F1v + v+e
i
h

R x
0

z
f(y)

dy,
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avec

v+e
i
h

R x
0

z
f(y)

dy = (e
i
h

R 0
2π

z
f(y)

dy − 1)−1 i

h

∫ 2π

0

e
i
h

R y
x

z
f(x̃)

dx̃ v

f
(y)dy

=: (e
i
h

R 0
2π

z
f(y)

dy − 1)−1(F1 + F2)v.

F1 et F2 sont des opérateurs à noyaux, de noyaux respectifs k1(x, y) et
k2(x, y). Si z ∈ {−az1 + bz2; a, b > 0}, alors il existe C > 0 tel que − 1

C
<

Im (z/f) < −C. Donc

‖F1‖ ≤
∫ 2π

0

∫ 2π

0

|k1(x, y)|2dydx ≤ C ′
∫ 2π

0

∫ x

0

e
C
h

(x−y)dydx

≤ C ′′(e(C2π)/h − 1),

et

‖F2‖ ≤
∫ 2π

0

∫ 2π

0

|k2(x, y)|2dydx ≤ C ′
∫ 2π

0

∫ 2π

x

e
C
h

(x−y)dydx

≤ C ′′(1 − e−(C2π)/h),

et
e

i
h

R 0
2π

z
f(y)

dy ≤ e−(2πC)/h.

Il en résulte alors que ‖(hfDx − z)−1‖ = O(1). On procédera de même pour
z ∈ {az1 − bz2; a, b > 0}, pour lequel il existe C > 0 tel que 1

C
< Im (z/f) <

C. On a donc montré que pour tout z /∈ Λ, alors la résolvante est bornée
par une constante indépendante de h. En clair, Λ est la zone d’instabilité
spectrale de hfDx. Et donc, sous petite perturbation Q, les grandes valeurs
propres de P +Q vont se distribuer dans Λ.

Si la perturbation Qω est choisie comme au chapitre 2, des calculs prélimi-
naires, nous font penser que l’on peut adapter les arguments du chapitre 2,
pour montrer que le nombre de valeurs propres de f(x)Dx + g(x) + Qω, (la
régularité de g importe peu) dans λΓ(0, g) ⊂⊂ Λ est majoré par C(ω) +
C(lnλ)2. On s’attend donc à observer numériquement une migration des va-
leurs propres vers les droites z1,2R, qui sont les bords de Λ. Numériquement,
c’est ce que l’on a vérifié pour f = 2 pour x ∈ [0, π[, et f = 2 + 2i pour
x ∈ [π, 2π[ : voir la figure 5.6. Nous pensons que si f prend plusieurs valeurs
zn, incluses dans un demi-plan ouvert 〈z, z′〉 > 0, alors les valeurs propres
vont s’accumuler selon les droites znR. Ainsi contrairement au cas lisse, pour
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le cadre constant par morceaux, les valeurs propres auraient tendance à s’ac-
cumuler selon certaines directions. Pour le cas scalaire, nous avons donné un
candidat pour ces directions, pour le cas matriciel, nous n’avons aucune idée.

Nous allons maintenant vérifier les résultats de chapitre 3, dans le cas
scalaire, avec une perturbation multiplicative. On pose P = (a + reix)Dα

x ,
avec |a| < r et Q =

∑
j∈Z

aj(ω)ej où ek = eikx et aj ∼ N (0, σ2
j ). Dans

ces conditions, il est facile de voir que Λ(pα) = C. Soit une discrétisation
(〈P +Qωei, ej〉)−N≤i,j≤N = PN +QN de l’opérateur perturbé P +Qω. Nous
avons

QN =




a0 a1 aN

a−1
. . .
. . . . . . a1

a−N a−1 a0


 .

Il est facile d’avoir la discrétisation de PN à partir de (5.0.1) :

PN =




−aNα

−r(N − 1)α . . .
. . . . . .

rNα aNα


 .

On choisit, comme auparavant, de poser σk = |k|−j et σ0 = 1. On souhaite
vérifier la loi de Weyl pour le domaine Γ(0, g) = D(0, 1). Le volume symplec-
tique est donné par

vol p−1(D(0, 1)) =
1

π

∫ 2π

0

1

|f(x)|αdx.

On calcule alors numériquement le nombre de valeurs propres dans λD(0, 1)
pour plusieurs valeurs de λ. Nos résultats sont reportés sur la figure 5.5, pour
α = 4, N = 1200, a = 1, r = 9, et j = 0, 55.

Nous donnons le fichier Matlab qui nous a permis de tracer les figures 5.3
et 5.4.
Fichier Matlab :

N=input ( ’ en t r e z N : ’ ) ;
a=input ( ’ en t r e z a : ’ ) ;
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r=input ( ’ en t r e z r : ’ ) ;
j=input ( ’ en t r e z j : ’ ) ;
X1=1:1:2∗N+1;
X2=2:1:2∗N+1;
X3=1:1:2∗N;
X1bis=[X1 ,X2 ] ;
X2bis=[X1 ,X3 ] ;
s1=−N: 1 :N;
s2=−N+1:1:N;
S=[a .∗ s1 , r .∗ s2 ] ;
B=sparse ( X1bis , X2bis , S ) ;

%

%

rand=randn(2∗N+1,2∗N+1);
for l =1:1:2∗N+1;

i f l==N+1 c ( l )=1;
else c ( l )=abs ( l−N−1)ˆ(− j ) ;
end ;

end ;
%

%

T=sparse (X1 ,X1 , c ) ;
Q=T∗rand∗T;
eigQ=eig (B+Q) ;
%

%

t =0 :0 .001 :2∗ pi ;
f =2.∗(abs ( ( a+r . ∗ ( exp( i ∗ t ) ) ) ) . ˆ ( − 1 ) ) ;
t r=trapz ( t , f ) ;
%

p1=zeros (1 ,10∗N) ;
for p0=1:1:10∗N;

for n=1:1:2∗N+1,
i f abs ( eigQ (n))<=p0 , p1 ( p0)=p1 ( p0 )+1;
else p1 ( p0)=p1 ( p0 ) ;
end ;

end ;
end ;
pop=1:1:10∗N;
h=0:2:10∗N;
g=( t r /(2∗pi ) ) . ∗ h ;
plot ( pop , p1 , ’ ∗ ’ ,h , g ) ;
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Fig. 5.1 – Valeurs propres de (a+reix)Dx+Q, pour N = 1000 où a = −1+4i,
r = 2 et j = 3.

170



Fig. 5.2 – Valeurs propres de (a + reix)Dx + Q, pour N = 1000 où a = 1,
r = 7 et j = 3.
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Fig. 5.3 – Nombres de valeurs propres de (a+ reix)Dx +Q dans λD(0, 1) en
fonction de λ > 0. N = 1000, a = 1, r = 7 et j = 3.
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Fig. 5.4 – Nombres de valeurs propres de (a+ reix)Dx +Q dans λD(0, 1) en
fonction de λ > 0. N = 1000, a = 2 + 3i, r = 8 et j = 4.
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Fig. 5.5 – Nombres de valeurs propres de (a+ reix)D4
x +Q dans λD(0, 1) en

fonction de λ > 0. N = 1200, a = 1, r = 9 et j = 0, 55.
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Fig. 5.6 – Valeurs propres de f(x)Dx +Q, f constant par morceaux prenant
les valeurs 2 et 2 + 2i. N = 1000, et j = 0, 55.

Nous donnons ici les lignes de codes pour calculer les valeurs propres d’un
discrétisé

(
〈Pei, ej〉L2(S1)

)
−N≤i,j≤N

(où ej est la base orthonormée usuelle sur

L2(S1)) de f(x)Dx avec

f(x) =





z1 pour x ∈ [0, x1[
z2 pour x ∈ [x1, x2[
z3 pour x ∈ [x2, x3[
z4 pour x ∈ [x3, x4[
z4 pour x ∈ [x4, 2π[.

Fichier Matlab :

z1=input ( ’ en t r e z z1 : ’ ) ;
z2=input ( ’ en t r e z z2 : ’ ) ;
z3=input ( ’ en t r e z z3 : ’ ) ;
z4=input ( ’ en t r e z z4 : ’ ) ;
z5=input ( ’ en t r e z z5 : ’ ) ;
x1=input ( ’ en t r e z x1 : ’ ) ;
x2=input ( ’ en t r e z x2 : ’ ) ;
x3=input ( ’ en t r e z x3 : ’ ) ;
x4=input ( ’ en t r e z x4 : ’ ) ;
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N=input ( ’ en t r e z N : ’ ) ;
%

%

X1=1:1:2∗N+1;
for n=1:2∗N+1;

c (n)=(n−N−1)∗( z1∗x1+z2 ∗( x2−x1 ) + . . .
+z3 ∗( x3−x2)+z4 ∗( x4−x3)+z5 ∗(2∗pi−x4 ) ) ;

end ;
D=sparse (X1 ,X1 , c ) ;
X2=0:1:2∗N;
To=toeplitz (X2,−X2)+diag ( ones (1 ,2∗N+1)) ;
To=To.ˆ(−1)−diag ( ones (1 ,2∗N+1)) ;
%

for n=1:2∗N+1,
sx1 (n)=exp( i ∗(n−N−1)∗x1 ) ;
sx2 (n)=exp( i ∗(n−N−1)∗x2 ) ;
sx3 (n)=exp( i ∗(n−N−1)∗x3 ) ;
sx4 (n)=exp( i ∗(n−N−1)∗x4 ) ;

end ;
Tx1=sparse (X1 ,X1 , sx1 ) ;
Tx2=sparse (X1 ,X1 , sx2 ) ;
Tx3=sparse (X1 ,X1 , sx3 ) ;
Tx4=sparse (X1 ,X1 , sx4 ) ;
dd=−N: 1 :N;
Tn=sparse (X1 ,X1 , dd ) ;
%

F1=Tx1∗To∗(Tx1 .ˆ ( −1) ) ;
F2=Tx2∗To∗(Tx2 .ˆ ( −1) ) ;
F3=Tx3∗To∗(Tx3 .ˆ ( −1) ) ;
F4=Tx4∗To∗(Tx4 .ˆ ( −1) ) ;
%

F=z1 . ∗ ( F1−To)+z2 . ∗ ( F2−F1 )+ . . .
+z3 . ∗ ( F3−F2)+z4 . ∗ ( F4−F3)+z5 . ∗ (To−F4 ) ;
G=Tn∗F;
P=(1/(2∗pi )) .∗( − i .∗G+D) ;
%P es t l e d i s c r é t i s é de l ’ op é ra teur%

eigP=eig (P) ;
%

%Valeurs propres exac t e s$

v1=(1/z1 )∗ x1+(1/z2 )∗ ( x2−x1 ) + . . .
+(1/z3 )∗ ( x3−x2)+(1/ z4 )∗ ( x4−x3)+(1/ z5 )∗ (2∗pi−x4 ) ;
v2=2∗pi ∗( v1 ˆ( −1)) ;
v3=imag( v2 )/ real ( v2 ) ;
x=−4∗N: 1 : 4 ∗N;
y=v3 .∗ x ;
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%Graphique%

plot ( real ( eigP ) , imag( eigP ) , ’ . ’ , x , y , ’ r . ’ ) ;

Pour la figure 1.3, nous avons utilisé l’algorithme suivant

Fichier Matlab :

p1=zeros ( 1 , 40 ) ,
for p0 =1 :1 : 40 ;

N=p0 ∗50 ;
for n=1:1:N;

c (n)=2∗ sin ( (2∗ pi∗n)/N) ;
end ;
X=1:1:N;
X1=2:1:N;
X2=1:1:N−1;
B=sparse (X,X, c ) ;
B1=sparse (X1 ,X2,−1∗ ones (1 ,N−1) ,N,N) ;
B2=sparse (X2 ,X1 , ones (1 ,N−1) ,N,N) ;
A=B+B1+B2 ;
A(1 ,N)=−1; A(N,1)=1 ;
A=A+zeros (N,N) ;
Q=A+Nˆ(−4).∗randn(N,N) ;
eigQ=eig (Q) ;
for n=1:1:N

i f max(abs ( real ( eigQ (n ) ) ) , abs ( imag( eigQ (n)))) <1 ,
p1 ( p0)=p1 ( p0 )+1;
else p1 ( p0)=p1 ( p0 ) ;
end ;

end ;
end ;
X0=50:50 :40∗50 ;
x=0:1 :40∗50 ;
y=0 ,11111.∗x ;
plot (X0 , p1 , ’ . ’ , x , y , ’ r . ’ ) ;
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[9] N. Dencker, J. Sjöstrand, M. Zworski, Pseudospectra of (pseudo) diffe-
rential operators, Comm. Pure Appl. Math., 57(2004), 384-415.
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[16] M. Hager, J. Sjöstrand, Eigenvalue asymptotics for randomly perturbed
non-selfadjoint operators,
http://arxiv.org/abs/math/0601381
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