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❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ■ t❤❛♥❦ ♠② s✉♣❡r✈✐s♦r ❉❛❧❡ ▼✐❧❧❡r ❢♦r ❤✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✉♣♣♦rt ✐♥ t❤❡ ♣❛st t❤r❡❡ ②❡❛rs ♥♦t
♦♥❧② ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ❛❞✈✐❝❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ ♠② r❡s❡❛r❝❤✳ ❍❡ ✇❛s ❛❧✇❛②s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ♠❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ■ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❛❧❢✲❜❛❦❡❞ ✐❞❡❛s ❛♥❞ s❤❛r✐♥❣ ♣❛t✐❡♥t❧②
❤✐s ✐♥s✐❣❤ts ❛♥❞ ✈✐s✐♦♥✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ✐♥ s♦♠❡ ✇❛② ♦r ❛♥♦t❤❡r ❜❡❡♥ ❛❧s♦
✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❉❛❧❡ ❛♥❞ ❤✐s ✇♦r❦✳

▼② ❣r❛t✐t✉❞❡ ❛❧s♦ ❣♦❡s t♦ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❆♥❞r❡♦❧✐ ❛♥❞ ❘♦② ❉②❝❦❤♦✛ ❢♦r t❛❦✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ♣r❡❝✐♦✉s
t✐♠❡ t♦ r❡✈✐❡✇ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ■ ❛♠ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❊❧❛✐♥❡ P✐♠❡♥t❡❧✱ ■❛♥ ▼❛❝❦✐❡✱ ■❧✐❛♥♦ ❈❡r✈❡s❛t♦
❛♥❞ ❉❛♠✐❛♥♦ ▼❛③③❛ ❢♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t♦ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ ♠② ❥✉r②✳

❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❛t ▲■❳✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t♦ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❚❛rs❦✐ ❛♥❞ ❈❤✉r❝❤
♦✣❝❡✱ ❉❛✈✐❞ ❇❛❡❧❞❡✱ ❖❧✐✈✐❡r ❉❡❧❛♥❞❡ ❛♥❞ ❆❧❡①✐s ❙❛✉r✐♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛✲
t♦rs ♦❢ t❤❡ P❆❘❙■❋❆▲ t❡❛♠✱ ▲✉t③ ❙tr❛ss❜✉r❣❡r✱ ❑❛✉st✉✈ ❈❤❛✉❞❤✉r✐✱ ❊❧❛✐♥❡ P✐♠❡♥t❡❧✱ ❆❧✇❡♥ ❚✐✉✱
❙t❡❢❛♥ ❍❡t③❧✱ ❆❣❛t❛ ❈✐❛❜❛tt♦♥✐✱ ◆✐❝♦❧❛s ●✉❡♥♦t✱ ■✈❛♥ ●❛③❡❛✉✱ ❆❧❡①❛♥❞r❡ ❱✐❡❧✱ ❆♥♥❡✲▲❛✉r❡ P♦✉♣♦♥✱
❙té♣❤❛♥❡ ▲❡♥❣r❛♥❞ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ❲✐r✐♦♥ ❢♦r t❤❡✐r ♣❛ss✐♦♥ ❢♦r ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r② ❛♥❞ t♦ ♠❡♠✲
❜❡rs ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r r❡s❡❛r❝❤ t❡❛♠s✱ ❯❧r✐❝❤ ❍❡r❜❡r❣✱ ❘♦♠❛✐♥ ❇❡❛✉①✐s✱ ❙②❧✈❛✐♥ Pr❛❞❛❧✐❡r✱ ▼✐❦✐ ❍❡r♠❛♥♥✱
❉❛✈✐❞ ❙❛✈♦✉r❡②✱ ▼ár✐♦ ❙ér❣✐♦ ❆❧✈✐♠✱ ❏✉❛♥ ❆♥t♦♥✐♦ ❈♦r❞❡✐r♦✱ ▲✐s❛ ❆❧❧❛❧✐✱ ❙✐♠♦♥ ❑r❛♠❡r ❛♥❞ ❋r❛♥❦
❱❛❧❡♥❝✐❛ ❢♦r t❤❡ ♣❧❡❛s❛♥t t✐♠❡ ✇❡ s♣❡♥t t♦❣❡t❤❡r✳ ■ ❛♠ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❈❛r❧♦s ❖❧❛rt❡ ❢♦r ❝♦✲♦r❣❛♥✐③✐♥❣
t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ❡❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢êt❡ s✉❞✲❛♠❡r✐❝❛✐♥❡ ❞✉ ▲■❳✳ ❲✐t❤♦✉t ➱❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✬s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡
st❛✛✱ ■ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦t ❧❛st❡❞ ❧♦♥❣ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ■ ♠✉st t❤❛♥❦ ■s❛❜❡❧❧❡ ❇✐❡r❝❡✇✐❝③✱
❈❛t❤❡r✐♥❡ ▼♦r❡❛✉ ❛♥❞ ❆✉❞r❡② ▲❡♠❛r❡❝❤❛❧ ❢♦r ❤❡❧♣✐♥❣ ♠❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❋r❡♥❝❤ ♣❛♣❡r
✇♦r❦✳ ■ ❛❧s♦ t❤❛♥❦ t❤❡ ✷✾✻ st❛✐r st❡♣s ♦❢ ➱❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤✐❝❤✱ ❞❡s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦♥❞❡r❢✉❧ ❋r❡♥❝❤
❞❡❧✐❝❛t❡ss❡♥✱ ❦❡♣t ♠❡ ✐♥ ❣♦♦❞ s❤❛♣❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ t❤❛♥❦ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ♠② ❤❡❛rt ♠② ♣❛r❡♥ts ❛♥❞ ♠② ❜r♦t❤❡r ❢♦r ❛❧✇❛②s s✉♣♣♦rt✐♥❣
♠❡ ❛♥❞✱ ✐♥ s♣❡❝✐❛❧✱ ♠② ❆♥❞r❡❛ ❢♦r ❜r✐♥❣✐♥❣ ❥♦② ❛♥❞ ❝♦❧♦r t♦ ♠② ❧✐❢❡✳
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❆❧t❤♦✉❣❤ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠s t❤❛t ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ ❛♥❞
t❤❡ s②st❡♠s ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s ❛tt❡♠♣ts t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ❣❛♣ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲❛s✲♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ t✇♦ ♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ♥❛♠❡❧②
t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❲❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts
✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✿ t❛❜❧❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❛❜❧❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛t♦♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧❛r✐t②✳ ❆ t❛❜❧❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢
❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦♦❢ ✈✐❛ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✿ t❤❡
✜rst ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ✜♥✐t❡ s✉❝❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❛❜❧❡s ♠❛② ❛❧s♦
❝♦♥t❛✐♥ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛s❡s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t✱
✐♥ s♦♠❡ s✉❜s❡ts ♦❢ ❧♦❣✐❝✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ♦♣❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ t❤♦s❡
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❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❧❛r❣❡✱ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ❛♥❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡ s②st❡♠s✱ ❛r❡ ❧❡❢t ❛s✐❞❡ ♦r ✇❤❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞✱
t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❤❛♥❞❧❡❞ ✇✐t❤ ❢♦r♠❛❧ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡t❤♦❞s✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ✕ ✐❢ ♣r♦❣r❛♠s r❡❛❧❧②
❝♦♠♣✉t❡ ✇❤❛t ✇❛s ✐♥t❡♥❞❡❞❀ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ✕ ✐❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣
t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs❀ r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ✕ ✐❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠
t♦ s♦❧✈❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠❀ ✐♥t❡r♦♣❡r❛❜✐❧✐t② ✕ ✐❢ ♣r♦❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s❀
❡t❝✳ ❆s ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♥❣ tr❛❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❢♦r♠❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡
♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧s ❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦✈❡r ❧♦❣✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥t✐sts ❤❛✈❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ❧♦❣✐❝
t♦ s♣❡❝✐❢② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛❧♦♥❣ t✇♦ ❧✐♥❡s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❬❍♦✇❛r❞ ✶✾✽✵❪ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲❛s✲♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ♣❛r❛❞✐❣♠✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤❡ ♣❛st ②❡❛rs ♠❛♥② t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t ❧♦❣✐❝ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s✲
❝♦✈❡r❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠s t❤❛t ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧❧② ❝❛♣t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠s ✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲❛s✲♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤✱ ❧♦❣✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❡rs✱ s✉❝❤ ❛s Pr♦❧♦❣✱ ♦❢t❡♥ ❝♦♥t❛✐♥
♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❧✐❦❡ t❛❜❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❬❘❛♠❛❦r✐s❤♥❛ ✶✾✾✼✱ P✐❡♥t❦❛ ✷✵✵✺❪✱ t❤❛t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②
❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♠♦r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦r ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜❧❧ t❤✐s ❣❛♣✱
♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛♥❞ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡✐r ♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ✉s ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ s♣❡❝✐❢② ♠♦r❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t✇♦ s✉❝❤ ♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥✲
♠❡♥t ✐♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲❛s✲♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤
♣❛r❛❞✐❣♠ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✳

❆t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❧✐❡s t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❡♥t③❡♥ ✐♥ ✶✾✸✺ ❬●❡♥t③❡♥ ✶✾✻✾❪✳ ❆ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠ ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡s t❤❛t ❞❡r✐✈❡s ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❝❛❧❧❡❞ s❡q✉❡♥ts✶✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲❛s✲♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ♣❛r❛❞✐❣♠
❝♦♥♥❡❝ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s r❡♣r❡s❡♥t
♣r♦❣r❛♠ ✐♥str✉❝t✐♦♥s❀ s❡q✉❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❀ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢s r❡♣r❡s❡♥t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ tr❛❝❡s✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t ❛t t❤❡ r♦♦t ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥ts ❛t ✐ts ♦♣❡♥ ❧❡❛✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ t❤❛t r❡s✉❧t
❢r♦♠ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ t❤✐s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♦♥❡ ✐s ✉s✉❛❧❧②
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ s❛② ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ✐ts ❧♦❣✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉♥s ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s
s②st❡♠s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♦♥ ❤♦✇ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧❧♦✇ t♦♦ ♠❛♥② ♣r♦♦❢s
t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❖♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
♣r♦♦❢s t❤❛t ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✳ ❆♥❞r❡♦❧✐ ❬❆♥❞r❡♦❧✐ ✶✾✾✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ s✉❝❤ ❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱
❝❛❧❧❡❞ ❢♦❝✉s✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ str✉❝t✉r❡❞ ✐♥ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡
❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤✐❝❤ ♣❤❛s❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡✐r ♠❛✐♥
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞
❛r❜✐tr❛r✐❧② ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ✐♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t❡r

✶■♥ ❢❛❝t✱ ●❡♥t③❡♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ s❡q✉❡♥ts ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳



✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

s❝✐❡♥t✐sts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r ❛t♦♠s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♠✐① ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞
❜❛❝❦✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣ st②❧❡ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs
❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✽✱ ▲✐❛♥❣ ✷✵✵✼✱ ▼✐❧❧❡r ✷✵✵✼❛✱ ❏❛❣❛❞❡❡s❛♥ ✷✵✵✺✱ ◆✐❣❛♠ ✷✵✵✽❜❪✳

▲✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐s ❛ s✉❜str✉❝t✉r❛❧ ❧♦❣✐❝ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●✐r❛r❞ ❬●✐r❛r❞ ✶✾✽✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r②✱ ❛s t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❜❡❤✐♥❞ ❧♦❣✐❝s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ❛s t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳
❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝s✱ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❢♦r ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞
❢♦r ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤♦s❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ♥♦t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝r❡❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦r❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❧✐❦❡
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ s❛② r❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❤❛✈❡ ❛s ♠❛♥② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❧✐❦❡ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❝❛❧❧❡❞ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ ❛s ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡✿ t❤❡② ♠❛② ♦r
♠❛② ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞✴♦r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣r❡♦r❞❡r t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s
✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t♦r ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡♥t❛✐❧s ♦t❤❡rs ❬❉❛♥♦s ✶✾✾✸❪✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥s
♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✿

❚❛❜❧❡❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✕ ❈♦♥s✐❞❡r ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② B ∧ C ❢r♦♠ ❛ ❧♦❣✐❝
♣r♦❣r❛♠ Γ✳ ❚❤✐s ❛tt❡♠♣t ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✜rst ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ B ❢r♦♠ Γ ❛♥❞ t❤❡♥ C ❢r♦♠
Γ✳ ■t ♠✐❣❤t ✇❡❧❧ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈❡ C✱ ♠❛♥② s✉❜❣♦❛❧s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞
t❤❛t ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈❡ B✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐❢ ♣r♦✈❡❞ s✉❜❣♦❛❧s ❝❛♥ ❜❡
r❡♠❡♠❜❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst ❝♦♥❥✉♥❝t t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡♥ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ s♠❛❧❧❡r ♣r♦♦❢s
❛♥❞ t❤❡s❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ✜♥❞ ❛♥❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ❙♦♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
s②st❡♠s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❛❜❧❡s ❛s ❛ ❞❡✈✐❝❡ t♦ st♦r❡ ♣r♦✈❡❞ ❧✐t❡r❛❧s s♦ t❤❛t t❤❡✐r ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥
❧❛t❡r ❛tt❡♠♣ts t♦ ♣r♦✈❡ ❣♦❛❧s✳ ❙②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❳❙❇ ❬❘❛♠❛❦r✐s❤♥❛ ✶✾✾✼❪ ❛♥❞ ❚✇❡❧❢ ❬P✐❡♥t❦❛ ✷✵✵✺❪
♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❛t s♦♠❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❜❧❡❞✿ t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛
✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣r♦✈❡❞✱ t❤❛t ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s r❡♠❡♠❜❡r❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ✐t ✐♥ ❛
❣❧♦❜❛❧ t❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✐❢ t❤❡ ♣r♦✈❡r ❛tt❡♠♣ts t♦ r❡♣r♦✈❡ ❛♥ ❛t♦♠ t❤❛t ✐s ❛❧r❡❛❞② t❛❜❧❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② st♦♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉❝❝❡ss✳ ❇❡s✐❞❡s t❤✐s ❛s♣❡❝t ♦❢ ♥♦t ♣r♦✈✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✱
t❛❜❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♠♣r♦✈❡ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❜② ❛❧s♦ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛
❣♦❛❧ ✐s s❤♦✇♥ ♥♦t ❜❡ ♣r♦✈❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ t❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❛tt❡♠♣ts t♦ ♣r♦✈❡ ❛
t❛❜❧❡❞ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❝❡❡❞✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❛❜❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❛ ♠♦r❡ ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ r❡♣r♦✈✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡
✐s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❜② ♣r♦♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝ ♠❡❛♥s✱ t❤❛t ✐s✱ ❡♥❢♦r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝ t❤❛t ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦♦❢s ❛♥❞
♦♣❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈❡ t❛❜❧❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❲❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
♣♦❧❛r✐t✐❡s ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❢♦❝✉s✐♥❣
❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s t❤❛t ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s ❣♦❛❧✳ ❋✐rst ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❛ t❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❛t♦♠✐❝
❢♦r♠✉❧❛s ❞❡♥♦t✐♥❣ ✜♥✐t❡ s✉❝❝❡ss❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ t❛❜❧❡s t♦
❝♦♥t❛✐♥ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s ❞❡♥♦t✐♥❣ ✜♥✐t❡ s✉❝❝❡ss❡s ❛♥❞
✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡s✳

▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦s ✕ ▲♦❣✐❝s ❛♥❞ t②♣❡ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❛s
❢r❛♠❡✇♦r❦s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❣✐❝s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ s✉❝❤
♠❡t❛✲❧♦❣✐❝s ❛♥❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❬❋❡❧t② ✶✾✽✽✱ P❛✉❧s♦♥ ✶✾✽✾❪✮ ♦r ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s ✭s❡❡ ❬❍❛r♣❡r ✶✾✾✸✱ P❢❡♥♥✐♥❣ ✶✾✽✾❪✮✳ ❙✉❝❤ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝
❧♦❣✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❡♥❝♦❞❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ st②❧❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳

■♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛♣❡rs ❬▼✐❧❧❡r ✶✾✾✻✱ P✐♠❡♥t❡❧ ✷✵✵✶✱ ▼✐❧❧❡r ✷✵✵✷✱ ▼✐❧❧❡r ✷✵✵✹✱ P✐♠❡♥t❡❧ ✷✵✵✺❪✱ ▼✐❧❧❡r
✫ P✐♠❡♥t❡❧ ✉s❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❛s ❛ ♠❡t❛✲❧♦❣✐❝ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛♥❞ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❡q✉❡♥t
❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ s✉❝❤ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✱ t❤❡ ♠❡t❛✲
t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞r❛✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬▼✐❧❧❡r ✷✵✵✷❪✱ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐❢ ♦♥❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ♣r♦♦❢



✶✳✶✳ ❖✉t❧✐♥❡ ✸

s②st❡♠ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛♣❡r✱ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✭t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✮ ❢♦r ❛ss✉r✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ s❛t✐s✜❡s ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❧❛st r❡s✉❧t ✉s❡❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✬s ❞✉❛❧✐t✐❡s t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s
❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❞✉❛❧s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤❡♥ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❝✉ts ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤✐s ❧✐♥❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❧✐t❡r❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧❛r✐t✐❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❜② ✉s✲
✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t❤❡♦r②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✭♥♦r♠❛❧ ❛♥❞
♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✮✱ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ✭✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❝✉t✮ ❬●❡♥t③❡♥ ✶✾✻✾❪✱ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣❡♥✲
❡r❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❬✈♦♥ P❧❛t♦ ✷✵✵✶❪✱ ❢r❡❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❬P❛r✐❣♦t ✶✾✾✷❪ ❛♥❞ t❛❜❧❡❛✉① ♣r♦♦❢ s②st❡♠s
❬❉✬❆❣♦st✐♥♦ ✶✾✾✹✱ ❙♠✉❧❧②❛♥ ✶✾✻✽❛❪✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ♥♦t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❡♥❝♦❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
❛ ♠✉❧t✐✲❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❬▼❛❡❤❛r❛ ✶✾✺✹❪ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s
❬❍❡r❜❡❧✐♥ ✶✾✾✺✱ ❉②❝❦❤♦✛ ✷✵✵✻✱ ▲✐❛♥❣ ✷✵✵✽❪✳

❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✕ ❆ ♠❛❥♦r ♦❜st❛❝❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦✲
❣r❛♠s✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s r✉♥s ❛r❡ ✐♥ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱
✐s t❤❛t ❞❛t❛ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ❝♦♥t❡①ts ❞♦❡s ♥♦t s✉♣♣♦rt ❡♥♦✉❣❤ t❡sts ♦♥ ❞❛t❛✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥
❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❝♦♥tr❛❝t
♦r ✇❡❛❦❡♥✱ ✐s ❡♠♣t②✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s t❡st ♦♥ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜s❡t✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❛ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ♥♦❞❡s N ❛♥❞ ❛❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ A ✇✐t❤ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❛t♦♠s✿

{node x | x ∈ N} ∪ {adj x y | 〈x, y〉 ∈ A},

✇❤❡r❡ node ❛♥❞ adj ❛r❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ▲✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡
s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡♠♣t②✱ ❜✉t t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❛♥s t♦ ❝❤❡❝❦
❡♠♣t✐♥❡ss ♦❢ ❥✉st N ♦r ❥✉st A✳

❲❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ♥♦t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ t♦ ✏❧♦❝❛t❡✑ ❞❛t❛ ❜② ✉s✐♥❣
s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤❡s❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡♥♦✉❣❤ ❝❤❡❝❦s ♦♥ ❞❛t❛
t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❜❡ ❡♠✉❧❛t❡❞ ❡①❛❝t❧② ✈✐❛ ✭❢♦❝✉s❡❞✮ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤✐s ❝❧❛✐♠ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❇❛❣✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧♦♦♣ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥s❡rt ✐♥t♦ ❛♥❞ ❞❡❧❡t❡ ❢r♦♠ ❛ ♠✉❧t✐s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦✇❡r❢✉❧ ❡♥♦✉❣❤
t♦ s♣❡❝✐❢② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❉✐❥❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡s
✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❇❛❣ ♣r♦❣r❛♠ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐ts ✭♣❛rt✐❛❧✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ✭♦♣❡♥✮ ❢♦❝✉s❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s
♦❢ ✐ts ❧♦❣✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

✶✳✶ ❖✉t❧✐♥❡

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❈❤❛♣t❡r ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■t ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡s s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝s✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ s♦♠❡
♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss ❢♦❝✉s✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r♥❡rst♦♥❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡s✉❧ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❛❜❧❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡
st❛rt t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ▲❏❋ ❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✽✱
▲✐❛♥❣ ✷✵✵✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s t❤❛t ❛❞♦♣t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦❝✉s✐♥❣
❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❆s ❝✉ts ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s✱
✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ✇✐t❤ ❝✉ts✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ✜rst ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠



✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦♦❢s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡♣r♦✈❡ ❛t♦♠s t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❛ t❛❜❧❡✳
▲❛t❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r② ❢♦r ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠
❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❛t ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ t❛❜❧❡ ❛r❡ ♥♦t r❡♣r♦✈❡❞
❛♥❞ t❤❛t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡s❡
r❡s✉❧ts ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✇✐♥♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
❢♦r ❧❡t✲♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❬▼✐❧♥❡r ✶✾✼✽❪✳ P❛rts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡
♣❛♣❡rs ❬▼✐❧❧❡r ✷✵✵✼❛❪ ❛♥❞ ❬◆✐❣❛♠ ✷✵✵✽❛❪✳

❈❤❛♣t❡r ✹ ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦s✳ ■♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ s❡q✉❡♥ts ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❛❞❡q✉❛❝②✿ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
✕ ✇❤❡♥ t✇♦ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ♣r♦✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r❡♠s❀ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ♣r♦♦❢s ✕ ✇❤❡♥
t✇♦ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♦❢s❀ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✕ ✇❤❡♥
t✇♦ s②st❡♠s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✭♦♣❡♥✮ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ▲❛t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t❤❡♦r②
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❡♥❝♦❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✱ ♥❛♠❡❧②
♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✭♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✮✱ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ✭✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❝✉t✮ ❬●❡♥t③❡♥ ✶✾✻✾❪✱
♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❬✈♦♥ P❧❛t♦ ✷✵✵✶❪✱ ❢r❡❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❬P❛r✐❣♦t ✶✾✾✷❪ ❛♥❞
t❛❜❧❡❛✉① ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❬❉✬❆❣♦st✐♥♦ ✶✾✾✹✱ ❙♠✉❧❧②❛♥ ✶✾✻✽❛❪✳ ❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ str♦♥❣ ❧❡✈❡❧
♦❢ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
❡♥❝♦❞❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❢♦r
✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r❡♠s✳ P❛rts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r
❬◆✐❣❛♠ ✷✵✵✽❜❪ ❛♥❞ ✐♥ ✐ts ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❬◆✐❣❛♠ ✷✵✵✾❜❪✳

❈❤❛♣t❡r ✺ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❝❛❧❧❡❞ ❙❊▲▲✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r❡♦r❞❡r ♦❢ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ♥❡❡❞❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝✉t✲
❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s ❢♦r ❙❊▲▲ ❬❉❛♥♦s ✶✾✾✸❪✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢
s②st❡♠ ❢♦r ❙❊▲▲ st❛rt✐♥❣ ✜rst ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❛t ✐s✱
t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♥tr❛❝t ❜✉t ♥♦t ✇❡❛❦❡♥✳ ▲❛t❡r✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦❝✉s❡❞
s②st❡♠s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❧♦❣✐❝ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ P❛rts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ❬◆✐❣❛♠ ✷✵✵✾❛❪✳

❈❤❛♣t❡r ✻ r❡✈✐s✐ts t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦s✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❡♥❝♦❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣❡st ❧❡✈❡❧
♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②✱ ♥❛♠❡❧② ❛ ♠✉❧t✐✲❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❬▼❛❡❤❛r❛ ✶✾✺✹❪ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧
❢♦❝✉s✐♥❣ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❬❍❡r❜❡❧✐♥ ✶✾✾✺✱ ❉②❝❦❤♦✛ ✷✵✵✻✱ ▲✐❛♥❣ ✷✵✵✽❪✳

❈❤❛♣t❡r ✼ st✉❞✐❡s ✇❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✉s❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s t♦ ❛ss✐❣♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ s❡tt✐♥❣✳ ❚r❡❛t✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛s s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❣r❡❛t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❡①♣r❡s✲
s✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❧♦❣✐❝✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♥❡✇ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❝❛♥ ❜❡
♣r❡❝✐s❡❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ✇❤✐❧❡✲❧♦♦♣s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✱
❛♥❞ ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐♥t♦ ❛♥❞ ❞❡❧❡t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐s❡ts✱ ❝❛❧❧❡❞ ❇❛❣✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s r❡s✉❧t ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❣r❛♣❤
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❉✐❥❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✇❡✐❣❤t❡❞
❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ❜✐♣❛rt✐t❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❛t
❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡♥❞❡❞ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❣r❡❛t❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s✳ P❛rts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♣♣❡❛r❡❞
✐♥ ❬◆✐❣❛♠ ✷✵✵✾❛❪✳

❈❤❛♣t❡r ✽ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s t❤❡s✐s ❜② s✉♠♠❛r✐③✐♥❣ ✐ts ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳



❈❤❛♣t❡r ✷

◆♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❙❡q✉❡♥t

❈❛❧❝✉❧✉s

Pr♦♦❢ t❤❡♦r② ✐s t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s t❤❛t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❢♦r♠❛❧
♣r♦♦❢s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♣r♦♦❢ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ✈❡r② ♦❧❞✱ ✐ts ♣r❡❝✐s❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞❛t❡s ❜❛❝❦ ♦♥❧②
❛ ♣❛st ❤✉♥❞r❡❞ ②❡❛rs ♦r s♦✱ ✇✐t❤ ❍✐❧❜❡rt✬s ❛①✐♦♠❛t✐❝ ♣r♦♦❢ s②st❡♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥ ♠❛♥② ❤❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠❛❧✐s♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♣r♦♦❢s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦♥❡
s✉❝❤ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❡♥t③❡♥ ✐♥ ✶✾✸✺ ❬●❡♥t③❡♥ ✶✾✻✾❪✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❤❛s
❞❡❡♣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts✳
❚❤✐s ✐s ✐♥ ♥♦ ✇❛② ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t♦♣✐❝s✱ ❜✉t ❥✉st ❛ ❣❡♥t❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❢♦❝✉s✐♥❣
♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬❑❧❡❡♥❡ ✶✾✻✽✱ ❚r♦❡❧str❛ ✶✾✾✻✱ ●✐r❛r❞ ✶✾✽✾❪✳

❲❡ st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠s✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ S✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❛② t❤❛t s♦♠❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ S ❛r❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ S ✐❢ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ S ❛r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ ❛ s❡t S ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s
t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ s✉❝❤ ❛s ✜rst ♦r❞❡r q✉❛♥t✐✜❡rs
❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❢♦r ❧✐t❡r❛❧s✱ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡
❛ ✉♥✐q✉❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✱ ❜✉t ❞✐st✐♥❝t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r s✉❝❤ ❛s♣❡❝ts✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛❢t❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇❡
❡①♣❧❛✐♥✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② ❢♦r t❤❡ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥t
❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠ ▲❑ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠ ▲❏ ❢♦r
✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠ ▲▲ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠✱ ▲▲❋✱ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳

✷✳✶ ❙②♥t❛①

❲❡ ✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s②♥t❛① ❛s ✐♥ ❈❤✉r❝❤✬s t②♣❡ t❤❡♦r② ❬❈❤✉r❝❤ ✶✾✹✵❪✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛
s✐♥❣❧❡ t②♣❡✱ i✱ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ t❡r♠s t♦ ❤❛✈❡ ❛♥② s✐♠♣❧❡ t②♣❡✱ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ t②♣❡
o✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❡r♠s ❛r❡ ✐♥ βη✲❧♦♥❣ ❢♦r♠s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t②♣❡s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

⊤,⊥ : o

⇒,∧,∨ : o → o → o

∃γ ,∀γ : (γ → o) → o

❍❡r❡✱ r❡♥❛♠✐♥❣ ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❛♥❞
β✲r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ◆♦t✐❝❡ ❛s ✇❡❧❧ t❤❛t ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥t✐❛❧
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛✐r ♦❢ q✉❛♥t✐✜❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ γ

❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ o✳ ■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤✐❝❤ t②♣❡ ♦❢ q✉❛♥t✐✜❡r ✇❡
❛r❡ ✉s✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡❧✐❞❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t γ ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳ ❚♦ ❡❛s❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦
✇r✐t❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✱ s✉❝❤ ❛s ∀λx.P ❛♥❞ ∃λx.P ✱ ❛s ∀xP ❛♥❞ ∃xP ✳



✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s

✷✳✷ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s

■♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●❡♥t③❡♥ ✐♥ ✶✾✸✺ ❬●❡♥t③❡♥ ✶✾✻✾❪✱ t❤❡ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥
❬●❡♥t③❡♥ ✶✾✻✾✱ Pr❛✇✐t③ ✶✾✻✺❪✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r♦♦❢s✳
❆ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠ ✐s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s t❤❛t ❞❡r✐✈❡s s❡q✉❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ▲❑✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❞❡r✐✈❡s s❡q✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Γ ⊢ ∆✱ ✇❤❡r❡
❜♦t❤ Γ✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ∆✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛r❡ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱
❛ s❡q✉❡♥t Γ ⊢ ∆ ❞❡♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Γ ❡♥t❛✐❧s ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ s②♠❜♦❧ ⊢
❝❛❧❧❡❞ t✉r♥st②❧❡✮ t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ∆✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ▲❑ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡
♠❛✐♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛r② ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳

■♥ ❛ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s r✉❧❡✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ s❡q✉❡♥t✭s✮ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ✐ts ♣r❡♠✐s❡✭s✮
❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡ I

❤❛s ♥♦ ♣r❡♠✐s❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✉❧❡ ∧r ❤❛s t✇♦ ♣r❡♠✐s❡s✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❛ r✉❧❡ ✐s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✐♥ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ❛ r✉❧❡ ❛r❡ t❤❡ s✉❜❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ✐ts ♣r❡♠✐s❡s ❛♥❞ ✐ts ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ∧r ❛r❡
P,Q ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ P ∧ Q✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ t❤❡ s✐❞❡✲❢♦r♠✉❧❛s✳ ❲❡ ♦❢t❡♥ s❛②
t❤❛t ❛ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r✐❣❤t✮ ♦❢ t❤❡ t✉r♥st②❧❡ ✐s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡✮ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✳ ❚❤❡ r✉❧❡s ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞
✐♥t♦ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✿ ✭✶✮ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② r✉❧❡s ❛r❡ t❤❡ r✉❧❡s t❤❛t r❡q✉✐r❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ t❤❡
s❛♠❡✳ ■♥ ▲❑✱ t❤❡ ❛①✐♦♠ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐❢✱ ✐♥ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t t❤❛t ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ t✉r♥st②❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝✉t r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♦♥❧②
✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ✐ts ❧❡❢t ♣r❡♠✐s❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ✐ts
r✐❣❤t ♣r❡♠✐s❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉t r✉❧❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧② r✉❧❡ ✐♥ ▲❑ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ❛r❡
♥♦t s✉❜❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❲❡ s❤❛❧❧ r❡t✉r♥ t♦ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜❢♦r♠✉❧❛ ♣r♦♣❡rt②✳ ✭✷✮ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❛r❡ r✉❧❡s t❤❛t ❞♦
♥♦t ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ❛♥② ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✱ ❜✉t ♦♥ s❡q✉❡♥ts ❞✐r❡❝t❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ✐♥
▲❑ ❥✉st ❡①♣r❡ss t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ t✉r♥st②❧❡✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s
s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛❧❧ t❤❡ s②st❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r✉❧❡s✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡s❡ r✉❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ s♣❡❝✐❢② s✉❜str✉❝t✉r❛❧
❧♦❣✐❝s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ t❤♦s❡ r✉❧❡s
st✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ✭✸✮ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s ❛r❡ t❤❡ r✉❧❡s t❤❛t ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳

❆ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ♥♦❞❡s ❛r❡ ❞❡❝♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛❧✐❞
s❡q✉❡♥ts ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② s❡q✉❡♥t✱ ✇❤❡♥ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉❧❡✱ ❛♥❞ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ✇❤❡♥ s❡❡♥ ❛s t❤❡
♣r❡♠✐s❡s ♦❢ ❛ r✉❧❡✱ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ✈❛❧✐❞ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
❛r❡ t❤❡ s❡q✉❡♥ts ❛t t❤❡ ♦♣❡♥ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t ❛t t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
❡♥❞s❡q✉❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❆ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢ ✐s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♣r❡♠✐s❡s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ❛♥ ▲❑ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ t❤❡ r✐❣❤t
✐s ❛♥ ▲❑ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❉❡ ▼♦r❣❛♥✬s ❧❛✇s✿

A ⊢ A
❬I❪

⊢ A⊥, A
❬¬r❪

⊢ A ∨ A⊥, A
❬∨r2❪

⊢ A ∨ A⊥, A ∨ A⊥
❬∨r1❪

⊢ A ∨ A⊥
❬Cr❪

A ⊢ A
❬I❪

⊢ A⊥, A
❬¬r❪

⊢ A⊥ ∨ B⊥, A
❬∨r1❪

B ⊢ B
❬I❪

⊢ B⊥, B
❬¬r❪

⊢ A⊥ ∨ B⊥, B
❬∨r2❪

⊢ A ∧ B, A⊥ ∨ B⊥
❬∧r❪

(A ∧ B)⊥ ⊢ A⊥ ∨ B⊥
❬¬l❪

⊢ (A ∧ B)⊥ ⇒ (A⊥ ∨ B⊥)
❬⇒r❪

■♥ ❢❛❝t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ▲❑✬s s②♠♠❡tr②✱ ❛❧❧ ❉❡ ▼♦r❣❛♥✬s ❧❛✇s✱ ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❑✿



✷✳✷✳ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s ✼

• (P ∧ Q)⊥ ≡ P⊥ ∨ Q⊥❀ • (P ∨ Q)⊥ ≡ P⊥ ∧ Q⊥❀
• (∃x.P )⊥ ≡ ∀x.P⊥❀ • (∀x.P )⊥ ≡ ∃x.P⊥❀
• (A ⇒ B)⊥ ≡ A ∧ B⊥❀

✇❤❡r❡ P ≡ Q ✐s ❛♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ P ⇒ Q ∧ Q ⇒ P ✳ ❚❤❡s❡ ❧❛✇s ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❛ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✐s❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ▲❑✱ ✇❤❡r❡ s❡q✉❡♥ts ❛r❡ ♦♥❡ s✐❞❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ s❡q✉❡♥ts ✇❤❡r❡ ❢♦r♠✉❧❛s
❛♣♣❡❛r ♦♥❧② ✐♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ t✉r♥st②❧❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ ❛ t✇♦ s✐❞❡❞ s❡q✉❡♥t Γ ⊢ ∆ ❜② t❤❡ ♦♥❡
s✐❞❡❞ s❡q✉❡♥t ⊢ Γ⊥,∆✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❛s ✐ts ♥❡❣❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ♣✉s❤✐♥❣ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✈✐❛ ❉❡ ▼♦r❣❛♥✬s ❧❛✇s✱ ✉♥t✐❧ ♥❡❣❛t✐♦♥s ♦♥❧② ❛♣♣❡❛r ❜❡❢♦r❡
❛t♦♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛t♦♠s✱ A✱ ✇❡ r❡✇r✐t❡ A⊥⊥ ❛s A✳ ❚❤❡ ♦♥❡ s✐❞❡❞ s②st❡♠ ❢♦r ▲❑ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❛ ♦♥❡ s✐❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥❀ t❤❡ ♠♦st ♥♦t♦r✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡
❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ▲❏ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ✇❤❡r❡ s❡q✉❡♥ts ❤❛✈❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡
r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ t✉r♥st②❧❡✳ ❲❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✳

■♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠s✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♦♥❧② ❛t♦♠✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ t❤❛t ✐s✱ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ t❤❡♦r❡♠s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❆ ❢♦r♠✉❧❛ F ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❑ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❑ ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❧②
✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡s✳

❲❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡s t♦ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡s ❜② r❡♣❡❛t❡❞❧②
❛♣♣❧②✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

P ∧ Q ⊢ P ∧ Q
❬I❪

 

P ⊢ P
❬I❪

P ∧ Q ⊢ P
❬∧l❪

Q ⊢ Q
❬I❪

P ∧ Q ⊢ Q
❬∧l❪

P ∧ Q ⊢ P ∧ Q
❬∧r❪

❲❡ ♥♦✇ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❝✉t r✉❧❡✳ ❚❤❡ ❝✉t r✉❧❡ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❛❧❧ ♦t❤❡rs r✉❧❡s ✐♥ ▲❑ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡s
✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝✉t ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❡♠♠❛ t❤❛t
✇❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢✱ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ ❛ ❝✉t r✉❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ♣r❡♠✐s❡✳ ❆s t❤❡ ❝✉t ❢♦r♠✉❧❛ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉t r✉❧❡✱
t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ✐♥❣❡♥✉✐t② ✐♥✈♦❧✈❡❞ t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ❝✉t ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ✉s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ●❡♥t③❡♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t
❛♥② ♣r♦♦❢ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝✉ts ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❝✉ts✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝✉t✲❢r❡❡✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❍❛✉♣ts❛t③ ❛♥❞ ❣❛✈❡ ❜✐rt❤ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❙tr✉❝t✉r❛❧ Pr♦♦❢ ❚❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠❛♥② r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ♦❢ ❚r♦❡❧str❛ ❛♥❞ ❙❝❤✇✐❝❤t❡♥❜❡r❣✬s
❜♦♦❦ ❬❚r♦❡❧str❛ ✶✾✾✻❪✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ ❚❤❡ ❝✉t r✉❧❡ ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥ ▲❑✿ ❛♥② ♣r♦♦❢ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝✉ts ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦
❛ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❞✲s❡q✉❡♥t✳

❚✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❛r❡ t❤❡ s✉❜❢♦r♠✉❧❛ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s st❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ❆❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ❛r❡ s✉❜❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♣♣❡❛r✐♥❣
❛t ✐ts ❡♥❞s❡q✉❡♥t✳

❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ st❛t❡s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ ❜♦t❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ ✐ts ♥❡❣❛t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹ ❋♦r ❛♥② ❢♦r♠✉❧❛ P ✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❜♦t❤ s❡q✉❡♥ts ⊢ P ❛♥❞ ⊢ P⊥ ❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧❡
✐♥ ▲❑✳



✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s

■❞❡♥t✐t② ❘✉❧❡s

P ⊢ P
❬I❪

Γ1 ⊢ P,∆1 Γ2, P ⊢ ∆2

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2
❬Cut❪

▲♦❣✐❝❛❧ ❘✉❧❡s

⊥,Γ ⊢ ∆
❬⊥❪

Γ ⊢ ∆,⊤ ❬⊤❪

Γ ⊢ ∆, P

Γ, P⊥ ⊢ ∆
❬¬l❪

Γ, P ⊢ ∆

Γ ⊢ P⊥,∆
❬¬r❪

Pi,Γ ⊢ ∆

P1 ∧ P2,Γ ⊢ ∆
❬∧li❪

Γ ⊢ P,∆ Γ ⊢ Q,∆

Γ ⊢ P ∧ Q,∆
❬∧r❪

P,Γ ⊢ ∆ Q,Γ ⊢ ∆

P ∨ Q,Γ ⊢ ∆
❬∨l❪

Γ ⊢ Pi,∆

Γ,⊢ P1 ∨ P2,∆
❬∨ri❪

Γ1 ⊢ P,∆1 Q,Γ2 ⊢ ∆2

P ⇒ Q,Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2
❬⇒l❪

Γ, P ⊢ Q,∆

Γ ⊢ P ⇒ Q,∆
❬⇒r❪

P [c/x],Γ ⊢ ∆

∃x.P,Γ ⊢ ∆
❬∃l❪

Γ ⊢ P [t/x],∆

Γ ⊢ ∃x.P,∆
❬∃r❪

P [t/x],Γ ⊢ ∆

∀x.P,Γ ⊢ ∆
❬∀l❪

Γ ⊢ P [c/x],∆

Γ ⊢ ∀x.P,∆
❬∀r❪

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❘✉❧❡s

P, P, Γ ⊢ ∆

P,Γ ⊢ ∆
❬Cl❪

Γ ⊢ P, P,∆

Γ ⊢ P,∆
❬Cr❪

Γ ⊢ ∆
P,Γ ⊢ ∆

❬Wl❪
Γ ⊢ ∆

Γ ⊢ P,∆
❬Wr❪

Γ, Q, P,Γ′ ⊢ ∆

Γ, P, Q,Γ′ ⊢ ∆
❬El❪

Γ ⊢ ∆, Q, P,∆′

Γ ⊢ ∆, P, Q,∆′
❬Er❪

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✱ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ▲❑✱ ❛ s❡q✉❡♥t
❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ■♥ t❤❡ r✉❧❡s ∀r ❛♥❞ ∃l✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡ c ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❢r❡❡ ✐♥
Γ ♥♦r ∆✳



✷✳✷✳ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s ✾

■❞❡♥t✐t② ❘✉❧❡s

⊢ P, P⊥
❬I❪ ⊢ P,∆1 ⊢ P⊥,∆2

⊢ ∆1,∆2
❬Cut❪

▲♦❣✐❝❛❧ ❘✉❧❡s

⊢ ∆,⊤ ❬⊤❪

⊢ Pi,∆

⊢ P1 ∨ P2,∆
❬∨i❪

⊢ P,∆ ⊢ Q,∆

⊢ P ∧ Q,∆
❬∧❪

⊢ P⊥, Q,∆

⊢ P ⇒ Q,∆
❬⇒❪

⊢ P [t/x],∆

⊢ ∃x.P,∆
❬∃❪ ⊢ P [c/x],∆

⊢ ∀x.P,∆
❬∀❪

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❘✉❧❡s

⊢ P, P,∆

⊢ P,∆
❬C❪ ⊢ ∆

⊢ P,∆
❬W ❪

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✱ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ s✐❞❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ▲❑✱ ❛ s❡q✉❡♥t
❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ■♥ t❤❡ r✉❧❡ ∀✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡ c ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❢r❡❡ ✐♥ ∆✳

Pr♦♦❢ ❆ss✉♠❡ ❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ ❢♦r♠✉❧❛✱ P ✱ ❛♥❞ ✐ts ♥❡❣❛t✐♦♥✱ P⊥✱ ❛r❡ ❜♦t❤ ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❑✳
❚❤❡♥ t❤❡ ❡♠♣t② s❡q✉❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝✉ts✿

Ξ1

⊢ P⊥
❬Cut❪

Ξ2

⊢ P
❬Cut❪ ⊢ P, P⊥

❬I❪

⊢ P
❬Cut❪

⊢ ❬Cut❪

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ❡♠♣t② s❡q✉❡♥t✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ✷

❚❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❤❛s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ♥❛♠❡❧② ✐t
✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t✇♦ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠s✿ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❚❤❡
❢♦r♠❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ t❤❛t ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✿ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣r♦♦❢ ❛♥❞
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛ ♣r♦♦❢ ♣r♦✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ Pr♦♦❢s ❛r❡ r✉♥ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛
st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
♣r♦♦❢s ❢♦r t❤✐s ♣❛r❛❞✐❣♠ ❛r❡ t❤❡ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲❛s✲♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❙❡ts ♦❢ ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s
r❡♣r❡s❡♥t ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠s✱ s❡q✉❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ❛♥❞ ❝✉t✲❢r❡❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢s
r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ tr❛❝❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ❛ ❝❧❛✉s❡ ✐♥ ❛ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✉s❡❞ ✭❢r♦♠
❜♦tt♦♠✲✉♣✮✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ❛♥❞ ✐ts
♣r❡♠✐s❡s t♦ t❤❡ st❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ t❤❡
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s ❢♦r t❤✐s ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♠❛✐♥❧② ♦♥ t❤❡
❧❛tt❡r ♣❛r❛❞✐❣♠✳



✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s

✷✳✸ ■♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ▲♦❣✐❝

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✐s t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❧② ❛❧❧♦✇s ❢♦r
❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢s✱ t❤❛t ✐s✱ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳
❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ♥♦♥✲❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿

t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ✐rr❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ a ❛♥❞ b✱ s✉❝❤ t❤❛t ab ✐s r❛t✐♦♥❛❧✳

❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t
√

2 ✐s ✐rr❛t✐♦♥❛❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r
√

2
√

2
✿ ❡✐t❤❡r ✐t ✐s r❛t✐♦♥❛❧ ♦r ✐rr❛t✐♦♥❛❧✳ ■♥

t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♥✉♠❜❡rs a = b =
√

2 ❢♦r ✇❤✐❝❤ ab ✐s r❛t✐♦♥❛❧✳

❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ✐❢
√

2
√

2
✐s ✐rr❛t✐♦♥❛❧✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ a =

√
2
√

2
❛♥❞ b =

√
2 t❤❡♥ ab ✐s r❛t✐♦♥❛❧✿

ab =
√

2
(
√

2×
√

2)
=

√
2
2

= 2✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳
❚❤✐s ♣r♦♦❢ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✈❛❧✐❞ ✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥str✉❝t ❢r♦♠ t❤✐s ♣r♦♦❢ t✇♦

✐rr❛t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❜❡rs a ❛♥❞ b s✉❝❤ t❤❛t ab ✐s r❛t✐♦♥❛❧✳ ■ts ♥♦♥✲❝♦♥str✉❝t✐✈❡♥❡ss ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❡①❝❧✉❞❡❞✲♠✐❞❞❧❡ ∀A.A ∨ A⊥ ✭✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ t❤❡ ❝❛s❡s ❡✐t❤❡r ✐t ✐s r❛t✐♦♥❛❧ ♦r ✐rr❛t✐♦♥❛❧✮✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t tr✉❡ ✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ▲❏ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝
♥❡❣❛t✐♦♥ ¬A ❛s A ⊃ ⊥✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✱ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ s❡q✉❡♥ts ✐s ❛❧❧♦✇❡❞
t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❉❡ ▼♦r❣❛♥✬s ❧❛✇s ❛r❡ ♥♦t ♣r♦✈❛❜❧❡
✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦♥❡✲s✐❞❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ▲❏✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡
❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ▲❏ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❛❞♠✐ts t❤❡ s✉❜❢♦r♠✉❧❛
♣r♦♣❡rt②✳

■♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛st s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❣❛✈❡ ❛ ✈❡r② ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧
❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝s✳ ▲❛t❡r ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✻✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ♦t❤❡r s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s
s②st❡♠s ❢♦r t❤❡s❡ ❧♦❣✐❝s✳ ◆♦✇ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❛ s✉❜str✉❝t✉r❛❧ ❧♦❣✐❝ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●✐r❛r❞
❬●✐r❛r❞ ✶✾✽✼❪✱ ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳

✷✳✹ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝

■♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ r✉❧❡s✱ ❤②✲
♣♦t❤❡s❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♠❛♥② t✐♠❡s ❛s ♥❡❝❡ss❛r② ♦r ❡✈❡♥ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❛t ❛❧❧✳ ■♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t❤❡ st♦r②
✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❆s ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱ s♦♠❡ ❤②♣♦t❤❡s❡s ♠✉st
❜❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡✳

❚❤❡ s②♥t❛① ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ✐ts r✉❧❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿

P ::= A | P ⊗ P | P ⊕ P | 1 | 0 | !P | ∃x.P |
A⊥ | P & P | P O P | ⊥ | ⊤ | ?P | ∀x.P

❲❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛ q✉❡st✐♦♥ ♠❛r❦✳
❚❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❛❝ts ❧✐❦❡ ❛ ❣✉❛r❞ ❦❡❡♣❡r✿ s❡❡✐♥❣ ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠ ✉♣✱ t❤❡ ? ❛❧❧♦✇s str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s t♦ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❛r❡ ♠❛❞❡✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♠❛r❦ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡ D?✳ ❲❡ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ♥❡✐t❤❡r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♥♦r
✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✳ ❇❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❢♦r♠s✿ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♦♥❡s✱ ⊗ ✭❝❛❧❧❡❞ t❡♥s♦r✮ ❛♥❞ O ✭❝❛❧❧❡❞ ♣❛r✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♦♥❡s✱ & ✭❝❛❧❧❡❞
✇✐t❤✮ ❛♥❞ ⊕ ✭❝❛❧❧❡❞ ♣❧✉s✮✳ ❚❤✐s ✇❛s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇



✷✳✹✳ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✶✶

■❞❡♥t✐t② ❘✉❧❡s

P −→ P
❬I❪

Γ1 −→ P Γ2, P −→ C

Γ1,Γ2 −→ C
❬Cut❪

▲♦❣✐❝❛❧ ❘✉❧❡s

⊥,Γ −→ · ❬⊥❪
Γ −→ t

❬tr❪

Pi,Γ −→ C

P1 ∧ P2,Γ −→ C
❬∧li❪

Γ −→ P Γ −→ Q

Γ −→ P ∧ Q
❬∧r❪

P,Γ −→ C Q,Γ −→ C

P ∨ Q,Γ −→ C
❬∨l❪

Γ −→ Pi

Γ −→ P1 ∨ P2
❬∨ri❪

Γ1 −→ P Q,Γ2 −→ C

P ⊃ Q,Γ1,Γ2 −→ C
❬⊃l❪

Γ, P −→ Q

Γ −→ P ⊃ Q
❬⊃r❪

P [c/x],Γ −→ C

∃x.P,Γ −→ C
❬∃l❪

Γ −→ P [t/x]

Γ −→ ∃x.P
❬∃r❪

P [t/x],Γ −→ C

∀x.P,Γ −→ C
❬∀l❪

Γ −→ P [c/x]

Γ −→ ∀x.P
❬∀r❪

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❘✉❧❡s

P, P, Γ −→ C

P,Γ −→ C
❬Cl❪

Γ −→ C
P,Γ −→ C

❬Wl❪
Γ −→ ·
Γ −→ P

❬Wr❪

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✱ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❢♦r ▲❏✱ ❛ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝
❧♦❣✐❝✳ ■♥ t❤❡ r✉❧❡s ∀r ❛♥❞ ∃l✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡ c ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❢r❡❡ ✐♥ Γ ♥♦r C✱ ❛♥❞ C ❞❡♥♦t❡s
❡✐t❤❡r ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦r ♥♦ ❢♦r♠✉❧❛✳



✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s

■❞❡♥t✐t② ❘✉❧❡s

⊢ P, P⊥
❬I❪ ⊢ Γ, P⊥ ⊢ ∆, P

⊢ Γ,∆
❬Cut❪

▲♦❣✐❝❛❧ ❘✉❧❡s

⊢ 1
❬1❪ ⊢ Γ,⊤ ❬⊤❪ ⊢ Γ

⊢ Γ,⊥ ❬⊥❪

⊢ Γ, Pi

⊢ Γ, P1 ⊕ P2
❬⊕i❪

⊢ Γ, P ⊢ Γ, Q

⊢ Γ, P & Q
❬&❪

⊢ Γ, P, Q

⊢ Γ, P O Q
❬O❪

⊢ Γ, P ⊢ ∆, Q

⊢ Γ,∆, P ⊗ Q
❬⊗❪

⊢ Γ, P [t/x]

⊢ Γ,∃x.P
❬∃❪ ⊢ Γ, P [c/x]

⊢ Γ,∀x.P
❬∀❪

⊢ Γ, P

⊢ Γ, ?P
❬D?❪

⊢ ?Γ, P

⊢ ?Γ, !P
❬!❪

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❘✉❧❡s

⊢ Γ, ?P, ?P

⊢ Γ, ?P
❬C❪ ⊢ Γ

⊢ Γ, ?P
❬W ❪

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❘✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ s✐❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ■♥ t❤❡ r✉❧❡ ∀✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡ c ❞♦❡s ♥♦t
❛♣♣❡❛r ❢r❡❡ ✐♥ Γ✳

t♦ ❞❡r✐✈❡ ✐♥ ▲❑ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✱ ∧a✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♦♥❡✱ ∧m✳

⊢ Γ,∆, P ⊢ Γ,∆, Q

⊢ Γ,∆, P ∧a Q
❬∧a❪

 

⊢ Γ,∆, P ⊢ Γ,∆, Q

⊢ Γ,Γ,∆,∆, P ∧m Q
❬∧m❪

⊢ Γ,∆, P ∧m Q
❬n × C❪

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❢♦r tr✉t❤ ❛♥❞ ❢❛❧s❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ✉♥✐ts✿ ⊤ ❛♥❞ 1 ❢♦r tr✉t❤ ❛♥❞ ⊥
❛♥❞ 0 ❢♦r ❢❛❧s❡✳

❆s t❤❡ r❡❛❞❡r ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♦♥❡ s✐❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡
❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢s ❢♦r t❤❡ ❉❡ ▼♦r❣❛♥✬s ❧❛✇s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣✉s❤ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡
❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✉♥t✐❧ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳

• (P ⊗ Q)⊥ ≡ P⊥ O Q⊥❀ • (P O Q)⊥ ≡ P⊥ ⊗ Q⊥❀
• (P & Q)⊥ ≡ P⊥ ⊕ Q⊥❀ • (P ⊕ Q)⊥ ≡ P⊥ & Q⊥❀
• (∃x.P )⊥ ≡ ∀x.P⊥❀ • (∀x.P )⊥ ≡ ∃x.P⊥❀
• (?P )⊥ ≡ !P⊥❀ • (!P )⊥ ≡ ?P⊥✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ P ≡ Q ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ s❡q✉❡♥t ⊢ (P −◦ Q) ⊗ (Q −◦ P )✱ −◦ ✐s
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ A −◦ B ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ A⊥ O B✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛❧s♦
✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝✿ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s (⊗,O)✱ (⊕,&)✱ ❛♥❞ (?, !) ❛r❡ ❞✉❛❧s✳ ❋♦r
t❤❡ ✉♥✐ts t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ⊤⊥ ≡ 0 ❛♥❞ 1⊥ ≡ ⊥ ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ? ✭❝❛❧❧❡❞ q✉❡st✐♦♥✲♠❛r❦✮ ❛♥❞ ! ✭❝❛❧❧❡❞ ❜❛♥❣✮ ❛r❡✱ ❝♦♠♠♦♥❧②✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❜❡❧♦✇✱ t❤❛t ❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②✿ ex+y =



✷✳✺✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✶✸

ex × ey✳
• !(P & Q) ≡ (!P ) ⊗ (!Q); • ?(P ⊕ Q) ≡ (?P ) O (?Q).

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✐s t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡
❧❛tt❡r ❤❛✈❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ t❡♥s♦r ✐s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ s❛②✱ ♦♥❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❛s ❜❧✉❡✱ ?b ❛♥❞ !b✱ ❛♥❞
t❤❡ ♦t❤❡r ❛s r❡❞✱ ?r ❛♥❞ !r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡✐r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡
❢♦r q✉❡st✐♦♥✲♠❛r❦s ❛♥❞ ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ❜❛♥❣s✱ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

⊢ ?bΓ, F

⊢ ?bΓ, !bF
❬!b❪

⊢ Γ, F

⊢ Γ, ?bF
❬D?b❪

⊢ ?rΓ, F

⊢ ?rΓ, !rF
❬!r❪

⊢ Γ, F

⊢ Γ, ?rF
❬D?r❪

■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ !bF ≡ !rF ✐s ♥♦t ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s s②st❡♠ ❢♦r ❛♥② ❢♦r♠✉❧❛ F ✱ t❤✉s t❤❡
t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ♥♦t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❞✐st✐♥❝t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳
❚❤✐s ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❉❛♥♦s ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬❉❛♥♦s ✶✾✾✸❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧②
✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❝♦❧♦rs ❢♦r ? ❛♥❞ !✳ ❲❡ r❡t✉r♥ t♦ t❤✐s s②st❡♠ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢♦❝✉s❡❞
✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ✐t✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡①♣❧♦✐t t❤✐s ♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✻ ❛♥❞ ✼✳

●✐r❛r❞ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺ ❚❤❡ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳

❆♥❞r❡♦❧✐ s❤♦✇❡❞ ❬❆♥❞r❡♦❧✐ ✶✾✾✷❪ t❤❛t t❤❡ ❞②❛❞✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✷✳✺✱ ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❉②❛❞✐❝ s❡q✉❡♥ts ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ⊢ Θ : Γ✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ s❡q✉❡♥t ⊢ ?Θ,Γ✳ ❚❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡
❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✳ ❯♥❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛ t❡♥s♦r
❛♥❞ ❛ ❝✉t r✉❧❡ ❛♥❞ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡✳ ❲❡ ♦❢t❡♥ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Θ ❛s t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞
❝♦♥t❡①t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ r❡t✉r♥ t♦ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❋♦r♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲❛s✲♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳
▲✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ s❡q✉❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞❀ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡❀ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢s r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ ?(euro⊥ ⊗ coffee), euro✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛t♦♠
s♣❡❝✐✜❡s t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❡✉r♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣
❛ ❡✉r♦ ❢♦r ❛ ❝♦✛❡❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ❛❣❡♥t ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✉♠❡ ✐ts euro ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ coffee✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ ?(euro⊥ ⊗ coffee), coffee✳ ❋r♦♠ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡
❧♦❣✐❝ ❜❡❤✐♥❞ ❧♦❣✐❝s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ st✉❞② ♦t❤❡r ❧♦❣✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ●✐r❛r❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝❛♣t✉r❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❬●✐r❛r❞ ✶✾✽✼❪✱ ✇❤❡r❡ A ✐s ❛♥
❛t♦♠✿

pP ∧ Qq ≡ pPq& pQq pP ∨ Qq ≡ !pPq⊕ !pQq

p⊤q ≡ ⊤ p⊥q ≡ 0

pP ⊃ Qq ≡ ?pPq⊥ O pQq pAq ≡ A

p∃x.Pq ≡ ∃x.pPq p∀x.Pq ≡ ∀x.pPq

❲❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✻ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳

❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r♥❡rst♦♥❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✿ ❢♦❝✉s✐♥❣✳

✷✳✺ ❋♦❝✉s✐♥❣

❚❤❡ s②st❡♠s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦ ❢❛r ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✳ Pr♦♦❢s
❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ st❡♣ ❢❛s❤✐♦♥✿ ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❡s ❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r✉❧❡ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♦♣❡♥ ❧❡❛✈❡s r❡♠❛✐♥✳



✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s

■❞❡♥t✐t② ❘✉❧❡s

⊢ Θ : P, P⊥
❬I❪ ⊢ Θ : Γ, P⊥ ⊢ Θ : ∆, P

⊢ Θ : Γ,∆
❬Cut❪

▲♦❣✐❝❛❧ ❘✉❧❡s

⊢ Θ : 1
❬1❪ ⊢ Θ : Γ,⊤ ❬⊤❪ ⊢ Θ : Γ

⊢ Θ : Γ,⊥ ❬⊥❪

⊢ Θ : Γ, Pi

⊢ Θ : Γ, P1 ⊕ P2
❬⊕i❪

⊢ Θ : Γ, P ⊢ Θ : Γ, Q

⊢ Θ : Γ, P & Q
❬&❪

⊢ Θ : Γ, P, Q

⊢ Θ : Γ, P O Q
❬O❪

⊢ Θ : Γ, P ⊢ Θ : ∆, Q

⊢ Θ : Γ,∆, P ⊗ Q
❬⊗❪

⊢ Θ : Γ, P [t/x]

⊢ Θ : Γ,∃x.P
❬∃❪ ⊢ Θ : Γ, P [c/x]

⊢ Θ : Γ,∀x.P
❬∀❪

⊢ Θ, P : Γ, P

⊢ Θ, P : Γ
❬D?❪ ⊢ Θ : P

⊢ Θ : ! P
❬!❪

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❘✉❧❡s

⊢ Θ, P : Γ

⊢ Θ : Γ, ?P
❬?❪

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❘✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❞②❛❞✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ■♥ t❤❡ r✉❧❡ ∀✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡ c ❞♦❡s ♥♦t
❛♣♣❡❛r ❢r❡❡ ✐♥ Γ✳



✷✳✺✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✶✺

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤✐s ✇❡❛❦ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✐s t❤❛t ✐t ❤❛s ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐♥ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤✱
❛s ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛♥② ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t t❤❛t ❛ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t♦♦
♠❛♥② ♣r♦♦❢s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ s✉❝❤ s②st❡♠s t♦ ❡①♣r❡ss✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲❛s✲♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱
r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❆♥❞r❡♦❧✐ ♣r♦✈✐❞❡❞ s✉❝❤ ♣r♦♦❢s ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❬❆♥❞r❡♦❧✐ ✶✾✾✷❪ ✇❤❡r❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡
❝♦♥str✉❝t❡❞✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✐♥ ❛ ❜✐❣ st❡♣ ❢❛s❤✐♦♥✳

❆♥❞r❡♦❧✐ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ▲▲❋✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✐♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡s✳ ❋♦r t❤✐s
✇❡ ✜rst ❝❧❛ss✐❢② ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛s ❛s s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s O,&, ?,⊤,⊥ ❛♥❞ ∀ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ⊗,⊕, 1, 0, ! ❛♥❞ ∃✮ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞
❛s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s②♥❝❤r♦♥♦✉s✮✳ ❋♦r♠✉❧❛s ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✭r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧② s②♥❝❤r♦♥♦✉s✮ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s②♥❝❤r♦♥♦✉s✮✳ ■♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s
t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s②♥❝❤r♦♥♦✉s✮ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s②♥❝❤r♦♥♦✉s✮✳

❚❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r ♥❛t✉r❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛❧❧ r✐❣❤t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ s✉❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② ✇❡❧❧ t♦ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❲❡ ✉s❡✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❛❞❥❡❝t✐✈❡s
♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ s❛② t❤❛t ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ ✐t ✐s s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦r ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧✱ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐❢ ✐t ✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✱
❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② s❡q✉❡♥ts ✐♥ tr②❛❞✐❝ ❢♦r♠ ⊢ Θ : Γ ⇑ L✱ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s
❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s L✱ ✇❤✐❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♠♦✈❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐s❡ts✱ Θ ♦r Γ✱
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ⇑✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ R⇑ ♦r ? r✉❧❡s✳ ❲❤❡♥ L ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ❜❡❣✐♥s ❜②
✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡s D1 ♦r D2 t♦ s❡❧❡❝t ❛ s✐♥❣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t♦ ✏❢♦❝✉s✑✿ t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t
⊢ Θ : Γ ⇓ F ❞❡♥♦t❡s s✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ F ✳ ❘✉❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❤❡r❡❞✐t❛r✐❧② t♦
s✉❜❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ F ✉♥t✐❧ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✉❜❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✱ ❛t ✇❤✐❝❤ t✐♠❡✱ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ r✉❧❡ R⇓ ✐s
✉s❡❞ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ❜❡❣✐♥s✳

❲❡ ✇r✐t❡ ⊢llf Θ : Γ ⇑ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ Θ : Γ ⇑ ❤❛s ❛ ♣r♦♦❢ ✐♥ ▲▲❋❀ ⊢llf Θ : Γ ⇓ t♦
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ Θ : Γ ⇓ ❤❛s ❛ ♣r♦♦❢ ✐♥ ▲▲❋❀ ❛♥❞ ⊢ll Γ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ Γ ✐s
♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼ ▲❡t Θ✱ Γ✱ ❛♥❞ ∆ ❜❡ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❧❡t L ❜❡ ❛ ❧✐st ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ F ❛
❢♦r♠✉❧❛✳ ■❢ ⊢ Θ : Γ ⇑ L ❤❛s ❛ ♣r♦♦❢ t❤❡♥ ⊢ Θ,∆ : Γ ⇑ L ❤❛s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡✐❣❤t✳ ■❢ ⊢ Θ : Γ ⇓ F

❤❛s ❛ ♣r♦♦❢ t❤❡♥ ⊢ Θ,∆ : Γ ⇓ F ❤❛s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡✐❣❤t✳

❚❤❡ t✇♦✲♣❤❛s❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ▲▲❋ ♣r♦♦❢s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦❧❧❡❝t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥t♦ ✏♠❛❝r♦✲r✉❧❡s✑
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✏s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✑✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s A1, A2, A3 ❛r❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✈✐❡✇ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ A1 ⊕ (A2 ⊗ A3) ❛s ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ✏♠❛❝r♦✲r✉❧❡s✑ ❜❡❧♦✇✿

⊢ Θ : Γ ⇑ A1

⊢ Θ : Γ ⇓ A1 ⊕ (A2 ⊗ A3)

⊢ Θ : Γ1 ⇑ A2 ⊢ Θ : Γ2 ⇑ A3

⊢ Θ : Γ1,Γ2 ⇓ A1 ⊕ (A2 ⊗ A3)

❚❤❛t ✐s✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▲▲❋ ♣r♦♦❢ s②st❡♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t❤❡s❡ t✇♦ ✇❛②s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❛ s❡q✉❡♥t ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥
t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡ ♦t❤❡r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✭✏♠✐❝r♦✲r✉❧❡s✑✮ ✇✐t❤ t❤♦s❡
t❤❛t ❝♦♠♣r✐s❡ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❛❝r♦ r✉❧❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣♦s❡ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❧❛r❣❡r ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❝❛❧❧❡❞ ❜✐♣♦❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱ ✐❢ A1

✐s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (A ⊗ B) O (∃x C)✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✏♠❛❝r♦✲r✉❧❡✑ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❜② t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞
✏♠❛❝r♦✲r✉❧❡✑✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❜✐♣♦❧❡✿

⊢ Θ : Γ, A ⊗ B,∃x C ⇑
⊢ Θ : Γ ⇓ [(A ⊗ B) O (∃x C)] ⊕ (A2 ⊗ A3)



✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s

❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s P❤❛s❡

⊢ Θ : Γ ⇑ L

⊢ Θ : Γ ⇑ L,⊥ ❬⊥❪ ⊢ Θ : Γ ⇑ L,⊤ ❬⊤❪

⊢ Θ : Γ ⇑ L, F, G

⊢ Θ : Γ ⇑ L, F O G
❬O❪

⊢ Θ, F : Γ ⇑ L

⊢ Θ : Γ ⇑ L, ?F
❬?❪

⊢ Θ : Γ ⇑ L, F ⊢ Θ : Γ ⇑ L, G

⊢ Θ : Γ ⇑ L, F & G
❬&❪

⊢ Θ : Γ ⇑ L, F [c/x]

⊢ Θ : Γ ⇑ L,∀x F
❬∀❪

❙②♥❝❤r♦♥♦✉s P❤❛s❡

⊢ Θ :⇓ 1
❬1❪

⊢ Θ : Γ ⇓ F ⊢ Θ : Γ′ ⇓ G

⊢ Θ : Γ,Γ′ ⇓ F ⊗ G
❬⊗❪

⊢ Θ :⇑ F

⊢ Θ :⇓ !F
❬!❪

⊢ Θ : Γ ⇓ Pi

⊢ Θ : Γ ⇓ P1 ⊕ P2
❬⊕i❪

⊢ Θ, F : Γ ⇓ F [t/x]

⊢ Θ : Γ ⇓ ∃x F
❬∃❪

❘❡❛❝t✐♦♥✱ ■❞❡♥t✐t②✱ ❛♥❞ ❉❡❝✐❞❡ r✉❧❡s

⊢ Θ : A⊥p ⇓ Ap

❬I1❪ ⊢ Θ, A⊥p :⇓ Ap

❬I2❪
⊢ Θ : Γ, S ⇑ L

⊢ Θ : Γ ⇑ L, S
❬R⇑❪

⊢ Θ : Γ ⇓ P

⊢ Θ : Γ, P ⇑ ❬D1❪
⊢ Θ, P : Γ ⇓ P

⊢ Θ, P : Γ ⇑ ❬D2❪
⊢ Θ : Γ ⇑ N

⊢ Θ : Γ ⇓ N
❬R⇓❪

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❚❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❬❆♥❞r❡♦❧✐ ✶✾✾✷❪✳ ❍❡r❡✱ L ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ Θ

✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ Γ ✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱ i ∈ {1, 2}✱ Ap ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❧✐t❡r❛❧✱ N ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ P ✐s ♥♦t ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧✱❛♥❞ S ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦r ❛ ❧✐t❡r❛❧✳

❆♥❞r❡♦❧✐ ❬❆♥❞r❡♦❧✐ ✶✾✾✷❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✿ ❢♦r ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② ✭❣❧♦❜❛❧✮ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢
♣♦❧❛r✐t② t♦ ❧✐t❡r❛❧s✱ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲▲❋✳ ❆♥❞r❡♦❧✐
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② ❣❧♦❜❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ ♣♦❧❛r✐t②✱ t❤❛t ✐s✱ ✐❢ ❛ ❧✐t❡r❛❧ A ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t❤❡♥
❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ A ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ A⊥ ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❆♥❞r❡♦❧✐✬s
♣r♦♦❢ ❜✉t ❛ ♠♦r❡ ❡♥❧✐❣❤t❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛r ♣r♦♦❢ ❞✉❡ t♦ ▼✐❧❧❡r ✫ ❙❛✉r✐♥ ❬▼✐❧❧❡r ✷✵✵✼❜❪✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t
❛♥② ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥❡ ❜② ♣❡r♠✉t✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳ ❲❡ ❛r❡
❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤✐s ♠♦❞✉❧❛r ♣r♦♦❢ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ♦t❤❡r ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✽ ▲❡t F ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡♥✱ ⊢ F ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐✛ ⊢ · : · ⇑ F ✐s
♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲▲❋✳

Pr♦♦❢

❚♦ ♣r♦✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞②❛❞✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❛♥❞
✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼✐❧❧❡r ❛♥❞ ❙❛✉r✐♥ ❬▼✐❧❧❡r ✷✵✵✼❜❪✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❧❡♠♠❛s ❛♥❞
❢♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ s♦♠❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡♠♠❛s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾ ▲❡t α ❛♥❞ β ❜❡ t✇♦ r✉❧❡s ❛♥❞ ❧❡t S ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥t t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ α

♦r β✳ ❲❡ s❛② t❤❛t α ♣❡r♠✉t❡s ♦✈❡r β✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s α/β✱ ✐❢✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ S ✇❤❡r❡ α ✐s
t❤❡ ❧❛st r✉❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♣r♦♦❢ ♦❢ S ✇❤❡r❡ β ✐s t❤❡ ❧❛st r✉❧❡✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵ ▲❡t α ❜❡ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❛♥❞ β ❜❡ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡✳ ❚❤❡♥ α/β✳



✷✳✺✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✶✼

Pr♦♦❢ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s✳ ❲❡ ♦♥❧② s❤♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r
⊗/&✳

⊢ Θ : Γ, F, A ⊢ Θ : Γ, F, B

⊢ Θ : Γ, F, A & B
❬&❪ ⊢ Θ : ∆, G

⊢ Θ : Γ,∆, F ⊗ G, A & B
❬⊗❪

❚❤❡ ⊗ r✉❧❡ ♣❡r♠✉t❡s ♦✈❡r t❤❡ & r✉❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

⊢ Θ : Γ, F, A ⊢ Θ : ∆, G

⊢ Θ : Γ,∆, F ⊗ G, A
❬⊗❪

⊢ Θ : Γ, F, B ⊢ Θ : ∆, G

⊢ Θ : Γ,∆, F ⊗ G, B
❬⊗❪

⊢ Θ : Γ,∆, F ⊗ G, A & B
❬&❪

✷

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✶ ■❢ α ❛♥❞ β ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s t❤❡♥ α/β✳

Pr♦♦❢ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s✳ ❲❡ s❤♦✇ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
❝❛s❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥✈✐t❡ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❈❤❛♣t❡r ✾ ♦❢ ❙❛✉r✐♥✬s P❤❉ t❤❡s✐s ❬❙❛✉r✐♥ ✷✵✵✽❪ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❝❛s❡s✳

• (⊕/⊗)✿

⊢ Θ : A, F, Γ1 ⊢ Θ : B,Γ2

⊢ Θ : A ⊗ B, F,Γ1,Γ2
❬⊗❪

⊢ Θ : A ⊗ B, F ⊕ G, Γ1,Γ2
❬⊕1❪

 

⊢ Θ : A, F, Γ1

⊢ Θ : A, F ⊕ G, Γ1
❬⊕1❪ ⊢ Θ : B,Γ2

⊢ Θ : A ⊗ B, F ⊕ G, Γ1,Γ2
❬⊗❪

• (⊗/∃)✿

⊢ Θ : A, F [t/x],Γ1

⊢ Θ : A,∃x.F,Γ1
❬∃❪ ⊢ Θ : B,Γ2

⊢ Θ : A ⊗ B,∃x.F,Γ1,Γ2
❬⊗❪

 

⊢ Θ : A, F [t/x],Γ1 ⊢ Θ : B,Γ2

⊢ Θ : A ⊗ B, F [t/x],Γ1,Γ2
❬⊗❪

⊢ Θ : A ⊗ B,∃x.F,Γ1,Γ2
❬∃❪

• (∃/⊕)✿
⊢ Θ : A, F [t/x],Γ1

⊢ Θ : A ⊕ B, F [t/x],Γ
❬⊕1❪

⊢ Θ : A ⊕ B,∃x.F,Γ
❬∃❪

 

⊢ Θ : A, F [t/x],Γ

⊢ Θ : A,∃x.F,Γ
❬∃❪

⊢ Θ : A ⊕ B,∃x.F,Γ
❬⊕1❪

✷

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✷ ▲❡t α ❜❡ ❛ r✉❧❡ ✇✐t❤ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ F ❛♥❞ G ❜❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② α✳ ❚❤❡♥ ✇❡
s❛② t❤❛t G ✐s t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♦❢ F ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r ❢♦r♠✉❧❛s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s
♦❢ α ❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ α✬s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ■♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ t❤❡
tr❛♥s✐t✐✈❡ ❛♥❞ r❡✢❡①✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t r❡❧❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t r❡❧❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t S✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦ ♦❢ Ξ ✐s ✐ts ❧❛r❣❡st ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱
✇✐t❤ r♦♦t S✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥❧② ♦❢ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s s✉❝❤ t❤❛t ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡s ♣r♦❞✉❝❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡
tr✉♥❦✳ ❚❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ ❛ tr✉♥❦ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐ts ❧❡❛✈❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s B(Ξ)✳

❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❡❛❝❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ F ✱ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t♦ ✐t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♥✉♠❜❡r i✱ ❛s ✐♥ (F, i)✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✹ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦✱ Π✱ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ Θ : Γ✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ t♦ ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢
❛ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ D?✱ ✐♥ Π✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✐♥❞❡① (F, i) t♦ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛ F ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❡
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Π ❛r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Γ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s (F, i)✳



✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✺ ▲❡t Π ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ✇✐t❤ r♦♦t s❡q✉❡♥t S✱ ❧❡t ∆ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧
❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Π✱ ❛♥❞ ❧❡t F ❛♥❞ G ❜❡ ❛♥② t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ∆✳ ❚❤❡♥ F ≺f G ✐✛ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
s❡q✉❡♥t ✐♥ Π ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♦❢ F ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♦❢ G✳

❚❤❡ ❦❡② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❛✉r✐♥ ✫ ▼✐❧❧❡r ❬▼✐❧❧❡r ✷✵✵✼❜✱ ❙❛✉r✐♥ ✷✵✵✽❪ ✐s t❤❛t ✇❤❡♥❡✈❡r F ≺f G t❤❡♥
♦♥❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ❢♦❝✉s ♦♥ F ❜❡❢♦r❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ G✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
≺f ❤❛s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦r ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺f ✐s ❛❝②❝❧✐❝✳ ■❢ s♦✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ≺f t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠✉❧❛s t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ✜rst✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✻ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺f ✐s ❛❝②❝❧✐❝✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦ Π✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t S ✐s
t❤❡ r♦♦t s❡q✉❡♥t ♦❢ Π✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ✐s tr✐✈✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ S ❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ≺f ✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡s✿ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❛❢t❡r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺f ✐s
st✐❧❧ ❛❝②❝❧✐❝✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ r✉❧❡ 1 ✐s ❡❛s② s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣r❡♠✐s❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺f ✐s
❡♠♣t② ❛♥❞ tr✐✈✐❛❧❧② ❛❝②❝❧✐❝✳ ❋♦r t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r❡♠✐s❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ r✉❧❡s ⊕i,∃ ❛♥❞
!✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❝❛s❡s✿ ✭✐✮ ✐❢ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ F ✱ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧
❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t F ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
≺f ❀ ✭✐✐✮ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥② ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s t♦ ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣r❡♠✐s❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ⊗ r✉❧❡✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❜②
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✿ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❝②❝❧❡✱ s✐♥❝❡ ✐❢ ✐t ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛ ❝②❝❧❡
✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ t❤❡♥ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❤❛t t❤❡ s✐❞❡✲❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ t❤❡ s✉❜❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❛t ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝②❝❧❡✱ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❜r❛♥❝❤✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡
t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❜r❛♥❝❤ ≺f ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝②❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ ❛♥② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
r✉❧❡s ♣❡r♠✉t❡ ♦✈❡r ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r♠✉t❡ t❤❡s❡ r✉❧❡s ❡❛❣❡r❧② ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦✱ ✉♥t✐❧ ❛❧❧
❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ tr✉♥❦✱ ❛r❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ tr✉♥❦✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ∆ ✐s ❛ s❡t ✐♥❞❡①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✿

Π′

⊢ Θ : Γ,∆

✳✳✳
⊢ Θ : Γ

❬n × D?❪

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❝②❝❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Π′ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝②❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② r✉❧❡❞
♦✉t ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✳ ✷

❚❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ❜❡❧♦✇ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛❜♦✈❡✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✶✼ ■❢ F ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦ Π✱ t❤❡♥✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ ❛♥②
s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡✱ ✐ts s✉❜❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❛❧s♦ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❜r❛♥❝❤❡s✳

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤s✱ ✇❡ ✉s❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❧❡♠♠❛s t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥②
❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢ ✐♥t♦ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✜rst✳

▲❡♠♠❛ ✷✳✶✽ ▲❡t Π ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦✱ S ❜❡ t❤❡ r♦♦t s❡q✉❡♥t ♦❢ Π s✉❝❤ t❤❛t t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡✱ ❛♥❞ F ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ Π✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ F ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛
❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ S ✇❤❡r❡ F ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❛ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐t ❧❛st✳
❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ F ✐s ♥♦t ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ✇❤❡r❡ ❛ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ F ❧❛st✳

Pr♦♦❢ ❙✐♥❝❡ F ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ♦♥❧② s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ F ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s ♣❡r♠✉t❡ ♦✈❡r



✷✳✺✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✶✾

❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r♠✉t❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡ t❤❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ F ❞♦✇♥ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❧❛st✳
■❢ F ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ t❤❡♥ ✇❡ ❥✉st ♣❡r♠✉t❡ ✜rst t❤✐s r✉❧❡ ❞♦✇♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ r✉❧❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ F ✳ ✷

◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐❡❝❡s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♣r♦♦❢✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢✱ ✇❡
❝❤❡❝❦ ✐❢ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ❛♥② ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❢♦r♠✉❧❛✳ ■❢ s♦✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❧❡♠♠❛s✱ ✇❡ ❝❛♥
♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r♦♦❢ ✇❤❡r❡ t❤✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❧❛st✳ ❲❡ r❡♣❡❛t t❤✐s ♣r♦❝❡ss t♦ ✐ts ♣r❡♠✐s❡s✱
✉♥t✐❧ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ❛♥② ♦t❤❡r ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✽✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r♦♦❢ ✇❤❡r❡ ❛ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❡❛✈❡s✳ ❘❡♣❡❛t t❤✐s
♣r♦❝❡ss✱ ✉♥t✐❧ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡
✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ ♦♣❡♥ ❧❡❛✈❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♦❢ ✐s ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢✳ ✷

❆♥❞r❡♦❧✐✬s ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♣♦❧❛r✐t✐❡s t♦ ❛t♦♠s✱ ❛ ❢♦r♠✉❧❛
F ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲▲❋ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t
♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ♣r♦✈❛❜✐❧✐t②✱ ✐t ❞♦❡s ❛✛❡❝t ✇❤❛t s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞✱
t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s ❛✛❡❝ts t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r♦♦❢s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r✉❧❡s I1 ❛♥❞ I2 ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ A⊥ ⊗N ✇❤❡r❡ ❢♦r♠✉❧❛ N ❛♥❞ ❛t♦♠ A ❛r❡ ❜♦t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡✿ t❤✐s ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♠❛❝r♦✲r✉❧❡s ❢♦r t❤✐s s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡

⊢ Θ, A : · ⇓ A⊥
❬I1❪

⊢ Θ, A : Γ ⇑ N

⊢ Θ, A : Γ ⇓ N
❬R⇓❪

⊢ Θ, A : Γ ⇓ A⊥ ⊗ N
❬⊗❪ ⊢ Θ : A ⇓ A⊥

❬I2❪
⊢ Θ : Γ ⇑ N

⊢ Θ : Γ ⇓ N
❬R⇓❪

⊢ Θ : Γ, A ⇓ A⊥ ⊗ N
❬⊗❪

❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ A⊥ ⊗ N t♦ ②✐❡❧❞ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡
❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ A ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♦r ❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥t❡①t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
✐❢ t❤❡ ❛t♦♠ A ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t❤❡♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ♦❢ A⊥ ⊗ N ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

⊢ Θ : Γ1 ⇑ A⊥

⊢ Θ : Γ1 ⇓ A⊥
❬R⇓❪ ⊢ Θ : Γ2 ⇑ N

⊢ Θ : Γ2 ⇓ N
❬R⇓❪

⊢ Θ : Γ1,Γ2 ⇓ A⊥ ⊗ N
❬⊗❪

❍❡r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ A ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥t❡①ts✳
❖♥❡ ✉s❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❦♥♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ✐ts r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❜❛❝❦✲

✇❛r❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❬❈❤❛✉❞❤✉r✐ ✷✵✵✽❜✱ ❉❛♥♦s ✶✾✾✺✱ ❉②❝❦❤♦✛ ✷✵✵✼✱ ▲✐❛♥❣ ✷✵✵✼❪ ✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✼❪✱ ✐❢ ❛❧❧ ❛t♦♠s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♦❢
s②st❡♠ ♠♦❞❡❧s ❜❛❝❦✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦♦❢s ❬▼✐❧❧❡r ✶✾✾✶❪✳ ■❢ ♣♦s✐t✐✈❡
❛t♦♠s ❛r❡ ♣❡r♠✐tt❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡♥ ❢♦r✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣ st❡♣s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s✱ ✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ t❤❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ♥✉♠❜❡rs✿

∆ = {✜❜(0, 0), ✜❜(1, 1), ∀n∀x∀y [✜❜(n, x) ∧ ✜❜(n + 1, y) ⊃ ✜❜(n + 2, x + y)]}

✇❤❡r❡ ✜❜✭♥✱◆✮✱ ❞❡♥♦t❡s t❤❛t N ✐s t❤❡ nth ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ♥✉♠❜❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✇❡ ❛tt❡♠♣t t♦
♣r♦✈❡ ❢r♦♠ ∆ t❤❛t t❤❡ 12th ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ♥✉♠❜❡r ✐s ✶✹✹✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✜❜✭✶✷✱✶✹✹✮✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✐❣♥ t♦ ❛❧❧ ✜❜
❛t♦♠s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢✱ ✐t ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❛
❣♦❛❧✲❞✐r❡❝t❡❞✴❜❛❝❦❝❤❛✐♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss✐❣♥ t♦ ❛❧❧ ✜❜ ❛t♦♠s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱
t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❛ ❢♦r✇❛r❞✲❝❤❛✐♥✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ t❤❡
s♠❛❧❧❡st ♦♥❡ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ s✐③❡✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❆♥❞r❡♦❧✐ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② ❣❧♦❜❛❧ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ❧✐t❡r❛❧
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ ▼✐❧❧❡r ✫ ❙❛✉r✐♥ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♣r♦♦❢ ❛❧s♦ ✇♦r❦s ✇✐t❤ ♠♦r❡
✢❡①✐❜❧❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t
✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ❧✐t❡r❛❧ t❤❛t ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✭s✉❜✮tr❡❡ ❤❛✈❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ s❛♠❡



✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ◆♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s

♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss✐❣♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r✐t✐❡s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❧✐t❡r❛❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ❛ ❝✉t r✉❧❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❧✐t❡r❛❧ ❝✉t ❢♦r♠✉❧❛✱ A✱ ♦♥❡ ❝❛♥
❛ss✐❣♥ A ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ A ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❜r❛♥❝❤✿

⊢ Θ : Γ1 ⇑ A ⊢ Θ : Γ2 ⇑ A⊥

⊢ Θ : Γ1,Γ2 ⇑ · ❬Cut❪

■♥ ❈❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r ❧✐t❡r❛❧s
✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ✐s t❤❛t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉❧❛s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦❝✉s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s A ❛♥❞ A O ⊥ ❛r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛❧✇❛②s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t②
♦❢ A✳ ❆s ❛❞❞✐♥❣ O ⊥ t♦ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r❝❡s t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ✐t ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ⊗ 1 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
st♦♣♣✐♥❣ ❛ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣❤❛s❡ s♦ t❤❛t ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ t♦♦ ❜✐❣✱ t❤❛t ✐s✱ ✐t ✐s ♥♦t
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ♠❛♥② t②♣❡s ♦❢ ♠❛❝r♦✲r✉❧❡s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛❞❞ s✉❝❤ ❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦rs t♦
s✉❜❢♦r♠✉❧❛s✳ ❲❡ ✉s❡ ❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳

❲❡ ❡♥❞ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❜② ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r s②st❡♠s✱ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❣✐❝s✱ t❤❛t✱
❛s ✐♥ ▲▲❋✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜✐❣✲st❡♣ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ▲❛t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ t♦ s♦♠❡ s✉❝❤ s②st❡♠✱ ❜✉t ❢♦r
♥♦✇✱ ✇❡ ✐♥✈✐t❡ ❛ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ r❡❛❞ ❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✸

■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦✈❡❞ ❧❡♠♠❛s ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ s♦♠❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦✈❡❞ r❡s✉❧ts ❛
t❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉s❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ t❛❜❧❡✬s ❡♥tr✐❡s t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✭♣r♦✈❛❜✐❧✐t②✮ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ t❛❜❧❡❞ ✐t❡♠s✳ ❚❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❡✣❝✐❡♥❝②✱
❜② st♦r✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦✈❡❞ s✉❜❣♦❛❧s✱ ❛♥❞ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈✐♥❣ t♦ st♦r❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❧❡♠♠❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ✉s❡r t♦ ❞✐r❡❝t t❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ t♦✇❛r❞s s♦♠❡ ✜♥❛❧ t❤❡♦r❡♠✳ ❲❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡
t❛❜❧❡s ✐♥t♦ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢s ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t✇♦ st❡♣s✳ ❋✐rst✱ ❝✉ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❛❜❧❡❞
✐t❡♠s ✐♥t♦ ❛ ♣r♦♦❢✿ ♦♥❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉t r❡q✉✐r❡s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r❡♠✐s❡ ❤❛s
t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❧❡♠♠❛s ❛r❡ ♥♦t r❡♣r♦✈❡❞✱ ✇❡
❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝✐t② ♦❢ ❢♦❝✉s✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② t✇♦ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ❢♦r t❛❜❧❡❞
❢♦r♠✉❧❛s✳

✶✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ ♦♥❧② ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❛❜❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ s②st❡♠s✱
❛t♦♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦❧❛r✐t② ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✿
❛t♦♠s t❤❛t ❛r❡ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ t❤♦s❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥
♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳

✷✳ ❲❡ r❡str✐❝t t❛❜❧❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s t♦ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s✱ t❤❛t ✐s✱ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ♥❡❣❛t✐♦♥s✱
❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❜♦t❤ ✜♥✐t❡ s✉❝❝❡ss❡s ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡s✳
❚❤❡♥✱ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❢r♦③❡♥ ❛♥❞ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❧✐❦❡ ❛t♦♠s✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡
❛ s❡❝♦♥❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✿ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛ t❛❜❧❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ❛r❡ ❢r♦③❡♥ ❛♥❞
t❤♦s❡ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛ t❛❜❧❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ❛r❡ ♥♦t ❢r♦③❡♥✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ s♦♠❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r✲❧♦❣✐❝✱ t❤❡ ♦♥❧② ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ♦♣❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s
❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛tt❡♠♣t t♦ ✭r❡✮♣r♦✈❡ ❛ t❛❜❧❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✿ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
❤❡r❡❞✐t❛r② ❍❛rr♦♣ ❢♦r♠✉❧❛s ❢r❛❣♠❡♥t ❬▼✐❧❧❡r ✶✾✽✼❪ ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱
✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✉s❡❞ ✐♥ ❬❚✐✉ ✷✵✵✺❪✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❢♦r♠✉❧❛s
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ s❡q✉❡♥ts ❛♥❞ ❛❧❧ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡
♥♦❡t❤❡r✐❛♥✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s✿ P❛rts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r ❬▼✐❧❧❡r ✷✵✵✼❛❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛❧ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ❬◆✐❣❛♠ ✷✵✵✽❛❪✳

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇❡❧❧ ❝❤♦s❡♥ ❧❡♠♠❛s ✐s ♦❢t❡♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢ ✐♥✱ ❛t ❧❡❛st✱ ✐♥❢♦r♠❛❧
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ■♥ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❢❡❡❧ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛s ✐ts❡❧❢ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥st✐t✉t❡
❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♣r♦♦❢✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐❢ t❤❡ r❡❛❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❤❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡❛♥s t♦ ✜❧❧ ✐♥
t❤❡ ❣❛♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛s ❧❡♠♠❛s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐st ❛r❡ ♣r♦✈❡❞✱ t❤❡② ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❤❡❧♣ ♣r♦✈❡ ❧❡♠♠❛s ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❧✐st✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❧❡♠♠❛s ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢✱ ♠♦st
❛✉t♦♠❛t❡❞ ♣r♦✈❡rs ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢✱ s❛②✱ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣



✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

✉s✉❛❧❧② s❡❛r❝❤ ❢♦r ♣r♦♦❢s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❧❡♠♠❛s✿ t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ s❡q✉❡♥t
❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡s❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ s②st❡♠s s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢s✳ ◆♦♥❡✲t❤❡✲❧❡ss✱ ❧❡♠♠❛s ✭❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝✉t r✉❧❡✮ ❝❛♥ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ♣r♦♦❢s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ s②st❡♠s✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② B ∧C ❢r♦♠ ❛ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠ Γ✳ ❚❤✐s ❛tt❡♠♣t
❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✜rst ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ B ❢r♦♠ Γ ❛♥❞ t❤❡♥ C ❢r♦♠ Γ✳ ■t ♠✐❣❤t ✇❡❧❧ ❜❡ t❤❡
❝❛s❡ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈❡ C✱ ♠❛♥② s✉❜❣♦❛❧s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✇❡r❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈❡ B✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐❢ ♣r♦✈❡❞ s✉❜❣♦❛❧s ❝❛♥ ❜❡ r❡♠❡♠❜❡r❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ✜rst ❝♦♥❥✉♥❝t t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡♥ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ s♠❛❧❧❡r ♣r♦♦❢s ❛♥❞ t❤❡s❡ ♠✐❣❤t ❜❡
❡❛s✐❡r t♦ ✜♥❞ ❛♥❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳ ❙♦♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❛❜❧❡s ❛s ❛ ❞❡✈✐❝❡ t♦ st♦r❡ ♣r♦✈❡❞ ❧✐t❡r❛❧s s♦ t❤❛t t❤❡✐r ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❧❛t❡r ❛tt❡♠♣ts t♦
♣r♦✈❡ ❣♦❛❧s✳ ❙②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ❳❙❇ ❬❘❛♠❛❦r✐s❤♥❛ ✶✾✾✼❪ ❛♥❞ ❚✇❡❧❢ ❬P✐❡♥t❦❛ ✷✵✵✺❪ ♠❛❦❡ ✐t ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❛t s♦♠❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❜❧❡❞✿ t❤❛t ✐s✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛
♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣r♦✈❡❞✱ t❤❛t ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s r❡♠❡♠❜❡r❡❞ ❜② ♣❧❛❝✐♥❣ ✐t ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ t❛❜❧❡✳ ■♥
t❤✐s ✇❛②✱ ✐❢ t❤❡ ♣r♦✈❡r ❛tt❡♠♣ts t♦ r❡♣r♦✈❡ ❛♥ ❛t♦♠ t❤❛t ✐s ❛❧r❡❛❞② t❛❜❧❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥
❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② st♦♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉❝❝❡ss✳ ❇❡s✐❞❡s t❤✐s ❛s♣❡❝t ♦❢ ♥♦t ♣r♦✈✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❛❜❧✐♥❣ s②st❡♠s
✐♠♣r♦✈❡ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❜② ❛❧s♦ r❡♠❡♠❜❡r✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ ❣♦❛❧ ✐s s❤♦✇♥ ♥♦t
❜❡ ♣r♦✈❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ t❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❛tt❡♠♣ts t♦ ♣r♦✈❡ ❛ t❛❜❧❡❞ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡✱
t❤❡♥ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❝❡❡❞✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛tt❡♠♣t t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r② ❝❛♥
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ s❛❧✐❡♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❛❜❧❡s✳
(i) ❊♥t❡r✐♥❣ t❛❜❧❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ♦❢
❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ♣r♦♦❢s ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡ ❝✉t✲r✉❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞ ❢❛s❤✐♦♥ t♦ st❛t❡ t❤❡ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦✈❡ ❛ t❛❜❧❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥s❡rt t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥t♦
t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦♦❢ ❝♦♥t❡①t✳
(ii) ❆✈♦✐❞✐♥❣ ♣r♦✈✐♥❣ ♦❢ t❛❜❧❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♠❡❛♥s ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥
t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♥♦t r❡♣r♦✈❡❞ ♦r ❢♦r ♥♦t ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣r✐♦r t♦
❛tt❡♠♣t✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✮✳ ▼♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✐s t♦ ✜♥❞
❛ ♣✉r❡❧② ♣r♦♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ♦♣❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t
❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛tt❡♠♣t t♦ ✭r❡✮♣r♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❲❡ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❢♦❝✉s✐♥❣
❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r r❡str✐❝t✐♥❣ t❛❜❧❡s t♦
❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ✐♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ s②st❡♠s ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ❛t♦♠s
❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✿ t❛❜❧❡❞
❛t♦♠s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❛t
♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥
♦♥❧② ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ✜♥✐t❡ s✉❝❝❡ss❡s ❛♥❞
✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❢r♦③❡♥✱ t❤❛t ✐s✱ s✉❝❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts
❝❛♥♥♦t ✉♥❢♦❧❞✱ t❤✉s ❜❡❤❛✈✐♥❣ ❧✐❦❡ ❛t♦♠s✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✿ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢
t❛❜❧❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❢r♦③❡♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦t ❢r♦③❡♥✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥
✐s t❤❛t t❤❡ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❢r♦③❡♥ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ❞❡❝✐❞❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ ✐t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ✐❢ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s
♣r♦✈❛❜❧❡ ♦r ♥♦t✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❤❡❧♣ t♦ ♠♦t✐✈❛t❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣r♦♦❢s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞
✐♥t♦ ♣r♦♦❢s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ✭❛ s✐♠♣❧❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉t r✉❧❡✮✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ ▲❏❋ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❛❜❧❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s✐❣♥s ❢♦r
❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ✇✐t❤ ❝✉ts✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✱ ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ✜rst ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❢♦r t❛❜❧❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛t❡r ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❛❜❧❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♥♦t r❡♣r♦✈❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❢r❛❣♠❡♥ts
♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r✲❧♦❣✐❝✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✽✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✜①❡❞
♣♦✐♥ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ ▲❏❋µ t❤❛t ❡①t❡♥❞s ▲❏❋ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥



✸✳✷✳ ❙♦♠❡ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ✷✸

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❆ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✿ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛t❤s ❢r♦♠ a3 t♦ a4✳

✸✳✶✵✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❢♦r t❛❜❧❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡
♥♦t r❡♣r♦✈❡❞✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✶✱ ✇❡ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❛❜❧❡s ❛s ♣r♦♦❢✲♦❜❥❡❝ts✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s
✸✳✶✷ ❛♥❞ ✸✳✶✸✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t s♦♠❡
❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✳

✸✳✷ ❙♦♠❡ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r❛♣❤ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐ts ❛r❝s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛t♦♠✐❝ ❢❛❝ts
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (❛❞❥ N1 N2) ✇❤❡r❡ N1 ❛♥❞ N2 ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❍♦r♥
❝❧❛✉s❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ✐♥ t❤✐s ❣r❛♣❤✿ ∀x (path xx) ❛♥❞ ∀x∀y∀z (❛❞❥ x z∧
♣❛t❤ z y ⊃ ♣❛t❤ x y)✳

◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛tt❡♠♣t✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ q✉❡r② ♣❛t❤ a1 a4 ∧ path a2 a4✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧
❣♦❛❧✲❞✐r❡❝t❡❞ ❧♦❣✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ✇✐❧❧ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❥✉♥❝ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❆❢t❡r ♠❛❦✐♥❣
s✉✐t❛❜❧❡ ❜❛❝❦❝❤❛✐♥✐♥❣ st❡♣s✱ ❜♦t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛tt❡♠♣ts ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜❣♦❛❧ ♣❛t❤ a3 a4✳
❚❤❡ ❧♦❣✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ✇✐❧❧ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t✇♦ ✭♣♦ss✐❜❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✮ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤✐s s✉❜❣♦❛❧✳
❈❧❡❛r❧②✱ ❛ s✉♣❡r✐♦r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣r♦✈✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❣♦❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❡ ✏❧❡♠♠❛✑
♣❛t❤ a3 a4 ❛♥❞ t❤❡♥ ♠❛❦❡ t❤❛t ❧❡♠♠❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❣♦❛❧✳

❆ ❜❛s✐❝ q✉❡st✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s✿ ❤♦✇ ❞♦❡s ♦♥❡ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❧❡♠♠❛ ✐s ♥♦t r❡♣r♦✈❡❞❄ ■❢ t❤❡r❡
❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❛♥❞ ❛ t❛❜❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❛s ❡①✐st
✐♥✱ s❛②✱ ❳❙❇ ❬❘❛♠❛❦r✐s❤♥❛ ✶✾✾✼❪ ❛♥❞ ❚✇❡❧❢ ❬P✐❡♥t❦❛ ✷✵✵✺❪✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡♣r♦✈✐♥❣ ❧❡♠♠❛s✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❤❡r❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t
t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ♣r♦♦❢✲t❤❡♦r❡t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✏r❡♣r♦♦❢✑✳

❋♦r ❛ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠❡♠♦✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
❛tt❡♠♣t t♦ ✉s❡ ✐♥ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s λPr♦❧♦❣✱ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥❛❧ ❣♦❛❧s
❬▼✐❧❧❡r ✶✾✽✾❪✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ A ✐s ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ A∧G✱
❢♦r s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣♦❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ G✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈❡ G ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❛tt❡♠♣ts t♦
♣r♦✈❡ A✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❜❡ t❡♠♣t❡❞ t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❣♦❛❧ ❛s t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❣♦❛❧
A∧(A ⊃ G)✳ ■♥ t❤✐s r❡✇r✐tt❡♥ ❣♦❛❧✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ A ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈❡ G ❛♥❞✱
❤❡♥❝❡✱ ✐❢ A ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ s✉❜❣♦❛❧ t♦ ❛tt❡♠♣t✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❧♦s❡
t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ A∧G t♦ A∧ (A ⊃ G)✱ ♦♥❡ ✐s ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ♠♦r❡
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s✐♥❝❡ ❢♦r ❡✈❡r② ♣r♦♦❢ t❤❛t ♣r♦✈❡s A ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ A✱
t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣r♦♦❢ ✇❤❡r❡ A ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ r❡♣r♦✈❡❞✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤✐s ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠❡♠♦✐③❛t✐♦♥
❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ λPr♦❧♦❣✳

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ♦✉r ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r ♥♦t r❡♣r♦✈✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦✈❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s
✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥s ♦❢ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❧♦❣✐❝ ❬❆♥❞❡rs♦♥ ✶✾✼✺❪✱ ❛ ❧♦❣✐❝ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ s♦ t❤❛t ❤②♣♦t❤❡s❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡
❛❜♦✈❡✱ ✐❢ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈❡ G s✉❝❝❡❡❞s ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ A✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ A ⊃ G ✐s



✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

st✐❧❧ ♣r♦✈❛❜❧❡ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ A ✐s ♥♦t ✏r❡❧❡✈❛♥t✑ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ G✳
❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t❡ ❛ ♥❡❡❞ ❢♦r ♥♦t ♦♥❧② ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r r❡✉s❡

❜✉t ❛❧s♦ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t r❡♣r♦✈❡❞✳
❋♦r ❛ t❤✐r❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

✇❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ♣❛t❤ a2 a5✳ ❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❜❛❝❦❝❤❛✐♥✐♥❣ st❡♣s✱ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ✇✐❧❧
❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ s✉❜❣♦❛❧ ♣❛t❤ a3 a5 ♦r t❤❡ s✉❜❣♦❛❧ ♣❛t❤ a5 a5✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r s✉❜❣♦❛❧
✐s ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❛❜❧❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r s✉❜❣♦❛❧ ✐s ♥♦t ♣r♦✈❛❜❧❡ ❛♥❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤✐s ❢❛❝t✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ✇♦✉❧❞
♥❡❡❞ t♦ tr❛✈❡rs❡ ❛❧❧ ♣❛t❤s ❢r♦♠ a3 t♦ a4✳ ❙♦ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❜❛❝❦❝❤❛✐♥✐♥❣ st❡♣ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r
♣❡r❢♦r♠s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✇♦r❦ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤✐s q✉❡r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡r
❛❧r❡❛❞② ❤❛❞ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ✐♥ ❛ t❛❜❧❡✮ t❤❛t t❤❡ s✉❜❣♦❛❧ ♣❛t❤ a3 a5 ✐s ♥♦t ♣r♦✈❛❜❧❡✱ ✐t
❝♦✉❧❞ ❛✈♦✐❞ ♣r♦✈✐♥❣ ✐t✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❤❡♥❝❡✱ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
♣r♦♦❢✲t❤❡♦r❡t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ♣r♦✈✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♥♦t ♣r♦✈❛❜❧❡✳

✸✳✸ ❚❛❜❧❡ ❛s ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

■♥ ✐ts ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✱ ❛ t❛❜❧❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❆ t❛❜❧❡ ✐s ❛ t✉♣❧❡ T = 〈A,�〉✱ ✇❤❡r❡ A ✐s s♦♠❡ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ � ✐s ❛
♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ A✳

❆ t❛❜❧❡ ✐s t❤✉s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ❛ str✉❝t✉r❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❧ ♣r♦✈❛❜❧❡ ❢r♦♠
s♦♠❡ ✜①❡❞ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ B � C ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ B ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣
❛ ♣r♦♦❢ ❛tt❡♠♣t ♦❢ C✿ ✐❢ t❤❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦♦❢ C ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈❡ B✱ t❤❛t ❛tt❡♠♣t ❝❛♥
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② st♦♣ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t r✉❧❡✱ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❝✉t r✉❧❡ t♦ ❤❡❧♣ ♣r♦✈❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠s ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬●❡♥t③❡♥ ✶✾✻✾✱ ❙❧❛♥❡② ✶✾✽✾❪✮✳

Γ −→ B1 · · · Γ −→ Bn B1, . . . , Bn,Γ −→ C

Γ −→ C
❬mc (n ≥ 0)❪

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ n = 1✱ t❤✐s r✉❧❡ r❡❞✉❝❡s t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝✉t✲r✉❧❡ ✭❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧✉s✮✱ ❛♥❞
✐❢ n = 0✱ t❤✐s r✉❧❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ s✐♠♣❧❡ ✏r❡♣❡t✐t✐♦♥✳✑ ■❢ n ≥ 1✱ t❤✐s r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❡♥❝♦❞✐♥❣ n

s❡♣❛r❛t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✉t✲r✉❧❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s B1, . . . , Bn ❛r❡ t❤❡ ❝✉t✲❢♦r♠✉❧❛s ♦❢
t❤✐s ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠✉❧t✐❝✉t r✉❧❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ❛ t❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐❝✉t ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ▲❡t T = 〈A,�〉 ❜❡ ❛ t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r T ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥t S =

Γ −→ G✱ ✇r✐tt❡♥ ❛s ♠❝❞(T ,S)✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐❢ A ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡♥ ♠❝❞(T ,S) ✐s t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❥✉st t❤❡ s❡q✉❡♥t S✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ {A1, . . . , An} ✐s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ �✲♠✐♥✐♠❛❧
❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ A ❛♥❞ ✐❢ Π ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❛❜❧❡ 〈A \ {A1, . . . , An},�〉 ❛♥❞ t❤❡
s❡q✉❡♥t Γ, A1, . . . , An −→ G✱ t❤❡♥ ♠❝❞(T ,S) ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥

Γ −→ A1 · · · Γ −→ An

Π
Γ, A1, . . . , An −→ G

Γ −→ G
❬mc❪

▼✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♦♣❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✿ ✐❢ t❤❡ t❛❜❧❡ T ❝♦♥t❛✐♥s m ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡♥ ❛ ♠✉❧t✐❝✉t
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ T ♠✉st ❤❛✈❡ m + 1 ♦♣❡♥ ♣r❡♠✐s❡s✳ ❆ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❛♥② ✭❝❧♦s❡❞✮
♣r♦♦❢ t❤❛t ❡①t❡♥❞s t❤❛t ♦♣❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳



✸✳✹✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐t✐❡s ✈✐❛ ▲❏❋ ✷✺

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r❛♣❤ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✿ ❧❡t Γ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ t❛❜❧❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❥✉st t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ♣❛t❤ a3 a4 ❛♥❞ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❛t t❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥t Γ −→ ♣❛t❤ a1 a4 ∧♣❛t❤ a2 a4✿

Γ −→ ♣❛t❤ a3 a4 Γ,♣❛t❤ a3 a4 −→ ♣❛t❤ a1 a4 ∧ ♣❛t❤ a2 a4

Γ −→ ♣❛t❤ a1 a4 ∧ ♣❛t❤ a2 a4
❬mc❪

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝✉t✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ♣❛t❤ a3 a4 ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st
❜r❛♥❝❤✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣r❡♠✐s❡ r❡q✉✐r❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ a3 t♦ a4✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t
❜r❛♥❝❤ ❛tt❡♠♣ts t♦ s❤♦✇ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❣♦❛❧ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ♣❛t❤ ❡①✐sts✳
❆s ✇❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st ♣r❡♠✐s❡ ✇❤❡r❡ t❤✐s ❧❡♠♠❛ ✐s ♥♦t r❡✉s❡❞
❜✉t r❡♣r♦✈❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐t② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡♥❢♦r❝✐♥❣ r❡✉s❡✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✐♠♣♦s❡ s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ t❛❜❧❡s✱ ♥❛♠❡❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✱
t❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ❛t♦♠s❀ ❛♥❞ ❧❛t❡r✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✵✱ t❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱
✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✐s
✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝✱ t❤❛t ✐s✱ ¬F ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s F ⊃ ⊥✳

✸✳✹ ❋♦❝✉s✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐t✐❡s ✈✐❛ ▲❏❋

❲❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ t❤❡ ▲❏❋ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ♦❢ ▲✐❛♥❣ ✫ ▼✐❧❧❡r ❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✼✱
▲✐❛♥❣ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦♥❡s ❡①❝❡♣t t❤❛t ✇❡
s❤❛❧❧ ✉s❡ t✇♦ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇r✐tt❡♥ ❛s ∧+ ❛♥❞ ∧−✿ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡s ❛r❡ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜✉t
t❤❡✐r r♦❧❡ ✐♥ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ✭■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ∧+ r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ⊗✱ ✇❤✐❧❡ ∧− r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ &✳✮ ❲❡ s❤❛❧❧ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ∧−✱
⊃✱ ❛♥❞ ∀ ❛s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✭t❤❡✐r r✐❣❤t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ∧+✱ ∨✱
∃✱ true ❛♥❞ ⊥ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✭t❤❡✐r r✐❣❤t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✮✳

❆s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s✴❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❞✐❝❤♦t♦♠② ♦❢ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✿ s♦♠❡ ❛t♦♠s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ❛♥❞
t❤❡ r❡st ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s②♥❝❤r♦♥♦✉s✳ ■♥ t❤❡ ▲❏❋ ♣r♦♦❢ s②st❡♠✱ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ✜①❡❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✐s ❛ss✉♠❡❞✿ s✉❝❤ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛❧❧ ❛t♦♠s
♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦r ❛❧❧ ❛t♦♠s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ ♦r✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ s♦♠❡ ❛t♦♠s ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳

❚❤❡ ▲❏❋ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✳ ❚❤❡s❡ ✜❣✉r❡s ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②♥t❛❝t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ An ❞❡♥♦t❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
❛t♦♠✱ Ap ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠✱ P ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ N ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ Na ❛♥ ❛t♦♠ ♦r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥❞ Pa ❛♥ ❛t♦♠ ♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❆❧s♦ Γ ❛♥❞ Θ ❛r❡ ❜♦t❤ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ Γ

❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ i ✐s ❡✐t❤❡r ✶ ♦r ✷ ❛♥❞ y ✐s ♥♦t ❢r❡❡ ✐♥ ❛♥②
❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s ∃l ❛♥❞ ∀r✳ ❚❤❡ ▲❏❋ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❛❧s♦ ❤❛s ❢♦✉r t②♣❡s ♦❢ s❡q✉❡♥ts✳

✶✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t [Γ],Θ −→ R ✐s ❛♥ ✉♥❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥t✳ ❍❡r❡✱ Γ ❝♦♥t❛✐♥s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞
♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠s✱ ❛♥❞ R ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ❢♦r♠✉❧❛ R ♦r ❛ ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ [R]❀

✷✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t [Γ] −→ [R] ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡q✉❡♥t ✇❤❡r❡ Θ ✐s ❡♠♣t②❀

✸✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t [Γ]−B→ ✐s ❛ r✐❣❤t✲❢♦❝✉s✐♥❣ s❡q✉❡♥t ✭t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s B✮❀

✹✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t [Γ]
B−→ [R]✿ ✐s ❛ ❧❡❢t✲❢♦❝✉s✐♥❣ s❡q✉❡♥t ✭✇✐t❤ ❢♦❝✉s ♦♥ B✮✳

❆s ❛♥ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♦❢ ▲❏❋ r❡✈❡❛❧s✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡s✱ ❛s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ❛♣♣❧✐❡s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡



✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s P❤❛s❡

[Γ],Θ,⊥ −→ R ❬❢❛❧s❡l❪
[Γ],Θ −→ R

[Γ],Θ, t −→ R ❬tl❪
[Γ],Θ, B,C −→ R

[Γ],Θ, B ∧+ C −→ R ❬∧+
l ❪

[Γ],Θ −→ B [Γ],Θ −→ C

[Γ],Θ −→ B ∧− C
❬∧−r ❪

[Γ],Θ, B −→ R [Γ],Θ, C −→ R
[Γ],Θ, B ∨ C −→ R ❬∨l❪

[Γ],Θ, A −→ B

[Γ],Θ −→ A ⊃ B
❬⊃r❪

[Γ],Θ, B −→ R
[Γ],Θ,∃yB −→ R ❬∃l❪

[Γ],Θ −→ B

[Γ],Θ −→ ∀yB
❬∀r❪

❙②♥❝❤r♦♥♦✉s P❤❛s❡

[Γ]−t→
❬tr❪

[Γ]−Bi
→

[Γ]−B1∨B2
→ ❬∨r❪

[Γ]−B→ [Γ]−C→
[Γ]−B∧+C→

❬∧+
r ❪

[Γ]
Bi−−→ [R]

[Γ]
B1∧−B2−−−−−→ [R]

❬∧−l ❪
[Γ]−A→ [Γ]

B−→ [R]

[Γ]
A⊃B−−−→ [R]

❬⊃l❪

[Γ]−B[t/x]→
[Γ]−∃xB→

❬∃r❪
[Γ]

B[t/x]−−−−→ [R]

[Γ]
∀xB−−−→ [R]

❬∀l❪

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ▲❏❋ r✉❧❡s ❢♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳

[N, Γ]
N−→ [R]

[N, Γ] −→ [R]
❬Dl❪

[Γ]−P→
[Γ] −→ [P ]

❬Dr❪
[Γ], P −→ [R]

[Γ]
P−→ [R]

❬Rl❪ [Γ] −→ N

[Γ]−N→ ❬Rr❪

[Γ, Na],Θ −→ R
[Γ],Θ, Na −→ R ❬[]l❪

[Γ],Θ −→ [Pa]

[Γ],Θ −→ Pa
❬[]r❪

[Γ]
An−−→ [An]

❬Il❪
[Γ, Ap]−Ap

→ ❬Ir❪

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❚❤❡ ▲❏❋ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✳



✸✳✺✳ ❋♦❝✉s❡❞ Pr♦♦❢s ✇✐t❤ ❈✉ts ✷✼

✭❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✮ r✉❧❡s ✉♥t✐❧ ❡①❤❛✉st✐♦♥✿ ♥♦ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❤❛s❡ ♦❢ s❡❛r❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡
❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ✉s❡s t❤❡ ✜rst t②♣❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t ❛❜♦✈❡ ✭t❤❡ ✉♥❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥ts✮✿ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ Θ

♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ▲❏❋ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Θ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ ✐❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❡♠❜❡r ♦❢ Θ ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦r ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠✱ t❤❡♥ t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♠♦✈❡❞
t♦ t❤❡ Γ ❝♦♥t❡①t ✭❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ []l r✉❧❡✮✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✭❡✐t❤❡r ∧+

l ,∨l,∃l ♦r ❢❛❧s❡l✮ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ✐t✳ ❚❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t✳
❙✉❝❤ ❛ s❡q✉❡♥t ✐s t❤❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡s✱ Dr ♦r Dl✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡
♦❢ t❤❡s❡ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡s t❤❡♥ s❡❧❡❝ts ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥❞ s✇✐t❝❤❡s ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ t♦ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
♣❤❛s❡✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉rt❤ t②♣❡ ♦❢ s❡q✉❡♥ts✳ ❚❤✐s ♣❤❛s❡ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♦♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦❝✉s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✿ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r②
✐♥ t❤✐s ♣❤❛s❡ ♦❢ s❡❛r❝❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ r✉❧❡ ∧+

l ,∧−r ,∨l,∃l, ❢❛❧s❡l,⊃r,∀r, [·]l, [·]r, Rl ❛♥❞ Rr

❛s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s s✐♥❝❡ t❤❡② ✐♥✐t✐❛t❡ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❢♦❝✉s❡❞ t♦ ✉♥❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥t ✭t❤❡ Rl ❛♥❞
Rr r✉❧❡s✮ ♦r t❤❡② ♣r♦♣❛❣❛t❡ ✉♥❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥ts ✉♣✇❛r❞s✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
r✉❧❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸ ❆ss✉♠❡ s♦♠❡ ❛r❜✐tr❛r② ❜✉t ✜①❡❞ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t t♦ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ▲❡t B ❜❡ ❛♥
✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ ❧❡t B′ ❜❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
♦❢ ∧ ✐♥ B ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ∧+ ♦r ∧−✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ B ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ B′ ✐s
♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❏❋✳

Pr♦♦❢ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❥✉st s❦❡t❝❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❣✐✈❡♥ ❜② ▲✐❛♥❣ ✫ ▼✐❧❧❡r ✐♥ ❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❛s ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❞r♦♣ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ▲✐❛♥❣ ✫ ▼✐❧❧❡r ✉s❡ t❤❡ ❣r❛♥❞ t♦✉r t❤r♦✉❣❤ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐❛❣r❛♠✿

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛ ✭❢♦❝✉s❡❞✮ s②st❡♠✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ⊢O✱ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❏✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ⊢I ✱
♦♥❡ ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ t✇♦ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✱ ✵✴✶ ❛♥❞ ✲✶✴✰✶✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ ✉♥❢♦❝✉s❡❞ ✐♥t✉✲
✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s t♦ ❢♦❝✉s❡❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ ✭✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ ▲❏❋✮ t♦ ❢♦❝✉s❡❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ✜♥✐s❤❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛♥② ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝
❢♦r♠✉❧❛ ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✵✴✶ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣
✲✶✴✰✶✳ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✵✴✶ ❢♦r ▲❏ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❆ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ ❛❧s♦
t❤❡ ✲✶✴✰✶ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢♦r ▲❏❋ ✐♥ ❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✽❪✳ ✷

✸✳✺ ❋♦❝✉s❡❞ Pr♦♦❢s ✇✐t❤ ❈✉ts

❲❡ ♥♦✇ ♠♦✈❡ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝✉ts✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢
❝✉ts✿ ✐♥tr❛♣❤❛s❡ ❝✉ts t❤❛t ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥s✐❞❡ ✭✐♥tr❛✮ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r♣❤❛s❡ ❝✉ts
t❤❛t ❝❛♥ ♦♥❧② ❛♣♣❡❛r ❜❡t✇❡❡♥ ✭✐♥t❡r✮ t✇♦ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲❏❋ ❝✉ts✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲✐❛♥❣
✫ ▼✐❧❧❡r ❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✽❪✱ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐♥tr❛♣❤❛s❡ ❝✉ts✿

[Γ],Θ −→ P [Γ],Θ′, P −→ R
[Γ],Θ,Θ′ −→ R ❬Cut+❪

[Γ],Θ −→ Na [Γ, Na],Θ′ −→ R
[Γ],Θ,Θ′ −→ R ❬Cut−❪



✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

B B1 B0 (B0)⊥

❛t♦♠ A A A A⊥

t ✶ ⊤ 0

⊥ 0 0 ⊤
P ∧ Q !(P 1&Q1) !P 0& !Q0 ?(P 0)⊥ ⊕ ?(Q0)⊥

P ∨ Q !P 1 ⊕ !Q1 !P 0 ⊕ !Q0 ?(P 0)⊥&?(Q0)⊥

P ⊃ Q !(?(P 0)⊥ O Q1) !P 1
⊸ !Q0 !P 1&?(Q0)⊥

∃xP ∃x !P 1 ∃x !P 0 ∀x?(P 0)⊥

∀xP !∀xP 1 ∃x !P 0 ∃x?(P 0)⊥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❚❤❡ ✵✴✶ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ▲❏ ♣r♦♦❢s ✐♥t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳

[Γ]
B−→ [P ] [Γ], P −→ [R]

[Γ]
B−→ [R]

❬Cut←1 ❪
[Γ] −→ N [Γ, N ]

B−→ [R]

[Γ]
B−→ [R]

❬Cut←2 ❪

[Γ]−Na
→ [Γ, Na]−R→
[Γ]−R→

❬Cut→❪

❚❤❡ ❝✉t r✉❧❡s Cut+ ❛♥❞ Cut− ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❝✉t r✉❧❡s ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡s✳ ❆s ▲✐❛♥❣ ✫ ▼✐❧❧❡r ✇❡r❡ ♠♦st❧② ✐♥t❡r❡st❡❞
✐♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s ✐♥ ▲❏❋✱ t❤❡② ♥❡❡❞❡❞ t❤✐s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✉ts ❛s ❛
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡✈✐❝❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ♣❡r♠✉t✐♥❣ ❝✉ts ✉♣✇❛r❞s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐♥tr❛♣❤❛s❡ ❝✉ts s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡
t❤❡ ✇r♦♥❣ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✢❛✈♦r✱ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ■♥ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ ✐♥tr❛♣❤❛s❡ ❝✉ts✱
♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❜✐❣✲st❡♣ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡
✭♦r ❛ ❜✐♣♦❧❛r✮ ✇✐t❤ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝✉ts✱ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛❝r♦✲r✉❧❡s ✇♦✉❧❞
♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s❡q✉❡♥t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❝✉t✲❢♦r♠✉❧❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❛❜♦✈❡ ❜② ✐♥tr❛♣❤❛s❡ ❝✉ts✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥t❡r♣❤❛s❡ ❝✉t r✉❧❡s✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣❤❛s❡s✱ ❞♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r
❢♦❝✉s✐♥❣ ✢❛✈♦r✱ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❜✐❣ st❡♣ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳

[Γ] −→ [P ] [Γ], P −→ [R]

[Γ] −→ [R]
❬Cutp❪

[Γ] −→ N [Γ, N ] −→ [R]

[Γ] −→ [R]
❬Cutn❪

❚❤❡s❡ r✉❧❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✱ s✐♥❝❡ ♥❡✐t❤❡r t❤❡✐r ♣r❡♠✐s❡s ♥♦r t❤❡✐r ❝♦♥❝❧✉✲
s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✱ ♥♦r ❝❛♥ t❤❡② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ✉♥❜r❛❝❦❡t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r ♣r❡♠✐s❡s ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢
❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r❡♠✐s❡ ♠✉st ❜❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡
♦r ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r♣❤❛s❡ ❝✉t r✉❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥② ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ ✐s ♥♦✇ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ❛❧✲
t❡r♥❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡s✿ s❡❡✐♥❣ ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠✲✉♣✱ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s ❛r❡
❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛ ❝✉t ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r♣❤❛s❡ ❝✉t r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t✇♦ ♣❤❛s❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛
s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✳

❙✐♥❝❡ t❛❜❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ ♣r♦♦❢s✱ ❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ r❡❞✉♥❞❛♥t s✉❜♣r♦♦❢s ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ❣♦❛❧✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s ❜② ✉s✐♥❣ ✭♠✉❧t✐✮❝✉t r✉❧❡s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✉s❡
❝✉t r✉❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❧✐♠✐t ❤♦✇ ♠✉❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ✏❝♦♠♣r❡ss✑ ♣r♦♦❢s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✐♥ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢
❧♦❣✐❝✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ✉s❡ ✐♥t❡r♣❤❛s❡ ❝✉ts✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥tr❛♣❤❛s❡ ❝✉ts✱ ❛♥❞ st✐❧❧ ♦❜t❛✐♥ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
s✐③❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ▲❏❋ ♣r♦♦❢ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥tr❛♣❤❛s❡ ❝✉ts✱ ❜✉t ♥♦ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡
r✉❧❡s ∧−r ❛♥❞ ∨l✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ▲❏❋ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥t ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧②
✐♥t❡r♣❤❛s❡ ❝✉ts✳



✸✳✺✳ ❋♦❝✉s❡❞ Pr♦♦❢s ✇✐t❤ ❈✉ts ✷✾

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛♥ ▲❏❋ ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ Ξ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞
✐❞❡♥t✐t② r✉❧❡s ✐♥ Ξ✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✺ ❆❧❧ ▲❏❋ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s ♣❡r♠✉t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝✉t r✉❧❡s Cut→, Cut←1 ❛♥❞ Cut←2 ✱ ✇✐t❤♦✉t
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐t② ❝❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ Cut→ r✉❧❡✿

[Γ]−Na→ [Γ, Na]−A→

[Γ]−A→
❬Cut→❪

[Γ]−B→

[Γ]−A∧+B→
❬∧+

r ❪
 

[Γ]−Na→

[Γ, Na]−A→ [Γ, Na]−B→

[Γ, Na]−A∧+B→
❬∧+

r ❪

[Γ]−A∧+B→
❬Cut→❪

[Γ]−Na→ [Γ, Na]−Ai
→

[Γ]−Ai
→

❬Cut→❪

[Γ]−A1∨A2
→

❬∨r❪
 

[Γ]−Na→

[Γ, Na]−Ai
→

[Γ, Na]−A1∨A2
→

❬∨r❪

[Γ]−A1∨A2
→

❬Cut→❪

[Γ]−Na→ [Γ, Na]−A[t/x]→

[Γ]−A[t/x]→
❬Cut→❪

[Γ]−∃xA→
❬∃r❪

 

[Γ]−Na→

[Γ, Na]−A[t/x]→

[Γ, Na]−∃xA→
❬∃r❪

[Γ]−∃xA→
❬Cut→❪

◆♦✇ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐t② ❝❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ Cut←1 r✉❧❡✿

[Γ]
Ai−−→ [P ] [Γ], P −→ [R]

[Γ]
Ai−−→ [R]

❬Cut←1 ❪

[Γ]
A1∧

−A2−−−−−−→ [R]

❬∧−l ❪

 

[Γ]
Ai−−→ [P ]

[Γ]
A1∧

−A2−−−−−−→ [P ]

❬∧−l ❪

[Γ], P −→ [R]

[Γ]
A1∧

−A2−−−−−−→ [R]

❬Cut←1 ❪

[Γ]
B
−→ [P ] [Γ], P −→ [R]

[Γ]
B
−→ [R]

❬Cut←1 ❪
[Γ]−A→

[Γ]
A⊃B
−−−→ [R]

❬⊃l❪
 

[Γ]
B
−→ [P ] [Γ]−A→

[Γ]
A⊃B
−−−→ [P ]

❬⊃l❪
[Γ], P −→ [R]

[Γ]
A⊃B
−−−→ [R]

❬Cut←1 ❪

[Γ]
A[t/x]
−−−−→ [P ] [Γ], P −→ [R]

[Γ]
A[t/x]
−−−−→ [R]

❬Cut←1 ❪

[Γ]
∀xA
−−−→ [R]

❬∀l❪
 

[Γ]
A[t/x]
−−−−→ [P ]

[Γ]
∀xA
−−−→ [P ]

❬∀l❪
[Γ], P −→ [R]

[Γ]
∀xA
−−−→ [R]

❬Cut←1 ❪

❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ♣❡r♠✉t❛❜✐❧✐t② ❝❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ Cut←2 ❝✉t r✉❧❡✿

[Γ] −→ N [Γ, N ]
Ai−−→ [R]

[Γ]
Ai−−→ [R]

❬Cut←2 ❪

[Γ]
A1∧

−A2−−−−−−→ [R]

❬∧−l ❪

 

[Γ] −→ N

[Γ, N ]
Ai−−→ [R]

[Γ, N ]
A1∧

−A2−−−−−−→ [R]

❬∧−l ❪

[Γ]
A1∧

−A2−−−−−−→ [R]

❬Cut←2 ❪

[Γ]−A→

[Γ] −→ N [Γ, N ]
B
−→ [R]

[Γ]
B
−→ [R]

❬Cut←2 ❪

[Γ]
A⊃B
−−−→ [R]

❬⊃l❪
 

[Γ] −→ N

[Γ, N ]−A→ [Γ, N ]
B
−→ [R]

[Γ, N ]
A⊃B
−−−→ [R]

❬∧−l ❪

[Γ]
A⊃B
−−−→ [R]

❬Cut←2 ❪

[Γ] −→ N [Γ, N ]
A[t/x]
−−−−→ [R]

[Γ]
A[t/x]
−−−−→ [R]

❬Cut←2 ❪

[Γ]
∀xA
−−−→ [R]

❬∀l❪
 

[Γ] −→ N

[Γ, N ]
A[t/x]
−−−−→ [R]

[Γ, N ]
∀xA
−−−→ [R]

❬∀l❪

[Γ]
∀xA
−−−→ [R]

❬Cut←2 ❪

✷



✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

▲❡♠♠❛ ✸✳✻ ❚❤❡ ❝✉t r✉❧❡s Cut+ ❛♥❞ Cut− ♣❡r♠✉t❡✱ ✇✐t❤♦✉t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ♦✈❡r
❛❧❧ ▲❏❋ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s ❡①❝❡♣t t❤❡ r✉❧❡s ∧−r ❛♥❞ ∨l✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳
❲❡ s❤♦✇ ❤❡r❡ s♦♠❡ ❝❛s❡s✿

[Γ], A, B, Θ −→ P

[Γ], A ∧+ B, Θ −→ P
❬∧+

l ❪
[Γ], Θ′, P −→ R

[Γ], A ∧+ B, Θ, Θ′ −→ R
❬Cut+❪

 

[Γ], A, B, Θ −→ P [Γ], Θ′, P −→ R

[Γ], A, B, Θ, Θ′ −→ R
❬Cut+❪

[Γ], A ∧+ B, Θ, Θ′ −→ R
❬∧+

l ❪

[Γ], A, Θ −→ Na

[Γ], ∃x.A, Θ −→ Na

❬∃l❪
[Γ, Na], Θ′ −→ R

[Γ], ∃x.A, Θ, Θ′ −→ R
❬Cut−❪

 

[Γ], A, Θ −→ Na [Γ, Na], Θ′ −→ R

[Γ], A, Θ, Θ′ −→ R
❬Cut−❪

[Γ], ∃x.A, Θ, Θ′ −→ R
❬∃l❪

[Γ], Θ −→ Na

[Γ, Na], Θ′, A −→ B

[Γ, Na], Θ′ −→ A ⊃ B
❬⊃r❪

[Γ], Θ, Θ′ −→ A ⊃ B
❬Cut−❪

 

[Γ], Θ,−→ Na [Γ, Na], Θ′, A −→ B

[Γ], Θ, Θ′, A −→ B
❬Cut−❪

[Γ], Θ, Θ′ −→ A ⊃ B
❬⊃r❪

✷

❚❤❡ r✉❧❡s ∨l ❛♥❞ ∧−r ❝❛✉s❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❛❞❞✐t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❙♦ ✐❢ ✇❡ ❛tt❡♠♣t
t♦ ♣❡r♠✉t❡ ❛ ❝✉t ♦✈❡r t❤❡♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♣② ♣r♦♦❢s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿

[Γ], A, Θ −→ Na [Γ], B, Θ −→ Na

[Γ], A ∨ B, Θ −→ Na

❬∨l❪
[Γ, Na], Θ′ −→ R

[Γ], A ∨ B, Θ, Θ′ −→ R
❬Cut−❪

 

[Γ], A, Θ,−→ Na [Γ, Na], Θ′ −→ R

[Γ], A, Θ, Θ′ −→ R
❬Cut−❪

[Γ], B, Θ −→ Na [Γ, Na], Θ′ −→ R

[Γ], B, Θ, Θ′ −→ R
❬Cut−❪

[Γ], A ∨ B, Θ, Θ′ −→ R
❬∨l❪

■♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❢♦r t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ❛r❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦♦❢✳ ▲❛t❡r✱ ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠s s♦ t❤❛t ∨l ❛♥❞ ∧−r r✉❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ♦r
r❡str✐❝t ❝✉ts t♦ ❛♣♣❡❛r ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ♣r♦♦❢ tr❡❡s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✼ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛♥ ▲❏❋ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t S t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥tr❛♣❤❛s❡ ❝✉ts✱ ❜✉t ♥♦ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ∧−r ❛♥❞ ∨l✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ S ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ t❤❛t ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥t❡r♣❤❛s❡
❝✉ts✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥tr❛♣❤❛s❡ ❝✉ts✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛s
❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥str✉❝t ❢r♦♠ Ξ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣r♦♦❢✱ ❜✉t t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✐♥t❡r♣❤❛s❡ ❝✉ts✳ ❲❡ ✜rst ♣❡r♠✉t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝✉ts t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥s✐❞❡ ❛
s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✮ ♣❤❛s❡ ❞♦✇♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉♣✮ t♦ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❡♥❞✮ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇✱ t❤❛t r❡♣❧❛❝❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✐♥tr❛♣❤❛s❡ ❝✉ts
❜② ✐♥t❡r♣❤❛s❡ ❝✉ts✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ♣r♦♦❢s✳

[Γ]
B
−→ [P ] [Γ], P −→ [R]

[Γ]
B
−→ [R]

❬Cut←1 ❪

[Γ] −→ [R]
❬Dl❪

 

[Γ]
B
−→ [P ]

[Γ] −→ [P ]
❬Dl❪

[Γ], P −→ [R]

[Γ] −→ [R]
❬Cutp❪

[Γ] −→ N [Γ, N ]
B
−→ [R]

[Γ]
B
−→ [R]

❬Cut←2 ❪

[Γ] −→ [R]
❬Dl❪

 

[Γ] −→ N

[Γ, N ]
B
−→ [R]

[Γ, N ] −→ [R]
❬Dl❪

[Γ] −→ [R]
❬Cutn❪



✸✳✻✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦❧❛r✐t② ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❢♦r t❛❜❧✐♥❣ ✸✶

[Γ] −→ Na

[Γ]−Na→
❬Rr❪

[Γ, Na]−R→

[Γ]−R→
❬Cut→❪

[Γ] −→ [R]
❬Dr❪

 

[Γ] −→ Na

[Γ, Na]
B
−→ [R]

[Γ, Na] −→ [R]
❬Dl❪

[Γ] −→ [R]
❬Cutn❪

[Γ]−Na→
❬Ir❪

[Γ, Na]−R→

[Γ]−R→
❬Cut→❪

[Γ] −→ [R]
❬Dr❪

 

[Γ] −→ Na

❬[]r, Dr, Ir❪
[Γ, Na]

B
−→ [R]

[Γ, Na] −→ [R]
❬Dl❪

[Γ] −→ [R]
❬Cutn❪

[Γ] −→ [P ]

[Γ] −→ P
❬[]r❪

[Γ], P −→ [R]

[Γ] −→ [R]
❬Cut+❪

 

[Γ] −→ [P ] [Γ], P −→ [R]

[Γ] −→ [R]
❬Cutp❪

[Γ] −→ Na [Γ, Na] −→ [R]

[Γ] −→ [R]
❬Cut−❪

 

[Γ] −→ Na [Γ, Na] −→ [R]

[Γ] −→ [R]
❬Cutp❪

✷

✸✳✻ ❆ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦❧❛r✐t② ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❢♦r t❛❜❧✐♥❣

✸✳✻✳✶ ❍♦✇ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❛t♦♠ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧❛r✐t②❄

❲❡ ♥♦✇ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❡①❛♠♣❧❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ♥✉♠❜❡rs fn ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛s✿

∆ =
{
✜❜(0, 0), ✜❜(1, 1), ∀n∀x∀y

[
✜❜(n, x) ∧+ ✜❜(n + 1, y) ⊃ ✜❜(n + 2, x + y)

]}

■❢ ❛❧❧ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♦♥❧② ♦♥❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡
s❡q✉❡♥t [∆] −→ ✜❜(n, fn)✿ t❤❛t ♣r♦♦❢ ❤❛s s✐③❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ n ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛ ✏❜❛❝❦✇❛r❞
❝❤❛✐♥✐♥❣✑ ♣r♦♦❢✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ❛❧❧ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ t❤❡♥ t❤❡r❡
❛r❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ❛❧❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ✏❢♦r✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣✑ ♣r♦♦❢s✿ t❤❡
s♠❛❧❧❡st ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦♦❢s ✐s ♦❢ s✐③❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ n✳ ❙✉❝❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ s✐③❡ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧②
✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✐s s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ♣r♦♦❢s✱ ❛s ✐♥✱ s❛②✱ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣✳
❚♦ s❡❡ ✇❤② t❤❡r❡ ❛r❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② s✐③❡✱ ❧❡t j ≥ 1 ❛♥❞ ❧❡t Fj ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠✐❝
❢♦r♠✉❧❛s {✜❜(0, 0),✜❜(1, 1), . . . ,✜❜(j, fj)} ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ▲❏❋✳

[∆,Fj ]−✜❜(i,g)→
❬Ir❪

[∆,Fj ]−✜❜(i+1,h)→
❬Ir❪

[∆,Fj ,✜❜(i + 2, g + h)] −→ ✜❜(100, f100)

[∆,Fj ]
✜❜(i+2,g+h)−−−−−−−−→ ✜❜(100, f100)

❬Rl❪

[∆,Fj ]
∀n∀x∀y[✜❜(n,x)∧+✜❜(n+1,y)⊃✜❜(n+2,x+y)]−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ ✜❜(100, f100)

❬∀l,⊃l❪

[∆,Fj ] −→ ✜❜(100, f100)
❬Dl❪

■♥ t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡ s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❝❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠✳
❆❢t❡r ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❜✐♥❞❡rs n✱ x✱ ❛♥❞ y ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡rs i✱ g✱ ❛♥❞ h✱ ✇❡ ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ ✭❜② ♣♦❧❛r✐t②
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✮ t♦ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❛t ✜❜(i, g) ❛♥❞ ✜❜(i + 1, h) ❛r❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ Fj ✳ ❚❤✉s✱ 0 ≤ i ≤ j − 1✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❜② ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✿ t❤✉s✱ t❤❡
❡✛❡❝t ♦❢ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ❢♦r r❡❝✉rs✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t [∆,Fj ] −→ ✜❜(100, f100) ✐s r❡❞✉❝❡❞
t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥t [∆,Fj ,✜❜(i + 2, g + h)] −→ ✜❜(100, f100)✳ ■❢ i = j − 1 t❤❡♥ t❤✐s ❧❛tt❡r s❡q✉❡♥t ✐s ❡q✉❛❧
t♦ [∆,Fj+1] −→ ✜❜(100, f100) ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡
♦❢ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ♥✉♠❜❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t 0 ≤ i ≤ j − 2✱ t❤❡♥ Fj ∪ {✜❜(i + 2, g + h)} = Fj ✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❝❛s❡✱ ♥♦ ♣r♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s✉❝❤ ♥♦♥✲♣r♦❣r❡ss✐♥❣
✐♥❢❡r❡♥❝❡ st❡♣s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧②✳ ✭❲❡ r❡t✉r♥ t♦ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✸✳✮✳



✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠✐①✐♥❣ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❏❛❣❛❞❡❡s❛♥✱ ◆❛❞❛t❤✉r✱ ❛♥❞ ❙❛r❛s✇❛t
❬❏❛❣❛❞❡❡s❛♥ ✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❞✐❝t❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜❛❝❦✇❛r❞
❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ s②st❡♠✳ ❇❛❝❦✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧
♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✐♥ λPr♦❧♦❣✮ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧
❝♦♥str❛✐♥t ❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✭❛s ✐♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✮✳ ❚❤❡✐r ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡
❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤✐♥ ▲❏❋ ❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✼❪ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛t♦♠s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛t♦♠s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞
♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧❧② ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❤❛s✱ ❛t ❛♥② ♠♦♠❡♥t✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣♦❛❧s t♦ ❛tt❡♠♣t ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡❧②✳ ■❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❣♦❛❧s✱ t❤❛t ❣♦❛❧ ❝❛♥
❜❡ ✏t❛❜❧❡❞✑❀ t❤❛t ✐s✱ r❡♠❡♠❜❡r❡❞ ❛s ❛ s✉❝❝❡ss t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❤❡❧♣ ♣r♦✈❡ ♦t❤❡r ❣♦❛❧s✳ ❲❡ s❤❛❧❧
❧✐♥❦ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✿ ❛♥ ❛t♦♠ ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t ✐♥ t❤❡
t❛❜❧❡ ✭t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢ st❛rts✮ ❛♥❞ ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦♥❝❡ ✐t ✐s
♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ t❛❜❧❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢
s♦♠❡ ❛t♦♠s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ r✐❣✐❞ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳

✸✳✻✳✷ ❚❤❡ ▲❏❋t ♣r♦♦❢ s②st❡♠

❲❡ ♥♦✇ ♥❡❡❞ t♦ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❢♦r ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ t♦ ❛ ♠♦r❡
❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝ ♦♥❡✳ ❲❡ ❞♦ t❤✐s ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ▲❏❋t ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠
▲❏❋ t❤❛t ❛tt❡♠♣ts t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛ t❛❜❧❡✳

❙✐♥❝❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ♥♦t ✜①❡❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❡✈❡r② s❡q✉❡♥t ❝❛rr② ✐ts ♦✇♥ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛❞❞ t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥ts ♦❢ ▲❏❋ ❛ s❡t✱ ✇r✐tt❡♥ ✉s✉❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ P✱ t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛t♦♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❝❧❛r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ s❡q✉❡♥ts
✐♥ ▲❏❋t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

P; [Γ],Θ −→ R P; [Γ]−B→ P; [Γ]
B−→ [R]

❆♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡q✉❡♥t ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ ✐t ♦❝❝✉rs ✐♥ P ❛♥❞ ✐s
❞❡❝❧❛r❡❞ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♦❢ ▲❏❋ ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ t❤❡ ▲❏❋t ♣r♦♦❢ s②st❡♠✿ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱
t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ▲❏❋t ♣r♦♦❢ s②st❡♠ t❛❦❡s t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r✉❧❡ ✐♥ ▲❏❋✳

✶✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t r✉❧❡s []r ❛♥❞ []l tr❛♥s❧❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✐♥ ▲❏❋t ❜② s✐♠♣❧② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ✏P;✑ ♣r❡✜① t♦ ❛❧❧ s❡q✉❡♥ts ✐♥ t❤❡
r✉❧❡✳

✷✳ ❚❤❡ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡s Dl✱ Dr✱ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ r✉❧❡s Rl✱ Rr✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡s Il ❛♥❞ Ir ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷
❛r❡ s✐♠✐❧❛r❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✏P;✑ ♣r❡✜①✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♠❛② r❡q✉✐r❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♦r ✐s ♥♦t ❛ ♠❡♠❜❡r
♦❢ t❤❡ P ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦
✐♥❢❡r❡♥❝❡s✳

P; [Γ]
A−→ [A]

❬Il, ♣r♦✈✐❞❡❞ A /∈ P❪
P; [A,Γ]−A→

❬Ir, ♣r♦✈✐❞❡❞ A ∈ P❪

❇❡s✐❞❡s t❤❡s❡ r❛t❤❡r ♦❜✈✐♦✉s ❛♥❞ ❞✐r❡❝t ❡♠❜❡❧❧✐s❤♠❡♥ts ♦❢ s❡q✉❡♥ts ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✉s✐♥❣ t❤✐s
♥❡✇ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❞ ♦♥❡ ♠♦r❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛❞❞ ❛ ✏♣♦❧❛r✐③❡❞✑ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛t♦♠✐❝ ✐♥t❡r♣❤❛s❡ ♠✉❧t✐❝✉t r✉❧❡ mc ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✱ ✇❤❡r❡ A1, . . . , An ❛r❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✿

P; [Γ] −→ A1 · · · P; [Γ] −→ An P ∪ {A1, . . . , An}; [Γ, A1, . . . , An] −→ [R]

P; [Γ] −→ [R]
❬mc,❪



✸✳✻✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦❧❛r✐t② ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❢♦r t❛❜❧✐♥❣ ✸✸

■♥ t❤❛t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✱ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s A1, . . . , An ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲♣r❡♠✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡
s❡t ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s Γ✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t P✮✳ ■❢ ✇❡ r❡❛❞ t❤❛t
✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ R ♠♦✈❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❛❜❧❡ P
t♦ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❛❜❧❡ P ∪ {A1, . . . , An}✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ ❛ ♣r♦♦❢ ❤❛s ♥♦ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t r✉❧❡
t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✏P;✑ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❛❧❧ s❡q✉❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ t❤❛t ♣r♦♦❢✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✽ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛ ❝✉t✲❢r❡❡ ▲❏❋t ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t S✱ ✇❤♦s❡ ♣♦❧❛r✐t② ❝♦♥t❡①t ✐s P✱ ❛♥❞ ❧❡t S ′
❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❡q✉❡♥t ✐♥ Ξ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❝♦♥t❡①t ♦❢ S ′ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ P✳

Pr♦♦❢ ❙✐♠♣❧❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢s✳ ✷

❆s ❛ r✉❧❡✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❡♥❞s❡q✉❡♥t ♦❢ ❛♥ ▲❏❋t ♣r♦♦❢ ✐s
❡♠♣t②✱ t❤❛t ✐s✱ ✐ts t❛❜❧❡ ✐s ❡♠♣t②✳ ❚♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛ t❛❜❧❡ ✐♥t♦ ❛ ▲❏❋t ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐t ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❖♥❧② t❤❛t ✇❡ ♥♦✇ ✉s❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♠✉❧t✐❝✉t
r✉❧❡ ❛❜♦✈❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐t ✐s ❛❧✇❛②s
t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ✐♥ ❡✈❡r② s❡q✉❡♥t ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❝♦♥t❡①t ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✾ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛♥ ▲❏❋t ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ∅; [·] −→ F ❛♥❞ ❧❡t S ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❡q✉❡♥t ✐♥
Ξ ✇✐t❤ ♣♦❧❛r✐t② ❝♦♥t❡①t P ❛♥❞ ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t Γ✳ ❚❤❡♥✱ P ⊆ Γ✳

Pr♦♦❢ ❙✐♠♣❧❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣r♦♦❢s✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❝♦♥t❡①t ❝❛♥ ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡
♣♦❧❛r✐③❡❞ ♠✉❧t✐❝✉t r✉❧❡ mc ✐s ✉s❡❞✳ ✷

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ▲❡t B ❜❡ s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ ❧❡t B′ ❜❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠
r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ∧ ✐♥ B ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ∧+ ♦r ∧−✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s P ✐♥t✉✐t✐♦♥✲
✐st✐❝❛❧❧② ❡♥t❛✐❧s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ B ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t P; [P] −→ B′ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❏❋t✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❲❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳
❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss r❡s✉❧t ❢♦r ▲❏❋ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸✮✿ s✐♥❝❡ t❤❡
♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ ▲❏❋ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ▲❏❋ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❛❞♠✐ts ❝✉t
❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝✉t✲❢r❡❡ ▲❏❋ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t [P] −→ B′ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❛t♦♠s ✐♥ P ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞
✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❥✉st ❛❞❞ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t②
❝♦♥t❡①t P t♦ ❛❧❧ s❡q✉❡♥ts ✐♥ t❤✐s ▲❏❋ ♣r♦♦❢ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ P; [P] −→ B′ ✐♥ ▲❏❋t✳ ✷

✸✳✻✳✸ ❉r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡❛s❡✲❧❡❢t r✉❧❡

❚❤❡r❡ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ s❡r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✏r❡♣r♦✈✐♥❣✑✿ r❡❝❛❧❧ ❛❣❛✐♥
t❤❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✶✳ ❲❤❡♥ ❞♦✐♥❣ ❢♦r✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥② ❛t♦♠
t❤❛t ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ✈✐❛ ❢♦r✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉❛❧❧② r❡♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ t♦ t❤❡
❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ ♥♦✇ ❛❞❞r❡ss t❤✐s s♦✉r❝❡ ♦❢ r❡♣r♦✈✐♥❣✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ▲❏❋t ♣r♦♦❢s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ✭♣r✐♦r✮ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ✭❢♦❝✉s❡❞✮
♣r♦✈❛❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ♣r♦♦❢s✳ ❚❤✐s ❧✐♥❦❛❣❡ ♣r♦✈✐❞❡s ✉s
✇✐t❤ ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ▲❏❋t ♣r♦♦❢ s②st❡♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✏r❡❧❡❛s❡✲❧❡❢t✑ r✉❧❡✱ ♥❛♠❡❧②✱

P; [Γ, P ] −→ [R]

P; [Γ], P −→ [R]
❬[]l❪

P; [Γ]
P−→ [R]

❬Rl❪

✇❤❡r❡ P ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t P ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠ ♠❡❛♥s t❤❛t
P ∈ P ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t P ⊆ Γ ♠❡❛♥s t❤❛t Γ ∪ {P} = Γ✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡
❧❡❢t✲❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ♥♦ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤✱
s✐♥❝❡ t❤❛t ❛t♦♠ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t♦ ❞✐s❛❧❧♦✇ r❡♣r♦✈✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡



✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

♣♦❧❛r✐t② ❛t♦♠ ✈✐❛ ❢♦r✇❛r❞✲❝❤❛✐♥✐♥❣ st❡♣s✱ ✇❡ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❢❛✐❧s✿ ♦♥❡ ✇❛② t♦ ❞♦
t❤❛t ✐s t♦ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❡❛s❡✲❧❡❢t r✉❧❡ Rl ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧❡t ▲❏❋t

− ♣r♦♦❢ s②st❡♠ t♦ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤♦s❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❡❛s❡✲❧❡❢t
r✉❧❡ Rl ❢r♦♠ ▲❏❋t✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♠❛❣✐♥❡ ❞✐s❛❧❧♦✇✐♥❣ []l t♦ ❜r❛❝❦❡t ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛t♦♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ str♦♥❣✱ ❛s ✐t ✇♦✉❧❞ ❞✐s❛❧❧♦✇ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣ ♣r♦♦❢s✱ ❜✉t ❛❧s♦
❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♦❢s✱ s✉❝❤ ❛s ✇❤❡♥ ❛ ❣♦❛❧ ❤❛s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛t♦♠ ❛s ❛♥ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❡q✉❡♥t {A}; [A] −→ A ⊃ G ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐❢ ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ r✉❧❡ []l ✐♥ t❤❡ ✇❛②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ▲❏❋t
− ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷✮✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ▲❏❋t ♣r♦♦❢s✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✶ ❚❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦ ♦❢ ❛♥ ▲❏❋t✲♣r♦♦❢ ♦❢ P; [Γ]
F−→ [G] ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ♠♦st ♦♥❡

❧❡❢t✲❢♦❝✉s✐♥❣ s❡q✉❡♥t ❛♥❞ t❤❛t s❡q✉❡♥t ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P; [Γ]
B−→ [G]✱ ❢♦r s♦♠❡ ❢♦r♠✉❧❛ B✳ ❚❤❡ ❜♦r❞❡r

♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦ ♦❢ ❛♥ ▲❏❋t✲♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ r✐❣❤t✲❢♦❝✉s✐♥❣ s❡q✉❡♥t ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❧❡❢t✲❢♦❝✉s✐♥❣ s❡q✉❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷ ▲❡t B ❜❡ s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ ❧❡t B′ ❜❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠
r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ∧ ✐♥ B ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ∧+ ♦r ∧−✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s P ✐♥t✉✐t✐♦♥✲
✐st✐❝❛❧❧② ❡♥t❛✐❧s B ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ▲❏❋t

− ♣r♦♦❢ ♦❢ P; [P] −→ B′✳

Pr♦♦❢ ❙♦✉♥❞♥❡ss ✐s ❛❣❛✐♥ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❲❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❋♦r
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t P ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝❛❧❧② ❡♥t❛✐❧ B✳ ❚❤❡♥✱
❜② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ▲❏❋t ♣r♦♦❢ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ▲❏❋t ♣r♦♦❢ Ξ ♦❢ P; [P] −→ B′✳
❲❡ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ Ξ ♦❢ Rl ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠s✳ ■❢ t❤❛t ♥✉♠❜❡r ✐s ✵✱ t❤❡♥ Ξ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ▲❏❋t

− ♣r♦♦❢✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
Rl ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ♦♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ A ♠✉st ♦❝❝✉r ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦ ♦❢
❛ ❧❡❢t✲❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥t ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t✱ s❛② P; [Γ] −→ [G]✱ ✐♥ Ξ✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❤❛♣❡✱ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s✳

Ξ0

P; [Γ, A] −→ [G]

P; [Γ]
A−→ [G]

❬Rl, []l❪ Ξ1

P; [Γ]−G1
→ · · ·

Ξn

P; [Γ]−Gn
→

P; [Γ]
F−→ [G]

❬⊃l, m × ∧+
r ❪

P; [Γ] −→ [G]
❬Dl❪

❍❡r❡✱ n ≥ 0✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t P ⊆ Γ✱ ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t Ξ0 ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ r♦♦t s❡q✉❡♥t P; [Γ] −→ [G]✿
❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦♦❢ ✜❣✉r❡ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② Ξ0✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢
t❤❡ Rl r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡✳ ✷

✸✳✼ ❚❛❜❧❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ s✉❝❝❡ss❡s

✸✳✼✳✶ ❚❤❡ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡ ❝❛s❡

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✭❛♥♥♦t❛t❡❞✮ ❢♦r♠✉❧❛s✳

G := A | true | G1 ∧+ G2 | G1 ∨ G2 | ∃x G

D := A | D1 ∧− D2 | G ⊃ D | ∀x D

❍❡r❡✱ A✲❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ D✲❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✱ ❛♥❞ G✲❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ t❤❡ ❣♦❛❧s ♦r
q✉❡r✐❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ G✲❢♦r♠✉❧❛s ❛❧❧♦✇ ❛r❜✐tr❛r②



✸✳✼✳ ❚❛❜❧❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ s✉❝❝❡ss❡s ✸✺

♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ r✐❣❤t✲s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✭t❤❛t ✐s✱ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✇❤♦s❡ r✐❣❤t✲✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s
✐s ❛ r✐❣❤t✲❢♦❝✉s r✉❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ t♦♣✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ♦❢ D✲❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ t❤❡ ❧❡❢t✲
s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✭t❤❛t ✐s✱ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✇❤♦s❡ ❧❡❢t✲✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐s ❛ ❧❡❢t✲❢♦❝✉s r✉❧❡ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✮✳ ❚❤❡ G✲❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ♦♥❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ D ❢♦r♠✉❧❛s
❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ♦♥❧②✿ s✐♥❝❡ ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ✇✐t❤✐♥ ❛ D

❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ G✲❢♦r♠✉❧❛ ❛❞❞ t♦ D✲❢♦r♠✉❧❛s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧②✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ▲❏❋t

− ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦s ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛ D✲❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛✈❡
t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✱ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s✿

P; [Γ]
A−→ [R] P; [Γ]−A1

→ · · · P; [Γ]−An
→

P; [Γ]
D−→ [R]

❬⊃l, m × ∧+
r ❪

❍❡r❡✱ n ≥ 0 ❛♥❞ A, A1, . . . , An ❛r❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ s❡q✉❡♥ts [Γ] −→ B

t❤❛t ✇❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ B ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛ ❣♦❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ Γ ✇✐❧❧
❛❧✇❛②s ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♣r♦♦❢s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
♣❤❛s❡s t❤❛t ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❡♠♣t②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✸ ▲❡t P ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❧❡t A ❜❡ ❛♥ ❛t♦♠✱ ❛♥❞ ❧❡t Γ ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢
❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✳ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛♥② ▲❏❋t

− ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t P; [Γ] −→ A✳ ❚❤❡♥ ❡✈❡r② s❡q✉❡♥t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥
Ξ ✐s ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

P ′; [P ′,Γ] −→ A′, P ′; [P ′,Γ] −→ [A′], P ′; [P ′,Γ]−G→, ♦r P ′; [P ′,Γ]
D−→ A′,

✇❤❡r❡ A′ ✐s s♦♠❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ P ′ ✐s t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ♦❢ P ❛♥❞ s♦♠❡ s❡t P ′′ ♦❢ ❛t♦♠✐❝
❢♦r♠✉❧❛s✳

❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ▲❏❋t
− ♣r♦♦❢s✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣

t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❜♦✉t r❡str✐❝t✐♥❣ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✳

✶✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✐♥ Ξ✿ t❤❛t ✐s✱ ✐❢ Ξ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❡q✉❡♥t
P ′; [Γ′],∆ −→ B t❤❡♥ ∆ ✐s ❡♠♣t② ❛♥❞ B ✐s ❛t♦♠✐❝✳

✷✳ ❋✐♥✐t❡ s❡ts ♦❢ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s Γ ❝❛♥ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❥✉st ❛ s✐♥❣❧❡ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡✱ ♥❛♠❡❧② H =
∧−

D∈Γ D✳
■❢ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡✱ t❤❡ ❞❡❝✐❞❡✲❧❡❢t r✉❧❡ Dl✱ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t P ′; [P ′,Γ] −→ [A′]✱ ♣✐❝❦s
❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ ✏t❛❜❧❡✑ P ′ ❛♥❞ t❤❡ ✭❡♥t✐r❡✮ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠ H✳ ❚❤❡ ∧−l ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦
s❡❧❡❝t ✇❤✐❝❤ ♠❡♠❜❡r ♦❢ Γ t♦ ✭❝♦♥t✐♥✉❡ t♦✮ ✉s❡ ❛s ✐ts ❢♦❝✉s✳

✸✳ ❲❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t♦ ♣r❡♠✐s❡✱ ✐❢ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ❝♦♥t❡①t ❝❤❛♥❣❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❛t ❝❤❛♥❣❡ ♦❝❝✉rs ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ mc r✉❧❡✳ ■♥ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢s✱ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞
s✐❞❡s ♦❢ ❛❧❧ s❡q✉❡♥ts ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❛r❡ ✜①❡❞✳

❲❡ ♥♦✇ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛♥ ❛t♦♠ ✐s t❛❜❧❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ ✐t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ✐s ✐♥ t❤❡
❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❡♥❞s❡q✉❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ t❤♦s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛♥② s✉❜♣r♦♦❢
♦❢ t❤✐s t❛❜❧❡❞ ❛t♦♠ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✹ ❚❤❡ ❞❡❝✐❞❡✲❞❡♣t❤ ♦❢ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ Ξ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢
❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡s ✭✐✳❡✳✱ Dr ❛♥❞ Dl✮ ♦♥ ❛♥② ♣❛t❤ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t t♦ ❛ ❧❡❛❢ ✐♥ Ξ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✱ G ❜❡ ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛✱ P ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s✱
❛♥❞ A ∈ P ❜❡ ❛♥ ❛t♦♠✳ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ▲❏❋t

− ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t P; [P,Γ] −→ G✳
❚❤❡♥ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t P; [P,Γ] −→ A ❛♥❞ P; [P,Γ]−A→✱ ✐♥ Ξ✱ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐❞❡✲❞❡♣t❤ ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡✳



✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

Pr♦♦❢ ❲❡ ❝❤❡❝❦ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t P; [P,Γ] −→ A✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡✱ ❢♦r
t❤❡ s❡q✉❡♥t P; [P,Γ]−A→✱ ✐s s✐♠✐❧❛r✳

❙❡❡♥ ❜♦tt♦♠✲✉♣✱ t❤❡ ✜rst r✉❧❡ ♠✉st ❜❡ []r s✐♥❝❡ t❤❡ ❛t♦♠ A ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t P; [P,Γ] −→ [A]✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❡✐t❤❡r ❢♦❝✉s ♦♥
t❤❡ ❧❡❢t ♦♥ ❛ D✲❢♦r♠✉❧❛✱ ♦r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡ ✜rst✳ ❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐❢
✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦♥ ❛ D✲❢♦r♠✉❧❛✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ♣r❡♠✐s❡ ✇❤❡r❡
❛♥ ❛t♦♠ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤✐s ♣r❡♠✐s❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢
❛♥② r✉❧❡ ✐♥ ▲❏❋t

−✿ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡❢t r✉❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛t♦♠ A ✐s ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ❛♥❞ ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②❀ ♥♦r ❝❛♥ ✐t ❜❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Rl r✉❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ Rl ✐s
r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❢♦❝✉s✱ ✐♥st❡❛❞✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ t❤❡♥ ♦♥❧② ❜❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡ Ir✳ ✷

❚❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r② t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❤❡r❡ ❞❡❛❧s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❛❜❧❡s
✇✐t❤✐♥ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ♥♦t ✇✐t❤ t❤❡✐r ❞✐s❝♦✈❡r②✳ ❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❜r✐❡✢② ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ ❛ t❛❜❧❡ ❝❛♥
❜❡ ❜✉✐❧t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❛t♦♠s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ❧❡t Ξ ❜❡
❛ ❝✉t✲❢r❡❡ ▲❏❋ ♣r♦♦❢ ♦❢ [Γ] −→ [G]✱ ✇❤❡r❡ Γ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ G ✐s s♦♠❡ G✲❢♦r♠✉❧❛✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ Ξ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✉♥❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥t [Γ′] −→ [G′] ❢♦r G✲❢♦r♠✉❧❛ G′✱ t❤❡♥ Γ′ = Γ✳ ▲❡t t❛❜❧❡
T ❜❡ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s 〈A,�〉 ✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s A s✉❝❤ t❤❛t [Γ] −→ [A]

♦❝❝✉rs ✐♥ Ξ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ � ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❧❡t �′ ❜❡ t❤❡ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢
❛t♦♠s t❤❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣♦st✲♦r❞❡r tr❛✈❡rs❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ♣r♦❝❡ss ❛ ♥♦❞❡✬s ♣r❡♠✐s❡s ❜❡❢♦r❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡
♥♦❞❡✮ ♦❢ Ξ✳ ❚❤❡♥✱ A � A′ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❤♦❧❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛t♦♠ A t❤❛t ✐s
�′✲r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❛t♦♠ A′✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s tr✐✈✐❛❧ t♦ ❡①t❡♥❞ ❛ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠
s✉❝❤ ❛ t❛❜❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✻ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s ❛♥❞ ❧❡t Ξ ❜❡ ❛ ▲❏❋ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ [Γ] −→ [G]✱
✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ t❛❜❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Ξ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦st✲♦r❞❡r tr❛✈❡rs❛❧
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r ♠❝❞(T , [.]; Γ −→ G) s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ❛❞❞❡❞ s✉❜♣r♦♦❢s ❤❛✈❡
❞❡❝✐❞❡✲❞❡♣t❤ ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡✳

Pr♦♦❢ Pr♦♦❢ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡✬s ❧♦♥❣❡st ❝❤❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡✱ s✉❝❤ ❛ ❝❤❛✐♥
❝♦♥t❛✐♥s ❥✉st ♦♥❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐❝✉t M ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝✉t✳ ❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡
♦♣❡♥ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ M✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ ❛♥ ❛t♦♠ t❤❛t ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ M ✇✐t❤ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡✳

◆♦✇ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ st❡♣✿ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t P; [Γ ∪ P] −→ [Ai] ✐s ❛ s❡q✉❡♥t ❜r❛♥❝❤ ✐♥ t❤❡
♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ M✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤✐s s❡q✉❡♥t✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞❡❝✐❞❡ ❧❡❢t r✉❧❡✱ ❜② ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❡ ❝❤❡❝❦ ✐♥ Ξ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ F t❤❛t ✇❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t♦ ♣r♦✈❡ Ai✳ ❆❢t❡r t❤✐s r✉❧❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱
✐t ❤❛s t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ F ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛♥❞ ✜♥✐s❤❡s ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦✈❡❞ ❛t♦♠s✱
t❤❛t ✐s✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠✱ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠✉st ✜♥✐s❤ ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ r✐❣❤t
r✉❧❡s✳ ✷

❲❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞✱ ✐♥ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛②✱ t❤❡ t❛❜❧❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t♦ ❛❧s♦
❡①tr❛❝t t❛❜❧❡s ❢r♦♠ ▲❏❋ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❦❡② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s
t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣ st❡♣s ✐♥ ❛♥ ▲❏❋ ♣r♦♦❢ ❜② ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐❝✉ts ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
▲❏❋t

− ♣r♦♦❢✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛t♦♠ A ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦♥
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ P ′ = P ∪ {A}✿

[Γ]−G→

Ξ
[Γ, A] −→ [G′]

[Γ]
A−→ [G′]

❬Rr, []l❪

[Γ]
G⊃A−−−→ [G′]

❬⊃l❪

[Γ] −→ [G′]
❬Dl❪

 

P; [Γ]−G→ P; [Γ]
A−→ [A]

❬Il❪

P; [Γ]
G⊃A−−−→ [A]

❬⊃l❪

P; [Γ] −→ A
❬[]r, Dl❪ P ′; [Γ, A] −→ [G′]

P; [Γ] −→ [G′]
❬mc❪



✸✳✼✳ ❚❛❜❧❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ s✉❝❝❡ss❡s ✸✼

❲❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❜♦✈❡ ❜② ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ▲❏❋ ♣r♦♦❢ ❢♦r ❢♦r✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣ st❡♣s✱ t❤❛t ✐s✱
✇❤❡♥ Rl r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠ A✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ �′✱ ✇❡
♣r♦❝❡ss A ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ Ξ✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ s✉❝❤ ❛ t❛❜❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✶✳ ❇②
❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛❧❧ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ ❛ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✜❜(n, fn) ❤❛s s✐③❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥
n✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❛t ♣r♦♦❢✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s s✐③❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥ n✿ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ t❛❜❧❡ ❡♥❝♦❞❡s
t❤❡ ❧✐st

✜❜(0, 0),✜❜(1, 1), . . . ,✜❜(n, fn).

❚❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❛t t❛❜❧❡ ❤❛s n + 1 s✉❜♣r♦♦❢s✱ ❛❧❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② tr✐✈✐❛❧
♣r♦♦❢s t❤❛t ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜❜(i + 2, Fi+2) ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✜❜(i + 1, Fi+1) ❛♥❞ ✜❜(i, Fi) ❜②
❛ s✐♠♣❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥✳

❚♦ ❢✉rt❤❡r ✐❧❧✉str❛t❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜❣♦❛❧ ♣❛t❤ a3 a4 ✐s t❛❜❧❡❞✿
t❤❛t ✐s✱ ♣❛t❤ a3 a4 ∈ P✳ ❆♥② ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐❧❧
♥❡✈❡r r❡♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ♣❛t❤ a3 a4✿

P; [Γ,♣❛t❤ a3 a4]
❛❞❥ a1 a3−−−−−→ [❛❞❥ a1 a3]

❬Il❪

P; [Γ,♣❛t❤ a3 a4] −→ [❛❞❥ a1 a3]
❬Dl❪

P; [Γ,♣❛t❤ a3 a4]−❛❞❥ a1 a3
→ ❬Rr❪ P; [Γ,♣❛t❤ a3 a4]−♣❛t❤ a3 a4

→ ❬Ir❪

P; [Γ,♣❛t❤ a3 a4]−❛❞❥ a1 a3∧+♣❛t❤ a3 a4
→ ❬∧+

r ❪

P; [Γ,♣❛t❤ a3 a4] −→ [♣❛t❤ a1 a4]

❚❤❡ ♠❡♠♦✐③❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✿ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞♦✐♥❣ t❤❡ ❣♦❛❧ r❡❞✉❝✲
t✐♦♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❜❡❧♦✇✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ♠✉❧t✐❝✉t ❛s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✿

Γ −→ A Γ −→ G
Γ −→ A ∧ G

P; [Γ] −→ A P ∪ {A}; [Γ, A] −→ [A ∧+ G]

P; [Γ] −→ [A ∧+ G]
❬mc.❪

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❛❧❧ ❛tt❡♠♣ts t♦ ♣r♦✈❡ A ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇✐❧❧ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❝✐❞❡✲❞❡♣t❤ ♦❢ ♦♥❡✳
❖♥❡ ♠✐❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ t❛❜❧❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦♦❢ ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ ♣r♦♦❢ ♦❜❥❡❝t s✐♥❝❡ ✐t

✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❛ t❛❜❧❡ ❡♥❝♦❞❡s ❛ ♣r♦♦❢ ❜② ✜rst ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✐t ❛♥❞
t❤❡♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✐t t♦ ❛ ♣r♦♦❢✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛rr②✐♥❣ ❝♦❞❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬◆❡❝✉❧❛ ✶✾✾✼❪✱
✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❧❡ss ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦ tr❛♥s♠✐t ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦♦❢
t❤❛♥ t♦ s❡♥❞ s♦♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢ tr❡❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ t♦
t❤✐s ❛s♣❡❝t ♦❢ t❛❜❧❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✶✳

✸✳✼✳✷ ▼♦r❡ t❤❛♥ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s

❚❤❡ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡ s✉❜s❡t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝❧❛ss t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s✐♥❝❡ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥❧② s②♥❝❤r♦♥♦✉s
✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳ ❙♦♠❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥
❛♥❞ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❛❜❧✐♥❣ ✐♥ ❛ r✐❝❤❡r s❡tt✐♥❣ t❤❛♥ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❝♦♥s✐❞❡r
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦❣✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✭❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠s✮ t♦ ❜❡ t❤❡ D✲❢♦r♠✉❧❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣r❛♠♠❛r✳

N := A | N1 ∧− N2 | G ⊃ N | ∀x N

G := true | A | G1 ∧+ G2 | G1 ∨ G2 | ∃x G | ∀x G | D ⊃ G

D := A | N | D1 ∧+ D2 | ∃x D

❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ ✜rst✲♦r❞❡r ❤❡r❡❞✐t❛r② ❍❛rr♦♣ ❢♦r♠✉❧❛s ❬▼✐❧❧❡r ✶✾✾✶❪ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❜❡✐♥❣ N ✲❢♦r♠✉❧❛s ❛s
❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ N ❛r❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭t❤❛t ✐s✱ ❛s ∧−✮✳ ❚❤❡
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦♦❢s ✭❣♦❛❧✲❞✐r❡❝t❡❞ ♣r♦♦❢s✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✜rst✲♦r❞❡r ❤❡r❡❞✐t❛r② ❍❛rr♦♣ ❢♦r♠✉❧❛s
❢♦r t❤✐s s✉❜s❡t ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✉s✐♥❣ ▲❏❋ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❛t♦♠s ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳



✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

❙✐♥❝❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ t❤❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦♦❢s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❛❜❧✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r s✉❜s❡t ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝✱ ✇✐t❤ ❡①✐st❡♥t✐❛❧
q✉❛♥t✐✜❡rs ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥
D✲❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✱ ❜② ❧❡❢t✲❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s✱ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ❛r❡
♦♥❧② N ✲❢♦r♠✉❧❛s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ ▲❏❋t

− ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦s ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t
❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦♥ ❛ N ✲❢♦r♠✉❧❛ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✱ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s✿

P; [Γ]
A−→ [R] P; [Γ]−G1

→ · · · P; [Γ]−Gn
→

P; [Γ]
N−→ [R]

❍❡r❡✱ n ≥ 0✱ A ✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ G1, . . . , Gn ❛r❡ G✲❢♦r♠✉❧❛s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛❜♦✈❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞
❜❡ ❝❧❡❛r t❤❛t ✐❢ ❛❧❧ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ t❤❡♥ ▲❏❋t

− ♣r♦♦❢s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ N ✲❢♦r♠✉❧❛ ❧♦❣✐❝
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦♦❢s ❝♦✐♥❝✐❞❡✿ t❤❡ ❧❡❢t✲♠♦st✲♣r❡♠✐s❡ ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧
❧❡❢t r✉❧❡✱ Il✱ ❛♥❞ R ♠✉st ❜❡ A✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❝❤❛✐♥✐♥❣ st❡♣s ✉s❡❞
✐♥ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦♦❢s✳

❚❤❡ r❡str✐❝t❡❞ s②♥t❛① ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ tr❛♥s❧❛t❡s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥ts r❡✲
❣❛r❞✐♥❣ s❡q✉❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✇✐t❤✐♥ ▲❏❋t

− ♣r♦♦❢s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✼ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛♥ ▲❏❋t
− ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t P; [P,Γ],Θ −→ G✱ ✇❤❡r❡ Γ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢

N ✲❢♦r♠✉❧❛s✱ Θ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ D✲❢♦r♠✉❧❛s✱ P ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ G ✐s ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛✳ ❙❡q✉❡♥ts
t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ Ξ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❦✐♥❞s✿

✶✳ ❛♥ ✉♥❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥t P ′; [P ′,Γ′],Θ′ −→ G′ ♦r P ′; [P ′,Γ′],Θ′ −→ [G′′]✱

✷✳ ❛ r✐❣❤t✲❢♦❝✉s✐♥❣ s❡q✉❡♥t P ′; [P ′,Γ′]−G′→✱ ♦r

✸✳ ❛ ❧❡❢t✲❢♦❝✉s✐♥❣ s❡q✉❡♥t P ′; [P ′,Γ′] N−→ [G′′]✱

✇❤❡r❡ P ′ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s P✱ Γ′ ✐s ❛ s❡t ♦❢ N ✲❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s Γ✱ Θ′ ✐s ❛ s❡t
♦❢ D✲❢♦r♠✉❧❛s ✭♥♦ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ Θ ✐♠♣❧✐❡❞✮✱ G′ ✐s s♦♠❡ G✲❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥❞ G′′ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ❛t♦♠✐❝
G✲❢♦r♠✉❧❛✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛♥ ❛t♦♠ ✐s t❛❜❧❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ t❤♦s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡
s✉❜♣r♦♦❢s ♦❢ t❤✐s ❛t♦♠ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✽ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ N ✲❢♦r♠✉❧❛s✱ Θ ❛♥❞ Θ′ ❜❡ ✜♥✐t❡ s❡ts ♦❢ D✲❢♦r♠✉❧❛s✱ P ❜❡
❛ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s✱ G ❜❡ ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ A ∈ P ❜❡ ❛♥ ❛t♦♠✳ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t
P; [P,Γ],Θ −→ G✳ ❚❤❡♥ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t P; [Γ′],Θ′ −→ A ❛♥❞ P; [Γ′]−A→ ✐♥ Ξ ❛r❡
t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐❞❡✲❞❡♣t❤ ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ❛❣❛✐♥ ❝❤❡❝❦ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t P; [Γ′],Θ′ −→ A✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡✱ ❢♦r
t❤❡ s❡q✉❡♥t P; [Γ′]−A→✱ ✐s s✐♠✐❧❛r✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺✳ ❙❡❡✐♥❣ ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠
✉♣✱ ♦♥❡ ♠✉st ❛♣♣❧② ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s✱ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ Θ′✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ❡♥❞s✳ ❙✐♥❝❡
♥♦ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤✐s ♣❤❛s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r❡♠✐s❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P; [Γ′′] −→ [A]✱ ✇❤❡r❡ Γ′′ ✐s
❛ s❡t ♦❢ N ✲❢♦r♠✉❧❛s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Γ′✳ ◆♦✇✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❡✐t❤❡r ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ♦♥ ❛
N ✲❢♦r♠✉❧❛✱ ♦r ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ▲❡t ✉s ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✳ ■❢ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ N ✲❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱
t❤❡♥✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♣r❡♠✐s❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡
❧❡❢t ♦♥ ❛♥ ❛t♦♠✳ ❚❤✐s ♣r❡♠✐s❡ ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥② r✉❧❡ ✐♥ ▲❏❋t

− ❜❡❝❛✉s❡ A ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②
❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡ Rl ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣r♦♦❢s ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❧❡❢t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ♠✉st ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ✜♥✐s❤ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r✐❣❤t r✉❧❡✳ ✷

❇❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❍♦r♥ t❤❡♦r② ❝❛s❡✱ ❛s t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡s ♦❢ ♣r♦♦❢s ✇❡r❡ ❡♠♣t②✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♥♦
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ⊃r,∃l, ❛♥❞ ∀r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② r✉❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛



✸✳✼✳ ❚❛❜❧❡s ♦❢ ✜♥✐t❡ s✉❝❝❡ss❡s ✸✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❚❤❡ ❧❡❢t ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❡①tr❛❝ts ❛ t♠❝❞ ❢r♦♠ ❛♥ ▲❏❋ ♣r♦♦❢ tr❡❡✳ ❚❤❡
r✐❣❤t ✜❣✉r❡ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ t♠❝❞ ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡ tr✐❛♥❣❧❡s r❡♣r❡s❡♥t ♠❝❞s
❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥ts ❡♥❞ ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡s✳

♦r ❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ✕ t❤❡ ✜rst r✉❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞
t❤❡ ❧❛tt❡r t✇♦✱ ❛ ♥❡✇ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡ ✕ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ t❛❜❧❡ ❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❡♥❞s❡q✉❡♥t✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥s❡rt ❛ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ❝♦♥str✉❝t❡❞
❢r♦♠ ❛ t❛❜❧❡✱ ❛❧r❡❛❞② ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ◆♦✇ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦❣✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❤❡r❡❞✐t❛r② ❍❛rr♦♣ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡ st♦r② ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❲❡ ❝❛♥♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ t❛❜❧❡
❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞s❡q✉❡♥t✬s ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥✿ ✇❤❡r❡ t♦ ✐♥s❡rt ♠✉❧t✐❝✉ts❄
❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛✈♦✐❞ r❡♣r♦✈✐♥❣✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ✐♥s❡rt ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛s ❡❛r❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❛t
✐s✱ ❛s ❡❛r❧② ❛s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ t❛❜❧❡ ❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧❡✳ ❙♦ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ❛ t❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ ▲❏❋ ♣r♦♦❢✱
✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❡①tr❛❝t ❛ tr❡❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✭t♠❝❞✮✳

❆s ✐ts ♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts✱ ❛ t♠❝❞ ✐s ❛ tr❡❡ ✇❤♦s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❜r❛♥❝❤❡s
❝♦♥♥❡❝t ♦♥❡ ♦♣❡♥ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥❞s❡q✉❡♥t ♦❢ ❛ s✉❜✲t♠❝❞✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ t♠❝❞
✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✾ ❆ t♠❝❞✱ T ✱ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t✿

• t❤❡r❡ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❛t❡❞ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ MT ✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r♦♦t ♦❢ T ❀ ❛♥❞

• t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ N ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts✱ Si✱
✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡♥ ♣r❡♠✐s❡s ✐♥ MT ✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t

• ❢♦r ❛❧❧ Si 6= ∅✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Si ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ m ≥ 1 ✭♦r❞❡r❡❞✮ s✉❜s❡ts✱
T1, . . . , Tm✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s❡ts ✐s ❛ t♠❝❞✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ t♠❝❞✱ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♣r❡♠✐s❡s ♦❢ t❤❡ r♦♦t ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞s❡q✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ t♠❝❞s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✭s❡❝♦♥❞✮
♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡ts Si✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜tr❡❡s s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ t♠❝❞ ❢r♦♠ ❛♥ ▲❏❋ ♣r♦♦❢✱ Π✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❛t♦♠s ❛r❡
❛ss✐❣♥❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❲❡ ✜rst ♣r❡✲♣r♦❝❡ss Π ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣t② ♣♦❧❛r✐t② ❝♦♥t❡①t t♦ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts
s❡q✉❡♥ts ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ ❛♥ ▲❏❋t

− ♣r♦♦❢✱ Π′✳ ❋♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡q✉❡♥ts
✐♥ Π′ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P; [Γ] −→ [F ]✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♥♦❞❡s ✭✜❧❧❡❞ sq✉❛r❡s✱ ❡❧❧✐♣s❡s✱ ❛♥❞ ❜❧❛♥❦❡❞ sq✉❛r❡s✮ ❞❡♥♦t❡ s❡q✉❡♥ts ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①ts✳ ✭✶✮ ❲❡ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜tr❡❡✱ Ξ✱ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t ✭✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ s✉❜tr❡❡ ✇✐t❤ ✜❧❧❡❞ sq✉❛r❡s✮ ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t ❢r♦♠ ✐t t❤❡
♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ M0✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣♦st♦r❞❡r tr❛✈❡rs❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❥✉st t❤❛t✱ s✐♥❝❡ s❡q✉❡♥ts ❤❛✈❡ ❛ ♣♦❧❛r✐t② ❝♦♥t❡①t✱ P✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❛❜❧❡❞ ❛t♦♠s✱ ✇❡ ❞♦
♥♦t t❛❜❧❡ t❤❡s❡ ❛t♦♠s ❛❣❛✐♥✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t 〈A0,≺〉 ✐s t❤❡ t❛❜❧❡ ♦❢ M0✳ ❚❤❡♥✱ ✭✷✮ ❜② tr❛✈❡rs✐♥❣ Ξ✱



✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ s✉❜tr❡❡s✱ Ξ1, . . .Ξn✱ ♦❢ Ξ ✭✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ tr❡❡s ✇✐t❤ ❜❧❛♥❦ sq✉❛r❡s
❛♥❞ ❡❧❧✐♣s❡s✮✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ s❡q✉❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ [Γ] −→ [F ]✱ ✇❤❡r❡
F ∈ A0 ∪ {R}✱ ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ ❡♥❞s❡q✉❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❛❝❤ Ξi ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r✱ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ❛
s✉❜tr❡❡ ❛♣♣❡❛rs✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r✱ j✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t✉♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ 〈j, Fi,Ξi〉✳
■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ t❤❡ s✉❜tr❡❡s ✇✐t❤ ❡❧❧✐♣s❡s ❛♥❞ ❜❧❛♥❦ sq✉❛r❡s✱ ❜✉t
✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r tr❡❡ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥❞❡① ✶ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r s✉❜tr❡❡ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥❞❡① ✷✳ ◆♦✇✱
✭✸✮ ❢♦r ❡❛❝❤ t✉♣❧❡ 〈j, Fi,Ξi〉✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❡t Pi = {A | A ≺ Fi}❀ ✭✸✳✶✮ ❛❞❞ t❤✐s s❡t t♦ t❤❡
❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐t② ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s❡q✉❡♥ts ✐♥ Ξi❀ ❛♥❞ ✭✸✳✷✮ r❡♣❧❛❝❡ ❛❧❧ s✉❜❞❡r✐✈❛t✐♦♥s
✐♥ Ξi ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P; [Γi] −→ [A]✱ ✇❤❡r❡ A ∈ Pi✱ ❜② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
t❤❡ r✉❧❡s Dr ❛♥❞ Ir✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ Ξ′i✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t Ξ′i ✐s st✐❧❧ ❛ ✈❛❧✐❞ ▲❏❋t

− ♣r♦♦❢✳
❚❤❡♥✱ ✭✹✮ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t ✐♥t♦ ❛ ❧✐st ❛❧❧ t❤❡ s✉❜tr❡❡s Ξ′i t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✱ Fi✱ t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦r❞❡r ✐♥❞❡①✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (Fi, [Ξ

1
i , . . . ,Ξ

n
i ])✳

❲❡ ♥♦✇ ❛♣♣❧② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ♦✈❡r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐st✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ Fi ❞❡♥♦t❡s t❤❡
♦♣❡♥ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ t♠❝❞ ✬s r♦♦t ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t♠❝❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Ξ1

i , . . . ,Ξ
n
i

❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✵ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ D✲❢♦r♠✉❧❛s✱ ❧❡t G ❜❡ ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥❞ ❧❡t Ξ ❜❡ ❛♥ ▲❏❋ ❝✉t✲
❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ [·]; Γ −→ G✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❛t♦♠s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ▲❡t Υ ❜❡ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❝✉t
❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Ξ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤❡♥ Υ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ t♦ ❛
♣r♦♦❢ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ Dl r✉❧❡✳

Pr♦♦❢ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳

❇❛s❡ ❈❛s❡✿ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ Υ ✐s ✵✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ M✱
✐♥ Υ✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ❜② ❛♥♦t❤❡r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ M✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ✐s tr✐✈✐❛❧✱ s✐♥❝❡
✐t ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t M ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝✉t✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝✉t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❛t♦♠
t❤❛t ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡
t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♣r♦♦❢✳

◆♦✇ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ st❡♣✿ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t P; [Γ ∪ P] −→ Ai ✐s ❛ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ M✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤✐s s❡q✉❡♥t ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❧❡❢t r✉❧❡ ❜② ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿ ❲❡ ❝❤❡❝❦ ✐♥ Ξ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ F t❤❛t ✇❛s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t♦ ♣r♦✈❡ Ai✳ ❆❢t❡r t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡✱
♦♥❡ ♣❡r❢♦r♠s ❞❡❝✐❞❡ r✐❣❤t✲r✉❧❡s ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s t❤❡ G✲❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢
❤♦✇ t❤❡ t❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✭A ≺ B✱ t❤❡♥ A ✐s ❛ s✉❜❣♦❛❧ ♦❢ B✮✱ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ s✉❜❣♦❛❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞❡❝♦♠♣♦s❡❞✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ✐t ❡♥❝♦✉♥t❡rs ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦✈❡❞ ❛t♦♠✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠✱
❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥♦t❤❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ r✐❣❤t ✜♥✐s❤❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r✐❣❤t r✉❧❡✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❙t❡♣✿ ❲❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❜r❛♥❝❤ s❡q✉❡♥t ♦❢ ❛
♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❞✐r❡❝t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
❧❡❢t r✉❧❡✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛s ✐♥ Ξ✱ ❛♥❞
❛❢t❡r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❧❛t❡r ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡
♦✉t❝♦♠❡s✿ ✶✮ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ✐s ♥♦t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛
❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♠✉❧t✐❝✉t ❢♦r t❤✐s ❣♦❛❧❀ ♦r ✷✮ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠✱ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ❛ r✐❣❤t ❞❡❝✐s✐♦♥
r✉❧❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤✐s ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡ ✐s
♦♥❧② ♦♥❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❧❡❢t r✉❧❡✳ ✷

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t♦ ✜♥❞ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛ t♠❝❞✱ ♦♥❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❛❣r❡❡
♦♥ t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ❞♦ s♦
✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉♥❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ s❡q✉❡♥ts ❛s ❧✐sts✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠✉❧t✐s❡ts✱
s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✇✐t❤ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✲s❡q✉❡♥ts ✐♥ ▲▲❋✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡♥✉♠❡r❛t❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
t♦ t❤❡ ❡♥❞s❡q✉❡♥t✳



✸✳✽✳ ❆ Pr♦♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝ ◆♦t✐♦♥ ❢♦r ❋✐①❡❞ P♦✐♥ts ✹✶

✸✳✽ ❆ Pr♦♦❢ ❚❤❡♦r❡t✐❝ ◆♦t✐♦♥ ❢♦r ❋✐①❡❞ P♦✐♥ts

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝ ♥♦t✐♦♥s ❢♦r ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❞❛t❡s ❜❛❝❦ t♦ ●✐r❛r❞ ❛♥❞ ❙❝❤r♦❡❞❡r✲❍❡✐st❡r
✐♥ ❬●✐r❛r❞ ✶✾✾✷✱ ❙❝❤r♦❡❞❡r✲❍❡✐st❡r ✶✾✾✸❪✳ ❚❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✇❛s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ ♥❡❣❛t✐♦♥✲❛s✲❢❛✐❧✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
♦♣❡r❛t♦r µ✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ✐♥ ❬❇❛❡❧❞❡ ✷✵✵✼❜✱ ❇❛❡❧❞❡ ✷✵✵✽❪✱ t♦ s♣❡❝✐❢② ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r µ ❤❛s t②♣❡ (τ → τ) → τ ✱ ✇❤❡r❡ τ ✐s ❛ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ γ1 → γ2 →
· · · γn → o✱ ❡❛❝❤ γi ✐s ❛ t②♣❡ ♦❢ ❛ t❡r♠✱ n ✐s t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛♥❞ o ✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳
■ts ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✿

Γ, B(µB)~t −→ C

Γ, µB~t −→ C
❬µl❪

Γ −→ B(µB)~t

Γ −→ µB~t
❬µr❪

Γ, µB~t −→ µB~t
❬Iµ❪

❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ t❡r♠ B✱ ✐♥ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t µB~x✱ ❛s t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✬s ❜♦❞② ♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■ts ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ❛❜♦✈❡✱ ❥✉st ✉♥❢♦❧❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤✐r❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ✐s
t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② r✉❧❡ ❢♦r ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ t♦ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❡r♠s✱ ❛❧s♦ ❞✉❡ t♦ ●✐r❛r❞ ❛♥❞ ❙❝❤r♦❡❞❡r✲❍❡✐st❡r ❬●✐r❛r❞ ✶✾✾✷✱
❙❝❤r♦❡❞❡r✲❍❡✐st❡r ✶✾✾✸❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ♥❡❡❞ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞
r✐❣❤t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢ ❡q✉❛❧✐t② ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

{Γθ −→ Rθ | θ = mgu(s, t)}
Γ, t = s −→ R ❬=l❪ Γ −→ s = s

❬=r❪

❲❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❝❧❡❛r✿ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t❡r♠s❀
t❤❡ ❧❡❢t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ♠♦r❡ s✉❜t❧❡✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♣r❡♠✐s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉♥✐✜❡r θ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s s ❛♥❞
t✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ♦♥❧② ✇✐t❤ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ t❡r♠s✱ ❡✐t❤❡r t❤✐s r✉❧❡ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r❡♠✐s❡ ✐❢ t❤❡
t❡r♠s s ❛♥❞ t ❤❛✈❡ ❛ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡r✱ ♦r ✐t ❤❛s ♥♦ ♣r❡♠✐s❡ ✐❢ s ❛♥❞ t ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐✜❛❜❧❡✳ ❆❧s♦
♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✐♥ ✐ts ♣r❡♠✐s❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ s②st❡♠
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ ▲❏ t❤❡ r✉❧❡s ❛❜♦✈❡ ❢♦r ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛s ▲❏µ✳

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠s ❛s ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ♥♦❞❡✳ ❲❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤✐s ♣r♦❣r❛♠
❜② t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❜❡❧♦✇✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ♣❛t❤✿

µ(λ♣❛t❤λxλy. x = y ∨ ∃z(❛❞❥ x z ∧ ♣❛t❤ z y))

❚❤❡ ❧❡❢t ❞✐s❥✉♥❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ st❛t✐♥❣ t❤❛t ❛ ♥♦❞❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✐ts❡❧❢✱
❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ❞✐s❥✉♥❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥✳ ❚❤❡
❛❞❥ x y ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐s ❛❧s♦ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

∨
(a,b)∈E (x = a ∧+ y = b)✱ ✇❤❡r❡ E

✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ✇✐t❤ ❛ ❣r❛♣❤✬s ❡❞❣❡s✳
❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♣❛t❤ a0 a5 ✐s

♣r♦✈❛❜❧❡✳ ❖♥❡ ❥✉st ♥❡❡❞s t♦ ✉♥❢♦❧❞ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ❝❤♦s❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞✐s❥✉♥❝t ✉♥t✐❧
♦♥❡ ✜♥✐s❤❡s t❤❡ ♣r♦♦❢ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ r✐❣❤t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✿

−→ (a0 = a0 ∧ a1 = a1)
❬∧r,=r,=r❪

−→ (a0 = a0 ∧ a1 = a1) ∨ (a0 = a1 ∧ a1 = a3) ∨ · · · ❬n × ∨r❪

−→ ❛❞❥ a0 a1
❬µr❪ −→ ♣❛t❤ a1 a5

−→ ❛❞❥ a0 a1 ∧ ♣❛t❤ a1 a5
❬∧r❪

−→ a0 = a5 ∨ ∃z(❛❞❥ a0 z ∧ ♣❛t❤ z a5)
❬∨r,∃r❪

−→ ♣❛t❤ a0 a5
❬µr❪



✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

❚❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ✉♥❢♦❧❞✐♥❣✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ❡q✉❛❧✐t②✱ ❜❡❤❛✈❡s ❝❧♦s❡❧② t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❝❤❛✐♥✐♥❣ r✉❧❡ ✐♥ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ ✉s✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❧✐❡s ♦♥ t❤❡✐r ❧❡❢t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❲✐t❤
t❤❡s❡ r✉❧❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ¬♣❛t❤ a1 a2✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛t❤
❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡ a1 ❛♥❞ a2✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s ❜② ✜rst ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ r✐❣❤t r✉❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐t②✱ ❛s
✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳

a0 = a5 −→ ⊥ ❬=l❪
(a0 = a0 ∧ Z = a1) ∨ (a0 = a1 ∧ Z = a3) ∨ · · · ,♣❛t❤ Z a5 −→ ⊥

❛❞❥ a0 Z,♣❛t❤ Z a5 −→ ⊥ ❬µl❪

a0 = a5 ∨ ∃z(❛❞❥ a0 z ∧ ♣❛t❤ z a5) −→ ⊥ ❬∨l,∃l,∧l❪

♣❛t❤ a0 a5 −→ ⊥ ❬µl❪

−→ ¬♣❛t❤ a0 a5
❬⊃r❪

❇② s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ∨l,∧l ❛♥❞ =l✱ t❤❡ r✐❣❤t ❜r❛♥❝❤ r❡❞✉❝❡s t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣r❡♠✐s❡s
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡ Z ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ♥♦❞❡ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ a1 ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞s t♦ ♣r♦✈❡
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛t❤ ❢r♦♠ Z t♦ a2✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✜♥✐s❤❡s ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤
t❤❛t st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡ a1✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ t❤✐s ♣r♦♦❢
❝❛♥ ❜❡ ❡♥♦r♠♦✉s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ✉s❡s t❛❜❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ ❛✈♦✐❞ ♣r♦✈✐♥❣ t✇✐❝❡ t❤❡ s❛♠❡
❢♦r♠✉❧❛✱ ❞❡r✐✈✐♥❣✱ ❤❡♥❝❡✱ s♠❛❧❧❡r ♣r♦♦❢ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ r❡❞✉♥❞❛♥t s✉❜♣r♦♦❢s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✱ t❤❛t
✐s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ▲❏µ✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ t❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠
❤❡r❡✱ ❜✉t✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t s♦♠❡ ♦t❤❡r r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✇♦r❦s t❤❛t ♣r♦✈❡ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❢♦r
❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❧♦❣✐❝s✱ ✇✐t❤ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✐♥❞✉❝t✐♦♥✿ ▼❝❉♦✇❡❧❧ ✫ ▼✐❧❧❡r ✐♥ ❬▼❝❉♦✇❡❧❧ ✷✵✵✵❪
♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ t❤❛t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝✉t✲
❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤✐s s②st❡♠✳ ❚✐✉ ❛♥❞ ▼♦♠✐❣❧✐❛♥♦ ❬▼♦♠✐❣❧✐❛♥♦ ✷✵✵✸✱ ❚✐✉ ✷✵✵✹❪ ♣r♦♣♦s❡❞
t❤❡ s②st❡♠ ▲■◆❈ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s r✉❧❡s ❢♦r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡
❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤✐s ❧♦❣✐❝✳ ▲❛t❡r✱ ❇❛❡❧❞❡ ❛♥❞ ▼✐❧❧❡r ❬❇❛❡❧❞❡ ✷✵✵✼❜✱ ❇❛❡❧❞❡ ✷✵✵✽❪
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❧♦❣✐❝s✱ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♦❢
❛ss✐st❛♥ts ❛♥❞ t♦♦❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❇❡❞✇②r ❬❇❛❡❧❞❡ ✷✵✵✼❛❪ ✐s ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢
s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ❢♦r ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❬❚✐✉ ✷✵✵✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ r✉❧❡s
❛❜♦✈❡ ❢♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡ t❤✐s str❛t❡❣② ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳ ❙❡✈❡r❛❧
✭✐♥t❡r❛❝t✐✈❡✮ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs t❤❛t ✉s❡ s✐♠✐❧❛r ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❆❜❡❧❧❛ ❬●❛❝❡❦ ✷✵✵✽❪ ❛♥❞ ❚❛❝ ❬❇❛❡❧❞❡ ✷✵✵✽❪✳

✸✳✾ ▲❏❋µ

❲❡ ♥♦✇ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❇❛❡❧❞❡ ✫ ▼✐❧❧❡r
❬❇❛❡❧❞❡ ✷✵✵✼❜✱ ❇❛❡❧❞❡ ✷✵✵✽❪✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ s②st❡♠s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝
✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡r❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❢r♦③❡♥✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ✉♥❢♦❧❞❡❞
❛♥❞ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛t♦♠s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✐❣♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ✇❤❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥✱ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡s✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛
♠❛t❝❤✐♥❣ ❢r♦③❡♥ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ s②st❡♠ ▲❏❋µ✱
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣
▲❏❋ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✿ ✜rst✱ ✇❡ ❛❞❞ t♦ ✐ts s❡q✉❡♥ts t✇♦ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✱ N ❛♥❞ F ✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❢r♦③❡♥ ❝♦♥t❡①ts✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✐❢ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ µB~t✱ ✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ N ✱
❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✜① s②♠❜♦❧ ∈θ✱ t❤❡♥ ✐t ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②❀ ❛♥❞
✐❢ µB~t ∈θ F t❤❡♥ µB~t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉♥❢♦❧❞❡❞✱ ❜✉t ♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡✳ ❲❡ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡s❡ ✜①❡❞
♣♦✐♥ts ❛s ❢r♦③❡♥✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ t♦ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ♣r♦♦❢s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛❞❞



✸✳✾✳ ▲❏❋µ ✹✸

t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐t② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞
❢r♦③❡♥ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜♦t❤ ❡♠♣t②✱ ❛♥❞ t❤❡② ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ ❛ t❛❜❧❡ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢
❜② ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐❝✉t r✉❧❡s ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✮✳

❆s t❤❡ ♣❛t❤ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ ✐❧❧✉str❛t❡s✱ ❜② ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ❛
♣r♦♣❡rt② ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♣❛t❤s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❚✐✉ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬❚✐✉ ✷✵✵✺❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ❢♦r
♣r♦✈✐♥❣ G✲❢♦r♠✉❧❛s✱ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ❜❡❧♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦♥ ❡❛❣❡r❧② ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ t♦♦❧ ❝❛❧❧❡❞ ❇❡❞✇②r ❬❇❛❡❧❞❡ ✷✵✵✼❛❪✳

G ::= t | ⊥ | s = t | µ(λpλ~x. G)~t | G1 ∧+ G2 | G1 ∨ G2 | P ⊃ G | ∃x.G | ∀x.G | A

P ::= t | ⊥ | s = t | µ(λpλ~x. P )~t | P1 ∧+ P2 | P1 ∨ P2 | ∃x P | A

◆♦t✐❝❡ t❤❛t G✲❢♦r♠✉❧❛s ❛♣♣❡❛r ❛❧✇❛②s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ P ✲❢♦r♠✉❧❛s ❛♣♣❡❛r
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ P ❢♦r♠✉❧❛s ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱
❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❡♥t✐r❡❧② ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ str❛t❡❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❚✐✉ ❡t ❛❧✳ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡ ♥❡✈❡r ❢r❡❡③❡s ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✳
❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ✐s
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ✉♥❢♦❧❞ ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② t✐♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡
♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦❡t❤❡r✐❛♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s✱ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣s t❡r♠✐♥❛t❡✱ s✉❝❤
❛s t❤❡ ❣r❛♣❤ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡♥ ✇❡ r❡st♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ♣r♦♦❢
s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ▲❏❋µ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡s Iµ

l ❛♥❞
Iµ
r ✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦❡t❤❡r✐❛♥ ❛♥❞ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢

G✲❢♦r♠✉❧❛s ❛❜♦✈❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✶ ❆❧❧ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s ♣❡r♠✉t❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ♦t❤❡r r✉❧❡s✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢
r✉❧❡s✿

(∨l/µr), (∨l/µl), ❛♥❞ (∧r/µl)

Pr♦♦❢ ❍❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ♦♥❧②✿
• ∨r/µl✿

Γ, B(µB)~t −→ P

Γ, µB~t −→ P
❬µl❪

Γ, µB~t −→ P ∨ Q
❬∨r❪

 

Γ, B(µB)~t −→ P

Γ, B(µB)~t −→ P ∨ Q
❬∨r❪

Γ, µB~t −→ P ∨ Q
❬µl❪

• ⊃l /µl✿

Γ1, B(µB)~t −→ P

Γ1, µB~t −→ P
❬µl❪

Γ2, Q −→ C

Γ1,Γ2, P ⊃ Q, µB~t −→ C
❬⊃l❪

 

Γ1, B(µB)~t −→ P Γ2, Q −→ C

Γ1,Γ2, P ⊃ Q, B(µB)~t −→ C
❬⊃l❪

Γ1,Γ2, P ⊃ Q, µB~t −→ C
❬µl❪

• ∨r/ =l✿

{Γθ −→ Pθ | θ = mgu(s, t)}
Γ, s = t −→ P

❬=l❪

Γ, s = t −→ P ∨ Q
❬∨r❪

 

{
Γθ −→ Pθ

Γθ −→ Pθ ∨ Qθ
❬∨r❪ | θ = mgu(s, t)

}

Γ, s = t −→ P ∨ Q
❬=l❪

• ∨r/ =l✿

{Γθ −→ Pθ | θ = mgu(s, t)}
Γ, s = t −→ P

❬=l❪

Γ, s = t −→ P ∨ Q
❬∨r❪

 

{
Γθ −→ Pθ

Γθ −→ Pθ ∨ Qθ
❬∨r❪ | θ = mgu(s, t)

}

Γ, s = t −→ P ∨ Q
❬=l❪



✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

✷

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ r✉❧❡s ∧r ❛♥❞ ∨l ✐s t❤❛t✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s
✉♥❢♦❧❞❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ♣r❡♠✐s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✇♦r❦ ✇❡❧❧✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿

Γ, B(µB)~t −→ P

Γ, µB~t −→ P
❬µl❪

Γ, B(µB)~t −→ Q

Γ, µB~t −→ Q
❬µl❪

Γ, µB~t −→ P ∧ Q
❬∧r❪

 

Γ, B(µB)~t −→ P Γ, B(µB)~t −→ Q

Γ, B(µB)~t −→ P ∧ Q
❬∧r❪

Γ, µB~t −→ P ∧ Q
❬µl❪

❋r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t
t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ❢r♦③❡♥ ❝♦♥t❡①ts ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
❤♦✇ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡s❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐❝✉t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✷ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛♥ ▲❏❋µ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ N ;F ; [·] −→ G✱ ✇❤❡r❡ G ✐s ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞
N ❛♥❞ F ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ❛❧❧ s❡q✉❡♥ts ✐♥ Ξ ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

N ;F ; [Γ]
P−→ [G′′] N ;F ; [Γ],∆ −→ G′ N ;F ; [Γ] −→ [G′′] ♦r N ;F ; [Γ]−G′→

✇❤❡r❡ Γ ✐s ❛ s❡t ♦❢ P ✲✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❛t♦♠s✱ ∆∪ {P} ✐s ❛ s❡t ♦❢ P ✲❢♦r♠✉❧❛s✱ G′ ✐s ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞
G′′ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ❛ ✜①♣♦✐♥t G✲❢♦r♠✉❧❛✳

❚❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ▲❏❋µ ❢♦❧❧♦✇s ♥❡①t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✸ ■❢ C ✐s ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛ ♦r ❛ P ✲❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡♥ Ĉ ✐s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❧
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ∧+ ❜② ∧✳ ■❢ Γ ✐s ❛ s❡t ♦❢ G✲❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ P ✲❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡♥ Γ̂ = {Ĉ | C ∈ Γ}✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✹ ▲❡t G ❜❡ ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ ❧❡t N ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧❛r✐t② ❝♦♥t❡①t✳ ❆ss✉♠❡ ❛❧❧ ✜①❡❞
♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦❡t❤❡r✐❛♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❡q✉❡♥t −→ Ĝ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❏µ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t
N ; ∅; [·] −→ G ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❏µ✳

Pr♦♦❢ ❙♦✉♥❞♥❡ss ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❛s ✐t s✉✣❝❡s t♦ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳
❋♦r ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛ ▲❏µ s❡q✉❡♥t✱ −→ Ĝ✱ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❏µ✱ t❤❡♥

t❤❡ s❡q✉❡♥t t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❢r♦③❡♥ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts N ; ∅; [·] −→ G ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❏❋µ✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t
▲❏❋ ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▲❏✱ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳
❚❤❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ✐s ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ r✉❧❡ µa

l ✱ ❛s ✐ts ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♥♦t ❝♦♥tr❛❝t❡❞✱ ❜✉t
❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❬▼❝❉♦✇❡❧❧ ✷✵✵✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹❪✳ ❲❡
❡①t❡♥❞ ●✐r❛r❞✬s tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts
t♦ ❧✐♥❡❛r ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts pµP~tq ≡ µ !pPq~t ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ps = tq ≡ s = t✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦
t❤❛t t❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ❝♦rr❡❝t✿

Γ, P (µP )~t −→ C

Γ, µP~t −→ C  

!pΓq, !pPq(µ !pPq)~t ⊢ pCq
!pΓq, µ !pPq~t ⊢ pCq
!pΓq, !µ !pPq~t ⊢ pCq

❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❙❝❤❡❧❧✐♥① ❬❙❝❤❡❧❧✐♥① ✶✾✾✶❪✱ ❢❛✐t❤❢✉❧♥❡ss ✐s ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
r✉❧❡s t❤❛t ❝❛♥ ❝❧♦s❡ ❛ ♣r❡♠✐s❡ ✇❤♦s❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ❤❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❧❡❢t
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r 0 ❛♥❞ =✳ ❆❞❞✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ❙❝❤❡❧❧✐♥①✬s ♣r♦♦❢✿
✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ②✐❡❧❞s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛ ✦✳ ❊✐t❤❡r t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛
✐s ❡r❛s❡❞ ❜② t❤❡s❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♦r t❤❡ ✦ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡
❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✳



✸✳✾✳ ▲❏❋µ ✹✺

N ;F ; [Γ, µB~t],Θ −→ R
N ;F ; [Γ],Θ, µB~t −→ R

❬[]µl ❪
N ;F ; [Γ],Θ −→ [µB~t]

N ;F ; [Γ],Θ −→ µB~t
❬[]µr ❪

✐❢ µB~t ∈θ N ✐❢ µB~t /∈θ N

N ;F ; [Γ]
µB~t−−→ [µB~t]

❬Iµ
l ❪

N ;F ; [Γ, µB~t]−µB~t→
❬Iµ

r ❪

✐❢ µB~t /∈θ F
N ;F ; [Γ]

B(µB)~t−−−−−→ [R]

N ;F ; [Γ]
µB~t−−→ [R]

❬µs
l ❪ N ;F ; [Γ],Θ −→ B(µB)~t

N ;F ; [Γ],Θ −→ µB~t
❬µa

r ❪

N ;F ; [Γ],Θ, B(µB)~t −→ R
N ;F ; [Γ],Θ, µB~t −→ R

❬µa
l ❪

N ;F ; [Γ]−B(µB)~t→
N ;F ; [Γ]−µB~t→

❬µs
r❪

❊q✉❛❧✐t② ❘✉❧❡s

{N θ;Fθ; [Γθ],Θθ −→ Rθ | θ = mgu(s, t)}
N ;F ; [Γ],Θ, t = s −→ R ❬=l❪ N ;F ; [Γ]−s=s→

❬=r❪

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❚❤❡ r✉❧❡s ✐♥ ▲❏❋µ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r✱ µ✱ ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐t②✳

◆♦✇ ❣✐✈❡♥ t❤✐s tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❦❡② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦❡t❤❡r✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡②
❤❛✈❡ P ✲❢♦r♠✉❧❛s ❛s ❜♦❞② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❧❡❢t✲♣❡r♠❡❛❜❧❡✱ t❤❛t ✐s✱ µ !pPq~t ≡ !(µ !pPq~t)✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❢r♦♠ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❛t str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❛r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
s❡q✉❡♥t✿

µ !pPq~t ⊢ !(µ !pPq~t) Γ, !(µ !pPq~t) ⊢ C

Γ, µ !pPq~t ⊢ C
❬❈✉t❪

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ µ !pPq~t ⊢ !(µ !pPq~t) r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦❡t❤❡r✐❛♥ ❛♥❞ t❤❛t ❛
✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❲❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡❛❣❡r❧② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s ❛♥❞ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts
✉♥t✐❧ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ⊢ !(µ !pPq~tθ)✱ ✇❤❡r❡ θ ✐s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛♣♣❧②✐♥❣
=l r✉❧❡s✳ ◆♦✇✱ t♦ ♣r♦✈❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r❡♠✐s❡✱ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ! ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❛t❤
✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤✐s ♣r❡♠✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞s❡q✉❡♥t✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞✉❛❧s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤
t♦ r❡❛❝❤ t❤✐s ♣r❡♠✐s❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦r s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✱
t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ♣r♦✈❛❜✐❧✐t②✳ ✷

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ str❛t❡❣② ❛❞♦♣t❡❞ ❜② ❚✐✉
❡t ❛❧✳ ❬❚✐✉ ✷✵✵✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♥♦t ❜r❛❝❦❡t✐♥❣ ❛♥② ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ ❜✉t ❛❧✇❛②s ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ t❤❡♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺ ▲❡t G ❜❡ ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦❡t❤❡r✐❛♥✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r
❛♥② ♣♦❧❛r✐t② ❝♦♥t❡①t N ✱ ✐❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t N ; ∅; [·], · −→ G ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❏❋µ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ▲❏❋µ

♣r♦♦❢ ✇✐t❤ ♥♦ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ []
µ
l ✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ []
µ
l ✐♥ ❛♥ ▲❏❋µ ♣r♦♦❢ Ξ ♦❢ N ; ∅; [·], · −→ G✳ ❲❡



✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿

Ξ
[Γ, µP~t],∆ −→ G

[Γ],∆, µP~t −→ G
❬[]µl ❪

 

Ξ1

[Γθ1],∆θ1 −→ Gθ1 · · ·
Ξn

[Γθn],∆θn −→ Gθn

[Γ],∆, µP~t −→ G

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ❢r❡❡③✐♥❣ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡❧✐❞❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ []
µ
l t♦ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t µP~t

✇❡ ❢✉❧❧② ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ✐t✳ ❚❤✐s t❡r♠✐♥❛t❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦❡t❤❡r✐❛♥
❛♥❞ P ✲❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ Ξi ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Ξ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ µP~t✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θi✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧
r✉❧❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ µP~t ❜② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ✐s ♣r♦✈❡❞✱ s✐♠✐❧❛r❧② ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✹✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ =l r✉❧❡s ❛❞❡q✉❛t❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✉♥✐✜❡rs✳ ✷

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜r❛❝❦❡t ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✉s❡ ✐t ✐♥ ❛ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡✱
▲❏❋µ ✐s ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❜❡❤✐♥❞ ❇❡❞✇②r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
st❛t❡♠❡♥t ❛❜♦✉t ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✿ ∀x(♥❛tx ⊃ ♥❛t (s x))✱ ✇❤❡r❡ ♥❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
µ(λ♥❛tλx (x = z) ∨ ∃x′(x = (s x′) ∧+ ♥❛tx′))✳ ❆s ♦♥❡ ❝❛♥ ✉♥❢♦❧❞ ♥❛t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②
t✐♠❡s✱ ♦♥❡ ♠✉st ❜r❛❝❦❡t t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♥❛t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ✉s❡ ✐t ✐♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡
t❤✐s t❤❡♦r❡♠✳

✸✳✶✵ ❆ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❡❡③✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❢♦r t❛❜❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts

Pr♦♦❢s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡♥♦r♠♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥ r❡❞✉♥❞❛♥t s✉❜✲
♣r♦♦❢s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❝❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳ ■❢ ♦♥❡ ❛tt❡♠♣ts t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡
q✉❡r② ¬♣❛t❤ a1 a2 ∧+ ¬♣❛t❤ a3 a2 ✐♥ ❛ ❧♦❣✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❡r✱ t❤❡♥ ✐t ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ s✉❜❣♦❛❧ ¬♣❛t❤ a3 a2

t✇✐❝❡✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤✐s ❧✐t❡r❛❧ ✐♥✈♦❧✈❡s ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛t❤s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ t❤❛t
st❛rt ✇✐t❤ a3✱ s✉❝❤ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❛s ❜✐❣ ❛s t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐ts❡❧❢✳ ■♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❇❡❞✇②r✱ ♦♥❡ ✉s❡s
t❛❜❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r ❛t♦♠s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢♦r ❧✐t❡r❛❧s✱ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲❡
✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❛ ❢r❡❡③✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❢♦r ✇❤❡♥ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞
♣♦✐♥ts ❛r❡ t❛❜❧❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❢♦r ✇❤❡♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧②
q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ t❛❜❧❡❞✳

✸✳✶✵✳✶ ❚❛❜❧❡s ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s

■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ❞❡♥♦t❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ✐♥ ❛ t❛❜❧❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡③✐♥❣ ❛♥❞ t❛❜❧✐♥❣✿ ✇❤❡♥ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ❢r♦③❡♥ ✐t ❞❡♥♦t❡s t❤❛t ✐t ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ✐❢
t❤✐s ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ♣r♦✈❡❞✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛ t❛❜❧❡ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦♦❢ ❜②
✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐❝✉t r✉❧❡s✱ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ mcµ r✉❧❡ ❜❡❧♦✇✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✐s ♥♦t
❛❧t❡r❡❞✱ ❜✉t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❢r♦③❡♥✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
t❡r♠ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧ ❢♦r ❡✐t❤❡r ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦r ✐ts ♥❡❣❛t✐♦♥✳

N ;F ; [Γ] −→ L1 · · · N ;F ; [Γ] −→ Ln N ;F ∪ ΘL; [Γ,∆L] −→ [R]

N ;F ; [Γ] −→ [R]
❬mcµ❪

✇❤❡r❡ ❢♦r ❛❧❧ i✱ Li ✐s ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧✱ ∆L = {L1, . . . , Ln}✱ ❛♥❞ ΘL = {F | F ∈ ∆L ♦r ¬F ∈ ∆L}✱
✇❤❡r❡ F ✐s ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ P ✲❢♦r♠✉❧❛s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡
♣r♦♦❢s ✇✐t❤ ✐♥t❡r♣❤❛s❡ ❝✉ts ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ✇✐t❤ ✐♥tr❛♣❤❛s❡ ❝✉ts✱ ❛s ♣❡r♠✉t✐♥❣ ❝✉ts
✉♣✇❛r❞s ♠✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦♦❢s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❛❜❧❡s
❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣r♦✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❡♥❞s❡q✉❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❛❜❧❡s ❛❧r❡❛❞②
❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳



✸✳✶✵✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❡❡③✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❢♦r t❛❜❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✹✼

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✐♥✐t✐❛❧❧② ✭❛t t❤❡ ❡♥❞s❡q✉❡♥t✮ ❛❧❧ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦t ❢r♦③❡♥✱ t❤❛t ✐s✱
t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❝♦♥t❡①t N ❛♥❞ F ❛r❡ ❜♦t❤ ❡♠♣t②✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❝♦♥t❡①t ❞♦❡s ♥♦t ♣❧❛② ❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ✐♥
t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ✇❡ t❛❜❧❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞
✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss r❡s✉❧t ✐s ♦♥❧② ❢♦r ✇❤❡♥ t❛❜❧✐♥❣ P ✲✜①❡❞ ♣♦✐♥t
❢♦r♠✉❧❛s✱ ✇❡ s❤♦✇✱ ❧❛t❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✷✱ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ t❛❜❧❡ G✲✜①❡❞ ♣♦✐♥t
❢♦r♠✉❧❛s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✻ ▲❡t G ❜❡ ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ F ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ P ✲✜①❡❞ ♣♦✐♥t✲❢♦r♠✉❧❛s✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧
µP~t ∈ F ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ · −→ µP̂~t ✐♥ ▲❏µ✳ ❆ss✉♠❡ ❛❧❧ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦❡t❤❡r✐❛♥✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥②
♣♦❧❛r✐t② ❝♦♥t❡①t N ✱ t❤❡ s❡q✉❡♥t F̂ −→ Ĝ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❏µ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t N ;F ; [F ] −→ G

✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❏❋µ✳

Pr♦♦❢ ❙♦✉♥❞♥❡ss ✐s tr✐✈✐❛❧✱ ❛s ✐t s✉✣❝❡s t♦ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳
❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✺ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✹✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ▲❏❋µ ♣r♦♦❢ ❢♦r

N ; ∅; [·],F −→ G t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ []
µ
l ✳ ❲❡ ✜rst r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ✉♥✲

❢♦❧❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ♣r♦♦❢ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ µa
l r✉❧❡s ♦✈❡r

❢r♦③❡♥ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❆s ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✉♥❢♦❧❞❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r♠✉t❡ r✉❧❡s ♦♥ t❤❡
❧❡❢t ✉♥t✐❧ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ µP~t✱ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❧❛st✿

Ξ1

[Γθ1],∆θ1 −→ Gθ1 · · ·
Ξn

[Γθn],∆θn −→ Gθn

[Γ],∆, P (µP )~t −→ G

[Γ],∆, µP~t −→ G
❬µa

l ❪

❍♦✇❡✈❡r s✐♥❝❡ µP~t ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✱ θi✱
✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s []

µ
l

♦✈❡r µP~t ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Ξiθi ❜② ❛❞❞✐♥❣ µP~t t♦ t❤❡
❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts s❡q✉❡♥ts✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ▲❏❋µ ♣r♦♦❢ ♦❢ N ; ∅; [F ] −→ G

t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ✉♥❢♦❧❞ ❛♥② ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ◆♦✇ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✇❡ ❥✉st
♣❡r♠✉t❡ µr r✉❧❡s ♦✈❡r ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛r❡ ❞♦♥❡ ♦♥ s❡q✉❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ N ; ∅; [F ] −→ µP~t✱ ✇❤❡r❡ µP~t ∈ F ✳ ❲❡ t❤❡♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡s❡
s❡q✉❡♥ts ❜② ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ []

µ
r ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛❧❧ s❡q✉❡♥ts t❤❡

❡♠♣t② ❢r❡❡③✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ❜② F ✳ ✷

❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss r❡s✉❧t ❢♦r ✇❤❡♥ ✇❡ t❛❜❧❡ ♥♦t ♦♥❧② ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ❜✉t
❛❧s♦ ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ■❢ ¬µP~t ✐s ✐♥ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ✉♥❢♦❧❞ ❛♥
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ µP~t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ♦♥❡ ❥✉st ♥❡❡❞s t♦ r❡❧② ♦♥ t❤✐s
✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝② ✭❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ¬µP~t✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ µP~t ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t✱ t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❜♦t❤ ¬µP~t ❛♥❞ µP~t ❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❡①t
✐s ❛❣❛✐♥ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ mcµ r✉❧❡ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❢r❡❡③❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st✲❜r❛♥❝❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱
✇❤✐❝❤ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❚❤✐s ❡♥❢♦r❝❡s t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦♦❢s
❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st✲♣r❡♠✐s❡ ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡♣r♦✈❡ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡s ♦r ✜♥✐t❡ s✉❝❝❡ss❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ st❛rt ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✜♥✐t❡ s✉❝❝❡ss❡s
❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✼ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ▲❏❋µ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t N ;F ; [Γ] −→ G✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t µP~t ∈ F ∩ Γ ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ N ⊆ F ✱ Γ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ G ✐s ❛
G✲❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡♥ ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥ts N ;F ; [Γ′] −→ µP~t ♦r N ;F ; [Γ′]−µP~t→ ✐s t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐❞❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡✳



✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

Pr♦♦❢ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t ✐s N ;F ; [Γ′] −→ µP~t✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ❢♦❧❧♦✇s
✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ ✐t✳ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✷ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t Γ′ ✐s ❛
s❡t ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t
N ;F ; [Γ′] −→ µP~t✳ ❚❤❡ ✜rst r✉❧❡ ♠✉st ❜❡ []

µ
r ✱ s✐♥❝❡ µP~t ✐s ❢r♦③❡♥✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ♠✉st ♣r♦✈❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t

N ;F ; [Γ′] −→ [µP~t]✿ ✐❢ ♦♥❡ ❢♦❝✉s❡s ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤✐s ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡
♣♦❧❛r✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❢❛✐❧s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s✐♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❛♣♣❧② ♥❡✐t❤❡r t❤❡ r✉❧❡ µs

l ❜❡❝❛✉s❡ N ⊆ F
❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ❢r♦③❡♥❀ ♥♦r t❤❡ r✉❧❡ Iµ

l s✐♥❝❡ t❤✐s ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ µP~t

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②❀ ♥♦r ❝❛♥ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡
Rl r✉❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳

◆♦✇✱ t❤❡ ♦♥❧② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ µP~t ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡
♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ µs

r ❜❡❝❛✉s❡ µP~t ✐s ❢r♦③❡♥❀ ♥♦r ❝❛♥ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ Rr

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❛♣♣❧② Iµ
r ✳ ❚❤✐s s✉❝❝❡❡❞s ❜❡❝❛✉s❡

µP~t ❜❡❧♦♥❣s t♦ Γ✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ✐t ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣s t♦ Γ′✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛②
t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡q✉❡♥t ✐s ✇✐t❤ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡❝✐❞❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡✳ ✷

❘❡t✉r♥✐♥❣ t♦ ♦✉r ♣❛t❤ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ t❛❜❧❡ ♣❛t❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts s♦ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ❡①✐st✐♥❣
♣r♦♦❢s ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡♣r♦✈❡ t❤❡ ❛t♦♠ ♣❛t❤✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳

[♣❛t❤ a3 a4]−❛❞❥ a1 a3
→ [♣❛t❤ a3 a4]−♣❛t❤ a3 a4

→ ❬Iµ
r ❪

[♣❛t❤ a3 a4]−❛❞❥ a1 a3∧+♣❛t❤ a3 a4
→ ❬∧+

r ❪

[♣❛t❤ a3 a4]−a3=a4∨∃z.❛❞❥ a1 z∧+♣❛t❤ z a4
→ ❬∨r,∃r❪

[♣❛t❤ a3 a4] −→ a3 = a4 ∨ ∃z.❛❞❥ a1 z ∧+ ♣❛t❤ z a4

❬[]r, Dr❪

[♣❛t❤ a3 a4] −→ ♣❛t❤ a1 a4
❬µa

r ❪

❍❡r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ❢r♦③❡♥ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡❧✐❞❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♣❛t❤ a3 a4 ❤❛s
♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ✐s ❢r♦③❡♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♣❛t❤ a1 a4 ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❜✉t ✐s ♥♦t ❢r♦③❡♥✳
■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♣❛t❤ a3 a4 ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐❝✉t r✉❧❡ mcµ✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥t [♣❛t❤ a3 a4]−❛❞❥ a1 a3

→✱ ❜✉t ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐t ✐s ❛
❝♦♠♣❧❡t❡❧② s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s✳

◆♦t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥♦r♠♦✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡s ✐♥
❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② r❡✢❡❝t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡
♣❛t❤ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞s t♦ ❝❤❡❝❦ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s✳ ❇✉t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞
♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡s ❞♦❡s r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♥❡❡❞❡❞ t♦ s❡❛r❝❤
❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇ ♥❡①t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ t❤❛t
s✉❝❤ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t✇✐❝❡ ❜② t❛❜❧✐♥❣ ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✳

❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ t❤❡r❡ ✇❛s ♥♦ ♥♦✈❡❧t②✱ ❛s ✇❡ ♦♥❧② ❞❡❛❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✜♥✐t❡ s✉❝❝❡ss❡s ❛r❡ t❛❜❧❡❞✳
❲❡ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ t❛❜❧❡❞✳ ❲❡ ❛❣❛✐♥ ✉s❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ mcµ

❝✉t r✉❧❡s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ¬µB~t✱ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ■♥ t❤❡ ❧❡❢t ❜r❛♥❝❤❡s✱ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s
♠✉st ❜❡ ♣r♦✈❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st✲❜r❛♥❝❤ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞
❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❢r♦③❡♥✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✽ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ▲❏❋µ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t N ; ∅; [·] −→ G✱ ✇❤❡r❡ G ✐s ❛ G✲
❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥❞ ❧❡t N ;F ; [Γ] −→ [R] ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥t ✐♥ Ξ✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ¬µP~t ∈ Γ✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡
❝❛s❡ t❤❛t µP~t ∈ F ✳

Pr♦♦❢ ❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❢❡r t❤❛t✱ ✐♥ ❛♥② ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t ✐s ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉t✲r✉❧❡ mcµ✳
❙✐♥❝❡ ♦♥❝❡ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❢r♦③❡♥ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐t ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✱ ✐t ♠✉st ❜❡
t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤✐s ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ❢r♦③❡♥✳ ✷



✸✳✶✵✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❡❡③✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❢♦r t❛❜❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✹✾

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✾ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ▲❏❋µ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t N ;F ; [Γ] −→ G✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ¬µP~t ∈ Γ ❛♥❞ µP~t ∈ F ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ N ⊆ F ✱ Γ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❧✐t❡r❛❧s✱ ❛♥❞
G ✐s ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡♥ ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t N ;F ; [Γ′] −→ ¬µP~t ♦r N ;F ; [Γ′]−¬µP~t→ ✐s
t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐❞❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✼✱ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❡ s❡q✉❡♥t N ;F ; [Γ′] −→ ¬µP~t✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ✐s s✐♠✐❧❛r✳

❚❤❡ ✜rst r✉❧❡ ♠✉st ❜❡ ⊃r✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② []
µ
l , []r✱ ❜❡❝❛✉s❡ µP~t ✐s ❢r♦③❡♥✳ ◆♦✇✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❢♦❝✉s ♦♥

t❤❡ ❧❡❢t✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛r❡ ❢r♦③❡♥✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♥♦t ②✐❡❧❞ ❛ ♣r♦♦❢✱ ❛s ✇❡
❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✼✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ♠✉st ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ ¬µP2~t✱

❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ⊃l✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦♥ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿ N ;F ; [Γ′]
⊥−→ [⊥] ❛♥❞ N ;F ; [Γ′]−µP2

~t→✳ ❚❤❡
❢♦r♠❡r ♣r❡♠✐s❡ ✐s t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s Rl ❛♥❞ ❢❛❧s❡l✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
♣r❡♠✐s❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡✱ ❛s✱ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✽✱ µP2~t ♠✉st ❜❡ ❢r♦③❡♥✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❜♦t❤ ¬µP2~t ❛♥❞ µP2~t ❜❡❧♦♥❣ t♦ Γ ∪ {µP~t}✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts
❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❝❤♦♦s❡ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦♥ ¬µP~t s✐♥❝❡ µP~t ❜❡❧♦♥❣s t♦ Γ∪{µP~t}✱ ❢♦r ❛♥②
Γ✳ ✷

❲❡ ♥♦✇ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡♥s✉r❡✱ ❜② ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐❝✉ts mcµ✱ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦♦❢s ❛❧❧♦✇❡❞ ❛r❡ t❤♦s❡ ❢♦r
✇❤✐❝❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s ♥♦t r❡♣r♦✈❡❞✳ ▲❡t ✉s r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣❛t❤ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r
t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♥❡❣❛t❡❞ ❧✐t❡r❛❧ ¬♣❛t❤ a1 a2 ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✈✐❛ ❛ ♠✉❧t✐❝✉t✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♦❢
♦❢ ¬♣❛t❤ a0 a2 ❤❛s t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❤❛♣❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ❢r♦③❡♥ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡❧✐❞❡❞
❛♥❞ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♣❛t❤ a1 a2 ✐s ❢r♦③❡♥ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡✳

[¬♣❛t❤ a1 a2,♣❛t❤ a1 a2]−♣❛t❤ a1 a2
→ ❬Iµ

r ❪
[¬♣❛t❤ a1 a2,♣❛t❤ a1 a2],⊥ −→ ⊥ ❬❢❛❧s❡l❪

[¬♣❛t❤ a1 a2,♣❛t❤ a1 a2]
⊥−→ ⊥

❬Rl❪

[¬♣❛t❤ a1 a2,♣❛t❤ a1 a2]
¬♣❛t❤ a1 a2−−−−−−−−→ ⊥

❬⊃l❪

[¬♣❛t❤ a1 a2,♣❛t❤ a1 a2] −→ ⊥ ❬Dl❪

[¬♣❛t❤ a1 a2],♣❛t❤ a1 a2 −→ ⊥ ❬[]µl ❪
✳✳✳✳

· · · [¬♣❛t❤ a1 a2], ❛❞❥ a0 Z,♣❛t❤ Z a2 −→ ⊥
[¬♣❛t❤ a1 a2], a0 = a2 ∨ ∃z.❛❞❥ a0 z ∧+ ♣❛t❤ z a2 −→ ⊥ ❬∨l,∃l,∧+

l ❪

[¬♣❛t❤ a1 a2],♣❛t❤ a0 a2 −→ ⊥ ❬µa
l ❪

[¬♣❛t❤ a1 a2] −→ ¬♣❛t❤ a0 a2
❬⊃r❪

❍❡r❡ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❧❧✐♣s❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❡❢t ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ∨l r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡
♦❢ =l✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❧❧✐♣s❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞
♣♦✐♥t ❛❞❥ a0 Z✱ ✇❤❡r❡ Z ✐s ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡✳

❖♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡❞ ❛ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡✱ ¬A✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r A ❛s ❛ s✉❜❣♦❛❧ ✐♥ ♣r♦♦❢
s❡❛r❝❤✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❢❛✐❧ q✉✐❝❦❧②✱ t❤❛t ✐s✱ ❞✐s❛❧❧♦✇ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ♦r ✐❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐s
✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ t♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ q✉✐❝❦❧②✳ ❇❡❝❛✉s❡✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡ ✇✐t❤ ❛ ❝✉t
r✉❧❡✱ ✇❡ ❢r❡❡③❡ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❧✐t❡r❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✵ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝✉t✲❢r❡❡ ✭♦♣❡♥✮ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t N ;F ; [Γ] −→ G✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ¬µP~t ∈ Γ✱ µP~t ∈ F ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ N ⊆ F ✱ Γ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❧✐t❡r❛❧s
❛♥❞ G ✐s ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡♥ ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t N ;F ; [Γ′] −→ µP~t ♦r N ;F ; [Γ′]−µP~t→
✐s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐❞❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ❛❣❛✐♥ ❝❤❡❝❦ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t N ;F ; [Γ′] −→ µP~t✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
❝❛s❡ ✐s s✐♠✐❧❛r✳



✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

❚❤❡ ✜rst r✉❧❡ ♠✉st ❜❡ []
µ
l ✱ ❛s t❤❡ r✉❧❡ µa

r ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t µP~t ✐s ❢r♦③❡♥✳
◆♦✇ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s✿ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦r ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ■❢ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥
♦♥❧② ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡ ✐❢ µP~t ∈ Γ✱ s✐♥❝❡ ✐t ❤❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②
❛♥❞ ✐s ❢r♦③❡♥✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❛s ¬µP~t ✐s ❛❧s♦ ✐♥ Γ✳ ■❢ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡
♦♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡♥ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ ❛ ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ ¬µB~t2✱
❛♥❞ ♥♦t ✐♥ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❜❡❝❛✉s❡ N ⊆ F ✳ ❖♥❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ r✉❧❡ ⊃l✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❡❢t ♣r❡♠✐s❡ ✐s
❛ s❡q✉❡♥t ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛ ❢r♦③❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡✳
❚❤❡ r✐❣❤t ♣r❡♠✐s❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ Rl ❛♥❞ ❢❛❧s❡l✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥t N ;F ; [Γ′] −→ µP~t ❤❛s ❞❡❝✐❞❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡✳ ✷

▲❡t ✉s r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡r
❛tt❡♠♣ts t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ♣❛t❤ a2 a5✱ ❜✉t ♥♦✇ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♣❛t❤ ✐s t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✽ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ¬♣❛t❤ a3 a5 ✐s t❛❜❧❡❞✳ ■❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❛tt❡♠♣ts t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡
s✉❜❣♦❛❧ ♣❛t❤ a3 a5✱ t❤❡♥ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ tr❛✈❡rs❡ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ♣❛t❤s ❢r♦♠ a3 t♦ a4✱ ❜✉t ✐t ✇✐❧❧
❢❛✐❧ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❝♦♥t❡①t✱ ∅✱ ❛♥❞ t❤❡
❢r♦③❡♥ ❝♦♥t❡①t✱ {♣❛t❤ a3 a5}✱ ❛r❡ ❡❧✐❞❡❞✳

[¬♣❛t❤ a3 a5]−❛❞❥ a2 a3
→ [¬♣❛t❤ a3 a5]−♣❛t❤ a3 a5

→
[¬♣❛t❤ a3 a5]−❛❞❥ a2 a3∧+♣❛t❤ a3 a5

→ ❬∧+❪

[¬♣❛t❤ a3 a5]−a2=a5∨∃z.❛❞❥ a2 z∧+♣❛t❤ z a5
→ ❬∨r,∃r❪

[¬♣❛t❤ a3 a5] −→ a2 = a5 ∨ ∃z.❛❞❥ a2 z ∧+ ♣❛t❤ z a5

❬[]r, Dr❪

[¬♣❛t❤ a3 a5] −→ ♣❛t❤ a2 a5
❬µa

r ❪

❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❝❛♥♥♦t ♣r♦❝❡❡❞ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡♥ ♣r❡♠✐s❡ ❛s ♥♦ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✿ ✐t ❝❛♥♥♦t ✉♥❢♦❧❞
♣❛t❤ a3 a5 ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❢r♦③❡♥❀ ♥♦r ❝❛♥ ✐t r❡❧❡❛s❡ ❢♦❝✉s ❜❡❝❛✉s❡ ♣❛t❤ a3 a5 ✐s ♣♦s✐t✐✈❡❀ ♥♦r ❝❛♥ ✐t ❛♣♣❧②
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♣❛t❤ a3 a5 ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦
❜❛❝❦tr❛❝❦ ❛♥❞ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✇✐t♥❡ss❡s✳

❚❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❛❜❧❡s ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s ❢r♦♠ ♣r♦♦❢s ✐s ♥♦t ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❢♦r ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ▲❏❋µ ♣r♦♦❢ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ []

µ
l ✱ s✉❝❤ ❛s✱

t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❚✐✉ ❡t ❛❧✳✬s str❛t❡❣②✱ ✇❡ t❛❜❧❡ ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦st♦r❞❡r
tr❛✈❡rs❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳✶✱ ❜✉t ♥♦✇ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ¬A ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r
�′✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r s❡q✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ [·];A −→ ⊥✳

✸✳✶✵✳✷ ❚❛❜❧❡s ✇✐t❤ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s

◆♦✇✱ ✇❡ ❣♦ ❛ st❡♣ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ t❛❜❧❡ ♥♦t ♦♥❧② ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❧✐t❡r❛❧s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞
♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡ t❤❛t ❡✈❡r② ✐♥st❛♥❝❡ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ✜♥✐t❡ s✉❝❝❡ss ♦r ❛ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❋♦r t❤✐s ✇❡
✉s❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝✉t r✉❧❡ mc∀µ✱ s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳

N ;F ; [Γ] −→ L1 · · · N ;F ; [Γ] −→ Ln N ∪ ΨL;F ∪ ΘL; [Γ,∆L] −→ [R]

N ;F ; [Γ] −→ [R]
❬mc∀µ❪

✇❤❡r❡ ❢♦r ❛❧❧ i✱ Li ✐s ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧ ♦r ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧✱ ∆L =

{L1, . . . , Ln}✱ ΨL = {F | ∀~x.F ∈ ∆L}✱ ❛♥❞ ΘL = {F | F ∈ ∆L ♦r ¬F ∈ ∆L ♦r ∀~x.F ∈ ∆L ♦r
∀~x.¬F ∈ ∆L}✱ ✇❤❡r❡ F ✐s ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✳

❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐s ❢r♦③❡♥✱ ✐t ❞❡♥♦t❡s t❤❛t ✐t ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ✐❢ ✐t ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ♦r ✐t ✐s ♥♦t
♣r♦✈❛❜❧❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❢r❡❡③✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ❞♦♥❡
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✻✿ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ❥✉st t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧
✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛ t❛❜❧❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❛s ❢r♦③❡♥✳

❚❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦♦❢s ❛r❡
t❤♦s❡ t❤❛t ❛❧✇❛②s r❡♣r♦✈❡ ❛ ❢r♦③❡♥ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡



✸✳✶✵✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❡❡③✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❢♦r t❛❜❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✺✶

❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t❛❜❧❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥✱ ✐t
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ✐♥s❡rt✐♥❣ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦♦❢ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧②
q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ s♦
t❤❛t ✇❤❡♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✜♥✐s❤❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤
❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❢♦r✇❛r❞✲❝❤❛✐♥✐♥❣ st❡♣s ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡
t♦ r❡str✐❝t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❧❡❢t r✉❧❡ Rl✱ ❛s ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✸✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✶ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ▲❏❋µ ♣r♦♦❢ ♦❢ ∅; ∅; [·] −→ G✱ ✇❤❡r❡ G ✐s ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥❞ ❧❡t
N ;F ; [Γ] −→ [R] ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥t ✐♥ Ξ✳ ■❢ ∀~x.µB~x ∈ Γ✱ t❤❡♥ µB~x ∈ N ∩ F ❛♥❞ ✐❢ ∀~x.¬µB~x ∈ Γ✱ t❤❡♥
µB~x ∈ F ✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✽✳ ✷

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞
♣♦✐♥t ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ■t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥
t❤❛t✱ ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ s♦♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉t✲
r✉❧❡ mc∀µ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s
❛♥❞✱ t❤✉s✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t❛❜❧❡ ✇❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s
♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ❛s ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤♦s❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦❢ ✐ts ♥❡❣❛t✐♦♥ ❛r❡ ❜♦t❤ ♣r♦✈❛❜❧❡✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t❤❡ ✇❡❛❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ st❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✱
t❤❛t s❡q✉❡♥ts ❛r❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ t❛❜❧❡s ✉s❡❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧②
q✉❛♥t✐✜❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ A✱ ❛♥❞ ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ ¬B✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ A ❛♥❞ B ❛r❡
✉♥✐✜❛❜❧❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✷ ❆ s❡q✉❡♥t N ;F ; [Γ] −→ G ✐s ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ ∀~x.¬µB~x ∈ Γ✱ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ µB~x ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
∀~x.µB~x ∈ Γ✱ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ µB~x ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✸ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛♥ ▲❏❋µ ❝✉t ❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s❡q✉❡♥t N ;F ; [Γ] −→ G✱
✇❤❡r❡ G ✐s ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ Γ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
❧✐t❡r❛❧s✳ ❚❤❡♥✱ ❡✈❡r② s❡q✉❡♥t ✐♥ Ξ ✐s ❛❧s♦ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳

Pr♦♦❢ ❙✐♠♣❧❡ ♣r♦♦❢ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣r♦♦❢s✳ ❙✐♥❝❡ Ξ ✐s ❝✉t✲❢r❡❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ❝✉t✲r✉❧❡s
❝❛♥ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ❢r♦③❡♥ ❝♦♥t❡①ts ❛♥❞ ✐♥s❡rt ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s ✐♥
t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛❧❧ s❡q✉❡♥ts ✐♥ Ξ ❛r❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳ ✷

❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ t❤♦s❡ ✇❤❡r❡ r❡♣r♦✈✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ s✉❝❝❡ss ❛♥❞ ❛ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡
✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❝✐❞❡✲❞❡♣t❤ ♦♥❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✹ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛♥ ▲❏❋µ ❝✉t ❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s❡q✉❡♥t N ;F ; [Γ] −→
G✱ ✇❤❡r❡ G ✐s ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛✱ ∀~x.µB~x ∈ Γ✱ µB~x ∈ N ∩F ✱ N ⊆ F ❛♥❞ Γ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❧✐t❡r❛❧s
❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s✳ ❚❤❡♥ ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥ts N ;F ; [Γ′] −→
µB~t ♦r N ;F ; [Γ′]−µB~t→ ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❝✐❞❡✲❞❡♣t❤ ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ❛❣❛✐♥ ❝❤❡❝❦ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t N ;F ; [Γ′] −→ µB~t✳ ❚❤❡
♦t❤❡r ❝❛s❡ ✐s s✐♠✐❧❛r✳

❚❤❡ ✜rst r✉❧❡ ✐s []
µ
r ✱ ❛s t❤❡ r✉❧❡ µa

r ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ µB~x ∈ N ∩F ✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♠✉st ❞❡❝✐❞❡
♦♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❛s ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ µB~x ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❖♥❡ t❤❡♥ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ♥❡❣❛t❡❞
✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦r ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ ❛ ♥❡❣❛t❡❞
✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦r ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇✐❧❧
❝♦♥t❛✐♥ ❛s ♣r❡♠✐s❡ ❛ s❡q✉❡♥t ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛ ❢r♦③❡♥ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♥❧②
❜❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡✱ ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥t ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❢❛❧s❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s Rl ❛♥❞ ❢❛❧s❡l✳ ◆♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤❡♥ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧②
q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦♥❧② s✉❝❝❡❡❞s ✐❢ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ∃l

r✉❧❡s t♦ µB~t✱ s✉❝❤ ❛s✱ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ∀~x.µB~x ∈ Γ ❜❡❝❛✉s❡ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✸ t❤❡ s❡q✉❡♥t ✐s
♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ s❡q✉❡♥t N ;F ; [Γ′] −→ µB~t ❤❛s
❞❡❝✐❞❡✲❞❡♣t❤ ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡✳ ✷

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✺ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛♥ ▲❏❋µ ❝✉t ❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② s❡q✉❡♥t N ;F ; [Γ] −→
G✱ ✇❤❡r❡ G ✐s ❛ G✲❢♦r♠✉❧❛✱ ∀~x.¬µB~x ∈ Γ✱ µB~x ∈ F ✱ N ⊆ F ❛♥❞ Γ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞
✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s✳ ❚❤❡♥ ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥ts N ;F ; [Γ′] −→ ¬µB~t

♦r N ;F ; [Γ′]−¬µB~t→ ♦r N ;F ; [Γ′] −→ µB~t ♦r N ;F ; [Γ′]−µB~t→ ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢
❞❡❝✐❞❡✲❞❡♣t❤ ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❛ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✷✾✱ ✸✳✸✵✱ ❛♥❞ ✸✳✸✹✳ ✷

❲❡ ♥♦✇ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ t❛❜❧❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡
❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ t♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐❢② ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ µB~x✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❧♦❣✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❧✐❦❡ Pr♦❧♦❣✳ ▲♦❣✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❡rs ✉s❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦
♣♦st♣♦♥❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✇✐t♥❡ss❡s ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ∃r ❛♥❞ ∀l r✉❧❡s✳ ❚❤❡
❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❧❛t❡r ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ s✉❝❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❜❥❡❝t r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ②✐❡❧❞s ❛ ✈❛❧✐❞
♣r♦♦❢ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛s❦ t❤❡ q✉❡r② ∃x♣❛t❤x a3✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ✇♦✉❧❞ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❜②
❛ ♥❡✇ ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❛♥❞ r❡t✉r♥ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❢♦r ✐t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❜❥❡❝ts
✇❤❡r❡ t❤❡ X ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② a0✱ a1 ♦r a3✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❙✐♥❝❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡rs ✜♥❞ t❤❡ ♠♦st✲❣❡♥❡r❛❧✲✉♥✐✜❡rs✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❢♦✉♥❞
❜② t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r r❡♣❧❛❝❡s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ X✱ ✇✐t❤ ❛ t❡r♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦t❤❡r ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ~X✳ ■♥
t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ~X✱ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❛t ✐s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t❡✱ ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r✱ ❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ~X ❜② ❛♥② t❡r♠✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ✐s st✐❧❧ ❛
✈❛❧✐❞ ♣r♦♦❢✳ ❍❡♥❝❡✱ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ t♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐❢② ❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ µB~x✱ ✇❡ ❛s❦ t❤❡ q✉❡r②
∃~xµB~x t♦ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡r✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐❢② ♦✈❡r
t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ~X✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ (µB~x)θ✳

◆♦t✐❝❡ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ t♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐❢②
♥❡❣❛t❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ¬µB~x✱ ❛s t❤❡s❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ■t ✐s ♥♦t ②❡t
❝❧❡❛r ❤♦✇ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ q✉❡r②
∃x.(x = 0 ⊃ ⊥)✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❢♦r x t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ x = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡✳ ❇❡❞✇②r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞♦❡s ♥♦t
❛❧❧♦✇ ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✳

✸✳✶✶ ❚❛❜❧❡ ❛s ♣r♦♦❢ ♦❜❥❡❝t

❲❡ ❤❛✈❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❤♦✇ t❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s✳ ❚♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t ❝❛♥ ✇❡ t❤✐♥❦ ♦❢ t❛❜❧❡s
❛s ♣r♦♦❢s t❤❡♠s❡❧✈❡s❄ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ❜❡st ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❦♥♦✇s ✇❤❛t ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❞♦
✇✐t❤ ❛ ♣r♦♦❢✳

■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛rr②✐♥❣ ❝♦❞❡ s❡tt✐♥❣ ❬◆❡❝✉❧❛ ✶✾✾✼❪✱ ♣r♦♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♠♦❜✐❧❡
❝♦❞❡s t♦ ❛ss✉r❡ t❤❛t s♦♠❡ ✭s❛❢❡t②✮ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t❤❡s❡ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❇❡❢♦r❡ ❛ ❝❧✐❡♥t ❡①❡❝✉t❡s
t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❝♦❞❡ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ❝❤❡❝❦s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ❝❛rr②✐♥❣ ♣r♦✈❡s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✬s
s❛❢❡t②✳ ❚❤✉s✱ ♣r♦♦❢ ♦❜❥❡❝ts ♠✉st ❜❡ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ❧❛r❣❡ ✭✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦sts✮ ❛♥❞ ♥♦t t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① t♦ ❝❤❡❝❦ ✭✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ r❡s♦✉r❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ ❝❧✐❡♥t
♣r♦♦❢ ❝❤❡❝❦❡rs✮✳

❚❛❜❧❡s ♠✐❣❤t ✇❡❧❧ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❢♦r♠❛t ❢♦r ♣r♦♦❢s ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❛❜❧❡s
r❡♣r❡s❡♥t ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❛❜❧❡s ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡



✸✳✶✷✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✺✸

✇❤❛t ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❣♦ ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧ ❛❜♦✉t ❤♦✇ t❤✐♥❣s ❛r❡ ♣r♦✈❡❞✳ Pr♦♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❝❛♥ t❤❡♥
❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛r♦✉♥❞ s✐♠♣❧❡ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❡♥❣✐♥❡s t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ▲❏❋t

−✳ ❚❤❡ tr❛❞❡✲♦✛s
❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♦❢ s✐③❡ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t✐♠❡ ❛r❡ ❢❛✐r❧② ❝❧❡❛r✿ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ t❛❜❧❡s ❛❧❧
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♣r♦✈❡❞ ❛t♦♠s ✭❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✻✮✱ t❤❡♥ t❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❜✉t ♣r♦♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❝❛♥
❜❡ s✐♠♣❧❡ ✭♦♥❧② ♣r♦♦❢s ♦❢ ❞❡❝✐❞❡✲❞❡♣t❤ ✶ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✮✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ s♦♠❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♥♦t t❛❜❧❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ♠❛② ❤❛✈❡ t♦ r❡♣r♦✈❡ t❤❡♠✿
❝❧❡❛r❧②✱ r❡♣r♦✈✐♥❣ s♦♠❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ♠✐❣❤t ❜❡ r❛t❤❡r str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t ❛ ❝❧✐❡♥t
♠✐❣❤t ❜❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❞♦ t♦ ❤❡❧♣ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♣r♦♦❢✳

■♥ ❬❘♦②❝❤♦✉❞❤✉r② ✷✵✵✵❪✱ ❘♦②❝❤♦✉❞❤✉r② ❡t✳❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡ ✉s✐♥❣ t❛❜❧❡s t♦ ❜✉✐❧❞ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦♦❢✳ ■♥ t❤❡✐r s❡tt✐♥❣✱ t❤❡s❡ ♣r♦♦❢ ♦❜❥❡❝ts s❡r✈❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❛ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠
❝❛♥ ♦r ❝❛♥♥♦t ♣r♦✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛t♦♠✳ ❚❤❡② ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡✐r ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♠♦❞❡❧
❝❤❡❝❦❡rs ❛♥❞ ♣❛rs❡rs✳ ■t s❡❡♠s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ♦✉r ✉s❡ ♦❢ t❛❜❧❡s ❛s ♣r♦♦❢s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ s❡tt✐♥❣s ❛s
✇❡❧❧✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ t❛❜❧❡s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ♣r♦♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳

✸✳✶✷ ❊①❛♠♣❧❡s

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✸✻ ❲❡ ♥♦✇ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ s❡q✉❡♥❝❡✳ ▲❡t t❤❡ t❛❜❧❡✱ T ✱ ❝♦♥t❛✐♥
t❤❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ s❡q✉❡♥❝❡ ✉♣ t♦ t❤❡ N th ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ♥✉♠❜❡r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✜❜(N, ✜❜n)✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
♦r❞❡r✱ �✱ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t ✜❜(X, Y ) � ✜❜(X + 1, Z) ❢♦r ❛❧❧ ✜❜(X,Y ) ∈ T ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t M ❜❡ t❤❡
♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ T ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✜❜(N, ✜❜n)✳ ❚❤❡♥✱ M ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡
♣r♦♦❢ t❤❛t ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ s✐③❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t②
♦❢ ✜❜ ❛t♦♠s✿ ❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♣r♦♦❢s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ s✐③❡✱ ♦r t❤❡r❡ ✐s ❛
✉♥✐q✉❡ ♣r♦♦❢✱ ❜✉t ✐t ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ s✐③❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✸✼ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❬▼❝❉♦✇❡❧❧ ✷✵✵✸❪✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ step ❜❡❧♦✇✱ t❤❛t
s♣❡❝✐✜❡s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t❡ P t♦ t❤❡ st❛t❡ Q ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ A✿

µ(λstepλPλAλQ.

∃P ′.[P = A.P ′ ∧+ Q = A.P ′]∨
∃P ′Q′R.[P = (P ′ | R) ∧+ Q = (Q′ | R) ∧+ st❡♣P ′A Q′]∨
∃P ′Q′R.[P = (R | P ′) ∧+ Q = (R | Q′) ∧+ st❡♣P ′A Q′]∨
∃P ′R.[P = (P ′ + R) ∧+ (st❡♣P ′A Q ∨ st❡♣R A Q)])

✇❤❡r❡ A.P ✱ P + Q ❛♥❞ P | Q r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦❝❡ss ♣r❡✜①❡❞ ❜② ❛♥ ❛❝t✐♦♥ A✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ♦♥❧② s❤♦✇ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈❈❙
❬▼✐❧♥❡r ✶✾✽✾❪✱ ❧❛r❣❡r ❢r❛❣♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞✱ ❛s ✐♥ ❬▼❝❉♦✇❡❧❧ ✷✵✵✸❪✳ ◆♦t✐❝❡
t❤❛t t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts step ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤✉s ✐❢ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡s❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡
❢✉❧❧② ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞✳

▼❝❉♦✇❡❧❧ ❡t✳❛❧✳ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❬▼❝❉♦✇❡❧❧ ✷✵✵✸❪ t❤❛t t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s✐♠✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✱

µ(λs✐♠λpλq.∀A∀P ′st❡♣ p AP ′ ⊃ [∃Q′.st❡♣ q AQ′ ∧+ s✐♠P ′Q′])

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❝❡ss
Q ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ s✐♠P Q ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡✳ ✭❇✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳✮ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ Ξ ✐s ❛ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❛t ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ ✐❢
S ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣❛✐rs 〈t, s〉 s✉❝❤ t❤❛t Ξ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✉❜♣r♦♦❢ ♦❢ s✐♠ t s✱ t❤❡♥ S ✐s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t � ❜❡ t❤❡ ♣♦st✲♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ S ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ Ξ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✼✳ ◆♦t✐❝❡
t❤❛t ✐t ✐s ♥♦✇ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❛tt❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t S ✐s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜② tr❡❛t✐♥❣ ✐t ❛s ❛ t❛❜❧❡
❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ✐ts ✐♥❞✉❝❡❞ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦♦❢✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❧❡t
〈p, q〉 ∈ S ❛♥❞ ❧❡t F = {s✐♠ t s | 〈t, s〉 ∈ S, ❛♥❞ s✐♠ t s � s✐♠ p q}✳ ❆♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥t



✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

∅;F ; [F ] −→ s✐♠ p q ②✐❡❧❞s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ❢r❡❡③✐♥❣ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛r❡
❡❧✐❞❡❞✿

· · ·

[F ]−st❡♣ q a q′→ [F ]−s✐♠ p′ q′→
❬Iµ

r ❪

[F ]−st❡♣ q a q′∧+s✐♠ p′ q′]→
❬∧+

r ❪

[F ] −→ [∃Q′. st❡♣ q a Q′ ∧+ s✐♠ p′Q′]
❬Dr, ∃r❪

· · ·

✳✳✳

[F ], st❡♣ p A P ′ −→ [∃Q′. st❡♣ q A Q′ ∧+ s✐♠P ′Q′]

[F ] −→ ∀A, P ′. st❡♣ p A P ′ ⊃ ∃Q′. st❡♣ q A Q′ ∧+ s✐♠P ′Q′
❬2 × ∀r,⊃r, []r❪

❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡❧❧✐♣s❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡
✜①❡❞ ♣♦✐♥t st❡♣ p AP ′✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡❧❧✐♣s❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦t❤❡r ♣r❡♠✐s❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s
✉♥❢♦❧❞✐♥❣✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡s A ❛♥❞ P ′ ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡
❛❝t✐♦♥ a ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ p′✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ Dr r✉❧❡ ✐♥ t❤✐s ♣r♦♦❢ ❛♥❞ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t
st❡♣ p AP ′ ✐s ❢r♦③❡♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉♥❢♦❧❞❡❞✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣r♦✈❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❢♦r ❛♥② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢
Q′✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ♣r♦✈❡ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t st❡♣ q AQ′✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✸✽ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❧❛②❡rs✱ ♥❛♠❡❞ ✶ ❛♥❞ ✷✱ ✇❤♦ ❛❧t❡r♥❛t❡ ✐♥ ♣❧❛②✐♥❣
✭❝♦♥s✐❞❡r t✐❝✲t❛❝✲t♦❡✮ ❛♥❞ t❤❛t ♦♥❡ ♣❧❛②❡r ✇✐♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡r ❝❛♥♥♦t ♠♦✈❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❛ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♠♦✈❡P Q ❡♥❝♦❞❡s t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♠♦✈❡ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥ P t♦ Q ✭s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛❞❥ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❧❛②s✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇✐♥♥✐♥❣ str❛t❡❣② ❢♦r ♣❧❛②❡r ✶ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ P ✐❢
❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✇✐♥P ✱ ✇❤❡r❡ ✇✐♥ ✐s t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥

µ(λ✇✐♥λP.∀P ′ ♠♦✈❡P P ′ ⊃ ∃Q [♠♦✈❡P ′Q ∧+ ✇✐♥Q])

❆s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t Ξ ❜❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✇✐♥ p✱ ❧❡t W ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✇✐♥P t❤❛t ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ s✉❜♣r♦♦❢s ♦❢ Ξ✱ ❛♥❞ ❧❡t � ❜❡ t❤❡ ♣♦st✲♦r❞❡r tr❛✈❡rs❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣
♦❢ W ❜❛s❡❞ ♦♥ Ξ✳ ■t ✐s ♥♦✇ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❛tt❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t W ❡♥❝♦❞❡s ❛ ✇✐♥♥✐♥❣ str❛t❡❣②✿ s✐♠♣❧②
❜✉✐❧❞ t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❛❜❧❡ W ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ ✐t t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦♦❢✳ ❚❤✐s ❧❛t❡r
st❡♣ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡str✐❝t❡❞ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ t❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡
❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✸✾ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇✐t❤ ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❧❡t ❝♦♥str✉❝t♦rs✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ♦❢✱ t♦ t②♣❡❝❤❡❝❦ ♣r♦❣r❛♠s
✐♥ t❤✐s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✿

µ(λ ♦❢λ Γaλ Γlλ UλT.

[♠❡♠❜❡r (U, T ) Γa]∨
[♠❡♠❜❡r (U,M) Γl ∧+ ♦❢ Γa Γl M T ]∨
∃R, T1, T2.[U = ❛❜sR ∧+ T = ❛rrT1 T2 ∧+ ∀X.♦❢ ((X, T1) :: Γa) Γl (R X) T2]∨
∃M,N, T1.[U = ❛♣♣M N ∧+ ♦❢ Γa Γl M (❛rrT1 T ) ∧+ ♦❢ Γa Γl N T1]∨
∃M,N, T1.[U = (❧❡tM N)∧+

∀X.(♦❢ Γa (X, M) :: Γl X T1 ∧+ ♦❢ Γa (X, M) :: Γl (N X)T )])

❚❤❡ ✜①♣♦✐♥t ♦❢ Γa Γl U T ❞❡♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ t❡r♠ U ❤❛s t②♣❡ T ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①ts Γa ❛♥❞ Γl✳ ❚❡r♠s ❛r❡
❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✿ ❛❜s ♦❢ t②♣❡ (t❡r♠ → t❡r♠) → t❡r♠✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❛❜str❛❝t✐♦♥s❀
❛♣♣ ♦❢ t②♣❡ t❡r♠ → t❡r♠ → t❡r♠✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s❀ ❛♥❞ ❧❡t ♦❢ t②♣❡ t❡r♠ → (t❡r♠ →
t❡r♠) → t❡r♠✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ ❧❡t t❡r♠s✳ ❚②♣❡s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ ❛rr✱ ❞❡♥♦t✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ t②♣❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡①t Γa ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛✐rs✱ (X, T )✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t✱ X✱ ✐s ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡
❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡❧❡♠❡♥t✱ T ✱ ✐s ❛ t❡r♠ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t t❤❛t ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ t②♣❡❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱



✸✳✶✷✳ ❊①❛♠♣❧❡s ✺✺

t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γl ✐s ❛❧s♦ ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛✐rs✱ (X, M)✱ ✇❤❡r❡ X ✐s ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ M ❛ t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ st♦r❡s
t❤❡ ❧❡t ❜✐♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t✳

❚❤❡ ✜rst ❞✐s❥✉♥❝t✱ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢✱ ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡ ♣❛✐r (U, T ) ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢
t❤❡ ❧✐st Γa✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♠❡♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✉s✉❛❧ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✉s❡❞ t♦
❝❤❡❝❦ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ ❛ ❧✐st✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡ ♣❛✐r (U, M) ✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γl✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ t②♣❡❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛ ❧❡t ❜✐♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ t❡r♠ M ✳ ■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱
t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ M ✐s T ✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❞✐s❥✉♥❝ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ t❤❡
t②♣❡❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ :: ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧✐st ❝♦♥str✉❝t♦r✳ ◆♦t✐❝❡
t❤❛t✱ ❢♦r t②♣❡❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♠✉st ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡ X ❛♥❞ ✐♥s❡rt ✐t t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ ✐ts t②♣❡ ✐♥t♦ t❤❡ Γa ❝♦♥t❡①t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✜❢t❤ ❞✐s❥✉♥❝t ✐s ✉s❡❞ t♦ t②♣❡❝❤❡❝❦ ❧❡t ♣r♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ ❧❡t M N ✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥✱ t❤❡♥ ❢♦❝✉s ✐s ❧♦st ❛♥❞ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
♣❤❛s❡ st❛rts ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ ∀r✱ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡t ❜✐♥❞❡r ❛♥❞ ❛❞❞s
✐t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠ M ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t Γl✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝❤❡❝❦s ✐❢ X ❤❛s ❛ t②♣❡ T1 ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ t❡r♠
N X ❤❛s t②♣❡ T ✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ t♦ t②♣❡❝❤❡❝❦ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s✱ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✐s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛s t❤❡ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✐t ♠✐❣❤t ❝♦♥t❛✐♥ t♦♦ ♠❛♥② r❡❞✉♥❞❛♥❝✐❡s✳ ■♥
❢❛❝t✱ t❤❡ ❣r❡❛t s✉❝❝❡ss ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ t②♣❡❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼✐❧♥❡r
❬▼✐❧♥❡r ✶✾✼✽❪✱ ✐s t❤❛t ✐t ❛✈♦✐❞s s✉❝❤ r❡❞✉♥❞❛♥❝✐❡s ❜② ✉s✐♥❣ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ t♦ ❛♥② t②♣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ❧❡t λx.x N ✳ ■♥st❡❛❞
♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❞❡r ♦❢ N ❜② t❤❡ t❡r♠ λx.x✱ ♦♥❡ ✜♥❞s t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ t②♣❡
❢♦r λx.x✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ∀α.α → α✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ Nf ✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡
t②♣❡ ♦❢ f ✐s ∀α.α → α✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ♥❡❡❞❡❞✱ ♦♥❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ f ✱ ❜② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ t②♣❡
✈❛r✐❛❜❧❡ α✳

■♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✱ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

∀~α,Γ′a,Γ′l.♦❢ (Γ′a :: Γa) (Γ′l :: Γl) U T

❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ U ✐s T ❢♦r ❛♥② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ~α ❛♥❞ ❛♥② ✐♥❝r❡♠❡♥ts✱ Γ′a ❛♥❞
Γ′l✱ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①ts Γa ❛♥❞ Γl✳ ❚♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ♥♦t r❡♣r♦✈❡❞✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
♠✉❧t✐❝✉t r✉❧❡ mc∀µ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❤❡❝❦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s✱ M ❛♥❞
N ✱ ✐♥ ❛ ❧❡t t❡r♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ∅; ∅; [·] −→ ♦❢ Γa Γl (❧❡tm n) t✳ ❖♥❡
✉♥❢♦❧❞s t❤❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t✱ t❤❡♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡✱ s❡❧❡❝ts t❤❡ ❧❛st ❞✐s❥✉♥❝t✱ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ∨r r✉❧❡✱ ✐♥st❛♥t✐❛t❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✳
❲❡ ♦❜t❛✐♥ t✇♦ ♣r❡♠✐s❡s✿ ♦♥❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❧❡tm n = ❧❡tm n✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❞s ✇✐t❤ =r✱ ❛♥❞ t❤❡
♦t❤❡r ♣r❡♠✐s❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ❢r♦③❡♥ ❝♦♥t❡①ts
❛r❡ ❜♦t❤ ❡♠♣t② ❛♥❞ ❛r❡ ❡❧✐❞❡❞✿

[·] −→ [♦❢ Γa (X, m) :: Γl X t1 ∧+ ♦❢ Γa (X, m) :: Γl (n X) t)]

[·] −→ ∀X.(♦❢ Γa (X, m) :: Γl X t1 ∧+ ♦❢ Γa (X,m) :: Γl (n X) t)
❬∀r, []r❪

[·]−∀X.(♦❢ Γa (X,m)::Γl X t1∧+♦❢ Γa (X,m)::Γl (n X) t)→
❬Rr❪

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t r✉❧❡ mc∀µ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ F =

∀~α,Γ′a,Γ′l.♦❢ (Γ′a :: Γa) (Γ′l :: (X, m) :: Γl) X Tα✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡ ❢♦r t❤❡ t❡r♠ m✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✵✳✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❡r t♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ F ✶✳ ❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♦❢ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❧❡❢t✲♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉t✳ ◆♦✇ t❤❡ r✐❣❤t✲♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉t r✉❧❡ ♠✉st ❜❡

✶■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❛♥s✇❡r s❡t s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ❛♥ ❡①tr❛ t❡r♠✱ s❛② ✈❛r✱ t♦ ❞❡♥♦t❡ ❜♦t❤
❧❡t ❛♥❞ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ r❡♣❧❛❝❡✱ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ✜❢t❤ ❞✐s❥✉♥❝ts✱ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢
✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ X✱ ❜② ✈❛r X✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❞✐s❥✉♥❝ts✱ ♦♥❡ ♠✉st ❛❧s♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ ❜❡✐♥❣
t②♣❡❝❤❡❝❦❡❞ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✈❛r U ✳



✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❛❜❧❡s ✐♥t♦ ♣r♦♦❢s

t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ❢r♦③❡♥ ❝♦♥t❡①ts ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ (Γ′a :: Γa) (Γ′l :: (X, m) :: Γl) X Tα✿

[F ]
F−→ [♦❢ Γa Γx

l X t1]
❬3 × ∀l, I

µ
l ❪

[F ] −→ [♦❢ Γa Γx
l X t1]

❬Dl❪

[F ]−♦❢ Γa Γx
l

X t1→
❬Rr, []

µ
r ⋆❪ Ξ

[F ]−♦❢ Γa Γx
l

(n X) t)]→
[F ]−♦❢ Γa Γx

l
X t1∧+♦❢ Γa Γx

l
(n X) t)]→

❬∧+
r ❪

[F ] −→ [♦❢ Γa Γx
l X t1 ∧+ ♦❢ Γa Γx

l (n X) t)]
❬Dr❪

✇❤❡r❡ Γx
l = (X, m) :: Γl✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ ⋆ ♦♥❡ ❤❛s t♦ r❡❧❡❛s❡ ❢♦❝✉s ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✜①❡❞

♣♦✐♥t ♦❢ (Γ′a :: Γa) (Γ′l :: (X,m) :: Γl)X Tα ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ Ξ ❛❧❧ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡
t②♣❡ ♦❢ X ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠✐❧❛r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲♣r❡♠✐s❡✳

✸✳✶✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❤♦✇ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ r❡✉s✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦t
r❡♣r♦✈✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦✈❡❞ ❧❡♠♠❛s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ❢♦r t❛❜❧❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤✐❝❤
❡♥s✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦♥❧② ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦♦❢s ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t r❡✉s❡ t❛❜❧❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡ ✜rst ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡
❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t♦ t❛❜❧❡❞ ❛t♦♠s✳ ■t ✇❛s t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢
✜rst✲♦r❞❡r✲❧♦❣✐❝✱ ♥❛♠❡❧② ✇❤❡♥ ❧♦❣✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤❡r❡❞✐t❛r② ❍❛rr♦♣ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❛❜❧❡s
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ ❢r❡❡③✐♥❣ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts t❤❛t
❛r❡ t❛❜❧❡❞✳ ■t ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♠❛❧❧ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r✲❧♦❣✐❝✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♥♦❡t❤❡r✐❛♥
❛♥❞ ✇❤❡♥ t❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ❧✐t❡r❛❧s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡✐r ✉s❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇✐♥♥✐♥❣
str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❧❡t ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ t②♣❡❝❤❡❝❦✐♥❣✳

❲❡ ♥♦✇ ♣♦✐♥t ♦✉t s♦♠❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿

• ❚❛❜❧✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② q✉❛♥t✐✜❡❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✕ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❛❜❧✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t
❤❛✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ∀~x[(µB1~x∧+ . . .∧+ µBn~x) ⊃ µB~x]✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱
✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✇❤❡r❡ ❛❧❧✴s♦♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ µB~x ❛r❡ ❢r♦③❡♥
❛♥❞ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛❜♦✈❡ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡
✐s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ µB~x ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

[Γ]−µB1
~t→ · · · [Γ]−µBn

~t→
[Γ] −→ [µB~t]

❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❤♦✇
t♦ ✜♥❞ ♦r ❡①tr❛❝t s✉❝❤ t❛❜❧❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✳

• ❚❛❜❧❡s ❛s ♣r♦♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✕ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st s♣❡❝✉❧❛t❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❛❜❧❡s ❛s ♣r♦♦❢ ♦❜❥❡❝ts
✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝❛rr②✐♥❣ ❝♦❞❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❖♥❡ st✐❧❧ ❤❛s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✏✇♦r❦✑ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t✐♥❣ ❛ t❛❜❧❡ t♦ ❛ ♣r♦♦❢✳
❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝✉t✲✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❝✉ts ✐♥t♦
❛ ✭❝✉t✲❢r❡❡✮ ♣r♦♦❢ t♦ ♦❜t❛✐♥ s♠❛❧❧❡r ♣r♦♦❢s✳

• ◆♦t ♦♥❧② ♥♦❡t❤❡r✐❛♥ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✕ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ❛r❡
♥♦❡t❤❡r✐❛♥✳ ■t s❡❡♠s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤❡r❡ t♦ t❤❡ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜rst t❛s❦ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ s②st❡♠s t❤❛t ❝♦♥s✉♠❡ ✜①❡❞
♣♦✐♥ts ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡② ❛r❡ ✉♥❢♦❧❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✳ ❋♦r t❤✐s ♦♥❡ ❤❛s t♦ s❤♦✇ t❤❛t



✸✳✶✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✺✼

❜② ♦♥❧② ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞
tr②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ▲❏µ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐♥ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ✐♥ ❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✽❪✳

❚❛❜❧✐♥❣ s✉❝❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❝②❝❧✐❝ ♣r♦♦❢s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t
✉s❡ ♦❢ t❛❜❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❣r❛♣❤ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❝②❝❧❡s✳ ■❢
✇❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛ ♥♦❞❡ a ✐s ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♥♦❞❡ b✱ t❤❡♥ ✐t ♠✐❣❤t ❤❛♣♣❡♥
t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❡♥❝♦✉♥t❡rs ❛ ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞
❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❝②❝❧❡ ✐♥ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤✳ ❙②st❡♠s ❧✐❦❡ ❇❡❞✇②r ❬❇❛❡❧❞❡ ✷✵✵✼❛❪ ✉s❡ t❛❜❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
t♦ ✜♥❞ s✉❝❤ ❝②❝❧❡s✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ❝②❝❧❡ ✐s ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t❡st ♦r ❛ ❧❡❛st ✜①❡❞ ♣♦✐♥t t❤❡ ♣r♦♦❢
s❡❛r❝❤ ❢❛✐❧s ♦r s✉❝❝❡❡❞s✳





❈❤❛♣t❡r ✹

❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦♦❢ s②st❡♠s

▼❡t❛✲❧♦❣✐❝s ❛♥❞ t②♣❡ s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧
❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳ ❲❡ s❤❛❧❧ s❤♦✇ ❤❡r❡ t❤❛t ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♠❡t❛✲❧♦❣✐❝ t♦ s♣❡❝✐❢②
❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s
✇✐t❤✐♥ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✭♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲
♥♦r♠❛❧✮✱ s❡q✉❡♥t ♣r♦♦❢s ✭✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❝✉t✮✱ ❛♥❞ t❛❜❧❡❛✉① ♣r♦♦❢s✳ ❆r♠❡❞ ✇✐t❤ ❥✉st ❛ ❢❡✇✱ s✐♠♣❧❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❡♥❝♦❞✐♥❣s✱ ♠♦r❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣r♦♦❢
s②st❡♠s ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡
♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝s✳ ❇② ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t
❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛r ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s✿ ♣❛rts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r ❬◆✐❣❛♠ ✷✵✵✽❜❪ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❡❞
✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❬◆✐❣❛♠ ✷✵✵✾❜❪✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲♦❣✐❝s ❛♥❞ t②♣❡ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs ❛s ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❣✐❝s✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ s✉❝❤ ♠❡t❛✲❧♦❣✐❝s ❛♥❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬❋❡❧t② ✶✾✽✽✱ P❛✉❧s♦♥ ✶✾✽✾❪✮ ♦r ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s
✭s❡❡ ❬❍❛r♣❡r ✶✾✾✸✱ P❢❡♥♥✐♥❣ ✶✾✽✾❪✮✳ ❙✉❝❤ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❡♥❝♦❞❡ ♥❛t✉r❛❧
❞❡❞✉❝t✐♦♥ st②❧❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳

■♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛♣❡rs ❬▼✐❧❧❡r ✶✾✾✻✱ P✐♠❡♥t❡❧ ✷✵✵✶✱ ▼✐❧❧❡r ✷✵✵✷✱ ▼✐❧❧❡r ✷✵✵✹✱ P✐♠❡♥t❡❧ ✷✵✵✺❪✱ ▼✐❧❧❡r
✫ P✐♠❡♥t❡❧ ✉s❡❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❛s ❛ ♠❡t❛✲❧♦❣✐❝ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛♥❞ r❡❛s♦♥ ❛❜♦✉t ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s❡q✉❡♥t
❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ s✉❝❤ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✱ t❤❡ ♠❡t❛✲
t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞r❛✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬▼✐❧❧❡r ✷✵✵✷❪✱ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐❢ ♦♥❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ♣r♦♦❢
s②st❡♠ ✐s ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛♣❡r✱ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✭t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✮ ❢♦r ❛ss✉r✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ s❛t✐s✜❡s ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❧❛st r❡s✉❧t ✉s❡❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✬s ❞✉❛❧✐t✐❡s t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s
❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❞✉❛❧s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤❡♥ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❝✉ts ❝❛♥ ❜❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛❣❛✐♥ ✉s❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❛s ❛ ♠❡t❛✲❧♦❣✐❝ ❜✉t ♠❛❦❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❧✐t❡r❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞
✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♠❛② ②✐❡❧❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢s✳
❚❤❡ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦s ♦❢ ▼✐❧❧❡r ✫ P✐♠❡♥t❡❧ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ❛t♦♠s ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✿ t❤✐s
❛ss✐❣♥♠❡♥t r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❤♦✇ ❤❡r❡✱ ✐❢ ✇❡
✈❛r② t❤❛t ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡t ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❤✐❧❡
♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❛♥❞ t❤❡s❡ ❡♥❝♦❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳

❖✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ❤♦✇ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r ✭♠❡t❛✲❧♦❣✐❝❛❧❧②✮ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❡ts ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ s♣❡❝✲
✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❙♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞



✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦♦❢ s②st❡♠s

✈✐❛ s✐♠♣❧❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❡①❛♠✲
♣❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❬●❡♥t③❡♥ ✶✾✻✾❪✱ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s
❬✈♦♥ P❧❛t♦ ✷✵✵✶❪✱ ❋r❡❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ❬P❛r✐❣♦t ✶✾✾✷❪✱ t❤❡ t❛❜❧❡❛✉① s②st❡♠ ❑❊ ❬❉✬❆❣♦st✐♥♦ ✶✾✾✹❪✱ ❛♥❞
❙♠✉❧❧②❛♥✬s ❆♥❛❧②t✐❝ ❈✉t ❬❙♠✉❧❧②❛♥ ✶✾✻✽❛❪✳ ❚❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s
r❡q✉✐r❡s ✜rst ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❧✐t❡r❛❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✿ t❤❡♥ ❛❞❡q✉❛❝② ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✏❛❞❡q✉❛❝②✑✿ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲
♥❡ss ❝❧❛✐♠s s✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ♣r♦✈❛❜❧❡ s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ♣r♦♦❢s ❝❧❛✐♠s
t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ✐♥ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s
❝❧❛✐♠s t❤❛t ✭♦♣❡♥✮ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥❝❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s t❤❛t ✇❡ s❤❛❧❧ ❡♥❝♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤✐s t❤✐r❞✱ ♠♦st r❡✜♥❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢
❛❞❡q✉❛❝②✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞
s❡q✉❡♥ts ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝② ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣s
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❡♥❝♦❞❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠s ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧✱
✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✺✱ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s
❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝s✱ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✻
s❤♦✇s t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ P❛r✐❣♦t✬s ❋r❡❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❬P❛r✐❣♦t ✶✾✾✷❪ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥s
✹✳✼ ❛♥❞ ✹✳✽✱ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ t❛❜❧❡❛✉① s②st❡♠s ❢♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉✬❛❣♦st✐♥♦
❡t ❛❧✳ ❬❉✬❆❣♦st✐♥♦ ✶✾✾✹❪ ❛♥❞ ❙♠✉❧❧②❛♥ ❬❙♠✉❧❧②❛♥ ✶✾✻✽❛❪✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✾ ❛♥❞ ✹✳✶✵✱ ✇❡ ❡♥❞ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ❜② ❝♦♠♠❡♥t✐♥❣ s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ❛♥❞ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t s♦♠❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

✹✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✹✳✷✳✶ ❊♥❝♦❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ♣r♦♦❢ ❝♦♥t❡①ts

❚❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s t❤❛t ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ❤❛✈❡ ✭♣❛rt✐❛❧✮ ♣r♦♦❢s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t✇♦ s❡♥s❡✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♦❢✱ s♦♠❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭♦♥❡
❛r❣✉❡s ❢r♦♠ s✉❝❤ ❢♦r♠✉❧❛s✮ ❛♥❞ s♦♠❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✭♦♥❡ ❛r❣✉❡s t♦ s✉❝❤ ❢♦r♠✉❧❛s✮✳ ■♥ t❤❡
♣r♦❝❡ss ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢s✱ s♦♠❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❛rr♦✇ ❛♥❞
s♦♠❡ ❛r❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❛❜❧❡❛✉① ♣r♦♦❢s s✐♠✐❧❛r❧② ✉s❡ s✐❣♥❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ✭✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❛ ❚ ♦r ❋ s✐❣♥
❬❙♠✉❧❧②❛♥ ✶✾✻✽❜❪✮ ♦r ♣❧❛❝❡s ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦r r✐❣❤t ♦❢ ❛ t✉r♥st✐❧❡ ❬❉✬❆❣♦st✐♥♦ ✶✾✾✹❪✳

■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ❝♦♥t❡①t ❛s ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❛r❡
❡❛❝❤ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ s❡♥s❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤✐s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛
s❡t ♦r ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛s ♠❛r❦❡❞ ❛s ❡✐t❤❡r ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦r t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ ❝♦♥t❡①ts t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✱ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ⌊·⌋ ❛♥❞ ⌈·⌉ ♦❢ t②♣❡ ❢♦r♠ → o✿ t❤❡ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s
⌊B⌋ ❛♥❞ ⌈B⌉ ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s❡s ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛ B

✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣r♦♦❢ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥t ⊢ Θ : Γ ⇑ · ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❝♦❧❧❡❝t t♦❣❡t❤❡r ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥t♦ ❛ s❡t ✈✐❛ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥t❡①t Θ ♦r ✐♥t♦ ❛ ♠✉❧t✐s❡t ✈✐❛ t❤❡
❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥t❡①t Γ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ s❡q✉❡♥t B1, . . . , Bn ⊢ C1, . . . , Cm ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s t❤❡
▲▲❋ s❡q✉❡♥t ⊢ · : ⌊B1⌋, . . . , ⌊Bn⌋, ⌈C1⌉, . . . , ⌈Cm⌉ ⇑ · ✐❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧
s❡q✉❡♥t ❛r❡ ♠✉❧t✐s❡ts✳ ■❢✱ s❛②✱ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ✐s ❛ s❡t ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t✱ t❤❡♥ t❤✐s s❡q✉❡♥t
❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ⊢ ⌊B1⌋, . . . , ⌊Bn⌋ : ⌈C1⌉, . . . , ⌈Cm⌉ ⇑ ·✳ ❍❡r❡✱ ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡
♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ s❡q✉❡♥t ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✉s✐♥❣ ⌊·⌋ ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ s❡q✉❡♥t ❛r❡
♠❛r❦❡❞ ✉s✐♥❣ ⌈·⌉✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✐❢ Γ ✐s ❛ ✭♠✉❧t✐✮s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ⌊Γ⌋ ✭r❡s♣✳ ⌈Γ⌉✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡
♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ❛t♦♠s {⌊F ⌋ | F ∈ Γ} ✭r❡s♣✳ {⌈F ⌉ | F ∈ Γ}✮✳

❚❤❡ t❤❡♦r② L ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛①✐♦♠❛t✐③❡
t❤❡ t✇♦ s❡♥s❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✐♥ ❜♦t❤ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛s✿ ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ⌊·⌋ ❛♥❞ ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢



✹✳✷✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ✻✶

(⇒L) ⌊A ⇒ B⌋⊥ ⊗ (⌈A⌉ ⊗ ⌊B⌋) (⇒R) ⌈A ⇒ B⌉⊥ ⊗ (⌊A⌋ O ⌈B⌉)
(∧L) ⌊A ∧ B⌋⊥ ⊗ (⌊A⌋ ⊕ ⌊B⌋) (∧R) ⌈A ∧ B⌉⊥ ⊗ (⌈A⌉ & ⌈B⌉)
(∨L) ⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (⌊A⌋ & ⌊B⌋) (∨R) ⌈A ∨ B⌉⊥ ⊗ (⌈A⌉ ⊕ ⌈B⌉)
(∀L) ⌊∀B⌋⊥ ⊗ ⌊Bx⌋ (∀R) ⌈∀B⌉⊥ ⊗ ∀x⌈Bx⌉
(∃L) ⌊∃B⌋⊥ ⊗ ∀x⌊Bx⌋ (∃R) ⌈∃B⌉⊥ ⊗ ⌈Bx⌉
(⊥L) ⌊⊥⌋⊥ (tR) ⌈t⌉⊥ ⊗⊤

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚❤❡ t❤❡♦r② L ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝✱ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❧♦❣✐❝s✳

(■❞1) ⌊B⌋⊥ ⊗ ⌈B⌉⊥ (■❞2) ⌊B⌋ ⊗ ⌈B⌉ (■❞′2) ⌊B⌋ ⊗ !⌈B⌉
(❙trL) ⌊B⌋⊥ ⊗ ?⌊B⌋ (❙trR) ⌈B⌉⊥ ⊗ ?⌈B⌉ (❲R) ⌈C⌉⊥ ⊗⊥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② r✉❧❡s ✭❝✉t ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ✭✇❡❛❦❡♥✐♥❣
❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✮✳

⌈·⌉✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s t❤❛t t❤✐s t❤❡♦r② ✐s ✉s❡❞ t♦
❞❡s❝r✐❜❡✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t❤❛t t❤❡ ♥❛♠❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ ? t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♥❛♠❡❞ (∧L) ✐s
❛❝t✉❛❧❧② ?∃A∃B[⌊A∧B⌋⊥⊗ (⌊A⌋⊕ ⌊B⌋)]✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❣✐❝s✱ ✇❡ ✉s❡✱
✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✿

(⊃L) ⌊A ⊃ B⌋⊥ ⊗ (!⌈A⌉ ⊗ ⌊B⌋) (⊃R) ⌈A ⊃ B⌉⊥ ⊗ (⌊A⌋ O ⌈B⌉)

❚❤❡ ❜❛♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (⊃L) ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡s❡ ❧♦❣✐❝s✱ ✇❤❡r❡ s❡q✉❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡✐r r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② LJ

t❤❡ s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ L ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s (⇒L) ❛♥❞ (⇒R) ❜② (⊃L) ❛♥❞ (⊃R)✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡
❜② LM t❤❡ s❡t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (⊥L) ❢r♦♠ LJ ✳

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ❛❧s♦ ♣❧❛② ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ■❞1 ❛♥❞ ■❞2

❢♦r♠✉❧❛s ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ⌊·⌋ ❛♥❞ ⌈·⌉ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝ t❤❛t

⊢ ∀B(⌈B⌉ ≡ ⌊B⌋⊥) & ∀B(⌊B⌋ ≡ ⌈B⌉⊥), ■❞1, ■❞2

❚❤❡s❡ t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❝✉t r✉❧❡s ✇❤❡♥ ✇❡ s❤❛❧❧ ❡♥❝♦❞❡
♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✐ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✳ ❚♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✲
✐st✐❝ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❣✐❝s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ■❞′2✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ■❞2✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r
♣r♦✈❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛❜♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ■❞1 ❛♥❞ ■❞′2✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞✉❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ⌊·⌋ ❛♥❞ ⌈·⌉
❢♦r♠✉❧❛s ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝s✳

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❙trL ❛♥❞ ❙trR ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ⌊B⌋ ≡ ?⌊B⌋ ❛♥❞ ⌈B⌉ ≡ ?⌈B⌉✳ ❚❤❡
❧❛st t✇♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❛t ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞
♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❣✐❝s✱ ✇❤❡r❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞
✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♥❧② t❤❡ ❙trL ❢♦r♠✉❧❛❀ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❧♦❣✐❝s✱ ✇❤❡r❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ ❙trL ❛♥❞
❙trR ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❲R ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ r✐❣❤t r✉❧❡ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝
❧♦❣✐❝s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣✱ ❜✉t ♥♦t ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ❛
s❡q✉❡♥t✳

❋r♦♠ t❤❡ ❙trL ❝❧❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ⌊B⌋⊥ ≡ !⌊B⌋⊥ ❜② ♥❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
⌊B⌋ ≡ ?⌊B⌋ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❝❧❛✉s❡✳ ❚❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥s❡rt t❤❡ ! ❜❡❢♦r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ⌊·⌋✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❜❛♥❣s ✐♥ t❤❡♦r✐❡s ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❧②
t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ♦❢ ❧♦❣✐❝s✱ s✉❝❤ ❛s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡ t❤❛t r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲



✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦♦❢ s②st❡♠s

s✐❞❡s ♦❢ s❡q✉❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t
♣r♦✈❛❜✐❧✐t②✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡♠ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳

✹✳✷✳✷ ❆❞❡q✉❛❝② ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣s

❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ s②st❡♠s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐❢② s❡✈❡r❛❧ ✏❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②✳✑ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
●✐r❛r❞ ✐♥ ❬●✐r❛r❞ ✷✵✵✻✱ ❈❤❛♣t❡r ✼❪ ♣r♦♣♦s❡s t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝② ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡♠❛♥t✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥s✿
t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ tr✉t❤ ✭❧❡✈❡❧ ✲✶✮✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❧❡✈❡❧ ✲✷✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✭❧❡✈❡❧ ✲✸✮✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ❛❧s♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝② ❜✉t ❢r♦♠ ❛ ♣r♦♦❢✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✲♦❢✲✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦❡st
❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝② ✐s r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✭❧❡✈❡❧ ✲✶✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② ♣r♦✈❛❜✐❧✐t②✿ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❤❛s
❛ ♣r♦♦❢ ✐♥ ♦♥❡ s②st❡♠ ✐❢ ✐t ❤❛s ❛ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r s②st❡♠✳ ❆ str♦♥❣❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝② ✐s ♦❢ ❢✉❧❧
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ♣r♦♦❢s ✭❧❡✈❡❧ ✲✷✮✿ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❛r❡ ✐♥ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤
♣r♦♦❢s ✐♥ ❛♥♦t❤❡r s②st❡♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❡✈❡♥ str♦♥❣❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ❢✉❧❧
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✭❧❡✈❡❧ ✲✸✮ ✐❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✮ ✐♥ ♦♥❡
s②st❡♠ ❛r❡ ✐♥ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r s②st❡♠✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ t❤❡♦r②✱
s❛② L′✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❛t s②st❡♠ ❛t t❤❡ str♦♥❣❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ L′ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷ ❜② s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✳

✶✮❆♣♣❧②✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥✱ s♦♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛t t✐♠❡s r❡♣❧❛❝❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ⌊F ⌋⊥ ✇✐t❤ ⌈F ⌉✳

✷✮ ■♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ✐♥t♦ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❙trL ❛♥❞
❙trR ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥❝❡ s❡♥s❡s ❢♦r ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r s✐♥❝❡ t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s t❤❡② ✐♠♣❧② ❝❛♥ ②✐❡❧❞ ❧♦♦♣s ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧
r✉❧❡s ✐♥t♦ ❛ t❤❡♦r② ❜② ❛❞❞✐♥❣ ? ❛♥❞ ! ✐♥ ✐ts ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ t❤❡♦r② ✐s ✉s✉❛❧❧②
❢♦r♠❛❧❧② ❥✉st✐✜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣r♦♦❢s✳

✸✮ ❙✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ? ❛♥❞ ! ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ?(A⊕B) ≡ ?A O

?B ❛♥❞ !(A & B) ≡ !A ⊗ !B ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✏❛❞❞✐t✐✈❡✑ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s
(∧L), (∧R), (∨L), (∨R) ✐♥ L ✇✐t❤ t❤❡✐r ✏♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✑ ✈❡rs✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ✇✐t❤

⌈A ∧ B⌉⊥ ⊗ (⌈A⌉ ⊗ ⌈B⌉) ⌊A ∧ B⌋⊥ ⊗ (⌊A⌋ O ⌊B⌋)
⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (⌈A⌉ ⊗ ⌈B⌉) ⌈A ∨ B⌉⊥ ⊗ (⌈A⌉ O ⌊B⌋).

❋♦r♠❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s st❡♣ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣r♦♦❢s✳

❲❤❡♥ ✇❡ ❜✉✐❧❞ L′ ❢r♦♠ L ❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ st❡♣s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❛tt❡r
t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ t❤❡♦r② L′ ♣r♦✈❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❤❡♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧❧② s❛② t❤❛t ❛ t❤❡♦r② L′ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ♣r♦♦❢ s②st❡♠✱ ✇❡ ♠✉st ❛ss✐❣♥ ♣♦❧❛r✐t② t♦
t❤❡ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ⌊·⌋ ❛♥❞ ⌈·⌉✳ ❖♥❧② t❤❡♥ ❝❛♥ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ✏♠❛❝r♦✲r✉❧❡s✑ t❤❛t
r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❛t t❤❡♦r② ♠❛t❝❤ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡♥❝♦❞❡❞ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠❛② ❞✐✛❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢ s②st❡♠
❡♥❝♦❞✐♥❣s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②✱
✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ♦♥❡ ♠✐❣❤t st✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
✭❝♦♠♣❧❡t❡✮ ♣r♦♦❢s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢s ♦✉t ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❣r❛♠s✳
■♥ t❤❛t ❞♦♠❛✐♥✱ ♦♥❡ ♠❛② ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛❞❡q✉❛❝② ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✭♦♣❡♥✮ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳



✹✳✸✳ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s ✻✸

Γ, A ⊃ B ⊢ A Γ, A ⊃ B, B ⊢ C

Γ, A ⊃ B ⊢ C
❬⊃ L❪

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A ⊃ B
❬⊃ R❪

Γ, A1 ∧ A2, Ai ⊢ C

Γ, A1 ∧ A2 ⊢ C
❬∧Li❪

Γ ⊢ A, Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∧ B
❬∧R❪

Γ, A ∨ B, A ⊢ C Γ, A ∨ B, B ⊢ C

Γ, A ∨ B ⊢ ∆
❬∨L❪

Γ ⊢ Ai

Γ ⊢ A1 ∨ A2
❬∨Ri❪

Γ,∀x A,A{t/x} ⊢ C

Γ,∀x A ⊢ C
❬∀L❪

Γ ⊢ A{c/x}
Γ ⊢ ∀x A

❬∀R❪

Γ,∃x A,A{c/x} ⊢ C

Γ,∃x A ⊢ C
❬∃L❪

Γ ⊢ A{t/x}
Γ ⊢ ∃x A

❬∃R❪

Γ, A ⊢ C Γ ⊢ A

Γ ⊢ C
❬❈✉t❪

Γ, A ⊢ A
❬■❪

Γ ⊢ t
❬tR❪

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ▲▼❝✱ ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❍❡r❡✱ c ✐s ♥♦t ❢r❡❡ ✐♥ Γ∪{C} ❛♥❞ i ∈ {1, 2}✳

Γ,⊥ ⊢ · ❬⊥L❪ Γ ⊢ ·
Γ ⊢ C

❬❲❘❪

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❚❤❡ r✉❧❡s t♦ ❛❞❞ t♦ ▲▼❝ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ▲❏❝✱ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✳

Γ, A ⇒ B ⊢ A,∆ Γ, A ⇒ B, B ⊢ ∆

Γ, A ⇒ B ⊢ ∆
❬⇒ L❪

Γ, A ⊢ A ⇒ B, B,∆

Γ ⊢ A ⇒ B,∆
❬⇒ R❪

Γ, A1 ∧ A2, Ai ⊢ ∆

Γ, A1 ∧ A2 ⊢ ∆
❬∧Li❪

Γ ⊢ A ∧ B, A,∆ Γ ⊢ A ∧ B, B,∆

Γ ⊢ A ∧ B,∆
❬∧R❪

Γ, A ∨ B, A ⊢ ∆ Γ, A ∨ B, B ⊢ ∆

Γ, A ∨ B ⊢ ∆
❬∨L❪

Γ ⊢ A1 ∨ A2, Ai,∆

Γ ⊢ A1 ∨ A2,∆
❬∨Ri❪

Γ,∀x A,A{t/x} ⊢ ∆

Γ,∀x A ⊢ ∆
❬∀L❪

Γ ⊢ ∀x A,A{c/x},∆
Γ ⊢ ∀x A,∆

❬∀R❪

Γ,∃x A,A{c/x} ⊢ ∆

Γ,∃x A ⊢ ∆
❬∃L❪

Γ ⊢ ∃x A,A{t/x},∆
Γ ⊢ ∃x A,∆

❬∃R❪

Γ, A ⊢ ∆ Γ ⊢ A,∆

Γ ⊢ ∆
❬❈✉t❪

Γ, A ⊢ A,∆
❬■❪

Γ ⊢ t, ∆
❬tR❪

Γ,⊥ ⊢ ∆
❬⊥L❪

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ▲❑❝✱ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❍❡r❡✱ c ✐s ♥♦t ❢r❡❡ ✐♥ Γ∪{C} ❛♥❞ i ∈ {1, 2}✳



✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦♦❢ s②st❡♠s

(⊃L) ⌊A ⊃ B⌋⊥ ⊗ (!⌈A⌉ ⊗ ?⌊B⌋) (⊃R) ⌈A ⊃ B⌉⊥ ⊗ (?⌊A⌋ O ⌈B⌉)
(∧L) ⌊A ∧ B⌋⊥ ⊗ (?⌊A⌋ ⊕ ?⌊B⌋) (∧R) ⌈A ∧ B⌉⊥ ⊗ (⌈A⌉ & ⌈B⌉)
(∨L) ⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (?⌊A⌋ & ?⌊B⌋) (∨R) ⌈A ∨ B⌉⊥ ⊗ (⌈A⌉ ⊕ ⌈B⌉)
(∀L) ⌊∀B⌋⊥ ⊗ ?⌊Bx⌋ (∀R) ⌈∀B⌉⊥ ⊗ ∀x⌈Bx⌉
(∃L) ⌊∃B⌋⊥ ⊗ ∀x?⌊Bx⌋ (∃R) ⌈∃B⌉⊥ ⊗ ⌈Bx⌉

(tR) ⌈t⌉⊥ ⊗⊤
(■❞1) ⌊B⌋⊥ ⊗ ⌈B⌉⊥ (■❞′2) ?⌊B⌋ ⊗ !⌈B⌉

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❚❤❡ t❤❡♦r② Llm ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ▲▼❝✳

(⊥L) ⌊⊥⌋⊥ (❲R) ⌈C⌉⊥ ⊗⊥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❆❞❞✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❧❛✉s❡s t♦ Llm ②✐❡❧❞s Llj✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s
♣r♦♦❢ s②st❡♠ ▲❏❝✳

(⇒L) ⌊A ⇒ B⌋⊥ ⊗ (?⌈A⌉ ⊗ ?⌊B⌋) (⇒R) ⌈A ⇒ B⌉⊥ ⊗ (?⌊A⌋ O ?⌈B⌉)
(∧L) ⌊A ∧ B⌋⊥ ⊗ (?⌊A⌋ ⊕ ?⌊B⌋) (∧R) ⌈A ∧ B⌉⊥ ⊗ (?⌈A⌉ & ?⌈B⌉)
(∨L) ⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (?⌊A⌋ & ?⌊B⌋) (∨R) ⌈A ∨ B⌉⊥ ⊗ (?⌈A⌉ ⊕ ?⌈B⌉)
(∀L) ⌊∀B⌋⊥ ⊗ ?⌊Bx⌋ (∀R) ⌈∀B⌉⊥ ⊗ ∀x?⌈Bx⌉
(∃L) ⌊∃B⌋⊥ ⊗ ∀x?⌊Bx⌋ (∃R) ⌈∃B⌉⊥ ⊗ ?⌈Bx⌉
(⊥L) ⌊⊥⌋⊥ (tR) ⌈t⌉⊥ ⊗⊤
(■❞1) ⌊B⌋⊥ ⊗ ⌈B⌉⊥ (■❞2) ?⌊B⌋ ⊗ ?⌈B⌉

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❚❤❡ t❤❡♦r② Llk ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ▲❑❝✳

✹✳✸ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s

❋✐❣✉r❡s ✹✳✸✱ ✹✳✹✱ ❛♥❞ ✹✳✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝♦♥t❛✐♥ t❤r❡❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✐ ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧ ✭▲▼❝✮✱ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝
✭▲❏❝✮✱ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✭▲❑❝✮✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝
❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡s❡ s②st❡♠s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t❤❡♦r✐❡s✱ Llm✱ Llj ❛♥❞ Llk s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✻✱ ✹✳✼ ❛♥❞
✹✳✽✳ ❚❤❡s❡ s❡ts ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦r ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ? ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ⌈·⌉✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦r ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (⊥L) ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✐♥ t❤❡ ▲▼❝ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ♥♦ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ❢♦r♠✉❧❛s❀ ✐♥ t❤❡ ▲❏❝ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱
t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞❀ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ▲❑❝ ❡♥❝♦❞✐♥❣✱ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞
✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ?✮✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (⊥L) ♦♥❧② ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ ▲❏❝ ❛♥❞ ▲❑❝✳ ■♥ t❤❡
t❤❡♦r✐❡s ❢♦r ▲▼❝ ❛♥❞ ▲❏❝✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ ■❞′2 ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ! ❜❡❢♦r❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ⌈·⌉ ❛t♦♠✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ t❤❡s❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ !

❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t❤❛t ✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝s t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡
♦❢ s❡q✉❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✳

❆ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ✐♥ ❝❛♣t✉r✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❛✲❧♦❣✐❝
✐s t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ✇❤② ❢♦❝✉s✐♥❣ ✐s
r❡❧❡✈❛♥t✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ⊃✿ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤✐s r✉❧❡ ❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ F = ∃A∃B[⌊A ⊃ B⌋⊥ ⊗ (!⌈A⌉ ⊗ ⌊B⌋)] ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢
Llm✮✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✐s t❤❡♥ ❢♦r❝❡❞ ♦♥❝❡ F ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦❝✉s✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ s✉❜♣r♦♦❢ ♠✉st ❜❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✕ ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ✇✐❧❧ ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣
❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧❡❢t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r
⊃✿ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ s❡q✉❡♥ts Γ, A ⊃ B, B ⊢ C ❛♥❞ Γ, A ⊃ B ⊢ A ②✐❡❧❞s Γ, A ⊃ B ⊢ C✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
! ❡♥❢♦r❝❡s t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ ❜r❛♥❝❤❡s t❤❡r❡ ✐s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ⌈·⌉ ❛t♦♠✳

■❢ ✇❡ ✜① t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ✉s✐♥❣ Llm✱ Llj✱ ❛♥❞



✹✳✸✳ ❙❡q✉❡♥t ❈❛❧❝✉❧✉s ✻✺

⊢ K :⇓ ⌊A ⊃ B⌋⊥
❬I2❪

⊢ K : ⌈A⌉ ⇑
⊢ K :⇓ !⌈A⌉ ❬!, R⇑❪

⊢ K, ⌊B⌋ : ⌈C⌉ ⇑
⊢ K : ⌈C⌉ ⇓ ?⌊B⌋ ❬R⇓, ?❪

⊢ K : ⌈C⌉ ⇓ !⌈A⌉ ⊗ ?⌊B⌋ ❬⊗❪

⊢ K : ⌈C⌉ ⇓ F
❬2 × ∃,⊗❪

⊢ K : ⌈C⌉ ⇑ · ❬D2❪

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ A ⊃ B ∈ Γ ❛♥❞ K ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t Llm, ⌊Γ⌋✳

Llk ②✐❡❧❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♦❢s ✐♥ ▲▼❝✱ ▲❏❝✱ ❛♥❞ ▲❑❝✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥ts ⊢lm,⊢lj✱
❛♥❞ ⊢lk t♦ ❞❡♥♦t❡ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ✐♥ ▲▼❝,▲❏❝✱ ❛♥❞ ▲❑❝✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ▲❡t Γ∪∆∪{C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠✐❝
❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤❡♥

✶✮ Γ ⊢lm C ✐✛ ⊢llf Llm, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇑
✷✮ Γ ⊢lj C ✐✛ ⊢llf Llj, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇑
✸✮ Γ ⊢lk ∆ ✐✛ ⊢llf Llk , ⌊Γ⌋, ⌈∆⌉ : · ⇑

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❞❡q✉❛❝② ❢♦r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳

Pr♦♦❢ ❋✐rst✱ ♦♥❡ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦❝✉s✐♥❣ ✭❞❡❝✐❞✐♥❣✮ ♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t❤❡♦r✐❡s Llm✱
Llj✱ ❛♥❞ Llk ❡♥❝♦❞❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤✐s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ✇✐t❤ st❡♣s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦✛❡r❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t✲✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢⊃✳ ❖♥❝❡
t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝② ❢♦r t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ t❤❡ ♦t❤❡r r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ♦❢
♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ❢♦❧❧♦✇ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ ❙❡❡ ❛❧s♦ ❬▼✐❧❧❡r ✷✵✵✷✱ P✐♠❡♥t❡❧ ✷✵✵✶❪ ❢♦r s✐♠✐❧❛r ♣r♦♦❢s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢s✳ ✷

■❢ ♦♥❡ r❡♠♦✈❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ■❞2 ❛♥❞ ■❞′2 ❢r♦♠ t❤❡ s❡ts Llm✱ Llj✱ ❛♥❞ Llk ✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡ts Lf
lm✱ Lf

lj✱
❛♥❞ Lf

lk ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ♣r♦♦❢s t♦ ❝✉t ❢r❡❡ ✭♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧✮ ♣r♦♦❢s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥ts ⊢f

lm ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❣✐❝✱ ⊢f
lj ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ❛♥❞ ⊢f

lk ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ▲❡t Γ ∪ ∆ ∪ {C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥

✶✮ Γ ⊢f
lm C ✐✛ ⊢llf Lf

lm, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇑ ✷✮ Γ ⊢f
lj C ✐✛ ⊢llf Lf

lj, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇑
✸✮ Γ ⊢f

lk ∆ ✐✛ ⊢llf Lf
lk , ⌊Γ⌋, ⌈∆⌉ :⇑

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❞❡q✉❛❝② ❢♦r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ s✉❝❝❡❡❞❡❞ t♦ ✜♥❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥❢❡r❡♥❝❡
r✉❧❡s ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝✱ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝s ❛t ♦✉r str♦♥❣❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②✱ ✇❡ t✉r♥ t♦
s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛r s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡
❛❧❧ ❛t t❤❡ ♠♦st s❤❛❧❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②✿ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸ ▲❡t Γ ❛♥❞ ∆ ❜❡ s❡ts ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥

⊢ll L, ■❞1, ■❞2,❙trL,❙trR, ?⌊Γ⌋, ?⌈∆⌉ ✐✛ ⊢ll Llk , ?⌊Γ⌋, ?⌈∆⌉.

Pr♦♦❢ ❋r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✱ ❙trL ❛♥❞ ❙trR✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ⌊C⌋ ≡ ?⌊C⌋ ❛♥❞ ⌈C⌉ ≡ ?⌈C⌉✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Llk ❛♥❞ L∪{■❞1, ■❞2} ✐s t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ❤❛s ? ❜❡❢♦r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
♦❢ ⌊·⌋ ❛♥❞ ⌈·⌉✱ ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t Llk ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ L ∪ {■❞1, ■❞2,❙trL,❙trR}✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ⇐
❞✐r❡❝t✐♦♥✳



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦♦❢ s②st❡♠s

❋♦r t❤❡ ⇒ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❛r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ❲❡ ✉s❡ ❢♦❝✉s✐♥❣
t♦ ❤❡❧♣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ⊢llf L, ■❞1, ■❞2,❙trL,❙trR,F1 : F2 ⇑ t❤❡♥ ⊢llf Llk ,F1,F2 : · ⇑✱
✇❤❡r❡ F1 ❛♥❞ F2 ❛r❡ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s ✭♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✮✳ ❚❤✐s ✐s
♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ✭t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡s ❛s ✐♥ ❬▼✐❧❧❡r ✷✵✵✹✱
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷❪✮✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡ ❢♦r (⇒L)✿ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs ❝❛s❡s ❛r❡ ❞♦♥❡ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ❚❤✉s✱
❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦✉r ♣r♦♦❢ ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡ t❤❛t s❡❧❡❝ts ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ (⇒L) ❢♦r♠✉❧❛ ❢r♦♠
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❡♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ K = L, ■❞1, ■❞2,❙trL,❙trR,F1

❛♥❞ F2 = F1
2 ∪ F2

2 ✭❤❡r❡✱ F1 ❛♥❞ F2 ❛r❡ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✮✳

⊢ K : · ⇓ ⌊A ⇒ B⌋⊥
❬I2❪

⊢ K : F1
2 , ⌈A⌉ ⇑

⊢ K : F1
2 ⇓ ⌈A⌉ ❬R⇓, R⇑❪

⊢ K : F2
2 , ⌊B⌋ ⇑

⊢ K : F2
2 ⇓ ⌊B⌋ ❬R⇓, R⇑❪

⊢ K : · ⇓ ⌊A ⇒ B⌋⊥ ⊗ (⌈A⌉ ⊗ ⌊B⌋)
❬2 ×⊗❪

⊢ K : F2 ⇑ ❬D2, 2 × ∃❪

❚❤✉s✱ ⌊A ⇒ B⌋ ∈ F1✱ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥ts ⊢ Llk ,F1 :

F1
2 , ⌈A⌉ ⇑ ❛♥❞ ⊢ Llk ,F1 : F2

2 , ⌊B⌋ ⇑✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼✱ t❤❡ s❡q✉❡♥ts ⊢ K′, ⌈A⌉ : · ⇑ ❛♥❞ ⊢ K′, ⌊B⌋ :

· ⇑ ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❛❜❧❡✱ ✇❤❡r❡ K′ = Llk ,F1,F2✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r② Llk ❜✉t ✇✐t❤
❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ (⇒L) ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ Llk ✐s

⊢ K′ : · ⇓ ⌊A ⇒ B⌋⊥
❬I2❪

⊢ K′, ⌈A⌉ : · ⇑
⊢ K′ : · ⇓ ?⌈A⌉ ❬R⇓, ?❪

⊢ K′, ⌊B⌋ : · ⇑
⊢ K′ : · ⇓ ?⌊B⌋ ❬R⇓, ?❪

⊢ K′ : · ⇓ ⌊A ⇒ B⌋⊥ ⊗ (?⌈A⌉ ⊗ ?⌊B⌋)
❬2 ×⊗❪

⊢ K′ : · ⇑ ❬D2, 2 × ∃❪

❚❤❡ ⇒ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳ ✷

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ ▲❡t Γ ∪ {C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥

✶✮ ⊢ll LM , ■❞1, ■❞
′
2,❙trL, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉ ✐✛ ⊢ll Llm, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉.

✷✮ ⊢ll LJ , ■❞1, ■❞
′
2,❙trL,❲R, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉ ✐✛ ⊢ll Llj, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉.

Pr♦♦❢ ■♥ t❤❡ ⇒ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛s❤✐♦♥ ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r
s❛② ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❣✐❝✱ ✐❢ ⊢ll LM , ■❞1, ■❞

′
2,❙trL,F1 : F2, ⌈C⌉ ⇑ t❤❡♥ ⊢ll Llm,F1,F2 : ⌈C⌉ ⇑✱ ✇❤❡r❡ F1 ∪ F2

✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ⌊·⌋ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s ❛♥❞ C ✐s ❛♥② ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡
✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ⊢ K : F2, ⌈C⌉ ⇑ st❛rts ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ (⊃L)✱ ✇❤❡r❡ K = LM , ■❞1, ■❞

′
2,❙trL,F1✳

❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦❝✉s❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❣ ✐♥ (⊃L)✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s
t✇♦ ♦♣❡♥ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ⊢ K : F1

2 , ⌊B⌋, ⌈C⌉ ⇑ ❛♥❞ ⊢ K : F2
2 , ⌈A⌉ ⇑✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ♣r♦♦❢

♣r♦❝❡❡❞s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ✷

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺ ▲❡t Γ ∪ ∆ ∪ {C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥

✶✮ ⊢ll LM , ■❞1,❙trL, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉ ✐✛ ⊢ll Lf
lm, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉

✷✮ ⊢ll LJ , ■❞1,❙trL,❲R, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉ ✐✛ ⊢ll Lf
lj, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉

✸✮ ⊢ll L, ■❞1,❙trL,❙trR, ?⌊Γ⌋, ?⌈∆⌉ ✐✛ ⊢ll Lf
lk , ?⌊Γ⌋, ?⌈∆⌉.

Pr♦♦❢ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✳ ✷

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠s ▲▼❝✱ ▲❏❝✱ ❛♥❞ ▲❑❝ t❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
t❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s✳ ❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ■❞2 r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r
t❤❡s❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠s✱ ❛s st❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳



✹✳✹✳ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✻✼

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✻ ▲❡t Γ ∪ ∆ ∪ {C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥

✶✮ ⊢ll LM , ■❞1,❙trL, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉ ✐✛ ⊢ll LM , ■❞1, ■❞
′
2,❙trL, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉

✷✮ ⊢ll LJ , ■❞1,❙trL,❲R, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉ ✐✛ ⊢ll LJ , ■❞1, ■❞
′
2,❙trL,❲R, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉

✸✮ ⊢ll L, ■❞1,❙trL,❙trR, ?⌊Γ⌋, ?⌈∆⌉ ✐✛ ⊢ll L, ■❞1, ■❞2,❙trL,❙trR, ?⌊Γ⌋, ?⌈∆⌉.

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❝♦r♦❧❧❛r② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉t r✉❧❡ ❬●❡♥t③❡♥ ✶✾✻✾❪ ❛♥❞ t❤❡
❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉t✲❢r❡❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ❚♦ s❡❡ ❛ s❡tt✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❝✉t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜② ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✱ s❡❡
❬▼✐❧❧❡r ✷✵✵✷✱ P✐♠❡♥t❡❧ ✷✵✵✺❪✳

✹✳✹ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✐s t❤❡ ∀✱ ∧✱ ❛♥❞ ⊃ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
s②st❡♠ ✐♥ ❬❙✐❡❣ ✶✾✾✽❪✱ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t✲st②❧❡ ♥♦t❛t✐♦♥✿ s❡q✉❡♥ts ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ Γ ⊢ C ↑ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❜② ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✭r❡❛❞✐♥❣ ❜♦tt♦♠✲✉♣✮ ✇❤❡r❡ C ✐s ♥♦t
t❤❡ ♠❛❥♦r ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡❀ ❛♥❞ s❡q✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Γ ⊢ C ↓ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s❡t ♦❢ ❤②♣♦t❤❡s❡s ❜② ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✭❢r♦♠ t♦♣✲❞♦✇♥✮ ✇❤❡r❡ C ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣r❡♠✐s❡ ♦❢
❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♠❡❡t ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♠❛t❝❤ r✉❧❡ M ♦r t❤❡ s✇✐t❝❤
r✉❧❡ S✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ s❡q✉❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❣❡♥❡r❛❧ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♦❢s
❢r♦♠ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♣r♦♦❢s ❬Pr❛✇✐t③ ✶✾✻✺❪✿ ♥♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢s ❛r❡ t❤♦s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ ❛♥
❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✱
s✉❝❤ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ r✉❧❡ S✳ ❚♦ t❤❡ r✉❧❡s ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ∨ ❛♥❞ ∃ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✳ ■♥
t❤♦s❡ r✉❧❡s✱ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ↑(↓) ❞❡♥♦t❡ ❡✐t❤❡r ↑ ♦r ↓ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✈✐s♦ t❤❛t ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ↑(↓) ✐♥ ❛
❣✐✈❡♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❛r❡ r❡s♦❧✈❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♣r♦♦❢s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ∨ ❛♥❞ ∃
✐s ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ ✇❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r s✉❝❤ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ❤❡r❡✳

❲❡ ✇r✐t❡ Γ ⊢nj C t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥t Γ ⊢ C ↑ ❤❛s ❛ ♣r♦♦❢ ✐♥ ◆❏ ❛♥❞
✇r✐t❡ Γ ⊢n

nj C t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥t Γ ⊢ C ↑ ❤❛s ❛ ♥♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ✐♥ ◆❏✿ ✐♥
t❤✐s ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ ✇❡ s❤❛❧❧ r❡str✐❝t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Γ ∪ {C} t♦ ❤❛✈❡ ♥♦ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ∨ ❛♥❞ ∃✳

❚❤❡ t❤❡♦r② Lnj ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ❡♥❝♦❞❡s ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
❙trL ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ❜② ❛❞❞✐♥❣ ? t♦ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ⌊·⌋ ❛t♦♠s ❛♥❞ t♦
♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ s❡q✉❡♥ts✱
✇❡ ❛❞❞ ! t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ⌊·⌋⊥✳ ❚❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t Γ ⊢ C ↑ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ s❡q✉❡♥t
⊢ Lnj, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ❛♥❞ t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t Γ ⊢ C ↓ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ Lnj, ⌊Γ⌋ : ⌊C⌋⊥✳ ■♥ ♦r❞❡r ❢♦r
t❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t
❢r♦♠ ✇❤❛t ✇❛s ✉s❡❞ ✇✐t❤ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ⌊·⌋ ✇✐t❤
♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ⌈·⌉ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣♦❧❛r✐t② ❝❤❛♥❣❡s
❧❡❢t✲✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✭✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✮ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✭✇✐t❤✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✮✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (⊃L) ♥♦✇ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡ ❛s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✭❤❡r❡✱ (⊃L) ∈ K✮✿

⊢ K : ⌊A ⊃ B⌋⊥ ⇑
⊢ K :⇓ ⌊A ⊃ B⌋⊥

❬R⇓, R⇑❪
⊢ K : ⌈A⌉ ⇑
⊢ K :⇓ !⌈A⌉ ❬!, R⇑❪ ⊢ K : ⌊B⌋⊥ ⇓ ⌊B⌋

❬I1❪

⊢ K : ⌊B⌋⊥ ⇓ ⌊A ⊃ B⌋⊥ ⊗ (!⌈A⌉ ⊗ ⌊B⌋)
❬2 ×⊗❪

⊢ K : ⌊B⌋⊥ ⇑
❬D2, 2 × ∃❪

❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♣♦❧❛r✐t② ❛❧s♦ ❝❛✉s❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ■❞′2✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❤❛✈❡❞ ❧✐❦❡ t❤❡ ❝✉t
r✉❧❡ ✐♥ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ t♦ ♥♦✇ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ t❤❡ s✇✐t❝❤ r✉❧❡✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦♦❢ s②st❡♠s

Γ ⊢ A ⊃ B ↓ Γ ⊢ A ↑
Γ ⊢ B ↓ ❬⊃ E❪

Γ, A ⊢ B ↑
Γ ⊢ A ⊃ B ↑ ❬⊃ I❪

Γ ⊢ F ∧ G ↓
Γ ⊢ F ↓ ❬∧E❪

Γ ⊢ F ↑ Γ ⊢ G ↑
Γ ⊢ F ∧ G ↑ ❬∧I❪

Γ ⊢ ∀x A ↓
Γ ⊢ A{t/x} ↓ ❬∀E❪

Γ ⊢ A{c/x} ↑
Γ ⊢ ∀x A ↑ ❬∀I❪

Γ, A ⊢ A ↓ ❬■❪
Γ ⊢ A ↓
Γ ⊢ A ↑ ❬▼❪

Γ ⊢ A ↑
Γ ⊢ A ↓ ❬❙❪

Γ ⊢ t ↑ ❬tI❪
Γ ⊢ ⊥ ↓
Γ ⊢ C ↑ ❬⊥E❪

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ⊃✱ ∀✱ ❛♥❞ ∧ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ◆❏✳

Γ ⊢ A ∨ B ↓ Γ, A ⊢ C ↑(↓) Γ, B ⊢ C ↑(↓)
Γ ⊢ C ↑(↓) ❬∨E❪

Γ ⊢ Ai ↑
Γ ⊢ A1 ∨ A2 ↑ ❬∨I❪

Γ ⊢ ∃x A ↓ Γ, A{c/x} ⊢ C ↑(↓)
Γ ⊢ C ↑(↓) ❬∃E❪

Γ ⊢ A{t/x} ↑
Γ ⊢ ∃x A ↑ ❬∃I❪

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ∨ ❛♥❞ ∃ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ ∨L✱ i ∈ {1, 2}✳

(⊃E) ⌊A ⊃ B⌋⊥ ⊗ (!⌈A⌉ ⊗ ⌊B⌋) (⊃I) ⌈A ⊃ B⌉⊥ ⊗ (?⌊A⌋ O ⌈B⌉)
(∧E) ⌊A ∧ B⌋⊥ ⊗ (⌊A⌋ ⊕ ⌊B⌋) (∧I) ⌈A ∧ B⌉⊥ ⊗ (⌈A⌉ & ⌈B⌉)
(∨E) !⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (?⌊A⌋ & ?⌊B⌋) (∨I) ⌈A ∨ B⌉⊥ ⊗ (⌈A⌉ ⊕ ⌈B⌉)
(∀E) ⌊∀B⌋⊥ ⊗ ⌊Bx⌋ (∀I) ⌈∀B⌉⊥ ⊗ ∀x⌈Bx⌉
(∃E) !⌊∃B⌋⊥ ⊗ ∀x?⌊Bx⌋ (∃I) ⌈∃B⌉⊥ ⊗ ⌈Bx⌉
(⊥) ⌊⊥⌋⊥ (tI) ⌈t⌉⊥ ⊗⊤

(⊥E) ⌈C⌉⊥ ⊗⊥
(■❞1) ⌊B⌋⊥ ⊗ ⌈B⌉⊥ (■❞2) ⌊B⌋ ⊗ !⌈B⌉

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ Lnj ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳



✹✳✹✳ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✻✾

✇❤❡r❡ ■❞′2 ∈ Σ✳

⊢ Σ, ⌊Γ⌋ : ⌊C⌋⊥ ⇓ ⌊C⌋
❬I1❪

⊢ Σ, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇑
⊢ Σ, ⌊Γ⌋ :⇓ !⌈C⌉ ❬!, R⇑❪

⊢ Σ, ⌊Γ⌋ : ⌊C⌋⊥ ⇓ ⌊C⌋ ⊗ !⌈C⌉
❬⊗❪

⊢ Σ, ⌊Γ⌋ : ⌊C⌋⊥ ⇑
❬D2,∃❪

❚❤❡s❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✵ ❛♥❞ ✹✳✶✶ ❛♥❞ ❢♦r
❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✳ ❆s t❤❡ ❧❛st ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ s✉❣❣❡sts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ ♥♦r♠❛❧
♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♦❢s ✐❢ ✇❡ r❡♠♦✈❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ■❞′2 ❢r♦♠ Lnj✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❧❡t Lf

nj ❜❡ t❤❡ s❡t
♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Lnj ❡①❝❡♣t t❤❛t ✇❡ ❞r♦♣ ■❞′2 ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ∨ ❛♥❞
∃✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐t ✐s ❛♥ ❡❛s② ♠❛tt❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼ ▲❡t Γ∪{C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ⌈·⌉ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ⌊·⌋ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤❡♥
Γ ⊢nj C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ⊢llf Lnj, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇑✳ ❆❧s♦✱ ✐❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Γ∪ {C} ❝♦♥t❛✐♥ ♥❡✐t❤❡r ∨ ♥♦r ∃✱
t❤❡♥ Γ ⊢n

nj C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ⊢llf Lf
nj, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇑✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ tr❡❡s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡s❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✇♦r❦✳ ✷

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✈✐❛ t❤❡ t❤❡♦r② Lnj✱ ✇❡ ❝❛♥
s❤♦✇ ❤♦✇ s♦♠❡ ✭❦♥♦✇♥✮ ♠❡t❛✲t❤❡♦r② r❡s✉❧ts ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❡♥✲
❝♦❞✐♥❣s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✵ ❜❡❧♦✇ t❤❛t s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧
❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♦❢s ♣r♦✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♥❡①t t✇♦ ❧❡♠♠❛s r❡❧❛t❡ Lnj ❛♥❞ Lf

nj ✇✐t❤ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✽ ▲❡t Γ ∪ {C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥

⊢ll LJ , ■❞1, ■❞
′
2,❙trL,❲R, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉ ✐✛ ⊢ll Lnj, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉.

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡s ❛s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ ⇐ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✇❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ⌊C⌋⊥ ≡ !⌊C⌋⊥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❙trL✳

■♥ t❤❡ ⇒ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣r♦♦❢s
❛♥❞ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ❛❧❧ ⌈·⌉ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ❛❧❧ ⌊·⌋ ❛t♦♠s✿

⊢llf Lnj, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇑ ✐✛ ⊢llf Lnj,❙trL, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇑

❚❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤❡♥ ❙trL ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❛s❡s✱ ❡✐t❤❡r ✭✶✮
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r❡♠✐s❡s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ⊢ Lnj,❙trL, ⌊Γ⌋ : ⌊B⌋⊥ ⇑ ❛♥❞ ⊢ Lnj,❙trL, ⌊Γ, B⌋ : ⌈C⌉ ⇑✱ ❢♦r
✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ❧✐♥❡❛r✲❧♦❣✐❝ ❝✉t r✉❧❡ ✇✐t❤ ❝✉t ❢♦r♠✉❧❛ ?⌊B⌋✿ ♦♥❡ ♣r❡♠✐s❡ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ❛❧s♦ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❜✉t ❜② ✜rst
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ! ✐♥ t❤❡ ❝✉t ❢♦r♠✉❧❛ !⌊B⌋⊥❀ ♦r ✭✷✮ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ⊢ Lnj,❙trL, ⌊Γ⌋ :

⌊B⌋⊥, ⌈C⌉ ⇑ ❛♥❞ ⊢ Lnj,❙trL, ⌊Γ, B⌋ : · ⇑✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ♣❡r♠✉t❡ ♦✈❡r
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ⊢ Lnj,❙trL, ⌊Γ⌋ : ⌊B⌋⊥, ⌈C⌉ ⇑
✜♥✐s❤❡s ✇✐t❤ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❢♦❝✉s❡s ♦♥❧② ♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✭♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✮ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
r✉❧❡s ❛♥❞ ❤❛s ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ⊢ Lnj,❙trL, ⌊Γ′⌋ : ⌊B⌋⊥ ⇑✳ ❍❡r❡✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ♥♦ ♦t❤❡r ❧✐♥❡❛r
❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤✐s s❡q✉❡♥t ✐s ♥♦t ♣r♦✈❛❜❧❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢
✭♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✮ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ❛s t❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♣r❡♠✐s❡ ✇✐t❤ ❛t
❧❡❛st t✇♦ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♦♥❡ ✐s ♥❡✈❡r ❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s
✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t ✇❡ ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉t
❢♦r♠✉❧❛✱ !⌊B⌋⊥✱ ✉♥t✐❧ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ♣r❡♠✐s❡s ❛r❡ r❡❛❝❤❡❞✳

❋r♦♠ t❤❡ ❙trL ❢♦r♠✉❧❛ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ⌊C⌋⊥ ≡ !⌊C⌋⊥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❤❡♦r②✱ L′nj✱ ❢r♦♠ Lnj ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ !⌊C⌋⊥ ❜② ⌊C⌋⊥✳ ◆♦✇✱ ✇❡ s❤♦✇



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦♦❢ s②st❡♠s

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧❛r✐t②
❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛s ❜❡❢♦r❡✿

⊢llf L′nj,❙trL,F1,F2 : ⌈C⌉ ⇑ ✐✛ ⊢llf LJ , ■❞1, ■❞
′
2,❙trL,F1 : F2, ⌈C⌉ ⇑

✇❤❡r❡ F1 ❛♥❞ F2 ❛r❡ s❡ts ♦❢ ⌊·⌋ ❛t♦♠s ❛♥❞ C ❛♥ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡✲
❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤✐s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳ ✷

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✽✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✾ ▲❡t Γ ∪ {C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ∨ ❛♥❞
∃✳ ❚❤❡♥

⊢ll LJ , ■❞1,❙trL,❲R, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉ ✐✛ ⊢ll Lf
nj, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉.

❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✹ ❛♥❞ ✹✳✺✱ ▲❡♠♠❛s ✹✳✽ ❛♥❞ ✹✳✾✱ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✶✱ ✹✳✷✱ ❛♥❞ ✹✳✼✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss r❡s✉❧t ❜❡t✇❡❡♥ ▲❏❝ ❛♥❞ ◆❏✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✵ ■❢ Γ ∪ {C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡♥ Γ ⊢lj C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Γ ⊢nj C✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Γ ∪ {C} ❝♦♥t❛✐♥ ♥❡✐t❤❡r ∨ ♥♦r ∃ t❤❡♥ Γ ⊢f

lj C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Γ ⊢n
nj C✳

❚r❡❛t✐♥❣ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢❛❧s✐t②✮ ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❛♥❞
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝s ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ ❬◆✐❣❛♠ ✷✵✵✽❝❪ t❤❛t ❡①tr❛ ♠❡t❛✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡
♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡s❡ s②st❡♠s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♥❡
❛❜♦✉t ❢♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞✐s❝✉ss t❤✐s ✐ss✉❡ ❢✉rt❤❡r ❤❡r❡✳

✹✳✺ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s

❙❝❤r♦❡❞❡r✲❍❡✐st❡r ❬❙❝❤r♦❡❞❡r✲❍❡✐st❡r ✶✾✽✹❪ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t
st②❧❡ ♦❢ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✉s❡❞ ❢♦r ∨ ❛♥❞ ∃ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✮ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❱♦♥
P❧❛t♦ ❬✈♦♥ P❧❛t♦ ✷✵✵✶❪ ✉s❡❞ t❤❛t st②❧❡ ♦❢ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✇❡
♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜②
♦♥❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬◆❡❣r✐ ✷✵✵✶✱ ♣❛❣❡ ✶✻✼❪✳ ❚❤❡ ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❛❥♦r
♣r❡♠✐s❡✳ ❚♦ ❡♥❝♦❞❡ ♣r♦♦❢s ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❤❡♦r② Lge

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ Lge ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ L ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❙trL t♦ ✐♥s❡rt ! ❛♥❞ ?

❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② r✉❧❡s t♦ r❡♣❧❛❝❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s ⌊C⌋⊥ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛t♦♠s ⌈C⌉✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛t❝❤ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ✉s✐♥❣ Lge ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ♥❡❣❛t✐✈❡

♣♦❧❛r✐t② t♦ ❛❧❧ ⌊·⌋ ❛♥❞ ⌈·⌉ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (⊃E) ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ K = Lge ∪ ⌊Γ⌋✿

⊢ K : ⌈A ⊃ B⌉ ⇑
⊢ K :⇓ !⌈A ⊃ B⌉ ❬!, R⇑❪

⊢ K : ⌈A⌉ ⇑
⊢ K :⇓ !⌈A⌉ ❬!, R⇑❪

⊢ K, ⌊B⌋ : ⌈C⌉ ⇑
⊢ K : ⌈C⌉ ⇓ ?⌊B⌋ ❬R⇓, ?❪

⊢ K : ⌈C⌉ ⇓ !⌈A ⊃ B⌉ ⊗ (!⌈A⌉ ⊗ ?⌊B⌋) ❬2 ×⊗❪

⊢ K : ⌈C⌉ ⇑ ❬D2, 2 × ∃❪

❲❡ ❝❛♥ r❡♣❡❛t t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Lge ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✶ ▲❡t Γ ∪ {C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧
❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t Γ ⊢ C ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ●❊ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ ⊢ Lge , ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇑ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲▲❋✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❞❡q✉❛❝② ❢♦r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳



✹✳✺✳ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s ✼✶

Γ ⊢ [A ⊃ B] Γ ⊢ A Γ, B ⊢ C

Γ ⊢ C
❬⊃ GE❪

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A ⊃ B
❬⊃ I❪

Γ ⊢ [A ∧ B] Γ, A,B ⊢ C

Γ ⊢ C
❬∧GE❪ Γ ⊢ F Γ ⊢ G

Γ ⊢ F ∧ G
❬∧I❪

Γ ⊢ [A ∨ B] Γ, A ⊢ C Γ, B ⊢ C

Γ ⊢ C
❬∨GE❪

Γ ⊢ Ai

Γ ⊢ A1 ∨ A2
❬∨I❪

Γ ⊢ [∀x A] Γ, A{t/x} ⊢ C

Γ ⊢ C
❬∀GE❪

Γ ⊢ A{c/x}
Γ ⊢ ∀x A

❬∀I❪

Γ ⊢ [∃x A] Γ, A{c/x} ⊢ C

Γ ⊢ C
❬∃GE❪

Γ ⊢ A{t/x}
Γ ⊢ ∃x A

❬∃I❪

Γ, A ⊢ A
❬■❪

Γ ⊢ t
❬tI❪ Γ ⊢ ⊥

Γ ⊢ C
❬⊥E❪

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱
●❊✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✐s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❜r❛❝❦❡ts✳

(⊃E) !⌈A ⊃ B⌉ ⊗ (!⌈A⌉ ⊗ ?⌊B⌋) (⊃I) ⌈A ⊃ B⌉⊥ ⊗ (?⌊A⌋ O ⌈B⌉)
(∧E) !⌈A ∧ B⌉ ⊗ (?⌊A⌋ O ?⌊B⌋) (∧I) ⌈A ∧ B⌉⊥ ⊗ (⌈A⌉ & ⌈B⌉)
(∨E) !⌈A ∨ B⌉ ⊗ (?⌊A⌋ & ?⌊B⌋) (∨I) ⌈A ∨ B⌉⊥ ⊗ (⌈A⌉ ⊕ ⌈B⌉)
(∀E) !⌈∀B⌉ ⊗ ?⌊Bx⌋ (∀I) ⌈∀B⌉⊥ ⊗ ∀x⌈Bx⌉
(∃E) !⌊∃B⌋⊥ ⊗ ∀x?⌊Bx⌋ (∃I) ⌈∃B⌉⊥ ⊗ ⌈Bx⌉
(⊥) ⌈⊥⌉ (tI) ⌈t⌉⊥ ⊗⊤

(⊥E) ⌈C⌉⊥ ⊗⊥
(■❞1) ⌊B⌋⊥ ⊗ ⌈B⌉⊥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ Lge ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
r✉❧❡s✳



✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦♦❢ s②st❡♠s

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤❡r❡ ♦♥❧② s♦♠❡
♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡s ✇✐t❤
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼✳ ■♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇
K = Lge ∪ ⌊Γ⌋✳

Γ ⊢ [A ∧ B] Γ, A,B ⊢ C

Γ ⊢ C
❬∧GE❪

 

⊢ K : ⌈A ∧ B⌉ ⇑
⊢ K :⇓ !⌈A ∧ B⌉ ❬!, R⇑❪

⊢ K, ⌊A⌋, ⌊B⌋ : ⌈C⌉ ⇑
⊢ K : ⌈C⌉ ⇑ ?⌊A⌋, ?⌊B⌋ ❬2 × ?❪

⊢ K : ⌈C⌉ ⇓ ?⌊A⌋ O ?⌊B⌋ ❬R⇑,O❪

⊢ K : ⌈C⌉ ⇓ !⌈A ∧ B⌉ ⊗ (?⌊A⌋ O ?⌊B⌋) ❬⊗❪

⊢ K : ⌈C⌉ ⇑ ❬D2, 2 × ∃❪

Γ ⊢ [∀x A] Γ, A{t/x} ⊢ C

Γ ⊢ C
❬∀GE❪

 

⊢ K : ⌈∀B⌉ ⇑
⊢ K :⇓ !⌈∀B⌉ ❬!, R⇑❪

⊢ K, ⌊Bt⌋ : ⌈C⌉ ⇑
⊢ K : ⌈C⌉ ⇓ ?⌊Bt⌋ ❬R⇑, ?❪

⊢ K : ⌈C⌉ ⇓ !⌈∀B⌉ ⊗ ?⌊Bt⌋ ❬⊗❪

⊢ K : ⌈C⌉ ⇑ ❬D2, 2 × ∃❪

✷

●✐✈❡♥ t❤✐s ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦❞❡s ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s
❛t ♦✉r str♦♥❣❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②✱ ✇❡ t✉r♥ t♦ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ Lge r❡❧❛t❡s ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ▲❡t Γ ∪ {C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ⊢ll Lge , ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉ t❤❡♥
⊢ll LJ , ■❞1, ■❞

′
2,❙trL, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ ⊢ll LJ , ■❞1,❙trL, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉ t❤❡♥ ⊢ll Lge , ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉.

Pr♦♦❢ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛t❡♠❡♥t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❋♦r
t❤❡ ✜rst st❛t❡♠❡♥t✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ t❤❡♦r② L′J ✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ LJ ✱ t❤❛t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❧✐t❡r❛❧s ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ ⌊C⌋⊥ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ⌊C⌋⊥ O ⊥✱ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛✉s❡s (∨L), (∧L), (⊃L)✱ ❛♥❞ (∀L) ✐♥ LJ ✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
⌊C⌋⊥ ❛♥❞ ⌊C⌋⊥ O ⊥ ❛r❡ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦❝✉s✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ❛s t❤❡ ❧❛tt❡r
❤❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❣✐✈❡♥ t♦ ⌊C⌋✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ❛❧❧
♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♣r♦✈❡✱ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣r♦♦❢s✱ t❤❛t ✐❢ ⊢llf Lge ,F1,F2 : ⌈C⌉ ⇑ t❤❡♥
⊢llf L′J , ■❞1, ■❞

′
2,❙trL,F1 : F2, ⌈C⌉ ⇑✱ ✇❤❡r❡ F1∪F2 ✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ⌊·⌋ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦♦❢✱

✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ■❞′2 ❛♥❞ ❙trL ✐♥ L′J t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
⊢ L′J , ■❞1, ■❞

′
2,❙trL,F1 : F2, ⌊C⌋⊥ ⇑ ✇✐t❤ ♦♣❡♥ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ⊢ L′J , ■❞1, ■❞

′
2,❙trL,F1,F2 : ⌈C⌉ ⇑✳

❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤✐s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳ ✷

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛❜♦✈❡✱ Lge ✬s ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
■❞′2 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡♦r② ✇✐t❤ ■❞′2✳ ❋r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✻✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ■❞′2 ❝❧❛✉s❡ ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱
s♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② ❤♦❧❞s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✸ ▲❡t Γ ∪ {C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥

⊢ll LJ , ■❞1, ■❞
′
2,❙trL, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉ ✐✛ ⊢ll Lge , ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s ●❊ ✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②✱ ✇❡ ✜♥❞ ✐t
♦❞❞ t❤❛t Lge ❞♦❡s ♥♦t r❡❧❛t❡ s♦ ❡❛s✐❧② ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝✴♠✐♥✐♠❛❧ t❤❡♦r✐❡s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡❞ ❝✉t✲
❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❛s ✐t
✐s ✇r✐tt❡♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣✐♥♣♦✐♥t ❡①❛❝t❧② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ■❞′2 ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛♣♣❡♥s ✐♥



✹✳✺✳ ◆❛t✉r❛❧ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❘✉❧❡s ✼✸

Γ ⊢ A ⊃ B ↓ Γ ⊢ A Γ, B ⊢ C ↑(↓)
Γ ⊢ C ↑(↓) ❬⊃ GE❪

Γ, A ⊢ B ↑
Γ ⊢ A ⊃ B ↑ ❬⊃ I❪

Γ ⊢ A ∧ B ↓ Γ, A,B ⊢ C ↑(↓)
Γ ⊢ C ↑(↓) ❬∧GE❪

Γ ⊢ F ↑ Γ ⊢ G ↑
Γ ⊢ F ∧ G ↑ ❬∧I❪

Γ ⊢ A ∨ B ↓ Γ, A ⊢ C Γ, B ⊢ C ↑(↓)
Γ ⊢ C ↑(↓) ❬∨GE❪

Γ ⊢ Ai ↑
Γ ⊢ A1 ∨ A2 ↑ ❬∨I❪

Γ ⊢ ∀x A ↓ Γ, A{t/x} ⊢ C ↑(↓)
Γ ⊢ C ↑(↓) ❬∀GE❪

Γ ⊢ A{c/x} ↑
Γ ⊢ ∀x A ↑ ❬∀I❪

Γ ⊢ ∃x A ↓ Γ, A{c/x} ⊢ C ↑(↓)
Γ ⊢ C ↑(↓) ❬∃GE❪

Γ ⊢ A{t/x} ↑
Γ ⊢ ∃x A ↑ ❬∃I❪

Γ, A ⊢ A ↓ ❬■❪
Γ ⊢ A ↓
Γ ⊢ A ↑ ❬▼❪

Γ ⊢ A ↑
Γ ⊢ A ↓ ❬❙❪

Γ ⊢ t ↑ ❬tI❪
Γ ⊢ ⊥ ↓
Γ ⊢ C ↑ ❬⊥E❪

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥♥♦t❛t❡❞
s❡q✉❡♥ts✱ ●❊❆✳

(⊃E) !⌊A ⊃ B⌋⊥ ⊗ (!⌈A⌉ ⊗ ?⌊B⌋) (⊃I) ⌈A ⊃ B⌉⊥ ⊗ (?⌊A⌋ O ⌈B⌉)
(∧E) !⌊A ∧ B⌋⊥ ⊗ (?⌊A⌋ O ?⌊B⌋) (∧I) ⌈A ∧ B⌉⊥ ⊗ (⌈A⌉ & ⌈B⌉)
(∨E) !⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (?⌊A⌋ & ?⌊B⌋) (∨I) ⌈A ∨ B⌉⊥ ⊗ (⌈A⌉ ⊕ ⌈B⌉)
(∀E) !⌊∀B⌋⊥ ⊗ ?⌊Bx⌋ (∀I) ⌈∀B⌉⊥ ⊗ ∀x⌈Bx⌉
(∃E) !⌊∃B⌋⊥ ⊗ ∀x?⌊Bx⌋ (∃I) ⌈∃B⌉⊥ ⊗ ⌈Bx⌉
(⊥) ⌊⊥⌋⊥ (tI) ⌈t⌉⊥ ⊗⊤

(⊥E) ⌈C⌉⊥ ⊗⊥
(■❞1) ⌊B⌋⊥ ⊗ ⌈B⌉⊥ (■❞2) ⌊B⌋ ⊗ !⌈B⌉

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ Lgea ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
r✉❧❡s✳



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦♦❢ s②st❡♠s

tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ s❡q✉❡♥ts ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
t❤❡ M ❛♥❞ S r✉❧❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✮✳ ❚❤❡ S r✉❧❡ ❛❧❧♦✇s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♦❢ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♠❛❥♦r
♣r❡♠✐s❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✳ ◆❡❣r✐ ❛♥❞ ✈♦♥ P❧❛t♦ ✐♥
❬◆❡❣r✐ ✷✵✵✶❪ ❝❛❧❧ s✉❝❤ ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❞❡t♦✉r ❝✉ts ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡s❡ ♣❛✐rs t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
❝✉t r✉❧❡ ✐♥ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ●❊✱ ❝❛❧❧❡❞ ●❊❆ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✮✱ t❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡s❡
❞❡t♦✉r ❝✉ts ❛♣♣❛r❡♥t ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❛♥♥♦t❛t❡❞ s❡q✉❡♥ts✿ Γ ⊢ C ↑ ❛♥❞ Γ ⊢ C ↓✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜②
t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t ⊢gea ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ✐♥ ●❊❆ ✭♣♦ss✐❜❧② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ S ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ❞❡t♦✉r
❝✉ts✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t ⊢d

gea✱ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ❢r♦♠ ●❊❆ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ S✳
❚♦ ❡♥❝♦❞❡ ●❊❆✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❤❡♦r②✱ Lgea✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②

t♦ ❛❧❧ ⌈·⌉ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ❛❧❧ ⌊·⌋ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✳ ❆s ❜❡❢♦r❡ ✇✐t❤ ♥❛t✉r❛❧
❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❡q✉❡♥ts Γ ⊢ C ↑ ❛♥❞ Γ ⊢ C ↓ ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ s❡q✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
⊢ Lgea, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇑ ❛♥❞ ⊢ Lgea, ⌊Γ⌋ : ⌊C⌋⊥ ⇑✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (⊃E) ✐♥ Lgea ❡♥❝♦❞❡s t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ●❊❆✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡
K = Lgea ∪ ⌊Γ⌋ ❛♥❞ F ✐s ❡✐t❤❡r ⌈C⌉ ♦r ⌊C⌋⊥✿

⊢ K : ⌊A ⊃ B⌋⊥ ⇑
⊢ K : · ⇓ !⌊A ⊃ B⌋⊥

❬!, R⇑❪
⊢ K : ⌈A⌉ ⇑
⊢ K : · ⇓ !⌈A⌉ ❬!, R⇑❪

⊢ K, ⌊B⌋ : F ⇑
⊢ K : F ⇓ ?⌊B⌋ ❬R⇓, ?❪

⊢ K : F ⇓ !⌊A ⊃ B⌋⊥ ⊗ (!⌈A⌉ ⊗ ?⌊B⌋)
❬2 ×⊗❪

⊢ K : F ⇑ ❬D2, 2 × ∃❪

❲❡ ❝❛♥ r❡♣❡❛t t❤✐s st②❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❡✈❡r② ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ Ld
gea✱ t❤❡r❡❜② ♣r♦✈✐♥❣

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹ ▲❡t Γ∪ {C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❧❡t Ld
gea = Lgea \ {■❞2}✳ ❆ss✉♠❡

t❤❛t ❛❧❧ ⌈·⌉ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ⌊·⌋ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤❡♥

✶✮ Γ ⊢gea C↑ ✐✛ ⊢llf Lgea, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇑ ✷✮ Γ ⊢d
gea C↑ ✐✛ ⊢llf Ld

gea, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇑
✸✮ Γ ⊢d

gea C↓ ✐✛ ⊢llf Ld
gea, ⌊Γ⌋ : ⌊C⌋⊥ ⇑ .

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✼ ❛♥❞ ✹✳✶✶✳ ✷

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✹✳✽✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ■❞′2 ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛①✐♦♠ t❤❛t ♠♦t✐✈❛t❡❞ ♦✉r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✺ ▲❡t Γ ∪ {C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❧❡t Ld
gea = Lgea \ {■❞2}✳ ❚❤❡♥

✶✮ ⊢ll LJ , ■❞1,❙trL,❲R, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉ ✐✛ ⊢ll Ld
gea, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉

✷✮ ⊢ll LJ , ■❞1, ■❞
′
2,❙trL,❲R, ?⌊Γ⌋, ?⌈C⌉ ✐✛ ⊢ll Lgea, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉.

◆❡❣r✐ ❛♥❞ ✈♦♥ P❧❛t♦ ✐♥ ❬◆❡❣r✐ ✷✵✵✶❪ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❝✉t✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝✉ts✱ ✇❤✐❝❤
♦❝❝✉rs ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♠❛❥♦r ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
r✉❧❡✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ❢♦r ♣r♦♦❢s
✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ❞❡t♦✉r ❛♥❞ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝✉ts ❞♦
♥♦t ❛♣♣❡❛r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❛❥♦r ♣r❡♠✐s❡ ♦❢
❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣r❡♠✐s❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
r✉❧❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✱ ❛r❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❲❡ ✇r✐t❡ Γ ⊢n C t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛
❣❡♥❡r❛❧ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♣r♦♦❢ ♦❢ C ❢r♦♠ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s Γ✳ ■♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ ❡♥❢♦r❝✐♥❣✱
❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t t♦ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✱ t❤❛t t❤❡ ♠❛❥♦r ♣r❡♠✐s❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡t
♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ t❤❡♦r② Ln

ge ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ Ld
gea✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ !⌊C⌋⊥

❜② ⌊C⌋⊥✱ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ❛❧❧ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ⌊·⌋ ❛♥❞ ⌈·⌉✱ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠ ♣r♦♦❢s✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t ⊢n✳



✹✳✻✳ ❋r❡❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✼✺

Γ ⊢ ∆, A ⇒ B Γ ⊢ ∆, A Γ, B ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆
❬⇒ GE❪

Γ, A ⇒ B ⊢ ∆ Γ, A ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆
❬⇒ GI1❪

Γ, A ⇒ B ⊢ ∆ Γ ⊢ ∆, B

Γ ⊢ ∆
❬⇒ GI2❪

Γ ⊢ ∆, A1 ∧ A2 Γ, Ai ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆
❬∧GEi❪

Γ, A ∧ B ⊢ ∆ Γ ⊢ ∆, A Γ ⊢ ∆, B

Γ ⊢ ∆
❬∧GI❪

Γ ⊢ ∆, A ∨ B Γ, A ⊢ ∆ Γ, B ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆
❬∨GE❪

Γ, A1 ∨ A2 ⊢ ∆ Γ ⊢ ∆, Ai

Γ ⊢ ∆
❬∨GIi❪

Γ, A ⊢ ∆, A
❬■❪

Γ,¬A ⊢ ∆ Γ, A ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆
❬¬GI1❪

Γ ⊢ ∆,¬A Γ ⊢ ∆, A

Γ ⊢ ∆
❬¬GI2❪

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ❢r❡❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❋❉✳

(⇒E) ?⌈A ⇒ B⌉ ⊗ (?⌈A⌉ ⊗ ?⌊B⌋) (⇒I) ?⌊A ⇒ B⌋ ⊗ (?⌊A⌋ ⊕ ?⌈B⌉)
(∧E) ?⌈A ∧ B⌉ ⊗ (?⌊A⌋ ⊕ ?⌊B⌋) (∧I) ?⌊A ∧ B⌋ ⊗ (?⌈A⌉ & ?⌈B⌉)
(∨E) ?⌈A ∨ B⌉ ⊗ (?⌊A⌋ & ?⌊B⌋) (∨I) ?⌊A ∨ B⌋ ⊗ (?⌈A⌉ ⊕ ?⌈B⌉)

(¬GI1) ?⌊¬A⌋ ⊗ ?⌊A⌋ (¬GI2) ?⌈¬A⌉ ⊗ ?⌈A⌉
(■❞1) ⌊B⌋⊥ ⊗ ⌈B⌉⊥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ Lfd ❢♦r ❢r❡❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✻ ▲❡t Γ ∪ {C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠✐❝
❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤❡♥ Γ ⊢n C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ⊢llf Ln

ge , ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇑✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❛❞❡q✉❛❝② ❢♦r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳

Pr♦♦❢ Pr♦♦❢ ❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ✷

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✼ ▲❡t Γ ∪ {C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥

⊢ll LJ , ■❞1,❙trL,❲R, ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉ ✐✛ ⊢ll Ln
ge , ?⌊Γ⌋, ⌈C⌉

Pr♦♦❢ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳ ✷

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r② ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✷✱ ✹✳✺✱ ✹✳✶✻✱ ❛♥❞ ✹✳✶✼✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✽ ▲❡t Γ ∪ {C} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥ Γ ⊢n C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Γ ⊢f
lj C✳

✹✳✻ ❋r❡❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❬P❛r✐❣♦t ✶✾✾✷❪✱ P❛r✐❣♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❢r❡❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝
t❤❛t ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜♦t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✶✳ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❢♦r ❢r❡❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ tr❡❛t ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❤❡r❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ¬B ❞✐r❡❝t❧② ❤❡r❡ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t tr❡❛t ✐t ❛s ❛♥
❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r B ⇒⊥✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ t❤❡♦r② Lfd ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❢r❡❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ str♦♥❣❡st ❧❡✈❡❧
♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (¬GI2)

✶▲❛t❡r ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ◆❡❣r✐ ❛♥❞ ✈♦♥ P❧❛t♦ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥ ❬◆❡❣r✐ ✷✵✵✶✱ ♣✳ ✷✶✹❪✳



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦♦❢ s②st❡♠s

❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ¬GI2✱ ❛s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ K = Lfd∪⌊Γ⌋∪⌈∆⌉✿
⊢ K, ⌈¬A⌉ :⇑
⊢ K :⇓ ?⌈¬A⌉ ❬R⇑, ?❪

⊢ K, ⌈A⌉ :⇑
⊢ K :⇓ ?⌈A⌉ ❬R⇑, ?❪

⊢ K :⇓ ?⌈¬A⌉ ⊗ ?⌈A⌉ ❬2 ×⊗❪

⊢ K :⇑ ❬D2,∃❪

❲❡ ❝❛♥ r❡♣❡❛t t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Lfd ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✾ ▲❡t Γ∪∆ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r✲
♠✉❧❛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤❡♥ Γ ⊢ ∆ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❋❉ ✐✛ ⊢ Lfd, ⌊Γ⌋, ⌈∆⌉ :⇑ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡
✐♥ ▲▲❋✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❞❡q✉❛❝② ❢♦r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤❡r❡ s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ ❝❛s❡s ♦♥❧②✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❛s❡s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✶✳ ■♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ K = Lfd ∪ ⌊Γ⌋ ∪ ⌈∆⌉✳

Γ, A ⇒ B ⊢ ∆ Γ, A ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆
❬⇒ GI1❪

 

⊢ K, ⌊A ⇒ B⌋ : · ⇑
⊢ K :⇓ ?⌊A ⇒ B⌋ ❬R⇑, ?❪

⊢ K, ⌊A⌋ : · ⇑
⊢ K :⇓ ?⌊A⌋ ❬R⇑, ?❪

⊢ K :⇓ ?⌊A⌋ ⊕ ?⌈B⌉ ❬⊕1❪

⊢ K :⇓ ?⌊A ⇒ B⌋ ⊗ (?⌊A⌋ ⊕ ?⌈B⌉) ❬⊗❪

⊢ K : · ⇑ ❬D2, 2 × ∃❪

Γ, A ∧ B ⊢ ∆ Γ ⊢ ∆, A Γ ⊢ ∆, B

Γ ⊢ ∆
❬∧GI❪

 

⊢ K, ⌊A ∧ B⌋ : · ⇑
⊢ K :⇓ ?⌊A ∧ B⌋ ❬R⇑, ?❪

⊢ K, ⌈A⌉ : · ⇑
⊢ K :⇑ ?⌈A⌉ ❬?❪

⊢ K, ⌈B⌉ : · ⇑
⊢ K :⇑ ?⌈B⌉ ❬?❪

⊢ K :⇓ ?⌈A⌉ & ?⌈B⌉ ❬R⇑,&❪

⊢ K :⇓ ?⌊A ∧ B⌋ ⊗ (?⌈A⌉ & ?⌈B⌉) ❬⊗❪

⊢ K : · ⇑ ❬D2, 2 × ∃❪

✷

■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r② Lfd ❜❛❝❦ t♦ ♦t❤❡r t❤❡♦r✐❡s✱ ✇❡ ♠✉st ✜rst r❡♣❧❛❝❡ ¬ ❜② ✏✐♠♣❧✐❡s ❢❛❧s❡✳✑
❲❡ ❞♦ t❤✐s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r φ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ♦♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ φ(FNG) =

φ(F )Nφ(G)❀ ❢♦r ❛❧❧ ❜✐♥❛r② ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s N✱ φ(¬F ) = (φ(F ) ⇒ ⊥)❀ ❛♥❞ φ(A) = A ✐❢ A ✐s ❛♥ ❛t♦♠✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ φ(Γ) = {φ(F ) | F ∈ Γ}✱ ✇❤❡r❡ Γ ✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❲❡ ♦✛❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠
❛s ❛ ♠❡❛♥s t♦ r❡❧❛t❡❞ t❤❡ ♣r♦✈❛❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ Lfd ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✐♥ ♦t❤❡r ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡♦r✐❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵ ▲❡t Γ ∪ ∆ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥

⊢ll L, ■❞1, ■❞2,❙trL, ?⌊φ(Γ)⌋, ?⌈φ(∆)⌉ ✐✛ ⊢ll Lfd, ?⌊Γ⌋, ?⌈∆⌉.
Pr♦♦❢ ❚❤❡ ⇐ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐t② r✉❧❡s✳

❚❤❡ ⇒ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✱ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②
t♦ t❤❡ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ■❞2 ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥✱ ✇❡ ✉s❡
P❛r✐❣♦t✬s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❛♥② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❝✉t✲r✉❧❡ ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥ ❋r❡❡ ❉❡❞✉❝t✐♦♥
t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ♣r❡♠✐s❡s ✐s t❤❡ ❝✉t✲❢♦r♠✉❧❛✳ ✷

❋r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✷✵✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s❡q✉❡♥ts ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥
❢r❡❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤♦s❡ ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ▲❑ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✳



✹✳✼✳ ❚❤❡ ❚❛❜❧❡❛✉① Pr♦♦❢ ❙②st❡♠ ❑❊ ✼✼

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✶ ▲❡t Γ ❛♥❞ ∆ ❜❡ s❡ts ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥ Γ ⊢ ∆ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥
❋❉ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ φ(Γ) ⊢ φ(∆) ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❑❝✳

P❛r✐❣♦t ♥♦t❡s t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ r✉❧❡s ✐s ✏❦✐❧❧❡❞✑✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❡✐t❤❡r s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♦r ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♦❢s
✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✏❦✐❧❧✐♥❣✑ ♦❢ ❛ ♣r❡♠✐s❡ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② t❤❡ ✉s❡
♦❢ ♣♦❧❛r✐t✐❡s t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✳ ❖✉r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
▲❑ ❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❥✉st ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❢♦❝✉s✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❆ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❛t✉r❛❧
❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ❢♦r t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❛❧s♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❙trR
r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ❜② ❛❞❞✐♥❣ ? t♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ⌈·⌉ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ⌊·⌋
❛t♦♠s✳

✹✳✼ ❚❤❡ ❚❛❜❧❡❛✉① Pr♦♦❢ ❙②st❡♠ ❑❊

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡❛❧t ✇✐t❤ s②st❡♠s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ r✉❧❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♣r❡♠✐s❡s t❤❛♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r✉❧❡s ✐♥ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♦r ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s②st❡♠s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ r✉❧❡s ✇✐t❤ ❢❡✇❡r ♣r❡♠✐s❡s✳

■♥ ❬❉✬❆❣♦st✐♥♦ ✶✾✾✹❪✱ ❉✬❆❣♦st✐♥♦ ❛♥❞ ▼♦♥❞❛❞♦r✐ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ t❛❜❧❡❛✉① s②st❡♠ ❑❊
❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♦♥❧② r✉❧❡ t❤❛t ❤❛s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣r❡♠✐s❡ ✐s t❤❡ ❝✉t r✉❧❡✳ ■♥ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ s②st❡♠✱ t❤❡ ❝✉t ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❛♣♣❡❛rs ✇✐t❤ ❛ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧✐♠✐t✐♥❣ ❝✉ts t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❝✉ts✱ t❤❛t ✐s✱ r✉❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✉t✲❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❛ s✉❜❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✲s❡q✉❡♥t✿ s✐♥❝❡ t❤❛t
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ❝✉t
r✉❧❡✳

❚♦ ❡♥❝♦❞❡ ❑❊✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❤❡♦r② Lke ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❞❡q✉❛❝② ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ Lke ✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ❛❧❧ ❛t♦♠s ⌊·⌋ ❛♥❞ ⌈·⌉✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ⌈·⌉ ❛♥❞ ⌊·⌋ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✱ ❜✉t ♥♦✇✱ Lke ❝♦♥t❛✐♥s
❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ t✇♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❑❊ r✉❧❡s
t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r❡♠✐s❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ✭⇒L2✮ ❡♥❝♦❞❡s ❑❊✬s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ⇒L2✱ ❛s
✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ K = Lke ∪ ⌊Γ, A ⇒ B⌋ ∪ ⌈∆, B⌉✿

⊢ K :⇓ ⌊A ⇒ B⌋⊥
❬I2❪

⊢ K, ⌈A⌉ : · ⇑
⊢ K :⇓ ?⌈A⌉ ❬R ⇓, ?❪ ⊢ K :⇓ ⌈B⌉⊥

❬I2❪

⊢ K :⇓ ⌊A ⇒ B⌋⊥ ⊗ (?⌈A⌉ ⊗ ⌈B⌉⊥)
❬2 ×⊗❪

⊢ K : · ⇑ ❬D2, 2 × ∃❪

❇② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Lke ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡
✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✷ ▲❡t Γ ∪ ∆ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠✐❝
❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤❡♥ Γ ⊢ ∆ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❑❊ ✐✛ ⊢ Lke , ⌊Γ⌋, ⌈∆⌉ :⇑ ✐s
♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲▲❋✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ s❤♦✇ ♦♥❧② s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ ❝❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ K = Lke ∪ ⌊Γ⌋ ∪ ⌈∆⌉✳



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦♦❢ s②st❡♠s

Γ, A,A ⇒ B, B ⊢ ∆

Γ, A,A ⇒ B ⊢ ∆
❬⇒L1❪

Γ, A ⇒ B ⊢ A, B,∆

Γ, A ⇒ B ⊢ B,∆
❬⇒L2❪

Γ, A ⊢ A ⇒ B, B,∆

Γ ⊢ A ⇒ B,∆
❬⇒R❪

Γ, A ∧ B, A,B ⊢ ∆

Γ, A ∧ B ⊢ ∆
❬∧L❪

Γ, A ⊢ A ∧ B, B,∆

Γ, A ⊢ A ∧ B,∆
❬∧R1❪

Γ, B ⊢ A ∧ B, A,∆

Γ, B ⊢ A ∧ B,∆
❬∧R2❪

Γ, A ∨ B, B ⊢ A,∆

Γ, A ∨ B ⊢ A,∆
❬∨L1❪

Γ, A ∨ B, A ⊢ B,∆

Γ, A ∨ B ⊢ B,∆
❬∨L2❪

Γ ⊢ A, B,A ∨ B,∆

Γ ⊢ A ∨ B,∆
❬∨R❪

Γ,¬A ⊢ A,∆

Γ,¬A ⊢ ∆
❬¬L❪

Γ, A ⊢ ¬A,∆

Γ ⊢ ¬A,∆
❬¬R❪

Γ, A ⊢ A,∆
❬■❪

Γ, A ⊢ ∆ Γ ⊢ A,∆

Γ ⊢ ∆
❬❈✉t❪

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝ ❑❊✳

(⇒L1) ⌊A ⇒ B⌋⊥ ⊗ (⌊A⌋⊥ ⊗ ?⌊B⌋) (⇒R) ⌈A ⇒ B⌉⊥ ⊗ (?⌊A⌋ O ?⌈B⌉)
(⇒L2) ⌊A ⇒ B⌋⊥ ⊗ (?⌈A⌉ ⊗ ⌈B⌉⊥) (∧R1) ⌈A ∧ B⌉⊥ ⊗ (⌊A⌋⊥ ⊗ ?⌈B⌉)
(∧L) ⌊A ∧ B⌋⊥ ⊗ (?⌊A⌋ O ?⌊B⌋) (∧R2) ⌈A ∧ B⌉⊥ ⊗ (?⌈A⌉ ⊗ ⌊B⌋⊥)

(∨L1) ⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (⌈A⌉⊥ ⊗ ?⌊B⌋) (∨R) ⌈A ∨ B⌉⊥ ⊗ (?⌈A⌉ O ?⌈B⌉)
(∨L2) ⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (⌊A⌋ ⊗ ⌈B⌉⊥)

(¬L) ⌊¬A⌋⊥ ⊗ ⌈A⌉ (¬R) ⌈¬A⌉⊥ ⊗ ⌊A⌋
(■❞1) ⌊B⌋⊥ ⊗ ⌈B⌉⊥ (■❞2) ?⌊B⌋ ⊗ ?⌈B⌉

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ Lke ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ❑❊✳



✹✳✽✳ ❙♠✉❧❧②❛♥✬s ❆♥❛❧②t✐❝ ❈✉t ❙②st❡♠ ✼✾

Γ, A ∧ B, A, B ⊢ ∆

Γ, A ∧ B ⊢ ∆
❬∧L❪

 

⊢ K, ⌊A ∧ B⌋ :⇓ ⌊A ∧ B⌋⊥
❬I2❪

⊢ K, ⌊A ∧ B⌋, ⌊A⌋, ⌊B⌋ :⇑
⊢ K, ⌊A ∧ B⌋ :⇑ ?⌊A⌋, ?⌊B⌋ ❬2 × ?❪

⊢ K, ⌊A ∧ B⌋ :⇓ ?⌊A⌋ O ?⌊B⌋ ❬R⇑,O❪

⊢ K, ⌊A ∧ B⌋ :⇓ ⌊A ∧ B⌋⊥ ⊗ (?⌊A⌋ O ?⌊B⌋)
❬⊗❪

⊢ K, ⌊A ∧ B⌋ : · ⇑ ❬D2, 2 × ∃❪

Γ, A ∨ B, B ⊢ A,∆

Γ, A ∨ B ⊢ A,∆
❬∨L1❪

 

⊢ K, ⌊A ∨ B⌋, ⌈A⌉ :⇓ ⌊A ∨ B⌋⊥
❬I2❪

⊢ K, ⌊A ∨ B⌋, ⌈A⌉ :⇓ ⌈A⌉⊥
❬I2❪

K, ⌊A ∨ B⌋, ⌊B⌋, ⌈A⌉ : · ⇑

⊢ K, ⌊A ∨ B⌋, ⌈A⌉ :⇓ ?⌊B⌋
❬R⇑, ?❪

⊢ K, ⌊A ∨ B⌋, ⌈A⌉ :⇓ ⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (⌈A⌉⊥ ⊗ ?⌊B⌋)
❬2 ×⊗❪

⊢ K, ⌊A ∨ B⌋, ⌈A⌉ : · ⇑
❬D2, 2 × ∃❪

✷

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣r♦♦❢s✱ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✲
❛t✐♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r φ t♦
r❡♣❧❛❝❡ ¬ ✐♥ ❢♦r♠✉❧❛s ❜② ✐ts ✏✐♠♣❧✐❡s ❢❛❧s❡✑ ♠❡❛♥✐♥❣✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✸ ▲❡t Γ ∪ ∆ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥

⊢ll L, ■❞1, ■❞2,❙trL,❙trR, ?⌊φ(Γ)⌋, ?⌈φ(∆)⌉ ✐✛ ⊢ll Lke , ?⌊Γ⌋, ?⌈∆⌉

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳ ✷

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❑❊ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ▲❑❝✱ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✶✱ ✹✳✸✱ ✹✳✷✷ ❛♥❞ ✹✳✷✸✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✹ ▲❡t Γ ❛♥❞ ∆ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥ Γ ⊢ ∆ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❑❊ ✐❢
❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ φ(Γ) ⊢lk φ(∆) ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ▲❑❝✳

✹✳✽ ❙♠✉❧❧②❛♥✬s ❆♥❛❧②t✐❝ ❈✉t ❙②st❡♠

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ ❛♥♦t❤❡r ❡①tr❡♠❡ ✐♥ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❙♠✉❧❧②❛♥✬s ♣r♦♦❢
s②st❡♠ ❢♦r ❛♥❛❧②t✐❝ ❝✉t ✭❆❈✮ ❬❙♠✉❧❧②❛♥ ✶✾✻✽❛❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✳ ❍❡r❡✱ ❛❧❧ r✉❧❡s ❡①❝❡♣t
t❤❡ ❝✉t r✉❧❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ♣r❡♠✐s❡s✳ ❆s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ s✉❣❣❡sts✱ ❙♠✉❧❧②❛♥ ❛❧s♦ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ s✐❞❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝✉t r✉❧❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❧② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝✉ts✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞r♦♣ t❤✐s
r❡str✐❝t✐♦♥ ❛s ✐t ✐s ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❲❡ ❛❣❛✐♥ ❛ss✐❣♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ⌊·⌋ ❛♥❞ ⌈·⌉ ❛t♦♠s ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ t❤❡♦r② Lac ✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✹✳✷✷✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ str♦♥❣❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (⇒L) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ⇒L ✐♥ ❆❈✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ K = Lac ∪⌊Γ⌋∪ ⌈∆⌉ s✉❝❤ t❤❛t
A ⇒ B, A ∈ Γ ❛♥❞ B ∈ ∆✿

⊢ K : · ⇓ ⌊A ⇒ B⌋⊥
❬I2❪ ⊢ K : · ⇓ ⌊A⌋⊥

❬I2❪ ⊢ K : · ⇓ ⌈B⌉⊥
❬I2❪

⊢ K : · ⇓ ⌊A ⇒ B⌋⊥ ⊗ (⌊A⌋⊥ ⊗ ⌈B⌉⊥)
❬2 ×⊗❪

⊢ K : · ⇑ ❬D2, 2 × ∃❪

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ r❡♣❡❛t✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Lac ✳



✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦♦❢ s②st❡♠s

Γ, A ∨ B ⊢ A, B,∆
❬∨L❪ Γ, A ⊢ A ∨ B,∆

❬∨R1❪ Γ, B ⊢ A ∨ B,∆
❬∨R2❪

Γ, A ∧ B ⊢ A,∆
❬∧L1❪ Γ, A ∧ B ⊢ B,∆

❬∧L2❪ Γ, A,B ⊢ A ∧ B,∆
❬∧R❪

Γ, A,A ⇒ B ⊢ B,∆
❬⇒L❪ Γ ⊢ A, A ⇒ B,∆

❬⇒R1❪ Γ, B ⊢ A ⇒ B,∆
❬⇒R2❪

Γ,¬A, A ⊢ ∆
❬¬L❪ Γ ⊢ A,¬A,∆

❬¬R❪

Γ, A ⊢ ∆ Γ ⊢ A,∆

Γ ⊢ ∆
❬❈✉t❪

Γ, A ⊢ A,∆
❬■❪

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ❙♠✉❧❧②❛♥✬s ❆♥❛❧②t✐❝ ❈✉t ❙②st❡♠ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝✱ ❆❈✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡
❝✉t r✉❧❡ ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞✳

(⇒L) ⌊A ⇒ B⌋⊥ ⊗ (⌊A⌋⊥ ⊗ ⌈B⌉⊥) (⇒R) ⌈A ⇒ B⌉⊥ ⊗ (⌈A⌉⊥ ⊕ ⌊B⌋⊥)

(∧L) ⌊A ∧ B⌋⊥ ⊗ (⌈A⌉⊥ ⊕ ⌈B⌉⊥) (∧R) ⌈A ∧ B⌉⊥ ⊗ (⌊A⌋⊥ ⊗ ⌊B⌋⊥)

(∨L) ⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (⌈A⌉⊥ ⊗ ⌈B⌉⊥) (∨R) ⌈A ∨ B⌉⊥ ⊗ (⌊A⌋⊥ ⊕ ⌊B⌋⊥)

(¬L) ⌈¬A⌉⊥ ⊗ ⌈A⌉⊥ (¬R) ⌊¬A⌋⊥ ⊗ ⌊A⌋⊥
(■❞1) ⌊B⌋⊥ ⊗ ⌈B⌉⊥ (■❞2) ?⌊B⌋ ⊗ ?⌈B⌉

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ❚❤❡ t❤❡♦r② Lac ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❙♠✉❧❧②❛♥✬s ❆♥❛❧②t✐❝ ❈✉t ❙②st❡♠ ❆❈✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✺ ▲❡t Γ ∪ ∆ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t
❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤❡♥ Γ ⊢ ∆ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❆❈ ✐✛
⊢ Lac , ⌊Γ⌋, ⌈∆⌉ :⇑ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲▲❋✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❞❡q✉❛❝② ❢♦r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ❤♦❧❞s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ s❤♦✇ ♦♥❧② s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛s❡s✳

Γ, A ∨ B ⊢ A, B,∆
❬∨L❪

 

⊢ K∨ : · ⇓ ⌊A ∨ B⌋⊥
❬I2❪ ⊢ K∨ : · ⇓ ⌈A⌉⊥

❬I2❪ ⊢ K∨ : · ⇓ ⌈B⌉⊥
❬I2❪

⊢ K∨ : · ⇓ ⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (⌈A⌉⊥ ⊗ ⌈B⌉⊥)
❬2 ×⊗❪

⊢ K∨ : · ⇑ ❬D2, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ K∨ = Lac ∪ ⌊Γ, A ∨ B⌋ ∪ ⌈∆, A,B⌉✳

Γ, A ∧ B ⊢ A,∆
❬∧L1❪

 

⊢ K∧ : · ⇓ ⌊A ∧ B⌋⊥
❬I2❪

⊢ K∧ : · ⇓ ⌈A⌉⊥
❬I2❪

⊢ K∧ : · ⇓ ⌈A⌉⊥ ⊕ ⌈B⌉⊥
❬⊕1❪

⊢ K∧ : · ⇓ ⌊A ∧ B⌋⊥ ⊗ (⌈A⌉⊥ ⊕ ⌈B⌉⊥)
❬⊗❪

⊢ K∧ : · ⇑ ❬D2, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ K∧ = Lac ∪ ⌊Γ, A ∧ B⌋ ∪ ⌈∆, A⌉✳ ✷

❆❣❛✐♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r φ✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳



✹✳✾✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦ ✽✶

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✻ ▲❡t Γ ∪ ∆ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥

⊢ll L, ■❞1, ■❞2,❙trL,❙trR, ?⌊φ(Γ)⌋, ?⌈φ(∆)⌉ ✐✛ ⊢ll Lac , ?⌊Γ⌋, ?⌈∆⌉

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ✷

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✶✱ ✹✳✸✱ ✹✳✷✺✱ ❛♥❞ ✹✳✷✻✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✼ ▲❡t Γ ❛♥❞ ∆ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡♥ Γ ⊢ ∆ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡
✐♥ ❆❈ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ φ(Γ) ⊢ φ(∆) ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ▲❑❝✳

✹✳✾ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳ ▼❛♥②
♦❢ t❤❡s❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ ❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❬❋❡❧t② ✶✾✽✽✱ ❍❛r♣❡r ✶✾✾✸✱ P❢❡♥♥✐♥❣ ✶✾✽✾❪✱ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝
✭♠✐♥✐♠❛❧✮ ❧♦❣✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳ ■♥ s✉❝❤ s❡tt✐♥❣s✱ t❤❡ ❞✉❛❧✐t✐❡s t❤❛t ✇❡ ❡♠♣❧♦② ❤❡r❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ⌊B⌋ ≡
⌈B⌉⊥✱ ❛r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤✐s ♠❛❦❡s r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
❜❡t✇❡❡♥ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❤❛r❞❡r✳ ❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❣✐❝ s❡q✉❡♥ts ♠✉st ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧
s❡q✉❡♥ts ✭s❡❡ ❬❍♦❞❛s ✶✾✾✹❛✱ P❢❡♥♥✐♥❣ ✷✵✵✵❪✮ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✏♠❛r❦❡r✑ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✭s✉❝❤
❛s t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ✏r❡❢✉t❛t✐♦♥✑ ♠❛r❦❡r # ✐♥ ❬P❢❡♥♥✐♥❣ ✷✵✵✵❪✮✳ ❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ♠❡t❛✲
❧❡✈❡❧ ❧✐t❡r❛❧s ⌊B⌋✱ ⌈B⌉✱ ⌊B⌋⊥✱ ❛♥❞ ⌈B⌉⊥ ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ s✉❝❤ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ s②st❡♠s✳ ❲❤✐❧❡
✐t ✐s ♥❛t✉r❛❧ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❛✈✐♥❣ s♦♠❡ ❛t♦♠s ❛ss✐❣♥❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡
♣♦❧❛r✐t✐❡s✱ ♠♦st ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ s②st❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ✉♥✐❢♦r♠ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ ♣♦❧❛r✐t✐❡s t♦ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧
❛t♦♠s ✭✉s✉❛❧❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣♦rt ❣♦❛❧✲❞✐r❡❝t❡❞ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤✮✿ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠✐① ♣♦❧❛r✐t②
❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❢❛s❤✐♦♥s ✐♥ s✉❝❤
s❡tt✐♥❣s✳

❚❤❡ ❛❜str❛❝t ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝❛❧❧❡❞ ❋♦r✉♠ ❬▼✐❧❧❡r ✶✾✾✻❪ ❤❛s ❜❡❡♥
✉s❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ✐♥ ❛ st②❧❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✉s❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❛t ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇❛s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❧s♦ ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ t❤❛t ♥❡❣❛t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧
❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❡r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉s✐♥❣ ❋♦r✉♠✳

■♥ ❬❈✐❛❜❛tt♦♥✐ ✷✵✵✽❪✱ ❈✐❛❜❛tt♦♥✐ ❡t ❛❧✳ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧
r✉❧❡s ✐♥ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✉s❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❛s ✇❡ ❞♦ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛✉s❡s ❙trL ❛♥❞ ❙trR✱
❜✉t ✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r tr❡❛t str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ♠♦r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜② ❤❛✈✐♥❣ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

⌊B⌋⊥ ⊗ (⌊B⌋ O ⌊B⌋)

t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✲❧❡❢t r✉❧❡s ✭♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✮✳

✹✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r r❡♠❛r❦s

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♦r ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s
t❤❛t ❛r❡ ✭♠❡t❛✲❧♦❣✐❝❛❧❧②✮ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ L✱ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ s♦✉♥❞ ❛♥❞ ✭r❡❧❛t✐✈❡❧②✮ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♦❢
s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥❞
❧♦❣✐❝❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❝❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ♥❛t✉r❛❧
❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ❢r❡❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ t❛❜❧❡❛✉① s②st❡♠ ❑❊✱
❛♥❞ ❙♠✉❧❧②❛♥✬s ❆❈ s②st❡♠ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ♦♥❧② ❛①✐♦♠s ❛♥❞ t❤❡ ❝✉t r✉❧❡✳

❲❡ ♥♦✇ ♣♦✐♥t ♦✉t s♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✿



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r♦♦❢ s②st❡♠s

• ❙✐③❡ ♦❢ ♣r♦♦❢s ✕ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❧✐♥❡ ♦❢ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡
s✐③❡s ♦❢ ♣r♦♦❢s ✐♥ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛❞✐❣♠s s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢
❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛♥❞ t♦♣✲❞♦✇♥ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✢❡①✐❜❧② ❝❤❛♥❣❡
♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts t❤❛t ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞✱ ❤♦♣❡❢✉❧❧②✱ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s
♦❢ ♣r♦♦❢s✳

• ❚r❛♥s❢♦r♠ ♣r♦♦❢s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s②st❡♠s ✕ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r② t♦ ❡♥❝♦❞❡
✭♦♣❡♥✮ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ ❛ ♣r♦♦❢
✐♥ ♦♥❡ s②st❡♠ t♦ ❛ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡❛❧ ♥♦t ♦♥❧②
✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉❧❛s✱ s✉❝❤ ❛s ✉s✐♥❣ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜✉t
❛❧s♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❧✐t❡r❛❧s✳

❖♥❡ ✇❛② ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t t♦ ❛♥♦t❤❡r ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢
✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ❜② ✉s✐♥❣ ❢♦❝✉❧✐s❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✮✳ ▲❡t Ξ

❜❡ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ ✇✐t❤ ❛ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❲❡ ✜rst r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❢r♦♠
Ξ✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ Ξ′✳ ❚❤❡♥ ✇❡ tr❛♥s❢♦r♠ Ξ′ ✐♥t♦ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝✉❧✐s❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♥❡✇ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳

• ❊♥❝♦❞✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♣r♦♦❢s ✕ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❜❡❡♥ ❛❜❧❡
t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞
❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❡rs✳ ❲❤❡♥ t❤❡s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✱ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♣r♦♦❢s ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦t
♦♥❧② ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦
♣❤❛s❡s ❝❛❧❧❡❞ s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡s❡ t②♣❡ ♦❢ ♣r♦♦❢s ✐s t❤❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❡①✐st❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❞♦❡s ♥♦t ❡♥❢♦r❝❡ t❤❛t t❤❡s❡ r✉❧❡s ❛♣♣❡❛r ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s
❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s ♣❡r♠✉t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
r✉❧❡s ❢♦r ❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❡rs ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s✳ ■❢ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣❡r♠✉t❡ ❞♦✇♥✇❛r❞s ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s
❡♥❝♦❞✐♥❣ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠
♣r♦♦❢s✳ ❆ ✇❛② t♦ ❞♦ s♦ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧❧② ♠✉❧t✐❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ❬❈❤❛✉❞❤✉r✐ ✷✵✵✽❛❪✳
▼✉❧t✐❢♦❝✉s✐♥❣ ✐s ❛ tr✐✈✐❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡
❢♦❝✉s❡❞ ♦♥✱ ❜✉t ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❝✉s❡❞✳ ❈❤❛✉❞❤✉r✐ ❡t ❛❧✳ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
♠❛①✐♠❛❧❧② ♠✉❧t✐❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❢♦r♠✉❧❛s✳
❲❡ s♣❡❝✉❧❛t❡ t❤❛t ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♣r♦♦❢s ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠❛①✐♠❛❧❧② ♠✉❧t✐❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s✳

• ❆♥❛❧②t✐❝ ❝✉ts ✕ ❲❡ ✇❡r❡ ♥♦t ②❡t ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ❛♥❛❧②t✐❝
❝✉t✲r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ ❡❛s②✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❞♦ s♦✱ ✐s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡
s✉❜❢♦r♠✉❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❜② ✉s✐♥❣ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡
s♣❡❝✐❛❧ t♦❦❡♥s ❢♦r ❛♥❛❧②t✐❝ ❝✉t ❢♦r♠✉❧❛s✱ s✉❝❤ ❛s ⌊A⌋a ❛♥❞ ⌈A⌉a✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
✏♠❛t❝❤✑ s✉❜❢♦r♠✉❧❛s✱ ⌊A⌋ ❛♥❞ ⌈A⌉✱ ♦❢ ❛♥② ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞s❡q✉❡♥t ✐♥ ❛♥ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ✐♥✐t✐❛❧
r✉❧❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠✐❣❤t ✇♦r❦ t♦ ❡①♣r❡ss ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♦❢s ❢♦r ❑❊ ❛♥❞
❆❈✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡♥❝♦❞❡ ❛❧❧ ♣r♦♦❢s
♦❢ ❆❈ ❛♥❞ ♦❢ ❑❊✱ ✏♦♥❧②✑ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢ ♣r♦♦❢s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❝❤❡❝❦ ❧♦❝❛❧❧② t❤❛t t❤❡
❝✉t✲❢♦r♠✉❧❛ ✉s❡❞ s❛t✐s✜❡s t❤❡ s✉❜❢♦r♠✉❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❜✉t ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝
❝✉t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ✐♥✐t✐❛❧✳

• ▼♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ✕ ❲❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r
⌊·⌋ ❛♥❞ ⌈·⌉ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡
s♦♠❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ⌊·⌋ ✭r❡s♣✳ ⌈·⌉✮ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ♦t❤❡r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♥❡❣❛t✐✈❡
♣♦❧❛r✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ②❡t
❛♥♦t❤❡r ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠✳ ❆♥♦t❤❡r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ✐s t♦ ✜♥❞ ❣♦♦❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r s✉❝❤ ♣r♦♦❢
s②st❡♠s✳



✹✳✶✵✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r r❡♠❛r❦s ✽✸

❲❤✐❧❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❛t t❤❡ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❝❧❡❛r❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣r♦♦❢
s②st❡♠s✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ♠❡❛♥s t♦ ❞❡r✐✈❡ s✉❝❤ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♣r♦♦❢s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳





❈❤❛♣t❡r ✺

▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ♥♦t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✿ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣❛✐rs
♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s❀ ♦♥❡ ♣❛✐r ❝♦❧♦r❡❞ ❛s ❜❧✉❡✱ !b ❛♥❞ ?b✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛✐r ❝♦❧♦r❡❞ ❛s r❡❞✱ !r ❛♥❞ ?r✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✿

⊢ ?bΓ, F

⊢ ?bΓ, !bF
❬!b❪

⊢ Γ, F

⊢ Γ, ?bF
❬D?b❪

⊢ ?rΓ, F

⊢ ?rΓ, !rF
❬!r❪

⊢ Γ, F

⊢ Γ, ?rF
❬D?r❪

❖♥❡ ❝❛♥♥♦t s❤♦✇ t❤❛t !rF ≡ !bF ❢♦r ❛♥② ❢♦r♠✉❧❛ F ✳
■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜❧❧ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✏❧✐♥❡❛r✑ ♠♦❞❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ? ♠♦❞❛❧✐t② ✐♥ ❧✐♥❡❛r

❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲❧✐❦❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡s❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♠❛② ♦r ♠❛②
♥♦t ♣❡r♠✐t ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t❡r♠ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢♦r s✉❝❤ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s
s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ?(A ⊕ B) ≡ (?A O ?B) ❢❛✐❧s ✇❤❡♥ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛r❡ ♥♦t
❛❞♠✐tt❡❞ ❢♦r ?✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝ s②st❡♠ ❙❊▲▲ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ s♦♠❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ s②st❡♠s ❢♦r
❙❊▲▲✱ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝♦♥tr❛❝t ❜✉t ♥♦t ✇❡❛❦❡♥✱ ❛r❡
♥♦t ♣❡r♠✐tt❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ s✉❝❤ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❡r♠✐tt❡❞✳ ■♥
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❙❊▲▲ ✇❤❡r❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ♦r ❝r❡❛t❡❞✱
❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✺✳✹ ❛♥❞ ✺✳✺ ✇❡ ✜♥✐s❤ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r
❜② ❝♦♠♠❡♥t✐♥❣ ♦♥ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s ❛♥❞ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s✿ ♣❛rts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ✐♥ ❬◆✐❣❛♠ ✷✵✵✾❛❪✳

✺✳✶ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❙✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

❉❛♥♦s ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❉❛♥♦s ✶✾✾✸❪ ❛ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ s②st❡♠ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❢♦r
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛s s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❆ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s t❤❡ t✉♣❧❡ 〈I,�,W, C〉
✇❤❡r❡ I ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✏❝♦❧♦rs✑ ♦❢ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ � ✐s ❛ ♣r❡♦r❞❡r❡❞ r❡❧❛t✐♦♥✶ ♦✈❡r
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s I✱ ❛♥❞ W ❛♥❞ C ❛r❡ ❜♦t❤ s✉❜s❡ts ♦❢ I✳ ●✐✈❡♥ ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
s✐❣♥❛t✉r❡ Σ = 〈I,�,W, C〉✱ t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ❙❊▲▲Σ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✇❡ ❛❞❞
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳

• ❋♦r ❡❛❝❤ a ∈ I✱ ❛❞❞ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ?a❀

⊢ C,∆

⊢ ?aC,∆
❬D?a❪

• ❋♦r ❡❛❝❤ a ∈ W✱ ❛❞❞ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ❢♦r ?a❀ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ b ∈ C✱ ❛❞❞ t❤❡ ✉s✉❛❧
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ?b❀

⊢ ∆
⊢ ?aC,∆

❬W?a❪
⊢ ?bC, ?bC,∆

⊢ ?bC,∆
❬C?b❪

✶❆ ♣r❡♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s r❡✢❡①✐✈❡ ✭a � a✮ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈❡ ✭✐❢ a � b ❛♥❞ b � c t❤❡♥ a � c✮✳



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

• ❆❞❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ❛❧❧ a ∈ I✿
⊢ ?x1C1, . . . , ?

xnCn, C

⊢ ?x1C1, . . . , ?
xnCn, !aC

❬!a❪

✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✈✐s♦ t❤❛t a � xi ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , n✳

❚❤❡ s❡ts W ❛♥❞ C ✐♥ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ s♣❡❝✐❢② ✇❤✐❝❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①❡s ✐♥ I ❛❧❧♦✇ ❢♦r
✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣r❡♦r❞❡r � ✐s ✉s❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥
♦♥❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❛♥❣ ♦❢ ✐♥❞❡① a ✭❢♦r s❤♦rt✱ a✲❜❛♥❣✮✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤♦s❡
♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ q✉❡st✐♦♥✲♠❛r❦ ♦❢ ✐♥❞❡① x ✭❢♦r s❤♦rt✱ x✲q✉❡st✐♦♥ ♠❛r❦✮ ✇❤❡r❡
a � x✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢r♦♠ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♦♥❡ ♠✉st ❝❤❡❝❦ ✐❢ ❛❧❧ ✐♥❞❡①❡s x ❛r❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ a✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❡❧✐❞❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t Σ ❢r♦♠ ❙❊▲▲Σ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ ✐s ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥t❡①t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ 〈{u},�, {u}, {u}〉✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡♦r❞❡r ✐s t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ✐❞❡♥t✐t② r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❙❊▲▲Σ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧
❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ s②st❡♠✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ ♣♦✐♥t ♦✉t ❧❛t❡r✱ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r s✉❝❤ ❧♦❣✐❝s✳

❋♦r ❛♥② s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✱ t❤❡ ❉❡ ▼♦r❣❛♥✬s ❧❛✇s ❢♦r t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✐♥ Σ ❛r❡
♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❙❊▲▲Σ

(!iF )⊥ ≡ ?iF⊥ (?iF )⊥ ≡ !iF⊥

❆s ✉s✉❛❧✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② F⊥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ F ✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❡ ▼♦r❣❛♥✬s ❧❛✇s
t♦ ♣✉s❤ t❤❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✳

❙✐♥❝❡ s♦♠❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s t❤❡✐r ♥❛♠❡s✱ ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❙❊▲▲✱ ❜✉t ♦♥❧②
s♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①❡s
c ∈ C✱ w ∈ W ❛♥❞ u ∈ W ∩ C✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❙❊▲▲✱ ❢♦r ❛♥② ❢♦r♠✉❧❛s P

❛♥❞ Q✿

• !c(P & Q)⊸ (!cP ) ⊗ (!cQ); • (!wP ) ⊗ (!wQ)⊸ !w(P & Q);

• ?w(P ⊕ Q)⊸ (?wP ) O (?wQ); • (?cP ) O (?cQ)⊸ ?c(P ⊕ Q);

• !u(P & Q) ≡ (!uP ) ⊗ (!uQ); • ?u(P ⊕ Q) ≡ (?uP ) O (?uQ).

❲❡ ❛❧s♦ ❝❧❛ss✐❢② ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥t♦ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s✿ ✇❡ ❝❧❛ss✐❢② ❛s ❧✐♥❡❛r ♦r ❜♦✉♥❞❡❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s
t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♥tr❛❝t ♥♦r ✇❡❛❦❡♥❀ ❛s ❛✣♥❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♥tr❛❝t
❜✉t ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✇❡❛❦❡♥❀ ❛s r❡❧❡✈❛♥t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♥tr❛❝t✱ ❜✉t ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦
✇❡❛❦❡♥❀ ❛♥❞ ❛s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✇❡❛❦❡♥ ❛♥❞ t♦ ❝♦♥tr❛❝t✳

❉❛♥♦s✱ ❏♦✐♥❡t ❛♥❞ ❙❝❤❡❧❧✐♥① s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❬❉❛♥♦s ✶✾✾✸❪ t❤❛t t❤❡ ❝✉t r✉❧❡ ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥ ❙❊▲▲Σ ✐❢
t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ✭✐✮ ✐❢ i ∈ C ✭r❡s♣✳ i ∈ W✮ t❤❡♥ ❢♦r
❛❧❧ j s✉❝❤ t❤❛t i � j✱ j ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ C ✭r❡s♣✳ W✮✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①❡s ❛r❡
❝❧♦s❡❞ ✉♣✇❛r❞❧② ♦✈❡r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r s✉❝❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡①✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥✱ ♦♥❡
❝❛♥ ✉s❡ ♦♥❧② ❛t♦♠✐❝ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ❆ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡✱ Σ = 〈I,�,W, C〉✱ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ i, j ∈ I✱ ✐❢ i ∈ W
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② C✮ ❛♥❞ i � j✱ t❤❡♥ j ∈ W ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② C✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❆ ❢♦r♠✉❧❛ F ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❙❊▲▲Σ

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❙❊▲▲Σ ❜② ♦♥❧② ✉s✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡s✳

Pr♦♦❢ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✱ ✇❡ ✉s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

⊢ !aF, ?aF⊥
❬■❪

 

⊢ F, F⊥

⊢ F, ?aF⊥
❬D?a❪

⊢ !aF, ?aF⊥
❬!a❪



✺✳✶✳ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ ❙✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✽✼

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ � ✐s r❡✢❡①✐✈❡✳ ✷

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠
❤♦❧❞s ❢♦r ❙❊▲▲Σ✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤❡r❡
♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ q✉❡st✐♦♥✲♠❛r❦s ❛♥❞ ❜❛♥❣s✳ ❋✐rst ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ✇❤❡♥❡✈❡r
❛ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ✭♦r ❧❡❢t✮ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ ❛ ❝✉t r✉❧❡✱ t❤❡ ❝✉t r✉❧❡ ❝❛♥ ♣❡r♠✉t❡
♦✈❡r t❤✐s r✉❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

⊢ Γ, P

⊢ Γ, !aP

⊢ ∆, Q, ?aP⊥

⊢ ∆, !bQ, ?aP⊥

⊢ Γ,∆, !bQ  

⊢ Γ, P

⊢ Γ, !aP ⊢ ∆, Q, ?aP⊥

⊢ Γ,∆, Q

⊢ Γ,∆, !bQ

❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ � ✐♥ Σ ✐s ❛ ♣r❡♦r❞❡r✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❧❡❢t ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡
❝✉t✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t Γ ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛ x✲q✉❡st✐♦♥ ♠❛r❦ s✉❝❤ t❤❛t a � x✱
❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ r✐❣❤t✲♣r❡♠✐s❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t b � a ❛♥❞ t❤❛t ∆ ❝♦♥t❛✐♥s ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛ y✲q✉❡st✐♦♥ ♠❛r❦ s✉❝❤ t❤❛t b � y✳ ❋r♦♠ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡♦r❞❡r � ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡
t❤❛t b � x✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✇♦r❦s✳

◆♦✇✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝✉t✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ ✇❡ ✜rst s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ δ(A) ♦❢ ❛
❢♦r♠✉❧❛ A✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ δ(A) = 1✱ ✐❢ A ✐s ❛ ❧✐t❡r❛❧❀

✷✳ δ(A ⊗ B) = δ(A O B) = δ(A & B) = δ(A ⊕ B) = max{δ(A), δ(B)} + 1❀

✸✳ δ(!iA) = δ(?iA) = δ(A) + 1✱ ✇❤❡r❡ i ✐s ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①✳

❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ ❝✉t ✐s ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉t✲❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❡
s✉♣r❡♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ t❤❡ ❝✉ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❦❡② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
❍❡r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜tr❡❡s ❤❛✈❡ ❞❡❣r❡❡ str✐❝t❧② ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦♦❢✲tr❡❡✳

❖♥❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡✱ ❢♦r ❛♥② s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡① i✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❜② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ r✐❣❤t ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❞❡❣r❡❡✿

⊢ Γ, A

⊢ Γ, !iA

⊢ ∆, A⊥

⊢ ∆, ?iA⊥

⊢ Γ,∆  

⊢ Γ, A ⊢ ∆, A⊥

⊢ Γ,∆

■♥ t❤❡ ♥❡①t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s Σ

❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣❛r❡♥t✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r !i ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱
✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Γ ❤❛✈❡ ❛s ♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ q✉❡st✐♦♥✲♠❛r❦
✇✐t❤ ✐♥❞❡① ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ i✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ?iA⊥✱ ✐t ♠✉st
❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t i ∈ W✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❛❧❧
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Γ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇✐t❤ ❧♦✇❡r
❞❡❣r❡❡✳

⊢ Γ, A

⊢ Γ, !iA

⊢ ∆

⊢ ∆, ?iA⊥

⊢ Γ,∆  

⊢ ∆

⊢ Γ,∆



✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

❚❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣s❡✉❞♦ ❦❡②✲❝❛s❡ ✭s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
❛♥❞ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r t❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜✉t t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r♦♦❢s✳
❚❤✐s ❝❛s❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✐♥❞❡①❡s ❛r❡ ✉♣✇❛r❞❧② ❝❧♦s❡❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Γ ♠✉st ❜❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ q✉❡st✐♦♥✲♠❛r❦
✇✐t❤ ✐♥❞❡① ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ i✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥tr❛❝t Γ ❜❡❝❛✉s❡ i ∈ C✳

⊢ Γ, A

⊢ Γ, !iA

⊢ ∆, ?iA⊥, ?iA⊥

⊢ ∆, ?iA⊥

⊢ Γ,∆  

⊢ Γ, A

⊢ Γ, !iA

⊢ Γ, A

⊢ Γ, !iA ⊢ ∆, ?iA⊥, ?iA⊥

⊢ Γ,∆, ?iA⊥

⊢ Γ,Γ,∆

⊢ Γ,∆

❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❤❡✐❣❤t ♦❢ tr❡❡s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦❡②✲❝❛s❡s ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦ ❦❡②✲❝❛s❡s t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❝✉ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✱ ✇❤❡r❡ (F )n−1 ❞❡♥♦t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ n − 1 ❝♦♣✐❡s ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ F ✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r♠✉t❡ t❤❡ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ ❞♦✇♥✇❛r❞s✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✿

⊢ Γ, A

⊢ Γ, !iA

⊢ ∆, (?iA⊥)n−1, A⊥

⊢ ∆, (?iA⊥)n−1, ?iA⊥

⊢ ∆, ?iA⊥

⊢ Γ,∆  

⊢ Γ, A

⊢ Γ, !iA

⊢ ∆, (?iA⊥)n−1, A⊥

⊢ ∆, ?iA⊥, A⊥

⊢ ∆, ?iA⊥, ?iA⊥

⊢ ∆, ?iA⊥

⊢ Γ,∆

❲❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣s❡✉❞♦ ❦❡②✲❝❛s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r♠✉t❡ t❤❡ ❝✉t ✉♣✇❛r❞s✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t♦ t❤❡ r✐❣❤t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

⊢ Γ, A

⊢ Γ, !iA

⊢ Γ, A

⊢ Γ, !iA

⊢ ∆, (?iA⊥)n−1, A⊥

⊢ ∆, ?iA⊥, A⊥

⊢ ∆, ?iA⊥, ?iA⊥

⊢ Γ,∆, ?iA⊥

⊢ Γ,Γ,∆

⊢ Γ,∆  

⊢ Γ, A

⊢ Γ, !iA

⊢ Γ, A

⊢ Γ, !iA

⊢ ∆, (?iA⊥)n−1, A⊥

⊢ ∆, ?iA⊥, A⊥

⊢ Γ,∆, A⊥

⊢ Γ,∆, ?iA⊥

⊢ Γ,Γ,∆

⊢ Γ,∆

◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❦❡②✲❝❛s❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥
❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ s✉❜tr❡❡✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❞❡❣r❡❡✿

⊢ Γ, A

⊢ Γ, A

⊢ Γ, !iA

⊢ ∆, (?iA⊥)n−1, A⊥

⊢ ∆, ?iA⊥, A⊥

⊢ Γ,∆, A⊥

⊢ Γ,Γ,∆

⊢ Γ,∆

❍❡r❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❜✉t ✇❡ ✐♥✈✐t❡ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛
❧♦♦❦ ❛t t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ❬❇r❛ü♥❡r ✶✾✾✻❪✳ ✷

✺✳✷ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

❚♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ ❢♦r ❙❊▲▲Σ✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ st❡♣s ♦❢ ❆♥❞r❡♦❧✐ ❬❆♥❞r❡♦❧✐ ✶✾✾✷❪ ❛♥❞ ♦❢
❙❛✉r✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬▼✐❧❧❡r ✷✵✵✼❜❪ ❜② ✜rst ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s



✺✳✷✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✽✾

❢♦r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥
t✇♦ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❞②❛❞✐❝ s②st❡♠✱ ❛ ♣♦❧②❛❞✐❝ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥t❡①t ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①✳

❆s ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t t♦✇❛r❞s ✐ts ❧❡❛✈❡s✱ ♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ♣♦st♣♦♥❡ ❛s ♠✉❝❤
❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❞②❛❞✐❝ s②st❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆♥❞r❡♦❧✐✱ t❤✐s
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♣♣❧②✐♥❣ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ r✉❧❡s ❥✉st ❜❡❢♦r❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ t❡♥s♦r
❛♥❞ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♣r♦♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧②❛❞✐❝ s②st❡♠✱ ❜✉t s♦♠❡
❡①tr❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳

❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ t❤❡ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ r✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r♠✉t❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② ✐t
❞♦❡s ♥♦t ♣❡r♠✉t❡ ♦✈❡r ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ ?aP, !bQ✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡✱ t❤❡ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ♦❢ ?aP ✭❤❡r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t a ∈ W✮ ✇✐❧❧ ♣❡r♠✉t❡
♦✈❡r t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡ ✐❢ b � a✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ♦♥❡ ♠✉st ✜rst ✇❡❛❦❡♥ ?aP ✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣♦❧②❛❞✐❝ s②st❡♠
❢♦r s✉❝❤ ❛ ❧♦❣✐❝ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❆♥❞r❡♦❧✐✬s ❞②❛❞✐❝ s②st❡♠ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❛s ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ♦❝❝✉rs ♥♦t ♦♥❧②
❜❡❢♦r❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❢♦r❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡s✳

❈♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❜✐t ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ t❤❛♥ ✐♥ ❆♥❞r❡♦❧✐✬s ❞②❛❞✐❝ s②st❡♠✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t
❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♥tr❛❝t ❜✉t ♥♦t ✇❡❛❦❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❢r❡❡❧② ♣❡r❢♦r♠ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s s✐♥❝❡ ♦♥❝❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ t❤❡ ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛s ❝r❡❛t❡❞ ♠✉st ❧❛t❡r ❜❡ ✉s❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr❛❝t ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤♦✉t ❧♦s✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❜❡❝❛✉s❡✱ ♦♥❝❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞✱
t❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ❝❛♥ ❜❡ ❧❛t❡r ✇❡❛❦❡♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❝❛s❡
❢♦r ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ 〈I,�,W, C〉✱ s✉❝❤ t❤❛t C ⊆ W✱ t❤❛t
✐s✱ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s✳ ▲❛t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ r❡❧❡✈❛♥t
❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❡r♠✐tt❡❞✳

✺✳✷✳✶ ❈❛s❡ ✇✐t❤♦✉t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s

❆ ♣♦❧②❛❞✐❝ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♣♦❧②❛❞✐❝ s❡q✉❡♥ts✳ P♦❧②❛❞✐❝ s❡q✉❡♥ts ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹ ▲❡t Σ = 〈I,�,W, C〉 ❜❡ ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡♥ ❛ ♣♦❧②❛❞✐❝ s❡q✉❡♥t ❢♦r Σ

✐s ❛ ♣❛✐r✱ ✇r✐tt❡♥ ❛s ⊢ K : Γ✱ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ Γ✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ K✱ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢
s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①❡s I t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳

❚❤❡ ♣♦❧②❛❞✐❝ s❡q✉❡♥t ⊢ K : Γ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ s❡q✉❡♥t✱ ⊢ ?l1K[l1], . . . , ?
lnK[ln],Γ ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t K[li]✱ ❢♦r ❡❛❝❤ li ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ K✱ ❛♥❞ ♣r❡✜①✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ K[li] ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ?li ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❛❞✐❝ s❡q✉❡♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦♥❛❞✐❝ s❡q✉❡♥t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❧❡t S ❜❡ t❤❡ ♠♦♥❛❞✐❝ s❡q✉❡♥t ⊢ ?x1Θ1, . . . , ?

xnΘn,Γ✱
t❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ KS ♦❢ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦❧②❛❞✐❝ s❡q✉❡♥t ⊢ KS : Γ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

KS [c] =

{
Θi ✐❢ c = xi

∅ ✐❢ c /∈ {x1, . . . , xn}

❚❤✐s ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❆♥❞r❡♦❧✐✬s ❞②❛❞✐❝ s❡q✉❡♥t✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t Γ ♠✐❣❤t ❝♦♥t❛✐♥
❢♦r♠✉❧❛s ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ q✉❡st✐♦♥✲♠❛r❦✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦♥❛❞✐❝
s❡q✉❡♥t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦❧②❛❞✐❝ s❡q✉❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ✐t ✐s ❝❧❡❛r
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤✐❝❤ ♠✉❧t✐s❡ts Θi ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t S t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ KS ✳

❇❡❢♦r❡ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣♦❧②❛❞✐❝ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ❙❊▲▲✱ ✇❡ ✜rst s♣❡❝✐❢② s♦♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s
♦❢ ♣♦❧②❛❞✐❝ s❡q✉❡♥ts K,K1 ❛♥❞ K2 ❢♦r ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ = 〈I,�,W, C〉✿

• K ≤i [l] =

{
K[l] ✐❢ i � l

∅ ✐❢ i � l

✇❤❡r❡ i ∈ I ✐s ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①✳



✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

• K[J ] =
⋃{K[i] | i ∈ J }

✇❤❡r❡ J ⊆ I ✐s ❛ s❡t ♦❢ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①❡s✳

• (K +l A)[i] =

{
K[i] ∪ {A} ✐❢ i = l

K[i] ♦t❤❡r✇✐s❡

✇❤❡r❡ A ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛✳

• ▲❡t J ⊆ I ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①❡s✱ ❛♥❞ ⋆ ∈ {=,⊂,⊆} ❜❡ ❛ ❜✐♥❛r② ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡♥
(K1 ⋆ K2) |J ✐s tr✉❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∀i ∈ J .(K1[i] ⋆ K2[i])✳

• (K1 ⊗K2)[i] =

{
K1[i] ∪ K2[i] ✐❢ i /∈ C
K1[i] ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐❢ i ∈ C ∩W

❍❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t ✉♥✐♦♥✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ K1 ⊗ K2 ✐s ♦♥❧② ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥ C ⊆ W✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ tr✉❡ ✐♥ t❤✐s
s✉❜s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜❧❧ ✐♥ t❤❡ ❣❛♣✳

❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♣♦❧②❛❞✐❝ s②st❡♠✱ ❙❊▲▲p
Σ ❢♦r ❙❊▲▲Σ✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡

❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♥❡s✳ ❚❤❡✐r s✐❞❡✲❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥❢♦r❝❡s t❤❛t t❤❡
♦♥❧② s✐❞❡✲❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡✱ ♦♥❡ ♠✉st ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s✐❞❡✲❢♦r♠✉❧❛s ♣r❡♠✐s❡ ♦♥❧②
❝♦♥t❛✐♥s ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛ q✉❡st✐♦♥✲♠❛r❦ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞❡① ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✺ ▲❡t Σ = 〈I,�,W, C〉 ❜❡ ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡✱ s✉❝❤ t❤❛t {x1, . . . , xn} ⊆ I ❛♥❞
C ⊆ W✱ ❛♥❞ ❧❡t S ❜❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ ?x1Θ1, . . . , ?

xnΘn,Γ✳ ❚❤❡♥✱

S ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❙❊▲▲Σ ✐✛ ⊢ KS : Γ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❙❊▲▲
p
Σ

Pr♦♦❢ ❲❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❞❡r✐✈❛✲
t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✻ ▲❡t Σ = 〈I,�,W, C〉 ❜❡ ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡✱ s✉❝❤ t❤❛t {y1, . . . , yn} ⊆ W✱ ❛♥❞ ❧❡t
Θ1, . . . ,Θn ❜❡ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■❢ ⊢ K1 : Γ ❤❛s ❛ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❙❊▲▲

p
Σ t❤❡♥ ⊢ K2 : Γ ❤❛s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢

t❤❡ s❛♠❡ ❤❡✐❣❤t ✐♥ ❙❊▲▲
p
Σ✱ ✇❤❡r❡ K2[yi] = K1[yi] ∪ {Θi}✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , n✱ ❛♥❞ K2[c] = K1[c] ❢♦r

❛❧❧ c /∈ {y1, . . . , yn}✳

Pr♦♦❢ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣r♦♦❢s✳ ✷

❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ tr❡❡s✳ ❍❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ s♦♠❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ⊢ ?x1Θ1, . . . , ?

xnΘn,Γ✳

• ❈❛s❡ O✿

⊢ ?x1Θ1, . . . , ?
xnΘn,Γ, A,B

⊢ ?x1Θ1, . . . , ?
xnΘn,Γ, A O B

❬O❪

■❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤✐s r✉❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ S1 ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ S✱ t❤❡♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ⊢ KS1 : Γ, A,B ✐♥ ❙❊▲▲

p
Σ✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ ❢r♦♠ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥s KS1 ❛♥❞ KS ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ O ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐♥ ❙❊▲▲
p
Σ✱ t❤❡r❡ ✐s

❛❧s♦ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ KS : Γ, A O B ✐♥ ❙❊▲▲p
Σ✳

❚❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ r✉❧❡s ⊤,⊥,&,⊕i, 1,∃, ❛♥❞ ∀ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳

• ❈❛s❡ ⊗✿
⊢ ?x1Θ1

1, . . . , ?
xnΘ1

n,Γ, A ⊢ ?x1Θ2
1, . . . , ?

xnΘ2
n,∆, B

⊢ ?x1Θ1
1, ?

x1Θ2
1, . . . , ?

xnΘ1
n, ?xnΘ2

n,Γ,∆, A ⊗ B
❬⊗❪



✺✳✷✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✾✶

❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ t❤✐s r✉❧❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ S1 ❛♥❞ S2 ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ S✱ t❤❡♥✱ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥
❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣r♦♦❢s ✐♥ ❙❊▲▲

p
Σ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥ts ⊢ KS1 ,Γ, A ❛♥❞ ⊢ KS2 ,∆, B✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛

✺✳✻✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡✐❣❤t ❢♦r t❤❡ s❡q✉❡♥ts ⊢ K′S1 ,Γ, A ❛♥❞ ⊢ K′S2 ,∆, B✱ ❜✉t ✇❤❡r❡
K′Si

[xi] = Θ1
i ∪ Θ2

i ❢♦r ❛❧❧ xi ∈ C ∩W ❛♥❞ K′Si
[c] = KSi

[c] ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ✐♥❞❡①❡s c✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦
❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ KS ,Γ,∆, A ⊗ B✳

• ❈❛s❡ D?xi ✿ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s✉❜❝❛s❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

✭✶✮ ■❢ t❤❡ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ Θi✿

⊢ ?x1Θ1, . . . , ?
x1Θi, . . . ?

xnΘn,Γ, P

⊢ ?x1Θ1, . . . , ?
x1Θi, ?

xiP, . . . ?xnΘn,Γ
❬D?xi ❪

❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ S1 ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ S✱ t❤❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s
t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ⊢ KS1 : Γ, P ✐♥ ❙❊▲▲p

Σ✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ s✉❜❝❛s❡s✿ ❛✮ ✐❢ xi /∈ C ∩W✱ t❤❡♥✱
❢r♦♠ t❤❡ r✉❧❡ D2?

xi ✱ t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ KS : Γ ❤❛s ❛ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❙❊▲▲
p
Σ❀ ❜✮ ✐❢ xi ∈ C ∩ W✱ t❤❡♥✱ ❢r♦♠ t❤❡

▲❡♠♠❛ ✺✳✻✱ t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ KS : Γ, P ❤❛s ❛ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❙❊▲▲p
Σ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡✐❣❤t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢r♦♠ t❤❡ r✉❧❡

D1?
xi ✱ t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ KS : Γ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❙❊▲▲p

Σ✳
✭✷✮ ■❢ t❤❡ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ Γ✿

⊢ ?x1Θ1, . . . , ?
xnΘn,Γ, P

⊢ ?x1Θ1, . . . , ?
xnΘn,Γ, ?cP

❬D?xi ❪

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ♦♥❧② t❤❛t ✇❡ ✜rst ❛♣♣❧② ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
r✉❧❡ ?c r✉❧❡✿

⊢ KS +c P : Γ

⊢ KS : Γ, ?cP
❬?c❪

❚❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ r✉❧❡ C?c, W?c ❛♥❞ !c ❛r❡ ❛❣❛✐♥ s✐♠✐❧❛r✳ ❖♥❡ ❥✉st ♥❡❡❞s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ♣❡r♠✉t❡s ♦✈❡r ❛❧❧ r✉❧❡s ❡①❝❡♣t t❡♥s♦r ❛♥❞ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❛t ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ♣❡r♠✉t❡s
♦✈❡r ❛❧❧ r✉❧❡s ❡①❝❡♣t ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡s✳

◆♦✇ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣r♦♦❢s✳ ❍❡r❡
✇❡ s❤♦✇ ♦♥❧② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✿

⊢ K : A⊥, A
❬I❪

 

⊢ A⊥, A
❬I❪

⊢ ?x1K[x1], . . . , ?
xnK[xn], A⊥, A

❬m × W?xi ❪

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ♦♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ K[I \W] = ∅ ✐♥ ❙❊▲▲p
Σ✬s ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇❡❛❦❡♥

❛❧❧ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳
❚❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ r✉❧❡ 1 ✐s s✐♠✐❧❛r✳

⊢ K : Γ, A,B

⊢ K : Γ, A O B
❬O❪

 

⊢ ?x1K[x1], . . . , ?
xnK[xn],Γ, A,B

⊢ ?x1K[x1], . . . , ?
xnK[xn],Γ, A O B

❬O❪

❚❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r &,∀,∃,⊤,⊥, ❛♥❞ ⊕i ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳

⊢ K1 : Γ, A ⊢ K2 : ∆, B

⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, A ⊗ B
❬⊗❪

 

⊢ Λu,Λ1
b ,Γ, A ⊢ Λu,Λ2

b ,∆, B

⊢ Λu,Λu,Λ1
b ,Λ

2
b ,Γ,∆, A ⊗ B

❬⊗❪

⊢ Λu,Λ1
b ,Λ

2
b ,Γ,∆, A ⊗ B

❬m × C?xi ❪

✇❤❡r❡ Λu = {?xiP | xi ∈ C ❛♥❞ P ∈ (K1 ⊗ K2)[xi]} ❛♥❞ Λj
b = {?xiP | xi /∈ C ❛♥❞ P ∈ Kj [xi]}✱ ❢♦r

j = 1, 2✳



✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

⊢ K ≤l: A

⊢ K : !l A
❬!l❪

 

⊢ Λ≥, A

⊢ Λ≥, !l A
❬!l❪

⊢ Λ≥,Λ�, !l A
❬m × W?xi ❪

✇❤❡r❡ Λ≥ = {?xiP | l � xi ❛♥❞ P ∈ K[xi]} ❛♥❞ Λ� = {?xiP | l � xi ❛♥❞ P ∈ K[xi]}✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t

✇❡ ❝❛♥ ✇❡❛❦❡♥ t❤❡ s❡t Λ� ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ K[{x | l 6� x ∧ x /∈ W}] = ∅ ✐♥ ❙❊▲▲
p
Σ✬s

♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡✳

⊢ K : A,Γ

⊢ K : Γ
❬D1?

xi ❪
 

⊢ ?x1Θ1, . . . , ?
x1Θi, ?

xiA, . . . ?xnΘn,Γ, A

⊢ ?x1Θ1, . . . , ?
x1Θi, ?

xiA, ?xiA, . . . ?xnΘn,Γ
❬D?xi ❪

⊢ ?x1Θ1, . . . , ?
x1Θi, ?

xiA, . . . ?xnΘn,Γ
❬C?xi ❪

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr❛❝t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ?xiA ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ D1?
c✬s s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ A ∈ K[C ∩W]✳

⊢ K : A,Γ

⊢ K +l A : Γ
❬D2?

l❪
 

⊢ ?x1Θ1, . . . ?
xnΘn, A,Γ

⊢ ?x1Θ1, . . . ?
xnΘn, ?lA,Γ

❬D?l❪

✷

◆♦✇ ✇❡ ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ ❙❊▲▲❋Σ✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❆s ✐♥ ❆♥✲
❞r❡♦❧✐✬s tr②❛❞✐❝ s②st❡♠✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❝♦♥t❡①t t♦ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ❛rr♦✇s ⇑ ❛♥❞ ⇓ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧②
♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❧✐t❡r❛❧s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥t❡①t ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ K
❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ✐ts ❞♦♠❛✐♥✱ s❛② −∞✱ s✉❝❤ t❤❛t K[−∞] r❡t✉r♥s t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s
✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❣♦♦❞ r❡❛s♦♥ t♦ ❞♦ s♦✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t❤❡
s②st❡♠ ❝❧♦s❡r t♦ ❆♥❞r❡♦❧✐✬s tr②❛❞✐❝ s②st❡♠✳

❋♦r ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❙❊▲▲❋Σ✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡r② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢
t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✽✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❤❡r❡ ❛
❣❧♦❜❛❧ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r ❧✐t❡r❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❛❞❛♣t t❤❡ ♣r♦♦❢ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡
♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❛✉r✐♥ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬▼✐❧❧❡r ✷✵✵✼❜❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✼ ▲❡t Σ = 〈I,�,W, C〉 ❜❡ ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❋♦r ❛❧❧ l ∈ I✱ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s !l ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ?l ❛s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✽ ▲❡t α ❜❡ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❛♥❞ β ❜❡ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡✳ ❚❤❡♥ α/β✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✵✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ⊗/&

✐s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✿
⊢ K1 : Γ, F, A ⊢ K1 : Γ, F, B

⊢ K1 : Γ, F, A & B
❬&❪ ⊢ K2 : ∆, G

⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, F ⊗ G, A & B
❬⊗❪

t❤❡ t❡♥s♦r r✉❧❡ ♣❡r♠✉t❡s ♦✈❡r t❤❡ ✇✐t❤ r✉❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

⊢ K1 : Γ, F, A ⊢ K2 : ∆, G

⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, F ⊗ G, A
❬⊗❪

⊢ K1 : Γ, F, B ⊢ K2 : ∆, G

⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, F ⊗ G, B
❬⊗❪

⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, F ⊗ G, A & B
❬&❪

❚❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❞♦ ♥♦t ❝❛✉s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ⊕i r✉❧❡s ♣❡r♠✉t❡ ♦✈❡r ?l r✉❧❡s✿

K +l P : Γ, F

K : Γ, F, ?lP
❬?l❪

K : Γ, F ⊕ G, ?lP
❬⊕1❪

 

K +l P : Γ, F

K +l P : Γ, F ⊕ G
❬⊕1❪

K : Γ, F ⊕ G, ?lP
❬?l❪

✷



✺✳✷✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✾✸

▲♦❣✐❝❛❧ ❘✉❧❡s

⊢ K : Γ, A ⊢ K : Γ, B

⊢ K : Γ, A & B
❬&❪

⊢ K : Γ, A,B

⊢ K : Γ, A O B
❬O❪

⊢ K : Γ,⊤ ❬⊤❪ ⊢ K : Γ
⊢ K : Γ,⊥ ❬⊥❪

⊢ K : Γ, A{t/x}
⊢ K : Γ,∃x A

❬∃❪ ⊢ K : Γ, A{c/x}
⊢ K : Γ,∀x A

❬∀❪

⊢ K : Γ, Ai

⊢ K : Γ, A1 ⊕ A2
❬⊕i❪

⊢ K1 : Γ, A ⊢ K2 : ∆, B

⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, A ⊗ B
❬⊗, ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t (K1 = K2) |C∩W ❪

⊢ K : 1
❬1, ♣r♦✈✐❞❡❞ K[I \W] = ∅❪

⊢ K ≤l: A

⊢ K : !l A
❬!l, ♣r♦✈✐❞❡❞ K[{x | l 6� x ∧ x /∈ W}] = ∅❪

⊢ K : A⊥, A
❬I, ♣r♦✈✐❞❡❞ K[I \W] = ∅❪

⊢ K : A,Γ

⊢ K : Γ
❬D1?

l, ♣r♦✈✐❞❡❞ A ∈ K[C ∩W]❪
⊢ K : A,Γ

⊢ K +l A : Γ
❬D2?

l, ♣r♦✈✐❞❡❞ l /∈ C ∩W❪

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❘✉❧❡s

⊢ K +l A : Γ

⊢ K : Γ, ?lA
❬?l❪

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❚❤❡ ♣♦❧②❛❞✐❝ s②st❡♠ ❙❊▲▲
p
Σ✳



✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s P❤❛s❡

⊢ K : Γ ⇑ L, A ⊢ K : Γ ⇑ L, B

⊢ K : Γ ⇑ L, A & B
❬&❪

⊢ K : Γ ⇑ L, A,B

⊢ K : Γ ⇑ L, A O B
❬O❪

⊢ K : Γ ⇑ L,⊤ ❬⊤❪
⊢ K : Γ ⇑ L

⊢ K : Γ ⇑ L,⊥ ❬⊥❪

⊢ K : Γ ⇑ L, A{c/x}
⊢ K : Γ ⇑ L,∀x A

❬∀❪
⊢ K +l A : Γ ⇑ L

⊢ K : Γ ⇑ L, ?lA
❬?l❪

❙②♥❝❤r♦♥♦✉s P❤❛s❡

⊢ K : Γ ⇓ Ai

⊢ K : Γ ⇓ A1 ⊕ A2
❬⊕i❪

⊢ K1 : Γ ⇓ A ⊢ K2 : ∆ ⇓ B

⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆ ⇓ A ⊗ B
❬⊗, ♣r♦✈✐❞❡❞ (K1 = K2) |C∩W ❪

⊢ K : · ⇓ 1
❬1, ♣r♦✈✐❞❡❞ K[I \W] = ∅❪ ⊢ K : Γ ⇓ A{t/x}

⊢ K : Γ ⇓ ∃x A
❬∃❪

⊢ K ≤l : · ⇑ A

⊢ K : · ⇓ !l A
❬!l, ♣r♦✈✐❞❡❞ K[{x | l 6� x ∧ x /∈ W}] = ∅❪

❘❡❛❝t✐♦♥✱ ■❞❡♥t✐t②✱ ❛♥❞ ❉❡❝✐❞❡ ❘✉❧❡s

⊢ K : Γ ⇓ Ap
❬I, ♣r♦✈✐❞❡❞ A⊥p ∈ (Γ ∪ K[I]) ❛♥❞ (Γ ∪ K[I \W]) ⊆ {A⊥p }❪

⊢ K +l P : Γ ⇓ P

⊢ K +l P : Γ ⇑ · ❬Dl, ♣r♦✈✐❞❡❞ l ∈ C ∩W❪
⊢ K : Γ ⇓ P

⊢ K +l P : Γ ⇑ · ❬Dl, ♣r♦✈✐❞❡❞ l /∈ C ∩W❪

⊢ K : Γ ⇓ P

⊢ K : Γ, P ⇑ · ❬D1❪
⊢ K : Γ ⇑ N

⊢ K : Γ ⇓ N
❬R⇓❪ ⊢ K : Γ, S ⇑ L

⊢ K : Γ ⇑ L, S
❬R⇑❪

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❚❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ ❙❊▲▲❋Σ✳ ❍❡r❡✱ Σ = 〈I,�,W, C〉 ✐s ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡✱ s✉❝❤
t❤❛t C ⊆ W❀ L ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s❀ Γ ✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❧✐t❡r❛❧s❀ Ap ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
♣♦❧❛r✐t② ❧✐t❡r❛❧❀ P ✐s ♥♦t ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❧✐t❡r❛❧❀ S ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦r ❛ ❧✐t❡r❛❧❀ N ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
❢♦r♠✉❧❛✳



✺✳✷✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✾✺

▲❡♠♠❛ ✺✳✾ ▲❡t α ❛♥❞ β ❜❡ t✇♦ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s✳ ❚❤❡♥ α/β✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✶✳ ❲❡ s❤♦✇ ♦♥❧② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s✿
• (⊗/⊕1)✿

⊢ K1 : Γ, F, P

⊢ K1 : Γ, F, P ⊕ Q
❬⊕1❪ ⊢ K2 : ∆, G

⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, F ⊗ G, P ⊕ Q
❬⊗❪

 

⊢ K1 : Γ, F, P ⊢ K2 : ∆, G

⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, F ⊗ G, P
❬⊗❪

⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, F ⊗ G, P ⊕ Q
❬⊕1❪

• (⊕1/⊕2)✿

⊢ K : Γ, F, Q

⊢ K : Γ, F, P ⊕ Q
❬⊕2❪

⊢ K : Γ, F ⊕ G, P ⊕ Q
❬⊕1❪

 

⊢ K : Γ, F, Q

⊢ K : Γ, F ⊕ G, Q
❬⊕1❪

⊢ K : Γ, F ⊕ G, P ⊕ Q
❬⊕2❪

• (⊗/∃)✿

⊢ K1 : Γ, F, P [t/x]

⊢ K1 : Γ, F,∃xP
❬∃❪ ⊢ K2 : ∆, G

⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, F ⊗ G,∃xP
❬⊗❪

 

⊢ K1 : Γ, F, P [t/x] ⊢ K2 : ∆, G

⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, F ⊗ G, P [t/x]
❬⊗❪

⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, F ⊗ G,∃xP
❬∃❪

✷

❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✸✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❡❛❝❤
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ F ✱ ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t♦ ✐t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r i✱ ❧✐❦❡
(F, i)✱ ❛s s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✵ ●✐✈❡♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦✱ Π✱ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ K : Γ✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ t♦ ❡✈❡r② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢
❛ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ D1?

l ❛♥❞ D2?
l✱ ✐♥ Π✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✐♥❞❡① (F, i) t♦ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛ F ❝r❡❛t❡❞✳

❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Π ❛r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ Γ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s (F, i)✳

❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺f s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✺ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧
❛❝②❝❧✐❝✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✶✶ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺f ✐s ❛❝②❝❧✐❝✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✻✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡s
❞♦ ♥♦t ❝❛✉s❡ ❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s ❛s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ✷

▲❡♠♠❛ ✺✳✶✷ ▲❡t Π ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ tr✉♥❦✱ S ❜❡ t❤❡ r♦♦t s❡q✉❡♥t ♦❢ Π s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝♦♥✲
❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡✱ ❛♥❞ F ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ Π✳ ■❢ F ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛
❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ S ✇❤❡r❡ F ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❛ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐t ❧❛st✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱
✐❢ F ✐s ♥♦t ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ✇❤❡r❡ ❛ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ F ❧❛st✳

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✽✳ ✷

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❙❊▲▲❋Σ ❢♦❧❧♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✽ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✲
♠✉t❛t✐♦♥s ❧❡♠♠❛s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ❛❜♦✈❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✸ ▲❡t Σ = 〈I,�,W, C〉 ❜❡ ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡✱ s✉❝❤ t❤❛t C ⊆ W✳ ❚❤❡♥ ❙❊▲▲❋Σ

✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❙❊▲▲Σ✳



✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

✺✳✷✳✷ ❆❞❞✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t C ⊆ W ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✐❞ ♥♦t
❛✛❡❝t ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛❢t❡r ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s
✇❡❛❦❡♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❧❛t❡r✳ ■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞r♦♣ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s
✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ ❞♦♥❡✱ ❛s✱ ♦♥❝❡ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❝♦♥tr❛❝t❡❞✱
✐t ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡✳

❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ tr② t♦ ♣♦st♣♦♥❡ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡ st✐❧❧ ♣❡r♠✉t❡s ♦✈❡r ❛❧❧ r✉❧❡s✱ ❡①❝❡♣t t❡♥s♦r r✉❧❡s ❛♥❞ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♣❡r♠✉t❡s ♦✈❡r O r✉❧❡✿

⊢ Γ, A,B, ?cP, ?cP

⊢ Γ, A O B, ?cP, ?cP
❬O❪

⊢ Γ, A O B, ?cP
❬C?c❪

 

⊢ Γ, A,B, ?cP, ?cP

⊢ Γ, A,B, ?cP
❬C?c❪

⊢ Γ, A O B, ?cP
❬O❪

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❞♦ ♣❡r♠✉t❡ ♦✈❡r t❡♥s♦r ❛♥❞ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱
♥❛♠❡❧② ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✿

⊢ Γ, A, ?cP, ?cP, ?cP ⊢ ∆, B

⊢ Γ,∆, A ⊗ B, ?cP, ?cP, ?cP
❬⊗❪

⊢ Γ,∆, A ⊗ B, ?cP, ?cP
❬C?c❪

 

⊢ Γ, A, ?cP, ?cP, ?cP

⊢ Γ, A, ?cP, ?cP
❬C?c❪ ⊢ ∆, B

⊢ Γ,∆, A ⊗ B, ?cP, ?cP
❬⊗❪

⊢ Γ, A, ?cP, ?cP ⊢ ∆, B, ?cP

⊢ Γ,∆, A ⊗ B, ?cP, ?cP, ?cP
❬⊗❪

⊢ Γ,∆, A ⊗ B, ?cP, ?cP
❬C?c❪

 

⊢ Γ, A, ?cP, ?cP

⊢ Γ, A, ?cP
❬C?c❪ ⊢ ∆, B, ?cP

⊢ Γ,∆, A ⊗ B, ?cP, ?cP
❬⊗❪

⊢ Γ, ?cP, ?cP, P

⊢ Γ, ?cP, ?cP, ?cP
❬D?c❪

⊢ Γ, ?cP, ?cP
❬C?c❪

 

⊢ Γ, ?cP, ?cP, P

⊢ Γ, ?cP, P
❬C?c❪

⊢ Γ, ?cP, ?cP
❬D?c❪

❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦♣② ♦❢ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛✱ ?cP ✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ tr❡❛t
t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ s♣❧✐t t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ t❡♥s♦r r✉❧❡✱ ♣♦st♣♦♥✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♣② ♦❢ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛✱ ?cP ✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ♦♥❡ ❝❛♥
♣❡r♠✉t❡ ✐ts ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ t❡♥s♦r r✉❧❡✱ ♥❛♠❡❧② ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❝♦♣✐❡s ❣♦❡s t♦ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❜r❛♥❝❤❡s✱ ❛s
✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿

⊢ Γ, A, ?cP, ?cP ⊢ ∆, B

⊢ Γ,∆, A ⊗ B, ?cP, ?cP
❬⊗❪

⊢ Γ,∆, A ⊗ B, ?cP
❬C?c❪

 

⊢ Γ, A, ?cP, ?cP

⊢ Γ, A, ?cP
❬C?c❪ ⊢ ∆, B

⊢ Γ,∆, A ⊗ B, ?cP
❬⊗❪

❚❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ♣❡r♠✉t❡ ♦✈❡r ❛ t❡♥s♦r ✐s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♣② ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ✐t✱ t❤❡ ❝♦♣✐❡s ❛r❡ s♣❧✐t ❜② t❤❡ t❡♥s♦r ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡❢t✮❀ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ♣❡r♠✉t❡ ♦✈❡r ❛ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥
✐s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡✱
t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✮✿

⊢ Γ, A, ?cP ⊢ ∆, B, ?cP

⊢ Γ,∆, A ⊗ B, ?cP, ?cP
❬⊗❪

⊢ Γ,∆, A ⊗ B, ?cP
❬C?c❪

⊢ Γ, ?cP, P

⊢ Γ, ?cP, ?cP
❬D?c❪

⊢ Γ, ?cP
❬C?c❪

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✿ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ t❡♥s♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ r❡❧❡✈❛♥t
❢♦r♠✉❧❛✱ ?cP ✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥tr❛❝t t❤❡♠❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♣② ♦❢



✺✳✷✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✾✼

❛ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s✱ ❡✐t❤❡r ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr❛❝t ✐t✱ ♦r ❝♦♥tr❛❝t ✐t ♦♥❝❡ ❛♥❞ ❢♦r
t❤❡ t❡♥s♦r r✉❧❡✱ s♣❧✐t t❤❡ t✇♦ ❝♦♣✐❡s ❛♠♦♥❣ ✐ts ❜r❛♥❝❤❡s✳

❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❛ss✉♠❡ t❤❛t l ∈ C \W✱ t❤❡♥ (K1 ⊗K2)[l] ✐s ❛ s✉❜✲♠✉❧t✐s❡t
♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t K1[l] ∪ K2[l] s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t δ = K1[l] ∪ K2[l] \ (K1 ⊗ K2)[l]

❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐s❡ts δ,K1[l],K2[l] ❛♥❞ (K1 ⊗ K2)[l]✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ δ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ δ ❣✉❛r❛♥t❡❡
t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ♦♥❝❡ ✐♥ (K1 ⊗ K2)[l] ❛r❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ✭❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢
❤❛✈✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦♥❡ ✐♥ (K1 ⊗K2)[l]✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ✭❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦♥❡ ✐♥ δ✮ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❝♦♣✐❡s ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s K1 ❛♥❞
K2 ✭❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦♥❡ ✐♥ K1[l] ❛♥❞ K2[l]✮✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ t❡♥s♦r r✉❧❡ ❛s ✐♥
❙❊▲▲❋✿

⊢ K1 : Γ ⇓ A ⊢ K2 : ∆ ⇓ B

⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆ ⇓ A ⊗ B
❬⊗, ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t (K1 = K2) |C∩W ❪

◆♦✇✱ ❢♦r t❤❡ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❝♦♥tr❛❝t ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛✱ P ✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡ ✭t❤❛t ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❙❊▲▲❋✮✿

⊢ K : Γ ⇓ P

⊢ K +l P : Γ ⇑ · ❬Dl, ♣r♦✈✐❞❡❞ l /∈ C ∩W❪

♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♣② ♦❢ P ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝✐❞❡
r✉❧❡ t❤❛t ❝♦♥tr❛❝ts P ✿

⊢ K +l P : Γ ⇓ P

⊢ K +l P : Γ ⇑ · ❬Dl, ♣r♦✈✐❞❡❞ l ∈ C \W ❛♥❞ {P, P} * K[l]❪

❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ s②st❡♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ ❛❜♦✈❡ t♦ ❙❊▲▲❋Σ ❛s ❙❊▲▲❋+
Σ ✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡♦r❡♠ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✈❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✹ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡♥✱ ❙❊▲▲❋+
Σ ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ❙❊▲▲Σ✳

❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ ❡✈❡♥ t✐❣❤t❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥tr❛❝t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r✲
♠✉❧❛s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①❡s c � d s✉❝❤ t❤❛t c ∈ C \W ❛♥❞ d ∈ C ∩W✱
❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ P ∈ K[c] ∩ K[d]✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥tr❛❝t ?cP ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡
❝❛♥ ❛❧✇❛②s ✉s❡ t❤❡ ✏s❛❢❡✑ ❝♦♣✐❡s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ?dP ✳

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ ❢♦r ❙❊▲▲Σ✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙❊▲▲❋
C
Σ ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s

♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s✱ ❜✉t ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ t❤✐r❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❙❊▲▲❋C

Σ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r✉❧❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ❙❊▲▲❋Σ✿

⊢ K +l P : Γ ⇑
⊢ K : Γ ⇑ ❬C?c,♣r♦✈✐❞❡❞ P ∈ K[l] ❛♥❞ l ∈ C \W❪

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ t❡♥s♦r r✉❧❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr❛❝t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❜✉t s♣❧✐t t❤❡♥✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜②
❞❡✜♥✐♥❣ (K1 ⊗ K2)[l]✱ ❢♦r l ∈ C \ W✱ ❛s t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t K1[l] ∪ K2[l]✳ ❍❡♥❝❡✱ ✭❢r♦♠ ❜♦tt♦♠✲✉♣✮ ❛t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✱ ♦♥❡ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r ❞❡❝✐❞❡ ♦♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡s
✐♥ ❙❊▲▲Σ✱ ♦r ❝♦♥tr❛❝t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤✐s ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞
s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝✉t ♣❤❛s❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

❚❤✐s ♥❡✇ s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s ♣❡r♠✉t❡ ♦✈❡r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡
❝❛♥ ♣❡r♠✉t❡ ❛❧❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣❤❛s❡❀ ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s✐♥❝❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♣❡r♠✉t❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s✱ ✇❡ ♣❡r♠✉t❡ ❛❧❧ ❝♦♥tr❛❝✲
t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ✉♣ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ♣❤❛s❡✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤❡r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❝❛s❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s✿



✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

⊢ Γ, A, ?cP, ?cP

⊢ Γ, A, ?cP
❬C?c❪ ⊢ ∆, B

⊢ Γ,∆, A ⊗ B, ?cP
❬⊗❪

 

⊢ Γ, A, ?cP, ?cP ⊢ ∆, B

⊢ Γ,∆, A ⊗ B, ?cP, ?cP
❬⊗❪

⊢ Γ,∆, A ⊗ B, ?cP
❬C?c❪

⊢ Γ, A, ?cP, ?cP

⊢ Γ, A, ?cP
❬C?c❪

⊢ Γ, A ⊕ B, ?cP
❬⊕1❪

 

⊢ Γ, A, ?cP, ?cP

⊢ Γ, A ⊕ B, ?cP, ?cP
❬⊕1❪

⊢ Γ, A ⊕ B, ?cP
❬C?c❪

⊢ Γ, A[t/x], ?cP, ?cP

⊢ Γ, A[t/x], ?cP
❬C?c❪

⊢ Γ,∃xA, ?cP
❬∃❪

 

⊢ Γ, A[t/x], ?cP, ?cP

⊢ Γ,∃xA, ?cP, ?cP
❬∃❪

⊢ Γ,∃xA, ?cP
❬C?c❪

⊢ Γ, A, ?cP, ?cP

⊢ Γ, A, ?cP
❬C?c❪

⊢ Γ, ?dA, ?cP
❬D?d❪

 

⊢ Γ, A, ?cP, ?cP

⊢ Γ, ?dA, ?cP, ?cP
❬D?d❪

⊢ Γ, ?dA, ?cP
❬C?c❪

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✺ ▲❡t Σ ❜❡ ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡♥✱ ❙❊▲▲❋C
Σ ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ❙❊▲▲Σ✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♣❡r♠✉t❡ ❛❧❧ r✉❧❡s ♦✈❡r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t
❝♦♥s✐❞❡r ❥✉st ♦♥❡ ✏❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡✑ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t t❤❡
& r✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r♠✉t❡ ♦✈❡r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✿

⊢ Γ, A, ?cF, . . . , ?cF

⊢ Γ, A, ?cF
❬m × C?c❪

⊢ Γ, A, ?cF, . . . , ?cF

⊢ Γ, A, ?cF
❬n × C?c❪

⊢ Γ, A & B, ?cF
❬&❪

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ♦❢ ?cF ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜r❛♥❝❤❡s ✭m t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t
❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ n t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❜r❛♥❝❤✮✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♣❡r♠✉t❡ t❤❡ & r✉❧❡ ♦✈❡r ❛❧❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s✳

✺✳✸ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

❯♥t✐❧ ♥♦✇ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ s✉❜❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❙❊▲▲Σ ✇✐t❤ ♥❡✇ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱
⋓ ❛♥❞ ⋒✱ t❤❛t ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦r ✐♥st❛♥t✐❛t❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❲❡
❝❛❧❧ ❙❊▲▲⋓ t❤❡ s②st❡♠ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s s✉❝❤ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳

❚❤❡ s❡q✉❡♥ts ✐♥ ❙❊▲▲⋓ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t Σ ⊢ Γ✱
✇❤❡r❡ Γ ✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ Σ = 〈I,�,W, C〉 ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡ r✉❧❡s ✐♥
❙❊▲▲⋓ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s
Σ1 = 〈I1,�1,W1, C1〉 ❛♥❞ Σ2 = 〈I2,�2,W2, C2〉 ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• Σ1 ∪ Σ2 ✐s t❤❡ t✉♣❧❡ 〈I1 ∪ I2,�1 ∪ �2,W1 ∪W2, C1 ∪ C2〉❀

• Σ1 ⊆ Σ2 ✐✛ I1 ⊆ I2,�1 ⊆�2,W1 ⊆ W2✱ ❛♥❞ C1 ⊆ C2✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✻ ❚❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s ❢♦r ❙❊▲▲⋓✳



✺✳✸✳ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✾✾

Pr♦♦❢ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦♦❢✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ⋓ ❛♥❞ ⋒✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡✇ ❦❡② ❝❛s❡✿

Ξ1

Σ ∪ Σl ⊢ Γ, P

Σ ⊢ Γ,⋓Σl.P

Ξ2

Σ ⊢ ∆, P⊥θ

Σ ⊢ ∆,⋒Σl.P
⊥

Σ ⊢ Γ,∆  

Ξ1θ

Σ ⊢ Γ, Pθ

Ξ2

Σ ⊢ ∆, P⊥θ

Σ ⊢ Γ,∆

✇❤❡r❡ θ = [s1/l1, . . . , sn/ln]✳
■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ Ξ1θ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♣r♦♦❢✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤✐s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

❤❡✐❣❤t ♦❢ Ξ1✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ✐s t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡✿

Σ ⊢ Γ, C

Σ ⊢ Γ, !cC
❬!c❪

❇② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t (Σ ⊢ Γ, C)θ✳ ❆ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢
❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t ?liP ∈ Γ✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t c � li ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σ✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ♠✉st ❜❡
t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t c � si ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ Σθ✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ (Σ ⊢ Γ, !cC)θ✳ ❚❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡♥ c ∈ {l1, . . . , ln} ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ✉s✉❛❧ ✭s❡❡ ❬❇r❛ü♥❡r ✶✾✾✻❪✮✳ ✷

❚❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ ❢♦r ❙❊▲▲⋓✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙❊▲▲❋⋓✱ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ ❙❊▲▲+
Σ ✱ ❥✉st t❤❛t

t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛r❡ ♥♦✇ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t❡♥s♦r
r✉❧❡ ✐♥ ❙❊▲▲❋⋓ ✐s

Σ ⊢ K1 : Γ ⇓ A Σ ⊢ K2 : ∆ ⇓ B

Σ ⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆ ⇓ A ⊗ B
❬⊗, ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t (K1 = K2) |C∩W ❪

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ⋓ ❛♥❞ ⋒✿

Σ ∪ Σl ⊢ K : Γ ⇑ L, C

Σ ⊢ K : Γ ⇑ L,⋓Σl.C
❬⋓❪

Σ ⊢ K : Γ ⇓ C[s1/l1, . . . , sn/ln]

Σ ⊢ K : Γ ⇓ ⋒Σl.C
❬⋒❪

✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦✈✐s♦ t❤❛t Σ ∪ Σl ✐s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ⋓ r✉❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦✈✐s♦
t❤❛t Σl[s1/l1, . . . , sn/ln] ⊆ Σ ❢♦r t❤❡ ⋒ r✉❧❡✳

❲❡ ✉s❡ ♦♥❝❡ ♠♦r❡ ❢♦❝✉❧✐s❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❙❊▲▲❋⋓ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❲❡ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝✲
t✐✈❡ ⋓ ❛s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ ⋒ ❛s s②♥❝❤r♦♥♦✉s✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭❢♦r t❤❡ ❢♦❝✉❧✐s❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✱
≺f ✮ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❧❡♠♠❛s✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✶✼ ▲❡t α ❜❡ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❛♥❞ β ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡✳ ❚❤❡♥ α/β✳

Pr♦♦❢ ❲❡ s❤♦✇ ♦♥❧② s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣
t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t ♣r♦✈❛❜✐❧✐t②✱ ♦♥❡ ❥✉st ❤❛s t♦ t❛❦❡ ❝❛r❡ t♦ r❡♥❛♠❡ t❤❡
✏❜♦✉♥❞❡❞✑ ✐♥❞❡①❡s ✇❤❡♥ ♥❡❡❞❡❞✳

• (⊗/⋓)✿

Σ ∪ Σl ⊢ K1 : Γ, A, P

Σ ⊢ K1 : Γ, A,⋓Σl.P
❬⋓❪

Σ ⊢ K2 : ∆, B

Σ ⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, A ⊗ B,⋓Σl.P
❬⊗❪

 

Σ ∪ Σl ⊢ K1 : Γ, A, P Σ ∪ Σl ⊢ K2 : ∆, B

Σ ∪ Σl ⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, A ⊗ B, P
❬⊗❪

Σ ⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, A ⊗ B,⋓Σl.P
❬⋓❪

• (&/⋓)✿

Σ ∪ Σl ⊢ K : Γ, A, P

Σ ⊢ K : Γ, A,⋓Σl.P
❬⋓❪

Σ ∪ Σl ⊢ K : Γ, B, P

Σ ⊢ K : Γ, B,⋓Σl.P
❬⋓❪

Σ ⊢ K : Γ, A & B,⋓Σl.P
❬&❪

 

Σ ∪ Σl ⊢ K : Γ, A, P Σ ∪ Σl ⊢ K : Γ, B

Σ ∪ Σl ⊢ K : Γ, A & B, P
❬&❪

Σ ⊢ K : Γ, A & B,⋓Σl.P
❬⋓❪



✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

■❞❡♥t✐t② ❘✉❧❡s

Σ ⊢ P, P⊥
❬I❪ Σ ⊢ Γ, P⊥ Σ ⊢ ∆, P

Σ ⊢ Γ,∆
❬Cut❪

▲♦❣✐❝❛❧ ❘✉❧❡s

Σ ⊢ 1
❬1❪

Σ ⊢ Γ,⊤ ❬⊤❪ Σ ⊢ Γ
Σ ⊢ Γ,⊥ ❬⊥❪

Σ ⊢ Γ, Pi

Σ ⊢ Γ, P1 ⊕ P2
❬⊕i❪

Σ ⊢ Γ, P Σ ⊢ Γ, Q

Σ ⊢ Γ, P & Q
❬&❪

Σ ⊢ Γ, P, Q

Σ ⊢ Γ, P O Q
❬O❪

⊢ Σ; Γ, P Σ ⊢ ∆, Q

Σ ⊢ Γ,∆, P ⊗ Q
❬⊗❪

Σ ⊢ Γ, P [t/x]

Σ ⊢ Γ,∃x.P
❬∃❪ Σ ⊢ Γ, P [c/x]

Σ ⊢ Γ,∀x.P
❬∀❪

Σ ⊢ Γ, P

⊢ Σ; Γ, ?cP
❬D?c✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ c ∈ I❪

Σ ⊢ ?x1C1, . . . , ?
xnCn, C

Σ ⊢ ?x1C1, . . . , ?
xnCn, !cC

❬!c, ♣r♦✈✐❞❡❞ xi, c ∈ I ❛♥❞ c � xi✱ ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . , n❪

Σ ∪ Σl ⊢ Γ, C

Σ ⊢ Γ,⋓Σl.C
❬⋓, ✐❢ Σ ∪ Σl ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t❪

Σ ⊢ Γ, C[s1/l1, . . . , sn/ln]

Σ ⊢ Γ,⋒Σl.C
❬⋒, ✐❢ Σl[s1/l1, . . . , sn/ln] ⊆ Σ❪

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❘✉❧❡s

Σ ⊢ Γ, ?cP, ?cP

Σ ⊢ Γ, ?cP
❬C?c,♣r♦✈✐❞❡❞ c ∈ C❪ Σ ⊢ Γ

Σ ⊢ Γ, ?cP
❬W?c,♣r♦✈✐❞❡❞ c ∈ W❪

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❚❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❢♦r ❙❊▲▲⋓✳ ❍❡r❡ Σ = 〈I,�,W, C〉 ❛♥❞ Σl = 〈Il,�l,Wl, Cl〉 ❛r❡
s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t Il = {l1, . . . , ln} ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♥❡✇ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ t❤❡ ♣r❡♦r❞❡r
�l⊆ Î × Î✱ t❤❡ s❡ts ♦❢ ✐♥❞❡①❡s Wl, Cl ⊆ Î✱ ❛♥❞ Î = Il ∪ I ✐s s❡t ♦❢ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①❡s✳



✺✳✹✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s ✶✵✶

• (⋒/⋓)✿

Σ ∪ Σl ⊢ K : Γ, Pθ, Q

Σ ⊢ K : Γ, Pθ,⋓Σl.Q
❬⋓❪

Σ ⊢ K : Γ,⋒Σ′l.P,⋓Σl.Q
❬⋒❪

 

Σ ∪ Σl ⊢ K : Γ, Pθ, Q

Σ ∪ Σl ⊢ K : Γ,⋒Σ′l.Pθ,Q
❬⋒❪

Σ ⊢ K : Γ,⋒Σ′l.P,⋓Σl.Q
❬⋓❪

• (⋓/⋓)✿

Σ ∪ Σ′l ∪ Σl ⊢ K : Γ, P, Q

Σ ∪ Σ′l ⊢ K : Γ, P,⋓Σl.Q
❬⋓❪

Σ ⊢ K : Γ,⋓Σ′l.P,⋓Σl.Q
❬⋓❪

 

Σ ∪ Σl ∪ Σ′l ⊢ K : Γ, P, Q

Σ ∪ Σl ⊢ K : Γ,⋓Σ′l.Pθ,Q
❬⋓❪

Σ ⊢ K : Γ,⋓Σ′l.P,⋓Σl.Q
❬⋓❪

✇❤❡r❡ Pθ ✐s ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ s♦♠❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①❡s ✐♥ P ✳ ✷

▲❡♠♠❛ ✺✳✶✽ ▲❡t α ❛♥❞ β ❜❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s✳ ❚❤❡♥ α/β✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ♦♥❧② s❤♦✇ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ⋒✳
• (⊗/⋒)✿

Σ ⊢ K1 : Γ, A, Pθ

Σ ⊢ K1 : Γ, A,⋒Σl.P
❬⋒❪

Σ ⊢ K2 : ∆, B

Σ ⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, A ⊗ B,⋒Σl.P
❬⊗❪

 

Σ ⊢ K1 : Γ, A, Pθ Σ ⊢ K2 : ∆, B

Σ ⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, A ⊗ B, Pθ
❬⊗❪

Σ ⊢ K1 ⊗K2 : Γ,∆, A ⊗ B,⋒Σl.P
❬⋒❪

• (⋒/⊕1)✿

Σ ⊢ K : Γ, Pθ, A

Σ ⊢ K : Γ, Pθ, A ⊕ B
❬⊕1❪

Σ ⊢ K : Γ,⋒Σl.P,A ⊕ B
❬⋒❪

 

Σ ⊢ K : Γ, Pθ, A

Σ ⊢ K : Γ,⋒Σl.P,A
❬⋒❪

Σ ⊢ K : Γ,⋒Σl.P,A ⊕ B
❬⊕1❪

• (⋒/⋒)✿

Σ ⊢ K : Γ, Pθ, Qθ′

Σ ⊢ K : Γ, Pθ,⋒Σ′l.Q
❬⋒❪

Σ ⊢ K : Γ,⋒Σl.P,⋒Σ′l.Q
❬⋒❪

 

Σ ⊢ K : Γ, Pθ, Qθ′

Σ ⊢ K : Γ,⋒Σl.P,Qθ′
❬⋒❪

Σ ⊢ K : Γ,⋒Σl.P,⋒Σ′l.Q
❬⋒❪

✷

■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ ✭✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✳✶✻✮ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❞♦ ♥♦t
❛✛❡❝t t❤❡ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺f ✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✶✾ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺f ✐s ❛❝②❝❧✐❝✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s✱ ❛s ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✽✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❧❡♠♠❛s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ≺f ✐s ❛❝②❝❧✐❝✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✵ ❙❊▲▲❋⋓ ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❙❊▲▲⋓✳

✺✳✹ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦s

❙❝❤❡❧❧✐♥① s❤♦✇s ✐♥ ❬❙❝❤❡❧❧✐♥① ✶✾✾✸❪ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧
❧♦❣✐❝ ❙✹ ❜② ✉s✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t✇♦ ❝♦❧♦rs ♦❢ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ s❛② 0 ❛♥❞ 1✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ 0 ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ✐s ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ 1✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡
s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ 0 ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠♦❞❛❧s ♦ ❛♥❞ ✷ ✐♥ ❙✹✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ 1 ✐s ✉s❡❞
t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤❡♥✱ ❙❝❤❡❧❧✐♥① ♣r♦♣♦s❡s ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❛❧ ❧♦❣✐❝



✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

❢♦r♠✉❧❛s✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡s❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ ❙✹ ❛r❡
❝❛♣t✉r❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳

❊❧s❡✇❤❡r❡ ❬❍❡r♥❡st ✷✵✵✽❪✱ ❍❡r♥❡st ❛♥❞ ❖❧✐✈❛ ✉s❡❞ t✇♦ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ k ❛♥❞ g✱ t♦ ♠✐① t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
k ❢♦r ❑r❡✐s❡❧✬s ♠♦❞✐✜❡❞ r❡❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ❬❑r❡✐s❡❧ ✶✾✺✾❪ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ g ❢♦r ●ö❞❡❧✬s
❉✐❛❧❡❝t✐❝❛ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❬●ö❞❡❧ ✶✾✺✽❪✱ ✇❤❡r❡ k � g✳ ■♥ t❤✐s ❤②❜r✐❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡
❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥❛❧✐t② s❝❤❡♠❛ r✉❧❡ x

ρ
= y →

fx
τ
= fy✱ ❜② ✉s✐♥❣ ❑r❡✐s❡❧✬s ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ♦r ▼❛r❦♦✈✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ¬∀x.A(x) → ∃x.¬A(x)✱

❜② ✉s✐♥❣ ●ö❞❡❧✬s ❞✐❛❧❡❝t✐❝❛ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

❈❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❍♦❞❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ❬❍♦❞❛s ✶✾✾✹❜✱ ❈❤❛♣t❡r ✽❪
❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ s②st❡♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ❖♠♥✐❜✉s ▲♦❣✐❝✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①
❢♦r ❛✣♥❡✱ r❡❧❡✈❛♥t✱ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✷✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❞❡①❡s ✇❡r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①ts✱ ❛s ✐♥ ♦✉r ♣♦❧②❛❞✐❝ s②st❡♠✱ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ s❡q✉❡♥ts✿ Θu; Θr; Θa; Γ −→
C✳ ❍❡r❡✱ Θu ✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s❀ Θr ✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s❀ Θa ✐s
❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ❛✣♥❡ ❢♦r♠✉❧❛s❀ ❛♥❞ Γ ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❍♦❞❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛✿ t❤❡ ✉s✉❛❧ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ⊃✱ t❤❡ ❛✣♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
a−→✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥

r−→✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ⊸✳ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐s ❞♦♥❡ ❛s ✐♥ ●✐r❛r❞✬s tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✱ ❜✉t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❛♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❍♦❞❛s ❛ss✉♠❡❞ ♥♦ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①❡s✱ s♦ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r✉❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛✣♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✇❛s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Θu; ·; Θ1
a; · −→ P Θu; Θr; Θ

2
a; Γ, Q −→ C

Θu; Θr; Θ
1
a,Θ2

a; Γ, P
a−→ Q −→ C

❬
a−→❪

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❛s ✐♥ ♦✉r ♣♦❧②❛❞✐❝ s②st❡♠✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥t❡①t ❛r❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ❛✣♥❡ ❝♦♥t❡①t ❛r❡ s♣❧✐t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s✳

❚❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱ ❛✣♥❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❍♦❞❛s✬ s②st❡♠ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ tr❡❛t✲
♠❡♥t ✐♥ ♦✉r ♣♦❧②❛❞✐❝ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❍♦❞❛s ✉s❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✉♥s♦✉♥❞ r✉❧❡✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❙❊▲▲✱ ❢♦r ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s✿

Θu, F ; Θr,Θa; Γ, F −→ C

Θu; Θr, F, Θa; Γ −→ C
❬absR❪

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s r✉❧❡ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✣♥❡ ❜❛♥❣ r✉❧❡✱ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❡❢t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛ F ✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ❍♦❞❛s✬s
s②st❡♠✱ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥t❡①t✱ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❊▲▲ ✐♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥t❡①t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
s✐♥❝❡ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①❡s ❛r❡ ✉♥r❡❧❛t❡❞✱ ✇❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❛✣♥❡ ❜❛♥❣✱ ♦♥❡ ♠✉st ❜❡ s✉r❡
t❤❛t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥t❡①t ✐s ❡♠♣t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② tr✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ absR r✉❧❡ ❛❜♦✈❡✱

✷❚❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤✐s s②st❡♠✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ✇❛s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❜② ❈❤❛✉❞❤✉r✐ ✐♥ ❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s
❬❈❤❛✉❞❤✉r✐ ✷✵✵✻✱ ❈❤❛♣t❡r ✸❪✳



✺✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✶✵✸

❛s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✏♣r♦♦❢✑ ✐♥ ❍♦❞❛s✬ s②st❡♠✿

F ; ·; ·;C −→ C
❬I❪

F ; ·; ·;D −→ D
❬I❪

F ; ·;P, P ;P ⊗ P
a−→ D −→ D

F ; ·;P, P, P ⊗ P
a−→ D; · −→ D

❬absA❪

F ; ·;P, P ⊗ P
a−→ D; (P

a−→ D)⊸ C −→ C

F ; ·;P, P ⊗ P
a−→ D; · −→ C

❬absI ❪

F ; ·;P, P ⊗ P
a−→ D;C

a−→ D −→ D
❬⋆

a−→l❪

F ; ·;P,C
a−→ D,P ⊗ P

a−→ D; · −→ D
❬absA❪

F ; ·;C a−→ D,P ⊗ P
a−→ D; · −→ P

a−→ D
❬

a−→r❪

F ; ·;C a−→ D,P ⊗ P
a−→ D; (P

a−→ D)⊸ C −→ C
❬⊸l❪

·; (P a−→ D)⊸ C;C
a−→ D,P ⊗ P

a−→ D; · −→ C
❬absR❪

✇❤❡r❡ F = (P
a−→ C) ⊸ C✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛✣♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ⋆ ✐s ♥♦t

s♦✉♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ F ✱ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ r✉❧❡ absI ✱ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ♦❝❝✉r
❜❡❢♦r❡ ⋆ ✭s❡❡✐♥❣ ❜♦tt♦♠✲✉♣✮ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥t❡①t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡♠♣t②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❈❤❛✉❞❤✉r✐ ✐♥ ❬❈❤❛✉❞❤✉r✐ ✷✵✵✾❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢
❙❊▲▲ ✇✐t❤ t❤r❡❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✭t✇♦ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✮ ❝❛♥ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ t✇♦✲r❡❣✐st❡r ▼✐♥s❦② ♠❛❝❤✐♥❡ ❬▼✐♥s❦② ✶✾✻✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❚✉r✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ s❤♦✇✐♥❣✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❛t t❤✐s
❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❙❊▲▲ ✐s ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ s②st❡♠✱ ❙❊▲▲ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❛♥♦s ❡t ❛❧✳ ❬❉❛♥♦s ✶✾✾✸❪✱
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ s②st❡♠s ❢♦r ❙❊▲▲✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♥♦t ♣❡r♠✐tt❡❞✱ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❆♥❞r❡♦❧✐✬s
▲▲❋ s②st❡♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙❊▲▲❋✳ ▲❛t❡r✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ❝♦♠♣❧❡t❡
❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠s ❢♦r ❙❊▲▲✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s
❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛ t❤✐r❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥
❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ s②st❡♠ ❙❊▲▲⋓✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ♥♦t ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜✉t ❧♦❝❛❧ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥ts
❛♥❞ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ♥❡✇ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ⋒ ❛♥❞ ⋓✱ t❤❛t ❝❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ♦r ❡①t❡♥❞ s✉❝❤ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❲❡
s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s ✐♥ ❙❊▲▲⋓ ❛♥❞ ❧❛t❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦❝✉s❡❞
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ❝❛❧❧❡❞ ❙❊▲▲❋⋓✳

❲❡ ♥♦✇ ♣♦✐♥t ♦✉t s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

• ▲✐❛♥❣ ✫ ▼✐❧❧❡r ✐♥ ❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ LKU ✇❤❡r❡ ❧✐♥❡❛r✱ ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ ❛♥❞
✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝s ❝♦❡①✐st ✐♥ ❛ ✉♥✐✜❡❞ s②st❡♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ LU ❬●✐r❛r❞ ✶✾✾✶❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❝❝❡ss
t❤❡s❡ ❧♦❣✐❝s ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♣♦❧❛r✐t✐❡s t♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ❛t♦♠s ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ✐❢ ❛❧❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✰✴✲ ✶ ♣♦❧❛r✐t②✱ ✇❤✐❧❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞
✐❢ ❛❧❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✰✴✲ ✷ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣♦❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧✱ ❛s
▲✐❛♥❣ ✫ ▼✐❧❧❡r ✉s❡❞ ❆♥❞r❡♦❧✐✬s ▲▲❋ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ LKU ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s
❛❧r❡❛❞② ❢♦r❡❝❛st❡❞ ❜② ●✐r❛r❞ ❬●✐r❛r❞ ✶✾✾✶❪✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♣♦❧❛r✐t✐❡s✳ ❆ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✉s❡✱ s❛② ❙❊▲▲❋✱ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ✇❤❡r❡
s✉❝❤ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❡①✐sts✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✿

❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✉s❡❞ ❜② ▲✐❛♥❣ ✫ ▼✐❧❧❡r ❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✾❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✇♦✉❧❞ s♣❡❝✐❢② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✏❝♦♥t❡①t✑ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♠♦✈❡❞ t♦✱ ✇❤✐❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ s②st❡♠s



✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

t❤❛t ❧✐♥❦s t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r ❧✐t❡r❛❧s t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ t❤❡② ❜❡❧♦♥❣✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❛ s❡q✉❡♥t t❤❛t ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❛ ✰✷ ♣♦❧❛r✐t② ❧✐t❡r❛❧✱ A✱ ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐t❡r❛❧✱ A⊥✱ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡s❡ t②♣❡
♦❢ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❣r❡❛t ❛♣♣❡❛❧✱ ❛s ♦❢t❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲❛s✲♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ✭s❡❡
❈❤❛♣t❡r ✼ ♦r ❬❙✐♠♠♦♥s ✷✵✵✾❪✮✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♥❛♠❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜s❡ts
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ s✉❜s❡t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣♦❧②❛❞✐❝
s❡q✉❡♥ts✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡ ❛♥❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡
❧✐t❡r❛❧ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥t❡①t✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ❡①♣r❡ss s✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❧✐♥❦ ♣♦❧❛r✐t✐❡s t♦ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ !kA⊸ !iA ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ❙❊▲▲✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧s i, k ∈ I ❛♥❞ i � k✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❝❧♦s❡r t♦ LU ✇❤❡r❡ ❝♦♥t❡①ts ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥
❛♥② t②♣❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥t❡①t ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥❞❡① t♦ ❛ ❝♦♥t❡①t ✇✐t❤
❛ ❧♦✇❡r ✐♥❞❡①✳

• ❆❧t❤♦✉❣❤ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r② ❢♦r❡❝❛sts ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢❛✐❧❡❞ t♦
✜♥❞ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ r❡❧❛t❡❞ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t r❡q✉✐r❡ s✉❝❤ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❙✉❝❤ ❡①❛♠♣❧❡s ❝♦✉❧❞
❤❡❧♣ ✉s ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❡tt❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ♦❢ ❙❊▲▲ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t
❢♦r♠✉❧❛s✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t✇♦ s✉❝❤ s②st❡♠s✱ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t
❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ✐♥
❛ t❤✐r❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡s✳

• ❍❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❤❛✈❡ ♦♥❧② t✇♦ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ str✉❝t✉r❛❧
r✉❧❡s✱ ♥❛♠❡❧② ♦♥❡ ❢♦r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r ✇❡❛❦❡♥✐♥❣✳ ❆ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞
❜❡ t♦ ❡①t❡♥❞ ❙❊▲▲ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❡①❝❤❛♥❣❡ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡
❡♥❝♦❞❡ ❧♦❣✐❝s s✉❝❤ ❛s ♦r❞❡r❡❞ ❧♦❣✐❝s ❬P♦❧❛❦♦✇ ✷✵✵✶❪✳



❈❤❛♣t❡r ✻

❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❛ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤

s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛s ❛ ♠❡t❛✲❧♦❣✐❝✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❙❊▲▲❋
❜② ✉s✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❢♦r ♠✐♥✲
✐♠❛❧✱ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛❧✇❛②s
t❤❡ str♦♥❣❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②✿ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❡♥❝♦❞❡ ●❡♥t③❡♥✬s ●✶ s②st❡♠✱
▼❛❡❤❛r❛✬s ♠✉❧t✐❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s
❍❡r❜❡❧✐♥✬s ▲❏◗∗ s②st❡♠ ❛♥❞ ▲✐❛♥❣ ✫ ▼✐❧❧❡r✬s ▲❏❋ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ▲❑❋ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢ s②st❡♠✱ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ t♦ ✐ts s❡q✉❡♥ts✱ ✉s✉❛❧❧② t❤r♦✉❣❤
str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✱ ♣❧❛② ❛ r♦❧❡ ❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s✳ ❆❧r❡❛❞② ✐♥ t❤❡ ✜rst s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s
s②st❡♠s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ●❡♥t③❡♥ ❬●❡♥t③❡♥ ✶✾✻✾❪✱ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❞✐✛❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s②st❡♠ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ ✐♥ ❢♦r♠❡r s②st❡♠ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ s❡q✉❡♥ts t♦ ❛t ♠♦st
♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ♠♦r❡ ♦♥ t❤❡s❡
str✉❝t✉r❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s t❤❛♥ ♦♥ t❤❡✐r ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ▼❛❡❤❛r❛ ❬▼❛❡❤❛r❛ ✶✾✺✹❪ ♣r♦♣♦s❡❞
t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ♠▲❏✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ s❡q✉❡♥ts ❛r❡
❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧
q✉❛♥t✐✜❡r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✐❣❤t r✉❧❡s ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ ✐ts r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ s②st❡♠ ▲▲❋ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳ ❚❤❡r❡ t❤❡
str✉❝t✉r❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ✇❡r❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❲❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦
❡♥❝♦❞❡ ♦t❤❡r ♣r♦♦❢ s②st❡♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ q✉✐❝❦❧② st✉♠❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠s✱ ❝❛❧❧❡❞ ●✶ ✐♥ ❬❚r♦❡❧str❛ ✶✾✾✻❪✱
t❤❛t r❡str✐❝t t❤❡ ❝♦♥t❡①ts ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ t✉r♥st②❧❡ t♦ ❜❡ ♠✉❧t✐s❡ts ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥
❡①♣❧✐❝✐t str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❢♦r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤♦✉t s✉❜❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❛❧s ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❧② ♦♥❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥t❡①t✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t✇♦ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥t❡①ts t♦ ❡♥❝♦❞❡ s✉❝❤
s②st❡♠s✿ ♦♥❡ t♦ st♦r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ t✉r♥st②❧❡ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r t♦
st♦r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡✳ ❋♦r s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥s ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡
❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥t❡①ts ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✱
❜✉t ❛❧s♦ ❛ ❝♦♥t❡①t✱ ❝❛❧❧❡❞ st♦✉♣✱ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❛t ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s②st❡♠ ❙❊▲▲❋✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ t♦ ❡♥❝♦❞❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s
s②st❡♠s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ s②st❡♠s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡♥❝♦❞❡ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡
♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ ❢✉❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✳ ❆❢t❡r
s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ st❛rt ❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s
s②st❡♠s ●✶ ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝s ❬❚r♦❡❧str❛ ✶✾✾✻❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s
❢♦r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ t❤❡♦r② t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s t❤❡
♠✉❧t✐✲❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ♠▲❏✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛❡❤❛r❛ ❬▼❛❡❤❛r❛ ✶✾✺✹❪✱ ✇❤✐❝❤✱
❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ●❡♥t③❡♥✬s ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ s②st❡♠✱ ❛❧❧♦✇s t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ s❡q✉❡♥ts t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦r❡
t❤❛♥ ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ◆❡①t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ t❤❡♦r② ❢♦r ▲❏◗∗✱ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥



✶✵✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❛ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

♠▲❏ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❍❡r❜❡❧✐♥ ❬❍❡r❜❡❧✐♥ ✶✾✾✺✱ ♣❛❣❡ ✼✽❪ ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❬❉②❝❦❤♦✛ ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡♥ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥s ✻✳✻ ❛♥❞ ✻✳✼✱ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠s ▲❑❋ ❛♥❞ ▲❏❋✱ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞
✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝s✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲✐❛♥❣ ✫ ▼✐❧❧❡r ✐♥ ❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✽✱ ▲✐❛♥❣ ✷✵✵✼❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦
s❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ♦t❤❡r ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❛♥❞ ♣♦✐♥t ♦✉t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡
✇♦r❦✳

✻✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❆s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ✉s❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✐♥ s✉❝❤ ❛
✇❛② t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ✭♦♣❡♥✮ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❊▲▲❋ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ✐♥ ♦♥❡ t♦ ♦♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ✭♦♣❡♥✮ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝
t❤❡♦r✐❡s ✇✐❧❧✱ ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❝♦♥t❛✐♥ t✇♦ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✱ ⌊·⌋ ❛♥❞ ⌈·⌉✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ s❡♥s❡s
♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ s❡q✉❡♥ts ✭s❡❡
❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✮✳

❚♦ st♦r❡ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ s❡q✉❡♥ts✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛①✐♠❛❧
s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜②∞✱ t❤❛t ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✉s❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ❜❡tt❡r
✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❙❊▲▲❋ ♣r♦♦❢s✱ ✇❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② s❤♦✇ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s
♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡✐r ♣♦❧②❛❞✐❝ s❡q✉❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✐s
{x1, . . . , xn,∞}✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡q✉❡♥t✿

⊢ Θ
:

x1 Θ1
:

x2 · · · :
xn Θn : Γ ⇑ L

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❙❊▲▲❋ s❡q✉❡♥t ⊢ K : Γ ⇑ L✱ ✇❤❡r❡ K[∞] = Θ ❛♥❞ K[xi] = Θi✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡
❥✉❞❣♠❡♥t ⊢sellf t♦ ❞❡♥♦t❡ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❙❊▲▲❋✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✻✳✻ ❛♥❞ ✻✳✼✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠s ▲❑❋ ❛♥❞ ▲❏❋✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛ ♣r♦♦❢
t❤❡♦r❡t✐❝ ♥♦t✐♦♥ ❢♦r ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✽✱ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡②
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❆ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝❧❛✉s❡s

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ∀x̄[p x̄
∆
= B]✿ ❤❡r❡ p ✐s ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ B ✭t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡

❝❧❛✉s❡✮ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐st x̄✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧
∆
= ✐s ♥♦t ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❜✉t ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛

❞❡✜♥✐t✐♦♥❛❧ ❝❧❛✉s❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❡✈❡r② ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♦❝❝✉rs ❛t t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝❧❛✉s❡✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ✏✉♥❢♦❧❞✐♥❣✑ r✉❧❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❙❊▲▲❋✳

⊢ K : Γ ⇓ Bθ

⊢ K : Γ ⇓ p t̄
❬def ⇓❪ ⊢ K : Γ ⇑ L, Bθ

⊢ K : Γ ⇑ L, p t̄
❬def ⇑❪

❚❤❡ ♣r♦✈✐s♦ ❢♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ r✉❧❡s ✐s✿ ∀x̄[p x̄
∆
= B] ✐s ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❧❛✉s❡ ❛♥❞ θ ✐s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤❛t

♠❛♣s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x̄ t♦ t❤❡ t❡r♠s t̄✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❡✐t❤❡r ♣❤❛s❡ ♦❢ ❢♦❝✉s✐♥❣✱ ✐❢ ❛ ❞❡✜♥❡❞ ❛t♦♠
✐s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✱ ✐t ✐s s✐♠♣❧② r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ♣❤❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ t❤❡ µ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡
❢♦r ❡q✉❛❧✐t② s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✽✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♣r❡❢❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛s✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
❛r❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ s♣♦t ❧✐❣❤t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❥✉st ✉s❡❞ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝ t♦♦❧ t♦
✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ✈✐❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳

✻✳✸ ●✶④♠✐❝⑥

❲❡ ♥♦✇ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠s ●✶♠✱ ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❣✐❝✱ ●✶✐✱ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱
❛♥❞ ●✶❝✱ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ❬❚r♦❡❧str❛ ✶✾✾✻❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❢♦r ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥
❛♥❞ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s✶✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ●✶❝ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✱ ❛♥❞ ✇❡

✶❚❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ●✶ ✇✐t❤ ❝♦♥t❡①t✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r✉❧❡s ✐♥ ❬❚r♦❡❧str❛ ✶✾✾✻✱ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✺❪✳



✻✳✸✳ ●✶④♠✐❝⑥ ✶✵✼

Γ1 ⊢ ∆1, A Γ2, B ⊢ ∆2

Γ1,Γ2, A ⇒ B ⊢ ∆1,∆2
❬⇒ L❪

Γ, A ⊢ ∆, B

Γ ⊢ ∆, A ⇒ B
❬⇒ R❪

Γ, Ai ⊢ ∆

Γ, A1 ∧ A2 ⊢ ∆
❬∧iL❪

Γ1 ⊢ ∆1, A Γ2 ⊢ ∆2, B

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2, A ∧ B
❬∧R❪

Γ1, A ⊢ ∆1 Γ2, B ⊢ ∆2

Γ1,Γ2, A ∨ B ⊢ ∆1,∆2
❬∨L❪

Γ ⊢ ∆, Ai

Γ ⊢ ∆, A1 ∨ A2
❬∨iR❪

Γ, A{t/x} ⊢ ∆

Γ,∀x A ⊢ ∆
❬∀L❪

Γ ⊢ ∆, A{c/x}
Γ ⊢ ∆,∀x A

❬∀R❪

Γ, A{c/x} ⊢ ∆

Γ,∃x A ⊢ ∆
❬∃L❪

Γ ⊢ ∆, A{t/x}
Γ ⊢ ∆,∃x A

❬∃R❪

Γ ⊢ ∆
Γ, A ⊢ ∆

❬❲L❪
Γ ⊢ ∆

Γ ⊢ A,∆
❬❲R❪

Γ, A,A ⊢ ∆

Γ, A ⊢ ∆
❬❈L❪

Γ ⊢ A, A,∆

Γ ⊢ A,∆
❬❈R❪

A ⊢ A
❬■❪

Γ1 ⊢ ∆1, A Γ2, A ⊢ ∆2

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2
❬❈✉t❪ ⊥ ⊢ · ❬⊥L❪

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s s②st❡♠ ●✶❝ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ❍❡r❡✱ Γ1,Γ2,∆1 ❛♥❞ ∆2 ❛r❡ ♠✉❧t✐s❡ts
♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s❀ ✐♥ t❤❡ r✉❧❡s ∃L ❛♥❞ ∀R✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡ c ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❢r❡❡ ✐♥ Γ ♥♦r ∆❀ ❛♥❞ i ∈ {1, 2}✳

❞❡♥♦t❡ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤✐s s②st❡♠ ❜② t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t ⊢g1c ✳ ❋r♦♠ ●✶❝ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ●✶✐ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡
r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ s❡q✉❡♥ts t♦ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

Γ1 ⊢ A Γ2, B ⊢ C

Γ1,Γ2, A ⊃ B ⊢ C
❬⊃l❪

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A ⊃ B
❬⊃r❪

❲❤✐❧❡ t❤❡ s②st❡♠ ●✶♠ ✐s t❤❡ s②st❡♠ ●✶✐ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ r✉❧❡ ⊥L✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥ts ⊢g1m ❛♥❞ ⊢g1i

t♦ ❞❡♥♦t❡ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ✐♥ ●✶♠ ❛♥❞ ●✶✐✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡s❡ s②st❡♠s✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s Lg1m,Lg1i ❛♥❞ Lg1c ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r②

Lg1 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s (⊃L), (⊃R) ❛♥❞ ■❞′2 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿

Lg1m = (Lg1 ∪ {■❞1, ■❞
′
2,❲L,❈L, (⊃L), (⊃R)}) \ {(⇒L), (⇒R), (⊥L)}

Lg1i = Lg1m ∪ {❲R, (⊥L)}
Lg1c = Lg1 ∪ {■❞1, ■❞2,❈L,❈R,❲L,❲R}.

❚❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ✉s❡ t✇♦ ✉♥r❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ l ❛♥❞ r✱ ✇❤❡r❡ ⌊·⌋ ❛♥❞ ⌈·⌉ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧
❛t♦♠s ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② Lg1m✱ ❢♦r ●✶♠✱ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❢♦r ⌈·⌉
♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (⊥L)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤❡♦r② Lg1i ✱ ❢♦r ●✶✐✱ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ ❲R t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥s✉♠❡ ⌈·⌉ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (⊥L)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤❡♦r② Lg1c ✱
❢♦r ●✶❝✱ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s (⊃L) ❛♥❞ ■❞′2 ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s Lg1m ❛♥❞
Lg1i ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ !l✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❛t t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ s❡q✉❡♥ts
❝♦♥t❛✐♥ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ str♦♥❣❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝②
❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✳



✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❛ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

(⇒L) ⌊A ⇒ B⌋⊥ ⊗ (?r⌈A⌉ ⊗ ?l⌊B⌋) (⇒R) ⌈A ⇒ B⌉⊥ ⊗ (?l⌊A⌋ O ?r⌈B⌉)
(∧L) ⌊A ∧ B⌋⊥ ⊗ (?l⌊A⌋ ⊕ ?l⌊B⌋) (∧R) ⌈A ∧ B⌉⊥ ⊗ (?r⌈A⌉ ⊗ ?r⌈B⌉)
(∨L) ⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (?l⌊A⌋ ⊗ ?l⌊B⌋) (∨R) ⌈A ∨ B⌉⊥ ⊗ (?r⌈A⌉ ⊕ ?r⌈B⌉)
(∀L) ⌊∀B⌋⊥ ⊗ ?l⌊Bx⌋ (∀R) ⌈∀B⌉⊥ ⊗ ∀x?r⌈Bx⌉
(∃L) ⌊∃B⌋⊥ ⊗ ∀x?l⌊Bx⌋ (∃R) ⌈∃B⌉⊥ ⊗ ?r⌈Bx⌉
(⊥L) ⌊⊥⌋⊥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❚❤❡ t❤❡♦r②✱ Lg1 ✱ ❢♦r t❤❡ ●✶ s②st❡♠s✳

(⊃L) ⌊A ⊃ B⌋⊥ ⊗ (!l?r⌈A⌉ ⊗ ?l⌊B⌋) (⊃R) ⌈A ⊃ B⌉⊥ ⊗ (?l⌊A⌋ O ?r⌈B⌉)
(■❞′2) ?l⌊B⌋ ⊗ !l?r⌈B⌉

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❋♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ s②st❡♠s ♦❢ ●✶✳

(■❞1) ⌊B⌋⊥ ⊗ ⌈B⌉⊥ (■❞2) ?l⌊B⌋ ⊗ ?r⌈B⌉ (❲R) ⌈B⌉⊥ ⊗⊥
(❈L) ⌊B⌋⊥ ⊗ (?l⌊B⌋ O ?l⌊B⌋) (❈R) ⌈B⌉⊥ ⊗ (?r⌈B⌉ O ?r⌈B⌉) (❲L) ⌊B⌋⊥ ⊗⊥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ■❞❡♥t✐t② r✉❧❡s ✭❝✉t ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧✮ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ✭✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶ ▲❡t ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✱ ⌈·⌉ ❛♥❞ ⌊·⌋✱ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ ❧❡t Γ∪∆∪{C}
❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ l ❛♥❞ r✱ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡
〈{∞, l, r}; {l � ∞, r � ∞}; {∞}; {∞}〉✳ ❚❤❡♥

✶✳ ⊢sellf Lg1m
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈C⌉ : · ⇑ ✐✛ Γ ⊢g1m C;

✷✳ ⊢sellf Lg1i
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈C⌉ : · ⇑ ✐✛ Γ ⊢g1i C;

✸✳ ⊢sellf Lg1c
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉ : · ⇑ ✐✛ Γ ⊢g1c ∆.

Pr♦♦❢ ❲❡ ♦♥❧② s❤♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❣✐❝✱ ❛s t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✳ ❲❡
♣r♦✈❡ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣r♦♦❢s✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❡♥❞s
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡ ♦r t❤❡ ⊥L r✉❧❡✳ ❲❡ ♦♥❧② s❤♦✇ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✿

• ■♥✐t✐❛❧ ❘✉❧❡✿

A ⊢ A
❬■❪

!

⊢ Lg1m
:
l ⌊A⌋ :

r · : · ⇓ ⌊A⌋⊥
❬Il❪

⊢ Lg1m
:
l · :

r ⌈A⌉ : · ⇓ ⌈A⌉⊥
❬Ir❪

⊢ Lg1m
:
l ⌊A⌋ :

r ⌈A⌉ : · ⇓ ⌊A⌋⊥ ⊗ ⌈A⌉⊥
❬⊗❪

⊢ Lg1m
:
l ⌊A⌋ :

r ⌈A⌉ : · ⇑
❬D∞,∃❪

• ❈✉t ❘✉❧❡✿

Γ1 ⊢ A Γ2, A ⊢ C

Γ1,Γ2 ⊢ C
❬❈✉t❪

!

⊢ Lg1m
:
l ⌊Γ2, A⌋ :

r ⌈C⌉ : · ⇑
⊢ Lg1m

:
l ⌊Γ2⌋ :

r ⌈C⌉ : · ⇓ ?l⌊A⌋
❬R⇓, ?l❪

⊢ Lg1m
:
l ⌊Γ1⌋ :

r ⌈A⌉ : · ⇑
⊢ Lg1m

:
l ⌊Γ1⌋ :

r · : · ⇓ !l?r⌈A⌉
❬!l, ?r❪

⊢ Lg1m
:
l ⌊Γ1,Γ2⌋ :

r ⌈C⌉ : · ⇓ ?l⌊A⌋ ⊗ !l?r⌈A⌉
❬⊗❪

⊢ Lg1m
:
l ⌊Γ1,Γ2⌋ :

r ⌈C⌉ : · ⇑
❬D∞,∃❪

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ l✲❜❛♥❣ ✐♥ ■❞′2✱ t❤❡ ❛t♦♠ ⌈C⌉ ♠✉st ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ❧❡❢t ❜r❛♥❝❤✳



✻✳✸✳ ●✶④♠✐❝⑥ ✶✵✾

• ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❘✉❧❡s✿ ❚❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❛r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇
t❤❡♠ ❤❡r❡✳

• ∧L1✿

Γ, A ⊢ C

Γ, A ∧ B ⊢ C
❬∧L1❪

!

⊢ Lg1i
:
l ⌊A ∧ B⌋ :

r · : · ⇓ ⌊A ∧ B⌋⊥
❬Il❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈C⌉ : · ⇑
⊢ Lg1i

:
l ⌊Γ⌋ :

r · : ⌈C⌉ ⇓ ?l⌊A⌋
❬R⇓, ?l❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈C⌉ : · ⇓ ?l⌊A⌋ ⊕ ?l⌊B⌋
❬⊕1❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ, A ∧ B⌋ :

r ⌈C⌉ : · ⇓ ⌊A ∧ B⌋⊥ ⊗ (?l⌊A⌋ ⊕ ?l⌊B⌋)
❬⊗❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ, A ∧ B⌋ :

r ⌈C⌉ : · ⇑
❬D∞, 2 × ∃❪

❚❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ r✉❧❡ ∧L2 ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❢♦r ∧L1✱ ❜✉t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥
✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ⊕1 r✉❧❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ⊕2 r✉❧❡✳

• ∧R✿

Γ1 ⊢ A Γ2 ⊢ B

Γ1,Γ2 ⊢ A ∧ B
❬∧R❪

!

⊢ Σ ⇓ ⌈A ∧ B⌉⊥
❬Ir❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ1⌋ :

r ⌈A⌉ : · ⇑
⊢ Lg1i

:
l ⌊Γ1⌋ :

r · : · ⇓ ?r⌈A⌉
❬R⇓, ?r❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ2⌋ :

r ⌈B⌉ : · ⇑
⊢ Lg1i

:
l ⌊Γ2⌋ :

r · : · ⇓ ?r⌈B⌉
❬R⇓, ?r❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ1,Γ2⌋ :

r ⌈A ∧ B⌉ : · ⇓ ⌈A ∧ B⌉⊥ ⊗ (?r⌈A⌉ ⊗ ?r⌈B⌉)
❬2 ×⊗❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ1,Γ2⌋ :

r ⌈A ∧ B⌉ : · ⇑
❬D∞, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ Σ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Lg1i
:
l · :

r ⌈A ∧ B⌉ : ·✳
❚❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡

❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✳

• ⊃ R✿

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A ⊃ B
❬⊃ R❪

!

⊢ Lg1i
:
l · :

r ⌈A ⊃ B⌉ : · ⇓ ⌈A ⊃ B⌉⊥
❬Ir❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈B⌉ : · ⇑
⊢ Lg1i

:
l ⌊Γ⌋ :

r · : · ⇑ ?l⌊A⌋, ?r⌈B⌉
❬?l, ?r❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ⌋ :

r · : · ⇓ ?l⌊A⌋ O ?r⌈B⌉
❬R⇓,O❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈A ⊃ B⌉ : · ⇓ ⌈A ⊃ B⌉⊥ ⊗ (?l⌊A⌋ O ?r⌈B⌉)
❬⊗❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈A ⊃ B⌉ : · ⇑
❬D∞, 2 × ∃❪

• ⊃ L✿

Γ1 ⊢ A Γ2, B ⊢ C

Γ1,Γ2, A ⊃ B ⊢ C
❬⊃ L❪

!
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⊢ Σ ⇓ ⌈A ⊃ B⌉⊥
❬Ir❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ1⌋

:
r ⌈A⌉ : · ⇑

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ1⌋

:
r · : · ⇓ !l?r⌈A⌉

❬!l, ?r❪
⊢ Lg1i

:
l ⌊Γ2, B⌋ :

r ⌈C⌉ : · ⇑

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ2⌋

:
r ⌈C⌉ : · ⇓ ?l⌊B⌋

❬R⇓, ?l❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ1, Γ2, A ⊃ B⌋ :

r ⌈C⌉ : · ⇓ ⌊A ⊃ B⌋⊥ ⊗ (!l?r⌈A⌉ ⊗ ?l⌊B⌋)
❬2 ×⊗❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ1, Γ2, A ⊃ B⌋ :

r ⌈C⌉ : · ⇑
❬D∞, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ Σ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Lg1i
:
l ⌊A ⊃ B⌋ :

r · : ·✳ ❆❣❛✐♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❛♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (⊃L)✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ⌈C⌉ ♠✉st ❣♦ t♦ r✐❣❤t✲♠♦st ❜r❛♥❝❤✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣✱
❤❡♥❝❡✱ str♦♥❣❡r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝② ❢♦r t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❣✐❝✱ ✐✳❡✳✱ ❢✉❧❧
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐✜❡rs ❛r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❍❡r❡ ✇❡ s❤♦✇ ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t
✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛♥❞ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ q✉❛♥t✐✜❡rs ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

• ∀R✿

Γ ⊢ B{c/x}
Γ ⊢ ∀x B

❬∀R❪
!

⊢ Lg1i
:
l · :

r ⌈∀B⌉ : · ⇓ ⌈∀B⌉⊥
❬Ir❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈Bc⌉ : · ⇑
⊢ Lg1i

:
l ⌊Γ⌋ :

r · : · ⇑ ∀x?r⌈Bx⌉
❬∀, ?r❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ⌋ :

r · : · ⇓ ∀x?r⌈Bx⌉
❬R⇓❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∀B⌉ : · ⇓ ⌈∀B⌉⊥ ⊗ ∀x?r⌈Bx⌉
❬⊗❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∀B⌉ : · ⇑
❬D∞,∃❪

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛✲❧♦❣✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛s ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛r✐❛❜❧❡✱ s✐♠✐❧❛r❧②
❛s ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝ r✉❧❡✳

• ∃R✿

Γ ⊢ B{t/x}
Γ ⊢ ∃x B

❬∃R❪
!

⊢ Lg1i
:
l · :

r ⌈∃B⌉ : · ⇓ ⌈∃B⌉⊥
❬Ir❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈Bt⌉ : · ⇑
⊢ Lg1i

:
l ⌊Γ⌋ :

r · : · ⇓ ?r⌈Bt⌉
❬R⇓, ?r❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∃B⌉ : · ⇓ ⌈∃B⌉⊥ ⊗ ?r⌈Bt⌉
❬⊗❪

⊢ Lg1i
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∃B⌉ : · ⇑
❬D∞, 2 × ∃❪

✷

✻✳✹ ▼✉❧t✐✲❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ Pr♦♦❢ ❙②st❡♠ ❢♦r ■♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ▲♦❣✐❝

❚❤❡ s②st❡♠♠▲❏✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✱ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛❡❤❛r❛
❬▼❛❡❤❛r❛ ✶✾✺✹❪✱ t❤❛t✱ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ●❡♥t③❡♥ s②st❡♠ s❤♦✇♥ ❜❡❢♦r❡✱ ❛❧❧♦✇s t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡
♦❢ s❡q✉❡♥ts t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❲❡ ✉s❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛r❡ s❤❛r❡❞✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤✐s s②st❡♠ ❜② t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t ⊢mlj✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② Lmlj

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ❡♥❝♦❞❡s ♠▲❏ ❛♥❞ ✉s❡s t✇♦ ✉♥r❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ l ❛♥❞ r✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ⌊·⌋ ❛♥❞ ⌈·⌉ ❛t♦♠s ❛r❡ st♦r❡❞✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣
♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✱ ❛s st❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ▲❡t ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✱ ⌈·⌉ ❛♥❞ ⌊·⌋✱ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ ❧❡t Γ ∪ ∆ ❜❡
❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ l ❛♥❞ r✱ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡
〈{∞, l, r}; {l � ∞, r � ∞}{∞, l, r}; {∞, l, r}〉✳ ❚❤❡♥

⊢sellf Lmlj
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉ : · ⇑ ✐✛ Γ ⊢mlj ∆.



✻✳✹✳ ▼✉❧t✐✲❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ Pr♦♦❢ ❙②st❡♠ ❢♦r ■♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ▲♦❣✐❝ ✶✶✶

Γ, A ⊃ B ⊢ A,∆ Γ, A ⊃ B, B ⊢ ∆

Γ, A ⊃ B ⊢ ∆
❬⊃l❪

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A ⊃ B,∆
❬⊃r❪

Γ, A ∧ B, A,B ⊢ ∆

Γ, A ∧ B ⊢ ∆
❬∧l❪

Γ ⊢ A ∧ B, A,∆ Γ ⊢ A ∧ B, B,∆

Γ ⊢ A ∧ B,∆
❬∧r❪

Γ, A ∨ B, A,⊢ ∆ Γ, A ∨ B, B ⊢ ∆

Γ, A ∨ B ⊢ ∆
❬∨l❪

Γ ⊢ A ∨ B, A,B,∆

Γ ⊢ A ∨ B,∆
❬∨r❪

Γ,∀x A,A{t/x} ⊢ ∆

Γ,∀x A ⊢ ∆
❬∀l❪

Γ ⊢ A{c/x}
Γ ⊢ ∆,∀x A

❬∀r❪

Γ,∃x A,A{c/x} ⊢ ∆

Γ,∃x A ⊢ ∆
❬∃l❪

Γ ⊢ ∆,∃x A,A{t/x}
Γ ⊢ ∆,∃x A

❬∃r❪

Γ, A ⊢ A,∆
❬■❪

Γ ⊢ B,∆ Γ, B ⊢ ∆

Γ ⊢ ∆
❬❈✉t❪

Γ,⊥ ⊢ ∆
❬⊥l❪

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ♠▲❏✱ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐✈❡ r✉❧❡s✳

(⊃l) ⌊A ⊃ B⌋⊥ ⊗ (?r⌈A⌉ & ?l⌊A⌋) (⊃r) ⌈A ⊃ B⌉⊥ ⊗ !l(?l⌊A⌋ O ?r⌈B⌉)
(∧l) ⌊A ∧ B⌋⊥ ⊗ (?l⌊A⌋ O ?l⌊B⌋) (∧r) ⌈A ∧ B⌉⊥ ⊗ (?r⌈A⌉ & ?r⌈B⌉)
(∨l) ⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (?l⌊A⌋ & ?l⌊B⌋) (∨r) ⌈A ∨ B⌉⊥ ⊗ (?r⌈A⌉ O ?r⌈B⌉)
(∀L) ⌊∀B⌋⊥ ⊗ ?l⌊Bx⌋ (∀R) ⌈∀B⌉⊥ ⊗ !l∀x?r⌈Bx⌉
(∃L) ⌊∃B⌋⊥ ⊗ ∀x?l⌊Bx⌋ (∃R) ⌈∃B⌉⊥ ⊗ ?r⌈Bx⌉
(⊥L) ⌊⊥⌋⊥
(■❞1) ⌊B⌋⊥ ⊗ ⌈B⌉⊥ (■❞2) ?l⌊B⌋ ⊗ ?r⌈B⌉

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❚❤❡ t❤❡♦r②✱ Lmlj✱ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ s②st❡♠ ♠▲❏✳



✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❛ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

Pr♦♦❢ ❋♦r ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣r♦♦❢s✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡s ✐s ✇❤❡♥ ❛ ♣r♦♦❢ ✜♥✐s❤❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡✿

• ■♥✐t✐❛❧ ❘✉❧❡✿

Γ, A ⊢ A,∆
❬■❪

!

⊢ Lmlj
:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈∆, A⌉ : · ⇓ ⌊A⌋⊥
❬Il❪

⊢ Lmlj
:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈∆, A⌉ : · ⇓ ⌈A⌉⊥
❬Ir❪

⊢ Lmlj
:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈∆, A⌉ : · ⇓ ⌊A⌋⊥ ⊗ ⌈A⌉⊥
❬⊗❪

⊢ Lmlj
:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈∆, A⌉ : · ⇑
❬D∞,∃❪

❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ⌊·⌋ ❛♥❞ ⌈·⌉ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ ✐t ♠✉st ❜❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❛t♦♠s ⌊A⌋ ❛♥❞ ⌈A⌉ ❛r❡
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡♥❡✈❡r ♦♥❡ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ■❞1 ❝❧❛✉s❡✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ❜❛s❡ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❡♥❞s ✇✐t❤ ⊥l✱

• ⊥l✿

Γ,⊥ ⊢ ∆
❬⊥l❪

!

⊢ Lmlj
:
l ⌊Γ,⊥⌋ :

r ⌈∆⌉ : · ⇓ ⌊⊥⌋⊥
❬Ir❪

⊢ Lmlj
:
l ⌊Γ,⊥⌋ :

r ⌈∆⌉ : · ⇑
❬D∞❪

❲❡ ♦♥❧② s❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡s✱ ❛s ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✿

• ⊃r✿

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A ⊃ B,∆
❬⊃r❪

!

⊢ Σ ⇓ ⌈A ⊃ B⌉⊥
❬Ir❪

⊢ Lmlj
:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈B⌉ : · ⇑
⊢ Lmlj

:
l ⌊Γ⌋ :

r · : · ⇑ ?l⌊A⌋ O ?r⌈B⌉
❬O, ?l, ?r❪

⊢ Lmlj
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆, A ⊃ B⌉ : · ⇓ !l(?l⌊A⌋ O ?r⌈B⌉)
❬!l❪

⊢ Lmlj
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆, A ⊃ B⌉ : · ⇓ ⌈A ⊃ B⌉⊥ ⊗ !l(?l⌊A⌋ O ?r⌈B⌉)
❬⊗❪

⊢ Lmlj
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆, A ⊃ B⌉ : · ⇑
❬D∞, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ Σ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Lmlj
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆, A ⊃ B⌉ : ·✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❛♥❣ ✐♥
t❤❡ ❝❧❛✉s❡ (⊃R) ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ r✉❧❡✱ ❛s ✐t ❡♥❢♦r❝❡s t❤❛t t❤❡ ⌈·⌉
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t t♦ ❜❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛t♦♠s ⌊A⌋ ❛♥❞ ⌈B⌉ ❛r❡ ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ q✉❛♥t✐✜❡r r✐❣❤t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✿

• ∀r✿

Γ ⊢ A{c/x}
Γ ⊢ ∆,∀x A

❬∀r❪
!

⊢ Lmlj
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆,∀x A⌉ : · ⇓ ⌈∀x A⌉⊥
❬Ir❪

⊢ Lmlj
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈Ac⌉ : · ⇑
⊢ Lmlj

:
l ⌊Γ⌋ :

r · : · ⇑ ∀x?r⌈Ax⌉
❬∀, ?r❪

⊢ Lmlj
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆,∀x A⌉ : · ⇓ !l∀x?r⌈Ax⌉
❬!l❪

⊢ Lmlj
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆,∀x A⌉ : · ⇓ ⌈∀B⌉⊥ ⊗ !l∀x?r⌈Bx⌉
❬⊗❪

⊢ Lmlj
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆,∀x A⌉ : · ⇑
❬D∞,∃❪



✻✳✺✳ ❆ ❢♦❝✉s❡❞ ♠✉❧t✐✲❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ■♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ▲♦❣✐❝ ✶✶✸

Γ, A ⊃ B → A; · Γ, A ⊃ B, B ⊢ ∆

Γ, A ⊃ B ⊢ ∆
❬⊃l❪

Γ, A ⊢ B

Γ → A ⊃ B; ∆
❬⊃r❪

Γ, A ∨ B, A ⊢ ∆ Γ, A ∨ B, B ⊢ ∆

Γ, A ∨ B ⊢ ∆
❬∨l❪

Γ ⊢ A, B,∆

Γ → A ∨ B; ∆
❬∨r❪

Γ, A ∧ B, A,B ⊢ ∆

Γ, A ∧ B ⊢ ∆
❬∧l❪

Γ → A; ∆ Γ → B; ∆

Γ → A ∧ B; ∆
❬∧r❪

Γ, A → A; ∆
❬■❪

Γ → C; ∆

Γ ⊢ C,∆
❬D❪

Γ,⊥ ⊢ ∆
❬⊥l❪

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❚❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♠✉❧t✐✲❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ✲ LJQ∗✳

(■❞1) ⌊A⌋⊥ ⊗ ⌈A⌉⊥ (⊥L) ⌊⊥⌋⊥
(⊃L) ⌊A ⊃ B⌋⊥ ⊗ (!l?f⌈A⌉ ⊗ !r?l⌊B⌋) (⊃R) ⌈A ⊃ B⌉⊥ ⊗ !l(?l⌊A⌋ O ?r⌈B⌉)
(∨L) ⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (!r?l⌊A⌋ ⊗ !r?l⌊B⌋) (∨R) ⌈A ∨ B⌉⊥ ⊗ !r(?r⌈A⌉ O ?r⌈B⌉)
(∧L) ⌊A ∧ B⌋⊥ ⊗ !r(?l⌊A⌋ O ?l⌊B⌋) (∧R) ⌈A ∧ B⌉⊥ ⊗ (!r?f⌈A⌉ ⊗ !r?f⌈B⌉)

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❚❤❡ t❤❡♦r② Lljq ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ s②st❡♠ ▲❏◗∗✳

❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❛♥❣ ✐s t♦ ✇❡❛❦❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ⌈·⌉ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ⌈Ac⌉ ✐s ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ✷

✻✳✺ ❆ ❢♦❝✉s❡❞ ♠✉❧t✐✲❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ■♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ▲♦❣✐❝

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠♦✈❡ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠s✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♠✉❧t✐✲
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ▲❏◗∗✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍❡r❜❡❧✐♥ ❬❍❡r❜❡❧✐♥ ✶✾✾✺✱ ♣❛❣❡ ✼✽❪ ❛♥❞ ✇❛s ✉s❡❞ ❜② ❉②❝❦❤♦✛ ✫ ▲❡♥❣r❛♥❞ ✐♥
❬❉②❝❦❤♦✛ ✷✵✵✻❪✳ ▲❏◗∗ ❤❛s t✇♦ t②♣❡s ♦❢ s❡q✉❡♥ts✿ ✉♥❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Γ ⊢ ∆ ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡❞
s❡q✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Γ → A; ∆ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ A✱ ✐♥ t❤❡ st♦✉♣✱ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t
Γ ⊢ljq ∆ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t Γ ⊢ ∆ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❏◗∗ ❛♥❞ t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t Γ →ljq A; ∆ t♦
❞❡♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t Γ → A; ∆ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❏◗∗✳ ❆s ✐s ✉s✉❛❧ ✐♥ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠s✱ t❤❡ st♦✉♣✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡ D✱ r❡str✐❝ts t❤❡ ♣r♦♦❢s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ s♦♠❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡
t♦ ♣r♦♦❢s✳ ❍❡r❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ r✐❣❤t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦♥❧②
❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦♥❧② ✉♥❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥ts✳

❚❤❡ t❤❡♦r② ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ ✉s❡s t❤r❡❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✿ l✱ ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡
♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ s❡q✉❡♥ts❀ r✱ ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ s❡q✉❡♥ts❀ ❛♥❞ f ✱ ✉s❡❞ t♦
❡♥❝♦❞❡ t❤❡ st♦✉♣ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥ts✳ ❆s ✐t ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❝❧❡❛r ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✻✳✸✱ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ s❡q✉❡♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱ ✈✐❛ t❤❡ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡✱ ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞
✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❧❛✉s❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s t❤❛t
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥ts ✇✐❧❧ s♣❡❝✐❢② t✇♦ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✿ ♦♥❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝
✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ✇❤♦s❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❛ ❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸ ▲❡t ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✱ ⌈·⌉ ❛♥❞ ⌊·⌋✱ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ ❧❡t Γ∪∆∪{C}
❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s l, r ❛♥❞ f ✱ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡
〈{f, l, r,∞}{f � r � l � ∞}; {l, r,∞}; {l, r,∞}〉✳ ❚❤❡♥

✶✳ ⊢sellf Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f · : · ⇑ ✐✛ Γ ⊢ljq ∆



✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❛ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

✷✳ ⊢sellf Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f ⌈C⌉ : · ⇑ ✐✛ Γ →ljq C; ∆✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣r♦♦❢s✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ ❛
♣r♦♦❢ ✜♥✐s❤❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡ ♦r ❛ ⊥l r✉❧❡✿

• ■♥✐t✐❛❧ ❘✉❧❡✿

Γ, A → A; ∆
❬■❪

!

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f · : · ⇓ ⌊A⌋⊥

❬Il❪
⊢ Lljq

:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f ⌈A⌉ : · ⇓ ⌈A⌉⊥

❬If ❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f ⌈A⌉ : · ⇓ ⌊A⌋⊥ ⊗ ⌈A⌉⊥

❬⊗❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f ⌈A⌉ : · ⇑

❬D∞,∃❪

❆s ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡s ❛r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♥♦t ❡♥❝♦❞❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜② ❝❧❛✉s❡s ✐♥ Lljq✱ t❤❡r❡ ✐s
②❡t ❛♥♦t❤❡r ❢♦❝✉s❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ■❞1 t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ f ✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✿

Γ, A → A; ∆
❬■❪

Γ, A ⊢ A,∆
❬D❪

!

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈∆, A⌉ :
f · : · ⇓ ⌈A⌉⊥

❬If ❪
⊢ Lljq

:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈∆, A⌉ :
f · : · ⇓ ⌊A⌋⊥

❬Il❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈∆, A⌉ :
f · : · ⇓ ⌊A⌋⊥ ⊗ ⌈A⌉⊥

❬⊗❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈∆, A⌉ :
f · : · ⇑

❬D∞,∃❪

❆s t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ f ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❡✐t❤❡r ⌈A⌉ ✐s ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t f ♦r ✐t ✐s ❡♠♣t②✳ ❚❤✉s✱ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s
❢♦❝✉s❡❞ ♦♥✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ❜❛s❡ ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛ ⊥l r✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❝❛s❡ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡s st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❢t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✳

• ⊃l✿

Γ, A ⊃ B → A; · Γ, A ⊃ B, B ⊢ ∆

Γ, A ⊃ B ⊢ ∆
❬⊃l❪

!

⊢ K ⇓ ⌊A ⊃ B⌋⊥
❬Il❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ·
:
f ⌈A⌉ : · ⇑

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ·
:
f · : · ⇑ ?f⌈A⌉

❬?f ❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f · : · ⇓ !l?f⌈A⌉

❬!l❪
⊢ Lljq

:
l ⌊Γ′, B⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f · : · ⇑

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f · : · ⇓ !r?f⌈B⌉

❬!l, ?l❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f · : · ⇓ ⌊A ⊃ B⌋⊥ ⊗ (!l?f⌈A⌉ ⊗ !r?l⌊B⌋)

❬2 ×⊗❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f · : · ⇑

❬D∞, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ⌈∆⌉ ❛♥❞ Γ′ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Γ ∪ {A ⊃ B}✳ ❚❤❡ r♦❧❡
♦❢ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❜❛♥❣s✱ !l ❛♥❞ !r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ (⊃L)✱ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡t❛✲❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ l✲❜❛♥❣ ❡♥❢♦r❝❡s t❤❛t t❤❡ s❡t ♦❢ ❛t♦♠s✱
⌈∆⌉✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t✱ ✐s ✇❡❛❦❡♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦♣❡♥ ♣r❡♠✐s❡✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ r✲❜❛♥❣ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❢♦❝✉s❡❞ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦♣❡♥ ♣r❡♠✐s❡✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ f ✲
❝♦♥t❡①t ✐s ❡♠♣t②✱ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ t❤❛t ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❝❛♥ ❜❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ♥♦ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥✳



✻✳✺✳ ❆ ❢♦❝✉s❡❞ ♠✉❧t✐✲❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ■♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ▲♦❣✐❝ ✶✶✺

• ⊃r✿ ❚❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ r✐❣❤t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ❢♦❧❧♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r ❧✐♥❡
♦❢ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡❀ ✇❡ ✉s❡ ❛ l✲❜❛♥❣ t♦ ✇❡❛❦❡♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ r✳

Γ, A ⊢ B

Γ → A ⊃ B; ∆
❬⊃r❪

!

⊢ Σ ⇓ ⌈A ⊃ B⌉⊥
❬Ir❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ, A⌋ :

r ⌈B⌉ :
f · : · ⇑

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f · : · ⇓ !l(?l⌊A⌋ O ?r⌈B⌉)

❬!l,O, ?r, ?l❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f ⌈A ⊃ B⌉ : · ⇓ ⌈A ⊃ B⌉⊥ ⊗ !l(?l⌊A⌋ O ?r⌈B⌉)

❬⊗❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f ⌈A ⊃ B⌉ : · ⇑

❬D∞, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ Σ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f ⌈A ⊃ B⌉✳

• ∨l✿

Γ, A ∨ B, A ⊢ ∆ Γ, A ∨ B, B ⊢ ∆

Γ, A ∨ B ⊢ ∆
❬∨l❪

!

⊢ K ⇓ ⌊A ∨ B⌋⊥
❬Il❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ′, A⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f · : · ⇑

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f · : · ⇓ !r?l⌊A⌋

❬!r, ?l❪
⊢ Lljq

:
l ⌊Γ′, B⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f · : · ⇑

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f · : · ⇓ !r?l⌊B⌋

❬!r, ?l❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f · : · ⇓ ⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (!r?l⌊A⌋ ⊗ !r?l⌊B⌋)

❬2 ×⊗❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f · : · ⇑

❬D∞, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ⌈∆⌉ ❛♥❞ Γ′ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s Γ ∪ {A ∨
B}✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛❣❛✐♥ ✉s❡ r✲❜❛♥❣s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ (∨L) t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ f

s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❛ ♠❡t❛✲❧♦❣✐❝ s❡q✉❡♥t t❤❛t
❡♥❝♦❞❡s ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ s❡q✉❡♥t✳

• ∨r✿

Γ ⊢ A, B,∆

Γ → A ∨ B; ∆
❬∨r❪

!

⊢ Σ ⇓ ⌈A ∨ B⌉⊥
❬If ❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆, A,B⌉ :
f · : · ⇑

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f · : · ⇓ !r(?r⌈A⌉ O ?r⌈B⌉)

❬!r,O, 2 × ?❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f ⌈A ∧ B⌉ : · ⇓ ⌈A ∨ B⌉⊥ ⊗ !r(?r⌈A⌉ O ?r⌈B⌉)

❬⊗❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f ⌈A ∨ B⌉ : · ⇑

❬D∞, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ Σ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f ⌈A∨B⌉✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r✲❜❛♥❣ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t

t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ f ✲❝♦♥t❡①t ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❜r❛♥❝❤✳

• ∧l✿

Γ, A ∧ B, A,B ⊢ ∆

Γ, A ∧ B ⊢ ∆
❬∧l❪

!

⊢ K ⇓ ⌊A ∧ B⌋⊥
❬Il❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ′, A,B⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f · : · ⇑

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f · : · ⇓ !r(?l⌊A⌋ O ?l⌊B⌋)

❬!r,O, 2 × ?l❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f · : · ⇓ ⌊A ∧ B⌋⊥ ⊗ !r(?l⌊A⌋ O ?l⌊B⌋)

❬⊗❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f · : · ⇑

❬D∞, 2 × ∃❪



✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❛ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

⊢ [Θ, Pa],Γ

⊢ [Θ],Γ, Pa
❬[]❪

7→ [Θ], P

⊢ [Θ, P ]
❬D❪

⊢ [Θ], N

7→ [Θ], N
❬R❪

7→ [Θ, A⊥p ], Ap

❬■❪
7→ [Θ], t

❬t1❪ ⊢ [Θ],Γ,⊥⊥
❬⊥❪

⊢ [Θ],Γ

⊢ [Θ],Γ, t⊥
❬t2❪

⊢ [Θ],Γ, A ⊢ [Θ],Γ, B

⊢ [Θ],Γ, A ∧− B
❬∧−❪ ⊢ [Θ],Γ, A,B

⊢ [Θ],Γ, A ∨− B
❬∨−❪

7→ [Θ], B{t/x}
7→ [Θ],∃xB

❬∃❪ ⊢ [Θ],Γ, B{c/x}
⊢ [Θ],Γ,∀xB

❬∀❪

7→ [Θ], A 7→ [Θ], B

7→ [Θ], A ∧+ B
❬∧+❪

7→ [Θ], Ai

7→ [Θ], A1 ∨+ A2
❬∨+❪

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ▲❑❋✳ ❍❡r❡✱ Ap ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧✱ P ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ N ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
❢♦r♠✉❧❛✱ Pa ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦r ❛ ❧✐t❡r❛❧✱ Θ ✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦r ❧✐t❡r❛❧s✱ Γ ✐s ❛
♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r✉❧❡ ∀✱ c ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❢r❡❡ ✐♥ Θ ♥♦r ✐♥ Γ✳

✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Lljq
:
l ⌊Γ′⌋ :

r ⌈∆⌉ ❛♥❞ Γ′ = Γ∪{A∧B}✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ r✲❜❛♥❣ ❡♥❢♦r❝❡s
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❢♦r t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ f ✐s ❡♠♣t②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ t❤❛t
❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ✐❢ ♥♦ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥✳

• ∧r✿

Γ → A; ∆ Γ → B; ∆

Γ → A ∧ B; ∆
❬∧r❪

!

⊢ Σ ⇓ ⌈A ∧ B⌉⊥
❬If ❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f ⌈A⌉ : · ⇑

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f · : · ⇓ !r?f⌈A⌉

❬!r, ?f ❪
⊢ Lljq

:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f ⌈B⌉ : · ⇑

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f · : · ⇓ !r?f⌈B⌉

❬!r, ?f ❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f ⌈A ∧ B⌉ : · ⇓ ⌈A ∧ B⌉⊥ ⊗ (!r?f⌈A⌉ ⊗ !r?f⌈B⌉)

❬2 ×⊗❪

⊢ Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉
:
f ⌈A ∧ B⌉ : · ⇑

❬D∞, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ Σ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Lljq
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈∆⌉ :
f ⌈A ∧ B⌉✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r✲❜❛♥❣s ❤❛s t❤❡ s❛♠❡

♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ (∨R)✱ ♥❛♠❡❧② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ f ✲❝♦♥t❡①t✳
✷

✻✳✻ ▲❑❋

▲✐❛♥❣ ✫▼✐❧❧❡r ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✽✱ ▲✐❛♥❣ ✷✵✵✼❪ t❤❡ s②st❡♠ ▲❑❋ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝ ✇❤♦s❡ ❢r❛❣♠❡♥t
✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ ▲❏❋ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ t❤❛t ✇❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆s ✐♥ ▲❏❋✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❢♦r ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢② ❛s ♣♦s✐t✐✈❡
t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐s ❡✐t❤❡r ∧+✱ ∨+✱ ∃ ♦r t ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s pos , syn , asyn , lit ,

❛♥❞ litSyn ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s litp ❛♥❞ litn✱
✇❤♦s❡ s✉♣❡rs❝r✐♣ts ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ❛ ❧✐t❡r❛❧✿ p ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ n ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡
♣♦❧❛r✐t② ❧✐t❡r❛❧s✳ ❲❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
♥❡❣❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳

❚❤❡ s②st❡♠ ▲❑❋ ❤❛s t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ s❡q✉❡♥ts✿ 7→ [Θ], P ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥t ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
P ❀ ⊢ [Θ],∆ ✐s t❤❡ ✉♥❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥t❀ ⊢ [Θ] ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥t t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s



✻✳✻✳ ▲❑❋ ✶✶✼

(∧+) ⌈A ∧+ B⌉⊥ ⊗ (strs A ⊗ strs B) (∧−) ⌈A ∧− B⌉⊥ ⊗ (stra
& A B)

(∨+) ⌈A1 ∨+ A2⌉⊥ ⊗ (strs A1 ⊕ strs A2) (∨−) ⌈A ∨− B⌉⊥ ⊗ (stra
O A B)

(∃) ⌈∃B⌉⊥ ⊗ (strs Bx) (∀) ⌈∀B⌉⊥ ⊗ (stra B)

(t1) ⌈t⌉⊥ ⊗⊤ (t2) ⌈t⊥⌉⊥ ⊗⊥
(⊥) ⌈⊥⊥⌉⊥ ⊗⊤ (■❞1) ⌈litp A⌉⊥ ⊗ ⌈litn A⊥⌉⊥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ❚❤❡ t❤❡♦r② Llkf ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ▲❑❋✳

syn A
∆
= ∃A1A2(A = A1 ∧+ A2) ⊕ ∃A1A2(A = A1 ∨+ A2) ⊕ ∃B(A = ∃B) ⊕ (A = t)

asyn A
∆
= ∃A1A2(A = A1 ∧− A2) ⊕ ∃A1A2(A = A1 ∨− A2) ⊕ ∃B(A = ∀B) ⊕ (A = ⊥)

lit A
∆
= ∃A1[(A = litn A1) ⊕ (A = litp A1)]

litSyn A
∆
= ∃A1[(lit A1) ⊕ (syn A1)]

pos A
∆
= ∃A1[(A = litp A1) ⊕ (syn A1)]

stra
• A B

∆
= [(litSyn A) ⊗ (litSyn B) ⊗ (?s⌈A⌉ • ?s⌈B⌉)]⊕

[(litSyn A) ⊗ (asyn B) ⊗ (?s⌈A⌉ • ⌈B⌉)]⊕
[(asyn A) ⊗ (litSyn B) ⊗ (⌈A⌉ • ?s⌈B⌉)]⊕
[(asyn A) ⊗ (asyn B) ⊗ (⌈A⌉ • ⌈B⌉)]

stra A
∆
= ∃B(A = λxB) ⊗ {[litSynB ⊗ (∀x?s⌈Ax⌉)] ⊕ [asyn B ⊗ (∀x⌈Ax⌉)]}

strs A
∆
= [(pos A) ⊗ (!s ?f⌈A⌉)] ⊕ [(asyn A) ⊗ (!s⌈A⌉)] ⊕ [∃A1(A = litn A1) ⊗ (!s?s⌈A⌉)]

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❙❡t ♦❢ ❛✉①✐❧✐❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ r✉❧❡s ✐♥ ▲❑❋✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
✉♥✐✈❡rs❛❧ q✉❛♥t✐✜❡rs ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡❧✐❞❡❞❀ ❛♥❞ • ✐s ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ & ♦r O✳

❢♦r♠✉❧❛s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t ⊢lkf [Γ],Θ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ [Γ],Θ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❑❋

❛♥❞ t❤❡ ❥✉❞❣♠❡♥t 7→lkf [Γ],Θ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t 7→ [Γ],Θ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❑❋✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧
r✉❧❡s D✱ R ❛♥❞ [] ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♦♥ ▲❑❋ ♣r♦♦❢s✿ ✐♥ ❛❧❧ s❡q✉❡♥ts✱ Θ ✐s ♦♥❧②
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❧✐t❡r❛❧s❀ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥
❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦r ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t❀ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❧✐t❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s
❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥✳

❚❤❡ t❤❡♦r② Llkf ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ s②st❡♠ ▲❑❋ ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ ✉♥r❡❧❛t❡❞ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✿
s ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ▲❑❋✬s s❡q✉❡♥ts❀ ❛♥❞ f ✇❤✐❝❤
✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ st♦✉♣ ♦❢ ▲❑❋✬s ❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥ts✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s D,R

❛♥❞ [] ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s s ❛♥❞ f ✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡s❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛✉s❡s✱ ✇❤✐❝❤
✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s stra

&✱ stra
O✱ strs✱ ❛♥❞ stra✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s stra

&✱ stra
O✱ ❛♥❞ stra

❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② t❤❛t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡
♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ s✲❝♦♥t❡①t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s strs❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
r✉❧❡s ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② t❤❛t ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ f ✲❝♦♥t❡①t ❛♥❞ t❤❛t
♥❡❣❛t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s ❛r❡ ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ s✲❝♦♥t❡①t✳ ◆♦t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❥✉st t♦
❣✐✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r② Llkf ✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ♣r❡s❡♥t ❛♥♦t❤❡r t❤❡♦r②✱ ✇❤❡r❡
t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝❧❛✉s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✬s s✉❜❢♦r♠✉❧❛s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤✐s t❤❡♦r② ✇♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✉s❡✱

∃A1A2B1B2[⌈(A1 ∧+ B1) ∧+ (A2 ∨− B2)⌉⊥ ⊗ (!s?f⌈A1 ∧+ B1⌉ ⊗ !s⌈A2 ∨− B2⌉)],



✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❛ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ (∧+) t❤❡ ❛t♦♠s strs A1 ∧+ B1 ❛♥❞ strs A2 ∨− B2 ❜② ❛
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

❙tr✐❝t❧②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡♥❝♦❞❡ ❛❧❧ ▲❑❋ ♣r♦♦❢s ❜✉t t❤❡ ▲❑❋ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❛♣♣❧② ❡❛❣❡r❧② t❤❡ str✉❝t✉r❛❧
❢♦❝✉s✐♥❣ r✉❧❡s✿ [], R✱ ❛♥❞ D✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥str✉❝t ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ▲❑❋ t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡s❡ str✉❝t✉r❛❧
r✉❧❡s ✐♥t♦ ✐ts ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ∧− r✉❧❡ ✐♥ ▲❑❋✱ t❤✐s s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥t❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛♥ts ❢♦r t❤✐s r✉❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s✉❜❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✿

⊢ [Θ, P 1
a ],Γ ⊢ [Θ],Γ, B1

⊢ [Θ],Γ, P 1
a ∧− B1

❬∧−1 ❪
⊢ [Θ, P 1

a ],Γ ⊢ [Θ, P 2
a ],Γ

⊢ [Θ],Γ, P 1
a ∧− P 2

a

❬∧−2 ❪

⊢ [Θ],Γ, B1 ⊢ [Θ, P 1
a ],Γ

⊢ [Θ],Γ, B1 ∧− P 1
a

❬∧−3 ❪
⊢ [Θ],Γ, B1 ⊢ [Θ],Γ, B2

⊢ [Θ],Γ, B1 ∧− B2
❬∧−4 ❪

⊢ [Θ, P 1
a ] ⊢ [Θ], B1

7→ [Θ], P 1
a ∧− B1

❬∧−5 ❪
⊢ [Θ, P 1

a ] ⊢ [Θ, P 2
a ]

7→ [Θ], P 1
a ∧− P 2

a

❬∧−6 ❪

⊢ [Θ], B1 ⊢ [Θ, P 1
a ]

7→ [Θ], B1 ∧− P 1
a

❬∧−7 ❪
⊢ [Θ], B1 ⊢ [Θ], B2

7→ [Θ], B1 ∧− B2
❬∧−8 ❪

✇❤❡r❡ P 1
a ❛♥❞ P 2

a ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ❧✐t❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ B1 ❛♥❞ B2 ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❧✐t❡r❛❧
♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤✐s ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s ❛❧s♦ ♦❝❝✉rr❡❞ ✇❤❡♥ ●✐r❛r❞ ✉s❡❞ ❤✐s
❯♥✐t② ♦❢ ▲♦❣✐❝ s②st❡♠ ❬●✐r❛r❞ ✶✾✾✶❪ t♦ ❞❡✜♥❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳ ❆s ✐♥ t❤❡ r✉❧❡s
❛❜♦✈❡✱ ●✐r❛r❞ ✉s❡❞ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✬s
s✉❜❢♦r♠✉❧❛s✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❞❡q✉❛❝② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✱ ❛♥❞
s✐♥❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥t❡①ts ✭❜r❛❝❦❡t❡❞✱ ✉♥❜r❛❝❦❡t❡❞✱ ❛♥❞ st♦✉♣✮ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t t②♣❡s ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹ ▲❡t ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡
♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ♦r ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ ∆ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❧✐t❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ C

❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✳ ▲❡t t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ s ❛♥❞ f ✱ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡
〈{∞, f, s}; {f � ∞, s � ∞}{s,∞}; {s,∞}〉✳ ❚❤❡♥

✶✳ ⊢lkf [Γ],∆ ✐✛ ⊢sellf Llkf
:
s ⌈Γ⌉ :

f · : ⌈∆⌉ ⇑❀

✷✳ 7→lkf [Γ], C ✐✛ ⊢sellf Llkf
:
s ⌈Γ⌉ :

f ⌈C⌉ : · ⇑✳

Pr♦♦❢ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣r♦♦❢s✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ✐s
✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡✳

• ■♥✐t✐❛❧ ❘✉❧❡✿

7→ [Θ, A⊥], A
❬■❪

!

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ, litn A⊥⌉ :

f ⌈litp A⌉ : · ⇓ ⌈litp A⌉⊥
❬If ❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ, litn A⊥⌉ :

f · : · ⇓ ⌈litn A⊥⌉⊥
❬Is❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ, litn A⊥⌉ :

f ⌈litp A⌉ : · ⇓ ⌈litp A⌉⊥ ⊗ ⌈litn A⊥⌉⊥
❬⊗❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ, litn A⊥⌉ :

f ⌈litp A⌉ : · ⇑
❬D∞,∃❪

❙✐♠✐❧❛r❧② ❛s ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ▲❏◗∗✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ r✉❧❡ D ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r②✱ t❤❡r❡
✐s ❛♥♦t❤❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ■❞1✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❢♦r t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ f ✐s
❡♠♣t②✳ ❚❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s D ❛♥❞ ■✳ ❚❤❡
♦t❤❡r ❜❛s❡ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ r✉❧❡s t1 ❛♥❞ ⊥ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✳



✻✳✻✳ ▲❑❋ ✶✶✾

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡s✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
r✉❧❡✳

• ∧−✿ ❙✐♥❝❡ t❤❡ [] r✉❧❡s ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② Llkf ✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❝❛s❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦❜t❛✐♥❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s✉❜❢♦r♠✉❧❛s✱ A ❛♥❞ B✱ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡
✇❤❡♥ A ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❧✐t❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ B ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡
♦t❤❡r ❝❛s❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳

⊢ [Θ],Γ, A

⊢ [Θ, B],Γ

⊢ [Θ],Γ, B
❬R❪

⊢ [Θ],Γ, A ∧− B
❬∧−❪

!

⊢ Σ ⇓ ⌈A ∧− B⌉⊥
❬■❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f · : ⌈Γ, A⌉ ⇑
⊢ Llkf

:
s ⌈Θ⌉ :

f · : ⌈Γ⌉ ⇑ ⌈A⌉
❬R⇑❪ ⊢ Llkf

:
s ⌈Θ, B⌉ :

f · : ⌈Γ⌉ ⇑
⊢ Llkf

:
s ⌈Θ⌉ :

f · : ⌈Γ⌉ ⇑ ?s⌈B⌉
❬?s❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f · : ⌈Γ⌉ ⇓ ⌈A⌉ & ?s⌈B⌉
❬R⇓,&❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f · : ⌈Γ⌉ ⇓ stra
& A B

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f · : ⌈Γ, A ∧− B⌉ ⇓ ⌈A ∧− B⌉⊥ ⊗ (stra
& A B)

❬⊗❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f · : ⌈Γ, A ∧− B⌉ ⇑
❬D∞, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ Σ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f · : ⌈A ∧− B⌉✳ ◆♦t✐❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ R r✉❧❡s ❛r❡
❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② Llkf ✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (∧−)✿

⊢ Σ ⇓ ⌈A ∧− B⌉⊥
❬■❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f · : ⌈A⌉ ⇑
⊢ Llkf

:
s ⌈Θ⌉ :

f · : · ⇑ ⌈A⌉
❬R⇑❪ ⊢ Llkf

:
s ⌈Θ, B⌉ :

f · : · ⇑
⊢ Llkf

:
s ⌈Θ⌉ :

f · : · ⇑ ?s⌈B⌉
❬?s❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f · : · ⇓ ⌈A⌉ & ?s⌈B⌉
❬R⇓,&❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f · : · ⇓ stra
& A B

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f ⌈A ∧− B⌉ : · ⇓ ⌈A ∧− B⌉⊥ ⊗ (stra
& A B)

❬⊗❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f ⌈A ∧− B⌉ : · ⇑
❬D∞, 2 × ∃❪

t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s R,∧− ❛♥❞ [ ] t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡s
t❤❡ s❡q✉❡♥t 7→ [Θ], A ∧− B✳

• ∨−✿ ❆❣❛✐♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❝❛s❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡ t❤❡ s✉❜❢♦r♠✉❧❛s✱ A ❛♥❞ B✱ ♦❢ t❤❡
❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ A ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❧✐t❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛
❛♥❞ B ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✳

⊢ [Θ, B],Γ, A

⊢ [Θ],Γ, A,B
❬[]❪

⊢ [Θ],Γ, A ∨− B
❬∨−❪

!

⊢ Σ : ⌈A ∨− B⌉ ⇓ ⌈A ∨− B⌉⊥
❬■❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ, B⌉ :

f · : ⌈Γ, A⌉ ⇑
⊢ Llkf

:
s ⌈Θ⌉ :

f · : ⌈Γ⌉ ⇑ ⌈A⌉, ?s⌈B⌉
❬R⇑, ?s❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f · : ⌈Γ⌉ ⇓ ⌈A⌉ O ?s⌈B⌉
❬R⇓,O❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f · : ⌈Γ⌉ ⇓ stra
O A B

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f · : ⌈Γ, A ∨− B⌉ ⇓ ⌈A ∨− B⌉⊥ ⊗ (stra
O A B)

❬⊗❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f · : ⌈Γ, A ∨− B⌉ ⇑
❬D∞, 2 × ∃❪



✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❛ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

✇❤❡r❡ Σ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s :
s Llkf , ⌈Θ⌉ :

f · : ⌈A ∨− B⌉✳ ❆s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ s✐♥❝❡ R r✉❧❡s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② Llkf ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (∨−)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡
r✉❧❡s R,∨− ❛♥❞ [ ]✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥t 7→ [Θ], A ∨− B✳

❚❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s ❢♦❧❧♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥✐♥❣✳
❚❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s r✉❧❡s

s❤♦✇♥ ❜❡❢♦r❡✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✳

• ∧+✿ ❆ss✉♠❡ ❜❡❧♦✇ t❤❛t A ❛♥❞ B ❛r❡ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s✳

7→ [Θ], A 7→ [Θ], B

7→ [Θ], A ∧+ B
❬∧+❪

!

⊢ Σ ⇓ ⌈A ∧+ B⌉⊥
❬If ❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉

:
f ⌈A⌉ : · ⇑

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉

:
f · : · ⇓ !s?f⌈A⌉

❬!s, ?f ❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉

:
f · : · ⇓ str

s A

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉

:
f ⌈B⌉ : · ⇑

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉

:
f · : · ⇓ !s?f⌈B⌉

❬!s, ?f ❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉

:
f · : · ⇓ str

s B

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉

:
f · : · ⇓ str

s A ⊗ str
s B

❬⊗❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉

:
f ⌈A ∧+ B⌉ : · ⇓ ⌈A ∧+ B⌉⊥ ⊗ (strs A ⊗ str

s B)
❬⊗❪

⊢ Llkf
:
s ⌈Θ⌉

:
f ⌈A ∧+ B⌉ : · ⇑

❬D∞, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ Σ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Llkf
:
s ⌈Θ⌉ :

f ⌈A ∧+ B⌉✳ ❍❡r❡ t❤❡ s✲❜❛♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (∧+) ❡♥s✉r❡s
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❢♦r t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ f ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✐♥ t❤❡
♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✉♥❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t ✐s ❡♠♣t②✳
❆s ❜❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ D r✉❧❡s ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② Llkf ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t
✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (∧+)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s
D ❛♥❞ ∧+✳ ✷

✻✳✼ ▲❏❋

❚❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ ▲❏❋ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲✐❛♥❣ ✫ ▼✐❧❧❡r ❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✽❪✱ ✐s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✳ ❲❡ ❛ss✐❣♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❢♦r ❛t♦♠s ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❢② ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛s ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐s ❡✐t❤❡r ∧+✱ ∨✱ ∃ ♦r t ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst s❡t ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
s❤♦✇♥ ✐♥ ✻✳✶✹✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ ❛t♦♠s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s atomp ❛♥❞ atomn✱ ✇❤♦s❡ s✉♣❡rs❝r✐♣ts
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠✿ p ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛t♦♠ ❛♥❞ n ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②
❛t♦♠s✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧② ❢r♦♠ ▲❑❋✱ t❤❡ s②st❡♠ ▲❏❋ ❤❛s t✇♦ s✐❞❡❞ s❡q✉❡♥ts✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡✐r
r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ❝♦♥t❡①ts ❤❛✈❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥❞ ❢♦✉r t②♣❡s ♦❢ s❡q✉❡♥ts✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✹✳

❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❤❡♦r② Lljf ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ❡♥❝♦❞❡s ▲❏❋✳ ■t ✉s❡s t❤r❡❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✿ l ✐s
❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❧❡❢t ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t❀ r ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞
s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ r✐❣❤t ❜r❛❝❦❡t❡❞ ❝♦♥t❡①t❀ ❛♥❞ f ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t❤❛t
❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ st♦✉♣✳ ❆s ❜❡❢♦r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ▲❑❋✱ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s []l, []r, Rl, Rr, Dl

❛♥❞ Dr ✐♥ ▲❏❋ ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② Lljf ✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛t♦♠s strsl✱ strsr✱ stral✱
stral

& ✱ stral
O ✱ strar

& ✱ strar
O ✱ ❛♥❞ stra

r t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ♣❧❛❝❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
strsl ❛♥❞ strsr ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ❛♥❞
s♣❡❝✐❢② t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ f ✲❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❛t♦♠s ❛r❡ ♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ l✲❝♦♥t❡①t ♦r r✲❝♦♥t❡①t✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s stral✱ stral

& ✱ stral
O ✱ strar

& ✱ strar
O ✱ ❛♥❞ stra

r ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣
♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❛t♦♠s ❛r❡
♠♦✈❡❞ t♦ t❤❡ l✲❝♦♥t❡①t ♦r r✲❝♦♥t❡①t✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ▲❑❋✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t str✐❝t❧② ❡♥❝♦❞❡ ▲❏❋ ❜✉t
❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ✐t t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ r✉❧❡s ✐♥t♦ ✐ts ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s✳



✻✳✼✳ ▲❏❋ ✶✷✶

[N, Γ]
N−→ [R]

[N, Γ] −→ [R]
❬Dl❪

[Γ]−P→
[Γ] −→ [P ]

❬Dr❪
[Γ], P −→ [R]

[Γ]
P−→ [R]

❬Rl❪ [Γ] −→ N

[Γ]−N→ ❬Rr❪

[Γ]
An−−→ [An]

❬Il❪
[Γ, Ap]−Ap

→ ❬Ir❪
[Γ, Na],Θ −→ R
[Γ],Θ, Na −→ R ❬[]l❪

[Γ],Θ −→ [Pa]

[Γ],Θ −→ Pa
❬[]r❪

[Γ],Θ,⊥ −→ R ❬⊥l❪
[Γ],Θ −→ R

[Γ],Θ, t −→ R ❬tl❪
[Γ]−t→

❬tr❪

[Γ],Θ, A,B −→ R
[Γ],Θ, A ∧+ B −→ R ❬∧+

l ❪
[Γ]−A→ [Γ]−B→

[Γ]−A∧+B→
❬∧+

r ❪
[Γ]−A→ [Γ]

B−→ [R]

[Γ]
A⊃B−−−→ [R]

❬⊃l❪

[Γ]
Ai−→ R

[Γ]
A1∧−A2−−−−−→ [R]

❬∧−l ❪ [Γ],Θ −→ A [Γ],Θ −→ B

[Γ],Θ −→ A ∧− B
❬∧−r ❪

[Γ],Θ, A −→ B

[Γ],Θ −→ A ⊃ B
❬⊃r❪

[Γ],Θ, A −→ R [Γ],Θ, B −→ R
[Γ],Θ, A ∨ B −→ R ❬∨l❪

[Γ]−Ai
→

[Γ]−A1∨A2
→ ❬∨i❪

[Γ]
A{t/x}−−−−−→ [R]

[Γ]
∀xA−−−→ [R]

❬∀l❪

[Γ],Θ, A −→ R
[Γ],Θ,∃xA{c/x} −→ R ❬∃l❪

[Γ]−A[t/x]→
[Γ]−∃xA→

❬∃r❪
[Γ],Θ −→ A{c/x}

[Γ],Θ −→ ∀yA
❬∀r❪

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ▲❏❋✿ ❍❡r❡✱ Γ ❛♥❞ Θ ❛r❡ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ An ❞❡♥♦t❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛t♦♠✱ Ap ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❛t♦♠✱ ❛♥❞ P ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ N ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ Na ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦r ❛♥ ❛t♦♠✱ ❛♥❞ Pa ❛
♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦r ❛♥ ❛t♦♠✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② ❛♥❞ y ✐s ♥♦t ❢r❡❡ ✐♥ Γ,Θ ♦r R✳

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❞❡q✉❛❝② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①ts ✭❜r❛❝❦❡t❡❞✱
✉♥❜r❛❝❦❡t❡❞✱ ❛♥❞ st♦✉♣✮ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t t②♣❡s ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❛ss✐❣♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② t♦ ❛❧❧
♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✱ ❛s st❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✺ ▲❡t ❛❧❧ ♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ❛t♦♠s✱ ⌈·⌉ ❛♥❞ ⌊·⌋✱ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ▲❡t Γ ❜❡ ❛ s❡t
♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ♦r ❛t♦♠s✱ ∆ ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱
Cp ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✱ Cn ❜❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✱ P ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝
❢♦r♠✉❧❛ ♦r ❛♥ ❛t♦♠✱ ❛♥❞ N ❜❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛✳ ▲❡t t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱
l, r ❛♥❞ f ✱ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ 〈{f, r, l,∞}{f � ∞, r ≺ l � ∞}; {l,∞}; {l,∞}〉✳ ❚❤❡♥

✶✳ [Γ],∆ −→ N ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❏❋ ✐✛ ⊢sellf Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f · : ⌊∆⌋, ⌈N⌉ ⇑❀

✷✳ [Γ],∆ −→ [P ] ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❏❋ ✐✛ ⊢sellf Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈P ⌉ :
f · : ⌊∆⌋ ⇑❀

✸✳ [Γ]−Cp
→ ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❏❋ ✐✛ ⊢sellf Lljf

:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f ⌈Cp⌉ : · ⇑❀

✹✳ [Γ]
Cn−−→ [P ] ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ ▲❏❋ ✐✛ ⊢sellf Lljf

:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈P ⌉ :
f ⌊Cn⌋ : · ⇑✳

Pr♦♦❢ ❆❣❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s ❜② str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ♣r♦♦❢s✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦❧❧♦✇s
t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✹✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡s t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧
❝❛s❡s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s✉❜❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❍❡r❡
✇❡ s❤♦✇ ♦♥❧② s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✳

• ⊃l✿ ❍❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t A ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ B ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s
❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳



✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❛ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

(∧+
l ) ⌊A ∧+ B⌋⊥ ⊗ (stral

O A B) (∧+
r ) ⌈A ∧+ B⌉⊥ ⊗ (strsr A ⊗ strsr B)

(∧−l ) ⌊A1 ∧− A2⌋⊥ ⊗ (strsl A1 ⊕ strsl A2) (∧−r ) ⌈A ∧− B⌉⊥ ⊗ (strar
& A B)

(∨l) ⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (stral
& A B) (∨r) ⌈A1 ∨ A2⌉⊥ ⊗ (strsr A1 ⊕ strsr A2)

(⊃l) ⌊A ⊃ B⌋⊥ ⊗ (strsr A ⊗ strsl B) (⊃r) ⌈A ⊃ B⌉⊥ ⊗ (strar
O A B)

(∃l) ⌊∃B⌋⊥ ⊗ (stral B) (∃r) ⌈∃B⌉⊥ ⊗ (strsr Bx)

(∀l) ⌊∀B⌋⊥ ⊗ (strsl Bx) (∀r) ⌈∀B⌉⊥ ⊗ (stra
r B)

(tl) ⌊t⌋⊥ ⊗⊥ (tr) ⌈t⌉⊥ ⊗ !s ⊤
(⊥l) ⌊⊥⌋ ⊗ ⊤
(■❞p

1) ⌈atomp A⌉⊥ ⊗ ⌊atomp A⌋⊥ (■❞n
1 ) ⌈atomn A⌉⊥ ⊗ ⌊atomn A⌋⊥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❚❤❡ t❤❡♦r② Lljf ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ▲❏❋✳

syn A
∆
= ∃A1A2(A = A1 ∧+ A2) ⊕ ∃A1A2(A = A1 ∨ A2) ⊕ ∃B(A = ∃B) ⊕ (A = t)

asyn A
∆
= ∃A1A2(A = A1 ∧− A2) ⊕ ∃A1A2(A = A1 ⊃ A2) ⊕ ∃B(A = ∀B) ⊕ (A = ⊥)

atom A
∆
= ∃A1[(A = atomn A1) ⊕ (A = atomp A1)]

atSyn A
∆
= ∃A1[(atom A1) ⊕ (syn A1)]

atAsyn A
∆
= ∃A1[(atom A1) ⊕ (asyn A1)]

pos A
∆
= ∃A1[(A = atomp A1) ⊕ (syn A1)]

neg A
∆
= ∃A1[(A = atomn A1) ⊕ (asyn A1)]

stral
• A B

∆
= [(atAsyn A) ⊗ (atAsyn B) ⊗ (?l⌊A⌋ • ?l⌊B⌋)]⊕

[(atAsyn A) ⊗ (syn B) ⊗ (?l⌊A⌋ • ⌊B⌋)]⊕
[(syn A) ⊗ (atAsyn B) ⊗ (⌊A⌋ • ?l⌊B⌋)]⊕
[(syn A) ⊗ (syn B) ⊗ (⌊A⌋ • ⌊B⌋)]

stral A
∆
= ∃B(A = λxB) ⊗ {[atAsyn B ⊗ (∀x?l⌊Ax⌋)] ⊕ [syn B ⊗ (∀x⌊Ax⌋)]}

strsl A
∆
= [(neg A) ⊗ (!r ?f⌊A⌋)] ⊕ [(syn A) ⊗ (!r⌊A⌋)] ⊕ [∃A1(A = atomp A1) ⊗ (!r?l⌊A⌋)]

strar
& A B

∆
= [(atSyn A) ⊗ (atSyn B) ⊗ (?r⌈A⌉ & ?r⌈B⌉)]⊕

[(atSyn A) ⊗ (asyn B) ⊗ (?r⌈A⌉ & ⌈B⌉)]⊕
[(asyn A) ⊗ (atSyn B) ⊗ (⌈A⌉ & ?r⌈B⌉)]⊕
[(asyn A) ⊗ (asyn B) ⊗ (⌈A⌉ & ⌈B⌉)]

strar
O A B

∆
= [(atAsyn A) ⊗ (atSyn B) ⊗ (?l⌊A⌋ O ?r⌈B⌉)]⊕

[(atAsyn A) ⊗ (asyn B) ⊗ (?l⌊A⌋ O ⌈B⌉)]⊕
[(syn A) ⊗ (atSyn B) ⊗ (⌊A⌋ O ?r⌈B⌉)]⊕
[(syn A) ⊗ (asyn B) ⊗ (⌊A⌋ O ⌈B⌉)]

stra
r A

∆
= ∃B(A = λxB) ⊗ {[atSyn B ⊗ (∀x?r⌈Ax⌉)] ⊕ [asyn B ⊗ (∀x⌈Ax⌉)]}

strsr A
∆
= [(pos A) ⊗ (!l ?f⌈A⌉)] ⊕ [(asyn A) ⊗ (!l⌈A⌉)] ⊕ [∃A1(A = atomn A1) ⊗ (!l?r⌈A⌉)]

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ❙❡t ♦❢ ❛✉①✐❧✐❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦❝✉s✐♥❣ r✉❧❡s ✐♥ ▲❏❋✳ ❍❡r❡✱ t❤❡
✉♥✐✈❡rs❛❧ q✉❛♥t✐✜❡rs ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡❧✐❞❡❞❀ ❛♥❞ • ✐s ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ & ♦r O✳



✻✳✼✳ ▲❏❋ ✶✷✸

[Γ]−A→ [Γ]
B−→ [R]

[Γ]
A⊃B−−−→ [R]

❬⊃l❪
!

⊢ Σ ⇓ ⌊A ⊃ B⌋⊥
❬If ❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r ·
:
f ⌈A⌉ : · ⇑

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r ·
:
f · : · ⇑ ?f⌈A⌉

❬?f ❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r ·
:
f · : · ⇓ !l?f⌈A⌉

❬!l❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r ·
:
f · : · ⇓ str

sr A

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈R⌉
:
f ⌊B⌋ : · ⇑

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈R⌉
:
f · : · ⇑ ?f⌊B⌋

❬?f ❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈R⌉
:
f · : · ⇓ !r?f⌊B⌋

❬!r❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈R⌉
:
f · : · ⇓ str

sl B

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈R⌉
:
f · : · ⇓ str

sr A ⊗ str
sl B

❬⊗❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈R⌉
:
f ⌊A ⊃ B⌋ : · ⇓ ⌈A ⊃ B⌉⊥ ⊗ (strsr A ⊗ str

sl B)
❬⊗❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r ⌈R⌉
:
f ⌊A ⊃ B⌋ : · ⇑

❬D∞, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ Σ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f ⌊A ⊃ B⌋✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ l ❛♥❞

r✲❜❛♥❣s ✐s ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t✿ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❛♥❣ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ f ✲❝♦♥t❡①t ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st ❜r❛♥❝❤ ✐s
❡♠♣t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❜❛♥❣ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ r ❛♥❞ f ❝♦♥t❡①ts✱ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❜r❛♥❝❤✱ ❛r❡ ❡♠♣t②✱
❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛t♦♠ ⌊A ⊃ B⌋ ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲♠♦st ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛t♦♠ ⌈R⌉ ✐s ♠♦✈❡❞
t♦ t❤❡ r✐❣❤t✲♠♦st ❜r❛♥❝❤✳ ❆s t❤❡ Dl r✉❧❡s ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② Lljf ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
t❤❛t ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (⊃l)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢
t❤❡ r✉❧❡s Dl ❛♥❞ ⊃l✳

• ∨1✿ ❆ss✉♠❡ ❤❡r❡ t❤❛t A1 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳

[Γ]−A1
→

[Γ]−A1∨A2
→ ❬∨1❪

!

⊢ Σ ⇓ ⌈A1 ∨ A2⌉⊥
❬If ❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f ⌈A1⌉ : · ⇑

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f · : · ⇑ ?f⌈A1⌉

❬?f ❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f · : · ⇓ !l?f⌈A1⌉

❬!l❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f · : · ⇓ strsr A1

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f · : · ⇓ strsr A1 ⊕ strsr A2

❬⊕1❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f ⌈A1 ∨ A2⌉ : · ⇓ ⌈A1 ∨ A2⌉⊥ ⊗ (strsr A1 ⊕ strsr A2)

❬⊗❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f ⌈A1 ∨ A2⌉ : · ⇑

❬D∞, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ Σ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f ⌈A1 ∨A2⌉✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✐s

❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ r✉❧❡✿ t❤❡ l✲❜❛♥❣ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❝♦♥t❡①ts ❢♦r f ❛♥❞ r ❛r❡ ❡♠♣t②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (∨r)✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ D ❛♥❞ ∨ri✱ ❢♦r i ∈ {1, 2}✳ ❚❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s
❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r✉❧❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣❤❛s❡ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ❛❜♦✈❡✳

• ∧+
l ✿ ❆ss✉♠❡ ❜❡❧♦✇ t❤❛t A ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ B ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✳

[Γ, B],Θ, A −→ R

[Γ],Θ, A,B −→ R
❬[]l❪

[Γ],Θ, A ∧+ B −→ R
❬∧+

l ❪
!



✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋♦❝✉s✐♥❣ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡t❛ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

⊢ Σ ⇓ ⌊A ∧+ B⌋⊥
❬■❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ, B⌋ :

r · :
f · : ⌊Θ, A⌋, ⌈R⌉ ⇑

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f · : ⌊Θ⌋, ⌈R⌉ ⇑ ⌊A⌋, ?l⌊B⌋

❬R⇑, ?l❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f · : ⌊Θ⌋, ⌈R⌉ ⇓ ⌊A⌋ O ?l⌊B⌋

❬R⇓,O❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f · : ⌊Θ⌋, ⌈R⌉ ⇓ stral

& A B

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f · : ⌊Θ, A ∧+ B⌋, ⌈R⌉ ⇓ ⌊A ∧+ B⌋⊥ ⊗ (stral

& A B)
❬⊗❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f · : ⌊Θ, A ∧+ B⌋, ⌈R⌉ ⇑

❬D∞, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ Σ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s
:
l Lljf , ⌊Γ⌋ :

r · :
f · : ⌊A ∧+ B⌋✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r✉❧❡s Rl ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡

t❤❡♦r② Lljf ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (∧+
l )✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡

♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s Rl ❛♥❞ ∧+
l ✳

• ∧−r ✿ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ A ❛♥❞ B ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳

[Γ],Θ −→ A [Γ],Θ −→ B

[Γ],Θ −→ A ∧− B
❬∧−r ❪

!

⊢ K : ⌈A ∧− B⌉ ⇓ ⌈A ∧− B⌉⊥
❬■❪

⊢ K : ⌊Θ⌋, ⌈A⌉ ⇑
⊢ K : ⌊Θ⌋ ⇑ ⌈A⌉ ❬R⇑❪ ⊢ K : ⌊Θ⌋, ⌈B⌉ ⇑

⊢ K : ⌊Θ⌋ ⇑ ⌈B⌉ ❬R⇑❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f · : ⌊Θ⌋ ⇓ ⌈A⌉ & ⌈B⌉

❬R⇓,&❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f · : ⌊Θ⌋ ⇓ strar

& A B

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f · : ⌊Θ⌋, ⌈A ∧− B⌉ ⇓ ⌈A ∧− B⌉⊥ ⊗ (strar

& A B)
❬⊗❪

⊢ Lljf
:
l ⌊Γ⌋ :

r · :
f · : ⌊Θ⌋, ⌈A ∧− B⌉ ⇑

❬D∞, 2 × ∃❪

✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s
:
l Lljf , ⌊Γ⌋ :

r · :
f ·✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r✉❧❡s Rl ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r② Lljf ✱

t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ (∧−r )✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s Rl ❛♥❞ ∧−r ✳ ✷

✻✳✽ ❖t❤❡r ❋♦❝✉s❡❞ Pr♦♦❢ ❙②st❡♠s

▲✐❛♥❣ ✫ ▼✐❧❧❡r ❛❧s♦ s❤♦✇ ✐♥ ❬▲✐❛♥❣ ✷✵✵✽✱ ▲✐❛♥❣ ✷✵✵✼❪ ❤♦✇ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠s ▲❏◗✬
❬❉②❝❦❤♦✛ ✷✵✵✻❪✱ ▲❏❚ ❬❍❡r❜❡❧✐♥ ✶✾✾✺❪ ❛♥❞ λ❘❈❈ ❬❏❛❣❛❞❡❡s❛♥ ✷✵✵✺❪ ✐♥ ▲❏❋✳ ❚❤❡② ❡♥❝♦❞❡❞ t❤❡s❡
s②st❡♠s ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❜②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛t♦♠s✱ ♦r ❜② ✉s✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦❝✉s✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s F ❛♥❞ F ∧+ t✱ ✇❤❡♥ F ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣
Lljf ❢♦r ▲❏❋✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ❢♦r t❤❡s❡ ♦t❤❡r ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ❜② ▲✐❛♥❣ ✫ ▼✐❧❧❡r✳

✻✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s

❲❡ ❤❛✈❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❛t✱ ❜② ✉s✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦♦❢s s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ✇❛② ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ str♦♥❣❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❞❡q✉❛❝② ✕ t❤❡
❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡❞ t❤❡ ●✶ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧✱
✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝❀ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ♠▲❏❀ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧
❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✿ ▲❏◗∗✱ ▲❏❋ ❛♥❞ ▲❑❋✳ ❚❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r✐❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣
t❤❡s❡ ❧♦❣✐❝s ♣❧❛②❡❞ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② s♣❡❝✐❢② t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s✱



✻✳✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✶✷✺

s✉❝❤ ❛s✱ ✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ s❡q✉❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦r✱ ✐♥ t❤❡
❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❞❡❝✐❞❡✱ r❡❧❡❛s❡ ❛♥❞ r❡❛❝t r✉❧❡s t❤❛t s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♦♥ ♣r♦♦❢s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♣r♦♦❢s s②st❡♠s ❡♥❝♦❞❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡
♥♦t ②❡t ❣✐✈❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② t✇♦ t❤❡♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❣✐❝✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
t❤❡♦r② ❢♦r ▲❑❋ ♣r♦✈❡s t❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r❡♠s ❛s t❤❡ t❤❡♦r② ❢♦r ●✶❝✳ ❖♥❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s
✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ▲❑❋ st❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛r❣✉♠❡♥ts s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❤❛r❞❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❛s ♦♥❡
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ r❡❧❛t❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❆s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ tr②
t♦ r❡❧❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r✐❡s ❜② ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ♦r s✐♠♣❧❡ ♣r♦♦❢s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

▼✐❧❧❡r ✫ P✐♠❡♥t❡❧ ❬▼✐❧❧❡r ✷✵✵✷❪ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❛ss✉r✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❡♥❝♦❞❡❞ s②s✲
t❡♠ s❛t✐s✜❡s ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❛t ♣❛♣❡r✱ t❤❡② ❛ss✉♠❡❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t❤❡♦r✐❡s t❤❛t ❞✐❞ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❆ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❛❧s t♦ ✜♥❞ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r s②st❡♠s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳

▼❛♥② ♦t❤❡r s②st❡♠s ❤❛✈❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥s t❤❛t s❡❡♠ ❤❛r❞ t♦ s♣❡❝✐❢② ❜② ✉s✐♥❣ s✉❜❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ●✸ s②st❡♠s ❬❚r♦❡❧str❛ ✶✾✾✻❪✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ✐s
❝♦♥s✉♠❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✐❞❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞✳ ❙✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❞♦ ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐s t②♣❡
♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♥t❡①ts ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ s❡❡♥ ❡✐t❤❡r ❛s s❡ts ♦r ♠✉❧t✐s❡ts✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡✐t❤❡r t❤❡
✇❤♦❧❡ ❝♦♥t❡①t ✐s ❝♦♥tr❛❝t❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦r♠✉❧❛✱ ♦r ♥♦ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
✐s ❝♦♥tr❛❝t❡❞✳

▼✐❧❧❡r ✫ ❙❛✉r✐♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✐♥ ❬▼✐❧❧❡r ✷✵✵✼❜❪✱ t❤❡ ♠✉❧t✐❢♦❝✉s✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t❤❛t ❛❧❧♦✇s
t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❡♥❝♦❞❡ t❤✐s s②st❡♠ ❤❡r❡✱ ❜✉t ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❞♦ s♦✱ ❜② ✉s✐♥❣✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❙❊▲▲❋✱ ✐ts ♠✉❧t✐❢♦❝✉s❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳ ❖♥❡ st✐❧❧ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞
❤♦✇ t♦ r❡❧❛t❡ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛✲❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ♦❜❥❡❝t✲❧♦❣✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳





❈❤❛♣t❡r ✼

❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❧✐♥❡❛r

❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝
✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✉s❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s t♦
❛ss✐❣♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ s❡tt✐♥❣✳ ❚r❡❛t✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s
❛s s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❣r❡❛t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❧♦❣✐❝✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♥❡✇
❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ✇❤✐❧❡✲❧♦♦♣s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s✱ ❛♥❞ ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐♥t♦ ❛♥❞ ❞❡❧❡t✐♦♥ ❢r♦♠
♠✉❧t✐s❡ts✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ✇❤❡♥ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥
❝♦♥st❛♥t t✐♠❡✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡✿ ♣❛rts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ❬◆✐❣❛♠ ✷✵✵✾❛❪✳

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✭❛✳❦✳❛✳ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s t❤❡
♣r♦❝❡ss ♦❢ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ❝✉t✲❢r❡❡ s❡q✉❡♥t ♣r♦♦❢✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡
❥✉❞❣❡❞✱ ✐♥ ♣❛rt✱ ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤✐♥ s❡q✉❡♥ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡
s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢✳ ▲❡t Ξ ❜❡ ❛ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Γ ⊢ ∆ ❛♥❞ ❧❡t Γ′ ⊢ ∆′ ❜❡ ❛ s❡q✉❡♥t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥
Ξ✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❥✉❞❣❡❞ ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ Γ ❛♥❞ Γ′ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ∆ ❛♥❞ ∆′✳

❲❤❡♥ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ Γ ✐s ✉s✉❛❧❧② tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s
❛♥❞ ∆ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ■❢ ✇❡ r❡str✐❝t ❢✉rt❤❡r t♦ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t Γ = Γ′ ❛♥❞ t❤❛t ∆

❛♥❞ ∆′ ❛r❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♥❧② r❡❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s
✐s t❤❛t ❛t♦♠✐❝ ❣♦❛❧s ❝❤❛♥❣❡ ❛s ✇❡ ♠♦✈❡ ✉♣✇❛r❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r♦♦❢✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛❧❧ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s
❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛r✐♦✉s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ♠✉st ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s t❡r♠s ✇✐t❤✐♥ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✿ t❤❛t ✐s✱ ❛❧❧ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❜✉r✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①ts ✭✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✮✳ ■❢
♦♥❡ ✉s❡s ❤❡r❡❞✐t❛r② ❍❛rr♦♣ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❍♦r♥ ❝❧❛✉s❡s✱ s❧✐❣❤t❧② r✐❝❤❡r ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✿ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ Γ ⊆ Γ′✳ ❲❤❡♥ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❜♦t❤ Γ ❛♥❞ ∆ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞
❛s ♠✉❧t✐s❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❢r❡❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛r❜✐tr❛r②✱ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ Γ

❛♥❞ Γ′ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ∆ ❛♥❞ ∆′✳ ■♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ s♦♠❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❝❛♥ ❜❡
❡♥❝♦❞❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣r♦♦❢s✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ♠❛♥② ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛s s❡ts ♦r ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✿
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❣r❛♣❤ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s N ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥ A ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s t❤❡
♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s

{node x | x ∈ N} ∪ {adj x y | 〈x, y〉 ∈ A},

✇❤❡r❡ node ❛♥❞ adj ❛r❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❆ ♠❛❥♦r ♦❜st❛❝❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝
♣r♦❣r❛♠s ✐s t❤❛t ❞❛t❛ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ❝♦♥t❡①ts ❞♦❡s ♥♦t s✉♣♣♦rt ❡♥♦✉❣❤ t❡sts ♦♥ ❞❛t❛✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✉❧t✐s❡t ❝♦♥t❡①t ✐s ❡♠♣t②✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦



✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

♣❡r❢♦r♠ t❤✐s t❡st ♦♥ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦♥t❡①t✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❣r❛♣❤s ❛❜♦✈❡✱ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛r❡ ❡♠♣t② ❜✉t t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❡❛♥s t♦ ❝❤❡❝❦ ❡♠♣t✐♥❡ss ♦❢ ❥✉st N ♦r ❥✉st A✳

❙✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✏❧♦❝❛t❡✑ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ t❡st s❡❧❡❝t❡❞
❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❡♠♣t✐♥❡ss✳ ❚❤❡s❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡♥♦✉❣❤ ❝❤❡❝❦s
♦♥ ❞❛t❛ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❜❡ ❡♠✉❧❛t❡❞ ❡①❛❝t❧② ✈✐❛ ✭❢♦❝✉s❡❞✮ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤✳ ❲❡
s❤❛❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❝❧❛✐♠ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❇❛❣✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧♦♦♣
✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥s❡rt ✐♥t♦ ❛♥❞ ❞❡❧❡t❡ ❢r♦♠ ❛ ♠✉❧t✐s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦✇❡r❢✉❧
❡♥♦✉❣❤ t♦ s♣❡❝✐❢② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❉✐❥❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐s✲
t❛♥❝❡s ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❇❛❣ ♣r♦❣r❛♠ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐ts ✭♣❛rt✐❛❧✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ✭♦♣❡♥✮ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ♦❢
✐ts ❧♦❣✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ st❡♣s ✐♥
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✈❛r② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❜②
✈❛r②✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ❢♦❝✉s✐♥❣✲r❡❧❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜② ❡✐t❤❡r ✐♥s❡rt✐♥❣ ♦r r❡♠♦✈✐♥❣
❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥t♦ ❛ ❧♦❣✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ♠♦r❡ ♦r ❢❡✇❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ ❛ s②♥t❤❡t✐❝
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡❛❞✐♥❣ t✇♦ ✐t❡♠s ❢r♦♠ ❛ ♠✉❧t✐s❡t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ st❡♣s
♦r ❛s ♦♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ st❡♣✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ t✉r♥ ❛ ❧♦❣✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♦♥❡ ♠✉st ✉s✉❛❧❧② ❛❞♦♣t ❛♥ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❛t ✐♥t❡r♣r❡t❡r✳ ❚♦♣✲❞♦✇♥✱ ❞❡♣t❤✲
✜rst ✐♥t❡r♣r❡t❡rs ❛r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦♥t❡♥t ♦❢✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❍♦r♥
❝❧❛✉s❡s ❛s Pr♦❧♦❣ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❖t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❧♦❣✐❝ ❝❧❛✉s❡s ✉s❡ ❜♦tt♦♠✲✉♣ ✐♥t❡r♣r❡t❡rs
❬●❛♥③✐♥❣❡r ✷✵✵✶❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ✉s❡ ❛♥② ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❢♦r t❤✐s r♦❧❡✿ ✐♥st❡❛❞✱ r❡❝❡♥t
❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ❡①♣❧✐❝✐t ❜✉t st✐❧❧ ❢✉❧❧②
❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ✇❛②s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ❙❊▲▲ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣♦ss✐❜❧② ❧❛r❣❡
s❡ts ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡✱ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝✱ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✇❤❡r❡✱ ✐♥ ♠❛♥②
s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ s✉❝❤ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤❡✈❡r ✐♥t❡r♣r❡t❡r ♦♥❡ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✉s❡s ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ♣r♦♦❢s ❝❛♥
❜❡ ❧❛r❣❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❛ ❧♦❣✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧
❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸ ❝♦♥t❛✐♥s s♦♠❡
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ♠❛❝❤✐♥❡r② ✇❡ ✉s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❙❊▲▲❋✳ ❲❡ r❡✲✉s❡
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t♦ s♣❡❝✐❢② ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ❞❛t❛ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❛♥❞ st♦r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❙❊▲▲⋓ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥
♦❢ ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ ❇❛❣ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ s❤♦✇s
❤♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❙❊▲▲❋ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❙❡❝t✐♦♥s ✼✳✺ ❛♥❞
✼✳✻ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❛❜♦✉t ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✼✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✱ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✽✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡
❜② ♣r♦♣♦s✐♥❣ s♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

✼✳✷ ❊①❛♠♣❧❡✿ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐s❡t

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❡♥t❡r ✐♥t♦ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡①✲
♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦♥❡♠♣t② ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs
{m1, . . . ,mn}✳ ▲❡t 〈{∞, l, k}, {k � ∞, l � ∞}, {∞}, {∞}〉 ❜❡ ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ✇❤❡r❡ l ❛♥❞
k ❛r❡ ♥♦t �✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❆❧s♦✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❛t♦♠s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ❧❡t K ❜❡ t❤❡
✐♥❞❡①❡❞ ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ K[∞] ✐s t❤❡ s❡t

{ ∃x∃y[l(x)⊥ ⊗ l(y)⊥ ⊗ (x ≤ y) ⊗ ?ll(x)], ∃x[l(x)⊥ ⊗ !k min(x)] },



✼✳✷✳ ❊①❛♠♣❧❡✿ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐s❡t ✶✷✾

K[k] = ∅✱ ❛♥❞ K[l] = {l(m1), . . . , l(mn)}✳ ❚❤✐s ❝♦♥t❡①t ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② t✇♦ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞✱
❤❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② t✇♦ ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t♦ ❢♦❝✉s✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡r✐✈❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡s❡ t✇♦ s②♥t❤❡t✐❝
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳

❋♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❢♦r♠✉❧❛ r❡q✉✐r❡s ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❜♦tt♦♠✲✉♣✿

⊢ K : · ⇓ l(mi)
⊥ ⊗ l(mj)

⊥ ⊗ (mi ≤ mj) ⊗ ?ll(mi)

⊢ K : · ⇓ ∃x∃y[l(x)⊥ ⊗ l(y)⊥ ⊗ (x ≤ y) ⊗ ?ll(x)]
❬2 × ∃❪

⊢ K : · ⇑ ❬D∞❪

❈♦♥t✐♥✉✐♥❣ t❤✐s ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ r❡q✉✐r❡s ✜♥❞✐♥❣ ❢♦✉r ✐♥❞❡①❡❞ ❝♦♥t❡①ts s✉❝❤ t❤❛t K1 ⊗K2 ⊗K3 ⊗
K4[l] = K[l] ❢♦r ❛❧❧ ✐♥❞❡①❡s l ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦✉r s❡q✉❡♥ts ⊢ K1 : · ⇓ l(mi)

⊥✱ ⊢ K2 : · ⇓
l(mj)

⊥✱ ⊢ K3 : · ⇓ mi ≤ mj ✱ ❛♥❞ ⊢ K4 : · ⇓ ?ll(mi) ❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ s❡q✉❡♥ts ❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧❡
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ K1[l] = {l(mi)} ❛♥❞ K2[l] = {l(mj)}✶✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ s❡q✉❡♥t ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐❢ mi ✐s ❧❡ss t❤❛♥
♦r ❡q✉❛❧ t♦ mj ❛♥❞ K3[l] = {}✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t K4 ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s K ❡①❝❡♣t t❤❛t K4[l] ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t
K[l] ❧❡ss t❤❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❡❧❡♠❡♥ts l(mi) ❛♥❞ l(mj) ✭❤❡♥❝❡✱ n > 1✮✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢ ♣❤❛s❡
✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

⊢ K4 +l l(mi) : · ⇑ ·
⊢ K4 : · ⇑ ?ll(mi)

❬?l❪

⊢ K4 : · ⇓ ?ll(mi)
❬R⇓❪

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✜rst ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ K : · ⇑ · ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ⊢ K′ : · ⇑ · ❡①❛❝t❧② ✇❤❡♥ K[l]

❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ✷ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ K′ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s K ❡①❝❡♣t t❤❛t K′[l] r❡s✉❧ts ❢r♦♠ K[l] ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣
♦♥❡ ❛t♦♠ ❤♦❧❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡❣❡r ✐♥ t❤❛t ♠✉❧t✐s❡t✳

■❢ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✏♠❛❝r♦✑ r✉❧❡ ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✏♠✐❝r♦✑
r✉❧❡s✳

⊢ K1 : · ⇓ l(m)⊥
❬I❪

⊢ K2 : min(m) ⇑
⊢ K2 : · ⇑ min(m)

❬R⇑❪

⊢ K2 : · ⇓ !k min(m)
❬!k❪

⊢ K : · ⇓ l(m)⊥ ⊗ !k min(m)
❬⊗❪

⊢ K : · ⇓ ∃x[l(x)⊥ ⊗ !k min(x)]
❬∃❪

⊢ K : · ⇑ · ❬D∞❪

❍❡r❡✱ K1 ⊗ K2 = K ❛♥❞ K1[l] = {l(m)}✳ ❆❧s♦✱ K2[l] ✐s ❡♠♣t②✱ ❛ ❢❛❝t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥
r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t l ❛♥❞ k ❛r❡ ♥♦t �✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ⊢ K : · ⇑ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ⊢ K′ : min(m) ⇑ ♦♥❧② ✇❤❡♥ K[l] ❝♦♥t❛✐♥s
❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t (m) ❛♥❞ K′ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t K′[l] t♦ t❤❡ ❡♠♣t② ♠✉❧t✐s❡t✳

❚❤❡ ❧♦❣✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ❝❧❡❛r❧② ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠❡♠❜❡r ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐s❡t ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❡❞
❢❛s❤✐♦♥✿ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t ✭✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ l✮ ✐s ♦♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❢♦✉♥❞❀
❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ st❡♣s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛✉s❡s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ ♣r♦♦❢
✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❝❧❛✉s❡s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛♥② ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ✇❤✐❧❡
✐♥t❡r♥❛❧ t♦ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❡♥✈✐s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ s❡❛r❝❤ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦
✜♥❞ mi ❛♥❞ mj s✉❝❤ t❤❛t mi ≤ mj✮✳

✶❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❛t♦♠s✱ s✉❝❤ ❛s l(m)✱ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ l(m)⊥ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r✉❧❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ❧✐t❡r❛❧ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳



✶✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

✼✳✸ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡ s♦♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❊▲▲❋✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♠❛❝❤✐♥❡r②✳ ❋✐rst✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❲❡ t❤❡♥
❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❙❊▲▲❋ ❜② ✉s✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s t♦ ❧♦❝❛t❡ s✉❝❤ ❞❛t❛
str✉❝t✉r❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❊▲▲⋓ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s Σ = 〈I,�,W, C〉✳

✼✳✸✳✶ ■♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

❙❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ✐♥t❡❣❡rs ❛♥❞ s♦♠❡
❜❛s✐❝ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞ ❡❛s✐❧② ✇✐t❤✐♥ ❙❊▲▲❋ ✐♥ ❛
♣✉r❡❧② ✏♣♦s✐t✐✈❡✑ s❡tt✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❢♦r ✐♥t❡❣❡rs✱ ≤, <,=, 6=, >,≥✱ ❛r❡
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ❜✐♥❛r② ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✇✐t❤✐♥ ❙❊▲▲❋ ❜② ✉s✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ≤ ✐s

x ≤ y
∆
= [x = z] ⊕ [∃x′y′(x = s x′) ⊗ (y = s y′) ⊗ x′ ≤ y′].

❚❤❡ ❧❡❢t ❞✐s❥✉♥❝t s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ✐s ③❡r♦✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥st❛♥t z✱ ❛♥❞
t❤❡ r✐❣❤t ❞✐s❥✉♥❝t s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❛r✐t❤♠❡t✐❝
❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✳

■❢ H ❞❡♥♦t❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ mHn ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✐t
❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❢♦r♠✉❧❛s ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♥t❡①t✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✐❢ K ✐s ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞ ❝♦♥t❡①t t❤❡♥ ⊢ K : Γ ⇓ mHn ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ m

❛♥❞ n ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs t❤❛t st❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❜② H ❛♥❞ Γ ∪ K[I \ W] ✐s ❡♠♣t②✳ ❲❡ ✇r✐t❡ H̃
t♦ ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② H✿ ❡✳❣✳✱ s ≤̃ t ✐s s > t✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜❛s✐❝ ✐♥t❡❣❡r ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛s ♣✉r❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡
s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥s s✉❝❤ ❛s x ≤ y+w ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ∃u.plus y w u⊗x ≤
u✱ ✇❤❡r❡ plus y w u ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ y ❛♥❞ w ❛♥❞ t❤❡✐r s✉♠ u ❛♥❞ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

plus y w u
∆
= [y = z ⊗ w = u] ⊕ [∃y′u′(y = s y′) ⊗ (u = s u′) ⊗ plus y′ w u′].

❚❤❡ ❧❡❢t ❞✐s❥✉♥❝t s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❜❛s❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉♠ ✐s ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❞✐s❥✉♥❝t s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉♠✳

✼✳✸✳✷ ❘❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❉❛t❛ ❙tr✉❝t✉r❡s

❆s ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❞
✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤✐♥ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✿ t❤✉s✱ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s t❡r♠
str✉❝t✉r❡s s♦ t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s❡t ♦❢
♣❛✐rs {〈x1, y1〉, . . . , 〈xn, yn〉} ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s t❤❡ t❡r♠ ((x1 :: y1 :: ♥✐❧) :: · · · :: (xn :: yn :: ♥✐❧) :: ♥✐❧)✱
✇❤❡r❡ :: ❛♥❞ ♥✐❧ ❛r❡ t❤❡ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❛♥❞ ❡♠♣t② s❡t ❝♦♥str✉❝t♦rs✳ ■♥ ❙❊▲▲❋✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡
♠❛♥② ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❡r♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs
❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s

?lr❡❧(x1, y1), . . . , ?
lr❡❧(xn, yn)

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ l ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✏❧♦❝❛t✐♦♥✑ ❢♦r t❤✐s ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❛❜♦✈❡ ❡♥❝♦❞❡s ❛ s❡t ✐❢ l ∈ C ♦r ❛ ♠✉❧t✐s❡t ✐❢ l /∈ C✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥str❛✐♥ ✐♥❞❡①❡❞ ❝♦♥t❡①ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❢♦r ❛♥② s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ l ∈ I✱
t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t K[l] ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ t❤❡s❡ ❛r❡ ❜✉✐❧t ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✇❤♦s❡ ♥❛♠❡ ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ❛s l✳ ▲✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s t♦ t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✐s ❛
❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❡ s❤❛❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❛t♦♠s ✉s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❞❛t❛✱
✐✳❡✳✱ ❛t♦♠s ✐♥ K[l] ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳



✼✳✹✳ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶✸✶

L ∪ {loc} ⊢ K, C

L ⊢ K,⋓lloc.C
❬⋓l, ♣r♦✈✐❞❡❞ loc ✐s ❛ ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥❪

L ⊢ K, C[s/loc, ŝ/l̂oc]

L ⊢ K,⋒lloc.C
❬⋒l, ♣r♦✈✐❞❡❞ s ∈ L❪

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ⋓l ❛♥❞ ⋒l✳ ❍❡r❡ L ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳

✼✳✸✳✸ ❈♦♠♣❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s

❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇✐❧❧ s♦♦♥ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❊▲▲❋✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♠❛❦❡ t✇♦ ❢✉rt❤❡r
r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ ❤♦✇ ✇❡ ❞❡♣❧♦② ❙❊▲▲❋✳

❋✐rst✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ l✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ∞✱ ❛r❡
❜♦✉♥❞❡❞ ✭t❤❛t ✐s W = C = {∞}✮ ❛♥❞ ♦♥❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ∞ ✭t❤❛t ✐s l � ∞✮✳ ❚❤✉s✱ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡
st♦r❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦ t✇♦ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉❜❧♦❝❛t✐♦♥s✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❛s t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞✱ t❡st✐♥❣ t❤❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ l ✐s ❡♠♣t② r❡q✉✐r❡❞ t❤❡
♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ k s✉❝❤ t❤❛t k 6� l✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧
s✉❝❤ t❡sts✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ 〈{∞} ∪ I,�, {∞}, {∞}〉 t♦
❜❡ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ 〈{∞} ∪ I ∪ Î , �̂, {∞}, {∞}〉 ✇❤❡r❡ Î ✐s ❛ ❝♦♣② ♦❢ I ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ l̂

✇❤❡♥❡✈❡r l ∈ I✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ � ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣❛✐rs l̂ �̂ k s✉❝❤ t❤❛t l ❛♥❞ k ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t
♠❡♠❜❡rs ♦❢ I✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡✱ l̂ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s✉❜❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s

✐♥ I ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ l✳ ❚❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ r✉❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ !l̂ s✉❝❝❡❡❞s ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✐♥❞❡①❡❞
❝♦♥t❡①t ✐s ❡♠♣t② ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ l✿ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❲❡ s❤❛❧❧ ♥♦t ✏st♦r❡✑ ❞❛t❛
✐♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s✿ t❤❛t ✐s✱ K[l̂] ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❡♠♣t②✳

✼✳✸✳✹ ❈r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥s

❯♣ t♦ ♥♦✇✱ ❛❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✜①❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛ ♣r♦♦❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺
t❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❙❊▲▲⋓ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①❡s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡
❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙❊▲▲⋓l ✱ t❤❛t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ❛ss✉♠❡s ♦♥❧② ❛ s❡t L✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ st♦r❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✸✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ⋓l

❛♥❞ ⋒l✱ ✇❤♦s❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ⋓l ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇
❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ⋒l ✐♥st❛♥t✐❛t❡s ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
✐♥ C ♦❢ loc ❜② s ❛♥❞ ♦❢ l̂oc ❜② ŝ✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ ❢♦r ❙❊▲▲⋓✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ⋓l

❛s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ ⋒l ❛s s②♥❝❤r♦♥♦✉s✳

✼✳✹ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤✲❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✏❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦♥t❡①t✑ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✇✐t❤✐♥
❙❊▲▲✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥❝❡ ✇❡ ♠❛❞❡ ❛ ❢❡✇ r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ t❤❛t ❧♦❣✐❝✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ s✉❝❤
❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s♠❛❧❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ s✐♥❣❧❡✲t❤r❡❛❞❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ ✇❤✐❧❡ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡
✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✭s❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬▼✐❧❧❡r ✶✾✾✻❪✮✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥ ♠♦r❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣r❛♠♠❛r ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s②♥t❛① ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❡ ❝❛❧❧
❇❛❣✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✜①❡❞ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts C t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♣❧✉s ♦t❤❡r t♦❦❡♥s t❤❛t
✇❡ ♠❛② ♥❡❡❞✱ s✉❝❤ ❛s blue✱ red✱ ❡t❝✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ var ∈ V ❞❡♥♦t❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❞♦♠❛✐♥ C✱ ✇❤✐❧❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ K ∈ K ❞❡♥♦t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r ♣r♦❣r❛♠s



✶✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

✭❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s✮✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❇❛❣✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡ L ∈ L ❢♦r ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts name ∈ N ❢♦r ♠♦❞✉❧❡ ♥❛♠❡s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
s②♥t❛❝t✐❝ ❝❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✳

t ::= c ∈ C | var tup ::= 〈t1, . . . , tn〉 (n ≥ 0)

pat ::= tup | λvar.pat

conda ::= t1Ht2 condl ::= ✐s❴❡♠♣t② locb

cond ::= conda | condl

prog ::= ❧♦❛❞ tup loc prog | ✉♥❧♦❛❞i loc pat bprog

| ✇❤✐❧❡ conda (λK.prog) prog

| ❧♦♦♣i locb kprog prog | ♥❡✇ loc λL.prog

| ✐❢ cond prog | prog 8 prog | K | ❡♥❞
bprog ::=prog | λvar.bprog

kprog ::=λK.prog | λvar.kprog

lprog ::=λK.prog | λL.lprog | λvar.lprog

mod ::=name × lprog .

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ✭t❡sts✮ ❛r❡ ♦❢ t✇♦ ❦✐♥❞✿ conda ❛r❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ t❡sts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✶✮ ❛♥❞ condl ✇✐❧❧
❜❡ ✉s❡❞ t♦ t❡st ✐❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❡♠♣t②✳ ❚❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ locb r❛♥❣❡s ♦✈❡r ❛❧❧ ❜♦✉♥❞❡❞
❧♦❝❛t✐♦♥s ✭❤❡r❡✱ ❛❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦t❤❡r t❤❛♥ ∞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✮✳ ■♥ t❤❡ ✉♥❧♦❛❞i ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
❧♦♦♣i✮ ✐♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✐♥s✐st t❤❛t pat ❛♥❞ bprog ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ kprog✮ ❜♦t❤ ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② i

✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐♥❞✐♥❣s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❜❡t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥s✳ ❑❡❡♣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲
t❤r❡❛❞❡❞♥❡ss ♦❢ ❇❛❣✱ ♠♦❞✉❧❡s ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❜str❛❝t❡❞ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❡✐❣❤t ❦✐♥❞s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠ t②♣❡s ✐♥ ❇❛❣ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜r✐❡✢② ❛s ❢♦❧❧♦✇✳ ✭✶✮ (❧♦❛❞ tup loc prog) ✐♥✲
s❡rts t❤❡ t✉♣❧❡ tup ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ loc ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ prog ✳ ✭✷✮ (✉♥❧♦❛❞i loc pat bprog) ♣✐❝❦s
❛♥ ❡❧❡♠❡♥t✱ 〈t1 , . . . , tn〉✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ loc s✉❝❤ t❤❛t ✐t ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡r♠ pat t1 · · · ti ❢♦r s♦♠❡
tj ∈ {t1 , . . . , tn} ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ (bprog t1 · · · ti)✳ ✭✸✮ (✇❤✐❧❡ conda (λK.prog) prog)

r❡♣❡❛t❡❞❧② ❛♣♣❧✐❡s λK.prog ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t tr✉❡❀ t❤❡♥ prog ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✳ ✭✹✮
(❧♦♦♣i locb pat bprog) r❡♣❡❛t❡❞❧② ❡①❡❝✉t❡s (✉♥❧♦❛❞i locb λx1 . . . λxi.〈x1, . . . , xi〉 bprog)✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧
xj ∈ V✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ loc ✐s ❡♠♣t②✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ❧♦♦♣ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❛ ❧♦❝❛✲
t✐♦♥✳ ✭✺✮ (♥❡✇ loc λL.prog) ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥ loc ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ (λL.prog)loc✳
✭✻✮ (✐❢ cond prog) ❡①❡❝✉t❡s prog ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ cond ❤♦❧❞s✳ ✭✼✮ (prog1 8 prog2) ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
✐♥str✉❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❡❞s t♦ ❡✐t❤❡r prog1 ♦r prog2✳ ▲❛st❧②✱ ✭✽✮ ❡♥❞ ❡♥❞s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤r❡❛❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❉✐❥❦str❛✬s ●✉❛r❞❡❞ ❈♦♠♠❛♥❞ ▲❛♥❣✉❛❣❡
✭●❈▲✮ ❬❉✐❥❦str❛ ✶✾✼✻❪✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ 8 ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ●❈▲✬s if ❝♦♥str✉❝ts✱ ❛♥❞ t❤❡
✇❤✐❧❡ ❛♥❞ ❧♦♦♣ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ●❈▲✬s loop ❝♦♥str✉❝ts✳

❖✉r ✇✐s❤ ❤❡r❡ ✐s ♥♦t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♥❡✇ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❜✉t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
❛s♣❡❝ts ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤✐♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥ ❙❊▲▲✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞
♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❇❛❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ✐t ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ ❙❊▲▲ ❢♦r♠✉❧❛s✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ t❤❛t ❡①✐sts ✐♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
✇✐t❤✱ s❛②✱ ❇❛❣✱ ♠❛t❝❤❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐♥ ❙❊▲▲❋✬s ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳
❚❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ♠♦r❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ ✇✐t❤✐♥ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✐♥ ❙❊▲▲❋✱ ❜✉t t❤♦s❡ ❛r❡
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❛❝r♦✲❧❡✈❡❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳ ▲❛t❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✻✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❞✐s❝✉ss
t❤❛t ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝r♦✲❧❡✈❡❧ r✉❧❡s ❝❛♥✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡✳

❇❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ✇❤❡♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❡♥❞s ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r ♦✉r ❝❧❛✐♠s ❛❜♦✉t ❤♦✇ ❢♦❝✉s❡❞
♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ❇❛❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ r❡❧❛t❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦rs δ−(·) ❛♥❞ δ+(·) ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦✈❛❜❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦❧❛r✐t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
δ−(C) ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t ♣♦❧❛r✐t② C ✐s✿ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s C O ⊥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ δ+(C) ✐s
♣♦s✐t✐✈❡ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t ♣♦❧❛r✐t② C ✐s✿ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s C ⊗ 1✳



✼✳✹✳ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✶✸✸

❧♦❛❞ 〈t̄〉 l prog
∆
= ?l l(t̄) O δ+(prog)

✉♥❧♦❛❞i l pat bprog
∆
= l(pat v1 · · · vi)

⊥ ⊗ [δ−(bprog v1 · · · vi)]

✇❤✐❧❡ (t1Ht2) (λK.prog) prog
∆
= [(t1Ht2) ⊗ δ−((λK.prog) (✇❤✐❧❡ (t1Ht2) (λK.prog) prog))]

⊕[(t1H̃t2) ⊗ δ−(prog)]

❧♦♦♣i l kprog prog
∆
= [l(v1, . . . , vi)

⊥ ⊗ δ−((kprog v1 · · · vi) (❧♦♦♣i l kprog prog))]

⊕!l̂(prog)

prog1 8 prog2
∆
= prog1 ⊕ prog2

✐❢ ✐s❴❡♠♣t② l prog
∆
= !l̂(prog)

✐❢ (t1Ht2) prog
∆
= t1Ht2 ⊗ δ−(prog)

♥❡✇ loc λL.prog
∆
= ⋓lloc prog

❡♥❞
∆
= ⊥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❧❛✉s❡s ❢♦r s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❇❛❣ ♣r♦❣r❛♠s✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ D ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ s♣❡❝✐✜❡s ❛ ✏♣r♦♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝✑ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❇❛❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ✭❋♦r
r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉♣♣r❡ss❡❞ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❡r♠♦st ✉♥✐✈❡rs❛❧ q✉❛♥t✐✜❡rs ♦♥ t❤❡s❡ ❝❧❛✉s❡s✳✮ ❚❤❡

❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧❛r✐t✐❡s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ !l̂✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❞❡❧❛②s ✐♥ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥
❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
✉s✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛s ✐ts ❜♦❞②✿ t❤✐s ❝♦♠♠❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞s ✇✐t❤♦✉t ♥❡❡❞✐♥❣ ❛♥② ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❛♥②t❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✿

⊢ K +l l(t̄) : · ⇑ δ+(prog)

⊢ K : · ⇑ ?l l(t̄), δ+(prog)
❬?l❪

⊢ K : · ⇑ ?l l(t̄) O δ+(prog)
❬O❪

⊢ K : · ⇑ ❧♦❛❞ 〈~t〉 prog
❬def ⇑❪

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡❧❛② δ+(·)✱ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ❡♥❞s ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
R⇑✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦❛❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❛❞✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡
t✉♣❧❡ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

❆❧❧ ♦t❤❡r ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ❡♥❞ ❛♥❞ ♥❡✇✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱
❝❤♦✐❝❡s ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ❛♥❞ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥s✐❞❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❤❛s❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢
♦♥❡ ✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛ ✇❤✐❧❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡♥ t❤❛t ❢♦❝✉s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♦♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

⇓ [(t1Ht2) ⊗ δ−(C)] ⊕ [(t1H̃t2) ⊗ δ−(D)]

❆t t❤❡ ✏♠✐❝r♦✲r✉❧❡ ❧❡✈❡❧✱✑ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ♠✉st ♣✐❝❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡⊕ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡
✇❤✐❝❤ ❜r❛♥❝❤ s✉❝❝❡❡❞s✿ ❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧✱ s♦♠❡ s❡❛r❝❤ ♠❛② ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♠❛❝r♦✲st❡♣✱
❜✉t ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ⇑ C ♦r ✇✐t❤ ⇑ D ✭t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ δ−(·) ❢♦r❝❡s
t❤❡ ✢✐♣ ♦❢ ⇓ t♦ ⇑✮✿ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣✉❛r❞s ❛♥❞ t❤✐s ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❛❧s♦
✇✐t❤ t❤❡ ✏♠❛❝r♦✲❧❡✈❡❧✑ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❞❡❧❛②s ✇r✐tt❡♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ 8 ♦♣❡r❛t♦r s✐♥❝❡ ✇❡ ✇✐s❤ t❤❛t
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❛t ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ ❝❤♦✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✐t ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥s

(✐❢ (x ≤ y) prog1) 8 (✐❢ (✐s❴❡♠♣t② l) prog2)



✶✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

❛r❡ ❡q✉❛t❡❞✱ ✈✐❛ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛

((x ≤ y) ⊗ δ−(prog1)) ⊕ !l̂prog2.

❚❤✐s s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥❡s ✐♥t❡r♥❛❧❧② t❤❡ t❡st x ≤ y ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣t✐♥❡ss ❝❤❡❝❦ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ l✳
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ st❡♣s ✐s ♣r❡❝✐s❡✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

❛❧❧ ♣❛rt✐❛❧ ♣r♦♦❢s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ♠❛t❝❤ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ st❡♣s t❤❛t ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❚❤✉s✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ st❡♣s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ ❢❛✐❧✉r❡s ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❡①❛❝t❧② ✇✐t❤ ♣❛rt✐❛❧ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦♦❢s✳ ❆s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r✉♥s✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ ❝❛♣t✉r❡ ❡①❛❝t❧②
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❇❛❣ ♣r♦❣r❛♠s✳

❲❡ ♥♦✇ t❛❦❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❢✉❧❧ ❛❞❡q✉❛❝② t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t ❜② ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ✈✐❛ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞❡❧❛②s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡♥❞❡❞
s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r ❇❛❣ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐ts ♣r♦❣r❛♠s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ 8✱ ✇❤❡r❡ ❛ st❡♣ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦♥❧② ♣✐❝❦✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ ♥♦t ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣r♦❣r❛♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❛♣t✉r❡ s✉❝❤ ✐♥t❡♥❞❡❞
s❡♠❛♥t✐❝s ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥✬s s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡❧❛②s✱
❛s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✿

prog1 8 prog2
∆
= δ−(prog1) ⊕ δ−(prog2).

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ♠✉st st♦♣ ❜❡❢♦r❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✜rst
✐♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r✉♥s ♦❢
❛ ♣r♦❣r❛♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r✉♥s t❤❛t ❢❛✐❧ ♠✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦rs✱
✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❛❝❦❛❣❡❞ ✐♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❡♣✳ ❚❤❡s❡ ❝❤♦✐❝❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❞❡❡♣ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ♥❡✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉♥❧♦❛❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡❧❛② ♦♣❡r❛t♦r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
✉♥❧♦❛❞ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ st❡♣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣✐❝❦✐♥❣
t❤❡ r✐❣❤t t✉♣❧❡s t♦ ✉♥❧♦❛❞ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❡♣✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r✉♥s t❤❛t s✉❝❝❡❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✱ ❜✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r✉♥s t❤❛t ❢❛✐❧ ♠✐❣❤t
❞❡❝r❡❛s❡✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡ ✉♥❧♦❛❞ ❛♥❞ ❧♦❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✉❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✭⊗ ❛♥❞ O✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✭❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ st❡♣✮ ✐s s❡♥s✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♣❡r❢♦r♠s
t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✳

✼✳✺ ❊①❛♠♣❧❡s

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ extractMin✱ t❤❛t ❡①tr❛❝ts t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ ❛ ♠✉❧t✐s❡t✱ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✼✳✸✳ ✭❋♦r r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✉♥❧♦❛❞ ❛♥❞ ♥❡✇ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡❧✐❞❡❞✱ ❛♥❞
✇❡ ❞❡♥♦t❡ ♣r♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ A (B C) ❛s (A; B C)✳✮ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ t❛❦❡s t❤r❡❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ li ✱ lo ✱ ❛♥❞
min✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠ prog ✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♠♦✈❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t✱
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ li ✱ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ min✱ ❛♥❞ ♠♦✈❡s ✐ts r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ lo ✳

❚❤❡ ❇❛❣ ♣r♦❣r❛♠ PGbp ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ❝❤❡❝❦s ✐❢ ❛ ❣r❛♣❤✱ G✱ ✐s ❜✐♣❛rt✐t❡✳ ■t t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t t❤r❡❡
❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧✱ ❡①❝❡♣t ver✱ ❛r❡ ❡♠♣t②✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ gray ❛♥❞ ❧❛t❡r t❤❡✐r ❝♦❧♦r ❝❛♥
❝❤❛♥❣❡ t♦ blue ♦r red✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ver t♦ st♦r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s t❤❛t ❛r❡ ❣r❛② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ col

t♦ st♦r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s✬ ❝♦❧♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ t✇♦ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧♦❝❛t✐♦♥s pr ❛♥❞ edges✳ ❚❤❡ ✜rst
❧♦♦♣ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✬ ❝♦❧♦rs✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧♦♦♣ st❛rts t♦ tr❛✈❡rs❡ ❛ ♥❡✇
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❜② ♣✐❝❦✐♥❣ ❛♥② ♥♦❞❡ ❢r♦♠ ver✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ✐t t❤❡ ❝♦❧♦r blue✱ ❛♥❞ ✐♥s❡rt✐♥❣ ✐t



✼✳✻✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❆♥❛❧②s✐s ✶✸✺

extractMin ❂ λliλloλminλprog ✳ ✴✴li ✲ ✐♥♣✉t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ♥✉♠❜❡rs❀
✴✴lo ✕ ♦✉t♣✉t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts❀
✴✴min ✕ ♦✉t♣✉t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡❧❡♠❡♥t✳

✉♥❧♦❛❞2 li 〈n, v〉 ✴✴✉♥❧♦❛❞ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ s❡t ✐t ❛s ♠✐♥✐♠✉♠
❧♦❛❞ 〈n, v〉 min

❧♦♦♣2 li λn1λv1λlcont ✴✴❧♦♦♣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ li ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡❧❡♠❡♥t
✉♥❧♦❛❞2 min 〈nm, vm〉

✐❢ (vm ≤ v1)

❧♦❛❞ 〈nm, vm〉 min ✭❧♦❛❞ 〈n1 , v1〉 lo lcont✮
✐❢ (vm > v1)

❧♦❛❞ 〈n1 , v1〉 min ✭❧♦❛❞ 〈nm, vm〉 lo lcont✮
prog ✴✴♥♦ ♠♦r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ li ❀ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ min❀ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ lo ✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❊①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡❧❡♠❡♥t

✐♥ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧♦❝❛t✐♦♥ pr✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ❧♦♦♣✱ t❤❛t tr❛✈❡rs❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ st❛rts
❜② ♣✐❝❦✐♥❣ ❛♥② ♥♦❞❡✱ s✱ ✐♥ pr✳ ■t t❤❡♥ ✐♥✈♦❦❡s t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ getEdges t❤❛t ❧♦❛❞s t❤❡ ❡❞❣❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ edges✳ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♦❢ ✐❢ ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ t❤❛t
❝❤❡❝❦s t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦❞❡ ❛♥❞ ❧♦❛❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❧♦♦♣ tr❛✈❡rs❡s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❡✐t❤❡r s ✐s blue ♦r ✐t ✐s red✳ ■❢ ✐t ✐s ❜❧✉❡✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
❝❤❡❝❦s ✐❢ ❛❧❧ ❛❞❥❛❝❡♥t ♥♦❞❡s✱ adj✱ ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝♦❧♦r ✭red✮✱ ♦r ❛ss✐❣♥s ✐t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝♦❧♦r
❛♥❞ ✐♥s❡rt ✐t ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ pr✱ ♦r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ✐❢ adj ✐s blue t❤❡♥ t❤❡ ❛♥s✇❡r no ✐s ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥
ans ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠ ✜♥✐s❤❡s ❜② ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ t♦ prog ✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ s ✐s red✳ ■❢
❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥ ver ❛r❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ t❤❡♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❜✐♣❛rt✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥s✇❡r yes ✐s ❧♦❛❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥
ans✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❉✐❥❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✜♥❞s t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡❧②
✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤✱ G✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✱ PGdj✱ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦
♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ver ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❛❧❧ ♥♦❞❡s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱
❡①❝❡♣t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✱ src✱ ✇❤♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ③❡r♦✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❛❧❧s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦❞✉❧❡ dijkstra✳ ❚❤✐s
♠♦❞✉❧❡ st❛rts ✇✐t❤ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✿ ✐❢ ver ✐s ❡♠♣t②✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❡♥❞s ✇✐t❤ t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡s
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ dist❀ ♦r✱ ✐t ✐♥✈♦❦❡s t❤❡ extractMin ♠♦❞✉❧❡✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t♦ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ver t❤❡ ♥♦❞❡✱
nm✱ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧♦❝❛t✐♦♥ min✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
♥♦❞❡s ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧♦❝❛t✐♦♥ ver ′✳ ❚❤❡♥ ✐t ❛❞❞s nm t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❧♦❝❛t✐♦♥ dist✳ ◆❡①t✱ ✐t ✐♥✈♦❦❡s t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ getEdges ✇❤✐❝❤ ❧♦❛❞s ✐♥ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧♦❝❛t✐♦♥ edges ❛❧❧
♥♦❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ nm ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ❧♦♦♣✐♥❣ ❛♠♦♥❣
t❤❡s❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ nm✱ ✐♥ ver ′✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
dijkstra ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛❣❛✐♥ ❜✉t t❤✐s ❣✐✈✐♥❣ ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧♦❝❛t✐♦♥ ver ′✱ ❛s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
♥♦❞❡s ❛r❡ ♥♦✇ ❧♦❝❛t❡❞ t❤❡r❡✳

✼✳✻ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❆♥❛❧②s✐s

❚❤❡ str♦♥❣ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ❇❛❣ ♦♥❧② ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛♥② ❧♦❣✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❡r t❤❛t
s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ❜② ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✇✐❧❧ ❝♦♥str✉❝t ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r✉♥s ♦❢ ❇❛❣ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ♠✉st ❡♥t❡r ✐♥t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s✳ ❲❡ ♥♦✇ ❜r✐❡✢② ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
t❤❛t ❝❛♥✱ ✐♥ ♠❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ✐❢ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❤❡❧♣
♣r♦✈❡ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡q✉❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐t t❛❦❡s ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❢♦❝✉s✐♥❣



✶✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

bipartite = λcolλverλansλprog ✳ ✴✴col ✲ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧♦rs ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s❀
✴✴ver ✕ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛♣❤✬s ✉♥✈✐s✐t❡❞ ✈❡rt✐❝❡s❀
✴✴ans ✕ ♦✉t♣✉t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥s✇❡r yes ♦r no✳

♥❡✇ pr❀ ♥❡✇ edges ✴✴❝r❡❛t❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧♦❝❛t✐♦♥s✳
❧♦♦♣1 ver λnλlcont ✴✴s❡t ♥♦❞❡ ❝♦❧♦rs t♦ gray ✳
❧♦❛❞ 〈n〉 ver❀ ❧♦❛❞ 〈n, gray〉 col lcont

❧♦♦♣1 ver λnλlcont1 ✴✴♣✐❝❦ ❛ ✈❡rt❡①✱ n✱ ❢r♦♠ ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✳
✉♥❧♦❛❞0 col 〈n, gray〉 ✴✴n ♠✉st ❜❡ gray ✳

❧♦❛❞ 〈n,blue〉 col❀ ❧♦❛❞ 〈n〉 pr ✴✴s❡t n✬s ❝♦❧♦r ❛s blue✱ ❛♥❞ st♦r❡ ✐t ✐♥ pr✳
❧♦♦♣1 pr λsλlcont2 ✴✴✉♥❧♦❛❞ ❛ ✈❡rt❡①✱ s✱ t❤❛t ✐s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

getEdges s edges ✴✴❧♦❛❞s t❤❡ ❡❞❣❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ edges✳
❧♦♦♣2 edges λsλadjλlcont3 ✴✴❧♦♦♣ ♦✈❡r t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ s✳
✉♥❧♦❛❞0 col 〈s,blue〉❀ ❧♦❛❞ 〈s,blue〉 col ✴✴✐❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ s ✐s blue✳

✉♥❧♦❛❞0 col 〈adj, red〉 ✴✴❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ s ✐s red

❧♦❛❞ 〈adj, red〉 col lcont3 ✴✴♣r♦❝❡❡❞✳
8 ✉♥❧♦❛❞0 col 〈adj,blue〉 ✴✴✐❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ s ✐s blue✳

❧♦❛❞ 〈no〉 ans prog ✴✴❣r❛♣❤ ♥♦t ❜✐♣❛rt✐t❡✳
8 ✉♥❧♦❛❞0 col 〈adj, gray〉 ✴✴✐❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ s ✐s gray ✱

✉♥❧♦❛❞0 ver 〈adj〉〉 ✴✴t❤❡♥ ✐t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ②❡t ✈✐s✐t❡❞✱ ❤❡♥❝❡
❧♦❛❞ 〈adj, red〉 col ✭❧♦❛❞ 〈adj〉 pr lcont3✮ ✴✴❛ss✐❣♥ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❧♦r red✳

8 ✉♥❧♦❛❞0 col 〈s, red〉 ✴✴s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✜rst ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳
lcont2

lcont1

❧♦❛❞ 〈yes〉 ans prog ✴✴❛❧❧ ♥♦❞❡s ✈✐s✐t❡❞✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❜✐♣❛rt✐t❡✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❇✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ ❝❤❡❝❦✐♥❣ PGbp

♣❤❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞✱ ✇❤✐❧❡✱ ❛♥❞ ✐❢ ❝❧❛✉s❡s✱ s✐♥❝❡ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡✳ ❈❤❡❝❦✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❛♥ ❜❡
❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ r❡q✉✐r❡s ❛ s❡❛r❝❤ ♦✈❡r ❛❧❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦✉♥❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛❣❛✐♥
❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ ❛♥ ✉♥❧♦❛❞ ❝❧❛✉s❡ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ s✐♥❝❡ t❤✐s ❝❧❛✉s❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡✱
✇❡ s❤❛❧❧ r❡str✐❝t t✉♣❧❡s t♦ ❜❡ ❛t ♠♦st t♦ ❛r✐t② ✷✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ s✉❝❤
❜✐♥❛r② ❧♦❝❛t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❧✐♥❦❡❞ ❤❛s❤✲t❛❜❧❡s✿ ♦♥❡ ❢♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ♦♥ t❤❡ ✜rst
❡❧❡♠❡♥t❀ ❛♥♦t❤❡r ❤❛s❤✲t❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡❧❡♠❡♥t❀ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t❤❡
t❤✐r❞ ❤❛s❤✲t❛❜❧❡ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ♦♥ ❜♦t❤ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s
r❡❞✉❝❡❞ t♦ s✐♠♣❧❡ ❤❛s❤✲t❛❜❧❡ ❧♦♦❦✲✉♣s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❞♦✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥✱ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡
♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥ ✐❢ t✉♣❧❡s ❤❛❞ ❛r✐t② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t✇♦✿ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤
❝♦st ✐♥ s♣❛❝❡✳

▼❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✱ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❛❝❦tr❛❝❦ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡✐r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r✉♥s ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ ♦✉t♣✉t✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❉✐❥❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
r✉♥s ❡♥❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✜♥❛❧ ♦✉t♣✉t✿ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❋♦r
t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡r t❤❛t ♣✐❝❦s ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s
❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❜❛❝❦tr❛❝❦✳ ❙✐♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡✱ ✇❡ ❝❛♥
✐♥❢❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡s ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✮ ✐♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✇✐t♥❡ss❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r✉♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❛♥② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ (PGbpcol ver ans ❡♥❞) ✇❤❡r❡ ver ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞
❛❧❧ ♦t❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡♠♣t②✱ ❝♦♥t❛✐♥s O(|N | + |E|) ❞❡❝✐❞❡ r✉❧❡s✱ ✇❤❡r❡ |N | ❛♥❞ |E| ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r



✼✳✼✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦ ✶✸✼

dijkstra ❂ λverλdistλprog ✳
♥❡✇ ver ′❀ ♥❡✇ min❀ ♥❡✇ edges ✴✴❝r❡❛t❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧♦❝❛t✐♦♥s
✐❢ ✭✐s❴❡♠♣t② ver✮ prog ✴✴✜♥✐s❤ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ ♥♦❞❡s t♦ tr❛✈❡rs❡
8 extractMin ver ver ′ min ✴✴♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❝❛❧❧ t❤❡ extractMin ♠♦❞✉❧❡✳
✉♥❧♦❛❞2 min 〈nm, cm〉❀ ❧♦❛❞ 〈nm, cm〉 dist ✴✴✉♥❧♦❛❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦❞❡✱ nm✳

getEdges nm edges ✴✴❣❡t t❤❡ ❡❞❣❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ nm✳
❧♦♦♣2 edges λadjλdλlcont ✴✴✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ nm✬s ♥❡✐❣❤❜♦rs✱ adj✳
✉♥❧♦❛❞1 dist 〈adj, c〉 ✴✴❡✐t❤❡r✱ t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡ t♦ adj ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♠♣✉t❡❞✱

❧♦❛❞ 〈adj, c〉 dist lcont ✴✴t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞❀
8 ✉♥❧♦❛❞1 ver ′ 〈adj, c〉 ✴✴♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❤♦rt❡r ♣❛t❤ t♦ adj✳

✐❢ ✭c ≤ d + cm✮ ✭❧♦❛❞ 〈adj, c〉 ver ′ lcont✮
8 ✐❢ ✭c > d + cm✮ ✭❧♦❛❞ 〈adj,d + cm〉 ver ′ lcont✮

dijkstra ver ′ dist prog ✴✴❝❛❧❧ t❤❡ dijkstra ♠♦❞✉❧❡✳

main ❂ λnodesλdistλsrcλprog ✳ ✴✴nodes ✕ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛♣❤✬s ♥♦❞❡s❀
✴✴dist ✕ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡s✳
✴✴src ✕ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✳

♥❡✇ ver ✴✴❝r❡❛t❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧♦❝❛t✐♦♥
❧♦♦♣1 nodes λnλlcont ✴✴s❡t t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡s t♦ ∞✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡✳
✐❢ ✭n 6= src✮ ✭❧♦❛❞ 〈n,∞〉 ver lcont✮
8

✐❢ ✭n = src✮ ✭❧♦❛❞ 〈s, 0〉 ver lcont✮
dijkstra ver dist prog ✴✴❝❛❧❧ t❤❡ dijkstra ♠♦❞✉❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❉✐❥❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ PGdj✳

♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤✳ ◆♦❞❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t ♠♦st t❤r❡❡ t✐♠❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t ♠♦st ❢♦✉r
t✐♠❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ PGbp ✐s O(|N | + |E|)✳

✼✳✼ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❱❛r✐♦✉s ♣r♦♣♦s❛❧s ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✈✐❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ♠✉❧t✐s❡ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳
Pr♦❜❛❜❧② ♦♥❡ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st s✉❝❤ ♣r♦♣♦s❛❧s ✐s t❤❡ ●❛♠♠❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❬❇❛♥âtr❡ ✶✾✾✻❪ ❛❧✲
t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡✈❡♥ ♦❧❞❡r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts ✐s ❛❧s♦ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠✉❧t✐s❡t r❡✇r✐t✐♥❣✳
❚❤❡ ▲✐♥❞❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬●❡❧❡♥t❡r ✶✾✽✻❪ ❛❧s♦ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐s❡ts✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐s❡t✲❜❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r ♠❛♥② ②❡❛rs ✇✐t❤✐♥ ❡❛r❧② ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s s✉❝❤ ❛s ▲✐♥▲♦❣ ❬❆♥❞r❡♦❧✐ ✶✾✾✷❪✱ ▲♦❧❧✐✴❋♦r✉♠ ❬▼✐❧❧❡r ✶✾✾✻❪✱ ▼❙❘ ❬❈❡r✈❡s❛t♦ ✷✵✵✶❪✱
❛♥❞ ▲♦❧❧✐♠♦♥ ❬▲ó♣❡③ ✷✵✵✺❪✳

■t ✐s ♦❢t❡♥ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♣r♦♦❢s ✭s❛②✱ ✐♥ ❛ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ s❡tt✐♥❣✮ t♦
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ st❡♣✲❜②✲st❡♣✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s❡♥s❡✳ Pr♦❜❛❜❧② t❤❡ ❧❛r❣❡st s✐♥❣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
♠❛❦✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞♦ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♣r♦♦❢s✳ ❙✉❝❤ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣
♠✐❣❤t ❜❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✏✐♥t❡r♥❛❧✑ ❛♥❞ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s✱ ❜✉t ✐t ✐s
✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✐❢ s✉❝❤ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✏✈✐s✐❜❧❡✑ st❡♣s✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥♣✉tt✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉t♣✉tt✐♥❣✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ tr✐❡❞ t♦ ❣r♦✉♣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ t♦ ❜❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥t♦ s✐♥❣❧❡✱
♠❛❝r♦✲❧❡✈❡❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ st❡♣s✿ ♦t❤❡r ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❧❡❢t t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡r
t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✳

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ♠♦r❡ ❣❧♦❜❛❧✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥



✶✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

❛s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❢♦r✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣✱ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❡ s❛t✉r❛t❡s ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r✇❛r❞
❝❤❛✐♥✐♥❣ r✉❧❡s ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ t❤❡♥ ❢❛✐❧✉r❡ t♦ ♣r♦✈❡ s♦♠❡ ❛t♦♠✐❝
❣♦❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❛t s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✳ ■❢ s♦♠❡ ❢♦r✇❛r❞ ❝❤❛✐♥✐♥❣ ✐s ✉s❡❞
❜✉t s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❞♦♥❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ t♦ ♣r♦✈❡ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ♥♦t ❜❡✐♥❣
♣r♦✈❛❜❧❡ ♦r t♦ ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ②❡t✿ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞
♥❡❡❞ t♦ ❜❛❝❦tr❛❝❦ ❛♥❞ ❛tt❡♠♣t t♦ ❛❞❞ ♠♦r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡
●❛♠♠❛ ❛♥❞ t❤❡ ▲♦❧❧✐♠♦♥ s❡tt✐♥❣ ❛s s✉❝❤ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ❞✐s♣❡❧❧✐♥❣ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t
♣✉rs✉❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❡r❡ s✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ ♦❢ ♥♦ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s❛t✉r❛t✐♦♥✳

▼❝❆❧❧❡st❡r ✫ ●❛♥③✐♥❣❡r ❬▼❝❆❧❧❡st❡r ✷✵✵✷✱ ●❛♥③✐♥❣❡r ✷✵✵✶✱ ●❛♥③✐♥❣❡r ✷✵✵✷❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ st②❧❡ ♦❢
❛❧❣♦r✐t❤♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ✏❧♦❣✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱✑ t❤❛t ✇❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❜♦tt♦♠✲✉♣✱ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠♦r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡② ♠♦✈❡❞ ❜❡②♦♥❞ ❧♦❣✐❝ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♣r✐♦r✐t✐❡s t♦ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡✐r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❢r♦♠ ❞♦♠❛✐♥s
s✉❝❤ ❛s ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② ✭❡✳❣✳✱ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✮✱ ❡✣❝✐❡♥t ❞❛t❛ str✉❝✲
t✉r❡s ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ❯♥✐♦♥✴❋✐♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ❛♥❞ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❬▼❝❆❧❧❡st❡r ✷✵✵✸❪✳ ❙✐♠♠♦♥s
✫ P❢❡♥♥✐♥❣ ❬❙✐♠♠♦♥s ✷✵✵✽❪ r❡✈✐s✐t❡❞ t❤✐s st②❧❡ ♦❢ ❧♦❣✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐♥s♣✐r❡❞
♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦✉♥❞ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❢❛❝ts✳

❈♦♠♠♦♥ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜② ▼❝❆❧❧❡st❡r ✫ ●❛♥③✐♥❣❡r ❛♥❞ ❙✐♠♠♦♥s ✫ P❢❡♥♥✐♥❣ ✐s t❤❡ ✉s❡
♦❢ ❛ ❜♦tt♦♠✲✉♣✱ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r t❤❛t r❡❧✐❡s ♦♥ s❛t✉r❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣✳
❇② ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❛♥❞✱ ❛t t✐♠❡s✱ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r♣r❡t❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡
❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❛t ♦♥ ✏❧♦❣✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳✑ ❋✐rst✱ ✇❡
❤❛✈❡ r❡♠❛✐♥❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ✇✐t❤✐♥ ❧♦❣✐❝ ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝s ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✮ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ ♥♦t ♦♥❧② s♦✉♥❞♥❡ss ❜✉t ❛❧s♦ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛s❦❡❞ ❢♦r ♠♦r❡✿ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥s✐st❡❞
t❤❛t t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❛r❡ ❜✉✐❧t ✇✐t❤✐♥ t❤❛t ❧♦❣✐❝ ❛r❡ ✐♥ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
st❡♣s ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡r t❤❛t ❞✐r❡❝ts s❡❛r❝❤✿ ✐♥ t❤❡ ✏❧♦❣✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✑ ♣❛♣❡rs✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✬s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s
s♣❧✐t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r✳ ❍❡r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧②
str✉❝t✉r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✐s t❤❛t ❞❡r✐✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s✳

✼✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss r❡s✉❧t❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s
t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② s♣❡❝✐✜❡❞
✐♥ ❙❊▲▲❋✳ ❲❡ ✉s❡❞ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s t♦ ❧♦❝❛t❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✱ ♥❛♠❡❧② ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ t✉♣❧❡s✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞
❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧♦♦♣ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s t❤❛t ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡s❡
❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r t❤✐s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡
❝♦✉❧❞ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❙❊▲▲❋✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts
✭♣❛rt✐❛❧✮ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r✉♥s ❛♥❞ ✭♦♣❡♥✮ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❛t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
s✉❝❤ ❛s ❛ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❉✐❥s❦tr❛✬s s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ s✉❝❤ ✇❛②✳

❲❡ ♥♦✇ ♣♦✐♥t ♦✉t s♦♠❡ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿

• ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✲ ❙t✐❧❧ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡ ❢♦r ❙❊▲▲❋ ✐s ♠✐ss✐♥❣✳
❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❡♥❣✐♥❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❡✳❣✳✱ ▲②❣♦♥ ❬❲✐♥✐❦♦✛ ✶✾✾✺❪✱ ▲♦❧❧✐
❬❍♦❞❛s ✶✾✾✹❛❪✱ ▲♦❧❧✐♠♦♥ ❬▲ó♣❡③ ✷✵✵✺❪ ❛♥❞ ❋♦r✉♠ ❬▼✐❧❧❡r ✶✾✾✻❪✱ t♦ s✉♣♣♦rt s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ■t
s❡❡♠s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍♦❞❛s ❡t ❛❧✳ ❬❈❡r✈❡s❛t♦ ✶✾✾✻✱
❍♦❞❛s ✶✾✾✹❜❪ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♠❛♥❛❣❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ ❙❊▲▲❋✿ ♦♥❡ ♠✉st ✉s❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡
❜✐♥ ✇✐t❤ r❡s♦✉r❝❡s✱ s❡✈❡r❛❧ ❜✐♥s✱ ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤
❜✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡



✼✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s ✶✸✾

s♦♠❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r❡♦r❞❡r ♦✈❡r t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❜✐♥✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛♥❣ r✉❧❡✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ✐t
✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❜② ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳

• ❆❝❝❡ss ❈♦♥tr♦❧ ✲ ❋♦r t❤❡ s❡❝✉r✐t② ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s②st❡♠s✱ ♦❢t❡♥✱ ❛❝❝❡ss ❝♦♥tr♦❧ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ ❡st❛❜✲
❧✐s❤❡❞ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ ❛♥ ❛❣❡♥t✬s r❡q✉❡st s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ❛❣❡♥t ❝❛♥ ♦♥❧②
❛❝❝❡ss ❛ ✜❧❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐❢ ✐t ❤❛s ❛✉t❤♦r✐t② ♦✈❡r t❤✐s ✜❧❡ ♦r ✐❢ s♦♠❡ ❛✉t❤♦r✐t② ✐s ♣❛ss❡❞ ❢r♦♠ ❛♥✲
♦t❤❡r ❛❣❡♥t t❤❛t ❤❛s ❛✉t❤♦r✐t② t♦ ❞♦ s♦✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ s❡✈❡r❛❧ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❧♦❣✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
❛s ❢r❛♠❡✇♦r❦s t♦ s♣❡❝✐❢② ❛♥❞ r❡❛s♦♥ ✇✐t❤ s✉❝❤ ♣♦❧✐❝✐❡s ❬❆❜❛❞✐ ✷✵✵✸✱ ❇♦✇❡rs ✷✵✵✼✱ ●❛r❣ ✷✵✵✽❪✳
■t s❡❡♠s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣r❡♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✐♥ ❙❊▲▲❋ t♦ s♣❡❝✐❢②✱ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s✉❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝❝❡ss ♣♦❧✐❝✐❡s✿ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ u ❢♦r t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ♣♦❧✐❝② r✉❧❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✭♦r ♣r✐♥❝✐♣❛❧✮✱ A✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ t✇♦ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ ua ❛♥❞
ba✱ s✉❝❤ t❤❛t ua ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ba ✐s ❛✣♥❡ ❛♥❞ t❤❛t ba � ua � u✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r s✉❜❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧✱ ua✱ t♦ st♦r❡ ❛❣❡♥t A✬s ♣❡rs✐st❡♥t ❛✉t❤♦r✐t② ✭♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t② ♦❢
❛♥ ❛❣❡♥t t♦ s❡❡ t❤❡ ❝♦♥t❡♥ts ♦❢ ✐ts ❜❛♥❦ ❛❝❝♦✉♥t ✭♦r t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ✐ts ❜❛♥❦ st❛t❡♠❡♥t✮❀ ❛♥❞
✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❧❛tt❡r s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ba t♦ st♦r❡ ❛❣❡♥t A✬s ❝♦♥s✉♠❛❜❧❡ ❛✉t❤♦r✐t② ✭♦r ❝♦♥s✉♠❛❜❧❡
r❡s♦✉r❝❡s✮ ❬❇♦✇❡rs ✷✵✵✼❪❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ❛❣❡♥t✬s ❝♦♥s✉♠❛❜❧❡ ❛✉t❤♦r✐t② t♦ s♣❡♥❞ ♠♦♥❡② ❢r♦♠
✐ts ❛❝❝♦✉♥t✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ ua ❛♥❞ ba✱ ♦❢ ♦♥❡ ❛❣❡♥t ❛r❡ �✲✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❛❣❡♥t✳ ◆♦✇✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛♥ ❛❣❡♥t✱ A✱ ❦♥♦✇s
♦r ❤❛s t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ ❛❝t✐♦♥✱ F ✱ ✇❡ tr② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ !baF ✳ ❚♦ ♣r♦✈❡
t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❡ ♠✉st ✜rst ✉s❡ t❤❡ ba✲❜❛♥❣ r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r❝❡s t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ❛r❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ba✱ ua ❛♥❞ u

❛r❡ ✉s❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛❞❞ s♦♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦r ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❛✉t❤♦r✐t②✱ F ✱ t♦
❛♥ ❛❣❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ?uaF ♦r ?baF ✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦r t❤❡ ❛✉t❤♦r✐t② ✐s
♣❡rs✐st❡♥t ♦r ❝♦♥s✉♠❛❜❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ❛❣❡♥t B ❤❛s ❛✉t❤♦r✐t② ♦✈❡r ❛ ✜❧❡ f ✱ ❛♥❞ ✐t ✇❛♥ts t♦
❣✐✈❡ ♦♥❡✲t✐♠❡ ✜❧❡ ❛❝❝❡ss ♣❡r♠✐ss✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❣❡♥t A✱ ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛✉s❡
aut(B, f , A)⊥ ⊗ ?baper(f )✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ aut ❞❡♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥t B ✐s ❣✐✈✐♥❣ ❛❝❝❡ss
t♦ t❤❡ ✜❧❡ f t♦ t❤❡ ❛❣❡♥t A✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛❞❞ ❛ ❝♦♥s✉♠❛❜❧❡ ❛✉t❤♦r✐t②✱ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ba✲q✉❡st✐♦♥
♠❛r❦✱ t❤❡ ❛❣❡♥t A ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ❜❡ ❛✉t❤♦r✐③❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ✜❧❡ f ♦♥❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ❡❛s②
t♦ ✐♥❢❡r ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠s✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❛❞❞s ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦r ❛✉t❤♦r✐t② t♦ ❛♥②
♦t❤❡r ❛❣❡♥t✱ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦r ❛✉t❤♦r✐t② ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛❣❡♥ts ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

❆ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦r ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜②
✉s✐♥❣ ❙❊▲▲❋ ❢♦r♠✉❧❛s t♦ s♣❡❝✐❢② ❆❝❝❡ss ❈♦♥tr♦❧ ♣♦❧✐❝✐❡s✳

• ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❙②st❡♠s ✲ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❤♦✇ t♦ s♣❡❝✐❢② ♦♥❧② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝❧❛✉s❡s ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❛❝r♦✲r✉❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝❧❛✉s❡✬s s②♥t❤❡t✐❝
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r❡♠✐s❡✱ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ t❤r❡❛❞ ✐♥ ❇❛❣✬s
✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t r✉♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣✉t❡rs ❜② ❛❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❝❧❛✉s❡s t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♣r❡♠✐s❡✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣r❡♠✐s❡ ✇♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦❝❡ss
✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss♦r✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❆◆❉✲❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♦❢ ❆♥❞r❡♦❧✐ ❛♥❞ P❛r❡s❝❤✐
❬❆♥❞r❡♦❧✐ ✶✾✾✵❜✱ ❆♥❞r❡♦❧✐ ✶✾✾✵❛❪✳ ❚❤❡r❡ ✐s ②❡t ❛♥♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣✉rs✉❡✱ ♥❛♠❡❧② ❜②
✉s✐♥❣✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❙❊▲▲❋✱ ❛ ♠✉❧t✐❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠ ❬▼✐❧❧❡r ✷✵✵✼❜❪✱
✇❤❡r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥✳ ■♥ s✉❝❤ s②st❡♠✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ♠♦r❡ t❤❛♥
♦♥❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤r❡❛❞ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❧② ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦♥ ❛❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r✲
♠✉❧❛s✳ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✐♥ s✉❝❤ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❡♣s ✇❤❡r❡ t❤❡s❡
t❤r❡❛❞s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳

• P❧❛②✐♥❣ ✇✐t❤ ♣♦❧❛r✐t✐❡s ✕ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ❛t♦♠s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ ♣r♦✈❛❜✐❧✲
✐t②✱ ❜✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s✳ ❆ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡



✶✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦♥t❡♥t ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② s✉❝❤ ♣r♦♦❢s ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✲
❧❛r✐t②✳ ■t s❡❡♠s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ s♣❡❝✐❢② ❝♦♥str❛✐♥t s②st❡♠s✱ ❛s ✐♥ ❬❏❛❣❛❞❡❡s❛♥ ✷✵✵✺❪✱
❛❧t❤♦✉❣❤ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♣❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳

• ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❆❜str❛❝t Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✲ ❇❡rr② ❛♥❞ ❇♦✉❞♦❧ ❬❇❡rr② ✶✾✾✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛❜str❛❝t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❈♦♥s✐❞❡r ✐♥✐t✐❛❧❧② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s
❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s❡ts ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t r❡❛❝t
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✱ ❡♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♥♦ ❢✉rt❤❡r r❡❛❝t✐♦♥
✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ ♥❡①t s❡t ♦❢ r✉❧❡s✱ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ❜② ❇❛♥âtr❡ ❛♥❞ ▼ét❛②❡r ✐♥ t❤❡ ●❆▼▼❆ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ s②st❡♠
❬❇❛♥âtr❡ ✶✾✾✻❪✳ ▲❛t❡r✱ ❇r✉s❝♦❧✐ ❛♥❞ ●✉❣❧✐❡❧♠✐ ❬❇r✉s❝♦❧✐ ✶✾✾✻❪ ✉s❡❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝❧❛✉s❡s ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲❛s✲♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ♣❛r❛❞✐❣♠ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♣✉r❡❧② ❧♦❣✐❝❛❧ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ●❆▼▼❆ st②❧❡ ♣r♦✲
❣r❛♠s✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧✐t② ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧✐t② ✇❛s ❛❣❛✐♥
t❤❡ ✐♥❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤♦✉t s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s t♦ s♣❡❝✐❢② ✇❤❡♥✱ ♦♥❧②✱ ❝❡rt❛✐♥ ❧✐♥❡❛r
r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✉♠❡❞✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ ✐t s❡❡♠s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡
s❡q✉❡♥t✐❛❧✐t② ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s s❤♦✇♥ ❜② ❇❛♥âtr❡ ❛♥❞ ▼ét❛②❡r ❬❇❛♥âtr❡ ✶✾✾✻❪✱
♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧✐t② ✐s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡
s♣❡❝✐✜❝ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❆♥♦t❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❥❡❝t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ❤♦✇ ❢❛r ✇❡ ❝❛♥ ❣♦ ✇✐t❤
❙❊▲▲❋✳



❈❤❛♣t❡r ✽

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t✇♦ ♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥
❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✲❛s✲♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ♣❛r❛❞✐❣♠
✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✿ t❛❜❧❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦♠❡ ♣♦✐♥t❡rs t♦ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
◆♦✇ ✇❡ ❥✉st s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

• ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❛❜❧❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ t✇♦ ❝❛s❡s✿ t❤❡ ✜rst ✇❤❡♥ t❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ✜♥✐t❡ s✉❝❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❤❡♥ t❛❜❧❡s
❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥ ✜♥✐t❡ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛ t❛❜❧❡
✐♥t♦ ❛ ♣r♦♦❢ ❜② ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐❝✉t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✻ ❛♥❞ ✸✳✾✱ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s
s②st❡♠s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ s♦♠❡ s✉❜s❡ts ♦❢ ❧♦❣✐❝✱ ♥❛♠❡❧② ❤❡r❡❞✐t❛r② ❍❛rr♦♣ ❢♦r♠✉✲
❧❛s ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✉s❡❞ ✐♥ ❬❚✐✉ ✷✵✵✺❪✱ t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦♦❢s
❛♥❞ ♦♣❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ t❤♦s❡ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❛tt❡♠♣t t♦ r❡♣r♦✈❡ t❛❜❧❡❞
❢♦r♠✉❧❛s✳ ▲❛t❡r✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✇✐♥♥✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✱
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❧❡t✲♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❬▼✐❧♥❡r ✶✾✼✽❪✳

• ■♥ ❈❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✻✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r
❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ♣r♦♦❢
s②st❡♠s ❛r❡ ✐♥ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧②
✐♥❢❡r r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss r❡s✉❧ts ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❝♦❞❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❛t
s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❢♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r❡♠s✳

• ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r② ❢♦r s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t
❢♦❝✉s❡❞ s②st❡♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ♥♦♥✲❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❋✐rst ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✱ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✱ ✇❡
♣r♦♣♦s❡❞ t✇♦ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ❢♦r ❧♦❣✐❝s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r♠✉❧❛s✳ ▲❛t❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✸✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❞❡①❡s✳

• ❖✉r ❧❛st ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ ✇❤❛t ❦✐♥❞s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❢❛✐t❤❢✉❧❧② s♣❡❝✐✜❡❞
❜② ✉s✐♥❣ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❲❡ ✉s❡ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s t♦ ❧♦❝❛t❡ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ t✉♣❧❡s ❛♥❞ s❤♦✇✱ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✼✱ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧♦♦♣
✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ t♦ ❛♥❞ ❞❡❧❡t❡ ❢r♦♠ ❛ ♠✉❧t✐s❡t✱ ❝❛♥ ❜❡
❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇✐t❤ s✉❜❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s r❡s✉❧t ✇✐t❤
s❡✈❡r❛❧ ❣r❛♣❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❉✐❥❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt❡st ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ ❛
♣♦s✐t✐✈❡❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ❜✐♣❛rt✐t❡✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✶ ◆❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❡♥❝♦❞✐♥❣s

❲❡ ❧✐st ❜❡❧♦✇ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❤♦✇ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ❢♦❝✉s❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼✳ ■♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s
❜❡❧♦✇✱ K = L∪ {❙trL, ■❞1, ■❞2} ∪ ⌊Γ⌋ ❛♥❞ ❛❧❧ ⌈·⌉ ❣✐✈❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ❛❧❧ ⌊·⌋ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡
♣♦❧❛r✐t②✳

Γ, C ⊢ C ↓ ❬■❪
!

⊢ K, ⌊C⌋ : ⌊C⌋⊥ ⇓ ⌊C⌋
❬I1❪

⊢ K, ⌊C⌋ : ⌊C⌋⊥ ⇑
❬D2❪

Γ ⊢ A ↓
Γ ⊢ A ↑ ❬▼❪

!

⊢ K : ⌊C⌋⊥ ⇑
⊢ K :⇓ ⌊C⌋⊥

❬R⇓, R⇑❪
⊢ K : ⌈C⌉ ⇓ ⌈C⌉⊥

❬I1❪

⊢ K : ⌈C⌉ ⇓ ⌊C⌋⊥ ⊗ ⌈C⌉⊥
❬⊗❪

⊢ K : ⌈C⌉ ⇑ ❬D2,∃❪

Γ ⊢ A ↑
Γ ⊢ A ↓ ❬❙❪

!

⊢ K : ⌊C⌋⊥ ⇓ ⌊C⌋
❬I1❪

⊢ K : ⌈C⌉ ⇑
⊢ K :⇓ !⌈C⌉ ❬!, R⇑❪

⊢ K : ⌊C⌋⊥ ⇓ ⌊C⌋ ⊗ !⌈C⌉
❬⊗❪

⊢ K : ⌊C⌋⊥ ⇑
❬D2,∃❪

Γ ⊢ F ↑ Γ ⊢ G ↑
Γ ⊢ F ∧ G ↑ ❬∧I❪

!

⊢ K : ⌈F ∧ G⌉ ⇓ ⌈F ∧ G⌉⊥
❬I1❪

⊢ K : ⌈F ⌉ ⇑
⊢ K :⇓ ⌈F ⌉ ❬R⇓, R⇑❪

⊢ K : ⌈G⌉ ⇑
⊢ K :⇓ ⌈G⌉ ❬R⇓, R⇑❪

⊢ K : ⌈F ∧ G⌉ ⇓ ⌈F ∧ G⌉⊥ ⊗ ⌈F ⌉ ⊗ ⌈G⌉
❬2 ×⊗❪

⊢ K : ⌈F ∧ G⌉ ⇑ ❬D2, 2 × ∃❪

Γ ⊢ F ∧ G ↓
Γ ⊢ F ↓ ❬∧E❪

!

⊢ K : ⌊F ∧ G⌋⊥ ⇑
⊢ K :⇓ ⌊F ∧ G⌋⊥

❬R⇓, R⇑❪
⊢ K : ⌊F ⌋⊥ ⇓ ⌊F ⌋

❬I1❪

⊢ K : ⌈F ∧ G⌉ ⇓ ⌊F ∧ G⌋⊥ ⊗ (⌊F ⌋ ⊕ ⌊G⌋)
❬⊗,⊕1❪

⊢ K : ⌊F ⌋⊥ ⇑
❬D2, 2 × ∃❪

Γ ⊢ Ai ↑
Γ ⊢ A1 ∨ A2 ↑ ❬∨I, i ∈ {1, 2}❪

!

⊢ K : ⌈A1 ∨ A2⌉ ⇓ ⌈A1 ∨ A2⌉⊥
❬I1❪

⊢ K : ⌈Ai⌉ ⇑
⊢ K :⇓ ⌊A1⌋ ⊕ ⌈A2⌉

❬⊕i, R⇓, R⇑❪

⊢ K : ⌈A1 ∨ A2⌉ ⇓ ⌈A1 ∨ A2⌉⊥ ⊗ (⌊A1⌋ ⊕ ⌈A2⌉)
❬2 ×⊗❪

⊢ K : ⌈A1 ∨ A2⌉ ⇑
❬D2, 2 × ∃❪



✶✹✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆♣♣❡♥❞✐①

Γ ⊢ A ∨ B ↓ Γ, A ⊢ C ↑(↓) Γ, A ⊢ C ↑(↓)
Γ ⊢ C ↑(↓) ❬∨E❪

!

⊢ K : ⌊A ∨ B⌋⊥ ⇑
⊢ K :⇓ !⌊A ∨ B⌋⊥

❬!, R⇑❪

⊢ K, ⌊A⌋ : ⌈C⌉ (⌊C⌋⊥) ⇑
⊢ K : ⌈C⌉ (⌊C⌋⊥) ⇑ ?⌊A⌋

❬?❪
⊢ K, ⌊B⌋ : ⌈C⌉ (⌊C⌋⊥) ⇑
⊢ K : ⌈C⌉ (⌊C⌋⊥) ⇑ ?⌊B⌋

❬?❪

⊢ K : ⌈C⌉ (⌊C⌋⊥) ⇓ ?⌊A⌋ & ?⌊B⌋
❬R⇓,&❪

⊢ K : ⌈C⌉ (⌊C⌋⊥) ⇓ !⌊A ∨ B⌋⊥ ⊗ (?⌊A⌋ & ?⌊B⌋)
❬⊗❪

⊢ K : ⌈C⌉ (⌊C⌋⊥) ⇑
❬D2, 2 × ∃❪

Γ, A ⊢ B ↑
Γ ⊢ A ⊃ B ↑ ❬⊃ I❪

!

⊢ K : ⌈A ⊃ B⌉ ⇓ ⌈A ⊃ B⌉⊥
❬I1❪

⊢ K, ⌊A⌋ : ⌈B⌉ ⇑
⊢ K :⇑ ?⌊A⌋, ⌈B⌉ ❬?, R⇑❪

⊢ K :⇓ ?⌊A⌋ O ⌈B⌉ ❬R⇓,O❪

⊢ K : ⌈A ⊃ B⌉ ⇓ ⌈A ⊃ B⌉⊥ ⊗ (?⌊A⌋ O ⌈B⌉)
❬⊗❪

⊢ K : ⌈A ⊃ B⌉ ⇑ ❬D2, 2 × ∃❪

Γ ⊢ A ⊃ B ↓ Γ ⊢ A ↑
Γ ⊢ B ↓ ❬⊃ E❪

!

⊢ K : ⌊A ⊃ B⌋⊥ ⇑
⊢ K :⇓ ⌊A ⊃ B⌋⊥

❬R⇓, R⇑❪
⊢ K : ⌈A⌉ ⇑
⊢ K :⇓ !⌈A⌉ ❬!, R⇑❪ ⊢ K : ⌊B⌋⊥ ⇓ ⌊B⌋

❬I1❪

⊢ K : ⌊B⌋⊥ ⇓ ⌊A ⊃ B⌋⊥ ⊗ (!⌈A⌉ ⊗ ⌊B⌋)
❬2 ×⊗❪

⊢ K : ⌊B⌋⊥ ⇑
❬D2, 2 × ∃❪

Γ ⊢ t ↑ ❬tI❪
!

⊢ K : ⌈t⌉ ⇓ ⌈t⌉⊥
❬I1❪

⊢ K :⇓ ⊤ ❬R⇓,⊤❪

⊢ K : ⌈t⌉ ⇓ ⌈t⌉⊥ ⊗⊤
❬⊗❪

⊢ K : ⌈t⌉ ⇑ ❬D2❪

Γ ⊢ ⊥ ↓
Γ ⊢ C ↑ ❬⊥E❪

!

⊢ K, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇓ ⌈C⌉⊥
❬I1❪

⊢ K, ⌊Γ⌋ : · ⇑
⊢ K, ⌊Γ⌋ :⇓ ⊥ ❬R⇓,⊥❪

⊢ K, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇓ ⌈C⌉⊥ ⊗⊥
❬⊗❪

⊢ K, ⌊Γ⌋ : ⌈C⌉ ⇑ ❬D2,∃❪

Γ ⊢ A{c/x} ↑
Γ ⊢ ∀x A ↑ ❬∀I❪

!

⊢ K : ⌈∀x A⌉ ⇓ ⌈∀x A⌉⊥
❬I1❪

⊢ K : ⌈A{c/x}⌉ ⇑
⊢ K :⇓ ∀x ⌈A⌉ ❬R⇓,∀, R⇑❪

⊢ K : ⌈∀x A⌉ ⇓ ⌈∀x A⌉⊥ ⊗ ∀x ⌈A⌉
❬⊗❪

⊢ K : ⌈∀x A⌉ ⇑ ❬D2,∃❪

Γ ⊢ ∀x A ↓
Γ ⊢ A{t/x} ↓ ❬∀E❪

!

⊢ K : ⌊∀x A⌋⊥ ⇑
⊢ K :⇓ ⌊∀x A⌋⊥

❬R⇓,∀, R⇑❪
⊢ K : ⌊A{t/x}⌋⊥ ⇓ ⌊A{t/x}⌋

❬I1❪

⊢ K : ⌊A{t/x}⌋⊥ ⇓ ⌊∀x A⌋⊥ ⊗ ⌊A{t/x}⌋
❬⊗❪

⊢ K : ⌊A{t/x}⌋⊥ ⇑
❬D2,∃❪



❆✳✶✳ ◆❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❡♥❝♦❞✐♥❣s ✶✹✺

❚❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ∃I ❛♥❞ ∃E r✉❧❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬❆❜❛❞✐ ✷✵✵✸❪ ▼❛rtí♥ ❆❜❛❞✐✳ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❆❝❝❡ss ❈♦♥tr♦❧✳ ■♥ ▲■❈❙✱ ♣❛❣❡s ✷✷✽✕✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②✱
✷✵✵✸✳ ✶✸✾

❬❆♥❞❡rs♦♥ ✶✾✼✺❪ ❆❧❛♥ ❘✳ ❆♥❞❡rs♦♥ ❛♥❞ ◆✉❡❧ ❉✳ ❇❡❧♥❛♣✳ ❊♥t❛✐❧♠❡♥t✿ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞
♥❡❝❡ss✐t②✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ Pr✐♥❝❡t♦♥✱ ◆❏✱ ✶✾✼✺✳ ✷✸

❬❆♥❞r❡♦❧✐ ✶✾✾✵❛❪ ❏✳✲▼✳ ❆♥❞r❡♦❧✐ ❛♥❞ ❘✳ P❛r❡s❝❤✐✳ ▲✐♥❡❛r ❖❜❥❡❝ts✿ ▲♦❣✐❝❛❧ Pr♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❇✉✐❧t✲■♥
■♥❤❡r✐t❛♥❝❡✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❙❡✈❡♥t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▲♦❣✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱
❏❡r✉s❛❧❡♠✱ ▼❛② ✶✾✾✵✳ ✶✸✾

❬❆♥❞r❡♦❧✐ ✶✾✾✵❜❪ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❆♥❞r❡♦❧✐ ❛♥❞ ❘❡♠♦ P❛r❡s❝❤✐✳ ▲❖ ❛♥❞ ❇❡❤♦❧❞✦ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❙tr✉❝t✉r❡❞
Pr♦❝❡ss❡s✳ ■♥ ❖❖P❙▲❆✴❊❈❖❖P✱ ♣❛❣❡s ✹✹✕✺✻✱ ✶✾✾✵✳ ✶✸✾

❬❆♥❞r❡♦❧✐ ✶✾✾✷❪ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❆♥❞r❡♦❧✐✳ ▲♦❣✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❋♦❝✉s✐♥❣ Pr♦♦❢s ✐♥ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝✳ ❏✳ ♦❢
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