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Introduction

L’étude des algébres de Poisson - dont 1'exemple le plus classique est 'algébre des
fonctions sur un fibré cotangent - a mis en évidence de nombreuses autres structures
algébriques (crochet de Schouten-Nijenhuis des multivecteurs, complexe de Koszul, algé-
broides et bigébroides de Lie, crochet de Courant, et leurs “déformations” éventuelles).
Mais toutes ces structures peuvent elles-mémes étre reconstruites & ’aide d’une struc-
ture de Poisson que l'on appelle le “grand crochet”, qui n’est au fond qu’une structure
de Poisson du type le plus classique, & savoir le crochet sur un fibré cotangent, & ceci
prés que I'on doit considérer le fibré cotangent d’une supervariété. L’objet principal de
cette thése est de convaincre le lecteur que ce grand crochet est en effet le bon outil :
non seulement les structures précédemment mentionnées s’expriment & 1’aide du grand
crochet, mais celui-ci permet d’écrire, de fagon remarquablement simple, les déformations
et compatibilités de ces structures, et la démonstration de nombre de leurs propriétés se
réduit & quelques manipulations algébriques.

Nous divisons cette introduction en deux parties. Dans la premiére, nous tentons de
donner au lecteur une idée de ce qu’est le grand crochet, d’abord en expliquant briévement
son origine, puis en faisant quelques calculs en coordonnées. Enfin nous montrons, a titre
d’exemple, combien simples sont les conditions de compatibilités entre algébroides et
entre tenseurs lorsqu’exprimées & 'aide du grand crochet.

La seconde partie est un résumé de la thése.

Présentation du grand crochet

Historique succinct

Le grand crochet a d’abord été introduit en algébre multilinéaire, dans ce qui corres-
pond, rétrospectivement, au cas d’un fibré vectoriel de base M, ou M est un point. La
définition de ce crochet est dans ce contexte assez simple : étant donné un espace vectoriel
E| une forme bilinéaire < .,. > s’étend de fagon unique par bidérivation en un crochet
de Poisson de degré —2 sur A* E. Ce crochet de Poisson a été introduit par Kostant et
Sternberg dans [31] et par Henneaux dans [16]. Lorsque E = V @& V* est muni de son
produit scalaire canonique (non-positif), le crochet de Poisson ainsi obtenu a été appelé
“grand crochet” par Kosmann-Schwarzbach [21]. Elle justifie ce nom en montrant, aprés
les travaux de Lecomte et Roger [33] sur les bigébres de Lie, que ce crochet permet non
seulement de retrouver sous forme de crochet dérivé [25] diverses structures algébriques

9



10 INTRODUCTION

comme les algébres de Lie, mais encore d’exprimer les compatibilités de ces structures.
Elle exprime ainsi de maniére compacte et élégante ce qu’est une (quasi-, proto-) bigébre
de Lie. Ce que cette construction a de remarquable est que les structures algébriques
deviennent simplement des éléments de A\*(V @ V*) et que les diverses compatibilités
requises deviennent des relations de commutation entre ces éléments.

Pour passer des structures d’algébre de Lie aux structures d’algébroide de Lie, il faut,
pour commencer, remplacer ’espace vectoriel E par un fibré vectoriel A — M. Mais,
contrairement a ce que I'on pourrait croire, il ne suffit pas de faire la méme construction
point par point sur A®*(A @ A*). Par exemple, ainsi que le fait remarquer Roytenberg,
(voir section 3.2 de [44]), une structure d’algébroide de Lie sur A ne peut pas étre
encodée dans un tel espace. La clef permettant de généraliser aux fibrés vectoriels est de
remarquer que dans le cas des espaces vectoriels, algébre \*(V @& V*) est I'algébre des
fonctions sur 7*(IIV'), ou IIV est l'espace vectoriel V' considéré comme une supervariété
purement impaire. Sous cette identification le grand crochet est simplement le crochet
de Poisson canonique de I'espace cotangent. Si I'on considére a présent le fibré vectoriel
A — M, il est alors naturel de définir le grand crochet comme étant le crochet de
Poisson canonique sur l'algebre C*°(T*(IIA)) des fonctions sur le cotangent 7*(IIA) de
la supervariété IIA. On rappelle que I1A est la supervariété dont M est la variété de
base M et dont les sections de A ® A* — M sont des coordonnées impaires. Roytenberg
a utilisé cet outil pour étendre des algébres de Lie aux algébroides de Lie les résultats
de Lecomte, Roger et Kosmann-Schwarzbach et donner ainsi des caractérisations simples
des (quasi-, proto-)bigébroides de Lie. Comme dans le cas des algébres de Lie, ce que
cette construction a de remarquable est que les structures algébriques deviennent des
fonctions sur T*(ILA), et que les diverses compatibilités requises deviennent des relations
de commutation entre ces fonctions. Dans la suite de ce texte, nous appellerons souvent
les éléments de C*°(T*(I1A)) les hamiltoniens sur ILA.

Le grand crochet en coordonnées locales.

Le grand crochet est, par définition, le crochet de Poisson canonique sur le cotangent
de la supervariété IIA — M. Pour donner au lecteur une idée de ce que peut étre un tel
objet, nous allons en donner ’expression explicite lorsque A est le fibré trivial de rang n
sur R”. Comme tout fibré vectoriel est localement isomorphe & un tel objet, ce que nous
décrivons dans les lignes qui suivent est aussi la description locale du grand crochet.

L’algebre des fonctions sur IIA est, en ce cas, 'algébre engendrée par les coordonnées

($1,...,xm,§1,...,§”),

oti les coordonnées !, ..., 2™ sont paires et les coordonnées &1, . .., €™ sont impaires. On

rappelle qu’une coordonnée paire commute avec toutes les autres et que deux coordonnées
impaires anti-commutent :

rixy = wixvi, &y =&ivi, &g = =5
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L’algeébre des fonctions sur 7*(ILA) est alors I’algébre engendrée par les coordonnées

(xl""7xm7§17"')€napla"'7pm5017’"aen)v

ou les coordonnées moment p1, ..., p,, sont paires et les coordonnées moment 61, ...,0,
sont impaires.
En termes de ces coordonnées locales, le grand crochet s’écrit

_OF 98 .\l OF 98 OF 08 . e OF 98
ot =500 V" 5o T a.oes TV geade,

pour toutes les fonctions §, g € C*°(T*(I1A)), de parité |f| et |g]|.
On peut encore définir le grand crochet comme 'unique bidérivation graduée qui
vérifie

{xz’ga} = {;L'Z’Qa} = {pivga} = {pivea} =0

{x’,xj} = {g“,&b} ={pi,pj} = {040} =0 i,j€{l,...,m}
{pi,al} =6 a,be{l,...,n}
[0} = ot

ou ¢ est le symbole de Kronecker.
On vérifie que lantisymétrie graduée ainsi que les identités de Jacobi et Leibniz
graduées sont satisfaites, donc que le grand crochet est un crochet de Poisson gradué.
Contrairement au crochet de Poisson usuel, le crochet d’une fonction impaire avec
elle-méme n’est pas forcément nul. Néanmoins la relation {u,u} = 0 est satisfaite, par
exemple, pour les fonctions suivantes

l.n=met pur = Z?:l fipz'a

2.m=0etpug=> 1, .4 C’gbﬁafbﬁc, ol les U, sont les constantes de structure d’une
algébre de Lie g.

Simplicité du calcul en grand crochet

Le notion d’algébroide de Lie ([43], voir aussi [36]) est la “plus petite” notion natu-
relle qui admet comme cas particuliers algébres de Lie et fibrés tangents & des variétés
différentielles. Par définition, un algébroide de Lie est un crochet de Lie sur 'espace des
sections d’un fibré vectoriel A — M défini par un opérateur bi-différentiel du premier
ordre, ce qui revient a dire qu’il existe une application p : A — T'M, appelée ancre, telle
que

[a, f0] = (p(a) - /) b+ fla, O]

pour tous f € C*°(M),a,b € I'(A). Par exemple, une algébre de Lie est un algébroide
de Lie ot M est un point, et, pour toute variété M, le crochet des champs de vecteurs
munit le fibré tangent TM — M d’une structure d’algébroide pour laquelle 'ancre est
I’identité. Ceci inclut les catégories des algébres de Lie et des variétés dans la catégorie des
algébroides de Lie. Les objets usuels du calcul de Cartan (produit intérieur, différentielle
de de Rham, dérivée de Lie ...) se généralisent a tout algébroide de Lie. Le crochet
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[, ], de Frolicher-Nijenhuis, défini sur 'espace Q*(M, T'M) des formes sur M a valeurs
dans le fibré tangent, se généralise lui aussi aux algébroides de Lie.

Pour définir un algébroide de Lie, il faut donc deux opérations : une ancre A — T'M
et un crochet sur I'(A). Mais un algébroide de Lie sur A — M est déterminé, en termes du
grand crochet, par une unique fonction p sur T*ITA qui vérifie la relation de commutation
{m, pn} = 0. Par exemple, les fonctions pr et pg (voir la fin du paragraphe précédent)
correspondent, respectivement, & I'algébroide de Lie des champs de vecteurs sur TR" et
a l'algébre de Lie g.

Illustrons la facilité avec laquelle ce dernier point de vue permet de résoudre, sans
calcul fastidieux, divers problémes, a travers le cas d’une déformation d’un algébroide de
Lie par un morphisme N : A — A (au dessus de l'identité de M). En transportant la
structure d’algébroide de Lie par eV, le terme que I'on obtient au premier ordre en t,
est un nouveau crochet sur I'(A) donné par

[a,b]ny = [Na,b] + [a, Nb] — N]a,b]

pour tous a,b € I'(A). La question est de savoir quand ce nouveau crochet définit a son
tour une structure d’algébroide de Lie. Il est facile de voir, que, lorsque tel est le cas,
I’ancre ne peut étre que 'application p o N, mais 'identité de Jacobi n’est pas a priori
satisfaite. Ecrire une condition nécessaire et suffisante sur N pour qu’elle le soit n’est pas
chose aisée : si I’on prend des coordonnées locales et un triplet de sections arbitraires, on
obtient certes des équations, mais comment les interpréter ?

En terme de grand crochet, la condition nécessaire et suffisante s’écrit de fagon parti-
culiérement simple. La fonction sur T*IIA qui correspond au crochet [.,.]n est la fonction
{N, u}, laquelle est, ainsi que nous venons de le voir, un algébroide de Lie si et seulement
si elle commute avec elle-méme :

{N, 1} AN, u}} =0, (1)

(ot on a noté N et p les fonctions sur T*(IIA) qui encodent le morphisme N et la
structure d’algébroide de Lie sur A).

Par ailleurs, dans la littérature (voir [29]), on trouve qu’'une condition suffisante pour
que [.,.]n soit un crochet d’algébroide de Lie est que le crochet de Frolicher-Nijenhuis de
N avec lui-méme, [N, N ]FN = 0, soit nul, ce qui, comme nous le verrons, en termes du
grand crochet, s’écrit sous la forme :

{N>{N7:u}} = {N27/L}'

Comme le grand crochet vérifie I'identité de Jacobi graduée et que {u, u} = 0, la condition
(1) est automatiquement satisfaite dans ce cas. Ceci justifie le caractére suffisant de la
condition [N, N] =0 pour que [.,.]n soit un crochet d’algébroide de Lie.

FN
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Plan et résumé de la thése

Chapitre 1

Dans la premiére partie du chapitre nous rappelons les définitions des algébroides de
Lie dans 'approche supergéométrique et du grand crochet. Nous montrons comment les
différentes structures d’algébroide de Lie, de bigébroide de Lie et d’algébroide de Courant
s’expriment en ces termes. Dans la seconde partie nous reconstruisons, & partir du grand
crochet, soit comme restriction, soit comme crochet dérivé [25], un certain nombre de
crochets usuels : le crochet de Nijenhuis-Richardson, le crochet de Schouten-Nijenhuis
et le crochet de Frolicher-Nijenhuis. L’écriture de ce dernier en termes du grand crochet
est particuliérement simple et, pour autant que nous le sachions, originale. Donnons
quelques détails. Le crochet de Frolicher-Nijenhuis est une structure d’algébre de Lie
graduée sur les (k,1)-tenseurs antisymétriques, c’est-a-dire les sections de A\* A* ® A.
Son expression explicite, pour les sections décomposables K = wx @ X € T'( /\'C A*®A)
et L =wr® Xy e (A A* ® A), est donnée par la formule

[K, L]FN = (wK/\EXKwL)®XL+(—1)k(dwK/\iXKwL)®XL—(—1)kl(wL/\£XLOJK)®XK
— (—1)k(l+1)(de A iXLwK) QR X +wrg ANwp ® [Xk,XL] .

Nous démontrons le théoréme suivant

THEOREME Soient (A, p,[.,.]) un algébroide de Lie et u la fonction sur T*(ILA)
correspondante. En termes du grand crochet :

K, L]FN ={{K,p}, L} + (_1)k(l+1) {ir K, p},
pour toutes les sections K € T(\" A* @ A) et L e D(\' A* @ A).

On remarque que le premier terme dans I’expression de [K L]FN, asavoir {{K,u}, L},
est exactement la formule que 'on utilise pour définir un crochet dérivé. Mais le crochet
dérivé est défini sur une sous-algébre commutative, or A* A* ® A ne l'est pas. En particu-
lier Pexpression {{K, u}, L} n’est pas antisymétrique. Au contraire, I'identité de Jacobi
donne que

{K,n}, L} = {K,{u, L}} + (-1)"" {{K, L} , i}

Le deuxiéme terme, & savoir {ipK,u} corrige ce défaut d’antisymétrie puisque
{K,L} =ixgL — (—1)* DU, K ce qui implique bien l'antisymétrie graduée de
;] Autrement dit, la formule du théoréme ci-dessus est un crochet dérivé, mais
adapté au cas ou la sous-algébre n’est pas commutative.

Chapitre 2

Essentiellement, ce chapitre regroupe, compléte, relie et étend des résultats épars
dans la littérature a propos des diverses constructions de 'algébre de Poisson que définit
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le grand crochet. Autrement dit nous mettons en évidence le diagramme commutatif
suivant d’algébres de Poisson graduées

Pol(T*(I1A)) = Py
= V|
C(A® AY) 5 R(A@ A¥)

ou
— Pol(T*(I1A)) est 'algébre des fonctions polynomiales (en les variables de la fibre)
sur 7*(ITA), muni du grand crochet,
— P est lalgébre graduée libre engendrée par les fonctions de Pol(T*(ITA)) de degré
total 0,1 et 2, et I est un idéal de Poisson engendré par des relations de degré 2.
~ R(A & A7) est l'algebre des sections de €D, _y, (/\k(A O A ® SP(TM)). Si on
fixe une connexion V sur A, on définit sur R(A & A*) une structure d’algébre de
Poisson graduée, dite algébre de Rothstein.
- A(A @ A*) est la sous-algebre de Poisson des multi-crochets de quasi-Courant en-
gendrée par les élément de degré 0,1 et 2.
Les isomorphismes P/I — Pol(T*(ITA)) et % 7 — R(A @ A*) sont dis a Roy-
tenberg [45]. Nous détaillons ces constructions en explicitant le crochet de Poisson

sur 7)/] et montrons que l'image de 77/[ par l'isomorphisme annoncé par Royten-

~

berg [45] est bien l'algébre de Rothstein. L’isomophisme C(A @ A*) — R(A @ A*) est
di a Keller et Waldmann [18]. Nous construisons un morphisme d’algébres de Poisson
Pol(T*(ITA)) — C(A & A*), montrons que le diagramme ainsi formé est commutatif et
concluons alors que ce morphisme est bijectif.

Nous finissons ce chapitre en vérifiant que, lorsque la connexion fixée sur A est plate,
le grand crochet est le crochet de l’algeébre bicroisée [40, 28| des deux sous-algébres de

Lie de R(A & A*) suivantes

Pr (((/\k+1 A%) /\A)) ot BT (/\kA* ®TM) .

keZ keZ

Chapitre 3

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous écrivons a l’aide du grand crochet di-
vers types compatibilités entre structures (évoquées au chapitre 1) et divers types de
déformations, par des tenseurs, donnant des structures compatibles. L’idée générale est
la suivante : les structures sont des hamiltoniens sur ITA de degré 3 et les déformations
se font par des hamiltoniens de degré 2. Les structures sont compatibles si leurs hamil-
toniens commutent et les déformations par les tenseurs H et H' donnent des structures

compatibles sous certaines conditions exprimables sous la forme [H, H'] | = 0. On unifie
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ainsi divers types de compatibilités bien connues : compatibilité entre structures de Pois-
son (qui apparait dans les systémes intégrables), compatibilités a la Magri et Morosi [38]
entre bivecteur de Poisson, formes pré-symplectiques et tenseurs de Nijenhuis, paire de
Hitchin (définies par Crainic [8]), 2-formes complémentaires de Vaisman [60]. On tra-
duit toutes ces compatibilités en termes du grand crochet et on vérifie certaines relations
entre ces compatibilités. Cette section n’introduit pas & proprement parler de nouvelles
notions, mais unifie en un méme langage toutes ces compatibilités entre tenseurs.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre on étudie la généralisation suivante de la
compatibilité entre un bivecteur de Poisson et un (1, 1)-tenseur.

DEFINITION Une structure de Poisson quasi-Nijenhuis avec flux sur un algébroide de
Lie A est un quadruplet (m, N,¢, H) on. 7w € T(A\*A), N e T(A® A*), 1 € D(\® A*) et
H e D(\* A*) sont tels que Now! =t o!N, dip = 0, dH = 0 et vérifient les conditions
suivantes :

7 est un bivecteur de Poisson,

CrN(a, B) = 2igsangigH,
Tn(X,Y) = ¥ (inx vy H —inyax H +ixavy),
dyy = dH,

pour tous X, Y € I'(A), a,B € I'(A*), ou H est la 3-forme définie par
H(X7 Y7 Z) :OX,Y,Z H(NXa NYa Z):
pour tous X,Y,Z € T'(A).

Pour H = 0, on retrouve la définition d’une structure de Poisson quasi-Nijenhuis [52]
et si, de plus, ¥ = 0, alors on retrouve une structure de Poisson Nijenhuis [38].

Cette section a fait 'objet d’une publication [1] dont les principaux résultats sont les
suivants. Tout d’abord, voir théoréme 3.2.12, les structures complexes généralisées [14]
sont des exemples de structures de Poisson quasi-Nijenhuis avec flux. Il en va de méme
si, au lieu des structures complexes, on considére des structures produits (c’est-a-dire de
carré égal a Id) ou des structures sous-tangentes (c’est-a-dire de carré nul). Un deuxiéme
résultat associe une structure de Poisson quasi-Nijenhuis avec flux a toute paire (7, w),
oll  est un bivecteur de Poisson et w est une 2-forme quelconque.

THEOREME Soient © un bivecteur de Poisson, w une 2-forme et considérons
N =7fouw’ et wy = w(N.,.). Le quadruplet (7, N, dwy, —dw) est une structure de Pois-
son quasi-Nijenhuis avec flux sur A.

Dans la lignée de [52, 7] qui interprétent les structures complexes généralisées ou
les structures de Poisson quasi-Nijenhuis en termes de quasi-bigébroides de Lie, nous
démontrons aussi le théoréme suivant.

THEOREME Si (m, N,4, H) est une structure de Poisson quasi-Nijenhuis avec flux sur
A alors (A%, A, +iyH) est un quasi-bigébroide de Lie, ot dif(a) = dy(a) — int(a)H,
pour tout o € T'(A*).
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Chapitre 4

Ce chapitre est consacré aux structures para-hypersymplectiques qui, comme nous le
verrons, sont riches en structures compatibles.

DEFINITION Une structure para-hypersymplectique est un quadruplet (A, wi,wa,ws)
o A est un algébroide de Lie et wy,ws et wg sont des A-formes symplectiques telles que
les tenseurs I, Iy et I3 définis par

Ij = (wj—1") lowjy’, j=1,2,3,

vérifient
I;* = ¢j 1da, avec €j = +1, j=1,2,3.

On abrégera parfois la notation et on écrira PHS au lieu de para-hypersymplectique.

Par construction, I’application I; est ce que I'on appelle le tenseur de passage de w;j_1
a wj41, pour tout j =1,2,3.

Les structures hyperkéhleriennes sont clairement des exemples de structures PHS
telles que JE = J3 = J2 = —1d.

Dans ce chapitre, nous commencons par vérifier que

63W1(J1., ) = €1LL)2(J2., ) = 62W3(J3., )

et que Dapplication bilinéaire ¢(.,.) ainsi obtenue est symétrique non dégénérée si
€1€9e3 = —1 et symplectique sinon.

On résume les relations entre les quatre formes bilinéaires wq,wo, w3 et g par le dia-
gramme suivant

w3
eols3
12 11
g
es3ly
€112
w1 7 w9
3

ol

— les sommets sont considérés comme des morphismes de A dans A*;

— les fléches sont des morphisme de A dans A;

— une fléche I relie le morphisme F' au morphisme G si F ol =G.
I1 découle en particulier du diagramme que, pour @ # j, I; et I; commutent si €jezez = 1
et anti-commutent sinon.

Nous associons a une structure PHS une série de PQ)-structures. Nous résumons dans
la proposition suivante plusieurs propositions que nous démontrons au long du chapitre
(pour le premier point, voir proposition 4.1.8, pour le second voir proposition 4.1.20).
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PROPOSITION Soit (A,w1,ws,ws) une structure PHS, et m,mo, w3 les trois struc-
tures de Poisson associées a wi,ws,ws.

1. Pour tous i # j € {1,2,3}, (m;,w;) est une PQ-structure ;

2. Siereaes =1, alors (m;, g) est une PQ-structure pour i = 1,2, 3.

On note que, par des résultats du chapitre 3, chacune de ces PS)-structures induit
une PN et une QN-structure, que nous détaillerons au long de ce chapitre.

Une autre conséquence de cette proposition est que Iy, I> et I3 sont des tenseurs de
Nijenhuis. On démontre en fait que, plus généralement :

THEOREME Soit (A, w1, ws,ws) une structure PHS. Pour tous j, k € {1,2,3},
[ 1], = 0.

Ce théoréme est loin d’étre évident, et, d’ailleurs, sa preuve n’est pas du tout la méme
selon que €1€9€3 vaut 1 ou —1.

Nous donnons ensuite un théoréme qui montre qu’une structure PHS peut étre consi-
dérée comme une paire de QQN-structures compatibles en un certain sens.

THEOREME Un quadruplet (A,wi,ws,w3) est une structure PHS si et seulement si
(w1, I2) et (wo, 1) sont des QN -structures telles que

I =¢jids, j=1,2
wlb @) 12 == (,UQb @) Il
Il (¢] I2 = 616263[2 (e] Il.

A partir d’une paire de QN -structures comme ci-dessus, on retrouve ws et I3 de la
facon suivante
w;z,l’ = wlb ol
{ 13 = 62[2 @) Il.

Nous discutons ensuite certains exemples, en distinguant les différents cas de struc-
tures PHS. Dans le cas €jeze3 = —1, nous nous placons sur R* et nous associons des
équations de type Monge-Ampére & des structures PHS. Dans le cas €jese3 = 1, nous
donnons des exemples, et proposons une classification dans le cas €] = €3 = €3 = 1, qui
consiste a donner un isomorphisme entre un voisinage d’un point de M et le produit
de quatre ouverts de quatre espaces vectoriels symplectiques ; les formes wi, ws, w3 sont
ensuite construites en prenant des combinaisons linéaires bien choisies, a coefficients dans
{—1,+1}, de ces formes.






Notations

Au long de ce texte nous considérerons
— M une variété différentielle de dimension m ;
— A= M un fibré vectoriel de rang n (de fibre F);

~ (U;2',...,2™) une carte locale de M ;

— (01, ...,0,) une base de I'espace vectoriel F et (¢!,...,£") la base duale de F*;
— Xk (A) T(A\" A) l'espace des A-multivecteurs homogénes de degré k ;

- X*(A) = ®k>0 XF(A) I'espace des A-multivecteurs;

- Qk(A) (A" A*) I'espace des A-formes homogénes de degré k ;

= Q%(A4) == DBy 0 F(A) I'espace des A-formes ;

— A(A) est 'algébroide d’Atiyah de A;
— D(A) =T(A(A)) est I'espace vectoriel des endomorphismes dérivatifs de A ;
— EndA sont les endomorphismes du fibré vectoriel A — M ;
[, Jeom €t le commutateur gradué d’endomorphismes sur un espace vectoriel gradué
V' défini par
[F.Glow = F oG — (-1)Fg o F.

Si V n’est pas gradué, on considére que tous les éléments sont de degré 0;
Toutes les structures apparaissant dans ce texte (variétés, fibrés, etc...) sont consi-

dérées de classe C'*°.
On utilise, en régle générale, la convention d’Einstein au long de ce texte.
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Chapitre 1

Approche supergéométrique

Complétant et généralisant les résultats de Lecomte et Roger [33], dans [21] Kosmann-
Schwarzbach montre que le grand crochet, sur le double F & E* d’un espace vectoriel E,
permet d’encoder les structures usuelles telles que algébres et bigébres de Lie et aussi leurs
versions plus faibles (quasi- et proto-). Les crochets de ces structures sont alors obtenus
comme des crochets dérivés (voir [25]) du grand crochet. Dans [44], Roytenberg généralise
les résultats de [21] & un fibré vectoriel A — M et aux structures d’algébroide de Lie et
autres structures associées (bi-, quasi- et proto-). Pour cela Roytenberg (voir aussi [57])
remarque que E @ E* ~ T*(IIE) et que dans le cas d’un fibré vectoriel A — M le cadre
correct pour généraliser les résultats de [21] est T*(IIA) muni du crochet de Poisson
canonique.

Dans la premiére partie de ce chapitre nous allons exposer les principaux résultats
de [44]. On commence par rappeler la définition et les propriétés principales d’une struc-
ture d’algébroide de Lie sur un fibré vectoriel A — M. Puis, reprenant les résultats
de [62] et [44], on introduit le cadre supergéométrique, c’est-a-dire T%(IIA) muni du
grand crochet, et on vérifie comment les structures d’algébroide de Lie (et leurs struc-
tures associées) s’expriment dans ce cadre.

Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, on s’intéresse a 'espace vectoriel T(A® A*®A)
des A-formes & valeurs vectorielles. On exprime, dans le cadre supergéométrique, plusieurs
crochets et opérateurs classiques sur I'(A\®* A* ® A), en particulier le crochet de Frolicher-
Nijenhuis [10].

1.1 Algébroides de Lie et approche supergéométrique
Dans cette section, nous allons introduire le cadre supergéométrique dans lequel nous
exprimerons les structures d’algébroide de Lie et autres structures associées : bigébroides

de Lie, quasi-bigébroides de Lie et algébroides de Courant. Commengons par rappeler la
définition et les propriétés fondamentales d’un algébroide de Lie.

21
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1.1.1 Algébroides de Lie

Considérons M une variété différentielle. Une structure d’algébroide de Lie sur un

fibré vectoriel A = M est un couple (p, [.,.]) tel que
— Pancre p: A — TM est un morphisme de fibrés vectoriels, au dessus de I'identité

de M,
- T™
NS
M
— le crochet [.,.] est un crochet de Lie sur ’espace des sections I'A,
et la régle de Leibniz

A

(X fY] =X Y]+ (p(X)- /)Y
est vérifiée quelles que soient la fonction f € C*°(M) et les sections X,Y € I'A.

Exemples:

1. Le fibré tangent est évidemment un exemple d’algébroide de Lie.

TM id TM
\ /
M

2. Une algébre de Lie g est également un algébroide de Lie. Dans ce cas, M = {x} est
un point et I'ancre est 'application nulle.

3. Sim est un bivecteur de Poisson de M (i.e., m € T(A\?*TM) tel que [r, 7|, =0, ot
[, .}SN est le crochet de Schouten-Nijenhuis, voir le paragraphe 1.2.4), alors T* M

a une structure d’algébroide de Lie, d’ancre 7t

t
T*M TM

N

M

ot on définit 7¢ : T*M — TM en posant 7*(a) = iy(n), pour tout o € T(T*M).
Le crochet de Lie sur I'(T* M) est défini par

[, 8] = Lo (a)B — Lr#gyer — d(m(e, B)),

pour tous «, 8 € I'(T*M) et ou Lx = [ix,d]., est la dérivée de Lie dans la
direction de X € I'(TM).
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Soit (A,p,[.,.]) un algébroide de Lie. On définit la différentielle extérieure
d:Q°(A) — Q*FL(A) en posant pour tout n € QF(A),

k
dn(X()a cee 7Xk) = Z (_1)1 p(Xl) : 77(X07 ce 7Xi7 cee 7Xk)
i=0

1

+ 3 (—1)”]’n([XZ-,Xj],XO,...,XZ,...,)?j,...,Xk), (1.1)
0<i<j<k

ou Xp,..., X € I'(A) et ou le symbole ~ au dessus d’un terme signifie que ce terme est
omis.

PROPOSITION 1.1.1 Soit (A,p,][.,.]) un algébroide de Lie.

1. L’opérateur d est une dérivation de degré 1 de l’algébre extérieure (Q°(A),N), i.e.,
A A Q) =dnAC+ (=1 nAadg, Vi e QM(A),¢ e (A).
2. L’opérateur d est un opérateur de cohomologie, i.e.,
d* = 0.

La définition (1.1) de d en fonction de p et [.,.] est en quelque sorte réversible car on
peut définir p et [.,.] en fonction de d :

{ p(X) - f=df(X) (1.2)
<[X,Y],n>=p(X) ) —p(Y) n(X)—dn(X,Y), '

pour tous X,Y € I'(A),n e ['(A*) et f € C°(M).

L’équivalence entre d et le couple (p, [.,.]) est précisée dans le théoréme suivant.

THEOREME 1.1.2 ([36]) Soit A ™ M un fibré vectoriel. Les relations (1.2) définissent
une correspondance biunivoque entre les structures d’algébroide de Lie sur A, (p,|[.,.]), et

les dérivations de degré 1 de (Q°(A),A), d: Q*(A) — Q*TL(A), qui vérifient d> = 0.

1.1.2 Le superfibré I1A

Soit A —+ M un fibré vectoriel de fibre F, ot F est un espace vectoriel de dimen-
sion finie. Dans cette section nous allons construire le superfibré vectoriel IIA. Cette
construction est faite localement dans chacune des cartes locales d’un atlas de A, mais
on vérifie qu’elle ne dépend pas de la carte locale considérée et qu’elle peut ainsi étre
étendue globalement & A.

Considérons un atlas de M formé par des cartes locales (U; zt, ..., 2™) et considérons
une base (£1,...,€") de I'espace vectoriel dual F*. On définit une structure de variété
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différentielle sur A, I'espace total du fibré vectoriel, en considérant les cartes locales
(m=Y(U); 2, .. ™, €L, L €7), ot par un abus de notation on note !, ..., 2™, £ ... €n
les fonctions ‘ ,
' =aztoprojjoe, i=1,...,m
{éa =¢%oprojpop, a=1,...,n.

Dans les formules précédentes, ¢ : 71 (U) — U x F est ’homéomorphisme provenant de
'atlas du fibré vectoriel A = M et proj; (resp. projs) est la projection de U x F' sur le
premier facteur (resp. sur le deuxiéme facteur).

Dans chacune des cartes locales (7~ H(U);x!,..., 2™, €', ... &) de l'atlas considéré
sur A, attribuons un poids aux fonctions coordonnées : 0 pour les coordonnées corres-
pondant & la base M et 1 pour les coordonnées correspondant a la fibre de A — M.
Ainsi, si on note w(f) le poids de f, on a :

w(z’) =0 et w(¢®) =1, Vi=1,...,m, Ya=1,...,n.

Il est évident qu'un changement de coordonnées dans cet atlas respecte le poids des
coordonnées.

En outre, on peut définir la parité d’une fonction coordonnée en accord avec (la parité
de) son poids. Alors I’ensemble des (super)cartes locales (7 =Y (U);zt, ... 2™ &L ... €M)
munit espace total du fibré vectoriel A — M d’une structure de supervariété que l'on
note ITA. Les fonctions coordonnées vérifient

IL'ZZL'] — .’L'jxi, l,iga — Eax’i et é-agb — _5()&-&

pour tous i, =1,...,meta,b=1,...,n.

Par construction, les fonctions coordonnées de IIA ont un poids et une parité compa-
tibles, c’est-a-dire qu’une fonction de poids pair (resp. impair) est paire (resp. impaire).
Ainsi, ITA, muni de cet atlas est une N-variété (voir définition dans [50], voir aussi [62],
[45]), c’est-a-dire une supervariété ot 'on associe un poids aux fonctions coordonnées,
tel que le poids d’une fonction est compatible avec sa parité.

Remarque: On démontre que la définition de I1A ne dépend pas des cartes locales
initialement choisies sur A.
L’espace des fonctions sur I1A

Soit une fonction f € C°°(IIA). On peut (localement écrire f comme une fonc-
tion des fonctions coordonnées et) développer f comme une série de puissances des
&% a=1,...,n. Mais comme les £* anti-commutent, on a

et cette série est en fait une somme (finie) :

f(@,8) = fo(®) + fa(®)E" + fara, ()6 €Y + o 4 fay 0, (®)E ... €™ (1.3)
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ol a,ai,...,a, sont des indices parcourant {1,...,n} et les variables « et & représentent
les vecteurs (z!,...,2™) et (€1,...,€™). Les fonctions faay,-- -, fay..ap € C(M) véri-
fient

faa(1)~--%(1) = (_1)|0|fa1...al

pour tout I € {2,...,k}, ol o est une permutation de {1,...,l} de parité |o|.
Ainsi, tout f € C°(IIA) s’écrit localement comme dans ’équation (1.3) et peut étre
considéré localement comme un élément de C*°(U) ® A°*(F*). Donc

C(I14) = T (A" 4*) = Q*(A).

k>0

1.1.3 Hamiltoniens sur 114

Nous appelons hamiltonien sur ILA une fonction (& valeurs réelles) sur 7*(ILA). Dans
ce paragraphe nous introduisons la structure de N-variété sur T*(IIA) induite par la
structure de N-variété sur I A, puis nous définissons le poids et le bidegré d’un hamilto-
nien sur ITA. Enfin, nous introduisons la structure symplectique canonique sur 7*(ILA)
et le grand crochet qui est le crochet de Poisson canonique sur C*°(T*(I1A)).

Structure de N-variété sur 7*(I1A)

A partir de la structure de supervariété sur IIA, on peut définir une structure de
supervariété sur 7*(ITA). Considérons I’atlas déja introduit sur ITA, ayant pour coordon-
nées locales (z¢,£%). Nous allons considérer sur T*(ITA) 'atlas ayant pour coordonnées
locales (2%, €%, p;, 0,), ot p; et B, sont les coordonnées moment associées aux coordonnées
zt et &% respectivement.

Afin de mieux comprendre ce que sont les coordonnées “moment” p; et 6,, procédons
par analogie avec le cas classique (non gradué). Si N est une variété différentielle, on
appelle relévement hamiltonien de I'(T'N) & C*°(T™* N) 'application

h:T(TN)— C®(T*N)
v = h(v)
tel que, pour tout a, € T)N, on ait h(v)(ay) =< a,v(x) >. Dans notre cas on pré-
tend définir le relévement hamiltonien quand N est une supervariété (plus précisément

N =1IA). Localement, on définit le relévement hamiltonien (par analogie avec le cas
non-gradué) en posant

h: D(T(ILA)) — C%(T*(ILA))

+ g%w,a)aia o h(v) = fila, O)ps + 9 (. )6

0
oz’

(1.4)

v=f'(z,¢€)
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Afin que la définition locale de h puisse étre étendue globalement, les coordonnées p;
(resp. 8,) doivent se comporter, aprés un changement de cartes, comme les champs de vec-

teurs % (resp. aga) Considérons alors un changement de coordonnées (x, &) — <5E,g)

sur IIA défini par

7t =1tz 1 I 17}
{ga_TéI(:’E)é} a=1, y 1
et inversement .
¥ =1 (x j e, M
{?zw@w b=1,...,n,

ol TC“CF,)C = 0. Alors on a
0 _ow o 080
Ozt Ozt 0TI Ot ogd
o) o9 oTb , 0

S orom T ort o
0% 9 9T .~ 0
= or o o O g
et
o 08 o

ogr  9E yeb
PO,
:Tf(‘ﬂ(w))a*@-

Ainsi, un changement de coordonnées (x, £) — <§ , E) sur ITA doit induire un changement

~ A

de coordonnées (x,&,p,0) — ( &, D 0> sur T*(ILA), décrit par les équations suivantes

7t = z'(Z) i=1,...,m
§“*T“(A)§q’ a=1,...,n
pi= 25 + JETH@EG,  i=1,...m (15)
0, = TP (z(7))6, a=1,...,n

On attribue, sur T*(IIA), a chaque coordonnée moment p; ou 6, un poids opposé au
poids de la fonction coordonnée de IIA correspondante. Ainsi, comme

w(z’) =0 et w(&) =1, Vi=1,...,m, Ya=1,...,n,
on pose

w(pi)) =0 et w(b,) =-1, Vi=1,...,m, YVa=1,...,n.
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On vérifie facilement que ces poids sont préservés aprés un changement de coordonnées.
En effet, les coordonnées p; sont les seules qui ne se transforment pas en coordonnées du
meéme type, a cause du deuxiéme terme apparaissant lors du changement de p; dans (1.5).
Néanmoins ce terme supplémentaire a un poids égal a 0 (car w(£°) =1 et w(f) = —1)
et le poids de p; (égal & 0) est ainsi maintenu.

En conclusion, les cartes locales (27, &%, p;, 0,), telles que les changements de cartes
vérifient les équations (1.5), munies des poids définis ci-dessus, conférent a 7*(IIA) une
structure de N-variété.

Degré total sur Pol(T*(I1A))

Dans ce paragraphe nous définissons, & partir de la structure de N-variété sur 114,
le degré total d’une fonction polynomiale (en les variables de la fibre) sur 7%(IIA). Nous
vérifions par la suite que le degré total peut aussi s’obtenir & partir de la structure de
double fibré vectoriel de T*(I1A).

Considérons, sur T*(HA), le champ de vecteurs de Euler :

co - o~ d
aga Z (pz)plaip"_zw(ea)eaai%

=1 v a=1

€w =

>l

i=1

Z" S R a
:a:1§ 8€a _azl eaaea.

En d’autres termes, l'action de €, sur une fonction coordonnée d’une carte locale
(2%, €%, p;, 0,) est égale & la multiplication de cette fonction coordonnée par son poids. En
particulier, 'action de €, ne dépend pas du choix des coordonnées sur T*(ITA). Le champ
de vecteurs de Euler nous permet de définir le poids d'une fonction f € C°(T*(IIA)) :
on dit que f est une fonction homogéne de poids k si €y, - f = kf.

On peut aussi définir, sur 7*(ITA) un “degré en fibre”. Si on considére une carte locale
(2%, €%, p;, 0,) sur T*(ITA), on construit le degré en fibre x en posant :

k(x)) = k(€YY =0 et r(p)=r(0,) =1, Vi=1,...,m, Ya=1,...,n.

On remarque que le degré en fibre k est préservé aprés un éventuel changement de
coordonnées (voir les équations 1.5).
Considérons le champ de vecteur €, similaire a €,

m

Z +Z€ aa

On dit alors qu'une fonction f € C°(T*(ILA)) est homogéne de degré en fibre k, si
€ - f = kf. En fait, le degré en fibre d’une fonction f € C°(T*(ILA)) est (s’il existe)
son degré polynomial en les coordonnées (p;, 0,).

Dans le tableau suivant nous récapitulons les différents degrés introduits sur (une
carte locale de) T*(ILA) et nous introduisons aussi le degré total ¢t = w + 2k.
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| 2* | €% | pi | b
w 0]1/(0]-1
K 0]0]1 1

t=w+2x|0]| 1|21

Comme les degrés x et w sont préservés par un changement de coordonnées, le degré
total ¢ = w + 2k est aussi préservé. On remarque par ailleurs que le degré total ¢ (qui a
la méme parité que w) est compatible avec la parité induite par la structure de N-variété
sur ITA. Au contraire, le degré en fibre x ne respecte pas cette parité.

De méme que pour les degrés précédents, on définit le champ de vecteurs €; = €, +2¢,
sur T*(ILA) et on dit qu’une fonction f € C*(T*(I1A)) est homogéne de degré total k si
¢ - f = kf. On notera Poly(T*(ILA) I'ensemble de ces fonctions et on appellera algébre
des fonctions polynomiales sur T*(ILA) I'algébre graduée

Pol(T*(I1A)) = @5 Poly(T*(I14).
k>0
Pour k=0et k=1,0na
Polo(T*(IIA) = C®(M) et Poly(T*(ITA) = ['(A @ A*).

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons définir le bidegré d’une fonction
f € Pol(T*(ILA)) et nous vérifierons que le degré total, défini ci-dessus, peut s’obtenir &
partir du bidegré.

L’application de Legendre (voir |37, 62, 44]) est un isomorphisme (et méme un sym-
plectomorphisme) entre T*(ILA) et T*(ILA*) qui, en termes de coordonnées locales, s’écrit

T*(ILA) — T*(ILA¥)
(xia §a7 Di, 0(1) — (J:iy aau Di, ga)
Pour A = T'M cet isomorphisme a été découvert par Tulczyjew [54, 55, 56] et permet
de donner une formulation géométrique aux mécaniques Lagrangienne et Hamiltonienne.

Ainsi, T*(ITA) peut étre considéré deux fois comme un fibré vectoriel, d'une part sur
ITA et d’autre part sur ITA* :

Y

T*(I14) T+ (114%) mA*
(xi7§a7pi>9a) = ('xivemphga)l (.,L.i,ea)
(:L,i’ga) I !

ITA M
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Remarque: En fait, sur T*(ILA) on a une structure de double fibré vectoriel (voir [35]).

On peut alors attribuer deux degrés (en fibre) & une fonction polynomiale
f € Pol(T*(ITA)) :
— soit on considére le fibré T*(IIA) — IIA et on prend en compte le degré en fibre
k(f), défini précédemment ;
— so0it on consideére le fibré T*(ITA) — ITA* et on prend en compte le degré en fibre
k«(f), défini de fagon analogue a x(f).
On remarque alors que le degré total de f, défini précédemment, coincide avec la
somme £(f) + k«(f). Ainsi, pour les fonctions coordonnées, par exemple, on a

I I S S I
K 0 0 1 1
Ko 0 1 1 0
(ko) | (0,0) | (0,1) | (1,1) | (1,0)
K+ Ky 0 1 2 1

On appellera bidegré de f la paire (k(f),k«(f)). Dans Pol(T*(IIA)), on note
Pol(, ) (T (I1A)), 'ensemble des fonctions de bidegré (a,b). Alors, pour tout & > 0,

Poly(T*(TIA) = @5 Pol(yy) (T*(I1A)).
a+b=k

Ainsi, par exemple,

Pol(g,1)(T*(I1A)) = E *)

Pol(y o) (T*(I1A)) = I'(A
Pol; (T*(I1A)) = T(A & A¥).

Structure symplectique sur 7*(IIA) et grand crochet

Tout comme dans le cas non-gradué, le fibré cotangent 7*(IIA) est une supervariété
symplectique munie de la forme symplectique canonique € (voir par exemple [45, 57]).
Dans un systéme de coordonnées locales (z°,£%, p;,0,), la forme symplectique canonique
Q) s’écrit sous la forme

QO = dp; Adz® + db, A de.

L’espace des fonctions C*°(7™(IIA)) est muni d’un crochet de Poisson associé a Q. En
termes de coordonnées locales, le crochet de Poisson s’écrit

_ 9 98 . L\illel OF 08 , Of 98
o =g, a0 OV 5uiap T g oee Y

pour toutes les fonctions §, g € C°(T*(11A)), de parité [f| et |g|.

On appellera parfois ce crochet de Poisson sur C°°(T*(11A)) le grand crochet parce
que quand M est un point on retrouve la notion de grand crochet utilisée par Kosmann-
Schwarzbach dans [21].

L’algebre des fonctions C°°(T™(ILA)) munie du grand crochet est donc une algébre
de Poisson graduée, c’est-a-dire que les conditions suivantes sont vérifiées,

gl 9 98
9Ee 90,
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1. Tanti-commutativité (graduée)

{f.a} = (=DMl {g,5};

2. T'identité de Jacobi (graduée)

{5.{a,b}} = {{F,a}. b} + (—=1)Mlel {g, {5, 0} };

3. la régle de Leibniz (graduée)

{5.ab} = {f.g} b+ (—1)Melg {5, 5},

pour toutes les fonctions f, g, h € C°(T*(I1A)) et ou |f| (resp. |g|) est la parité de f
(resp. g). ‘

En termes de coordonnées locales (z*,£%, p;, 0,) sur T*(ILA) on peut définir le grand
crochet en posant

{o,¢"} = {a",0a} = {pi,€"} = {pi,0a} = 0

{xz,x]} = {g“,fb} = {pi,pj} = {0, 0} =0 i,7€41,...,m}
{pi,xj}zéf a,be{l,...,n}
{0a.6"} =0,

ou ¢ est le symbole de Kronecker.
On vérifie ainsi que le grand crochet a un bidegré (—1, —1) et donc un degré total —2,
c’est-a-dire que

{Pols(T*(I1A)), Pol,(T*(I1A))} C Polsts—o(T™(ILA)).
En particulier, on conclut aussi le résultat suivant

PROPOSITION 1.1.3 L’algebre Pol(T*(I1A)) est une sous-algébre de l’algébre de
Poisson (C*°(T*(I1A)),{.,.}).
1.1.4 Algébroides de Lie et hamiltoniens sur 1A

Rappelons que nous appelons hamiltoniens sur ITA les fonctions sur 7*(ILA). Dans
cette section, nous allons voir que l'espace des fonctions C°°(T*(IIA)) muni du grand
crochet est un cadre approprié pour étudier la géométrie sur le fibré vectoriel A. Tout
d’abord, rappelons de la section 1.1.2 que

Q% (A) = T(\® A*) = C=(I1A).

Or les fonctions sur IIA sont aussi des fonctions (constantes sur les fibres) sur 7%(I1A).
Donc les A-formes (c’est-a-dire les éléments de Q°(A)) sont des hamiltoniens sur ITA,

O*(A) C C™(T*(IIA)).
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De méme pour les A-multivecteurs :
X*(A) :=T(A\*A) = C>®(IIA*) C C>°(T*(I1A*))

et 'application de Legendre entre T*(ITA) et T*(IIA*) induit une application entre
C>®(T*(IIA*)) et C°(T*(I1A)), qui respecte la parité. Donc les A-multivecteurs sont
aussi des hamiltoniens sur ITA,

X*(A) C C(T*(ILA)).

Dans la suite de cette section nous allons voir que, en plus des A-multivecteurs et
des A-formes, les structures d’algébroide de Lie sur A sont des éléments particuliers de
Ialgebre des fonctions C°°(T*(I1A)). Considérons alors sur le fibré vectoriel A > M une
structure d’algébroide de Lie définie par sa différentielle extérieure d. Alors d est une
dérivation de degré 1 de (2°(A),A) telle que d? = 0. Mais, comme Q°*(A) = C>(I1A),
d est une dérivation de C*°(IIA), autrement dit d est un champ de vecteurs sur IIA,
c’est-a-dire que d € I'(T'(IIA)). On considére alors

p = h(d) € C™(T*(I14))

ot h: I(T'(ITA)) — C°°(T*(I1A)) est le relevement hamiltonien défini par (1.4).

Afin de mieux comprendre ce qu’est la (super)fonction y, considérons des coordonnées
locales (z%,£%) sur IIA et les coordonnées locales associées (z¢,£%, p;,0,) sur T*(I1A).
Ainsi, un champ de vecteurs d sur I1A s’écrit localement :

0 0

&ri + ga(wug)aigav

et on a '
p=nh(d) = f'(x,&)p; + g*(x, &)ba,

ot f! et g% appartiennent & C°°(ITA) et s’écrivent localement comme en (1.3).
Par ailleurs, on démontre (voir Lemme 3.3.1 dans [44]) que

d(a) = {p.a} (L6)

pour tout o € 2°(A), ot les éléments de Q°(A) = C*°(IIA) sont considérés comme des
fonctions sur T*(IIA), constantes sur les fibres. Comme d est une dérivation de degré 1
de (£2°(A),A), si on considére d comme agissant sur Q°(A) C Pol(T*(IIA)) alors d est
de bidegré (0,1). On conclut donc, de (1.6) et du fait que le grand crochet soit de
bidegré (—1,—1) que u doit étre de bidegré

(0,1) — (—1,-1) = (1,2).
Ainsi, 'hamiltonien g doit s’écrire localement de la forme :

1= fi(x)%i + fiL(x)Ebeh,,
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ot fi et f,;ic appartiennent a C*°(M).
De plus, & partir de (1.6), on démontre ! que

p(X)-f={{X,u},f},
{ (X,Y]={{X,u},Y}, (1.7)

pour tous f € C°(M) et X,Y € I'(A) considérés comme des éléments de C°°(T™*(11A)).
On conclut ainsi que

: 1
p= A (z)pif" — 5c*,‘;,,(gg)gagbec, (1.8)

ot les fonctions A%, C¢, € C°°(M) définissent (ou sont définies par) la structure d’algé-
broide de Lie (p,|.,.]) :

{ p(ea) = A(zl(x) a?ci
[ea, €s] = Cgy(w)ec

ouie{l,...,m},a,b,ce{l,...,n} et (eq)a=1,.. n est une base locale de I'(A).

Enfin, pour conclure cette section, on peut a partir de lidentification d = {p,.},
réécrire le théoréme 1.1.2 en termes d’hamiltoniens sur IIA et du grand crochet. On
obtient ainsi ce qui pourrait étre une définition alternative d’un algébroide de Lie.

PROPOSITION 1.1.4 (|59, 44|) Les structures d’algébroide de Lie (p,[.,.]) sur
AS M sont en correspondance biunivoque, par le biais des équations (1.7) ou (1.8),
avec les hamiltoniens p € Pol(T*(11A)) de bidegré (1,2) tels que {p, u} = 0.

1.1.5 Bi, quasi et Courant en approche supergéométrique

Dans ce paragraphe nous allons introduire des structures plus générales que les al-
gébroides de Lie telles que les bigébroides de Lie, les quasi-bigébroides de Lie et les
algébroides de Courant. Nous montrerons que (Pol(T%(IIA)),{.,.}) est le cadre adéquat
pour étudier la géométrie de ces structures. Les résultats de ce paragraphe sont dus pour
la plupart a Roytenberg [44, 46] et & Kosmann-Schwarzbach [22, 26|.

D’abord, nous remarquons que le cadre fourni par (Pol(7*(IIA)), {.,.}) permet aussi
d’écrire des structures d’algébroide de Lie sur le fibré dual A* — M. En effet, en consi-
dérant le dual de ce que l'on a fait dans les paragraphes précédents, on peut affirmer
qu'un algébroide de Lie (A*, o', [.,.]") correspond & un hamiltonien v € Pol(T*(I1A)) de
bidegré (2, 1) tel que {v,~v} = 0. L’ancre, le crochet et la différentielle extérieure s’écrivent

p/(OJ) f= {{O[/y} ) f}
o, B8] = {{a, 7}, B}
(o) = {v, 0}

pour tous «, 5 € ['(A*) et f € C®(M).
Donc, parmi les éléments de Pol(7*(I1A)) :

1. Pour démontrer ces formules on utilise (1.2) et un peu de calcul tensoriel en termes du grand
crochet que ’on étudiera en détail dans la suite de ce texte (voir la proposition 1.2.2).
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— les structures d’algébroide de Lie sur A sont les hamiltoniens p de bidegré (1,2)
qui vérifient {p, pu} =0;

— les structures d’algébroide de Lie sur A* sont les hamiltoniens v de bidegré (2,1)
qui vérifient {~,v} = 0.

Bigébroides de Lie

Introduisons la définition suivante.

DEFINITION 1.1.5 ([37, 22]) Soient (A,p,[.,.]) et (A*,p,[.,.]) deux algébroides
de Lie sur le fibré vectoriel A — M et son fibré dual A* — M. La paire
((A,p, LD, (A% o[, ]/)) forme un bigébroide de Lie si

d([ev, B]') = [de, )’ + [ev, B,
pour tous a, f € T'(A*) et ou d est la différentielle extérieure induite par ’algébroide de

Lie (A, p,[.,.])-

Le bigébroide de Lie ((4,p,[.,.]), (A% 0/,[,.])) sera souvent (abusivement) noté
(A, A*), quand il n’y aura pas de doute possible sur les structures considérées.

La proposition suivante caractérise les bigébroides de Lie en termes d’éléments de
Pol(T*(I1A)).

PROPOSITION 1.1.6 (|44]) Considérons deux structures d’algébroide de Lie duales
(A, p,[.,.]), correspondant a p € Poly o) (T*(I1A)), et (A%, 0, [.,.]), correspondant a
v € Pol(g1)(T*(ILA)). La paire (A, A*) est un bigébroide de Lie si et seulement si
{7} =0.

Démonstration. En termes du grand crochet, la condition

d([ev, ') = [da, B) + [a, B’
s’écrit
{m, {a, 7}, 83 = {{{m, a} 7}, B + {7} {w, B} (1.9)

pour tous «, 5 € I'(A*).
D’aprés l'identité de Jacobi, on peut écrire

{w, {7}, B3 = Hw A3}, B + {{ewn} {w, B}

Si on applique de nouveau l'identité de Jacobi au premier terme du membre de gauche
de I'égalité précédente, celle-ci devient

{m, ot B = s o373, BY + o {w2}}, B + {{aovd {8}

En comparant la derniére équation obtenue avec 1’équation (1.9), on se rend compte que
I'équation (1.9) est satisfaite si et seulement si I’égalité

{{a. {m,7}}, 81 =0
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est satisfaite pour tous «, 3 € I'(A*). Ainsi, utilisant le fait que {.,.} est non dégénéré 2,

on conclut que la condition (1.9) est satisfaite pour tous «, 5 € I'(A*) si et seulement si

{7} =0. 0

Pour une paire d’hamiltoniens (p, ) € Poly )(T*(I1A)) x Pol(y 1)(T*(ILA)), on peut
exprimer les trois conditions nécessaires et suffisantes pour que ((A4, u), (A*, 7)) soit un
bigébroide de Lie

{u.pn} =0
{77} =0
{p,7}=0

en une seule condition
{n+~v,p+~}=0.

On prouve ainsi le théoréme suivant.

THEOREME 1.1.7 ([44]) 11 existe une correspondance biunivoque entre les structures
de  bigébroides de  Lie  sur (A, A*) et les  paires  d’hamiltoniens
(1,7) € Pol(y 2)(T*(ILA)) x Pol(y 1y(T*(I1A)) satisfaisant

{p+~v,p+~}=0.

La caractérisation des bigébroides de Lie donnée par le théoréme précédent rend
trivial le corollaire suivant, ot on affirme que la notion de bigébroide de Lie est autoduale.

COROLLAIRE 1.1.8 (A, A*) est un bigébroide de Lie si et seulement si (A*, A) est
un bigébroide de Lie.
Proto-bigébroides de Lie et quasi-bigébroides de Lie

On remarque que toute paire (u,7y) d’hamiltoniens considérée dans le paragraphe
précédent définit un hamiltonien

11+~ € Polg(T*(I1A)).

Mais les éléments de Pols(T*(ILA)) ne sont pas tous de la forme p+. Un élément général
de Pols(T™*(11A)) est du type
S=p+y+od+79¢

Par analogie avec la caractérisation des algébroides de Lie et bigébroides de Lie en
termes du grand crochet, on introduit la définition suivante

2. Pour une justification compléte de ce passage voir le lemme 3.1.5
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DEFINITION 1.1.9 Un hamiltonien S = p+ v + ¢ + 1 € Pol3(T*(I1A)) est une
structure de proto-bigébroide de Lie sur (A, A*) si

(8,8} =0.

Si on développe la condition {S, S} = 0, en fonction des composantes p,y, ¢ et ¥, on
obtient, en tenant compte du bidegré de chaque terme, le systéme d’équations suivant

s{wny+{v.¢v}=0
s{n+{wor=0
{n, v} =0
{r,¢} =0.

Chacune de ces conditions traduit une “déformation” par ¢ et/ou 1 du crochet et
de l'ancre de A et A* (définis par p et ). Afin de simplifier I’étude de ces conditions,
considérons le cas particulier ot un des termes tensoriels ¢ ou v est nul.

DEFINITION 1.1.10 Une structure S = i+~ + ¢+ 1) de proto-bigébroide de Lie sur
(A, A*) est une structure de quasi-bigébroide de Lie (resp. bigébroide de quasi-Lie) si
=0 (resp. $=0).

Considérons S = p + v + ¢ une structure de quasi-bigébroide de Lie sur (A, A*),
c’est-a-dire que les équations suivantes sont vérifiées

{ppu} =0
vy =0
s{r ) +{mot =0
{v,¢} =0.

On vérifie facilement que ces conditions se traduisent, en termes des structures définies
sur A et A* par u et vy, de la fagon suivante :

— 1 définit une structure d’algébroide de Lie sur A;

— dy est une dérivation de [.,.],;

- (d'y)2 = —[¢, ']u§

— dyp =0.
Ces conditions constituent la définition classique d’un quasi-bigébroide de Lie [44].

Algébroides de Courant

DEFINITION 1.1.11 Un algébroide de Courant est un quadruplet (E, p, < .,.>,[.,.]),
o
- E — M est un fibré vectoriel ;
- p: E— TM est un morphisme de fibré vectoriels appelé [’ancre ;
- < .,.> est un champ différentiable de formes bilinéaires symétriques non dégénérées
sur les fibres de F ;
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— [.,.] est une application R-bilinéaire I'(E) x I'(E) — I'(E),
tel que les conditions suivantes sont satisfaites

1. p(X) <U,V >=<[X, U],V >+ <U,[X,V] >;

2. <U XV + [V, X] >=pU) <X,V >;

3. [X,DAZ]] = [[X,y],Z] + [yv [XvZH/
pour tous X,V, Z,U,V € T'(E).

La définition originale d’algébroide de Courant (voir [44] ou [34] pour la version anti-
symétrique) contenait cinq axiomes. En plus des trois axiomes présents dans la définition
ci-dessus, les axiomes suivants faisaient partie de la définition originale :

4. p([X,V]) = [p(X), p(V)] s 5

5. [X, fY] = f1X Y]+ (p(X) - [)Y.
pour tous X, Y € I'(E) et f € C°°(M). Mais Uchino [58] a montré que ces deux derniers
axiomes se déduisent des trois premiers.

Toutes les structures que l'on a introduites sur A, A* ou (A, A*) induisent des struc-
tures d’algébroides de Courant sur A @ A*. On a en effet le théoréme suivant.

THEOREME 1.1.12 ([34, 44]) Une structure de proto-bigébroide de Lie S sur (A, A*)
définit un algébroide de Courant (A @ A*, ps, < .,.>,[.,.]s) par

“ps(X ) f={{X+a 5}, [}

- < X+a,Y+B>=aX)+5(Y)

- [X+a,Y+8ls={{X+0a,5},Y + 3}
pour tous X, Y € I'(A), a,B € T'(A) et f € C®(M).

Dans [45]|, Roytenberg montre que la réciproque du théoréme précédent est vraie et
qu’il existe une correspondance biunivoque entre les hamiltoniens S € Pols(7T*(I1A)) tels
que {S,S5} = 0 et les structures d’algébroide de Courant sur (A @ A*, < .,. >). Dans le
chapitre 2 nous explicitons cette correspondance et la généralisons aux multi-crochets de
quasi-Courant [18].

1.2 Tenseurs et crochets sur (Pol(7*(ILA)),{.,.})

Dans cette section, nous allons développer l'idée que la plupart des opérations
de la géométrie différentielle sur un fibré vectoriel A = M “vivent” dans l’espace
Pol(T*(I1A)) C C*°(T*(ILA)). On sait que les tenseurs (mixtes) sont des éléments de
Pol(T™*(IIA)). Mais nous verrons aussi que plusieurs opérations et crochets entre ten-
seurs s’expriment dans le cadre de (Pol(T™*(11A)),{.,.}).

1.2.1 Applications multilinéaires et tenseurs mixtes en grand crochet

Soient § et & deux fibrés vectoriels sur M. Considérons une application

T:-N'§— N\ 6.
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L’application T induit une application C'*°(M )-multilinéaire sur les sections, que 1'on
note aussi T :

T:T(\'F) — T\ &).

Le premier objectif de ce paragraphe est d’associer a l'application T un tenseur appar-
tenant a I'(A\""*(F* @ &). Le choix de ce tenseur n’est pas unique et a des implications
en termes de signes dans beaucoup d’équations dans la suite de ce texte.

Considérons (¢1,...,¢p) et (Ci,...,(;) des bases locales de sections de § et
&, respectivement. On définit, pour tous les indices ay,...,a, € {1,...,p} et
bi,...,bs € {1,...,q}, les fonctions T)!-2s € C°°(M) par

Torbs —< Ty, bay )y VAL ACY >, (1.10)

a...ar

ot (¢1,...,¢9) est la base locale de sections de &*, duale de ((1,...,{;). On peut aussi
définir les fonctions 722 de fagon équivalente en posant

1
T(Gars- 560, )(w) = o T8 (@) G A NG

Le tenseur T € (A" § ® A® &) est alors défini localement par

1
= TP b () BTN NG Ry A A G, (1.11)

rlgl Tar..ar

~)

oil (¢',...,¢%) est la base locale de sections de §*, duale de (¢1, ..., ¢q).
Enfin, la derniére étape de la construction du tenseur associé a 'application T vient
de la proposition suivante.

PROPOSITION 1.2.1 Soient § et & deux fibrés vectoriels sur M. L’application

VP NFONE) = AGFes)

r+s=q
PRQ— PAQ

définit un isomorphisme de fibrés vectoriels.

Ainsi, l'éléement de T(A"T(F* @ ®)) que lon associera a une application
T:N\N'§— A\°& est le suivant

~ 1
U(T) = T Tobe AN A Gy A A G,

Dans la suite de ce texte, la construction précédente est appliquée au cas ou A — M
est un fibré vectoriel et § = & = A. Ainsi, pour une application

T:N'A— N\ A,
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on considére, sur T(A\"7¥(A* @ A)),

-~ 1
U(T) = —— T2 b () €A ANET NGy Ao A By,

rls! Tor

ot les fonctions 72!t € C°°(M) sont définies comme en (1.10).

La proposition suivante montre comment [’évaluation de T sur une section

X1 A ANXp € T(A\"A) s'effectue dans le cadre de (Pol(T*(I1A)),{.,.}).
PROPOSITION 1.2.2 Soit une application

T:N'A— N\° A
Pour toutes les sections Xy,...,X, € I'(A), on a

T(Xy,...,X,) = {XT,...,{XQ, {Xl,\I/(f)}} N }

Démonstration. 11 suffit de prouver 1’égalité cherchée pour des r-uplets (Xi,...,X,) de
la forme (0.,,...,0..), ou (01,...,0,) forme une base locale de sections de A. Ainsi,
calculons

{ew,...,{ecg,{acl,q/(f)}}...}
—{ew,...,{ecg,{acl, , - T gj5“1/\.../\50“/\051/\.../\Hbs}}...}.

En appliquant de fagon répétitive la régle de Leibniz, on a

{ecT,...,{QCQ, {acl,qf(f)}} }

= TR (B ey 10 €A AT ) B A A

On peut calculer cette itération de grands crochets en appliquant de nouveau de fagon
répétitive la régle de Leibniz, on obtient

{9@,...,{9@, {ecl,xp(f)}} }

b .bs r
_ T'S' T <Z sign(o)&* (6 ”(1)) L€ (90(;(7’))> Op, N\ ... N\ Oy,

c€Sy
Mais, comme (01,...,60,) et (&1,...,&,) sont deux bases duales 'une de Dautre,

§(0c,y) = 52”“ et ainsi

{HCT,...,{002,{901,W(1A“)}}...} - % 3 sign(o) T Oy, AL NG,

gES,
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Finalement, 'antisymétrie de 7" implique chal (’i')bf.cg = sign(o)TP1-2= et on obtient

~ 1
{9@, o {902, {001, \II(T)}} . } = = Tl O A A B,
=T(0c,--.,0.,). O
La méme construction peut étre faite pour 'application transposée T : \* A* — A" A*.

On obtient \I/(t/f) qui appartient aussi a T(A\"7°(4* @ A)).
La proposition suivante exprime le lien entre (T et W(T).

PROPOSITION 1.2.3 Soit T : N\" A — A° A. On a l’égalité suivante
U(IT) = (—1)"W(T).

Démonstration. Pour tous ai,...,a, € {1,...,p} et by,...,bs € {1,...,q}, les fonctions
brbr-bs ¢ C°°(M) sont définies par (1.10). Ainsi,

aj...ar

PTlrbe = tp(ebt 0 €9), 00 Ao A O, >
=< &AL ANES T (0,,,...,00,) >

=Tola;
Donc, d’aprés (1.11), on a
—~ 1
W(T) = T2le O AN A Oy, A ETALLNES
1
= (=) TElbe €O N LUNET A Oy AL A By,
= (=)™ ¥(T). O

Dans la suite de ce texte nous omettrons les applications ~ et ¥. En d’autres termes,
on écrira T pour représenter aussi bien I'application

T:-N'A— N A

que le tenseur

TeT(N A &\ A),
et on identifiera ce dernier avec son image par I'isomorphisme ¥

U(T) e D(NT*(4* @ A)).
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1.2.2 Contraction

Dans ce paragraphe, nous allons exprimer en termes du grand crochet la contraction
d’une A-forme par une A-forme & valeurs vectorielles.

DEFINITION 1.2.4 Considérons une A-forme w € T(A'A*) et une A-forme a
valeurs vectorielles K € T(\*A* @ A). La contraction de w par K est la forme
KW € 1“(/\k+l_1 A*) définie, pour les éléments décomposables K = ax @ Xk, par

TKW = O Nix,W.
En termes du grand crochet, on a la proposition suivante.
PROPOSITION 1.2.5 Pour toutes sections K € D(\" A*® A) et w e T(\' 4*), on a
igw={K,w}.
Démonstration. Soient K = ax ® X € (A" A* @ A) et w € F(/\l A*). Par définition,

KW = K /\ika
=ag N Xg,w},

ol, dans le dernier passage, on a utilisé la proposition 1.2.2. Appliquons la régle de
Leibniz, on obtient

TRW = {aK /\Xk,w}
={K,w}. O

La contraction d'une A-forme w € T'(A\' A*) par une A-forme & valeurs vectorielles
K e D(A\" A* @ A) peut aussi étre définie en posant

igw (X1,..., Xpqi-1)
1 .
= m Z sign(o) w (K(Xa(1)> cee Xa(k))vXU(k—l—l)v ‘e 7Xa(k+l—1)) )
' " 0E€Skyi-1
pour toutes sections X1, ..., Xk1;—1 € T'(A).
On vérifie facilement que cette définition est équivalente a la définition 1.2.4.
On peut aussi étendre la définition 1.2.4 a la contraction d’'une A-forme & valeurs
vectorielles par une A-forme a valeurs vectorielles.

DEFINITION 1.2.6 Soient K € T(\" A* ® A) et L e T(\' A* ® A). On définit, pour
les éléments décomposables L = wy, @ X1, € D(\' A* @ A),

ikl = (inL) ® Xy € F(/\k+l_1 A*® A)
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1.2.3 Crochet de Nijenhuis-Richardson

Dans cette section nous allons exprimer le crochet de Nijenhuis-Richardson ([42, 19])
de deux formes & valeurs vectorielles en termes du grand crochet. Tout d’abord, définis-
sons le crochet de Nijenhuis-Richardson.

DEFINITION 1.2.7 Soient K € T(\*A* @ A) et L € T(\' A* ® A). On définit le
crochet de Nijenhuis-Richardson [K, L] € DA A* @ A) par

K. L), =ikl — (-1)* DD K,
pour L =wp @ X etigL := (igwp) ® Xr.

PROPOSITION 1.2.8 Pour toutes sections K € T(\¥ A* @ A) et L e T(\' A* ® A),
on a

[K,L]NR ={K,L}.
Démonstration. Considérons les formes & valeurs vectorielles décomposables

K=wg®XgeD(N"A*®A) e L=w,®X,el(\'A*® A).

{K,L} = {w[( ANXg,wr /\XL}
= {K,wr} A X + (—1)* Vg Aok A Xk, X1},
aprés application de la régle de Leibniz. Si on applique de nouveau la régle de Leibniz
au deuxiéme terme du membre de droite, le terme contenant { X, X1} est nul, et on
obtient
{K,L} = {K,w} A X — (—1)* D0 Awre, X1} A Xk
= {K, wL} ANXp + (—1)k+(k+1)le A {XL,(,UK} AN Xk,
o on a utilisé aussi 'anticommutativité graduée de {.,.}. Par une nouvelle application
de la régle de Leibniz on obtient
(K,L} = {K,wr} A X — (=1)*DED LT b A X
=[K, L], O
N

R

1.2.4 Crochet de Schouten-Nijenhuis

Supposons pour la suite que A est muni d’une structure d’algébroide de Lie définie
par p € C°(T*(IIA)). Le crochet de Schouten-Nijenhuis [48, 49, 41| est I'extension, par
dérivation, du crochet de Lie défini, par la structure d’algébroide de Lie, sur I'(A) en un
crochet sur X*(A) = P~ (A" A). La définition exacte est la suivante.
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DEFINITION 1.2.9 Le crochet de Schouten-Nijenhuis est I’(unique) application R-
bilinéaire

L X(A) x XU (A) = X°(A)

.

qui vérifie les propriétés suivantes

1 [f.ql, =0

2. [X, flg = p(X) - f;

3. [X,Y],, = [X.Y];

4 [P,Ql,, = —(=1)P" DD [Q, P]_

5 [P,QAR],, =[PQl,, AR+ (-1)P"QA[PR]_,

pour tous f,g € %O(A) =C®(M), X,Y € X1(A), P e XP(A), Q € XI(A), et R € X*(A).

On déduit immeédiatement de la définition que le crochet de Schouten-Nijenhuis est
de degré —1, c’est-a-dire que
 XP(A) x X9(A) — xPTa1(A)
(P, Q) = [P,Q],
On peut déduire une définition explicite de [P, Q}SN (en décomposant P et ) en sommes

de produits extérieurs d’éléments plus simples). Notre objectif est plutot d’écrire [., .]SN
en termes du grand crochet. C’est 'objet du théoréme suivant.

[ Jon

THEOREME 1.2.10 Pour toutes sections P,Q € X*(A), on a

[P7Q]SN ={{P.u},Q}.

Démonstration. 11 suffit de montrer que l'application R-bilinéaire (P, Q) — {{P, u}, @},
P,Q € X*(A), vérifie les conditions de la définition 1.2.9. La premiére propriété est une
conséquence de la définition du grand crochet. Les deuxiéme et troisiéme propriétés sont
des conséquences de la définition de p et de [.,.] en termes du grand crochet. Enfin les deux
derniéres propriétés se vérifient en utilisant les propriétés du grand crochet. Vérifions,
par exemple, la derniére propriété. Soient P € XP(A), Q € X9(A), et R € X*(A) en
utilisant la régle de Leibniz on a

{{Pvu}vQ/\R} - {{Pvp’}?Q}/\R_'_<_1)(p+1)qQ/\{{P7:U'}’R}7

ce qui correspond & la derniére propriété. O

Remarque: En termes du grand crochet, les expressions de [., ] sur X*(A) et de [., ]
sur I'(A) coincident. C’était prévisible puisque le grand crochet est une dérivation par
rapport au produit extérieur et c’est ce qui permet de passer de [.,.] & [., .]SN.
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1.2.5 Dérivée de Lie

Considérons une A-forme a valeurs vectorielles K € T'(AF A* @ A). On définit la
dérivée de Lie par K,
L :Q%(A) — Q*TF(A)
en posant

Lx = [ix,d]

com ?

ou d est la différentielle extérieure correspondant & la structure d’algébroide de Lie sur
Acet [, ] est le commutateur gradué.

com

Remarque: Sik =0 alors K € I'(A) et Lx est la dérivée de Lie usuelle.

La proposition suivante montre comment calculer la dérivée de Lie d’une A-forme par
une A-forme & valeurs vectorielles, en termes du grand crochet.

PROPOSITION 1.2.11 Pour toutes sections K € T(\* A* @ A) et w e T(A\' 4%), on
a

Lrw={{K,p},w}.
Démonstration. Soient K € T(A" A* @ A) et w € T(\ A*), par définition de L,

L (W) = lir, d]om (W)
= ig(dw) — (—=1)*Td(igw).

Utilisant la proposition 1.2.5 et l'identification d = {p, .}, on écrit

Lx(w) = {K {pw}} — (D {u {K w}},

et par l'identité de Jacobi, on obtient
Li(w) ={K pn},w}. O

Remarque: Récapitulons comment s’écrivent les trois dérivations “classiques” de I’al-
gébre (2°(A), N) en termes du grand crochet. Pour tout w € Q*(A), on a

igw={K,w},
dw = {p, w},
Lrw = {{K,,u},w},

ot K est une A-forme a valeurs vectorielles et p est ’hamiltonien correspondant & la
structure d’algébroide de Lie considérée sur A. On remarque que les trois dérivations
sont des dérivations intérieures du grand crochet.
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1.2.6 Crochet de Frolicher-Nijenhuis

Dans cette section nous allons écrire en termes du grand crochet le crochet de
Frolicher-Nijenhuis (voir [10, 19]). Ce crochet de A-formes a valeurs vectorielles a un
role important dans la suite de ce texte car il va nous permettre d’exprimer la torsion de
Nijenhuis d’un (1, 1)-tenseur.

Soient K € T(A" A*® A) et L € T(\' A* @ A). Le crochet de Frolicher-Nijenhuis de
K et de L, noté [K, L] . est la section de A" A* ® A définie par (voir [13]) :

FN’

[K,L], = Lgw,® X, — ()" Liwk © Xk + wi Awp ® [ Xk, X1]
pour K = wrg @ X € T(A\FA* @ A) et L =wp @ Xp e D\ 4* @ A).
En termes du grand crochet, on “traduit” cette expression par :
K, L], = {K, n}wi} A Xy — ()" {{L,n} wi} A Xk
+wr Awr A{{ Xk, 1}, X}, (1.12)

Le théoréme suivant simplifie cette égalité.

THEOREME 1.2.12 Soient (A, p,][.,.]) un algébroide de Lie et ju la fonction sur
T*(IIA) correspondante. En termes du grand crochet :

[K’ L]FN = {{K7 :U’} ’ L} + (_1)k(l+1) {iLK’ :U’} ) (113)
pour toutes les sections K € T(\" A* @ A) et L e D(\' A* @ A).

Démonstration. Considérons des formes & valeurs vectorielles décomposables
K=wg®XgeD(N"A* @A) et L=wp® X, e (N A* © A).
Développons d’abord {{K, u}, L} en appliquant la régle de Leibniz :

{K,n}, L} = {{K,n} ,wr} A X + (=D)Mwp A{{K, p}, X1} (1.14)

Le premier terme du membre de droite apparait déja dans la définition de [.,.] =~ donnée
par l'équation (1.12). Intéressons-nous & présent au deuxiéme terme

wr AN{EK, p}, Xt =wp AM{wr A X, pt, Xi},
si on applique la régle de Leibniz, on a
wL/\{{K,u},XL} ZWL/\{CUK/\{XK,,U,},XL} —wL/\{{wK,,u}/\XK,XL}.

Appliquons de nouveau la régle de Leibniz & chacun des termes du membre de droite, on
obtient

wp N{{K,pu}, X} =wr Awg AN{{ Xk, 1}, Xp} +wr AMwr, X} AN Xk, u}
—wp AMwi, pf M Xk, Xo} +wrp A{{wr, p}, X} A Xk
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Le premier terme du membre de droite est déja un des termes de la définition de [.,.]
donnée par 'équation (1.12). Le troisiéme terme est nul, car {Xg, X1} = 0, et, & partir
de la régle de Leibniz, on obtient pour les deux autres termes :

wr NM{E, 1}, X} = (=)Mo Awp A{{ X5k, 1}, X}
+ (—1)kl {wK,wL A XL} A {XK,,U,} — (—1)kl {(,UK,OJL} ANXp A {XK,/J,}
+ (=DM e} wr A XY A X — (D)) Lok, pd wpd A X A Xk

Dans le membre de droite, les troisiéme et cinquiéme termes sont nuls car
{wr,wr} =0 = {{wk, p},wr}. Ainsi,

wr ANM{E, 1}, X} = (=)Mo Awp A{{ X5k, 1}, X}
— (D" {L,wr} M Xk, 1} + (=D {L, {wr, n}} A Xk

En utilisant la régle de Leibniz dans le deuxiéme terme du membre de droite et I'identité
de Jacobi dans le dernier terme on obtient :

wp A{K, 1}, X} = (D) Mwr Awp A{{ X5k, 1}, Xi}
— (DM {L,wr} A X pd 4+ (DM (L wr}, nd A Xk
+ ()P {{L,wr ), pu} A X + (D)D) fop (L u}) A Xk

Le troisiéme et le quatriéme termes du membre de droite s’annulent entre eux. De plus,
comme i, K = {L,wg} N Xk, on a

wr A{K, 1}, X} = (D) Mwr Awp A{{ Xk, 1}, X1}
- (_l)k {iLKau} - {{La N} 7WK} NXk.

Ainsi, en employant 1'égalité précédente dans I’équation (1.14), on obtient

{K, p}, Ly = {{K,p},wr} AN Xp +wi Awp A{{XKk, pu}, X}
— (DM Lip Ky — (DM {{L, ) wic} A Xk

En comparant avec 1’équation (1.12) qui définit [., .]FN, on conclut que
K, L), = {{K. 1}, L} + (~1)MD {1, K oy =

La propriété prouvée dans la proposition suivante est parfois considérée comme la
définition du crochet de Frolicher-Nijenhuis.

PROPOSITION 1.2.13 Le crochet de Frélicher-Nijenhuis [., ] . satisfait la condition
[Lx, LL)eom = Lk

pour tous K,L € T(\* A*® A)
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Démonstration. Considérons K € T(A\"A* @ A) et L € T(A\'4* ® A). Pour tout
ogeT(AN\°A*), on a

Ligr o= {{[K L, ,ﬂ} ,a}
= {{{{K,u} LY+ (DR L K ) ,u} ,a} ,

Comme {p,n} =0, on a {{irK,u},n} =0 et I'égalité précédente s’écrit

Lucn o= (K} L o} o)
= {{{K):U’} ) {Lhu}} 70} )

ol on a utilisé I'identité de Jacobi et le fait que {u,u} = 0. Si on applique & nouveau
I'identité de Jacobi, on obtient

Ly, o= {{K n}, {({Ln} o} + (D" {{{K p} o} AL, u}}
= {K,n} . L.}, o}} + (D) (L} {{E 1} 0}

Donc,
Lign), o =Lx(Lro)+ (-D"LL(Lko)
= [EK? L"L:Icom (0-)7
pour tout o € T'(\® A*) O

On constate immédiatement & partir de la formule (1.12) que le crochet de Frolicher-
Nijenhuis est antisymétrique gradué, c’est-a-dire que

K,L],, = —(-)"[L, K]

FN FN

pour tous K € T(AF A*® A) et L € T(\! A* @ A). Mais cette propriété ne ressort pas im-
médiatement de la formule (1.13), que nous allons adopter comme définition du crochet
de Frolicher-Nijenhuis dans la suite de ce texte. Nous concluons ainsi ce chapitre en véri-
fiant a partir de la formule (1.13) que le crochet de Frolicher-Nijenhuis est antisymétrique
gradué.

Considérons deux formes a valeurs vectorielles K € I(A* A*®A) et L e T(\' A*®A).
On a

(K. L), = ({K.p} L} + ()M (i, K ).

Si on applique 'identité de Jacobi au premier terme du membre de droite, on obtient
(K, L), = {K A L} + ()" {K, L} g} + ()R {ip K
Or, d’aprés la proposition 1.2.8, on a

{K,L} = [K,I] =igL— (-1)* D0V K
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et si on remplace {K, L} par cette expression dans ’égalité précédente, on obtient

K. L], = {K. {1 L}} + (-0 figLogy — (~DMD {ip K, )+ (~ DM (i K, )
— (—1)EOHED (L £ Ky + (<) {ig L )

ou dans la derniére égalité on a aussi utilisé anticommutativité graduée de {.,.} au
premier terme du membre de droite. Cette derniére égalité peut s’écrire

(K, L], = (=) ()& (2, K] )

= _(_1)kl [L7 K]

FN '

comme on voulait vérifier.






Chapitre 2

Multi-crochets de Courant et
algebre de Rothstein

Le but de ce chapitre est de montrer le lien entre la structure (Pol(T*(I1A)),{.,.})
introduite au chapitre précédent et d’autres structures d’algeébres de Poisson déja intro-
duites dans la littérature.

Dans un premier temps nous considérons les espaces Polg(T*(I1A)) composés par les
éléments de degré total k de Pol(T*(ITA)). Les éléments de degré 0,1 et 2 engendrent
Pol(T™(ILA)). Les éléments de degré 0 sont les fonctions sur M et les éléments de degré 1
sont les sections de I'(A @ A*). Les éléments de degré 2 jouent un role trés important
dans cette décomposition : ils forment une sous-algébre de Lie de (Pol(T*(I1A)), {.,.}) et
coincident avec les sections de A(A® A*), 'algébroide d’Atiyah du fibré vectoriel A@ A*,
préservant la forme bilinéaire symétrique < .,. >. On peut alors considérer Pol(7*(ILA))
comme ’algébre graduée libre engendrée par ces éléments de degré 0,1 et 2, que l'on
quotiente par un idéal de relations entre ces éléments. Cet aspect des choses a déja été
étudié par Roytenberg [45].

Une seconde comparaison naturelle est possible avec ’algébre de Poisson graduée
des multi-crochets de quasi-Courant [18]. Ainsi qu’'on l'a rappelé au chapitre 1, il y
a une correspondance biunivoque entre les éléments de Pols3(7T*(IIA)) qui commutent
avec eux-mémes et les structures d’algébroide de Courant sur (A @ A*, < .,. >). Cette
correspondance s’étend en une correspondance entre tout Pols(7*(I1A)) et des structures
sur (A®A*, < .,. >) que l'on appelle structures de quasi-Courant dans [18|. La définition
des crochets de quasi-Courant s’étend du degré 3 a tout degré pour obtenir des multi-
crochets de quasi-Courant. L’ensemble des multi-crochets de quasi-Courant est munie
d’une structure d’algebre de Poisson graduée [18| et on démontre dans ce chapitre que
cette algébre de Poisson contient (Pol(7*(ILA)),{.,.}), comme sous-algébre de Poisson.

Une troisiéme idée consiste a “trivialiser” Pol(7™*(IIA)). Rappelons que les sections de
N°* (A& A*) s’injectent de maniére naturelle dans Pol(7*(ILA)) mais que tel n’est pas le
cas des sections de S®*(T'M ), a moins de se donner une connexion sur A. Le choix d’une

49
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connexion permet alors d’identifier Pol(7™*(11A4)) a
RAaA) =D P P(/\’“(A DAY ® SP(TM))
r>0 r=2p+k

On démontre alors que le grand crochet devient ce que I'on appelle le crochet de Rothstein
(voir aussi [18]).

On démontre enfin la commutativité des trois constructions précédentes, ce qui im-
plique que les correspondances annoncées ci-dessus sont toutes bijectives.

Enfin, on conclut ce chapitre en vérifiant que, si la connexion fixée sur A est plate, le
grand crochet correspond au crochet de ’algébre bicroisée [40, 28| des deux sous-algébres
de Lie de R(A & A*) suivantes

k+1 4% e k Ax .
]@r(((/\ A)/\A)) ¢ I@r(/\A(gTM)

Dans le cas A = T'M on retrouve la structure d’algébre bicroisée étudiée par Michor [39,
40.

2.1 L’algébre de Poisson (Pol(T*(I1A)),{.,.})

Dans cette section, nous allons étudier plus en détail l'algébre de Poisson
(Pol(T*(ITA)),{.,.}) et en particulier 'espace vectoriel des polynomes de degré to-
tal 0,1 ou 2, qui engendrent Pol(7T™(ILA)). Nous commengons par introduire la notion
de connexion sur un fibré vectoriel et, plus généralement, ’espace des endomorphismes
dérivatifs d’un fibré vectoriel qui sera fondamental dans ’étude de Pol(T*(I1A)).

2.1.1 Connexions et endomorphismes dérivatifs

Connexions

Soit £ — M un fibré vectoriel sur une variété différentielle M.
DEFINITION 2.1.1 Une connexion sur E est un morphisme d’espaces vectoriels
V:I'(E) — Q' (M)®T'(E)
satisfaisant la régle dite de Leibniz
V(fX) =df © X + fV(X),
pour tous f € C®(M) et X € I'(E).
Pour chaque v € I'(T'M) on définit la dérivée covariante (dans la direction de v) :

V,:T(E) — I(E)
X —< V(X),v>.
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On vérifie aisément que la dérivée covariante satisfait, pour tous f € C°(M),
v,v1,v9 € (TM) et X € T'(E), les conditions

va = fvv
vvl+v2 = Vv1 + sz (2'1)
[vv’mf]com(X) = (Uf) X

oumy : I'(E) — I'(E) est la multiplication par f € C°°(M).

Remarques: 1. La réciproque de [laffirmation précédente est vraie. Ainsi,
une connexion V sur FE équivaut a un “champ” de dérivées covariantes,
Vo :I(E) — I'(E), ve I'(TM), vérifiant (2.1).

2. La troisiéme condition de (2.1) peut s’écrire
Vo(fX) = (v f) X+ fVu(X), (2.2)
pour tous f € C®°(M), v e I'(TM) et X € T'(E).

DEFINITION 2.1.2 La courbure RY d’une connexion V sur E est une 2-forme a
valeurs dans End(E) ! définie par :

RY (01,v2) = Vi, Vi, = Vi, Voy = Vi, Yoy, ve € T(TM). (2.3)

v2lpar

Endomorphismes dérivatifs

Soit V une connexion sur E. Alors, pour tout v € I'(T'M), la dérivée covariante
V., est un exemple d’opérateur différentiel d’'un type particulier que nous définissons
maintenant.

DEFINITION 2.1.3 Soit E — M un fibré vectoriel. Un endomorphisme dérivatif de
E — M est un endomorphisme R-linéaire

D:T(E) —TI'(E)
tel qu’il existe une section op € I'(T'M) vérifiant
D(fX) = [D(X) + (op - )X,  Vf € C™(M),7X e T(E).

Le champ de vecteurs op est uniquement défini par D et est appelé le symbole de D.
L’espace vectoriel des endomorphismes dérivatifs de E est noté D(E).

Exemple: Soient V une connexion de E — M et v € I'(T'M) alors V,, est un endomor-
phisme dérivatif ayant pour symbole v.

1. D’aprés la formule (2.3), RY (v1,v2) agit sur T'(E). Mais on vérifie facilement que RY (v1,v2) est
C°°(M)-linéaire, donc RY (v1, v2) provient d’un endomorphisme du fibré vectoriel E.
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Les fibrés vectoriels que nous considérerons la plupart du temps sont munis d’un
produit scalaire < .,. >.

DEFINITION 2.1.4 Un produit scalaire pseudo-euclidien? sur un fibré vectoriel
E — M est une application

<,.>T(E®FE)— C®(M)

C>°(M)-bilinéaire, symétrique et non dégénérée en chaque point, c’est-a-dire telle que
pour tout m € M et tout X,,, € E,

<X, Yy, >=0,VY,€eFE, =X, =0.
De plus, si < .,. > satisfait la condition
<X, X>>0,VXel(F),

on dit que < .,. > est défini positif et, dans ce cas, < .,. > est un produit scalaire
euclidien.

La définition suivante introduit une notion de compatibilité entre un endomorphisme
dérivatif et un produit scalaire.

DEFINITION 2.1.5 Soit E — M un fibré vectoriel muni d’un produit scalaire < .,. >.
On dit qu’un endomorphisme dérivatif D € D(E) préserve < .,. > si

<DX),Y>+<X,DY)>=0p < X,Y >,

pour toutes les sections X, Y € T'(E). On dénote D(E)<>~ [l’ensemble des endomor-
phismes dérivatifs de E préservant < .,. >.

Exemple: Soit A — M un fibré vectoriel. Considérons le fibré vectoriel A ® A* — M
muni du produit scalaire standard sur I'(A @ A*) :

<X+a,Y+p>=a)+p(X),

pour toutes les sections X,Y € I'(A) et o, B € I'(A*). Soit V une connexion de A — M.
Pour tout v € T'(T'M) on sait que V,, est un endomorphisme dérivatif de A ayant pour
symbole v. Mais on peut étendre V,, 4 un endomorphisme dérivatif de A@ A* préservant
< .,.>. Il suffit de définir V}, sur A* en posant pour toutes sections X € I'(A), o € I'(A¥)

<Vy(a),X >=v <o, X >—<a,Vyu(X)>.

On définit ainsi une connexion de A ® A* préservant < .,. >.

2. Dans la suite de ce texte, par défaut, les produits scalaires considérés sont pseudo-euclidiens. Ainsi,
ol on écrit “produit scalaire” on devra lire “produit scalaire pseudo-euclidien”.
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On vérifie facilement la proposition suivante

PROPOSITION 2.1.6 Soit E — M un fibré vectoriel.

1. L’espace vectoriel des endomorphismes dérivatifs, D(E), muni du commutateur, est
une algebre de Lie.

2. De plus, sile fibré vectoriel E — M est muni d’un produit scalaire < .,. >, alors
D(E)<»~ est une sous-algébre de Lie de (D(E),|.,.]

com)'

L’algébre de Lie (D(E),].,.]...) est l'algébre des sections d’'un algébroide de Lie,
appelé algébroide d’Atiyah de E [2|, voir aussi [27]|, que l'on notera A(FE). Ainsi,
D(E) = T(A(E)).

L’ancre o de A(FE) induit, sur les sections, 'application symbole

o:DE)—T(TM)
D+ o(D) :=op.

Son noyau est l'espace vectoriel I'(E @ E*) des endomorphismes C°°(M)-linéaires de
I'(E). On a donc la suite exacte

0 —T(E®E*) — D(E) % T(TM) — 0, (2.4)

qui, du fait que les applications sont C°°(M )-linéaires, provient d’une suite exacte de
fibrés vectoriels sur M

0 —s End(E) — A(E) -2 TM — 0. (2.5)
En outre, une connexion V sur E définit une application C'*°(M)-linéaire :

V:I'(TM) — D(E)
v — Vy,

qui correspond & un morphisme de fibrés vectoriels, V:TM — A(FE). Alors, comme
0(Vy) = v, le choix d’une connexion V sur E équivaut a une scission de la suite exacte
de fibrés vectoriels
0 — End(FE) AE)—"=TM 0,
\A/
v

et définit un isomorphisme (dépendant de V) :
A(E) — End(E) & TM
D (D =Vs(n)) +5(D)
P+Vy,+— P+
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Par ailleurs, dans la suite de ce texte on devra considérer la suite exacte (2.4) restreinte
aux applications préservant < .,. > :

0 — (T(E® E*)~” — D(E)<»> L T(TM) — 0.
Le fait que < .,. > soit non dégénéré permet d’identifier I'(E) et I'(E*). Ainsi, on peut
considérer
0 — (I'(®*E))<"> — D(E)~> % T(TM) — 0.

Par ailleurs, un endomorphisme D € D(FE), appartenant au noyau de o et préservant
< .,.>, doit satisfaire
<DX),Y>+<X,DY)>=0,

pour toutes sections X,Y € I'(F). En d’autres termes, utilisant & nouveau 'identification
['(E) ~ I'(E*) induite par < .,. >, D est antisymétrique. Donc, on a la suite exacte de
C*°(M)-modules

0 — D(A*E) — D(E)<> L T(TM) — 0,

qui, du fait que les applications sont C°°(M)-linéaires, provient d’une suite exacte de
fibrés vectoriels R
0 — A%(E) — A(E)<> 5 TM — 0. (2.6)

2.1.2 Décomposition de Pol(7T*(I1A))

Dans cette section, nous allons décomposer I’ensemble des fonctions polynomiales sur
T*(IIA) selon le degré total (voir section 1.1.3). Nous verrons que l'algébroide d’Atiyah
a un role important dans cette décomposition.

Tout d’abord, dans la section 1.1.3 nous avons défini Poly(7*(IIA)) comme étant
le sous-espace vectoriel de C°(T*(IIA)) contenant les fonctions polynomiales (en les
coordonnées des fibres) de degré total k. L’espace

Pol(T*(I1A)) = @5 Poly(7*(I14))
k>0

est une sous-algébre de Poisson de (C°°(T*(I1A4)),{.,.}).

De plus, on peut considérer un systéme de coordonnées locales du type (z*, &%, p;, 0,)
sur T*(ILA) et on remarque qu’il est composé de fonctions de degré 0,1 et 2. Ainsi, I’an-
neau Pol(7T*(ITA)) est engendré? (comme des polynomes) par les polynomes de degré 0, 1
et 2.

Nous savons (voir la fin de la section 1.1.3) que le crochet de Poisson restreint aux
polynoémes de degré 0 ou 1 est toujours nul sauf pour ©1,09 € I'(A & A*) pour lesquels
on a

{01,602} =< 01,02 >,

3. Voir [45], o Roytenberg montre que T*(ILA) est une N-variété symplectique de degré 2 et que
toute N-variété symplectique de degré 2 est une (sous-variété d’une) variété de ce type.



2.1. I’ALGEBRE DE POISSON (POL(T*(114)),{.,.}) 99

oll < .,.> est le produit scalaire standard sur I'(A & A*).
Intéressons-nous a présent aux polynoémes de degré total 2. Tout d’abord, utilisant le
fait que le grand crochet a un degré total —2, on remarque que

{Poly(T*(ILA)), Pola(T*(I1A))} C Poly(T™(I1A)).
On peut alors énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1.7 L’espace vectoriel Poly(T*(I1A)) est une sous-algébre de Lie de
(Pol(T*(ITA)). {.,.}).

Dans la suite de ce paragraphe nous allons caractériser les éléments de Poly(7*(11A)).
On verra qu’ils correspondent & des objets déja introduits précédemment. Soit
D € Poly(T*(I1A)). Alors {C>°(M),D} C C*(M) et, si on applique la régle de Leibniz
pour {.,.}, on a

{f9,D} = f{9, D}y +{f,D}g, Vf,geC™(M).

Donc {., D} agit sur C*°(M) comme un champ de vecteurs op € I'(T'M), que 'on définit
en posant

op-f={f.D}, VfeC=(M).
De plus, {I'(A® A*), D} C T'(A @ A*) et, si on applique la régle de Leibniz, on a

= f{©,D} + (op- [)O,

pour tous f € C®(M) et © € I'(A® A*). Donc {., D} est un endomorphisme dérivatif
de A @ A*, ayant pour symbole op. En outre, I'identité de Jacobi nous permet d’écrire,
pour toutes sections ©1,09 € I'(A & A%),

{{61,02},D} = {01,{02, D}} + {{©1,D}, 02},
c’est-a-dire,
op: < 01,02 >=< 01,{02,D} > + < {01,D},09 > .
On a ainsi montré que {., D} appartient & D(A @ A*)<+~. L’application

O : Poly(T*(IIA)) —s D(A @ A*)<+>

D+ {.,D} 27)

est alors bien définie et de plus on a la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1.8 L’application ® définie par (2.7) est bijective.
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Démonstration. Soit D € Poly(T*(IIA)). Dans un systéme de coordonnées locales
(2%, €%, p;,0,) de T*(ITA) on peut écrire

D = Ai(@)pi + 3 R ()€€ + 3Q™(@)0u0 + P20,

ot A%, Rap, Q% et Pfj sont des fonctions sur M telles que Ry = —Rpg et Q% = —Qb,
pour tousi=1,....,met a,b=1,...,n. Notons Cp 'image de D par ®, i.e.,

Cp:=®(D)=1{,D} e D(A® A*)<»>

On a alors

oCp - f - _AZ( ) %
Cp(£") = —Pi(x)E + Q*(x)6. (2.8)
OD(ga) = Rab( )gb + Pcf( )90

pour toute fonction f € C®(M) et ou (0g)q=1,..n (resp. (£*)a=1,..n) sont considérés
comme des bases locales de sections de A (resp. A*). Les équations (2.8) s’écrivent, pour
toute combinaison linéaire © = ", a®f, + 5,£%, sous la forme

PP QY o QM [al]
P{l Pn an an an n ) dal n ) aﬁb
Cp(O) = " — Az - — Az A
PO =g, . R. P .. -Pp| | Zl (@) 50 ; (@) 5
| Rin .. Ran -P} —Py| | Bn)

Si ®(D) = 0 cela signifie que o¢,, = 0, c’est-a-dire que A* = 0,7 =1,...,m et que les
coeflicients PCZL’, Ry et Q% a,b =1,...,n, de la matrice ci-dessus sont également nuls.
Donc (dans chaque carte locale) D = 0. On a ainsi prouvé que ® est une application
injective.

Pour prouver la surjectivité de @, considérons C' € D(A@ A*)<»~. Dans tout systéme
de coordonnées locales (¢, &%, p;, 0,) de T*(ILA), on a

0Cp = ( )azz
C(&") = P (x)€" + Q*(x)8,
C(8a) = Rap(x)€" + S5 ()0,

Du fait que C' préserve < .,. >, on a Py’ = -5, Q% = —Q% et Ry, = —Rpq, pour tous
a,b € {1,...,n}. Ainsi, on définit dans chaque carte locale

¢ =~ A @i+ 5 Ra(@)E€ + 3Q ()00, — P,

D’aprés la premiére partie de la preuve, on vérifie que, pour chaque construction locale,
on a

®(D¢) = C.
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A partir de ces constructions locales, en utilisant une partition de I'unité, on peut
construire D¢ sur T*(IIA) et comme @ : Poly(T*(ITA)) — D(A @ A*)<»> est C°(M)-
linéaire, 1’égalité

®(De)=C
est vérifiée. Donc @ est surjective. O

La proposition suivante montre que ’application ® préserve le grand crochet.

PROPOSITION 2.1.9 L’application ® définie par (2.7) est un anti-isomorphisme d’al-
gebres de Lie

@ : (Poly(T*(IIA)), {.,.}) — (DA A*)<7 [, Joom)

ou {.,.} est le grand crochet et [.,.].,.. estle commutateur.

com

Démonstration. La vérification du fait que ® est un morphisme d’algébres de Lie est
immediate. Soient Dy, Dy € Poly(T%(ILA)), pour tout © € I'(A & A*) on a

®({D1, D2})(©) = {O,{D1, D2 }}
={{©, D1}, D2} +{D1,{0, D2}}
={{0, D1}, D2} — {{©, D2}, D1}

ol dans les deux derniéres égalités on a utilisé 'identité de Jacobi et 'anticommutativité
(graduées) du grand crochet. Or, d’aprés la derniére égalité on a

({D1,D})(6) = (@(D2) 0 ®(Dy) — (Dy) 0 &(Dy) ) (O),
pour tout © € I'(A @ A*). Donc on en conclut I'égalité

com *

®({D1, Da}) = —[®(D1), ®(Dy)]

Considérons, pour tout k > 0, 'espace vectoriel

Pe= D T(N(As )05 (h(Ae4)<>))
pt+2q=k

et soit P = @~ Pk. Sur I'espace gradué P on définit un produit (de degré 0), que 'on
note A, en posant, pour toute paire 01 ® C et ©2 ® Co d’éléments homogénes de P,

(01 ®C1)A(O20Cs) = (01 ANO2) ® (Cy V Cy),

oll V est le produit symétrique, puis étendant & P par bilinéarité. Le produit A permet
d’engendrer P a partir des éléments de C°(M),I'(A® A*) @1 et 1@ D(A® A*)<»~.
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On définit 'application
U (P,A) — (Pol(T*(I1A)), N)
Z 0, ®C;— Z O, A (I)_I(Ci)

oit le produit A de l'algébre de droite est le produit? (gradué) de fonctions sur
T*(IIA) et 'application ®, définie par (2.7), est étendue en un morphisme d’algébres
® : (S*Poly(T*(I1A)),N) — (S*D(A @ A*)<»~,V). On remarque que le produit gradué
A sur Pol(T*(ILA)), quand restreint a S*Poly(7™*(IIA)) coincide avec le produit symé-
trique.
On vérifie immédiatement que ¥ est un morphisme d’algeébres graduées de degré 0.
On définit sur P un crochet {., .}7), de degré —2, en posant

{f.9}, =0,

(1081} ={0a1,f}_ =0,
{1®Oaf}7; :—{f,1®0}73 = —oc- [,
{@1@1,@2@1}7) =< @1,@2 > ®1,
{1@0,@@1}73:—{@®1,1®C}P:—C(@)®1,
{1©C1,1® 0}t =-1®[C1,Co]

N com ?

pour tous f,g € C°(M), ©,01,05 e T(A® A*) et C,C1,Cy € D(A @ A*)<»~. Puis, on
étend {., '}7: a tout P par bilinéarité et en demandant a ce que la régle de Leibniz

[P.QARY, ={P,Q}, AR+ (~1)"QA{P.R},

soit satisfaite pour tous P,Q, R € P oit P et () sont des éléments homogeénes de degré p
et g respectivement.

Le crochet {., '}7: satisfait l'identité de Jacobi (on le vérifie rapidement sur les éléments
de degré 0,1 et 2) et constitue un crochet de Poisson sur (P, A). On a la proposition
suivante.

PROPOSITION 2.1.10 L’application
v (P A }79) — (Pol(T*(11A)), A, {.,.})
est un morphisme d’algébres de Poisson.

Démonstration. On doit vérifier que ¥ préserve les crochets de Poisson et il suffit de le
vérifier pour les éléments de degré 0,1 et 2 pour lesquels c’est immédiat par construction
de {.,.} . O

4. Le signe de multiplication de ce produit est parfois omis dans nos formules o1l il est représenté par
la juxtaposition des facteurs.
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Le noyau de W est I'idéal de (P, A) engendré par les éléments © ® 1 — 1 ® ©, pour
tout © € A (T(A® A*)) C D(A® A*)<+>. Notons I cet idéal,

[=<0®1-120, 0c N*T(Aa A*)) >,
alors ¥ induit un isomorphisme d’algébres graduées de degré 0,
T - (7’/[, /\) — (Pol(T*(I1A)), A).

Comme [ est le noyau de ¥, et ¥ est un morphisme d’algébres de Poisson, alors I
est un idéal de Poisson pour {.,.} . Alors, le crochet {.,.}  induit un crochet de Poisson
sur 73/I, que 'on notera aussi {., '}7:'

Ces quelques considérations démontrent le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.1.11 L’application

T (P A ), ) — (Pol(T* (A), A {., )

est un wsomorphisme d’algébres de Poisson.

2.2 Multi-crochets de quasi-Courant

Dans cette section, nous allons définir I'algébre de Poisson graduée des multi-crochets
de quasi-Courant. Cette section est grandement basée sur I'article [18], ou cette algébre
a été introduite, et nous renvoyons le lecteur a cet article pour les démonstrations des
résultats que nous présentons ici.

Considérons £ — M un fibré vectoriel muni d’un produit scalaire <
définition 2.1.4). Définissons a présent 1'objet principal de cette section.

.. > (voir

DEFINITION 2.2.1 Soit r > 2. Un r-crochet de quasi-Courant est une application
R-multilinéaire
C:T(E)®..T'(EF) —T(F)

r—1

telle qu’il existe une application R-multilinéaire

oc:T'E)®...T'(F) — I'(T'M),

r—2

appelée le symbole de C, vérifiant, pour toutes sections O1,...,0,_1,U,V € T'(E), les
conditions suivantes :

1. 0c(©1,...,0,_9)- <U,V >=<(C(01,...,0,9,U),V >
+ < U7C<@17 vee 79T—27v> >3
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2. Sir >3, pour tout 1 <i<r—2,
< C(@l,...,@i,@i+1,...,@7~_1)—l—C(@l,...,@i_H,@i,...,@r_l),U>
:UC(®17"°76—)\1')9/2';7"'7@7’—17[])’ < ®i7@i+1 >7

ot le symbole ™ au dessus d’un élément signifie que cet élément a été retiré.

On note C,(E) l’ensemble des r-crochets de quasi-Courant ainsi définis. On définit aussi

Co(E) =C>®°(M), C1(F) =T(FE) et on pose
C(E) = PC(B).

r>0

On vérifie dans le lemme suivant qu’un r-crochet de quasi-Courant C vérifie, au
dernier argument, la régle de Leibniz

LEMME 2.2.2 Soit C € C.(E), r > 2. Alors, on a
0(917 ERE f@T—l) = fC(®17 sy 97“—1) + (00(917 ey @T—Z) . f)er—l,
pour tous f € C°(M) et O1,...,0,_1 € I'(E).
Démonstration. Le lemme est démontré, dans [58|, pour les crochets de Courant (c’est-
a~dire pour r = 3 et C vérifiant l'identité de Jacobi, voir ci-dessous corollaire 2.2.7) mais

I’argument n’utilise pas l'identité de Jacobi et est valable pour r = 2 et généralisable
pour tout r > 3. ]

La proposition suivante montre que les 2-crochets de quasi-Courant sont des objets
que l'on a déja définis.
PROPOSITION 2.2.3 Soit E — M un fibré vectoriel tel que I'(E) est muni d’un
produit scalaire < .,.>. Alors

C2(E) = D(E)~7,

ot D(E)<+~ est l’ensemble des endomorphismes dérivatifs de E préservant < .. >.
Démonstration. L’inclusion D(E)<»~ C Co(FE) est une conséquence immédiate des défi-
nitions respectives de ces deux ensembles.

Vérifions a présent 'inclusion Co(FE) C D(E)<»~. Soit C' € C3(F). Alors C est un
endomorphisme R-linéaire C' : I'(E) — I'(E) tel qu’il existe o¢ € I'(T'M) satisfaisant

oo < UV >=<CU),V >+ <UCV) >,
pour tous U,V € I'(E). De plus, d’aprés le lemme 2.2.2, C' vérifie
C(f®) =rC(O)+ (oc- /)0,
pour tous f € C®°(M) et © € I'(E).

Donc I'endomorphisme C' est un endomorphisme dérivatif de E préservant < .,. >.

O]



2.2. MULTI-CROCHETS DE QUASI-COURANT 61

Intéressons-nous a présent au cas r = 3. On prétend vérifier que C3(FE) contient les
crochets de Courant sur (E, < .,. >). En effet, un élément de C3(E) est un couple (C, o¢)
ou C est une application R-bilinéaire

C:T(E)xT'(E) —T(E)
et
oc :T'(E) — T'(TM)
est une application R-linéaire satisfaisant
1. 0c(0)- < U,V >=<C(0,U),V >+ < U,C(0,V) >;
2. <C(01,02)+C(02,01),U >=0c(U)- < 01,02 >,

pour toutes les sections ©,01,09, U,V € I'(E). De plus, d’apreés le lemme 2.2.2, 'appli-
cation C vérifie la régle de Leibniz

C(©1, f02) = fC(O1,02) + (6¢(01) - [)O2,

pour tous f € C®(M) et ©1,02 € I'(E).
Les éléments de C3(F) vérifient ainsi 3 des 5 axiomes originalement énoncés dans la
définition (voir par exemple [44]) du crochet de Courant. On pose la définition suivante.

DEFINITION 2.2.4 Soit E — M un fibré vectoriel tel que T'(E) est muni d’un produit
scalaire < .,. >. On appelle crochets de quasi-Courant sur (E, < .,. >) les éléments de

Cs(E).
Introduisons la définition suivante.

DEFINITION 2.2.5 Une algébre de Leibniz est une paire (V,[.,.]) ot
~ V' est un module sur l’anneau des fonctions C>°(M)
— Dopération R-bilinéaire [.,.] : V x V. — V wvérifie lidentité suivante

[a7 [bv CH = Hav b] 76] + [bv [CL, CH
pour tous a,b,c € V.

On remarque immédiatement que les algeébres de Lie sont exactement les algébres de
Leibniz (V,[.,.]) munies d’un crochet [.,.] antisymétrique.

La proposition suivante nous permet de caractériser les éléments de C3(F) correspon-
dant & une structure de Courant sur (E, < .,.>).

PROPOSITION 2.2.6 Soit C € C3(E). Si C vérifie (la version suivante de) l'identité
de Jacobi
C(@h 0(927 @3)) = C(C(@h @2)a @3) + C(@Qa C<@17 @3>) (29)

pour toutes les sections ©1, 04,03 € I'(E), alors
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1. (I'(E),C(.,.)) est une algébre de Leibniz;
2. oc :T'(E) — I'(T'M) est un morphisme d’algébres de Leibniz, c’est-a-dire vérifie
00(C(01,02)) = [0¢(01),00(02)l1,,
pour tous ©1,02 € I'(E).

Démonstration. La premiére partie de la proposition se vérifie immédiatement. La dé-
monstration de la deuxiéme partie est identique & la démonstration de la propriété ana-
logue pour les algébroides de Lie (voir [29]). Il suffit de développer C(©1,C (02, fO3)),
pour tous f € C*(M) et ©3 € I'(E), de deux fagons différentes en utilisant l'identité de
Jacobi (2.9) et la régle de Leibniz démontrée dans le lemme 2.2.2. O

COROLLAIRE 2.2.7 (|58, 26|) Si C € C3(E) vérifie lidentité de Jacobi (2.9), alors
C est un crochet de Courant sur (E,< .,.>).

Démonstration. Les cinq axiomes de la définition originale® de crochet de Courant (non
commutatif) sont vérifiés. En effet, deux des axiomes viennent de la définition de r-crochet
de Courant et un troisiéme axiome est I'identité de Jacobi. Un quatriéme axiome est la
régle de Leibniz, mais c’est une conséquence de la définition de r-crochet de Courant
(voir le lemme 2.2.2). Enfin, la proposition 2.2.6 montre que le dernier axiome (o¢ est
un morphisme d’algébres de Leibniz) est aussi vérifié. O

Le cas r = 3 traité ci-dessus peut motiver la définition suivante

DEFINITION 2.2.8 Un élément C € C.(E) vérifiant lidentité de Jacobi
C(©1,...,0,-9,C(E1,...,5r-1))

r—1
=> C(E1,...,5i1,C(O1,...,0,2,5:),Eit1,...,E-1)  (2.10)
=1

est appelé un r-crochet de Courant sur (E,< .,.>).

Dans la suite de cette section, nous allons rappeler des résultats de [18] qui nous
permettent de définir une structure® d’algébre de Poisson graduée sur C(E).
On définit pour tout © € I'(E) le produit intérieur

i6 : Co(E) — Co_1(E)
C—igC=0C(O,.,...)

Le théoréme suivant permet de définir un produit sur C(E).

5. Voir le paragraphe ot nous introduisons la définition 1.1.11 d’un algébroide de Courant. Voir aussi
les définitions originales dans [34, 44].
6. Les signes de nos définitions du produit et du crochet sur C(E) différent de ceux employés par [18].
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THEOREME 2.2.9 ([18]) 1l existe sur C(E) un produit, noté A, R-bilinéaire, associatif,
commutatif gradué, de degré 0, défini de maniére unique par

{f/\nggngf
FAO=fO=OA T,

pour tous f,g € C°(M) et © € T'(E), et tel que, pour tout © € I'(E), ig soit une
dérivation de (C(E),A) :

i@(Cl VAN 02) =igC1 NCy + (—1)T01 NigCsy,
pour tous Cy € C.(E) et Cy € C(E).

Afin de mieux comprendre ce qu’est le produit A sur C(E) (et de vérifier en particulier
qu’il correspond a ce que l'on pouvait prétendre) explicitons la définition de A pour des
éléments de degré 1 et 2. Pour tous ©,01,02 € C1(E) =T'(F) et C € C3(F) on a

{ @1/\@2(U) =< 01,U > 05— < 0,,U > 064 (2 11)

OANC(UV)=<0,U>C(V)- <0,V >CU)+ < CU),V > 8,

pour tous U,V € T'(E).
Le théoréme suivant nous permet de définir un crochet de Lie sur C(E).

THEOREME 2.2.10 ([18]) 1. Il existe une unique application R-bilinéaire, anti-
commutative graduée

] Co(E) % Co(E) — Criso(E)

définie par

[f;9] =0
[f,0]=0=1[6,f]
{fac]_o—C’f__[Caf]

@1,@2] =< @1,@2 >
i@D = [@7D} = (_1>T+1[D7®]

pour tous f,g € C°(M), ©,01,05 € I'(E), C € Co(E) et D € C.(E), r > 2,
et demandant & ce que, pour tout © € I'(E), ig = [©,.] soit une dérivation de

(C(E),[,.]), ie. :
ie[C1,C2] = [0,[C1,C:]] = [[0,Ch], Co] + (=1)"[Ch, [0, Ca],

pour tous Cy € C,.(E) et Cy € C(E).
2. Le crochet [.,.] vérifie lidentité de Jacobi

[C1, [Ca, C3]] = [[C1, Ca), O3] + (—1)"*[Ca, [Ch, Cs],

pour tous Cy € Cr(E), C2 € C5(E) et C3 € C(E).
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On remarque en particulier que l'on a pour tous © € Ci(E) = [(E) et
C,C,Cy € CQ(E)
{ [©,0] =C(0) =—[C,0]
[C1, C] = —[Cy, (9]

com

ou [.,.]om €st le commutateur.

Pour conclure cette section, le théoréme suivant montre que le crochet et le produit
définis ci-dessus munissent C(E) d’une structure d’algébre de Poisson.

THEOREME 2.2.11 ([18]) Le triplet (C(E), A, [.,.]) est une algébre de Poisson graduce
de degré —2.

2.3 Algébre de Rothstein

Dans cette section nous allons introduire ’algébre de Rothstein d’un fibré vectoriel
E — M. Nous devons choisir quelques structures sur F, en particulier une connexion,
pour définir le crochet de ’algébre de Rothstein. Ce crochet s’avérera étre un crochet
de Poisson gradué de degré —2. On montre dans la section suivante que cette algébre
de Poisson correspond a une sous-algebre de (C(E), A, [.,.]). Nous remettons le lecteur a
larticle [18] pour les démonstrations des résultats que nous présentons ici.

Soit & — M un fibré vectoriel. On définit, pour r > 0, ’espace vectoriel

R(E)= @ T(N\'(E)esr(Tm)),

r=2p+k

et on pose

R(E) = PR (E).

r>0

L’espace vectoriel R(E) est muni d’un produit canonique, noté A, défini par
(01 ®v1) A (O2®v2) = (01 AB2) ® (v1 V v3),

pour tous ©; € A (T'(E)) et v; € SPi(I'(T'M)), i = 1,2. Dans la formule ci-dessus on a
noté V le produit symétrique sur S®(TM), c’est-a-dire que V est la “symétrisation” du
produit tensoriel sur @*T M.

La proposition suivante s’obtient immédiatement des définitions de R(FE) et du pro-
duit A.

PROPOSITION 2.3.1 ([18]) L’espace vectoriel R(E) muni du produit A\ est une al-
gebre associative et commutative graduée, ot Ro(E) = C*°(M) est une sous-algébre. De
plus Ro(E),R1(E) et Ro(E) engendrent R(E).

Dans la suite de cette section, on définit sur R(E) le crochet de Rothstein

{0}, Re(E) X Ry(E) — Ryps_a(E).
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Comme R(E) est engendré par C*°(M),I'(E) et I'(T'M), il suffit de définir {.,.} , pour
une paire quelconque d’éléments générateurs (puis étendre comme une dérivation de
(R(E),A), imposant une régle de Leibniz).

La définition de {., .}R quand un des arguments appartient a C°°(M) est presque
immeédiate. En effet, comme {., .}72 est de degré —2, on a

{C(M),C* (M)}, ={C™(M),I'(E)}, ={0},
et il semble naturel de supposer que

{U,f}R:iU'f,

pour tous v € T'(T'M) et f € C®(M).

La définition de {., .}R dans les autres cas présuppose l’existence de certaines appli-
cations entre ces ensembles générateurs. Ainsi, considérons sur I'(F) un produit scalaire,
c’est-a-dire une application

<.,.>T(E)xT'(E) — C*(M)

C*°(M)-bilinéaire, symétrique et non dégénérée. De plus, choisissons une connexion sur
E

V : [(TM) x T(E) —s T'(E)
(v,0) — V,(0)

préservant < .,. >, c¢’est-a-dire qui vérifie ?
< Vy(01) >+ < Vy(02) >=v- < 01,09 >,

pour tous 01,02 € I'(E) et v € TI'(TM). La courbure de V est une application
RV :T(TM) x T(TM) x T'(E) — T'(E) définie par

RV(Ula 02)(@) = v’l)lVUQ (@) - V'UQVUI (@) - v[m, (@)’

pour tous vi,ve € I'(TM) et © € T'(E). On vérifie que RY(.,.)(.) est C°°(M)-linéaire
dans les 3 arguments et antisymétrique dans les deux premiers arguments. Ainsi, RV
est un tenseur appartenant a I' ((/\2 T"M)® (E*® E)) Mais, comme < .,. > est non

V2]

dégénéré on peut identifier E* & E et considérer que RV € T ((/\2 T"M)® (®2E)>. Par

ailleurs, on a le lemme suivant

LEMME 2.3.2 Si V est une connexion de (E,< .,. >) préservant < .,. >, alors sa
courbure vérifie

< Rv(m,vg)(@l),@g >=— < Rv(m,vg)(ez),@l >

7. On remarque que cette condition est une partie de I'identité de Jacobi que {., .}R devra vérifier,
quand 2 arguments appartiennent & I'(E) et un troisiéme appartient & I'(T'M).
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Ainsi, la courbure de V est un tenseur RV € T ((/\2 T*M) ® (\? E)) que 'on peut

envisager comme une application
RY :T(TM) x T(TM) — T(A\* E),

C°(M)-bilinéaire et antisymétrique.
On est & présent en condition de définir le crochet de Rothstein, {.,.} , sur R(E) .

THEOREME 2.3.3 ([18]) Soit E — M wun fibré vectoriel muni d’un produit scalaire.
Choisissons V une connexion sur E, préservant < .,. >.
Il existe un unique crochet de Poisson gradué, de degré —2, sur R(E), défini par

{f.9}, =0,
{f.©}, =0,
{f7v}R = _v‘fa

{@1’@2}7% =< 617@2 >,
{@,U}R = —V,(0),

{U1>U2} = [Ul?’U?]TM - RV(U17U2)>
R

pour tous f,g € C*°(M), ©,01,09 € T'(E) et v,v1,v3 € I(TM).

2.4 Théorémes d’isomorphisme

Dans cette section nous allons montrer que les différentes algébres de Poisson définies
dans les sections précédentes sont en correspondance par le biais de morphismes de
Poisson.

2.4.1 Morphisme de Poisson entre R(F) et C(E)

Soit E un fibré vectoriel muni d’un produit scalaire < .,. >. On fixe V une connexion
sur E préservant < .,. >, et on munit (R(E), A) du crochet de Poisson {.,.} =~ défini dans
la proposition 2.3.3.

On définit une application

oV R(E) = C(E)

en posant, pour les générateurs de R(E)
oV(f) =,
oV(0) =0,
oV (v) = -V,

et en imposant que

pour tous Z1,Z2 € R(E)
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THEOREME 2.4.1 ([18]) L’application ®V : R(E) — C(E) est un morphisme injectif
d’algébres de Poisson.

On remarque que ®V est une correspondance biunivoque entre R,(E) et Cp(E) pour
p =0, 1,2. Rappelons, par ailleurs que R(E) est engendré par Ro(E), R1(E) et Ra(E).
On a alors la proposition suivante

PROPOSITION 2.4.2 L’image de ®V : R(E) — C(E) est la sous-algebre de

~

(C(E),N), notée C(E), engendrée par Co(E),C1(E) et Co(E).

COROLLAIRE 2.4.3 L’application

oV (R(E),/\,{.,.}R) = (é(E),A, [.,.])

est un isomorphisme d’algébres de Poisson.

2.4.2 Lien avec Pol(T*(ITA)) : cas E = A A*

Dans ce paragraphe nous montrons que les algébres de Poisson considérées dans
le paragraphe précédent correspondent, quand E = A & A*, a l'algébre de Poisson
(Pol(T*(I1A)), {.,.}).

Dans la section 2.1 on a construit un isomorphisme d’algeébres de Poisson

T - (P/I,/\,{.,.}p> — (Pol(T*(IIA)), A, ., . }).

Dans la section précédente, considérant £ = A @& A* muni du produit scalaire stan-
dard, on a montré qu’une connexion V sur A définit un isomorphisme d’algébres de
Poisson

oV <R(A ® A%, A 1 .}R) s (5(A @A) AL .]) .

L’objectif de cette section est de vérifier que ces algébres de Poisson sont toutes
isomorphes et que 'on a le diagramme commutatif suivant

>~

Pol(T*(I1A)) Py
= V|
C(A @ A7) = R(A® A
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L’isomorphisme de 73/I sur R(A @ A*)

Considérons V une connexion sur A. On prétend définir un isomorphisme, de degré 0,
d’algébres de Poisson graduées

AR (P/I,/\,{.,.}p> N (R(A@A*),Ay{-,-}n)

Rappelons que toute connexion sur A, V : T'(A) — QY(M) ® T'(A), peut étre étendue
de maniére unique & une connexion sur A @& A* préservant < .,. >. Il suffit de définir la
connexion V* sur A* en posant pour toutes sections X € I'(4), a € I'(A*) et v € I'(T'M)

<Vi(a), X >=v <a,X >—<a,Vy(X)>.

Alors V @ V* est une connexion sur A @& A* préservant < .,. >. Dans la suite de cette
section, pour simplifier I’écriture, on écrira V au lieu de V & V*, considérant ainsi que
V est une connexion sur A @ A* préservant < .,. >.

Toute connexion V de A est ainsi une scission de la suite exacte

0—=T(A\2(A @ A%)) —=D(A® A*)<»> —2=T(TM) —0,

S~
v

et définit une bijection

WY :D(A® AN — T(N* (A A%)) e (T M)
C — (C—=Vy)) +(—0(C)) (2.12)
P-V, «— P+

Remarquons que l'espace image de WY, ensemble T'(A?(A @ A*)) @ (T M), est
exactement Ro(A & A*) qui est une sous-algébre de Lie de (R(A® A%),{.,.}_ ). On ala
proposition suivante.

PROPOSITION 2.4.4 L’application
oy (D(Ae A, —[, |,) — (Ra(4® 47,10,

est un isomorphisme d’algebres de Lie.

Rappelons la définition de 'algébre graduée P = ®k20 Py, ot

Pi= @D I(N(AeA) e (AAs4)<)).
p+2q=Fk

En particulier

Py = F(/\Q(A ®A*)® ]R) <) F(R@A(A D A*)<.,.>)
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et on peut étendre \IJQV en un morphisme, de degré 0, d’algébres graduées
WY (PA) — (R(A® A), 1)
en posant

\I@(f) =/

¥ (e) =6,

Uy (C) défini par (2.12),
pour tous f € C°(M),0 € I'(A® A*) et C € D(A® A*)<»>. Puis on demande a ce

que UV soit linéaire et soit un morphisme d’algébres, c’est-a-dire que ¥V vérifie
VY(PAQ)=TY(P)ATY(Q),
pour tous P,Q € P.

PROPOSITION 2.4.5 L’application

W (Poa s )) — (RA® A ALY,
est un morphisme, de degré 0, d’algébres de Poisson graduées.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que ¥V préserve les crochets de Poisson mais on le
vérifie immédiatement sur les éléments de degré 0,1 et 2, par construction de ¥V et des
crochets {.,.} et {.,.} . O

Le noyau de WV est 'idéal I de (P, A) défini par
I=<0®1-120, 0 c NX(I(A® A%)) > .
Alors ¥V induit un isomorphisme d’algébres graduées de degré 0
oV . (7’/], /\) — (R(A® A", A,).

L’idéal I est déja apparu dans la section 2.1. On a vu alors que [ est un idéal de
Poisson pour {.,.} et que le crochet {.,.}  induit un crochet de Poisson, que 'on note

aussi {., .}P, sur P/I.

On a le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.4.6 L’application

W (Padad,) — (R a9, (),

est un isomorphisme, de degré 0, d’algébres de Poisson graduées.
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~

L’isomorphisme entre Pol(7*(1IA)) et C(A @ A*)

Définissons, pour tout p > 0,
@, : Pol,(T*(I1A)) —s C,(A & A¥)

en posant pour tous f € C*°(M),0 e I'(A® A*), D € Poly(T*(I1A))

Qo(f) = f,
?,(0) =0,
®,D = ®(D),

ou @ : Poly(T*(IIA)) — D(A @ A*)<»~ est 'application (bijective) définie par (2.7). De
plus, demandons a ce que, pour tout p > 0, ®, soit C>°(M)-linéaire et vérifie

(@A R) = 24(Q) A P (R),

pour tous () € Pol,(T*(ILA)) et R € Pol,(T*(I1A)), avec p = g+ r.

Remarque: On vérifie que la régle de Leibniz est satisfaite en degré 0,1 et 2. En effet,
pour tous 01,09 € T'(A® A*), on a

@2(61 A @2) = @1(@1) A (1’1(62)7

ie.,

{.,@1 AN @2} =01 N0,
ou le produit A du membre de droite est le produit sur C(A & A*) défini par (2.11).
On construit ainsi un morphisme d’algébres graduées, de degré 0

® : (Pol(T*(I1A)), \) —> (5(A@A*),A) .

Les applications que 'on a considérées jusqu’a présent forment le diagramme suivant.

Pol(T*(ILA)) v Py
o Y|
—~ (bv
C(A® A*) = R(A® A7)

On vérifie que ce diagramme est commutatif. En effet, comme les applications sont des
morphismes d’algébres, il suffit de le vérifier pour les éléments de degré 0,1 et 2, ot c’est
évident par définition des applications. On a ainsi la proposition suivante.
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PROPOSITION 2.4.7 L’application
@ : (Pol(T*(I1A)), A) — (c?(A EBA*),/\)
est un tsomorphisme, de degré 0, d’algébres graduées.

Par ailleurs, on vérifie sur les élémegts de degré 0,1 et 2 que ® préserve les crochets
de Poisson définis sur Pol(7T™*(I1A)) et C,(A & A*). On a ainsi le théoréme suivant.

THEOREME 2.4.8 L’application
@ (Pol(T*(TTA), A, {s-}) — (ColA ® A7), AL )

est un isomorphisme, de degré 0, d’algébres de Poisson graduées.

On conclut cette section en remarquant que le diagramme commutatif ci-dessus, formé
par des bijections préservant les crochets défini sur chacun des espaces vectoriels gradués,
nous permet de donner une démonstration alternative (et plus simple que celle proposée
dans [18]) du fait que le crochet de Rothstein, défini dans le théoréme 2.3.3, vérifie
I'identité de Jacobi.

2.5 Structure bicroisée d’algébres de Lie graduées

Dans cette section, nous définissons la notion de structure bicroisée d’algébres de Lie
graduées (voir [40]; voir [28] pour le cas non-gradué) et montrons que l'algébre (de Lie
graduée)

(@r (((/\’f+1 AF) A A) & (N A ® TM)) A .}R>
keZ
a une telle structure.

Considérons deux algébres de Lie graduées (g:@kez gk,[.,.]g) et

(b = @cz i [ ]h) et deux applications

A:g— End(h) et B :h — End(g)
S AS T — Brp.

DEFINITION 2.5.1 On dit que (A, B) est une paire de représentations bicroisées de
(g,h) si A et B sont des homomorphismes d’algébres de Lie graduées satisfaisant les
conditions®

8. Ces conditions traduisent le fait que A (resp. B) peut étre considéré comme un 1l-cocycle de b
(resp., g) a valeurs dans le h-module Hom(g, h) (resp. le g-module Hom(h, g)) défini par la représentation
B (resp. A). Voir [28].
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1. As([T1, Toly) = [AsTh, Toly + (1) [Ty, AgTy),
(=) A, (5)(T2) + (~)USHTDTIAL - (6(Th)
2. Br([S1, Sa],) = [BrSy, Soly + (1) 71511 [S), By,
(=)W B A (1y(S2) + (1) ITHISDISIB, (1),

pour tous éléments homogénes S, 51,52 € g et T,T1,Ts € b et ou | X| représente le degré
d’un élément X.

On a le théoréme suivant (pour une preuve voir [40]).

THEOREME 2.5.2

1. Soit (A, B) une paire de représentations bicroisées de (g,h). Alors g ® b muni du
crochet

[(51,T1), (52, T2) gap = ([517 Salg + Bry (S2) — (1) 2181 By, (51),

(T3, Toly + Asy (T2) — (~1)!#IT A, (1)) (213)

est une algébre de Lie graduée (o le degré sur g®h est défini par (g ® bh),, = gr®by).

2. Réciproquement, si (g @b, [, ']geBh) est une algébre de Lie graduée telle que g @ 0
et 0 ® b sont des sous-algébres de Lie alors les applications A et B définies, pour
tous S € gs et T € by, par

[(57 O)a (07 T)]g@h = (_(_1)StBT(S)a AS(T))
forment une paire de représentations bicroisées de (g, ).

DEFINITION 2.5.3 On appelle algébre de Lie bicroisée de g et de b l'algébre de Lie
graduée (g @b, [, ']g@h) définie, comme en (2.13), par une paire (A, B) de représenta-

tions bicroisées de (g,h).

Dans la suite de cette section nous allons vérifier que des structures d’algébres de Lie
bicroisées apparaissent dans notre contexte.
s 1z 2 . ™ .
Considérons un fibré vectoriel A — M, et V une connexion sur A. Alors les espaces

vectoriels
an :F((/\k_lA*)/\A> , k>2

_ N =T(A)
o= Dae o | 9T
keZ go = C(M),
ar = {0}, k<0
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et
hk:F</\k_2A*®TM), k>3
R h2 = F(TM)a
R
= o = C=(M),
br = {0}, k<0

sont des sous-ensembles de ’algébre de Rothstein R(A & A*). En effet, on a
gk B hr C Rp(A® AY),

pour tout k € Z.
La proposition suivante est de vérification immédiate

PROPOSITION 2.5.4
1. Les ensembles g et g & b sont des sous-algébres de Lie de l'algébre de Rothstein
(R(A® A7), {. ), ) 5
2. 81 V est une connexion plate, c’est-a-dire ayant une courbure nulle, alors b est une
sous-algebre de Lie de (R(A ® A%), {., }R)
Dans la suite de la section, nous allons supposer que la connexion V est plate. Ainsi
g et b sont des sous-algebres de Lie de (g @b, ., ']g@h) ou le crochet [., .]g% coincide

avec le crochet de Rothstein {., .}R. D’aprés le théoréme précédent, (g @h,{, }R> est

alors une algébre de Lie bicroisée de g et de h. Pour identifier la paire de représentations
bicroisées (A, B) définissant cette algébre bicroisée, considérons

S=¢AX € g, :F((/\s_lA*)/\A)
T=n@veh =T (/\t—2A*®TM>
et calculons

[(S, 0)? (07T)}g®h = {f/\Xm@U}R
= {f/\Xﬂ?}R Qv — (_1)St nA{UaéAX}R :

Posons alors

A: g — End(h)
S +— Ag:h—h
T=n®v—{Sn}, ®v,



74 CHAPITRE 2. MULTI-CROCHETS DE COURANT ET ALGEBRE DE ROTHSTEIN

et

B :h — End(g)
T=n®v+—— Br:h—0h
S nn{v, S}, .

D’aprés le théoréme 2.5.2, la proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 2.5.5 Les applications A et B définies ci-dessus forment une paire
de représentations bicroisées de (g,h) et munissent l’espace vectoriel

geh=@r(((\ayna)e (N2 arerm))
keZ

d’une structure d’algébre de Lie bicroisée.

Dans le cas particulier ot A = TM, on retrouve une structure connue d’algébre
bicroisée sur l'espace des dérivations des formes différentielles étudiée par Michor [39, 40].



Chapitre 3

Structures compatibles

L’objet de ce chapitre est d’écrire a l'aide du grand crochet divers types de com-
patibilités et de déformations entre tenseurs de degrés 2, et de démontrer ainsi leurs
propriétés.

Cette écriture unifie plusieurs types de compatibilités bien connues, & savoir, étant
donné un fibré vectoriel A — M,

— la compatibilité entre deux structures d’algébroide de Lie sur A (c’est-a-dire entre

deux hamiltoniens de Pol(T*(ITA)) de bidegré (1,2);
— la compatibilité entre une structure d’algébroide de Lie sur A et une structure
d’algébroide de Lie sur A* (c’est-a-dire entre deux hamiltoniens de Pol(7™(I1A))
de bidegré (1,2) et de bidegré (2,1) formant un bigébroide de Lie (A, A*).
On montre que la condition de compatibilité des bigébroides de Lie

{p, '} =0,

ou p et u' sont les deux hamiltoniens de degré total 3 qui encodent chacune des deux
structures, est en fait une condition générale de compatibilité de structures d’algébroide
de Lie sur A ou A*.
Ensuite, étant donné A — M un algébroide de Lie, on unifie les notions suivantes de
compatibilités :
— compatibilité entre structures de Poisson (c’est-a-dire entre deux sections de
NZA — M),
— compatibilité entre une structure de Poisson et un tenseur de Nijenhuis (c¢’est-a-dire
entre une section de A2A — M et une section de A ® A* — M),
— compatibilité entre une structure de Poisson et une 2-forme, (c’est-a-dire entre une
section de A2A — M et une section de A2A* — M)
— compatibilité entre deux structures de Nijenhuis (c’est-a-dire entre deux sections
de A A* — M).
On peut montrer que, dans chacun des cas précédents, une des conditions est une condi-
tion d’algeébre multilinéaire fibre par fibre tandis que la seconde s’écrit sous la forme :
[H H '] I 0

N

75
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ot H et H' sont les deux hamiltoniens de degré total 2 qui encodent les deux tenseurs
en question, et [., .]FN est le crochet de Frolicher-Nijenhuis, que 'on a exprimé a ’aide
du grand crochet au chapitre 1 (voir sectionl.2.6). On donne également la signification
de cette compatibilité en termes de compatibilité des algébroides de Lie obtenus comme
déformation, par ces hamiltoniens, de la structure d’algébroide de Lie sur A.

Dans la derniére section de ce chapitre, on étudie une généralisation de la compa-
tibilité entre un bivecteur de Poisson et un (1,1)-tenseur : les structures de Poisson
quasi-Nijenhuis avec flux. Nous introduisons la définition de ces structures qui généra-
lisent les structures de Poisson quasi-Nijenhuis introduites par Stiénon et Xu [52]| sur
I’algébroide de Lie standard T'M puis par Caseiro et al. [7] sur un algébroide de Lie
quelconque. On montre en particulier qu’une structure presque complexe sur A ¢ A*,
c’est-a-dire un morphisme J : A @ A* — A ® A* tel que J? = —Idgqa+, est intégrable,
c’est-a-dire vérifie [J, J ]FN = 0, si et seulement si J correspond a une structure de Poisson
quasi-Nijenhuis avec flux. Ainsi, cette compatibilité plus générale s’exprime elle aussi, en
un certain sens, par une condition de la forme [H, H'| = 0. Cette étude a fait 'objet
d’une publication [1].

FN

3.1 Algébroides de Lie compatibles et bigébroides de Lie

3.1.1 Algébroides de Lie compatibles et bicomplexes

Soient M une variété différentielle et A — M un fibré vectoriel muni de deux struc-
tures d’algébroide de Lie : (4,p,[.,.]) et (A,p',].,.]"). Rappelons qu'a chacune de ces
structures d’algébroide de Lie correspondent des hamiltoniens sur ITA, u et p’ respecti-
vement, tels que

{pw,py = {1’} = 0.

DEFINITION 3.1.1 Deux structures d’algébroide de Lie, sur le méme fibré vectoriel,
(A, p,[.,.]) et (A, p,[.,.]), sont compatibles si, pour tout A € R, (A, p,,[.,.],) est un

algébroide de Lie, ou p, et [.,.], sont définis par

py=p+ A
=[]+ AL

On vérifie immédiatement que, si on note p, I’hamiltonien de ITA associé au triplet

(A7p)\7|:'7':|A)7 Ona ,
P = [+ A
La proposition suivante traduit, en termes du grand crochet, la compatibilité entre

deux structures d’algébroides de Lie sur A.

PROPOSITION 3.1.2 Deux structures d’algébroide de Lie (A, p,[.,.]) et (A, 0, [.,.])
sont compatibles si et seulement si {u, 1’} = 0.
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Démonstration. Par définition, (A, p, [.,.]) et (A, ', [.,.]') sont compatibles si et seulement
si (A, p,,[.,.],) est un algébroide de Lie, pour tout A € R, c’est-a-dire si et seulement si

{p,,p,} =0, VA eR.

Or, si on utilise la bilinéarité de {.,.} et le fait que p et u' correspondent a des structures
d’algébroide de Lie, on a

{pasmy = {p+ 2, p 4+ '}
= Lo} + M iy N} X {0}
=2X {p, 1/}

Donc {u,,p, } =0, pour tout A € R, si et seulement si {u, 1/} = 0. O

On remarque qu’en termes du grand crochet, la condition de compatibilité pour que
deux structures d’algébroide de Lie, p et ' soient compatibles ou forment un bigébroide
de Lie est la méme : {u, '} = 0. Cela suggére une généralisation aux structures de
Courant : deuz structures de Courant S et S’ sont compatibles si {S,S'} = 0.

Dans la suite de la section, nous montrons le lien entre la compatibilité de deux
structures d’algébroide de Lie et I’existence d’un bicomplexe, une notion que ’on définit
ci-dessous.

DEFINITION 3.1.3 Soient A une algébre associative et  une algébre graduée sur A
munie de deuz dérivations, d et 8, de degré 1 et telles que d? = §% = 0. Le triplet (Q,d, )
est un bicomplexe si

dod+dod=0.

PROPOSITION 3.1.4 Les algébroides de Lie (A, p,[.,.]) et (A, p',].,.]") sont compa-
tibles si et seulement si (Q°(A),d,d") est un bicompleze, ot d et d’ sont les différentielles
extérieures respectives des algébroides de Lie.

Démonstration. On sait que d = {u,.} et d' = {/,.}. Ainsi, pour tout £ € Q°(A), on a

dod'(§) = {m {1 ¢} }
= {{,U’a MI} ’6} - {N/a {N7 5}}
— {{mu'} €} - d0d(e).
Donc
(dod +d"od)(€) = {{mu'},&}, VE€Q(A).
Ainsi, si (4,p,].,.]) et (A4,0,[.,.]) sont compatibles, autrement dit si {u, '} = 0,
alors (2°(A),d, d’) est un bicomplexe.
Réciproquement, si (2°(A), d, d") est un bicomplexe, ¢’est-a-dire sidod’ 4+ d' od = 0,
alors
{{u,1'},6} =0, VEe€Q(A),
et cela implique (pour une justification plus compléte, voir le lemme suivant) que
{u, 1/} = 0, c’est-a-dire que (A, p,[.,.]) et (4,0, [.,.]) sont compatibles. O
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Le lemme suivant est assez intuitif, mais comme ce type de résultat est a la base de
beaucoup de conclusions dans les preuves en grand crochet, nous allons en présenter une
démonstration.

LEMME 3.1.5 Si F' € Pol, ,(T*(ITA)), avec r > 0, vérifie
{F,§} =0, VEeI(AY),
alors F' = 0.

Démonstration. Nous allons d’abord montrer qu’un hamiltonien F' dans ces conditions
doit étre tensoriel, c’est-a-dire que F' € T'(A"T*(A @ A*)). Soit f € C°(M), alors pour
tout £ € T'(A*), on a

{F.f¢} =0

et, si on applique l'identité de Leibniz, I’égalité précédente devient

{F,f}f—l—f{F,f}:O,

ce qui équivaut, de par notre hypothése sur F', a

Comme cette égalité doit étre vérifice pour tout £ € I'(A*), on doit avoir {F, f} = 0.
On a ainsi montré que, pour tout f € C°(M), {F, f} = 0. Ceci implique® que F est
tensoriel, ¢’est-a-dire que F € T(A""*(A @ A*)). Si on considére des coordonnées locales
(2%, €%, p;, 0,) sur T*(ILA), F s’écrit alors sous la forme

n n
F= Z Z FJUdrgn A LUNER O AL NG,

1:1 ,,,,, iS:‘1 j.]_ ,,,,, jr:‘1
11<...<1 J1<...<Jr

ou
Fooor= {0 ARG}, 8,0, 6 )
d’ot on conclut, comme {F, ¢} =0, V¢ € T'(A*), que
Fir =0,
donc

F=0. O

Apreés la démonstration de ce lemme, on peut immédiatement énoncer deux autres
lemmes auxiliaires.

1. Cette affirmation peut facilement se vérifier en coordonnées locales. En effet, si on écrit F' dans
un systéme de coordonnées locales (z*,£% p;, 6,), & partir du fait que {F7 x"} = 0 on conclut que tout
terme (dans l'écriture locale) de F' contenant la coordonnée p; est nécessairement nul.
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LEMME 3.1.6 Si F' € Pol, ,(T*(IIA)), avec s > 0, vérifie
{F,0} =0, VOecI(A),
alors F' = 0.
LEMME 3.1.7 Si F € Polg(T*(ILA)), avec k > 0, vérifie
{F,0} =0, V9eTl(Aa A"),

alors ' = 0.

3.1.2 Deéformation par un bivecteur de Poisson
Soit (A, 1) un algébroide de Lie. Soit P € I'(A* A) un bivecteur. Notons que P peut
étre vu comme un morphisme (C°(M)-linéaire)
P! T(A*) — T(A)
a— i P = P(a,.).

L’antisymétrie de P s’écrit alors P# 4+ tP% = 0.
En termes du grand crochet (voir section 1.2) on a, pour tous «, § € I'(A*),

P(CK,B) - {6,{0&,P}} = {{Oé7p}7ﬁ}
Ainsi,
P#(Oé) :{aaP} = —{P,Oé}-
Le bivecteur P permet de munir A* — M d’une ancre p, et d’un crochet sur les
sections [.,.] , définis par

{pP:poP#:A*—>TM

[O‘HB]P :EP#(Q)B_[fp#(ﬁ)a—d(P(a,ﬁ)), (31)

pour tous «a,3 € I'(A*). On notera A} la structure correspondant au triplet
(A*,pp, [y .]). Le théoréme suivant nous fournit 1’élément de Pol(7%(ITA)) associé a
P
A* .
P

THEOREME 3.1.8 L’hamiltonien de IIA associé a la structure A*, est pu, = {P,u}.
Démonstration. 11 suffit de prouver que
Lopp(e)- f=Ha {Pp}}, f};

2. o B]P = {{a. {P.u}}, B},
pour toutes sections «, 8 € I'(A*) et toute fonction f € C*°(M).
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1. Soient a € I'(A*) et f € C°(M)

pp(@) - f=poP¥(a ) f

= {P*en}. 1]

= {{{a,P},M}jf}
= {a{Putt, Y +{{{a, p}, P}, f}
= {{a.{Pu}t}t, f}.

2. Soient «, 8 € T'(A¥),

[a,ﬁ]P = ﬁp#(a B — Ep# B — d(P(Oz,,@))
:lp# dﬁ lp# da+d( (o, B))
= —{as, P*(@)} + {do, P#(8)} + (i, P(a, 8))

= — w8 {e PHy + s o B, P} + {p {8, {o, P}}}
= —{{w B} {a, P} + {{m, 0}, {8, P}} + {1, B} , {a, P}} —
{6, {p. {a, P}}}
= o} {8, Py = {8 {n, a}}, Py = {{m, a} . {8, P}}
+{a, {Pp}}, B}
= {{o,{P,ui}, 0} O

La proposition suivante montre que les structures p et 1, sont toujours “compatibles”.

PROPOSITION 3.1.9 Considérons (A,p) un algébroide de Lie, P € T(A\*A) un
bivecteur et la structure p, = {P, p}, induite par P sur A*. On a alors

1. {p,pp} =0
2. (A, A%) forme un bigébroide de Lie si et seulement si A7, est un algébroide de Lie.

Démonstration. La démonstration de 1. est immédiate parce que {u,u} = 0 et la dé-
monstration de 2., en termes du grand crochet, est une conséquence immeédiate de 1. [

Pour quels bivecteurs P € D(A? 4) le triplet (4*, p,, [, J,) est-il un algébroide de
Lie? En termes du grand crochet et en utilisant le théoréme précédent on peut affirmer
que A7 est un algébroide de Lie si et seulement si

{{P’/J’}>{P7/~L}} =0.

En appliquant l'identité de Jacobi et le fait que {u, u} = 0, on obtient

{{{Pvli}ap}aﬂ}:(),

{mp.Pl,} =0,
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ou [.,.],, est le crochet de Schouten-Nijenhuis. Ainsi, si P € (A% A) est un bivecteur
de Poisson, c’est-a-dire un bivecteur tel que [P, P]_ = 0, alors (A%, p,,[.,.] ) est un

. SN . P
algébroide de Lie. Plus généralement, on a démontré le théoréme suivant.

THEOREME 3.1.10 Soit P € T(A? A) un bivecteur. La structure A% définie par (3.1)
est un algébroide de Lie si et seulement st

{,u,, P, P]SN} —0.

En particulier, si P est un bivecteur de Poisson alors A}, est un algébroide de Lie.

3.1.3 Déformation par un tenseur de Nijenhuis

Soit N : A — A un morphisme de fibrés vectoriels. On considérera aussi N
comme une application C*°(M)-linéaire N : I'(A) — I'(A) ou comme un (1, 1)-tenseur
N eT'(A*® A). Le tenseur N permet de déformer la structure d’algébroide de Lie
(A, p,[.,.]) en un triplet (A4, py,[.,.], ) défini par

{pN:poN:A—>TM (3.2)

[(X,Y], = [NX,Y]+[X,NY] - N[X,Y],
pour tous X,Y € I'(A). Cette déformation de la structure d’algébroide de Lie est aussi

appelée contraction par N, voir [5, 6. On notera A la structure (4,py,[.,.] ). Le
théoréme suivant nous fournit I’élément de Pol(T%(ITA)) associ¢ & A, .

THEOREME 3.1.11 L hamiltonien de IIA associ¢ a la structure A, est ju, == {N, u}.

Démonstration. 11 suffit de prouver que
Lopy(X) - f={{X AN, u}}, [}
2. [X, Y]N = {X.{N,p}}, Y},

pour toutes sections X,Y € I'(A) et toute fonction f € C>°(M).
1. Soient X € I'(A) et f € C>®(M)

py(X) - f=poN(X)-f
=p({X,N}) - f
={{{X; N}, ut, f}
= {X AN pd I+ {{{X pd N )
= {X AN, u}}, 1}
2. Soient X,Y € I'(A4),

{X AN b} Y= {{{X, N}, 1} Y+ {{NAX, p}} Y}
= [NX, Y]+ {N, {X, pu}, Y3} + {{N, Y} {X, u}}
= [NX,Y] - N([X,Y]) + [X, NY]
= [X,Y], 0
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La proposition suivante montre que les structures (A, u) et (A, p, ) sont toujours
compatibles.

PROPOSITION 3.1.12 Considérons (A, 1) un algébroide de Lie, N € T'(A* @ A) et
la structure p,, = {N, pu}, induite par N sur A. On a alors

1 A{p,pyt =0

2. (A, p) et (A, ) sont des algébroides de Lie compatibles si et seulement si (A, i)
est un algébroide de Lie .

Démonstration. La démonstration de 1. est immédiate parce que {u,u} = 0 et la dé-
monstration de 2., en termes du grand crochet, est une conséquence immeédiate de 1. [

Pour quels (1,1)-tenseurs N € I'(A* ® A) le triplet (A, p,, [.,.]N) est-il un algé-
broide de Lie? Dans une premiére tentative de réponse, on pourrait de demander que
N (I(A),[.,.],) = (I(A),[.,.]) soit un morphisme d’algebres de Lie, c’est-a-dire tel que
soit vérifiée la condition

N[X,Y] =[NX,NY]

pour tous X,Y € I'(A). En effet, dans ce cas comme (4, p,[.,.]) est un algébroide de
Lie, (A,po N, [.,.] ) est aussi un algébroide de Lie. Les morphismes N satisfaisant cette
condition vont étre particuliérement importants dans la suite de ce texte et on introduit
la notion suivante.

DEFINITION 3.1.13 Soit N : A — A un morphisme de fibrés vectoriels. La torsion
de Nijenhuis de N est un morphisme Tn : T(A\? A) — T'(A), C®(M)-bilinéaire défini
par

Tn(X,Y) = [NX,NY] - N ([X, Y]N> ,

pour tous X, Y € I'(A). On dit que N est un tenseur de Nijenhuis si Ty = 0.
On a, par définition de Ty la proposition suivante.

PROPOSITION 3.1.14 Soient (A, p,[.,.]) un algébroide de Lie et N : A — A un mor-
phisme de fibrés vectoriels. Alors Ty = 0 si et seulement si (A, py, [.,.] ) est un algébroide
de Lie et N : (A, py,[.,.],) = (A, p,[.,.]) est un morphisme d’algébroides de Lie.

Dans la proposition précédente on voit que la condition T = 0 est trop restrictive
et ne répond pas a notre question de savoir pour quels (1,1)-tenseurs N la structure
(A, un) est un algébroide de Lie. Si on se pose la question en termes du grand crochet,
on sait que (4, puy) est un algébroide de Lie si et seulement si

{un,pn} =0

ie.,

{{Nnu’}?{Nau}}:O
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En appliquant I'identité de Jacobi et le fait que {u, u} = 0, on obtient

{{{Na/‘}aN}aM}:O.

Or rappelons que le crochet de Frolicher-Nijenhuis (voir paragraphe 1.2.6) de N avec
lui-méme s’écrit en termes du grand crochet

[NvN]FN :{{N,,u},N}+{N2,p},

ainsi, utilisant de nouveau le fait que {u, u} = 0, on voit que I’équation précédente est
équivalente a

{u, N, N]FN} = 0.

On a prouvé ainsi le théoréme suivant.

THEOREME 3.1.15 Soient (A, p,][.,.]) un algébroide de Lie et N : A — A un mor-
phisme de fibrés vectoriels. La structure (A, poN, [.,.] ) définie par (5.2) est un algébroide
de Lie si et seulement si

{u, [N, N]FN} —0.
Afin d’unifier les résultats précédents, démontrons le lemme suivant.

LEMME 3.1.16 Soient (A,p,[.,.]) un algébroide de Lie et N : A — A un morphisme
de fibrés vectoriels. On a

1 Ty(X,Y) = (([X Y] )N [X,Y]N2>,-

2. Tn(X,Y) = {{ }Y}

pour tous X, Y € I'(A)

Démonstration. 1. Soient X,Y € I'(4), on a
Tn(X,Y) = [NX,NY] - N ([X, Y]N>
= [NX,NY] - N (INX,Y] +[X,NY] - N([X,Y]))
= [NX,NY] - N(INX,Y]) - N([X,NY]) + N*([X, Y]).
Par ailleurs,
([X, Y]N> — [NX,Y]_ +[X,NY] - N([X,Y] )
" 2([NX,NY] - N(INX,Y]) - N([X,NY]))
+ [N’X,Y] + [X,N?Y] + N*([X,Y])
= 2([NX, NY] = N(INX, Y]) = N([X, NY]) + N*([X,Y)))
+ [N?X,Y] + [X,N?Y] — N*([X,Y])
=2TNn(X,Y) + [X,Y] ,.
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On conclut donc que
1
Tn(X,Y) =3 (([X, Y]N)N ~[X, Y]N2> .

2. On traduit ’égalité du point précédent en termes du grand crochet

TN(X,Y) = 1 ({{Xv{Na{N>N}}}7Y}_ {{X>{N2’“}}’Y})

({{XANAN, 13} = {N?, p}} Y}

N — DN

Or, rappelons que pour tout (1,1)-tenseur N on a

[NvN]FN = {{N,pu}, N} + {in N, pu}
:*{Nv{qu}}+{N2’M}'

Donc
e =4 (i, ) o)

et, dans ce sens, on peut dire que, en termes d’hamiltoniens sur ITA, on a

1
Ty =—35IN.N], . 0

FN

Nous réécrivons en termes de T les principaux résultats que nous avons montrés
dans ce paragraphe.

THEOREME 3.1.17 Soient (A, p,[.,.]) un algébroide de Lie et N : A — A un mor-

phisme de fibrés vectoriels.

1. La structure A, définie par (3.2) est un algébroide de Lie si et seulement si
{/.L, TN} = 07

ou Ty est la torsion de Nijenhuis de N.
2. En particulier, si N est un tenseur de Nijenhuis alors A, est un algébroide de Lie.

3. On a Ty = 0 si et seulement si (A,po N,[.,.]. ) est un algébroide de Lie et

N

N:(A,poN,[,.].) = (A p[,.]) est un morphisme d’algébroides de Lie.

3.1.4 Compatibilités de tenseurs de degré 2

Considérons (A4, p, |.,.]) un algébroide de Lie. Dans ce paragraphe, nous définissons
différentes notions de compatibilités entre tenseurs appartenant a T'(A\%(A & A*)). Rap-
pelons d’abord les définitions des tenseurs que nous allons considérer.
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DEFINITION 3.1.18 1. Une 2-forme présymplectique est une section w € F(/\2 A¥)
fermée, c’est-a-dire telle que
dw =0,

ot d est la différentielle extérieure induite par (A, p,|[.,.]).

2. Un bivecteur de Poisson est une section m € 1“(/\2 A) telle que

[m, 7] =0,

ou [.,.]. . estle crochet de Schouten-Nijenhuis.
SN

3. Un tenseur de Nijenhuis est une section N € I'(A* @ A) telle que

[N,N] =0,

FN

ot [.,.] . estle crochet de Frolicher-Nijenhuis.

FN

Rappelons aussi que, en termes du grand crochet, on écrit

W (X)={X,w}, VX eD(A);
() = {a, 7}, Va € T(AY);
N(X)={X,N}, VX eT(4).

Les différentes compatibilités entre ces tenseurs furent étudiées par de nom-
breux auteurs entre lesquels Magri et Morosi [38|, Gutkin [15], Magri et Kosmann-
Schwarzbach [29], Vaisman [60] et Crainic [8]. Nous exprimons dans cette section les
différentes compatibilités en termes du grand crochet, et nous en profitons pour générali-
ser & un algébroide de Lie A quelconque ce qui était souvent défini et démontré seulement
pour l'algébroide de Lie standard A = TM.

Bivecteurs de Poisson compatibles

DEFINITION 3.1.19 Soient P, et Py deuz bivecteurs de Poisson. On dit que Py et Py
sont compatibles si

[P, Py, = 0.

Remarque: La condition [Py, Ps]
de Poisson pour tout A € R.

oy = 0 équivaut a dire que Py + AP, est un bivecteur
PROPOSITION 3.1.20 Soient P et Py deuz bivecteurs de Poisson.
1. Les algébroides de Lie A;l et A’;z sont compatibles si et seulement si
{m1P P, } =0

2. En particulier, si P; et Py sont compatibles alors les algébroides de Lie A*;l et A’I")2
sont compatibles.
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Tenseurs de Nijenhuis compatibles

DEFINITION 3.1.21 Soient Ny et Ny deuz tenseurs de Nijenhuis. On dit que N1 et
Ny sont compatibles si
[Nl,Ng]FN =0.

Remarque: La condition [Ny, Na]
de Nijenhuis pour tout A € R.

v = 0 équivaut a dire que N1 + ANy est un tenseur
PROPOSITION 3.1.22 Soient N1 et Ny deux tenseurs de Nijenhuis.
1. Les algébroides de Lie A, et A, sont compatibles si et seulement si
{,u, [N].aN?]FN} =0

2. En particulier, si N1 et Ny sont compatibles alors les algébroides de Lie AN1 et A
sont compatibles.

Ny

On pourrait penser que deux tenseurs de Nijenhuis compatibles, N7 et No, commutent
en termes de déformation de I’algébroide de Lie A. Mais, en fait, on voit facilement que
I’on a le résultat suivant.

PROPOSITION 3.1.23 Soit A — M un algébroide de Lie et considérons Ny et No
deuz (1, 1)-tenseurs. On définit alors, comme dans (3.2), différentes structures déformées
qui, a priori, ne sont pas des structures d’algébroide de Lie mais vérifient les relations
sutvantes.

1. Supposons que [Ni,Na]... =0, ot [.,.]
les égalités suivantes sont satisfaites

est le commutateur sur End(A). Alors

com

AN10N2 = Ay oNy?
("4N1>N2 = (AN2>N1 ’

2. Si [N1,No] =0 on a l’égalité suivante,

(AN1 ) Ny = AN10N2 .

FN

3. En particulier, si N1 et Na sont deuxr tenseurs de Nijenhuis satisfaisant
[N1, Nal.... = [N1, No] =0 alors les quatre structures déformées sont égales

com FN

ANloNQ = AN2°N1 - (AN1>N2 B (AN2>N1

et cette structure déformée est un algébroide de Lie.
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PQ-structure (a la Magri-Morosi)

Soient 7 un bivecteur de Poisson et w une 2-forme présymplectique. On définit
N =ntouw’
et on considére N comme un élément de I'(A* @ A).

DEFINITION 3.1.24 Soit A un algébroide de Lie. Considérons = € T'(\*A) un bi-
vecteur de Poisson et w € F(/\2 A*) une 2-forme présymplectique. Le couple (mw,w) forme
une PQ-structure si

d(in) = 0,

ot d est la différentielle extérieure induite par la structure d’algébroide de Lie sur A.
Remarque: On remarque que comme N = 7! o w” on définit bien une 2-forme wy en

posant
wa =w’o N.

Et de plus i yw = 2wy .

PROPOSITION 3.1.25 Soit A un algébroide de Lie. Considérons = € T'(\*A) un
bivecteur de Poisson et w € F(/\2 A*) une 2-forme présymplectique. Si le couple (7,w),
forme une PQ-structure, alors N est un tenseur de Nijenhuis. La réciproque est vraie si
le bivecteur m est non dégénéré.

Avant de démontrer la proposition (et afin de simplifier la démonstration) énongons
le lemme suivant.

LEMME 3.1.26 Considérons m un bivecteur de Poisson, w une 2-forme fermée et
N =rtow. Alors on a?

1
{777 {N,,u,}} = _{N7 {ﬂ—nu'}} = _5 {{Nvﬂ—} 7:“’}'
La démonstration du lemme est directe. Démontrons & présent la proposition.

Démonstration. Le tenseur N est de Nijenhuis si et seulement si

[N7 N] =0. (33)

FN

En utilisant la caractérisation de [., .]FN en grand crochet, cette égalité est équivalente &

{{N’M}vN}:_{N27M}'

2. Si on utilise les notations du paragraphe suivant sur les P N-structures, cette égalité se traduit par
C(m,N)=0.
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On sait que, en termes du grand crochet, N = {w,7} et on peut vérifier que
N2 = % {{N,7},w}. Ainsi, en appliquant l'identité de Jacobi au membre de gauche
de I’égalité précédente, on obtient

{{N, u},wb w4+ {w, {({Ns i} mh} = —% {{N 7}, wh g

En utilisant le fait que w est fermée, c’est-a-dire {u,w} = 0, et l'identité de Jacobi on
peut échanger w et 4 dans le terme du membre de droite. Au second terme du membre
de gauche, on applique le lemme précédent et on obtient ainsi I’égalité

1 1
{{{qu}vw}aﬂ-} + 5 {wv{{N77T}7M}} = _5 {{{N77r}’“}7w}7
qui se simplifie immeédiatement pour obtenir

{{{N,pu},w}, 7} =0.

On applique de nouveau l'identité de Jacobi et I’égalité {u,w} = 0 pour obtenir

{{{N,w},u},ﬂ} =0.
Or {{N,w},p} =d(iyw). On a ainsi démontré que

[N,N] =0+ {d(iyw), 7} =0.

FN

Alors, si (m,w) est une PQ-structure, i.e., si d(iyw) =0on a [N,N] _=0.

Réciproquement, supposons que [N, N ]FN = 0. Si 7 est non dégénéré, il existe une
2-forme w, telle que {m,w,;} = Ida~ et dans ce cas, on peut appliquer {.,w;} aux deux
membres de I'égalité

{d(iyw), 7} =0,

et on obtient
d(iyw) =0,

c’est-a-dire que (m,w) est une P{-structure. O

PN-structure (a la Magri-Morosi)

Soient 7 un bivecteur de Poisson et N un (1,1)-tenseur. On définit un tenseur
nn € T(®2%A), c’est-a-dire une application 7y : A* ® A* — M x R en posant

an(.,.) =7(*N(),.),
ou, de forme équivalente, en posant

'7'(']\[ﬁ :T('ﬁOtN.
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LEMME 3.1.27 Si nn est antisymétrique, c’est-a-dire si w8 o N = N o «*, alors en
termes du grand crochet, on a

1 1.
™=-5 {N,n} = SUNT.
DEFINITION 3.1.28 On dit que les tenseurs w et N sont compatibles si
1. 7t otN = Nonrt:
2. C(m,N) = {m,{N,u}} +{N,{m u}t} =0.

Un couple de tenseurs compatibles (w, N) forme une PN -structure® si N est un tenseur
de Nigenhuis.

Les deux conditions que les tenseurs w et N doivent vérifier pour étre compatibles
peuvent se traduire par

1. Le tenseur my(.,.) = 7(*N(.),.) est antisymétrique;

2. La structure d’algébroide de Lie sur A, u, déformée par N puis transportée sur A*
par 7 est égale & la structure u transportée sur A* par 7 puis déformée par 'N.

Cette deuxiéme condition peut étre représentée sous la forme d’un diagramme commu-
tatif.

PN~ (N ) = (pir )iy

PROPOSITION 3.1.29 Soit (m, N) un couple de tenseurs compatibles. Si N est de
Nijenhuis alors Ty = %iNﬂ' est un bivecteur de Poisson. La réciproque est vraie si le
bivecteur m est non dégénére.

Avant de démontrer la proposition, énongons deux lemmes auxiliaires de vérification
immédiate.
LEMME 3.1.30 Soient m un bivecteur de Poisson et N un (1,1)-tenseur.

1. On a les égalités suivantes

{7T> {{7‘-7 N} Hu}} = {77? {N’ {7T7 M}}} = % {77’ {7T7 {Na M}}} .

2. Les affirmations suivantes sont équivalentes
— 7 est de Poisson pour uy ;
— m et iym sont compatibles ;
— 7 est une “2-forme fermée” sur A* pour (fiz)tp-

3. Un couple (7, N) dans ces conditions est aussi appelé une structure de Poisson Nijenhuis.
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LEMME 3.1.31 Soient ™ un bivecteur de Poisson et N un (1,1)-tenseur. Alors

C(m,N) =0=m est de Poisson pour jy.

Démontrons a présent la proposition

Démonstration. Le tenseur N est de Nijenhuis si et seulement si Ty = 0, ou en termes
du grand crochet,

{N7{N7/'L}} - {NQMUJ} =0.
Si on applique {7,.} a chacun des membres on obtient

{TF,{N,{N,,M}}}— {Wa{N27M}} = 0.

Comme 7 et N commutent (7f o tN = N o «f) on vérifie que l'on a l'égalité
{{m,N} ,N} =2 {7r, N 2}. Ainsi, aprés quelques applications de l'identité de Jacobi,
I’égalité précédente s’écrit

{m N2} o} + (N ({1} VD) = (N2 (i)} = 0.

Appliquons de nouveau {7,.} a chacun des membres. Alors, si on applique l'identité de
Jacobi et le fait que 7 est de Poisson, on obtient I'égalité

{{71-’]\72}7{71',#}} + {Wv{N’{{Trvu}vN}}} - {{777N2} ,{71',,[1,}} =0
que l'on simplifie immédiatement pour écrire
{m AN AN, {7, u}}}} =0.
On applique 'identité de Jacobi, et on obtient
{{m, N} AN A7, p} ) +{N A7, AN, {7, u}}}} = 0.

D’aprés les lemmes auxiliaires précédant cette démonstration, comme C(m, N) =0, on
peut conclure que le second terme est nul. Quant au premier terme, la condition

C(m,N) = 0 peut s'écrire {N,{m,u}} = —1{{m, N}, u}. Ainsi, égalité précédente
s’écrit

{{m N} {H{m N} ub} =0
Donc, 7w est un bivecteur de Poisson. ]

QQN-structure (a4 la Magri-Morosi)

Soient w une 2-forme présymplectique et N un tenseur de Nijenhuis. On définit un
tenseur wy € I'(®2A*), c’est-a-dire une application wy : A ® A — R en posant

Wwn (., .) =w(N(.),.),
ou, de forme équivalente, en posant

wa =uw’o N.
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LEMME 3.1.32 Si wy est antisymétrique, c’est-a-dire si WoN ="tNouw’, alors en
termes du grand crochet, on a

1 1
WN =5 {N,w} = iin'

DEFINITION 3.1.33 Le couple (w, N) forme une QN -structure si

{ w’ o N =*N ow;
{, {N,w}} = 0.

PROPOSITION 3.1.34 Le couple (w, N) forme une QN -structure si et seulement si
wn est une 2-forme présymplectique.

Démonstration. La démonstration est immédiate si on applique le lemme précédent. [
Remarque: Dans [38], la condition de compatibilité est I'annulation du tenseur

S(w,N) € T'(®3A*) que I'on peut définir par (voir [38], p.149)

S(w, N)(X,Y, Z) = = (—iydw + d(ixw)) (X,Y, Z) + dw(X,Y, NZ),

| =

pour tous X,Y,Z € T'(A).
Quand dw = 0, S(w, N) = 0 est équivalent a d(iyw) = 0 et on retrouve la condition
de compatibilité de la définition ci-dessus.

Hitchin pairs (Crainic)

DEFINITION 3.1.35 Une paire de Hitchin sur A est un couple (w,T) tel que
— w est une forme symplectique, c’est-a-dire une forme présymplectique non dégéné-

rée;
~TeT(A*®A);
- wboT:tTowb;
- d(wT) =0.

On voit immédiatement que les conditions de compatibilités d’une QN-structure,
(w, N), ou d’une paire de Hitchin, (w,T'), sont les mémes : la 2-forme déformée par le
tenseur, wy ou wy, doit étre antisymétrique et fermée. Les différences entre les deux
structures sont dans les conditions exigées pour la 2-forme :

— présymplectique dans le cas d’'une QN-structure et symplectique dans le cas d’une

paire de Hitchin ;
ou pour le (1, 1)-tenseur :

— tenseur de Nijenhuis dans le cas d’une QQN-structure et tenseur quelconque dans le

cas d’une paire de Hitchin.
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Formes complémentaires (Vaisman)

DEFINITION 3.1.36 Soit m wun bivecteur de Poisson sur A. Une 2-forme
w € T(A\? A%) est dite une 2-forme complémentaire de 7 si

[w,w] =0

ot [.,.] est le crochet sur Q°*(A) induit par la structure d’algébroide de Lie AY définie
par (3.1).

PROPOSITION 3.1.37 Soit m un bivecteur de Poisson sur A et w une 2-forme. Alors
w,w] = —d(iyw) + 2iy(dw),

ot N = mfowP.

Démonstration. En termes du grand crochet et d’éléments de Pol(7T*(IIA)), on a

[w,wlr = {{w, {m, u}t}, w},

et, si on applique deux fois I'identité de Jacobi, on obtient

[w7w]7T =2 {N7 {,U,, w}} - {:U’? {N7 w}} )

ce qui correspond &
[w,w]r = 2iydw — 2d(wn ). O

COROLLAIRE 3.1.38 Si w est fermée (ou, plus généralement, si i 4,dw = 0,
Va e T'(A*)) on a
[w,w] =0 += d(iyw) = 0.

Relations entre les différentes compatibilités

Dans ce paragraphe, nous mettons en évidence certaines relations entre les différentes
compatibilités étudiées dans cette section.

PROPOSITION 3.1.39 Considérons = € T(\* A) et w € T(\* A*). Si (7, w) est une
PQ-structure, alors (w, N) est une QN -structure, ou N = 7t o w”.

Démonstration. La preuve est immédiate car, dans ce cas, la condition de compatibilité
entre (m,w) et (w,N) est la méme : d(wy) = d(iyw) = 0. Par ailleurs, la proposi-
tion 3.1.25 garantit que N est un tenseur de Nijenhuis et le fait que N = r* ow” implique
que w et N commutent au sens oit w’ o N = tN o w’. O

PROPOSITION 3.1.40 Considérons = € T(\* A) et w € T(\* A*). Si (7, w) est une
PQ-structure, alors (w,N) est une PN-structure, ot N = 7t o W’
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Démonstration. Comme N = 7 o wb, 7 et N commutent au sens ot 7 o tN = N o 7.
De plus, d’aprés la proposition 3.1.25, N est un tenseur de Nijenhuis. Enfin, on a

C(m,N) = {m {N,p}} + {N,{m p}}
={m {w, 7}, pu}} + {w, 7w} {7 u}}.

Appliquons l'identité de Jacobi a plusieurs reprises sur le premier terme du membre de
droite. Alors, utilisant le fait que 7 est un bivecteur de Poisson ({{m, pu},7} = 0) et que
w est fermée ({y,w} = 0), on conclut rapidement que C(mw, N) = 0. O

Nous regroupons les résultats obtenus dans le diagramme suivant. Certaines fléches
manquantes dans ce diagramme sont valables sous des conditions de non-dégénérescence
de 7 ou de w (pour le diagramme complet, voir [30]).

w est une 2-forme
complémentaire pour 7

sii g Ode:O

\ /
(m, w)
m, N) (w,N

(m, )

3.2 Poisson quasi-Nijenhuis avec flux

Dans cette section, nous définissons, sur un algébroide de Lie, la notion de structure
de Poisson quasi-Nijenhuis avec flux. Les structures de Poisson quasi-Nijenhuis (sans
flux) ont été introduites par Stiénon et Xu [52] sur 'algébroide de Lie standard 7'M
puis par Caseiro et al. |[7] sur un algébroide de Lie quelconque. En physique, la géomé-
trie des structures de Poisson quasi-Nijenhuis a été étudiée par Zucchini [65]. Dans cet
article, Zucchini s’est aussi intéressé aux structures de Poisson quasi-Nijenhuis avec flux
mais nous remarquons ici qu’il manque une condition dans la définition de Zucchini de
ces structures. Cette condition, manquante dans [65], était déja considérée dans [52] et
apparait naturellement ici quand on demande & ce que certaines structures (par exemple
presque complexes) soient intégrables (ou que certains crochets vérifient l'identité de
Jacobi).

Le flux qui apparait dans ces structures est une 3-forme fermée, notée H, qui déforme
en un certain sens les conditions satisfaites par une structure de Poisson quasi-Nijenhuis
(voir [52, 7]). Au lieu de I'expression “avec flux” (“with background” en anglais) certains
auteurs utilisent le terme “tordu” (“twisted” en anglais). Dans ce texte nous avons voulu
éviter la terminologie de “torsion” (ou “twist”) a cause du résultat de la proposition 3.2.18.
En effet, on prouve qu'une classe particuliére de structures de Poisson quasi-Nijenhuis
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avec flux est obtenue en tordant, par un procédé expliqué dans [46, 53, 20|, une structure
d’algébroide de Lie par un bivecteur de Poisson puis par une 2-forme. Ainsi, nous réser-
vons la terminologie “tordu” (ou “twisted”) quand on tord des structures par une 2-forme
ou un bivecteur, comme expliquée dans [46, 53, 20].

3.2.1 Définition et cas particuliers

Dans cette section, nous introduisons la structure de Poisson quasi-Nijenhuis avec flux
sur un algébroide de Lie A. C’est une généralisation des structures de Poisson Nijenhuis
(voir [38, 29]) et des structures de Poisson quasi-Nijenhuis (voir [52, 7]).

DEFINITION 3.2.1 Une structure de Poisson quasi-Nijenhuis avec flux sur un al-
gébroide de Lie A est un quadruplet (w,N,v,H) ot 7 € F(/\2 A), N e T(A® AY),
¢ e T(N* A*) et H € T(A\* A*) sont tels que Nont = 7 o !N, dyp = 0, dH = 0 et
vérifient les conditions suivantes :

7w est un bivecteur de Poisson,
Oﬂ’,N(aa ﬁ) =2 iﬂﬁa/\ﬂ'ﬁ,BI_L

. . . 3.4
Tn(X,Y) =¥ (inxav H — inyax H +ixay), (3.4)
de = dH7
pour tous X, Y € T'(A), «, 8 € T'(A¥), ou H est la 3-forme définie par
H(X,Y,Z) =0x,v,z H(NX,NY,Z), (3.5)

pour tous X,Y,Z € T'(A).

On vérifie aisément que si on considére H = 0, alors on obtient la définition de
structure de Poisson quasi-Nijenhuis [52]| et si, de plus, on considére » = 0 alors on
obtient une structure de Poisson Nijenhuis.

Les conditions (3.4) s’expriment, en termes du grand crochet, de la forme suivante :

{{TUN}JT} = 07

{m u} N} + {{N,u} , 7} + {{m, H} ,7} =0, (3.6)
{{N.u} , N} + {N?, u} —2{m, 9} + {{m, H} ,N} + {{N,H} , 7} =0, '
2{{N,M}>w}: {M?{Na{NvH}}_{N27H}}

3.2.2 Poisson quasi-Nijenhuis avec flux et géométrie généralisée

Dans cette section, nous considérons que le fibré vectoriel A® A* est muni du produit
scalaire standard < .,. > défini par

<X+, Y+5>=0(X)+a)

pour tous X,Y € I'(A) et a, f € I'(A*). Sur (Ad A*, < .,. >), considérons une structure
d’algébroide de Courant définie par I’hamiltonien S, c’est-a-dire que S est une fonction
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appartenant a Pol(7™(ILA)) de degré total 3 et telle que {5, S} = 0. Notons [., .] le crochet
de Courant-Dorfman induit par S sur I'(A & A*) et défini par

[va] :{{X7S}7y}

pour tous X,) € I'(A @ A*).
Considérons un morphisme de fibrés vectoriels

J: A9 A* - A A*.

On verra souvent J comme un tenseur de type (1,1) sur A @& A* c’est-a-dire

JeT((Ad A*)* @ (A® A¥)).
DEFINITION 3.2.2 Le tenseur J est orthogonal si
< J(X),Y>+< X, J(Y) >=0,
pour tous X,y € T'(A® A*), ou < .,.> est le produit scalaire standard sur A & A*.

Remarque: Le morphisme J est un endomorphisme dérivatif, ¢’est-a-dire J € D(A & A*),
de symbole nul. Ainsi, dire que J est orthogonal équivaut a dire que J préserve < .,. >
(voir définition 2.1.5) et, d’aprés ce que 'on a déja vu précédemment, cela équivaut a
dire que

JeT (/\2(A ® A*)) C Poly(T*(I14)).

On peut déformer, par le tenseur J, la structure de Courant considérée sur
(A® A* < .,.>). Le crochet déformé est défini en posant

[vab = [JX,y]—I—[X,Jy] _J[va]v

pour tous X,Y € I'(A & A*), ou [.,.] est le crochet de Courant-Dorfman défini sur
I'(Ag A*).

LEMME 3.2.3 Soit J un endomorphisme orthogonal de (A& A*,< .,.>). Le crochet
déformé par J, |.,.],, correspond & ’hamiltonien

Sy = {J,S} € Pol(T*(ILA)),

au sens ou

[X7y],] - {{X)Sj}ay}7
pour tous X, € T'(A @ A*).
PROPOSITION 3.2.4 (|5]) Soit J un endomorphisme orthogonal de (A @ A*, < .,. >).

L’hamiltonien Sy = {J, S} définit une structure de Courant sur (A& A*, < .,.>) si et
seulement si {S,{J,{J,S}}} =0.
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Notons que la condition de la proposition précédente se traduit en termes de structures
de Courant compatibles : ([.,.],)  est compatible avec [, .].
On peut aussi définir la torsion de Nijenhuis de J, Ty € T’ (/\2(/1 DA ®(A® A*)),
en posant
T;(X, ) = [JX, JY] = J([X,V],),
pour tous X, € I'(A® A*).

LEMME 3.2.5 Pour tous X,)Y € T(A® A*), on a
1
T2, 2) = 5 ((12.2),), - 12,7, -

COROLLAIRE 3.2.6 ([5]) Soit J un endomorphisme orthogonal de (A® A*, < .,. >).
L’endomorphisme J est un morphisme de Courant de (A & A*,S;) vers (A& A*,S) si
et seulement si l’hamiltonien {J,{J, S}} correspond a [.,.] ,.

DEFINITION 3.2.7 Un endomorphisme J orthogonal sur (A @ A*, < .,.>) est une
structure presque c.p.s. si J2 = Mdaga+, pour un certain A € {—1,0,1}. Une structure
presque c.p.s. J est intégrable (et est appelée une structure c.p.s.) quand Ty = 0.

L’abréviation “c.p.s.” est due & Vaisman [61] et correspond aux trois différentes struc-
tures que I'on considére? : si A = —1, J est une structure presque complexe; si A =1, J
est une structure presque produit ; et si A = 0, J est une structure presque sous-tangente.

PROPOSITION 3.2.8 Considérons un hamiltonien S, définissant une structure d’al-
gébroide de Courant sur (A @ A*, < .,. >), et J une structure presque c.p.s. Alors on
a

Ty(X,Y) = {{Xf,} ,Y}

o

Ty =5 ({J,{J,S}} = AS). (3.7)

N | —

Dans la suite de ce texte on omettra le symbole ~ et T'; représentera aussi bien
I'élément de T’ </\2(A DA @A A*)) que I'hamiltonien sur ITA défini par (3.7).

Exemples: Soit p une structure d’algébroide de Lie sur A. Dans les exemples suivants,
on considere S = p et le crochet sur I'(A & A*) s’écrit

(X +a,Y+p6]=[X,Y], + LxB —i,da,

4. Dans [12], Grabowski introduit la notion d’algébroide de Courant irréductible comme un algébroide
de Courant ou tout tenseur de Nijenhuis orthogonal est proportionnel & une structure c.p.s.. On prouve,
par exemple, que la structure d’algébroide de Courant classique sur TM @ T* M est irréductible.

5. Sans I'hypothése J?> = Mldaga+, cette formule ne pouvait pas étre obtenue directement de
[, J]FN = 0 ou du lemme 3.2.5 parce que, quand J est orthogonal, i;J = J? est “anti-orthogonal”

(au sens ol < J2X,Y >=< X, J2Y >) et J* ¢ Pol(T*(I1A)).
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pour tous X,Y € I'(A) et o, B € T'(A¥).

1. Soit N : A — A un endomorphisme de fibrés vectoriels tel que N? = eidy, avec
e = +1. On étend N en un morphisme orthogonal sur (A @ A*, < .,. >) si on
définit, pour tout o € I'(A*), N(«a) € T'(A*) en posant

< N(a),X >=—-<a,N(X) >,

pour tout X € I'(A). Alors
N? = eid gq 4

et N est une structure presque c.p.s. sur (A & A*, < .,. >). De plus, si
N : A — A a une torsion de Nijenhuis nulle alors N est une structure c.p.s.
sur (A@® A", < .,.>,5=pu) avec A =e.

2. Considérons = € T(\* A) un bivecteur et le morphisme de fibrés vectoriels associé
7t A* — A. On peut étendre nf a A @ A* si on pose WFA = 0. Alors 7* est un
morphisme orthogonal de (A @® A*, < .,.>) tel que (7%)2 = 0. Par ailleurs, on a

Tr: = 5 ({m {m u}})

1

= D) [77>7r]5

N | =

N

Donc, tout bivecteur m € F(/\2 A) est une structure presque c.p.s. sur
(Ap A*, < .,.>) avec A = 0 et 7 est intégrable, pour S = pu, si et seulement
si w est un bivecteur de Poisson.

3. Considérons o € T'(\? A*) une 2-forme et le morphisme de fibrés vectoriels associé
o’ : A — A*. On peut étendre o® a A @ A* si on pose UIbA* = 0. Alors o” est un

morphisme orthogonal de (A @ A*, < .,. >) tel que (O'b)2 = 0. Par ailleurs, o” est
toujours intégrable car

T, = 5 (o (o)
=0.

Donc, toute 2-forme o € T'(\?* A) est une structure c.p.s. sur (A& A* < .,. >) avec
A=0.

PROPOSITION 3.2.9 Considérons un hamiltonien S, définissant une structure d’al-
gébroide de Courant sur (A @ A*, < .,.>), et J une structure presque c.p.s. Alors
1. J définit une structure de Courant, Sy, sur A® A* si et seulement si {S,T;} =0;

2. [5] La torsion de Nijenhuis de J est nulle, i.e., {J,{J,S}} = AS, si et seulement si
Sy est une structure de Courant et J est un morphisme de Courant de (A® A*,Sy)
vers (A @ A*,S).
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Dans la proposition suivante nous allons décomposer les structures presque c.p.s. sur
(A@® A*, < .,.>) en (somme de) structures plus simples sur A ou sur A*.

PROPOSITION 3.2.10 ([8, 61]) 1. Un tenseur de type (1,1) sur A @& A* est ortho-
gonal si et seulement si on peut le représenter sous la forme matricielle suivante,
pour toutes sections X € I'(A) et a € T'(A"),

X N ot X
(000 )00 @
oum e (N*A),0c e T(\? A*) et N e T(A® A*).
2. Un tenseur J dans ces conditions est une structure presque c.p.s. si et seulement si
Nont=7lotN,
o>o N=tNo ab,
N2 4 7too” = N1dy.

LEMME 3.2.11 En termes du grand crochet, on a
J=m+N+o

dans le sens que

J.)={,m+N+o}.

Dans la suite de la section, nous allons considérer S = p+ H, ot p € C*°(T*(11A))
définit une structure d’algébroide de Lie sur A, et H € T'(A* A*) est une 3-forme fermée.
Alors on vérifie facilement que {S,S} = 0, et S définit une structure d’algébroide de
Courant sur A @ A*.

Le théoréme suivant est le résultat principal de ce paragraphe puisqu’il établit le lien
entre les structures c.p.s. sur (A® A*, u+ H) et les structures de Poisson quasi-Nijenhuis
sur A ayant pour flux H.

THEOREME 3.2.12 Si un endomorphisme J, défini par (3.8), est une structure c.p.s.
sur (A® A*, u+ H), alors (m, N, —do, H) est une structure de Poisson quasi-Nijenhuis
avec flux sur A.

Démonstration. 11 suffit d’écrire la condition d’intégrabilité Ty =0 pour J =7+ N + 0o
et S =p+ H, c’est-a-dire

{r+N+o{r+N+o,u+H}} —ANu+ H)=0.

Si on utilise la bilinéarité de {.,.} et que I'on décompose I’équation précédente en fonction
du bidegré des termes qui la composent, on obtient le systéme d’équations

{{71’,,&},7‘(‘} =0,

{{mp}, N} +{{N,p} 7} + {{m, H} 7} =0,

N, uy N +2{m {p, 0t} + {{m o} pu} + {{m H} , N} + {{N,H} , 7} + Au =0,
{{N b o+ {{op} N} +{{N,H} , N} + {{m,0},H} + AH = 0.
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Dans les deux derniéres équations du systéme, on utilise les conditions algébriques pour
que J soit une structure c.p.s. et plus précisément la condition N2 4 7 o ¢® = AId4 qui
s’écrit en termes du grand crochet

{m,0} = N? — \d4.
On obtient

Hmopu},mh =0,

Hmopwd , N} +{{N, p} ,7h + {{m, H} 7} =0,
{{N,ILL},N}—F{NQ,/.L}—|—2{7T,{[L,0’}}—|—{{7T,H},N}+{{N,H},ﬂ'}:O,
{N,u}, o+ {{o,n} , N} +{{N,H} , N} + {N?, H} — 2)\H = 0.

On peut enfin interpréter le systéme d’équations précédent comme ’ensemble des
conditions suivantes

7 est un bivecteur de Poisson,
CTI',N(O‘7 B) =2 iwﬁaAﬂﬁﬁHv
Tn(X,Y) = (inxay H — inyax H — ixaydo),
2iydo —d(iyo) = 2(H + A\H),
pour tous X, Y € I'(A) et a, f € T'(A*) et ou H est définie par (3.5).
Finalement, pour conclure la démonstration, on applique d aux deux membres de la
derniére condition de (3.9) et on obtient la derniére condition de (3.4) pour ¢» = —do. [

Remarque: Dans [61], Vaisman a étudié I'intégrabilité de structures presque c.p.s. sur
TM @& T*M muni de la structure de Courant standard et aussi le cas ou la structure
de Courant standard est déformée par une 3-forme H. Les conditions obtenues dans la
Remarque 1.5 de [61] coincident avec le systéme de conditions (3.9).

Dans la démonstration précédente, on voit que la derniére équation de (3.9) est une
condition suffisante pour que soit vérifiée la derniére équation de (3.4). On peut obtenir
une équivalence si I’'on impose des conditions supplémentaires au quadruplet (7, N, o, H).

THEOREME 3.2.13 Soit J un endomorphisme défini par (8.8). J est une structure
c.p.s. sur (A® A*, u+ H) si et seulement si

1. (m,N,—do, H) est une structure de Poisson quasi-Nijenhuis avec fluz sur A,
N2 4+ 7o o” = Aldg,

2. aboN:tNoab,
2(iydo — H) =d(ino) + 2\H.
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3.2.3 Poisson quasi-Nijenhuis avec flux et quasi-bigébroides de Lie

Dans cette section nous allons généraliser un résultat prouvé, pour des structures de
Poisson quasi-Nijenhuis (sans flux), dans [52, 7]. Soit (A, i) un algébroide de Lie sur une
variété différentielle M.

DEFINITION 3.2.14 Un quasi-bigébroide de Lie est un triplet (E,6,¢) ot E — M
est un fibré vectoriel muni d’une structure d’algébroide de Lie, & est une dérivation de

degré 1 de l’algébre de Gerstenhaber (%k(E), Ay [ .]SN) et o € D(N*E), tel que

{ *() = [o, gy
dp = 0.

Le résultat suivant généralise un résultat de Stiénon et Xu [52] ou plus généralement
de Caseiro et al. [7]. C’est le résultat principal de ce paragraphe.

THEOREME 3.2.15 Si (m,N,1, H) est une structure de Poisson quasi-Nijenhuis
avec flurx sur A alors (AL, d%, Y + inH) est un quasi-bigébroide de Lie, ou
di(a) = dy(a) - int(a)H, pour tout a € T'(A").

Démonstration. L'élément de Pol(T*(ILA) qui induit la structure (A%, dif, ¢ +iyH)
est S={m+ N,u+ H} +. Alors (A%, di, ¢ + iy H) est un quasi-bigébroide de Lie

si et seulement si o
{S, S} —0.

Or, si on décompose 1’équation précédente en fonction du bidegré de chaque terme qui
la compose on obtient le systéme d’équations suivant

{{qu}v{ﬂ-aﬂ}} =0,

{{m, p} Am, H}} 4+ {{m,u} {N, u}} =0,

Hm HY Am, HY )+ {N, p} AN, p}} +2{{m, pn} {N,H}} (3.10)
+2{{m, H} AN, pu}} + 2{{m, u}, ¥} =0,

{{m Hy AN, H}} + {{N,pj AN, H}} + {{m, H} ,} + {{N, pu} ,9} = 0.

1 suffit & présent de vérifier que les équations (3.6) impliquent les équations (3.10).
Or si on applique {u,.} a chaque équation de (3.6) on obtient I’équation respective de
(3.10). O

COROLLAIRE 3.2.16 Si(m, N,—do, H) est une structure de Poisson quasi-Nijenhuis
avec flux sur A alors {m+ N +o,u+ H} est une structure de quasi-bigébroide de Lie
sur (A*, A) ou, de fagon équivalente, une structure d’algébroide de Courant sur A ® A*,
induisant une structure d’algébroide de Lie sur A*.

Démonstration. Dans la preuve précédente, si ¢ = —do alors S = {m+N+o,u+ H}
et on a prouvé que {575} =0. O
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Remarque: Dans le corollaire précédent, J = m + N + o n’est pas nécessairement
intégrable. Autrement dit, la torsion de Nijenhuis Ty n’est pas nécessairement nulle (voir
le théoréme 3.2.13 ot sont énoncées les conditions nécessaires, dans le cas ou J est
presque c.p.s., pour que l'intégrabilité soit vérifiée). Mais le corollaire précédent prouve
que I’hamiltonien (déformé) S = S; définit une structure d’algébroide de Courant sur
A @ A*, c’est-a-dire que {S,T;} = 0 (voir la proposition 3.2.6), ou S = u+ H.

3.2.4 Poisson quasi-Nijenhuis avec flux et tenseurs (de degré 2) com-
patibles

Dans cette section nous considérons un bivecteur de Poisson 7 € I’(/\2 A) et une
2-forme w € T'(A? A*). De plus nous notons

i) = n(a,.), Va eT(A4*), W(X)=w(X,.), VX eT(A),
N =7xtouwP, wy =w(N.,.)

Alors le principal résultat de cette section est le suivant. Notons que I'unique hypothése
est que le bivecteur 7 soit de Poisson.

THEOREME 3.2.17 Soient 7 un bivecteur de Poisson, w une 2-forme et considérons
N et wy définis comme ci-dessus. Le quadruplet (w, N,dwy, —dw) est une structure de
Poisson quasi-Nijenhuis avec flux sur A.

Démonstration. Notons ¢ = dwy and H = —dw. Nous avons les correspondances sui-
vantes en termes d’éléments de Pol(T™*(11A))

N ={w, 7},
¥ =3 {u{N,w}},
H ={w,p}.

On vérifie facilement que 1 et H sont fermées et que N o ¥ = 7f o *N. Pour prouver
que (7, N,v, H) est une structure de Poisson quasi-Nijenhuis avec flux on doit vérifier
les conditions (3.4) (ou, en termes du grand crochet, les conditions (3.6)).

1. 7 est un bivecteur de Poisson par hypothése.

2. Utilisons le fait que 7 est un bivecteur de Poisson, c¢’est-a-dire que

{{W,,LL},TF} =0

et appliquons {w,.} aux deux membres de cette équation pour obtenir

{w7 {{7[-7 M} 777}} =0.

On applique l'identité de Jacobi et on obtient

{Hw, {m w3t 7} + {mp} {w, 73} = 0.
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Si on applique de nouveau l'identité de Jacobi au premier terme du membre de
gauche, on obtient

{H{w, 7} pp s + {{m {w, b mh + {{mp} {w, 73} = 0,

qui est la seconde équation de (3.6)
{Npu},my+ {m HY 7} + {{m,pu}, N} = 0.
3. Comme précédemment, on part de la derniére équation

N p},mp + i, HY  mp + {{m, p}, N} =0,

et on applique {w, .} aux deux membres de I’équation. On obtient

{w, {{N, it mhy +H{w, ({m, B b} A+ {w, {{m, 1}, N1 =0,

et si on applique l'identité de Jacobi deux fois, on obtient ’équation cherchée
{N, 1}, N} + {N? pu} = 2{m, ¢} + {{m, H} , N} + {{N, H} ,7} = 0.

4. Nous prouvons cette condition de la méme maniére que pour les conditions précé-
dentes. On part de la derniére condition

{{N, 1} N} + {N?, ) = 2{m ¥} + {{m, H} , N} + {{N, H} ,7} =0,

et on applique {w,.} aux deux membres. Puis, si on applique l'identité de Jacobi,
on obtient

{{N,H},N} + (N2 H} - 2{N,¢} - {{N%w},u} =0. (311
Enfin, si on applique {x,.} aux deux membres de I’équation précédente on obtient

{M7{{N7H}7N}+{N27H}}_2{N7{N7¢}}:O'

On applique de nouveau 'identité de Jacobi et le fait que ¢ est fermée pour obtenir

La démonstration du théoréme précédent suggére que la composition itérative d’une
2-forme, en un certain sens, avec un bivecteur de Poisson, fournit toutes les conditions de
la définition de structure de Poisson quasi-Nijenhuis avec flux. Afin de mieux comprendre
comment un bivecteur de Poisson et une 2-forme engendrent ce type de structures, consi-
dérons la construction suivante (voir pour plus de détails [20]).

Soient S € Pol(T*(I1A)) et o € Poly2(T*(IIA)) ou o € Poly o(7*(I1A)). Considérons
la série

eJS:S—i—{S,U}—I—%{{S,U},U}—i—%{{{S,J},U},U}—l—...
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Comme {.,.} a un bidegré (—1,—1) et o un bidegré (0,2) ou (2,0), la série ci-dessus est
finie. De plus, si S est de degré total k alors €?.S aussi. Enfin, il suit des propriétés de
I'exponentielle que si {S, S} =0, on a aussi {€?5,e?S} = 0. En particulier, si S est une
structure sur A @ A*, c’est-a-dire si S € Pol3(T*(IIA)) et vérifie {S, S} = 0, alors €S
est aussi une structure sur A @ A*. On dit que la structure e?S est la structure S tordue
par o.

La proposition suivante détaille la construction apparaissant dans la démonstration
du théoréme précédent.

PROPOSITION 3.2.18 Si on note S la structure de quasi-bigébroide de Lie induite
par la structure de Poisson quasi-Nijenhuis avec fluz (w, N, dwy, —dw), alors

S=e ol - p),
ou, de forme équivalente
S = e_w (Mﬁ)v

ol pr est Uhamiltonien correspondant a la structure d’algébroide de Lie définie par (3.1).

Dans la proposition suivante nous montrons que la structure de Poisson quasi-
Nijenhuis avec flux (7, N, dwy, —dw) est induite (comme indiqué dans le théoréme 3.2.12)
par une structure sous-tangente.

PROPOSITION 3.2.19 Le tenseur de type (1,1)

N t
= < —wy” =N )

est une structure sous-tangente (c’est-a-dire une structure c.p.s. avec X\ = 0) sur

(A A%, p — dw).
Démonstration. D’aprés les théorémes 3.2.17 et 3.2.13 il suffit de prouver

N2 — 7t owy? =0,
wn? o N =tN owp?,
2(iy dwy +H) = d(iy wn).

Mais la vérification des deux premiéres conditions est directe et, d’aprés le fait que
iN wy = in2w, la derniére condition est équivalente a (3.11). O

Dans la suite de cette section, on remarque que, dans le théoréme 3.2.17, si on impose
certaines restrictions & la 2-forme w alors on obtient des structures déja connues, plus
contraignantes que les structures de Poisson quasi-Nijenhuis avec flux. On remarque aussi
que les couples (m,w), (7, N) et (w,N) ainsi obtenus correspondent a (ou généralisent
légérement) certains couples compatibles déja connus.
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COROLLAIRE 3.2.20 (Poisson Nijenhuis) Si 7 € T(A?A) est un bivecteur de
Poisson et w € 1“(/\2 A*) est une 2-forme fermée telle que dwy = 0, alors (7w, N) est une
structure de Poisson Nijenhuis sur A.

Remarques: 1. Un couple (m,w) dans les conditions du corollaire précédent est une
PQ-structure (voir définition 3.1.24 ou [38]).

2. La condition dwy = 0 est la condition de compatibilité pour que (w, N) soit une
QN -structure (voir définition 3.1.33 ou [38]). De plus, dans ces conditions, on vérifie
que le tenseur N = 7f o w” a une torsion de Nijenhuis nulle et le couple (w, N) est
une Q2N -structure.

3. La condition dwy = 0 est aussi la condition de compatibilité pour que (w, N) soit
une paire de Hitchin (voir définition 3.1.35 ou [8] pour A = T M ). Cependant le
couple (w, N) ci-dessus est plus général car w n’est pas nécessairement symplectique.

4. Utilisant la proposition 3.1.37 et le fait que w soit une forme fermée, on prouve que,
dans le corollaire précédent, la condition dwy = 0 signifie que w est une 2-forme
complémentaire pour 7 (voir définition 3.1.36 ou [60]).

COROLLAIRE 3.2.21 (Poisson quasi-Nijenhuis) Si 7 € (A\? A) est un bivecteur
de Poisson et w € T(N\? A*) est une 2-forme fermée alors (w, N,dwy) est une structure
de Poisson quasi-Nijenhuis sur A (sans flux).

On peut aussi définir une structure de Poisson Nijenhuis avec fluz (w, N, H) en consi-
dérant ¢ = 0 dans la définition 3.2.1. A notre connaissance, ce type de structures n’a
jamais été étudié jusqu’a présent. On a le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.2.22 (Poisson Nijenhuis avec flux) Sim e ['(A?A) est un bivec-
teur de Poisson et w € T(\? A*) est une 2-forme telle que dwy = 0, alors (m, N, —dw)
est une structure de Poisson Nijenhuis avec flux sur A.

Remarque: Dans toute cette section, le bivecteur m est un (vrai) bivecteur de Poisson.
La structure obtenue dans le dernier corollaire ne provient donc pas d’une éventuelle com-
patibilité entre un tenseur de Nijenhuis et une structure de Poisson avec flux (voir [51]).



Chapitre 4

Structures para-hypersymplectiques

Les formes symplectiques étant non dégénérées, étant données deux formes symplec-
tiques w1, wo sur une méme variété M, il existe un tenseur de passage de wy a wy défini
par :

w1<., ) = w2(J3., )

Etant données a présent 3 formes symplectiques wi,ws,ws sur une variété donnée, on
dispose de 3 tenseurs de passages, que 'on note Ji, Jo,J3, qui permettent de passer,
respectivement de ws & wo, de w1 & w3 et de wo & wy, et qui satisfont donc la rela-
tion J3JoJ; = Id. Si 'on impose que les carrés de ces tenseurs valent respectivement
e11d, eold, e31d, ou €¢; € {—1,+1} pour ¢ = 1,2,3, on obtient ce que l'on appelle une
structure para-hypersymplectique (souvent notée PHS dans la suite de ce chapitre). On
peut alors vérifier que
wl(Jl., ) = CUQ(JQ., ) = OJ3(J3., )

et que l'application bilinéaire g(.,.) ainsi obtenue est, selon le cas, symétrique non dé-
générée ou symplectique. Les structures hyperkéihleriennes sont clairement des exemples
de telles structures : ce sont en fait des structures PHS telles que JZ = J3 = J§ = —Id,
et telles que g, qui est alors toujours symétrique, est défini positif.

Les structures PHS peuvent sans difficulté étre définies pour un algébroide de Lie
quelconque : ce sera dans ce cadre que nous travaillerons.

A une structure PHS sont donc associés 9 hamiltoniens de degré 2 : trois sont asso-
ciés aux formes, trois sont associés aux tenseurs de passages et trois sont associés aux
bivecteurs qui inversent les formes symplectiques. De plus, un dernier peut étre associé
au tenseur g lorsque celui-ci est antisymétrique. Nous étudions dans ce chapitre les com-
patibilités entre ces hamiltoniens de degré 2. Nous tentons de mener notre étude sans
distinguer selon les signes de €1, €2, €3, toutefois, nous serons rapidement amenés a séparer

le cas e1e2e3 = 1 du cas €1e9e3 = —1, c’est-a-dire le cas ol g est symétrique du cas ou g
est symplectique.
On donne ensuite des exemples nouveaux dans le cas €1e2e5 = —1, exemples que nous

relions aux équations de Monge-Ampére. Pour le cas €1ese3 = 1, on donne des exemples,
et nous donnons une classification locale dans le cas des variétés quand €; = €3 = €3 = 1.
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4.1 Définitions et propriétés

Considérons A — M un algébroide de Lie.

Dans toute cette section, nous écrirons souvent que les indices (notés généralement i, j
ou k) appartiennent a ’ensemble {1, 2, 3}, mais pour opérer sur les indices on considérera
qu’ils appartiennent a Z/37Z.

4.1.1 Définitions

Soient w1,ws, w3 € F(/\2 A*), des A-formes symplectiques. On définit trois applica-
tions C°°(M)-linéaires I; : I'(A) — I'(A), j =1,2,3, en posant

I = (wj1") " owjpt”, (4.1)
Notation: Rappelons que 'on définit wjb :I'(A) - T'(A%), 7 =1,2,3, en posant
w’(X) =ixwj = wj(X,.), VX eTD(A).
On définit aussi I'application 7Tjﬂ :(A*) - T(A), 7 =1,2,3, en posant
mit = —(w;”) ™!
et le bivecteur w; € T(\® A) par
mi(a,B) =< m*(@),8 >,  Va,B €T(A").

On peut alors considérer que la 2-forme w; et le bivecteur 7; sont inverses 1’'un de 'autre
dans le sens que

WJ(O‘?/B) = wj(ﬂjﬁ(a)ﬂﬂjﬁ(ﬁ)% Va, B € F(A*)

En tenant compte de la notation rappelée ci-dessus, la formule (4.1) définissant I;
peut étre réécrite
Ij = —ﬂ'j,lﬁ e} ijrlb. (42)

Observation: 1. A partir des équations (4.1), définissant les applications
I;, 1 =1,2,3, on déduit immédiatement
Liol_y =Tt (4.3)

2. Dans la suite de cette section, on omettra le symbole o, on écrira par exemple I; I;_1
au lieu de I; o I;_1.

DEFINITION 4.1.1 Une structure para-hypersymplectique est un quadruplet
(A, wi,wa,ws3) ot A est un algébroide de Lie et wi,ws et wg sont des A-formes sym-
plectiques telles que les tenseurs Iy, Is et I3 définis par (4.1) vérifient

I2 = ¢; Ida, avec ¢ = +1, i=1,2,3. (4.4)

On abrégera parfois la notation et on écrira PHS au lieu de para-hypersymplectique. Il y
a quatre type de structures PHS, auzquels on donne les noms suivants
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— quaternionique lorsque les trois tenseurs sont de carré —Ida,

— para-quaternionique lorsque un tenseur est de carré —Ida et deux de carré Ida,
— para-hyperproduit lorsque deux tenseurs sont de carré —Ida et un de carré Ida,
— hyperproduit lorsque les trois tenseurs sont de carré égal a Ida .

Evidemment les structures hyperkihleriennes sont des exemples des structures PHS
de type quaternioniques.

Dans toute la suite de cette section on étudie, en termes d’algébre linéaire sur chaque
fibre de A — M, les conséquences des conditions (4.4).

LEMME 4.1.2 Considérons une structure PHS (A,w1,ws,ws). Les tenseurs Iy, Iy et I3
vérifient

1. (L)' =¢l;;

2. Isloly =1dp et 111513 = €1€9€e3 Ida ;

3. Ii=¢€ Iicaliyr = €ipa€i-1 Livalioa;

4. Ij I, = ereae3l, I,  j #k,
ou les indices i, j, k € Z/3Z.

Démonstration. 1. La démonstration vient immédiatement des égalités (4.4).

2. Il suffit d’écrire les définitions de Iy, Is et I3 pour vérifier que
1311 = Ida.

Puis, si on calcule 'inverse des applications de chacun des membres de 1’égalité
précédente on obtient rapidement

11[213 — €1€2€3 IdA

3. La premiére égalité est une vérification immédiate a partir de la définition de I;.
La seconde égalité s’obtient de la premiére en calculant 'inverse de chacun des
membres.

4. De 3. on déduit que
Ii—lli—i-l = €1€2€3 Ii+1Ii_1, Vi € {1, 2, 3},

et on voit facilement que si j # k toute paire (I;, 1) est une paire du type

(Li—1,Li1) ou (Liy1, Li—1).
O

On peut facilement démontrer de nombreuses égalités entre les tenseurs I;, j = 1,2,3
et/ou les formes w;, i = 1,2, 3. Nous nous effor¢ons simplement de regrouper ici les pro-
priétés que nous utiliserons le plus fréquemment dans les démonstrations de cette section.
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Parmi ces propriétés les applications transposées 'I;, j = 1,2, 3, apparaissent réguliére-

ment. D’aprés la définition de I;, j = 1,2, 3, on vérifie que, pour tout j € {1,2,3}, on
1

a

th = —(,Uj+1b e} 7Tj,1ﬁ. (45)

Par ailleurs les applications transposées vérifient aussi

(";)? = ¢ Ida, (4.6)
et par conséquent
(th)_l - 6]' th (47)
ou en d’autres termes :
wj,lb o 7'l'j+1ﬁ = €5 wj‘+1b o 7Tj,1ﬁ. (48)

DEFINITION 4.1.3 On définit un morphisme de fibrés vectoriels
g: A— A"

en posant
g = €369 wgb o (wlb)fl 0wy, (4.9)

On peut permuter les indices dans la définition de g comme le montre la proposition
suivante.

PROPOSITION 4.1.4 Les applications g,wjb et I;, j = 1,2,3, vérifient les égalités
sutvantes

1. lg= —€1e963 g

2. g=¢j_16j41 wj—1’ o (w;’) " Lowjy’
g=¢€—-1 wjb o Ij

3. wjb =¢€jej_1 golj
Ij = €5€j—1 gf1 o wjb

4. Pour toutes sections X,Y € T'(A),

9(; X, LY) = €j_1€j41 9(X,Y),

ou, avec un léger abus de notation, on note g(X,Y) :=< g(X),Y >.

1. On utilise ici 'antisymétrie des tenseurs w; et 7;, j = 1,2, 3.
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Démonstration. 1. A partir de la définition de g et utilisant I'antisymétrie des formes
wi, 1 =1,2,3, on écrit

t b by—1 b
g = —€3€3 w0 (wi’) ows’.

Si on traduit 'égalité Iy = es (I5)~! en termes de formes symplectiques et que 'on
substitue dans ’équation précédente, on a

tg = —€3 wgb o ((,U3b)71 owlb.

Puis, en utilisant 'égalité (4.8) avec j = 1, on obtient

g = —€3€1 W3b o (wgl’)_l 0w’

t
Finalement, en utilisant 'égalité I3 = e3 (I3)~!, on peut écrire
t by—1
g = —€ W3b o (wl ) o WQb,

d’oti, en utilisant la définition de g,

t
g = —€1€2€3 g.

2. En utilisant le méme type d’arguments que dans le point précédent (basés sur des
permutations des w;, i = 1,2,3), et a partir de la définition de g (voir I’équa-
tion (4.9)) on peut permuter wy avec wi puis avec ws pour obtenir

g = €169 wgb o (Wg,l’)_l o wlb.

3. Utilisant le fait que les indices appartiennent a Z/3Z, on peut réécrire 1’égalité du
point précédent sous la forme

b by—1 b
g = €j€1 W;j © (on+1 ) OWj—-1,

c’est-a-dire
b -1
g = €j€;1 W5 O Ij .

Enfin, utilisant la premiére égalité du lemme précédent, on conclut que
g =¢€-1 wjb o Ij.

Les expressions restantes pour w]-b et I; se déduisent facilement de cette expression
pour g.
4. Soient X,Y € T'(A). Si on voit g comme une section de ®? A* alors

g(IjX, IJY) =< g(IjX), LY >,
et, utilisant la deuxiéme égalité du point précédent, on écrit

g(IjX, IjY) =< €j€j—1 w]'b(X),[j(Y) > .
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Comme w; est antisymétrique, on obtient
9 X, LY) = —¢jej—1 < X,w” o [(Y) > .
Puis, utilisant la premiére égalité du point précédent, on a

9(LX, LY) = —€jej1 < X, g(Y) >
—€j <'9(X),Y >.

Enfin, utilisant ’égalité de 1. on obtient

g(IjX, I]Y) =€-16j41 < 9(X),Y >
= ¢j—165+1 9(X,Y). =
Les égalités de la proposition précédente nous permettent de distinguer deux cas trés
différents de structures PHS : €1e9e3 = —1 et €1€9e3 = 1. En effet,
— Si €1e9e3 = —1, alors g (vu comme une forme bilinéaire sur A,,, pour tout m € M)

est symétrique et est ainsi un produit scalaire pseudo-euclidien (voir la défini-
tion 2.1.4). De plus I; est hermitien (par rapport & g) au sens que

(X, LY)=—¢ g(X)Y),, VXY eD(4)
ce qui, utilisant la relation I j2 = ¢;Id 4, équivaut a
g(IjX,Y) :_g(X7IjY)’ VX, Y € I'(4).

— Si e169e3 = 1, alors g est antisymétrique et définit donc une 2-forme. De plus g et
I; commutent au sens que?

g(; X, Y) = g(X,I;Y),  VX,Y e '(A),

ou, en d’autres termes,
ot
golj="I0g,

oll g est vu comme un morphisme de fibrés vectoriels g : A — A*.
On peut représenter sous forme de diagrammes certaines des relations de la proposi-

tion précédente et en particulier le fait que les tenseurs I, j = 1,2, 3, sont des “tenseurs
de passage” entre les w;, j = 1,2,3, et g.

2. Les deux différents types de compatibilité, dépendant du signe de €je2¢3, peuvent étre énoncées
par la méme relation :
g(I; X, Y) +g(I;Y,X) =0, VXY eI(4),

autrement dit, g o I; définit un tenseur antisymétrique.
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w3 (4.10)
eols3
12 Il
g
e3ly
e1lz
w1 7 w2
3

Dans le diagramme précédent :

— les sommets sont considérés comme des morphismes de A dans A*;
— les fléches sont des morphisme de A dans A;

— une fleche I relie le morphisme F' au morphisme G si F ol =G

On peut, dualement, déduire des formules équivalentes entre les applications inverses.
En termes de diagramme, on obtient

tI2

Dans les deux résultats suivants on traduit les diagrammes précédents en termes de
produits intérieurs de A-formes par des A-formes a valeurs vectorielles (voir les définitions

de la section 1.2).

COROLLAIRE 4.1.5 Pour tout j € {1,2,3}, on a :
1. (ifw;) = ej—1 (1 + e162€3) g5
2. (i[jwj_l)b = 2w]'+1b;
3. (i[jwj+1)b = 26j wj_lb.

Démonstration. 1. A partir de la définition de la contraction (i7;wy) et du fait que w; est
antisymétrique, on peut écrire

(iw)’ = wi” o Ij +'Ij o wy’.
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Et utilisant la proposition précédente, on en déduit que

b
(ir;wy)

2. La démonstration est directe, comme pour le point précédent.

(ir,wj-1)" =

_ t
=€-19—€-149

(wj—1" o I)

(€j—1 + €j€j+1) g-

—Hwjr" o I))

= wj1” — H(wjr1”)

b
=2wjt1

3. La démonstration est analogue & celle du point précédent.

O

Le point de vue dual du corollaire précédent, en termes de produit intérieur de wjﬁ,
j=1,2,3, par I}, k=1,2,3, est le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.1.6 Pour tout j € {1,2,3}, on a :

1. (izl.wj)ﬁ = —€j41 (1 + €1€2e3) g~

2. (Zt[ Tj—1 —QEJ 7T]+1ﬁ,

)f
8. (g mi1)f = 21"

Démonstration. Les démonstrations sont analogues a celles du corollaire précédent.

1.

i

O

Dans la proposition suivante nous énongons, en termes de fonctions de Pol(7*(I1A))
et du grand crochet, les résultats obtenus jusqu’a présent.

PROPOSITION 4.1.7 Pour tous i,j € {1,2,3}, on a :

ida , 1 =17

1. {Wj,wi}: €j+1lj71 ,1=7+1
I yi=7—1

2. {Ijalj—i-l} = — {Ij+17[j} = €51 (1 - 616263) Ij—l
€i-1 (1 +ereze3)g , i=7

3. {Ii,wj}: 2(,01'_;,_1 ,t=7+1
2 €wi—1 y1=7—1
i1 (L+erezez) g™t | i=

4. {Ii,ﬂ'j} = 2€iwi+171 ,t=7+1
2w;_1 1 ,1=75—1
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4.1.2 PQ, PN et QQN-structures induites

Dans cette section nous allons étudier les nombreuses paires de tenseurs compatibles
induites par une structure para-hypersymplectique.

Tout d’abord il est évident que les 3 paires (7, w;), j = 1,2, 3, sont des P§)-structures
“triviales” au sens que le tenseur N = thi o wjb est égal & —Id4. Chacune de ces Pf)-
structures induit ainsi une PN-structure et une QN-structure triviales (avec N = —Idy).

Dans la proposition suivante, on montre qu’une structure para-hypersymplectique
induit 6 P{Q-structures (en général non-triviales).

PROPOSITION 4.1.8 Soit (A, wy,wa,ws) une structure PHS. Pour tout j € {1,2,3},
1. (mj41,wj) est une PQ-structure ;

2. (mj—1,w;) est une PQ-structure.

Démonstration. 1. Par définition, la paire (mj11,w;) est une PQ-structure si et seule-
ment si
d(in]') == 0,
ot N = mj1fow® = —(wj11") P ow;” = —I;_1. Ainsi, la condition précédente
s’écrit

d(i[j_le) = 0,
et, utilisant un des résultats précédents, peut étre réécrite
d(wj+1) = 0.
Or cette derniére condition est vérifiée, pour tout j € {1,2,3}, car (A, w1, ws,ws3)

est une structure PHS.

2. La démonstration est analogue avec N = Trj_lﬁ o wjb = —€i+1dit1-
O

On a ainsi montré qu'une structure PHS (A,wq,ws,ws) définit 6 PQ-structures
non-triviales. De plus, comme les formes w;,i € {1,2,3}, sont fermées chacune de ces
PQ-structures correspond & une 2-forme complémentaire pour un bivecteur de Pois-
son. D’aprés les propositions 3.1.39 et 3.1.40, ces PQ-structures induisent aussi 6 PN-
structures et 6 QN-structures (non-triviales), comme énoncé dans les corollaires suivants.

COROLLAIRE 4.1.9 Soit (A,w1,ws,ws) une structure PHS. Pour tout j € {1,2,3},
1. (mj,Ij41) est une PN-structure ;

2. (mj,1j—1) est une PN-structure.

COROLLAIRE 4.1.10 Soit (A,w1,ws,ws) une structure PHS. Pour tout j € {1,2, 3},

1. (wj,1j—1) est une QN -structure ;
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2. (wj,Ij41) est une QN -structure.
A partir de la proposition précédente, on déduit aussi le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.1.11 Soit (A,w1,w2,ws) une structure PHS. Pour tout j € {1,2,3},

1. I; est un tenseur de Nijenhuis ;

2. (/“j)]j = €jH-

Démonstration. 1. C’est une conséquence directe de la proposition précédente et de
la proposition 3.1.25.

2. Comme I; est un tenseur de Nijenhuis, on a Tj; = 0, c’est-a-dire, en termes du
grand crochet,

{1} i} = {I;* u} = 0.

Mais [ j2 = ¢jid4 et 'égalité précédente s’écrit

{L;, {1, n}} = €. O

Le théoréme suivant permet d’établir une correspondance entre deux structures de
Poisson compatibles et un tenseur de Nijenhuis (voir résultats similaires dans [15, 38]).

THEOREME 4.1.12 Soit A — M un algébroide de Lie muni de trois formes symplec-
tiques wi,wa,ws. Considérons les tenseurs I;,i = 1,2, 3, définis par (4.1). On a

1L, L, = {{[ﬂ'i—&-luﬂ'i—l]SN 7wi—1} ,wi+1} ;

2. [miv1,mic1l,, = 5 € {{[Iz‘,fi]m 7wi+1_1} swimg !
3.

(i, ;] ., = 0 si et seulement si [mit1,mi-1],, = 0.

Démonstration. En utilisant la formule (1.13) pour le crochet [,.] . la démonstration
de 1. et 2. est calculatoire mais directe, et 3. s’en déduit. ]

Le corollaire suivant est une conséquence directe des résultats précédents.

COROLLAIRE 4.1.13 Soit (A, w1, w2, ws) une structure PHS. Pour tousi,j € {1,2,3}
1. Les bwecteurs m; et m; sont compatibles ;

2. Les structures d’algébroide de Lie An, et Ay, sont compatibles.

Démonstration. 1. Si ¢ = j, comme la forme w; est fermée, le bivecteur m; est de
Poisson (ou, en d’autres termes, est compatible avec lui-méme). Si i # j alors le
résultat est une conséquence du fait que les tenseurs I, j € {1,2,3}, soient de
Nijenhuis et du théoréme précédent.

2. C’est une conséquence immédiate du point précédent.
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Le lemme suivant est utilisé dans différentes démonstrations dans la suite du chapitre.

LEMME 4.1.14 Soit (A,w1,ws,ws) une structure PHS. Les égalités suivantes sont sa-
tisfaites :

{1, {mj, pat} = =61 {Amj—1,{lj—1, pa}} = =€ {mjer, {lj1, pal} . (4.11)
Démonstration. La double égalité est obtenue, en deux temps, en remplacant I; par
{mj—1,wjt1} ou par € {mjqy1,wj—1}. O

Le théoréme suivant généralise la propriété 1. du corollaire 4.1.11.
THEOREME 4.1.15 Soit (A,wy,ws,ws) une structure PHS telle que ejeges = —1.

Pour tous j,k € {1,2, 3},
[ L], = 0.

Démonstration. Soient j, k € {1,2,3}. Si j = k nous sommes dans le cas du corollaire
4.1.11. Si j # k on peut supposer sans perte de généralité que k = j + 1 (si ce n’est
pas le cas il suffit d’utiliser I'antisymétrie du crochet de Frolicher-Nijenhuis). Calculons
[£;, 1j+1] ., en recourant au grand crochet :

(L, L], = T mat s L + {in Iy, pa}
= —{Zj, pat Awj-1,m5}} + €€jn {Lj-1, pat,
ou dans la derniére égalité on a remplacé Ij11 par —{w;_1,m;} et employé 'égalité
i1, ., 1j = Ijolj11 = €j€ejq1 Ij—1. Si on applique l'identité de Jacobi on obtient
Uy Ll = —{{{L, pat wj—a} m} —A{wj—r, {{I, pat , 7t} + €565 {Lj—1, nat

Si on applique l'identité de Jacobi au premier terme du membre de droite on s’apercoit
que les deux termes qui apparaissent sont nuls : le premier car w;_1 est fermée et le
deuxiéme parce que la paire (w;_1, ;) est une QN-structure. Appliquons a présent la
deuxiéme égalité du lemme 4.1.14 au second terme du membre de droite, on obtient :

L, Lival, = €€ {wjn Amimn {Lj—1, patt} + €jejen {Ij—1, pa} -
Il suffit maintenant d’appliquer l'identité de Jacobi au premier terme et le fait que
{wj_1,mj—1} = —ida pour obtenir
Ly L], = €61 {mj—1, {wj—1, {Lj—1, na}}} -

On applique de nouveau l'identité de Jacobi et le fait que w;_1 soit une forme fermée.
On obtient

L, Iisal = €651 {mim1, Hwj1, L1} pal}

enfin, si €je2e3 = —1 alors {w;j_1,I;—1} = 0 et on conclut que

[, Ijal,,, = 0. o
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Dans la section suivante nous verrons que le résultat du théoréme précédent reste
valable dans le cas e1ese3 = 1. En effet on montrera dans la section suivante que, quand
e1e2€3 = 1, les paires (wj,I;), j € {1,2,3}, sont des Q2N-structures et ainsi le dernier
passage de la démonstration est aussi vrai dans ce cas.

Le corollaire suivant est immédiat.

COROLLAIRE 4.1.16 Soit (A,w1,ws2,ws3) une structure PHS telle que €1ezes = —1.
On a, pour tout j € {1,2,3},

1. (pr,)

2. (HIjH)Ij = €j—1HI;_,-

Ijta = G+1 'U’Ij—l ;

Démonstration.

1. Il suffit de réécrire, en termes du grand crochet, I'égalité [/}, Ij“]pzv =0:

L pal, L} +ejein {Lj—1,pa} =0

ou, en termes de structures d’algébroide de Lie,
(Mlj)1j+l = CGE L Iy

2. La vérification est immédiate et s’appuie sur la proposition 4.1.7 et 1’égalité obtenue
en 1.

('U’IJ’+1)1]~ = {ILj, {Lj+1,pa}}

= {{Lj, Lj+1}, pa} + {Liv1,{Lj, pat}
= (€j—1 — €j€j1) {1, pa} + i1 {11, pa}
=€j—-1 ,UJ];l' [

4.1.3 Cas €1€2€3 — 1

Dans la section précédente, on a montré que si (A, wi,ws,ws) est une structure PHS
alors les paires (7, I1), j, k € {1,2,3}, avec j # k, sont des PN-structures. En est-il de
méme pour les couples (7j,1;), j € {1,2,3} 7 On s’apercoit rapidement que ce n’est pas
toujours le cas : la premiére condition de la définition de structure de Poisson-Nijenhuis
pour un couple (7;,I;), c’est-a-dire la condition I; o thi = Trjﬁ o'I;, est équivalente a la
condition e1e9e3 = 1. En effet,

-1 b -1,
Ijo 7Tjﬁ = (€j€j—19~ owj’)o 7Tjﬁ = —€j€j_19 ;
et par ailleurs,

mif ol = mit o (—ejejrwi” oM7) = —€jejm1 (97! =~
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Ainsi,
Ij Oﬁjﬁ:ﬂ'jﬁotlj <~ €5€j—1 = €541
< €1€69€3 = 1.
Donc, dans le cas ejege3 = —1, les paires (mj,1;), j € {1,2,3}, ne peuvent pas étre

des PN-structures et, dans ce cas, une structure PHS (A, w;,ws,ws) n’induit que les
6 PN-structures de la proposition 4.1.9. En particulier, dans le cas hyperkahlerien, ot
€1 = €9 = €3 = —1 le nombre de PN-structures induites est 6 et non 9 comme affirmé
par Camacaro et Carifiena dans [4].

Le théoréme suivant assure que €1€9€3 = 1 est aussi une condition suffisante pour que
(mj,1;) soit une structure de Poisson-Nijenhuis, pour tout j € {1, 2, 3}.

THEOREME 4.1.17 Soit (A, wy,ws,ws) une structure PHS telle que ejeges = 1. Pour
tout j € {1,2,3}, (mj,1;) est une structure de Poisson-Nijenhuis et

(/”j)ﬁj = (Mﬂj)qj = €1 Hg-1,
otu, par analogie avec les notations précédentes, on note pg—1 := {gil,,uA}.

Afin de simplifier la démonstration du théoréme démontrons d’abord le lemme sui-
vant.

LEMME 4.1.18 Soit (A,w1,ws,ws) une structure PHS telle que €1eae3 = 1. Pour tout
Jje€{1,2,3},
—{Lj, {mj, pat}t = {mj, {lj; pa}} = =41 {97 pa}

Démonstration. Utilisons le lemme 4.1.14. La deuxiéme égalité de (4.11) peut s’écrire :

& {mj Ly paty = €1 {mj—1,{Lj—1, pat} .
Si on emploie & présent la premiére égalité de (4.11) on obtient :

ej {mi {Lj, patt = —€jraej1 {15, {mj, pat}.
Comme €1e263 = 1 on parvient a la premiére égalité cherchée :

{mj: Ly, paty = —{Lj, {mj, pa}}- (4.12)
D’autre part, si on applique l'identité de Jacobi, on a
{mj, {5, maty = Hms, i}, pat + {1, {mj, paty -
On emploie la proposition 4.1.7 et 'égalité (4.12) pour obtenir
{7'[']'7 {Ijv HA}} =—2 €j+1 {g_la //JA} - {ﬂ-j? {Ija /‘LA}} )

donc
{ﬂ-jv {Iﬁlu’A}} = —€j+1 {gilaﬂA} . L]
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Démontrons a présent le théoréme 4.1.17.

Démonstration. La premiére condition de la définition de structure de Poisson-Nijenhuis
pour (7j,I;) vient directement de I'hypothése e1e2e3 = 1 et de I'observation faite dans le
paragraphe précédant le théoréme 4.1.17.

La deuxiéme condition se déduit directement du lemme précédent. En effet, I'égalité
du lemme 4.1.18 peut se traduire en termes de structures d’algébroide de Lie par

(:“Wj)tfj = (/”j)wj = TEHL Mgt =

Le corollaire suivant est une conséquence du théoréme 4.1.17 et de la proposition
3.1.29.

COROLLAIRE 4.1.19 Soit (A, wi,w2,ws) une structure PHS telle que e1eze3 = 1.
Alors, g=1 est un bivecteur de Poisson (ou, en d’autres termes, g est une 2-forme sym-
plectique).

PROPOSITION 4.1.20 Soit (A, w1, wa,ws3) une structure PHS telle que ejezez = 1.
Pour tout j € {1,2,3}
1. (mj,9) est une PQ-structure;

2. (g_l,wj) est une PQ-structure.

Démonstration. 1. Par définition, la paire (7}, g) est une P{Q2-structure si et seulement
si
d(z'Ng) = O,
ou N = Trjﬁ 0 g = —€j_11;, en utilisant les égalités de la proposition 4.1.4. Ainsi, la

condition précédente s’écrit
d(ir,g) =0,

et, utilisant un des résultats précédents, peut étre réécrite
d(Wj) = 0.

Or cette derniére condition est vérifiée, pour tout j € {1,2,3}, car (A, w1, ws,ws)
est une structure PHS.

2. La démonstration est analogue. Dans ce cas, N = ¢! o wjb = €jej—11;, et

inw; = 2¢;g est fermée d’aprés le corollaire précédent.
O

D’aprés les propositions 3.1.39 et 3.1.40, ces Pf{)-structures induisent des PN-
structures et QN-structures (non-triviales), comme énoncé dans les corollaires suivants.

COROLLAIRE 4.1.21 Soit (A, w1, w2, ws3) une structure PHS telle que €jezes = 1.
Pour tout j € {1,2,3},
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(mj,1;) est une PN -structure ;

1.
2. (g7%, I;) est une PN -structure.

COROLLAIRE 4.1.22 Soit (A, wi,wa,ws) une structure PHS telle que €1eze3 = 1.
Pour tout j € {1,2,3},

1. (g,1;) est une QN -structure ;

2. (wj,1;) est une QN -structure.

Comme conséquence du corollaire précédent, et plus précisément du fait que (wj, ;)
soit une QN-structure pour tout j € {1,2,3}, on peut améliorer le théoréme 4.1.15 en
omettant la condition €jegez = —1.

THEOREME 4.1.23 Soit (A, w1, ws,ws) une structure PHS. Pour tous j, k € {1,2,3},
[ L], = 0.

PROPOSITION 4.1.24 Soit (A,w1,ws,ws3) une structure PHS telle que €jezez = 1.

Les bivecteurs m; et g~' sont des bivecteurs de Poisson compatibles, c¢’est-a-dire que

[777579_1] SN = 07
pour tout i € {1,2,3}.
Démonstration. Soit i € {1,2,3}. En termes du grand crochet

[ﬂ—iag_l} SN {{ﬂ-iv:uA} 79_1} .

On emploie I'égalité 4. de la proposition 4.1.7 en remplagant g’1 par —2¢; {I;—1,mi—1}
puis on applique l'identité de Jacobi. On obtient

= —2¢; {{mi,pa},{li-1,mi-1}}
= =2¢; {{{mi,pa} , L1} mic1} — 26 {Li1, {{mi, pal, mi—1}}.

[7i,97]

SN

Le deuxiéme terme du membre de droite s’annule car

Umispal s mioa} = [mi,mical,, =0,

et dans le premier terme on emploie I'égalité 2. du lemme 4.1.14 qui peut s’écrire
—{lic1, {mi, pa}} = {miz1, pa}. Ainsi,

[m‘,gfl]SN = —2¢; {{miy1, pa},mio1}
= —2¢; [mit1, Mo,

=0. O
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4.1.4 Structure PHS comme paire de ()/N-structures

Nous finissons cette section en donnant un théoréme que ’on peut considérer comme
une définition alternative des structures PHS dans laquelle une structure PHS devient
une paire de QN-structures, (w1, I2), (w2, [1) compatibles en un certain sens. Remarquons
que cette compatibilité de QN-structures ne fait intervenir que des relations linéaires sur
les fibres.

THEOREME 4.1.25 Un quadruplet (A, w1, ws,ws) est une structure PHS si et seule-
ment si (w1, I2) et (w2, I1) sont des QN -structures telles que

Ij2 =€ idA
w’oly =wy’ ol (4.13)
Il e} IQ = 616263[2 o Il.

A partir d’une paire de QN -structures comme ci-dessus, on retrouve ws et Is de la
facon suivante
w3’ =wy’ o I
37 =Wy 0l
{ 13 = 62]2 e} Il.

Démonstration. Etant donnée une structure PHS (A, w1, ws,ws), les paires (wy, I2) et
(w2, I1) sont des QN-structures, par le corollaire 4.1.10. Les relations (4.13) sont soit
vérifiées par définition d’une structure PHS soit découlent de la commutativité du dia-
gramme (4.10).

Inversement, si (w1, I2) et (we, ;) sont des QN-structures vérifiant (4.13) alors les
formes w; et wy sont symplectiques par définition, et ws, définie par w3’ = wi” o I est
symplectique car (w1, I3) est une QN-structure. Enfin, les relations (4.13) impliquent que

les tenseurs I, Is, I3 sont de carré 4+1d 4. ]
4.2 Exemples du type €1e9¢3 = —1 : équations de Monge-
Ampére

On note (z,y,p,q) les coordonnées canoniques de R* et on introduit les 6 formes
symplectiques suivantes

w1 =dz Adp+dy Adg wy =dx Adp —dy Adg
wo =dxr Adg+dpAdy ws =dx Adg —dp Ady
ws =dz Ady +dp Adg wg =dx Ady —dp Adqg

Ces 2-formes sur R* sont linéairement indépendantes et engendrent tout I’espace
vectoriel T(A?(RY)).

La proposition suivante classe les 20 structures PHS différentes que 1’on peut former
a partir des 2-formes {w1,...,ws}.
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PROPOSITION 4.2.1 Pour tout 1 < i < j < k < 6, le triplet (w;,w;j,wy) est une
structure PHS de type e1e9e3 = —1.
Plus précisément :
1. les triplets (wy,wa,ws) et (wg,ws,ws) sont du type quaternionique ;
2. les 9 triplets (w;,wj,wy) avec 1 < i < j < 3 etk € {4,5,6} sont du type para-
quaternionique, l'unique tenseur de passage de carré —1d étant celui qui relie w; a
w]'.
3. les 9 triplets (w;,wj,wy) avec i € {1,2,3} et 4 < j < k < 6 sont du type para-
quaternionique, l'unique tenseur de passage de carré —1d étant celui qui relie w; a
W -

Démonstration. Pour déterminer si un triplet (wj,wj,wy) est une structure PHS (et de
quel type), il faut déterminer les 3 tenseurs de passage et vérifier si leur carré est égal a

Id ou & —Id.
Pour tous a,b € {1,...,6}, on note I, le tenseur de passage de w, & wy, c’est-a-dire

tel que
wp(ey ) = walgpes -)-

On a alors I, = (u)ab)_1 0wy’ et on peut évaluer I, sur la base (%, 8%’ 8%’ 6%) des

sections de T(R*). Par exemple, pour le tenseur I12, on a

0 0 0 0
e (5:) = 3 1 (5) =4
d d 0 0
 (5,) = o e (5) = 3
On vérifie alors que (I12)? = —Id.

Si on évalue tous les tenseurs de passage pour savoir si leurs carrés est égal a Id ou a
—Id on obtient le diagramme (tridimensionnel) suivant, ot les doubles fleches indiquent
un tenseur de passage de carré —Id et les fleches simples un tenseur de passage de carré
Id.

w1

wo \L w3
Wy

w5 We

Autrement dit, le tenseur de passage [, entre w, et w, est de carré —Id si
a,be€{1,2,3} oua,be {4,56} et est de carré Id dans tous les autres cas. O
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4.2.1 Lien avec I’équation de Monge-Ampére.

Etant donnée une 2-forme 7 sur R* et une application o de R? dans R? définie par

a(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)).

On note A, () la restriction de n au graphe de «, c’est-a-dire I'image réciproque de 1
par I'application de R? dans R* suivante

(x,y) = (m,y,P(x,y),Q(m,y))-

Dans le lemme suivant nous considérons n = wy et interprétons la condition A, (o) = 0.
Dans la suite, on note fz, fy, foy, etc. .. les dérivées partielles d'une fonction f de variables
x et y.

LEMME 4.2.2 (|32]) La condition A, () = 0 équivaut a Uexistence d’une fonction
f:R? = R telle que
P=f,etQ=Ff,.

Démonstration. Ecrivons explicitement la 2-forme, sur R?, A, () :

Ay, () =dz AdP +dy AdQ
=dz A Pydy + dy A Qdx
= (Py — Qy)dx N dy.

L’équation A, (o) = 0 est équivalente & la condition Py(x,y) = Q»(z,y). Par le lemme
de Poincaré, cette condition équivaut a l'existence d’une fonction f : R? — R telle que

P($,y>:fz($,y) et Q<$7y):fy<$7y) O

Pour toute 2-forme 7 sur R%, la 2-forme A, (a) € Q%(R?) est proportionnelle a dz Ady.
Nous donnons ci-dessous, en termes des fonctions P(x,y) et Q(z,y), le coefficient de
proportionnalité

Ay
Ei = : )
(@) dx A dy
pour chacune des formes w;, 1 =1,...,6 :
En (a) = Py - Qx
E2(a) = P+ Qy
Eg(Oé) = 1+ Pny - Pny
4.14
Eia) = P,+Q, (14)
E5(Oé) = Qy — Pa;
EG(a) = 1- Pny + Pme
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Ainsi que nous venons de le voir dans le lemme 4.2.2, Fj(a) = 0 si et seulement s’il existe
une fonction f telle que P = f,,Q = f,. Dans ce cas on peut identifier o = df et, sous
cette hypothése, les cinq F; restants sont donnés par

EQ(df) = fxx+fyy:A(f)

E3(df) = 14 foafyy — z3%:14-Hessf

E4(df) = 2f;ty (4.15)
E5(df) = fyy*fxz

Eg(df) = 1= feafyy+ fon =1—Hessf

ot A(f) et Hessf sont le laplacien et le hessien de f.

Soit 1 := Z?:1 A;w; une 2-forme quelconque sur R*, ot (A;(z, y, p, q))i=1,...,6 sont des
fonctions sur R%. Les solutions « des deux équations

Ay =0
Aja=0

sont nécessairement, d’aprés le lemme 4.2.2; des solutions de la forme P = f,(z,y),
Q = fy(z,y). La seconde condition équivaut alors a

Afmm+2Bf$y+nyy+D<fmzfyy_ yzx)"‘E:O (4.16)

ot les fonctions A, B, C, D, E sont les fonctions de (x,y, fz, fy) données par :

A = L(Ay—4)

B - 1,

c = %(AQ + As) (4.17)
D = 5(As— 4)

E = 4(A3+ Ag)

L’équation (4.16) est ce que 'on appelle équation de Monge-Ampere.
On remarque que A; n’intervient pas dans l’équation de Monge-Ampére obtenue.
Pour fixer A7 on lui impose d’étre 'unique fonction telle que

nAwp =0.

En fait, on appelle effective une 2-forme 7 vérifiant cette condition. Etant donnée une
équation du type (4.16), il existe donc une unique 2-forme effective n qui lui corresponde.
On démontre (voir [32]) que si n est effective, le tenseur de passage de n & w; est
de carré proportionnel & Iidentité. Le coefficient de proportionnalité est —Pf(n), ou le
pfaffien de 1 est donné par
nAn=Pf(n)ws Awi.

On dit qu’une équation de Monge-Ampére est elliptique (resp. hyperbolique) en un
point m € R* si Pf(n)| > 0 (resp. Pf(n)|, < 0). Dans ce cas, comme la fonction

m m



124 CHAPITRE 4. STRUCTURES PARA-HYPERSYMPLECTIQUES

Pf(n) : R* — R est continue, ’équation de Monge-Ampére est elliptique (resp. hyperbo-
lique) dans un ouvert de R* contenant m.

Dans la suite de cette section nous allons considérer les solutions d’un systéme de deux
équations de Monge-Ampére correspondant, comme nous le verrons, a une structure PHS
du type suivant :

DEFINITION 4.2.3 Une structure PHS (11,m2,13) est dite effective si
ni Anj =15 Nk = 1k A1 = 0.

Parmi les 20 structures PHS données par la proposition 4.2.1, celles qui sont effectives
sont les 8 structures (w;,w;,wy), ot i € {1,4}, j € {2,5} et k € {3,6}.

On appelle systéeme de Jacobi associé a la structure PHS effective (w;, w;, wy) le triplet
d’équations :

Ay, (a)
Ay, (@)
Ay (a)

0
0
0

Quitte a remplacer, sur R*, les variables (p, ¢) par leurs opposées, on peut toujours se
ramener aux cas ou la structure PHS effective (w;,w;,wy) considérée est telle que i =1
(au lieu de 4 = 4). Ainsi nous avons 4 systémes de Jacobi engendrés par des structures
PHS effectives sur R*. Ces 4 systémes de Jacobi se réduisent, par le lemme 4.2.2, a des
paires d’équations de Monge-Ampére

{ Au,(df) =0
Ay, (df)=0

ouj € {2,5} et k € {3,6}. La premiére de ces équations est elliptique (resp. hyperbolique)
si j = 2 (resp. j = 5). La seconde de ces équations est elliptique (resp. hyperbolique) si
k = 3 (resp. k = 6). Les quatre systémes d’équations de Monge-Ampére ainsi obtenus
sont
eCas j =2, k=3:
{ f vz + f yy — 0
1+ fxzfyy - fy2:v =0

Ce systéme est formé par deux équations de Monge-Ampére de type elliptique. Les
solutions sont les fonctions harmoniques qui vérifient la deuxiéme équation.

oCas j =2, k=6:
{ f:m: + fyy =0
1- fxxfyy + y2x =0
Ce systéme est formé par une premiére équation de type elliptique et une seconde

de type hyperbolique. Il n’y a aucune solution a ce systéme qui implique la relation
impossible 1+ f2, + 535 =0
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oCas j =5, k=3:
fyy_fzx:()
{ 1+fxxfyy_f§x:0

Ce systéme est formé par une premiére équation de type hyperbolique et une se-
conde de type elliptique. Les solutions de ce systéme sont les fonctions de la forme
f(z,y) = h(z+y) + k(z —y) ot h(u) et k(u) sont des polynomes de degré 2 dont
le produit des coefficients dominants est égal a —%.
eCas j =5, k=6:
{ f yy f Tr — 0
1- fx:rfyy + y2:c =0
Ce systéme est formé par deux équations de Monge-Ampére de type hyperbolique.
Les solutions de ce systéme sont les fonctions de la forme f(z,y) = h(z+y)+k(z—y)
ou h(u) et k(u) sont des polynomes de degré 2 dont le produit des coefficients
dominants est égal & %.

4.3 Exemples du type €169e3 =1

4.3.1 Exemples du type hyperproduit : ¢, = ¢, = €3 = 1.

Nous donnons un exemple de structure PHS sur un algébroide produit, et démontrons
que, sur ’algébroide des champs de vecteurs d’une variété, toutes les structures PHS du
type hyperproduit sont localement de ce type.

On note & le sous-groupe de (Z/2Z)? noyau de I'application (Z/2Z)3 — Z /27 don-
née par (a,b,c) — a + b+ c. Le groupe & est alors formé de quatre éléments :
& = {(0,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.

On se donne, pour tout triplet (a,b,¢) € &, un algébroide de Lie

(Aabe 5 ppabe [ ]9be pabe) (noté en général simplement A), et on considére I'algé-
broide de Lie produit A — M ou
M = H Mabc
(a,b,c)e®
A = @ pzbc Aabc’
(a,b,c)e®

Ol Pape st la projection canonique de M sur M. On notera encore, pour tout m € M,
avec un léger abus de notation, A%’C, le sous-espace vectoriel de A, que I'on devrait noter

(PlpcA™) (m).
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On définit des (1, 1)-tenseurs I3, I, I3 sur A, pour tout m € M, par :

Ll = Y (-1)Tduy

(a,b,c)e®

Ll, = > (=1)"Td g
(a,b,c)e®

TP SIS
(a,b,c)e®

Par construction, les relations I = I3 = I2 = Id sont satisfaites et ces (1, 1)-tenseurs
commutent. Plus précisément, on a I;I; = I, pour tous ¢, j, k distincts dans {1,2,3}.
On suppose maintenant que I'on se donne, pour tout (a,b,c) € &, une 2-forme g@°
symplectique sur 'algébroide A%¢, et on considére

b
9= Pineg™

(a,b,c)e®

qui est, par construction, une forme symplectique sur ’algébroide A.
On introduit alors des 2-formes sur ’algébroide A en posant

wio= Y (=1)"plg™

(a,b,c)e®
wy = Y (=1)’phg™
(a,b,c)e®
w3 = > (1) Paey™
(a,b,c)e®
Il découle directement de leurs définitions respectives que, pour ¢ = 1,2,3,

(wi—1)?)to le?ﬂ restreint a A%¢ est égal a I;, et donc que (A, wi,wa,ws3) est une struc-
ture PHS.

Nous avons associé un exemple de structure PHS avec €1 = €9 = €3 = 1 a tout
quadruplet d’algébroides de Lie munies de structures symplectiques. La structure PHS
ainsi obtenue sera appelée structure PHS canonique d’un produit direct d’algébroides
symplectiques. En particulier, si I'on se donne pour tout (a,b,c) € & une variété sym-
plectique M, nous pouvons construire une structure PHS sur I’algébroide TM — M
ou M = 1_[((171770)@5 M®c_ que nous allons appeler structure PHS canonique d’un produit
direct de variétés symplectiques.

Nous allons voir que, toute structure PHS avec €¢; = €5 = €3 = 1 sur un algébroide
TM — M de champs de vecteurs est localement de ce type.

PROPOSITION 4.3.1 Soit M wune wvariété connexe munie d’une structure PHS
(w1, wa,ws) sur TM — M, avec €1 = €3 = €3 = 1. Il existe une application n : & — N
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telle que Z n(a,b,c) = %dim(M) et, pour tout point m € M, il existe un isomor-
(a,b,c)e®

phisme de structures PHS entre un voisinage de m dans M et un voisinage de 0 dans

la variété H(a@ e R2U@b) munie de la structure PHS du produit direct des variétés

symplectiques ot chaque variété R27(a:0:0) o5t munie de la forme symplectique canonique.

Démonstration. Les formes symplectiques w,ws et ws définissent les (1, 1)-tenseurs Iy, I
et I3 dont le carré est égal & Id, qui commutent deux & deux et vérifient I 1135 = Id. Ceci
implique que, en chaque point m € M, on a une décomposition du type

T.M= Vi
(a,b,c)e®

ott V%% C T,,M est le sous-espace sur lequel Iy, I et I3 valent (—1)°Id,(—1)°Id et
(—1)Id, respectivement. Ces espaces sont orthogonaux pour chacune des formes sym-
plectiques w1, ws et ws. En effet si on considére, par exemple, wy on a, pour & € V€ et

ANV,
yevabc’

wi(z,y) = wa(lzz,y)
= (—1)‘wa(,y)
= (=1)wi(, I3(y))
= (-1)°(=1)“wi(z,y).

Donc wy (z,y) = 0si ¢ # ¢’. De méme, on montre que si b # b’ ou a # a’ alors wy(z,y) = 0.
On peut ensuite démontrer le méme résultat pour wy et ws.
Par ailleurs on définit une 2-forme sur M en posant

g($7y) = wl(leay) = UJQ(IQZU,Z/) = (/J3(131',y)-

pour tous z,y € I'(T'M). On sait d’aprés le corollaire 4.1.19 que g est symplectique.

La distribution V%€ est par ailleurs de classe C° pour tout (a, b, ¢) € &. Cela découle
de I'égalité suivante
(Id — Il)(ld — _[2) n (Id — Il)(Id + IQ) (Id + Il)(Id — IQ) (Id + I1)(Id + Iz)

_l’_

I =
d 4 4 4 4

otl les quatre opérateurs du membre de droite sont les projections sur les espaces V¢,
pour (a,b,c) € &. Ceci permet de construire des trivialisations locales du fibré tangent
qui prennent leurs valeurs dans ces espaces. On définit n(a, b, c) comme étant le rang de
la distribution V.

D’apreés le corollaire 4.1.11, la torsion de Nijenhuis de chacun des tenseurs Iy, Io, I3
est nulle, ce qui implique I'intégrabilité de V¢, pour tout (a,b,c) € &. En effet, étant
donnée une paire (z,y) de sections de V%, le fait que T, (z,y) = 0 s’écrit

I ([‘Tv y]h) = [lea Ily]a
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B 1 (@), 9] + [ )] — D[z y))) = D, Ty,

et, comme I1|yyape = (—1)% Id|y e €t I7 = 1d, on obtient

Il([wa y]) = (_1)a[$7y].

Autrement dit, [z,y] est encore dans le sous-espace propre associé a la valeur propre
(—1)®. On raisonne ensuite avec Iy et Is pour vérifier que [z,y] € Vb et obtenir que
Vabe est intégrable.

Localement donc, la variété est isomorphe a H( ) R27(a:0:¢) ot via cet isomor-

a,b,c
phisme, les distributions V*¢ deviennent les distributions tangentes aux composantes
R2n(a,b,c)'

Nous avons ici besoin d’'un résultat général sur les formes symplectiques, que nous
ne démontrerons pas. Soient N; et No deux ouverts connexes de R?™ et R2™2 et w une
forme symplectique sur N x Ny telle que w(X,Y) =0si X € T,,N; et Y € T,, Ny pour
tout n € N = Ny x Na. Alors w = pjwn, + p5wn, ol p; est la projection de Ny x Na sur
N; et wp;, est une forme symplectique sur N;, i=1,2. Ceci reste vrai pour le produit de
quatre variétés symplectiques. Donc la forme symplectique g est de la forme

9= Pud™
(a,b,c)e®

abc) Par le théoréme de Darboux, quitte a

abc

ol gape est une forme symplectique sur R2(
se restreindre & un ouvert de ce dernier espace, on peut supposer que g
forme canonique. On en déduit que

wio= Y (=) "phg™

est écrit sous

(a,b,c)e®
wr o= > (1) paey™
(a,b,c)e®
ws = Y (=1)Phpeg™
(a,b,c)e®
Ce qui achéve la démonstration. O

4.3.2 Exemples du type para-hyperproduit : ¢, = e = —1 et e3 = 1.

Nous donnons un exemple de structure PHS du type para-hyperproduit sur un algé-
broide produit. Cet exemple est connu pour étre, localement, le seul possible sur I'algé-
broide des champs de vecteurs sur une variété (voir [3]).

Soient A — N et A’ — N’ deux algébroides de Lie munies chacune d’une QN-
structure (w,I) et (w',I') telle que I? = —Ida et (I')? = —Idy . Par définition les
2-formes w et w’ sont symplectiques et, d’aprés la proposition 3.1.34 les 2-formes w; et
wh, déformées par les (1,1)-tenseurs sont également symplectiques. Nous définissons une
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structure PHS avec €; = €3 = —1 et €3 = 1 sur l'algébroide produit A x A" — N x N’ de
la maniére suivante. D’abord, nous définissons trois (1, 1)-tenseurs Ji, Ja, J3 sur A x A’
en posant

J=IxTI
Jo=1x (=TI (4.18)
J3 =1d x (—1d)

Ces tenseurs vérifient évidemment J? = J2 = —Idaxa et J2 = Idgxa. On définit

aussi la forme symplectique
g ="p"w)+ ()" ),
ol p et p’ sont les projections de A x A’ sur A et A’. Définissons les formes wy,ws et w3
en posant
wi = p*(wr) + (P)"(W'r)
wy = p*(wr) — (p)*(W'r)
wg = p*(w) — (p)" ().
Ces 2-formes sont évidemment symplectiques et on vérifie que les tenseurs de passages

sont bien les tenseurs Ji,Jo et J3 définis par (4.18). Donc (A x A’ wi,ws,ws3) est une
structure PHS avec €1 = €5 = —1 et €3 = 1.

En particulier, on peut choisir pour A — N et A’ — N’ des algébroides de champs
de vecteurs sur des variétés symplectiques holomorphes : on définit I et I’ comme étant
les structures presque complexes sous-jacentes et w (resp. w’) la partie réelle de la forme
symplectique sur N (resp. N’). Ceci implique que wy (resp. w'js) est la partie imaginaire
de cette forme symplectique sur N (resp. N'). On obtient alors une structure PHS avec
€1 = €3 = —1 et e3 = 1 sur le produit de deux variétés symplectiques holomorphes.
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