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Introduction

Ce manuscrit représente le fruit de trois années de recherche en partenariat
avec la société Ipsis! et le projet SECRET de 'INRIA de Paris-Rocquencourt 2.
Ces travaux auront permis la publication de l’article [CS09] et la soumission
(encore en cours) d’'un autre article [CS] & ISIT 2010. Les travaux les plus
récents sur les turbo-codes font encore I'objet de recherches afin de valider leur
théorie et fonctionnement.

Mais, au-dela de la présentation de mes travaux, j’espere, a ’aide de ce docu-
ment, faire naitre en vous un intérét pour cette discipline peu connue et pourtant
si captivante qu’est la reconnaissance de codes. Alliant un soupgon de crypto-
graphie par sa complexité et ses méthodes d’approche du probleme ainsi qu’une
bonne dose de codes et de théorie de I'information utile au maniement d’outils
et a la compréhension de familles de codes qui, dans la plus grande discrétion,
sont utilisés de tous depuis plus d’un demi-siecle. Ce manuscrit s’intéresse par-
ticulierement a la famille des codes convolutifs, inventés en 1955. Ces codes sont
encore utilisés aujourd’hui, notamment dans les turbo-codes. Nous avons choisi
ces deux types de construction dans notre these car leur utilisation tres répandue
de nos jours en font des cibles de choix dans un contexte de reconnaissance. Ce
choix aurait aussi pu étre fait a cause de leur remarquable construction due a
Iingéniosité des personnes qui les ont créés afin de défier les limites de théorie
de l'information établies par Shannon.

Ce mémoire est structuré en quatre parties. Dans la premiére partie, nous
introduirons la théorie des codes et les éléments nécessaires a la compréhension
de ce manuscrit. Nous décrirons les premiers codes créés jusqu’a ceux utilisés
quotidiennement de nos jours en passant par certains dont les capacités de
correction ont été dépassées, mais qui a leur apogée, ont connu de grands succes
comme celui de la conquéte spatiale.

La deuxieme partie permettra de lever le voile sur la problématique de cette
these. Nous donnerons un état de I'art des méthodes plus ou moins performantes
utilisées en reconnaissance. Ces algorithmes qui sont souvent originaires du do-
maine de la cryptographie et adaptés a la reconnaissance de codes. En effet, la
recherche de mots de poids faible peut a la fois servir d’outil de recherche de
relations de parité dans un cryptosysteme que d’algorithme de décodage d’un
code, et peut étre apparentée a un probleme de recherche de code dual dans un
milieu bruité.

La troisieme partie présentera mes travaux sur les codes convolutifs. Nous
commencerons par rappeler en détail les propriétés des codes convolutifs. Nous

1. Ingénierie Pour SIgnaux et Systemes, 3 square du Chéne Germain, 35510 Cesson-Sévigné
2. Institut Natiaonal pour la Recherche en Informatique et en Automatique, Domaine de
Voluceau-Rocquencourt, B.P 105-78153 Le Chesnay Cedex France
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définirons les notions essentielles & la résolution du probleme. Nous présenterons
deux résultats algorithmiques : une méthode utilisant les polynomes et la forme
de Smith et une autre méthode algébrique se passant de la contrainte des calculs
polynomiaux pour se contenter de calculs d’algebre linéaire. Nous donnerons les
résultats des simulations menées avec notre algorithme pour en déterminer les
performances et les limites. Enfin, nous étudierons le probleme de la recon-
naissance des codes poingonnés. Ce probléme consiste a retrouver a partir d’un
code (n/, k), le code parent(non poingonné) (n,k) et le motif de poingonnage
permettant de simplifier le décodage de Viterbi.

Enfin dans une derniére partie, nous étendrons le probleme aux turbo-codes
paralléles. Nous donnerons une méthode de résolution fondée sur une reconnais-
sance a la fois des polynomes et de I’entrelaceur au moyen de certaines statis-
tiques. Sous I’hypothese que le rapport des polynémes générateurs possede un
terme constant nous serons capable de reconstruire notre codeur. Nous analy-
serons les limites et performances de notre méthode et la comparerons a deux
autres encore expérimentales. Ces idées mettent en avant des techniques tres
différentes qui peuvent naitre dans la résolution d’un probleme.



Chapitre 1

Codage canal et codes
correcteurs d’erreurs

Dans ce manuscrit nous allons étudier les codes correcteurs dans un contexte
de rétro-ingénierie. Pour cela, Nous présentons dans ce chapitre a la fois des
généralités sur une chaine de communication et des éléments de la théorie des
codes correcteurs d’erreurs.

1.1 Schéma de transmission

Un systeme de communication permet & une source d’envoyer un message a
un destinataire capable de comprendre le message. L’information numérique en-
voyée est formée d’une suite de symboles que I'on appellera message ou séquence
d’information. Le schéma de transmission de la figure 1.1 permet de mieux com-
prendre le cheminement de I'information de la source au destinataire. Nous par-
lerons de message binaire lorsque la séquence d’information sera constituée de
< 0> oude <«<1> et de séquence g-aire lorsque les symboles prendront leurs
valeurs dans un alphabet A fini & ¢ éléments, souvent nous aurons A = {0,1}.

3
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1.1 Schéma de transmission

Source

k R k
A (bijection) A (Injection) Transformation
u=u,...u V=0,..- U, Numérique -
M Brassage gl *)' Codage [—j" continu

Modulation
p(t)

|
|

¢’ (t)
Démodulation

Débrassa e Décodage =
8 k ) 8 ._’E 513'1 113'

U€A ) Teta € A

maximise R ;=Prob(x,=o)

Schéma, de transmission

Destinataire

P(v=9R,)

J%:argmax P(“-

FIGURE 1.1 — Schéma d’une chaine de transmission

Nous utiliserons les notations de ce schéma dans la suite de ce document.
Les notations avec accents circonflexes correspondent aux données estimées. La
valeur de n est toujours supérieur a k.

La séquence d’information est envoyée par la source, celle-ci subit divers trai-
tements comme le brassage ou le codage puis est envoyée au travers d’un canal.
A la réception du signal, les étapes sont effectuées dans 'ordre inverse pour que
le destinataire retrouve la séquence d’information envoyée. Le canal constitue le
point névralgique du systeme, il est décrit figure 1.2. Il est constitué en entrée
de la séquence codée que 'on module afin de convertir le signal numérique en
signal continu, ce signal est envoyé au travers d’un canal de communication (air,
fibre, ...) et est démodulé en réception afin de retrouver notre séquence codée.

Canal discret

—»[ Canal physique ]—»[ Démodulation ]—»

FIGURE 1.2 — Schéma du canal discret

Ensuite le codage comportera un code correcteur d’erreurs (convolutif, en
bloc, concaténé...). Nous négligeons la possibilité d’un entrelacement ou d’une
modulation codée selon le canal de communication qui ne sont pas traités dans
ce document. Nous ne l'avons pas représenté sur le schéma mais la séquence
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codée peut préalablement subir un traitement cryptographique inutile a 1’étude
de notre probleme.

Enfin, le brassage est une opération réversible, ayant pour objectif d’éliminer
les longues séquences de symboles identiques susceptibles de nuire au bon fonc-
tionnement de la démodulation. Il est facilement compréhensible que de tres
longues séquences de < 1 > ou de « 0 » produites par une source imparfaite
soient difficilement modulables & I’émission et démodulables & la réception. L’ob-
jectif est d’éviter ce phénomene, pour cela on applique une fonction linéaire, qui
va mélanger de facon < aléatoire > les bits sur une grande séquence de code
afin d’empécher les longues séries de bits identiques. L’opération inverse est
réalisée lors de la réception : le signal continu bruité est démodulé, cela donne
en pratiques des probabilités sur chaque symboles de la séquence codée. Puis
on utilise le modele disponible du canal de communication pour essayer de re-
constituer le mot de code transmis. Enfin le mot de code ainsi reconstitué est
< débrassé » pour obtenir le mot émis par la source d’origine.

Nous introduisons dans ce paragraphe une notion de distance de Ham-
ming. Soient A™ l’ensemble des mots (élément de A) de longueur n sur A.
u=(u1,us,...,uy) € A" et v = (v1,v2,...,v,) € A™.

— On définit la distance de Hamming entre u et v comme

dp(u,v) = [{ill <@ <n,u; # v}

dp(u,v) est une métrique, on appelle alors espace de Hamming sur A
I’ensemble A™ muni de la métrique dg(u,v)

— Si A est un groupe, on définit le poids de Hamming |u|, d’un mot z € A"
par le nombre de ses coordonnées non nulles. Ainsi

ulg = dm(u,0)

ou 0 est le mot de A™ ayant toutes ses coordonnées égales & 1’élément
neutre de A.

1.2 Théorie de 'information

1.2.1 Modeéles de canaux

Un code correcteur est I’ensemble des mots de code (€ A™) obtenus apres le
codage. Les systemes de communication utilisent un support de transmission,
aussi appelé < canal de transmission > , afin d’échanger de l'information d’un
point & un autre. Le canal peut étre de différents types : cable, fibre optique,
canal radioélectrique. . . N’étant pas parfait, il introduit des perturbations, affai-
blissement, écho, bruit qui détériorent 'information émise et créent des erreurs
dans le message. Afin de fiabiliser le message (empécher la perte de données due
aux perturbations, bruit), les systémes intégrent un processus de protection du
message émis. Le principe général de cette protection est I’ajout de redondance,
c’est-a-dire d’information supplémentaire, la plus optimale possible en terme de
colit, de volume et de contraintes qui dépendent largement du canal.

Décrivons dans un premier temps les modeles simplifiés de canaux de com-
munication les plus communs.
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1.2.1.1 Le canal binaire symétrique

C’est un canal binaire caractérisé par la probabilité d’erreur p qu’au cours
de la transmission un bit (0 ou 1) soit modifié en son opposé. Ces modifications
se produisent indépendamment sur chacun des bits transmis On représente ce
canal par le schéma 1.3.

FIGURE 1.3 — Canal binaire symétrique de probabilité d’erreur p

1.2.1.2 Le canal Gaussien

Soit #; € A = {0,1} la séquence d’entrée discréte du canal gaussien. On
appelle canal gaussien, le canal liant le signal d’entré au signal de sortie selon
la loi.

yi = ()" + N;
Ou N; est une variable aléatoire suivant une loi normale N(0,0?). La sortie
y; est une variable continue. Il est possible de définir une loi de décodage au
maximum de vraisemblance (cf. section 1.5). Z1,...,Z, = argmin, d(z,y), ou
chaque 7; suit la loi
51‘\1‘ =0siy; >0
{ 53\1' =1si Y < 0

Si la probabilité que 0 soit envoyé est la méme que la probabilité que 1 soit
envoyé. La probabilité que la quantification soit erronée ne dépend pas du bit
transmis. Appelons cette probabilité P.,... On vérifie immédiatement que

42
e202 dt

& 1
Perr:PNi>1 :/
( ) 1 V2mo?

1.3 Définition générale d’un code

Définition 1.1 Un code C sur A est une partie non vide de ’espace de Ham-
ming A™, n est appelé longueur du code, les éléments de C sont appelés mots
de code.

Définition 1.2 On appelle distance minimale d’un code C sur A [’entier
d = min {dg (u,v)lu,v € A u # v}
St A est un groupe on appelle poids minimal d’un code C entier
min {|u|,|u € C,u # 0}

Dans le cas ou C est un sous groupe de A™ la distance minimale et le poids
minimal sont égauz
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Pour un mot de code x donné, on peut définir sa région de décodage comme
I’ensemble des mots A" se décodant en x. Quand I’ensemble de décodage consiste
a chercher le mot le plus proche au sens de la distance de Hamming, on parle
parfois de décodage < au plus proche > , il est clair que la région de décodage
d’un mot de code donné x contient toujours la boule de rayon L%J centrée au-
tour de . On vérifie en effet dans ce cas tout mot de la boule est nécessairement
plus proche de z que de tout autre mot de code. Un code parfait est un code ou
toutes les régions de décodage sont nécessairement ces boules.

1.4 Définition d’un code linéaire

L’alphabet A (avec |A| = p™ ou p est un nombre premier) peut étre muni
d’une structure de corps, on appelle F, le corps a ¢ élément.

Rappel : Un corps est un ensemble K muni de deux lois internes notées en
général + et x vérifiant
— (K, +) forme un groupe commutatif dont 1’élément neutre est noté 0.
— (K \ {0}, x) forme un groupe multiplicatif.
— la multiplication est distributive pour l'addition (&4 gauche comme &
droite).
On parle de corps (K, +, x).

F,[z] anneau des polynémes sur F,. Enfin, on appelle Fy(x) le corps des fonc-
tions rationnels sur [F,.

Un code d’alphabet {0,1} est appelé code binaire, on le note Fs.

Nous nous intéresserons plus particulierement dans ce manuscrit aux codes
linéaires.

Définition 1.3 Une matrice génératrice d’un code C' est une matrice k xn dont
les lignes forment une base de C.

Pour un méme code, il peut exister plusieurs matrices génératrices.

Corollaire 1.4 Soit G une matrice génératrice k xn d’un code C et P une ma-
trice inversible kx k. Alors la matrice G' = PG est aussi une matrice génératrice
du code C

Définition 1.5 Une matrice génératrice polynomiale est une matrice génératrice
k xn a coefficients dans Fy[D]

Certaines matrices génératrices ont une forme particuliere car elles laissent
I'information en clair dans le mot de code. Celles-ci sont les matrices systématiques.

Définition 1.6 Tout code linéaire C possede une matrice génératrice systématique
de la forme.
Goys = (I | P)

a une permutation des colonnes pres.

La plupart des codes sont définis par leur matrice génératrice, cependant
certains codes comme les codes, de Hamming, sont définis par leur matrice de
parité.
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Définition 1.7 Soit dim C = k, on définit la matrice génératrice tel que
Code = {zG, x € F}

avec G une matrice de taille k X n.
On peut alors définir la matrice de parité du code comme la matrice de taille
rXn avecr >n—k tel que :

Code = {x € Fy, | Ha' =0}

Dans F%, les lignes de H (de rang n — k plein) forment une base de l'ortho-
gonal de C noté C* et appelé code dual de C.

Définition 1.8 Soit < z,y >= Y 1" xy; pour x = (z;), 1 <i<nety=
(yi), 1 <i<mn On définit le code dual C+ :

CL:{xGF;|<x,y>:OVy€C}

Définition 1.9 Pour un choiz donné de matrice de parité H, on définit le syn-
drome S de u € Fyy comme le vecteur de Fy définit par

Uapplication S : F§ — F% ainsi définie est Fo-linéaire.

1.5 Généralités du décodage

Plusieurs méthodes de décodage existent, le décodage au maximum de vrai-
semblance est la méthode la plus souhaitable mais n’est pas toujours réalisable
en pratique, sauf pour les codes convolutifs. Elle consiste & partir d’un modele
probabiliste du canal a calculer le mot le plus probable compatible avec le mot
recu. Il est facile de montrer que le décodage au maximum de vraisemblance
consiste & retrouver le mot de code le plus proche (au sens de Hamming) du
mot recu.

Le décodage en revanche va utiliser la structure algébrique du code ou de son
dual. La connaissance de la seule matrice génératrice ne suffit en général pas a
décoder de maniere efficace, et la structure algébrique n’est pas nécessairement
facile & obtenir & partir de la matrice génératrice (c’est méme l'un des fonde-
ments de la sécurité de certains cryptosystemes tels que celui de McEliece).

Le décodage d’un code en bloc est un probleme difficile (NP-dur). On ne
connait pas d’autre algorithme pour décoder les codes linéaires, que des tech-
niques au colit exponentiel dans le nombre d’erreurs corrigées par bloc.

Pour de petits codes en blocs binaires, ce cott n’est pas un probleme et des
solutions a base de mise en table donnent des résultats satisfaisants. Dans les
autres cas, la connaissance du code (par exemple par la donnée d’une matrice
génératrice) sera insuffisante et il faudra retrouver la structure algébrique. Des
solutions existent pour les codes GRS! pour les codes cycliques dans certains
cas favorables, mais pas, par exemple, pour les codes de Goppa ou les codes
géométriques.

1. generalised Reed-Solomon = Reed-Solomon généralisés
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1.6 Différents codes correcteurs

Dans ce mémoire nous regroupons les codes selon deux classes qu'’ils soient
en blocs ou convolutifs. A l'intérieur d’une classe nous distinguerons plusieurs
familles de codes, chaque famille se distinguant des autres par ses propriétés
structurelles (construction, algorithme de décodage). Nous donnons quelques
exemples de familles de codes.

1.6.1 Codes en blocs

Nous donnons ci-dessous une liste non exhaustive de familles de code en
bloc linéaires. Les codes que nous considérons sont binaires ou sont définis sur
une extension du corps a deux éléments. Nous noterons [n, k, d] un code linéaire
défini sur un alphabet a ¢ éléments de longueur n, de dimension k et de distance
minimale d. Nous avons choisi de ne lister ici que des familles de codes ayant
un intérét pratique (s’ils sont utilisés, typiquement Reed-Solomon ou BCH, ou
susceptibles de 1'étre, typiquement codes géométriques) ou théorique. Certains
ouvrages présentent ces codes de maniere détaillée, ainsi les documents [LCO04,
Bos99, Wic03, ML85, Bla03, MS77] introduisent la théories des codes correcteurs
d’erreurs et décrivent les codes correcteurs d’erreurs en bloc les plus utilisés.

1.6.1.1 Code a répétition

Le code a répétition consiste a répéter n fois le bit d’information. C’est un
code [n,1,n], de dimension 1, de longueur n et de distance n. Pour n impair, ce
code est parfait et optimal lorsque 1’on protege un seul bit de donnée.

En théorie de l'information pour un modele de bruit donné (canaux sans
mémoire) et & rendement constant on peut avoir une probabilité d’erreur qui
tend vers 0. Pour un code a répétition le rendement décroit pour une probabilité
d’erreur qui tend vers 0. Ce code ne tire malheureusement pas parti du faite
qu’il est plus efficace de protéger simultanément plusieurs bits d’information.

Le décodage s’effectue par vote majoritaire et la capacité de correction est
donnée pas ”7’1

Ce code est surtout utilisé en télécommunication pour reconnaitre une mo-
dulation de signal.

1.6.1.2 Codes de Hamming

Le code de Hamming se définit simplement au moyen d’une matrice de parité
‘H. De dimension r X n’ avec n’ = 2" — 1 la matrice de parité posseéde toutes ses
colonnes distinctes non nulles. Le code de Hamming correspond au ok 17
mots de code de longueur 2" — 1 contenus dans le noyau de H. Par exemple,
pour » = 3 une des matrices de parité s’écrie.

H:

OO =
o = O

0
0
1

O~
= = O

1
1
1

—_ o

Les colonnes de la matrice de parité étant toutes distinctes, la distance mi-
nimale du code est 3. Plus généralement, les codes de Hamming sont des codes
2" —1,2" —r—1,3].
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Le décodage de ce code s’effectue par syndrome en utilisant la matrice de
parité. Soit m le mot de code utilisé, m le message recu tel que m = m + e
avec e l'erreur. Alors le syndrome est S = Hm' = Hm' 4+ He' = He' avec
m € H'. Soit e une erreur de poids 1, alors le syndrome S nous renseigne sur
la colonne ou se situe 'erreur. Les colonnes de H étant toutes distinctes, il est
possible de retrouver e et donc m.

Cette méthode permet de corriger une unique erreur, si deux erreurs se
produisent, il est incapable de les corriger et de surplus en ajoute une troisieme.
Le code de Hamming généralisé est un code [27,2" — r, 3] ol le 2" bit est un
bit de parité controlant les 2" — 1 bits précédents. Ce nouveau code permet de
détecter une deuxieme erreurs mais sans pouvoir la corriger.

Le code de Hamming pour r = 1 contient que des mots nuls, pour r = 2
nous avons un code a répétition o n = 3. Le code de Hamming est un code
parfait pour tout r.

1.6.1.3 Codes cycliques

Les codes cycliques sont des codes linéaires stables par permutation circulaire
des coordonnées. Ils ont une forte structure mathématique : si on les voit comme
des espaces vectoriels de polynémes (les coordonnées des mots deviennent les
coefficients des polynoémes). Un code linéaire C est dit cyclique s’il est stable
par permutation circulaire des coordonnées, i.e

(v0, V1,5, V1) € C = (Vp_1,v0,...,Vn—2) €C

Si lon représente le vecteur ci-dessus par le polynéme v(x) = vy + viz +
-4 vp_12™ L alors la permutation circulaire d’une unité & droite correspond
a la multiplication par x modulo ™ — 1 . Un code cyclique g-aire est un idéal
de I'anneau F,, = fqtﬂ]l des polynomes a coefficients dans le corps a ¢ éléments
modulo z™ — 1, et sera de la forme C = G(x), c’est-a~dire que tout élément de
C' est un multiple d’'un certain polynéme G(x) & coefficients g-aires. Lorsqu’il
est de degré minimal et unitaire, ce polynéome est unique, nous l'appellerons

polynome générateur du code.

Théoréme 1.10 Soit C' un code cyclique binaire de longueur n , on :
1. Il existe un unique polynéme unitaire g(x) de degré minimal dans C'.

2. C est l'idéal engendré par g(x), g(x) est appelé polynéme générateur de

C.
3. g(z) est un diviseur de ™ — 1.

4. Tout c(x) € C s’écrit de fagcon unique c(x) = f(x)g(x) dans Fylz]. La
dimension de C est n —r ou r = deg g(z)

Codes de Reed-Solomon
Les codes de Reed-Solomon sont des codes cycliques g-aires de longueur
n = q — 1. Le polyndéme générateur d’un code de Reed-Solomon est de la forme
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ou « est un élément primitif du corps fini & ¢ éléments. Il a pour degré d — 1. Le
code correspondant au polynéme générateur ci-dessus a pour longueur n = ¢—1,
pour distance minimale d et pour dimension £k = n — d + 1. Nous avons donc
affaire & des codes [n, k,n — k + 1].

Ces codes sont efficaces dans la corrections d’erreurs par paquet du fait de
leur structure. Ils ont été employé dans les communications spatiales et restent
encore utilisées dans les codes concaténés (cf. 1.6.1.5).

Un code de Reed-Solomon est un code BCH de longueur ¢ — 1 sur F,

Les codes BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem)

Les codes BCH binaires sont des codes de Reed-Solomon binaires. Lorsque
le cardinal de l'alphabet sur lequel un code de Reed-Solomon est défini est une
puissance de 2, alors il est possible de définir son sous-code binaire (les mots
de code ayant des coefficients 0 ou 1). Ce sous-code est stable par addition (la
somme de deux mots binaires est un mot binaire) et donc linéaire. Un code de
Reed-Solomon [n, k, d] avec ¢ = 2m fournira un code BCH binaire [n, k', d’]. La
longueur est conservée, en revanche la distance minimale peut augmenter, et la
dimension diminue fortement. Les valeurs exactes de d’ et k¥’ sont dépendantes
de la structure du corps fini et ne peuvent étre décrites par des formules closes
simples. Si g(z) est le polynéme générateur du Reed-Solomon, alors, le code
BCH aura pour générateur le polynéme binaire de plus bas degré multiple de
g(z). Le décodage d’'un code BCH sera tres similaire au décodage du code de
Reed-Solomon dont il est issu.

1.6.1.4 Codes alternants

Les codes BCH et de Reed-Solomon se décodent a 1’aide de ’algorithme de
Berlekamp-Massey. Aprés I'invention et surtout la compréhension de cet algo-
rithme, il est apparu que 1’on pouvait définir d’autres familles de codes, proches
de ces derniers, dans lesquels on retrouvait la méme structure algébrique et
auxquels on pouvait ainsi appliquer les mémes procédures de décodage.

Codes de Reed-Solomon généralisés

Les codes de Reed-Solomon généralisés, appelés GRS, sont tres voisins des
codes de Reed-Solomon. Ils sont obtenus en multipliant chaque coordonnée par
une constante non nulle dans le corps & ¢ éléments (les constantes peuvent
étre différentes pour chaque coordonnée). Les parameétres sont ceux des Reed-
Solomon.

Codes de Goppa

Les codes de Goppa binaires sont issus des codes de Reed-Solomon généralisés
et permettent d’obtenir une bonne distance minimale.

Si le code GRS d’origine est [n,k = n —d + 1,d], sur un alphabet ¢ = 2m
alors le code de Goppa binaire correspondant a généralement pour parametres
[n,n — md,2d + 1]. La distance minimale est le double de ce que l'on atten-
drait normalement d’un sous-code binaire. Ces codes sont utilisés en cryptologie
(cryptosysteme de McEliece [KT91, Loi97, LB88, KI01, Gib91]) mais pas pour
le codage de canal.



12 1.6 Différents codes correcteurs

Décodage des codes alternants

Les codes alternants regroupent pratiquement ’ensemble des codes en bloc
pour lesquels on dispose d’un décodage algébrique (code de Reed-Solomon, codes
BCH, codes de Goppa). Tous ces codes sont des codes GRS (Reed-Solomon
généralisés), ou sont définis a partir d’'un code GRS (codes BCH ou de Goppa).
Nous parlerons du code GRS sous-jacent.

Le décodage des codes alternants s’effectue a 1’aide de 'algorithme de Berle-
kamp-Massey (cf.[Bos99]) ou I'un de ses équivalents (algorithme d’Euclide étendu).
Cet algorithme utilise 'arithmétique du corps fini sur lequel le GRS sous-jacent
est défini (en général une extension du corps a 2 éléments, c’est-a-dire un corps
dont le cardinal est une puissance de 2). Les calculs sont des opérations sur des
polyndmes a coefficients dans ce corps. Le cott total du décodage est de 'ordre
de tn opération dans le corps, ou n est la longueur du code et ¢ le nombre
d’erreurs corrigées.

1.6.1.5 Codes produits, codes concaténés

Codes produits

Le produit de deux codes linéaires en bloc sur un méme alphabet g-aire est
défini comme l’ensemble des matrices génératrices dont toutes les lignes sont
dans un code et toutes les colonnes dans un autre code. Il s’agit de I'une des
premieres constructions de codes disposant d’un algorithme de décodage itératif.

Codes concaténés

Les codes concaténés ont constitué, et constituent toujours, I'une des construc-
tions les plus utilisées pour obtenir une protection contre des niveaux de bruit
importants. Ils risquent d’étre supplantés dans les années a venir par les turbo-
codes et les codes LDPC.

Dans un schéma concaténé, I'information est codée deux fois séquentiellement.
Tels qu’ils ont été décrits initialement par Forney, ils utilisent deux codes en
bloc. Le premier, le code externe, est défini sur un alphabet de grande taille ¢
et le second, le code interne, binaire en général, codera chaque symbole ¢-aire
afin de fournir une protection supplémentaire. Par la suite, le code interne a
été remplacé par un code convolutif. Ce schéma concaténé avec un code convo-
lutif interne et un code de Reed-Solomon externe a été standardisé pour les
communications spatiales.

Si ’on se place a la sortie du canal, tout se passe comme si la séquence codée
provenait du code interne seul. Ce codeur permet une forte résistance au bruit.
L’ajout de redondance sur un code en possédant déja avec le premier codeur
offre la possibilité de retrouver I'information la ou un seul codeur n’aurait pas
suffit pour la retrouver.

codeur codeur décodeur décodeur
—> . canal .
externe interne interne externe

FIGURE 1.4 — Schéma de codage concaténé

Comme le montre le schéma de codage d'un code concaténé (cf. 1.4) le
décodage s’effectue dans ’ordre inverse du codage. Chacun des codes utilisera un
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algorithme ad hoc. La construction est efficace car les codes sont complémentaires.
Schématiquement, le code interne va corriger les erreurs isolées et le code ex-
terne les rafales. De plus, dans les décodeurs les plus élaborés, le résultat du
décodage interne pourra étre assorti d’une information de fiabilité qui améliore
(marginalement) les performances du décodeur externe (plus le décodeur interne
a corrigé d’erreurs, moins l'information fournie est fiable).

1.6.1.6 Codes LDPC

Bien qu’étant une technique ancienne (ils ont été inventés par Gallager en
1962), les codes LDPC (Low Density Parity Check) ,[LC04, Bos99], n’ont été
sérieusement envisagés pour les applications en télécommunications qu’a par-
tir de ’avenement du décodage itératif dans les années 90. Ils sont d’ailleurs
prévus en option dans les normes IEEE802.11n (WiFi), 802.16e (WiMax), 802.20
(MBWA) et 802.22 (WRAN) ainsi que dans les futures normes de téléphonie
4G.

Les codes LDPC forment une famille de codes linéaires obtenus a partir de
matrices de parité creuses. Bien que leur définition ne 'impose nullement, les
codes LDPC utilisés (et les seuls que nous considérerons pour le moment) sont
binaires.

Les codes LDPC ont par définition une matrice de parité creuse (le poids de
chaque ligne vaut quelques unités, alors que la longueur peut atteindre plusieurs
milliers). La performance de Palgorithme de décodage tient essentiellement & la
faible densité de la matrice.

Les codes LDPC peuvent étre obtenus a partir de graphes bipartis creux
appelés graphes de Tanner. Soit G un graphe avec n noeuds gauches et r noeuds
droits. Ce graphe nous permet de construire un code linéaire binaire de longueur
n et de dimension au moins n — r de la maniére suivante : les n coordonnées des
mots de code sont associées aux n noeuds gauches. Les r noeuds de droite sont
associés a des équations de parité. Les mots de code sont alors les vecteurs tels
que la somme de tous les noeuds gauches reliés a chacun des noeuds droits vaut
zéro. Soit H la matrice binaire r x n dans laquelle H|[i, j] vaut 1 si et seulement
si le i-eme noeud droit du graphe G est connecté au j-eme noeud gauche. Alors,
le code LDPC associé au graphe G est le code dont une matrice de parité est
la matrice H. Lorsque les degrés des noeuds gauches sont identiques & ceux des
noeuds droits (i.e. le nombre de 1 dans chaque ligne et chaque colonne de H est
constant) on parle de code LDPC régulier. Les codes LDPC réguliers forment
une sous famille tres étudiée des codes LDPC. Dans ce cas, on parle souvent
d’un code LDPC (i,7) : il s’agit d’un code dont la matrice de parité vérifie les
conditions suivantes :

— toute colonne de la matrice de parité possede exactement i éléments égaux

al;

— toute ligne de la matrice de parité possede exactement j éléments égaux

al.
Ce type de code a un rendement > 1 — ; En effet, en comptant les 1 de la
matrice de parité, on a
in=jn-—k)
Exemple : Considérons un code LDPC (3, 6). Il s’agit d’un code de rendement
%. Au sein de cette famille, un code de longueur 1000, par exemple, aura
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donc 500 équations de parité. Chacun des 1000 bits d’un mot de code devra
vérifier 3 équations de parité. Chaque équation de parité fera intervenir
exactement 6 bits. La matrice de parité de taille 500 x 1000 contient donc
seulement 3000 coefficients égaux a 1. C’est pour cela qu’on parle de code
a matrice de parité creuse.

Gallager a proposé avec les codes LDPC un algorithme de décodage itératif
(décrit dans [Clu06, LC04, Wic03]) qui fait I'intérét de cette famille. Il s’agit d’un
algorithme qui propage les probabilités (de valoir 0 par exemple) entre symboles
et équations dans le graphe de Tanner code (qui se trouve étre précisément le
graphe biparti défini plus haut). Si le graphe ne comporte pas de cycles courts,
le vecteur de probabilité des symboles converge rapidement vers celui d’un mot
de code. L’algorithme est bien adapté au décodage souple, ce qui renforce son
intérét.

La seule donnée nécessaire au décodeur est la matrice de parité creuse. La
complexité du décodage est quasiment linéaire (en fixant le nombre d’itérations).
Cette faible complexité autorise des blocs de tres grande taille (plusieurs dizaines
de milliers), ce qui est un facteur supplémentaire de performance et de rapidité
de traitement.

1.6.2 Codes convolutifs et Turbo-codes
1.6.2.1 Codes convolutifs

Les codes convolutifs ont été introduits en 1955 par P. Elias comme une alter-
native aux codes en blocs. Les codes convolutifs traitent 'information non plus
par morceaux mais par flux. Ils sont souvent traités comme des blocs linéaires
< en flux » sur des corps finis. Nous nous limiterons ici aux cas binaire (le corps
a 2 éléments).De nombreux ouvrages traitent des codes convolutifs notamment
le livre [Pir88] entierement consacré aux codes convolutifs et a la maniere de les
construire. D’autres ouvrages décrivent les codes convolutifs mis en références
[LC04, Bos99, Wic03, ML85, Bla03] .

Un codeur convolutif binaire est défini a ’aide de trois parametres, n le
nombre de sorties, £ le nombre d’entrées et m la taille de la mémoire. A
chaque unité de temps, le codeur lit k bits d’information et produit n bits
codés (nous avons n > k). La sortie au temps ¢t dépend des entrées aux temps
t,t—1,...,t—m. Autrement dit le codeur se <« souvient > des m derniers blocs
d’entrée. D’une certaine maniére un codeur en bloc sera un codeur convolutif
avec une mémoire nulle.

La définition usuelle d’un codeur convolutif se fait a I’aide de sa description
en tant que circuit. Nous parlerons également de codeur convolutif (n, k) lorsque
la mémoire n’est pas précisée. Un autre parametre définissant un codeur est son
rendement ou taux, il correspond au rapport entre le nombre de bits en entrée
et le nombre de bits en sortie, soit %

Définition 1.11 (Premiére définition d’un codeur convolutif)

Un codeur convolutif (polynomial) binaire (n,k,m) est un circuit linéaire sans
rétroaction, d’ordre m, a k entrées et m sorties sur Fs, et invariant dans le
temps.

Nous définissons ensuite un code convolutif relativement & un codeur
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Définition 1.12 Un code convolutif est I’ensemble des séquences produites par
un codeur convolutif.

F,((x)) le corps des séries de Laurent sur F,. Une série de Laurent est définie
>, =1 a;z" avec r € Z.

Registre a décalage

Un registre a décalage est un outil électronique ou informatique de taille
fixe dans lequel les bits sont décalés a chaque coup d’horloge ¢ du systeme.
Chaque registre est formé de bascule qui permettent de stocker un bit {0, 1} et
qui a chaque temps d’horloge fait sortir 'information qu’elle contient. A chaque
temps d’horloge un bit rentre et un bit modifié sort du registre. Au cours du
registre & décalage, il est possible d’effectuer une série d’opérations linéaires et
de transformations comme un < xor » sur les bits ou toutes autre opérations
électroniques, ainsi chaque bit de sortie dépend des m autre bits du registre,
on parle de mémoire du registre ou complexité. Certains registres réinserent
la donnée en sortie dans le registre, on parle alors de registre a décalage avec
feedback 2, on les appelle des LFSR 3

[ [ [ sortie
L] L] L]

Van) Van)
A U

entrée -4

'

F1GURE 1.5 — Exemple de LFSR

On définit la complexité linéaire d’une suite (finie) comme la longueur mi-
nimale d’'un LFSR qui génere cette suite.

Le LFSR produit une séquence de sortie V' (z) & partir de la séquence d’entrée
U(z) = Y ;2pux’ et du polynéme générateur caractérisant le LFSR P(z) =
ap+ a1z + -+ amo12™ ! tel que :

Les LFSR sont tres utilisé en cryptographie pour les implémentations maté-
rielles de certains algorithmes de chiffrement de flot, ou de fonction aléatoire.
Il sont utilisés en communication pour I'implémentation de code convolutifs
sous forme systématique (cf 1.6.2.1) lorsque le nombre de sorties du LFSR est
supérieure au nombre d’entrées.

Dans un premier temps nous nous intéresserons sur un exemple (figure 1.6)
au cas des codes convolutifs de taux %, qui est aussi le cas le plus fréquent.

2. rétroaction
3. Linear Feedback Shift Register, registre a décalage avec rétroaction
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FIGURE 1.6 — Schéma d’un codeur convolutif (2,1, 3)

Le message (train binaire & coder) entre a gauche et circule dans le registre,
ici de taille (ou mémoire) 3, de gauche & droite par décalage successif. Le nombre
de sorties indique le nombre d’équations linéaires que possede le codeur, elles
calculent a chaque unité de temps ¢ les bits de sorties en fonction du registre et
de Ientrée (dans le cas ci-dessus le nombre de bits calculé est 2). Dans le registre,
la séquence est décalée d’un bit a chaque temps pour le calcul des nouveaux bits
de sorties et ainsi de suite. Il y a bien <« deux fois plus de bits > apres le codage
qu’avant.

Il existe plusieurs algorithmes de décodage pour les codes convolutifs, 1’al-
gorithme utilisé en pratique est I’algorithme de Viterbi qui est un algorithme
de décodage au maximum de vraisemblance sur tout canal sans mémoire (les
algorithmes de décodages des codes convolutifs sont décrits [JZ99, Pir88, LC04,
Bos99] )

Cet algorithme permet & partir de n’importe quelle séquence binaire (tronquée)
de déterminer la séquence d’information produisant la séquence codée qui lui est
la plus probable. Cette propriété d’optimalité est vraie méme lorsque la séquence
fournie au codeur est accompagnée d’une information de fiabilité (décodage
souple). En particulier, pour le décodage d'un code convolutif poingonné, les
symboles décimés sont réintroduits dans le décodeur, avec une valeur quelconque
et une fiabilité nulle. Le décodeur prendra automatiquement en compte, et de
fagon optimale, cette information.

La complexité par bit d’information du décodeur de Viterbi est proportion-
nelle & 2™ Ce caractére exponentiel est la raison principale pour laquelle les
codes retenus pour les applications ont souvent une seule entrée (k=1) et une
longueur de contrainte faible (m < 10).

L’algorithme de décodage de Viterbi consiste a trouver le chemin minimum
dans un treillis de codage (graphe orienté sans cycle).
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FIGURE 1.7 — Treillis de codage d’un code (3,1,2)

Chaque sommet correspond & un état du codeur, chaque aréte correspond
a une transition et a pour étiquette la sortie correspondante du codeur. Tout
chemin correspond a une séquence codée, obtenue en concaténant les étiquettes.

Nous parcourons le graphe de gauche a droite a partir de la séquence d’ini-
tialisation 00. Les poids de chaque branche sont représentés par la distance de
Hamming entre le mot de la branche et le mot de code regu. Le mot retenu
correspond a la branche choisie, il permet de choisir le mot de code le plus
proche du mot recu. Plus la distance du code est grande plus la différenciation
des mots sera efficace. Par exemple nous pouvons voir le chemin résultant pour
un message recu donné Figure 1.8.

Supposons la séquence émise :

111 010 001 110 100 101 011

La séquence recue est :

111 110001 110 111 101 011
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recu: 110 111 011 100 111 000 001
décodé : 111 101 011 000 111 777 777

FIGURE 1.8 — Mot codé

Plusieurs chemins peuvent étre mémorisés par 'algorithme au cours du
décodage. Si, pour un instant de décodage, un chemin posseéde une métrique
inférieure aux autres alors il sera considéré comme le meilleur chemin. Cepen-
dant, il est probable que plusieurs chemins soient minimaux (cf. figure 1.8), dans
cette circonstance 1’état final du codeur permet de choisir le chemin. En effet
on peut supposer que l’état initial et final du codeur sont & zéro. Nous suppo-
sons, dans le cas d’une interception, que nous ne connaissons pas ’état initial
et final du codeur. Le chemin choisi, s’il en demeure plusieurs a la fin de notre
algorithme, sera choisit de maniere aléatoire.

Cette méthode < hard input hard output (HIHO)> ne permet pas de gérer
les effacements qui apparaissent dans un code poingonné. La métrique utilisée
permet fortement le passage a I’étape d’apres et ne convient plus si nous intro-
duisons des symboles < inconnus > ou effacements. Afin de palier & ce probleme
sans changer notre algorithme, nous introduisons des probabilités et travaillons
de fagon < SIHO (soft input hard output ». A chaque état nous calculons le bit
le plus vraisemblable, c’est a dira la probabilité qu’un bit vaille 1 ou 0 par aller-
retour du graphe. A Iinverse de la méthode <« HTHO » qui calcul le mot le plus
vraisemblable par simple aller. Ces techniques de Viterbi sont rapides mais
ont une convergence légéerement moins bonne que pour un algorithme Viterbi
de <« forward backward >. Nous n’effectuons plus une mais deux passes sur le
treillis qui ont pour but d’augmenter la fiabilité du chemin choisi. Cet algorithme
fonctionne en < SISO (soft in soft out)». Nous ne cherchons plus le < meilleur
> chemin mais & optimiser la meilleure probabilité pour tout t (cf. Figure 5) de
fagon locale. Si une erreur se produit a un niveau elle ne se répercute pas ailleurs
offrant un gain de convergence, ce qui n’était pas le cas précédemment ou une
erreur se répercutait sur plusieurs noeuds du treillis. Cependant nous sommes
obligés dans ce cas , une fois le chemin parcouru de gauche a droite, d’effec-
tuer la méme opération de droite a gauche du treillis. La moyenne des deux
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passes nous permet de retenir le chemin optimum. En pratique, cette derniere
méthode est souvent retenue car elle offre une bonne efficacité aussi bien pour
un code convolutif normal et poingonné. Néanmoins la premiere méthode reste
tres efficace est suffisante pour décoder un code convolutif.

1.6.2.2 Turbo-codes

Les turbo-codes (cf. [BGT93, LC04, Wic03, Bla03]) sont nés au sein de I’école
nationale des télécommunications de Bretagne (ENST Bretagne), en 1993. En
raison de ses performances, le turbo code a été adopté par plusieurs organismes
pour étre intégré dans leurs standards. C’est ainsi que la NASA a décidé d’uti-
liser les turbo codes pour toutes ses sondes spatiales construites a partir de
2003. De son c6té, agence spatiale européenne (ESA) a été la premiére agence
spatiale & utiliser le turbo code, avec sa sonde lunaire smart 1.

Plus pres de nous, le turbo code est utilisé dans la norme UMTS (téléphonie
3G) et PADSL2.

Plusieurs types de turbo-codes ont été inventés. Le plus utilisé (cf. 1.9) est
le codeur en parallele constitué de codeurs convolutifs. Une variante est le turbo
codeur duo-binaire, son utilité est liée a ’architecture matérielle. Deux bits sont
traités a la fois générant 6 bits de sorties (moins si 'on poingonne). L’intérét
d’une telle structure repose sur le décodage qui traite 2 bits simultanément, ce-
pendant des schémas de 3 bits n’ont pas d’utilité car ils n’apportent que peu de
performance par rapport a la complexité. On peut construire tout type de turbo-
code, notamment en changeant les codeurs le caractérisant. Par exemple en rem-
placant les codeurs convolutifs par des codeurs de Hamming ou des codes BCH.
Les codes BCH sont utilisés sous forme de code produit, le premier crée les lignes,
le second les colonnes. Ces codeurs existent & petites échelles et possedent de
bonnes propriétés. Une autre facon de voir les turbo-codes est de les représenter
sous forme ligne (série) et non paralléle (cf. figure 1.10).

Un turbo codeur classique résulte de I'association de deux codeurs. Il s’agit
souvent de codeurs convolutifs systématiques de taux & (noté CCS) en parallele.
Comme le montre la figure 1.9, le turbo codeur produira typiquement trois
sorties & envoyer sur le canal de transmission (aprés modulation éventuelle) :

— ug un bloc d’information binaire qui est également 1’entrée

— w1 qui a été modifié par le codeur convolutif

— ug qui est précédé d’'une permutation alpha.

U Uo
codeur 1

CC1 - Uy
codeur 2

«a CcC2 - U2

FIGURE 1.9 — Schéma d’un turbo-code parallele
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G-

FIGURE 1.10 — Schéma d’un turbo-code série

Ce codage permet donc de répartir I'information apportée par un bit de
la trame u sur ses voisins (avec le codage de parité 1) et méme sur toute la
longueur de la trame transmise (avec le codage de parité 2). Ainsi, si une partie
du message est fortement abimée pendant la transmission, I'information peut
encore se retrouver ailleurs. Au total, ce codeur a un taux de transmission de
%. Le bloc (ug,uy,us) de taille 3T constitue le mot de code qui sera transmis
a travers le canal de communication. D’autres taux sont évidemment possibles
(avec des codes convolutifs poingonnés par exemple).

Les turbo-codes sont des codes en bloc, mais ses mots de codes sont constitués
de séquences provenant de codeurs convolutifs. Les codes convolutifs utilisés au-
ront généralement une faible longueur de contrainte (3 ou 4) mais la taille des
blocs T sera grande (plusieurs milliers de bits). La permutation n’est pas choisie
aléatoirement, car elle a un impact important sur les performances. En revanche,
les < bonnes » permutations (celles qui sont utilisées) sont souvent déterminées
par tatonnement (elles évitent les cycles de petite taille dans le graphe de Tanner
associé au code), et n’ont & priori pas de propriétés particulieres qui permet-
traient de les retrouver plus facilement. Nous les considérerons comme aléatoires.

Bien que le codage (cf. [Wic03, Bla03]) soit relativement simple car composé
de seulement deux codeurs convolutifs et d’un entrelaceur, le décodage est plus
complexe.

Le principe de décodage est présenté sur la Figure 1.11. Les permutations
utilisées sont les mémes que celles du codeur. Pour améliorer les performances la
séquence ul recue et entrelacée est prise en compte dans le décodeur 2 et dans
l'organe de décision. De plus un rebouclage est fait de la sortie du décodeur 2,
vers l'entrée du décodeur 1. Il faut noter que pendant la phase de décodage,
le décodeur connait les probabilités calculées a ’étape précédente. L’algorithme
de décodage est itératif a la maniere des LDPC.

Le nom donné aux turbo-codes vient du rebouclage qui permet d’augmenter
les performances globales du décodeur et qui fait penser au rebouclage des gaz
d’échappement utilisé dans les moteurs <« turbo > afin d’accroitre les perfor-
mances.
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FIGURE 1.11 — Schéma d’un turbo décodeur
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Chapitre 2

Reconnaissance des familles
de codes

Dans ce chapitre, nous dressons un état de I’art des outils existants pour la
reconnaissance de codes linéaires. Ces outils utilisent en général des particula-
rités de la famille & laquelle appartient le code que 'on cherche & reconnaitre
(code linéaire, code convolutif, code LDPC, etc .. .).

2.1 La problématique

Notre probleme s’inscrit dans le cadre de la rétro-ingénierie d'une chaine de
transmission. Pour une personne qui intercepte un signal de communication,
ce probléme consiste & retrouver la chaine de transmission (codes correcteurs,
modulation choisie, brasseur utilisé, etc. ..) a partir de 'unique connaissance de
la séquence interceptée. Nous allons ici nous intéresser a la reconnaissance du
code correcteur utilisé.

Pour notre étude, nous nous plagons dans le cas des codes binaires. Nous
possédons une séquence interceptée Zi,...,Z7, que nous noterons & de lon-
gueur T a la suite de la reconnaissance de la démodulation, ol Z; représente la
probabilité que le symbole observé soit < 1 >>.

Nous produisons a partir de cette suite & la suite binaire y1, . . ., y7 au moyen
de la regle suivante :

0,5<z; <1, alorsy; =1

0<z;<0,5, alors y; =0

La suite binaire observée est définie par :

Y:y17"'7yT GFQT

[ Source ]—»[Brassage]—»[ Codage ]—» Interception
discret

FIGURE 2.1 — Schéma d’interception d’une transmission électronique

23
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Dans notre séquence interceptée, nous cherchons a identifier un mot de code
ou une séquence de mots suivant le type de code utilisé. On différencie les codes
selon deux catégories, les codes en blocs et les codes convolutifs ou en flux dans
lesquels 'information sur le code n’est pas agencée de la méme facon.

— Les codes en blocs :

Dans le cas des codes en blocs, les mots de longueur n sont concaténés pour
former la séquence codée. Le premier et le dernier mot de notre séquence
interceptée peuvent étre tronqués. Ces mots de code tronqués n’apportent
qu’une partie de I'information nécessaire a la reconnaissance du code. Il
est donc essentiel d’identifier de maniere exacte le début de ces mots. Soit
Y =yi1,...,yr € F7I la suite interceptée.

Les mots de code bruités sont définis par :

Mi = Ystins -+ s Yst(it1)n—1, avec s+ (i +1)n -1 <T
ou s est I'indice de synchronisation et n la longueur d’'un mot de code. On
appelle m; le mot de code non bruité dont m; est issu.

— les codes convolutifs :

Dans ce cas spécifique, les mots de code ne sont plus concaténés, on ne
parle pas de mots de code tronqués en début et fin de séquence. La syn-
chronisation prend un sens légerement différent. Pour les codes convolutifs
(n, k), k bits en entrée du registre a décalage utilisé pour le codage forment
n bits en sortie. Ces n bits ne forment pas un mot de code mais un pa-
quet de bits provenant tous des mémes k bits de départ. On appel <
synchronisation > le début d’un paquet de n bits.
Cette structure caractéristique des codes convolutifs sera étudiée de maniere
approfondie dans la partie 3.
Si pour une bonne hypotheése de synchronisation et de longueur, nous sommes
capables d’identifier 'utilisation d’un code linéaire, par recherche exhaustive
de la synchronisation (€ [1,n]) et la longueur (n € [1,npmqz]) nous serons ca-
pables d’identifier a la fois la synchronisation, la reconnaissance de la longueur
et d’identifier le code.

En effet, sans connaissance sur l'information émise nous ne pouvons pas
identifier le codeur & partir de son code. Nous verrons par la suite (cf. 3) la
cause de cette indétermination pour les codes convolutifs.

Bien que ce sujet constitue une problématique en télécommunications qui
se pose naturellement dans un contexte militaire, peu d’études ont été publiées
a ce sujet. La littérature commence a apparaitre et débute avec les travaux de
B. Rice [Ric95] sur la mise en équation des codes convolutifs qui ont permis de
poser les bases dans ce domaine. E. Filiol [Fil97a, Fil97b, Fil00] en s’inspirant de
ces travaux a créé une méthode de reconnaissance des codes convolutifs (2, 1), il
a étendu cette recherche en décrivant les outils nécessaires pour les codes (n, k).
Ces travaux ont été poursuivis par J. Barbier [Bar07] qui a permis de donner
un algorithme de reconnaissance des codes (n,k) dans un milieu bruité. Il a
aussi abordé le probleme des turbo-codes paralleles. Pour les codes en blocs, les
travaux initiaux sont dus & G. Planquette [Pla96]. Plus tard arrivent ceux de A.
Valembois [Val00, Val01] qui décrit un algorithme, robuste au bruit, de recons-
truction du code dual. Ses travaux ont été poursuivis et sa méthode améliorée
par M. Cluzeau [Clu06] en établissant une probabilité pour les équations de
parité identifiées.
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2.2 Techniques générales

Dans cette section, nous rappelons les principales méthodes de reconnais-
sance de codes. Afin de faciliter leur compréhension nous pouvons supposer
que certains parametres du code ont pu étre reconnu lors de la démodulation
(synchronisation, taille des mots de codes).

2.2.1 Probabilité des équations de parité

Nous notons N le nombre de mots regus. Nous considérons la matrice M de
taille N x n de mots de code non bruités

mi

ma
M:

mn

et la matrice M de taille N x n de mots de code bruités
my
- Mo
M =
my

La reconstruction s’appuie sur la constatation que pour tout mot h dans le
dual du code que nous cherchons a reconnaitre :

MMT =0

Dans un contexte bruité, cette équation n’est plus vraie. Nous avons cependant
le lemme suivant :

Lemme 2.1 Soit m un mot binaire et soit m un mot bruité correspondant au
mot m apres transmission 4 travers un canal binaire symétrique de probabilité
d’erreur p, alors
1— (1 =2p)hu
(i = ™) 4 2022000 5 P)
—(1—2p)I"
Par la suite nous noterons gy, def %.

La preuve peut étre trouvée dans la these de A. Valembois [Val00] ou celle
de M. Cluzeau [Clu06]. Nous pouvons ainsi en déduire un distingueur des mots
appartenant au dual. Dans le cas d’un vecteur h n’appartenant pas au dual le
produit AmI vaut 0 ou 1 avec la méme probabilité. Par conséquence 1’espérance

du poids de hM7T vaudra :

(| (017 ) = 5

Alors que si h appartient au code dual nous aurons :
E(|(hMT)|y) = anN

puisque hMT = 0.
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Il nous est alors facile de distinguer un vecteur appartenant au dual en
calculant le poids de Hamming [hM7T| .

Approche :

Nous considérons la matrice M7 de mots de code bruités et nous recherchons
des mots de poids faibles tel que AM7T soit inférieur & un seuil fixé. Si h vérifie
cette équation alors nous le considérons comme un élément du code dual.

2.2.2 Méthode de Cluzeau-Finiasz

Cette méthode provient de leur travaux de recherche des mots de poids
faible pour les codes LDPC. Quand on cherche un mot du dual de poids 2P,
nous devons donc trouver une combinaison linéaire de 2P lignes telle que le
produit AM7T soit de petit poids. La recherche exhaustive de 2P lignes parmi
n peut s’avérer coliteuse en termes de temps de calcul. Une des idées de cette
méthode réside dans la simplification de cette recherche. Faisons I’hypotheése
que le vecteur du dual h soit un vecteur de poids 2P dont la premiere moitié
hy du vecteur possede un poids P et la seconde moitié hy aussi. La matrice

n

MT est séparée dans sa longueur en deux parties respectivement de taille (5]

et | 5]. Nous choisissons ensuite une plage de L bits, telle que 2L ~ (;5;), sur
laquelle nous voulons que les combinaisons linéaires des 2P lignes s’annulent
et notons Ry et Ry les deux parties de la matrice M7 de longueur L, voir
figure 2.2. Ceci implique donc que l'on veuille que hi Ry = hoRs. La forme
particuliere choisie pour le vecteur h implique une diminution du nombre de
mots de poids faible trouvés, cependant cela permet typiquement d’identifier
qu’une fonction constante de mots du dual de poids P suffisant pour reconstruire
entierement la matrice génératrice du code dual. L’intérét de cette méthode
réside dans 'amélioration de la complexité algorithmique. En effet, dans le cas
de la recherche exhaustive, nous recherchons une combinaison de poids 2P parmi
n éléments. Dans notre cas, nous avons une complexité en temps et en mémoire
de T'ordre de O(%) en utilisant une table de hachage. Nous stockons en effet
tous les candidats pour h; dans une table de hachage (en mettant h; a Padresse
hiR1), et nous testons tous les candidats hy en regardant si des éléments hy
sont stockés a ’adresse hy Ro.Nous choisissons L de maniere a ce qu'une entrée
de la table de hachage contient en moyenne un nombre constant de candidat.

Théoriquement un vecteur de poids faible possede un grand nombre de po-
sitions nulles (en fonction de la taille du vecteur et du taux d’erreur du canal).
Il est possible qu’aucune combinaison ne s’annule sur la fenétre de L bits choi-
sie, auquel cas nous recommencons avec une nouvelle fenétre différent de la
précédente.



2.2 Techniques générales 27

2
h
p | P | 0o .. o0
“«— P>
n/2 n/2 L

FIGURE 2.2 — Méthode Cluzeau-Finiasz de recherche de mots de poids faible.

La figure ci-dessus (cf figure 2.2) illustre l'algorithme de Cluzeau-Finiasz.
Nous pouvons le décrire selon les étapes suivantes :

Algorithm 1 ALGORITHME DE CLUZEAU-FINIASZ

Entrée : Une matrice M de taille n x N avec N > n .
Un seuil Seuil de fausse alarme
Sortie : Un vecteur h appartenant au code dual.
1: Générer tous les hy pour |hi|,; = P.

Stocker hy a 'adresse hqR;
Générer tous les ho pour |ha|, = P.
Pour tout hg de poids P
if Il y a une entrée h; a ’adresse ho Ry then

On calcule (hy||he)MT.

if |(hy||he)MT |, < Seuil then

on conserve le mot dans la table de hachage.

end if

end if

-
=

Nous allons étudier une autre méthode de recherche de mots de poids faible
(méthode de Canteaut-Chabaud) et nous verrons que les méthodes ont de nom-
breuses similitudes.

2.2.3 Recherche de mots de petit poids

La recherche de mots de poids faible fut principalement utilisée comme al-
gorithme pour attaquer le cryptosysteme de R. McEliece basé sur les codes.
Cependant décoder un code au plus proche voisin est conceptuellement proche
de rechercher des mots de poids faible. Plusieurs méthodes existent, le premier
algorithme de R. McEliece en 1978 (cf. [McET78]) fut amélioré par la suite par
P. Lee et E. Brickell en 1988 (cf. [LB88]). De nouveaux algorithmes sont ap-
parus par J. Leon en 1988 (cf. [Leo88]) et J. Stern en 1989 (cf. [Ste89]). Ces
différentes méthodes sont analysées et comparées dans la thése de A. Canteaut
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(cf. [Can96]), elle améliore I’algorithme de J. Stern qui offrait les meilleures per-
formances avec la participation de F. Chabaud. La méthode la plus récente de
recherche de mots de poids faible qui s’impose en tant que référence est décrite
par Bernstein [BLPO0S].

Méthode de Stern

Nous présentons cet algorithme. Pour cela considérons la matrice I sous
la forme systématique

G=(1I.|R)

Dans un contexte de cryptographie nous nous intéressons aux matrices génératrices
et nous présenterons notre algorithme comme tel. La matrice G représente dans
le cas de la reconnaissance de code la matrice M7 mise sous forme systématique
(cf figure 2.3).

R

—

R, 11
R

2 L%J

+“—r
L

FIGURE 2.3 — Passage de la matrice M en la matrice G

La matrice R est séparée en deux parties Ry et Ry (cf figure 2.4) respectivement
de taille [§] x L et [§] x L. On définit un sous ensemble de R de longueur
L. Nous souhaitons rechercher des mots h tels que hG soit de poids faible.

Pour cela nous découpons h en deux parties hy et ho de longueur [%] et ||
respectivement (ici h = (hq||hg)) et cherchons de tels vecteurs h de la forme

suivante :

|hi|g = |he|y = P et hiR1 = haRy ol P est une certaine constante  (2.1)

Si w est le poids de hG alors hG a la forme donnée par la figure 2.4.

L’élément novateur par rapport a la méthode précédente est 1'utilisation
de la forme systématique de la matrice que nous ne prenions pas en compte
précédemment. L’ajout de cette information influe directement sur le vecteur
de poids faible recherché. Soit le vecteur h est de petit poids, soit la partie
des N —n — L derniers bits de R est de petit poids, sinon il faut chercher un
compromis entre les deux pour obtenir le meilleur résultat possible.

Les mots formés ainsi sont de bons candidats pour étre des mots de poids
faible et sont facilement constructibles. Ainsi, pour tout mot de code vérifiant
I'équation (2.1), leur construction s’effectue de la maniére suivante :
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L, R

2
n/2 n/2 L N-n-L
4“—Pr4—> B EE—
hG: P P 0 w-2P
< N >

FI1GURE 2.4 — Recherche de mots de poids faible pour I'algorithme de Stern

Algorithm 2 ALGORITHME DE STERN

Entrée : Une matrice M de taille n X o avec 0 > n .
Un seuil Seuil de fausse alarme
Sortie : Un vecteur h appartenant au code dual.
1: Mise de la matrice sous forme systématique
Générer tous les hy pour ||, = P.
Stocker hy a adresse hiR;.
Générer tous les hy pour |ha|,; = P.
Pour tout hs de poids P
if il y a une entrée hy Ry a 'adresse ho Ry then
On calcule (hy||he)D.
if |(h1||h2)D|y < Seuil then
on conserve le mot dans la table de hachage.
end if
: end if

— =
= O

L’article de F. Chabaud ([Cha92]) renseigne sur la meilleure valeur de P &
utiliser selon la mémoire (P = 2 ou 3), et la longueur L est choisie de maniere
a ce que 2 ~ (;5;) On a donc L = O(log, n)

A chaque itération l'algorithme renvoie un mot de petit poids de hG s’il
existe, sinon nous changeons complétement ’ensemble d’information pour re-
commencer. A chaque étape nous réitérons un pivot de Gauss complet sur I,,,
faisant croitre tres vite la complexité.

Méthode itérative (Canteaut-Chabaud)

La méthode de Canteaut-Chabaud est une amélioration de la méthode de Stern.
Cette méthode permet de minimiser I’effet d’un pivot de Gauss coiiteux a chaque
itération de I’algorithme.
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Définition 2.2 (Ensembles d’informations voisins) Deux ensembles d’in-
formations I et I' sont voisins si et seulement si

Vae I,VB e {l,...,n}\ I, tels que I' = (I\ {a}) U{B})

Pour que cette définition soit vraie les variables a et 8 doivent vérifier cer-
taines conditions.

Proposition 2.3 Soit I un ensemble d’information pour le code C et soit
Gsyst = (I, R) la matrice systématique associée & la matrice génératrice G.
Soit « € I et 3 € J ou J est le complémentaire de I. Alors, ’ensemble
I' = (I\{a})U{B} est un ensemble d’information pour le code C' si et seulement
st le coefficient de la ligne o et de la colonne B, pa.g est égale a 1.

La preuve peut facilement étre comprise en considérant les dépendances
linéaires entre les colonnes de G

V] S .], Gj = Z?‘i,jGi

icl

il est ainsi facile de déterminer le lien entre les colonnes « et 8 de la matrice G.
L’équation suivante est donc vérifiée si et seulement si la condition p, g = 1 est
vérifiée.
Gs=ras+ Y RipGi
iel\{B}

Deux matrices Gy et G, d’'un méme code C' ont un ensemble d’informa-

tion différent mais voisin simplement en changeant une colonne de I’ensemble
d’information de G avec sa partie redondance (cf 2.5). Dans le cadre de la re-
cherche de mots de poids faible, cette méthode permet a chaque itération de
fournir une dont l'information est différente mais voisine de celle précédente
tout en ayant seulement & réaliser un pivot seulement sur quelques valeurs de
la colonne 3 € I. Pour cela, nous ajoutons la ligne d’indice « a toutes les lignes
possédant un < 1 » sur la colonne 8 (privé de I'indice «). Nous économisons
un pivot de Gauss complet coiteux pour de grandes tailles de matrices. Les
variables « et (3 sont choisies de maniere aléatoire tout en vérifiant la condition
Ta,p = 1.

1.0 ? 1 0

o 1 1 o 1 1
0 ? . ? 0
0 1 ? ? 1 0
o ﬁ ﬁ o
-~ o~

FIGURE 2.5 — Remise a jour de la matrice systématique pour des ensembles
d’informations voisins
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2.2.3.1 Techniques d’amélioration

Nous avons vu précédemment que l'utilisation de la forme systématique per-
mettait d’améliorer les performances de I'algorithme, en contrepartie on ajoute
un pivot de Gauss en début d’algorithme et un pivot < rapide » a chaque
étape. Nous voulons tirer partie des avantages des deux méthodes en limitant
les effets négatifs qui augmentent le temps de calcul. En effet, la méthode de
Cluzeau-Finiasz est meilleure que la méthode de Canteaut-Chabaud lorsque
lon cherche des mots h de poids faible. Cette seconde méthode ne prend pas
en compte le poids de h. Par ailleurs, le nombre de mots de codes de C de
poids faible recherchés ont typiquement un poids de ngy quand on se restreint
a la fenétre d’information. La méthode de Canteaut-Chabaud va les retrou-
ver lorsque ngy < 2P.Lorsque n est grand, la méthode de Canteaut-Chabaud
n’est plus efficace alors que celle de Cluzeau-Finiasz (cf. [CF09b]) le reste tou-
jours. Cependant, ces deux algorithmes qui paraissent distincts peuvent étre
considérés comme deux instances d’un méme algorithme. La méthode que I'on
propose consiste & ne plus considérer la matrice M7 mais la matrice R comme
la concaténation de la matrice M7 et de la matrice identité (cf figure 2.6) qui
est :

n
R2 M2
h
| 0 0 p | P |
+“—> 4“— > 4—>
L n/2 n/2

FIGURE 2.6 — Méthode d’amélioration possible de recherche de poids faible

Sur cette partie identité nous voulons comme pour l'algorithme de Stern
obtenir un poids P sur la premiere partie et un poids P sur la seconde moitié.
Cette étape est inéluctable a la simplification de la recherche. Toutefois, 1’étape
de Gauss n’est plus nécessaire ni la permutation de colonne dans le but d’obtenir
une information voisine. Privé de ces étapes, I’algorithme reste le méme que celui
de Stern. I’ajout de la partie information permet de controler le poids du mot h
et le poids de hR restreint aux colonnes de M7 (ou de Ms). La recherche de mots
de poids faible est un ingrédient important pour la reconstruction d’une base
du dual. Nous allons voir dans la partie suivante I'utilisation de ces méthodes
dans un contexte de reconnaissance de code.
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2.2.4 Reconstruction du code dual

2.2.4.1 Meéthode de Gauss

Cette méthode s’inspire d’une opération naturelle que ’on pourrait effectuer
pour reconnaitre un code linéaire dans le cas sans erreur.

Il n’est pas a écarter la possibilité de trouver une séquence non bruitée
de longueur nécessaire a ’accomplissement de nos méthodes sans bruit dans
une séquence interceptée bruitée, selon la probabilité d’erreur p du canal. La
recherche d’une suite de bits sans bruit et 'exécution de la méthode dans ce cas
est alors moins complexe et plus rapide qu'une méthode de traitement spécifique
du bruit.

La méthode de Gauss est tres utilisée en algebre linéaire pour résoudre un

systeme d’équations, calculer le rang d’une matrice ou pour calculer I'inverse
d’une matrice carrée inversible.
Rappelons que le principe de fonctionnement de I'algorithme consiste & expri-
mer la premiere inconnue de la matrice en fonction des autres et de ’éliminer
dans toutes les équations suivantes. L’opération est réitérée sur la sous-matrice
jusqu’a obtention d’'une sous-matrice de taille 1 x 1. La complexité de 'algo-
rithme pour rendre cette matrice triangulaire supérieur est de 0(n?), elle peut
étre améliorée en utilisant un algorithme de Strassen dont la complexité est
~ O(n2’807).

Que cela soit pour les codes en blocs ou les codes convolutifs nous pouvons
appliquer la méthode de Gauss. L’utilisation diverge selon le type de code uti-
lisé. Pour les codes convolutifs nous cherchons a partir d’'une matrice M de
mots de code non bruités m; le code dual de notre code. Pour obtenir la ma-
trice génératrice nous devons calculer le dual du code dual ainsi il est nécessaire
d’effectuer deux fois I'algorithme de Gauss. Les codes en blocs permettent di-
rectement de reconstruire une matrice génératrice sans passer par le code dual.

11 est essentiel que 'entrée de I’algorithme soit la matrice M de mots de code
non bruités. Cela suppose connu la synchronisation s et la taille de bloc n. La
complexité de I'algorithme pour une matrice A de taille a x b est 0(max(a, b)?).
Dans un contexte de rétro-ingénierie ces données sont inconnues de I'intercepteur
mais peuvent étre retrouvés par un critére du rang.

Si la synchronisation n’est pas connue, on peut néanmoins adapter la méthode
en testant différentes synchronisations. Soit s, la valeur de synchronisation
testée. Si s, # s alors la matrice M(, , ) formée contiendra des mots de code
répartis sur deux lignes.
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FIGURE 2.7 — Systeme crée avec la bonne taille de bloc et une mauvaise syn-
chronisation

Chaque mot de la matrice 2.7 est coupé en deux parties du a l'erreur de
synchronisation. Les colonnes de la matrice comprises entre s, et s (ensemble
des colonnes I) et celles sur la deuxiéme partie de la matrice (ensemble des
colonnes J) ne sont plus liées, nous perdons donc les relations de parité faisant
intervenir les deux blocs disjoints d’un méme mot et seule les relations de parité
internes a chacun de ces blocs distincts sont vérifiées. La désynchronisation
a pour effet de diminuer la taille des relations de parité observables. Seul les
relations de longueur n — s, < n sont identifiables par la méthode de Gauss.
Cette conséquence affecte le rang de la matrice M, s ). En considérant le rang
normalisé nous avons les relations suivantes :

rg(Mp,s.)

Te

S|

quand n, = n et s, = s sinon (avec forte probabilité)

rg(Mne,se)

Te

>

S|

Ceci fournit un critere simple permettant de retrouver la bonne synchroni-
sation.

2.2.4.2 La méthode de Valembois

Ce que nous appelons méthode de Valembois consiste & utiliser 1’algorithme
de Canteaut-Chabaud pour trouver des h tels que hM7 soit de poids faible et
enfin proposer un seuil T’ pour lequel & [hM 7| g < T alors h a de bonnes chances
d’appartenir au dual, alors que si |hM 7 g > T ce dernier n’a que peu de chance
s d’appartenir au dual.

Test statistique
On recherche T et N tel que |hRT |, <T

— si le test est vrai alors on décide que h € O+

— si le test est faux alors on décide que h ¢ O+



34 2.2 Techniques générales

Nous définissons la probabilité de non détection comme la probabilité qu’'un
mot h dans le dual ne soit pas trouvé définit par :

P(|lhMT|, > T|h € CF)

La probabilité de fausse alarme est définie par la probabilité de considérer que
h appartient au dual alors qu’il n’y appartient pas. Elles est définie par :

P(lRMT |, < T|h ¢ CF)

A. Valembois recherche des mots de poids faible pour une probabilité de
fausse alarme et une probabilité de non détection bornées. Ainsi nous avons des
quantités « et (3 telles que :

P([hMT|,; > T|h € C+) < a

P(hMT |, < Tlh ¢ CH) < 8

A partir de ces probabilités, du poids |h| et |hMT|, de chaque candidat
P(M|heC™)
P(M)
tistique de Valembois cf. [Val00]) est supérieur au seuil fixé. L’algorithme de

Valembois se déroule selon les étapes suivantes.

— On sélectionne les mots h candidats tels que hM soit de poids faible. Cela

est réalisé par l'algorithme de Canteaut-Chabaud.

— On sélectionne les bons candidats h appartenant & C par test statistique.

— On regarde si I’élément choisi n’est pas combinaison linéaire des éléments

déja sélectionné afin de créer une base de C+.

Il s’avere que le test statistique utilisé par A. Valembois dans son algorithme
n’est pas optimal et une modification a été présentée par M. Cluzeau dans
sa these ([Clu06]). I1 propose un test qui a une probabilité de non-détéction
plus petite que le test proposé par Valembois. Ceci est important pour trouver
rapidement une base du dual.

La ou Valembois cherche a trouver le plus petit N tel que la probabilité
de fausse alarme soit bornée en fonction de 7', M. Cluzeau a, dans sa these,
présenté un nouveau test permettant d’améliorer le choix des parametres et
ainsi la probabilité de fausse alarme et celle de non détection. L’idée étant de
ne pas fixer la probabilité de fausse alarme mais de fixer une statistique a priori
sur la probabilité de fausse alarme.

Cette statistique est définie par :

h nous sélectionnons ceux dont le rapport (constituant le test sta-

P(|(hMT)|,; < T|h ¢ C*)(Card(h ¢ C1))
P(|(hMT)|, < T|h € CL)(Card(h € C1))

Cette statistique est fixée & une valeur « (typiquement un pour cent) et la
probabilité de non détection est quant a elle fixée a 3. Pour effectuer le test de
M. Cluzeau, nous devons choisir T et N tel que

P(|(hMT)|y < T|h ¢ C*)(Card(h ¢ C*))
P(|(hMT)|,; < T|h € C+)(Card(h € CL))

=0

P(lhMT|,; > T|h € C+) < a
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Ainsi nous pouvons donner les valeurs de N et T correspondant par le
théoreme suivant.

Théoréme 2.4 On note © = (1 — 2p)!Mu. Soit M la matrice composé de N
mots. Soit

T

2
N = (b\/1x2+a>

T = %(N—oz\/ﬁ)

2n7k

avec a = —¢ N agtmmr (1 = 0) et b= ¢~ (1 — ), ot ¢ est la fonction de
répartition associé a la densité de la loi normale

o= [ e (g)

alors

P(|hMT|,; < T|h ¢ C*)(Card(h ¢ C*))
P(|[RMT|,; < T|h € CL)(Card(h € CL))

<p

P([RMT|,; > TIh € C*) < a

Pour des valeurs a et 3 données.

Cette méthode permet d’obtenir une borne inférieure pour N et une borne
supérieure pour T' pour une valeur de |h| et de [hM7T],.

2.2.4.3 Gauss randomisé

L’algorithme du Gauss randomisé a été décrit la premiere fois par Sicot-
Houcke en 2005 [SHO5] sous le nom d’algorithme de Sicot-Houcke. Il est décrit
et réutilisé par J. Barbier [Bar(7] en reconnaissance de code convolutif sur un
train binaire bruité. La méthode se décompose en deux étapes, une recherche
d’un vecteur du code dual et une validation. On suppose la longueur de bloc n
et la synchronisation s connus. L’algorithme prend une matrice M de hauteur
N de mots de code bruités. Nous supposons N > n(m + 1) ol m est le degré
du code.

Nous notons GR la décomposition de M sous la forme d’une partie informa-
tion I et d’une partie redondance J :
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n(m+1)
“--------»
n(m+1) I

v

FI1GURE 2.8 — Composition de la matrice M pour l'algorithme de Gauss rando-
misé

Algorithm 3 ALGORITHME DE GAUSS RANDOMISE

Entrée : Une matrice M de taille N x n(m 4 1) .
T7
l € Nx.
Sortie : Une matrice Ker contenant les vecteurs du code dual de C' en fonction
des parametres (I, ).
1: Ker — {0}
2: for i =1 from 1 to [ do
3. Générer une nouvelle matrice M; par permutation aléatoire des lignes de
M.
4:  Appliquer I'algorithme de Gauss aux matrices I; et évaluer les vecteurs
candidats du dual h correspondant.
for Pour tout h candidat du dual do
Si |Jih|y < T alors Ker «— Ker U {h}
end for
end for
: On renvoie la matrice de vecteurs Ker.

Cette algorithme posséde une complexité en 0(n?).

Il est possible grace a cette méthode de rechercher les parametres n et s de
notre code en utilisant une technique du critére du rang (paragraphe 2.2.4.1).
Dans ce cas la complexité de notre algorithme est en 0(n®).

L’algorithme de Gauss randomisé est a la fois une amélioration de 'algo-
rithme de Gauss étendu au cas bruité et a la fois un sous algorithme de Valem-
bois. Il convient que cet algorithme fonctionne si le taux d’erreur est faible dans
la matrice I ce qui n’est pas un facteur limitant de 1’algorithme de Valembois.
L’approche utilisé par Valembois de recherche de mots de poids faible selon un
certain <« poingonnage » permet une plus grande robustesse aux erreurs. De
plus, la conception poussée de cette algorithme ne nécessite pas de calculer plu-
sieurs matrices et de réitérer un pivot complet a chaque étape comme cela est
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le cas pour la méthode du Gauss randomisé.
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Chapitre 3

Reconnaissance des codes
convolutifs en milieu bruité

3.1 Théorie algébrique des codes convolutifs

Une majorité des éléments de nos travaux sont inspirés des travaux de R.
J. McEliece sur les codes convolutifs (cf. [McE98]). Nous en reprenons les no-
tations afin de définir ces codeurs et leur fonctionnement qui seront la base de
I’élaboration de notre méthode de reconnaissance des codes convolutifs.

3.1.1 Codeurs et codes convolutifs

Dans cette partie nous introduisons les notations et notions nécessaires a la
compréhension mathématique du probleme et a sa reconnaissance. Comme dans
de nombreux livres nous noterons la variable inconnue D comme 'opérateur
< delay > . Soit F, le corps a deux éléments, binaire. Notons Fy[D] I'anneau
des polynomes sur Fy, F5((D)) le corps des séries de Laurent (séries entieres avec
des mondémes de degré négatif) sur F, et F5(D) le corps des fonctions rationnelles
sur Fy. Il est possible de décrire les codes convolutifs comme des codes en blocs
linéaires. L’alphabet de ce code est le corps des séries de Laurent. Le corps des
fractions rationnelles étant un sous-corps des séries de Laurent, le produit d’un
vecteur de k séries de Laurent (les k entrées) par la matrice génératrice produit
un vecteur de n séries de Laurent (les n sorties).

Nous allons donner une description algébrique d’un codeur convolutif :
— X(D) = (X1(D),...,Xy(D)) le vecteur d’entrée, & chacune des k entrées

correspond une suite infinie que I’on écrit comme une série en I'indéterminée
o
D:Xi(D)=Y D), 1<i<k
Jj=to
- Y(D) = (Yi(D),...,Y,(D)) le vecteur de sortie, & chacune des n sorties
correspond une suite infinie que ’on écrit également comme une série en
o0
D:Y{D)=> y;D’,1<i<n

Jj=to

1. délai

39
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— On a la relation

Y(D)=X(D)-G
ol G est la matrice de transfert, G = (gi;(D)),<;<p1<j<n avec gi;(D) €

F[D]. Dans I'équation ci dessus, nous faisons le produit du vecteur X (D)
par la matrice G, tous les calculs ont lieu dans 'anneau des séries entieres
en l'indéterminée D.
La version algébrique de la Définition 1.11 consiste ainsi a définir un codeur
(n,k, m) comme étant la donnée d’une matrice k x n de polynémes de F»[D] et
m le degré du code.

Exemple : Le codeur binaire (2,1,3) de matrice de transfert
G=(1+D+D* 1+D*)

peut étre représenté par le circuit donné en figure 3.1. Ce circuit est bien

»(+

FIGURE 3.1 — Codeur convolutif (2,1, 3)

linéaire, d’ordre 3 (une entrée donnée cesse d’affecter la sortie apres 3
unités de temps), a 1 entrée et 2 sorties.

Le codeur binaire (3,2, 1) de matrice de transfert

g_(1+D D 14D
U b 1 1

peut étre représenté par le circuit donné en figure 3.2.

Définition 3.1 Un code convolutif (n, k) est un sous espace de dimension k sur
F(D)"

Un ensemble & C F2(D)™ est un ensemble générateur d’un code convolutif C si
un élément de C peut étre écrit (pas nécessairement de fagon unique) comme
combinaison linéaire & coefficients dans Fy(D) d’éléments de £. Inversement,
pour tout ensemble & C Fy(D)™, nous notons (£) le code convolutif généré
par &, qui est le plus petit code convolutif de longueur n contenant £. Par
extension, pour toute matrice G & coefficients dans F»(D), nous noterons (G)
le code convolutif généré par les lignes de G (nous avons C = (G) pour toute
matrice génératrice G de C
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l—o
o——4g
‘7< ——0
o—ro"
l—

FIGURE 3.2 — Codeur convolutif (3,2, 1)

3.1.2 DMatrice génératrice polynomiale

Soit G une matrice polynomiale k x n & coefficients dans F;[D]

g1.1(D) - g1a(D)
G = : :
gk,l(D) gk,n(D)

Nous notons g; = (gi1(D), ..., gin(D)) la i-eme ligne de G et deg(g;) le degré
de g; ou plus particulierement de tout vecteur de polynoémes, est définie comme
deg(gi) = maxi<;<n, deg(g; ;(D)). Le degré interne et le degré externe de G

sont définis par :

— intdeg(G) 4 max {deg(A) | A un mineur k x k de G},

— extdeg(G) def Zle deg(g;).
(un mineur k£ x k est le déterminant d’une sous matrice k x k de G).

Les notions de degré interne et degré externe permettent d’introduire de
nombreuses propriétés des matrices génératrices polynomiales (notées MGP)

que nous aborderons dans la section 3.1.4.

3.1.3 Codeurs convolutifs systématiques

Les codeurs utilisés en pratique ne se limitent pas & ceux de la Définition 1.11.
Cela est vrai en particulier si 'on souhaite définir des codeurs systématiques.
On utilise pour cela le corps Fy(D) des fractions rationnelles, défini comme
Pensemble des P(D)/Q(D) ou P(D) et Q(D) sont des polyndémes de Fy[D]
(avec Q(D) non nul). Ceci nous permet de donner une seconde définition, plus
générale, d’'un codeur convolutif.

Définition 3.2 (Seconde définition d’un codeur convolutif) Un codeur
convolutif binaire (n, k) est une matrice k X n, appelée matrice de transfert

fii(D) - fin(D)
G= : :
fea(D) - fra(D)



42 3.1 Théorie algébrique des codes convolutifs

& coefficients dans Fy[D].

Pour définir un code convolutif a partir de cette définition de codeur, nous
devons utiliser les séries de Laurent, notées F»((D)) plutot que les séries entiéres,
une série de Laurent est de la forme

o
E SiDZ
i=l

O les s; sont dans F; et [ € Z est un entier éventuellement négatif.

Définition 3.3 Le code convolutif associé & un codeur convolutif (n, k) est l'en-
semble des éléments (Y1(D),...,Y,(D)) de F»((D))"™ de la forme

fii(D) - fia(D)
(Yi(D),...,Yn(D)) = (X1(D),..., Xx(D)) : :
fei (D) - fin(D)

ot (X1(D), ..., Xp(D)) € (D))" et f;.;(D) € B[ D]Vi € [0,k], € [0,7)].

I1 est nécessaire d’utiliser des séries de Laurent dans cette définition car I'un
des fi ;(D) peut avoir un facteur de la forme D' dans son dénominateur. En
pratique, la variable D représente le temps, et donc le terme de degré [ de Y;(D)
est le i-eme bit de sortie (parmi n) au temps [. Autoriser les degrés négatifs
consiste donc a changer l'origine du temps, qui n’est plus 0, mais un nombre
négatif, qui dépendra du codeur et de I'origine du temps de la séquence d’entrée.

Exemple : Le codeur binaire de matrice de transfert
G=(1+D+D* 1+D?*)

coincide avec celui défini plus haut. En revanche on peut en donner une

version systématique
2
G < ) 1+ D )
1+D+ D3

qui peut se représenter (cf. figure 3.3) sous la forme d’un circuit avec

ﬁ@ﬂﬁf

FIGURE 3.3 — Codeur convolutif (2, 1) systématique

rétroaction. Le méme code peut également étre rendu systématique par
rapport a la seconde sortie, dans ce cas nous avons

1
G=| D 1
( +1+D2 )

qui correspondrait & un circuit avec rétroaction d’une complexité similaire.
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3.1.4 Propriétés des matrices génératrices polynomiales
canoniques

La compréhension des outils mathématiques passe aussi par celui des ma-
trices utilisées. Les matrices génératrices polynomiales possedent de nombreuses
propriétés qui découlent des notions de degré interne et degré externe définies
précédemment (cf. section 3.1.2).

Définition 3.4 Une matrice polynomiale G de taille k X n est basique si son
degré interne est minimal parmi toutes les matrices T - G ou T est inversible

sur Fo(D).

Définition 3.5 Une matrice polynomiale G de taille k X n est réduite si son
degré externe est minimal parmi toutes les matrice T -G ou T est unimodulaire
(coefficients polynomiauz et de déterminant égal a 1).

Puisque toute matrice unimodulaire est le produit de matrices élémentaires,
alors cette définition revient a définir une matrice dont le degré externe ne peut
pas étre réduit par une suite d’opération élémentaire sur les lignes.

A partir de ces définitions, nous pouvons introduire le théoréme suivant :

Théoréme 3.6 Soit G une matrice polynomiale k X n
- Si T est une matrice polynomiale de déterminant non nul k X k inversible
alors,
intdeg(T'G) = intdeg(G) + deg det(T")

En particulier intdeg(TG) > intdeg(G) avec égalité si et seulement si T
est unimodulaire.

- intdeg(G) < extdeg(G)

Une preuve de ce théoréme est donnée par R. J. McEliece dans [McE98|.

Les propriétés basiques et réduites des matrices génératrices polynomiales
imposent de nombreuses contraintes sur les matrices. Celles-ci peuvent étre
définies dans les deux théorémes suivants (3.9 et 3.10) qui seront parmi les
éléments fondamentaux de notre méthode de reconnaissance. Pour cela nous
devons d’abord introduire la notion de facteur invariant :

Définition 3.7 Soit G une matrice polynomiale k X n. Pour touti € {1,...,k}
le i-éme facteur invariant de G est égal ¢ A;(D)/A;—1(D) ot A;(D) est le pged
de tous les mineurs i X i de G (Par convention Ag(D) =1).

Définition 3.8 Le rang d’une matrice polynomiale G est la taille du plus grand
mineur non nul de G.

Notons que pour tout ¢ > rg(G) (nous noterons dans ce manuscrit rg(G) le
rang d’une matrice G) le i-éme facteur invariant est nul, et pour tout i > 0,
nous avons ; (D) divise ;41 (D). De méme, nous noterons I, la matrice k x k de
F>[D] comme la matrice de polynémes constant sur la diagonale et nuls ailleurs.

Théoréme 3.9 Une matrice polynomiale G de taille k x n est basique si et
seulement si l'une de ces conditions est satisfaite :

(i) Les k premiers facteurs invariants de G sont égauzx a 1.
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(i) Le pged des mineurs k x k de G est égale a 1.

(i1i) G posséde un inverse a droite Fo[D], i.e. il existe une matrice polynomiale
H de taille n x k tel que GH = I}.

(iv) Pour tout u € Fo(D)*, (u- G € F,[D]") = (u € F»[D]")

Il existe d’autres propriétés a ce théoreme, cependant, dans le but d’expliquer
notre méthode, nous décrivons les propriétés qui nous seront utiles par la suite
dans ce manuscrit notamment pour leur capacité a étre retranscrites de maniere
algorithmique. Ainsi, les facteurs invariants peuvent étre considérés comme une
notion vague, elle est souvent plus utilisée dans un contexte de calcul formel et
apparait clairement dans la méthode de la forme de Smith décrit par le théoreme
3.15.

Théoréme 3.10 Soit G une matrice polynomiale k x n de coefficients g; ;(D).
Nous notons g; la i-éme ligne et [G] la matrice binaire k x n dont le terme en
position (i,7) est le coefficient de degré deg(g;) de g;;j(D). la matrice G est
réduite si et seulement si elle vérifie

(i) la matrice binaire [G] est de rang k.
(ii) Pour tout u € Fy[D]*,

deg(u- G) = max (deg(us(D)) + deg(g)

1<i<

Corollaire 3.11 Le code convolutif généré par une matrice réduite k X n est
de dimension k.

Sinon nous pourrions trouver u € Fy(D) tel que u-G = 0 et donc u’ € Fy[D] tel
quel u’-G = 0 (u’ est obtenu en multipliant u par le plus petit multiple commun
a tous les dénominateurs des coefficients). Ce qui contredirait le théoreme 3.10-
(ii).

Tout code convolutif admet une matrice génératrice polynomiale (MGP). La
plus petite complexité de I'encodeur issue d’'une MGP est obtenu lorsque le degré
externe est minimal. Nous allons dans le contexte de reconnaissance des codes
convolutifs manipuler et générer des matrices canoniques. La canonicité d’une
matrice génératrice polynomiale la caractérise par la matrice génératrice poly-
nomiale « minimale >. Il est alors indispensable que notre algorithme retourne
les matrices génératrices sous cette forme. Cette définition intuitive donne une
idée de la canonicité. Ces matrices posseédent un grand nombre de propriétés
utiles a I’élaboration d’une méthode de reconnaissance des codes convolutifs.
Nous en donnons deux définitions équivalentes.

Définition 3.12 Une MGP d’un code convolutif C est canonique si son degré
externe est minimum parmi toutes les MGP de C. Nous l'appelons degré (ou
mémoire) de C, noté deg(C).

Théoréme 3.13 Une MGP G d’un code convolutif C est canonique si et seule-
ment si elle est a la fois réduite et basique. Nous avons donc extdeg(G) =
intdeg(G) = deg(C). De plus, l’ensemble des degrés des lignes est le méme pour
toutes MGP canonique de C (on appelle ces entiers les indices de Forney). Nous
noterons dmin(C) et dmax(C) le plus petit et le plus grand indice de Forney de C.
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3.1.5 Implémentation des matrices canoniques

Les propriétés, définies précédemment, permettent de nous amener aux no-
tions de "réduit” et ”basique” caractérisant les matrices ”minimales” d’un code
convolutif. Dans cette partie, nous cherchons a résoudre le probleme de création
des matrices canoniques d’un code C a partir d’une matrice génératrice G de C.
Les éléments de cette partie sont tirés de [JZ99]

3.1.5.1 Matrice basique

Définition 3.14 Une matrice k X n polynomiale G est basique si son degré
interne est minimal.

Un algorithme est disponible dans [JZ99] page 39. Celui-ci utilise la forme
de Smith des matrices que nous allons citer.

Théoréme 3.15 Soit G une matrice polynomiale binaire k xn avec k < n (i.e,
G = g;j(D), avec g;;(D) € F»[D],1 <i < k,1 < j <n) de rang r. Alors G peut
étre écrite de la maniére suivante :

G = AI'B € F[D]

ou A et B sont des matrices polynomiales binaires de taille respectivement k X k
et n xn, de déterminant unimodulaire, et ou I' est la matrice k X n définie par :

71 (D)
72(D)

0 ... 0

T est appelée forme de Smith de G, ot les éléments v;(D) non nuls appartenant
a Fo[D],1 < i <, sont appelés les facteurs invariants de G, sont les uniques
polynémes qui satisfont :

Yi(D)|Yig1(D),i =1,...,r—1

De plus, soit A;(D) € Fz[D] le pged des mineurs d’ordre i de G alors :

A;(D)
i(D) = —
(D) A;—1(D)
avec Ao(D) =1 par convention i =1,2,...,r.

Rappel : La multiplication & gauche d’une matrice polynomiale A par une ma-
trice de déterminant unimodulaire B modifie A par combinaisons linéaires
de ses lignes.

La multiplication & droite d’une matrice polynomiale A par une matrice

de déterminant unimodulaire B modifie A par combinaisons linéaires de
ses colonnes.
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Preuve : (Théoréme 3.15)

On suppose que G # 0 sinon il n’y a rien a prouver.

Etape 1:

Premierement, montrons que par opérations élémentaires, nous pouvons ob-
tenir une matrice dans laquelle I’élément supérieur gauche n’est pas nul et a le
plus petit degré de tous les éléments non nuls de la matrice :

Par permutation des lignes et des colonnes on ameéne le polynéme de plus
petit degré dans le coin supérieur gauche. Toutes les opérations modifient soit
la matrice A soit la matrice B cependant nous nous intéressons seulement a la
matrice T'.

On note a;;(D), 1 <i <k, 1 <j <n les éléments de la nouvelle matrice.
Désormais, nous allons chercher a annuler tous les termes sur la ligne et la
colonne 1. Si 'on regarde sur la premieére ligne, nous avons a1;(D) = aq13;(D)+
B1;(D) avec deg(B1;(D)) < deg(ai1(D)). A la deuxiéme colonne nous ajoutons
B;(D) fois la premiere. Cette opération élémentaire remplace les aq;(D) par des
B1;(D). Ainsi si 1;(D) est non nul alors nous avons réduit le degré de tous les
polynomes sur la ligne. On effectue de méme pour les lignes de la matrice.

Nous répétons l'opération sur la nouvelle matrice. De méme que précédem-
ment, les polyndémes sur la premiere ligne et la premiere colonne sont de degré
plus petit. A chaque étape nous réduisons le degré des polynomes jusqu’a obtenir
un 311(D) qui divise tous les £1;(D) et les 8;1 (D). L’étape suivante nous fournit
la matrice suivante :

Bi(D) 0 ... 0
0
G/

G77

On note B11(D) =11 (D)

Etape 2 :

Maintenant, nous voulons prouver que (11(D) divise tous les éléments de
G” = 4,;(D). Si nous sommes dans le cas contraire $11(D) ne divise pas les
d;;(D), alors nous pouvons ajouter la i-eme ligne & la premiere et recommencer
létape 1. On obtient ainsi un élément de degré plus petit que deg(511(D)), ce
qui est une contradiction. On peut ainsi écrire la matrice sous la forme suivante :

G !
. ’yl(D)G*
0
Nous répétons 'opération pour G* et ainsi de suite ce qui prouve la premiere
partie du théoreme.

Etape 3:

Soit A;(D) le pged des mineurs d’ordre ¢ de la matrice G. Ces mineurs ne
varient pas suivant les modifications dues aux opérations élémentaires. On note
A = a;;(D) la matrice de permutation k x k avec a;; € Fo[D]. L’élément (¢, j)
de AG est ), a;(D)gr;(D). Le produit AG est une combinaison linéaire des
lignes de G. Donc les mineurs d’ordre i de AG sont des combinaisons linéaires des
mineurs d’ordre ¢ de G. Ainsi, le pged des mineurs d’ordre i de G est un diviseur
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de tous les mineurs d’ordre i de AG. Comme A est unimodulaire, A~! est aussi
une matrice polynomiale. En suivant le méme raisonnement que précédemment,
on montre que le pged des mineurs d’ordre ¢ de AG est un diviseur de tous les
mineurs d’ordre i de A}(AG) = G. En conclusion, les mineurs d’ordre i de G et
de AG sont les mémes. Les A;(D) ne sont donc pas affectés par les opérations
élémentaires sur les lignes. De la méme facon, nous pouvons montrer que les
A;(D) sont invariants par opérations sur les colonnes.

Etape 4:

Nous cherchons, dans cette derniere partie, a prouver que nous pouvons
identifier les A;(D) = pged de tous les mineurs d’ordre i de T

La forme de I fait que nous avons :

Ai(D) = m(D)
Ao(D) = (D)D)

Ay(D) = m(D)y2(D)...7(D)

Si Ag(D) =1 alors :
AiD) .
(D)= 207 g0y
(D) di-1(D)

De plus, 'unicité des A;(D), i =1,2,...,r implique l'unicité des ~;(D).

O
Nous cherchons a 'aide de cette décomposition de Smith a retrouver notre
matrice G sous forme basique.

71(D)
72(D)

w(D) 0 ... 0

Comme la partie droite de la matrice I' est nulle, on définit la matrice génératrice
G’ r x n formée & partir de la matrice B dont on a supprimé les n — b dernieres
lignes.
71(D)
72(D)

Y- (D)

Comme A et
4t (D)
72(D)

¥r(D)

Sont des matrices inversibles sur F» (D). D’apres la définition 3.19 d’équivalence
des codeurs convolutifs G’ est équivalent & G. Or G’ est polynomiale et B posséde
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Algorithme 4 BASIQUE

Entrée : une matrice polynomiale G k x n.

Sortie : une matrice polynomiale G, k' x n avec ¥’ < k, correspondant & une
partie de la matrice B décrite dans la forme de Smith.

1: for i =1 to k do
2:  while 8;;(D) #0, j=i+1,...,no0u f;(D)#0, l=i+1,...,n, < On
continue tant que seul I’élément commun de la i-eme ligne et colonne n’est
pas nul > do
On amene ’élément de plus petit degré en position (i,1).
On répercute les opérations dans la matrice B.
for j =i+ 1 to n, < on parcours les colonnes > do
On multiplie la i-éme colonne par §;(D) et on ajoute a la j-eme
colonne.
On répercute 'opération sur la matrice B.
end for
for [ =i+ 1 to k, < on parcours les lignes > do
10: On multiplie la i-eme ligne par 4'(D) et on ajoute & la [-eme ligne. (la
matrice B n’est pas modifiée par des opérations sur les lignes).
11: end for
12:  end while
13: end for
14: On calcule le rang r de G.
15: On sélectionne les r premieres colonnes de B que ’on transpose. On note G
cette nouvelle matrice.

AN

o

un inverse polynomial, donc G’ a un inverse polynomial & droite, formé par les
r colonnes de B!, G’ est alors une matrice génératrice basique.

Exemple : Considérons la matrice génératrice polynomiale 2 x 3.

o= 1+ D? D 1
"\ D+D° D+D?>?+D* 14+D?*+D3

On décompose la matrice G de la fagon suivante :

o= 10 1 D 1+ D? 8 (1) (1)
“\Lo 1 1+D*+D3 D+D?>*+D* D+D° L0 o

L’opération suivante va annuler les éléments sur la premiere ligne

2
1 D 1+ D? (1) 117 1+0D
1+D?2+D3> D+D?>+D* D+ D° 0 0 1

1 0 0
- ( 1+D*4+D* D*+D3% 14D+ D*+ D* )

Dorénavant nous allons annuler les éléments sur la premiere colonne

1 0 1 0 0
(1+D2+D3 1)<1+D2+D3 D* + D? 1+D+D3+D4)
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1 0 0
B ( 0 D*+D* 1+D+D*+D* )
Tous les éléments de la ligne et de la colonne ont été annulé, nous avons
mis 1’élément de plus petit degré en position (1,1). L’étape suivante va
consister a mettre ’élément de plus petit degré en haut a gauche de la
sous-matrice 1 x 2. Comme celui-ci est déja a sa place nous allons annuler
les termes de la ligne.

o = O

. 0 Lo
0 D?4+D3 1+D+D*+D* 0 1
(1 0 0
“\0 D?+D® 1+D

Nous n’avons pas annuler la ligne, on place le terme de plus petit degré a
la position (2,2).

o O =
= o O
o = O

1 0 0
0 D*+D® 1+D

(1 0 0
“\0 1+D D?+D3

On réitere 'opération de suppression sur la ligne jusqu’a annulation du
dernier terme.

(010 plp )01 2
0 14D D?*+D3 00 1
(O 1+D 0)
La décomposition sous forme de Smith est donc
G = AI'B
1 0 10 O2 1 00
Centem (0o {50
100 1 D 1+D? 0 0 1
x| 0 1 D 0 1 0 010
0 0 1 0 0 1 1 00
Nous en concluons que

et

_|_
2
S
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Nous avons donc la décomposition suivante sous forme de Smith

1+D? D 1

1 0 100 :
G:< 2 3 )( ) 1+D3 D2 0
1+D*+D° 1 01 0 D 1 0

Le rang r de T est 2, la matrice génératrice basique Gpqsic de taille 2 x 3
correspond au r premieres lignes de la matrice B.

1+D?> D 1
Gbasic: 1—|—D3 D2 0

3.1.5.2 Matrice réduite

Définition 3.16 Une matrice k x n polynomiale G est réduite si son degré
externe ne peut étre réduit par une suite d’opérations élémentaires sur les lignes
(additions, multiplications par un scalaire).

On note [G] de coefficients dans {0, 1} avec un 1 & la position (¢, ) si le degré
du polynéme G;;(D) = v; et 0 sinon (avec v; = maxdeg g;).

G 1+ D+ D? 1+ D? 1 iG] = 110
- D+D? 1+D?*+D* 1+D )" "7\ 0 1 0

D’apres le théoreme 3.10 une matrice est réduite si et seulement si la matrice
[G] est de rang plein. De méme que pour basique, nous allons explicité I’algo-
rithme utilisé dans [JZ99] page 58. Dans cette algorithme nous considérons que
la matrice G' de départ est déja basique.

Exemple : Prenons une matrices génératrice polynomiale < aléatoire > G afin
de comprendre ’algorithme précédent :

G 1+D D 1
"\ 14+D?>+D3 1+D+D?>+D% 0

La matrice [G] correspondante est donc :

a-(1 1)

Cette matrice n’est pas de rang plein, et peut donc étre réduite. En appli-
quant ’algorithme nous obtenons la matrice G :

o 1+D D 1
- 1 1+D+D? D?

La matrice [G] correspondante est donc :

a-(1a?)

La matrice [G] est de rang plein. Nous avons obtenus notre matrice réduite
et basique.

Désormais nous disposons d’'une méthode générique pour former une ma-
trice génératrice polynomiale canonique a partir d’une matrice génératrice po-
lynomiale quelconque. Ainsi nous séparons les probleémes de reconnaissance du
probléme de < construction » d’une matrice génératrice canonique.
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Algorithme 5 FORME REDUITE

Entrée : Une matrice polynomiale (peut étre basique) (base d’un code convo-
lutif C) G= GL]‘(D),’L. € [1, k],j € [1,n] avec G; = Gi71(D), RN Gi,n(D)
Sortie : Une matrice polynomiale réduite du méme code (si la matrice est ba-
sique en entrée alors la matrice obtenue est canonique).

1: loop

2:  On calcul les indices de Forney de chaque ligne de la matrice G. d; =
deg(g;); Soit u l'indice tel que d,, = max;—1.. % d;.

3:  Calculer la matrice binaire [G] définie par [G]; ; = 1 si deg(g; ;(D)) = d;
et 0 sinon.

4:  if rang([G]) # 0 then
5: STOP La base est réduite.
6: else
7: Soient hq, ..., h; un ensemble de [ lignes de [G] (la ligne d’indice p est
incluse dans cet ensemble) tel que Zé‘:o h; =0

8: Mettre a jour la base avec :

-1

G Gu+ Y hi, x D%,

j=1

9: end if

10: end loop

3.1.6 Code convolutif dual

Le code dual C* dun code convolutif C(n, k) est un code convolutif (n, n—k).
Considérons une matrice génératrice de C+ (ou une matrice de parité de C)

hii(D) -+ hia(D)

hn—k,l(D) e hn—k,n(D)

Le n-uplet (S1(D), ..., Sn(D)) € F2(D)™ appartient & C si et seulement si

h11(D)S1(D) + -+ + hin(D)Sn(D) 0

B 51 (D)S1(D) + - + by pm(D)Sn(D) = 0

Propriété : Le degré du dual C* d'un code convolutif C est égal au degré de C

3.1.7 Encodeur catastrophique

Tout d’abord, les polynémes doivent vérifier une propriété pour que le codeur
soit non catastrophique. C’est-a-dire vérifient la propriété suivante :

Propriété 3.17 Une séquence d’information de poids fini est codée en une
séquence de poids fini.
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Le poids d’une série est le nombre de coefficients non nuls de la série. Contre
exemple, un codeur catastrophique : v = 110.... et G = (1 + D 1 + D?)
La séquence codée sera v = (110100...). Si au cours de la transmission les 2
premiers bits sont modifiés, un décodeur a maximum de vraisemblance décodera
la séquence en u = (00....), donc commettra un nombre infini d’erreurs (dans
Pinformation).

Définition 3.18 Une matrice génératrice G est dite non catastrophique si et
seulement si le pged (plus grand dénominateur commun) de ses mineurs d’ordre
k est une puissance de D.

3.1.8 Non unicité des matrices génératrices d’un code convo-
lutif

Nous examinons les problemes liés a identification d’un code et d’un co-
deur convolutif. Reconnaitre un code et éliminer les erreurs est un probleme
connu. Au dela de cette résolution, il subsiste, comme pour les codes en bloc
une indétermination sur le codeur particulier utilisé dans le systéme. Dans un
contexte ou l'on souhaite reconstituer un systéeme de communication, la nature
de cette indétermination est évidemment essentielle, par exemple pour recons-
truire le brasseur utilisé dont la sortie sera ’entrée du codeur. Nous examinons
ici les définitions de codeurs convolutifs ayant un sens en pratique (c’est-a-dire
les codeurs ayant une chance d’étre implantés dans des systemes de communi-
cation) et en déduisons une notion d’équivalence de codeurs.

Codeur convolutifs et codeurs systématique

Si ’on s’en tient a la Définition 1.11, dans le premier exemple, les seuls co-
deurs permettant d’obtenir les mémes séquences codées sont obtenues en multi-
pliant les deux polynomes de la matrice de transfert par un méme polynéme. Ces
codeurs équivalents ne sont cependant pas génants car a partir de I'un d’entre
eux on arrivera toujours a retrouver (par un calcul de pged) la version < mini-
male > donnée dans I’exemple. On imagine mal pourquoi le codeur utilisé dans
un systeme de communication ne serait pas cette version minimale.

Le second exemple pose plus de probléemes, en effet, le codeur obtenu en
multipliant la matrice de transfert a gauche par une matrice 2 x 2 de polynomes
dont le déterminant est non nul, fournit les méme séquence codées. Par exemple
le codeur défini par la matrice ci-dessous

1+D 1 1+D D 14D
D 1 D 1 1
_(1+D+D* 1+ D+ D? D?
- D? 1+ D? 14+ D+ D?

produit les méme séquences codées que le codeur (3,2,1) de 'exemple. Dans ce
cas l'ordre du codeur a augmenté, mais ce n’est forcément le cas :

11 1+D D 14D\ (1 1+D D
0 1 D 1 1 “\D 1 1
Ce codeur a le méme ordre, produit les mémes séquences, mais la séquence

d’entrée correspondant a une séquence codée ne sera pas la méme qu’avec le
codeur initial.
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D’une fagon générale, deux codeurs (n, k) de matrice de transfert Gy et Go
vont produire les mémes séquences codées si et seulement si il existe une matrice
U inversible de taille k x k & coefficients dans F»(D) telle que Gy = UG} .

Une notion d’équivalence

La définition opérationnelle (et aussi la plus simple) de I’équivalence de deux
codeurs convolutifs est la suivante :

Définition 3.19 Deuzx codeurs convolutifs sont équivalents s’ils produisent le
méme code convolutif.

Dans cette définition, la définition de codeur convolutif doit étre la seconde
(Définition 3.2). La premiere définition, ce que nous appellerons les codeurs
convolutifs polynomiaux, est suffisante pour décrire tous les codes convolutifs,
mais la seconde est nécessaire pour décrire toutes les réalisations matérielles de
ces codes (c’est-a-dire tous les codeurs, et en particulier les codeurs systématiques).

Le code pourra étre défini de fagon unique a ’aide de la séquence observée.
Le codeur particulier utilisé ne dépend pas de l’observation, et ne peut donc
étre retrouvé qu’a l'aide d’une information additionnelle soit sur la séquence
d’entrée, soit sur le type de codeur.

Dans la pratique, les codeurs convolutifs utilisés sont (2, 1) (une entrée, deux
sorties, éventuellement poingonné). Dans ce cas il n’existe qu'un codeur polyno-
mial, et donc le codeur convolutif est défini a une multiplication par une fraction
rationnelle de Fo(D) prés. Un codeur convolutif (2, 1) sera donc toujours com-
posé d’un multiplicateur par une fraction rationnelle (c’est-a-dire en pratique
un brasseur) suivi d’un codeur polynomial uniquement défini.

Multiplicateur .
— » codeur polynomial +——

par Q(D)/P(D)

FIGURE 3.4 — Codeur convolutif (1, 2)

Impact sur I’identification d’un codeur.

Le brasseur défini par la multiplication par une fraction rationnelle est tres
proche d’un brasseur auto-synchronisant (qui est une division par un polynéme
P(D)), la résolution du probleme va donc poser la méme difficulté : il faut
faire une hypothese sur la séquence d’entrée. En revanche un parametre sera
considérablement plus simple : le degré du registre sera inférieur a l'ordre du
codeur convolutif, et donc ne dépassera pas 8 ou 10 en pratique.

3.1.9 les codes convolutifs poingonnés

En poinconnant le code nous cherchons a augmenter le taux de transmis-
sion tout en conservant le plus possible les propriétés de correction du code.
L’opération de poingonnage des codes convolutifs consiste a supprimer des co-
lonnes de la matrice du code regroupé tout en conservant la longueur de contrainte
m. On sélectionne N’ bits & transmettre parmi N = Mn bits (ot M est la pro-
fondeur de regroupement). Cela revient & appliquer un masque de longueur N
et de poids N’ sur la sortie de notre codeur.
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3.1.9.1 Les codes regroupés

On peut voir un code convolutif (n,1,m) comme un code dans lequel on
observe non plus une entrée et n sorties par unité de temps mais M bits d’entrée
et Mn bits de sortie. On parlera de code regroupé M fois noté GIM. Si G =
[P1(D),..., P,(D)] est une matrice génératrice de C alors G!™! est une matrice
de taille M x (Mn) composée de blocs de taille 1 x n. Chaque bloc contient
n polynomes déduits des polynémes P;(D),..., P,(D) en ne conservant que
les termes de degrés égaux & un certain o modulo M (dépend du bloc que I'on
regarde). Par exemple, en regroupant 3 fois un code convolutif (2,1) de matrice
génératrice G = [P1(D), P»(D)] on obtient une matrice de la forme :

Ai(D)  Ay(D) | Bi(D)  Bx(D) | Ci(D) Ca(D)
GBl = | DC(D) DCy(D)| Ai(D)  Ay(D) | Bi(D) By(D)
DBy(D) DB3(D) | DCi(D) DCy(D) | Ai(D) Az(D)

otl, pour tout i € {1,2}, P;(D) = A;(D?)+ DB;(D3) + D*C;(D?).

Théoréme 3.20 Si G est une matrice génératrice canonique d’un code C, alors
GM1 est une matrice génératrice pour le code regroupé C™M). Le degré (longueur
de contrainte) du code regroupé CIM1 est égal au degré de C.

Exemple : Considérons un code convolutif (2,1) de longueur de contrainte
4 avec G = (1+ D + D? + D* 1 + D3 + D*). Nous pouvons écrire G
comme G = (1,1) + (1,0)D + (1,0)D? + (0,1)D? + (1,1)D*. Soit G’(D)
la décomposition polynomiale de G :

(1,1) (1,000 (1,0)D*> (0,1)D* (1,1)D*
(1,1)D (1,00D?* (1,0)D® (0,1)D* (1,1)D®
G'(D) = (1,1)D? (1,0)D* (1,0

)D* (0,1)D° (1,1)DS

Le regroupement consiste a regrouper dans la matrice G’ les colonnes par
groupe de M, nous choisissons M = 3. On utilisera le changement de
variable : d° = D7 modulo DM

(1,1) (1,0)D (1,0)D?] (0,1)D* (1,1)D*
GB = ( (1,1)D (1,0)D? | (1,0)D3 (0,1)D* (1,1)D® )
(1,1)D? | (1,0)D* (1,0)D* (0,1)D> | (1,1)D%

) 1 1.1 0 1 0O 0 d d d 0 0
GB = 001110 ]|+|doo0ddd
000011 d 0 d o0 0 d
0 0 0000
+( 0o 0o 0 0 0 0
2 d 00 0 0
1 1+d 1+d d 1 0
= d 0 1 1+4d 1+d d
d+d?  d? d 0 1 1+d

Le degré du code (somme du max des degrés des lignes d’une matrice
canonique) est bien égal & 4.
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3.1.9.2 Le poingonnage

Le code convolutif parent (n, k) est transformé en un code convolutif (N, K =
M) de taux de transmission supérieur au code parent. Cette transformation
consiste en une étape de regroupement M fois et en une suppression des co-
lonnes ayant donc pour but d’augmenter le nombre de sorties (et d’entrées) afin
d’augmenter le taux de transmission tout en gardant les propriétés du code.
Prenons une MGP (2,1) de polynémes générateurs (P;(D) P(D)) que nous
poingonnons avec un masque de longueur [ = 6 [110110]. Procédons & 1’étape
de regroupement pour M = % = 3. Nous obtenons la matrice 3 x 6 suivante :

Ai(D)  Ax(D) | Ax(D)  Ba(D) | Ci(D) Ca(D)
DC1(D) DCy(D) | Ai(D)  Ay(D) | Bi(D) Ba(D)
DB\(D) DBy(D) | DCi(D) DCy(D) | A(D) Az(D)

Pour la deuxieme étape nous supprimons les colonnes 3 et 6 correspondant
aux < 0 > dans le masque de poingonnage. Nous obtenons la MGP du code
poingonné de taille 3 x 4 suivante :

Ai(D)  As(D)  Bs(D) Ci(D)
DC(D) DCy(D)  Ax(D)  Bi(D)
DBi(D) DBy(D) DCy(D) Ai(D)

Nous appelons code parent le code (2,1) avant poinconnage et le code fils le
code poinconné.

Il convient que le code ainsi poingonné ne génere pas le méme ensemble de
mots que le code parent. L’algorithme de reconnaissance des codes convolutifs
identifiera alors le code (N’ K) et une base associée. Il est possible, suppo-
sant connue la véritable matrice génératrice du code, de décoder a partir du
code (N',K’). Dans ce cas il convient que nous avons deux possibilités, soit
retrouver le code parent généré par la matrice (P (D) Pz(D)) soit décoder di-
rectement a partir de la matrice du code poingonné. L’algorithme de décodage
de Viterbi posséde une complexité de 2m** (avec m le degré du code et k le
nombre d’entrées de celui-ci). La longueur de contrainte étant invariante, nous
avons 2Tk < 2m+K gelon les codes, il devient non négligeable d’un point vue
complexité de décoder le code (n, k) plutdt que le code (N’, K'). A cela s’ajoute
que pour retrouver 'information nous devons disposer de la matrice génératrice.
Il convient que retrouver (par recherche exhaustive) toutes les matrices cano-
niques d’'un méme code est plus rapide pour un code de petits parametres que
pour son code poingonné. Ces deux avantages indéniables de reconnaissance du
code parent pose le probleme des codes poingonnés. Le probléeme qui se pose est
donc le suivant : comment, & partir d’'une base (matrice) basique réduite, re-
trouver une autre base (matrice) basique réduite possédant de plus la structure
forte d’un code regroupé 7

3.1.9.3 Une méthode de poingonnage complémentaire

Une autre facon de considérer les blocs regroupés et le poinconnage est
décrite par R.J. McEliece (cf.[McE98]). Celle-ci permet de formaliser la méthode
précédente en utilisant la décomposition polyphase des matrices
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Définition 3.21 f(D) = ag+ay;D+axD*+. .. est une série entiére polynomiale
d’indéterminé D. Pour tout entier M > 1, on appelle la M-éme décomposition
polyphase de f(D) les M séries entiéres défies :

(fom (D), frm(D), ..., frr—1,m(D))

def k k k
= g agp D", E agp+1D", . E aprr(m—-1)D
k>0 k>0 k>0

Remarque : Nous avons utilisé cette décomposition de maniere cachée lors
du changement de variable de l'explication sur les codes regroupés vu
précédemment.

La décomposition polyphase nous permet d’introduire la notion de matrice
polycyclique pseudo-circulante associée & f(D). Pour M > 1, si nous prenons
(f1(D), f2(D), ..., fu—1(D)) la M-éme décomposition polyphase de f(D), alors
la m-eme matrice polycyclique pseudo-circulante associée & f(D) est la matrice

polynomiale M x M noté FM définie par :

fo i oo fua
ZM] _ sz'wfl fo ... fMiz
DA Dfs . fo

Ainsi si nous reprenons 'exemple de la matrice génératrice G = (1+ D +
D? + D* 1 + D3 + D*%), la décomposition sous forme de matrice polycyclique
pseudo-circulante pour M = 3 donne pour le premier polynéme :

1 1+d 1
M = d 1 1+d
d+d> & 1

pour le second polynéme nous obtenons :

1+d d 0
=1 0 1+d d
2 0 1+d

la matrice du code regroupé est la matrice formée de la concaténation des
—[M] f[M]) ,

matrices polycycliques pseudo-circulantes, G[M] =(9; 95
i 1 1+4+d 1 14+d d 0
cM=| 4 1 14+d 0 1+d d
d+d* d? 1 d? 0 1+d

. . ! 7 7 7 \
Cette matrice est la matrice G' ™) trouvée dans le cas précédent & une per-
mutation des colonnes preés. Cette observation permet d’introduire le théoreme
suivant.

Théoreme 3.22 Si C est un code convolutif (n, k), le code bloc de taille M de
C noté CM | est un (nM, kM) code convolutif. Si G = (g; j(D) est une matrice
génératrice polynomiale du code C de taille k X n, alors une matrice génératrice
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de CM1 appelé GIM] peut étre obtenue o partir de G en remplacant chaque entrée
de g; j(D) de G par la matrice polycyclique pseudo-circulante de taille M et en
permutant les colonnes de profondeur M.

Ainsi si I'on inverse les colonnes de profondeur 3 dans notre exemple nous
avons la matrice :

/ 1 1+d 1+d d 1 0
G M = d 0 1 1+4d 1+d d
d+d*> &2 d 0 1 1+d

Ces matrices regroupées gardent certaines propriétés de leur matrices pa-
rents, notamment la canonicité.

Théoréme 3.23 Soit G une MGP de C, alors G est une matrice génératrice
pour CM1. Donc le degré du code bloc CIM est le méme que celui du code original.

Ce théoreme 3.23 permet d’introduire les modifications qui ont lieux sur les
coefficients de Forney tel que la matrice reste canonique.

Théoréme 3.24 Le mise en bloc d’un code convolutif (n, k) est un code convo-
lutif (nM, kM) de méme longueur de contrainte et de méme distance libre. Si
les indices de Forney (degré max de chaque ligne de la matrice génératrice) du
code d’origine sont (fi, fa, ..., fx) alors les indices de Forney pour C™ sont :

(ELS MR R

) pouri=1...k.

Le passage d’'un code regroupé a un code poinconné s’effectue de la méme
manieére que précédemment par la suppression des colonnes correspondant aux
< 0 » du motif de poingonnage.

3.2 Meéthode de reconnaissance des codes convo-
lutifs

Au cours de la chaine de télécommunication certaines informations peuvent
étre retrouvées, c’est le cas de la synchronisation ou du type de canal que
Iétape de démodulation peut dans des cas favorables retrouver. Cependant,
nous nous plagons dans le cas ou seule la séquence binaire codée est fournie par
la démodulation.

3.2.1 Etat de ’art

E. Filiol a démontré au cours de ses travaux (cf.[Fil97b]) que le probleme
de reconstruction de code convolutif, bien qu’il ait été étudié en terme de po-
lynémes, peut étre exprimé comme un systéme linéaire sur le corps Fy. Ce
systéme linéaire nécessite seulement un petit nombre de données (quelques di-
zaine de bits) et retourne une réponse juste (une description du code convolutif,
parametres), si les données ne contiennent pas d’erreur. La probabilité qu'une
séquence interceptée contienne suffisamment de données non bruitées est faible
mais n’est pas négligeable et seulement un certain nombre d’essais d'une fenétre
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glissante sur nos données est nécessaire. Dans sa these ([Bar07]), J. Barbier uti-
lise explicitement le concept de matrice génératrice canonique. En particulier, il
convient que le probleme de reconstruction des codes convolutifs ne consiste pas
seulement a trouver une matrice génératrice mais aussi de trouver une matrice
génératrice canonique. Celui-ci devient plus difficile lorsque les parametres du
code augmentent.

3.2.2 Algorithme de Filiol-Barbier

Le principe de I'algorithme est de ramener le probléme des codeurs (n, k) au
traitement des cas des codeurs (k + 1, k) plus simple.

Cas des codeur (2,1)

Le cas des codeurs (2,1) est simple, une matrice génératrice du code dual
de (P1(D), P(D)) (avec P;(D) les polyndmes générateurs) est (Pa(D), P1(D)).
Dans le cas d’un codeur (2,1), il n’y a pas d’indétermination des polynomes. Les
seuls polynoémes premiers entre eux annulant (P (D), P1 (D)) sont (P1 (D), P»(D)).
Les polynémes retrouvés correspondent a ceux utilisés dans le codeur, nous
pouvons étendre ce résultats au cas des code m,1 pour lesquels il n’y a pas
d’indétermination des polynomes générateurs. Cette constatation n’est plus
vérifiée pour les codes n, k.

Cas des codeur (n,1)
Le code se présente sous la forme (Py(D), Py(D), P3(D),..., P,(D)). Une ma-
trice génératrice non canonique du code dual est :

Py(D) Pi(D) 0 0 0
PD) 0 PD) 0 0

PD) O ... 0 P(D)

En pratique, l’algorithme de E. Filiol et J. Barbier se rameéne au cas (2,1) en
gardant en commun a chaque étape la sortie 1. Il construit ainsi la matrice ligne
par ligne en n étapes. Dans le cas ou tous les polynomes P; ... P, sont premiers
entre eux alors le polynome P; est le méme pour chacune des lignes de la matrice.
Cependant, si les polynémes ont un facteur commun, il peut se produire une
diminution du degré. Dans ce cas, nous devons vérifier la consistance des lignes.
Ceci est expliqué plus précisément dans le paragraphe suivant, de méme que le
passage d’une matrice génératrice du code dual aux polynomes.

Cas des codeur (n,k)

cas des codeur (k + 1,k)

Le dual d'un code (k + 1,k) est un code (k+ 1,1). Si G est une matrice
génératrice canonique du code (k+1, k) alors A = (A1(D), As(D),. .., Arr1(D)),
ot A;(D) est le i-éme mineur k x k de G (i.e. on enléve la i-éme colonne de G),
est une matrice génératrice canonique du code dual. L’algorithme de J. Barbier
exploite cette propriété et 1'étend aux codes (n, k).

Application auz codes (n, k)
Nous nous ramenons au cas des codeurs (k + 1,k) en considérant notre
codeur (n, k) comme (n— k) codeurs (k+1, k). En pratique nous conservons les
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k premieres sorties et faisons varier la k + 1 éme n — k fois. Le mineur d’ordre &
pour les k premiéres sorties est le méme (noté g) pour chacun des n — k codeurs
(k+ 1,k). Dans le cas général une matrice génératrice non canonique du code
dual est de la forme :

Al,l(D) ALQ(D) NN Al,k(D) g(D) 0 FN
AQJ(D) AQ’Q(D) NN Ag’k(D) 0 g(D) 0
Awia(D) Apia(D) . Awgx(D) O . .. g(D)

L’algorithme de J. Barbier crée cette matrice ligne par ligne comme dans le
cas (n,1). Il convient que le degré des k premiers A; 1(D),..., Ay (D) peut
varier. Ce probleme d’augmentation de degré se révele principalement dans le
cas des codeurs (n, k). La difficultés réside dans le controle de ces degrés afin
qu’ils restent le plus petit possible, assurant ainsi la canonicité du codeur. Si
Le degré de g de la premiere ligne est plus petit que celui de la seconde ligne,
on augmente le degré de la premiere ligne. On introduit alors un terme de
consistance dans le but d’ajuster la solution obtenue. Les Ai, j(D), pour les
n — k codeurs, sont calculés puis ajusté a l'aide du facteur de consistance afin
d’obtenir un g identique pour chaque lignes.

Une fois la consistance réalisée, nous voulons retrouver une matrice génératrice
canonique de notre code (n, k). L’algorithme, pour chaque ligne de la matrice
génératrice du code dual C*, calcul un nouveau dual. Nous créons pour la
premiére ligne une matrice du code (k+1, 1), de dual (P, (D), Po(D), ..., Pyy1(D)).
En réitérant avec la seconde ligne de notre matrice C+ nous trouvons le po-
lynéme Py yo(D). L’algorithme construit ainsi n — k matrices.

3.2.3 Codes binaires et sous-codes canoniques d’un code
convolutif

Le probléme de reconnaissance des codes convolutifs contient un sous-probléeme
de construction de matrices canoniques. Dans 'algorithme vu précédemment
ces deux problemes sont résolus simultanément. Nous voulons proposer une
approche dans laquelle ces deux problemes seraient séparés. A partir des al-
gorithmes fournis dans [JZ99], nous créons une méthode générique permettant
de passer d’une matrice génératrice a une matrice génératrice canonique. Cette
approche permettrait de nous libérer des contraintes polynomiales au cours du
calcul pour nous orienter sur un aspect de reconnaissance pure. Pour cela nous
devons décrire les notions structurelles des codes convolutifs de maniere plus
approfondies.

Soit C(n,k) un code convolutif. Une séquence polynomiale codée f noté
f=(fi(D),..., fn(D)) de C est un élément de C [ F[D]".

3.2.3.1 Code binaire associé avec un code convolutif

Pour tout s > 0, nous considérons les espaces polynomiaux de degré < s
suivants :

Cs = {f e CNF[D]" | deg(f) < s}.

Cet ensemble est stable par addition et peut étre vu comme un sous-espace
linéaire du Fy espace vectoriel linéaire de dimension sn.
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{f e B5[D]" | deg(f) < s} =~ F5".
Nous appelons C, le s-eme code binaire associé & C.

Proposition 3.25 La suite des codes linéaires binaires (55)320 est croissante
pour Uinclusion. Leur dimension, en tant qu’espace vectoriel sur Fy vérifie :

{ dimp, (

dimF2 (

Cs)=0 st 8 < dmin(C),

Cs)=sk—m sis>dnax(C).

Ot m = deg(C), dmin(C) et dmax(C) sont respectivement le plus petit et le plus
grand indice de Forney de C

Preuve : (Proposition 3.25)

Soit G une matrice génératrice canonique du code C(n, k). Soit g; la i-eme
ligne de G et soit e; son degré. Soit f une séquence codée de degré < s. Comme G
est a la fois basique et réduite, a partir du théoreme 3.9 et du théoreme 3.10 nous
en déduisons que toute séquence codée f de degré < s peut s’écrire de maniere
unique u- G avec u = (uy(D),...,ux(D)) € Fa2[D]* et deg(u;(D)) < s —e; pour
tout ¢ =1,...,k. Si e; > s, alors u;(D) = 0, sinon il y a 2°~¢ valeurs possibles
pour u;(D). Il en suit que

dimg,(Cs) = Z max(0, s — e;), (3.1)
i=1

et si § > dmax(C) nous avons une dimension Y . (s — e;) = sn — deg(C).
O

3.2.3.2 Sous-codes canoniques d’un code convolutif

Pour tout entier s > 0, nous considérons le code convolutif C; = (Cs) en-
gendré par les séquences codées polynomiales de degré < s. Nous appelons Cs,
le s-éme sous-code canonique de C

Proposition 3.26 La suite de codes convolutifs (@S)
clusion. Nous avons,

>0 est croissante par in-

{O}:Cv gcv+1 C-- Ccdgcd-u :C7
associ€ a Uendroit ot v = dpmin(C) et d = dmax(C). De plus, pour tout s > 0
dimg, (ES) = dimpg, (55,1) + dimF2(D) (Cs),

O dimg, (p)(Cs) est la dimension de Cs comme code convolutif, qui est sa di-
mension en tant qu’espace vectoriel sur Fy(D).

Preuve : (Proposition 3.26)

Nous prenons la méme notations que dans la preuve que la proposition 3.25.
Le code Cs est généré par les lignes de G de degré < s, sinon il y aurait une
contradiction avec le théoreme 3.10. Cela prouve que les Cs forment une suite de
codes croissant. Soit v = dyin(C) et d = dmax(C). Il 0’y a aucune ligne de degré
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< v et au moins une ligne de degré v, donc C, = {0} et C,41 # {0}. Toutes
les lignes sont de degré < d 4+ 1 et au moins une de degré d, donc Cyy1 = C et
Cq # C. D’apres Iéquation (3.1) nous pouvons facilement déduire

n
dimp, (C;) — dimg, (Cs—1) = > 1
1=1,e;<s

et le terme de droite correspond au nombre de lignes de degré < s, qui est la
dimension du code convolutif Cs.

O

3.2.3.3 Représentation binaire des séquences polynomiales

Au cours de notre résolution nous devons écrire des matrices génératrices
binaires. Sur celles-ci, nous appliquons divers algorithmes (comme 1’algorithme
de Gauss) pour lesquels l'ordre d’écriture des coefficients doit étre spécifié. On
introduit de ce fait les notations? LE et BE les deux morphismes surjectifs
d’espace vectoriel sur F, par :

LE, : Fy(x)" — FI

f o (fay 1, fu1,fu0)
BE; : Fy(z)" — FI

f — (fofi1...,fii1)

Ot pour tout £ = (fi(2),...,fi(z)) € Fa(2), avec fi(x) = > f; j27, nous no-
tons £ ; = (f1.5,..., f1.;) € F! la séquence des coefficients de degré j. Pour toute
séquence binaire v € Fi", nous noterons BE; *(v)(respectivement LE;!(v))
'unique séquence polynomial de degré < [ tel que BE;1(f) = v (resp. LE;1(f) =
v). Nous pouvons étendre cette notations aux matrices et espaces linéaires.

3.2.4 Code dual a partir d’une séquence tronquée

Soit S = (S1(D),...,Sp(D)) une séquence codée. Nous considérerons cette
séquence vierge de bruit, nous montrerons par la suite quels outils utiliser afin
que notre méthode fonctionne dans le cas bruité. Soit C* le plus grand code
convolutif de longueur n orthogonal & S. Une séquence (v1(D),...,v,(D)) est
dans Ct si et seulement si

vi(D)S1(D) + -+ - + va(D)Sn(D) = 0. (3:2)
Si S est tronqué du degré 0 & £ — 1 (nous connaissons tous les .S; ; avec

1<i<netl<j</) et sinous écrivons 3.2 pour des séquences polynomiales
de C* de degré < s, nous avons les équations linéaires suivantes sur F,

SN wiSiaj=0s-1<d<(-1. (3.3)

2. little endian LE (petit degré & droite),big endian BE (grand degré & droite)



62 3.2 Méthode de reconnaissance des codes convolutifs

Nous réécrivons le systemes 3.3 dont les solutions sont le noyau de la matrice
binaire suivante.

S*O S*l e S*ﬁ*l
S*l S*2 e S*ﬁ

(3.4)

S*Ifs‘ S*lfs+1‘ e S*lfl

En d’autres termes, la i-éme ligne de S, pour i = 0,...,¢ — 1 est égale a
BE,(£:S). Le noyau de S est égale au code convolutif binaire LE,(C+) (ot Ct
est le s-eme code binaire associé 4 C*. cela nous fournit un ensemble générateur
de C*. Nous remarquons que nous pouvons facilement obtenir la dimension et la
longueur de contrainte de C a ce moment, ainsi a partir de la proposition 3.25,
la dimension de C+, sur Fy est s(n — k) — degCt et degC = degC*

A partir de la séquence S nous devons construire le systeme S. Il est bien
str impossible de connaitre les parametres exactes du code et donc la taille
de la matrice. Nous allons procéder par recherche exhaustive jusqu’a obtention
d’une solution. Dés qu’une solution a notre algorithme est retournée, celle-ci
est testée sur une partie non utilisé de notre train intercepté pour étre validée.
Si une solution est validée, nous avons trouvé les plus petits parametres d’un
codeur pouvant engendrer le code. Dans ’autre cas nous continuons la recherche
jusqu’a une borne fixée par 'utilisateur. Le nombre de bits utiles pour créer notre
systeme dépend des parametres choisis. Nous feront varier n entre 2 et 8, pour
un m environ égal a 10. Dans le cas sans bruit la matrice formée de mots de
code regu est carré de longueur de coté (m+ 1)n.Dans la pratique nous créons le
systeme voulu en créant la matrice dont chaque ligne contient un mot de code.
Néanmoins, nous pouvons diminuer le nombre de bits nécessaire en utilisant
les propriété des codes convolutifs (cf. figure 3.5). Pour k bits d’entrée nous
avons n bits de sortie, ainsi le mot de code garde ses propriétés par décalage
de n bits. Ainsi seul la premiere ligne contient (m 4 1)n nouveaux bits la ou
chacun des mots suivants contiendront n nouveaux bits. Dans un milieu bruité,
le systeme créé n’est plus carré mais est une matrice vertical (nombre de lignes
plus grand que le nombre de colonne) dans le but d’ajouter de la redondance
et ainsi de permettre aux algorithmes de recherche de mots de poids faible de
fonctionner, souvent nous prendrons un nombre de ligne égale a trois fois le
nombre de colonne.

Cas pratique

Prenons le cas de m = 2 et m < s = 10 (ol s est une borne supérieur
de m), si nous considérons le cas sans bruit la matrice formée contient alors
2(10 + 1) = 22 colonnes et lignes soit, 22 bits pour la premiere lignes et 21.2
nouveaux bits pour les lignes suivantes. Pour former les systéme nous avons
alors besoin de 22 + 21.2 = 64 bits consécutifs de donnée. Dans le cas bruité, si
nous considérons que la hauteur du systeme est égal a trois fois la largeur nous
avons donc un nombre de colonne inchangée 2(10 + 1) = 22 et une hauteur de
3(2(10+1)) = 66. Le nombre de bits nécessaire pour former le systéme est alors
de 22 + 65 x 2 = 152 bits consécutifs.

Prenons le cas extréme de n = 8 et m < s = 10. Dans le cas sans bruit
nous avons 8(10 + 1) = 88 colonnes pour autant de lignes, soit un systeme de
88 + 87 % 8 = 784 bits. Dans le cas bruité le nombre de ligne est 3(88) = 264,
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pour créer ce systeme de taille 264 x 88 nous avons besoin de 88+ (263)8 = 2192
bits consécutifs de donnée.

Séquence 146110100111010111010010111001]
mtercéptée
1101101001110101] Mots de code
“—1100111010111010]
1101011101001011

101101001110101
100111010111010
101011101001011

FI1GURE 3.5 — Construction du systéeme a partir de la séquence interceptée

On voit sur la figure 3.5 qu’une séquence de n’ = n bits peut appartenir &
plusieurs mots de code. La taille du systeme formée est Npsysteme = n's+(n's—
n’ =n/(s+n's — 1) bits.

Dt au choix de s > m, le code dual souhaité est inclus dans le code dual
engendré par H. A ce stade nous pouvons connaitre d’apres la proposition 3.25
les valeurs de m et de k.

Remarque : Le pivot est toujours réaliser des degré les plus grand vers les plus
petits. L’ordre du pivot dépend donc grandement de ’ordenancement des
données sur la matrice de départ, a partir duquel 'ordre de chaque pivot
est inversé a chaque nouvelle recherche de dual.

. TN . . .
Si l'on proceéde & un pivot de Gauss nous obtenons une matrice dites ”en
escalier” de la forme suivante :

H, = (3.5)

U

Chaque bloc est ordonné de la fagon suivante, le bloc Us est le bloc supérieur,
dont toutes les lignes ne sont pas nulles sur les n dernieres positions a droite,
chaque séquence U; est donc une séquence binaire de degré s — 1. Le bloc Us_4
contient toutes les lignes non nulles sauf sur les n dernieres positions a droite,
ce sont les séquences binaires de degré s — 2, le bloc U; contient alors toutes les
lignes nulles sur les s — ¢ fois n derniére positions a droite et non nulles ailleurs,
comprenant toutes les séquences binaires de degré s — ¢ — 1.

La valeur k correspond au nombre de lignes de Us. En effet, les blocs U;
ont un nombre de ligne croissant jusqu’au bloc j systéme de dimension n — k a
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partir duquel tous les blocs U; pour ¢ = 1,..., s sont composés de n — k lignes.
Le bloc Uj est donc le bloc de plus petit degré capable d’engendrer le code dual
de C. A T’aide le la proposition 3.25 et du bloc Uj, nous en déduisons la valeur
de m.

Le bloc U; est suffisant pour retrouver une matrice génératrice du code C,
la sélection de ce systeme permet non seulement de retrouver la valeur de m
mais aussi de simplifier les calculs qui vont suivre da a la création de systemes
de taille minimale.

3.2.5 Code convolutif a partir de son dual

Dans cette section nous nous intéressons a partir du code dual observé a
retrouver notre code convolutif.

Soit h; = (h;1(D), ..., hin(D)),i=1,...,7r un ensemble de r générateurs de
C1, le code convolutif C est 'ensemble de toutes les séquences (u1 (D), ..., u, (D)) €
F>(D)™ telles que :

hl)l(D)’U,l(D) + -+ h17n(D)un(D) = 0
: (3.6)
he1(D)uy(D) + - + by (D)un(D) = 0

Nous écrivons 3.6 pour des séquences polynomiales de C de degré < s, nous
obtenons le systeme linaire sur Fy suivant

n s—1
1<i<r,
S weaas=0 024500, @
j=1£=0 =
Ou t = maxy<;<,(deg(h;)). Pour tout j = 0,...,¢, nous notons H, ; les matrices

r X n suivantes

hy .
H, ;= :
h, .
Nous réécrivons I’équation (3.7) dont les solutions forment le noyau de la matrice
binaire (rs + rt) x (sn) suivante

H*,O
H*,l H*,O ‘ 0

0 ’ H*,t H*,tfl
H*,t

Cette matrice représente simplement la réalisation du produit polynomial
3.7 de maniere algébrique. Si I'on regarde la forme de la matrice, cela revient a
annuler les termes de degré 0 puis les termes de degré 0 et de degré 1 et ainsi
de suite.

Le noyau de S est égal au code binaire LE(C) (C est le s-me code binaire
associé & C). Nous avons donc trouvé un ensemble générateur de C
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Calcul d’une matrice génératrice canonique

Cet ensemble générateur g;(D) de C est utilisé pour former une matrice
génératrice canonique de C en utilisant les algorithmes de basicité puis de
réduction d’une matrice polynomiale.

3.2.6 Amélioration de notre méthode

L’amélioration de notre méthode réside dans I'utilisation exclusive de I’algebre
linéaire Fs. Nous allons plus loin dans la compréhension des matrices que nous
manipulons.

Dans nos algorithmes, nous traitons d’ensembles générateurs d’un code convo-
lutif ou de son dual. En pratique, ces ensembles sont les lignes d’une matrice
associée a un code binaire et possedent une taille supérieur a celle des matrices
polynomiales canoniques recherchées. Ces ensembles peuvent étre réduits jus-
qu’a obtention d’ensembles de taille minimum. Les améliorations suivantes sont
établies pour C mais peuvent étre appliquées aussi bien & Ct.

Matrices génératrices associées a des codes binaires

Soit C un code convolutif (n, k). Pour tout s > 0, soient Cs et C, respec-
tivement le s-eme sous-code canonique de C et le s-eme code binaire associé a

C.
Nous écrivons la matrice génératrice de £E,(C,) (les degrés les plus petits
a droite) sous forme de matrice échelonnée par réduction des lignes (ou en

escalier).

U@—l ‘
Vs = (38)

U, 0
Uy

Ou, pour ¢ > 0, U; est une matrice binaire k; x (in) dont les blocs k; x n situés
tout & gauche de chaque U; sont de rang k; (nous pouvons avoir k; = 0). Nous
attirons l'attention sur le fait que toute matrice binaire peut étre écrite sous
forme de lignes échelonnées avec sn colonnes, dans la forme 3.8. Nous notons k,
le rang des n premieres colonnes, et ks_; le rang des n colonnes suivantes apres
avoir supprimé les premieres k; lignes, etc. .. L’importance n’est pas d’écrire V;
comme au dessus mais bien de comprendre la signification et 'importance des
U; transcrits dans la proposition suivante.

Proposition 3.27 pour touti =1,...,s, soit D; l’espace de dimension k; sur
Fy généré par LE;*(U;).
(ZZ) Vi, 1 < ) < S,k‘i = dlsz(D)(Cl) et Ci = <'D1>

(iti) Il existe une matrice génératrice canonique ks X n formée de k; — k;—1
lignes de chaque LE; (U;) pouri=1,...,s (avec la convention ko =0).

Preuve :
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Rappelons que

Avec toutes les matrices binaires U; de taille k; x (in) dont le bloc le plus &
gauche de taille k; x n est de rang plein.

(i)
(i)

(iii)

O

Pour tout ¢ < s, les éléments non nul de D; C F»[D]" sont de degré i — 1
exactement. Nous avons donc C; =D; @ --- @ D;.

En particulier, nous avons C; = D; @ C;_1, d’aprés la Proposition 3.26,
nous en déduisons que

ki = dimp2 (Dl) = disz(D) (Cz)

les lignes de la matrice polynomiale k; x n F; = LE;*(U;) forment une
base de D;. La matrice binaire [T;] contient les coefficients de degré i — 1
des éléments de la matrice F;, est la matrice binaire k; X n formée du bloc,
non nul, le plus a gauche de U; de rang k;. On en déduit que F; est réduite
(théoréme 3.10) et est donc une matrice génératrice du code convolutif C;
(théoréme 3.15). C’est a dire C; = (D;).

le premier bloc non vide G; = LE*(U;) est une matrice génératrice poly-
nomiale k; x n de G;. Son nombre de ligne dans chaque bloc respecte les
contraintes précédentes.

Nous supposons que nous avons une matrice génératrice polynomiale G;_1
de C;_1 qui a été extraite de Uy, ..., U;_1 avec le nombre de ligne prescrites
dans chaque G;. Le bloc suivant LE;*(U;) contient k; lignes et génere C;.
Au moins k; — k;_1 lignes de LEs_l(Ui) n’appartient pas & C;_1. Nous ajou-
tons cette ligne a G;_; pour former une matrice génératrice polynomiale
Au final, nous obtenons une matrice génératrice polynomiale G5 de C;
avec k; — k;_1 lignes de degré i — 1, avec i = 1,...,s. A partir de la
Proposition 3.26, cet ensemble de degrés de lignes est le méme que pour
une matrice génératrice canonique. Le degré externe de G4 est minimal et
donc G est canonique.

Dans notre algorithme de reconstruction, nous avons programmé la forme
canonique a partir d’'un ensemble de générateurs d’un code convolutif. L’algo-
rithme de Smith nous permet de réaliser ceci, ce qui en pratique nous oblige
a implémenter les opérations sur les polynomes. La complexité algorithmique
n’augmente pas beaucoup avec 'utilisation de polynoémes, au contraire la com-
plexité du programme croit beaucoup. Cependant, en utilisant la proposition

3.27,

qui dérive de la description structurelle que nous donnons aux codes convo-

lutifs, nous obtenons une matrice génératrice canonique directement & partir de
la forme échelonnée associée au code binaire.
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Algorithme 6 AMELIORATION ALGORITHME

Entrée : une base V (matrice génératrice de C ou de C1) Sortie : matrice
canonique binaire B de C ou de C*.

1: B=Ujetk=Fk

2: while kiepp < k do

3 if k;_1 — k; > 0 then

4: On rajoute a B les k;—1 — k; > 0 lignes supplémentaires de LE;l(Ui).
5: k—k+ki_1—k

6 end if

7: end while

8: On retourne B

De maniere plus précise, I’ajout des lignes supplémentaires s’effectue de fagon
a conserver une matrice canonique. Pour cela nous utilisons la notation d’indice
de pivot V; associé a un bloc U; correspondant aux indices des colonnes utilisés
pour réaliser le pivot ou encore aux colonnes possédant un < 1 » sur la diagonale.
Ainsi au cours de l'algorithme de Gauss nous stockons la liste des pivots utilisés
afin de séléctionner les lignes permettant de créer une matrice canonique. Soit
une matrice X formée de deux sous-matrices Y et Z de la forme

Y

Z

FIGURE 3.6 — Relation des pivots entre une matrice et ses sous matrices

Alors si les pivots est effectuer dans 'ordre croissants des colonnes, nous
admettrons que tous les pivots de la sous matrice Y sont inclus dans les pivots de
la matrice X. Un moyen efficace d’ajouter les lignes tout en gardant la canonicité
revient a jouter les pivots V; de U; non utilisés par les pivot V;_1 de U;_1 modulo
n.

3.2.7 Impact de la synchronisation

Dans toute notre résolution nous avons supposé que la synchronisation était
connue. Méme si cette information peut étre fournie peut dans certains cas étre
fournie lors de la démodulation ou par ’étude du protocole de communication
(paquets), nous nous plagons dans le cas ol seule la séquence codée est connue.
Nous devons en premier lieu définir le concept de synchronisation dans le cas
des codes convolutifs.

Synchronisation d’un code convolutif

Pour un code convolutif (n, k), nous avons k bits en entrée qui fournissent
n bits en sortie. la séquence interceptée se constitue de paquets consécutifs de
n bits. Nous appelons donc synchronisation notée Sy la position du premier bit
d’un paquet de n. On a donc Sy = Sy +n Tout décalage de n nous redonne une
synchronisation.
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Lifrfofafofolofofrfofrf1]a]

R S N L
Sy+l Sy+2 Sy Syl Sy+2 Sy

FIGURE 3.7 — Séquence binaire interceptée

La figure 3.7 met en évidence le probleme de synchronisation. En gris, un paquet
de n = 3 bits provenant du (des) méme(s) k bits envoyés. Les fleches rouges
indiques le débuts de chacun de ces blocs de n bits, les fleches bleues renseignent
sur la désynchronisation. Ainsi si I’on choisit une place aléatoire sur le train
binaire correspondant a l'interception d’un message en cours, nous avons une
probabilité % pour que le premier bits de notre séquence soit suivi de n bits
provenant des mémes k bits de codage. La séquence est alors synchronisée.

Impact et détection de la synchronisation
Si S est la série interceptée, tronqué du degré 0 a £ — 1 et est désynchronisée.
Nous réécrivons le systemes 3.3 dont les solutions sont le noyau de la matrice
binaire suivante.

S*o S*O e S*@—l
S*l S*J e S*ﬁ
S = ) . (3.9)

S*ﬁ—s‘ S*J—s+1‘ e S*ﬂ—l

Ce systeme est toujours vérifié, cependant les S, ; de taille n sont formés
d’une séquence de bits provenant de deux séquences d’entrée différentes. Sy’
bits appartiennent & la premiere séquence d’entrée de k bits et Sy +mn — Sy’ sont
issues de la séquence d’entrée de k bits suivante ol Sy est le bit synchronisé et
Sy’ la désynchronisation.

Ce décalage influe sur la matrice finale qui s’écrit

k
G= Z(Dgi,ﬂ,fsy’(D)sDgi‘n—SyUrl(D)v s Dgi (D), 9i,0(D), i,1(D), - - - gisn—sy—1(D))
i=1
Les polynomes subissent une permutation et une multiplication par des pour
les polynémes de Sy —n ..., n. La multiplication par D peut étre une indication
permettant de reconnaitre la synchronisation car elle a tendance a faire monter
la mémoire de contrainte. Cependant, ce n’est pas le cas et illustrons ce fait par
un exemple

Exemple : Soit G une matrice génératrice polynomiale canonique d’un code
convolutif (3,1). G = (14+D? 14D+ D? 1+ D+ D?) Si nous considérons une
séquence codée désynchronisée de 2 bits alors nous identifions la matrice
génératrice G = (D + D? + D3,1 + D3 1 + D + D3?) Cette matrice est
toujours canonique mais sa mémoire de contrainte n’a pas augmenté. Nous
ne pouvons donc différencier les deux matrices et en déduire la bonne
synchronisation.

Nous sommes incapables de différencier la synchronisation par la simple ob-
servation des matrices génératrices aléatoires trouvées a partir de différentes
synchronisations. De méme pour les codes convolutifs (n, k), il est impossible
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de trouver la synchronisation avec les matrices génératrices d’autant plus que
la multiplication des colonnes par D n’est pas visible sur une matrice k£ x n.

3.3 Reconnaissance du poingonnage

Nous avons vu que le poingonnage peut étre considéré comme la succession
deux deux étapes, I’étape de regroupement et celle de suppression des colonnes.
La forme forme possede une structure forte que nous allons utiliser pour retrou-
ver le poinconnage. Ce travail a été réalisé en partenariat avec M. Cluzeau et
M. Finiasz. Leurs travaux sur les poingonnages font I’objet d’un article [CF09a].

Dans le but de pouvoir trouver une matrice de passage P de taille K x K
permettant de passer d’'une matrice basique réduite quelconque a la matrice
du code regroupé, il est nécessaire de mettre en équations la structure que 'on
recherche. Notons :

A(D) Ay(D) 0 10
M= | Bi(D) By(D) | etZ={ 0 0 1
Ci(D) Cs(D) D 0 0

Plus généralement, Z est de taille K x K et se compose d’une sur-diagonale de
1 et d’'un D dans le coin inférieur gauche. Alors, la matrice du code regroupé
est la concaténation des matrices Z2 x M, Z x M, M ... Partant d’une matrice
basique réduite GG, on cherche donc une matrice P telle que :

PxG=[2Z2*xM|ZxM|M |
Si 'on note G; la i-eme colonne de GG, on a alors la relation :

PxG;=7ZxPxGiy

Comme G et Z sont connus, cette équation correspond en fait a K équations
linéaires liant les différents coefficients de P entre eux. Afin de retrouver la
matrice de passage P vers la matrice du code regroupé, il suffit donc de combiner
les équations linéaires données par 1’équation 3.3 pour chaque paire de colonne 4
et i+n de G. L’ensemble des solutions a ces équations forme un espace vectoriel
de matrices de transition P et n’importe quel élément de cet espace nous donne
une matrice P X G qui a la structure d’un code regroupé.

Comment retrouver le poingconnage d’un code convolutif ?

Nous procédons par recherche exhaustive selon le motif de poingonnage. Pour
tous les motifs de poingonnages nous cherchons & retrouver la matrice du code
regroupées nous permettant d’identifier un code (n,1) de méme longueur de
contrainte que le code (N', K). Les étapes suivantes décrivent la maniére dont
nous procédons.
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}

Création d’une matrice de plus grande taille
(recherche exhaustive des paramétres et
du motif de poingonnage)

A

Création d'un systéme d’équations
reliant la matrice crée a I'observable

v

Résolution

v

Recherche des polynémes

v

Choix du meilleur poingonnage

Création de la matrice

Nous disposons a la fin de 'algorithme de reconnaissance des codes convo-
lutifs, d’une matrice génératrice K x N’. Nous cherchons & trouver une matrice
de passage par identification avec la matrice K x N(= Mn) du code regroupé.
Nous procédons par recherche exhaustive sur les parametres du codeur non
poingonné, (2,1), (3,1),..., (5,1), en faisant varier le n (noté ici nest). Pour
chaque codeur, nous effectuons une recherche exhaustive sur le motif de poingon-
nage. La longueur maximum du motif de poingonnage est donné par LZ =~ =
ntestK~
Le motif de poingonnage permet d’ajouter des colonnes afin d’obtenir deux ma-
trices de tailles identiques

Exemple : Soit

[ Pia(D) Pia(D) Pra(D)
G = ( Por(D) Pos(D) Pro(D) )

la matrice génératrice 2 x 3 observée. Nous considérons un code convolutif
(2,1) regroupé deux fois :

G[Q]:( Ai(D)  Ay(D) By(D) Bz(D)>
DB(D) DBy(D) Ai(D) As(D)

Pour un motif de poingonnage choisi [1011], nous < agrandissons > la
matrice G :

[ Piy(D) 7?7 Piy(D) Pis(D)
Getendue = < P;i(D) Vels P;z(D) P;;(D) >
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Les <77 > représentent la colonne effacée dont les polynémes nous sont
inconnus. Pour un motif de poingonnage [1110] nous obtenons :

G (PM(D) Pi2(D) Pi3(D) ??>
etendue Py1(D) Pyo(D) Py3(D) 7?7

Mise en équation Le systeme d’équations est décrit par I’équation 3.3. Ce
systeme contient M équations pour chaque paire de colonnes liant les coefficients
de P matrice de passage. Dans notre exemple précédent, P est une matrice 2 x 2,
b ( a(D) b(D)

¢(D) d(D)
colonne et la troisieme on une relation :

) . D’apres I’équation 3.3, nous < voyons » que la premiere

PXG1:Z><P><G1+TL_3

Nous obtenons deux équations :
G(D)Pl,l(D) + b(D)PQ’l(D) = C(D)Plyg(D) + d(D)ngg(D)

c(D)P11(D) + d(D) P21 (D) = Da(D)Py3(D) + Db(D) P2 3(D)

Résolution

Une fois le systeme précédent écrit, on trouve I’espace des matrices de pas-
sage possibles par un simple pivot de Gauss. On conserve une base de dimension
k quelconque de cet espace.

Récupération des polynémes

Chaque élément de la base précédemment trouvée est une matrice de passage
P tel que P x G ait la forme d’une matrice regroupée poingonnée. A partir de ces
matrices nous retrouvons pour chaque élément de la base les polynomes associés
a la matrice de passage.

On remarque que Z X P retourne une combinaison linéaire des polyndmes.
Ainsi, pour les k éléments de la base, nous avons trouvé n polynémes que nous
mettons dans une matrice.

91.1(D)  g12(D)
92,1(D) 92,2(D)

gk1(D)  ga(D)

La matrice ainsi obtenue est rendu canonique. Si pour un poingonnage la matrice
obtenue est telle que k > 1 alors plusieurs solutions pour un méme poingonnage

sont possibles. Nous retenons les polynomes de longueur de contrainte la plus
faible.

Choix du meilleur poingonnage

Dans le cas d’un code (n, 1), la mémoire de contrainte est le degré du po-
lynéme de plus haut degré. Afin de choisir le meilleur poingonnage possible pour
le décodage, nous devons trouver des polynéomes de mémoire de contrainte m
la plus petite possible pour obtenir le meilleur décodeur. Dans le cas ou nous
savons que la mémoire de contrainte ne varie pas nous pouvons chercher un m
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équivalent & la longueur de contrainte du code K x N’ observé. Ces cinq étapes
de calcul sont chrono-phages notamment a cause des nombreux pivots de Gauss
et formes de Smith a calculer. Pour des poingonnages de longueur 16 et de poids
9 le temps de calcul est d’environ une minute. Au-dela, la recherche exhaustive
montre ses limites sans une puissance de calcul plus importante.

Exemple : Si nous poursuivons ’exemple de reconstruction, nous avons une
matrice génératrice 3 x 4 définie par :

1 1+D+D? D+ D? 0
0 D+ D? D 1+D+D?
D + D? D? 1+ D? D + D?
Nous allons donc tester les codes (2,1),...,(n,1) avec n = 4, afin de

déterminer quel décodeur est le meilleur. Pour chaque décodeur nous tes-
tons tous les motifs de poingonnage, pour un code convolutif (n,k) le

nombre de motifs distincts possible est ( K,I; /_”N,)

Pour n = 2, K’ = 3 et N’ = 4 nous avons donc () = 15 possibilités de
poinconnage.

Pour n = 3, K’ = 3 et N’ = 4 nous avons donc (g) = 126 possibilités de
poingonnage.

Pour chaque possibilité nous en déduisons les polyndémes et conservons
seulement ceux de mémoire de contrainte la plus faible. Nous obtenons
pour ces codes :

motif de poingonnage : 011100100
Longueur de contrainte = 6
1+D?+D3+D>+D8 1+D+D?>+D*+DS 1+D+D?+ D3+ DS

motif de poingonnage : 110001001
Longueur de contrainte = 6
1+D?+D>+D>+DS, 1+D+D?>+D*+ DS 1+D+ D?+ D3+ DS

Nous obtenons les mémes polynémes que ceux utiliser pour créer notre séquence
codée, cependant 3 motif de poingonnage sont possibles, parmi eux le bon motif
utilisé [110001001].

3.3.1 Exemple complet

Dans cette section, nous allons suivre un exemple réel de déroulement du
programme. Pour cela nous allons considérer le codeur convolutif (3,1,4), de
polynémes générateurs 1 + D + D3, 14+ D? 4+ D3, 1 + D3. Nous poinconnons ce
code avec le masque 101010110011 afin d’obtenir un code convolutif poinconné
(7,4,4). Ce code a été choisi de taille moyenne afin de pouvoir faire 'objet
d’un exemple, de méme pour limiter la taille des matrices, nous choisirons des
parametres légerement réduits par rapport aux vrais parametres du code. No-
tamment n = 7, nous avons vérifié qu’aucune fausse solution (code convolutif
plus petit) n’a été détectée et s = 6 (6 est le degré maximum choisi) la ot dans
la réalité nous choisissons 15 pour couvrir tous les codes connus dans les normes.
Nous considérons un exemple sans erreur, cela ne change en rien I’exemple, la
différence minime revient dans la taille de la matrice nécessaire a ’algorithme
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de Valembois qui grandit trés vite en présence de bruit afin de permettre a
lalgorithme de fonctionner (au moins le double en taille).

Voici la séquence de bits interceptés.

110101111011101010100010010001010110011010001001001101011011
000011101100101011000100101101011100110110100011111010100010
001011001111101010000111011000111110000000011111011000100111
101010111000101000001001001001010000000111110111101111000000
1

FIGURE 3.8 — Séquence de bits interceptée.

Dans la figure 3.8, nous voyons la taille de la séquence nécessaire pour re-
connaitre le code avec n = 7 et s = 6 donc nombre bits = n'(s+ 1) + (n/(s +
1) — 1) * n, nous avons dans une solution lorsque n’ = n donc nombre bits =
49 + 48 x 4 = 241 bits. A partir de cette séquence nous formons une matrice de
mots de code.
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0100100010110011010100010010001010101110111101011
1010110010010001011001101010001001000101010111011
0001101101011001001000101100110101000100100010101
1101110000110110101100100100010110011010100010010
1010100110111000011011010110010010001011001101010
0010001101010011011100001101101011001001000101100
0101101001000110101001101110000110110101100100100
1100111010110100100011010100110111000011011010110
0010110110011101011010010001101010011011100001101
0111110001011011001110101101001000110101001101110
1000101011111000101101100111010110100100011010100
1101000100010101111100010110110011101011010010001
1111100110100010001010111110001011011001110101101
0001010111110011010001000101011111000101101100111
1101110000101011111001101000100010101111100010110
1111000110111000010101111100110100010001010111110
0000001111100011011100001010111110011010001000101
1111100000000111110001101110000101011111001101000
1000110111110000000011111000110111000010101111100
0111100100011011111000000001111100011011100001010
1110101011110010001101111100000000111110001101110
0101000111010101111001000110111110000000011111000
0010000010100011101010111100100011011111000000001
1001001001000001010001110101011110010001101111100
0000010100100100100000101000111010101111001000110
1111100000001010010010010000010100011101010111100
1011110111110000000101001001001000001010001110101
0000111101111011111000000010100100100100000101000
0101100000011110111101111100000001010010010010000
0000011010110000001111011110111110000000101001001
1111000000001101011000000111101111011111000000010
0011001111100000000110101100000011110111101111100
0101100001100111110000000011010110000001111011110
1000100010110000110011111000000001101011000000111
0111000100010001011000011001111100000000110101100
0010101011100010001000101100001100111110000000011
1110010001010101110001000100010110000110011111000
1100100111001000101010111000100010001011000011001
0110001110010011100100010101011100010001000101100
0000011011000111001001110010001010101110001000100
1101011000001101100011100100111001000101010111000
1100100110101100000110110001110010011100100010101
1101110110010011010110000011011000111001001110010
1101011110111011001001101011000001101100011100100
0101000110101111011101100100110101100000110110001
0001000010100011010111101110110010011010110000011
0110101000100001010001101011110111011001001101011
1110000011010100010000101000110101111011101100100
0111111111000001101010001000010100011010111101110

FIGURE 3.9 — Matrice de mots de code a partir de la séquence interceptée.

La figure 3.9 montre la matrice M formée de mots de code et met en évidence
sa forme caractéristique. Toujours dans un soucis d’écriture de polynomes sous
forme binaire, celle-ci est construite de telle sorte que le premier bit de la
séquence interceptée se situe en haut a droite et le dernier bit en bas a gauche.
Chaque ligne est remplie de droite a gauche pour former un mots. La matrice
ainsi formée est une matrice binaire n(s + 1) x n(s + 1) = 49 x 49. A partir de
cette matrice M, nous cherchons la matrice binaire H tel que M H =0
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1100100010100100001000101001000010001010011100000
0011101000100001001010001000010010100010110000000
0000011010010100010000100101000100001001010001011
0000000110010001010010000100010100100001001010011
0000000001110100010000100101000100001001010001011
0000000000001101001010001000010010100010110000000
0000000000000011001000101001000010001010011100000
0000000000000000111010001000010010100010000111000
0000000000000000000110100101000100001001010001011
0000000000000000000001100100010100100001111101011
0000000000000000000000011101000100001001100110011
0000000000000000000000000011010010100010000111000
0000000000000000000000000000110010001010101011000
0000000000000000000000000000001110100010110000000
0000000000000000000000000000000001101001100110011
0000000000000000000000000000000000011001001010011
0000000000000000000000000000000000000111010001011

FIGURE 3.10 — Matrice génératrice du dual du code C,.

La matrice H est mise sous forme échelonnée. A partir de ce point nous
évaluons k et n par la formule 3.25. Ainsi nous avons une matrice H de taille

18 x 49, d’ont dimp, (Cs) = 18. Comme dimp, (Cs) = sk — m si s > dmax(C), s
est connu égal a 7. Nous cherchons la valeur de m et k. Pour k£ la matrice nous
indique sa valeur, pour cela il suffit de découper la matrice en colonne de n bits.
La matrice est ordonnée de fagon a lire les degré décroisant de gauche a droite.
Ainsi les paquets de n colonnes représentent un degré différent. Nous regroupons
les lignes par degré maximum, nous appelons &} le nombre de lignes regroupées
pour le degré i € [0, s—1]. Lorsque k; ne croit plus alors, si kf = ki, ; = ki, ; = ¥’
aveci > 0eti+j < s—1alors k = k’. La figure figure 3.11 montre le découpage
de la matrice dans le cas présent.

n n n n n n 2n
FIGURE 3.11 — Schéma de la forme de la matrice 3.10.

Dans ce cas si aussi nous avons un matrice H de taille 18 x 49 mais le
regroupement est différent. Nous voyons alors bien le changement des k;. Comme
k vaut 3 nous avons m = 7.3 — 18 = 3, les polynomes sont donc de degré 3.

Soit nous considérons tout le code dual observé non optimisé, soit nous
prenons un code dual contenant le dual de notre code de plus petite taille
dans un souci d’optimisation. Le choix d’une matrice plus courte permet de
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générer des systemes moins complexes, il est néanmoins important de rappe-
ler que l'opération de traitement du bruit & un coit bien supérieur a celui de
résolution des systemes linéaires. Nous considérerons le dual en entier, cepen-
dant nous donnons la méthode afin de réduire celui-ci. Si m = 3, nous avons
besoins des polynomes a m + 1 monémes. Si 'on se rapporte au schéma 3.11,
ceux-ci sont représentés par le rectangle grisé. Cette matrice binaire (grise sur
le schéma) de taille k& x (m + 1)n est un générateur de notre code dual noté H'.

Désormais nous recherchons une matrice génératrice du code convolutif &
partir de son dual. En choisissant H ou H' nous écrivons le systéme d’équation
définit dans 3.7 en une matrice de la méme forme que la matrice 3.2.5. Le dual
obtenu, sous forme échelonnée, est donnée par la figure 3.12;

1110011000000000000000000000000000000000000000000
1101110110000000000000000000000000000000000000000
0000100001100000000000000000000000000000000000000
0011010101010000000000000000000000000000000000000
1101110001001100000000000000000000000000000000000
1110000100001011000000000000000000000000000000000
0011010101000000110000000000000000000000000000000
0000100000001010101000000000000000000000000000000
1110000100001000100110000000000000000000000000000
1101110001000010000101100000000000000000000000000
0000100000001010100000011000000000000000000000000
0011010101000000000101010100000000000000000000000
1101110001000010000100010011000000000000000000000
1110000100001000100001000010110000000000000000000
0011010101000000000101010000001100000000000000000
0000100000001010100000000010101010000000000000000
1110000100001000100001000010001001100000000000000
1101110001000010000100010000100001011000000000000
0000100000001010100000000010101000000110000000000
0011010101000000000101010000000001010101000000000
1101110001000010000100010000100001000100110000000
1110000100001000100001000010001000010000101100000
0011010101000000000101010000000001010100000011000
0000100000001010100000000010101000000000101010100
1110000100001000100001000010001000010000100010011

FIGURE 3.12 — Matrice génératrice binaire

La matrice 3.12 est une matrice binaire H?2, dans I’espace des polynomes,
cette matrice est égale a BE,,, 1 (Di) Nous appelons G ey, la matrice génératrice
polynomiale, issue de H2, de notre code convolutif. Nous allons successivement
appliquer 'algorithme de basicité dont le résultat est donné par I’équation 3.3.1 :



3.3 Reconnaissance du poingonnage 77

1 1+D+D%+D? 0 0 1+D?+D*+ DS DS DT D*+D%+D°

0 D+D3+D5+D7+D9+Du 1 pit 1+D2+D4+DG+D8+D10+DH 0 1+D2+D4+D5+D8+D10
0 D 0 0 D? 1+D? 1+D+D?

0 D?*4+D? 0 14D 14+D?4+D3*4D* D34+ D* D+D?*4+D*

puis nous effectuons 1’algorithme de réductions sur la matrice Gp,s(D) et obte-
nons

11 0 0 1 1 1
c_|oD 1 D 14D o0 1
0D 0 14D 1 14D 14D
00 D 1 1 0 0

La matrice G ainsi formée est une matrice génératrice canonique de taille 4 x 7
de notre code convolutif poingonné. Le code reconnu est donc un code convolutif
(7,4,4).

Ce procédé nécessite de passer dans le domaine des polynémes pour y faire
les calculs de canonicité. L’amélioration de cette méthode permet directement
de trouver la matrice canonique & partir de la matrice H2. Pour cela, nous
considérons le méme découpage de la matrice H? que pour la matrice 3.11.
Nous partons du bas et tant que nous n’avons pas atteints un nombre de lignes
égal a k nous en ajoutons en remontant. La premiere ligne est unique 1110011,
elle appartient donc a la matrice génératrice.

11100110000000
11011101100000
00001000011000
00110101010100

FIGURE 3.13 — MGP résultat de notre méthode de reconnaissance en utilisant
seulement de ’algebre linéaire

Le deuxiéme bloc est constitué de quatre lignes, nous ajoutons donc les trois
dernieres lignes du bloc pour former notre matrice Gy;s

1 1 1 0 0 1 1
o 1+D 14D 0 1 1 10
bis = 0 0 D D 1 0 0
D 0 1+D 1 D 1 0

La matrice Gp;s est aussi une matrice génératrice polynomiale canonique
du code convolutif (7,4,4). Nous faisons remarquer que les matrices G et Gy
génerent le méme code et sont différentes ce qui met en évidence la non unicité
des matrices génératrices (canoniques) d’un méme code.

A partir de cette matrice G (ou Gy;s) nous allons chercher un poingonnage.
Pour cela nous devons, pour tout motif de poingonnage, trouver une matrice
de passage de notre matrice G (ou Gp;s) vers une matrice regroupée. Pour cela
nous supposons que le code de départ est un code (np;s,1). La matrice G (ou
Gpis) est ainsi une matrice génératrice n X k équivalente & une matrice regroupée
npisk X k dont on a supprimé des colonnes. Pour un code non poingonné (2, 1),
le masque est un masque de taille 8 et de poids 7. Nous testons ainsi tous les

poingonnages pour des codes (n',1) avec n’ = 2,...,n/ Si pour un motif de

? max*
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poinconnage nous obtenons une matrice de passage alors nous avons trouvé un
motif de poingonnage et donc identifié un code poingonné. Nous retournons le
poingonnage correspondant au code de plus petite longueur de contrainte, qui
constitue au décodeur le plus efficace de notre code.

Dans notre exemple nous observons la matrice trouvée

Gnonp=(1+D+D* 1+D?+D* 14+D*)

avec le motif de poingonnage 101010110011

Nous retrouvons bien le code de départ, de plus la matricée génératrice
Gronp possede une indétermination da a la permutation des polynémes mais
sont bien les polynémes utilisés pour former la matrice génératrice canonique
du code. Nous avons donc diminué la complexité de décode mais aussi diminué
la complexité sur 'indétermination du codeur.

3.4 Simulations et commentaires

Dans ce paragraphe nous mettons en avant les résultats obtenus a ’aide de
notre méthode et cherchons a en évaluer les limites et capacités. Premierement,
nous observons tableau 4.2, le résultat de différentes exécutions en milieu bruité.
Plusieurs codeurs ont été utilisés pour I'obtention de ces résultats, néanmoins
tous possedent une longueur de contrainte de 9. Le codeur (2,1) est formé des
deux polynomes suivants G = (1+D?*+D3+D*+ D8 1+ D+D?*+ D3+ D*+ D"+
D?®). La matrice du codeur (4,1) est G = (1+D+D?*+ D3+ D*+ D+ D8 1+
D+D3+D*+ D5+ D3 14+ D?+D°+ D"+ D8 1+ D3+ D*+ D°+ D"+ D?®). Les
autres codeurs sont obtenus par poingonnage du code (2,1) afin de générer des
codes de plus grande taille. Le motif de poingonnage [111010] permet d’obtenir le
code (4, 3), alors que pour générer le code (7, 6) le motif [1101011001] est utilisé.
Nous utilisons dans ’exemple une version de l'algorithme utilisant I’algorithme
de la forme de Smith.

taux d’erreur binaire dans la séquence observée.
(n,k)| 0 10.1%(0.15%(0.3%(0.5% | 1% | 1.5%| 3% |5%
(2,1)[0.3] 0.3 | 0.3 | 03] 04 08| 2 24 1360
4,1)] 3] 3 3 3 3 3 3 6 240
(4,3)|14| 3 3 6 10 | 50 | 270 - —
(6,5)| 4| 7 10 30 | 110 |920| — — —
(8,7 9| 15 19 57 [ 340 | — | — — —
temps moyen d’exécution en millisecondes (processeur Core2 3 Ghz Pentium)

TABLE 3.14 — Performances pour reconstruire des codes (n, k) de degré 8

Un code de petits parametres permet d’atteindre des taux d’erreur plus
élevés qu'un code de parametres plus grand mais de méme longueur de contrainte.
Le tableau 4.2 montre la grande rapidité de I'algorithme pour les petits codes, il
a été présenté au cours de la conférence d’ISIT 2009 ([CS09]). Au cours de cette
présentation seule la méthode de Gauss avait été implémenté. Afin de voir le
gain d’une méthode tout algébrique nous reprenons les mémes tests et regardons
le gain de notre nouvelle méthode. Nous mettons ici en avance 'amélioration de
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notre méthode par rapport a 1’état de I'art aussi bien en améliorant la vitesse
d’exécution pour retrouver un code convolutif qu’en permettant de reconnaitre
un code convolutif pour des taux d’erreur plus élevés.

taux d’erreur binaire dans la séquence observée.
(n,k)| 0 [0.1%10.15%0.3%[0.5% |1%|1.5%| 3% |5%
(2,1)[10% | 15% | 20% |12% | 2% |0%| 0% | 0% |0%
4,1 8% | 6% | 5% |15% | 3% |3%| 3% | 0% |0%

TABLE 3.15 — Amélioration de I’algorithme algébrique par rappor a I’algorithme
utilisant la méthode de Smith pour reconstruire des codes (n, k) de degré 8

L’utilisation de la méthode de Gauss plutét que la version amélioré de 1’al-
gorithme n’influence pas les résultats pour un train binaire bruité, en présence
d’erreurs, ’algorithme de Valembois permettant de retrouver le dual du code
sans erreur possede un temps d’execution nettement supérieur a I'exécution de
Palgorithme sans erreur (cf tableau).

3.4.1 Poingonnage

Cet algorithme a été testé en pratique sur des séquences codées poingonnées

et il en ressort les points suivants :

— Presque tous les poingonnages donnent une solution. Chaque solution a
une longueur de contrainte supérieure (et beaucoup plus élevée) ou égale
a la meilleure solution. Pour I'instant il est impossible de prédire si un
poinconnage donnera une bonne solution (longueur de contrainte faible)
ou non.

— Sur les exemples testés, il arrive que plusieurs poingonnages donnent des
résultats aussi bons (la méme longueur de contrainte). Le plus souvent,
deux bons poingonnages ont des motifs quasi-équivalents (par décalage
cyclique d’un ou plusieurs bits du motif).

— En général, notre algorithme se comporte bien et retrouve le code sous-
jacent sans difficulté particuliere (la bonne solution est dans les solutions
possibles).
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Chapitre 4

Reconnaissance des
turbo-codes en milieu
bruité

4.1 Méthode de reconnaissance des turbo-codes

Il existe plusieurs types de turbo-codes, parmi eux les turbo-codes paralleles
et les turbo-codes séries représentent les deux grandes constructions de turbo-
codes. Chaque turbo-code comprend un entrelaceur et composé de deux codeurs
convolutifs en général de petite longueur de contrainte.

Le probléeme que nous chercherons a résoudre dans cette section consiste
a reconnaitre un turbo-code parallele de taux %, composé de codeurs convo-
lutifs systématiques, a partir de ’observation d’une séquence bruitée. Nous
présenterons notre méthode mise au point par N. Sendrier et moi méme, sou-
mise & ISIT 2010 [CS], et la confronterons & deux méthodes développées par M.
Finiasz, M. Cluzeau et J.P. Tillich.

Ug X (D)
codeur 1

CC1 Z(D)
codeur 2

™ CC2 Y (D)

FIGURE 4.1 — Schéma d’un turbo-code parallele

Dans la section 3, nous nous sommes efforcé de reconnaitre tous types de

codes convolutifs. Dans ce cas précis, nous possédons une information supplémentaire,

la forme systématique du codeur impose la forme de la matrice systématique

81
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(paragraphe 1.6)
Gsys:( Ik‘P)

Ainsi, nous ne reconnaissons pas seulement le code convolutif mais aussi le co-
deur systématique qui lui est associé. Cette méthode n’est pas répétable pour
reconnaitre le deuxiéme codeur car I'information X (D) observée ne correspond
pas a linformation du deuxiéme codeur mais & 'information permutée par la
permutation w. Les méthodes suivantes permettent de résoudre en partie le
probléme de reconnaissance du second code convolutif du turbo-code. Pour cela
nous faisons certaines hypotheses faibles qui peuvent facilement étre vérifiées
ou connues a l'aide d’autres étapes de la chaine de transmission comme la
démodulation.
— Les séparations du train binaire formant les séquences X (D), Z(D) et
Y (D).
En effet, il existe dans les normes plusieurs types de < paquets >, c’est
a dire de fagons d’agencer les données afin de les envoyer au destinataire.
Certains problemes existent comme le rajout de < bits de bourrage > per-
mettant de remettre le registre du codeur convolutif dans un état initial,
de compléter un paquet de données incomplet ou 'ajout de séquences de
synchronisation. Nous supposons connu le protocole utilisé et disposons
des séquences X (D), Z(D) et Y(D).
— Le codeur convolutif 1 est retrouvé par la méthode de la section 3.
— La taille n de 'entrelaceur 7 est supposée connue.

4.1.1 Méthode 1 : méthode statistique et de correction
d’erreurs

En utilisant la méthode de reconstruction des codes convolutifs décrite dans
la section 3, nous faisons I'hypothese qu’en utilisant la sortie d’information X (D)
et la premiere sortie de redondance Z(D), nous reconnaissons le codeur convo-
lutif systématique C'C'1. Nous allons traiter le probleme de reconnaissance des
turbo-codes cadre simplifié dans un premier temps, puis nous traiterons le cadre
général par la suite.

Hypotheése 4.1 — H1 : Dans un premier temps, nous supposerons que le co-
deur convolutif CC'1 a été reconnu et que toutes les erreurs sur la séquence
d’information X (D) et sur la séquence de redondance Z(D) ont été cor-
rigées. De plus, nous ferons I'hypothése que les deux codeurs convolutifs
sont identiques et donc connus.

- H2 : Les deux codeurs ne sont pas toujours identiques. Pour cette raison
nous devons étre capable de reconnaitre le deuziéeme codeur convolutif. Ce
probléme sera traité dans un deuxiéme temps.

- H3 : Enfin, dans une troisiéme partie, nous supposerons que les erreurs
sur la séquence d’information X (D) n’ont pas toutes été corrigées par le
premier codeur convolutif CC'1.

4.1.1.1 Contexte ou la séquence d’information est dépourvue de
bruit

Dans cette partie nous considérons les trois hypotheses H1, H2 et H3. Nous
obtenons le schéma suivant :
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X(D) X(D)
_ P (D)
X (D) I cc2 —— YD) = X(“)(D););Eg; + E(D)

Nous notons X (™) (D) le polynéme défini par :

X(W)(D) = Xﬂ—(o) + Xﬂ-(l)D —|— e _|_ Xﬂ—(nfl)D”_l

Py(D
Py (D

~—

Y (D) = X™ (D) + E(D)

~—

Si nous supposons que les polynomes qui engendrent le code convolutif
possédent un mondéme de degré zéro non nul ( ce qui est le cas en pratique)

P(D) = 14---4+P D" (4.1)
Py(D) = 1+---+ P, D™ (4.2)
}Ijigg; et on note g(D) = > g; D" avec
go = 1 alors la série possede un terme constant non nul.

Donc, il existe une forte corrélation entre les termes de degré zéro de X (™) (D)
et de Y (D). Notre méthode repose sur ’hypothese forte mais réaliste que les
polynémes P (D) et Po(D) possédent un mondéme de degré zéro. Seules les sor-
ties X (D) et Y(D) sont utilisées pour la reconnaissance du deuxiéme codeur
convolutif et de la permutation.

on note g(D) la série correspondant &

Calcul de la permutation

Afin de retrouver la permutation nous devons disposer d’un grand nombre
de mots de code. Considérons un tel mot de code et les X (D) et Y (D) associés

X(D) = Xo+XiD+---+X,D"!
YD) = Yo+YiD+-- - +Y,D"!
Le principe de la méthode est alors d’utiliser 1’équation Y (D) = X (™) (D)%

E(D) et d’identifier les termes constants de gauche et de droite en remarquant
que le terme constant de gauche est égal a Yj et le terme constant de droite est
égale & X7 (o) quand Ep est nul.

Nous décidons par vote majoritaire le choix de iy = 7(0) pour lequel X;, =
Yy le plus souvent lorsque nous parcourons tous les mots de code observés.
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Y(D) = X™(D) gggi + E(D)
Yo+YiD+Y2D?* + -+ Y, D" ' = (Xp0)+XeyD 4+ + Xpno)D" )
x(1+ gD+ +g,_1D" ')+ E(D)
Yo+ DYi+-+Y,1D"?) = Xu0) +D(Xna) + 91 X0

+eee ngTr(n72)Dn_3) + E(D)

par identification nous avons Xy = Yp. Pour un nombre de couples assez
grand un indice ig est largement supérieur aux autres. La corrélation entre les
bits est vraie seulement pour le premier terme de Y (D) et de X, (). Pour que
la corrélation existe pour le deuxieme bit de Y (D), le premier doit étre nul. De
fagon générale, pour que nous puissions avoir une corrélation au rang i entre Y;
et X, la séquence de redondance Y (D) doit étre nulle jusqu’au rang i — 1.
Nous avons les coefficients de Y (D) de la maniere suivante :

Yo = Xio)t+Eo

Yi = Xoo)+E1+Xr00
i-1

Yi = X +Ei+ ZXw(j)gi—j
j=0

a la i-eme étape nous avons
i-1
Y - ZXw(j)gi—j =Xre) T Ei (4.3)

=0

et donc Xy ;) est corrélé avec Y; — Z;;E Xr(j)9i—j- Dans le contexte décrit, l'er-
reur se situe seulement sur la sortie du deuxieme décodeur. Lors de I'ajustement
de chaque couple (X (D),Y (D)) si X,y # Y, nous détectons I'erreur. Celle-ci
est située sur Y (D) et Y, devient égal a X ().

D’apres 1’équation 4.3, nous somme capable de calculer la corrélation a
I’étape i. Le calcul a chaque étape peut s’avérer plus complexe qu'un ajus-
tement a chaque étape. Nous allons voir ce phénomene dans ’étude du nombre
de couples nécessaires pour la reconnaissance du turbo-code.

Statistique du nombre de couples nécessaires

Nous calculons & 1’étape une la probabilité que 'indice ig = m(0) soit bien
le bon indice observé et non une erreur due au bruit. Nous calculons la position
ip par statistiques, en additionnant ou soustrayant le message d’information de
longueur M au message de la partie codée. Nous considérons deux variables
aléatoires v et p suivantes :

— v est le nombre de correspondances exactes entre deux bits sur la bonne

oo, ooy (D)
pomtlon.zx—{z.Yo —Xn(o)}
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— p est le nombre de correspondance exacte entre deux bits sur une position
quelconque j : p = {z : YO(Z) = XT(:()]»),j #* 0}

Notons que

— v suit une loi binomiale de parametres (M, p)
~ p suit une loi binomiale de parametres (M, 3)

La probabilité de succes totale correspond a retrouver la bonne permutation
a chaque étape et est définie par :

n—1

Pallfsucces = H Psucc(é)
=0

La probabilité de succes au rang ¢ est calculée en considérant que pour
v est vérifiée pour Y; = Xy ;) et p est vérifiée pour les n — i positions non
retrouvés dans la permutation, sachant que toutes les probabilités de succes au
rang 1,...,4 sont vérifiées.

A D’étape 0 nous avons :

M
P@ucc(o) = Z P(V = Z)P(p < ’L')nil
i=0
A D’étape 1 nous avons :
M
Psucc(l) = Z P(V = Z)P(,O < i)n72
i=0
M
Psucc(g) = Z P(l/ = Z)P(p < Z.)nieil (44)
i=0

La probabilité de succes de I'étape ¢
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On a I'expression suivante

M
Puce(k) = 3 Plv=10)P(p<i)" !
- i1 n—k—1
= Y Pw=0 (X Plp=))
j=0

(V) (52 o (2 ()5

0
SISO e

i=0
Soit S, ,(€) la taille minimum de 1’échantillon pour laquelle la probabilité
de succes est superieure 1 — €.

M > STL;P<€) = Pall—succes >1—c¢

probabilité taux d’erreur binaire p du canal
d’erreur e | 0.01 | 0.02 [ 0.05 | 0.1 | 0.2 | 0.3
e=0.5 30 34 45 | 65 | 134 | 326

e=0.01 38 43 57 | 84 | 175 | 429

TABLE 4.2 — Taille nécessaire des données S,, ,,(¢) pour n = 5000

Le tableau 4.2 donne le nombre de données nécessaires pour retrouver la
permutation avec une probabilité de succes de 0.5 et de 0.99 pour une séquence
d’information non erronée. Le nombre de données nécessaire est faible méme
pour des taux d’erreurs élevés. Nous n’avons pas besoin d’'une séquence beau-
coup plus longue pour une probabilité de succes de 99% que pour une probabilité
de succes de 50%.

Il y a n étapes, a I’étape [ nous devons calculer n — [ fois 'expression 4.4,
qui a un cott de calcul proportionnel a [, pour chacun des M blocs. Le cotit de
calcul est alors proportionnel a :

iMl(nfl) ~
=1

opérations élémentaires. Nous pouvons réduire ce colit en ajustant a chaque

étape les blocs. A la fin de la i-éme étape (i < [), nous soustrayons X;(D) gggg

Mn?

[

a Y (D). le coiit de calcul devient proportionnel & :

n 1
ZM(n— 1) ~ §Mn2
=1



4.1 Méthode de reconnaissance des turbo-codes 87

Dans le cas ou la séquence d’information est aussi bruitée, le nombre de
blocs décroit assez rapidement lors de la reconnaissance et les données viennent
a manquer pour retrouver notre turbo-code. Deux solutions permettent de palier
a cela. La premiere consiste a prendre plus de données mais le volume devient
tres vite contraignant pour le stockage et dans le contexte d’interception. Une
autre solution est de corriger les erreurs limitant ainsi la perte de données et
assurant la faisabilité de notre méthode.

Algorithme 7 ALGORITHME DE RECONNAISSANCE DE TURBO-CODES
Entrée : Une séquence binaire non bruitée de mots de code tel que pour le
iéme mots nous ayons le couple C;=(X(D),Y (D))

Sortie : Un vecteur k& contenant la permutation du turbo-
code

1: Xeorr(D) = 0, polynéme & coefficients entiers.
2: Un vecteur k de taille n initialisé & zéro.

3: foride0an—1do

4: for jdel a M do

5 if Yy =1 (correspondant au mot de code C};) alors then
6 XCO’I’T(D) :XCOT’I‘(D) +X(D)

7: else

8 Xcorr(D) = Xcorr(D) - X(D)

9 end if

10:  end for

11:  On détermine l'indice k; qui est le degré du polynome X, possédant le
coefficient le plus grand.

12 for jdela M do

13: Y(D) =Y(D) - X4, (D) 253

14:  end for

15: end for

P (D)
P>(D)

4.1.1.2 Calcul du développement de

Il est souvent utilisé dans les normes deux codeurs convolutifs identiques,
_ . L. N P (D) . N .
ainsi le développement en série entieres de P> (D) serait connu a partir du co-
deur convolutif 1. Cependant, cela n’est pas toujours le cas et il est essen-
tiel de considérer le cas ou les deux codeurs sont différents. Dans cette partie
nous considérons les hypotheses H1 et H3 seulement. La seule connaissance

D; en série entiere provient de notre hypothese selon

du développement de 2% D

laquelle le premier terme vaut 1. A chaque étape de la reconstruction de la
. . . ) Py (D)

permutation, nous reconstruisons aussi le développement de Pa(D)" Pour cela,

on calcule & chaque étape la valeur de Y, terme de rang r de Y (D) dont les
r — 1 premiers termes ont été mis a zéro. Nous disposons d’un développement

de gggg au degré r.
Py (D) 1
= D+ +g.1D" »D", go=1cet g, 1
Py(D) go+aD+ - +9gr—1 +g 90 et g, € {0,1}
et

def "
Y=Y, — Zgr—ixvr(i)
1=0
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Soit 4; = {ﬂXéi) Yi=Xi+E+ Xﬂ'(O),s} avec € = 0, 1. La valeur maxi-
male entre A; o et A;, permet de déterminer & chaque étape m(1) =1 et g1 =e.

i = Xe)+ B+ X0
i1
Y- ZXW(j)gi—j = Xr() T Ei + Xr(0)9i
j=1

A chaque étape (ci-dessus) nous reconstruisons la permutation mais décidons

aussi du terme du développement (g1,...,¢9;) de ﬁ;gg;. Les polyndémes P; (D)

et Py(D) sont retrouvés par algorithme de Berleckamp-Massey a partir de la
séquence gggg obtenue a la fin de notre méthode. Notons m le maximum de
degré de Pi(D) et de Py(D). Si m est le degré du polynéme de plus haut
degré, nous pouvons nous arréter au rang 2(m + 1) . La longueur de la série
entiere est suffisante pour que ’algorithme de Berleckamp-Massey nous renvoie
les polynémes Py(D) et Py(D). A partir des deux polynémes, nous pouvons

aisément retrouver le développement ggg; jusqu’au rang 2(m+1). Connaissant

le développement a partir du rang 2(m + 1), il nous reste juste a retrouver la
permutation comme vu précédemment.

4.1.1.3 Contexte dans lequel la séquence d’information contient des
erreurs

L’utilisation du turbo-code permet de corriger des taux d’erreur plus élevés
qu'un simple code convolutif ne pourrait corriger. Nous considérons mainte-
nant toutes les sorties du turbo-code sont bruitées (hypothése H1 uniquement).
Considérons le schéma de turbo-code suivant. Nous ne considérons plus I’hy-
pothese H1 dans ce paragraphe.

X (D) X (D) + E1(D)
_ P{(D)
cCl +—— Z(D)= X(D)Pz,(D) + E»(D)
X (D) I cC2 —— Y(D)=X™ (D)%Eg; + E3(D)

L’incapacité de reconnaitre ol se situe ’erreur nous impose de supprimer
chaque couple (X (D),Y (D)) erroné afin de ne pas fausser les statistiques. La
quantité nécessaire a la reconnaissance n’en devient que plus importante. Nous
allons étudier le nombre de données nécessaires pour une tel méthode.
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Traitement de ’erreur

En présence d’erreurs, la reconnaissance de I’entrelaceur ainsi que des polynomes
du codeur convolutif ne change pas. Le principal changement vient de l'incapa-
cité a reconnaitre d’olt vient erreur dans le cas ott X () # Y;. Il est impossible
de corriger l'erreur < a la volée ». Deux solutions sont possibles, soit nous sup-
primons les données contenant une erreur. Dans ce cas le nombre de données
nécessaire augmente de facon exponentielle en fonction du bruit. L’autre so-
lution est de corriger les erreurs des que possible en utilisant un systéeme de
quarantaine. L’idée est alors de corriger 'erreur, lorsque cela est possible, plu-
sieurs étapes apres. Cette méthode s’apparente a du décodage non optimum.
Pour cela on considere 1’équation :

Y(D) = GD)X(D)
> uD' = (gD D
i=0 =0 1=0

Par identification nous pouvons écrire toutes les relations

Yo = 2o
Y1 = G1ZTx0) + Tx(1)
Y2 = G2T0+ g1%r1) T Tr(2)
k
Yk = ngfﬂw(i), 9o =1
i=0

La premiere équation ne peut pas étre utilisée car on ne peut pas déterminer
lequel des bits est faux. Toutes les autres équations font intervenir un bit de
I’équation recherchée x, ) et des bits successifs (z(;) ou y; avec i > 0). Tout
couple (X(D),Y (D)) contenant une erreur est mis en quarantaine en attendant
une étape ultérieure permettant de corriger I’équation. Ainsi nos statistiques
se font uniquement sur des couples sans erreur. Nous devons choisir quelles
équations utiliser pour corriger notre erreur. Cependant, nous ne pouvons pas
toutes les prendre car la quantité de données stockées serait trop importante et
que plus I'équation fait intervenir de bits suivant 'indice de notre erreur plus la
probabilité de faire intervenir des bits erronés et donc de faussé notre équation
augmente. Nous choisissons donc d’utiliser ’équation :

Yj+i = Gj+iTx(j)  Tr(j+i)

oll
P(D
Py (D)

On limite ainsi le nombre de bits nécessaires a la correction pour éviter d’intro-
duire d’autres erreurs.

— Siy; ouz,(;) est erroné et y;4; et xr(;44) sont justes alors nous corrigeons
Perreur. Nous sortons I’équation de la quarantaine, elle est ajusté jusqu’au
rang j + ¢ si elle ne contient pas d’autre erreur et sera réutiliser pour le
calcul de statistiques.

~—

=1+D'+...
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— Siy; ou wy(;) est erroné et y;; ou (44 est faux alors nous propageons
I’erreur. Nous sommes incapables de la corriger , dans ce cas nous ignorons
définitivement ’équation (pour les statistiques et la correction de celle-ci).

— Siy; et z,(; sont erronés, nous ne détectons pas I'erreur au rang j. celle-
ci est détecté a un rang ultérieur mais ne pourra étre corriger, nous nous
retrouvons dans le cas précédent et ignorons 1’équation.

De maniere plus précise, nous prenons la bonne décision si y;1; —Zr(j44) = 0
avec la probabilité 2p — p?. Si la décision est fausse alors nous avons un bloc
erroné mais pas détecté comme tel. En effet, les blocs faux apparaissent avec la
probabilité p? a chaque étape. Deés qu'ils se comportent de maniére aléatoire,
ils doivent rapidement étre envoyés en quarantaine. A chaque étape 2p blocs
sont envoyés en quarantaine et une proportion de 2p blocs sont corrigés de
la quarantaine et réintroduit dans nos statistiques. Si un bloc se retrouve trop
souvent en quarantaine, celui-ci & de forte chance de correspondre & un bloc dont
Perreur est propagée. Nous pouvons par des heuristiques simples les supprimer
pour nos calculs. Nous n’avons pas réalisé d’analyse précise de notre algorithme
mais les informations précédentes suggerent que le nombres de blocs va décroitre
d’un facteur m a chaque étape. En pratique cela ne suffit pas a retrouver
la permutation pour de large taille de blocs. Par exemple, pour n = 5000 et
p = 0.01 nous avons m ~ 7. Encore, pour de large taille de bloc, lorsque
la probabilité d’erreur du canal augmente, la diminution du nombre de blocs a
chaque étape devient inacceptable. Par exemple, pour n = 5000 et p = 0.05,

nous obtenons m ~ 7.10%

Comme nous ’avons vu pour le cas simple ou seule la séquence redondante
est bruitée, la complexité est linéaire en la longueur des données et quadratique
en la taille de bloc. Dans le cas présent, la taille des données décroit a chaque
étape, la taille initiale doit donc étre plus grande que nécessaire pour distin-
guer le plus de positions corrélées. Pour calculer ces corrélations, nous avons
seulement besoin d’une petite partie des données, toutefois toute la séquence
de données est examinée (et aussi corrigée ou mise en quarantaine) a chaque
étape. Si nous ciblons une probabilité d’erreur de €, dépendant de la stratégie
utilisée soit mise <« en quarantaine > soit <« correction >, la complexité de calcul
est respectivement proportionnelle & :

2 2
Snple)n ot Spp(e)n

(I—=2p)» (1 —4p*)

ou S, p(€)s la taille minimum de 1’échantillon pour laquelle la probabilité de
succes est > 1 —e.

Cette méthode basée sur les statistiques est tres rapide ce qui en fait son plus
grand avantage. Ses deux principaux inconvénients sont les données nécessaires
et I’échec de la méthode dans le cas poingonné. En effet, la perte de donnée
dans le pire des cas peut étre tres rapide car nous rejetons le mot dans le cas
d’une impossibilité de corriger. Dans le cas ou toutes les séquences sont bruités,
nous pouvons exécuter le programme seulement pour des petites tailles de blocs
(n = 100) et un taux d’erreur binaire du canal petit (1% ou 2%). De plus, dans
le cas poingonné, les bits de redondance et d’information ne sont plus liés.
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4.1.2 Méthode 2 : méthode basée sur le décodage

Les méthodes suivantes sont étudiées en paralleles de nos travaux par M.
Finiasz, M. Cluzeau et J.P. Tillich [CFT10]. En voici une bréve déscription.
Reprenons le turbo-code étudié :

X(D) X (D) + E (D)
_ P{(D)
ccl1 —— Z(D)= X(D)PQ,(D) + E»(D)
X(ﬂ)(D) \— CC2 — Y(D):X(”)(D)iigg; + 3(D)

Nous avons vu dans la méthode précédente que la présence d’erreur est un
facteur limitant de la méthode, en effet nous perdons tres vite les blocs de
données rendant impossible de retrouver ’entrelaceur. Pour contrer cet effet du
aux erreurs nous les corrigeons en partie a l'aide d’équations de parité liant les
bits d’informations aux bits de redondance. Cette méthode corrige les erreurs
de maniere simpliste en s’approchant d’un systéme de décodage. Dans cette
nouvelle méthode, nous allons nous inspirer des algorithmes de décodage des
codes convolutifs pour obtenir de meilleurs résultats face au bruit.

Pour chaque mots de code nous constituons un diagramme d’état qui, a un
état du registre, associe une probabilité du(des) bit(s) de sortie en fonction de
la probabilité d’erreur p du canal et du(des) bit(s) d’entrée. Nous considérerons
I’état du registre nul a chaque nouveau mot. De ce faite, lors de l'initialisation
de notre vecteur nous considérons la probabilité que le registre soit nul & un et
celle des 2™ — 1 autres états possibles du registre égale a zéro. Pour chaque nou-
veau bit d’entrée, les probabilités de chaque états évoluent permettant ainsi de
décoder notre mot recu en fonction de la probabilité la plus grande de se situer
dans un état du registre. Les parametres du décodage sont dans un contexte
coopératif connu, ainsi connaissant I’entrelaceur, le décodage revient a un calcul
de probabilités. Dans notre cas, nous supposerons I’entrelaceur connu! et nous
devons donc deviner la permutation. Nous reconstruisons la permutation posi-
tion par position a partir du début. Pour cela, il faut étre capable de distinguer
a une étape j le bon choix pour cette j-éme position d’'un mauvais choix.

Recherche d’un distingueur

placons nous a la j-eme étape de la reconstruction. Nous supposons donc
connues les 7 — 1 premieres positions de la permutation et les M diagrammes
d’états de notre décodeur apres avoir lu les j — 1 premiers bits d’entrée et les
j — 1 bits de sorties associés. Pour deviner la j-éme position de la permutation
nous allons essayer les n— j+1 possibilités correspondant chacune a un ensemble
de M bits d’entrée pour la j-eme étape. Les j-éme bits de sortie étant connus,

1. 11 est facile d’essayer tous les entrelaceurs par recherche exhaustive car la longueur de
contrainte des codes convolutifs utilisés dans les turbo-codes est trés courte.
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nous pouvons pour chaque choix possible déduire la distribution de probabilité
du diagramme d’état apres j bits d’entrée. Selon que le choix pour cette j-
eme position est correct ou erroné l’entropie de ces diagrammes d’état suit une
distribution ou une autre (voir FIGURE 4.3). Ces distributions cibles peuvent
étre calculées par échantillonnage en calculant ’entropie de 1’état interne de
notre décodeur apres j choix corrects ou apres j — 1 choix corrects et un choix
incorrect. De fagon générale un mauvais choix entraine une augmentation de
I’entropie de I’état interne.

Proba
1 A

0.75+

0.5

0.257

0 1 9 sentropie

FIGURE 4.3 — Exemple de répartition d’entropie. en noir (1) lentropie de
décodage connaissant la permutation, en rouge (2) entropie pour une per-
mutation aléatoire et un registre a 3 états

Le distingueur que nous construisons est un test de Neyman-Pearson pour
savoir si la distribution que 1’on calcule a partir des M mots interceptés est
plus proche de I'une ou l'autre des deux distributions échantillonnées. Ce test
nécessite un échantillonnage de nos distributions (cf FIGURE 4.4). Il convient
que plus le nombre de mots M est grand plus la représentation de la répartition
de lentropie est précise. En fonction du nombre de faux positifs/faux négatifs
que l'on vise et de I'écartement des deux distributions cibles (principalement lié
au bruit du canal), il est possible de calculer une borne minimale sur M pour
que la reconstruction puisse fonctionner.
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Proba
1 A

0.75 7X

0.5 M

0.25

0 1 5 sentropie

FIGURE 4.4 — Echantillonnage de la fonction de répartition de ’entropie (courbe

)

Reconstruction de la permutation du Turbo-code

Pour reconstruire la permutation en entier, on procede en n étapes : a la
j-eme étape on essaye les n — j + 1 valeurs possibles de la permutation et
on ne conserve que les candidats qui passent le test décrit précédemment. Si
M est suffisamment grand un seul candidat est conservé a chaque étape et la
permutation est entiérement reconstruite & la fin. Dans ce cas la complexité de
I’algorithme de reconstruction est

n—1
> (n—i)M2™ ~ O(n*M2™).
=0

Poinconnage

Le principe de fonctionnement de cette méthode reste ici inchangé. Nous devons

considérer la contrainte supplémentaire qu’a un bit de sortie est associé deux
3

bits d’entrée (pour un poingonnage 7). Deux bits de la permutation doivent

étre supposés et devinés a chaque étape. Comme précédemment il existe (];[)
possibilités de choix des deux éléments de la permutation pour la premiere étape.
Deux possibilités existent.

Soit les deux positions de la permutation a identifier ont bien été trouvées,
dans quel cas nous continuons avec (N 5 2) possibilité de choix de la permutation
au pas suivant.

Dans le cas général, en fonction des polynémes du codeur et du poinconnage,
chaque bits de sortie peut étre associé a un nombre variable Nbepiree de bits
d’entrée. La valeur maximale de ce Nbepiree définit la complexité de I’algorithme
qui devient :

n—1

Nbentree .
<Tl - ZNbentree

M2™ ~s O(n'Vbentree L prom),
Nbentree > (n )

i=0
Conclusion

Basée sur le principe de décodage des turbo-codes, cette méthode est tres ro-
buste aux erreurs, ce qui en fait sa principale force. Néanmoins, cette tech-
nique nécessite la connaissance des polynémes du codeur (P (D), P2(D)) : il est
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nécessaire de les essayer tous. Un mauvais choix de ce codeur fait que ’algo-
rithme de reconstruction s’arréte au bout de quelques étapes seulement.

temps d’exécution

n o M  (théorie)
en secondes
64  0.43 50 (48) 0.2
64 0.6 115 (115) 0.3
64 1 1380 (1380) 12
512 0.6 170 (169) 11
512 0.8 600 (597) 37
512 1 2800 (2736) 173
512 1.1 3840 (3837) 357
512 1.3 29500 (29448) 4477
10000 0.43 300 (163) 8173
10000 0.6 250 (249) 7043

TABLE 4.5 — Temps de reconstruction de la permutation complete pour un canal
gaussien d’écart type o et différentes tailles de turbo-code et d’échantillon.

4.1.3 Méthode 3 : méthode basée sur la recherche d’équa-
tions de parité de poids faible

Reprenons le turbo-code étudié :

X(D) X(D) + E\(D)
_ P((D)
cCl +—— Z(D) _X(D)Pé(D) + Ey(D)
X™ (D) L cee — Y(D) = X<w)(D)]]j;Eg§ + E5(D)

La problématique reste inchangée, I’idée nouvelle de cette méthode n’est de
plus s’intéresser au code mais a son dual et plus particulierement aux équations
de parité de poids faible. Considérons le code C’ formée de la sortie X (D) et de
la sortie Y'(D) tel que

C'=mi,...,m
Ou
m;, =T1,Y1,22,Y2,.--, TN, YN
Ce code C’ possede des équations de parité liant les bits de X (D) et Y (D) qui
nous permettent de retrouver la permutation.

Recherche de mots de poids faibles dans le codes
Soit n la taille de la permutation, nous devons donc rechercher toutes les
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équations de parité dans le message de longueur 2n. Sachant que n peut valoir
plusieurs milliers de bits, il convient que rechercher des relation de parité de
poids quelconques sur un tel intervalle avec I'algorithme de Valembois demande
une puissance de calcul trés importante. A part pour des niveaux de bruit tres
faibles, cette solution n’est pas acceptable. Néanmoins, dans ce code il existe des
relations de parité de poids faible w plus facile a rechercher et suffisantes pour
retrouver la permutation. Pour cela nous utilisons un algorithme de recherche
déterministe de mots de poids donné dans un code, basé sur le paradoxe des
anniversaires. Il permet pour un méme temps d’exécution (2n)[ %1 d’obtenir une
taille en mémoire moindre, de 'ordre (2n)[%], c’est l'algorithme de P. Chose,
A. Joux et M. Mitton [CJMO02]. Ainsi nous cherchons des équations de poids w
(et inférieur) dans notre code. w est choisi de maniére expérimentale en fonction
de la machine, cette valeur ne peut pas étre trop petite ne fournissant pas assez
de données pour retrouver notre permutation, ni trop grande limitant le temps
de calcul. Expérimentalement, il convient que w = 6 ou w = 8 est un bon
parametre pour la reconstruction des turbo-codes.

Retrouver la permutation

Les équation de parité trouvées dans le code sont les mémes équations que
celles fournies par le code, engendré par lentrelacement des sorties uq(D) et
u2(D) et visible sur la figure 4.6. On suppose P;(D) et Py(D) connu dans un
premier temps.

X(D) PP u (D)

P, —— u,(D)

FIGURE 4.6 — Schéma engendrant un systeme d’équation de parité équivalent
aux sortie X(D) et Y(D) du turbo-code

Cette représentation (cf figure 4.6) est équivalente en terme d’équation de
parité du code au code précédant. Soit o et 3 appartenant & Fo[D], tous les
équations de parité vérifient ’équation :

a(D)P1(D) + B(D)P(D) =0
Pour tout équation de parité de poids w faible, a(D) et G(D) vérifient
nbmonomes (O[(D)) + nbmonomes (ﬁ(D)) é w

Ou encore, si nous représentons ces polynomes sous forme de vecteur binaire
apr, ¢t BE,, de taille d égale au degré du polynémes plus un ,alors

laBe, |y +18BE, g S W

Nous nous ramenons au calcul de
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ou A(D) € Fy[D], dont [Agg, |y < w. Nous obtenons tous les couples (a(D), 3(D))
signature des polynémes (P (D), P2(D)).

Désormais nous possédons les équations de parité de poids faible engendrées
par nos polynomes, nous allons les relier aux équations de poids faibles iden-
tifiées dans le code. Les équations de parité du code font intervenir des bits de
redondance (sortie Y (D)) qui suivent 'ordre de sortie du codeur convolutif et
les bits d’informations (sortie X (D)) qui eux, sont rangés dans un ordre donné
par la permutation. Soit T'(D) la partie des équations de parités du code faisant
intervenir les bits de redondance et A(D) la partie faisant intervenir les bits
d’information. Nous recherchons les couples

(@i(D), Bi(D)) = (i (D), Ai k(D))

ol € [1,nbeg], 7 est 'indice de I’équation de parité et nb.q le nombre d’équations
de parité pour le couple (Pi(D), P2(D)). k est 'indice du premier bits de la
relation de parité. Soit da, le degré du polyndéme A;(D) et dr, le degré du
polynéme I';(D).

Lik(D) = 7io+vi1D+ -+ Yiar,
Aik(D) = 0i0+ 01D+ +0ida,

Le bit de redondance n’étant pas unique (ce qui impliquerait qu’un des po-
lyndmes vaut 1), nous avons une indétermination sur la position des bits d’in-
formation. L’équation de parité est vraie pour k¥ = 0 mais aussi pour k = dj,
ainsi nous avons deux équations de parités. Si nous nous intéressons aux bits de
X (D) dont on ne connait pas la position nous avons

dio+diiD+---+ 6 =0
Oik H0igs1 D+ + i pydn, =0

En décalant ’équation de k = ds,, nous assurons de lever une indétermination,
celle de d; , qui est la seule variable inconnue commune aux deux équations. En
réitérant 'opération nous pouvons retrouver I’emplacement dans la permutation
de tous les bits définis par 0 modulo k. Les équations de parités («(D), 5(D))
sont, aussi vrai par multiplication d’une puissance de D.

D’ (T x(D), Ai k(D)) = (Tik15(D), As kg5 (D)) =0

Cela se répercute sur les bits par un décalage de j bits en fonctions de la multi-
plication par D7. Ainsi nous pouvons retrouver les bits de la permutation définis
par j modulo k avec j < k. Aux extrémités de la permutation apparait plusieurs
équations parasites de petit poids. Nous ne les considérons pas pour nos calcul.

Recherche des polynémes P;(D) et P(D))

Nous avons supposé pour la reconstruction de lentrelaceur que P;(D) et
P, (D) était connue, ce qui n’est pas vrai dans le cadre de reconnaissance de code.
Pour lever cette indétermination, nous allons créer I’empreinte de chaque couple
(P1(D), Py(D)), nous l'appelons un dictionnaire de chaque couple contenant les
(i (D), B;(D)). Il sera alors possible pour toute les équations de parité de poids
faible du code, de discriminer les polynémes dont le dictionnaire ne contient



4.1 Méthode de reconnaissance des turbo-codes 97

pas une relation de parité. Nous obtenons ainsi un seul couple (P (D), Py(D))
vérifiant toutes les équations de parité et seulement celles-ci.

Cas bruité, poingonné

Il peut néanmoins arriver que certaines positions de I’entrelaceur ne soient
pas identifiable. Notamment les positions qui font intervenir des bits dans les
équations de parité au extrémité des données étudiés. En effet, Il se peut que les
k premiers bits et les k£ dernier ne soient reconnus, les autres équations de parité
(s (D), Bi(D)) associé aux polynoémes (P (D), P,(D)) nous permettent de lever
cette indétermination. La robustesse face au bruit en est de plus améliorée.

Le bruit aura pour effet de diminuer le nombre d’équations de poids faible
que nous trouvons dans le code, ne permettant pas a une unique équation de
retrouver la totalité de la permutation. Les équations (a(D), 5(D)) fournies par
les polynémes (P;(D), P»(D)) permettent, jusqu’a un certain niveau de bruit,
de retrouver celle-ci.

Quand au poingonnage, il jouera le méme role de réducteur d’équation que
le bruit en ne faisant plus intervenir certains bits de redondance.

Dans cette méthode, nous utiliserons les équations de parité comme nous
lavons fait pour les codes convolutifs (cf section 3). Les inconvénients sont que
la recherche des équations de parité nous oblige a utiliser des mots de poids faible
di a sa complexité algorithmique chronophage. L’utilisation de dictionnaire rend
tres rapide la reconnaissance des polynomes car il suffit simplement de faire une
comparaison. Un des avantages de cette méthode est qu’elle reste inchangée que
le code soit poingonné ou non.

4.1.4 Comparaison des méthodes

Il est difficile de comparer ces méthodes qui sont tres différentes, mais nous
pouvons déja dresser les qualités et les défauts de chacune d’elles.
La méthode basée sur les statistiques que j’ai réalisé avec N. Sendrier est

fondée sur I’hypothese que le développement en série entiere de ﬁ;ggg possede

un terme constant. Cette hypothese n’est pas contraignante car la plupart des
codeurs possedent un mondéme de degré zéro. Le point fort de cette méthode
est sa rapidité, malgré un parcours de toutes les données plusieurs fois, elle
réalise seulement des opérations simples (addition, multiplication, xor). Au
contraire, cela se produit au détriment de la robustesse aux erreurs qui malgré
sa méthode de correction trouvera assez vite ses limites face au bruit. Pour
amélioré ce facteur, il serait judicieux de remplacer ’opération de correction par
un véritable décodage rendant la méthode un peu plus longue. Cette méthode
est intéressante, pour la compréhension du probleme et reste fonctionnelle dans
beaucoup de cas. Une étude plus approfondie permettra son amélioration et
aussi d’en déterminer plus précisément les limites.

La méthode basée sur le décodage a été implémenté par M. Finiasz et M.
Cluzeau. L’avantage certain de cette méthode repose sur le fait qu’elle est basée
sur le décodage la rendant trés robuste aux erreurs. Ainsi, si I'utilisateur est
capable de retrouver le message malgré les erreurs, alors nous sommes capables
de reconnaitre le code considérant le méme taux de bruit. Une hypothese tres
forte et limitant considére que nous connaissant les polynomes. Cette méthode
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est beaucoup plus lente que la précédente du fait de nombreux pré calcul et
d’un arbre de recherche potentiellement grand. Il est possible de traiter le cas
du poingonnage a travers cet algorithme, en contrepartie d’un coups de calcul
grandement augmenté.

La troisieme méthode utilisant les équations de poids faible correspond a un
compromis aux deux premieres méthodes. Basée sur la recherche d’équations de
poids faible (pour un poids fixé) dans le dual rend cette méthode plus robuste
en théorie au bruit que la premiere méthode dans sa proposition actuelle. L’al-
gorithme utilisé pour la recherche des mots d’un poids donné dans le dual étant
rapide pour des petits poids, nous obtenons une rapidité accrue par rapport a
la seconde méthode. Le temps d’exécution est indépendant du niveau de bruit :
pour des taux d’erreurs tres faible cette méthode est fonctionnelle mais plus
lente que les deux autres, pour des taux d’erreurs élevés le temps d’exécution
reste inchangé mais la méthode ne reconstruit qu’une partie de la permutation
a la fois.

4.1.5 Conclusion des turbo-codes

Cette section plus théorique a permis de découvrir une méthode que j’ai
implémenté (méthode statistique) et deux autres méthodes en cours d’étude
théorique et d’implémentation. En amenant de nouvelles idées et en les implém-
entant, nous allons plus loin que ce qui a été réalisé a ce jour par les travaux de
J. Barbier [Bar07]. Ces études offrent de grandes perspectives pour la reconnais-
sance de turbo-codes. L’implémentation et le test de ces méthodes permettra
de déterminer en détail les caractéristiques réelles de ces algorithmes. Malgré ce
progres sur les turbo-codes, il reste de nombreux points non résolus car méme si
la recherche a grandement avancée dans le domaine des turbo-codes paralléles,
il n’en n’est rien des turbo-codes série qui sont une cible intéressante pour la
reconnaissance de code.



Conclusions et perspectives

La reconnaissance des codes convolutifs a été étudiée dans le passé au travers
des theses de E. Filiol et J. Barbier. Nous sommes reparti de ces travaux et plus
fondamentalement des travaux de R.J. McEliece sur les codes convolutifs pour
développer un nouvel algorithme de reconnaissance des codes convolutifs a la fois
simple et de faible complexité. Il est le seul algorithme connu de reconnaissance
des codes convolutifs totalement automatique.

Cet algorithme utilise entre autres I’algorithme de A. Valembois de recherche
de mots du code dual a partir de séquences codées bruitées. La complexité de
cet algorithme n’a jamais été étudiée en détail. Nous pensons que son étude
et sa compréhension ainsi que son amélioration permettrait de reconnaitre les
codes jusqu’a des taux d’erreurs d’une dizaine de pour cent.

Dans ce manuscrit, nous avons également abordé le sujet des codes convolu-
tifs poingonnés. L’intérét de retrouver le poingonnage est de diminuer la com-
plexité de décodage. En effet, la complexité de décodage d’un code convolutif en
utilisant ’algorithme de Viterbi est O(28T™), m étant la longueur de contrainte.
Nous voyons alors la différence importante de complexité entre le décodage s'un
code (4,1) (complexité 2+1) et son poingonné (13,8) (complexité O(28+™)). Il
permet entre autre de diminuer légérement 'indétermination du codeur qui dans
un contexte de reconnaissance est important. Des recherches communes avec M.
Cluzeau et M. Finiasz sur le poingonnage ont permis d’élaborer un algorithme
de reconnaissance dans le cas d’un code convolutif poingonné. Cette méthode se
fonde sur I’élaboration d’un algorithme de complexité polynomiale permettant
de répondre au probleme suivant : Existe-t-il un codeur convolutif C1 pour un
(n,k,m) donnée et un motif de poingonnage tels que la séquence codée par le
codeur C1 et poingonnée coincide avec une séquence codée par un codeur convo-
lutif C2 non poingonné. L’algorithme proposé s’effectue en deux temps. Dans
un premier temps, nous reconnaissons un code convolutif poingonné comme un
code convolutif de parametres plus grand (n’,k’,m). Dans un second temps,
nous testons tous les motifs de poinconnage pour des parametres qui seraient
compatibles avec le code convolutif reconnu. Néanmoins cette recherche exhaus-
tive des motifs est cotliteuse en temps et demande énormément de puissance de
calcul notamment pour les motifs longs. Il serait souhaitable de trouver une
méthode qui permettrait de trouver des criteres capables de diminuer ’espace
des motifs de poingonnages rendant ainsi la méthode moins cotteuse dans le cas
de tres grands motifs de poingonnage.

De maniere pratique, nous avons constaté que pour un bruit assez élevé notre
algorithme pouvait ne pas reconnaitre le code recherché mais un code identique
de parametres plus grand ((ni, ki), avec i € N). Certaines heuristiques simples
seraient envisageable pour résoudre ce probleme. Etant capable de retrouver un
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codeur, il suffirait alors de décoder (corriger les erreurs) pour diminuer gran-
dement le taux de bruit de la séquence interceptée. Ainsi si nous effectuons
I’algorithme avec la nouvelle séquence corrigée, nous devrions trouver le code
(n, k) d’origine (si celui-ci était le bon codeur).

Les turbo-codes convolutifs étant basés sur deux codeurs convolutifs mis
en parallele, notre algorithme de reconnaissance de codes convolutifs précédent
a pu étre mis a profit pour reconnaitre un turbo-code. En effet, le premier
codeur convolutif est facilement identifiable par simple application de notre
algorithme. Le probléeme est donc revenu a retrouver le deuxieme codeur dont les
bits d’entrée ont subi une permutation. La méthode de reconnaissance que nous
avons proposée consiste a reconnaitre, pour un turbo-code non poingonné, la
permutation pas a pas. Elle est compétitive face aux autres méthodes auxquelles
nous 'avons comparée, notamment par sa rapidité. Nous avons considéré deux
cas : dans le premier, l'identification du premier codeur convolutif a permis
de corriger toutes les erreurs de la séquence d’information. Dans ce cas, nous
avons reconstruit I'entrelaceur et une base du code convolutif pour des taux
d’erreurs de trente pour cent sur la partie redondance. Dans le second cas, il
se peut que le premier codeur n’ait pas totalement corrigé les erreurs sur la
séquence d’information. Dans cette situation, nous ne savons pas ou se situe
Perreur soit sur la séquence d’information, soit sur la séquence de redondance.
La quantité de blocs nécessaires a la reconnaissance du turbo-code grandit de
fagon exponentielle plus le taux d’erreur est élevé.

Nous avons considéré la séquence observée comme une séquence codée de
bits <« 0 » et< 1 ». En pratique, la séquence observée est une séquence codée
dans laquelle chaque symbole a une probabilité de valoir <« 0 > ou <« 1 ». Les
décodeurs utilisent toujours cette information souple, ce qui leur permet d’utili-
ser au mieux la capacité de correction du code. En utilisant de manieére naturelle
ces vraisemblances pour le probleme de reconnaissance, il est probable que I'on
puisse reconnaitre le code pour des niveaux de bruit plus élevés. Cette infor-
mation souple peut étre utilisée de plusieurs facons. La premiere, naive, serait
d’observer la séquence codée jusqu’a identifier une plage de données peu bruitée,
transformer I'information souple en une information dure et d’y appliquer notre
algorithme de détection. Cette simple manipulation offrirait de meilleures per-
formances face au bruit dans le cas de la reconnaissance d’un code convolutif par
exemple. Une seconde méthode serait de reconsidérer le probleme directement
a partir de I'information souple et d’y adapter ou développer des algorithmes
nouveaux pour la reconnaissance de codes.
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Notations

Pour les codes nous utilisons les notations suivantes

C correspond a un code.

A : alphabet de g éléments finis, souvent A = {0, 1} pour les codes binaires.
u est un vecteur (€ A) d’éléments u; correspondant & l'information que
I’on souhaite transmettre.

4 : correspond au vecteur des u; éléments du message d’information estimé
a la réception.

v est un vecteur (€ A) d’éléments wu; correspondant & notre séquence
d’information apres brassage.

0 : correspond au vecteur des ¥; éléments du message recu estimé apres
décodage et avant le débrassage.

x est un vecteur (€ A) d’éléments u; correspondant a notre séquence codée
que 'on va envoyer.

Z : correspond au vecteur des ; éléments du message codé estimé regu
apres démodulation.

n correspond a la longueur d’un code C.

k est la dimension de notre code C.

s correspond a la synchronisation d’un mot de code. Il faut différencier la
synchronisation d’un code en bloc d’un code convolutif.

G est une matrice génératrice du code C.

H est une matrice de parité du code C. Nous la notons aussi O+

Ggys est la matrice systématique du code.

t est un opérateur de temps.

N le nombre de mots de code recus.

m est un mot bruité recu.

M est la matrice de mots bruités 77i; recu.

Pour les codes convolutifs

n représente le nombre de sorties (la dimension de 'espace d’arrivée) du
code.

k est la dimension de notre code, pour les codes convolutifs cette dimension
correspond au nombre d’entrée du codeur.

m est la longueur de contrainte. Plusieurs définitions existent, nous utili-
sons celle donné par McEliece (cf. [McE98])

Gl est la matrice regroupé du code convolutif.

D est opérateur < Delay > .

Pour les turbo-codes, nous rajoutons des notations a celles des codes convolutifs.
— m l'entrelaceur du turbo-code.

M est le longueur de la séquence recue et utilisée.

n est la longueur de I'entrelaceur 7.

s correspond a la synchronisation d’'un mot de code ou bloc de code de
longueur n (différent des codes convolutifs).
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Annexe A

Berlekamp-Massey

L’algorithme de E. Berlakamp est tres utilisé en informatique, il a été présenté
en 1968 dans son livre [Ber68] en tant qu’algorithme de décodage des codes
BCH. J.M. Massey a démontré un an plus tard que 'intérét de cet algorithme
ne résidait pas dans ce seul fait mais aussi dans le calcul de la complexité
linéaire d’une suite. Il devient possible de retrouver le plus petit LFSR pouvant
engendrer une suite de bits donnés. Cette méthode provient principalement de
la cryptanalyse ou les LFSR sont omniprésents. En reconnaissance de code, ils
peuvent étre utilisés pour retrouver des brasseurs linéaires ou encore des codes
convolutifs (n,1).

Soit y(D) la série entiere tel que Y (D) = }IjigggU(D) avec Pi(D) le po-
lynéme ”forward”, Py(D) le polynéme ”backward” et (D) la séquence d’entrée
du LFSR. La méthode de Berlekamp-Massey permet de nous renvoyer les po-
lynémes P;(D) et Po(D) en fonction de la séquence interceptée Y (D). J.L.
Dornstetter [Dor87] & démontré que cette méthode était équivalent & un algo-
rithme d’Euclide. Il posséde une complexité quadratique en 0(n?). Il peut étre
amélioré en utilisant des versions sous-quadratiques dérivées de la version sous-
quadratique d’Euclide ol la multiplication de polynémes est réaliser par une
transformée de Fourrier discret de complexité 0(nlog® n)

Le degré maximum de (P; (D), P>(D)) est [, la complexité en 0(1) est définit par

la taille ou la mémoire minimum du LFSR contenant ses polynémes. Pour toute

suite en-itére y(D) de complexité linéaire 0(1), il est nécessaire de disposer de 21

bits consécutifs pour étre sur de retrouver le polynéme minimal (développement
- N P1(D) .

en série entiere de Pl D)) engendrant cette séquence.

Afin de retrouver les polynome, 1’algorithme parcours notre séquence inter-
ceptée et construit le LFSR minimal jusqu’au temps ¢. L’état initial du registre
est donné par les premiers bits de la série, seul le polyndéme, série entiere tronquée
au terme D%, S(D) = Y (D)) est recherchée. Le passage au temps ¢ + 1 laisse
apparaitre deux possibilités, soit le LFSR engendre encore notre suite dans quel
cas on ne fait rien soit il ne ’engendre plus, on parle ”d’échec”. L’algorithme va
alors corriger le polynéme S(D) afin qu’il engendre la suite en lui ajoutant avec
un décalage indiqué par la variable ¢ le polynoéme S;(D) précédemment calculé
au temps t. De fagon plus formel, I’algorithme est le suivant.
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Algorithme 8 ALGORITHME DE BERLEKAMP-MASSEY

Entrée : La suite Y(D).
un entier d
Sortie : La suite S(D) jusqu’au degré d.

1:

4:

[Initialisation]

On commence avec t < 0, S;(D) «— 0, S;—1 < 0, le degré [ — 0. 6 — —1 on
aura toujours § +t + 1 = 2l

[fin 7]

Sit = n alors on a fini. Le polynéme qui génere la suite est S¢(D) et le degré
de la suite est en [.

[Erreur ?]

Si

1
Z Ciysri =0
i=0

avec S(D) = Y.~ ;D' Alors le polynéme S;(D) géneére toujours la suite,

aller en 5.

[Correction)]

— Si § > 0, alors [ ne change pas et S;(D) « S;_1(D) + D°S,_1(D)

— Sinon § « —8. S¢(D) = S;_1(D) + D°S;(D) et S;_; prend I’ancienne
valeur de S¢(D).l— 14§

[Boucle] faire t < t+ 1, § < § — 1 et retourner en 2.
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