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Introduction générale

Présentation générale de la recherche

Cette étude s’intéresse au développement d’une méthode de sillage libre pour le
calcul de l’écoulement tridimensionnel instationnaire au travers d’une éolienne à axe
horizontal. L’objectif est d’évaluer la charge aérodynamique et la puissance du rotor
éolien dans différents régimes de fonctionnement.
Dans cette démarche, l’écoulement réel au travers du rotor est remplacé par un écoule-
ment de fluide parfait, au travers d’un système tourbillonnaire équivalent. Ce système
tourbillonnaire comporte des tourbillons attachés aux pales et des tourbillons libres
détachés des pales. Pour simplifier, la vorticité issue des pales est supposée concentrée
dans deux tourbillons libres, à l’extrémité et au pied de chaque pale. Afin de calcu-
ler l’écoulement résultant et évaluer les efforts dynamiques exercés sur la structure
du rotor, une méthode de sillage libre a été mise en œuvre. Cette méthode préconise
l’utilisation d’une description lagrangienne de l’écoulement. L’évolution du sillage à
l’aval du rotor est obtenue en suivant l’évolution spatio-temporelle de marqueurs, eux-
mêmes représentatifs des tourbillons issus de l’extrémité et du pied de chaque pale.
La résolution de l’équation gouvernant l’évolution du sillage et l’obtention des posi-
tions des marqueurs, nécessitent la mise en œuvre d’une méthode utilisant un schéma
explicite prédicteur-correcteur du deuxième ordre. La vitesse induite par les filaments
tourbillonnaires est calculée à l’aide de la loi de Biot-Savart pour les effets générés
par les tourbillons voisins du point de contrôle. Sur le point de contrôle, où la loi de
Biot-Savart devient singulière, on a recours à une correction locale basée sur les rayons
de courbure du filament tourbillonnaire.
La méthode de sillage libre suppose un fluide parfait mais ce travail ne saurait être
complet s’il n’intégrait pas les effets visqueux. En effet, l’hypothèse de fluide parfait
introduit une valeur infinie de la vitesse au centre des tourbillons. Pour lever cette
singularité, on considère un rayon fini des noyaux tourbillonnaires. Ceci permet de li-
miter la vitesse induite à une valeur maximale située sur ce rayon. La diffusion des
lignes tourbillonnaires et l’accroissement du rayon du noyau tourbillonnaire sont mo-
délisés en fonction de l’âge du tourbillon. Les coefficients nécessaires pour représenter
l’influence de la viscosité sont obtenus expérimentalement.
Les résultats numériques permettent ainsi de visualiser les trajectoires des tourbillons
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marginaux émis à partir des extrémités des pales.
Afin d’effectuer la validation du code de calcul réalisé, les résultats obtenus numé-
riquement sont, dans un premier temps, comparés à ceux donnés par des solutions
analytiques connues. Les cas étudiés sont ceux du tourbillon rectiligne infini, de l’an-
neau tourbillonnaire et du tourbillon hélicoïdal, d’une importance capitale pour l’étude
du sillage à l’aval d’une éolienne. La validation de l’algorithme, destiné à calculer la
vitesse auto-induite aux points singuliers, s’effectue sur un filament tourbillonnaire pa-
rabolique, pour lequel on dispose d’une solution analytique.

Notre démarche de validation requiert un travail expérimental mené sur une ma-
quette d’éolienne par des essais en soufflerie, afin de mesurer les positions des foyers
tourbillonnaires des tourbillons marginaux et la puissance mesurée sur l’arbre du rotor
éolien testé. La validation de la méthode de sillage libre dans un régime de fonction-
nement face au vent, est réalisée par comparaison avec les résultats expérimentaux
concernant quatre paramètres : la répartition de la circulation et la vitesse axiale le
long de la pale, les positions des foyers tourbillonnaires et la puissance de l’éolienne.
Les résultats des simulations sont comparés avec les données expérimentales et confirment
la faisabilité et l’efficacité du modèle développé.

Aperçu de la thèse

Le mémoire est divisé en quatre chapitres.
Le premier chapitre identifie certaines sources d’instationnarité de l’écoulement

réel, nous paraissent predominantes dans le fonctionnement instationnaire du rotor,
ainsi que la nature physique complexe du sillage qui en découle. Ce chapitre présente
aussi les différentes théories aérodynamiques appliquées aux rotors éoliens. L’accent est
mis sur la méthode d’élément de pale et les théories tourbillonnaires car elles consti-
tuent la base de notre modélisation.
Les théories tourbillonnaires "méthode de sillage prescrit et méthode de sillage libre",
désormais prisées dans notre domaine, modélisent mieux l’écoulement au travers du
rotor éolien et tiennent compte des singularités créées lors de l’advection de chacun
des tourbillons marginaux issus des extrémités des pales. Suivant la représentation des
pales du rotor, il existe deux groupes de méthodes tourbillonnaires dans lesquelles les
pales sont remplacées par une ligne portante ou par une surface portante. L’avantage de
la méthode de la ligne portante est l’utilisation des caractéristiques des profils, prenant
en compte les effets visqueux et l’effet de compressibilité. La justification du choix de
la méthode d sillage libre conclut ce chapitre.

Le deuxième chapitre pose la méthodologie de cette étude. La méthode de sillage
libre utilisée ici est une méthode potentielle, initialement utilisée dans l’analyse des ro-
tors d’hélicoptères. Elle est basée sur le remplacement de l’écoulement réel autour d’un
rotor éolien, par l’écoulement d’un fluide parfait à travers un système tourbillonnaire
équivalent.
Une description lagrangienne de l’écoulement est appliquée dans laquelle des marqueurs
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sont placés le long de chaque tourbillon marginal. Après discrétisation des trajectoires
des tourbillons marginaux, les marqueurs successifs sont connectés deux à deux par un
segment tourbillonnaire linéaire. Le sillage tourbillonnaire à l’aval du rotor est déter-
miné, en supposant que le vecteur tourbillonnaire de celui-ci soit parallèle au vecteur de
la vitesse. Après sélection du système de coordonnées utilisé dans cette modélisation,
on développe l’équation régissant le sillage, sa résolution, et le choix du type de dis-
crétisation. Ensuite, à partir de la loi Biot-Savart, on développe la technique de calcul
des vitesses induite dans le sillage. Il est à noter que la représentation du tourbillon
marginal, par des segments tourbillonnaires linéaires, diminue la précision du calcul au
voisinage du point de contrôle. Ce problème requiert une correction incluant la cour-
bure de la ligne tourbillonnaire. Cette correction est réalisée par le recours à la vitesse
auto-induite (self-induced velocity), et s’effectue uniquement pour les segments situés à
gauche et à droite du point de contrôle. A cause des effets de viscosité de l’air, le noyau
de chaque tourbillon marginal s’accroît au fur et à mesure de son avancement vers l’aval
du rotor. Le traitement de ce gradient diamétral du tube tourbillonnaire à été intégré
dans cette méthode, ainsi que le traitement de la singularité. Un code numérique basé
sur la méthode de sillage libre et la méthode de l’élément de pale a été développé, afin
de déterminer les efforts aérodynamiques appliqués par les pales sur le fluide. Le calcul
est itératif et donne la valeur de la puissance à chaque pas temporel, et cela se poursuit
jusqu’à la convergence du calcul. Ce chapitre s’achève par une description graphique
de l’algorithme numérique développé dans ce travail.

Le troisième chapitre présente une étude systématique de la précision du calcul
de la vitesse induite, par la méthode de sillage libre. Il s’agit notamment d’évaluer la
précision liée à l’utilisation des segments rectilignes afin de remplacer les tourbillons
marginaux.
Pour des cas spécifiques, les résultats obtenus par le code numérique issu de la méthode
de sillage libre sont comparés avec ceux donnés par une solution analytique connue.
La validation est d’abord effectuée sur des exemples relativement simples (filament
tourbillonnaire rectiligne infini et anneau tourbillonnaire) puis sur un cas de tourbillon
hélicoïdal infini, ainsi que sur un cas de tourbillon parabolique. Aux points singu-
liers, où les tourbillons marginaux se détachent de l’extrémité de la pale, la précision
du calcul est évaluée en fonction du nombre de divisions et du rayon du noyau tour-
billonnaire. Cette étude permet de justifier le choix de la valeur de ces deux paramètres.

Le quatrième chapitre concerne l’exploration de l’écoulement à la sortie d’une
maquette de rotor éolien. L’étude de l’écoulement autour de ce dernier a nécessité la
mise en œuvre d’un dispositif expérimental dans la soufflerie du laboratoire LMF-Arts
et Métiers ParisTech. Cette exploration a pour objet de mesurer les efforts aérodyna-
miques s’appliquant sur le rotor éolien pour un cas d’éolienne Rutland face au vent. La
technique de vélocimétrie par image de particules (PIV ) a été utilisée pour obtenir le
champ de vitesses dans le sillage. Le traitement des images issues de cette technique a
permis de visualiser l’écoulement dans un repère lié au rotor et de montrer la forme du
sillage, ainsi que de déterminer les positions des foyers tourbillonnaires dans le sillage
proche du rotor. La performance énergétique du rotor éolien prévue par la méthode
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de sillage libre, ainsi que les positions des tourbillons marginaux, sont comparés avec
les résultats mesurés dans la soufflerie du laboratoire LMF-Arts et Métiers ParisTech,
sous des conditions de vent contrôlées, tout ceci étant réalisé en fonction de la vitesse
spécifique.

Les expériences portant sur cette éolienne ont donné lieu à une vaste base de données
expérimentales. Notre étude a deux objectifs : définir la variation de l’angle d’incidence
autour du profil et l’évolution du coefficient de force normale le long de la pale, en
fonction de son angle azimutal d’une part ; déterminer la performance de l’éolienne en
fonction de la vitesse du vent d’autre part. Les valeurs calculées sont comparées avec
les données expérimentales disponibles pour cette éolienne.

Le mémoire se termine par une conclusion générale résumant l’ensemble des résul-
tats obtenus au cours de ce travail.
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1.1 Introduction

Ce chapitre identifie dans un premier temps certaines sources d’instationnarité de
l’écoulement réel, qui nous paraissent prédominantes dans le fonctionnement instation-
naire du rotor, ainsi que la nature physique complexe du sillage qui en découle. Sont
présentées ensuite les différentes théories aérodynamiques appliquées aux rotors éoliens.
La méthode d’élément de pale et la théorie tourbillonnaire de sillage libre font l’ob-
jet d’une attention particulière car elles constituent la base de notre modélisation. La
justification du choix de ces deux méthodes conclut ce chapitre.

1.2 Les enjeux de la modélisation aérodynamique ins-

tationnaire des éoliennes

L’éolienne est, par définition, un dispositif mécanique utilisant la force motrice
du vent. Cette force peut être utilisée mécaniquement (dans le cas d’une éolienne de
pompage), ou produire de l’électricité (dans le cas d’un aérogénérateur). La limite de
Betz (voir annexe 5) prouve qu’une partie seulement de la puissance cinétique du vent
peut être transformée en puissance mécanique via le rotor éolien. Par ailleurs, la plupart
des codes actuels de calcul des efforts aérodynamiques reposent sur des simplifications
susceptibles de nuire à la précision des résultats. Afin de proposer des éoliennes fiables
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et performantes, et de les dimensionner correctement, les constructeurs doivent donc
disposer d’outils capables de calculer rapidement les efforts en service.

Les enjeux actuels de la modélisation aérodynamique du rotor éolien peuvent être
classifiés en trois niveaux :

1.2.1 Aérodynamique du rotor éolien

L’estimation du champ de vitesses et des angles d’incidence par rapport aux profils
des pales est un élément fondamental de prédiction de la charge dynamique sur le rotor
ainsi que de la puissance produite par l’éolienne [70, 40]. En effet, les paramètres régis-
sant les forces aérodynamiques (portance, trainée) sur chaque section transversale de
la pale sont : la vitesse relative, l’angle d’incidence, les propriétés physiques du fluide
en écoulement et la géométrie de la pale.

Le sillage induit une vitesse sur chaque section de pale.
Cette vitesse induite est à l’origine d’une évolution de la charge aérodynamique suppor-
tée par les pales, car elle engendre une modification de la valeur de l’angle d’incidence
sur chaque section transversale de la pale.

1.2.2 Sillage éolien

L’expérience prouve qu’une aile fixe sans rotation, installée dans un écoulement,
produit à ses extrémités des tourbillons dits marginaux, advectés par l’écoulement. Par
ses effets induits, cette vorticité influence la charge aérodynamique sur l’aile. Néan-
moins, les effets induits n’ont plus d’influence sur la charge à une distance supérieure
et à une valeur équivalente à quelque corde.
Dans le cas d’un rotor d’éolienne, les tourbillons marginaux prennent une forme hé-
licoïdale. Par conséquent, cette influence limitée n’est pas observée. Au contraire, ce
phénomène doit être pris en compte de façon complète afin de permettre le calcul de
la charge du rotor de l’éolienne.
La structure du sillage dépend fortement des conditions de fonctionnement de l’éo-

lienne. Dans ce sillage, la nappe tourbillonnaire, issue du bord de fuite de la pale, s’en-
roule rapidement avec les tourbillons marginaux issus de l’extrémité des pales (figure1.1).
Après une certaine distance, la forme hélicoïdale du sillage commence à disparaître et
les tourbillons s’entrelacent et se désorganisent (figure1.2). Chaque changement de la
forme du sillage s’accompagne d’un changement des valeurs des vitesses induites et
donc de la charge sur le rotor.

Lors d’un fonctionnement en dérapage au face au vent, les tourbillons marginaux
sont à l’origine d’effets tels que la génération de bruit et la vibration des pales. Quand
les tourbillons marginaux sont dans une zone voisine du rotor, les vitesses induites
locales au rotor modifient l’angle d’incidence, qui produit à son tour des fluctuations
temporelles de la charge.

L’exploration de la structure du sillage du rotor éolien, indispensable au calcul des
charges sur les pales et de la puissance utile, constitue un défi dans leur prédiction.
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Figure 1.1 – Le développement du tourbillon marginal à partir des tourbillons libres.

Elle présente en effet des difficultés à deux niveaux : sur le plan des mesures expé-
rimentales (mesures non intrusives comme le LDV, le PIV) ainsi que sur le plan des
outils de simulation actuels, car ces derniers ne permettent pas encore de prédire le
sillage et la puissance de manière satisfaisante.

1.2.3 Sources d’instationnarité

Les éoliennes fonctionnent généralement au sein d’un écoulement instationnaire.
La figure 1.3 résume les sources en apparence prédominantes, des charges aérodyna-
miques instationnaires sur le rotor éolien. En effet, la charge sur chaque élément de
pale varie dans le temps à cause de divers effets. Les sources spécifiques prises ici en
considération pour l’éolienne, sont les suivantes [41, 28, 34, 20] :

1. Vitesse et direction du vent : le vent souffle généralement à une vitesse rare-
ment constante. Cet effet peut produire un changement significatif de l’angle
d’incidence aux profils des pales. Ce changement est considérable dès lors qu’il
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Figure 1.2 – Expérience réalisée par le Centre danois de recherche sur l’énergie "Risø",
montrant le sillage d’une éolienne à une seule pale [63].

Induction 

du sillage
TurbulenceCouche limite

terrestre

Fonctionnement 

en lacet

Vitesse et direction

        du vent 

Sources des charges aérodynamiques instationnaires

sur un rotor éolien

Effet du

 mât

Rafales

Figure 1.3 – Sources de charges aérodynamiques instationnaires sur un rotor éolien

s’accompagne d’une modification de la vitesse induite produite par le sillage,
celui-ci changeant de forme en fonction de la vitesse du vent. Il en résulte donc
un changement permanent des forces locales appliquées au rotor et une puissance
variable en fonction du temps.

2. Couche limite terrestre : lors du fonctionnement de l’éolienne (surtout pour une
éolienne de grande taille), la partie inférieure est alimentée par une vitesse de
vent plus faible que sa partie supérieure (figure.1.4). Cela correspond à l’effet de
la couche limite terrestre, qui freine l’écoulement de l’air en raison de la rugosité
de la surface du sol, du relief ou des vagues où l’éolienne a été installée.

3. Rafales de vent : les rafales de vent peuvent engendrer, sur plus d’une seconde,
des pics de vitesse de vent supérieurs à la vitesse du vent moyennée en cours
de fonctionnement de l’éolienne. Ces variations soudaines dégradent de manière
significative les composants mécaniques et électriques. Les charges mécaniques
subissent aussi les effets de ces pics, facteurs d’importants couples dans le rotor
de l’éolienne et engendrent des échauffements anormaux, voire de bris dans l’arbre
de transmission.
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éoliennes

Figure 1.4 – Les effets de la couche limite terrestre sur l’écoulement autour d’une
éolienne, source [42]

4. Fonctionnement en dérapage : quand l’éolienne fonctionne dans une position où
la direction du vent n’est pas perpendiculaire au plan du rotor, des variations
instationnaires importantes des vitesses locales appliquées sur les pales peuvent
se produire [36, 75, 55].
En effet, l’éolienne fonctionne souvent en dérapage, le mécanisme de contrôle du
positionnement du rotor face au vent ne pouvant assurer une position idéale du
rotor à tout moment. Dans le cas d’un fonctionnement de l’éolienne à une vitesse
spécifique faible, une grande déviation de l’écoulement axial est susceptible de se
produire, amplifiant ainsi ces effets instationnaires, malgré le vrillage des pales.

5. Effet du mât : le mât influe indiscutablement sur l’état des charges aérodyna-
miques au moment du passage des pales dans son sillage [58, 19, 45].
En effet, à chaque passage au voisinage du mât, les pales rencontrent une zone où
la vitesse du vent est plus faible. L’écoulement est alors bloqué par la production
d’une zone de réduction de la vitesse du vent à l’amont et à l’aval du mât. La
chute de vitesse dans cette zone dépend du type de mât (tubulaire en acier, en
treillis, mât haubané) et de ses dimensions. Un changement transitoire de l’angle
d’incidence de chaque élément de pale se produit à chaque tour de pale, modifiant
ainsi les charges appliquées par l’écoulement.

6. Turbulence : la turbulence atmosphérique est un phénomène majeur et un fac-
teur important. Elle est généralement provoquée par des déplacements d’air de
températures inégales [10], dans des régions présentant une surface de terrain très
accidentée ou des obstacles.
Les turbulences rendent plus difficile la récupération de l’énergie cinétique et
augmentent les charges aérodynamiques appliquées aux composants mécaniques
de l’éolienne. En général, on essaye donc d’augmenter la hauteur de la tour afin
d’éviter que la turbulence engendrée près du sol influe sur la surface balayée par
le rotor.
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7. L’induction instationnaire du sillage : la variation temporelle des conditions aé-
rodynamiques (vitesse, incidence, circulation) au rotor produit un effet sur la
force et les positions des tourbillons émis et advectés dans le sillage à l’aval de
l’éolienne. Ce processus d’évolution a un effet héréditaire dans le temps car il
continue à se reproduire dans le développement du sillage.

8. Les effets tridimensionnels autours des profils des pales : L’existence d’une compo-
sante radiale d’écoulement engendre le développement d’une couche limite 3−D
sur la pale, ce qui complique un peu plus le comportement aérodynamique théo-
riquement prévu en 2−D.

L’asymétrie des efforts de ces sources instationnaires se traduit par la présence de
couples parasites. Ces couples augmentent les vibrations engendrées par le couple axial
instationnaire sur l’ensemble rotor-ligne d’arbre, dangereuses pour la tenue mécanique
des pales du rotor, elles mêmes soumises alors à une fatigue sous contraintes cycliques.
Ces facteurs (couples parasites, vibrations et contraintes cycliques) sont en partie trans-
mis par voie solide à l’ensemble du système (ligne d’arbre, génératrice), et au-delà, à la
structure elle-même, au travers des paliers, de la butée et du berceau de la génératrice.
Ce phénomène, à transmission purement solide, est directement relié aux fluctuations
de charges aérodynamiques, ou portance instationnaire, de chacune des sections de
pales.

1.3 Méthodes de modélisation aérodynamique d’une

éolienne

Habituellement, les modèles d’écoulement autour du rotor éolien, supposent un
fluide parfait et incompressible [21]. Parmi les méthodes les plus utilisées, on distingue :

1.3.1 Théorie de Froude-Rankine

Dans la théorie de Froude-Rankine [15], le rotor est considéré tel un appareil mo-
difiant l’énergie cinétique du fluide qui le traverse.
Cette théorie suppose un écoulement monodimensionnel et un fluide parfait et incom-
pressible à travers le rotor. La surface balayée par les pales du rotor est remplacée par
un disque perméable facteur d’une discontinuité de pression.
Dans le cas d’une éolienne, ce disque extrait l’énergie cinétique du vent et provoque un
ralentissement de l’air. Selon l’équation de continuité, le tube de courant enveloppant
le disque augmentera son diamètre de l’amont à l’aval en traversant le rotor.
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2 3 4

Disque actif
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Figure 1.5 – Remplacement de la surface balayée par les pales du rotor par un disque
perméable

Afin d’exprimer la puissance du rotor P en fonction du coefficient de vitesse axiale
induite, on utilise la théorie de quantité de mouvement et l’équation de Bernoulli.
Grâce à cette méthode, il est possible de formuler la puissance du rotor en fonction
du coefficient de vitesse axiale induite. Il est de même possible de démontrer que la
puissance maximum extraite par le rotor n’excède pas 16/27 de la puissance disponible
(loi de Betz), pour une vitesse induite égale à un tiers de la vitesse à l’infini amont [48].
Cette méthode ne tenant pas compte de la présence des pales est souvent, pour cette
raison, simultanément utilisée avec la théorie de l’élément de pale.

1.3.2 Théorie de l’élément de pale

Cette théorie repose sur le découpage de la pale en plusieurs tranches à l’aide de sur-
faces cylindriques et sur une étude de l’écoulement menée tranche par tranche (figure
1.6). On suppose que l’écoulement dans un anneau est indépendant des autres anneaux.
En conséquence, si on obtient les forces de traînée et de portance pour chaque tranche,
on peut évaluer les caractéristiques intégrales du rotor. Pour obtenir les forces élémen-
taires, chaque tranche de la pale est présentée comme une aile cylindrique soumise au
vent relatif créé par la vitesse du vent à l’infini et par la rotation.
Les forces aérodynamiques sont calculées à partir des coefficients de traînée et de por-
tance du profil dépendants de l’angle d’incidence [15, 29]. Les coefficients aérodyna-
miques sont obtenus à partir des essais et prennent en compte les effets de viscosité.
L’intégration des forces aérodynamiques le long de la pale permet d’obtenir la force
axiale, le couple et la puissance du rotor.
La théorie de l’élément de pale donne des résultats satisfaisants à condition que les
vitesses induites soient faibles. Or ce n’est pas le cas des éoliennes, qui fonctionnent
souvent à une vitesse induite relativement grande, voisine d’un tiers de la vitesse à
l’infini, afin d’approcher le point maximum d’énergie récupérable.
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Figure 1.6 – Efforts subis par un élément de pale d’un rotor éolien soumis à un vent.

Cette méthode est donc souvent associée à des approches permettant de calculer la
vitesse induite [50, 25], telles la méthode de Glauert [29] ou la loi Biot-Savart.

1.3.3 Théorie de l’élément de pale-quantité de mouvement

Cette approche est basée sur la théorie de l’élément de pale, mais la vitesse relative
au profil est corrigée par les vitesses induites. Ici, la vitesse induite axiale est calculée
pour chaque anneau élémentaire en appliquant le théorème de quantité de mouvement
dans la direction axiale (figure 1.7).
La vitesse induite tangentielle est calculée à l’aide du théorème de quantité de mou-
vement angulaire. On tient ainsi compte du champ de vitesses perturbé par le rotor.
Contrairement à la théorie monodimensionnelle de Froude-Rankine, les vitesses induites
varient le long de la pale [15, 66, 29]. Par contre, elles sont moyennées dans la direction
azimutale. Cette théorie est actuellement améliorée à l’aide de différentes corrections
prenant en compte le nombre fini de pales [71].
La prise en compte des effets tridimensionnels nécessite le recours aux polaires 2D
corrigés ou aux polaires des profils tournants. Il existe également des corrections pour
le fonctionnement de l’éolienne en dérapage (cas non axisymétriques), aux résultats
satisfaisants et à faibles angles de désalignement.
En raison de son calcul rapide et fiable, cette théorie est fréquemment utilisée par les
fabricants d’éoliennes pour la conception et les études préliminaires et cela, en vue d’ob-
tenir des résultats initiaux propices à lancer d’autres méthodes plus précises comme la
méthode de sillage libre.

14
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Figure 1.7 – Un élément de pale et un anneau balayé par cet élément

1.3.4 Méthodes "Dynamic Inflow"

La théorie de l’élément de pale-quantité de mouvement donne de bons résultats
dans les cas simples. Néanmoins, les résultats obtenus à l’aide de cette théorie ne
sont pas satisfaisants pour les écoulements complexes, en cas de fonctionnement de
l’éolienne en dérapage ou durant les rafales de vent [50, 68]. Des méthodes spécifiques
ont donc été développées pour aborder les cas instationnaires et non-symétriques. Ces
méthodes prennent en compte l’irrégularité de la vitesse induite dans le plan du rotor
et la variation temporelle du vent en amont et présentent la vitesse induite comme une
série de polynômes orthogonaux [18, 61].
Afin d’évaluer les effets instationnaires, la notion de masse apparente est introduite
dans l’équation de quantité de mouvement. Ce terme permet en considération l’inertie
du fluide associé au rotor. Une modélisation du décalage temporel entre le changement
de la vitesse à l’infini et la puissance du rotor est ainsi possible. Ce modèle conduit à
un système d’équations différentielles ordinaires quant à la relation entre les vitesses
induites, la charge aérodynamique des pales et la vitesse en amont.
L’utilisation la plus répandue de ce modèle dans le domaine de l’éolienne est basée sur
la méthode de Pitt et Peters [16]. Malheureusement, les méthodes " dynamic inflow "
recourent à plusieurs constantes empiriques [50].

15



Chapitre 1. Méthodes de calcul d’un rotor éolien

En conséquence, les résultats obtenus ne sont donc fiables que si on en connaît les
constantes temporelles liées au fonctionnement du rotor.

1.3.5 Méthodes basées sur la résolution des équations de Navier-
Stokes (CFD)

Avec l’augmentation de la puissance des ordinateurs, ces dernières années ont vu
un recours croissant aux équations de Navier-Stokes, la résolution de ces équations
constituant désormais la méthode de référence dans tous les domaines de la mécanique
des fluides [73]. Les avantages de cette méthode sont d’autant plus connus dans les cas
d’écoulements très complexes [27, 67].
Dans le cas de l’écoulement autour d’une éolienne (figure 1.8), plusieurs travaux confirment
la performance de cette méthode. Les résultats sont bons pour des vitesses de vent
faibles et modérées [71] mais malheureusement moins fiables dans le cas de grandes
vitesses, la différence avec les essais deviant alors non négligeable.

Y

Z

X

Frame 001 ? 27 Jan 2005 ? volume solution

Figure 1.8 – Écoulement autour d’une éolienne obtenu par la méthode (CFD)
d’après [43]

Malgré de bons résultats dans la plupart des cas, les méthodes basées sur la résolution
des équations de Navier-Stokes sont difficiles à associer à un code de calcul mécanique.
En effet, pour calculer la puissance d’une éolienne sous l’effet d’une rafale de vent, les
normes exigent une durée de simulation de 10 secondes.
Pour satisfaire aux conditions de convergence, le pas de temps de calcul doit être de
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l’ordre de 1.10−4 ce qui exige un temps du calcul prohibitif [17].
Actuellement, Les théories du disque actif [72, 24] et de la ligne active [44, 57] sont les
théories les plus utilisées, avec les équations de Navier-Stokes, dans l’étude du sillage
visqueux à l’avale des éoliennes. La progression actuelle dans ce domaine permet d’illus-
trer la géométrie réelle d’une éolienne par un modèle hybride beaucoup plus simple et
facile à réaliser.

1.3.6 Méthodes tourbillonnaires

Les méthodes tourbillonnaires sont des méthodes potentielles basées sur le rem-
placement de l’écoulement réel au travers du rotor par un écoulement de fluide par-
fait au travers d’un système tourbillonnaire équivalent [50]. Ce système comporte des
tourbillons attachés aux pales et des nappes de tourbillons libres détachées des pales.
Les tourbillons attachés qui remplacent les pales sont rotatifs comme ces dernières et
exercent des forces équivalentes sur le fluide.
L’apparition de la nappe des tourbillons libres vient du théorème de Helmholtz selon
lequel les lignes tourbillonnaires doivent être soit fermées, soit prendre naissance ou dis-
paraître aux frontières du domaine de l’écoulement. Par exemple, lors du remplacement
d’une aile par une ligne tourbillonnaire, la ligne tourbillonnaire ne peut pas se terminer
aux extrémités de l’aile. Selon le théorème de Helmholtz, deux tourbillons marginaux
apparaissent aux extrémités et sont émis pour se connecter entre eux à l’infini [11].
Il est à noter qu’au travers d’une nappe tourbillonnaire libre, il se crée uniquement
une discontinuité de la vitesse tangentielle, et non de la pression. Ainsi, les tourbillons
libres ne subissent aucune force, et selon le théorème de Kutta-Joukowski, le vecteur
de la vitesse et le vecteur du tourbillon libre sont parallèles [64].

Suivant la représentation des pales du rotor, il existe deux groupes de méthodes
tourbillonnaires :

1. Le premier groupe remplace la pale par une ligne portante : l’avantage
de la méthode de la ligne portante repose sur l’utilisation des caractéristiques
des profils, donc sur la prise en compte des effets de viscosité et de compressi-
bilité. L’inconvénient réside dans l’écoulement aux extrémités de la pale : il est
tridimensionnel et l’application des caractéristiques aérodynamiques de profil ne
peut donc pas être justifiée. La méthode de la ligne portante est largement uti-
lisée pour les rotors d’éoliennes et d’hélicoptères où l’allongement de la pale est
important [11].

2. Le second groupe de méthodes remplace la pale par une surface por-

tante : largement utilisée dans le cas des hélices marines où les effets marginaux
sont importants, les profils sont peu chargés et le fluide est incompressible. Chaque
pale est remplacée par une surface de discontinuité de pression. Cette distribution
de pression varie le long de la corde. La représentation de la pale et des condi-
tions initiales au développement du sillage est ainsi améliorée par rapport aux
méthodes de ligne portante.
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Suivant la représentation de la forme du sillage tourbillonnaire, il existe deux diffé-
rentes approches.
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1.3. Méthodes de modélisation aérodynamique d’une éolienne

1.3.6.1 Méthodes de sillage prescrit

Les méthodes de sillage prescrit supposent que la forme du sillage est connue [50, 23].

Dans le cas d’une hélice d’avion, les vitesses induites à l’aval du rotor sont habi-
tuellement faibles. En conséquence, les nappes tourbillonnaires adoptent une forme
hélicoïdale.

Z

X

Y

Γ

-Γ

Direction

 du vent

Figure 1.9 – Sillage prescrit de forme cylindrique d’une éolienne

Dans le cas des éoliennes, les vitesses induites sont importantes et les nappes tourbillon-
naires sont déformées (figure 1.10). Ici, on suppose que la forme du sillage est connue,
soit à partir des essais, soit à partir d’un calcul approché. Les résultats obtenus par
ce type de calculs sont bons dans les cas stationnaires ou pour les rotors peu chargés.
Néanmoins, dans le cas instationnaire d’une éolienne, quand les vitesses induites sont
importantes, la forme des surfaces tourbillonnaires varie au cours du temps et la mé-
thode de sillage prescrit ne peut être appliquée. Dans ce cas, il est préférable d’utiliser
le second groupe de méthodes, celles de sillage libre.

1.3.6.2 Méthodes de sillage libre

Les méthodes de sillage libre ont initialement été utilisées dans l’analyse des rotors
d’hélicoptères [47, 31, 50]. Ces modèles créés pour les hélicoptères ont été adaptés par
Gohard [30] pour le calcul des rotors éoliens. Dans cette méthode, les tourbillons libres,
sont déplacés comme des lignes matérielles à la vitesse locale du sillage (seconde loi de
Helmholtz).
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X

Direction

 du vent

z

Figure 1.10 – Sillage tourbillonnaire d’une éolienne composé de tourbillons issus de
l’extrémité et du pied de chaque pale.

Contrairement à la méthode de sillage prescrit, il est procédé à un calcul explicite
de la trajectoire des tourbillons marginaux. On suppose par ailleurs que l’écoulement
à l’aval de l’éolienne est essentiellement composé de filaments tourbillonnaires issus
des extrémités de chaque pale. Ces tourbillons marginaux sont advectés par un champ
de vitesses supposé ici potentiel.

1.4 Choix de la méthode de calcul

Au vu de toutes ces méthodologies de modélisation des charges aérodynamiques,
notre choix de travail s’est porté sur la méthode de sillage libre. Cette dernière utilise
en effet une description lagrangienne de l’écoulement. L’évolution du sillage à l’aval du
rotor sera obtenue en suivant l’évolution spatio-temporelle de marqueurs représentant
les tourbillons issus de l’extrémité et du pied de chaque pale.
L’équation gouvernant l’évolution du sillage et qui nous aidera à obtenir les positions
des marqueurs sera ensuite développée avant de recourir à la méthode de discrétisa-
tion. La vitesse induite par les filaments tourbillonnaires sera calculée à l’aide de la loi
de Biot-Savart pour une identification des effets générés par les tourbillons voisins du
point de contrôle. Et sur le point de contrôle, où la loi de Biot-Savart devient singulière,
une correction locale basée sur les rayons de courbure du filment tourbillonnaire sera
requise. La résolution de l’équation gouvernant l’évolution du sillage nous permettra
enfin à l’aide de la méthode de l’élément de pale, de calculer les efforts aérodynamiques
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et d’obtenir la puissance du rotor.

1.5 Conclusion

Une brève description des enjeux de la modélisation aérodynamique instationnaire
des éoliennes a été présentée dans ce chapitre, ainsi que les sources d’instationnarité qui
doivent être prises en compte dans le calcul. Les différentes méthodes de modélisation
des chargements dynamiques des éoliennes ont de même été exposées ainsi que leurs
limites.
Un intérêt particulier est porté sur la méthode de sillage libre : cete dernière présente
en effet de grands avantages aux niveaux du coût, de la sûreté de fonctionnement et de
la fiabilité. La mise en œuvre de cette méthode sera l’objectif principal de ce travail.
Le chapitre suivant mettra en œuvre la méthode de sillage libre permettant la modéli-
sation de l’écoulement tridimensionnel à travers un rotor éolien. Il développera dans un
premier temps le modèle aérodynamique représentatif de la pale, puis la méthode uti-
lisée pour résoudre l’équation de l’évolution du sillage afin d’aboutir à l’organigramme
du code de calcul développé.
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2.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’exposer la mise en œuvre de la méthode de sillage libre
dans le cadre de l’étude d’un rotor éolien. Cette méthode permet en effet, par le recours
au traitement lagrangien des tourbillons marginaux issus des extrémités des pales, de
modéliser l’écoulement tridimensionnel d’un fluide parfait incompressible, à travers un
rotor éolien.
Ce travail s’effectue en trois étapes : la présentation, dans un premier temps, du sys-
tème de coordonnées utilisé dans la simulation, du modèle aérodynamique représentatif
de la pale et de l’exposé du calcul des vitesses induites et auto-induites ; l’application
de cette méthode, dans un deuxième temps, au cas d’une éolienne, pour laquelle le
sillage est obtenu en suivant l’évolution de marqueurs représentatifs des tourbillons
marginaux. La méthode de résolution de l’équation de l’évolution du sillage nécessaire
à l’obtention de la position de chaque marqueur achève l’analyse.
Le déroulement de cette méthode s’inscrit dans la stratégie de calcul de la charge aé-
rodynamique appliquée au rotor éolien. Ce chapitre se termine par la présentation de
l’organigramme du code de calcul développé dans le cadre de l’application de cette
méthode.
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aérodynamiques utilisant l’approche de sillage libre

Origine du tourbillon marginal

Les pales d’une éolienne fonctionnent sur le même principe que les ailes d’un
avion [15]. L’ensemble des efforts sur l’intrados et l’extrados correspond à la force
aérodynamique que l’on décompose en un effort de trainée et un effort de portance (fi-
gure 2.1).

Tourbillons 

     libres

V∞

Déviation du courant 

d’intrados vers l’extérieur

Déviation du courant 

d’extrados vers l’intérieur

Mouvement de l’air 

Tourbillon 

  marginal

Figure 2.1 – Écoulement sur une pale d’éolienne à faible incidence, présence d’un
tourbillon libre dû à la longueur finie de la pale

Dans l’hypothèse d’une pale infiniment longue, les dépressions s’établissant sur l’ex-
trados et les surpressions d’intrados sont uniformes sur toute l’envergure [15, 76]. Ce-
pendant, en cas réel (longueur finie de la pale), un courant d’air secondaire se produit
en bout de pale et tend à combler la différence de pression entre l’intrados et l’extra-
dos [1]. Il en résulte qu’à l’intrados, le flux d’air général se trouve dévié de quelques
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degrés vers le pied de la pale, et que sur l’extrados le flux d’air se trouve dévié vers le
centre de la pale (figure 2.1).
Ce phénomène engendre des tourbillons, dits tourbillons libres, sur toute la longueur
du bord de fuite. Ces derniers perturbent sévèrement la répartition du champ de pres-
sions sur le pourtour du disque balayé par le rotor. Il en résulte une chute de pression
générale suivie par une dégradation du rendement de l’hélice [64, 65].

L’écoulement au travers des rotors ou des hélices peut être considérer comme un
écoulement d’un fluide parfait [52]. Les effets visqueux, qui influencent le sillage, sont
importants à partir certain nombres de diamètres à l’aval du rotor.

Les expériences montrent que le sillage de l’éolienne est dominé par les tourbillons
marginaux (figure 2.2).

Figure 2.2 – Visualisation du sillage d’une éolienne par la fumée, [NREL]

Cette expérience a été réalisée au Laboratoire américain sur les énergies renouvelables
(NREL) sur une éolienne composée d’une seule pale avec, à l’extrémité de celle-ci, un
générateur de fumée.
La figure 2.2 montre une forte concentration du tourbillon marginal issu de l’extrémité
de la pale au moment de sa sortie du sommet de cette pale. D’après l’image, le tour-
billon se dégrade au fur et à mesure qu’il s’éloigne du plan du rotor, pour se dissiper et
perdre sa forme au bout de quelques tours. Il est à noter que la viscosité de l’air influe
sur le diamètre de ce tourbillon, ce dernier augmentant au cours du temps. Un effet de
couche limite terrestre, dû au freinage de l’écoulement de l’air en raison de la rugosité
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de la surface du sol, est ici clairement visible : la partie supérieure du tourbillon est en
effet invectée en vitesse par rapport à la partie inférieure.
La méthode de sillage libre s’attache donc à modéliser avec soin la ligne tourbillonnaire
marginale de chaque pale [52]. A chaque instant, en connaissant le champ de vitesses
induites sur le rotor on peut définir l’angle d’incidence du vent relatif sur chaque sec-
tion des pales. Chaque changement d’angle d’incidence (figure 2.3) s’accompagne d’un
changement de valeur et de direction de la force de portance sur le rotor [64].
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Figure 2.3 – Vitesses et forces agissant sur le profil d’une pale

L’estimation du champ de vitesses et des angles d’incidence par rapport aux profils des
pales, constituent donc la clé pour prédire la charge aérodynamique sur le rotor ainsi
que la puissance produite par l’éolienne.

2.2 Systèmes de coordonnées

La figure 2.4 expose le système de coordonnées cartésiennes utilisé dans la présente
étude. L’axe-x et l’axe-z sont parallèles au sol, l’axe-z dans la même direction que le
vent à l’infini V∞. L’axe-y est vertical et dirigé vers le haut.
Des coordonnées azimutales ont de même été utilisées. La position azimutale de la pale
en cours de mouvement est déterminée par l’angle azimutal ψb, qui donne l’angle en
radian entre l’envergure de la pale et l’axe X.

De plus, l’avancement du tourbillon au cours du temps est donné par l’âge du tour-
billon ψw. Cette coordonnée définit l’angle entre la position instantanée du tourbillon
au cours du temps et l’axe de la pale.
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2.3 Modèle aérodynamique de la pale

La pale est représentée par une ligne portante [49, 60, 4]. Celle-ci est entourée d’une
série de tourbillons liés à la pale et présentant un axe parallèle à l’envergure de la pale
(figure 2.4).
L’écoulement dans une section de la pale est défini par la théorie de Kutta-Joukowski [5]

Ω

      Axe
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Vitesse 

du vent

ψ
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x

z
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Ligne portante

ψw  Tourbillon 

marginal

Figure 2.4 – Systèmes de coordonnées cartésiennes et azimutales utilisées dans la
méthode de sillage libre

et la théory de l’élément de la pale.

2.4 Mise en œuvre de la méthode de sillage libre

La méthode de sillage libre a initialement été utilisée dans l’analyse des rotors d’hé-
licoptères [47, 49, 31]. Les modèles créés pour les hélicoptères ont été adaptés pour le
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calcul des rotors éoliens. Il s’agit d’une méthode tourbillonnaire basée sur le rempla-
cement de l’écoulement réel autour d’une éolienne (figure 2.5) par l’écoulement d’un
fluide parfait à travers un système tourbillonnaire équivalent (figure 2.6). Ce système
comporte :

1. des tourbillons liés aux pales, exerçant sur le fluide des forces équivalentes à celles
exercées par les pales.

2. un sillage libre composé uniquement des tourbillons marginaux détachés des ex-
trémités des pales.

Notre étude utilise une description lagrangienne de l’écoulement. Des marqueurs la-
grangiens sont donc placés le long de chaque tourbillon marginal (figure 2.6). Ainsi, les
tourbillons marginaux sont discrétisés et les marqueurs le long des lignes sont connec-
tés à l’aide de segments linéaires [3, 33, 78, 2]. La forme du sillage est ici déterminée
en supposant que le vecteur tourbillonnaire du sillage est parallèle au vecteur de la
vitesse. Cette condition vient du deuxième théorème de Helmholtz, énonçant que le
tube tourbillonnaire se meut avec l’écoulement. La vitesse induite par chaque segment
tourbillonnaire est calculée à l’aide de la loi de Biot-Savart.
Afin d’analyser, à l’aide de la description lagrangienne de l’écoulement, le déplacement
d’un élément de la ligne tourbillonnaire émis par la pale, on peut décrire la formule
suivante :

d~r

dt
= ~V (2.1)

Le tourbillon libre se déplace telle une ligne matérielle à la vitesse locale du sillage
(deuxième loi de Helmholtz) en vérifiant toujours la condition suivante :

~V ||Γ (2.2)

Le vecteur ~r de position du marqueur peut être présenté comme une fonction de deux
variables angulaires (ψw, ψb), représentant respectivement l’évolution spatiale et tem-
porelle de la position des marqueurs lagrangiens :

~r = ~r (ψw, ψb) (2.3)

Dans l’équation (2.3), ψw est l’angle azimutal correspondant à l’âge de l’élément émis
quand la pale a été en position ψb. Cet angle azimutal est donc égal à :

ψw = Ωt (2.4)
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−Γ

Figure 2.5 – Modèle physique du sillage d’une éolienne équipée d’une seule pale tour-
nante
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Figure 2.6 – Description lagrangienne du sillage d’une éolienne équipée d’une seule
pale tournante
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L’angle azimutal de la pale est égal à :

ψb = Ω(t− t0) (2.5)

Où t0 correspond au temps de la position initiale de la pale. La dérivation du terme à
gauche de l’équation (2.1) donne :

d~r

dt
=

∂~r

∂ψw

dψw
dt

+
∂~r

∂ψb

dψb
dt

(2.6)

Cette équation peut être simplifiée en prenant en compte la valeur de la dérivée en
temps de l’angle azimutal et de l’âge du tourbillon :

dψw
dt

=
dψb
dt

= Ω (2.7)

Par conséquent, l’équation (2.1) décrivant le vecteur de position de la ligne tourbillon-
naire se transforme en :

∂~r

∂ψw
+

∂~r

∂ψb
=

1

Ω
~V (~r, t) (2.8)

L’équation (2.8) est une équation aux dérivées partielles non-linéaires du premier ordre.
La partie homogène (la partie gauche) de cette équation est hyperbolique, mais la partie
droite, qui comporte les vitesses induites par les tourbillons attachés et libres, est
hautement non-linéaire. En assumant que chaque filament tourbillonnaire est convecté
dans le sillage par sa vitesse locale, l’équation (2.8) s’écrit :

∂~r

∂ψw
+

∂~r

∂ψb
=
~V∞
Ω

+
1

Ω

Ns
∑

j=1

~Vind (~r, t) (2.9)

En raison des effets d’induction importants, issus de la géométrie complexe du sillage,
de la non-linéarité et de la singularité des lignes tourbillonnaires, l’équation du sillage
libre (2.9) est difficile à résoudre. La simplification du calcul nécessite deux approches :

– avant toute chose, le remplacement de la surface de la pale par une seule ligne
tourbillonnaire (figure 2.7) avec une intensité variable. Cette simplification peut
être justifiée dans le cas d’un allongement important de la pale, comme dans le
cas des hélicoptères ou des éoliennes.
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Figure 2.7 – Modèle physique du sillage par la méthode de sillage libre

– l’hypothèse qu’un seul tourbillon marginal sort de la pale, malgré la variation de
la circulation le long de la pale. Cette simplification peut être justifiée expérimen-
talement. En effet, les essais montrent que la nappe tourbillonnaire issue de la
pale s’enroule après un parcours azimutal de l’ordre de 120°, en gardant à l’esprit
que les effets visqueux dégradent rapidement les tourbillons issus des pieds des
pales.

2.5 Résolution de l’équation du mouvement des mar-

queurs

Afin de préparer le programme requis pour la méthode de sillage libre, une boucle
de discrétisation de deux côtés de l’équation (2.9) a été créée. Cette boucle permet de
déterminer progressivement la forme du sillage.

2.5.1 Discrétisation de l’équation gouvernant le sillage

L’équation (2.9) prend la forme d’une équation d’advection linéaire scalaire d’onde.
Afin de la résoudre ; une discrétisation spatiale et temporelle de la partie hyperbolique
est créée, où le domaine du calcul est défini sous forme de grille de temps ψb et d’espace
ψw.
La résolution de cette équation s’effectue par l’abaissement du nombre de variables afin
de ramener cette équation à une seule variable (équation différentielle ordinaire). Le
terme de gauche de l’équation (2.9) représente une combinaison linéaire d’une dérivée
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dans la direction ψb et d’une dérivée dans la direction ψw. Il s’agit donc de réaliser une
dérivée dans une direction intermédiaire (figure 2.8).

Dans le cas particulier (avec pas de discrétisation temporel et spécial équivalents) où :

dψw
dψb

= 1 (2.10)

Direction de la solution

= 2̟

ψ

ψ

b

ψ

b

+∆ψ

b

ψ

w

ψ

w

ψ

w

+∆ψ

w

, j

, i

ψ

b

ψ  -∆ψ
ww

w

Figure 2.8 – Schéma de discrétisation

Par conséquent, l’ensemble des courbes caractéristiques montrées sur la figure 2.8 sont
orientées à un angle de 45 degrés, définissant la direction de la propagation de l’infor-
mation. Dans la figure 2.8 , la discrétisation du domaine azimutal du rotor se fait en un
nombre fini de pas angulaires notés ψb. De la même manière, chaque tourbillon mar-
ginal est divisé en plusieurs parties de même pas, notés ψw. Les dérivées partielles des
termes gauches de l’équation (2.9) doivent être discrétisées suivant les deux domaines
ψb et ψw. Pour cela, on a divisé le domaine azimutal ψb du rotor en un nombre fini de
pas angulaires notés ∆ψb, et chaque tourbillon marginal en plusieurs parties de même
pas, notés ∆ψw. La partie gauche de l’équation (2.9) peut être écrite sous forme de
différence finie :

∂~r

∂ψw
+

∂~r

∂ψb
≈ Dψb

+Dψw
(2.11)

Tel que :
– Dψb

≈ d~r
dψb

: Opérateur de différence finie temporelle.

– Dψw
≈ d~r

dζ
: Opérateur de différence finie spatiale.
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Une première approche consiste à réaliser une approximation de l’équation précédente
en utilisant une solution d’ordre 1 sur un point (ψb, ψw). Pour faciliter la mise en
équation, on note l’indice j pour l’axe représentant le domaine ψb et l’indice i pour
l’axe représentant le domaine ψw. On obtient :

Dψb
=
~ri,j − ~ri−1,j−1

∆ψb
(2.12)

Dψw
=
~ri,j − ~ri−1,j−1

∆ψw
(2.13)

La solution d’ordre 1 étant susceptible d’entrainer des erreurs trop importantes dans le
résultat final, la solution est donc d’augmenter la précision de calcul. La technique de
discrétisation basée sur un point situé au centre d’une cellule est appliquée, et accom-
pagnée des valeurs obtenues au niveau des points périphériques. Une autre technique
de discrétisation consiste à calculer la vitesse induite d’un point, à partir de la va-
leur de vitesse induite dans les 3 points voisins [22]. Dans ce cas, la solution au point
(

i− 1
2
, k − 1

2

)

est obtenue en utilisant les points (i− 1, k − 1) et (i, k). Cette thèse re-
pose sur la technique de discrétisation proposée par [7] et sur l’utilisation du schéma
explicite de 5 points où on obtient les dérivées évaluées au point

(

i− 1
2
, k − 1

2

)

en uti-
lisant les points (i, k),(i− 1, k),(i, k − 1) et (i− 1, k − 1) (figure 2.8). Ce schéma est
stable et d’une précision d’ordre 2 augmentant la stabilité numérique du code déve-
loppé. La figure 2.8 illustre la discrétisation d’une cellule en 5 points (un point central
obtenu à partir des 4 autres). Cette discrétisation à été effectuée par un développement
de Taylor de chaque terme autour du point d’évaluation, dans lequel le point central
sert de référence pour les autres points. On trouve ainsi que les opérateurs de différence
finie temporelle et spéciale sont :

Dψb
≈

d~r

dψb
|(i+ 1

2
,j+ 1

2
) =

1

2
·

(

~ri,j+1 − ~ri,j
∆ψb

+
~ri+1,j+1 − ~ri+1,j

∆ψb

)

(2.14)

Dψw
≈

d~r

dψw
|(i+ 1

2
,j+ 1

2
) =

1

2
·

(

~ri+1,j − ~ri,j
∆ψw

+
~ri+1,j+1 − ~ri,j+1

∆ψw

)

(2.15)

La discrétisation à été réalisée par un développement de Taylor de chaque terme autour
du point d’évaluation. En effet, le point central sert de référence pour les autres points.
Pour faciliter la notation, les domaines de discrétisation sont remplacés par les indices
ψb → n et ψw → j :

~r(ψw,ψb) = ~rnj (2.16)

On obtient (figure 2.9) :

~r
n+ 1

2

j− 1

2

=[r +
∆ψb
2
rψb

−
∆ψw
2

rψw
+

∆ψ2
b

8
rψwψw

+
∆ψ2

w

8
rψbψb

−
∆ψb ×∆ψw

4
rψbψw

]

+O(∆ψ3
w) +O(∆ψ3

b )
(2.17)

~r
n− 1

2

j+ 1

2

=[~r −
∆ψb
2
~rψb

−
∆ψw
2

~rψw
+

∆ψ2
b

8
~rψwψw

+
∆ψ2

w

8
~rψbψb

−
∆ψb ×∆ψw

4
~rψbψw

]

+O(∆ψ3
w) +O(∆ψ3

b )
(2.18)
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Figure 2.9 – Discrétisation par l’utilisation d’un schéma explicite de 5 points

~r
n+ 1

2

j+ 1

2

=[~r +
∆ψb
2
~rψb

+
∆ψw
2

~rψw
+

∆ψ2
b

8
~rψwψw

+
∆ψ2

w

8
~rψbψb

+
∆ψb ×∆ψw

4
~rψbψw

]

+O(∆ψ3
w) +O(∆ψ3

b )
(2.19)

~r
n− 1

2

j− 1

2

=[~r −
∆ψb
2
~rψb

−
∆ψw
2

~rψw
+

∆ψ2
b

8
~rψwψw

+
∆ψ2

w

8
~rψbψb

+
∆ψb ×∆ψw

4
~rψbψw

]

+O(∆ψ3
w) +O(∆ψ3

b )
(2.20)

En soustrayant l’équation (2.20) de l’équation (2.17) et en divisant par ∆ψb, on obtient :

~r
n+ 1

2

j− 1

2

− ~r
n− 1

2

j− 1

2

∆ψb
= [~rψb

−
∆ψw
2

~rψbψw
] +O(∆ψ2

w) +O(∆ψ2
b )

(2.21)

On procède de la même manière avec les équations (2.18) et (2.19) et en divisant
toujours par ∆ψb :

~r
n+ 1

2

j+ 1

2

− ~r
n− 1

2

j+ 1

2

∆ψb
= [~rψb

+
∆ψw
2

~rψbψw
] +O(∆ψ2

w) +O(∆ψ2
b )

(2.22)

De façon similaire pour le domaine temporel on obtient :

~r
n− 1

2

j+ 1

2

− ~r
n− 1

2

j− 1

2

∆ψw
= [~rψw

−
∆ψb
2
~rψbψw

] +O(∆ψ2
w) +O(∆ψ2

b )
(2.23)

Et

~r
n+ 1

2

j+ 1

2

− ~r
n+ 1

2

j− 1

2

∆ψw
= [~rψw

−
∆ψw
2

~rψbψw
] +O(∆ψ2

w) +O(∆ψ2
b )

(2.24)
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Qui donne après développement :

Dψb
+Dψw

= ~rψb
+ ~rψw

+O(∆ψ2
w) +O(∆ψ2

b ) (2.25)

On remarque que les termes de l’approximation précédente de la partie gauche de
l’équation (2.9), sont d’ordre 2 pour ψb et pour ψw.
Cette expression représente l’erreur de discrétisation, elle est de forme :

erreur = (
∆ψ2

b

24
×
∂r3

∂ψ3
b

−
∆ψ2

b

8
×
∂r3

∂ψ3
b

+
∆ψ2

w

8
×
∂r3

∂ψ3
b

−
∆ψ2

w

24
×
∂r3

∂ψ3
b

) (2.26)

Comme vu précédemment, ∆ψw = ∆ψb intervient dans le problème physique. L’appli-
cation de cette condition entraîne l’annulation de chaque terme de l’équation (2.26),
avec, pour conséquence, l’exactitude du schéma de différence finie.

2.5.2 Calcul de la vitesse induite

La vitesse induite en un point A par un élément infinitésimal ~ds de ligne tourbillon-
naire d’intensité Γ, est calculée par la loi de Biot-Savart [64, 48, 35] comme représentée
sur la figure 2.10.

d~Vind =
Γ

4π

~ds× ~r

|~r|3
(2.27)

L’équation (2.27) calcule le champ de vitesse induite engendré par une ligne tourbillon-

ds

Г

dVind

r

Y

Z

X

P

Figure 2.10 – Vitesse induite par un segment infinitésimal ~ds de ligne tourbillonnaire

naire dans un écoulement par l’intégration de l’équation (2.27) tout au long de cette
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dernière. On obtient donc la vitesse induite par la formule suivante :

~Vind =
Γ

4π

∫ ~ds× ~r

|~r|3
(2.28)

2.5.2.1 Calcul de la vitesse induite par un segment tourbillonnaire recti-

ligne

On considère un segment tourbillonnaire rectiligne de longueur finie L placé à une
distance d d’un point A. La formule de Biot-Savart (2.27) permet de calculer la vitesse
induite d~Vind au point A. On définit la vorticité infinitésimale Γv par :

Γv =
Γ

d
(2.29)

D’après le schéma de la figure 2.11, on peut réécrire la formule (2.27) de la manière
suivante :

d~Vind =
Γv
4π

·
dl · r · sin β

|r|2
(2.30)

Où :
d = r sin (β)

tan (π − β) = d
dl

}

⇒

{

l = −d
tanβ

dl = −d
sin2 β

dβ
(2.31)

Après simplification de l’équation (2.30) on trouve :

d~Vind =
Γv
4π

·
sin β

d
· d(β) (2.32)

Si on intègre cette formule (2.32) sur un segment tourbillonnaire fini P1P2, où les
positions respectives de ces deux extrémités par rapport au point A sont r1 et r2, la
vitesse s’écrit :

VA =
Γv
4πd

·

∫ P2

P1

sin β

d
· dβ (2.33)

Ce qui donne :

VA =
Γv
4πd

· (cos β2 − cos β1) (2.34)

Cette équation peut être écrite de la manière suivante :






Vx
Vy
Vz







=
Γv
4πd

· (cos β2 − cos β1) ·







ex
ey
ez







(2.35)

Où :
~e = (ex, ey, ez) (2.36)

Le vecteur de la vitesse induite au point A dépend du produit scalaire de ~r et ~dl. Par
conséquent, la vitesse est perpendiculaire au plan contenant le segment P1P2 et le point
A. Son vecteur directeur est donné par :

~NA =
~r1 ∧ ~r2
|~r1 ∧ ~r2|

(2.37)
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Figure 2.11 – Évaluation de la vitesse induite d’un segment tourbillonnaire par la loi
Biot-Savart

La distance d peut être calculée par l’équation suivante :

d =
|~r1 ∧ ~r2|

|~r0|
(2.38)

D’après le schéma de la figure 2.11, on a :

cos β1 =
~r0 · ~r1
|~r0| |~r1|

(2.39)

cos β2 =
~r0 · ~r2
|~r0| |~r2|

(2.40)

Où :
~r0 = ~rP1

− ~rP2
, ~r1 = ~rA − ~rP2

, ~r2 = ~rA − ~rP1
(2.41)

Donc finalement, le vecteur de la vitesse induite est donné par :

~VA =
Γv
4π

·
~r1 ∧ ~r2

|~r1 ∧ ~r2|
2 · ~r0 ·

(

~r1
|~r1|

−
~r2
|~r2|

)

(2.42)
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Le produit vectoriel de ~r1 et ~r2 vaut :

|~r1 ∧ ~r2|
2 = r21 · r

2
2 · sin

2(θ)
= r21 · r

2
2 · (1− cos2(θ))

= r21 · r
2
2 · (1−

(~r1·~r2)2

r2
1
·r2

2

)

= r21 · r
2
2 − (~r1 · ~r2)

2

(2.43)

Par conséquent, en utilisant (2.41) :

~VA =
Γv
4π

· (~r1 ∧ ~r2) · [
~r1 − ~r2

r21 · r
2
2 − (~r1 · ~r2)2

] · [
~r1
r1

−
~r2
r2
] (2.44)

D’où :

~VA =
Γv
4π

· (~r1 ∧ ~r2) · [
1

(r1 · r2 − ~r1 · ~r2) · (r1 · r2 + ~r1 · ~r2)
]

·[r1 + r2 − ~r1 · ~r2 · (
1

r 1
+

1

r 2
)]

(2.45)

Après la transformation de l’équation précédente :

~VA =
Γv
4π

· (~r1 ∧ ~r2) · [
1

(r1 · r2 − ~r1 · ~r2) · (r1 · r2 + ~r1 · ~r2)
]

·(
r1 + r2
r1 · r2

) · [r1 · r2 − ~r1 · ~r2]

(2.46)

On trouve finalement :

~VA =
Γv
4π

(~r1 ∧ ~r2)[
1

|~r1| · |~r2|+ ~r1 · ~r2
] · [

|~r1|+ |~r2|

|~r1| · |~r2|
] (2.47)

Dans la perspective d’une vue globale de l’algorithme de calcul de la vitesse induite,
celui-ci est récapitulé dans la figure 2.12.
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Figure 2.12 – Organigramme de calcul de la vitesse induite.
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2.5.2.2 Vitesse auto-induite

La représentation du tourbillon marginal par des segments linéaires diminue la
précision du calcul au voisinage du point de contrôle. Un tourbillon rectiligne ne pouvant
induire une vitesse sur lui-même, l’apport des segments linéaires à gauche et à droite
du point de contrôle est donc nul. Pour une meilleure précision, on peut appliquer
une correction au point de contrôle, qui prend en compte la courbure du tourbillon
[78] La correction se fait uniquement pour les segments situés à gauche et à droite du
point de contrôle, où la vitesse auto-induite est calculée. Le rayon du noyau rc a été
utilisé comme limite inférieure pour traiter la singularité dans l’intégrale du tourbillon
incurvé (figure 2.13). La vitesse auto-induite, le mouvement et la déformation de la
ligne tourbillonnaire incurvée ont été étudiés par Hama et Nutant [38]. L’équation de
base est la loi de Biot-Savart (2.27) qu’on peut écrire comme suit :

j

y

z

x

O

r

r

i

j

→

→

→

ij

Г

qd

rij

ds
→

ζ

i

rc

Figure 2.13 – Calcul de la vitesse auto-induite

d~Vij = −
Γ

4π
r−3
ij

∂~rij
∂sj

× ~rijdsi (2.48)

Où d~Vij est la vitesse induite au point situé à une distance ~ri du segment dsj au point
situé dans la ~rj d’une ligne tourbillonnaire curviligne. Ici, ~rij représente la distance
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vectorielle entre ces deux points. Pour cette raison, la vitesse induite due au tourbillon
entier est :

~Vi = −
Γ

4π

∫

r−3
ij

∂~rij
∂sj

× ~rijdsi (2.49)

La valeur ~rij du dénominateur donne une singularité logarithmique et produit une
instabilité dans le calcul numérique. Cette instabilité s’accroît au fur et à mesure que
~rij approche de 0. Un noyau tourbillonnaire de rayon rc , relativement petit, a été choisi
afin d’éliminer cette singularité et l’instabilité qui en découle. En utilisant ζ comme
distance de départ le long du tourbillon (figure 2.13), la distance vectorielle sera égale
à :

~rij(ζ, t) = ~ri(si, t)− ~rj(si + ζ, t) (2.50)

Par extension de la série de Taylor au point de contrôle ζ = 0 de la formule (2.50) [6] :

~rij(ζ) = ~a1ζ + ~a2ζ
2 + ..... (2.51)

Où :
~a1 =

∂~rij
∂ζ

~a2 =
∂2~rij
∂ζ2

(2.52)

Le tourbillon ayant une épaisseur finie, ses dérivées sont :

∂~rij
∂sj

=
∂~rij
∂ζ

= ~a1 + 2~a2ζ + ... (2.53)

Par conséquent :

−
∂~rij
∂sj

× ~rij = (~a1ζ + 2~a2ζ
2 + ...)× (~a1 + 2~a2ζ + ...)

= (~a1 × ~a1)ζ + (~a2 × ~a1 + 2~a1 × ~a2)ζ
2 +O(ζ3)

= (~a1 × ~a2)ζ
2 +O(ζ3)

= (~a1 × ~a2) |ζ|
2

(2.54)

Par ailleurs, on a :
|~rij|

2 = |(~a1ζ + ~a2ζ
2 + ...)2|

= |~a1|
2 |ζ|2 + 2~a1 · ~a2ζ

3 + ...
rij = |~a1| |ζ| (1 +

~a1·~a2
|~a1|

2 ζ + ...)
(2.55)

Et par conséquent :

r−3
ij = |~a1|

−3 |ζ|−3 (1− 3
~a1 · ~a2

|~a1|
2 ζ + ...) (2.56)

On remplace l’équation (2.55) et l’équation (2.56) par leurs valeurs dans l’équation (2.49).
L’intégration dans l’intervalle rc ≤ ζ ≤ 1 donne :

~Vi =
Γ

4π

∫ rc

1

[

~a1 × ~a2

|~a1|
3

1

|ζ|
+O(1)

]

dζ (2.57)

Par conséquent :

~Vi =
Γ

4π

~a1 × ~a2

|~a1|
3 ln

1

|rc|
+O(1) (2.58)
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On remplace ~a1 et ~a2 par leurs valeurs dans l’équation (2.52) et on obtient la formule
finale permettant de calculer la vitesse auto-induite :

~Vi =
Γ
(

∂~r
∂s

)

×
(

∂2~r
∂s2

)

4π
∣

∣

∂~r
∂s

∣

∣

3 ln
1

|rc|
+O(1) (2.59)

Et après l’arrangement, on arrive à :

~Vi = −
Γ
(

∂~r
∂s

)

×
(

∂2~r
∂s2

)

4π
∣

∣

∂~r
∂s

∣

∣

3 lnrc (2.60)

La valeur de rc, de l’ordre de 0, 01÷ 0, 03 du rayon R du rotor, représente le rayon du
noyau de tourbillon visqueux et permet de prendre en compte la structure réelle de ce
dernier (figure 2.14).

Calcul de la vitesse auto-induite

La solution numérique de la formule (2.60, à l’approche des lignes tourbillonnaires
par le nombre fini de marqueurs [38, 37], nécessite le calcul des dérivées ∂~r

∂s
et ∂2~r

∂s2
dans

chaque marqueur : Sur la figure 2.14, on considère que rA, rB et rC sont les vecteurs

A

B

C

Figure 2.14 – Champ de vitesses auto-induit au sein d’un tourbillon incurvé

de position des trois points adjacents dans la direction positive du filament ds, rA et
rC . Ils peuvent être présentés en utilisant la série de Taylor au point B :

~rA = ~rB −∆S1
∂~r

∂s
+

(∆S1)
2

2

∂2~r

∂s2
+ .... (2.61)
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~rC = ~rB +∆S2
∂~r

∂s
+

(∆S2)
2

2

∂2~r

∂s2
+ .... (2.62)

Où :
{

∆S1 = |~rA − ~rB|
∆S2 = |~rC − ~rB|

(2.63)

En multipliant l’équation (2.61) par (∆S2)
2 et l’équation (2.62) par (∆S1)

2, et par
soustraction, on obtient la dérivée première :

∂~r
∂s

= 1
(∆S1+∆S2)

{

∆s1
∆s2

[(xC − xB)~i+ (yC − yB)~j + (zC − zB)~k]−
∆s2
∆s1

[(xA − xB)~i+ (yA − yB)~j + (zA − zB)~k]
}

(2.64)
On multiplie l’équation (2.61) par (∆S2) et l’équation (2.62) par (∆S1), et par sous-
traction, on obtient la dérivée secondaire :

∂2~r
∂s2

= 2
(∆S1+∆S2)

{

1
∆s2

[(xC − xB)~i+ (yC − yB)~j + (zC − zB)~k] +
1

∆s1
[(xA − xB)~i+ (yA − yB)~j + (zA − zB)~k]

}

(2.65)
En remplaçant l’équation (2.64) et l’équation (2.65) dans l’équation (2.58) on peut

obtenir la vitesse auto-induite du point B, dont la composante sur l’axe de x est :

Vix =
−Γ(∆s1 +∆s2)

2 ln rc
2π∆s1∆s2

{

(∆s1)
2 + (∆s2)

2 − 2[(xC − xB)(xA − xB) + (yC − yB)(yA − yB) + (zC − zB)(zA − zB)]
}− 3

2

[(yC − yB)(zA − zB) + (yA − yB)(zC − zB)]

(2.66)

De même, on peut calculer la composante de la vitesse induite suivant l’axe des y :

Viy =
−Γ(∆s1 +∆s2)

2 ln rc
2π∆s1∆s2

{

(∆s1)
2 + (∆s2)

2 − 2[(xC − xB)(xA − xB) + (yC − yB)(yA − yB) + (zC − zB)(zA − zB)]
}− 3

2

[(yC − yB)(zA − zB) + (xA − xB)(zC − zB)]

(2.67)
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Figure 2.15 – Organigramme de calcul de la vitesse auto-induite.
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Et celle suivant l’axe z :

Viz =
−Γ(∆s1 +∆s2)

2 ln rc
2π∆s1∆s2

{

(∆s1)
2 + (∆s2)

2 − 2[(xC − xB)(xA − xB) + (yC − yB)(yA − yB) + (zC − zB)(zA − zB)]
}− 3

2

[(yC − yB)(zA − zB) + (yA − yB)(xC − xB)]

(2.68)

2.5.3 L’avancement dans le temps avec le schéma prédicteur-
correcteur

La méthode d’avancement dans le temps offre en pratique l’un des meilleurs niveaux
d’approximation du sillage du rotor éolien, avec de plus, le moins de limitations dans
l’application. L’évolution temporelle de la position du marqueur lagrangien peut y être
exprimée de la façon suivante [51] :

d~r (dψb, ψw)

Ωψb
= Dψw

+ ~V (~r (dψb, ψw))
∣

∣

∣

discrete
(2.69)

Une application directe du schéma numérique vu précédemment risque de provoquer
un problème de stabilité [13, 8, 12]. La courbe caractéristique (figure 2.8) indique la
possibilité d’avoir une vitesse induite à n’importe quel point V (~rn) = V n

j calculée par
la loi Biot-Savart. Ce qui nous permet de calculer le vecteur de position au même point
par la formule :

~rn+1
j+1 = ~rn +

2

Ω

∆ψb∆ψw
(∆ψb +∆ψw)

~V n
j (2.70)

La précision n’est ici que d’ordre 1. L’amélioration de la précision passe par la mise en
œuvre d’une méthode explicite prédicteur-correcteur du deuxième ordre [52, 9].
Dans l’étape "prédicteur" (figure 2.16), on génère une valeur approximative du vecteur
de position en commençant par calculer la vitesse induite ~V n

j+ 1

2

, à l’aide de la loi de

Biot-Savart, puis on calcule le vecteur de position par la formule suivante :

~̃rj+1 = ~rnj +
2

Ω

(

∆ψw∆ψb
∆ψw +∆ψb

)

~V n
j+ 1

2

(2.71)

Dans l’étape "correcteur", on utilise la valeur précédente (2.71) afin de générer la valeur

exacte du vecteur de position. On calcule d’abord la moyenne de ~̃Vj+ 1

2

,et ~Vj+ 1

2

:

Ṽ
n+ 1

2

j+ 1

2

=
1

2

(

~V n
j+ 1

2

+ ~̃Vj+ 1

2

)

(2.72)

Toujours dans l’étape "correcteur" (figure 2.17), on ajoute la valeur obtenue dans la
formule (2.71) :

~̃rn+1
j+1 = ~rnj +

2

Ω

∆ψb∆ψw
(∆ψb +∆ψw)

~V
n+ 1

2

j+ 1

2

(2.73)
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Figure 2.16 – Création d’une valeur approximative de la position d’un marqueur
lagrangien
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Figure 2.17 – Correction de la position d’un marqueur lagrangien après un avancement
dans le temps

La méthode explicite "prédicteur-correcteur" présente une erreur d’ordre (∆t3) par
étape, et montre une stabilité numérique considérable. Mais elle exige le calcul de deux
champs de vitesses pour chaque étape temporelle. Les figures 2.18 et 2.19 présentent un
récapitulatif des étapes du schéma prédicteur-correcteur utilisé dans le code du sillage
libre.
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Figure 2.18 – Récapitulatif des étapes du schéma prédicteur-correcteur (première
partie)
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Figure 2.19 – Récapitulatif des étapes du schéma prédicteur-correcteur (seconde par-
tie)
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2.5.4 Traitement de la croissance du noyau du tourbillon mar-
ginal

De par les effets de viscosité, le noyau du tourbillon marginal (figure 2.20) n’est pas
constant et s’accroît au fur et à mesure de son avancement vers l’aval de l’écoulement.
Leishman et Bhagwat [52] traitent la croissance du noyau du tourbillon marginal le
long de son parcours et proposent la formule empirique suivante :

rc (ψw) =

√

r20 +
4αsδsνψw

Ω
(2.74)

rc

Distance radiale au centre 

du tourbillon marginal, r

rcrr

   Vitesse

 tangentielle

Noyau tourbillonnaire 

            de rayon rc

Figure 2.20 – Profil de la vitesse tangentielle autour un noyau tourbillonnaire de rayon
rc

Ici, le paramètre δ permet de quantifier le taux de diffusion du filament issu du bout
de la pale, qui est fonction du //nombre de Reynolds Reν = Γ

ν
tel que [62] :

δ = 1 + a1Reν (2.75)
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Le valeur expérimentale de paramètre a1 est obtenue par [52]. On peut aussi noter
que la circulation diminue le long du tourbillon en raison de la viscosité. Ce phénomène
entraîne des modifications importantes sur les vitesses induites. En effet, la diminution
de la circulation peut être prise en compte à partir des données expérimentales.

2.6 Calcul de la charge aérodynamique

On considère une éolienne avec B pales et on divise chaque pale en un nombre n
d’éléments indépendants. A chaque pas temporel, de nouveaux tourbillons se détachent
de l’extrémité des pales et chaque élément du sillage tourbillonnaire se déplace dans la
direction de la vitesse locale.

2.6.1 Algorithme de calcul

On suppose que la force d’un élément de pale est la seule responsable de la variation
de quantité de mouvement de l’air passant dans l’anneau balayé par cet élément. La
vitesse relative à l’amont du profil peut être calculée par la formule suivante :

W i
n =

√

V 2
∞(1− uin)

2 + Ω2(rin)
2(1 + win)

2 (2.76)

Les vitesses relatives des sections de la pale nous permettent d’obtenir l’angle d’écou-
lement β grâce à la relation suivante :











sinβin = V∞(1−uin)
W i

n

cosβin = Ωrn(1+wi
n)

W i
n

(2.77)

Considérant l’angle de calage de la pale θ, l’angle d’incidence est calculé à l’aide de la
relation suivante :

αin = βin − θin (2.78)

Grâce aux caractéristiques aérodynamiques du profil, issues soit des essais ou bien d’une
simulation numérique par un solveur d’équations de Navier-Stokes, on peut obtenir le
coefficient de portance CL et de trainée CD de chaque section. Le coefficient de portance
CL et de trainée CD servent à calculer la force de portance (dFL)

i
n générée par un

élément de pale de longueur dr. Cette force est normale à la direction de W i
n, et égale

à :
(dFL)

i
n = 0.5ρ(W i

n)
2(CL)

i
nc
i
ndr (2.79)

La force de traînée (dFD)
i
n, parallèle à la direction de W i

n, est égale à :

(dFD)
i
n = 0.5ρ(W i

n)
2(CD)

i
nc
i
ndr (2.80)

Afin d’obtenir les composantes axiales et tangentielles, on reprojette ces deux efforts sur
l’axe Z et X (figure 2.21). La force axiale (dFz)

i
n est calculée avec la formule suivante :

(dFz)
i
n = (dFL)

i
ncosβ

i
n + (dFD)

i
nsinβ

i
n (2.81)
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Figure 2.21 – Élément de pale : triangles des vitesses ; composantes de la force aéro-
dynamique

La force tangentielle (dFt)
i
n est ainsi calculée par :

(dFt)
i
n = (dFL)

i
nsinβ

i
n − (dFD)

i
ncosβ

i
n (2.82)

La force aérodynamique produite par l’élément i de la pale du rotor est égale à :

(dF )in =
1

2
ρcin(W

i
n)

2
{

(CL)
i
n cos β

i
n + (CD)

i
n sin β

i
n

}

dr (2.83)

La puissance de cette section est donc égale à :

(dP )in =
1

2
ρcin(W

i
n)

2
{

(CL)
i
n sin β

i
n − (CD)

i
n cos β

i
n

}

rinΩdr (2.84)

Par intégration de cette puissance le long de la pale, du pied de la pale rm à l’extrémité
de la pale rp, on obtient la puissance du rotor avec B dans l’itération i :

P i =
1

2
ρΩB

∫ rp

rm

cin(W
i
n)

2
{

(CL)
i
n sin β

i
n − (CD)

i
n cos β

i
n

}

rindr (2.85)
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2.6.1.1 Première itération

Dans la première itération, un tourbillon se détache de l’extrémité de chaque pale
(figure 2.22) et se déplace dans la direction de la vitesse locale. On suppose ici que

rprr

r

Ω

Ω r

V∞ 

rmrr

Гini

V∞ 

Z

Y

X

Ω rα

L

Ft

Figure 2.22 – Premier pas temporel : un tourbillon se détache de l’extrémité de la
pale

les vitesses induites par ces tourbillons sont nulles dans toutes les sections N de la
pale. Par l’équation (2.76), on peut calculer pour chaque section de la pale la vitesse
relative géométrique à l’aide du triangle de vitesse W 1

n , les résultats sont ensuite stockés
dans un fichier spécial sous le nom de "répartition de la vitesse relative le longue de
pale". On calcule l’angle d’écoulement β1

n par (2.77). L’angle d’incidence est calculé à
l’aide de la relation (2.78). La puissance du rotor dans l’itération i peut facilement être
déterminée par l’équation (2.85). Cette puissance correspond à une circulation définie.
Pour évaluer cette circulation, on identifie une éolienne produisant la même puissance
pour la même vitesse de vent. Le calcul de la circulation associée au tourbillon suivant
nécessite de développer une nouvelle formule. Celle-ci permet de calculer la nouvelle
circulation à partir de la puissance générée à l’itération précédente.

2.6.1.2 Calcul la circulation initiale

Dans la littérature, plusieurs techniques permettant d’obtenir la circulation sont
proposées mais manquent de précision. Dans l’article de [3] il est proposé de considé-
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Figure 2.23 – Triangle de vitesse du profil i à la première itération

rer que la circulation du tourbillon issu de l’extrémité de la pale est égale à la valeur
maximum de celle-ci le long de la pale (figure 2.24, cas 1). Les mesures expérimentales
[26, 39, 69] de la puissance pour les trois cas de fonctionnement d’une éolienne montrent
que la puissance n’est pas la même, car elle dépend de la distribution de la circulation
le long de la pale (figure 2.24) Ce choix n’est pas justifié lors du fonctionnement d’une
éolienne en dérapage car il donne des résultats erronés. En fait, la circulation du tour-
billon marginal dépend de la puissance du rotor éolien. La démarche suivante expose
cette réalité physique.
La forme vectorielle de la loi de Kutta-Joukovski donne :

ρ ~W ∧ ~Γ = ~L (2.86)

Après développement :

ρ(Wa ·~i+Wt ·~j) ∧ |Γ| · ~k = Ln~i+ Lt~j (2.87)

La projection de cette force aérodynamique ~L sur la direction tangentielle donne :

Lt = ρWaΓ (2.88)

Par conséquent, la puissance créée par la force de portance d’un élément de la pale est :

dP = LtΩrdr (2.89)
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Figure 2.24 – Trois cas de fonctionnement d’une éolienne avec trois distributions
différentes de circulation

En respectant l’équation (2.88), la puissance élémentaire peut être calculée par :

dP = ρWaΓΩrdr (2.90)

Par intégration de cette puissance le long de la pale, du pied de la pale rm à l’extrémité
de la pale rp, on obtient la puissance du rotor avec B pales :

∫ rp

rm

dP (r) = ρΩB

∫ rp

rm

Wa(r)Γ(r)rdr (2.91)

En supposant une circulation uniforme et constante le long de la pale, on peut la sortir
de l’intégrale dans l’équation (2.91) :

P = ρΩBΓ

∫ rp

rm

Wa(r)rdr (2.92)

L’intégrale dans l’équation (2.92) peut être évaluée par la méthode des trapèzes. La
circulation peut donc être calculée par la formule suivante :

Γ =
P

ρΩB
∫ rp
rm
Wa(r)rdr

(2.93)

Cette circulation est portée par le deuxième tourbillon qui se détache de l’extrémité
des pales.
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Figure 2.25 – Deuxième pas temporel : un nouveau tourbillon se détache de l’extrémité
de la pale avec une circulation Γ1

2.6.1.3 ieme itération

A chaque itération, un nouveau tourbillon se détache de l’extrémité de chaque pale
(figure 2.25). La démarche numérique est la suivante, pour chaque pas de temps i :

– .
– Division de chaque pale à N éléments.
– Calcul de la vitesse relative et de l’angle d’incidence αin (figure 2.26) de l’écou-

lement dans la ligne portante représentant la pale pour chaque azimut ψw par
l’équation (2.77) et l’équation (2.78).

– Calcul des angles d’écoulement βin et d’incidence de chaque section.
– Récupération des valeurs de CL et CD de chaque élément de pale à partir de

fichiers comportant les caractéristiques aérodynamiques du profil.
– Calcul de la position actuelle du sillage par le schéma "prédicteur correcteur".
– Calcul de la vitesse induite par la formule de Biot-Savart dans l’élément n.
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Figure 2.26 – Triangle de vitesses du profil n au ieme itération

– Calcul des vitesses auto-induites aux points singuliers une fois par tour par la
méthode de Hama.

– Calcul des forces de portances et de trainées.
– Calcul de la puissance du rotor éolien.
– Calcul de la circulation du tourbillon marginale.

2.6.2 Application du code de sillage libre à différents cas d’écou-
lement

L’étude du comportement aérodynamique des rotors éoliens dans des écoulements
instationnaires peut permettre l’optimisation de sa régulation en agissant sur la charge
du générateur ainsi que sur celle de la charge sur le calage des pales. Cette étude permet
aussi le dimensionnement des différents éléments du rotor subissant des efforts insta-
tionnaires.
En effet, l’étude du rotor éolien dans des conditions de vent réelles demeure un pro-
blème complexe de par la difficulté à modéliser la variation du vent au cours du temps.
Rappelons ici que l’intérêt essentiel de la méthode de sillage libre, permettant une re-
présentation convenable des phénomènes physiques, est sa "rapidité" par rapport à un
calcul Navier-Stokes.
L’application de la méthode de sillage libre dans différents cas d’écoulement autour du
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2.6. Calcul de la charge aérodynamique

rotor éolien est exposée en trois étapes ci-dessous.

– Pour un écoulement stationnaire uniforme : l’action aérodynamique du vent sur
chaque élément de pale demeure constante dans toutes les positions angulaires,
la vitesse relative et l’angle d’incidence étant de même constants. Dans ce cas, le
code numérique de sillage libre s’arrête après la convergance et affiche la valeur
de puissance et les valeurs des effets aérodynamiques.

– Pour un écoulement instationnaire d’un régime périodique : les coefficients de
poussée et de couple deviennent instationnaires (dans le cas du fonctionnement
d’une éolienne en dérapage). Elles dépendent de la position angulaire de la pale
et de la fluctuation périodique de vitesse angulaire due au dérapage. Tous les
paramètres instationnaires, fonction de la position angulaire du rotor, sont repé-
rés par l’angle θ de la pale maîtresse. Dans ce cas le code numérique de sillage
libre commence par une vitesse constante. Le code parcourt ensuite le profil de
vitesse du vent connu à l’amont, et s’arrête seulement quand la puissance de vient
périodique.

– Pour un écoulement instationnaire en cas de rafale de vent : les rafales de vent
peuvent engendrer, sur plus d’une seconde, des pics de vitesse de vent supé-
rieurs à la vitesse du vent moyennée pendant le fonctionnement de l’éolienne. Ce
changement peut être très rapide et conduire à des variations de charge corres-
pondantes. Dans ce cas, le code numérique de sillage libre, qui commence par
une vitesse constante, reconnaît le caractère très pointu du profil des rafales, et
continue le calcul jusqu’au retour à la valeur moyenne initiale de la vitesse du
vent. Le code affiche alors la puissance de l’éolienne pendant le régime en rafale.

– Pour un écoulement instationnaire : la mise en équilibre du sillage est effectuée
de façon itérative jusqu’à la sortie du premier segment émis dans le sillage du
domaine de calcul. A cette étape, le calcul selon le temps souhaité.

La figure 2.27 offre un récapitulatif de l’algorithme de calcul. Notons que ce programme
a été conçu de façon évolutive, afin de pouvoir le modifier sans déstructurer le reste du
code.
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Figure 2.27 – Récapitulatif des étapes du programme informatique relatif à la méthode
de sillage libre
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2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, la méthode de sillage libre a été mise en place afin de calculer
l’écoulement à l’aval d’une éolienne à axe horizontal. L’écoulement réel au travers du
rotor éolien a été remplacé par un écoulement de fluide parfait au travers d’un système
tourbillonnaire équivalent. Ce dernier comporte des tourbillons attachés aux pales et des
tourbillons libres détachés des pales. Dans une description lagrangienne de l’écoulement,
il a été supposé que la vorticité issue des pales est concentrée dans deux tourbillons
libres à l’extrémité et au pied de chaque pale.
L’évolution du sillage à l’aval du rotor a été obtenue en suivant l’évolution spatio-
temporelle de marqueurs représentatifs des tourbillons issus de l’extrémité et du pied
de chaque pale. Cette méthode a permis également d’évaluer la vitesse dans le plan du
rotor et ainsi, de calculer les efforts aérodynamiques. Les étapes nécessaires à l’obtention
de l’équation gouvernant le sillage ont été exposées avant d’analyser la particularité de
cette équation. Le schéma de discrétisation utilisé pour résoudre cette équation a, de
même, été détaillé.
Les équations nécessaires au calcul des efforts aérodynamiques appliqués aux pales
du rotor éolien ont été employées afin d’aboutir à l’écriture d’un code de calcul en
langage C.

Les résultats numériques obtenus à partir du code développé dans ce chapitre
peuvent désormais faire l’objet d’une comparaison avec des résultats analytiques connus.
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3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, la méthode relative au comportement du sillage à été dé-
veloppée, aboutissant ainsi à l’écriture d’un code de calcul pour déterminer les vitesses
induites par les structures tourbillonnaires considérées. Ce code a permis d’évaluer cette
vitesse tout au long de chaque pale. La mise en œuvre de tous les modèles relatifs à la
pale et à son sillage tourbillonnaire et le mouvement de chaque marqueur lagrangien
conduisent à l’étape suivante : la validation du code de calcul.
Cette validation exige une comparaison entre les résultats obtenus numériquement et
ceux issus des solutions analytiques connues. Une première vérification de la validité
des résultats de l’algorithme utilisé pour calculer les vitesses induites à l’aide de la loi
de Biot-Savart est nécessaire.
Les cas étudiés seront ceux du tourbillon rectiligne infini, de l’anneau tourbillonnaire et
du tourbillon hélicoïdal. Cette dernière est d’une importance capitale dans l’étude du
sillage à l’aval d’une éolienne. La validation de l’algorithme destiné à calculer la vitesse
auto-induite aux points singuliers constituera un second niveau de vérification. Elle
sera testée sur un filament tourbillonnaire parabolique pour lequel on dispose d’une
solution analytique.

3.2 Validation du calcul de la vitesse induite

Le calcul de la vitesse induite utilise uniquement la loi de Biot-Savart. De nom-
breux exemples de solutions analytiques permettent de mener à bien notre travail de
validation. En voici trois illustrations :
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3.2.1 Filament tourbillonnaire rectiligne infini

On considère un filament tourbillonnaire rectiligne infini tel que présenté sur la
figure 3.1. Celui-ci engendre un champ de vitesses bidimensionnel dans un plan per-

P

R

r

rdα

α

dV

ds

dα

A

B

г

→

x

y

z

Figure 3.1 – Filament tourbillonnaire rectiligne infini

pendiculaire au filament. A partir de la loi de Biot-Savart, la vitesse élémentaire induite
en un point par un élément de ce filament tourbillonnaire s’écrit :

d~Vind =
Γ

4π

~r × ~ds

|~r|3
(3.1)

On peut ici exprimer simplement le produit vectoriel ~r × ~ds :
∣

∣

∣
~r × ~ds

∣

∣

∣
= r · ds · sinα = r · ds

R

r
= Rds (3.2)

Et en prenant en compte les relations suivantes :

ds =
rdα

sinα
(3.3)

Et

r =
R

sinα
(3.4)
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Par substitution dans l’équation (3.1), on obtient :

∣

∣

∣

~V
∣

∣

∣
=

Γ

4π

∫ π

0

R

r3
rdα

sinα
=

Γ

2πR

∫ π

0

sinαdα =
Γ

2πR
(3.5)

La vitesse induite par ce filament tourbillonnaire à été calculée sur un segment de droite
[A,B] perpendiculaire à celui-ci (figure 3.1). Les résultats issus du programme et de la
solution exacte sont tracés sur la figure 3.2. On constate que la vitesse de l’écoulement
autour du fil tourbillonnaire est inversement proportionnelle au rayon R [64, 35]. A la
limite, quand ce dernier tend vers zéro, la vitesse tend vers l’infini.
Les résultats numériques sont parfaitement conformes au résultat analytique sauf au
point singulier où notre algorithme fournit naturellement une vitesse nulle. La solu-
tion exacte n’est pas définie sur le filament tourbillonnaire où existe une singularité
logarithmique. On introduit donc ici un processus de désingularisation présenté dans
le chapitre 2.

La figure 3.3 présente les résultats numériques à l’issue de cette désingularisation
en utilisant différents valeurs de rayon du noyau tourbillonnaire rc. On observe alors la
disparition de la singularité ainsi que l’influence du paramètre rc sur le profil de vitesse.

3.2.2 Anneau tourbillonnaire

Pour un anneau tourbillonnaire de rayon R et de circulation Γ (figure 3.4), la solu-
tion analytique exacte de la vitesse induite donnée par [53, 51] est :

Vr (r, z) = −
Γ

4π

∫ 2π−δ

δ

Rz cos θ

(R2 + r2 − 2rR cos θ + z2)
3

2

dθ (3.6)

Vz (r, z) = −
Γ

4π

∫ 2π−δ

δ

R (R− r cos θ)

(R2 + r2 − 2rR cos θ + z2)
3

2

dθ (3.7)

L’angle limite (cutoff) δ égale (figure 3.4) à :

δ =
rc
R

(3.8)

Ces formules sont obtenues à partir de l’intégration de la formule de Biot-savart (3.1) sur
un cercle de rayon R et en excluant la zone singulière sur une distance rc. Les résultats
de cette intégration ont été obtenus grâce à l’utilisation des intégrales elliptiques de
première et de deuxième espèce [54] pour δ = 0 comme suit :

Vz (r, z) =
−Γ

2π
√

z2 + (r +R)2

[

K(s) +
R2 − r2 − z2

z2 + (R− r)2
E(s)

]

(3.9)

Vr (r, z) =
−Γz

2πr
√

z2 + (r +R)2

[

K(s)−
R2 + r2 + z2

z2 + (R− r)2
E(s)

]

(3.10)
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Figure 3.4 – Tourbillon circulaire divisé en plusieurs segments

L’argument s se donne par l’équation suivante :

s =

√

4rR

z2 + (r + 1)2
(3.11)

Les résultats exacts sont exposés dans les figures 3.5 et 3.6 comme une ligne continue.
L’anneau tourbillonnaire a été divisé en M segments. De cette manière, la vitesse in-
duite par cet anneau est égale à la somme des vitesses induites par chaque segment. La
figure 3.5 illustre la comparaison entre la solution analytique (3.9) et (3.10) et la solu-
tion obtenue numériquement pour différentes discrétisations. Sur cette figure, la vitesse
induite a été calculée le long du diamètre dans le plan de l’anneau tourbillonnaire.
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Figure 3.6 – Influence du rayon de noyau tourbillonnaire sur la vitesse induite par un
anneau tourbillonnaire
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Dans le plan de l’anneau tourbillonnaire, les composantes radiales de la vitesse
induite sont nulles et seul demeure la composante axiale Vz. On observe que, même
pour des discrétisations grossières, la comparaison entre la solution numérique et la
solution exacte reste très satisfaisante.

3.2.3 Tourbillon hélicoïdal

Dans un écoulement stationnaire parallèle à l’axe de rotation d’une éolienne, le
tourbillon d’extrémité de chaque pale se détache pour se transformer en un tourbillon
hélicoïdal [32, 46]. Ce phénomène se retrouve aussi dans le sillage réel d’une éolienne
en fonctionnement.
Afin d’approcher au maximum les conditions de fonctionnement idéales d’une éolienne,

-5

P
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Y

X

Point de contrôle Segments 

tourbillonnaires

rc

dsi

r
→

Г

- ∞
+ ∞

S
i

Figure 3.7 – Tourbillon hélicoïdal de rayon et de pas constants

notre étude met en exergue le cas test d’un tourbillon hélicoïdal de diamètre et de pas
constants. Dans ce cas test, le calcul numérique de la vitesse induite sera effectué sur
trois points de contrôle situés à différentes positions par rapport au tourbillon hélicoïdal
semi-infini [81, 59]. Ce tourbillon débute au point (x, y, z) = (0, R, 0) (un rayon unitaire
sera pris par la suite) et est discrétisé en M segments, l’axe de rotation étant l’axe x.
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Pour ces cas de test, nous allons utiliser le vitesse dite "binormale". La vitesse
binormale est définie comme le produit vectoriel de deux composantes de la vitesse
induite :

– Vitesse induite sur l’axe x
– Vitesse induite sur l’axe z

Les points de contrôle (figure 3.7) sont les suivants :

1. point (1) : situé sur l’axe de rotation en (0, 0, 0). C’est le seul cas où la solution
exacte peut être obtenue facilement par l’application directe de la loi de Biot-
Savart. La solution exacte de la vitesse induite peut se calculer analytiquement
en ce point : U = p−1.
La figure 3.8 expose la comparaison entre cette solution exacte et notre solution
numérique. Dans le cas d’une éolienne fonctionnant à sa puissance maximale
donnée par la limite de Betz, le pas est de l’ordre de p ∼= 0.05 [80].
La figure 3.9 illustre l’erreur absolue pour différents pas d’hélice. Wood et Li
montrent que l’erreur est approchée par 2π3

3M3 dans le cas d’un pas de 0.05 qui
représente dans les faits le fonctionnement d’une éolienne en puissance maximale.
Nos résultats affichés (figure 3.8) pour le reste des valeurs de pas correspondent
aux solutions exactes.

2. point (2) : situé en (0,−1, 0) au même diamètre du tourbillon hélicoïdal et à un
déplacement axial de P

2
du point le plus proche du tourbillon hélicoïdal.

Pas de d’hélix p W (π, p) W (p) Ub pour le cas 2 Ub pour le cas 3

0.01 99.3069 95.7022 49.6459 48.1901
0.05 19.3086 17.3173 9.61642 8.96711
0.1 9.31407 8.01822 4.58076 4.28018
0.2 4.33908 3.70710 - -
0.3 9.31407 2.39240 - -
0.4 9.31407 1.74543 - -
0.5 1.53777 1.34138 0.412426 0.735271
0.6 9.31407 1.05695 - -
0.7 9.31407 0.844909 - -
0.8 9.31407 0.682350 - -
0.9 9.31407 0.555822 - -
1.0 0.790427 0.456367 -0.148190 0.202238
2.0 9.31407 0.0928365 - -
3.0 9.31407 0.0308916 - -
4.0 9.31407 0.0136084 - -
5.0 0.190702 0.0711198 -0.494384 -0.0189082

Table 3.1 – Valeurs de W (π, p) et de W (p) pour des pas d’hélice différents [80]
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Figure 3.8 – Vitesse induite par un tourbillon hélicoïdal de pas variable au point de
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Figure 3.9 – Erreur absolue dans le cas 1 en fonction du pas du tourbillon hélicoïdal
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Pour ce cas de test, le calcul de la vitesse binormale est Ub. Selon [80] cette vitesse
est égale à :

Ub =
1

(p2 + 1)
1

2

∫ ∞

0

−p2θsinθ + (p2 + 1)(1 + cosθ)

[p2θ2 + 2(1 + cosθ)]
3

2

dθ (3.12)

Cette formule à été simplifiée par [79] :

Ub =
(p2 + 1)

1

2W (π, p)

2
− p(p2 + 1)−

1

2 (3.13)

et les valeurs de W (π, p) sont données dans le tableau 3.1. La vitesse binormale
est reliée à la composante de la vitesse induite sur l’axe x et sur l’axe z (3.10)
par la formule suivante :

Ub =
U + pW

(p2 + 1)
1

2

(3.14)

La figure 3.10 expose une comparaison entre les résultats numériques obtenus
par le code développé dans ce travail et les résultats exacts de la vitesse induite
obtenue analytiquement (tableau 3.1).

Dans cette figure l’axe des ordonnées contient la valeur de la vitesse binormale
normalisée par 4πp

Γ
et l’axe des abscisses contient le pas de ce tourbillon hélicoïdal

normalisé par son rayon.

3. point (3) : situé en (0, 1, 0), il représente la vitesse auto-induite, à l’endroit où le
tourbillon marginal se détache de l’extrémité de la pale. Ce point présente une
singularité de par sa situation au sein du tourbillon hélicoïdal même r = 0. Pour
cette raison, cette singularité doit être traitée avant toute chose en utilisant la
méthode de Hama [37]. La vitesse induite n’est calculée qu’ensuite. La vitesse
binormale dans ce cas égale à :

Ub =
U − pW

(p2 + 1)
1

2

(3.15)

Les résultats de ce calcul sont montrés dans la figure 3.12. Ils correspondent à la
solution exacte obtenue analytiquement suite aux travaux de [80].
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Figure 3.10 – Vitesse binormale induite au point de contrôle 2 pour différents pas
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Figure 3.11 – L’erreur absolue dans le cas 2 pour différents pas d’hélice
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Figure 3.12 – Vitesse binormale induite au point de contrôle 3 pour différents pas
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Figure 3.13 – L’erreur absolue dans le cas 3 pour différents pas d’hélice
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3.3 Validation du calcul de la vitesse auto-induite

La vitesse auto-induite utilisée précédemment est obtenue à l’aide de la formule
Hama [37] présentée dans le chapitre 2 dans l’équation (2.60). Cette vitesse est calcu-
lée uniquement aux points de contrôle trouvés sur le tourbillon même. La validation
numérique est ici réalisée sur un filament tourbillonnaire parabolique.

3.3.1 Tourbillon parabolique

Le cas traité ici est celui d’une parabole infinie dans le plan (figure 3.14). il s’agit
d’un tourbillon parabolique dans le plan x, y, sa forme géométrique étant donnée par
la formule suivante :

-5

P

5

Y

X

Point de contrôle Segments 

tourbillonnaires

rc

dsi

r
→

Г

- ∞
+ ∞

S
i

Figure 3.14 – Tourbillon parabolique divisé en plusieurs segments

y = c · x2 (3.16)

Les paramétres y et x sont normalisés, pour généraliser ce cas de test. En appliquant la
loi de Biot-Savart, la vitesse auto-induite q dans un point P est produite par l’équation :

V =
Γ

4π

∫ ∞

−∞

~dsi × ~r

|~r|3
(3.17)

Pour traiter la singularité logarithmique, l’intégration est effectuée comme suit :

V =
Γ

4π

(
∫ Si−rc

−∞

+

∫ ∞

Si+rc

) ~dsi × ~r

|~r|3
(3.18)
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Figure 3.15 – Vitesse auto-induite d’une parabole

D’où la vitesse auto-induite au point P de la figure 3.14, selon [37], égale à :

V =
Γ

4π

1

4x2 + 1

{

4x2 − 2xrc − 1

(4x2 − 4xrc + r2c + 1)
1

2

+
4x2 + 2xrc − 1

(4x2 + 4xrc + r2c + 1)
1

2

+
1

(4x2 + 1)
1

2

ln
[(4x2 + 1)(4x2 − 4xrc + r2c + 1)]

1

2 + (4x2 − 2xrc + 1)

[(4x2 + 1)(4x2 + 4xrc + r2c + 1)]
1

2 − (4x2 + 2xrc + 1)

} (3.19)

et le vecteur de la vitesse auto-induite s’oriente vers la direction positive de z et atteint
son maximum à son vertex. Dans les cas de petites valeurs de rc, l’équation (3.19) se
simplifie comme suit :

V =
Γ

4π

2

4x2 + 1

[

4x2 − 1 + ln
2(4x2 + 1)

rc

]

(3.20)

La figure 3.15 représente la solution exacte de la vitesse induite et la solution obtenue
numériquement. La comparaison entre les deux solutions montre des correspondances
satisfaisantes.
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3.4 Influence du nombre de divisions et du rayon du

noyau tourbillonnaire sur l’évolution de la vitesse

induite et auto-induite

Il s’agit ici d’un cas particulier où le point de contrôle situé sur l’anneau tourbillon-
naire (Cas de singularité, figure 3.16). Deux formules de vitesses induites sont utilisées :
d’abord l’équation (2.60) calculant la vitesse auto-induite qui dépend uniquement des
segments gauche et droit du point de contrôle, et l’équation (2.27) calculant la vitesse
induite par tout le reste des segments tourbillonnaires.

Point de contrôle
y

x

1

2

i

rc

Segment

Δθr

r

1

2

P

P

→

→

Figure 3.16 – Schéma montrant un point de contrôle situé sur l’anneau tourbillonnaire

Le calcul de la vitesse induite dans ce cas impose un choix de valeur de rayon du
noyau tourbillonnaire rc et le nombre de division. Afin de choisir ces deux valeurs, il
faut évaluer la vitesse induite nondimonsionnelle VzR/Γ en fonction du rayon du noyau
tourbillonnaire rc et le nombre de divisions M .
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3.4.1 Influence du nombre de divisions de l’anneau tourbillon-
naire

Le calcul par la méthode de sillage libre impose une division des tourbillons mar-
ginaux. Afin de déterminer le nombre de divisions satisfaisant, la valeur de la vitesse
induite par l’anneau tourbillonnaire doit être évaluée (figure 3.16) en fonction de la
finesse de la segmentation choisie. On effectue cette étude sur le rayon de noyau tour-
billonnaire rc = 0.05.
La figure.3.17 expose le résultat de cette étude.
Il est à noter qu’à partir de 200 , la vitesse induite est proportionnelle au nombre

+
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Figure 3.17 – Vitesse induite d’un anneau tourbillonnaire pour différentes valeurs de
rayon de noyau tourbillonnaire, et pour différents nombres de segmentations

de divisions et que la courbe devient linéaire. Cependant, cette courbe présente une
certaine cambrure et la segmentation varie de 15 à 200.

3.4.2 Influence du rayon du noyau tourbillonnaire

Les résultats issus du programme développé dans ce travail et la solution numérique
de l’anneau tourbillonnaire (figure 3.16), avec du nombre de divisions égale à 5000, sont
tracés sur la figure (figure 3.18), pour différentes valeurs du rayon du noyau tourbillon-
naire, avec rc = 0.05, 0.01, 0.001 et 0.0001. Pour chaque valeur de ce rayon, la solution
numérique est obtenue grâce à la formule (3.7) pour δ = 0.
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Figure 3.18 – Vitesse induite d’un anneau tourbillonnaire pour différentes valeurs de
rayon de noyau tourbillonnaire, et pour différents nombres de segmentations

La vitesse induite par l’écoulement autour de l’anneau tourbillonnaire augmente en
diminuant la valeur du rayon de noyau tourbillonnaire. A la limite, quand ce dernier
tend vers zéro, la vitesse tend vers la valeur infinie.
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3.5 Conclusion

Ce chapitre présente une étude systématique de la précision du calcul de la vitesse
induite par la méthode de sillage libre. Il s’agit notamment d’évaluer la précision liée
à l’utilisation des segments rectilignes pour remplacer les tourbillons marginaux.
Pour des cas spécifiques, les résultats obtenus par le code numérique issu de la méthode
de sillage libre ont été comparés avec ceux donnés par une solution analytique connue.
La validation est d’abord effectuée sur des exemples relativement simples (filament
tourbillonnaire rectiligne infini et anneau tourbillonnaire), et ensuite sur un cas de
tourbillon hélicoïdal infini puis de tourbillon parabolique. Les conclusions issues de
cette comparaison sont les suivantes :

1. le code numérique issu de la méthode de sillage libre est considéré comme acquis
pour le cas de tourbillon rectiligne infini, ainsi que celui de l’anneau tourbillon-
naire.

2. dans l’étude du tourbillon hélicoïdal, et concernant les différentes valeurs du
nombre de segments et le rayon du noyau tourbillonnaire, on constate que la
précision du calcul numérique relatif au tourbillon hélicoïdal est de moindre im-
portance.

3. un pas de ∆θ = 10 degrés dans la discrétisation est nécessaire afin de maintenir
l’erreur du calcul de la vitesse induite inférieure à 10%.

4. aux points singuliers, là ou les tourbillons marginaux se détachent de l’extrémité
de la pale, la précision du calcul a été évaluée en fonction du nombre de divisions
et du rayon du noyau tourbillonnaire. Cette étude a permis de justifier le choix
de la valeur de ces deux paramètres.

On constate enfin que les résultats numériques obtenus par le code de la méthode de
sillage libre sont valides car comparables avec les données expérimentales.
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Application du modèle de sillage libre
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4.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de mener une étude expérimentale de l’écoulement au-
tour du rotor éolien par des essais en soufflerie. Cette étude permet de rassembler les
données expérimentales nécessaires à la validation de notre modèle du sillage libre,
notamment pour un cas d’écoulement du rotor face au vent.
Après la présentation du dispositif expérimental mis en œuvre, il sera procédé à la
description du déroulement des essais réalisés à la soufflerie du laboratoire LMF Arts
et Métiers - ParisTech.
L’exposition de la démarche suivie pour appliquer le modèle de sillage libre, afin de
modéliser l’éolienne testée, constitue la seconde étape de notre étude.
Ce chapitre se termine par une comparaison entre le calcul et les résultats expérimen-
taux pour :

– la répartition de la circulation et de la vitesse axiale le long de la pale.
– les positions des foyers tourbillonnaires
– la puissance de l’éolienne Rutland 503.

4.2 Description du dispositif expérimental

Le dispositif expérimental utilisé dans cette étude s’articule essentiellement autour
de trois éléments :

– le rotor éolien Rutland 503 utilisé et son équipement.
– la soufflerie du laboratoire LMF Arts et Métiers - ParisTech.
– la chaîne de mesure et la méthode de mesure par vélocimétrie par image de

particules PIV (Particle Image Velocimetry).
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fonctionnement d’une éolienne face au vent

4.2.1 Rotor éolien testé

Le rotor éolien testé ici est une version modifiée du modèle Rutland 503 de la société
Marlec. L’éolienne Rutland 503 d’origine avait 6 pales, mais trois pales et le carénage
du moyeu ont été ôtées afin d’obtenir une éolienne tripale (Figure 4.1).

Figure 4.1 – Rotor éolien Rutland 503 testé dans la veine d’essai de la soufflerie d’Arts
et Métiers ParisTech

Le diamètre de cette éolienne est de 50 cm avec un moyeu de 13.5 cm de diamètre.
La corde du profil est de 6.8 cm au pied et de 4.8 cm à l’extrémité de la pale. Les pales
ne sont pas vrillées et sont montées avec un angle de calage constant de 10 degrés.
L’axe de rotation de cette éolienne est placé à une hauteur de 70 cm au milieu de
la veine d’essai, à l’aide d’un mât de 3.7 cm de diamètre pour éviter l’influence du
plafond et du plancher sur le comportement du sillage, et pour permettre aux lasers
fixés sur le plafond transparent de la veine d’essai, d’éclairer le plan d’exploration avec
une intensité suffisante. Durant les essais, la vitesse de rotation est réglable de 1200
tr/min à 1800 tr/min pour une vitesse d’écoulement de 9.3 m/s. Le rotor est installé
sur un arbre (Figure 4.2), celui-ci étant couplé avec un générateur de courant continu.
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Le contrôle de la vitesse de rotation et de la charge du rotor est assuré par un
rhéostat connecté à la sortie de la génératrice équipant l’éolienne.

Le couplage entre l’arbre du rotor et le générateur se fait par l’intermédiaire d’un
couplemètre qui permet de mesurer le couple mécanique et d’émettre un signal carré à
chaque degré. Afin de localiser le passage de la pale prise comme référence, un codeur
optique visant une cible tournante sur l’arbre est monté. De cette manière, en comptant
le nombre de signaux carrés venant du couplemètre après le passage du signal de réfé-
rence, on peut connaître la position angulaire du rotor avec une précision de 1 degré.
L’acquisition des données issues du codeur se fait grâce à une carte d’acquisition, qui
émet un signal TTL servant à déclencher les mesures PIV , pour une position azimutale
donnée du rotor.

Couplemètre

0.7m

0.5m

0.135m

Figure 4.2 – Maquette de l’éolienne testée dans la veine d’essai

L’instrumentation de la maquette est prévue pour mesurer la puissance en temps
réel.

4.2.2 Soufflerie d’Arts et Métiers ParisTech

La soufflerie du Laboratoire de Mécanique des Fluides, Arts et Métiers ParisTech
centre de Paris, (figure 4.3) est de type Prandtl avec une veine d’essai semi guidée
ouverte à la pression atmosphérique et un canal de retour. La veine d’essai possède une
section rectangulaire de 1.35m x 1.65m sur une longueur de 2 m. L’alimentation de la
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veine d’essai se fait à partir d’une chambre de tranquillisation à travers un convergent
d’un rapport de 1 : 12.5, ce qui permet de rendre l’écoulement globalement uniforme.
La vitesse maximale dans cette veine est d’environ 40 m/s. La présence d’un explora-
teur tridimensionnel permet d’effectuer des explorations 3D du champ de vitesses dans
la veine.

Chambre de 

tranquillisation 

Ventilateur électrique

75 kw. 3 pales.

8.
4 

m

7 
m

Veine d’essai

1.35m× 1.65m× 2m 

Veine de retour

3m× 3m× 6m 

22.5 m

Figure 4.3 – Soufflerie du Laboratoire de Mécanique des Fluides à Arts et Métiers
ParisTech

L’équipement de la veine d’essai comporte un explorateur commandé par ordinateur
et capable de se déplacer dans les trois directions de l’espace. La veine est prolongée par
un diffuseur avec un angle d’ouverture voisin de 7 degrés afin d’éviter les décollements
de l’écoulement sur les parois.
La veine de retour possède une section carrée de 3m x 3m sur une longueur de 6 m et
la vitesse maximale d’écoulement est d’environ 10 m/s.

4.3 Vélocimétrie par image de particules PIV

D’une façon générale, le principe de mesure par la méthode de vélocimétrie par
image de particules PIV est d’enregistrer sur un capteur vidéo deux images succes-
sives de particules illuminées par une nappe laser. A partir de ces deux images, un
champ de vitesses locales et instantanées est calculé par l’intermédiaire du déplace-
ment des particules, comme le montre la figure 4.4. Son intérêt principal réside dans
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le fait qu’aucune sonde matérielle n’est introduite à l’endroit où s’effectuent les mesures.

Il est à noter que les propriétés des particules constituent un paramètre fondamental
car la lumière qu’elles diffusent conditionne la qualité de la mesure [26]. De plus, il est
nécessaire qu’elles se mélangent sans produire de perturbations. En amont de la zone
de mesure, sont introduites des particules très légères qui suivent, pratiquement sans
aucun retard, les accélérations et décélérations de l’écoulement, ainsi que les fluctuations
turbulentes.

t t +∆t

A

A1

r
→

Figure 4.4 – Principe de la méthode de vélocimétrie par image de particules

La caméra utilisée est une caméra de Dantec Flowsence 4 M, objectif Nikkor AF-S
105 mm f/2.8G ED IF, fixée sur un support inclinable. Sa résolution est de 2048 x 2048
pixels avec une dynamique de niveaux de gris de 12 bits. La durée d’exposition de la
première image est quasi instantanée (inférieure à la microseconde) et la seconde image
commence dès que la première est transférée dans la zone de stockage. Cette durée
d’exposition est fixe. Elle correspond au temps nécessaire à la caméra pour transférer
les informations de la zone de stockage sur la mémoire vive de l’ordinateur. Ce trans-
fert s’effectue par fibres optiques, d’une longueur d’environ un mètre, et équipées d’une
connexion CameraLink. Le temps d’exposition de la seconde image est relativement
important, c’est pourquoi il est nécessaire de masquer toutes les sources de lumière
potentielles de la soufflerie.

En effet, même si leur intensité est faible par rapport à celle du laser, elles ont
tendance à augmenter le bruit de l’image, le fond de l’image ayant tendance à devenir
plus lumineux.

La puissance du laser est un élément déterminant dans la mesure par PIV car elle
détermine, avec la sensibilité du capteur CCD, la taille minimum des particules pou-
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Figure 4.5 – Schéma de l’installation pour les mesures par PIV

vant être exploitables pour une mesure de qualité. Le laser est de type Litron Nano-L
200-15 et l’énergie qu’il génère est de 200 mJ. L’intervalle de temps ∆t, entre les deux
flashs lasers, est de 20µs, avec une vitesse de l’écoulement amont de 9.3 m/s. Ce pa-
ramètre est crucial : d’une part, il ne doit pas être trop petit, car si le déplacement
des particules est trop faible, le bruit vient parasiter la mesure ; d’autre part, le ∆t ne
doit pas être trop important, car les particules ne doivent pas dépasser les limites de
la fenêtre d’interrogation, sous peine de détériorer les calculs de corrélation.
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La coordination des différents éléments constitutifs de la mesure nécessite une carte
permettant de contrôler un boîtier de synchronisation, celui-ci gérant les décalages entre
les pulses laser et les retards de la caméra de manière automatique. Les erreurs liées
aux retards de synchronisation sont mineures, ce qui est parfaitement vérifié par la
qualité des calculs de corrélation.

L’ensemencement de l’écoulement est réalisé par des micro-gouttelettes d’huile d’olive
créées par un générateur de brouillard (10F03 de DANTEC). Elles sont générées en
amont du convergent de la soufflerie et un temps de latence, nécessaire à l’homogénéi-
sation des particules dans la veine, doit être respecté avant chaque mesure. La densité
des particules injectées dans l’écoulement est déterminante et le débit des particules
doit être adapté à la vitesse de la soufflerie. Ce réglage est affiné par un zoom sur la
caméra, qui permet de contrôler le nombre de particules, sachant qu’il faut un nombre
suffissent des particules par fenêtre d’interrogation pour obtenir une bonne mesure. Le
traitement numérique des images est géré par le logiciel de Dantec DynamiscStudio
2.21 et à l’aide d’un algorithme itératif multi-résolutions [56].

4.4 Déroulement des essais

La maquette Rutland 503 a été installée dans la veine d’essai de la soufflerie. Les
lasers ont ensuite été positionnés au-dessus grâce à la partie en plexiglas transparente.
Le matériel PIV a été placé à l’extérieur de la veine d’essai afin d’obtenir un écou-
lement non perturbé, L’ensemencement a ensuite commencé grâce à un générateur de
gouttelettes d’huile d’olive dans le diffuseur de la soufflerie. Un codeur optique a été
utilisé afin de viser la cible tournante collée sur le moyeu d’une part, et d’émettre un
signal de référence temporelle indiquant la position angulaire du rotor d’autre part.
Ce signal permet de contrôler le déclenchement des tirs laser et la prise d’images. La
prise d’images est déclenchée quand l’axe de la pale devient perpendiculaire au plan
d’acquisition. Le délai entre la première et la seconde image de chaque paire d’images
est réglé à 20µs.

Pour explorer le sillage et définir les positions des foyers tourbillonnaires, plusieurs
plans azimutaux sont utilisés avec les angles 0, 30, 60, et 90 ° ; la position initiale
correspond à la position verticale de la pale. Afin d’élargir la surface explorée, le champ
de vitesses est divisé en six fenêtres voisines (3 horizontales x 2verticales) avec certains
chevauchements. L’échelle des fenêtres et leur position par rapport au rotor sont définies
à l’aide de mire placée dans le plan de l’exploration après chaque série d’essais [44, 25].
Après obtention d’un nombre suffisant d’images, celles-ci sont traitées à l’aide des
logiciels DynamicStudio de DantecDynamics [74, 77].

La puissance du rotor éolien Rutland 503 est mesurée directement sur son arbre à
l’aide d’un couplemètre HBM 05. Les essais seront menés pour différentes valeurs de la
vitesse de rotation afin de définir la courbe caractéristique de l’éolienne et le coefficient
de puissance en fonction de la rapidité spécifique.
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4.5 Application du modèle de sillage libre pour l’éo-

lienne Rutland

Une fois chargés les paramètres de la géométrie de l’éolienne Rutland (tableau 4.1),
le code du calcul issu du modèle de sillage libre commence par une initialisation consis-
tant à supposer que les vitesses induites axiales et tangentielles sont nulles. Ensuite,
on calcule la répartition de la vitesse relative le long de la pale, ce qui permet de cal-
culer la circulation initiale (voir le 3.6.1.2). Cette circulation va initialiser les premiers
tourbillons émis dans l’écoulement à partir de l’extrémité de chaque pale. Ensuite, la
procédure itérative est lancée jusque la convergence du calcul.
On utilise les caractéristiques aérodynamiques du profil du rotor éolien Rutland. Les

Paramètre Symbole Valeur
Nombre des pales B 3
Diamètre du rotor[cm] rp 50
Diamètre du moyeu [cm] rm 13.5
Corde au pied de la pale [cm] cm 6.5
Corde à l’extrémité de la pale [cm] cp 4.5
Angle de calage α 10°

Table 4.1 – Géométrie du rotor

coefficients de portance et de trainée sont affichés sur les figures 4.6 et 4.7. Il est à noter
que ces caractéristiques, qui dépendent de la géométrie du profil, sont obtenues par une
simulation numérique CFD suite aux travaux de thèse de [44].
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Figure 4.6 – Coefficients de portance pour l’éolienne Rutland 503.
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Figure 4.7 – Coefficients de traînée pour l’éolienne Rutland 503.
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Les figures 4.8, 4.9 et 4.10 présentent les résultats obtenus par la méthode de sillage
libre.

Z

X

Y

Figure 4.8 – Forme du sillage calculé à l’aval de l’éolienne.

La figure 4.8 illustre parfaitement le développement des tourbillons marginaux issus
de chaque pale, ainsi que des tourbillons du moyeu. On remarque également l’élargisse-
ment de la section du sillage selon la direction Z (en s’éloignant du plan de rotor dans
le sens du vent).
La figure 4.9 montre, qu’à l’extérieur du sillage, le vent est accéléré par la composante
axiale de la vitesse induite par les tourbillons. Par contre, à l’intérieur du sillage, la
vitesse induite ralentit l’écoulement.
Dès lors que le fluide traverse le rotor, il ralentit. Ce ralentissement est le résultat du
fonctionnement du rotor, qui transforme l’énergie cinétique du vent en énergie méca-
nique.
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Figure 4.9 – Champ calculé de vitesse axiale induite par les tubes tourbillonnaires
marginaux à l’aval de l’éolienne

Figure 4.10 – Variation de la vitesse axiale dans le plan de rotation du rotor éolien.
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En conséquence, à l’aval de l’éolienne, avec éloignement du rotor, le diamètre du
sillage augmente. Après une certaine distance vers l’infini, le diamètre du sillage reste
constant dans la simulation comme dans l’expérience.
Afin d’analyser les résultats obtenus de l’application du modèle de sillage libre pour ce
cas d’éolienne fonctionnant face au vent, on compare ici les résultats de simulation et
des mesures pour trois cas différents :

4.5.1 Répartition de la circulation et de la vitesse axiale le long
de la pale

Les essais réalisés dans le laboratoire LMF d’Arts et Métiers ParisTech portent
sur trois sections de pale (0.5R, 0.7R et 0.9R) et permettent l’obtention de données
expérimentales quant à la circulation et à la vitesse axiale le long de la pale, pour diffé-
rentes vitesses de rotations afin d’étudier la variation des caractéristiques de l’éolienne
en fonction de la vitesse spécifique. Il est alors procédé à l’extraction des résultats nu-
mériques illustrant la répartition de la circulation et de la vitesse axiale le long de la
pale, pour les mêmes vitesses spécifiques utilisées dans les essais.
Les figures 4.11 à 4.17, représentent la répartition de la vitesse axiale et la circulation
le long de la pale. L’étude numérique est menée pour 22 positions différentes le long de
la pale. Dans tous les cas de test on conserve la vitesse de vent à l’amont constante et
égale à 9.3 m/s. La première étude est réalisée avec une vitesse spécifique relativement
faible égale à λ = 3.
Pour une vitesse spécifique égale à λ = 4, les résultats pour la circulation exposés en
figure 4.15, sont issus de la simulation d’une part et des essais de l’autre part. On ob-
serve une cohérence intéressante même si un écart de l’ordre de 6% est constaté pour
la valeur de la circulation entre la simulation et les essais. Pour la répartition de la
vitesse axiale l’écart est négligeable.
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Figure 4.11 – Distribution de la circulation le long de la pale à λ=3

Distance nondimensionnelle r/R

V
ite

ss
e

ax
ia

le
no

nd
im

en
si

on
ne

lle

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Modèle du sillage libre
Résultat expérimental

Figure 4.12 – Distribution de la vitesse axiale le long de la pale à λ=3
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Figure 4.13 – Distribution de la circulation le long de la pale à λ=3.5
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Figure 4.14 – Distribution de la vitesse axiale le long de la pale à λ=3.5
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Figure 4.15 – Distribution de la circulation le long de la pale à λ=4
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Figure 4.16 – Distribution de la vitesse axiale le long de la pale à λ=4
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Figure 4.17 – Distribution de la circulation le long de la pale à λ = 4.5
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Figure 4.18 – Distribution de la vitesse axiale le long de la pale à λ = 4.5
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Pour une grande vitesse spécifique de l’ordre λ = 4.5, l’écoulement est ralenti. La
circulation des profils placés entre 0.6R et 0.75R est quasi constante, étant donné que
l’écoulement n’est pas décollé. Dans ce cas, le calcul numérique par le modèle de sillage
libre, relatif à la répartition de la circulation, affiche un écart acceptable en comparai-
son avec les données expérimentales disponibles (figure 4.17), ce qui n’est pas le cas
lorsqu’on s’approche de l’extrémité de pale, où l’on observe une concordance entre les
résultats numériques et les données expérimentales.
On constate que la valeur calculée de la vitesse axiale d’écoulement s’améliore à l’ap-
proche de l’extrémité de la pale, (figure 4.18).

Dans un cadre global, les écarts entre les résultats numériques et les résultats des
essais prouvent la bonne qualité du calcul, y compris pour des vitesses spécifiques
élevées.

4.5.2 Les positions des centres des tourbillons marginaux

Les explorations précédentes ont permis de visualiser les tourbillons marginaux
émis des extrémités des pales, figure 4.19. L’intersection entre les plans d’exploration
azimutaux et les filaments tourbillonnaires hélicoïdaux, a permis de visualiser les foyers
tourbillonnaires et le champ de vitesses induite par chaque foyer. Ainsi, la position des
tourbillons marginaux a pu être localisée et leur pas déterminé. Le rayon du sillage
tourbillonnaire augmente en aval du rotor suite au ralentissement de l’écoulement créé
par l’éolienne.

Positions des centres de tourbillons marginaux

 obtenues expérimentalement

Figure 4.19 – Comparaison entre les positions des centres des tourbillons marginaux
du rotor éolien testé et ses positions calculées à l’aide de la méthode de sillage libre

La figure 4.19 illustre la comparaison entre les foyers tourbillonnaires obtenus par
les données expérimentales PIV et les résultats obtenus par la méthode de sillage libre
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développée dans cette étude pour une vitesse spécifique égal à λ = 3.
La figure 4.19 expose l’emplacement des foyers tourbillonnaires déterminé à partir des
explorations PIV dans le plan azimutal comportant la pale de référence. On constate
d’après ces résultats une fluctuation du foyer tourbillonnaire qui augmente de plus en
plus vers l’aval. Sur la même figure, nous avons projeté les trajectoires des tourbillons
marginaux calculées à partir de notre modèle.

On peut noter que le modèle de sillage libre définit suffisamment les positions des
centres des tourbillons marginaux pour le sillage proche du plan du rotor. On observe
au contraire, un écart qui va en s’amplifiant dans le sillage lointain au fur et à mesure
qu’il s’éloigne du plan du rotor.

4.5.3 Calcul de la puissance de l’éolienne testée

La figure 4.20 représente le coefficient de puissance mécanique mesurée sur l’arbre
du rotor éolien testé et les résultats issus de l’application de la méthode de sillage
libre. On remarque qu’il existe un écart entre la valeur du coefficient de puissance
calculée et celle mesurée pour des vitesses spécifiques faibles. Cet écart diminue tout
en augmentant la vitesse spécifique de l’éolienne. Une bonne corrélation est constatée
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Figure 4.20 – Comparaison du coefficient de puissance calculée par la méthode de
sillage libre et le coefficient de puissance mesurée de l’arbre du rotor éolien testé

pour les vitesses spécifiques élevées entre 4 et 5. L’écart maximal n’est que de l’ordre
de 8%.
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4.6 Conclusion

L’étude réalisée ici a permis l’analyse de l’écoulement grâce à une éolienne réelle.
Par une exploration du champ de vitesse du sillage, un rotor éolien à axe horizontal
de type Rutland a été testé en soufflerie dans des conditions de vent constant. Afin
d’obtenir le champ de vitesses dans le sillage, une technique PIV à été utilisée pour
l’exploration en soufflerie de l’écoulement à travers le rotor éolien. Le traitement des
images issues de cette technique a permis de représenter l’écoulement dans un repère
lié au rotor et de montrer la forme du sillage.
Les résultats des calculs confirment une forme très complexe du sillage. Les tourbillons
marginaux issus des extrémités des pales ne sont pas situés sur une surface cylindrique,
comme le suppose la théorie tourbillonnaire linéaire. Ils se déplacent vers l’extérieur en
augmentant le diamètre du tube tourbillonnaire.
La validation de la méthode de sillage libre est ici effectuée sous de trois manières
différentes :

– l’étude de la distribution de la vitesse axiale et de la circulation le long de la pale
en fonction de la vitesse spécifique.

– l’étude de la puissance du rotor éolien en fonction de la vitesse spécifique : une
corrélation forte est observée entre les données expérimentales et les résultats du
calcul par la méthode de sillage libre. Cette corrélation est valable pour toutes
les valeurs de vitesses spécifiques utilisées.

– l’étude des positions des tourbillons marginaux : la validation est faite entre les
positions des foyers tourbillonnaires calculées par la méthode du sillage libre et
les positions mesurées dans la soufflerie en aval du rotor éolien testé. Les résultats
montrent que les positions sont comparables dans le sillage proche du rotor et la
différence augmente en s’éloignant du plan du rotor.

En conclusion, les résultats obtenus par la méthode du sillage libre sont comparables
avec les données expérimentales. La validation de cette méthode est considérée comme
acquise.
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Les travaux réalisés dans cette thèse ont porté sur la modélisation de l’écoulement
à travers une éolienne à axe horizontal à l’aide de la méthode de sillage libre. Dans
cette méthode, l’écoulement réel au travers du rotor est remplacé par un écoulement
de fluide parfait au travers d’un système tourbillonnaire équivalent. Ce système com-
porte des tourbillons attachés aux pales, et des tourbillons libres détachés des pales.
En d’autres termes, on suppose que la vorticité issue des pales est concentrée dans les
tourbillons à l’extrémité et au pied de chaque pale. L’objectif recherché est la simula-
tion de l’écoulement à l’aval de l’éolienne et l’évaluation du champ de vitesses dans le
plan du rotor, ce qui permet de calculer les efforts aérodynamiques et de déterminer
le couple et la puissance de la machine. L’étude bibliographique a permis de passer
en revue les différentes méthodes de calcul et de justifier le choix de la méthode de
sillage libre pour le calcul des efforts instationnaires appliqués sur un rotor éolien. En
effet, cette méthode permet de décrire le comportement aérodynamique de l’éolienne
et offre la possibilité de représenter le sillage éolien sans exiger un temps excessif de
calcul. Contrairement à la méthode de sillage prescrit, la trajectoire des tourbillons
marginaux est ici explicitement calculée. Il est supposé que les vitesses induites par les
lignes tourbillonnaires sont limitées par une vitesse maximale du noyau tourbillonnaire.
Cette méthode a été largement utilisée dans l’analyse des rotors d’hélicoptères et notre
travail a porté sur son adaptation à notre problématique.
Dans une description lagrangienne de l’écoulement, l’évolution du sillage à l’aval du
rotor est obtenue grâce au suivi de l’évolution spatio-temporelle de marqueurs qui
représentent les tourbillons issus de l’extrémité et du pied de chaque pale. Pour la ré-
solution de l’équation qui détermine l’évolution du sillage et l’obtention des positions
des marqueurs, nous avons mis en œuvre une méthode utilisant un schéma explicite de
type prédicteur-correcteur de deuxième ordre.
Bien que la méthode de sillage libre présuppose un fluide parfait, les effets visqueux
constituant un critère réel incontournable et ont donc été pris en compte dans notre tra-
vail. Il est supposé que les vitesses induites par les lignes tourbillonnaires sont limitées
par une vitesse maximale du noyau tourbillonnaire. La diffusion des lignes tourbillon-
naires et l’accroissement du rayon du noyau tourbillonnaire sont modélisés en fonction
de l’âge du tourbillon. Les coefficients nécessaires pour représenter l’influence de la vis-
cosité sont obtenus expérimentalement. Le code de calcul issu de cette méthode a été
validé à partir des résultats numériques obtenus pour différents cas tests de référence,
dont les solutions analytiques sont connues. La validation a été effectuée d’abord sur
des cas relativement simples (filament tourbillonnaire rectiligne infini et anneau tour-
billonnaire), puis sur un cas de tourbillon hélicoïdal infini, et pour finir sur celui d’un
tourbillon parabolique. Les résultats de cette validation montrent que le modèle de
sillage libre donne des champs de vitesses induites comparables à ceux produits par les
solutions analytiques.
Afin d’obtenir les données expérimentales nécessaires pour valider le modèle de sillage
libre, on a exploré le sillage proche et lointain à l’aval d’un rotor d’éolienne. Pour
mener cette étude, un banc d’essai a été mis au point dans la soufflerie d’Arts et
Métiers-ParisTech dans des conditions de vent constant. Une technique PIV à été utili-
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sée pour obtenir le champ de vitesses dans le sillage, Le traitement des images issues de
cette technique a permis de représenter l’écoulement dans un repère lié au rotor et de
montrer la forme du sillage. Les résultats des calculs confirment une forme hélicoïdale
du sillage. Les tourbillons marginaux issus des extrémités des pales ne sont pas situés
sur une surface cylindrique, comme le suppose la théorie tourbillonnaire linéaire. Ils se
déplacent vers l’extérieur en augmentant le diamètre du tube tourbillonnaire.
La validation de notre modèle est effectuée eu deux temps : l’étude de la distribution de
la vitesse axiale et de la circulation le long de la pale en fonction de la vitesse spécifique.
puis l’analyse de la puissance du rotor éolien en fonction de la vitesse spécifique. Une
corrélation forte est observée entre les données expérimentales et les résultats du calcul
par la méthode de sillage libre. Cette corrélation est valable pour toutes les valeurs de
vitesses spécifiques utilisées. Enfin, la validation est faite entre les positions des foyers
tourbillonnaires calculées par la méthode de sillage libre et les positions mesurées dans
la soufflerie à l’aval du rotor éolien testé. Les résultats montrent que les positions sont
comparables dans le sillage proche du rotor et que la différence augmente au fur et a
mesure l’on s’éloigne du plan du rotor.

Le travail présenté dans ce mémoire a contribué à mettre au point une méthode de
simulation numérique, capable de simuler l’aérodynamique du rotor de l’éolienne, en
fonctionnement instationnaire. Les résultats numériques indiquent une bonne concor-
dance globale avec les mesures expérimentales. Cette étude s’inscrit donc dans le cadre
de l’amélioration des capacités et d’applicabilité de la méthode de sillage libre à l’ana-
lyse des différents régimes de fonctionnement des rotors éoliens.
L’aboutissement naturel de cette étude pourrait consister à affiner les conditions de
simulation afin de tendre, au maximum, à la réalité physique du comportement des ro-
tors éoliens. Ce modèle demeure toutefois limité dans ses capacités, du fait d’un temps
important de calcul (par la loi de Biot-Savart) de la vitesse induite, . Ce temps de calcul
peut ainsi être réduit par l’exploitation d’un algorithme numérique de calcul parallèle.
La discrétisation choisie ici est acceptable pour l’analyse aérodynamique du rotor éo-
lien mais une discrétisation plus fine serait nécessaire à l’amélioration des prévisions
quantitatives.
Par ailleurs, des données expérimentales sont toujours nécessaires pour d’autres ré-
gimes de fonctionnement. Il serait souhaitable de prendre en compte la présence du
gradient de vitesse crée par la couche limite terrestre. De même, la présence du mât de
l’éolienne doit être prise en compte dans la simulation. Ces mesures sont nécessaires à
la validation des prédictions de la méthode de sillage libre.
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Limite de Betz

L’énergie fournie par le vent est une énergie cinétique, fonction de la masse et de la
vitesse du volume d’air. En considérant la masse volumique de l’air constante, on peut
dire que l’énergie fournie par le vent est fonction uniquement de sa vitesse. L’énergie
cinétique de la masse d’air en mouvement est égal à :

E =
1

2
maV

2
∞ (1)

Considérons un dispositif quelconque de récupération de cette énergie de surface est S.
En faisant l’hypothèse que la vitesse du vent est constante en chaque point de cette
surface, la puissance théoriquement récupérable est donc égal à :

P =
1

2
ρaSV

3
∞ (2)

Malheureusement, toute cette énergie ne peut être captée car la vitesse en aval du dispo-
sitif de récupération n’est jamais nulle et le théorème de Betz montre que le maximum
d’énergie pratiquement récupérable est égal à 16

27
(≈ 60%) de l’énergie totale. Soit une

puissance P = 0.37SV 3
∞ maximale récupérable : c’est la limite de Betz.

Dans le cas d’une hélice, S est la surface balayée par cette hélice. Pour une éolienne de
diamètre D, la limite de Betz est égal à : P = 0.29D2V 3

∞.
L’énergie fournie par l’aéromoteur est toujours de l’énergie mécanique que l’on utilise
directement (pompage) ou que l’on transforme selon les besoins.
La limite de Betz doit donc être affectée de tous les rendements propres aux différentes
transformations (l’hélice, le multiplicateur ou le réducteur, l’alternateur...). De plus le
rendement de chaque élément varie avec le régime de fonctionnement lié ‘a la vitesse de
rotation de l’hélice, ce qui, en dehors du régime nominal, diminue encore le rendement
global du dispositif.

Pour les aérogénérateurs classiques actuellement commercialisés, le rendement en
énergie électrique varie entre 30% et 50% de la limite de Betz (pour leur vitesse no-
minale). Les aérogénérateurs de grande puissance (> 100kW ), dont chaque étage était
très soigné, avaient un rendement d’environ 80% de la limite de Betz.
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Contribution à l’étude aérodynamique d’une éolienne

par une méthode de sillage libre

Résumé : Ce travail présente une méthode de calcul de l’écoulement tridimensionnel instation-

naire autour d’un rotor éolien. L’écoulement réel au travers du rotor est remplacé par un écoulement

de fluide parfait au travers d’un système tourbillonnaire équivalent. Ce système comporte des tour-

billons attachés aux pales et des tourbillons libres détachés des pales. Pour simplifier, la vorticité

issue des pales est supposée concentrée dans deux tourbillons à l’extrémité et au pied de chaque pale.

Pour calculer l’écoulement résultant et évaluer les efforts instationnaires exercés sur la structure du

rotor, une méthode de sillage libre a été mise en œuvre. Dans cette méthode on utilise une description

lagrangienne de l’écoulement. L’évolution du sillage à l’aval du rotor est obtenue en suivant l’évolu-

tion spatio-temporelle de marqueurs qui représentent les tourbillons issus de l’extrémité et du pied de

chaque pale. Pour résoudre l’équation qui gouverne l’évolution du sillage et pour obtenir les positions

des marqueurs, une méthode utilisant un schéma explicite prédicteur-correcteur du deuxième ordre

est mise en œuvre. La méthode de sillage libre suppose un fluide parfait mais dans ce travail les effets

visqueux sont pris en compte. Les vitesses induites par les lignes tourbillonnaires sont supposées limi-

tées par une vitesse maximale du noyau tourbillonnaire. Les coefficients nécessaires pour représenter

l’influence de la viscosité sont obtenus expérimentalement. La validation de la méthode proposée est

réalisée par comparaison avec des résultats expérimentaux où l’écoulement en aval du rotor est exploré

en utilisant la technique de vélocimétrie par image de particules (PIV).

Mots-clés : Éolienne, aérodynamique instationnaire, tourbillon, sillage, PIV.

Contribution to aerodynamic study of wind turbine

using a free wake method

Abstract: This thesis presents a method for calculating the unsteady three-dimensional flow
around a wind turbine rotor. The real flow is replaced by a free stream past a vortex model of
the rotor. This model consists of lifting vortex lines which replace the blades and a trailing free vor-
ticity. For simplicity the vorticity shed from the blade trailing edge is concentrated in two vortices
issued from tip and root. To compute the resulting flow and to evaluate the unsteady forces exerted
on the rotor, a free wake method is used. This method consists of a Lagrangian representation of the
flow field. The evolution of the wake downstream of the rotor is obtained by tracking the markers
representing the vortices issued from the blade tips and roots. To solve the wake governing equation
and to obtain the marker positions, a time-marching method is applied and the solution is obtained
by a second order predictor-corrector scheme. The free wake methods are usually inviscid, but in the
present approach, the viscous effects are taken into account. It is supposed that the induced velocity
on vortex line is limited by a maximum velocity in the viscous vortex core. The diffusion of the
vortex lines and the vortex core growth are supposed to depend on vortex age. All constants needed
to represent the viscosity effects are extracted from experiments. To validate the proposed method a
comparison is made with experimental data obtained in the case of a model of wind turbine where the
flow field immediately behind the rotor is measured by means of particle image velocimetry (PIV). It
is shown that the numerical simulation captures correctly the near wake development.

Keywords: Wind turbine, Unsteady aerodynamics, Vortex, Wake, PIV.
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Contribution à l’étude aérodynamique d’une éolienne par une méthode de 

sillage libre 

RESUME : Ce travail présente une méthode de calcul de l'écoulement tridimensionnel 

instationnaire autour d'un rotor éolien. L'écoulement réel au travers du rotor est remplacé par un 

écoulement de fluide parfait au travers d'un système tourbillonnaire équivalent. Ce système 

comporte des tourbillons attachés aux pales et des tourbillons libres détachés des pales. Pour 

simplifier, la vorticité issue des pales est supposée concentrée dans deux tourbillons à 

l'extrémité et au pied de chaque pale. Pour calculer l'écoulement résultant et évaluer les efforts 

instationnaires exercés sur la structure du rotor, une méthode de sillage libre a été mise en 

œuvre. Dans cette méthode on utilise une description lagrangienne de l'écoulement. L'évolution 

du sillage à l'aval du rotor est obtenue en suivant l'évolution spatio-temporelle de marqueurs qui 

représentent les tourbillons issus de l'extrémité et du pied de chaque pale. Pour résoudre 

l'équation qui gouverne l'évolution du sillage et pour obtenir les positions des marqueurs, une 

méthode utilisant un schéma explicite prédicteur-correcteur du deuxième ordre est mise en 

œuvre. La méthode de sillage libre suppose un fluide parfait mais dans ce travail les effets 

visqueux sont pris en compte. Les vitesses induites par les lignes tourbillonnaires sont 

supposées limitées par une vitesse maximale du noyau tourbillonnaire. Les coefficients 

nécessaires pour représenter l'influence de la viscosité sont obtenus expérimentalement. La 

validation de la méthode proposée est réalisée par comparaison avec des résultats 

expérimentaux où l'écoulement en aval du rotor est exploré en utilisant la technique de 

vélocimétrie par image de particules (PIV). 

Mots clés : Eolienne, aérodynamique instationnaire, tourbillon, sillage, PIV.  

Contribution to aerodynamic study of wind turbine using a free wake 

method 

ABSTRACT : This thesis presents a method for calculating the unsteady three-dimensional flow 

around a wind turbine rotor. The real flow is replaced by a free stream past a vortex model of 

the rotor. This model consists of lifting vortex lines which replace the blades and a trailing free 

vorticity. For simplicity the vorticity shed from the blade trailing edge is concentrated in two 

vortices issued from tip and root. To compute the resulting flow and to evaluate the unsteady 

forces exerted on the rotor, a free wake method is used. This method consists of a Lagrangian 

representation of the flow field. The evolution of the wake downstream of the rotor is obtained 

by tracking the markers representing the vortices issued from the blade tips and roots. To solve 

the wake governing equation and to obtain the marker positions, a time-marching method is 

applied and the solution is obtained by a second order predictor-corrector scheme. The free 

wake methods are usually inviscid, but in the present approach, the viscous effects are taken 

into account. It is supposed that the induced velocity on vortex line is limited by a maximum 

velocity in the viscous vortex core. The diffusion of the vortex lines and the vortex core growth 

are supposed to depend on vortex age. All constants needed to represent the viscosity effects 

are extracted from experiments. To validate the proposed method a comparison is made with 

experimental data obtained in the case of a model of wind turbine where the flow field 

immediately behind the rotor is measured by means of particle image velocimetry (PIV). It is 

shown that the numerical simulation captures correctly the near wake development. 

Keywords :  Wind turbine, Unsteady aerodynamics, Vortex, Wake, PIV. 
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