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CADRE PHYSIQUE ET MOTIVATION

LA motivation initiale de cette thése vient de physiciens de I'IEF (Institut d’Electronique Fon-
damentale, a Orsay), avec lesquels le laboratoire POEMS (Propagation des Ondes, Etudes
Mathématiques et Simulation) collaborait dans le cadre d’'une ANR nommée SimNanoPhot. Ils
cherchent a créer une transition adiabatique entre un microguide optique et une fibre optique.
L’objectif est de créer une jonction entre ces deux dispositifs qui permette de minimiser les pertes
d’énergie (d’ot1 le terme « adiabatique ») : c’est ce qu’on appelle un « taper » optique. Sur la figure
1, on voit que la jonction entre le microguide a gauche et la fibre optique a droite est réalisée tout
d’abord en diminuant la taille du cceur du microguide (la partie en silicium Si, en jaune sur la
tigure), dans le taper, de telle maniére a déconfiner 1’'onde pour qu’elle soit bien adaptée a la fibre
optique, puis une jonction abrupte (sans zone de transition) relie le microguide a la fibre optique.

cladding

S0z

SiOz

strip waveguide | taper strip opfical fiber
350%350 nm | | waveguide |

FIGURE 1 - Schéma de la jonction étudiée par 'IEF entre un microguide optique et une fibre optique.

Cette étude s’inscrit dans le cadre de la propagation des ondes électromagnétiques dans des guides
d’ondes ouverts. Voyons ce que signifie ce terme. Un guide d’ondes est un dispositif qui peut étre
amené (comme son nom l'indique!) a guider les ondes, du fait de ses caractéristiques physiques.
On rencontre des guides d’ondes dans de nombreux domaines, comme le montre la liste (non
exhaustive) suivante.

e En électromagnétisme, les guides d’ondes permettent de modéliser les guides électroma-
gnétiques, les fibres optiques, ou encore les microguides optiques.

e En élasticité, les guides d’ondes permettent de modéliser les tuyaux, ou autres cables,
barres métalliques présents dans les structures industrielles. A ce titre, I’étude de ces guides
d’ondes est indispensable pour le CND (controle non destructif, ou NDT : non destructive
testing en anglais) : il s’agit de tester le caractére sain d"une structure complexe en envoyant
des ondes et sans la détruire.

¢ Enfin, en acoustique, les instruments de musique ou les pots d’échappement peuvent étre
modélisés par des guides d’ondes. Nous pouvons également remarquer qu'une rue peut
étre vue comme un cas particulier de guide d’ondes.

Nous considérerons, dans tout ce mémoire, qu'un guide d’ondes uniforme (on parle également de
guide d’ondes non perturbé ou de guide d’ondes droit) est un milieu qui est invariant dans une
direction d’espace. Nous appellerons cette direction la direction de propagation, ou la direction



longitudinale, elle correspondra toujours a la coordonnée x. Un guide d’ondes uniforme remplit
un domaine qui sera noté O := R x (2, ou 2 est la section transverse du guide d’ondes.

On distingue alors deux grandes familles de guides d’ondes :

o les guides d’ondes fermés pour lesquels la section transverse du guide d’ondes 2 est bornée,

e les guides d’ondes ouverts pour lesquels cette section transverse ) n’est pas bornée.

Comme on peut a priori s’en douter, I’étude des guides d’ondes ouverts est singuliérement plus
complexe que celle des guides d’ondes fermés. C’est pourtant de guides d’ondes ouverts dont
nous allons parler dans ce mémoire. Nous nous référerons souvent au cas des guides d’ondes
fermés, a titre de comparaison.

Bien souvent, un guide d’ondes ouvert est un milieu constitué de deux matériaux, un matériau
«intérieur », qui constitue ce qu’on appelle le ceeur (core en anglais) et un milieu « extérieur »,
de taille infinie, qui constitue ce qu’on appelle la gaine (cladding en anglais). Cette terminologie
(cceur, gaine) s’applique a I'origine aux fibres optiques, mais nous 1'utiliserons pour tous les types
de guides d’ondes ouverts que nous étudierons. Un guide ouvert peut alors étre vu comme un
guide fermé (le coeur) enrobé dans un milieu infini (la gaine). Bien entendu, dans la nature, les
guides d’ondes n’ont pas une section transverse infinie. Les fibres optiques, par exemple, ont une
gaine de section bornée. Mais la taille de la gaine est si grande par rapport a celle du cceur et des
longueurs d’ondes considérées que la modélisation de telles structures nous conduit a considérer
que la gaine est infinie.

Dans ce mémoire, nous allons nous intéresser a 1’étude des ondes dans la jonction entre deux
guides d’ondes ouverts. Sur la figure 2, nous avons schématisé deux exemples de jonctions, la
jonction dite « abrupte » et la jonction dite « épaisse ». Dans la jonction abrupte, la zone de transi-
tion est d’épaisseur nulle, au contraire de la jonction épaisse. Dans tous les cas, nous supposerons
que la jonction n’occupe qu’une zone bornée de l'espace.

zone variable

direction lorngitudinale

>

Y

FIGURE 2 — Un exemple de jonction abrupte (a gauche) et de jonction épaisse (i droite). Les différents niveaux de bleu
correspondent a des matériaux différents.

Dans ce type de géométrie ouverte, le probleme délicat est le traitement de 'infini. C’est un pro-
bleme a la fois théorique (nous avons besoin d'imposer des conditions de rayonnement pour que
le probleme soit bien posé mathématiquement) et numérique (nous ne pouvons simuler numéri-
quement un domaine infini, il faut trouver un moyen pour borner le domaine de calcul autour de
la jonction).

Nous allons nous placer, dans tout le mémoire, dans le cadre du régime harmonique. Ce régime,
également appelé périodique établi, consiste a utiliser une excitation périodique en temps, de la



forme e~ Le systéme va généralement évoluer de telle maniére qu’asymptotiquement (lorsque
t — 400) la solution des équations sera également périodique en temps, avec la méme période.
Ce résultat est connu mathématiquement sous le nom du principe d’amplitude limite. De maniéere
formelle, cela revient, dans les équations, a remplacer les dépendances en temps par e ™ Tes
équations deviennent alors indépendantes du temps.

Remarque 0.1: Nous faisons ici un choix en prenant e~ (et pas ¢*t). Cette convention aura une
incidence dans toute la suite de la these : elle permet de distinguer ce que nous appelons une onde sortante,
qui « va vers l'infini » (dans les directions spatiales) d'une onde entrante, qui, au contraire, « vient de
Uinfini ».

LE CAS D’UN GUIDE D’ONDES FERME

Nous allons chercher, dans cette these, a utiliser des méthodes modales pour traiter le cas du guide
d’ondes ouvert. En effet, dans le cas d'un guide d’ondes fermé, l'utilisation des modes du guide
d’ondes fournit des outils a la fois théoriques pour montrer le caractere bien posé du probleme et
numériques pour borner le domaine de calcul autour de la perturbation du guide d’ondes.

Nous allons illustrer ces différents points brievement dans le cas simple d'un guide fermé 2D.
La direction de propagation est = et la direction transverse est z. Le milieu considéré est O :=
{(z,2) € R:,x € R,z € [0,h(z)]}, ou h(z) est une fonction telle que, pour £z > a, h(z) =
h*. Ainsi, cette géométrie est celle de la jonction entre deux guides d’ondes fermés, de hauteurs
respectives h™ et h™.

La probleme modele que I'on va chercher a résoudre est le suivant : étant donné une source f
a support compact inclus dans {(z,z) € O,z € [—a,al]}, chercher 'onde ¢ sortante solution des
équations suivantes :

—Ap —k?p = f dans O,
o(z,0) = p(z,h(z)) =0, VzeR.

Ce probleme est illustré sur la figure 3.

"")N

z:h‘?

FIGURE 3 - Le probleme de radiation dans un guide fermé.

Le nombre d’onde k est considéré constant (il vaut w/c, olt w est la pulsation et ¢ la célérité des
ondes dans le milieu).

Les questions qu’on se pose sont de plusieurs natures, a la fois théorique et numérique. Tout
d’abord, quel est le sens du terme sortant utilisé ci-dessus ? Ceci nous amenera a construire des
conditions de rayonnement. Ensuite, les équations de propagation équipées de ces conditions de



rayonnement sont-elles bien posées ? En d’autres termes, y a-t-il existence et unicité de la solution,
avec dépendance continue par rapport a la donnée f ? Par ailleurs, comment simuler numérique-
ment le comportement de cette jonction ? Comment restreindre le domaine de calcul autour de la
jonction ?

Nous allons voir que I'étude du guide droit (encore appelé guide uniforme) nous permet de ré-
pondre a ces différentes questions. En effet, pour |z| > a, le guide d’ondes est droit. Ceci va nous
permettre de décomposer la solution sur ce qu’on appelle les modes du guide droit et ainsi d"im-
poser des conditions de rayonnement. Par ailleurs, nous verrons que ces mémes conditions de
rayonnement donnent naissance a une méthode numérique pour restreindre le domaine de calcul
autour de la jonction.

Considérons un guide d’ondes droit de la forme R x [0, 2]. Les équations dans un tel guide d’ondes,
sans source, sont les suivantes :

~Ap —k*p =0dans R x [0, A],
o(x,0) = p(z,h) =0,V € R.

Les caractéristiques du milieu sont invariantes par translation dans la direction z, la direction lon-
gitudinale. Ceci nous amene a rechercher des solutions a variables séparées : p(z, z) = 9 (z) u(z).
Ces solutions particulieres sont appelées modes. En incorporant cette décomposition dans les équa-
tions, on obtient, d'une part :

d?p
@—szo,VxGRv
et, d’autre part,
d2u 2
_@ — k%u = )\U,\V/Z S [O7h]7

ou A est une constante a priori complexe.

L’équation sur 1 se résout immédiatement : ¢)(z) est une combinaison linéaire de e*?* et de e =72,
ot J3 est le nombre d’ondes longitudinal reli¢ a A par I'équation A = — 2.

Les équations sur u s’interpretent comme la recherche des éléments spectraux (valeurs propres A,
fonctions propres u) de l'opérateur A de L?(0, h), I'espace des fonctions de carré intégrable, défini
par:
d*u 2 2 1
Au = e k“u, Yu e D(A):= H"(0,h) N Hy(0,h).

Nous utilisons les notations classiques H? et H{ pour les espaces de Sobolev. Cet opérateur est
appelé opérateur transverse (puisqu’il prend en compte la coordonnée transverse). Nous notons
®,, les fonctions propres de 4, i.e. les fonctions ®,, # 0 de D(A) vérifiant A®,, = A\, ®,,. Le nombre
A, est alors appelé valeur propre de l'opérateur A. Comme l'opérateur A est autoadjoint et a résol-
vante compacte (puisque (2 est borné), les outils de théorie spectrale classiques nous permettent
de démontrer que les \,, forment une suite réelle tendant vers I'infini et que les ®,, peuvent étre
choisis de fagon a former une base hilbertienne de L?(0, k). Dans le cas trés simple exposé ici,
les fonctions propres orthonormalisées sont données par ®,,(z) = 1/v2sin(%T z), et les valeurs
propres par \, = —k? + n’n?/h?, pour n > 1.

Il n'y a qu'un nombre fini de valeurs propres A, pour lesquelles ),, < 0. Pour celles-ci, nous
posons 3, := v/—A, > 0. Ainsi, en se souvenant que nous avons considéré une dépendance en
temps de la forme e =™, ®,(z) e/’ g’interpréte comme un mode propagatif vers la droite : il se



propage, sans atténuation, vers les z croissants et ®,(z) e~#/n* comme un mode propagatif vers la
gauche : il se propage, sans atténuation, vers les z décroissants.

Par ailleurs, il y a une infinité de valeurs propres A, pour lesquelles ),, > 0. Pour celles-ci, nous
posons 3, = iv/\,. Ainsi, le mode ®,(z) "% est évanescent vers la droite (exponentiellement
décroissant lorsque = augmente) et le mode ®,,(z) e~#* est évanescent vers la gauche (exponen-
tiellement décroissant lorsque = diminue).

Soit ¢ une fonction vérifiant les équations du guide uniforme. En utilisant le fait que ¢(z,.) €
L%(0, h) pour tout z € R et que les fonctions propres ®,, forment une base de L?(0, k), on obtient

p(w,2) = Y Yn(@)®a(2),

ol ¢y, () vérifie
d®yn
da?
dont les solutions sont combinaisons linéraires de e?’»* et e~/n%, On en déduit que toute fonction
¢ vérifiant les équations dans un guide d’ondes uniforme se décompose sous la forme suivante :

— Mt) =0,Vz € R,

o(x,2) = Z (an P 1 p, e*iﬁ”‘”) D, (2).

n

Cette décomposition porte le nom de décomposition sur les modes du guide d’ondes. Cette der-
niere décomposition nous permet d’expliciter des conditions d’ondes sortantes (ou conditions de
rayonnement). En effet, en revenant au probléme initial du guide d’ondes perturbé, pour > a,
le guide est droit, de hauteur A ". La condition d’onde sortante est alors :

o(r,2) = Za:{ et (2—a) o (2), VYr>a,

ot les @, sont les fonctions propres associées au guide de droite (de hauteur 1) et 8,7 les nombres
d’onde associés. En d’autres termes, on représente la solution, pour z > a, comme une superpo-
sition de modes propagatifs et évanescents vers la droite. Le nombre a; € C intervenant dans
la décomposition est simplement la projection de ¢(a, .) sur ’espace propre associé a la fonction
propre @ :

h+
0 = (p(as ). B 2ot = /0 o(a,2) &7 (2) d.

Nous appliquons la méme méthode pour 2 < —a et la condition d’onde sortante consiste a ne
prendre en compte, dans la décomposition modale, que les modes propagatifs ou évanescents
vers la gauche. On montre alors que le probléme reléve de l'alternative de Fredholm. En dehors
de certaines fréquences, le probleme est bien posé : il y a existence, unicité de la solution, avec
dépendance continue par rapport a la donnée f.

De plus, nous pouvons tirer profit de cette décomposition modale pour développer des méthodes
numériques. Tout d’abord, les conditions de rayonnement permettent de borner le domaine de
calcul autour de la perturbation, dans O, := {(z,2) € O,—a < z < a}, en imposant des condi-
tions aux limites transparentes fondées sur des opérateurs de Dirichlet-to-Neumann (DtN) sur les
frontieres ¥, := {£a} x [0, h*] : on associe a la donnée de Dirichlet ((a, .) la donnée de Neumann
Jd¢/0x(a, .). Ces conditions s’expriment sous la forme suivante, par exemple pour la condition sur
Z+a .
dp + ot ot
%(aa Z) = Z(SD(CL, ')’ q>n )L2(O,h+) Zﬁn (I)n (Z)

n



Il suffit de dériver par rapport a = la condition d’onde sortante sur ¥, pour obtenir 1'expres-
sion de I'opérateur DtN. En imposant ces conditions aux limites transparentes dans le domaine
borné O, nous pouvons alors résoudre le probléme numériquement, par exemple en utilisant la
technique des éléments finis.

On peut, par ailleurs, utiliser la décomposition modale de la solution, y compris dans la pertur-
bation : on décompose le champ dans toute section ¥, := {z} x [0, h(x)] sur les modes locaux
du guide droit ayant pour hauteur h(z). Cela donne naissance a la méthode multimodale, qui est
une alternative a la technique des éléments finis. Elle a prouvé son succes dans le cas des guides
d’ondes fermés. Elle permet notamment d’optimiser la forme d'un taper (i.e. un guide d’ondes a
section variable) de fagon a maximiser la transmission, voir par exemple [HLO8] et les références
citées dans cet article.

ET DANS LE CAS D’UN GUIDE D’ONDES OUVERT ?

Notre objectif est de généraliser la démarche expliquée ci-dessus au cas d'un guide d’ondes ou-
vert. La difficulté majeure concerne le caractere non borné de la section transverse. Ainsi, dans le
cas d’un guide ouvert uniforme, la résolvante de ’opérateur transverse n’est pas compacte. Ceci a
pour incidence que la nature du spectre de I'opérateur transverse est considérablement modifiée :
le spectre n’est pas uniquement constitué de valeurs propres : il y a également un spectre continu.
Aux valeurs propres sont associés les modes guidés et au spectre continu les modes de radiation.

La condition de rayonnement revient alors, comme pour les guides fermés, a représenter 'onde
sortante comme une superposition de modes guidés et de modes de radiation sortants dans la
direction longitudinale. Mais a la différence des guides fermés, cette décomposition ne fait pas
intervenir qu'une série, il y a également une intégrale, due a la présence du spectre continu. Nous
obtenons une condition du type :

oz, z) = Z ab et (z—a) @;\Fn(z) + / ay NG of(2)dN\, Vz>a.

n modes guidés A modes de radiation

Cette condition de rayonnement a été développée dans [BBCDHO09] pour traiter le probleme d"une
perturbation locale d"un guide d’ondes ouvert uniforme. Elle a également été utilisée dans la these
d’Axel Tillequin [Til01] notamment pour traiter le cas d"une jonction abrupte entre deux guides
d’ondes ouverts uniformes (voir également [BBT00] pour la jonction abrupte entre deux guides
d’ondes ouverts et [BBRT00] pour la jonction entre un réseau de plaques et ’espace libre). On
ramene, dans ce cas, le probleme a une équation sur l'interface entre les deux guides d’ondes.
Nous chercherons, dans ce mémoire, a généraliser les deux approches de [BBCDHO09] et [Til01] de
facon a montrer que le probléeme de la jonction quelconque (et non nécessairement abrupte) entre
deux guides d’ondes ouverts est bien posé.

Du point de vue numérique, la présence du spectre continu est embarrassante. De facon a se
ramener en quelque sorte au cas d'un guide d’ondes fermé, on utilisera des PMLs (pour Perfectly
Matched Layer ou couche absorbante parfaitement adaptée en frangais) pour borner le domaine de
calcul dans la (ou les) direction(s) transverse(s).

Précisons brievement ce que sont les PMLs. Ces objets ont été créés en 1994 par Bérenger, dans
I'article [Bér94], comme un outil pour simuler numériquement les équations de Maxwell dans
un domaine non borné en régime temporel. Cela consiste a entourer le domaine de simulation
par une couche, que 1’'on appelle PML, qui absorbe les ondes. Cet outil est un concurrent des
conditions aux limites absorbantes (on impose au bord du domaine de simulation une condition



qui absorbe les ondes) ou des milieux absorbants (on entoure le domaine physique d'une couche
avec un milieu o1 I'on a ajouté de la dissipation, ce qui absorbe les ondes). Comme les milieux
absorbants, les PMLs absorbent les ondes. Ainsi, si la PML est suffisamment grande, 1’'onde est
trés bien atténuée dans la PML et il en résulte que la solution dans le domaine de simulation est
tres proche de la solution exacte dans ce méme domaine. Les PMLs ont I'inconvénient, comme les
milieux absorbants, de créer une zone non physique qui doit étre simulée numériquement (d’ou
un surcolit éventuel de la méthode numérique), mais elles ont I’avantage de ne créer aucune
réflexion parasite a l'interface entre le domaine physique et la PML, contrairement aux milieux
absorbants, d’ot1 la dénomination « perfectly matched ». En régime harmonique, les PMLs ont été
ré-interprétées en tant que changement de variable complexe (par exemple, pour les équations
de Maxwell, voir [CW94] et [TC98]). Pour des problemes de diffraction, il y a convergence de la
solution avec PML vers la solution exacte, en faisant tendre la taille de la PML vers 'infini (voir
par exemple [BP07] et [BP08]).

En introduisant des PMLs dans la (ou les) direction(s) transverse(s), nous changeons considéra-
blement la nature du spectre de I'opérateur transverse : il devient a résolvante compacte, comme
dans le cas d'un guide fermé, donc son spectre est uniquement constitué de valeurs propres et il
n’y a plus de spectre continu. Nous verrons que parmi les nouveaux modes se trouvent ce qu’on
appelle les modes a fuite. Cette notion est une spécificité des guides ouverts. Rappelons-nous qu'un
guide ouvert peut étre vu comme un guide fermé que 1’on a plongé dans un milieu infini. On peut
voir les modes a fuite comme les traces des modes du guide fermé une fois plongé dans le mi-
lieu infini (voir par exemple les ouvrages de physique [Vas91], [SL83] ou [Mar74]). En utilisant
les modes guidés et les modes a fuite, nous chercherons a généraliser, pour la jonction entre deux
guides d’ondes ouverts, les techniques numériques que 1'on a vues pour le guide d’ondes fermé
non uniforme (DtN, méthode multimodale).

ANNONCE DES FESTIVITES

Ce mémoire est composé en deux parties. Dans la premiere partie (composée des chapitres 1, 2 et
3), nous étudierons le guide d’ondes ouvert uniforme.

Au premier chapitre, nous verrons comment la théorie spectrale nous permet d’associer aux deux
composantes du spectre de 'opérateur transverse, les valeurs propres et le spectre continu, deux
types de modes, les modes guidés et les modes de radiation.

Le deuxieme chapitre est dédié a 1’étude des modes a fuite. Nous définirons précisément ces objets,
qui ne rentrent pas dans le spectre de l'opérateur transverse et nous verrons qu'un moyen théo-
rique de les mettre en évidence est 'utilisation d"une PML de taille infinie. Dans notre contexte,
on verra que l'introduction d’'une PML infinie modifie 1'opérateur transverse : il n’est plus au-
toadjoint. Les outils standards de théorie spectrale ne s’appliquent plus a cet opérateur et une
attention particuliere devra étre apportée a 1'étude de son spectre. Nous verrons que la notion de
spectre essentiel, qui est classique pour des opérateurs autoadjoints, admet plusieurs définitions
dans le cas d’opérateurs non autoadjoints. Nous montrerons que toutes ces définitions coincident
dans le cas de l'opérateur transverse avec PML. Nous interpréterons 'effet de la PML de la ma-
niére suivante : elle fait tourner le spectre essentiel et elle permet de dévoiler les modes a fuite
situés dans le secteur angulaire compris entre le spectre essentiel de 1'opérateur sans PML et le
spectre essentiel de I'opérateur avec PML infinie (voir la figure 4).

Le chapitre 3 est dédié au calcul numérique des modes guidés et des modes a fuite. Nous verrons
que pour calculer les modes a fuite, nous prendrons une PML de taille finie. Du point de vue
de la théorie spectrale, ceci a pour incidence de modifier I'opérateur transverse, qui devient a
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Im(A)

A

spectre lessentiel de 'opérateur sans PML

P Re(N)
N ne oi/les modes a fuite

spectre essentiel de 1'opérateur avec PML
FIGURE 4 - [llustration de 'effet de l'introduction de la PML de taille infinie sur le spectre de I"opérateur transverse.

résolvante compacte. Par conséquent, I’'opérateur transverse n’a plus que du spectre discret. Dans
ce spectre, nous retrouverons les modes guidés, les modes a fuite dévoilés et un ensemble de
modes provenant de la « discrétisation » du spectre essentiel qui serait présent si la PML était de
taille infinie. Mais, du fait de l"utilisation d"une PML, 'opérateur transverse n’est pas autoadjoint.
On verra qu’une conséquence sera I'apparition d’instabilité numérique lors du calcul des valeurs
propres. Nous analyserons ce phénomene grace a I'utilisation du pseudospectre. Nous en déduirons
alors un conseil a suivre pour le calcul numérique de modes a fuite : placer la PML le plus proche
possible du cceur du guide. Ceci nous amenera a développer un nouveau type de PML dans
le cas d'une section transverse 2D, qui suit la forme du cceur du guide, lorsque sa géométrie
n’est pas canonique (cercle ou rectangle). Nous illustrerons ensuite cette méthode par un exemple
d’application : la décomposition modale de la fonction de Green du guide ouvert uniforme.

Ces trois premiers chapitres constituent la premiére partie de ce mémoire, dédiée a I'étude des
modes du guides d’ondes ouvert uniforme. La deuxiéme partie (constituée des chapitres 4 et 5)
sera dédiée a 1’étude du probleme de la jonction entre deux guides d’ondes ouverts (le probléme
physique qui intéresse I'IEF dans le cas de 1'optique).

Tout d’abord, dans le chapitre 4, nous poserons le probleme dans un cadre mathématique. Nous
utiliserons les modes guidés et les modes de radiation (définis au chapitre 1) pour construire des
conditions de rayonnement, qui seront 1’équivalent, pour les guides d’ondes ouverts, des condi-
tions de rayonnement vues pour les guides fermés. Nous montrerons ensuite que le probléme,
équipé de ces conditions de rayonnement, est bien posé : il y a existence et unicité de la solution,
avec dépendance continue par rapport aux données (source, onde incidente). Ceci constitue le
premier résultat connu a ce jour dans la littérature sur la jonction de deux guides d’ondes ouverts
et fait I’objet d"un article soumis a SIAM Journal of Applied Mathematics [BBGHed].

Au chapitre 5, nous décrirons plusieurs méthodes pour résoudre le probleme numériquement,
toutes reposant sur I'idée d’utiliser les modes de I'opérateur avec une PML de taille finie. En effet,
avec une telle PML, I'opérateur transverse est a résolvante compacte, donc il n’y a plus de spectre
continu : les modes forment un ensemble discret. Nous expliquerons comment généraliser les
techniques que nous avons présentées brievement dans le cas d"un guide fermé : nous utiliserons
ces modes pour construire des conditions aux limites transparentes, reposant sur des opérateurs
de Dirichlet-to-Neumann, ainsi que pour développer une méthode multimodale.



Enfin, nous avons regroupé dans une annexe tous les résultats de théorie spectrale dont nous nous
servons.

LE PROBLEME MODELE ETUDIE DANS LE MEMOIRE

Dans tout ce mémoire, nous allons étudier I"équation modéle suivante :
—div(pVe) - w?pp =0,

dans un domainte O := R x Q, o1 2 est la section transverse (non bornée), ou1 ¢ est un champ
scalaire et ou1 u et p sont des fonctions représentant les caractéristiques physiques du milieu. Nous
posons ¢ := +/ 11/ p, qui correspond a une vitesse, et k := w/c, qui correspond a un nombre d’onde.
La pulsation du phénomene physique est w. L'équation est bidimensionnelle ou tridimension-
nelle.

Les fonctions p et i (ainsi que c et k) sont égales a une constante a I'infini dans la (les) direction(s)
transverse(s), dans ce qu’on appelle la gaine, leur valeur est alors indicée par co. Par ailleurs, nous
traiterons souvent le cas ot les caractéristiques sont constantes par morceaux : une valeur indicée
par oo dans la gaine, une valeur indicée par 0 dans le cceur.

Cette équation permet de modéliser les ondes acoustiques dans des guides d’ondes ouverts 2D ou
3D. Dans ce cas, le parametre ;1 vaut 1 et p = 1/c?, ot ¢ correspond a la vitesse du son dans le mi-
lieu. Dans le cas d"un milieu stratifié (I'équation devient alors 2D), I’équation permet de modéliser
la propagation des ondes SH en élasticité. Le parameétre ;. est alors le module de cisaillement et p
la masse volumique. Toujours dans le cas d"un milieu stratifié (équation 2D), cette méme équation
permet de modéliser la propagation des ondes électromagnétiques dans la polarisation transverse
éléctrique (TE) ou magnétique (TM). Pour la polarisation TE, = 1 et p = n?, ott n dénote l'indice
de réfraction du milieu. Pour la polariation TM, p = let p =1/ n?, ot n est l'indice de réfraction.

NOTATIONS

Nous avons essayé, autant que faire se peut, de garder des notations cohérentes dans tout le
mémoire.

Géomeétrie

Nous notons O le domaine physique non borné étudié (de dimension 2 ou 3), constituant le guide
d’ondes uniforme, dans la premiere partie, ou la jonction entre deux guides d’ondes, dans la
deuxiéme partie. Ce domaine O est de la forme suivante : O = R x 2, ou Q2 dénote la section
transverse, qui est non bornée et de dimension 1 (dans ce cas, nous prenons toujours 2 = R™) ou
2 (dans ce cas, nous prenons ) = R?). La direction de propagation est € R, la (les) direction(s)
transverse(s) vivent dans 2.

Nous notons 2 le domaine transverse avec PMLs, qui est borné. Nous notons O le domaine R x €.

Nous utilisons des lettres grecques minuscules, ¢, 1), pour les fonctions vivant dans O (ou O) et
des lettres latines minuscules, u, v, pour les fonctions vivant dans 2 (ou €2).
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Analyse fonctionnelle, fonctions spéciales

Nous notons, de maniere classique, D 1’ensemble des fonctions de classe C*> a support compact,
LP I’ensemble des fonctions dont la puissance p-iéme du module est intégrable, L> 1’ensemble
des fonctions bornées presque partout, H* et W™P les espaces de Sobolev classiques.

Nous notons § la mesure de Dirac, D’ I'espace des distributions classiques (le dual de D). Nous
définissons le dual X’ d’un espace X comme 'ensemble des formes antilinéaires continues sur
cet espace et nous notons < .,. >x x le produit de dualité correspondant.

Nous allons avoir besoin d"une définition de racine carrée complexe. Notre définition est la sui-
vante : pour tout« € C\ 0:

FVN = VA exp (targ g+ (N)/2), avec — 21 < arg p+(A) < 0,

ot f est I'argument de «, dans l'intervalle |0, 27]. Ceci signifie que nous plagons la coupure de
la racine carrée sur la demi-droite R ™. Ainsi, nous pourrons utiliser différentes racines carrées
(avec différentes coupures) en utilisant une notation unique.

Nous notons J,, Y;, les fonctions de Bessel de premiere espece et de deuxieme espece, K, I, les

fonctions de Bessel modifiées de premiere espece et de deuxieme espece et H ,(11), H 7(12) les fonctions
de Hankel de premier et de deuxiéme type.

Parametres spectraux

La théorie fera apparaitre différents opérateurs : A dénote 1’opérateur transverse (défini au cha-
pitre 1), A, I'opérateur transverse avec PML de taille infinie (défini au chapitre 2) et A, 1’opérateur
transverse avec PML de taille finie (défini au chapitre 3). L'indice « réfere alors au parametre o de
la PML.

Nous notons A le spectre d’un opérateur, p son ensemble résolvant!. Les fonctions propres (ou
fonctions propres généralisées) sont notées soit ® soit ®,,, A correspondant a la valeur propre ou
n au numéro de la valeur propre.

Nous notons 3 = “v/—X (définition prolongée par 3 = iv/A si A > 0) le nombre d’onde longitudi-
nal.

Par ailleurs, nous notons o, = *\/kZ, + A (resp. o = *1/kZ + ) la constante qui correspond au
nombre d’onde transverse dans la gaine (resp. dans le cceur lorsque les parametres sont constants
dans celui-ci).

e risque de confusion étant minime, nous avons choisi d"utiliser la méme notation p pour 1'ensemble résolvant et
un des parametres physiques.



Premiere partie

Le guide d’ondes ouvert uniforme
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E N guise d’introduction a cette premiere partie, dédiée au guide d’ondes ouvert uniforme, c’est-
a-dire non perturbé, nous allons décrire les équations modeles qui y seront traitées. Nous
rappelons que le milieu est cylindrique : de la forme O := R x (2, ot {2 est la section transverse, qui
est un domaine non borné, c’est la caractéristique des guides ouverts (en opposition aux guides
fermés, pour lesquels €2 est borné). Nous notons y et z (ou uniquement z si le milieu considéré est
bi-dimensionnel) les coordonnées cartésiennes permettant de décrire 2, ce sont ce qu’on appelle
les coordonnées transverses. Nous notons x € R la coordonnée cartésienne orthogonale a y et z, c’est
la coordonnée longitudinale, que nous appellerons également parfois la coordonnée de propagation.

On rappelle que 1’on considere 1’équation de type Helmholtz suivante :
—div(uVe) — w?pp = 0dans O, (1)

a laquelle on ajoute, éventuellement (i.e. si 02 existe)?, une condition aux limites sur 052, pour
tout z € R.

La constante positive w correspond a la pulsation du phénomene physique que I’on considere. Les
fonctions p et p sont réelles, bornées inférieurement et supérieurement par des constantes stricte-
ment positives, et ne dépendent que des directions transverses. Nous supposerons également que
ces fonctions sont régulieres par morceaux.> Nous définissons

c:= B et k:=

p

w
Rl (2)
c

qui, elles aussi, ne dépendent que des directions transverses. La fonction ¢ correspond physique-
ment a une vitesse et la fonction k a un nombre d’onde.

Les caractéristiques physiques du milieu sont données par p et p ou c et k. Nous allons suppo-
ser que ces caractéristiques sont constantes a 1'infini, ce qui se traduit, dans le cas d'un milieu
transverse bidimensionnel, par :

pour 3?4+ 22 > R, u(y,2) = poo  (1€SP. p(Y,2) = poo, €(Y,2) = Coo, k(Y,2) = koo),

et dans le cas d’un milieu transverse unidimensionnel :
pour |z| > h, p(2) = peo (resp. p(2) = poc, €(2) = €0, k(2) = koo) .

Ainsi, au dela d’'un domaine borné, le milieu est homogene. C’est ce qui caractérise tous les sys-
témes physiques que nous allons étudier, comme une fibre optique par exemple. Mais cela ne cor-
respond pas a tous les types de guides d’ondes ouverts, comme certains microguides optiques,
ol le milieu, au lieu d’étre homogene, est stratifié a I'infini. Nous définissons également, dans le
cas d’un milieu transverse bidimensionnel :

Cmin := min c(y, z et kpax = max k(y,z), 3
(uing (y,2) Jnax (y,2) 3)

et dans le cas d’un milieu transverse unidimenstionnel,

Cmin ‘= minc(z) et  Kkpax := maxk(z). 4
min ZEQ ( ) max ZEQ ( ) ( )
Nous définissons la gaine (cladding en anglais) comme 'union 2, de toutes les composantes
connexes non bornées du domaine ot les parametres physiques sont égaux a ce qu’ils valent a
I'infini : g = flos, P = Poos € = Coo, kK = koo. Le ceur (core en anglais) est alors €2 \ Qs c’est
un borné. Cette terminologie est celle qui est utilisée pour les fibres optiques. Nous l'utiliserons
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FIGURE 5 — Géométrie étudiée, dans un cas 3D (en haut), dans un cas 2D (en bas).

pour tous les guides que nous étudierons. Sur la figure 5, un exemple de géométrie étudiée est
représentée, dans le cas 3D.

Exemple 0.1 (Cas d'un guide a coefficients constants dans le cceur) Dans ce cas, les paramétres
physiques sont constants dans le ceeur : j1 = po, p = po, ¢ = co, k = ko. Les coefficients prennent donc
deux valeurs : une dans le ceeur et une dans la gaine. C’est toujours cet exemple que I'on prendra dans les
illustrations numeériques ou pour faire des calculs explicites.

Maintenant que les équations sont posées, nous allons pouvoir commencer ! Le premier chapitre
de ce mémoire rappellera les notions de modes guidés et de modes de radiation dans un guide
d’ondes ouvert. Le deuxieme chapitre traitera d’un autre type de modes des guides d’ondes ou-
verts : les modes a fuite. Nous verrons que ces modes a fuite sont des objets un peu particuliers,
qui peuvent étre « dévoilés » grace a l'utilisation de PMLs (Perfectly Matched Layers). Enfin, le
troisieme chapitre est dédié aux simulations numériques d’un guide d’ondes ouvert uniforme.
Nous expliquerons les difficultés rencontrées lors du calcul numérique des modes a fuite grace
a la notion de pseudospectre. Enfin, nous utiliserons les modes pour décomposer la fonction de
Green du guide d’ondes ouvert uniforme.

2Pour les exemples qui vont nous intéresser dans la suite, ORT = {0}, OR? = 0.
*Nous supposons que y est dans W'°°(Q) par morceaux et que p est dans L>(£2), ot W et L> désignent les
espaces de Sobolev classiques.
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DANS ce premier chapitre, nous rappelons les notions de mode guidé et de mode de radiation
pour un guide d’ondes ouvert.

L’étude des modes d"un guide d’ondes prend sa source dans le fait que le milieu est invariant dans
la direction de propagation : les caractéristiques physiques (pour nous g, p, ¢, k) ne dépendent
pas de la direction de propagation. Ceci nous amene a chercher, dans le cas d"un guide 3D, une
solution a 1"équation introduite dans l'introduction de cette partie, équation (1), en séparant les
variables :
Cp($, Y, Z) = ¢($) u(ya Z)'

La fonction ) ne dépend que de la direction de propagation et la fonction v que des coordonnées
transverses. En incorporant cette expression dans 1'équation volumique (1), on obtient :

—div(uVu) — w?pu = A pu, dans Q (1.1)
d?yp
—— — Ay =0, dans R. (1.2)
dz?

On ajoute (éventuellement, i.e. si 02 existe) des conditions aux limites pour u sur 9€2. Dans ces
équations, \ est une constante, a priori complexe. Dans 1’équation (1.1), les opérateurs div et V
sont des opérateurs bidimensionnels, ne dépendant que de y et z.

L’équation (1.2) se résout directement : si 1’on choisit 3 € C tel que

A= 52 (1.3)

17



Chapitre 1. Modes guidés et modes de radiation

alors les solutions pour (x) sont les combinaisons linéraires de exp(+iSz). Nous appelons (3 le
nombre d’onde longitudinal.

Rechercher les solutions u de 'équation (1.1) revient alors a la recherche des éléments propres
d’un opérateur que I’on va nommer opérateur transverse (puisqu’il ne dépend que des coordonnées
transverses). Cet opérateur est 'opérateur A de L*((2) défini par :

Au = —;div(uVu) —k*u, Yu € D(A):={uc H(Q),div(uVu) € L*(Q),

+ éventuellement conditions aux limites sur 0Q2}.

La fonction u est alors une fonction propre (ou une fonction propre généralisée) et A est dans le
spectre de 'opérateur A, que nous notons A(A) (voir I'annexe A.1 pour un rappel des notions de
spectre d"un opérateur).

Remarque 1.1:  Nous avons choisi ici de nous donner w, la pulsation du phénomene physique, et d’en
déduire les valeurs de \, donc de 8. En d’autres termes, I'opérateur A dépend de w (par 'intermédiaire de
k). Mais nous aurions trés bien pu faire l'inverse, c’est-a-dire nous donner [3 et en déduire les valeurs de w.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux notions de modes guidés et de modes de radiation.
Nous allons voir que les premiers sont reliés aux valeurs propres de A, tandis que les seconds sont
reliés au spectre continu (ou essentiel) de A. Nous allons tout d’abord, dans la section 1.1, traiter
le cas d'un guide 2D a coefficients constants par morceaux, ot les calculs sont simples. Puis, nous
verrons comment traiter le cas général (section 1.2), ce qui nous aménera a utiliser des arguments
standards de théorie spectrale pour des opérateurs autoadjoints.



1.1. Le cas d'un guide 2D a coefficients constants dans le coeur

1.1 LECASD’UN GUIDE 2D A COEFFICIENTS CONSTANTS DANS LE CGEUR

Nous allons commencer par traiter le cas simple d’un guide 2D remplissant le demi-espace O =
R x R*. Les équations sont :

—Ap — k*¢ = 0dans O, (1.4)
o(z,0) =0,V € R, (1.5)

ol le nombre d’onde k est constant dans le cceur :

| ko siz<h,
h(z) = { ks sinon.

Nous avons vu, en introduction de ce chapitre, que la notion de mode est lié¢ au spectre de 1’opé-
rateur transverse. Dans cette section, il s’agit de I’opérateur de L?(R™) défini par :

2
Au=-Th B, Yue D(A) = B RY) N HY(RY).
z

Dans la suite, nous allons avoir besoin de définir la racine carrée d’'un nombre complexe. Pour un
nombre réel positif A, nous utilisons la notation v/A. Pour pouvoir définir une racine carrée sur C,
on a besoin de définir une coupure. La coupure sera pour nous une demi-droite de la forme aR ",
avec a = re . r > 0,0 €]0,27]. Ainsi, nous définissons la racine carrée d’un nombre complexe
A€ C\ aR" par:

VA= VA exp (argeps (V)/2),  avec —2m < argopr () < 6.

La fonction arg,p+ dénote la fonction argument, avec un argument pris entre 6 — 27 et 6.

Pourquoi faisons-nous différents choix de racine carrée ?

e La détermination principale de la racine carrée, avec coupure sur R~ (donc argument entre
—m et ), va nous permetre d’avoir une notation simple pour la fonction évanescente. Cela
revient a prendre o = €.

e Nous utiliserons également une autre racine carrée, avec coupure sur :R* (donc argument
entre —37 /2 et 7/2), pour avoir une notation unique pour les modes propagatifs et évanes-
cents. Cela revient a prendre o = ¢'™/2.

1.1.1 Détermination du spectre et des fonctions propres (généralisées)

Pour déterminer le spectre de I'opérateur A, nous cherchons les solutions de I’équation suivante :
pour tout A € C
d*u 2 +
———— —k*u=Audans R™. (1.6)
dz?2

Etant donné ¢ € C \ {0}, toute solution de cette équation est combinaison linéraire des deux
fonctions suivantes :

ex(z) = cos < ng (z — h)) )

— 1 o (FL /2 _
sx(z) = gW}ﬁ_}_/\sm( k2 4+ X\(z h)),
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qui sont des fonctions entiéres par rapport a A € C. En effet, x — cos(x) et x — sin(x)/x sont

des fonctions entieres et paires, donc en prenant xy = VNN (z — h), elles ne dépendent pas
de la détermination choisie de la racine carrée : on peut prendre n'importe quelle coupure, i.e.
n’importe quel £ € C\ {0}.

Maintenant, introduisons la fonction suivante, pour tout A € C:

Dp(2) := ca(0) sa(2) — 5x(0) ea(2)- (1.7)

Toute solution u de I’équation (1.6) a laquelle on ajoute la condition

est alors proportionnelle a ®. Pour les mémes raisons que c, et s, @, est une fonction entiere vis
avisde A € C.

Notons
Boo = "VEZ + A et yoo:= "V/—kZ — A (1.8)

Remarquons que [ et 7o, dépendent du choix de la racine carrée. Les choix que nous avons faits
ont pour explication :

e pour 7, on prend la coupure sur R™, ce qui signifie que 'on a fe(7) > 0, pour tout A en
dehors de la coupure, ceci nous permettra de définir la solution évanescente.

e pour f(, on prend la coupure sur iR™, on peut donc en particulier définir 3., pour tout
A € R (ceci prendra tout son sens dans la suite puisque nous verrons que le spectre de A est
inclus dans R).

Posons
Or(2) = [ea(2) — iBoo sa(2)] €PN, (1.9)
Up(2) = [ea(2) +iBoo sa(2)] €, (1.10)
Ex(2) = [ea(2) — Yoo Sa(2)] €7 (1.11)

Contrairement a ®), les fonctions ©, U, et =) ne sont pas analytiques pour tout A € C : a cause
de la présence de [, ou de v, elles présentent une coupure.

Remarquons également que pour z > h, ©,(z) = e"#=?, U (2) = eif=? et Z)(2) = e 7=%,

Nous voyons que =y définit la solution évanescente de 1’équation (1.6) puisqu’elle est toujours ex-
ponentiellement décroissante (sauf sur la coupure, ot elle n’est pas définie). En fait, on peut voir
©,, ¥, et =) comme des restrictions de la méme fonction dépendant de A € C dans une surface
de Riemann a deux feuillets.

Remarquons également qu’en dehors de la coupure de 8, (A = —k% +it,t € RT),
1
®a(2) = 555 [OA0) ¥a(2) = WA(0) Oa(2)]. (1.12)

Sil'on cherche des solutions bornées en z, on tombe alors sur deux types de solutions :
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e Tout d’abord si I’on cherche des solutions dans D(A), en multipliant I’équation (1.6) par u
et en intégrant sur R, on obtient :

A (/;OO |u(z)|2dz) . /Om j?;(z)u(z) dz — /;OO K2(2) u(2)|2 d=
_ /0+oo TR /Oh lu(2)2dz — k2 [Oo lu(2)[2 dz

+oo
> min(—k2, —k2) (/ \u(z)sz). (1.13)
0

du
a(z)

On en déduit que A est réel et que A > min(—k2,, —kZ). Ensuite, en regardant la décomposi-
tion (1.12), on voit que forcément A < —k2 . En effet, dans le cas contraire, ®, est oscillante
a l'infini, donc elle n’appartient pas a L?(R™). On en déduit que si ky < koo, alors de telles
solutions ne sont pas possibles.

Dans le cas ot kg > koo, on a alors —k3 < X\ < —kZ%. On vérifie ensuite que —k2 ne peut pas
étre une solution. En effet, I'équation (1.13) donne alors du/dz = 0, donc u serait constant,
ce qui n’est pas possible (u ne serait pas dans D(A)). Donc —kZ < A < —kZ..

En regardant la décomposition (1.12), on voit que forcément ©(0) = 0 (sinon la solution est
exponentiellement croissante a 'infini). La solution est alors proportionnelle a ©(z), donc
exponentiellement décroissante quand z — +oo. En effet, pour A < —k2, ©,(2) = Z5(2) est
une fonction exponentiellement décroissante.

La relation ©,(0) = 0 = E,(0) est appelée relation de dispersion. Elle s’écrit de maniere plus

explicite :
tan <\/)\+k:2h> = — 7)\ k% AE]—I{:Q —k?2 [ (1.14)
0 \/ A — k2’ 07 Mook ’

Les solutions A vérifiant la relation de dispersion sont appelées les valeurs propres de 1'opé-
rateur A. La fonction ®) correspondante est alors appelée fonction propre. L'ensemble des
valeurs propres constitue le spectre ponctuel de A, noté A,(A). Comme ici, toutes les valeurs
propres sont isolées et de multiplicité finie, le spectre ponctuel est égal au spectre discret :
Ap(A) = Agisc(A). Voir 'annexe A.1 pour plus de détails sur ces différentes notions de
spectre.

Les solutions de 1’équation de dispersion peuvent étre déterminées par une méthode gra-
phique. En utilisant les notations de Marcuse (cf. [Mar74]), 'équation (1.14) se réécrit :

tanu = —u/v

avec u := \/A+kih > 0etv := /=X —kZ h > 0. En notant V, := \/k3 — k2 h, on voit
que v? + u? = V2, ainsi v peut s’exprimer comme une fonction de u. La figure 1.1 permet
de déterminer les solutions de 1’équation tanu = —u/v, il s’agit des points d’intersection
des courbes bleue (tanu) et rouges (—u/v). On remarque que ces solutions sont en nombre
fini, donné par V. Plus V; augmente, plus le nombre de solutions a 1’équation de dispersion
est important. Les trois manieres de faire croitre V, sont : d’augmenter la fréquence (si w
augmente, k3 — k2, = w?(1/c — 1/c%,) augmente), d’augmenter la différence 1/c — 1/c% et
d’augmenter la hauteur du cceur h.

En augmentant Vj, lorsque V; = (n + 1/2)m, avec n € N, une nouvelle solution apparait. La
relation V; = (n + 1/2)7 correspond au cas ott —k2, est solution de ©,(0) = 0. Elle se réécrit

1\ 2 72
In €N, kg—kgoz(nJrQ) ok (1.15)
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10 —tan(u
—-u/v

-5

-10

0 5 V10 15

FIGURE 1.1 — Détermination graphique des valeurs propres grice d la relation de dispersion. Vs = 9.2.

Les parametres ¢y, ¢, h étant fixés, nous appelons fréquences de coupure les fréquences pour
lesquelles (1.15) a lieu. Pour ces fréquences, il y a une solution de 1’équation 0, (0) = 0, mais
la fonction @) correspondante n’est pas un élément de L*(R™); elle ne peut donc pas étre
une fonction propre. Nous reviendrons sur ces fréquences de coupure dans la suite.

e Sil’on cherche une solution seulement bornée (i.e. appartenant a L°>°(0, +o0) mais n’appar-
tenant pas a D(A)), on remarque avec la décomposition (1.12) que A € [—k2,, +oo] (car il
faut que B € R) et @) est oscillante quand » — +00 : c’est une superposition de e’’<~ et de
e~ =2 avec B+ > 0.La fonction ®) est alors ce qu’on appelle une fonction propre généralisée :
elle n’appartient pas a L(R*). Ces valeurs de \ correspondent au spectre essentiel, qui est ici
égal au spectre continu : Ao(A) = A.(A) = [—k2,, +o0l.

La structure du spectre est représentée sur la figure 1.2.

Sm(A)
A
Adisc(A> AC(/-@)
b x| > ()
e .

FIGURE 1.2 — Spectre de I'opérateur A.

Valeurs propres et spectre continu, les singularités de la résolvante

Nous savons que la résolvante est définie, pour tout A\ dans 1’ensemble résolvant (noté p(A) :
le complémentaire dans C du spectre), comme 1'opérateur (4 — AI)~!. Nous allons voir que les
valeurs propres correspondent aux pdles de la résolvante et que la résolvante admet une coupure
sur le spectre continu.

Pour cela, nous allons utiliser la représentation intégrale de la résolvante, qui elle-méme s’appuie
sur ce qu’on appelle la fonction de Green de l'opérateur A—£1, pour € € p(A), c’est-a-dire la solution
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bornée de 1'équation suivante : pour tout 2’ € R, pour & € p(4),
d2

—@gg(z,z’)—(k2+§)g§(z,z’) = §6.—. dansD'(R"), (1.16)

Ge(0,2") = 0, (1.17)

ol 0,—, dénote la mesure de Dirac au point z = 2’ et D'(R") l'espace de distributions classique
(le dual de D(R™), I’ensemble des fonctions de classe C* & support compact dans R™).

Proposition 1.1  Pour § € p(A), la fonction de Green G¢(z, ') est donnée par :

gg(zaz,) = 1

ol Wy i=Z¢(0) = [c§(0) . ayy —555(0)] el (1.18)

De plus, pour § € p(A), la résolvante R¢(A) est donnée par la formule de représentation intégrale suivante :
pour tout z € RT,

Re(A)u(z) = o Ge(z, 2" )u(z") d'. (1.19)

Démonstration. Soit ¢ € p(A). Alors en particulier, £ + k2, ¢ R*. La résolution des équations
(1.16)-(1.17) ne pose pas de difficulté : d'une part, pour z < 2/, résoudre au sens des distributions
ou résoudre au sens des fonctions revient au méme, on obtient alors, comme G¢(0, 2") = 0:

Ge(z,2') est proportionnelle a ®¢(z), pour z < z'.

D’autre part, pour z > 2/, on résout également au sens des fonctions et comme G (., 2’) doit étre
bornée (pour tout £), on obtient, comme & + k2, ¢ R* :

Ge(z, 2') est proportionnelle a Z¢(z), pour z > 2.

Enfin, classiquement, nous avons les conditions suivantes en z = 2/, d(i au fait qu’il y a un Dirac
au second membre de (1.16) :

1- I / — 1 !/ /
s%gg(z e, 2') S%gg(z +e,2),

oG,
li o N~ | ot / 1.
im —= (2" —¢,2") El{r(l)—az(z +e,2)+

Ceci nous donne 1'équation (1.18), en vérifiant que pour tout z € R™,

doe
dz

4=
dz

AP, B
= ——(0)Z(0) — ®£(0
T (0)Z¢(0) ~ ¢(0)

= Z(0) = [ee(0) = *V/=R% — Ese(0)] e,

(2) Ee(z) — Pe(z) ——(2)

Pour ¢ € p(A), notons v(z) = [+ Ge(z,2') u(2) d2’. Par interversion du signe dérivée et du signe
intégrale (justifiée par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue puisque G¢ est exponen-
tiellement décroissant par rapport a z pour tout z’), la fonction v vérifie le probleme :

d*v 2 +
—@(z) — (K (z2) +&§v(z) =u(z), VzeRT,

v(0) = 0.

Ceci nous donne la formule (1.19). O



Chapitre 1. Modes guidés et modes de radiation

Nous observons le comportement suivant de la résolvante sur le spectre :

e Le spectre ponctuel, A,(A) correspond aux poles de la résolvante (les valeurs de A pour
lesquelles W) = 0, ot W), est défini par (1.18)). La théorie nous permet d’affirmer (comme
A est autoadjoint) que ces poles sont simples en tant que singularités de la résolvante (cf.
annexe A.1).

e Le spectre continu, A.(A) = [—kZ, +oo[ correspond aux valeurs de A pour lesquelles la
résolvante présente une coupure : W, n’est pas défini pour A € A.(A), a cause de la coupure
de la racine carrée.

1.1.2 Modes guidés et modes de radiation

Maintenant que nous avons déterminé les fonctions propres et les fonctions propres généralisées,
voyons comment cela nous permet de définir les notions de modes guidés et de modes de radia-
tion.

Nous avons vu que les modes sont les solutions des équations (1.4)-(1.5) de la forme : ¢(x, z) =
P(z)u(z), ol u est solution de 1’équation aux valeurs propres Au = Au et ol ¢(z) = exp(+ifx),
avec 3, le nombre d’onde longitudinal est relié a A par la relation A = — (2. En cherchant u borné,
nous avons remarqué que nécessairement A € R. On choisit alors la détermination suivante de 3 :

6:{ V=X siA<0,

iV siA>0. (1.20)

Attention a ne pas confondre 3, le nombre d’onde longitudinal, et 5, (défini par I’équation (1.8)),
qui est un nombre d’onde transverse.

Ainsi, comme on suppose une dépendance harmonique en temps de la forme e~**,

D) (2) e? e~ est propagatif (si § > 0) ou évanescent (si 3 € iR;") vers la droite,

D) (2) e T ¢~ est propagatif (si 5 > 0) ou évanescent (si § € iR;") vers la gauche.

Ceci permet de distinguer les modes allant vers la droite ou vers la gauche.

Pour A € A,(A), les modes guidés sont alors définis par ¢35’ (z, z) = ®,(2) ¥#* (allant vers la droite)
et o5 (z,2) = ®)(2) e~ (allant vers la gauche). Ces modes sont propagatifs puisqu’ils se pro-
pagent (sans atténuation) vers les x croissants (vers la droite) pour ¢’ et vers les = décroissants
(vers la gauche) pour ¢y .

Ensuite, pour A € A.(A), 7 (z,2) = 5(2) T et o5 (2,2) = @(2) e % sont ce qu’on appelle
des modes de radiation. Ils peuvent étre propagatifs si A < 0 : dans ce cas, on a, comme pour les
modes guidés, une dépendance du type e**, avec 3 € R* ou évanescents si A > 0 : dans ce cas,
leur dépendance est du type eT7*, avec v = VA € R* et ¢)” est exponentiellement décroissant
pour x — +o00 et |~ est exponentiellement décroissant pour x — —oo.

Un mode guidé correspond a un mode qui est localisé dans le coeur du guide, un mode de ra-
diation est un mode qui, au contraire, est oscillant a 1'infini dans les directions transverses. Sur
la figure 1.3, nous illustrons ces caractéristiques : nous représentons un mode guidé, un mode de
radiation propagatif et un mode de radiation évanescent, en prenant comme parametres :

w=2m0.05/1.55, h=10, ng=2.872, ne =145 et c(z)= .

co = nio siz < h,
Coo = 770 sinon.
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Ce cas correspond a un milieu stratifié dans le cas de 1'optique (guide optique 2D), d’indice de
réfraction ny dans le coeur et no, dans la gaine, illuminé par une onde de longueur d’onde 1.55m
avec une hauteur de guide de 10/0.05pum = 200um,' dans la polarisation TE, en ne considérant
que les modes asymétriques (puisqu’on impose une condition de Dirichlet en z = 0).

40 pu— — 40 1.5
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FIGURE 1.3 — Représentation de la partie réelle d’un mode guidé (a gauche, A\ = —0.0984), d'un mode de radiation
propagatif (au milieu, A = —0.0231) et d'un mode de radiation évanescent (a droite, A = 0.0653) pour un guide
2D. La direction de propagation est x et z est la direction transverse. La ligne horizontale noire correspond a z = 10,
Uinterface entre le ceeur et la Qaine.

1.2 LE CASD’UN GUIDE 3D

Nous allons maintenant voir comment les deux types de modes que nous avons mis en évidence
a la section précédente se généralisent a des situations pour lesquelles on ne peut plus faire les
calculs a la main. Dans le cas d"un guide 3D a cceur circulaire, a coefficients constants, les calculs
peuvent également étre menés explicitement. Nous allons traiter ici le cas d'un guide 3D, avec
coefficients non nécessairement constants dans le cceur. Bien entendu, tout ce que nous allons
montrer s’adapte également pour un guide d’ondes 2D. L’équation que l'on cherche a résoudre
est I'équation (1), posée dans O = R3. Ici, Q, la section du guide, est égale a R2. L'opérateur
transverse est alors l'opérateur A de L?(2), défini par :

Au = —ldiv(uvu) —k*u, Yu € D(A) = {uc H'(R?),div(uVu) € L*(R?)}.
)

Nous noterons, pour simplifier les notations, X := L?().

Comme on I'a vu, les notions de modes guidés et de modes de radiation sont liées au spectre de
A. Nous allons tout d’abord (a la sous-section 1.2.1) donner quelques propriétés du spectre de A,
avant d’étudier son spectre essentiel (sous-section 1.2.2) et son spectre discret (sous-section 1.2.3).
L’étude du spectre de I'opérateur A est standard, les principaux résultat de théorie spectrale que

nous allons utiliser sont rappelés dans 1’annexe A.1. Nous notons (., .) x le produit scalaire usuel
sur L2(Q) :

(u,v)x = / uvdQ, VYu,ve L*(Q).
Q

Nous utiliserons souvent un autre produit scalaire sur L?(€2) :

(pu,v)x :/uude, Yu,v € L*(Q).
Q

'L'unité de longueur est de 0.05um puisque nous avons multiplié w par 0.05. De maniére équivalente, on peut dire
que l'unité de longueur est de 1sm avec une longueur d’onde d’illumination divisée par 0.05.
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C’est un produit scalaire car nous supposons qu’il existe des constantes A > 0 et B > 0 telles que
A < p(y,z) < Bpour touty, z € R.

Nous pouvons trouver plus de détails (en particulier sur les modes guidés dans une fibre optique)
dans le dernier chapitre du livre [BCMO1] écrit par Anne-Sophie Bonnet-BenDhia et Patrick Joly.

1.2.1 Propriétés générales sur le spectre de I'opérateur transverse

Tout d’abord, une propriété générale sur l'opérateur A.

Proposition 1.2 A est un opérateur fermé, de domaine dense dans X = L*(Q) et autoadjoint pour le
produit scalaire (fi.,.) x.

Démonstration. Etant donné k., défini par (3), remarquons que le probleme suivant : « étant
donné f € L?(Q), trouver u € D(A) tel que Au + (k2. + 1)u = f» admet une unique solution.
En effet, écrivons la formulation variationnelle de ce probleme. Pour cela, nous multiplions par
pv et par I'application de la formule de Green, on obtient le probleme suivant :

Trouver u € V tel que pour toutv € V,

/(uVu-Vv—F((k‘ilax—kl)u—pr)uv) dQ:/ufde.
) Q

On vérifie alors que le premier membre de I’équation précédente définit une forme sesquilinéraire
continue et coercive. Le théoreme de Lax-Milgram permet donc de montrer qu’il y a existence et
unicité au probleme variationnel. Ensuite, on vérifie, par remontée du probléme variationnel au
probléme fort, que la solution u est bien dans le domaine de A. On a donc montré que A + (k2,,, +
1)1 est inversible, donc en particulier d’image égale a X.

Il est facile de voir que A est symétrique :
(nAu,v)x = / (1 Vu- Vo —w? pun) dQ = (u, pdv)x, Vu,v € D(A).
Q

L'application de la proposition A.1 (en annexe) permet alors de conclure que D(A) est dense
dans X et que A est autoadjoint, puisque A + (kZ,, + 1)I est d’image égale a L*(Q) et que A est

max
symétrique. O

Remarque 1.2:  On en déduit en particulier que le spectre résiduel de A est vide et que le spectre de A
est réel.

Par ailleurs, I'opérateur A étant autoadjoint pour le produit scalaire (., .)x, nous définissons la forme
sesquilinéraire associée a I'opérateur : la forme sesquilinéraire a(u,v) définie par : a(u,v) = (pAu,v)x.
Par une intégration par partie, on obtient :

a(u,v) = / (V- Vo — k) do.
Q
Le domaine de la forme est ainsi : V = H1(R?).

Soyons maintenant un peu plus précis sur le spectre de A.

Proposition 1.3 Le spectre de 'opérateur A est inclus dans [—k2,,., +00].
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Démonstration. On utilise le fait que le spectre de A est inclus dans la fermeture de I'image numé-
rique de A, comme A est autoadjoint. Par la formule de Green, on obtient, pour v € D(A):

1
(A, u)x = [ (ulVal? ~ pluf?) 42 2 ~o? [ S ulufdf > ().
Q Q
., .)x définissant un produit scalaire sur X, on en déduit le résultat.
(.,.)x défini produit scalai X déduit le résul O

Nous allons maintenant détailler une description du spectre, en terme de spectre essentiel et de
spectre discret. On se référera, si besoin, a I’annexe A.1 pour les définitions et propriétés princi-
pales de ces notions de théorie spectrale.

1.2.2 Spectre essentiel, A (A)

Nous allons, dans cette sous-section, montrer que le spectre essentiel est égal a [—k2,, +-o0[ puis
montrer qu’il n’y a pas de valeurs propres plongées dans le spectre essentiel. Nous retrouvons
ainsi le méme spectre essentiel que pour 1'opérateur 1D étudié a la section 1.1.

L'étude du spectre essentiel est lié aux parametres « a l'infini » de 1’'opérateur de A. On rappelle
qu’en introduction de cette premiere partie, nous avons vu qu’a I'extérieur de la boule de centre
0 et de rayon R, I'opérateur A est —A — k% . Il n’est donc pas étonnant que le spectre essentiel de
A soit [k2, +o0].

Proposition 1.4  Le spectre essentiel de I'opérateur A, noté A.(A), est égal a [—k2,, +00].

Démonstration. On utilise la caractérisation du spectre essentiel par les suites de Weyl.

Montrons tout d’abord que A.(A) C [—kZ , +0o0l. Soit A € A.(A). Il existe donc (u,) une suite de
D(A) telle que ||up||x =1, up, — 0 (u,, tend faiblement vers 0) et Au,, — Au,, — 0. On cherche tout
d’abord a montrer que u,, est bornée dans H*(R?).On a:

’(,u,(A - /\I)unyun)X‘ < H/JJ(A - /\I)unHXHunHX — 0.

Donc il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N, |(u(A — A)uy, u,) x| < C. Ainsi,
/ |V, |2 dQ < / (W? p 4 A ) [un|?dQ + C.
R2 R2

On en déduit que |Vu,| est bornée dans L?(R?), donc que u,, est bornée dans H'(R?) (puisque u,
est déja par hypothese bornée dans L?(R?)).

Maintenant,
(1 Aty un) x = (0 (A = XD up, un) x + A (ptn, up) x- (1.21)

Or (u (A — A)up,up)x — 0, donc (g Aup, un)x — A Up, up)x — 0. Par ailleurs,

(1 Aup,up)x = / |V, |2 dQ — w2/ P |un|* dQ
R2 R2
— [VunP oo [ uP 0t [ (e pluldo. 122
R2 R2 R2
On vérifie alors : en notant {25 le domaine borné constitué de la boule de centre 0 et de rayon R,

comme uy, |, est bornée dans H!(Q2p) et comme u,, tend faiblement vers 0 dans L?(Qp), par ap-
plication du théoreme de Rellich, on peut extraire de u,|q, une sous-suite (que 1’on note toujours
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uy,) qui converge fortement vers 0 dans L?(Q2g). Ainsi,

[om=plumPan=[ (o= plunf?an 0
R2 y2+22<R

De méme, on montre que
(oo — W) Un, Un)x = / (ftoo — 11)|un|?>dQ — 0.
y2+22<R

Donc, A(ptun,un)x — Aoo. On déduit alors, en faisant le passage a la limite n — +oo dans
(1.21)-(1.22), que X > —kZ%..

Montrons ensuite que [—kZ,, +00[ C A.(A). Soit A € [—kZ%, +oo[. L'objectif est de construire une
suite de Weyl associée a \.

Prenons 1
=)= 2o (Vi aw) o (L.2)).
U’Tl(y Z) nexp(z oo+ y (b n’'n

ol ¢ est une fonction de D(R? ), a support a l'extérieur de la boule de centre 0 et de rayon R telle
que ||¢||x = 1. On rappelle qu’a l'extérieur de la boule de centre 0 et de rayon R, I'opérateur A est
en fait — A — k2.

On vérife alors, par un changement de variable :

00 0O 21 00 oo
2 _ yz‘dd:// Zdydz =1
fulke= [ [T Jo (L) avaz= [ [T ietw ) ayaz =1

De plus, u,, € D(A) car u,, € H*(R?) et le support de u, est a 'extérieur de la boule de centre 0 et
de rayon R.

Montrons que u,, — 0. On a, pour tout v € D(R?), comme le support de u,(y, z) part a l'infini :

(1t 0) x = / wn(y, 2) o(y, 2) dy dz — 0.
RQ

Puis, par densité de D(R?) dans L?(R?), on en déduit que u,, — 0 dans L*(R?).

On vérifie ensuite :
0*un, AVEL A+ A , o
T;Z = — (kL + Nun + 21\/7 exp (z\/my) 99 (g’ E)
2
e (VAT ) S0 (V. 2),

n'n

oy?
0%uy, 1 e\ 0?0 sy 2
822 m3oP (l kgo—i_)\y) 022 <E’ﬁ>
Ainsi, on vérifie que
Aun_)\un:_Aun_(kgo—’_)‘)un:
i k2 Ay D¢ 1 92 2
e . y z ¢y = 1 0% (y z 2 (2
- | —2i\/k2 — (== -5, ===, = L (R?).
n? < ! k°°+)\8y (n’n) n 0y? (n’n) n 0z2 (n’n) — 0 dans L(R")

O]

Nous allons maintenant montrer qu’il n’y a pas de valeurs propres plongées dans le spectre es-
sentiel.



1.2. Le cas d'un guide 3D

Proposition 1.5  Pour tout A\ > —k2,, il n’existe pas de fonction propre u € D(A), u # 0, telle que
Au = du.

Démonstration. Pour démontrer ce résultat, nous utilisons le théoréme de Rellich (que 1’on peut
trouver par exemple dans [CK98, lemme 2.11]). Ce théoréme affirme que toute solution v €
L*(R? \ Qp) de l'équation de Helmholtz —Au — v*u = 0, avec 25 un borné de R? et v > 0
est forcément nulle dans le domaine R? \ .

Ici, nous prenons v = /k2, + A > 0 et Qp le cceur du guide ouvert. Nous en déduisons que sil’on
avait une fonction propre u associée a A > —k2, alors u serait identiquement nulle dans toute la
gaine. Puis, par principe de prolongement unique,? on en déduit que u est nulle partout. O

Remarque 1.3 :  Sile milieu n'était pas homogene a l'infini (comme dans le cas d"un micro-guide optique,
oii le milieu est stratifié a l'infini), il pourrait y avoir des valeurs propres plongées dans le spectre essentiel,
voir par exemple [BBMI7].

Remarque 1.4 :  Dans le cas de I'opérateur 1D étudié dans la section 1.1, nous avons vu que —k?2_ n'est
pas une valeur propre. Dans des cas plus généraux, —k2, peut étre une valeur propre.

1.2.3 Spectre discret, Ay;.(A), et propriétés

Maintenant que nous avons étudié le spectre essentiel, passons au spectre discret. A la section 1.1,
nous avons vu que l'on pouvait caractériser les valeurs propres par une relation de dispersion
explicite. Dans le cas général, une telle relation de dispersion n’est pas facilement accessible et
ce sont les formules dites du min-max qui permettent de démontrer des résultats sur le spectre
discret.

Proposition 1.6  Le spectre discret de I'opérateur A, noté Agis.(A), est constitué d’un nombre fini de
valeurs propres, incluses dans | — k2,,., —k2[.

max?

Démonstration. Comme le spectre est inclus dans [—k2

max?

[—k2,, +0o[, on en déduit directement que le spectre discret est inclus dans [—k2

max’

+o00[ et que le spectre essentiel est égal a
k24|

Tout d’abord, —k2,,, ne peut pas étre une valeur propre de A. En effet, distinguons deux cas :
kmax = koo €t kmax > koo. Dans le cas ot kyax = koo, alors on a vu que kmax € Ac(A4), donc
kmax ¢ Adisc(A). Supposons maintenant que kmax > koo Alors, en multipliant ’équation aux

valeurs propres par pu et en intégrant par parties, on obtient :

[ uvuan = [ (o~ #uluf as.
Q Q

Le terme de gauche est toujours positif, le terme de droite est toujours négatif. On en déduit qu’ils
sont nuls, donc que Vu = 0, puis que u est une constante, ce qui ne peut appartenir au spectre
discret.

Il ne reste plus qu’a vérifier que les valeurs propres du spectre discret sont en nombre fini. Pour
cela, nous allons appliquer le principe du min-max (voir, dans I’annexe, la proposition A.2 pour
un énoncé du principe du min-max).

Le principe de prolongement unique est valable pour tout opérateur elliptique, dans notre cas avec 1 € W (Q),
par morceaux, et tel qu'il existe deux constantes C1, Cs telles que pour tout (y,z) € 2,0 < C1 < u(y, 2) < Ca < +o0,
etavec p € L*(Q), voir par exemple [RL09, théoreme 4.2].
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Notons Qp la boule de centre 0 et de rayon R. L'idée est de comparer les valeurs propres de A
situées en dessous de la borne inférieure du spectre essentiel de A avec les valeurs propres d'un
opérateur a résolvante compacte, que 1’on va noter Ap. L'opérateur Ap est défini par :

1
Apu := —;div(uVu) —k?u, Yu e D(Ap) :={uc H (Qp),div(uVu) € L*(Qp), ZZ\BQB =0}.

Il est alors facile de vérifier que Ap est un opérateur autoadjoint a résolvante compacte (on utilise
le fait que l'injection de H'(Qp) dans L?(Qp) est compacte (théoréeme de Rellich)). La théorie
spectrale nous assure alors qu’il existe une suite de valeurs propres croissante A2, qui tend vers

+00 et une base hilbertienne de L?(Q2g) constituée des fonctions propres u? € D(Ap) de Ap,

telles que Apul = APul. Ces valeurs propres AL sont caractérisées par la formule suivante, dite
du min-max : ()
. ap(u,u
B — sup inf —_—
Vi 1€Vn 1 (L2(Qp)) wEV N (2p)uz0 (11U, W) L2(0p)

ot V,,—1(L*(Qp)) est un sous-espace de L?(Q25) de dimension n — 1, W+ désigne 1'orthogonal de
W,ie {ue X, (pu,v)x = 0,Yv € W} etap(u,v) est la forme associée a 'opérateur Ap, définie
par
ap(u,v) = / (uVu - Vo — w? puv) d.
Qp

Cette forme est définie sur H'(Qp).
Maintenant, la formule du min-max appliquée a A donne :

An(A) = sup inf ‘1(”7’“)’
Vi 1€Vn_1 (12()) u€V ,NH(Q),u0 (B u)[2(0)

ol a(u,v) est la forme associée a A :
a(u,v) = / (uVu - Vo — w? puv)dQ,
Q

définie sur H'(€). Considérons V;,_ le sous-espace de L?({2) engendré par les n — 1 premiéres
valeurs propres de Ap, complétées par 0 dans 2 \ Q5.Ona:

M(d) > inf W
u€W,u#0 (u U, U)LZ(Q)

ou W=Vt nHY Q) ={ue H(Q), (nu,uf) 20, =0,Vk=1,...,n—1}.

On remarque alors que

a(u,u) = ap(u,u) + ,uoo/ |Vu|2dQ — prOO/ |u|? dQ.
O\Qp N\Qp

Par définition de )\ff , pour toutu € W,
&B(u, u) 2 )\nB(M u, u)LQ(QB)'

Au final, ona, pouru € W:

alusu) = M)y~ s | o 00 2 Wi, K2 020
B
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On en déduit que A\, (A) > min(\Z, —k2)).

Comme A2 — +o00, alors \,(A) = —k2, au dela d"un certain rang. Ceci montre d’apres le principe
du min-max qu’il n’y a qu'un nombre fini de valeurs propres en dessous de la borne inférieure du
spectre essentiel. O

Proposition 1.7 (croissance du nombre de valeurs propres avec la fréquence)  Nous notons N (w)
le nombre de valeurs propres strictement inférieures a —k2,. Alors N'(w) est une fonction croissante par
rapport a w.

Démonstration. On applique ici aussi le principe du min-max. Comme \,,(A), défini par la formule
du min-max, est toujours inférieur ou égal a —k%,ona:

M(A) + k2 = inf sup min (0, _alw,u) + kgo> .
Va€Vn (V) weV,,,u#0 (H u, U)X

Remarquons que

a(u,u) 9 1
(pu,u)x % fo plul?dQ

En fixant la fonction u, on voit que la quantité

min (0, (a(““) + kgo>

nu, U)X

[ GVl == )P

est décroissante vis a vis de w : c’est une fonction du type min(0, a — w?b), avec a > 0. Donc si b
est positif, c’est bien une fonction décroissante et si b est négatif alors min(0, a — w?b) = 0, qui est
bien une fonction décroissante.

Ainsi, la fonction w + A, (A) + k2 est décroissante car l'inf et le sup d’une famille de fonctions
décroissantes sont également des fonctions décroissantes. Or, N (w) est défini par :

N(w) =sup {n > 1, \,(4) + k2, < 0} .

On en déduit que N (w) est croissant par rapport a w. O

Ce résultat nous permet de définir la notion de fréquence de coupure (cut-off frequency en anglais) :
une fréquence de coupure est une fréquence pour laquelle un mode guidé apparait ou disparait.
La proposition 1.7 nous montre que le nombre de valeurs propres est une fonction croissante par
rapport a w. Ainsi, en augmentant w, des valeurs propres apparaissent. Les valeurs de w pour
lesquelles cela se produit sont les fréquences de coupure. Cette notion coincide avec celle que
nous avons vue a la section 1.1. En effet, a la section 1.1, une fréquence de coupure est définie
comme une fréquence pour laquelle —k2 est solution de 1'équation de dispersion : une valeur
propre apparait de la borne inférieure du spectre essentiel.

Nous appelons le mode fondamental la plus petite valeur propre strictement inférieure a la borne
inférieure du spectre essentiel.?

Proposition 1.8 (Existence du mode fondamental, dans le cas du guide constant par morceaux)
Dans le cas du guide constant par morceaux, nous rappelons que nous notons co la vitesse, constante,
dans le cceur. Nous avons I'équivalence suivante (qui donne une condition nécessaire et suffisante pour

*Nous ferons souvent la confusion de vocabulaire entre la notion de mode et la valeur propre associée au mode. En
toute rigueur, on devrait dire la valeur propre associée au mode fondamental.
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I'existence du mode fondamental), en notant comme a la proposition 1.7 N (w) le nombre de valeurs propres
strictement inférieures a —kgo,

N(w) > 1,Vw si, et seulement si, co < Coo.

En d’autres termes, il faut et il suffit que la vitesse soit plus faible dans le cceur que dans la gaine pour qu’il
y ait au moins une valeur propre.

Démonstration. Montrons tout d’abord que si Nw) > 1, pour tout w alors ¢y < co. Supposons
par I’absurde que ¢y > coo. Alors, on a vu que le spectre discret de A est vide, ce qui se réécrit

N(w) = 0.
Montrons maintenant la réciproque. Supposons ¢y < c~. On va utiliser le principe du min-max

pour la premieére valeur propre :

Au,
MA) = inf s SARYE@
VIEVI(V) weviuto (1 U,U)Lz(g)

On note {2 la boule de centre O et de rayon R, qui contient le coeur du guide (la ot k = ko, ¢ = co,
W= o, p = po). Soit M > R > 0. Soit u s défini par :

1 sir <R,
Uy = ln(ﬁ)/ln(%) siR<r <M,
0 sir > M.

On vérifie alors que [ [Vup[? dQ = 27/In (%) Dong, [go [Vup|*dQ — 0 quand M — +oc0. On
a par principe du min-max :

(/LA’U,M,UM) 2 1
A (A) < O _ ; /M|VuM|2dQ—/ wk? fupg?dy)
(1un, uM)L2(Q) fR2 pluar[? A2\ Jre R2

En faisant tendre M vers +oo, comme —k? < —k2 ,ona: A\ (4) < —k%. Ceci implique, par
principe du min-max, que NV (w) > 1. O

1.2.4 Modes guidés et modes de radiation

Nous sommes désormais en mesure de faire un bilan sur le spectre de I'opérateur A : il est com-
posé de deux parties :

e Tout d’abord, il existe un nombre fini de valeurs propres de multiplicité finie et isolées dans
le spectre, appartenanta | — k2, —k2 [. Ces valeurs propres isolées correspondent aux poles
de la résolvante.

e Ensuite, le spectre essentiel est égal a [—k2 , +oo|. Il n’y a pas de valeurs propres plongées
dans le spectre essentiel, donc le spectre continu est égal a | — k2, +oo[ ou a [—kZ , +oc[ selon
que —k?2 est une valeur propre ou pas. La résolvante n’est pas définie sur le spectre essentiel.
Elle y admet vraisemblablement une coupure, comme on l’a vu dans le cas de 1’opérateur de
la section 1.1, méme si une telle affirmation est plus difficile 8 démontrer dans le cas général.

Maintenant revenons a la notion de mode : il s’agit de trouver des solutions a variables séparées
de I’équation (1). Nous avons vu que la dépendance en z est de la forme suivante : exp(+ifz),
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ou 3, le nombre d’onde longitudinal est relié a A par la relation A = —3% et A vit dans A(A). On
choisit, comme dans le cas 1D vu a la section 1.1,

5 V=X siA<0,
Tl VA sid>0.

Pour X € A,(A), la notion de mode guidé est la méme que précédemment (section 1.1).

Ensuite, pour A € A.(A4), il n’y a pas de fonction propre associée a . Par contre, on peut dé-
finir la notion de fonction propre généralisée (voir section A.1.5). Dans le cas 1D, nous avons dé-
fini les fonctions propres généralisées comme les fonctions bornées, et n’appartenant pas au do-
maine de A, vérifiant 'équation Au = Au. Ici, I'idée est la méme : nous cherchons un espace X;
qui est plus « gros » que L?(f2) (qui autorise des comportements oscillants au voisinage de l'in-
fini). Les fonctions propres généralisées sont alors les éléments qui vérifient u € Xy, u # 0 et
Au = Xu. Soit ®)(y, z) une fonction propre généralisée associée a A € A.(A). Les modes sui-
vants ¢y’ (z,y,2) = ®A(y,2) e® et o (z,y,2) = P(y,z) e % sont alors des modes de radiation.
Ils peuvent étre propagatifs si A < 0 : dans ce cas, on a, comme pour les modes guidés, une dé-
pendance du type e*%#%, avec 3 € R* ou évanescents si A > 0 : dans ce cas, leur dépendance est du
type e¥7%, avec v = /A € RT : dans ce cas, 3" est exponentiellement décroissant pour z — +o0
et ¢\ est exponentiellement décroissant pour x — —oo.

« Avec les mains », nous pouvons dire, comme dans le cas 1D présenté a la section 1.1, qu'un mode
guidé correspond a un mode qui est localisé dans le coeur du guide et un mode de radiation est
un mode qui, au contraire, est oscillant a 'infini dans les directions transverses.

CONCLUSION SUR L’ETUDE SPECTRALE DE L’OPERATEUR TRANSVERSE

Dans ce chapitre, nous avons défini les notions de modes guidés et de modes de radiation. Les
modes guidés sont liés aux valeurs propres de I’opérateur transverse alors que les modes de radia-
tion sont liés au spectre continu. Ceci nous donne une famille de solutions particulieres des équa-
tions dans le guide d’ondes ouvert uniforme. Une question naturelle a se poser est la suivante :
est-ce que cette famille de solutions est suffisante pour représenter « n‘importe quelle onde » vé-
rifiant les équations dans le guide uniforme ?

Dans le cas d'un guide fermé, c’est-a-dire de section transverse €2 bornée, nous avons vu en intro-
duction que grace au théoreme de Rellich (I'injection de H'(€2) dans L?(2) est compacte si (2 est
borné), on montre que 1'opérateur transverse A est a résolvante compacte. Il n’y a donc plus de
spectre continu. De plus, la théorie spectrale (voir 'annexe A.1) nous permet alors d’affirmer que
I’ensemble des fonctions propres forme une base hilbertienne de L?(2) : toute fonction u € L?()
peut se décomposer sous la forme d"une série de Fourier, par exemple dans le cas d"un milieu
transverse 1D :

u(z) = Z(ua q)n)LQ(Q) P, (2), (1.23)

n

en notant ®,, les fonctions propres orthonormalisées. Ainsi, comme nous l’avons vu en intro-
duction de ce mémoire, nous pouvons décomposer toute fonction ¢ vérifiant les équations dans

*En fait, I'écriture Au = \u, pour u € X; est formelle. De fagon rigoureuse, nous définissons X+ comme l’espace
dual d’un espace X, qui est plus petit que L* () (qui impose des comportements plus décroissants a l'infini). L'écriture
Au = Au, pour u € X signifie alors :

<u,Av>XT,XL :A<U’U>X¢YX¢’ Yv € X,

ou (.,.) x,.x, est le produit de dualité entre X et X.
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le guide comme une série de Fourier sur les modes aller et retour (en utilisant le fait que
o(x,.) € L*(Q) pour tout ) :

o(z,2) = Z D, (y) (an e L p,, e_w”"”) . (1.24)

Dans le cas d"un guide ouvert, nous avons vu qu’il y a, en plus d'un spectre discret, un spectre
continu. La formule de représentation (1.24) n’est plus valable. En fait, on peut montrer que 1’en-
semble des fonctions propres et des fonctions propres généralisées forme une base, en un certain
sens, de L?(2), ou ) est la section transverse. Dans la formule de décomposition d’une fonction
u(z) sur les fonctions propres et les fonctions propres généralisées @ (I’analogue de (1.23) pour
un guide fermé), il y a maintenant, en plus d’une somme finie sur les fonctions propres, une inté-
grale faisant intervenir les modes de radiation :

u,
u(z)= Y W<m<z>+ [ @aueena (1.25)

Nous voyons alors que le coefficient devant une fonction propre généralisée n’est pas une simple
normalisation, comme pour le coefficient devant une fonction propre, puisque les fonctions
propres généralisées ne sont pas des éléments de L?(f2). Nous utiliserons cette décomposition
et nous expliquerons comment 1’obtenir dans le cas de I'opérateur A de la section 1.1, en faisant
intervenir ce qu’on appelle la transformation de Fourier généralisée associée a 1’'opérateur A, au cha-
pitre 4. Par contre, d’un point de vue numérique, le fait qu’il y ait un continuum de modes (et non
plus un nombre discret de modes comme dans le cas du guide fermé) nous semble problématique.
Nous allons chercher, dans la suite, & « discrétiser » ce continuum, c’est-a-dire & nous ramener a
une série au lieu d'une intégrale dans la formule (1.25) : pour cela, pour allons introduire la notion
de modes a fuite.
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L’ ETUDE spectrale de I'opérateur transverse a fait apparaitre deux types de modes : un nombre

fini de modes guidés (éventuellement zéro), qui sont localisés au niveau du coeur du guide
ouvert et qui se propagent sans atténuation selon la direction de propagation, et un continuum de
modes de radiation, qui sont oscillants dans les directions transverses et qui peuvent étre propa-
gatifs ou évanescents dans la direction de propagation. Nous avons également mentionné que les
fonctions propres (liées au spectre ponctuel) et les fonctions propres généralisées (liées au spectre
continu) forment, en un certain sens, une base de L2(Q), ou {2 est la section transverse du guide
ouvert. La formule de décomposition sur cette base fait alors intervenir une intégrale sur le spectre
continu, ce qui parait trés cotiteux a mettre en ceuvre dans une méthode numérique.

Nous allons, dans ce chapitre, nous intéresser a un autre type de modes du guide ouvert, qui ne
rentre pas dans le spectre de I'opérateur transverse, modes qui sont pourtant liés a cet opérateur.
Il s’agit des modes a fuites (leaky modes en anglais). Nous allons voir que ces modes forment un
ensemble discret. L'idée qui nous poursuit est la suivante : nous voulons transformer, dans la
formule de décomposition sur la base des fonctions propres et des fonctions propres généralisées,
l'intégrale sur le spectre essentiel en une série sur les modes a fuite. En effet, du simple point de
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vue de la dénomination des différents modes, les modes de radiation permettent de prendre en
compte la radiation dans la gaine (14 ot les modes guidés permettent de prendre en compte le
guidage dans le cceur). Quant aux modes a fuite, ils permettent de mettre en évidence les fuites
dans la gaine. Il semble donc que modes de radiation et modes a fuite rendent compte du méme
phénomene physique. Mais nous verrons, au chapitre suivant, que la transformation de l'intégrale
sur le spectre essentiel en une série sur les modes a fuite n’est pas évidente a priori. Avant toute
chose, voyons ce que sont exactement ces objets appelés modes a fuite.

De maniére a introduire simplement le concept de mode a fuite, nous allons nous poser deux ques-
tions « physiques ». Ces deux manieres d’introduite le concept de mode a fuite peuvent étre trou-
vées dans des manuels de physique, par exemple dans les références suivantes : [Vas91], [SL83]
ou [Mar74].

Une premiere question naturelle est la suivante : que devient un mode guidé du guide ouvert
lorsque celui-ci se rapproche de la borne inférieure du spectre essentiel ? En effet, en diminuant la
fréquence w, on a vu que le nombre de modes guidés diminue (proposition 1.7). Ainsi des modes
guidés disparaissent. Mais alors, que deviennent-ils ? Nous allons voir, dans un cas particulier,
qu’ils deviennent des modes a fuite.

Une deuxieéme question est la suivante : que deviennent les modes d"un guide fermé lorsque 1'on
plonge celui-ci dans un milieu infini (i.e. lorsque le guide devient ouvert) ? En effet, lorsque le
guide est fermé, la résolvante de I'opérateur transverse est compacte; ainsi, il y a un ensemble
discret (infini) de modes. Nous allons illustrer sur un cas particulier le fait qu'une trace de ces
modes du guide fermé se retrouve dans les modes a fuite du guide ouvert correspondant.

Dans la section 2.1, nous définirons les modes a fuite comme les solutions complexes de la relation
de dispersion des modes guidés (sous-section 2.1.1). Ceci nous permettra d’illustrer les deux phé-
nomenes physiques cités ci-dessus (sous-sections 2.1.2 et 2.1.3). Lorsqu’une telle relation de dis-
persion n’est pas facilement accessible, nous utiliserons une autre définition des modes guidés : ils
correspondent aux poles de la résolvante de I’opérateur transverse. Les modes a fuite apparaissent
lorsque I'on cherche les poles, non pas de la résolvante, mais du prolongement analytique de la
résolvante au travers du spectre continu. Nous allons voir dans la section 2.2 (pour un guide 2D)
et 2.3 (pour un guide 3D) comment procéder au prolongement analytique de la résolvante ; ceci
nous amenera a construire un nouvel opérateur dont les propriétés spectrales seront détaillées.
En pratique, nous verrons que nous parviendrons a faire ce prolongement analytique grace a
I'introduction d"une PML (Perfectly Matched Layer ou couche absorbante parfaitement adaptée en
francais) d’épaisseur infinie.

Avant de rentrer dans le vif du sujet, il est intéressant de noter que la notion de mode a fuite est en
fait similaire a celle de résonance. Dans des problemes de diffraction d’ondes par des obstacles dans
des géométries non bornées (voir par exemple [HHKO04] et [HHKS07]), ou dans des problemes de
physique quantique (voir par exemple [Sim78]), la recherche des résonances du systéme physique
considéré revient a chercher les pdles du prolongement analytique de la résolvante d 'un opérateur
autoadjoint. La différence essentielle entre une résonance et un mode a fuite est la suivante : le
parametre temps (t) pour une résonance est remplacé par la direction de propagation (z) pour un
mode a fuite. On verra qu'un mode a fuite est toujours atténué lorsque = augmente, tout comme
un mode résonant est atténué lorsque le temps augmente.
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2.1 LECASD’UN GUIDE 2D A COEFFICIENTS CONSTANTS DANS LE CEEUR

De fagon a appréhender ce qu’est un mode a fuite et ses propriétés, nous allons commencer par
traiter le cas d"un guide 2D, avec coefficients constants dans le cceur, ot les calculs sont explicites.
Nous généraliserons la notion de mode a fuite pour des cas plus complexes en section 2.2 (pour
un guide 2D quelconque) et en section 2.3 (pour un guide 3D).

2.1.1 Description des modes a fuite

Dans cette sous-section, nous nous placons dans le méme cadre que dans la section 1.1. On rap-
pelle qu'il s’agit d'un guide 2D remplissant le demi-espace O = R x R*. Les équations sont :

—Ap — k*¢ = 0dans O,
o(z,0) =0,V € R,

ol le nombre d’onde k est donné par :

| ko siz<h,
h(z) = { ks sinon.

Nous avons vu que dans ce cadre, les modes guidés sont solution d"une relation de dispersion,
que 'on rappelle ici :

A+ k2
tan (\/wrkg h) = —,/ﬁ, el -k, —kA |

L’idée est de rechercher des solutions complexes a cette équation, en d’autres termes chercher des
solutions qui ne sont pas dans l'intervalle | — k%, —k2_[. Pour cela, nous avons besoin de définir
une racine carrée complexe. Nous rappelons que nous avons pris la convention d’écrire, pour tout
acC\O0:

FN =/ |A| exp (iarg p+ (A)/2), avecl —2mw < arg,p+(N) <6,
ol 6 est I'argument de «, dans l'intervalle |0, 27].

Dans la suite, nous allons chercher des solutions A de I’équation de dispersion telles que Sm(\) <
0. La recherche de solutions A telles que ISm(A) > 0 sera discutée ultérieurement. Nous avons
besoin d'une définition de racine carrée valable pour tout A tel que Sm(A) < 0. Pour cela, nous
prenons la coupure sur iR™ (nous pourrions prendre n’importe quelle coupure de la forme aR ™,
avec « a partie imaginaire strictement positive) : nous choisissons /"

La recherche des modes a fuite vient de la recherche des solutions sortantes aux équations sui-
vantes :

d2

S 2y = Au dans R, 2.1)
dz2

u(0) = 0. (2.2)

En d’autres termes, nous cherchons des solutions de la forme ¢!(fecz—w?) pour z > h, ol B est
défini par (1.8). Ainsi, Re(Bs) > 0 pour tout A tel que Im(\) < 0, donc e'(P=“t) est bien

10n rappelle la définition de S :

Boo = FV/N+ KL
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une onde qui sort, qui va vers les z croissants. Rappelons-nous qu’au chapitre 1, nous avons
défini en (1.9)-(1.10) deux fonctions, © et ¥, solutions de I’équation (2.1), telles que pour z > h,
Oy (2) = e7 =% et W) (2) = e,

Ainsi, en imposant a la solution d’étre de la forme e’%=* pour z > h, nous imposons a la solution
recherchée d’étre proportionnelle a ¥ (z).

On rappelle que pour tout A € C, toute solution non nulle des équations (2.1)-(2.2) est proportion-
nelle a la fonction ®)(z), donnée par (1.7) et que pour tout A € C \ (—kZ%, + iR™),

1
" 2iBs

i (2) [©2(0) Wx(2) — ¥A(0) Ox(2)] -

Ainsi, comme &, (z) est proportionnelle a ¥ (z), I'équation de dispersion devient :

=N+ kS
U,(0) =0, cequiestéquivalenta |tan | "\/\+ k2 h> =i—y "0 2.3
/\( ) q q ( 0 iRm ( )

Les solutions complexes de cette équation sont ce qu’on appelle les modes a fuite.

En fait, de maniere rigoureuse,?> pour \ solution de la relation de dispersion, les modes a fuite
sont les fonctions ¢y’ (z,2) = ®5(2) e et o5 (z,2) = ®)(2) e ¥, ou1 B est le nombre d’onde
longitudinal. Nous prenons comme définition du nombre d’onde longitudinal

5 = Rma

ainsi, la partie réelle de f3, ainsi que sa partie imaginaire, sont positives. Si A > 0, nous prenons
B = iv/\. Cette définition généralise celle qui a été vue au chapitre 1 pour les modes guidés et
de radiation : équation (1.20). Le mode ¢)” est évanescent vers la droite et que le mode ¢~ est
évanescent vers la gauche. C’est une premiere propriété importante des modes a fuite : ils sont
évanescents dans la direction de propagation.

Mais ce caractére évanescent dans la direction de propagation () a une contrepartie assez éton-
nante dans la direction transverse (z). En effet, nous avons vu que ®,(z) est proportionnelle a
Wy(z). Or, pour z > h, Uy(2) = €% ot fo, = "\/kZ + A Si ) est & partie imaginaire stric-
tement négative, ¥,(z) est alors exponentiellement croissante car Sm(f) < 0. Un mode a fuite
est ainsi exponentiellement croissant dans la direction transverse ! Ce caractére exponentiellement
croissant va a premiere vue a I’encontre de l'intuition physique. Mais il faut se rappeler que nous
sommes en régime harmonique. Ainsi, la croissance exponentielle dans la direction transverse
peut s’interpréter comme une accumulation de contributions venant des instants précédents.

Remarque 2.1: Nous avons choisi de chercher des modes dans le demi-plan complexe a partie imagi-
naire négative et nous avons vu que nous avons trouvé des solutions exponentiellement croissantes dans
la direction transverse. Que se passe-t-il lorsque I'on cherche des solutions a I'équation de dispersion dans
I'autre demi-plan complexe ? Peut-étre les modes deviennent-ils décroissants dans la direction transverse. . .
En fait, il n’en est rien. En effet, si nous trouvions une telle solution (exponentiellement décroissante), alors
ce serait une fonction propre de I'opérateur A, or on a vu au chapitre 1, que ses valeurs propres sont réelles.
Quand on cherche les modes dans I"autre demi plan complexe, nous trouvons les modes a fuite entrants, qui
sont en fait les conjugués des modes a fuite sortants. Ces objets sont également exponentiellement croissants
dans la direction transverse. Les seuls objets physiques qui nous intéressent sont les modes a fuite sortants,
c’est pourquoi dans la suite nous ne nous intéresserons plus qu’aux modes a fuite pour lesquels Sm(\) < 0.

2Nous faisons parfois 1’abus de langage suivant : nous confondons, lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, le
terme mode a fuite avec la valeur A a laquelle il correspond. Nous faisons de méme pour un mode guidé.
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Les modes a fuite sont des objets bien particuliers : ils sont exponentiellement croissants dans la
direction transverse. Ce caractere exponentiellement croissant est a premiere vue déstabilisant :
on se dit que ce n’est pas « physique ». Notre objectif dans les deux sous-sections qui suivent est de
justifier I'injustifiable : de montrer que quelque chose d’exponentiellement croissant est physique !
Nous allons étudier deux situations qui, on I’espére, convaincront le lecteur de l'intérét physique
de ces objets.

2.1.2 Les modes a fuite : les modes guidés lorsqu’ils ont passé la borne inférieure du
spectre essentiel

Nous avons dit en introduction que I’on pouvait voir les modes a fuite comme des modes guidés
lorsqu’ils ont passé la borne inférieure du spectre essentiel. Nous allons voir comment on peut
décrire cela en nous appuyant sur le livre de Marcuse [Mar74, section 1.5]. L'idée consiste a suivre
la relation de dispersion des modes guidés lorsque que la valeur propre A s’approche de la borne
inférieure du spectre essentiel, puis a regarder ce qui se passe quand on la dépasse. Dans le livre
[Mar74], I'idée est exposée dans le cas d'une condition de Neumann en z = 0. Ici, nous adaptons
la méthode au cas d’une condition de Dirichlet. Tout d’abord, nous rappelons que la relation de
dispersion que nous avons obtenue a la section 1.1 : I'équation (1.14) s’écrit avec les notations de
Marcuse :
tanu = —u/v

avec u := \/A+k}h > 0etv = \/—A—k2 h > 0. En notant V, := \/k3 — k2 h, on voit que

v? 4+ u? = V2. Le nombre V; ne dépend que des caractéristiques physiques du milieu.

L'idée de Marcuse est de regarder ce qui se passe, juste apres qu'un des modes ait dépassé la
borne inférieure du spectre essentiel, au lieu de chercher une solution de 1'équation de disper-
sion tanu = —u/v, on cherche une solution de tanu = u/v. Sur la figure 2.1, sont représentées
les courbes tanu (en bleu), —u/v (en rouge) et u/v (en violet) en fonction de u pour différentes
valeurs de V;. Les points ol les courbes bleue et rouge se croisent correspondent aux modes gui-
dés. On voit que lorsque V; diminue, alors 1'un des modes guidés disparait. Il disparait entre
V, = 8 et V, = 7.8 : il disparait exactement quand V; = 57, i.e. quand on est sur une fréquence
de coupure. On remarque alors que lorsque I'on dépasse la coupure, si au lieu de chercher une
solution de tanu = —u/v, on cherche une solution de tanu = wu/v, alors u reste continu. En
d’autres termes, si pour Vg > %71’, on suit I’abscisse des points d’intersection des courbes bleue et
rouge, et pour V; < 37, on suit I'abscisse des points d’intersection des courbes bleue et violette ;
ces abscisses diminuent alors de maniere continue. Ainsi, on peut interpréter ceci de la maniere
suivante : un mode guidé, lorsqu’il dépasse la borne inférieure du spectre continu, devient tel que
v change de signe (en passant par zéro quand il est exactement sur la borne inférieure du spectre
continu). Ceci signifie que 1’on passe d"un régime exponentiellement décroissant dans la gaine (du
type exp(—+/—A — k% 2)) a un régime exponentiellement croissant (du type exp(y/—X — k% 2)),
en passant par un régime constant quand on est exactement sur la borne inférieure du spectre
essentiel.

On remarque ensuite que 1'on ne peut pas suivre indéfiniment les points d’intersection de la
courbe violette et de la courbe bleue. Des Vi = 7.6, il n'y a plus de point d’intersection. En fait,
ceci vient du fait que v devient maintenant complexe.

Ainsi, quand on peut avoir «a la main » une relation de dispersion, on se rend compte que le
comportement a 'infini d’'un mode guidé (qui est purement exponentiellement décroissant dans
la gaine, i.e. sans oscillation), lorsqu’il a dépassé la borne inférieure du spectre essentiel, devient
tout d’abord purement exponentiellement croissant puis la valeur propre quitte 1’axe réel.
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FIGURE 2.1 — Evolution des modes lorsque V,, diminue. Représentation graphique de la relation de dispersion tanu =
—u/v et de la relation tanu = u/v.
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FIGURE 2.2 — Evolution du mode guidé qui devient mode a fuite lorsque V, diminue. Représentation de X lorsque
Vs diminue. Parametres physiques choisis : kg = 10, koo = 3.92. V; diminue implique ici h diminue. La ligne noire
verticale correspond a —k?2_ : la borne inférieure du spectre essentiel.
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Sur la figure 2.2, nous voyons comment se déplace le mode guidé (qui va devenir mode a fuite)
quand il se rapproche de la borne inférieure du spectre essentiel, puis lorsqu’il la dépasse : la
valeur propre fait tout d’abord demi-tour (ce qui correspond, pour le mode, a une transition de
purement exponentiellement décroissant a purement exponentiellement croissant), puis elle part
dans le plan complexe (ce qui correspond au moment ot les courbes violette et bleu dans la figure
2.1 n’ont plus de point d'intersection).

Ce type de comportement est assez spécial : on passe d’'un comportement exponentiellement
décroissant a exponentiellement croissant! Dans d’autres configurations (transverse 2D par
exemple), le mode guidé quitte directement 1’axe réel quand il atteint la borne inférieure du
spectre essentiel. On verra plus tard (cf. section 5.3) en quoi ce phénomene peut étre génant dans
une méthode numérique.

Nous avons illustré ici le fait qu'un mode guidé, lorsqu’il disparait, parce que la fréquence ou la
hauteur du guide diminue par exemple (ce qui revient a diminuer V;), devient un mode a fuite.
On peut ainsi interpréter les modes a fuite comme des traces de modes guidés ayant disparu.

2.1.3 Les modes a fuite : les modes d"un guide fermé lorsque celui-ci est plongé dans
un milieu homogene infini

Dans l'introduction, nous avons dit que les modes a fuite peuvent étre vus comme les modes d'un
guide fermé lorsque celui-ci est plongé dans un milieu homogene infini. Nous allons illustrer ce
point dans le cas d'un guide 2D avec condition de Neumann en z = 0. Nous ne nous sommes
intéressés, pour 1'instant, qu’au cas d'un guide 2D avec condition de Dirichlet en z = 0. Mais, le
raisonnement peut se faire également pour une condition de Neumann.

Nous allons nous placer dans le cas ou les coefficients sont constants dans le cceur, indicés par
0 dans le coeur et par co dans la gaine. Toute cette étude est extraite du papier [BBGHP(9], acte
de la conférence des cinquiémes journées du GDR 2501 : « étude de la propagation ultrasonore
en vue du contrdle non destructif », qui a eu lieu a Anglet en 2008, olt nous avons parlé de la
propagation des ondes SH en élasticité. Nous allons comparer, sur un exemple, les modes a fuite
du guide ouvert uniforme avec les modes guidés du guide fermé correspondant, i.e. les modes
du guide constitué uniquement du cceur en mettant une condition de Neumann du/dz(h) = 0 en
z = h.

e Dans le cas du guide fermé, I'opérateur transverse est autoadjoint et a résolvante compacte,
nous savons donc qu’il y a un nombre discret de modes guidés. Le spectre de 1'opérateur
transverse est alors composé d"une infinité dénombrable de valeurs propres données par :

2.2

n-m
An = —k§ +

?,TLEN

e Pour le guide ouvert, les modes a fuite (qui sont a partie imaginaire négative) vérifient la
relation de dispersion suivante

iio0 UKL T A= —po *1/k2 + A tan ( w4 A h) . (2.4)

Cette relation de dispersion est I’équivalent de celle que nous avons obtenue en (2.3) dans
le cas d"une condition de Neumann a la place d"une condition de Dirichlet en z = 0 et dans
le cas o1 'opérateur n’est pas A mais div(pV).
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Pour les applications numériques, nous prenons : py = 7.932g/cm’, po, = 2.3g/cm? ¢y =
3.260km/s, coo = 2.6375km/s. La hauteur du guide fermé h (qui est également la taille du coeur
du guide ouvert) est égale a 5mm. La fréquence est de 1 MHz. Ces valeurs correspondent a une
plaque d’acier dans un milieu infini de béton. Dans ce cas, ¢y > co (ou de maniére équivalente
ko < koo) il n’y a donc pas de modes guidés (voir proposition 1.8).

Sur la figure 2.3, nous observons les valeurs de A et de 3 (les nombres d’onde longitudinaux)
pour le guide fermé et le guide ouvert.> Noter que les axes ne sont pas orthonormés pour la
figure représentant \. Il y a quatre modes propagatifs pour le guide fermé (qui correspondent
a A < 0 ou, de maniere équivalente, 5 € R). La présence de la gaine infinie de béton modifie
tres légerement les modes, essentiellement en ajoutant une petite partie imaginaire aux nombres
d’ondes longitudinaux. Ceci a pour conséquence une atténuation dans la direction de propagation
(x), mais également une croissance exponentielle dans la direction transverse ().

Sur la figure 2.4, nous observons ces deux effets sur un mode propagatif du guide fermé. Pour
un mode évanescent, I'impact de la gaine infinie est essentiellement I'introduction d’une petite
partie réelle au 3. Ceci ne change pas fondamentalement le comportement du mode dans la di-
rection longitudinale (x). Par contre, comme dans la situation précédente, il y a une croissance
exponentielle dans la direction transverse (z).
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FIGURE 2.3 — Valeurs de A (a gauche) et de (3 (a droite) pour le guide fermé et le guide ouvert correspondant.

Ainsi, nous avons illustré sur un cas simple l'effet de plonger un guide fermé dans un milieu infini
homogene : les modes guidés deviennent des modes a fuite.

2.2 LE CAS D’UN GUIDE 2D QUELCONQUE

Jusqu’a présent, nous avons décrit ce que sont les modes a fuite a partir de la relation de disper-
sion. Nous allons maintenant traiter des cas o1 une telle relation de dispersion n’est pas facilement
accessible. Pour cela, nous allons étre amenés a utiliser une définition plus délicate des modes a
fuite. Pour commencer, nous allons tout d’abord traiter le cas d"un guide 2D avec condition de
Dirichlet en z = 0. Ici, les coefficients physiques (4, p) ne sont pas nécessairement constants dans
le coeur (comme c’était le cas a la section 2.1). L'extension pour un guide 3D sera faite en section
2.3. Dans ce cadre, nous rappelons que 1'opérateur transverse est alors 'opérateur A de L?(R™)

*Rappelons que A = —3%. Nous choisissons # = *3/=\. Pour les modes purement évanescents A > 0, nous prenons

B =iV
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FIGURE 2.4 — Partie réelle d'un mode propagatif du guide fermé (& gauche) pour X = —k% + (3£)% ~ —2.1356 et
partie réelle du mode a fuite du guide ouvert correspondant (i droite) : A = —2.1350 — 0.1467i .

défini par :

1d du du
Au=—=—p— | —ku, Yue DA) =Jue H R, p— € H'R") ;.
u=—1 i (u5e) - #u vue D) = {ue M@ € R
Notons que tout ce que nous faisons ici avec une condition de Dirichlet pourrait se généraliser
sans probleme au cas d’une condition de Neumann en z = 0.

Nous avons vu a la section 2.1 que modes guidés et modes a fuite vérifient tous les deux la méme
relation de dispersion. La différence est que les modes a fuite sont solutions d’un prolongement
complexe de 1’équation. Quand nous n’avons pas a disposition une relation de dispersion expli-
cite, I'idée est un peu la méme. Nous partons de ce que nous savons des modes guidés : ce sont
les poles de la résolvante de I'opérateur transverse A. Nous rappelons que la résolvante R 4 () est
'opérateur borné de L?(R™") défini par (A — AI)~!. Les modes a fuite sont alors définis comme les
poOles, non plus de la résolvante comme pour les modes guidés, mais du prolongement analytique
en A de la résolvante.

Les manieres de procéder a ce prolongement analytique sont multiples. Citons, par exemple,
[LVLH92] et [HL93] ot deux méthodes sont étudiées. Ces articles s’inscrivent dans le cadre de
I'étude de résonances, mais comme on 1’a vu en introduction de ce chapitre, les notions de réso-
nances et de modes a fuite sont tout a fait similaires. Les deux méthodes présentées, les éléments
finis localisés et la méthode de couplage avec la représentation intégrale, sont un moyen de ré-
duire le probleme initial en domaine non borné a un domaine borné et permettent d’exhiber le
prolongement analytique de la résolvante par rapport a A\. On se ramene, dans les deux cas, a un
probléme aux valeurs propres non linéraire.

L'idée est ici dutiliser des PMLs (pour Perfectly Matched Layer en anglais ou couche absorbante
parfaitement adaptée en frangais). Nous avons vu a la section précédente que les modes a fuite
sortants sont de la forme suivante : ¢/’~* quand z — +oc. L'idée est de transformer cette fonction
exponentiellement croissante en une fonction exponentiellement décroissante : transformer e?’=*
en ¢=/=* avec as, € C bien choisi. Nous allons voir que pour cela, nous allons procéder a
un prolongement analytique dans la variable z. Or, nous avons vu dans l'introduction de ce mé-
moire, qu’en régime harmonique, les PMLs peuvent étre vues comme un changement de variable
complexe (voir les articles [CW94] et [TC98]). Procéder au prolongement analytique en z revient a
I'introduction d"'une PML dans cette méme direction. En faisant ce prolongement analytique dans
la variable z, nous verrons que nous faisons apparaitre un nouvel opérateur, que nous noterons
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A, . Nous verrons que la résolvante de A, est le prolongement analytique (en \) de la résolvante
de 'opérateur initial et que certains modes a fuite sont des valeurs propres discretes de A,, donc
des poles de la résolvante de A,. Ainsi, nous nous sommes ramenés a un probleme aux valeurs
propres linéraire (la recherche des valeurs propres de A,), c’est 1a un avantage significatif de la
méthode des PMLs par rapport aux autres méthodes citées ci-dessus.

221 Introduction d’'une PML infinie en z ou prolongement analytique dans la va-
riable =

De fagon assez surprenante, pour procéder au prolongement analytique en A de la résolvante,
nous allons procéder au prolongement analytique dans la variable z de la solution « de I’équation
résolvante R4(\)f. Le lien entre ces deux prolongements ne sera pourra étre fait qu'ultérieure-
ment.

Le point de départ est I’équation de la résolvante : u = Ra(\)f, avec A € p(A), u € D(A) et
f € L?(R"). En particulier, A ¢ A.(A) = [—k%, +oo[. Supposons de plus que f est a support dans
[0, h]. Alors, pour z > h, 'équation a résoudre est :

2u
ST~ (R N u() =0,

dont les solutions sont des combinaisons linéraires de exp(£7+2). On rappelle que nous avons
défini 7., = ®\/—kZ — \. Ainsi, 7o nest pas défini pour A € A.(A) = [—kZ, +oo|, ce qui est
cohérent avec A € p(A). Avec cette définition, Re(v-) > 0, pour tout A € C\ A.(A4). Comme u doit
étre dans L%(R™T), cela impose a u(z) d’étre proportionnelle a exp(—7s0z), pour z > h.

La propriété fondamentale de la solution u que nous utilisons maintenant est 1’analyticité par
rapport a la variable z (c’est une exponentielle), pour z > h. L'idée consiste alors a considérer son
prolongement analytique @ dépendant maintenant de la variable Z complexe.

Bien entendu, comme % est proportionnelle a exp(—7.0Z), @ vérifie au sens complexe 1’équation

d2a
dz2

(2) — (K2 + N a(2) = 0. (2.5)

Ensuite, on choisit un paramétrage d'une courbe dans le plan complexe : Z = C(z) et on introduit
la nouvelle fonction inconnue u définie par u(z) := 4(C(2)) pour z € RT. En prenant hy > h, nous
choisissons C(%) de telle maniere qu’elle vérifie :

C(%’) =2z, VZ<he.

Ceci vient du fait que nous n’avons prolongé analytiquement la solution qu’au dela de h. On a
ainsi, par construction :
u(z) =u(z), Vz < hs. (2.6)

Par dérivation de fonctions composées, I'équation (2.5) devient alors :

—ma@(maﬁ@ﬁ—%&+mma:m

2.7)
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Comme pour z < hg, C(Z) = z, on obtient finalement I'équation suivante pour tout z € Rt
a(z) d
u(z) dz
Cette derniere équation (2.8) peut s’interpréter comme la recherche des solutions de 1’équation
Agt — Nu = f, ou A, est opérateur de L?(R™) défini par :

(a0 @) - 6 + VT = £3), 28)

110 = -2 5 L (a@ 0 £O)) - @ )

Vi € D(Ay) == {a € H)(RY), au% € Hl(Rﬂ} .

L'équation (2.8) peut se ré-écrire : u = R4, () f. Or, on rappelle que u = R4 () f. Souvenons-nous
également que 1ul[g ,,) = ul[,4,) : €équation (2.6). Nous avons ainsi montré le résultat suivant : étant
donné f € L?(RT) a support compact, et A € p(A) N p(A,), la restriction a un ensemble borné
de R4, (\)f est égale a la restriction au méme ensemble borné de R4(\)f. Il reste a déterminer
p(Aq), c'est 'objet de la sous-section 2.2.2. Nous calculerons en effet le spectre de A, ce qui nous
permettra de comprendre que la résolvante de A, est le prolongement analytique (en ) de la
résolvante de I'opérateur transverse A.

Il est important de noter que dans la présentation que nous avons faite, nous ne pouvons faire
le prolongement analytique que jusqu’a h, nous ne le faisons pas au-dela puisque, en général, la
solution n’est pas analytique a la traversée de z = h.

Détaillons maintenant les deux types de chemins que nous allons utiliser dans tout ce mémoire.
Dans les applications numériques (cf. chapitres 3 et 5), nous prendrons toujours le cas abrupt.

Exemple 2.1 (cas abrupt)  Un premier choix simple est donné par la formule suivante. Soit hy > h.

z SizZ < hg,
C(z) = { ho + —5;:;2 sinon, (2.9)

avec a € C\ {0}.

Exemple 2.2 (cas doux)  Un deuxieme exemple est un C(z) plus régulier. Soit h < hy < hg.

z siz < ha,
C(a = C{Z\) si hg < Z < hg, (2.10)
ﬁ sinomn,

avec oo € C )\ {0} et tel que C(Z) est une fonction de classe C2. On suppose également la partie réelle de
C(Z) est strictement croissante et que la partie imaginaire de C(Z) est monotone et telle que sa dérivée est
bornée.

Dans tous les cas, C(z) = z, pour z < hy : hy est donc I'endroit ot commence véritablement le
changement de variable complexe. La figure 2.5 permet de visualiser dans le plan complexe les
deux types de chemins utilisés.

Remarque 2.2 (cas abrupt) :  Dans le cas C abrupt, il y a un défaut de dérivabilité de C en Z = hy. En
fait, on écrit :
04(5):{1 siZ < ho,

Qoo Sinom,
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Cas abrupt

FIGURE 2.5 — Représentation des chemins C(Z) dans les cas abrupt et doux.

, . g (7 ds
et on interprete les dérivées au sens des distributions. C(2) est alors égal a / —.
0

a(s)

Remarque 2.3 (cas abrupt) :  Dans le cas oii C est abrupt, ce qui correspond a o avec un saut, le domaine
de A, n'est pas égal au domaine de A. En effet, en Z = ha, on a les relations suivantes :

limu(hy —¢) = li\I"I[l) u(ho +¢€),
g

8\0
du du
li )y —e) = li o .
lim p(he —€) dZ<h2 £) oo limy p(ha +¢) dz(hQ +¢)

Dans le cas ot «v est réqulier, D(A,) = D(A).

Remarque 2.4:  Sous I'hypothése —m /2 < arg;p+ (o) < 0, alors dans tous les cas (abrupt ou doux),
—7/2 < arg;p+ () < 0. Dans le cas abrupt, c’est immédiat, puisque o vaut soit 1 soit cv. Dans le cas
doux, il suffit de remarquer que la partie réelle et la partie imaginaire de C sont des fonctions croissantes.
Donc la dérivée C' est incluse dans le secteur {{ € C,0 < arg(€) < w/2}. Le cas arg;p+ (o) = 7/2 est
exclu car la dérivée de la partie réelle est strictement positive et la dérivée de partie imaginaire ne peut valoir
+-00.

Dans le cas doux, remarquer que le chemin utilisé par Kim et Pasciak (par exemple dans [KP09]) est donné
par C(2) = Z(1 + io (%)), ot o(Z) est une fonction de classe C* croissante et positive, valant 0 sur [0, h],
valant o sur [hs, +00]. Le cas que I'on considere ici est un cas un peu plus général.

Résumons-nous. Nous nous sommes donné une fonction f € L*(RT) a support compact. Nous
avons, grace a un procédé de prolongement analytique dans la variable z de la solution « de
I’équation Au — A\u = f, construit un nouvel opérateur A,. Ce procédé de prolongement analy-
tique en z peut étre interprété comme l'introduction d’une PML infinie : [ho, +-00[. En effet, nous
avons vu que dans [0, ho], la solution est inchangée : pour A € p(A) N p(A,), la restriction a [0, ho]
de R4, ()\)f est égale a la restriction a [0, ho] de Ra(\)f. C’est en ce sens que la PML est parfai-
tement adaptée, elle ne crée pas de réflexion parasite a I'interface entre le milieu physique et le
milieu PML.

Il est intéressant de remarquer que 1’on peut voir les PMLs simplement comme un changement
de caractéristiques des matériaux. Dans notre cas tres simple, nous avons :

d d d d
L (u(ﬁ) —wipu=Apu qui est devenu e <a,udZ) —w2§u:>\gu.

Ceci est général, voir par exemple [TC98] pour les équations de Maxwell. La PML peut étre vue
comme un matériau fictif. Il est donc facile de la simuler numériquement (il suffit de changer les

caractéristiques des matériaux). A la différence des milieux absorbants classiques (qui existent
«dans la nature »), les PMLs ne sont pas un milieu physique.
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Lien avec la dilatation analytique

La méthode décrite ci-dessus est tres liée a ce que des mathématiciens de la physique théorique
(Aguilar, Balslev, Combes et Simon) ont développé pour le calcul de résonances pour des sys-
temes issus de la physique quantique dans les années 1970, c’est-a-dire bien avant I'introduction
des PMLs par Bérenger et leur interprétation en terme de changement de variable complexe. Les
termes exacts, en anglais, sont ceux d’analytic dilation ou d’analytic dilatation ou encore de complex
stretching ou de complex scaling. Nous parlerons (en frangais !) de dilatation analytique. Les papiers
originaux définissant la dilatation analytique sont : [AC71] et [BC71]. Cette méthode est également
expliquée dans le livre de Reed et Simon [RS80], ou dans celui de Hislop et Sigal [HS95]. Enfin,
nous citons deux articles de Simon qui détaillent un peu plus la description : [Sim73] et [Sim78].

L'idée générale est la suivante : étant donné l'opérateur T = —A sur X = L?*(R?), nous notons
u(0) la famille de dilatations unitaire de L?(R3) :

u(0) f(x) = 630/2f (e%) , pour 0 € R, et pour x € R3.

Nous définissons alors la classe C,, des potentiels V' admissibles :

Définition 2.1  Soit o > 0. Soit V' un opérateur non borné sur X. On dit qu’il est de classe C, s’il
satisfait aux trois conditions suivantes :

1. D(V) = D(T), V est symétrique,
2. V: D(T) — X est compact,

3. les opérateurs V(0) : D(T) — X, définis pour 6 € R par : V() := u(0)Vu(0)~1, ont un pro-
longement analytique en 6 tel que V(6) est un opérateur borné de D(T') dans X dans la bande
{0 € C,|Sm(0)| < a}.

La théorie nous permet de définir un espace N, dense dans X = L?(R?), qui est tel que pour toute
fonction ¢ € N, u(#)¢ a un prolongement dans la bande {¢ € C, |Im(0)| < a}.

On définit 'opérateur hamiltonien H := T + V. L'opérateur H () défini a 'origine pour 6 € R

par:
H(0) :=u(@)Hu(0) ' = e 2T + V(6)

admet un prolongement analytique dans la bande {6 € C, |Sm(0)| < a}.

La théorie de Aguilar, Balslev, Combes et Simon définit alors les résonances de la maniére sui-
vante :

Définition 2.2 (résonance) Soit H un hamiltonien. A € C, tel que Im(\) < 0, est une résonance
pour H si, pour tout ¢ € A, un espace dense dans X, (¢, Ry (§)¢)x a un prolongement méromorphique
de Im(&) > 0 vers une région contenant X et telle que X est un pole de ce prolongement.

Maintenant, en pratique, si H = T+ V, avec V appartenant a la classe C,, alors on prend A =
N, qui est bien un espace dense dans X, et le prolongement méromorphique de (¢, R (§)¢)x
est donné par (¢, R g)(€)¢)x. En d’autres termes, les résonances sont des valeurs propres de
I'opérateur dilaté H(0).

Pour pouvoir appliquer cette théorie a notre probleme, on devrait faire quelques aménagements.
Mais la principale difficulté est qu’on ne peut pas prolonger analytiquement pour tout z € R :
comme on l'a déja montré, a priori on ne peut pas prolonger analytiquement que pour z > h.
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Pour ce type de prolongement analytique, Simon développe ce qu’il appelle un «exterior com-
plex scaling » dans [Sim79], en renvoyant a un article jamais paru pour les démonstrations...
Notre description de prolongement analytique ne rentre donc pas directement dans le cadre de la
dilatation analytique, qui est faite a I'origine pour des hamiltoniens en physique quantique. Mais
il n’en demeure pas moins que la dilatation analytique et les PMLs infinies sont trés similaires
(I'opérateur A, que nous avons construit est 'équivalent pour A de I'opérateur H () pour H) et
les propriétés que nous allons démontrer par la suite, concernant le spectre de I'opérateur trans-
formé et le lien qu’il y a avec le spectre de I'opérateur original, sont a rapprocher des propriétés
qu’on obtient en faisant de la dilatation analytique sur un hamiltonien en physique quantique.

2.2.2 Spectre de I'opérateur transformé

Nous allons dans cette section déterminer le spectre de I'opérateur dilaté (ou opérateur avec PML
infinie) A,. Ceci nous permettra de comprendre en quoi le processus de prolongement analytique
dans la variable z que nous avons utilisé pour construire l'opérateur A, nous fournit bien un
moyen de construire le prolongement analytique en A de la résolvante R4 ().

Pour plus de simplicité dans les notations, nous allons enlever les tildes sur les variables z et sur
u. Ainsi, A, est 'opérateur de L?(R*) défini par :

a(z) d
wu(z) dz

du

Aqulz) = — (o) T ) - B uta),

d
Vu € D(Ay) = {u e HY(RY), aud—z € Hl(R+)} .

La difficulté majeure pour déterminer le spectre de A, est que 1'opérateur A, n’est pas autoad-
joint. Nous verrons en effet qu’il admet du spectre complexe.

On rappelle que C(z) est la paramétrisation du chemin dans le plan complexe. On supposera que
ce chemin est donné soit par le cas abrupt, équation (2.9), soit par le cas doux, équation (2.10). On
rappelle également que o = 1/C’.

Spectre essentiel

a notion de spectre essentiel pour un opérateur non autoadjoint n’est pas évidente.
L t d t tiel t toad tn’est dent

Dans le cadre d'un opérateur autoadjoint, on sait définir de trois maniéres différentes le spectre
essentiel :

e le spectre privé du spectre discret,
e l’ensemble des points du spectre qui est stable par perturbation compacte,

e I'ensemble des points du spectre caractérisés par des suites de Weyl.

Ces trois définitions coincident dans le cas d’un opérateur autoadjoint. Généralement, il en va
bien différemment lorsque 'opérateur n’est pas autoadjoint. En annexe, section A.2, nous don-
nons huit définitions différentes de spectre essentiel (A¢;, pour ¢ = 0 a 7), qui, en général, sont
distinctes. Le spectre privé du spectre discret est ainsi A5, 'ensemble des points stables par per-
turbation compacte A4 et I'ensemble des points caractérisés par des suites de Weyl A.o. Nous
donnons également des propriétés permettant de montrer que ces différentes définitions coin-
cident, notamment la propriété A.9, que nous allons utiliser pour démontrer le théoréme suivant.
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Théoreme 2.1 (Spectre essentiel de A,): Les différentes définitions de spectre essentiel coincident
pour Ag et Nej(Aq) est égal a: —k2 + o2 RT, pour tout j = 1,...,7.

Nous allons parler, dans la suite, du spectre essentiel de A,, sans confusion possible, puisque les
différentes définitions de spectre essentiel coincident.

Que pouvons nous tirer de ce théoréme ? Il est important de remarquer que le spectre essentiel
de A, est désormais complexe et il a tourné d'un angle de 2 arg;z+ (o) par rapport au spectre
essentiel de 1'opérateur A. Partout ailleurs, il n'y a que du spectre discret, i.e. des singularités
isolées de R4, (). Sur la figure 2.6, nous avons représenté I'effet de la dilatation analytique sur le
spectre.

Im(\) %Z(A)
A(A
| - - > Re()\) | - > e ())
—k2, fllfgo\ 2arg;p+ (oo)
A (Ay)

FIGURE 2.6 — Rotation du spectre essentiel par I'introduction d'une PML de taille infinie.

Nous pouvons désormais revenir sur la notion de prolongement analytique (en \) de la résol-
vante. En effet, nous savons que la résolvante est analytique dans 'ensemble résolvant p(A), qui
est le complémentaire dans C du spectre. C’est I'identité de la résolvante qui nous permet d’affir-
mer cela : pour tout £, x € p(A),

Ra(€) = Ra(x) = (£ = x)Ra(§)Ra(x)-

Par le procédé de dilatation analytique (ou, en d’autres termes, en introduisant une PML de taille
infinie), nous avons prolongé analytiquement la solution de 1’équation résolvante Au — A\u = f,
pour toute fonction f € L*(R™) a support dans le cceur [0, 1], de telle maniere que ce prolonge-
ment coincide avec la solution initiale sur [0, hg] :

(Ra(N) o) = (Raa M) Hljo,na)s YA € p(A) N p(Aa).

Et nous venons de voir que I'introduction de la PML infinie a pour conséquence de faire tourner le
spectre essentiel. En dehors du spectre essentiel, il ne reste dans le spectre que du spectre discret,
i.e. des poles de la résolvante. En ce sens, nous avons procédé a un prolongement analytique (ou
plutét méromorphique puisqu’il y a des poles) de la résolvante par rapport a la variable A en tant
qu’opérateur de L?,,,,(RT) (puisque f est & support compact) a valeurs dans L{ (R") (puisque
Ra(M\)f et Ra_(\)f ne coincident que sur un compact).*

Dans la zone balayée entre les deux spectres essentiels (le secteur constitué de 1'ensemble des
A € Ctels que 2 arg;p+ (o) < arg;p+ (k2 +X) < 0), nous allons voir que nous trouvons des valeurs

*L2,mp(RT) est défini comme l'ensemble des fonctions u € L?(R") a support compact dans R™ et L .(R") est
I’ensemble des fonctions  telles que la restriction de u & tout compact de R est une fonction de L*(R™).
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propres discretes de A,, c’est-a-dire des poles de R4, ()), ou encore des poles du prolongement
analytique de la résolvante de A, c’est la définition que nous avons donnée des modes a fuite.

Remarque 2.5: Quand on repense aux modes a fuite dont nous avons parlé dans la section 2.1, il n’est
pas étonnant de trouver les modes a fuite dans le secteur {\ € C,2arg;p+ (aoo) < arg;p+ (k% + A) < 0}.
En effet, nous avons vu que les modes a fuite sont de la forme e*#=* pour z > h. L'introduction d'une PML
de taille infinie modifie le comportement des modes a fuite : ils deviennent proportionnels a ¢*¥=/%>=* dans
la PML. Pour que ceux-ci deviennent exponentiellement décroissants (pour qu'ils deviennent des valeurs
propres de A,), on voit que nécessairement Sm(Boo/too) > 0 80it 2 arg;p+ (oo) < arg;p+ (K2, + N).

Remarque 2.6 : Le spectre essentiel de A, est uniquement lié a la PML. Ce n’est pas une quantité
intriseque au probleme, contrairement aux modes a fuite.

Démontrons maintenant le théoreme 2.1. Pour cela, on introduit A5°, 'opérateur « a l'infini » :

d%u
A%y = — < §Od 5 + k2o ) , Yu € D(AYX) := H*(RT) N HY(RT).
On va utiliser deux lemmes pour démontrer le théoréme. Le premier nous donne le spectre de Ag°
par des arguments simples de rotation et de translation du spectre du laplacien, et le deuxieme
lemme nous assure que A, est une perturbation compacte de A3” en un certain sens.

Lemme 2.1 (Spectre de A°)  A(AL) = A.;(AY) = —k% + o2 RY, pour tout j =1,...,7.

Démonstration. On sait que le spectre de —A en tant qu'opérateur de L?(R™) & domaine H2(RT)N
H}(RT) est RT. Comme AL = —a? A — k2,1, on en déduit le résultat. O

Lemme 2.2 [l existe { € C tel que & € p(An) N p(AX). De plus, pour un tel £, ona: Ra,(§) =
Ry (&) + K, oit K est un opérateur compact.

Démonstration. La premiere étape consiste a trouver ¢ tel que R4, (§) et Rax (&) existent. Nous
allons supposer pour cela que —7/2 < arg;p+ (o) < 0. Le cas 0 < arg;p+ (oo) < 7/2 se démontre
de la méme maniere.

2« + i est dans I’ensemble résolvant de A, et de A%. Ecrivons la
formulation variationnelle de I'équation R4, (§)f = u. Ceci consiste a mult1p11er l’equatlon aux
valeurs propres par /a7 et a intégrer par parties. On obtient : trouver u € H{(R™) tel que pour
tout v € H}(R™), on ait :

2
/ < dUdv—k_‘_é,uuv>d22/ Efﬁdz.
R+ dz dz o R+

On cherche alors a pouvoir appliquer le théoreme de Lax-Milgram, qui nous assurera 1’existence
et 'unicité de la solution.

On va montrer que § = —k2

a(u,v) = [+ (a i 3—;‘ % K +5 uuv) dz est une forme sesquilinéraire continue sur H}(R™) et

)= Jg+ & fUdz estune forme antilinéraire sur H}(R™).

Il ne reste plus & montrer que la coercivité de a. Or, pour tout u € Hg (RT),

h 2 2 . 2 oo krleax kgo —1 2
a’(uv ’LL) = H (kmax — k" = Z)‘u| dz + Hoo | & —|u‘ dz
0 ha a

La premiére intégrale admet ses valeurs dans le quart de plan : { € C, —7/2 < arg; p+(§) < 0}.
On utilise ensuite la remarque 2.4, qui nous assure (dans le cas abrupt comme dans le cas doux)

du|?

‘L“ du
dz

dz
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que —7/2 < arg(a) < 0. On en déduit que, la deuxiéme intégrale est incluse dans le secteur :
{£ € C,—7/2 < arg;p+ (&) < 7/2}. Ainsi, a(u,u) vit dans le secteur suivant : {{ € C,—7/2 <
arg;p+ (&) < 7/2}. Les coefficients devant |du/dz|? et |u|? dans les intégrales étant en module plus
grands qu’une constante strictement positive, on en déduit qu’il existe une constante C' > 0 telle
que Re(a(u,u)) > CHuH%l(RJr), ce qui implique la coercivité.

Par ailleurs, d’apres le lemme 2.1, ¢ = —k2 +i € p(AY).

Maintenant, on veut montrer R4, (§) = Rax () + K, ott K est un opérateur compact.

Soit (f,) une suite bornée dans L*(R*). On note uy, := Ra,, (§) fn et uy® := Rae (§) fo-

On veut montrer que de w,, := u, — u;°, on peut extraire une sous-suite qui converge fortement
dans L?(R"). En fait, on va montrer que w,, converge fortement dans H*(R™).

L'idée générale est d’évaluer la différence des formulations variationnelles associées aux pro-
blemes (Ay — &)un = fn et (AL — u® = f,, (toujours avec £ € p(Aqy) N p(AY)

K Hoo o]
(oot —guze)

du, dv  W?p+pué du® dv w?poo + foof o
= Qa — — U U | dz — Qoo fhoo — — u, v | dz
R+ dz dz o R+ dz dz Qoo

:/ “fnudz—/ Beo r 5de.
R+ & R+ ®oo

On en déduit (en utilisant wy, = u, — uy):

dw, dv dud® dv dus® dv
Q —dz — Qoo fhoo —dz + a —dz
R+ dz dz R+ z

2 2 2
_/ anvdH/ wpoowoofuoovdz_/ WP+ IS o
R+ «Q R+

On prend maintenant v = w,, on obtient :

an:bn+cn+dn7

S / N dwy,
n T R+ ILL dZ
b, = / (M - MOO) JnWr dz,
R+ \ & [0 73%)

avec

n )

Cn = / (v -« )du%" 4Wn dz
n = ot oo Hoo H dz  dz )
2 2
R+ « (075%)

D’apres la premiere étape, on a: |a,| > CH“’nH%l(Rﬂ-

On veut montrer que w,, converge fortement dans L?(R"), a I'extraction d’une sous-suite pres.
Quitte a prendre f,, — f, f étant la limite faible de f,, (qui existe puisque f, est bornée dans
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L?*(R") [Bre83, théoreéme II1.27]), on peut se ramener au cas ot f, — 0 dans L?(R™). Nous allons
donc le supposer. Et on veut montrer que w,, — 0 dans H!(R").

Comme f, — 0 dans L?(R"), u, et w, tendent faiblement vers 0 dans H!(R") et uS° tend
faiblement vers 0 dans H2(R™). En effet, R4, () est un opérateur borné de L?(R*) a valeurs
dans D(A,) qui contient H'(R") et Rax(€) est un opérateur borné de L?*(R™) a valeurs dans
H?*(R') N H(RT).

Notons Q2 le support de o — . Par hypothése sur «, Q2p est un compact. On regarde maintenant
chacun des termes :

e b, : L'intégrale sur R a en fait lieu sur le domaine borné Qp :

QB « aOO

La suite (f,) est bornée dans L?(Qp) et, par théoréeme de Rellich, comme w,, — 0 dans
H'(Qp), w, — 0dans L?(Qp). On en déduit donc que b,, — 0.

e ¢, : De méme que pour b, remarquer que c,, s’écrit:
duse dwy,

n — ocoMoo — d
¢ /QB(O‘ Hoo — ) =g~ g~ 42

Or, du$®/dz — 0 dans L?(Qp) car v tend faiblement vers 0 dans H?(Q2p). Par ailleurs,
dw, /dz est borné dans L?(Q3). Donc ¢,, — 0.

e d,:Ona:

2 2
Qp

o Qoo "

On a de plus : u2° est borné dans L?(Qp) et w, — 0 dans L?(2p). Donc d,, — 0.

On en déduit que a,, — 0, puis comme a,, > C||wn|]§{1(R+), on en déduit que ||wy| g1 (r+) — 0.
Ceci montre que Ry, (§) = Rax(§) + K, ot K est un opérateur compact. O

Nous sommes maintenant en mesure donner la preuve du théoreme 2.1.

Démonstration. (du théoréeme 2.1). Du lemme 2.2, et de la proposition A.10 (voir annexe A.2), on
déduit que
Aca(Ra, (§)) = Aea(Rag(§))-

Acy est en effet le spectre stable par perturbation compacte.

Ensuite, en utilisant le lemme 2.1 et le lemme A.1 (qui donne le lien entre le spectre d"un opérateur
et celui de sa résolvante), on en déduit que

Aes(Rage (€)) = A(Rax (€)) = {Al_f Ne K2 4 agoR+} |

Enfin, en utilisant la proposition A.9 (qui permet de démontrer que les différentes définitions de
spectres essentiels coincident), comme A(R 4, (§)) \ Aca(Rax(§)) n'a qu'une composante connexe
et qu’elle contient un point de p(R 4, (£)), on en déduit que

1
Aej(Ra,(§) = {A—ﬁ’)‘ € —k% +a§OR+}, Vi=1,...,T.
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Donc, on en déduit, en utilisant encore le lemme A.1, que :

A E Ae7(A) <~ )\if S Ae7(RA(§)).

Puis,
Aej(Ap) = k2 + 2 RT, Vj=1,...,T.

Spectre discret

Passons maintenant a 1’étude du spectre discret de 1'opérateur A,. Nous allons, dans cette partie,
supposer que Sm(as) < 0 et Re(as) > 0. En d’autres termes, —5 < argp+(ae) < 0. Nous
verrons ultérieurement comment traiter le cas o1 0 < arg;p+ (o) < 5.

Théoreme 2.2 (spectre discret de A,) :  Le spectre discret de A, est composé de deux parties :

o le spectre discret de A, inclus dans l'intervalle réel | — k2., — k2.

o un ensemble dénombrable de valeurs propres, de multiplicité finie et isolées, qui sont incluses dans
le secteur {\ € C,2arg;p+ () < arg;p+ (k2 + A) < 0}. Pour ces valeurs propres, les fonctions
propres sont proportionnelles a l'infini a exp(ifoo 7=), 0t Boo est défini en (1.8)

Démonstration. Soit A € Ag;sc(Aq). Nous avons déja montré que le spectre essentiel de A, est égal
a —k2 + a2 RT. Donc nécessairement \ ¢ —k2 + o2 RT.

Considérons u une fonction propre associée a A. La fonction u vérifie 1’équation suivante, pour
z > h3 (ou z > hy dans le cas abrupt) :

P R
dz? o

Comme u € D(A,), on en déduit que u est proportionnelle & exp(—75, 2/ ) a l'infini, ot 7§, :=
2

—o%* /—k2 — X (en dehors du spectre essentiel de A,, Re(7%/as) > 0, donc exp(—75% 2/ o) €5t
exponentiellement décroissante).

L'idée consiste maintenant a utiliser le changement de variable complexe inverse. Posons u(z) :=
u(C~Y(z)), ot C~! est la fonction réciproque de C. Nous avons ici, pour ne pas alourdir les no-
tations, gardé la méme notation u pour le prolongement a la variable complexe de la fonction
u définie initialement pour une variable réelle. La fonction u de la variable réelle z vérifie les
équations suivantes :

1d du 9 B I

u(0) =0,

et, de plus, a l'infini, u est proportionnel a exp(—vS, z). La question est maintenant de savoir quand
le u ainsi construit est une fonction propre de A. En d’autres termes, quand exp(—y%z) est-il
exponentiellement croissant ou décroissant ?
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Nous avons alors ’alternative suivante :

soit —37m/2 < arg;p+ (k2 + \) < 2arg;p+ (aoo) 0u 0 < argp+ (2, +A) < 7/2,  (2.11)
soit  2argp+ (o) < argp+(kZ + A) < 0. (2.12)

Les différentes zones sont représentées sur la figure 2.7.

SIm(N)
A
> Re())
—k2 0
> 2arg;g+ (o)

FIGURE 2.7 — En vert, la zone donnée par I"équation (2.11). En bleu, la zone donnée par I'équation (2.12). La coupure
est représentée en rouge.

Dans le premier cas (2.11), Re(y%) > 0. Ainsi, u construit par prolongement analytique de u (par
le changement de variable complexe C~1) est une fonction propre de l'opérateur A. Or, on a vu
que les seules valeurs propres possibles de A sont réelles et dans l'intervalle | — k2,,, —k2]. On

exclut ensuite la valeur —k2, car elle appartient au spectre essentiel de 4,. On en déduit alors un
premier ensemble de valeurs propres pour A, : Agisc(A) C Agisc(Aq)-

Dans le deuxiéme cas (2.12), Re(7%) < 0. La fonction exp(—v% 2) est alors exponentiellement
croissante donc la fonction u ne définit pas une fonction propre de A. Par ailleurs, -5, = ifwo.
Donc la fonction u est de la forme suivante, a 'infini : exp(if00 7).

Il reste maintenant a regarder ce qui se passe sur la coupure de 'argument : quand k2, + \ € iR™.
En prolongeant alors la définition de la racine carrée soit d"un c6té (quand l’argument tend vers
—3m/2) soit de l'autre coté (quand 1’argument tend vers 7/2), nous nous trouvons dans le cas
(2.11), donc il ne peut y avoir de valeurs propres sur la coupure de . O

Corollaire 2.1  Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1.
)\ (S Adisc(Aa) \ AdZSC(A)

2argp+ (Qoo) < arggp+ (k3 + ) <0
1d du
oS k2 =0, VzeR™"
L (n) - N =0, e
u(0) =0,
u est sortant, i.e. u est proportionnel a exp(ifooz) a l'infini.

et il existe u tel que
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Démonstration. Nous avons déja démontré dans la preuve du théoréme 2.2 que le sens 1 implique
2. Montrons la réciproque. Soit A tel que 2arg;p+ (a0o) < arg;p+ (k% + A) < 0 (en particulier
A ¢ A(A)) et soit u tel que u(0) = 0 et tel que

1d du
———(p— ) = B+ =0, VzeRT,
L (e ) - 02 ae) :
u est sortant, i.e. u est proportionnel a exp(if2) a 'infini. Prenons alors u(2) = u(C(Z)). On vérifie
alors que u est une fonction propre associée a A pour l'opérateur A,, puisque u est proportionnel
a exp(ifisoz/aoo) a l'infini, qui est exponentiellement décroissant. O

Remarque 2.7: On remarque avec ce corollaire que les valeurs propres appartenant a Agisc(Aa) \
Agisc(A) ne dépendent pas de .. Ce sont des objets intrinséques a I'opérateur A. L'introduction de la PML
est donc simplement un moyen de les découvrir.

Nous sommes maintenant en mesure de donner une définition plus précise des modes a fuite.

Définition 2.3  Soit A € Agisc(Aa) \ Adgisc(A) et soit $ une fonction propre associée. Nous prenons
comme définition du nombre d’onde longitudinal B := ®\/—\, ainsi, la partie réelle de 3 ainsi que sa partie
imaginaire sont positives. Si X > 0, nous prenons 3 = iv/\. Cette définition généralise celle qui a été vue
au chapitre 1 pour les modes guidés et de radiation : équation (1.20).

Nous appelons mode a fuite le mode ¢’ (x,2) = ®$(C~1(2)) e (qui est évanescent vers la droite) ou
o5 (w,2) = Y(CY(2)) % (qui est évanescent vers la gauche).

Nous retrouvons les propriétés essentielles des modes a fuite que nous avions trouvées a la sec-
tion 2.1. Les modes a fuite ne sont pas des valeurs propres de l'opérateur transverse A. En consé-
quence, en tant qu’objets de la variable transverse z, ils n’appartiennent pas a L*(R"), ils sont
méme exponentiellement croissants. Cette croissance exponentielle dans la direction transverse
(2) a une contre-partie dans la direction longitudinale (x). En effet le mode (3" est exponentielle-
ment décroissant lorsque = augmente et le mode ¢~ est exponentiellement décroissant lorsque x
diminue. Ces modes sont donc évanescents dans la direction longitudinale.

Bilan sur le spectre de I'opérateur A,

Commengons par une remarque sur le spectre de I'opérateur si on prenait o a partie imaginaire
positive.

Remarque 2.8 (Et si oo était a partie imaginaire positive?) :  On trouve alors un spectre essentiel,
qui est toujours égal & —a R — k2. Concernant le spectre discret, on peut refaire toute I'étude qu’on a
faite jusque ici, en I'adaptant. Mais il suffit en fait de prendre le conjugué de la caractérisation du corollaire
2.1 des modes a fuite. Soit a A partie imaginaire négative, comme auparavant, et soit X € Agisc(Aqa) \
Agisc(A). En prenant le conjugué de la caractérisation des modes a fuite comme objets sortants, on obtient :
0 < argp+ (k2 + ) < 2arg;p+ () et il existe u tel que

_ﬁlﬂi <ujz) — (K> 4+ XNu(z) =0, VzeRT,

u(0) =0,

w est entrant, i.e. u est proportionnel a exp(i 'wy [\ + k2 2) a Uinfini.

Ainsi, si X est un mode a fuite ﬁsortant), alors \ est un mode a fuite « entrant ». En d’autres termes, si \
est dans le spectre de A, alors X est dans le spectre de Ag. Les modes a fuite entrants sont ainsi également
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des objets exponentiellement croissants par rapport a la variable z. En pratique, nous ne nous intéressons
qu’aux modes A fuite sortants, puisque ce sont eux qui permettent de représenter des ondes sortantes, qui
fuient vers I'extérieur.

Sur la figure 2.8, nous avons représenté les différents types de modes et I'effet du prolongement
analytique sur ces modes. Lorsque nous introduisons la PML infinie, nous pouvons voir l'effet de

Im(A)

A

modes guidés
X > ()

2 2
_kmax _koo QargiR+ (0‘00)

modes a fuite dévoilés
O

FIGURE 2.8 — Modes guidés, modes a fuite et spectre essentiel.

cette PML infinie comme une rotation du spectre essentiel de I'angle 2 arg;p+ (oo )-

Dans le secteur 2 arg;p+ (oo) < arg;p+ (2, + A) < 0, nous dévoilons, grace a la PML infinie, un
ensemble discret de modes a fuite (les modes dessinés en carrés verts pleins). Par contre, nous
ne dévoilons pas les modes a fuite pour lesquels 2 arg;p+ (oo ) > argp+ (k2 + A) (les carrés verts
en pointillés). Nous voyons sur cette figure que les modes a fuite entrants (les ronds violets en
pointillés, qui sont les conjugués des modes a fuite) ne sont pas dévoilés non plus, puisque nous
avons pris —5 < arg;p+ (o) < 0.

Enfin, les modes guidés (le spectre discret de 'opérateur A : les croix rouges) ce sont pas affectés
par le prolongement analytique : les valeurs propres discretes de 1'opérateur A sont également
des valeurs propres discretes de 'opérateur A,. Les fonctions propres correspondantes sont sim-
plement modifiées dans la PML : si ®,(z) est une fonction propre de A alors ®,(C(z)) est une
fonction propre de A,. Par contre, si 'on prenait |arg;g+ ()| > 7, alors les modes guidés ne
seraient plus valeurs propres de 1'opérateur A,. En effet, si ®,(z) est une fonction propre de A4,
alors ®)(C(z)) deviendrait exponentiellement croissante.

En fait, modes guidés, modes a fuite et modes a fuite « entrants » peuvent étre vus comme des
objets de la méme nature. Ce sont tous des solutions des équations

1d du 9 _ 4

u(0) = 0.
Pour les modes guidés, on impose a u d’étre de la forme exp(—7~2) a l'infini, pour les modes
a fuite d’étre de la forme exp(ifz) et pour les modes a fuite « entrants » de la forme

exp(i "RT /A + k2 2). Or, ces trois fonctions, en tant que fonction de A sont des restrictions de la
méme fonction de la variable complexe A dans une surface de Riemann a deux feuillets, du fait
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de la présence de la racine carrée. L'argument de «, le parametre de la PML, permet de choisir
les modes auxquels on a accés, i.e. ceux qui sont véritablement des valeurs propres de I'opérateur
A,. Sans PML, i.e. en prenant @ = 1, nous n’avons acces qu’aux modes guidés. En prenant o a
argument inclus strictement entre —7 /2 et 0, nous avons toujours acces aux modes guidés et aux
modes a fuite que nous avons « dévoilés ». De méme en prenant o a argument inclus strictement
entre 0 et 7/2, nous avons acces aux modes guidés et aux modes a fuite « entrants » que nous
avons « dévoilés ». Sur la figure 2.9, nous représentons les deux feuillets de Riemann ot1 vivent les
modes. Nous représentons également les zones auxquelles nous avons accés grace a la PML dans
différentes configurations.

a=1 a_= 0.5-0.86603i

0 0

Im(-A-k%) 104 Re(-\-k?) Im(-A-kZ) 11 Re(A2)

a_=0.5+0.86603i

0

Im(-A-k%) K] Re(-A+2)

FIGURE 2.9 — Représentation symbolique de la surface de Riemann a deux feuillets sur laquelle vivent les modes
guidés, les modes a fuite et les modes a fuite « entrants ». En bleu, est représentée la zone accessible et en vert la
zone non accessible, pour trois valeurs de . La premiere figure (en haut a gauche) représente le cas oo = 1 :
ce qui correspond au cas sans PML, on n’a alors accés qu’aux modes guidés. En haut a droite est représenté le cas
Qoo = exp(—in/3). Ici, nous avons toujours acces aux modes guidés mais aussi aux modes a fuite qui sont dévoilés
dans la zone qui était verte dans la premiere figure et qui est devenue bleue. Par contre, les éventuels modes a fuite
dans la zone qui est toujours verte ne sont pas dévoilés. En bas a gauche est représenté le cas oo, = exp(—im/3). Nous
avons acces aux modes guidés et aux modes a fuite « entrants » situés dans la zone qui était verte dans la premiére
figure et qui est maintenant bleue. De maniere imagée, on peut dire que choisir o correspond a choisir la zone a
laquelle on veut accéder. On « coupe » la surface de Riemann li oii le bleu et le vert se rejoignent et on « recolle » en
ne gardant que le bleu. L'endroit oit on recolle correspond au spectre essentiel.
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Terminons cette discussion sur une remarque concernant le comportement dans la direction de
propagation x des modes a fuite. On a déja vu que les modes a fuite sont tous évanescents : ¢”
est exponentiellement décroissant lorsque = augmente et ¢}~ est exponentiellement décroissant
lorsque x diminue. Il y a néanmoins, en pratique, deux types de modes a fuite : ceux qui sont
«presque » propagatifs : 5 est alors pres d’un nombre réel (ces modes sont trés peu évanescents)
et les autres, qui sont tres évanescents : 3 est alors proche d’un nombre appartenant a iR™. Nous
verrons, dans les chapitres 3 et 5 (qui traitent du numérique), que ce sont en priorité les modes
«presque» propagatifs qu’il faut prendre en compte dans une méthode numérique. C’est la méme
idée que dans le cas d"un guide fermé : il faut prendre en compte en priorité les modes propagatifs,
puis, éventuellement les modes évanescents.

Sur la figure 2.10, nous avons représenté un mode guidé et deux modes a fuite dans le cas du
guide 2D avec condition de Dirichlet en z = 0 et avec coefficients constants dans le cceur, en
prenant comme parametres

0.05
1.55’

1 .
= e siz < h,
ng = 2.872, no, = 1.45 et c(z) = { €0 no, o

h:20,,u:1,w:271' 3
COO:@ smon.

Ce cas correspond a un guide planaire optique, d’indice de réfraction ng dans le coeur et ns
dans la gaine, illuminé par une onde de longueur d’onde 1.55ym avec une hauteur de guide
de 20/0.05um = 400pm, dans la polarisation TE, en ne considérant que les modes asymétriques
(puisque on impose une condition de Dirichlet en z = 0). Nous représentons ces modes sans PML
(a gauche) et en utilisant une PML abrupte de paramétre oo, = ¢~"/3, avec hy = 2h.

En haut, nous observons un mode guidé, avec ou sans PML, on se rend compte que comme le
mode est localisé dans le cceur, la PML ne change pas grand chose. Au milieu, nous représentons
un mode a fuite tres évanescent. Sans PML (a gauche), on se rend compte qu’il est croissant dans
la direction z, alors qu’avec la PML, il devient décroissant dans la PML. On remarque également
que le mode a fuite est tres décroissant dans la direction . En bas, nous représentons un mode a
fuite « presque » propagatif. Méme s'il est atténué dans la direction z, on voit qu’il 'est beaucoup
moins que le mode a fuite précédent. Dans la direction z, le méme commentaire que pour le mode
a fuite précédent peut étre fait : sans la PML, le mode est exponentiellement croissant; avec la
PML, le mode devient un élément de L?(R™).

2.3 LE CASD’UN GUIDE 3D

Nous allons maintenant traiter le cas d’un guide 3D. L'idée est d’utiliser, comme dans le cas 2D,
une PML pour prolonger analytiquement la résolvante.

Dans le cas du guide 2D, il n’y avait qu'une direction transverse et nous avons prolongé analy-
tiquement la solution dans cette variable, ce qui revenait a introduire une PML infinie. Dans le
cas du guide 3D, une question se pose alors : dans quelle(s) direction(s) prolonger analytique-
ment la solution ? Nous allons explorer deux possibilités : soit prolonger dans la direction radiale
r = /y? + 22, ce qui revient a utiliser une PML radiale, soit prolonger dans les deux directions
transverses y et z, ce qui revient a utiliser des PMLs cartésiennes.

Commengons par détailler le cas d"une PML radiale. Citons 1’article de Collino et Monk [CM98]
qui décrit les PMLs radiales et comment les implémenter dans une méthode numérique. Dans
toute la suite de cette section, nous noterons A l'opérateur transverse. Nous rappelons que cet
opérateur est 'opérateur de L?(R?) défini par :

Au = — L div(uVu) — K2u, Vu € D(A) = {u € H'(R2),div(sVu) € L(R2)}.
1
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FIGURE 2.10 — Représentation d’un mode guidé correspondant a A = —0.1626 (en haut a gauche), du méme mode
guidé avec PML (en haut a droite), d'un mode a fuite correspondant a A = 0.1481 — 0.06017 (au centre a gauche)
et du méme mode guidé avec PML (au centre a droite), d'un mode a fuite correspondant @ A = —0.045 — 0.0219:

(en bas a gauche) et du méme mode guidé avec PML (en bas a droite). La direction de propagation est x, la direction
transverse est z.
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2.3.1 Introduction d’une PML radiale ou prolongement analytique dans la variable
radiale

Commencgons par voir comment la démarche introduite a la section précédente se généralise pour
I'opérateur bidimensionnel.

Nous partons de I’équation de la résolvante : v = R4(\)f, avec f a support dans le cceur et
A € C\ A(A). Nous notons r et 0 les coordonnées radiales et angulaires. Pour r suffisamment
grand (r > R), ’équation de la résolvante est ainsi :

—Au— (B2 4+ N u=

Comme nous cherchons la solution dans L?(R?), elle est de la forme suivante, pour r > R :

Z an Ky, (Yoor) exp(ind),

neZ

ot a, € C, v = ®y/—kZ — X et K,, est la fonction de Bessel modifiée de deuxieme espece, qui a
le comportement suivant a I'infini :

Ky (r) ~ % exp(—r) quand r — +o0.

Les fonctions K, sont entiéres (analytiques dans tout le plan complexe).

L’idée est maintenant de prolonger analytiquement cette solution dans la variable radiale . On
considere alors 1 la fonction qui dépend maintenant de la variable complexe 7 :

Z an Ky (YooT) exp(ind).
ne”L
Bien entendu, 1 vérifie :

10 (.00 1 82“ 2 .

On choisit ensuite une paramétrisation d’une courbe dans le plan complexe : 7 = C(7) avec 7 € R,
et on pose u(r, 8) := u(C(7), §). Comme pour le probleme 1D, on prend Ry > R et un chemin C(7)
qui vérifie :

C(ry=r, Yr<Rs.
Ainsi,
u(r,0) =u(r,d), Vr < Rs.

En effet, a priori la solution n’est pas analytique a I'interface entre le cceur et gaine. On ne prolonge
analytiquement la solution que dans la gaine.

En utilisant la formule de dérivation des fonctions composées, I’équation (2.13) pour 7 > Ry

devient : 5 5 2 p2p
Yo ar ou v 0%u 9 _
_re _ L%k —
?@?(v 07“) 72 ggz ~ e TAT=0,
ou
1 r
a(r) = et ~(r):= . (2.14)
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On obtient finalement I’équation suivante pour @(7, §), pour tout 7 € R, pour tout § € [0, 27 :
~ya O ar ou v 0 ou 9 ~
m*a%("fy a%) 2oe \gg )~ HNE=T

Ce probleme peut s'interpréter comme la recherche de (7, ) solution de I'équation A u—Au = f,
ol A, est I'opérateur de L?(R?) défini par :

~ ~ 2 ~
A 'ya8< ar@u)_v@ ( 8u>—k‘217,

“wraor \"yar) T uzoe \Moe
=i mme), 190 (00w [ 27 0 ( U\ oo
Vu € D(A,) := {ueH (R*), O (“7 8F> +w:,2 FTAGET € L*(R*) ;. (2.15)

Remarque 2.9 :  De facon plus compacte, on peut réécrire I'opérateur A, sous la forme suivante :
Aol = —12div(uHVE) — k26, € D(A) = {i e H'(R?),div(uHV) € L2(R?)},
n
ot H est la matrice définie par :

H:=

o210
SR o

Pour cela, il faut comprendre que les opérateurs div et V sont exprimés ici en en coordonnées polaires (par
rapport a v et 6).

Comme pour les modes a fuite du probléme transverse 1D, nous allons étudier deux types de
PML, nommés abrupt et doux.

Exemple 2.3 (cas abrupt) Soit Ry > R. Le premier chemin C que nous allons utiliser est

r SIT < Ro,
) = { Ry + % sinomn,

avec a, € C\ {0},

Exemple 2.4 (cas doux) Le deuxieme exemple de chemin C(Z) est plus réqulier. Soit R < Ry < Rs.

r siT < Ra,
C(’F)Z Cgm Si Ry <7 < Rs,
t sinon,

avec ao € C\ {0} et tel que C(T) est une fonction de classe C2. On suppose également (comme dans le cas
1D) que la partie réelle de C(r) est une fonction strictement croissante et que la partie imaginaire de C(r)
est une fonction monotone et telle que sa dérivée est bornée.

Remarque 2.10 (cas abrupt) :  Dans le cas C abrupt, il y a un probleme de dérivabilité de C en 7 = R».
En fait, on écrit :

1 siT < Ro,

Qo SINON,

) = {
. . L, AP L T ds
et on interprete les dérivées au sens des distributions. C(r) est alors égal a

o als)
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Remarque 2.11:  Sous I'hypothese —m/2 < arg;p+ (o) < 0, alors nous avons les résultats suivants
(dans le cas abrupt comme dans le cas doux) : arg;p+ () et arg;p+(7y) sont tous les deux compris dans
Uintervalle | — 7/2,0].

Dans le cas abrupt, c’est immédiat. Dans le cas doux, ce sont les hypothéses sur la partie réelle et la partie
imaginaire de C qui permettent de conclure, comme dans le cas 1D.

Comme dans le cas 1D, nous avons ainsi procédé a un prolongement analytique de la solution de
I’équation résolvante, ici par rapport a la variable radiale. Cela introduit un nouvel opérateur A,,.
Nous allons voir, dans la sous-section suivante, que, comme dans le cas 1D, le spectre essentiel
de cet opérateur est une rotation du spectre essentiel de I'opérateur initial (sans PML). Ceci nous
permet de comprendre (comme dans le cas 1D) 'introduction de la PML infinie comme un moyen
de procéder au prolongement analytique (ou méromorphique) de la résolvante en A.

2.3.2 Spectre de 'opérateur transformé

Nous allons nous placer dans le cas ott —7/2 < arg;p+ (o) < 0.
Par ailleurs, dans cette partie, pour alléger les notations, nous allons omettre les signe tilde sur .

L'opérateur A, est ainsi défini par :

~ya O ar ou ¥ 0 ou

__yao [farou) 7 0 [ Ou\ o9
Aau 1= wr or <'u7 87") ur? 06 <'u89> K,
- g2y 2290 (ardu) 9 0 ([ Ou _opo
VUGD(AQ)'_{UGH<R)’urar<'u'y8r>+ur280 T € L*(R%) ¢ .

Spectre essentiel

Nous allons utiliser les mémes arguments que dans le cas de l'opérateur transverse 1D. Nous
allons voir que I'opérateur A, n’est pas autoadjoint (nous verrons en effet qu’il a du spetre com-
plexe), donc la notion de spectre essentiel n’est pas évidente. Nous renvoyons a I’annexe, section
A.2, pour un résumé des différentes notions de spectres essentiels dans le cas d"un opérateur non
nécessairement autoadjoint. Le résultat principal est le suivant.

Théoreme 2.3 (Spectre essentiel de A,): Les différentes définitions de spectres essentiels coincident

pour l'opérateur Ay et Nej(Ay) est égal a: —k2 + o2 RT, pour tout j = 1,...,7.

Pour démontrer ce théoréme, on introduit A5, 'opérateur « a I'infini » :

AXu = — (aZoAu + k'gou) . Yu e D(AYP) := H*(R?).

Nous utilisons les mémes techniques que dans le cadre 1D transverse. On va utiliser deux lemmes
pour démontrer le théoréme 2.3. Le premier nous donne le spectre de AZ° :
Lemme 2.3 (Spectre de AY°)  A(AX) = A.;(AY) = k% + o2 RY, pour tout j =1,...,7.

Démonstration. On sait que le spectre de —A en tant qu’opérateur de L?(R?) est R*. Comme A =
—a2 A — k% I, on en déduit le résultat. O

Le deuxiéme lemme nous montre que les résolvantes de A, et de AY° ne différent que d'un opé-
rateur compact.
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Lemme 2.4 [l existe £ € C tel que & € p(Aq) N p(AY). De plus, pour un tel £, ona: Ry, (§) =
Rax (&) + K, oit K est un opérateur compact.

Démonstration. La premiere étape consiste a trouver ¢ € C tel que £ € p(A,) N p(A). Ecrivons
(n/ay (Ao — &)u, U)L2(R2) :

B _ adudv y10ulov kK +¢
(a’Y(Aa f)u,v>L2(R2) N /Rz'u <'y or Or + ar d0 r 00 ya uv ) rdrdd.

Nous voulons trouver ¢ tel que cette forme sesquilinéraire soit continue et coercive. Le fait qu’elle
soit continue et sesquilinéaire est immédiat. La difficulté concerne son caractere coercif. Pour cela,
nous regardons les valeurs prises par a/v, v/a et —(k* + £)/(ya). Nous voulons trouver un &
tel que toutes ces valeurs soient strictement dans le méme demi-plan {¢ € C,Re({) > 0}, ceci
montrera le caractére coercif de la forme considérée, puisque ces valeurs sont également plus
grandes, en module, qu'une constante strictement positive.

Nous allons utiliser alors la remarque 2.11 : arg;p+ () et arg;g+ () sont tous les deux compris dans
l'intervalle | — 7/2,0]. Nous prenons alors un nombre ¢ > 0 tel que arg;p+(«) et arg;p+(y) sont
tous les deux compris dans l'intervalle | — 7/2 + ¢, 0]. On en déduit les estimations suivantes :

—T « ™
— +te <argr+ () < = —g,
Y

2 2
- ¥ s
7+E<arg,-R+ (5) < 5 -,

-7+ 2e < argp+ (ya) < 0.

Comme k? est réel et varie dans un borné, nous pouvons trouver ¢ € C tel que

-7 € -7 3

5 T3= argp+ (—(k° +¢)) < 5 T3
on a alors (2 4 )

-7 € —(k“+ ¢ T €

2+2<M%M<7a)<22

Ainsi les valeurs prises par /7, v/a et —(k? + £)/(ya) sont toutes strictement dans le demi-plan

{¢C € C,Re(¢) > 0}.

On a ainsi montré que la forme est coercive. Par ailleurs, pour un tel £, la résolvante R 4 (&) existe
bien, d’apres le lemme 2.3. En effet, R4 () existe pour tout £ ¢ —k2 + o2 RT.

La deuxiéme étape consiste a montrer que R4, (§) = Rax(£)+ K, oit K est un opérateur compact.
Soit (f») une suite bornée dans L?*(R?). On pose up, := Ra,, (§) fn et uy® := Rase (§) fn-

On veut montrer que de w,, == u,, — Uy, on peut extraire une sous-suite qui converge fortement
dans L?(R?). En fait, on va montrer que w, converge fortement dans H'(R?).

L'idée est d’évaluer la différence des formulations variationnelles associées aux problemes
(Aa _‘S)un =rn et(AZO _g)u%o =fn:

(“(Aa—omv) =

s L2(R?)

Y&

B a Ju 0v v Ou v WpHpE
_/R2<’u’)/87"87”+’u0ﬂ’28080_’yauv rdrdéf.

2
9 MZXQ% s WPETHE N e do
00
0
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De méme,
oo ou Ov 1 Ou v wW?poo + foof
(A — = — - = _=> .
(ago (A f)u,v) L2(R2) /Rz (MOO or Or + Hoo r2 90 00 a2, uv ) rdrdf
On aalors:

(”(Aa—aumv) —(“;°Az°—f>uz°,v) _
o L2(R2) A% L2(R?)

o Oup, 0 oug® 0v
/RQ (Mmm ~Hee 7, 8r> rdrdd

o Oun v 1 Guy O
+/R2 (“w 20 90 =<2 ap a0) "I

2 2
_/ <w prpE, o v poo+ﬂoo€uoov> - drdo
RQ

2 n
Yo g,

:/ (”fnv—”ijfnu) rdrdo.
R2 \ V& A5

Donc, en prenant v = w,, on obtient :

an:bn+cn+dn+en7

avec
B o Ow,, 0w, v Ow, 0w, w'p+pf
an = /R2 <,U ~ I or + 1% Ct’f'2 90 00 - N Wp, Wp, rdr d9,
by = / <(“—“§°) fnwn> rdrdo,
R2 \\ Yy i
a\ Ouy® Owy,
Cn = /R2 ((,uoo—,u,y> 5 o ) rdrdd,
B 1 v\ Ouy® Owy,
In = /ﬂ£2<<“°‘°r2_“ar2> 26 00 ) rdrdf,
2 2
R2 yo A%

D’apres la premiere étape, on a : |a,| > Cllwy |5 (R2)"

On suit ensuite la méme démarche que dans le cas 1D. On peut supposer, sans perte de généralité,

que f,, tend faiblement vers 0 dans L?(R?). On veut montrer que w;, tend fortement vers 0 dans
L*(R?), a I'extraction d"une sous-suite prés. On va le montrer en fait dans H!(R?).

Comme f,, — 0 dans L?(IR?), a 'extraction d’une sous-suite pres, u, et w, tendent faiblement vers
0 dans H'(R?) et u2° tend faiblement vers 0 dans H?(IR?).

On distingue alors deux cas :
1. Quand la PML est douce, nous notons €1p le support de o — . Alors 2p est alors un

compact et 7 = o SUr R?\ Qp. Nous allons utiliser des arguments similaires au cas 1D :
injections compactes d’espaces de Sobolev.



2.3. Le cas d'un guide 3D 65

2. Quand la PML est abrupte, a I'extérieur du support de o — o, 7 # 0. On a seulement,
() = @ quand 7 — +o00. Ce cas est donc plus difficile a traiter. Nous allons alors utiliser
le fait que le poids dans l'intégrale des différents termes tend vers 0 quand r — +o0.

1. Traitons tout d’abord le cas 1 : quand la PML est douce.

e b, : L'intégrale sur R? se réduit a une intégrale sur le domaine borné Qp :

bn—/ ((”—’@")fwm) r dr do.
ap \\7a 0%

fn est une suite bornée dans L?(2p) et par théoreme de Rellich, w,, — 0 dans L*(Qp).
Dong, b,, — 0.

e ¢, : De méme que pour b,, ona:

a Juy® Owy,
Cn_/QB <<,uoo—,u7> 3 o ) rdrdf.

ul® estbornée dans H2(Qp), donc dul’ /Or — 0 dans L?(Qp) et dw,, /Or est bornée dans
L%*(Qp), on en déduit que ¢, — 0.

e d,:Ona:
v\ 1 0us® 1 0wy,
dy, = o — f— ) - —2 — dr dé.
/QB<<“ “a>r 26 r a6 )"

ul® est bornée dans H2(Qp), donc 1/70u* /00 — 0 dans L*(Qp) et 1/r Ow, /00 est
bornée dans L?(Qp), on en déduit que d,, — 0.

2 2
en:/ <<w pt1pe Y poo_i_l%og) ugown> rdrdf.
Qp

2
Yo ag,

e ¢,:0Ona:

ul® est bornée dans L?(2p) et w,, — 0 dans L?(23), donc e,, — 0.

Ainsi, on montre que a, — 0, puis comme |a,| > C HwnHip(RQ), on en déduit que
HwnHHl(R2) — 0.

2. Traitons maintenant le cas ot1 la PML est abrupte. L'idée est de décomposer a chaque fois
I'intégrale sur Q2p, ot (25 est un compact et ot les mémes arguments que dans le cas doux
peuvent étre utilisés, et sur R2\ Qp, o1 I'on utilise le fait que le poids dans I'intégrale tend
vers 0 quand r — oo.

e b, : Rappelons I'expression de by, :

bn:/ <(“—“§°) fnwn> rdr do.
R2 v oA

En dehors d"un borné suffisamment grand, on vérifie que :

B Moo _ HooRo (o — 1)

2 2
Yoo Qg Q5T

On note B(0, s) la boule de centre 0 et de rayon s > 0.
Soit € > 0. On veut montrer qu’il existe un ny € N tel que pour tout n > ng, |b,| < €.
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Soitn € N.Ona:

/ ﬂ—'uj—;o fnn | rdrdf
R2\B(0,s) T Qg

< sup ﬁ—'u—;o / | fro W | 7drdo.
R2\B(0,s) | Y& Qs | JR2\B(0,s)
Or, on a vu que
H Hoo
Sup- = T o
R2\B(0,s) | Y& Qoo

tend vers 0 quand s — oo comme 1/s et

/ | fnWp| rdrdd
R2\ B(0,5)

est bornée car wy, et f, sont dans L?(R?). On en déduit que

o (525 ) v
R2\B(0,s) DAS TN
/ <<“—M;’°> fnwn> rdr df
R2\B(0,s) DAS T

M
< — Vn.
s

Ainsi, on a

iR*, Vs > R*, Vn, <e.

Par ailleurs, pour tout s,

o (2-22) )
B(0,s) Yo Az

peut aussi étre rendu plus petit que ¢ car f,, est bornée dans L?(B(0, s)) et w, — 0 dans
L*(B(0,5)).

Donc au final, en choisissant s > R*, puis n suffisamment grand, on a :

/((“—“;‘)>an> rdrd@‘gzg.
R2 Yoo Qg

¢n : La méme démarche que pour b, s’applique. En dehors d’un borné (suffisamment
grand), on a:

0" 1
froo — P = flooR2(1 — o)~
Yy T

Soit € > 0. Soit n € N. On montre que

a\ ou ow,
o — — n ") rdrdd
/RQ\B(O,s) ((M uV) or  Or )

< sup
R2\B(0,s)

(0%
Moo — H—
v

ous® 0wy,

5 o rdrdé.

/]R?\B(O,s)
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Le premier terme tend vers 0 comme 1/s, le deuxiéme terme est borné car u;° et w,
sont dans H'(R?). On a ainsi, pour tout n € N, pour s suffisamment grand,

a) Ou 8wn>
0o — MU— n rdrdf
/11@2\3(0,3) <<N 7) or Or

a\ ous® 0wy,
o — Hh— " ) rdrde
/B(O,s)((lu MV) or 37“)
ou®

pour n suffisamment grand, puisque u° est bornée dans H?*(B(0, s)), donc =52 — 0
dans L?(B(0,s)) et 85”—7,” est bornée dans L?(B(0, s)). Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe
n € N, tel que pour tout n > n,

a\ ou ow
/R2 <(uoo uy) o or ) rdrd@‘ < 2e

dyp, : On vérifie que : fic — ,u% se comporte a I'infini comme 1/7.
Soit e > 0. Soit n € N.

1 v\ Ouy® Ow,,
/Rg\B(O,S) ((“"%2 _'uow"Q) 90 o0 > rdrdf

(6% ‘ /2 0
/’LOO lu’
R \B( ,S)

Le premier terme tend vers 0 comme 1/s, le deuxiéme est borné car u;° et w,, sont dans
H!(R?). On a ainsi, pour tout n € N, pour s suffisamment grand,

1 v\ Ous® 0wy,
o5 — h—= L drdf
/R2\B(o,s) <(M r? Mozﬂ) 06 00 ) rar

v\ 10ur 18wn>
o — H— ) = — rdrdf
/B(O,s) ((Iu MO[) T 80 T 69
1 Oul’

pour n suffisamment grand, puisque u° est bornée dans H?(B(0, s)), donc £ =55 — 0
dans L?(B(0, s)) et %66% est bornée dans L?(B(0, s)). Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe
n € N, tel que pour toutn > n,

v\ 10us® 1 0wy,
—uL) = - < %¢.
/2 <<Moo 12 ) r 90 r 00 ) TdeQ’ 2e

wippl
Yo

<e.

Ensuite,

<e.

1 0ug® 1 0w,

o0 r oo | "4rde

< sup
R2\B(0,s)

<e.

Ensuite,

<e.

.o 2 N . . .
en : On vérifie que : Lol 1ol se comporte a l'infini comme 1/
oo}

Soit e > 0. Soit n € N.

2 2
R2\ B(0,s) y Q5o

W2 p 4 € WPpoo + ook
Yo a

< sup
R2\ B(0,5)

/ |uc® wy,| rdrdf
R2\B(0,s)
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Le premier terme tend vers 0 comme 1/s, le deuxiéme est borné car u;° et w,, sont dans
L%(R?). On a ainsi, pour tout n € N, pour s suffisamment grand,

WP+ pf W Poo + f1oof\ so—
/ << — 5 )un wn> rdrdf| <e.
R2\B(0,s) yo Az
Ensuite,
2 2
B(0,s) Yo A5

pour n suffisamment grand, puisque uS° est bornée dans H'(B(0, s)), donc uS® — 0
dans L?(B(0,s)) et wy, est bornée dans L?*(B(0, s)). Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe
n € N, tel que pour tout n > n,

2 2
/ <<w p_|_,u§ W Poo+,uoo§> U%Own> rdrd@’ < 2e.
R2

2
Yo g,

Ainsi, comme dans le cas doux, on montre que a,, — 0, puis comme |a,| > C Hwn||§{1(R2), on
a [lwnl| g1 g2y — 0.

Dans le cas doux comme dans le cas abrupt, on en déduit que R4, (§) = Rax(§) + K, ot K estun
opérateur compact. O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréme 2.3, en appliquant la méme démons-
tration que dans le cas 1D.

Spectre discret

Rappelons que nous nous plagons dans le cas ot —§ < arg;g+ (o) < 0. Nous montrons le résultat
suivant, qui est tout a fait similaire au résultat que nous avions pour le cas 1D :

Théoréme 2.4 (spectre discret de A,) :  Le spectre discret de A,, est composé de deux parties :

e le spectre discret de A, inclus dans l'intervalle réel | — k2., — k% |.

max?

o un ensemble dénombrable de valeurs propres, de multiplicité finie et isolées, qui sont incluses dans
le secteur {\ € C,2arg;p+ (o) < arg;p+ (k2, + A) < 0}. Pour ces valeurs propres, les fonctions
propres sont de la forme suivante, quand r — 400 :

S HY (B0 C(r) exp(ind),

ne’

oll B est défini en (1.8) et a,, € C.

Démonstration. Soit A € Ag;sc(Aq). Nous allons suivre la méme démarche que dans cas 1D (théo-
réme 2.2). Nous considérons u(r, ) une fonction propre de A,. Nous voulons donner une re-
présentation sous forme de série de u pour r grand. Nous distinguons deux cas : PML douce et
abrupte, le cas d'une PML douce étant plus simple.
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e Dans le cas d'une PML douce, u(r, #) vérifie pour r > R3 :

(1o (0w 1% kLA kAL
r Or Tar r2 002 a2, - aZ, -

Comme 4 est dans D(A,), en particulier u € L?(R?), on en déduit que pour r > Rj :

(0 = Y anks <73::> exp(inf),

(6
neEL

ot on rappelle que 72 := ~*%"/—k2 — X (en dehors du spectre essentiel de Ay,
Re(7% /o) > 0 donc K, (787 / o) est exponentiellement décroissant).

e Dans le cas d"une PML abrupte, on se place pour r > Ry. Mais le méme comportement que
dans le cas d’'une PML douce est un peu plus difficile & obtenir, puisque u ne vérifie pas
une équation du type —AU — (k% + \)/a, u = 0, pour r > Rs. L’idée est de repasser par
la variable complexe 7 = C(r) et de considérer la fonction (7, #), qui dépend de la variable
complexe 7. Elle vérifie :

10 (.0u 1 0%u 9 .

Ainsi,on a:
(7, 0) =Y buln (v 7) exp(inf) + cn Ky (¥3 7) exp(ind),
nel
ol by, c, € Cet I, et K,, sont les fonctions de Bessel modifiées de premiere et deuxieme
especes. En remplagant 7 par sa valeur C(r), ona:

W(r,0) =Y baln (45 C(r)) exp(ind) + cn Ky (v C(r)) exp(ind).
nez

Pour tout A ¢ —k2, + o2 R, il existe R* > 0, tel que pour tout r > R*, Re(v%C(r)) > 0 (car
C(r) ~ r/as quand r — +oo et Re(74r/as) > 0,V ¢ —k2 + o2 RY), donc pour que u
soit dans D(A,) (pour qu’il ne soit pas croissant a 1'infini), u est de la forme suivante, pour
r> R*:

Z an Ky, (75 C(r)) exp(ind). (2.16)

neL

Dans tous les cas (abrupt ou doux), le comportement de la solution est donné par (2.16), pour tout
A ¢ —k2 + a2 RT et pour r — +o0.
L'idée consiste maintenant a utiliser le changement de variable complexe inverse pour recons-

truire une fonction propre de A, comme dans le cas 1D. Considérons u(r,0) = a(C~1(r),0), C~!
étant la fonction réciproque de C. La fonction u vérifie :

1
——div(uVu) — (k* + \)u =0, dansR?
o

De plus, d’apres 1’équation (2.16), (au moins formellement) u est de la forme suivante pour r —
+00:

Z an K (7% r) exp(ind).
nez
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Comme dans le cas 1D, I'idée est maintenant de regarder quand la fonction K, (7S r) est expo-
nentiellement croissante et quand elle est exponentiellement décroissante. Nous avons, comme
dans le cas 1D, 'alternative suivante :

soit —37/2 < arg;p+ (k2 + \) < 2arg;p+ (ao) ou 0 < argp+ (k2 +N\) < /2,  (2.17)
soit 2arg;p+ (o) < argp+ (k2 + ) < 0. (2.18)

Les différentes zones sont représentées sur la figure 2.11.

SIm(N)
A
» Re(N)
k2 0
o 2arg;g+ (o)

FIGURE 2.11 — En vert, la zone donnée par I'équation (2.17). En bleu, la zone donnée par I'équation (2.18). La coupure
est représentée en rouge.

Dans le premier cas (2.17), Re(7%,) > 0. Ainsi, pour tout n, K, (7% r) est exponentiellement dé-
croissante et le u construit par prolongement analytique de u (par le changement de variable
complexe C~1) est une fonction propre de l'opérateur A. Notamment, la série

Z an K. ) exp(inh)

ne”

est convergente et u est décroissante a I'infini. Or, on a vu que les seules valeurs propres possibles
de A sont réelles et dans l'intervalle | — k2., —k2]. On exclut ensuite la valeur —k2 car elle
appartient au spectre essentiel de A,. On en déduit que dans ce cas, nécéssairement A € Ag;s.(A).

Dans le deuxieme cas (2.18), Re(7S,) < 0. Pour tout n, la fonction K, (7S, ) est exponentiellement
croissante et la série

Z an K. ) exp(ind)
neL
n’a pas de sens quand r — +oc. Par ailleurs, K, (7% C(r)) = 2 (Boo C(7)). Donc la fonction u est

de la forme suivante, a 'infini :

> an HYY (B C(r)) expl(ind).

ne’l

I reste maintenant a regarder ce qui se passe sur la coupure de I'argument : quand k2, + A € iR,
En prolongeant alors la définition de la racine carrée soit d'un c6té (quand l’argument tend vers
—3m/2) soit de l'autre coté (quand 1’argument tend vers 7/2), nous nous trouvons dans le cas
(2.17), donc il ne peut y avoir de valeurs propres sur la coupure de Sn.. O
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De la méme maniere que dans le cas 1D (corollaire 2.1), nous pouvons voir les modes a fuite
comme des objets vérifiant

1
—;div(,uVu) — (K> +XNu=0,

avec u sortant, i.e. u se décompose (formellement puisque toutes les composantes sont exponen-
tiellement croissantes quand r — +00), quand r — +o00, de la fagon suivante :

Z anHT(LI) (Boo 1) exp(ind).

neL

Nous définissons alors les modes a fuite de la fagcon suivante (comme dans le cas 1D) :

Définition 2.4  Soit A € Agisc(Aa) \ Adisc(A) et soit ®§ une fonction propre associée. Nous utilisons
la méme définition que dans le cas 1D du nombre d’onde longitudinal : 8 := *\/—\, ainsi, la partie réelle
et la partie imaginaire de 3 sont positives. Si A > 0, on pose Boo = iv/A. Nous appelons mode a fuite le
mode ¢y’ (z,7,0) = ®(CL(r), 0) e¥¥% (évanescent vers la droite) ou o5 (x,7,0) = ®$(C~1(r),0) e~
(évanescent vers la gauche).

Ainsi, comme dans le cas 1D, les modes a fuite sont des objets qui sont exponentiellement crois-

sants dans les directions transverses (puisque de la forme ay (Boor) avec —m < arg;p+ (k2 + ) <
0). Mais ce sont également des objets évanescents dans la direction longitudinale : )" est expo-
nentiellement décroissant vers les x positifs et ¢~ est exponentiellement décroissant vers les x
négatifs.

Comme dans le cas 1D, la PML infinie est simplement un moyen de dévoiler les modes a fuite :
de rendre exponentiellement décroissant quelque chose qui était exponentiellement croissant. Si
nous avions pris un argument positif pour a,, nous aurions trouvé des modes a fuite « entrants »

(ayant une dépendance radiale de la forme H,(Ll) =X+ k2 r) pour r — +00).
y p ) P

La structure du spectre repésentée sur la figure 2.8, présentée pour le cas de I'opérateur transverse
1D, s’applique ici également : en introduisant la PML infinie, nous avons fait tourner le spectre
essentiel et dans la zone ainsi balayée, nous avons dévoilé des modes a fuite. De méme, comme
pour le cas 1D, les modes guidés, les modes a fuite et les modes a fuite « entrants » sont solutions
des mémes équations. La seule condition qui change est qu’a I'infini, on impose un comportement

radial de la forme K, (yoor) pour les modes guidés, de la forme HS) (Bor) pour les modes a fuite
et de la forme Hfll)( =X+ k2,r) pour les modes a fuite « entrants ». Or ces trois fonctions, tout

comme exp(Yooz), exp(ifsoz) et exp( "\/ X + k2 2), sont des restrictions de la méme fonction de A
dans une surface de Riemann a deux feuillets. Pour chaque n, l'interprétation de la figure 2.9 est
donc également valable.

2.3.3 Et si on utilisait des PMLs cartésiennes?

Nous avons jusqu’ici introduit les modes a fuite pour le probleme transverse bidimensionnel en
utilisant des PMLs radiales : nous avons cherché a prolonger analytiquement dans la direction
radiale transverse r = +/y2 + 22. Dans cette sous-section, nous allons utiliser des PMLs carté-
siennes. En d’autres termes, nous allons prolonger analytiquement la solution dans les directions
transverses y et z. La figure 2.12 représente schématiquement les différences entre les PMLs ra-
diales et cartésiennes.
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PML radiale PMLs cartésiennes
\ 2 AZ

R
Ny,

<y

y

FIGURE 2.12 — Schéma représentatif des PMLs radiale et cartésiennes. Avec une PML radiale, le domaine physique
(i.e. le domaine ot on ne procede pas a la dilatation analytique, en blanc sur le dessin) est un cercle et la dilatation
analytique se fait dans la direction radiale (dans tout le domaine en bleu). Avec des PMLs cartésiennes, le domaine
physique (en blanc) est un rectangle. La dilatation analytique se fait dans les directions y (domaine en bleu) et z
(domaine en rouge). Dans le domaine en violet, on fait a la fois la dilatation analytique en y et en z.

Introduction des PMLs cartésiennes ou prolongement analytique dans les directions y et 2

Précisons tout d’abord comment nous procédons au prolongement analytique dans les directions
y et z. On part de I'équation Au — Au = f, avec f a support dans la boule de centre 0 et de rayon
R. Nous avons vu que I’équation, pour y et z suffisamment grands (y? + 22 > R?), devient :

*u  d*u

En supposant que 'on peut procéder a un prolongement analytique, I'équation (2.19) devient en

prenant % dépendant des variables complexes 3 et Z :

072 922

— (K2 +XNua=0. (2.20)

Ensuite (on commence a en avoir ’habitude), on paramétrise des chemins dans le plan complexe :

y= Cy<ml zZ= Cz(g)

On note . )
ay = Cf, et O[Z = a (2.21)
Y z

Par dérivation de fonctions composées, en notant u(y,z) = (Cy(y),C.(z)), 'équation (2.20) de-
vient, pour 3 + 22 > R%:

0 ou 0 ou
Y y27\ _ 2 22 Y 1.2 g
e 5 (oz 8@7) ooz (a 85) (k% +N)u=0.

L’équation pour tout y € R et tout z € R est :
1,0 ou 1,0 ou
——d = =)= =] — (K> +Nu=f
oo (o) ~ gz (e — 04 0=
On se ramene ainsi a la recherche des fonctions u € L?(R?) solutions de A, — \u = f, ou A, est
'opérateur de L?*(R?) défini par :
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1,0 ou 1,0 ou
AQN:: ——a¥—= Yu— | — —ao*— u—= - 2~,
U uoz a5 (a M8y> uoz 5% (a uaz> k*u
0 Ju 0 du
~ N 2 (M2 y 22 z 212
Yu € D(A,) : {uEL (R ),ag (a H@y]) € L“(R ),az (a H@E) e L“(R )} (2.22)

Remarque 2.12:  Nous pouvons réécrire A, sous la forme suivante :

Aqu =

div (pHVET) — k*u,Yu € D(Ay) = {ue H'(R?),div(uHVa) € L*(R?)},

ot H est la matrice définie par :

o¥
— 0
H = « O[Z
v

Pour cela, nous devons prendre les définitions des opérateurs div et V en coordonnées cartésiennes (par
rapport a y et z).

Les deux choix de chemins que nous faisons dans tout ce mémoire sont les suivants :

Exemple 2.5 (cas abrupt) Pour s € {y, z}, soit R5 > R. Le cas de la PML abrupte est donné par :
s si|s| < R3,
Cs(5) = { R + S;SR > sinon, (2.23)

avec o, € C\ {0}.

Exemple 2.6 (cas doux) Pour s € {y, 2z}, soit R < R < Rj. Le cas de la PML douce est donné par :
s si |s| < R3,
Cs(s) =< Cs(s) si Ry <[s| <R3, (2.24)
o sinon,

avec o, € C\ {0} et tel que Cs(3) est une fonction de classe C2. On suppose que la partie réelle de Cs(3) est
une fonction strictement croissante et que la partie imaginaire de Cs(s) est monotone et telle que sa dérivée
est bornée.

Remarque 2.13: Pour s € {y,z}, sous I'hypothese —m/2 < arg;p+(as,) < 0, alors nous avons le
résultat suivant (dans le cas abrupt comme dans le cas doux) : arg;p+ () est inclus dans l'intervalle
] - 7T/27 O]

Dans le cas abrupt, c’est immédiat. Dans le cas doux, ce sont les hypotheéses sur la partie réelle et la partie
imaginaire de C® qui permettent de conclure, comme dans le cas 1D.

Nous allons maintenant détailler le spectre de 'opérateur A,. Nous verrons que le spectre essen-
tiel de A, ne peut pas étre calculé par les mémes techniques que celles utilisées dans le cas 1D ou
2D avec PML radiale.

Spectre de I'opérateur transformé

Nous nous plagons dans le cas ott —7/2 < arg;p+ (%) < 0 et —7/2 < arg;p+ (aZ,) < 0.
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Spectre essentiel
Dans l'article de Kim et Pasciak [KP10], le spectre essentiel d'un opérateur avec PMLs cartésiennes
est déterminé, en utilisant ce qu’on appelle, dans ce mémoire, les PMLs douces.

Nous allons rappeler, en ’adaptant, la démonstration de I’article, puisqu’elle ne fait pas appel aux
mémes arguments que dans le cas de la PML radiale. Le résultat que 1’on obtient est le suivant :

Théoreme 2.5 (Spectre essentiel de 'opérateur A,): Dans le cas de la PML douce, les différentes
définitions de spectres essentiels de I'opérateur A, coincident et

Acj(Aq) = {X € C,2min(arg o, arg o) < arg(kZ + \) < 2max(arg o’ , arg oz},

Nous notons arg I'arqument entre —3mw /2 et /2 : arg = arg;p+.

Le spectre essentiel n’est plus forcément une demi-droite, comme dans le cas 1D ou 2D avec PML
radiale. En général (quand arg;p+ (%) # arg;p+ (aZ,)), c’est un secteur angulaire.

Nous allons voir en quoi la démonstration que 1'on va donner ne s’applique qu’au cas de la PML
douce. Dans toute la suite, nous supposerons que les PMLs sont douces. Pour démontrer ce théo-
réme, nous introduisons I'opérateur « a l'infini » A% de L?(R?) défini par :

AJu = ay(% (ay g;) - az(j’g (az 83) S T
0 ou 0 ou
i€ D(AY) =3u€e L*(R?), o= (¥ = ) € L*(R?), o= (o” == | € L*(R?) ¢.
Vu € D(AY) {ue ( )’8g7<a 8§>€ ( )’83 ozag € L*(R?)
Cet opérateur «a l'infini » n’est ici pas isotrope et fait intervenir a¥ et o* (et non leurs valeurs a

l'infini), contrairement au cas de la PML radiale. Ainsi, la détermination du spectre de cet opéra-
teur est une difficulté en soi. Nous allons montrer le résultat suivant :

Proposition 2.1  Dans le cas de la PML douce, le spectre de AZ° est égal i
{)\ € C,2min(arg ¥, arg aZ ) < arg(kZ, + \) < 2max(arga¥,, arga’,)},

ol nous avons noté arg l'arqument entre —3m /2 et w/2 : arg = arg;p+.

Nous ne pouvons pas appliquer, comme dans le cas 1D ou 2D radial, un argument de compacité
pour démontrer ce résultat : A3° n’est pas la perturbation compacte (en un certain sens) d'un
opérateur « simple ». Nous allons utiliser une autre technique : nous allons interpréter A3° comme
le produit tensoriel de deux opérateurs et le spectre de A2° nous sera alors donné par le théoréme
suivant :

Théoreme 2.6 :  Soit A et B des générateurs de semigroupes holomorphes bornés sur un espace de Hil-
bert X. Soit D(A) et D(B) les domaines respectivement des opérateurs A et B. Si C' est la fermeture de
Vopérateur A® I + I ® B, défini sur D(A) ® D(B), alors C génere un semigroupe holomorphe borné et

A(C) = A(A) + A(B).
Démonstration. Voir le théoreme XII1.35 dans [RS80]. O
Pour utiliser le théoréme 2.6, nous avons besoin de montrer que les opérateurs A et B, qui inter-

viennent dans le théoréme sont des générateurs de semigroupes holomorphes bornés. Pour cela,
nous utilisons le théoreme suivant :
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Théoreme 2.7 :  Soit T un opérateur m-sectoriel sur un espace de Hilbert X. Alors, T est le générateur
d’un semigroupe holomorphe borné.

Démonstration. Voir le théoréme IX.1.24 dans [Kat76]. O

Rappelons qu'un opérateur 7" est m-sectoriel si son image numérique est contenue dans un cone
delaforme: S5 := {\ € C,|arg(\) < 4|}, oud € [0,7/2[etsi C\ SsNp(T) # O (voir section A.1.1).

Nous définissons les deux opérateurs de L?(R) suivants :

d du d du
Au = —aV— (a¥— D(A,) := L*R), — (¥ — ) € L*(R
YU ! i (a dy)’ Vu € D(Ay) {ue ( )’dy <04 dy) e L*( )},
d du d du
A = —a*— (o — D(A,) = L*(R),— [a"— ) e I*(R) ;.
u o (a dz)’ Yu € D(A,) {ue ( )’dz (a dz) e L )}

Les deux lemmes qui suivent permettent, d'une part, de déterminer le spectre des opérateurs A,
et A, et, d’autre part, de montrer qu'il existe 5 € R* ety € C tels que nA, + BI et nA, + I sont
m-sectoriels.

Lemme 2.5 Le spectre de A, est confondu avec son spectre essentiel (quelle que soit la définition du
spectre essentiel) et il est égal a (o )? RY. De méme, le spectre de A, est confondu avec son spectre essentiel
et il est donné par : (aZ,)’RY.

Démonstration. Nous pouvons montrer, comme a la sous-section 2.2.2, que le spectre essentiel de

Ay est (a%)?RT et que le spectre essentiel de A, est (aZ,)?R*.

Nous montrons maintenant que le spectre discret de A, (et de A.) est vide. Faisons-le pour A,.

Soit u une fonction propre de A, associée a une valeur propre A. Considérons 1 la fonction de la
variable complexe g telle que § = Cy(y). La fonction @ vérifie :

d%a

—gp T

Ainsi, en notant VA = ©“*)"*{/) Ia racine carrée en prenant la coupure sur le spectre essentiel de
Ay, ona:
() = C1exp(iVA§) + Cy exp(—ivVAg).

En revenant a la fonction u(y) = @(Cy(y)), ceci donne : pour tout y € R,

u(y) = C1 exp(iVACy(y)) + Caexp(—iVACy(y)).

2)
eES

Ceci impose que C; = 0 et que C = 0, en regardant y > Rj ety < —RY. O

Pour |y| > RY, on obtient alors :

u(y) = Cy exp (iﬁ Oj’) + Cyexp <—z‘ﬁ

o0

Lemme 2.6  Dans le cas de la PML douce, il existe 5 € R, n € C tels que nA, + BI et nA, + BI sont
m-sectoriels.
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Démonstration. Nous traitons le cas de 'opérateur A,. On va montrer qu’il existe deux constantes
Cy > 0et Gz > 0 telles que Re(Tw, u) 2wy > C’1||u||§{1(R) et ] %m(Tu,u)Lz(R)‘ < C’2||u||§{1(R), ol
T =nAy + BI.

Calculons Re(nAyu, u) 2wy, pour u € D(Ay)

Re (n Ayu, u) —/%e( (ay)Q)duzdy—%e</ ozy(myduudy>
T e = f T dy R dy dy '
Or,
/?Re( @92) |2 4y > int (Re () ‘ du
| Jte (1 4| W= 7 i
De plus,
da? du da? du
:I:S‘Ee</ ayudy) > —/ ayudy‘
Rn dy dy Rn dy dy
da¥ du
> —sup(nay>/ — | dy
dy |/ Jr|dy
> s (e S |l
- — e 2
- dy dy LZ(R) L (R)
da¥ |\ 1 dul|? 1
> —sup<nozy> Y= + = ||ul)? ,Vy > 0.
dy |/ 2 Ay [ 2wy ’YH Iz2¢e)

La derniere inégalité vient de 1'identité arithmético-géométrique.
Nous posons

¢ :=inf (Re (n(a¥)?)) et co:=sup (

do¥
Y—o1 ] >0.
Ty D
Nous utilisons ici la remarque 2.13. Ainsi, il existe ¢ > 0 tel que —7 + 2¢ < arg;p+ ((a¥)?) < 0, en
prenant ) = exp(i(7/2 —€)), ona alors : ¢; > 0.

On obtient ainsi :

— —||u ,Vy > 0.
ey~ 2 Ml

Calculons maintenant : ‘%m(n Ayu,u) 2w |, pour u € D(Ay) :

du|? do¥ du_
‘%m (nAyu,u)p(R)‘ < /R%m (n (ay)Q) & dy| + ’%m (/Rnaydydyudyﬂ
Or,
N y2)du2d < (C\ N2 du
Rxsm (n(a ) T y| < sup ‘\sm (n(a ) )‘) ||d—y||L2(R).

Nous posons
c3 :=sup (|Sm (n (a¥)?) ) >0.

do¥ du _ co
o vy T ud < 2
o (Lo 7 My )| < <72

De plus,

du

dy

2
1 2
+ —lu ,Vy2 > 0.
e ] ||L2(R>>
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Ainsi, ,
) du Co 9
Sm (n Ayu, u ‘< c3+ — — + —||u , V2 > 0.
Sm (n Ay )L2(R) —(3 272> dy || o) 272” 122 ()» V2
Ensuite, en prenant 3 € R, ona:
2
Co du Co 9
Re ((nAy, + B u,u > (g — = — + —— | [|u , Vv > 0.
((n Ay + BI) )LZ(R) = (1 27)’dy am) <5 27) | ||L2(R) v
2
co du Co 9
Sm((nAy, + BI)u,u ‘ < (es+ = ‘ —||u , Ve > 0.
(1 Ay + 80wy < (et 5m) [ o+ Bl Ve

En prenant v suffisamment petit puis 3 suffisamment grand, on a :

C
Re (7 Ay + B u,0) 1oy = (1 = 27) Il gy
et

C2

C2
Sm ((n Ay + BI) Uau)p(R)‘ < max <C3 + 5’)’2, 272> HUH%[l(R)-

Ainsi, on a démontré qu’il existe une constante C' telle que pour tout v € D(A,)
Re ((n Ay + BI) u,u) o) > C )%m ((nAy + BI) u,u)Lg(R)‘ .

On a ainsi montré que T' = nA, + BI est m-sectoriel. On a pris n = exp(i(7/2 —¢)) et € RT
suffisamment grand. On peut démontrer, en utilisant le méme 7 et § suffisamment grand que
nA,+ B1 est m-sectoriel. Puis, il est facile de voir qu’on peut prendre le méme 3 pour que nA,+ 1
et nA, + BI soient simultanément m-sectoriels. O

Remarque 2.14:  Dans le cas de la PML abrupte, on ne peut pas généraliser cette démonstration. Le
probleme vient du fait qu’on ne sait pas montrer que nA, + BI est m-sectoriel quand oY n’est pas une
fonction réquliere.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la proposition 2.1.

Démonstration. (proposition 2.1). D’apres le théoréme 2.6, comme nous savons que nA, + 31 et
nA, + (1 sont m-sectoriels (lemme 2.6), ils générent des semigroupes holomorphes bornés, donc
'opérateur

C:=nAy+pNRIT+I@NA, +8I)=nAy I +1® A,)+ 251
a pour spectre

A(C) = (nA(Ay) + 8) + (NA(A2) + B) = n (A(Ay) + A(A2)) + 26
L'opérateur A2’ est la fermeture de I'opérateur
T:=(A @I +I®A,) kLI = l(0—2,81) — k31,
n

en effet A% est défini sur L?(R?) et T sur L*(R) ® L*(R) = L?(R?) et le domaine de T est H*(R) ®
H?(R), qui est dense dans H?(R?), le domaine de A2, dans le cas d"une PML douce. On en déduit
alors que A(AY) = A(A,) + A(A,) — k2. En utilisant le lemme 2.5, on obtient ainsi le spectre de
A2

A(AY) = {X € C,2min(arg of,, arg ol ) < arg(A + k%) < 2max(arg o, arg oz}
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Pour démontrer le théoreme 2.5, nous avons besoin de la proposition suivante.

Proposition 2.2 Il existe £ € p(As) N p(AY). De plus, pour un tel £, Ra,(§) = Rax(§) + K, oi K
est un opérateur compact.

Démonstration. Nous suivons la méme démarche que celle que nous avons déja appliquée a deux
reprises (dans le cas 1D et dans le cas 2D avec PML radiale). Nous cherchons tout d’abord ¢ € C
tel que R, (§) et Rax(€) existent. On a:

Y z 7 2
( o (Aa—f)u,v> , :/ u(a OU%—{—Q—@@—L +£uv> dydz.
R2

a¥a® L2(R2) a? aiy aiy ¥ 0z 0z  a¥a?

Nous utilisons maintenant le résultat de la remarque 2.13. On prend ¢ > 0 tel que 5" +¢ <
arg;p+ (a2,) <0, pour s € {y, z}. Nous vérifions ensuite :

-7 a¥ s

7+5< arg,p+ (az> < 5 — €,

—T o T

7+5< arg;r+ (ay> < 3 —-g,
0

-7+ 2e < argp+ (@¥a”) <

Comme k? évolue dans un borné, on peut alors choisir £ en module suffisamment grand de telle
maniere que

—T e —T g
5 t5< argp+ (—(k* +¢)) < o5 T 357

on a alors
9 g SR\ T s 2 %

Ainsi les valeurs prises par o¥/a¥, o*/a* et —(k? + £)/(a¥Ya?) sont toutes strictement dans le
méme demi-plan (le demi-plan {¢ € C,Re(¢) > 0}. Par ailleurs, elles sont toutes supérieures,
en module, a une constante strictement positive. Ceci nous montre que la forme sesquilinéaire
associée a p1/(a¥a”) (Aq — &) est coercive. On en déduit que € p(A,). Ensuite nous vérifions
qu’un tel £ est également dans 'ensemble résolvant de A3°, d’apres la proposition 2.1.

La deuxieéme étape consiste a montrer que R4, (§) = Rax (§) + K, oit K est un opérateur compact.
Soit (f») une suite bornée dans L?(R?). On pose uy, := Ra,, (§) fn et u := Rax (£) fa-

On veut montrer que de w,, := u, — u;°, on peut extraire une sous-suite qui converge fortement
dans L?(R?). En fait, on va montrer, a I’extraction d’une sous-suite pres, que w,, converge forte-
ment dans H!(R?).

L’idée est, encore une fois, d’évaluer la différence des formulations variationnelles associées aux
problemes (A, — §)u, = frn et (AL — &uy® = f, (toujours avec & € p(Aq) N p(AY)) :

Y 7 z YTl 2
( a (Aa—g)u,u> _/ <uo‘8“8”+uo‘aua”—uk +§uv> dy dz.
LQ(RQ) R2

a¥a? a? 0y Oy a¥ 0z 0z a¥a?

De méme,

oo a¥ Ou 0v o® Ou 0v K2+¢
A% _ LS guov, e ouov VTS E) dyde.
(ayoﬁ( @ S)U’U>L2(R2) /R2 <M o Jy Oy i av 9z 92 M Tawar Y)W
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On vérifie alors, de la méme maniere que dans le cas 1D ou que dans le cas 2D avec PML radiale
douce (en prenant v = wy,), que si on suppose que f, — 0 dans L?(R?), alors on en déduit
que |yl 12y — 0, puisque p — s est a support compact. Ainsi, on montre que Ra,(§) =
Ry (&) + K, ot K est un opérateur compact. O

Ainsi, en appliquant la méme démarche que dans le cas 1D, nous démontrons le théoréme 2.5.

Remarque 2.15: Et dans le cas PML abrupte ? Nous avons vu que nous ne savons pas démontrer que
n Ay + I est m-sectoriel. Nous conjecturons tout de méme que le résultat sur le spectre essentiel de A, est
valable.

Spectre discret

Rappelons que nous nous plagons dans le cas ot —7/2 < arg;p+ (a%) < Oet —7/2 < arg;p+ (o) <
0.

Théoreme 2.8 (spectre discret de A,): Dans le cas PML douce, le spectre discret de A, est composé
de deux parties :

o le spectre discret de A, inclus dans U'intervalle réel | — k2., — k2.

max?

o un ensemble dénombrable de valeurs propres, de multiplicité finie et isolées, qui sont incluses dans le
secteur {\ € C,2max(arg;p+ (0 ), arg;p+ (a2)) < arg;p+ (k2, + \) < 0}.

Démonstration. Nous adoptons une démarche similaire au cas 1D ou 2D avec PML radiale. Soit
A € Agisc(Aq) et soit u une fonction propre associée. Regardons 1’équation aux valeurs propres
vérifiée par u, pour |z| > Rj :

9 ou 0*u
Y y-= z\2Y % .2 g
a 99 (a 3y> + () 522 (ki +A)u=0.

On obtient, en appliquant la transformation de Fourier par rapport a z

1
Py, = <= [ ly.2) explige) dz
0 oF.u
oy 9 [ 4O U 2N\2¢2 T~ (1.2 ~_
a oy (a a9y )—I—(aoo) & Fou— (ki + \) F.u=0.

Pour |y| > RY,ona:

0*F.u ~ _
_(ago)2 aygu + (Oégo)z 52 Fu— (kgo + )\) F.u=0.

Comme on cherche une fonction qui doit étre au moins L? par rapport a y, on a alors, pour |y| >
R} : F.u est proportionnelle a

[e.9]

o (oo )
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Or, Fou(y, €) := Fu(C, ' (y), ) vérifie le probleme suivant : pour |z| > Rj et pour touty € R:

_32]:Zu
Oy?

+ (02 ) Fou— (KX + \) Fou=0.

De plus, pour |y| > R, F.u(y, &) est proportionnelle a :

Ty, €) = exp (= R = A+ 2(az)’ |y

On regarde maintenant quand v, (y, £) est exponentiellement croissant ou décroissant. On obtient
l'alternative suivante :

e Si2argpi (o) < argpr (A + k%) < 0, alors pour & = 0, 0,(y, ) est exponentiellement
croissant.

o Siargps (N +k2) < 2arg;p+ (o) ou arg;p+ (A + k%) > 0, alors pour tout £ € R, U,(y, ) est

exponentiellement décroissant. Ainsi, u := u(C, L(y), 2) est L? par rapport a y.

En utilisant maintenant la transformation de Fourier par rapport a la variable y, notée F,, en
notant

B(6.2) 1= exp (- PR x4 2k )

on obtient ’alternative suivante :

e Si2arg;pi(aZ) < arg;p+ (A + k%) < 0, alors en £ = 0, U, (&, 2) est exponentiellement crois-
sant.

e Siarg;pi (A + k) < 2arg;p+ (aZ,) ou argp+ (A + k) > 0, alors u := wu(y,C;1(2)) est L? par
rapport a z.

Ainsi, si u est une fonction propre de A,, on a l'alternative suivante :

e Pour arg;p+ (A + k%) < 2min(arg;p+ (a%), argp+ (@Z,)) ou arg;p+ (A + k) > 0, alors u :=
u(C, 1 (y),C;1(2)) est une fonction propre de A. Or ceci ne peut se produire que pour A €
)

A
y Ytz
A, (A) C] — k2., —kZ]. On remarque ensuite que —k2, ¢ Agisc(Aq) puisque —k2, € Ac(Aq

max’

e Pour 2max(arg;g+(a%), argig+ (aZ,)) < arg;g+ (k3 + A) < 0, alors u := u(C, *(y),C; ' (2)) ne
définit pas une fonction propre de A.

Ceci donne les deux parties du spectre discret de A,. O

Remarque 2.16 :  Nous avons vu que dans le secteur 2 max (arg;p+ (%), arg;p+ (2,)) < arg;p+ (k2 +
) < 0, on peut trouver des valeurs propres de A, qui ne sont pas valeurs propres de A, comme dans le cas
1D ou 2D avec PML radiale. Mais avec les PMLs cartésiennes, il est difficile de caractériser ces éléments de
maniere intrinséque comme des objets sortants.

La figure 2.13 représente 'allure du spectre de l'opérateur A,. Nous voyons que la différence
essentielle avec une PML radiale concerne le spectre essentiel (!). Avec une PML radiale, le spectre
essentiel était une demi-droite. Avec les PMLs cartésiennes, c’est en général un secteur angulaire

(si afgiR+(ago) # arg;p+(a,))-
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modes guidés

] > Re())
_ernax _kgo
0_
modes a fuite dévoilés
o
spectre essentiel O

FIGURE 213 - Modes guidés, modes a fuite et spectre essentiel, avec PMLs cartésiennes.
0 := min(arg . (0, ), argps (aZ,)), 01 = max(arge: (ol ), argz- (a2,).

CONCLUSION SUR LES MODES A FUITE

Nous avons défini les modes a fuite comme les podles du prolongement analytique en A de la ré-
solvante. Nous avons vu quun moyen de procéder a ce prolongement analytique de la résolvante
est d'introduire une PML de taille infinie dans la gaine. Les modes a fuites deviennent alors des
valeurs propres de I’opérateur transverse avec PML infinies. Nous allons nous intéresser au cha-
pitre suivant au calcul numérique de ces modes. Nous allons voir que 1'idée consiste & prendre
une PML de taille finie, au lieu d’une PML de taille infinie.
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U chapitre précédent, nous avons détaillé la notion de mode a fuite. Nous avons vu que ces
modes apparaissent lorsque 1’on cherche des solutions complexes de la relation de disper-
sion, lorsque celle-ci est disponible. Plus généralement, nous avons défini ces objets comme les
poOles du prolongement analytique en A de la résolvante R4 (). Nous avons vu qu'un moyen de
procéder a ce prolongement analytique est dutiliser une PML de taille infinie. Dans ce chapitre,
nous nous intéressons au calcul numérique de ces modes a fuite.

Nous allons voir que pour cela, 1'idée consiste simplement & utiliser une PML de taille finie
(contrairement au chapitre précédent o1 la PML était de taille infinie) et a discrétiser les équa-
tions. Nous illustrerons cette méthode dans la section 3.1 par quelques exemples numériques.
Nous verrons notamment comment calculer des modes a fuite dans des structures hélicoidales.
Nous verrons ensuite, a la section 3.2, que des difficultés apparaissent lorsque nous cherchons a
calculer des modes a fuite. Nous expliquerons le phénomeéne de pollution numérique des résultats
grace a la notion de pseudospectre et nous donnerons notre remede pour éviter au maximum la
pollution numérique : placer la PML aussi proche du cceur que possible. Dans des géométries 2D
non canoniques, nous verrons que cela nous a donné 'idée de créer une nouvelle sorte de PML,
ce que nous avons appelé des PMLs non orthogonales, qui permettent de s’adapter a la forme
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du cceur. Nous illustrerons notre propos avec quelques exemples numériques sur ces nouvelles
PMLs. Enfin, a la section 3.3, nous montrerons une utilisation possible des modes a fuite pour la
représentation sous forme de série de la fonction de Green du guide ouvert uniforme.
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3.1 CALCULS NUMERIQUES DE MODES A FUITE

Dans cette section, nous allons chercher a calculer numériquement les modes a fuite. Nous avons
vu que ce sont des valeurs propres d'un opérateur A,, avec PML. Nous allons tirer parti de cela
pour les calculer numériquement.

3.1.1 Du probleme continu au probleme numérique

Lorsque le probléeme que 'on considere est tres simple (par exemple le probléme vu aux sous-
section 1.1 et 2.1.1), nous avons une relation de dispersion, qui nous permet de déterminer les
modes a fuite par la recherche des zéros d'une certaine fonction. On peut alors appliquer un
algorithme de type Newton pour déterminer les racines de I’équation de dispersion. Par ailleurs,
nous avons une formule analytique pour les fonctions propres. Cette premiere méthode nous
permettra d’avoir une solution de référence, notamment dans le cas ot €2 (la section transverse)
est 1D.

Lorsque la géométrie n’est pas simple, nous n’avons pas de relation de dispersion «a la main »,
il est donc nécessaire de trouver une alternative. L'idée est tres simple : elle consiste a prendre
une PML de taille finie, au lieu de prendre une PML de taille infinie comme dans le chapitre 2.
Il est en effet nécessaire d’avoir un domaine de calcul borné pour pouvoir faire des simulations
numériques. Ainsi on passe de la recherche des valeurs propres de 1'opérateur A,, avec PML
infinie, a celle d"un opérateur Za, avec PML finie. En prenant une PML de taille finie, nous intro-
duisons une erreur dans le calcul des modes, mais si la PML est suffisamment grande, les modes
a fuites qui sont exponentiellement décroissants dans la PML seront suffisamment absorbés par
la PML. L'erreur introduite par la troncature de la PML sera donc faible. Ensuite, une deuxiéme
étape consiste a discrétiser I'équation aux valeurs propres obtenue avec la PML de taille finie.
Nous utiliserons pour cela la technique des éléments finis, qui sont fondés sur la formulation va-
riationnelle de I"équation aux valeurs propres. Cette technique de calcul des modes a fuite n’est
pas originale, loin s’en faut! On peut citer par exemple [KP09], [HHKO04] [HHKS07] pour le calcul
de résonances (comme on I'a vu au chapitre précédent, les résonances et les modes a fuite sont
deux notions tout a fait similaires), ou encore [AZNGO8] pour le calcul de modes a fuite.

Une technique concurrente des PMLs pour calculer les modes a fuite est la technique des couches
absorbantes, qui repose globalement sur la méme idée : on entoure la zone physique d’intérét par
une couche qui va absorber les ondes, et ainsi, si la zone est suffisamment grande, on espere que
I'erreur introduite par la réflexion au bout de la couche absorbante sera faible. Cette technique
est utilisée par exemple dans [CLO8]. Nous avons vu au chapitre précédent que les PMLs sont
sans réflexion parasite a l'interface entre le milieu physique et la PML. Ce n’est pas le cas pour
les couches absorbantes. Pour contrecarrer cet effet des couches absorbantes, il est nécessaire de
prendre une absorption qui augmente petit a petit lorsque 1'on avance dans la couche absorbante ;
il n’est pas possible par exemple de prendre I'équivalent d'une PML abrupte, puisque dans ce
cas, une trop grande erreur serait créée a 'interface avec le milieu physique. Nous avons préféré
utiliser les PMLs car, d"une part, comme on le verra, des résultats de convergence avec les PMLs
existent et, d’autre part, leur utilisation est simple, surtout en prenant le cas de PMLs abruptes
(c’est toujours ce que 1’on fera pour les illustrations numériques).

Enfin, citons les travaux de Hohage, Schmidt et Zschiedrich sur la pole condition (condition de pdle
en frangais), cf. [HSZ03b, HSZ03a]. Cette condition de pdle permet de discriminer I’'onde sortante
en fonction de la position des poles de la transformée de Laplace de la solution. Cette condition
peut étre dérivée dans une méthode numérique et ainsi permettre de calculer des résonances, voir
[HNO9].
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Premiere étape : de la PML de taille infinie a la PML de taille finie

Quand nous tronquons la PML, nous devons imposer une condition au bout de la PML. Le plus
simple est d'imposer une condition de Dirichlet ou de Neumann homogene. Nous pouvons éga-
lement envisager d’autres conditions. A ce sujet, citons le papier [SLHCO1] oi1 c’est une condition
de périodicité qui est utilisée en fin de PML, parce que c’est la condition qui rentre facilement dans
le code de calcul des auteurs de ce papier. En ce qui nous concerne, nous allons souvent utiliser
une condition de Neumann car c’est une condition naturelle et nous n’aurons rien a rajouter dans
I'espace d’approximation pour la formulation variationnelle.

Explicitons maintenant 1’opérateur Za, avec PML de taille finie. Partons de I'opérateur A, avec
PML infinie. Commengons par le cas d"un opérateur 1D. Dans le cas otl1 cet opérateur est celui de la
section 2.2 (i.e. avec condition de Dirichlet homogene en 0 mais nous pourrions trés bien prendre
une condition de Neumann homogeéne en 0), nous notons h, la coordonnée de la frontiere exté-
rieure de la PML. Ainsi la PML remplit le segment ]h2, h.[. Nous notons Q le domaine physique
sur lequel vit 'opérateur Aq € =10, h,[. Nous rappelons que nous considérons toujours indif-
féremment deux types de PML, le type abrupt et le type doux sachant que pour les applications
numériques, c’est toujours le type abrupt (plus facile a implémenter) qui sera choisi. En prenant
une condition de Neumann homogene en z = h,, 'opérateur avec PML finie est 'opérateur A,
de L?(0, h,) défini par :

~ d d
Aqu = _ef (auu) — Kk,
du

- d
Vu € D(Ay) = {u e HY(0,hy), o p di: € H'(0,h,),u(0) = 0, == (h) = 0} .

Quand la géométrie transverse est bidimensionnelle (cas de la section 2.3), nous noterons R, le
«bout » de la PML. Ainsi, la PML sera la couronne B(0, R,) \ B(0, R2) dans le cas de la PML
radiale et la zone | — R,, —R2[U]Ra, Ri[x] — Ry, —R2[U|R2, R,[ dans le cas de PMLs cartésiennes.
Nous notons €2 le domaine physique sur lequel vit 'opérateur A, : Qest laboule de centre 0 et de
rayon R,, B(0, R,), dans le cas de la PML radiale et Q :=]—R,, R,[x]—R., R,[dans le cas de PMLs
cartésiennes. Les définitions des opérateurs Xa avec PML radiale ou cartésienne de taille finie se
déduisent aisément des définitions des opérateurs A, avec PMLs radiale (2.15) ou cartésiennes
(2.22), en mettant une condition de type Neumann homogene ou Dirichlet homogene en bout de
PML.

En prenant une PML de taille finie, nous avons changé la structure du spectre de l'opérateur
sous-jacent. En effet, nous avons le résultat suivant.

Théoreme 3.1: L'opérateur Aq est i résolvante compacte.

Démonstration. Nous n’allons traiter que le cas 1D. Les cas bidimensionnels se montrent de la
méme maniére. Regardons la formulation variationnelle associée a 1’équation (A, —\)u = f. Pour
cela, multiplions 1’équation par ;1/av et intégrons par parties. On obtient alors la formulation

variationnelle suivante : trouver u € V' tel que pour tout v € V, on ait :

h = 2 h
* du d k*+ A *
/ (auduv—u + uv)dz-/ Efﬁdz,
0 z dz @ 0 o
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o V = {u € HY(0,h,),u(0) = 0}. En prenant A = —k2_ .+ i, par les mémes arguments que
dans le lemme 2.2, on vérifie que 1’on se trouve dans le cadre d’application du théoréme de Lax—
Milgram : il y a donc existence et unicité de la solution u et continuité par rapport aux données :
lullzr,n) < Cllfllzz(o,n,)- On en déduit que la résolvante R 3 (A) est compacte, par injection

compacte de H*(0, h,) dans L?(0, k). O

Ainsi, le spectre de ga est constitué exclusivement de spectre discret. Dans [KP09], Kim et Pasciak
démontrent, dans le cas de PMLs douces, que le spectre de A, se rapproche de celui de A4, lorsque
la taille de la PML augmente. La figure 3.1 permet ainsi de se représenter comment est transformé
le spectre en prenant une PML de taille finie. Les modes guidés et les modes a fuite « dévoilés »
(i.e. le spectre discret de A,) sont faiblement perturbés. La différence majeure concerne le spectre
essentiel de A, qui est « discrétisé ». Mais lorsque la taille de la PML augmente, alors la branche
correspondant a la « discrétisation du continuum » (les ronds bleus a droite sur la figure 3.1) se
densifie et quand la taille est infinie, on retrouve le spectre essentiel de A,. Nous distinguerons
alors trois types de modes :

e les modes guidés approchés,
e les modes a fuite approchés,
e les modes venant de la discrétisation du spectre continu.

Nous verrons que, numériquement, une telle distinction sera assez facile a faire dans le cas d'un
opérateur 1D mais beaucoup plus délicate dans le cas d"un opérateur 2D.

modes guidés approx. modes guidés
Vv > Re()) T ¥—X » Re())

X N i “Fo 0
7kl?n‘1x 7k‘£c ~Fmax =k, O
. - Q

spectiradessentiel discrétisation du spQBe essentiel
modes a fulte dévollés O approx. modes a fuite
(u] O O
u] O |

FIGURE 3.1 — Représentation de la transformation du spectre lorsque I'on passe d'une PML infinie (a gauche) a une
PML de taille finie (a droite).

Pour généraliser ce que I'on fait dans le cas d'un guide fermé, on aimerait obtenir une propriété
de base pour les fonctions propres de I'opérateur A,. En effet, avec une telle propriété, on pourrait
représenter n'importe quelle fonction qui est dans L2(£~2) comme une série sur fonctions propres
de A,, puisque nous avons montré que I'opérateur A, est a résolvante compacte (théoreme 3.1),
donc que son spectre est discret. Ainsi, comme dans le cas du guide fermé, on pourrait représenter
toute onde vivant dans le guide avec PMLs comme un superposition de modes guidés, de modes
a fuite et de modes résultant de la discrétisation du spectre continu. Nous aurions ainsi atteint
notre but, que nous avons exposé en conclusion du chapitre 1 : transformer l'intégrale sur les
modes de radiation en une série. Mais contrairement a ce que nous avions annoncé, nous ne
prendrions pas que les modes a fuite : la série ferait intervenir les modes a fuite dévoilés et les
modes résultant de la discrétisation du spectre continu. A priori, il semble qu’il faille prendre en
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compte en priorité les modes a fuite, puisqu’on a vu qu’ils permettent de rendre compte de la
physique du phénomeéne, qu’ils ne sont pas liés a la PML, qu’ils ont une existence intrinséque au
guide d’ondes ouvert. Au contraire, les modes liés a la discrétisation du continuum ne sont liés
qu’ala PML et, par conséquent, il parait moins important de les prendre en compte. Nous verrons
que, numériquement, la distinction entre les différents modes est en général difficile a faire et il
semble, par conséquent, qu'’il faille traiter les différents types de modes indifféremment.

La différence majeure avec le cas d"un guide fermé est que I'opérateur A,, tout comme I'opérateur
A, (avec PML infinie), n’est pas autoadjoint. Par conséquent, nous n’avons pas a disposition le
théoreme spectral qui nous permet d’affirmer, comme pour un opérateur autoadjoint a résolvante
compacte (ce qui est le cas pour un guide d’ondes fermé), que les fonctions propres forment une
base Hilbertienne. Nous avons ainsi, grace aux PMLs, transformé une difficulté (la présence d'un
spectre continu) en une autre difficulté (le caractére non autoadjoint de I'opérateur transverse). En
annexe de ce chapitre (section 3.4), nous expliquons en quoi démontrer la propriété de complé-
tude des fonctions propres ! est difficile dans le cas de 1'opérateur A,. Désormais, nous n’allons
plus nous intéresser a la notion de complétude ou de de base des fonctions propres. Nous al-
lons simplement nous poser la question suivante : comment décomposer ? Nous allons pour cela
mettre en exergue une propriété importante de 1'opérateur A, : la bi-orthogonalité.

Théoreme 3.2:  Soit deux valeurs propres distinctes : \,, # A\, alors nous avons la relation de bi-
orthogonalité suivante :
((I)nv (I):%)LQ(Q) =0

ot I'on a noté ®,, la fonction propre associée a la valeur propre A, et ot @}, dénote la fonction propre
associée a la valeur propre A, de l'adjoint de A, noté A*. Dans le cas 1D,

h L
(@0, @3, 25y = / L P (3.1)
0

Dans le cas 2D avec PML radiale,

I
D, D) 0 = / — &, &, rdrdb. (3.2)
( )LQ(Q) B(0,R.) &Y

Dans le cas 2D avec PMLs cartésiennes,

R "
(P, ©7,) / / ®, d,, dy dz. (3.3)
R, aYa?
Démonstration. Nous savons que gafbn = A9, et EZCD* = /\7<I>* . Nous avons ainsi, d’une

part, (ﬁa{)n,@,’;l)w(ﬁ) = )\n(@n,fb,ﬁ%)Lg(ﬁ). D’autre part, (Ay®,,, O )2 = (D, ALDF)

A (P, @fn)m@). On en déduit, comme \,, # A\, que (@, D7) ;- 2@ =

Il nous reste maintenant a calculer 1’adjoint de A,. Nous allons traiter le cas de 'opérateur 1D
avec condition de Dirichlet en z = 0 et de Neumann en z = h,. Les autres cas se traitent de la

L2(Q) L2(Q) —

=0.

Ta complétude est une notion beaucoup plus faible que celle de base de Riesz, et non suffisante pour justifier que
’on peut décomposer sur les fonctions propres. Mais cette notion plus faible est déja difficile a démontrer.
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méme maniere. Pour l'instant, calculons formellement (A,u, v)x.
h
* ad du
—— — k*uw p d
[ {2 o)
h
* du d [« du
= —7 | —kuvpdz — [a®T —
[ (o) wtonfae- [ooe]
N /h* —Ui o 4 2%) ) — k2uv b de - a2@d—u h*-i- o d 4 uh*
—Jo =\ U dz |, 1 m 0

On en déduit que 'adjoint de A, est 'opérateur A}, défini par :

A (z) =~ <Oz(z)u(Z) = <ZE§ v<z>)) B(2)u(2),

Vo € D(A%) = {v € L2(0,h,), ; ( ui <O‘ >) € I2(0, h,), v(0) = o,%(h*) _ o}.

(Aau, U)X

Ainsi, si ®,, est une fonction propre de ﬁa associée a \,, p/a@ @, est une fonction propre de
A% associée a \,,. L'expression de (®,,, ®}) L2(@) en découle. La méme démarche dans le cas des
opérateurs 2D donne les relations (3.2) et (3.3). O

Ainsi, quand un mode est simple et que (®,,, ®;,) L2(@) # 0, alors I'expression de la projection sur
le sous-espace propre est simplement :

<U7 q);kl)L2(ﬁ)

(cI)n, ‘I);?)m(ﬁ) "

P)\HU:

Lorsque le mode est multiple et qu’il y a des blocs de Jordan, i.e. la multiplicité algébrique
n’est pas égale a la multiplicité géométrique, on doit utiliser une chaine de Jordan. En pra-
tique, nous supposerons que les modes sont simples. Mais une question demeure : peut-on avoir
(®p, 05) 2@ = 0 ? Dans les exemples numériques que 1'on va traiter, cela n’arrivera pas, mais
cette question reste ouverte.

Deuxiéme étape : discrétisation de 1’équation aux valeurs propres

La deuxieme étape consiste a utiliser notre technique de discrétisation préférée pour discrétiser
I’équation aux valeurs propres : Aot = Au.En ce qui nous concerne, nous utiliserons la technique
des éléments finis : on part de la formulation variationnelle de 1’équation aux valeurs propres, qui
s’écrit, dans le cas 1D : trouver u € V tel que pour tout v € v,

2
/u(adUdU—kuv> dZ:)\/ Hu@dz,
o dz dz « o«

oV = {u € H'(0,hy),u(0) = 0}. Dans le cas 2D radial, la formulation variationnelle s'écrit :
trouver v € V tel que pour toutv € V,

2
/ (]H[Vu Vv—kuv>rdrd9—)\ ﬁu@rdrd@,
Q o Q7o
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onV = H L(B(0, Ry)) et ott V désigne le gradient en coordonnées radiales et H est la matrice
définie par :

H:=

o2
IR o

Enfin, dans le cas 2D cartésien, la formulation variationnelle s’écrit : trouver u € V tel que pour

toutv € ‘7,
kK nooo_
pw| HVu- Vo — uv | dydz = A uvdydz,
a a¥Yo* a a¥a®

ot V = H'(] — R,, R,[x] — Ry, R.]) et o1 V est le gradient en coordonnées cartésiennes et

ay

H Pl
= az
0w

Apres discrétisation par éléments finis, on arrive classiquement a une formulation matricielle sous
la forme :
Aju = AByu.

Nous sommes ainsi confrontés a un probleme aux valeurs propres généralisé. Un propriété im-
portante des matrices A, et B, est qu’elles sont symétriques mais non hermitiennes, a cause de
la présence des PMLs. Ainsi, pour calculer les valeurs propres, nous avons besoin d'un solveur
qui peut prendre en compte ces caractéristiques des matrices. Ce n’est par exemple pas le cas
du solveur eigs de Matlab (la matrice B, a besoin d’étre hermitienne). Avec Matlab, nous pou-
vons utiliser eig pour des matrices pleines de petite taille. Pour des matrices plus grandes, nous
avons utilisé le solveur JDQZ, qui repose sur une méthode de Jacobi-Davidson (voir [SvdV96] et
[FSvdV9s]).

Cette deuxieme étape dans le calcul numérique des modes a fuite converge : les valeurs propres et
les fonctions propres trouvées numériquement convergent vers celles de 1’opérateur A,, lorsque
le pas du maillage diminue (voir [KP09]).

3.1.2 Illustrations numériques

Tous les résultats numériques ont été obtenus avec MATLAB pour le calcul des valeurs propres
(solveur JDQZ ou eig pour petites matrices) et MELINA, un code de calcul éléments finis dé-
veloppé conjointement au laboratoire POEMS (Propagation des Ondes, Etudes Mathématiques
et Simulation), le laboratoire ot a été effectuée la thése, et au laboratoire IRMAR (Institut de Re-
cherche Mathématiques de Rennes).?

Nous allons, dans cette sous-section, analyser quelques résultats de calcul de modes a fuite (dans
des situations de plus en plus complexes), en passant sous silence les difficultés qui peuvent sur-
venir. Ces difficultés seront mises en exergue et étudiées a la section suivante (section 3.2).

Cas 1D

Nous allons tout d’abord présenter des illustrations numériques sur le cas ou 'opérateur trans-
verse est unidimensionnel. Comme déja annoncé, toutes les illustrations numériques sont faites

2Voir le site Internet dédié a MELINA : http://anum-maths.univ-rennesl.fr/melina/.
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dans le cas de coefficients constants dans le cceur et avec une PML abrupte. Nous allons imposer
une condition de Neumann homogene en z = 0, ce qui correspond a ne regarder que les modes
symétriques. Mais nous aurions tres bien pu prendre une condition de Dirichlet (on aurait obtenu
les modes asymétriques). Les cas que nous allons présenter correspondent d"une part a des cas de
guides planaires optiques : modes symétriques TE et TM et d’autre part a un cas de guide planaire
élastique : modes SH symétriques. Plus précisément, nous avons pris, pour les modes SH, les pa-
rametres suivants, qui correspondent a une plaque d’acier dans du béton : py = 7.932, poo = 2.3,
co = 3.260, coo = 2.6375 et w = 27. Pour les cas d’optique, nous avons pris w = 2w 0.05/1.55 et des
indices ng = 2.872, no, = 1.45. Pour les modes TE, cela revient a prendre 1 = 1 et ¢ = 1/n; pour
les modes TM, ¢ = 1/n et p = 1. Pour toutes les simulations, nous prenons un coeur de taille h = 5,
hy = h + h/2 et h, = hy + h. Par ailleurs, nous prenons une PML de parametre o, = exp(—in/3)
et nous avons discrétisé avec des éléments finis P1 avec une taille de maille égale a h/200.

Les résultats sont représentés sur les figures 3.2 (pour les spectres) et 3.3 (pour un mode a fuite
dans chaque configuration). Sur la figure 3.2, dans les trois cas présentés, nous arrivons a faire la
distinction entre des éventuels modes guidés (pour lesquels la partie réelle est entre —k et —k2,
et la partie imaginaire tres faible en valeur absolue), des modes resultant de la discrétisation du
spectre continu (qui sont disposés en gros sur une demi droite partant de —k2, allant presque a la
verticale) et des modes a fuite (tout le reste : des modes qui semblent s’organiser sur une courbe
partant également de —k2, et allant dans une direction plutdt a ’horizontale). Nous retrouvons
ainsi les trois types de modes présentés sur la figure 3.1.

Nous notons déja une différence essentielle entre le cas TE ou TM présenté, d'une part, et le cas
SH présenté, d’autre part. Dans le cas TE ou TM, il y a au moins un mode guidé (car ¢y < co, cf.
théoréme 1.8) alors que dans le cas SH, il n’y a pas de mode guidé (puisque ¢y > co).

Sur la figure 3.2, on constate que le comportement des modes a fuite est différent selon si on
est dans le cas TE, d'une part, ou dans le cas TM ou SH, d’autre part. En effet, dans le cas TE,
les valeurs propres correspondant aux modes a fuite semblent avoir une partie imaginaire plus
importante (en valeur absolue). Cette différence de comportement se retrouve également sur la
tigure 3.3. En effet, on voit une croissance dans la direction transverse beaucoup plus importante
dans le cas TE que dans le cas TM ou SH. Cela n’est pas étonnant, puisque dans la zone h <
z < hg, la dépendance en z des modes est du type exp(ifixz), Ol foo = Z'Rf/kgo 4+ X.Si \aune
partie imaginaire plus grande en valeur absolue, alors le mode est davantage exponentiellement
croissant dans cette zone h < z < ha.

Par ailleurs, on voit une autre différence entre les modes TE et TM considérés et le mode SH
considéré. Les modes TE et TM sont trés fortement évanescents dans la direction z, contrairement
au mode SH (il est quand méme un peu évanescent mais beaucoup moins), c’est ce qu’on a appelé,
dans le chapitre précédent, un mode « presque propagatif ». Cela s’explique également par la
simple position de A dans le plan complexe. En effet, la dépendance en z est de la forme exp(if5z),
ot = “y/—\ (dans le cas ot A > 0, on prolonge la définition en posant 3 = iv/)). Ainsi, si A est
«presque » réel négatif, alors le mode correspondant est « presque propagatif » : il est trés peu
évanescent, c’est le cas du mode SH présenté.

Ainsi, dans le cas 1D, nous pouvons expliquer de nombreux comportement des modes par la
simple position des valeurs propres dans le plan complexe. Il est donc instructif de savoir com-
ment sont distribuées les valeurs propres. Pour cela, dans le cas 1D ici présenté, la relation de dis-
persion permet d’obtenir un comportement asymptotique pour la position des valeurs propres.
Nous reprenons ici, en les adaptant, les travaux des articles [ZL08], [ZL06], [RZ02]. Nous obte-
nons le résultat suivant, pour le cas des modes symétriques, i.e. avec une condition de Neumann
homogene en z = 0.
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FIGURE 3.2 — Représentation du spectre dans le cas TE (en haut a gauche), TM (en haut a droite) et SH (en bas).
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FIGURE 3.3 — Représentation d'un des modes a fuite dans trois configurations : cas TE : X = 4.1075 — 1.81744, cas
TM: X =3.1771-0.2024i et cas SH : A = —1.2717—0.1620i. Les lignes horizontalesen z = h =5et z = hy = 7.5
correspondent respectivement a l'interface ceeur / gaine et a l'interface domaine physique / PML.
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Proposition 3.1  Le comportement asymptotique des modes a fuite symétriques est donné par :

e Dans le cas ot pig # oo,

n’n? —nm Moo + o
e Dans le cas oit pig = jioo, €1 supposant que ko # koo,
n?m? N —nT

Démonstration. La relation de dispersion des modes a fuite du guide symétrique : équation (2.4)

se réécrit de la facon suivante :
1+T
2ifph) = ——
exp (2ifigh) = 1,

ot T = (fiooBoo)/ (1050), Boo = "\V/EZ + Net o = F\/kZ+ .

e Dans le cas o1 pig # too, ON a alors In (%) — In (%) On en déduit une asymptotique
de ﬂo :

Hoo + Ho

Ho — Moo

ol y est défini par v = 0 si pig > poo et v = 1/2 sinon. Ceci nous donne le comportement

asymptotique (3.4).

) 1
iBoh ~ iln <

>+i(n+’y)7r, neN,

e Dans le cas olt py = fioo, T = %{;’ On ne peut pas appliquer directement la méme méthode
que précédemment, on doit un peu travailler sur ’équation de dispersion. Celle-ci se réécrit :

_ BO""ﬁoo
50_500.

On définit: V' = ”W\/k% — k2. Noter que V > 0 quand il y a des modes guidés (c’est-a-dire
quand ko > k), sinon il est imaginaire pur. Asymptotiquement (|A| — +o0c), on a:

V2 V2
/800260“1_,3(2)N60<1_2ﬁ(2)+”.>.

ﬁﬂ + Boo ~ 47/83
BO - Boo vz
Au premier ordre, I'équation de dispersion s’écrit :

()= ()

iz'% ~ —i By he Pk,

exp (2i5oh)

Dong,

On en déduit que

On fait alors appel a la fonction réciproque de z — ze*, appelée fonction LambertW,
dont les principales propriétés peuvent étre trouvées dans [CJK97]. Ainsi, —ifph ~
LambertW(£iV'h/2, p), oit p est le numéro de la branche de la fonction LambertW que I'on
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utilise. On utilise ensuite I’asymptotique de la fonction LambertW suivante, qui est valable
aussi bien pour |z| grand, |z| petit ou |p| grand (voir [CJK97]) :

LambertW(z,p) ~ In(z) + 2imp — In(In(2) + 2imp).

En utilisant cette asymptotique pour p grand, (avec z = +iV'h/2), on trouve :

i8ph ~ —In <|V2‘h> — 1€ — 2imp+1In (ln ('V2|h> — €+ 2i7rp> .

On anoté £ = arggp- (£iVh/2). Au premier ordre, en supposant V fini, on a alors :
iBoh ~ In(|k + v|7) +i(k + ).

On a noté —i{ — 2imp = i(k + v)m, avec v = 1/2 quand V est imaginaire pur et v = 0 sinon.
On en déduit ensuite I’asymptotique recherchée (3.5).

O

Notons qu’on observe bien un changement de comportement dans la partie imaginaire de )\, selon
Si ftp = Jhoo OU [lg 7 lhoo- En effet, dans le cas ol j19 = pioo, la partie imaginaire est plus grande en
valeur absolue. C’est bien ce qu’on observe numériquement : c’est ce qui explique la différence de
comportement des modes a fuite dans la direction transverse entre le cas TE, d"une part, et les cas
TM et SH, d’autre part.

Ainsi, grace a I'asymptotique présentée, nous comprenons le comportement des modes a fuite.
Nous pouvons également obtenir une asymptotique pour les modes de 'opérateur A,, ie. non
seulement les modes a fuite, mais également les modes résultant de la discrétisation du spectre
essentiel de A,,.

Proposition 3.2  Nous trouvons les deux asymptotiques suivantes pour les modes de A, :

e une premiere asymptotique qui correspond aux modes a fuite, décrite a la proposition 3.1,

e une deuxieme asymptotique : des modes distribués asymptotiquement sur la demi-droite : —k% +
ERY, 00t € = [(ha — h) + (hs — h2) /o) ™2, ces derniers correspondant a la discrétisation du spectre
essentiel de A,,.

Démonstration. On considere que A est a partie imaginaire négative. L'idée de la preuve est la
méme que pour la proposition 3.1. Il s’agit de travailler sur la relation de dispersion. La premiére
étape consiste donc a trouver la relation de dispersion avec PML bornée. Cette relation de disper-
sion s’écrit, dans le cas d"une condition de Neumann en z = 0 et en z = h,, voir la remarque 3.5
en annexe de ce chapitre (section 3.4) :

Moo Boo tan (Boo(hQ - h) + ﬁﬁ(h* - h2)> + o Bo tan (50}’1) =0, (3.6)

Qoo

ot l'on a posé B = B2+ Aet By = “Rf/kg + A
On cherche des solutions telles que \, = |\,|e?’ avec 6,, — 6* (angle convergent) et |\,,| — oco.

En remarquant que
sin(z) ¥z 1
t = = - ; )
an(z) cos(z) ez 11
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on voit que si Im(z) — +oo, alors tan(z) — +i.

On en déduit que Im(Boh) ou Im(Loc(h2 — h) + Poo /oo (hx — h2)) tendent en valeur absolue vers
I'infini. Mais on ne peut pas avoir les deux en méme temps, sinon on aurait : o 8o = ££1050-

On peut donc distinguer deux cas :

e Soit Sm(Poo(ha — h) + Poo/oo(hs — h2)) — oo. Dans ce cas, arg(fph) — 0. La direction
asymptotique de ces modes est donc la demi-droite R*. L'équation de dispersion se simplifie
alors :

iftooSBoo + oo tan (Soh) = 0.

C’estl’équation de dispersion des modes a fuite. On retrouve alors les modes de la proposi-
tion 3.1.

e Soit Im(Syh) — —oo. Dans ce cas, arg(fBs(ha — h) + B0 /oo (hs — h2)) — 0. Donc, ces modes
ont pour direction asymptotique la demi-droite : —k% + ¢RT ot & = [(ha — h) + (hs —
ha)/cso] 2.

O]

Remarque 3.1: La position des modes résultant de la discrétisation du spectre essentiel n’est pas exac-
tement la demi-droite —k2, + o2 R* du spectre essentiel. Mais quand h, — +oo ou ha — h, alors on
retombe sur la demi-droite —k?, + a2 R,

Cas 2D

Dans tous les cas 2D ici présentés, nous avons utilisé MELINA pour calculer les matrices éléments
finis, en utilisant les élements finis P2.

La structure du spectre dans le cas 1D était assez simple. Nous allons voir que les choses sont
sensiblement différentes quand le probléme transverse est bidimensionnel, méme dans des cas
ou la géométrie est simple.

Un cas académique : un cylindre de parametres /., po plongé dans un milieu /i, poo

Nous allons commencer par un cas simple, pour se rendre compte que, méme dans ces conditions,
les choses sont plus compliquées que dans le cas 1D. Nous prenons les parametres suivants : pig =
84.29, tioo = 16, pg = 7.9312, pos = 2.3 (ce qui correspond aux mémes parametres adimensionnés
que dans le cas SH pour le 1D). Nous prenons une pulsation w = 4. Le cylindre est de rayon R = 4.
Nous utilisons une PML radiale abrupte de parametre : a, = 0.5 — 0.57, avec Ry = 6 et R, = 10.

Dans ce cas, on a également une relation de dispersion pour les modes a fuite.

Proposition 3.3  Dans le cas du cylindre de rayon R, les modes a fuite vérifient la relation de dispersion

suivante : Q)
Jnt1(BoR) n+1(ﬁooR) Ho — Moo
oo Moo =Y, Z, 7

oit Bo = FV/KZH Xet Boo = /K2 + A et oit les fonctions J, et oY désignent respectivement la
fonction de Bessel de premiere espeéce et la fonction de Hankel du premier type.
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Démonstration. L'équation aux valeurs propres pour les modes a fuite s’écrit

10 ou 0%u
r@r( “ar> +%w—l—(w2p+;ﬁ\)u:07

avec u sortant. On cherche une solution a variables séparées : u(r, 8) = F(r) ¢, on obtient :

1d< dF
r

/ML
— - F Wa
udr> 2 + (Wp+uA)F =0

rdr
L’équation du cceur admet pour base de solutions les fonctions de Bessel de premiere espéce et
de deuxieme espece : J,,(Bor) et Y, (Bor). On cherche une solution pour le coeur qui a une valeur
finie en = 0, cette solution est proportionnelle a : J,,(for). Dans la gaine, on cherche une solution

sortante donc du type Y (Bot). Reste a exprimer les conditions de raccord en » = R (interface
entre le coeur et la gaine) : F' et pdF'/dr sont continus en » = R. Donc si dans le coeur on a

F(r) = AJ,(Bor), dans la gaineon a : F'(r) = A%Hﬁl)(ﬁwr) et la condition sur la dérivée

nous donne :

T HY(BR) ar

On utilise ensuite les propriétés bien connues des fonctions de Bessel et de Hankel (cf. [AS65]) :

A o Bo (ﬂoR) (5oo )-

z ddn(z) zdaga(2)
e A e M
1
e dmle) _ AHLG)
HY(z) dz HV(2)
ce qui nous donne I"équation de dispersion. ]

Nous remarquons, en regardant la relation de dispersion, qu’il y a une infinité de solution de
I’équation (3.7) pour chaque n € Z. Ainsi, on s’attend a ce que la structure du spectre soit plus
compliquée que dans le cas 1D.

FIGURE 3.4 — Spectre dans le cas du cylindre : les cent valeurs propres les plus proches de X\ = 0 trouvées par le
solveur [DQZ.

Sur la figure 3.4, nous voyons que la struture du spectre est plus complexe que, par exemple, sur
la figure 3.2 (cas 1D). On devine quand méme des modes venant plutot de la discrétisation d'un
continuum et des modes a fuite, méme si cette distinction n’est pas évidente. Sur la figure 3.5,



3.1. Calculs numériques de modes a fuite

97

A=-1.643-0.64874i A=-0.56947-0.13336i

- 0.04 10 0.06
0.08 0.04
5 \ 1 Foo2 5
0.02
[ 0.01
0 0 0 0
-0.01
0.02
5 -0.02 5
p -0.03 004
- -0.04
-10 L L . 10 . . . 0.06
10 5 0 5 10 10 5 0 5 10
A= -0.88759-0.18494i A= 1.3489-0.18782i
10 : : 0.04 10 . — .
0.05
0.03
5 0.02 5 G
0.01
0 0 0 0
0.01
5 0.02 5 —
0.03
0.05
10 004 10
10 5 0 5 10 10 5 0 5 10

FIGURE 3.5 — Représentation des parties réelles de fonctions propres dans le cas du cylindre. En haut a gauche, une
fonction propre liée a la discrétisation de la PML. Les trois autres fonctions propres correspondent i des modes a fuite.

nous voyons tout d’abord une fonction propre liée a la discrétisation du continuum : la fonction
vit essentiellement dans la PML. Les trois autres fonctions propres correspondent a des modes
a fuite, puisque les fonctions vivent essentiellement dans la zone physique r < Ry. Noter que
la figure en haut a droite correspond a n = 0 (pas d’oscillation dans la variable angulaire §), les
figures en bas a gauche et en bas a droite a n = 1 (une oscillation dans la variable angulaire 6).

Guides d’onde hélicoidaux

La propagation d’ondes dans des structures hélicoidales (« twistées ») est d'un grand intérét pour
des applications pratiques. On peut citer par exemple [NZAGO07] (pour les équations de Maxwell)
et [Tre08] [TL10] (pour les ondes élastiques). A titre d’illustration (pour montrer que les PMLs
peuvent étre utilisées également pour calculer des modes a fuite dans des situations plus com-
plexes que celles rentrant strictement dans le cadre des guides d’onde ouverts décrits dans ce
mémoire), nous nous sommes intéressés au calcul de modes a fuite dans des guides hélicoidaux.
Nous allons toujours traiter notre équation modele, I'équation de Helmholtz généralisée :

—div (uVp) —w?pe =0 dansR?,

ol ¢ est scalaire, ;1 et p sont les caractéristiques physiques, valant respectivement 1, pg dans le
guide et /1, poo dans la matrice environnante. Mais, contrairement a tout ce que nous avons fait
jusqu’a présent, la géométrie est maintenant hélicoidale, il n’y a donc pas invariance par trans-
lation dans la direction x. Pour se ramener a ce cas, on procéde au changement de coordonnées
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suivant :
r =
ro=
6 = 0+ TX,

ol 7 est le parametre correspondant a la torsion du guide et ot on rappelle que r = \/y? + z2. On
obtient alors I"équation suivante :

—£§@ﬁ€¢yﬂﬁﬁ¢=a (3.8)

Dans cette équation, div et V représentent la divergence et le gradient en coordonnées cylin-

driques (z,7,6) :

uz ou/0x
(v _ ux _ z
div | uz | = %,Lf + E; (Tuz) + ilf et Vu= /[ 0Ou/Or

ug rooror T oo 1/70u/00

et la matrice H est définie par:
1 0 T
H:=(0 1 0
™ 0 14777

Par soucis de simplicité, nous allons omettre les signes tilde désormais. Maintenant, dans les nou-
velles coordonnées, la géométrie est invariante par translation dans la direction z. Comme nous
cherchons des modes d’une telle structure, nous cherchons des solutions ayant une dépendance
en z de la forme ¢’%%. On cherche en fait ¢ (z, 7, 0) = €** u(r, §). En faisant cela, on n’a plus, comme
dans le chapitre 1, la structure autoadjointe de I'opérateur transverse. En effet, I'équation vérifiée
par u est la suivante :

1 ~
L divan(uon Vapu) — 27 iB S + Pu— Ku=0, (39)
1

~ 10
Hw‘<01+#ﬁ)

et divop et Vaop correspondent aux opérateurs divergence et gradient bidimensionnels en coor-
données polaires (r, #). On a ainsi un probléme qui fait intervenir a la fois 3 et 3. Pour le ré-écrire
comme un probléme aux valeurs propres, on pose U = (ifu,u)’ et on se raméne au probleme
suivant :

<_27<§é _%div(ﬂﬁw Vap:) — k?
1 0

)U:wa

L’opérateur agissant sur U n’a a priori pas de caractere autoadjoint. Mais il est quand méme
possible de calculer numériquement des modes a fuite d"une telle structure. Pour cela, nous al-
lons placer des PMLs radiales, autour de la structure. Nous n’allons traiter que le cas d'une PML
abrupte dans la suite. Cela revient a considérer une variable 7 complexe définie par :

e { r dans le milieu physique (r < R»), (3.10)

"T 1 Re+ 52 danslaPML (r > Ry).
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Les autres coordonnées ne sont pas affectées : § = 6 et7 = 2. Comme on l'a vu au chapitre 2,
I'introduction de PMLs revient a complexifier I'équation (3.8), puis a paramétriser un chemin (ici
on choisit 7 € C paramétrisé par (3.10)). Ainsi, I'équation (3.8) devient :

I iv(pE V) — k23 =0
7

ou 1
T
R % 0 7—%
H = 0o ¢ 0
! 272

et a et v sont donnés par I'équation (2.14), ce qui peut s’écrire de fagon explicite dans le cas d"une
PML abrupte :

dr { 1 dans le milieu physique (r < R»),

d7 ~ | as danslaPML (r > R),
") = rof1 dans le milieu physique (r < Ra,
nr)y = == m dans la PML (r > Ry).

Ensuite, on cherche une dépendance en z de la forme en e"#? on obtient donc I'équation :

—% divop(uHap Vapu) — 27 wgg + 8% — K*u=0, (3.11)

_ a 0
Hop = (7
N0 21425

et divep et Vap sont les opérateurs divergence et gradient 2D polaires (en 7, ). Pour résoudre
numériquement 1'équation (3.11), on dédouble les inconnues : on pose U = (ifu,u) et on se
ramene a un calcul de valeurs propres :

9 Yo g a 2
—27'% —7d1V2D<MH2DV2D-)—k‘ : UZiBU.
1 0
En écrivant la formulation variationnelle de cette équation aux valeurs propres, on peut ainsi
calculer numériquement des modes a fuite dans un guide hélicoidal.

Un premier exemple académique consiste a calculer les modes a fuite du guide cylindrique étudié
précédemment, mais dans des coordonnées hélicoidales. C’est un moyen de valider le code.

Sur la figure 3.6, nous voyons que certains modes se dédoublent quand on passe de 7 = 0 a
7 = 0.01. Les modes pour lesquel cela a lieu sont les modes a fuite, les autres modes sont des
modes résultant d"un continuum (et qui ne nous intéressent pas ici). Ce phénomene est bien connu
(cf. JD96]). Nous allons I'expliquer facilement a I’aide de la relation de dispersion. En fait, le mode
est double quand 7 = 0 et quand 7 devient non nul, il y a dédoublement du mode et décalage
du mode de la quantité +n7, ot n est le numéro intervenant dans la relation de dispersion (3.7) :
le nombre d’oscillations dans la variable angulaire ¢. Dans le cas ot il n’y a pas de « twist »,
I’équation aux valeurs propres pour les modes a fuite s’écrit

10 ou p 0*u 2 o0
ror (Tﬂ&,)‘f“f‘(w p—pB)u=0,
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FIGURE 3.6 — Représentation des nombres d’onde longitudinaux () dans le cas du cylindre, avec ou sans « twist ».

On cherche une solution a variables séparées : u(r, ) = F(r) e, on obtient :
1d dF
e

En prenant n ou —n, on obtient la méme équation. Ainsi, chaque mode est double (pour n # 0).

2
un
rdr )_7-2F+(w2p_“62)F:0'

Dans les coordonnées hélicoidales, I’équation aux valeurs propres pour les modes a fuite s’écrit
Lo (o

ror \' " or

Si on prend une dépendance de la forme u(r 0) = F(r)e™?, on obtient :

Ld ( dF

"

On voit alors que la différence avec 1’'équation sans « twist » consiste uniquement a changer 3 en
Tn + f3. Noter ainsi que plus n est grand, plus le décalage est important.

+ﬂ(1+72r)52 +226w8 + (Wp—pfHu=0
r2 002 89 ’

un
o ) 3 F+(wp p(tn + B)%) F = 0.

Terminons par un exemple un peu plus proche des applications. Il s’agit de la simulation d'un
toron 6+1. Ces structures sont présentes dans le génie civil, par exemple un cable d’acier consti-
tué de plusieurs fils. Nous allons nous concentrer sur un cas d’application (on reprend le cas de
[TL10]) ot il y a un brin central et six brins périphériques enroulés autour du brin central. Les
parameétres choisis sont les mémes que pour le cas du cylindre : pg = 84.29, poo = 16, po = 7.9312,
Poo = 2.3, w = 4. La géométrie est la suivante : il y a un cylindre central de taille a = 2.7 et six brins
périphériques de taille 0.967 a. On va distinguer deux situations : quand 7 = 0 (sans « twist ») et
quand 7 = 27/240 = 0.0262 (en L = 240, la structure a fait un tour). Noter que la géométrie
n’est pas la méme avec ou sans « twist » : le « twist » a tendance a écraser les brins périphériques.
Nous devons déja faire attention pour la création du maillage de fagon a prendre en compte ce
phénomeéne. Ensuite, nous prenons une PML de parametres Ry = 11, R, = 15 et ao, = 0.5 — 0.5¢.

Sur la figure 3.7, on voit que, comme dans le cas du cylindre, le fait de « twister » fait bouger les
modes. Sur la figure 3.8, le premier mode présenté (en haut) ne bouge pas : le nombre d’onde
longitudinal est presque le méme, ainsi que la fonction propre, a une constante multiplicative
prés. Nous pouvons interpréter cela par analogie avec le cas du cylindre car ce mode correspond
a un nombre d’oscillations dans la variable angulaire nul : n = 0. Il est donc logique que ce mode
soit insensible au « twist ». Le deuxiéme mode présenté (en bas) bouge davantage, a la fois en
ce qui concerne le nombre d’onde longitudinal et la fonction propre (puisqu’il correspond a un
nombre d’oscillations dans la variable angulaire non nul : n = 2).
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07t _% + en twistant
' o O sans twister
0.6 o * 1
osf  + + .
0 1%
S04 +0+ +
£ +
03f + ot 1
0.21 + 0 J
0.1 1
+ o+
0 . . ) . (]
0 02 04 0.6 0.8 1

Re(B)

FIGURE 3.7 — Représentation des nombres d’onde longitudinaux (3), avec ou sans « twsist », dans le cas du toron
6+1.

B=-1.1316-0.023631i B=-1.1327-0.02291i
0.015 0.015
10 .01 10 0.01
5 0.005 5 0.005
0 0 0 0
5 -0.005 5 -0.005
10 -0.01 10 -0.01
-0.015 -0.015
15 10 5 0 5 10 15 15 15
B=0.81431+0.048859i
P : 0.015 0.015
10 0.01 10 0.01
5 0.005 5 0.005
0 0 0 0
5 0.005 5 -0.005
10 0.01 10 0.01
0.015 0.015
15 10 5 0 5 10 15 -15 10 5 0 5 10 15

FIGURE 3.8 — Représentation de la partie réelle de deux modes a fuite : 4 gauche sans « twist », 4 droite avec « twist »,
dans le cas du toron 6+1.
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3.2 LES DIFFICULTES RENCONTREES LORS DU CALCUL DE MODES A
FUITE

Dans cette section, nous allons nous concentrer sur les difficultés numériques qui peuvent sur-
venir lors du calcul des modes a fuite. Nous ne sommes pas les seuls a avoir été confrontés a
ce genre de difficultés, on peut citer par exemple l'article [KP09] ot les difficultés que nous ren-
controns sont exposées. Notons également que nous avons présenté ces difficultés, ainsi que le
remeéde que nous proposons, lors d"un exposé a la conférence WAVES 2009 : la neuviéme confé-
rence internationale sur les aspects mathématiques et numériques de la propagation des ondes.

3.2.1 Croissance exponentielle de la résolvante

De maniere a comprendre les phénomenes, nous allons nous concentrer sur le cas simple des
modes symétriques d’un guide planaire optique avec la polarisation TE, dans le cas ot les coeffi-
cients sont constants dans le cceur. Il n’y a qu'une dimension transverse (z) et les parametres sont
donnés par :

1 .
-1 <h,
w=270.05/155, h=5 no=2872, ne=145 et c(z)= { 0= q 517

Coo = i sinon.

Ce cas correspond a un milieu stratifié dans le cas de 1'optique (guide optique 2D), d’indice de
réfraction ny dans le coeur et no, dans la gaine, illuminé par une onde de longueur d’onde 1.55pm
avec une hauteur de guide de 5/0.054m = 100um, dans la polarisation TE, en ne considérant que
les modes symétriques (puisqu’on impose une condition de Neumann en z = 0). Nous utilisons
une PML abrupte. Le parametre que nous allons faire bouger est la position de la PML (h2); les
autres parametres ne bougent pas. Nous prenons h, tel que h, — hy = 10 (la taille de la PML est
toujours la méme) et o, = exp(—in/3).

5

=+ modes calcules numeriquement,
QO modes exacts

+ modes calcules numeriquement|
O modes exacts

i * . | o
+
+

:

Im(\)

Im(\)
+
o

B + . . i + . .
1% 5 10 10 0 5 10
Re(M) Re(\)

FIGURE 3.9 — Spectre calculé dans deux configurations : a gauche dans le cas oit ho = 2h, a droite dans le cas ol
he =6/5h.

Sur la figure 3.9, nous présentons deux résultats de calcul de spectre, le premier (& gauche) dans
un cas ou la PML est assez loin du cceur (he = 2h), le second (a droite) dans un cas ot la PML
est, au contraire, assez pres du coeur (he = 6/5 h). Les modes exacts (les ronds noirs) sont calculés
avec la relation de dispersion, ce sont les solutions de référence. On remarque sur cette figure que
dans le cas ou la PML est loin, les modes a fuite sont beaucoup moins bien calculés que dans le
cas ot la PML est pres.
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Comment comprendre un tel comportement? L’'idée est de faire appel au pseudospectre (voir la
section A.3 en annexe pour quelques rappels concernant le pseudospectre d’un opérateur ou la
référence [TEO05] pour plus de détails). C’est une notion qui permet de quantifier la norme de la
résolvante : le e-pseudospectre est I'ensemble des points dans le plan complexe ot la norme de la
résolvante est plus grande que 1/¢. Ainsi, le pseudospectre contient le spectre (formellement, la
norme de la résolvante est infinie sur le spectre). Nous allons considérer un opérateur a résolvante
compacte (c’est le cas de notre opérateur A,), ainsi son spectre est uniquement discret. Nous allons
voir que dans le cas de notre opérateur, Za, la norme de la résolvante peut étre tres importante
dans des régions ou il n’y a pas de valeurs propres et que c’est ce qui crée la pollution numérique
de nos résultats.

=4 modes calculés numériqguement = modes calculés numériquement

o modes exacts 7 o modes exacts 7

FIGURE 3.10 — Représentation du spectre calculé et du pseudospectre (théorique) de I'opérateur A, dans deux confi-
gurations : PML loin du ceeur (hy = 2h) a gauche et PML pres du ceeur (ho = 6/5 h) a droite. Le pseudospectre est
représenté en échelle logarithmique : I'échelle de couleur correspond alogy, [|[R 5 (V)]

Sur la figure 3.10, nous avons représenté le spectre de I'opérateur (dans les deux mémes configu-
rations que sur la figure 3.9) ainsi qu’une estimation de la norme de la résolvante. Commengons
par faire quelques remarques sur le calcul du pseudospectre. Comment avons-nous pu ainsi es-
timer le pseudospectre ? Nous avons utilisé des techniques présentées dans [Tre00]. L'idée est
d’utiliser non plus une discrétisation par éléments finis mais une discrétisation spectrale de type
Chebyshev : celle-ci est plus précise, mais également beaucoup plus gourmande, notamment les
matrices sont pleines (si bien que ce type de discrétisation ne semble réalisable qu’en 1D). Ensuite,
pour calculer le pseudospectre, nous utilisons l'algorithme donné dans [TE05]. L'idée est la sui-
vante : le pseudospectre d'une matrice A, dans le cas ot1 la norme choisie est la norme euclidienne,
est donné par (voir annexe A.3) :

A(A) = {\ € C, smn(A — A) < &},

oll smin(A) dénote la plus petite valeur singuliere de A. On rappelle que les valeurs singuliéres
de A sont les racines carrées des valeurs propres de A*A. Pour calculer les valeurs singulieres,
nous utilisons la décomposition de Schur. Ainsi, calculer le pseudospectre en un point A du plan
complexe revient a calculer la plus petite valeur singuliere de (A —AI)*(A—AI). En faisant cela sur
une grille (en \), on estime le pseudospectre dans toute la zone balayée. Dans la suite, on suppose
que la méthode spectrale est tres précise, puis que le calcul des valeurs singuliéres également,
ce qui nous permet d’affirmer que le pseudospectre ainsi calculé est une bonne estimation du
pseudospectre de I'opérateur continu Aq.
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Maintenant que ces remarques préliminaires sur le calcul du pseudospectre sont faites,
qu’observe-t-on sur la figure 3.10? Nous voyons tres clairement que la norme de la résol-
vante est beaucoup plus importante dans le cas ott la PML est placée loin du cceur. Nous allons
voir que c’est génant pour le calcul de valeurs propres. Pour cela, nous allons utiliser une autre
caractérisation du pseudospectre (voir annexe A.3) :

A (A) = {X € C,3E un opérateur borné tel que A € A(A+ E) et |[E| <e}.

En d’autres termes, le pseudospectre de A est ’ensemble des points qui sont dans le spectre d"une
perturbation de A. Cette caractérisation du pseudospectre nous permet de comprendre pourquoi
quand la norme de la résolvante est grande, le calcul de valeurs propres peut étre perturbé. En
effet, la discrétisation des équations introduit une erreur. Ainsi, on ne calcule plus exactement les
valeurs propres de A,, mais les valeurs propres d’une perturbation de Aq. On en déduit qu’on va
trouver des valeurs propres dans le pseudospectre de A,, et non pas exactement sur son spectre.
Mais alors, si la norme de la résolvante est importante dans certaines zones, le solveur de valeurs
propres va trouver des valeurs propres numériques dans ces zones, méme s’il n’y a pas de valeur
propre du point de vue continu.

Lorsque l'opérateur dont on veut calculer les valeurs propres est normal (c’est-a-dire lorsqu’il
commute avec son adjoint), alors on montre que la norme de la résolvante se comporte comme
1/|X — Xo| au voisinage de Ay un pole de la résolvante (voir annexe A.3). En d’autres termes,
le pseudospectre est localisé autour des valeurs propres de 'opérateur et le solveur de valeurs
propres trouve des valeurs propres proches des « vraies » valeurs propres. Mais lorsque 1’opé-
rateur n’est pas normal, un tel comportement de la résolvante n’a pas nécessairement lieu et le
solveur de valeurs propres peut trouver des valeurs propres parasites si la norme de la résolvante
est grande dans une zone ot1il n’y a pas de « vraies » valeurs propres ou il peut également mal cal-
culer les valeurs propres si la zone o1 la norme de la résolvante est grande n’est pas bien localisée
au voisinage de ces valeurs propres.

Sur la figure 3.10, il semblerait que le solveur de valeurs propres s’arréte a une norme de la résol-
vante égale a peu pres a 10* : il ne peut aller au-dela. En effet, il trouve des valeurs propres dans
des zones ot la norme de la résolvante vaut a peu pres cette valeur. Cela se caractérise par une
partie imaginaire des valeurs propres calculées plus faible que celle des vrais modes a fuite. Dans
ce contexte, il parait essentiel de chercher & minimiser, autant que faire se peut, la norme de la
résolvante. Il semblerait que le fait de placer la PML pres du cceur arrange les choses. Pourquoi
cela? En fait, dans le cas trés simple que nous présentons ici, nous arrivons a montrer qu’il y a
une croissance exponentielle de la norme de la résolvante en fonction du parametre hy — h, i.e. la
distance entre la PML et le cceur. C’est 1’objet du théoréme suivant.

Théoréme 3.3:  Soit & dans le secteur {¢ € C,2arg;p+ (o) < arg;p+ (¢ + k%) < 0}, avec —m/2 <
arg;p+ (o) < 0. Nous notons, comme d’habitude, By = “Rf/kg + et Boo = /K2 +E.

Nous avons tout d’abord le premier résultat suivant, concernant la norme de la résolvante de A,, (I'opéra-
teur avec PML infinie) :

1RA, ()| 2ty = C(€) Ve 23m(Beo)(ha=h) — 1, (3.12)

) 5 —1/2
2 ,8h
(h + 150 15)] } -

Par ailleurs, pour I'opérateur A, (avec PML de taille finie) : on obtient :

1Rz, ()20, = F(£)/9(8) (3.13)

ot C(§) := {—2 Sm(Boo) [4!ﬁo!4h+ ‘%;foo
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ot
L asm(Be)(d—h) 2t (.29m(Beo)(d—h) _
_ 1/2
B .
9 _ Poo [ 2iRe(Boo)(h2—h) _ 1
+ 2 Re |:2Z§Re(ﬁoo) (e ) 9

3 1/2
o6 = {tanfisitn izl (34 1m050) L

; Boo ,
et Boo := €% oo e h2) 2ifoc(ha=h) Ao~ 1 4 B By = ifu (1 = Boo) ftoo/ Ho-
Démonstration. On sait que la norme L? d’un opérateur B est égale a

B
1Bl = sup 172
ek Tlee

L’idée est maintenant de chercher u = R4(§)f tel que |[u||;2/| f] 12 fait apparaitre la croissance
exponentielle recherchée. Nous allons dans toute cette preuve utiliser A pour I'opérateur A, ou
A, (pour l'opérateur A,, il suffira de prendre h, = +00).

Nous allons considérer f a support dans le cceur (0 < z < h). Ainsi, dans la zone h < z < hy, on
a:
u(y) = Ao €= 4 B omiBucleh),

avec A, Bs a déterminer. On en déduit que

2 2 ha=h 18002 —if3 z2
lelZ200.) 2 IeliEaqun) = | Ao 4 Boge 2] dz,

On va chercher a montrer que B, est petit, ainsi, la croissance exponentielle de
Q;LHIQ(OW*)/HfHLz(Ovh*) viendra du terme HUHL2(h,h2)~ Calculons plus précisément ”“H%Z(h,m)'
na:

Ao ez | B oo 2 A |2 230 4| B 26230 4 oe( A Boge?Re(0)7).

On en déduit que :
2 AP 9%m(Buc)(ha—h) 1Bool*  ( 98m(Ba)(ha—t) _
lullz2hny = 251m( o) (1 ¢ ) T %m(Ba) (e 1)
B L (2iRe(Buo)(ha—h) _
+oRe (A°°B°°2i§)%e(ﬂoo) <e 1) .

Maintenant, nous allons chercher a calculer B, par rapport a A. Pour cela, comme dans la PML
(he < z < hy), f = 0, on a, en utilisant les conditions de transmission en z = hg : [u]y, = 0 et
[ap$e]p, =0

. i Boo (,_ : _jBoc (5
w(z) = An oo (ha—h) (i52 (2=h2) + B, e Belha=h) o P52 (2 h2), pour hy < z < h,.
La condition aux limites en z = h, (condition de Neumann homogene) nous donne :

By = A, HE ) i),
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Dans le cas d'une PML infinie, cela impose B, = 0.

Enfin, il reste a calculer || f| z2( 4,)- Nous avons pris f a support dans le cceur. Comment choisir
f? On sait que u vérifie une condition de Neumann homogene en z = 0. L'idée est de choisir un u
al’expression simple dans [0, k], afin que f ait également une expression simple. Nous choisissons
u comme combinaison linéaire de ¢ et ¢, o1 ¢ est la fonction constante égale a 1 (qui permet de
traiter la condition de Neumann en 0) et ¢ est une fonction quadratique : ¢o(2) = —h/2+22/(2h).
Ainsi, dg2/dz(0) = 0, ¢2(h) = 0 et dp2/dz(h) = 1. On écrit u comme une combinaison linéaire de
ces deux fonctions : u = Agp1 + Bopo. L'équation dans la zone 0 < z < h donne :

—h 22

2
‘ _Bg[AO+BO< )]:f dans 0 < z < h.

u 2
“a Pou=-

By
h 2 2h

Ceci nous permet d’estimer || f[[z2(,)- On obtient en utilisant (a deux reprises) le fait que
la +b| < 2|al? + 2|b)% :

2
s = 12an < 2L Copop [ g+ 8o (224 2] 4
L2(0,hy) L2(0h) = 3 ; > T on
By|? h 22\ 2
< 220 il aolh + 6ol | Bol [ (—h+h> a:
0
2 8h3
< AlanPleol'n+ 1B (2 + 15005 ).

Par ailleurs, comme u et i du/dz sont continus en z = h, cela nous donne :

AO = Aoo+3007
:U'OBO = ,U'oozﬂoo(Aoo_Boo)

Nous avons maintenant tous les outils pour estimer la norme de la résolvante :

IRA 220,10y = Nl 22 o)/ I 220,

En combinant tous les résultats, on obtient ’estimation (3.13). Dans le cas o1 la PML est infinie,
ona By =0, Ag = A et By = ific0 o0/ B0 Acc- On obtient ainsi 1’estimation (3.12). O

Dans le cas ot la PML est infinie, on voit alors clairement apparaitre la croissance exponentielle
de la norme de la résolvante par rapport & —3m (S )(h2 — h). Dans le cas d'une PML finie, c’est
un peu moins clair. Mais dans les zones du plan complexe qui nous intéressent, on peut négliger
Bo, devant A...2 On se rameéne ainsi au cas ott la PML est infinie.

Le message de toute cette étude est que la norme de la résolvante en A évolue en gros comme
e—sm( R /2 —M) (ha—h)

Ainsi, plus A est a partie imaginaire en valeur absolue importante et plus la distance entre la
PML et le coeur (hy — h) est grande, plus la norme de la résolvante est grande et ceci de maniere
exponentielle. On en déduit que les valeurs propres qui ont une partie imaginaire non négligeable
seront mal calculées sila PML est placée loin. On a vu que dans le cas 1D, les modes a fuite TE ont

*En fait B est de 'ordre de Ao lorsque I'on se situe sur la demi-droite —k2, + [(ha — h) + (he — h2)/aee] 2 RT,
ce qui ne doit pas laisser insensible le lecteur attentif. Hé oui ! c’est 1a o1 asymptotiquement se trouvent les modes liés
a la discrétisation du spectre continu.
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une partie imaginaire plus importante que les modes TM ou SH. Les modes a fuite TE sont donc
a priori moins bien calculés que les modes a fuite TM ou SH. C’est ce qu’on vérifie en pratique.
Il est, dans tous les cas, essentiel de placer la PML le plus pres possible du cceur pour minimiser
cette source d’erreur dans le calcul des modes a fuite. On peut comprendre ce phénomeéne « avec
les mains » : on a vu que les modes a fuite sont exponentiellement croissants dans la gaine. Si
on laisse cette croissance exponentielle devenir trop importante (en placant la PML loin), alors
l"utilisation d’une méthode numérique induit nécessairement des erreurs, qui seront amplifiées,
et les modes seront mal calculés. Nous avons vu au chapitre 2 qu’a priori nous ne pouvons pas
« faire rentrer » la PML dans le coeur, puisque la solution de 1'équation aux valeurs propres n’est
pas analytique en général a la traversée de l'interface coeur / gaine. Dans le cas 1D, pour minimiser
la croissance de la résolvante, il suffit alors de coller la PML au cceur. Dans le cas 2D, c’est plus
délicat, en fonction de la géométrie. Nous allons voir qu’une solution pourrait étre l'utilisation de
ce qu’on appelle des PMLs non orthogonales, qui suivent le contour du cceur. C’est I'objet de la
sous-section suivante.

3.2.2 Les PMLs non orthogonales : une solution ?

Nous allons présenter comment développer un nouveau type de PML, qui permet de rapprocher
la PML du cceur dans des géométries 2D. Les PMLs classiques permettent d’encadrer le cceur
dans un cercle (pour les PMLs radiales) ou un rectangle (pour les PMLs cartésiennes). Dans les
deux cas, la frontiére entre le domaine physique et la PML est orthogonale a la direction dans
laquelle on procede a la dilatation analytique. Par exemple, dans le cas d'une PML radiale, on
dilate analytiquement dans la direction radiale et la frontiere entre le domaine physique et la PML
est un cercle. Les PMLs que nous allons développer ci-apres sont non orthogonales, dans le sens
ou cette frontiére est non nécessairement orthogonale a la direction dans laquelle on procede a la
dilatation analytique. Nous appellerons ainsi ces nouveaux objets PMLs non orthogonales. Notons
que cette étude, sur les PMLs non orthogonales, a fait 1’objet d"une conférence (conférence ICTCA
2009 : « 9th International Conference on Theorical and Computational Acoustics), donnée par
Andrés Prieto.

Nous allons faire la présentation dans le cas d’'une PML abrupte mais tout se généralise pour une
PML douce.

Commengons par traiter le cas d'une PML cartésienne. Considérons le cas d"'une PML dans la
direction z. Une PML classique consiste, comme on I’a vu au chapitre 2, & complexifier la coor-
donnée z, puis a prendre un chemin dans le plan complexe du type :

z d 1 z
C*(z) = /0 5 ou a®(z)= { 1 siz < R,

az(s)’ aZ, sinon.

Une PML non orthogonale consiste a prendre :

1 siz < R3(y),

. .
aZ, sinon.

Cz(y,Z)zfozcﬂZiS), oit ozz(y,z):{

La différence réside dans le fait que la frontiere entre le domaine physique et la PML n’est plus
une droite z = R, mais une courbe z = Rj(y), comme on peut le voir sur la figure 3.11. Notons
Z = C*(y, z) la coordonnée complexifiée. On suppose, pour simplifier ici, que 'on n’introduit pas
de PML dans la direction y : § = y. On a vu, au chapitre précédent, que I'introduction d"'une PML
consiste, formellement, a modifier dans I’équation toutes les variables z par Z (une variable com-
plexe), puis a procéder au changement de variable Z = C*(y, z). Dans le cas d'une PML standard,
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FIGURE 3.11 - Différence entre une PML cartésienne orthogonale (a gauche) et une PML cartésienne non orthogonale
(a droite). En bleu est représentée la zone PML, en blanc la zone physique. Les fleches représentent la direction dans
laquelle on procéde a la dilatation analytique.

I'introduction de la PML revient alors, formellement, a remplacer dans les équations les 0/0% par
a” 0/0z. Dans le cas d"'une PML non orthogonale, c’est un peu plus compliqué. On a :

(or02) = (o "5a) (o152)

0/0y\ (1 —a*0C*/oy\ (0/0y

8/0z) \0 a® 0/0z)"
Dongc, non seulement on doit changer 1'opérateur 9/0% par a*0/0z, mais l'opérateur 0/0y de-
vient: 9/0y — o (0C*/dy) 0/0xz.

Nous allons nous intéresser plus particulierement aux PMLs radiales. Dans ce cas, I'idée est la
méme : on considére une frontiere entre le domaine physique et la PML paramétrisée par une
courbe polaire R»(f). Dans le cas standard, R2(f) = Rs est une constante. On voit ainsi qu’une
limitation de ce nouveau type de PML est que le domaine physique est étoilé par rapport a 0. Plus
précisément, on prend

On en déduit que

[T ds . J1 sir < Ro(0), o
C(r,0) —/0 a(s.0)’ ou «(r,0) .—{ e SINOM, eton pose ~(r,0):=

C(r,0)

FIGURE 3.12 — Différence entre une PML radiale orthogonale (4 gauche) et une PML radiale non orthogonale (i
droite). En bleu est représentée la zone PML, en blanc la zone physique. Les fleches représentent la direction dans
laguelle on procede a la dilatation analytique.

Sur la figure 3.12, nous représentons schématiquement les différences entre une PML radiale clas-
sique et une PML radiale non orthogonale. Notons 7 = C(r, #) la coordonnée complexifiée. Nous
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ne modifions pas la coordonnée 6 : § = 6. Le gradient en coordonnées radiales s’exprime de la

fagon suivante :
v (2o )= (e OY (2 - (e 0 )

10C
ol g 1= ~ 50" Dans le cas d’'une PML abrupte,

0 sir < Ra(0),
@0 = 1R, (6) (1 — %.o) sinon.

Donc,

V=MV ol I\\/JI::< @ 0).
—ayag 7y

On en déduit que I’équation suivante : —1/u div(uVu)u — k*u = Au devient :

g div(uH Vu) — E*u = \u (3.14)
w

ou div et V sont les opérateurs divergence et gradient en coordonnées radiales et ou

H .= (3 (ljv(Zje)Q) —73049> .

En effet, en coordonnées radiales,
/ pVu - Voidrdd —
RQ

,quuvf'dv‘dé—/

1
pMVu - MVy —rdrdf —
R2 Yy

k> 1 rdrdd.
Yo

R2 R2

On en déduit le résultat puisque

1
H=—M"M.
7a

L'implémentation numérique de ces nouvelles PMLs est tres facile : il ne pose pas davantage de
difficultés que les PMLs standards. Nous écrivons la formulation variationnelle de I'équation aux
valeurs propres (3.14) et nous nous ramenons a un probleme aux valeurs propres matriciel que
nous résolvons de la méme maniere que dans le cas de PMLs standards.

A titre d'illustration, nous avons fait des tests numériques sur le cas d'un guide 3D, avec coeffi-
cients constants dans le cceur, dans le cas ou I'interface entre le cceur et la gaine est donné par la
frontiére suivante : R(0) = 3 + 1 sin(26) cos(26), ot 6 € [0, 2| (forme de fleur & quatre pétales).
Nous utilisons une PML radiale standard positionnée a R> = 1.5 et une PML radiale non orthogo-
nale, collée au coeur, avec as = 0.8 — 0.4i. Les parametres sont les suivants (ils correspondent au
cas SH pour un guide d’ondes 2D) : 119 = 84.29, pios = 16, po = 7.9312, poc = 2.3 et nous prenons
une pulsation w = 10.

Nous avons représenté, sur la figure 3.13, les valeurs propres calculées avec les PMLs standard
et non orthogonale. Nous ne distinguons que quatre modes a fuite, les valeurs propres pour les-
quelles les croix bleues et les ronds rouges sont presque confondus, le reste provenant de la discré-
tisation du continuum. Pour ces quatre valeurs propres, nous observons que les deux méthodes
(PML standard et PML non standard) donnent des résultats similaires. Il est légitime de se de-
mander quelle est a priori la meilleure approximation. Rien ne permet ici de discriminer 1'une ou
I'autre méthode.
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= PML non orthogonale
O PML standard

®

Im(%)

FIGURE 3.13 — Valeurs propres obtenues dans le cas de la « fleur », avec PML radiale standard (Ry = 1.5) et PML
radiale non orthogonale collée au cceur.

A= 6.5652-2.8179i )= 6.5662-2.8096i
3 3
0.02 0.03
2 0.015 2 ]
’ 0.02
0.01 ;
1 0.01
0.005
0 0 0 0
-0.005 001
B 0.01 -
-0.02
-0.015
_2 _2 t 4
-0.02 -0.03
3 . -0.025 3 0.04
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
= -5.2857-2.0502i A= -5.1778-2.1699i
3 3 : : ,
0.015 00
2 2 .
0.01
. 1 0.01
0.005
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a 1 -0.01
0.01 )
* ’ -0.02
-0.015
3 -3
3 2 1 0 1 2 3 -3 2 1 0 1 2 3

FIGURE 3.14 — Deux modes calculés avec PML radiale standard avec Ry = 1.5 (@ gauche) et PML radiale non
orthogonale collée au coeur (a droite).
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A= -5.1674-2.1811i A= 6.5557-2.8103i
3 T " — :
3

0.03
al 0.01 2 1

1 0.005 1

0 0 0 0
0.01
1 1
) -0.005 0.02
2 2 -0.03
0.01
0.04
3 3
3 2 1 0 1 2 3 -3 2 1 0 1 2 3

FIGURE 3.15 — Représentation de deux modes calculés avec PML non orthogonale collée au cceur dans le cas oit
Qoo = 0.4 — 0.8

Sur la figure 3.14, nous avons représenté deux exemples de modes a fuite calculés d"une part avec
PML standard et d’autre part avec PML non orthogonale. Nous remarquons que dans le cceur,
I’allure de la fonction propre est trés similaire quelle que soit la PML choisie.

Enfin, sur la figure 3.15, nous avons représenté les mémes fonctions propres avec une PML non
orthogonale, en changeant le parametre de la PML : on prend maintenant ao, = 0.4 — 0.8i. Nous
avons pris un parametre plus absorbant : | arg;p+ (oo )| est plus grand. Nous observons alors que
le calcul n’est plus bon du tout. Il y a des instabilités créées par la PML. A quoi est-ce di? Pour
comprendre le phénomene, nous allons démontrer la proposition suivante :

Proposition 3.4 Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout v € C, avec |v|| =1,

Re(v-Hv) > C
si pour tout (r,0) dans le domaine PML,
/
|R5(6)] - Qoo .cos(a) 7 (3.15)
r Yoo — ¥ | |sin(a — b)

oit a := arg(2) et b := arg(yay) (en prenant, par exemple, I'argument entre —m et ).

Démonstration. Comme la matrice H est symétrique, nous avons : pour tout v € C2, avec |[v|| = 1,
Re(v - Hv) = v - Re(H)v. Nous allons donc travailler avec la matrice Re(H), qui est symétrique
réelle. Nous devons vérifier que ses valeurs propres sont positives. Il suffit pour cela de mon-
trer qu'un de ses coefficients diagonaux est positif et que son déterminant est positif. Il est fa-
cile de voir que Re(y/a) > 0. Reste a calculer le déterminant de Re(H). Notons a = arg(2) et
b = arg(yay). On vérifie alors :

det(Re(H)) = [cos(a) + |yag|® cos(2b — a)] cos(a) — |yag|® cos?(b) = cos?(a) — |yag|? sin®(a — b).

La condition det(Re(H)) > 0 impose donc :

|yag| <

sin(a — b)

En remplagant I'expression de oy on obtient I'équation (3.15). O
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Dans le cas ot ao = 0.4 — 0.84, (au contraire du cas o1 ao, = 0.8 — 0.47) la relation (3.15) n’est
pas vérifiée partout dans la PML, comme on peut le voir sur la figure 3.16. Sur cette figure, nous
o=
matrice H (c’est équivalent au critére (3.15)), dans la zone PML (en complétant par zéro dans la
zone physique). Nous observons du orange voire du rouge dans la figure de droite, ce qui signifie
que le critere (3.15) n’est pas respecté. Cela implique que la matrice H n’est pas coercive et nous
obervons alors que la méthode de discrétisation (les éléments finis) ne converge pas et ne permet
pas de trouver la solution.

avons représenté le critere |yag| — ‘, qui doit étre négatif pour assurer la coercivité de la

cos(a)
sin(a—b)

matrice H) dans les cas cvoo = 0.8 — 0.4i (4 gauche) et aoo = 0.4 — 0.8: (a droite).

FIGURE 3.16 — Représentation du critere : |yag| —

‘ (qui doit étre négatif pour assurer la coercivité de la

La relation (3.15) impose en quelque sorte que le coefficient de la PML (a+) ne soit pas trop
absorbant (| arg;p+ (a0 )| faible) si I’on prend une PML telle que R)(6) est important : il y a un
compromis a faire entre, d'une part, 'absorption de la PML et, d’autre part, la non-orthogonalité
de la PML.

Concluons sur ce nouveau type de PMLs. Comme ces PMLs peuvent s’adapter au contour du
cceur, ce nouveau type de PMLs semble tout a fait adapté pour le calcul de modes a fuite dans des
géométries trés allongées par exemple. Elles pourraient permettre de diminuer la zone a mailler
et seraient plus intéressantes d'un point de vue du cotit numérique. Un travail reste a mener pour
montrer que nous avons convergence (lorsque la taille de la PML augmente) de ce nouveau type
de PMLs vers la solution exacte. Une attention particuliere doit étre portée quant au parametre
0 de la PML : nous avons vu qu’on ne peut avoir une PML a la fois trés absorbante et telle que
RY(0) estimportant. Notons que dans le cas de PMLs cartésiennes, la méme restriction s’applique :
nous ne pouvons avoir a la fois une PML trop absorbante et trop « penchée » (nous verrons ceci
plus en détail au chapitre 5, proposition 5.1).

Enfin, remarquons que ce nouveau type de PMLs pourrait étre employé dans d’autres configu-
rations que pour le calcul de modes a fuite dans des géométries complexes. On peut penser par
exemple au probleme de diffraction par un obstacle complexe (on entend par complexe, non cu-
bique ou non sphérique), oti ce nouveau type de PMLs en prenant une taille de PML assez faible et
une PML collée a 1'obstacle pourrait étre utilisé comme une solution non exacte mais a faible cofit,
qui pourrait ensuite servir de préconditionneur pour des méthodes plus sophistiquées, comme
les équations intégrales par exemple. Par ailleurs, nous allons voir au chapitre 5 que nous avons
également utilisé ce nouveau type de PMLs pour la simulation d"un guide ouvert perturbé. Les
PMLs non orthogonales nous permet ici de suivre la forme du guide d’ondes, qui évolue le long
de l’axe de propagation.
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3.3 REPRESENTATION MODALE DE LA FONCTION DE GREEN DU GUIDE
OUVERT UNIFORME

Nous allons voir dans cette section comment les modes a fuite peuvent étre utilisés pour repré-
senter, a faible cofit, la fonction de Green du guide ouvert uniforme.

L’idée est la suivante. Il est bien connu (cf. [LM10]) que dans le cas d'un guide fermé, nous pou-
vons décomposer sa fonction de Green a I'aide des modes du guide, la décomposition prenant la
forme suivante, dans le cas de I'équation de Helmholtz

~AG — k3G = Ot 2t

o1 0,/ .» dénote la mesure de Dirac en (2’, 2), le point source :

L B(2) D (2) eBrlr| (3.16)

g(m,z;x’,z’):—z m n

n

ou les @, sont les fonctions propres orthonormalisées de 'opérateur transverse et les 3,, sont les
nombres d’onde longitudinaux définis par 3, = /=, pour A, < 0 et 3, = i\/A, pour A, > 0 et
ol A, est la valeur propre associée a la fonction propre ®,,. Cette décomposition est possible car le
spectre de I'opérateur transverse est discret et que les fonctions propres de 1’opérateur transverse
forment une base de L? (puisque ce dernier est autoadjoint).

L’idée, pour obtenir une telle décomposition dans le cas d"un guide ouvert, est de borner le do-
maine de calcul dans la (ou les) direction(s) transverse(s) avec une (des) PML(s) de taille finie.
Ainsi, on passe de l'opérateur transverse A (du premier chapitre) avec du spectre continu a 1’opé-
rateur A, (du troisieme chapitre) a résolvante compacte, dont le spectre est exclusivement discret.
Nous avons signalé que nous ne savons pas montrer dans le cas général que les fonctions propres
et les fonctions propres généralisées de A,, forment une famille complete, donc a priori rien ne
justifie que 'on puisse décomposer sur les fonctions propres (et les fonctions propres générali-
sées).* Mais nous allons le faire quand méme ! Nous allons voir également comment on pourrait
justifier la décomposition que nous employons sans utiliser de propriété de complétude des fonc-
tions propres et fonctions propres généralisées (sous-section 3.3.1). Enfin, nous allons voir qu’en
faisant une telle décomposition, on obtient une formule de représentation de la fonction de Green
tres efficace numériquement et assez précise (sous-section 3.3.2).

3.3.1 Formule de décomposition

Etablissons tout d’abord la formule de décomposition en faisant ’hypothése forte que I’on peut
décomposer la fonction de Green sur les fonctions propres de I'opérateur A,. Nous supposons
de plus que tous ces modes sont simples, pour simplifier I'écriture de la décomposition. Nous
allons faire la présentation dans le cas d'un guide 2D. L'extension a un guide 3D ne pose aucune
difficulté supplémentaire.

Cette étude a été menée pour l'écriture du papier [BBGHP09], acte de la conférence des cin-
quiemes journées du GDR 2501 : « étude de la propagation ultrasonore en vue du contrdle non
destructif ».

Etant donnée une source ponctuelle située en (2/, z), les équations vérifiées par la fonction de

*Voir la section annexe de ce chapitre (section 3.4) a ce sujet.
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Green G(z, z; o', ') du guide ouvert 2D que 'on considere dans la suite sont les suivantes :

10 oG 892G ) - ) )
(Maz>_8x2_k (Z)g_él‘:x’,z:z’ danSO—RxR ’

G est sortante.

Nous utilisons, par simplicité, la méme notation G pour la fonction de Green une fois que la PML
a été introduite. Nous avons imposé une condition de Neumann en z = 0, mais nous aurions tres
bien pu imposer une condition de Dirichlet, cela ne change en rien la description faite ici.

De maniere a borner le domaine de calcul dans la direction transverse, nous plagons une PML
dans la direction z. Nous postulons que la solution se prolonge analytiquement en dehors des
inhomogénéités (ici, pour z > h et z > 2’). Le choix de prolonger dans le demi-plan complexe des
nombres complexes a partie imaginaire positive ou négative revient alors a choisir ’'onde sortante
ou entrante. En effet, la solution sortante est exponentiellement décroissante quand la variable z
est prolongée dans le demi-plan complexe des nombres complexes a partie imaginaire positive
et la solution entrante est exponentiellement décroissante quand la variable z est prolongée dans
le demi-plan complexe des nombres complexes a partie imaginaire négative. Quand on tronque
la PML (en imposant une condition de Neumann ou de Dirichlet homogene en fin de PML), si
’on a choisi de prolonger analytiquement dans le bon demi-plan complexe (ce qui revient, avec
les PMLs que l'on utilise, a choisir o, a partie réelle strictement positive et a partie imaginaire
strictement négative), on sélectionne la solution sortante. Apres ajout d’'une PML de taille finie
dans la direction z, les équations deviennent :

a d oG 0*G 9 B 3
—pa ((X,LL 82) - W —k (Z) g = Ogp=g/ z=z' dans O = R x [0, h*], (3.17)
(Zg(:r, 0;2',2") =0, (3.18)
0G oy
a(m, he;x'y2') = 0. (3.19)
G est sortante. (3.20)

Nous avons imposé une condition de Neumann en z = h, (en bout de PML), mais nous aurions
trés bien pu imposer une condition de Dirichlet. Le sens de sortant signifie ici : propagatif ou
évanescent vers la droite pour z > 2’ et vers la gauche pour = < .

On suppose que 'on peut décomposer la fonction de Green sur les modes :

G(x,z;2',2) = Z an(z;2',2") @p(2)

ol les ®,, sont les fonctions propres de A,, associées aux valeurs propres Ay, le couple (®,,, \,)
vérifiant :
ad do
—— “) — (k2 ) @, =
P G RGO WL
d®,
dz

(0) =0,

" (h) = 0.
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La fonction a,, vérifie donc, pour tout = # 2’ :

d2a,,

L2 — Anay =0.

Nous utilisons maintenant le fait que nous cherchons une solution G sortante : ce qui impose que
ay, est de la forme suivante : pour +(z — 2’) > 0,

an(a; 2!, ) = AE () el

ol 3, est le nombre d’onde longitudinal : B =An (et si N, € RY, B, = iv/A,) : B est
ainsi a partie réelle et a partie imaginaire pos1t1ves puisque les valeurs propres )\, sont a partie
imaginaire négative.

Il reste a déterminer A= (2'). Pour cela, écrivons 1'équation (3.17) au sens des distributions (les
distributions sont ici les formes antilinéaires continues). Soit ¢ € D(0) .On a:

0 0 0? —_—
<—zaz <auaf> - 8—f - kG, ¢> ¢(a, ')

Par définition, ceci signifie :

o (_ 0 (a Pp 5\
(6.5 (aug. (56)) - 5ot~ 20) =62

Or, rappelons-nous que nous cherchons G sous la forme suivante :

—(2) Dy (2) P& —0)  sig < gl
D, (2) ePnl@E=)  gig > ol

Ceci implique :

- 0 0 [(o— 826 -
/m<$/g [_é?z <O‘M82<M¢>>—W—kz Qf)]d:vdz
o2 9 (23 —ﬁ— 25 vy

Par deux intégrations par parties, on obtient :

ad oG-\ 926
/x@/(‘naz(““ 8z> o2 MY )¢d$dz

a 0 ag+ 82g+ 2+

=0

- +
+/_l<8g¢_a¢g—_8g¢+ ¢ )dzzqﬁ(a:’,z’).

Nous allons maintenant utiliser cette derniére expression avec des ¢ particuliers pour obtenir la
décomposition voulue.
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Nous faisons comme premier choix de fonction test : ¢ = £ &, (z) x(z) ¥ (x) tel que x(z) et
1 (z) sont des fonctions respectivement de D(0, h,) et de D(R) avec x(z') = 1, ¢(2’) = 1 et
diyp/dx(z") = 0 de telle maniere que ¢ € D(O). On obtient alors pour tout z € [0, hy],

a¢ / agi / / / . /
%(:):,z):0 et $W(a¢,z,x,z):—ZzﬁmAm(z)CI)m(z),

m

donc

, h
) = St + 45 [

m 0

ce pour tout y € D(0, h,) tel que x(z’) = 1. On obtient donc (en utilisant le théoreme de Lebesgue
de convergence dominée en faisant tendre x vers la fonction constante égale a 1) :

/ h*
) ) = S iBm(A;, + AL) / g o, Oy, dz. (3.21)
— 0

Comme deuxiéme choix de fonction test, nous prenons : ¢ = £ &,,(z) x(z) ¢(z) tel que x et ¢ sont
des fonctions respectivement de D(0, h,) et de D(R) avec x(z') = 1, ¢¥(2') = 0 etdy/dz(a’) =1
de telle maniere que ¢ € D(O). On obtient alors pour tout z € [0, h,] :

o', 2) =0 et Gl za', 7)) ZA

donc
_ " he d
0= Em (Am—Am)/O E(I)nq)mX z.

Puis, de la méme maniére que précédemment, en faisant tendre y vers 1 :

hs
0= (4, - 4}) / Ep,d,,dz. (3.22)
o

m 0

En supposant toutes les valeurs propres simples, et en utilisant la bi-orthogonalité des fonctions
propres (cf. théoreme 3.2 ) et les équations (3.21)-(3.22), on obtient alors la décomposition suivante
de la fonction de Green :

A 1 1 U(Z/) / ifn|z—2'|
Gz, z;2',2') = 2225 fh* i 92 ) ds o7 )Cbn(z)q)n(z)e . (3.23)

Nous remarquons que cette formule est en tous points similaire a la formule dans le cas d"un guide
fermé (formule (3.16)), a la différence que la bi-orthogonalité est utilisée au lieu de 1’orthogonalité
des fonctions propres généralisées.

Une justification de la formule sans utiliser la complétude des fonctions propres de I’opérateur
transverse

La décomposition que l'on a obtenu précédemment est formelle. L’hypothése sous-jacente est
que 'on peut décomposer la fonction de Green sur les fonctions propres de I'opérateur A,. Mal-
heureusement (voir 'annexe de ce chapitre, section 3.4), cet opérateur n’est pas autoadjoint et, a
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priori, il n’est pas évident que 1’on puisse décomposer « n'importe quelle fonction » sur les fonc-
tions propres.

Nous allons chercher a contourner la difficulté. En effet, la fonction de Green, ce n’est pas « n"im-
porte quelle fonction » ! Elle vérifie une certaine équation et c’est de cela dont nous allons tirer
parti. Notre description ci-dessous est formelle, elle ne rentre pas dans les détails techniques. Ce
paragraphe n’a pour but que d’ouvrir une perspective pour justifier plus rigoureusement des
décompositions sur les fonctions propres de 1’opérateur Aq.

La technique consiste a faire une transformation de Fourier en x (dans la direction longitudi-
nale) dans le guide puis, par application du théoréme des résidus pour calculer la transformée de
Fourier inverse et par des techniques de déformation de contours dans le plan complexe, nous ob-
tenons la décomposition voulue. Nous nous sommes inspirés, pour cela, de travaux pour 1’étude
de singularités dans des géométries comportant des coins. En procédant a un changement de
variable, du type t = Inr, le probleme dans une géométrie contenant un coin se raméne a un pro-
bleme dans une demi-bande, tout a fait similaire a un probleme dans un guide d’ondes. Citons
par exemple les livres [KMR97] et [NBP94] ot ces techniques sont détaillées.

Commengons par appliquer la transformation de Fourier en z et notons Gl (&, z;2/,2') la transfor-
mée de Fourier de G(x, z;x, 2) :

é(f, za' ) = \/127 / Gz, z;x,2') e %% de.
™ JR

Celle-ci vérifie :

ad 9 2 2\ A~ I el
_— — : = s R x|
< e [a,uaz] k:(z)—I—ﬁ)Q(f,z,:r,z) méz_z dans R x [0, hy]
Formellement, on a alors, si —£2 ¢ A(A,) :
G= (ot e s
e Vor T

Traitons pour l'instant le cas ott 2/ = 0. Le cas 2’ # 0 se traite en changeant ’origine (en remplagant
/
x parx — ).

~

Si au lieu d’avoir une distribution de Dirac §, on avait une fonction f(x, z), alors, en notant f(&, z)
la transformée de Fourier de f par rapport a z, on aurait

G\ == (A/a + 52)_1 A(fa Z)'

On en déduit, en appliquant la transformation de Fourier inverse :

fi e 2\—17 ifx
g—m/Rmﬁf) Fle, 2) e de.

Pour calculer cette intégrale, 1'idée est de déformer le contour d’intégration (initialement R), de
maniere a appliquer le théoréme des résidus. Choisissons pour I'instant z > 0. L'autre cas (z < 0)
se traite de maniere symétrique. Nous prenons un contour, pour R > 0, de la forme : [-R, R|UCk,
ou Cr est le demi-cercle paramétrisé par # € [0,7] — Rexp(if). Nous prenons le demi-cercle
supérieur pour que, dans I'intégrale, le terme e* soit évanescent sur le demi-cercle (et non expo-
nentiellement croissant).

Le contour que I’on choisit est représenté sur la figure 3.17. Nous avons représenté également les
singularités de A, +¢ 2 qui ne sont autres que les nombres d’onde longitudinaux +/,,, donnés par
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Bn = V=X, olt les \,, sont les valeurs propres de 'opérateur Aq. Le cas présenté correspond a
un cas numérique de modes SH avec une PML de taille finie. Il n’y a pas de modes guidés, tous
les modes sont tels que Re(5,) > 0 et Im(B,) > 0. Les singularités en rouge correspondent aux
singularités qu’il faut prendre en compte pour assurer un caractere sortant (ce sont les 3,, qui
sont entourées par le contour d’intégration), en bleu sont les symétriques (qui correspondent aux
composantes entrantes, et qui ne sont pas entourées par le contour d’intégration : ce sont les —/3,,).

Im(p)

-

-+

]
' W

0
Re(p)

FIGURE 3.17 — Contour d’intégration pour le calcul des résidus. En rouge sont représentées les singularités de la
résolvante que I'on prend en compte, en bleu celles qu’on ne prend pas en compte.

Par application du théoréme des résidus, (Ag +€2)~ 1 étant méromorphe, puis en faisant tendre R
vers +o00, la contribution du demi-cercle Cr s’annulant quand R — +o00, on obtient :

= 2 Res((Ao + )7 g, 26 ),

m B poles

g =2

ou Res(g, #) dénote le résidu de g en .

Maintenant, 1’objectif est de calculer Res((Ay + £2)7! A(f ,2) €% 3). On sait que les poles de la
résolvante sont les valeurs propres de A,. Ces valeurs propres sont toutes de multiplicité finie,
d’apres le théoreme 3.1 (I'opérateur A, étant a résolvante compacte). Par ailleurs, on sait que 'on
peut développer la résolvante au voisinage d'une singularité isolée en série de Laurent et que
le terme «-1» est I'opposé du projecteur spectral (cf. annexe A.1 équation (A.12)). Or, ici, nous
regardons les singularités en termes de 3 et non de A = —32. On a donc le développement suivant
de (A +&5)71:
1 Py + autres termes =

S - - -
- - (B—=8B+E)

Dans les autres termes, il y a un opérateur holomorphe en —¢? et éventuellement des termes
d’ordre —2, —3, . ... Nous supposons que toutes les valeurs propres sont simples et qu’iln’y a pas

(Ag + €271 = P\ + autres termes.
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de bloc de Jordan, ainsi ces contributions d’ordre —n, pour n > 2 sont nulles.’? On en déduit que
1 —17 ifx 1 N LiBT
Res((Aa +€7) 7 (€,2) €7, 8) = g5 PA(f)
Ensuite, ’'expression de Py nous est donnée par le théoréme 3.2 (en utilisant la bi-orthogonalité) :
1 M ()
Py v(z) = </ v(2') @, (2) dz/) D, (2).
ho () (z)dz \Jo a(?)

H\Z) $2
0 «a(z) (I)n

Formellement, en remplagant f par une mesure de Dirac®, on obtient, pour z > 0 :

Q(x,z;x’,z') = _Z !

. 1 1 ! A
Py, (domer) @7 = =3 HZ) ¢ () @ () e

2iBn o 2B [ M 2 (2) dz o)

En se rappelant que le cas ou1 2’ # 0 se traite en remplagant  par = — 2/, on retrouve la décom-
position (3.23) pour (z — z’) > 0. Pour (z — 2’) < 0, la méme démarche s’applique (en prenant en
compte les modes —f3,,).

Cette derniére méthode a 1’'avantage de nous donner la décomposition modale de la fonction de
Green sans hypothese de base pour les fonctions propres, ce qui semble difficile a démontrer.
Par ailleurs, elle permet également d’obtenir des estimations d’erreur lorsque 1’on tronque la série
(3.23). En effet, reprenons 'étude précédente avec un terme source f et x > 0. Si, au lieu d’intégrer
sur le contour de la figure 3.17, on integre sur un contour du type [-R, R] U [R,R + i7] U [R +
iv,—R + 1y] U [-R + iy, —R] (voir figure 3.18), par application du théoreme des résidus sur ce
contour et en faisant tendre R vers +oo (les intégrales sur [R, R+ iv] et [-R+i7, —R] tendant vers
0 lorsque R — +00), on obtient :
+oo+iy N )
Varg - (A + €)1 f(&,2) €' de
—oo+1iy
= 2ir > Res((Aa + €)1 (€, 2) 7, B),

B poles tels que 0<Im(B) <y

On choisit y de telle fagcon qu’aucun nombre d’onde /5 ne vérifie Im(5) = 7.

L’idée est ensuite d’estimer le terme jg;:’(ﬁa +E2)7L1f(£, 2) ei® d¢. En utilisant des résultats de
[KMR97] ou [NBP94], nous déduisons que ce terme appartient a L%(R) par rapporta x; sil'on a

par exemple un second membre f de classe C* et a support compact.”

En conclusion sur cette méthode, nous dirons qu’elle nous semble prometteuse pour justifier des
décompositions sur les fonctions propres de A,, sans hypothese de base pour celles-ci. Au cha-
pitre 5, nous utiliserons également de telles décompositions pour développer des conditions aux
limites transparentes dans le cas de la jonction entre deux guides d’ondes ouverts. Par contre, a
ce stade, la justification n’est pour l'instant pas rigoureuse.

3.3.2 Résultats numériques

Dans cette sous-section, nous allons montrer comment la décomposition (3.23) de la fonction de
Green permet d’obtenir de bons résultats numériques. Tout d’abord, une question d’ordre pra-
tique se pose : quels modes prendre en compte ? Bien entendu, nous n’allons pas prendre tous les

°En effet, quand la multiplicité algébrique est égale a la multiplicité géométrique, i.e. quand il n’y a pas de blocs de
Jordan, on montre que le quasi-nilpotent Dy est nul, voir I'annexe, section A.1.

5Ce point reste a éclaircir, mais comme nous I'avons mentionné ci-dessus, la démarche présentée est formelle.

7L2(R) est I'ensemble des fonctions v(z) telles que e”“v(z) € L*(R).
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FIGURE 3.18 — Deuxiéme contour d’intégration utilisé pour obtenir une estimation d’erreur lorsque I'on tronque la
série intervenant dans la formule de représentation de la fonction de Green.

modes, il faudra tronquer la série. A l'origine, nous ne voulions prendre en compte que les modes
guidés (s’il y en a) et les modes a fuite les moins évanescents dans la direction longitudinale. Nous
négligions ainsi les modes résultant du spectre continu, ceux-ci n’ayant a priori pas de significa-
tion physique, puisqu’ils sont uniquement liés a la PML. Mais si 1’on suit 1’étude précédente, on
est amené a prendre en compte tous les modes (guidés, a fuite et résultant du continuum, sans les
distinguer) tels que Sm(f) < seuil car on sait évaluer I'erreur commise. En fait, nous allons voir
que dans le cas 2D présenté, nous pouvons faire la distinction entre les différents types de modes
et nous n’allons utiliser que les modes a fuite (et pas les modes résultant de la discrétisation du
continuum). Au contraire, dans le cas 3D présenté, la distinction n’est pas facile a faire et notre
critere sera alors celui-ci : Im(f3) < seuil. Ainsi, nous négligeons les modes tres évanescents dans
la direction z. On s’attend donc a ce que la formule soit bonne dés que 1'on a |z — 2’| suffisamment
grand.

Maintenant, une question se pose : a quoi comparer les résultats? La fonction de Green, méme
dans le cas d'un guide 2D, n’est pas connue explicitement. Pour avoir une solution de référence,
nous avons fait un calcul par éléments finis de la fonction de Green, en bornant le domaine de
calcul par des PMLs cartésiennes, a la fois dans la (ou les) direction(s) transverse(s) et dans la
direction longitudinale. Les PMLs tout autour de la zone physique permettent ainsi de prendre
en compte le caractere sortant des ondes (dans toutes les directions).

La difficulté est la suivante : comment simuler un Dirac? En fait, nous allons isoler une petite
partie autour de la source, dans un domaine O;, dans lequel nous allons résoudre une équation
en champ diffracté (en soustrayant la fonction de Green du milieu homogene, que I'on connait
explicitement). Par ailleurs, dans O, := Oy \ O;, ot O, est le domaine de calcul (borné dans toutes
les directions), I’équation vérifiée par la fonction de Green est une équation sans second membre,
donc facile a résoudre. Il reste ensuite a écrire les conditions de raccord sur I' := O; N O..

Nous allons expliciter cette démarche dans le cas 2D (ou la présentation est plus simple) mais
la méme démarche s’applique également dans le cas d'un guide 3D. Voir la figure 3.19 pour un
schéma représentant les différents domaines.
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FIGURE 3.19 — Exemple de géométrie pour la simulation par éléments finis. En rouge, le domaine O;, en bleu le
domaine O,. L'étoile rouge correspond a la position de la source (du Dirac). On utilise des PMLs cartésiennes. Le
bleu foncé correspond aux zones PMLs.

On résout le probléme suivant sur O; :

"o o o =0

Sur O, le probléme est le suivant :

_ 0 9 Ouy _o:0 N 2,
[ Ox B e w0z Bz, v="u

Par ailleurs, nous imposons les conditions de bord sur 0O, (de type Dirichlet ou Neumann ho-
mogene). Il reste a imposer les conditions de transmission suivantes sur I' := O; N O, :

u = Ud‘i‘g,
ou _ o 0
on  On  On’

ol g dénote la fonction de Green du milieu homogene, dont on connait une formule explicite. En
écrivant la formulation variationnelle de ces équations et en discrétisant par éléments finis, cela
nous donne notre solution de référence.

Voyons maintenant sur un exemple. Nous prenons 1'exemple de l’article [BBGHP09], qui corres-
pond aux ondes élastiques SH d"une plaque d’acier plongée dans un milieu infini de béton. Nous
prenons également une condition de Neumann en z = 0, ce qui revient a ne considérer que les
modes symétriques. Pour les applications numériques, nous prenons : py = 7.932g/cm®, po, =
2.3g/cm®, co = 3.260km/s, coo = 2.6375km/s. La hauteur du guide fermé h (qui est également
la taille du coeur du guide ouvert) est égale a 5 mm. La fréquence est de 1 MHz. Cela correspond
a prendre (modulo un adimensionnement) : pg = 7.932, po = 2.3, o = 84.29, 1o = 15, w = 2.

Ces valeurs correspondent au cas d’un guide d’ondes constitué d'une plaque d’acier dans un
milieu infini de béton. Nous avons déja remarqué qu’en fait ce n’est pas un vrai guide d’ondes,
puisque c¢p > ¢ (il n'y a pas de modes guidés).

Les résultats sont sur la figure 3.20. Nous ne représentons ici que la zone physique. Nous ne
décomposons que sur les modes a fuite (il n'y a pas de modes guidés et nous négligeons 1'im-
portance des modes résultant de la discrétisation du continuum ici). Nous pouvons visualiser les
différents § correspondant a notre situation sur la figure 3.17, mais également sur la figure 2.3.
Nous prenons successivement les différents modes a fuite, en commengant par ceux qui sont tres
peu évanescents dans la direction longitudinale (i.e. tels que (3 est presque réel, il y en a quatre)
et en rajoutant un qui est tres évanescent dans la direction longitudinale (i.e. tel que 3 est presque
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FIGURE 3.20 — Du haut vers le bas : partie réelle de la décomposition de la fonction de Green 2D avec 1,2,3,4,5 modes
a fuite, partie réelle de la solution de référence (calculs élements finis) et erreur ponctuelle entre la solution de référence
et la décomposition avec cing modes a fuite : |u — Ures|/||tref|| Lo (0, ), 0it u est la solution avec cing modes et w,.y
est la solution de référence.
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imaginaire pur). Les modes sont ici calculés grace a la relation de dispersion (équation (2.4)),
les fonctions propres sont connues de fagon analytique. On s’apergoit qu’en prenant uniquement
cing modes, la représentation est déja tres bonne, sauf a la verticale de la source, comme on s’y
attendait.

Enfin, nous pouvons faire le méme genre de décomposition pour un guide 3D. Nous avons consi-
déré un guide constitué d'un cceur de section carrée (avec parametres 1, po) plongé dans un
milieu infini (too, poo). NOus prenons les mémes caractéristiques physiques que dans le cas 2D
étudié : pg = 7.932, pos = 2.3, 1o = 84.29, i = 15. En particulier, dans ce cas également, il n'y
a pas de modes guidés. Nous fixons w = 2.5. Ici, contrairement au cas 2D, les modes ne sont pas
connus analytiquement. Nous les calculons numériquement, avec des PMLs cartésiennes (en y
et 2), de parametres o, = aZ, = exp(—ir/3)/2. Dans ce cadre, comme on 1’a vu, la nature du
spectre est parfois difficile a analyser, en particulier il est difficile de distinguer les modes résul-
tant du continuum des modes a fuite. Nous avons donc choisi, comme critere, de prendre tous
les modes tels que Im(3) < 1. Cela revient a prendre en compte 185 modes, dans le cas présenté.
Ceci constitue un nombre de modes considérablement plus important que dans le cas 2D présenté
précédemment mais c’est logique, puisque la nature du spectre est considérablement plus riche.
La figure 3.21 illustre ce dernier point.

3

2t

Im(\)

Re(\)

FIGURE 3.21 — Spectre de I'opérateur A, dans le cas d'un guide 3D avec PMLs cartésiennes en y et z. La ligne bleue
correspond au critere Im(B) = 1. Les modes que I'on prend en compte sont les modes situés au dessus et a gauche de
cette ligne.

Sur la figure 3.22, on ne représente que la zone physique dans différents plans de coupe. On
s’apercoit également que la représentation est mauvaise a la verticale a la source (i.e. dans le plan
x = 1, l'erreur est bien plus grande que dans le plan z = 3).

Nous voyons ainsi qu'hormis a la verticale de la source, la formule de décomposition de la fonc-
tion de Green d’un guide ouvert sur les fonctions propres de A, est efficace : elle suppose simple-
ment d’avoir calculé les valeurs propres et les fonctions propres de 'opérateur A,. La mauvaise
représentation a la verticale de la source n’est pas inhérente au caractere ouvert du guide, ni aux
PMLs. Dans la formule (3.16), en guide fermé, le méme probleme survient.
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FIGURE 3.22 — A gauche, représentation de la partie réelle de la représentation modale de la fonction de Green du
guide 3D en utilisant tous les modes tels que Sm(8) < 1 dans les plans z = 0 (en haut), x = 1 (milien) et x = 3 (en
bas) et erreur ponctuelle (module de la différence entre la solution de référence, calculée avec PMLs, et la formule de
représentation modale). Les lignes noires délimitent le ceeur et la gaine.
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3.4 ANNEXE : COMPLETUDE DES FONCTIONS PROPRES (GENERALISEES)
DE A,

Dans cette section annexe, nous tentons de démontrer que les fonctions propres de I'opérateur A,

forment une base de L?(f2). Nous montrons les difficultés auxquelles nous sommes confrontés,
qui sont liées au fait que I'opérateur n’est pas autoadjoint.

Tout d’abord, il faut remarquer que lorsquun opérateur 7' n’est pas autoadjoint, il peut y avoir
des blocs de Jordan, i.e. pour A € Agisc(T), une valeur propre simple (de multiplicité géométrique
égale a 1), I'image de P, ou P, est le projecteur spectral associé a 1" et a la valeur propre A, défini
en annexe par (A.10), peut s’exprimer dans une certaine base sous la forme :

Al
A1l
A1
A
Notons (ug, u1, ..., uy) cette base. C’est ce qu’on appelle une chaine de Jordan : ug est une fonction
propre et uy, ..., u, sont des fonctions propres généralisées. De maniere équivalente, nous pouvons

définir la notion de fonction propre généralisée de la facon suivante :

Définition 3.1  Soit A une valeur propre d'un opérateur T. On dit que u est une fonction propre
généralisée de T, associée a A, si u # 0 et sil existe m > 2, tel que

(T — \I)™u = 0.

Attention a ne pas confondre cette notion de fonction propre généralisée avec celle que nous avons
déja utilisée au chapitre 1, définie en annexe section A.1.5.

Maintenant que cette notion a été vue, nous allons chercher a décomposer sur la famille constituée
de I'ensemble des fonctions propres et des fonctions propres généralisées. Cette décomposition
n’est pas évidente a priori. Une des premieres choses a vérifier est la complétude des fonctions
propres et des fonctions propres généralisées de notre opérateur, en d’autres termes, nous voulons
vérifier que {Vect(Xy)}r = {P\, X} = X, ot X est I'espace de Hilbert considéré (pour nous
L2(Q)) et X}, sont les chaines de Jordan associées aux valeurs propres \; de notre opérateur).
Quand on a cette propriété de complétude, cela ne signifie pas qu’on peut décomposer n'importe
quelle fonction de X sur les fonctions propres et les fonctions propres généralisées, mais c’est
déja un premier pas! Pour pouvoir décomposer, nous aurions besoin d"une notion de base, par
exemple, nous aurions besoin de montrer que les { X}, forment une base de Riesz de X, i.e.
X = P, Vect(X},) et il existe deux constantes C; > 0 et Cy > 0 telles que pour tout u € X,

Cullullk <) IPvulk < Coflulk.
k

Bien entendu, la notion de base de Riesz implique la notion de complétude mais la réciproque est
fausse. Mais cherchons déja a montrer que nous avons la complétude, ce qui n’est déja pas une
mince affaire...

Un théoréme classique pour montrer la complétude des fonctions propres et des fonctions propres
généralisées d"un opérateur non autoadjoint est le théoreme de Keldysh (voir [GGK93]).
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Théoreme 3.4 (Keldysh) :  Soit T un opérateur compact, autoadjoint d’ordre fini, i.e. tel qu’il existe
p < oo tel que

> A(D)IP < +oo, (3.24)

oit A\, (T") sont les valeurs propres de T Soit K1, Ko deux opérateurs compacts tel que I'opérateur B défini
par
B=(I+K)T I+ K>) (3.25)

est injectif. Alors, la famille des fonctions propres et des fonctions propres généralisées de B est complete. De
plus, pour tout ¢ > 0, les valeurs propres de B, sauf peut-étre un nombre fini d’entre elles, sont contenues
dans les secteurs |arg(\)| < e et |arg(\) — 7| < e.

Nous avons pris la définition de I'argument avec coupure sur iR™.
Remarque 3.2:  On peut remplacer (3.25) par

B=(I+K)'T(I+ Ky

On voudrait appliquer ce théoreme pour la résolvante de A,. Mais « avec les mains », nous allons
voir qu'il est illusoire de pouvoir l'appliquer, puisque I’on ne va pas vérifier la derniére propriété,
concernant la disposition des valeurs propres. En effet, en regardant la figure 3.1, nous voyons
que les valeurs propres de A, sont disposées selon plusieurs branches : une branche pour la
discrétisation du spectre essentiel et une ou plusieurs branches pour 'approximation des modes a
fuite. Ces branches n’ayant pas a priori la méme direction asymptotique a I'infini, il est impossible
que les valeurs propres de la résolvante de A, satisfassent la derniere propriété du théoreme de
Keldysh. Dans un cas particulier, nous allons voir de facon plus précise que les modes a fuite et les
modes résultant de la discrétisation du spectre essentiel n’ont pas la méme direction asymptotique
(cf. proposition 3.2).

Ainsi, le théoréme de Keldysh ne semble pas étre le bon outil pour démontrer la complétude.
Nous allons alors chercher a utiliser un autre théoreme pour cela. Ce théoréme se trouve dans
[DS63, Section XI. Corollaire 31].

Théoreme 3.5: Soit T un opérateur non borné a domaine dense dans un espace de Hilbert X tel que
en un point X de 'ensemble résolvant de T, la résolvante Ry(\) est un opérateur de Hilbert—Schmidt.
Soit Cy,...,Cs cing arcs différentiables ne s’intersectant pas, ayant une direction limite a l'infini et tels
qu’aucune paire adjacente d’arcs ne forme un angle a l'infini plus grand que ©/2. Si Ry (\) vérifie :
|Rr(N)||x = O(A|™Y) quand X — oo le long de chaque arc C;, alors le systeme constitué des fonctions
propres et des fonctions propres généralisées de T est complet.

DI Tun|? < oo,
n

ot (u,) est une base orthonormale de 1’espace de Hilbert sur lequel I'opérateur T est défini (voir
annexe A.1.1).

Remarque 3.3 : Dans le théoreme 3.5, la propriété Rr(\) est un opérateur de Hilbert—Schmidt a rap-
procher de la propriété (3.24) dans le théoreme de Keldysh 3.4. En effet, en prenant comme choix particulier
de base orthonormale la base des fonctions propres de I'opérateur compact et autoadjoint Rp(\) Rr(\)*, la
condition « Ry (\) est de Hilbert—Schmidt » se réduit a :

) sk < oo,
n
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oit les s, sont les valeurs singulieres de Ry(\), ie. les racines carrées des valeurs propres de

Ry (A) Rr(A)*.

Remarque 3.4: Voici sur la figure 3.23, un exemple d’illustration pour les cing arcs C;, qui inter-

viennent dans le théoreme 3.5.

Cs

Ca

Ca
C3

FIGURE 3.23 — Exemple de arcs C; pour le théoréme 3.5.

Nous allons maintenant montrer que nous pouvons appliquer ce théoréme dans un cas parti-
culier : celui ou 'opérateur A, est monodimensionnel et ot nous imposons une condition de
Neumann en z = 0 et en z = h, (bien entendu, une condition de Dirichlet ne change strictement
rien a l'affaire) et sous d’autres conditions qui seront spécifiées par la suite. Pour cela, nous al-
lons tout d’abord montrer que la résolvante est un opérateur de Hilbert-Schmidt, cela grace a la

représentation intégrale de la résolvante.

Proposition 3.5 (Représentation intégrale de Ry (§)) Soit & € p(Ay). Soit ég la fonction de Green

de l'opérateur Ay — €I Elle est donnée par:

p(z) 1 N = : )

o) o(?) %(Pgr(z)q)5 (z2) siz<Z,
N IVT(C) i<I>_(z’) df(2) sinon
a(2) we ¢ ¢ ’

L i Ao
ou £ = — Mo ?

et oit ® est la solution (définie a une constante multiplicative pres) de :

ad d 2 _
e <a’udzu> —(k*+&u = 0 dans|0,h],
du
&(0) = 0.

et <I>g est la solution (définie a une constante multiplicative pres) de :

(6% d d 2
_ﬁa (audzu) —(k*+&u = 0 dans|0,hy],

du
ey = o
dZ( *) O

(0)@; (0), (3.26)
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La résolvante R () est donnée par la formule de représentation intégrale : pour tout z € [0, h,]

h

1. (Qu(z) = ; Gé'(z,2") u(2')dz". (3.27)

Démonstration. Calculons tout d’abord la fonction de Green de I'opérateur Ka — &I, c'est-a-dire la
solution bornée de I'équation suivante : pour tout 2z’ € [0, h,], pour £ € p(A,),

Z; <a,ud g,s (2,2 )> — (K2 +¢) gg‘(z,z’) = §,—» dansD'(0,h,), (3.28)
dg§
@ 0,2) = o, (3.29)
dgg‘ N
— (he?) = 0. (3.30)

La résolution des équations (3.28)-(3.30) ne pose pas de difficulté : d'une part, pour z < 2/, ég(z, ')

est proportionnelle a ¢ (z). D’autre part, pour z > 2/, gg (2, 2") est proportionnelle & <I>+( ). Enfin,
nous avons les cond1t1ons en z = 2’ suivantes :

lim Ge(x —e2) = lim Ge( +e.2),
d /
ii{r(l) (a(z’ —e)u(d —¢) (fj (2 —¢ z')) = ;1{% (a(z' +e)u(Z +e) dgg (2 +e,z )) + ZE;%

Ceci nous donne 1'équation (3.26), en vérifiant que pour tout z € R™,

+
d<I>£

e
—ap <I>§ L = = constante.

auqﬁ dz

Ensuite, la formule (3.27) s’en déduit facilement par intervertion des signes dérivée et intégrale.
O

Remarque 3.5: A la différence de la représentation intégrale de I'opérateur A (proposition 1.1), notons
qu’il n'y a pas de coupure, dans le cas de I'opérateur Ao, dans le terme I/VE Cela est relié au fait qu'il n'y a

pas de spectre continu, puisque I'opérateur Aq est a résolvante compacte.

Dans le cas ot les coefficients sont constants par morceaux, et dans le cas d'une PML abrupte, I"équation

Wf‘ = 0 donne la relation de dispersion, avec PML bornée. Elle s’écrit de fagon détaillée, pour les valeurs X
telles que Im(A) < 0, sous la forme suivante :

B

(67%)
oit I'on a posé oo = "\/kZ, + Net By = /K2 + A

A partir de la représentation intégrale de la résolvante, nous pouvons établir le résultat suivant :

oo o tam <Boo(h2 oyt P, - h2>) - pofo tan (Boh) = 0, (3:31)

Corollaire 3.1  Pour ¢ € p(Ay), la résolvante Rz (§) est un opérateur de Hilbert—Schmidt.
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Démonstration. 1l suffit de remarquer que ég € L*>(0, hy) x L*>(0, hy), puisque c’est le cas pour
(I)Et. Puis, comme nous sommes sur un domaine borné, on en déduit que §g € L%(0, hy) x L2(0, ).
En prenant (e,,) une base orthonormale de L?(0, k). Alors,

g€ Z, Z Zanmen m(z)a

avec Y, 1 lank|* < oo. Don,

ha
Rz (§ex(s) = Zan’m/o en(s)em(s) ep(s')ds’ = Z Ak en(s)
D’ou,

S 185, ©eelion, = Z/ D

Ceci montre que R; (&) est un opérateur de Hilbert-Schmidt. O

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que le systéme constitué des fonctions propres
et des fonctions propres généralisées de 1'opérateur A, est complet, dans un cadre tres restrictif.
La difficulté consiste a montrer I'estimation de la résolvante sur les cinq arcs C; intervenant dans
le théoréme 3.5.

Proposition 3.6  Dans le cas d'un opérateur Ea monodimensionnel, dans le cas oit la PML est douce et
sl existe des constantes 0 < v < 2c¢1/ca et o > 0 telles que

[6)) Cc2
01—57>max (cs-l- o502 5 )

2 279
oul
c1 :=inf (?Re (naQ)), Cy 1= sup nad—a , et c3:=sup (Bm (77042)}),
dz
pour une certaine constante complexe n € C telle que |n| = 1, alors le systeme constitué des fonctions

propres et des fonctions propres généralisées de I'opérateur A, est complet.

Démonstration. L'idée est d’appliquer le théoreme 3.5 a I'opérateur A,. Nous avons vu que cet
opérateur est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Il reste a vérifier qu’il existe Cy,...,Cs cinq arcs
différentiables ne s’intersectant pas, ayant une direction limite a 1'infini et tels qu’aucune paire
adjacente d’arcs ne forme un angle a l'infini plus grand que 7/2 et tels que [[R3 (M) z2(0,) =
O(|AI™!) quand A — oo le long de chaque arc C;. Pour cela, nous allons utiliser la propriété sui-

vante : 1
1R5 (Mlz2on < —_—, (3.32)

dist (A, COIIV(F(;{()[))

ot conv(E) dénote 1’adhérence de 'enveloppe convexe de E, pour E un ensemble et I'(T") est
I'image numérique de 'opérateur 7" (cf. annexe A.3). Si l’'on arrive a montrer que 1'image numé-
rique de notre opérateur est strictement incluse dans un quart de plan, alors 1’estimation (3.32)
nous permet alors de construire les cinqg arcs C; avec les propriétés voulues.

Nous nous ramenons ainsi a I’estimation de I'image numérique de A,. L’évaluation de cette image
numérique n’est pas non plus chose évidente. Nous allons nous placer dans le cas ot v est régulier
(PML douce) : ainsi nous pouvons adapter la démontration du lemme 2.6, ot1 'image numérique
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d’un opérateur 1D avec PML douce est faite. Nous allons nous placer dans le cas oit 4 = 1 dans
la présentation qui suit, mais elle s’adapte en prenant p # 1, il suffit de changer les produits
scalaires (-, -) x par (¢ -, ) x (et les normes qui en découlent). Dans le lemme 2.6, nous démontrons
que I'image numérique est strictement incluse dans un demi-plan. Ici, nous avons besoin d’étre
plus précis, de fagon a démontrer que I'image numérique est strictement incluse dans un quart de
plan.

Nous cherchons a adapter la démonstration du lemme 2.6. Nous posons :

cq = inf (%e (77 042)) , Cg:=sup <

170433’>>0, et 03::sup(‘%m(77042)|)>0,

avec 1 € C tel que |n| = 1 choisi de telle maniere que ¢; > 0. Puis, en choisissant 7 suffisamment
petit (pour que ¢; — %7 > 0) et 3 suffisamment grand, on a:

e ((nﬁo‘ + 51) U’U>L2(0,h*) = (cl a %27) Il o n.)-

et pour tout y2 > 0,

= C2 C2 )
]%m ((rAato1)wu) | < max (c3 + 2, 27) s 0.1,
On vérifie alors que
~ cl1 — C—Qf-}/ ~
%e((nAa—i-ﬂI) u,u) ) > 2 ‘%m((nAa—i-ﬁI) u,u) , .
L2(0.h)  pax <03 + 2, 2%) L2(0,h.)

Ainsi I'image numérique de nA,, + (I est strictement incluse dans un quart de plan si on a :

c1 — §y > max (03 + F2, 2%) I en est alors de méme pour Ea. O

Remarque 3.6 :  Les hypotheses de cette proposition sont tres fortes, tres restrictives : I'idée pour satis-
faire les critéres est de prendre o avec un argument pas trés grand, de telle maniere que c, soit plus grand
que c3 ainsi qu'une PML tres douce de telle maniere que cy soit petit (da/dz petit). Nous voulions sim-
plement remarquer que nous pouvons conclure quant a la complétude dans certains cas particuliers, méme
quand I'application du théoreme de Keldysh n’est pas possible.

Et quoi qu'il en soit, la complétude ne suffit pas ! En effet, pour pouvoir décomposer n’importe quelle fonc-
tion sur les fonctions propres (et fonctions propres généralisées), nous avons besoin d’une propriété de base.
Dans beaucoup de situations, il est difficile de montrer ne serait-ce que la complétude. Citons par exemple
le cas de I'élasticité : la complétude des modes de Lamb n’est pas prouvée. Cela n’empéche pas la commu-
nauté mécanique d'utiliser ces modes pour décomposer des champs. Nous faisons de méme dans ce mémoire,
notamment a la section 3.3 et au chapitre 5.



Deuxieme partie

La jonction entre deux guides d’ondes
ouverts
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LA premiere partie de ce mémoire était dédiée au guide d’ondes ouvert uniforme. Nous avons
notamment étudié les différents modes d'un tel guide, qui apparaissent en cherchant les so-
lutions a variables séparées. La théorie spectrale fait apparaitre deux types de modes : les modes
guidés (qui correspondent au spectre pontuel) et les modes de radiation (qui correspondent au
spectre continu). Nous avons également discuté de la notion de modes a fuite, nous avons vu
qu’'un moyen de les faire apparaitre est l'utilisation de PMLs.

Dans cette partie, nous allons nous intéresser au probleme de la jonction entre deux guides
d’ondes ouverts. On rappelle que la motivation initiale de la these est 'étude d"une jonction entre
une fibre optique et un microguide optique, tous deux étant modélisés par des guides d’ondes ou-
verts, mais qu'une telle jonction entre deux guides d’ondes se rencontre dans d’autres domaines,
par exemple en acoustique (jonctions de pipelines enfouis) ou en élasticité (cable enfoui dont la
section évolue), pour n’en citer que quelques uns.

Plus précisément, nous nous intéressons toujours a I’équation de type Helmholtz suivante :
—div(uVe) —w’pp =0,

dans un domaine O := R x (2, , ou1 {2 est toujours un domaine non borné de dimension 1 (pour
une guide 2D) et de dimension 2 (pour un guide 3D). Les fonctions p et p sont les caractéristiques
physiques et nous définissons toujours c et k par 1’équation (2). Les caractéristiques physiques sont
des fonctions bornées inférieurement et supérieurement par des constantes strictement positives
et elles dépendent des coordonnées transverse(s) et longitudinale, mais qui sont telles que pour
un certain a > 0, et pour +x > a, elles ne dépendent plus que des coordonnées transverses : dans
le cas d"un milieu transverse bidimensionnel :

pour +zx > a, M(JU, Y, Z) = Ni(?h Z)

(resp. plx,y,2) = p(y, 2), c(z,y,2) = (y, 2), k(z,y,2) = k= (y, z)) ,

et dans le cas d’un milieu transverse unidimensionnel :

pour +z>a, p(z,z)=p"(2)
(resp. p(z,z) = p(2), c(z,2) = ¢ (2), k(z,2) = ki(z)) .

Par ailleurs, les caractéristiques physiques ont une valeur constante a 1'infini dans les directions
transverses : il existe b > 0 tel que, dans le cas d’un milieu transverse bidimensionnel,

pour /y? + 22 > b, pour tout z € R, p(x,y,2) = fico
(resp. p(,Y, 2) = poo, €(T,Y,2) = Coos k(2,Y,2) = koo)

et dans le cas d’un milieu transverse unidimensionnel,

pour |z| > b, pour tout z € R, pu(x,2) = fioo
(resp. p(z,2) = poo, €(x,2) = Coo, k(2,2) = koo) .

Par extension des définitions données dans le cas d’un guide uniforme, nous définissons la gaine
comme "'union O, des composantes connexes non bornées dans la (ou les) direction(s) trans-
verse(s) oul les parametres physiques valent ce qu’ils valent a 'infini et le ceeur comme le complé-
mentaire de la gaine : O \ O.

Ainsi pour £2 > a, nous sommes retombés dans le cas de guides d’ondes uniformes et nous
pourrons alors utiliser les notions de modes développées dans la premiere partie. La zone |z| < a
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_:a +:a

FIGURE 6 — Exemples de jonction abrupte (a gauche) et épaisse (i droite). Les différents niveaux de bleu correspondent
a des matériaux différents (le coeur en bleu foncé, la gaine en bleu clair).

constitue ainsi la jonction entre les deux guides d’ondes. Sur la figure 6, nous avons représenté
deux types de jonctions : le type abrupt (lorsque a — 0) et le type épais (a > 0).

Nous allons étudier deux problémes : un probleme de diffraction et un probleme de radiation. Le
probleme de diffraction peut s’énoncer avec les mains de la fagon suivante : on envoie une onde
incidente, par exemple un mode guidé du guide de gauche, et on regarde comment cette onde est
réfléchie dans le guide d’entrée, comment elle est transmise dans le guide de sortie et comment
elle est radiée dans la gaine. Le probleme de radiation consiste a regarder comment une source
localisée génere une onde qui se propage dans chacun des deux guides et une onde radiée dans la
gaine. La figure 7 représente un exemple de probleme de diffraction et un exemple de probleme
de radiation dans la jonction entre deux guides d’ondes ouverts.

"l NS,

Pincident ,\f\'

VA S gaine 4\}1116—
Préfléchi —_—

coeur Ptransmis source coeur

gaine gaine
kj\tpradiéa 'Z/k kf\‘ g 7/“

FIGURE 7 — Schéma représentant un exemple de probleme de diffraction (4 gauche) et un exemple de probléme de
radiation (a droite) dans la jonction entre deux guides d’ondes ouverts.

Dans le chapitre 4, nous donnerons une expression précise des problemes de radiation et de dif-
fraction. Notamment, nous verrons que nous serons amenés a utiliser des conditions de rayonne-
ment qui reposent sur la décomposition du champ sur les modes guidés et les modes de radiation
(étudiés au chapitre 1) du guide de gauche pour x < —a et du guide de droite pour > a. Nous
démontrerons ensuite le caractére bien posé du probléme, équipé de ces conditions de rayon-
nement modales (existence et unicité de la solution, avec dépendance continue par rapport aux
données : source ou/et onde incidente).

Le chapitre 5, quant a lui, est dédié aux simulations numériques d’une telle jonction. Nous ver-
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rons que pour borner le domaine de calcul dans la (ou les) direction(s) transverse(s), nous uti-
liserons des PMLs. Puis, utilisant le calcul des modes avec PMLs (détaillé au chapitre 3), nous
expliquerons comment obtenir des conditions aux limites transparentes, grace a des opérateurs
de Dirichlet-to-Neumann, pour borner le domaine de calcul dans la direction longitudinale. Enfin,
nous étudierons 1'utilisation d’'une méthode multimodale.
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DANS ce chapitre, nous allons mener une étude théorique du probleme de la jonction entre deux

guides d’ondes ouverts. Plus précisément, les questions que I'on se pose sont les suivantes :
quel type de condition de rayonnement utiliser dans une telle géométrie ? Et les équations équi-
pées de telles conditions de rayonnement sont-elles bien posées (existence, unicité de la solution
et continuité par rapport aux données : source, onde incidente) ?

Dans le cas d'un milieu homogene a l'infini (par exemple dans le cas de la diffraction d’un ob-
jet borné dans l'espace libre), c’est la condition de Sommerfeld qui joue le role de condition de
rayonnement :

99 ik — 1

on e = Tﬁeroo rd=1/2 )7
ou d est la dimension en espace (2 ou 3). Dans le cas d'un guide d’ondes ouvert, le milieu n’est
pas homogene a 'infini, et une telle condition n’est plus valide.

L’étude que I’on mene ici rentre dans le cadre de la diffraction d’'ondes harmoniques en temps par
des inhomogénéités non localisées en espace. En effet, on peut voir le coeur du guide, comme une
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inhomogénéité du milieu a I'infini, la gaine. Dans la littérature, une catégorie de tels milieux porte
le nom de milieux rugueux (ou rough surfaces en anglais). Ce type de milieux a connu un grand in-
térét dans le domaine des mathématiques appliquées récemment, voir par exemple [CWMO05] et
[LR10]. Ainsi, la jonction entre deux guides d’ondes ouverts rentre a priori dans ce cadre. Mais
dans tout ce qui a été fait dans la littérature a ce sujet, il n’y a pas d’onde guidée par cette surface
et I’'onde diffractée est supposée décroissante dans la (les) direction(s) de la surface rugueuse, ce
qui correspond pour nous a la direction longitudinale. Ceci permet d'imposer des conditions de
rayonnement dans la (ou les) direction(s) transverse(s) : on représente 1’'onde diffractée comme
une superposition d’ondes planes (propagatives ou évanescentes) sortantes dans la (ou les) direc-
tion(s) transverse(s). Mais dans un guide d’ondes ouvert, il y a en général (voir les conditions au
chapitre 1) des ondes guidées, non décroissantes dans la direction longitudinale. L'approche des
surfaces rugueuses ne peut donc pas étre utilisée ici.

Cependant, dans la littérature, de nombreuses solutions ont été proposées pour traiter la possibi-
lité d’ondes guidées. Dans le cadre d"un milieu stratifié, Xu [Xu92, Xu95] décompose le champ dif-
fracté en une somme finie d’ondes guidées et une onde «libre » (free wave) et impose sur chacun
des termes une condition de Sommerfeld avec le nombre d’onde approprié. Ciraolo et Magnanini
[Cir08, CMO09] utilisent une condition de rayonnement similaire. Duran, Jerez-Hanckes, Muga et
Nédélec [DMNO6, JHN10] proposent de diviser le milieu en deux régions (loin et prés du cceur)
et d’imposer dans chacune de ces régions une condition de type Sommerfeld. Il est probable que
toutes ces conditions sont équivalentes et permettent de démontrer que les équations dans un
guide d’ondes ouvert localement perturbé sont bien posées. Cependant, il semble que dans ce
cas (un guide d’ondes ouvert uniforme localement perturbé, qui est une situation particuliere par
rapport au cas qui nous intéresse ici, a savoir la jonction entre deux guides d’ondes : on peut voir
en effet un guide d’ondes perturbé comme une jonction entre les deux mémes guides d’ondes),
les preuves d'unicité que I'on trouve dans la littérature [Xu92, CirO8] ne sont pas completes, puis-
qu’elles ne traitent pas des composantes évanescentes de 1’'onde diffractée.

L’idée ici est d"utiliser la condition de rayonnement modale développée dans [BBCDHO09] pour traiter
le cas d"une perturbation locale d’un guide d’ondes ouvert uniforme. Cette condition de rayon-
nement reprend 1'idée utilisée pour les milieux rugueux, mais en renversant les roles de la (des)
direction(s) transverse(s) et longitudinale. On représente ici 1’onde diffractée comme une superpo-
sition de modes guidés et de modes de radiation qui sont sortants dans la direction longitudinale.
Cette décomposition de 1'onde renvoie alors aux notions de modes guidés et de modes de ra-
diation d"un guide ouvert uniforme, que nous avons traitées au chapitre 1. Nous verrons que la
condition de rayonnement s’exprime alors a ’aide de la transformation de Fourier généralisée asso-
ciée a 'opérateur transverse. Nous verrons qu’avec cette condition de rayonnement, le probleme
(de diffraction ou de radiation) dans la jonction entre deux guides d’ondes ouverts est bien posé,
ceci constituant, a notre connaissance, la premiere preuve dans ce contexte.

Dans ce chapitre, par soucis de simplicité, nous n’allons traiter quun probleme 2D. De plus, nous
supposerons que la géométrie est symétrique par rapport a I’axe longitudinal. Ainsi, le probléeme
peut étre défini dans le demi-plan O := R x R*. La coordonnée longitudinale est z € R et la
coordonnée transverse z € RT. Nous notons I' := R x {0} I'axe de symétrie. La propagation des
ondes est décrite par la fonction réelle et bornée k(z, z) (le nombre d’onde), qui est supposée étre
une perturbation localisée d"une fonction de référence k,(z, z), dans le sens o1

k(x,z) — k«(z, z) est a support compact inclus dans [—a, +a] x [0, b],
ol a et b sont des nombres positifs et ol k, est donné par :

ko si0<z<hE,

ko(z,z) = k¥(2)siz € RY on k¥(z):= { koo siz> hE.
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De plus, nous supposerons que 0 < ko, < ko, ce qui assure I’existence d’ondes guidées (cf. propo-
sition 1.8 du chapitre 1). La figure 4.1 représente les deux types de géométries : k correspond au
cas d'une jonction épaisse et k, au cas d’une jonction abrupte entre deux guides d’ondes ouverts
semi-infinis, qui sont constitués des mémes matériaux, mais dont les hauteurs des cceurs (A~ pour
le guide d’ondes de gauche et A" pour le guide d’ondes de droite) sont différentes. Dans le cas de
la jonction abrupte, nous définissons X := {0} x R* l'interface entre les deux guides d’ondes.

koo 2
\/ koo
ko kO 0
HITIIIIrigririiiiiey/ [ATTITIITmIrirmrrriz77
—a “+a

FIGURE 4.1 - A gauche : jonction épaisse : k(z, z). A droite : jonction abrupte : k,(z, 2).

Nous nous intéressons dans ce chapitre a deux problemes : un probleme de radiation et un pro-
bleme de diffraction. Le probléme de radiation s’exprime de la fagon suivante : considérant une
excitation f a support compact, trouver ¢ solution de

—Ap — k*¢ = f dans O,
p=0surl,

telle que ¢ est sortante. Le probléme de diffraction est le suivant : étant donné une onde incidente
o, trouver ¢ solution de

—Ayp —k?p =0dans O,
p=0surl,

telle que ¢ est sortante pour « > a et telle que ¢ — ¢y est sortante pour z < —a.

Nous donnerons une définition précise de ces problemes a la section 4.1. Tout d’abord, nous ver-
rons quel sens donner au mot sortant a la sous-section 4.1.1 : de chaque c6té de la jonction (i.e.
dans le guide d’ondes de gauche z < —a, ou de droite z > a), nous utiliserons la condition de
rayonnement modale adaptée au guide d’ondes considéré, qui s’exprime a l'aide de la transfor-
mation de Fourier généralisée correspondante. A la sous-section 4.1.2, nous introduirons I'espace
fonctionnel dans lequel nous cherchons la solution. Les problemes de radiation et de diffraction
pourront ensuite étre explicités a la sous-section 4.1.3, ainsi que les deux principaux résultats de
cette étude : les théoremes 4.1 (concernant le caractére bien posé du probleme de radiation) et le
théoréme 4.2 (pour le probléme de diffraction).

L’idée de la preuve de ces théorémes est de considérer la jonction épaisse comme une pertur-
bation de la jonction abrupte (section 4.2). Ceci nous amene a réécrire notre probleme comme
une équation de Lippmann-Schwinger. Ainsi, nous pouvons utiliser 'alternative de Fredholm
si I’'on montre que le probleme dans la jonction abrupte est bien posé. L'analyse de la jonction
abrupte utilise et généralise des résultats développés, d'une part, dans [BBCDHO09] pour un guide
d’ondes ouvert uniforme et, d’autre part, dans [Til01] ou [BBT00] pour la jonction abrupte entre
deux guides d’ondes ouverts (et généralisés dans [BBRT00] pour la jonction entre un réseau de
plaques et I'espace libre). L'idée est de décomposer le champ en deux parties. La premiere re-
présente la solution dans les deux demi-guides d’ondes (pour z < 0 et pour x > 0) découplés.
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L’étude de cette premiere partie est I'objet de la sous-section 4.2.2 et s’inspire de [BBCDHO09]. La
deuxiéme partie du champ est le terme correctif qui prend en compte le couplage entre les deux
demi-guides d’ondes. Celui-ci se ramene a une équation de couplage sur l'interface entre les deux
demi-guides d’ondes (nommée ci-dessus X). Le terme de couplage est étudié a la sous-section
4.2.3, en généralisant des résultats de [Til01].

Enfin, l'unicité du probleme de diffraction ou de radiation est prouvée a la section 4.3. L'idée
générale de la preuve s’inspire de celle de [BBCDHO09]. La premiére étape (étudiée a la sous-
section 4.3.1) consiste a montrer que, sans excitation et sans onde incidente, le flux d’énergie
a travers n’importe quelle section transverse infinie située a 'extérieur de la jonction est nul,
ce qui implique que, dans la représentation du champ a l'aide des modes, les composantes as-
sociées aux modes propagatifs sont nulles. Cette premiere étape s’inspire d’idées de [CWZ98],
ot le flux d’énergie est défini au contraire au travers d’une section parallele a la direction lon-
gitudinale. Ensuite, l'idée consiste a utiliser un argument d’analyticité pour démontrer que les
autres composantes (i.e. celles liées aux modes évanescents) s’annulent également. Cette méthode
a été développée dans [Wed91] pour démontrer 1’abscence de valeurs propres immergées dans le
spectre essentiel du propagateur acoustique pour un milieu stratifié, en utilisant la transforma-
tion de Fourier dans la direction longitudinale. Puis elle a été reformulée dans [BBCDHO09] pour
la transformation de Fourier généralisée dans la direction transverse. Néanmoins, "utilisation de
cet argument dans le cas d’une jonction entre deux guides d’ondes ouverts est beaucoup plus
délicate que dans le cas d"une perturbation locale d"un guide d’ondes ouvert uniforme (le cas étu-
dié dans [BBCDHO09]), puisque nous utilisons deux transformations de Fourier généralisées, liées
aux deux guides d’ondes. Nous avons pour cela besoin d'un résultat préliminaire de décroissance
dans la direction transverse (sous-section 4.3.2), puis 'argument d’analyticité est développé dans
la sous-section 4.3.3.

Nous concluons ce chapitre par quelques commentaires sur la méthode : quelles généralisations
semblent réalisables ? Quelles sont nos conjectures sur d’autres problemes ? Enfin, la section 4.4
donne tout le cadre mathématique précis pour définir la transformation de Fourier généralisée.
Notamment nous expliquons comment généraliser une telle transformation a un espace de distri-
bution, type espace de Schwartz. Cette partie, technique, est reporté a la fin du chapitre et reprend
essentiellement des résultats développés dans [Haz09]. Sa lecture n’est pas indispensable pour la
compréhension du reste.

Tout ce chapitre fait 'objet d"un article soumis a SIAM Journal of Applied Mathematics [BBGHed],
ainsi que d"un poster présenté au CANUM 2010 (40e Congres National d’Analyse Numérique).
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4.1 POSITION DES PROBLEMES DE RADIATION ET DE DIFFRACTION

Il s’agit dans cette premiere section de poser le cadre fonctionnel et de fixer les conditions de
rayonnement qui vont nous permettre de montrer le caractere bien posé des problémes de radia-
tion et de diffraction dans la jonction entre deux guides d’ondes ouverts.

4.1.1 Conditions de rayonnement modales

L’idée pour construire les conditions de rayonnement modales est simple : nous savons que pour
|z| > a,la géométrie est celle d'un guide d’ondes droit. Nous allons tirer parti de cette information
pour décomposer la solution sur les modes (guidés et de radiation) du guide droit, ce qui nous
permettra de distinguer les ondes allant vers la droite et vers la gauche.

A la fin du chapitre 1, nous avons vu que, dans un guide droit, les fonctions propres et les fonc-
tions propres généralisées de I'opérateur transverse, que 1’on note A, forment une base de L?(2),
ou  est la section transverse (ici RT), « en un certain sens ». En annexe de ce chapitre (section
4.4), nous démontrons ce résultat dans le cas du guide d’ondes 2D considéré ici. Nous résumons
ici les principaux résultats qui nous seront utiles dans la suite. Nous avons vu, a la section 1.1,
que les fonctions propres et les fonctions propres généralisées de 1’opérateur transverse forment
une famille ®,(z), oit A vit dans le spectre de I'opérateur transverse A, constitué d'un nombre fini
de valeurs propres (le spectre pontuel A,(A)) et du spectre continu A.(A4) = [—kZ, +0o[. Une pro-
priété importante pour ces fonctions ®(z) est qu’elles sont entieres par rapport a A (analytiques
dans tout le plan complexe). Le fait que les fonctions propres et les fonctions propres généra-
lisées forment une famille complete peut étre reformulé a 1’aide de la transformation de Fourier
généralisée associée a I'opérateur transverse A4, i.e. 'opérateur de « décomposition » sur la famille
{®x, X € A(A)}, donné par

Fau(X) = /R+ u(z) ®r(z)dz, VA e A(A),

pour tout u € L?(R") a support compact. Par un argument de densité (cf. proposition 4.11 a la
section annexe 4.4 de ce chapitre), on montre que cette transformation F4 se prolonge en une
transformation unitaire de L?(R™), dans un espace spectral de la forme L?(A(A); dmes), 'espace
des fonctions de module carré intégrables pour la mesure

dmes = > pxox+padA|a,(a),
AEA,(A)

ol 6, est la mesure de Dirac au point A € A,(A), dA[5,(4) est la mesure de Lebesgue restreinte au
spectre continu A.(A) et py est un poids (voir équation (4.34)).

La transformation inverse F; ' apparait comme l'opérateur de « recomposition » sur la famille
{®5,\ € A(A)} : pour tout Uy € L*(A(A); dmes),

Filu= / Uy @) (2z) dmes(\) = Z pa Uy Dy +/ uy Py pydA.

En prenant u = F4u, cette formule nous donne la formule de décomposition de toute fonction

u € L?(R") sur les fonctions propres et les fonctions propres généralisées de A : la famille {®y, \ €
A(A)}.

La propriété essentielle de la transformation F4 est qu’elle diagonalise 1’'opérateur A. En effet,
Au = F ' A\Fau, pour tout u € D(A) = H*(RT) N H(RT). Ainsi, si on applique (formellement
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pour l'instant car en général ¢(z,.) ¢ D(A)) la transformation F4 aux équations dans un guide
droit (ce qui est le cas pour =2 > a), on obtient :

2

—@}"A@(x, A) + A Fap(z,\) =0.

On en déduit que
‘FASD(‘/Ea A) - a)\ efﬁ(x:Fa) + /b\)\ e\& (x:Fa).

Puis, en appliquant la transformation de Fourier inverse, on a : pour tout +z > a:

o(z, 2) = Z (aA e—\/X(:E:Fa) _|_B>\ e\/X(:c:Fa)) pf ®)(2)
AEAL(A)

+ / (aA e~ VAEFa) L ) oVA @ﬂFa)) Oy(2)pt X, (4.1)
AEAC(A)

Cette formule n’est rien d’autre que la formule de décomposition sur les modes guidés (lorsque
A € A,(A)) et les modes de radiation (lorsque A € A.(A)).

Dans (4.1), nous avons besoin de définir une racine carrée au sens complexe, puisque nous pre-
nons la racine carrée de )\, qui peut étre positif ou négatif. Dans tout ce chapitre, nous prenons la
définition suivante de la racine carrée :

VA= U

ce qui signifie que nous avons placé la coupure sur iR* et que VA = |)| , ot arg(\) =
arg;p+(A) est dans l'intervalle | — 37 /2, 7/2[. Ainsi, la racine carrée d'un nombre négatif appar-
tient 8 —iR™. Ceci nous permet de distinguer les ondes propagatives et évanescentes allant vers
la gauche ou vers la droite. Rappelons-nous que dans tout ce mémoire, nous supposons une dé-

1/2 eiarg)\/Q

pendance en temps de la forme e~™!. Lorsque A < 0, le mode ®,(z) e~ VAEF) ggt propagatif
vers la droite et le mode ®)(z) eVAEFa) egt propagatif vers la gauche. Lorsque A > 0, le mode

Dy (2) e~ VM@ta) egt évanescent vers la droite et le mode ® A(2) eVM@Fa) egt évanescent vers la
gauche.

Remarque 4.1: Le nombre VA = VX est relié au nombre d'onde longitudinal 8 défini par f =
®V/ =X (et prolongé par 8 = i/ X pour \ > 0) par la relation :

B =i iRW, pour tout X tel que Im () < 0.

La condition de rayonnement consiste alors simplement a imposer a I’'onde d’étre sortante dans la
direction longitudinale : toutes les composantes spectrales de 1’onde sont propagatives (si A < 0)
ou évanescentes (si A > 0) vers la droite pour = > a : ce qui revient a annuler ZA pour z > a. De
méme, toutes les composantes spectrales sont propagatives (si A < 0) ou évanescentes (si A > 0)
vers la gauche pour z < —a, ce qui revient a annuler @) pour z < —a.

Comme la jonction fait intervenir deux guides d’ondes a priori différents : un guide d’ondes que
I'on va appeler — (celui de gauche, pour z < —a) et un guide d’ondes + (celui de droite, pour
x > a), nous utiliserons I’exposant & pour tout ce qui est relatif au guide d’ondes +. Notamment,
nous noterons F la transformation de Fourier généralisée adaptée au demi-guide de droite et 7~
celle qui est adaptée au demi-guide de gauche. Noter que comme nous nous plagons dans le cas

ou k3, = kX, nous noterons ko, cette quantité. Nous noterons également A, = A (A1) = A.(47),
AF = Ap(AF) et AT = A(AF).

Nous sommes maintenant en mesure de donner la définition de notre condition de rayonnement
modale.
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Définition 4.1  Nous dirons que  satisfait la condition de rayonnement (R*) s'il existe une fonction
a*t : AT — C telle que

FEo(z,\) = af e~ VA(lzl-a) pour +x > aet A € A%

Remarque 4.2:  Nous sommes volontairement imprécis a ce niveau sur l’espace fonctionel dans lequel
vit &f. Cela va étre précisé a la sous-section suivante.

La figure 4.2 représente schématiquement la condition de rayonnement utilisée, qui impose un
caractere sortant dans la direction longitudinale.

F o =a, eVA(z+a) Fto= 62; e~ VA(@—a)

o I

—a a
/P77 IIIIIIIIIIIIIIIIIII?/ x

FIGURE 4.2 — Schéma représentant la condition de rayonnement utilisée.

Remarque 4.3 :  Nous avons vu que la décomposition (4.1) est formelle, puisqu’a priori p(z,.) ¢ D(A).
En annexe (section 4.4), on montre que la transformation de Fourier généralisée s'étend a un espace de
distributions (similaire a I'espace de Schwartz pour la transformation de Fourier standard). Cette extension
nous permet de justifier la décomposition que nous utilisons ici des lors que @y (x) est une fonction de .
Nous verrons que c’est effectivement le cas (cf. remarque 4.4).

4.1.2 Cadre fonctionnel

Maintenant que les conditions de rayonnement ont été énoncées, voyons dans quel espace fonc-
tionnel nous allons chercher les solutions des problemes de radiation et de diffraction. Tout
d’abord, remarquons qu’a priori, p(z,.) ¢ L?(RT). En effet, dans le cas d’un milieu homogene
(ko = koo), nous savons que le champ diffracté décroit comme 1/4/r, ot r = V22 + 22. Ainsi, pour
pouvoir appliquer la transformation de Fourier généralisée, nous avons besoin d’étendre la trans-
formation de Fourier généralisée a un espace plus gros que L?*(R™). Cette extension est décrite
en annexe de ce chapitre : section 4.4. On montre que la transformation de Fourier généralisée
F* s’étend a un isomorphisme entre un espace de distributions physiques, noté &', (R™), et un
espace de distributions spectrales, noté gili (A%), tous les deux similaires a ’espace de Schwartz
S’(R). Pour la construction de ces espaces de distributions, une condition s’impose : on ne doit
pas se situer sur une fréquence de coupure du guide d’ondes. Nous supposerons donc que 1'on
n’est ni sur une fréquence de coupure du demi-guide de gauche ni sur une fréquence de coupure
du demi-guide de droite. Ceci impose :

1\* =2
k3 — k2 # <n + 2) (hi)Q’ pour tout n € N. (4.2)

Nous supposerons que pour £z > 0, ¢(z,.) est dans l'espace de distributions S’,. (R"), pour
pouvoir lui appliquer la transformation de Fourier généralisée. Mais ceci ne nous suffira pas!
Nous allons chercher maintenant a étre un peu plus précis sur I'espace fonctionnel dans lequel
nous allons chercher ¢(z,.). Notre point de départ est le suivant : nous savons que la quantité
suivante :

Im ( 9% (0 V(@2 dz)

r+ 0|7
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correspond au flux d’énergie longitudinal sortant a travers la section {z} x R*. Nous allons im-
poser a notre solution de vérifier que le flux d’énergie a travers n'importe quelle section verticale
soit fini. Mais en fait nous allons avoir besoin d"une hypothese un peu plus forte (pour des raisons
techniques qui apparaitront dans la suite) : nous allons imposer

dp
\/]R‘*' %(J?,Z) (,0(1'72) dz

Bien entendu, cette derniére hypothese implique que les flux d’énergie a travers n'importe quelle
section verticale sont finis. Supposons, pour un instant (ce sera pleinement justifié par la suite),
que l'on ait une formule de Parseval. On obtient alors en utilisant la condition de rayonnement
(R*) : comme F*p(+a,\) = a5 et (0/0]z|) Frp(+a, \) = —VAa5,

Vr € R, < 4o00.

Op — 0F FECTT et kg
——(*%a, z) p(+a,z)dz = ——(£a,\) Fro(xa, \) dmes™(\) = —Vx oy | dmes™ ().
R+ Olz] ax Olzl A

Il apparait alors naturel de chercher @; dans l'espace suivant :

VE = {ﬂ)\ D G o PYASTIN= Lz(Ai;dmeSi)}.

Faisons quelques remarques sur cet espace V. Clest un espace de Hilbert équipé du produit
scalaire suivant

(w,0)p+ ::/ VA Tx Dy dmes®(N).
AT

Par ailleurs, cet espace est inclus dans 'espace de distributions spectrales ngi (AF). T est donc
licite d’appliquer la transformation de Fourier généralisée inverse a n‘importe quel élément de
V. Nous définissons alors VE = (F£)"1V=, L'espace V* est alors également un espace de
Hilbert avec comme produit scalaire :

(u,v)y+ = (Fru, .Fiv)f/i.

Tout ceci nous ameéne a chercher a* dans I'espace V*. En d’autres termes, cela revient a imposer :
¢(x,.) € V* pour tout +x > a. Nous allons en fait imposer cette condition dans tout le domaine
(et pas uniquement en dehors de la perturbation) : nous allons imposer a la solution ¢ de vérifier
la condition suivante : p(z,.) € V* pour tout £z > 0.

Remarque 4.4: Noter que si uy € V=, alors Ty, est une fonction de . Ainsi, la décomposition modale
(4.1) est pleinement justifiée (voir la section annexe 4.4).

Voici maintenant une propriété qui nous donne davantage de renseignement sur les éléments de
VE,

Proposition 4.1  Nous avons les injections continues suivantes :

HY2(RY) c VE ¢ HYARY).

loc

Plus précisément, siu € V*, alors il existe u® € CO(RT) avec lim,_, oo u?(2) = 0 et u® € HY/?(R") tels
que u = u® + uP.
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Démonstration. Nour reproduisons ici une démonstration présente dans [Til01]. On utilise la théo-
rie de l'interpolation des opérateurs autoadjoints positifs. Cette théorie est développée dans le
livre de Lions et Magenes [LM68]. Le point de départ est un opérateur autoadjoint positif, que
I'on va noter M, sur un espace de Hilbert F, qui vérifie, pour § > 0

(Mu,u)g > d||lul|%, Yue D(M).

Pour nous, 'espace E est L?(R*) et 'opérateur M est A* + (ki)? 4 6. Le domaine de M, D(M),
est alors égal au domaine de A*. La théorie nous dit alors que le domaine de M'/? est le domaine
de la forme sesquilinéaire associée a I’opérateur M, i.e. pour notre opérateur H¢ (RT). Par ailleurs,
le domaine de l'opérateur a n'importe quelle puissance a € [0, 1] peut-étre défini comme suit :

DM®) = {u € B, (I + M*)ul[} < +oo} .
Dans notre cas, en utilisant la proposition 4.11 (voir ’'annexe 4.4), on a alors :

DMy = {u € L*(RY), (I + M"Y )ul| 2@ty < +°O}

{ue 2@, (1+9") FEu)l 2 a s amest) < +00}
otty = A+ (kT)? + 4.
Par ailleurs, comme D(M) C H?(Rt) et E = L?>(R1), on a alors D(M/4) ¢ HY/?(R™).
Rappelons nous que la norme sur V= est définie par:
HUH%/i = “’)"1/4fiu()‘) ”L2(Ai;dmesi)'

Or,

3C > 0 telle que VA € AT, A4 <O\ + (k) +0)V4 (4.3)
Dong, [[ull?. < Cllull p(asi/4)- Par conséquent D(M'/*) est inclus dans V.

On recherche maintenant une inclusion dans l’autre sens. Pour cela, on cherche une inégalité du
type (4.3) mais dans 'autre sens, ce qui n’est pas possible directement a cause de A = 0. On utilise
alors une fonction de troncature X valant 1 au voisinage de 0 et 0 en dehors d"un voisinage de 0
(cf. figure 4.3). On écrit alors, pour u € V¥,

FIGURE 4.3 — Fonction de troncature X.

Fru(\) =18 + a8, ouds := x(W)FFu(\) et @} := (1 — X(\)) FFu(N).

Par le théoreme de Riemann-Lebesgue (proposition 4.15, voir ’'annexe 4.4), comme u} est une
fonction intégrable (on peut le voir en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, |\|~/2 étant inté-
grable en 0), (F¥)~1(4?) est une fonction continue et qui tend vers 0 a I'infini.

Par ailleurs, sur le support de 4%, comme on a enlevé un voisinage de 0, il existe une constante
C > 0 telle que pour tout A € supp(@), (A+(kF)?+06)1/* < C|A|'/4. Done, (F*)~1(@") € D(MY4).
Puis, comme D(M'/*) est inclus dans H'/2(R*), on en déduit que (F*)~' (@) € H'/2(Rt). O
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Remarque 4.5: Si nous décomposons ¢(x, z) de la méme maniere que dans la propriété 4.1 : ¢ =
©* + P, alors on a " (x,.) € HY?(RY), pour tout = € R, et ¢ correspond a la contributions des modes
autour de X = 0, i.e. les modes qui se propagent dans une direction proche de la verticale.

Dans les conditions de rayonnement modale (R™) et (R*), nous imposons un comportement sortant dans
la direction longitudinale. Mais nous n’imposons rien dans la direction transverse. 1l est naturel d'imposer
également un certain comportement dans la direction transverse, c'est le cas avec la condition (x,.) € V*+
pour tout £z > 0.

Finalement, remarquons que l'égalité de Parseval utilisée ci-dessus est pleinement justifiée. La
condition de rayonnement modale nous assure que dF*p/0x € (VE), ott (V*) est I'espace dual
de V¥ (i.e. I'ensemble de toutes les formes continues et antilinéaires sur V*), défini par

(V) = {in s A% — ©, |\ 740y € L2(A%; dmes™) }.

Cet espace (V£ est inclus dans I'espace des distributions spectrales §f4i (AF). Nous pouvons
donc appliquer la transformation de Fourier généralisée inverse : dp/dx € (VE), ot (VE) =
(F jE)_1(YA/i)’ et 'égalité de Parseval utilisée est simplement l'effet de (F*)~! sur le produit de
dualité entre (V) et VE .

(@,0) ey pe = (FH ' (FH) D) (eyve  pourtoutd e (VE) etd e VE,
Nous équipons les espaces (V£) et (VE)' des normes suivantes :
lullovsy = IF=ull gy = A4 F ull o p s ety Y € (VE'.
Nous somme désormais en mesure de définir les espaces fonctionnels dans lesquels nous allons
chercher la solution.

Définition 4.2  Soit OF := R* x R* le domaine correspondant au demi-guide de gauche ou de droite
pour la jonction abrupte. Nous définissons

HE = {pe HL (0F), p(x,.) € VE pour tout +x > 0},
H o= {30 € H110(3<O)7 ‘10’(9* EH et ()0’0+ S H+} .

Remarque 4.6 :  Nous allons rechercher la solution dans H. Remarquer que cet espace dépend de la
position de ¥ = {0} x RT, l'interface entre les deux demi-guides d’ondes. Ce n’est pas completement
satisfaisant, puisque cette position a un caractere non intrinséque a notre probléme posé dans la jonction
épaisse. Cependant, nous conjecturons que V- = V*.En effet, un résultat similaire a été démontré, dans
un cas plus simple, dans la these d’Axel Tillequin [Til01].

4.1.3 Les résultats principaux

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer précisément les probléemes de radiation et de
diffraction dont nous allons montrer le caractére bien posé.

Le probléme de radiation est le suivant : étant donné une source f € L*(O) qui est supposée a
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support compact, inclus dans [—a, +a] x [0, b],

trouver p € H tel que
—Ap—k*’p=f dansO,
90|F == 07

o vérifie (R™) et (RT).

(Prad)

La figure 4.4 représente schématiquement le probléme de radiation que 'on se pose.

FIGURE 4.4 — Schéma représentant le probléme de radiation.

Le probléme de diffraction est un peu plus compliqué a énoncer. La question qu’il reste a résoudre
est la suivante : quels types d’ondes incidentes pouvons-nous prendre en compte ? Nous allons
considérer le cas d'une onde incidente venant de la gauche, par exemple une onde guidée du
guide de gauche @, (2) eV, pour A € A, ou de maniére générale une superposition de modes
guidés et de radiation propagatifs. Ceci nous amene a choisir 1'onde incidente ¢y sous la forme
suivante :

eow,2) = (F) ™ (F(u)(N) e,
avec ug € V' telle que le support de F~(ug) estinclus dans A" NR™. (4.4)

Le fait que le support de F~ (ug) soit dans R~ vient du fait que I'on ne considere que des super-

positions de modes propagatifs (sinon, 1’expression VAT g pas nécessairement de sens pour
x — —oo ou A — +00). De plus, nous autorisons les modes guidés isolés comme onde incidente,
mais nous n’autorisons pas les modes de radiation isolés (en effet, en section 4.4, nous montrons
que la transformée de Fourier généralisée d’un mode de radiation fait intervenir un Dirac et les
Diracs ne sont pas dans V' ™), nous autorisons uniquement des superpositions continues de modes
de radiation propagatifs, i.e. des faisceaux de modes de radiation propagatifs. Sur la figure 4.5,
nous représentons deux exemples d’ondes incidentes : le premier exemple est un mode guidé, le
deuxiéme exemple est un faisceau de modes de radiation propagatifs : nous prenons, étant donnés
—k: <a<B<0,

. 1
Fug(A) = exp <1 — 2\ - a)/(B-a) - 1)2> |

Cette fonction est de classe C™ et a support compact inclus dans [« f].

Maintenant que nous avons détaillé la forme de I’onde incidente, nous sommes capable d’énoncer
le probleme de diffraction : étant donné ¢y de la forme donnée par 1'équation (4.4), le probléme



148 Chapitre 4. Analyse mathématique
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FIGURE 4.5 — Différents types d’onde incidente : un mode guidé (a gauche), un faisceau de modes de radiation
propagatifs (a droite). La ligne horizontale en noir correspond a la frontiére ceeur / gaine.

de diffraction est le suivant :

trouver ¢ € H tel que

~Ap —k?>p=0 dansO,

¢lr =0,

@ — o vérifie (R™) et ¢ vérifie (RT).

(Paif)

La figure 4.6 représente schématiquement le probleme de diffraction.

FIGURE 4.6 — Schéma représentant le probleme de diffraction.

Les deux principaux résultats de ce chapitre sont les théorémes suivants.

Théoreme 4.1:  Sous la condition (4.2), pour tout f € L*(O) dont le support est inclus dans [—a, +a] x
[0, 0], le probleme (Pyaq) est bien posé : il y a une unique solution ¢ € H qui dépend continiiment de f,
dans le sens oil il existe une constante C > 0 telle que pour tout x € R¥,

ez, v < Cllfllzz o) (4.5)
et pour chaque domaine borné Oy, C O, il existe une constante C(Oy,) > 0 telle que
el a1 o,) < COb) [ fll20)- (4.6)

Théoreme 4.2: Sous la condition (4.2), pour toute onde incidente o donnée par (4.4), le probleme
(Pait) est bien posé : il y a une unique solution ¢ € H qui dépend continfiment de @q, dans le sens oit il
existe une constante C > 0 telle que pour tout z € R,

(@, e < Cluollv-, (4.7)
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et pour chaque domaine borné Oy, C O, il existe une constante C'(Oy,) > 0 telle que

el o,) < C(Ob) [luolly-- (4.8)

4.2 REFORMULATION SOUS LA FORME D’UNE EQUATION DE LIPPMANN-
SCHWINGER

4.2.1 Une approche par perturbation

Pour traiter les problemes de radiation (P,,q) et de diffraction (Pgi¢), posés dans la géométrie de
la jonction épaisse entre deux guides d’ondes ouverts, la stratégie adoptée est de considérer ces
problemes (ol le nombre d’onde est donnée par k(z, z)) comme des perturbations de problemes
similaires posés dans la géométrie d"une jonction abrupte entre les deux mémes guides d’ondes
(o1 le nombre d’onde est k,(z, 2)), voir la figure 4.1.

Considérons le probleme suivant, posé dans la géométrie de la jonction abrupte : étant donné une
source f, € L*(0), a support compact inclus dans [—a, +a] x [0,],

trouver ¢, € H tel que

—Ap, —k}¢. = f. dansO,

(P*’F =0,

©x — o Vérifie (R™) et o, vérifie (R™T).

(P)

Ce probleme va nous permettre de traiter a la fois les probléemes de radiation (P,,q) et de diffrac-
tion (Pyif). La figure 4.7 représente schématiquement le probleme ().

s
ok

Ay — ki@* = fu
P
T_Z) %0 kO W
x

o =0

FIGURE 4.7 — Schéma représentant le probleme (Py), qui combine les problemes de diffraction (onde incidente @) et
de radiation (terme source f,) dans la géométrie de la jonction abrupte.

Toute la suite de cette section va nous permettre de démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 4.3: Sous la condition (4.2), pour toute source f, € L*(O) a support contenu dans
[—a,+a] x [0,b] et pour toute onde incidente vy donnée par (4.4), le probleme (Py) est bien posé : il y
a une unique solution p, € H qui dépend continfiment de f, et de o, dans le sens oit il existe une
constante C' > 0 telle que pour tout x € R¥,

lew(z, Dllve < C (lfellz2o) + luollv-) . (4.9)
et pour tout domaine borné Oy, C O, il existe une constante C'(Oy) > 0 telle que
lesll o) < COb) (IIfillrzo) + lluolly-) - (4.10)

Le théoreme 4.3 nous assure alors 1’existence d'un opérateur continu 7} qui, a toute source f €
L*(O) a support compact inclus dans [—a, +a] x [0, b] et a toute onde incidente de la forme (4.4),
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associe l'unique solution ¢, € H solution de (P,) : . = Ti(f«, po). Maintenant, nous sommes en
mesure de réécrire le probleme de radiation (P,,q) sous la forme suivante :

trouver ¢ € H tel que
~Ap—k?2p=f+ (k> —k?)p dansO,
§0|F - 07

o vérifie (R™) et (RT).

Ainsi, ¢ est la solution du probleme (P,) avec la source f, = f + (k? — k2)p et I'onde incidente
o = 0. Posons maintenant Oy un domaine borné contenant le support de la perturbation, i.e. le
support de (k? — k2), et considérons l'opérateur K, de L?(0,) défini par

Kop = {T((K* — k)¢, 0)} e, Vo € L*(Op).

Nous pouvons désormais affirmer que si ¢ est solution du probleme (P,,q), alors sa restriction a
Op (que I'on note toujours ¢ par soucis de simplicité des notations) est solution de 1’équation de
type Lippmann-Schwinger suivante :

(I — K,) ¢ = T.(f,0) dans L*(Oy). (4.11)
En fait, la réciproque est également vraie, comme le montre le corollaire suivant.

Corollaire 4.1  Pour toute source f € L*(O) a support dans [—a, +a] x [0,b], le probléme (Praq) est
équivalent a I'équation de type Lippmann—-Schwinger (4.11).

Démonstration. Nous avons vu que toute solution de (Pr.q) est solution de l'équation de
Lippmann-Schwinger (4.11). Reste a montrer la réciproque. Soit ¢ une solution de (4.11). Alors, ¢
peut s’étendre a tout le domaine O, en posant ¢ = Ty (f,0) + K, . En effet, ¢ est une extension de
¢ qui est une solution du probleme (P,q). O

Nous sommes maintenant en mesure de donner la preuve des théorémes 4.1 et 4.2.

Démonstration. (théoremes 4.1 et 4.2). Pour le théoréeme 4.1, en utilisant le corollaire 4.1, on re-
marque qu’il est suffisant de montrer que I'équation de Lippmann-Schwinger (4.11) a une unique
solution. En effet, I’alternative de Fredholm peut étre appliquée a cette équation, puisque K, est
un opérateur compact de L?(Oy). En effet, en utilisant le théoréme 4.3, K, € H'(Op) et il existe
une constante C' > 0 telle que || K« g1(0,) < Cll¢ll12(0,)- Ainsi, comme Oy est borné, I'injection
compacte de H'(Op) dans L?(0y) permet de conclure que K, est compact. Les propriétés de sta-
bilité (4.5) et (4.6) sont simplement des conséquences des propriétés de stabilité (4.9) et (4.10) et
de la continuité de (I — K)~! avec ¢y = 0.

La méme méthode peut étre appliquée pour le théoréme 4.2. Le probleme (Pyir) est équivalent a
I’équation de type Lippmann-Schwinger suivante

(I - K.) ¢ =T(0,0) dans L*(Oy).

Ensuite, comme ci-dessus, 1'alternative de Fredholm s’applique. Les propriétés de stabilité (4.5)
et (4.6) sont des conséquences des propriétés (4.9) et (4.10) et de la continuité de (I — K)~! avec

f=0.

Il reste a montrer qu'il y a unicité de la solution du probléme (P,,q) et du probleme (Pgis). Cest
'objet de la section 4.3. Remarquer que la preuve d’unicité est la méme pour les deux problemes
(Praqa) et (Pai) : dans le cas du probleme (P,,q), on prend une source f = 0 et dans le cas du
probléeme (Pgir), on prend une onde incidente ¢y = 0. Dans les deux cas, nous sommes amenés a
résoudre les mémes équations. O
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Voyons maintenant comment nous allons démontrer le théoreme 4.3. L'idée est de décomposer le
champ de la maniere suivante : ¢, = ¢1+¢>. La premieére composante, o1, est le champ généré par
la méme source f, et sans onde incidente dans les deux demi-guides d’ondes droits totalement
découplés : on impose une condition de Dirichlet homogene sur ¥ = {0} x R*, l'interface entre
les deux demi-guides d’ondes (on pourrait imposer une autre condition, comme une condition
de Neumann homogene) et on traite chacun des problemes, notés (P; ) et (P;"), dans les deux
demi-guides d’ondes séparément. La deuxiéme composante, y9, est le terme correctif permettant
de tenir compte du couplage entre les deux demi-guides d’ondes et de I’'onde incidente. Nous uti-
lisons cette décomposition du champ puisqu’elle nous permet d’utiliser des résultats déja démon-
trés dans l'article [BBCDHO09] concernant le guide d’ondes droit et dans la these d”Axel Tillequin
[Til01] (ou l’article [BBTOO]) pour le traitement du terme correctif.

On rappelle que OF = R* x R*. Nous définissons I'* := R* x {0}. Pour toute fonction ¢, nous
définissons 1/ := 1|+. Les problemes satisfaits par ¢; et ¢ sont les problemes (P;") (pour ;)
et (P;") (pour 7), ot le probléme (P;") est défini de la fagon suivante :

trouver ¢ € H* tel que
) —iAgpf — k*(2)?¢F = fF  dans OF,
(Pl ) golih—‘i = 07
§01 |Z — 07
pf vérifie (R).

La figure 4.8 représente schématiquement les problémes (P;%). L'objet de la sous-section 4.2.2 est

J

ST

N\ o
k00§§ I\f\'
N YA

4\/\/f*§§—
wo—=N

N Ne—to

N N
00

FIGURE 4.8 — Schéma représentant les problemes découplés (PE).

de démontrer que le probléme (P:") est bien posé et d’étudier quelques propriétés de la solution,
dont nous aurons besoin par la suite.

Maintenant, voyons comment définir le probleme (P) vérifié par ¢, le terme correctif. Nous

avons les conditions de transmission suivante sur ¥, puisque ¢, € H._(O) avec Ap, € L2 (O) :

_ Ips|  _
[QD*]E—O et |:8x:|2_0’

oul nous avons défini [¢]y := (¢¥1)|s — (¢7)|x le saut a travers X pour toute fonction . On en
déduit le probleme vérifié par ¢ :

trouver ¢ tel que cp%t € H* vérifie

—ApE —k*(2)2pf =0 dans OF,

+
(Py) @y Ir+ =0,
o) 0
[ealy =0t [%2] =—[%],

©y — o vérifie (R™) et 3 vérifie (RT).
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La figure 4.9 représente schématiquement le probleme (7). Dans la sous-section 4.2.3, nous dé-

K’?_ T : [p2]s =0
o |

=T [l - [,

aVa = g g
<\ k VA <
[T

FIGURE 4.9 — Schéma représentant le probleme de couplage (Pz).

montrons que ce probléme est bien posé et nous prouvons quelques propriétés de la solution, qui
seront nécessaires pour la suite.

Une fois que nous avons démontré que les problemes (P:X) et (P;) sont bien posés (propositions
4.2 et 4.5), la preuve du théoreme 4.3 est immédiate. De plus, nous avons une décomposition
unique de la solution ¢, du probleme (P,) : ¢, = @1 + @9, Ot ¢ est 'unique solution de (P) et
2 est 'unique solution de (F).

4.2.2 Les problémes découplés

Comme nous 'avons déja mentionné, dans cette section, nous allons utiliser des résultats de 1’ar-
ticle [BBCDHO09] concernant le probléme de radiation dans un guide ouvert droit pour traiter le
probleme (P), par un argument de symétrie par rapport a ¥.

Proposition 4.2  Sous la condition (4.2), pour tout f¥ € L?>(O%), a support inclus dans [—a, a]x [0, b] N
OF, le probleme (PE) est bien posé : il y a une unique solution = € H* qui admet la représentation
intégrale suivante :

o (z,2) = / </ fyf(x,x') q)f(z) @f(z') dmesi()\)> [, 7)) da’ 47/, (4.12)
o* AT
on 1 1
z,x') = —=e ——e . .

De plus, la solution dépend continfiment de f, dans le sens oi il existe une constante C' > 0 telle que
pour tout x € RE,

ot (@, Mllv= < C1f 20, (4.14)
et pour tout domaine borné Oy, C O, il existe une constante C(Oy,) > 0 telle que
ler 1l 0,) < C(OW) I fll2(0%). (415)

Démonstration. Dans l'article [BBCDHO09] (propositions 3.1 et 3.3), on montre que le probleme de
radiation dans un guide d’ondes ouvert droit admet une unique solution. Notons ‘Pifr la solution
de ce probléme avec la source ;. Cette solution admet la représentation intégrale suivante :

Pret(#,2) = | GF(x, 20,2 fE(2, ) da' d,
O*
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ol G*(z, z;2', ') est la fonction de Green du guide d’ondes ouvert droit, qui peut étre exprimée
al’aide des fonctions propres (généralisées) :

1 /
GF(z, 22,7 = / eV E () () dmesT (V).
( )= | oA X (2) 25 (2) (M)
Par principe des images, comme nous avons une condition de Dirichlet homogene sur ¥, on dé-
duit que le probleme (P;F) est bien posé et que son unique solution est donnée par :

+ + +
o1 (7, 2) = SOref(xa z) = Spref(_x7 z).
Cette expression nous donne (4.12), la représentation intégrale de goli.

Dans [BBCDH09], on montre que goitef(x, .) € V* pour tout = € R et que des estimations similaires
a (4.14)-(4.15) sont valables pour gorief. Par principe des images, nous déduisons que ces estimations
sont également valables pour ¢, ce qui permet de conclure. O

Remarque 4.7 :  Remarquer que I'expression de la fonction de Green du guide ouvert uniforme est I'équi-
valent des formules vues au chapitre 3 : équation (3.16) pour le cas d’un guide fermé et équation (3.23) pour
le cas d’un guide ouvert avec PML. La différence essentielle est que dans les formules développées dans le
chapitre 3, il n’y a pas de spectre continu donc l'intégrale devient une série.

Dans la section suivante (concernant 'unicité des problemes (Praq) et (Pair)), nous allons avoir
besoin de quelques propriétés supplémentaires pour la solution du probleme (P). Nous les re-
groupons dans la proposition suivante.

Proposition 4.3  La solution i du probleme (P) vérifie les propriétés suivantes :

o o admet le comportement asymptotique suivant, quand z — +oo et uniformément en x dans un
domaine borné :

s _oflaly e (L 0t _ o L
S01_0(2'3/2>7 oz =0 23/2 o 0z =0 22 )"

° <p:1t € Loo(Oi).

o Vz € RF 9t /0x(x,.) € (V*) et, de plus, nous avons l'estimation suivante : il existe une
constante C' > 0 telle que pour tout x € R,

< C | £z 0t (4.16)

H —a(p{c (z,.)
(vEy

ox

e Pour tout x € R*, les fonctions F* i (x, \) et (8/0x)FF¢E (2, ), en tant que fonctions de ), se
prolongent en des fonctions analytiques dans C \ iR™.

Démonstration. Pour le premier point, les deux dernieres estimations sont énoncées dans 'article
[BBCDHO9] pour le guide droit uniforme. Par principe des images, c’est également vrai pour
le demi-guide droit. Reste le premier comportement asymptotique. A priori, nous n’avons que
gof[ef = 0(27?), o1 gorief est la solution dans le guide droit uniforme, comme dans la proposition
4.2. Mais en utilisant le fait que ¢} (0, z) = 0, on obtient qu’il existe une constante C' > 0 telle que
pour z suffisamment grand et pour tout  dans un domaine borné,

o1 (. 2)] < || sup
tel0,z]

Ot Ed
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Bien entendu, la méme démarche s’applique pour ¢; .

Pour le deuxiéme point, nous allons montrer tout d’abord que =, la solution dans le guide droit
uniforme est L*°. Pour cela, on montre tout d’abord par régularité intérieure que o=, est HZ . On
en déduit alors (V01r [Ada75]) que gomf est localement L™ car continue. Ensuite, la representatlon

intégrale de @ref nous montre que pour |z| — +oo, le terme e —VAlz='| nous assure que cpref est
bornée. Enfin, il reste a vérifier que pour = dans un borné et pour z — +oo, gofef est bornée : c’est

le comportement asymptotique déja cité pour le premier point qui nous permet de conclure. Bien

entendu, par principe des images, on en déduit le résultat pour 7.

Pour le troisieme point, remarquer que la demonstration de la proposition 3.3 de [BBCDHO09]
peut étre généralisée pour montrer que dpf/dx(x,.) € (VF) avec de plus I'estimation (4.16). On
la reproduit ici. On va en fait montrer que (F 9pt/ ox) (z,.) € (VEY. Remarquons tout d’abord
que nous pouvons intervertir signes dérivées et intégrales car on intégre sur un compact :

i@g}f) T = 8%‘ T, T T
(F) en = [ e e

on f = FEfE.
Par ailleurs,
87)\ e VMl cosh (\[\:ﬁ) . osiz| < |2,

T, T
Ox (@) = Fsinh (\f/\x/) e_\mxl, sinon.

i/@x(x, x')

Le support de f, étant borné (il est inclus dans [—a, a] x [0, b]), on obtient via 1'inégalité de Cauchy-
Schwarz, en notant X~ = [—a,0] et X T = [0, q],

()

On cherche maintenant a évaluer

(=%
on obtient :

_ ot
[ (#5) o

Il reste a montrer que

De I'expression de v} /9, on déduit que pour tout \ € <1

2
< all FEC M e gxey-

2

@y /Ai T
V /

2
dmes*() < a [ ATV B dmes ).
AT

2

( ;i%’f) (V)| dmes*™(\),

[ NRIEEC N B dmest(3) < oo,

On procede ensuite comme dans l'article [BBCDHO09, proposition 3.3] : on découpe l'intégrale sur
A* en deux parties : (—¢,¢) et AT \ (—¢,¢). Sur AT\ (—¢,¢),0ona:

[ I B, dmest()
AE\(—ee)

<e 12 /Ai IFEC M2y dmes®(A) < e V|| fE 112 0x)-
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Sur (—¢,¢), CIJf\E(z) est uniformément bornée en z, donc il existe deux constantes C' > 0 et C' > 0
telles que

PN = | [ £ et <o [ el < U6 e

Donc
17N Basy = / R NP A < Ol £ o)
z'e

et
~ €
/( )\A|—1/2||f;t<-,A>Hiz<Xi) dmes™(\) < C”al| fF||72(04) / IA72 pf
—&,€ —&

Ceci achéve la preuve.

Enfin, pour le quatrieme point, remarquer que I"équation (4.12) est équivalente a :
Frei (o) = / N (@, 2) 03(2) [ (!, ) da’ a2
O

D’une part, ®3(2) est analytique (par rapport a \) dans C, d’autre part, 7 (z, 2’) est analytique
dans C \ i/R™ (voir la définition de 'y/j\[ (4.13) et d’apres le choix que nous avons fait pour la racine
carrée). On en déduit le résultat, puisque f;= est a support compact. Le méme argument peut étre
développé pour (9/dx) F* 7. O

4.2.3 Le probléeme de couplage

Commengons par montrer ’existence d"une solution au probleme de couplage. Nous allons exhi-
ber une solution. Supposons que u := 3|5, est connu. Noter que cette quantité a un sens puisque
[p2]s = 0. Comme dans la sous-section 4.1.1 sur les conditions de rayonnement modales, la ré-
solution des équations vérifiées par ¢j et les conditions de rayonnement modales (R*) nous
amenent a considérer :

0y — o= (F)? (.F_(u — ug) +fx) et pf = (FH)™! (]:+ue_ﬁx> , 4.17)

ol nous rappelons que 1'onde incidente ¢y est définie par (4.4). Il reste maintenant a vérifier
I’équation [%‘f} — [%} , qui impose I"équation suivante pour u = ps|x :
by

F)H(VAF )+ (FO) T (VAF ) = [%ﬁ] +2(F) (VAF w). (418)

Proposition 4.4  L'équation (4.18) admet une unique solution dans l'espace fonctionnel V= NV, qui
dépend continfiment des données : en effet, il existe une constante C' > 0 telle que

e

o

Jully+ <C ( + ||UOHv—> : (4.19)
(V)

V=)

Remarquons qu’en utilisant la proposition 4.3 (équation (4.16)), nous pouvons remplacer l'esti-
mation (4.19) par I'estimation suivante : il existe une constante C' > 0 telle que

lullvs < C (1fll 20y + lluollv-) - (4.20)
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Démonstration. Dans la these d’Axel Tillequin ([Til01] ou l’article [BBT00]), cette propriété est
prouvée. Nous rappelons ici la démonstration, puisqu’elle est simple : elle releve du théoreme
de Lax-Milgram. Comme u = ¢35, u est dans 'espace V™~ N V+. Ecrivons la formulation varia-
tionnelle associée a I’équation (4.18), en notant ﬂf = F*u()) : trouver u € V- N VT tel que pour
toutv e V- NVT,

a” (u,v) + a™ (u,v) = £(v)

ai(u,v) = / \ﬂﬂf%dmesi()\)7 Yu,v € VT,
AT
+ —
) = /(8‘“—8@1> z/zdz—|—2/ VAF ug(\) Fo(\) dmes=()), Vo € V.
» 833 81‘ —

De maniére rigoureuse, les intégrales ci-dessus devraient étre écrites comme des crochets de dua-
lité entre (V*) et V*.

Nous pouvons alors vérifier que le théoréeme de Lax-Milgram s’applique : V™~ NV est un espace
de Hilbert muni du produit scalaire :

(u,0)y v+ = (4, 0)y- + (u,v)y+.

Par ailleurs, a~ + a™ est une forme sesquilinéaire continue et coercive sur V'~ N V. En effet, par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a facilement :

™ (u, )] < ully fJo]lye.
Puis,
la™ (u,v) + ™ (u, )| < [luly-llvly- + [luly+]ol+
< (lulv=+llolyv+) (ulv- +lloly+) < 2luly—av+l[oly-av+
Donc, a~ + a™ est une forme sesquilinéaire continue. De plus, en notant @y = F*u()),
2)a(u,u)| > ‘%e (a™ (u,u) +a™ (v, u))| + ‘E‘sm (a™ (u,u) + a+(u,u))‘

> VA @y [* dmes™(\) + V@] ? dmes™())
A-NR+ ATNR+

+ / VA [5[? dmes™ (A) + / VA a2 dmes™(A)
A—NR— ATNR—
> July - + Julfe > [Julf—qy+-

Donc, a~ +at est donc coercive. Enfin, le second membre de la formulation variationnelle est une
forme linéaire continue sur V' qui vérifie :
+ lluollv- ) 1¥llv-|
(v=y

H ¢t
pour tout v € V- NV, ce qui montre que ¢ est continu. L'application du théoreme de Lax—

()] <C 0,.
o) 2L(0,)
Milgram donne 'existence et 1'unicité de la solution v avec 1’estimation (4.19). O

e
v+ + H(O,-)
(V+y Oz

Remarque 4.8 :  Le fait que I'équation sur 'interface 3 entre les deux demi-guides reléve du théoreme de
Lax—Milgram justifie a posteriori notre choix des espaces V'~ et V'+.

Noter que si nous avions une équation vectorielle (par exemple les équations de Maxwell au lieu de I'équa-
tion de Helmholtz), si 'on cherche a appliquer la méme méthode pour obtenir une équation sur 3, celle-ci
ne reléve pas du théoréme de Lax—Milgram. Ceci pose un probleme pour la généralisation de notre méthode
a des cas vectoriels.
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Jusqu’a maintenant, nous avons cherché a construire une solution au probleme (F»). Nous avons
défini, de maniere formelle, p, par I’équation (4.17) ot u est la solution unique (dans V"NV ™) de
I’équation (4.18). Le lemme suivant démontre que ¢ est alors bien une solution de (P»). Notam-
ment, on démontre que ¢ est dans le bon cadre fonctionnel.

Lemme 4.1 9 est solution du probleme (P,). De plus, w2 dépend continfiment des données : il existe
une constante C' > 0 telle que pour tout z € R,

lea(z, )llve < C (I fellz2o) + luollv-) (4.21)

et pour tout domaine borné Oy, C OF, il existe une constante C(Oy,) > 0 telle que
o2l o) < C(Ob) (IIfillL2o) + lleollv-) - (4.22)

Démonstration. Nous allons traiter le cas de ¢, mais la méme méthode s’applique pour ¢, avec
des changements mineurs. Sur A™, [e=VA#l| < 1, donc pour = € R, || (z,.)|ly+ < |luly+ On
en déduit que o3 (z,.) € V* pour tout z € R, et cela donne également les estimations (4.21),
grace a I’équation (4.20). On en déduit également que 5 € L2 (OV), puisque V+ C HIL/CQ(RJ“)
(cf. proposition 4.1).

loc

On cherche maintenant a montrer que 3 vérifie les équations de (P) dans O. L'équation (4.17)
se réécrit de maniere plus explicite :

03 (z,2) = eV Fru(X) @ (2) dmes()\), Vz > 0.
AT

Cette expression peut étre dérivée par rapport a = et z, en permutant les signes dérivée et in-
tégrale, grace au caractere exponentiellement décroissant de e~ VAT lorsque A — +o0 (en utili-
sant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Ceci nous montre que ¢ est de classe

C! dans ]0, +00] x [0, +cc] et de classe C* dans les deux domaines ]0, +o0] x [0, h] (le coeur) et
10, +00] X [h, +o0] (la gaine) et vérifie :

~Npgd —kT(2)?¢p5 =0, dansOT, (4.23)
03 =0 surl™t. (4.24)
Le probléeme est maintenant de comprendre en quel sens @2 = wu sur X. Nous ne savons pas

encore que 3 € H (OT), nous savons uniquement que ¢; € L2 (OT). Pour z > 0, définissons

O, =]z, +00[x[0, +oc[ et &, := {z} x [0, +oo[. En utilisant les équations vérifiées par ¢ (4.23)-
(4.24) et la formule de Green, on a :

)
/Om@z*(—m/}—m(z)zwdxdz:/zr% Sde _/ soz

pour tout ¢ € C*°(OF) a support compact et tel que ¥|sr = 0.

La question est maintenant : quelle est la limite de cette expression lorsque x — 07? Tout d’abord,
l'intégrale sur O, converge vers la méme intégrale sur O, puisque 3 € LIOC(OJF). Ensuite, les
intégrales sur ¥, peuvent étre interprétées comme des crochets de dualité entre (VE) et VE Tout
d’abord, on a : lim,_,o+ 3 (z,.) = u dans V*, puisque

lim |} (z,.) — = 1 VN ) Frufo, =0
Jim iy (2, ) —ully+ = lin |(e )F T ullp
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par convergence dominée. D’autre part, nous avons :

e

4y = H—\/Xe_ﬁx '7:+UH(\7+)’ < H’)\’1/2]-"+uH(‘7+)/ — H]:‘-I—UH‘7+ = Jlufly+-

En utilisant la proposition 4.1, on a [|[¥(z, .)[[y+ < Cll¢(z,.)| g1/2@+) — 0lorsque z — 0*.On en
déduit que pour tout 1) € C*°(OT) a support compact et tel que |sur = 0,

/ 03 (=AY — kT (2)2¢)dz dz = <aw|z,u> .
o+ Ox (V+), v+

On rappelle que nous avons pris comme définition du dual I’'ensemble des formes antilinéaires
continues. Ainsi, cp; est une solution au sens des distributions de (4.23)-(4.24) avec la condition

¢©3 = usur X. Comme u € Hli/cz(Rﬂ (cf. proposition 4.1), des arguments standards de régularité

pour les équations elliptiques (voir par exemple [Nec67]) montrent que 5 € H, 12/3 (O) et satisfait
la condition de stabilité (4.22). O

Nous sommes désormais en mesure de démontrer que le probleme (F») est bien posé.

Proposition 4.5 Le probleme (Py) admet une unique solution oo qui dépend continfiment des données,
au sens ot les estimations (4.21) et (4.22) sont vérifiées.

Démonstration. Jusqu’a maintenant, nous avons exhibé une solution au probleme (). Il reste a

vérifier que cette solution est unique. Pour cela, nous résolvons les équations vérifiées par @3

sans onde incidente (py = 0) et sans terme source sur ¥ ([0p1/0z]s;, = 0). Nous résolvons ces

équations homogenes au sens des distributions, i.e. dans D'(R*) @ &', (R"). En appliquant la
transformation de Fourier généralisée, on obtient, en notant @3 = Ftepy :

25+

_ 0%y

Ox?

On sait alors que la solution de cette équation est donnée par :

+A%; =0 dans D'(RY) ©&,. (AF).

Py (2, 0) =5f eV 4 iy eV,

Cest le fait que @5 est une fonction de A qui nous permet d’affirmer cela (voir 'annexe 4.4, nous
avons déja utilisée ceci a la remarque 4.4 pour justifier I'équation (4.1)).

Les conditions de rayonnement modales (R*) imposent alors :
FE(z,\) = Fru(\) e VA w2 >0\ € AF,
oltu = po|x € V- NV estla solution unique de I'équation (4.18) avec un second membre nul.

On en déduit que u = 0, puis que 2 = 0. O

Dans la section suivante, comme pour les problemes découplés, nous allons avoir besoin de
quelques propriétés de la solution au probleme (F), qui sont regroupées dans la proposition
suivante.

Proposition 4.6  La solution @y du probleme (Ps) satisfait les propriétés suivantes :

e Il existe une constante C > 0 telle que pour tout x # 0, pour tout z € R,
o) 1 o 1
< i Zre < — ).
,_C(1+‘$|3/2) et ' o (x,2)| <C 1+]:1:\3/2

1
lp2(z,2)] < C <1 + W) ; %(xaz)
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o g2 € L®(0) + LX(O).

Démonstration. Nous allons démontrer les propriétés pour @5 puisque la présentation est plus
simple dans ce cas mais la méme démarche peut étre appliquée pour ¢ .

Pour le premier point, soit x # 0. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et en utilisant I'expression
de o3 (4.17), nous avons :

o3 (z,2)]* < (/M A1/ !.7:+u()\)|2dmes+()\)> (/A+ Y2 0t (2)) ’efﬁm

La premiere intégrale vaut ||ul|?,, par définition. Il reste 8 montrer que la seconde est bornée par
C(1 + 1/]x|'/?), avec C' > 0, une constante indépendante de = et de z. Pour cela, nous allons
utiliser des estimations de |®} (z)|? p{, qui sont regroupées dans un lemme technique (lemme 4.7)
dont la preuve est reportée en annexe de ce chapitre. Tout d’abord, remarquer que la contribution

’ dmes+(x)> .

de A} est bornée car @ (z) est exponentiellement décroissant par rapport a z et eVl = 1.
Sur A, a priori, des problemes d’intégrabilité peuvent apparaitre en A = 0 et A = +o00. Nous
décomposons alors I'intégrale en deux morceaux : sur les modes propagatifs : A € [—k2, 0], nous
avons |9 (2)]?pf < C/y/A+kZ pour tout z € RT et sur les modes évanescents : A €]0, +o0],
|®F (2)|? p) < C pour tout z € RT (cf. lemme 4.7). Ainsi,

ot (@, 2) < C Jull /O 1dA+/+wmdA |
e VN T U

La premiére intégrale est bornée. La deuxieme vaut 1/|z|. En effet, grace au changement de va-
riable y = v/, ona:

+oo —+00
/ A2 o2V g = 2 / el gy = 1
0 0 |z|

Ainsi, nous obtenons l'estimation pour |¢s(z,2)|. Pour dpi/dx et dpi 0z, remarquer tout
d’abord que nous pouvons intervertir les signes dérivée et intégrale pour x # 0 grace au terme

exponentiellement décroissant (lorsque A — +00) e=VAlzl Doy,

O3 _ + O ([ ~VXal) g+ +
W(x,z) = /. FTu(N) 92 <e ) ®7(2) dmes™(N),
590; _ + —V|z| 3‘1’1 +

W(QE, Z) = o F U()\) € W(Z) dmes ()\)

L’idée est ensuite la méme : par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2

hwa| < e ([ ez eV anest o)
xXr A+
& 2 oot | 2
998 (,2)| < Il ( / A7 A(z)] ]e‘”‘x‘ dmes+<A>>.
0z AF 0z

Comme ci-dessus, les modes propagatifs (modes guidés et modes de radiation propaga-
tifs) donnent une contribution bornée. Puis, pour les modes évanescents, utiliser le fait que
@Y (2)]2p) < C et |09 (2)/0z]*p) < CA (cf. lemme 4.7). Dans les deux cas, nous obtenons
I'estimation voulue avec le changement de variable v = v/) et en procédant a deux intégrations
par parties :

+o0 +o0 1
[V A [ e e -
0 0 2||
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Ceci permet de prouver le premier point de la proposition.

Pour le deuxieme point, 'idée est d’isoler les modes pour lesquels la variable spectrale A est pres
de 0 : nous décomposons ¢35 = ¢i(z,2) + ¢5(z, z) ot

e, 2) = (FH T (R afe M) et @h(a,2) :=(f+)—1((1—Q(A))a;e—ﬁl$l>,

ol Y()) est une fonction de troncature valant 1 pour A € [—k3,a], avec o > 0 et valant 0 pour
tout A > 3, avec 8 > a. Cette décomposition est a rapprocher de celle utilisée dans la proposition
4.1 pour montrer que n’importe quel élément de V* peut se décomposer comme la somme d’une
fonction de H'/2(R") et d"une fonction continue et tendant vers 0 a I'infini. Dans la décomposition
utilisée ici, p§ est la contribution des composantes spectrales propagatives et des composantes au
voisinage de A = 0. Ainsi, en appliquant la méme méthode que celle que nous avons appliquée
pour le premier point & ¢, nous obtenons : p3 € L*°(0%). En effet, aucun probléme ne peut
provenir de A = +oc (ce qui enléve la partie en 1/x). Montrons maintenant que 5 € L?(O0%) :

8300y = [ Ib( 2P dedz= [
O+ At JRT
+eo ~t 12 2V A too 1 ~t 12 2
< / ’u;\r} (/ e~ 2Vl dx) py dA < C’/ — }u;\r‘ py dXA < Cllu[7+-
@ R+ @ \F/\

Cela montre que 5 € L?(O™). O

2

(1—x\) @ e VA" dg dmes™ ()

4.3 UNICITE DES PROBLEMES DE RADIATION ET DE DIFFRACTION

Nous avons montré dans les preuves des théoremes 4.1 et 4.2 que ceux-ci relevent de 'alternative
de Fredholm. Montrer 1'unicité de ces problemes suffit donc pour démontrer leur caractere bien
posé. Nous avons vu, par ailleurs, que les preuves d'unicité pour (Paq) et (Pair) sont les mémes.
Dans la suite, par soucis de simplicité, nous nous réfererons uniquement au probleme (P,q).

Théoreme 4.4 :  Le probleme (P,,q) admet au plus une solution.

Détaillons les différentes étapes de la preuve de ce théoreme. Nous prenons une solution ¢ au
probleme (P,,q) homogene, i.e. avec un terme source f = 0. Nous voulons montrer que ¢ = 0.
Pour cela, nous allons en fait montrer que pour tout +x > a et pour tout A € AL, F icp(a:, A) = 0.
Ceci nous permet d’affirmer que tout +x > a et pour tout z € R, p(x, z) = 0. Puis par principe
de prolongement unique, nous en déduirons que ¢ = 0 partout (dans O).

La démontration se décompose en trois étapes principales. Tout d’abord, a la sous-section 4.3.1,
grace a un argument de flux d’énergie, nous montrons que pour tout =z > a et pour tout A € A*n
R~, F¥p(x, ) = 0. Ceci signifie que les composantes propagatives de ¢ sont nulles pour +z >
a. Nous voulons maintenant montrer que les composantes évanescentes sont nulles elles aussi.
L'originalité de notre démontration réside dans ce point. Dans la sous-section 4.3.2, nous tirons
profit du fait que les composantes propagatives sont nulles pour montrer que ¢|s;, et dp/0x|s, sont
des éléments de L!(R™), ce qui constitue un préambule nécessaire pour la suite. Puis, dans la
sous-section 4.3.3, nous montrons que F*¢(x, \), en tant que fonction de A € A., se prolonge
par continuité en une fonction analytique (vis-a-vis de \) dans le demi-plan complexe a partie
imaginaire négative.

Dans toute la suite, nous prenons ¢ une solution du probleme homogene (P,,q). Nous réécrivons
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le probleme sous la forme suivante :

trouver ¢ € H tel que

~Ap —k2p=(k*—k?)p dansO,

¢lr =0,

o vérifie (R™) et (RT).
Ainsi, nous sommes confronté & un probléme (P,) avec un terme source f, = (k? — k2)¢ et une
onde incidente ¢y = 0. Grace aux résultats que nous avons vus a la section précédente (section
4.2), nous savons que ¢ se décompose de maniére unique en ¢ = p; + @9, ol ¢7 est la solution
dans le demi-guide découplé + avec comme terme source i et ol ¢9 est la solution du probleme
de couplage correspondant, avec comme onde incidente ¢y = 0.

4.3.1 Annulation des composantes propagatives

Remarquons tout d’abord que nous obtiendrions trés rapidement le résultat voulu si nous savions
que la solution ¢ appartenait a8 H!(S), ou S est la bande [—a,a] x RT. En effet, en multipliant
I’équation volumique par P et en intégrant par parties, on obtiendrait :

+00 +oo
/ (]Vg0|2 — /<:2]g0|2) dzdz —/ —?p(—a, z)o(—a, z)dz +/ —So(a, z) ¢(a, z)dz.
s 0 0

T

Puis, en prenant la partie imaginaire, on aurait :

Im (/;Oo _9% 1, Z)Wdz> +3m (/;Oo gi(a, 2) pla, 2) dz> = 0.

ox

Comme nous 'avons déja vu a la section 4.1.2, grace a I'identité de Parseval et aux conditions de
rayonnement, on a :

+oo -
Sm / :ta—@(:lza,z) o(xa,z)dz ) =Sm / —\F>\|@f|2dmesi()\)
0 ox Ax
/ VA @52 dmes™ () < +oc.
+AR-

Ainsi, on en déduirait que a;i = 0, pour tout A € A* NR~. En utilisant les conditions de rayonne-
ment modales (R*), on aurait alors : pour tout |z| > a, pour tout A € AT NR™, Frp(z, \) =

Mais, malheureusement, p ¢ H!'(S). Par conséquent, comme dans l'article [BBCDH09], au lieu
d’intégrer sur toute la bande S = [—a, a] x RT, on integre sur le domaine [—a, a] x [0, R], ce qui est
autorisé puisque ¢ € HL _(O). Puis, l'idée est de faire tendre R vers +oo. Ici, des difficultés sup-
plémentaires apparaissent par rapport au cas de l’article [BBCDHO09], a cause du comportement
de ¢ en x = 0. Mais les propositions 4.3 et 4.6 vont nous permettre de montrer la proposition

suivante.

Proposition 4.7  Si  est solution du probleme (P,aq) homogene, alors les composantes propagatives de
¢ s’annulent, pour |x| > a : pour tout A € A* N R, FEp(z,\) = 0.

Démonstration. En multipliant1’équation volumique par §, en intégrant par parties sur le domaine
[—a,a] x [0, R] et en prenant la partie imaginaire, nous obtenons :

%m< g¢(xR) (mR)da:)—sm(/ a az)«p(—a,z)dz)
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Comme Jdp/0x(+a,z) € (VE) et p(+a,z) € V*, nous avons :

R
lim Sm (/ :l:gi(:l:a 2) p(%a, z) > / \/|)\ @5 |? dmes® (\) < +o0.
0

R—+oc0

Nous appelons E,(¢) cette derniere quantité. E1,(p) correspond au flux d’énergie longitudinal
sortant, traversant la section {£a} x R*. Il reste & montrer que

0 —
(@3 _r
\sm< a (z, R) o(z, R) dx) Bt 0.

Pour cela, nous utilisons la décomposition ¢ = ¢ + ¢ et nous notons :

a 8 -
Im ( (‘Tf(x’ R) o(z, R) dx) =1L1(R)+ I22(R) + L1 2(R) + I21(R),

o) =3 ([ S P ), i e 1.2)

Ci-dessous, nous montrons que chacune de ces quatre intégrales tend vers 0 quand R — +o0.
Pour I 1(R), cela provient directement des propriétés de ¢ énoncées dans la proposition 4.3

(premier point). Pour I5»(R), nous utilisons le fait que 3 = (F*)~! (e*‘mx']—" iu). Ainsi, pour
tout = € RE,

lim %m( 8{;02 (, 2) i (z,2) o3 (, 2) > / \/|)\\ lui* dmes™ (1)),
0

R—+oc0

cette derniere quantité étant indépendante de =. De plus, en utilisant les équations vérifiées par
©3, nous avons :

a + R +
Sm 0y (z,R) o3 (z, R)dz ) — Sm %(—a, 2) @3 (—a,z)dz
0 0z o Ox

R 84,0*
+3m < “22.(0,2) ¢35 (0, 2) dz> =0.
0 ox

En faisant tendre R vers +oo, nous obtenons

¢ 0p2
R R R)d — 0.
an ([ 2w mpln i)
Bien entendu, nous pouvons démontrer le méme résultat pour 'autre partie intervenant dans
I>5(R), ainsi, Iz 2(R) — 0. Il reste les termes croisés I; 2(R) et I3 1 (R). En utilisant les propositions
4.3 (premier point) et 4.6 (premier point), nous obtenons : il existe une constante C' > 0 telle que
pour tout x # 0, pour tout R suffisamment grand,

0o 1 |z
9% —(z, R) p1(x, R)’ <C <1+ \x!3/2> 2

Ip1 1 1

< — | =5

et ‘ 9 (z, R) pa(x, R)‘ C’<1+ ]3;‘1/2> Rl

Par conséquent, I; o(R) — O et Iz 1(R) — 0. Puis, E_,(u) + E,(u) = 0. Une fois que nous avons ce
résultat, nous concluons de la méme maniere que dans l'introduction de cette sous-section. [
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4.3.2 Décroissance dans la direction transverse

Dans cette sous-section, notre objectif est de démontrer la proposition suivante :

Proposition 4.8  Si ¢ est solution du probleme (P,aq) homogene, alors o)z € LY(RT) et 0p/0z|s €
LY(RT).

Pour montrer cette proposition, nous allons avoir besoin d'une série de lemmes. Tout d’abord,
grace au résultat de la sous-section précédente, il est facile de démontrer le lemme suivant.

Lemme 4.2 Si ¢ est solution du probléeme (Pr,q) homogene, alors pour tout n € N, il existe une
constante Cy, > 0 telle que

"y Cp i
W(l‘,Z)’ S W, VZER ,V’:C‘ ZCL, (4.25)
Démonstration. Nous utilisons la décomposition sur les modes de 0"+ /02", en utilisant la condi-
tion de rayonnement (R*) et le fait que les composantes propagatives sont nulles :

n, =+
Vo > +a, ‘aafn (z,2)

/ o A2 o VA=) @ () pE A
R+

Ensuite, en utilisant les mémes arguments que dans la preuve de la proposition 4.6 (utilisation
de l'égalité de Cauchy-Schwarz et majoration de |®3 () py|), nous obtenons le résultat voulu,
puisqu’il ne reste que les composantes évanescentes, en utilisant :

+oo
/ )\1171/2 e*2\/X(‘I|7a) d\ = 2(27’2)'2 —.
0 2(|z| — a)]™"

O]

Remarquer que ce résultat, pour n = 0, donne le méme comportement que 1’'onde diffractée dans
un milieu homogene : elle décroit comme 1/1/z quand z — +oo. Pourtant, il ne nous reste que
des modes évanescents, mais ceux-ci sont de moins en moins bien décroissants quand A — 0t.
Cependant, nous obtenons un comportement plus décroissant pour les dérivées par rapport a
de ¢, ce que nous allons utiliser dans la suite.

La transformation de Fourier généralisée, qui permet de diagonaliser la partie transverse de
l'équation de Helmholtz (—9%/022 — k(2)?), nous a permis d’avoir des renseignements sur le com-
portement de la solution dans la direction longitudinale. L'idée est maintenant de renverser le
point de vue : nous allons utiliser la transformation de Fourier généralisée adaptée a la partie
longitudinale de I’équation afin d’obtenir des renseignements sur le comportement de la solution
dans la direction transverse. Jusqu'a la fin de cette sous-section, nous nous placons au-dessus
de la perturbation : z > b. La transformation recherchée n’est alors rien d’autre que la transfor-
mation de Fourier standard, c’est elle qui permet de diagonaliser le laplacien. Si nous avions eu
k>, # k2, alors la transformation n’aurait pas été pas la transformation de Fourier standard (voir
la conclusion de ce chapitre). Nous notons

-~ 1 —ilx
= — Tr,z)e dl‘
e V2T /ch( )

la transformée de Fourier de ¢ par rapport a . Attention a ne pas confondre les notations entre
la transformation de Fourier standard (variable de Fourier £ € R) et la transformation de Fourier
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généralisée (variable spectrale A € A¥). Dans toute la suite de cette sous-section, nous n’utilise-
rons plus que la transformation de Fourier standard (et elle n'intervient qu’ici). Par ailleurs, de
maniere plus rigoureuse, la transformation de Fourier est ici a interpréter au sens des distribu-
tions (i.e. dans S'(R), l'espace des distributions de Schwartz). Grace au résultat du lemme 4.2,
nous démontrons le lemme suivant.

Lemme 4.3  Si ¢ est solution du probleme (P,aq) homogene, alors pour z > b,

A(g) e VETRR(b) pour €] > ko,

£Pe(2) = (4.26)
B(&) e!VI%mEE) 4 D(g) e VRS pour [¢] < koo,

ot A, B et D sont des fonctions de classe C*°, sauf peut-étre en & = 0 (B et D sont continues en & = 0)
et elles sont nulles ainsi que toutes leurs dérivées par rapport a § en tkoo. De plus, quand |§| — +oo,
(O™ ]OE™)A(E) = O(J&]™™), pour tout m,n € N.

Démonstration. En utilisant (4.25) et le fait que ¢(., z) est de classe C*°, pour tout z > b (car elle
vérifie 'équation de Helmholtz homogeéne), nous obtenons 2"~ 19" /92" (., z) € L*(R), pour tout
n > 1, pour tout z > b. Ainsi, sa transformée de Fourier vérifie (en utilisant le théoreme de
Riemann-Lebesgue) : (0"71/9¢"1)(£"P¢(z)), est une fonction continue et qui tend vers 0 a l'in-
fini, pour tout n > 1. Puisque d¢/0x vérifie I'équation de Helmholtz homogene avec le nombre
d’onde k+,, pour z > b, nous obtenons la décomposition (4.26). Remarquer qu’il ne peut pas y

avoir de composantes exponentiellement croissantes (du type e* V¢ ~#%(:=9) car ¢ est une distri-
bution tempérée. En effet, elle appartient a L?(O) + L>°(0), puisque nous pouvons décomposer
la solution sous la forme ¢ = 1 + @9, Ol gof € L>®(O%) (proposition 4.3, deuxiéme point) et
p9 € L*(O) + L>=(0O) (proposition 4.6, deuxieéme point).

Montrons maintenant les propriétés de A, B et D. Comme pour tout z > b, g¢(2) est de classe C*>
par rapport a  sauf peut-étreen { = 0, A, B et D sont de classe C* sauf peut-étre en £ = 0.

Par ailleurs, nous savons que { ¢¢ est de classe C* en { = +kq. Or,

Ao N L A e VE KR (-b) _ £ /R, ()

En évaluant cette formule en { = +k,, pour obtenir un résultat de classe C*°, nous avons forcé-
ment : A(+ks) = 0. En itérant le processus, nous obtenons : A(")(j:koo) = 0, pour tout n € N.
Puis, en prenant la formule (4.26) pour |{| < ks, nous avons également :

i Te(2)) = 1N §B(§) ei\/kgoj(sz)
(€T (B(f) im(z—b)>

, £D(§) o—i/Fo—€(2-b)
+(D(§)+i F%o—@(z—b)) :

En évaluant cette formule en { = +k, pour obtenir un résultat de classe C*°, nous obtenons :
B(+ks) = D(£ko). Mais nous savons également que £koo Uiy, = A(ths) = 0 = B(thso) +
D(#kso). Done, B(+ks) = D(4kso) = 0. En itérant le processus, nous obtenons B(™ (£k,,) =
D™ (+ky) = 0 pour tout n € N.

Pour finir, comme pour tout n € N*¥, £"%¢(b) — 0 quand || — 400, on en déduit que A(§) tend
vers 0 plus rapidement que n’importe quel polyndme en 1/|¢|. Puis, comme (0/0¢)(£™ug (b)) — 0
quand |{| — 400, on obtient le résultat pour A’({) et de méme pour toutes les dérivées. O
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Grace a ce lemme, nous pouvons décomposer la solution sous la forme suivante : pour toutn > 1:

0"y
ox™

(z,2) = oM (x, 2) + (M (z, 2),

ol gog") et gol(on) correspondent respectivement a la contribution des modes évanescents et propa-

gatifs dans la direction transverse, dont les expressions sont données par :

1 )
(n) — n—1 4 —\/&2—k2 (2—b) Liz€ d

1 : . ‘
(n) — n—1 i/ k2, —£2(2—Db) —iy/ k2, —£2(2—b) iz€
oy (,2) \/%/wf (B()e' + D(E) eV ) e de.

Nous allons maintenant regarder le comportement de chacune de ces deux quantités. Commen-
cons par les composantes évanescentes.

Lemme 4.4 Les composantes évanescentes de ¢ dans la représentation avec la transformation de Fourier
par rapport a x, oit p est la solution du probléeme (Paq) homogene, vérifient : pour tout n, p,q € N, il existe
une constante C' > 0 telle que

goé")(x,z)‘ < Oz P(z = b7, Va #£0,Yz > b.

Démonstration. Grace aux propriétés de A (voir le lemme 4.3), remarquer que

Fa(€,2) = €L A() e VETRRETY L pour €] > ki

peut étre prolongée par 0 pour [{| < ks de telle maniére que c’est une fonction de classe C*
sur R. De plus, elle décroit plus vite que n'importe quelle puissance de 1/|{|, lorsque |{| — +oo,
ainsi que ses dérivées par rapport a . Ainsi, en faisant plusieurs intégrations par parties, nous

obtenons : . p o
(") (g, 2 :<Z> / n(€,2) e de, VpeN.
D= (5) [ e © e

En remarquant que pour tout g € N, il existe une constante C' > 0 telle que

P;g, (&, z>' < O(€7 = kE)1 e VIR,

ona

¢ @, 2) C/ (62 — KZ) /2 e VETIRE0 dg,
|€]> koo

~lap

En procédant au changement de variable v = /£? — k2, et par plusieurs intégrations par parties
successives, nous arrivons au résultat. O

S’il n’y avait que les composantes évanescentes, le comportement donné par le lemme 4.4 nous
permettrait de montrer la proposition 4.8. Notre objectif est donc maintenant de montrer que les
composantes propagatives dans la décomposition de Fourier sont nulles. Voila comment nous
allons procéder. Nous allons utiliser un argument de phase stationnaire en regardant dans une
direction oblique le comportement des composantes propagatives. Comme nous connaissons les
comportements de 0"¢/0z" : équation (4.25) et de gogn) :lemme 4.4, qui sont uniformes par rapport
a z, cela va nous permettre de montrer que les composantes propagatives sont nulles.

Commengons par appliquer la phase stationnaire (voir [Vai89] par exemple) aux composantes
propagatives.
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Lemme 4.5 Pour a €]0,+o0[ et n > 2, nous avons les comportements asymptotiques suivants, quand

T — +00:
/ €1 B(g) ¢ VRR-Elonb) itr qe . P(¢g) €nt B(ey) i7 (4.27)
€] <koo Ve
/ gn—l D({) efim(a:cfb) oiéw d¢ ~ m( &)™ 1 D(—¢ i, (4.28)
€] <koo f
ol
2 : i 2 i k
P(p)i= | — e—z7r/4 ez:v(1+oz B e—wlfBb et (pi= A 4.29
(92) T+ L) P Vit a? (429

Démonstration. Nous n’allons traiter que le cas de I'équation (4.27). Bien entendu, les mémes ar-
guments permettent de démontrer (4.28). La difficulté pour appliquer le théoréeme de la phase
stationnaire réside dans le fait que la phase ¢ () = £ + a\/kZ, — £? n’est pas de classe C* dans
tout le domaine d’intégration (en £ = +k). De plus,

(€)= € g e VIR

n’est pas non plus de classe C* dans tout le domaine d’intégration (en £ = 0). Pour remédier a
cela, nous écrivons fB(&) = xg(&) f2(€) + xB(€)) f2(€), ott xp est une fonction de troncature de
classe C* égale a 1 dans un Vo1smage de ¢, le point stationnaire de la phase ¢5(&), qui est donné
par (4.29), et égale a 0 en dehors d"un voisinage de £g (en particulier au voisinage de 0 et de £ko),
etou xp = 1 — xp. Tout d’abord, un argument de phase non stationnaire permet de montrer que

~ B¢y oitn(©z e _ 1 xe(&) fE©) 65 g¢
J s@i@ee g~ [ AEEE aigl© 00 Onag

Puis, noter que puisque n > 2, X(&) f2(€)/id(€) est une fonction de classe C!(—kuo, ko) €t qui
s’annule ainsi que toutes ses dérivées sur le bord du domaine d’intégration. Par une intégration
par parties, nous obtenons :

~ B Z‘¢B(§)zd :;1 d (yB(f)an> iqﬁB({)xd
f, @ sl@e g =28 | G (G ) donera

ce qui donne un comportement de ce terme quand |z| — +oo au moins aussi décroissant que

Puis, nous pouvons appliquer le théoréme de la phase stationnaire a

/ B (6) F2(€) 5O g,
\5l<koo

Ceci nous donne le comportement asymptotique recherché : équation (4.27). O
Nous sommes désormais en mesure de démontrer la proposition 4.8.

Démonstration. (proposition 4.8). Comme nous ’avons déja mentionné, les comportement asymp-
totiques (4.27) et (4.28) nous permettent de montrer que les composantes propagatives s’annulent.
En effet, ces deux termes ont un équivalent quand = — +oco de la forme 1/y/z. Or, "¢ /02" (x, ax)

et 902")(:3, ax) sont négligeables devant 1/,/z quand = — oo, en vertu des équations (4.25) et du
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lemme 4.4. Ainsi, on en déduit que pour n > 2, cpl()n) (z,ax) = o(1/+/x). Ceci induit que, pour tout

n > 2, pour tout « €]0, +00],

P(¢p) €5 B(ép) + P(€p) (€)™ D(—¢B) = 0.

On en déduit que B(§) = 0 pour tout £ €]0, kx| et D(§) = 0 pour tout £ €] — koo, 0. Puis, en
prenant « €] — oo, 0] et £ — —00, on obtient de la méme maniere : B(£) = 0 pour tout § €] — koo, 0]
et D(¢) = 0 pour tout { €]0, koo[. Puisque B et D sont continus, on a alors B = D = 0 : les
composantes propagatives s’annulent pour n > 1. De 1’équation (4.26), on déduit que

@5(2) = k(z) o + Aéé) e7\/§2*7kgo(z7b)7

ol dp est la mesure de Dirac en £ = 0, k(z) est une fonction de z et A({) est de classe C* et s’annule

Sur [—keo, koo|. Ainsi,
oo, 2) = —=r(2) + o0 2 2)

L'équation (4.25) impose alors que x(z) = 0. Puisqu’il n'y a que les composantes évanescentes, le
comportement donné par le lemme 4.4 nous permet alors de démontrer le résultat de la proposi-
tion 4.8. ]

4.3.3 Analyticité dans la variable spectrale

Dans cette sous-section, nous allons montrer la proposition suivante :

Proposition 4.9  Si ¢ est solution du probléme (Paq) homogene, alors pour tout +x > a, Fo(x, ),
en tant que fonction de A € A, se prolonge par continuité en une fonction analytique (par rapport a \)
dans Q = {¢ € C,Re(¢) > —k%,,Im(¢) < 0}.

La figure 4.10 représente le spectre et 'ensemble Q.

Sm(A)
A

F—s¢—¢] >Re())
—kg —kZ o)

FIGURE 4.10 — Représentation du spectre (en rouge, spectre ponctuel : les croix, spectre continu : le trait continu) et
de Q (en jaune).

Pour démontrer ce résultat, nous allons utiliser le résultat de la proposition 4.8. Puis, combinant
les résultats des propositions 4.7 et 4.9, nous allons étre en mesure de démontrer le résultat prin-
cipal de cette section : le théoreme 4.4.

Démonstration. (proposition 4.9). Nous utilisons pour cela la décomposition de la solution ¢ =
©1 + 2. Pour 1, nous avons vu a la proposition 4.3 que F£¢; se prolonge par continuité en une
fonction analytique dans C \ iR™, donc en particulier dans Q.

Maintenant, qu’en est-il de F igpg ? Nous savons que F igog — Frye Vel Ainsi, les propriétés
d’analyticité recherchées pour F* ¢, sont liées a celles de F*u. Dans la suite, nous allons traiter
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le cas de iy = FTu()). Bien entendu, la méme procédure peut étre appliquée pour @, = F~u()).
Nous savons que u est solution de (4.18), ce que nous pouvons réécrire :

VAT + PR VAF(F) et = B Pail] , (4.30)
>

Remarquer que F [8‘“} =0, — FT(F7)"'o, ou

2

o +
oy = / A(O,x') NED [K*(2', 7)) = K2(2', 2)] p(a!, 2') da’ d2".
[oE= Ox

Nous pouvons intervertir les signes dérivée et intégrale puisque nous intégrons sur un compact.
Dans la proposition 4.3, on montre que 6j\t se prolonge par continuité en une fonction analytique
dans Q. Nous voulons démontrer que %" a la méme propriété. En regardant 1'équation (4.30), nous
voyons que les termes suivants interviennent : 7+ (F )70, et/ou FH(F~) L VAF(FF)~laf

Dans les deux cas, apparaissent les opérateurs F~(F )=t et F7(F~) L. Nous allons avoir besoin
d’un résultat permettant de transférer des propriétés d’analyticité entre 7~ et F . Ce résultat est

le suivant :

Lemme 4.6  Pour tout w € L*(R"), pour tout A € A,
Frw\) = oy F-w(A) + Fuw(N),

oit oy et Fuw(\) se prolongent par continuité en des fonctions analytiques (par rapport a \) dans Q.

Nous reportons la preuve de ce lemme apres la démonstration de la proposition 4.9. Notons que
dans les hypotheses de ce lemme, la fonction w appartient a L!(R™), nous allons voir que c’est la
raison pour laquelle nous avions besoin de démontrer la proposition 4.8 a la sous-section précé-
dente.

Traitons pour commencer le terme F*(F~)~'0;. Remarquer que (F~)'0, = 9p7 /0z]s €
LY(RT) (cf. proposition 4.3, premier point). Ainsi, en utilisant le lemme 4.6, on obtient :

.7:+(.7:_)_1@\; =0)\V, —1—.7?850; 5.

Grace aux propriétés de o et de F, nous déduisons que F+(F~)~!

en une fonction analytique dans Q.

v, se prolonge par continuité

Regardons maintenant le terme F+(F~)~'v/AF~(F*+)~1a]. Nous suivons la méme procédure.
Nous avons : (F7) "' VAF(FH)~1a) = 0y, /0z|s € Ll(R+) grace a la proposition 4.8. Donc en
utilisant le lemme 4.6, nous obtenons

FHE)IVAF(FO Ml = o VAF(F1)™ A++f8902|g

De méme, (F7)71u! = ¢|s € LY(RT). Ainsi, en utilisant le lemme 4.6,
+ L 1=
F(FH Ml = —at — — Fols.
o o

On en déduit que I"équation (4.30) se réécrit : comme Jp/0x = Jp| /0x + Oy, /Oz sur %,

~ 0y
2\[\11/\ =V Fols — —]z + 0 — o0y .
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Le second membre de cette équation se prolonge par continuité en une fonction analytique dans
Q (en utilisant les propriétés de o et de F). Nous en déduisons qu’il en est de méme pour ;.
Ceci acheve la preuve. O

Démonstration. (lemme 4.6).

Le premier point consiste & montrer que pour A € A, la fonction propre généralisée ¢ peut étre
vue comme une perturbation de la fonction propre généralisée @, :

0T (2) = 0x 0} (2) + O (2), (4.31)

ol o) est une fonction qui se prolonge par continuité en une fonction analytique dans Q et ot
@, (z) est une onde entrante : elle se prolonge de A, dans Q en une fonction analytique vis-a-vis de
A et en une fonction exponentiellement décroissante par rapport a z quand z — +oo : de la forme

dy e~"=2 ot I'on rappelle que 8o = /A + kZ..
Pour démontrer ce premier point, nous allons utiliser la décomposition des fonctions propres
généralisées (1.12), vue au chapitre 1. Les fonctions @f et \Iff sont définies par (1.9)-(1.10). On en
déduit I"équation (4.31) avec

6x(0)

o\ = == et By := D} (2) — o\ 5 (2).
@)\ (0) A A

Montrons maintenant les propriétés de 0. Nous allons montrer qu’il existe deux constantes C >
0,Cy > 0 telles que pour tout A € QU A,

Cy < |65(0)| < Cs. (4.32)

Pour tout A € A, I’équation (4.32) vient du fait que nous excluons la possibilité d’avoir ©5 (0) = 0.
En effet, nous avons supposé que nous ne nous situons ni sur une fréquence de coupure du demi-
guide de gauche ni sur une du demi-guide de droite.

Dans Q, ©5(0) est une fonction analytique qui ne s’annule pas. En effet, dans le cas contraire, la
décomposition (1.12) nous permettrait de montrer que ®; est proportionnelle a ©5. Mais ©7F est
exponentiellement décroissant par rapport a z pour tout A € Q. Ainsi, A serait une valeur propre
de AF, ce qui n’est possible que pour A € A, qui n’intersecte pas Q.

Ainsi, nous déduisons de 1’équation (4.32) que o) se prolonge par continuité en une fonction
analytique dans Q.

Traitons maintenant ®y(z). On a : ®,(z) est analytique pour tout A € Q. De plus, pour z >
max(h~, k"), la définition de ®,(z) se simplifie :

R

05(0)  ©x(0)
ce qui permet de montrer que ) A(2) est une onde entrante.

La deuxiéme étape consiste a définir F :
Fuw()) = / w(z) ®y(2)dz, VA€ A,
R+

Comme w € L'(R"), en utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous véri-
fions que Fw se prolonge par continuité dans Q. Puis, pour A € Q, comme ®,(z) est une onde
entrante (exponentiellement décroissante par rapport a z), nous déduisons que Fuw est analytique
dans Q. Ceci acheve la preuve du lemme. O
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Remarquer que c’est grace au caractére L' de w que I'on a continuité de Fw(\) sur A, U Q.

Nous sommes maintenant en mesure de donner la preuve du résultat principal de cette section :
le théoréme 4.4.

Démonstration. (théoreme 4.4). Soit +x > a. En utilisant le résultat de la section 4.3.1, nous avons :
FEp(z,\) = 0,YA € ATNR~. Puis, en utilisant celui de la section 4.3.3, nous avons : F¥(z, \), en
tant que fonction de A € A, se prolonge par continuité en une fonction analytique dans Q. Ainsi,
en utilisant le principe de réflexion de Schwarz pour les fonctions analytiques (cf. [Con78, section
IX.1]), comme F*p(x, ) est réelle sur A, N R~ (puisque qu’elle est nulle), nous déduisons que
FEp(x, \) se prolonge dans {¢ € C,Re(¢) > —k%} \ RT et que ce prolongement est analytique
par rapport a A. Puis, en appliquant le principe des zéros isolés, nous déduisons que F=o(z, \)
est égal a 0 dans tout le domaine {¢ € C,Re(¢) > —k2 } \ RT. Enfin, par continuité, nous avons :
FEp(z, \) s’annule pour tout A € A..

Ainsi, nous avons démontré que pour tout |z| > a, pour tout z € RY, p(x,2) = 0. Par principe
de prolongement unique (voir par exemple [CK98, lemme 8.5] ot1 le cadre fonctionnel n’est pas le
méme qu’ici mais le résultat reste valide dans notre configuration), nous déduisons que ¢ = 0. [

Remarque 4.9 :  Dans la démonstration (ci-dessus) du théoreme 4.4, nous avons utilisé le fait que les
zéros réels d'une fonction analytique dans Q et continue sur Q forment un sous-ensemble fermé de R de
mesure nulle. Noter qu’ils peuvent contenir un point d’accumulation. Penser par exemple a cos(1/)\), qui
a un point d’accumulation de zéros en 0. C'est une situation un peu différente de ce dont on a I’habitude
avec les fonctions analytiques : les zéros d'une fonction analytique non nulle dans un ouvert n’ont pas de
point d’accumulation. La différence réside dans le fait que les zéros sont soit sur le bord ou soit a l'intérieur
du domaine d’analyticité.

GENERALISATIONS POSSIBLES DE LA DEMARCHE

Nous avons montré le caractere bien posé du probléme de diffraction et de radiation dans la
jonction entre deux guides d’ondes ouverts, dans le cas particulier ot les guides d’ondes sont
bidimensionnels. Pour simplifier les équations, nous avons imposé une condition de Dirichlet
en z = 0 (sur I'). Mais, moyennant aménagements (notamment en construisant précisément la
transformation de Fourier généralisée adaptée et son extension aux espaces de distributions), il
nous semble que I'on peut généraliser I’approche pour des problemes 2D ou 3D plus généraux,
du type div(uV).

Par contre, il semble que 1'approche ne se généralise pas directement pour des problemes vecto-
riels. Si au lieu de 1'équation de Helmholtz, nous avons les équations de Maxwell, par exemple,
I’équivalent de I'équation (4.18) ne releve plus du théoreme de Lax-Milgram.

Nous avons vu, a la remarque remarque 4.6, que nous conjecturons que V'~ = V. Cela vient du
fait que k3, = k1. Dans le cas ot k3, # k1, nous sommes confronté a un dioptre et nous pensons
que V= # VT etque V- NV*+ = HY?(RY) (voir la thése d’Axel Tillequin [Til01] ott cela est
démontré dans un cas plus simple oti la transformation de Fourier généralisée n’est en fait que la
symétrisée de la tranformation de Fourier standard, autrement appelée transformation de Fourier
cosinus). Par ailleurs, dans le cas ot k5, # kI, nous devons modifier la sous-section 4.3.2 car
nous ne pouvons plus utiliser une transformation de Fourier standard dans la direction x, nous
devons utiliser une transformation de Fourier généralisée également dans la direction x. Enfin, le
cas k, # kg ne pose pas de difficulté supplémentaire par rapport a ce qui a été fait ici, cela ne
change strictement rien a la démonstration.
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A titre de remarque, voyons ce qui se passe dans le cas de guides fermés. Comme nous l’avons
déja vu en introduction de la these, nous pouvons développer le méme genre de conditions de
rayonnement modales, la différence essentielle réside dans le fait que le spectre de I'opérateur
transverse est exclusivement discret. Cela implique une différence essentielle par rapport aux
guides ouverts. Nous n’avons plus la propriété d’analyticité (de la sous-section 4.3.3) et donc
méme si le probleme reléve toujours de l'alternative de Fredholm, 1'unicité n’est pas assurée. Par
contre, les composantes propagatives de la solution du probleme homogene sont toujours nulles,
par le méme genre d’arguments sur les flux d’énergie (sous-section 4.3.1). Mais il peut rester des
composantes évanescentes. Cela est du au fait qu’il peut y avoir des modes piégés par la structure
(voir par exemple [ELV94]). Dans le cas d'un guide d’ondes ouvert, de tels modes piégés sont
impossibles.

Enfin, notons que toute cette étude théorique pourrait donner naissance a une méthode numé-
rique. Cette méthode numérique a été développée, pour la jonction abrupte notamment, dans la
thése d’Axel Tillequin [Til01]. Mais il s’avere qu’elle n’est pas tres efficace numériquement, puis-
qu’elle repose sur la transformation de Fourier généralisée et que le calcul des intégrales a semblé
difficile. Nous avons donc décidé d'utiliser d’autres méthodes pour calculer numériquement la
solution, c’est 1’objet du chapitre suivant.

4.4 ANNEXE : TRANSFORMATION DE FOURIER GENERALISEE

Dans cette section, nous détaillons comment obtenir la transformation de Fourier généralisée et
comment 1’étendre & un espace de distributions. Cette section, assez technique, peut étre passée
en premiere lecture.

Nous nous reposons sur les résultats de la section 1.1, concernant 1’expression des fonctions
propres et des fonctions propres généralisées, ainsi que la représentation intégrale de la fonction
de Green. Tout d’abord, voyons comment ces fonctions propres et fonctions propres généralisées
forment une famille complete de L?(R"), en un certain sens.

Complétude des fonctions propres et des fonctions propres généralisées
La premiere étape consiste a déterminer la mesure spectrale associée a I'opérateur A, voir I'annexe
A.1 pour la définition ce qu’on appelle mesure spectrale.

Pour déterminer la mesure spectrale associée a 1'opérateur A, nous utilisons la représentation
intégrale de la résolvante (voir propriété 1.1) et la formule de Stone (cf. annexe A.1).

Proposition 4.10  La mesure spectrale E associée a l'opérateur A est donnée par l'expression suivante :
pour tout u € L2 (RT),

comp

dIBxulk = D (@xuw)xPpadx+ [ (@x,u)x [P pr s, a): (4.33)
AEA(A)

oit 6 est la mesure de Dirac au point X et dA| 5 (a) est la restriction de la mesure de Lebesgue a A.(A) et
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oll py désigne un poids, donné par :

1 2 [k§ + A ,
= siA€e A, (A),
I@AlI% A+ /K2 — A o)
A= (4.34)

JEZ T
o * si )€ Ad(A).

m{c3(0) + [k2, + A]s2(0)}

On rappelle que pour u,v € X, onnote (u,v)x le produit scalaire de 1’espace de Hilbert X. On rap-
pelle également qu’ici X = L?(f2), ou 2 = R*. Nous définissons alors deux espaces fonctionnels
liés a L2(Q), 'un est inclus dans L?(2), I'autre contient L?(12) (ils jouent les roles respectivement
de X et de X de la section A.1.5):

o L2,,,(Q) est'ensemble des fonctions de L*(€2) dont le support est compact,

e L2 () est I'ensemble des fonctions u telles que u|x appartient a L?(K), pour tout K com-

pact inclus dans (2.

Siue L () etve L?

zomp(£2), alors nous notons :

(u,v) x —/Qu(z)v(z)dz.

Démonstration. Pour A € A,(A) = Agisc(A), on sait que la formule de Stone (voir en annexe,
formule (A.23)) nous dit que E({\}) = P, le projecteur spectral associé a A, un point isolé du
spectre. Ainsi, si A est de multiplicité 1, on a

B = (e,

On vérifie ensuite que

o h+ kL =X
12Allx = :

2 [kZ + Al

Si A est de multiplicité strictement supérieure a 1, il suffit de faire la somme sur différentes fonc-
tions propres linéairement indépendantes associées a cette valeur propre.

Pour A € A.(A) = A¢(A), remarquons que (en utilisant formule de représentation de fonction de
Green (1.19))

1
Dy (2)Ox(2") siz< 2,
; noo_ ©,(0)
il\r(%gxﬂa(%z) = LN .
0,0) A(2)Ox(2) sinon,
L o,)0n(s) siz<7,
. noo_ U, (0)
il\l%g)\—is('zvz) = 1 .
®,(2") Ur(2z) sinon.

La relation (1.12) donne ainsi :

. ., @)
;% {Grtic(2,2") = Gr_ic(2,2)} = 2i Bo T,
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Remarquons que ¥, (0) ©,(0) = [¥,(0)]* = |0,(0)]> = 2(0) + [kZ, + A] s3(0).

2

2omp(R "), pour tout inter-

La formule de Stone (A.23) permet ainsi d’affirmer que pour tout u € L
valle J = [a,b] C Ac(A),

1 b+"7
2 _ . . C N . dA
I E(T)ull% Tm%l{%i{% - ([Ra(A+ie) — Ra(A —ig)]u,u)
2im Jxelap) Jrert Joert \3(0) + [kZ, + A]s3(0)
Boo

D, (2)Py(2) u(z')) dz' u(z) dz dA

@5, 7) x [*d.
/Ae[a,b] C?\(O) + [k2 + )\}S?\(O) [ {(®x, W) x |

Les passages a la limite  \, 0 et € ~\, 0 sont justifiés par le théoréme de convergence dominée
puisque u € L2, (RT).

omp

Ainsi, pour tout u € Lgomp(RJr), on obtient la formule souhaitée (4.33). O
Ainsi, nous sommes en mesure d’énoncer la complétude des fonctions propres et des fonctions

propres généralisées sous la forme suivante : pour tout u € L2, (R"),

um) = 3 WG oy / (D2,70) ¢ D () pa dA.
AEAL(A) H(I))\HX AEA(A)
4

Dans cette formule, les valeurs propres sont comptées avec leur multiplicité, i.e. si une valeur
propre A est de multiplicité m, on prend en compte dans la formule m fois A, avec m fonctions
propres linéairement indépendantes.

La formule précédente permet de justifier la décomposition sur les modes guidés et les modes de
radiation. Si ¢(z, z), vivant dans le guide ouvert uniforme, i.e. solution des équations

N —k?p =0, dansR x RT |
¢(x,0) =0, pour tout z € R,

est telle que ¢(z,.) € L2, (RT), alors on peut décomposer ¢ sous la forme suivante :

comp

o(x,2) = Z (6)\ e L by e*iﬁz> D) (2) +/

(aA P 1]y e*iﬁm> By(z)d\.  (4.35)
AEA(A) AEAC(A)

Dans cette équation, 53, le nombre d’onde longitudinal, est défini par I’équation 1.20. Nous avons
une superposition de modes allers et retours (i.e. propagatifs ou évanescents vers la gauche et
vers la droite). Maitenant, une question se pose : que se passe-t-il si ¢(z,.) ¢ L2,,,,(RT)? Nous

allons voir que la formule de décomposition reste valable. Pour cela, nous allons introduire la
transformation de Fourier généralisée associée a l'opérateur transverse A.

Démontrons avant cela le lemme technique auquel nous avons fait référence dans la démonstra-
tion de la proposition 4.6.

Lemme 4.7  Soit A € A.. Alors, en posant B = /A + k2, ona:

+ 2
o

)| ot < 2N + kT (2)% + k2
0z '

A oo

0% (2)| " px < et ‘

1
oo’
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Démonstration. Nous utilisons la décomposition des fonctions propres généralisées vue au cha-
pitre 1 : équation (1.12), qui est valable pour tout A € A.. Nous utilisons également I'expression
suivante de pi :pf = Boo/(7]|0F(0)[?), qui n’est autre qu'une réécriture de 1'équation (4.34), vue
au chapitre 1. Remarquer par ailleurs que |@f(0)\ = |\I!f (0)]. Ainsi,

2
+ + 2 2 1+ )\—l-kgo
e < IBEIFIE) <<v ity <!

A 47 B o 47 Boo T B ‘

D’autre part,

+ + +
T = 5 (050720 - 072 @)

N

ou

007

7. ) = [—\/@sin ( A+ EE(2) (2 — hi)) — iBso COS < A+ EL(2) (2 — hi)ﬂ o-ifh®
8;’5 () = [—\/@sin ( A+ k2 (2) (2 — hi)> +ifBa cos < A K2(2)(z — hi))} oifooh®

ows 005 2 2
: (%2 @I+1%2@)) (VAR AATREP)
Py = 47 B0 = 47 B0

Transformation de Fourier généralisée

Tout ce travail sur la transformation de Fourier généralisée est extrait de larticle de Christophe
Hazard [Haz09]. La transformation de Fourier généralisée associée & un opérateur autoadjoint est
un outil qui est bien connu, voir par exemple [Wei87].

A partir de 1’expression de la mesure spectrale vue a la propriété 4.10, nous pouvons définir la
transformation de Fourier généralisée associée a I'opérateur A. Cette transformation est en fait
I'opérateur de décomposition sur la famille des fonctions propres et des fonctions propres géné-
ralisées {®y, A € A(A)}.

Définition 4.3 (transformation de Fourier généralisée) Nous définissons F4 la transformation de

Fourier généralisée associée a I'opérateur A :

Fau(A) = (Py, 1) y = / u(z) ®x(2)dz, VA e A(A),Yue L2 (RT). (4.36)

com
R+ P

Nous noterons parfois u) la quantité F4u(\). Définissons maintenant la mesure mes par :

dmes := Y padx+padAa.(a), (4.37)
AeAL(A)

ol 0, est la mesure de Dirac au point A et dA|5,(4) est la mesure de Lebesgue restreinte a A.(A)
et p) est défini en (4.34). Nous sommes maintenant en mesure de prolonger la transformation de
Fourier généralisée définie en (4.36).
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Proposition 411  La transformation de Fourier généralisée JF 5 définie en (4.36) se prolonge par densité
en une application unitaire de L*>(R™) dans L?(A(A); dmes).

Fa diagonalise 'opérateur A dans le sens oir pour toute fonction mesurable f,
FAu=Fi f(\) Fau,  Vue D(f(A)) = F5' (LX(AA); (1 + |f(-)]*)dmes)) ,  (438)

ot f(\) est 'opérateur de multiplication par f(\).

La transformation inverse F;* est égale a I'adjoint F* du fait du caractere unitaire de la transforma-
tion. F;* est I'opérateur de recomposition sur la famille {®y,\ € A(A)} dans le sens oit pour tout
v € L?(A(A); dmes),

FAG)() - /A oy A dmes ). (4.39)

Dans l'expression (4.39), l'intégrale est a entendre comme une intégrale impropre puisque u n’ap-
partient qu’a L?(A(A); dmes) a priori : on devrait écrire :

R

Fil0)(2) = prU(A) @yr(2) +  lim / (N) @y (2) pydA.
CCEPMELCECEN I IR CLC

De méme, pour toute fonction u € L*(R™), on écrira :

R

/R+ u(z) Pr(z)dz = REIEoo | u(z) ®r(z) dz,

qui est une intégrale impropre.

Démonstration. Nous reprenons la démonstration de [Haz09]. De I’expression (4.33), nous dédui-
sons, en utilisant le théoreme spectral, que pour toute fonction f mesurable, pour tout u,v €
LZomp(RT), tel que u € D(f(A)) = {u € X, [ [fF(VI*(AExu, u) < +oo},

T [T (01,7 232 dmes s
= (f()‘)‘FAuv‘FAU)LQ(A(A);dmeS)'

En prenant f(\) = 1, on voit que F4 est une isométrie de L2, (RT) dans L?(A(A); dmes). Par
densité de L2, (R") dans L?*(R"), on montre alors que F4 se prolonge en une isométrie de

L?*(R*) dans L?(A(A); dmes). La formule (4.38) vient alors de la formule :

(f(A)u7U)L2(R+) = (f()‘)"rAuvfAv)LQ(A(A);dmes)a (4.40)
qui est valable pour tout u € D(f(A)), pour tout v € L*(R™).
L’adjoint F* est défini par :

(FAt,v)r2m+) = (Us FAV) L2(A(A):dmes) = /(A) u(A) /R+U(Z)<PA(Z) dz dmes(A).

A
En permutant les deux intégrales (ce qui est justifié si u a un support compact qui ne contient pas
—k?2, car p) a une singularité dans le cas ott A = —k2_ est solution de la relation de dispersion, i.e.
pour les fréquences de coupure définies a ’équation (1.15)), on obtient alors I'équation (4.39), qui
est valable pour tout v € L%(A(A); dmes).
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Il reste 8 montrer que 'image de F4 est L?(A(A); dmes) tout entier. Prenons une fonction 4 ortho-
gonale a I'image de F4. Soit f une fonction bornée. On a:

(f()‘) u, ]:A’U)LQ(A(A);dmes) = (aa f()‘)FAU)LQ(A(A);dmeS)' (4.41)

Noter ensuite que F4f(A)v = FaF}, f(\)Fav, d’apres I'équation (4.38). F4F} est la projection
orthogonale sur I'image de F4. Puis, en utilisant (4.40), on a:

HFAf(A)vH%Q(A(A);dmes) = Hf(A)UH%P(Rﬂ = Hf(/\)"rAvH%Q(A(A);dmes)'

On en déduit que F4 f(A)v = f(\)Fav. En remplagant dans (4.41), on en déduit :

(f(N) U, Fav)r2(a(A):dmes) = (@ Faf(A)V)12(A(A)sdmes) = 0

puisque u est orthogonale a I'image de F4. Ainsi, f(\)u est orthogonale a I'image de F4, pour
toute fonction f bornée. En prenant v = ®,(z)xg(z), out xp(2) est la fonction indicatrice d'un
ensembleborné B C R*,ona: (F4v)()\) > 0,YA € A. En prenant ensuite f,, = () x(x [a(\)<n} (A)
(qui est bien une fonction bornée), on a :

(fr(N) Uy FAV) £2(A(A);dmes) = / G@(A)]*(Fav)(A) dmes(N).
(AEA(A),[a(N)|<n}

On en déduit que u(\) = 0, pour tout A € A(A) tel que |[u(N\)| < n. Puis, comme la mesure de
I'ensemble {\ € A(A), |u(X)| > n} tend vers 0, on en déduit que u = 0, puis que I'image de F4 est
L?(A(A); dmes). O

Remarque 4.10 :  La transformation de Fourier standard n’est autre qu’un cas particulier de transfor-
mation de Fourier généralisée. C’est en fait la transformation de Fourier généralisée associée a I'opérateur
—A sur R™.

Nous avons, grace a la proposition 4.11, montré que la formule de complétude des fonctions
propres et des fonctions propres généralisées s’écrit : pour tout u € L?(R™),

Fau(N)

u=F; ' Fau=
4 2 I2Al1%

AEA,(A)

CID,\—I-/ Fau(X) @y pydA.
AEA(A)

Ainsi, nous pouvons décomposer sur les modes guidés et les modes de radiation avec 1’équation
(4.35) toute fonction ¢ vivant dans le guide ouvert uniforme, qui est telle que ¢(z,.) € L*(R™).
Nous allons maintenant voir que 1'on peut étendre la transformation de Fourier généralisée a
un espace de distributions &/ (R™) similaire & 1’espace de distribution de Schwartz S’'(R) pour
la transformation de Fourier standard. Ceci nous permettra de justifier la décomposition (4.35)
pour des fonctions qui ne sont pas dans L?(RT). Cette généralisation est importante, puisqu’a
priori, dans un probleme a géométrie ouverte, comme celui qu’on considére dans ce chapitre, les
fonctions que 1’on manipule ne sont pas nécessairement dans L?(R™) pour toute section verticale.
Penser par exemple au cas homogene, le champ diffracté décroit comme 1//r, ot r = Va2 + 22,
or ceci n’est pas dans L?(R™) (par rapport a z) pour toute section verticale.

La construction de cet espace est I'objet du papier [Haz09]. Nous rappelons ici simplement les
résultats essentiels. La premiere étape consiste a remarquer que la transformation de Fourier gé-
néralisée, tout comme la transformation de Fourier standard, échange la régularité d"une fonction
dans la variable physique avec la décroissance a l'infini de la transformée dans la variable spec-
trale et vice versa.
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Relation entre la décroissance a I'infini et la régularité

Tout d’abord, I'équation (4.38) en prenant f(A) = A™ permet de montrer le résultat suivant : pour
toutn € N,
u € D(A") si, et seulement si, (1 + |A|")Fau € L?(A(A); dmes).

Or, la condition u € D(A™) peut se réécrire :

U’]o,h[ € H2(07 h) et Uhh,+oo[ € H2(h, +00),

d¥u
ue D(A") & | dz%

d2 ) J d d2 ) J
- = _ _— = | = e _1-
(d22+k> uh = (dz2+k‘> uh 0, pourtoutj =0,...,n

Nous notons [f]}, := lim.\ o f(h +¢) — f(h — ¢) lesaut de f en h.

(0) =0, pour tout j =0,...,n—1,

Nous avons ainsi montré comment la régularité en variable physique se transforme en décrois-
sance a l'infini dans la variable de Fourier. La propriété suivante démontre la réciproque :

Proposition 4.12  En supposant que I’on n’est pas sur une fréquence de coupure, définie par (1.15), nous
avons I'équivalence suivante : pour tout u € L?(R™) et pour tout n € N,

Z"u(z) € L*(R™) si, et seulement si, DY Fa|,(ayu € L*(A(A); dmes),

oit Dy est défini par : Dy = & (Booil).

On rappelle que sur le spectre continu, o, = /A + k2, = /A + kZ.

Démonstration. Voir l’article [Haz09]. O

Extension de la transformation de Fourier généralisée a un espace de distributions

Nous sommes maintenant en mesure de construire 1'espace de distributions. Tout d"abord, notons
tout de suite que la construction de cet espace S’y (R™) est valide lorsqu’on se place en dehors des
fréquences de coupure. En effet, nous aurons besoin d’appliquer la proposition 4.12.

Nous commengons par définir les espaces S,, ,,, pour n,m € N:
Spm = {u € L*(R"), u € D(A™), 2™ A™u € L*(R")}.
On définit alors I'espace S4(R™) :
SA®RY) = () Spm-
n,meN

Sa(RT) est 'espace des fonctions tests (similaire a 1’espace de Schwartz S(R)). On peut carac-
tériser S4(R1) comme 1'espace des fonctions infiniment dérivables sur (0, k) et sur (h,+oc), a
décroissance rapide a l'infini (lim,_, y o d"/dz"(2™u(z)) = 0 pout tout m, n € N) et satisfaisant les
conditions :

d2ny 2 \" d /&2  L,\"

Nous montrons ensuite la propriété suivante :
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Proposition 4.13  L'espace Sa(R™) vérifie les propriétés suivantes :
Sa(R™) est un espace nucléaire, SA(R™T) € L*(RT), S4(RT) est dense dans L*(R™),
SA(R+) C D(A) et ASA(R+) C SA(R+),

oii a chaque fois que nous notons une inclusion, les inclusions sont continues.
Démonstration. Voir l’article [Haz09]. O

L'espace des distributions est alors défini comme l'espace dual &4 (R™) de S4(R™). Ce qu’on ap-
pelle espace dual ici est I'espace des formes antilinéraires continues (et non pas linéraires). Si l'on
identifie L?(R™") a son dual (possible via le théoréme de Riesz), on a alors la chaine d’inclusions :

SHURT) C LA(RT) € SA(RT). (4.42)
Le produit de dualité entre S/, (R") et S4(R™), que 1'on note (.,.), est ainsi une extension du
produit scalaire sur L2(R™) (., .) 2 (R+) :
(u,v) = (u,v) 2@+, Yu € L*(RT), v € S4(RT).
L'opérateur A peut ainsi étre appliqué & un élément de S, (R™) grace a la relation :
(Au,v) = (u, Av), Yu € S4(RT),v € SA(RT).

Question : qu’y a-t-il dans S’ (R*) ? Beaucoup de choses ! En particulier, toutes les restrictions a
R™ des distributions tempérées de S’(R) dont I'ordre est inférieur & 2 dans un voisinage de h.

On a ainsi détaillé les distributions physiques. En appliquant la transformation de Fourier géné-
ralisée, on obtient les distributions spectrales : on définit :

SA(A(A)) := FaSa(RY),
et 31’4(1\(14)) son espace dual. On note

(u,v), = (U, V) g1 (m+),5, (@)
le produit de dualité entre une distribution physique v € S’;(R™) et une fonction test physique
veE Sy (R+) et
(@, 0)5 = (@, 9) 3, (a(a)),5a(a(a))

le produit de dualité entre une distribution spectrale u §f4(A(A)) et une fonction test spectrale
0 € S4(A(A)). On peut ainsi définir la transformée de Fourier généralisée d'un élément de S/ (R™)
grace a la relation :

(Fau, o), = (u, F5'0)_, Yu € S4(RT), V5 € Sa(A(A)).

En d’autres termes, S, 4(A(A)) = FaS (RT). Les inclusions (4.42) sont transposées dans ’espace
de Fourier : R R
SW(A(A)) € L*(A(A); dmes) C Sa(A(A)).
Question : qu'y-a-t-il dans SA(A(A)) et dans AA(A(A)) ? D’apres les résultats du paragraphe pré-
cédent,on a: ~ ~
SA(A(A)) = ﬂ Sn,mv

n,meN
ol §nm est défini par : §nm = FaSn,m, ce qui peut se réécrire :
Snom = {Ty € L*(A(A); dmes), \"iy € L*(A(A); dmes) et D (A" | Ae(4)) € L*(Ac(A);prdA)} .

On montre alors le résultat suivant :
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Proposition 414 u € §A(A(A)) si et seulement si |y ,4) € CN (oit N est le nombre de valeurs
propres) et il existe u € S(R) tel que

800 = 5 T (3) s YA€ Ac(A).

Démonstration. Voir l'article [Haz09]. O

Les éléments de §f4(A(A)) sont donc semblables aux distributions tempérées (distributions de
Schwartz) sur | — k2, +oo[ : toute distributon de §'(R) dont le support est inclus dans | — k2, +o0],
complétée par n'importe quelles valeurs sur A,(A) est un élément de S/ (A(A)).

Exemples de transformées de Fourier généralisées

Une fonction propre ®y,(z) a pour transformée de Fourier généralisée : F4(®,) = || @, |72 (R+)"

Une fonction propre généralisée ®,,(z) a pour transformée de Fourier généralisée : F4(P),) =
Io-

Aparté : Propriétés de Riemann-Lebesgue

Grace aux définitions de S4(RT) et de S4(A(A)), nous pouvons démontrer les propriétés de
Riemann-Lebesgue suivantes pour F4 et .7-"21.

Proposition 4.15 (propriétés de type Riemann-Lebesgue)  On a les propriétés de Riemann-Lebesgue
suivantes :

ue LYRY) = Fa(u)(N) est continue et tend vers 0 a l'infini, pour A\ € A(A). (4.43)
U€ L' (Ac(A);pad\) = (Fi1)e(@)(2) est continue et tend vers 0 a l'infini, pour z € R .(4.44)

On anoté (F;')e(@) = (F1 ") (@la.(a))-

Démonstration. On généralise la démonstration donnée dans [RS75] avec la transformée de Fou-
rier pour la transformée de Fourier généralisée. On commence par la propriété (4.43). Soit
u € Sa(RT). Alors, uy € Sa(A(A)). En particulier, u) est continu et tend vers 0 a l'infini, pour
A€ A (A).

De plus,

|, =/ Pr(2) u(z)dz < (Sup |(I)>\(Z)|> [[ull 1+,
R+ z€RT
Ceci nous prouve que |[u) |l < Cllulpiw+), ot [|Ux[lo = sup essy|uy|.
Par ailleurs, S4(R*) est dense dans L!(R") car D(0,h) C Sa(R*) et D(h,+00) C Sa(R*) sont
denses respectivement dans L!(0, h) et L (h, +00).

Via le théoréme de prolongement unique (bounded linear transformation theorem ou BLT theo-
rem), on en déduit que la transformation de Fourier généralisée se prolonge uniquement de
L'(R*) dans ’ensemble des fonctions continues et s’annulant a I'infini.

Pour la propriété (4.44), c’est le méme cheminement. Siu € Sa(A(A)), alors (Fihe(@) € Sa(RY),
donc en particulier (F;).(@) est continu et tend vers 0 a l'infini.
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On a aussi
IFTY)e@) oo < / IEAI2A)] P2 A < Al oy

c

De plus, d’apres la propriété les propriétés vues dans la section sur Fourier généralisé, S A(Ac(A))
est dense dans L' (A.(A); pxd)). On conclut avec le BLT theorem. O

Décomposition sur les modes dans ’espace de distribution

Revenons maintenant a notre probleme dans le guide d’ondes ouvert, que nous écrivons au sens
des distributions :

~Ap — k*p = 0dans D(R) ® Sy (RT).

En appliquant la transformation de Fourier généralisée, en notant p)(x) = Fa(p(z,.))(A), on
obtient :

%)

0?2

+ AP = 0dans D'(R) @ Sy (A(A)). (4.45)

La résolution de cette équation au sens des distributions n’est pas évidente. Mais en prenant la
restriction de  a A(A) \ {0} (i.e. en prenant des fonctions tests qui s’annulent au voisinage de
A = 0), on peut définir, pour tout = € R,

o~

@) = (G + Vape ) el Vi),

ox
by(z) = (gf(x,x)—m%@(%w exp(+ "V z).

On a utilisé la détermination de la racine carrée avec coupure sur iR™, ainsi /X est défini pour
tout A € A(A) C RT. On ne peut pas définir ay(z) et by(z) au voisinage de A = 0 car =YX nest
pas une fonction dérivable en 0. On déduit de I'équation —9?¢/0x? + A% = 0, que day/dz = 0 et
by /0z = 0. On en déduit que pour tout z € R et en dehors de A =0,

Pa(z) = Frexp(— “VAz) + 7y exp( V), (4.46)

ol o) et 1)) sont des distributions quelconques de S \(A(A)). Cette derniere formule donne ensuite
u(z, z) par application de la transformation de Fourier généralisée inverse. Nous avons ainsi une
formule de décomposition sur les modes guidés et les modes de radiation pour toute fonction
u vivant dans le guide d’ondes ouvert uniforme si cette fonction est telle que sa transformée de
Fourier généralisée est nulle au voisinage de A = 0.

Mais si ce n’est pas le cas ? On ne sait pas résoudre I'équation (4.45) dans le cas général. Mais si
l'on sait que pour tout z, P (x) est une fonction de A (et non pas une distribution), alors 1’équation
(4.46) est valable pour tout A € A(A), y compris en A = 0. En effet, nous avons montré, dans ce
qui précede, que :

~ ~ iRT ~ iRT -~

oa(x) = 0y exp(— “VAz) + 7Gx exp( V) + Py ()

ol %\(x) est une distribution a support dans R x {0}. Mais comme @) (z) est une fonction de
A, ¥a(xz) = 0. Ainsi, par application de la transformation de Fourier généralisée inverse, nous
obtenons une formule de décomposition sur les modes guidés et les modes de radiation.
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Pour résumer, lorsque ¢(z,.) ¢ L?(R*), nous avons :
ox(z) = o) exp(— iRWx) + 7 exp( iRWx)

dans deux cas : quand @) (x) s’annule au voisinage de A = 0 et quand (z) est une fonction de
A, et non une distribution (ce qui peut arriver, par exemple la transformée de Fourier généralisée
d’une fonction propre généralisée est un Dirac). C’est cette derniere condition (py(«) est une fonc-
tion de \) que nous utilisons dans tout le chapitre 4 (remarque 4.4, démontration de la proposition
4.5).
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L’OB]ECTIF, dans ce chapitre, est de résoudre numériquement le probléme de diffraction (ou de
radiation) dans la jonction entre deux guides d’ondes. Ce probléme est posé dans une géo-
métrie non bornée. Il est donc nécessaire, comme on I’a vu au chapitre précédent, d’imposer une
condition de rayonnement afin que le probléme soit bien posé. Cette condition de rayonnement a
pour role de sélectionner les ondes sortantes (et d’éliminer les ondes entrantes).

Dans le cas d'un milieu homogene a l'infini, c’est la condition de Sommerfeld qui joue ce role.
Numériquement, cette condition peut étre approchée et elle donne alors naissance a ce qu'on
appelle les conditions aux limites absorbantes. Ainsi, on peut borner le domaine de calcul par
un cercle (en 2D) ou une sphére (en 3D) sur laquelle on impose une condition qui approxime la
condition de Sommerfeld, par exemple 0p/0n — ik = 0. Dans le cas d'un guide fermé, nous
avons vu, en introduction de ce mémoire, que la décomposition sur les modes permet d’expliciter
des conditions d’ondes sortantes, qui peuvent étre utilisées dans des méthodes numériques, pour
développer des conditions aux limites transparentes, fondées sur des opérateurs de Dirichlet-to-
Neumann.

Comme on I'a vu au chapitre précédent, la condition d’onde sortante qui généralise celle des
guides fermés utilise la décomposition sur les modes guidés et les modes de radiation, c’est la

183
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condition de rayonnement modale (R¥) (cf. définition 4.1). Cela pourrait donner lieu & une mé-
thode numérique pour borner le domaine de calcul dans la direction de propagation, mais nous
avons vu, lors de la conclusion du chapitre précédent, que celle-ci serait cotiteuse car elle fait
intervenir la transformation de Fourier généralisée.

L'idée est ici plutot d’utiliser les PMLs (d’épaisseur finie) pour borner le domaine de calcul dans
les directions transverses, comme dans le chapitre 3. Cette méthode a le trés grand avantage d’étre
trés simple d’utilisation. Les PMLs absorbent les ondes et sont « perfectly matched » a l'interface
entre le domaine physique et la PML. Ainsi, en prenant une couche PML suffisamment grande,
les ondes sont bien atténuées dans la PML et en imposant une condition en fin de couche PML
de type Dirichlet homogene ou Neumann homogene, la solution calculée dans la zone physique
correspond bien a la « vraie » solution physique. Nous décrivons l'introduction de PMLs dans les
directions transverses a la section 5.1. Ainsi, le probleme que I'on s’attachera a résoudre est celui
ol le guide est entouré d"une couche PML dans les directions transverses.

Quitte a utiliser des PMLs, il est légitime de se poser la question suivante : pourquoi ne pas utili-
ser des PMLs dans toutes les directions, y compris dans la direction longitudinale (et pas unique-
ment dans les directions transverses) ? C’est en effet une possibilité. Les PMLs permettent alors
de prendre en compte le caracteére sortant des ondes, dans toutes les directions (longitudinale et
transverses). Cette technique nous donnera les solutions de référence pour les deux autres mé-
thodes que nous utiliserons.

La premiere de ces méthodes est la construction de conditions aux limites transparentes pour bor-
ner le domaine de calcul dans la direction longitudinale. Ces conditions aux limites transparentes
font intervenir des opérateurs de Dirichlet-to-Neumann (DtN) et permettent de poser un pro-
bleme dans un domaine borné équivalent au probleme initial dans la géométrie non bornée. Les
opérateurs de Dirichlet-to-Neumann sont fondés sur les fonctions propres de 1’opérateur trans-
verse, avec PMLs de taille finie, opérateur que nous avons noté A, au chapitre 3. L'étude de ces
opérateurs de Dirichlet-to-Neumann est I'objet de la section 5.2. Nous verrons que nous serons
amenés a utiliser des PMLs non orthogonales, qui suivent la forme du guide d’ondes, de fagon a
toujours avoir une PML proche du cceur.

La deuxieme méthode, appelée méthode multimodale, consiste a décomposer localement le
champ dans chaque section transverse du guide perturbé sur les modes du guide droit correspon-
dant, i.e. le guide dont les paramétres physiques sont invariants dans la direction de propagation
et dont les valeurs sont celles de la section locale. Cette méthode a été étudiée intensivement pour
les guides fermés, i.e. quand la section transverse du guide est bornée (voir par exemple [FP01]
et [HLO8]). Une tentative de généralisation d'une telle méthode pour le guide ouvert avec PMLs
dans les directions transverses est 1’objet de la section 5.3.

Dans tout ce chapitre, il n'y a pas de preuves. Il s’agit de présenter quelques pistes de méthodes
numériques et des difficultés auxquelles nous avons été confrontées.
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5.1 UTILISATION DE PMLS POUR BORNER LE DOMAINE DE CALCUL

5.1.1 Introduction de PMLs dans la (les) direction(s) transverse(s)

Nous rappelons que le probléme que 1'on considere est le suivant! : étant donné ¢ une onde
incidente (typiquement un mode guidé du guide de gauche se propageant vers la droite), trouver
@ solution de

—div(uVe) —w?pp = 0dans O,
+ condition aux limites sur 00O,

ol O = R x Q et ou Q est la section transverse, non bornée, tel que ¢ (resp. ¢ — o) soit sortant
quand z — +oo (resp. quand z — —o0). Nous rappelons que p et p sont des fonctions des coor-
données longitudinale et transverse(s), et que pour +x > a, le guide d’ondes est droit (i et p ne
dépendent plus que de la (des) coordonnée(s) transverse(s)).

L'introduction des PMLs dans la (ou les) direction(s) transverse(s) se fait comme dans la premiere
partie. Nous rappelons ici brievement les différentes étapes, sans les détailler davantage, puisque
cela a déja été fait au chapitre 2. On se place tout d’abord au dela de I'inhomogénéité (la ou les
parametres physiques sont égaux a leur valeur a l'infini) : dans les cas que nous traitons, cela
correspond a z > b (en 2D) ou /y? + 22 > b (en 3D). Ainsi I'équation devient simplement :

—Np—kXpo=0. (5.1)

L'idée est ensuite de prolonger analytiquement ¢ a une fonction ¢, qui dépend maintenant de
variables complexifiées dans la (ou les) coordonnée(s) transverse(s). La fonction ¢ vérifie alors
(5.1), mais dans un sens complexe. Ensuite, nous choisissons une paramétrisation d'un chemin
dans le plan complexe pour la (ou les) variable(s) complexifiée(s). Cette paramétrisation permet
alors de réécrire I'équation (5.1) sous une autre forme, ne dépendant plus que de variables réelles.
C’est ce qui donne 1’équation dans la PML.

Remarque 5.1: La méthode des PMLs est justifiée par le fait que la solution se prolonge analytiquement
en dehors des inhomogénéités. A priori, rien ne justifie que I'on puisse prolonger analytiquement la solution
ailleurs, donc a priori, nous ne pouvons pas mettre de PML a l'intérieur des inhomogeénéités.

Quand on tronque la PML (en imposant une condition de Neumann ou de Dirichlet homogéne
en fin de PML), si I'on a choisi de prolonger analytiquement dans le bon demi-plan complexe
(ce qui revient, avec nos choix de PMLs douces ou abruptes, a prendre o, avec un argument
strictement inclus entre —7/2 et 0), nous postulons que 1’on sélectionne la solution sortante. En
effet, nous plagons la PML dans un milieu homogene et on peut raisonnablement penser que la
PML fonctionne correctement. Numériquement, ceci a été validé par le fait que la solution n’est
pas modifiée en changeant les parametres de la PML : taille, position et parametre d’absorption.

Nous notons O := R x Q le domaine avec PMLs de taille finie dans la direction transverse. Dans
nos applications, le domaine Q est de la forme suivante : Q =0, i pour un guide bidimensionnel
et, pour un guide tridimensionnel, Q=B (0, R.) (Ia boule de centre 0 et de rayon R,) avec une
PML radiale et Q =] — R,, R,[x] — R, R,] avec PMLs cartésiennes.

Nous rappelons ici comment 1’application de la méthode que nous venons d’énoncer modifie les
équations dans les trois cadres d’application que nous regardons : en 2D, en 3D avec une PML
radiale et en 3D avec des PMLs cartésiennes.

"Nous ne considérons ici qu'un probleme de diffraction. Le probleme de radiation se traite exactement de la méme
maniere.
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e Dans le cas d"un probléme bidimensionnel, le probléme est le suivant : trouver ¢(z, z) véri-

fiant

0 Oy 0 Oy 5 ~
—o <a,uaz>—a$<,ua$>—w pyp =0dans O, (5.2)
ol « est le parametre de la PML défini au chapitre 2 par I'équation (2.7). En pratique, nous
utiliserons une PML abrupte, « est alors donné par :

a(z) N 1 si z < hg,
| @ sinon,

ol hy > b. On rappelle que pour z > b, les parametres physiques sont égaux a leur valeur
a l'infini. Nous ajoutons a cette équation une condition en z = 0. Cela peut étre une condi-
tion de Dirichlet : ¢ = 0 (si 'on s’intéresse aux modes antisymétriques) ou de Neumann :
O0p/0z = 0 (si on s'intéresse aux modes symétriques). Nous imposons également une condi-
tion de Dirichlet (¢ = 0) ou de Neumann (0¢/0z = 0) en bout de PML : en z = h,. Dans
les applications, nous prendrons une condition de Neumann a la fois en z = O et en z = h,.
Enfin, nous devons imposer a la solution (y) d’étre sortante pour x > q, i.e. d’étre propaga-
tive ou évanescente vers la droite (dans le sens des z croissants) et nous imposons a ¢ — g
d’étre sortante pour x < —a, i.e. d’étre propagative ou évanescente vers la gauche (dans le
sens des x décroissants). Ce caractere sortant des ondes n’est pas évident a priori a prendre
en compte. Nous le ferons de deux manieres : en utilisant une PML dans la direction longi-
tudinale, d'une part, et en utilisant une décomposition sur les modes du guide avec PMLs,
d’autre part.

Le probléme tridimensionnel avec une PML radiale est le suivant : trouver ¢(z,r, 0) tel que

Ly d (e 9\ 220 ( 00\ O ( 0o\ _ o 5
r or <H r 87‘) 200 \!" 90 ar \" oz wpe=0dansO, (33

ou les quantités o et v on été définies par 1'équation (2.14). Dans le cas d'une PML abrupte
(le cas que nous allons utiliser en pratique),

y(r) =

a(r):{ 1 sir < Ro,

1 sir < Ro,
Qs Sinon,

Qoo :
o Rotr—Rs simon,

avec Ry > b et o la constante b est telle que pour \/y? + 22 > b, les parametres physiques
sont égaux a leur valeur a I'infini. Nous imposons également une condition de type Dirichet
ou Neumann en bout de PML (en r = R,) et une condition d’onde sortante quand = — +ooc.

Le probleme tridimensionnel avec PMLs cartésiennes est le suivant : trouver ¢(z,y, z) tel

que
— zg z 8795 _ ya Y Iy 9 Iy 2 — %)
« 5 (a ,uaz) « 3y (a May . Max w’pp =0dans O, (5.4)

ot o pour s € {y, 2z} est le parametre de la PML défini par 1’équation (2.21). Dans le cas
d’une PML abrupte,
1 sis < hj
s _ )
o’(s) = { as,  sinon,
ou h3 > b. Nous imposons également une condition de type Dirichet ou Neumann en bout

de PML et une condition d’onde sortante quand z — Fo0.

Désormais ce sont ces problemes (avec PMLs dans les directions transverses) que I’on va s’attacher
a résoudre numériquement.
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5.1.2 Décomposition modale

Dans toute la suite, nous allons chercher a utiliser les modes du guide d’ondes droit avec PMLs.
Pourquoi cela? Nous avons vu, au chapitre 3, que ces modes peuvent étre classés dans trois ca-
tégories : modes guidés, modes a fuite et modes résultant de la discrétisation du continuum.
Ces derniers sont exclusivement liés a la PML et n’ont par conséquent pas de sens physique. Au
contraire, modes guidés et modes a fuite ont une existence intrinseque au guide d’ondes ouvert,
qui n’est pas liée a la PML. Le calcul de coefficients de transmission ou de réflexion de tels modes
présente donc a priori un intérét physique. Par ailleurs, I'utilisation des modes présente un intérét
numérique, puisqu’elle va nous permettre de construire des conditions aux limites transparentes,
en nous appuyant sur des opérateurs de Dirichlet-to-Neumann, ainsi que de développer une mé-
thode multimodale.

Présentons la décomposition modale que nous allons utiliser dans tout ce chapitre. Nous allons
faire la présentation dans le cas d'un guide 2D, mais elle s’applique également dans le cas d'un
guide 3D. Placons-nous dans un guide droit avec une PML (de taille finie) dans la direction trans-
verse. Et imaginons que I'on puisse décomposer la solution ¢ sur les fonctions propres de 'opéra-
teur A,, i.e. 'opérateur avec une PML de taille finie. La solution ¢ admet alors la décomposition
suivante :

o(z,2) = Z (an e 4 p, e_iﬁ”x) ,(2), (5.5)

n

ou ®,, est fonction propre de I'opérateur transverse associé au guide, avec PMLs de taille finie
(I'opérateur noté A, au chapitre 3) et o1 3, est le nombre d’onde longitudinal correspondant,
défini par 3, = *\/—=\, (définition prolongée pour A, > 0 par 3, = i\/A,) ol A, est la valeur
propre associée a la fonction propre ®,,. Notons que f3,, est ainsi dans le quart de plan Sm(5,) > 0,
Re(Bn) > 0 car les valeurs propres ), sont toutes a partie imaginaire négative ou nulle (si I'on
choisit  le parametre de la PML de telle maniére que 1'on dévoile les modes a fuite « sortants »2).
Avec notre choix de (3, et en se rappelant de la dépendance en temps choisie dans tout ce mémoire
(e~™1), ®,,(2) #* g’interpréte comme un mode propagatif (si 3, est réel) ou évanescent (sinon)
vers la droite et ®,,(z) e~"#"* comme un mode propagatif ou évanescent vers la gauche. Ceci va
nous permettre de trier les composantes sortantes et entrantes.

Dans le cas d’un guide d’ondes fermé non absorbant (le cas présenté en introduction de ce mé-
moire), cette décomposition est justifiée par le fait que 'opérateur transverse est autoadjoint et
a résolvante compacte, donc toute fonction appartenant a L?(£2), ou (2 est la section transverse,
peut se décomposer sur les fonctions propres. Dans notre cadre, I'opérateur transverse avec PML
bornée est également a résolvante compacte, comme on l’a vu au théoréme 3.1, mais rien n’assure
a priori que les fonctions propres forment une base de L2(£2). En fait, dans la section suivante, il
n’est sans doute pas nécessaire d’avoir une propriété de base de L2(Q) pour les fonctions propres,
nous avons simplement besoin de pouvoir décomposer la solution des équations. C’est peut-étre
trop demander a la famille des fonctions propres d’étre une base de L2(Q). Une alternative, qui
reste a explorer, pourrait étre l'utilisation de la technique exposée au chapitre 3 pour la décom-
position de la fonction de Green du guide ouvert uniforme (section 3.3). Il s’agit d’appliquer une
transformation de Fourier dans la direction longitudinale (z), puis, en appliquant la transforma-
tion de Fourier inverse, de déformer le contour d’intégration de facon a procéder a un calcul de
résidus. En utilisant cette technique, peut-étre pouvons-nous réussir & montrer que la décompo-

En effet, au chapitre 2, nous démontrons que c’est le cas pour le spectre essentiel et le spectre discret (donc pour
tout le spectre de 1'opérateur A, avec PML infinie) puis, au chapitre 3, nous rappelons que le spectre de I'opérateur
Aq (avec PML de taille finie) est « proche » du spectre de A, (avec PML infinie).

*Voir la discussion que nous avons eue a ce sujet au chapitre 3 (dans la section annexe 3.4).
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sition modale (5.5) est valable pour la solution ¢ des équations. Quoi qu'il en soit, dans toute la
suite, nous allons supposer qu’une telle décomposition est possible.

5.2 CONSTRUCTION DE CONDITIONS AUX LIMITES TRANSPARENTES

5.2.1 Introduction de PMLs dans la (les) direction(s) transverse(s) et longitudinale

Nous avons utilisé des PMLs pour borner le domaine de calcul dans la (ou les) direction(s) trans-
verse(s). Mais le domaine de calcul est toujours infini dans la direction longitudinale. Il parait
naturel d’utiliser également des PMLs pour borner le domaine dans cette direction. Formelle-
ment, on peut dire alors que ces PMLs vont permettre de prendre en compte le caractere sortant
des ondes dans cette direction. Voyons comment on peut justifier cela par une étude modale. On
utilise le fait que pour +x > a, le guide est droit. Nous allons faire la présentation dans le cas d'un
guide 2D, mais elle s’applique également dans le cas d’un guide 3D.

Plagons-nous dans un guide droit avec une PML (de taille finie) dans la direction transverse.
Nous utilisons alors la décomposition de la solution (5.5). Comme la partie réelle et la partie
imaginaire de 3, sont positives, ¢?»* se prolonge analytiquement en une fonction exponentiel-
lement décroissante pour tout = a partie réelle et a partie imaginaire strictement positive. Il est
alors facile de sélectionner ’onde sortante dans la direction = en utilisant une autre PML, dans
la direction longitudinale, cette fois. En effet, en prenant o avec un argument strictement inclus
dans | — 7/2,0], en7, qui devient efn/2%® dans la PML, est évanescent dans la PML (lorsque
x — +00) puisque 3, est a partie réelle et & partie imaginaire positives. Au contraire, la fonction
e~ qui devient e~*#»/*%® dans la PML, est exponentiellement croissante quand 2 — +oc. La
nouvelle PML (dans la direction longitudinale), interdisant I’'onde exponentiellement croissante
dans la PML, nous permet ainsi de sélectionner I'onde sortante.

Remarque 5.2 :  Dans certains domaines (acoustique avec écoulement cf. [BBBL05], élasticité cf. [BF]03,
SACO07, Bar09]), une attention particuliere doit étre apportée pour I'utilisation de PMLs dans la direction
longitudinale dans des guides d’ondes. En effet, il existe des modes inverses, i.e. des modes propagatifs
dans la direction x (avec un nombre d’onde longitudinal [ réel) pour lesquels la vitesse de groupe et la
vitesse de phase sont opposées. La vitesse de phase est égale a w/ 3 tandis que la vitesse de groupe est égale
4 Ow/0p : c’est elle qui donne le sens de propagation des modes propagatifs. Lorsque I'on utilise une PML
dans la direction longitudinale sur un mode inverse, alors celle-ci sélectionne en fonction du signe de la
vitesse de phase donc le « mauvais » mode : le mode que I'on devrait sélectionner est exponentiellement
croissant dans la PML.

Dans notre cadre, il n’y a pas de tels modes. Les seuls modes propagatifs sont les modes guidés (ou plus
précisément des approximations des modes guidés, approximation due a la PML de taille finie dans la
direction transverse, cf. chapitre 3) et ces modes ne sont pas inverses®.

Maintenant, rentrons un peu plus dans le détail de la formulation du probléme avec PMLs a la
fois dans les directions transverse et longitudinale. Nous imposons une condition de Neumann
homogene en bout de PML (a la fois en z et en z). Nous notons O le domaine Oy, :=] — a, a[xQ =
| — a,a[x]0, h,[ et nous notons PM L* (resp. PM L™) la couche PML a droite (resp. a gauche) de
Op : PML* :=]a,a + d[x]0, hy[ (resp. PM L™ :=] — a — d, —a[x]0, hy[) avec d > 0. Nous notons

“En effet, en utilisant la formule du min-max, on montre facilement que la fonction w — S, est une fonction crois-
sante et positive, ce qui démontre que les vitesses de phase et de groupe sont de méme signe.
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également ¥4, la frontiere {+a} x Q. Voir la figure 5.1 pour une représentation de la géométrie
utilisée.
he.
ha

z
0 T—vx

FIGURE 5.1 — Géométrie pour le probleme de diffraction 2D avec PMLs en x et en z. Les PMLs en x sont représentées
en rouge, la PML en z est représentée en bleu. En violet, il y a a la fois une PML en x et en z.

Nous notons o le parametre de la PML en x et o® celui de la PML en z. Nous allons utiliser des
PMLs abruptes :

. {1 si—a<z<a, o {1 si0 < z < ho,

@ = a®  sinon, a? sinon
o 4 oo *

La difficulté pour traiter le probléme de diffraction est que dans le domaine PM L~ (contrairement
au domaine PM L"), ce n’est pas ¢ qui est sortant mais ¢ — ¢g. Pour cette raison, nous devons
traiter les domaines O, U PM Lt et PM L~ séparément.

Dans O, U PM LT, en multipliant les équations par ﬁ@ et en intégrant par parties, on obtient :

T o? /s 2
/ (O‘ Op 00 o 0p 0V wp gow)dxdz—i-/ L a“)zpd
OyUPML* Yo,

835 oxr aoF Bz 0z o%a?

Dans PM L™, en multipliant les équations par —1—¢ et en intégrant par parties, on obtient :

T 0/ z 0y 2
/ (gﬂmwﬂuawd%_ wp ¢d¢>dmd2_/ por® wad
PML- \& bX

or Jdr of" 0z 0z a*a? ., oF

ol g := p — po. On utilise alors les conditions de raccord sur >_, (o* valant 1 dans Op) :

edls_, = @ls_, — ols_a,
o —8%2 = N%E —Mi&poz
® g T oz '~ Ooxr "=~

En faisant la somme des deux équations variationnelles, on obtient la formulation variationnelle
suivante : trouver ¢ € H (O, U PM L") et o4 € HY(PML™) tels que ¢q4ls_, = ¢|s_, — ols_, et
tels que pour tout ¢ € HY(PML~UO, U PM L"), on ait :

T o /s 2
/ (a 8g081/}+ uaﬁa—w— wpgm/})d:vdz
OyUPM L+

Koz oz 0z 0z o%a*
o asOdW : Opa Y w?p __/ 1 Do —
+/PML—( "or oz T art Bz 02 avar pav ) drds = v, o Or Pz

C’est cette formulation variationnelle que nous allons discrétiser pour obtenir nos solutions de
référence.
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5.2.2 Expression des opérateurs de Dirichlet-to-Neumann

Dans le cas des guides d’ondes fermés non dissipatifs (le cas présenté en introduction de ce mé-
moire), une alternative a l'utilisation de PMLs dans la direction longitudinale est l'utilisation de
conditions aux limites transparentes, fondées sur des opérateurs de Dirichlet-to-Neumann (DtN),
pour borner le domaine de calcul. Nous avons briévement expliqué comment obtenir ces opéra-
teurs de DtN dans l'introduction du mémoire. Un intérét de ces conditions est qu’elles évitent
d’avoir a mailler une zone non physique supplémentaire. De plus, elles peuvent étre utilisées,
méme en présence de modes inverses, contrairement aux PMLs. Dans cette section, nous allons
chercher a construire de telles conditions aux limites transparentes pour le cas du guide d’ondes
entouré de PML.

Ces conditions aux limites transparentes sont fondées sur la construction d’opérateurs dits de
Dirichlet-to-Neumann (DtN), puisqu’ils associent a la donnée de Dirichlet sur une section du
guide X (¢|x) sa donnée de Neumann (0p/0n|y;). Ces opérateurs de Dirichlet-to-Neumann ont été
utilisés initialement dans 1’espace libre, puis dans des guides d’ondes fermés. Nous pouvons citer
les travaux de Givoli et Keller [KG89], [Giv92], [GK90], de Fix et Marin [FM78], de Golstein (pour
des guides d’ondes fermés) [Gol82] et de Lenoir et Tounsi (dans le cadre de '’hydrodynamique)
[LT88].

Dans le cas qui nous intéresse, rappelons que 1'équation que 1'on cherche a résoudre est posée
dans O : dans le cas d'un guide 2D, c’est I'équation (5.2), dans le cas d"un guide 3D avec une PML
radiale, c’est I’équation (5.3) et dans le cas d"un guide 3D avec PMLs cartésiennes, c’est I'équation
(5.4). On ajoute des conditions de type Dirichlet ou Neumann sur dO et une condition d’onde
sortante : ¢ est sortant pour z > a et ¢ — g est sortant pour x < —a. Ce sont les conditions
aux limites transparentes que nous allons développer ici qui vont rendre compte de ce caractere
sortant.

Dans la suite, nous allons faire la présentation dans le cas d"un guide 2D mais tout se généralise
sans probleme pour un guide d’ondes 3D. Les conditions transparentes que nous allons construire
sont fondées sur le fait que pour £z > a, la géométrie est celle d"un guide droit. Nous utilisons
alors la décomposition de la solution (5.5).

Regardons ce que se passe pour z > a. En utilisant la condition d’onde sortante, on obtient :

o(z,2) = Z an oiPi (z=a) @ (2), pour x > a,
n

ot les @7 sont les fonctions propres de l'opérateur transverse associé au demi-guide de droite
(pour = > a), avec PMLs de taille finie et ot les 3;I sont les nombres d’onde longitudinaux corres-
pondants. On en déduit que

Op .

%(@, z) = Zan iBy O (2).

n

Donnons maintenant une expression explicite. Notons ¥, := {a} x Q, ot 2 est le domaine trans-
verse avec une PML de taille finie; en 2D, 2 =]0, h,[. Le coefficient a,, est la projection de ¢|y;, sur
le sous-espace propre associée a la fonction propre ®;, que I'on va noter P, ¢|s,,. Nous avons vu,
au chapitre 3, que cette projection s’exprime a l'aide de la bi-orthogonalité (voir théoreme 3.2) :

1 " p(z)

an = Bfols, = — | e, () B d
Jor Bt (2)2dz Jo alz)

Ainsi, on en déduit que la donnée de Neumann sur la section X, (0¢/0x|x,) est reliée a la don-

née de Dirichlet (¢|x,) par l'intermédiaire d'un opérateur T, appelé opérateur de Dirichlet-to-

Neumann, dont I'expression est :
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0 .
SO’ZQ T.ols, = > (Brols,) B ®F

n

</0h* p(z) ols, (2) @1 (2) dz) i o,

1
- g w(z) o a(z)

n(2)2dz

Nous pouvons faire le méme raisonnement pour + < —a. On a, par application de la condition
d’onde sortante :

o(z, 2) — po(x, 2) Zb e~ n (3F0) & (), pour z < —a,

ou les @ sont les fonctions propres de 1'opérateur transverse associé au demi-guide de gauche
(pour x < —a), avec PMLs de taille finie et o1 les 3,, sont les nombres d’onde longitudinaux
correspondants. En notant ¥_, := {—a} x ©, on a alors :

dp a@o o
%’27(1 ‘E a_;bnzlﬁn q)n

Nous choisissons 1’onde incidente comme une superposition de modes propagatifs ou évanes-

cents vers la droite : o
900(1" Z) — Z ag ezﬁn ($+a) q); (Z)
n

Ainsi,

%27 Za 15, ©,,

et, en notant P, ¢|x_, la projection de ¢|x._, sur le sous-espace propre associé a ®,;, ona:

1 M p(z) _
e |5 ks e e

0 _ p— —
bn + aTL - tn 80’270, - hy

On en déduit, en notant 7_, 'opérateur de Dirichlet-to-Neumann sur la section ¥_,, défini par :

N 1 (= - NI
T qu= Z(P” u)if, & = Z W “E g PETREEN </0 ZEZ; u(z) @, (2) dz) i3, ®,,

n n 0

dp

~9p T = —2T 4pols_, +T-als_,.

Ainsi, les conditions d’ondes sortantes sont prises en compte dans par les opérateurs de Dirichlet-
to-Neumann. En pratique, ces opérateurs seront tronqués (nous n’utiliserons qu'un nombre fini
de modes). Désormais, implicitement, ces opérateurs sont tronqués.

Le probleme posé dans le domaine infini O se réduit, a ’aide des conditions d’ondes sortantes, a
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un probléme posé dans un domaine borné Oy, =| — a, a[x]0, h,| : trouver ¢(z, z) vérifiant
0 dp 0 dp 9
—a— — ) —-=—(p=)- = 0dans O
I Y EO—
dp
910 =0
Iy
a:m =0
0
—8*80 s = 2T 4oz, +Tapls_,,
X
Iy
s, =Tools,.
5 | Ze ols,
Nous avons noté I'y :=| — a, a[x{0} et I', :=] — a, a[x{h,} les frontieres horizontales du domaine
de calcul.

Nous pouvons ensuite utiliser les éléments finis pour résoudre ce probleme. La formulation va-
riationnelle dans le cas 2D s’écrit : trouver ¢ € H'(Op), tel que pour tout ¢ € H(Oy),

dp Y pdp dp wp — / [ — / [ —
_ _——_——— = — d d —_— - Tfa d - - Ta d
/ob(a“azaz+aaa:ax — v ) dedz z,aa( p)Pdz o (Tup)vdz

a

_ H -
-2 [ @i 66

En toute rigueur, les expressions qui font intervenir les opérateurs de Dirichlet-to-Neumann sont
des crochets de dualité. Par exemple, a la place de

/ H(Tg@)idz,
¥

(6
a

on devrait écrire :

<ﬁTa(p|2a7 17[}|Ea> .
«

H=1/2(2a),HY2(2q)
Dans la formulation variationnelle (5.6), la partie volumique est standard : elle fait intervenir une

matrice de masse et une matrice de rigidité, qui sont creuses. La partie non standard vient des
opérateurs DtN. Les termes faisant intervenir les opérateurs DtN sont de la forme suivante :

[ tania=-3 ) ([ B eiera)

" « (/Oh ZZ; o0, 2) & (=) dz) (/Oh ZZ; W@, ) o (2) dz) .

On rappelle que la série est tronquée. Nous verrons dans la partie numérique les modes que
nous prendrons en compte. Ces termes sont mixtes : ils sont « spectraux » et « variationnels ». En
effet, nous utilisons une discrétisation éléments finis standard, que I’on appellera « variationnelle »
pour discrétiser ¢ et v, et une discrétisation a 1’aide des fonctions propres, que 1’'on appellera
«spectrale ». En pratique, on calcule ces termes comme le produit de quatre matrices, dans ’ordre :

-1

e une matrice variationnelle x spectrale dont le terme général est de la forme :

Py P
/0 E) (0, 2) 7 (2) d,
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e une matrice spectrale x spectrale dont les seuls termes non nuls sont les termes diagonaux
qui sont égaux a i,

e une autre matrice spectrale x spectrale, diagonale, dont le terme diagonal (n,n) est égal a

([ 43 eseras)

e une matrice spectrale x variationnelle dont le terme général est de la forme :

h* z
/ M2) S o () de.
0 a(z)

Notons que l'utilisation des opérateurs DtN vient troubler la structure creuse du systeme liné-
raire : on remplit les degrés de liberté se situant sur les frontieres X, et ¥ _,.

Avant d’illustrer la méthode sur des exemples numériques, mentionnons une question, qui se
pose naturellement : le probleme est-il bien posé ? Pour démontrer une telle propriété, la méthode
classique est de montrer que le probléme variationnel (5.6) est du type coercif + compact. Ainsi,
l'alternative de Fredholm permet de déduire que le probleme est bien posé en dehors de certaines
fréquences propres du systeme. En fait, il est facile de voir que le terme

_ Op 09 p Op 09 / =
a(p,¥) = /ob (auaz 5.t o . oy ) drdet o (p) dedz

est coercif : |a(p, p)| > CHapHip(Ob), en utilisant le fait que —7/2 < arg;p+ () < 0. Ensuite, le terme

b(e,¢) == /Ob ((“’:”H) wp) dz dz

est compact : il existe un opérateur compact de H'(0;), que 'on va appeler K, tel que b(¢p, ) =
(K©,%) i1 (0,), par injection canonique de H'(O) dans L*(Oy).

Mais il reste maintenant a établir de la coercivité ou de la compacité sur les termes venant des
opérateurs DtN. Et c’est ici que les choses se compliquent. En effet, il est difficile de donner le
signe de ces termes a priori. Dans le cas d'un guide fermé non dissipatif, quand il n'y a pas
de PML, en choisissant les fonctions propres orthonormalisées, les termes faisant intervenir les
opérateurs DtN se réduisent a (par exemple, pour le terme sur 3,) :

>aso ([ " (0, 2) 95 (2) @) ( Oh* P02

n

Les ;7 sont alors soit positifs (pour un nombre fini d’entre eux : les modes propagatifs), soit ima-
ginaires purs (a partie imaginaire positive, pour les modes évanescents), et on peut choisir les
fonctions propres ®;(z) réelles. On en déduit que la partie faisant intervenir les modes évanes-
cents peut étre incorporée dans le terme coercif, puisque

- Y wn(/ " (0, 2) 8 (2) @) (| @) &) 20

n évanescents

Ensuite, la partie faisant intervenir les modes propagatifs peut rentrer dans le terme compact
puisqu’il n’y a qu"un nombre fini de modes propagatifs.
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Dans notre cas, on ne peut pas facilement reproduire la démonstration. Les termes faisant inter-
venir les opérateurs DtN n’ont pas de signe a priori : les 3,, sont complexes, ainsi que les fonctions
propres ®,,.

Par contre si 'on considere le probleme avec des opérateurs DtN tronqués (i.e. en ne prenant
qu’un nombre fini de termes dans la série), alors le probleme releve bien de I’alternative de Fred-
holm, car, comme pour les modes propagatifs dans le cas du guide fermé, le terme faisant in-
tervenir les opérateurs DtN est compact puisque 1'on ne décompose que sur un nombre fini de
modes.

Résultats numériques

Tous les résultats que nous allons présenter ont été obtenus avec le code de calcul MELINA®, en
utilisant des éléments finis P2.

Le cas d'un guide 2D

Nous allons commencer par un exemple 2D, correspondant aux ondes élastiques SH d’une plaque
d’acier plongée dans un milieu infini de béton. Nous prenons une condition de Neumann en
z = 0, ce qui revient a ne considérer que les modes symétriques. Pour les applications numé-
riques, nous prenons : py = 7.932g/cm?, poo = 2.3g/cm?, ¢y = 3.260km/s, coo = 2.6375km/s.
La hauteur du guide fermé h (qui est également la taille du coeur du guide ouvert) varie entre 8
et 3mm. Nous allons considérer que le guide est droit de hauteur » = 8 pour x < 0 et qu'il est
également droit, de hauteur » = 3, pour z > 30. Nous allons donc placer les frontiéres transpa-
rentes sur lesquelles nous appliquons les opérateurs DtN en = = 0 et en = = 30. La fréquence est
de 1 MHz. 1l s’agit des mémes caractéristiques que celles utilisées dans la sous-section 3.3.2 pour
le calcul de la fonction de Green. Cela correspond a prendre (modulo un adimentionnement) :
po = 7.932, poo = 2.3, po = 84.29, jioe = 15,w = 27. Nous positionnons une PML abrupte dans la
direction z a la hauteur hy = 10, de parametre o, = e~ /6,

Dans ce cas-ci, il n’y a pas de mode guidé, puisque ¢y > co (voir théoreme 1.8). Nous prenons
alors comme onde incidente un des modes a fuite qui est « presque propagatif » (i.e. un mode tres
peu évanescent dans la direction longitudinale : 3 est « presque » réel).

La figure 5.2 représente le spectre (calculé numériquement) de 1’opérateur transverse en entrée
(hauteur de la plaque d’acier : 8) et en sortie (hauteur de la plaque d’acier : 3). Nous avons choisi
de ne garder, pour les opérateurs DtN, que cinq modes a la fois en entrée du guide et en sortie du
guide, ce sont les modes entourés en bleu. Il s’agit de cinq modes a fuite, qui sont dans le cas du
guide d’entrée (h = 8) des modes « presque » propagatifs, c’est-a-dire ceux a prendre en compte
a priori en priorité. Nous avons choisi de prendre en compte en sortie (h = 3) les modes que
I'on obtient en suivant la relation de dispersion pour les cinq modes choisis en entrée. En effet,
en faisant varier contintiment h, les modes varient contintiment, il est ainsi possible de les suivre.
Nous allons revoir ce point a la section 5.3. Noter qu’en sortie, il n’y a que deux modes a fuite
«presque » propagatifs (pour lesquels A est tres pres d’un réel négatif), les autres sont des modes
« presque » purement évanescents (pour lesquels A est tres pres d'un réel positif). Par ailleurs,
comme onde incidente, nous prenons un des cinq modes pris en compte pour 'opérateur DtN du
guide d’entrée.

Dans ce cas 2D (donc 1D en transverse), nous avons une formule explicite pour les fonctions

5Voir le site Internet dédié A MELINA : http://anum-maths.univ-rennesl.fr/melina/.
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FIGURE 5.2 — Spectres calculés pour I'opérateur transverse du guide d’entrée (a gauche, h = 8) et de sortie (i droite,
h = 3). Les modes entourés en bleu correspondent aux cing modes pris en compte pour les opérateurs DIN.

propres ®,,, qui ne dépend que des valeurs propres A,. En pratique, dans le code de calcul ME-
LINA, c’est cette formule explicite qui est utilisée pour les termes DtN. Par ailleurs, les valeurs
propres sont calculées tres précisément, grace a la relation de dispersion. Nous pouvons donc
affirmer que les erreurs de calcul des valeurs propres et des fonctions propres sont tres faibles.

Les résultats sont sur la figure 5.3. Nous observons une bonne adéquation entre les résultats avec
PMLs (solution de référence) et avec opérateurs DtN en ce qui concerne la frontiere z = 0 (en
entrée). Par contre, il y a une grande erreur en z = 30 (en sortie). A quoi est-ce d(1?

La premiere idée qui vient est que 1’on ne prend pas suffisamment de modes dans les opérateurs
DtN. Nous avons lancé la simulation en prenant 10 modes a fuite (au lieu de 5 précédemment).
Le résultat est sur la figure 5.4. Nous ne notons pas de réelle amélioration des résultats en sortie.

Encore une fois, nous expliquons ce phénomeéne par la croissance exponentielle des modes a fuite.
En entrée, la PML est preés du cceur, donc les modes a fuite ne sont pas exponentiellement crois-
sants sur une trop grande distance. Par contre, en sortie, la PML est placée loin du cceur, ce qui
induit une croissance exponentielle des modes a fuite trés importante et des erreurs numériques,
comme on peut le voir sur la figure 5.3. Ces erreurs sont localisées dans la gaine, la ot1 les modes a
fuite sont exponentiellement croissants. L’objectif va étre, encore une fois, de placer la PML le plus
preés possible : cela va étre possible par 1'utilisation d'une PML non orthogonale, qui va suivre le
contour du cceur. Nous allons étudier ce point a la sous-section suivante.

Le cas d'un guide 3D

Avant de passer a l'utilisation de PMLs non orthogonales, voyons un exemple 3D. Nous prenons
les mémes caractéristiques physiques que dans le cas 2D : pg = 7.932, poo = 2.3, 1o = 84.29, 0o =
15. Nous prenons w = 2. Et nous considérons un guide (po, 10) de section carrée dont la taille
du coté varie de 20 a 6, plongé dans un milieu infini (p, /tc0). Nous plagons des PMLs abruptes
cartésiennes de paramétres o, = a2, = ¢~"/3/2 tout autour du guide, de telle maniére que la
PML soit collée au guide d’entrée.

Sur la figure 5.5, nous avons représenté le spectre pour le guide d’ondes en entrée. Nous voyons
que ce spectre est beaucoup plus compliqué que dans le cas 2D (1D transverse). La distinction
entre les modes a fuite et les modes résultant de la discrétisation du continuum n’est pas évidente,
comme nous 1’avons déja vu au chapitre 3. On prend une quinzaine de modes a fuite en compte (il
est numériquement difficile d’en prendre beaucoup plus), ce sont ceux qui sont entourés en bleu
sur la figure. Ces modes correspondent tous a des modes « presque propagatifs » (qui sont peu
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solution DTN avec 5 modes a fuite, partie réelle

FIGURE 5.3 — Guide d’ondes 2D. De haut en bas : partie réelle de la solution calculée avec DtN (en utilisant 5 modes),
partie réelle de la solution de référence, module de I'erreur ponctuelle entre les deux solutions.
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solution DTN avec 10 modes a fuite, partie réelle

FIGURE 5.4 — Guide d’ondes 2D. De haut en bas : partie réelle de la solution calculée avec DtN (en utilisant 10
modes), partie réelle de la solution de référence, module de I'erreur ponctuelle entre les deux solutions.
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évanescents dans la direction longitudinale) pour le guide d’entrée. Nous prenons comme onde
incidente un des modes pris en compte pour I'opérateur DtN du guide d’entrée.

1
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FIGURE 5.5 — Spectre calculé pour I'opérateur transverse du guide d’entrée, dans le cas du guide 3D. Les modes
entourés en bleu correspondent aux modes pris en compte pour les opérateurs DEN.

Ici, nous n’avons pas de formule analytique pour les fonctions propres. Les fonctions propres
sont donc calculées numériquement, tout comme les fonctions propres. Sur la figure 5.6, nous
voyons le résultat : une coupe du guide dans la direction x. Nous voyons, comme pour le cas
2D, qu’il y a une erreur assez importante. Encore une fois, nous l'interprétons par le fait que la
PML est située loin du cceur en sortie. Que nous utilisions une formule analytique pour les modes
(un calcul exact, comme pour le guide 2D présenté) ou une formule numérique (un calcul numé-
rique, comme dans le cas du guide 3D présenté), nous sommes confrontés aux mémes difficultés :
lorsque la PML est située loin du cceur, des erreurs numériques surviennent, du fait de la forme
exponentiellement croissante des modes a fuite. Dans le cas d"un calcul numérique des modes a
fuite, une difficulté supplémentaire apparait par rapport au calcul analytique : les modes a fuite
sont mal calculés lorsque la PML est placée loin du cceur, comme on l’a vu au chapitre 3. Pour
remédier a ces problemes, nous allons, dans la sous-section suivante, utiliser une PML non ortho-
gonale, qui suit la forme du coeur.

5.2.3 Amélioration de la méthode avec des PMLs non orthogonales

Nous allons ici reprendre 1'idée développée a la sous-section 3.2.2, c’est-a-dire 1'utilisation de
PMLs non orthogonales, pour suivre le contour du coeur et éviter au maximum la croissance
exponentielle des modes a fuite. A la sous-section 3.2.2, ces PMLs étaient utilisées pour le calcul de
modes a fuite d’un guide uniforme lorsque le coeur a une forme non standard (ni rectangulaire ni
circulaire). Ici, les PMLs non orthogonales vont étre utilisées pour suivre le contour du cceur d'un
guide non uniforme, lorsque celui-ci évolue le long de 1’axe de propagation. On espére ainsi que
nous allons réduire les erreurs numériques que nous avons observées a la sous-section précédente,
lorsque nous utilisons des opérateurs DtN avec une PML située loin du cceur.

Nous allons tout d’abord voir comment l'introduction d'une telle PML non orthogonale modifie
les équations dans le cas d'un guide 2D, puis nous ferons I'extension au cas d'un guide 3D avec
PMLs cartésiennes non orthogonales. Nous n’allons faire la présentation que dans le cas d’une
PML abrupte, puisque c’est ce type de PML que nous utilisons en pratique, mais tous les résultats
se généralisent pour des PMLs douces.

En deux dimensions, le parametre «(z) de la PML, qui était donné, dans le cas de la PML abrupte
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FIGURE 5.6 — Guide d’ondes 3D. De haut en bas : partie réelle de la solution calculée avec DtN, partie réelle de la
solution de référence, module de I'erreur ponctuelle entre les deux solutions.
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par:

Oé(Z) o 1 siz < ho,
| as sinon,

devient a(z, z), donné par :
1 siz < ha(x),
Qoo SINON.

a(z,z) = {

Nous allons voir brievement comment 'introduction d"une telle PML modifie les équations. Nous
partons de I'équation volumique :

0 dyp 0 dp 9 B
~ 9, (Mﬁz) ~ (“w) —wpe=0dans O =R x Q.

On complexifie la variable transverse : z devient Z. On prend & = z, ce qui revient a dire qu’on ne
procede a la dilatation analytique que dans la direction transverse. La solution ¢(%, Z), dépendant
des nouvelles variables % et Z vérifie alors la méme équation, au sens complexe. Puis, on paramé-
trise un chemin dans le plan complexe de la forme suivante : 2 = C(z, z) (au lieu de 2 = C(z) pour
une PML standard). En pratique (avec une PML abrupte), 'expression du chemin est :

)= [ iy
(68)-6 ) (2

9/0z\ . (0/ox o (1 —a(%)
(a/az> = (a/az) oul = (o o)
Ainsi, I'équation volumique, qui était, pour z > h :
0 o\ 0 08\ o 0
0i \I"~0z) 9z \I'™az ) ~ ¥ P=¥ ="

devient dans la PML, en revenant dans les coordonnées (z,z), i.e. en prenant p(z,z) =
P(x,C(z,2)):

On en déduit alors que

puis que

—adiv (fteo HV @) — w?psop = 0,

ol la matrice H est donnée par :

Q=
|
@‘Qﬁ
g|IQ
SN—

o
~

~

N S
Hi= det(J) Fi= <—§§ o (1 + (&
Notons que le parametre OC/0z est en fait donné, dans la PML, par :

ac 1

Puis, en remarquant que dans la zone physique Z = z, on a, pour tout z, pour tout z,

—adiv (pHVe) —w?pp = 0.
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En imposant une condition de Neumann homogene en bout de PML (en z = h,), on obtient la
formulation variationnelle suivante, en prenant toujours O, =]—a, a[x]0, h,[: trouver p € H(Op),
tel que pour tout ¢ € H(Op),

— 2 _ — —
[ (wave-vo-2Lo0) aras- [ Lrpiai- [ L

Ya

_ 9 / (T o) de. (57)

Comme dans le cas des PMLs non orthogonales utilisées a la sous-section 3.2.2, nous avons une
restriction sur ce nouveau type de PMLs : elles ne peuvent pas étre a la fois trop absorbantes et
trop « penchées » :

Proposition 5.1 Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout v € C, avec |[v|| =1,

Re(v - Hv) > C
si pour tout (x, z) dans le domaine PML,
|hy(z)] < ‘ %o _||_cosla) | (5.8)
0o — 1| |sin(a — b)
oit a := arg(L) et b := arg(%%) (en prenant, par exemple, I'argument entre —m et ).
Démonstration. 1l suffit de suivre la méme démonstration que pour la proposition 3.4. O

Ainsi, pour assurer la coercivité de la forme suivante (ce qui assure que la méthode numérique
converge) :

/ (LHVe - VY + ¢ ¢) dzdz,
Oy

nous devons vérifier (5.8).

Voyons maintenant comment ce type de PMLs peut également étre utilisé dans un cadre 3D, avec
PMLs cartésiennes. Nous allons 1'utiliser pour le guide d’ondes 3D présenté a la sous-section
précédente, a section carrée, qui évolue le long de 'axe de propagation. L'utilisation de PMLs
cartésiennes non orthogonales revient a prendre : pour s € {y, z},

s 1 S
(. 5) = / dt b af(rs) { 1 sis < R(x),
0

az,t) of, sinon.

S

En utilisant la méme démarche que pour le cas 2D et en remarquant que

0/0x 1 (%) (%)\ [9/0z
ooy | =10 = 0 /0y |,
9/0z 0 0 L 0/0z
puis que
0/0% 0/0x 1 —a¥ (%%) —a? (%C;)
0/0y | =J | 0/0y ouJ:= 10 a¥ 0 ,
0/0z 0/0z 0 0 o

on voit que I'équation volumique, qui était :

—div (u V) — w?py dans O
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devient :
—a? o div (0 H V) — w?pe = 0 dans O,

ol la matrice H est donnée par

1 _1acY _1oac
1 a?o” a? Oz 9 8cyay Bamc
Locy  av acy :
H := TIi=|"a% %(1+(W) ) (%) (%)
det(J)

z z z z 2
- () (%) 50+(%))

=@ (1- ).

S
aOO

Dans la PML,

En rajoutant les opérateurs DtN en entrée et en sortie du guide, on aboutit a la formulation varia-
tionnelle de ce probleme : trouver ¢ € H(0,), tel que pour tout ¢ € H(0),

3

/ HVy - Vi — w?p P d:l:dz—/ a (T )wdz—/ a (T, ) dz
O, . 7 avar ¥ _, Yo ¥ L a¥a® a¥

[ -
2 /E (T-wgo)Bdz, (59)

aYa®
—a

ott Oy =] — a, a[x est le domaine de calcul.

Résultats numériques

Voyons maintenant, sur les deux exemples numériques présentés a la sous-section précédente,
comment l'introduction de PMLs non orthogonales améliore les résulats. Sur la figure 5.7, nous
avons le résultat pour le guide 2D et sur la figure 5.8, le résultat pour le guide 3D, en prenant
le méme nombre de modes et la méme onde incidente que dans le cas d'une PML standard. La
solution de référence est obtenue en plagant une PML standard dans la direction = et une (des)
PML(s) non orthogonale(s) dans la (les) direction(s) transverse(s). On observe, dans les deux cas,
une nette amélioration des résultats, surtout 1a ot1 la PML était située loin du coeur auparavant.

Lorsque nous utilisions une PML droite, la solution n’était pas mauvaise dans le cceur. C’est seule-
ment dans la gaine que les erreurs sont concentrées, quand la PML est située loin du cceur. Nous
pourrions croire qu'un tel phénomene n’est pas grave (la solution est bonne localement). Mais la
figure 5.9 (ou le tableau 5.1) nous montre que le fait que la solution soit mauvaise dans la gaine
impacte le calcul des coefficients de transmission. Le coefficient de transmission est calculé de la
fagon suivante, étant donné ¢ la solution numérique :

hy P
/0 Zizi o(a, z) ,(z)dz,

ol les ®,, sont les fonctions propres considérées (pour n allant de 1 a 5). Nous voyons que sur la
tigure de droite (lorsque la PML est non orthogonale et suit la forme du guide), les croix et les
ronds coincident davantage que sur la figure de gauche (quand la PML est doite, et donc loin du
cceur en sortie). Ceci signifie que le calcul des coefficients de transmission est meilleur lorsqu’on
utilise une PML non orthogonale qui suit la forme du guide.

Par ailleurs, quand les modes sont calculés numériquement (pas de formule analytique a disposi-
tion), les modes seront mieux calculés dans ce cas car la PML est située pres du cceur (cf. chapitre
3). Tout ceci nous amene a conclure qu’il est fortement recommandé, dans les configurations tes-
tées, d’utiliser des PMLs qui suivent la forme du cceur, de fagon a limiter au maximum les erreurs
numériques qui peuvent étre liées au caractere exponentiellement croissant des modes a fuite.
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solution DTN avec 5 modes a fuite, partie réelle

FIGURE 5.7 — Guide d’ondes 2D. De haut en bas : partie réelle de la solution calculée avec DN, partie réelle de
la solution de référence, module de I'erreur ponctuelle entre les deux solutions. Ici, nous utilisons des PMLs non
orthogonales.

PML droite PML non orthogonale
DtN PML (référence) DtN PML (référence)
mode 1 | -13.46 -19.40i -15.10 -18.88i -13.91 -18.391 -15.44 -18.10i
mode 2 | -11.26 +25.23i | -10.78 + 25.98i -10.01 + 26.15 i -9.82 + 26.54i
mode 3 | 2.115-1.940i 1.491 -1.965i 0.971-1.973 1 1.083 -1.873i
mode 4 | -1.478 + 1.672i | -0.768 + 1.686i -0.464 + 1.397 i -0.352 + 1.434i
mode 5 | 1.369 -1.065i 0.660-1.382i | 9.902E-02-1.5741i | 4.996E-03 -1.632i

TABLE 5.1 — Coefficients de transmission pour 5 modes dans le cas d'une PML droite et d'une PML non orthogonale.
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FIGURE 5.8 — Guide d’ondes 3D. De haut en bas : partie réelle de la solution calculée avec DN, partie réelle de
la solution de référence, module de I'erreur ponctuelle entre les deux solutions. Ici, nous utilisons des PMLs non
orthogonales collées au coeur du guide.
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FIGURE 5.9 — Coefficients de transmission pour 5 modes (partie réelle en bleu, partie imaginaire en vert) dans le cas
d’une PML droite (figure de gauche) et d'une PML non orthogonale (figure de droite). Les croix correspondent au
calcul avec DtN, les ronds au calcul avec PMLs (solution de référence).

5.3 UTILISATION D’UNE METHODE MULTIMODALE

Dans cette section, nous allons étendre I'idée développée pour les opérateurs DtN, a savoir 1'utili-
sation des fonctions propres de 1’opérateur transverse. Pour les opérateurs DtN, nous avons utilisé
cette décomposition sur deux frontieres verticales ¥4, = {+a} x (~2, ot O est le domaine physique
transverse avec PML de taille finie, du type Q =]0, h,[ pour un guide 2D. Cela nous a permis de
borner le domaine de calcul. Ici, I'idée est d"utiliser la décomposition « partout » : dans tout le do-
maine de calcul, et pas uniquement sur les frontieres >.,. Plus précisément, nous décomposons
le champ, dans chaque section £, = {z} X ﬁ, sur les modes du guide droit correspondant, i.e. le
guide dont les parametres physiques sont invariants dans la direction de propagation et dont les
valeurs sont celles de la section 3J,. L'objectif est d’obtenir une méthode, appelée méthode mul-
timodale, plus efficace, plus rapide que les éléments finis. En effet, on espere qu'un petit nombre
de modes suffit pour bien représenter le champ.

Initialement, la méthode multimodale a été étudiée pour les guides d’ondes fermés. Nous nous
référons principalement a 1'article [HLO8], qui traite le cas d'un guide d’ondes acoustiques 2D
fermé et perturbé. Nous nous sommes directement inspirés de la formulation du probléme don-
née dans cet article pour la généraliser au cas d'un guide d’ondes ouvert 2D perturbé, ot I'on
borne la direction transverse par une PML. Nous pouvons citer également [FP01] pour un article
plus ancien traitant de cette méthode multimodale. L'extension de cette méthode multimodale
a des guides ouverts, en utilisant des modes a fuite a été aussi étudiée par Adrien Pelat dans
sa these ([Pel09], voir également 1'article [PFP09]). Il s’agit, dans sa these, de calculer le champ
acoustique dans des rues, qui sont modélisées comme des guides d’ondes ouverts. Dans ce cas, il
n’y a pas de modes guidés. Enfin, notons que Christophe Hazard a exposé les travaux présentés
ci-apres lors de la conférence ICU (International Congress on Ultrasonics) qui a eu lieu en 2009.
L’acte de la conférence est [BBGHP10].

Dans la suite, nous allons uniquement traiter le cas d'un guide d’ondes 2D.
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5.3.1 Explication de la méthode

Le point de départ est la formulation variationnelle que nous avons établie a la section précédente,
avec les PMLs dans la direction transverse et avec les opérateurs de Dirichlet-to-Neumann pour
borner le domaine de calcul dans la direction longitudinale : équation (5.6). En fait, comme nous
allons utiliser une représentation modale de la solution et que nous avons vu qu’il est préférable
de placer la PML pres du cceur, nous allons directement nous placer dans le cas d"une PML non
orthogonale, qui suit la forme du cceur du guide perturbé. Ainsi, la formulation variationnelle
que nous considérons est donnée par (5.7).

L’idée sous-jacente a la méthode multimodale est la suivante : on postule que les fonctions propres
de l'opérateur A, (avec une PML de taille finie) forment une base de L?(0, h,). Ainsi, dans un
guide droit, on peut décomposer le champ sous la forme suivante :

o(r,2) = Z an(z) Pn(2),

otl les ®,,(2) sont les fonctions propres de 1’'opérateur transverse du guide droit. Dans un guide
perturbé, on écrit la décomposition suivante :

p(r,2) = Zan(x) Py (2, 2), (5.10)
n
ou les ®,(z, z) sont les fonctions propres de l'opérateur transverse du guide droit ayant pour
section 3, = {z} x Q et dont les parametres physiques p et p sont invariants dans la direction
longitudinale et sont égaux a leur valeur sur 3,. Le parameétre a,(z) est alors la composante
spectrale correspondant a la fonction propre ®,,(z, z). En écrivant la décomposition (5.10), nous
avons implicitement supposé que les ®,,(x, z) sont des fonctions régulieres lorsque x varie.

Ainsi, au lieu d’utiliser une discrétisation tout éléments finis, on utilise ici une discrétisation
mixte : éléments finis en z, spectrale en z. Dans le cas d"un guide fermé, on peut montrer la conver-
gence de la méthode en utilisant le fait que les fonctions propres sont une base de L*(Q2), ot {2 est
la section transverse (cf. [HLO8]). Dans notre cadre, comme nous ne savons pas démontrer un tel
résultat sur les fonctions propres, nous ne savons pas non plus montrer que la méthode multimo-
dale converge. Nous allons simplement illustrer son implémentation sur deux cas simples.

En pratique

Cette partie technique peut étre passée en premiere lecture. Elle explique, dans les détails, com-
ment nous avons implémenté la méthode multimodale. Nous 1’avons écrite en MATLAB.

En pratique, nous procédons d’abord a un changement de variable. Nous supposons que 1'in-
terface entre le cceur et la gaine est donnée par une fonction z = h(z) et nous collons la PML
non orthogonale a cette interface : ho(z) = h(x). Et nous procédons au changement de variable
Z = z/h(z). En faisant cela, on se ramene a une géométrie dans un guide droit. Par contre, nous
changeons I'opérateur. Par soucis de simplicité dans les notations, nous omettons les tildes, désor-
mais z correspond a la coordonnée une fois le changement de variable effectué. Le changement de
variable modifie le probleme (5.7), qui devient : trouver p € H'(0,), tel que pour tout v € H*(O,),

_ 2o _— h _ h
/Ob (MHVSO v r sw) dxdz—/_ﬂ(ﬂw)%z—/ B T o) B de

«
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ol la matrice H est donnée par :

et ol £ = C(z) est donné par I'expression suivante :

. z siz <1,
Z = 2—1 .
14+ 2= sinon.
(0759

Nous verrons par la suite que nous procédons de la sorte pour scinder les intégrales sur le do-
maine Oy (2D) en produit de deux intégrales 1D.

En incorporant la décomposition
oz, 2) = Z an, () Pn, (2, 2),
ni
en discrétisant les composantes spectrales par éléments finis :

Qn, (.CL‘) = Z Ail,nl Diy (.CL‘),
11

ou p; sont des fonctions de base P1, et en choisissant

U(, 2) = piy () Py (2, 2),
on obtient alors un systéme linéaire a résoudre pour déterminer les composantes A;, ;.

Dans le cas d’un guide fermé acoustique (le cas de l’article [HLO08]), les fonctions propres sont,
dans les coordonnées sans changement de variable sur z : ®,(x, z) = cos(nm h(x) z). En faisant le
changement de variable z < z/h(x), on a alors :

&, (z,z/h(x)) = cos(nr z).

Ainsi, dans les nouvelles coordonnées, les fonctions de base, que I'on note toujours ®,,, ne dé-
pendent que de = :

0P,

Ox
Ceci permet de simplifier considérablement les calculs. De plus, toutes les intégrales sur z peuvent
étre connues analytiquement. Ce n’est pas le cas pour le guide ouvert! Nous avons besoin de
calculer numériquement les intégrales faisant intervenir les fonctions propres. Pour cela, nous
avons choisi d’écrire :

=0.

D, (x,2) = Z D, (2, 21) qr () 11(2),
k.l

ol gj, et r; sont des fonctions de base éléments finis P1. On aboutit, en ne prenant qu'un nombre
fini de fonctions propres, a un systeme linéaire du type :

(A+B)U = F,
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ou U est le vecteur des composantes A4;, ,,, (le vecteur des inconnues). En supposant que le do-
maine O, a la forme suivante X x Z, la matrice A a pour coefficient (iz, n2), (i1,n1) :

i
A(ig,nz),(il,nl) = Z (I)nl ('xlﬂ ) le) q)nz (xkgv le) |:</ hpu Dis q;ﬁ Q;§;2 dl‘) </Z a T Tl dZ>

k1,l1,k2,l2

+ </ hpu p7,2 le ks dl’) </Z g Tl Ty dZ>
+ hp Dis q dx [ad 7, T, dz

X i1 Piz Qkq qu , lh Tl
+ hp: pl q dx ol Ty, T, dz

X i1 Piy k1 Gk , I1 7l
_ (/X b piy piy iy qu dx) (/Z w3 rfl L, dz)
— < /X W Diy Dy Gy Gk dw) ( /Z WET] Tl dz)
_ (/X b piy piy qk:1 ks dx) (/Z pwzry er dz)
- </){ h pll Dis Qkq Qks dl') (/; 2 ‘%rll 7";2 dz)
+ </ — Diy Pis Qk1 Gk dm) </Z oy T, d2>

hl2 22 0

+ pll Dis Gk Gio dx 7 apz rl]_ rlg dz

- </ w? B Diy Dia Gy Tk drc) </ L d2>}
X z «

On voit ici que les intégrales 2D se scindent en produit de deux intégrales 1D, comme annoncé,
c’est I'intérét du changement de variable z < z/h(z).

La matrice B est la matrice faisant intervenir les opérateurs DtN. Elle a pour coefficient
(i1,m1), (i2,n2)

iBn(—a)
—h(-a)
Zn: le,l2 ‘I’n(—a, zll) (I)n(_a/7 le) fZ % Tl Ty dz
X Z (I)nl (_a7 zll) (I)n(_a7 212) / grh T, dz
l1,l2 Z
X Z Py (—a, 211) ®p(—a, 212) / grh 11, dz pil(_a) pir(—a)
l1,l2 Z
ifn(a)
—h(a)
; Zlhlg @n(a, le) (I)n(aa zlg) fZ g T, Tl dZ
| S turta ) Baez) [ e
l1,l2 4
X

> uafa,) Bula ) | Loy as | pi@pa (o).

l1,l2
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Quant au second membre, on prend une onde incidente de la forme suivante : ¢o(x,y) =
D, (—a,z) eifno(z+a) En ytilisant la bi-orthogonalité, on en déduit que le coefficient (iz,n2) de
Fest:

_2Zﬂno(_a)h(_a) Z(I)no(_a7yll) (I)nz(_avylg) /ZZTll T'ly dz piz(_a)'

l1,l2

Puis, en utilisant encore la bi-orthogonalité, seul le coefficient no = ny a une contribution non
nulle.

5.3.2 Résultats numériques

En pratique, nous devons déterminer les valeurs propres et les fonctions propres de I'opérateur
transverse pour toute section 3. La méthode que nous avons choisie ici consiste a suivre la rela-
tion de dispersion avec PML de taille finie (relation de dispersion donnée en remarque 3.5) pour
quelques valeurs propres. Ceci nous permet d’avoir les valeurs propres pour toute section. Puis,
une formule analytique, ne dépendant que de la géométrie et des valeurs propres est utilisée pour
les fonctions propres. Cette technique est ici applicable puisque nous nous plagons dans le cadre
simple d’un guide 2D avec coefficients constants dans le cceur. Dans des situations plus com-
plexes, il faudrait mettre en ceuvre une méthode plus générale. Mais nous rappelons que nous
n’avons codé ici qu'une version naive, non optimale de la méthode multimodale, simplement a
titre d’illustration de la méthode sur un cas simple.

Un premier exemple numérique

Commencons par regarder ce que donne la méthode multimodale sur le méme exemple que celui
que nous avons étudié a la section précédente. Nous nous plagons dans la méme configuration
et nous utilisons les mémes cinq modes a fuite que pour les opérateurs DtN dans la méthode
multimodale.

Sur la figure 5.10, nous observons la solution, a comparer aux solutions obtenues avec les condi-
tions aux limites transparentes et avec les PMLs (figure 5.7). Nous observons le méme compor-
tement global, méme si la solution n’est pas exactement la méme. Mais la discrétisation est tres
pauvre ici en z : nous n’utilisons que cinq modes.

Sur la figure 5.11, nous représentons les composantes spectrales (le terme a,(x) devant chaque
mode n). Qu’observe-t-on? Pour x < 5, le guide est droit : c’est le guide d’entrée. Le mode en
rouge est le mode incident. Nous voyons des oscillations car il y a superposition de modes aller
et retour. De méme, pour x > 25, le guide est droit : c’est le guide de sortie. Nous observons alors
que tous les modes sont évanescents dans la direction z : les composantes spectrales diminuent
toutes. Seuls les modes en vert et bleu diminuent plus lentement : ce sont des modes que 'on a
appelé « presque propagatifs ».

Un autre exemple numérique

Nous allons maintenant traiter un autre exemple. Il s’agit d"un guide optique planaire dans la
polarisation TM , d’indice de réfraction ny = 2.872 dans le cceur et noo = 1.45 dans la gaine,
illuminé par une onde de longueur d’onde 1.55m. La hauteur h du guide varie de de 7 a 4 (avec
une unité de longueur de 0.05xm). Nous utilisons une PML abrupte collée au cceur du guide,
de parametre an, = ¢ "/6/4 et de taille 2h. Nous prenons une PML assez grande et avec un
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solution multimodal, partie reelle
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FIGURE 5.10 — Partie réelle de la solution obtenue avec la méthode multimodale, en utilisant 5 modes. Cas du guide
SH.
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composante spectrale, module

FIGURE 5.11 — Valeur absolue des composantes spectrales. Cas du guide SH.
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parametre trés absorbant (|| = 1/4) de telle maniére que le mode fondamental (qui correspond
ala plus petite valeur propre réelle) soit toujours bien absorbé dans la PML. En effet, en diminuant
h, la hauteur du guide, nous avons vu, a la sous-section 2.1.2, que les modes guidés se déplacent
vers la borne inférieure du spectre essentiel (—k2 ) et disparaissent lorsqu’ils la dépassent. Lorsque
la valeur propre est pres de —k2, la fonction propre est quasiment constante dans la gaine. Il est
alors nécessaire de prendre une PML suffisamment grande et absorbante pour bien atténuer la
fonction propre dans la PML. Nous avons choisi ces parametres de telle maniére que le mode
fondamental soit toujours bien atténué dans la PML, méme pour h = 4.

Sur la figure 5.12, nous représentons 1’évolution des valeurs propres dans le plan complexe en
partant d’une hauteur de cceur de » = 9.3 a une hauteur de ~ = 3.3 en suivant la relation de
dispersion avec PML bornée (relation de dispersion donnée en remarque 3.5). Qu’observe-t-on?
Nous voyons qu’un mode violet « part » des modes venant de la discrétisation du spectre continu
et «devient » un mode a fuite. Par ailleurs, en zoomant sur la figure autour de —k2, 1a borne
inférieure du spectre essentiel (figure 5.13), on observe qu'un mode guidé « devient » un mode
issu de la discrétisation du spectre continu (mode en vert sur la figure).

On se rappelle (sous-section 2.1.2) qu’on avait interprété les modes a fuite comme des modes
guidés lorsqu’ils dépassent la borne inférieure du spectre essentiel. On avait, a cette occasion, re-
marqué un comportement singulier pour les modes guidés (dans le cas 1D transverse étudié ici) :
les modes guidés passaient d'un régime exponentiellement décroissant pur a exponentiellement
croissant pur (sans oscillation) en passant par un régime constant (exactement quand la valeur
propre A vaut —k2). Ceci se manifestait, lorsque 1'on suivait la trajectoire de la valeur propre
dans le plan complexe par un demi-tour au moment ot A = —k%, (quand on est sur une fréquence
de coupure). Puis, en continuant de suivre la relation de dispersion, la valeur propre quittait I’axe
réel (et devenait un mode a fuite).

En suivant la relation de dispersion avec PML bornée, on remarque que le passage d’un mode
guidé a un mode a fuite est différent : le mode guidé devient d’abord un mode venant de la
discrétisation du spectre continu, puis il devient un mode a fuite, comme le montrent les figures
5.12 et 5.13.

0.2

/

-0.2

-0.4 —
-1 2
Re(A)

FIGURE 5.12 — Evolution du spectre, h =9.3a h = 3.3.

Nous remarquons que, dans ce cadre (lorsqu’il y a des modes guidés), la détermination du spectre
dans toute section ¥, est un point délicat, méme dans le cas 2D tres simple ici présenté. En effet,
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FIGURE 5.13 — Evolution du spectre, h = 9.3 @ h = 3.3. Zoom autour de la borne inférieure du spectre continu.

lorsquun mode guidé devient un mode a fuite, il faut faire particuliérement attention a ne pas le
«perdre » lorsqu’on le «suit » avec la relation de dispersion.

Sur la figure 5.14, nous avons représenté la partie réelle de la solution obtenue pour un guide
d’ondes localement perturbé, en utilisant 12 modes dans la méthode multimodale, qui corres-
pondent, respectivement, a 2 modes guidés, 5 modes a fuite et 5 modes résultant de la discréti-
sation du spectre continu pour le guide droit avec une hauteur de h = 7. Nous avons pris les
cinq modes a fuite ainsi que les cinq modes résultant du spectre continu pour lesquels le nombre
d’onde longitudinal g a la partie imaginaire la plus faible. Nous avons choisi ici de prendre en
compte des modes résultant du spectre continu pour deux raisons : pour ne pas « oublier » le
mode a fuite qui apparait (en venant des modes résultant du spectre continu) lorsque la hauteur
du guide diminue et parce qu'un des modes guidé devient un mode résultant du spectre continu.
Initialement, nous ne voulions utiliser que les modes a fuite, pensant qu’ils étaient les seuls a
méme de rendre compte de la physique, les modes résultant du spectre continu n’étant liés qu’a
la PML. Dans la simulation précédente, comme il n’y avait pas de mode guidé, il n’y avait pas le
phénomene de passage d’une catégorie de mode a une autre. Ici, c’est différent et de ce fait, nous
sommes amenés a prendre en compte les modes résultant du spectre continu.

Sur la figure 5.15, nous représentons les modules des composantes spectrales. Nous observons
qu’il y a deux modes guidés dans le guide d’entrée et de sortie (ici, ce sont les mémes guides en
entrée et en sortie) : un mode bleu (le mode incident) et un mode vert : ce sont les modes pour
lesquels le module de la composante spectrale est constante pour x > 35 (quand le guide est
droit, dans le guide de sortie). De méme que dans le cas précédent, nous obervons des oscillations
pour le mode incident (en bleu) dans le guide de gauche (pour =z < 15) : il y a superposition de
modes aller et retour. Enfin, nous observons que les autres composantes spectrales n’ont un role
que dans le support de la perturbation, ce qui est logique puisque les modes correspondants sont
évanescents dans la direction de propagation.

Conclusion sur les expériences numériques

En conclusion sur la méthode multimodale, nous dirons que nous n’avons pas été particuliere-
ment convaincu. Nous en avons codé une version naive, qui est trés cofiteuse, alors que l'intérét
de la méthode est a priori d’étre plus efficace qu'une discrétisation standard, type éléments finis.
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solution multimodal, partie reelle
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FIGURE 5.14 — Partie réelle de la solution obtenue avec la méthode multimodale, en utilisant 12 modes. Cas du guide
TM.
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FIGURE 5.15 — Valeur absolue des composantes spectrales. Cas du guide TM.
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Bien entendu, la version codée n’est pas optimale et on pourrait sans doute gagner beaucoup en
temps de calcul. Mais nous avons vu que la méthode multimodale fait apparaitre des difficultés
liées précisément au fait qu’on utilise des modes.

En effet, nous avons remarqué, sur un exemple, qu'un mode guidé devient d’abord un mode
résultant du spectre continu puis un mode a fuite lorsque I’on diminue la taille du guide. Il semble
qu’il faille utiliser les modes résultant du spectre continu pour tenir compte du phénomene de
passage d’une catégorie de mode a une autre.

Lorsqu’on se place sur une fréquence de coupure, un des modes guidés est théoriquement
constant dans la gaine. Que 1’on mette ou que 1’on ne mette pas de PML ne change pas ce compor-
tement : le prolongement analytique d"une constante reste une constante. Il n'y a donc pas moyen
d’absorber un tel mode avec une PML et, vraisemblablement, ce mode est mal calculé. Lorsqu'un
de ces modes guidés est excité (i.e. lorsque sa composante spectrale n’est pas négligeable), il est
alors légitime de se demander si la solution calculée avec la méthode multimodale correspond a
la réalité. Cette question est toujours ouverte.

Enfin, une question demeure : quels modes prendre en compte dans la méthode multimodale ?
L’idée originelle était de prendre en compte les modes guidés et quelques modes a fuite (ceux qui
sont le moins évanescents dans la direction de propagation). Ces modes sont en effet physiques,
ils ne sont pas liés a la PML, contrairement aux modes résultant de la discrétisation du spectre
continu, qui sont uniquement liés a la PML. Dans le cas 2D ici présenté la distinction entre les
modes a fuite et les modes résultant du spectre continu est assez facile a faire, méme si ce n’est
pas toujours évident, puisqu’on a pu observer qu’il y a des passages d"une catégorie de mode a
une autre. Il n’est donc a priori pas siir que cette distinction soit utile en pratique, d’autant que
si 'on pense a des situations plus complexes, la distinction entre les différents type de modes
n’est vraiment pas facile a faire. Il semble en fait qu'il faille étre plus pragmatique et prendre en
compte tous les modes (y compris ceux qui résultant de la discrétisation du spectre continu), avec
un critere qui peut étre par exemple : Im(5) < seuil. Nous ne prenons ainsi en compte que les
modes les moins évanescents dans la direction longitudinale (i.e. ceux qui ont la durée de vie la
plus longue).
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Dans ce mémoire, 1’objectif était I'étude a la fois théorique et numérique de la jonction entre deux
guides d’ondes ouverts.

Nous avons montré un résultat théorique original au chapitre 4 concernant le caractere bien posé
du probleme de radiation ou de diffraction dans une telle géométrie. Pour cela, nous avons uti-
lisé des conditions de rayonnement modales, qui sont fondées sur la représentation de la solution
dans un guide droit comme une superposition de modes guidés (correspondant au spectre discret
de I'opérateur transverse) et de modes de radiation (correspondant au spectre continu, ou essen-
tiel, de 'opérateur transverse). Les notions de modes guidés et de modes de radiation sont 1’objet
du chapitre 1.

La décomposition de la solution fait intervenir une somme finie sur les modes guidés et une
superposition continue (une intégrale) sur les modes de radiation. Cette intégrale semble tres
difficile a manipuler numériquement. Nous avons donc choisi, pour traiter le méme probleme
numériquement, de placer une PML pour borner le domaine de calcul dans la (ou les) direction(s)
transverse(s). Par ce procédé, nous modifions profondément la nature de 'opérateur transverse
dans le cas d'un guide droit, qui devient a résolvante compacte (donc avec un spectre unique-
ment discret) et non autoadjoint. Nous faisons apparaitre un nouveau type de modes : les modes
a fuite (cf. chapitre 2), auxquels viennent s’ajouter des modes provenant de la discrétisation du
spectre essentiel que I'on aurait si la PML était de taille infinie (cf. chapitres 2 et 3). Nous avons
vu que le calcul numérique de ces modes peut étre trés délicat, du fait de la nature exponentielle-
ment croissante des modes a fuite dans la gaine. Notre conseil est donc de placer la PML le plus
pres possible du cceur du guide, de fagon a éviter au maximum cette croissance exponentielle et a
maintenir un calcul précis. Ceci nous a amené a développer un nouveau type de PMLs, les PMLs
non orthogonales, qui permettent de coller la PML a la frontiere cceur/gaine dans des géométries
non canoniques (voir chapitre 3). Nous utilisons ensuite ces différents modes au chapitre 5 pour
simuler la jonction entre deux guides d’ondes ouverts, d"une part en créant des conditions aux
limites transparentes, fondées sur des opérateurs de Dirichlet-to-Neumann (pour borner le do-
maine de calcul dans la direction de propagation), d’autre part dans une méthode multimodale.

Présentons maintenant quelques perspectives et quelques pistes de généralisations qui semblent
possibles. Concernant la partie théorique de ce mémoire (le caractere bien posé du probléme de
radiation ou de diffraction), nous avons vu, a la fin du chapitre 4, qu’il nous semble que I'approche
développée ici peut étre généralisée pour des problemes plus généraux que celui présenté, dans la
mesure oti I’équation de propagation est une équation de type Helmholtz : —div(uVe) — w?pp =
f. L'outil essentiel dans toute cette démarche est la transformation de Fourier généralisée, qu’il
convient d’étendre a un espace de distributions type distributions de Schwartz. Cependant, nous
avons vu que l'approche n’est pas directement généralisable pour des problemes vectoriels, type
Maxwell par exemple.

Du point de vue numérique, nous avons vu que l'idée sous-jacente a 'utilisation de PMLs dans
la (ou les) direction(s) transverse(s) est formellement la suivante : transformer l'intégrale sur les
modes de radiation en une série sur les modes a fuite. En fait, les différents exemples numériques
étudiés dans ce mémoire (décomposition modale de la fonction de Green, opérateurs de Dirichlet-
to-Neumann, méthode multimodale) nous amenent a penser qu’il faut, en plus des modes a fuite,
prendre également en compte les modes provenant de la discrétisation du spectre essentiel. De
plus, il nous semble, a l'issue de cette these, que l'utilisation des modes a fuite est pertinente
lorsque ceux-ci s’apparentent a des modes guidés, i.e. quand ils sont trés peu croissants dans la
gaine. Dans le cas contraire, les modes sont, d'une part, trés évanescents dans la direction lon-
gitudinale (ils ont donc une durée de vie tres courte) et, d’autre part, tres délicats a manipuler
numériquement, du fait de leur caractere exponentiellement croissant.

Par ailleurs, justifier une telle décomposition du champ n’est pas chose facile. Pour adapter ce
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que nous savons pour les guides fermés au cas des guides ouverts, nous voudrions montrer que
les fonctions propres (et les fonctions propres généralisées) de 1’opérateur avec PML de taille fi-
nie ('opérateur noté A, dans tout le mémoire) forment une base de L2(2). Démontrer une telle
propriété n’est pas évident. Dans le cas d"un guide d’ondes fermé (i.e. d"un opérateur transverse
autoadjoint et a résolvante compacte) la théorie spectrale nous donne ce résultat immédiatement.
Dans le cas de I'opérateur A, (a résolvante compacte mais non autoadjoint), cette question reste
ouverte. La complétude des fonctions propres (et des fonctions propres généralisées), qui est une
propriété moins forte que la propriété de base de L2(2) mentionnée ci-dessus, est déja une ques-
tion difficile en soi et qui demeure ouverte. Mais peut-étre est-il inutile de chercher a démontrer
ces propriétés sur les fonctions propres et les fonctions propres généralisées. Au chapitre 3, nous
avons vu qu’une piste pour justifier la décomposition de la fonction de Green du guide uniforme
a l'aide des fonctions propres et des fonctions propres généralisées est dutiliser des techniques
de déformation de contour dans le plan complexe. En fait, nous ne cherchons pas a décompo-
ser n'importe quelle fonction de L2(Q) sur les fonctions propres et les fonctions propres géné-
ralisées de A,, nous cherchons a décomposer la fonction de Green, qui vérifie les équations de
propagation. C’est sans doute la raison pour laquelle rechercher une propriété de base est trop
exigeant. Peut-étre pouvons-nous adapter cette technique pour justifier I'expression des opéra-
teurs de Dirichlet-to-Neumann et obtenir des estimations d’erreur lorsque ’on tronque la série en
ne prenant qu'un certain nombre de modes (ceux pour lesquels Im(f3) < seuil). Cette question
demeure pour l'instant ouverte.

Dans ce mémoire, nous n’avons traité que 1’'équation de Helmholtz. Mais pour des problemes
vectoriels type Maxwell ou élasticité, les méthodes numériques étudiées dans ce mémoire (DtN,
méthode multimodale), qui sont fondées sur les modes du guide d’ondes ouvert avec PMLs,
peuvent étre implémentées de la méme maniére que dans le cas scalaire présenté dans ce mémoire.
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THEORIE SPECTRALE

A.1 RESULTATS CLASSIQUES DE THEORIE SPECTRALE

Nous commengons par rappeler quelques notions standards de théorie spectrale. Dans toute cette
sous-section, A est un opérateur défini sur un espace de Hilbert, que 1'on va noter X, a valeurs
dans ce méme espace de Hilbert X. Nous noterons (.,.)x un produit scalaire sur X et ||.||x la
norme associée a ce produit scalaire : ||u||x = /(u,u)x pour tout u € X. Les principales réfé-
rences d’ot les résultats que 1’'on va énoncer sont tirés sont [EE87], [HS95] et [RS72].

A.1.1 Rappels sur les opérateurs dans les espaces de Hilbert

Nous notons D(A) le domaine de 1'opérateur A. Nous définissons Ker(A) le noyau de A : {v €
D(A), Av = 0} et Im(A) 'image de A : {Av,v € D(A)}.

L'opérateur A est dit borné (ou continu) s’il existe C' > 0 tel que
Vu € X, [|Aul|x < Cllulx.

Un opérateur est non borné si aucune constante C' ne convient. Nous définissons le graphe de A :
Gr(A):
Gr(A) := {{u, Au},u € D(A)}.

Un opérateur A est dit fermé si Gr(A) est un sous-espace dense dans X x X. Un opérateur fermé
tel que D(A) = X est nécessairement borné. Un opérateur sera dit a domaine dense si D(A) est
dense dans X.

Définissons un cas particulier d’opérateur borné, qui est trés important. L'opérateur A est dit
compact de X si pour toute suite (x,,),en bornée de X, on peut extraire de (Axy, ),en une sous-suite
convergente. Un tel opérateur transforme les suites faiblement convergentes en suites fortement
convergentes : u, — u dans X implique Au, — Au dans X.

Nous pouvons généraliser cette définition : un opérateur B est dit A-compact si D(A) C D(B) et
pour toute suite (uy,)neny de D(A), bornée pour la norme du graphe de A (pour || - ||x + [|4 - || x),
il existe une sous-suite convergente de (Buy)necn dans X.

Définissons maintenant une catégorie particuliére d’opérateurs compacts : les opérateurs de
Hilbert-Schmidt. Un opérateur T est de Hilbert-Schmidt si, étant donné une base orthonormale

() de X, la quantité suivante :
ITI? = I Teal%
n

est finie. On vérifie que la quantité ||7'|| ne dépend pas de la base orthonormale choisie.
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Soit maintenant un opérateur a domaine dense. L'adjoint de l'opérateur A est I'opérateur A* :
D(A*) C X — X défini par :

D(A*) :={v e X,3C > 0,Vu € X, |(Au,v) x| < C|lu||x}, tel que
(Au,v)x = (u, A*v)x,Yu € D(A),Yv € D(A").

Pour pouvoir définir 1’adjoint, il est nécessaire d’avoir la propriété de domaine dense. Nous le
supposerons donc. Par théoreme de Riesz, on peut également définir le domaine de A* par:

{ve X, Jwe X,Vue X, (Au,v)x = (u,w)x}.
Un opérateur est dit autoadjoint si A* = A, ce qui signifie deux choses :

e D(A)=D(A*),
o Au= A*u,Yu € D(A).

Une caractérisation utile des opérateurs autoadjoints est la suivante :

Proposition A.1 (caractérisation des opérateurs autoadjoints) Soit A un opérateur fermé symé-
trique, c’est-a-dire tel que :
(Au,v)x = (u, Av)x,Yu,v € D(A).

S’il existe A € R tel que Im(A + X\I) = X, alors D(A) est dense dans X et A est autoadjoint.

Dans le cas d’un opérateur A autoadjoint pour le produit scalaire (.,.)x, nous noterons a(.,.) la
forme bilinéaire (ou sesquilinéraire si I’'on prend un produit scalaire sur C) associée a cet opéra-
teur, i.e.

a(u,v) = (Au,v)x,Yu,v € D(A).

Dans nos cas d’application, la forme ainsi créée peut étre étendue sur un espace plus gros que
D(A), de telle maniere que la forme soit fermée (cf. [Kat76]). On notera V cet espace. Et on aura
de plus: D(A) C V C X, avec injections denses et continues.

On dit quun opérateur est normal si AA* = A*A. Un opérateur autoadjoint est un cas particulier
d’opérateur normal. Nous allons, dans la suite, énoncer des propriétés des opérateurs autoad-
joints. La plupart d’entre elles peuvent étre généralisées (moyennant aménagements) pour des
opérateurs normaux.

Nous définissons plusieurs notions :
e La nullité (nullity en anglais) nul(A) de A est la dimension de Ker(A),
e La déficience (deficiency en anglais) def(A) de A est la codimension de Im(A) dans X.
e L'indice (index en anglais) est défini par : ind(A) := nul(A) — def(A). Si ind est utilisé, alors

nul et def sont implicitement finis.

Nous définissons maintenant I’ensemble résolvant et le spectre :

e l'ensemble résolvant p(A) de A est défini comme l'ensemble des points du plan complexe ol
A — X est inversible, ce qui peut s’exprimer :

p(A) = {\ € C,Im(A — AI) est fermée, nul(A — A\I) = def(A — A\I) = 0}, (A1)



A.1. Résultats classiques de théorie spectrale 223

e le spectre de A, noté A(A) est le complémentaire dans C de 1’ensemble résolvant, i.e. I’en-
semble des points du plan complexe out A — AI n’est pas inversible.

Lorsque A € p(A), nous notons R4(\), et appelons la résolvante de A au point A, 1’opérateur inverse
de A — AI. C’est un opérateur borné, par application du théoreme de 'application ouverte (ou du
graphe fermé, [Bre83, théoreme I1.7]) en supposant que A est fermé, ce que nous supposerons.

On montre que C = A(A) @ p(A), p(A) est un fermé de C et A(A) est un ouvert de C. On montre
également que si l'opérateur A est autoadjoint, alors son spectre est réel.

On définit I'image numérique de A, notée I'(A), par :
I'(A) == {(Au,u)x,Vu € X, ||ul|x =1}.

On montre que I'(A) est un ensemble convexe. On montre que si A est borné ou si A est autoad-
joint (mais non nécessairement borné), alors A(A) C T'(A4).

Un opérateur A est m-sectoriel si son image numérique est contenue dans un cone de la forme :
S5 :={A e C,|arg()\) < 4|}, oud € [0,7/2[etsiC\ S5 p(A) # 0.

Nous définissons le rayon spectral d’un opérateur A (spectral radius en anglais), noté spr(A), par :

spr(4) := )\SXFA) |l
€

Nous avons la caractérisation suivante du rayon spectral :

spr(4) = LA™

lim
n—+oo
Un opérateur est dit quasinilpotent si son rayon spectral est nul.

Nous allons maintenant voir trois décompositions différentes du spectre. La premiére est générale
(elle s’applique a des opérateurs non nécéssairement autoadjoints), les deux autres s’appliquent
a des opérateurs autoadjoints. Enfin, nous rappellerons un résultat important pour les opérateurs
autoadjoints : la complétude des fonctions propres et des fonctions propres généralisées.

A.1.2 Spectre ponctuel, spectre continu, spectre résiduel
A est un opérateur fermé de domaine dense, non nécessairement autoadjoint. Nous définissons :

o le spectre ponctuel Ay(A) :

Ay(A) = {\eC,nul(4—Al) >0} (A2)
= {X € C, A— A\ n’est pas injectif}, (A3)

o le spectre continu A.(A) :
Ac(4) = {AeC,Im(A — A]) nest pas fermée, nul(A — \I) = def(A — \I) = 0}(A4)
= {X e C, A — ) estinjectif et Im(A — \I) est dense dans X }, (A.5)

o le spectre résiduel A, (A) :
Av(A) == {AeC,nul(A— ) =0, def(A— ) > 0} (A.6)

= {X e C, A — ) estinjectif et Im(A — A\I) n’est pas dense dans X}. (A.7)
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Ceci nous donne une décomposition du spectre :

A(A) = Ay(A) ® A(A) @ A, (A). (A8)

Si A € Ay(A), alors A est appelée une valeur propre de A. Une fonction u € D(A), u # 0 tel
que Au = Au est alors une fonction propre. Nous appelons sous-espace géométrique le sous-espace
Ker(A — AI) et multiplicité géométrique le nombre nul(A — AI).

On montre également que A € A, (A) si, et seulementsi, A ¢ A,(A) et A € A,(A*). Dans le cas d'un
opérateur A autoadjoint, on vérifie alors que le spectre résiduel est vide.

A.1.3 Spectre discret, spectre essentiel

A est un opérateur autoadjoint fermé et de domaine dense. Voir la section A.2.1 pour des généra-
lisations de ce qu’on va dire ici pour des opérateurs non autoadjoints.

Nous définissons :

e le spectre discret Agisc(A) comme I'ensemble des valeurs propres de multiplicité géométrique
finie et isolées dans le spectre,

e le spectre essentiel A.(A) comme le complémentaire dans le spectre de Agisc(A).

Ainsi, on vérifie que Ag;s.(A) C Ap(A) et que Ac(A) est un fermé de C. De plus, on a la décompo-
sition du spectre suivante :
A(A) = Ndisc(A) ® Ac(A). (A9)

Donnons tout d’abord quelques détails sur le spectre discret. En toute généralité, considérons un
opérateur A non nécessairement autoadjoint et A un point du spectre, isolé. Soit Cy un contour
dans le plan complexe qui entoure cette valeur \. Alors définissons :
-1
(s Cy

On vérifie que Py ne dépend pas du contour choisi C) et définit une projection, appelée projection
spectrale (ou projection de Riesz). En fait, nous pouvons définir un calcul fonctionnel holomorphe :
pour f holomorphe dans un ouvert contenant C, un contour englobant tout le spectre de A, nous
pouvons définir f(A) par

-1
£ = oo [ £ Rate) . (A11)

mJe

Nous pouvons développer la résolvante en série de Laurent au voisinage de A, A étant toujours un
point isolé du spectre : dans le cas général out A n’est pas nécessairement autoadjoint, on obtient :

_1 400 1 . 400 e
Ra(®) = g5 P - Zl @y oA ;)(5 —A)"SyH, (A.12)
ou
1
Dyi=(A- AP = -t /c (€ = \) Ral€) e, (A13)
Sh = lim R - P) = 5 /C A o Ral) e (A14)
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On montre alors que D), et Sy sont des opérateurs bornés et que D) est quasinilpotent. On définit
alors le sous-espace algébrique comme l'espace Py X et la multiplicité algébrique comme la dimension
du sous-espace algébrique.

De maniére générale (A non autoadjoint), on montre que si A est une valeur propre, le sous-
espace géométrique est inclus dans le sous-espace algébrique. Quand le sous-espace géométrique
est strictement inclus dans le sous-espace algébrique, alors il y a un bloc de Jordan. Pour voir de
quoi il s’agit, prenons une valeur propre A de multiplicité géométrique égale a 1 et de multiplicité
algébrique strictement supérieure a 1. L'image de Py ol P, est le projecteur spectral associé a A et
a la valeur propre )\, défini par (A.10), peut s’exprimer dans une certaine base sous la forme :

Al
Al
Al
A
Notons (ug, u1, ..., uy) cette base. C’est ce qu’on appelle une chaine de Jordan : ug est une fonction
propre et uy, . .., u, sont des fonctions propres généralisées.!

Si la multiplicité algébrique est finie, alors D) est nilpotent, A est un pole de la résolvante et A est
une valeur propre. Sinon, A est une singularité essentielle de la résolvante et A peut étre ou ne pas
étre une valeur propre.

Pour un opérateur autoadjoint, Py, Dy, Sy sont symétriques et bornés, donc autoadjoints. Or un
opérateur quasinilpotent normal est forcément nul (cf. [Kat76]) donc D, = 0. Ainsi, toutes les
valeurs propres isolées sont des podles simples de la résolvante et on montre que les sous-espaces
géométrique et algébrique coincident.

De manieére générale, si la valeur propre ) est telle que ses multiplicités géométrique et algébrique
coincident (i.e. s'il n'y a pas de bloc de Jordan associé a \), alors 1’opérateur quasinilpotent D
associé est nul.

Exemple A.1  Un opérateur compact n’a que du spectre discret (sauf peut-étre en 0). Un opérateur i
résolvante compacte n’a que du spectre discret.

Nous terminons nos remarques sur le spectre discret par le principe du min-max, qui permet de
caractériser les valeurs propres qui sont inférieures a la borne inférieure du spectre essentiel pour
les opérateurs autoadjoints bornés inférieurement, c’est-a-dire les opérateurs autoadjoints pour
lesquels I'image numérique est bornée inférieurement.

Proposition A.2 (principe du min-max)  Nous définissons N'(A) le nombre de valeurs propres (comp-
tées avec ordre de multiplicité) strictement inférieures a la borne inférieure du spectre essentiel A.(A). Nous
définissons A, (A) par I'une des deux formules suivantes :

a(u,u)

in b , (A.15)
Va€Vn (V) weviuzo ||ull%

M(A) = sup alu, u)

2 (A.16)
Vi1 €Vn_1(X) ueVE nVuzo [[ull%

oit Vi (Y) désigne un sous-espace de Y de dimension m et W+ désigne I'orthogonal de W, i.e. {u €
X, (u,v)x = 0,Yv € W}. a(.,.) est la forme bilinéaire associée a I'opérateur A et V est le domaine de la
forme bilinéaire (ou sesquilinéraire) a(., .) associée a A.

! Attention a ne pas confondre cette notion de fonction propre généralisée avec celle qui est définie en section A.1.5.
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Nous avons le résultat suivant :

o )\, (A) est strictement inférieur a la borne inférieure du spectre essentiel si, et seulement si, N'(A) > n
et dans ce cas, les \,(A), k = 1,...,n sont les n premieres valeurs propres.

o )\, (A) est égal a la borne inférieure du spectre essentiel si, et seulement si, N'(A) < n et dans ce cas,
Ai(A) est égal a la borne inférieure du spectre essentiel pour tout k > n.

Nous définissons maintenant la notion de suite de Weyl, qui nous permettra de caractériser le
spectre essentiel.

Définition A.1 (suite de Weyl)  Une suite (uy,)nen est une suite de Weyl de A associée a A si (un,)nen
appartient a D(A) et satisfait

lunl|x =1,VneN, u, =0 et (A—A)u, — 0dans X.

Remarque A.1: Quand I'espace n’est pas un espace de Hilbert mais uniquement un espace de Banach,
la notion de suite de Weyl est généralisée et porte le nom de suite singuliere ([EE87, p. 43]) : une suite
singuliére est une suite (un)nen de X telle que

lunllx =1,Yn € N,  (un)nen n’a pas de sous-suite convergente et (A — X )u, — 0dans X.

Terminons par deux propriétés qui permettent de caractériser le spectre essentiel.

Proposition A.3 (critere de Weyl)  Soit A un opérateur autoadjoint fermé de domaine dense. A\ € A.(A)
si, et seulement si, on peut construire une suite de Weyl de A associée a \.

Proposition A.4 (théoreme de Weyl)  Soit A et K deux opérateurs autoadjoints fermés tels que K est
A-compact. Alors A + K est fermé et

Ac(A) = A(A+ K).
Par ailleurs, le spectre essentiel est I'ensemble des points qui est stable par perturbation compacte, ce qui
signifie :

Ac(A)= () MA+B),
Bek(X)

ot K(X) est I'ensemble des opérateurs compacts sur X.

En conclusion, rappelons les trois caractérisations du spectre essentiel, dans le cadre des opéra-
teurs autoadjoints :

e le spectre privé du spectre discret,
e I'ensemble des points du spectre qui est stable par perturbation compacte,

e l’ensemble des points du spectre caractérisés par des suites de Weyl.

A.1.4 Spectre purement ponctuel, spectre absolument continu, spectre singuliere-
ment continu

Nous considérons A un opérateur autoadjoint (fermé et de domaine dense). Les principales réfé-
rences concernant la décomposition du spectre que 'on va étudier ici sont [DL84], [Kat76, p. 354]
et [RS72, p. 263].

Nous commengons par définir la notion de famille spectrale.
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Définition A.2 (famille spectrale)  Soit X un espace de Hilbert. E défini de I’ensemble des boréliens de
R a valeurs dans I’ensemble des projections orthogonales sur X est une famille spectrale (ou résolution
de l'identité) si :

E®) =0, E[R)=1I, (A.17)
oo oo

E(U Jj) = Z E(J;),VJ; boréliens de R disjoints. (A.18)
j=1 j=1

On montre alors que l'on a: E(Jy N J2) = E(J1)E(J2),VJ1, J2 boréliens de R.

Définition A.3 (mesure réelle associée a une mesure spectrale) A partir d’une mesure spectrale E
et a partir d'un vecteur u € X, on peut définir une mesure réelle positive par :

mes,, g(J) = (E(J)u,u)x, V.J borélien de R.
Comme pour les mesures scalaires, on définit une fonction E, pour A € R, au lieu d'une mesure
E(J), pour J borélien. On peut considérer (formellement) que £ = E(J), ou J =] — o0, A|.

On montre alors qu’étant donnée une mesure spectrale £, il est possible de définir des intégrales
spectrales de la forme :

/R J(A)dEy (A.19)

pour toute fonction f mesurable. A priori, seul d(Eyu,u)x est défini pour tout v € X, puis par
principe de polarisation, d(Ey\u,v)x, pour tout u,v € X. La formule (A.19) n’est donc qu'une
notation. En prenant ensuite f(\) = A, on définit un opérateur A autoadjoint par

(Au,v)x = / Ad(Byu,v)x, Vu D(A) = {u € X, / N2 d( By, u)x < —|—oo} VoeX. (A20)
R R

/ AdE) est ce qu’on appelle la représentation spectrale de 'opérateur A.
R

A toute mesure spectrale nous avons associé un opérateur autoadjoint. Le théoreme spectral ci-
dessous permet de montrer la réciproque : a tout opérateur autoadjoint, on peut associer une
mesure spectrale.

Théoreme A.1 (théoreme spectral) :  Soit A un opérateur autoadjoint (borné ou non borné) défini sur
X un espace de Hilbert. Alors, il existe une unique mesure spectrale E associée a A telle que :

Ay = / MNdE\u, Yu € D(A) = {u € X,/ N A(Eyu,u) < —i—oo} . (A.21)
R R

De plus, pour toute fonction f mesurable, on a :
f(Au = / fN)dEyu, Yue D(f(A)) = {u e X,/ IfON 2 d(Eyu, u) < —I—oo}. (A.22)
R R

La formule (A.22) permet de définir un calcul spectral. Ce calcul spectral est différent du calcul
spectral holomorphe défini (A.11). Avec la formule (A.22), f n"a besoin que d’étre mesurable. Mais
avec la formule (A.11), 'opérateur n’est pas nécessairement autoadjoint.

On montre que le support de E est le spectre de A. L'intégrale sur R peut donc étre remplacée
par une intégrale sur A(A). La formule de Stone (ci-dessous) permet de déterminer la mesure
spectrale correspondante & un opérateur autoadjoint donné :
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Théoreme A.2 (formule de Stone) :  Soit A un opérateur autoadjoint (borné ou non borné) défini sur
X un espace de Hilbert. Alors, pour J = [a, b, pour u € X,

| A . _
|E(])ul} = % %1{‘%;1{% - ([Ra(A+ie) — Ra(A —ie)]u,u)x dA. (A.23)

Remarque A.2: [l suffit de changer les bornes de l'intégrale : a — n en a + n oufet b+ nen b — n pour
obtenir || E(I)ul|% pour J =]a,b], J = [a,b] ou J =]a, b].

Remarque A.3: Lorsque l'on cherche a évaluer E({\}) pour X\ un élément isolé du spectre, alors la
formule de Stone nous montre que E({\}) = P\, P\ étant le projecteur spectral défini par la formule
(A.10).

Rappelons maintenant un résultat de théorie de la mesure (cf. [RS72])

Proposition A.5 (décomposition des mesures réelles)  Soit mes une mesure sur R. Alors, elle peut
étre décomposée de maniére unique en :

mes = mesy, + MeSye + Mesg,,
ol les mesures mesy,,, mesg, et mes,. sont caractérisées par :
e 1mesy, est une mesure purement ponctuelle :

VJ borélien, mesy,(J) = Z mesy, ({x}).

zeJ

e mes, est une mesure absolument continue par rapport i la mesure de Lebesgue, notée dx :
b
3f € LL.(R) <i.e. / |f(z)|dz < 400,Va,b € R) Vg € L' (R; dmes,.), /gdmesac = /gf da.

e mes,. est une mesure singulierement continue par rapport a la mesure de Lebesgue, notée dx :

VJ borélien,Vx € J,mess.({x}) =0, et 35 borélien tel que / dz =0, ef mesg.(S5) = 0.
R\ S

On montre alors (cf. [RS72]) que I'on a la décomposition suivante X = X,,, & X, © X, ol

Xpp = {u € X,mes, g est purement ponctuelle}, (A.24)
Xoe = {u € X,mes, g est absolument continue}, (A.25)
Xse = {u € X, mes, g estsingulierement continue}. (A.26)

Voir la définition A.3 pour mes, . Chacun de ces sous-espaces est stable par A. On définit alors :

e le spectre purement ponctuel : A,p(A) := A(Alx,, ),
e le spectre absolument continu : Ago(A) := A(Alx,, ),

o le spectre singulierement continu : Agc(A) :== A(A|x.,)-

Ceci nous donne une nouvelle décomposition du spectre :

A(A) = App(A) ® Aae(A) @ Age(A). (A.27)

Nous pouvons démontrer que A,(A) C Ap,y(A). En fait, Ay, (A) = Ap(A) (cf. [RS72, p. 231]).
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Exemple A.2  Un opérateur compact (ou a résolvante compacte) autoadjoint n’a que du spectre purement
ponctuel. La formule (A.21) devient alors :

+o0 oo
Au=Y A,Py,u, Vue D(A) = {u €X,) NPy ullx < —I—oo} ,

n=1 n=1

oit les Py, sont les projecteurs spectraux associées aux valeurs propres non nulles. Ceci donne une diago-
nalisation de I’opérateur A. On a aussi :

X = (é:gl Ker(A — )\nI)> P Ker(A).

11 existe donc une base hilbertienne de X constituée des fonctions propres de A.

A.1.5 Complétude des fonctions propres et des fonctions propres généralisées

Tout ce que nous allons raconter ici sera simplement formel. Les détails, pour un opérateur A
autoadjoint quelconque, peuvent étre trouvés dans le livre [BSU96].

L’idée est la suivante : nous savons grace au théoreme spectral que

I = / dE, et A= / AdE). (A.28)
R R
Nous voulons réécrire ces formules sous la forme suivante :
I = / Pydmes, et A= / A Py dmes;), (A.29)
R R

ol P, est un opérateur de projection sur les éventuelles fonctions propres et sur ce qu’on appelle
des fonctions propres généralisées et mes est une mesure réelle.

Le fait que 1'on puisse écrire cette décomposition est ce qu’on appelle la complétude des fonctions
propres et des fonctions propres généralisées. Nous pouvons écrire « n'‘importe quoi » comme une
somme (continue) de fonctions propres et de fonctions propres généralisées.

La question est maintenant : qu’est-ce qu’une fonction propre généralisée ? Pour définir une fonc-
tion propre généralisée, nous définissons un espace de Hilbert X| C X, telle que l'injection de X
dans X est continue et tel que X est dense dans X. Nous définissons ensuite X le dual de X.
Si nous pensons a X comme un espace de type L?(2), ce qui sera notre cas, on peut voir « avec
les mains » X| comme un espace tel que ses membres sont des fonctions de L?(2) auxquelles on
demande plus de décroissance a 'infini que dans LQ(Q). Pour X3, on impose, au contraire, moins
de décroissance a I'infini que dans L?(€2). Ainsi, en identifiant X et son dual, nous avons la chaine
d’inclusions suivante :
X, C X CX;y.

Le produit de dualité (., .) x,,x, entre Xy et X est alors une extension du produit scalaire sur X :
<U’U>X¢uX¢ = (u,v)x,Vu € X,Vv € X|.
Les fonctions propres généralisées sont alors les éléments qui vérifient u € Xy, u # 0 et

<u7 AU>XT’XJ, — )\ <u7 U>XT7XJ, ,VU S X\L.
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Les fonctions propres sont ainsi des cas particuliers de fonctions propres généralisées, puisque
X C X¢.

De maniére générale, la structure du spectre peut étre tres particuliére. Il peut contenir du spectre
singulierement continu par exemple, qui est un objet un peu particulier. Il peut également y avoir
des changements de multiplicité du spectre. Le fait de pouvoir passer de (A.28) a (A.29) n’est donc
pas évident. Un cas particulier est donné dans I'article [HL07a].?

Terminons cette discussion par le cas d’un opérateur autoadjoint compact ou a résolvante com-
pacte, ot la complétude des fonctions propres est immédiate :

Exemple A.3 (Complétude des fonctions propres pour un opérateur autoadjoint compact ou a
résolvante compacte)  Dans le cas d'un opérateur autoadjoint compact ou a résolvante compacte, il n’y
a que du spectre purement ponctuel. La formule de décomposition (A.29) est alors immédiate : elle a été vue

al'exemple A.2 :
Z P)\ et = Z An P)\n
An€A(A) An€A(A)

A.2 SPECTRES ESSENTIELS POUR OPERATEURS NON AUTOADJOINTS

A.21 Différentes définitions de spectres essentiels

Soit X un espace de Hilbert et A un opérateur fermé a domaine dense. Rappelons déja ce qui se
passe pour un opérateur autoadjoint. On peut définir de différentes manieres le spectre essentiel :

e le spectre privé du spectre discret,
e l’ensemble des points du spectre qui est stable par perturbation compacte,

e l’ensemble des points du spectre caractérisés par des suites de Weyl.

On montre que ces trois définitions coincident. Généralement, ce n’est pas le cas lorsque 'opéra-
teur n’est pas autoadjoint.

Définition A.4  Nous définissons huit définitions différentes du spectre essentiel :

C\{\ € C,Im(A — \I) est fermée, def(A — \I) < o0},
e1(A) :=C\ {\ € C,Im(A — \I) est fermée, def (A — X\I) < +oo ou nul(A — X\I) < +oc},
C\ {X € C,Im(A — \I) est fermée, nul(A — A\I) < +oc},
( ) ( )
( ) )

A — M) est fermée, ind(A — A1) = 0},
=C\ {\ & Aca(A), \ est un point isolé de A(A)},

Aco(A)
Ae1(A)
Aea(A)
o Ae3(A) :=C\ {)\ € C,Im(A — \I) est fermée, ind(A — A\I) < o0},
Aca(A)
Aes(A)
Ac6(A) := C\ union de toutes les composantes de C \ A.1(A) qui intersectent p(A),
(

° Ae? A) = A(A) \AdiSC(A)'

Les opérateurs A intervenant dans le chapitre 1 rentrent dans le cadre de cet article, ce qui permet de démontrer la
complétude des fonctions propres et des fonctions propres généralisées pour ces opérateurs.
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Remarque A.4: A et Aqo sont les spectres essentiels de Gustafson et de Weidmann [GW69]. Ay est le
spectre essentiel de Kato [Kat76]. A¢s3 est le spectre essentiel de Wolf [GL71, Sch66, Wol59a, Wol59b], Acs
est le spectre essentiel de Schechter [GL71, GW69, Sch65, Sch66], Acs est le spectre essentiel de Browder
[GW69, Nus70, Sch66], Acg est la derniere définition de spectre essentiel d’Edmunds et Evans [EES7], et
Acr est la définition de Reed et Simon [HS95, RS80].

Citons maintenant un théoreme qui montre des inclusions entre ces différentes définitions.

Théoreme A.3: Tous les ensembles Ay, k = 0,...,7 sont fermés et de plus nous avons les inclusions
suivantes : (qui sont en général strictes)

At (A) C ABQ(A) C Aeo(A) U Aeg(A> = Aeg(A) C Ae4(A) C A65(A) = Aeﬁ(A) = Ae7(A) C A(A)

Démonstration. Voir les théorémes 1.3.18 et 1.3.25 dans [EE87] pour montrer que ce sont des en-
sembles fermés. Voir [GW69] pour le fait que les inclusions sont strictes en général. L'égalité
Acs(A) = Acs(A) est démontrée dans le théoreme IX.1.5 dans [EE87]. Voir le lemme B.1 de 'annexe
B de [HLO7b] pour I'égalité Aeg(A) = Aer(A). O

Remarque A.5 (Spectre continu) :  Si A € A.(A) alors Im(A — AI) n’est pas fermée. Ainsi, A.(A) C
Ae1(A).

Remarque A.6 (Spectre résiduel) :  Le spectre résiduel A,(A) est inclus dans Aca(A). En effet, pour
voir cela, remarquer que le spectre résiduel est caractérisé par {\ € C,nul(A—\I) = 0,def(A—\I) > 0}.

Nous allons commencer par un lemme qui renseigne sur les liens qu’il y a entre le spectre d'un
opérateur quelconque A et celui de sa résolvante.

Lemme A.1 (Liens entre le spectre d"un opérateur et le spectre de sa résolvante)  Soit A un opé-
rateur fermé et a domaine dense. Soit & € p(A). Nous avons les équivalences suivantes :

AeA(A) & % e A(Ra(£)). (A.30)

AeEAr(A) & /\1_5 € Ae7(RA()). (A.31)

Démonstration. Pour le premier point, l'identité de la résolvante :

RA(§) — Ra(x) = (€ = x)Ra(§)Ra(x)

nous permet de montrer que
I = (€= 0 (Ral®) + (X~ ORAORAC) = —T = Ralv)
1

= (€= 0)(Ra© = =5 1) (T + (x ~ ORA(©).

Ainsi, si £ et x sont dans I'ensemble résolvant de A alors ﬁ est dans 'ensemble résolvant de
RA(€). Réciproquement, si £ € p(A) et ﬁ € p(Ra(&)), alors x € p(A).

Démontrons maintenant le deuxiéme point. Soit f € X.Soit& € p(A). Il existe doncu € D(A), u #
Otelque f = (A—¢&lue X, f#0.

On en déduit :

weD(A)u#0,(A—EDu=A-Eu & [fEX,f#0,f=(\ER(A)f.
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Par ailleurs, on vérifie aisément que \ est isolé dans p(A) si, et seulement si, %—E est isolé dans

p(RA(§)) . Et X est de multiplicité finie pour A si, et seulement si, %75 est de multiplicité finie pour
R4(§). On en déduit que

N e Auise(A) < Al_g € Aaiae(Ra(€).

puis le résultat voulu. O

Nous allons maintenant énoncer les principaux résultats concernant tous ces spectres essentiels.
Ce premier résultat permet de donner une autre caractérisation de A4 : ce qui est stable par
perturbation compacte.

Proposition A.6 (Invariance par perturbation compacte) Soit A un opérateur fermé de domaine
dense. Alors,
Aea(A)= [\ AA+B),
BeK(X)

ot K(X) est I'ensemble des opérateurs compacts sur X, I'espace de Hilbert sur lequel I'opérateur A est

défini.
Démonstration. Voir le théoréme IX.1.4 dans [EE87]. O

Enfin, nous pouvons caractériser A.2(A) avec les suites de Weyl :

Proposition A.7 (Spectre essentiel caractérisé par les suites de Weyl)  Soit A un opérateur fermé de
domaine dense. A € Aco(A) si, et seulement si, il existe une suite de Weyl de A associée a .

Démonstration. Voir le théoréme IX.1.3 dans [EE87]. O

Ainsi, nous avons retrouvé les trois définitions de spectre essentiel que 1’on connait pour les opé-
rateurs autoadjoints. Mais pour des opérateurs non autoadjoints nous n’avons pas 1'équivalence
entre ces définitions, nous avons uniquement des inclusions.

A.2.2 Propriétés permettant de montrer que les différentes définitions coincident

Le premier résultat concerne les opérateurs bornés.
Proposition A.8  Soit A un opérateur borné. On a alors :

o Si Ac1(A) est dénombrable, alors A(A) est dénombrable et

Acj(A) = AMA)\ Agise(4), Vji=1,....7.

e Si B est un opérateur compact, si l'intérieur de A(A) est vide, et si chaque composante de C \ A(A)
contient un point de p(A + B), alors

AeS(A) = AeS(A + B)
Démonstration. Voir le théoréme IV.5.33 dans [Kat76] et le lemme XI1.4.3 de [RS80]. O

La proposition qui vient est tres importante, elle permet de démontrer que n'importe quelle défi-
nition du spectre essentiel coincide avec la définition A.7.
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Proposition A.9  Soit A un opérateur fermé de domaine dense. Si, pour j € {1,...,7}, chaque compo-
sante connexe de C \ A.;(A) contient un point de p(A), alors

Aej(A) = A(A) \Adisc(A)'

Démonstration. Pour j = 5,6, 7, voir la proposition A.3. Pour j = 1, voir la section .4 dans [EE87],
en se rappelant que nul et def sont constants sur chaque composante connexe de C \ A;(A) sauf
sur les valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie (voir la section IV.5.6 dans [Kat76])
et en utilisant le fait que ’ensemble résolvant est caractérisé par

p(A) = {X € C,Im(A — \I) est fermée, nul(A — \I) = def(A — A\I) = 0}.

Pour j = 2,3, 4, utiliser la méme procédure, sachant que A.1(A) C Acj(A) et que chaque compo-
sante connexe de C \ A.;(A) est incluse dans une composante connexe de C \ A¢1(A). O

Nous finissons par une propriété qui permet d’affirmer que le spectre essentiel (plus précisément
Acj, pour j = 1...4) d"un opérateur perturbé par un opérateur compact est égal au spectre essen-
tiel de I’opérateur non perturbé.

Proposition A.10 (théoreme de Weyl) Soit A un opérateur fermé de domaine dense et soit B un
opérateur A-compact. Alors A + B est un opérateur fermé et

Aej(A):Aej(A+B), Vi=1,...,4.

Démonstration. Voir le théoréme IX.2.1 dans [EE87]. O

A.2.3 Exemple ou les spectres essentiels ne sont pas égaux

Cet exemple est tiré de I'exemple IX.2.2 dans [EE87] (aussi étudié dans [RS80], exemple XIII.4.1 ).
On montre ici que A¢5(A) n’est pas invariant par perturbations A-compactes.

Soit X = I?(Z) et {en }nez la base canonique de X. Soit A 'opérateur borné défini par
Aeo = 07 Aej = €51, j 7é 0.

On vérifie alors que ||A|| = 1, donc A(A) C {\ € C,|A| < 1}. On a également nul(A — A\I) = 1si
0<|A\ <1,donc{XeC, |\ <1} C Aes.

Soit B I'opérateur compact de rang 1 défini par
Beg =e_1, Bej =0, j #0.
B est compact et donc A-compact puisque A est un opérateur borné. De plus, A+ B est 'opérateur
(A+ B)ej =ej_1, j € L.

Ainsi, A 4+ B est un opérateur unitaire de X donc son spectre est sur le cercle unité. Ona: A(A +
B) ={X € C, |\ = 1}. Ainsi, Acs(A + B) # Aes(A).

Il est donc faux en général que A.5(A) est invariant par une perturbation A-compacte.
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A.3 PSEUDOSPECTRE D'UN OPERATEUR
Nous rappelons dans cette sous-section les résultats principaux que nous utilisons a propos du
pseudospectre. La référence a ce sujet est le livre de L.N. Trefethen et M. Embree [TE05].

Définition A.5  Soit A un opérateur fermé sur X un espace de Hilbert. Soit € > 0. Nous définissons le
e-pseudospectre A (A) de A de trois manieres :

1
{A e C, |RaWllx > 5} | (A32)
{\ € C, 3E un opérateur borné tel que A\ € A(A+ E)et |[E||x < e}, (A.33)
{Ne A(A) ou Fu € D(A), ||ul|lx =1, ||Au — || x <e}. (A.34)

Une fonction uw € D(A), telle que |Jul]|x = 1et ||Au — \u||x < ¢ est appelée une e-pseudofonction
propre et le X correspondant est une e-pseudovaleur propre.

A priori les trois définitions sont différentes mais on montre que ces définitions sont équivalentes.
La deuxiéme definition permet de comprendre l'intérét du pseudospectre, si nous modifions 1é-
gerement 1'opérateur (nous lui ajoutons une petite perturbation), alors en cherchant le spectre de
cet opérateur perturbé, nous allons le trouver dans le pseudospectre de 'opérateur non perturbé.

Dans le cas de matrices, et dans le cas ot la norme est la norme euclidienne, nous pouvons carac-
tériser le pseudospectre avec les valeurs singuliéres de la matrice :

A(A) ={X € C, spin(A — X) < e},

ol Syin (B) est la plus petite valeur singuliere de la matrice B. On rappelle qu'une valeur singuliere
est la racine carrée d’une valeur propre de I'opérateur autoadjoint B*B.

Détaillons maintenant quelques propriétés du pseudospectre.

Proposition A.11 (propriétés du pseudospectre)  Nous avons les propriétés suivantes :

Ve > 0,A(A) C A(A), (A.35)
[ Ac(A) = A(A). (A.36)
e>0

Proposition A.12 (estimation de la norme de la résolvante)  Soit A un opérateur fermé sur X un
espace de Hilbert. Nous avons les estimations suivantes :

1
dist(\, A(A))’
1
Ra(A < Sn— A.38
IBAN X< (v o @) (A.39)
ot dist est la distance dans le plan complexe, oit nous prenons la convention ||[Ra(\)||x = oo pour A €
A(A) et ot conv(I'(A) est la fermeture de I'enveloppe convexe de l'image numérique de A.

[RAM) x> (A.37)

Pour un opérateur normal (i.e. pour lequel AA* = A*A), nous avons en fait I'égalité suivante :

1
dist(\, A(A))’
De cette expression, on voit alors que le pseudospectre est localisé autour du spectre, ce qui n’est

pas forcément le cas pour un opérateur non normal. Dans le cas général, ce n’est plus vrai et la
norme de la résolvante peut étre trés grande en des endroits éloignés du spectre.

[BA(Mx =
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Titre Ftude mathématique et numérique de guides d’ondes ouverts non uniformes, par approche modale

Résumé Cette these s’inscrit dans le cadre de 1'étude, a la fois théorique et numérique, de la diffraction
d’une onde harmonique par la jonction entre deux guides d’ondes ouverts.

Nous démontrons que ce probléme est bien posé. Pour cela, nous utilisons des conditions de rayonnement
modales, qui sont fondées sur la représentation de la solution dans un guide droit a 1’aide des modes gui-
dés (liés au spectre ponctuel de I'opérateur transverse) et des modes de radiation (liés au spectre continu de
I'opérateur transverse).

Cette représentation semble difficile a mettre en ceuvre dans une méthode numérique, a cause du conti-
nuum des modes de radiation. Comme alternative, nous utilisons des PMLs (Perfectly Matched Layers)
pour borner le domaine de calcul dans les directions transverses, ce qui modifie singuliérement la nature
de l'opérateur transverse : il perd son caractere autoadjoint et son spectre devient exclusivement discret.
Parmi ses nouveaux modes, se trouvent désormais des modes a fuite, dont les propriétés sont étudiées. Nous
expliquons en quoi la perte du caractére autoadjoint implique que le calcul des modes peut étre délicat.
Nous expliquons ensuite comment utiliser ces nouveaux modes (formant maintenant un ensemble discret)
dans des méthodes numériques pour la jonction entre deux guides d’ondes ouverts (conditions aux limites
transparentes fondées sur des opérateurs de Dirichlet-to-Neumann, méthode multimodale).

Mots-clés guide d’ondes ouvert, équation de Helmholtz, mode a fuite, condition de rayonnement,
couche absorbante parfaitement adaptée (PML)

Title Mathematical and numerical study of non uniform open waveguides, modal approach

Abstract This thesis deals with the theoretical and numerical study of the scattering of a time-harmonic
wave by the junction between two open waveguides.

We demonstrate that such a problem is well-posed. For this aim, we use modal radiating conditions, which
are based on the representation of the solution in a straight waveguide thanks to the guided modes (which
are linked to the point spectrum of the transverse operator) and the radiation modes (which are linked to the
continuous spectrum of the transverse operator).

This representation of the solution seems to be intractable in a numerical method, because of the presence
of the continuum of the radiation modes. Alternatively, we use PMLs (Perfectly Matched Layers) in order
to set the problem in a bounded domain in the transverse directions, which severely modifies the nature
of the transverse operator: it loses its selfadjointness and its spectrum becomes exclusively discret. A new
category of modes appears: the leaky modes, whose properties are studied. We explain that the loss of
the selfadjointness implies that the calculation of the modes is intricate. These new modes (which form a
discret set) are used into numerical methods for the junction between two open waveguides (transparent
boundary conditions using Dirichlet-to-Neumann operators, multimodal method).

Keywords open waveguide, Helmholtz equation, leaky mode, radiating condition, Perfectly Matched
Layer (PML)



