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INTRODUCTION

Ce document présente les travaux de recherche effectués sous la direction d’Anne-Sophie
Bonnet-Ben Dhia et de Patrick Joly dans le cadre de ma theése réalisée au sein du laboratoire
POEMS. Ces travaux traitent des problemes de propagation acoustique en présence d"un écou-
lement fortement cisaillé, en régime temporel, ainsi que de leur résolution numérique. Nous
nous intéressons en particulier a la modélisation des parois, en présence de couches limites de
I"écoulement moyen.

Le domaine d’étude de ces travaux est celui de l'aéroacoustique. Cette discipline se situe
a l'interface entre la mécanique des fluides et I'acoustique, dont elle doit réaliser une difficile
synthese. Elle traite des problémes sonores dans les écoulements, problemes de génération du
son par les écoulements turbulents ou par linteraction d’écoulement avec des corps solides,
et problémes de propagation du son dans les écoulements stationnaires ou non. Elle couvre
donc un ensemble de problémes ouverts et complexes dont les applications sont nombreuses,
principalement dans le domaine des transports. La production et la propagation du son dans les
réacteurs (cf. figure 1) ou encore les pots d’échappement sont des préoccupations importantes
pour les différents acteurs de I'industrie aéronautique, automobile et ferroviere, qui doivent faire
face a des contraintes réglementaires de plus en plus séveres concernant la réduction du bruit.
Ceci explique I’essor considérable de cette discipline ces dernieéres années, coincidant de surcroit
avec un développement trés rapide des techniques de simulation numérique, qui permettent
aujourd’hui une prise en compte des contraintes acoustiques dans une phase trés amont des
projets industriels. En particulier, I'optimisation des traitements acoustiques de parois, a des cofits
économiquement raisonnables pour les constructeurs, ne peut aujourd’hui se passer des outils de
modélisation et de simulation numérique.

High-pressure High-pressure
Fan compressor turbine

High-pressure

Low-pressure
shaft

Low-pressure
turbine

Low-pressure Combustion Nozzle
compressor chamber

FiG. 1 — Schéma d’un turboréacteur

Nous nous intéressons dans cette these a la propagation du son dans un écoulement donné,
ceci a des fins de simulation numérique. Les champs acoustiques étant de petites perturbations de
I’écoulement, on obtient les modeles mathématiques de 1’étude par linéarisation des équations de
la mécanique des fluides autour de I'écoulement de référence. Ce processus permet une grande



simplification des modeles a étudier, les équations d"Euler linéarisées en constituant le plus célebre
produit. Si on suppose que le fluide est parfait et qu'on linéarise autour d'un état stationnaire!
(po, vo, co, po), avec po la densité, ¢g la vitesse du son et pg la pression, et si l’'on considere la vitesse
eulérienne vy parallele, c’est a dire telle qu’il existe une direction priviligiée e, telle que vo = vg ey,
alors en ajoutant une hypothese supplémentaire d’adiabaticité, les équations d’Euler linéarisées
en milieu compressible s’écrivent une fois adimensionnées :

@ +M.V) u+wV)M+Vp =0, xeRY, t>0,
p

1)
@+ M.V) p+V.u=0, xeRY, t>0.

Les inconnues u et p sont respectivement la perturbation du champs de vitesse eulérien et la
perturbation de pression et ot M = vy /c( est appelé le profil de Mach.

Une alternative aux équations d’Euler linéarisées est fournie par le modéle proposé en 1931 par
Galbrun [Gal31]. Ce modele, peu connu, est issu d’une linéarisation de type mixte des équa-
tions d’Euler : la perturbation de 1’écoulement est décrite en variables lagrangiennes? alors que
'écoulement de référence est décrit en variables eulériennes®. Sous les mémes hypotheses que
précédemment ces équations s’écrivent :

@ +MVY U-V(V.U)=0, xeR? t>0. )

Il s’agit d'une équation d’ordre 2 en temps et en espace dont I'inconnue U est la perturbation
du champ de déplacement lagrangien. L'utilisation de ces équations constitue une spécificité du
laboratoire POEMS, qui ceuvre patiemment a leur popularisation. Ce modele possede 1’avantage
de ne pas faire intervenir de dérivée du profil de Mach. De plus, cette équation présente une forme
similaire aux équations des ondes vectorielles utilisées en electromagnétisme et en élasticité, ce
qui la dispose naturellement a une résolution par approches variationnelles telle que la méthode
des éléments finis, comme en témoignent les travaux publiés a ce sujet [TGT03, PEO1]. Enfin,
l'utilisation du déplacement lagrangien s’avere particulierement adapté pour le traitement de
conditions aux limites dans les problemes d’interaction fluide structure ou d’interface entre deux
fluides [DHS88, Sar08].

Malgré ses nombreux avantages, le modéle de Galbrun a été assez peu étudié dans la littérature.
De plus, la plupart des travaux concernent son étude et sa résolution en régime harmonique
[BDL0O5, BBDDLMO07, DLLO1, Leg03, Duc07]. En régime temporel, parmi les rares travaux exis-
tants, on pourra citer la these tres récente de Kamel Berriri [Ber06]. Le passage au régime temporel,
par rapport au régime harmonique, souleve de nouvelles questions de stabilité qui seront au
centre de notre étude.

Cette thése aborde plus particulierement le cas bidimensionnel, en présence d"un écoulement
laminaire. Par conséquent, si (x, y) désigne un point de 'espace, I'écoulement de référence sera de
la forme :

M(y)

0

M=

!Celui-ci est donc solution des équations d’Euler stationnaire.
La description lagrangienne consiste a suivre dans le temps les particules le long de leurs trajectoires.
3La description eulérienne décrit les évolutions du champ des vitesses.



Nous nous intéressons ici au cas ou la vitesse de 1’écoulement varie rapidement dans une zone
de faible épaisseur, c’est le cas en particulier des couches limites. Notre objectif est de mener
une analyse asymptotique afin de remplacer la couche par une condition limite, I'épaisseur de la
couche étant considérée petite devant une longueur d’onde caractéristique. La nouvelle condition
limite apparait comme une petite perturbation de la condition au bord et garde la mémoire de
la couche limite dont elle représente une idéalisation. Ce genre de modeéle est tres utile pour la
simulation numérique car il évite d’avoir recours a une discrétisation a 1’échelle de 1'épaisseur
de la couche limite. Ces problémes approchés, pour étre utilisables numériquement, devront étre
bien posés.

Lorsque l'épaisseur de la couche de cisaillement est petite devant la longueur d’onde caracté-
ristique du phénomene, il peut sembler légitime de la négliger purement et simplement. Or il
apparait que le probleme ainsi obtenu peut étre fortement mal posé. Ainsi dans [Ber06], I’auteur
s’intéresse au probléme d’une couche de mélange entre deux fluides. Plus précisément, il consi-
dere un profil fortement cisaillé comme présenté sur la figure 2. Grace a une analyse asymptotique
de type couche limite, il construit un probléme de transmission pour 1’écoulement discontinu (cf.
figure 2), la condition de transmission approchant la couche limite al’ordre 1 en ¢, ¢ étant la largeur
de la couche de mélange, considérée petite devant la longueur d’onde.

Y Y

M, M,

SR —

YYVYY

\

o T

/
SYYVYY

M_

Fic. 2 — Profil fortement cisaillé (@ gauche), profil discontinu (a droite)

Malheureusement, ce probléme approché est fortement mal posé au sens de Kreiss [Kre70], ce
qui laisse en suspens 1'obtention d’une condition de transmission adaptée et met en évidence
les difficultés inhérentes a une telle approche. Celles-ci sont liées a 1'existence d’instabilités de
type Kelvin-Helmholtz. Ces instabilités sont des ondes qui se développent a l'interface entre
deux fluides cisaillés et peuvent étre a 1’origine de spectacles que la nature nous invite parfois a
contempler :

Fic. 3 — Instabilité de Kelvin-Helmholtz observée dans la nature : nuages au coucher de soleil



Un phénomene similaire se produit sil’'on néglige la couche limite au voisinage d"une paroi dont
le traitement acoustique est représenté par une condition d’impédance.

Ces difficultés expliquent en partie pourquoi nous avons débuté ces recherches par 1'étude du
probléme élémentaire du tube mince, avant de nous intéresser aux couches limites au voisinage
d’une paroi rigide, puis absorbante. Nous précisons que cette theése constitue un point de vue
de mathématiciens sur le sujet. Nous avons par exemple choisi de ne pas prendre en compte la
viscosité ce qui est discutable d'un point de vue physique, compte tenu du fait que nous nous
intéressons a des zones de faible épaisseur dans lequel le profil varie brusquement. Toutefois, cette
approche est cohérente en tant qu’approche basse fréquence, la taille de la couche de cisaillement
étant considérée petite devant la longueur d’onde.

PLAN DE LA THESE

Cette these s’articule en deux parties, la deuxiéme reposant sur les résultats de la premiére.

PARTIE I : Propagation acoustique dans un tuyau mince

Le premier chapitre a pour but d’introduire le cadre de 1'étude, ainsi que le modele mathé-
matique qui va étre étudié dans toute la premiere partie. Nous nous intéressons a la propagation
du son dans un tube mince 2D, avec parois rigides et en présence d"un écoulement. Comme pré-
senté ci-dessus, la modélisation d"un tel probleme est possible a partir soit des céleébres équations
d’Euler linéarisées, soit des équations de Galbrun. Nous montrons dans I'annexe A que ces deux
systémes d’équations sont équivalents. Comme dans le reste de la these, nous présentons les deux
approches, méme si, in fine, on utilisera les modeéles issus des équations de Galbrun, qui sont
mieux adaptés. Nous considérons un écoulement de référence parallele suivant ’axe du tube x,
ne dépendant que de la variable transverse y.
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Fic. 4 — Tube en présence d’un écoulement : géométrie du probleme.

Par une analyse asymptotique sur la largeur du tube, nous allons dériver a partir des équations
de Galbrun (2) (resp. d’Euler linéarisées (1)) un probleme mathématique limite (1.9) (resp. (1.18)).
Par la suite, nous vérifions que 1’analyse asymptotique a conservé I'équivalence entre les deux
systémes d’équations, en montrant I’équivalence entre les deux problémes limites (1.9) et (1.18).



L’analyse asymptotique menée par rapport a la largeur du tube s’apparente a une approche
basse fréquence. On considere que la longueur d’onde A est grande devant ¢. Compte tenu
de la simplicité a la fois de 1’analyse asymptotique et de 1’écriture du probleme limite qui en
découle, nous retiendrons par la suite le probleme limite (1.9) obtenu a partir des équations de
Galbrun. Il s’agit d’'un modéle mathématique original. En particulier I'équation est scalaire, et
méme si elle fait intervenir une moyenne sur y, elle ne contient pas de dérivée partielle en y. Nous
dirons que le modele obtenu est quasi-1D, local (différentiel) en x et non local en y. C’est a 1’étude
mathématique et numérique de ce probleme que sera consacrée la totalité de la suite de cette partie.

Le deuxieme chapitre est consacré a 1'étude de stabilité du probleme limite (1.9) obtenu au
premier chapitre. En raison de sa structure non standard, les résultats classiques, tels que ceux
provenant de la théorie des semi-groupes, ne sont pas applicables ici. C’est pourquoi une analyse
ad hoc est nécessaire. A 'aide de la transformation de Fourier dans la direction x, I'étude se
ramene a la théorie spectrale d'un opérateur borné A. On est amené a introduire la notion de
profil stable ou instable : on dira qu'un profil est stable (resp. instable) si le spectre de 1’opérateur
A qui lui est associé est inclus dans R (resp. n’est pas inclus dans R). L'équivalence entre cette
notion de stabilité et le caractere bien posé du probleme sera I'objet du chapitre suivant. Par la
suite, nous montrons que les seuls éléments du spectre de A pouvant étre non réels sont des
valeurs propres, pour lesquelles nous obtenons une équation caractéristique. Par conséquent,
’étude de stabilité d'un profil se ramene a I’étude de I'existence de solutions non réelles de cette
équation caractéristique. En utilisant un processus d’approximation approprié par des profils
linéaires par morceaux, pour lesquels 1’étude de I'équation caractéristique est simplifiée, on établit
des conditions suffisantes de stabilité pour le profil M(y). On exhibe ensuite des profils instables
grace a I'étude de cas particuliers que sont les profils antisymétriques. Finalement, cette étude
nous amene a nous intéresser aux instabilités hydrodynamiques en écoulement laminaire. La
méthode développée est originale et laisse le champ libre pour I'obtention de résultats inédits.
Cette démarche, basse fréquence, est a distinguer de celle de Lafitte, haute fréquence, pour 1'étude
des instabilités de Rayleigh-Taylor [CCLRO01, HLO03].

Le troisieme chapitre, plus technique, montre que la stabilité d’un profil, notion définie au
chapitre précédent, est bien équivalente au caractere bien posé. Cette démonstration s’appuie
sur la résolution du probleme (1.9) au moyen de la transformation de Fourier-Laplace. Le calcul
de la transformation de Laplace inverse se fait au moyen de déformations de contour et de
techniques d’intégration dans le plan complexe. Nous montrons ainsi des estimations a priori de
la solution qui montrent le caractere bien posé du probléme, et apres transformation de Fourier
inverse, nous obtenons une expression quasi-explicite de la solution. Pour rendre le calcul de
la transformation inverse de Laplace plus accessible, nous aurons été amenés a introduire des
hypotheéses techniques, voire abstraites, sur le profil. A la fin du chapitre, on présente une classe
de profils pour lesquels ces hypotheses sont satisfaites.

Le quatrieme chapitre est consacré a la résolution numérique du probleme limite (1.9). La
méthode numérique que nous allons développer est basée sur la représentation quasi-explicite de
la solution obtenue au chapitre précédent. On débute par la description de la méthode numérique,
qui se réduit au calcul numérique de I’'expression quasi-explicite de la solution. Nous présentons
ensuite les résultats obtenus pour différents profils, agrémentés de commentaire & découvrir. Dans
un second temps, nous cherchons a valider numériquement notre modele. L'idée est de comparer,



numériquement, la solution a celle d"un code 2D du probleme de départ dans le tube de largeur
2¢ quand ¢ — 0. Pour cela, nous explorons deux approches :
1. Nous utilisons un code de résolution des équations d’Euler linéarisées en 2D, le code Mont-
joie*, développé par Marc Duruflé de 'université de Bordeaux I.

2. Nous dérivons un probleme équivalent aux équations de Galbrun, dont la forme permet
I'implémentation et la résolution au moyen du code Montjoie. Outre son intérét local,
cette nouvelle représentation peut constituer une bonne alternative pour la résolution des
équations de Galbrun.

PARTIE II : Conditions aux limites effectives pour les couches minces

Dans le cinquieme chapitre nous nous intéressons a la propagation du son au voisinage d"une
paroi rigide, en présence d'une couche limite. Nous nous plagons en dimension 2, (x,y) € Q, =
RX] — o0, ¢, et considérons un écoulement de référence laminaire, constant égal a M, pour y < 0
et ne dépendant que de v :

Y

Fic. 5 — Géométrie et position du probléme de départ

L'espace 0 < y < ¢, en bleu sur la figure, repésente la couche limite. Nous considérons que
I'épaisseur de la couche limite, c’est a dire ¢, est petite, ce qui constitue de nouveau une approche
basse fréquence. Notre objectif est de dériver un probleme limite, quand ¢ tend vers 0, au moyen
d’une analyse asymptotique. Le but est donc de trouver une condition approchée en y = 0. Nous
commengons par dériver le probleme approché en utilisant les équations de Galbrun, cela au
moyen d’une analyse asymptotique sur le modéle de celle utilisée au premier chapitre. La condi-
tion d'impédance obtenue fait intervenir la résolution du probleme limite du tube (1.9), étudié
dans la premiere partie de cette these. Nous nous consacrons ensuite a I'étude de ce probleme
approché. A l'aide de I'analyse de Kreiss, que ’'on détaille, on montre que le caractére bien posé
du probléme limite est "équivalent” a celui du probleme (1.9), étudié dans la premiere partie de
cette these. Nous complétons 1’analyse de ce probleme par la recherche d’ondes de surface et par
I’étude de la réflexion d'une onde sur la nouvelle paroi impédante. Finalement, nous donnons
I’approche eulérienne.

4https ://gforge.inria.fr/projects/montjoie



Le sixieme et dernier chapitre constitue une extension du cinquiéme chapitre au cas d'une
paroi absorbante, aussi appelée impédante, du fait qu’elle est modélisée par une relation d’impé-
dance. L’objectif est toujours d’obtenir une condition limite approchée en y = 0, qui soit utilisable
numériquement. Néanmoins, ce travail revét une autre importance. En effet, la condition limite,
dite de Myers [Mye80], généralement utilisée pour modéliser une paroi impédante en présence
d’un écoulement non nul, aboutit a des problemes mal posés [Bra09], ce qui pose des problemes
quant a la pertinence de son utilisation, surtout numériquement. Signalons que nous avons appris
récemment que Brambley et Rienstra menaient dans le méme temps des recherches similaires, de
maniére indépendante. Nous avons d’ailleurs eu l'occasion de les inviter et de les rencontrer au
cours d'un workshop, intitulé "Effective boundary conditions in aeroacoustics" et organisé par le
laboratoire POEMS.

Dans ce chapitre, nous commencons par introduire les parois absorbantes et leur modélisation par
une impédance Z. Nous nous intéressons ensuite au caractére bien posé de la condition de Myers
avec écoulement uniforme constant égal a M. On montre que le probleme est mal posé (resp. bien
posé) pour M., suffisamment petit (resp. grand). Nous dérivons ensuite le probleme approché a
partir des équations de Galbrun, au moyen d’une analyse asymptotique. La condition limite ainsi
obtenue fait une nouvelle fois intervenir la résolution du probleme limite du tube (1.9), étudié
dans la premiere partie de cette thése. Nous nous consacrons ensuite a ’étude du caractere bien
posé de ce probleme approché et de la nouvelle condition d’impédance. A I’aide d"une technique
de perturbation similaire a celle présentée au chapitre 2 dans la section 2.4, nous parvenons a
trouver des conditions sur le profil a I'intérieur de la couche limite qui assurent le caractere bien
posé du probleme pour Z suffisamment grand. Finalement, nous donnons I'approche eulérienne.

En annexe, nous redémontrons I'équivalence entre les équations d’Euler linéarisées et les
équations de Galbrun, dans le cas d"un écoulement laminaire, et nous donnons la relation d’équi-
valence dans le cas général.

Le deuxiéme chapitre a fait 'objet d'une publication [BBDJJed], les troisieme et quatrieme
chapitres également [JJed]. La plupart des illustrations numériques présentes dans ce document,
hormis celles de la résolution du probleme (1.9) mise en place au chapitre 4, nous ont été fournies
par Marc Duruflé.
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CE court chapitre a pour but d’introduire le cadre de I'étude, ainsi que le modele mathéma-
tique qui va nous occuper tout au long de cette premiere partie. Nous nous intéressons a la
propagation du son dans un tube mince 2D, avec parois rigides et en présence d'un écoulement.
Les modéles mathématiques pour ’aéroacoustique (propagation du son en présence d'un écoule-
ment) sont obtenus par linéarisation (les perturbations acoustiques sont petites) des équations de
la mécanique des fluides autour d"un écoulement de référence. On obtient alors soit les célébres
équations d’Euler linéarisées soit les équations de Galbrun, qui sont moins connues. Comme nous
le montrons dans I'annexe A ces deux systémes d’équations sont équivalents. Nous avons donc le
choix sur le modele a utiliser. Nous présentons ici les deux approches. Nous considérons un écou-
lement de référence paralléele suivant ’axe du tube x, ne dépendant que de la variable transverse
y. Par une analyse asymptotique sur la largeur du tube, nous allons dériver a partir des équations
de Galbrun (2) (resp. d’Euler linéarisées (1)) un probleme mathématique limite (1.9) (resp. (1.18)).
Par la suite nous vérifions que I'analyse asymptotique a conservé 1’équivalence entre les deux
systémes d’équations, en montrant I'équivalence entre les deux problemes limites (1.9) et (1.18).

L’analyse asymptotique est menée par rapport a la largeur du tube. Afin de couper court a toute
protestation naissante, il est important de préciser qu’en réalité, c’est le rapport entre la largeur du
tube et la longueur d’onde qui sera considéré petit. En effet, on peut voir I'analyse asymptotique
comme une analyse basse fréquence (grande longueur d’onde) plutét que comme la limite quand
la largeur du tube tend vers 0 (action qui ferait tendre le nombre de Reynolds vers 0 et rendrait
prépondérante I'influence du terme de viscosité dans les équations). On en profite pour rappeler
que la non prise en compte de la viscosité est un parti pris délibéré de notre part.

Compte tenu de la simplicité a la fois de1’analyse asymptotique ainsi que de I'écriture du probléme

11



12 Chapitre 1. Dérivation du modele

limite qui en découle, nous retiendrons par la suite le probleme limite (1.9) obtenu a partir des
équations de Galbrun. Il s’agit d'un modele mathématique original, plus simple que les équations
de départ. En particulier elle est scalaire, et méme si elle fait intervenir une moyenne sur y, elle
ne contient pas de dérivée partielle en y. Nous dirons que le modéle obtenu est quasi-1D, local
(différentiel) en x et non local en y. C’est a I’étude mathématique et numérique de ce probleme
que sera consacrée la totalité de la suite de cette partie.
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1.1 APPROCHE PAR LES EQUATIONS DE (GALBRUN

Nous dérivons ici le modeéle mathématique que nous allons étudier tout au long de cette
premiere partie.
1.1.1 Position du probléeme / Mise en équations

Nous considérons un tube 2D droit de hauteur 2¢ > 0. Le domaine d’intérét est donc :
Q. =Rx]-¢c¢l.

Nous supposons que ce tube est rempli par un fluide parfait compressible qui est en mouvement.
De plus, nous supposons que 1’écoulement est stationnaire et laminaire. Par conséquent, si (x, y)
désigne un point de Q,, I'écoulement est caractérisé par son profil de Mach (rapport entre la vitesse
de I’écoulement et la vitesse du son) qui est donné par :

Vyel-eel, My =M(2)

ouM(y), y € ] —1,1[ est un profil de référence vérifiant M € L*(] — 1, 1[). On fait donc le choix de
nous restreindre a cette famille de problemes. Cette hypothese jouera un role fondamental dans
I’analyse asymptotique et est un fondement de notre démarche. En effet, cela va nous permettre
par un changement de variable de nous ramener au probleme, posé dans la géométrie fixe, d'un
tube de hauteur 2.

La figure suivante permet de visualiser plus clairement la géométrie du probleme :

Y
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Fic. 1.1 — Tube en présence d'un écoulement : géométrie du probleme.

Nous avons vu en introduction que la propagation du son pouvait étre modélisée par deux
systémes d’équations équivalents : les équations de Galbrun (2) et les équations d’Euler linéarisées
(1). Nous considérons ici les équations de Galbrun. Dans la situation présente,

Me(y)
M= ,
0
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(2) peut alors se réécrire comme suit :

2 dv (U, AV
(5 +M0) 52 U= 52 (G + ) =
(ny)€Q., t>0, (1.1)
2 N A AN
(§+M€(y)£) Vg—g(ax + ay)—O,

ou U(x,y, t) et Ve(x,y, t) sont respectivement les composantes selon x et selon y de la perturbation
du déplacement Lagrangien.

I faut compléter ces équations par une condition de glissement sur les paroisy = + ¢ :

Velx,+¢6,t)=0, xeR, t>0. (1.2)

1.1.2 Dérivation du modeéle limite

Nous commengons classiquement par effectuer le changement d’échelle y = ¢ y qui nous
permettra de travailler sur un domaine géométrique fixe Q = R x ]-1, 1[. En posantle changement
d’inconnues suivant :

Ué‘(x/ y/ t) = ué (x/ %/ t) et V€(xl YI t) = Vé (x/ %/ t)/
les équations de Galbrun (1.1) se réécrivent :

P 9\’ 9 (U, 1 V.
(WM(W a_) Uf‘a(wwa—y)—o'
(y) e, t>0, (1.3)

d 14 (8Ug 1 8V5) 0

2
(%*MW) a_) Vemzag\or T2 5y
alors que la condition aux bords devient :
Ve, £1,H=0, x€R, t>0. (1.4)
Nous posons le développement asymptotique formel suivant :
U =U+eU' +2 U?+--,
(1.5)

Ve=V0geViqte2V24...,

ott les fonctions U/ et V/ sont indépendantes de ¢. L objectif est maintenant de trouver le probléme
satisfait par le couple (U°, V).

Nous procédons en trois étapes :

(i) Le terme en £72 de la seconde équation de (1.3) donne :

2?0
dy? -
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En utilisant la condition aux bords qui donne a I'ordre O en ¢ :
Vo, +1,0)=0

on obtient :
Vo(x, y,t) =0.

(ii) Le terme en ¢! de la seconde équation de (1.3) donne :

9 (o vt
dy\ ox By ’

Par conséquent, il existe une fonction c(x, t) indépendante de y telle que

au’ vt
(a—i+l)(x y,t) = c(x, t).

En intégrant cette égalité entre —1 et 1 par rapport a y et en utilisant la condition aux bords
al'ordre 1en e (V(x, + 1,t) = 0), on obtient I'expression de la fonction ¢ :

c(x, t) f oLD —(x, ¢, 1) dé. (1.6)

(iii) Le terme en ¢° de la premiere équation de (1.3) donne :

(a a)z 0 a(auo avl) .

o TMW ) U on o Ty

On reconnait la définition de la fonction ¢, ce qui donne :

P) 2\ R
(at+M( )—) —5—0

En utilisant 1’expression (1.6) de c obtenue précédemment on aboutit a :

P) o . 1 2 0
(8t+M(y) —) u- - 282f U (x, &, 1) dé =0. (1.7)

qui est ’équation recherchée, satisfaite par U°.

Nous avons donc montré que V° = 0 et trouvé 1'équation (1.7) vérifiée par U°. C’est sur cette
équation que nous allons nous concentrer. Dorénavant on oublie 1’exposant 0 ; on s’intéresse donc
au probleme d’évolution suivant :

Trouver U(x,y, ) : Rx[-1,1] X R" - R,

P 9\’ 1
(8t+M() )u—zﬁf U, &) dE=0, (y) eRx[-1,1], t>0,

U(x, y,0) = Up(x, y), (x,y) e Rx[-1,1],

a—l;[(xr y,0) = Ui(x, y), (x,y) € Rx[-1,1].
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ou (Up, U4) sont les conditions initiales.

Cette équation est bien entendu plus simple que le systeme de départ (ce qui est la moindre des
choses). En particulier elle est scalaire, et méme si elle fait intervenir une moyenne sur y, elle
ne contient pas de dérivée partielle en y. Nous dirons que le modele obtenu est quasi-1D, local
(différentiel) en x et non local en y.

Nous introduisons maintenant une notation que nous retrouverons tout au long de cette thése.
On note E I'opérateur de moyenne en y défini par :

L*q-1,1) +— L*1-11]
1 1 (1.8)
u — EU:E[U]:EIU(y)dy
-1

Remarque 1.1  On utilisera en géneral la notation EU. Lorqu'il y aura un quelconque risque de confusion
nous utiliserons la notation E[U].

Remarque 1.2  Afin de définir E comme un opérateur de L*(] — 1,1[), nous considérons EU, qui ne
dépend a fortiori pas de y, malgré tout comme un élément de L*(] — 1, 1]).

Alors le probleme d’intérét peut se réécrire :

Trouver U(x, y,1) : Rx[-1,1] X R" - R,
z+M( i2LI—8—2EU 0, (x,y) e Rx[-1,1], t>0
o "MW 5 o2 Y b ’
(1.9)
U(x, y,0) = Up(x, y), (v, y) e Rx[-1,1],
u
W(x/ ylo) = ul(x/ y)/ (x/ y) € RX [_1/ 1]

1.2 APPROCHE EULERIENNE

Dans la section précédente nous avons utilisé les équations de Galbrun pour modéliser le pro-
bleme de départ. Nous avions le choix de considérer a leur place les équations d’Euler linéarisées.
C’est ce que nous faisons ici. Nous allons, de la méme maniere que pour les équations de Galbrun,
dériver un probleme limite. Sous les hypothéses faites sur le profil dans la partie précédente, les
équations équations d’Euler linéarisées (1) prennent la forme suivante :

du, 8pé ,

ET + M, (y ) a + M (y)ve =0,

v, aVa &pe _

o5t + M(y ) 8y =0, (x,y) €Q,, t>0, (1.10)
Ip. 8pé 8u€ ove

o "MWt o Ty T
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complétées par les conditions de glissement :
Ve(x,x6,1) =0 x€R, t>0.

Les inconnues (u,, v,) représentent la perturbation du champ de vitesse eulérien et p. la per-
turbation de pression dans le fluide. Comme précédemment nous commengcons par effectuer le
changement d’échelle y = ¢ y qui nous permettra de travailler sur un domaine géométrique fixe
Q =R x ] -1,1[. En posant le changement d’inconnues suivant :

uf(xl YI t) = ué’ (x/ %/ t) 7 Vf(x/ Y/ t) = US (x/ %/ t) 7 et Ps(x/ Y/ t) = Pe (x/ %/ t) 7
les équations (1.10) se réécrivent :

ou, du. dpe 1, B
o5t + M(y) P + E +EM (y)ve =0,

v, dv,  19dp. _
y +M(y)§ + Ea—y =0, (x, y) € Q, t>0, (111)
Ipe

du,  1dv.
o ox Ty T

+ M(y)% +
alors que la condition aux bords devient :

ve(x,21,1) =0, x€R, t>0.
Nous posons le développement asymptotique formel suivant :
U= +eul +2u?+---,
ve=W+evt+e2 v+, (1.12)
pe=p’+epl +e2pP+---,

ot les fonctions u/, v/ et p/ sont indépendantes de e. L'objectif est maintenant de trouver le
probléme satisfait par le triplet (12, 0%, p).

Nous procédons en deux étapes :

(i) Alodre —1en ¢ (1.11) donne :

M’ (y) =0,

8;90

8—y=0, (x,y) €Q, t>0.
0

2 _y,

dy

On utilise les deux derniéres équations. Ainsi p” est indépendant de y. De plus, on obtient
v’ = 0 puisque c’est une fonction indépendante de y, qui vaut 0 en y = +1 (la condition aux
bords a l'ordre 0 donne v’(x, £1,#) = 0). La premiére équation est alors automatiquement
satisfaite.
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(ii) A l'ordre suivant en ¢ ('ordre 0) (1.11) donne :

J o, 9 , 1_

(8t+M(y)_) +a—x+M(y)v =0,

P _y iy eQ, t>0 (1.13)
8_y_ y /y 7 7 M
d 0, ou’ gt

(at+M(y) ) ax+a_y_0/

ot on a utilisé v° = 0 dans la deuxiéme équation. Notre but est d’éliminer v! des premiere et
troisieme équations.

Nous allons utiliser le fait que la condition aux bords a I'ordre 1 en ¢ s’écrit v'(x, +1,¢) = 0.
Ainsi, en appliquant 'opérateur E, défini par (1.8), a la troisieme équation de (1.13), et en se
rappelant que p° est indépendant de y on obtient I’équation suivante vérifiée par p :

J J 0 J 0 _

Nous allons maintenant éliminer v! dans la premiere équation de (1.13). Pour cela on va
obtenir une expression de v! grace a la troisiéme équation de (1.13), expression que nous
allons injecter dans la premiere équation de (1.13). En intégrant cette troisiéme équation entre
—1 et y (par abus de notation nous gardons le méme y) par rapport a y, et en se rappelant
que v'(x,—1,t) = 0 et que po est indépendant de y, on obtient :

(o4 [

qui se réécrit en utilisant 1'équation (1.14) sur p° :

d d
ol <y+1>[E[M1i+—E ] (f M(é)dé)i——f W0, &, ) de,

P
((y+1E[M fM(é dé)£+i((y+1)1§u L W0, é,)dé)

qui se réécrit comme suit :

o’ oud
= (HM) = P HW’ (1.15)
ot l'on a introduit I'opérateur H de L*(] — 1, 1[) défini par :
LA-1,1) — LA-1,1D)
H: (1.16)

Y
u —  HU(y) = H[U](y) = (y + 1)EU - Il ue) dé

Remarque 1.3  On utilisera en géneral la notation HU. Lorqu’il y aura un quelconque risque de
confusion nous utiliserons la notation H[U].

Remarque 1.4  On peut réécrire HU(y) sous une forme peut étre plus parlante :

4
HU(y) = [1 [EU - U(&)] d&,
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de telle sorte que HU est la primitive de EU — U qui s’annule en —1. EU — U étant une fonction a
moyenne nulle on a HU(1) = 0 pour tout U € L*>(] — 1,1[). Si U est une fonction constante alors
HU =0.

Si on injecte maintenant 1’expression (1.15) de v! dans la premiere équation de (1.13) on
obtient apres avoir réordonné les termes :
J / J 0 / apo
(5 +(M(y) + M (y)H)a—x) u+ (1+M (y)H[M])a— =0. (1.17)
Remarque1.5 L’obtention du probleme limite s’est avérée ici sensiblement plus compliquée qu’avec
les équations de Galbrun.

En résumé, on a montré que v° = 0. Le probléme d’évolution de Cauchy limite vérifié par u° et p°,
composé des équations (1.14) et (1.17), peut se réécrire en oubliant les exposants :

Trouver u(x,y,t) : RX[-1,1] X R* > R et p(x,t): RXxR* >R

P P
(§+(M(y)+M’(y)H)a—x)u+(1 + M’ (y)H[M ])a—p =0, (ry)eRx[-1,1], t>0,

J ), 2 (1.18)
(at+E[M] )P+a =0, xeR, t>0,
u(x, %0) = MQ(X, y)/ (X, y) e RXx [—1, 1],
P(-xl O) = pO(x)/ x e R.

On voit en particulier que 'écriture du probleme limite de type eulérien est moins compacte et
plus compliquée que celle de type Galbrun (1.9). Ceci explique notre choix de nous consacrer par
la suite au probléme (1.9), obtenu a partir des équations de Galbrun dans la section précédente.
On observe que la pression limite p ne dépend pas de y. De plus, p est convecté dans la direction
horizontale x par la moyenne de M, EM.

1.3 EQUIVALENCE DES DEUX APPROCHES

Nous avons montré dans l'annexe A 1'équivalence entre les équations de Galbrun et celles
d’Euler linéarisées. Nous voulons vérifier que notre méthode asymptotique a conservé cette équi-
valence. En clair, nous voulons montrer I'équivalence entre les deux problemes limites (1.9) et
(1.18), ce qui n’est pas évident. Pour cela il nous faut obtenir une relation d’équivalence entre les
inconnues des deux problemes limites. Plutot que de la sortir du chapeau, nous expliquons la
démarche qui nous y a mené. Nous allons la déduire de la relation entre les variables d’Euler et de
Galbrun (A.14) montrée dans I'annexe. Cette derniére se réécrit comme suit dans le cadre présent :

u: = atUs + M&(Y)aan - M;(Y)Vé
Ve = 0tV + M(y)9: Ve, (x,y) €Q., t>0.

Pe = —(d U, + ayvs)/
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Apres le changement de variable y — ¢y et en utilisant les développements formels (1.5) et (1.12)
on obtient :

(i) alordre —lene: V% =0.

(i) al'ordreOen ¢:

u® = 9,;U° + M(y)o,U° - M’ (y)V1,
o0 = 9, V0 + M(y)d,V°, (x,y) e, t>0.
P’ =-0,U’ +9,V1).

Puisque V° = 0, on obtient de la deuxieéme équation v° = 0, ce qui est en accord avec ce que nous
avons montré dans la section 1.2. Il reste donc finalement :

u® = 9,;U° + M(y)o,U° - M’ (y)V1,
(1.19)
P = —(@U0 + 2, V).

I1 nous reste a éliminer V1. Si on se souvient de ce qui a été fait dans la section 1.1, on a la relation
suivante tirée de (1.6) :
9:U° + 9, V' = 9.EU". (1.20)

Si on integre cette relation par rapport a y entre —1 et y (on utilise encore y par abus de notation),
on obtient, en se souvenant que Vi(x,-1,1) =0, I'expression suivante de vl

4
V! = (y+1)oEU° - f 0, U°(, &, .) dE,
-1
qui s’exprime a l'aide de 1'opérateur H défini par (1.16) :

vl =9, HUC.

Remarque 1.6  Cette expression ressemble a celle que nous avions obtenue dans les variables eulériennes,
(1.15). Elle est plus simple et ne fait pas intervenir I'écoulement.

En utilisant cette expression mais aussi (1.20), (1.19) devient :

u = 3 U + M(y)d,U — M'(y)d, HU,
(1.21)
p = —0d:El,

ol on a oublié les exposants des inconnues. C’est grace a cette relation entre les variables limites de
Galbrun et d’Euler, que nous allons montrer I’équivalence entre les deux problemes limites (1.9) et
(1.18). Avant cela, nous montrons deux résultats qui nous seront utiles dans les démonstrations :

1. Comme HU(-1) = HU(1) = 0 on a par intégration par parties :
E[M'HU] = -E[M(EU - U)] = E[MU] - E[M]E[U]. (1.22)
2. Siu et p sont définis par (1.21) alorson a:

Hu + H[Mlp = ;HU + dxH [MU] — 9,H [M’ HU] — H[M] d<EU. (1.23)
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On va maintenant intégrer par parties le terme H [M’ HU]. On a par définition de l'opérateur
H:
Yy
H[M' HU]=(1+yE[M HU] - f M'(E)HU(E) dé.
-1

On va intégrer par parties chacun des deux termes. En se souvenant que d,HU = EU - U et
que HU(1) = HU(-1) = 0, on obtient par des calculs que I’on présente en omettant quelques
détails que 1'on laisse généreusement au lecteur :

H[M’ HU]

Y
—(1+ y)E[M(EU - U)] + I 1 M(&) (EU U, &, .)) dE - MHU

-1+ y)EIM]IEU + (1 + y)E[MU] + EU fyM(E) dé — fyM(E) ug,é,.)dé—-MHU
-1 -1

—-H[M]EU + HMU] - MHU.
En injectant cette expression dans (1.23) on obtient :
Hu + H[M]p = (d; + Md)HU. (1.24)

Ces deux résultats (1.22) et (1.24) vont nous servir pour montrer 1'équivalence entre les deux
problemes limites. Dans un premier temps, nous montrons la proposition suivante :

Proposition 1.1  Soit U solution de (1.9) avec comme condition initiale :

UG y,0) = Unta ), 5 (5 ,0) = Uh(sy)
alors (u, p) défini par (1.21) est solution de (1.18) avec comme condition initiale :
u(x,y,0) = Uy + M(y)drUy — M’ (y)dx HU,,
p(x,0) = —dxEUp.
DEmonsTrRATION. ®  En appliquant 'opérateur E a la premiere équation de (1.21) on a:
Eu = d;EU + Ed, [MU] — 0, E [M' HU],
ol on a utilisé la commutativité des opérateurs dy et E. Cette équation devient en utilisant (1.22) :
Eu = d:EU + dyE[MU] + E[M]JEU - J,E[MU],
= J:EU + E[M] o EUL
On dérive alors cette expression par x ce qui donne :
dxEu = 9;0,EU + E[M] 0>ELL
En utilisant la définition (1.21) de p on obtient :
o + E[M]dp + dxEu =0,

qui est la deuxieme équation de (1.18).
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e Pour conclure la démonstration il nous reste a montrer que u vérifie la premiere équation de
(1.18). Pour cela on applique l'opérateur d; + M, a la définition de u (la premiere équation de
(1.21)):

(9¢ + MO)u = (9; + MIy)*U — M’ (9; + M2.)oHU.

En utilisant (1.9) cette équation devient :
(3¢ + Moy)u = 2EU — M/ (d; + Md,)d,HU,
ce qui donne en utilisant la définition de p :
(9t + MOy )u + dyp = —M'94(ds + Moy)HUL (1.25)

En utilisant (1.24) on obtient facilement la premiére équation de (1.18). Ceci conclut la démonstra-
tion de la proposition.

O
On va maintenant donner une sorte de réciproque a cette proposition :

Proposition 1.2 Soit (u, p) solution de (1.18) avec comme donnée initiale (ug, po). Si U est solution de
I"équation suivante :
U + M(y)dU — M'(y)dx HU = u, (1.26)

associée a la donnée initiale :
U(x, y,0) = Uo(x, y) := oo,
oit ¢ est une des solutions du probleme' :
—d+E¢p = po dans R x [-1, 1]. (1.27)
Alors U est solution de (1.9) avec comme conditions initiales U(x, y,0) = Uop(x, y), et 3;U(x, y,0) = Us(x, y)

ol :
Uy = ug — Mallo + M’axHUo.

DEMONSTRATION. @  Nous commengons par montrer que p = —dyEU. Pour cela on va montrer
que ¢ := p + dEU est solution d'une équation de transport sans second membre et a condition
initiale nulle, ce qui prouvera qu’elle est nulle. On a :

(9 + EIMI92)y = (s + EIMI2)p + (9 + EIMIO:)3:EU,
que l'on peut transformer comme suit a ’aide de (1.26) :
(0t + EIM]0x)¢ = (9 + E[M]0x)p + I+E [u — Mo, U + M'd HU + E[M]d, U].
En utilisant (1.22), la relation précédente devient :
(¢ + E[M]dx)y = (J; + E[M]dx)p + d<E[u] = 0,
en tenant compte de la deuxieme équation de (1.18). On conclut que 1 = 0 en remarquant que :
P(x,0) = p(x,0) + d,EU(x,0) = po + dxEUp =0,

compte tenu de (1.27).

1Si on cherche ¢, indépendant de y alors I'équation se réécrit —d, = po et ¢ nest autre qu'une primitive de —pp
et est donc définie a une constante pres.
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e Onvamaintenant montrer que U est solution de (1.9). On commence par appliquer I'opérateur
d¢ + M, a (1.26) ce qui donne :

(9; + My )*U — (9:U + M, )M’ HU = (d; + M )u,
qui devient en utilisant la premiere équation de (1.18)
(9 + My)*U = (9 + Md,)M’' 9, HU — M'Ho,u — (1 + M'H[M])dp. (1.28)

Puisque nous venons de montrer que p = —dyEU, u et p vérifient bien (1.21) et la relation (1.24) est
valable ici. Grace a cette derniere (1.28) devient :

(0 + My)*U = —d,p = 9*EL],

ce qui conclut la démonstration.

1.4 CoNCLUSION

Nous avons donc dérivé deux problemes limites quand ¢ — 0, un premier (1.9) issu des
équations de Galbrun et un deuxiéme (1.18) issu des équations d’Euler linéarisées. Nous avons
ensuite montré I'équivalence entre ces deux problemes limites a 1’aide de I'équivalence entre les
deux systemes de Galbrun et d’Euler linéarisé montrée dans I’annexe A. C’est ce que résume le
schéma suivant :

Galbrun(e) 0, Galbrun(0) : (probléme (1.9))

g g

Euler(¢) —0> Euler(0) : (probleme (1.18))
£

Nous allons dans la suite étudier le probleme (1.9), que nous avons retenu pour la simplicité de
son obtention ainsi que de son écriture.
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CE chapitre est consacré a 'étude de stabilité du probléme limite (1.9) obtenu précédemment.
En raison de sa structure non standard, les résultats classiques (ceux provenant de la théorie
des semi-groupes par exemple!) ne sont pas applicables ici pour des raisons que ’on détaillera
plus tard. C’est pourquoi une analyse ad hoc semble nécessaire. A l'aide de la transformation
de Fourier dans la direction x, I’étude se raméne a la théorie spectrale d'un opérateur borné A
(voir section 2.2). En dépit d"une apparente simplicité, le probléme a des propriétés surprenantes
dues au fait que A n’est pas normal. Classiquement, si le spectre de A n’est pas inclus dans

Woir par exemple [Paz83].
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R, alors le probleme est mal posé. Compte tenu de la non normalité de A, la réciproque n’est
pas immédiate. Nous supposons dans ce chapitre qu’elle est vraie, sa démonstration est 1’objet
du chapitre suivant. Le spectre de A dépend fortement du profil M(y), ce qui nous amenera
a introduire la notion de profil stable et instable (voir définition 2.1) : on dira qu'un profil est
stable (resp. instable) si le spectre de 1'opérateur A qui lui est associé est inclus dans R (resp.
n’est pas inclus dans RR). Par la suite, dans la section 2.3 nous montrons que les seuls éléments
du spectre de A pouvant étre non réels sont des valeurs propres, pour lesquelles nous obtenons
une équation caractéristique, (2.4). Par conséquent, I’étude de stabilité d'un profil se ramene a
I’étude de l'existence de solutions non réelles de cette équation caractéristique. Cela est illustré
a la fin de la section 2.3 par l'étude de trois cas élémentaires et au moyen d’une simulation
numérique. Nous étudions les cas élémentaires d’écoulements de référence, uniforme, linéaire et
enfin bi-couches. Dans la section 2.4 on établit des conditions suffisantes de stabilité pour le profil
M(y). Cela est fait en utilisant un processus d’approximation approprié par des profils linéaires
par morceaux, pour lesquels 1’étude de 1’équation caractéristique (2.4) est simplifiée. Le principal
résultat de cette section sera le théoréme 2.3 dont les résultats seront comparés a ceux existant
dans le cas incompressible. Dans la section 2.5, on exhibe des profils instables grace a 1’étude
de cas particuliers que sont les profils antisymétriques. Bien que ces résultats aient leur intérét
propre, c’est la méthode qui doit attirer votre attention. Nous insistons sur son originalité, qui en
plus de faire son charme, laisse le champ libre pour I'obtention de résultats inédits.

Finalement, le contenu de la section 2.6 est un produit dérivé de notre analyse : dans le cas de
profils instables, on montre a 1'aide d"une technique de perturbation, que le caractére mal posé
du modele limite (1.9) entraine une instabilité du probleme de départ (1.1). En effet, on montre
qu’il y a alors croissance exponentielle en temps de la solution (cf. théoreme 2.7). En ce sens, ce
chapitre et plus précisément la section 2.6 fournit une contribution a I'analyse des instabilités
hydrodynamiques en écoulement laminaire. Le domaine de la stabilité hydrodynamique a une
trés longue histoire et remonte au XIXéme siécle avec Reynolds et Lord Rayleigh. Le célébre
critere de Rayleigh peut s’énoncer de la maniere suivante : une condition nécessaire d’instabilité
est I'existence d"un point d’inflexion pour I'écoulement de référence (noté ici M(y)). En raison de
son role primordial dans de nombreuses recherches, il existe une trés vaste littérature sur le sujet.
Concernant les instabilités en présence d'un écoulement laminaire, on peut citer essentiellement
Drazin & Reid [DR04], ainsi que plus récemment le livre de Schmid & Henningson [SHO1] qui
fournit un trés bon résumé des principaux résultats. Parmi les études plus récentes, on peut
citer Huerre qui s’intéresse notamment a la nature de ces instabilités (cf. [HM85]). Les résultats
sont généralement établis sur les équations linéarisées, et bien que le domaine de validité de
ces équations est vite atteint quand les instabilités grandissent (les petites perturbations ne
I'étant plus, les effets non linéaires deviennent prédominants), ces résultats sont importants
dans la détection des mécanismes d’instabilité et dans 1'identification des types de perturbations
dominantes. Parfois, il est méme possible de déduire de ces instabilités des modeles linéarisés,
des instabilités non-linéaires (cf. les travaux de Grenier par exemple [Gre00, Gre04]). A notre
connaissance, la plupart des résultats sont obtenus dans le cas incompressible. On peut citer tout
de méme [FP69, JM72] pour des cas tres particuliers en compressible; on peut également citer
[RVO08] (cf. 'annexe) et [SHO1] (cf. pages 241-242) dans lesquels les auteurs dérivent un critere de
type Rayleigh pour les équations d’Euler linéarisées. En fait dans [SHO1] les auteurs font référence
a des travaux plus anciens comme ceux de Lin et Lees [LL46] pour des résultats similaires au
critere de Rayleigh, dans le cas compressible. On peut également citer Mack pour une approche
plus numérique [Mac84]. Malgré ces quelques résultats dans le cas compressible, la littérature sur
le sujet reste assez pauvre. C’est pourquoi nous pensons que nos résultats sont nouveaux, bien
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qu’il y ait des similarités avec le cas incompressible (cf. la discussion suivant le théoreme 2.3).
Techniquement, ce qui fait la simplicité de 1’étude dans le cas incompressible, c’est I'existence
d’un potentiel de vitesse qui mene a I'étude d'une simple équation différentielle scalaire, connue
sous le nom d’équation de Rayleigh. Dans un certain sens, notre modele basse fréquence nous
fournit une telle équation. Nous avons utilisé une approche basse fréquence, au contraire de
Lafitte (cf. [CCLRO1, HLO3]) qui utilise une approche haute fréquence pour 1'étude des instabilités
de Rayleigh-Taylor.

Les résultats de ce chapitre ont fait 1’'objet d"un article, [BBDJJed].
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2.1 MOTIVATION ET PREMIERES REMARQUES

Le présent chapitre ainsi que le suivant portent sur I’analyse de stabilité et du caractére bien posé
de (1.9). Prouver la stabilité (dans un sens qui reste a définir) de (1.9), qui est fortement reliée au
comportement du profil M(y), a au moins deux sources de motivation :

1. Le caractere bien posé de (1.9) est nécessairement requis si (1.9) est utilisé comme une
approximation du probleme initial (1.3).

2. Des propriétés de stabilité de (1.3) (ou de maniere équivalente de (1.1) ) peuvent étre déduites

des propriétés de (1.9). En particulier, on a l'intuition que que si (1.9) est instable alors (1.3)
le sera aussi, au moins a basse fréquence.

Le probleme limite (1.9) est-il bien posé ? Deux observations laissent espérer une fin heureuse :
1. On remarque que (1.9) est bien posé dans le cas d’un écoulement uniforme (M(y) = M). En

effet, en appliquant dans ce cas 1’opérateur de moyenne a 'équation, on montre que ¢ = EU
est solution de I'équation des ondes convectées :

2 2
d d d
= +M=—| - oy =0,
ot ox ox?
dont on peut facilement montrer le caractere bien posé. On obtient alors pour chaque y la
fonction (x, t) — U(x, y, t) en résolvant I'équation de transport au carré avec second membre :

o aY 9%y
(5 +M£) U(,y,) = ﬁ

2. Enl'absence du terme de couplage
0>
~_EU,
ox?
le systéme apparait comme une famille d’équations de transport au carré découplées, et qui

sont bien posées.

En dépit de 'optimisme suscité par ces observations, nous allons montrer dans la suite que la
stabilité fait défaut pour certains profils.

2.2 REDUCTION A UN PROBLEME SPECTRAL

Une approche classique pour l'analyse de stabilité d'un probleme physique qui est invariant
par translation dans une coordonnée est la détermination des modes qui sont des solutions non
triviales de la forme (o1 la fonction de y est abusivement notée U) :

U(x,y, t) = U(y) expi(lwt —kx), keR, weC. 2.1)

Un mode est dit instable si Imw < 0, il est alors exponentiellement croissant en temps?. La
justification d'une telle analyse repose sur la transformation de Fourier en x (voir la remarque 2.2
ou pour plus de précisions théoriques [DL88] par exemple). En injectant (2.1) dans (1.9) on obtient :

—(w — Mk)*U + K*EU =0,

2Pour plus de précisions sur les différentes notions d’instabilités, voir [DR04]
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ol l’on rappelle que E est]’opérateur de moyenne en y défini par (1.8). L'équation précédente peut
se réécrire comme un probleme aux valeurs propres en posant tout d’abord w = kA, ce qui mene a

—-A=M)y*U+EU =0,
puis en introduisant U = (A — M)U on peut réécrire 'équation sous la forme du systéme suivant :
MU+U=AU,
_ _ (2.2)
EU+MU=AU.

On est ainsi naturellement amené a introduire I'opérateur borné® A de L?(] — 1, 1[)? défini par :

u M 1 u
A = , (2.3)
L
auquel cas (2.2) se réécrit
u u
A =A .
)

Remarque 2.1 La notation matricielle de I'opérateur semble claire. Néanmoins nous précisons que la
notation M est a comprendre comme I'opérateur de multiplication par M, I désigne bien entendu I opérateur
identité de L*(] — 1, 1]).

Cela nous amene tout naturellement & nous intéresser au spectre de A. En particulier les modes
instables sont reliés au spectre non réel.

Remarque 2.2 Une autre fagon de voir le probleme consiste a appliquer la transformation de Fourier en
x, que I'on définit comme étant un opérateur unitaire agissant sur L*(R), défini pour f € LY(R) par

— £ .= L * —ikx
0 =0 = = f e )

Si l'on applique cet opérateur au probleme d’évolution (1.9) alors pour chaque k, la fonction u: (y, t) =
U(k, y, t) satisfait I'équation d’évolution :

2
(%+mM@)E—HEG:Q

que I'on peut transformer en un systéme du premier ordre en temps en introduisant :
~ik U
U=l oa /

= +ikM@y) U
5 HikM®©)
auquel cas on vérifie aisément que, pour chaque k, la fonction t — Uk, -, t) est solution du probleme
d’évolution : .

du =

— +ik AU =0.

dt

3¢f. lemme 2.1.



30 Chapitre 2. Etude de stabilité modale

On est alors amené a introduire, A étant borné, le semi-groupe :

e—zktA.

On relie donc, de maniere classique, le caractere bien posé a I’absence de spectre non réel*. En fait,
A n’étant pas normal °, 'équivalence entre le caractere bien posé de (1.9) et I’absence de spectre
non réel de A n’est pas évidente, et il existe méme des contre-exemples pour des opérateurs non
normaux dans d’autres applications. En effet, il est clair que le probléme est mal posé aussitot qu’il
existe des modes instables (un mode instable est une solution de la forme (2.1) avec A ¢ R). Cest
ce qu’'exprime le théoreme suivant :

Théoreme 2.1  Si le spectre o(A) de I'opérateur A n’est pas inclus dans R, alors le probleme d’évolution
(1.9) est fortement mal posé dans L?.

DEmonsTRATION. Puisque 0(A) n’est pas inclus dans R et que le spectre est symétrique par rapport a
l’axe réel, il existe A* € d(A) tel que Im (1*) > 0. Nous verrons plus tard qu’il s’agit nécessairement
d’une valeur propre. On choisit les conditions initiales du probleme d’évolution (1.9) de telle sorte

que Uy soit un vecteur de A associé a la valeur propre A*. On a alors :

—

U=e* 4T, = eV T,

En particulier :
|a‘ _ HtIm@) ‘ao

7

et le probleme est clairement fortement mal posé.
O

En revanche la réciproque n’est pas immédiate. Au moyen d’une analyse de Fourier, le caractére
bien posé de (1.9) peut étre obtenu comme une conséquence d'une estimation uniforme du semi
groupe® e7**4 pour k € R, la difficulté étant d’obtenir cette borne uniforme. Pour bien fixer les
idées, la réciproque pourrait s’énoncer de la maniere suivante :

Si le spectre o(A) de I'opérateur A est inclus dans R, alors le probleme d’évolution (1.9) est
bien posé dans L2.

La démonstration de cette réciproque sera 1'objet du chapitre 3, mais sera limitée & certains cas.
Pour cela on utilisera une approche différente, reposant sur la transformation de Fourier-Laplace
et des techniques d’intégration dans le plan complexe.

Comme le lecteur peut s’en douter et comme nous allons le voir dans la suite, la nature du spectre
dépend fortement du profil M(y), la discussion précédente nous améne a introduire la définition
suivante :

Définition 2.1  Un profil M(y) est dit stable (resp. instable) si 6(A) C R (resp. 0(A) ¢ R).
Nous allons maintenant montrer le

Lemme 2.1 L’opérateur A défini par (2.3) est borné et n’est pas normal.

4Le lecteur avisé aura remarqué que M étant une fonction réelle, le spectre de A est symétrique par rapport a I'axe
réel. C’est pour cela qu’on ne rentre pas dans des considérations faisant intervenir le signe de la partie imaginaire.

Scf. lemme 2.1.

®Pour plus d’informations et de résultats théoriques, le lecteur avide de savoir pourra dévorer [Paz83] qui est
consacré a I'étude des semi-groupes, mais aussi [Kat95] et [DL88] qui sont plus exhaustifs sur les méthodes d’étude des
problémes d’évolution.



2.2. Réduction a un probleme spectral

31

DEMONSTRATION.

e A est borné : nous devons commencer par définir une norme sur L%(] — 1, 1[)?. Pour tout

(U, U) € L*(] - 1,1])? on note :

. _ 2 TII2
”(u’ u)||L2(]—1,1[)2 - \/”u”Lz(]—l,l[) + ||u||Lz(]—l,l[)

On a alors en utilisant la définition de A :

3 2 112
= JIMU+ U+ IEU + MUIR,

u
A .
u

L2(-11p72 ) )
S ||MU + U||L2(]_1,1[) + ||EU + MU”Lz(]_Ll[)

< IMUll2-1,1p + IUll2-1,1p + IEUll2-1,1p) + IMUll20-11p

< (1 + ||M||L°°(]—l,l[)) (||U||L2(]-1,1[) + ”U“LZ(]—l,l[))/

ol 'on a utilisé le résultat suivant, provenant du fait que E est 'opérateur de projection sur

les constantes :
NEUllr2g-1,1p < IUllz2g=1,1p)-

Finalement on obtient :

u u

A

| J < 2(1 + ||M||L°°(]—1,1[))
U Mi2g1,1p2

qui dit exactement que A est borné.

L2(]-1,1D2

e An’est pas normal : on rappelle que A est normal s’il commute avec son adjoint. On montre

facilement, E étant auto-adjoint, que :

A" =

M E
I M

(M2+I ME+MJ

et on conclut aisément en calculant :
AA =
E+M? E+ M?

qui est différent de :

ATA=

M?+E M+ E[M]
M+ME [+ M?

O

Nous allons étudier I'opérateur A afin de lui soutirer des informations sur son spectre. Apres cela,
nous travaillerons a débusquer des classes de profils stables, dans un premier temps, instables

dans un second.
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2.3 PROPRIETES GENERALES DU SPECTRE

Nous utilisons dans cette section la partition classique du spectre en spectre ponctuel, continu
et résiduel. Soit A appartenant au spectre de A noté o(A) :

d(A) ={A € C /| A - M n’est pas inversible}.
Nous avons alors ’alternative suivante :

o A — Al n’est pas injectif, on dit alors que A appartient au spectre ponctuel (que 1’'on note
0p(A)). On dit aussi que A est une valeur propre.

o A — Al est injectif, non surjectif mais d’image dense. On dit alors que A appartient au spectre
continu (que 'on note g.(A)).

o A — Al est injectif, non surjectif et d’image non dense. On dit alors que A appartient au
spectre résiduel (que I'on note 0,(A)).

Nous allons utiliser une autre partition classique du spectre en spectre discret et essentiel :

e Lespectre discret de A, noté o4;5.(A) est 'ensemble des valeurs propres isolées de multiplicité
finie.

e Le spectre essentiel de A, noté o0.5(A) est le complémentaire du spectre discret dans le
spectre : ess(A) = 0(A) \ gisc(A)-

Nous allons dans la suite jongler avec ces deux partitions. Pour plus d’informations le lecteur
pourra consulter les ouvrages de référence en théorie spectrale et analyse des opérateurs tels que
[Kat95], [DSBB88], [EE87] ou encore [RS78]. Néanmoins la plupart des résultats utiles ici, sont
présents dans des polycopiés de cours que j'ai suivis tels que [BBJ0O5] ou [Len06].

Outre une connaissance plus approfondie de A et de son spectre, le principal intérét de cette section
sera de montrer que les valeurs propres de A sont les seuls éléments de son spectre pouvant ne
pas étre réels, ce qui nous donnera, au travers du corollaire 2.2, une caractérisation simple de
la stabilité au sens de la définition 2.1. Par ailleurs, nous caractérisons ’existence de ces valeurs
propres comme étant les solutions de 1’équation (2.4). Nous étudions ensuite le cas de trois profils
élémentaires pour lesquels la résolution de cette équation se fait simplement. En plus de l'intérét
propre qu’ils représentent, ces cas particuliers sont un bon moyen, pour le lecteur, de se familiariser
avec le probleme et les objets de I'étude. Auparavant nous aurons montré les propriétés 2.1 et 2.2
qui constitueront des outils précieux d’extension des résultats de stabilité a une plus large classe
de profils. Cette section se termine sur une mise en garde des dangers de I'approximation de notre
probleme, ceux ci étant illustrés par un exemple numérique.

2.3.1 Remarques préliminaires

Nous commencons par une série d’observations.

Puisque M est une fonction réelle, le spectre de A, 0(A), est symétrique par rapport a I’axe réel :

A ea(A) = A ea(A).
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Nous avons vu que A n’est pas normal (AA™ # A*A). Néanmoins on peut montrer que A et A* sont
des opérateurs semblables :
0 I
A =SAS avec S= ,
I 0

S étant autoadjoint et unitaire (5 = I). Cette remarque permet de montrer le lemme suivant :
Lemme 2.2  Le spectre résiduel de A, 0,(A), est vide.

DEmonsTtrATION. On utilise la caractérisation suivante du spectre résiduel : A € 0,(A) si et seule-
ment si A ¢ 0,(A) et Ae 0p(A”), ot 0, (A) désigne le spectre ponctuel 7. Puisque les opérateurs A et
A" sont semblables, ils ont en particulier les mémes valeurs propres. La propriété de symétrie du
spectre de A par rapport a I’axe réel est donc incompatible avec 1'existence de spectre résiduel.

O

Par ailleurs, si comme on le verra, la structure du spectre de A dépend de certaines propriétés de
M(y), ce spectre est insensible a la fagon dont sont "rangés" les M(y). Exprimons cela de fagon plus
mathématique.

Soit ¢ une bijection de [~1, 1] dans lui-méme qui préserve la mesure :
g:[-1,1] — [-1,1], Dijective
Y Q c [-1,1] mesurable, rnes(g‘l(Q)) = mes(Q)

Remarque 2.3  Notons que les bijections préservant la mesure sont stables par composition des fonctions.
On trouve bien entendu parmi elles les fonctions g(x) = x ott g(x) = —x mais aussi des permutations
discretes comme celle-ci : soit {xo, x1..., XN} un maillage régulier de [-1,1] (xo = 1,x; = =1+ jh,h = 1/N)
et 0 une permutation dans Sy, on obtient une bijection préservant la mesure avec

g(x]-+ah) :g(xa(j)+ah), Yj=1,---,N-1, Vael01]

On pose alors :
S¢: M1-1,1) — LP(J-11],

u — Sgu:uog.

Il est clair et bien connu que, pour tout p € [1,+o0], S; est un isomorphisme isométrique de
LP(]-1,1]) dans lui méme®. De plus, dans le cas p = 2, cet opérateur est autoadjoint unitaire. Nous
laissons au lecteur la preuve élémentaire du résultat suivant :

Lemme 2.3  Soient My = S;M et Ag I'opérateur associé au profil M, alors on a l'identité
_c1
Ag =54 0A0S,.

En particulier les opérateurs A et Ay ont méme spectre.

On peut trouver la démonstration, assez simple par ailleurs, dans [BBJ05] par exemple.
8Ce résultat est énoncé dans le Chapitre XI de [Ban78]. Banach n’en a pas publié la preuve, comme il I’annoncait
dans ce livre. Ceci a été fait par J. Lamperti dans [Lam58]
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Cela signifie que, par la suite, tout résultat énoncé pour un profil M s’étend a tout profil M, pour
toute bijection g préservant la mesure. En particulier, nous avons la propriété suivante :

Propriété 2.1  Si M est un profil stable (resp. instable) au sens de la définition 2.1 alors My, pour toute
bijection g préservant la mesure, est stable (resp. instable).

Remarque 2.4  Cette propriété implique en particulier que I'on peut, a partir d'un profil régulier stable
(resp. instable), construire des profils non réquliers stables (resp. instables) également. Ainsi, les résultats
de stabilité que nous allons montrer ne se limitent pas a des profils réguliers puisque I’on peut les étendre a
des profils non réquliers au moyen de cette propriété.

Nous illustrons cette propriété par les quatre profils de la figure 2.1. Ils sont "équivalents" au sens
de la propriété 2.1, c’est-a-dire qu’ils peuvent tous étre obtenus simplement, a partir de n'importe
lequel d’entre eux, par composition avec une bijection préservant la mesure. Il suffit pour cela de
"ranger" dans un autre ordre les intervalles [-1,-1/2], [-1/2,0], [0,1/2] et [1/2,1]. Par exemple,
on obtient le deuxiéme profil a partir du premier en échangeant les intervalles [-1/2,0] et [0, 1/2],
ce qui revient a utiliser 'une des bijections suivantes :

1
X, pourxe [—1, ——[

2 1
x, pourxe|-1,—=
1 1 2
X+, pourxe€|—=,0
2 2 11
g1(x) = , ou @x)=4 —x, pourxe|-=,-| .
X 1 ourx € |0 1| 22
2 P '3 1
X, pourxe 5,1

1
X, pourxe€ [E' 1]

Fic. 2.1 — [llustration de la propriété 2.1.

Pour terminer, nous établissons un lien entre le spectre de 1’opérateur A associé au profil M et celui
de 'opérateur A associé au profil —M.
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Nous introduisons la symétrie S définie par :
S, ) = (U, -t.
Il est facile de vérifier le
Lemme 2.4 Pour tout A € C, on a la relation
A-1=-SA+MNS.
En particulier N
Aeo(d) & -AeclA).
Nous avons donc la propriété suivante :

Propriété 2.2  Si M est un profil stable (resp. instable) au sens de la définition 2.1 alors —M est stable
(resp. instable).

Finalement nous énongons la propriété suivante qui est évidente compte tenu de la forme de A :

Propriété 2.3  Si M est un profil stable (resp. instable) au sens de la définition 2.1 alors le profil translaté
d’une constante m, M + m est stable (resp. instable).

Les propriétés 2.1, 2.2 et 2.3 ont une grande importance puisqu’elles permettent d’étendre les
résultats que nous allons montrer a une grande classe de profils. Nous allons nous intéresser dans
un premier temps au spectre essentiel de A. En particulier, nous allons montrer qu’il est réel et que
par conséquent il n’a pas d’impact sur la stabilité. Enfin nous traiterons le cas du spectre discret
qui jouera un role essentiel dans la stabilité.

2.3.2 Spectre essentiel

Notons que nous pouvons réécrire :

A=Ay+B,

M I 00
Ay = etB =
0 M E O

L’opérateur B est de rang 1, il est donc en particulier compact. L'opérateur Ay, lui, n’est pas normal
car on vérifie aisément par le calcul que

M+1 M M M
ApA = , ASAg =
M M M M2+I

On obtient néanmoins facilement son spectre. En fait, on voit immédiatement qu’il coincide avec
l'image essentielle de M” :
o(Ag)=ImM,

voir par exemple les différentes notes au sujet de I’opérateur de multiplication dans le livre [Kat95]. Pour plus de
précisions encore, le lecteur pourra étudier 1’aricle [HW96].
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ol I'image essentielle est définie par :
AeImM < VYo6>0, mes{ye]—l,l[/M(y)e]/\—é,/\+5[}>0.

Par contre, la nature de ce spectre dépend fortement des propriétés de M, ainsi que le montrent
les deux cas extrémes suivants :

e SiMe CO([—l, 1]) est strictement monotone, le spectre de Ay est purement continu :

0(Ag) =[M_,My], M_= inf M(y), My= sup M(y).
yel-11] yel[-11]

e Si M est constant par morceaux, le spectre de Ay est purement ponctuel. Plus précisément,
soient fp = -1 < 1 <...<pBn —1< By =1tels que

yelpiupl = My =M,

alors 6(Ag) = {My, ..., Mn}, chaque valeur propre M; étant de multiplicité infinie, le sous-
espace propre associ¢ &; (de dimension infinie) étant défini par :

&;j={(u,0)",u a support dans 18;_1, B;[ }.
On remarque que dans tous les cas, le spectre de A( est purement essentiel.

On a donc écrit A comme étant une perturbation compacte de Ap dont on connait le spectre. La
perturbation compacte étant un sujet déja bien exploré, on s’attend a ce que la perturbation B
produise uniquement du spectre discret, ceci en dehors de 'image essentielle de M. Cela peut étre
déduit de résultats non triviaux de théorie spectrale des opérateurs non-autoadjoints en utilisant
par exemple le lemme XII1.4.3 page 111 de [RS78] que l'on réécrit sous la forme du lemme suivant :

Lemme 2.5 Soit X un espace de Banach. Soient C : X — X borné et D : X — X compact tels que :

(a) L'intérieur de o(C) en tant que sous ensemble de C est vide.

(b) Chaque composante connexe de C\ o(C) contient un point de I'ensemble résolvant'® de D noté p(D).
Alors 0,55(C) = 0ess(C + D).

A T'aide de ce lemme nous pouvons démontrer le théoreme suivant :

Théoreme 2.2  L’image du profil Im M est incluse dans o(A) et son complémentaire dans o(A) est le
spectre discret de A.

DimonsTrATION. 11 suffit d’appliquer le lemme précédent avec C := Ag et D := B. Clairement
I'intérieur de 0(Ag) = Im M est vide. De plus C \ 0(Ap) = C \ Im M contient nécessairement un
point de I'ensemble résolvant de B puisque B est borné. On obtient alors :

Oess(Ap) = Tess(A)

qui donne :
Oess(A) = ITm M.

Oqui est par définition le complémentaire du spectre dans C.
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En particulier ce théoreme nous dit qu’en dehors de I'image de M, qui est réelle, le spectre de A
est réduit au spectre discret. Ainsi la notion de stabilité d"un profil, introduite par la définition
2.1, ne dépendra que de l'existence d’éléments du spectre discret (qui sont des valeurs propres)
non réels. Pour démontrer ce théoréme nous avons utilisé des résultats complexes de théorie
spectrale, ce qui revient a utiliser un marteau pour écraser une mouche. Nous nous proposons
d’étudier directement le spectre de A, ce qui nous permettra de mieux le connaitre et constituera
une démonstration ad hoc du théoréme 2.2.

Proposition 2.1 Onal'inclusion: o.(A) C Im M.

DEmonstraTION. Il suffit de montrer que si A ¢ 7m M et n’est pas une valeur propre de A, alors
A — Al est inversible. Puisque A n’est pas une valeur propre A — Al est injectif. Pour montrer que
A — Al est inversible il nous suffit donc de montrer qu’il est surjectif.

Soit (f, ¢) € L3(] — 1,1[)?, on cherche (U, U) € L>(] — 1, 1[)? tel que

(A-AD) U W) = (fg),

qui s’explicite comme suit :

M-MNU+U-=f,
{ EU+M-M)U = g.
En injectant la premiere équation dans la deuxieme on obtient 1’équation suivante en U :
EU-M-A?U=h,
oulonaposéh=g— (M- A)f. Comme A ¢ Im M, on peut diviser par (M — 1) pour obtenir :

EU h
M- YT o

On applique maintenant 'opérateur E a cette égalité, il vient :

h

Or comme A n’est pas une valeur propre de A on a F(A) # 1'1. On en déduit que

_ -l h
= F) -1) E[(M—A)Z]'

puis que

(M- Ay (M= A2| (M=Ay

A partir de cette expression de U on obtient celle de U, ce qui conclut la démonstration.

U:L—(F()\)—l)_lE[ f ] !

O
Nous avons montré que le spectre continu est contenu dans I'image essentielle de M. La proposition
suivante constitue une sorte de réciproque. En effet, nous allons montrer que sous une condition
de régularité C', tout point de I'image de M est inclus dans le spectre.

Proposition 2.2  Soit yy € ]-1,1 [ tel que M soit de classe Clau voisinage de y, et tel que M(y,) =
alors
A€ a(A).

ef. proposition 2.3
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DEmonsTtrATION. On va utiliser une caractérisation par les suites de Weyl ou suites singuliéres du
spectre essentiel 12.

Pour montrer que chaque A est dans le spectre de A, I'idée est la suivante. Soit y, tel que M(y,) = A
et 6, la distribution de Dirac au point y,, alors, au moins formellement,

5IyA est "a moyenne nulle",
6’W(A -M)?=0,
6’yA(A - M) = M'(y,) by,-

C’est ce qui va nous guider pour construire une suite singuliere (U¢, U¢) "convergeant" vers
(6},,=M'(y) 6y,). Soit p(y) une fonction réguliere & support compact, paire et dont I'intégrale
vaut 1. Posons

1 —
p(y Ya

& &

pa(y) = ) U@ = ae (05 (1), US(y) = —ae (M(y) = ) (05)' (),

ol a, est une constante de normalisation telle que :
s, Ug)t||L2(]_1,1[)2 =1

Notons que comme :

fl[l"'(M()—/\)z]K Y (y)P d ~lf+oo| '@ dz, €—0
1 y pA y y 63 o P ’ ’

on voit que

1
2

+00
ae~ae? quand -0, ot a= (f o’ )P dz)

[o¢]

Nous allons montrer que
lim i(A = A)(U*, usyii=o,
E—

ce qui démontrera que A appartient au spectre de A. On calcule aisément que
(A- D[, )] = 0,9,

oli, comme p est a moyenne nulle,
o =ac [ (M= (p}) |-

Nous avons

1 2
llpcll = e [fl (M = D)P 1(p5)'F dy] :

Dans ce qui suit, C désigne une constante positive dont la valeur peut changer d'une ligne al’autre.
Comme M est dérivable au voisinage de y,, il existe une constante C > 0 telle que :

ly-yl<e = |[M(y)-NPF<Cly—y.l-

12]] existe plusieurs définitions du spectre essentiel dans la littérature qui sont équivalentes dans notre cas. En particu-
lier, la définition du spectre essentiel par les suites de Weyl coincide avec celle le définissant comme le complémentaire
du spectre discret (ensemble des valeurs propres isolées de multiplicité finie). Pour plus d’information le lecteur pourra
consulter [EE87] et [Kat95].
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Par conséquent, nous avons :

1 +e 1
’ C y/\ ’ - C ’
LfJU%—ANZWﬁ)deS g:f\ -yl ' yHZQ/:'ZJZZZP@fdz
_ y _

A—¢€ €

Finalement 1
llpll < Cla.l 2 <Ce.

2.3.3 Valeurs propres de A
La proposition suivante donne une caractérisation, essentielle pour la suite, du spectre discret :

Proposition 2.3  Les valeurs propres A € C qui n’appartiennent pas a I m M sont exactement les racines
de I"équation :

FA) =1, 2.4)
ol
FM%:lf{—JQ——,AeD:C\ﬂm% 2.5)
204 (A - M)

De plus ces valeurs propres sont simples (au sens géométrique).

DEMONSTRATION. Soit A une valeur propre de A et (U, U)' le vecteur propre associé. 1l est facile de
calculer que :

(A —M)2U = EL,

U=AXA-M)U

La fonction U est donc nécessairement non nulle (car sinon U le serait aussi). Si A ¢ 7mM, la
moyenne EU est également non nulle car (A — M)*U = 0 entraine U = 0. On a

EU
U= ——,
(A -My

qui donne aprés intégration entre -1 et 1

1 dy B
EU |2~ ——|=0,
-1 (A =M(y))
dont on déduit que toute valeur propre de A est nécessairement solution de
1jﬂ y
2 Ja (A= M(y)y?

De plus on voit que tout vecteur propre associé a une telle valeur propre est nécessairement
proportionnel a

1 1
(A=-MP" (A-M) )’
cette valeur propre est donc simple.
O
Cette proposition nous dit en particulier que toute valeur propre qui n’appartient pas a 7m M est
de multiplicité finie. On peut aussi déduire de 1’analyticité de F en A le
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Corollaire 2.1  En dehors de Im M, le spectre ponctuel de A est constitué de valeurs propres simples
isolées qui ne peuvent s’accumuler que sur Im M.

DEmonsTRATION. La fonction F définie par (2.5) est clairement analytique dans D. Les zéros de
F(A) — 1 sont donc nécessairement isolés. Par ailleurs il est clair que

|[E(A)| ~ # quand [A| = +o0.
Par conséquent, I'équation F(A) = 1 ne peut pas avoir de solution a I'extérieur d"un certain disque
du plan complexe.

O

Ainsi ces valeurs propres sont isolées et de multiplicité finie, elles appartiennent donc au spectre
discret. Evidemment nous le savions déja puique nous avions montré qu’en dehors de 'image de
M le spectre de A est réduit au spectre discret (cf. théoreme 2.2).
La proposition 2.3 permet également d’énoncer le corollaire suivant :

Corollaire 2.2  Un profil M(y) est stable (au sens de la définition 2.1) si et seulement si I'équation
F(A) = 1 (la définition de F étant donnée par (2.5)) n’a aucune solution A telle que A ¢ R. De maniere
équivalente, un profil M(y) est instable (au sens de la définition 2.1) si et seulement si il existe A ¢ R tel
que F(A) = 1.

On va maintenant déduire de la caractérisation (2.4) du spectre discret quelques résultats utiles.

Corollaire 2.3  Le spectre discret de A, 04is.(A), est symétrique par rapport a 'axe réel :
A €ogisc(A) = Ae Ogisc(A)-

DEMONSTRATION. Soit A € 04ic(A), elle est solution de (2.4). En conjuguant cette égalité et en
utilisant la définition (2.5) de F, on voit que, comme M est a valeurs réelles, A est également
solution de (2.4) et donc appartient a 0s.(A).

O
Nous déduisons également de la proposition 2.3, I'existence d"au plus deux valeurs propres réelles
en dehors de 7m M, qui existent la plupart du temps (cf. remarque 2.5) . Nous utilisons pour cela
M_ et M, définis par :

M_= inf M(y), M= sup M(y).
yel-11] ye-11]

Proposition2.4  L'opérateur A a au plus une valeur propre A_ dans l'intervalle | — co, M_[ et au plus une
valeur propre A, dans l'intervalle M, +oo[. Plus précisément, la valeur propre A_ existe si et seulement

St 1
1<1f d—y2S+oo,
2 J-1 (M- - M(y))

A_<M_ e F(A)=1.

et elle est caractérisée par :

De méme, la valeur propre A, existe si et seulement si :

1
1<1f d—y2§+00,
2 J-1 (My — M(y))

A+ > M+ et F(/\+) = 1.

et elle est caractérisée par :
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DimonsTrATION. Etudions la fonction F sur intervalle réel ] —co, M_ [ U ] M, +oo [ ottelle prend
des valeurs réelles. Sa dérivée est donnée par

1 dy
FAy=-| ——,
L (A~ M)

ce qui montre que F est strictement croissante sur | — oo, M_[ et strictement décroissante sur
IM., +oo[. Par ailleurs, on remarque, en utilisant le théoreme de convergence monotone que :

) ) 1 ! dy
lim F(A) =0, Ahrj{}f F(A) == — = < 400,

A—>+o0 2

Il est facile de conclure a l’aide du théoréme des valeurs intermédiaires.

Remarque 2.5  Si M(y) atteint la valeur M. en un point y.. oit elle est C' a droite ou a gauche, on vérifie
aisément que

2 7
-1 (Mi - M(y))

ce qui assure I'existence de A .

On peut exhiber des profils pour lesquels il n’existe pas de telles valeurs propres A, ou A_. On
cherche par exemple des profils pour lesquels A_ n’existe pas. Une condition nécessaire est que le
profil ne soit dérivable, ni a droite ni a gauche, en M_. On considere les profils :

M@y)=C(1+y)*, avecC>0 et 0<a<%,

vérifiant M_ = 0, et non dérivables en 0. On calcule simplement :

1 fl dy B 1
2 -1 (M_ — ]\4(y))2 C2 (1 - 2&) 4(1/
et une condition suffisante de non existence de A_ est donc:

1

2
Cz(l——WS1 & 1<C°(1-2a)4".

Ainsi pour tout C > C, = ((1-2a)4%)71/2 il n’existe pas de valeurs propres A_. Le coefficient C doit
étre suffisamment grand pour qu’il n’existe pas de valeur propre A_, or on observe que augmenter
C "empire" la dérivée en 0 du profil. On remarque finalement que C, est une fonction croissante
de a, qui tend vers +co quand « tend vers 1/2.

Pour étre complet sur les valeurs propres, nous traitons le cas de valeurs propres dans 7m M.
Proposition 2.5 Soient A € Im Met Ny = {y € [-1,1] /| M(y) = A}. Alors
mes(Ny) >0 = A €agyA),

et de plus il s’agit d'une valeur propre de multiplicité infinie.
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Si M est C! par morceaux, on a I'équivalence :
Aeoy(A)NImM < mes(N,) > 0.

DEMoNSTRATION. Soit A € I'm M. Supposons que mes(N,) > 0. Soit U non nulle, a support dans
N, et a moyenne nulle, on vérifie aisément que :

Al@or|=a]woy],

ce qui prouve que A est une valeur propre de A et que le sous-espace propre associé contient
'espace (de dimension infinie) des fonctions a moyenne nulle a support dans N.

Réciproquement, pour M C! par morceaux, montrons que si mes(N,) = 0 alors A ¢ 0,(A).
Montrons plutot la contraposée :

Aeoy(A)NImM = mes(N,) > 0.

Soit (U, U)! un éventuel vecteur propre de A, on a toujours

(A —M)*U = EL,
u=(@A-MU
On en déduit que pour y ¢ N,,
U= EU
- (A-Mmp

Cela implique nécessairement que EU = 0 car sinon, M étant C' par morceaux, U ne pourrait pas
étre de carré intégrable. Par suite EU = 0 entraine (A — M)>U = 0 ce qui entraine U = 0 puisque
mes(N,) = 0.

O

Remarque 2.6 La démonstration montre que lorsque M est C' par morceaux, toute fonction propre
associée a une valeur propre dans I'm M est nécessairement a moyenne nulle.

Remarque 2.7  Cette proposition montre que lorsque M est C' par morceaux YA € I'm M nous avons
I'alternative suivante :

— mes(Ny) > 0 et A est une valeur propre de multiplicité infinie.
— mes(Ny) = 0 et A € 0.(A) puisque ce n’est pas une valeur propre et que nous avons montré que le
spectre résiduel est vide.

Les pages qui vont suivre vont montrer qu’on peut établir une grande variété de résultats sur
'existence ou non de valeurs propres non réelles, en fonction des propriétés du profil M(y). Il est
pratiquement impossible d’étre exhaustif.

2.3.4 Quelques cas particuliers simples

Nous allons étudier trois cas particuliers pour lesquels les calculs se méenent a la main de fagon
élémentaire et qui aboutissent a des conclusions pour le moins diverses. Cette partie a de surcroit
pour objectif de familiariser le lecteur avec les objets mathématiques de 1’étude ainsi qu’avec les
résultats précédents sur le spectre de A.
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Le profil uniforme Le cas le plus simple correspond a celui du profil uniforme :
Lemme 2.6 On suppose que M(y) = M, Yy €] —1,1[. Alors

o(A) = {A-, M, A}
avec Ay = M + 1, et M(y) est stable (au sens de la définition 2.1).

DEmonNsTRATION. Ce lemme est une conséquence immédiate des résultats précédents. La propo-
sition 2.5 nous dit que M € (A) (c’est une valeur propre de multiplicité infinie). Nous savons, en
vertu du théoreme 2.2, qu’en dehors de I'image de M il n’y a que des valeurs propres caractérisées
par la proposition 2.3. On trouve A_ et A, (annoncées par la proposition 2.4) en résolvant 1’'équation
F(A) = 1. En effet, dans le cas du profil uniforme nous avons :

_
(A = M)

ce qui donne A, = M + 1. Puisque le spectre est réel, le profil uniforme est stable.

F(A) =

O
Les valeurs propres A_ et A, sont associées aux modes classiques acoustiques convectés. En effet,
si on se souvient de 1’expression (2.1) des modes :

U(x,y,t) = U(y) expi(lwt —kx), keR, weC,

et de la définition A = w/k, on obtient que la vitesse de phase des modes correspondant aux A.
est égale a M + 1. On rappelle que la vitesse du son a été prise égale a 1. Dans le référentiel qui se
déplace ala vitesse de I'écoulement, M, les mode associés a A se propagent a la vitesse du son dans
les directions opposées. Si I’écoulement est subsonique (JM| < 1), I'un!® se propage en remontant
I’écoulement avec une vitesses de phase égale a 1 — |[M]|, 'autre dans le sens de 1’écoulement avec
une vitesse 1 + |[M]|. Si I’écoulement est supersonique les deux modes se propagent dans le sens de
I’écoulement.

On présente ici en illustration 1’allure de la fonction F, sur R, pour un profil uniforme :

Fic. 2.2 — La fonction F(A) pour un profil uniforme.

Nous voyons bien sur cette figure les solutions A, de I’équation F(A) = 1.

13Gi M > 0 alors le mode qui descend (resp. qui remonte) I’écoulement correspond a A, (resp. A_). SiM < 0 alors c’est
le contraire.
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Le profil linéaire Nous considérons maintenant le cas d’un profil linéaire :
Lemme 2.7  Supposons que M(y) = My +m, Vy €] —1,1[. Alors

o(A) ={A_, AL JU[-M + m, M + m]
avec Ax = m + V1 + M2, et M(y) est stable (au sens de la définition 2.1).

DEmoNsTRATION. Nous savons a la lumiére de I'étude précédemment menée (cf. théoreme 2.2 en
particulier) que Im M = [-M+m, M+m] C o(A). Nous savons qu’en dehors de l'image de M, iln’y
a que des valeurs propres caractérisées par la proposition 2.3. On trouve A_ et A, (annoncées par
la proposition 2.4) en résolvant I'équation F(A) = 1. En effet, une simple intégration nous donne :

1 1 1 1
F(\) = — _ _
@) ZM()\—m—M )\—m+M) (A —m)? — M2’

et on obtient que A. sont les deux racines de I'équation F(A) = 1. Puisque le spectre est réel, le
profil linéaire est stable.

O
On remarque la présence, dans ce cas, de deux modes propagatifs qui se propagent respectivement
avec une vitesse de phase égale a A.. Nous remarquons de plus que ces deux modes se propagent

dans des directions opposées si [m| < V1 + M?, et dans le méme sens (celui de I'écoulement) si
[m| > V1 + M? (cette derniere condition n'impose pas a 1’écoulement d’étre partout supersonique).

-8

Fic. 2.3 — La fonction F(A) pour un profil linéaire.

Le profil bi-couches Nous considérons maintenant un profil bi-couches, c’est-a-dire un profil
constant par morceaux ne prenant que deux valeurs différentes.

Lemme 2.8 Supposons que

_ ) M si —l<y<a
M(y)—{M2 si a<y<l1

avec —1 <a < 1et My # My, et on définit 5(a) par :

5(a) = \/LE (=) + @ +a)2)"2,
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Si |My — Ma| # 0(a), alors 'opérateur A a exactement quatre valeurs propres différentes de My et My et
nous avons lalternative suivante :

— si |[My — My| > 6(a), les quatre valeurs propres sont réelles,

— si|Mj —Mp| < 8(a), deux valeurs propres sont réelles et deux autres ne le sont pas et sont conjuguées.
Si|My — M| = 8(a), alors I'opérateur A a exactement trois valeurs propres réelles différentes de My et Mj.
En conclusion, le profil M(y) est stable (au sens de la définition 2.1) si et seulement si |M; — M| > 6(a).

DEMonsTRATION. La proposition 2.5 nous dit que M; et M, sont des valeurs propres de A de
multiplicité infinie. Nous savons, en vertu du théoréme 2.2, qu’en dehors de 'image de Miln'y a
que des valeurs propres caractérisées par la proposition 2.3. Pour le profil bi-couches, la fonction

F qui a pour expression
F) 1( lta  1-4a ),

T2 (=M T (A= M)
est partout positive. On vérifie facilement que I'équation F(A) = 1, qui a quatre solutions complexes,
a exactement une solution réelle A_ < M_ = min (M, M) et une solution réelle A, > M, =
max (M1, My). Dans l'intervalle JM_, M.[, F est strictement convexe et tend vers l'infini quand
A — M. Son minimum dans cet intervalle est donné par :

(A=) + (1 +a)1)
2(M; — M>)?

min —

Ceci conclut la démonstration puisque :

Fiin <1 & |M1 — Mp| > 6(a).

O
De maniere surprenante, 1’écoulement est plus stable si le saut est grand. C’est pourtant un
résultat assez connu dans la littérature (voir par exemple le cas des équations d’Euler linéarisées
en présence d'un écoulement discontinu bi-couches en domaine non borné traité pp75-77 de
[Ber06]. On trouve d’autres exemples de tels profils dans [DR04]. On remarque également que 6(a)
atteint son maximum quand le saut est localisé au milieu du tube (2 = 0) : dans ce cas (qui estle plus
instable) 6(0) = 2 de telle sorte qu'un profil bi-couches subsonique est toujours instable. Quand a
se déplace du milieu du tube jusqu’aux parois, 6(a) décroit et son minimum est 5(-1) = 6(1) = 1.

o
o

>
IS

N
N

F(A)
©
F(N)
w

>of

Fic. 2.4 — La fonction F(A) pour un profil bi-couches stable (a gauche) ou instable (a droite).
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Le probleme discrétisé Une maniére de calculer le spectre pour un profil quelconque pourrait
étre de discrétiser le probleme aux valeurs propres (2.2). Nous voulons maintenant illustrer le
fait qu'un processus naturel de discrétisation peut produire des valeurs propres non réelles. Par
conséquent, une discrétisation standard de (1.9) sera en général instable, méme si le probléeme
continu est stable.

Soit V}, un sous-espace de dimension finie de L%(] — 1,1[), dont la dimension tend vers l'infini
quand & tend vers 0. On peut, par exemple, prendre

1
\/—

Xjy1 étant la fonction caractéristique de l'intervalle [}, (j + 1)h]. Les 1p; forment une famille ortho-

Vy, =span[yj,j = —Ny,--- ,N—1] ot N}, = —etgb] Xjv1r

normale de L%(] — 1,1]) et la dimension de Vj, est 2N;,. Une approche de type Galerkin améne a
considérer le probléme aux valeurs propres suivant :

Trouver (uy, 1, A) € V]% X C, (uy, i) # (0,0), tel que V(i i) € Vﬁ

1 1 1
M@w@%@@ﬁjﬁMw%@@:Afummmww
1 1 -1

1 1 B . B ) -
%j:l [1 up(x) uh(y)dxdy+L M(y) u,(y) uy(y) dy = )\f:l 1, (y) i () dy

Cela conduit a approcher le spectre de I'opérateur A (qui est composé d'une partie continue et
d’une possible partie discrete) par les valeurs propres de la matrice 4N}, X 4N}, :

M, 1
Ay =
E, M,
ol les matrices My, et E;, sont données par :

(M), fM%WMWyﬂ mm—”ffwﬂ%wmw

Considérons par exemple le cas du profil linéaire M(y) = y : nous savons déja que le spectre de A
correspondant & un tel profil est donné par

o(A) = [-1,1] U {- V2, V2}.

La Figure 2.5 représente le spectre de A;, dans le plan complexe pour différentes valeurs de Nj,.
Nous attirons l’attention du lecteur sur le fait que les échelles pour la partie réelle et imaginaire sont
tres différentes. On observe que le spectre de A, se compose de deux valeurs propres réelles et de
4Ny -2 valeurs propres nonréelles. Les deux valeurs propres réelles sont de bonnes approximations
des deux valeurs propres exactes — V2 et V2. L'ensemble des 4N, — 2 valeurs propres non réelles
est symétrique par rapport a I’axe réel et correspond a la discrétisation du spectre continu [-1, 1].
Leur partie imaginaire décroit quand N;, augmente.

Le méme phénomene est observé avec une discrétisation spectrale (voir [BBDJ07]).

Ces résultats montrent qu'il peut étre dangereux d’utiliser une approche discréte pour 1'étude de
la stabilité d"un profil donné. On propose a la place une approche rigoureuse qui sera l'objet des
sections 2.4 et 2.5.
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Fic. 2.5 — Valeurs propres du probleme discrétisé pour un profil linéaire

2.4 CONDITIONS DE STABILITE POUR DES PROFILS CONTINUS

Nous allons nous intéresser dans cette partie a la question de la stabilité du modele asympto-

tique. Nous avons introduit, dans un premier temps, la notion de profil stable comme étant reliée
a la non-existence de spectre non-réel de l'opérateur A (cf. définition 2.1). Grace a 1’étude spectrale
de cet opérateur menée dans la partie précédente, nous sommes ramenés, pour étudier la stabilité
d’un profil, a vérifier qu’il n’existe pas de solutions non réelles a I'équation caractéristique F(A) = 1
(cf. corollaire 2.2).
La méthode d’obtention de résultats de stabilité repose sur une approximation du profil de Mach
par un profil linéaire par morceaux, et 'application a ce profil linéaire par morceaux de ce critere
de stabilité. Le principal résultat de cette section sera le théoreme 2.3 dont les résultats seront
comparés a ceux existants dans le cas incompressible.

24.1 Méthodologie

Nous considérons un profil général M. L'idée est d’approcher M par un profil M, tel que
M}, — M uniformément quand i — 0, et tel que 1’étude de 'équation Fj,(1) = 1 est plus simple
que 'étude de 'équation F(A) = 1 (ot nous avons noté sans ambiguité Fj la fonction définie par
(2.5) ot M est remplacé par My,). Le résultat important, exprimé par le lemme suivant, provient
de la théorie spectrale des perturbations et dit qu'un profil M est nécessairement stable si tous les
profils M), sont stables. Dans la suite, on note Ay, 'opérateur défini par (2.3) ott M est remplacé par
M,.

Lemme 2.9 Soit M € L*(] — 1,1]) et soit My, € L*(] — 1, 1[) une famille de profils (pour 0 < h < 1)
vérifiant :
||M - Mh”L‘”(]—l,l[) —0 quand h— 0.

Sig(Ay) cR VY he]0,1], alors 6(A) C R.

DEmMonsTRATION. On suppose par contradiction qu’il existe A € o(A) tel que A ¢ R. Gréace au
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théoréme 2.2, on sait que A appartient au spectre discret de A. Comme

M-M, 0
A-A, =
0o M-M,

il est clair que:
|IA = Apll = IM = Myllze(-1,1))

et en conséquence de résultats classiques de la théorie spectrale des perturbations!4, tout voisi-
nage de A devrait contenir, pour / suffisamment petit, une valeur propre de Aj;. On obtient une
contradiction avec '’hypothese o(A;) C R.

O

Remarque 2.8 Celemme montre que 'ensemble des profils stables (resp. instables), au sens de la définition
2.1, est fermé (resp. ouvert) dans L=(] — 1, 1[).

La question est maintenant de décider comment approcher M, c’est-a-dire comment choisir les
Mj,. A priori, la solution la plus simple consisterait a choisir un profil M, constant par morceaux.
Pour un tel profil, on peut simplement trouver une expression de la fonction Fj, qui est alors une
fonction rationnelle. Mais cette approche ne fonctionne pas. En effet, en procédant de la méme
maniére que dans le lemme 2.8, on peut facilement montrer que pour / suffisamment petit le profil
approché M, est instable (cela est dti au fait que le saut entre deux valeurs successives devient
trop petit).

Le choix naturel suivant est d’approcher M par un profil M;, continu linéaire par morceaux. Cette
fois encore, la fonction F;, correspondante est une fraction rationnelle dont 1’expression peut étre
facilement calculée. Par conséquent, le nombre N, de solutions complexes de I'équation F;(A) = 1
est connu a priori. Pour prouver la stabilité d'un profil M, il suffit de montrer que 1'équation
Fn(A) = 1 a (au moins) N, solutions réelles (ainsi il ne peut y avoir de solutions non réelles). Sous
des conditions géométriques spécifiques sur M, il est possible de montrer un tel résultat, a ’aide
d’arguments tres simples tels que le théoreme des valeurs intermédiaires.

2.4.2 Les profils linéaires par morceaux

Comme annoncé plus tot dans 1’explication de notre stratégie pour I'obtention de résultats de
stabilité, la premiere étape consiste a s’intéresser aux profils linéaires par moceaux. On commence
par établir le lemme suivant qui donne une expression de la fonction F pour un profil linéaire par
morceaux quelconque :

Lemme 2.10  Soient M € C°([-1,1]) et
xo=—-1l<x;1<---<axy=1,
tel que M est linéaire sur Jx;, xj41[ pour tout 0 <i < N :
YO<i<N-1, M(y) = a;y+ pidans [x;, xi1]

avec a; € R, B;i € Reet a; # ajy1. Alors la fonction F(A) est une fonction rationnelle qui a au plus N + 1
poles. Plus précisément si
My<M;<...<Mp

cf. théoreme 3.6 chapitre 4 §3.1 de [Kat95].
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désigne les P valeurs M(x;) que I'on a ordonnées :
{Mo, My, ... Mp} = {M(x;); i =0,...N},

alors la fonction rationnelle F peut s’écrire sous la forme de la décomposition suivante :

P
Cj
F(A) = Z — M Wowve: (2.6)

avec des coefficients réels y et C; satisfaisant
)/0<0, )/p>0€tC]'ZO, VOSjSP.

DEMONSTRATION. On suppose d’abord que a; # 0 V i. En se rappelant que

1 dy
F)== | —L  1eD=C\RM)
J. (- M)

une simple intégration donne :

1 1 1 i1 1 1 1
=3 [‘a_o TR i e A —M(xm)' &

1=

que l'on peut réécrire sous la forme de I'expression (2.6) avec C; = 0 pour tout j et avec I'expression
suivante de y, oti 'on a posé (pour simplifier les écritures) a1 = ay = +oo:

171 1
Vi= Z > [_ai—l - E]' (2.8)
0<i<N
M(xi) =M

Pour montrer que g < 0, il faut remarquer que My = inf M(y) et que :

1. Si My = M(xp), la fonction M est nécessairement croissante sur [xg, x1], de telle sorte que :

-1
— < 0.
20(0

2. Si My = M(xy), la fonction M est nécessairement décroissante sur [xy_1,xn], de telle sorte
que:
1

0.
2aN-1 <

3. Si My = M(x;) pour un i, 0 < i < N, la fonction M est décroissante sur [x;_1, x;] et croissante
sur [x;, xi41], de telle sorte que :
1 ( 1 1 )
—|l—-—]<0.

2\ai1 o

Par conséquent, y est négatif puisqu’il est la somme de termes tous négatifs. On montre de la
méme maniere que yp > 0, avec Mp = sup M(y).

Considérons le cas ou des a; sont nuls, les calculs peuvent étre menés de la méme maniere
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aboutissant a I’expression (2.6) avec cette fois des {; non nuls et positifs. En effet, supposons par
exemple que a; = 0 : cela rajoute dans le calcul de F le terme suivant :

1 fxm dy
2 (A - M)

Il existe 0 < j < P tel que M(x;) = M(xi+1) = M. Le terme précédent est alors égal a :

1 Xy —x; ‘
2(A-m))

De plus, xj+1 — x; > 0, par conséquent, (; étant la somme de tels termes sera également positif.

O
Nous allons maintenant utiliser I’expression (2.6) de F pour établir des conditions suffisantes sur
le profil assurant que toutes les solutions de F(1) = 1 sont réelles. C’est 'objet du lemme suivant :

Lemme 2.11  On se place sous les mémes hypotheéses que dans le lemme 2.10 précédent. Alors, si C; = 0
pour tout j et si il existe deux entiers k" et k, vérifiant 0 <k’ <Pet0 <k <P -k, tels que :

yi<0 pour 0<j<Kk,
yi>0 pour kK +k+1<j<P (2.9)
yi=0 pour K <j<k +k+1,

alors toutes les solutions complexes A de I'équation F(A) = 1 sont réelles, et par conséquent M est stable (au
sens de la définition 2.1). Ce résultat reste vrai s'il existe k' < € < k' + k+ 1et tel que C¢ > 0 et Cj = 0 pour
tout j # €.

DimonsTraTION. Dans un premier temps on suppose que tous les ; sont nuls. Alors par (2.9) :

5oy Loy
_ — J ]
P(A)—F(A).—ZA_Mj+ Z T

j=0 j=k +k+1

ot tous les coefficients y; sont différents de 0. Par conséquent, on peut réécrire I'équation F(A) = 1
comme une équation polynomiale de degré P + 1 — k. Pour démontrer I'énoncé de ce lemme nous
allons montrer que I'équation F(A) = 1 a exactement P + 1 — k solutions réelles toutes distinctes.

En considérant la fonction A — F(A) sur 1’axe réel, on remarque que :

lim F(A)= lim F(A) = 0.

A—>—00 A—+00

De plus pour 0 < j < k', y; < 0 entraine

lim F(A) = 4+oc0et lim F(A) = —o0
ASM; ASM;

etpourk’+k+1<j<P,y;>0entraine

lim F(A) = —coet lim F(A) = +oo.
ASM; ASM;

Par le théoreme des valeurs intermédiaires on obtient que 1’'équation F(1) = 1 a au moins une
solution réelle dans chaque intervalle | — oo, Mo, [Mo, Mi],..., ]Mk/_l,Mli[ ainsi que dans chaque
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intervalle IMy 4101, Miv sk, IMp—1, Mp|[, IMp, +oo[. En résumé cela fait au moins P+1—k solutions
réelles distinctes ; ainsi nous les avons toutes.

Nous considérons maintenant le cas ou il existe K’ < <k +k + 1 et tel que C; > 0 et C; = 0 pour
j # €. Dans ce cas

Ce
(A =M~
Les arguments précédents sont toujours valables et on montre ainsi I’existence de P + 1 — k racines
réelles distinctes de F(A) = 1 qui sont en dehors de 'intervalle [My, My +k+1]. Pour conclure nous
distinguons trois cas :

F(A) = F(A) +

(i) Si ¢ = K, il est alors clair que F(A) = 1 est une équation polynomiale de degré P — k + 2.
Pour conclure, il suffit de montrer 1'existence d’une solution réelle supplémentaire que 1'on
va trouver dans l'intervalle [My, My 1x+1[ (ot F est continue). Puisque (i > 0, on a:

lim F(A)=+coet lim F(1) = —oo,

AiMk/ Ai’Mk’ +h+1

ce qui permet de conclure grace aux théoremes des valeurs intermédiaires.

(ii) Si¢ =k +k+ 1, on procede exactement de la méme maniere que précédemment.

(iii) Sik’+1 < € <k’ +k, F(A) = 1 est une équation polynomiale de degré P+3—k. Pour conclure,
il suffit de montrer 1’existence d"une solution dans chaque intervalle My, M¢[ et IM¢, M 4541
ce que l'on fait a I'aide, une fois de plus, du théoreme des valeurs intermédiaires. En effet,

puique C, >0ona:
lim F(A) = lim F(A) = +oo,
ASM, ASM,

et
lim F(A)= lim F(A) = —oco.

ASMy ASMy

Nous allons illustrer ces résultats au moyen de quelques dessins de fonctions F. Nous nous
placons dans le cas P = 5 avec :

(Mo, M1, My, M3, My, Ms) = (-3,-2.2,-1,0,1.4,3).

On suppose dans un premier temps que C; = 0 pour tout 0 < j < P. Onrappelle que nécessairement
y0 < 0etyp > 0. Le lemme précédent dit que s’il n'y a qu'un changement de signe parmi les y; (cf.
(2.9)) alors le profil M est stable. C’est ce qu'illustre la figure 2.6 pour laquelle nous avons pris :

yi<0 pour 0<j<2, y3=0 et y;>0 pour 4<j<5.

Dans ce cas, k' = 2 et k = 1 et on voit bien sur la figure les P + 1 — k = 5 racines de 1'équation
F(A) =1.
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FO)
o

F16. 2.6 — Fonction F : illustration d"un cas stable, C; tous nuls.

Le lemme montre que s’il existe 2 < [ < 4 tel que (; # 0 alors le profil est toujours stable. La
tigure 2.7 illustre ceci lorsque | = 2 (figure de gauche) et | = 4 (figure de droite). Ces situations
correspondent aux cas (i) et (i) de la démonstration du lemme; on observe l'apparition dune
solution supplémentaire dans l'intervalle sur lequel la fonction est dessinée en rouge. La figure
2.8 correspond a | = 3, qui correspond au cas (iii) de la démonstration du lemme ; on observe
I'apparition de deux solutions supplémentaires dans les intervalles sur lesquels la fonction est
dessinée en rouge.

4 T T — T 4 T T T T

| | o | | | | | | | |

i i i i i i i i | |

3r I I I “ I I 3r I I I I I

| | o | | | | | | |

2F | | [ | | 2F | | | | |

| | | \‘ | | | | | | |

. | | L | | . | | | | |

| | o | | | | | / | |

. I I [ I I . I I I / I I

g o i i o\ i i g o i i [ i |

| | | : | | | | o/ | |

b | | | \ | | Lt | I v I I

| | | | | | | 1 | |

| | | \ | | | i | |

-2r [ I \ I -2 - i I I

| | | W | | | | ‘\‘ | |

_a| | | | ‘\ | | _3L | I I “ I I

i i i “ i i i i ' i i

4 . ! ', ! . ! ! 4 ! 'y 1 . ! ! .
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
A A

Fic. 2.7 — Fonction F : illustration d'un cas stable, C; # 0 (a gauche), C4 # 0 (a droite).

F(N)
o

Fic. 2.8 — Fonction F : illustration d’un cas stable, (3 # 0.
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Nous montrons maintenant deux exemples de cas non pris en compte par le lemme 2.11 :
e Nous commengons par illustrer le cas ou la condition 2.9 n’est pas remplie. La suite des y;

présente alors plusieurs changements de signe. Compte tenu du fait que yo < 0O et yp > 0,
nous remarquons qu’il y a nécessairement un nombre impair de changements de signe . La
figure 2.9 illustre ceci dans le cas particulier précédemment utilisé, avec tous les C; nuls et
cette fois :

yi<0 pour 0<j<1, p2>0, y3<0 ety;>0 pour 4<;<5.

F1G. 2.9 — Fonction F : les yj changent trois fois de signe; le lemme 2.11 ne permet pas de conclure.

On voit bien la conséquence de ces trois changements de signe avec cette fois trois inter-
valles dans lesquels la fonction F ne parcourt pas tout R mais a la forme d’une parabole.
Les conclusions sur la stabilité sont alors diverses comme nous allons le voir. Dans ce cas
I’équation F(A) = 1 est polynomiale de degré P + 1 —k = 6. On observe sur la figure de
gauche quatre solutions réelles a 1'équation, on ne peut donc conclure quant a la stabilité.
En revanche, sur la figure de droite, on observe 6 solutions réelles, le profil est donc stable.

Si on suppose que la condition (2.9) est vérifiée, un autre moyen de mettre en défaut les
conditions du lemme 2.11 consiste a prendre C; # 0 pour j <k’ ou j > k' + k + 1. On illustre
cela par la figure 2.10 qui est obtenue en prenant exactement les mémes valeurs que pour la
figure 2.6 mais avec cette fois (; # 0 :

4 T T T T
T

3t

F(A)
o

Fic. 2.10 — Fonction F : cas pour lequel le lemme 2.11 ne permet pas de conclure, C; # 0.
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En comparaison de la figure 2.10, on observe la perte d"une solution a I'équation F(1) = 1
dans l'intervalle [-2.2, —1], intervalle sur lequel la fonction a été tracée en rouge. Encore une
fois si le minimum de F sur cet intervalle avait été strictement inférieur a 1 sur cet intervalle,
alors on aurait pu conclure que le profil correspondant était stable.

Nous avons obtenu, au travers du lemme 2.11, une condition obscure pour la stabilité d"un
profil linéaire par morceaux. Nous allons, dans la partie suivante, en déduire des conditions
géométriques de stabilité pour un profil continu. En clair, il nous faut trouver des conditions sur
un profil continu M pour que, lorsqu’on I'approche par des profils continus par morceaux My,
ceux-ci vérifient les conditions du lemme 2.11. On pourra alors conclure sur la stabilité de M en
utilisant le lemme 2.9.

2.4.3 Les résultats

En conbinant les lemmes 2.9 et 2.11, nous allons établir des hypothéses géométriques sur le
profil M assurant sa stabilité (toujours au sens de la définition 2.1). On utilise les mémes notations
que dans la partie précédente.

Théoréme 2.3  Soit M € C°(] — 1,1[). Alors M est stable dés que I'une de ces conditions est satisfaite :

1. M est strictement convexe (resp. concave).

2. M est strictement croissante (resp. décroissante) et il existe ys €] — 1, 1[ tel que M est concave (resp.
convexe) sur | — 1, ys[ et convexe (resp. concave) sur lys, 1[.

DEmoONSTRATION. Soit & = 1/N, on considere un maillage régulier de [-1, 1] donné par les points
x;=1ih, i=-N,---,N.
Soit My, (y) I'interpolation linéaire par morceaux de la fonction M sur ce maillage. Alors :

IM — Mz (-1,17) < w(M, h),

wM,h) = sup [M(y1) — M(y2)l.
ly1—y2l<h

En particulier,
IM — Myllpo-11) = 0 quand h — 0.

Sil’on prouve que pour le profil My, les hypotheses du lemme 2.11 sont vérifiées, alors on conclut

la démonstration de ce théoréme a 'aide du lemme 2.9.

—  Nous considérons tout d’abord un profil M strictement convexe. Clairement, M), est aussi
convexe et nous avons :
a; > i1, 0<i<N.

De surcroit, il est toujours possible de choisir le maillage'® pour s’assurer que :

a; #0, 0<i<N,

15Le lecteur tatillon pourra se convaincre qu'il suffit par exemple de rajouter le point x,, tel que M(x,,) soit le minimum
de M dans le maillage.
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ce qui entraine en particulier que tous les C; sont nuls (cf. démonstration du lemme 2.10).
Alors en se souvenant que yp > 0, en utilisant (2.8) et la convexité de M, on montre facilement
que:

yi>0, V>0,

ce qui prouve que nous sommes bien dans le cadre du lemme 2.11 et achéve la démonstration
pour un profil strictement convexe.

Pour un profil M strictement concave, on peut montrer de la méme maniére, qu’il peut étre
approché par un profil continu linéaire par morceaux M, qui vérifiera cette fois :

yi<0, Vj<P.

<  Si M est strictement croissante et qu'il existe ys €] — 1, 1[ tel que M est concave sur | — 1, ys[
et convexe sur Jys, 1[, alors M}, est strictement croissante et on peut facilement voir qu’il existe
is €]0, N[ tel que M}, est concave sur Jxo, x;[ et convexe sur ]x;;, xy[. Comme M), est strictement
croissante on a ; # 0 pour tout 0 < i < N ce qui entraine :

(j=0, 0<j<P
La stricte croissance implique aussi P = N, M(x;) = M; et on déduit de (2.8) que :

1 1 .
yi=——-—, YO0<j<P (2.10)
a j-1 a j
Puisque M), est concave sur |xo, x;;[ alors a; > a1 pour i < ig. Par conséquent, en se souvenant
que Yo < 0 on obtient de I'équation précédente que :

yi<0, 0<j<is.

De maniére similaire on a :
Vi> 0, ig < ] <P

Pour conclure il suffit de remarquer que quoi qu'il arrive a y;,, (2.9) est satisfaite. Nous sommes
donc bien dans le cadre du lemme 2.11, ce qui conclut la démonstration.

Si M est strictement décroissante et qu’il existe ys €] — 1, 1[ tel que M est convexe sur | — 1, ys[ et
concave sur ]ys, 1[ la démonstration est suffisamment similaire pour étre omise.
O

Remarque 2.9  La stabilité des profils concaves peut se déduire simplement de celle des profils convexes.
En effet, il suffit de remarquer que si M est concave, alors —M est convexe et on conclut en utilisant la
propriété 2.2.

De méme la stabilité des profils décroissants, convexes puis concaves se déduit de la stabilité des profils
croissants concaves puis convexes. En effet il suffit de remarquer que si M est décroissant, convexe puis
concave, alors —M est croissant concave puis convexe, et on conclut en utilisant la propriété 2.2. Dans ce cas
on aurait aussi pu utiliser le fait que M(—y) est croissant concave puis convexe, et on conclut en utilisant
la propriété 2.1 avec g(x) = —x.

Cette remarque concerne un point de la démonstration, mais rappelle que les propriétés 2.2 et 2.1
permettent d’étendre les résultats de stabilité. Il existe un autre moyen d’étendre ces résultats :
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Remarque 2.10  Nous avons eu besoin dans ce théoreme d’arquments de stricte monotonie ou de stricte
convexité. En utilisant le fait que 'ensemble des profils stables est fermé (cf. remarque 2.8) nous pouvons
étendre ces résultats et nous affranchir du caractere strict de ces hypotheses.

Quelques commentaires sur ces résultats s'imposent. La premiere condition n’est pas sur-
prenante si on se rappelle du fameux critére du point d’inflection de Rayleigh [Ray79] pour les
équations d’Euler linéarisées en incompressible : un profil instable possede nécessairement un
point d’inflection.

On remarque aussi que la seconde condition est équivalente au critére de Fjortoft [Fjo50] :

M (ys) = 0 et M"(y)(M(y) = M(ys)) 20, Yy # ys, (2.11)

qui est une condition suffisante de stabilité, dans le cas incompressible encore une fois. Plus
précisément, un profil qui vérifie la deuxieme condition de notre théoreme, s’il est C2(1-1,1])
vérifie nécessairement la condition de Fjortoft. Nous allons maintenant montrer une sorte de
réciproque :

On suppose que M € C3(] -1, 1]) tel qu’il vérifie le critere de Fjortoft (2.11) : En
intégrant cette derniere égalité entre ys et z > ys on obtient aprés un simple

calcul :
Z

Vzzys, MEME-Mys)> | M@yPdy=0. (212
Ys

En intégrant entre z < ys et ys on obtient de la méme maniere :
Vz<ys, M(z)(M(z)—-Ml(ys)) <O0. (2.13)
En réunissant (2.11), (2.12) et (2.13) on montre :
Vz>ys, M (zM’(z) >0,
{ Vz<ys, M (@zM"(z) <0.
Enintégrant la premiere inégalité entre z et z, avec 1 > z > z, > ys on obtient :
M (2)? > M'(z,)%, (2.14)

ce qui montre que M’ est de signe constant sur ]ys, 1[. En effet supposons par
contradiction qu’il existe ys < a < b < 1 tel que M'(a)M’(b) < 0. Puisque M’
est continue cela signifie qu’il existe c €]a, b tel que M’(c) = 0. On a alors par
(2.14) :

M(c)?>M@? o M@) =0,

ce qui constitue une contradiction. On montre de maniere similaire que M’ est
de signe constant sur | — 1, ys[.

En conclusion, pour tout z €]ys, 1[, puisque M’ est de signe constant et que
M’ (z)M"(z) > 0, alors M aussi est de signe constant, et qui plus est de méme
signe que M’. Pour tout z €] — 1, ys[, puisque M’ est de signe constant et que
M'(z)M" (z) <0, alors M" aussi est de signe constant, et qui plus est de signe
opposé a celui de M’. Finalement, soit M est convexe (ou concave) sur | -1, 1],
soit elle vérifie les hypotheses de la deuxiéme condition de notre théoreme.

Il existe dans la littérature peu de travaux et de résultats de ce type dans le cas compressible. On
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peut citer [RV08] (cf. I'annexe) et [SHO1] (cf. pages 241-242) dans lesquels les auteurs dérivent
un critére de type Rayleigh pour les équations d’Euler linéarisées. Dans [SHO1] les auteurs font
référence a des travaux de Lees et Lin [LL46] dans lesquels les auteurs dérivent un critere de type
Rayleigh. IlIs procedent comme 1’a fait Tollmien dans le cas incompressible, en recherchant les
modes neutres et en faisant un développement asymptotique autour de ceux-ci pour trouver une
instabilité. On peut également citer [Mac84] pour des résultats plus numériques.

Typiquement, le théoreme 2.3 prouve la stabilité de profils tels que ceux présentés par la figure

2.11. On peut se demander si ce théoreme couvre tous les cas de profils pour lesquels, en les
approchant par des profils linéaires par morceaux, ces derniers vérifient les hypotheses du lemme
2.11.
Pour un profil monotone, croissant par exemple, il est clair que pour que la condition (2.9) soit
satisfaite, il faut au plus un changement de convexité. En effet (2.10) implique que y; <0, Y 0<
j<P(resp.y; >0, ¥ O0<j<P)siMy,concave (resp. convexe) sur [M;_1,M;;1]. Puisque yo < 0
et yp > 0, pour vérifier (2.9), M, donc M est nécessairement soit convexe ou concave, soit concave
puis convexe.

M(y)
0,8

M(y) 0,6

0,4 y

0,2

Fic. 2.11 — Exemples de profils stables, convexe (a gauche), croissant concave puis convexe (a droite).

En revanche, en ce qui concerne les profils non monotones, le théoréeme 2.3 n’est pas du tout
exhaustif comme le montre la figure 2.12 qui donne 1'exemple d’un profil stable qui n’entre pas
dansles conditions du théoréme 2.3 mais bien dans celles dulemme 2.11. En effet, danscecas P = 1,

0]

Fic. 2.12 — Exemple d’un profil périodique stable (4 gauche) et la fonction F correspondante (i droite).

ce qui est une condition suffisante pour remplir les conditions du lemme 2.11. On a l'intuition que
des qu'un profil sera le périodisé d'un profil stable, alors il sera lui méme stable. C’est ce que dit
la proposition suivante qui permet elle aussi d’élargir la classe des profils stables :

Proposition 2.6  Soit M € L™(] — 1,1[). S'il existe n € IN* tel que M est périodique de période 2/n,
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c’est-a-dire : 5 )
M(y+i;):M(y), VO<i<n etye[—l,—1+z[.

Si de plus le profil périodisé, défini pour y €] — 1, 1] par

Y AL
N(y)—M( ” 1),

est stable (resp. instable), alors M est stable (resp. instable) (au sens de la définition 2.1).
En particulier, si N vérifie les hypotheéses du théoreme 2.3 (s'il est par exemple continu et convexe ou
concave) alors M est stable.

DiMONSTRATION. Pour montrer cette proposition, compte tenu du corollaire (2.2), il suffit de
montrer que :

Fm(A) = En(A),

ol Fy (resp. Fy) est la fonction F définie par (2.5) associée a M (resp. N). Par définition nous avons :

1! dy
PM(A):—f Y leD=C\ImM,
291 (A= M)

qui compte tenu de la périodicité de M vaut :

n f—l+% dy
200 (-mMe)”

/

qui apres le changement de variable y = —1 devient:

1 1 dy/
zILQ_Nww”

qui n’est autre que Fy.

2.5 CONDITIONS D'INSTABILITE POUR DES PROFILS ANTISYMﬁTRIQUES

Nous allons dans cette partie, a l'image de la précédente, trouver des conditions générales sur
le profil qui assurent son caractere instable au sens de la définition 2.1. Pour cela, il suffit d"assurer
'existence d’une solution non réelle a ’équation F(A) = 1 (cf. corollaire 2.2). Malheureusement,
I’analyse du cas général s’avere plus complexe. C’est pourquoi nous nous restreignons dans cette
partie au cas particulier des profils antisymétriques (non nécessairement continus), i.e. un profil
M tel que M(-y) = —M(y) pour tout y € [-1,1].

Nous allons prouver que dans ce cas la fonction A — F(A) correspondante est réelle sur 'axe
imaginaire. Par conséquent, nous pourrons appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires a
la fonction v —— F(iv). Cela va nous permettre d’obtenir des conditions suffisantes sur le profil
de Mach M(y) entrainant 1’existence d’une solution non rélle a 1'équation F(1) = 1, synonyme
d’instabilité.
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Remarque 2.11 — En remarquant qu’ajouter une constante m au profil (M(y) — M(y) + m) a pour
conséquence une translation du spectre (A — A + m), tous les résultats de cette section peuvent faci-
lement étre étendus aux profils qui sont antisymétriques a une constante pres : M(—y) + M(y) = 2m
pour tout y € [—1,1]. Pourtant, il existe une différence de taille entre le cas m = 0 et m # 0 : en effet,
pour m = 0, les instabilités qui sont étudiées dans cette section sont "absolues” (comme défini dans
[HM85]) alors qu’elles sont “convectives” si m # 0.

— Grice a la remarque 2.8, qui dit que I'ensemble des profils instables est ouvert, si un profil antisy-
métrique M(y) est instable, tous les profils suffisamment proche au sens de la norme L=(] — 1, 1) de
M(y) sont aussi instables.

— On rappelle également que grice aux propriétés 2.1 et 2.2 on peut étendre ces résultats a une plus
grande classe de profil. La proposition 2.6, que 'on vient de montrer, est elle aussi un outil pour
I'extension des résultats.

2.5.1 Une premieére condition d’instabilité

Nous montrons tout d’abord :

Lemme 2.12  Si M est antisymétrique, alors :
1. VA ¢ RWM), F(A)=F(=7),

2.¥veR, F(v)eR.

DEmonsTRrATION. En se rappelant que

F) = +

1 dy ~
5| ———3 AeD=C\ImM,

(A - M)
le changement de variable y — —y nous donne alors la premiére égalité. Alors en utilisant la
relation triviale, F(1) = F(A), on obtient pour v € R*:

F(iv) = F(=iv) = F(iv) = F(iv),

ce qui prouve que F prend des valeurs réelles sur I’axe imaginaire.

O
Une conséquence de ce lemme est le corollaire suivant, qui sera le principal outil dans la suite de
cette section.

Corollaire 2.4  Si M est antisymétrique et si

limsup F(iv) > 1 (2.15)

v—0

alors I'opérateur A a au moins deux valeurs propres iv et —iv avec v > 0, et le profil M est instable (au sens
de la définition 2.1).

DfmonsTrATION. Un simple calcul nous donne :

1
1 1 M(y)? -2 1 (1 2ivM(y)
== | —F——dy+- | ——— _4y.
2 g™ 3, M2+
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En utilisant I'imparité de M on obtient I’expression suivante :

b My? -

Y R* F(@v) = _
ve (iv) 0 (MR v

(2.16)

La fonction v = F(iv) est continue sur IR}, et tend vers 0 quand v tend vers +oco. Par le théoréeme
des valeurs intermédiaires, si la condition (2.15) est satisfaite, il existe au moins une valeur de
v # 0, telle que F(iv) = F(-iv) = 1. On conclut la démonstration en utilisant la caractérisation,
maintenant bien connue, des valeurs propres de A de la proposition 2.3.

O

La condition (2.15) est une condition suffisante d’instabilité dans le cas d"un profil antisymétrique.
Cen’est clairement pas, en général, une condition nécessaire : en effet les valeurs propres non réelles
del’opérateur A ne sont pas nécessairement sur I’axe imaginaire et méme si A a des valeurs propres
non réelles sur 1’axe imaginaire, la condition (2.15) ne sera pas pour autant automatiquement vraie.
Malgré tout, nous pouvons établir une réciproque dans un cadre plus restreint. L'idée est de se
restreindre a une classe de profils pour lesquels il existera au plus deux valeurs propres non réelles,
qui compte tenu du lemme 2.12 seront nécessairement, si elles existent, imaginaires pures.

Proposition 2.7 Si M est une fonction continue et antisymétrique sur [-1,1]. Si de plus elle est
strictement croissante et concave sur [0,1], alors M est instable si et seulement si

limsup F(iv) > 1.

v—=0

DimonsTRATION. Un sens a déja été montré au travers du corollaire précédent. On supppose donc
que M est instable et on veut montrer que la condition (2.15) est vérifiée. Puisque M est instable,
il existe par définition Ay € C \ R tel que F(Ay) = 1. Compte tenu du caractere symétrique du
spectre de A on peut supposer de plus que Im (Apr) > 0.

Pour montrer le résultat nous allons & nouveau utiliser I’approximation par des profils linéaires
par morceaux. Soit & = 1/N, on considere le maillage régulier de l'intervalle [-1, 1] donné par les
points

X; = ih,i=-N,---,0,---,N.

Soit Mj,(y) 'interpolé linéaire par morceaux de M sur ce maillage, de telle sorte que ||M—Mj||~q-1,1))
tend vers 0 avec /. Grace au lemme 2.9, nous savons qu’il existe A, tel que Fj(A,) =1et A, — Am
quand i — 0.

Clairement Mj,(y) est une fonction antisymétrique'® et continue, elle est de plus concave et stric-
tement croissante sur [0, 1]. En utilisant le caractere antisymétrique, et en notant M(jh) = M j,on
déduit de (2.7) 'expression suivante de Fj, (qui est la fonction "F" définie par (2.5) associée au profil
My) :

N
1 1
_ h _
Fu(A) = h;yj (A my T S (2.17)
]:

avec
M]‘+1 + M]‘_l - 2M]'

h_— _
Vi T T M = M) (M - M)

pour j=1,---N-1,

161 e fait que le maillage soit régulier et qu’il contienne 0 joue un role essentiel ici.
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et
1

ho_
N = My —Mn-1

On déduit de la concavité ainsi que de la stricte croissance de M(y) :
y’]? <0pour;j=0,---N-1,
yﬁ, > 0.

Par la suite, en procédant de la méme maniére que dans la démonstration du lemme 2.11, on
voit que I'équation Fj,(A) = 1, qui a au plus 2N racines complexes différentes, a au moins 2N — 2
racines réelles différentes. En d’autres termes, ’équation F;(A) = 1 a au plus deux solutions non
réelles. Par le lemme 2.12, cela prouve que A; € iR, autrement 1'équation F;(A) = 1 aurait quatre
différentes racines non réelles Ay, —/\h,/l_h et —/\_h. Plus précisément, A, = iv, ou v, est I'unique
solution de Fj,(iv) = 1 pour v > 0. On remarque qu’a fortiori, Ay = ivar ol Vs est I'unique solution
de F(iv) = 1 pour v > 0.

Pour aller plus loin, nous allons avoir besoin du résultat suivant démontré dans le lemme 2.13 :
. d . .
Si EF;Z(ZV) =0 pour v > 0, alors Fj(iv) <0. (2.18)

Par conséquent, (en rappelant que v — Fj(iv) tend vers 0 quand v tend vers +o0), le comporte-
ment représenté sur la gauche de la figure 2.13 est a exclure pour F. En effet, cela impliquerait
nécessairement que Fj, a le méme comportement ce qui n’est pas possible en vertu de 2.18. Nous
avons donc en utilisant 1'unicité de la solution de I'équation F,(iv) = 1 pour v > 0) :

Fyiv)>1si0<v<v, et Fy(iv)<lsiv>wyy,

et par la suite en utilisant 1'unicité de la solution de I'équation F(iv) = 1 pour v > 0)
F@v)>1si0<v<vy, et F@v)>1siv>vy.

Cela montre que

limsup F(iv) > 1.

v—0

Pour conclure, on remarque que si limsup,_,,F(iv) = 1 (cf. figure 2.13 a droite), alors pour h

15 T T T T 25

F(iv)
F(iv)

Fic. 2.13 — [llustration de la démonstration du lemme 2.7 : comportements impossibles de la fonction F(iv).
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suffisamment petit, il existe v tel que 0 < v < vy, et
d
—Fy(iv) =
7, Fn(iv)

ce qui contredit (2.18).

Remarque 2.12  La proposition reste vraie si on remplace I'hypothése de stricte croissance sur [0, 1] par
la double hypothese :

(i) M est strictement concave sur [0, 1],

(i) M(y) > 0 pour tout y €]0, 1].
La démonstration s’adapte alors assez simplement.

Nous démontrons maintenant le résultat annoncé dans la démonstration précédente :

Lemme 2.13  Sous les mémes hypothéses et avec les mémes notations que que dans le lemme 2.7 on a :

Si %Ph(iv) = 0 pourv > 0, alors Fy(iv) < 0.

DEmoNSTRATION. En prenant A = iv dans 'expression (2.17) de Fj, on obtient :

N
_ 2M;
Fu(iv) = —th?vz +]<42
j=1 j

d_ .
On suppose que EF;Z(ZV) =0pourunv > 0;onaalors:

i S ___g (2.19)
—i ] (12 + M2)2 '
=1 ]

En utilisant cette équation on obtient 1’expression suivante de Fj, :

2MP+ MD)W 2M

N no
Fh(ZV) - h Zl 7/] (1/2 + M2)2 - Z y] (V2 + M2)2
= )

Puisque y? <Opourj=20---N-1, y?\] >0et0 < M; < --- < My, ces résultats étant des
conséquences de la concavité et de la monotonie de M(y) (cf. démonstration du lemme 2.7), on
obtient facilement de (2.19) I'inégalité suivante :

2M3 N-1 2M3
ey i) Wi
IWNeremeye T T iy M2)
qui implique Fj(iv) < 0.
O

Nous avons été amenés, dans cette étude de stabilité des profils antisymétriques, a regarder si
F(iv) pouvait s’annuler en méme temps que sa dérivée. En fait, on peut montrer qu'un tel cas
correspond a un "bloc de Jordan" de 'opérateur A.
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Lemme 2.14 Soit A € C\ Im M alors A est une valeur propre associée a un bloc de Jordan, c’est-a-dire
qu’il existe Uy et Uy dans L2(] — 1, 1[)? tels que :

AU;p = AUy,
(2.20)
AU, = AU, + Uy,

si et seulement si F(A) = 1 et F'(A) = 0.

DEMoNsTRATION. ® Nous commengons par le sens direct. Nécessairement A est valeur propre
associée au vecteur propre U; donc nous déduisons de la proposition 2.3 que F(A) = 1. De plus
cette proposition nous dit que A est une valeur propre simple et que

_1
(A —M)?
1
A-M
Si on note U, = (Uy, U,) alors la deuxiéme ligne de (2.20) devient en utilisant la définition (2.3) de
A:

U; =

MUQ+U2=/\Uz+m,
1
A=M
La premiére ligne nous donne une expression de U, que 1'on injecte dans la deuxieéme ligne pour
obtenir :

EU2+MU2:)\U2+

1

Uz =A-MU; + m/

EU, = (A = M)*Us +

A=M
Si on applique maintenant I'opérateur de moyenne E a la deuxiéme équation apres avoir divisé
par (A — M)? on obtient :

-2
(1-FW)EU =E [(A_—M)S] .

Puisque F(A) = 1 on obtient E [m

] = 0 qui signifie exactement F’(1) = 0.

e Réciproquement, on suppose que F(A) = 1 et que F'(A) = 0. On voit alors compte tenu du travail
effectué précédemment que :

1 1 2

A 2 _M2 (A= M)
U=| G=M2 | g, o] @-MP (A-MP |

1 1 1

A-M A=M  (A-M)?

vérifient (2.20).
O

Dans la suite nous allons exhiber diverses situations pour lesquelles on peut prouver 'existence et
calculer la limite de la fonction F(iv) quand v — 0. Nous utiliserons alors la proposition 2.7 pour en
déduire des résultats d’instabilité. Mais avant ¢a, nous allons montrer un résultat de type Howard
(voir page 142 de [DR04]), qui donne une localisation des valeurs propres donc des instabilités.
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Localisation des instabilités

Lemme 2.15 Soient M € C°(1 = 1,1[) et A € C\ Im M tel que F(A) = 1. Si on écrit A = Ag + i Aj avec
(AR, A1) e RXIR*alorson a :

O<)\12<sup
Y

- (1 +2(Ag - M(y))z) + \/1 +8(Ak - M(y))”
. (2.21)

DimonsTRATION. L'équation F(A) = 1 peut se réécrire compte tenu de la définition (2.5) de F :

1 fl (Ax = M) - 2i As(Ax = M(y)) - 12 e

2 )4 ((/\R 3 M(y))2 N )\12)2

qui devient en passant le 1 dans l'intégrale et en mettant au méme dénominateur :

1 (AR = M) = 2i Ai(Ag = M(y) - A2 - ((/\R ~M(y) + )\12)2
f dy = 0. (2.22)
1

2 2

((/\R - M) + /\%)
e En prenant la partie imaginaire de cette équation (2.22) on a:
fl =2 A[()\R - M(y))

?((Ar - M) + )\12)

5 dy =0,

ce qui donne puisque A; # 0 :

fl (Ar — M)
-1 ((/\R 3 M(y))2 N )\12)2
Nécessairement pour que cette intégrale puisse étre nulle il faut que Ag € Im M.
e En prenant cette fois la partie réelle de 'équation (2.22) on a :
fl P(A%,y, AR)
(- M)+ 23)

~dy =0, (2.23)

2
ol ]’on a introduit le polyndéme X +— P(X, y, AR) = ((/\R - M(y))2 + X) +X - (/\R —M(y))Z. On fixe

y et Ag et on cherche les racines de ce polyndome de degré 2. Il a pour discriminant :

4

Ay A = (1+2(Ax - M(y))z)z ~4((A - M) - (1 - M)
= 1+8(Ax - M),
et donc pour racines
~(1+2(A& - M(y))z) + VA
: .

Xi(y/ AR) =
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Pour que (2.23) soit vérifiée il faut que y — P(A?, y, Ar) prenne des valeurs positives et négatives.
Il faut donc nécessairement que :

inf X_(y, Ar) < A? < sup X+ (y, Ar),
Y y

qui devient puisque A? >0:
0< )\% < sup X+(y, Ar).
y

ce qui conclut la démonstration.

O
La condition (2.21) nous donne une localisation des instabilités. En particulier elle nous fournit
une majoration de la "vitesse" A; de ces instabilités en fonction du profil. Il est possible de dériver
des majorations plus simples que (2.21), c’est 'objet de la remarque suivante.

Remarque 2.13 e Nous pouvons obtenir une majoration plus simple de A2. En utilisant le fait que
Va2 + b2 < |a| + |b| on obtient :

_ (1 +2(Ag - M(y))z) +1+ VB|Ag - M(y)|

X+(y/ /\R) < ) ’

et en se souvenant que I'on a montré que Ag € Im M on peut écrire la majoration suivante qui ne
dépend plus ni de y ni de AR :

sup X+ (y, Ap) < V2(My — M),
Y

et on aurait finalement :
0<A2< V2(M, - M.).

e Dans le cas ot Agr = 0 qui est le cas qui nous intéresse dans cette section nous avons :

—1-2M(y)* + 1 +8M(y?

2

X+(y/ /\R) =

et la condition (2.21) devient :

-1 -2M(y)> + /1 + 8M(y)?

0</\%<sup >

y

2.5.2 Application a des profils singuliers

Nous voulons appliquer le corollaire 2.4 (resp. la proposition 2.7) pour trouver des conditions
suffisantes (resp. suffisantes et nécessaires) de stabilité. Nous commencons par le cas, le plus
simple, de profils pour lesquels la limite de F(iv) quand v — 0 est obtenue a I'aide du théoreme
de convergence dominée de Lebesgue.

Théoreme 2.4  Soit M un profil antisymétrique tel que

1 dy

0o M(y)?

< +oco0, (2.24)
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Alors le profil M est instable (au sens de la définition 2.1) si la condition suivante est vérifiée :

C Ly 225
foM(y)2> ' (2.25)

Si de plus M est une fonction continue de y sur [-1,1], concave strictement croissante sur [0, 1], alors M
est instable si et seulement si (2.25) est vérifiée.

DEmMonsTrATION. Pour v > 0, nous avons :

1 1
d
|F(iv)|s1f W Y
2 J1v2+ M(y) o M(y)

Nous pouvons par conséquent appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, ce

qui donne :
T
im F(iv) = )
v—0 o M(y)?

L’énoncé du théoréme suit en utilisant le corollaire 2.4 et la proposition 2.7.

On remarque que (2.25) montre que tout profil subsonique satisfaisant (2.24) est instable.

La condition (2.24) est clairement satisfaite pour un profil M qui ne s’annule pas : puisque M est
antisymétrique, il doit étre discontinu en y = 0. Par exemple, si M est un profil antisymétrique
bi-couches, on retrouve une partie du lemme 2.8.

Nous considérons maintenant un profil continu. La condition (2.24) ne peut étre vérifiée par un
profil régulier M mais on peut l'utiliser par exemple si M(y) a un comportement tel que

y* avec 0 <a <1/2 pour y 5 0:

Lemme 2.16  Le profil antisymétrique défini par M(y) = Myy® avec 0 < a < 1/2 est instable (au sens
de la définition 2.1) si et seulement si
(1-20)M3 <1

DEmonsTtrATION. Une simple intégration donne :

1 ady 1

o M(y? M2(1-2a)

et on conclut a l’aide de 2.25.
O

En d’autres termes, il existe des modes instables si et seulement si M, < M, avec M, = 1/(1 —2a).
On remarque que M, — 1 par valeurs supérieures quand a — 0, ce qui est toujours en accord
avec le cas du profil bi-couches.

Sachant que pour a > 1 un tel profil sera toujours stable puisqu’il est croissant concave puis

convexe!’, on peut se demander ce qui se passe quand 1/2 < a < 1. Nous allons prouver qu’un tel

profil est toujours instable :

7cf. théoreme 2.3.
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Lemme 2.17  Le profil antisymétrique défini par M(y) = ay® avec a > 0 et 1/2 < a < 1 est instable (au
sens de la définition 2.1).

DEmonsTRATION. Pour un tel profil, la fonction F(iv) a I’expression suivante :
i = U222 ]
() = o @2y + 122 Y-
Un simple changement de variable donne :
(a/v)1/ 200 _ 1
N — a2 ~1/ ¥
F@iv)y =v'/%“a “j(; —(yz"‘ " 1)2dy,

de telle sorte que :

yZa -1

lim Fov) By
(yZa + 1)2

v—0 21/~

+00
Lﬂm%wwmﬂm:J“ dy.
0

On calcule facilement pour o > 1/2:
1 2 2—2a
1-y™= 1-y
Sa) = fo (e +1)2 22 dy
ce qui montre que S(a) > 0 pour 1/2 < a < 1. Par conséquent lim,_,g F(iv) = +oo et on conclut
encore une fois a I'aide du corollaire 2.4.

O
Tous les résultats de stabilité concernant les profils y* sont résumés sur la figure 2.14.

stable

stable

1 unstable

0 0.5 15 2

[y

Fic. 2.14 — Zone de stabilité des profils M* y* dans le plan (o, M*).

2.5.3 Une technique de perturbation

Si M est un profil antisymétrique régulier (par exemple C?), les résultats de la section précédente
ne s’appliquent pas. En effet, pour un tel profil nous avons nécessairement

1

dy = boo
0o M(y)
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On va tout de méme pouvoir déduire quelques résultats du lemme suivant :

Lemme 2.18  On suppose que M et M sont tous les deux des profils antisymétriques tels que :
M(y) - M(y)

1 1
_ d [ee] - =
fo M(y)>M(y) y<rooet fo M(y)M(y)*

alors (F étant la fonction "F” associée au profil M), F(iv) — F(iv) a une limite finie quand v tend vers 0, cette

limite étant donnée par :
M(y)?> - M
lim(F(iv) - F(iv)) f My)” - M@)* dy (2.27)
ZM(y)Z

< +00 (2.26)

DEmMonsTrATION. Pour A ¢ IR, nous avons :

. 1 (! 1 1
F(A)-E(A) == - d
2L[(A—MW (A—w)zJ ’

1fJKA—Mw»+@eAﬂwﬂmmn—Mw»@/

- (A - M) (A - M)

_%IT MO) B M) - zy
(A -Mw) (A-My) (A -M)(A-M(y)

En prenant A = iv, grace a I'hypothese (2.26), on peut appliquer le théoreme de convergence
dominée de Lebesgue pour montrer que :

e =1 M) - M(y) M(y)—M(y))
= [wamw+M@mw‘i

2

ce qui donne (2.27).

O
Bien entendu ce résultat est utile quand M est choisi tel que lim,_,o F(iv) est connue. En particulier,
silim,_ F(iv) = +0c0,le lemme précédent prouve l'instabilité de tout M vérifiant (2.26). Un exemple
d’application simple est donné par le lemme suivant :

Lemme 2.19  Soient 1/2 < a < 1 et M(y) un profil antisymétrique. Si
1
M _ o4
f Lg)”yldy < +oo, (2.28)
0 ¥

alors M est instable (au sens de la définition 2.1).

DfmonsTRATION. On pose M(y) = ay®. Alors on sait par le lemme 2.17 que

lim F(iv) =

v—0

Par ailleurs, (2.28) est équivalent a (2.26). Finalement, le lemme 2.18 prouve que lim,,_,g F(iv) = +oo0.

O



2.5. Conditions d’instabilité pour des profils antisymétriques 69

2.5.4 Application a des profils réguliers

Nous allons maintenant montrer comment appliquer le lemme 2.18 a un profil régulier :

Théoréme 2.5  Soit M un profil antisymétrique, C' dans un voisinage de 0, tel que :
1. M(y) # 0 pour y # 0,

2. M(0)#0,

T M(y) - M'(0
3. f' W= WON 4y < too.
0 Yy
Alors M est instable (au sens de la définition 2.1) si la condition suivante est vérifiée :
' M0 = (M(y)/y)?
1+ M (0)* < f dy . (2.29)
o MoE Y

Si, de plus, M est une fonction continue de y sur [—1,1] et si elle est concave strictement croissante sur
[0,1], alors M est instable si et seulement si (2.29) est vérifiée.

DimonsTrAaTION. On pose M(y) = M’(0)y. Alors, comme nous l'avons déja remarqué, F a une
expression simple :
N -1
Fiv) = ———,
™) = oy

qui donne directement lim, o F(iv) = —1/M’(0)?. D’un autre coté, la troisieme hypothese est dans
ce cas équivalente a (2.26), de telle sorte qu’on peut appliquer le lemme 2.18 et (2.27) devient dans
le cas présent :

1 _ (M2 - M)
MOP — Jo M(yPM (02y?
ce qui donne (2.29) comme condition d’instabilité compte tenu du corollaire 2.4. Une fois de plus
la proposition 2.7 nous donne I'équivalence si M est une fonction continue de y sur [-1,1] et si elle
est concave strictement croissante sur [0, 1].

lim F(iv) +
v—=0

O

Remarque 2.14  On remarque que I'hypothése 3) du théoreme 2.5 est automatiquement satisfaite si M
est un profil C* antisymétrique puisqu’alors M”(0) = 0.

Le lecteur attentif aura remarqué que la condition (2.29) relie le comportement en 0 (terme de
gauche) a une quantité globale (terme de droite). Cette condition étant assez difficile a interpréter,
nous allons l'illustrer sur I'exemple d"une famille de profils :

Corollaire 2.5 Poura > 0et a > 0, on définit le profil M comme suit :
M(y) = atanh(ay).

Soit & > 0 l'unique solution de I'équation atanha = 1. Alors, le profil M est instable (au sens de la

définition 2.1) si et seulement si
1 3
cx>cx*eta<(1— )
atanh
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DimonsTrRATION. On montre facilement que M satisfait les hypotheses du théoreme 2.5. Ce dernier
nous dit alors que M est instable si et seulement si (2.29) est vérifiée. Or, dans le cas présent (2.29)

se réécrit apres calcul :
a

1+ad2a®<a®>+1- ,
tanh a

qui donne :

1
?<1-

atanha’
qui permet de conclure facilement.

Une fois de plus, on retrouve le résultat pour un profil bi-couches lorsque o — +c0.

Le théoreme 2.5 nous fournit un outil pour savoir si un profil régulier est instable. Il est parfaite-
ment impossible d’étre exhaustif. En exercice, le lecteur pourra montrer, par exemple, que le profil
M(y) = M, sin & est toujours stable.

Profils réguliers mais pas trop

Comme nous l'avons vu, la condition 3) du théoreme 2.5 est automatiquement satisfaite si M
est un profil C? antisymétrique (puisqu’alors M”(0) = 0). Cela fait naitre en le lecteur une envie
irrésistible d’approfondir le cas d’un profil antisymétrique C' mais non C2. C’est a ces justes
attentes que nous allons en partie répondre par le lemme suivant :

Lemme 2.20  Soit M un profil antisymétrique, C' sur [-1,1], C**® sur [0,1] (avec a > 0) qui est de
plus strictement croissant sur [0,1]. Si M"(07) = lim, o+ M"'(y) < 0 alors M est instable (au sens de la
définition 2.1).

DimonsTtraTION. Nous rappelons I'expression (2.16) de F(iv) pour v € R* :
L MR-
F(iv) = y—2 y.
0 (M(yy +v2)

Compte tenu des hypothéses faites sur le profil M, nous pouvons introduire u la fonction inverse
de M sur [0,1] :
p(d) =M7(A), Ae[0,M.]

Des propriétés de M nous déduisons que u est dérivable, strictement croissante sur [0, 1]. De plus
1(0) = 0. En utilisant le changement de variable z = M(y) dans 1'expression de F(iv) nous obtenons:

My 22 2

F(iv) = f ——'(2) dz. (2.30)
0 (%+ﬂf#

M étant C? sur [0, 1], il en est de méme pour u. On trouve facilement :

_er(0+)
M’ (0)2 ’

7’ — 1 7 +:
KO = 3o B0

Par conséquent, pour z > 0 nous pouvons écrire le développement limité suivant :

rn 1 M"(0")
W@ = o) T MR

z +1(2),
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ot la fonction r(z)/z tend vers 0 quand z tend vers 0. En injectant ce développement dans (2.30) on
obtient :

) MH(0+)
F(iv) = M) Do(v) - Wq)l(v) + D (v), (2.31)
ol nous avons poseé :
My 22
R
0 (ZZ+1?)
+ 2_ .2
Di1(v) = f Z—VZZ dz,
0o (22+1?)
+ Z2 _ V2
D,(v) = f —1(z2) dz.
' 0 (2+v2)’

Pour montrer que M est instable nous voulons utiliser la caractérisation du corollaire 2.4. Pour
cela, nous allons calculer la limite de F(iv) quand v tend vers 0 :
(i) On a tout d’abord, par le théoreme de Lebesgue :

M
lim ®,(v) = f @ dz.
v—0 0 z

(ii) Enremarquant que:

d ( -z )_ 72 -2
dz\22 +v2) " (2 4 42)2
on obtient facilement que

1
lim @y(v) = ——.
lim o(v) M.

o d z
®1<V>-‘fo Za(zu—vz) 4z,

qui devient apres intégration par parties :

Tz
Di(v) = —Z -
1) j(: 242

1 M2 M2
CD](V) = ElOg(l + 7) — M%_ 2

Puisque 1'on a supposé que M”(0") < 0 on obtient en utilisant I'expression (2.31) :

(iii) Par ailleurs,

2 ™M

z2 + 12

0

et finalement

= lim ®¢(v) = —oo.
v—0

lim F(iv) = +oo,
v—0

ce qui prouve, par l'intermédiaire du corollaire 2.4 que M est instable.

Remarque 2.15 Il est possible de remplacer, dans I'énoncé de ce lemme, I’hypothese de stricte croissance
par les deux conditions suivantes :

1. M(y) # 0 pour y # 0,

2. M'(0) # 0.
On montre alors le résultat de la méme maniere, en se restreignant a un intervalle [0, n] sur lequel M est
strictement croissante.
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2.6 RESULTATS D INSTABILITE HYDRODYNAMIQUE

Nous allons montrer dans cette partie que les propriétés de stabilité du modele asymptotique

(1.9) peuvent étre reliées aux propriétés de stabilité du probleme de Cauchy dans le tube de
hauteur ¢ > 0. Plus précisément, nous allons montrer que, si le profil de Mach M(y) est instable
(au sens de la définition 2.1), alors pour tout ¢ > 0, le probleme de Cauchy associé aux équations
de Galbrun (1.3,1.4) dans le tube est instable.
Grace a I'équivalence entre les équations de Galbrun et les équations d’Euler linéarisées montrée
dans I’annexe A, nous allons ensuite traduire ce résultat en terme de semi-groupe des équations
d’Euler linéarisées. Plus précisément, on rappelle les équations d"Euler linéarisées dans le tube de
hauteur ¢ :

ou du dp , B

E +M€(y)£ + a +M€(y)’0 = 0,

dv dv dp

5 e(y)a + oy 0, (x,y) €Q. =Rx]—¢,¢[, t>0, (2.32)
ap dp Ju v

§+M5(y)a+a—x+a—y —O,

complétées par les conditions de glissement :
u(x, &, t) = 0. (2.33)
Si on introduit, classiquement, le semi-groupe de L>(RX] — ¢, €[)? :
S*(#)(uo, vo, po) = (u(t), v(t), p(£)) (2.34)

ou (u(t), v(t), p(t)) est 'unique solution de (2.32,2.33) associée a la condition initiale (ug, vo, po), alors
on va montrer, pour un profil instable, qu’il existe a > 0 tel que :

t
IS (t)“_L(LZ(]R)(]—g,S[)3) > e%e.

2.6.1 L’approche modale

Une approche classique pour 1’analyse de stabilité est la détermination des modes qui sont les
solutions non triviales de (1.3) et (1.4) de la forme :

ug(x, Y, f) — u(y) e—iwt eikx’

o (2.35)
Vg(x, Y, t) — V(y) e—zwt elkx/
avec k € Ret w € C. En injectant (2.35) dans (1.3) on obtient :
(= (0 —kM(y))’) U = %Z—‘; ,
2.36
» ikdd 1d°V (2.36)
(w=kM(y) V+——F1+ =

cdy Feag Y

alors que la condition limite devient :
V(£1) = 0. (2.37)
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L’analyse de stabilité va consister a chercher déventuelles valeurs de w € C* ot
C'={z€eC; Im(z) > 0}

pour lesquelles (2.36) admet des solutions non triviales dans L?(] — 1,1[)?>. On remarque que si
(U, V) est une solution de (2.36) associée a (w, k), alors (U, -V) (resp. (U, —V)) est une solution
de (2.36) associée a (—w, —k) (resp. (@, k)). En résumé, on peut restreindre le cadre de I'étude aux
solutions pour lesquelles Im (w) > 0 etk > 0. Pour de telles valeurs de w et k, la premiére équation
de (2.36) devient :

ik 1 av
u=— —. 2.38
e 1~ (- KM)E dy 239
Alors, en posant
w
A= T n:ezkz, yaly) =M(y) - A,
et en éliminant U dans la seconde équation de (2.36), on obtient :
2y4) yay) dv(y) PV (y)
2 2 A 2
WL =raw)V(y) - -7:(v) =0, (2.39)
1AW=V pT R TR
que 'on peut réécrire :
d( 73 dv(y)
2 A
WV(y) - —( =0. (2.40)
R ay \1=2 ) dy

Remarque 2.16 Il est important de voir que pour A € C* ot C* représente les nombres complexes i
partie imaginaire strictement positive, on a pour tout y €] —1,1][ :

i) #0,
1-y3(y) #0.
En particulier, les deux équations précédentes (2.39) et (2.40) sont équivalentes si on suppose A € C*.

Ici n peut étre vu comme un parametre. Nous dirons que le probleme de Cauchy associé aux
équations (1.3, 1.4) est instable si il existe A € C* tel que (2.39) (ou de maniere équivalente (2.40)) a
une solution non nulle. En effet, dans ce cas il existera un mode de la forme (2.35) solution de (1.3,
1.4) avec Im (w) > 0 de telle sorte que sa norme sera exponentiellement croissante en temps.

2.6.2 Latechnique de perturbation
Le résultat limite

Nous allons tout d’abord regarder ce qu'il se passe lorsque 7 — 0, ce qui fait le lien avec
I'analyse de stabilité du modele asymptotique (1.9).

Lemme 2.21 Soient A € C* et 1 = 0. Alors (2.39) a des solutions non triviales V € H(l)(] —1,1]) si et
seulement si
F(A) =1,

ol la fonction F est définie par (2.5), ou, de maniere équivalente, si et seulement si le profil M(y) est instable
(au sens de la définition 2.1).
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DEmonsTtrATION. Pour 1 = 0, (2.39) devient :

4 AW Ve
Ay - y3(y) dy '

ce qui implique 'existence d'une constante g € C,  # 0 telle que :

av _ gl
dy i

En utilisant les conditions aux limites V(+1) = 0, on obtient finalement :

11 -2
f 2n(y) dy =0,
-1 VA(y)

qui se réécrit F(A) = 1 en utilisant la définition de y,.

O
L’idée est maintenant de montrer que si M(y) est instable (au sens de la définition 2.1), alors il
existe des modes instables non seulement pour n = 0, mais aussi pour n'importe quelles petites
valeurs de 7. Ce résultat que nous allons montrer sera une conséquence du théoreme de Steinberg
que nous rappelons dans le prochain paragraphe.

Le théoreme de Steinberg

Nous allons donner 'énoncé formel du théoréme de Steinberg [Ste68] ainsi qu'un corollaire
bien plus adapté a notre étude. Mais avant cela nous allons définir ce qu’est une famille analytique
d’opérateurs (cf. [Kat95] par exemple) :

Définition 2.2 Soit H un espace de Hilbert et L(H) I'ensemble des opérateurs bornés sur H. Soit ()
Q- L(H)

25 T@E T est dite

un sous ensemble de C qui est ouvert et connexe. On considere des fonctions T :

fortement analytique sur Q) si pour tout zg € Qona:

T(z) = ) Tu(z - 20)",
0

ot T,, € L(H) et oit la série converge dans L(H) pour tout z dans un voisinage de zo.

T est dite méromorphe sur Q) si elle est définie et fortement analytique sur Q) sauf pour un nombre au plus
dénombrable de points. Si zg est un de ces points alors

T(z) = ) Tulz - 20",
-N

o T, € L(H), N > 0 et oir la série converge dans L(H) pour tout z dans un voisinage de z.
Remarque 2.17  On définit de méme la réelle analyticité.

Pour les applications nous donnons un critere souvent pratique dont on peut encore une fois
trouver la démonstration dans [Kat95] (chapitre 3 paragraphe 3.1). En utilisant les mémes notations
que dans la définition précédente nous avons la définition suivante :

T est faiblement analytique si et seulement si tout z posseéde un voisinage dans lequel (T(z)u, v) est
analytique pour tout u et v dans H.
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Proposition 2.8  L'analyticité forte est équivalente a I'analyticité faible.
Nous pouvons maintenant donner le théoreme de Steinberg :

Théoreme 2.6  On suppose que T(A, n) est une famille d’opérateurs compacts qui sont analytiques en A
a 1 fixe et réels analytiques en n a A fixe, pour tout (A,n) € D X R (D est un ouvert connexe de C). Si de
plus, pour tout 1 € R il existe A € D tel que I — T(A,n) est inversible, alors :

-1
o A = I —T(A,n) est inversible sauf pour des points isolés de D et la fonction A — (I -T(A, 17)) est
méromorphe.

-1
e De plus si Ag € D est un pole de A — (I -T(A, 170)) , alors il existe au moins une fonction A(n)
définie sur un intervalle ]a, b[ C R contenant 1o, continue par rapport a 1 (et analytique par rapport

a n'P pour un certain entier p) telle que A(ng) = Ag et A(n) est un pole de A — (1 -T(A, n))_l.
En conséquence de la compacité de T(A, 1) nous avons I"équivalence suivante :
Ker[[ - T(/\p, 77)] #{0} © Apestunpoleder — (I-T(A, m.
Cela nous permet de reformuler le théoreme 2.6 comme suit :
Corollaire 2.6  Sous les conditions du théoréme précédent, on suppose qu’il existe A* € D tel que
Ker[I - T(1",0)] # {0},

alors il existe 1* € R* et une fonction A* : |1 —n*,n'[— Q continue par rapport a n (et analytique par
rapport a NP pour un certain entier p) satisfaisant A*(0) = A* et

Ker[I - T(A(n), )| # (0}, Vnel-n'"nT.

Le résultat principal
En conséquence du corollaire 2.6, nous allons obtenir le théoreme :

Théoréme 2.7  Soit M(y) un profil instable (au sens de la définition 2.1). Alors, pour tout ¢ > 0, le
probleme de Cauchy associé aux équations (1.3, 1.4) est instable, au sens oit, pour n suffisamment petit, il
existe A € C* tel que (2.39) (ou de maniere équivalente (2.40)) a une solution non triviale.

DEmonNsTRATION. Nous considérons les opérateurs A et K(A, 17) définis sur H(l)(] -1,1[) par:

2
(AV, W =a(V,1), (KA, mV,U),, =kA,q; V1), ¥ (UV) e (Hy1-1,1D)
oua(,-)etk(A,n;-,-) désignent les deux formes bilinéaires suivantes :

1
dv dau
aV,U)y= | = ——dy,
(V. u) LAy a Y

1
kmmuw:f

-1

270 4Vl 4y
1=y} yady '
On cherche A € C* tel que (2.39) (ou de maniere équivalente (2.40)) a une solution non triviale. En

utilisant une formulation variationnelle de (2.39,2.37), on est amené a montrer 1'existence de n > 0
et A € C* tels que

ﬁa—y%VU—

AVeH;(1-1,1[), V#0telque AV +K(A,nV =0
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Puisque A est inversible!® et K(A, 17) est compact (cf. lemme 2.22), on peut de maniére équivalente
montrer l'existence de > 0 et A € C* tels que I + A"'K(A, 1) n’est pas inversible. Clairement
T(A, 1) = A7'K(A, 1)) est une famille d’opérateurs compacts '° qui sont analytiques en A a 7 fixe et
réels analytiques en 1 a A fixe, pour tout (4,7n) € C* x R. Finalement, par le lemme 2.23, on sait
que pour tout 77 € R, il existe A € C* tel que I — T(A, ) est inversible.

Le théoreme est alors une conséquence directe du corollaire 2.6 : en effet, si M(y) est instable (au
sens de la définition 2.1), il existe alors A* € C* tel que F(1*) = 1 et grace au lemme 2.21, cela

signifie que Ker[I - T(A, 0)] # {0}.
O

Nous allons maintenant énoncer et démontrer les deux lemmes utilisés dans la démonstration
précédente.

Lemme 2.22  Pour tout A € C avec Im (1) > 0 et n € R, K(A, n) est un opérateur compact.

DfmonsTRATION. On consideére une suite bornée (U,,) dans H(l)(] —1,1]). Notre but est de montrer
qu’il existe une sous-suite notée (U,,) telle que (K()\, n)unk) converge dans H(l)(] —1,1]). La suite
(K()\, n)un) étant bornée dans Hé(] —1,1[), on peut en extraire une sous-suite (K()\, n)unk) qui

converge dans L?(] - 1,1[) (théoréme de Rellich). De plus, pour tout V dans H(l)( 1-1,1[) et par
définition de K(A, 1) :

IK(A, DVIE: = kA, 1V, KA, V) < CIVIglIKA, V2. (2.41)

En prenant V = U, — U,, dans (2.41), on obtient que (K(/\, n)unk) est une suite de Cauchy dans

Hj(1 - 1,1[) qui est complet. En particulier, elle converge et K(A, 1)) est compact.
O

Lemme 2.23  Pour tout 1 € R, il existe A € C* tel que [ + A7'K(A, 1)) est inversible.

DEmonsTRATION. Il est équivalent de montrer que pour tout 77 € R il existe A € C* tel que la seule
solution de (2.40,2.37) est nulle. Ce résultat est la conséquence de la coercivité, pour un certain
A € C*, de la forme bilinéaire suivante :

! V% dv du 2
b(v,u):f Zou+ —2=——dy Yu,v)e(H:I-1,1]) . (2.42)
_177)//\ 1—7/%@ dy y ( 0 )

2
Tout d’abord, on remarque que lim —yA—(y)

>—— = 1 uniformément en y. Par conséquent :
A|l—>oo 1 — y/\(y)

2
‘Re( VA(y)

1
- >, Vyel-1,1]
1—yi(y)) 2 y

18] 'inversibilité de A découle directement de la coercivité de la forme bilinéaire 4, ce qui se montre simplement avec
I'inégalité de Poincaré.

YCela provient du fait que K(A, 1) est compact et que ’ensemble des opérateurs compacts est un idéal bilatere de
I’ensemble des opérateurs bornés.
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pour |A| suffisamment petit. La coercivité suit en choisissant A tel que

Re (—ny%(y)) >0, VYyel-11],

ce qui est toujours possible.

2.6.3 Les résultats

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section qui contient les résultats
d’instabilité hydrodynamique. Il ne s’agit en fait que d"une "traduction" du théoréme 2.7 en terme
eulérien. On rappelle que nous avons introduit dans 'introduction le semi-groupe S;(t) (cf. (2.34))
associé aux équations d’Euler linéarisées dans le tube de hauteur ¢. Ces résultats prennent alors
la forme du théoréme suivant :

Théoréme 2.8  Soit un profil M instable (au sens de la définition 2.1), alors il existe a > 0 tel que :

t
||S€(t)||L(L2(1R><]—6,£[)3) > ete, (243)

DEMONSTRATION. Le théoreme 2.7 nous dit qu’il existe une fonction continue A(1) :  ]—10, no[— C*
telle que A(0) = A* et pour A = A(7), (2.39) (ou de maniere équivalente (2.40)) a une solution non
triviale.

Nous allons maintenant construire a partir de ce mode instable des équations de Galbrun, une
solution des équations d’Euler linéarisées qui nous donnera le résultat escompté (2.43). Pour cela
nous allons utiliser le résultat d’équivalence montré en annexe A.

Soit V.(k, y) = V.(A(£2K?), 2K2, %) ou V. est une solution non nulle de (2.39) pour A = A(n) telle
que ||Vref||(H? (-eep = 1. On récupere alors U, grace a (2.38). Par la suite on utilise 1'équivalence
Y ’

(A.9) pour définir (@i, 0., pe)(k, y) :

i, = o U, + ikMU, - M'V,,

c
&

=9,V. +ikMV,, (2.44)

(3

pe = —(ikU, +3,V.).

On pose maintenant : (ii¢, ¥, Pe)(k, y) = Ce(k) (e, D¢, Pe)(k, y) ot C(k) est une constante de norma-
lisation choisie pour que :

f (liicl* + 18 + |pel?) dy = 1.

Nous allons construire une solution adéquate a partir d’'une condition initiale qui excite les modes
instables. Nous introduisons A, (k), une fonction de troncature. Par continuité de la fonction A(.) il
existe 0 < i < 19 tel que pour tout 0 < 7 < n* nous avons :

Jdmmzéﬂdumzéﬂmw. (2.45)

WFVT}

On choisit alors A, (k) tel que son support est inclus dans [ e e
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On introduit maintenant les conditions initiales suivantes :

u(x,y) = f]R Ac(k) i (k, y)e™ dk,

o (3, 1) = fR AR5 (6, y)e™ dk,

pi(x,y) = f Ae(k) pe (k, y)e™ dk.
R
On remarque que, par Plancherel :
I, + 10512, + lIp§li7, = 27 fR A (k)P dk (2.46)

La solution du probleme de Cauchy (2.32,2.33) associée aux conditions initiales précédentes est
par construction :

ut(x, y,b) = f Ac(k) e (k, y)e e FNER g
R

ooyt = f A3 (k, ) RN g,
R

P = [ Aoy e g
R
Le théoréme de Plancherel nous donne alors :

[ BIIE, + 110 O + I (DI,
1
o f [|A€(k)|2 A ( f e (k, y)P + [Be(k, y)P* + |pe(k, y)lzdy)] dk
R -1

o f AL (B eZkIm(A(szkz))t k.
R

En se rappelant que A, est une fonction de troncature et en utilisant 'inégalité (2.45) on montre :

. . R B
||M°(f)||%z + ||U°(f)||iz + ||Pg(f)||iz >2me ™ ( )t f |Ac (k) dk.
R

En utilisant (2.46) on obtient :
t
||S€(t)||_£(L2(IR><]_€,S[)S) > ete ,

olla = U Im(A).
4 O
Commentaires

Le résultat que nous venons d’établir, c’est-a-dire le théoréme (2.8), est valable quel que soit
¢ > 0. En effet le petit parametre est ici n = €%k, et donc a ¢ fixe on obtient ces résultats par
ce qui s’apparente a une analyse basse fréquence. Ces résultats sont un produit dérivé de notre
étude du modeéle limite (1.9). La démarche basse fréquence est par ailleurs assez originale. En
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effet une démarche haute fréquence, comme elle est utilisé par Lafitte [CCLR01, HLO03]) pour
I’étude des instabilités de Rayleigh-Taylor, est bien plus naturelle car, au moins formellement, on
se dit qu'une approche haute fréquence (petite longueur d’onde) "voit" plus les instabilités. Il est
d’ailleurs amusant de remarquer que, dans la démonstration précédente, quand ¢ — 01’instabilité
s’obtient a haute fréquence. Nous avons en effet construit une condition initiale dont le support
fréquentiel est inclus dans l'intervalle

[, 3T

2¢ 7 ¢
Le fait que ces résultats soit valables pour tout ¢ signifie qu’il n’est pas nécessaire que le profil M,
soit raide pour générer une instabilité. Toutefois I’estimation obtenue montre que l'instabilité est
d’autant plus forte que le profil est raide.
Bien entendu, le résultat ne montre pas que la croissance exponentielle a lieu pour toute donnée
initiale (uo, vo, po).
En conclusion, ce théoréme permet d’étendre les résultats d’instabilité du probleme limite (1.9) au
probleme du tube de hauteur ¢. Combiné aux résultats d’instabilité du probleme limite obtenus
dans la partie 2.5, ce théoreme fournit des résultats d’instabilité hydrodynamique dans le tube de
hauteur ¢, en écoulement compressible.
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( 'E chapitre est consacré a I'étude du caractere bien posé du probleme limite (1.9), obtenu dans
le premier chapitre. L'analyse modale décrite dans le chapitre précédent nous a menés au
probleme :
dau . =
— +1k AU =0,
dt

ou l'opérateur de A est défini par (2.3). Nous avons ensuite été amenés a introduire la notion
de stabilité d"un profil (cf. définition 2.1 page 30). On dit qu'un profil est stable (resp. instable)
si le spectre de A est inclus (resp. n’est pas inclus) dans R. Nous avons montré que si un profil
est instable alors le probleme limite (1.9) est mal posé (cf. théoréeme 2.1 page 30). Par la suite,
nous avons étudié le spectre de I'opérateur A, qui est composé de valeurs propres et d"une partie
continue (I'image essentielle du profil M). Nous avons montré que les valeurs propres sont les seuls
éléments du spectre pouvant ne pas étre réels. Nous avons ensuite montré des résultats d’existence
et de non-existence de valeurs propres non réelles dans les sections 2.4 et 2.5. Le principal résultat
de stabilité est le théoreme 2.3 page 54. Malheureusement, il n’est pas clair que la stabilité entraine
le caractere bien posé. En effet, compte tenu du caractére non normal de 'opérateur A, il n’est
pas possible d’utiliser les résultats standards de la théorie des semi-groupes. Nous renvoyons le
lecteur a la discussion page 30 pour plus de détails.

C’est la raison pour laquelle nous allons utiliser dans ce chapitre une toute autre approche. Nous

81
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allons directement résoudre le probleme (1.9) en utilisant la transformation de Fourier-Laplace.
Apres transformation de Laplace inverse on obtient une expression de la forme pour la transformée
de Fourier de la moyenne EU :

1

EU(k, t) = 5 f - NA)E[f(k, y, )] e da,
+IR+1A]

ou 'on integre sur R + iA; avec A; > 0 pour k > 0, sur =R + iA; avec A; < 0 pour k < 0, avec
|A7l suffisamment grand. f est une fonction des conditions initiales. Classiquement, pour montrer
que la solution ne croit pas exponentiellement en temps, il est nécessaire de déformer le contour
d’intégration de la transformation inverse de Laplace jusqu’a ’axe réel. Cette opération nécessite
de controler le coefficient de normalisation, N(A). En particulier, celui ci ne doit pas avoir de
poles complexes. Il se trouve que ces podles correspondent aux valeurs propres de 'opérateur A.
De méme, N a une coupure qui correspond au spectre continu de A. Il nous faudra controler le
comportement de N au voisinage de celle-ci. Il y a donc bien entendu un lien trés fort entre les
deux approches et leur vocabulaire correspondant; on parlait de valeurs propres et de spectre
continu, on parle désormais de poles et de coupure. Dans la premiere section de ce chapitre, apres
avoir appliqué la transformation de Fourier-Laplace, nous donnons les hypothéses, notamment
sur N, qui vont nous permettre de calculer la transformation inverse de Laplace et de montrer
le caractere bien posé. C’est un choix de notre part d’'introduire ces hypotheses a priori, pour
simplifier la présentation. Dans la section 3.2 nous montrons, sous ces hypotheses générales,
que le probleme est bien posé en calculant la transformation inverse de Laplace. Cela est fait en
utilisant des techniques d’intégration dans le plan complexe complexe ainsi que des déformations
de contour. Cela est résumé dans le théoréeme général 3.1 page 99. Apres cela, toujours dans
cette section, nous calculons la transformation inverse de Fourier, pour obtenir une expression
quasi-explicite de la solution. Celle-ci nous fournira une méthode numérique efficace qui sera
développée dans le chapitre suivant. Les hypothéses générales introduites plus tot (qui sont celles
du théoreme 3.1) étant trés abstraites, nous cherchons ensuite a obtenir des conditions sur le
profil pour que ce dernier les vérifie. Nous exhibons dans la section 3.3 une classe de profils
réguliers et monotones, pour lesquels on peut montrer que les hypotheses sont vérifiées, et que,
par conséquent, le probleme est bien posé. Apres avoir étendu ces résultats a des profils non
monotones, nous présentons le cas du profil M(y) = 1 — y? dont la valeur d’exemple sera discutée.
Pour ce profil, les calculs se font a la main et on montre que le probleme est bien posé.
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3.1 PRELIMINAIRES ET QUELQUES OUTILS
Dorénavant, nous supposons que M € C°([-1, 1]) et on note toujours :

M, = sup M(y), M_:= inf M(y).
ye[-1,1] ye[-1,1]

L’idée que nous allons suivre est la suivante : si on connait EU, (1.9) est une simple équation de
transport au carré en x, pour tout y fixé, o EU apparait au second membre :

9 9\ PEU
(8t+M() ) U=+ (3.1)

On résout cette équation explicitement :

Ulx,y,t) = Uo(x - My)t, y) +t [Ul(x - M(y)t, y) + M(y)%(x - M(y)t, y)]
(3.2)

f (t—5s) —ELI x M(y)(t — s),s) ds
L’'idée est maintenant de calculer EU au moyen de la transformation de Fourier en x et de la

transformation de Laplace en t. On rappelle que 1’on définit la transformation de Fourier comme
un opérateur unitaire sur L?(R), défini pour f € L(R) par :

— A1 — L ~ —ikx
FHO =)= = f ) e

On note U la transformée de Laplace en temps de U,

Uk, y, w) = f Uk, Y, 1) ¢t dt,  Im(w) >0,
0

auquel cas on a le chemin inverse

+00-+i€

a(k/ y/ CL)) —> a(k, y, t) = % f a(k/ y/ CL)) e—ia)f da)

—oo+ie

1 +o00+i€
— Uyt = PR fm f U(k, y, w) ¢®Y de dk.

—oo+ie

Apres transformation de Fourier 'équation (1.9) s’écrit :

2
(gt + sz(y)) U=-KEU. (3.3)

Nous voulons maintenant appliquer la transformation de Laplace a cette équation, pour cela il
faut d’abord montrer qu’on en a le droit. En se remémorant la remarque 2.2 page 29, on se souvient
que

—ik U

o . =
> + ik M(y) U
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est solution du probleme d’évolution :

—

d—U+ikAG=o,
dt

olt A est I'opérateur borné défini par (2.3), longuement étudié dans le chapitre précédent. On
déduit du caractére borné de A I'existence du semi groupe e tel que la solution du probléme

précédent est unique et s’écrit, avec Uy comme condition initiale :

U =M1,

ClAlkt ClAlKt

Ainsi on a ”G“LZ(]—l,l[)Z <C , ce qui implique que ”a“LZ(]—l,l[) <C pour tout k # 0. Par
conséquent, pour tout k # 0 on peut prendre la transformation de Laplace en t de I'équation (3.3)
ce qui donne :

~(w - kM) T+R ET = Uy - i(w - 2kM(y) Uy,
ol ﬁo et ﬁl sont les transformées de Fourier de Uy et U;. En se rappelant que w ¢ IR nous avons :
=, RED_ Uy — i (@ — 2kM(y)) Uo
(0 - kM) (- kM)

et en appliquant E a cette équation on obtient :
_ 2 U —i(w - 2kM(y)) Uo
EU[l—E k—Z]——E ( z)
(w - kM(») (0 - kM(y)

En utilisant la définition (2.5) page 39 de F que 1'on rappelle ici :

1 (! 1
P(/\)—E[lmdy, AeC\IM_,M.],

cette équation se réécrit :

[1 _F(E)] I Uy — i — 2kM(y)) Uy |

k (- kM)
On pose maintenant A = % et
N = (1-F)) (3.4)
En introduisant de plus :
_ 73 A —2M(y))U
Flky, 1) = — . —z‘( )20, (3.5)
KA-Mw)  (A-Mw)
ona:
EU = —%N()\)Eﬁ (3.6)
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La prochaine étape, pour le calcul de EU, sera de calculer la transformation inverse de Laplace
de I'expression (3.6) de E U. Cela sera fait dans la prochaine section, en utilisant des techniques
d’intégration dans le plan complexe ainsi que des déformations de contour. Plus précisément, nous
allons déformer le contour d’intégration jusqu’a 1’axe réel. On voit déja que les poles de N vont
jouer un role important dans ce processus. De plus, N a, en général, une coupure égale a 7m M.
Nous sommes amenés a faire des hypotheses sur le profil pour rendre le calcul plus accessible :

Les pdlesde N: ClairementF estanalytique sur C\[M_, M,], de telle sorte que N est une fonction
méromorphe sur C \ [M_, M,]. Nous introduisons maintenant I'’hypotheése suivante :

[ (Hs)  La fonction N(A) n’a pas de poles complexes (i.e. non réels). )

Cette hypothese est fondamentale si le lecteur se souvient des résultats du chapitre précédent. En
effet, nous avons vu que si N a des poles non réels alors M est instable au sens de la définition
2.1 (cf. corollaire 2.2 page 40) ce qui implique que (1.9) est mal posé (cf. théoreme 2.1 page 30). De
plus, nous avons vu que I’on pouvait trouver des conditions explicites sur le profil M qui assurent
que (Hs) est satisfaite ou non (voir chapitre précédent section 2.4 et 2.5). Nous introduisons aussi
I'hypotheése suivante :

( (Hop) M(y) prend la valeur M, a un point oii elle admet une dérivée a droite ou a gauche. ]

En conséquence des résultats du chapitre précédent!, nous savons que cette hypothése implique
que N(A) a exactement un pole réel A_ (resp. A.) sur | —co, M_[ (resp. sur ]M,, oo[). Cette hypothese
n’est pas indispensable mais elle permet de simplifier I’étude et les calculs. En effet, elle permet de
fixer le nombre de poles réels, au prix d'une hypothese tres faible sur le profil. Remarquons par
ailleurs que les poles de N en A, sont simples. En effeton a :

oF ! 1
T | ——— 4
el (M)

qui est strictement négative pour A > M, et strictement positive pour A < M_. Par conséquent, le

résidude N en A, vaut:

1
Res (N, Ai) = —m,

ce dont nous nous servirons plus tard.

La coupure de N: N a, en général, une coupure égale a 7m M. Ainsi, N peut exploser lorsque
I'on s’approche de la coupure par dessous comme par dessus. C’est ce que nous voulons éviter
par l'introduction de deux nouvelles hypothéses un peu abstraites pour I'instant. Nous notons :

dN

N(/\)/ Ae Ci/ ﬁ()\)’ Ae Ci,
N.(A) = NZ(A) :=
li +ie _ - . dN .
iy NAxie), A€M ML lim ST i), A€M, ML

(3.7)
ou C* = {z € C/ + Imz > 0}. Nous énong¢ons maintenant les deux hypotheéses annoncées :

1Le lecteur pourra se reporter notamment a la remarque 2.5 page 41 et a ce qui la précede.
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Y Il existe a > O tel que la fonction N peut étre étendue par continuité avec Ny (M) =
* | (Hv) N.(M-) = 0, comme une fonction Holderienne d’ordre o sur C* U [M_, M].

Puisque YA € Cona N(A) = N(A), cela implique que YA € [M_, M,] nous avons N_(A) = N.(A).
Par conséquent, nous pouvons écrire :

N.(1) = RN(A) £ iIN(A). (3.8)

Il existe a’ > 0 tel que la fonction N', peut étre étendue par continuité a [M_, M4]
o | (Hn') et satisfait N, (M) — N”.(M.) = 0. Alors elle est Holderienne d’ordre o’ sur C* U
[M—/ M+]

Puisque YA € C on a N’(1) = N’(A), cela implique que VA € [M_, M,] nous avons N’ (1) = N, (A).
Par conséquent, nous pouvons écrire :

NL(A) = RN'(A) + iIN'(A). (3.9)

Fonction Hélderienne/ localement Holderienne

Le but de ce paragraphe est de préciser ce que nous entendons par la notion de fonction
Holderienne. Le lecteur pourra trouver plus de renseignements dans [SZ91] par exemple. Nous
nous restreignons ici au cas qui nous intéresse, celui des fonctions complexes.

Définition 3.1  Soit un ensemble ©® C C. On dit que h : © — C est localement Holderienne d’ordre «,
O<a<lsur@si:

VYR >0, ACr >0/ V (A1, A2) € Bg, (A1) = h(A2)| < CrlIA; — Aol®

ot B ={A € ® / |A] < R}.
Si la constante Cr peut étre choisie indépendante de R on dit alors que h est Holderienne d’ordre a.

On donne maintenant une définition qui nous sera utile par la suite, dans laquelle la constante
explose pour certains points dont on exclut le voisinage :

Définition 3.2  Soit un ensemble ® C C contenant N points {My, ..., Mn}. On dit que h : ® — C est
localement Holderienne d’ordre a, 0 < @ < 1sur ® \ {My, ..., My} si :

VR,0>0, ACrs >0/ VY (A1, A2) € Bry, (A1) — h(A2)] < Crg A1 — Ag]”
oll BR,5 ={AeBr/IA-M;|=06 Yi=1,.., N}

On énonce maintenant un résultat classique de l'intégration de Cauchy qui nous sera tres utile par
la suite, le théoréme de Plemelj-Privalov (voir par exmeple [SGS91] ou [Mus53]) :

Proposition 3.1 (Théoréme de Plemelj-Privalov) Soit ¢ : [M_,My] — C une fonction
Holderienne d’ordre a €]0, 1]. On définit maintenant la fonction

My
S(A) = f % dz, AeC\[M_,M,].



3.2. Le théoreme général 87

Alors, pour tout A €]M_, M| :

’ g(Z)A iz + ing(A),

1. T &) = + = 0.p.
81{%5()\+1&) Si(A)=op L

ol v.p. désigne la valeur principale de Cauchy de l'intégrale. De plus, la fonction

S(A), si A e C*,
S+(A) =
Si(A)/ Si /\ E]]\4—/]VI+[/

est analytique sur C* et localement Holderienne d’ordre a sur C= \ {M_,M.,). Si de plus g(M-) =
g(My) = 0, alors S peut étre continfiment étendue a C* en tant que fonction localement Holderienne sur
C*. Réciproquement, si (M) # 0, S+(A) explose de maniére logarithmique quand A tend vers M,.

3.2 LE THEOREME GENERAL

Nous supposons dans toute cette section que le profii M € C°([-1,1]) est tel que
(Hs), (Hcp), (Hn) et (Hnr) sont satisfaites. Sous ces hypothéses nous montrons le caractere
bien posé du probleme d’intérét (1.9). Pour cela nous allons dans un premier temps calculer

la transformation inverse de Laplace de l'expression (3.6) de EU, ce qui sera fait grace a des
techniques d’intégration dans le plan complexe? ainsi que des déformations de contour. Nous
obtiendrons ensuite le caractere bien posé de 'équation par des estimations dans 1'espace de
Fourier. Cela est résumé par le théoreme 3.1. Finalement, apres calcul de la transformation inverse
de Fourier en espace, nous obtiendrons une expression quasi-explicite de la solution.

3.2.1 Transformation de Laplace inverse : Méthodologie et calcul

En prenant la transformation inverse de Laplace de (3.6) et en changeant la variable d’intégra-
tion w en A = AR +iA; := ¢ on obtient la représentation suivante de EU :

Ut = —5- [ NQE[fy,h] e i,
+IR+117

ol 'on integre sur R + iA; avec A; > 0 pour k > 0, sur =R + iA; avec A; < 0 pour k < 0, avec

|A7] suffisamment grand. En utilisant la définition (3.5) de f, on décompose cette expression de la

maniere suivante : . . .
EU(k,t) = Eo(k, t) + E1(k, t), (3.10)

ol Eo et El représentent les contributions des données initiales Uy et U; et sont donnés par :

R : A —2M)) o]
o« Eolkt) = f N E (—y)zo e ),
270 Jar+ing (A - M)
- (3.11)
o Li(kt) = 1 N(A)E Lz e kA g7
21tk Jir+in, (A _ M(y))

ZPour plus d’informations le lecteur pourra consulter [CON78] ou [Cha98].
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ol l'on integre sur R + iA; avec A > 0 pour k > 0 et sur =R + iA; avec A; < 0 pour k < 0 avec |A]
suffisamment grand.

Pour prouver le caractere bien posé de (1.9), notre objectif est d’obtenir des estimations a priori sur
EgetE; qui n’explosent pas exponentiellement en e*¥. On ne peut pas obtenir de telles estimations
a partir de (3.11) puisque si A n’est pas réel, e va exploser quand k — +co (2 moins que les
données initiales soient exponentiellement décroissantes quand k — +o0). L'idée que nous allons
poursuivre est de déformer le contour jusqu’a une zone dans laquelle cela ne posera pas probleme.

Déformation de contour On considerele cas k > 0. Pour k < 0 on obtient les résultats de la méme
maniere avec des changements évidents.

Pour calculer Eg et Ej il est évident, compte tenu de leur expression (3.11), qu’il suffit de calculer

les intégrales :
Ik, y,t) = f % e gr, Ar>0, 1=0,1. (3.12)
Re+il; (/\ _ M(y))

En effet, on a alors les expressions suivantes de fo et fl en fonction de I et I :

o Eolkt)= ﬁE[(Io(k, ) = MOk, ., B) Uo(k, )],
) (3.13)
e Likt) = —mE[Il(k, LB Uy (k, .)].

Nous allons calculer les intégrales I;, définies par (3.12), en utilisant des techniques d’intégration
dans le plan complexe. Sous les hypotheses (Hs) et (Hgp) on sait que N posseéde exactement
deux poles A, qui sont réels. De plus, N a en général une coupure égale a 7m M = [M_, M,].
On renvoit le lecteur a la dicussion page 85. Grace a I'hypothese (Hs), on peut déformer le
contour d’intégration Im A = A; jusqu’au contour C qui coincide avec I'axe réel en dehors d'un
0-voisinage des poles et de la coupure [M_, M, ] (voir figure 3.1), eton a:

Ik, y,t) == f %e_ﬂw dA, 1=0,1. (3.14)
¢ (A - M)

Im A
Im = )\[
A - AT,
A_ Ay Re)
Cy

FiG. 3.1 - Le contour d'intégration C;.

Cette transformation ne suffit pas. Nous voudrions passer le contour en dessous de 1’axe réel, zone
dans laquelle e=** est exponentiellement décroissant. Ce n’est pas possible a cause de la coupure.
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En ajoutant I'intégrale sur le symétrique du contour C;, dont on montre qu’elle est nulle, nous
serons capable d’obtenir une estimation. Soit C;; le contour obtenu par symétrie par rapport a I’axe
réel (voir figure 3.2). On a:

f N(/\) — e—ik/\t dA=0, 1=0,1, (315)
G (A-M@))
Im A
< u < C L JJ_ u <
/ Re A
Cs

Fic. 3.2 — Le contour d'intégration C .

qui s’obtient en considérant le contour fermé Cj , (voir figure 3.3). En effet, on a par le théoréme
de Cauchy :

f N(A) — Mt di=0, 1=0,1, (3.16)
Cas (A~ M(y))

puique l'intégrant est analytique a l'intérieur de ce contour. On obtient maintenant (3.15) a partir
de (3.16) en prenant la limite quand R — +oo : la contribution de I'intégrale sur le demi cercle de
rayon R tend vers 0 étant donné que pour k > 0, nous sommes du coté oi1 e~ est décroissant
quand |A| grandit, et parce que la fonction N(1)/(A — M(y))"*! tend vers 0 a l'infini (il est facile de
voir que IAlh—grloo N(A) =1).

Im A

Fic. 3.3 - Le contour d'intégration Cy ;.

Finalement, en ajoutant les expressions (3.14) et (3.15) on obtient :

Ik, y,t) = f Lme—l“f dA, 1=0,1,
G (A= M(y))
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ou C; est le contour de la figure 3.4 englobant a la fois les poles et la coupure. En utilisant le
théoreme des résidus nous obtenons la décomposition suivante :

Il(k/ y/ t) = Il,C(k/ y/ t) + Il,p(k/ y/ t)/
ol

[ ] Ilp(kl yl t) = —217‘(2 LI\M-‘_—I)’ l = 0’ 1,
, +1
* (Ai —M(y))

[ ] II,C(kI y/ t) = f &Hl e—ik}\i dA, l — 0’ 1,
S (1 -M(y))

ou S; est le contour fermé qui entoure le segment [M_, M. ], et qui dégénere en ce segment quand
6 tend vers 0. Il est clair que I, représente la contribution des podles et que I, celle de la coupure,
comme leurs noms l'indiquent.

(3.17)

Im A
Ss
WA ;.
24 20
(X o > wﬂ'""f """" X
/4. N - J b &/

\C/ e

Fic. 3.4 — Les contours d’intégration Cs et Ss.

Calcul de [;, Nous avons introduit page 85 deux hypotheses, (Hy) et (Hn-), qui controdlent le
comportement de la fonction N a I'approche de la coupure. Ces hypotheses ont été introduites
pour pouvoir mener le calcul de I; .. Elles apparaissent naturellement dans les calculs et y trouvent
leur origine. Nous commencons par le calcul de Iy :

Lemme 3.1 On suppose que (Hy) (définie page 86) est satisfaite, alors
M. .
) , ,
Ioc(k, v, £) = v.p. f 2N it g3 i RN(M(y)) e MY, (3.18)
M- (A= M(y))
oit RN et IN sont définis par (3.8).
DEmonsTtrATION. On utilise 'expression (3.17) de Io . :

N(A)
s, A —M(y)

que l'on peut séparer en quatre parties comme suit :

N fM+ N £i0)  _ysio
Inc(k,y,t) = A AN + +1 = AR g)
0ck ) Z SA-M@) Z v A £id—M(y)

Ipc(k, y,t) = e kAt gp,

+
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ot I'on a découpé le contour S; en quatre morceaux, deux verticaux (y5) et deux horizontaux. En
particulier, les chemins y;f' sont de longueur 26. Nous allons maintenant faire tendre 6 vers 0. (Hy)
nous dit que N est Holderienne sur ), ce qui implique qu’elle y est bornée et par conséquent :

lim f Ma‘“‘“ dA =0,
6—0 vE A— M(y)

de telle sorte que :

. tONA+IS) g , Mo N(A=i8) s
Ioc(k,y, t) =1 T 7 kO gy f kA=)t 37
0t 4,1 om0 fM )\+i6—M(y)e 550 M )\—ié—M(y)e

En utilisant la notation (3.7), cette expression se réécrit :

L FONL(AH00) iy - TON-(A-i0)  war-ioy
ey =lm | T My © aA-lm ) T-My© an.

Pour calculer la limite quand 6 — 0 on remet cette expression sous la forme suivante, dans le but
non dissimulé d’utiliser le caractére Holderien de N :

M. 'S pmik(A+i i +
N.(A +id)e ik(A+id)t _ N.(A)e ikAt A+ lim f Ni(A) o~k g}
M

In.(k,y,t) =1
O,c( Y, ) 65%

A +16 — M(y) -0 Jy. A +1i6 —M(y)
M, sy ,—ik(A—id)t _ —ikAt M )
_lim N_(A —id)e . N_(A)e Il — lm N—(A) oAt 31
=0 Jm A =16 — M(y) -0 Sy A =16 —M(y)
(3.19)

L'hypothese (Hy), et plus précisément le caractere Holderien de N, implique que les premier et
troisiéme termes de cette expression sont nuls. Faisons la démonstration pour le premier terme
par exemple. Le caractere Holderien d’ordre a permet d’écrire :

fM+ N+(A + 16) e—ik(/\+i5)t _ N+(A) e—ikAt ol < f + Co% "
M. A +1i6 — M(y) ~Jum A +i6 = M(y)

M 1

=Co"

dA
M- (A = M(y)2 + 62

- o [log (A - M(y) + \/(A - M(y))* + 52))]

M.
M-

qui tend vers 0 quand 6 tend vers 0. Par ailleurs, en appliquant la proposition 3.1 avec g(4) =
N.(A)e M on obtient :

. * Nz(M) _ikAE 14 f MeNL (e ®t kM)t
%11)% L A=io - M) e dA = v.p. . A-M@) dA Fin Ni(M(y))e ,

et finalement (3.19) devient :

loc(k,y,t) = vp. fM " N*E\AZ;MZ:;‘)(A) e * M ) — i [NL(M(y)) + N-(M(y))] e M0,

ce qui donne (3.18) en utilisant (3.8).

Nous allons montrer de la méme maniére le
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Lemme 3.2  On suppose que (Hy) et (Hn-) (définies page 86) sont satisfaites, alors

Mi o TN ‘ .
Lo(k, v, £) = —ikt Ioc(k, y, £) + 0.p. f 2N e gy _ i RN (M(y)) e M0 (3.20)

M- (1= M()
ott RN" et TN’ sont définis par (3.8)

DEmonsTtrATION. On utilise 'expression (3.17) de I . :

_ NA) i
Lk, y, £) = fS 0 _M(y))z e dA,

Une simple intégration par parties donne :
’ kt ‘
ity = [ MO N gy
b

Nous procédons maintenant comme dans la démonstration précédente. On sépare cette intégrale
en quatre morceaux, ceux sur y; sont nuls a la limite quand 6 tend vers 0. Il reste donc :

M ’ ; ]
* NL(A +8) — ikt Na(A £00) sy
L1c(k, y, ) = lim Z *1 f A +id - M(y) ‘ "

Nous soustrayons et rajoutons a 1’expression précédente le terme :

My N/ s
. f NL(A) — ikt N (A)

—ikAt
Tx-My ° M

lim
6—0

ce qui donne compte tenu du caractére Holderien de N, et N, :

M / .
+ N%(A) — ikt N (A) _.

L(ky,t) =li 1 =S ikt

1c(k v, t) eff& + f 1= 16— M) e " dA,

M 4
) ¥ N (A) kAt

Finalement en utilisant la proposition 3.1 ainsi que (3.8) on obtient (3.20).

O
En résumé, nous avons calculé, aux travers des deux lemmes précédents, les expressions de I .
Cela nous fournit les expressions de I; au moyen de (3.17). Ensuite nous obtenons les expressions
de Eo et E1 (par le biais de (3.13)) et donc finalement de E U. Dans la section suivante nous allons
montrer le caractere bien posé de (1.9), en calculant des estimations sur les I;.

3.2.2 Estimations a priori et caractere bien posé

Nous commencons par obtenir des estimations sur les I;. Nous en déduirons en particulier une
estimation sur 92EU puis sur U. Ces estimations impliquent alors clairement le caractere bien posé
de (1.9).
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Estimation surI; On commence par montrer le lemme suivant concernant Iy :

Lemme 3.3  On suppose que (Hy) (définie page 86) est satisfaite. Alors il existe une constante Ity > 0 ne
dépendant que du profil M, telle que nous avons I'estimation uniforme suivante :

VkeR,Vt>0, |lk,. t)”L‘”(]—l,l[) < 16. (3.21)

DiimonsTrATION. On rappelle la décomposition suivante Iy = Iy, + Iy donnée par (3.17). On va
traiter chacun de ces termes séparément :

e  On commence par la contribution des poles. De (3.17) on tire :

Res (N, A.)
Ipp(k, y, t) = =2in
0,p( y Z M(y
a partir de quoi on obtient facilement :
1
Mop(k, ., DllL=g-1,1p < 27 ) [Res (N, As)| || 7——7~ (3.22)
’ (=110 Zi“| 2l Ax = M) llpeog-1,1p)

e  On s’intéresse maintenant a la contribution de la coupure. Le lemme 3.1 nous fournit
I'expression suivante :

Ipc(k,y, t) =vp. fM+ (jl_j#((?)) e * d) — 2in RN(M(y)).

Nous allons traiter chacun des deux termes séparément :

(i) Puisque (Hy) est supposée satisfaite, nous savons que N, est Holderienne sur [M_, M, ].
En particulier, elle est continue et donc elle appartient a L™ (]JM_, M.[). Nous avons donc :

'Zin RN(M(y))‘ < 27| RNl (mtt. - (3.23)

(ii) Leterme valeur principale est plus compliqué a traiter. Puisque 2i 7N(A) = N, (A)—N_(A)
on a clairement 7N(A) = 0, presque partout sur R \ [M_, M.] (sauf aux poles). De plus,
(Hn) nous dit que TN(M.) = 0 ce qui implique que 'on peut étendre 7N en une fonction
Holderienne sur R qui vaut 0 a 'extérieur de ]M_, M, [. Si on pose L = M, — M_ (de telle
sorteque M(y) —L<M_etM(y) +L > M,)ona:

o fM+ 2N _ it gy = fM(WL 2iINA) e 4y
- (/\—M(y)) M(y)-L (A—M(y))

L2iIN(v+ M
S f ! (Vv (y)) i gy
L

ol nous avons utilisé le changement de variable v = A — M(y) pour recentrer 'intervalle
d’intégration. Une fois de plus nous voulons utiliser le caractére Holderien de 7N ce qui
nous amene a écrire :

L2iIN(v + M(y))
v.p.f ( J ) et gy

I 14

L IN(v+M(y)) - IN(M(y)) L ikt

= f 2i ” ekt dv+2iIN(M(y)) v.p.f ¢

L -L

dv,
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ot la valeur principale a disparu dans le premier terme puisque l'intégrale est bien définie,
compte tenu du caractere Holderien de 7N. Une fois de plus nous allons traiter ces deux
termes séparément. Tout d’abord nous avons :

L —ikvt L —ikvt L ikvt
v.p.f ¢ dv = 1v.p.f < dv—lv.p.f Y
-L v 2 —L % 2 -L v

I .
_ f sin(kvt) i
—L 1%

Lkt _:
= —lf Sln(é) dé

k<
On en déduit — "
—ikvt :
p. f M| <K:=sup f sin(e) dgl. (3.24)
-L v As0 |[J-a €
A .
K est fini puisque3 lim f sin(é) dé =m.
A—0 —A g
Par ailleurs
L IN(v + M(y)) = IN(M(y)) L
‘ f ( v) ( y)e—lkvf dv| <INl f dv_ (3.25)
L v L v

ol nous avons utilisé le caractére Holderien d’ordre o de 7N et ol

[IN(x) — IN(y)|

|[ZNl|y := sup
T ol

Nous allons maintenant remonter tous ces calculs pour obtenir ’estimation attendue sur I.
En réunissant (3.23), (3.24) et (3.25) on obtient :

L
. dv
loc(k, v, Bl < T = 2|IN], f i+ 2KIN gy + 27IRN s guept - (3:26)

lv
Finalement en utilisant (3.22) et (3.26) on obtient (3.21) avec

1

I =1+ 27'(2 |Res (N, )\i)| Ae — M()
_ . .

Le(-1,1])

De manieére similaire on obtient le

Lemme3.4 Onsuppose que (Hy) et (Hn) (définies page 86) sont satisfaites. Alors il existe une constante
I > 0 ne dépendant que du profil M, telle que nous avons I'estimation uniforme suivante :

VEkeRVt>0, (k. Ollegorip < (1 + kt). (3.27)

3C’est un résultat classique que 1'on peut démontrer par exemple par des techniques d’intégration dans le plan
complexe et grace au théoréeme de Cauchy.
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DEMonsTRATION. On procede exactement de la méme maniére que dans la démonstration du
précédent lemme. On rappelle la décomposition suivante Iy = I;, + I; .. On va traiter chacun de
ces termes séparément :

e On commence par la contribution des poles. De (3.17) on tire :
Res (N, A.)

Lk y, ) = —2in S,
= (Ae = M(y)

a partir de quoi on obtient facilement :

o

Mk, Bllg1.ap < 2 ) [Res (N, A.) :
+ Lm(]_lrl[)

e  On s’intéresse maintenant a la contribution de la coupure. Le lemme 3.2 nous fournit
I'expression suivante :
* 21N’ (A)

—ikAt 9 ’
(/\ - M(y)) e dA = 2in RN (M(y)),

M
Lk, y, t) = =ikt Lo (k, y, t) + v.p.f

On obtient alors :
etk y, O < |kt Iy + 1

ou I . est défini par (3.26) et ou I] . est obtenu de la méme maniére qu’a été obtenu I .
dans Te lemme précédent. Cette f01s au lieu de 7N on travaille avec 7N’ qui satlsfalt
IN’(A) = 0 presque partout sur R\]JM_, M,[. On utilise aussi I'hypothese (Hy/) qui im-
pose que IN’(M,) = 0. On obtient :

L
. dv
L :=2INly f Wi + 2KIIIN [l qm_m,p + 27lIRN [l a, D
L

Finalement, on obtient (3.27) en posant :

I = max (1;;/6 , I +21) " [Res (N A)|

1
’m Lmu—l,l[)}

Remarque 3.1 Les hypotheses (Hy) et (Hyr) ont bien entendu été introduites a priori pour rendre les
calculs licites et ainsi démontrer les deux lemmes précédents.

A partir de ces estimations sur I et I, nous allons déduire des estimations sur la solution du
probléme (1.9), sa moyenne, ses dérivées...
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Estimation sur 92EU  Pour montrer le caractere bien posé de (1.9) nous cherchons a obtenir une
estimation sur la dérivée seconde de la moyenne. Nous déduirons alors de 'expression explicite
(3.2) de U en fonction de 92EU, une estimation sur la solution qui nous donnera le caractére bien
posé. Notre méthode consiste a travailler dans 1’espace de Fourier avant d’utiliser le théoréme de
Plancherel pour revenir dans I'espace physique. On rappelle que :

EU(k,t) = Eo(k, 1) + Ex(k, 1),
ol Eo et 7::1 sont donnés par (3.11). On cherche a estimer k2 Eﬁ(k, f):

(i) On commence par k? Eo. Nous avons en utilisant I'expression (3.13) de Eo:

7

'kz Eo‘ - % 'E[(Io(k, ) = MOL(, ., ) ok, )]

En utilisant l'inégalit¢ de Cauchy-Schwartz [E[UV]| < [[Ull2g-11p IVllr2g-11p puis
IUllz2g-11p < V2IUllzs 1,1 on obtient :

—~ 1 —~
2 Eo| < —=— otk £) = MO Gk, D11y MWt iz 10,
V2m

et finalement en utilisant les lemmes 3.3 et 3.4 on obtient :

— 1 4., ) —~
@ Eo| < — (I + Ml I (1 + k) 2 1T (k, 21,10 (3.28)
V2
(ii) De la méme maniere que précédemment on obtient facilement :
— 1 —
2 E| < ——1 (1 et Il 1T K, 2111 (3:29)
V2

En utilisant le théoreme de Plancherel, les deux estimations (3.28) et (3.29) donnent :

[2EUC 2 < € [[98Uol 5z, + 10: g2y + £ (03Ul 3y + 02U )| | (330

ou C est une constante dépendant de [, I et [[M||.~. Par conséquent, elle dépend uniquement du
profil M.

Remarque 3.2  De la méme maniere exactement nous pouvons montrer pour tout n € IN :

loxEUL(., t)

12 <C [||aalc+nu0“L§(L§) + ||3§U1||L;(L§> + t(”a§+nu0||L§(L§) + ||aﬁl<+nu1||L§(L§))]' (3.31)

Cela est fait en estimant k™" EU(k, t).
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Estimation sur EU Nous cherchons maintenant & obtenir une estimation sur la moyenne EU.
EU ayant une signification physique claire, I'intérét d"une telle estimation est indiscutable. Dans
I'estimation (3.30) de 92EU (ainsi que dans les estimations (3.31)) nous n’avons pas été géné par le
facteur 1/k présent dans 1’expression (3.13) de E1. En effet, nous avons multiplié cette expression
par k? ce qui a occulté cette difficulté. Si 'on veut obtenir une estimation sur la moyenne EU, il
nous faut résoudre ce probleme. Pour ce faire nous définissons :

I
I(k, y, t) == 2—;](

Par la suite 'expression (3.13) de E; est remplacée par :
Ei(k,t) = —E[1(k, ) Ur (k)| (3.32)

Nous allons calculer I comme nous 'avons fait pour Iy et I;. Avant cela il nous faut éliminer la
singularité en k = 0. Dans cette optique, nous montrons :

N() N(A) . N(A)
Al = 7 dr=1 ———dA =0,
f]I;HAI ()\ _ M(y))z f][;+iR ()\ _ M(y))z Reoteo LH‘R (A _ M(y))2

ol nous avons utilisé 1’analyticité de l'intégrant pour déformer le contour, puis le théoreme de

convergence dominée pour montrer que la limite est nulle. Au moyen de ce subterfuge nous

pouvons écrire :

= 2%{ | L)z e M dA, Ar>0,
Re+id; ()\ _ M(y))

1 "k 1 N(A)
= Ef ‘ 2 5 dA, A[ > 0.
R+il; ( A— M(y))

Ik, y,t)

L/utilité de cette réécriture provient du fait que (e”** — 1)/k n’a pas de singularité en k = 0. Pour
calculer I nous procédons de la méme maniere que pour Iy et [;. En déformant le contour nous
avons :

I(k,y,t) = I(k, y, t) + I(k, y, 1),

ol
o Lkyt)=-i) e~ 1 Res (N, A+)
p v - 7
= (h-Me)
1 ek _ 1 N(A) (3.33)
0 - M(y

A l'image de ce qui a été fait dans le lemme 3.2 on calcule maintenant I, : apres intégration par
partieson a:

1 . _avy N 1 e"kM 1 N'(M)
Lk, y,t) = — | —ite®M 2 d)\+—f da.
kvt =5 fsb A-My) T an s, T kK A-M()

On trouve apres calcul :

—it i (Me -1 IN'(A N
Te(k,y,1) = 5—To(k,y,0) + — fM — Ai(;) dA —i————RN (M)). (3.34)
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Enfin, en utilisant :
ekt _q AL
‘—‘ = ‘f ¢ iks ds| < |AlL,
k 0
on montre, en prenant exemple sur les démonstrations des lemmes 3.3 et 3.4, qu’il existe I" > 0 tel
que :
VkeRVt>0, [k, . g,y <A +1). (3.35)

Nous pouvons maintenant chercher une estimation sur la moyenne EU. Nous procédons exacte-
ment de la méme maniere que dans le paragraphe précédent pour I'obtention d"une estimation sur
d2EU. Nous utilisons toujours la décomposition (3.10), en tenant compte cette fois de I’expression

(3.32) de El. Alors, avec (3.3) et (3.35) on aboutit a :

IEUC Bl < C |IUollzz + 10Ul + 1+ D Ll | (3.36)

ol C est une constante dépendant de I}, I" et |[M]||;.~, elle ne dépend par conséquent que du profil
M.

Estimation sur U On va maintenant utiliser ’expression explicite (3.2) de U en fonction de d2EU
pour obtenir une estimation sur U. On rappelle que cette expression a été obtenue en supposant EU
connu, et en résolvant I’équation de transport au carré (3.1) dans laquelle EU intervient comme un
second membre. On obtient facilement grace a I'estimation (3.31) sur 1™ EU I'estimation suivante
sur JiU pour toutn € N :

3
llo% Ullaz) < llo% Uoll2 2 + € ; t* (”aerkuOHL;(Lg) + ”ayk_l ul”L;(L,%))' (3.37)

ou C est une nouvelle constante ne dépendant que de M. Cette estimation prédit une possible
croissance polynomiale en temps, en > plus précisément.

Remarque 3.3  En fait, nous n’avons pas utilisé le fait que le second membre de I'équation de transport au
carré dépend de EU et par conséquent de U. Nous avons donc laissé de I'information en route. En travaillant
sur l'expression compleéte de U on peut peut étre montrer une estimation plus fine. Toutes nos tentatives
sont pour l'instant restées infructueuses.

Dans 1'étude des instabilités hydrodynamiques, il existe plusieurs travaux mettant en évidence
une croissance polynomiale de la norme de la solution des équations d’Euler linéarisées. On peut
citer Landahl [Lan06] et Ellingsen et Palm [EP75].
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Estimation sur d;EU et d;U Pour compléter toutes ces estimations nous cherchons maintenant a
obtenir des estimations sur les dérivées en temps de EU et U. En ce qui concerne d;EU on remarque
que prendre la dérivée en temps revient a : multiplier par —ikA: les expressions de I;, données
par (3.17), et multiplier par —ikA (resp. —ikM(y)) les termes "valeur principale" (resp. les autres)
dans les expressions (3.18) et (3.20) de Iy et I; .. Au final, nous obtenons par la méme méthode
des estimations pour Eo et Ey qui sont similaires a celle obtenues précédemment, avec un facteur
k en plus. Par conséquent on obtient I'estimation suivante pour tout n € IN :

||8§8tEU(., t)”Lg <C [”9?1 u0||L§(L§) + ”aﬁulng(@ + t(||ag+2u0||L§(L§) + ”azﬂul”Lg(Lg))]' (3.38)

En ce qui concerne d;U, nous obtenons une estimation en dérivant I’expression (3.2) par rapport a
t ce qui donne :

P 9 Pe
-%@mﬁ =w&—MWMﬂ—M@[%£@ M), y) +M(y) = o

&—MWMQ]

. ft ag_zzEu(x M(y)(t - s), ds - f(t ) —EU x M(y)(t —s), s) ds.

A partir de cette expression et en utilisant 1'estimation (3.31), on obtient facilement pour tout
neN:

3
1979 Ull 212 < 195 Unllz 02 +C kZ} (|l Uoll 2z + ||8Z+"U1IIL5(L;))' (3:39)

Ces estimations suffisent clairement a montrer le caractere bien posé de (1.9). En effet, 'existence
est une conséquence du calcul et les estimations nous disent dans quel espace vit la solution. Avec
des conditions initiales Uy et U nulles, (3.36) entraine U nulle, ce qui nous donne "unicité. Enfin
ces estimations a priori sont autant de résultats de continuité par rapport aux données. Nous
pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Théoréeme 3.1  Supposons que M € C°([—1,1]) tel que (Hs), (Hcp), (Hy) et (Hnr) soient satisfaites.
Alors, le probleme de Cauchy (1.9) est bien posé au sens oit pour tout (U, Uy) € L2 (H3+”)><L (H*"), n >0,

ol LZ(H”) =L12(] - 1,1[; H*(R)), il admet une unique solution
U e COR*; Ly(HY) N CY(RY; Ly(HY ™)),
et on a les estimations (3.31), (3.37), (3.36), (3.38) et (3.39).

Ce théoréme est le fruit des estimations obtenues précédemment. Celles-ci ’ont été dans I'espace
de Fourier ; nous allons, dans la section suivante, calculer la transformation inverse de Fourier ce
qui nous fournira une expression quasi-explicite de la solution.

3.2.3 Expression quasi-explicite de la solution (Calcul de la transformation inverse de
Fourier inverse)

Nous avons obtenu l’expression (3.2) de U en fonction de d2EU. Nous avons ensuite établi la
décomposition entre les contributions des conditions initiales Uy et Uj :

EU(k, t) = Eo(k, £) + E1(k, £),
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ol Eo(k, t) et El (k, t) sont donnés en fonction de I; par (3.13). Dans cette partie nous allons utiliser
I'expression (3.32) de El(k, t) en fonction de I, qui a été introduite pour supprimer la singularité
en 1/k, ce qui nous sera utile pour calculer la transformation de Fourier inverse. On rappelle ces
expressions :

o Eokt)= —E[(Io(k,,) MO (k, ., 1)) Uo(k, )],

o Ei(kt)=~E[lk 1) Uk, )],

ol on a décomposé les intégrales Iy, I; et I en une contribution des podles et une contribution de
la coupure (cf. (3.17) et (3.33)). Les expressions des contributions de la coupure sont données par
(3.18), (3.20) et (3.34). Pour calculer la transformation inverse de Fourier nous allons utiliser le
fait que la multiplication par e~** dans 1’espace de Fourier revient a une translation par —s en x,
I'espace physique. Nous utilisons de plus pour les termes contenus dans I :

—ikAt At
et —1 _
—_— = f e ds,
k 0

Apres quelques simples calculs et regroupement de termes on obtient’expression de Eu au moyen
de la décomposition
u(x/ t) = _E[up(x/ s t) + uC(x/ 7 t)]/

ou:
— la contribution des podles est donnée par :

sty p . i
Uy (x, y,t)_Z fo 1(x s, y)ds +Z Ay =2M(y) Up(x — Ast, y)

: . (3.40)
F(s) (Ae=-MW) T (. -Mm) FO

ou nous avons utilisé Res (N, A.) = —1/F' (L),
- la contribution de la coupure :

M.,
Ue(x, y,t) = % v.p. f w [Uo(x - At y) + tM(y)aa—liO(x = At y) + tUp(x — At, y)] dA

M. A=My)
M, IN’(A At
+% v.p. j};l_ /\——]\51(;) [f Ui(x —s,y) ds—M(y)Uo(x—/\t,y)] dA

~RN(M(y)) [Uo(x M(y)t, y)+tM<y> —(x = M@)t, y) + 1L (x = M(y)t, y)]

M)t
~RN'(M(y)) [ fo T s y) ds—M(y)UO(x—Mw)t,y)].

(3.41)
Finalement on obtient I’expression de U avec (3.2).

Interprétation physique: Cette expression quasi-explicite (au moyen d’intégrales) nous fournit
une interprétation de la solution. En effet, dans le cas U; = 0, on peut facilement vérifier que EU,
est solution de 1’équation des ondes généralisée

J Jd 8 8
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L’apparition de ces vitesses A, dans le phénoméne est assez surprenant. De plus, EU, est une
superposition continue en A de solutions d"une équation de transport au carré :

d d

. 2
EU :f_ LIC,A dA, ol (E-FAg) UC,AZO.

Par ailleurs, cette expression quasi-explicite de la solution nous fournira une méthode efficace
pour calculer numériquement la solution. C’est ce que nous verrons dans le chapitre 4. Auparavant,
nous allons exhiber des profils pour lesquels les hypothéses abstraites (Hy) et (Hn-) sont vérifiées.
En particulier, cela nous fournira des expressions de RN, RN’, IN et IN’ qui seront utilisables
numériquement.

3.3 (CAS PARTICULIERS

Nous avons montré dans la section précédente le caractere bien posé de (1.9) ( voir le théoreme
3.1). Cela a été fait en supposant que M € C°([-1,1]) tel que (Hs), (Hcp), (Hn) et (Hy) soient
satisfaites 4. Rappelons I'origine de ces hypothéses :

(i) L'hypothese de stabilité (Hs) est bien évidemment indispensable car nous savons que si

elle n’est pas vérifiée alors le probléeme est mal posé®.

(ii) L'hypothese (Hgp) a été introduite car elle permet de fixer I'existence et le nombre de
poOles réels, cela au prix d"une condition assez faible sur le profil. On pourrait donc aisément
s’affranchir de cette hypothese.

(iii) Les hypotheses (Hy) et (Hns) ont, quant a elles, été introduites pour rendre licites les
calculs présentés dans la section précédente. Ainsi, la démarche que nous avons utilisée est
totalement dépendantes de ces deux hypothéses. Elles sont donc indispensables.

Ces hypotheses sont trés générales mais restent assez abstraites. L'objet de cette section est de
faire le lien entre ces hypotheses, abstraites, et le profil, concret. Pour cela, nous présentons une
large classe de profils monotones pour lesquels ces hypotheses sont vérifiées. Apres avoir étendu
ces résultats a des profils non monotones, nous nous consacrerons au cas du profil quadratique
M(y) =1-y>

3.3.1 Une classe de profils monotones

Nous introduisons une classe de profils monotones réguliers :

Définition 3.3  Nous dirons qu’un profil M appartient & la classe C}, si :
1. M vérifie (Hs).
2. lim~oF(A+ie)—=1#0, YAe]M_, M.
3. M € C®¥([-1,1]) i.e. M est une fonction réelle, dérivable trois fois et sa dérivée d’ordre 3 est
Holderienne d’ordre y.
4 M'(y)#0, VYyel[-1,1].

Dans ce qui suit, nous supposons que M € C,. En particulier, M est monotone et si M est croissant
(resp. décroissant) alors M(+1) = M, (resp. M(+1) = M3z). Nous introduisons la fonction inverse
u de M. Pour montrer que I'hypothese (Hy) (resp. (Hnr)) est vérifiée nous devons contrdler le
comportement de N (resp. N’) donc de F (resp. F’) aux abords de la coupure.

4cf. page 85 pour I'énoncé de ces hypotheses.
5¢f. 1a discussion page 85 ou dans le chapitre précédent la discussion page 30 et plus précisément le théoréme 2.1.
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Montrons que (Hy) est vérifiée : Le lemme suivant donne le comportement de F aux abords de
la coupure :

Lemme 3.5 Soient M € Cj,; et 1 son inverse. Alors pour tout A €]M_, M.[ on a lim o F(A + i¢) :=
RF(A) £ il F(A) avec :

, M1 M(1) 27
e RE(Y) = 2] - LM +1v.p.f e 4,
2L z=-AM-1) 2 M1 2= A (3.42)

o TF(\) = gy”(/\).
De plus
F(A), si A € C*,

F.(A) =
Fi(A), siA €]M_, M|,

est analytique sur C* et localement Holderienne d’ordre 1 sur C* \ {M_, M,}.

DEMONSTRATION. Apres le changement de variable z = M(y) on obtient, en utilisant la définition
(2.5) page 39 de F, pour A € C\ [M_, M,]:

F(1) = & RGN
S 2 A2
M(-1) (z
qui devient aprés une intégration par parties :

1 peMy 1 MO
-2+ |

F(A) ==
() 2 Z—/\ M(—l)Z_A

M(-1) 2

dz. (3.43)

On conclut simplement en utilisant la proposition 3.1 et le fait que u”” est dérivable donc localement
Holderienne d’ordre 1.

O
Nous pouvons maintenant montrer la proposition suivante qui prouve que pour M € C),,, (Hy)
est vérifiée :

Proposition 3.2  Soit M € C),;. Alors pour tout A €| M_,M,[ona

1
ImN(A +ie) = ————.
SN = T
De plus, (Hy) est vérifiée, c’est-a-dire que la fonction
N(A), AeCH,

Ni(A) := _
lim N(A+ie), A€]M_, M|,
e\J0
ott C* = {z € C/ £ IT'mz > 0} peut étre étendue par continuité avec N»(M,) = N.(M-) = 0, comme une
fonction localement Holderienne sur C* U [M_, M.].

DEMONSTRATION. Les deux premieres conditions de la définition 3.3 assurent que 1 — F+(A) # 0
pour tout A € C*U]JM_, M,[. On a alors pour tout A €]M_, M, :

. 1
lim N(A  ie) = 15—
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Le caractere localement Holderien de N, sur C*UJM_, M [\{M_, M.} est une conséquence
du lemme 35 : il se déduit facilement du caractére localement Holderien de F. sur
C*UIM_, M [\{M_, M. }. Compte tenu de I'expression (3.43) de F, l'extension par continuité de
N. par Ni(My) = No(M_) = 0 est licite. Pour conclure la démonstration de ce lemme, il nous reste
a montrer le caractére Holderien de N, au voisinage de M, et M_. Nous traitons le cas de M(1)
(celui de M(—1) est traité de la méme maniere)®. Pour cela nous introduisons la fonction :

J(A) = M(1) = 1) (1 - Fx(1)),
de telle sorte que
M(@1)-A
J(A)
Nous allons montrer que | est Holderienne dans un voisinage de M(1), et qu’elle ne s’annule pas
en M(1). Ceci conclura la démonstration. En utilisant (3.43) on écrit pour A € C\ [M_, M,]:
1 w(M(=1) 1jwmu%m ]
dz|,

1,
JA) = S/ (M(1)) + (M(1) = A) [1 C2M(ED) =4 2 Jyep z-A

N:(A) =

que I'on transforme comme suit :

1, 1 wM(=1) @’ M(D) M) - A
J) = S (ML) +(1) = A) [1 MDA~ 32 log(M(_l) _A)]
(3.44)

dz.

2

(D—A\fw”uﬂm—u%MﬂD
M(-1) z=A
Puisque:

1. x — xlog(x) est Holderienne de tout ordre dans ]0, 1|,

2. en appliquant la proposition 3.1 avec g(z) = u”'(z) — u”’(M(1)), qui satisfait g(M(1)) = 0, on

obtient : "y
0 @) - M)
M(-1) z=-A
est localement Holderienne d’ordre 1 sur C* U [M_, M, ]\ {M(-1)},

on déduit de (3.44) que | est Holderienne pour tout ordre a €]0,1[ dans un voisinage de M(1).
Finalement, J(M(1)) = % p'(M(1)) # 0, étant donné que M € cr.

A—

O

Montrons que (Hy-) est vérifiée : Nous allons procécéder de la méme maniere que précédem-
ment en montrant I'équivalent du lemme 3.5 pour F’, puis I'équivalent de la proposition 3.2 pour
N’. Le lemme suivant donne le comportement de F’ aux abords de la coupure :

Lemme 3.6 Soient M € C) et u son inverse. Alors pour tout A €JM_, M [ on a lim o F'(A + i¢) =
RF’'(A) =il F’(A) avec :

« RE'(A) = 1[ —1'(2) ]M(l) 1[ 1 (z) ]M(l) 1 fM(l) w2

il [ o _Z + = v.p. dz,
2Lz =AM 2Lz — Adm-1) ZUP M1y 2= A : (3.45)

o TF'(A) = gy’”(/\).

On rappelle que M(1) = M, si M est croissant et M(1) = M_ si M est décroissant.
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De plus
F'(A), sid e C*,
F.(A) =
Pf_"(/\)/ Si /\ E]M_, M+[/
est analytique sur C* et localement Holderienne d’ordre y sur C* \ {M_, M.,}.

DEMONSTRATION. Apres dérivation de l'expression (2.5) page 39 de F, on obtient pour A € C \

[M_,M,]: )
o 1
B = [1 (A = M(y))? .

Apres le changement de variable z = M(y) on obtient pour A € C\ [M_, M,]:

M)
oy ' (z)
Fd)= fM(—n z-A) &

qui devient apres une intégration par parties :

+
M(-1) 2

17 W@ mo 1 MO ()
- et |

F'(\) = = ——dz,
*) AP iy G2

2

qui devient apres une nouvelle intégration par parties :

, M ” M1 M(1) (11
w'(2) ] ™ 1y (Z)] M +1f W@ . (3.46)

1
=< -
W =3l - A2 men 2L 2= A ey T 2

2 M(-1) z—A
On conclut simplement en utilisant la proposition 3.1 avec g(z) = u”’(z) qui est Holderienne
d’ordre y.

O
Nous pouvons maintenant montrer la proposition suivante qui prouve que pour M € C),,, (Hy')
est vérifiée :

Proposition 3.3  Soit M € C),;. Alors pour tout A €| M_,M [ ona

N 41 0,0
IimN'(A +ie) = ———.
o (1-Fe(1)
De plus, la fonction
N'(A), AeCH,

N, (A) =
=) lim N'(A +ie), A€]M_,M,][,

oit C* = {z € C/ + I'mz > 0} peut étre étendue par continuité avec

N;(M(l))z—m et N;(M(—l))=mf

comme une fonction Holderienne d’ordre y sur C* U [M_, M. ]. Par conséquent, (Hy) est vérifiée.
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DimONSTRATION. Les deux premieres conditions de le définition 3.3 assurent que 1 — F.(A) # 0
pour tout A € C*UJM_, M,[. On a alors apres dérivation de N, pour tout A €]M_, M, [ :

Fi(A)

lim N’(A +i¢) = ——.
e (1-Fed)

Le caractere localement Holderien d’ordre y de N/, sur C*U]JM_, M,[\{M_, M} est une consé-
quence des lemmes 3.5 et 3.6 : il se déduit facilement du caractere localement Holderien de F. et
F! sur C*UIM_, M. [\{M_, M,}. Il reste & montrer que 1'extension par continuité de N/, par:

2
NL(M(D) = —— e et N(M(-1) = ———
) W) " wM(=1))
estlicite, et qu’alors N, est Holderienne au voisinage de M... C’est ce que nous allons faire en M(1),
qui vaut M, (resp. M_) si M est croissante (resp. décroissante). La démonstration est similaire pour
M(-1).Ona:
F) (A= M@PFL()

(1 _ Fi()\))z J(A)?

En utilisant (3.46) et en procédant de la méme maniére que pour | dans la démonstration de la
proposition 3.2, on obtient facilement que :

NL(1) =

(3.47)

A= (A =M@y F.(A)

est Holderienne d’ordre y au voisinage de M(1) et vaut —w en M(1). On conclut aisément en
utilisant I'expression (3.47) de N’, en se rappelant que | est Holderienne au voisinage de M(1) et

(M)
que J(M(1)) = 52,
O

Remarque 3.4 La définition 3.3 a permis de reporter les problemes d’intégrabilité sur la dérivabilité du
profil, en effectuant des intégrations par parties.

En se rappelant de leurs définitions (3.8) et (3.9), on peut facilement calculer RN, RN’, I'N et TN’
en fonction de RF, RF’, IF et 7F’ donnés par (3.42) et (3.45) :

e RN(A) = IN(V)F (2~ RF(A)),

 IN(A) = IN(V)PTF(A),

2 (3.48)
« RN'(1) = [N()* [((2 — RFQ) = TFA)RE (1) - 2TF)IF (A)(2 - RF(/\))],

o IN'(A) = IN()I*[27F(A)(2 - RFQ))RF'(A) + TF'(A)((2 - RF()\))2 - TF(V?)),

o NI = [lim N1 £ ie)] = |2 = RF()* + TF()?] 3

Nous venons de montrer que pour M € C),, les hypothéses (Hy) et (Hy-) sont satifaites. Clairement,
I'hypothese (Hcp) est, elle aussi, satisfaite. Nous obtenons donc le théoreme suivant comme une
conséquence directe du théoréme 3.1 ainsi que de la section 3.2.3 :
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Théoréme 3.2  Supposons que M € Cl,. Alors, le probleme de Cauchy (1.9) est bien posé au sens oiL
pour tout (Uo, Uy) € Ly(HF™) X Ly(HZ™), n > 0, o L(Hy) := L* (] = 1, 1[; H*(R)), il admet une unique
solution

U e COR; Ly(HY) N CY(R; Li(HY ™)),

et on a les estimations (3.31), (3.37), (3.36), (3.38) et (3.39). De plus, nous avons EU(x, t) = —=E[U,(x, ., t) +
Uc(x, ., )] oir Uy, est donné par (3.40) et U, par (3.41), ces expressions étant elles mémes données en fonction
de (3.48).

Nous avons donc exhibé une classe assez large de profils pour lesquels le probléme est bien posé.
Notre but, qui était de rendre les conditions du théoreme 3.1 plus concrete, est a moitié atteint.
En effet, les deux premieres conditions de la définition 3.3 gardent a certains égards un caractére
abstrait. C'est malheureusement le prix a payer pour rester un minimum général. En particulier,
(Hs) doit étre satisfaite. On peut s’affranchir de cette hypotheése en se restreignant aux profils
vérifiant les conditions du théoreme 2.3 page 54. On peut, par exemple, restreindre la classe des
profils C),, aux profils convexe ou concave, pour lesquels on a montré que (Hs) est satisfaite.

Si de plus M était strictement convexe ou concave... Si par exemple on suppose que M € C},, et
que M"(y) # 0 pour tout y € [-1,1], alors (3.42) nous donne JF(A) = Zu"(A) # 0, ce qui implique
que la deuxieme condition de la définition 3.3 :

ImF(A+ie)—=1#0, VAe]M_, M|,

e\
est automatiquement vérifiée. De plus M étant a convexité fixée, on sait grace au théoreme 2.3
que (Hs) est satisfaite. On se propose ici de le montrer d"une autre fagon, plus en adéquation avec
'approche de ce chapitre. On rappelle que pour que (Hs) soit satisfaite il faut et il suffit de montrer
que I'équation F(A) = 1 n’a que des solutions réelles. Pour simplifier la démonstration, nous allons
supposer sans perte de généralité que M est croissante (changer M en —M ne fait que changer le
signe des solutions) et que M_ = M(—1) = 0 (translater M d’une constante m ne fait que translater
les solutions de m). Puisque M’(y) # 0 on peut écrire :

1N My) dy
FA) = L (M(y) — AP M (y)’

2

qui devient apres intégration par parties :

1 1 Lt 1 M)
FA) == |- — = dy.
“) 2[ (M(y)—/\)M’(y)]_l 2L M(y) - AM/ ()2

Soit pour A = Ag +iA; on obtient en prenant la partie réelle et imaginaire de I’équation précédente:

1 M(y) - AR ]1 1 (' M(y) - Ar M”(y)
ReF(A) = = |- - ,
eFA) 2[ M) - EM )|, 2L M(y) AR M ()2 Y
1 1 tog 1 M'(y)
3 = = = dy].
mF) AI(Z[IM(y)—AIZM’(y)]_l ¥ 2[1 IM(y) — AR My Y

En supposant A; # 0 la partie imaginaire de I'équation F(A) = 1 donne :

1 1 1 1 ! 1 M (y)
= 1 - |
2 [IM(y) - AP ]\/I’(y)]_1 T2 j:l IM(y) — A2 M’(y) y=0 (3.49)
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En multipliant cette égalité par Ar et en ’ajoutant a I'expression de Re F(A) on obtient :

M(y) ]1 1 f M@y) M’(y)

1
ReF(A) = = "2 ) M) - AR M) v

2| IM(y) - AR M ()

g 2

puis en utilisant le fait que M(-1) = 0 et M(1) = M, ona:

1 M, 1 fl M(y) M’(y)

2IM, - ARM(1) 2 )y M(y) - AP MR Y

ReF(A) = —

A partir de cette expression nous allons montrer que Re F(A) < 0 ce qui prouvera en particulier que
I’équation F(A) = 1 n’a pas de solutions (on a supposé A; # 0). Pour montrer cela nous distinguons
deux cas :
(i) Si M”(y) > 0 il est alors clair que Re F(1) < 0 puisque c’est la somme de deux termes
négatifs.

(if) SiM”(y) <Oalorsona:

_1 1 M(y) M//(y) 1 1 M+ M//(y)
/ = L M(y) — AR M (2

LMy - EM R T2

2
|
2 IM(y) - AIM(y)

ol la deuxiéme égalité a été obtenue grace a (3.49). Ainsi

s
-1

1 M., 1 M. ]1 1 M,

T 2IMy — ARPM(1) T2 [IM(y) —AM W,

‘ReF(/\) < B = —Em

Ceci conclut la démonstration. Ainsi, si M € C), et si de plus M”(y) # 0 alors (Hs) est satisfaite.
On peut donc énoncer le théoreme suivant qui est une conséquence directe du théoreme 3.2 :

Théoreme 3.3  Soit M tel que :
- M € C®¥([-1,1]) i.e. M est une fonction réelle, dérivable trois fois et sa dérivée d'ordre 3 est
Holderienne d’ordre y.
- M@y +#0, Yyel-11]
~ M’(y) £0, Yyel[-1,1].
Alors, le probleme de Cauchy (1.9) est bien posé au sens oit pour tout (Up, Uy) € Ly(HZ™)XL3(HZ*™), n >0,
ol L;(Hg) := L2(] - 1,1[; HY(R)), il admet une unique solution

U e CORY; Ly(HY) N CH(R*; Ly(HY ™)),

et on a les estimations (3.31), (3.37), (3.36), (3.38) et (3.39). De plus, nous avons EU(x, t) = —E[U,(x, ., ) +
Uc(x, ., t)] ot Uy, est donné par (3.40) et U, par (3.41), ces expressions étant elles mémes données en fonction
de (3.48).

3.3.2 Extension a des profils non monotones

Nous allons dans cette partie étendre les résultats de la partie précédente a une classe de
profils non monotones, qui seront, en gros, C}, par morceaux. Nous introduisons la classe de
profils suivante :
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Définition 3.4  Nous dirons qu’un profil M appartient a la classe CI,X’V si
Xo=-1l<x1<---<any=1,

tel que :
1. M vérifie (Hs).
2. im0 F(A +£ie)=1#0, VY Ae]M_, M|
3. M € C¥([x;,xiz1]) i.e. M est une fonction réelle, dérivable trois fois et sa dérivée d’ordre 3 est
Holderienne d’ordre y sur [x;, xis1].
{M(x;), M(xi31)} = (M-, M }.
5. M'(y) #0, VY ye|[x;,xi]

Remarque3.5 SiMe€ Cln\i’y alors M est monotone sur chaque intervalle [x;, x;11]. La quatrieme condition
signifie que sur chaque intervalle le profil M atteint son minimum global M_, ainsi que son maximum global
M... En particulier, si M € C°([-1,1]), cela entraine que M change de monotonie sur chaque intervalle

[xi, xis1]-

Nous allons montrer que pour M € Cf,\i’y, (Hy) et (Hn) sont satisfaites. Nous allons procéder
exactement de la méme maniere que dans la section précédente. Nous montrons tout d’abord les
deux lemmes suivants :

Lemme 3.7 Soit M € Cln\i’y. On note y; son inverse sur [x;, xiy1]. Alors pour tout A €]M_, My[ on a
limg\ o F(A + i€) := RF(A) £ il F(A) avec :

N-1 / . M(xi) 17
1 Hi(2) M) 1 f u' ()
RF(A) = = - — + = v.p. — dz,
¢ ( ) ; 2[ Z—/\]M(xi) 2vp M(x;) z—A z
Tt 7 Tt ”
o TF()) = Y FH ) = Y FH W)
i€{0,--- ,N—1}/M’>0 sur [x;,x;41] i€{0,-- ,N—1}/M’<0 sur [x;,x;41]

De plus
F(A), siA e C™,
F:(A) =
Fi(A), si A €]M_, M,],

est analytique sur C* et localement Holderienne d’ordre 1 sur C*U JM_, M, [ \{M_-, M. }.
DimonstraTION. En utilisant la définition (2.5) page 39 de F on obtient pour A € C \ [M_, M,]:

N-1 Xi+1 dy
F(A) = S A
Zo f (A - M)

Apres le changement de variable p;(z) = y sur chaque intervalle [x;, x;+1] on obtient,

N-1

M(xi11) Z
F(A) = % f i) dz,

= 2 Imey (2 @-A7
qui devient aprés une intégration par parties :
N-1 M) 11 (z2)

B 1 @) Mew) 1 ;
F(A)_Z E[_Z—A]M(xi) +§ z—/\dz'

= M(x)
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On conclut simplement en utilisant la proposition 3.1 et le fait que u/” est dérivable donc localement
Holderienne d’ordre 1.
O

Lemme 3.8 Soit M € Cln\i’y. On note u; son inverse sur [x;, xi41]. Alors pour tout A €]M_, My[ on a
limg\ o F'(A £ ie) := RF'(A) £ i F'(A) avec :

o RF’(A) _ I\f 1[ _V:(Z) ]M(xi+1) _ 1[[-1;’(2)]M(Xi+1) + 1 o fM(xiﬂ) [-11"”(2)
T2l A T 2lz=Tve T2y 2oA
’ Tt 1444 Tt 1244
« IF/() = Y. FHD) = Y, FH ).
i€{0,+- ,N-1}/M’>0 sur [x;,xi1] i€{0,+- ,N-1}/M’ <0 sur [x;,xi+1]

De plus
F'(A), sid e C*,
F.(A) =
F\.(A), si A €]M_, M4],

est analytique sur C* et localement Holderienne d’ordre y sur C*U [M_, M, [ \{M-, M. }.
DEMONSTRATION. Apres dérivation de 1'expression (2.5) page 39 de F on obtient pour A € C\

[M—/M+] : . 1 N1 - 1
Fl)=- | ————dy=- S —
w=-]. Gy Y=L . -y

1

Apres le changement de variable 1;(z) = y on obtient pour A € C\ [M_, M,]:

N-1 M(xi41) (z
F'(A) = Z f i) dz,

= ey  E-AP

qui devient apres une intégration par parties :

N-1 ’ ) M(xi41) ”
\Z)  M(xit1) - \Z
F’(A)zE 1[— i ] x1+1f u'@) dz,
pry 2 (Z - /\)2 M(x;) 2 M(x;) (Z - /\)2

qui devient apres une nouvelle intégration par parties :

N-1

) 1Ip W@ Mew) 1p @@ Maw) 10 ME) g7 (z)
FW =Y, 5l ol 5~ 25 =3l dz.

pry 2 M(x;) 2 M(x;) M(x;) z—A

On conclut simplement en utilisant la proposition 3.1 avec g(z) = p;”(z) qui est Holderienne
d’ordre y.

O
Comme dans la section précédente on déduit de ces deux lemmes que les hypotheses (Hy)
et (Hx) sont satisfaites. Plus précisément, on montre les deux propositions suivantes dont les
démonstrations sont suffisamment similaires a celles des propositions 3.2 et 3.3 pour n’étre que
survolées.

Proposition 3.4  Soit M € Cln\l’y. Alors pour tout A e]M_, M [ ona

1

ll{ll'éN(/\ + ZS) = Ti_(/\)
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De plus, (Hy) est vérifiée, c’est-a-dire que la fonction

N(A), AeCH,

N:i(A) =
( Iim N(A+ie), AelM_, M,
e\J0

oit C* = {z € C/ £ ITmz > 0} peut étre étendue par continuité avec No(M) = N.(M_) = 0, comme une
fonction localement Holderienne sur C* U [M_, M.].

DimONSTRATION. Les deux premieres conditions de le définition 3.4 assurent que 1 — F4(A) # 0
pour tout A € C*UJM_, M,[. On a alors pour tout A €]M_, M, :

1
li +ig) = ————.
SI{‘%N(A i€) =)
Le caractére localement Holderien de N, sur C*UJM_, M.[\{M_, M.} est une conséquence di-
recte du lemme 3.7 : il se déduit facilement du caractére localement Holderien de F. sur
C*UlM_, M, [\{M_, M, }. Pour conclure la démonstration de ce lemme il nous reste & montrer
le caractere Holderien de N, au voisinage de M, et M_ :

e Onpose ["(A) =My —-A7) (1 - Fi(/\)), on a alors

M, -A
Ni(A) = ——+.
W= Tm
On montre que J*(A) est Holderienne dans un voisinage de M, et que :
+ (M) (M)
] (M+) = 2 - 2 7
i€{0,--- ,N—1}/M’>0 sur [x;,x;41] i€{0,--- ,N—1},M’<0 sur [x;,x;41]

qui est clairement différent de 0 puisque :

1. Pourie€{0,--- ,N—1}/M’ > 0 sur [x;, x;+1], on a évidemment pi(My) > 0.

2. Pourie{0,--- ,N —1}/M’ < 0 sur [x;, x;4+1], on a évidemment pi(My) < 0.
Ainsi [*(M,) est une somme de termes tous positifs. L'extension par continuité de N, par N (M,) =
N:(M_) = 0 est licite et N, est Holderienne au voisinage de M.

¢ De méme on montre que (1) = (M- - A) (1 - FJ_,()\)), est Holderienne dans un voisinage de
M_etque:
] s ML)
J (M) = - Z —+ Z — >0.

2 2
i€{0,- ,N—1}/M’>0 sur [x,',x,'+1] i€{0,++ ,N—1},M’<0 sur [x,',x,'+1]

Proposition 3.5 Soit M € Cl. Alors pour tout A €]M_,My[ona

R
IimN'(A +ie) = ———.
o (1-Fa(1)
De plus, la fonction
N'(A), AeCH,

N, (A) :=
=) lim N'(A +ie), A€]M_,M,][,
&
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ott C* = {z € C/ £ I'mz > 0} peut étre étendue par continuité avec :

-1
NL(M.) = -2 Y Hi(M.) — Y Hi(M)

:iE{O,--- ,N-=1}/M’>0 sur [X,‘,X,‘+1] i€{0,- ,N—1},M’<0 sur [X,‘,X,’+1] : . (3'50)
NL(M)= 2 Y (M) - Y (M)

| i€{0,- ,N=1}/M">0 sur [x;,xis1] i€{0,++ ,N—1},M’ <0 sur [x;,xi41]

comme une fonction Holderienne d’ordre y sur C* U [M_, M. ]. Par conséquent (Hy) est vérifiée.

DiMONSTRATION. Les deux premieres conditions de le définition 3.4 assurent que 1 — F.(A) # 0
pour tout A € C*UJM_, M,[. On a alors apres dérivation de N, pour tout A €]M_, M, [ :

L F.(A)
lim N’ (A +ie) = — .
e (1-F)

Le caractere localement Holderien d’ordre y de N/ sur C*UJM_, M [\{M_, M.} est une consé-
quence directe des lemmes 3.7 et 3.8. Il reste a montrer que 1'extension par continuité de N/, par
(3.50) est licite et qu’alors N’, est Holderienne au voisinage de M,. C’est ce que nous allons faire
en M., la démonstration étant similaire pour M_.On a :

Fi(d)  (A=My)*Fi(A)
(1-Fai))’ Jr )

N.(A) =

On montre que
A= (A= M2 Fi(A)

est Holderienne d’ordre y au voisinage de M. et vaut —J* (M) en M... On conclut aisément en se
rappelant que |* est Holderienne au voisinage de M.

O
On obtient le théoréme suivant comme une conséquence (directe’ ?) du théoreme 3.1 :

Théoreme 3.4  Supposons que M € C,I;I’y. Alors, le probléeme de Cauchy (1.9) est bien posé au sens ol
pour tout (Uo, Uy) € Ly(HY™) X Ly(HZ*™), n > 0, ot Li(Hy) := L* (1 = 1, 1[; H*(R)), il admet une unique
solution

U e COR*; Ly(Hy) N C (R Ly(Hy ™),
et on a les estimations (3.31), (3.37), (3.36), (3.38) et (3.39). De plus, nous avons EU(x, t) = —E[Up(x, LB+

Uc(x, ., t)] oit Uy, est donné par (3.40) et U, par (3.41), ces expressions étant elles mémes données en fonction
de (3.48).

Il est possible de construire des profils appartenant a la classe Cln\i’y, pour lesquels () est satisfaite.
Pour ce faire, on peut par exemple utiliser la proposition 2.6 page 57 et périodiser un profil de la
classe C pour lequel (Hs) est satisfaite. On peut aussi s’amuser a périodiser tout profil de la classe

Clni’y qui vérifie déja (Hs).

7Le lecteur averti aura remarqué qu’un profil appartenant la classe Cﬁ”’/ n’est pas nécessairement continu. Il s’agissait
pourtant d’une des hypotheses du théoreme 3.1. En fait, la section 3.2 en général, le théoréme 3.1 en particulier, reste
vrai si on remplace ’hypothese de continuité du profil par '’hypotheése suivante :

ImM =[M_, M,].
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Remarque 3.6  On pourrait s’affranchir de la quatrieme condition de la définition 3.4 en la remplagant,
par exemple, par la condition suivante :

M € C([-1,1]) et les M(x;) sont tous différents.

On aura alors [;(M(x;)) # 0 out J;i(A) = (M(x;) — A) (1 - FJ_,(A)) ce qui permettra d’utiliser les mémes idées
que précédemment.

On a donc exhibé plusieurs classes de profils pour lesquels le théoreme 3.1 s’applique. Il
est possible de montrer une multitude de résultats et nous n’avons aucunement la volonté d’étre
exhaustifs. L'objectif annoncé du théoréme 3.1 était de rester le plus général possible. Ainsi, dans le
cas d’un profil quelconque digne d’intérét, on conseille de commencer par regarder s’il appartient
a une classe de profils précédemment exhiber, telle que C}, ou CI,:’V. En cas de réponse négative,
on peut vérifier a la main s’il entre dans le cadre du théoreme. C’est ce que nous nous proposons
de faire dans la partie suivante, en considérant I’exemple du profil quadratique M(y) = 1 — .

3.3.3 Comment procéder dans un cas général : exemple du profil M(y) =1 —

"Proposons-nous de grands exemples a imiter, plutét que de vains
systémes a suivre."

Rousseau.

Nous allons donc dans cette partie traiter le cas du profil M(y) = 1 — y2. Ce profil quadratique
a été choisi car son comportement semble bien correspondre a la physique d"un écoulement de
référence dans un tube. Nous allons montrer qu’il rentre dans le cadre d’application du théoréeme
3.1. Ce qui suit peut étre vu comme une procédure a suivre dans un cas général. Dans 1'optique
d’appliquer le théoréme 3.1 nous devons montrer que les hypotheses (Hs), (Hcp), (Hn) et (Hnr)
sont satisfaites. Au contraire d’un profil C},, il n’existe pas de méthode générale. Bien entendu,
(Hgp) est satisfaite. M étant concave, le théoreme 2.3 page 54 nous dit que (Hs) est satisfaite. 11
nous reste donc a montrer que (Hy) et (Hy-) le sont également.

Dans la suite nous prenons la coupure de la fonction racine carré et du logarithme complexe sur
R_.

Calcul de RN et 7N : Nous commencons par le calcul de lim,\ o F(A +i¢) := RF(A) £ilF(A), pour
A €]0,1[ (on remarque que M_ = 0 et M, = 1). A la poursuite de cet objectif nous allons calculer :

F(/\)—lfléd
2 ntee

pour A € C*. Nous utilisons la décomposition en élément simple suivante :

1 1 1 1
(A-1+y2)?2 4(1—/\)[@— 1—)\)2+(y+ m)zl

1 1 1
+4(1—/\)\/1—/\{y+ Vi1 y+ \/1+A]'
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pour obtenir apres calculs :

-1 1
F(A):2(1—A)A+8(1—A)m [log (1+ VI-1) -log(1- V1-2)

+log(-1- VI-2)-log(-1+ vI-1)].

On obtient alors facilement, pour tout A €]0, 1] :

-1 1 1+ Vi-A
o RE()) = 1 ’
() 2(1—A)A+4(1—A)«/1—Aog(1— 1—/\) (3.51)
o« IFN)= —
41-HVi-A

Puisque JF(A) # 0, on a lim\ o F(A £ ie) # 1 et on obtient les expressions de RN et N grace a
(3.48).

Calcul de RN’ et /N’ : La méthode est la méme. On commence par calculer lim,\ o F'(A + i) =
RFE(A) +iIF.(A), pour A €]0,1[. Pour ce faire nous allons calculer :

1
o -1
PO = [ Gt

pour A € C*. Nous utilisons la décomposition en élément simple suivante :

1 -1 1 1 3 1
(A=1+y?)? _8(1—/\)\/1—/\{(\/1—/\—y)3+(\/1—/\+y)3]_4(1—)\)(A—1+y2)2/

pour obtenir

1 1
1 1 1 3
F(\) = L F(A
1 3
T 20-MAz 20—

Finalement, pour tout A €]0,1[ on a:

F(A).

2-5A 3 1+ V1i-A
o RF'(A) = 1 ’
D 4(1 - 1)2A2 * 8(1-A2V1-A Og(l— 1—)\) (3.52)
e JF'(A) = Sl

81— A2VI—A

Cette fois encore on obtient les expressions de RN’ et 7N’ grace a (3.48).

A partir de ces résultats, nous pouvons montrer (en utilisant les mémes idées que dans les deux
sections précédentes) que (Hy) et (H}) sont satisfaites. Finalement, on peut appliquer le théoreme
3.1 pour obtenir le caractere bien posé du probléme (1.9).

Remarque 3.7  Le lecteur attentif aura noté que M(y) = 1 — y? appartient a la classe de profils Clni’y pour
N = 2. Nous aurions donc pu utiliser les résultats de la section précédente. Pour autant, le but de cette
section était de montrer comment on peut se débrouiller au cas par cas pour des profils quelconques. En
guise d’exercice le lecteur pourra retrouver les résultats de cette section en utilisant ceux de la précédente.
On utilisera le fait que dans le cas présent :

po(z)==-V1—-z et pui(z)= Vl—-z.
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CE chapitre est consacré a la résolution numérique du probleme limite (1.9), obtenu au premier
chapitre et dont I'étude est 1'objet de toute la premiére partie de cette these. La méthode
numérique que nous allons développer est basée sur la représentation quasi-explicite de la solution
obtenue au chapitre précédent, dans la section 3.2.3 page 99. C’est la raison pour laquelle nous
faisons ici un petit rappel de la méthode utilisée, ainsi que des principaux résultats que nous
allons exploiter. L'idée de départ consistait a remarquer que si 1’on connait la moyenne EU, alors
U, solution de (1.9), est solution d'une équation de transport au carré dans laquelle EU ne joue
plus que le role de second membire :
2 2

(8 d ) U= J°EU

i TM) 57 o

Apres résolution de cette équation on obtient I’expression suivante de U en fonction de EU et des
conditions initiales (Uy, U4) :

U,y t) = Uo(x -My)t, y) +t [Ul(x - M(y)t, y) + M(y)%(x - M(y)t, y)]
(4.1)

t az
+ j(; (t - s)ﬁEu(x — M(y)(t —s), s) ds.

115
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L’objectif du chapitre précédent fut donc de calculer EU, ce que nous fimes en utilisant la transfor-
mation de Fourier-Laplace. Sous les hypotheses (Hs), (Hep), (Hn) et (Hy»), définies page 85, nous
avons montré que le probleme (1.9) était bien posé; c’est ce que résume le théoreme 3.1 page 99.
La démonstration de ce théoréme repose sur ’obtention d’estimations a priori. Nous renvoyons
le lecteur a la section 3.2.2 page 92 pour plus de précisions. De plus, cette étude nous a fourni une
expression quasi-explicite de la solution. Cette expression est donnée en fonction de RN, RN’, IN
et 7N’, définies par (3.8) et (3.9) a la page 86. Par la suite, nous avons exhibé une classe de profils
réguliers monotones, C},,, (cf. définition 3.3 page 101) pour lesquels le théoréme 3.1 s’applique. On
obtient dans ce cas une expression générale pour les fonctions RN, RN’, TN et 7N’. Nous avons
ensuite traité le cas d’un profil non monotone, M(y) = 1 — y2.

Ce chapitre débute par la description de la méthode numérique, qui se réduit au calcul de la
désormais fameuse expression quasi-explicite de la solution. Nous présentons dans la foulée les
résultats obtenus pour les profils linéaire et tangente, qui appartiennent a la classe C},,, puis pour le
profil quadratique M(y) = 1— y?. Ces résultats seront bien entendu agrémentés de commentaires a
découvrir. Nous discuterons en particulier de la distinction entre la contribution des poles et celle
de la coupure. Nous mettrons a 1’épreuve 'estimation (3.37) page 98 qui prédit une croissance en
#2 sur la norme de la solution. Dans un second temps nous chercherons a valider numériquement
notre modele. L'idée est de comparer, numériquement, la solution de (1.9) a celle d"un code 2D
du probleme de départ dans le tube de largeur 2¢, (1.1), quand ¢ — 0. Pour cela, nous explorons
deux approches :

1. Nous commengons par utiliser un code de résolution des équations d’Euler linéarisées en
2D. 1l s’agit du code Montjoie, développé par Marc Duruflé, et qui utilise une méthode de
Galerkin discontinu (pour plus de précisions voir [CCD09]). Les difficultés de comparaison
de la solution limite de (1.9) a celles des équations d’Euler linéarisées du tube 2D, liées a
la différence de représentation (eulérienne ou lagrangienne) entre les deux modéles, sont
présentées.

2. Nous dérivons un probleme équivalent a (1.1), dont la forme permettra I'implémentation et
la résolution au moyen du code Montjoie. Outre son intérét local, cette nouvelle représenta-
tion peut constituer une bonne alternative pour la résolution des équations de Galbrun.

Quand ¢ tend vers 0, nous observons une convergence de la solution 2D vers celle du probléme
limite, ce qui valide notre modele. On observe une vitesse de convergence de 1'ordre de &2.
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4.1 CALCUL NUMERIQUE DE LA SOLUTION

Nous rappelons ici les résultats de la section 3.2.3 page 99. Sous les hypotheses
(Hs), (Hgp), (Hn) et (Hy’) nous avons montré que le probleme (1.9) est bien posé et nous
avions la représentation suivante de la solution U : on décompose sa moyenne en y comme suit :

EU(x,t) = —=E[Uy(x, ., t) + Uc(x, ., )],

ou:
— la contribution des poles est donnée par :

“u d _ _
x,y’t)_z [ thx —s,y)ds Ly As —2M(y) Uo(x — Ast,y) w2

FI(/L,) /\+ M(y)) = (/L_r _ M(y))2 F(AL) ,
- la contribution de la coupure :

_1 " AN _ oo . _ _
Uc(x, y,t) = - v.p. fz\;_ - M) [Uo(x At y) + tM(y) P (x — At, y) + tUq(x — At, y)] dA

1 M IN'(A At
+; v.p. j[\;_ /\——]\EI(;) [fo Ui(x —s,y) ds—M(y)Uo(x—)\t,y)] dA

—RN(M(y)) [Uo(x - M(y)t, y) + tM(y)%(x - M(y)t, y) + tlll(x - M(y)t, y)]

M(y)t
—RN'(M(y)) [ fo U (x = 5, y) ds — M(y)Uo(x — M(y)t, y)] :

(4.3)
On rappelle les définitions essentielles, a priori déja completement intégrées par le lecteur :
1 (! 1
o FW=5 | ———dy, AeC\[M_,M.],
1 (A - M(y))

o NO)=(1-F) AeC\ M, M.],
o 11{‘1(1)N()\ ie) = RN(A) + iIN(A), A e[M_,M,],

&€
o li{‘%N’(/\ +ie) = RN'(A) = iIN'(A), A€ [M_,M,].

&€

On obtient finalement I'expression de U avec (4.1).

Dans un premier temps nous présentons la méthode numérique basée sur le calcul de cette
espression explicite.

— On s’intéresse d’abord aux profils C), pour lesquels nous avons montré, dans la section 3.3.1
page 101, que les hypotheses (Hs), (Hgp), (Hy) et (Hnr) sont satisfaites. Nous avons de plus
obtenu une expression explicite pour les fonctions RN, RN’, 7N et IN’.

— On présente ensuite le cas du profil quadratique M(y) = 1 — y?, exemple de profil non
monotone pour lequel nous avons aussi prouvé, dans la section 3.3.3 page 112, que les
hypotheses (Hs), (Hcp), (Hn) et (Hn) sont satisfaites. L'étude nous a une fois de plus fourni
les expressions des fonctions RN, RN’, IN et IN’.
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4.1.1 La méthode

On suppose que le profil M vérifie les hypotheses du théoreme 3.1, c’est-a-dire qu’il vérifie les
hypotheses (Hs), (Hep), (Hy) et (Ha). De plus, on suppose connues les expressions des fonctions
RN, IN,RN’, IN’. Dans le cas d"un profil appartenant a la classe CZ:Z, ces expressions sont données
par (3.48) en fonction de (3.42) et (3.45). Dans le cas du profil M(y) = 1 — y? elles sont données par
(3.48) également, en fonction cette fois-ci de (3.51) et (3.52).

Sous ces hypotheéses, le théoreme 3.1 s’applique et nous avons obtenu une expression quasi-
explicite de la solution, rappelée précédemment. La nuance introduite par la juxtaposition de
I'adverbe "quasi" a l'adjectif "explicite", s’explique par la présence de la valeur principale et
d’intégrales dans cette expression. Nous allons maintenant expliquer comment nous procédons
pour calculer numériquement la solution. Le principal outil sera la quadrature de Gauss-Legendre,
pour calculer les intégrales. On utilise I’approximation suivante :

1 n
f:l h(x) dx ~ ; w; h(x;),

ou les w; sont des poids et les x; les points de quadrature. On rappelle que pour n points de
quadrature la méthode est exacte pour tout polyndome de degré inférieur ou égal a 2n — 1. Pour
plus de détails, voir [SS66] ou [DR75].

Calcul de EU : En premier lieu, pour éviter le calcul de termes de la forme foy ' ur(x —s,y) ds
nous supposons que nous connaissons une primitive de Uj. De plus, nous supposons connues
les expressions analytiques des conditions initiales Uy et U, ainsi que du profil et de son inverse.
Nous insistons sur le fait qu’il ne s’agit en aucun cas d’une limite de la méthode, mais bien d"une
simple supposition technique simplificatrice. Ce cadre est amplement suffisant pour notre étude.
Dans une optique plus appliquée, il faudrait s’affranchir de ces hypothéses ce qui ne présente
aucune difficulté majeure. Pour le calcul de EU, nous procédons de la maniére suivante :

1. Nous initialisons les fonctions, F, F’, KN, RN’, IN et IN’, en utilisant une quadrature
gaussienne pour calculer les intégrales. Nous employons au plus 64 points de quadrature.
Quand cela est nécessaire, nous utilisons 'expression suivante de la valeur principale de

Cauchy! :
o) o T ed) - ) M, —x
vp.f}\;_ /\—xd/\_j]\;_ ?d/\+qo(x)log(x_M_). 4.4)

2. On rappelle que le pole de N, A, (resp. A_) est I'unique solution de F(A) = 1 sur ]M,, o[
(resp. ] — 0o, M_[). Puisque F est monotone sur JM., oo[ (resp. ] — o, M_[), nous calculons A,
(resp. A_) par dichotomie. A partir de (4.2) on obtient U,,.

3. A partir de (4.3) on obtient U,. On utilise pour cela la définition (4.4) de la valeur principale
de Cauchy.

4. Finalement, on obtient EU = E[U, + U,] en intégrant par rapport a y, en utilisant une fois de
plus une quadrature gaussienne.

Calcul de U: Dériver deux fois par rapport a x 'expression de EU consiste simplement a dériver
deux fois les conditions initiales. Nous obtenons ainsi une expression de d°Eu/dx> que nous
calculons en utilisant le méme processus que pour EU. Finalement nous obtenons U par (4.1).

lvoir par exemple [Sch50].
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Remarque 4.1 Nous avons seulement besoin des valeurs des fonctions RN, IN, RN’, et TN’ aux
points de quadrature. Par conséquent, on les calcule une fois pour toute, au début de notre programme.

Remarque 4.2 La précision de ce calcul est, malheureusement, dépendante du temps t. En effet, la
longueur de l'intervalle d’intégration grandit avec t dans I'expression (4.1) de U. De plus, les fonctions que
nous intégrons, telles que tui(x — At,y) dans (4.3), se détériorent (au sens oi elles sont de plus en plus
difficiles a approcher par des polynomes et donc plus difficiles a intégrer). Le remede consiste a augmenter le
nombre de points de quadrature.

4.1.2 Résultats numériques pour des profils monotones réguliers

Nous nous consacrons dans cette section a des profils appartenant a la classe C},, introduite
dans la section 3.3.1 page 101, pour lesquels on sait que le probleme (1.9) est bien posé. On a dans
ce cas les expressions des fonctions RN, RN’, IN et IN’ qui sont données par (3.48) en fonction
de (3.42) et (3.45). Plus précisément, nous étudions les cas des profils linéaire et tangente ; nous
montrons pour chacun de ces deux profils qu’il appartient a la classe C), et nous présentons ensuite
les résultats numériques obtenus.

Le profil linéaire

On considere le cas particulier d"un profil linéaire M(y) = My ou M € R’. Nous allons montrer que
ce profil appartient a la classe C},. Pour cela, seules les deux premiéres conditions de la définition
3.3 page 101 restent a montrer. Cet exemple a déja été abordé au chapitre 2 a la page 44. Nous
avions notamment montré le caractére stable, ce que nous allons refaire ici. Dans cet exemple, F
peut étre calculé explicitement. En effet, une simple intégration donne pour A € C\ [-M, M] :
2
F(A) = FPy Y

Par conséquent, les solutions de F(A) = 1 pour A € C\ [-M,M] sont A, = +V1+ M?, de telle
sorte que (Hs) est satisfaite. Grace a (3.42) et (3.45) (ou directement), on obtient facilement pour
A€el-MM[:

o RE(A) = ﬁ o TF(A) =0,
o« RF'(1) = ﬁ, « TF/(1) = 0.
En utilisant (3.48) on obtient alors :
o RN(A) = oy IN(A) =0,
o RN'(A) = RE(A) o IN’()) = 0.

(2 = RE(A)?’
En particulier, puisque RF(A) # 1, la deuxiéme condition de la définition 3.3 est vérifiée et M € CJ,,.

Résultats numériques : On présente ici la solution pour M = 1. Nous avons pris Up(x, y) = e,

une fonction gaussienne par rapport a x, indépendante de y et U;(x, y) = 0. On commence par
I’évolution en temps de la moyenne EU, pour x allant de —15 a 15 en abscisse :
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1 ‘ ‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘ ‘
0.8} t=0 1 0.8} t=3 ) 1)
0.6¢ 1 0.6¢
0.4t : 0.4t
0.2} : 0.2} A\
0 : 0 :
-5 -10 -5 0 5 10 15 -5 -10 -5 0 5 10 15
X X
1 : : : : : 1 : : : : :
0.8’t:6 l l , Os,té l ]
0.6 1 06} |
0.4t : 0.4¢
2 A~ | A — A\
-5 -10 -5 0 5 10 15 -5 -10 -5 0 5 10 15
X X

F1G. 4.1 — Evolution en temps de EU pour M = 1

Les fleches rouges se déplacent a la vitesse A ; elles mettent en évidence la contribution des poles.
De cette maniere, nous pouvons séparer les deux contributions, le reste représentant la contribution
de la coupure. Comme les vitesses des poles sont supérieures a celles de la coupure (égale a
[M_, M.], voir paragraphe 3.2.3 page 100), la distinction entre les deux contributions devient de
plus en plus facile a faire avec le temps. On remarque que 'amplitude de la contribution des poles
décroit jusqu’a une certaine valeur tandis que celle de la coupure s’élargit et décroit indéfiniment.
On présente maintenant I’évolution en temps de la solution U, ot1 x est en abscisse et y en ordonnée::

t=0 t=3

t=6

FiG. 4.2 — Evolution en temps de u pour M = 1

On voit maintenant le phénomene pour chaque y; au contraire de EU, U n’est plus symétrique
par rapport a x. On distingue encore une fois les deux contributions. Celle de la coupure est la
plus visible et représente la convection. En effet, cette contribution prend la forme du profil, ce
qui sera toujours le cas dans les exemples présentés plus tard. La contribution des pdles est plus
petite et localisée sur les parois y = +1. Plus précisément, la contribution du pole A, (resp. A_) est
localisée en y = 1 (resp. y = —1), ot le profil atteint son maximum (resp. minimum). On présente
maintenant 1’évolution de la moyenne pour M = 0.4 :
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1 : : : : 1 : : : :
0.8(t=0 1 0.8 t=3 1) 1)
0.6} ] 0.6
0.4} ] 0.4
0.2} ] 0.2 /\A/\
0 : 0 ‘
15 -10 -5 0 5 10 15 15 -10 -5 0 5 10 15
X X
1 1
08lt=6  + 1) 08 =9 ¥ 1!
0.6 ] 0.6
0.4 ] 0.4
AN EA A
0 ’ O A g )
15 -10 -5 0 5 10 15 15 -10 -5 0 5 10 15
X X

Fic. 4.3 — Evolution en temps de EU pour M = 0.4

On remarque que la contribution des poles est alors plus importante que dans le cas précédent.
Il est intéressant d’observer que quand M tend vers 0 cette contribution devient prédominante,
et la moyenne EU tend vers la solution d'une équation des ondes. En effet, dans le cas simple
d’un écoulement uniforme (M(y) = M), en prenant la moyenne de 1’équation (1.9) on montre que
Y = EU est solution de I'équation des ondes convectée :

e

P IV Py

Le profil tangente

On considere maintenant un profil de tangente :
n -1 n
M(y) = tan(E - a) tan ((E - a)y)

ot a €]0,7/2[ et tan(n/2—a)"! est un facteur de normalisation. En particulier, nous avons
M_ = -1 et M, = 1. Ce profil est croissant, concave sur ] — 1, 0[ et convexe sur |0, 1[. On sait grace
au théoreme 2.3 page 54, que (Hs) est satisfaite. Pour montrer que M € C},,, la seule difficulté
consiste a montrer que la deuxieme condition de la définition 3.3, que 1’on rappelle ci-apres, est
satisfaite :

li{‘réP(A +ie)-1#0, VYAe]M_, M

&

En utilisant (3.42), on obtient que 7F(A) s’annule uniquement pour A = 0. Ainsi, pour conclure
nous devons seulement vérifier que RF(0) # 1, ce qui est fait numériquement.

On présente maintenant les résultats obtenus pour Ui(x,y) = 0 et Up(x, y) = e™. La figure 4.4

représente 1’évolution de la moyenne pour ¢t = 0,3,6 et 9. La figure 4.5 représente 1'évolution en
temps de la fonction U aux mémes instants :
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08ft=0 0.81t=3 1)
0.6¢ 0.6
0.4f 0.4
02} 02 M
0 0 :
-5 -0 -5 5 10 15 -5 -10 0 5 10 15
X
0.8t=6 ! 08 =94 I
0.6f 0.6
0.4f 1 0.4 ]
"l M | 02 |
0 : : 0 —Mg&
-5 -10 5 0 5 10 15 15 -10 0 5 10 15
X
F1G. 4.4 — Evolution en temps de EU
1 1 1 1
t=0 t=3
> 0 0 >0 0
4 1 1 -1
45 10 5 0 10 15 45 10 5 0 5 10 15
X X
1 1 1 1
t=6 t=9
> 0 0 >0 0
4 1 1 -1
45 10 5 0 10 15 45 10 5 0 5 10 15

Fi. 4.5 — Evolution en temps de U

x

Les fléches rouges se déplacent a la vitesse A = —1.21096 et A, ~ 1.21096. Nous distinguons, ici
encore, les deux contributions. Toutes les remarques faites dans le cas linéaire restent pertinentes
ici. La contribution de la coupure prend la forme du profil; les contributions des poles sont
localisées 1a ot le profil atteint ses extrema...

4.1.3 Le profil quadratique M(y) =1 — y*

On s’intéresse ici au cas du profil quadratique M(y) = 1 — y?, exemple de profil non monotone
pour lequel nous avons montré, dans la section 3.3.3 page 112, que le théoréme 3.1 page 99
s’applique. Nous avons également calculé les fonctions RN, RN’, IN et 7N’ qui sont données
par (3.48), en fonction de (3.51) et (3.52).

On obtient numériquement A_ = —0.4909 et A, = 1.7683. On prend une fois de plus U;(x, y) = 0
and Up(x, y) = e La figure 4.6 représente 1’évolution de la moyenne et la figure 4.7 représente U
aux mémes instants, pour x € [-8,24] :
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1 1
08 t=0 — 0gft=3 ¥ v
0.6 0.6}
0.4 0.4¢
0.2 0.2}
0 0
-0.2 : -0.2— : :
-5 0 5 10 15 20 -5 0 5 10 15 20
X X
1— 1
08ft=6 * + ] 08[ t=9" +
0.6 1 0.6}
0.4 1 0.4}
0.2 1 0.2}
0 0
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Fic. 4.6 — Evolution en temps de EU
1 1 1 1
t=0 t=3
>0 0 >0 » 0
1 1 1 1
5 0 5 10 15 20 5 0 5 10 15 20

x
x

t=6

x

FiG. 4.7 — Evolution en temps de U

Les fleches rouges se déplacent toujours a la vitesse A.. On peut voir sur les deux figures 4.6 et 4.7
que l'amplitude de la contribution de A, (qui se propage dans le sens de 1’écoulement) est plus
petite que celle de A_ (qui se propage a contre courant). Une fois encore, la contribution de A, est
localisée la ot M atteint son maximum (en y = 0), et la contribution de A_ est localisée 1a ou M
atteint son minimum (en y = +1). Par ailleurs, le fait que |1, — M| > |[M_ — A_| coincide avec le
fait que la contribution de A, est plus petite que celle de A_.

414 Dépendance en temps de la norme de la solution

L’estimation (3.36) page 98 sur la moyenne EU (resp. (3.37) sur U) prédit une croissance en
temps au plus linéaire en temps (resp. en t3). Or, nous n’avons remarqué aucune croissance en
temps dans les exemples présentés précédemment. Pour observer une croissance en norme de ces
deux quantités, les expressions (4.2) et (4.3) nous suggerent de prendre par exemple U; (ou dug/dy)
dans L%(R) mais pas dans L1(R). Nous construisons une telle fonction f :

2 — 14x* + 28x° — 20x° + 517, x| <1,

flx) = 1

m, |X| > 1.
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En particulier, f € C*(R). En fait, f a été construite dans cette optique.

On présente maintenant 'évolution en norme L? de EU et U pour le profil tangente avec & = 0.2.
Les conditions initiales sont Up(x, y) = 0 et Uy(x, y) = f(x):

4r 6
35 Lo
5r oot
3 Lo *
at o
251 .
2 b,
157
2l
1}
1
0.5
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
log(t) log(t)
F1c. 4.8 — Evolution en temps de la norme de EU F1G. 4.9 — Evolution en temps de la norme de U

La figure 4.8 (resp. la figure 4.9) représente, avec les croix bleues, I'évolution de log(||EU|| L%) (resp.
log(IIUIILg(Lﬁ))) en fonction de log(t). Les droites rouges sont des droites de référence de pente égale

a 1. En conclusion, on observe une croissance linéaire en temps aussi bien pour la moyenne que
pour la solution. Nous n’avons jamais observé de croissance plus importante de la norme de la
solution U lors de toutes nos simulations. Nous renvoyons le lecteur a la remarque (3.3) page 98
sur les limites de cette estimation.

4.2 VALIDATION NUMERIQUE DU MODELE

Grace aux résultats numériques maintenant a notre disposition, nous voulons valider le modele
limite (1.9). Nous allons vérifier que la solution de (1.9) est bien la limite quand ¢ — 0 de la solution
dans le tube de largeur 2¢. Nous allons donc comparer la solution numérique de (1.9) a celle d'un
code 2D du probléeme de départ dans le tube de largeur 2¢, quand ¢ — 0. Nous rappelons que le
probleme de départ, dans le tube de largeur ¢, peut s’écrire avec les équations de Galbrun (1.1), ou
de maniere équivalente avec les équations d’Euler linéarisées (1.10). C’est a partir des équations
de Galbrun que nous avons obtenu le modele limite (1.9). Nous proposons ici deux approches
pour la validation du modele suivant que 'on résout numériquement les équations d’Euler ou de
Galbrun :

1. Nous disposions deulement d'un code de résolution des équations d’Euler linéarisées. Il
s’agit du code Montjoie développé par Marc Duruflé, et qui utilise une méthode de Galerkin
discontinu (pour plus de précisions voir [CCD09]). Pour valider le modele limite, on résout
numériquement ces équations dans le tube de largeur 2¢ pour différentes valeurs de «.
Pour pouvoir comparer ces résultats avec ceux du probleme limite, nous devons exprimer la
solution du probléme limite en variable d"Euler. Aprés avoir expliqué comment nous faisons
cela, nous présentons les résultats d'une telle comparaison.

2. Nous cherchons ensuite a comparer la solution de (1.9) directement a celle obtenue avec un
code Galbrun. Ne disposant pas d'un tel code, nous allons dériver un probleme équivalent
aux équations de Galbrun (1.1), qui sera du premier ordre en temps. Sa forme permettra
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I'implémentation et la résolution au moyen du code Montjoie. Nous présentons ensuite les
résultats de convergence obtenus quand ¢ — 0.

4.2.1 Comparaison a un code eulérien

Quel probléme résoudre dans le tube? Pour valider notre modeéle asymptotique (1.9) nous
allons comparer, numériquement, notre solution a celle des équations d’Euler linéarisées dans le
tube : (x,y) € R X [—¢, ¢]. En se rappelant I'hypotheése suivante faite sur le profil :

vyel-gel, My =m(2),

et apres le changement de variable y — ¢y pour se ramener a un domaine fixe, les équations
d’Euler linéarisées s’écrivent :

due du, 8pg 1. (y\.

o MW ax+ENIt)%‘O’

dve ng 9195 3 +
M) S T r,y) eRx[-1,1], teR, (4.5)
aps apg aug avg

o MW o, =0

ou (ug, ve) sont les composantes horizontale et verticale de la vitesse eulérienne, et p, représente
la pression. Pour plus de précisions nous renvoyons le lecteur au premier chapitre.

Comment choisir les conditions initiales ?  Si (U, U;)(x, y) sontles conditions initiales de1’équa-
tion limite (1.9), alors elles proviennent clairement des conditions initiales suivantes du probléme
de Galbrun dans le tube (1.3) :

(US/ afl-lf)(x/ Y, 0) = (u()/ ul) (x/ y) et (VS/ af‘/s)(x/ Y, 0) = (0/ O)

La relation d’équivalence (A.9) page 217 entre les variables de Galbrun et celles des équations
d’Euler linéarisées, devient aprés le changement de variable y — ¢y :

1
u, = o, + Mo, U, — EMIVS

Ve = 0tV + M0, Ve, (4.6)

1
Pe = — (U, + zayvs)~
Grace a cette relation on obtient les conditions initiales suivantes pour (4.5) :

ol
uf(x/ylo) ul (x y)+M(y) (x y) vf(x/ylo) :0/ Pe(x/ylo):_a_xo(x/y)-

Marc Duruflé et son code Montjoie, nous fournissent un moyen de résoudre numériquement (4.5).
On récupere ainsi p, pour plusieurs ¢ tendant vers 0.



126 Chapitre 4. Application numérique / Validation du modele

Comment comparer? Nous voulons maintenant comparer les résultats obtenus dans le tube,
donnés par p,, a la solution U du probléeme limite (1.9). Nous devons donc exprimer cette solution
U en variable eulérienne. Nous utilisons la relation (1.21) page 20 qui relie U a la pression limite
quand ¢ tend vers 0 :

p(x,y,t) = —dxEUL

Ainsi p est la fonction pression obtenue a partir de la solution de (1.9). C’est a cette fonction que
nous allons comparer les p, obtenus par la résolution du probleme 2D (4.6). La validation consiste
a vérifier que p est bien la limite de p, quand ¢ — 0.

Les résultats. On considere le cas linéaire M(y) = y avec les conditions initiales suivantes :
Up(x,y) = e et Uq(x,y) = 0. On obtient la solution U de (1.9), puis p, en utilisant la méthode
numérique présentée dans la premiere section de ce chapitre. La figure 4.10 représente, en échelle
logarithmique, l'erreur relative :

llp = Pelli2rxg-1,1p

Ipll2Rx1-1,11)

par rapporta ¢ :

10

- (=2
e (=5
L (=8 4
>
10°
107
107
“““““““ P
| PRI LU
P =
-3

10° 10” 10° 10

Fic. 4.10 — L'erreur relative pour t = 2, 5 et 8 en échelle logarithmique

On voit que l'erreur relative tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 ce qui valide notre modéle asymp-
totique. En réalité, I’erreur ne tend pas vers 0 mais vers une petite valeur (qui est comprise entre
1072 et 1072 pour chaque t). C’est la conséquence des erreurs d’approximation des deux méthodes
numériques, celle du probleme limite (1.9) et celle de (4.6). Comme ces erreurs d’approximation
augmentent avec le temps ¢, cela explique pourquoi l’erreur relative augmente avec t. Finalement,
onremarque que 'erreur relative dépend quadratiquement de ¢, c’est-a-dire qu’elle décroit comme
¢2. Cela reste a montrer théoriquement.

4.2.2 Comparaison a un code Galbrun

Pour valider le probléeme limite, nous voulons comparer U, solution du probleme (1.3) dans
le tube a U solution du probleme limite (1.9). N'ayant pas de code pour résoudre directement les
équations de Galbrun et obtenir U,, nous avons, dans la section précédente, contourné le probléme
en utilisant un solveur des équations d’Euler linéarisées. Nous allons dans cette section proposer
une méthode pour calculer directement U, avant de le comparer a U, quand ¢ tend vers 0. Nous ne
développons pas ici a proprement parlé une méthode numérique pour les équations de Galbrun.
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Nous mettons ces équations sous la forme d’un probleme équivalent du premier ordre en temps,
dont la résolution numérique sera facilement implémentée dans le code Montjoie.

Réécriture des équations de Galbrun sous une forme équivalente du premier ordre en temps.
Nous considérons les équations de Galbrun, dans un cadre un chouia plus général que (1.1). On
se place dans le domaine Q, ouvert de IR?. De plus, on suppose que I’écoulement de référence M
est un écoulement parallele ne dépendant que de y : M = (M(y), 0). Les équations de Galbrun se
réécrivent comme suit, ot U = (U, V) représente le déplacement lagrangien :

(5+m0) 2 u- (5 + )0 @nea 120
4.7)
(% + M(y) %)ZV— %(‘;—g + %) =0, (,Y) €Q, t>0.
Ces équations sont complétées par la condition de glissement a la paroi :
U.n = 0 sur dQ) (4.8)
ainsi que par les conditions initiales suivantes :
U(x, y,0) = Up(x, y), dU(x, y,0) = Ui(x, y). 4.9)

On cherche a mettre ce systeme sous la forme d’une équation du premier ordre de type :

2A% vV vV
E+Ala—x+A28—y+A3V—O.

C’est I'objet de la proposition suivante :

Proposition 4.1 Soit U = (U, V) une solution du probleme (4.7), (4.8) et (4.9) avec Up(x,y) =
(Uo, Vo)(x, v) et Uy (x, y) = (Uy, V1)(x, y). On note p la solution de I'équation de transport :

(01 + M)y )p = 9 + 0, V, (4.10)
avec comme condition initiale p(x, y,0) = po(x, y) oit po est défini a une constante preés par :
dxpo = M(y)dxUp + Us. (4.11)
On note q la solution de I'équation de transport :
(: + M()x)g = M’ ()dxp, (4.12)
avec comme condition initiale q(x, y,0) = qo(x, y) ot qo est défini par :
qo = V1 + M(y)dxVo — dypo. (4.13)
Alors (U, V) est solution de :
(s + M(y)2x)U = dxp,

(4.14)
(8t + M(y)ax)V =dyp +q,

complétée par (4.8), avec comme condition initiale U(x, y,0) = Up(x, y) et V(x,y,0) = Vo(x, y).
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DimonstraTION. Il suffit de montrer (4.14) :
e En premier lieu, nous allons montrer que

W = () + M(y)dx )U - dsp

est solution d'une équation de transport sans second membre avec condition initiale nulle,
ce qui prouvera que W = 0. Nous avons par définition de W :

2
(s + M(y)2x)W = (s + M(y)dx) U = (9 + M(y)x )dsp-
Comme les opérateurs dy et d; + M(y)dx commutent, on obtient en utilisant (4.10) :
2
(01 + M(1)2x) W = (0; + M(1)dx) U = 9x(xU + 9, V).
Finalement, en se rappelant la premiere équation de (4.7) on a:
(0r + M(y)ox)¥ = 0.

W est donc solution d'une équation de transport sans second membre. Pour montrer que
W = (il suffit donc de voir que W(x, y,0) = 0. Or, par définition de W nous avons :

W(x,y,0) = Uy + M(y)dxUo — dxpo

qui est nul d’aprés (4.11).
e Nous allons montrer de méme que

D= (8t + M(y)ax)V -dyp—q

est solution d"une équation de transport sans second membre avec condition initiale nulle,
ce qui prouvera que ® = 0. En effet, nous avons par définition de @ :

2
(1 + M(1)2x)® = (31 + M(y)x) V = (9% + M(y):)dyp — (I + M(y)dx ). (4.15)
Cette fois, les opérateurs d,, et d; + M(y)dx ne commutent pas mais nous avons :
(01 + M(1)2x)dy = 3y(9s + M(y)dx) = M ()s,

et (4.15) devient :

2

(01 + M(y)2x)® = (s + M()3x) V = 9y (s + M(y)x Jp + M’ (y)dxp — (9 + M(y)x)g.
On utilise maintenant (4.10) et (4.12) ce qui donne :
2
(1 + M(1)2x)® = (s + M(1)dx) V = 9y (U + 3, V).

Enfin, grace a la deuxieme équation de (4.7) on obtient :

(01 + M(y)dy )@ = 0.

@ est donc solution d'une équation de transport sans second membre. Pour montrer que
® = 0, il suffit donc de voir que ®(x, y,0) = 0. Or par définition de @ nous avons :

D(x,y,0) = V1 + M(y)d:Vo — dypo — qo

qui est nul compte tenu de (4.13).
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La réciproque de cette proposition s’énonce de la facon suivante :

Proposition 4.2  Soit (U, V,p,q) solution de (4.14), (4.10), (4.12) et (4.8) avec comme condition ini-
tiale (U, V,p,9)(x, y,0) = (Uo, Vo, po,90)(x, y). Alors U = (U, V) est solution de (4.7), (4.8) avec comme

conditions initiales :
U(x, y,0) = Uo(x, y),

Vix,y,0) = Vo(x, y),
afl-/[(x/ y/ 0) = axPO - M(y)ngO/

iV (x,y,0) = dypo + q0 — M(y)xVo.

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord que U vérifie (4.7) :
e Nous avons, compte tenu de la premiére équation de (4.14) :

2
(01 + M()3y) U = (9 + M(y):)xp-
En utilisant le fait que les opérateurs d, et d; + M(y)d, commutent, nous obtenons :
2
(1 + M(1)dx) U = 9x(0: + M(y)ox)p
qui devient grace a (4.10) :
(91 + M()2:) U = 9:0:U + 9, V)

qui est la premieére équation de (4.7).
e Avec la deuxieme équation de (4.14), on trouve :

2
(01 + M(1)2x) V = (3; + M()3x)dyp + (9 + M(y): )g.
que l'on peut réécrire comme suit, en faisant attention a la non commutativité de J, et
81} + M(y)&x :
2
(9 + M)Ix) V = 9,91 + M)I)p ~ M’ (1)sp + (9s + M(1)x)q.

En utilisant les équations (4.10) et (4.12), nous obtenons finalement :

2
(01 + M(1)3x) V = 9,(9:U +9,V),

qui est la deuxiéme équation de (4.7).

En ce qui concerne les conditions initiales, nous avons évidemment U(x,y,0) = Up(x,y) et
V(x,y,0) = Vo(x, y). En prenant (4.14) en t = 0, nous trouvons d"une part :

atl/[(x/ Y, 0) = axp() - M(y)axu()/

et d’autre part :
2tV (x,y,0) = dypo + q0 — M(y)dx V.

Pour conclure la démonstration, il nous reste a dire que (4.8) est vérifiée.

Remarque 4.3 De facon naturelle, pour obtenir un probleme d’ordre 1, nous avons commencé par
introduire l'inconnue p. L'inconnue q a été introduite plus tard pour compenser la non commutativité de
dy et dt + M(y)0x.
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En résumé, au lieu de résoudre le probleme (4.7), (4.8) et (4.9) on va résoudre :
(0: + M(y)2x)U = up,

(8t +M(y)d )V =dyp +q, @16

(s + M(y)ox)p = AU +9,V,
(9% + M(y)dx)g = M'(y
Ces équations sont complétées par la condition de ghssement a la paroi :

U.n = 0 sur 0Q),

et munies des conditions initiales suivantes ot 'on rappelle que p(x, y, 0) est défini & une constante
pres:

U(x,y,0) = Up(x, y),

V(x,y,0) = Vo(x, v),

dxp(x, y,0) = M(y)d Uy + Uy,

Q(x/ y/ 0) = Vl + M(y)&xvo - 8yp0.

Sil'onnote V = (U,V,p,q), (4.16) peut se réécrire :

otV +A10,V + A0,V + A3V =0 (4.17)
en posant :
My) O -1 0 0 0 0 O 000 O
A A DS R P
0 0 -M(y) M(y) 0 0 0 O 000 O

Dans le cas général des équations de Galbrun (QQ C R" et sans aucune hypothese sur I'écou-
lement de référence), on peut trouver de maniere similaire un probleme équivalent du premier
ordre. Nous le présentons ici, a toutes fins utiles. On rappelle les équations de Galbrun :

@ +MVP? U-V(V.U)=0, x€Q, t>0, (4.18)
que l'on complete par la condition aux limites (n désignant le vecteur unitaire normal a JQ) :
Un=0, surdQ. (4.19)
On considere toujours p comme étant la solution de
(0 +M.V)p = V.U. (4.20)
Cette fois, compte tenu de la non commutativité des opérateurs M.V et V, et de I'identité suivante :

(MLV) Vp = V(M.Vp) — (VM)T Vp, (4.21)
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on est amené a poser Q comme étant la solution de :
(9 + M.V)Q = (VM)".Vp. (4.22)

On énonce maintenant les propositions équivalentes aux propositions 4.1 et 4.2, dans le cas général.
Nous ne donnons pas les démonstrations qui sont une simple généralisation des démonstrations
précédemment détaillées, I'outil le plus important étant 'identité (4.21), qui se montre facilement.

Proposition 4.3  Soit U une solution du probleme (4.18), (4.19) et (4.9) avec comme condition initiale
U(x,0) = Up(x), et d:U(x,0) = Ui(x). Si on note p la solution de I'équation de transport (4.20) et Q la
solution de (4.22) avec comme condition initiale p(x, 0) = po(x) et Q(x,0) = Qo(x) oit pg et Qq vérifient :

Vp() + Qo = U + M.VU,. (423)

Alors U est solution de :
(0 +MV)U=Vp+Q, (4.24)

complétée par (4.19), avec comme condition initiale U(x, 0) = Up(x).
La réciproque de cette proposition s’énonce sous la forme de la proposition suivante :

Proposition4.4  Soit (U, p, Q) solution de (4.24), (4.20), (4.22) et (4.19) avec comme conditions initiales
(U, p, Q)(x,0) = (Up, po, Qo)(x). Alors U est solution de (4.18), (4.19) avec comme conditions initiales :

U(x,0) = Up(x),
atU(X, 0) = Vpo + Qo — M.VU,.

Les résultats de validation On implémente la résolution du probleme (4.17) dans le code Mont-
joie. On récupere ainsi les solutions U, de (1.3) dans le tube. On considere le cas linéaire M(y) = y
avec les conditions initiales suivantes : Up(x, y) = e et Ui(x,y) = 0. On obtient la solution U
de (1.9) en utilisant la méthode numérique présentée dans la premiere section de ce chapitre. La
tigure 4.11 représente, en échelle logarithmique, 'erreur relative :

U = Uelli2rxj-1,17)

7

U L2(Rx-1,1)

par rapporta ¢ :

- @miit=1 ‘ ‘ ;
D =3 3
-l o= {=5 \;‘
R4
10 KA
S
A
S 4
----.----.----.----"\o\ ¢
8 "
L ] L ] R 1 & ‘\0
107 -
K
\\\\\ O mim Quimim Q™ i
10° 10 10 10°
€

Fic. 4.11 — L'erreur relative pour t = 1, 3 et 5 en échelle logarithmique
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Onvoit quel’erreur relative tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, ceci valide notre modéle asymptotique.
En réalité, I'erreur ne tend pas vers 0 mais vers une petite valeur. C’est la conséquence des erreurs
d’approximation des deux méthodes numériques, celle du probleme limite (1.9) et celle de (4.17).
Comme ces erreurs d’approximation augmentent avec le temps ¢, cela explique pourquoi l'erreur
relative augmente avec t. Ces erreurs sont plus importantes que sur la figure 4.10, ce a quoi nous
voyons deux origines possibles :

1. La stabilité du schéma numérique utilisé pour résoudre (4.17) n’a pas été prouvée...

2. Contrairement au cas présent, dans la comparaison avec un code eulérien nous n’avions eu
besoin que de la moyenne EU. En effet, le calcul de U, qui se fait a partir de sa moyenne EU,
introduit de nouvelles erreurs d’approximation.
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UEL modele peut-on utiliser pour 1'étude de la propagation du son au voisinage d"une paroi

en présence d'un écoulement ? C’est en substance a cette question que nous allons répondre

dans la suite. Nous nous plagons en dimension 2, (x,y) € Q. = RX] — o0, ¢[, et considérons un

écoulement de référence laminaire, nul a la paroi y = ¢, constant égal a M., pour y < 0 et ne
dépendant que de v :

Fic. 5.1 — Géométrie et position du probleme de départ

L'espace 0 < y < ¢, en bleu sur la figure, repésente la couche limite. Nous considérons que
I'épaisseur de la couche limite, c’est-a-dire ¢, est petite. Il s’agit encore une fois d'une approche
basse fréquence. Notre objectif est de dériver un probleme limite, quand ¢ tend vers 0, au moyen
d’une analyse asymptotique. Le but est donc de trouver une condition d'impédance généralisée
en y = 0 comme l'illustre la figure suivante :

& 77

v

Moo

Fic. 5.2 — Objectif : condition approchéeen y = 0

Ce genre de modele approché est bien entendu tres utile pour la simulation numérique : on évite
d’avoir recours a une discrétisation a 1’échelle de 1'épaisseur de la couche limite, ce qui est tres
cotiteux. La nouvelle condition au bord :

e apparaitra comme une petite perturbation de la condition au bord limite,

e gardera la mémoire de la couche limite dont elle représente une idéalisation.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Nous commencons par dériver le probleme approché en
utilisant les équations de Galbrun, cela au moyen d’une analyse asymptotique. La condition
d’impédance obtenue fait intervenir la résolution du probléme limite du tube (1.9), étudié dans la
premiere partie de cette these. Nous nous consacrons ensuite a 1’'étude de ce probleme approché.
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A l’aide de I’analyse de Kreiss, que ’on détaille, on montre que le caractére bien posé du probléeme
limite est "équivalent” a celui du probléme (1.9), étudié dans toute la premiere partie de cette these.
Nous complétons 1’analyse de ce probleme par la recherche d’ondes de surface et par 1’'étude de
la réflexion d’une onde sur la nouvelle paroi impédante. Finalement, nous donnons l'approche
eulérienne. Au lieu d'utiliser les équations de Galbrun, nous considérons celles d’Euler linéarisées
(qui sont équivalentes). A 1'aide de la transformation de Fourier-Laplace nous obtenons une seule
équation sur la pression. C’est sur cette équation que nous menons ’analyse asymptotique qui va
nous donner un probleme approché, dont I’analyse de stabilité est présentée et est équivalente a

celle précédemment menée pour le probléme approché issu des équations de Galbrun.
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5.1 ILLUSTRATION DE L'INFLUENCE DE LA COUCHE LIMITE

Afin d’illustrer I'influence de la couche limite, et donc la nécessité de sa prise en compte, nous
présentons ici quelques résultats numériques. Nous considérons les équations de Galbrun dans
le demi plan y < 0 et introduisons une couche limite par l'intermédiaire d'un écoulement de
référence de la forme :

Cet écoulement est nul a la paroi y = 0 et se raccorde a M., de maniére linéaire sur une couche
de taille ¢. La figure 5.3 présente, pour différentes valeurs de ¢ et pour M., = 0.5, des instantanés
du déplacement lagrangien horizontal, obtenus par la résolution des équations de Galbrun en
présence d’une source. En ordonnée, y varie entre —5 et 0. Sur le bord supérieur, nous avons mis
une condition de paroi rigide et sur les autres bords des PMLs :

T

\\\\\\\
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Fic. 5.3 — Instantanés du déplacement pour Mo = 0.5, et, dans l'ordre, e = 0.5, =04, =03,e =0.2et ¢ =0.1.

Cette figure permet de se rendre compte de l'influence de la couche limite méme quand sa taille
devient tres petite (la zone de la couche limite est mise en évidence sur les figures par la présence
d’un cadre plus foncé). Pour mieux s’en rendre compte la figure 5.4 permet de comparer le résultat
avec et sans couche limite :

I ILLL M1
! \ \".. .";.
s
\ .\\\‘\..\\\\\\\\\\\

Fic. 5.4 — Instantanés du déplacement pour Mo = 0.5 : a gauche avec couche limite (¢ = 0.1), a droite sans.
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Evidemment, les droites violettes ont été rajoutées par nos soins pour mettre en lumiere la dif-
térence entre les deux figures. Cette différence est plus flagrante sur la partie gauche des figures
puisque la fréquence de 1’'onde est plus élevée, ce qui est dii a I’effet Doppler. En effet, la longueur
d’onde étant alors plus petite, on imagine que l'influence de la couche limite est plus ressentie.
Nous voyons donc l'influence de la couche limite méme quand sa taille diminue; il est assez
naturel de vouloir la remplacer par une condition a la limite.

5.2 CONSTRUCTION DU PROBLEME APPROCHE

5.2.1 Position du probleme
Nous considérons le domaine Q, =R X | — o0, €] :

Y

v

Nous supposons que ce domaine est rempli par un fluide parfait compressible qui est en mou-
vement. De plus, nous supposons que 1’écoulement est stationnaire et laminaire. Par conséquent,
I’écoulement est caractérisé par son profil de Mach (rapport entre la vitesse de 1’écoulement et la
vitesse du son), M, (y). Les équations de Galbrun (2) s’écrivent alors :

i+Mg( iZUC J 8U€+8V€ =0
( " 5)

5 e ke
, (y)eQ,, t>0. (5.1)

2 Jve. (U, V.

(M) 3) f‘a—y(Wwy)-O

ou U(x, y,t) et Ve(x, y, t) sont respectivement les composantes selon x et selon i de la perturbation
du déplacement Lagrangien.

On compléte ces équations par une condition de paroi rigideen y = ¢ :
Ve(x,e,t)=0, xeR, t>0.

Comme nous l'avons fait dans la premiere partie de cette theése, on se restreint a une classe
particuliere de profils :

M(z), O<y<e
Me(y) = €
MOO/ y < OI

avec M € L*=(]0, 1[). Nous supposons donc que dans la couche limite y € [0, €] le profil est obtenu
par scaling d’une fonction M, comme nous l'avions fait dans le cas du tube. De plus, le profil est
pris constant égal a M., pour y < 0.
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5.2.2 Réécriture comme un probléme de transmission
On commence par écrire le probléme (5.1) comme un probleme de transmission entre :
U, = Ue|y<0/ USL = Us|0<y<s/
Ve = V£|y<0/ VSL = Ve|0<y<s'
Remarque 5.1  Attention, nous gardons la méme notation pour les inconnues dans le demi-plan y < 0.
Nous avons maintenant le systéme d’équations suivant dans la couche limite :

P I 9 [(IUS AV
(57 + Me) 57) U a(—ax + ) =0

Gy eRxl0el, 50,  (52)
dvo 9 (UL ave)
(57 + M) 57) Ve 8y( x t oy )70

et dans le demi-plan inférieur y < 0:

d d \2 d (dU, JV |
(§+M°°8_x) g_B_x(&x i 8y)_0
, (5, y) € RX]—00,0[, t>0. (5.3)
d d \2 d (dU, dJV )
(54 Mo 32 Ve 55 G+ Goe) =0

Les deux systemes ci-dessus sont complétés par les conditions de raccord en déplacement normal
et en divergence a l'interface y = 0:

V,(x,0,t) = V&(x,0,t)

, xeR, t>0.

Ju. IV, (U gve
(ax + ay)('xlolt)_( ax + ay )(xlolt)

N’oublions pas la condition de paroi rigide :

V&' (x,e,t)=0, xeR, t>0.

5.2.3 Analyse asymptotique

On cherche une condition d'impédance en y = 0, qui soit une idéalisation de la couche limite,
valable quand ¢ — 0. Pour l'obtenir, il nous faut éliminer les inconnues dans la couche limite.
Nous commengons classiquement par effectuer le changement d’échelle

y
->Y ==,
4 €
dans la couche limite, qui nous permettra de travailler sur un domaine géométrique fixe Q =
R x ]0,1[. C’est exactement la méme démarche que nous avions utilisée dans le cas du tube au
premier chapitre. En posant le changement d’inconnues suivant :

y

Ut (x, y, t) = U™ (x, E't) et Vi (x, y,t) = V" (x, %,t),
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les équations de Galbrun (5.2) dans la couche limite se réécrivent :

P) oV o 9 Ut v
6(5 +M(Y) g) l/[g —g(ff—ax +_3Y =0,

P) o\ o 9 ous v\
(8t+M(Y) )Vé _W( ox T ay)‘o’

(x,Y) e Rx]0,1[, t>0, (5.4)

les conditions de raccord deviennent :

Vé’ (x/ O/ t) = VéC'L(x/ 0/ t)

JU. V. U gver , XER,£>0, (5.5)
s(ax )( Ot)=( 8; + 81; )(x,O,t)
et la condition de paroi rigide s’écrit :
Vi, 1,) =0, xeR, t>0. (5.6)

On introduit maintenant les développements asymptotiques formels en ¢ de U,, V,, US" et V&
Dans le demi-plan y < 0 on pose :

U,y t) = Uy, ) + e U (x, y, 1) + €2 UP(x, y ) + o

Ve, y, ) = VO, y, )+ e Vi y, ) + € VA(x, y, 1) + .
De la méme maniére dans la couche limite on écrit :

USt(x, Y, t) = U (x, Y, t) + e UL (x, Y, t) + 2 U2, (x, Y, 1) +
VE(x, Y, ) = Vo, Y, ) + e VE(x, 1) + 2 VA (x, Y 1) + ...

Nous allons chercher a éliminer les inconnues U/, et V/, dans la couche limite, pour aboutir a
un probleme aux limites en U’ et V/ avec une condition d'impédance approchée en y = 0 (quand
e —0).

Analyse des termes d’ordre 0 en ¢ des équations.

— Dans le demi-plan y < 0 les équations (5.3) donnent a 'ordre O en ¢ :

d I\ o O au’  ovv
(EJ’M“’%)U 8x(8x 8y) 0
, (xy)eRX]—00,0[, t>0. (5.7)
d d d (U’ VO

2
(ﬁJ’M“’%) V- 8y(8x 8y) 0

— Dans la couche limite 0 < Y < 1 les équations (5.4) donnent a 'ordre O en ¢ :

32
oy =0

, (x,Y)eRx]0,1[, t>0. (5.8)
92

Fy2 Ve =0
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— Les conditions de raccord (5.5) donnent :

Vo (x,0,t) = VgL(x, 0,t),

, xe€R, t>0. (5.9)
Ve 0,6)=0
Sy 0N =0
— Enfin, la condition de paroi rigide (5.6) méne a :
Vo(x,1,t)=0, xeR, t>0. (5.10)

De (5.8) on déduit que %V& est égale a une constante indépendante de x et Y. Celle-ci est nulle
compte tenu de la deuxieme équation de (5.9). Par conséquent, V, est une fonction indépendante
deY quiestnulleenY = 1 (cf. la condition de paroi rigide (5.10) ), elle est donc nulle. En conclusion,

Ve (x,Y,t) =0,
et la premiere équation de (5.9) donne :
Vox,0,t)=0, xeR, t>0. (5.11)

Remarque 5.2 Le fait que VO, soit nulle n'est pas réellement une surprise. En effet, compte tenu de la
condition au bord VS (x, e,t) = 0, il est naturel de penser que lorsque ¢ tend vers 0, la limite de V" sera
nulle. Cette observation avait d’ailleurs déja été faite dans I'exemple du tube mince développé au premier
chapitre. Ainsi, nous aurions pu, sans autre forme de proces, commencer le développement asymptotique de
Vet a lordre 1.

Analyse des termes d’ordre 1 en ¢ des équations.

— Dans le demi-plan y < 0 les équations (5.3) donnent a 'ordre 1 en ¢ :

J d\2, 9 (ou' oIVl
(WMma)”‘a(a—x*a—y)—o
, (x,y) € RX] —o0,0[, t>0. (5.12)
J d\2 1 9 [oUu' IV
(WMwa)V‘a—y(a—x*a—y)-o

— Dans la couche limite 0 < Y < 1 les équations (5.4) donnent a 'ordre 1 en ¢ :

0 o\ o d ou vy
(WM(Y)a) Ua‘&( x T ov )70

d (augL 8V}:L)_O

, (x,Y)eRx]0,1[, t>0. (5.13)

v (7ox "oy
— Les conditions de raccord (5.5) donnent :
Vi (x,0,t) = VéL(x, 0,1
, xeR, t>0. (5.14)

ou’  gv° oud vy
(a—x+a—y)(x,0,t)—( ox + Y )(xlolt)
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— Enfin la condition de paroi rigide (5.6) meéne a :
Vi(x1,6)=0, xeR, t>0. (5.15)

Pour éliminer U2, et V! la procédure que 'on va utiliser n’est pas sans rappeler celle que nous
avons suivie au premier chapitre. De (5.13) on déduit qu’il existe une fonction ¢ indépendante de
Y telle que:

P) 2.9
(8t+M(Y) )UCL—ac(x,t)—O

, (x,Y)eRx]0,1[, t>0. (5.16)
ous, v,
ox Y
Pour calculer c(x,t) on utilise le fait que c(x,t) = E[c(x, t)] out E est 'opérateur de moyenne en Y
défini par :

=c(x,t)

L*00,1[) +— L*(0,1]
1 (5.17)
u — ELI:E[U]:fLI(Y)dY
0

Remarque 5.3  Cet opérateur de moyenne ne differe de I'opérateur de moyenne sur [-1,1], défini par
(1.8) page 16, que par le changement de variable suivant : Y — 2Y — 1.

En utilisant c(x, ) = E[c(x, t)] on obtient :

d
gEugL(x, H+ Ve, 1,8 - VE(x0,0).

Compte tenu de la condition de paroi rigide (5.15) cela donne :

c(x, t) =

() = 2EUL, (5, 8) ~ VI, (3,0,

Par la suite, (5.16) devient :
2

d
— —EU (%, 1) + o VgL(x 0,t) =

P) 2\
( o M) 5 ) Ue, ~

, (x,Y)eRx]0,1[, t>0. (5.18)
c(x, t) = o EugL(x ) - Vi (x,0,1t)

Sil'on 1ntrodu1t I'opérateur :

Tyt @(x,t) = E[U(p)](x,t) ot U(p) estla solution de :

2
(88t + M(Y) i ) U(p) - aa_zzEu((P) o, (xY)eRx]0,1[, t>0, (5.19)

u((P)(x/ Y, O) = ﬁtU((p)(x, Y, 0) =

alors (5.18) se réécrit :
EUY, = —T [0,V (x,0,0)]
, xelR, t>0. (5.20)
o(x,t) = = (V& (x,0,8) + 92 To [VE, (%, 0, )
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Remarque 5.4 L'équation vérifiée par U(p) dans la définition de Ty n'est autre que I'équation limite
du tube (1.9), avec second membre, qui a été obtenue au premier chapitre et dont I'étude est I'objet de toute
la premiere partie de cette thése. L'opérateur est bien défini si cette équation est bien posée. Compte tenu du
travail effectué dans la premiere partie une condition suffisante est que I'équation

') =1
n’a que des solutions réelles, oil
. toay
F*(A) = —, AeD=C\ImM. (5.21)
0 (A=M(Y))

La fonction F" introduite a 'instant est moralement la méme que la fonction F introduite et étudiée dans la
premieére partie de cette these (cf. définition (2.5) page 39). La seule différence est l'intervalle d’intégration.
En faisant un simple changement de variable Y — y = 2Y — 1 on remarque que :

Pl f L
B (- m(5)
En résumé la fonction F<" associée au profil Y — M(Y) défini sur [0, 1] n’est autre que la fonction F associée
au profil y — M(yTH) défini sur [-1,1].
Propriété 5.1 Nous donnons ici deux propriétés évidentes de linéarité de cet opérateur :
Tm[drp(x, )] = x Tu e, D], Tm[Cox,H] = CTu[p(x, 1]

Tout ce travail ayant été effectué, on élimine U, et V}, de la maniére suivante. On commence par
écrire la condition de raccord en divergence a 'ordre 1, (5.14), qui se réécrit :

ou’  gvo
(W + a—y) (x, 0, t) = c(x, t)

En utilsant I'expression (5.20) que nous venons d’obtenir pour con a :
(0:U” + 9, V) (x,0,£) = = (V,(x,0,8) + 92 Ta [V, (x, 0, H)])..
Au moyen de la premiére équation de (5.14) nous obtenons finalement :
(0:U” + 9, V) (x,0,8) = = (V'(x,0,8) + 32 T | V1(x,0, 1] ). (5.22)

5.24 Le probleme approché

On cherche maintenant & déterminer le probléeme vérifi¢ par : U = (U1, V&) ou US! =
U + e Ut et V&1 = V0 + ¢ V1. En clair, on cherche un probléme approché a I'ordre 1 en ¢.
On commence par les équations dans 'espace : (5.7) + ¢ (5.12) donne :

2 a2 . 9 (out avel)
(§+Moo£)ll —g(—ax +—8y )_0
, (x,y) € RX] —0o0,0], t>0. (5.23)
J d\2 .1 0 (Ut ovel)
(54 Mo 3 v 5 (P + T ) =0
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Condition limite approchée Il nous reste maintenant a trouver la condition a la limite en y = 0
qui soit une approximation au premier ordre de la couche limite. Si on multiplie (5.22) par ¢ on
obtient :

£ (U + 9, V°) (x,0,8) = = (e V1(x,0,£) + 2 Ty | V(x,0,)])..

Compte tenu de (5.11) on a Vé&(x,0,t) = eV1(x,0,t), ce qui donne dans I'expression précédente :
e (U +9,V°) (x,0,) = = (VA (x,0,8) + 2 Tp [V (x,0,1)]),
qui donne :
£ (U + 3, V) (x,0,8) — &2 (.U + 9, V1) (x,0,4) = = (VA (x,0,£) + 2 T [V (x,0,)]),

et finalement en négligeant les termes d’ordre 2 en ¢, on obtient la condition limite tant attendue :

VEL(x, 0,8) + 92 To [V (x, 0,8)| + & (9, + 9, V) (x,0, ) = 0. (5.24)

Lorsque l'on fait tendre ¢ vers 0 on obtient :
VEl(x, 0,8) + 2 Ty [VE(x,0,8)] = 0.

Sous réserve que ’opérateur 7d+92 T, soit inversible on retrouve bien la condition de paroi rigide
originelle. Nous verrons plus loin que cet opérateur est effectivement inversible (cf. remarque 5.8
page 151).

Remarque 5.5 — Cette condition limite peut étre vue comme un opérateur Dirichlet to Neumann,
reliant la trace normale de la solution a sa divergence :

div(UY)(x, 0, t) = —% (Zd + 2 Tn) U in(x, 0, ),

ot div est I'opérateur de divergence et n est le vecteur normal sortant a la surface y = 0.

— II est possible de trouver d’autres conditions limites, comme une condition de type Neumann to
Dirichlet par exemple. L'avantage de celle que nous avons présentée ici est que I'on va pouvoir
s’appuyer sur tout le travail fait dans la premiere partie de cette these, puisqu’elle fait intervenir
I'équation limite du tube (1.9), au travers de I'opérateur T)y.

La suite est consacrée a ’étude de ce probléme approché.

5.3 APPROXIMATION LOCALE DE L'OPERATEUR Ty

Nous allons, dans cette section, considérer des profils continus linéaires par morceaux pour
lesquels nous allons pouvoir calculer I'opérateur Ty,. Ce travail a deux sources de motivation :

1. La premiere est la résolution numérique du probleme approché. En effet, ce travail nous
incite, pour obtenir une méthode numérique, a approcher les profils généraux par des
profils continus linéaires par morceaux, pour lesquels on pourra résoudre numériquement
le probleme, compte tenu du travail effectué dans cette section. On pourrait aussi utiliser le
travail développé dans le chapitre 3 et 'expression quasi-explicite de la solution obtenue,
qui nous a fourni une méthode numérique efficace. Malheureusement, cette approche était
relativement cotiteuse et non locale en x, ce qui nous amene a notre deuxieme source de

motivation.
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2. L'obtention d'une condition et d’'une méthode numérique locale en x est un préalable a
I'extension de la condition limite approchée a des bords courbes.

On reprend les notations de la définition de Tys. Pour avoir Ty¢ on a seulement besoin de la
moyenne E[U(¢)] et non de U(p). De plus, la condition limite ne fait intervenir que la dérivée
seconde de la moyenne. La proposition suivante donne un moyen de calculer cette quantité dans le
cas d"un profil continu, et linéaire par morceaux. On supposera de plus que le profil est monotone,
ce qui simplifie grandement les choses.

Proposition 5.1  Soient M € C°([0, 1]) monotone et
Yo=0<Yi<---<Yy=1,
tel que M est linéaire sur Y;, Yiy1[ pour tout 0 <i < N :
VO<i<N-1, MY)=a;Y+Bidans [Yi, Yii]

avec ; € R, B; € Ret a; # ajpq. Sion note M; = M(Y;)ona:

Mi1 — M; :
a=———, 0<i<N-1,
Y- Y
et en posant @_1 = an = +00 on note :
1 1 .
Vi = ——, 0<i<N.
ai-1 Qg

Alors on a I'expression suivante :

N

PTulplr,t) = Wix, 1) = Y 7 Wilx, 1), (5.25)
i=0

ot W; est solution de :

@+ M;d) Wi +,W = 9,0, x€R, t>0, (5.26)

avec condition initiale nulle.

DimonsTrATION. On cherche une expression de d2Tuy[¢] = d2E[U(¢)]. On rappelle que U(¢) est
solution de :

J 2\ 2
(— + M(Y) %) U(p) — a—EU(qo) =@, (xY)eRx]0,1[, t>0,

ot x? (5.27)

U(p)(x, Y, 0) = d:U(p)(x, Y,0) = 0,

L'idée de départ est la méme que celle développée au chapitre 3. Pour obtenir une équation sur
la moyenne nous allons utiliser la transformation de Fourier-Laplace. On rappelle les notations,
déja utilisées dans le chapitre 3, de la transformée de Fourier en x d"une fonction f(x, t) :

Flk,t) = % f: : fx, £) e dy,
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puis celle de Laplace en temps de ﬁk, t),
flk, w) := f Fk,H) é“ dt, Im(w) > 0.
0
En appliquant la transformation de Fourier-Laplace a (5.27) on obtient :
2~ — —~
(= i + ik M(Y)) Ulp) + ¥ EU(p) = ¢,
puis
2 ~— — —
(= kM(Y)) Tlp) = K EU(P) - .
En divisant par (a) - kM(Y))2 et en appliquant 1’opérateur E on obtient :
1
El(p) = - f ————— (p-FEU@). (5.28)
0 (0 —kM(Y))
En posant W= —k2E L/l(\(ﬁ/) (5.28) devient :
= o (0\(5  ~
W=F L(E)(\yﬂp), (5.29)

ou F" est définie par (5.21). Clairement W est la transformée de Fourier-Laplace de 92 Ty qui est
la quantité que nous cherchons a calculer. Dans le cas particulier d"un profil linéaire par morceaux
on peut calculer la fonction F*" (comme nous l’avions fait pour la fonction F dans le chapitre 2).

Ona: . oy
Py = | —2
fo (A - M)

If me dY
B i=0 VYi (/\ —a;Y — ﬁl‘)z
N-1

_Z( ai 1/041‘)
- A=Mia  A=-M;)’

ce qui donne en regroupant les termes et en utilisant la définition des y; :

N
CL _ Vi
FA) =) oA

i=0

En utilisant cette expression de F*" dans (5.29) cela donne :

~ k)/l‘ ~ ~
\y:;w_kMi (¥ +5).

On pose alors

_ koo~
Pi= a)—kMi(\y-Hp)'

(5.30)
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de telle sorte que :

N
V= Z i . (5.31)
i=0
En appliquant la transformation de Fourier-Laplace inverse a (5.31) on obtient (5.25). (5.30) peut
se réécrire : . _
( —iw + z'le-) v, = —ik(\If + Ep‘)
qui donne (5.26) apres transformation inverse de Fourier-Laplace. Ceci conclut la démonstration.
O

Remarque 5.6  Dans un souci de simplicité, nous nous sommes limités a des profils monotones, mais
il est bien entendu possible de généraliser le résultat a des profils non monotones. En effet, cela complique
simplement I'expression de la fonction F<" comme nous avions pu le voir au chapitre 2 dans la section 2.4
(cf. lemme 2.10 page 48).

Le calcul de 92Ty, se rameéne donc, pour un profil continu linéaire par morceaux, a la résolution
d’une famille d’équations de transport. La résolution numérique du probleme approché (5.23)-
(5.24) en sera donc simplifiée pour de tels profils. Dans le cas d"un profil continu quelconque, on
aura envie de I'approcher par un profil continu linéaire par morceaux.

5.4 ANALYSE DU PROBLEME LIMITE

Nous allons maintenant nous consacrer a 1’'étude du modéle approché, composé des équations
(5.23) et de la condition limite (5.24), obtenu précédemment. Dans un premier temps, nous me-
nons une analyse de stabilité de type Kreiss. Nous nous intéressons ensuite aux caractéristiques
physiques de la nouvelle paroi que nous avons créée. Existe-t-il des ondes de surface ? Comment
se passe la réflexion d"une onde sur cette paroi ?

5.4.1 Analyse de stabilité

Nous commengons par I'incontournable analyse de stabilité. On cherche a savoir si le probleme
approché, composé des équations (5.23) et de la condition limite (5.24), est bien posé. On rappelle
que le caractére bien posé est indispensable si I'on veut résoudre numériquement le probleme.
Nous allons mener une analyse dite de Kreiss. Nous nous attacherons a expliquer le principe de
cette analyse tout en 1’appliquant a notre probléme. Pour plus de renseignements le lecteur pourra
consulter [Kre70].

Analyse de Kreiss On commence par poser :

U (x, y,t) = Uy e e e,
(5.32)

Vé‘,l(x, Y, t) — VLZ eikx ecfy eSi,

aveck € R, & € C tel que Re (&) >0, s € C tel que Re(s) > 0 et U, et V, sont deux constantes
complexes non toutes deux nulles.

Remarque 5.7 L'analyse repose en fait sur la transformation de Fourier en x et Laplace en t. Il faut
Re (&) > 0 pour que la solution ne soit pas exponentiellement croissante en y. On cherche k, & et s tels qu'il
existe des solutions non nulles de cette forme.
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En injectant ces expressions dans les équations (5.23) cela donne :
(s + ik Moo ) U, — ik (ikU, + EV,) = 0,
(s + ik Moo )2V, — £ (ikU, + EV,) = 0,
puis
((s + ik Moo)? + k2) U, = ik &V,
(s + ik Moo)*V, — ik EU, — E2V, = 0.

Etant donné que Re (s) > 0, on peut facilement montrer que (s + ik M)? + k* # 0. La division par
ce terme est donc licite et on obtient :

3 ik & v
" G+ ikMe)2 +K2 Y
(s + ik Mo )2V, —ikEU, — E2V, = 0.
En injectant la premiére équation dans la deuxiéme on a :

_ ik & v
T G+ ikMo)2 + k2"

. (5.33)

V,- &%V, =0.
e kMoE e eV

(s + ik Moo)*V,

Nécessairement V,, # 0 car dans le cas contraire U, serait elle aussi égale a 0. On peut donc diviser
la deuxieme équation par V, :

k2 52
(5+ikMo)2 +K2

(s + ik Moo)? + & =0,

puis multiplier par (s + ik Mo )? + k2 :
(s + ik Moo )? ((s + ik M) + I2) = (s + ik Moo)? €2 = 0,

d’ot finalement :
&% = (s + ik Moo)? + K2

Nous appellons cette équation la relation de dispersion. Puisque Re (£) > 0, en prenant la coupure
de la racine sur IR_ on obtient :

&= V(s +ikMo)? + K2, (5.34)
et puis a partir de (5.33) on obtient I'expression suivante de U, :
U, = % Va. (5.35)

L’étape suivante de 1’analyse de Kreiss consiste a prendre en compte la condition limite en injectant
les expressions obtenues pour U¢! et V¢!, Par ce biais, on va obtenir une équation caractéristique
de la forme :

D(s, k) = 0.

Désormais kjoue le role d'un parametre. L’analyse de Kreiss dit alors que les solutions de I'équation
caractéristique s(k) sont des fonctions continues de k. De plus nous avons les trois cas de figure
suivants :
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1. Si Re (s(k)) < C, Yk € R alors le probleme est bien posé.
2. SiRe (s(k)) — 400 quand |k| — +oo alors le probleme est mal posé.

3. Si Re (s(k)) <0, Yk € R alors le probleme est stable.
C’est ce que résume la figure 5.5.

Sm s 4

Mal Posé ..

> 4 Re s
Instable.”

Fic. 5.5 — Illustration de I'analyse de Kreiss : 3 exemples type de comportement des branches de solution s(k) de
I'équation caractéristique, et le lien avec le caractere mal posé et la stabilité

Obtention de I’équation caractéristique Nous devons maintenant prendre en compte la condi-
tion limite (5.24) que l'on rappelle ici :

VEl(x, 0,8) + 2 Ty [V (x, 0,8)| + & (9" + 9, Vo) (x,0,8) = 0,
En utilisant les expressions (5.32) on obtient! :
Vo= 2 Tm Vo + e (ik U, + EV,) = 0, (5.36)
ol ﬂ/l = E[_LT(T)]. On obtient E [EIH)] grace a la définition (5.19) de Ty :
, 2 — —
(s + ik M(Y))" U(1) + K E[U(D)] = 1.

2
En divisant par (s + ik M(Y)) et en appliquant E on obtient :

— 1 K2 1 dy
E[um]|1 |- —£ (5.37)
+f0 (s + ik MY)) fo (s + ikM(Y))

En multipliant? (5.36) par

1 k2
[
0 (s+ikM(Y))

IRigoureusement cela revient a appliquer la transformation de Fourier-Laplace.
2On suppose que ce terme est non nul. Dans le cas contraire I’opérateur Ty est mal défini (cf. remarque 5.4) et le
probléeme est mal posé.
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et en utilisant I'égalité précédente (5.37) on obtient apres simplification :

1 2
Vo +e (kU +EV,) 1+f — K _av|=0
0 (s+ikM(Y))

Remarque 5.8 Nous venons en particulier de montrer que I'opérateur Id + 92Ty est inversible. En
effet, son équation caractéristique

1-K2Ty =0

se ramene a I'équation 1 = 0 qui n’a pas de solutions, sous réserve que I'équation limite du tube soit bien
posée. Cela prouve que le probléme est bien posé et que I'opérateur sous-jacent est inversible.

En utilisant 1’expression (5.35) de U, en fonction de V, et en divisant le tout par V, # Oon a:

( kZ) | -
l+el&—— 1+f 5 dY =0,
¢ 0 (s+ikM(Y))

que I’on simplifie comme suit :

: 2 1 2
1.,.8% ]_+fk—2dY =0.
¢ 0 (s+ikM(Y))

En multilpliant par £ et en utilisant son expression (5.34) cette égalité devient :

VIZ+ (s + ik Mo)? + € (s + ik Moo)?* (1 = K F(is)) = 0, (5.38)

ot la fonction F", qui commence a étre bien connue du lecteur, est définie par (5.21). En introduisant
les deux parametres sans dimension ¢|k| et o = s/k on obtient :

V14 (0 +iMw)? + €l (0 + iMw)? (1 - F(ig)) = 0. (5.39)

Caractere bien posé Nous ne donnons ici que les grandes lignes du raisonnement. Comme nous
I'avons précisé précédemment, lorsque 'on s’intéresse au caractére bien posé c’est le comporte-
ment lorsque [k| — +oco qui est déterminant. Pour montrer que le probléeme est bien posé, il faut
montrer que les branches de solutions s(k) vérifient :

k — Re (s(k)) reste borné supérieurement quand |k| — +co.

Les fonctions s(k) sont des fonctions continues de k. Ainsi, elles ne peuvent exploser que lorsque
k| tend vers +oo. C’est pourquoi c’est leur comportement quand |k| tend vers +co qui va nous
intéresser. Nous avons posé o = s/k, ce qui a donné 1’équation caractéristique (5.39). o représente
une vitesse. L’autre parametre important est ¢|k| qui est le rapport entre la largeur de la couche
limite et la longueur d’onde. Nous montrons maintenant par 1’absurde que |o(k)| ne peut tendre
vers +oo lorsque [k| tend vers +c0. En effet, en divisant (5.39) par (o +iMa)? et en faisant tendre ||
vers +0o on aurait :
|k|1ir£l elkl (1 - F*(io(k))) =0,
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ce qui est impossible puisque limy_, 100 F(ic) = 0. Ainsi k — o(k) est borné. On consideére une
sous-suite qui converge vers ¢*. En passant a la limite lorsque |k| tend vers +oco dans (5.39) on
obtient :

(0" +iMw)? (1 - F%ic")) = 0.

Nous affirmons alors que le probleme est bien posé si et seulement si cette équation n’a que des
solutions imaginaires pures.

Remarque 5.9  Puisque (6" + i M) n'a pour racines que —i Mo, qui est imaginaire pur, on est ramené
a s'intéresser a I'équation :
F(ic™) = 1.

La démonstration de l'affirmation précécente utilise le théoreme des fonctions implicites sur la

fonction :
G(1,0) =1 V1 + (0 +iMy)? + (0 +iMs)?* (1 - F%(i0)),

1
oul'onaposén= BT On veut appliquer ce théoreme en (0, 0*). Pour cela il faut que

G
%(0,0 ) # 0.

Pour que cette dérivée soit nulle il faudrait que F'(ig*) = 0, sachant que F(io*) = 1. On conjecture
que ce n’est jamais le cas. En appliquant le théoreme des fonction implicites on obtient :

-1
o(ky=0"+ (g—i(o, a*)) g—g(o, ") n+0O@P),

ce qui donne :

. 1(oG.. .\N'oG, . 1
S0 ="k + - (8_11(0'0 )) 20,0+ O(W)'
Ainsik — Re (s(k)) reste borné supérieurement quand [k| — +co sietseulementsioc”estimaginaire
pur. On peut donc énoncer la proposition suivante :

Proposition 5.2 Le probléeme approché, composé des équations (5.23) et de la condition limite (5.24), est
bien posé si et seulement si I'équation
') =1

n’a que des solutions réelles.

On retrouve la méme équation caractéristique que dans le cas de I'équation limite du tube étudiée
tout au long de la premiere partie de cette these (cf. par exemple le corollaire 2.2 page 40). La seule
différence est celle existant entre les fonctions F et F", déja discutée dans la remarque 5.4. A la
lumiere de cette remarque on peut énoncer le corollaire suivant :

Corollaire 5.1  Soit un profil y — M(y), avec y € [-1, 1], stable (resp. instable) au sens de la définition
2.1 page 30. Alors le profil Y — M(2Y — 1), avec Y € [0, 1], est tel que le probléeme approché, (5.23)-(5.24),
est bien posé (resp. mal posé).

On peut donc se servir des résultats de stabilité et d’instabilité obtenus au chapitre 2 pour dé-
montrer des résultats sur le caractére bien posé du probléme d’intérét. Par exemple, le théoréeme
suivant est une simple conséquence du théoreme 2.3 page 54.



5.4. Analyse du probleme limite 153

Théoreme 5.1 Le probleme approché, composé des équations (5.23) et de la condition limite (5.24), est
bien posé des que I'une de ces conditions est satisfaite :

1. M est strictement convexe (resp. concave).

2. M est strictement croissante (resp. décroissante) et il existe ys €]0, 1[ tel que M est concave (resp.
convexe) sur 10, ys| et convexe (resp. concave) sur Jys, 1[.

DEmonsTRATION. On rappelle que la fonction F- associée au profil Y — M(Y) défini sur [0, 1] n’est
autre que la fonction F associée au profil y — M(yTH) défini sur [-1, 1]. Il suffit alors de voir que

si Y — M(Y) vérifie les hypotheses du théoréme alors y — M(y—;rl) vérifie celle du théoreme 2.3
page 54. On conclut en utilisant le corollaire précédent.
O

Approche numérique Nous avons vu que nous pouvons simplement déduire des résultats de
stabilité de la premiére partie, des résultats sur le caractere bien posé du probléeme approché,
(5.23)-(5.24). Nous pouvons aussi étudier numériquement 1'équation caractéristique (5.38). Nous
pouvons déja montrer la propriété suivante :

Propriété 5.2  Si (k, s) est solution de (5.38) alors (—k, —s) et (k, —s) sont également solutions.

Cette propriété montre que les solutions s(k) représentées dans le plan complexe présentent une
symétrie par rapport a I'origine et une symétrie par rapport a I’axe imaginaire.

Nous présentons maintenant des résultats numériques de résolution de 1’équation caractéristique
(5.38) qui illustrent bien I'analyse de Kreiss :

— On commence par le cas d’un profil quadratique, M(Y) = 1 — Y?, qui est convexe. Par
conséquent, le probleme approché est bien posé (cf. théoreme 5.1). De plus, le profil global
est convexe de telle sorte que l'on s’attend a ce que le probleme soit stable. La figure suivante
représente les deux branches de solutions s(k) de I’équation (5.38) :

400
1000[
300
200
500
100[

m(
~
1
2
Sm(s)

ok
" 100+
500
200

300"
1000
400

1500,

= L L L L L L L L L L L L L L L L
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fic. 5.6 — Résolution numérique de I'équation caractéristique (5.38) : cas bien posé et stable

On remarque que la partie réelle des solutions reste nulle : le probleme est stable et bien posé.

— On considére maintenant le cas d"un profil quadratique, M(Y) = (2Y — 1)?, qui est convexe.
Par conséquent, le probleme approché est bien posé (cf. théoreme 5.1). La figure suivante
représente les branches de solutions s(k) de I'équation (5.38) :
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1000

5001

-500

Fic. 5.7 — Résolution numérique de I'équation caractéristique (5.38) : cas bien posé mais instable

On remarque que la partie réelle des solutions reste bornée : le probleme est bien posé. En
revanche le probleme est instable puisque la partie réelle des solutions peut étre positive.
Cela provient du fait que cette fois-ci le profil global n’est plus convexe.

— Pour construire un profil tel que le le probleme approché soit mal posé, on se sert du travail
effectué dans la premiere partie de cette these et plus précisément au chapitre 2 dans la
section 2.5. Le corollaire 2.5 page 69 nous dit que le profil y — 0.5tanh(2y) est instable au
sens de la définition 2.1 page 30. Le corollaire 5.1 dit alors que le profil Y — 0.5 tanh(2(2Y 1))
est tel que le probleme approché (5.23)-(5.24) est mal posé. La figure suivante représente les
branches de solutions s(k) de 1’équation (5.38) pour ce profil :

15

Om(s)

-15 ‘ : :
80  -60  -40  -20

0 20 40 60 80
Oe(s)

Fic. 5.8 — Résolution numérique de I'équation caractéristique (5.38) : cas mal posé

On remarque que la partie réelle des solutions tend vers I'infini quand [k| tend vers +oo : le
probleme est mal posé.

5.4.2 Ondes de surface

On cherche des solutions de type "ondes de surface" au probleme approché, composé des
équations (5.23) et de la condition limite (5.24). On se demande si notre nouvelle condition de
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paroi est susceptible de guider des ondes. On cherche donc des solutions de la forme :

ue,l(x’ Y, t) — u(y) eikx e—i(ut,
o (5.40)
Vs,l(x’ Y, t) — V(y) elkx e—la)t,
avec w € R, k € Ret (U, V) € L*(] — 0, 0[)?> non tous deux nuls.
Les équations (5.23) dans le demi-espace y < 0 donnent :
(—iw + ik Moo )?U — ik (z'ku + d—V) =0,
dy
(—iw + ik Mo)?*V — 4 (z'ku + d—V) = 0.
dy dy
Apres avoir posé A = % et Yo = A — Mo on obtient :
av
201 _ 127 = 2V
k1 -y )u lkdy'
2
K2V + w4 d—z =
dy — dy
En supposant que k*(1 — y2)) # 0 on obtient :
i v
k1= yR) Ay
2V (5.41)
— =K1 -2V,
a7 1-7%)

ol on a injecté la premiere équation dans la deuxiéme. Nous pouvons résoudre explicitement la

deuxiéme équation. On note &, = + 4 [k2(1 — y%o) (la coupure de la fonction racine étant prise sur

R et la racine est telle que Re (Vz) > 0). Puisque 1’on cherche une solution V € L*(] — o0, 0]), il est
nécessaire d’avoir
(H) (A-Mxo)?<1

afin que &, et £_ ne soient pas tous deux imaginaires purs. En résolvant 1'équation on obtient
I'expression suivante pour V :
V(y) = Ae=+Y + Be*V.

Compte tenu du choix de la racine : Re(&4) > 0 et Re(£-) < 0. Pour que V soit dans L?(] — o, 0[)
il faut que B = 0 (afin de supprimer le terme exponentiellement croissant quand y — —o0). On a
donc V(y) = Ae“+¥, ce qui grace a la premiére équation de (5.41) nous donne U. En résumé :

V(y) = Ae*+Y
L (5.42)
U(y) = A;—keéW

Nous allons maintenant tenir compte de la condition limite (5.24) que 1'on rappelle ici :

VEL(x, 0,8) + 2 To [V (x, 0,8)| + & (9, + 9, V) (x,0, ) = 0.



156 Chapitre 5. Cas d"une paroi rigide

Compte tenu de (5.40) on obtient :

V(0) = K2 Ty V(0) + & (ik LI(0) + 2, V(0)) =0, (5.43)

—~—

ol ﬁ4 = E[U(1)] et EfLT(-f)] est donné par (5.37), expression dans laquelle s doit étre remplacé
par —iw compte tenu des notations de cette partie. Attention cette expression n’est valable que si
A ¢ Im M. Grace a (5.37), (5.43) devient :

-1
1 1 b gy
Vo) +|1- | ————dy — _V(0) + e (ik U(0) + 9, V(0)) = 0.
+ [ L (/\ ~ M(Y))2 J j; (/\ 3 M(Y))Z + & (1 +ay )

1
En multipliant par |1 - f ;2 dY | on obtient :
0 (A=M(Y))

V() +e|l- f 1 dy | (ik () +,v(0)) =0,
0 (A-MY))

qui se réécrit :
V(0) + & (1 - F(A)) (ik U(0) + 9, V(0)) = 0. (5.44)

En utilisant les expressions (5.42) de U et V cette équation donne :

k2
A+e(1-F*(1)) (—5— + £+)A =0.

Il faut A # 0 pour que U et V ne soient pas tous deux nuls. On divise donc par A pour obtenir :

k2
1+¢ (1-F%"(A)) (_5_ + 5+) =0,

+

qui se réécrit comme suit en utilisant la définition de & :

Ikl (A — M)

V== Moy

On va maintenant travailler sur cette équation de dispersion.

l=e¢ (1-F(1)). (5.45)

Résultats d’existence On peut facilement montrer le

Lemme 5.1 Soit A € R vérifiant les trois conditions :
(C1) A¢ ImM,
(C2) (A -Mx) <1,
(C3) F*(A) <1,
alors I"équation de dispersion (5.45) a exactement deux solutions réelles opposées :

N T— (A — Mo)?
T e(A=Mu)? 1-F2 (M)

ke = (5.46)
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Remarque 5.10 Les deux premieres conditions (C1) et (C2) ont été introduites pour obtenir I'équation
de dispersion. La troisieme condition assure la positivité de |k|. Compte tenu de la complexité du probleme
nous n’avons pu l'exprimer comme un probleme aux valeurs propres. Néanmoins on sent que la condition
(C2) correspond au spectre continu dil au caractere non borné du domaine, et la condition (C1) correspond
au spectre continu introduit par notre condition au bord approchée.

Remarque 5.11  On montre facilement que la condition (C2) est équivalente a :
Mo —1 <A <1+ M.
Ainsi, A est compris entre les deux vitesses acoustiques classiques dans un écoulement constant égal 4 M.

On obtient, comme une conséquence directe du travail que nous avons mené et du lemme précé-
dent:

Proposition 5.3  Pour qu’il existe des ondes de surface il suffit que l'intervalle
Iz{Ae]R/Ag_tImM et (A—Moo)2<1}

soit non vide et qu’il existe A € I tel que :
F*(A) < 1.

La question est maintenant de savoir quand cette condition n’est pas remplie. C’est le cas :
1. soitsil =0,
2. soitsi F**(A) > 1 pour tout A € L.

On montre simplement que la premiere condition I = () est équivalente a :
Mo =1, M + 1[C ITm M.

Ainsi pour un profil continu sur | — oo, 1], dés que M est monotone sur [0, 1], on sait que I n’est
pas vide. La deuxieme condition est beaucoup plus difficile a étudier. Bien entendu, cela dépend
du profil et il n’est pas évident de montrer un résultat dans le cas général. Néanmoins on peut
donner une réponse pour une grande classe de profils :

Proposition 5.4  Soit un profil M € C(]0,1[) non constant, qui atteint son minimum (resp. son
maximum), Mo, en 03. Alors il existe un unique A— €]Mo — 1, Mo[ tel que F(A_) = 1 (resp. il existe
un unique Ay €]JMo, Moo + 1[ tel que F(Ay) = 1). Alors VA €]Mo — 1, A_[ (resp. VA €]y, Mo + 1])
il existe deux solutions (opposées) a I'équation de dispersion (5.45), données par (5.46). 1l existe donc des
ondes de surface.

DEmonsTrRATION. Nous allons faire la démonstration dans le cas ot le profil atteint son minimum
en 0. La preuve est similaire dans le cas ou elle atteint son maximum en 0, et est donc laissée au
lecteur. Puisque M € C'(10,1]) on a*:

lim F(A) = +oo.
A Mo

Par ailleurs® YA €] — 0o, M [ ona:

d o ! 1
ﬁlj (A) = —2j; mdy >0,

3Cela signifie en particulier que le profil de Mach est continu sur ] — oo, 1.
4cf. remarque 2.5 page 41
*Nous avions déja montré ce résultat dans la proposition 2.4 page 40.
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et donc F" est strictement croissante sur cet intervalle. On montre de plus que

1 1

1 1

FYMeo — 1) = d dy = 1.
( ) fo (Moo — 1 - M(Y))? y<f0 Moo —1- Mo

Par conséquent, il existe un unique A_ €]Ms — 1, Moo[ tel que F1(A_) = 1.

Pour conclure la démonstration il suffit d’appliquer le lemme 5.1. Pour cela, il faut vérifier que
YA €]Ms — 1, A_[ les trois conditions (C1), (C2) et (C3) sont satisfaites :

1. (C1) est clairement satisfaite puisque A_ est strictement inférieur a M., qui est le minimum
de M(Y).

2. On montre que (C2) est satisfaite en utilisant le fait que A- < M, + 1.

3. F< est croissante sur Mo — 1, A_[ et vaut 1enen A_, donc YA €]Mq — 1, A_[ :

(V) <1,

et la condition (C3) est satisfaite. Finalement, on conclut quant a l'existence d’ondes de
surface en utilisant la proposition 5.3.

Remarque 5.12  On voit que les vitesses A sont comprises entre Mo — 1 et A_. De plus, compte tenu
de 'expression (5.46), on observe que lorsque A tend vers A_ alors |k| tend vers +oo. Lorsque A tend vers
Mo —1, k tend vers 0. Ainsi, a haute fréquence on "tend” vers le probleme limite du tube, et a basse fréquence
on "tend” vers le probleme d’acoustique en écoulement constant égal @ M. Cela s’explique par le fait qu’a
haute fréquence, c’est-a-dire faible longueur d’onde, I'onde "voit” la couche limite.

O

APPLICATION : nous présentons maintenant un exemple illustrant ce résultat, celui d’un profil
linéaire M(Y) = aY aveca # 0. On a alors :

CL — 1
F=(A) = —a)

et les solutions de I'équation F*(1) = 1 sont:

a+ Va2 +4

/\i: 2

On va distinguer les cas croissant et décroissant :
— On suppose a > 0, ce qui correspond a un profil croissant qui atteint son minimum en 0.
La proposition précédente nous dit qu’il existe des ondes de surface avec des vitesses A

comprises dans l'intervalle :
Mo —1,A_],

qui devient dans le cas présent :
] 1 a— Va? + 4[
4 2 *

— On suppose a < 0, ce qui correspond a un profil décroissant qui atteint son maximum en 0.
Cette fois-ci, la proposition précédente nous dit qu'il existe des ondes de surface avec des
vitesses A comprises dans l'intervalle :

]El+ 2612+4/+1[.
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Remarque 5.13 Quanda — 0on voit que A — —1 et A, — 1. Par conséquent, l'intervalle des vitesses
A des ondes de surface se réduit jusqu’a devenir vide a la limite pour a = 0.

Cette remarque constitue une habile transition vers le cas d"un profil constant dans la couche
limite, cas quin’est pas pris en compte par la proposition 5.4. On considére donc un profil constant
M(Y) = M, dans la couche limite. On autorise cette constante a étre différente de M. On cherche
a savoir quand sont satisfaites les conditions (C1), (C2) et (C3) du lemme 5.1. Commengons par

calculer F-(A) :
N dy _ 1
F) “fo A—MO? ~ (L~ Mo

Pour que la condition (C3) soit satisfaite il faut :

1

m<1<:>A2—2A1\/1CL+1\/1§L—1>0

I s’agit de I'étude du signe d'un polyndme de degré 2 en A. Ses deux racines sont M + 1 et
M — 1. Le polyndme est donc positif pour

Aé[Mq —1,Mq +1]. (5.47)

Trois cas de figures se présentent :

1. Si M, = M alors (5.47) est incompatible avec la condition (C2) et il n’existe pas d’ondes de
surface, sauf peut-étre telles que

%eImM.

2. Si Mg > My alors V A €]Mo — 1,Me + 1[ N ] = 00, M — 1[, on montre que les trois
conditions (C1), (C2) et (C3) sont satisfaites et il existe deux solutions (opposées) a I'équation
de dispersion (5.45), celles-ci étant données par (5.46). Par conséquent, il existe des ondes de
surface.

3. Si Mo < Mo alors V A €[Mo — 1, Mo + 1[ N JMc + 1, 00[, on montre que les trois condi-
tions (C1), (C2) et (C3) sont satisfaites et il existe deux solutions (opposées) a 1'équation de
dispersion (5.45), celles-ci étant données par (5.46). Par conséquent, il existe des ondes de
surface.

Approche numérique On peut aussi résoudre numériquement (5.45) et tracer la solution A en
fonction de k. La figure 5.9 représente A en fonction de k pour le profil M(Y) = Y.

—_ 1 . 1 1 Il
-1000 -500 0 500 1000

Fic. 5.9 — Résolution numérique de I'équation de dispersion (5.45) dans le plan (k, A)
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On voit que A est compris entre Mo, —1 = —1 et A_ = (1 - V5)/2. De plus, on observe que lorsque [k|
tend vers +oo, A tend vers A_; lorsque |k| tend vers 0, A tend vers My, — 1. Si on représente w = Ak
en fonction de k on obtient la figure suivante :

1000

500

-500

-1000 : :
-1000 =500 0 500 1000

1.

Fic. 5.10 — Résolution numérique de I'équation de dispersion (5.45) dans le plan (k, w)

5.4.3 Réflexion

On cherche cette fois a observer la réflexion d’une onde plane sur la paroi approchée. Pour
cela, nous cherchons, comme dans la section précédente, des solutions du probléme approché
(5.23)-(5.24), de la forme :

ué‘,l(x’ Y, t) — u(y) eikx e—iwt,

Vs,l(x’ Y, t) — V(y) eikx e—ia)t,
avecw € R, k € Ret (U, V) € L*(] — o0,0[)? non tous deux nuls. (U, V) représente I'onde totale
que l'on cherchera a décomposer en la somme d'une onde incidente et d'une onde réfléchie. La

démarche est similaire a celle de la partie précédente. Les équations (5.23) dans le demi-espace
y <0 donnent:

U=+ v
k(1 -y%) dy

A2V

— =K1 -2)V,

P (1-7)

Nous pouvons résoudre explicitement la deuxieme équation. Nous nous intéressons a la réflexion
d’une onde plane sur la paroi, c’est pourquoi on considere les cas ot kK*(1 — y2,) est négatif®. On a
alors :
e 15
V(y) = Ae'Y + Be™'Y,

ot l'on a posé & = /—k%(1 — %) (la coupure de la fonction racine étant prise sur IR_). Clairement,
Ae'®Y représente 'onde incidente et Be7*Y 'onde réfléchie. En reportant I’expression obtenue pour

V dans I’équation vérifiée par U, on a finalement les expressions suivantes :
V(y) = Ae'Y + Be Y,

. “ (5.48)
U(y) = F(Ae™ ~ B,

8C’est ici que la démarche se distingue de celle de la section précédente. On choisit k*(1 — %) < 0 de telle sorte que
&+ sont tous deux imaginaires purs.
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et donc:

ustoy,t) | _[ & itcrey-aty o [~ \ p ity
(V‘ffl(x,y,t) ={ 1 Ae g Be (5.49)

ol1]’on a décomposé 1'onde en une partie incidente et une partie réfléchie. On remarque que la loi
de Descartes est vérifiée. Les variables k € R, & € C tel que Re (&) > 0 et w € R sont reliées par la
relation de dispersion :

E=-K1-y2) & &+ =(w-kMs).

Nous voulons maintenant calculer le coefficient de réflexion. Pour cela, nous devons tenir compte
de la condition limite (5.24). Plus précisément, nous allons utiliser I'expression (5.44) obtenue dans
la section précédente. En utilisant les expressions (5.48) de U et V cette équation donne :

(A+By+ﬁA—B)G—FaM»(%ﬁ+£):0 (5.50)

On va maintenant calculer le coefficient de réflexion” R(k, ), qui vaut, compte tenu de (5.49) :

|BI
R(k, CL)) = m

Grace a (5.50) on obtient en divisant par A :

1+§:ecmww1—§)

A
avec
CL ZkZ .
Gk, w) =—-(1-F"(1)) ? +i&|.
On a alors :

B _ eGlkw) -1
A 1+eGk o)

et compte tenu du fait que G(k, w) € iR on a finalement :
Rk, w) = 1.
Pour ¢ = 0, cas d"une paroi rigide, on retrouve bien :

B
Z=-1

En incidence normale, c’est-a-dire pour k = 0 on obtient, apres un court calcul :
G(0, w) = —ilw|,

ce qui donne :
B 1+iwle

A —1+ilwle

L'incidence normale est importante car souvent utilisée pour des modeles approchés.

’On a exprimé R comme une fonction de k et w. On aurait pu poser, de maniére plus classique, k = |kl cos 0 et
& = |k| sin O et exprimer R en fonction de 6 et [k|. A la vue du résultat final, cela n’a pas d’importance.
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5.5 CoMPLEMENTS : APPROCHE PAR LES EQUATIONS D’'EULER LINEARISEES

Le modele approché (5.23)-(5.24) a été obtenu en considérant les équations de Galbrun.
Qu’aurait-on obtenu si nous avions plutot utilisé les équations d’Euler linéarisées ? C’est a cette
question et a bien d’autres encore que nous allons répondre dans cette section.

5.5.1 Position du probleme

Nous considérons le domaine QQ, = R X ] — oo, ¢[ (cf. figure 5.11). Nous supposons que ce

Y

Fic. 5.11 — Géométrie du probleme

domaine est rempli par un fluide parfait compressible qui est en mouvement. De plus, nous
supposons que l'écoulement est stationnaire et laminaire. Les équations d’Euler linéarisées (1)

s’écrivent alors :

du, Ju,  Ipe , B

> +Me(y)§ ot (Me) (y)oe =0

v, dv,  dpe

W +Mé(y)$ + a—y =0 , (x, y) € Qg, t>0. (551)
Ipe ope . . _

o TMW G Gt g, =0

ou (u¢,ve) représente la perturbation de la vitesse et p, la perturbation de pression. On associe a
ces équations des données initiales a support dans le demi-espace y < 0 :

ue(x,y,0) = up(x, v),
ve(x, y,0) = vo(x, 1),

Ps(x; y/ O) = PO(x/ y)
Comme nous1’avons fait au début de ce chapitre, on se restreint a une classe particuliere de profils :

M(z), O<y<e
M(y) = € avec M € L™(]0, 1]).

Moo, y<0
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De plus, on suppose que M, € W"*(] — o0, 1[). On compléte ces équations par une condition de
paroi rigideen y = ¢ :
ve(x,e,1) =0, xeR, t>0.

Nous commengons par appliquer la transformation de Fourier :

I/l(x/ Y, t) —> il\(k, Y, i’) = L\/z_ f]l;u(x’ Y, i.) e—ikx dx
Tt

ce qui donne le systeme 1D (en espace) suivant :

u, . —_ o~

8_; + ik Me(y) ue + ikpe + (Me)' (y)ve =0

7 . T

y+sz€(y)vg+ay—0 , (ky)eQ, t>0. (5.52)
dpe . . du.

§+szg(y)pg+zkug+8—y—0

Lorsque k est fixé, ce probléeme d’évolution est bien posé dans L?(] — o, ¢[) et nous avons une
estimation a priori du type :

f (PP + [ + [0:7) dy < U

[o¢]

&

(Ipol? + ol + oo ?) dy] exp(CIkl£)

[o¢]

pour une certaine constante C. Par conséquent, pour Re (s) assez grand par rapport & k (mais
indépendant de ¢) on peut définir la transformation de Laplace en temps de (i, v;, p¢). On rappelle
la définition de la transformée de Laplace :

+00
ulk,y,t) — ulky,s) = f ulk, y, t) e dt.
0

Apres avoir appliqué cette tranformation a (5.52) on obtient :
Ve le + MLO. + ik pe = g,

— dpe
VeUe + 8_y = Do, (5.53)

e dve
VePe tIKUe 8y = Po,

ou (i1, 0y, po) désigne la transformée de Fourier de la donnée initiale (1, v, po) et ott nous avons
posé ye(k,y,s) = s + ikM,(y) qui, notons le, est non nul. Nous pouvons maintenant éliminer u; et
ve. En effet, de la deuxieéme équation de (5.53) nous obtenons :

_ e 0, 0P
Gt (-®) = Se=-5 (i (Ge-®)

dy  dy

On peut maintenant obtenir une expression de 1, en fonction de p. en injectant cette égalité dans
la premiere équation de (5.53) ce qui donne :

e = -y (MLoe + ik pe) + 7 g

— 72 M (R - ) 7 (- 70)
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En reportant les expressions obtenues pour i, et v, dans la troisieme et derniere équation de (5.53),
nous avons :

dpe —\ 0 e\~
-2 r(ZFE V- Z -1(7Fe —
Ve Pe + ik vy~ M. (8y vo) +iky; (uo zkpé) ay(yg (8y Uo)) Po
ce qui apres avoir multiplié par y, peut se réécrire :

_ e e _
(y§+k2)pg+y;1y;(;y )yg;y(y(;; %)) = yepo — ik ity

En se rappelant que les données initiales sont a support dans le demi-espace y < 0 on obtient :

—~ —

— dv —~
; 2 0, .
(k2 + (s + kM) )pg 8y2 = (s + kMoo )po — (3_y +1ku0) pour y <0,
d /1 dpe
2,12 2
(Ve + k) pe — )/aay(yQ 8y) pour 0 <y <e.

La condition de paroi rigide est équivalente pour sa parta :

Ipe

8—y(k, £,5) = 0.

C’est sur ce probleme exprimé en Fourier-Laplace que nous allons mener ’analyse asymptotique.
La transformation de Fourier-Laplace nous a permis de nous ramener a une seule équation sur la
pression.
5.5.2 Réécriture comme un probléme de transmission
Nous commengons par réécrire le probleme comme un probléme de transmission entre :
~  — L~
Pe = Pe|y<01 pPs = Pe|0<y<s-

Nous avons maintenant le systeme d’équations suivant :

K2 ikMoo)?) p: PP+ 0
( +(S+Z oo))ps_gyz—g/ y< ’

y(_ & y(_ )y()y ay

):O, O<y<eg,

avec

. — avo . —
= (s + ikMoo)po — | = + ik ug).
po (3y 0)

Le systeme ci-dessus est complété par les conditions de raccord :
58 (k/ O/ S) = ?EL(k/ O/ S)/

I’
dy

91%

——(k,0,5) = (kO)

et la condition limite de rigidité de la paroi :

919&

(kes)
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5.5.3 Analyse asymptotique

On cherche une condition d’impédance en y = 0, qui soit valable quand ¢ — 0. Pour cela,
il nous faut éliminer les inconnues dans la couche limite. Nous commengons classiquement par
effectuer le changement d’échelle dans la couche limite :

Yy
- Y==x=,
¥ €
qui nous permettra de travailler sur un domaine géométrique fixe. En posant le changement
d’inconnues suivant :
ﬁgL(k/ y,8) = PSL (.X', %/ t)/

I’équation (5.54) dans la couche limite, 0 < Y < 1, se réécrit :

2> +y*)P< - yz%(% 855) =0, (5.55)
ouy(k,Y,s) = y(k, eY,s) = s + ikM(Y). Les conditions de raccord deviennent :
Pe(k,0,5) = P-(k, 0, 5),
~ = 5.56
€ %(k, 0,s) = 855 (k,0,s), ©20
et la condition de paroi rigide s’écrit :
pou
—(k,1,s) = 0. (5.57)

Y

On introduit maintenant les développements asymptotiques formels en ¢ de p, et IBEL On pose:
pek,y,8) = POk, y,5) + 0" (k, y,8) + €2 PPk, Y, 8) + ..

Pk, Y, 5) = P, (k, X;s) + € PL (k, Y, ) + €2 P2, (k, X;5) + .

Nous allons chercher a éliminer les inconnues P/, dans la couche limite, pour aboutir a un probleme
aux limites en p/ avec une condition d’impédance approchée en y = 0 (quand ¢ — 0).

Analyse des termes d’ordre 0 en ¢ des équations.

— Dans le demi plan y < 0, la premiére équation de (5.54) donne a I'ordre O en ¢ :

PP
(I + (s + ikMe)?) p° - PR 0. (5.58)

— Dans la couche limite, 0 < Y < 1, I'équation (5.55) donne a l'ordre O en ¢ :

8(1 arY,

WﬁaY):O’ 0<Y<1. (5.59)
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— Les conditions de raccord (5.56) donnent :

ﬁo(k; 0/ S) = FgL(k/ 0/ S)/

_ (5.60)
i) (k,0,s) =0
8Y 77 M

— Enfin la condition de paroi rigide (5.57) donne :

oP%,
(k. 1,5) = 0.

De (5.59) on déduit que la fonction
1 0P
Y — CL
- y2 dY
est constante. La deuxiéme équation de (5.60) nous dit que cette constante est nulle et par consé-
quent :

dP°
a_;L(k/ Y/S) =0.

La fonction Y — IBEL est donc constante. En utilisant la premiere équation de (5.60) nous obtenons :

PO (k,Y,s)=7°(,0,s), VYO<Y<IL. (5.61)
CL p

Analyse des termes d’ordre 1 en ¢ des équations.

Dans le demi plan y < 0, la premiere équation de (5.54) donne alI'ordre 1 en ¢ :

(K2 + (s + ikM )2)~1—ﬁ—0 <0 (5.62)
. E y<0. .

Dans la couche limite, 0 < Y < 1, I’équation (5.55) donne a 'ordre 1 en ¢ :

9 ;1P
W(;W) =0, O0<Y<L (5.63)

Les conditions de raccord (5.56) donnent :

7'(k,0,5) = PL, (k,0,s),

= 5.64)
o oP!, (
8_y(k’ 0/ S) - 8Y (k/ 0/ S)'
— Enfin la condition de paroi rigide (5.57) donne :
oP,
G (k,1,5) =0. (5.65)
De (5.63) on déduit que la fonction N
1 9P},
H —

y2 dY
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est constante. (5.65) nous dit que cette constante est nulle, par conséquent :
JPL,
k,Y,s) =0.
5y & Ys)=0
La fonction Y — F%L est donc constante. De (5.64) nous obtenons :
PL(kY,s)=p'(k0,s), VYO<Y<1,
et surtout
& (k,0,5) =0 5.66)
ay 4 IS) - . ( .
Analyse des termes d’ordre 2 en ¢ des équations.
— Dans le demi plan y < 0, la premiére équation de (5.54) donne a 'ordre 2 en ¢ :
PP
; 2\72 —
(k2+(s+lkM°°))p_8_y2_O' y<0.
— Dans la couche limite, 0 < Y < 1, I’équation (5.55) donne a I'ordre 2 en ¢ :
~ 9 (1 JP2
2\p0 2 CcL) _
(k2+7/)PCL—yW(; ay)‘o’ 0<Y<1. (5.67)
— Les conditions de raccord (5.56) donnent :
p*(k,0,5) = P, (k,0,5),
= 5.68)
5! P2 (
—(k,0,5) = —=(k,0,59).
5y 009 = 50,9
— Enfin la condition de paroi rigide (5.57) donne :
813% k,1,5) =0 5.69
aY ( 7 -7 S) - . ( . )
—

. . p- . . . . —i
On cherche maintenant une expression pour —— en 0 ne faisant intervenir que les inconnues p’.

dy

(5.67) peut se réécrire :

D2 2 2
i(% 8PCL) _ k +27/ F(C)L
dY\y2 Y %
En utilisant (5.61) on obtient :

9 ,19P%\ K+,
avlaay )= E k0

On integre ensuite par rapport a Y entre 0 et 1 ce qui donne :

2

813‘2 813‘2 142 2
L 15y CL(k,O,s):f 4y Pk0,5).
0 )4

y2(k,1,5) Y y2(k,0,s) Y
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Compte tenu de (5.69), le premier terme du membre de gauche estnuletona:

313?1 2 L+
8Y (k/ OIS) - _7/ (k/ OIS) j(; >

Yy p°(k,0,s).
14

Grace a la deuxieme équation de (5.68) on obtient :

apt fl K +92(k, Y, )
0

p R ho
P (k05) = —(s + ikMs dy 7°(k,0,5). 7

Nous avons donc formellent défini (p°,p') par les équations (5.58) et (5.62) et par les conditions
(5.66) et (5.70). Nous pouvons donc construire le probleme approché a l'ordre 1 en ¢.

5.5.4 Construction du probleme approché
Le probléme approché dans les variables (k, y, s)

L'idée est qu'une bonne approximation (du premier ordre en ¢) de la solution devrait étre
fournie par la fonction :
el — 50 -1
pr=p tep,

qui satisfait compte tenu de (5.58) et (5.62) :

(K2 + (s + ikMo)?) P! AT 0
s+i OO))p - P =g y<0.

Condition limite en y = 0. Nous avons :

e, 1 0 51

ap _Jp dp
E» (k,0,s) = 8_y(k' 0,8)+¢ 8_y(k' 0,s),

ce qui devient compte tenu de (5.66) et (5.70) :

opert K2 +92(k, Y, 9)
k,0,5) =—¢ s+ikM002f —

dy ( ) ( ) o YAk Ys)

12 4 yZ(k, Y, s)

y2(k, Y, s)

dy 7p°(k,0,s)

= —¢& (s + kMo )? f
0

L’idée est de conserver une approximation de la méme qualité (toujours du premier ordre) en
supprimant les termes O(¢?). Autrement dit nous proposons le probléme approché suivant :

dy pl(k,0,s) + O(e?).

32"'5,1 .
(K + s + ikM)?) 5! — 81;2 -3 y<o,

(5.71)
¢, 1

dp
dy

(k,0,5) = € O(k,s)p** (k,0,5),

oul’on a posé :

112 2
O(k,5) = —(s + kMoo)? f R +2kYs)

0 yz(k/Y/S)

Remarque 5.14 Il est clair que la condition limite garde en mémoire la couche limite puisqu’elle fait
intervenir le parametre ¢ ainsi que le profil M(Y) a travers y(k, Y, s).
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Le probleme approché dans les variables (x, y, t)

Ce qui précéde nous amene a introduire un opérateur pseudo-différentiel "d’ordre -2", agissant
sur les fonctions causales des variables (x, ). Cet opérateur est défini par son symbole Fourier-

1
Laplace qui est égal a f 1/y* dY. De facon précise, si ¢(x,t) — @(k, s) désigne la transformation
0

de Fourier-Laplace en (x, t) nous introduisons 1 y tel que :

Ta@k,s) = Tk, s) Pk, s),

1
— 1
9= || iy

On notera que le symbole 1 5 est homogene de degré -2 en s et k. Cet opérateur est bien entendu
non local en espace et en temps, mais on peut en faire une description a I’aide d’opérateurs locaux.
Ainsi :

1
T pp(x, t) = j(; Ymx, Y, 1) dY

ol les fonctions (x,t) — Ym(x, Y, t), Y € [0,1] sont solutions des problemes d’évolution :

d d\2
(5 +MM5-)vm = ¢, xe€R teR

Um(x,Y,00 = 0, xeR, t<0.
o

7(3@ Y, 0)

Il s’agit d'une famille d’équations de transport 1D d’ordre 2 dans la direction x dans lesquelles la
variable Y joue le role de parametre. Apres résolution explicite de ces équations on voit que J p(
est encore défini par :

0, xeR, t<0.

1 t
Taip(x, t) = fo fo (t =) p(x = M(Y)E, ') dt’ dY.

A partir de (5.71) le probleme d’évolution que nous proposons de résoudre comme alternative,
pour approcher (5.51), s’écrit :

J J ’ g1 g1
o + Moo == p- _Ap’ =0, (x/y)ERX]_OO/O[/t>O;

ot ox
1 ) X (5.72)
o P J 1 .1
5 (x,0,) = —¢ (E +Mm£) | 7d - IMﬁ]p (x,0,t), xeR >0,

ol Jd est I'identité et 7 5 est I'opérateur défini précédemment.

5.5.5 Analyse de stabilité modale

Nous allons étudier le caractere bien posé du probleme approché (5.72). Pour cela nous allons
une nouvelle fois utiliser la méthode de Kreiss, expliquée a la section 5.4.1 de ce chapitre. Nous
cherchons une solution non triviale du probleme, de la forme :
g1 (

P (x, Y, t) = pa e eV e,
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aveck € R, & € C tel que Re (&) >0, s € C tel que Re(s) > 0 et p, € C non nul. Nous allons sauter
la plupart des calculs compte tenu du fait que nous avons dérivé le probléeme limite dans I'espace
de Fourier-Laplace. En injectant cette expression dans I'équation (5.72) on obtient :

&= ((s+ kM2 +R2)".

La condition limite nous donne alors 1’équation caractéristique suivante :
Epa =< Q(k/ 5) Pa,

c’est-a-dire en utilisant la définition de O et en divisant par p; :

lk2+)/2(st)
= —e12(k,0, f— ~ dY.
R R

En posant 0 = s/k cette équation devient :

11+ (0 + z'M(Y))2 Y

(0 +iMo?+1)" = —e K (0 + iM)?
(0 + M2 +1)" = el (o +i fo(WMm)z

qui se réécrit en utilisant la définition (5.21) de F<" :

V1+ (0 +iM)? + €lk| (0 + i Mw)? (1 — F<(i)) = 0.

On retrouve la méme équation caractéristique que pour le modeéle approché obtenu en utilisant
les équations de Galbrun (cf. (5.39)). Les résultats sur le caractere bien posé sont donc les mémes et
nous pouvons en particulier énoncer la proposition suivante qui se démontre comme la proposition
5.2 page 152.

Proposition 5.5  Le probléme approché, composé des équations (5.23) et de la condition limite (5.24), est
bien posé si et seulement si I'équation
') =1

n’a que des solutions réelles.
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ANs le chapitre précédent, nous avons dérivé un probleme approché basse fréquence pour
la propagation du son en présence d'une paroi plane rigide, en tenant compte de la couche
limite de I’écoulement. L’objectif du chapitre dont ces quelques lignes constituent 1'introduction,
est d’étendre 1'étude du chapitre précédent a des parois absorbantes. En effet, de nombreux
dispositifs sont utilisés par les industriels pour limiter le bruit. Ces parois sont généralement
modélisées par une condition d’'impédance reliant la pression a la vitesse normale. L'impédance,
le rapport entre ces deux quantités, est notée Z. Elle peut étre prise constante ou dépendante de
la fréquence. Les modeles les plus usuels sont rappelés dans la premiere section. On s’intéressera
essentiellement dans ce chapitre a des impédances constantes.
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Ces conditions d'impédance sont valables quand 1’écoulement est nul a la paroi. Lorsque 1'écoule-
ment est non nul on utilise généralement la célebre condition de Myers [Mye80]. Il a été démontré
que cette condition entraine l'existence de modes instables [Eve91] de type Kelvin-Helmholtz
[Tes73b]. Récemment, Brambley a montré pour plusieurs modeles d'impédance que cette condi-
tion aboutissait a un probleme mal posé (cf. [Bra09]). On donne dans la deuxiéme section une
preuve analytique simple, dans notre configuration et en présence d'un écoulement parallele
constant, du caractere mal posé de la condition de Myers, au moins pour des petites valeurs de la
vitesse de 1’écoulement. Ces observations remettent en cause la 1égitimité de 1'utilisation de cette
condition de Myers. C’est pourquoi ce chapitre revét une importance supplémentaire par rapport
au chapitre précédent. En effet, dans le cas d'une paroi rigide, la prise en compte de la couche
limite améliore la précision. Ici, c’est crucial car si on la néglige, le probleme est fortement mal posé.

On va supposer que la modélisation de la paroi absorbante est bonne et que c’est du coté du fluide
que le bat blesse. L'idée que 'on va suivre est de prendre en compte la couche limite de 1’écoule-
ment, comme nous 'avions fait au chapitre précédent. Nous commencons par dériver le probleme
approché en utilisant les équations de Galbrun, cela au moyen d’une analyse asymptotique. La
condition limite ainsi obtenue fait une nouvelle fois intervenir la résolution du probleme limite du
tube (1.9), étudié dans la premiere partie de cette these. Nous nous consacrons ensuite a 1'étude
du caractere bien posé de ce probleme approché et de la nouvelle condition d’impédance. Pour Z
constant, a I’aide d’une technique de perturbation similaire a celle présentée au chapitre 2 dans la
section 2.4 nous parvenons a trouver des conditions sur le profil a l'intérieur de la couche limite
qui assurent le caractere bien posé du probleme, cela pour Z suffisamment grand (cf. théoréme
6.2). Nous nous intéressons ensuite a des impédances dépendant de la fréquence. On montre
que si I'impédance est équivalente & Cw* a haute fréquence alors, pour u > 0 (resp. u < 0) le
probléme est bien posé si et seulement si le probleme limite du tube (1.9) I'est (resp. mal posé).
Finalement, nous donnons l'approche eulérienne. Au lieu d’utiliser les équations de Galbrun,
nous considérons celles d’Euler linéarisées (qui sont équivalentes). A ’aide de la transformation
de Fourier-Laplace nous obtenons une seule équation sur la pression. C’est sur cette équation que
nous menons ’analyse asymptotique qui va nous donner un probleme approché, dont1’analyse de
stabilité est présentée et est équivalente a celle précédemment menée pour le probléme approché
issu des équations de Galbrun.
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6.1 QU’EST CE QU'UNE PAROI IMPEDANTE

6.1.1 Présentation

Ce que nous appelons une paroi impédante est aussi appelé une paroi absorbante. Il s’agit
d’une paroi sur laquelle on a mis un traitement acoustique. En acoustique, il est courant de
caractériser une telle paroi par une seule quantité Z, I'impédance. Sans écoulement la condition
de paroi impédante s’écrit :

p=20;Un,

ou p est la pression, U est la perturbation du déplacement lagrangien. Compte tenu de la relation
p=-divl,
montrée dans 'annexe A, la condition de paroi impédante peut se réécrire :
divU+Z9d;Un =0. (6.1)

Remarque 6.1 Lorsque Z — +oo on retrouve la condition de paroi rigide.

Le modéle le plus simple est celui d'une impédance Z constante, réelle positive. Plus généralement,
on considere Z (la "transformée de Laplace" de Z) tel que :

divU—-iwZU.n = 0.
Z est pris complexe et dépendant de la fréquence :
Z=R+iX,

ol R est la résistance et X la réactance. R est souvent pris indépendant de la fréquence au contraire
de X. On trouve essentiellement dans la littérature les modéles suivants (avec une dépendance en
eiwt) .

— Le modele a trois parameétres :

Z(w) =R + % +iwC © Z(@)=R+Kd ' +Ca,

ou R, K et C sont trois constantes positives. Ces trois quantités sont généralement mesurées
de maniere empirique [TA96], mais peuvent provenir également d’un modele physique
théorique (cf. par exemple [Rie06]).

— L'impédance peut aussi étre obtenue analytiquement. Par exemple, pour un résonateur
d’Helmholtz, on trouve souvent I'expression :

Z(w) = R + iwC — i cot (wL).

On en trouve une version augmentée dans [Rie06].
— On peut trouver d’autres modéles, semi-empiriques (comme un modele a deux parameétres
dans [LTA97]), ou théoriques (cf. le livre de Morse et Ingard [MI86]).
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6.1.2 Etude du caractére bien posé sans écoulement

On considere le domaine ( = RX]— oo, 0[. On s’intéresse ici au caractére bien posé du probleme
sans écoulement muni de la condition d’impédance (6.1) en y = 0, avec une impédance constante
positive (Z > 0). Dans la suite nous allons chercher a dériver une condition limite impédante en
présence d'un écoulement a partir de cette condition (6.1). C’est pourquoi le caractere bien posé
sans écoulement est une condition préalable nécessaire. En effet, nous ne pouvons espérer obtenir
une condition limite avec écoulement qui aboutisse & un probléeme bien posé en partant d’une
condition limite qui aboutit & un probleme mal posé sans écoulement. Nous utilisons une fois de
plus une analyse de Kreiss. Dans la situation présente, les équations de Galbrun (2) s’écrivent :

? 9 (ou IV
ﬁ”‘£($+@)-0
, (y e, t>0. (6.2)
P9 (U, IV)_,
ot? dy\ox  ady)

ou U(x, y,t) et V(x, y,t) sont respectivement les composantes selon x et selon y de la perturbation
du déplacement Lagrangien. On compléte ces équations par une condition de paroi impédante :

(0xU + 9, V) (x,0,) + Z3; V(x,0,t) = 0. (6.3)

On pose:
{ U(x,y,t) = U, e eV e,

V(x,y,t) = V, e eV e,

aveck € R, & € C tel que Re (&) >0, s € C tel que Re(s) > 0 et U, et V, sont deux constantes
complexes non toutes deux nulles. En injectant ces expressions dans les équations (6.2) cela donne:

s> U, — ik (ikU, + £V,) = 0,
s? Vo =& (kU, + EV,) =0,
puis
ik&
=5V
s2 + k2

PV, —ik&EU, - &2V, = 0.

En injectant la premiére équation dans la deuxieme on a :

ik &
YA
(6.4)
k2 52
2 2 _
S Va+52+—k2Va—£ V,=0.

Nécessairement V,, # 0 car dans le cas contraire U, serait elle aussi égale a 0. On peut donc diviser
la deuxieme équation par V, :
) k2 52
s+
s% + k2

-&=0,

puis en multipliant par s? + k2 :
52(52+k2)—5252 =0,



6.1. Qu’est ce qu'une paroi impédante 175

d’ot finalement :

E =5+
Puisque Re (&) > 0, en prenant la coupure de la racine sur R_ et sa détermination a partie réelle
positive, on obtient :
E=Vs2 412,
et puis a partir de (6.4) on obtient I'expression suivante de U, :
ik

a:_va- :
u 5 (6.5)

L’étape suivante de I'analyse de Kreiss consiste a prendre en compte la condition limite (6.3) en
injectant les expressions obtenues pour U et V. Cela donne :

kU, +EV,)+ZsV,=0.

En utilisant I'expression (6.5) de U, et en divisant par V, on obtient :

12
(?k +5)+Zs:0,

qui donne apres simplification, en utilisant & = Vs? + k2 :
s+Z Vs> +k*=0.

Si on pose o = s/|k| cette équation devient :

o+Z V1+02=0. (6.6)

On sait alors que le probleme est mal posé si et seulement si il existe une solution o., a partie réelle
positive, de cette équation. Compte tenu du choix de la racine carré et du fait que Z > 0, 0. est
nécessairement a partie réelle négative. Le probleme est donc bien posé.

Cas d'une impédance quelconque : On aurait obtenu la méme équation caractéristique :
s+ Z(s) Vs2 + k2 = 0.

On suppose Z(s) ~lsl>+00 8. On pose o = s/|k|. Par une étude similaire a celle menée au paragraphe
page 151, on montre que c’est le comportement quand |k| tend vers +oo qui est important. Il faut
donc étudier la partie de plus haut degré en k de I’équation caractéristique. Plus précisément on
obtient :

ou > 0: Le probleme est bien posé si et seulement si I’équation :

V1+02=0,

n’a que des solutions a partie réelle négative ou nulle. Or les seules solutions de cette équation
sont +i. Le probléme est donc bien posé.
o1 < 0: Le probléme est bien posé si et seulement si 1’équation :

o=0,

n’a que des solutions a partie réelle négative ou nulle. Le probléme est donc bien posé.
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6.2 (CARACTERE MAL POSE DE LA CONDITION DE MYERS

Quand l'écoulement estnon nul a la paroi on utilise généralement la célébre condition de Myers
[Mye80], rappelée ci-dessous (6.9). Récemment Brambley a montré, dans plusieurs situations,
que cette condition aboutissait a un probleme mal posé [Bra09]. Nous voulons confirmer ici ces
observations. Nous nous intéressons au caractere bien posé de notre probleme dans le demi
plan négatif, en présence d'un écoulement parallele constant, avec la condition de Myers a la
paroi. Nous allons montrer, analytiquement, que le probleme est mal posé, au moins pour des
petites valeurs de la vitesse de I’écoulement. A l'inverse nous montrons que pour une vitesse
d’écoulement suffisamment grande, le probleme est bien posé. Il peut sembler paradoxal que le
probleme devienne bien posé pour des écoulements a grande vitesse, pourtant nous en avions
déja fait I’expérience lors de 1’étude du profil discontinu bi-couches dans le chapitre 2.

Nous considérons le domaine Q =R X | — c0,0] :

Y rdivU—l—Z&U.nzO

x

Moo

Fic. 6.1 — Configuration avec écoulement uniforme et condition de Myers a la paroi

Nous supposons que ce domaine est rempli par un fluide parfait compressible qui est en mou-
vement. De plus, nous supposons que I'écoulement est stationnaire, laminaire et uniforme. Par
conséquent, I’écoulement est caractérisé par son profil de Mach (rapport entre la vitesse de 1’écou-
lement et la vitesse du son), M. Les équations de Galbrun (2) s’écrivent alors :

J 0 \2 0 (dU 0V
(§+Moo£)u—£($+a—y)—0
, (xy)eQ, t>0. (6.7)
Jd 0 \2 d (U JV
(§+Mm£)V—a—y($+@)—0

ou U(x, y,t) et V(x, y,t) sont respectivement les composantes selon x et selon y de la perturbation
du déplacement Lagrangien.

On complete ces équations par une condition de paroi impédante en y = 0. La condition de Myers
s’écrit alors en variables eulériennes :
(0t + Mosdy) p(x,0,t) = Zdyu.n(x,0,1), (6.8)

ol p est la perturbation de pression, u = (1, v) est la perturbation de la vitesse eulérienne et Z > 0
est I'impédance. La relation de correspondance (A.14) page 219 entre les variables d’Euler et de
Galbrun, montrée en annexe, donne dans le cas présent :

u= (8t + Mooax)U,

p=-divU,
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ou U = (U, V) est la perturbation du déplacement lagrangien. La condition de Myers s’écrit alors
en variable de Galbrun :
divU+Z9d;Un =0. (6.9)

Remarque 6.2 En variable de Galbrun, la condition de Myers est donc la méme que la condition
impédante avec écoulement nul a la paroi. Cela accrédite l'idée que la formulation de Galbrun est mieux
adaptée aux problemes de paroi.

Analyse de stabilité de type Kreiss On pose:
Ux, y,t) = U, e* eV e,
V(x/ y/ t) = VLZ eikx eéy eSt/

aveck € R, & € C tel que Re (&) >0, s € C tel que Re(s) > 0 et U, et V, sont deux constantes
complexes non toutes deux nulles. En injectant ces expressions dans (6.7) on obtient (voir analyse
de stabilité menée dans la section 5.4.1 page 148) :

&= (s + ik Mu)? + K2, (6.10)
et i
m:%w. 6.11)

Nous allons maintenant utiliser la condition limite de Myers (6.9) qui donne :
(kU, +EVy) +ZsV, =0,

ce qui devient en utilisant 'expression (6.11) de U, et en divisant par V, :

k2
-——+&+Zs=0.
5 <

En multipliant par & et en utilisant (6.10) on a :

(s + ik Mo)? + Zs V(s + ik Mo )? + K2 = 0.

On pose o =s/k:
(0 +iMew)? +sign(k) Zo (0 +iMw)? +1 =0, (6.12)
ou sign(k) désigne le signe de k. On sait que si cette équation admet une solution o. a partie réelle

positive (resp. négative) pour k positif (resp. négatif) alors le probleme est mal posé.

Démonstration du caractére mal posé pour M., "petit". On pose 0 = M T ce qui donne:

Mo (T + )% + sign(k) Z 7 A/M2,(t +i)2 +1 = 0.

Pour M, = 0 on voit que 7 = 0 est solution. Il existe donc une branche de solution 7(M) telle que
7(0) = 0. En faisant un développement au voisinage de 0, on obtient :

—M + sign(k) Z 1(Mw) + 0(Mo) =0,
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ce qui donne : 1(Ms) = sign(k) % + 0(Mc), puis

2
0(Mo) = sign(k) % +o(M?2).

Finalement, on obtient :
2

M
S(M) = I =2 + o(M2)

Ainsi le probleme est mal posé pour M., petit.

Enrésolvant numériquementl’équation (6.12), on observe, a Z fixé, 1'existence d"une valeur critique
de M au-dela de laquelle toutes les solutions sont imaginaires et, par conséquent, le probléme
est bien posé. En deca de cette valeur le probléme est mal posé.

Démonstration du caractére bien posé pour M, "grand". A la lumiére de I'observation précénte
on cherche a montrer que le probleme est bien posé pour M suffisamment grand. Pour cela, il
suffit de montrer que (6.12) n’a que des solutions imaginaires. On commence par élever (6.12) au
carré pour obtenir :

(0+iMo)* =Z20% (0 +iMo)? +1).
Onposeo =iMe A, 0na:

M+ 1)t = =22 M%, A% (1 - ME(A +1)?),

puis en posant i = A + 1 on obtient :

1
ut+ 72 (u -1y (M_2_ 2):0.

On réécrit cette équation comme suit :

f(w) = I (6.13)
ou .
N [ _ 2
fop w-1ez "

Si cette équation n’a que des solutions réelles alors le probleme est bien posé. Les solutions sont les
racines d’un polyndme de degré 4 (dés que Z2 # 1), elles sont donc au plus quatre. Ce polynéme
étant a coefficients réels, sil’on trouve trois racines réelles alors elles le seront toutes. On commence
par regarder ce qui se passe lorsque |Ms| — +00. On cherche donc les zéros de f. Cela revient a
chercher les racines du polynoéme :

P(u) = p?(p? = 2% (u—1)%).

0 est racine double et les deux autres racines sont :

On a alors l’alternative suivante :
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- PourZ>1,0ona0< pu- <1< uy. P, donc f est de signe négatif a I'extérieur de ces racines.

— PourZ <1,onap;: <0< pu- <1. P, donc f est de signe négatif a l'intérieur de ces racines.

Sur les figures suivantes on représente en bleu la fonction f et en rouge la droite u = 0, pour
Z=2>1agaucheetZ =0.8 <1 adroite.

FiG. 6.2 — Graphe de la fonction f, pour Z > 1 a gauche et Z < 1 a droite.

La figure suivante présente un zoom de ces graphes sur la zone d’intérét :

\
o i
o Th T j -1
7z Loz
o i

L L L L L L L L L . L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 £ -4 -3 2 1 [ 1
7 T

Fic. 6.3 — Zoom du graphe de la fonction f, pour Z > 1 4 gauche et Z < 1 a droite.

On cherche maintenant a résoudre (6.13) que 1'on rappelle ici :

1

fw) = _M_go'

On a alors l’alternative suivante :

- Z > 1 : puisque f est négative sur [0, u_], nulle en 0 et u_ (cf figure 6.3, a gauche), alors
pour M., suffisamment grand nous aurons deux solutions dans cette intervalle. Compte
tenu du comportement de f en +oo (cf figure 6.2, a gauche) nous aurons deux solutions
supplémentaires dans les intervalles ] — oo, 0[ et ]1, +co[. Nous avons trouvé quatre solutions
réelles, le probléme est donc bien posé.
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- Z < 1 : puisque f est négative sur [p4,0], nulle en 0 et u, (cf figure 6.3, a droite), alors
pour M., suffisamment grand nous aurons deux solutions dans cette intervalle. De plus,
f est négative sur [0, u_], nulle en 0 et u_ (cf figure 6.3, a droite). Par conséquent, pour
M, suffisamment grand nous aurons deux solutions supplémentaires dans cette intervalle.
Nous avons trouvé quatre solutions réelles, le probleme est donc bien posé.

C’est ce que montrent les deux propositions suivantes.
Proposition 6.1  Supposons Z > 1. Soit Mg, > 0 défini par (cf figure 6.3) :

4
. g 2 1

f ———— -y =- )

yeﬁtr)}#-[ (u—1)?22 H M2

Alors, pour tout |[M| > MS, le probleme est bien posé.

DiMONSTRATION. Pour montrer que le probleme est bien posé, il suffit de montrer que 1’équation
(6.13) a quatre solutions réelles.

e f est négative sur [0, u_], nulle en 0 et u_. On montre, en utilisant le théoréeme des valeurs
intermédiaires, que pour |[M«| > M¢, I'équation (6.13) a au moins deux solutions dans cet intervalle.

e festnulle en 0 et lim,_c f(u) = —oo. Ainsi 'équation (6.13) a nécessairement une solution
dans l'intervalle ] — oo, 0].

e Puisquelim 1 f(1) = +ooetlimy 0 f(¢t) = —00, on montre 'existence d’au moins une solution
dans l'intervalle |1, +oo[.

On a trouvé quatre solutions réelles, le probléme est donc bien posé.

Proposition 6.2  Supposons Z < 1. Soit MS, > 0 défini par MS, = max(M%", M%) (cf figure 6.3) oix :

4 4
inf ‘u——yzz— ! et inf ‘u——yzz— L
uelopu-l (p —1)2 22 M2 uelus 0 (4 — 1)2 Z2 M2

Alors, pour tout |[M| > MS, le probleme est bien posé.

DEMONSTRATION. Pour montrer que le probleme est bien posé, il suffit de montrer que 1’équation
(6.13) a quatre solutions réelles.

e festnégative sur [0, u—], nulle en 0 et u—. On montre, en utilisant le théoreme des valeurs inter-
médiaires, que pour |[Mw| > MZ" 1'équation (6.13) a au moins deux solutions dans cet intervalle.

e f estnégative sur [u,0], nulle en 0 et ... On montre, en utilisant le théoreme des valeurs inter-
médiaires, que pour [M| > Mg, I'équation (6.13) a au moins deux solutions dans cet intervalle.

Ainsi, pour |IMs| > MS,, on aura quatre solutions réelles. Le probleme est donc bien posé.

O
On a montré que, pour tout Z > 0 différent de 1, il existe une valeur critique M¢, > 0 telle que,
pour tout [Me| > MY, le probleme est bien posé. Il s’agit donc d’une condition suffisante, et on
pense qu’elle est aussi nécessaire. La valeur de M¢, est donnée pour Z > 1 (resp. Z < 1) dans
la proposition 6.1 (resp. la proposition 6.2). On peut la calculer numériquement ce qui donne la
fonction suivante :
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Fic. 6.4 — M, en fonction de Z.

On observe que la fonction est continue en Z = 1. Cela s’explique par le fait que I'on a pour
tout Z, MZ" > MZ . On voit par ailleurs que lorsque Z — 0, M5, — +oo : plus Z est petit plus
il faut prendre M., grand pour que le probléeme soit bien posé. Lorsque Z — +o00, M, — 1. En
particulier, M, est toujours supérieur a 1, ce qui signifie que le caractére bien posé n’est assuré que
pour des régimes supersoniques. Par ailleurs, ces valeurs de M, correspondent a celles observées
en résolvant numériquement I'équation (6.12).

6.3 CONSTRUCTION DU PROBLEME APPROCHE : NOUVELLE CONDITION LIMITE

Nous avons montré que la condition de Myers n’était pas satisfaisante. Afin de dériver une
condition limite convenable, notre idée est de prendre en compte la couche limite de 1’écoulement
de référence. Nous considérons qu'un écoulement non nul a la paroi n’est que l'idéalisation
d’un écoulement qui se raccorde a 0 sur la paroi sur une petite distance. A 1'aide d"une analyse
asymptotique identique a celle menée dans le chapitre précédent nous allons dériver une condition
approchée a la paroi. La nouvelle condition approchée fera intervenir le probléme limite du tube
étudié dans la premiere partie de cette these, dont nous mettrons a profit les résultats. Ce qui suit
est trés proche de ce qui a été fait dans le chapitre précédent. Nous remplagons simplement la
condition de rigidité par une condition de paroi impédante. Le lecteur familier avec la démarche
pourra dong, suivant sa volonté, aller directement aux résultats.

6.3.1 Position du probleme
Nous considérons le domaine Q, =R X | — o0, €] :

Y
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Nous supposons que ce domaine est rempli par un fluide parfait compressible qui est en mou-
vement. De plus, nous supposons que I’écoulement est stationnaire et laminaire. Par conséquent,
I’écoulement est caractérisé par son profil de Mach, M, (y) (rapport entre la vitesse de 1’écoulement
et la vitesse du son). Les équations de Galbrun (2) s’écrivent alors :

2 Jve (U, aV.)
(5 + M0 50 5 (T + 5] o
, (y) eQ,, t>0. (6.14)
2 I 2 (U, IV,
(5 +M0) 52 Ve 52 G+ Te) =0

ou Ug(x, y, t) et Vi(x, y, t) sont respectivement les composantes selon x et selon y de la perturbation
du déplacement Lagrangien.

On compléte ces équations par une condition de paroi impédanteen y = ¢ :

U, JV, IV,
( axL + ay‘—)(x,é',t)'i'za_tb(x,g/t):o/ XER, t>0/ (615)
oul'impédance Z est prise constante et positive. On se restreint a une classe particuliere de profils :
M (z), O<y<eg,
Me(y) = €
Moo, y <0,

avec M € W>(]0, 1[) tel que M(1) = 0. Nous supposons donc que dans la couche limite y € [0, €]
le profil est obtenu par scaling d"une fonction M, comme dans le cas du tube. De plus, le profil se
raccorde a une valeur constante M, pour y < 0.

6.3.2 Réécriture comme un probléme de transmission
On commence par écrire le probléme (6.14) comme un probleme de transmission entre :
U, = Ue|y<0/ USL = Us|0<y<s/
Ve = V£|y<0/ VSL = Ve|0<y<s'
Remarque 6.3  Attention, nous gardons la méme notation pour les inconnues dans le demi-plan y < 0.

Nous avons maintenant le systéme d’équations suivant dans la couche limite :

(2 + M.y %)ngL _9

d (JUs N Ve 0
ot ox\ox oy |
) P) 5 (U gve , (ty) eRx]0,¢[, t>0, (6.16)
i _ 2 cL _ 7 & £ _
(57 +Me(w) 5-) Ve ay\ax Ty ) 7Y
et dans le demi-plan inférieur y < 0:
0 d \2 d (U, IV, _
G+ M 30) f_a_x(8x+8y)_0
J 9 J (U, IV ;Y ERX] =00 t>0.  (6.17)
2 U, A
(Gi + M 55) E_a_y(axJ“c?y)_O
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Les deux systémes ci-dessus sont complétés par les conditions de raccord en déplacement normal
et en divergence a l'interface y = 0 :

Ve(x,0,t) = VS(x,0,t)
JdU. IV, JUS  gVe , xeR, t>0.
(W + a—y)(x,O,t) = (7 + W)(x'o' )

La condition de paroi impédante se réécrit :

U JVet
( ax dy

CL

A
)(x,e,t)+Z 8; (x,e,)=0, xeR, t>0.

6.3.3 Analyse asymptotique

On cherche une condition d'impédance en y = 0, qui soit une idéalisation de la couche limite,
valable quand ¢ — 0. Pour l'obtenir, il nous faut éliminer les inconnues dans la couche limite.
Nous commengons classiquement par effectuer le changement d’échelle

_Y
y*Y—y

dans la couche limite, qui nous permettra de travailler sur un domaine géométrique fixe Q =
R % ]0, 1[. En procédant au changement d’inconnues suivant :

y

s
&

y

Ut (x, y,t) = U (x, t) et Vi(x, y,t) = Vi* (x, = t),

les équations de Galbrun (6.16) dans la couche limite se réécrivent :

) oV o 9 ous v\
é(§+M(Y)£) LIS —a—x(é ox + aY)-O,

P a\ o [ U gy
219 v CL_ _~ e 4+ ¢ )=
¢ (8t+AﬂY)8x)<V€ ay(g ox Iy ) 0

(x, Y) e Rx]0,1[, t>0, (6.18)

les conditions de raccord deviennent :

V.(x,0,t) = V&(x,0,t)

(Ve , 9V (5,0,1) = V9U§L+9V§L( n xeR, t>0, (6.19)
“\ox Ty JEOD=Eo Ty )0
et la condition de paroi impédante s’écrit :
auSL+anL 1,t) + Zang 1,t)=0 eER, t>0 6.20
o Ty |l el w20 veR 120 (620

On introduit maintenant les développements asymptotiques formels en ¢ de U,, V,, U" et V&
Dans le demi-plan y < 0 on pose :

U.(x,y,t) = Ux, y, 1) + e UN(x, y, t) + 2 UP(x, y, t) + ...

Ve(x,y,t) = V(x, yt)+e Vi, y,t)+ 2 V2(x, vt + ..
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De la méme maniére, on écrit dans la couche limite :
US(x, Y, 1) = U2 (x, Y, t) + e UL (x, Y, t) + 2 U (x, Y, t) + ...
Ve, Y1) = Vo, ) + e VE (x, Y1) + 2 VA (x, Y, 1) + ...
Nous allons chercher a éliminer les inconnues UéL et VéL dans la couche limite, pour aboutir a

un probléme aux limites en U/ et V/ avec une condition d’impédance approchée en y = 0 (quand
e —0).

Analyse des termes d’ordre 0 en ¢ des équations.

Dans le demi-plan y < 0 les équations (6.17) donnent a 'ordre O en ¢ :

d d\2 o 9 (oU’  IJVY\
($+MMiV1‘at$*3;%”
, (x,y) € RX] —0o0,0[, t>0. (6.21)
J d\2 0 9 (U’ IV
($+Mma)v‘aﬁ3;+aﬂ—o

Dans la couche limite 0 < Y < 1 les équations (6.18) donnent a I'ordre O en ¢ :

VgL =0
, (x,Y)eRx]0,1[, t>0. (6.22)

Les conditions de raccord (6.19) donnent :

VO(x,0,t) = VO (x,0,t),

0 , xeR, t>0. (6.23)

VCL( 0,)=0

oy P =

— Enfin, la condition de paroi impedante (6.20) mene a :
Ve 1,t)=0 eR, t>0 6.24
81/(x,,)—,x , . (6.24)
De (6.22), on déduit que la fonction
d
(@) = Vo

est constante. Celle-ci est nulle compte tenu de la deuxiéme équation de (6.23). Par conséquent,
VY, est une fonction indépendante de Y. La premiére équation de (6.23) donne :

VO (x,Y,t) = VOx,0,t), (xY)eRx[0,1], t>0. (6.25)

Remarque 6.4 Le fait que Y — VO soit non nulle, constitue une réelle différence par rapport a I'étude
menée au chapitre précédent en présence d’une paroi rigide.
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Analyse des termes d’ordre 1 en ¢ des équations.
— Dans le demi-plan y < 0 les équations (6.17) donnent a 'ordre 1 en ¢ :
0 a\2 4 9 (out oV!
(3 + M- 5 J U ‘@(Ww—y =0
, (x,y) € RX] —o0,0], t>0. (6.26)
) N2, 9 (out oV!
(§+Moo a_x) 1% _8_y(8_x+8_y =0
— Dans la couche limite 0 < Y < 1 les équations (5.4) donnent a l'ordre 1 en ¢ :
2 0 1
8 a 0 8 al"l’CL a‘/CL _
(5 + M) a_) o= oz (_83( oy |70
, (x,Y)eRx]0,1[, t>0. (6.27)
9 (U s Ve _ 0
IY \ ox Y
— Les conditions de raccord (6.19) donnent :
Vi (x,0,t) = VéL(x, 0,t)
P ) Y0 . 8U2L ) 8V§L . , x€R, t>0. (6.28)
ax 8y (x/ 7 )_ 83( 8Y (x/ 7 )
— Enfin la condition de paroi impédante (6.20) méne a :
oud,  9vt IV
( S CL)(x,l,t)+Z L(x,1,H)=0, x€R, t>0. (6.29)

ox Y ot

Nous cherchons a éliminer U, et V., . De (6.27) on déduit qu’il existe une fonction c indépendante

de Y telle que :

P) o\, 9 [oud IVl
(WM(Y) a_) UCL_8_x(_8x oy )70

, (x,Y)eRx]0,1[, t>0.

o, v,
ox Y

=c(x, f)
Sil'on injecte la deuxieme équation dans la premiere on obtient :

P) oV . 0
(5 + M(Y) g) UCL - aC(X, t) =0

, (x,Y)eRx]0,1[, t>0.
ud, .\ vy

o Ty W

(6.30)

Pour calculer c(x, t), on utilise le fait que c(x, t) = E[c(x, t)] ot E est 'opérateur de moyenne en Y

défini par (5.17). On obtient :

d
c(x, t) = gE Ul (x,t) + V5 (x,1,8) = V& (x,0,0).
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Compte tenu de la premiere condition de raccord de (6.28), on a:

c(x, t) = %Eu&(x, )+ VE(x,1,t) - Vix,0,1).
L’équation (6.30) devient alors :
2 + M(Y) 9 2uo - ic(x =0
ot ox] < ox
, (x,Y)eRx]0,1[, t>0.

d
c(x, t) = aE Ul (x,t) + Vi(x,1,8) = Vi(x,0,t)

En utilisant la définition (5.19) page 143 de 1'opérateur Ty, on a:

EUY, = 35 Ty [VE(x,0,t) — V' (x,0,8)]
, (x,Y)eRx]0,1[, t>O0. (6.31)
c(x,t) = (Id + 2 Ty [VE(x, 1,5 = V1 (x,0,8)]

La condition de raccord en divergence a 1’ordre 1 (6.28) donne :

ou’  gvo
(W + a—y) (x, 0, t) = c(x, t), (632)
d’ot1, en utilisant (6.31), on obtient :
(0U” + 9, V) (x,0, ) = (Zd + 92 Ta) [V, (x, 1,8) = V1(x, 0, )] . (6.33)

La différence, par rapport au cas présenté dans le chapitre précédent, tient dans le fait que V, (x, 1, 1)
n’est pas nul. Il nous faut donc réussir a obtenir son expression. Pour cela, nous avons besoin des
termes d’ordre 2 en ¢. Avant cela, remarquons que la condition de paroi impédante (6.29) donne :

c(x, t) + Z V2 (x,1,t) =0,
qui peut se réécrire compte tenu de (6.32) :
(0:U° + 9, V°) (x,0,H) + Z3 V2, (x,1,) = 0,

puis en utilisant (6.25) :
(0:U° + 3, V°) (x,0,) + Z3;V°(x,0,4) =0, (6.34)

Analyse des termes d’ordre 2 en ¢ des équations.

— Dans la couche limite 0 < Y < 1 les équations (6.17) donnent a 'ordre 2 en ¢ :

P) o\ 9 (Ul ov3
(—+M(Y)a—x) uCL_ (83{ +W =0

ox

ot
. (x,Y)eRx]0,1[, t>0. (6.35)

J I\ o 9 (UL IVE)
(FM(Y);) VCL_W( x * ay)‘o
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— Les conditions de raccord (6.19) donnent :

V2 (x,0,t) = VgL(x, 0,t)

8u1 8‘/1 ot auéL avz Y , xeR, t>0. (6.36)

— Enfin la condition de paroi impédante (6.20) meéne a :
o, | Ve, 1,t) + W}l ,H=0, xeR, t>0 6.37
o "oy )@ Z2G L =0 xEeR - (6:37)

On cherche donc a trouver une expression pour V(! (x,1,t) en fonction des inconnues dans le
demi-plan y < 0. A partir de (6.37) on obtient :

ot (oul, oVv?
Vi 1,t) =~ (ax +8—;L)( 1,t)

ot J; ! est I'opérateur d’intégration en temps. On transforme alors cette expression comme suit :

gt (9 (Ul avz U, V2
1 — __t_ v cL cL
AR (fo [ay( o )<,Y,t>] dY+( - aY)(ac,o,t)),

qui devient en utilisant la deuxiéme équation de (6.35) dans I'intégrale et la deuxieme condition
de raccord (6.36) pour le termeen Y =0:

-1 1 2
VgL(x,Lt):_%(f (9 + M(Y) 3) V2 (x, Yt)l dY+(‘9_ul+9_Vl)( Ot)]

ot ad d
En utilisant (6.25) on obtient finalement :

-1 1 2
V}:L(x,l,t) = —% (f (gt + M(Y) ) VO(x, 0,0H)dY + (88—L11 + 8_1/1)( 0, t)) (6.38)

Sil’on introduit 'opérateur :

1 2
D o, ) — Uo (%+M(Y) a%) dY] o, )

(6.39)
0>
~/| 2 —
alors I'expression (6.38) se réécrit :
1 9! 0 1 1
Va1 = ——2 (Du[V(a,0,8)] + (9:U" + 3, V") (x,0,1)). (6.40)

Grace a l’analyse asymptotique que nous venons de mener, nous allons pouvoir dériver un pro-
bléme approché et surtout une nouvelle condition d’impédance en y = 0.
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6.3.4 Le probléeme approché

On cherche maintenant & déterminer le probleme vérifié¢ par : U9 = (U, Vel) ou US! =
U’ + e Ul et V& = VO + ¢ V1. En clair, on cherche un probléme approché a I’'ordre 1 en ¢.
On commence par les équations en espace. L'opération (6.21) + ¢ (6.26) donne :

ox

d a2 .4 0 (Ut ogvel)
(§+M°°_)u (3x " 8y)_0

ox
) : , (y) e RX]—00,0], t>0. (6.41)
P D (Ut gver\

(5 +Me 50 v - 52 B+ B ) -0

Condition limite approchée Il nous reste maintenant a trouver la condition a la limite en y = 0
qui soit une approximation au premier ordre de la couche limite. Si on utilise 1’expression (6.40)
obtenue pour V}:L(x, 1,t) alors (6.33) devient :

-1

(axuo + (9yv°) (x,0,t) = — (Id P TM) % (DM[VO(x, 0, t)] + (U + 9, V1) (x,0,8) + V'(x,0, )|

En multipliant par ¢ et en négligeant les termes d’ordre 2 en ¢ on écrit pour y = 0:
-1
¢ (ax ust + ayvs/l) (x,0,t) = —% (Id + TM) [s DM[Vg'l(x, 0, t)] te (axul + ayvl) (x,0, t)]

—(7d + 2 Tw)[e V' (x,0,0)].

Puis en utilisant ¢ (axul + 8yV1) = (8xl,l'ffl + 8yV'5'1) - (QXUO + 8yVO) et e V1 = V&l — V0 cette
expression devient apres réorganisation des termes (les termes d’ordre 0 disparaissent en utilisant
(6.33)) :

-1

8t 2 s
eld+— (7d+ 32 Ty)

(OxUE! + 9, Vo) (x,0,8) + [ 1d + 2 Ty || 7d + 2 Dy Vo0, =0
x y 7Yy x 1M & 7 M (x/ /)_ .

6.42)

Commentaires :
— Lorsque I'on fait tendre ¢ vers 0 on obtient :

{‘E (Zd + 22 To) | (9™ + 9, V1) (x,0, 1) + [ 7d + 32 Ty | Ve (x,0,) = 0.

Z

Puisque I'opérateur 7d + 92 Ty est inversible (cf. remarque 5.8 page 151) on retrouve bien la
condition de paroi impédante originelle (6.15).

— Lorsque 'on fait tendre Z vers +oco nous avons vu que la condition de paroi impédante tend
vers la condition de paroi rigide (cf. remarque 6.1 page 173). Par conséquent, lorque 'on fait
tendre Z vers +oo dans (6.42), on s’attend a retrouver la condition de paroi approchée (5.24)
obtenue dans le chapitre précédent en considérant une paroi rigide. C’est effectivement le
cas.
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Autre condition limite : Il n’y a pas unicité de la condition limite approchée a 1’ordre 1. Classi-

quement, en utilisant :
(cZd+A)" =A" (Zd+cA)”

= A7 (Id-eA™)+ O(e?)
on peut obtenir d’autres conditions limites approchées a partir de (6.42). Par exemple, avec A =
-1
8‘7 (I d+d2 TM) on obtient a partir de (6.42) en négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal a
2enc:
(OU + 2, Ve (x, 0, 1)+

-1

20y (Td+ R Ty) [Id — e 20 (1d + TM)_l] [7d+ 2Ty | 7d + ¢ % Dy | Vel(x,0,6) = 0,

qui devient en multipliant par (I d+d2 TM) :

[ 7d + 2 Tu] (92U + 9, V¥ (x,0, £)+

a—l

) [Id — e 20, (Td + TM)_l] [7d+ 2T | Td + 2 2 DMl Ve, 0, 1) = 0.

Apres avoir développé le produit des trois termes et négligé le terme d’ordre 2 en ¢, on obtient
une nouvelle condition limite approchée :

[Id + P TM] (axuff1 + 8yvs/1) (x,0,t) + [(Id + P TM) (Z O+ ¢ DM) —e72 af] Vel(x,0,t) = 0.
(6.43)

6.4 ANALYSE DE STABILITE

Nous allons maintenant étudier la stabilité et le caractere bien posé du probléme approché que
nous venons d’obtenir. Il se trouve que 1’analyse de stabilité du probleme avec la condition limite
(6.42) est plus compliquée que celle avec (6.43), c’est pourquoi nous utiliserons cette derniére. On
rappelle que la condition limite fait intervenir I’équation limite du tube étudiée dans la premiere
partie de cette these. A I’aide d"une technique de perturbation similaire a celle présentée au chapitre
2 dans la section 2.4, nous parvenons a trouver des conditions sur le profil M(Y) qui assurent le
caractere bien posé du probléme pour Z suffisamment grand. Avant de mener cette analyse une
remarque s'impose :

Remarque 6.5 Nous avons montré dans la section 6.2 que la condition de Myers aboutissait a un
probleme mal posé. Par conséquent, les conditions limites approchées (6.42) et (6.43), qui prennent en
compte les effets de la couche limite et qui sont des perturbations de la condition de Myers a 'ordre 1 en €, ne
peuvent aboutir a des problemes stables. Néanmoins, le probleme peut devenir bien posé : ce sont les modes a
basse fréquence qui seront instables et on rappelle que ce sont ceux a haute fréquence qui sont déterminants
dans 'étude du caractére bien posé'.

lcf. analyse de Kreiss expliquée dans la section 5.4.1 page 148
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6.4.1 Obtention de I’équation caractéristique

La démarche est exactement la méme que celle suivie au chapitre précédent dans la section
5.4.1. On commence par poser :

U (x,y,t) = Uy e e e,
Vo x,y,t) = Vo e e,

aveck € R, & € Ctel que Re (&) 2 0,s € C tel que Re(s) > 0 et U, et V, deux constantes complexes
non toutes deux nulles.

Les équations (6.41) dans le demi-espace y < 0 sont les mémes qu’au chapitre précédent. On
obtient donc de la méme maniére :

&= (s +ik M) + 12, (6.44)
et ”
U, = ZE V.. (6.45)

La différence par rapport au chapitre précédent vient de la condition limite. On suppose tout
d’abord que 1’'équation limite du tube est bien posée ce qui implique que 1’'équation :

F*(A) =1,
ol F" est défini par (5.21), n’a que des solutions réelles.

En Fourier-Laplace, et en utilisant les mémes notations qu’au chapitre précédent, la condition
limite (6.43) donne :

[1 = 1 Ty ik U, + EV,) + [(1 - ¥ Ty) (Z5 + e D) — £ 225*| V= 0, (6.46)

ou Ty = EfLT(_f)], EfLT(_f)] étant donné par (5.37), et Dy = fol (s + ik M(Y))* dY. En multipliant?
’expression (6.46) par
1 k2
1+ f ——dY
0 (s+ikM(Y))

et en utilisant (5.37) on obtient aprés simplification :

1 1 2
(k U, + EV,) + (ZS+ef (s + ik M(Y))> dy)—ez2s2 1+f k—de V, = 0.
0 0 (s+ikM(Y))

En utilisant les expressions (6.44) et (6.45) de & et U,, cette équation devient apres calcul :

1 1 2
+ZS+€f (s + ik M(Y))* dY — ¢ 72 &2 1+f k—2dy - 0.
0 0 (s+ikM(Y))

(s + ik Mo )?
V(s + ik Mwo)? + k2

On pose alors o = s/k, ce qui donne :

. 2 1
O M) 70X e f (0 +iMY))* dY - ekl Z>0® (1-F(i0)) =0.  (647)
(0 +iMo)? +1 Ik 0

2Ce terme est non nul puisque I'on a supposé que I'équation du tube était bien posée.
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Finalement, (pour Z constant) on obtient® quand [k| — +co I’équation caractéristique suivante :

1
f (0 +iM(Y))* dY = Z%6* (1 - F™(i0)). (6.48)
0

On sait alors que le probléme limite, composé des équations (6.41) et de la condition limite (6.43),
est mal posé si et seulement si cette équation a des solutions a partie réelle non nulle. Le lecteur
doit se souvenir que 1'équation F*'(ic) = 1 correspond a 'équation caractéristique du probleme
limite du tube qui a été étudiée dans la premiére partie de cette these (cf. remarque 5.4 page 144
par exemple). On peut réécrire 1’'équation caractéristique (6.48) comme une perturbation, pour Z
grand, de I'équation F*(ic) = 1:

CL(; 1 ! ;
F (zo)=1—ﬁfo (0 +iM(Y))?

Sion pose 0 = —iA cette équation devient :

CL _ 1 ! 2
) =1- =37 fo (A — M(Y))* dY. (6.49)

Le probleme limite, composé des équations (6.41) et de la condition limite (6.43), est mal posé si et
seulement si cette équation a des solutions non rélles. Nous allons obtenir, par une technique de
perturbation, des résultats sur le caractere bien posé du probleme approché, pour Z suffisamment
grand.

6.4.2 Conditions pour profils continus assurant le caractére bien posé

La démarche est a peu de choses pres la méme que celle que nous avons utilisée au chapitre
2 dans la section 2.4. Plus précisément on va étre capable d’utiliser la méme démarche pour des
Z suffisamment grands. Nous considérons un profil général M. L'idée est d’approcher M par un
profil Mj, linéaire par morceaux. L’étude de 1’équation caractéristique (6.49) en sera simplifiée. Le
résultat important est que si tous les M, sont stables, au sens ot I'équation (6.49) n’a que des
solutions rélles, alors M est également stable. Ce résultat se montre en utilisant le théoreme de
Hurwitz, qui est un théoreme sur la continuité des zéros d'une fonction [Cha98] :

Théoreme 6.1  Soit f, une suite de fonctions holomorphes sur D et telle que f,(z) # O pour tout z dans
D. Si f, converge uniformément localement dans D vers la fonction f, alors f est holomorphe sur D et
vérifie : f est nulle sur D ou f(z) # 0 pour tout z dans D.

On introduit :
Dp (G, A) = FH(A) - 1+—f (A= M(Y))” dY.
On rappelle qu’a Z fixé le probleme limite (6.41)-(6.43) est bien posé si et seulement si la fonction
1
A—=Dyls, A
oM (Z )
n’a pas de zéro ayant une partie réelle non nulle. Remarquons que :
Dy (0,A) = FH(A) -

fonction dont la recherche de zéros nous a occupé tout au long du chapitre 2. On commence par
montrer le

3Pour plus de détails voir I'analyse de stabilité menée au chapitre précédent a la page 151



192 Chapitre 6. Cas d"une paroi absorbante

Lemme 6.1  Soient un profil M € C°([0, 1]) et My, une famille de profils tels que :
[IM = M|l — 0 quand h — 0.
Alors si pour My, le probleme (6.41)-(6.43) est bien posé, il I'est aussi pour M.

DimonsTRATION. Clairement A — @y, (1/Z,A) défini sur D = C \ Im(M) est holomorphe et
converge uniformément localement vers ®y; quand i — 0. A l'aide du théoréeme de Hurwitz, on
conclut aisément (par 1’absurde).

O

Les profils linéaires par morceaux Comme annoncé plus tot dans I'explication de notre stratégie
pour l'obtention de résultats sur le caractére bien posé du probleme, la premiére étape consiste
a s’intéresser aux profils linéaires par morceaux. Ce qui va suivre ne sera qu'une adaptation des
deux lemmes 2.10 et 2.11 présents dans la section 2.4 du chapitre 2. Ce qui change ici :
— Le profil est ici défini sur [0, 1] et non sur [-1, 1].
— L’équation n’est plus
F*(A) =1,

mais

F(A)y=1-

1
2
L fo (A — M(Y))* dY.

L’idée est que pour Z grand, 1 - ﬁ fol (A — M(Y))* dY est "proche" de 1. On consideére que
le second membre est perturbé.

On commence par énoncer le lemme suivant qui se démontre exactement de la méme maniére
que le lemme 2.10 page 48 et qui donne une expression de la fonction F" pour un profil linéaire
par morceaux quelconque :

Lemme 6.2  Soit M € C°([0,1]) et
X0=0<x1<---<xny=1,
tel que M est linéaire sur Jx;, xj41[ pour tout 0 <i < N :
YVO<i<N-1, M) =a;Y + Bidans [x;, xi11]

avec a; € R, Bi € Reet a; # ajy1. Alors la fonction F“(A) est une fonction rationnelle qui a au plus N + 1
poles. Plus précisément si
My<M;<...<Mp

désigne les P valeurs M(x;) que I'on a ordonnées :

{M(),Ml,...Mp M(xl) i=0 N},
alors la fonction rationnelle F" peut s’écrire sous la forme suivante :
P q
F*(A —_— 6.50
()= Z T Mowvey (6.50)

avec des coefficients réels y et C; satzsfazsant

y0<0,yp>0etC;20, VYO<j<P
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Nous allons maintenant utiliser 1’expression (6.50) de F*" pour établir des conditions suffisantes
sur le profil assurant que toutes les solutions de 1’équation caractéristique (6.49) sont réelles, pour
Z suffisamment grand. C’est 1’'objet du lemme suivant dont la démonstration est une adaptation
de celle du lemme 2.11 page 50 :

Lemme 6.3 On se place sous les mémes hypotheses que dans le lemme 6.2 précédent. On suppose de plus
que M(1) = 0. Alors, il existe Z, > 1 tel que pour tout Z > Z,. :
si Cj = 0 pour tout j et s'il existe deux entiers k' et k, vérifiant 0 <k’ <Pet0 <k <P - K, tels que :

yi<0 pour 0<j<Kk,
yi>0 pour kK +k+1<j<P, (6.51)
yi=0 pour K <j<k +k+1,

alors toutes les solutions complexes A de I'équation caractéristique (6.49) sont réelles, et par conséquent le
probleme (6.41)-(6.43) est bien posé.
Ce résultat reste vrai s'il existe k' < € <k’ +k + 1 et tel que Cp > 0 et Cj = 0 pour tout j # .

DimonstraTION. Nous allons, plutét que tout refaire, montrer ce qui change par rapport a la
démonstration du lemme 2.11 page 50. Il est nécessaire d’avoir cette démonstration bien en téte
avant d’aborder celle-ci. Dans un premier temps on suppose que tous les (; sont nuls. Alors par
(6.51) :

k/
Fry =Py =Y s zp Y
B TLA-M; A—M;’
j=0 / j=k' +k+1 J

ot tous les coefficients y; sont différents de 0. On montre de plus :

1 ) N-1 i )
fo (A — M(Y))* dY :; f (A — M(Y))? dY

N-1 Xit1 »
=§L (/\—aiY—ﬁi) dy
N-1
X,

i

-1 1 y 3 Xit1
[371,( - aiY = Bi) Li

I
o

Z

L

|4 = M(xi1))” = (A = M(x))°],

63

o

1]
o

i

qui est un polyndme de degré 2 en A. L'équation caractéristique (6.49) se ramene donc a la recherche
des racines d'un polynéme de degré au plus P + 3 — k (et non plus P + 1 — k) en A. Si A est solution,
A V’est aussi. Ainsi, si on trouve P + 2 — k solutions réelles alors elles le seront toutes et le probleme
sera bien posé. Pour trouver ces P + 2 — k racines réelles nous allons procéder de la méme maniere
que lors de la démonstration du lemme 2.11 page 50. En considérant la fonction A — F(1) sur
"axe réel, on rappelle que :

Alim F*(A) = /\hT F(A) = 0.

De plus pour 0 < j < k', y; < 0 entraine

lim F(A) = 40 et lim F(A) = —o0
ASM; ASM;
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etpourk’+k+1<j<P,y;>0entraine

lim F(A) = —coet lim F(A) = +o0.
ASM; ASM;

On s’intéresse maintenant au second membre qui est une fonction continue sur R*. On montre
simplement que :

1 1 5 1
lim 1- A= M) dY=1- —
pim 1= fo ( (Y)) 72
et
P f 1 (A= MOY)P dY ~g ——— f 1M(Y)2 dy. (6.52)
7272 J, 077272 J, ' '

La différence fondamentale par rapport a la démonstration du lemme 2.11 page 50 vient du fait
que

1
Z21/\2 fo (A — M(Y))* dY

explose lorsque A tend vers 0. C’est pourquoi le nombre 0 < j* < P tel que M = 0 joue un role
important.

Remarque 6.6  On montre facilement que si y # 0 alors 0 est solution de I'équation caractéristique
(6.49).

Etudions les différents cas :
e " =0o0uP:

Supposons par exemple que j* = 0, le cas j* = P étant similaire. On doit alors distinguer deux cas :

1. Cas y1 > 0: en particulier, K’ = 0. Dés que* Z > 1, par le théoréme des valeurs intermédiaires
on obtient que I'équation (6.49) a au moins une solution réelle dans l'intervalle ] — oo, My,
ainsi que dans chaque intervalle |My.1, Mis2l,..., IMp-1, Mp[, ][Mp, +oo[. Cela fait au moins
P +1 -k solutions réelles distinctes, et méme P + 2 — k compte tenu de la remarque 6.6. Ainsi,
toutes les solutions sont réelles et le probleme est bien posé.

Remarque 6.7 La P+ 3 —k éme solution réelle se trouve dans l'intervalle Mo, My41[. En effet, on
a: 0

U
Compte tenu de (6.52), on voit qu’au voisinage de 0, F" est au dessus de

FCL(A)

1
- 72)2

1
f (A = M(Y))? dY.
0

On montre ainsi l'existence d'une solution réelle dans lintervalle 1Mo, My41[.

La figure suivante illustre le cas présent. On se place dans le cas P = 4 et on prend

(Mo, My, M2, M3, My) = (0,0.3,0.7,1.2,2)

“On prend Z > 1 pour assurer que 1 — 1/Z* > 0 et montrer ainsi l'existence d’une solution réelle dans chaque
intervalle | — oo, My[ et |Mp, +o9].
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ainsi que y9 < 0 et y; > 0 pour tout 1 <i < 4. On a, dans I’'exemple considéré, j* =0 etk = 0.
On représente la fonction F<" en bleu et la fonction

1 ! )

enrouge, pour Z =5:

1

Fic. 6.5 — Graphe des fonctions F<" (en bleu) et A — 1 —

1
2
70 j; (A = M(Y))" dY (en rouge).

Les points d’intersection des graphes de ces deux fonctions sont des solutions réelles de
I’équation caractéristique (6.49). On observe bien l'existence d’une solution dans chaque
intervalle | — co, Mo[, IM1, Ma[, IMa, M3[, M3, My[ et My, oo[. On retrouve de plus la solution
annoncée dans la remarque précédente, dans l'intervalle Mo, M.

2. Cas y1 < 0:des que Z > 1, par le théoreme des valeurs intermédiaires on obtient que

’équation (6.49) a au moins une solution réelle dans chaque intervalle | — oo, M|, ]M1, M2],...,
1My _4, M,’([ ainsi que dans chaque intervalle |My 1k+1, My +k+2[,-.., IMp-1, Mp[, ][Mp, +oo[. Cela
fait au moins P — k solutions réelles distinctes. On n’est pas assuré de conserver une solution
réelle dans l'intervalle ]My, Mi[. Nous allons montrer que pour Z suffisamment grand,
l’existence d’une telle solution est assurée. On note A, la solution de F*(1) = 1 sur l'intervalle
IMo, Mi1[. Une possibilité pour assurer 'existence d’une solution dans cet intervalle est de
choisir Z tel que
P
(A./2)222
ce qui est possible puisque F(A./2) < 1. Ceci assurel’existence d"une solution dans l'intervalle
JA./2, M1[. On a donc au moins P + 1 —k solutions réelles distinctes, et méme P +2 —k compte
tenu de la remarque 6.6. Ainsi toutes les solutions sont réelles et le probleme est bien posé.

1
f (A/2 = M(Y))? dY > FH(A./2)
0

Remarque 6.8 La P+ 3 —k éme solution réelle se trouve dans l'intervalle 10, A./2[. En effet, on a :

CL ~@
FH () ~0 -

Compte tenu de (6.52), on voit qu’au voisinage de 0, F" est au dessus de

1
Z21/\2 fo (A — M(Y))* dY.

1-
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On montre ainsi I'existence d'une solution réelle dans l'intervalle 10, A./2[.

La figure suivante illustre le cas présent. On se place dans le cas P = 4 et on prend
(Mo, M1, M, M3, My) = (0,0.8,1,1.6,2.4)

ainsi que y9 < 0,1 <0ety; > 0pour tout 2 <i < 4. Cela correspond a j*=1,k' =1letk =0.
Sur la figure de droite, on observe, par rapport a a la figure de gauche, ’apparition de deux
solutions supplémentaires dans l'intervalle [My, M;[. Le probléme devient bien posé pour Z

grand..
10 10
50 50
Of \\\ — Of
_5 3 “‘ _5 b
‘\
|
‘\
-10—— — : -10
-1 3 -1

F1G. 6.6 — Graphe des fonctions F (en bleu) et A — 1 — = fol (A= M(Y))* dY (en rouge), pour Z = 2 &
gauche et Z = 5 a droite.

e 0<j <Kouk+k+1<j <P:

Supposons par exemple que 0 < j* < k. Des que Z > 1, on obtient par le théoreme des va-
leurs intermédiaires que 1’équation (6.49) a au moins une solution réelle dans chaque intervalle
] = oo, Mol, IMo, Mal,.. IMj—1, M [, IMje 11, M s2l,..., IMp -1, M{[ ainsi que dans chaque intervalle
1My ies1, My sies2 -+, IMp_1, Mp[, IMp, +o0[. Cela fait au moins P — k solutions réelles distinctes. On
n’est pas assuré de conserver une solution réelle dans l'intervalle ]M -, M;1[. Nous allons montrer
que pour Z suffisamment grand, 'existence d"une telle solution est assurée. On note A. la solution
de F*(A) = 1 sur l'intervalle M, Mj41[. Une possibilité pour assurer 1’existence d"une solution
dans cet intervalle est de choisir Z tel que

1

1
- - _ 2 CL
1 NAZ fo (A.J2 = M(Y))? dY > FX(A,/2)

ce qui est possible puisque F(A./2) < 1. Ceci assure 1'existence d'une solution dans l'intervalle
1A/2,Mj11[. On a donc au moins P + 1 — k solutions réelles distinctes, et méme P + 2 — k compte
tenu de la remarque 6.6. Ainsi toutes les solutions sont réelles et le probleme est bien posé.

Remarque 6.9 La condition assure aussi l'existence d une solution dans l'intervalle 10, A./2][.

Pour illustrer le cas présent, on considére le cas P = 4 et on prend

(Mo, M1, Ma, M3, M) = (—0.5,0,0.8,1,1.6)
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ainsi que y; < O pourtout 0 <i<2ety; >0pourtout3<i<4.Onaalorsj =1k =2etk=0.
Sur la figure de droite, on observe, par rapport a la figure de gauche, on observe 'apparition de
deux solutions supplémentaires dans l'intervalle ]M;, My[. Le probleme devient bien posé pour Z
grand.

10

F1c. 6.7 — Graphe des fonctions F" (en bleu) et A — 1 — > fol (A = M(Y))* dY (en rouge), pour Z = 2 & gauche
et Z =5 a droite.

o "=Kouj=kK+k+1:

Supposons par exemple que j* = k’. Des que Z > 1, par le théoreme des valeurs intermédiaires
on obtient que I'équation (6.49) a au moins une solution réelle dans chaque intervalle | — oo, M|,
1Mo, Mal,...]My -1, M| ainsi que dans chaque intervalle My 111, My 1420+, IMp-1, Mp[, IMp, +o0].
Cela fait au moins P+1—k solutions réelles distinctes, et méme P+2—k compte tenu de la remarque
6.6. Ainsi toutes les solutions sont réelles et le probleme est bien posé.

Remarque 6.10  On montre facilement que la P + 3 — k éme solution réelle se trouve dans l'intervalle
M, M s [

Pour illustrer ce résultat, on considere le cas P = 4 et on prend
(Mo, M1, M2, M3, M,) = (-0.5,0,0.8,1,1.6)

ainsi que y; < 0 pour tout 0 <i < 1ety; > 0 pour tout 2 <i < 4. On a, dans I'exemple considéré,
J=1kK=1etk=0.

1
Z2 \?

1
Fic. 6.8 — Graphe des fonctions F" (en bleu) et A — 1 — f (A= M(Y))* dY (en rouge), pour Z = 2.
0
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Les points d’intersection des graphes de ces deux fonctions sont des solutions réelles de ’équation
caractéristique (6.49). On observe bien l'existence d une solution dans chaque intervalle ] — co, M|,
Mo, M1, M2, M3[, M3, M4[ et M4, oo[. On retrouve de plus la solution annoncée dans la remarque
précédente, dans l'intervalle ]M;, Mj|[.

o K<<k +k+1:

Des que Z > 1, par le théoreme des valeurs intermédiaires on obtient que I'équation (6.49) a au
moins une solution réelle dans chaque intervalle | — oo, Mo[, IMo, M1, ..., My 1, M,’([ ainsi que dans
chaque intervalle |My +k+1, My +k+2[,--., IMp-1, Mp[, ]Mp, +o0[. Cela fait au moins P + 1 — k solutions
réelles distinctes. On montre facilement I’existence de deux solutions réelles supplémentaires dans
les intervalles M, O[ et ]0, My ++1[. Nous avons donc trouvé P + 3 — k solutions réelles distinctes.
Ainsi toutes les solutions sont réelles et le probleme est bien posé.

Pour illustrer ce résultat, on considere le cas P = 4 et on prend
(MOI Ml/ M2/ M3/ M4) = (_1/ 05/ 0/ 08/ 1)

ainsi que y; < 0 pour tout 0 < i <1, 72 =0ety; >0 pour tout 2 < i < 4. On a, dans 'exemple
considéré, j* =2, k' =letk=1.

10

-10

1

F1G. 6.9 — Graphe des fonctions F" (en bleu) et A — 1 —

1
— f (A = M(Y))* dY (en rouge), pour Z = 2.
7222 ),

Les points d’intersection des graphes de ces deux fonctions sont des solutions réelles de 1’équation
caractéristique (6.49). On observe bien l'existence d 'une solution dans chaque intervalle ] — oo, M|,
Mo, Mi1[, IM1, M[, IM2, M3[, IM3, M4[ et ]My, o[. Le probleme est bien posé.

Finalement, s’il existe K <[ <k’ +k+ 1 et tel que C; > 0 et (; = 0 pour j # £. Dans ce cas

Ce

FCL(/\) = P*(/\) + m .

Les arguments utilisés dans la démonstration du lemme 2.11 page 50 sont toujours valable ici et
le probleme est bien posé.
O
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Les résultats En combinant les lemmes 6.1 et 6.3, nous allons établir des hypotheses géomé-
triques sur le profil M assurant le caractére bien posé du probleme (6.41)-(6.43). Nous obtenons
le théoreme suivant comme nous avions obtenu le théoreme 2.3 page 54. C’est pourquoi la
démonstration est laissée au lecteur.

Théoréme 6.2 Soit M € C°(]0,1[). Alors il existe Z. > 1 tel que pour tout Z > Z. le probleme
(6.41)-(6.43) est bien posé des que I'une de ces conditions est satisfaite :

1. M est strictement convexe (resp. concave).

2. M est strictement croissante (resp. décroissante) et il existe ys €]0, 1 tel que M est concave (resp.
convexe) sur 10, ys| et convexe (resp. concave) sur Jys, 1[.

Pour certains profils on est capable de préciser la valeur de Z.. Dans le premier point de la
démonstration du lemme 6.3, 'hypothése Z > 1 nous a suffi a démontrer le caractere bien posé.
On peut alors obtenir la

Proposition 6.3  Soit M € C°(]0, 1[). Alors pour tout Z > 1 le probleme (6.41)-(6.43) est bien posé des
que I'une de ces conditions est satisfaite :

1. M est strictement décroissante et convexe.
2. M est strictement croissante et concave.

En utilisant une technique de perturbation pour Z grand, nous avons réussi a montrer des résultats
sur le caractere bien posé du probleme approché (6.41)-(6.43). Comme le montre la remarque
suivante, nous ne pouvons utiliser une technique similaire pour Z petit.

Remarque 6.11 L’équation caractéristique (6.49) devient pour Z =0 :

1
f (A = M(Y))* dY = 0.
0

Or cette équation a toujours des solutions non réelles. En effet, si on pose A = Ar + iAj la partie imaginaire
de I"équation donne :

1
f Ar(Ar = M(Y)) dY =0.
0
Si on suppose A1 # 0 alors on obtient :
1
AR = f M(Y) dY.
0

La partie réelle de I'équation devient alors :

1 1
2 _ 2 v
A _fo M(Y)? dY (fo M(Y) dY)

qui est positif compte tenu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Cela laisse penser que le probleme approché (6.41)-(6.43) est mal posé pour Z suffisamment petit.

2

Rappelons que les résultats que nous avons énoncés précédemment ont été montrés en tenant
compte de la condition limite approchée (6.43) et non de la condition (6.42) obtenue naturellement.
Ce choix est dti au fait que 1’étude en est simplifiée. Notre conjecture est que les résultats sur le
caractere bien posé du probleme approché sont les mémes que I'on prenne 'une ou l'autre des
deux conditions limites.
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6.4.3 Impédance dépendant de la fréquence

Le fait de considérer une impédance dépendante du temps Z(d;), plutdét qu'une impédance
constante, ne change rien a I’analyse asymptotique. Nous obtenons le méme probleme approché,
les mémes conditions limites (6.42) et (6.43). En revanche 1’étude de stabilité est bouleversée. On
montre :

Théoréme 6.3 Si IZ(w)I ~lwl—+oo Clwl, on a :

— Si u > 0 le probléeme approché (6.41)-(6.43) est bien posé si et seulement si le probleme limite du tube
(1.9) l'est. En particulier si M € C°(]0, 1[) le probleme est bien posé des que 'une de ces conditions
est satisfaite :

1. M est strictement convexe (resp. concave).

2. M est strictement croissante (resp. décroissante) et il existe ys €]0, 1 tel que M est concave
(resp. convexe) sur 10, ys| et convexe (resp. concave) sur Jys, 1[.

— Si p < 0 le probleme approché est inconditionnellement mal posé.

DEMONSTRATION. o Siu > (01’équation caractéristique (6.47) devient quand k| tend vers +oo :
F™(io) =1,

qui est I’équation caractéristique du probleme limite du tube (1.9) étudié dans la premiere partie
de cette these. Ainsi, le probleme approché (6.41)-(6.43) sera bien posé si et seulement si (1.9) lest.

e Si u < 0l'équation caractéristique (6.47) devient quand |k| tend vers +oo :

1
f (o + iM(Y))*dY =0,
0

le probleme approché est inconditionnellement mal posé (cf. remarque 6.11).

Remarque 6.12 — Considérons le cas du modele d'impédance a trois parametres :
— K .
Z(w) =R+ — +iwC.
iw

Le théoreme précédent montre que le probleme approché (6.41)-(6.43) est bien posé dés que C # 0. A
'inverse si C et R sont tous deux nuls il est mal posé.

— Considérons le cas du résonateur de Helmholtz :
Z(w) = R + iw C —icot (wL).
Le théoreme précédent montre que le probleme approché (6.41)-(6.43) est bien posé dés que C # 0.

6.5 COMPLEMENTS : APPROCHE EULERIENNE

Le modele approché (6.41)-(6.42) a été obtenu en considérant les équations de Galbrun.
Qu’aurait-on obtenu si nous avions utilisé les équations d’Euler linéarisées ?Cette section est
une adaptation fidele de la section 5.5 page 162.
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6.5.1 Position du probleme
Nous considérons le domaine Q, =R X | — o0, €] :

Y

Nous supposons que ce domaine est rempli par un fluide parfait compressible qui est en mou-
vement. De plus, nous supposons que 1'écoulement est stationnaire et laminaire. Les équations
d’Euler linéarisées (1) s’écrivent alors :

Ju, Ju,
ot "MW
8'05 avg apé
o PMWG Ty,
apé‘ apé‘ du,  Jdvu,

o T MW

Pe o MY (o, = 0
+ P My o =

=0 , (vy)eQ,, t>0. (6.53)

ox t oy =0

ou (ue,ve) représente la perturbation de la vitesse et p, la perturbation de la pression. On associe
a ces équations des données initiales a support dans le demi-espace y < 0:

ug(x, Y, 0) = uO(x/ y)/
US (x/ y/ 0) = UO (x/ y)/

Ps(x/ y/ 0) = PO(x/ y)

Comme nous l'avons fait au début de ce chapitre, on se restreint a une classe particuliere de profils
de la forme :

M(%), O<y<e
M(y) = € avec M € L™(]0, 1]).
Moo, y <0

De plus, on suppose que M. € W-*(] — oo, 1[) et vérifie M(1) = 0. On compleéte ces équations par
une condition de paroi impédanteen y = ¢ :

pe(x,&,t) =Zve(x,¢,t), x€R, t>0.

Nous commengons par appliquer la transformation de Fourier :

ulx,y,t) — ulkyt) = % f}R u(x,y,t) ek gy



202 Chapitre 6. Cas d"une paroi absorbante

ce qui donne le systeme 1D (en espace) suivant :

—

T M), + K + (M) ()T =0

Joe _

—; +kMe(y)o: + Sy " 0 , by eQ, t>0. (6.54)
dpe . T

oF + ik M(y) pe + tkue + 8_y =0

Lorsque k est fixé, ce probléeme d’évolution est bien posé dans L*(] — o, ¢[) et nous avons une
estimation a priori du type :

f (Ipe? + [z + o ) dysU

&

[o¢] —00

(Ipol? + ol + oo ) dy] exp(CIkl£)

pour une certaine constante C. Par conséquent, pour Re (s) assez grand par rapport a k (mais
indépendant de ¢), on peut définir la transformée de Laplace en temps de (i, U, p.). On rappelle
la définition de la transformée de Laplace :

+00
ukk,y,t)y — ulky,s) = f uik, y, t) e~ dt.
0

Apres avoir appliqué cette tranformation a (6.54) on obtient :

Ve e + MLU, + ik pe = 1,

— dpe
YVeUe + 8_y = Yo, (6.55)
v,

c
&

dy = Po,

Ve Pe + ik, +

ou (ig, vy, po) désigne la transformée de Fourier de la donnée initiale (i, vo, po) et ott nous avons
posé ye(k,y,s) = s + ikM,(y) qui, notons le, est non nul. Nous pouvons maintenant éliminer 1, et
0. En effet, de la deuxiéme équation de (6.55) nous obtenons :

— 1(9Pe  —~ Jv, d, _1/00e
fe(Zw) - To2on(Zow)

c
&

On peut maintenant obtenir une expression de u, en fonction de p. en injectant cette égalité dans
la premieére équation de (6.55) ce qui donne :

we =y (ML +ikpe) + Y7 g

=M (L - 5) 4 (@ - )

En reportant les expressions obtenues pour iz, et v, dans la troisieme et derniére équation de (6.55),
nous avons :

— e L on. _
YePe + iky;z M; (% - U()) + iky;l(uo — ikpg) — %(7/;1 (aiyg — UO)) = Po
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ce qui apres avoir multiplié par y, peut se réécrire :
_ e 2,1 ,p: _ _ -
2 -1,/ (2F¢ ., Y2 (Tre - .
2+ P + 77 yg(ay %) ysay(%(()y %)) = 7. po — ki

En se rappelant que les données initiales sont a support dans le demi-espace y < 0, on obtient :

—

(K2 + (s + kMoo )?) e — I _ (s + ikMoo )P0 —(@ +ikitg)  poury <0
(o8] & ayz (o] 8y 7

2&(%5_5‘5): pour0 <y < ¢.
&

2 vy _
e+ Bpe =g, 23y
La condition de paroi impédante est équivalente pour sa part a :
spe(k, &,9) +Zal7€(k g,s) =0.
< 7%~ ay 7%~
C’est sur ce probleme exprimé en Fourier-Laplace que nous allons mener ’analyse asymptotique.

La transformation de Fourier-Laplace nous a permis de nous ramener a une unique équation sur
la pression.

6.5.2 Réécriture comme un probléme de transmission
Nous commengons par réécrire le probleme comme un probléme de transmission entre :

Fﬁe = Fﬁely<0; ESL = Fﬁa‘|0<y<e~

Nous avons maintenant le systéeme d’équations suivant :

_ ’pe
(12 + (5 + ikMe)?) pe - 57 =% y <0,
o o1 (6.56)
L _ 429 (1 9P\
(Vs+k)pe ysay(y% ay ) 0, 0<y<€/

avec

—

— —~ (0 —
g = (s +kMuw)po — (ﬂ + ik uo).
Iy
Le systeme ci-dessus est complété par les conditions de raccord :

pe(k,0,5) = p<(k, 0, s),

o B
——=(k,0,8) = =—(k,0,9),
9y 9y
et la condition limite de paroi impédante :
e
spSt(k,e,8) + Z —=—(k,&,5) = 0.

dy
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6.5.3 Analyse asymptotique

On cherche une condition d’impédance en y = 0, qui soit valable quand ¢ — 0. Pour cela,
il nous faut éliminer les inconnues dans la couche limite. Nous commencons classiquement par
effectuer le changement d’échelle dans la couche limite :
Yy
->Y ==,
s €
qui nous permettra de travailler sur un domaine géométrique fixe. En posant le changement
d’inconnues suivant :

Pk, y,5) = P& (x' % t)’

I’équation (6.56) dans la couche limite, 0 < Y < 1, se réécrit :

2(k* + y?)P — yz%(% 855) =0, (6.57)
ouy(k,Y,s) = y(k eY,s) = s + ikM(Y). Les conditions de raccord deviennent :
Pe(k,0,5) = P-(k, 0, 5),
~ = 6.58
€ %(k, 0,s) = 855 (k,0,s), o
et la condition de paroi impédante s’écrit :
~ IP
esPSM(k,1,8)+ Z 818/ (k,1,s) = 0. (6.59)

On introduit maintenant les développements asymptotiques formels en ¢ de p, et IBEL On pose:
pe(k, y,8) =0k, y,8) + e P (k, y,8) + 2 P*(k, y,8) + ...
Pk, Y, s) = P2y (k, X;s) + e P& (k, Y, ) + €2 P2, (k, X, s) + .

Nous allons chercher a éliminer les inconnues P/, dans la couche limite, pour aboutir & un probleme
aux limites en p/ avec une condition d’impédance approchée en y = 0 (quand ¢ — 0).

Analyse des termes d’ordre 0 en ¢ des équations.

— Dans le demi plan y < 0, la premiére équation de (6.56) donne a 1'ordre O en ¢ :

PP
(12 + (s + ikM)?) p° - PR 0. (6.60)

— Dans la couche limite, 0 < Y < 1, I'équation (6.57) donne a l'ordre O en ¢ :

8(1 or%,

W;w):o, 0<Y<l. (6.61)
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— Les conditions de raccord (6.58) donnent :

7°(k,0,5) = P, (k,0,5),

_ (6.62)
e, (k,0,s) =0
aY 77 M

— Enfin la condition de paroi impédante (6.59) donne :

P,
Z W(k’ 1, S) =0.

De (6.61), on déduit que la fonction
1 IPY,
Y » —

- y2 Y
est constante. La deuxiéme équation de (6.62) nous dit que cette constante est nulle et par consé-
quent :

oP°
a_YCL(k/ Y/S) =0.

Ainsi, la fonction Y — IF;QL est constante. En utilisant la premiere équation de (6.62) nous obtenons:

Pk Y,s) =7°(k,0,s), VYO<Y<1. (6.63)

Analyse des termes d’ordre 1 en ¢ des équations.

Dans le demi plan y < 0, la premiere équation de (6.56) donne a 'ordre 1 en ¢ :

*p?
(I + (s + ikMw)?) " - e 0, y<O. (6.64)

Dans la couche limite, 0 < Y < 1, I'équation (6.57) donne a 'ordre 1 en ¢ :

3(1 oPL,

W?ay)zo’ 0<Y<1. (6.65)

Les conditions de raccord (6.58) donnent :

?ﬂ (k/ 0/ S) = EéL(k/ 0/ S)/

= 6.66)
o P (
- k — CL k
ay ( 7 0/ S) aY ( 7 0/ )
— Enfin la condition de paroi impédante (6.59) donne :
- oPY,
sPc (k,1,8)+Z (k,1,5) =0. (6.67)

Y
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De (6.65), on déduit que la fonction

est constante. En particulier, on a

1 oP. 1 9P,
kI‘Y/ = kl 0/ 7
A vs) 9y V9= e oy K09

ce qui donne, compte tenu de la deuxiéme équation de (6.66) :

P! 2(k,Y,s) p°

Lk Ys) = Y& s op k . .
5y (K Xs) 2206,0,5) ay( ,0,9) (6.68)
On a aussi : . _
dP! oP!
! L(k,Y,s) L Lk, 1,s).

V2(k,Y,s) Y =2k 1,5) 9

En remarquant que y(k, 1,s) = s et en utilisant (6.67), on obtient :

1 dPL 1,
m Y (k,Y,s) = _S_ZPCL(k/ 1,s),

qui devient, compte tenu de (6.63) :

oPL, V2(k, Y, s)
oYy v’ 8= sZ

En égalisant (6.68) et (6.69), on obtient :

P°(k,0,5). (6.69)

1 o 1
o a—Py(k, 0,8 + —7°(k,0,5) = 0. (6.70)

Analyse des termes d’ordre 2 en ¢ des équations.

— Dans le demi plan y < 0, la premiére équation de (6.56) donne a 'ordre 2 en ¢ :

(K2 + (s + ikM )2)“?—&—0 <0
00 ayz - Yy y .

— Dans la couche limite, 0 < Y < 1, I'équation (6.57) donne a I'ordre 2 en ¢ :

= 9 (1 JP2
6 +yPe -~V 55(or5y) =0 0<Y <l (671)

— Les conditions de raccord (6.58) donnent :
p2(k,0,5) = P2, (k,0,5),

~ 6.72)
Pl P2 (
a—py(k, 0,5) = = (k, 0, 5).

Y
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- Enfin la condition de paroi impédante (6.59) donne :

o2

= IPg,
sPe (k,1,8)+Z 5 (k,1,s) =0. (6.73)
ap! .
On cherche maintenant & exprimer 8_y en 0, uniquement en fonction de p/. Pour ce faire, on utilise
(6.71) : N
i(iapé) _k+y? 0
IY\y2 Y Y2 L

Compte tenu de (6.63), on a :

9, 19P%\ K+)?
v (aay) = 7 Pk0s):
En intégrant par rapport a Y entre 0 et 1, on obtient :
1 P2 1 oP2 k2 +92(k, Y, 5)
— k1,5) — ————2(k,0,5) = fédl/ P°(k,0,s).
i) oy b9 sy &0 V2(K, Y, s) P&0s)

En utilisant (6.73), et en se rappelant que y(k,1,s) = s, on obtient :

1~ 1 oP% Y242k Ys) ]
—S—ZPCL(k, 1,5) - W Y (k,O,S) = . W dy p (k,O,S).

On tient maintenant compte de la deuxiéme équation de (6.72) pour écrire :

1~ 1 It Li2 +92(k, Y, 9)
-—PL (k1,5) - ————(k = ——— 2 dy| Pk . 74
sz el e ay Uo kY9 ]”(’O’S) o

Pour nous débarasser définitivement de P(ll(k, 1,s), nous écrivons :

~ 1 9pL ~
Pl (k1,s) = f a? dY + PL (k,0,s).
0

Dl
CL

Y

Au moyen de I'expression (6.69) de , nous obtenons :

1
Pl (k1,5) = —é [ fo V2 (k, Y, s) dY] P°(k,0,s) + P, (k,0,s).

Enfin, on utilise la premiere condition de raccord (6.66) pour obtenir :

1
Pl (k1,s) = —é [ fo V2(k, Y, s) dY] °(k,0,s) + p' (k,0,s).

En injectant cette expression dans (6.74) et aprés un petit peu de rangement, on obtient :

L2 +92(k, Y, 5) 1 dp 1
___ s T ay 70 k, 0, e k,O, Iy | k, 0,
Uo 2(k,Y,5) ] P09 ok as ay &0+ iz 009

) . (6.75)
_52 Z2 [f(; Vz(k, Y/S) dY] Fﬁo(k, 0, S) = 0.

Nous avons donc formellent défini (7°,p') par les équations (6.60) et (6.64) et par les conditions
(6.70) et (6.75). Nous pouvons donc construire le probleme approché a 'ordre 1 en ¢.
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6.5.4 Construction du probleme approché
Le probléme approché dans les variables (k, y, s)

L'idée est qu'une bonne approximation (au premier ordre en ¢) de la solution devrait étre
fournie pas la fonction :
=1 _ 70, .7l
pr=p tep,

qui satisfait compte tenu de (6.60) et (6.64) :

82’;‘7‘5,1 .
Y2 - &

(k2 +(s+ ikMoo)z);?‘E'1 - y <0.

Condition limite en y = 0. L'opération (6.70) + ¢ (6.75) donne :

Lk +92(k Y, 9) 1 op*! 1
— 7 qy| P°k,0, = P (k0,s)+ —p"(k,0,
EUO 2k, Y, 5) ]p 09 * a0, oy ©O0)F5zr €09

1
¢ s [ [ s dY] 7(,0,5) =0,

qui donne

LR +92(k Y, 9) 1 ! 1
— 3y ok, 0, S — ) — 55k, 0,
‘ Uo V2K, Y, 5) ]p 09+ 09 oy &0 570 €09

—&
52 72

1
[ f v2(k, Y, ) dY] pol(k,0,5) = O(e?).
0

L’idée est de conserver une approximation de la méme qualité (toujours du premier ordre) en
supprimant les termes O(e2). Autrement dit, nous proposons le probleme approché suivant :

92pEl .
(K + (s + kM) P - azz -3 y<0,
8?’1 (k,0,s) = | & Ok, s) — (s+ lkMoo)2 te (s+ lkMoo)2 fl Z(k Y,s) dY ~S,l(k 0,s) (070
8y 7Y =|¢€ 7 SZ & 52 ZZ 0 )/ 7 Ly P 7 M)y

ou l'on rappelle pour le lecteur distrait que 1’on avait posé au chapitre précédent :

O(k,s) = —(5 + ikM.o)? fl R+rkxs) ,
o Yk Y,s)

Remarque 6.13 Il est clair que la condition limite garde en mémoire la couche limite puisqu’elle fait
intervenir le parametre ¢ ainsi que le profil M(Y) a travers y(k, Y, s).

Remarque 6.14 — Lorsque l'on fait tendre |Z| vers +oco, on retrouve bien évidemment le probléme
(6.76), obtenu au chapitre précédent en considérant une paroi rigide.
— Alordre 0 en &, on retrouve la condition classique d'impédance en présence d'un écoulement non nul
a la paroi, dite condition de Myers (cf. (6.8)).
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Le probleme approché dans les variables (x, y, t)

A partir de (6.76), le probléeme d’évolution que nous proposons de résoudre comme alternative,
pour approcher (6.53), s’écrit :

2
92 aps,l

J 2\ 2
ﬁw(x,o, t) = (5 +Moo$) {—E [Id —IMEJ

10 & -1
_Z§+?DM}pé, (x,O,t), XER,t>O,

(6.77)
ou Jd est l'identité et 1 ( est 'opérateur défini dans le paragraphe 5.5.4 page 169 du chapitre
précédent. De son coté, Dy a été introuduit plus récemment et est défini par (6.39).

6.5.5 Analyse de stabilité modale

Nous allons étudier le caractére bien posé du probleme approché (6.77). Pour cela nous allons
une nouvelle fois utiliser la méthode de Kreiss, expliquée a la section 5.4.1 du chapitre précédent.
Nous cherchons une solution non triviale du probléme de la forme :

pé‘,l (x, Y, t) = pa ez‘kx ecf]/ eSt’

aveck € R, & € Ctel que Re (&) =2 0,s € C tel que Re(s) > 0 et p, € Cnon nul. Nous allons omettre
la plupart des calculs compte tenu du fait que nous avons dérivé le probléeme limite dans I'espace
de Fourier-Laplace. En injectant cette expression dans I'équation (6.77), on obtient :

&= ((s+ kM2 +R2)".

La condition limite nous donne alors 1’équation caractéristique suivante :

e (5 +ikM)? | (s + kM) fl )
Epa = (e 0(k,s) =7 +¢ 272 ; ve(k,Y,s) dY || pa,

c’est-a-dire en utilisant la définition de O et en divisant par p, :

LE2 +92(k, Y, 5) 1 1 1
= kM) | & — Y = - —— 2(k,Y,s) dY|.
& (s + kM) (ej(; 20 Y,5) +sZ 55222[) vk, Y,s)d )

En posant ¢ = s/k et en utilisant la définition (5.21) de F", cette équation se réécrit :

1
VI+ (0 +iMw)? = —(0 + iM)? (elkl (1 - F(i0)) + %oiz — ¢lk] 02122 fo (o+ iM(Y))2 dY).

Ainsi en faisant tendre |k| vers +o0, on obtient :

1
2
(1 - F(i0)) - f (o +iM(Y)) dY =0.
0
On retrouve la méme équation caractéristique que pour le modele approché obtenu en utilisant les
équations de Galbrun (cf. (6.49)). Les résultats sur le caractere bien posé du probléme sont donc
les mémes.

0272






CONCLUSION

BILAN

Le présent paragraphe dresse un bilan succinct du travail réaliséet précise les points qui
méritent un approfondissement. Dans la thése développée ci-avant, nous nous sommes intéressés
a la propagation du son en présence d'un écoulement fortement cisaillé. Dans la premiere partie,
nous avons dérivé a partir des équations de Galbrun, au moyen d’une analyse asymptotique, un
probleme approché. L'étude mathématique du caractére bien posé de ce probleme original a été
menée de fagon tres complete aux chapitres 2 et 3. Cette analyse nous a amené a nous intéresser
aux instabilités hydrodynamiques et nous a permis de montrer des résultats, nouveaux a notre
connaissance, dans le cadre compressible. De plus, nous avons obtenu une formule quasi-explicite
de la solution. Celle-ci nous a fourni une méthode efficace de résolution numérique que nous
avons validée par comparaison avec un code 2D. Par conséquent, 1’'étude du cas du tube mince
nous parait compléte, et les objectifs remplis.

Dans la seconde partie, nous nous sommes intéressés aux couches limites au voisinage d’une
paroi, d’abord rigide puis absorbante. Dans le cas de la paroi rigide, nous avons dérivé, au moyen
d’une analyse asymptotique, un probléeme approché. La nouvelle condition limite fait intervenir la
résolution de I'équation limite du tube étudiée dans la premiere partie. L'étude du caractéere bien
posé du probleme se ramene a celle du probleme limite du tube. En particulier, des que le profil
dans la couche limite est convexe (ou concave), croissant concave puis convexe (ou décroissant
convexe puis concave) alors le probleme est bien posé. Nous avons ensuite étudié les propriétés
physiques de cette nouvelle condition limite : possible guidage d’ondes de surface et réflexion
d’onde. En raison de sa nature non-locale notre modéle est difficilement utilisable numériquement.
Néanmoins, en approchant le profil dans la couche limite par un profil linéaire par morceaux, nous
aboutissons a un nouveau modele, qui est local : il couple une équation aux dérivées partielles
1D avec des équations différentielles ordinaires en temps. L'implémentation de cette méthode est
en cours d’investigation, grace a Marc Duruflé. Dans le cas de la paroi absorbante, nous avons
obtenu, par I’analyse asymptotique, une premiére condition limite approchée. A partir de celle-ci,
nous avons pu en construire une deuxiéme au méme ordre d’approximation. C’est en considérant
cette derniere que nous avons mené l'analyse du caractere bien posé. Nous conjecturons que les
résultats seraient les mémes pour la premiere condition approchée, ce qui reste a montrer. Nous
montrons que le probleme approché est bien posé pour différents modeles de parois absorbantes.

Cette analyse met en lumieére la difficulté a trouver des schémas numériques stables dans ce
domaine d’étude.
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Sans étre exhaustif, nous donnons ici les perspectives de recherche que ce travail suggere :

— Le développement d’une méthode numérique pour le probleme approché obtenu dans le

cas d'une paroi absorbante est conditionné par la réussite de I'approche numérique évoquée
plus haut dans le cas de la paroi rigide. Une fois cette derniere aboutie, nous pourrons
envisager une implémentation pour des impédances réelles, grandes, comme perturbation
du cas rigide.

La condition approchée que nous obtenons dans le cas d'une paroi impédante n’est pas
completement satisfaisante. En effet, on a montré 'existence de modes instables a basse
fréquence (cf remarque 6.5 page 189). Numériquement, on pense qu’il va falloir mailler
a l'échelle de I’épaisseur de la couche limite en x, pour "dépasser" ces modes instables.
Ainsi, nous aurions traité la coordonnée transverse, mais pas la coordonnée longitudinale.
Une idée pour obtenir une condition qui aboutisse a un probléme stable serai de revoir les
conditions d'impédance de parois, qui sont des approximations en incidence normale et ne
rendent donc pas suffisamment compte de la réalité.

L’extension a des bords courbes est une des priorités si 'on veut s’approcher de la réalité.
On peut envisager, par exemple, une approche asymptotique sur l'inverse du rayon de
courbure. On devrait alors retrouver nos modeéles a la limite quand le rayon de courbure
tend vers l'infini. Cela nécessite de faire appel a la géométrie différentielle.

Le cas d’'un domaine 3D fin délimité par deux surfaces paralleles est de tout premier intérét.
Au moyen d’une analyse asymptotique similaire a celle utilisée pour le cas du tube mince,
un modele limite quasi 2D a déja été obtenu dans le cas de surfaces planes, sous des
hypotheses naturelles sur le profil de référence. Cette étude est a poursuivre.

— Le développement de modeles prenant en compte les effets de la viscosité est également a

I’étude. Des recherches dans ce domaine sont d’ailleurs menées dans le laboratoire POEMS
par Kersten Schmidt, post-doctorant, et ont été 1’objet du stage de Jacques Barret.

— L'obtention d’une condition de transmission, approchant la couche de mélange entre deux

fluides cisaillés et aboutissant a un probleme bien posé reste une question ouverte.
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EQuivALENCE EULER/GALBRUN

Nous allons montrer dans cette annexe I'équivalence entre les équations d’Euler linéarisées et
les équations de Galbrun dans un domaine Q c R¥.

A.1 LES EQUATIONS

Rappelons dans un premier temps les équations. Les équations d’Euler linéarisées en milieu
compressible s’écrivent :

(@ +MV) u+ (V)M +Vp=0, xeQ, t>0,
(A1)

(i +MV) p+Vau=0, xeQ, t>0.

que l'on complete par la condition aux limites de glissement (n désignant le vecteur unitaire
normal a 0Q)) :
un=0, surdQ. (A.2)

Lorsque M désigne un champ de vecteur dans R?, M.V est l'opérateur de dérivation selon M
défini par :
d I
VO: R 5 R, MV@:ZM@—<
p 8xk
Bien entendu, si U est un champ de vecteur on définit ’action de M.V sur U composante par
composante.

Dans (A.1) les inconnues sont le champ de vitesse eulerien et la pression dans le fluide. Le champ de
vecteur M est une donnée du probléme : il décrit I’écoulement de référence supposé stationnaire.
C’est le vecteur de Mach de I'écoulement, qui n’est autre que la vitesse de 1’écoulement divisée par
la vitesse des ondes acoustiques dans le méme fluide au repos. Ce champ est supposé satisfaire
les équations d’Euler stationnaires :

(MV)M =0, V.M=0,
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muni la aussi de la condition aux limites de glissement :
M.n =0, surdQ.

Nous allons montrer que les équations d’Euler linéarisées (A.1,A.2) sont équivalentes aux équa-
tions de Galbrun :

@ +MVP? U-V(V.U)=0, x€Q, t>0, (A.3)

que l'on complete par la condition aux limites (n désignant le vecteur unitaire normal a JQ) :

Un=0, surdQ. (A.4)

A.2 CAS DU TUBE EN PRESENCE D'UN ECOULEMENT LAMINAIRE

Nous considérons tout d’abord le cas du tube 2D qui nous a intéressé dans la premiére partie
de cette these. Nous avons doncd = 2 et Q = RXx] -1, 1] ; on note x = (x, y). On suppose de plus que
I"éoulement est laminaire, M(x) = (M(y), 0) et on note u = (1, v). Les équations d’Euler linéarisées
(A.1,A.2) se réécrivent :

ou du dp
35 +M(y)$ o

dv dv dp
5 TMWo+ oy -

ap dp Ju Jv
§+M(y)a—x+$+a—y—

+ M’ (y)v =0,
0, (x,y)eQ, t>0, (A.5)

0,

complétées par les conditions de glissement :
u(x, £1,t) =0 (A.6)

Par ailleurs les équations de Galbrun (A.3,A.4) se réécrivent en notant U = (U, V) :

J d \2 Jd (U JdV
(5 +M(y) a) u- a(ﬁ‘i‘ @)—0,
(x,y) e, t>0, (A7)
0 d \2 d (dU 2V
(5 +M(y) a) V- ?y(g + a—y) —0,
muni de la condition limite :
Vix,=z1,t) =0, xeR, t>0. (A.8)

Nous allons montrer au travers des deux thérorémes suivant, I'équivalence entre ces deux systemes
d’équations.
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Théoreme A.1  Soit (U, V) une solution du probleme (A.7,A.8) avec comme condition initiale U(x, y,0) =
Uo(x, ), V(x,y,0) = Vo(x,y), d:U(x,y,0) = Ui(x, y) et d:V(x,y,0) = Vi(x,y), alors le triplet (u,v,p)
défini par :

u=odUu+Mo.U-MYV,

v =0V + MoV, (A9)
p =-(0:U+9,V),
est solution de (A.5, A.6) avec comme condition initiale :
up = Uy + Ma, Uy — MV,
vo = V1 + Md, V),
po = —(dxUp + Vo).

DimonstraTION. Nous allons montrer que (1, v, p), défini par (A.9), est solution de (A.5). Puisque
M’ et 9y + MJ, commutent, on remarque :

(0 + May)*U = (9; + M) [u + M'V] = (9 + Md)u + M,
de telle sorte que la premiere équation de (A.7) s’écrit :
(@t + Moy)u+Muv+dyp =0,

ce quinous donne la premiere équation de (A.5). La deuxieme équation de (A.7) donne directement
la deuxieme équation de (A.5) :
(0t + Mdy)v +dyp = 0.

Il nous reste donc a déterminer 1’équation vérifée par p. En utilisant la troisieme équation de (A.9)
ona:
(0t + Mdy)p + (9y + Mdy) (0 U + 9, V) = 0. (A.10)

On remarque que :
(0 + Mdy)(0:U + 9, V) = 9:(ds + M )U + 9y0;V + My, V.

En remarquant que Md.,V = 9,(Md,V) — M'9,V et en utilisant la définition (A.9) de u et v on
obtient :

et finalement (A.10) devient :
(9t + My )p + dxu + dyv = 0.

Pour terminer la démonstration il suffit de remarquer que :

Vix,+1,)=0 = o(x,£1,t)=0.

La réciproque prend la forme du théoreme suivant :



218 Annexe A. Equivalence Euler/Galbrun

Théoreme A.2  Soit (u,v,p) solution de (A.5, A.6) pour des données initiales (ug,vo, po). On définit
(U, V) comme étant les solutions des équations de transport :

U+ Mo,U-MYV =u, (x,y) e, t>0,
(A.11)
oV + Mo,V =0, (x,y) e, t>0,
associées aux données initiales :
(LI/ V)(x/ y/ 0) = (UOI V())(.X, y) = (axﬁbO/ ayqb())(xl y)/ (A]_Z)
oll (g est une des solutions (définies a une constante pres) du probleme de Laplace :

—A¢g = po dans Q,  dyPo = 0 sur dQ. (A.13)

Alors (U, V) est solution de (A.7,A.8) avec comme condition initiale U(x,y,0) = Up(x,y), V(x,y,0) =
VO(x/ y)/ atu(xl Y, 0) = ul(x/ y) et atv(xl Y, 0) = Vl(x/ y) ol :

Uy = ug — Mo, Uy + M'Vy,
V1 =109 — Mo, Vy.
DEmonsTRATION. Nous commengons par appliquer ’opérateur (d; + Mdy) a (A.11) ce qui donne :
(0 + MU — M’ (9s + M)V = (9s + My )u,
(0 + M0,)*V = (d; + M),
ce qui donne en utilisant les équations d’Euler (A.5) :
(0r + M0y)*U — M’(9; + Mdy)V = —M'v — d,p,
(0 + M0,)*V = —d,p,
soit en utilisant la deuxiéme équation de (A.11) :
(0 + M0y)*U = —0yp,
(0 + M0y)*V = —dyp.

Pour conclure la démonstration il suffit de montrer que p = —d,U — d,,V. Pour cela nous allons
montrer que la fonction
Yi=p+dU+3,V,

est solution d’une équation de transport avec donnée initiale nulle; ce qui prouvera qu’elle est
nulle. Nous avons :

(01 + M) = (d + MIx)p + (9 + MIx)(dxU + 9y V),
que l'on peut transformer comme suit :
(0 + M)y = (9 + MIy)p + 0« [(dr + M )U — M'V] + 9y, [(d + Mdy)V],
qui devient en utilisant (A.11) :

(0t + MOy )Y = (9 + Mdy)p + vt + dyv = 0,
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compte tenu de la troisiéme équation de (A.5). On conclut en remarquant :
I]ZJ(., 0) = Po + 8xuO + 8yV0 = Po + A(PO = 0,

ol on a utilisé successivement (A.12) et (A.13).
Finalement on remarque briévement que :

o(x,£1,)=0 = V(x,£1,t)=0

puisque V(., £1,.) est alors solution d"une équation de transport (la deuxiéme équation de (A.11))
sans second membre, et avec condition initiale nulle.
O

A.3 (CAs GENERAL

Nous nous contentons dans le cas général de donner les théoréemes de correspondance, entre
les équations de Galbrun et celles d’Euler, sans leurs démonstrations. Ces derniéres sont simi-
laires a celle du cas laminaire, mais présentent des calculs plus compliqués. On peut trouver la
démonstration dans le cas général dans la these de Guillaume Legendre [Leg03].

Théoreme A.3  Soit U une solution du probleme (A.3,A.4) avec comme condition initiale U(x, y,0) =
Up(x, y), et d:U(x, y,0) = Us(x, y), alors (u, p) défini par :

u=(d+M.V)U-(UV)M,
(A.14)
p=-V.U,

est solution de (A.1, A.2) avec comme condition initiale :

ug = U; + M.V)Up + (Up. V)M,

Po = —V.Uo.
La réciproque prenant cette fois la forme du théoreme suivant :

Théoreme A.4  Soit (u,p) solution de (A.1, A.2) pour des données initiales (ug, po). On définit U comme
étant la solution de I'équations de transport :

@t +M.V)U+ (UV)M = u,

associée a la donnée initiale :
U(x, y,0) = Up(x, v) :== Voo(x, v),

olt ¢ est une des solutions (définies a une constante preés) du probleme de Laplace :
—A¢o = po dans Q,  dudg = 0 sur IQ.

Alors U est solution de (A.3,A.4) avec comme condition initiale U(x,y,0) = Up(x, y), et J;:U(x,y,0) =
Ui(x,y) oi :
U =ug - (MV)U() - (UoV)M

Ce résultat d’équivalence entre les équations d’Euler et de Galbrun est un guide précieux pour
dériver des estimations de type énergie sur le systeme de Galbrun, en utilisant celles bien connues
du systeme d’Euler.






BIBLIOGRAPHIE

[Ban78]
[BBDDLMO07]

[BBDJ07]

[BBDJJed]

[BBJO5]

[BDLO5]

[Ber06]

[Bra09]

[CCDO09]

[CCLRO1]

[Cha98]

[CON78]

[DHS88]

[Dia05]

[DL88]

S. Banach. Théorie des opérations linéaires. Chelsea Pub Co, 1978.

A.S. Bonnet-Ben Dhia, E.M. Duclairoir, G. Legendre, and J.F. Mercier. Time-
harmonic acoustic propagation in the presence of a shear flow. Journal of Com-
putational and Applied Mathematics, 204(2) :428-439, 2007.

A.S. Bonnet-BenDhia, M. Duruflé, and P. Joly. Construction et analyse mathéma-
tique d’un modele approché pour la propagation d’ondes acoustiques dans un
tuyau mince parcouru par un fluide en écoulement. Technical report, INRIA Re-
search Report, 2007.

A.S. Bonnet-BenDhia, M. Duruflé, P. Joly, and L. Joubert. Stability of acoustic
propagation in a 2d flow duct : a low frequency approach. Accepted.

Anne-Sophie Bonnet-BenDhia and Patrick Joly. Théorie spectrale des opérateurs au-
toadjoints et application a I'étude des ondes guidées. ENSTA, 2005.

E. Bécache, A.S.B.B. Dhia, and G. Legendre. Perfectly matched layers for the convec-
ted Helmholtz equation. SIAM Journal on Numerical Analysis, 42(1) :409-433, 2005.

Kamel Berriri. Approche analytique et numérique pour I'aéroacoustique en régime transi-
toire par le modele de Galbrun. PhD thesis, 2006.

E.J. Brambley. Fundamental problems with the model of uniform flow over acoustic
linings. J. Sound and Vib., 322 :1026-1037, 2009.

N. Castel, G. Cohen, and M. Duruflé. Application of Discontinuous Galerkin spec-
tral method on hexahedral elements for aeroacoustic. Journal of Computational Acous-
tics, 17(2) :175-196, 2009.

C. Cherfils-Clerouin, O. Lafitte, and P.A. Raviart. Asymptotic results for the linear
stage of the Rayleigh-Taylor instability. Mathematical fluid mechanics : recent results
and open questions, pages 47-71, 2001.

S.D. Chatterji. Cours d’analyse. Presses polytechniques et universitaires romandes,
1998.

J.B. CONWAY. Functions of one complex variable I (Graduate Texts in Mathematics, 11).
Springer, New-York, 1978.

AT De Hoop. Acoustic radiation from impulsive sources in a layered fluid. Nieuw
Archief voor Wiskunde, 6(4) :111-129, 1988.

J. Diaz. Approches analytiques et numériques de problemes de transmission en pro-
pagation d’ondes en régime transitoire. Application au couplage fluide-structure
et aux méthodes de couches parfaitement adaptées. 2005.

R. Dautray and J.L. Lions. Analyse Mathématique et Calcul Numeérigue, vol. 3. Masson,
1988.

221



222

Bibliographie

[DLLO1]

[DR75]

[DRO4]
[DSBBSS]

[Duc07]
[EE87]

[EP75]
[Eve9l]

[Fjo50]
[FP69]

[Gal31]
[Gre00]
[Gre04]

[HLO3]

[HMS85]
[HW96]
[JJed]
IM72]
[JW10]

[Kat95]
[Kre70]

A.S.B.B. Dhia, G. Legendre, and E. Lunéville. Analyse mathématique de 1'équa-
tion de Galbrun en écoulement uniforme. Office national d'études et de recherches
aérospatiales ONERA-Publications-TP, 2001.

PJ. Davis and P. Rabinowitz. Methods of numerical integration. Academic press New
York, 1975.

PG Drazin and W.H. Reid. Hydrodynamic stability. Cambridge Univ Pr, 2004.

N. Dunford, J.T. Schwartz, W.G. Bade, and R.G. Bartle. Linear operators. Wiley-
Blackwell, 1988.

E.M. Duclairoir. Rayonnement acoustique dans un écoulement cisaille : une mé-
thode d’éléments finis pour la simulation du régime harmonique. 2007.

D.E. Edmunds and WD Evans. Spectral theory and differential operators. Oxford
University Press, USA, 1987.

T. Ellingsen and E. Palm. Stability of linear flow. Physics of Fluids, 18 :487, 1975.

W. Eversman. Theoretical models for duct acoustic propagation and radiation. In
In NASA. Langley Research Center, Aeroacoustics of Flight Vehicles : Theory and Practice.
Volume 2 : Noise Control p 101-163 (SEE N92-14779 05-71), volume 2, pages 101-163,
1991.

R. Fjortoft. Application of integral theorems in deriving criteria of stability for
laminar flows and for the baroclinic circular vortex. Geofys. Publ, 17(6) :1-52, 1950.

A. B. Friedland and A. D. Pierce. Reflexion of Acoucstic Pulses from Stable and
Instable Interface between Moving Fluids. The physics of fluids, 12 :1148-1159, 1969.

H. Galbrun. Propagation d'une onde sonore dans I'atmosphere terrestre et théorie des zones
de silence. Gauthier-Villars, Paris, 1931.

E. Grenier. On the nonlinear instability of Euler and Prandtl equations. Communi-
cations on Pure and Applied Mathematics, 53(9) :1067-1091, 2000.

E. Grenier. Boundary layers. Handbook of mathematical fluid dynamics, pages 245-309,
2004.

B. Helffer and O. Lafitte. Asymptotic methods for the eigenvalues of the Ray-
leigh equation for the linearized Rayleigh-Taylor instability. Asymptotic Analysis,
33(3) :189-235, 2003.

P. Huerre and P. Monkewitz. Absolute and convective instabilities in free shear
layers. Journal of Fluid Mechanics, 159 :151-68, 1985.

V. Hardt and E. Wagenfiihrer. Spectral properties of a multiplication operator.
Mathematische Nachrichten, 178(1) :135-156, 1996.

P. Joly and L. Joubert. A low frequency model for acoustic propagation in a 2d flow
duct : numerical computation. CiCP, accepted.

D.S. Jones and J. D. Morgan. The instability of a vortex sheet on a subsonic stream
under acoustic radiation. Proc. Camb. Phil. Soc., 72 :465-488, 1972.

P. Joly and R. Weder. Analysis of Acoustic Wave Propagation in a Thin Moving
Fluid. SIAM Journal on Applied Mathematics, 70 :2449, 2010.

T. Kato. Perturbation theory for linear operators. Springer Verlag, 1995.

H.O. Kreiss. Initial boundary value problems for hyperbolic systems. Communica-
tions on Pure and Applied Mathematics, 23(3) :277-298, 1970.



Bibliographie 223

[Lam58] J. Lamperti. On the isometries of certain function spaces. Pacific ]. Math, 8(3) :459-
466, 1958.

[Lan06] MT Landahl. A note on an algebraic instability of inviscid parallel shear flows.
Journal of Fluid Mechanics, 98(02) :243-251, 2006.

[LegO03] G. Legendre. Rayonnement acoustique dans un fluide en écoulement : analyse mathéma-
tique et numérique de I'équation de Galbrun. PhD thesis, 2003.

[Len06] Marc Lenoir. Eléments de théorie spectrale. ENSTA, 2006.

[Lig52] MJ Lighthill. On sound generated aerodynamically. I. General theory. Proceedings of
the Royal Society of London. Series A, Mathematical and Physical Sciences, 211(1107) :564—
587, 1952.

[LL46] L. Lees and C.C. Lin. Investigation of the stability of the laminar boundary layer in
a compressible fluid. National Advisory Committee for Aeronautics, 1946.

[LTA97] K.M. Li, S. Taherzadeh, and K. Attenborough. Sound propagation from a dipole

source near an impedance plane. The Journal of the Acoustical Society of America,
101 :3343, 1997.

[Mac84] LM Mack. Boundary-layer linear stability theory. In In AGARD Spec. Course on
Stability and Transition of Laminar Flow 81 p (SEE N84-33757 23-34), 1984.

[MI86] PM.C. Morse and K.U. Ingard. Theoretical acoustics. Princeton Univ Pr, 1986.

[Mus53] N.I. Muskhelishvili. Singular integral equations. P. Noordhoff Groningen, 1953.

[Mye80] MK Myers. On the acoustic boundary condition in the presence of flow. Journal of
Sound and Vibration, 71(3) :429-434, 1980.

[Paz83] A. Pazy. Semigroups of linear operators and applications to partial differential equations.
Springer, 1983.

[PEO1] C. Peyret and G. Elias. Finite-element method to study harmonic aeroacoustics

problems= Une méthode éléments finis basée sur le déplacement pour 1’analyse de
la propagation acoustique dans les conduits. Tiré a part-Office national d’études et de
recherches aerospatiales, 2001.

[Ray79] L. Rayleigh. On the stability, or instability, of certain fluid motions. Proceedings of
the London Mathematical Society, 1(1) :57-70, 1879.

[Rie06] S.W. Rienstra. Impedance models in time domain, including the extended Helm-
holtz resonator model. AIAA paper, 2686 :2006, 2006.

[RS78] M. Reed and B. Simon. Analysis of Operators, Vol. IV of Methods of Modern Mathematical
Physics. New York, Academic Press, 1978.

[RVO08] S.W. Rienstra and G.G. Vilenski. Spatial Instability of Boundary Layer Along Impe-
dance Wall. In 14 th AIAA/CEAS Aeroacoustics Conference(29 th AIAA Aeroacoustics
Conference), 2008.

[Sar08] Sri Poernomo Sari. Propagation acoustique dans des conduits a parois traitées en présence
d’écoulement : modélisation par la méthode des éléments finis. PhD thesis, 2008.

[Sch50] L. Schwartz. Theorie des distributions. Hermann, Paris, 1950.

[SGS91] VV Salaev, EG Gusejnov, and RK Sejfullaev. The Plemelj-Privalov theorem. In Sov.
Math., Dokl., volume 42, pages 849-852, 1991.

[SHO1] PJ. Schmid and D.S. Henningson. Stability and transition in shear flows. Springer

Verlag, 2001.



[SS66]

[Ste68]

[SZ91]
[TA96]

[Tes73a]

[Tes73b]

[TGTO03]

A H. Stroud and D. Secrest. Gaussian quadrature formulas. Prentice-Hall Englewood
Cliffs, NJ, 1966.

S. Steinberg. Meromorphic families of compact operators. Archive for Rational
Mechanics and Analysis, 31(5) :372-379, 1968.

L. Schwartz and K. Zizi. Analyse. 1. Théorie des ensembles et topologie. Hermann, 1991.

C.K.W. Tarn and L. Auriault. Time-domain impedance boundary conditions for
computational aeroacoustics. AIAA journal, 34(5) :917-923, 1996.

BJ Tester. Some aspects of sound attenuation in lined ducts containing inviscid
mean flows with boundary layers. Journal of Sound and Vibration, 28(2) :217-245,
1973.

BJ Tester. The propagation and attenuation of sound in lined ducts containing
uniform or plug flow. Journal of Sound and Vibration, 28(2) :151-203, 1973.

F. Treyssede, G. Gabard, and M.B. Tahar. A mixed finite element method for acoustic
wave propagation in moving fluids based on an Eulerian-Lagrangian description.
The Journal of the Acoustical Society of America, 113 :705, 2003.



Titre Approche asymptotique pour 1'étude mathématique et la simulation numérique de la propagation
du son en présence d'un écoulement fortement cisaillé

Résumé Cette these s'inscrit dans le cadre d’étude de la simulation de la propagation du son en écoule-
ment. L'objectif de ces travaux est ’obtention de modeles approchés permettant une prise en compte aisée
des zones de fortes variations de 1’écoulement porteur (couche limite de paroi, couche de mélange...). Le
modéle mathématique retenu pour I'étude est celui des équations de Galbrun.

La premiere partie est consacrée a la propagation acoustique dans un tuyau mince bidimensionnel. Une
analyse asymptotique qui s’apparente a une analyse basse fréquence est menée pour obtenir un probleme
approché original, faisant intervenir un terme intégral non local vis a vis de la coordonnée transverse. Du
fait de son originalité, ’analyse de stabilité est complexe et nécessite une étude ad hoc. Cette approche
nouvelle permet de retrouver des résultats sur la stabilité des écoulements en incompressible, mais aussi
d’en établir de nouveaux. Nous proposons ensuite une méthode de résolution numérique basée sur une
expression quasi-explicite de la solution.

La question de la prise en compte des couches limites de paroi fait I'objet de la deuxieme partie. Nous
considérons toujours un probléme bidimensionnel a paroi plane. Les cas d"une paroi parfaitement rigide
et d’une paroi sur laquelle on impose une condition d’impédance sont traités. Dans les deux cas nous rem-
placons la couche limite par une condition aux limites approchée, au moyen d’une analyse asymptotique.
Ces conditions font intervenir la résolution du probleme limite du tube et I’analyse de stabilité repose sur
les résultats de la premiere partie. Nous explorons ensuite les propriétés physiques et mathématiques de
ces problemes approchés.

Mots-clés aéroacoustique, équation de Galbrun, régime transitoire, couche mince, méthode asympto-
tique, paroi impédante, théorie spectrale, transformation de Fourier-Laplace, analyse de Kreiss.
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Abstract This thesis deals with the modelling and the numerical simulation of acoustic propagation in a
flow. The aim of this work is to derive approximate models that easily take into account thin shear layers
of the reference flow (boundary layer, mixing shear layer...). The model retained for these studies is the
Galbrun’s equation.

The first part is devoted to the study of the acoustic propagation in a thin bidimensional duct. By an
asymptotic analysis, which can be seen as a low frequency approach, we derive an approximate model. It
has a non-local integral term in the transverse coordinate. Because of its non-standard structure, the stability
analysis is difficult and an ad hoc analysis is needed. Using this original approach we find well-known
results of hydrodynamic instabilities in laminar flows (in the incompressible case), but we also get some
new results. We finally give a numerical method based on a quasi-explicit expression of the solution.

The second part focuses on the consideration of boundary layers. We consider a bidimensional problem
with a flat wall. The cases of a rigid wall and of an impedant wall are investigated. In both cases, using an
asymptotic analyis, we replace the boundary layer by an approximate limit condition. These two generalized
impedance conditions involve the resolution of the limit equation of the thin duct, and their stability analysis
relie on the results obtained in the first part. Then, we explore the physical and mathematical properties of
these approximate problems.
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