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Au moment d’écrire ce qui sera sans doute la partie la plus lue de ce manuscrit, le doute
m’assaille. Comment se plier à cet exercice maintes fois répété sans tomber dans la platitude ou
l’énumération ? C’est alors que je suis tombé sur cette citation qui m’a rappelé la véritable fonction
de ces quelques lignes : "Une âme délicate est gênée de savoir qu’on lui doit des remerciements,
une âme grossière, de savoir qu’elle en doit." [Friedrich Nietzsche].
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Je tiens à exprimer ma reconnaissance à Anne-Sophie Bonnet-BenDhia et Patrick Joly pour
m’avoir proposé ce sujet de thèse. Il m’est impossible de ne pas saluer leur disponibilité et leur
gentillesse. Leurs conseils furent toujours précieux, leurs remarques, pertinentes, de telle sorte
que j’ai beaucoup appris à leur contact.

Je remercie chaleureusement Marc Duruflé et Ricardo Weder avec lesquels j’ai eu la chance
de collaborer. Les connaissances en simulation numérique du premier et l’expérience en théorie
spectrale du second participèrent grandement au développement de ces travaux.

Je remercie les deux rapporteurs de cette thèse, Martin Costabel et Agnès Maurel, pour leur
relecture attentive de mon grimoire, la perspicacité de leur rapport, ainsi que l’intérêt porté à
ces travaux. Je remercie également Edward Brambley, Olivier Lafitte, Vincent Pagneux et Peter
Schmid de me faire l’honneur d’être membres de mon jury.

Il y a trois années de cela, je fus recueilli au sein du laboratoire POEMS. Dans ses deux repères,
à l’ENSTA et à l’INRIA, je trouvai des conditions de travail excellentes, tant au niveau humain
que scientifique. Je tiens à remercier l’ensemble des membres de cette équipe, ainsi que ceux
de l’UMA, pour leur bonne humeur et la convivialité qu’ils ont su instaurer en ces lieux. En
particulier, un grand merci à Jean-François Mercier et Christophe Hazard toujours disponibles
pour répondre àmes questions, au grandChristopheMathulik et àMaurice Diamantini pour leurs
nombreux dépannages informatiques, à Annie Marchal et Nathalie Bonte pour leurs gais secours
face aux formalités administratives. Je tiens également à remercier David Lefèvre, Frédéric Jean
et Jean-François Delmas dem’avoir fait confiance pour dispenser les TDs dans leur cours respectif.

Je souhaite également remercier la ribambelle de thésards, post-doctorants et stagiaires du
laboratoire que j’ai pu croiser et avec qui j’ai passé d’agréablesmoments, que ce soit au laboratoire,
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au Dudu, à Carcans-Maubuisson ou ailleurs. Il serait vain de vouloir les citer tous mais ils se
reconnaîtront à n’en pas douter. Une pensée particulière pour Benjamin et Jérémi avec qui j’ai
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nombreuses discussions aussi passionnantes qu’instructives. Ils furent de valeureux compagnons
de route. Je profite de ce paragraphe pour remercier Colin pour sa franche camaraderie.

Je souhaite également remercier toutes les personnes qui m’ont entouré et soutenu toutes ces
années. Je pense pêle-mêle aux "team" Budapest, Berlin, Ste Max, Bredannaz, La Valette, randos
vélo, randos, ski, marathon, Champo, nugget(te), aux tacots, aux toulousains réunionnais, au
Nantais toulousain, aux Wallisiens retrouvés...et j’en oublie pléthore. Une mention spéciale aux
colocs qui se sont succédés à mes côtés, aussi bien à la Coloc qu’au Piso, et qui ont vécu au plus
près cette aventure.

Voilà venu le moment de remercier la Famille. Le soutien de ses membres fut indéfectible
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I

Ce document présente les travaux de recherche effectués sous la direction d’Anne-Sophie
Bonnet-Ben Dhia et de Patrick Joly dans le cadre de ma thèse réalisée au sein du laboratoire
POEMS. Ces travaux traitent des problèmes de propagation acoustique en présence d’un écou-
lement fortement cisaillé, en régime temporel, ainsi que de leur résolution numérique. Nous
nous intéressons en particulier à la modélisation des parois, en présence de couches limites de
l’écoulement moyen.

Le domaine d’étude de ces travaux est celui de l’aéroacoustique. Cette discipline se situe
à l’interface entre la mécanique des fluides et l’acoustique, dont elle doit réaliser une difficile
synthèse. Elle traite des problèmes sonores dans les écoulements, problèmes de génération du
son par les écoulements turbulents ou par l’interaction d’écoulement avec des corps solides,
et problèmes de propagation du son dans les écoulements stationnaires ou non. Elle couvre
donc un ensemble de problèmes ouverts et complexes dont les applications sont nombreuses,
principalement dans le domaine des transports. La production et la propagation du son dans les
réacteurs (cf. figure 1) ou encore les pots d’échappement sont des préoccupations importantes
pour les différents acteurs de l’industrie aéronautique, automobile et ferrovière, qui doivent faire
face à des contraintes réglementaires de plus en plus sévères concernant la réduction du bruit.
Ceci explique l’essor considérable de cette discipline ces dernières années, coïncidant de surcroît
avec un développement très rapide des techniques de simulation numérique, qui permettent
aujourd’hui une prise en compte des contraintes acoustiques dans une phase très amont des
projets industriels. En particulier, l’optimisation des traitements acoustiques de parois, à des coûts
économiquement raisonnables pour les constructeurs, ne peut aujourd’hui se passer des outils de
modélisation et de simulation numérique.

F. 1 – Schéma d’un turboréacteur

Nous nous intéressons dans cette thèse à la propagation du son dans un écoulement donné,
ceci à des fins de simulation numérique. Les champs acoustiques étant de petites perturbations de
l’écoulement, on obtient les modèles mathématiques de l’étude par linéarisation des équations de
la mécanique des fluides autour de l’écoulement de référence. Ce processus permet une grande
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simplification desmodèles à étudier, les équations d’Euler linéarisées en constituant le plus célèbre
produit. Si on suppose que le fluide est parfait et qu’on linéarise autour d’un état stationnaire1

(ρ0, v0, c0, p0), avec ρ0 la densité, c0 la vitesse du son et p0 la pression, et si l’on considère la vitesse
eulérienne v0 parallèle, c’est à dire telle qu’il existe une direction priviligiée ex telle que v0 = v0 ex,
alors en ajoutant une hypothèse supplémentaire d’adiabaticité, les équations d’Euler linéarisées
en milieu compressible s’écrivent une fois adimensionnées :



(∂t +M.∇) u + (u.∇)M + ∇p = 0, x ∈ Rd, t > 0,

(∂t +M.∇) p + ∇.u = 0, x ∈ Rd, t > 0.
(1)

Les inconnues u et p sont respectivement la perturbation du champs de vitesse eulérien et la
perturbation de pression et oùM = v0/c0 est appelé le profil de Mach.

Une alternative aux équations d’Euler linéarisées est fournie par le modèle proposé en 1931 par
Galbrun [Gal31]. Ce modèle, peu connu, est issu d’une linéarisation de type mixte des équa-
tions d’Euler : la perturbation de l’écoulement est décrite en variables lagrangiennes2 alors que
l’écoulement de référence est décrit en variables eulériennes3. Sous les mêmes hypothèses que
précédemment ces équations s’écrivent :

(∂t +M.∇)2 U − ∇ (∇.U) = 0, x ∈ Rd, t > 0. (2)

Il s’agit d’une équation d’ordre 2 en temps et en espace dont l’inconnue U est la perturbation
du champ de déplacement lagrangien. L’utilisation de ces équations constitue une spécificité du
laboratoire POEMS, qui œuvre patiemment à leur popularisation. Ce modèle possède l’avantage
de ne pas faire intervenir de dérivée du profil deMach. De plus, cette équation présente une forme
similaire aux équations des ondes vectorielles utilisées en electromagnétisme et en élasticité, ce
qui la dispose naturellement à une résolution par approches variationnelles telle que la méthode
des éléments finis, comme en témoignent les travaux publiés à ce sujet [TGT03, PE01]. Enfin,
l’utilisation du déplacement lagrangien s’avère particulièrement adapté pour le traitement de
conditions aux limites dans les problèmes d’interaction fluide structure ou d’interface entre deux
fluides [DH88, Sar08].

Malgré ses nombreux avantages, le modèle de Galbrun a été assez peu étudié dans la littérature.
De plus, la plupart des travaux concernent son étude et sa résolution en régime harmonique
[BDL05, BBDDLM07, DLL01, Leg03, Duc07]. En régime temporel, parmi les rares travaux exis-
tants, on pourra citer la thèse très récente deKamel Berriri [Ber06]. Le passage au régime temporel,
par rapport au régime harmonique, soulève de nouvelles questions de stabilité qui seront au
centre de notre étude.

Cette thèse aborde plus particulièrement le cas bidimensionnel, en présence d’un écoulement
laminaire. Par conséquent, si (x, y) désigne un point de l’espace, l’écoulement de référence sera de
la forme :

M =



M(y)

0


 .

1Celui-ci est donc solution des équations d’Euler stationnaire.
2La description lagrangienne consiste à suivre dans le temps les particules le long de leurs trajectoires.
3La description eulérienne décrit les évolutions du champ des vitesses.
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Nous nous intéressons ici au cas où la vitesse de l’écoulement varie rapidement dans une zone
de faible épaisseur, c’est le cas en particulier des couches limites. Notre objectif est de mener
une analyse asymptotique afin de remplacer la couche par une condition limite, l’épaisseur de la
couche étant considérée petite devant une longueur d’onde caractéristique. La nouvelle condition
limite apparaît comme une petite perturbation de la condition au bord et garde la mémoire de
la couche limite dont elle représente une idéalisation. Ce genre de modèle est très utile pour la
simulation numérique car il évite d’avoir recours à une discrétisation à l’échelle de l’épaisseur
de la couche limite. Ces problèmes approchés, pour être utilisables numériquement, devront être
bien posés.

Lorsque l’épaisseur de la couche de cisaillement est petite devant la longueur d’onde caracté-
ristique du phénomène, il peut sembler légitime de la négliger purement et simplement. Or il
apparaît que le problème ainsi obtenu peut être fortement mal posé. Ainsi dans [Ber06], l’auteur
s’intéresse au problème d’une couche de mélange entre deux fluides. Plus précisément, il consi-
dère un profil fortement cisaillé comme présenté sur la figure 2. Grâce à une analyse asymptotique
de type couche limite, il construit un problème de transmission pour l’écoulement discontinu (cf.
figure 2), la condition de transmission approchant la couche limite à l’ordre 1 en ε, ε étant la largeur
de la couche de mélange, considérée petite devant la longueur d’onde.

F. 2 – Profil fortement cisaillé (à gauche), profil discontinu (à droite)

Malheureusement, ce problème approché est fortement mal posé au sens de Kreiss [Kre70], ce
qui laisse en suspens l’obtention d’une condition de transmission adaptée et met en évidence
les difficultés inhérentes à une telle approche. Celles-ci sont liées à l’existence d’instabilités de
type Kelvin-Helmholtz. Ces instabilités sont des ondes qui se développent à l’interface entre
deux fluides cisaillés et peuvent être à l’origine de spectacles que la nature nous invite parfois à
contempler :

F. 3 – Instabilité de Kelvin-Helmholtz observée dans la nature : nuages au coucher de soleil
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Un phénomène similaire se produit si l’on néglige la couche limite au voisinage d’une paroi dont
le traitement acoustique est représenté par une condition d’impédance.
Ces difficultés expliquent en partie pourquoi nous avons débuté ces recherches par l’étude du
problème élémentaire du tube mince, avant de nous intéresser aux couches limites au voisinage
d’une paroi rigide, puis absorbante. Nous précisons que cette thèse constitue un point de vue
de mathématiciens sur le sujet. Nous avons par exemple choisi de ne pas prendre en compte la
viscosité ce qui est discutable d’un point de vue physique, compte tenu du fait que nous nous
intéressons à des zones de faible épaisseur dans lequel le profil varie brusquement. Toutefois, cette
approche est cohérente en tant qu’approche basse fréquence, la taille de la couche de cisaillement
étant considérée petite devant la longueur d’onde.

PLANDE LA THÈSE

Cette thèse s’articule en deux parties, la deuxième reposant sur les résultats de la première.

PARTIE I : Propagation acoustique dans un tuyau mince

Le premier chapitre a pour but d’introduire le cadre de l’étude, ainsi que le modèle mathé-
matique qui va être étudié dans toute la première partie. Nous nous intéressons à la propagation
du son dans un tube mince 2D, avec parois rigides et en présence d’un écoulement. Comme pré-
senté ci-dessus, la modélisation d’un tel problème est possible à partir soit des célèbres équations
d’Euler linéarisées, soit des équations de Galbrun. Nous montrons dans l’annexe A que ces deux
systèmes d’équations sont équivalents. Comme dans le reste de la thèse, nous présentons les deux
approches, même si, in fine, on utilisera les modèles issus des équations de Galbrun, qui sont
mieux adaptés. Nous considérons un écoulement de référence parallèle suivant l’axe du tube x,
ne dépendant que de la variable transverse y.

F. 4 – Tube en présence d’un écoulement : géométrie du problème.

Par une analyse asymptotique sur la largeur du tube, nous allons dériver à partir des équations
de Galbrun (2) (resp. d’Euler linéarisées (1)) un problème mathématique limite (1.9) (resp. (1.18)).
Par la suite, nous vérifions que l’analyse asymptotique a conservé l’équivalence entre les deux
systèmes d’équations, en montrant l’équivalence entre les deux problèmes limites (1.9) et (1.18).
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L’analyse asymptotique menée par rapport à la largeur du tube s’apparente à une approche
basse fréquence. On considère que la longueur d’onde λ est grande devant ε. Compte tenu
de la simplicité à la fois de l’analyse asymptotique et de l’écriture du problème limite qui en
découle, nous retiendrons par la suite le problème limite (1.9) obtenu à partir des équations de
Galbrun. Il s’agit d’un modèle mathématique original. En particulier l’équation est scalaire, et
même si elle fait intervenir une moyenne sur y, elle ne contient pas de dérivée partielle en y. Nous
dirons que le modèle obtenu est quasi-1D, local (différentiel) en x et non local en y. C’est à l’étude
mathématique et numérique de ce problème que sera consacrée la totalité de la suite de cette partie.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de stabilité du problème limite (1.9) obtenu au
premier chapitre. En raison de sa structure non standard, les résultats classiques, tels que ceux
provenant de la théorie des semi-groupes, ne sont pas applicables ici. C’est pourquoi une analyse
ad hoc est nécessaire. À l’aide de la transformation de Fourier dans la direction x, l’étude se
ramène à la théorie spectrale d’un opérateur borné A. On est amené à introduire la notion de
profil stable ou instable : on dira qu’un profil est stable (resp. instable) si le spectre de l’opérateur
A qui lui est associé est inclus dans R (resp. n’est pas inclus dans R). L’équivalence entre cette
notion de stabilité et le caractère bien posé du problème sera l’objet du chapitre suivant. Par la
suite, nous montrons que les seuls éléments du spectre de A pouvant être non réels sont des
valeurs propres, pour lesquelles nous obtenons une équation caractéristique. Par conséquent,
l’étude de stabilité d’un profil se ramène à l’étude de l’existence de solutions non réelles de cette
équation caractéristique. En utilisant un processus d’approximation approprié par des profils
linéaires par morceaux, pour lesquels l’étude de l’équation caractéristique est simplifiée, on établit
des conditions suffisantes de stabilité pour le profil M(y). On exhibe ensuite des profils instables
grâce à l’étude de cas particuliers que sont les profils antisymétriques. Finalement, cette étude
nous amène à nous intéresser aux instabilités hydrodynamiques en écoulement laminaire. La
méthode développée est originale et laisse le champ libre pour l’obtention de résultats inédits.
Cette démarche, basse fréquence, est à distinguer de celle de Lafitte, haute fréquence, pour l’étude
des instabilités de Rayleigh-Taylor [CCLR01, HL03].

Le troisième chapitre, plus technique, montre que la stabilité d’un profil, notion définie au
chapitre précédent, est bien équivalente au caractère bien posé. Cette démonstration s’appuie
sur la résolution du problème (1.9) au moyen de la transformation de Fourier-Laplace. Le calcul
de la transformation de Laplace inverse se fait au moyen de déformations de contour et de
techniques d’intégration dans le plan complexe. Nous montrons ainsi des estimations a priori de
la solution qui montrent le caractère bien posé du problème, et après transformation de Fourier
inverse, nous obtenons une expression quasi-explicite de la solution. Pour rendre le calcul de
la transformation inverse de Laplace plus accessible, nous aurons été amenés à introduire des
hypothèses techniques, voire abstraites, sur le profil. À la fin du chapitre, on présente une classe
de profils pour lesquels ces hypothèses sont satisfaites.

Le quatrième chapitre est consacré à la résolution numérique du problème limite (1.9). La
méthode numérique que nous allons développer est basée sur la représentation quasi-explicite de
la solution obtenue au chapitre précédent. On débute par la description de la méthode numérique,
qui se réduit au calcul numérique de l’expression quasi-explicite de la solution. Nous présentons
ensuite les résultats obtenus pour différents profils, agrémentés de commentaire à découvrir. Dans
un second temps, nous cherchons à valider numériquement notre modèle. L’idée est de comparer,
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numériquement, la solution à celle d’un code 2D du problème de départ dans le tube de largeur
2ε quand ε→ 0. Pour cela, nous explorons deux approches :

1. Nous utilisons un code de résolution des équations d’Euler linéarisées en 2D, le code Mont-
joie4, développé par Marc Duruflé de l’université de Bordeaux I.

2. Nous dérivons un problème équivalent aux équations de Galbrun, dont la forme permet
l’implémentation et la résolution au moyen du code Montjoie. Outre son intérêt local,
cette nouvelle représentation peut constituer une bonne alternative pour la résolution des
équations de Galbrun.

PARTIE II : Conditions aux limites effectives pour les couches minces

Dans le cinquième chapitre nous nous intéressons à la propagation du son au voisinage d’une
paroi rigide, en présence d’une couche limite. Nous nous plaçons en dimension 2, (x, y) ∈ Ωε =
R×] −∞, ε[, et considérons un écoulement de référence laminaire, constant égal àM∞ pour y < 0
et ne dépendant que de y :

F. 5 – Géométrie et position du problème de départ

L’espace 0 < y < ε, en bleu sur la figure, repésente la couche limite. Nous considérons que
l’épaisseur de la couche limite, c’est à dire ε, est petite, ce qui constitue de nouveau une approche
basse fréquence. Notre objectif est de dériver un problème limite, quand ε tend vers 0, au moyen
d’une analyse asymptotique. Le but est donc de trouver une condition approchée en y = 0. Nous
commençons par dériver le problème approché en utilisant les équations de Galbrun, cela au
moyen d’une analyse asymptotique sur le modèle de celle utilisée au premier chapitre. La condi-
tion d’impédance obtenue fait intervenir la résolution du problème limite du tube (1.9), étudié
dans la première partie de cette thèse. Nous nous consacrons ensuite à l’étude de ce problème
approché. À l’aide de l’analyse de Kreiss, que l’on détaille, on montre que le caractère bien posé
du problème limite est "équivalent" à celui du problème (1.9), étudié dans la première partie de
cette thèse. Nous complétons l’analyse de ce problème par la recherche d’ondes de surface et par
l’étude de la réflexion d’une onde sur la nouvelle paroi impédante. Finalement, nous donnons
l’approche eulérienne.

4https ://gforge.inria.fr/projects/montjoie
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Le sixième et dernier chapitre constitue une extension du cinquième chapitre au cas d’une
paroi absorbante, aussi appelée impédante, du fait qu’elle est modélisée par une relation d’impé-
dance. L’objectif est toujours d’obtenir une condition limite approchée en y = 0, qui soit utilisable
numériquement. Néanmoins, ce travail revêt une autre importance. En effet, la condition limite,
dite de Myers [Mye80], généralement utilisée pour modéliser une paroi impédante en présence
d’un écoulement non nul, aboutit à des problèmes mal posés [Bra09], ce qui pose des problèmes
quant à la pertinence de son utilisation, surtout numériquement. Signalons que nous avons appris
récemment que Brambley et Rienstra menaient dans le même temps des recherches similaires, de
manière indépendante. Nous avons d’ailleurs eu l’occasion de les inviter et de les rencontrer au
cours d’un workshop, intitulé "Effective boundary conditions in aeroacoustics" et organisé par le
laboratoire POEMS.
Dans ce chapitre, nous commençons par introduire les parois absorbantes et leur modélisation par
une impédance Z. Nous nous intéressons ensuite au caractère bien posé de la condition de Myers
avec écoulement uniforme constant égal àM∞. Onmontre que le problème estmal posé (resp. bien
posé) pour M∞ suffisamment petit (resp. grand). Nous dérivons ensuite le problème approché à
partir des équations de Galbrun, au moyen d’une analyse asymptotique. La condition limite ainsi
obtenue fait une nouvelle fois intervenir la résolution du problème limite du tube (1.9), étudié
dans la première partie de cette thèse. Nous nous consacrons ensuite à l’étude du caractère bien
posé de ce problème approché et de la nouvelle condition d’impédance. À l’aide d’une technique
de perturbation similaire à celle présentée au chapitre 2 dans la section 2.4, nous parvenons à
trouver des conditions sur le profil à l’intérieur de la couche limite qui assurent le caractère bien
posé du problème pour Z suffisamment grand. Finalement, nous donnons l’approche eulérienne.

En annexe, nous redémontrons l’équivalence entre les équations d’Euler linéarisées et les
équations de Galbrun, dans le cas d’un écoulement laminaire, et nous donnons la relation d’équi-
valence dans le cas général.

Le deuxième chapitre a fait l’objet d’une publication [BBDJJed], les troisième et quatrième
chapitres également [JJed]. La plupart des illustrations numériques présentes dans ce document,
hormis celles de la résolution du problème (1.9) mise en place au chapitre 4, nous ont été fournies
par Marc Duruflé.
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Première partie

Propagation acoustique dans un tuyau
mince
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C court chapitre a pour but d’introduire le cadre de l’étude, ainsi que le modèle mathéma-
tique qui va nous occuper tout au long de cette première partie. Nous nous intéressons à la

propagation du son dans un tube mince 2D, avec parois rigides et en présence d’un écoulement.
Les modèles mathématiques pour l’aéroacoustique (propagation du son en présence d’un écoule-
ment) sont obtenus par linéarisation (les perturbations acoustiques sont petites) des équations de
la mécanique des fluides autour d’un écoulement de référence. On obtient alors soit les célèbres
équations d’Euler linéarisées soit les équations de Galbrun, qui sont moins connues. Comme nous
le montrons dans l’annexe A ces deux systèmes d’équations sont équivalents. Nous avons donc le
choix sur le modèle à utiliser. Nous présentons ici les deux approches. Nous considérons un écou-
lement de référence parallèle suivant l’axe du tube x, ne dépendant que de la variable transverse
y. Par une analyse asymptotique sur la largeur du tube, nous allons dériver à partir des équations
de Galbrun (2) (resp. d’Euler linéarisées (1)) un problème mathématique limite (1.9) (resp. (1.18)).
Par la suite nous vérifions que l’analyse asymptotique a conservé l’équivalence entre les deux
systèmes d’équations, en montrant l’équivalence entre les deux problèmes limites (1.9) et (1.18).

L’analyse asymptotique est menée par rapport à la largeur du tube. Afin de couper court à toute
protestation naissante, il est important de préciser qu’en réalité, c’est le rapport entre la largeur du
tube et la longueur d’onde qui sera considéré petit. En effet, on peut voir l’analyse asymptotique
comme une analyse basse fréquence (grande longueur d’onde) plutôt que comme la limite quand
la largeur du tube tend vers 0 (action qui ferait tendre le nombre de Reynolds vers 0 et rendrait
prépondérante l’influence du terme de viscosité dans les équations). On en profite pour rappeler
que la non prise en compte de la viscosité est un parti pris délibéré de notre part.

Compte tenude la simplicité à la fois de l’analyse asymptotique ainsi que de l’écriture du problème
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12 Chapitre 1. Dérivation du modèle

limite qui en découle, nous retiendrons par la suite le problème limite (1.9) obtenu à partir des
équations de Galbrun. Il s’agit d’un modèle mathématique original, plus simple que les équations
de départ. En particulier elle est scalaire, et même si elle fait intervenir une moyenne sur y, elle
ne contient pas de dérivée partielle en y. Nous dirons que le modèle obtenu est quasi-1D, local
(différentiel) en x et non local en y. C’est à l’étude mathématique et numérique de ce problème
que sera consacrée la totalité de la suite de cette partie.
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1.1 A   ́  G

Nous dérivons ici le modèle mathématique que nous allons étudier tout au long de cette
première partie.

1.1.1 Position du problème /Mise en équations

Nous considérons un tube 2D droit de hauteur 2ε > 0. Le domaine d’intérêt est donc :

Ωε = R × ] − ε, ε [.

Nous supposons que ce tube est rempli par un fluide parfait compressible qui est en mouvement.
De plus, nous supposons que l’écoulement est stationnaire et laminaire. Par conséquent, si (x, y)
désigneun point deΩε, l’écoulement est caractérisé par sonprofil deMach (rapport entre la vitesse
de l’écoulement et la vitesse du son) qui est donné par :

∀ y ∈ ] − ε, ε [ , Mε(y) =M
(y
ε

)

oùM(y), y ∈ ] − 1, 1[ est un profil de référence vérifiant M ∈ L∞(] − 1, 1[). On fait donc le choix de
nous restreindre à cette famille de problèmes. Cette hypothèse jouera un rôle fondamental dans
l’analyse asymptotique et est un fondement de notre démarche. En effet, cela va nous permettre
par un changement de variable de nous ramener au problème, posé dans la géométrie fixe, d’un
tube de hauteur 2.

La figure suivante permet de visualiser plus clairement la géométrie du problème :

F. 1.1 – Tube en présence d’un écoulement : géométrie du problème.

Nous avons vu en introduction que la propagation du son pouvait être modélisée par deux
systèmes d’équations équivalents : les équations de Galbrun (2) et les équations d’Euler linéarisées
(1). Nous considérons ici les équations de Galbrun. Dans la situation présente,

M =



Mε(y)

0


 ,
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(2) peut alors se réécrire comme suit :



( ∂
∂t
+Mε(y)

∂

∂x

)2
Uε −

∂

∂x

(
∂Uε

∂x
+
∂Vε

∂y

)
= 0,

( ∂
∂t
+Mε(y)

∂

∂x

)2
Vε −

∂

∂y

(
∂Uε

∂x
+
∂Vε

∂y

)
= 0,

(x, y) ∈ Ωε, t > 0, (1.1)

oùUε(x, y, t) etVε(x, y, t) sont respectivement les composantes selon x et selon y de la perturbation
du déplacement Lagrangien.

Il faut compléter ces équations par une condition de glissement sur les parois y = ± ε :

Vε(x,± ε, t) = 0, x ∈ R, t > 0. (1.2)

1.1.2 Dérivation du modèle limite

Nous commençons classiquement par effectuer le changement d’échelle y = ε y qui nous
permettrade travailler sur undomaine géométriquefixeΩ = R × ]−1, 1[. Enposant le changement
d’inconnues suivant :

Uε(x, y, t) = Uε

(
x,

y
ε
, t
)

et Vε(x, y, t) = Vε
(
x,

y
ε
, t
)
,

les équations de Galbrun (1.1) se réécrivent :



(
∂

∂t
+M(y)

∂

∂x

)2
Uε −

∂

∂x

(
∂Uε

∂x
+

1
ε

∂Vε
∂y

)
= 0,

(
∂

∂t
+M(y)

∂

∂x

)2
Vε −

1
ε

∂

∂y

(
∂Uε

∂x
+

1
ε

∂Vε
∂y

)
= 0,

(x, y) ∈ Ω, t > 0, (1.3)

alors que la condition aux bords devient :

Vε(x,± 1, t) = 0, x ∈ R, t > 0. (1.4)

Nous posons le développement asymptotique formel suivant :


Uε = U0 + ε U1 + ε2 U2 + · · · ,

Vε = V0 + ε V1 + ε2 V2 + · · · ,
(1.5)

où les fonctionsU j etV j sont indépendantes de ε. L’objectif est maintenant de trouver le problème
satisfait par le couple (U0,V0).

Nous procédons en trois étapes :

(i) Le terme en ε−2 de la seconde équation de (1.3) donne :

∂2V0

∂y2
= 0.
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En utilisant la condition aux bords qui donne à l’ordre 0 en ε :

V0(x,± 1, t) = 0

on obtient :
V0(x, y, t) = 0.

(ii) Le terme en ε−1 de la seconde équation de (1.3) donne :

∂

∂y

(
∂U0

∂x
+
∂V1

∂y

)
= 0,

Par conséquent, il existe une fonction c(x, t) indépendante de y telle que
(
∂U0

∂x
+
∂V1

∂y

)
(x, y, t) = c(x, t).

En intégrant cette égalité entre −1 et 1 par rapport à y et en utilisant la condition aux bords
à l’ordre 1 en ε (V1(x,± 1, t) = 0), on obtient l’expression de la fonction c :

c(x, t) =
1
2

∫ 1

−1

∂U0

∂x
(x, ξ, t) dξ. (1.6)

(iii) Le terme en ε0 de la première équation de (1.3) donne :

(
∂

∂t
+M(y)

∂

∂x

)2
U0 − ∂

∂x

(
∂U0

∂x
+
∂V1

∂y

)
= 0.

On reconnaît la définition de la fonction c, ce qui donne :

(
∂

∂t
+M(y)

∂

∂x

)2
U0 − ∂c

∂x
= 0.

En utilisant l’expression (1.6) de c obtenue précédemment on aboutit à :

(
∂

∂t
+M(y)

∂

∂x

)2
U0 − 1

2
∂2

∂x2

∫ 1

−1
U0(x, ξ, t) dξ = 0. (1.7)

qui est l’équation recherchée, satisfaite par U0.

Nous avons donc montré que V0 = 0 et trouvé l’équation (1.7) vérifiée par U0. C’est sur cette
équation que nous allons nous concentrer. Dorénavant on oublie l’exposant 0 ; on s’intéresse donc
au problème d’évolution suivant :



Trouver U(x, y, t) : R × [−1, 1] ×R+ → R,
(
∂

∂t
+M(y)

∂

∂x

)2
U − 1

2
∂2

∂x2

∫ 1

−1
U(x, ξ, t) dξ = 0, (x, y) ∈ R × [−1, 1], t > 0,

U(x, y, 0) = U0(x, y), (x, y) ∈ R × [−1, 1],

∂U
∂t

(x, y, 0) = U1(x, y), (x, y) ∈ R × [−1, 1].
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où (U0,U1) sont les conditions initiales.

Cette équation est bien entendu plus simple que le système de départ (ce qui est la moindre des
choses). En particulier elle est scalaire, et même si elle fait intervenir une moyenne sur y, elle
ne contient pas de dérivée partielle en y. Nous dirons que le modèle obtenu est quasi-1D, local
(différentiel) en x et non local en y.

Nous introduisons maintenant une notation que nous retrouverons tout au long de cette thèse.
On note E l’opérateur de moyenne en y défini par :

E :

L2(] − 1, 1[) 7−→ L2(] − 1, 1[)

U 7−→ EU = E[U] =
1
2

∫ 1

−1
U(y) dy

(1.8)

Remarque 1.1 On utilisera en géneral la notation EU. Lorqu’il y aura un quelconque risque de confusion
nous utiliserons la notation E[U].

Remarque 1.2 Afin de définir E comme un opérateur de L2(] − 1, 1[), nous considérons EU, qui ne
dépend a fortiori pas de y, malgré tout comme un élément de L2(] − 1, 1[).

Alors le problème d’intérêt peut se réécrire :

TrouverU(x, y, t) : R × [−1, 1] ×R+ → R,
(
∂

∂t
+M(y)

∂

∂x

)2
U − ∂2

∂x2
EU = 0, (x, y) ∈ R × [−1, 1], t > 0,

U(x, y, 0) = U0(x, y), (x, y) ∈ R × [−1, 1],

∂U
∂t

(x, y, 0) = U1(x, y), (x, y) ∈ R × [−1, 1].

(1.9)

1.2 A ́

Dans la section précédente nous avons utilisé les équations de Galbrun pour modéliser le pro-
blème de départ. Nous avions le choix de considérer à leur place les équations d’Euler linéarisées.
C’est ce que nous faisons ici. Nous allons, de la mêmemanière que pour les équations de Galbrun,
dériver un problème limite. Sous les hypothèses faites sur le profil dans la partie précédente, les
équations équations d’Euler linéarisées (1) prennent la forme suivante :



∂uε
∂t
+Mε(y)

∂uε
∂x
+
∂pε
∂x
+M′ε(y)vε = 0,

∂vε
∂t
+Mε(y)

∂vε
∂x
+
∂pε
∂y
= 0,

∂pε
∂t
+Mε(y)

∂pε
∂x
+
∂uε
∂x
+
∂vε
∂y
= 0,

(x, y) ∈ Ωε, t > 0, (1.10)
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complétées par les conditions de glissement :

vε(x,±ε, t) = 0 x ∈ R, t > 0.

Les inconnues (uε, vε) représentent la perturbation du champ de vitesse eulérien et pε la per-
turbation de pression dans le fluide. Comme précédemment nous commençons par effectuer le
changement d’échelle y = ε y qui nous permettra de travailler sur un domaine géométrique fixe
Ω = R × ] − 1, 1[. En posant le changement d’inconnues suivant :

uε(x, y, t) = uε
(
x,

y
ε
, t
)
, vε(x, y, t) = vε

(
x,

y
ε
, t
)
, et pε(x, y, t) = pε

(
x,

y
ε
, t
)
,

les équations (1.10) se réécrivent :


∂uε
∂t
+M(y)

∂uε
∂x
+
∂pε
∂x
+

1
ε
M′(y) vε = 0,

∂vε
∂t
+M(y)

∂vε
∂x
+

1
ε

∂pε
∂y
= 0,

∂pε
∂t
+M(y)

∂pε
∂x
+
∂uε
∂x
+

1
ε

∂vε
∂y
= 0,

(x, y) ∈ Ω, t > 0, (1.11)

alors que la condition aux bords devient :

vε(x,±1, t) = 0, x ∈ R, t > 0.

Nous posons le développement asymptotique formel suivant :


uε = u0 + ε u1 + ε2 u2 + · · · ,

vε = v0 + ε v1 + ε2 v2 + · · · ,

pε = p0 + ε p1 + ε2 p2 + · · · ,

(1.12)

où les fonctions u j, v j et p j sont indépendantes de ε. L’objectif est maintenant de trouver le
problème satisfait par le triplet (u0, v0, p0).

Nous procédons en deux étapes :

(i) À l’odre −1 en ε (1.11) donne :


M′(y) v0 = 0,

∂p0

∂y
= 0,

∂v0

∂y
= 0,

(x, y) ∈ Ω, t > 0.

On utilise les deux dernières équations. Ainsi p0 est indépendant de y. De plus, on obtient
v0 = 0 puisque c’est une fonction indépendante de y, qui vaut 0 en y = ±1 (la condition aux
bords à l’ordre 0 donne v0(x,±1, t) = 0). La première équation est alors automatiquement
satisfaite.
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(ii) À l’ordre suivant en ε (l’ordre 0) (1.11) donne :


(
∂

∂t
+M(y)

∂

∂x

)
u0 +

∂p0

∂x
+M′(y) v1 = 0,

∂p1

∂y
= 0,

(
∂

∂t
+M(y)

∂

∂x

)
p0 +

∂u0

∂x
+
∂v1

∂y
= 0,

(x, y) ∈ Ω, t > 0, (1.13)

où on a utilisé v0 = 0 dans la deuxième équation. Notre but est d’éliminer v1 des première et
troisième équations.
Nous allons utiliser le fait que la condition aux bords à l’ordre 1 en ε s’écrit v1(x,±1, t) = 0.
Ainsi, en appliquant l’opérateur E, défini par (1.8), à la troisième équation de (1.13), et en se
rappelant que p0 est indépendant de y on obtient l’équation suivante vérifiée par p0 :

(
∂

∂t
+ E[M]

∂

∂x

)
p0 +

∂

∂x
Eu0 = 0. (1.14)

Nous allons maintenant éliminer v1 dans la première équation de (1.13). Pour cela on va
obtenir une expression de v1 grâce à la troisième équation de (1.13), expression que nous
allons injecter dans la première équation de (1.13). En intégrant cette troisième équation entre
−1 et y (par abus de notation nous gardons le même y) par rapport à y, et en se rappelant
que v1(x,−1, t) = 0 et que p0 est indépendant de y, on obtient :

v1 = −(y + 1)
∂p0

∂t
−

(∫ y

−1
M(ξ) dξ

)
∂p0

∂x
− ∂

∂x

∫ y

−1
u0(., ξ, .) dξ,

qui se réécrit en utilisant l’équation (1.14) sur p0 :

v1 = (y + 1)
[
E[M]

∂p0

∂x
+
∂

∂x
Eu0

]
−

(∫ y

−1
M(ξ) dξ

)
∂p0

∂x
− ∂

∂x

∫ y

−1
u0(., ξ, .) dξ,

=

(
(y + 1)E[M] −

∫ y

−1
M(ξ) dξ

)
∂p0

∂x
+
∂

∂x

(
(y + 1)Eu0 −

∫ y

−1
u0(., ξ, .) dξ

)
,

qui se réécrit comme suit :

v1 = (HM)
∂p0

∂x
+H

∂u0

∂x
, (1.15)

où l’on a introduit l’opérateurH de L2(] − 1, 1[) défini par :

H :

L2(] − 1, 1[) 7−→ L2(] − 1, 1[)

U 7−→ HU(y) = H[U](y) = (y + 1)EU −
∫ y

−1
U(ξ) dξ

(1.16)

Remarque 1.3 On utilisera en géneral la notation HU. Lorqu’il y aura un quelconque risque de
confusion nous utiliserons la notation H[U].

Remarque 1.4 On peut réécrire HU(y) sous une forme peut être plus parlante :

HU(y) =
∫ y

−1
[EU −U(ξ)] dξ,
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de telle sorte que HU est la primitive de EU − U qui s’annule en −1. EU − U étant une fonction à
moyenne nulle on a HU(1) = 0 pour tout U ∈ L2(] − 1, 1[). Si U est une fonction constante alors
HU = 0.

Si on injecte maintenant l’expression (1.15) de v1 dans la première équation de (1.13) on
obtient après avoir réordonné les termes :

(
∂

∂t
+

(
M(y) +M′(y)H

) ∂
∂x

)
u0 +

(
1 +M′(y)H[M]

)∂p0
∂x
= 0. (1.17)

Remarque1.5 L’obtention du problème limite s’est avèrée ici sensiblement plus compliquée qu’avec
les équations de Galbrun.

En résumé, on a montré que v0 = 0. Le problème d’évolution de Cauchy limite vérifié par u0 et p0,
composé des équations (1.14) et (1.17), peut se réécrire en oubliant les exposants :

Trouver u(x, y, t) : R × [−1, 1] ×R+ → R et p(x, t) : R ×R+ → R
(
∂

∂t
+

(
M(y) +M′(y)H

) ∂
∂x

)
u +

(
1 +M′(y)H[M]

)∂p
∂x
= 0, (x, y) ∈ R × [−1, 1], t > 0,

(
∂

∂t
+ E[M]

∂

∂x

)
p +

∂

∂x
Eu = 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ R × [−1, 1],

p(x, 0) = p0(x), x ∈ R.

(1.18)

On voit en particulier que l’écriture du problème limite de type eulérien est moins compacte et
plus compliquée que celle de type Galbrun (1.9). Ceci explique notre choix de nous consacrer par
la suite au problème (1.9), obtenu à partir des équations de Galbrun dans la section précédente.
On observe que la pression limite p ne dépend pas de y. De plus, p est convecté dans la direction
horizontale x par la moyenne deM, EM.

1.3 É   

Nous avons montré dans l’annexe A l’équivalence entre les équations de Galbrun et celles
d’Euler linéarisées. Nous voulons vérifier que notre méthode asymptotique a conservé cette équi-
valence. En clair, nous voulons montrer l’équivalence entre les deux problèmes limites (1.9) et
(1.18), ce qui n’est pas évident. Pour cela il nous faut obtenir une relation d’équivalence entre les
inconnues des deux problèmes limites. Plutôt que de la sortir du chapeau, nous expliquons la
démarche qui nous y a mené. Nous allons la déduire de la relation entre les variables d’Euler et de
Galbrun (A.14) montrée dans l’annexe. Cette dernière se réécrit comme suit dans le cadre présent :



uε = ∂tUε +Mε(y)∂xUε −M′ε(y)Vε,

vε = ∂tVε +Mε(y)∂xVε,

pε = −(∂xUε + ∂yVε),

(x, y) ∈ Ωε, t > 0.
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Après le changement de variable y→ εy et en utilisant les développements formels (1.5) et (1.12)
on obtient :

(i) à l’ordre −1 en ε : V0 = 0.
(ii) à l’ordre 0 en ε :



u0 = ∂tU0 +M(y)∂xU0 −M′(y)V1,

v0 = ∂tV0 +M(y)∂xV0,

p0 = −(∂xU0 + ∂yV1).

(x, y) ∈ Ω, t > 0.

Puisque V0 = 0, on obtient de la deuxième équation v0 = 0, ce qui est en accord avec ce que nous
avons montré dans la section 1.2. Il reste donc finalement :



u0 = ∂tU0 +M(y)∂xU0 −M′(y)V1,

p0 = −(∂xU0 + ∂yV1).
(1.19)

Il nous reste à éliminer V1. Si on se souvient de ce qui a été fait dans la section 1.1, on a la relation
suivante tirée de (1.6) :

∂xU0 + ∂yV1 = ∂xEU0. (1.20)

Si on intègre cette relation par rapport à y entre −1 et y (on utilise encore y par abus de notation),
on obtient, en se souvenant que V1(x,−1, t) = 0, l’expression suivante de V1 :

V1 = (y + 1)∂xEU0 −
∫ y

−1
∂xU0(., ξ, .) dξ,

qui s’exprime à l’aide de l’opérateur H défini par (1.16) :

V1 = ∂xHU0.

Remarque 1.6 Cette expression ressemble à celle que nous avions obtenue dans les variables eulériennes,
(1.15). Elle est plus simple et ne fait pas intervenir l’écoulement.

En utilisant cette expression mais aussi (1.20), (1.19) devient :



u = ∂tU +M(y)∂xU −M′(y)∂x HU,

p = −∂xEU,
(1.21)

où on a oublié les exposants des inconnues. C’est grâce à cette relation entre les variables limites de
Galbrun et d’Euler, que nous allons montrer l’équivalence entre les deux problèmes limites (1.9) et
(1.18). Avant cela, nous montrons deux résultats qui nous seront utiles dans les démonstrations :

1. Comme HU(−1) = HU(1) = 0 on a par intégration par parties :

E [M′HU] = −E [M (EU −U)] = E[MU] − E[M]E[U]. (1.22)

2. Si u et p sont définis par (1.21) alors on a :

Hu +H[M]p = ∂tHU + ∂xH [MU] − ∂xH [M′HU] −H[M] ∂xEU. (1.23)
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On vamaintenant intégrer par parties le termeH [M′HU]. On a par définition de l’opérateur
H :

H [M′HU] = (1 + y)E [M′HU] −
∫ y

−1
M′(ξ)HU(ξ) dξ.

On va intégrer par parties chacun des deux termes. En se souvenant que ∂yHU = EU −U et
que HU(1) = HU(−1) = 0, on obtient par des calculs que l’on présente en omettant quelques
détails que l’on laisse généreusement au lecteur :

H [M′HU]

= −(1 + y)E [M(EU −U)] +
∫ y

−1
M(ξ)

(
EU −U(., ξ, .)

)
dξ −MHU

= −(1 + y)E[M]EU + (1 + y)E [MU] + EU
∫ y

−1
M(ξ) dξ −

∫ y

−1
M(ξ)U(., ξ, .) dξ −MHU

= −H[M]EU +H[MU] −MHU.

En injectant cette expression dans (1.23) on obtient :

Hu +H[M]p = (∂t +M∂x)HU. (1.24)

Ces deux résultats (1.22) et (1.24) vont nous servir pour montrer l’équivalence entre les deux
problèmes limites. Dans un premier temps, nous montrons la proposition suivante :

Proposition 1.1 Soit U solution de (1.9) avec comme condition initiale :

U(x, y, 0) = U0(x, y),
∂U
∂t

(x, y, 0) = U1(x, y),

alors (u, p) défini par (1.21) est solution de (1.18) avec comme condition initiale :


u(x, y, 0) = U1 +M(y)∂xU0 −M′(y)∂x HU0,

p(x, 0) = −∂xEU0.

D́. • En appliquant l’opérateur E à la première équation de (1.21) on a :

Eu = ∂tEU + E∂x [MU] − ∂xE [M′HU] ,

où on a utilisé la commutativité des opérateurs ∂x et E. Cette équation devient en utilisant (1.22) :

Eu = ∂tEU + ∂xE [MU] + E[M]∂xEU − ∂xE[MU],

= ∂tEU + E[M] ∂xEU.

On dérive alors cette expression par x ce qui donne :

∂xEu = ∂t∂xEU + E[M] ∂2xEU.

En utilisant la définition (1.21) de p on obtient :

∂tp + E[M]∂xp + ∂xEu = 0,

qui est la deuxième équation de (1.18).
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• Pour conclure la démonstration il nous reste à montrer que u vérifie la première équation de
(1.18). Pour cela on applique l’opérateur ∂t +M∂x à la définition de u (la première équation de
(1.21) ) :

(∂t +M∂x)u = (∂t +M∂x)2U −M′(∂t +M∂x)∂xHU.

En utilisant (1.9) cette équation devient :

(∂t +M∂x)u = ∂2xEU −M′(∂t +M∂x)∂xHU,

ce qui donne en utilisant la définition de p :

(∂t +M∂x)u + ∂xp = −M′∂x(∂t +M∂x)HU. (1.25)

En utilisant (1.24) on obtient facilement la première équation de (1.18). Ceci conclut la démonstra-
tion de la proposition.

�

On va maintenant donner une sorte de réciproque à cette proposition :

Proposition 1.2 Soit (u, p) solution de (1.18) avec comme donnée initiale (u0, p0). Si U est solution de
l’équation suivante :

∂tU +M(y)∂xU −M′(y)∂x HU = u, (1.26)

associée à la donnée initiale :
U(x, y, 0) = U0(x, y) := φ0,

où φ0 est une des solutions du problème1 :

−∂xEφ0 = p0 dans R × [−1, 1]. (1.27)

AlorsU est solution de (1.9) avec comme conditions initiales U(x, y, 0) = U0(x, y), et ∂tU(x, y, 0) = U1(x, y)
où :

U1 = u0 −M∂U0 +M′∂xHU0.

D́. • Nous commençons par montrer que p = −∂xEU. Pour cela on va montrer
que ψ := p + ∂xEU est solution d’une équation de transport sans second membre et à condition
initiale nulle, ce qui prouvera qu’elle est nulle. On a :

(∂t + E[M]∂x)ψ = (∂t + E[M]∂x)p + (∂t + E[M]∂x)∂xEU,

que l’on peut transformer comme suit à l’aide de (1.26) :

(∂t + E[M]∂x)ψ = (∂t + E[M]∂x)p + ∂xE [u −M∂xU +M′∂xHU + E[M]∂xU] .

En utilisant (1.22), la relation précédente devient :

(∂t + E[M]∂x)ψ = (∂t + E[M]∂x)p + ∂xE[u] = 0,

en tenant compte de la deuxième équation de (1.18). On conclut que ψ = 0 en remarquant que :

ψ(x, 0) = p(x, 0) + ∂xEU(x, 0) = p0 + ∂xEU0 = 0,

compte tenu de (1.27).

1Si on cherche φ0 indépendant de y alors l’équation se réécrit −∂xφ0 = p0 et φ0 n’est autre qu’une primitive de −p0
et est donc définie à une constante près.
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• On vamaintenant montrer queU est solution de (1.9). On commence par appliquer l’opérateur
∂t +M∂x à (1.26) ce qui donne :

(∂t +M∂x)2U − (∂tU +M∂x)M′∂xHU = (∂t +M∂x)u,

qui devient en utilisant la première équation de (1.18)

(∂t +M∂x)2U = (∂t +M∂x)M′∂xHU −M′H∂xu − (1 +M′H[M])∂xp. (1.28)

Puisque nous venons de montrer que p = −∂xEU, u et p vérifient bien (1.21) et la relation (1.24) est
valable ici. Grâce à cette dernière (1.28) devient :

(∂t +M∂x)2U = −∂xp = ∂2xEU,

ce qui conclut la démonstration.
�

1.4 C

Nous avons donc dérivé deux problèmes limites quand ε → 0, un premier (1.9) issu des
équations de Galbrun et un deuxième (1.18) issu des équations d’Euler linéarisées. Nous avons
ensuite montré l’équivalence entre ces deux problèmes limites à l’aide de l’équivalence entre les
deux systèmes de Galbrun et d’Euler linéarisé montrée dans l’annexe A. C’est ce que résume le
schéma suivant :

Galbrun(ε)
ε→0−−−−−−−→ Galbrun(0) : (problème (1.9))

m m
Euler(ε) −−−−−−−→

ε→0
Euler(0) : (problème (1.18))

Nous allons dans la suite étudier le problème (1.9), que nous avons retenu pour la simplicité de
son obtention ainsi que de son écriture.





2É  ́ 

S
2.1 M  ̀  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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2.3 Ṕ́ ́́   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.3.1 R ́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.3.2 S  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.3.3 V   A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.3.4 Q    . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.4 C  ́     . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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2.6 Ŕ ’́  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
2.6.1 L’  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
2.6.2 L    . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
2.6.3 L ́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

C chapitre est consacré à l’étude de stabilité du problème limite (1.9) obtenu précédemment.
En raison de sa structure non standard, les résultats classiques (ceux provenant de la théorie

des semi-groupes par exemple1) ne sont pas applicables ici pour des raisons que l’on détaillera
plus tard. C’est pourquoi une analyse ad hoc semble nécessaire. À l’aide de la transformation
de Fourier dans la direction x, l’étude se ramène à la théorie spectrale d’un opérateur borné A
(voir section 2.2). En dépit d’une apparente simplicité, le problème a des propriétés surprenantes
dues au fait que A n’est pas normal. Classiquement, si le spectre de A n’est pas inclus dans

1Voir par exemple [Paz83].
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R, alors le problème est mal posé. Compte tenu de la non normalité de A, la réciproque n’est
pas immédiate. Nous supposons dans ce chapitre qu’elle est vraie, sa démonstration est l’objet
du chapitre suivant. Le spectre de A dépend fortement du profil M(y), ce qui nous amènera
à introduire la notion de profil stable et instable (voir définition 2.1) : on dira qu’un profil est
stable (resp. instable) si le spectre de l’opérateur A qui lui est associé est inclus dans R (resp.
n’est pas inclus dans R). Par la suite, dans la section 2.3 nous montrons que les seuls éléments
du spectre de A pouvant être non réels sont des valeurs propres, pour lesquelles nous obtenons
une équation caractéristique, (2.4). Par conséquent, l’étude de stabilité d’un profil se ramène à
l’étude de l’existence de solutions non réelles de cette équation caractéristique. Cela est illustré
à la fin de la section 2.3 par l’étude de trois cas élémentaires et au moyen d’une simulation
numérique. Nous étudions les cas élémentaires d’écoulements de référence, uniforme, linéaire et
enfin bi-couches. Dans la section 2.4 on établit des conditions suffisantes de stabilité pour le profil
M(y). Cela est fait en utilisant un processus d’approximation approprié par des profils linéaires
par morceaux, pour lesquels l’étude de l’équation caractéristique (2.4) est simplifiée. Le principal
résultat de cette section sera le théorème 2.3 dont les résultats seront comparés à ceux existant
dans le cas incompressible. Dans la section 2.5, on exhibe des profils instables grâce à l’étude
de cas particuliers que sont les profils antisymétriques. Bien que ces résultats aient leur intérêt
propre, c’est la méthode qui doit attirer votre attention. Nous insistons sur son originalité, qui en
plus de faire son charme, laisse le champ libre pour l’obtention de résultats inédits.

Finalement, le contenu de la section 2.6 est un produit dérivé de notre analyse : dans le cas de
profils instables, on montre à l’aide d’une technique de perturbation, que le caractère mal posé
du modèle limite (1.9) entraîne une instabilité du problème de départ (1.1). En effet, on montre
qu’il y a alors croissance exponentielle en temps de la solution (cf. théorème 2.7). En ce sens, ce
chapitre et plus précisément la section 2.6 fournit une contribution à l’analyse des instabilités
hydrodynamiques en écoulement laminaire. Le domaine de la stabilité hydrodynamique a une
très longue histoire et remonte au XIXème siècle avec Reynolds et Lord Rayleigh. Le célèbre
critère de Rayleigh peut s’énoncer de la manière suivante : une condition nécessaire d’instabilité
est l’existence d’un point d’inflexion pour l’écoulement de référence (noté ici M(y)). En raison de
son rôle primordial dans de nombreuses recherches, il existe une très vaste littérature sur le sujet.
Concernant les instabilités en présence d’un écoulement laminaire, on peut citer essentiellement
Drazin & Reid [DR04], ainsi que plus récemment le livre de Schmid & Henningson [SH01] qui
fournit un très bon résumé des principaux résultats. Parmi les études plus récentes, on peut
citer Huerre qui s’intéresse notamment à la nature de ces instabilités (cf. [HM85]). Les résultats
sont généralement établis sur les équations linéarisées, et bien que le domaine de validité de
ces équations est vite atteint quand les instabilités grandissent (les petites perturbations ne
l’étant plus, les effets non linéaires deviennent prédominants), ces résultats sont importants
dans la détection des mécanismes d’instabilité et dans l’identification des types de perturbations
dominantes. Parfois, il est même possible de déduire de ces instabilités des modèles linéarisés,
des instabilités non-linéaires (cf. les travaux de Grenier par exemple [Gre00, Gre04]). À notre
connaissance, la plupart des résultats sont obtenus dans le cas incompressible. On peut citer tout
de même [FP69, JM72] pour des cas très particuliers en compressible ; on peut également citer
[RV08] (cf. l’annexe) et [SH01] (cf. pages 241-242) dans lesquels les auteurs dérivent un critère de
type Rayleigh pour les équations d’Euler linéarisées. En fait dans [SH01] les auteurs font référence
à des travaux plus anciens comme ceux de Lin et Lees [LL46] pour des résultats similaires au
critère de Rayleigh, dans le cas compressible. On peut également citer Mack pour une approche
plus numérique [Mac84]. Malgré ces quelques résultats dans le cas compressible, la littérature sur
le sujet reste assez pauvre. C’est pourquoi nous pensons que nos résultats sont nouveaux, bien
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qu’il y ait des similarités avec le cas incompressible (cf. la discussion suivant le théorème 2.3).
Techniquement, ce qui fait la simplicité de l’étude dans le cas incompressible, c’est l’existence
d’un potentiel de vitesse qui mène à l’étude d’une simple équation différentielle scalaire, connue
sous le nom d’équation de Rayleigh. Dans un certain sens, notre modèle basse fréquence nous
fournit une telle équation. Nous avons utilisé une approche basse fréquence, au contraire de
Lafitte (cf. [CCLR01, HL03]) qui utilise une approche haute fréquence pour l’étude des instabilités
de Rayleigh-Taylor.

Les résultats de ce chapitre ont fait l’objet d’un article, [BBDJJed].
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2.1 M  ̀ 

Le présent chapitre ainsi que le suivant portent sur l’analyse de stabilité et du caractère bien posé
de (1.9). Prouver la stabilité (dans un sens qui reste à définir) de (1.9), qui est fortement reliée au
comportement du profilM(y), a au moins deux sources de motivation :

1. Le caractère bien posé de (1.9) est nécessairement requis si (1.9) est utilisé comme une
approximation du problème initial (1.3).

2. Des propriétés de stabilité de (1.3) (ou demanière équivalente de (1.1) ) peuvent être déduites
des propriétés de (1.9). En particulier, on a l’intuition que que si (1.9) est instable alors (1.3)
le sera aussi, au moins à basse fréquence.

Le problème limite (1.9) est-il bien posé ? Deux observations laissent espérer une fin heureuse :

1. On remarque que (1.9) est bien posé dans le cas d’un écoulement uniforme (M(y) = M). En
effet, en appliquant dans ce cas l’opérateur de moyenne à l’équation, on montre que ψ = EU
est solution de l’équation des ondes convectées :

(
∂

∂t
+M

∂

∂x

)2
ψ − ∂

2ψ

∂x2
= 0,

dont on peut facilement montrer le caractère bien posé. On obtient alors pour chaque y la
fonction (x, t)→ U(x, y, t) en résolvant l’équation de transport au carré avec secondmembre :

(
∂

∂t
+M

∂

∂x

)2
U(., y, .) =

∂2ψ

∂x2
.

2. En l’absence du terme de couplage
∂2

∂x2
EU,

le système apparaît comme une famille d’équations de transport au carré découplées, et qui
sont bien posées.

En dépit de l’optimisme suscité par ces observations, nous allons montrer dans la suite que la
stabilité fait défaut pour certains profils.

2.2 Ŕ ̀  ̀ 

Une approche classique pour l’analyse de stabilité d’un problème physique qui est invariant
par translation dans une coordonnée est la détermination des modes qui sont des solutions non
triviales de la forme (où la fonction de y est abusivement notée U) :

U(x, y, t) = U(y) exp i(ωt − kx), k ∈ R, ω ∈ C. (2.1)

Un mode est dit instable si ℑmω < 0, il est alors exponentiellement croissant en temps2. La
justification d’une telle analyse repose sur la transformation de Fourier en x (voir la remarque 2.2
ou pour plus de précisions théoriques [DL88] par exemple). En injectant (2.1) dans (1.9) on obtient :

−(ω −Mk)2U + k2EU = 0,
2Pour plus de précisions sur les différentes notions d’instabilités, voir [DR04]
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où l’on rappelle que E est l’opérateur demoyenne en y défini par (1.8). L’équation précédente peut
se réécrire comme un problème aux valeurs propres en posant tout d’abord ω = kλ, ce qui mène à

−(λ −M)2U + EU = 0,

puis en introduisant U̇ = (λ −M)U on peut réécrire l’équation sous la forme du système suivant :


MU + U̇ = λ U,

EU +MU̇ = λ U̇.
(2.2)

On est ainsi naturellement amené à introduire l’opérateur borné3 A de L2(] − 1, 1[)2 défini par :

A



U

U̇


 =



M I

E M






U

U̇


 , (2.3)

auquel cas (2.2) se réécrit

A



U

U̇


 = λ



U

U̇


 .

Remarque 2.1 La notation matricielle de l’opérateur semble claire. Néanmoins nous précisons que la
notation M est à comprendre comme l’opérateur de multiplication par M, I désigne bien entendu l’opérateur
identité de L2(] − 1, 1[).

Cela nous amène tout naturellement à nous intéresser au spectre de A. En particulier les modes
instables sont reliés au spectre non réel.

Remarque 2.2 Une autre façon de voir le problème consiste à appliquer la transformation de Fourier en
x, que l’on définit comme étant un opérateur unitaire agissant sur L2(R), défini pour f ∈ L1(R) par

(F f )(k) = f̂ (k) :=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ikx f (x) dx.

Si l’on applique cet opérateur au problème d’évolution (1.9) alors pour chaque k, la fonction Û : (y, t) →
Û(k, y, t) satisfait l’équation d’évolution :

(
∂

∂t
+ ik M(y)

)2
Û − k2 E Û = 0,

que l’on peut transformer en un système du premier ordre en temps en introduisant :

Û =




−ik Û

∂Û
∂t
+ ik M(y) Û



,

auquel cas on vérifie aisément que, pour chaque k, la fonction t → Û(k, ·, t) est solution du problème
d’évolution :

dÛ
dt
+ ik AÛ = 0.

3cf. lemme 2.1.
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On est alors amené à introduire, A étant borné, le semi-groupe :

e−ik t A.

On relie donc, de manière classique, le caractère bien posé à l’absence de spectre non réel4. En fait,
A n’étant pas normal 5, l’équivalence entre le caractère bien posé de (1.9) et l’absence de spectre
non réel de A n’est pas évidente, et il existe même des contre-exemples pour des opérateurs non
normaux dans d’autres applications. En effet, il est clair que le problème estmal posé aussitôt qu’il
existe des modes instables (un mode instable est une solution de la forme (2.1) avec λ < R). C’est
ce qu’exprime le théorème suivant :

Théorème 2.1 Si le spectre σ(A) de l’opérateur A n’est pas inclus dans R, alors le problème d’évolution
(1.9) est fortement mal posé dans L2.

D́. Puisque σ(A) n’est pas inclus dansR et que le spectre est symétrique par rapport à
l’axe réel, il existe λ∗ ∈ σ(A) tel queℑm(λ∗) > 0. Nous verrons plus tard qu’il s’agit nécessairement
d’une valeur propre. On choisit les conditions initiales du problème d’évolution (1.9) de telle sorte
que Û0 soit un vecteur de A associé à la valeur propre λ∗. On a alors :

Û = e−ik t A Û0 = e−ik tλ
∗
Û0.

En particulier : ∣∣∣∣Û
∣∣∣∣ = ek tℑm(λ∗)

∣∣∣∣Û0

∣∣∣∣ ,

et le problème est clairement fortement mal posé.
�

En revanche la réciproque n’est pas immédiate. Au moyen d’une analyse de Fourier, le caractère
bien posé de (1.9) peut être obtenu comme une conséquence d’une estimation uniforme du semi
groupe6 e−ik t A pour k ∈ R, la difficulté étant d’obtenir cette borne uniforme. Pour bien fixer les
idées, la réciproque pourrait s’énoncer de la manière suivante :

Si le spectre σ(A) de l’opérateur A est inclus dans R, alors le problème d’évolution (1.9) est
bien posé dans L2.

La démonstration de cette réciproque sera l’objet du chapitre 3, mais sera limitée à certains cas.
Pour cela on utilisera une approche différente, reposant sur la transformation de Fourier-Laplace
et des techniques d’intégration dans le plan complexe.
Comme le lecteur peut s’en douter et comme nous allons le voir dans la suite, la nature du spectre
dépend fortement du profil M(y), la discussion précédente nous amène à introduire la définition
suivante :

Définition 2.1 Un profil M(y) est dit stable (resp. instable) si σ(A) ⊂ R (resp. σ(A) 1 R).

Nous allons maintenant montrer le

Lemme 2.1 L’opérateur A défini par (2.3) est borné et n’est pas normal.

4Le lecteur avisé aura remarqué que M étant une fonction réelle, le spectre de A est symétrique par rapport à l’axe
réel. C’est pour cela qu’on ne rentre pas dans des considérations faisant intervenir le signe de la partie imaginaire.

5cf. lemme 2.1.
6Pour plus d’informations et de résultats théoriques, le lecteur avide de savoir pourra dévorer [Paz83] qui est

consacré à l’étude des semi-groupes,mais aussi [Kat95] et [DL88] qui sont plus exhaustifs sur les méthodes d’étude des
problèmes d’évolution.
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D́.
• A est borné : nous devons commencer par définir une norme sur L2(] − 1, 1[)2. Pour tout

(U, U̇) ∈ L2(] − 1, 1[)2 on note :

∥∥∥(U, U̇)
∥∥∥
L2(]−1,1[)2 =

√
‖U‖2

L2(]−1,1[) + ‖U̇‖
2
L2(]−1,1[)

On a alors en utilisant la définition de A :
∥∥∥∥∥∥∥∥
A



U

U̇




∥∥∥∥∥∥∥∥
L2(]−1,1[)2

=

√
‖MU + U̇‖2

L2(]−1,1[) + ‖EU +MU̇‖2
L2(]−1,1[)

≤ ‖MU + U̇‖L2(]−1,1[) + ‖EU +MU̇‖L2(]−1,1[)

≤ ‖MU‖L2(]−1,1[) + ‖U̇‖L2(]−1,1[) + ‖EU‖L2(]−1,1[) + ‖MU̇‖L2(]−1,1[)

≤
(
1 + ‖M‖L∞(]−1,1[)

) (
‖U‖L2(]−1,1[) + ‖U̇‖L2(]−1,1[)

)
,

où l’on a utilisé le résultat suivant, provenant du fait que E est l’opérateur de projection sur
les constantes :

‖EU‖L2(]−1,1[) ≤ ‖U‖L2(]−1,1[).
Finalement on obtient :

∥∥∥∥∥∥∥∥
A



U

U̇




∥∥∥∥∥∥∥∥
L2(]−1,1[)2

≤ 2
(
1 + ‖M‖L∞(]−1,1[)

)
∥∥∥∥∥∥∥∥



U

U̇




∥∥∥∥∥∥∥∥
L2(]−1,1[)2

,

qui dit exactement que A est borné.

• A n’est pas normal : on rappelle queA est normal s’il commute avec son adjoint. On montre
facilement, E étant auto-adjoint, que :

A∗ =



M E

I M


 ,

et on conclut aisément en calculant :

A A∗ =




M2 + I ME +M

E +M2 E +M2


 ,

qui est différent de :

A∗ A =




M2 + E M + E[M.]

M +ME I +M2


 .

�

Nous allons étudier l’opérateurA afin de lui soutirer des informations sur son spectre. Après cela,
nous travaillerons à débusquer des classes de profils stables, dans un premier temps, instables
dans un second.
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2.3 Ṕ́ ́́  

Nous utilisons dans cette section la partition classique du spectre en spectre ponctuel, continu
et résiduel. Soit λ appartenant au spectre de A noté σ(A) :

σ(A) =
{
λ ∈ C / A − λI n’est pas inversible} .

Nous avons alors l’alternative suivante :

• A − λI n’est pas injectif, on dit alors que λ appartient au spectre ponctuel (que l’on note
σp(A)). On dit aussi que λ est une valeur propre.

• A−λI est injectif, non surjectif mais d’image dense. On dit alors que λ appartient au spectre
continu (que l’on note σc(A)).

• A − λI est injectif, non surjectif et d’image non dense. On dit alors que λ appartient au
spectre résiduel (que l’on note σr(A)).

Nous allons utiliser une autre partition classique du spectre en spectre discret et essentiel :

• Le spectre discret deA, noté σdisc(A) est l’ensemble des valeurs propres isolées demultiplicité
finie.

• Le spectre essentiel de A, noté σess(A) est le complémentaire du spectre discret dans le
spectre : σess(A) = σ(A) \ σdisc(A).

Nous allons dans la suite jongler avec ces deux partitions. Pour plus d’informations le lecteur
pourra consulter les ouvrages de référence en théorie spectrale et analyse des opérateurs tels que
[Kat95], [DSBB88], [EE87] ou encore [RS78]. Néanmoins la plupart des résultats utiles ici, sont
présents dans des polycopiés de cours que j’ai suivis tels que [BBJ05] ou [Len06].

Outre une connaissance plus approfondie deA et de son spectre, le principal intérêt de cette section
sera de montrer que les valeurs propres de A sont les seuls éléments de son spectre pouvant ne
pas être réels, ce qui nous donnera, au travers du corollaire 2.2, une caractérisation simple de
la stabilité au sens de la définition 2.1. Par ailleurs, nous caractérisons l’existence de ces valeurs
propres comme étant les solutions de l’équation (2.4). Nous étudions ensuite le cas de trois profils
élémentaires pour lesquels la résolution de cette équation se fait simplement. En plus de l’intérêt
propre qu’ils représentent, ces cas particuliers sont un bonmoyen, pour le lecteur, de se familiariser
avec le problème et les objets de l’étude. Auparavant nous aurons montré les propriétés 2.1 et 2.2
qui constitueront des outils précieux d’extension des résultats de stabilité à une plus large classe
de profils. Cette section se termine sur une mise en garde des dangers de l’approximation de notre
problème, ceux ci étant illustrés par un exemple numérique.

2.3.1 Remarques préliminaires

Nous commençons par une série d’observations.

PuisqueM est une fonction réelle, le spectre de A, σ(A), est symétrique par rapport à l’axe réel :

λ ∈ σ(A)⇒ λ ∈ σ(A).
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Nous avons vu queA n’est pas normal (AA∗ , A∗A). Néanmoins on peut montrer queA etA∗ sont
des opérateurs semblables :

A = SA∗S avec S =



0 I

I 0


 ,

S étant autoadjoint et unitaire (S2 = I). Cette remarque permet de montrer le lemme suivant :

Lemme 2.2 Le spectre résiduel de A, σr(A), est vide.

D́. On utilise la caractérisation suivante du spectre résiduel : λ ∈ σr(A) si et seule-
ment si λ < σp(A) et λ ∈ σp(A∗), où σp(A) désigne le spectre ponctuel 7. Puisque les opérateursA et
A∗ sont semblables, ils ont en particulier les mêmes valeurs propres. La propriété de symétrie du
spectre de A par rapport à l’axe réel est donc incompatible avec l’existence de spectre résiduel.

�

Par ailleurs, si comme on le verra, la structure du spectre de A dépend de certaines propriétés de
M(y), ce spectre est insensible à la façon dont sont "rangés" lesM(y). Exprimons cela de façon plus
mathématique.

Soit g une bijection de [−1, 1] dans lui-même qui préserve la mesure :



g : [−1, 1] −→ [−1, 1], bijective

∀ Ω ⊂ [−1, 1] mesurable , mes
(
g−1(Ω)

)
= mes(Ω)

Remarque 2.3 Notons que les bijections préservant la mesure sont stables par composition des fonctions.
On trouve bien entendu parmi elles les fonctions g(x) = x où g(x) = −x mais aussi des permutations
discrètes comme celle-ci : soit {x0, x1..., xN} un maillage régulier de [−1, 1] (x0 = 1, x j = −1+ j h, h = 1/N)
et σ une permutation dans SN, on obtient une bijection préservant la mesure avec

g(x j + αh) = g(xσ( j) + αh), ∀ j = 1, · · · ,N − 1, ∀ α ∈ [0, 1[.

On pose alors : 

Sg : Lp(] − 1, 1[) −→ Lp(] − 1, 1[),

u −→ Sgu = u ◦ g.
Il est clair et bien connu que, pour tout p ∈ [1,+∞], Sg est un isomorphisme isométrique de
Lp(]− 1, 1[) dans lui même8. De plus, dans le cas p = 2, cet opérateur est autoadjoint unitaire. Nous
laissons au lecteur la preuve élémentaire du résultat suivant :

Lemme 2.3 Soient Mg = SgM et Ag l’opérateur associé au profil Mg, alors on a l’identité

Ag = S−1g ◦A ◦ Sg.

En particulier les opérateurs A et Ag ont même spectre.

7On peut trouver la démonstration, assez simple par ailleurs, dans [BBJ05] par exemple.
8Ce résultat est énoncé dans le Chapitre XI de [Ban78]. Banach n’en a pas publié la preuve, comme il l’annonçait

dans ce livre. Ceci a été fait par J. Lamperti dans [Lam58]
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Cela signifie que, par la suite, tout résultat énoncé pour un profilM s’étend à tout profilMg pour
toute bijection g préservant la mesure. En particulier, nous avons la propriété suivante :

Propriété 2.1 Si M est un profil stable (resp. instable) au sens de la définition 2.1 alors Mg, pour toute
bijection g préservant la mesure, est stable (resp. instable).

Remarque 2.4 Cette propriété implique en particulier que l’on peut, à partir d’un profil régulier stable
(resp. instable), construire des profils non réguliers stables (resp. instables) également. Ainsi, les résultats
de stabilité que nous allons montrer ne se limitent pas à des profils réguliers puisque l’on peut les étendre à
des profils non réguliers au moyen de cette propriété.

Nous illustrons cette propriété par les quatre profils de la figure 2.1. Ils sont "équivalents" au sens
de la propriété 2.1, c’est-à-dire qu’ils peuvent tous être obtenus simplement, à partir de n’importe
lequel d’entre eux, par composition avec une bijection préservant la mesure. Il suffit pour cela de
"ranger" dans un autre ordre les intervalles [−1,−1/2], [−1/2, 0], [0, 1/2] et [1/2, 1]. Par exemple,
on obtient le deuxième profil à partir du premier en échangeant les intervalles [−1/2, 0] et [0, 1/2],
ce qui revient à utiliser l’une des bijections suivantes :

g1(x) =



x, pour x ∈
[
−1,−1

2

[

x +
1
2
, pour x ∈

[
−1
2
, 0

[

x − 1
2
, pour x ∈

[
0,

1
2

[

x, pour x ∈
[1
2
, 1

]

, ou g2(x) =



x, pour x ∈
[
−1,−1

2

[

−x, pour x ∈
[
−1
2
,
1
2

[

x, pour x ∈
[1
2
, 1

]
.

F. 2.1 – Illustration de la propriété 2.1.

Pour terminer, nous établissons un lien entre le spectre de l’opérateurA associé au profilM et celui
de l’opérateur Ã associé au profil −M.
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Nous introduisons la symétrie S définie par :

S(U, U̇) = (U,−U̇).

Il est facile de vérifier le

Lemme 2.4 Pour tout λ ∈ C, on a la relation

Ã − λ = −S (A + λ)S.

En particulier
λ ∈ σ(Ã) ⇐⇒ −λ ∈ σ(A).

Nous avons donc la propriété suivante :

Propriété 2.2 Si M est un profil stable (resp. instable) au sens de la définition 2.1 alors −M est stable
(resp. instable).

Finalement nous énonçons la propriété suivante qui est évidente compte tenu de la forme de A :

Propriété 2.3 Si M est un profil stable (resp. instable) au sens de la définition 2.1 alors le profil translaté
d’une constante m, M +m est stable (resp. instable).

Les propriétés 2.1, 2.2 et 2.3 ont une grande importance puisqu’elles permettent d’étendre les
résultats que nous allons montrer à une grande classe de profils. Nous allons nous intéresser dans
un premier temps au spectre essentiel deA. En particulier, nous allons montrer qu’il est réel et que
par conséquent il n’a pas d’impact sur la stabilité. Enfin nous traiterons le cas du spectre discret
qui jouera un rôle essentiel dans la stabilité.

2.3.2 Spectre essentiel

Notons que nous pouvons réécrire :

A = A0 + B,

où

A0 =



M I

0 M


 et B =



0 0

E 0


 .

L’opérateurB est de rang 1, il est donc en particulier compact. L’opérateurA0, lui, n’est pas normal
car on vérifie aisément par le calcul que

A0A∗0 =



M2 + I M

M M2


 , A∗0A0 =



M2 M

M M2 + I


 .

On obtient néanmoins facilement son spectre. En fait, on voit immédiatement qu’il coïncide avec
l’image essentielle deM9 :

σ(A0) = Im M ,

9voir par exemple les différentes notes au sujet de l’opérateur de multiplication dans le livre [Kat95]. Pour plus de
précisions encore, le lecteur pourra étudier l’aricle [HW96].
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où l’image essentielle est définie par :

λ ∈ Im M ⇐⇒ ∀ δ > 0, mes
{
y ∈ ] − 1, 1[ /M(y) ∈ ]λ − δ, λ + δ[

}
> 0.

Par contre, la nature de ce spectre dépend fortement des propriétés de M, ainsi que le montrent
les deux cas extrêmes suivants :

• SiM ∈ C0([−1, 1]) est strictement monotone, le spectre de A0 est purement continu :

σ(A0) = [M−,M+], M− = inf
y ∈ [−1,1]

M(y), M+ = sup
y ∈ [−1,1]

M(y).

• Si M est constant par morceaux, le spectre de A0 est purement ponctuel. Plus précisément,
soient β0 = −1 < β1 < ... < βN − 1 < βN = 1 tels que

y ∈ ]β j−1, β j[ =⇒ M(y) =M j,

alors σ(A0) = {M1, ...,MN}, chaque valeur propre M j étant de multiplicité infinie, le sous-
espace propre associé E j (de dimension infinie) étant défini par :

E j = { (u, 0)t, u à support dans ]β j−1, β j[ }.

On remarque que dans tous les cas, le spectre de A0 est purement essentiel.

On a donc écrit A comme étant une perturbation compacte de A0 dont on connaît le spectre. La
perturbation compacte étant un sujet déjà bien exploré, on s’attend à ce que la perturbation B
produise uniquement du spectre discret, ceci en dehors de l’image essentielle deM. Cela peut être
déduit de résultats non triviaux de théorie spectrale des opérateurs non-autoadjoints en utilisant
par exemple le lemme XIII.4.3 page 111 de [RS78] que l’on réécrit sous la forme du lemme suivant :

Lemme 2.5 Soit X un espace de Banach. Soient C : X → X borné et D : X → X compact tels que :
(a) L’intérieur de σ(C) en tant que sous ensemble de C est vide.
(b) Chaque composante connexe deC\σ(C) contient un point de l’ensemble résolvant10 de D noté ρ(D).

Alors σess(C) = σess(C +D).

À l’aide de ce lemme nous pouvons démontrer le théorème suivant :

Théorème 2.2 L’image du profil Im M est incluse dans σ(A) et son complémentaire dans σ(A) est le
spectre discret de A.

D́. Il suffit d’appliquer le lemme précédent avec C := A0 et D := B. Clairement
l’intérieur de σ(A0) = Im M est vide. De plus C \ σ(A0) = C \ Im M contient nécessairement un
point de l’ensemble résolvant de B puisque B est borné. On obtient alors :

σess(A0) = σess(A)

qui donne :
σess(A) = Im M.

�

10qui est par définition le complémentaire du spectre dans C.
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En particulier ce théorème nous dit qu’en dehors de l’image de M, qui est réelle, le spectre de A
est réduit au spectre discret. Ainsi la notion de stabilité d’un profil, introduite par la définition
2.1, ne dépendra que de l’existence d’éléments du spectre discret (qui sont des valeurs propres)
non réels. Pour démontrer ce théorème nous avons utilisé des résultats complexes de théorie
spectrale, ce qui revient à utiliser un marteau pour écraser une mouche. Nous nous proposons
d’étudier directement le spectre de A, ce qui nous permettra de mieux le connaître et constituera
une démonstration ad hoc du théorème 2.2.

Proposition 2.1 On a l’inclusion : σc(A) ⊂ Im M.

D́. Il suffit de montrer que si λ < Im M et n’est pas une valeur propre de A, alors
A − λI est inversible. Puisque λ n’est pas une valeur propre A − λI est injectif. Pour montrer que
A − λI est inversible il nous suffit donc de montrer qu’il est surjectif.
Soit ( f, g) ∈ L2(] − 1, 1[)2, on cherche (U, U̇) ∈ L2(] − 1, 1[)2 tel que

(A − λI) (U, U̇)t = ( f, g)t,

qui s’explicite comme suit : 
(M − λ)U + U̇ = f,

EU + (M − λ)U̇ = g.

En injectant la première équation dans la deuxième on obtient l’équation suivante en U :

EU − (M − λ)2U = h,

où l’on a posé h = g − (M − λ) f . Comme λ < Im M, on peut diviser par (M − λ)2 pour obtenir :
EU

(M − λ)2 −U =
h

(M − λ)2 .

On applique maintenant l’opérateur E à cette égalité, il vient :

EU (F(λ) − 1) = E

[
h

(M − λ)2
]
.

Or comme λ n’est pas une valeur propre de A on a F(λ) , 111. On en déduit que

EU = (F(λ) − 1)−1 E

[
h

(M − λ)2
]
,

puis que

U =
h

(M − λ)2 − (F(λ) − 1)−1 E

[
h

(M − λ)2
]

1
(M − λ)2 .

À partir de cette expression de U on obtient celle de U̇, ce qui conclut la démonstration.
�

Nous avonsmontré que le spectre continu est contenudans l’image essentielle deM. Laproposition
suivante constitue une sorte de réciproque. En effet, nous allons montrer que sous une condition
de régularité C1, tout point de l’image deM est inclus dans le spectre.

Proposition 2.2 Soit yλ ∈ ]− 1, 1 [ tel que M soit de classe C1 au voisinage de yλ et tel que M(yλ) = λ
alors

λ ∈ σ(A).
11cf. proposition 2.3
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D́. On va utiliser une caractérisation par les suites de Weyl ou suites singulières du
spectre essentiel 12.
Pourmontrer que chaque λ est dans le spectre deA, l’idée est la suivante. Soit yλ tel queM(yλ) = λ
et δyλ la distribution de Dirac au point yλ, alors, au moins formellement,



δ′yλ est "à moyenne nulle",

δ′yλ (λ −M)2 = 0,

δ′yλ (λ −M) =M′(yλ) δyλ .

C’est ce qui va nous guider pour construire une suite singulière (Uε, U̇ε) "convergeant" vers
(δ′yλ ,−M′(yλ) δyλ ). Soit ρ(y) une fonction régulière à support compact, paire et dont l’intégrale
vaut 1. Posons

ρελ(y) =
1
ε
ρ (

y − yλ
ε

), Uε(y) = αε (ρελ)
′(y), U̇ε(y) = −αε (M(y) − λ)

)
(ρελ)

′(y),

où αε est une constante de normalisation telle que :

‖(Uε, U̇ε)t‖L2(]−1,1[)2 = 1.

Notons que comme :

∫ 1

−1

[
1 + (M(y) − λ)2

]
|(ρελ)′(y)|2 dy ∼

1
ε3

∫ +∞

−∞
|ρ′(z)|2 dz, ε→ 0,

on voit que

αε ∼ α ε
3
2 quand ε→ 0, où α =

(∫ +∞

−∞
|ρ′(z)|2 dz

)− 1
2

.

Nous allons montrer que
lim
ε→0
‖(A − λ)(Uε, U̇ε)t‖ = 0,

ce qui démontrera que λ appartient au spectre de A. On calcule aisément que

(A − λ)
[
(Uε, U̇ε)t

]
= (0, ϕε)t,

où, comme ρ est à moyenne nulle,

ϕε = αε
[
(M − λ)2 (ρελ)′

]
.

Nous avons

‖ϕε‖ = αε
[∫ 1

−1
|(M − λ)|2 |(ρελ)′|2 dy

] 1
2

.

Dans ce qui suit,Cdésigne une constante positive dont la valeur peut changer d’une ligne à l’autre.
Comme M est dérivable au voisinage de yλ, il existe une constante C > 0 telle que :

|y − yλ| ≤ ε =⇒ |(M(y) − λ)|2 ≤ C |y − yλ|2.
12Il existe plusieurs définitions du spectre essentiel dans la littérature qui sont équivalentes dans notre cas. En particu-

lier, la définition du spectre essentiel par les suites de Weyl coïncide avec celle le définissant comme le complémentaire
du spectre discret (ensemble des valeurs propres isolées demultiplicité finie). Pour plus d’information le lecteur pourra
consulter [EE87] et [Kat95].
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Par conséquent, nous avons :
∫ 1

−1
|(M − λ)|2 |(ρελ)′|2 dy ≤

C
ε4

∫ yλ+ε

yλ−ε
|y − yλ|2 ρ′(

y − yλ
ε

)2 dy =
C
ε

∫ 1

−1
z2 ρ′(z)2 dz.

Finalement
‖ϕε‖ ≤ C |αε| ε−

1
2 ≤ C ε.

�

2.3.3 Valeurs propres de A

La proposition suivante donne une caractérisation, essentielle pour la suite, du spectre discret :

Proposition 2.3 Les valeurs propres λ ∈ C qui n’appartiennent pas à Im M sont exactement les racines
de l’équation :

F(λ) = 1, (2.4)

où

F(λ) :=
1
2

∫ 1

−1

dy
(
λ −M(y)

)2 , λ ∈ D = C \ Im M. (2.5)

De plus ces valeurs propres sont simples (au sens géométrique).

D́. Soit λ une valeur propre de A et (U, U̇)t le vecteur propre associé. Il est facile de
calculer que : 

(λ −M)2U = EU,

U̇ = (λ −M) U.

La fonction U est donc nécessairement non nulle (car sinon U̇ le serait aussi). Si λ < ImM, la
moyenne EU est également non nulle car (λ −M)2U = 0 entraîne U = 0. On a

U =
EU

(λ −M)2
,

qui donne après intégration entre -1 et 1

EU

[
2 −

∫ 1

−1

dy

(λ −M(y))2

]
= 0,

dont on déduit que toute valeur propre de A est nécessairement solution de

1
2

∫ 1

−1

dy

(λ −M(y))2
= 1.

De plus on voit que tout vecteur propre associé à une telle valeur propre est nécessairement
proportionnel à (

1
(λ −M)2

,
1

(λ −M)

)
,

cette valeur propre est donc simple.
�

Cette proposition nous dit en particulier que toute valeur propre qui n’appartient pas à Im M est
de multiplicité finie. On peut aussi déduire de l’analyticité de F en λ le
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Corollaire 2.1 En dehors de Im M, le spectre ponctuel de A est constitué de valeurs propres simples
isolées qui ne peuvent s’accumuler que sur Im M.

D́. La fonction F définie par (2.5) est clairement analytique dans D. Les zéros de
F(λ) − 1 sont donc nécessairement isolés. Par ailleurs il est clair que

|F(λ)| ∼ 1
|λ|2 quand |λ| → +∞.

Par conséquent, l’équation F(λ) = 1 ne peut pas avoir de solution à l’extérieur d’un certain disque
du plan complexe.

�

Ainsi ces valeurs propres sont isolées et de multiplicité finie, elles appartiennent donc au spectre
discret. Évidemment nous le savions déjà puique nous avions montré qu’en dehors de l’image de
M le spectre de A est réduit au spectre discret (cf. théorème 2.2).
La proposition 2.3 permet également d’énoncer le corollaire suivant :

Corollaire 2.2 Un profil M(y) est stable (au sens de la définition 2.1) si et seulement si l’équation
F(λ) = 1 (la définition de F étant donnée par (2.5)) n’a aucune solution λ telle que λ < R. De manière
équivalente, un profil M(y) est instable (au sens de la définition 2.1) si et seulement si il existe λ < R tel
que F(λ) = 1.

On va maintenant déduire de la caractérisation (2.4) du spectre discret quelques résultats utiles.

Corollaire 2.3 Le spectre discret de A, σdisc(A), est symétrique par rapport à l’axe réel :

λ ∈ σdisc(A) =⇒ λ ∈ σdisc(A).

D́. Soit λ ∈ σdisc(A), elle est solution de (2.4). En conjuguant cette égalité et en
utilisant la définition (2.5) de F, on voit que, comme M est à valeurs réelles, λ est également
solution de (2.4) et donc appartient à σdisc(A).

�

Nous déduisons également de la proposition 2.3, l’existence d’au plus deux valeurs propres réelles
en dehors de ImM, qui existent la plupart du temps (cf. remarque 2.5) . Nous utilisons pour cela
M− etM+ définis par :

M− = inf
y ∈ [−1,1]

M(y), M+ = sup
y ∈ [−1,1]

M(y).

Proposition 2.4 L’opérateur A a au plus une valeur propre λ− dans l’intervalle ]−∞,M−[ et au plus une
valeur propre λ+ dans l’intervalle ]M+,+∞[. Plus précisément, la valeur propre λ− existe si et seulement
si :

1 <
1
2

∫ 1

−1

dy
(
M− −M(y)

)2 ≤ +∞,

et elle est caractérisée par :
λ− <M− et F(λ−) = 1.

De même, la valeur propre λ+ existe si et seulement si :

1 <
1
2

∫ 1

−1

dy
(
M+ −M(y)

)2 ≤ +∞,

et elle est caractérisée par :
λ+ >M+ et F(λ+) = 1.



2.3. Propriétés générales du spectre 41

D́. Étudions la fonction F sur l’intervalle réel ] −∞,M− [ ∪ ] M+,+∞ [ où elle prend
des valeurs réelles. Sa dérivée est donnée par

F′(λ) = −
∫ 1

−1

dy
(
λ −M(y)

)3 ,

ce qui montre que F est strictement croissante sur ] − ∞,M−[ et strictement décroissante sur
]M+,+∞[. Par ailleurs, on remarque, en utilisant le théorème de convergence monotone que :

lim
λ→±∞

F(λ) = 0, lim
λ→M±

F(λ) =
1
2

∫ 1

−1

dy
(
M± −M(y)

)2 ≤ +∞ .

Il est facile de conclure à l’aide du théorème des valeurs intermédiaires.
�

Remarque 2.5 Si M(y) atteint la valeur M± en un point y± où elle est C1 à droite ou à gauche, on vérifie
aisément que ∫ 1

−1

dy
(
M± −M(y)

)2 = +∞,

ce qui assure l’existence de λ±.

On peut exhiber des profils pour lesquels il n’existe pas de telles valeurs propres λ+ ou λ−. On
cherche par exemple des profils pour lesquels λ− n’existe pas. Une condition nécessaire est que le
profil ne soit dérivable, ni à droite ni à gauche, enM−. On considère les profils :

M(y) = C(1 + y)α, avec C > 0 et 0 < α <
1
2
,

vérifiant M− = 0, et non dérivables en 0. On calcule simplement :

1
2

∫ 1

−1

dy
(
M− −M(y)

)2 =
1

C2 (1 − 2α) 4α
,

et une condition suffisante de non existence de λ− est donc :

1
C2 (1 − 2α) 4α

≤ 1 ⇔ 1 ≤ C2 (1 − 2α) 4α.

Ainsi pour tout C ≥ Cα = ((1−2α) 4α)−1/2 il n’existe pas de valeurs propres λ−. Le coefficient C doit
être suffisamment grand pour qu’il n’existe pas de valeur propre λ−, or on observe que augmenter
C "empire" la dérivée en 0 du profil. On remarque finalement que Cα est une fonction croissante
de α, qui tend vers +∞ quand α tend vers 1/2.

Pour être complet sur les valeurs propres, nous traitons le cas de valeurs propres dans Im M.

Proposition 2.5 Soient λ ∈ Im M et Nλ = {y ∈ [−1, 1] / M(y) = λ}. Alors

mes(Nλ) > 0 =⇒ λ ∈ σp(A),

et de plus il s’agit d’une valeur propre de multiplicité infinie.
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Si M est C1 par morceaux, on a l’équivalence :

λ ∈ σp(A) ∩ Im M ⇐⇒ mes(Nλ) > 0.

D́. Soit λ ∈ Im M. Supposons que mes(Nλ) > 0. Soit U non nulle, à support dans
Nλ et à moyenne nulle, on vérifie aisément que :

A
[
(U, 0)t

]
= λ

[
(U, 0)t

]
,

ce qui prouve que λ est une valeur propre de A et que le sous-espace propre associé contient
l’espace (de dimension infinie) des fonctions à moyenne nulle à support dans Nλ.

Réciproquement, pour M C1 par morceaux, montrons que si mes(Nλ) = 0 alors λ < σp(A).
Montrons plutôt la contraposée :

λ ∈ σp(A) ∩ Im M =⇒ mes(Nλ) > 0.

Soit (U, U̇)t un éventuel vecteur propre de A, on a toujours


(λ −M)2U = EU,

U̇ = (λ −M)U.

On en déduit que pour y < Nλ,

U =
EU

(λ −M)2

Cela implique nécessairement que EU = 0 car sinon,M étant C1 par morceaux, U ne pourrait pas
être de carré intégrable. Par suite EU = 0 entraîne (λ −M)2U = 0 ce qui entraîne U = 0 puisque
mes(Nλ) = 0.

�

Remarque 2.6 La démonstration montre que lorsque M est C1 par morceaux, toute fonction propre
associée à une valeur propre dans Im M est nécessairement à moyenne nulle.

Remarque 2.7 Cette proposition montre que lorsque M est C1 par morceaux ∀λ ∈ Im M nous avons
l’alternative suivante :

– mes(Nλ) > 0 et λ est une valeur propre de multiplicité infinie.
– mes(Nλ) = 0 et λ ∈ σc(A) puisque ce n’est pas une valeur propre et que nous avons montré que le

spectre résiduel est vide.

Les pages qui vont suivre vont montrer qu’on peut établir une grande variété de résultats sur
l’existence ou non de valeurs propres non réelles, en fonction des propriétés du profilM(y). Il est
pratiquement impossible d’être exhaustif.

2.3.4 Quelques cas particuliers simples

Nous allons étudier trois cas particuliers pour lesquels les calculs se mènent à la main de façon
élémentaire et qui aboutissent à des conclusions pour le moins diverses. Cette partie a de surcroît
pour objectif de familiariser le lecteur avec les objets mathématiques de l’étude ainsi qu’avec les
résultats précédents sur le spectre de A.
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Le profil uniforme Le cas le plus simple correspond à celui du profil uniforme :

Lemme 2.6 On suppose que M(y) =M, ∀y ∈] − 1, 1[. Alors

σ(A) = {λ−,M, λ+}

avec λ± =M ± 1, et M(y) est stable (au sens de la définition 2.1).

D́. Ce lemme est une conséquence immédiate des résultats précédents. La propo-
sition 2.5 nous dit que M ∈ σ(A) (c’est une valeur propre de multiplicité infinie). Nous savons, en
vertu du théorème 2.2, qu’en dehors de l’image deM il n’y a que des valeurs propres caractérisées
par la proposition 2.3. On trouveλ− etλ+ (annoncées par la proposition 2.4) en résolvant l’équation
F(λ) = 1. En effet, dans le cas du profil uniforme nous avons :

F(λ) =
1

(λ −M)2
,

ce qui donne λ± =M ± 1. Puisque le spectre est réel, le profil uniforme est stable.
�

Les valeurs propres λ− et λ+ sont associées aux modes classiques acoustiques convectés. En effet,
si on se souvient de l’expression (2.1) des modes :

U(x, y, t) = U(y) exp i(ωt − kx), k ∈ R, ω ∈ C,

et de la définition λ = ω/k, on obtient que la vitesse de phase des modes correspondant aux λ±
est égale àM ± 1. On rappelle que la vitesse du son a été prise égale à 1. Dans le référentiel qui se
déplace à la vitesse de l’écoulement,M, lesmode associés àλ± se propagent à la vitesse du sondans
les directions opposées. Si l’écoulement est subsonique (|M| < 1), l’un13 se propage en remontant
l’écoulement avec une vitesses de phase égale à 1 − |M|, l’autre dans le sens de l’écoulement avec
une vitesse 1+ |M|. Si l’écoulement est supersonique les deux modes se propagent dans le sens de
l’écoulement.
On présente ici en illustration l’allure de la fonction F, sur R, pour un profil uniforme :
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F. 2.2 – La fonction F(λ) pour un profil uniforme.

Nous voyons bien sur cette figure les solutions λ± de l’équation F(λ) = 1.

13SiM > 0 alors le mode qui descend (resp. qui remonte) l’écoulement correspond à λ+ (resp. λ−). SiM < 0 alors c’est
le contraire.
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Le profil linéaire Nous considérons maintenant le cas d’un profil linéaire :

Lemme 2.7 Supposons que M(y) =My +m, ∀y ∈] − 1, 1[. Alors

σ(A) = {λ−, λ+} ∪ [−M +m,M +m]

avec λ± = m ±
√
1 +M2, et M(y) est stable (au sens de la définition 2.1).

D́. Nous savons à la lumière de l’étude précédemment menée (cf. théorème 2.2 en
particulier) queIm M = [−M+m,M+m] ⊂ σ(A). Nous savons qu’en dehors de l’image deM, il n’y
a que des valeurs propres caractérisées par la proposition 2.3. On trouve λ− et λ+ (annoncées par
la proposition 2.4) en résolvant l’équation F(λ) = 1. En effet, une simple intégration nous donne :

F(λ) =
1
2M

( 1
λ −m −M

− 1
λ −m +M

)
=

1
(λ −m)2 −M2

,

et on obtient que λ± sont les deux racines de l’équation F(λ) = 1. Puisque le spectre est réel, le
profil linéaire est stable.

�

On remarque la présence, dans ce cas, de deuxmodes propagatifs qui se propagent respectivement
avec une vitesse de phase égale à λ±. Nous remarquons de plus que ces deux modes se propagent
dans des directions opposées si |m| <

√
1 +M2, et dans le même sens (celui de l’écoulement) si

|m| ≥
√
1 +M2 (cette dernière condition n’impose pas à l’écoulement d’être partout supersonique).
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F. 2.3 – La fonction F(λ) pour un profil linéaire.

Le profil bi-couches Nous considérons maintenant un profil bi-couches, c’est-à-dire un profil
constant par morceaux ne prenant que deux valeurs différentes.

Lemme 2.8 Supposons que

M(y) =
{

M1 si −1 < y < a
M2 si a < y < 1

avec −1 < a < 1 et M1 ,M2, et on définit δ(a) par :

δ(a) =
1√
2

(
(1 − a)1/3 + (1 + a)1/3

)3/2
.
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Si |M1 −M2| , δ(a), alors l’opérateur A a exactement quatre valeurs propres différentes de M1 et M2 et
nous avons l’alternative suivante :

– si |M1 −M2| > δ(a), les quatre valeurs propres sont réelles,
– si |M1−M2| < δ(a), deux valeurs propres sont réelles et deux autres ne le sont pas et sont conjuguées.

Si |M1 −M2| = δ(a), alors l’opérateur A a exactement trois valeurs propres réelles différentes de M1 et M2.
En conclusion, le profil M(y) est stable (au sens de la définition 2.1) si et seulement si |M1 −M2| ≥ δ(a).

D́. La proposition 2.5 nous dit que M1 et M2 sont des valeurs propres de A de
multiplicité infinie. Nous savons, en vertu du théorème 2.2, qu’en dehors de l’image deM il n’y a
que des valeurs propres caractérisées par la proposition 2.3. Pour le profil bi-couches, la fonction
F qui a pour expression

F(λ) =
1
2

(
1 + a

(λ −M1)2
+

1 − a
(λ −M2)2

)
,

est partout positive.Onvérifie facilement que l’équationF(λ) = 1, qui aquatre solutions complexes,
a exactement une solution réelle λ− < M− = min (M1,M2) et une solution réelle λ+ > M+ =
max (M1,M2). Dans l’intervalle ]M−,M+[, F est strictement convexe et tend vers l’infini quand
λ→ M±. Son minimum dans cet intervalle est donné par :

Fmin =

(
(1 − a)1/3 + (1 + a)1/3

)3

2(M1 −M2)2
.

Ceci conclut la démonstration puisque :

Fmin < 1⇐⇒ |M1 −M2| > δ(a).

�

De manière surprenante, l’écoulement est plus stable si le saut est grand. C’est pourtant un
résultat assez connu dans la littérature (voir par exemple le cas des équations d’Euler linéarisées
en présence d’un écoulement discontinu bi-couches en domaine non borné traité pp75-77 de
[Ber06]. On trouve d’autres exemples de tels profils dans [DR04]. On remarque également que δ(a)
atteint sonmaximumquand le saut est localisé aumilieu du tube (a = 0) : dans ce cas (qui est le plus
instable) δ(0) = 2 de telle sorte qu’un profil bi-couches subsonique est toujours instable. Quand a
se déplace du milieu du tube jusqu’aux parois, δ(a) décroît et son minimum est δ(−1) = δ(1) = 1.
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F. 2.4 – La fonction F(λ) pour un profil bi-couches stable (à gauche) ou instable (à droite).
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Le problème discrétisé Une manière de calculer le spectre pour un profil quelconque pourrait
être de discrétiser le problème aux valeurs propres (2.2). Nous voulons maintenant illustrer le
fait qu’un processus naturel de discrétisation peut produire des valeurs propres non réelles. Par
conséquent, une discrétisation standard de (1.9) sera en général instable, même si le problème
continu est stable.

Soit Vh un sous-espace de dimension finie de L2(] − 1, 1[), dont la dimension tend vers l’infini
quand h tend vers 0. On peut, par exemple, prendre

Vh = span[ψ j, j = −Nh, · · · ,Nh − 1] où Nh =
1
h
et ψ j =

1√
h
χ j+ 1

2
,

χ j+ 1
2
étant la fonction caractéristique de l’intervalle

[
jh, ( j + 1)h

]
. Les ψ j forment une famille ortho-

normale de L2(] − 1, 1[) et la dimension de Vh est 2Nh. Une approche de type Galerkin amène à
considérer le problème aux valeurs propres suivant :



Trouver (uh, u̇h, λ) ∈ V2
h × C, (uh, u̇h) , (0, 0), tel que ∀(ũh,˜̇uh) ∈ V2

h

∫ 1

−1
M(y)uh(y) ũh(y) dy +

∫ 1

−1
u̇h(y) ũh(y) dy = λ

∫ 1

−1
uh(y) ũh(y) dy

1
2

∫ 1

−1

∫ 1

−1
uh(x)˜̇uh(y) dxdy +

∫ 1

−1
M(y) u̇h(y)˜̇uh(y) dy = λ

∫ 1

−1
u̇h(y)˜̇uh(y) dy

Cela conduit à approcher le spectre de l’opérateur A (qui est composé d’une partie continue et
d’une possible partie discrète) par les valeurs propres de la matrice 4Nh × 4Nh :

Ah =



Mh I

Eh Mh




où les matricesMh et Eh sont données par :

(Mh)i, j =
∫ 1

−1
M(y)ψi(y)ψ j(y)dy et (Eh)i, j =

1
2

∫ 1

−1

∫ 1

−1
ψi(x)ψ j(y) dxdy.

Considérons par exemple le cas du profil linéaire M(y) = y : nous savons déjà que le spectre de A
correspondant à un tel profil est donné par

σ(A) = [−1, 1] ∪ {−
√
2,
√
2}.

La Figure 2.5 représente le spectre de Ah dans le plan complexe pour différentes valeurs de Nh.
Nous attirons l’attentiondu lecteur sur le fait que les échelles pour la partie réelle et imaginaire sont
très différentes. On observe que le spectre de Ah se compose de deux valeurs propres réelles et de
4Nh−2valeurs propres non réelles. Lesdeuxvaleurs propres réelles sont de bonnes approximations
des deux valeurs propres exactes −

√
2 et
√
2. L’ensemble des 4Nh − 2 valeurs propres non réelles

est symétrique par rapport à l’axe réel et correspond à la discrétisation du spectre continu [−1, 1].
Leur partie imaginaire décroît quand Nh augmente.
Le même phénomène est observé avec une discrétisation spectrale (voir [BBDJ07]).

Ces résultats montrent qu’il peut être dangereux d’utiliser une approche discrète pour l’étude de
la stabilité d’un profil donné. On propose à la place une approche rigoureuse qui sera l’objet des
sections 2.4 et 2.5.
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F. 2.5 – Valeurs propres du problème discrétisé pour un profil linéaire

2.4 C  ́    

Nous allons nous intéresser dans cette partie à la question de la stabilité du modèle asympto-
tique. Nous avons introduit, dans un premier temps, la notion de profil stable comme étant reliée
à la non-existence de spectre non-réel de l’opérateurA (cf. définition 2.1). Grâce à l’étude spectrale
de cet opérateurmenée dans la partie précédente, nous sommes ramenés, pour étudier la stabilité
d’un profil, à vérifier qu’il n’existe pas de solutions non réelles à l’équation caractéristique F(λ) = 1
(cf. corollaire 2.2).
La méthode d’obtention de résultats de stabilité repose sur une approximation du profil de Mach
par un profil linéaire par morceaux, et l’application à ce profil linéaire par morceaux de ce critère
de stabilité. Le principal résultat de cette section sera le théorème 2.3 dont les résultats seront
comparés à ceux existants dans le cas incompressible.

2.4.1 Méthodologie

Nous considérons un profil général M. L’idée est d’approcher M par un profil Mh tel que
Mh → M uniformément quand h → 0, et tel que l’étude de l’équation Fh(λ) = 1 est plus simple
que l’étude de l’équation F(λ) = 1 (où nous avons noté sans ambiguïté Fh la fonction définie par
(2.5) où M est remplacé par Mh). Le résultat important, exprimé par le lemme suivant, provient
de la théorie spectrale des perturbations et dit qu’un profilM est nécessairement stable si tous les
profilsMh sont stables. Dans la suite, on note Ah l’opérateur défini par (2.3) oùM est remplacé par
Mh.

Lemme 2.9 Soit M ∈ L∞(] − 1, 1[) et soit Mh ∈ L∞(] − 1, 1[) une famille de profils (pour 0 < h < 1)
vérifiant :

‖M −Mh‖L∞(]−1,1[) −→ 0 quand h −→ 0.

Si σ(Ah) ⊂ R ∀ h ∈]0, 1[, alors σ(A) ⊂ R.

D́. On suppose par contradiction qu’il existe λ ∈ σ(A) tel que λ < R. Grâce au
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théorème 2.2, on sait que λ appartient au spectre discret de A. Comme

A − Ah =



M −Mh 0

0 M −Mh




il est clair que :
‖A − Ah‖ = ‖M −Mh‖L∞([−1,1])

et en conséquence de résultats classiques de la théorie spectrale des perturbations14, tout voisi-
nage de λ devrait contenir, pour h suffisamment petit, une valeur propre de Ah. On obtient une
contradiction avec l’hypothèse σ(Ah) ⊂ R.

�

Remarque 2.8 Ce lemmemontre que l’ensemble des profils stables (resp. instables), au sens de la définition
2.1, est fermé (resp. ouvert) dans L∞(] − 1, 1[).

La question est maintenant de décider comment approcher M, c’est-à-dire comment choisir les
Mh. A priori, la solution la plus simple consisterait à choisir un profil Mh constant par morceaux.
Pour un tel profil, on peut simplement trouver une expression de la fonction Fh qui est alors une
fonction rationnelle. Mais cette approche ne fonctionne pas. En effet, en procédant de la même
manière que dans le lemme 2.8, on peut facilement montrer que pour h suffisamment petit le profil
approché Mh est instable (cela est dû au fait que le saut entre deux valeurs successives devient
trop petit).

Le choix naturel suivant est d’approcherM par un profilMh continu linéaire par morceaux. Cette
fois encore, la fonction Fh correspondante est une fraction rationnelle dont l’expression peut être
facilement calculée. Par conséquent, le nombre Nr de solutions complexes de l’équation Fh(λ) = 1
est connu a priori. Pour prouver la stabilité d’un profil Mh, il suffit de montrer que l’équation
Fh(λ) = 1 a (au moins) Nr solutions réelles (ainsi il ne peut y avoir de solutions non réelles). Sous
des conditions géométriques spécifiques surMh, il est possible de montrer un tel résultat, à l’aide
d’arguments très simples tels que le théorème des valeurs intermédiaires.

2.4.2 Les profils linéaires par morceaux

Comme annoncé plus tôt dans l’explication de notre stratégie pour l’obtention de résultats de
stabilité, la première étape consiste à s’intéresser aux profils linéaires par moceaux. On commence
par établir le lemme suivant qui donne une expression de la fonction F pour un profil linéaire par
morceaux quelconque :

Lemme 2.10 Soient M ∈ C0([−1, 1]) et

x0 = −1 < x1 < · · · < xN = 1,

tel que M est linéaire sur ]xi, xi+1[ pour tout 0 ≤ i < N :

∀ 0 ≤ i ≤ N − 1, M(y) = αiy + βi dans [xi, xi+1]

avec αi ∈ R, βi ∈ R et αi , αi+1. Alors la fonction F(λ) est une fonction rationnelle qui a au plus N + 1
pôles. Plus précisément si

M0 <M1 < . . . <MP

14cf. théorème 3.6 chapitre 4 §3.1 de [Kat95].
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désigne les P valeurs M(xi) que l’on a ordonnées :

{M0,M1, . . .MP} = {M(xi); i = 0, . . .N},

alors la fonction rationnelle F peut s’écrire sous la forme de la décomposition suivante :

F(λ) =
P∑

j=0

γ j

λ −M j
+

P∑

j=0

ζ j

(λ −M j)2
(2.6)

avec des coefficients réels γ j et ζ j satisfaisant

γ0 < 0, γP > 0 et ζ j ≥ 0, ∀ 0 ≤ j ≤ P.

D́. On suppose d’abord que αi , 0 ∀ i. En se rappelant que

F(λ) =
1
2

∫ 1

−1

dy
(
λ −M(y)

)2 , λ ∈ D = C \ R(M)

une simple intégration donne :

F(λ) =
1
2


−

1
α0

1
λ −M(x0)

+

N−1∑

i=1

[ 1
αi−1

− 1
αi

] 1
λ −M(xi)

+
1

αN−1

1
λ −M(xN)


 , (2.7)

que l’on peut réécrire sous la forme de l’expression (2.6) avec ζ j = 0 pour tout j et avec l’expression
suivante de γ j, où l’on a posé (pour simplifier les écritures) α−1 = αN = +∞ :

γ j =
∑

0 ≤ i ≤ N
M(xi) = M j

1
2

[ 1
αi−1

− 1
αi

]
. (2.8)

Pour montrer que γ0 < 0, il faut remarquer queM0 = infM(y) et que :

1. SiM0 =M(x0), la fonctionM est nécessairement croissante sur [x0, x1], de telle sorte que :

−1
2α0

< 0.

2. Si M0 = M(xN), la fonction M est nécessairement décroissante sur [xN−1, xN], de telle sorte
que :

1
2αN−1

< 0.

3. Si M0 = M(xi) pour un i, 0 < i < N, la fonction M est décroissante sur [xi−1, xi] et croissante
sur [xi, xi+1], de telle sorte que :

1
2

( 1
αi−1

− 1
αi

)
< 0.

Par conséquent, γ0 est négatif puisqu’il est la somme de termes tous négatifs. On montre de la
même manière que γP > 0, avec MP = supM(y).

Considérons le cas où des αi sont nuls, les calculs peuvent être menés de la même manière
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aboutissant à l’expression (2.6) avec cette fois des ζ j non nuls et positifs. En effet, supposons par
exemple que αi = 0 : cela rajoute dans le calcul de F le terme suivant :

1
2

∫ xi+1

xi

dy
(
λ −M(xi)

)2 .

Il existe 0 ≤ j ≤ P tel queM(xi) =M(xi+1) =M j. Le terme précédent est alors égal à :

1
2

xi+1 − xi(
λ −M j

)2 .

De plus, xi+1 − xi > 0, par conséquent, ζ j étant la somme de tels termes sera également positif.
�

Nous allons maintenant utiliser l’expression (2.6) de F pour établir des conditions suffisantes sur
le profil assurant que toutes les solutions de F(λ) = 1 sont réelles. C’est l’objet du lemme suivant :

Lemme 2.11 On se place sous les mêmes hypothèses que dans le lemme 2.10 précédent. Alors, si ζ j = 0
pour tout j et si il existe deux entiers k′ et k, vérifiant 0 ≤ k′ < P et 0 ≤ k < P − k′, tels que :



γ j < 0 pour 0 ≤ j ≤ k′,
γ j > 0 pour k′ + k + 1 ≤ j ≤ P,
γ j = 0 pour k′ < j < k′ + k + 1,

(2.9)

alors toutes les solutions complexes λ de l’équation F(λ) = 1 sont réelles, et par conséquent M est stable (au
sens de la définition 2.1). Ce résultat reste vrai s’il existe k′ ≤ ℓ ≤ k′ + k+ 1 et tel que ζℓ > 0 et ζ j = 0 pour
tout j , ℓ.

D́. Dans un premier temps on suppose que tous les ζ j sont nuls. Alors par (2.9) :

F(λ) = F∗(λ) :=
k′∑

j=0

γ j

λ −M j
+

P∑

j=k′+k+1

γ j

λ −M j
,

où tous les coefficients γ j sont différents de 0. Par conséquent, on peut réécrire l’équation F(λ) = 1
comme une équation polynomiale de degré P + 1 − k. Pour démontrer l’énoncé de ce lemme nous
allons montrer que l’équation F(λ) = 1 a exactement P + 1 − k solutions réelles toutes distinctes.

En considérant la fonction λ 7−→ F(λ) sur l’axe réel, on remarque que :

lim
λ→−∞

F(λ) = lim
λ→+∞

F(λ) = 0.

De plus pour 0 ≤ j ≤ k′, γ j < 0 entraîne

lim
λ
<→M j

F(λ) = +∞ et lim
λ
>→M j

F(λ) = −∞

et pour k′ + k + 1 ≤ j ≤ P, γ j > 0 entraîne

lim
λ
<→M j

F(λ) = −∞ et lim
λ
>→M j

F(λ) = +∞.

Par le théorème des valeurs intermédiaires on obtient que l’équation F(λ) = 1 a au moins une
solution réelle dans chaque intervalle ] − ∞,M0[, ]M0,M1[,..., ]Mk′−1,M′k[ ainsi que dans chaque
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intervalle ]Mk′+k+1,Mk′+k+2[,..., ]MP−1,MP[, ]MP,+∞[. En résumé cela fait aumoinsP+1−k solutions
réelles distinctes ; ainsi nous les avons toutes.

Nous considérons maintenant le cas où il existe k′ ≤ l ≤ k′ + k + 1 et tel que ζℓ > 0 et ζ j = 0 pour
j , ℓ. Dans ce cas

F(λ) = F∗(λ) +
ζℓ

(λ −Mℓ)2
.

Les arguments précédents sont toujours valables et on montre ainsi l’existence de P+ 1− k racines
réelles distinctes de F(λ) = 1 qui sont en dehors de l’intervalle [Mk′ ,Mk′+k+1]. Pour conclure nous
distinguons trois cas :

(i) Si ℓ = k′, il est alors clair que F(λ) = 1 est une équation polynomiale de degré P − k + 2.
Pour conclure, il suffit de montrer l’existence d’une solution réelle supplémentaire que l’on
va trouver dans l’intervalle ]Mk′ ,Mk′+k+1[ (où F est continue). Puisque ζk′ > 0, on a :

lim
λ
>→Mk′

F(λ) = +∞ et lim
λ
<→Mk′+k+1

F(λ) = −∞,

ce qui permet de conclure grâce aux théorèmes des valeurs intermédiaires.

(ii) Si ℓ = k′ + k + 1, on procède exactement de la même manière que précédemment.

(iii) Si k′+1 ≤ ℓ ≤ k′+k, F(λ) = 1 est une équation polynomiale de degréP+3−k. Pour conclure,
il suffit demontrer l’existenced’une solutiondans chaque intervalle ]Mk′ ,Mℓ[ et ]Mℓ,Mk′+k+1[
ce que l’on fait à l’aide, une fois de plus, du théorème des valeurs intermédiaires. En effet,
puique ζℓ > 0 on a :

lim
λ
>→Ml

F(λ) = lim
λ
<→Ml

F(λ) = +∞,

et
lim
λ
>→Mk′

F(λ) = lim
λ
<→Mk′+k+1

F(λ) = −∞.

�

Nous allons illustrer ces résultats au moyen de quelques dessins de fonctions F. Nous nous
plaçons dans le cas P = 5 avec :

(M0,M1,M2,M3,M4,M5) = (−3,−2.2,−1, 0, 1.4, 3).

On supposedans un premier temps que ζ j = 0 pour tout 0 ≤ j ≤ P. On rappelle que nécessairement
γ0 < 0 et γP > 0. Le lemme précédent dit que s’il n’y a qu’un changement de signe parmi les γi (cf.
(2.9)) alors le profilM est stable. C’est ce qu’illustre la figure 2.6 pour laquelle nous avons pris :

γ j < 0 pour 0 ≤ j ≤ 2, γ3 = 0 et γ j > 0 pour 4 ≤ j ≤ 5.

Dans ce cas, k′ = 2 et k = 1 et on voit bien sur la figure les P + 1 − k = 5 racines de l’équation
F(λ) = 1.
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F. 2.6 – Fonction F : illustration d’un cas stable, ζ j tous nuls.

Le lemme montre que s’il existe 2 ≤ l ≤ 4 tel que ζl , 0 alors le profil est toujours stable. La
figure 2.7 illustre ceci lorsque l = 2 (figure de gauche) et l = 4 (figure de droite). Ces situations
correspondent aux cas (i) et (ii) de la démonstration du lemme ; on observe l’apparition d’une
solution supplémentaire dans l’intervalle sur lequel la fonction est dessinée en rouge. La figure
2.8 correspond à l = 3, qui correspond au cas (iii) de la démonstration du lemme ; on observe
l’apparition de deux solutions supplémentaires dans les intervalles sur lesquels la fonction est
dessinée en rouge.
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F. 2.7 – Fonction F : illustration d’un cas stable, ζ2 , 0 (à gauche), ζ4 , 0 (à droite).
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F. 2.8 – Fonction F : illustration d’un cas stable, ζ3 , 0.
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Nous montrons maintenant deux exemples de cas non pris en compte par le lemme 2.11 :
• Nous commençons par illustrer le cas où la condition 2.9 n’est pas remplie. La suite des γ j

présente alors plusieurs changements de signe. Compte tenu du fait que γ0 < 0 et γP > 0,
nous remarquons qu’il y a nécessairement un nombre impair de changements de signe . La
figure 2.9 illustre ceci dans le cas particulier précédemment utilisé, avec tous les ζ j nuls et
cette fois :

γ j < 0 pour 0 ≤ j ≤ 1, γ2 > 0, γ3 < 0 et γ j > 0 pour 4 ≤ j ≤ 5.
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F. 2.9 – Fonction F : les γ j changent trois fois de signe ; le lemme 2.11 ne permet pas de conclure.

On voit bien la conséquence de ces trois changements de signe avec cette fois trois inter-
valles dans lesquels la fonction F ne parcourt pas tout R mais a la forme d’une parabole.
Les conclusions sur la stabilité sont alors diverses comme nous allons le voir. Dans ce cas
l’équation F(λ) = 1 est polynomiale de degré P + 1 − k = 6. On observe sur la figure de
gauche quatre solutions réelles à l’équation, on ne peut donc conclure quant à la stabilité.
En revanche, sur la figure de droite, on observe 6 solutions réelles, le profil est donc stable.

• Si on suppose que la condition (2.9) est vérifiée, un autre moyen de mettre en défaut les
conditions du lemme 2.11 consiste à prendre ζ j , 0 pour j < k′ ou j > k′ + k + 1. On illustre
cela par la figure 2.10 qui est obtenue en prenant exactement les mêmes valeurs que pour la
figure 2.6 mais avec cette fois ζ1 , 0 :
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F. 2.10 – Fonction F : cas pour lequel le lemme 2.11 ne permet pas de conclure, ζ1 , 0.
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En comparaison de la figure 2.10, on observe la perte d’une solution à l’équation F(λ) = 1
dans l’intervalle [−2.2,−1], intervalle sur lequel la fonction a été tracée en rouge. Encore une
fois si le minimum de F sur cet intervalle avait été strictement inférieur à 1 sur cet intervalle,
alors on aurait pu conclure que le profil correspondant était stable.

Nous avons obtenu, au travers du lemme 2.11, une condition obscure pour la stabilité d’un
profil linéaire par morceaux. Nous allons, dans la partie suivante, en déduire des conditions
géométriques de stabilité pour un profil continu. En clair, il nous faut trouver des conditions sur
un profil continu M pour que, lorsqu’on l’approche par des profils continus par morceaux Mh,
ceux-ci vérifient les conditions du lemme 2.11. On pourra alors conclure sur la stabilité de M en
utilisant le lemme 2.9.

2.4.3 Les résultats

En conbinant les lemmes 2.9 et 2.11, nous allons établir des hypothèses géométriques sur le
profilM assurant sa stabilité (toujours au sens de la définition 2.1). On utilise les mêmes notations
que dans la partie précédente.

Théorème 2.3 Soit M ∈ C0(] − 1, 1[). Alors M est stable dès que l’une de ces conditions est satisfaite :

1. M est strictement convexe (resp. concave).

2. M est strictement croissante (resp. décroissante) et il existe yS ∈] − 1, 1[ tel que M est concave (resp.
convexe) sur ] − 1, yS[ et convexe (resp. concave) sur ]yS, 1[.

D́. Soit h = 1/N, on considère un maillage régulier de [−1, 1] donné par les points

xi = i h, i = −N, · · · ,N.

SoitMh(y) l’interpolation linéaire par morceaux de la fonction M sur ce maillage. Alors :

‖M −Mh‖L∞([−1,1]) ≤ ω(M, h),

où
ω(M, h) = sup

|y1−y2 |<h
|M(y1) −M(y2)|.

En particulier,
‖M −Mh‖L∞([−1,1]) → 0 quand h→ 0.

Si l’on prouve que pour le profilMh, les hypothèses du lemme 2.11 sont vérifiées, alors on conclut
la démonstration de ce théorème à l’aide du lemme 2.9.

֒→ Nous considérons tout d’abord un profil M strictement convexe. Clairement, Mh est aussi
convexe et nous avons :

αi > αi−1, 0 < i < N.

De surcroît, il est toujours possible de choisir le maillage15 pour s’assurer que :

αi , 0, 0 ≤ i < N,

15Le lecteur tatillon pourra se convaincre qu’il suffit par exemple de rajouter le point xm tel queM(xm) soit leminimum
deM dans le maillage.



2.4. Conditions de stabilité pour des profils continus 55

ce qui entraîne en particulier que tous les ζ j sont nuls (cf. démonstration du lemme 2.10).
Alors en se souvenant que γP > 0, en utilisant (2.8) et la convexité de Mh, on montre facilement
que :

γ j > 0, ∀ j > 0,

ce qui prouve que nous sommes bien dans le cadre du lemme 2.11 et achève la démonstration
pour un profil strictement convexe.

Pour un profil M strictement concave, on peut montrer de la même manière, qu’il peut être
approché par un profil continu linéaire par morceaux Mh, qui vérifiera cette fois :

γ j < 0, ∀ j < P.

֒→ Si M est strictement croissante et qu’il existe yS ∈] − 1, 1[ tel que M est concave sur ] − 1, yS[
et convexe sur ]yS, 1[, alors Mh est strictement croissante et on peut facilement voir qu’il existe
iS ∈]0,N[ tel que Mh est concave sur ]x0, xiS[ et convexe sur ]xiS , xN[. Comme Mh est strictement
croissante on a αi , 0 pour tout 0 ≤ i < N ce qui entraîne :

ζ j = 0, 0 ≤ j ≤ P.

La stricte croissance implique aussi P = N,M(xi) =Mi et on déduit de (2.8) que :

γ j =
1
α j−1

− 1
α j
, ∀ 0 < j < P. (2.10)

Puisque Mh est concave sur ]x0, xiS[ alors αi > αi+1 pour i < iS. Par conséquent, en se souvenant
que γ0 < 0 on obtient de l’équation précédente que :

γ j < 0, 0 ≤ j < iS.

De manière similaire on a :
γ j > 0, iS < j ≤ P.

Pour conclure il suffit de remarquer que quoi qu’il arrive à γiS , (2.9) est satisfaite. Nous sommes
donc bien dans le cadre du lemme 2.11, ce qui conclut la démonstration.

Si M est strictement décroissante et qu’il existe yS ∈] − 1, 1[ tel que M est convexe sur ] − 1, yS[ et
concave sur ]yS, 1[ la démonstration est suffisamment similaire pour être omise.

�

Remarque 2.9 La stabilité des profils concaves peut se déduire simplement de celle des profils convexes.
En effet, il suffit de remarquer que si M est concave, alors −M est convexe et on conclut en utilisant la
propriété 2.2.
De même la stabilité des profils décroissants, convexes puis concaves se déduit de la stabilité des profils
croissants concaves puis convexes. En effet il suffit de remarquer que si M est décroissant, convexe puis
concave, alors −M est croissant concave puis convexe, et on conclut en utilisant la propriété 2.2. Dans ce cas
on aurait aussi pu utiliser le fait que M(−y) est croissant concave puis convexe, et on conclut en utilisant
la propriété 2.1 avec g(x) = −x.

Cette remarque concerne un point de la démonstration, mais rappelle que les propriétés 2.2 et 2.1
permettent d’étendre les résultats de stabilité. Il existe un autre moyen d’étendre ces résultats :
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Remarque 2.10 Nous avons eu besoin dans ce théorème d’arguments de stricte monotonie ou de stricte
convexité. En utilisant le fait que l’ensemble des profils stables est fermé (cf. remarque 2.8) nous pouvons
étendre ces résultats et nous affranchir du caractère strict de ces hypothèses.

Quelques commentaires sur ces résultats s’imposent. La première condition n’est pas sur-
prenante si on se rappelle du fameux critère du point d’inflection de Rayleigh [Ray79] pour les
équations d’Euler linéarisées en incompressible : un profil instable possède nécessairement un
point d’inflection.
On remarque aussi que la seconde condition est équivalente au critère de Fjortoft [Fjo50] :

M′′(yS) = 0 etM′′(y)(M(y) −M(yS)) ≥ 0, ∀y , yS, (2.11)

qui est une condition suffisante de stabilité, dans le cas incompressible encore une fois. Plus
précisément, un profil qui vérifie la deuxième condition de notre théorème, s’il est C2(] − 1, 1[)
vérifie nécessairement la condition de Fjortoft. Nous allons maintenant montrer une sorte de
réciproque :

On suppose queM ∈ C2(]− 1, 1[) tel qu’il vérifie le critère de Fjortoft (2.11) : En
intégrant cette dernière égalité entre yS et z ≥ yS on obtient après un simple
calcul :

∀ z ≥ yS, M′(z)
(
M(z) −M(yS)

) ≥
∫ z

yS
M′(y)2 dy ≥ 0. (2.12)

En intégrant entre z ≤ yS et yS on obtient de la même manière :

∀ z ≤ yS, M′(z)
(
M(z) −M(yS)

) ≤ 0. (2.13)

En réunissant (2.11), (2.12) et (2.13) on montre :


∀ z ≥ yS, M′(z)M′′(z) ≥ 0,

∀ z ≤ yS, M′(z)M′′(z) ≤ 0.

En intégrant la première inégalité entre z et z+ avec 1 > z ≥ z+ ≥ yS on obtient :

M′(z)2 ≥ M′(z+)2, (2.14)

ce qui montre que M′ est de signe constant sur ]yS, 1[. En effet supposons par
contradiction qu’il existe yS < a < b < 1 tel que M′(a)M′(b) < 0. Puisque M′

est continue cela signifie qu’il existe c ∈]a, b[ tel que M′(c) = 0. On a alors par
(2.14) :

M′(c)2 ≥M′(a)2 ⇔ M′(a) = 0,

ce qui constitue une contradiction. On montre de manière similaire queM′ est
de signe constant sur ] − 1, yS[.
En conclusion, pour tout z ∈]yS, 1[, puisque M′ est de signe constant et que
M′(z)M′′(z) ≥ 0, alors M′′ aussi est de signe constant, et qui plus est de même
signe que M′. Pour tout z ∈] − 1, yS[, puisque M′ est de signe constant et que
M′(z)M′′(z) ≤ 0, alors M′′ aussi est de signe constant, et qui plus est de signe
opposé à celui deM′. Finalement, soitM est convexe (ou concave) sur ]− 1, 1[,
soit elle vérifie les hypothèses de la deuxième condition de notre théorème.

Il existe dans la littérature peu de travaux et de résultats de ce type dans le cas compressible. On
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peut citer [RV08] (cf. l’annexe) et [SH01] (cf. pages 241-242) dans lesquels les auteurs dérivent
un critère de type Rayleigh pour les équations d’Euler linéarisées. Dans [SH01] les auteurs font
référence à des travaux de Lees et Lin [LL46] dans lesquels les auteurs dérivent un critère de type
Rayleigh. Ils procèdent comme l’a fait Tollmien dans le cas incompressible, en recherchant les
modes neutres et en faisant un développement asymptotique autour de ceux-ci pour trouver une
instabilité. On peut également citer [Mac84] pour des résultats plus numériques.

Typiquement, le théorème 2.3 prouve la stabilité de profils tels que ceux présentés par la figure
2.11. On peut se demander si ce théorème couvre tous les cas de profils pour lesquels, en les
approchant par des profils linéaires par morceaux, ces derniers vérifient les hypothèses du lemme
2.11.
Pour un profil monotone, croissant par exemple, il est clair que pour que la condition (2.9) soit
satisfaite, il faut au plus un changement de convexité. En effet (2.10) implique que γ j < 0, ∀ 0 <
j < P (resp. γ j > 0, ∀ 0 < j < P ) si Mh concave (resp. convexe) sur [M j−1,M j+1]. Puisque γ0 < 0
et γP > 0, pour vérifier (2.9), Mh doncM est nécessairement soit convexe ou concave, soit concave
puis convexe.

F. 2.11 – Exemples de profils stables, convexe (à gauche), croissant concave puis convexe (à droite).

En revanche, en ce qui concerne les profils non monotones, le théorème 2.3 n’est pas du tout
exhaustif comme le montre la figure 2.12 qui donne l’exemple d’un profil stable qui n’entre pas
dans les conditionsdu théorème2.3mais bien dans celles du lemme 2.11. En effet, dans ce casP = 1,
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F. 2.12 – Exemple d’un profil périodique stable (à gauche) et la fonction F correspondante (à droite).

ce qui est une condition suffisante pour remplir les conditions du lemme 2.11. On a l’intuition que
dès qu’un profil sera le périodisé d’un profil stable, alors il sera lui même stable. C’est ce que dit
la proposition suivante qui permet elle aussi d’élargir la classe des profils stables :

Proposition 2.6 Soit M ∈ L∞(] − 1, 1[). S’il existe n ∈ N∗ tel que M est périodique de période 2/n,
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c’est-à-dire :
M

(
y + i

2
n

)
=M(y), ∀ 0 ≤ i < n et y ∈

[
−1,−1 + 2

n

[
.

Si de plus le profil périodisé, défini pour y ∈] − 1, 1[ par

N(y) =M

(
y + 1
n
− 1

)
,

est stable (resp. instable), alors M est stable (resp. instable) (au sens de la définition 2.1).
En particulier, si N vérifie les hypothèses du théorème 2.3 (s’il est par exemple continu et convexe ou
concave) alors M est stable.

D́. Pour montrer cette proposition, compte tenu du corollaire (2.2), il suffit de
montrer que :

FM(λ) = FN(λ),

où FM (resp. FN) est la fonction F définie par (2.5) associée àM (resp.N). Par définition nous avons :

FM(λ) =
1
2

∫ 1

−1

dy
(
λ −M(y)

)2 , λ ∈ D = C \ Im M,

qui compte tenu de la périodicité deM vaut :

n
2

∫ −1+ 2
n

−1

dy
(
λ −M(y)

)2 ,

qui après le changement de variable y =
y′ + 1
n
− 1 devient :

1
2

∫ 1

−1

dy′
(
λ −N(y′)

)2 ,

qui n’est autre que FN.
�

2.5 C ’́    ́

Nous allons dans cette partie, à l’image de la précédente, trouver des conditions générales sur
le profil qui assurent son caractère instable au sens de la définition 2.1. Pour cela, il suffit d’assurer
l’existence d’une solution non réelle à l’équation F(λ) = 1 (cf. corollaire 2.2). Malheureusement,
l’analyse du cas général s’avère plus complexe. C’est pourquoi nous nous restreignons dans cette
partie au cas particulier des profils antisymétriques (non nécessairement continus), i.e. un profil
M tel queM(−y) = −M(y) pour tout y ∈ [−1, 1].

Nous allons prouver que dans ce cas la fonction λ 7−→ F(λ) correspondante est réelle sur l’axe
imaginaire. Par conséquent, nous pourrons appliquer le théorème des valeurs intermédiaires à
la fonction ν 7−→ F(iν). Cela va nous permettre d’obtenir des conditions suffisantes sur le profil
de Mach M(y) entraînant l’existence d’une solution non rélle à l’équation F(λ) = 1, synonyme
d’instabilité.
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Remarque 2.11 – En remarquant qu’ajouter une constante m au profil (M(y)→ M(y)+m) a pour
conséquence une translation du spectre (λ→ λ+m), tous les résultats de cette section peuvent faci-
lement être étendus aux profils qui sont antisymétriques à une constante près : M(−y) +M(y) = 2m
pour tout y ∈ [−1, 1]. Pourtant, il existe une différence de taille entre le cas m = 0 et m , 0 : en effet,
pour m = 0, les instabilités qui sont étudiées dans cette section sont "absolues" (comme défini dans
[HM85]) alors qu’elles sont "convectives" si m , 0.

– Grâce à la remarque 2.8, qui dit que l’ensemble des profils instables est ouvert, si un profil antisy-
métrique M(y) est instable, tous les profils suffisamment proche au sens de la norme L∞(] − 1, 1[) de
M(y) sont aussi instables.

– On rappelle également que grâce aux propriétés 2.1 et 2.2 on peut étendre ces résultats à une plus
grande classe de profil. La proposition 2.6, que l’on vient de montrer, est elle aussi un outil pour
l’extension des résultats.

2.5.1 Une première condition d’instabilité

Nous montrons tout d’abord :

Lemme 2.12 Si M est antisymétrique, alors :

1. ∀ λ < R(M), F(λ) = F(−λ),

2. ∀ ν ∈ R∗, F(iν) ∈ R .

D́. En se rappelant que

F(λ) =
1
2

∫ 1

−1

dy
(
λ −M(y)

)2 , λ ∈ D = C \ Im M,

le changement de variable y → −y nous donne alors la première égalité. Alors en utilisant la
relation triviale, F(λ) = F(λ), on obtient pour ν ∈ R∗ :

F(iν) = F(−iν) = F(iν) = F(iν),

ce qui prouve que F prend des valeurs réelles sur l’axe imaginaire.
�

Une conséquence de ce lemme est le corollaire suivant, qui sera le principal outil dans la suite de
cette section.

Corollaire 2.4 Si M est antisymétrique et si

lim sup
ν→0

F(iν) > 1 (2.15)

alors l’opérateur A a au moins deux valeurs propres iν et −iν avec ν > 0, et le profil M est instable (au sens
de la définition 2.1).

D́. Un simple calcul nous donne :

∀ν ∈ R∗ F(iν) =
1
2

∫ 1

−1

dy
(
iν −M(y)

)2

=
1
2

∫ 1

−1

M(y)2 − ν2
(
M(y)2 + ν2

)2 dy +
1
2

∫ 1

−1

2iνM(y)
(
M(y)2 + ν2

)2 dy.



60 Chapitre 2. Étude de stabilité modale

En utilisant l’imparité deM on obtient l’expression suivante :

∀ν ∈ R∗ F(iν) =
∫ 1

0

M(y)2 − ν2
(
M(y)2 + ν2

)2 dy . (2.16)

La fonction ν 7−→ F(iν) est continue sur R∗+ et tend vers 0 quand ν tend vers +∞. Par le théorème
des valeurs intermédiaires, si la condition (2.15) est satisfaite, il existe au moins une valeur de
ν , 0, telle que F(iν) = F(−iν) = 1. On conclut la démonstration en utilisant la caractérisation,
maintenant bien connue, des valeurs propres de A de la proposition 2.3.

�

La condition (2.15) est une condition suffisante d’instabilité dans le cas d’un profil antisymétrique.
Cen’est clairement pas, engénéral, une conditionnécessaire : en effet les valeurs propres non réelles
de l’opérateurAne sont pas nécessairement sur l’axe imaginaire etmême siA a des valeurs propres
non réelles sur l’axe imaginaire, la condition (2.15) ne sera pas pour autant automatiquement vraie.
Malgré tout, nous pouvons établir une réciproque dans un cadre plus restreint. L’idée est de se
restreindre à une classe de profils pour lesquels il existera au plus deux valeurs propres non réelles,
qui compte tenu du lemme 2.12 seront nécessairement, si elles existent, imaginaires pures.

Proposition 2.7 Si M est une fonction continue et antisymétrique sur [−1, 1]. Si de plus elle est
strictement croissante et concave sur [0, 1], alors M est instable si et seulement si

lim sup
ν→0

F(iν) > 1.

D́. Un sens a déjà été montré au travers du corollaire précédent. On supppose donc
que M est instable et on veut montrer que la condition (2.15) est vérifiée. Puisque M est instable,
il existe par définition λM ∈ C \ R tel que F(λM) = 1. Compte tenu du caractère symétrique du
spectre de A on peut supposer de plus que ℑm(λM) > 0.

Pour montrer le résultat nous allons à nouveau utiliser l’approximation par des profils linéaires
par morceaux. Soit h = 1/N, on considère le maillage régulier de l’intervalle [−1, 1] donné par les
points

xi = i h, i = −N, · · · , 0, · · · ,N.
SoitMh(y) l’interpolé linéaire parmorceauxdeM sur cemaillage, de telle sorte que ‖M−Mh‖L∞(]−1,1[)
tend vers 0 avec h. Grâce au lemme 2.9, nous savons qu’il existe λh tel que Fh(λh) = 1 et λh → λM
quand h→ 0.

Clairement Mh(y) est une fonction antisymétrique16 et continue, elle est de plus concave et stric-
tement croissante sur [0, 1]. En utilisant le caractère antisymétrique, et en notant M( jh) = M j, on
déduit de (2.7) l’expression suivante de Fh (qui est la fonction "F" définie par (2.5) associée au profil
Mh) :

Fh(λ) = h
N∑

j=1

γhj

(
1

λ −M j
− 1
λ +M j

)
(2.17)

avec

γhj = −2
M j+1 +M j−1 − 2M j

(M j −M j−1)(M j+1 −M j)
pour j = 1, · · ·N − 1,

16Le fait que le maillage soit régulier et qu’il contienne 0 joue un rôle essentiel ici.
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et

γhN =
1

MN −MN−1
.

On déduit de la concavité ainsi que de la stricte croissance deM(y) :


γhj < 0 pour j = 0, · · ·N − 1,

γhN > 0.

Par la suite, en procédant de la même manière que dans la démonstration du lemme 2.11, on
voit que l’équation Fh(λ) = 1, qui a au plus 2N racines complexes différentes, a au moins 2N − 2
racines réelles différentes. En d’autres termes, l’équation Fh(λ) = 1 a au plus deux solutions non
réelles. Par le lemme 2.12, cela prouve que λh ∈ iR, autrement l’équation Fh(λ) = 1 aurait quatre
différentes racines non réelles λh,−λh, λh et −λh. Plus précisément, λh = iνh où νh est l’unique
solution de Fh(iν) = 1 pour ν > 0. On remarque qu’a fortiori, λM = iνM où νM est l’unique solution
de F(iν) = 1 pour ν > 0.

Pour aller plus loin, nous allons avoir besoin du résultat suivant démontré dans le lemme 2.13 :

Si
d
dν

Fh(iν) = 0 pour ν > 0, alors Fh(iν) ≤ 0. (2.18)

Par conséquent, (en rappelant que ν 7−→ Fh(iν) tend vers 0 quand ν tend vers +∞), le comporte-
ment représenté sur la gauche de la figure 2.13 est à exclure pour F. En effet, cela impliquerait
nécessairement que Fh a le même comportement ce qui n’est pas possible en vertu de 2.18. Nous
avons donc en utilisant l’unicité de la solution de l’équation Fh(iν) = 1 pour ν > 0) :

Fh(iν) > 1 si 0 < ν < νh et Fh(iν) < 1 si ν > νh

et par la suite en utilisant l’unicité de la solution de l’équation F(iν) = 1 pour ν > 0)

F(iν) > 1 si 0 < ν < νM, et F(iν) > 1 si ν > νM.

Cela montre que
lim sup
ν→0

F(iν) ≥ 1.

Pour conclure, on remarque que si lim supν→0 F(iν) = 1 (cf. figure 2.13 à droite), alors pour h
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F. 2.13 – Illustration de la démonstration du lemme 2.7 : comportements impossibles de la fonction F(iν).
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suffisamment petit, il existe ν tel que 0 < ν < νh et

d
dν

Fh(iν) = 0,

ce qui contredit (2.18).
�

Remarque 2.12 La proposition reste vraie si on remplace l’hypothèse de stricte croissance sur [0, 1] par
la double hypothèse :

(i) M est strictement concave sur [0, 1],
(ii) M(y) > 0 pour tout y ∈]0, 1].

La démonstration s’adapte alors assez simplement.

Nous démontrons maintenant le résultat annoncé dans la démonstration précédente :

Lemme 2.13 Sous les mêmes hypothèses et avec les mêmes notations que que dans le lemme 2.7 on a :

Si
d
dν

Fh(iν) = 0 pour ν > 0, alors Fh(iν) ≤ 0.

D́. En prenant λ = iν dans l’expression (2.17) de Fh on obtient :

Fh(iν) = −h
N∑

j=1

γhj
2M j

ν2 +M2
j

On suppose que
d
dν

Fh(iν) = 0 pour un ν > 0 ; on a alors :

N∑

j=1

γhj
2M j

(ν2 +M2
j )
2
= 0 (2.19)

En utilisant cette équation on obtient l’expression suivante de Fh :

Fh(iν) = −h
N∑

j=1

γhj

2M j(ν2 +M2
j )

(ν2 +M2
j )
2
= −h

N∑

j=1

γhj

2M3
j

(ν2 +M2
j )
2

Puisque γhj < 0 pour j = 0, · · ·N − 1, γhN > 0 et 0 < M1 < · · · < MN, ces résultats étant des
conséquences de la concavité et de la monotonie de M(y) (cf. démonstration du lemme 2.7), on
obtient facilement de (2.19) l’inégalité suivante :

γhN
2M3

N

(ν2 +M2
N)

2
> −

N−1∑

j=1

γhj

2M3
j

(ν2 +M2
j )
2

qui implique Fh(iν) < 0.
�

Nous avons été amenés, dans cette étude de stabilité des profils antisymétriques, à regarder si
F(iν) pouvait s’annuler en même temps que sa dérivée. En fait, on peut montrer qu’un tel cas
correspond à un "bloc de Jordan" de l’opérateur A.
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Lemme 2.14 Soit λ ∈ C \ ImM alors λ est une valeur propre associée à un bloc de Jordan, c’est-à-dire
qu’il existe U1 et U2 dans L2(] − 1, 1[)2 tels que :



AU1 = λU1,

AU2 = λU2 +U1,
(2.20)

si et seulement si F(λ) = 1 et F′(λ) = 0.

D́. • Nous commençons par le sens direct. Nécessairement λ est valeur propre
associée au vecteur propre U1 donc nous déduisons de la proposition 2.3 que F(λ) = 1. De plus
cette proposition nous dit que λ est une valeur propre simple et que

U1 =




1
(λ −M)2

1
λ −M



.

Si on note U2 = (U2, U̇2) alors la deuxième ligne de (2.20) devient en utilisant la définition (2.3) de
A : 

MU2 + U̇2 = λU2 +
1

(λ −M)2
,

EU2 +MU̇2 = λU̇2 +
1

λ −M
.

La première ligne nous donne une expression de U̇2 que l’on injecte dans la deuxième ligne pour
obtenir : 

U̇2 = (λ −M)U2 +
1

(λ −M)2
,

EU2 = (λ −M)2U2 +
2

λ −M
.

Si on applique maintenant l’opérateur de moyenne E à la deuxième équation après avoir divisé
par (λ −M)2 on obtient :

(
1 − F(λ)

)
EU2 = E

[
−2

(λ −M)3

]
.

Puisque F(λ) = 1 on obtient E
[
−2

(λ −M)3

]
= 0 qui signifie exactement F′(λ) = 0.

• Réciproquement, on suppose que F(λ) = 1 et que F′(λ) = 0. On voit alors compte tenu du travail
effectué précédemment que :

U1 =




1
(λ −M)2

1
λ −M



, et U2 =




1
(λ −M)2

− 2
(λ −M)3

1
λ −M

− 1
(λ −M)2



,

vérifient (2.20).
�

Dans la suite nous allons exhiber diverses situations pour lesquelles on peut prouver l’existence et
calculer la limite de la fonction F(iν) quand ν→ 0. Nous utiliserons alors la proposition 2.7 pour en
déduire des résultats d’instabilité. Mais avant ça, nous allons montrer un résultat de type Howard
(voir page 142 de [DR04]), qui donne une localisation des valeurs propres donc des instabilités.
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Localisation des instabilités

Lemme 2.15 Soient M ∈ C0(] − 1, 1[) et λ ∈ C \ ImM tel que F(λ) = 1. Si on écrit λ = λR + iλI avec
(λR, λI) ∈ R ×R∗ alors on a :

0 < λ2I < sup
y

−
(
1 + 2

(
λR −M(y)

)2)
+

√
1 + 8

(
λR −M(y)

)2

2
. (2.21)

D́. L’équation F(λ) = 1 peut se réécrire compte tenu de la définition (2.5) de F :

1
2

∫ 1

−1

(
λR −M(y)

)2 − 2iλI
(
λR −M(y)

)
− λ2I

((
λR −M(y)

)2
+ λ2I

)2 dy = 1,

qui devient en passant le 1 dans l’intégrale et en mettant au même dénominateur :

∫ 1

−1

(
λR −M(y)

)2 − 2iλI
(
λR −M(y)

)
− λ2I −

((
λR −M(y)

)2
+ λ2I

)2

((
λR −M(y)

)2
+ λ2I

)2 dy = 0. (2.22)

• En prenant la partie imaginaire de cette équation (2.22) on a :

∫ 1

−1

−2λI
(
λR −M(y)

)

((
λR −M(y)

)2
+ λ2I

)2 dy = 0,

ce qui donne puisque λI , 0 :

∫ 1

−1

(
λR −M(y)

)

((
λR −M(y)

)2
+ λ2I

)2 dy = 0.

Nécessairement pour que cette intégrale puisse être nulle il faut que λR ∈ Im M.

• En prenant cette fois la partie réelle de l’équation (2.22) on a :
∫ 1

−1

P(λ2I , y, λR)((
λR −M(y)

)2
+ λ2I

)2 dy = 0, (2.23)

où l’on a introduit le polynômeX 7−→ P(X, y, λR) =
((
λR −M(y)

)2
+ X

)2
+X−

(
λR−M(y)

)2
. On fixe

y et λR et on cherche les racines de ce polynôme de degré 2. Il a pour discriminant :

∆(y, λR) =
(
1 + 2

(
λR −M(y)

)2)2 − 4
((
λR −M(y)

)4 −
(
λR −M(y)

)2)

= 1 + 8
(
λR −M(y)

)2
,

et donc pour racines

X±(y, λR) =
−

(
1 + 2

(
λR −M(y)

)2) ±
√
∆(y)

2
.
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Pour que (2.23) soit vérifiée il faut que y 7−→ P(λ2I , y, λR) prenne des valeurs positives et négatives.
Il faut donc nécessairement que :

inf
y
X−(y, λR) < λ2I < sup

y
X+(y, λR),

qui devient puisque λ2I > 0 :
0 < λ2I < sup

y
X+(y, λR).

ce qui conclut la démonstration.
�

La condition (2.21) nous donne une localisation des instabilités. En particulier elle nous fournit
une majoration de la "vitesse" λI de ces instabilités en fonction du profil. Il est possible de dériver
des majorations plus simples que (2.21), c’est l’objet de la remarque suivante.

Remarque 2.13 • Nous pouvons obtenir une majoration plus simple de λ2I . En utilisant le fait que√
a2 + b2 ≤ |a| + |b| on obtient :

X+(y, λR) ≤
−

(
1 + 2

(
λR −M(y)

)2)
+ 1 +

√
8
∣∣∣λR −M(y)

∣∣∣

2
,

et en se souvenant que l’on a montré que λR ∈ Im M on peut écrire la majoration suivante qui ne
dépend plus ni de y ni de λR :

sup
y

X+(y, λR) ≤
√
2 (M+ −M−),

et on aurait finalement :
0 < λ2I <

√
2 (M+ −M−).

• Dans le cas où λR = 0 qui est le cas qui nous intéresse dans cette section nous avons :

X+(y, λR) =
−1 − 2M(y)2 +

√
1 + 8M(y)2

2
.

et la condition (2.21) devient :

0 < λ2I < sup
y

−1 − 2M(y)2 +
√
1 + 8M(y)2

2
.

2.5.2 Application à des profils singuliers

Nous voulons appliquer le corollaire 2.4 (resp. la proposition 2.7) pour trouver des conditions
suffisantes (resp. suffisantes et nécessaires) de stabilité. Nous commençons par le cas, le plus
simple, de profils pour lesquels la limite de F(iν) quand ν → 0 est obtenue à l’aide du théorème
de convergence dominée de Lebesgue.

Théorème 2.4 Soit M un profil antisymétrique tel que

∫ 1

0

dy

M(y)2
< +∞. (2.24)
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Alors le profil M est instable (au sens de la définition 2.1) si la condition suivante est vérifiée :

∫ 1

0

dy

M(y)2
> 1. (2.25)

Si de plus M est une fonction continue de y sur [−1, 1], concave strictement croissante sur [0, 1], alors M
est instable si et seulement si (2.25) est vérifiée.

D́. Pour ν > 0, nous avons :

|F(iν)| ≤ 1
2

∫ 1

−1

dy

ν2 +M(y)2
≤

∫ 1

0

dy

M(y)2
.

Nous pouvons par conséquent appliquer le théorème de convergence dominée de Lebesgue, ce
qui donne :

lim
ν→0

F(iν) =
∫ 1

0

dy

M(y)2
.

L’énoncé du théorème suit en utilisant le corollaire 2.4 et la proposition 2.7.
�

On remarque que (2.25) montre que tout profil subsonique satisfaisant (2.24) est instable.

La condition (2.24) est clairement satisfaite pour un profil M qui ne s’annule pas : puisque M est
antisymétrique, il doit être discontinu en y = 0. Par exemple, si M est un profil antisymétrique
bi-couches, on retrouve une partie du lemme 2.8.

Nous considérons maintenant un profil continu. La condition (2.24) ne peut être vérifiée par un
profil régulierMmais on peut l’utiliser par exemple siM(y) a un comportement tel que

yα avec 0 < α < 1/2 pour y
>→ 0 :

Lemme 2.16 Le profil antisymétrique défini par M(y) = M+yα avec 0 < α < 1/2 est instable (au sens
de la définition 2.1) si et seulement si

(1 − 2α)M2
+ < 1

D́. Une simple intégration donne :

∫ 1

0

dy

M(y)2
=

1
M2
+(1 − 2α)

,

et on conclut à l’aide de 2.25.
�

En d’autres termes, il existe des modes instables si et seulement siM+ <Mα avecMα = 1/(1− 2α).
On remarque que Mα → 1 par valeurs supérieures quand α → 0, ce qui est toujours en accord
avec le cas du profil bi-couches.

Sachant que pour α ≥ 1 un tel profil sera toujours stable puisqu’il est croissant concave puis
convexe17, on peut se demander ce qui se passe quand 1/2 < α < 1. Nous allons prouver qu’un tel
profil est toujours instable :

17cf. théorème 2.3.
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Lemme 2.17 Le profil antisymétrique défini par M(y) = ayα avec a > 0 et 1/2 < α < 1 est instable (au
sens de la définition 2.1).

D́. Pour un tel profil, la fonction F(iν) a l’expression suivante :

F(iν) =
∫ 1

0

a2y2α − ν2
(a2y2α + ν2)2

dy.

Un simple changement de variable donne :

F(iν) = ν1/α−2a−1/α
∫ (a/ν)1/α

0

y2α − 1
(y2α + 1)2

dy,

de telle sorte que :

lim
ν→0

F(iν)
ν2−1/α

= a−1/αS(α) avec S(α) =
∫ +∞

0

y2α − 1
(y2α + 1)2

dy.

On calcule facilement pour α > 1/2 :

S(α) =
∫ 1

0

1 − y2α

(y2α + 1)2
1 − y2−2α

y2−2α
dy

ce qui montre que S(α) > 0 pour 1/2 < α < 1. Par conséquent limν→0 F(iν) = +∞ et on conclut
encore une fois à l’aide du corollaire 2.4.

�

Tous les résultats de stabilité concernant les profils yα sont résumés sur la figure 2.14.
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F. 2.14 – Zone de stabilité des profils M+yα dans le plan (α,M+).

2.5.3 Une technique de perturbation

SiM est unprofil antisymétrique régulier (par exempleC1), les résultats de la sectionprécédente
ne s’appliquent pas. En effet, pour un tel profil nous avons nécessairement

∫ 1

0

dy

M(y)2
= +∞.
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On va tout de même pouvoir déduire quelques résultats du lemme suivant :

Lemme 2.18 On suppose que M et M̃ sont tous les deux des profils antisymétriques tels que :

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
M(y) − M̃(y)

M(y)2M̃(y)

∣∣∣∣∣∣ dy < +∞ et
∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
M(y) − M̃(y)

M(y)M̃(y)2

∣∣∣∣∣∣ dy < +∞ (2.26)

alors (F̃ étant la fonction "F" associée au profil M̃), F(iν)− F̃(iν) a une limite finie quand ν tend vers 0, cette
limite étant donnée par :

lim
ν→0

(F(iν) − F̃(iν)) =
∫ 1

0

M̃(y)2 −M(y)2

M(y)2M̃(y)2
dy (2.27)

D́. Pour λ < R, nous avons :

F(λ) − F̃(λ) =
1
2

∫ 1

−1




1
(
λ −M(y)

)2 −
1

(
λ − M̃(y)

)2


 dy

=
1
2

∫ 1

−1

[(
λ − M̃(y)

)
+

(
λ −M(y)

)]
(M(y) − M̃(y))

(
λ −M(y)

)2(
λ − M̃(y)

)2 dy

=
1
2

∫ 1

−1




M(y) − M̃(y)
(
λ −M(y)

)2(
λ − M̃(y)

) +
M(y) − M̃(y)

(
λ −M(y)

)(
λ − M̃(y)

)2


 dy

En prenant λ = iν, grâce à l’hypothèse (2.26), on peut appliquer le théorème de convergence
dominée de Lebesgue pour montrer que :

lim
ν→0

(F(iν) − F̃(iν)) =
−1
2

∫ 1

−1

(
M(y) − M̃(y)

M(y)2M̃(y)
+

M(y) − M̃(y)

M(y)M̃(y)2

)
dy

ce qui donne (2.27).
�

Bien entendu ce résultat est utile quand M̃ est choisi tel que limν→0 F̃(iν) est connue. En particulier,
si limν→0 F̃(iν) = +∞, le lemmeprécédent prouve l’instabilité de toutM vérifiant (2.26). Un exemple
d’application simple est donné par le lemme suivant :

Lemme 2.19 Soient 1/2 < α < 1 et M(y) un profil antisymétrique. Si

∫ 1

0

|M(y) − ayα|
y3α

dy < +∞, (2.28)

alors M est instable (au sens de la définition 2.1).

D́. On pose M̃(y) = ayα. Alors on sait par le lemme 2.17 que

lim
ν→0

F̃(iν) = +∞.

Par ailleurs, (2.28) est équivalent à (2.26). Finalement, le lemme 2.18 prouve que limν→0 F(iν) = +∞.

�
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2.5.4 Application à des profils réguliers

Nous allons maintenant montrer comment appliquer le lemme 2.18 à un profil régulier :

Théorème 2.5 Soit M un profil antisymétrique, C1 dans un voisinage de 0, tel que :

1. M(y) , 0 pour y , 0,

2. M′(0) , 0,

3.
∫ 1

0

|M(y) −M′(0) y|
y3

dy < +∞ .

Alors M est instable (au sens de la définition 2.1) si la condition suivante est vérifiée :

1 +M′(0)2 <
∫ 1

0

M′(0)2 − (M(y)/y)2

M(y)2
dy . (2.29)

Si, de plus, M est une fonction continue de y sur [−1, 1] et si elle est concave strictement croissante sur
[0, 1], alors M est instable si et seulement si (2.29) est vérifiée.

D́. On pose M̃(y) = M′(0)y. Alors, comme nous l’avons déjà remarqué, F̃ a une
expression simple :

F̃(iν) =
−1

ν2 +M′(0)2
,

qui donne directement limν→0 F̃(iν) = −1/M′(0)2. D’un autre coté, la troisième hypothèse est dans
ce cas équivalente à (2.26), de telle sorte qu’on peut appliquer le lemme 2.18 et (2.27) devient dans
le cas présent :

lim
ν→0

F(iν) +
1

M′(0)2
=

∫ 1

0

M′(0)2y2 −M(y)2

M(y)2M′(0)2y2
dy

ce qui donne (2.29) comme condition d’instabilité compte tenu du corollaire 2.4. Une fois de plus
la proposition 2.7 nous donne l’équivalence siM est une fonction continue de y sur [−1, 1] et si elle
est concave strictement croissante sur [0, 1].

�

Remarque 2.14 On remarque que l’hypothèse 3) du théorème 2.5 est automatiquement satisfaite si M
est un profil C2 antisymétrique puisqu’alors M”(0) = 0.

Le lecteur attentif aura remarqué que la condition (2.29) relie le comportement en 0 (terme de
gauche) à une quantité globale (terme de droite). Cette condition étant assez difficile à interpréter,
nous allons l’illustrer sur l’exemple d’une famille de profils :

Corollaire 2.5 Pour a > 0 et α > 0, on définit le profil M comme suit :

M(y) = a tanh(αy).

Soit α∗ > 0 l’unique solution de l’équation α tanhα = 1. Alors, le profil M est instable (au sens de la
définition 2.1) si et seulement si

α > α∗ et a <
(
1 − 1

α tanhα

) 1
2

.



70 Chapitre 2. Étude de stabilité modale

D́. Onmontre facilement queM satisfait les hypothèses du théorème 2.5. Ce dernier
nous dit alors queM est instable si et seulement si (2.29) est vérifiée. Or, dans le cas présent (2.29)
se réécrit après calcul :

1 + a2 α2 < α2 + 1 − α

tanhα
,

qui donne :

a2 < 1 − 1
α tanhα

,

qui permet de conclure facilement.
�

Une fois de plus, on retrouve le résultat pour un profil bi-couches lorsque α→ +∞.

Le théorème 2.5 nous fournit un outil pour savoir si un profil régulier est instable. Il est parfaite-
ment impossible d’être exhaustif. En exercice, le lecteur pourramontrer, par exemple, que le profil
M(y) =M+ sin

πy
2 est toujours stable.

Profils réguliers mais pas trop

Comme nous l’avons vu, la condition 3) du théorème 2.5 est automatiquement satisfaite si M
est un profil C2 antisymétrique (puisqu’alors M”(0) = 0). Cela fait naître en le lecteur une envie
irrésistible d’approfondir le cas d’un profil antisymétrique C1 mais non C2. C’est à ces justes
attentes que nous allons en partie répondre par le lemme suivant :

Lemme 2.20 Soit M un profil antisymétrique, C1 sur [−1, 1], C2+α sur [0, 1] (avec α > 0) qui est de
plus strictement croissant sur [0, 1]. Si M′′(0+) = limy→0+ M′′(y) < 0 alors M est instable (au sens de la
définition 2.1).

D́. Nous rappelons l’expression (2.16) de F(iν) pour ν ∈ R∗ :

F(iν) =
∫ 1

0

M(y)2 − ν2
(
M(y)2 + ν2

)2 dy .

Compte tenu des hypothèses faites sur le profilM, nous pouvons introduire µ la fonction inverse
deM sur [0, 1] :

µ(λ) =M−1(λ), λ ∈ [0,M+].
Des propriétés deM nous déduisons que µ est dérivable, strictement croissante sur [0, 1]. De plus
µ(0) = 0. En utilisant le changement de variable z =M(y) dans l’expression de F(iν) nous obtenons :

F(iν) =
∫ M+

0

z2 − ν2

(z2 + ν2)2
µ′(z) dz. (2.30)

M étant C2 sur [0, 1], il en est de même pour µ. On trouve facilement :

µ′(0) =
1

M′(0)
, µ′′(0+) = −M

′′(0+)
M′(0)2

.

Par conséquent, pour z ≥ 0 nous pouvons écrire le développement limité suivant :

µ′(z) =
1

M′(0)
− M′′(0+)

M′(0)2
z + r(z),
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où la fonction r(z)/z tend vers 0 quand z tend vers 0. En injectant ce développement dans (2.30) on
obtient :

F(iν) =
1

M′(0)
Φ0(ν) −

M′′(0+)
M′(0)2

Φ1(ν) + Φr(ν), (2.31)

où nous avons posé : 

Φ0(ν) =
∫ M+

0

z2 − ν2

(z2 + ν2)2
dz,

Φ1(ν) =
∫ M+

0

z2 − ν2

(z2 + ν2)2
z dz,

Φr(ν) =
∫ M+

0

z2 − ν2

(z2 + ν2)2
r(z) dz.

Pour montrer que M est instable nous voulons utiliser la caractérisation du corollaire 2.4. Pour
cela, nous allons calculer la limite de F(iν) quand ν tend vers 0 :

(i) On a tout d’abord, par le théorème de Lebesgue :

lim
ν→0
Φr(ν) =

∫ M+

0

r(z)
z2

dz.

(ii) En remarquant que :
d
dz

( −z
z2 + ν2

)
=

z2 − ν2

(z2 + ν2)2
,

on obtient facilement que

lim
ν→0
Φ0(ν) = −

1
M+

.

(iii) Par ailleurs,

Φ1(ν) = −
∫ M+

0
z

d
dz

( z
z2 + ν2

)
dz,

qui devient après intégration par parties :

Φ1(ν) =
∫ M+

0

z
z2 + ν2

dz −
[

z2

z2 + ν2

]M+

0
,

et finalement

Φ1(ν) =
1
2
log

(
1 +

M2
+

ν2

)
− M2

+

M2
+ + ν

2
⇒ lim

ν→0
Φ1(ν) = −∞.

Puisque l’on a supposé queM′′(0+) < 0 on obtient en utilisant l’expression (2.31) :

lim
ν→0

F(iν) = +∞,

ce qui prouve, par l’intermédiaire du corollaire 2.4 queM est instable.
�

Remarque 2.15 Il est possible de remplacer, dans l’énoncé de ce lemme, l’hypothèse de stricte croissance
par les deux conditions suivantes :

1. M(y) , 0 pour y , 0,

2. M′(0) , 0.
On montre alors le résultat de la même manière, en se restreignant à un intervalle [0, η] sur lequel M est
strictement croissante.
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2.6 Ŕ ’́ 

Nous allons montrer dans cette partie que les propriétés de stabilité du modèle asymptotique
(1.9) peuvent être reliées aux propriétés de stabilité du problème de Cauchy dans le tube de
hauteur ε > 0. Plus précisément, nous allons montrer que, si le profil de Mach M(y) est instable
(au sens de la définition 2.1), alors pour tout ε > 0, le problème de Cauchy associé aux équations
de Galbrun (1.3,1.4) dans le tube est instable.
Grâce à l’équivalence entre les équations de Galbrun et les équations d’Euler linéarisées montrée
dans l’annexe A, nous allons ensuite traduire ce résultat en terme de semi-groupe des équations
d’Euler linéarisées. Plus précisément, on rappelle les équations d’Euler linéarisées dans le tube de
hauteur ε :



∂u
∂t
+Mε(y)

∂u
∂x
+
∂p
∂x
+M′ε(y)v = 0,

∂v
∂t
+Mε(y)

∂v
∂x
+
∂p
∂y
= 0,

∂p
∂t
+Mε(y)

∂p
∂x
+
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0,

(x, y) ∈ Ωε = R×] − ε, ε[, t > 0, (2.32)

complétées par les conditions de glissement :

v(x,±ε, t) = 0. (2.33)

Si on introduit, classiquement, le semi-groupe de L2(R×] − ε, ε[)3 :

Sε(t)(u0, v0, p0) = (u(t), v(t), p(t)) (2.34)

où (u(t), v(t), p(t)) est l’unique solution de (2.32,2.33) associée à la condition initiale (u0, v0, p0), alors
on va montrer, pour un profil instable, qu’il existe α > 0 tel que :

‖Sε(t)‖L(L2(R×]−ε,ε[)3) ≥ eα
t
ε .

2.6.1 L’approche modale

Une approche classique pour l’analyse de stabilité est la détermination des modes qui sont les
solutions non triviales de (1.3) et (1.4) de la forme :



Uε(x, y, t) = U(y) e−iωt eikx,

Vε(x, y, t) = V(y) e−iωt eikx,
(2.35)

avec k ∈ R et ω ∈ C. En injectant (2.35) dans (1.3) on obtient :



(
k2 − (

ω − kM(y)
)2) U = ik

ε

dV
dy

,

(
ω − kM(y)

)2 V +
ik
ε

dU
dy
+

1
ε2

d2V
dy2
= 0 ,

(2.36)

alors que la condition limite devient :
V(±1) = 0. (2.37)
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L’analyse de stabilité va consister à chercher déventuelles valeurs de ω ∈ C+ où

C
+ =

{
z ∈ C; ℑm(z) > 0

}

pour lesquelles (2.36) admet des solutions non triviales dans L2(] − 1, 1[)2. On remarque que si
(U,V) est une solution de (2.36) associée à (ω, k), alors (U,−V) (resp. (Ū,−V̄)) est une solution
de (2.36) associée à (−ω,−k) (resp. (ω̄, k)). En résumé, on peut restreindre le cadre de l’étude aux
solutions pour lesquellesℑm(ω) > 0 et k > 0. Pour de telles valeurs deω et k, la première équation
de (2.36) devient :

U =
ik
ε

1
k2 − (ω − kM(y))2

dV
dy

. (2.38)

Alors, en posant

λ =
ω

k
, η = ε2k2, γλ(y) =M(y) − λ ,

et en éliminant U dans la seconde équation de (2.36), on obtient :

ηγ2λ(y)
(
1 − γ2λ(y)

)
V(y) −

2γ′
λ
(y) γλ(y)

1 − γ2
λ
(y)

dV(y)
dy

− γ2λ(y)
d2V(y)
dy2

= 0 , (2.39)

que l’on peut réécrire :

ηγ2λ(y)V(y) − d
dy



γ2
λ
(y)

1 − γ2
λ
(y)

dV(y)
dy


 = 0 . (2.40)

Remarque 2.16 Il est important de voir que pour λ ∈ C+ où C+ représente les nombres complexes à
partie imaginaire strictement positive, on a pour tout y ∈] − 1, 1[ :



γ2
λ
(y) , 0,

1 − γ2
λ
(y) , 0.

En particulier, les deux équations précédentes (2.39) et (2.40) sont équivalentes si on suppose λ ∈ C+.

Ici η peut être vu comme un paramètre. Nous dirons que le problème de Cauchy associé aux
équations (1.3, 1.4) est instable si il existe λ ∈ C+ tel que (2.39) (ou de manière équivalente (2.40)) a
une solution non nulle. En effet, dans ce cas il existera un mode de la forme (2.35) solution de (1.3,
1.4) avec ℑm(ω) > 0 de telle sorte que sa norme sera exponentiellement croissante en temps.

2.6.2 La technique de perturbation

Le résultat limite

Nous allons tout d’abord regarder ce qu’il se passe lorsque η → 0, ce qui fait le lien avec
l’analyse de stabilité du modèle asymptotique (1.9).

Lemme 2.21 Soient λ ∈ C+ et η = 0. Alors (2.39) a des solutions non triviales V ∈ H1
0(] − 1, 1[) si et

seulement si
F(λ) = 1,

où la fonction F est définie par (2.5), ou, de manière équivalente, si et seulement si le profil M(y) est instable
(au sens de la définition 2.1).
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D́. Pour η = 0, (2.39) devient :

d
dy

( γ2
λ
(y)

1 − γ2
λ
(y)

dV(y)
dy

)
= 0,

ce qui implique l’existence d’une constante β ∈ C, β , 0 telle que :

dV
dy
= β

1 − γ2
λ

γ2
λ

.

En utilisant les conditions aux limites V(±1) = 0, on obtient finalement :
∫ 1

−1

1 − γ2
λ
(y)

γ2
λ
(y)

dy = 0,

qui se réécrit F(λ) = 1 en utilisant la définition de γλ.
�

L’idée est maintenant de montrer que si M(y) est instable (au sens de la définition 2.1), alors il
existe des modes instables non seulement pour η = 0, mais aussi pour n’importe quelles petites
valeurs de η. Ce résultat que nous allons montrer sera une conséquence du théorème de Steinberg
que nous rappelons dans le prochain paragraphe.

Le théorème de Steinberg

Nous allons donner l’énoncé formel du théorème de Steinberg [Ste68] ainsi qu’un corollaire
bien plus adapté à notre étude.Mais avant cela nous allons définir ce qu’est une famille analytique
d’opérateurs (cf. [Kat95] par exemple) :

Définition 2.2 Soit H un espace de Hilbert et L(H) l’ensemble des opérateurs bornés sur H. Soit Ω

un sous ensemble de C qui est ouvert et connexe. On considère des fonctions T :
Ω→ L(H)
z→ T(z)

. T est dite

fortement analytique sur Ω si pour tout z0 ∈ Ω on a :

T(z) =
∞∑

0

Tn(z − z0)n,

où Tn ∈ L(H) et où la série converge dans L(H) pour tout z dans un voisinage de z0.

T est dite méromorphe sur Ω si elle est définie et fortement analytique sur Ω sauf pour un nombre au plus
dénombrable de points. Si z0 est un de ces points alors

T(z) =
∞∑

−N
Tn(z − z0)n,

où Tn ∈ L(H), N ≥ 0 et où la série converge dans L(H) pour tout z dans un voisinage de z0.

Remarque 2.17 On définit de même la réelle analyticité.

Pour les applications nous donnons un critère souvent pratique dont on peut encore une fois
trouver la démonstrationdans [Kat95] (chapitre 3 paragraphe 3.1). Enutilisant lesmêmesnotations
que dans la définition précédente nous avons la définition suivante :
T est faiblement analytique si et seulement si tout z possède un voisinage dans lequel

(
T(z)u, v

)
est

analytique pour tout u et v dans H.
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Proposition 2.8 L’analyticité forte est équivalente à l’analyticité faible.

Nous pouvons maintenant donner le théorème de Steinberg :

Théorème 2.6 On suppose que T(λ, η) est une famille d’opérateurs compacts qui sont analytiques en λ
à η fixe et réels analytiques en η à λ fixe, pour tout (λ, η) ∈ D ×R (D est un ouvert connexe de C). Si de
plus, pour tout η ∈ R il existe λ ∈ D tel que I − T(λ, η) est inversible, alors :

• λ→ I − T(λ, η) est inversible sauf pour des points isolés de D et la fonction λ→
(
I − T(λ, η)

)−1
est

méromorphe.

• De plus si λ0 ∈ D est un pôle de λ →
(
I − T(λ, η0)

)−1
, alors il existe au moins une fonction λ(η)

définie sur un intervalle ]a, b[⊂ R contenant η0, continue par rapport à η (et analytique par rapport

à η1/p pour un certain entier p) telle que λ(η0) = λ0 et λ(η) est un pôle de λ→
(
I − T(λ, η)

)−1
.

En conséquence de la compacité de T(λ, η) nous avons l’équivalence suivante :

Ker
[
I − T

(
λp, η

)]
, {0} ⇔ λp est un pôle de λ→ (I − T(λ, η))−1.

Cela nous permet de reformuler le théorème 2.6 comme suit :

Corollaire 2.6 Sous les conditions du théorème précédent, on suppose qu’il existe λ∗ ∈ D tel que

Ker
[
I − T(λ∗, 0)

]
, {0},

alors il existe η∗ ∈ R+ et une fonction λ∗ : ] − η∗, η∗[→ Ω continue par rapport à η (et analytique par
rapport à η1/p pour un certain entier p) satisfaisant λ∗(0) = λ∗ et

Ker
[
I − T

(
λ∗(η), η

)]
, {0}, ∀ η ∈] − η∗, η∗[ .

Le résultat principal

En conséquence du corollaire 2.6, nous allons obtenir le théorème :

Théorème 2.7 Soit M(y) un profil instable (au sens de la définition 2.1). Alors, pour tout ε > 0, le
problème de Cauchy associé aux équations (1.3, 1.4) est instable, au sens où, pour η suffisamment petit, il
existe λ ∈ C+ tel que (2.39) (ou de manière équivalente (2.40)) a une solution non triviale.

D́. Nous considérons les opérateurs A et K(λ, η) définis sur H1
0(] − 1, 1[) par :

(AV,U)H1 = a(V,U),
(
K(λ, η)V,U

)
H1
= k(λ, η;V,U), ∀ (U,V) ∈

(
H1

0(] − 1, 1[)
)2

où a(·, ·) et k(λ, η ; ·, ·) désignent les deux formes bilinéaires suivantes :


a(V,U) =
∫ 1

−1

dV
dy

dU
dy

dy,

k(λ, η; V,U) =
∫ 1

−1


η (1 − γ2λ)VU −

2γ′
λ

(1 − γ2
λ
) γλ

dV
dy

U


 dy.

On cherche λ ∈ C+ tel que (2.39) (ou de manière équivalente (2.40)) a une solution non triviale. En
utilisant une formulation variationnelle de (2.39,2.37), on est amené à montrer l’existence de η > 0
et λ ∈ C+ tels que

∃ V ∈ H1
0 (] − 1, 1[), V , 0 tel que AV + K(λ, η)V = 0
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Puisque A est inversible18 et K(λ, η) est compact (cf. lemme 2.22), on peut de manière équivalente
montrer l’existence de η > 0 et λ ∈ C+ tels que I + A−1K(λ, η) n’est pas inversible. Clairement
T(λ, η) = A−1K(λ, η) est une famille d’opérateurs compacts 19 qui sont analytiques en λ à η fixe et
réels analytiques en η à λ fixe, pour tout (λ, η) ∈ C+ × R. Finalement, par le lemme 2.23, on sait
que pour tout η ∈ R, il existe λ ∈ C+ tel que I − T(λ, η) est inversible.

Le théorème est alors une conséquence directe du corollaire 2.6 : en effet, si M(y) est instable (au
sens de la définition 2.1), il existe alors λ∗ ∈ C+ tel que F(λ∗) = 1 et grâce au lemme 2.21, cela
signifie que Ker

[
I − T(λ∗, 0)

]
, {0}.

�

Nous allons maintenant énoncer et démontrer les deux lemmes utilisés dans la démonstration
précédente.

Lemme 2.22 Pour tout λ ∈ C avec ℑm(λ) > 0 et η ∈ R, K(λ, η) est un opérateur compact.

D́. On considère une suite bornée (Un) dans H1
0(] − 1, 1[). Notre but est de montrer

qu’il existe une sous-suite notée (Unk) telle que
(
K(λ, η)Unk

)
converge dans H1

0(] − 1, 1[). La suite(
K(λ, η)Un

)
étant bornée dans H1

0(] − 1, 1[), on peut en extraire une sous-suite
(
K(λ, η)Unk

)
qui

converge dans L2(] − 1, 1[) (théorème de Rellich). De plus, pour tout V dans H1
0( ] − 1, 1[ ) et par

définition de K(λ, η) :

||K(λ, η)V||2H1 = k(λ, η;V,K(λ, η)V) ≤ C ||V||H1 ||K(λ, η)V||L2 . (2.41)

En prenant V = Unk − Unℓ dans (2.41), on obtient que
(
K(λ, η)Unk

)
est une suite de Cauchy dans

H1
0(] − 1, 1[) qui est complet. En particulier, elle converge et K(λ, η) est compact.

�

Lemme 2.23 Pour tout η ∈ R, il existe λ ∈ C+ tel que I + A−1K(λ, η) est inversible.

D́. Il est équivalent de montrer que pour tout η ∈ R il existe λ ∈ C+ tel que la seule
solution de (2.40,2.37) est nulle. Ce résultat est la conséquence de la coercivité, pour un certain
λ ∈ C+, de la forme bilinéaire suivante :

b(v, u) =
∫ 1

−1
ηγ2λ v u +

γ2
λ

1 − γ2
λ

dv
dy

du
dy

dy ∀(u, v) ∈
(
H1

0(] − 1, 1[)
)2
. (2.42)

Tout d’abord, on remarque que lim
|λ|→∞

−
γ2
λ
(y)

1 − γ2
λ
(y)
= 1 uniformément en y. Par conséquent :

ℜe
(
−

γ2
λ
(y)

1 − γ2
λ
(y)

)
≥ 1

2
, ∀ y ∈] − 1, 1[,

18L’inversibilité de A découle directement de la coercivité de la forme bilinéaire a, ce qui se montre simplement avec
l’inégalité de Poincaré.

19Cela provient du fait que K(λ, η) est compact et que l’ensemble des opérateurs compacts est un idéal bilatère de
l’ensemble des opérateurs bornés.
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pour |λ| suffisamment petit. La coercivité suit en choisissant λ tel que

ℜe
(
−ηγ2λ(y)

)
≥ 0, ∀ y ∈] − 1, 1[,

ce qui est toujours possible.
�

2.6.3 Les résultats

Nouspouvonsmaintenant énoncer le résultat principalde cette sectionqui contient les résultats
d’instabilité hydrodynamique. Il ne s’agit en fait que d’une "traduction" du théorème 2.7 en terme
eulérien. On rappelle que nous avons introduit dans l’introduction le semi-groupeSε(t) (cf. (2.34))
associé aux équations d’Euler linéarisées dans le tube de hauteur ε. Ces résultats prennent alors
la forme du théorème suivant :

Théorème 2.8 Soit un profil M instable (au sens de la définition 2.1), alors il existe α > 0 tel que :

‖Sε(t)‖L(L2(R×]−ε,ε[)3) ≥ eα
t
ε . (2.43)

D́. Le théorème2.7 nous dit qu’il existe une fonction continueλ(η) : ]−η0, η0[→ C+
telle que λ(0) = λ∗ et pour λ = λ(η), (2.39) (ou de manière équivalente (2.40)) a une solution non
triviale.
Nous allons maintenant construire à partir de ce mode instable des équations de Galbrun, une
solution des équations d’Euler linéarisées qui nous donnera le résultat escompté (2.43). Pour cela
nous allons utiliser le résultat d’équivalence montré en annexe A.

Soit V̂ε(k, y) = Vref(λ(ε2k2), ε2k2,
y
ε ) où Vref est une solution non nulle de (2.39) pour λ = λ(η) telle

que ‖Vref‖H0
1,y(]−ε,ε[)

= 1. On récupère alors Ûε grâce à (2.38). Par la suite on utilise l’équivalence

(A.9) pour définir (ûε, v̂ε, p̂ε)(k, y) :



ûε = ∂tÛε + ikMÛε −M′V̂ε,

v̂ε = ∂tV̂ε + ikMV̂ε,

p̂ε = −(ikÛε + ∂yV̂ε).

(2.44)

On pose maintenant : (ũε, ṽε, p̃ε)(k, y) = Cε(k) (ûε, v̂ε, p̂ε)(k, y) où Cε(k) est une constante de norma-
lisation choisie pour que : ∫ ε

−ε
(|ũε|2 + |ṽε|2 + |p̃ε|2) dy = 1.

Nous allons construire une solution adéquate à partir d’une condition initiale qui excite les modes
instables. Nous introduisonsAε(k), une fonction de troncature. Par continuité de la fonction λ(.) il
existe 0 < η∗ ≤ η0 tel que pour tout 0 ≤ η ≤ η∗ nous avons :

Im
(
λ(η)

)
≥ 1

2
Im

(
λ(0)

)
=

1
2
Im(λ∗). (2.45)

On choisit alors Aε(k) tel que son support est inclus dans
[ √η∗
2ε

,

√
η∗

ε

]
.
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On introduit maintenant les conditions initiales suivantes :


uε0(x, y) =
∫

R

Aε(k) ũε(k, y)eikx dk,

vε0(x, y) =
∫

R

Aε(k) ṽε(k, y)eikx dk,

pε0(x, y) =
∫

R

Aε(k) p̃ε(k, y)eikx dk.

On remarque que, par Plancherel :

‖uε0‖2L2 + ‖v
ε
0‖2L2 + ‖p

ε
0‖2L2 = 2π

∫

R

|Aε(k)|2dk (2.46)

La solution du problème de Cauchy (2.32,2.33) associée aux conditions initiales précédentes est
par construction : 

uε(x, y, t) =
∫

R

Aε(k) ũε(k, y)eikx e−ikλ(ε
2k2)t dk,

vε(x, y, t) =
∫

R

Aε(k) ṽε(k, y)eikx e−ikλ(ε
2k2)t dk,

pε(x, y, t) =
∫

R

Aε(k) p̃ε(k, y)eikx e−ikλ(ε
2k2)t dk.

Le théorème de Plancherel nous donne alors :

‖uε(t)‖2L2 + ‖v
ε(t)‖2L2 + ‖p

ε(t)‖2L2

= 2π
∫

R

[
|Aε(k)|2 e2kIm

(
λ(ε2k2)

)
t
(∫ 1

−1
|ũε(k, y)|2 + |ṽε(k, y)|2 + |p̃ε(k, y)|2dy

)]
dk

= 2π
∫

R

|Aε(k)|2 e2kIm
(
λ(ε2k2)

)
t
dk.

En se rappelant que Aε est une fonction de troncature et en utilisant l’inégalité (2.45) on montre :

‖uε(t)‖2L2 + ‖v
ε(t)‖2L2 + ‖p

ε(t)‖2L2 ≥ 2π e

√
η∗

2ε Im
(
λ∗
)
t
∫

R

|Aε(k)|2 dk.

En utilisant (2.46) on obtient :
‖Sε(t)‖L(L2(R×]−ε,ε[)3) ≥ eα

t
ε ,

où α =
√
η∗

4
Im(λ∗).

�

Commentaires

Le résultat que nous venons d’établir, c’est-à-dire le théorème (2.8), est valable quel que soit
ε > 0. En effet le petit paramètre est ici η = ε2k2, et donc à ε fixe on obtient ces résultats par
ce qui s’apparente à une analyse basse fréquence. Ces résultats sont un produit dérivé de notre
étude du modèle limite (1.9). La démarche basse fréquence est par ailleurs assez originale. En
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effet une démarche haute fréquence, comme elle est utilisé par Lafitte [CCLR01, HL03]) pour
l’étude des instabilités de Rayleigh-Taylor, est bien plus naturelle car, au moins formellement, on
se dit qu’une approche haute fréquence (petite longueur d’onde) "voit" plus les instabilités. Il est
d’ailleurs amusant de remarquer que, dans la démonstration précédente, quand ε→ 0 l’instabilité
s’obtient à haute fréquence. Nous avons en effet construit une condition initiale dont le support
fréquentiel est inclus dans l’intervalle

[ √η∗
2ε

,

√
η∗

ε

]
.

Le fait que ces résultats soit valables pour tout ε signifie qu’il n’est pas nécessaire que le profilMε

soit raide pour générer une instabilité. Toutefois l’estimation obtenue montre que l’instabilité est
d’autant plus forte que le profil est raide.
Bien entendu, le résultat ne montre pas que la croissance exponentielle a lieu pour toute donnée
initiale (u0, v0, p0).
En conclusion, ce théorème permet d’étendre les résultats d’instabilité du problème limite (1.9) au
problème du tube de hauteur ε. Combiné aux résultats d’instabilité du problème limite obtenus
dans la partie 2.5, ce théorème fournit des résultats d’instabilité hydrodynamique dans le tube de
hauteur ε, en écoulement compressible.
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3.1 Ṕ    . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
3.2 L ́̀ ́́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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C chapitre est consacré à l’étude du caractère bien posé du problème limite (1.9), obtenu dans
le premier chapitre. L’analyse modale décrite dans le chapitre précédent nous a menés au

problème :
dÛ
dt
+ ik AÛ = 0,

où l’opérateur de A est défini par (2.3). Nous avons ensuite été amenés à introduire la notion
de stabilité d’un profil (cf. définition 2.1 page 30). On dit qu’un profil est stable (resp. instable)
si le spectre de A est inclus (resp. n’est pas inclus) dans R. Nous avons montré que si un profil
est instable alors le problème limite (1.9) est mal posé (cf. théorème 2.1 page 30). Par la suite,
nous avons étudié le spectre de l’opérateur A, qui est composé de valeurs propres et d’une partie
continue (l’image essentielle duprofilM). Nous avonsmontré que les valeurs propres sont les seuls
éléments du spectre pouvant ne pas être réels.Nous avons ensuitemontré des résultats d’existence
et de non-existence de valeurs propres non réelles dans les sections 2.4 et 2.5. Le principal résultat
de stabilité est le théorème 2.3 page 54. Malheureusement, il n’est pas clair que la stabilité entraîne
le caractère bien posé. En effet, compte tenu du caractère non normal de l’opérateur A, il n’est
pas possible d’utiliser les résultats standards de la théorie des semi-groupes. Nous renvoyons le
lecteur à la discussion page 30 pour plus de détails.

C’est la raison pour laquelle nous allons utiliser dans ce chapitre une toute autre approche. Nous

81



82 Chapitre 3. Étude du caractère bien posé

allons directement résoudre le problème (1.9) en utilisant la transformation de Fourier-Laplace.
Après transformationdeLaplace inverse on obtient une expressionde la formepour la transformée
de Fourier de la moyenne EU :

EÛ(k, t) = − 1
2π

∫

±R+iλI
N(λ)E

[
f̃ (k, y, λ)

]
e−ikλt dλ,

où l’on intègre sur R + iλI avec λI > 0 pour k > 0, sur −R + iλI avec λI < 0 pour k < 0, avec
|λI | suffisamment grand. f est une fonction des conditions initiales. Classiquement, pour montrer
que la solution ne croît pas exponentiellement en temps, il est nécessaire de déformer le contour
d’intégration de la transformation inverse de Laplace jusqu’à l’axe réel. Cette opération nécessite
de contrôler le coefficient de normalisation, N(λ). En particulier, celui ci ne doit pas avoir de
pôles complexes. Il se trouve que ces pôles correspondent aux valeurs propres de l’opérateur A.
De même, N a une coupure qui correspond au spectre continu de A. Il nous faudra contrôler le
comportement de N au voisinage de celle-ci. Il y a donc bien entendu un lien très fort entre les
deux approches et leur vocabulaire correspondant ; on parlait de valeurs propres et de spectre
continu, on parle désormais de pôles et de coupure. Dans la première section de ce chapitre, après
avoir appliqué la transformation de Fourier-Laplace, nous donnons les hypothèses, notamment
sur N, qui vont nous permettre de calculer la transformation inverse de Laplace et de montrer
le caractère bien posé. C’est un choix de notre part d’introduire ces hypothèses a priori, pour
simplifier la présentation. Dans la section 3.2 nous montrons, sous ces hypothèses générales,
que le problème est bien posé en calculant la transformation inverse de Laplace. Cela est fait en
utilisant des techniques d’intégration dans le plan complexe complexe ainsi que des déformations
de contour. Cela est résumé dans le théorème général 3.1 page 99. Après cela, toujours dans
cette section, nous calculons la transformation inverse de Fourier, pour obtenir une expression
quasi-explicite de la solution. Celle-ci nous fournira une méthode numérique efficace qui sera
développée dans le chapitre suivant. Les hypothèses générales introduites plus tôt (qui sont celles
du théorème 3.1) étant très abstraites, nous cherchons ensuite à obtenir des conditions sur le
profil pour que ce dernier les vérifie. Nous exhibons dans la section 3.3 une classe de profils
réguliers et monotones, pour lesquels on peut montrer que les hypothèses sont vérifiées, et que,
par conséquent, le problème est bien posé. Après avoir étendu ces résultats à des profils non
monotones, nous présentons le cas du profilM(y) = 1− y2 dont la valeur d’exemple sera discutée.
Pour ce profil, les calculs se font à la main et on montre que le problème est bien posé.
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3.1 Ṕ   

Dorénavant, nous supposons queM ∈ C0([−1, 1]) et on note toujours :

M+ := sup
y∈[−1,1]

M(y), M− := inf
y∈[−1,1]

M(y).

L’idée que nous allons suivre est la suivante : si on connaît EU, (1.9) est une simple équation de
transport au carré en x, pour tout y fixé, où EU apparaît au second membre :

(
∂

∂t
+M(y)

∂

∂x

)2
U =

∂2EU
∂x2

. (3.1)

On résout cette équation explicitement :

U(x, y, t) = U0

(
x −M(y)t, y

)
+ t

[
U1

(
x −M(y)t, y

)
+M(y)

∂U0

∂x

(
x −M(y)t, y

)]

+

∫ t

0
(t − s)

∂2

∂x2
EU

(
x −M(y)(t − s), s

)
ds.

(3.2)

L’idée est maintenant de calculer EU au moyen de la transformation de Fourier en x et de la
transformation de Laplace en t. On rappelle que l’on définit la transformation de Fourier comme
un opérateur unitaire sur L2(R), défini pour f ∈ L1(R) par :

(F f )(k) = f̂ (k) :=
1√
2π

∫ ∞

−∞
f (x) e−ikx dx.

On note Ũ la transformée de Laplace en temps de Û,

Ũ(k, y, ω) :=
∫ ∞

0
Û(k, y, t) eiωt dt, ℑm(ω) > 0,

auquel cas on a le chemin inverse

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ũ(k, y, ω) −→ Û(k, y, t) =
1
2π

∫ +∞+iǫ

−∞+iǫ
Ũ(k, y, ω) e−iωt dω

−→ U(x, y, t) =
1

(2π)3/2

∫

R

∫ +∞+iǫ

−∞+iǫ
Ũ(k, y, ω) ei(kx−ωt) dω dk.

Après transformation de Fourier l’équation (1.9) s’écrit :

(
∂

∂t
+ ikM(y)

)2
Û = −k2 EÛ. (3.3)

Nous voulons maintenant appliquer la transformation de Laplace à cette équation, pour cela il
faut d’abordmontrer qu’on en a le droit. En se remémorant la remarque 2.2 page 29, on se souvient
que

Û =




−ik Û

∂Û
∂t
+ ik M(y) Û



,
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est solution du problème d’évolution :

dÛ
dt
+ ik AÛ = 0,

où A est l’opérateur borné défini par (2.3), longuement étudié dans le chapitre précédent. On
déduit du caractère borné de A l’existence du semi groupe e−ikt A tel que la solution du problème
précédent est unique et s’écrit, avec Û0 comme condition initiale :

Û = e−ikt A Û0.

Ainsi on a ‖Û‖L2(]−1,1[)2 ≤ C e‖A‖ kt, ce qui implique que ‖Û‖L2(]−1,1[) ≤ C′ e||A|| kt pour tout k , 0. Par
conséquent, pour tout k , 0 on peut prendre la transformation de Laplace en t de l’équation (3.3)
ce qui donne :

−
(
ω − kM(y)

)2
Ũ + k2 EŨ = Û1 − i

(
ω − 2kM(y)

)
Û0,

où Û0 et Û1 sont les transformées de Fourier de U0 et U1. En se rappelant que ω < R nous avons :

−Ũ + k2 EŨ
(
ω − kM(y)

)2 =
Û1 − i

(
ω − 2kM(y)

)
Û0

(
ω − kM(y)

)2 ,

et en appliquant E à cette équation on obtient :

EŨ


1 − E




k2
(
ω − kM(y)

)2





 = −E



Û1 − i

(
ω − 2kM(y)

)
Û0

(
ω − kM(y)

)2


 .

En utilisant la définition (2.5) page 39 de F que l’on rappelle ici :

F(λ) =
1
2

∫ 1

−1

1
(
λ −M(y)

)2 dy, λ ∈ C \ [M−,M+],

cette équation se réécrit :

[
1 − F

(
ω

k

)]
EŨ = −E



Û1 − i

(
ω − 2kM(y)

)
Û0

(
ω − kM(y)

)2


 .

On pose maintenant λ =
ω

k
et

N(λ) =
(
1 − F(λ)

)−1
. (3.4)

En introduisant de plus :

f̃ (k, y, λ) =
Û1

k
(
λ −M(y)

)2 − i

(
λ − 2M(y)

)
Û0

(
λ −M(y)

)2 , (3.5)

on a :

EŨ = −1
k
N(λ)E f̃ . (3.6)



3.1. Préliminaires et quelques outils 85

La prochaine étape, pour le calcul de EU, sera de calculer la transformation inverse de Laplace
de l’expression (3.6) de EŨ. Cela sera fait dans la prochaine section, en utilisant des techniques
d’intégrationdans le plan complexe ainsi que des déformations de contour. Plus précisément, nous
allons déformer le contour d’intégration jusqu’à l’axe réel. On voit déjà que les pôles de N vont
jouer un rôle important dans ce processus. De plus, N a, en général, une coupure égale à Im M.
Nous sommes amenés à faire des hypothèses sur le profil pour rendre le calcul plus accessible :

Les pôles deN : Clairement F est analytique surC\[M−,M+], de telle sorte queN est une fonction
méromorphe sur C \ [M−,M+]. Nous introduisons maintenant l’hypothèse suivante :

�
�

�
�(HS) La fonction N(λ) n’a pas de pôles complexes (i.e. non réels).

Cette hypothèse est fondamentale si le lecteur se souvient des résultats du chapitre précédent. En
effet, nous avons vu que si N a des pôles non réels alors M est instable au sens de la définition
2.1 (cf. corollaire 2.2 page 40) ce qui implique que (1.9) est mal posé (cf. théorème 2.1 page 30). De
plus, nous avons vu que l’on pouvait trouver des conditions explicites sur le profilM qui assurent
que (HS) est satisfaite ou non (voir chapitre précédent section 2.4 et 2.5). Nous introduisons aussi
l’hypothèse suivante :

�
�

�
�(HGD) M(y) prend la valeur M± à un point où elle admet une dérivée à droite ou à gauche.

En conséquence des résultats du chapitre précédent1, nous savons que cette hypothèse implique
queN(λ) a exactement un pôle réelλ− (resp. λ+) sur ]−∞,M−[ (resp. sur ]M+,∞[). Cette hypothèse
n’est pas indispensable mais elle permet de simplifier l’étude et les calculs. En effet, elle permet de
fixer le nombre de pôles réels, au prix d’une hypothèse très faible sur le profil. Remarquons par
ailleurs que les pôles de N en λ± sont simples. En effet on a :

∂F
∂λ
= −

∫ 1

−1

1
(
λ −M(y)

)3 dy

qui est strictement négative pour λ > M+ et strictement positive pour λ <M−. Par conséquent, le
résidu de N en λ± vaut :

Res (N, λ±) = −
1

F′(λ±)
,

ce dont nous nous servirons plus tard.

La coupure de N : N a, en général, une coupure égale à Im M. Ainsi, N peut exploser lorsque
l’on s’approche de la coupure par dessous comme par dessus. C’est ce que nous voulons éviter
par l’introduction de deux nouvelles hypothèses un peu abstraites pour l’instant. Nous notons :

N±(λ) :=



N(λ), λ ∈ C±,

lim
εց0

N(λ ± iε), λ ∈]M−,M+[,
N′±(λ) :=



dN
dλ

(λ), λ ∈ C±,

lim
εց0

dN
dλ

(λ ± iε), λ ∈]M−,M+[,
(3.7)

où C± = {z ∈ C/ ± Imz > 0}. Nous énonçons maintenant les deux hypothèses annoncées :

1Le lecteur pourra se reporter notamment à la remarque 2.5 page 41 et à ce qui la précède.
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•

�

�

�


(HN)

Il existe α > 0 tel que la fonction N± peut être étendue par continuité avec N±(M+) =
N±(M−) = 0, comme une fonction Hölderienne d’ordre α sur C± ∪ [M−,M+].

Puisque ∀λ ∈ C on a N(λ) = N(λ), cela implique que ∀λ ∈ [M−,M+] nous avons N−(λ) = N+(λ).
Par conséquent, nous pouvons écrire :

N±(λ) = RN(λ) ± iIN(λ). (3.8)

•

�

�

�

�
(HN′)

Il existe α′ > 0 tel que la fonction N′± peut être étendue par continuité à [M−,M+]
et satisfait N′+(M±) − N′−(M±) = 0. Alors elle est Hölderienne d’ordre α′ sur C± ∪
[M−,M+].

Puisque ∀λ ∈ C on a N′(λ) = N′(λ), cela implique que ∀λ ∈ [M−,M+] nous avons N′−(λ) = N′+(λ).
Par conséquent, nous pouvons écrire :

N′±(λ) = RN′(λ) ± iIN′(λ). (3.9)

Fonction Hölderienne/ localement Hölderienne

Le but de ce paragraphe est de préciser ce que nous entendons par la notion de fonction
Hölderienne. Le lecteur pourra trouver plus de renseignements dans [SZ91] par exemple. Nous
nous restreignons ici au cas qui nous intéresse, celui des fonctions complexes.

Définition 3.1 Soit un ensemble Θ ⊂ C. On dit que h : Θ → C est localement Hölderienne d’ordre α,
0 < α ≤ 1 sur Θ si :

∀R > 0, ∃CR > 0 / ∀ (λ1, λ2) ∈ BR, |h(λ1) − h(λ2)| ≤ CR |λ1 − λ2|α

où BR = {λ ∈ Θ / |λ| ≤ R}.
Si la constante CR peut être choisie indépendante de R on dit alors que h est Hölderienne d’ordre α.

On donne maintenant une définition qui nous sera utile par la suite, dans laquelle la constante
explose pour certains points dont on exclut le voisinage :

Définition 3.2 Soit un ensemble Θ ⊂ C contenant N points {M1, ...,MN}. On dit que h : Θ → C est
localement Hölderienne d’ordre α, 0 < α ≤ 1 sur Θ \ {M1, ...,MN} si :

∀R, δ > 0, ∃CR,δ > 0 / ∀ (λ1, λ2) ∈ BR,δ, |h(λ1) − h(λ2)| ≤ CR,δ |λ1 − λ2|α

où BR,δ = {λ ∈ BR / |λ −Mi| ≥ δ, ∀ i = 1, ...,N}.

On énoncemaintenant un résultat classique de l’intégration de Cauchy qui nous sera très utile par
la suite, le théorème de Plemelj-Privalov (voir par exmeple [SGS91] ou [Mus53]) :

Proposition 3.1 (Théorème de Plemelj-Privalov) Soit g : [M−,M+] → C une fonction
Hölderienne d’ordre α ∈]0, 1]. On définit maintenant la fonction

S(λ) =
∫ M+

M−

g(z)
z − λ dz, λ ∈ C \ [M−,M+].
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Alors, pour tout λ ∈]M−,M+[ :

lim
εց0

S(λ ± iε) = S±(λ) := v.p.
∫ M+

M−

g(z)
z − λ dz ± iπg(λ),

où v.p. désigne la valeur principale de Cauchy de l’intégrale. De plus, la fonction

S±(λ) =



S(λ), si λ ∈ C±,

S±(λ), si λ ∈]M−,M+[,

est analytique sur C± et localement Hölderienne d’ordre α sur C± \ {M−,M+}. Si de plus g(M−) =
g(M+) = 0, alors S± peut être continûment étendue à C± en tant que fonction localement Hölderienne sur
C±. Réciproquement, si g(M±) , 0, S±(λ) explose de manière logarithmique quand λ tend vers M±.

3.2 L ́̀ ́́

Nous supposons dans toute cette section que le profil M ∈ C0([−1, 1]) est tel que
(HS), (HGD), (HN) et (HN′) sont satisfaites. Sous ces hypothèses nous montrons le caractère
bien posé du problème d’intérêt (1.9). Pour cela nous allons dans un premier temps calculer
la transformation inverse de Laplace de l’expression (3.6) de EŨ, ce qui sera fait grâce à des
techniques d’intégration dans le plan complexe2 ainsi que des déformations de contour. Nous
obtiendrons ensuite le caractère bien posé de l’équation par des estimations dans l’espace de
Fourier. Cela est résumé par le théorème 3.1. Finalement, après calcul de la transformation inverse
de Fourier en espace, nous obtiendrons une expression quasi-explicite de la solution.

3.2.1 Transformation de Laplace inverse : Méthodologie et calcul

En prenant la transformation inverse de Laplace de (3.6) et en changeant la variable d’intégra-
tion ω en λ = λR + iλI := ω

k on obtient la représentation suivante de EÛ :

EÛ(k, t) = − 1
2π

∫

±R+iλI
N(λ)E

[
f̃ (k, y, λ)

]
e−ikλt dλ,

où l’on intègre sur R + iλI avec λI > 0 pour k > 0, sur −R + iλI avec λI < 0 pour k < 0, avec
|λI | suffisamment grand. En utilisant la définition (3.5) de f̃ , on décompose cette expression de la
manière suivante :

EÛ(k, t) = Ê0(k, t) + Ê1(k, t), (3.10)

où Ê0 et Ê1 représentent les contributions des données initiales U0 et U1 et sont donnés par :


• Ê0(k, t) =
i
2π

∫

±R+iλI
N(λ)E




(
λ − 2M(y)

)
Û0

(
λ −M(y)

)2


 e
−ikλt dλ,

• Ê1(k, t) = −
1

2π k

∫

±R+iλI
N(λ)E




Û1(
λ −M(y)

)2


 e
−ikλt dλ,

(3.11)

2Pour plus d’informations le lecteur pourra consulter [CON78] ou [Cha98].
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où l’on intègre sur R + iλI avec λI > 0 pour k > 0 et sur −R + iλI avec λI < 0 pour k < 0 avec |λI |
suffisamment grand.

Pour prouver le caractère bien posé de (1.9), notre objectif est d’obtenir des estimations a priori sur
Ê0 et Ê1 qui n’explosent pas exponentiellement en eα|k|t. On ne peut pas obtenir de telles estimations
à partir de (3.11) puisque si λ n’est pas réel, e−ikλt va exploser quand k → ±∞ (à moins que les
données initiales soient exponentiellement décroissantes quand k→ ±∞). L’idée que nous allons
poursuivre est de déformer le contour jusqu’à une zone dans laquelle cela ne posera pas problème.

Déformation de contour On considère le cas k > 0. Pour k < 0 on obtient les résultats de la même
manière avec des changements évidents.

Pour calculer Ê0 et Ê1 il est évident, compte tenu de leur expression (3.11), qu’il suffit de calculer
les intégrales :

Il(k, y, t) :=
∫

R+iλI

N(λ)
(
λ −M(y)

)l+1 e
−ikλt dλ, λI > 0, l = 0, 1. (3.12)

En effet, on a alors les expressions suivantes de Ê0 et Ê1 en fonction de I0 et I1 :


• Ê0(k, t) =
i
2π

E
[(
I0(k, ., t) −M(.)I1(k, ., t)

)
Û0(k, .)

]
,

• Ê1(k, t) = −
1

2π k
E
[
I1(k, ., t) Û1(k, .)

]
.

(3.13)

Nous allons calculer les intégrales Il, définies par (3.12), en utilisant des techniques d’intégration
dans le plan complexe. Sous les hypothèses (HS) et (HGD) on sait que N possède exactement
deux pôles λ±, qui sont réels. De plus, N a en général une coupure égale à Im M = [M−,M+].
On renvoit le lecteur à la dicussion page 85. Grâce à l’hypothèse (HS), on peut déformer le
contour d’intégration ℑmλ = λI jusqu’au contour C+

δ
qui coïncide avec l’axe réel en dehors d’un

δ-voisinage des pôles et de la coupure [M−,M+] (voir figure 3.1), et on a :

Il(k, y, t) :=
∫

C+
δ

N(λ)
(
λ −M(y)

)l+1 e
−ikλt dλ, l = 0, 1. (3.14)

F. 3.1 – Le contour d’intégration C+δ .

Cette transformation ne suffit pas. Nous voudrions passer le contour en dessous de l’axe réel, zone
dans laquelle e−ikλt est exponentiellement décroissant. Ce n’est pas possible à cause de la coupure.
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En ajoutant l’intégrale sur le symétrique du contour C+
δ
, dont on montre qu’elle est nulle, nous

serons capable d’obtenir une estimation. SoitC−
δ
le contour obtenu par symétrie par rapport à l’axe

réel (voir figure 3.2). On a :
∫

C−
δ

N(λ)
(
λ −M(y)

)l+1 e
−ikλt dλ = 0, l = 0, 1, (3.15)

F. 3.2 – Le contour d’intégration C−δ .

qui s’obtient en considérant le contour fermé C−R,δ (voir figure 3.3). En effet, on a par le théorème
de Cauchy : ∫

C−R,δ

N(λ)
(
λ −M(y)

)l+1 e
−ikλt dλ = 0, l = 0, 1, (3.16)

puique l’intégrant est analytique à l’intérieur de ce contour. On obtient maintenant (3.15) à partir
de (3.16) en prenant la limite quand R → +∞ : la contribution de l’intégrale sur le demi cercle de
rayon R tend vers 0 étant donné que pour k > 0, nous sommes du coté où e−ikλt est décroissant
quand |λ| grandit, et parce que la fonction N(λ)/(λ −M(y))l+1 tend vers 0 à l’infini (il est facile de
voir que lim

|λ|→+∞
N(λ) = 1).

F. 3.3 – Le contour d’intégration C−R,δ.

Finalement, en ajoutant les expressions (3.14) et (3.15) on obtient :

Il(k, y, t) :=
∫

Cδ

N(λ)
(
λ −M(y)

)l+1 e
−ikλt dλ, l = 0, 1,
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où Cδ est le contour de la figure 3.4 englobant à la fois les pôles et la coupure. En utilisant le
théorème des résidus nous obtenons la décomposition suivante :

Il(k, y, t) = Il,c(k, y, t) + Il,p(k, y, t),

où 

• Il,p(k, y, t) = −2iπ
∑

±

Res (N, λ±)(
λ± −M(y)

)l+1 , l = 0, 1,

• Il,c(k, y, t) =
∫

Sδ

N(λ)
(
λ −M(y)

)l+1 e
−ikλt dλ, l = 0, 1,

(3.17)

où Sδ est le contour fermé qui entoure le segment [M−,M+], et qui dégénère en ce segment quand
δ tend vers 0. Il est clair que Il,p représente la contribution des pôles et que Il,c celle de la coupure,
comme leurs noms l’indiquent.

F. 3.4 – Les contours d’intégration Cδ et Sδ.

Calcul de Il,c Nous avons introduit page 85 deux hypothèses, (HN) et (HN′), qui contrôlent le
comportement de la fonction N à l’approche de la coupure. Ces hypothèses ont été introduites
pour pouvoir mener le calcul de Il,c. Elles apparaissent naturellement dans les calculs et y trouvent
leur origine. Nous commençons par le calcul de I0,c :

Lemme 3.1 On suppose que (HN) (définie page 86) est satisfaite, alors

I0,c(k, y, t) = v.p.
∫ M+

M−

2iIN(λ)(
λ −M(y)

) e−ikλt dλ − 2iπRN
(
M(y)

)
e−ikM(y)t , (3.18)

où RN et IN sont définis par (3.8).

D́. On utilise l’expression (3.17) de I0,c :

I0,c(k, y, t) =
∫

Sδ

N(λ)
λ −M(y)

e−ikλt dλ,

que l’on peut séparer en quatre parties comme suit :

I0,c(k, y, t) =
∑

±

∫

γ±
δ

N(λ)
λ −M(y)

e−ikλt dλ +
∑

±
±1

∫ M+

M−

N(λ ± iδ)
λ ± iδ −M(y)

e−ik(λ±iδ)t dλ,
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où l’on a découpé le contour Sδ en quatre morceaux, deux verticaux (γ±
δ
) et deux horizontaux. En

particulier, les chemins γ±
δ
sont de longueur 2δ. Nous allons maintenant faire tendre δ vers 0. (HN)

nous dit que N± est Hölderienne sur γ±
δ
, ce qui implique qu’elle y est bornée et par conséquent :

lim
δ→0

∫

γ±
δ

N(λ)
λ −M(y)

e−ikλt dλ = 0,

de telle sorte que :

I0,c(k, y, t) = lim
δ→0

∫ M+

M−

N(λ + iδ)
λ + iδ −M(y)

e−ik(λ+iδ)t dλ − lim
δ→0

∫ M+

M−

N(λ − iδ)
λ − iδ −M(y)

e−ik(λ−iδ)t dλ.

En utilisant la notation (3.7), cette expression se réécrit :

I0,c(k, y, t) = lim
δ→0

∫ M+

M−

N+(λ + iδ)
λ + iδ −M(y)

e−ik(λ+iδ)t dλ − lim
δ→0

∫ M+

M−

N−(λ − iδ)
λ − iδ −M(y)

e−ik(λ−iδ)t dλ.

Pour calculer la limite quand δ→ 0 on remet cette expression sous la forme suivante, dans le but
non dissimulé d’utiliser le caractère Hölderien de N± :

I0,c(k, y, t) = lim
δ→0

∫ M+

M−

N+(λ + iδ) e−ik(λ+iδ)t −N+(λ) e−ikλt

λ + iδ −M(y)
dλ + lim

δ→0

∫ M+

M−

N+(λ)
λ + iδ −M(y)

e−ikλt dλ

− lim
δ→0

∫ M+

M−

N−(λ − iδ) e−ik(λ−iδ)t −N−(λ) e−ikλt

λ − iδ −M(y)
dλ − lim

δ→0

∫ M+

M−

N−(λ)
λ − iδ −M(y)

e−ikλt dλ.

(3.19)
L’hypothèse (HN), et plus précisément le caractère Hölderien de N±, implique que les premier et
troisième termes de cette expression sont nuls. Faisons la démonstration pour le premier terme
par exemple. Le caractère Hölderien d’ordre α permet d’écrire :

∣∣∣∣∣∣

∫ M+

M−

N+(λ + iδ) e−ik(λ+iδ)t −N+(λ) e−ikλt

λ + iδ −M(y)
dλ

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ M+

M−

C δα

|λ + iδ −M(y)| dλ

= C δα
∫ M+

M−

1√
(λ −M(y))2 + δ2)

dλ

= C δα
[
log

(
λ −M(y) +

√
(λ −M(y))2 + δ2)

)]M+
M−

qui tend vers 0 quand δ tend vers 0. Par ailleurs, en appliquant la proposition 3.1 avec g(λ) =
N±(λ) e−ikλt on obtient :

lim
δ→0

∫ M+

M−

N±(λ)
λ ± iδ −M(y)

e−ikλt dλ = v.p.
∫ M+

M−

N±(λ) e−ikλt

λ −M(y)
dλ ∓ iπ N±

(
M(y)

)
e−ikM(y)t ,

et finalement (3.19) devient :

I0,c(k, y, t) = v.p.
∫ M+

M−

N+(λ) −N−(λ)
λ −M(y)

e−ikλt dλ − iπ
[
N+

(
M(y)

)
+N−

(
M(y)

)]
e−ikM(y)t ,

ce qui donne (3.18) en utilisant (3.8).
�

Nous allons montrer de la même manière le
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Lemme 3.2 On suppose que (HN) et (HN′) (définies page 86) sont satisfaites, alors

I1,c(k, y, t) = −ikt I0,c(k, y, t) + v.p.
∫ M+

M−

2iIN′(λ)(
λ −M(y)

) e−ikλt dλ − 2iπRN′
(
M(y)

)
e−ikM(y)t , (3.20)

où RN′ et IN′ sont définis par (3.8)

D́. On utilise l’expression (3.17) de I1,c :

I1,c(k, y, t) =
∫

Sδ

N(λ)
(
λ −M(y)

)2 e
−ikλt dλ.

Une simple intégration par parties donne :

I1,c(k, y, t) =
∫

Sδ

N′(λ) − iktN(λ)
λ −M(y)

e−ikλt dλ.

Nous procédons maintenant comme dans la démonstration précédente. On sépare cette intégrale
en quatre morceaux, ceux sur γ±

δ
sont nuls à la limite quand δ tend vers 0. Il reste donc :

I1,c(k, y, t) = lim
δ→0

∑

±
±1

∫ M+

M−

N′±(λ ± iδ) − iktN±(λ ± iδ)
λ ± iδ −M(y)

e−ik(λ±iδ)t dλ.

Nous soustrayons et rajoutons à l’expression précédente le terme :

lim
δ→0

∑

±
±1

∫ M+

M−

N′±(λ) − iktN±(λ)
λ ± iδ −M(y)

e−ikλt dλ,

ce qui donne compte tenu du caractère Hölderien de N± et N′± :

I1,c(k, y, t) = lim
δ→0

∑

±
±1

∫ M+

M−

N′±(λ) − iktN±(λ)
λ ± iδ −M(y)

e−ikλt dλ,

= −ikt I0,c(k, y, t) + lim
δ→0

∑

±
±1

∫ M+

M−

N′±(λ)
λ ± iδ −M(y)

e−ikλt dλ.

Finalement en utilisant la proposition 3.1 ainsi que (3.8) on obtient (3.20).
�

En résumé, nous avons calculé, aux travers des deux lemmes précédents, les expressions de Il,c.
Cela nous fournit les expressions de Il au moyen de (3.17). Ensuite nous obtenons les expressions
de Ê0 et Ê1 (par le biais de (3.13)) et donc finalement de EÛ. Dans la section suivante nous allons
montrer le caractère bien posé de (1.9), en calculant des estimations sur les Il.

3.2.2 Estimations a priori et caractère bien posé

Nous commençons par obtenir des estimations sur les Il. Nous en déduirons en particulier une
estimation sur ∂2xEU puis surU. Ces estimations impliquent alors clairement le caractère bien posé
de (1.9).
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Estimation sur Il On commence par montrer le lemme suivant concernant I0 :

Lemme 3.3 On suppose que (HN) (définie page 86) est satisfaite. Alors il existe une constante I∗0 > 0 ne
dépendant que du profil M, telle que nous avons l’estimation uniforme suivante :

∀ k ∈ R,∀ t > 0, ‖I0(k, ., t)‖L∞(]−1,1[) ≤ I∗0. (3.21)

D́. On rappelle la décomposition suivante I0 = I0,p + I0,c donnée par (3.17). On va
traiter chacun de ces termes séparément :

• On commence par la contribution des pôles. De (3.17) on tire :

I0,p(k, y, t) = −2iπ
∑

±

Res (N, λ±)
λ± −M(y)

,

à partir de quoi on obtient facilement :

‖I0,p(k, ., t)‖L∞(]−1,1[) ≤ 2π
∑

±

∣∣∣Res (N, λ±)
∣∣∣
∥∥∥∥∥

1
λ± −M(.)

∥∥∥∥∥
L∞(]−1,1[)

. (3.22)

• On s’intéresse maintenant à la contribution de la coupure. Le lemme 3.1 nous fournit
l’expression suivante :

I0,c(k, y, t) = v.p.
∫ M+

M−

2iIN(λ)(
λ −M(y)

) e−ikλt dλ − 2iπRN
(
M(y)

)
.

Nous allons traiter chacun des deux termes séparément :

(i) Puisque (HN) est supposée satisfaite, nous savons queN± est Hölderienne sur [M−,M+].
En particulier, elle est continue et donc elle appartient à L∞(]M−,M+[). Nous avons donc :

∣∣∣∣2iπRN
(
M(y)

)∣∣∣∣ ≤ 2π‖RN‖L∞(]M−,M+[). (3.23)

(ii) Le terme valeur principale est plus compliqué à traiter. Puisque 2iIN(λ) = N+(λ)−N−(λ)
on a clairement IN(λ) = 0, presque partout sur R \ [M−,M+] (sauf aux pôles). De plus,
(HN) nous dit que IN(M±) = 0 ce qui implique que l’on peut étendre IN en une fonction
Hölderienne sur R qui vaut 0 à l’extérieur de ]M−,M+[. Si on pose L = M+ −M− (de telle
sorte queM(y) − L ≤M− etM(y) + L ≥ M+) on a :

v.p.
∫ M+

M−

2iIN(λ)(
λ −M(y)

) e−ikλt dλ = v.p.
∫ M(y)+L

M(y)−L

2iIN(λ)(
λ −M(y)

) e−ikλt dλ

= e−ikM(y)t v.p.
∫ L

−L

2iIN
(
ν +M(y)

)

ν
e−ikνt dν,

où nous avons utilisé le changement de variable ν = λ −M(y) pour recentrer l’intervalle
d’intégration. Une fois de plus nous voulons utiliser le caractère Hölderien de IN ce qui
nous amène à écrire :

v.p.
∫ L

−L

2iIN
(
ν +M(y)

)

ν
e−ikνt dν

=

∫ L

−L
2i
IN

(
ν +M(y)

)
− IN

(
M(y)

)

ν
e−ikνt dν + 2iIN

(
M(y)

)
v.p.

∫ L

−L

e−ikνt

ν
dν,
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où la valeur principale a disparu dans le premier terme puisque l’intégrale est bien définie,
compte tenu du caractère Hölderien de IN. Une fois de plus nous allons traiter ces deux
termes séparément. Tout d’abord nous avons :

v.p.
∫ L

−L

e−ikνt

ν
dν =

1
2
v.p.

∫ L

−L

e−ikνt

ν
dν − 1

2
v.p.

∫ L

−L

eikνt

ν
dν

= −i
∫ L

−L

sin(kνt)
ν

dν

= −i
∫ Lkt

−Lkt

sin(ξ)
ξ

dξ.

On en déduit ∣∣∣∣∣∣v.p.
∫ L

−L

e−ikνt

ν
dν

∣∣∣∣∣∣ ≤ K := sup
A>0

∣∣∣∣∣∣

∫ A

−A

sin(ξ)
ξ

dξ

∣∣∣∣∣∣ . (3.24)

K est fini puisque3 lim
A→0

∫ A

−A

sin(ξ)
ξ

dξ = π.

Par ailleurs
∣∣∣∣∣∣∣

∫ L

−L

IN
(
ν +M(y)

)
− IN

(
M(y)

)

ν
e−ikνt dν

∣∣∣∣∣∣∣
≤ |IN|α

∫ L

−L

dν
|ν|1−α , (3.25)

où nous avons utilisé le caractère Hölderien d’ordre α de IN et où

|IN|α := sup
(x,y)∈R2

∣∣∣IN(x) − IN(y)
∣∣∣

|x − y|α .

Nous allons maintenant remonter tous ces calculs pour obtenir l’estimation attendue sur I0.
En réunissant (3.23), (3.24) et (3.25) on obtient :

|I0,c(k, y, t)| ≤ I∗0,c := 2 |IN|α
∫ L

−L

dν
|ν|1−α + 2K‖IN‖L∞(]M−,M+[) + 2π‖RN‖L∞(]M−,M+[). (3.26)

Finalement en utilisant (3.22) et (3.26) on obtient (3.21) avec

I∗0 = I∗0,c + 2π
∑

±

∣∣∣Res (N, λ±)
∣∣∣
∥∥∥∥∥

1
λ± −M(.)

∥∥∥∥∥
L∞(]−1,1[)

.

�

De manière similaire on obtient le

Lemme3.4 On suppose que (HN) et (HN′) (définies page 86) sont satisfaites. Alors il existe une constante
I∗1 > 0 ne dépendant que du profil M, telle que nous avons l’estimation uniforme suivante :

∀ k ∈ R,∀ t > 0, ‖I1(k, ., t)‖L∞(]−1,1[) ≤ I∗1(1 + |kt|). (3.27)

3C’est un résultat classique que l’on peut démontrer par exemple par des techniques d’intégration dans le plan
complexe et grâce au théorème de Cauchy.
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D́. On procède exactement de la même manière que dans la démonstration du
précédent lemme. On rappelle la décomposition suivante I1 = I1,p + I1,c. On va traiter chacun de
ces termes séparément :

• On commence par la contribution des pôles. De (3.17) on tire :

I1,p(k, y, t) = −2iπ
∑

±

Res (N, λ±)(
λ± −M(y)

)2 ,

à partir de quoi on obtient facilement :

‖I1,p(k, ., t)‖L∞(]−1,1[) ≤ 2π
∑

±

∣∣∣Res (N, λ±)
∣∣∣
∥∥∥∥∥

1
(λ± −M(.))2

∥∥∥∥∥
L∞(]−1,1[)

.

• On s’intéresse maintenant à la contribution de la coupure. Le lemme 3.2 nous fournit
l’expression suivante :

I1,c(k, y, t) = −ikt I0,c(k, y, t) + v.p.
∫ M+

M−

2iIN′(λ)(
λ −M(y)

) e−ikλt dλ − 2iπRN′
(
M(y)

)
,

On obtient alors :
|I1,c(k, y, t)| ≤ |kt| I∗0,c + I∗1,c,

où I∗0,c est défini par (3.26) et où I∗1,c est obtenu de la même manière qu’a été obtenu I∗0,c
dans le lemme précédent. Cette fois au lieu de IN on travaille avec IN′ qui satisfait
IN′(λ) = 0 presque partout sur R\]M−,M+[. On utilise aussi l’hypothèse (HN′) qui im-
pose que IN′(M±) = 0. On obtient :

I∗1,c := 2 |IN′|α′
∫ L

−L

dν
|ν|1−α′ + 2K‖IN′‖L∞(]M−,M+[) + 2π‖RN′‖L∞(]M−,M+[),

Finalement, on obtient (3.27) en posant :

I∗1 = max


I∗0,c , I∗1,c + 2π

∑

±

∣∣∣Res (N, λ±)
∣∣∣
∥∥∥∥∥

1
(λ± −M(.))2

∥∥∥∥∥
L∞(]−1,1[)


 .

�

Remarque 3.1 Les hypothèses (HN) et (HN′) ont bien entendu été introduites a priori pour rendre les
calculs licites et ainsi démontrer les deux lemmes précédents.

À partir de ces estimations sur I0 et I1, nous allons déduire des estimations sur la solution du
problème (1.9), sa moyenne, ses dérivées...
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Estimation sur ∂2xEU Pour montrer le caractère bien posé de (1.9) nous cherchons à obtenir une
estimation sur la dérivée seconde de la moyenne. Nous déduirons alors de l’expression explicite
(3.2) de U en fonction de ∂2xEU, une estimation sur la solution qui nous donnera le caractère bien
posé. Notre méthode consiste à travailler dans l’espace de Fourier avant d’utiliser le théorème de
Plancherel pour revenir dans l’espace physique. On rappelle que :

EÛ(k, t) = Ê0(k, t) + Ê1(k, t),

où Ê0 et Ê1 sont donnés par (3.11). On cherche à estimer k2 EÛ(k, t) :

(i) On commence par k2 Ê0. Nous avons en utilisant l’expression (3.13) de Ê0 :

∣∣∣∣k2 Ê0

∣∣∣∣ =
1
2π

∣∣∣∣E
[(
I0(k, ., t) −M(.)I1(k, ., t)

)
k2Û0(k, .)

]∣∣∣∣ ,

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz |E[UV]| ≤ ‖U‖L2(]−1,1[) ‖V‖L2(]−1,1[) puis
‖U‖L2(]−1,1[) ≤

√
2‖U‖L∞(]−1,1[) on obtient :

∣∣∣∣k2 Ê0

∣∣∣∣ ≤
1√
2π
‖I0(k, ., t) −M(.)I1(k, ., t)‖L∞(]−1,1[) k2 ‖Û0(k, .)‖L2(]−1,1[),

et finalement en utilisant les lemmes 3.3 et 3.4 on obtient :
∣∣∣∣k2 Ê0

∣∣∣∣ ≤
1√
2π

(
I∗0 + ‖M‖L∞ I∗1(1 + |kt|)

)
k2 ‖Û0(k, .)‖L2(]−1,1[). (3.28)

(ii) De la même manière que précédemment on obtient facilement :

∣∣∣∣k2 Ê1

∣∣∣∣ ≤
1√
2π

I∗1 (1 + |kt|) |k| ‖Û1(k, .)‖L2(]−1,1[). (3.29)

En utilisant le théorème de Plancherel, les deux estimations (3.28) et (3.29) donnent :

∥∥∥∂2xEU(., t)
∥∥∥
L2x
≤ C

[∥∥∥∂2xU0

∥∥∥
L2y(L

2
x)
+ ‖∂xU1‖L2y(L2x) + t

(∥∥∥∂3xU0

∥∥∥
L2y(L

2
x)
+

∥∥∥∂2xU1

∥∥∥
L2y(L

2
x)

)]
, (3.30)

où C est une constante dépendant de I∗0, I
∗
1 et ‖M‖L∞ . Par conséquent, elle dépend uniquement du

profilM.

Remarque 3.2 De la même manière exactement nous pouvons montrer pour tout n ∈N :

∥∥∥∂1+nx EU(., t)
∥∥∥
L2x
≤ C

[∥∥∥∂1+nx U0

∥∥∥
L2y(L

2
x)
+

∥∥∥∂nxU1

∥∥∥
L2y(L

2
x)
+ t

(∥∥∥∂2+nx U0

∥∥∥
L2y(L

2
x)
+

∥∥∥∂1+nx U1

∥∥∥
L2y(L

2
x)

)]
. (3.31)

Cela est fait en estimant k1+n EÛ(k, t).
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Estimation sur EU Nous cherchons maintenant à obtenir une estimation sur la moyenne EU.
EU ayant une signification physique claire, l’intérêt d’une telle estimation est indiscutable. Dans
l’estimation (3.30) de ∂2xEU (ainsi que dans les estimations (3.31)) nous n’avons pas été gêné par le
facteur 1/k présent dans l’expression (3.13) de Ê1. En effet, nous avons multiplié cette expression
par k2 ce qui a occulté cette difficulté. Si l’on veut obtenir une estimation sur la moyenne EU, il
nous faut résoudre ce problème. Pour ce faire nous définissons :

I(k, y, t) :=
I1
2πk

.

Par la suite l’expression (3.13) de Ê1 est remplacée par :

Ê1(k, t) = −E
[
I(k, ., t) Û1(k, .)

]
. (3.32)

Nous allons calculer I comme nous l’avons fait pour I0 et I1. Avant cela il nous faut éliminer la
singularité en k = 0. Dans cette optique, nous montrons :

∫

R+iλI

N(λ)
(
λ −M(y)

)2 dλ =
∫

R+iR

N(λ)
(
λ −M(y)

)2 dλ = lim
R→+∞

∫

R+iR

N(λ)
(
λ −M(y)

)2 dλ = 0,

où nous avons utilisé l’analyticité de l’intégrant pour déformer le contour, puis le théorème de
convergence dominée pour montrer que la limite est nulle. Au moyen de ce subterfuge nous
pouvons écrire :

I(k, y, t) =
1

2πk

∫

R+iλI

N(λ)
(
λ −M(y)

)2 e
−ikλt dλ, λI > 0,

=
1
2π

∫

R+iλI

e−ikλt − 1
k

N(λ)
(
λ −M(y)

)2 dλ, λI > 0.

L’utilité de cette réécriture provient du fait que (e−ikλt − 1)/k n’a pas de singularité en k = 0. Pour
calculer I nous procédons de la même manière que pour I0 et I1. En déformant le contour nous
avons :

I(k, y, t) = Ic(k, y, t) + Ip(k, y, t),

où 

• Ip(k, y, t) = −i
∑

±

e−ikλ± t − 1
k

Res (N, λ±)(
λ± −M(y)

)2 ,

• Ic(k, y, t) =
1
2π

∫

Sδ

e−ikλt − 1
k

N(λ)
(
λ −M(y)

)2 dλ.

(3.33)

À l’image de ce qui a été fait dans le lemme 3.2 on calcule maintenant Ic : après intégration par
parties on a :

Ic(k, y, t) =
1
2π

∫

Sδ
−it e−ikλt N(λ)

λ −M(y)
dλ +

1
2π

∫

Sδ

e−ikλt − 1
k

N′(λ)
λ −M(y)

dλ.

On trouve après calcul :

Ic(k, y, t) =
−it
2π

I0(k, y, t) +
i
π

∫ M+

M−

e−ikλt − 1
k

IN′(λ)
λ −M(y)

dλ − i
e−ikM(y)t − 1

k
RN′

(
M(y)

)
. (3.34)
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Enfin, en utilisant : ∣∣∣∣
e−ikλt − 1

k

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ λt

0
e−iks ds

∣∣∣∣ ≤ |λ|t,

on montre, en prenant exemple sur les démonstrations des lemmes 3.3 et 3.4, qu’il existe I∗ > 0 tel
que :

∀ k ∈ R,∀ t > 0, ‖I(k, ., t)‖L∞(]−1,1[) ≤ I∗(1 + t). (3.35)

Nous pouvons maintenant chercher une estimation sur la moyenne EU. Nous procédons exacte-
ment de la mêmemanière que dans le paragraphe précédent pour l’obtention d’une estimation sur
∂2xEU. Nous utilisons toujours la décomposition (3.10), en tenant compte cette fois de l’expression
(3.32) de Ê1. Alors, avec (3.3) et (3.35) on aboutit à :

‖EU(., t)‖L2x ≤ C
[
‖U0‖L2y(L2x) + t ‖∂xU0‖L2y(L2x) + (1 + t) ‖U1‖L2y(L2x)

]
, (3.36)

où C est une constante dépendant de I∗0, I
∗ et ‖M‖L∞ , elle ne dépend par conséquent que du profil

M.

Estimation surU On va maintenant utiliser l’expression explicite (3.2) deU en fonction de ∂2xEU
pour obtenir une estimation surU. On rappelle que cette expression a été obtenue en supposantEU
connu, et en résolvant l’équation de transport au carré (3.1) dans laquelle EU intervient comme un
secondmembre. On obtient facilement grâce à l’estimation (3.31) sur ∂1+nx EU l’estimation suivante
sur ∂nxU pour tout n ∈N :

‖∂nxU‖L2y(L2x) ≤ ‖∂
n
xU0‖L2y(L2x) + C

3∑

k=1

tk
(∥∥∥∂n+kx U0

∥∥∥
L2y(L

2
x)
+

∥∥∥∂n+k−1x U1

∥∥∥
L2y(L

2
x)

)
, (3.37)

où C est une nouvelle constante ne dépendant que de M. Cette estimation prédit une possible
croissance polynomiale en temps, en t3 plus précisément.

Remarque 3.3 En fait, nous n’avons pas utilisé le fait que le second membre de l’équation de transport au
carré dépend de EU et par conséquent de U. Nous avons donc laissé de l’information en route. En travaillant
sur l’expression complète de U on peut peut être montrer une estimation plus fine. Toutes nos tentatives
sont pour l’instant restées infructueuses.

Dans l’étude des instabilités hydrodynamiques, il existe plusieurs travaux mettant en évidence
une croissance polynomiale de la norme de la solution des équations d’Euler linéarisées. On peut
citer Landahl [Lan06] et Ellingsen et Palm [EP75].
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Estimation sur ∂tEU et ∂tU Pour compléter toutes ces estimations nous cherchons maintenant à
obtenir des estimations sur les dérivées en temps deEU etU. En ce qui concerne ∂tEU on remarque
que prendre la dérivée en temps revient à : multiplier par −ikλ± les expressions de Il,p données
par (3.17), et multiplier par −ikλ (resp. −ikM(y)) les termes "valeur principale" (resp. les autres)
dans les expressions (3.18) et (3.20) de I0,c et I1,c. Au final, nous obtenons par la même méthode
des estimations pour Ê0 et Ê1 qui sont similaires à celle obtenues précédemment, avec un facteur
k en plus. Par conséquent on obtient l’estimation suivante pour tout n ∈N :

∥∥∥∂nx∂tEU(., t)
∥∥∥
L2x
≤ C

[∥∥∥∂n+1x U0

∥∥∥
L2y(L2x)

+
∥∥∥∂nxU1

∥∥∥
L2y(L2x)

+ t
(∥∥∥∂n+2x U0

∥∥∥
L2y(L2x)

+
∥∥∥∂n+1x U1

∥∥∥
L2y(L2x)

)]
. (3.38)

En ce qui concerne ∂tU, nous obtenons une estimation en dérivant l’expression (3.2) par rapport à
t ce qui donne :

∂U
∂t

(x, y, t) = U1

(
x −M(y)t, y

)
−M(y)t

[
∂U1

∂x

(
x −M(y)t, y

)
+M(y)

∂2U0

∂x2
(
x −M(y)t, y

)]

+

∫ t

0

∂2

∂x2
EU

(
x −M(y)(t − s), s

)
ds −M(y)

∫ t

0
(t − s)

∂3

∂x3
EU

(
x −M(y)(t − s), s

)
ds.

À partir de cette expression et en utilisant l’estimation (3.31), on obtient facilement pour tout
n ∈N :

‖∂nx∂tU‖L2y(L2x) ≤ ‖∂
n
xU1‖L2y(L2x) + C

3∑

k=1

tk
(∥∥∥∂n+k+1x U0

∥∥∥
L2y(L

2
x)
+

∥∥∥∂n+kx U1

∥∥∥
L2y(L

2
x)

)
. (3.39)

Ces estimations suffisent clairement àmontrer le caractère bienposéde (1.9). En effet, l’existence
est une conséquence du calcul et les estimations nous disent dans quel espace vit la solution. Avec
des conditions initiales U0 et U1 nulles, (3.36) entraîne U nulle, ce qui nous donne l’unicité. Enfin
ces estimations a priori sont autant de résultats de continuité par rapport aux données. Nous
pouvons donc énoncer le théorème suivant :

Théorème 3.1 Supposons que M ∈ C0([−1, 1]) tel que (HS), (HGD), (HN) et (HN′) soient satisfaites.
Alors, le problème deCauchy (1.9) est bien posé au sens où pour tout (U0 ,U1) ∈ L2y(H3+n

x )×L2y(H2+n
x ), n ≥ 0,

où L2y(H
n
x ) := L2 (] − 1, 1[;Hn(R)), il admet une unique solution

U ∈ C0(R+; L2y(H
n
x )) ∩ C1(R+; L2y(H

n−1
x )),

et on a les estimations (3.31), (3.37), (3.36), (3.38) et (3.39).

Ce théorème est le fruit des estimations obtenues précédemment. Celles-ci l’ont été dans l’espace
de Fourier ; nous allons, dans la section suivante, calculer la transformation inverse de Fourier ce
qui nous fournira une expression quasi-explicite de la solution.

3.2.3 Expression quasi-explicite de la solution (Calcul de la transformation inverse de
Fourier inverse)

Nous avons obtenu l’expression (3.2) de U en fonction de ∂2xEU. Nous avons ensuite établi la
décomposition entre les contributions des conditions initiales U0 et U1 :

EÛ(k, t) = Ê0(k, t) + Ê1(k, t),
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où Ê0(k, t) et Ê1(k, t) sont donnés en fonction de Il par (3.13). Dans cette partie nous allons utiliser
l’expression (3.32) de Ê1(k, t) en fonction de I, qui a été introduite pour supprimer la singularité
en 1/k, ce qui nous sera utile pour calculer la transformation de Fourier inverse. On rappelle ces
expressions : 

• Ê0(k, t) =
i
2π

E
[(
I0(k, ., t) −M(.)I1(k, ., t)

)
Û0(k, .)

]
,

• Ê1(k, t) = −E
[
I(k, ., t) Û1(k, .)

]
,

où on a décomposé les intégrales I0, I1 et I en une contribution des pôles et une contribution de
la coupure (cf. (3.17) et (3.33)). Les expressions des contributions de la coupure sont données par
(3.18), (3.20) et (3.34). Pour calculer la transformation inverse de Fourier nous allons utiliser le
fait que la multiplication par e−iks dans l’espace de Fourier revient à une translation par −s en x,
l’espace physique. Nous utilisons de plus pour les termes contenus dans I :

e−ikλt − 1
k

=

∫ λt

0
e−iks ds.

Après quelques simples calculs et regroupement de termes on obtient l’expression deEu aumoyen
de la décomposition

EU(x, t) = −E[Up(x, ., t) +Uc(x, ., t)],

où :
– la contribution des pôles est donnée par :

Up(x, y, t) =
∑

±

∫ λ±t
0 U1(x − s, y) ds

F′(λ±)
(
λ± −M(y)

) +
∑

±

λ± − 2M(y)
(
λ± −M(y)

)2
U0(x − λ±t, y)

F′(λ±)
, (3.40)

où nous avons utilisé Res (N, λ±) = −1/F′(λ±),
– la contribution de la coupure :

Uc(x, y, t) =
1
π

v.p.
∫ M+

M−

IN(λ)
λ −M(y)

[
U0(x − λt, y) + tM(y)

∂U0

∂x
(x − λt, y) + tU1(x − λt, y)

]
dλ

+
1
π

v.p.
∫ M+

M−

IN′(λ)
λ −M(y)

[∫ λt

0
U1(x − s, y) ds −M(y)U0(x − λt, y)

]
dλ

−RN
(
M(y)

) [
U0

(
x −M(y)t, y

)
+ tM(y)

∂U0

∂x

(
x −M(y)t, y

)
+ tU1

(
x −M(y)t, y

)]

−RN′
(
M(y)

) [∫ M(y)t

0
U1(x − s, y) ds −M(y)U0

(
x −M(y)t, y

)]
.

(3.41)
Finalement on obtient l’expression de U avec (3.2).

Interprétation physique : Cette expression quasi-explicite (au moyen d’intégrales) nous fournit
une interprétation de la solution. En effet, dans le cas U1 = 0, on peut facilement vérifier que EUp

est solution de l’équation des ondes généralisée
(
∂

∂t
+ λ+

∂

∂x

) (
∂

∂t
+ λ−

∂

∂x

)
EUp = 0.
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L’apparition de ces vitesses λ± dans le phénomène est assez surprenant. De plus, EUc est une
superposition continue en λ de solutions d’une équation de transport au carré :

EUc =

∫ M+

M−
Uc,λ dλ, où

(
∂

∂t
+ λ

∂

∂x

)2
Uc,λ = 0.

Par ailleurs, cette expression quasi-explicite de la solution nous fournira une méthode efficace
pour calculer numériquement la solution.C’est ce quenousverronsdans le chapitre 4.Auparavant,
nous allons exhiber des profils pour lesquels les hypothèses abstraites (HN) et (HN′) sont vérifiées.
En particulier, cela nous fournira des expressions de RN,RN′,IN et IN′ qui seront utilisables
numériquement.

3.3 C 

Nous avons montré dans la section précédente le caractère bien posé de (1.9) ( voir le théorème
3.1 ). Cela a été fait en supposant que M ∈ C0([−1, 1]) tel que (HS), (HGD), (HN) et (HN′) soient
satisfaites 4. Rappelons l’origine de ces hypothèses :

(i) L’hypothèse de stabilité (HS) est bien évidemment indispensable car nous savons que si
elle n’est pas vérifiée alors le problème est mal posé5.

(ii) L’hypothèse (HGD) a été introduite car elle permet de fixer l’existence et le nombre de
pôles réels, cela au prix d’une condition assez faible sur le profil. On pourrait donc aisément
s’affranchir de cette hypothèse.

(iii) Les hypothèses (HN) et (HN′) ont, quant à elles, été introduites pour rendre licites les
calculs présentés dans la section précédente. Ainsi, la démarche que nous avons utilisée est
totalement dépendantes de ces deux hypothèses. Elles sont donc indispensables.

Ces hypothèses sont très générales mais restent assez abstraites. L’objet de cette section est de
faire le lien entre ces hypothèses, abstraites, et le profil, concret. Pour cela, nous présentons une
large classe de profils monotones pour lesquels ces hypothèses sont vérifiées. Après avoir étendu
ces résultats à des profils non monotones, nous nous consacrerons au cas du profil quadratique
M(y) = 1 − y2.

3.3.1 Une classe de profils monotones

Nous introduisons une classe de profils monotones réguliers :

Définition 3.3 Nous dirons qu’un profil M appartient à la classe Cγm si :

1. M vérifie (HS).

2. limεց0 F(λ ± iε) − 1 , 0, ∀ λ ∈ ]M−,M+[.
3. M ∈ C3,γ([−1, 1]) i.e. M est une fonction réelle, dérivable trois fois et sa dérivée d’ordre 3 est

Hölderienne d’ordre γ.

4. M′(y) , 0, ∀ y ∈ [−1, 1].

Dans ce qui suit, nous supposons queM ∈ Cγm. En particulier,M est monotone et siM est croissant
(resp. décroissant) alors M(±1) = M± (resp. M(±1) = M∓). Nous introduisons la fonction inverse
µ de M. Pour montrer que l’hypothèse (HN) (resp. (HN′)) est vérifiée nous devons contrôler le
comportement de N (resp. N′) donc de F (resp. F′) aux abords de la coupure.

4cf. page 85 pour l’énoncé de ces hypothèses.
5cf. la discussion page 85 ou dans le chapitre précédent la discussion page 30 et plus précisément le théorème 2.1.
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Montrons que (HN) est vérifiée : Le lemme suivant donne le comportement de F aux abords de
la coupure :

Lemme 3.5 Soient M ∈ Cγm et µ son inverse. Alors pour tout λ ∈]M−,M+[ on a limεց0 F(λ ± iε) :=
RF(λ) ± iIF(λ) avec :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• RF(λ) = 1
2

[
− µ

′(z)
z − λ

]M(1)

M(−1)
+

1
2
v.p.

∫ M(1)

M(−1)

µ′′(z)
z − λ dz,

• IF(λ) = π
2
µ′′(λ).

(3.42)

De plus

F±(λ) =



F(λ), si λ ∈ C±,

F±(λ), si λ ∈]M−,M+[,

est analytique sur C± et localement Hölderienne d’ordre 1 sur C± \ {M−,M+}.

D́. Après le changement de variable z = M(y) on obtient, en utilisant la définition
(2.5) page 39 de F, pour λ ∈ C \ [M−,M+] :

F(λ) =
1
2

∫ M(1)

M(−1)

µ′(z)
(z − λ)2 dz,

qui devient après une intégration par parties :

F(λ) =
1
2

[
− µ

′(z)
z − λ

]M(1)

M(−1)
+

1
2

∫ M(1)

M(−1)

µ′′(z)
z − λ dz. (3.43)

On conclut simplement en utilisant la proposition 3.1 et le fait queµ′′ est dérivable donc localement
Hölderienne d’ordre 1.

�

Nous pouvons maintenant montrer la proposition suivante qui prouve que pour M ∈ Cγm, (HN)
est vérifiée :

Proposition 3.2 Soit M ∈ Cγm. Alors pour tout λ ∈]M−,M+[ on a

lim
εց0

N(λ ± iε) =
1

1 − F±(λ)
.

De plus, (HN) est vérifiée, c’est-à-dire que la fonction

N±(λ) :=



N(λ), λ ∈ C±,

lim
εց0

N(λ ± iε), λ ∈]M−,M+[,

où C± = {z ∈ C/ ± Imz > 0} peut être étendue par continuité avec N±(M+) = N±(M−) = 0, comme une
fonction localement Hölderienne sur C± ∪ [M−,M+].

D́. Les deux premières conditions de la définition 3.3 assurent que 1 − F±(λ) , 0
pour tout λ ∈ C±∪]M−,M+[. On a alors pour tout λ ∈]M−,M+[ :

lim
εց0

N(λ ± iε) =
1

1 − F±(λ)
.
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Le caractère localement Hölderien de N± sur C±∪]M−,M+[\{M−,M+} est une conséquence
du lemme 3.5 : il se déduit facilement du caractère localement Hölderien de F± sur
C±∪]M−,M+[\{M−,M+}. Compte tenu de l’expression (3.43) de F, l’extension par continuité de
N± parN±(M+) = N±(M−) = 0 est licite. Pour conclure la démonstration de ce lemme, il nous reste
à montrer le caractère Hölderien de N± au voisinage de M+ et M−. Nous traitons le cas de M(1)
(celui deM(−1) est traité de la même manière)6. Pour cela nous introduisons la fonction :

J(λ) = (M(1) − λ)
(
1 − F±(λ)

)
,

de telle sorte que

N±(λ) =
M(1) − λ

J(λ)
.

Nous allons montrer que J est Hölderienne dans un voisinage de M(1), et qu’elle ne s’annule pas
enM(1). Ceci conclura la démonstration. En utilisant (3.43) on écrit pour λ ∈ C \ [M−,M+] :

J(λ) =
1
2
µ′(M(1)) + (M(1) − λ)

[
1 − 1

2
µ′(M(−1))
M(−1) − λ −

1
2

∫ M(1)

M(−1)

µ′′(z)
z − λ dz

]
,

que l’on transforme comme suit :

J(λ) =
1
2
µ′(M(1)) +(M(1) − λ)

[
1 − 1

2
µ′(M(−1))
M(−1) − λ −

µ′′(M(1))
2

log
(
M(1) − λ
M(−1) − λ

)]

−M(1) − λ
2

∫ M(1)

M(−1)

µ′′(z) − µ′′(M(1))
z − λ dz.

(3.44)

Puisque :

1. x→ x log(x) est Hölderienne de tout ordre dans ]0, 1[,

2. en appliquant la proposition 3.1 avec g(z) = µ′′(z) − µ′′(M(1)), qui satisfait g(M(1)) = 0, on
obtient :

λ→
∫ M(1)

M(−1)

µ′′(z) − µ′′(M(1))
z − λ dz

est localement Hölderienne d’ordre 1 sur C± ∪ [M−,M+] \ {M(−1)},
on déduit de (3.44) que J est Hölderienne pour tout ordre α ∈]0, 1[ dans un voisinage de M(1).
Finalement, J(M(1)) = 1

2µ
′(M(1)) , 0, étant donné queM ∈ Cγm.

�

Montrons que (HN′) est vérifiée : Nous allons procécéder de la même manière que précédem-
ment en montrant l’équivalent du lemme 3.5 pour F′, puis l’équivalent de la proposition 3.2 pour
N′. Le lemme suivant donne le comportement de F′ aux abords de la coupure :

Lemme 3.6 Soient M ∈ Cγm et µ son inverse. Alors pour tout λ ∈]M−,M+[ on a limεց0 F′(λ ± iε) :=
RF′(λ) ± iIF′(λ) avec :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• RF′(λ) = 1
2

[ −µ′(z)
(z − λ)2

]M(1)

M(−1)
− 1

2

[µ′′(z)
z − λ

]M(1)

M(−1)
+

1
2
v.p.

∫ M(1)

M(−1)

µ′′′(z)
z − λ dz,

• IF′(λ) = π
2
µ′′′(λ).

(3.45)

6On rappelle que M(1) =M+ siM est croissant etM(1) =M− siM est décroissant.
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De plus

F′±(λ) =



F′(λ), si λ ∈ C±,

F′±(λ), si λ ∈]M−,M+[,

est analytique sur C± et localement Hölderienne d’ordre γ sur C± \ {M−,M+}.

D́. Après dérivation de l’expression (2.5) page 39 de F, on obtient pour λ ∈ C \
[M−,M+] :

F′(λ) = −
∫ 1

−1

1
(λ −M(y))3

dy,

Après le changement de variable z =M(y) on obtient pour λ ∈ C \ [M−,M+] :

F′(λ) =
∫ M(1)

M(−1)

µ′(z)
(z − λ)3 dz,

qui devient après une intégration par parties :

F′(λ) =
1
2

[
− µ′(z)

(z − λ)2
]M(1)

M(−1)
+

1
2

∫ M(1)

M(−1)

µ′′(z)

(z − λ)2 dz,

qui devient après une nouvelle intégration par parties :

F′(λ) =
1
2

[
− µ′(z)

(z − λ)2
]M(1)

M(−1)
+

1
2

[
− µ

′′(z)
z − λ

]M(1)

M(−1)
+

1
2

∫ M(1)

M(−1)

µ′′′(z)
z − λ dz. (3.46)

On conclut simplement en utilisant la proposition 3.1 avec g(z) = µ′′′(z) qui est Hölderienne
d’ordre γ.

�

Nous pouvons maintenant montrer la proposition suivante qui prouve que pour M ∈ Cγm, (HN′)
est vérifiée :

Proposition 3.3 Soit M ∈ Cγm. Alors pour tout λ ∈]M−,M+[ on a

lim
εց0

N′(λ ± iε) =
F′±(λ)(

1 − F±(λ)
)2 .

De plus, la fonction

N′±(λ) :=



N′(λ), λ ∈ C±,

lim
εց0

N′(λ ± iε), λ ∈]M−,M+[,

où C± = {z ∈ C/ ± Imz > 0} peut être étendue par continuité avec

N′±(M(1)) = − 2
µ′(M(1))

et N′±(M(−1)) = 2
µ′(M(−1)) ,

comme une fonction Hölderienne d’ordre γ sur C± ∪ [M−,M+]. Par conséquent, (HN′) est vérifiée.
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D́. Les deux premières conditions de le définition 3.3 assurent que 1 − F±(λ) , 0
pour tout λ ∈ C±∪]M−,M+[. On a alors après dérivation de N, pour tout λ ∈]M−,M+[ :

lim
εց0

N′(λ ± iε) =
F′±(λ)(

1 − F±(λ)
)2 .

Le caractère localement Hölderien d’ordre γ de N′± sur C±∪]M−,M+[\{M−,M+} est une consé-
quence des lemmes 3.5 et 3.6 : il se déduit facilement du caractère localement Hölderien de F± et
F′± sur C

±∪]M−,M+[\{M−,M+}. Il reste à montrer que l’extension par continuité de N′± par :

N′±(M(1)) = − 2
µ′(M(1))

et N′±(M(−1)) = 2
µ′(M(−1))

est licite, et qu’alorsN′± est Hölderienne au voisinage deM±. C’est ce que nous allons faire enM(1),
qui vautM+ (resp.M−) siM est croissante (resp. décroissante). La démonstration est similaire pour
M(−1). On a :

N′±(λ) =
F′±(λ)(

1 − F±(λ)
)2 =

(λ −M(1))2 F′±(λ)
J(λ)2

. (3.47)

En utilisant (3.46) et en procédant de la même manière que pour J dans la démonstration de la
proposition 3.2, on obtient facilement que :

λ→ (λ −M(1))2 F′±(λ)

est Hölderienne d’ordre γ au voisinage deM(1) et vaut −µ
′(M(1))
2 enM(1). On conclut aisément en

utilisant l’expression (3.47) de N′, en se rappelant que J est Hölderienne au voisinage de M(1) et
que J(M(1)) = µ′(M(1))

2 .
�

Remarque 3.4 La définition 3.3 a permis de reporter les problèmes d’intégrabilité sur la dérivabilité du
profil, en effectuant des intégrations par parties.

En se rappelant de leurs définitions (3.8) et (3.9), on peut facilement calculer RN,RN′,IN et IN′
en fonction de RF,RF′,IF et IF′ donnés par (3.42) et (3.45) :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• RN(λ) = |N(λ)|2 (2 − RF(λ)) ,

• IN(λ) = |N(λ)|2IF(λ),

• RN′(λ) = |N(λ)|4
[((

2 − RF(λ)
)2 − IF(λ)2

)
RF′(λ) − 2IF(λ)IF′(λ)(2 − RF(λ))

]
,

• IN′(λ) = |N(λ)|4
[
2IF(λ)

(
2 − RF(λ)

)
RF′(λ) + IF′(λ)

((
2 − RF(λ)

)2 − IF(λ)2
)]
,

(3.48)

où |N(λ)| := | lim
εց0

N(λ ± iε)| =
[
(2 − RF(λ))2 + IF(λ)2

]− 1
2 .

Nousvenons demontrer que pourM ∈ Cγm les hypothèses (HN) et (HN′) sont satifaites. Clairement,
l’hypothèse (HGD) est, elle aussi, satisfaite. Nous obtenons donc le théorème suivant comme une
conséquence directe du théorème 3.1 ainsi que de la section 3.2.3 :
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Théorème 3.2 Supposons que M ∈ Cγm. Alors, le problème de Cauchy (1.9) est bien posé au sens où
pour tout (U0,U1) ∈ L2y(H3+n

x )× L2y(H2+n
x ), n ≥ 0, où L2y(H

n
x ) := L2 (] − 1, 1[;Hn(R)), il admet une unique

solution
U ∈ C0(R+; L2y(H

n
x )) ∩ C1(R+; L2y(H

n−1
x )),

et on a les estimations (3.31), (3.37), (3.36), (3.38) et (3.39). De plus, nous avons EU(x, t) = −E[Up(x, ., t)+
Uc(x, ., t)] où Up est donné par (3.40) et Uc par (3.41), ces expressions étant elles mêmes données en fonction
de (3.48).

Nous avons donc exhibé une classe assez large de profils pour lesquels le problème est bien posé.
Notre but, qui était de rendre les conditions du théorème 3.1 plus concrète, est à moitié atteint.
En effet, les deux premières conditions de la définition 3.3 gardent à certains égards un caractère
abstrait. C’est malheureusement le prix à payer pour rester un minimum général. En particulier,
(HS) doit être satisfaite. On peut s’affranchir de cette hypothèse en se restreignant aux profils
vérifiant les conditions du théorème 2.3 page 54. On peut, par exemple, restreindre la classe des
profils Cγm aux profils convexe ou concave, pour lesquels on a montré que (HS) est satisfaite.

Si de plusM était strictement convexe ou concave... Si par exemple on suppose que M ∈ Cγm et
que M′′(y) , 0 pour tout y ∈ [−1, 1], alors (3.42) nous donne IF(λ) = π

2µ
′′(λ) , 0, ce qui implique

que la deuxième condition de la définition 3.3 :

lim
εց0

F(λ ± iε) − 1 , 0, ∀ λ ∈ ]M−,M+[,

est automatiquement vérifiée. De plus M étant à convexité fixée, on sait grâce au théorème 2.3
que (HS) est satisfaite. On se propose ici de le montrer d’une autre façon, plus en adéquation avec
l’approche de ce chapitre. On rappelle que pour que (HS) soit satisfaite il faut et il suffit demontrer
que l’équation F(λ) = 1 n’a que des solutions réelles. Pour simplifier la démonstration, nous allons
supposer sans perte de généralité que M est croissante (changer M en −M ne fait que changer le
signe des solutions) et queM− =M(−1) = 0 (translaterM d’une constante m ne fait que translater
les solutions de m). PuisqueM′(y) , 0 on peut écrire :

F(λ) =
1
2

∫ 1

−1

M′(y)
(M(y) − λ)2

dy
M′(y)

,

qui devient après intégration par parties :

F(λ) =
1
2

[
− 1
(M(y) − λ)M′(y)

]1

−1
− 1

2

∫ 1

−1

1
M(y) − λ

M′′(y)
M′(y)2

dy.

Soit pour λ = λR+ iλI on obtient en prenant la partie réelle et imaginaire de l’équation précédente :



ℜe F(λ) =
1
2

[
− M(y) − λR
|M(y) − λ|2 M′(y)

]1

−1
− 1

2

∫ 1

−1

M(y) − λR
|M(y) − λ|2

M′′(y)
M′(y)2

dy,

ℑmF(λ) = λI



1
2

[
1

|M(y) − λ|2 M′(y)

]1

−1
+

1
2

∫ 1

−1

1
|M(y) − λ|2

M′′(y)
M′(y)2

dy


 .

En supposant λI , 0 la partie imaginaire de l’équation F(λ) = 1 donne :

1
2

[
1

|M(y) − λ|2 M′(y)

]1

−1
+
1
2

∫ 1

−1

1
|M(y) − λ|2

M′′(y)
M′(y)2

dy = 0. (3.49)
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En multipliant cette égalité par λR et en l’ajoutant à l’expression deℜe F(λ) on obtient :

ℜe F(λ) =
1
2

[
− M(y)
|M(y) − λ|2 M′(y)

]1

−1
− 1

2

∫ 1

−1

M(y)
|M(y) − λ|2

M′′(y)
M′(y)2

dy,

puis en utilisant le fait queM(−1) = 0 etM(1) = M+ on a :

ℜe F(λ) = −1
2

M+
|M+ − λ|2 M′(1)

− 1
2

∫ 1

−1

M(y)
|M(y) − λ|2

M′′(y)
M′(y)2

dy.

Àpartir de cette expressionnous allonsmontrer queℜe F(λ) < 0 ce qui prouvera en particulier que
l’équation F(λ) = 1 n’a pas de solutions (on a supposé λI , 0). Pour montrer cela nous distinguons
deux cas :

(i) Si M′′(y) > 0 il est alors clair que ℜe F(λ) < 0 puisque c’est la somme de deux termes
négatifs.

(ii) SiM′′(y) < 0 alors on a :

−1
2

∫ 1

−1

M(y)
|M(y) − λ|2

M′′(y)
M′(y)2

dy ≤ −1
2

∫ 1

−1

M+
|M(y) − λ|2

M′′(y)
M′(y)2

dy

=
1
2

[
M+

|M(y) − λ|M′(y)

]1

−1
,

où la deuxième égalité a été obtenue grâce à (3.49). Ainsi

ℜe F(λ) ≤ −1
2

M+
|M+ − λ|2 M′(1)

+
1
2

[
M+

|M(y) − λ|M′(y)

]1

−1
= −1

2
M+

|λ|2M′(−1) .

Ceci conclut la démonstration. Ainsi, si M ∈ Cγm et si de plus M′′(y) , 0 alors (HS) est satisfaite.
On peut donc énoncer le théorème suivant qui est une conséquence directe du théorème 3.2 :

Théorème 3.3 Soit M tel que :
– M ∈ C3,γ([−1, 1]) i.e. M est une fonction réelle, dérivable trois fois et sa dérivée d’ordre 3 est

Hölderienne d’ordre γ.
– M′(y) , 0, ∀ y ∈ [−1, 1].
– M′′(y) , 0, ∀ y ∈ [−1, 1].

Alors, le problème deCauchy (1.9) est bien posé au sens où pour tout (U0 ,U1) ∈ L2y(H3+n
x )×L2y(H2+n

x ), n ≥ 0,
où L2y(H

n
x ) := L2 (] − 1, 1[;Hn(R)), il admet une unique solution

U ∈ C0(R+; L2y(H
n
x )) ∩ C1(R+; L2y(H

n−1
x )),

et on a les estimations (3.31), (3.37), (3.36), (3.38) et (3.39). De plus, nous avons EU(x, t) = −E[Up(x, ., t)+
Uc(x, ., t)] où Up est donné par (3.40) et Uc par (3.41), ces expressions étant elles mêmes données en fonction
de (3.48).

3.3.2 Extension à des profils non monotones

Nous allons dans cette partie étendre les résultats de la partie précédente à une classe de
profils non monotones, qui seront, en gros, Cγm par morceaux. Nous introduisons la classe de
profils suivante :
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Définition 3.4 Nous dirons qu’un profil M appartient à la classe CN,γ
m si :

x0 = −1 < x1 < · · · < xN = 1,

tel que :

1. M vérifie (HS).

2. limεց0 F(λ ± iε) − 1 , 0, ∀ λ ∈ ]M−,M+[.
3. M ∈ C3,γ([xi, xi+1]) i.e. M est une fonction réelle, dérivable trois fois et sa dérivée d’ordre 3 est

Hölderienne d’ordre γ sur [xi, xi+1].

4. {M(xi),M(xi+1)} = {M−,M+}.
5. M′(y) , 0, ∀ y ∈ [xi, xi+1].

Remarque 3.5 SiM ∈ CN,γ
m alors M est monotone sur chaque intervalle [xi, xi+1]. La quatrième condition

signifie que sur chaque intervalle le profil M atteint son minimum global M−, ainsi que son maximum global
M+. En particulier, si M ∈ C0([−1, 1]), cela entraîne que M change de monotonie sur chaque intervalle
[xi, xi+1].

Nous allons montrer que pour M ∈ CN,γ
m , (HN) et (HN′) sont satisfaites. Nous allons procéder

exactement de la même manière que dans la section précédente. Nous montrons tout d’abord les
deux lemmes suivants :

Lemme 3.7 Soit M ∈ CN,γ
m . On note µi son inverse sur [xi, xi+1]. Alors pour tout λ ∈]M−,M+[ on a

limεց0 F(λ ± iε) := RF(λ) ± iIF(λ) avec :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• RF(λ) =
N−1∑

i=0

1
2

[
−
µ′i (z)

z − λ
]M(xi+1)

M(xi)
+

1
2
v.p.

∫ M(xi+1)

M(xi)

µ′′i (z)

z − λ dz,

• IF(λ) =
∑

i∈{0,··· ,N−1}/M′>0 sur [xi,xi+1]

π

2
µ′′i (λ) −

∑

i∈{0,··· ,N−1}/M′<0 sur [xi ,xi+1]

π

2
µ′′i (λ)

De plus

F±(λ) =



F(λ), si λ ∈ C±,

F±(λ), si λ ∈]M−,M+[,
est analytique sur C± et localement Hölderienne d’ordre 1 sur C±∪ ]M−,M+[ \{M−,M+}.

D́. En utilisant la définition (2.5) page 39 de F on obtient pour λ ∈ C \ [M−,M+] :

F(λ) =
N−1∑

i=0

∫ xi+1

xi

dy
(
λ −M(y)

)2 .

Après le changement de variable µi(z) = y sur chaque intervalle [xi, xi+1] on obtient,

F(λ) =
N−1∑

i=0

1
2

∫ M(xi+1)

M(xi)

µ′i (z)

(z − λ)2 dz,

qui devient après une intégration par parties :

F(λ) =
N−1∑

i=0

1
2

[
−
µ′i (z)

z − λ
]M(xi+1)

M(xi)
+

1
2

∫ M(xi+1)

M(xi)

µ′′i (z)

z − λ dz.
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On conclut simplement enutilisant la proposition 3.1 et le fait queµ′′i est dérivable donc localement
Hölderienne d’ordre 1.

�

Lemme 3.8 Soit M ∈ CN,γ
m . On note µi son inverse sur [xi, xi+1]. Alors pour tout λ ∈]M−,M+[ on a

limεց0 F′(λ ± iε) := RF′(λ) ± iIF′(λ) avec :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• RF′(λ) =
N−1∑

i=0

1
2

[ −µ′i (z)
(z − λ)2

]M(xi+1)

M(xi)
− 1

2

[µ′′i (z)
z − λ

]M(xi+1)

M(xi)
+

1
2
v.p.

∫ M(xi+1)

M(xi)

µ′′′i (z)

z − λ dz,

• IF′(λ) =
∑

i∈{0,··· ,N−1}/M′>0 sur [xi,xi+1]

π

2
µ′′′i (λ) −

∑

i∈{0,··· ,N−1}/M′<0 sur [xi,xi+1]

π

2
µ′′′i (λ).

De plus

F′±(λ) =



F′(λ), si λ ∈ C±,

F′±(λ), si λ ∈]M−,M+[,
est analytique sur C± et localement Hölderienne d’ordre γ sur C±∪ ]M−,M+[ \{M−,M+}.

D́. Après dérivation de l’expression (2.5) page 39 de F on obtient pour λ ∈ C \
[M−,M+] :

F′(λ) = −
∫ 1

−1

1
(λ −M(y))3

dy = −
N−1∑

i=0

∫ xi+1

xi

1
(λ −M(y))3

dy,

Après le changement de variable µi(z) = y on obtient pour λ ∈ C \ [M−,M+] :

F′(λ) =
N−1∑

i=0

∫ M(xi+1)

M(xi)

µ′i (z)

(z − λ)3 dz,

qui devient après une intégration par parties :

F′(λ) =
N−1∑

i=0

1
2

[
−

µ′i (z)

(z − λ)2
]M(xi+1)

M(xi)
+

1
2

∫ M(xi+1)

M(xi)

µ′′i (z)

(z − λ)2 dz,

qui devient après une nouvelle intégration par parties :

F′(λ) =
N−1∑

i=0

1
2

[
−

µ′i (z)

(z − λ)2
]M(xi+1)

M(xi)
+

1
2

[
−
µ′′i (z)

z − λ
]M(xi+1)

M(xi)
+

1
2

∫ M(xi+1)

M(xi)

µ′′′(z)
z − λ dz.

On conclut simplement en utilisant la proposition 3.1 avec g(z) = µ′′′i (z) qui est Hölderienne
d’ordre γ.

�

Comme dans la section précédente on déduit de ces deux lemmes que les hypothèses (HN)
et (HN′) sont satisfaites. Plus précisément, on montre les deux propositions suivantes dont les
démonstrations sont suffisamment similaires à celles des propositions 3.2 et 3.3 pour n’être que
survolées.

Proposition 3.4 Soit M ∈ CN,γ
m . Alors pour tout λ ∈]M−,M+[ on a

lim
εց0

N(λ ± iε) =
1

1 − F±(λ)
.
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De plus, (HN) est vérifiée, c’est-à-dire que la fonction

N±(λ) :=



N(λ), λ ∈ C±,

lim
εց0

N(λ ± iε), λ ∈]M−,M+[,

où C± = {z ∈ C/ ± Imz > 0} peut être étendue par continuité avec N±(M+) = N±(M−) = 0, comme une
fonction localement Hölderienne sur C± ∪ [M−,M+].

D́. Les deux premières conditions de le définition 3.4 assurent que 1 − F±(λ) , 0
pour tout λ ∈ C±∪]M−,M+[. On a alors pour tout λ ∈]M−,M+[ :

lim
εց0

N(λ ± iε) =
1

1 − F±(λ)
.

Le caractère localement Hölderien de N± sur C±∪]M−,M+[\{M−,M+} est une conséquence di-
recte du lemme 3.7 : il se déduit facilement du caractère localement Hölderien de F± sur
C±∪]M−,M+[\{M−,M+}. Pour conclure la démonstration de ce lemme il nous reste à montrer
le caractère Hölderien de N± au voisinage deM+ etM− :
• On pose J+(λ) = (M+ − λ)

(
1 − F±(λ)

)
, on a alors

N±(λ) =
M+ − λ
J+(λ)

.

On montre que J+(λ) est Hölderienne dans un voisinage deM+ et que :

J+(M+) =
∑

i∈{0,··· ,N−1}/M′>0 sur [xi ,xi+1]

µ′i (M+)

2
−

∑

i∈{0,··· ,N−1},M′<0 sur [xi ,xi+1]

µ′i (M+)

2
,

qui est clairement différent de 0 puisque :

1. Pour i ∈ {0, · · · ,N − 1}/M′ > 0 sur [xi, xi+1], on a évidemment µ′i(M+) > 0.

2. Pour i ∈ {0, · · · ,N − 1}/M′ < 0 sur [xi, xi+1], on a évidemment µ′i(M+) < 0.

Ainsi J+(M+) est une sommede termes touspositifs. L’extensionpar continuité deN±parN±(M+) =
N±(M−) = 0 est licite et N± est Hölderienne au voisinage deM+.
• De même on montre que J−(λ) = (M− − λ)

(
1 − F±(λ)

)
, est Hölderienne dans un voisinage de

M− et que :

J−(M−) = −
∑

i∈{0,··· ,N−1}/M′>0 sur [xi,xi+1]

µ′i(M−)

2
+

∑

i∈{0,··· ,N−1},M′<0 sur [xi,xi+1]

µ′i (M−)

2
> 0.

�

Proposition 3.5 Soit M ∈ Cγm. Alors pour tout λ ∈]M−,M+[ on a

lim
εց0

N′(λ ± iε) =
F′±(λ)(

1 − F±(λ)
)2 .

De plus, la fonction

N′±(λ) :=



N′(λ), λ ∈ C±,

lim
εց0

N′(λ ± iε), λ ∈]M−,M+[,
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où C± = {z ∈ C/ ± Imz > 0} peut être étendue par continuité avec :


N′±(M+) = −2



∑

i∈{0,··· ,N−1}/M′>0 sur [xi,xi+1]

µ′i (M+) −
∑

i∈{0,··· ,N−1},M′<0 sur [xi ,xi+1]

µ′i (M+)




−1

N′±(M−) = 2




∑

i∈{0,··· ,N−1}/M′>0 sur [xi,xi+1]

µ′i(M−) −
∑

i∈{0,··· ,N−1},M′<0 sur [xi ,xi+1]

µ′i (M−)




−1 (3.50)

comme une fonction Hölderienne d’ordre γ sur C± ∪ [M−,M+]. Par conséquent (HN′) est vérifiée.

D́. Les deux premières conditions de le définition 3.4 assurent que 1 − F±(λ) , 0
pour tout λ ∈ C±∪]M−,M+[. On a alors après dérivation de N, pour tout λ ∈]M−,M+[ :

lim
εց0

N′(λ ± iε) =
F′±(λ)(

1 − F±(λ)
)2 .

Le caractère localement Hölderien d’ordre γ de N′± sur C±∪]M−,M+[\{M−,M+} est une consé-
quence directe des lemmes 3.7 et 3.8. Il reste à montrer que l’extension par continuité de N′± par
(3.50) est licite et qu’alors N′± est Hölderienne au voisinage de M±. C’est ce que nous allons faire
enM+, la démonstration étant similaire pourM−. On a :

N′±(λ) =
F′±(λ)(

1 − F±(λ)
)2 =

(λ −M+)2 F′±(λ)
J+(λ)2

.

On montre que
λ→ (λ −M+)2 F′±(λ)

est Hölderienne d’ordre γ au voisinage deM+ et vaut −J+(M+) en M+. On conclut aisément en se
rappelant que J+ est Hölderienne au voisinage deM+.

�

On obtient le théorème suivant comme une conséquence (directe7 ?) du théorème 3.1 :

Théorème 3.4 Supposons que M ∈ CN,γ
m . Alors, le problème de Cauchy (1.9) est bien posé au sens où

pour tout (U0,U1) ∈ L2y(H3+n
x )× L2y(H2+n

x ), n ≥ 0, où L2y(H
n
x ) := L2 (] − 1, 1[;Hn(R)), il admet une unique

solution
U ∈ C0(R+; L2y(H

n
x )) ∩ C1(R+; L2y(H

n−1
x )),

et on a les estimations (3.31), (3.37), (3.36), (3.38) et (3.39). De plus, nous avons EU(x, t) = −E[Up(x, ., t)+
Uc(x, ., t)] où Up est donné par (3.40) et Uc par (3.41), ces expressions étant elles mêmes données en fonction
de (3.48).

Il est possible de construire des profils appartenant à la classeCN,γ
m , pour lesquels (HS) est satisfaite.

Pour ce faire, on peut par exemple utiliser la proposition 2.6 page 57 et périodiser un profil de la
classe Cγs pour lequel (HS) est satisfaite. On peut aussi s’amuser à périodiser tout profil de la classe
CN,γ
m qui vérifie déjà (HS).

7Le lecteur averti aura remarqué qu’un profil appartenant l̀a classeCN,γ
m n’est pas nécessairement continu. Il s’agissait

pourtant d’une des hypothèses du théorème 3.1. En fait, la section 3.2 en général, le théorème 3.1 en particulier, reste
vrai si on remplace l’hypothèse de continuité du profil par l’hypothèse suivante :

Im M = [M−,M+].
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Remarque 3.6 On pourrait s’affranchir de la quatrième condition de la définition 3.4 en la remplaçant,
par exemple, par la condition suivante :

M ∈ C0([−1, 1]) et les M(xi) sont tous différents.

On aura alors Ji(M(xi)) , 0 où Ji(λ) = (M(xi) − λ)
(
1 − F±(λ)

)
ce qui permettra d’utiliser les mêmes idées

que précédemment.

On a donc exhibé plusieurs classes de profils pour lesquels le théorème 3.1 s’applique. Il
est possible de montrer une multitude de résultats et nous n’avons aucunement la volonté d’être
exhaustifs. L’objectif annoncé du théorème 3.1 était de rester le plus général possible. Ainsi, dans le
cas d’un profil quelconque digne d’intérêt, on conseille de commencer par regarder s’il appartient
à une classe de profils précédemment exhiber, telle que Cγm ou CN,γ

m . En cas de réponse négative,
on peut vérifier à la main s’il entre dans le cadre du théorème. C’est ce que nous nous proposons
de faire dans la partie suivante, en considérant l’exemple du profil quadratiqueM(y) = 1 − y2.

3.3.3 Comment procéder dans un cas général : exemple du profilM(y) = 1 − y2

"Proposons-nous de grands exemples à imiter, plutôt que de vains

systèmes à suivre."

Rousseau.

Nous allons donc dans cette partie traiter le cas du profil M(y) = 1 − y2. Ce profil quadratique
a été choisi car son comportement semble bien correspondre à la physique d’un écoulement de
référence dans un tube. Nous allons montrer qu’il rentre dans le cadre d’application du théorème
3.1. Ce qui suit peut être vu comme une procédure à suivre dans un cas général. Dans l’optique
d’appliquer le théorème 3.1 nous devons montrer que les hypothèses (HS), (HGD), (HN) et (HN′)
sont satisfaites. Au contraire d’un profil Cγm, il n’existe pas de méthode générale. Bien entendu,
(HGD) est satisfaite. M étant concave, le théorème 2.3 page 54 nous dit que (HS) est satisfaite. Il
nous reste donc à montrer que (HN) et (HN′) le sont également.

Dans la suite nous prenons la coupure de la fonction racine carré et du logarithme complexe sur
R−.

Calcul deRN et IN : Nous commençons par le calcul de limεց0 F(λ± iε) := RF(λ)± iIF(λ), pour
λ ∈]0, 1[ (on remarque queM− = 0 etM+ = 1). À la poursuite de cet objectif nous allons calculer :

F(λ) =
1
2

∫ 1

−1

1
(λ − 1 + y2)2

dy.

pour λ ∈ C±. Nous utilisons la décomposition en élément simple suivante :

1
(λ − 1 + y2)2

=
1

4(1 − λ)




1

(y −
√
1 − λ)2

+
1

(y +
√
1 − λ)2




+
1

4(1 − λ)
√
1 − λ




1

y +
√
1 − λ

− 1

y +
√
1 + λ


 ,
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pour obtenir après calculs :

F(λ) =
−1

2(1 − λ)λ +
1

8(1 − λ)
√
1 − λ

[
log

(
1 +
√
1 − λ

)
− log

(
1 −
√
1 − λ

)

+ log
(
−1 −

√
1 − λ

)
− log

(
−1 +

√
1 − λ

)]
.

On obtient alors facilement, pour tout λ ∈]0, 1[ :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• RF(λ) = −1
2(1 − λ)λ +

1

4(1 − λ)
√
1 − λ

log
(
1 +
√
1 − λ

1 −
√
1 − λ

)
,

• IF(λ) = π

4(1 − λ)
√
1 − λ

.
(3.51)

Puisque IF(λ) , 0, on a limεց0 F(λ ± iε) , 1 et on obtient les expressions de RN et IN grâce à
(3.48).

Calcul de RN′ et IN′ : La méthode est la même. On commence par calculer limεց0 F′(λ ± iε) =
RF(λ) + iIF±(λ), pour λ ∈]0, 1[. Pour ce faire nous allons calculer :

F′(λ) =
∫ 1

−1

−1
(λ − 1 + y2)3

dy.

pour λ ∈ C±. Nous utilisons la décomposition en élément simple suivante :

1
(λ − 1 + y2)3

=
−1

8(1 − λ)
√
1 − λ




1

(
√
1 − λ − y)3

+
1

(
√
1 − λ + y)3


 −

3
4(1 − λ)

1
(λ − 1 + y2)2

,

pour obtenir

F′(λ) =
1

16(1 − λ)
√
1 − λ







1

(
√
1 − λ − y)2



1

−1
+




−1
(
√
1 − λ − y)2



1

−1


 +

3
2(1 − λ)F(λ)

=
1

2(1 − λ)λ2 +
3

2(1 − λ)F(λ).

Finalement, pour tout λ ∈]0, 1[ on a :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• RF′(λ) = 2 − 5λ
4(1 − λ)2λ2 +

3

8(1 − λ)2
√
1 − λ

log
(
1 +
√
1 − λ

1 −
√
1 − λ

)
,

• IF′(λ) = 3π

8(1 − λ)2
√
1 − λ

.

(3.52)

Cette fois encore on obtient les expressions de RN′ et IN′ grâce à (3.48).

À partir de ces résultats, nous pouvons montrer (en utilisant les mêmes idées que dans les deux
sections précédentes) que (HN) et (H ′N) sont satisfaites. Finalement, on peut appliquer le théorème
3.1 pour obtenir le caractère bien posé du problème (1.9).

Remarque 3.7 Le lecteur attentif aura noté que M(y) = 1− y2 appartient à la classe de profils CN,γ
m pour

N = 2. Nous aurions donc pu utiliser les résultats de la section précédente. Pour autant, le but de cette
section était de montrer comment on peut se débrouiller au cas par cas pour des profils quelconques. En
guise d’exercice le lecteur pourra retrouver les résultats de cette section en utilisant ceux de la précédente.
On utilisera le fait que dans le cas présent :

µ0(z) = −
√
1 − z et µ1(z) =

√
1 − z.
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C chapitre est consacré à la résolution numérique du problème limite (1.9), obtenu au premier
chapitre et dont l’étude est l’objet de toute la première partie de cette thèse. La méthode

numériqueque nous allons développer est basée sur la représentationquasi-explicite de la solution
obtenue au chapitre précédent, dans la section 3.2.3 page 99. C’est la raison pour laquelle nous
faisons ici un petit rappel de la méthode utilisée, ainsi que des principaux résultats que nous
allons exploiter. L’idée de départ consistait à remarquer que si l’on connaît la moyenne EU, alors
U, solution de (1.9), est solution d’une équation de transport au carré dans laquelle EU ne joue
plus que le rôle de second membre :

(
∂

∂t
+M(y)

∂

∂x

)2
U =

∂2EU
∂x2

.

Après résolution de cette équation on obtient l’expression suivante de U en fonction de EU et des
conditions initiales (U0,U1) :

U(x, y, t) = U0

(
x −M(y)t, y

)
+ t

[
U1

(
x −M(y)t, y

)
+M(y)

∂U0

∂x

(
x −M(y)t, y

)]

+

∫ t

0
(t − s)

∂2

∂x2
EU

(
x −M(y)(t − s), s

)
ds.

(4.1)
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L’objectif du chapitre précédent fut donc de calculer EU, ce que nous fîmes en utilisant la transfor-
mation de Fourier-Laplace. Sous les hypothèses (HS), (HGD), (HN) et (HN′), définies page 85, nous
avons montré que le problème (1.9) était bien posé ; c’est ce que résume le théorème 3.1 page 99.
La démonstration de ce théorème repose sur l’obtention d’estimations a priori. Nous renvoyons
le lecteur à la section 3.2.2 page 92 pour plus de précisions. De plus, cette étude nous a fourni une
expression quasi-explicite de la solution. Cette expression est donnée en fonction deRN, RN′, IN
et IN′, définies par (3.8) et (3.9) à la page 86. Par la suite, nous avons exhibé une classe de profils
réguliers monotones, Cγm, (cf. définition 3.3 page 101) pour lesquels le théorème 3.1 s’applique. On
obtient dans ce cas une expression générale pour les fonctions RN, RN′, IN et IN′. Nous avons
ensuite traité le cas d’un profil non monotone,M(y) = 1 − y2.

Ce chapitre débute par la description de la méthode numérique, qui se réduit au calcul de la
désormais fameuse expression quasi-explicite de la solution. Nous présentons dans la foulée les
résultats obtenus pour les profils linéaire et tangente, qui appartiennent à la classe Cγm, puis pour le
profil quadratiqueM(y) = 1− y2. Ces résultats seront bien entendu agrémentés de commentaires à
découvrir. Nous discuterons en particulier de la distinction entre la contribution des pôles et celle
de la coupure. Nous mettrons à l’épreuve l’estimation (3.37) page 98 qui prédit une croissance en
t3 sur la norme de la solution. Dans un second temps nous chercherons à valider numériquement
notre modèle. L’idée est de comparer, numériquement, la solution de (1.9) à celle d’un code 2D
du problème de départ dans le tube de largeur 2ε, (1.1), quand ε → 0. Pour cela, nous explorons
deux approches :

1. Nous commençons par utiliser un code de résolution des équations d’Euler linéarisées en
2D. Il s’agit du code Montjoie, développé par Marc Duruflé, et qui utilise une méthode de
Galerkin discontinu (pour plus de précisions voir [CCD09]). Les difficultés de comparaison
de la solution limite de (1.9) à celles des équations d’Euler linéarisées du tube 2D, liées à
la différence de représentation (eulérienne ou lagrangienne) entre les deux modèles, sont
présentées.

2. Nous dérivons un problème équivalent à (1.1), dont la forme permettra l’implémentation et
la résolution au moyen du code Montjoie. Outre son intérêt local, cette nouvelle représenta-
tion peut constituer une bonne alternative pour la résolution des équations de Galbrun.

Quand ε tend vers 0, nous observons une convergence de la solution 2D vers celle du problème
limite, ce qui valide notre modèle. On observe une vitesse de convergence de l’ordre de ε2.
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4.1 C ́   

Nous rappelons ici les résultats de la section 3.2.3 page 99. Sous les hypothèses
(HS), (HGD), (HN) et (HN′) nous avons montré que le problème (1.9) est bien posé et nous
avions la représentation suivante de la solutionU : on décompose sa moyenne en y comme suit :

EU(x, t) = −E[Up(x, ., t) +Uc(x, ., t)],

où :
– la contribution des pôles est donnée par :

Up(x, y, t) =
∑

±

∫ λ±t
0 U1(x − s, y) ds

F′(λ±)
(
λ± −M(y)

) +
∑

±

λ± − 2M(y)
(
λ± −M(y)

)2
U0(x − λ±t, y)

F′(λ±)
, (4.2)

– la contribution de la coupure :

Uc(x, y, t) =
1
π

v.p.
∫ M+

M−

IN(λ)
λ −M(y)

[
U0(x − λt, y) + tM(y)

∂U0

∂x
(x − λt, y) + tU1(x − λt, y)

]
dλ

+
1
π

v.p.
∫ M+

M−

IN′(λ)
λ −M(y)

[∫ λt

0
U1(x − s, y) ds −M(y)U0(x − λt, y)

]
dλ

−RN
(
M(y)

) [
U0

(
x −M(y)t, y

)
+ tM(y)

∂U0

∂x

(
x −M(y)t, y

)
+ tU1

(
x −M(y)t, y

)]

−RN′
(
M(y)

) [∫ M(y)t

0
U1(x − s, y) ds −M(y)U0

(
x −M(y)t, y

)]
.

(4.3)
On rappelle les définitions essentielles, a priori déjà complètement intégrées par le lecteur :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• F(λ) =
1
2

∫ 1

−1

1
(
λ −M(y)

)2 dy, λ ∈ C \ [M−,M+],

• N(λ) =
(
1 − F(λ)

)−1
, λ ∈ C \ [M−,M+],

• lim
εց0

N(λ ± iε) = RN(λ) ± iIN(λ), λ ∈ [M−,M+],

• lim
εց0

N′(λ ± iε) = RN′(λ) ± iIN′(λ), λ ∈ [M−,M+].

On obtient finalement l’expression de U avec (4.1).

Dans un premier temps nous présentons la méthode numérique basée sur le calcul de cette
espression explicite.

– On s’intéresse d’abord aux profils Cγm pour lesquels nous avons montré, dans la section 3.3.1
page 101, que les hypothèses (HS), (HGD), (HN) et (HN′) sont satisfaites. Nous avons de plus
obtenu une expression explicite pour les fonctions RN, RN′, IN et IN′.

– On présente ensuite le cas du profil quadratique M(y) = 1 − y2, exemple de profil non
monotone pour lequel nous avons aussi prouvé, dans la section 3.3.3 page 112, que les
hypothèses (HS), (HGD), (HN) et (HN′) sont satisfaites. L’étude nous a une fois de plus fourni
les expressions des fonctions RN, RN′, IN et IN′.
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4.1.1 La méthode

On suppose que le profilM vérifie les hypothèses du théorème 3.1, c’est-à-dire qu’il vérifie les
hypothèses (HS), (HGD), (HN) et (HN′). De plus, on suppose connues les expressions des fonctions
RN,IN,RN′,IN′. Dans le cas d’un profil appartenant à la classe Cγm, ces expressions sont données
par (3.48) en fonction de (3.42) et (3.45). Dans le cas du profilM(y) = 1 − y2 elles sont données par
(3.48) également, en fonction cette fois-ci de (3.51) et (3.52).

Sous ces hypothèses, le théorème 3.1 s’applique et nous avons obtenu une expression quasi-
explicite de la solution, rappelée précédemment. La nuance introduite par la juxtaposition de
l’adverbe "quasi" à l’adjectif "explicite", s’explique par la présence de la valeur principale et
d’intégrales dans cette expression. Nous allons maintenant expliquer comment nous procédons
pour calculer numériquement la solution. Le principal outil sera la quadrature deGauss-Legendre,
pour calculer les intégrales. On utilise l’approximation suivante :

∫ 1

−1
h(x) dx ≃

n∑

i=1

wi h(xi),

où les wi sont des poids et les xi les points de quadrature. On rappelle que pour n points de
quadrature la méthode est exacte pour tout polynôme de degré inférieur ou égal à 2n − 1. Pour
plus de détails, voir [SS66] ou [DR75].

Calcul de EU : En premier lieu, pour éviter le calcul de termes de la forme
∫ µt
0 u1(x − s, y) ds

nous supposons que nous connaissons une primitive de U1. De plus, nous supposons connues
les expressions analytiques des conditions initiales U0 et U1, ainsi que du profil et de son inverse.
Nous insistons sur le fait qu’il ne s’agit en aucun cas d’une limite de la méthode, mais bien d’une
simple supposition technique simplificatrice. Ce cadre est amplement suffisant pour notre étude.
Dans une optique plus appliquée, il faudrait s’affranchir de ces hypothèses ce qui ne présente
aucune difficulté majeure. Pour le calcul de EU, nous procédons de la manière suivante :

1. Nous initialisons les fonctions, F, F′, RN, RN′, IN et IN′, en utilisant une quadrature
gaussienne pour calculer les intégrales. Nous employons au plus 64 points de quadrature.
Quand cela est nécessaire, nous utilisons l’expression suivante de la valeur principale de
Cauchy1 :

v.p.
∫ M+

M−

ϕ(λ)
λ − x

dλ =
∫ M+

M−

ϕ(λ) − ϕ(x)
λ − x

dλ + ϕ(x) log
(M+ − x
x −M−

)
. (4.4)

2. On rappelle que le pôle de N, λ+ (resp. λ−) est l’unique solution de F(λ) = 1 sur ]M+,∞[
(resp. ] −∞,M−[). Puisque F est monotone sur ]M+,∞[ (resp. ] −∞,M−[), nous calculons λ+
(resp. λ−) par dichotomie. À partir de (4.2) on obtient Up.

3. À partir de (4.3) on obtient Uc. On utilise pour cela la définition (4.4) de la valeur principale
de Cauchy.

4. Finalement, on obtient EU = E[Up +Uc] en intégrant par rapport à y, en utilisant une fois de
plus une quadrature gaussienne.

Calcul deU : Dériver deux fois par rapport à x l’expression de EU consiste simplement à dériver
deux fois les conditions initiales. Nous obtenons ainsi une expression de ∂2Eu/∂x2 que nous
calculons en utilisant le même processus que pour EU. Finalement nous obtenons U par (4.1).

1voir par exemple [Sch50].
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Remarque 4.1 Nous avons seulement besoin des valeurs des fonctions RN, IN, RN′, et IN′ aux
points de quadrature. Par conséquent, on les calcule une fois pour toute, au début de notre programme.

Remarque 4.2 La précision de ce calcul est, malheureusement, dépendante du temps t. En effet, la
longueur de l’intervalle d’intégration grandit avec t dans l’expression (4.1) de U. De plus, les fonctions que
nous intégrons, telles que tu1(x − λt, y) dans (4.3), se détériorent (au sens où elles sont de plus en plus
difficiles à approcher par des polynômes et donc plus difficiles à intégrer). Le remède consiste à augmenter le
nombre de points de quadrature.

4.1.2 Résultats numériques pour des profils monotones réguliers

Nous nous consacrons dans cette section à des profils appartenant à la classe Cγm, introduite
dans la section 3.3.1 page 101, pour lesquels on sait que le problème (1.9) est bien posé. On a dans
ce cas les expressions des fonctions RN, RN′, IN et IN′ qui sont données par (3.48) en fonction
de (3.42) et (3.45). Plus précisément, nous étudions les cas des profils linéaire et tangente ; nous
montrons pour chacun de ces deux profils qu’il appartient à la classeCγm et nous présentons ensuite
les résultats numériques obtenus.

Le profil linéaire

On considère le cas particulier d’un profil linéaireM(y) =My oùM ∈ R∗+. Nous allons montrer que
ce profil appartient à la classe Cγm. Pour cela, seules les deux premières conditions de la définition
3.3 page 101 restent à montrer. Cet exemple a déjà été abordé au chapitre 2 à la page 44. Nous
avions notamment montré le caractère stable, ce que nous allons refaire ici. Dans cet exemple, F
peut être calculé explicitement. En effet, une simple intégration donne pour λ ∈ C \ [−M,M] :

F(λ) =
2

λ2 −M2 .

Par conséquent, les solutions de F(λ) = 1 pour λ ∈ C \ [−M,M] sont λ± = ±
√
1 +M2, de telle

sorte que (HS) est satisfaite. Grâce à (3.42) et (3.45) (ou directement), on obtient facilement pour
λ ∈] −M,M[ : ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• RF(λ) = 2
λ2 −M2

, • IF(λ) = 0,

• RF′(λ) = −4λ
(λ2 −M2)2

, • IF′(λ) = 0.

En utilisant (3.48) on obtient alors :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• RN(λ) =
1

2 − RF(λ) , • IN(λ) = 0,

• RN′(λ) = RF′(λ)
(2 − RF(λ))2 , • IN

′(λ) = 0.

En particulier, puisqueRF(λ) , 1, la deuxième condition de la définition 3.3 est vérifiée etM ∈ Cγm.

Résultats numériques : On présente ici la solution pourM = 1. Nous avons pris U0(x, y) = e−x
2
,

une fonction gaussienne par rapport à x, indépendante de y et U1(x, y) = 0. On commence par
l’évolution en temps de la moyenne EU, pour x allant de −15 à 15 en abscisse :



120 Chapitre 4. Application numérique / Validation du modèle

−15 −10 −5 0 5 10 15
0

0.2
0.4
0.6
0.8

1

x
−15 −10 −5 0 5 10 15
0

0.2
0.4
0.6
0.8

1

x

−15 −10 −5 0 5 10 15
0

0.2
0.4
0.6
0.8

1

x
−15 −10 −5 0 5 10 15
0

0.2
0.4
0.6
0.8

1

x

t=0 t=3

t=6 t=9

F. 4.1 – Évolution en temps de EU pour M = 1

Les flèches rouges se déplacent à la vitesse λ± ; elles mettent en évidence la contribution des pôles.
De cettemanière, nous pouvons séparer les deux contributions, le reste représentant la contribution
de la coupure. Comme les vitesses des pôles sont supérieures à celles de la coupure (égale à
[M−,M+], voir paragraphe 3.2.3 page 100), la distinction entre les deux contributions devient de
plus en plus facile à faire avec le temps. On remarque que l’amplitude de la contribution des pôles
décroît jusqu’à une certaine valeur tandis que celle de la coupure s’élargit et décroît indéfiniment.
Onprésentemaintenant l’évolution en tempsde la solutionU, où x est en abscisse et y enordonnée :

F. 4.2 – Évolution en temps de u pour M = 1

On voit maintenant le phénomène pour chaque y ; au contraire de EU, U n’est plus symétrique
par rapport à x. On distingue encore une fois les deux contributions. Celle de la coupure est la
plus visible et représente la convection. En effet, cette contribution prend la forme du profil, ce
qui sera toujours le cas dans les exemples présentés plus tard. La contribution des pôles est plus
petite et localisée sur les parois y = ±1. Plus précisément, la contribution du pôle λ+ (resp. λ−) est
localisée en y = 1 (resp. y = −1), où le profil atteint son maximum (resp. minimum). On présente
maintenant l’évolution de la moyenne pourM = 0.4 :
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F. 4.3 – Évolution en temps de EU pour M = 0.4

On remarque que la contribution des pôles est alors plus importante que dans le cas précédent.
Il est intéressant d’observer que quand M tend vers 0 cette contribution devient prédominante,
et la moyenne EU tend vers la solution d’une équation des ondes. En effet, dans le cas simple
d’un écoulement uniforme (M(y) = M), en prenant la moyenne de l’équation (1.9) on montre que
ψ = EU est solution de l’équation des ondes convectée :

(
∂

∂t
+M

∂

∂x

)2
ψ − ∂

2ψ

∂x2
= 0.

Le profil tangente

On considère maintenant un profil de tangente :

M(y) = tan
(
π

2
− α

)−1
tan

(
(
π

2
− α)y

)

où α ∈]0, π/2[ et tan (π/2 − α)−1 est un facteur de normalisation. En particulier, nous avons
M− = −1 etM+ = 1. Ce profil est croissant, concave sur ] − 1, 0[ et convexe sur ]0, 1[. On sait grâce
au théorème 2.3 page 54, que (HS) est satisfaite. Pour montrer que M ∈ Cγm, la seule difficulté
consiste à montrer que la deuxième condition de la définition 3.3, que l’on rappelle ci-après, est
satisfaite :

lim
εց0

F(λ ± iε) − 1 , 0, ∀ λ ∈ ]M−,M+[.

En utilisant (3.42), on obtient que IF(λ) s’annule uniquement pour λ = 0. Ainsi, pour conclure
nous devons seulement vérifier que RF(0) , 1, ce qui est fait numériquement.

On présente maintenant les résultats obtenus pour U1(x, y) = 0 et U0(x, y) = e−x
2
. La figure 4.4

représente l’évolution de la moyenne pour t = 0, 3, 6 et 9. La figure 4.5 représente l’évolution en
temps de la fonction U aux mêmes instants :
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F. 4.4 – Évolution en temps de EU

F. 4.5 – Évolution en temps de U

Les flèches rouges se déplacent à la vitesse λ− ≈ −1.21096 et λ+ ≈ 1.21096. Nous distinguons, ici
encore, les deux contributions. Toutes les remarques faites dans le cas linéaire restent pertinentes
ici. La contribution de la coupure prend la forme du profil ; les contributions des pôles sont
localisées là où le profil atteint ses extrema...

4.1.3 Le profil quadratiqueM(y) = 1 − y2

On s’intéresse ici au cas du profil quadratiqueM(y) = 1 − y2, exemple de profil non monotone
pour lequel nous avons montré, dans la section 3.3.3 page 112, que le théorème 3.1 page 99
s’applique. Nous avons également calculé les fonctions RN, RN′, IN et IN′ qui sont données
par (3.48), en fonction de (3.51) et (3.52).

On obtient numériquement λ− ≈ −0.4909 et λ+ ≈ 1.7683. On prend une fois de plus U1(x, y) = 0
and U0(x, y) = e−x

2
. La figure 4.6 représente l’évolution de la moyenne et la figure 4.7 représenteU

aux mêmes instants, pour x ∈ [−8, 24] :
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F. 4.6 – Évolution en temps de EU

F. 4.7 – Évolution en temps de U

Les flèches rouges se déplacent toujours à la vitesse λ±. On peut voir sur les deux figures 4.6 et 4.7
que l’amplitude de la contribution de λ+ (qui se propage dans le sens de l’écoulement) est plus
petite que celle de λ− (qui se propage à contre courant). Une fois encore, la contribution de λ+ est
localisée là où M atteint son maximum (en y = 0), et la contribution de λ− est localisée là où M
atteint son minimum (en y = ±1). Par ailleurs, le fait que |λ+ −M+| > |M− − λ−| coïncide avec le
fait que la contribution de λ+ est plus petite que celle de λ−.

4.1.4 Dépendance en temps de la norme de la solution

L’estimation (3.36) page 98 sur la moyenne EU (resp. (3.37) sur U) prédit une croissance en
temps au plus linéaire en temps (resp. en t3). Or, nous n’avons remarqué aucune croissance en
temps dans les exemples présentés précédemment. Pour observer une croissance en norme de ces
deux quantités, les expressions (4.2) et (4.3) nous suggèrent de prendre par exempleU1 (ou ∂u0/∂x)
dans L2x(R) mais pas dans L1x(R). Nous construisons une telle fonction f :

f (x) =



2 − 14x4 + 28x5 − 20x6 + 5x7, |x| < 1,

1
|x| , |x| ≥ 1.
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En particulier, f ∈ C4(R). En fait, f a été construite dans cette optique.

On présente maintenant l’évolution en norme L2 de EU et U pour le profil tangente avec α = 0.2.
Les conditions initiales sont U0(x, y) = 0 et U1(x, y) = f (x) :
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F. 4.8 – Évolution en temps de la norme de EU
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F. 4.9 – Évolution en temps de la norme de U

La figure 4.8 (resp. la figure 4.9) représente, avec les croix bleues, l’évolution de log(‖EU‖L2x) (resp.
log(‖U‖L2x(L2y))) en fonction de log(t). Les droites rouges sont des droites de référence de pente égale
à 1. En conclusion, on observe une croissance linéaire en temps aussi bien pour la moyenne que
pour la solution. Nous n’avons jamais observé de croissance plus importante de la norme de la
solution U lors de toutes nos simulations. Nous renvoyons le lecteur à la remarque (3.3) page 98
sur les limites de cette estimation.

4.2 V ́  ̀

Grâce aux résultats numériquesmaintenant à notre disposition, nous voulons valider lemodèle
limite (1.9). Nous allons vérifier que la solution de (1.9) est bien la limite quand ε→ 0 de la solution
dans le tube de largeur 2ε. Nous allons donc comparer la solution numérique de (1.9) à celle d’un
code 2D du problème de départ dans le tube de largeur 2ε, quand ε → 0. Nous rappelons que le
problème de départ, dans le tube de largeur ε, peut s’écrire avec les équations de Galbrun (1.1), ou
de manière équivalente avec les équations d’Euler linéarisées (1.10). C’est à partir des équations
de Galbrun que nous avons obtenu le modèle limite (1.9). Nous proposons ici deux approches
pour la validation du modèle suivant que l’on résout numériquement les équations d’Euler ou de
Galbrun :

1. Nous disposions deulement d’un code de résolution des équations d’Euler linéarisées. Il
s’agit du codeMontjoie développé par Marc Duruflé, et qui utilise une méthode de Galerkin
discontinu (pour plus de précisions voir [CCD09]). Pour valider le modèle limite, on résout
numériquement ces équations dans le tube de largeur 2ε pour différentes valeurs de ε.
Pour pouvoir comparer ces résultats avec ceux du problème limite, nous devons exprimer la
solution du problème limite en variable d’Euler. Après avoir expliqué comment nous faisons
cela, nous présentons les résultats d’une telle comparaison.

2. Nous cherchons ensuite à comparer la solution de (1.9) directement à celle obtenue avec un
code Galbrun. Ne disposant pas d’un tel code, nous allons dériver un problème équivalent
aux équations de Galbrun (1.1), qui sera du premier ordre en temps. Sa forme permettra
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l’implémentation et la résolution au moyen du code Montjoie. Nous présentons ensuite les
résultats de convergence obtenus quand ε→ 0.

4.2.1 Comparaison à un code eulérien

Quel problème résoudre dans le tube ? Pour valider notre modèle asymptotique (1.9) nous
allons comparer, numériquement, notre solution à celle des équations d’Euler linéarisées dans le
tube : (x, y) ∈ R × [−ε, ε]. En se rappelant l’hypothèse suivante faite sur le profil :

∀ y ∈ ] − ε, ε [ , Mε(y) =M
(y
ε

)
,

et après le changement de variable y → εy pour se ramener à un domaine fixe, les équations
d’Euler linéarisées s’écrivent :



∂uε
∂t
+M

(
y
) ∂uε
∂x
+
∂pε
∂x
+

1
ε
M′

( y
ε

)
vε = 0,

∂vε
∂t
+M

(
y
) ∂vε
∂x
+
∂pε
∂y
= 0,

∂pε
∂t
+M

(
y
) ∂pε
∂x
+
∂uε
∂x
+
∂vε
∂y
= 0,

(x, y) ∈ R × [−1, 1], t ∈ R+, (4.5)

où (uε, vε) sont les composantes horizontale et verticale de la vitesse eulérienne, et pε représente
la pression. Pour plus de précisions nous renvoyons le lecteur au premier chapitre.

Comment choisir les conditions initiales ? Si (U0,U1)(x, y) sont les conditions initiales de l’équa-
tion limite (1.9), alors elles proviennent clairement des conditions initiales suivantes du problème
de Galbrun dans le tube (1.3) :

(Uε, ∂tUε)(x, y, 0) = (U0,U1)
(
x, y

)
et (Vε, ∂tVε)(x, y, 0) = (0, 0).

La relation d’équivalence (A.9) page 217 entre les variables de Galbrun et celles des équations
d’Euler linéarisées, devient après le changement de variable y→ εy :



uε = ∂tUε +M∂xUε −
1
ε
M′Vε,

vε = ∂tVε +M∂xVε,

pε = −(∂xUε +
1
ε
∂yVε).

(4.6)

Grâce à cette relation on obtient les conditions initiales suivantes pour (4.5) :

uε(x, y, 0) = U1
(
x, y

)
+M

(
y
) ∂U0

∂x
(
x, y

)
, vε(x, y, 0) = 0, pε(x, y, 0) = −

∂U0

∂x
(
x, y

)
.

Marc Duruflé et son codeMontjoie, nous fournissent unmoyen de résoudre numériquement (4.5).
On récupère ainsi pε pour plusieurs ε tendant vers 0.
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Comment comparer ? Nous voulons maintenant comparer les résultats obtenus dans le tube,
donnés par pε, à la solutionU du problème limite (1.9). Nous devons donc exprimer cette solution
U en variable eulérienne. Nous utilisons la relation (1.21) page 20 qui relie U à la pression limite
quand ε tend vers 0 :

p(x, y, t) = −∂xEU.
Ainsi p est la fonction pression obtenue à partir de la solution de (1.9). C’est à cette fonction que
nous allons comparer les pε obtenus par la résolution du problème 2D (4.6). La validation consiste
à vérifier que p est bien la limite de pε quand ε→ 0.

Les résultats. On considère le cas linéaire M(y) = y avec les conditions initiales suivantes :
U0(x, y) = e−x

2
et U1(x, y) = 0. On obtient la solution U de (1.9), puis p, en utilisant la méthode

numérique présentée dans la première section de ce chapitre. La figure 4.10 représente, en échelle
logarithmique, l’erreur relative :

‖p − pε‖L2(R×]−1,1[)
‖p‖L2(R×]−1,1[)

,

par rapport à ε :
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F. 4.10 – L’erreur relative pour t = 2, 5 et 8 en échelle logarithmique

On voit que l’erreur relative tend vers 0 quand ε tend vers 0 ce qui valide notre modèle asymp-
totique. En réalité, l’erreur ne tend pas vers 0 mais vers une petite valeur (qui est comprise entre
10−2 et 10−3 pour chaque t). C’est la conséquence des erreurs d’approximation des deuxméthodes
numériques, celle du problème limite (1.9) et celle de (4.6). Comme ces erreurs d’approximation
augmentent avec le temps t, cela explique pourquoi l’erreur relative augmente avec t. Finalement,
on remarque que l’erreur relative dépendquadratiquement de ε, c’est-à-dire qu’elle décroît comme
ε2. Cela reste à montrer théoriquement.

4.2.2 Comparaison à un code Galbrun

Pour valider le problème limite, nous voulons comparer Uε solution du problème (1.3) dans
le tube à U solution du problème limite (1.9). N’ayant pas de code pour résoudre directement les
équations deGalbrun et obtenirUε, nous avons, dans la section précédente, contourné le problème
en utilisant un solveur des équations d’Euler linéarisées. Nous allons dans cette section proposer
uneméthode pour calculer directementUε avant de le comparer àU, quand ε tend vers 0. Nous ne
développons pas ici à proprement parlé une méthode numérique pour les équations de Galbrun.
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Nous mettons ces équations sous la forme d’un problème équivalent du premier ordre en temps,
dont la résolution numérique sera facilement implémentée dans le code Montjoie.

Réécriture des équations de Galbrun sous une forme équivalente du premier ordre en temps.
Nous considérons les équations de Galbrun, dans un cadre un chouia plus général que (1.1). On
se place dans le domaine Ω, ouvert de R2. De plus, on suppose que l’écoulement de référence M
est un écoulement parallèle ne dépendant que de y : M = (M(y), 0). Les équations de Galbrun se
réécrivent comme suit, où U = (U,V) représente le déplacement lagrangien :



( ∂
∂t
+M(y)

∂

∂x

)2
U − ∂

∂x

(
∂U
∂x
+
∂V
∂y

)
= 0, (x, y) ∈ Ω, t > 0,

( ∂
∂t
+M(y)

∂

∂x

)2
V − ∂

∂y

(
∂U
∂x
+
∂V
∂y

)
= 0, (x, y) ∈ Ω, t > 0.

(4.7)

Ces équations sont complétées par la condition de glissement à la paroi :

U.n = 0 sur ∂Ω (4.8)

ainsi que par les conditions initiales suivantes :

U(x, y, 0) = U0(x, y), ∂tU(x, y, 0) = U1(x, y). (4.9)

On cherche à mettre ce système sous la forme d’une équation du premier ordre de type :

∂V
∂t
+A1

∂V
∂x
+A2

∂V
∂y
+A3V = 0.

C’est l’objet de la proposition suivante :

Proposition 4.1 Soit U = (U,V) une solution du problème (4.7), (4.8) et (4.9) avec U0(x, y) =
(U0,V0)(x, y) et U1(x, y) = (U1,V1)(x, y). On note p la solution de l’équation de transport :

(
∂t +M(y)∂x

)
p = ∂xU + ∂yV, (4.10)

avec comme condition initiale p(x, y, 0) = p0(x, y) où p0 est défini à une constante près par :

∂xp0 =M(y)∂xU0 +U1. (4.11)

On note q la solution de l’équation de transport :
(
∂t +M(y)∂x

)
q =M′(y)∂xp, (4.12)

avec comme condition initiale q(x, y, 0) = q0(x, y) où q0 est défini par :

q0 = V1 +M(y)∂xV0 − ∂yp0. (4.13)

Alors (U,V) est solution de : 

(
∂t +M(y)∂x

)
U = ∂xp,

(
∂t +M(y)∂x

)
V = ∂yp + q,

(4.14)

complétée par (4.8), avec comme condition initiale U(x, y, 0) = U0(x, y) et V(x, y, 0) = V0(x, y).
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D́. Il suffit de montrer (4.14) :
• En premier lieu, nous allons montrer que

Ψ =
(
∂t +M(y)∂x

)
U − ∂xp

est solution d’une équation de transport sans second membre avec condition initiale nulle,
ce qui prouvera queΨ = 0. Nous avons par définition deΨ :

(
∂t +M(y)∂x

)
Ψ =

(
∂t +M(y)∂x

)2
U −

(
∂t +M(y)∂x

)
∂xp.

Comme les opérateurs ∂x et ∂t +M(y)∂x commutent, on obtient en utilisant (4.10) :
(
∂t +M(y)∂x

)
Ψ =

(
∂t +M(y)∂x

)2
U − ∂x(∂xU + ∂yV

)
.

Finalement, en se rappelant la première équation de (4.7) on a :
(
∂t +M(y)∂x

)
Ψ = 0.

Ψ est donc solution d’une équation de transport sans second membre. Pour montrer que
Ψ = 0 il suffit donc de voir queΨ(x, y, 0) = 0. Or, par définition deΨ nous avons :

Ψ(x, y, 0) = U1 +M(y)∂xU0 − ∂xp0
qui est nul d’après (4.11).

• Nous allons montrer de même que

Φ =
(
∂t +M(y)∂x

)
V − ∂yp − q

est solution d’une équation de transport sans second membre avec condition initiale nulle,
ce qui prouvera que Φ = 0. En effet, nous avons par définition de Φ :

(
∂t +M(y)∂x

)
Φ =

(
∂t +M(y)∂x

)2
V −

(
∂t +M(y)∂x

)
∂yp −

(
∂t +M(y)∂x

)
q. (4.15)

Cette fois, les opérateurs ∂y et ∂t +M(y)∂x ne commutent pas mais nous avons :
(
∂t +M(y)∂x

)
∂y = ∂y

(
∂t +M(y)∂x

)
−M′(y)∂x,

et (4.15) devient :
(
∂t +M(y)∂x

)
Φ =

(
∂t +M(y)∂x

)2
V − ∂y

(
∂t +M(y)∂x

)
p +M′(y)∂xp −

(
∂t +M(y)∂x

)
q.

On utilise maintenant (4.10) et (4.12) ce qui donne :
(
∂t +M(y)∂x

)
Φ =

(
∂t +M(y)∂x

)2
V − ∂y(∂xU + ∂yV).

Enfin, grâce à la deuxième équation de (4.7) on obtient :
(
∂t +M(y)∂x

)
Φ = 0.

Φ est donc solution d’une équation de transport sans second membre. Pour montrer que
Φ = 0, il suffit donc de voir que Φ(x, y, 0) = 0. Or par définition de Φ nous avons :

Φ(x, y, 0) = V1 +M(y)∂xV0 − ∂yp0 − q0

qui est nul compte tenu de (4.13).
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�

La réciproque de cette proposition s’énonce de la façon suivante :

Proposition 4.2 Soit (U,V, p, q) solution de (4.14), (4.10), (4.12) et (4.8) avec comme condition ini-
tiale (U,V, p, q)(x, y, 0) = (U0,V0, p0, q0)(x, y). Alors U = (U,V) est solution de (4.7), (4.8) avec comme
conditions initiales : 

U(x, y, 0) = U0(x, y),

V(x, y, 0) = V0(x, y),

∂tU(x, y, 0) = ∂xp0 −M(y)∂xU0,

∂tV(x, y, 0) = ∂yp0 + q0 −M(y)∂xV0.

D́. Montrons tout d’abord que U vérifie (4.7) :
• Nous avons, compte tenu de la première équation de (4.14) :

(
∂t +M(y)∂x

)2
U =

(
∂t +M(y)∂x

)
∂xp.

En utilisant le fait que les opérateurs ∂x et ∂t +M(y)∂x commutent, nous obtenons :
(
∂t +M(y)∂x

)2
U = ∂x

(
∂t +M(y)∂x

)
p

qui devient grâce à (4.10) :
(
∂t +M(y)∂x

)2
U = ∂x(∂xU + ∂yV)

qui est la première équation de (4.7).
• Avec la deuxième équation de (4.14), on trouve :

(
∂t +M(y)∂x

)2
V =

(
∂t +M(y)∂x

)
∂yp +

(
∂t +M(y)∂x

)
q.

que l’on peut réécrire comme suit, en faisant attention à la non commutativité de ∂y et
∂t +M(y)∂x :

(
∂t +M(y)∂x

)2
V = ∂y

(
∂t +M(y)∂x

)
p −M′(y)∂xp +

(
∂t +M(y)∂x

)
q.

En utilisant les équations (4.10) et (4.12), nous obtenons finalement :
(
∂t +M(y)∂x

)2
V = ∂y(∂xU + ∂yV),

qui est la deuxième équation de (4.7).

En ce qui concerne les conditions initiales, nous avons évidemment U(x, y, 0) = U0(x, y) et
V(x, y, 0) = V0(x, y). En prenant (4.14) en t = 0, nous trouvons d’une part :

∂tU(x, y, 0) = ∂xp0 −M(y)∂xU0,

et d’autre part :
∂tV(x, y, 0) = ∂yp0 + q0 −M(y)∂xV0.

Pour conclure la démonstration, il nous reste à dire que (4.8) est vérifiée.
�

Remarque 4.3 De façon naturelle, pour obtenir un problème d’ordre 1, nous avons commencé par
introduire l’inconnue p. L’inconnue q a été introduite plus tard pour compenser la non commutativité de
∂y et ∂t +M(y)∂x.
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En résumé, au lieu de résoudre le problème (4.7), (4.8) et (4.9) on va résoudre :
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
∂t +M(y)∂x

)
U = ∂xp,

(
∂t +M(y)∂x

)
V = ∂yp + q,

(
∂t +M(y)∂x

)
p = ∂xU + ∂yV,

(
∂t +M(y)∂x

)
q =M′(y)∂xp.

(4.16)

Ces équations sont complétées par la condition de glissement à la paroi :

U.n = 0 sur ∂Ω,

et munies des conditions initiales suivantes où l’on rappelle que p(x, y, 0) est défini à une constante
près : ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

U(x, y, 0) = U0(x, y),

V(x, y, 0) = V0(x, y),

∂xp(x, y, 0) =M(y)∂xU0 +U1,

q(x, y, 0) = V1 +M(y)∂xV0 − ∂yp0.

Si l’on note V = (U,V, p, q), (4.16) peut se réécrire :

∂tV +A1∂xV +A2∂yV +A3V = 0 (4.17)

en posant :

A1 =




M(y) 0 −1 0
0 M(y) 0 0
−1 0 M(y) 0
0 0 −M′(y) M(y)



, A2 =




0 0 0 0
0 0 −1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0



, A3 =




0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0



.

Dans le cas général des équations de Galbrun (Ω ⊂ Rn et sans aucune hypothèse sur l’écou-
lement de référence), on peut trouver de manière similaire un problème équivalent du premier
ordre. Nous le présentons ici, à toutes fins utiles. On rappelle les équations de Galbrun :

(∂t +M.∇)2 U − ∇ (∇.U) = 0, x ∈ Ω, t > 0, (4.18)

que l’on complète par la condition aux limites (n désignant le vecteur unitaire normal à ∂Ω) :

U.n = 0, sur ∂Ω. (4.19)

On considère toujours p comme étant la solution de
(
∂t +M.∇

)
p = ∇.U. (4.20)

Cette fois, compte tenu de la non commutativité des opérateursM.∇ et∇, et de l’identité suivante :

(M.∇) ∇p = ∇(M.∇p) − (∇M)T ∇p, (4.21)
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on est amené à poserQ comme étant la solution de :
(
∂t +M.∇

)
Q = (∇M)T.∇p. (4.22)

On énoncemaintenant les propositions équivalentes auxpropositions 4.1 et 4.2, dans le cas général.
Nous ne donnons pas les démonstrations qui sont une simple généralisation des démonstrations
précédemment détaillées, l’outil le plus important étant l’identité (4.21), qui se montre facilement.

Proposition 4.3 Soit U une solution du problème (4.18), (4.19) et (4.9) avec comme condition initiale
U(x, 0) = U0(x), et ∂tU(x, 0) = U1(x). Si on note p la solution de l’équation de transport (4.20) et Q la
solution de (4.22) avec comme condition initiale p(x, 0) = p0(x) et Q(x, 0) = Q0(x) où p0 et Q0 vérifient :

∇p0 +Q0 = U1 +M.∇U0. (4.23)

Alors U est solution de : (
∂t +M.∇

)
U = ∇p +Q, (4.24)

complétée par (4.19), avec comme condition initiale U(x, 0) = U0(x).

La réciproque de cette proposition s’énonce sous la forme de la proposition suivante :

Proposition 4.4 Soit (U, p,Q) solution de (4.24), (4.20), (4.22) et (4.19) avec comme conditions initiales
(U, p,Q)(x, 0) = (U0, p0,Q0)(x). Alors U est solution de (4.18), (4.19) avec comme conditions initiales :


U(x, 0) = U0(x),

∂tU(x, 0) = ∇p0 +Q0 −M.∇U0.

Les résultats de validation On implémente la résolution du problème (4.17) dans le code Mont-
joie. On récupère ainsi les solutions Uε de (1.3) dans le tube. On considère le cas linéaire M(y) = y
avec les conditions initiales suivantes : U0(x, y) = e−x

2
et U1(x, y) = 0. On obtient la solution U

de (1.9) en utilisant la méthode numérique présentée dans la première section de ce chapitre. La
figure 4.11 représente, en échelle logarithmique, l’erreur relative :

‖U −Uε‖L2(R×]−1,1[)
‖U‖L2(R×]−1,1[)

,

par rapport à ε :

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
−2

10
−1

ε
 

 
t=1

t=3

t=5

F. 4.11 – L’erreur relative pour t = 1, 3 et 5 en échelle logarithmique
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Onvoit que l’erreur relative tend vers 0 quand ε tend vers 0, ceci valide notremodèle asymptotique.
En réalité, l’erreur ne tend pas vers 0 mais vers une petite valeur. C’est la conséquence des erreurs
d’approximation des deux méthodes numériques, celle du problème limite (1.9) et celle de (4.17).
Comme ces erreurs d’approximation augmentent avec le temps t, cela explique pourquoi l’erreur
relative augmente avec t. Ces erreurs sont plus importantes que sur la figure 4.10, ce à quoi nous
voyons deux origines possibles :

1. La stabilité du schéma numérique utilisé pour résoudre (4.17) n’a pas été prouvée...

2. Contrairement au cas présent, dans la comparaison avec un code eulérien nous n’avions eu
besoin que de la moyenne EU. En effet, le calcul deU, qui se fait à partir de sa moyenne EU,
introduit de nouvelles erreurs d’approximation.
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Q modèle peut-on utiliser pour l’étude de la propagation du son au voisinage d’une paroi
en présence d’un écoulement ? C’est en substance à cette question que nous allons répondre

dans la suite. Nous nous plaçons en dimension 2, (x, y) ∈ Ωε = R×] − ∞, ε[, et considérons un
écoulement de référence laminaire, nul à la paroi y = ε, constant égal à M∞ pour y < 0 et ne
dépendant que de y :

F. 5.1 – Géométrie et position du problème de départ

L’espace 0 < y < ε, en bleu sur la figure, repésente la couche limite. Nous considérons que
l’épaisseur de la couche limite, c’est-à-dire ε, est petite. Il s’agit encore une fois d’une approche
basse fréquence. Notre objectif est de dériver un problème limite, quand ε tend vers 0, au moyen
d’une analyse asymptotique. Le but est donc de trouver une condition d’impédance généralisée
en y = 0 comme l’illustre la figure suivante :

F. 5.2 – Objectif : condition approchée en y = 0

Ce genre de modèle approché est bien entendu très utile pour la simulation numérique : on évite
d’avoir recours à une discrétisation à l’échelle de l’épaisseur de la couche limite, ce qui est très
coûteux. La nouvelle condition au bord :
• apparaîtra comme une petite perturbation de la condition au bord limite,
• gardera la mémoire de la couche limite dont elle représente une idéalisation.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Nous commençons par dériver le problème approché en
utilisant les équations de Galbrun, cela au moyen d’une analyse asymptotique. La condition
d’impédance obtenue fait intervenir la résolution du problème limite du tube (1.9), étudié dans la
première partie de cette thèse. Nous nous consacrons ensuite à l’étude de ce problème approché.
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À l’aide de l’analyse de Kreiss, que l’on détaille, on montre que le caractère bien posé du problème
limite est "équivalent" à celui du problème (1.9), étudié dans toute la première partie de cette thèse.
Nous complétons l’analyse de ce problème par la recherche d’ondes de surface et par l’étude de
la réflexion d’une onde sur la nouvelle paroi impédante. Finalement, nous donnons l’approche
eulérienne. Au lieu d’utiliser les équations de Galbrun, nous considérons celles d’Euler linéarisées
(qui sont équivalentes). À l’aide de la transformation de Fourier-Laplace nous obtenons une seule
équation sur la pression. C’est sur cette équation que nous menons l’analyse asymptotique qui va
nous donner un problème approché, dont l’analyse de stabilité est présentée et est équivalente à
celle précédemment menée pour le problème approché issu des équations de Galbrun.



138 Chapitre 5. Cas d’une paroi rigide

5.1 I  ’    

Afin d’illustrer l’influence de la couche limite, et donc la nécessité de sa prise en compte, nous
présentons ici quelques résultats numériques. Nous considérons les équations de Galbrun dans
le demi plan y < 0 et introduisons une couche limite par l’intermédiaire d’un écoulement de
référence de la forme :

Cet écoulement est nul à la paroi y = 0 et se raccorde à M∞ de manière linéaire sur une couche
de taille ε. La figure 5.3 présente, pour différentes valeurs de ε et pour M∞ = 0.5, des instantanés
du déplacement lagrangien horizontal, obtenus par la résolution des équations de Galbrun en
présence d’une source. En ordonnée, y varie entre −5 et 0. Sur le bord supérieur, nous avons mis
une condition de paroi rigide et sur les autres bords des PMLs :

F. 5.3 – Instantanés du déplacement pour M∞ = 0.5, et, dans l’ordre, ε = 0.5, ε = 0.4, ε = 0.3, ε = 0.2 et ε = 0.1.

Cette figure permet de se rendre compte de l’influence de la couche limite même quand sa taille
devient très petite (la zone de la couche limite est mise en évidence sur les figures par la présence
d’un cadre plus foncé). Pourmieux s’en rendre compte la figure 5.4 permet de comparer le résultat
avec et sans couche limite :

F. 5.4 – Instantanés du déplacement pour M∞ = 0.5 : à gauche avec couche limite (ε = 0.1), à droite sans.
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Évidemment, les droites violettes ont été rajoutées par nos soins pour mettre en lumière la dif-
férence entre les deux figures. Cette différence est plus flagrante sur la partie gauche des figures
puisque la fréquence de l’onde est plus élevée, ce qui est dû à l’effet Doppler. En effet, la longueur
d’onde étant alors plus petite, on imagine que l’influence de la couche limite est plus ressentie.
Nous voyons donc l’influence de la couche limite même quand sa taille diminue ; il est assez
naturel de vouloir la remplacer par une condition à la limite.

5.2 C  ̀ ́

5.2.1 Position du problème

Nous considérons le domaineΩε = R × ] −∞, ε [ :

Nous supposons que ce domaine est rempli par un fluide parfait compressible qui est en mou-
vement. De plus, nous supposons que l’écoulement est stationnaire et laminaire. Par conséquent,
l’écoulement est caractérisé par son profil de Mach (rapport entre la vitesse de l’écoulement et la
vitesse du son),Mε(y). Les équations de Galbrun (2) s’écrivent alors :



( ∂
∂t
+Mε(y)

∂

∂x

)2
Uε −

∂

∂x

(
∂Uε

∂x
+
∂Vε

∂y

)
= 0

( ∂
∂t
+Mε(y)

∂

∂x

)2
Vε −

∂

∂y

(
∂Uε

∂x
+
∂Vε

∂y

)
= 0

, (x, y) ∈ Ωε, t > 0. (5.1)

oùUε(x, y, t) etVε(x, y, t) sont respectivement les composantes selon x et selon y de la perturbation
du déplacement Lagrangien.

On complète ces équations par une condition de paroi rigide en y = ε :

Vε(x, ε, t) = 0, x ∈ R, t > 0.

Comme nous l’avons fait dans la première partie de cette thèse, on se restreint à une classe
particulière de profils :

Mε(y) =


M

( y
ε

)
, 0 < y < ε,

M∞, y < 0,

avec M ∈ L∞(]0, 1[). Nous supposons donc que dans la couche limite y ∈ [0, ε] le profil est obtenu
par scaling d’une fonction M, comme nous l’avions fait dans le cas du tube. De plus, le profil est
pris constant égal à M∞ pour y < 0.
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5.2.2 Réécriture comme un problème de transmission

On commence par écrire le problème (5.1) comme un problème de transmission entre :

Uε = Uε|y<0, UCL
ε = Uε|0<y<ε,

Vε = Vε|y<0, VCL
ε = Vε|0<y<ε.

Remarque 5.1 Attention, nous gardons la même notation pour les inconnues dans le demi-plan y < 0.

Nous avons maintenant le système d’équations suivant dans la couche limite :



( ∂
∂t
+Mε(y)

∂

∂x

)2
UCL
ε −

∂

∂x

(
∂UCL

ε

∂x
+
∂VCL

ε

∂y

)
= 0

( ∂
∂t
+Mε(y)

∂

∂x

)2
VCL
ε −

∂

∂y

(
∂UCL

ε

∂x
+
∂VCL

ε

∂y

)
= 0

, (x, y) ∈ R×]0, ε[, t > 0, (5.2)

et dans le demi-plan inférieur y < 0 :



( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
Uε −

∂

∂x

(
∂Uε

∂x
+
∂Vε

∂y

)
= 0

( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
Vε −

∂

∂y

(
∂Uε

∂x
+
∂Vε

∂y

)
= 0

, (x, y) ∈ R×] −∞, 0[, t > 0. (5.3)

Les deux systèmes ci-dessus sont complétés par les conditions de raccord en déplacement normal
et en divergence à l’interface y = 0 :



Vε(x, 0, t) = VCL
ε (x, 0, t)

(
∂Uε

∂x
+
∂Vε

∂y

)
(x, 0, t) =

(
∂UCL

ε

∂x
+
∂VCL

ε

∂y

)
(x, 0, t)

, x ∈ R, t > 0.

N’oublions pas la condition de paroi rigide :

VCL
ε (x, ε, t) = 0, x ∈ R, t > 0.

5.2.3 Analyse asymptotique

On cherche une condition d’impédance en y = 0, qui soit une idéalisation de la couche limite,
valable quand ε → 0. Pour l’obtenir, il nous faut éliminer les inconnues dans la couche limite.
Nous commençons classiquement par effectuer le changement d’échelle

y→ Y =
y
ε
,

dans la couche limite, qui nous permettra de travailler sur un domaine géométrique fixe Ω =
R × ]0, 1[. C’est exactement la même démarche que nous avions utilisée dans le cas du tube au
premier chapitre. En posant le changement d’inconnues suivant :

UCL
ε (x, y, t) = UCL

ε

(
x,

y
ε
, t
)

et VCL
ε (x, y, t) = VCL

ε

(
x,

y
ε
, t
)
,
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les équations de Galbrun (5.2) dans la couche limite se réécrivent :


ε

(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
UCL
ε −

∂

∂x

(
ε
∂UCL

ε

∂x
+
∂VCL

ε

∂Y

)
= 0,

ε2
(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
VCL
ε −

∂

∂Y

(
ε
∂UCL

ε

∂x
+
∂VCL

ε

∂Y

)
= 0,

(x,Y) ∈ R×]0, 1[, t > 0, (5.4)

les conditions de raccord deviennent :


Vε(x, 0, t) = VCL
ε (x, 0, t)

ε

(
∂Uε

∂x
+
∂Vε

∂y

)
(x, 0, t) =

(
ε
∂UCL

ε

∂x
+
∂VCL

ε

∂Y

)
(x, 0, t)

, x ∈ R, t > 0, (5.5)

et la condition de paroi rigide s’écrit :

VCL
ε (x, 1, t) = 0, x ∈ R, t > 0. (5.6)

On introduit maintenant les développements asymptotiques formels en ε de Uε, Vε, UCL
ε et VCL

ε .
Dans le demi-plan y < 0 on pose :



Uε(x, y, t) = U0(x, y, t) + εU1(x, y, t) + ε2U2(x, y, t) + ...

Vε(x, y, t) = V0(x, y, t) + εV1(x, y, t) + ε2V2(x, y, t) + ...

De la même manière dans la couche limite on écrit :


UCL
ε (x,Y, t) = U0

CL(x,Y, t) + εU
1
CL(x,Y, t) + ε

2U2
CL(x,Y, t) + ...

VCL
ε (x,Y, t) = V0

CL(x,Y, t) + εV
1
CL(x,Y, t) + ε

2V2
CL(x,Y, t) + ...

Nous allons chercher à éliminer les inconnues U j
CL et V j

CL dans la couche limite, pour aboutir à
un problème aux limites en U j et V j avec une condition d’impédance approchée en y = 0 (quand
ε→ 0).

Analyse des termes d’ordre 0 en ε des équations.

– Dans le demi-plan y < 0 les équations (5.3) donnent à l’ordre 0 en ε :


( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
U0 − ∂

∂x

(
∂U0

∂x
+
∂V0

∂y

)
= 0

( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
V0 − ∂

∂y

(
∂U0

∂x
+
∂V0

∂y

)
= 0

, (x, y) ∈ R×] −∞, 0[, t > 0. (5.7)

– Dans la couche limite 0 < Y < 1 les équations (5.4) donnent à l’ordre 0 en ε :


∂2

∂x∂Y
V0

CL = 0

∂2

∂Y2
V0

CL = 0

, (x,Y) ∈ R×]0, 1[, t > 0. (5.8)
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– Les conditions de raccord (5.5) donnent :


V0(x, 0, t) = V0
CL(x, 0, t),

∂V0
CL

∂Y
(x, 0, t) = 0.

, x ∈ R, t > 0. (5.9)

– Enfin, la condition de paroi rigide (5.6) mène à :

V0
CL(x, 1, t) = 0, x ∈ R, t > 0. (5.10)

De (5.8) on déduit que ∂
∂YV

0
CL est égale à une constante indépendante de x et Y. Celle-ci est nulle

compte tenu de la deuxième équation de (5.9). Par conséquent,V0
CL est une fonction indépendante

deY qui est nulle enY = 1 (cf. la condition de paroi rigide (5.10) ), elle est doncnulle. En conclusion,

V0
CL(x,Y, t) = 0,

et la première équation de (5.9) donne :

V0(x, 0, t) = 0, x ∈ R, t > 0. (5.11)

Remarque 5.2 Le fait que V0
CL soit nulle n’est pas réellement une surprise. En effet, compte tenu de la

condition au bord VCL
ε (x, ε, t) = 0, il est naturel de penser que lorsque ε tend vers 0, la limite de VCL

ε sera
nulle. Cette observation avait d’ailleurs déjà été faite dans l’exemple du tube mince développé au premier
chapitre. Ainsi, nous aurions pu, sans autre forme de procès, commencer le développement asymptotique de
VCL
ε à l’ordre 1.

Analyse des termes d’ordre 1 en ε des équations.

– Dans le demi-plan y < 0 les équations (5.3) donnent à l’ordre 1 en ε :



( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
U1 − ∂

∂x

(
∂U1

∂x
+
∂V1

∂y

)
= 0

( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
V1 − ∂

∂y

(
∂U1

∂x
+
∂V1

∂y

)
= 0

, (x, y) ∈ R×] −∞, 0[, t > 0. (5.12)

– Dans la couche limite 0 < Y < 1 les équations (5.4) donnent à l’ordre 1 en ε :


(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
U0

CL −
∂

∂x

(
∂U0

CL

∂x
+
∂V1

CL

∂Y

)
= 0

∂

∂Y

(
∂U0

CL

∂x
+
∂V1

CL

∂Y

)
= 0

, (x,Y) ∈ R×]0, 1[, t > 0. (5.13)

– Les conditions de raccord (5.5) donnent :


V1(x, 0, t) = V1
CL(x, 0, t)

(
∂U0

∂x
+
∂V0

∂y

)
(x, 0, t) =

(
∂U0

CL

∂x
+
∂V1

CL

∂Y

)
(x, 0, t)

, x ∈ R, t > 0. (5.14)
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– Enfin la condition de paroi rigide (5.6) mène à :

V1
CL(x, 1, t) = 0, x ∈ R, t > 0. (5.15)

Pour éliminer U0
CL et V

1
CL la procédure que l’on va utiliser n’est pas sans rappeler celle que nous

avons suivie au premier chapitre. De (5.13) on déduit qu’il existe une fonction c indépendante de
Y telle que :



(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
U0

CL −
∂

∂x
c(x, t) = 0

∂U0
CL

∂x
+
∂V1

CL

∂Y
= c(x, t)

, (x,Y) ∈ R×]0, 1[, t > 0. (5.16)

Pour calculer c(x, t) on utilise le fait que c(x, t) = E[c(x, t)] où E est l’opérateur de moyenne en Y
défini par :

E :

L2(]0, 1[) 7−→ L2(]0, 1[)

U 7−→ EU = E[U] =
∫ 1

0
U(Y) dY

(5.17)

Remarque 5.3 Cet opérateur de moyenne ne diffère de l’opérateur de moyenne sur [−1, 1], défini par
(1.8) page 16, que par le changement de variable suivant : Y→ 2Y − 1.

En utilisant c(x, t) = E[c(x, t)] on obtient :

c(x, t) =
∂

∂x
EU0

CL(x, t) + V1
CL(x, 1, t) − V1

CL(x, 0, t).

Compte tenu de la condition de paroi rigide (5.15) cela donne :

c(x, t) =
∂

∂x
EU0

CL(x, t) − V1
CL(x, 0, t).

Par la suite, (5.16) devient :


(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
U0

CL −
∂2

∂x2
EU0

CL(x, t) +
∂

∂x
V1

CL(x, 0, t) = 0

c(x, t) =
∂

∂x
EU0

CL(x, t) − V1
CL(x, 0, t)

, (x,Y) ∈ R×]0, 1[, t > 0. (5.18)

Si l’on introduit l’opérateur :

TM : ϕ(x, t)→ E[U(ϕ)](x, t) où U(ϕ) est la solution de :



(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
U(ϕ) − ∂2

∂x2
EU(ϕ) = ϕ, (x,Y) ∈ R×]0, 1[, t > 0,

U(ϕ)(x,Y, 0) = ∂tU(ϕ)(x,Y, 0) = 0,

(5.19)

alors (5.18) se réécrit :


EU0
CL = −TM

[
∂xV1

CL(x, 0, t)
]

c(x, t) = −
(
V1

CL(x, 0, t) + ∂
2
x TM

[
V1

CL(x, 0, t)
]) , x ∈ R, t > 0. (5.20)
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Remarque 5.4 L’équation vérifiée par U(ϕ) dans la définition de TM n’est autre que l’équation limite
du tube (1.9), avec second membre, qui a été obtenue au premier chapitre et dont l’étude est l’objet de toute
la première partie de cette thèse. L’opérateur est bien défini si cette équation est bien posée. Compte tenu du
travail effectué dans la première partie une condition suffisante est que l’équation

FCL(λ) = 1

n’a que des solutions réelles, où

FCL(λ) :=
∫ 1

0

dY
(
λ −M(Y)

)2 , λ ∈ D = C \ Im M. (5.21)

La fonction FCL introduite à l’instant est moralement la même que la fonction F introduite et étudiée dans la
première partie de cette thèse (cf. définition (2.5) page 39). La seule différence est l’intervalle d’intégration.
En faisant un simple changement de variable Y→ y = 2Y − 1 on remarque que :

FCL =
1
2

∫ 1

−1

dy
(
λ −M

( y+1
2

))2 .

En résumé la fonction FCL associée au profil Y→M(Y) défini sur [0, 1] n’est autre que la fonction F associée
au profil y→M

( y+1
2

)
défini sur [−1, 1].

Propriété 5.1 Nous donnons ici deux propriétés évidentes de linéarité de cet opérateur :

TM
[
∂x ϕ(x, t)

]
= ∂x TM

[
ϕ(x, t)

]
, TM

[
Cϕ(x, t)

]
= CTM

[
ϕ(x, t)

]
.

Tout ce travail ayant été effectué, on élimine U0
CL et V

1
CL de la manière suivante. On commence par

écrire la condition de raccord en divergence à l’ordre 1, (5.14), qui se réécrit :
(
∂U0

∂x
+
∂V0

∂y

)
(x, 0, t) = c(x, t).

En utilsant l’expression (5.20) que nous venons d’obtenir pour c on a :
(
∂xU0 + ∂yV0

)
(x, 0, t) = −

(
V1

CL(x, 0, t) + ∂
2
x TM

[
V1

CL(x, 0, t)
])
.

Au moyen de la première équation de (5.14) nous obtenons finalement :
(
∂xU0 + ∂yV0

)
(x, 0, t) = −

(
V1(x, 0, t) + ∂2x TM

[
V1(x, 0, t)

])
. (5.22)

5.2.4 Le problème approché

On cherche maintenant à déterminer le problème vérifié par : Uε,1 = (Uε,1,Vε,1) où Uε,1 =

U0 + ε U1 et Vε,1 = V0 + ε V1. En clair, on cherche un problème approché à l’ordre 1 en ε.
On commence par les équations dans l’espace : (5.7) + ε (5.12) donne :



( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
Uε,1 − ∂

∂x

(
∂Uε,1

∂x
+
∂Vε,1

∂y

)
= 0

( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
Vε,1 − ∂

∂y

(
∂Uε,1

∂x
+
∂Vε,1

∂y

)
= 0

, (x, y) ∈ R×] −∞, 0], t > 0. (5.23)
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Condition limite approchée Il nous reste maintenant à trouver la condition à la limite en y = 0
qui soit une approximation au premier ordre de la couche limite. Si on multiplie (5.22) par ε on
obtient :

ε
(
∂xU0 + ∂yV0

)
(x, 0, t) = −

(
εV1(x, 0, t) + ∂2x TM

[
εV1(x, 0, t)

])
.

Compte tenu de (5.11) on a Vε,1(x, 0, t) = εV1(x, 0, t), ce qui donne dans l’expression précédente :

ε
(
∂xU0 + ∂yV0

)
(x, 0, t) = −

(
Vε,1(x, 0, t) + ∂2x TM

[
Vε,1(x, 0, t)

])
,

qui donne :

ε
(
∂xUε,1 + ∂yVε,1

)
(x, 0, t) − ε2

(
∂xU1 + ∂yV1

)
(x, 0, t) = −

(
Vε,1(x, 0, t) + ∂2x TM

[
Vε,1(x, 0, t)

])
,

et finalement en négligeant les termes d’ordre 2 en ε, on obtient la condition limite tant attendue :

Vε,1(x, 0, t) + ∂2x TM

[
Vε,1(x, 0, t)

]
+ ε

(
∂xUε,1 + ∂yVε,1

)
(x, 0, t) = 0. (5.24)

Lorsque l’on fait tendre ε vers 0 on obtient :

Vε,1(x, 0, t) + ∂2x TM

[
Vε,1(x, 0, t)

]
= 0.

Sous réserve que l’opérateurId+∂2x TM soit inversible on retrouve bien la condition de paroi rigide
originelle. Nous verrons plus loin que cet opérateur est effectivement inversible (cf. remarque 5.8
page 151).

Remarque 5.5 – Cette condition limite peut être vue comme un opérateur Dirichlet to Neumann,
reliant la trace normale de la solution à sa divergence :

div(Uε,1)(x, 0, t) = −1
ε

(
Id + ∂2x TM

)
Uε,1.n(x, 0, t),

où div est l’opérateur de divergence et n est le vecteur normal sortant à la surface y = 0.
– Il est possible de trouver d’autres conditions limites, comme une condition de type Neumann to

Dirichlet par exemple. L’avantage de celle que nous avons présentée ici est que l’on va pouvoir
s’appuyer sur tout le travail fait dans la première partie de cette thèse, puisqu’elle fait intervenir
l’équation limite du tube (1.9), au travers de l’opérateur TM.

La suite est consacrée à l’étude de ce problème approché.

5.3 A   ’́ TM

Nous allons, dans cette section, considérer des profils continus linéaires par morceaux pour
lesquels nous allons pouvoir calculer l’opérateur TM. Ce travail a deux sources de motivation :

1. La première est la résolution numérique du problème approché. En effet, ce travail nous
incite, pour obtenir une méthode numérique, à approcher les profils généraux par des
profils continus linéaires par morceaux, pour lesquels on pourra résoudre numériquement
le problème, compte tenu du travail effectué dans cette section. On pourrait aussi utiliser le
travail développé dans le chapitre 3 et l’expression quasi-explicite de la solution obtenue,
qui nous a fourni une méthode numérique efficace. Malheureusement, cette approche était
relativement coûteuse et non locale en x, ce qui nous amène à notre deuxième source de
motivation.
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2. L’obtention d’une condition et d’une méthode numérique locale en x est un préalable à
l’extension de la condition limite approchée à des bords courbes.

On reprend les notations de la définition de TM. Pour avoir TMϕ on a seulement besoin de la
moyenne E[U(ϕ)] et non de U(ϕ). De plus, la condition limite ne fait intervenir que la dérivée
secondede lamoyenne. La proposition suivante donne unmoyende calculer cette quantité dans le
cas d’un profil continu, et linéaire par morceaux. On supposera de plus que le profil est monotone,
ce qui simplifie grandement les choses.

Proposition 5.1 Soient M ∈ C0([0, 1]) monotone et

Y0 = 0 < Y1 < · · · < YN = 1,

tel que M est linéaire sur ]Yi,Yi+1[ pour tout 0 ≤ i < N :

∀ 0 ≤ i ≤ N − 1, M(Y) = αiY + βi dans [Yi,Yi+1]

avec αi ∈ R, βi ∈ R et αi , αi+1. Si on note Mi =M(Yi) on a :

αi =
Mi+1 −Mi

Yi+1 − Yi
, 0 ≤ i ≤ N − 1,

et en posant α−1 = αN = +∞ on note :

γi =
1
αi−1

− 1
αi
, 0 ≤ i ≤ N.

Alors on a l’expression suivante :

∂2xTM[ϕ](x, t) = Ψ(x, t) :=
N∑

i=0

γiΨi(x, t), (5.25)

oùΨi est solution de :

(∂t +Mi ∂x)Ψi + ∂xΨ = −∂xϕ, x ∈ R, t > 0, (5.26)

avec condition initiale nulle.

D́. On cherche une expression de ∂2xTM[ϕ] = ∂2xE[U(ϕ)]. On rappelle que U(ϕ) est
solution de :



(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
U(ϕ) − ∂2

∂x2
EU(ϕ) = ϕ, (x,Y) ∈ R×]0, 1[, t > 0,

U(ϕ)(x,Y, 0) = ∂tU(ϕ)(x,Y, 0) = 0,

(5.27)

L’idée de départ est la même que celle développée au chapitre 3. Pour obtenir une équation sur
la moyenne nous allons utiliser la transformation de Fourier-Laplace. On rappelle les notations,
déjà utilisées dans le chapitre 3, de la transformée de Fourier en x d’une fonction f (x, t) :

f̂ (k, t) :=
1√
2π

∫ ∞

−∞
f (x, t) e−ikx dx,
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puis celle de Laplace en temps de f̂ (k, t),

f̃ (k, ω) :=
∫ ∞

0
f̂ (k, t) eiωt dt, ℑm(ω) > 0.

En appliquant la transformation de Fourier-Laplace à (5.27) on obtient :

(
− iω + ikM(Y)

)2
Ũ(ϕ) + k2 EŨ(ϕ) = ϕ̃,

puis (
ω − kM(Y)

)2
Ũ(ϕ) = k2 EŨ(ϕ) − ϕ̃.

En divisant par
(
ω − kM(Y)

)2
et en appliquant l’opérateur E on obtient :

EŨ(ϕ) = −
∫ 1

0

dY
(
ω − kM(Y)

)2
(
ϕ̃ − k2 EŨ(ϕ)

)
. (5.28)

En posant Ψ̃ := −k2 EŨ(ϕ) (5.28) devient :

Ψ̃ = FCL
(
ω

k

) (
Ψ̃ + ϕ̃

)
, (5.29)

où FCL est définie par (5.21). Clairement Ψ̃ est la transformée de Fourier-Laplace de ∂2x TMϕ qui est
la quantité que nous cherchons à calculer. Dans le cas particulier d’un profil linéaire par morceaux
on peut calculer la fonction FCL (comme nous l’avions fait pour la fonction F dans le chapitre 2).
On a :

FCL(λ) =
∫ 1

0

dY
(
λ −M(Y)

)2

=

N−1∑

i=0

∫ Yi+1

Yi

dY
(
λ − αiY − βi

)2

=

N−1∑

i=0

( 1/αi
λ −Mi+1

− 1/αi
λ −Mi

)
,

ce qui donne en regroupant les termes et en utilisant la définition des γi :

FCL(λ) =
N∑

i=0

γi
λ −Mi

.

En utilisant cette expression de FCL dans (5.29) cela donne :

Ψ̃ =

N∑

i=0

kγi
ω − kMi

(
Ψ̃ + ϕ̃

)
.

On pose alors

Ψ̃i =
k

ω − kMi

(
Ψ̃ + ϕ̃

)
, (5.30)
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de telle sorte que :

Ψ̃ =

N∑

i=0

γi Ψ̃i. (5.31)

En appliquant la transformation de Fourier-Laplace inverse à (5.31) on obtient (5.25). (5.30) peut
se réécrire : (

− iω + ikMi

)
Ψ̃i = −ik

(
Ψ̃ + ϕ̃

)

qui donne (5.26) après transformation inverse de Fourier-Laplace. Ceci conclut la démonstration.
�

Remarque 5.6 Dans un souci de simplicité, nous nous sommes limités à des profils monotones, mais
il est bien entendu possible de généraliser le résultat à des profils non monotones. En effet, cela complique
simplement l’expression de la fonction FCL comme nous avions pu le voir au chapitre 2 dans la section 2.4
(cf. lemme 2.10 page 48).

Le calcul de ∂2xTM se ramène donc, pour un profil continu linéaire par morceaux, à la résolution
d’une famille d’équations de transport. La résolution numérique du problème approché (5.23)-
(5.24) en sera donc simplifiée pour de tels profils. Dans le cas d’un profil continu quelconque, on
aura envie de l’approcher par un profil continu linéaire par morceaux.

5.4 A  ̀ 

Nous allons maintenant nous consacrer à l’étude dumodèle approché, composé des équations
(5.23) et de la condition limite (5.24), obtenu précédemment. Dans un premier temps, nous me-
nons une analyse de stabilité de type Kreiss. Nous nous intéressons ensuite aux caractéristiques
physiques de la nouvelle paroi que nous avons créée. Existe-t-il des ondes de surface ? Comment
se passe la réflexion d’une onde sur cette paroi ?

5.4.1 Analyse de stabilité

Nous commençons par l’incontournable analyse de stabilité. On cherche à savoir si le problème
approché, composé des équations (5.23) et de la condition limite (5.24), est bien posé. On rappelle
que le caractère bien posé est indispensable si l’on veut résoudre numériquement le problème.
Nous allons mener une analyse dite de Kreiss. Nous nous attacherons à expliquer le principe de
cette analyse tout en l’appliquant à notre problème. Pour plus de renseignements le lecteur pourra
consulter [Kre70].

Analyse de Kreiss On commence par poser :


Uε,1(x, y, t) = Ua eikx eξy est,

Vε,1(x, y, t) = Va eikx eξy est,
(5.32)

avec k ∈ R, ξ ∈ C tel que ℜe (ξ) ≥ 0, s ∈ C tel que ℜe (s) > 0 et Ua et Va sont deux constantes
complexes non toutes deux nulles.

Remarque 5.7 L’analyse repose en fait sur la transformation de Fourier en x et Laplace en t. Il faut
ℜe (ξ) ≥ 0 pour que la solution ne soit pas exponentiellement croissante en y. On cherche k, ξ et s tels qu’il
existe des solutions non nulles de cette forme.
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En injectant ces expressions dans les équations (5.23) cela donne :


(s + ikM∞)2Ua − ik (ikUa + ξVa) = 0,

(s + ikM∞)2Va − ξ (ikUa + ξVa) = 0,

puis 

(
(s + ikM∞)2 + k2

)
Ua = ik ξVa,

(s + ikM∞)2Va − ik ξUa − ξ2Va = 0.

Étant donné queℜe (s) > 0, on peut facilement montrer que (s + ikM∞)2 + k2 , 0. La division par
ce terme est donc licite et on obtient :



Ua =
ik ξ

(s + ikM∞)2 + k2
Va,

(s + ikM∞)2Va − ik ξUa − ξ2Va = 0.

En injectant la première équation dans la deuxième on a :


Ua =
ik ξ

(s + ikM∞)2 + k2
Va,

(s + ikM∞)2Va +
k2 ξ2

(s + ikM∞)2 + k2
Va − ξ2Va = 0.

(5.33)

NécessairementVa , 0 car dans le cas contraire Ua serait elle aussi égale à 0. On peut donc diviser
la deuxième équation par Va :

(s + ikM∞)2 +
k2 ξ2

(s + ikM∞)2 + k2
− ξ2 = 0,

puis multiplier par (s + ikM∞)2 + k2 :

(s + ikM∞)2
(
(s + ikM∞)2 + k2

)
− (s + ikM∞)2 ξ2 = 0,

d’où finalement :
ξ2 = (s + ikM∞)2 + k2.

Nous appellons cette équation la relation de dispersion. Puisqueℜe (ξ) ≥ 0, en prenant la coupure
de la racine sur R− on obtient :

ξ =
√
(s + ikM∞)2 + k2, (5.34)

et puis à partir de (5.33) on obtient l’expression suivante de Ua :

Ua =
ik
ξ
Va. (5.35)

L’étape suivante de l’analyse deKreiss consiste à prendre en compte la condition limite en injectant
les expressions obtenues pourUε,1 et Vε,1. Par ce biais, on va obtenir une équation caractéristique
de la forme :

Φ(s, k) = 0.

Désormais k joue le rôle d’unparamètre. L’analyse deKreiss dit alors que les solutionsde l’équation
caractéristique s(k) sont des fonctions continues de k. De plus nous avons les trois cas de figure
suivants :
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1. Siℜe
(
s(k)

)
≤ C, ∀ k ∈ R alors le problème est bien posé.

2. Siℜe
(
s(k)

)
→ +∞ quand |k| → +∞ alors le problème est mal posé.

3. Siℜe
(
s(k)

)
≤ 0, ∀ k ∈ R alors le problème est stable.

C’est ce que résume la figure 5.5.

F. 5.5 – Illustration de l’analyse de Kreiss : 3 exemples type de comportement des branches de solution s(k) de
l’équation caractéristique, et le lien avec le caractère mal posé et la stabilité

Obtention de l’équation caractéristique Nous devons maintenant prendre en compte la condi-
tion limite (5.24) que l’on rappelle ici :

Vε,1(x, 0, t) + ∂2x TM

[
Vε,1(x, 0, t)

]
+ ε

(
∂xUε,1 + ∂yVε,1

)
(x, 0, t) = 0,

En utilisant les expressions (5.32) on obtient1 :

Va − k2 T̃MVa + ε (ik Ua + ξVa) = 0, (5.36)

où T̃M = ˜E[U(1)]. On obtient E[Ũ(1)] grâce à la définition (5.19) de TM :
(
s + ikM(Y)

)2
Ũ(1) + k2 E[Ũ(1)] = 1.

En divisant par
(
s + ikM(Y)

)2
et en appliquant E on obtient :

E[Ũ(1)]


1 +

∫ 1

0

k2
(
s + ikM(Y)

)2 dY


 =

∫ 1

0

dY
(
s + ikM(Y)

)2 . (5.37)

En multipliant2 (5.36) par 
1 +

∫ 1

0

k2
(
s + ikM(Y)

)2 dY




1Rigoureusement cela revient à appliquer la transformation de Fourier-Laplace.
2On suppose que ce terme est non nul. Dans le cas contraire l’opérateur TM est mal défini (cf. remarque 5.4) et le

problème est mal posé.
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et en utilisant l’égalité précédente (5.37) on obtient après simplification :

Va + ε (ik Ua + ξVa)


1 +

∫ 1

0

k2
(
s + ikM(Y)

)2 dY


 = 0.

Remarque 5.8 Nous venons en particulier de montrer que l’opérateur Id + ∂2x TM est inversible. En
effet, son équation caractéristique

1 − k2 T̃M = 0

se ramène à l’équation 1 = 0 qui n’a pas de solutions, sous réserve que l’équation limite du tube soit bien
posée. Cela prouve que le problème est bien posé et que l’opérateur sous-jacent est inversible.

En utilisant l’expression (5.35) de Ua en fonction de Va et en divisant le tout par Va , 0 on a :

1 + ε
(
ξ − k2

ξ

) 1 +
∫ 1

0

k2
(
s + ikM(Y)

)2 dY


 = 0,

que l’on simplifie comme suit :

1 + ε
(s + ikM∞)2

ξ


1 +

∫ 1

0

k2
(
s + ikM(Y)

)2 dY


 = 0.

En multilpliant par ξ et en utilisant son expression (5.34) cette égalité devient :

√
k2 + (s + ikM∞)2 + ε (s + ikM∞)2

(
1 − k2 FCL(is)

)
= 0, (5.38)

où la fonctionFCL, qui commence à être bien connuedu lecteur, est définie par (5.21). En introduisant
les deux paramètres sans dimension ε|k| et σ = s/k on obtient :

√
1 + (σ + iM∞)2 + ε|k| (σ + iM∞)2

(
1 − FCL(iσ)

)
= 0. (5.39)

Caractère bien posé Nous ne donnons ici que les grandes lignes du raisonnement. Comme nous
l’avons précisé précédemment, lorsque l’on s’intéresse au caractère bien posé c’est le comporte-
ment lorsque |k| → +∞ qui est déterminant. Pour montrer que le problème est bien posé, il faut
montrer que les branches de solutions s(k) vérifient :

k→ℜe (s(k)) reste borné supérieurement quand |k| → +∞.

Les fonctions s(k) sont des fonctions continues de k. Ainsi, elles ne peuvent exploser que lorsque
|k| tend vers +∞. C’est pourquoi c’est leur comportement quand |k| tend vers +∞ qui va nous
intéresser. Nous avons posé σ = s/k, ce qui a donné l’équation caractéristique (5.39). σ représente
une vitesse. L’autre paramètre important est ε|k| qui est le rapport entre la largeur de la couche
limite et la longueur d’onde. Nous montrons maintenant par l’absurde que |σ(k)| ne peut tendre
vers +∞ lorsque |k| tend vers +∞. En effet, en divisant (5.39) par (σ+ iM∞)2 et en faisant tendre |k|
vers +∞ on aurait :

lim
|k|→+∞

ε|k| (1 − FCL(iσ(k))
)
= 0,
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ce qui est impossible puisque lim|σ|→+∞ FCL(iσ) = 0. Ainsi k → σ(k) est borné. On considère une
sous-suite qui converge vers σ∗. En passant à la limite lorsque |k| tend vers +∞ dans (5.39) on
obtient :

(σ∗ + iM∞)2
(
1 − FCL(iσ∗)

)
= 0.

Nous affirmons alors que le problème est bien posé si et seulement si cette équation n’a que des
solutions imaginaires pures.

Remarque 5.9 Puisque (σ∗ + iM∞)2 n’a pour racines que −iM∞ qui est imaginaire pur, on est ramené
à s’intéresser à l’équation :

FCL(iσ∗) = 1.

La démonstration de l’affirmation précécente utilise le théorème des fonctions implicites sur la
fonction :

G
(
η, σ

)
= η

√
1 + (σ + iM∞)2 + (σ + iM∞)2

(
1 − FCL(iσ)

)
,

où l’on a posé η =
1
ε|k| . On veut appliquer ce théorème en (0, σ∗). Pour cela il faut que

∂G
∂σ

(0, σ∗) , 0.

Pour que cette dérivée soit nulle il faudrait que FCL
′
(iσ∗) = 0, sachant que FCL(iσ∗) = 1.On conjecture

que ce n’est jamais le cas. En appliquant le théorème des fonction implicites on obtient :

σ(k) = σ∗ +

(
∂G
∂η

(0, σ∗)

)−1
∂G
∂σ

(0, σ∗) η +O(η2),

ce qui donne :

s(k) = σ∗ k +
1
ε

(
∂G
∂η

(0, σ∗)
)−1

∂G
∂σ

(0, σ∗) +O
( 1
|k|

)
.

Ainsi k→ℜe (s(k)) reste borné supérieurement quand |k| → +∞ si et seulement siσ∗ est imaginaire
pur. On peut donc énoncer la proposition suivante :

Proposition 5.2 Le problème approché, composé des équations (5.23) et de la condition limite (5.24), est
bien posé si et seulement si l’équation

FCL(λ) = 1

n’a que des solutions réelles.

On retrouve la même équation caractéristique que dans le cas de l’équation limite du tube étudiée
tout au long de la première partie de cette thèse (cf. par exemple le corollaire 2.2 page 40). La seule
différence est celle existant entre les fonctions F et FCL, déjà discutée dans la remarque 5.4. À la
lumière de cette remarque on peut énoncer le corollaire suivant :

Corollaire 5.1 Soit un profil y→ M(y), avec y ∈ [−1, 1], stable (resp. instable) au sens de la définition
2.1 page 30. Alors le profil Y→ M(2Y − 1), avec Y ∈ [0, 1], est tel que le problème approché, (5.23)-(5.24),
est bien posé (resp. mal posé).

On peut donc se servir des résultats de stabilité et d’instabilité obtenus au chapitre 2 pour dé-
montrer des résultats sur le caractère bien posé du problème d’intérêt. Par exemple, le théorème
suivant est une simple conséquence du théorème 2.3 page 54.
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Théorème 5.1 Le problème approché, composé des équations (5.23) et de la condition limite (5.24), est
bien posé dès que l’une de ces conditions est satisfaite :

1. M est strictement convexe (resp. concave).

2. M est strictement croissante (resp. décroissante) et il existe yS ∈]0, 1[ tel que M est concave (resp.
convexe) sur ]0, yS[ et convexe (resp. concave) sur ]yS, 1[.

D́. On rappelle que la fonction FCL associée au profil Y→ M(Y) défini sur [0, 1] n’est
autre que la fonction F associée au profil y → M

( y+1
2

)
défini sur [−1, 1]. Il suffit alors de voir que

si Y → M(Y) vérifie les hypothèses du théorème alors y → M
( y+1

2

)
vérifie celle du théorème 2.3

page 54. On conclut en utilisant le corollaire précédent.
�

Approche numérique Nous avons vu que nous pouvons simplement déduire des résultats de
stabilité de la première partie, des résultats sur le caractère bien posé du problème approché,
(5.23)-(5.24). Nous pouvons aussi étudier numériquement l’équation caractéristique (5.38). Nous
pouvons déjà montrer la propriété suivante :

Propriété 5.2 Si (k, s) est solution de (5.38) alors (−k,−s) et (k,−s) sont également solutions.

Cette propriété montre que les solutions s(k) représentées dans le plan complexe présentent une
symétrie par rapport à l’origine et une symétrie par rapport à l’axe imaginaire.

Nous présentonsmaintenant des résultats numériques de résolution de l’équation caractéristique
(5.38) qui illustrent bien l’analyse de Kreiss :

– On commence par le cas d’un profil quadratique, M(Y) = 1 − Y2, qui est convexe. Par
conséquent, le problème approché est bien posé (cf. théorème 5.1). De plus, le profil global
est convexe de telle sorte que l’on s’attend à ce que le problème soit stable. La figure suivante
représente les deux branches de solutions s(k) de l’équation (5.38) :
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F. 5.6 – Résolution numérique de l’équation caractéristique (5.38) : cas bien posé et stable

On remarque que la partie réelle des solutions reste nulle : le problème est stable et bien posé.

– On considère maintenant le cas d’un profil quadratique, M(Y) = (2Y − 1)2, qui est convexe.
Par conséquent, le problème approché est bien posé (cf. théorème 5.1). La figure suivante
représente les branches de solutions s(k) de l’équation (5.38) :
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F. 5.7 – Résolution numérique de l’équation caractéristique (5.38) : cas bien posé mais instable

On remarque que la partie réelle des solutions reste bornée : le problème est bien posé. En
revanche le problème est instable puisque la partie réelle des solutions peut être positive.
Cela provient du fait que cette fois-ci le profil global n’est plus convexe.

– Pour construire un profil tel que le le problème approché soit mal posé, on se sert du travail
effectué dans la première partie de cette thèse et plus précisément au chapitre 2 dans la
section 2.5. Le corollaire 2.5 page 69 nous dit que le profil y → 0.5 tanh(2y) est instable au
sens de la définition 2.1 page 30. Le corollaire 5.1 dit alors que le profilY→ 0.5 tanh(2(2Y−1))
est tel que le problème approché (5.23)-(5.24) est mal posé. La figure suivante représente les
branches de solutions s(k) de l’équation (5.38) pour ce profil :
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F. 5.8 – Résolution numérique de l’équation caractéristique (5.38) : cas mal posé

On remarque que la partie réelle des solutions tend vers l’infini quand |k| tend vers +∞ : le
problème est mal posé.

5.4.2 Ondes de surface

On cherche des solutions de type "ondes de surface" au problème approché, composé des
équations (5.23) et de la condition limite (5.24). On se demande si notre nouvelle condition de
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paroi est susceptible de guider des ondes. On cherche donc des solutions de la forme :


Uε,1(x, y, t) = U(y) eikx e−iωt,

Vε,1(x, y, t) = V(y) eikx e−iωt,
(5.40)

avec ω ∈ R, k ∈ R et (U,V) ∈ L2(] −∞, 0[)2 non tous deux nuls.
Les équations (5.23) dans le demi-espace y < 0 donnent :



(−iω + ikM∞)2U − ik

(
ikU +

dV
dy

)
= 0,

(−iω + ikM∞)2V −
d
dy

(
ikU +

dV
dy

)
= 0.

Après avoir posé λ =
ω

k
et γ∞ = λ −M∞ on obtient :



k2(1 − γ2∞)U = ik
dV
dy
,

k2γ2∞V + ik
dU
dy
+

d2V
dy2
= 0.

En supposant que k2(1 − γ2∞) , 0 on obtient :


U =
i

k(1 − γ2∞)
dV
dy
,

d2V
dy2
= k2(1 − γ2∞)V,

(5.41)

où on a injecté la première équation dans la deuxième. Nous pouvons résoudre explicitement la

deuxième équation. On note ξ± = ±
√
k2(1 − γ2∞) (la coupure de la fonction racine étant prise sur

R− et la racine est telle queℜe (
√
z) > 0). Puisque l’on cherche une solution V ∈ L2(]−∞, 0[), il est

nécessaire d’avoir
(H ) (λ −M∞)2 < 1

afin que ξ+ et ξ− ne soient pas tous deux imaginaires purs. En résolvant l’équation on obtient
l’expression suivante pour V :

V(y) = Aeξ+y + Beξ−y.

Compte tenu du choix de la racine : Re(ξ+) > 0 et Re(ξ−) < 0. Pour que V soit dans L2(] − ∞, 0[)
il faut que B = 0 (afin de supprimer le terme exponentiellement croissant quand y → −∞). On a
donc V(y) = Aeξ+y, ce qui grâce à la première équation de (5.41) nous donne U. En résumé :



V(y) = Aeξ+y

U(y) = A
ik
ξ+

eξ+y
(5.42)

Nous allons maintenant tenir compte de la condition limite (5.24) que l’on rappelle ici :

Vε,1(x, 0, t) + ∂2x TM

[
Vε,1(x, 0, t)

]
+ ε

(
∂xUε,1 + ∂yVε,1

)
(x, 0, t) = 0.
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Compte tenu de (5.40) on obtient :

V(0) − k2 T̃MV(0) + ε
(
ik U(0) + ∂yV(0)

)
= 0, (5.43)

où T̃M = ˜E[U(1)] et ˜E[U(1)] est donné par (5.37), expression dans laquelle s doit être remplacé
par −iω compte tenu des notations de cette partie. Attention cette expression n’est valable que si
λ < Im M. Grâce à (5.37), (5.43) devient :

V(0) +


1 −

∫ 1

0

1
(
λ −M(Y)

)2 dY




−1 ∫ 1

0

dY
(
λ −M(Y)

)2 V(0) + ε
(
ik U(0) + ∂yV(0)

)
= 0.

En multipliant par


1 −

∫ 1

0

1
(
λ −M(Y)

)2 dY


 on obtient :

V(0) + ε


1 −

∫ 1

0

1
(
λ −M(Y)

)2 dY




(
ik U(0) + ∂yV(0)

)
= 0,

qui se réécrit :
V(0) + ε

(
1 − FCL (λ)

) (
ik U(0) + ∂yV(0)

)
= 0. (5.44)

En utilisant les expressions (5.42) de U et V cette équation donne :

A + ε
(
1 − FCL (λ)

) (
− k2

ξ+
+ ξ+

)
A = 0.

Il faut A , 0 pour que U et V ne soient pas tous deux nuls. On divise donc par A pour obtenir :

1 + ε
(
1 − FCL (λ)

) (
− k2

ξ+
+ ξ+

)
= 0,

qui se réécrit comme suit en utilisant la définition de ξ+ :

1 = ε
|k| (λ −M∞)2√
1 − (λ −M∞)2

(
1 − FCL (λ)

)
. (5.45)

On va maintenant travailler sur cette équation de dispersion.

Résultats d’existence On peut facilement montrer le

Lemme 5.1 Soit λ ∈ R vérifiant les trois conditions :
(C1) λ < Im M,
(C2) (λ −M∞)2 < 1,
(C3) FCL(λ) < 1,

alors l’équation de dispersion (5.45) a exactement deux solutions réelles opposées :

k± = ±
√
1 − (λ −M∞)2

ε (λ −M∞)2 (1 − FCL (λ))
. (5.46)
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Remarque 5.10 Les deux premières conditions (C1) et (C2) ont été introduites pour obtenir l’équation
de dispersion. La troisième condition assure la positivité de |k|. Compte tenu de la complexité du problème
nous n’avons pu l’exprimer comme un problème aux valeurs propres. Néanmoins on sent que la condition
(C2) correspond au spectre continu dû au caractère non borné du domaine, et la condition (C1) correspond
au spectre continu introduit par notre condition au bord approchée.

Remarque 5.11 On montre facilement que la condition (C2) est équivalente à :

M∞ − 1 < λ < 1 +M∞.

Ainsi, λ est compris entre les deux vitesses acoustiques classiques dans un écoulement constant égal à M∞.

On obtient, comme une conséquence directe du travail que nous avons mené et du lemme précé-
dent :

Proposition 5.3 Pour qu’il existe des ondes de surface il suffit que l’intervalle

I =
{
λ ∈ R/λ < Im M et (λ −M∞)2 < 1

}

soit non vide et qu’il existe λ ∈ I tel que :
FCL(λ) < 1.

La question est maintenant de savoir quand cette condition n’est pas remplie. C’est le cas :

1. soit si I = ∅,
2. soit si FCL(λ) > 1 pour tout λ ∈ I.

On montre simplement que la première condition I = ∅ est équivalente à :

]M∞ − 1,M∞ + 1[⊂ Im M.

Ainsi pour un profil continu sur ] − ∞, 1[, dès que M est monotone sur [0, 1], on sait que I n’est
pas vide. La deuxième condition est beaucoup plus difficile à étudier. Bien entendu, cela dépend
du profil et il n’est pas évident de montrer un résultat dans le cas général. Néanmoins on peut
donner une réponse pour une grande classe de profils :

Proposition 5.4 Soit un profil M ∈ C1(]0, 1[) non constant, qui atteint son minimum (resp. son
maximum), M∞, en 03. Alors il existe un unique λ− ∈]M∞ − 1,M∞[ tel que FCL(λ−) = 1 (resp. il existe
un unique λ+ ∈]M∞,M∞ + 1[ tel que FCL(λ+) = 1). Alors ∀λ ∈]M∞ − 1, λ−[ (resp. ∀λ ∈]λ+,M∞ + 1[)
il existe deux solutions (opposées) à l’équation de dispersion (5.45), données par (5.46). Il existe donc des
ondes de surface.

D́. Nous allons faire la démonstration dans le cas où le profil atteint son minimum
en 0. La preuve est similaire dans le cas où elle atteint son maximum en 0, et est donc laissée au
lecteur. PuisqueM ∈ C1(]0, 1[) on a4 :

lim
λրM∞

FCL(λ) = +∞.

Par ailleurs5 ∀λ ∈] −∞,M∞[ on a :

d
dλ

FCL(λ) = −2
∫ 1

0

1
(λ −M(Y))3

dy > 0,

3Cela signifie en particulier que le profil de Mach est continu sur ] −∞, 1[.
4cf. remarque 2.5 page 41
5Nous avions déjà montré ce résultat dans la proposition 2.4 page 40.
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et donc FCL est strictement croissante sur cet intervalle. On montre de plus que

FCL(M∞ − 1) =
∫ 1

0

1
(M∞ − 1 −M(Y))2

dy <
∫ 1

0

1
(M∞ − 1 −M∞)2

dy = 1.

Par conséquent, il existe un unique λ− ∈]M∞ − 1,M∞[ tel que FCL(λ−) = 1.

Pour conclure la démonstration il suffit d’appliquer le lemme 5.1. Pour cela, il faut vérifier que
∀λ ∈]M∞ − 1, λ−[ les trois conditions (C1), (C2) et (C3) sont satisfaites :

1. (C1) est clairement satisfaite puisque λ− est strictement inférieur à M∞ qui est le minimum
deM(Y).

2. On montre que (C2) est satisfaite en utilisant le fait que λ− <M∞ + 1.

3. FCL est croissante sur ]M∞ − 1, λ−[ et vaut 1 en en λ−, donc ∀λ ∈]M∞ − 1, λ−[ :

FCL(λ) < 1,

et la condition (C3) est satisfaite. Finalement, on conclut quant à l’existence d’ondes de
surface en utilisant la proposition 5.3.

Remarque 5.12 On voit que les vitesses λ sont comprises entre M∞ − 1 et λ−. De plus, compte tenu
de l’expression (5.46), on observe que lorsque λ tend vers λ− alors |k| tend vers +∞. Lorsque λ tend vers
M∞−1, k tend vers 0. Ainsi, à haute fréquence on "tend" vers le problème limite du tube, et à basse fréquence
on "tend" vers le problème d’acoustique en écoulement constant égal à M∞. Cela s’explique par le fait qu’à
haute fréquence, c’est-à-dire faible longueur d’onde, l’onde "voit" la couche limite.

�

APPLICATION : nous présentons maintenant un exemple illustrant ce résultat, celui d’un profil
linéaire M(Y) = aY avec a , 0. On a alors :

FCL(λ) =
1

λ(λ − a)
,

et les solutions de l’équation FCL(λ) = 1 sont :

λ± =
a ±
√
a2 + 4
2

On va distinguer les cas croissant et décroissant :
– On suppose a > 0, ce qui correspond à un profil croissant qui atteint son minimum en 0.

La proposition précédente nous dit qu’il existe des ondes de surface avec des vitesses λ
comprises dans l’intervalle :

]M∞ − 1, λ−[,

qui devient dans le cas présent :

]
− 1,

a −
√
a2 + 4
2

[
.

– On suppose a < 0, ce qui correspond à un profil décroissant qui atteint son maximum en 0.
Cette fois-ci, la proposition précédente nous dit qu’il existe des ondes de surface avec des
vitesses λ comprises dans l’intervalle :

]a +
√
a2 + 4
2

,+1
[
.
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Remarque 5.13 Quand a→ 0 on voit que λ− → −1 et λ+ → 1. Par conséquent, l’intervalle des vitesses
λ des ondes de surface se réduit jusqu’à devenir vide à la limite pour a = 0.

Cette remarque constitue une habile transition vers le cas d’un profil constant dans la couche
limite, cas qui n’est pas pris en compte par la proposition 5.4. On considère donc un profil constant
M(Y) =MCL dans la couche limite. On autorise cette constante à être différente deM∞. On cherche
à savoir quand sont satisfaites les conditions (C1), (C2) et (C3) du lemme 5.1. Commençons par
calculer FCL(λ) :

FCL(λ) :=
∫ 1

0

dY
(λ −M(Y))2

=
1

(λ −MCL)2

Pour que la condition (C3) soit satisfaite il faut :

1
(λ −MCL)2

< 1⇔ λ2 − 2λMCL +M2
CL − 1 > 0

Il s’agit de l’étude du signe d’un polynôme de degré 2 en λ. Ses deux racines sont MCL + 1 et
MCL − 1. Le polynôme est donc positif pour

λ < [MCL − 1,MCL + 1]. (5.47)

Trois cas de figures se présentent :

1. SiMCL =M∞ alors (5.47) est incompatible avec la condition (C2) et il n’existe pas d’ondes de
surface, sauf peut-être telles que

ω

k
∈ Im M.

2. Si MCL > M∞ alors ∀ λ ∈]M∞ − 1,M∞ + 1[ ∩ ] − ∞,MCL − 1[, on montre que les trois
conditions (C1), (C2) et (C3) sont satisfaites et il existe deux solutions (opposées) à l’équation
de dispersion (5.45), celles-ci étant données par (5.46). Par conséquent, il existe des ondes de
surface.

3. Si MCL < M∞ alors ∀ λ ∈]M∞ − 1,M∞ + 1[ ∩ ]MCL + 1,∞[, on montre que les trois condi-
tions (C1), (C2) et (C3) sont satisfaites et il existe deux solutions (opposées) à l’équation de
dispersion (5.45), celles-ci étant données par (5.46). Par conséquent, il existe des ondes de
surface.

Approche numérique On peut aussi résoudre numériquement (5.45) et tracer la solution λ en
fonction de k. La figure 5.9 représente λ en fonction de k pour le profilM(Y) = Y.
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F. 5.9 – Résolution numérique de l’équation de dispersion (5.45) dans le plan (k, λ)
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On voit que λ est compris entreM∞−1 = −1 et λ− = (1−
√
5)/2. De plus, on observe que lorsque |k|

tend vers +∞, λ tend vers λ− ; lorsque |k| tend vers 0, λ tend versM∞ − 1. Si on représenteω = λk
en fonction de k on obtient la figure suivante :
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F. 5.10 – Résolution numérique de l’équation de dispersion (5.45) dans le plan (k, ω)

5.4.3 Réflexion

On cherche cette fois à observer la réflexion d’une onde plane sur la paroi approchée. Pour
cela, nous cherchons, comme dans la section précédente, des solutions du problème approché
(5.23)-(5.24), de la forme : 

Uε,1(x, y, t) = U(y) eikx e−iωt,

Vε,1(x, y, t) = V(y) eikx e−iωt,

avec ω ∈ R, k ∈ R et (U,V) ∈ L2(] − ∞, 0[)2 non tous deux nuls. (U,V) représente l’onde totale
que l’on cherchera à décomposer en la somme d’une onde incidente et d’une onde réfléchie. La
démarche est similaire à celle de la partie précédente. Les équations (5.23) dans le demi-espace
y < 0 donnent : 

U =
i

k(1 − γ2∞)
dV
dy
,

d2V
dy2
= k2(1 − γ2∞)V,

Nous pouvons résoudre explicitement la deuxième équation. Nous nous intéressons à la réflexion
d’une onde plane sur la paroi, c’est pourquoi on considère les cas où k2(1 − γ2∞) est négatif6. On a
alors :

V(y) = Aeiξy + Be−iξy,

où l’on a posé ξ =
√
−k2(1 − γ2∞) (la coupure de la fonction racine étant prise surR−). Clairement,

Aeiξy représente l’onde incidente et Be−iξy l’onde réfléchie. En reportant l’expression obtenue pour
V dans l’équation vérifiée par U, on a finalement les expressions suivantes :



V(y) = Aeiξy + Be−iξy,

U(y) =
k
ξ
(Aeiξy − Be−iξy),

(5.48)

6C’est ici que la démarche se distingue de celle de la section précédente. On choisit k2(1 − γ2∞) < 0 de telle sorte que
ξ± sont tous deux imaginaires purs.



5.4. Analyse du problème limite 161

et donc : (
Uε,1(x, y, t)
Vε,1(x, y, t)

)
=

(
k
ξ

1

)
Aei(kx+ξy−ωt) +

(
− k
ξ

1

)
Bei(kx−ξy−ωt) (5.49)

où l’on a décomposé l’onde en une partie incidente et une partie réfléchie. On remarque que la loi
de Descartes est vérifiée. Les variables k ∈ R, ξ ∈ C tel queℜe (ξ) > 0 et ω ∈ R sont reliées par la
relation de dispersion :

ξ2 = −k2(1 − γ2∞) ⇔ ξ2 + k2 = (ω − kM∞)2.

Nous voulons maintenant calculer le coefficient de réflexion. Pour cela, nous devons tenir compte
de la condition limite (5.24). Plus précisément, nous allons utiliser l’expression (5.44) obtenue dans
la section précédente. En utilisant les expressions (5.48) de U et V cette équation donne :

(A + B) + ε (A − B)
(
1 − FCL (λ)

) (
ik2

ξ
+ iξ

)
= 0. (5.50)

On va maintenant calculer le coefficient de réflexion7 R(k, ω), qui vaut, compte tenu de (5.49) :

R(k, ω) =
|B|
|A|

Grâce à (5.50) on obtient en divisant par A :

1 +
B
A
= εG(k, ω)

(
1 − B

A

)

avec

G(k, ω) = − (
1 − FCL (λ)

) (
ik2

ξ
+ iξ

)
.

On a alors :
B
A
=
εG(k, ω) − 1
1 + εG(k, ω)

et compte tenu du fait que G(k, ω) ∈ iR on a finalement :

R(k, ω) = 1.

Pour ε = 0, cas d’une paroi rigide, on retrouve bien :

B
A
= −1.

En incidence normale, c’est-à-dire pour k = 0 on obtient, après un court calcul :

G(0, ω) = −i|ω|,

ce qui donne :
B
A
=

1 + i|ω| ε
−1 + i|ω| ε.

L’incidence normale est importante car souvent utilisée pour des modèles approchés.

7On a exprimé R comme une fonction de k et ω. On aurait pu poser, de manière plus classique, k = |k| cosθ et
ξ = |k| sinθ et exprimer R en fonction de θ et |k|. À la vue du résultat final, cela n’a pas d’importance.



162 Chapitre 5. Cas d’une paroi rigide

5.5 Ć : A   ́ ’E ́́

Le modèle approché (5.23)-(5.24) a été obtenu en considérant les équations de Galbrun.
Qu’aurait-on obtenu si nous avions plutôt utilisé les équations d’Euler linéarisées ? C’est à cette
question et à bien d’autres encore que nous allons répondre dans cette section.

5.5.1 Position du problème

Nous considérons le domaine Ωε = R × ] − ∞, ε [ (cf. figure 5.11). Nous supposons que ce

F. 5.11 – Géométrie du problème

domaine est rempli par un fluide parfait compressible qui est en mouvement. De plus, nous
supposons que l’écoulement est stationnaire et laminaire. Les équations d’Euler linéarisées (1)
s’écrivent alors :



∂uε
∂t
+Mε(y)

∂uε
∂x
+
∂pε
∂x
+ (Mε)′(y)vε = 0

∂vε
∂t
+Mε(y)

∂vε
∂x
+
∂pε
∂y
= 0

∂pε
∂t
+Mε(y)

∂pε
∂x
+
∂uε
∂x
+
∂vε
∂y
= 0

, (x, y) ∈ Ωε, t > 0. (5.51)

où (uε, vε) représente la perturbation de la vitesse et pε la perturbation de pression. On associe à
ces équations des données initiales à support dans le demi-espace y < 0 :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

uε(x, y, 0) = u0(x, y),

vε(x, y, 0) = v0(x, y),

pε(x, y, 0) = p0(x, y).

Comme nous l’avons fait au début de ce chapitre, on se restreint à une classe particulière de profils :

Mε(y) =


M

( y
ε

)
, 0 < y < ε

M∞, y < 0
avecM ∈ L∞(]0, 1[).
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De plus, on suppose que Mε ∈ W1,∞(] − ∞, 1[). On compléte ces équations par une condition de
paroi rigide en y = ε :

vε(x, ε, t) = 0, x ∈ R, t > 0.

Nous commençons par appliquer la transformation de Fourier :

u(x, y, t) −→ û(k, y, t) =
1√
2π

∫

R

u(x, y, t) e−ikx dx

ce qui donne le système 1D (en espace) suivant :


∂ûε
∂t
+ ikMε(y) ûε + ik p̂ε + (Mε)′(y) v̂ε = 0

∂v̂ε
∂t
+ ikMε(y) v̂ε +

∂p̂ε
∂y
= 0

∂p̂ε
∂t
+ ikMε(y) p̂ε + ik ûε +

∂v̂ε
∂y
= 0

, (k, y) ∈ Ωε, t > 0. (5.52)

Lorsque k est fixé, ce problème d’évolution est bien posé dans L2(] − ∞, ε[) et nous avons une
estimation a priori du type :

∫ ε

−∞

(
|̂pε|2 + |̂uε|2 + |̂vε|2

)
dy ≤

[∫ ε

−∞

(
|̂p0|2 + |̂u0|2 + |̂v0|2

)
dy

]
exp(C |k| t)

pour une certaine constante C. Par conséquent, pour ℜe (s) assez grand par rapport à k (mais
indépendantde ε) on peut définir la transformation de Laplace en temps de (ûε, v̂ε, p̂ε). On rappelle
la définition de la transformée de Laplace :

û(k, y, t) −→ ũ(k, y, s) =
∫ +∞

0
û(k, y, t) e−st dt.

Après avoir appliqué cette tranformation à (5.52) on obtient :


γε ũε +M′εṽε + ik p̃ε = û0,

γε ṽε +
∂p̃ε
∂y
= v̂0,

γε p̃ε + ik ũε +
∂ṽε
∂y
= p̂0,

(5.53)

où (û0, v̂0, p̂0) désigne la transformée de Fourier de la donnée initiale (u0, v0, p0) et où nous avons
posé γε(k, y, s) = s + ikMε(y) qui, notons le, est non nul. Nous pouvons maintenant éliminer ũε et
ṽε. En effet, de la deuxième équation de (5.53) nous obtenons :

ṽε = −γ−1ε
(∂p̃ε
∂y
− v̂0

)
⇒ ∂ṽε

∂y
= − ∂

∂y

(
γ−1ε

(∂p̃ε
∂y
− v̂0

))
.

On peut maintenant obtenir une expression de ũε en fonction de p̃ε en injectant cette égalité dans
la première équation de (5.53) ce qui donne :

ũε = −γ−1ε (M′εṽε + ik p̃ε) + γ−1ε û0

= γ−2ε M′ε
(∂p̃ε
∂y
− v̂0

)
+ γ−1ε

(
û0 − ik p̃ε

)
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En reportant les expressions obtenues pour ũε et ṽε dans la troisième et dernière équation de (5.53),
nous avons :

γε p̃ε + ikγ−2ε M′ε
(∂p̃ε
∂y
− v̂0

)
+ ik γ−1ε

(
û0 − ik p̃ε

)
− ∂

∂y

(
γ−1ε

(∂p̃ε
∂y
− v̂0

))
= p̂0

ce qui après avoir multiplié par γε peut se réécrire :

(γ2ε + k2) p̃ε + γ−1ε γ′ε
(∂p̃ε
∂y
− v̂0

)
− γε

∂

∂y

( 1
γε

(∂p̃ε
∂y
− v̂0

))
= γε p̂0 − ik û0

En se rappelant que les données initiales sont à support dans le demi-espace y < 0 on obtient :


(
k2 + (s + ikM∞)2

)
p̃ε −

∂2p̃ε
∂y2

= (s + ikM∞)p̂0 −
(∂v̂0
∂y
+ ik û0

)
pour y < 0,

(γ2ε + k2) p̃ε − γ2ε
∂

∂y

( 1
γ2ε

∂p̃ε
∂y

)
= 0 pour 0 < y < ε.

La condition de paroi rigide est équivalente pour sa part à :

∂p̃ε
∂y

(k, ε, s) = 0.

C’est sur ce problème exprimé en Fourier-Laplace que nous allons mener l’analyse asymptotique.
La transformation de Fourier-Laplace nous a permis de nous ramener à une seule équation sur la
pression.

5.5.2 Réécriture comme un problème de transmission

Nous commençons par réécrire le problème comme un problème de transmission entre :

p̃ε = p̃ε|y<0; p̃CL
ε = p̃ε|0<y<ε.

Nous avons maintenant le système d’équations suivant :


(
k2 + (s + ikM∞)2

)
p̃ε −

∂2p̃ε
∂y2

= ĝ, y < 0,

(γ2ε + k2) p̃CL
ε − γ2ε

∂

∂y

( 1
γ2ε

∂p̃CL
ε

∂y

)
= 0, 0 < y < ε,

(5.54)

avec

ĝ = (s + ikM∞)p̂0 −
(∂v̂0
∂y
+ ik û0

)
.

Le système ci-dessus est complété par les conditions de raccord :


p̃ε(k, 0, s) = p̃CL
ε (k, 0, s),

∂p̃ε

∂y
(k, 0, s) =

∂p̃CL
ε

∂y
(k, 0, s),

et la condition limite de rigidité de la paroi :

∂p̃CL
ε

∂y
(k, ε, s) = 0.
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5.5.3 Analyse asymptotique

On cherche une condition d’impédance en y = 0, qui soit valable quand ε → 0. Pour cela,
il nous faut éliminer les inconnues dans la couche limite. Nous commençons classiquement par
effectuer le changement d’échelle dans la couche limite :

y→ Y =
y
ε
,

qui nous permettra de travailler sur un domaine géométrique fixe. En posant le changement
d’inconnues suivant :

p̃CL
ε (k, y, s) = P̃CL

ε

(
x,

y
ε
, t
)
,

l’équation (5.54) dans la couche limite, 0 < Y < 1, se réécrit :

ε2(k2 + γ2)P̃CL
ε − γ2

∂

∂Y

( 1
γ2
∂P̃CL

ε

∂Y

)
= 0, (5.55)

où γ(k,Y, s) = γε(k, εY, s) = s + ikM(Y). Les conditions de raccord deviennent :



p̃ε(k, 0, s) = P̃CL
ε (k, 0, s),

ε
∂p̃ε

∂y
(k, 0, s) =

∂P̃CL
ε

∂Y
(k, 0, s),

(5.56)

et la condition de paroi rigide s’écrit :

∂P̃CL
ε

∂Y
(k, 1, s) = 0. (5.57)

On introduit maintenant les développements asymptotiques formels en ε de p̃ε et P̃CL
ε . On pose :



p̃ε(k, y, s) = p̃0(k, y, s) + ε p̃1(k, y, s) + ε2 p̃2(k, y, s) + ...

P̃CL
ε (k,Y, s) = P̃0

CL

(
k,Y, s

)
+ ε P̃1

CL

(
k,Y, s

)
+ ε2 P̃2

CL

(
k,Y, s

)
+ ...

Nous allons chercher à éliminer les inconnues P̃ j
CLdans la couche limite, pour aboutir à unproblème

aux limites en p̃ j avec une condition d’impédance approchée en y = 0 (quand ε→ 0).

Analyse des termes d’ordre 0 en ε des équations.

– Dans le demi plan y < 0, la première équation de (5.54) donne à l’ordre 0 en ε :

(
k2 + (s + ikM∞)2

)
p̃0 − ∂

2p̃0

∂y2
= ĝ, y < 0. (5.58)

– Dans la couche limite, 0 < Y < 1, l’équation (5.55) donne à l’ordre 0 en ε :

∂

∂Y

( 1
γ2
∂P̃0

CL

∂Y

)
= 0, 0 < Y < 1. (5.59)
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– Les conditions de raccord (5.56) donnent :


p̃0(k, 0, s) = P̃0
CL(k, 0, s),

∂P̃0
CL

∂Y
(k, 0, s) = 0.

(5.60)

– Enfin la condition de paroi rigide (5.57) donne :

∂P̃0
CL

∂Y
(k, 1, s) = 0.

De (5.59) on déduit que la fonction

Y→ 1
γ2
∂P̃0

CL

∂Y

est constante. La deuxième équation de (5.60) nous dit que cette constante est nulle et par consé-
quent :

∂P̃0
CL

∂Y
(k,Y, s) = 0.

La fonctionY→ P̃0
CL est donc constante. En utilisant la première équation de (5.60) nous obtenons :

P̃0
CL(k,Y, s) = p̃0(k, 0, s), ∀ 0 < Y < 1. (5.61)

Analyse des termes d’ordre 1 en ε des équations.

– Dans le demi plan y < 0, la première équation de (5.54) donne à l’ordre 1 en ε :

(
k2 + (s + ikM∞)2

)
p̃1 − ∂

2p̃1

∂y2
= 0, y < 0. (5.62)

– Dans la couche limite, 0 < Y < 1, l’équation (5.55) donne à l’ordre 1 en ε :

∂

∂Y

( 1
γ2
∂P̃1

CL

∂Y

)
= 0, 0 < Y < 1. (5.63)

– Les conditions de raccord (5.56) donnent :



p̃1(k, 0, s) = P̃1
CL(k, 0, s),

∂p̃0

∂y
(k, 0, s) =

∂P̃1
CL

∂Y
(k, 0, s).

(5.64)

– Enfin la condition de paroi rigide (5.57) donne :

∂P̃1
CL

∂Y
(k, 1, s) = 0. (5.65)

De (5.63) on déduit que la fonction

Y→ 1
γ2
∂P̃1

CL

∂Y



5.5. Compléments : Approche par les équations d’Euler linéarisées 167

est constante. (5.65) nous dit que cette constante est nulle, par conséquent :

∂P̃1
CL

∂Y
(k,Y, s) = 0.

La fonction Y→ P̃1
CL est donc constante. De (5.64) nous obtenons :

P̃1
CL(k,Y, s) = p̃1(k, 0, s), ∀ 0 < Y < 1,

et surtout
∂p̃0

∂y
(k, 0, s) = 0. (5.66)

Analyse des termes d’ordre 2 en ε des équations.

– Dans le demi plan y < 0, la première équation de (5.54) donne à l’ordre 2 en ε :

(
k2 + (s + ikM∞)2

)
p̃2 − ∂

2p̃2

∂y2
= 0, y < 0.

– Dans la couche limite, 0 < Y < 1, l’équation (5.55) donne à l’ordre 2 en ε :

(k2 + γ2)P̃0
CL − γ2

∂

∂Y

( 1
γ2
∂P̃2

CL

∂Y

)
= 0, 0 < Y < 1. (5.67)

– Les conditions de raccord (5.56) donnent :


p̃2(k, 0, s) = P̃2
CL(k, 0, s),

∂p̃1

∂y
(k, 0, s) =

∂P̃2
CL

∂Y
(k, 0, s).

(5.68)

– Enfin la condition de paroi rigide (5.57) donne :

∂P̃2
CL

∂Y
(k, 1, s) = 0. (5.69)

On cherche maintenant une expression pour
∂p̃1−
∂y

en 0 ne faisant intervenir que les inconnues p̃ j.

(5.67) peut se réécrire :
∂

∂Y

( 1
γ2
∂P̃2

CL

∂Y

)
=

k2 + γ2

γ2
P̃0

CL.

En utilisant (5.61) on obtient :

∂

∂Y

( 1
γ2
∂P̃2

CL

∂Y

)
=

k2 + γ2

γ2
p̃0(k, 0, s).

On intègre ensuite par rapport à Y entre 0 et 1 ce qui donne :

1
γ2(k, 1, s)

∂P̃2
CL

∂Y
(k, 1, s) − 1

γ2(k, 0, s)
∂P̃2

CL

∂Y
(k, 0, s) =

∫ 1

0

k2 + γ2

γ2
dY p̃0(k, 0, s).
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Compte tenu de (5.69), le premier terme du membre de gauche est nul et on a :

∂P̃2
CL

∂Y
(k, 0, s) = −γ2(k, 0, s)

∫ 1

0

k2 + γ2

γ2
dY p̃0(k, 0, s).

Grâce à la deuxième équation de (5.68) on obtient :

∂p̃1

∂y
(k, 0, s) = −(s + ikM∞)2

∫ 1

0

k2 + γ2(k,Y, s)
γ2(k,Y, s)

dY p̃0(k, 0, s). (5.70)

Nous avons donc formellent défini (p̃0, p̃1) par les équations (5.58) et (5.62) et par les conditions
(5.66) et (5.70). Nous pouvons donc construire le problème approché à l’ordre 1 en ε.

5.5.4 Construction du problème approché

Le problème approché dans les variables (k, y, s)

L’idée est qu’une bonne approximation (du premier ordre en ε) de la solution devrait être
fournie par la fonction :

p̃ε,1 = p̃0 + ε p̃1,

qui satisfait compte tenu de (5.58) et (5.62) :

(
k2 + (s + ikM∞)2

)
p̃ε,1 − ∂

2p̃ε,1

∂y2
= ĝ, y < 0.

Condition limite en y = 0. Nous avons :

∂p̃ε,1

∂y
(k, 0, s) =

∂p̃0

∂y
(k, 0, s) + ε

∂p̃1

∂y
(k, 0, s),

ce qui devient compte tenu de (5.66) et (5.70) :

∂p̂ε,1

∂y
(k, 0, s) = −ε (s + ikM∞)2

∫ 1

0

k2 + γ2(k,Y, s)
γ2(k,Y, s)

dY p̃0(k, 0, s)

= −ε (s + ikM∞)2
∫ 1

0

k2 + γ2(k,Y, s)
γ2(k,Y, s)

dY p̃ε,1(k, 0, s) +O(ε2).

L’idée est de conserver une approximation de la même qualité (toujours du premier ordre) en
supprimant les termes O(ε2). Autrement dit nous proposons le problème approché suivant :



(
k2 + (s + ikM∞)2

)
p̃ε,1 − ∂

2p̃ε,1

∂y2
= ĝ, y < 0,

∂p̃ε,1

∂y
(k, 0, s) = ε θ(k, s) p̃ε,1(k, 0, s),

(5.71)

où l’on a posé :

θ(k, s) = −(s + ikM∞)2
∫ 1

0

k2 + γ2(k,Y, s)
γ2(k,Y, s)

dY.

Remarque 5.14 Il est clair que la condition limite garde en mémoire la couche limite puisqu’elle fait
intervenir le paramètre ε ainsi que le profil M(Y) à travers γ(k,Y, s).
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Le problème approché dans les variables (x, y, t)

Ce qui précède nous amène à introduire un opérateur pseudo-différentiel "d’ordre -2", agissant
sur les fonctions causales des variables (x, t). Cet opérateur est défini par son symbole Fourier-

Laplace qui est égal à
∫ 1

0
1/γ2 dY. De façon précise, si ϕ(x, t) → ϕ̃(k, s) désigne la transformation

de Fourier-Laplace en (x, t) nous introduisons IM tel que :


ĨMϕ(k, s) = ĨM(k, s) ϕ̃(k, s),

ĨM(k, s) =
∫ 1

0

1
(s + ikM(Y))2

dY.

On notera que le symbole ĨM est homogène de degré -2 en s et k. Cet opérateur est bien entendu
non local en espace et en temps,mais on peut en faire une description à l’aide d’opérateurs locaux.
Ainsi :

IM ϕ(x, t) =
∫ 1

0
ψM(x,Y, t) dY

où les fonctions (x, t)→ ψM(x,Y, t), Y ∈ [0, 1] sont solutions des problèmes d’évolution :


( ∂
∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
ψM = ϕ, x ∈ R, t ∈ R,

ψM(x,Y, 0) = 0, x ∈ R, t ≤ 0.

∂ψM

∂t
(x,Y, 0) = 0, x ∈ R, t ≤ 0.

Il s’agit d’une famille d’équations de transport 1D d’ordre 2 dans la direction x dans lesquelles la
variable Y joue le rôle de paramètre. Après résolution explicite de ces équations on voit que IM
est encore défini par :

IM ϕ(x, t) =
∫ 1

0

∫ t

0
(t − t′)ϕ

(
x −M(Y)t′, t′

)
dt′ dY.

À partir de (5.71) le problème d’évolution que nous proposons de résoudre comme alternative,
pour approcher (5.51), s’écrit :



(
∂

∂t
+M∞

∂

∂x

)2
pε,1 − ∆ pε,1 = 0, (x, y) ∈ R×] −∞, 0[, t > 0,

∂pε,1

∂y
(x, 0, t) = −ε

(
∂

∂t
+M∞

∂

∂x

)2 [
Id − IM

∂2

∂x2
]
pε,1(x, 0, t), x ∈ R, t > 0,

(5.72)

où Id est l’identité et IM est l’opérateur défini précédemment.

5.5.5 Analyse de stabilité modale

Nous allons étudier le caractère bien posé du problème approché (5.72). Pour cela nous allons
une nouvelle fois utiliser la méthode de Kreiss, expliquée à la section 5.4.1 de ce chapitre. Nous
cherchons une solution non triviale du problème, de la forme :

pε,1(x, y, t) = pa eikx eξy est,
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avec k ∈ R, ξ ∈ C tel queℜe (ξ) ≥ 0, s ∈ C tel queℜe (s) > 0 et pa ∈ C non nul. Nous allons sauter
la plupart des calculs compte tenu du fait que nous avons dérivé le problème limite dans l’espace
de Fourier-Laplace. En injectant cette expression dans l’équation (5.72) on obtient :

ξ =
(
(s + ikM∞)2 + k2

)1/2
.

La condition limite nous donne alors l’équation caractéristique suivante :

ξ pa = εθ(k, s) pa,

c’est-à-dire en utilisant la définition de θ et en divisant par pa :

ξ = −ε γ2(k, 0, s)
∫ 1

0

k2 + γ2(k,Y, s)
γ2(k,Y, s)

dY.

En posant σ = s/k cette équation devient :

(
(σ + iM∞)2 + 1

)1/2
= −ε |k| (σ + iM∞)2

∫ 1

0

1 +
(
σ + iM(Y)

)2
(
σ + iM(Y)

)2 dY.

qui se réécrit en utilisant la définition (5.21) de FCL :

√
1 + (σ + iM∞)2 + ε|k| (σ + iM∞)2

(
1 − FCL(iσ)

)
= 0.

On retrouve la même équation caractéristique que pour le modèle approché obtenu en utilisant
les équations de Galbrun (cf. (5.39)). Les résultats sur le caractère bien posé sont donc les mêmes et
nouspouvons enparticulier énoncer laproposition suivante qui sedémontre comme laproposition
5.2 page 152.

Proposition 5.5 Le problème approché, composé des équations (5.23) et de la condition limite (5.24), est
bien posé si et seulement si l’équation

FCL(λ) = 1

n’a que des solutions réelles.
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D le chapitre précédent, nous avons dérivé un problème approché basse fréquence pour
la propagation du son en présence d’une paroi plane rigide, en tenant compte de la couche

limite de l’écoulement. L’objectif du chapitre dont ces quelques lignes constituent l’introduction,
est d’étendre l’étude du chapitre précédent à des parois absorbantes. En effet, de nombreux
dispositifs sont utilisés par les industriels pour limiter le bruit. Ces parois sont généralement
modélisées par une condition d’impédance reliant la pression à la vitesse normale. L’impédance,
le rapport entre ces deux quantités, est notée Z. Elle peut être prise constante ou dépendante de
la fréquence. Les modèles les plus usuels sont rappelés dans la première section. On s’intéressera
essentiellement dans ce chapitre à des impédances constantes.

171



172 Chapitre 6. Cas d’une paroi absorbante

Ces conditions d’impédance sont valables quand l’écoulement est nul à la paroi. Lorsque l’écoule-
ment est non nul on utilise généralement la célèbre condition de Myers [Mye80]. Il a été démontré
que cette condition entraîne l’existence de modes instables [Eve91] de type Kelvin-Helmholtz
[Tes73b]. Récemment, Brambley a montré pour plusieurs modèles d’impédance que cette condi-
tion aboutissait à un problème mal posé (cf. [Bra09]). On donne dans la deuxième section une
preuve analytique simple, dans notre configuration et en présence d’un écoulement parallèle
constant, du caractère mal posé de la condition de Myers, au moins pour des petites valeurs de la
vitesse de l’écoulement. Ces observations remettent en cause la légitimité de l’utilisation de cette
condition de Myers. C’est pourquoi ce chapitre revêt une importance supplémentaire par rapport
au chapitre précédent. En effet, dans le cas d’une paroi rigide, la prise en compte de la couche
limite améliore la précision. Ici, c’est crucial car si on la néglige, le problème est fortementmal posé.

On va supposer que la modélisation de la paroi absorbante est bonne et que c’est du coté du fluide
que le bât blesse. L’idée que l’on va suivre est de prendre en compte la couche limite de l’écoule-
ment, comme nous l’avions fait au chapitre précédent. Nous commençons par dériver le problème
approché en utilisant les équations de Galbrun, cela au moyen d’une analyse asymptotique. La
condition limite ainsi obtenue fait une nouvelle fois intervenir la résolution du problème limite du
tube (1.9), étudié dans la première partie de cette thèse. Nous nous consacrons ensuite à l’étude
du caractère bien posé de ce problème approché et de la nouvelle condition d’impédance. Pour Z
constant, à l’aide d’une technique de perturbation similaire à celle présentée au chapitre 2 dans la
section 2.4 nous parvenons à trouver des conditions sur le profil à l’intérieur de la couche limite
qui assurent le caractère bien posé du problème, cela pour Z suffisamment grand (cf. théorème
6.2). Nous nous intéressons ensuite à des impédances dépendant de la fréquence. On montre
que si l’impédance est équivalente à Cωµ à haute fréquence alors, pour µ > 0 (resp. µ < 0) le
problème est bien posé si et seulement si le problème limite du tube (1.9) l’est (resp. mal posé).
Finalement, nous donnons l’approche eulérienne. Au lieu d’utiliser les équations de Galbrun,
nous considérons celles d’Euler linéarisées (qui sont équivalentes). À l’aide de la transformation
de Fourier-Laplace nous obtenons une seule équation sur la pression. C’est sur cette équation que
nousmenons l’analyse asymptotique qui va nous donner un problème approché, dont l’analyse de
stabilité est présentée et est équivalente à celle précédemment menée pour le problème approché
issu des équations de Galbrun.
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6.1 Q’  ’  ́

6.1.1 Présentation

Ce que nous appelons une paroi impédante est aussi appelé une paroi absorbante. Il s’agit
d’une paroi sur laquelle on a mis un traitement acoustique. En acoustique, il est courant de
caractériser une telle paroi par une seule quantité Z, l’impédance. Sans écoulement la condition
de paroi impédante s’écrit :

p = Z ∂tU.n,

où p est la pression, U est la perturbation du déplacement lagrangien. Compte tenu de la relation

p = −div U,

montrée dans l’annexe A, la condition de paroi impédante peut se réécrire :

div U + Z ∂tU.n = 0. (6.1)

Remarque 6.1 Lorsque Z→ +∞ on retrouve la condition de paroi rigide.

Lemodèle le plus simple est celui d’une impédanceZ constante, réelle positive. Plus généralement,
on considère Z̃ (la "transformée de Laplace" de Z) tel que :

div Ũ − iω Z̃ Ũ.n = 0.

Z̃ est pris complexe et dépendant de la fréquence :

Z̃ = R + iX,

oùR est la résistance etX la réactance. R est souvent pris indépendant de la fréquence au contraire
de X. On trouve essentiellement dans la littérature les modèles suivants (avec une dépendance en
eiωt) :

– Le modèle à trois paramètres :

Z̃(ω) = R +
K
iω
+ iωC ⇔ Z(∂t) = R + K ∂−1t + C ∂t,

où R, K et C sont trois constantes positives. Ces trois quantités sont généralement mesurées
de manière empirique [TA96], mais peuvent provenir également d’un modèle physique
théorique (cf. par exemple [Rie06]).

– L’impédance peut aussi être obtenue analytiquement. Par exemple, pour un résonateur
d’Helmholtz, on trouve souvent l’expression :

Z̃(ω) = R + iωC − i cot (ωL) .

On en trouve une version augmentée dans [Rie06].
– On peut trouver d’autres modèles, semi-empiriques (comme un modèle à deux paramètres

dans [LTA97]), ou théoriques (cf. le livre de Morse et Ingard [MI86]).
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6.1.2 Étude du caractère bien posé sans écoulement

On considère le domaineΩ = R×]−∞, 0[. On s’intéresse ici au caractère bien posé du problème
sans écoulement muni de la condition d’impédance (6.1) en y = 0, avec une impédance constante
positive (Z > 0). Dans la suite nous allons chercher à dériver une condition limite impédante en
présence d’un écoulement à partir de cette condition (6.1). C’est pourquoi le caractère bien posé
sans écoulement est une condition préalable nécessaire. En effet, nous ne pouvons espérer obtenir
une condition limite avec écoulement qui aboutisse à un problème bien posé en partant d’une
condition limite qui aboutit à un problème mal posé sans écoulement. Nous utilisons une fois de
plus une analyse de Kreiss. Dans la situation présente, les équations de Galbrun (2) s’écrivent :



∂2

∂t2
U − ∂

∂x

(
∂U
∂x
+
∂V
∂y

)
= 0

∂2

∂t2
V − ∂

∂y

(
∂U
∂x
+
∂V
∂y

)
= 0

, (x, y) ∈ Ω, t > 0. (6.2)

où U(x, y, t) et V(x, y, t) sont respectivement les composantes selon x et selon y de la perturbation
du déplacement Lagrangien. On complète ces équations par une condition de paroi impédante :

(
∂xU + ∂yV

)
(x, 0, t) + Z ∂tV(x, 0, t) = 0. (6.3)

On pose : 
U(x, y, t) = Ua eikx eξy est,

V(x, y, t) = Va eikx eξy est,

avec k ∈ R, ξ ∈ C tel que ℜe (ξ) ≥ 0, s ∈ C tel que ℜe (s) > 0 et Ua et Va sont deux constantes
complexes non toutes deux nulles. En injectant ces expressions dans les équations (6.2) cela donne :



s2 Ua − ik (ikUa + ξVa) = 0,

s2 Va − ξ (ikUa + ξVa) = 0,

puis 

Ua =
ik ξ

s2 + k2
Va,

s2 Va − ik ξUa − ξ2Va = 0.

En injectant la première équation dans la deuxième on a :


Ua =
ik ξ

s2 + k2
Va,

s2 Va +
k2 ξ2

s2 + k2
Va − ξ2Va = 0.

(6.4)

NécessairementVa , 0 car dans le cas contraire Ua serait elle aussi égale à 0. On peut donc diviser
la deuxième équation par Va :

s2 +
k2 ξ2

s2 + k2
− ξ2 = 0,

puis en multipliant par s2 + k2 :
s2

(
s2 + k2

)
− s2 ξ2 = 0,
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d’où finalement :
ξ2 = s2 + k2.

Puisqueℜe (ξ) ≥ 0, en prenant la coupure de la racine sur R− et sa détermination à partie réelle
positive, on obtient :

ξ =
√
s2 + k2,

et puis à partir de (6.4) on obtient l’expression suivante de Ua :

Ua =
ik
ξ
Va. (6.5)

L’étape suivante de l’analyse de Kreiss consiste à prendre en compte la condition limite (6.3) en
injectant les expressions obtenues pourU et V. Cela donne :

(ik Ua + ξVa) + Z sVa = 0.

En utilisant l’expression (6.5) de Ua et en divisant par Va on obtient :
(
−k2
ξ
+ ξ

)
+ Z s = 0,

qui donne après simplification, en utilisant ξ =
√
s2 + k2 :

s + Z
√
s2 + k2 = 0.

Si on pose σ = s/|k| cette équation devient :

σ + Z
√
1 + σ2 = 0. (6.6)

On sait alors que le problème est mal posé si et seulement si il existe une solution σ∗, à partie réelle
positive, de cette équation. Compte tenu du choix de la racine carré et du fait que Z > 0, σ∗ est
nécessairement à partie réelle négative. Le problème est donc bien posé.

Cas d’une impédance quelconque : On aurait obtenu la même équation caractéristique :

s + Z̃(s)
√
s2 + k2 = 0.

On suppose Z̃(s) ∼|s|→+∞ sµ. On pose σ = s/|k|. Par une étude similaire à celle menée au paragraphe
page 151, on montre que c’est le comportement quand |k| tend vers +∞ qui est important. Il faut
donc étudier la partie de plus haut degré en k de l’équation caractéristique. Plus précisément on
obtient :
•µ > 0 : Le problème est bien posé si et seulement si l’équation :

√
1 + σ2 = 0,

n’a que des solutions àpartie réelle négative ounulle.Or les seules solutionsde cette équation
sont ±i. Le problème est donc bien posé.

•µ < 0 : Le problème est bien posé si et seulement si l’équation :

σ = 0,

n’a que des solutions à partie réelle négative ou nulle. Le problème est donc bien posé.
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6.2 C̀  ́    M

Quand l’écoulement est nonnul à la paroi onutilise généralement la célèbre conditiondeMyers
[Mye80], rappelée ci-dessous (6.9). Récemment Brambley a montré, dans plusieurs situations,
que cette condition aboutissait à un problème mal posé [Bra09]. Nous voulons confirmer ici ces
observations. Nous nous intéressons au caractère bien posé de notre problème dans le demi
plan négatif, en présence d’un écoulement parallèle constant, avec la condition de Myers à la
paroi. Nous allons montrer, analytiquement, que le problème est mal posé, au moins pour des
petites valeurs de la vitesse de l’écoulement. À l’inverse nous montrons que pour une vitesse
d’écoulement suffisamment grande, le problème est bien posé. Il peut sembler paradoxal que le
problème devienne bien posé pour des écoulements à grande vitesse, pourtant nous en avions
déjà fait l’expérience lors de l’étude du profil discontinu bi-couches dans le chapitre 2.

Nous considérons le domaine Ω = R × ] −∞, 0 [ :

F. 6.1 – Configuration avec écoulement uniforme et condition de Myers à la paroi

Nous supposons que ce domaine est rempli par un fluide parfait compressible qui est en mou-
vement. De plus, nous supposons que l’écoulement est stationnaire, laminaire et uniforme. Par
conséquent, l’écoulement est caractérisé par son profil deMach (rapport entre la vitesse de l’écou-
lement et la vitesse du son),M∞. Les équations de Galbrun (2) s’écrivent alors :



( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
U − ∂

∂x

(
∂U
∂x
+
∂V
∂y

)
= 0

( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
V − ∂

∂y

(
∂U
∂x
+
∂V
∂y

)
= 0

, (x, y) ∈ Ω, t > 0. (6.7)

où U(x, y, t) et V(x, y, t) sont respectivement les composantes selon x et selon y de la perturbation
du déplacement Lagrangien.

On complète ces équations par une condition de paroi impédante en y = 0. La condition deMyers
s’écrit alors en variables eulériennes :

(∂t +M∞∂x) p(x, 0, t) = Z∂tu.n(x, 0, t), (6.8)

où p est la perturbation de pression, u = (u, v) est la perturbation de la vitesse eulérienne et Z > 0
est l’impédance. La relation de correspondance (A.14) page 219 entre les variables d’Euler et de
Galbrun, montrée en annexe, donne dans le cas présent :



u = (∂t +M∞∂x)U,

p = −div U,
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où U = (U,V) est la perturbation du déplacement lagrangien. La condition de Myers s’écrit alors
en variable de Galbrun :

div U + Z ∂tU.n = 0. (6.9)

Remarque 6.2 En variable de Galbrun, la condition de Myers est donc la même que la condition
impédante avec écoulement nul à la paroi. Cela accrédite l’idée que la formulation de Galbrun est mieux
adaptée aux problèmes de paroi.

Analyse de stabilité de type Kreiss On pose :


U(x, y, t) = Ua eikx eξy est,

V(x, y, t) = Va eikx eξy est,

avec k ∈ R, ξ ∈ C tel que ℜe (ξ) ≥ 0, s ∈ C tel que ℜe (s) > 0 et Ua et Va sont deux constantes
complexes non toutes deux nulles. En injectant ces expressions dans (6.7) on obtient (voir analyse
de stabilité menée dans la section 5.4.1 page 148) :

ξ =
√
(s + ikM∞)2 + k2, (6.10)

et

Ua =
ik
ξ
Va. (6.11)

Nous allons maintenant utiliser la condition limite de Myers (6.9) qui donne :

(ik Ua + ξVa) + Z sVa = 0,

ce qui devient en utilisant l’expression (6.11) de Ua et en divisant par Va :

−k
2

ξ
+ ξ + Z s = 0.

En multipliant par ξ et en utilisant (6.10) on a :

(s + ikM∞)2 + Z s
√
(s + ikM∞)2 + k2 = 0.

On pose σ = s/k :
(σ + iM∞)2 + sign(k)Z σ

√
(σ + iM∞)2 + 1 = 0, (6.12)

où sign(k) désigne le signe de k. On sait que si cette équation admet une solution σ∗ à partie réelle
positive (resp. négative) pour k positif (resp. négatif) alors le problème est mal posé.

Démonstration du caractère mal posé pourM∞ "petit". On pose σ =M∞ τ ce qui donne :

M∞ (τ + i)2 + sign(k)Z τ
√
M2
∞(τ + i)2 + 1 = 0.

PourM∞ = 0 on voit que τ = 0 est solution. Il existe donc une branche de solution τ(M∞) telle que
τ(0) = 0. En faisant un développement au voisinage de 0, on obtient :

−M∞ + sign(k)Z τ(M∞) + o(M∞) = 0,
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ce qui donne : τ(M∞) = sign(k)
M∞
Z
+ o(M∞), puis

σ(M∞) = sign(k)
M2
∞
Z
+ o(M2

∞).

Finalement, on obtient :

s(M∞) = |k|
M2
∞
Z
+ o(M2

∞)

Ainsi le problème est mal posé pourM∞ petit.

En résolvant numériquement l’équation (6.12), onobserve, àZfixé, l’existenced’unevaleur critique
de M∞ au-delà de laquelle toutes les solutions sont imaginaires et, par conséquent, le problème
est bien posé. En deçà de cette valeur le problème est mal posé.

Démonstration du caractère bien posé pourM∞ "grand". À la lumière de l’observation précénte
on cherche à montrer que le problème est bien posé pour M∞ suffisamment grand. Pour cela, il
suffit de montrer que (6.12) n’a que des solutions imaginaires. On commence par élever (6.12) au
carré pour obtenir :

(σ + iM∞)4 = Z2 σ2
(
(σ + iM∞)2 + 1

)
.

On pose σ = iM∞ λ, on a :

M4
∞(λ + 1)4 = −Z2M2

∞ λ
2
(
1 −M2

∞(λ + 1)2
)
,

puis en posant µ = λ + 1 on obtient :

µ4 + Z2 (µ − 1)2
(

1
M2
∞
− µ2

)
= 0.

On réécrit cette équation comme suit :

f (µ) = − 1
M2
∞
. (6.13)

où

f : µ→ µ4

(µ − 1)2 Z2
− µ2.

Si cette équation n’a que des solutions réelles alors le problème est bien posé. Les solutions sont les
racines d’un polynôme de degré 4 (dès que Z2 , 1), elles sont donc au plus quatre. Ce polynôme
étant à coefficients réels, si l’on trouve trois racines réelles alors elles le seront toutes.On commence
par regarder ce qui se passe lorsque |M∞| → +∞. On cherche donc les zéros de f . Cela revient à
chercher les racines du polynôme :

P(µ) = µ2
(
µ2 − Z2 (µ − 1)2

)
.

0 est racine double et les deux autres racines sont :

µ+ =
Z

Z − 1
et µ− =

Z
1 + Z

.

On a alors l’alternative suivante :
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– Pour Z > 1, on a 0 < µ− < 1 < µ+. P, donc f est de signe négatif à l’extérieur de ces racines.

– Pour Z < 1, on a µ+ < 0 < µ− < 1. P, donc f est de signe négatif à l’intérieur de ces racines.

Sur les figures suivantes on représente en bleu la fonction f et en rouge la droite µ = 0, pour
Z = 2 > 1 à gauche et Z = 0.8 < 1 à droite.

−3 −2 −1 0 1 2 3
−10

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

10

µ
−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10

−10

0

10

20

30

40

50

µ

F. 6.2 – Graphe de la fonction f , pour Z > 1 à gauche et Z < 1 à droite.

La figure suivante présente un zoom de ces graphes sur la zone d’intérêt :
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F. 6.3 – Zoom du graphe de la fonction f , pour Z > 1 à gauche et Z < 1 à droite.

On cherche maintenant à résoudre (6.13) que l’on rappelle ici :

f (µ) = − 1
M2
∞
.

On a alors l’alternative suivante :

– Z > 1 : puisque f est négative sur [0, µ−], nulle en 0 et µ− (cf figure 6.3, à gauche), alors
pour M∞ suffisamment grand nous aurons deux solutions dans cette intervalle. Compte
tenu du comportement de f en ±∞ (cf figure 6.2, à gauche) nous aurons deux solutions
supplémentaires dans les intervalles ]−∞, 0[ et ]1,+∞[. Nous avons trouvé quatre solutions
réelles, le problème est donc bien posé.
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– Z < 1 : puisque f est négative sur [µ+, 0], nulle en 0 et µ+ (cf figure 6.3, à droite), alors
pour M∞ suffisamment grand nous aurons deux solutions dans cette intervalle. De plus,
f est négative sur [0, µ−], nulle en 0 et µ− (cf figure 6.3, à droite). Par conséquent, pour
M∞ suffisamment grand nous aurons deux solutions supplémentaires dans cette intervalle.
Nous avons trouvé quatre solutions réelles, le problème est donc bien posé.

C’est ce que montrent les deux propositions suivantes.

Proposition 6.1 Supposons Z > 1. Soit Mc
∞ > 0 défini par (cf figure 6.3) :

inf
µ∈]0,µ−[

µ4

(µ − 1)2 Z2
− µ2 = − 1

Mc
∞
2
.

Alors, pour tout |M∞| >Mc
∞ le problème est bien posé.

D́. Pour montrer que le problème est bien posé, il suffit de montrer que l’équation
(6.13) a quatre solutions réelles.

• f est négative sur [0, µ−], nulle en 0 et µ−. On montre, en utilisant le théorème des valeurs
intermédiaires, que pour |M∞| >Mc

∞ l’équation (6.13) a aumoins deux solutions dans cet intervalle.

• f est nulle en 0 et limµ→−∞ f (µ) = −∞. Ainsi l’équation (6.13) a nécessairement une solution
dans l’intervalle ] −∞, 0[.

• Puisque limµց1 f (µ) = +∞ et limµ→+∞ f (µ) = −∞, onmontre l’existence d’aumoins une solution
dans l’intervalle ]1,+∞[.

On a trouvé quatre solutions réelles, le problème est donc bien posé.
�

Proposition 6.2 Supposons Z < 1. Soit Mc
∞ > 0 défini par Mc

∞ = max(Mc,+
∞ ,M

c,−
∞ ) (cf figure 6.3) où :

inf
µ∈]0,µ−[

µ4

(µ − 1)2 Z2 − µ
2 = − 1

Mc,+
∞

2 et inf
µ∈]µ+,0[

µ4

(µ − 1)2 Z2 − µ
2 = − 1

Mc,−
∞

2

Alors, pour tout |M∞| >Mc
∞ le problème est bien posé.

D́. Pour montrer que le problème est bien posé, il suffit de montrer que l’équation
(6.13) a quatre solutions réelles.

• f est négative sur [0, µ−], nulle en 0 et µ−. On montre, en utilisant le théorème des valeurs inter-
médiaires, que pour |M∞| >Mc,+

∞ l’équation (6.13) a au moins deux solutions dans cet intervalle.

• f est négative sur [µ+, 0], nulle en 0 et µ+. On montre, en utilisant le théorème des valeurs inter-
médiaires, que pour |M∞| >Mc,−

∞ l’équation (6.13) a au moins deux solutions dans cet intervalle.

Ainsi, pour |M∞| >Mc
∞, on aura quatre solutions réelles. Le problème est donc bien posé.

�

On a montré que, pour tout Z > 0 différent de 1, il existe une valeur critique Mc
∞ > 0 telle que,

pour tout |M∞| > Mc
∞, le problème est bien posé. Il s’agit donc d’une condition suffisante, et on

pense qu’elle est aussi nécessaire. La valeur de Mc
∞ est donnée pour Z > 1 (resp. Z < 1) dans

la proposition 6.1 (resp. la proposition 6.2). On peut la calculer numériquement ce qui donne la
fonction suivante :
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F. 6.4 –Mc
∞ en fonction de Z.

On observe que la fonction est continue en Z = 1. Cela s’explique par le fait que l’on a pour
tout Z, Mc,+

∞ > Mc,−
∞ . On voit par ailleurs que lorsque Z → 0, Mc

∞ → +∞ : plus Z est petit plus
il faut prendre M∞ grand pour que le problème soit bien posé. Lorsque Z → +∞, Mc

∞ → 1. En
particulier,Mc

∞ est toujours supérieur à 1, ce qui signifie que le caractère bien posé n’est assuré que
pour des régimes supersoniques. Par ailleurs, ces valeurs deMc

∞ correspondent à celles observées
en résolvant numériquement l’équation (6.12).

6.3 C  ̀ ́ :   

Nous avons montré que la condition de Myers n’était pas satisfaisante. Afin de dériver une
condition limite convenable, notre idée est de prendre en compte la couche limite de l’écoulement
de référence. Nous considérons qu’un écoulement non nul à la paroi n’est que l’idéalisation
d’un écoulement qui se raccorde à 0 sur la paroi sur une petite distance. À l’aide d’une analyse
asymptotique identique à cellemenée dans le chapitre précédentnous allons dériver une condition
approchée à la paroi. La nouvelle condition approchée fera intervenir le problème limite du tube
étudié dans la première partie de cette thèse, dont nous mettrons à profit les résultats. Ce qui suit
est très proche de ce qui a été fait dans le chapitre précédent. Nous remplaçons simplement la
condition de rigidité par une condition de paroi impédante. Le lecteur familier avec la démarche
pourra donc, suivant sa volonté, aller directement aux résultats.

6.3.1 Position du problème

Nous considérons le domaineΩε = R × ] −∞, ε [ :
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Nous supposons que ce domaine est rempli par un fluide parfait compressible qui est en mou-
vement. De plus, nous supposons que l’écoulement est stationnaire et laminaire. Par conséquent,
l’écoulement est caractérisé par son profil deMach,Mε(y) (rapport entre la vitesse de l’écoulement
et la vitesse du son). Les équations de Galbrun (2) s’écrivent alors :



( ∂
∂t
+Mε(y)

∂

∂x

)2
Uε −

∂

∂x

(
∂Uε

∂x
+
∂Vε

∂y

)
= 0

( ∂
∂t
+Mε(y)

∂

∂x

)2
Vε −

∂

∂y

(
∂Uε

∂x
+
∂Vε

∂y

)
= 0

, (x, y) ∈ Ωε, t > 0. (6.14)

oùUε(x, y, t) etVε(x, y, t) sont respectivement les composantes selon x et selon y de la perturbation
du déplacement Lagrangien.

On compléte ces équations par une condition de paroi impédante en y = ε :
(
∂Uε

∂x
+
∂Vε

∂y

)
(x, ε, t) + Z

∂Vε

∂t
(x, ε, t) = 0, x ∈ R, t > 0, (6.15)

où l’impédance Z est prise constante et positive. On se restreint à une classe particulière de profils :

Mε(y) =


M

( y
ε

)
, 0 < y < ε,

M∞, y < 0,

avec M ∈ W1,∞(]0, 1[) tel que M(1) = 0. Nous supposons donc que dans la couche limite y ∈ [0, ε]
le profil est obtenu par scaling d’une fonction M, comme dans le cas du tube. De plus, le profil se
raccorde à une valeur constanteM∞ pour y < 0.

6.3.2 Réécriture comme un problème de transmission

On commence par écrire le problème (6.14) comme un problème de transmission entre :

Uε = Uε|y<0, UCL
ε = Uε|0<y<ε,

Vε = Vε|y<0, VCL
ε = Vε|0<y<ε.

Remarque 6.3 Attention, nous gardons la même notation pour les inconnues dans le demi-plan y < 0.

Nous avons maintenant le système d’équations suivant dans la couche limite :


( ∂
∂t
+Mε(y)

∂

∂x

)2
UCL
ε −

∂

∂x

(
∂UCL

ε

∂x
+
∂VCL

ε

∂y

)
= 0

( ∂
∂t
+Mε(y)

∂

∂x

)2
VCL
ε −

∂

∂y

(
∂UCL

ε

∂x
+
∂VCL

ε

∂y

)
= 0

, (x, y) ∈ R×]0, ε[, t > 0, (6.16)

et dans le demi-plan inférieur y < 0 :


( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
Uε −

∂

∂x

(
∂Uε

∂x
+
∂Vε

∂y

)
= 0

( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
Vε −

∂

∂y

(
∂Uε

∂x
+
∂Vε

∂y

)
= 0

, (x, y) ∈ R×] −∞, 0[, t > 0. (6.17)
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Les deux systèmes ci-dessus sont complétés par les conditions de raccord en déplacement normal
et en divergence à l’interface y = 0 :



Vε(x, 0, t) = VCL
ε (x, 0, t)

(
∂Uε

∂x
+
∂Vε

∂y

)
(x, 0, t) =

(
∂UCL

ε

∂x
+
∂VCL

ε

∂y

)
(x, 0, t)

, x ∈ R, t > 0.

La condition de paroi impédante se réécrit :
(
∂UCL

ε

∂x
+
∂VCL

ε

∂y

)
(x, ε, t) + Z

∂VCL
ε

∂t
(x, ε, t) = 0, x ∈ R, t > 0.

6.3.3 Analyse asymptotique

On cherche une condition d’impédance en y = 0, qui soit une idéalisation de la couche limite,
valable quand ε → 0. Pour l’obtenir, il nous faut éliminer les inconnues dans la couche limite.
Nous commençons classiquement par effectuer le changement d’échelle

y→ Y =
y
ε
,

dans la couche limite, qui nous permettra de travailler sur un domaine géométrique fixe Ω =
R × ]0, 1[. En procédant au changement d’inconnues suivant :

UCL
ε (x, y, t) = UCL

ε

(
x,

y
ε
, t
)

et VCL
ε (x, y, t) = VCL

ε

(
x,

y
ε
, t
)
,

les équations de Galbrun (6.16) dans la couche limite se réécrivent :


ε

(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
UCL
ε −

∂

∂x

(
ε
∂UCL

ε

∂x
+
∂VCL

ε

∂Y

)
= 0,

ε2
(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
VCL
ε −

∂

∂Y

(
ε
∂UCL

ε

∂x
+
∂VCL

ε

∂Y

)
= 0,

(x,Y) ∈ R×]0, 1[, t > 0, (6.18)

les conditions de raccord deviennent :


Vε(x, 0, t) = VCL
ε (x, 0, t)

ε

(
∂Uε

∂x
+
∂Vε

∂y

)
(x, 0, t) =

(
ε
∂UCL

ε

∂x
+
∂VCL

ε

∂Y

)
(x, 0, t)

, x ∈ R, t > 0, (6.19)

et la condition de paroi impédante s’écrit :
(
ε
∂UCL

ε

∂x
+
∂VCL

ε

∂Y

)
(x, 1, t) + εZ

∂VCL
ε

∂t
(x, 1, t) = 0, x ∈ R, t > 0. (6.20)

On introduit maintenant les développements asymptotiques formels en ε de Uε, Vε, UCL
ε et VCL

ε .
Dans le demi-plan y < 0 on pose :



Uε(x, y, t) = U0(x, y, t) + εU1(x, y, t) + ε2U2(x, y, t) + ...

Vε(x, y, t) = V0(x, y, t) + εV1(x, y, t) + ε2V2(x, y, t) + ...
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De la même manière, on écrit dans la couche limite :


UCL
ε (x,Y, t) = U0

CL(x,Y, t) + εU
1
CL(x,Y, t) + ε

2 U2
CL(x,Y, t) + ...

VCL
ε (x,Y, t) = V0

CL(x,Y, t) + εV
1
CL(x,Y, t) + ε

2 V2
CL(x,Y, t) + ...

Nous allons chercher à éliminer les inconnues U j
CL et V j

CL dans la couche limite, pour aboutir à
un problème aux limites en U j et V j avec une condition d’impédance approchée en y = 0 (quand
ε→ 0).

Analyse des termes d’ordre 0 en ε des équations.

– Dans le demi-plan y < 0 les équations (6.17) donnent à l’ordre 0 en ε :



( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
U0 − ∂

∂x

(
∂U0

∂x
+
∂V0

∂y

)
= 0

( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
V0 − ∂

∂y

(
∂U0

∂x
+
∂V0

∂y

)
= 0

, (x, y) ∈ R×] −∞, 0[, t > 0. (6.21)

– Dans la couche limite 0 < Y < 1 les équations (6.18) donnent à l’ordre 0 en ε :


∂2

∂x∂Y
V0

CL = 0

∂2

∂Y2
V0

CL = 0

, (x,Y) ∈ R×]0, 1[, t > 0. (6.22)

– Les conditions de raccord (6.19) donnent :


V0(x, 0, t) = V0
CL(x, 0, t),

∂V0
CL

∂Y
(x, 0, t) = 0.

, x ∈ R, t > 0. (6.23)

– Enfin, la condition de paroi impedante (6.20) mène à :

∂V0
CL

∂Y
(x, 1, t) = 0, x ∈ R, t > 0. (6.24)

De (6.22), on déduit que la fonction

(x,Y)→ ∂

∂Y
V0

CL

est constante. Celle-ci est nulle compte tenu de la deuxième équation de (6.23). Par conséquent,
V0

CL est une fonction indépendante de Y. La première équation de (6.23) donne :

V0
CL(x,Y, t) = V0(x, 0, t), (x,Y) ∈ R × [0, 1], t > 0. (6.25)

Remarque 6.4 Le fait que Y → V0
CL soit non nulle, constitue une réelle différence par rapport à l’étude

menée au chapitre précédent en présence d’une paroi rigide.
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Analyse des termes d’ordre 1 en ε des équations.

– Dans le demi-plan y < 0 les équations (6.17) donnent à l’ordre 1 en ε :



( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
U1 − ∂

∂x

(
∂U1

∂x
+
∂V1

∂y

)
= 0

( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
V1 − ∂

∂y

(
∂U1

∂x
+
∂V1

∂y

)
= 0

, (x, y) ∈ R×] −∞, 0], t > 0. (6.26)

– Dans la couche limite 0 < Y < 1 les équations (5.4) donnent à l’ordre 1 en ε :


(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
U0

CL −
∂

∂x

(
∂U0

CL

∂x
+
∂V1

CL

∂Y

)
= 0

∂

∂Y

(
∂U0

CL

∂x
+
∂V1

CL

∂Y

)
= 0

, (x,Y) ∈ R×]0, 1[, t > 0. (6.27)

– Les conditions de raccord (6.19) donnent :


V1(x, 0, t) = V1
CL(x, 0, t)

(
∂U0

∂x
+
∂V0

∂y

)
(x, 0, t) =

(
∂U0

CL

∂x
+
∂V1

CL

∂Y

)
(x, 0, t)

, x ∈ R, t > 0. (6.28)

– Enfin la condition de paroi impédante (6.20) mène à :

(
∂U0

CL

∂x
+
∂V1

CL

∂Y

)
(x, 1, t) + Z

∂V0
CL

∂t
(x, 1, t) = 0, x ∈ R, t > 0. (6.29)

Nous cherchons à éliminerU0
CL etV

1
CL. De (6.27) on déduit qu’il existe une fonction c indépendante

de Y telle que :



(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
U0

CL −
∂

∂x

(
∂U0

CL

∂x
+
∂V1

CL

∂Y

)
= 0

∂U0
CL

∂x
+
∂V1

CL

∂Y
= c(x, t)

, (x,Y) ∈ R×]0, 1[, t > 0.

Si l’on injecte la deuxième équation dans la première on obtient :



(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
U0

CL −
∂

∂x
c(x, t) = 0

∂U0
CL

∂x
+
∂V1

CL

∂Y
= c(x, t)

, (x,Y) ∈ R×]0, 1[, t > 0. (6.30)

Pour calculer c(x, t), on utilise le fait que c(x, t) = E[c(x, t)] où E est l’opérateur de moyenne en Y
défini par (5.17). On obtient :

c(x, t) =
∂

∂x
EU0

CL(x, t) + V1
CL(x, 1, t) − V1

CL(x, 0, t).
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Compte tenu de la première condition de raccord de (6.28), on a :

c(x, t) =
∂

∂x
EU0

CL(x, t) + V1
CL(x, 1, t) − V1(x, 0, t).

L’équation (6.30) devient alors :


(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
U0

CL −
∂

∂x
c(x, t) = 0

c(x, t) =
∂

∂x
EU0

CL(x, t) + V1
CL(x, 1, t) − V1(x, 0, t)

, (x,Y) ∈ R×]0, 1[, t > 0.

En utilisant la définition (5.19) page 143 de l’opérateur TM, on a :



EU0
CL = ∂x TM

[
V1

CL(x, 0, t) − V1(x, 0, t)
]

c(x, t) =
(
Id + ∂2x TM

) [
V1

CL(x, 1, t) − V1(x, 0, t)
] , (x,Y) ∈ R×]0, 1[, t > 0. (6.31)

La condition de raccord en divergence à l’ordre 1 (6.28) donne :
(
∂U0

∂x
+
∂V0

∂y

)
(x, 0, t) = c(x, t), (6.32)

d’où, en utilisant (6.31), on obtient :
(
∂xU0 + ∂yV0

)
(x, 0, t) =

(
Id + ∂2x TM

) [
V1

CL(x, 1, t) − V1(x, 0, t)
]
. (6.33)

Ladifférence, par rapport au cas présentédans le chapitre précédent, tient dans le fait queV1
CL(x, 1, t)

n’est pas nul. Il nous faut donc réussir à obtenir son expression. Pour cela, nous avons besoin des
termes d’ordre 2 en ε. Avant cela, remarquons que la condition de paroi impédante (6.29) donne :

c(x, t) + Z ∂tV0
CL(x, 1, t) = 0,

qui peut se réécrire compte tenu de (6.32) :
(
∂xU0 + ∂yV0

)
(x, 0, t) + Z ∂tV0

CL(x, 1, t) = 0,

puis en utilisant (6.25) : (
∂xU0 + ∂yV0

)
(x, 0, t) + Z ∂tV0(x, 0, t) = 0, (6.34)

Analyse des termes d’ordre 2 en ε des équations.

– Dans la couche limite 0 < Y < 1 les équations (6.17) donnent à l’ordre 2 en ε :



(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
U1

CL −
∂

∂x

(
∂U1

CL

∂x
+
∂V2

CL

∂Y

)
= 0

(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
V0

CL −
∂

∂Y

(
∂U1

CL

∂x
+
∂V2

CL

∂Y

)
= 0

, (x,Y) ∈ R×]0, 1[, t > 0. (6.35)
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– Les conditions de raccord (6.19) donnent :


V2(x, 0, t) = V2
CL(x, 0, t)

(
∂U1

∂x
+
∂V1

∂y

)
(x, 0, t) =

(
∂U1

CL

∂x
+
∂V2

CL

∂Y

)
(x, 0, t)

, x ∈ R, t > 0. (6.36)

– Enfin la condition de paroi impédante (6.20) mène à :

(
∂U1

CL

∂x
+
∂V2

CL

∂Y

)
(x, 1, t) + Z

∂V1
CL

∂t
(x, 1, t) = 0, x ∈ R, t > 0. (6.37)

On cherche donc à trouver une expression pour V1
CL(x, 1, t) en fonction des inconnues dans le

demi-plan y < 0. À partir de (6.37) on obtient :

V1
CL(x, 1, t) = −

∂−1t
Z

(
∂U1

CL

∂x
+
∂V2

CL

∂Y

)
(x, 1, t),

où ∂−1t est l’opérateur d’intégration en temps. On transforme alors cette expression comme suit :

V1
CL(x, 1, t) = −

∂−1t
Z

(∫ 1

0

[
∂

∂Y

(
∂U1

CL

∂x
+
∂V2

CL

∂Y

)
(x,Y, t)

]
dY +

(
∂U1

CL

∂x
+
∂V2

CL

∂Y

)
(x, 0, t)

)
,

qui devient en utilisant la deuxième équation de (6.35) dans l’intégrale et la deuxième condition
de raccord (6.36) pour le terme en Y = 0 :

V1
CL(x, 1, t) = −

∂−1t
Z



∫ 1

0



(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
V0

CL(x,Y, t)


 dY +

(
∂U1

∂x
+
∂V1

∂y

)
(x, 0, t)


 .

En utilisant (6.25) on obtient finalement :

V1
CL(x, 1, t) = −

∂−1t
Z



∫ 1

0

(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
V0(x, 0, t) dY +

(
∂U1

∂x
+
∂V1

∂y

)
(x, 0, t)


 . (6.38)

Si l’on introduit l’opérateur :

DM : ϕ(x, t)→


∫ 1

0

(
∂

∂t
+M(Y)

∂

∂x

)2
dY


 ϕ(x, t)

=

[
∂2

∂t2
+ 2

(∫ 1

0
M(Y) dY

)
∂2

∂x∂t
+

(∫ 1

0
M(Y)2 dY

)
∂2

∂x2

]
ϕ(x, t)

(6.39)

alors l’expression (6.38) se réécrit :

V1
CL(x, 1, t) = −

∂−1t
Z

(
DM

[
V0(x, 0, t)

]
+

(
∂xU1 + ∂yV1

)
(x, 0, t)

)
. (6.40)

Grâce à l’analyse asymptotique que nous venons de mener, nous allons pouvoir dériver un pro-
blème approché et surtout une nouvelle condition d’impédance en y = 0.
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6.3.4 Le problème approché

On cherche maintenant à déterminer le problème vérifié par : Uε,1 = (Uε,1,Vε,1) où Uε,1 =

U0 + ε U1 et Vε,1 = V0 + ε V1. En clair, on cherche un problème approché à l’ordre 1 en ε.
On commence par les équations en espace. L’opération (6.21) + ε (6.26) donne :



( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
Uε,1 − ∂

∂x

(
∂Uε,1

∂x
+
∂Vε,1

∂y

)
= 0

( ∂
∂t
+M∞

∂

∂x

)2
Vε,1 − ∂

∂y

(
∂Uε,1

∂x
+
∂Vε,1

∂y

)
= 0

, (x, y) ∈ R×] −∞, 0], t > 0. (6.41)

Condition limite approchée Il nous reste maintenant à trouver la condition à la limite en y = 0
qui soit une approximation au premier ordre de la couche limite. Si on utilise l’expression (6.40)
obtenue pour V1

CL(x, 1, t) alors (6.33) devient :

(
∂xU0 + ∂yV0

)
(x, 0, t) = −

(
Id + ∂2x TM

) 
∂−1t
Z

(
DM

[
V0(x, 0, t)

]
+

(
∂xU1 + ∂yV1

)
(x, 0, t)

)
+ V1(x, 0, t)


 .

En multipliant par ε et en négligeant les termes d’ordre 2 en ε on écrit pour y = 0 :

ε
(
∂xUε,1 + ∂yVε,1

)
(x, 0, t) = −

∂−1t
Z

(
Id + ∂2x TM

) [
εDM

[
Vε,1(x, 0, t)

]
+ ε

(
∂xU1 + ∂yV1

)
(x, 0, t)

]

−
(
Id + ∂2x TM

) [
εV1(x, 0, t)

]
.

Puis en utilisant ε
(
∂xU1 + ∂yV1

)
=

(
∂xUε,1 + ∂yVε,1

)
−

(
∂xU0 + ∂yV0

)
et εV1 = Vε,1 − V0 cette

expression devient après réorganisation des termes (les termes d’ordre 0 disparaîssent en utilisant
(6.33)) :


εId +

∂−1t
Z

(
Id + ∂2x TM

)
(
∂xUε,1 + ∂yVε,1

)
(x, 0, t) +

[
Id + ∂2x TM

] Id + ε
∂−1t
Z

DM


Vε,1(x, 0, t) = 0.

(6.42)

Commentaires :
– Lorsque l’on fait tendre ε vers 0 on obtient :



∂−1t
Z

(
Id + ∂2x TM

)
(
∂xUε,1 + ∂yVε,1

)
(x, 0, t) +

[
Id + ∂2x TM

]
Vε,1(x, 0, t) = 0.

Puisque l’opérateur Id+ ∂2x TM est inversible (cf. remarque 5.8 page 151) on retrouve bien la
condition de paroi impédante originelle (6.15).

– Lorsque l’on fait tendre Z vers +∞ nous avons vu que la condition de paroi impédante tend
vers la condition de paroi rigide (cf. remarque 6.1 page 173). Par conséquent, lorque l’on fait
tendre Z vers +∞ dans (6.42), on s’attend à retrouver la condition de paroi approchée (5.24)
obtenue dans le chapitre précédent en considérant une paroi rigide. C’est effectivement le
cas.
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Autre condition limite : Il n’y a pas unicité de la condition limite approchée à l’ordre 1. Classi-
quement, en utilisant : (

εId +A
)−1

= A−1
(
Id + εA−1

)−1

= A−1
(
Id − εA−1

)
+O(ε2)

on peut obtenir d’autres conditions limites approchées à partir de (6.42). Par exemple, avec A =
∂−1t
Z

(
Id + ∂2x TM

)
on obtient à partir de (6.42) en négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal à

2 en ε :
(
∂xUε,1 + ∂yVε,1

)
(x, 0, t)+

Z∂t
(
Id + ∂2x TM

)−1 [Id − εZ∂t
(
Id + ∂2x TM

)−1] [Id + ∂2x TM

] Id + ε
∂−1t
Z

DM


Vε,1(x, 0, t) = 0,

qui devient en multipliant par
(
Id + ∂2x TM

)
:

[
Id + ∂2x TM

] (
∂xUε,1 + ∂yVε,1

)
(x, 0, t)+

Z∂t
[
Id − εZ∂t

(
Id + ∂2x TM

)−1] [Id + ∂2x TM

] Id + ε
∂−1t
Z

DM


Vε,1(x, 0, t) = 0.

Après avoir développé le produit des trois termes et négligé le terme d’ordre 2 en ε, on obtient
une nouvelle condition limite approchée :

[
Id + ∂2x TM

] (
∂xUε,1 + ∂yVε,1

)
(x, 0, t) +

[(
Id + ∂2x TM

) (
Z ∂t + εDM

)
− εZ2 ∂2t

]
Vε,1(x, 0, t) = 0.

(6.43)

6.4 A  ́

Nous allons maintenant étudier la stabilité et le caractère bien posé du problème approché que
nous venons d’obtenir. Il se trouve que l’analyse de stabilité du problème avec la condition limite
(6.42) est plus compliquée que celle avec (6.43), c’est pourquoi nous utiliserons cette dernière. On
rappelle que la condition limite fait intervenir l’équation limite du tube étudiée dans la première
partie de cette thèse.À l’aide d’une techniquedeperturbation similaire à celle présentée au chapitre
2 dans la section 2.4, nous parvenons à trouver des conditions sur le profil M(Y) qui assurent le
caractère bien posé du problème pour Z suffisamment grand. Avant de mener cette analyse une
remarque s’impose :

Remarque 6.5 Nous avons montré dans la section 6.2 que la condition de Myers aboutissait à un
problème mal posé. Par conséquent, les conditions limites approchées (6.42) et (6.43), qui prennent en
compte les effets de la couche limite et qui sont des perturbations de la condition de Myers à l’ordre 1 en ε, ne
peuvent aboutir à des problèmes stables. Néanmoins, le problème peut devenir bien posé : ce sont les modes à
basse fréquence qui seront instables et on rappelle que ce sont ceux à haute fréquence qui sont déterminants
dans l’étude du caractère bien posé1.

1cf. analyse de Kreiss expliquée dans la section 5.4.1 page 148
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6.4.1 Obtention de l’équation caractéristique

La démarche est exactement la même que celle suivie au chapitre précédent dans la section
5.4.1. On commence par poser :


Uε,1(x, y, t) = Ua eikx eξy est,

Vε,1(x, y, t) = Va eikx eξy est,

avec k ∈ R, ξ ∈ C tel queℜe (ξ) ≥ 0, s ∈ C tel queℜe (s) > 0 etUa etVa deux constantes complexes
non toutes deux nulles.
Les équations (6.41) dans le demi-espace y < 0 sont les mêmes qu’au chapitre précédent. On
obtient donc de la même manière :

ξ =
√
(s + ikM∞)2 + k2, (6.44)

et

Ua =
ik
ξ
Va. (6.45)

La différence par rapport au chapitre précédent vient de la condition limite. On suppose tout
d’abord que l’équation limite du tube est bien posée ce qui implique que l’équation :

FCL(λ) = 1,

où FCL est défini par (5.21), n’a que des solutions réelles.

En Fourier-Laplace, et en utilisant les mêmes notations qu’au chapitre précédent, la condition
limite (6.43) donne :

[
1 − k2 T̃M

]
(ik Ua + ξVa) +

[(
1 − k2 T̃M

) (
Z s + ε D̃M

)
− εZ2 s2

]
Va = 0, (6.46)

où T̃M = ˜E[U(1)], ˜E[U(1)] étant donné par (5.37), et D̃M =
∫ 1
0
(s + ikM(Y))2 dY. En multipliant2

l’expression (6.46) par

1 +
∫ 1

0

k2
(
s + ikM(Y)

)2 dY

et en utilisant (5.37) on obtient après simplification :

(ik Ua + ξVa) +




(
Z s + ε

∫ 1

0
(s + ikM(Y))2 dY

)
− εZ2 s2


1 +

∫ 1

0

k2
(
s + ikM(Y)

)2 dY





Va = 0.

En utilisant les expressions (6.44) et (6.45) de ξ et Ua, cette équation devient après calcul :

(s + ikM∞)2√
(s + ikM∞)2 + k2

+ Z s + ε
∫ 1

0
(s + ikM(Y))2 dY − εZ2 s2


1 +

∫ 1

0

k2
(
s + ikM(Y)

)2 dY


 = 0.

On pose alors σ = s/k, ce qui donne :

(σ + iM∞)2√
(σ + iM∞)2 + 1

+ Z σ
k
|k| + ε |k|

∫ 1

0
(σ + iM(Y))2 dY − ε |k|Z2 σ2

(
1 − FCL(iσ)

)
= 0. (6.47)

2Ce terme est non nul puisque l’on a supposé que l’équation du tube était bien posée.
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Finalement, (pour Z constant) on obtient3 quand |k| → +∞ l’équation caractéristique suivante :

∫ 1

0
(σ + iM(Y))2 dY = Z2 σ2

(
1 − FCL(iσ)

)
. (6.48)

On sait alors que le problème limite, composé des équations (6.41) et de la condition limite (6.43),
est mal posé si et seulement si cette équation a des solutions à partie réelle non nulle. Le lecteur
doit se souvenir que l’équation FCL(iσ) = 1 correspond à l’équation caractéristique du problème
limite du tube qui a été étudiée dans la première partie de cette thèse (cf. remarque 5.4 page 144
par exemple). On peut réécrire l’équation caractéristique (6.48) comme une perturbation, pour Z
grand, de l’équation FCL(iσ) = 1 :

FCL(iσ) = 1 − 1
Z2 σ2

∫ 1

0
(σ + iM(Y))2 dY.

Si on pose σ = −iλ cette équation devient :

FCL(λ) = 1 − 1
Z2 λ2

∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY. (6.49)

Le problème limite, composé des équations (6.41) et de la condition limite (6.43), est mal posé si et
seulement si cette équation a des solutions non rélles. Nous allons obtenir, par une technique de
perturbation, des résultats sur le caractère bien posé du problème approché, pour Z suffisamment
grand.

6.4.2 Conditions pour profils continus assurant le caractère bien posé

La démarche est à peu de choses près la même que celle que nous avons utilisée au chapitre
2 dans la section 2.4. Plus précisément on va être capable d’utiliser la même démarche pour des
Z suffisamment grands. Nous considérons un profil général M. L’idée est d’approcher M par un
profilMh linéaire par morceaux. L’étude de l’équation caractéristique (6.49) en sera simplifiée. Le
résultat important est que si tous les Mh sont stables, au sens où l’équation (6.49) n’a que des
solutions rélles, alors M est également stable. Ce résultat se montre en utilisant le théorème de
Hurwitz, qui est un théorème sur la continuité des zéros d’une fonction [Cha98] :

Théorème 6.1 Soit fn une suite de fonctions holomorphes sur D et telle que fn(z) , 0 pour tout z dans
D. Si fn converge uniformément localement dans D vers la fonction f , alors f est holomorphe sur D et
vérifie : f est nulle sur D ou f (z) , 0 pour tout z dans D.

On introduit :

ΦM (ζ, λ) = FCL(λ) − 1 +
ζ2

λ2

∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY.

On rappelle qu’à Z fixé le problème limite (6.41)-(6.43) est bien posé si et seulement si la fonction

λ→ ΦM

( 1
Z
, λ

)

n’a pas de zéro ayant une partie réelle non nulle. Remarquons que :

ΦM (0, λ) = FCL(λ) − 1,

fonction dont la recherche de zéros nous a occupé tout au long du chapitre 2. On commence par
montrer le

3Pour plus de détails voir l’analyse de stabilité menée au chapitre précédent à la page 151
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Lemme 6.1 Soient un profil M ∈ C0([0, 1]) et Mh une famille de profils tels que :

‖M −Mh‖L∞ → 0 quand h→ 0.

Alors si pour Mh le problème (6.41)-(6.43) est bien posé, il l’est aussi pour M.

D́. Clairement λ → ΦMh(1/Z, λ) défini sur D = C \ Im(M) est holomorphe et
converge uniformément localement vers ΦM quand h → 0. À l’aide du théorème de Hurwitz, on
conclut aisément (par l’absurde).

�

Les profils linéaires par morceaux Comme annoncé plus tôt dans l’explication de notre stratégie
pour l’obtention de résultats sur le caractère bien posé du problème, la première étape consiste
à s’intéresser aux profils linéaires par morceaux. Ce qui va suivre ne sera qu’une adaptation des
deux lemmes 2.10 et 2.11 présents dans la section 2.4 du chapitre 2. Ce qui change ici :

– Le profil est ici défini sur [0, 1] et non sur [−1, 1].
– L’équation n’est plus

FCL(λ) = 1,

mais

FCL(λ) = 1 − 1
Z2 λ2

∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY.

L’idée est que pour Z grand, 1− 1
Z2 λ2

∫ 1
0
(λ − M(Y))2 dY est "proche" de 1. On considère que

le second membre est perturbé.

On commence par énoncer le lemme suivant qui se démontre exactement de la même manière
que le lemme 2.10 page 48 et qui donne une expression de la fonction FCL pour un profil linéaire
par morceaux quelconque :

Lemme 6.2 Soit M ∈ C0([0, 1]) et
x0 = 0 < x1 < · · · < xN = 1,

tel que M est linéaire sur ]xi, xi+1[ pour tout 0 ≤ i < N :

∀ 0 ≤ i ≤ N − 1, M(Y) = αiY + βi dans [xi, xi+1]

avec αi ∈ R, βi ∈ R et αi , αi+1. Alors la fonction FCL(λ) est une fonction rationnelle qui a au plus N + 1
pôles. Plus précisément si

M0 <M1 < . . . <MP

désigne les P valeurs M(xi) que l’on a ordonnées :

{M0,M1, . . .MP} = {M(xi); i = 0, . . .N},
alors la fonction rationnelle FCL peut s’écrire sous la forme suivante :

FCL(λ) =
P∑

j=0

γ j

λ −M j
+

P∑

j=0

ζ j

(λ −M j)2
(6.50)

avec des coefficients réels γ j et ζ j satisfaisant

γ0 < 0, γP > 0 et ζ j ≥ 0, ∀ 0 ≤ j ≤ P.
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Nous allons maintenant utiliser l’expression (6.50) de FCL pour établir des conditions suffisantes
sur le profil assurant que toutes les solutions de l’équation caractéristique (6.49) sont réelles, pour
Z suffisamment grand. C’est l’objet du lemme suivant dont la démonstration est une adaptation
de celle du lemme 2.11 page 50 :

Lemme 6.3 On se place sous les mêmes hypothèses que dans le lemme 6.2 précédent. On suppose de plus
que M(1) = 0. Alors, il existe Zc ≥ 1 tel que pour tout Z > Zc :
si ζ j = 0 pour tout j et s’il existe deux entiers k′ et k, vérifiant 0 ≤ k′ < P et 0 ≤ k < P − k′, tels que :



γ j < 0 pour 0 ≤ j ≤ k′,
γ j > 0 pour k′ + k + 1 ≤ j ≤ P,
γ j = 0 pour k′ < j < k′ + k + 1,

(6.51)

alors toutes les solutions complexes λ de l’équation caractéristique (6.49) sont réelles, et par conséquent le
problème (6.41)-(6.43) est bien posé.
Ce résultat reste vrai s’il existe k′ ≤ ℓ ≤ k′ + k + 1 et tel que ζℓ > 0 et ζ j = 0 pour tout j , ℓ.

D́. Nous allons, plutôt que tout refaire, montrer ce qui change par rapport à la
démonstration du lemme 2.11 page 50. Il est nécessaire d’avoir cette démonstration bien en tête
avant d’aborder celle-ci. Dans un premier temps on suppose que tous les ζ j sont nuls. Alors par
(6.51) :

FCL(λ) = F∗(λ) :=
k′∑

j=0

γ j

λ −M j
+

P∑

j=k′+k+1

γ j

λ −M j
,

où tous les coefficients γ j sont différents de 0. On montre de plus :

∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY =

N−1∑

i=0

∫ xi+1

xi

(λ − M(Y))2 dY

=

N−1∑

i=0

∫ xi+1

xi

(
λ − αiY − βi

)2 dY

=

N−1∑

i=0

[−1
3αi

(
λ − αiY − βi

)3]xi+1
xi

=

N−1∑

i=0

−1
3αi

[
(λ −M(xi+1))

3 − (λ −M(xi))
3
]
,

qui est unpolynômededegré 2 enλ. L’équation caractéristique (6.49) se ramènedonc à la recherche
des racines d’un polynôme de degré au plus P + 3 − k (et non plus P + 1 − k) en λ. Si λ est solution,
λ̄ l’est aussi. Ainsi, si on trouve P+ 2− k solutions réelles alors elles le seront toutes et le problème
sera bien posé. Pour trouver ces P+ 2− k racines réelles nous allons procéder de la même manière
que lors de la démonstration du lemme 2.11 page 50. En considérant la fonction λ 7−→ FCL(λ) sur
l’axe réel, on rappelle que :

lim
λ→−∞

FCL(λ) = lim
λ→+∞

FCL(λ) = 0.

De plus pour 0 ≤ j ≤ k′, γ j < 0 entraîne

lim
λ
<→M j

FCL(λ) = +∞ et lim
λ
>→M j

FCL(λ) = −∞
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et pour k′ + k + 1 ≤ j ≤ P, γ j > 0 entraîne

lim
λ
<→M j

FCL(λ) = −∞ et lim
λ
>→M j

FCL(λ) = +∞.

On s’intéresse maintenant au second membre qui est une fonction continue sur R∗. On montre
simplement que :

lim
|λ|→+∞

1 − 1
Z2 λ2

∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY = 1 − 1

Z2

et

1 − 1
Z2 λ2

∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY ∼0 −

1
Z2 λ2

∫ 1

0
M(Y)2 dY. (6.52)

La différence fondamentale par rapport à la démonstration du lemme 2.11 page 50 vient du fait
que

1
Z2 λ2

∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY

explose lorsque λ tend vers 0. C’est pourquoi le nombre 0 ≤ j∗ ≤ P tel que M j∗ = 0 joue un rôle
important.

Remarque 6.6 On montre facilement que si γ j∗ , 0 alors 0 est solution de l’équation caractéristique
(6.49).

Étudions les différents cas :

• j∗ = 0 ou P :

Supposons par exemple que j∗ = 0, le cas j∗ = P étant similaire. On doit alors distinguer deux cas :

1. Cas γ1 ≥ 0 : en particulier, k′ = 0. Dès que4 Z > 1, par le théorème des valeurs intermédiaires
on obtient que l’équation (6.49) a au moins une solution réelle dans l’intervalle ] − ∞,M0[,
ainsi que dans chaque intervalle ]Mk+1,Mk+2[,..., ]MP−1,MP[, ]MP,+∞[. Cela fait au moins
P+ 1− k solutions réelles distinctes, et même P+ 2− k compte tenu de la remarque 6.6. Ainsi,
toutes les solutions sont réelles et le problème est bien posé.

Remarque 6.7 La P+ 3− k ème solution réelle se trouve dans l’intervalle ]M0,Mk+1[. En effet, on
a :

FCL(λ) ∼0
γ0
λ
.

Compte tenu de (6.52), on voit qu’au voisinage de 0, FCL est au dessus de

1 − 1
Z2 λ2

∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY.

On montre ainsi l’existence d’une solution réelle dans l’intervalle ]M0,Mk+1[.

La figure suivante illustre le cas présent. On se place dans le cas P = 4 et on prend

(M0,M1,M2,M3,M4) = (0, 0.3, 0.7, 1.2, 2)

4On prend Z > 1 pour assurer que 1 − 1/Z2 > 0 et montrer ainsi l’existence d’une solution réelle dans chaque
intervalle ] −∞,M0[ et ]MP,+∞[.
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ainsi que γ0 < 0 et γi > 0 pour tout 1 ≤ i ≤ 4. On a, dans l’exemple considéré, j∗ = 0 et k = 0.
On représente la fonction FCL en bleu et la fonction

λ→ 1 − 1
Z2 λ2

∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY

en rouge, pour Z = 5 :

−1 0 1 2 3
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−5

0

5

10

λ

F. 6.5 – Graphe des fonctions FCL (en bleu) et λ→ 1 − 1
Z2 λ2

∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY (en rouge).

Les points d’intersection des graphes de ces deux fonctions sont des solutions réelles de
l’équation caractéristique (6.49). On observe bien l’existence d’une solution dans chaque
intervalle ]−∞,M0[, ]M1,M2[, ]M2,M3[, ]M3,M4[ et ]M4,∞[. On retrouve de plus la solution
annoncée dans la remarque précédente, dans l’intervalle ]M0,M1[.

2. Cas γ1 < 0 : dès que Z > 1, par le théorème des valeurs intermédiaires on obtient que
l’équation (6.49) a aumoins une solution réelle dans chaque intervalle ]−∞,M0[, ]M1,M2[,...,
]Mk′−1,M′k[ ainsi que dans chaque intervalle ]Mk′+k+1,Mk′+k+2[,..., ]MP−1,MP[, ]MP,+∞[. Cela
fait au moins P− k solutions réelles distinctes. On n’est pas assuré de conserver une solution
réelle dans l’intervalle ]M0,M1[. Nous allons montrer que pour Z suffisamment grand,
l’existence d’une telle solution est assurée.On noteλ∗ la solution de FCL(λ) = 1 sur l’intervalle
]M0,M1[. Une possibilité pour assurer l’existence d’une solution dans cet intervalle est de
choisir Z tel que

1 − 1
(λ∗/2)2Z2

∫ 1

0
(λ∗/2 −M(Y))2 dY > FCL(λ∗/2)

ce qui est possible puisqueF(λ∗/2) < 1. Ceci assure l’existenced’une solutiondans l’intervalle
]λ∗/2,M1[. On a donc au moins P+1− k solutions réelles distinctes, et même P+2− k compte
tenu de la remarque 6.6. Ainsi toutes les solutions sont réelles et le problème est bien posé.

Remarque 6.8 La P+ 3− k ème solution réelle se trouve dans l’intervalle ]0, λ∗/2[. En effet, on a :

FCL(λ) ∼0
γ0
λ
.

Compte tenu de (6.52), on voit qu’au voisinage de 0, FCL est au dessus de

1 − 1
Z2 λ2

∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY.
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On montre ainsi l’existence d’une solution réelle dans l’intervalle ]0, λ∗/2[.

La figure suivante illustre le cas présent. On se place dans le cas P = 4 et on prend

(M0,M1,M2,M3,M4) = (0, 0.8, 1, 1.6, 2.4)

ainsi que γ0 < 0, γ1 < 0 et γi > 0 pour tout 2 ≤ i ≤ 4. Cela correspond à j∗ = 1, k′ = 1 et k = 0.
Sur la figure de droite, on observe, par rapport à à la figure de gauche, l’apparition de deux
solutions supplémentaires dans l’intervalle ]M0,M1[. Le problème devient bien posé pour Z
grand..
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F. 6.6 – Graphe des fonctions FCL (en bleu) et λ → 1 − 1
Z2 λ2

∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY (en rouge), pour Z = 2 à

gauche et Z = 5 à droite.

• 0 < j∗ < k′ ou k′ + k + 1 < j∗ < P :

Supposons par exemple que 0 < j∗ < k′. Dès que Z > 1, on obtient par le théorème des va-
leurs intermédiaires que l’équation (6.49) a au moins une solution réelle dans chaque intervalle
] − ∞,M0[, ]M0,M1[,...,]M j∗−1,M j∗[,]M j∗+1,M j∗+2[,..., ]Mk′−1,M′k[ ainsi que dans chaque intervalle
]Mk′+k+1,Mk′+k+2[,..., ]MP−1,MP[, ]MP,+∞[. Cela fait au moins P− k solutions réelles distinctes. On
n’est pas assuré de conserver une solution réelle dans l’intervalle ]M j∗ ,M j∗+1[. Nous allons montrer
que pour Z suffisamment grand, l’existence d’une telle solution est assurée. On note λ∗ la solution
de FCL(λ) = 1 sur l’intervalle ]M j∗ ,M j∗+1[. Une possibilité pour assurer l’existence d’une solution
dans cet intervalle est de choisir Z tel que

1 − 1
(λ∗/2)2Z2

∫ 1

0
(λ∗/2 −M(Y))2 dY > FCL(λ∗/2)

ce qui est possible puisque F(λ∗/2) < 1. Ceci assure l’existence d’une solution dans l’intervalle
]λ∗/2,M j∗+1[. On a donc au moins P + 1 − k solutions réelles distinctes, et même P + 2 − k compte
tenu de la remarque 6.6. Ainsi toutes les solutions sont réelles et le problème est bien posé.

Remarque 6.9 La condition assure aussi l’existence d’une solution dans l’intervalle ]0, λ∗/2[.

Pour illustrer le cas présent, on considère le cas P = 4 et on prend

(M0,M1,M2,M3,M4) = (−0.5, 0, 0.8, 1, 1.6)
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ainsi que γi < 0 pour tout 0 ≤ i ≤ 2 et γi > 0 pour tout 3 ≤ i ≤ 4. On a alors j∗ = 1, k′ = 2 et k = 0.
Sur la figure de droite, on observe, par rapport à la figure de gauche, on observe l’apparition de
deux solutions supplémentaires dans l’intervalle ]M1,M2[. Le problème devient bien posé pour Z
grand.
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F. 6.7 – Graphe des fonctions FCL (en bleu) et λ→ 1 − 1
Z2 λ2

∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY (en rouge), pour Z = 2 à gauche

et Z = 5 à droite.

• j∗ = k′ ou j∗ = k′ + k + 1 :

Supposons par exemple que j∗ = k′. Dès que Z > 1, par le théorème des valeurs intermédiaires
on obtient que l’équation (6.49) a au moins une solution réelle dans chaque intervalle ] −∞,M0[,
]M0,M1[,...,]Mk′−1,M′k[ ainsi que dans chaque intervalle ]Mk′+k+1,Mk′+k+2[,..., ]MP−1,MP[, ]MP,+∞[.
Cela fait aumoinsP+1−k solutions réelles distinctes, etmême P+2−k compte tenu de la remarque
6.6. Ainsi toutes les solutions sont réelles et le problème est bien posé.

Remarque 6.10 On montre facilement que la P + 3 − k ème solution réelle se trouve dans l’intervalle
]Mk′ ,Mk′+k+1[.

Pour illustrer ce résultat, on considère le cas P = 4 et on prend

(M0,M1,M2,M3,M4) = (−0.5, 0, 0.8, 1, 1.6)
ainsi que γi < 0 pour tout 0 ≤ i ≤ 1 et γi > 0 pour tout 2 ≤ i ≤ 4. On a, dans l’exemple considéré,
j∗ = 1, k′ = 1 et k = 0.
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F. 6.8 – Graphe des fonctions FCL (en bleu) et λ→ 1 − 1
Z2 λ2

∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY (en rouge), pour Z = 2.
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Les points d’intersection des graphes de ces deux fonctions sont des solutions réelles de l’équation
caractéristique (6.49). On observe bien l’existence d’une solution dans chaque intervalle ]−∞,M0[,
]M0,M1[, ]M2,M3[, ]M3,M4[ et ]M4,∞[. On retrouve de plus la solution annoncée dans la remarque
précédente, dans l’intervalle ]M1,M2[.

• k′ < j∗ < k′ + k + 1 :

Dès que Z > 1, par le théorème des valeurs intermédiaires on obtient que l’équation (6.49) a au
moins une solution réelle dans chaque intervalle ]−∞,M0[, ]M0,M1[,...,]Mk′−1,M′k[ ainsi que dans
chaque intervalle ]Mk′+k+1,Mk′+k+2[,..., ]MP−1,MP[, ]MP,+∞[. Cela fait au moins P+ 1− k solutions
réelles distinctes. Onmontre facilement l’existence de deux solutions réelles supplémentaires dans
les intervalles ]M′k, 0[ et ]0,Mk′+k+1[. Nous avons donc trouvé P + 3 − k solutions réelles distinctes.
Ainsi toutes les solutions sont réelles et le problème est bien posé.

Pour illustrer ce résultat, on considère le cas P = 4 et on prend

(M0,M1,M2,M3,M4) = (−1, 0.5, 0, 0.8, 1)

ainsi que γi < 0 pour tout 0 ≤ i ≤ 1, γ2 = 0 et γi > 0 pour tout 2 ≤ i ≤ 4. On a, dans l’exemple
considéré, j∗ = 2, k′ = 1 et k = 1.
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F. 6.9 – Graphe des fonctions FCL (en bleu) et λ→ 1 − 1
Z2 λ2

∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY (en rouge), pour Z = 2.

Les points d’intersection des graphes de ces deux fonctions sont des solutions réelles de l’équation
caractéristique (6.49). On observe bien l’existence d’une solution dans chaque intervalle ]−∞,M0[,
]M0,M1[, ]M1,M2[, ]M2,M3[, ]M3,M4[ et ]M4,∞[. Le problème est bien posé.

Finalement, s’il existe k′ ≤ l ≤ k′ + k + 1 et tel que ζℓ > 0 et ζ j = 0 pour j , ℓ. Dans ce cas

FCL(λ) = F∗(λ) +
ζℓ

(λ −Mℓ)2
.

Les arguments utilisés dans la démonstration du lemme 2.11 page 50 sont toujours valable ici et
le problème est bien posé.

�
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Les résultats En combinant les lemmes 6.1 et 6.3, nous allons établir des hypothèses géomé-
triques sur le profil M assurant le caractère bien posé du problème (6.41)-(6.43). Nous obtenons
le théorème suivant comme nous avions obtenu le théorème 2.3 page 54. C’est pourquoi la
démonstration est laissée au lecteur.

Théorème 6.2 Soit M ∈ C0(]0, 1[). Alors il existe Zc ≥ 1 tel que pour tout Z > Zc le problème
(6.41)-(6.43) est bien posé dès que l’une de ces conditions est satisfaite :

1. M est strictement convexe (resp. concave).

2. M est strictement croissante (resp. décroissante) et il existe yS ∈]0, 1[ tel que M est concave (resp.
convexe) sur ]0, yS[ et convexe (resp. concave) sur ]yS, 1[.

Pour certains profils on est capable de préciser la valeur de Zc. Dans le premier point de la
démonstration du lemme 6.3, l’hypothèse Z > 1 nous a suffi à démontrer le caractère bien posé.
On peut alors obtenir la

Proposition 6.3 Soit M ∈ C0(]0, 1[). Alors pour tout Z > 1 le problème (6.41)-(6.43) est bien posé dès
que l’une de ces conditions est satisfaite :

1. M est strictement décroissante et convexe.

2. M est strictement croissante et concave.

Enutilisant une technique de perturbationpourZ grand, nous avons réussi àmontrer des résultats
sur le caractère bien posé du problème approché (6.41)-(6.43). Comme le montre la remarque
suivante, nous ne pouvons utiliser une technique similaire pour Z petit.

Remarque 6.11 L’équation caractéristique (6.49) devient pour Z = 0 :
∫ 1

0
(λ − M(Y))2 dY = 0.

Or cette équation a toujours des solutions non réelles. En effet, si on pose λ = λR + iλI la partie imaginaire
de l’équation donne : ∫ 1

0
λI (λR − M(Y)) dY = 0.

Si on suppose λI , 0 alors on obtient :

λR =

∫ 1

0
M(Y) dY.

La partie réelle de l’équation devient alors :

λ2I =

∫ 1

0
M(Y)2 dY −

(∫ 1

0
M(Y) dY

)2

qui est positif compte tenu de l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Cela laisse penser que le problème approché (6.41)-(6.43) est mal posé pour Z suffisamment petit.

Rappelons que les résultats que nous avons énoncés précédemment ont été montrés en tenant
compte de la condition limite approchée (6.43) et non de la condition (6.42) obtenue naturellement.
Ce choix est dû au fait que l’étude en est simplifiée. Notre conjecture est que les résultats sur le
caractère bien posé du problème approché sont les mêmes que l’on prenne l’une ou l’autre des
deux conditions limites.
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6.4.3 Impédance dépendant de la fréquence

Le fait de considérer une impédance dépendante du temps Z(∂t), plutôt qu’une impédance
constante, ne change rien à l’analyse asymptotique. Nous obtenons le même problème approché,
les mêmes conditions limites (6.42) et (6.43). En revanche l’étude de stabilité est bouleversée. On
montre :

Théorème 6.3 Si |Z̃(ω)| ∼|ω|→+∞ C|ω|µ, on a :

– Si µ > 0 le problème approché (6.41)-(6.43) est bien posé si et seulement si le problème limite du tube
(1.9) l’est. En particulier si M ∈ C0(]0, 1[) le problème est bien posé dès que l’une de ces conditions
est satisfaite :

1. M est strictement convexe (resp. concave).

2. M est strictement croissante (resp. décroissante) et il existe yS ∈]0, 1[ tel que M est concave
(resp. convexe) sur ]0, yS[ et convexe (resp. concave) sur ]yS, 1[.

– Si µ < 0 le problème approché est inconditionnellement mal posé.

D́. • Si µ > 0 l’équation caractéristique (6.47) devient quand |k| tend vers +∞ :

FCL(iσ) = 1,

qui est l’équation caractéristique du problème limite du tube (1.9) étudié dans la première partie
de cette thèse. Ainsi, le problème approché (6.41)-(6.43) sera bien posé si et seulement si (1.9) l’est.

• Si µ < 0 l’équation caractéristique (6.47) devient quand |k| tend vers +∞ :
∫ 1

0
(σ + iM(Y))2 dY = 0,

le problème approché est inconditionnellement mal posé (cf. remarque 6.11).
�

Remarque 6.12 – Considérons le cas du modèle d’impédance à trois paramètres :

Z̃(ω) = R +
K
iω
+ iωC.

Le théorème précédent montre que le problème approché (6.41)-(6.43) est bien posé dès que C , 0. À
l’inverse si C et R sont tous deux nuls il est mal posé.

– Considérons le cas du résonateur de Helmholtz :

Z̃(ω) = R + iωC − i cot (ωL) .

Le théorème précédent montre que le problème approché (6.41)-(6.43) est bien posé dès que C , 0.

6.5 Ć :  ́

Le modèle approché (6.41)-(6.42) a été obtenu en considérant les équations de Galbrun.
Qu’aurait-on obtenu si nous avions utilisé les équations d’Euler linéarisées ?Cette section est
une adaptation fidèle de la section 5.5 page 162.
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6.5.1 Position du problème

Nous considérons le domaineΩε = R × ] −∞, ε [ :

Nous supposons que ce domaine est rempli par un fluide parfait compressible qui est en mou-
vement. De plus, nous supposons que l’écoulement est stationnaire et laminaire. Les équations
d’Euler linéarisées (1) s’écrivent alors :



∂uε
∂t
+Mε(y)

∂uε
∂x
+
∂pε
∂x
+ (Mε)′(y)vε = 0

∂vε
∂t
+Mε(y)

∂vε
∂x
+
∂pε
∂y
= 0

∂pε
∂t
+Mε(y)

∂pε
∂x
+
∂uε
∂x
+
∂vε
∂y
= 0

, (x, y) ∈ Ωε, t > 0. (6.53)

où (uε, vε) représente la perturbation de la vitesse et pε la perturbation de la pression. On associe
à ces équations des données initiales à support dans le demi-espace y < 0 :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

uε(x, y, 0) = u0(x, y),

vε(x, y, 0) = v0(x, y),

pε(x, y, 0) = p0(x, y).

Comme nous l’avons fait au début de ce chapitre, on se restreint à une classe particulière de profils
de la forme :

Mε(y) =


M

( y
ε

)
, 0 < y < ε

M∞, y < 0
avec M ∈ L∞(]0, 1[).

De plus, on suppose que Mε ∈ W1,∞(] −∞, 1[) et vérifie M(1) = 0. On complète ces équations par
une condition de paroi impédante en y = ε :

pε(x, ε, t) = Zvε(x, ε, t), x ∈ R, t > 0.

Nous commençons par appliquer la transformation de Fourier :

u(x, y, t) −→ û(k, y, t) =
1√
2π

∫

R

u(x, y, t) e−ikx dx
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ce qui donne le système 1D (en espace) suivant :


∂ûε
∂t
+ ikMε(y) ûε + ik p̂ε + (Mε)′(y) v̂ε = 0

∂v̂ε
∂t
+ ikMε(y) v̂ε +

∂p̂ε
∂y
= 0

∂p̂ε
∂t
+ ikMε(y) p̂ε + ik ûε +

∂v̂ε
∂y
= 0

, (k, y) ∈ Ωε, t > 0. (6.54)

Lorsque k est fixé, ce problème d’évolution est bien posé dans L2(] − ∞, ε[) et nous avons une
estimation a priori du type :

∫ ε

−∞

(
|̂pε|2 + |̂uε|2 + |̂vε|2

)
dy ≤

[∫ ε

−∞

(
|̂p0|2 + |̂u0|2 + |̂v0|2

)
dy

]
exp(C |k| t)

pour une certaine constante C. Par conséquent, pour ℜe (s) assez grand par rapport à k (mais
indépendant de ε), on peut définir la transformée de Laplace en temps de (ûε, v̂ε, p̂ε). On rappelle
la définition de la transformée de Laplace :

û(k, y, t) −→ ũ(k, y, s) =
∫ +∞

0
û(k, y, t) e−st dt.

Après avoir appliqué cette tranformation à (6.54) on obtient :



γε ũε +M′εṽε + ik p̃ε = û0,

γε ṽε +
∂p̃ε
∂y
= v̂0,

γε p̃ε + ik ũε +
∂ṽε
∂y
= p̂0,

(6.55)

où (û0, v̂0, p̂0) désigne la transformée de Fourier de la donnée initiale (u0, v0, p0) et où nous avons
posé γε(k, y, s) = s + ikMε(y) qui, notons le, est non nul. Nous pouvons maintenant éliminer ũε et
ṽε. En effet, de la deuxième équation de (6.55) nous obtenons :

ṽε = −γ−1ε
(∂p̃ε
∂y
− v̂0

)
⇒ ∂ṽε

∂y
= − ∂

∂y

(
γ−1ε

(∂p̃ε
∂y
− v̂0

))
.

On peut maintenant obtenir une expression de ũε en fonction de p̃ε en injectant cette égalité dans
la première équation de (6.55) ce qui donne :

ũε = −γ−1ε (M′εṽε + ik p̃ε) + γ−1ε û0

= γ−2ε M′ε
(∂p̃ε
∂y
− v̂0

)
+ γ−1ε

(
û0 − ik p̃ε

)

En reportant les expressions obtenues pour ũε et ṽε dans la troisième et dernière équation de (6.55),
nous avons :

γε p̃ε + ikγ−2ε M′ε
(∂p̃ε
∂y
− v̂0

)
+ ik γ−1ε

(
û0 − ik p̃ε

)
− ∂

∂y

(
γ−1ε

(∂p̃ε
∂y
− v̂0

))
= p̂0
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ce qui après avoir multiplié par γε peut se réécrire :

(γ2ε + k2) p̃ε + γ−1ε γ′ε
(∂p̃ε
∂y
− v̂0

)
− γε

∂

∂y

( 1
γε

(∂p̃ε
∂y
− v̂0

))
= γε p̂0 − ik û0

En se rappelant que les données initiales sont à support dans le demi-espace y < 0, on obtient :


(
k2 + (s + ikM∞)2

)
p̃ε −

∂2p̃ε
∂y2

= (s + ikM∞)p̂0 −
(∂v̂0
∂y
+ ik û0

)
pour y < 0,

(γ2ε + k2) p̃ε − γ2ε
∂

∂y

( 1
γ2ε

∂p̃ε
∂y

)
= 0 pour 0 < y < ε.

La condition de paroi impédante est équivalente pour sa part à :

s p̃ε(k, ε, s) + Z
∂p̃ε
∂y

(k, ε, s) = 0.

C’est sur ce problème exprimé en Fourier-Laplace que nous allons mener l’analyse asymptotique.
La transformation de Fourier-Laplace nous a permis de nous ramener à une unique équation sur
la pression.

6.5.2 Réécriture comme un problème de transmission

Nous commençons par réécrire le problème comme un problème de transmission entre :

p̃ε = p̃ε|y<0; p̃CL
ε = p̃ε|0<y<ε.

Nous avons maintenant le système d’équations suivant :


(
k2 + (s + ikM∞)2

)
p̃ε −

∂2p̃ε
∂y2

= ĝ, y < 0,

(γ2ε + k2) p̃CL
ε − γ2ε

∂

∂y

( 1
γ2ε

∂p̃CL
ε

∂y

)
= 0, 0 < y < ε,

(6.56)

avec

ĝ = (s + ikM∞)p̂0 −
(∂v̂0
∂y
+ ik û0

)
.

Le système ci-dessus est complété par les conditions de raccord :


p̃ε(k, 0, s) = p̃CL
ε (k, 0, s),

∂p̃ε

∂y
(k, 0, s) =

∂p̃CL
ε

∂y
(k, 0, s),

et la condition limite de paroi impédante :

s p̃CL
ε (k, ε, s) + Z

∂p̃CL
ε

∂y
(k, ε, s) = 0.
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6.5.3 Analyse asymptotique

On cherche une condition d’impédance en y = 0, qui soit valable quand ε → 0. Pour cela,
il nous faut éliminer les inconnues dans la couche limite. Nous commençons classiquement par
effectuer le changement d’échelle dans la couche limite :

y→ Y =
y
ε
,

qui nous permettra de travailler sur un domaine géométrique fixe. En posant le changement
d’inconnues suivant :

p̃CL
ε (k, y, s) = P̃CL

ε

(
x,

y
ε
, t
)
,

l’équation (6.56) dans la couche limite, 0 < Y < 1, se réécrit :

ε2(k2 + γ2)P̃CL
ε − γ2

∂

∂Y

( 1
γ2
∂P̃CL

ε

∂Y

)
= 0, (6.57)

où γ(k,Y, s) = γε(k, εY, s) = s + ikM(Y). Les conditions de raccord deviennent :



p̃ε(k, 0, s) = P̃CL
ε (k, 0, s),

ε
∂p̃ε

∂y
(k, 0, s) =

∂P̃CL
ε

∂Y
(k, 0, s),

(6.58)

et la condition de paroi impédante s’écrit :

ε s P̃CL
ε (k, 1, s) + Z

∂P̃CL
ε

∂Y
(k, 1, s) = 0. (6.59)

On introduit maintenant les développements asymptotiques formels en ε de p̃ε et P̃CL
ε . On pose :



p̃ε(k, y, s) = p̃0(k, y, s) + ε p̃1(k, y, s) + ε2 p̃2(k, y, s) + ...

P̃CL
ε (k,Y, s) = P̃0

CL

(
k,Y, s

)
+ ε P̃1

CL

(
k,Y, s

)
+ ε2 P̃2

CL

(
k,Y, s

)
+ ...

Nous allons chercher à éliminer les inconnues P̃ j
CLdans la couche limite, pour aboutir à unproblème

aux limites en p̃ j avec une condition d’impédance approchée en y = 0 (quand ε→ 0).

Analyse des termes d’ordre 0 en ε des équations.

– Dans le demi plan y < 0, la première équation de (6.56) donne à l’ordre 0 en ε :

(
k2 + (s + ikM∞)2

)
p̃0 − ∂

2p̃0

∂y2
= ĝ, y < 0. (6.60)

– Dans la couche limite, 0 < Y < 1, l’équation (6.57) donne à l’ordre 0 en ε :

∂

∂Y

( 1
γ2
∂P̃0

CL

∂Y

)
= 0, 0 < Y < 1. (6.61)
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– Les conditions de raccord (6.58) donnent :


p̃0(k, 0, s) = P̃0
CL(k, 0, s),

∂P̃0
CL

∂Y
(k, 0, s) = 0.

(6.62)

– Enfin la condition de paroi impédante (6.59) donne :

Z
∂P̃0

CL

∂Y
(k, 1, s) = 0.

De (6.61), on déduit que la fonction

Y→ 1
γ2
∂P̃0

CL

∂Y

est constante. La deuxième équation de (6.62) nous dit que cette constante est nulle et par consé-
quent :

∂P̃0
CL

∂Y
(k,Y, s) = 0.

Ainsi, la fonctionY→ P̃0
CL est constante. En utilisant la première équation de (6.62) nous obtenons :

P̃0
CL(k,Y, s) = p̃0(k, 0, s), ∀ 0 < Y < 1. (6.63)

Analyse des termes d’ordre 1 en ε des équations.

– Dans le demi plan y < 0, la première équation de (6.56) donne à l’ordre 1 en ε :

(
k2 + (s + ikM∞)2

)
p̃1 − ∂

2p̃1

∂y2
= 0, y < 0. (6.64)

– Dans la couche limite, 0 < Y < 1, l’équation (6.57) donne à l’ordre 1 en ε :

∂

∂Y

( 1
γ2
∂P̃1

CL

∂Y

)
= 0, 0 < Y < 1. (6.65)

– Les conditions de raccord (6.58) donnent :



p̃1(k, 0, s) = P̃1
CL(k, 0, s),

∂p̃0

∂y
(k, 0, s) =

∂P̃1
CL

∂Y
(k, 0, s).

(6.66)

– Enfin la condition de paroi impédante (6.59) donne :

s P̃0
CL(k, 1, s) + Z

∂P̃1
CL

∂Y
(k, 1, s) = 0. (6.67)
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De (6.65), on déduit que la fonction

Y→ 1
γ2
∂P̃1

CL

∂Y

est constante. En particulier, on a

1
γ2(k,Y, s)

∂P̃1
CL

∂Y
(k,Y, s) =

1
γ2(k, 0, s)

∂P̃1
CL

∂Y
(k, 0, s),

ce qui donne, compte tenu de la deuxième équation de (6.66) :

∂P̃1
CL

∂Y
(k,Y, s) =

γ2(k,Y, s)
γ2(k, 0, s)

∂p̃0

∂y
(k, 0, s). (6.68)

On a aussi :
1

γ2(k,Y, s)
∂P̃1

CL

∂Y
(k,Y, s) =

1
γ2(k, 1, s)

∂P̃1
CL

∂Y
(k, 1, s).

En remarquant que γ(k, 1, s) = s et en utilisant (6.67), on obtient :

1
γ2(k,Y, s)

∂P̃1
CL

∂Y
(k,Y, s) = − 1

s Z
P̃0

CL(k, 1, s),

qui devient, compte tenu de (6.63) :

∂P̃1
CL

∂Y
(k,Y, s) = −γ

2(k,Y, s)
s Z

p̃0(k, 0, s). (6.69)

En égalisant (6.68) et (6.69), on obtient :

1
γ2(k, 0, s)

∂p̃0

∂y
(k, 0, s) +

1
s Z

p̃0(k, 0, s) = 0. (6.70)

Analyse des termes d’ordre 2 en ε des équations.

– Dans le demi plan y < 0, la première équation de (6.56) donne à l’ordre 2 en ε :

(
k2 + (s + ikM∞)2

)
p̃2 − ∂

2p̃2

∂y2
= 0, y < 0.

– Dans la couche limite, 0 < Y < 1, l’équation (6.57) donne à l’ordre 2 en ε :

(k2 + γ2)P̃0
CL − γ2

∂

∂Y

( 1
γ2
∂P̃2

CL

∂Y

)
= 0, 0 < Y < 1. (6.71)

– Les conditions de raccord (6.58) donnent :



p̃2(k, 0, s) = P̃2
CL(k, 0, s),

∂p̃1

∂y
(k, 0, s) =

∂P̃2
CL

∂Y
(k, 0, s).

(6.72)
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– Enfin la condition de paroi impédante (6.59) donne :

s P̃1
CL(k, 1, s) + Z

∂P̃2
CL

∂Y
(k, 1, s) = 0. (6.73)

On cherche maintenant à exprimer
∂p̃1

∂y
en 0, uniquement en fonction de p̃ j. Pour ce faire, on utilise

(6.71) :
∂

∂Y

( 1
γ2
∂P̃2

CL

∂Y

)
=

k2 + γ2

γ2
P̃0

CL.

Compte tenu de (6.63), on a :

∂

∂Y

( 1
γ2
∂P̃2

CL

∂Y

)
=

k2 + γ2

γ2
p̃0(k, 0, s).

En intégrant par rapport à Y entre 0 et 1, on obtient :

1
γ2(k, 1, s)

∂P̃2
CL

∂Y
(k, 1, s) − 1

γ2(k, 0, s)
∂P̃2

CL

∂Y
(k, 0, s) =

[∫ 1

0

k2 + γ2(k,Y, s)
γ2(k,Y, s)

dY

]
p̃0(k, 0, s).

En utilisant (6.73), et en se rappelant que γ(k, 1, s) = s, on obtient :

− 1
s Z

P̃1
CL(k, 1, s) −

1
γ2(k, 0, s)

∂P̃2
CL

∂Y
(k, 0, s) =

[∫ 1

0

k2 + γ2(k,Y, s)
γ2(k,Y, s)

dY

]
p̃0(k, 0, s).

On tient maintenant compte de la deuxième équation de (6.72) pour écrire :

− 1
s Z

P̃1
CL(k, 1, s) −

1
γ2(k, 0, s)

∂p̃1

∂y
(k, 0, s) =

[∫ 1

0

k2 + γ2(k,Y, s)
γ2(k,Y, s)

dY

]
p̃0(k, 0, s). (6.74)

Pour nous débarasser définitivement de P̃1
CL(k, 1, s), nous écrivons :

P̃1
CL(k, 1, s) =

∫ 1

0

∂P̃1
CL

∂Y
dY + P̃1

CL(k, 0, s).

Au moyen de l’expression (6.69) de
∂P̃1

CL

∂Y
, nous obtenons :

P̃1
CL(k, 1, s) = −

1
s Z

[∫ 1

0
γ2(k,Y, s) dY

]
p̃0(k, 0, s) + P̃1

CL(k, 0, s).

Enfin, on utilise la première condition de raccord (6.66) pour obtenir :

P̃1
CL(k, 1, s) = −

1
s Z

[∫ 1

0
γ2(k,Y, s) dY

]
p̃0(k, 0, s) + p̃1(k, 0, s).

En injectant cette expression dans (6.74) et après un petit peu de rangement, on obtient :
[∫ 1

0

k2 + γ2(k,Y, s)
γ2(k,Y, s)

dY

]
p̃0(k, 0, s) +

1
γ2(k, 0, s)

∂p̃1

∂y
(k, 0, s) +

1
s Z

p̃1(k, 0, s)

− 1
s2 Z2

[∫ 1

0
γ2(k,Y, s) dY

]
p̃0(k, 0, s) = 0.

(6.75)

Nous avons donc formellent défini (p̃0, p̃1) par les équations (6.60) et (6.64) et par les conditions
(6.70) et (6.75). Nous pouvons donc construire le problème approché à l’ordre 1 en ε.
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6.5.4 Construction du problème approché

Le problème approché dans les variables (k, y, s)

L’idée est qu’une bonne approximation (au premier ordre en ε) de la solution devrait être
fournie pas la fonction :

p̃ε,1 = p̃0 + ε p̃1,

qui satisfait compte tenu de (6.60) et (6.64) :

(
k2 + (s + ikM∞)2

)
p̃ε,1 − ∂

2p̃ε,1

∂y2
= ĝ, y < 0.

Condition limite en y = 0. L’opération (6.70) + ε (6.75) donne :

ε

[∫ 1

0

k2 + γ2(k,Y, s)
γ2(k,Y, s)

dY

]
p̃0(k, 0, s) +

1
γ2(k, 0, s)

∂p̃ε,1

∂y
(k, 0, s) +

1
s Z

p̃ε,1(k, 0, s)

−ε 1
s2 Z2

[∫ 1

0
γ2(k,Y, s) dY

]
p̃0(k, 0, s) = 0,

qui donne

ε

[∫ 1

0

k2 + γ2(k,Y, s)
γ2(k,Y, s)

dY

]
p̃ε,1(k, 0, s) +

1
γ2(k, 0, s)

∂p̃ε,1

∂y
(k, 0, s) +

1
s Z

p̃ε,1(k, 0, s)

−ε 1
s2 Z2

[∫ 1

0
γ2(k,Y, s) dY

]
p̃ε,1(k, 0, s) = O(ε2).

L’idée est de conserver une approximation de la même qualité (toujours du premier ordre) en
supprimant les termes O(ε2). Autrement dit, nous proposons le problème approché suivant :



(
k2 + (s + ikM∞)2

)
p̃ε,1 − ∂

2p̃ε,1

∂y2
= ĝ, y < 0,

∂p̃ε,1

∂y
(k, 0, s) =

(
ε θ(k, s) − (s + ikM∞)2

s Z
+ ε

(s + ikM∞)2

s2 Z2

[∫ 1

0
γ2(k,Y, s) dY

])
p̃ε,1(k, 0, s),

(6.76)

où l’on rappelle pour le lecteur distrait que l’on avait posé au chapitre précédent :

θ(k, s) = −(s + ikM∞)2
∫ 1

0

k2 + γ2(k,Y, s)
γ2(k,Y, s)

dY.

Remarque 6.13 Il est clair que la condition limite garde en mémoire la couche limite puisqu’elle fait
intervenir le paramètre ε ainsi que le profil M(Y) à travers γ(k,Y, s).

Remarque 6.14 – Lorsque l’on fait tendre |Z| vers +∞, on retrouve bien évidemment le problème
(6.76), obtenu au chapitre précédent en considérant une paroi rigide.

– À l’ordre 0 en ε, on retrouve la condition classique d’impédance en présence d’un écoulement non nul
à la paroi, dite condition de Myers (cf. (6.8)).
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Le problème approché dans les variables (x, y, t)

À partir de (6.76), le problème d’évolution que nous proposonsde résoudre comme alternative,
pour approcher (6.53), s’écrit :



(
∂

∂t
+M∞

∂

∂x

)2
pε,1 − ∆ pε,1 = 0, (x, y) ∈ R×] −∞, 0[, t > 0,

∂2

∂t2
∂pε,1

∂y
(x, 0, t) =

(
∂

∂t
+M∞

∂

∂x

)2 {
−ε

[
Id − IM

∂2

∂x2
]
− 1

Z
∂

∂t
+
ε

Z2
DM

}
pε,1(x, 0, t), x ∈ R, t > 0,

(6.77)
où Id est l’identité et IM est l’opérateur défini dans le paragraphe 5.5.4 page 169 du chapitre
précédent. De son côté,DM a été introuduit plus récemment et est défini par (6.39).

6.5.5 Analyse de stabilité modale

Nous allons étudier le caractère bien posé du problème approché (6.77). Pour cela nous allons
une nouvelle fois utiliser la méthode de Kreiss, expliquée à la section 5.4.1 du chapitre précédent.
Nous cherchons une solution non triviale du problème de la forme :

pε,1(x, y, t) = pa eikx eξy est,

avec k ∈ R, ξ ∈ C tel queℜe (ξ) ≥ 0, s ∈ C tel queℜe (s) > 0 et pa ∈ C non nul. Nous allons omettre
la plupart des calculs compte tenu du fait que nous avons dérivé le problème limite dans l’espace
de Fourier-Laplace. En injectant cette expression dans l’équation (6.77), on obtient :

ξ =
(
(s + ikM∞)2 + k2

)1/2
.

La condition limite nous donne alors l’équation caractéristique suivante :

ξ pa =

(
ε θ(k, s) − (s + ikM∞)2

s Z
+ ε

(s + ikM∞)2

s2 Z2

[∫ 1

0
γ2(k,Y, s) dY

])
pa,

c’est-à-dire en utilisant la définition de θ et en divisant par pa :

ξ = −(s + ikM∞)2
(
ε

∫ 1

0

k2 + γ2(k,Y, s)
γ2(k,Y, s)

dY +
1
s Z
− ε 1

s2 Z2

∫ 1

0
γ2(k,Y, s) dY

)
.

En posant σ = s/k et en utilisant la définition (5.21) de FCL, cette équation se réécrit :

√
1 + (σ + iM∞)2 = −(σ + iM∞)2

(
ε|k|

(
1 − FCL(iσ)

)
+
|k|
k

1
σZ
− ε|k| 1

σ2 Z2

∫ 1

0

(
σ + iM(Y)

)2
dY

)
.

Ainsi en faisant tendre |k| vers +∞, on obtient :

(
1 − FCL(iσ)

)
− 1
σ2 Z2

∫ 1

0

(
σ + iM(Y)

)2
dY = 0.

On retrouve la même équation caractéristique que pour le modèle approché obtenu en utilisant les
équations de Galbrun (cf. (6.49)). Les résultats sur le caractère bien posé du problème sont donc
les mêmes.
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BILAN

Le présent paragraphe dresse un bilan succinct du travail réaliséet précise les points qui
méritent un approfondissement. Dans la thèse développée ci-avant, nous nous sommes intéressés
à la propagation du son en présence d’un écoulement fortement cisaillé. Dans la première partie,
nous avons dérivé à partir des équations de Galbrun, au moyen d’une analyse asymptotique, un
problème approché. L’étude mathématique du caractère bien posé de ce problème original a été
menée de façon très complète aux chapitres 2 et 3. Cette analyse nous a amené à nous intéresser
aux instabilités hydrodynamiques et nous a permis de montrer des résultats, nouveaux à notre
connaissance, dans le cadre compressible. De plus, nous avons obtenu une formule quasi-explicite
de la solution. Celle-ci nous a fourni une méthode efficace de résolution numérique que nous
avons validée par comparaison avec un code 2D. Par conséquent, l’étude du cas du tube mince
nous paraît complète, et les objectifs remplis.

Dans la seconde partie, nous nous sommes intéressés aux couches limites au voisinage d’une
paroi, d’abord rigide puis absorbante. Dans le cas de la paroi rigide, nous avons dérivé, au moyen
d’une analyse asymptotique, un problème approché. La nouvelle condition limite fait intervenir la
résolution de l’équation limite du tube étudiée dans la première partie. L’étude du caractère bien
posé du problème se ramène à celle du problème limite du tube. En particulier, dès que le profil
dans la couche limite est convexe (ou concave), croissant concave puis convexe (ou décroissant
convexe puis concave) alors le problème est bien posé. Nous avons ensuite étudié les propriétés
physiques de cette nouvelle condition limite : possible guidage d’ondes de surface et réflexion
d’onde. En raison de sa nature non-locale notremodèle est difficilement utilisable numériquement.
Néanmoins, en approchant le profil dans la couche limite par un profil linéaire parmorceaux, nous
aboutissons à un nouveau modèle, qui est local : il couple une équation aux dérivées partielles
1D avec des équations différentielles ordinaires en temps. L’implémentation de cette méthode est
en cours d’investigation, grâce à Marc Duruflé. Dans le cas de la paroi absorbante, nous avons
obtenu, par l’analyse asymptotique, une première condition limite approchée. À partir de celle-ci,
nous avons pu en construire une deuxième au même ordre d’approximation. C’est en considérant
cette dernière que nous avons mené l’analyse du caractère bien posé. Nous conjecturons que les
résultats seraient les mêmes pour la première condition approchée, ce qui reste à montrer. Nous
montrons que le problème approché est bien posé pour différents modèles de parois absorbantes.

Cette analyse met en lumière la difficulté à trouver des schémas numériques stables dans ce
domaine d’étude.
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PERSPECTIVES

Sans être exhaustif, nous donnons ici les perspectives de recherche que ce travail suggère :

– Le développement d’une méthode numérique pour le problème approché obtenu dans le
cas d’une paroi absorbante est conditionné par la réussite de l’approche numérique évoquée
plus haut dans le cas de la paroi rigide. Une fois cette dernière aboutie, nous pourrons
envisager une implémentation pour des impédances réelles, grandes, comme perturbation
du cas rigide.

– La condition approchée que nous obtenons dans le cas d’une paroi impédante n’est pas
complètement satisfaisante. En effet, on a montré l’existence de modes instables à basse
fréquence (cf remarque 6.5 page 189). Numériquement, on pense qu’il va falloir mailler
à l’échelle de l’épaisseur de la couche limite en x, pour "dépasser" ces modes instables.
Ainsi, nous aurions traité la coordonnée transverse, mais pas la coordonnée longitudinale.
Une idée pour obtenir une condition qui aboutisse à un problème stable serai de revoir les
conditions d’impédance de parois, qui sont des approximations en incidence normale et ne
rendent donc pas suffisamment compte de la réalité.

– L’extension à des bords courbes est une des priorités si l’on veut s’approcher de la réalité.
On peut envisager, par exemple, une approche asymptotique sur l’inverse du rayon de
courbure. On devrait alors retrouver nos modèles à la limite quand le rayon de courbure
tend vers l’infini. Cela nécessite de faire appel à la géométrie différentielle.

– Le cas d’un domaine 3D fin délimité par deux surfaces parallèles est de tout premier intérêt.
Au moyen d’une analyse asymptotique similaire à celle utilisée pour le cas du tube mince,
un modèle limite quasi 2D a déjà été obtenu dans le cas de surfaces planes, sous des
hypothèses naturelles sur le profil de référence. Cette étude est à poursuivre.

– Le développement de modèles prenant en compte les effets de la viscosité est également à
l’étude. Des recherches dans ce domaine sont d’ailleurs menées dans le laboratoire POEMS
par Kersten Schmidt, post-doctorant, et ont été l’objet du stage de Jacques Barret.

– L’obtention d’une condition de transmission, approchant la couche de mélange entre deux
fluides cisaillés et aboutissant à un problème bien posé reste une question ouverte.
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AÉ E/G

Nous allons montrer dans cette annexe l’équivalence entre les équations d’Euler linéarisées et
les équations de Galbrun dans un domaine Ω ⊂ Rd.

A.1 L ́

Rappelons dans un premier temps les équations. Les équations d’Euler linéarisées en milieu
compressible s’écrivent :


(∂t +M.∇) u + (u.∇)M + ∇p = 0, x ∈ Ω, t > 0,

(∂t +M.∇) p + ∇.u = 0, x ∈ Ω, t > 0.
(A.1)

que l’on complète par la condition aux limites de glissement (n désignant le vecteur unitaire
normal à ∂Ω) :

u.n = 0, sur ∂Ω. (A.2)

Lorsque M désigne un champ de vecteur dans Rd, M.∇ est l’opérateur de dérivation selon M
défini par :

∀Φ : Rd → R, M.∇Φ =
∑

k

Mk
∂Φ

∂xk
.

Bien entendu, si U est un champ de vecteur on définit l’action de M.∇ sur U composante par
composante.

Dans (A.1) les inconnues sont le champde vitesse eulerien et la pressiondans le fluide. Le champde
vecteurM est une donnée du problème : il décrit l’écoulement de référence supposé stationnaire.
C’est le vecteur deMach de l’écoulement, qui n’est autre que la vitesse de l’écoulement divisée par
la vitesse des ondes acoustiques dans le même fluide au repos. Ce champ est supposé satisfaire
les équations d’Euler stationnaires :

(M.∇)M = 0, ∇.M = 0,
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muni là aussi de la condition aux limites de glissement :

M.n = 0, sur ∂Ω.

Nous allons montrer que les équations d’Euler linéarisées (A.1,A.2) sont équivalentes aux équa-
tions de Galbrun :

(∂t +M.∇)2 U − ∇ (∇.U) = 0, x ∈ Ω, t > 0, (A.3)

que l’on complète par la condition aux limites (n désignant le vecteur unitaire normal à ∂Ω) :

U.n = 0, sur ∂Ω. (A.4)

A.2 C    ́ ’ ́ 

Nous considérons tout d’abord le cas du tube 2D qui nous a intéressé dans la première partie
de cette thèse. Nous avons donc d = 2 etΩ = R×]−1, 1[ ; on note x = (x, y). On suppose de plus que
l’ćoulement est laminaire, M(x) =

(
M(y), 0

)
et on note u = (u, v). Les équations d’Euler linéarisées

(A.1,A.2) se réécrivent :


∂u
∂t
+M(y)

∂u
∂x
+
∂p
∂x
+M′(y)v = 0,

∂v
∂t
+M(y)

∂v
∂x
+
∂p
∂y
= 0,

∂p
∂t
+M(y)

∂p
∂x
+
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0,

(x, y) ∈ Ω, t > 0, (A.5)

complétées par les conditions de glissement :

v(x,±1, t) = 0 (A.6)

Par ailleurs les équations de Galbrun (A.3,A.4) se réécrivent en notant U = (U,V) :


( ∂
∂t
+M(y)

∂

∂x

)2
U − ∂

∂x

(
∂U
∂x
+
∂V
∂y

)
= 0,

( ∂
∂t
+M(y)

∂

∂x

)2
V − ∂

∂y

(
∂U
∂x
+
∂V
∂y

)
= 0,

(x, y) ∈ Ω, t > 0, (A.7)

muni de la condition limite :
V(x,±1, t) = 0, x ∈ R, t > 0. (A.8)

Nous allonsmontrer au travers des deux thérorèmes suivant, l’équivalence entre ces deux systèmes
d’équations.
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ThéorèmeA.1 Soit (U,V)une solution du problème (A.7,A.8) avec comme condition initialeU(x, y, 0) =
U0(x, y), V(x, y, 0) = V0(x, y), ∂tU(x, y, 0) = U1(x, y) et ∂tV(x, y, 0) = V1(x, y), alors le triplet (u, v, p)
défini par : 

u = ∂tU +M∂xU −M′V,

v = ∂tV +M∂xV,

p = −(∂xU + ∂yV),

(A.9)

est solution de (A.5, A.6) avec comme condition initiale :


u0 = U1 +M∂xU0 −M′V0,

v0 = V1 +M∂xV0,

p0 = −(∂xU0 + ∂yV0).

D́. Nous allons montrer que (u, v, p), défini par (A.9), est solution de (A.5). Puisque
M′ et ∂t +M∂x commutent, on remarque :

(∂t +M∂x)2U = (∂t +M∂x)[u +M′V] = (∂t +M∂x)u +M′v,

de telle sorte que la première équation de (A.7) s’écrit :

(∂t +M∂x)u +M′v + ∂xp = 0,

ce qui nousdonne la première équationde (A.5). La deuxième équationde (A.7) donnedirectement
la deuxième équation de (A.5) :

(∂t +M∂x)v + ∂yp = 0.

Il nous reste donc à déterminer l’équation vérifée par p. En utilisant la troisième équation de (A.9)
on a :

(∂t +M∂x)p + (∂t +M∂x)(∂xU + ∂yV) = 0. (A.10)

On remarque que :

(∂t +M∂x)(∂xU + ∂yV) = ∂x(∂t +M∂x)U + ∂y∂tV +M∂xyV.

En remarquant que M∂xyV = ∂y(M∂xV) −M′∂xV et en utilisant la définition (A.9) de u et v on
obtient :

(∂t +M∂x)(∂xU + ∂yV) = ∂xu + ∂yv,

et finalement (A.10) devient :
(∂t +M∂x)p + ∂xu + ∂yv = 0.

Pour terminer la démonstration il suffit de remarquer que :

V(x,±1, t) = 0 ⇒ v(x,±1, t) = 0.

�

La réciproque prend la forme du théorème suivant :
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Théorème A.2 Soit (u, v, p) solution de (A.5, A.6) pour des données initiales (u0, v0, p0). On définit
(U,V) comme étant les solutions des équations de transport :



∂tU +M∂xU −M′V = u, (x, y) ∈ Ω, t > 0,

∂tV +M∂xV = v, (x, y) ∈ Ω, t > 0,
(A.11)

associées aux données initiales :

(U,V)(x, y, 0) = (U0,V0)(x, y) := (∂xφ0, ∂yφ0)(x, y), (A.12)

où φ0 est une des solutions (définies à une constante près) du problème de Laplace :

−∆φ0 = p0 dans Ω, ∂yφ0 = 0 sur ∂Ω. (A.13)

Alors (U,V) est solution de (A.7,A.8) avec comme condition initiale U(x, y, 0) = U0(x, y), V(x, y, 0) =
V0(x, y), ∂tU(x, y, 0) = U1(x, y) et ∂tV(x, y, 0) = V1(x, y) où :



U1 = u0 −M∂xU0 +M′V0,

V1 = v0 −M∂xV0.

D́. Nous commençons par appliquer l’opérateur (∂t +M∂x) à (A.11) ce qui donne :


(∂t +M∂x)2U −M′(∂t +M∂x)V = (∂t +M∂x)u,

(∂t +M∂x)2V = (∂t +M∂x)v,

ce qui donne en utilisant les équations d’Euler (A.5) :


(∂t +M∂x)2U −M′(∂t +M∂x)V = −M′v − ∂xp,

(∂t +M∂x)2V = −∂yp,

soit en utilisant la deuxième équation de (A.11) :


(∂t +M∂x)2U = −∂xp,

(∂t +M∂x)2V = −∂yp.

Pour conclure la démonstration il suffit de montrer que p = −∂xU − ∂yV. Pour cela nous allons
montrer que la fonction

ψ := p + ∂xU + ∂yV,

est solution d’une équation de transport avec donnée initiale nulle ; ce qui prouvera qu’elle est
nulle. Nous avons :

(∂t +M∂x)ψ = (∂t +M∂x)p + (∂t +M∂x)(∂xU + ∂yV),

que l’on peut transformer comme suit :

(∂t +M∂x)ψ = (∂t +M∂x)p + ∂x [(∂t +M∂x)U −M′V] + ∂y [(∂t +M∂x)V] ,

qui devient en utilisant (A.11) :

(∂t +M∂x)ψ = (∂t +M∂x)p + ∂xu + ∂yv = 0,
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compte tenu de la troisième équation de (A.5). On conclut en remarquant :

ψ(., 0) = p0 + ∂xU0 + ∂yV0 = p0 + ∆φ0 = 0,

où on a utilisé successivement (A.12) et (A.13).
Finalement on remarque brièvement que :

v(x,±1, t) = 0 ⇒ V(x,±1, t) = 0

puisque V(.,±1, .) est alors solution d’une équation de transport (la deuxième équation de (A.11))
sans second membre, et avec condition initiale nulle.

�

A.3 C ́́

Nous nous contentons dans le cas général de donner les théorèmes de correspondance, entre
les équations de Galbrun et celles d’Euler, sans leurs démonstrations. Ces dernières sont simi-
laires à celle du cas laminaire, mais présentent des calculs plus compliqués. On peut trouver la
démonstration dans le cas général dans la thèse de Guillaume Legendre [Leg03].

Théorème A.3 Soit U une solution du problème (A.3,A.4) avec comme condition initiale U(x, y, 0) =
U0(x, y), et ∂tU(x, y, 0) = U1(x, y), alors (u, p) défini par :



u = (∂t +M.∇)U − (U.∇)M,

p = −∇.U,
(A.14)

est solution de (A.1, A.2) avec comme condition initiale :


u0 = U1 + (M.∇)U0 + (U0.∇)M,

p0 = −∇.U0.

La réciproque prenant cette fois la forme du théorème suivant :

ThéorèmeA.4 Soit (u, p) solution de (A.1, A.2) pour des données initiales (u0, p0). On définitU comme
étant la solution de l’équations de transport :

(∂t +M.∇)U + (U.∇)M = u,

associée à la donnée initiale :
U(x, y, 0) = U0(x, y) := ∇φ0(x, y),

où φ0 est une des solutions (définies à une constante près) du problème de Laplace :

−∆φ0 = p0 dans Ω, ∂nφ0 = 0 sur ∂Ω.

Alors U est solution de (A.3,A.4) avec comme condition initiale U(x, y, 0) = U0(x, y), et ∂tU(x, y, 0) =
U1(x, y) où :

U1 = u0 − (M.∇)U0 − (U0.∇)M.

Ce résultat d’équivalence entre les équations d’Euler et de Galbrun est un guide précieux pour
dériver des estimations de type énergie sur le système de Galbrun, en utilisant celles bien connues
du système d’Euler.
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