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3
Introdu
tion générale - Plasti
ité desverres, intérêts industriels et dé�ss
ienti�quesAvant même la maîtrise de sa fabri
ation, le verre, sous sa forme naturelle (par exemple,l'obsidienne, verre vol
anique), était déjà utilisé 100000 ans avant J.C. pour fabriquerdes pointes de �è
he et des bijoux. Ave
 le développement des pro
édés de fabri
ation,les possibilités de son utilisation ne 
essent de s'ouvrir sur un large éventail. Par sesnombreuses qualités (transparen
e, rigidité, inertie 
himique, et
.), il est devenu un ma-tériau in
ontournable pour di�érentes industries telles que la 
onstru
tion, l'automobileou l'agroalimentaire, et bien sûr pour les domaines artistiques.Le verre est obtenu par un refroidissement rapide, a�n d'empê
her la 
ristallisation,d'un liquide 
omposé d'oxydes formateurs (le squelette du verre, le plus souvent d'oxydede sili
ium : SiO2) et de fondants (servant à abaisser la température de fusion de la sili
e :
Na2O,K2O, ...), pour atteindre un état vitreux. Lors d'un refroidissement, nous obtenonssous la température de fusion Tf une phase liquide surfondue qui se solidi�era au voisinaged'une température Tg, dite de transition vitreuse. Le matériau résultant est un solidestru
turellement désordonné. Ainsi, le verre est dé�ni 
omme un 
omposé amorphe, 
'est-à-dire non 
ristallin. L'ordre à 
ourte distan
e, au niveau molé
ulaire, est 
onservé. Par
ontre, il n'existe au
un ordre stru
turel à grande distan
e. Outre son 
ara
tère amorphe,le verre est un matériau isotrope sur une é
helle de quelques nanomètres : les propriétésphysiques sont identiques quelle que soit la dire
tion d'observation.Le 
omportement mé
anique du verre est dominé par sa nature fragile qui fait delui un matériau 
assant sous l'e�et de 
ontraintes mé
aniques fortes. Néanmoins, desdéformations irréversibles peuvent être observées à des é
helles mi
rométriques. Par destests mé
aniques, 
e 
omportement plastique peut être mis en éviden
e à des é
hellestypiques entre le nanomètre et le mi
romètre.Issue des travaux de E.W. Taylor [1℄, la �gure 1 représente l'une des premières expé-rien
es, datant de 1949, et mettant en éviden
e un é
oulement plastique dans du verre.Nous pouvons observer des empreintes plastiques sans �ssure ni rupture lors d'un testd'indentation ave
 di�érentes 
harges mé
aniques. Des rayures nettes, produites par unepointe dure lors de tests de mesure de dureté, avaient déjà été observées sur du verre dansles années 1920 par G. Gehlo� et M. Thomas (Fig. 2). Par la suite, au début des années
50, E. Bru
he et G. S
himmel [3℄ ont démontré que, à l'interse
tion de deux rayures surverre, le premier sillon est 
omblé par de la matière provenant du deuxième, un phénomène
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Figure 1: Empreintes plastiques sur du verre par indentation et pour di�érentsniveaux de 
hargement mé
anique, E.W. Taylor [1℄.

Figure 2: Rayures plastiques produites par une pointe dure sur du verre. (Repro-du
tion issue d'un arti
le de D.M. Marsh [2℄)
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ité des verres, intérêts industriels etdéfis s
ientifiques 5possible seulement dans le 
as des matériaux plastiques. Ces travaux ont été analysés plustard par D.M. Marsh [2℄.La densi�
ation induite lors de tests de 
ompression à haute pression a pu fournir unepreuve additionnelle de l'existen
e de déformation permanente à température ambiante[4, 5, 6℄. A�n de mesurer 
ette variation de densité suite à un test d'indentation, F.M.Ernsberger a développé une méthode basée sur l'e�et de lentille optique dû au gradientde densité d'une zone sous indent [7℄. Les travaux de K.W. Peter [8℄, quant à eux, ontdémontré que di�érents 
omportements en indentation peuvent être observés pour dif-férents types de verre. Pour les verres dits "normaux", du verre à vitre par exemple, lamajorité des déformations sont en 
isaillement et presque sans densi�
ation (Fig. 3(a)).En revan
he, pour les verres dits "anormaux", de la sili
e amorphe par exemple, la densi�-
ation permanente peut atteindre 20% (Fig. 3(b)). De manière générale, le 
omportementplastique des verres est 
ara
térisé par un fort 
ouplage entre déformations volumique etdéviatorique.

(a) (b)Figure 3: Coupes de zones indentées pour des verres de type (a) normal, parexemple, verre à vitre ; (b) anormal, par exemple, la sili
e amorphe.Le 
omportement plastique 
ontr�le les propriétés des 
onta
ts mé
aniques (la résis-tan
e aux rayures, par exemple) et les mé
anismes de �ssure. N'ayant au
un "défaut"de type dislo
ation nous permettant d'identi�er 
e phénomène de plasti
ité pour le verreou pour tout autre matériau amorphe, il est né
essaire de re
her
her des mé
anismesmi
ros
opiques alternatifs pour la plasti
ité des amorphes.Les premières études théoriques sur la plasti
ité des matériaux amorphes, en général,et des verres, en parti
ulier, datent de la �n des années 1970. Les travaux de A.S. Argon[9℄ et de F. Spaepen [10℄ marquent le début de 
es études. Travaillant sur des verres mé-talliques, ils ont été à l'origine des premières propositions de mé
anisme mi
ros
opiquepour la plasti
ité des amorphes. La proposition de A.S. Argon était fondée sur un mé-
anisme de réorganisation 
olle
tive sous 
isaillement d'un ensemble d'atomes de nombrevariable (Fig. 4(a)). La proposition de F. Spaepen, quant à elle, était basée sur l'idée d'unmouvement atomique individuel similaire au pro
essus de di�usion de 
avités (Fig. 4(b)).[11℄[12℄En raison de la fragilité du verre, le 
hoix des tests expérimentaux est assez limité : test
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(a) (b)Figure 4: Mé
anismes mi
ros
opiques proposés pour la plasti
ité des matériauxamorphes par : (a) A.S. Argon - réorganisation 
olle
tive d'un ensemble d'atomes ;(b) F. Spaepen - mouvement atomique individuel. (Reprodu
tion issue d'une revuede C.A. S
huh [12℄)d'indentation et 
ellule à en
lume de diamant (qui permet d'obtenir des 
onditions d'essaihydrostatiques jusqu'à quelques dizaines de GPa), par exemple. De plus, il est très di�
ilede mesurer la densité vue l'é
helle mi
ros
opique à laquelle le phénomène de plasti
ité seproduit. L'essor des méthodes numériques (en parti
ulier les méthodes de modélisationen dynamique molé
ulaire) a permis d'aller au-delà des limitations expérimentales et deproposer des modèles théoriques a�n d'a

roître notre 
ompréhension de la rhéologie etde la plasti
ité des amorphes.Initiée par des travaux plus ré
ents de A.S. Argon et V.V. Bulatov [13, 14, 15℄, l'étudede la plasti
ité des matériaux amorphes a été relan
ée à la �n des années 1990 par lapubli
ation des travaux de M.L. Falk et J.S. Langer [16℄. Du point de vue te
hnique,leurs travaux, 
entrés sur les verres métalliques, étaient basés sur des simulations endynamique molé
ulaire en deux dimensions ave
 un potentiel interatomique de Lennard-Jones pour un verre binaire. Les résultats de M.L. Falk et J.S. Langer ont pu mettre enéviden
e l'existen
e de régions 
onstituées d'un 
ertain nombre d'atomes sus
eptibles de seréarranger sous l'e�et d'une déformation en 
isaillement, des régions désignées par "sheartransformation zones" (STZ). De plus, ils ont dé
rit par une loi d'évolution la densité de
es régions. Ainsi, la plasti
ité des amorphes a pu être dé
rite 
omme une su

ession deréorganisations lo
ales (Fig. 5).

Figure 5: Réarrangement d'une région sous l'e�et d'une déformation en 
isaillement,"shear transformation zones" (STZ), dont la su

ession permet de dé
rire la plasti
itédes matériaux amorphes. (Reprodu
tion issue d'un arti
le deM.L. Falk et J.S. Langer[16℄)Revenons plus en détail sur la multitude des travaux basés sur les "expérimentationsnumériques". Le développement exponentiel des 
apa
ités de 
al
ul a permis 
es dernières
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ientifiques 7années d'avoir re
ours aux simulations numériques pour étudier la déformation des verres.Outre qu'elles permettent de simuler des essais dans des géométries simples pourtant in-a

essibles expérimentalement (tra
tion uniforme, 
isaillement simple, et
.) en raison dela fragilité des matériaux, les te
hniques numériques, 
omme la dynamique molé
ulaire,permettent d'a

éder à l'é
helle atomique. Pour peu que les é
hantillons simulés soientde taille su�sante, il est don
 envisageable d'étudier le 
omportement mé
anique à uneé
helle "ma
ros
opique" ainsi que de 
her
her à 
ara
tériser les mé
anismes mi
ros
o-piques à l'origine des déformations plastiques. En nous en tenant aux simulations lesplus simples (potentiels interatomiques empiriques à deux ou trois 
orps), la prin
ipalelimite de 
ette te
hnique est moins dans la taille des é
hantillons simulés (qui aujourd'huipeut dépasser la dizaine de millions d'atomes) que dans la faiblesse des durées qu'il estpossible de simuler (un pas de temps typique pour la simulation d'une sili
e amorphe entrois dimensions est la femtose
onde). Ce
i implique des vitesses de trempe beau
oup plusgrandes que les vitesses expérimentales les plus élevées (obtenues par �brage), lors de lapréparation du verre. Ce qui n'est a priori pas sans 
onséquen
e sur sa stru
ture. En outre,du point de vue des simulations mé
aniques, le même problème se pose ave
 les taux dedéformation qui sont extraordinairement élevés vis à vis des standards expérimentaux.Ajoutons à 
es limites purement numériques le fait que les potentiels empiriques, le plussouvent ajustés sur des données stru
turales dans les 
onditions ambiantes de températureet de pression, sont i
i utilisés dans des 
onditions de 
ontraintes extrêmes, bien loin des
onditions utilisées pour leur "validation". La pruden
e prévaut don
 avant toute géné-ralisation aux matériaux réels des 
omportements observés numériquement. Ces limites àl'esprit, les te
hniques de dynamique molé
ulaire sont un outil parti
ulièrement pré
ieuxqui permet d'étudier des matériaux "modèles" et s'il est prématuré d'espérer un véritablea

ord quantitatif ave
 l'expérien
e, il reste possible de 
her
her à observer et analyserdes 
omportements génériques sur les mé
anismes de réorganisations stru
turales, de lo-
alisation, et
.Dans 
e 
ontexte, il n'est pas étonnant que la plupart des systèmes simulés dans le
adre d'études de déformations plastiques soient des verres modèles du type Lennard-Jones 2D [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31℄ ou quelquefois3D [32, 33℄. On retrouve 
ependant des simulations utilisant des potentiels 
her
hant àsimuler des verres métalliques [34℄, du sili
ium amorphe [35, 36, 37, 38℄, des polymèresvitreux [39, 40℄ ou des verres de sili
e [41, 42℄. Notons dans le 
as de la sili
e amorphequ'en sus des études d'é
oulement sous 
isaillement, un très grand nombre d'études a été
onsa
ré au phénomène de densi�
ation permanente sous l'e�et de la pression [43, 44, 45,46, 47, 48, 49, 50, 51℄.L'ensemble des résultats numériques obtenus dans 
es études de dynamique molé
u-laire permet de mettre en éviden
e toute la ri
hesse du 
omportement mé
anique desamorphes.Un 
ertain nombre d'études a été 
onsa
ré à une 
ara
térisation du 
omportementplastique à l'é
helle 
ontinue. Des travaux de A.C. Lund et C.A. S
huh [34℄ sur des verresmétalliques 
omme de 
eux de J. Rottler et M.O. Robbins [39, 40℄ sur des polymères vi-treux, il ressort que le 
ritère de plasti
ité présente une dépendan
e en pression. Du pointde vue de leur 
omportement plastique, les verres semblent don
 présenter un 
omporte-ment très di�érent de 
elui des métaux pour lesquels la pression ne joue au
un r�le.
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ientifiquesÀ l'é
helle mi
ros
opique, le 
omportement élastique des amorphes a été très dis
uté[17, 19, 20, 21, 23, 24, 41, 52, 28, 29℄. Il apparaît que, en raison du désordre de la stru
ture,les verres doivent être 
onsidérés 
omme des matériaux inélastiquement inhomogènes. Lorsde l'appli
ation d'une 
ontrainte uniforme, le désordre des "raideurs" lo
ales induit ainsi,en sus de la déformation uniforme, une déformation élastique "non-a�ne". Celle-
i s'ex-plique par le fait que si, avant solli
itation, le verre se trouve dans un minimum d'énergielo
al, 
e n'est plus le 
as lorsque on impose une déformation uniforme ; les déformations"non-a�nes" permettent alors le retour à l'équilibre mé
anique de la stru
ture. Des opé-rations de type 
oarse-graining [53℄ permettent de retrouver un 
omportement homogèneau delà de quelques longueurs inter-atomiques [52, 29℄.La question des mé
anismes mi
ros
opiques à l'origine des déformations plastiques aévidemment sus
ité un très grand intérêt [16, 17, 35, 19, 20, 36, 37, 24, 28, 29, 38, 54, 55℄.Pour l'essentiel, le s
énario de réorganisations lo
ales sous 
ontraintes ("shear transfor-mation zones") proposé par A.S. Argon [9℄ puis M.L. Falk et J.S. Langer [16℄ sembleêtre 
on�rmé numériquement. Il est notamment possible d'identi�er dans les 
hamps de
ontrainte, estimés numériquement, une 
omposante quadripolaire typique de l'e�et d'unein
lusion plastique dans une matri
e élastique [19, 25℄. Pour le reste, malgré les e�ortsentrepris jusqu'alors, la 
ara
térisation des événements plastiques lo
aux tout 
omme leurlien ave
 la stru
ture du verre sous-ja
ente demeure une entreprise di�
ile. Dans 
e 
adreA. Tanguy et 
oll. ont ré
emment 
her
hé à 
orréler la survenue d'un réarrangement ave
les zones de faible module élastique [29℄.Au delà des études sur les mé
anismes mi
ros
opiques de la plasti
ité, il existe égale-ment des travaux sur la phénoménologie de la déformation plastique. Du fait de son im-portan
e pour la tenue mé
anique, la lo
alisation de la déformation plastique a reçu uneattention parti
ulière [18, 22, 33, 30℄. Comme dans d'autres systèmes désordonnés soussolli
itation mé
anique (fra
ture par exemple), la déformation plastique des amorphesn'est pas un phénomène "
ontinu" mais semble pro
éder par avalan
hes su

essives. Cesphénomènes d'avalan
he ont notamment été dis
utés par C.E. Maloney et A. Lemaître[19℄ et plus ré
emment par A. Lemaître et C. Caroli [31℄.Les résultats des travaux sur les mé
anismes mi
ros
opiques de la plasti
ité dans lesmatériaux amorphes ont motivé le développement des modèles statistiques à l'é
hellemésos
opique basés sur la 
ompétition entre désordre et intera
tions élastiques à longueportée [56, 57, 58, 59, 60, 61℄. De la même manière, des modèles statistiques ont égalementété développés pour dé
rire la plasti
ité des matériaux poly
ristallins [62℄. En s'intéressantà la vorti
ité du 
hamp de 
ontrainte qui peut être vue 
omme une densité de dislo
ation,O. Takeshi et K. Sekimoto [63℄ ont pu suivre l'évolution des 
ontraintes internes dans unmodèle de �uide élastoplastique. Plus ré
emment, E.R. Homer et C.A. S
huh [64℄ ontproposé une extension au modèle dis
ret de la plasti
ité des amorphes développé par A.S.Argon et V.V. Bulatov [13, 14, 15℄ durant le début des années 1990.Parallèlement, de nombreux travaux sur la mé
anique des milieux désordonnés, tel quela fra
ture et l'endommagement des matériaux hétérogènes [65℄, la fri
tion aux é
hellesnanométriques [66, 67℄, le frottement de failles géologiques [68, 69, 70℄, le 
omportementdes milieux granulaires [71℄ et des �uides 
omplexes [72℄, se sont basés sur des méthodesde physique statistique et ainsi o�raient de nouvelles perspe
tives. Tout 
e
i a permisd'a

roître notre 
ompréhension de la plasti
ité des matériaux amorphes.
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tion générale - Plasti
ité des verres, intérêts industriels etdéfis s
ientifiques 9Suivant l'esprit des travaux de M.L. Falk et J.S. Langer [16℄, nous pouvons faire l'hy-pothèse que la déformation plastique ma
ros
opique des matériaux amorphes est unesu

ession de réarrangements lo
aux. Cependant, a�n de 
ompléter 
ette des
ription detype "
hamp moyen", il est essentiel de s'intéresser aux intera
tions élastiques entre 
esréarrangements. Chaque réarrangement, autrement dit 
haque déformation plastique mi-
ros
opique, induit en e�et dans le reste du matériau des 
ontraintes élastiques qui sontà l'origine de fortes 
orrélations spatiales des déformations. Bien entendu, 
es 
ontraintesélastiques dépendent a priori des matériaux et des déformations ma
ros
opiques appli-quées. Nous verrons 
ependant qu'à grande distan
e 
es intera
tions revêtent une formeuniverselle de symétrie, respe
tivement, dipolaire ou quadripolaire selon que l'événement
onsidéré soit de type dilatation ou 
isaillement. Suite aux études de A. Tanguy et 
oll.[25℄, nous pouvons voir sur la �gure 6(a) le 
hamp de 
ontrainte quadripolaire induit dansun verre binaire Lennard-Jones en 2D sous 
isaillement par une réorganisation lo
ale. La�gure 6(b) représente, quant à elle, la solution analytique pour le 
hamp de 
ontrainteélastique induit par une déformation plastique lo
ale, implémentée dans le modèle déve-loppé pour 
e travail et présentée plus en détail ultérieurement.

(a)  
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(b)Figure 6: (a) Champ de 
ontrainte quadripolaire induit par un réarrangement etobtenu par simulation en dynamique molé
ulaire d'un verre binaire Lennard-Jones en2D sous 
isaillement. (Reprodu
tion issue d'un arti
le de A. Tanguy et 
oll. [25℄) (b)Représentation de la solution analytique de la réponse élastique à une déformationplastique implémentée dans notre modèle.Dans le même esprit que le modèle de J.-C. Baret et 
oll. [56℄ ou 
elui de G. Pi
ardet 
oll. [57℄, et pour 
omprendre l'e�et des intera
tions élastiques sur le 
omportement
olle
tif des réarrangements plastiques, nous avons 
hoisi, dans le 
adre de 
e travail dethèse, de traiter le problème à une é
helle intermédiaire. Le 
hoix de 
ette é
helle méso-s
opique, située entre 
elle des réarrangements mi
ros
opiques et 
elle du 
omportementma
ros
opique, nous permettra ainsi de faire la distin
tion entre les 
ara
tères universelset les détails mi
ros
opiques dans le 
omportement plastique des matériaux amorphes.L'utilisation des modèles de pinning ("épinglage" ou "a

ro
hage"), dans le 
as des



10 Introdu
tion générale - Plasti
ité des verres, intérêts industriels etdéfis s
ientifiquesinterfa
es élastiques, permet de dé
rire la phénoménologie d'une grande variété de pro-blèmes physiques tels que le mouillage sur substrat [73, 74℄ ou la propagation de front defra
ture dans un matériau hétérogène [75, 76, 77℄. S'inspirant de 
es modèles, l'idée i
i estde 
onstruire un modèle de type pinning pour la plasti
ité des amorphes.Pour 
ommen
er, nous allons dé�nir le modèle bidimensionnel dans le 
hapitre 1. Enutilisant le prin
ipe d'in
lusion d'Eshelby [78℄ et une méthode s'appuyant sur les potentielsde Kolossov-Muskheli
hvili [79℄, nous nous appliquerons à dé�nir sur un plan 
ontinu laréponse élastique à un réarrangement plastique. Le 
hapitre 2 
onsistera à exposer lamise en ÷uvre numérique nous permettant d'exploiter 
ette réponse élastique sur unplan dis
ret. En parallèle, le formalisme de Kolossov-Muskheli
hvili nous a servi aussi àélaborer un proto
ole basé sur une intégrale de 
ontour et permettant de 
ara
tériser uneréorganisation plastique à partir du 
hamp de dépla
ement lointain. Ce
i a fait l'objetd'une publi
ation [80℄ que nous avons mise en annexe A.Avant de nous intéresser aux intera
tions élastiques entre les réarrangements, nousexaminerons dans le 
hapitre 3 le 
omportement ma
ros
opique résultant de 
e modèlemésos
opique. Au-delà de l'analyse de l'évolution des paramètres ma
ros
opiques, nousdonnerons une interprétation statistique du phénomène d'é
rouissage observé dans 
emodèle, un phénomène 
ara
térisé par une limite plastique dépendante de l'historique du
hargement appliqué.Par la suite, nous 
onsa
rerons le 
hapitre 4 aux 
orrélations spatio-temporelles desréarrangements plastiques a�n d'étudier l'anisotropie et la lo
alisation des réorganisationssu

essives. Outre la dynamique individuelle des réarrangements plastiques et leurs inter-a
tions, nous examinerons dans le 
hapitre 5 leur dynamique 
olle
tive en 
ara
térisantles avalan
hes d'événements et en analysant leur distribution.En plus de l'étude des 
orrélations spatio-temporelles des réarrangements plastiques etdes 
as
ades ou avalan
hes d'événements su

essifs, le modèle utilisé, faisant partie de lafamille des modèles de pinning, nous permet d'analyser dans le 
hapitre 6 les distributionsdes for
es 
ritiques et l'e�et de taille �nie du système.Via des 
ollaborations et au travers du projet ANR PlastiGlass (2006-2008), nousnous sommes intéressés à la plasti
ité des matériaux amorphes, en général, et du verre, enparti
ulier, en essayant d'avoir une vision globale du phénomène [56, 81, 82, 83, 42℄. Entrel'é
helle ma
ros
opique ave
 les tests mé
aniques et la modélisation en éléments �nis etl'é
helle mi
ros
opique ave
 la modélisation en dynamique molé
ulaire, 
e travail de thèse,basé sur un modèle mésos
opique, s'imbrique parfaitement dans 
ette vision globale surla plasti
ité.Dans 
ette perspe
tive, une partie du temps alloué à 
ette thèse a été 
onsa
rée audéveloppement d'une pro
édure a�n d'appliquer des déformations à un é
hantillon tri-dimensionnel en dynamique molé
ulaire tout en respe
tant ses 
onditions limites. Nousprésenterons en annexe B les résultats obtenus par modélisation en dynamique molé
u-laire. Publiés dans un ré
ent arti
le [42℄, 
es résultats mettent en éviden
e l'anisotropiestru
turelle induite par les déformations plastiques subies par un é
hantillon de SiO2.
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Chapitre 1Modèle statistique de la plasti
ité desmatériaux désordonnésDans le présent 
hapitre, nous exposerons le modèle mésos
opique en géométrie planede plasti
ité des amorphes développé durant 
e travail de thèse. Ce modèle très simple(s
alaire, 2D), reposant sur une 
ompétition entre désordre et intera
tions élastiques etmis en ÷uvre via une dynamique extrémale, doit nous permettre de 
ara
tériser le 
om-portement plastique des matériaux amorphes, d'étudier la 
orrélation spatio-temporellede la déformation plastique et faire le lien ave
 la transition 
ritique 
omme dans le 
asdes modèles de type pinning.1.1 Réorganisations lo
ales 
omme mé
anisme élémen-taireDans le 
as des matériaux désordonnés, les phénomènes, ayant lieu lors d'une déformationplastique, sont en
ore mal 
ompris. Qu'en est-il des matériaux 
ristallins ?On désigne par 
ristal ou matériau 
ristallin un solide à stru
ture régulière et pério-dique ave
 un ordonnan
ement d'un même motif, appelé maille et 
omposé d'atomes, demolé
ules ou d'ions. Lorsque, par exemple, on impose une déformation en 
isaillement à unréseau 
ristallin, on observe un dépla
ement des dislo
ations, 
orrespondant à l'adaptationdu réseau à une déformation irréversible (Fig. 1.1). Il s'agit du mé
anisme fondamentalde la plasti
ité des milieux 
ristallins.Dans le 
as des 
omposés amorphes, les atomes ne respe
tent au
un ordre à moyenne etgrande distan
e. Pour les matériaux amorphes tels que les verres, les pâtes et les mousses,le mé
anisme de dislo
ation, 
omme montré pour un réseau 
ristallin, ne peut être utilisépour expliquer et dé
rire le 
omportement plastique de 
ette 
lasse de 
omposés. Tou-tefois, par des études ré
entes [13, 14, 15, 16℄, nous pouvons dé
rire 
es déformationspar un réarrangement lo
al d'atomes permettant d'a

ommoder les 
ontraintes externesappliquées (Fig. 1.2). La réorganisation de 
es zones individuelles et lo
alisées, appelées
ommunément "shear transformation zones" (STZ), 
onstitue le mé
anisme élémentairedes mouvements atomiques pendant les déformations plastiques. Le nombre d'atomes 
om-posant 
es zones varie ave
 la nature du matériau étudié. De plus, 
es zones interagissent
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Figure 1.1: Réseau 
ristallin ave
 une dislo
ation (en rouge) - sous l'e�et d'une
ontrainte de 
isaillement, le dépla
ement de la dislo
ation a

ommode une défor-mation irreversible.via des intera
tions élastiques à travers le reste du milieu.
Figure 1.2: S
héma de réarrangement lo
al d'une zone, "shear transformationzones" (STZ), un mé
anisme élémentaire proposé pour les déformations plastiquesdans les amorphes. (l'ellipse en rouge n'est utilisée qu'à titre indi
atif)Dans le prolongement de 
ette idée, les déformations plastiques ma
ros
opiques sontdé
rites en partie par la su

ession de 
es réarrangements individuels et lo
alisés. Le butde 
e travail est de 
onstruire un modèle statistique des en
haînements de 
es événementsplastiques. Pour 
e faire, nous nous plaçons à une é
helle mésos
opique, une é
helle in-termédiaire entre l'é
helle des réorganisations lo
ales et l'é
helle 
ontinue. Nous allonsdémarrer ave
 
ette idée 
omme mé
anisme élémentaire pour 
onstruire un modèle nouspermettant d'étudier les intera
tions entre 
es réorganisations 
ir
ons
rites dans des zoneslo
alisées.1.2 Modèle statistique des réorganisations lo
alesIl est temps à présent de dé�nir 
e modèle simple à l'é
helle mésos
opique qui va nouspermettre de faire une analyse statistique et spatio-temporelle de la su

ession des événe-ments plastiques et de mettre à jour des 
ara
tères universels de la plasti
ité des amorphesou matériaux désordonnés. Il est né
essaire de pré
iser les deux ingrédients importants àprendre en 
ompte :

• Hétérogénéité des 
ritères lo
aux de plasti
ité (désordre).
• Redistribution des 
ontraintes élastiques induites par un événement plastique.
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ales 13Étant donné le 
ara
tère amorphe des matériaux étudiés i
i, le premier ingrédient sembleévident. Quant au deuxième, il n'est que la réponse élastique du système à un événementplastique. Cette redistribution 
ontribuera à dé
len
her d'autres événements plastiquesailleurs dans le système. C'est 
e qui va permettre la 
as
ade de 
es événements. Ces deuxingrédients sont le noyau de notre modèle. En délaissant tous les détails mi
ros
opiqueset en ne gardant à l'esprit que 
es ingrédients importants, nous 
onstruisons un modèlestatistique de 
es réarrangements atomiques pour étudier l'e�et de l'hétérogénéité des
ritères lo
aux de plasti
ité et de la lo
alisation des événements plastiques.1.2.1 Déformation en géométrie planePour 
e projet, nous nous sommes restreints à des déformations d'un domaine bi-dimensionnelen géométrie plane. Le système modélisé 
orrespond à un problème où le 
hamp de dé-pla
ement est parallèle au plan xy, le plan du réseau lui-même (Fig. 1.3). Des études
x

y

Figure 1.3: Système bi-dimensionnel en déformations planes. Exemples d'un 
isaille-ment pur et d'une 
ompression hydro-statique.similaires ont été faites dans le 
as des déformations en géométrie anti-plane [56℄ (danslesquelles le dépla
ement est perpendi
ulaire au plan) et les résultats seront 
omparés auprésent travail.Pour le 
as des déformations en géométrie plane, nous modélisons, en deux dimensions,un matériau élastiquement homogène. Le système est dis
rétisé en 
arrés élémentairesde manière à 
réer un réseau de zones mé
aniques sous forme de grille. La taille de
haque 
arré élémentaire doit 
orrespondre à la taille d'une ou de quelques STZ en vued'être à l'é
helle des mé
anismes de réorganisations lo
ales (Fig. 1.4). Chaque 
arré peutêtre répertorié par ses 
oordonnées1, (i, j) ; i ∈ {1, ..., Lx}, j ∈ {1, ..., Ly}. De plus, a�nd'éviter tout problème dû aux bords du système, nous dé�nissons des 
onditions auxlimites périodiques dans les deux dire
tions pour modéliser un système 2D e�e
tivementin�ni.Dans 
e travail de thèse, nous nous limitons au 
as d'un 
isaillement pur appliquéau matériau. Nous allons maintenant formuler une forte hypothèse sur le mé
anisme desréorganisations lo
ales :- Nous supposons qu'un 
isaillement plastique élémentaire, sous forme d'unréarrangement lo
al, a la même symétrie que le 
isaillement ma
ros
opiqueappliqué.1ou par son indi
e, k(i, j) = (j − 1)Lx + i ; k ∈ {1, ..., LxLy}
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Figure 1.4: Dis
rétisation du matériau modélisé en un réseau bi-dimensionnel formépar des 
arrés élémentaires ave
 des 
onditions limites bi-périodiques.Ce
i nous permet d'ex
lure tout 
ara
tère aléatoire sur l'orientation de l'axe prin
ipaldu 
isaillement à l'é
helle mi
ros
opique. De plus, travaillant ave
 un 
as de 
isaillementpur, nous nous limitons au terme εxy du 
hamp de déformation ε. Ce qui nous permetd'éliminer la prise en 
ompte de tout 
hangement volumétrique et de simpli�er le modèleen le gardant s
alaire.1.2.2 Dé�nition d'un 
ritère lo
al de plasti
itéÉtant donné le 
ara
tère amorphe des matériaux étudiés i
i, les 
ritères de plasti
ité sontlo
aux et hétérogènes. En respe
tant la géométrie 
hoisie pour 
e modèle, nous allons àprésent dé�nir un 
ritère s
alaire de plasti
ité. Au niveau mi
ros
opique, une région k
ède lorsque σxy(k) ≥ σY (k), où σxy est la 
ontrainte de 
isaillement, la proje
tion de la
ontrainte totale σ sur le plan de déformation, et où σY dé
rit le seuil lo
al de plasti
ité.Pour préserver la nature amorphe de la 
lasse de 
omposé étudiée, 
e seuil de plasti
ité
σY (k), asso
ié à 
haque région k, est 
hoisi de manière aléatoire ave
 une distributiondonnée. Pour 
e travail, nous emploierons une distribution de probabilité uniforme ave
une fon
tion de densité :

f(σY ) =

{

1 σY ∈ [0, 1]

0 ailleurs , (1.1)et don
 
ara
térisée par une moyenne µ = 0.5 et un é
art type sd = 1/
√

12.La 
ontrainte lo
ale σ est la somme de la 
ontrainte externe σext appliquée uniformé-ment et de la 
ontrainte élastique interne σel induite par les réarrangements pré
édentsayant eu lieu ailleurs dans le système. Par 
onséquent, le 
ritère de plasti
ité peut êtreréé
rit 
omme suit :
σext + σel(k) ≥ σY (k). (1.2)Une fois que 
e 
ritère est satisfait pour la région k, le matériau subit en 
ette régionun glissement in
rémental augmentant la déformation lo
ale : εxy(k) → εxy(k) + δ. Demême que pour les 
ontraintes seuil, la valeur du glissement est tirée au sort ave
 unedistribution uniforme entre 0 et δmax, où δmax est la valeur du glissement maximale 
hoisie.
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tion élastique quadripolaire induite par une in
lusionplastique 15Ce glissement lo
al induit en retour une 
ontrainte élastique. Par la suite, une nouvelle
ontrainte seuil σY (k) est également 
hoisie de manière aléatoire pour le site qui vient deplasti�er k.1.2.3 Dynamique extrémaleAprès avoir dé�ni le 
ritère lo
al de plasti
ité, nous avons 
hoisi d'animer le modèle ave
une dynamique extrémale en imposant des 
onditions quasi-statiques. Pour 
e faire, la
ontrainte externe est ajustée de manière à plasti�er un seul site à la fois. Nous forçonsla 
ontrainte de 
isaillement σext = σc pour qu'un site seulement puisse glisser à la fois :
σc = σY (k∗) − σel(k

∗) = mink{σY (k) − σel(k)} (1.3)où k∗ est le site extrémal.Dans le 
ontexte de la plasti
ité des verres, la dynamique quasi-statique a été employée,par exemple, dans les travaux de C.E. Maloney et A. Lemaître [24℄ où ils déforment unsystème Lennard-Jones bi-dimensionnel en simple 
isaillement. De plus, la dynamiqueextrémale est une te
hnique utilisée dans les modèles de type pinning pour se pla
er auplus près de la transition 
ritique.Ayant 
hoisi la géométrie plane, dé�ni un 
ritère lo
al de plasti
ité et opté pour unedynamique extrémale, qu'en est-il de la réponse élastique à un événement plastique ?1.3 Intera
tion élastique quadripolaire induite par unein
lusion plastiqueA�n de déterminer le 
hamp élastique induit par un réarrangement individuel, nous uti-lisons le prin
ipe d'in
lusion d'Eshelby [78℄. Si une région, que l'on nommera in
lusion,limitée par une surfa
e dans un milieu isotrope et élastiquement homogène, se déformeplastiquement par un 
hangement de forme ou de taille sans déformer de manière per-manente le reste du système, que l'on nommera matri
e, il est né
essaire que le tout sedéforme élastiquement. Quel est le 
hamp élastique de l'in
lusion et de la matri
e assurantla 
ompatibilité des dépla
ements ?1.3.1 In
lusion d'EshelbyDe manière s
hématique, l'in
lusion est traitée séparément de la matri
e (Fig. 1.5). Onextrait du système la région qui nous interesse. On la déforme de manière durable, εp.En vue de la remettre dans la 
avité, des for
es de surfa
e sont appliquées induisant unedéformation, εel, tel que εel + εp = 0, permettant don
 de redonner à l'in
lusion sa formeinitiale. Ce qui, par la suite, induit des 
ontraintes élastiques dans la matri
e dues auxfor
es opposées à 
elles appliquées pré
édemment.Il nous reste à dé�nir à présent l'expression du 
hamp élastique induit dans la matri
epar la déformation plastique d'une in
lusion donnée. Partant du quadripole de for
esinduit dans la matri
e par la déformation plastique de l'in
lusion (Fig. 1.5(4)), plusieursdémar
hes peuvent être utilisées dont 
elle présentée par J. D. Eshelby lui-même [78℄, et
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Figure 1.5: De manière s
hématique, une in
lusion d'Eshelby est traitée 
ommesuit : (1) "Extraire" l'in
lusion. (2) Déformer l'in
lusion plastiquement. (3) Appliquerun quadripole de for
es permettant de restituer la forme initiale (εel + εp = 0).(4) "Remettre" l'in
lusion en pla
e en appliquant un quadripole de for
es opposéesinduisant des 
ontraintes élastiques à longue portée.
elle développée par I. N. Sneddon [84℄ se servant de 
es for
es pon
tuelles. Pour notre part,nous avons pris le parti de re
ourir à une méthode basée sur les potentiels de Kolossov-Muskheli
hvili [79℄. Ces potentiels nous permettent de développer en premier lieu un 
al
ulpour exprimer la réponse élastique à un événement plastique, présenté dans la sous-se
tionqui suit, et en deuxième lieu une pro
édure pour identi�er les événements plastiquespartant du 
hamp de dépla
ement et de ses dérivées, présenté en annexe (Annexe A).1.3.2 Potentiels de Kolossov-Muskheli
hviliEn deux dimensions, nous pouvons don
 utiliser les potentiels Kolossov-Muskheli
hvili(K&M) pour dé
rire les 
hamps de 
ontraintes et de dépla
ements élastiques. Nous utili-sons le formalisme 
omplexe, z = x + iy, 
e qui nous permet d'exprimer le dépla
ementélastique, U = Ux + iUy, et le 
hamp de 
ontraintes en deux fon
tions distin
tes :
S0 = σxx + σyy , (1.4)

S = σyy − σxx + 2iσxy . (1.5)La densité de for
e bi-dimensionnelle appliquée est dé
rite par F = Fx + iFy. En utilisant
e formalisme, l'équation d'équilibre et l'équation de 
ompatibilité peuvent être réé
rites
omme suit :
S0,z − S,z + F = 0 , (1.6)

S0,zz +
1

4(1 − ν)
(F,z + F,z) = 0 , (1.7)où ν est le 
oe�
ient de Poisson.Les solutions générales de 
es équations peuvent être obtenues en introduisant deuxfon
tions holomorphes ϕ et ψ, appelées potentiels de K&M. En supposant que la densité
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tion élastique quadripolaire induite par une in
lusionplastique 17de for
e à la surfa
e est nulle, F = 0, nous obtenons pour les 
hamps de dépla
ements etde 
ontraintes :
2µU = κϕ(z) − zϕ′(z) − ψ(z) , (1.8)
S0 = 2[ϕ′(z) + ϕ′(z)] , (1.9)
S = 2[zϕ′′(z) + ψ′(z)] , (1.10)où µ est le module élastique et κ = 3− 4ν en déformation plane et κ = (3− ν)/(1+ ν) en
ontrainte plane. Pour a

éder aux 
ontraintes, il est 
ommode d'introduire la fon
tion :
K = 2[ϕ(z) + zϕ′(z) + ψ(z)] . (1.11)Le ve
teur de 
ontraintes, sur une fa
ette parallèle à la tangente de l'ar
 z(s), peut êtrealors exprimé par :

σnx + iσny = − i

2
K,s . (1.12)Nous pouvons maintenant appliquer 
e formalisme K&M pour le problème bidimen-sionnel de la déformation plastique d'une in
lusion. Nous avons deux solutions élastiques :à l'intérieur (ϕin,ψin) et à l'extérieur (ϕout,ψout) de l'in
lusion. En supposant un 
ara
-tère uniforme des 
ontraintes internes, nous exprimons (ϕin,ψin) par des termes linéaires
orrespondant à des déformations uniformes et, pour l'extérieur de l'in
lusion (ϕout,ψout),nous développons les potentiels K&M en fon
tions de puissan
es. Ce
i 
orrespond à é
rire :

ϕ(z)in = αinz , ψ(z)in = βinz , (1.13)
ϕ(z) = αoutz +

∞
∑

n=1

ϕn

zn
, ψ(z) = βoutz +

∞
∑

n=1

ψn

zn
. (1.14)Pour les 
onditions limites, les solutions des potentiels doivent être ra

ordées pour satis-faire la 
ontinuité du dépla
ement et du ve
teur de 
ontraintes à l'interfa
e entre l'intérieuret l'extérieur de l'in
lusion.Faisant 
as d'une déformation plastique en 
isaillement δ d'une in
lusion, nous dé�-nissons un "dépla
ement plastique" à la surfa
e de l'in
lusion :

Uxp = δy , (1.15)
Uyp = δx , (1.16)par 
onséquent,

Up = Uxp + iUyp = iδz , (1.17)dans le 
as d'un 
isaillement de l'in
lusion2.Don
, pour satisfaire les 
onditions limites, nous avons :
U

in
el (z) + iδz = U

out(z) , (1.18)
K

in
,s (z) = K

out
,s (z) , (1.19)2

Up = δz dans le 
as d'une 
ompression / dilatation de l'in
lusion
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ité des matériaux désordonnésoù z = aeiθ, le bord de l'in
lusion 
ir
ulaire de rayon a (soit s = aθ ou z = aeis/a). Deplus, pour assurer l'équilibre des 
ontraintes à l'interfa
e, il su�t d'imposer :
K

in
,s (z) − K

in
,s (a) = K

out
,s (z) − K

out
,s (a) . (1.20)À l'intérieur de l'in
lusion, nous obtenons :

2µUin
el (z) = (καin − αin)z − βinz , (1.21)

K
in(z) = 2(αin + αin)z + 2βinz , (1.22)puis, à l'extérieur de l'in
lusion :

2µUout(z) = (καout − αout)z − βoutz (1.23)
+ κ

∞
∑

n=1

ϕn

zn
+ z

∞
∑

n=1

nϕn

zn+1
−

∞
∑

n=1

ψn

zn
, (1.24)

K
out(z) = 2(αout + αout)z + 2βoutz (1.25)

+ 2
∞

∑

n=1

ϕn

zn
− 2z

∞
∑

n=1

nϕn

zn+1
+ 2

∞
∑

n=1

ψn

zn
. (1.26)Les 
onditions limites sont satisfaites en imposant :

ϕn =
2iµ

κ+ 1
a2δ δn1 , (1.27)

ψm =
2iµ

κ+ 1
a4δ δm3 . (1.28)où δij est le symbole de Krone
ker (δij vaut 1 pour i = j et 0 pour i 6= j). Ce qui nouspermet de 
al
uler les 
ontraintes élastiques à l'extérieur de l'in
lusion :

S0 = σxx + σyy = 2[ϕ′(z) + ϕ′(z)] =
4µδ

κ

a2

r2
sin 2θ , (1.29)

S = σyy − σxx + 2iσxy = 2[zϕ′′(z) + ψ′(z)] =
4µiδ

κ

a2

r2
e−4iθ

(

1 − 3
a2

r2

)

, (1.30)et à l'ordre dominant, nous obtenons :
σxy = −2µ

κ

a2δ

r2
cos 4θ pour r > a (1.31)pour la 
ontrainte élastique dans le 
as d'une déformation plastique en 
isaillement. Cetteréponse élastique a la propriété d'avoir une symétrie quadripolaire et d'avoir un 
hampd'appli
ation à longue portée.L'intérêt de 
e 
al
ul est son 
ara
tère illustratif et générique. Par l'utilisation despotentiels de Kolossov-Muskheli
hvili, les termes additionnels, né
essaires à la des
riptiond'une déformation en 
isaillement d'une in
lusion de forme quel
onque, "disparaissent" àlongue portée. Pour le 
as d'un 
isaillement lo
al, seul importera l'ordre dominant 
ara
-térisé par une symétrie quadripolaire et une amplitude proportionnelle à Aδ, le produitde l'aire de l'in
lusion A par la déformation plastique δ (pour une in
lusion 
ir
ulaire derayon a : a2δ).



1.4. Algorithme 191.4 AlgorithmeDans 
ette géométrie bi-dimensionnelle où ne s'appliquent que des déformations en 
i-saillement pur, 
e modèle est s
alaire. Don
, 
haque site est 
ara
térisé par une 
ontraintede 
isaillement σel(k), par un 
ritère de plasti
ité σY (k) et par une valeur de déforma-tion plastique εp(k). Pour 
ommen
er, nous 
hoisissons aléatoirement le seuil de plasti
ité
σY (k) pour 
haque site k. Ci-dessous, nous présentons un algorithme s
hématique dudéroulement du modèle :1. Identi�er le site extrémal, le site le "plus faible", k∗ :

σc = σY (k∗) − σel(k
∗) = mink(σY (k) − σel(k)) . (1.32)2. Déformer plastiquement le site k∗ en séle
tionnant aléatoirement un in
rément dedéformation lo
ale, δ :

∆εp(k
∗) = δ , (1.33)

εp(k
∗) → εp(k

∗) + ∆εp(k
∗) . (1.34)3. Redistribuer les 
ontraintes élastiques sur tout le système par l'intermédiaire d'unefon
tion de Green, G :

∆σel(k) = G(k, k∗) · ∆εp(k
∗) , (1.35)

σel(k) → σel(k) + ∆σel(k) . (1.36)4. Séle
tionner aléatoirement une nouvelle 
ontrainte seuil, σY (k∗), pour le site quivient de 
éder.puis réitérer 
es étapes. Dans le 
hapitre suivant, nous nous appliquerons à 
onstruirela fon
tion de Green, G, à l'aide de l'équation analytique 1.31, représentant la réponseélastique à une déformation plastique en 
isaillement δ.1.5 Con
lusionPartant de l'hypothèse que la déformation plastique ma
ros
opique est une su

ession deréorganisations individuelles et lo
alisées, nous avons développé un modèle pour étudierle 
omportement plastique des matériaux amorphes. Après avoir dé�ni un 
ritère lo
al deplasti
ité et opté pour une dynamique extrémale, 
e modèle bi-dimensionnel en géométrieplane nous permettra d'analyser les 
orrélations spatio-temporelles entre 
es réarrange-ments et les transitions 
ritiques tel un modèle de pinning. L'expression de la 
ontraintede 
isaillement (Eq. 1.31) due à une déformation plastique en 
isaillement servira à éla-borer la fon
tion de Green du modèle dont l'implémentation numérique sera développéedans le 
hapitre suivant.
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Chapitre 2Mise en ÷uvre numérique de la réponseélastique à un événement plastiqueAu 
ours du développement du modèle mésos
opique dis
uté plus haut, il est apparu quele 
omportement du modèle, notamment en terme de lo
alisation, était parti
ulièrementsensible aux détails de l'implémentation numérique de la fon
tion de réponse élastique.Dans le présent 
hapitre, nous allons don
 exposer les détails numériques de 
ette fon
-tion de réponse élastique à un événement plastique. Cette réponse, que nous appelleronspour plus de 
ommodité la fon
tion de Green, est la pierre angulaire de 
e modèle. Nouspasserons du temps à présenter toutes les étapes né
essaires à la 
onstru
tion de sa versiondis
rète en nous attardant sur la di�
ile prise en 
ompte des 
onditions aux limites. Le
al
ul du spe
tre des valeurs propres asso
ié à 
et opérateur nous permettra de 
ara
téri-ser la dynamique résultante de l'utilisation des di�érentes méthodes de dis
rétisation dela fon
tion de Green. En parti
ulier, nous montrerons l'intérêt d'une dis
rétisation dansl'espa
e de Fourier.2.1 Dis
rétisation dans l'espa
e dire
tÀ partir de la 
onnaissan
e de l'expression analytique 
ontinue du 
hamp élastique dûà une déformation plastique en 
isaillement d'une in
lusion (Eq. 1.31), nous 
her
honsà dis
rétiser 
ette formule pour pouvoir l'utiliser sur un réseau bi-dimensionnel 
arré. Ilfaudra de plus prendre en 
ompte l'e�et des multiples répliques dues au 
hoix de travaillerave
 des 
onditions aux limites périodiques.Reformulons l'expression 
ontinue de la fon
tion de Green. Une déformation plastiqueen 
isaillement δ d'une in
lusion 
ir
ulaire de rayon a sera la sour
e S, lo
alisée en rS, d'unin
rément de 
ontrainte de 
isaillement à tout point P , rP , à l'extérieur de l'in
lusion,
r = ‖rP − rS‖ > a :

∆σel = −δa
2

r2
cos 4θ = δ

a2

r2

(

8
x2y2

r4
− 1

)

, (2.1)où nous imposons 2µ/κ = 1 pour les 
onstantes mé
aniques. Nous dis
rétisons le milieu
ontinu ave
 un maillage bi-dimensionnel par des éléments 
arrés. La taille des 
es 
arrés



22 2. Mise en ÷uvre numérique de la réponse élastique à un événementplastiqueélémentaires doit nous permettre d'imbriquer, de manière similaire aux STZ, une in
lusionde rayon a. Nous �xons don
 le diamètre de l'in
lusion égal à la longueur de l'arête du
arré unitaire, 2a = 1 (Fig. 2.1).

2a
θ

r
r
p

r
SFigure 2.1: Représentation d'une in
lusion 
ir
ulaire, en rouge, sur un réseau bi-dimensionnel dis
rétisé en 
arrés élémentaires.La 
ontrainte élastique lo
ale σel s'exprime par une 
onvolution de la fon
tion deGreen G ave
 la déformation plastique ma
ros
opique εp :
σel = G ∗ εp . (2.2)Ainsi, l'in
rément de 
ontrainte élastique au site k, ∆σel(k), due à une déformation plas-tique en 
isaillement ∆εp(k

∗) = δ au site k∗, s'exprime 
omme suit :
∆σel(k) = G(k; k∗) · ∆εp(k

∗) . (2.3)Pour respe
ter toutes les 
onditions mé
aniques et les prin
ipes de notre modèle, il estné
essaire que :
∑

∀k

G(k; k∗) = 0 , G(k∗; k∗) = −1 . (2.4)L'in
rément ma
ros
opique de 
ontrainte de 
isaillement élastique doit être nul et la re-laxation lo
ale au site qui a plasti�é doit être égale à −δ.2.1.1 Appli
ation d'une déformation plastique en 
isaillement purSi nous revenons maintenant à la réponse élastique à une déformation plastique en 
isaille-ment pur du site k∗(i∗, i∗), nous pouvons réé
rire l'équation 2.1 pour 
haque site k(i, j),où r2 = (i− i∗)2 + (j − j∗)2 > a2, 
omme suit :
G

(

k(i, j); k∗(i∗, i∗)
)

=
1

4((i− i∗)2 + (j − j∗)2)

[

8
(i− i∗)2(j − j∗)2

((i− i∗)2 + (j − j∗)2)2
− 1

]

. (2.5)
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rétisation dans l'espa
e dire
t 23Cette valeur est pon
tuelle et 
al
ulée au 
entre du site. Plut�t que d'utiliser dire
tementl'équation analytique en a�e
tant une valeur pon
tuelle à 
haque 
entre de site du ré-seau bi-dimensionnel, il est aussi possible d'attribuer à 
haque site une valeur intégréesur la totalité du 
arré élémentaire en moyennant sur l'ensemble du site. Nous verronsque 
es deux variantes de dis
rétisation dans l'espa
e dire
t peuvent donner lieu à des
omportements di�érents.2.1.2 Conditions limites bi-périodiquesDes 
onditions limites bi-périodiques sont imposées au système. De fait, les propriétésmé
aniques de la 
ellule k(i, j) sont identiques à 
elles de la (Rx, Ry)ème réplique, k(i +
RxLx, j+RyLy), où Rx, Ry ∈ Z. Don
, la 
ontrainte de 
isaillement au site k(i, j) est dueà l'e�et de la sour
e k∗(i∗, j∗) et de toutes ses répliques. En faisant tendre le nombre derépliques, R, vers l'in�ni, la fon
tion de Green s'exprime 
omme suit :
G

(

k(i, j); k∗(i∗, j∗)
)

= lim
R→∞

R
∑

Rx=−R

R
∑

Ry=−R

G
(

k(i, j); k∗(i∗ +RxLx, j
∗ +RyLy)

)

. (2.6)En l'absen
e de résultat exa
t sur la forme de 
ette somme in�nie, nous allons 
her
herà en donner une extrapolation numérique. Pour 
e faire, nous dé�nissons une fon
tion f ,telle que :
f(1/R) = GR

(

k(i, j); k∗(i∗, j∗)
)

=

R
∑

Rx=−R

R
∑

Ry=−R

G
(

k(i, j); k∗(i∗ +RxLx, j
∗ +RyLy)

)

.(2.7)Par une extrapolation via une regression polyn�miale de GR en fon
tion de 1/R (Fig.2.2), nous pouvons approximer :
G

(

k(i, j); k∗(i∗, j∗)
)

= lim
R→∞

GR

(

k(i, j); k∗(i∗, j∗)
) (2.8)

= lim
R→∞

f(1/R) (2.9)
= f(0) . (2.10)

2.1.3 Fon
tion de Green normalisée et respe
tant la 
onditiond'équilibreLa limitation de la méthode d'extrapolation dé
rite i
i est évidemment sa dépendan
eenvers la géométrie du 
ontour 
hoisi (pour nous, un 
arré 
entré sur l'in
lusion plastique)pour 
al
uler les sommes �nies. Ce qui ne permet pas de garantir la 
ondition d'équilibre
∑

∀k G(k, k∗) = 0.Nous n'avons pas 
her
hé à mettre en ÷uvre i
i des méthodes de type sommationd'Ewald, utilisées pour 
al
uler les intera
tions 
oulombiennes en géométrie périodique.
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FitFigure 2.2: La réponse élastique, GR, induite par le site (0, 0) à deux di�érents sites,

(3, 0) et (7, 7), 
al
ulée en fon
tion du nombre de répliques pris en 
ompte pour unsystème de taille 16x16, ave
 une régression quadratique - en pointillés.Nous nous sommes d'abord 
ontentés d'ajouter un terme de type 
hamp moyen poursatisfaire la 
ondition d'équilibre.Nous devons à présent faire en sorte que la fon
tion de Green respe
te la 
onditiond'équilibre et qu'elle soit normalisée pour valider les équations 2.4. Pour 
e faire, nousdé�nissons la somme SG pour 
haque in
lusion k∗, tel que :
SG(k∗) =

∑

∀k

G(k, k∗) . (2.11)Comme évoqué plus haut, l'intégrale de cos 4θ entre 0 et 2π doit être égale à zéro mais, enraison du s
héma de dis
rétisation employé, la somme SG(k∗) n'est pas totalement nulle.Don
, nous redé�nissons la valeur de G(k∗; k∗) :
G(k∗; k∗) → G(k∗; k∗) − SG(k∗) , (2.12)et imposons que la somme soit nulle et que la fon
tion de Green respe
te la 
onditiond'équilibre. Il reste maintenant à normaliser le tout en redé�nissant les entrées de 
haquein
lusion k∗ :
G(k; k∗) → −G(k; k∗)/G(k∗; k∗) , (2.13)pour que G(k∗; k∗) soit égale à −1.2.1.4 Fon
tion de Green "réduite"Nous avons pris le parti de travailler ave
 un matériau élastiquement homogène. Laréponse élastique ne dépend pas du site extrémal k∗ mais plut�t de sa position rela-tive par rapport aux autres sites du réseau bi-dimensionnel. Don
, il n'est né
essaire



2.1. Dis
rétisation dans l'espa
e dire
t 25de 
al
uler la fon
tion de Green qu'une seule fois. Nous dé�nissons une fon
tion deGreen "réduite" représentant la réponse au site extrémal situé au 
entre du système,
k∗(i∗, j∗) = k∗(Lx/2, Ly/2) :

Gr

(

k(i, j)
)

= G
(

k(i, j); k∗(Lx/2, Ly/2)
)

. (2.14)et nous n'aurons plus qu'à superposer Gr au réseau lui-même de manière à la 
entrer surle site sour
e voulu tout en tenant 
ompte des 
onditions limites périodiques (Fig. 2.3).Autrement dit, nous pouvons réé
rire l'équation 
omme suit :
(2)’

(1)’ (1)

(3)

(3)’

(2)

Figure 2.3: Superposition de la fon
tion de Green "réduite", en pointillé, sur unsystème bi-dimensionnel en la 
entrant sur le site extrémal, en rouge, simulant unmatériau élastiquement homogène ave
 des 
onditions limites bi-périodiques où, parexemple, l'e�et de la déformation induit, aux sites (1), (2) et (3), le même in
rémentde 
isaillement qu'aux sites (1)′, (2)′ et (3)′, respe
tivement.
∆σel

(

k(i, j)
)

= Gr

(

k′(i′, j′)
)

· ∆εp

(

k∗(i∗, j∗)
)

, (2.15)ave
,
i′ = (i− i∗ + 3Lx/2 − 1)%Lx + 1 , (2.16)
j′ = (j − j∗ + 3Ly/2 − 1)%Ly + 1 , (2.17)où % représente l'opération modulo, le reste de la division entière.2.1.5 Fon
tion de Green opérationnelle obtenue par dis
rétisationdans l'espa
e dire
tDon
, après avoir adapté l'équation analytique 2.1 à un réseau bi-dimensionnel, pris en
ompte les 
onditions limites bi-périodiques, additionné un terme de type 
hamp moyen et



26 2. Mise en ÷uvre numérique de la réponse élastique à un événementplastiquenormalisé le résultat, une fon
tion de Green est prête à être utilisée. Nous pouvons très bienvoir sur la Fig. 2.4, illustrant la fon
tion de Green, Gr, pour un système de taille L = 32ave
 une in
lusion au 
entre du système, une symétrie quadripolaire due au terme cos 4θ.Cette symétrie quadripolaire se traduit, ave
 une in
lusion à l'origine et un in
rémentde déformation plastique ∆εp = δ positif, par un in
rément de 
ontrainte élastique ∆σelnégatif le long des axes en θ = 0, π/2 et positif le long des axes en θ = π/4, 3π/4 (Fig.2.4).
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(L/2,i)(b)Figure 2.4: (a) Fon
tion de Green, Gr, représentant la réponse élastique à unedéformation plastique en 
isaillement au 
entre d'un système de taille L = 32 ; où,pour fa
iliter la visualisation, la valeur à l'in
lusion a été arbitrairement mise à zéro.(b) Se
tions de la fon
tion de Green passant par le 
entre du système : la 
ontrainteélastique σel diminue le long des axes en θ = 0, π/2 et augmente le long des axes en

θ = π/4, 3π/4 pour un in
rément de déformation plastique, δ, positif.
2.2 Cara
térisation de la dynamique du modèle paranalyse des valeurs propresComme dis
uté dans le 
hapitre pré
èdent, le modèle de plasti
ité des amorphes présentédans 
e travail est mis en ÷uvre à l'aide d'une dynamique de type extrémale : le seuil de
ontrainte externe σc est ajusté de manière à satisfaire un 
ritère lo
al :

σc = σY (k∗) − σel(k
∗) = mink{σY (k) − σel(k)} (2.18)Pour mieux 
ara
tériser 
e type de dynamique, nous nous intéressons aux valeurs propresde la fon
tion de Green. Notons λn les valeurs propres 
lassées en ordre 
roissant et en lesve
teurs propres asso
iés normalisés. Étant donné que l'opérateur G utilisé pour 
al
ulerla réponse élastique à une déformation plastique (Eq. 2.2) est une matri
e 
ir
ulante, une
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e 
arrée dans laquelle on passe d'une ligne à la suivante par permutation 
ir
u-laire (dé
alage vers la droite) des 
oe�
ients, ses valeurs propres peuvent être obtenuesdire
tement par la transformation de Fourier dis
rète de sa forme "réduite" Gr.Une déformation plastique 
umulée εp, proportionnelle au ve
teur propre en, induit une
ontrainte élastique lo
ale σel = λnen. Puisque le modèle est animé par une dynamiqueextrémale via l'identi�
ation du seuil minimal, sa dynamique propre est 
ontr�lée parle mode dominant de la fon
tion de Green 
orrespondant à la plus grande des valeurspropres, λ1. Le signe de 
ette valeur in�ue sur le 
omportement du modèle de telle sorteque si :
• λ1 > 0 : nous obtenons un 
omportement adou
issant ave
 une pente λ1 ; un 
om-portement engendrant une lo
alisation des événements plastiques,
• λ1 < 0 : nous obtenons un 
omportement dur
issant ave
 une pente λ1 ; un 
om-portement qui for
e une déformation plastique homogène à grande é
helle,
• λ1 = 0 : nous obtenons un régime stationnaire.Nous montrerons dans la suite que l'analyse des valeurs propres de l'opérateur deGreen permet de relire simplement les 
omportements obtenus ave
 di�érents s
hémasde dis
rétisation dans l'espa
e dire
t. Nous donnerons une première illustration ave
 uneréponse de type 
hamp moyen. Puis, nous montrerons les résultats 
orrespondant à deux
hoix de dis
rétisation de l'intera
tion quadripolaire apparemment très pro
hes mais qui,�nalement, via leur e�et sur le signe de la valeur propre maximale, ont des e�ets drama-tiques sur la dynamique et le 
omportement de lo
alisation du modèle.2.2.1 Illustration ave
 une réponse de type 
hamp moyenPour une redistribution élastique de type 
hamp moyen, Mean Field (MF), où la 
ontri-bution en 
haque point, autre que le site extrémal, est identique et inversement propor-tionnelle à la taille du système,

GMF (k; k∗) =

{

1/(L2 − 1) pour k 6= k∗

−1 pour k = k∗
. (2.19)le spe
tre des valeurs propres est réduit à deux valeurs : λ1 = 0 et λ2 = −1 dégénérée

L2 − 1 fois (Fig. 2.5).Si nous voulons à présent avoir une indi
ation sur la dynamique résultant d'une tellefon
tion de Green, nous pouvons regarder de plus près une 
arte des sites a
tifs durantun 
ertain nombre de pas de temps, ∆t, et 
e
i à un stade bien avan
é de la simulation.Notons i
i que les sites les plus fon
és sont les plus a
tifs. Les 
artes présentées sur la �gure2.6 nous permettent de 
onstater une distribution homogène de l'a
tivité sur l'ensembledu système et pour di�érentes tailles de fenêtre temporelle.
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Figure 2.5: Spe
tre des valeurs propres de la distribution en 
hamp moyen (MF)pour di�érentes tailles de système ; nous remarquons qu'il est restreint à deux valeurs :
λ1 = 0 et λi = −1 pour i = 2, ..., L2.

Moins Actif Plus ActifFigure 2.6: Cartes d'a
tivité 
umulée ave
 une fon
tion de Green en 
hamp moyen ;pour un système L = 32 durant ∆t = 28, 211, 214 (de gau
he à droite) : une a
tivitédistribuée de manière homogène.



2.2. Cara
térisation de la dynamique du modèle par analyse des valeurspropres 292.2.2 Cas ave
 des valeurs propres positivesLors de la se
tion pré
édente, nous avons exposé la version dis
rète 2.5 de l'équation
ontinue 2.1 utilisée pour 
onstruire la distribution des 
ontraintes élastiques en réponseà une déformation plastique d'une in
lusion en 
isaillement. Si nous utilisons dire
tementla valeur pon
tuelle en 
haque site, la fon
tion de Green possède des valeurs proprespositives (Fig. 2.7).
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Figure 2.7: Spe
tre des valeurs propres de la fon
tion de Green 
onstruite ave
 lesvaleurs pon
tuelles en 
haque site pour di�érentes tailles de système ; nous observonsdes valeurs propres positives.La dynamique a un 
omportement adou
issant. Ce
i 
ause une délimitation des événe-ments plastiques dans le système que nous pouvons 
lairement voir sur les 
artes d'a
tivitéprésentées sur la �gure 2.8. L'a
tivité est lo
alisée dans l'espa
e et est persistante dans letemps.

Moins Actif Plus ActifFigure 2.8: Cartes d'a
tivité 
umulée ave
 une fon
tion de Green possédant desvaleurs propres positives ; pour un système L = 32 durant ∆t = 28, 211, 214 (degau
he à droite) : lo
alisation des événements plastiques.
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 une dis
ontinuité du spe
tre des valeurs propresCette fois-
i, si nous 
onstruisons la distribution des 
ontraintes élastiques en utilisant lavaleur moyenne en 
haque site partant de l'équation dis
rete 2.5, nous pouvons observerune dis
ontinuité du spe
tre des valeurs propres (Fig. 2.9). Un é
art existe entre la plusgrande et la se
onde plus grande valeur propre.
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Figure 2.9: Spe
tre des valeurs propres de la fon
tion de Green pour di�érentestailles de système ; nous observons un é
art entre les deux plus grandes valeurspropres.Cet é
art est attribué au 
hamp moyen 
ar il provoque une dynamique 
omparable à
elle observée pour une distribution en 
hamp moyen. L'a
tivité est légèrement 
orréléemais ave
 un fort 
ara
tère homogène dû au 
hamp moyen (Fig. 2.10).

Moins Actif Plus ActifFigure 2.10: Cartes d'a
tivité 
umulée ave
 une fon
tion de Green possédant uné
art entre les deux plus grandes valeurs propres ; pour un système L = 32 durant
∆t = 28, 211, 214 (de gau
he à droite) : a
tivité très a�e
tée par le 
hamp moyen.



2.3. Dis
rétisation dans l'espa
e de Fourier 312.3 Dis
rétisation dans l'espa
e de FourierL'extrême sensibilité de la dynamique au s
héma de dis
rétisation dans l'espa
e dire
tnous a naturellement in
ité à travailler dans l'espa
e de Fourier (
e point avait d'ailleursété évoqué par G. Pi
ard et 
oll. [85℄). La pertinen
e de 
ette démar
he est i
i a

entuéepar l'identité du spe
tre des valeurs propres de l'opérateur de Green ave
 la transforméede Fourier de la fon
tion de Green "réduite" Gr.Pour garantir la stabilité du modèle et respe
ter la dé
roissan
e en loi de puissan
edes intera
tions élastiques, les valeurs propres de la fon
tion de Green doivent posséderles propriétés suivantes :1. La plus grande valeur propre doit être égale à zéro et toutes les autres valeurs propresdoivent être négatives.2. Le spe
tre des valeurs propres doit être 
ontinu en zéro.Puisque les valeurs propres de G peuvent être obtenues dire
tement par la transfor-mation de Fourier dis
rète de sa forme "réduite" Gr, nous pouvons à l'inverse imposerun spe
tre de valeurs propres de manière à respe
ter les propriétés 
i-haut tout en ayantune fon
tion de Green ave
 une symétrie quadripolaire. Pour 
e faire, nous représentonsla transformation de Fourier dis
rète de Gr 
omme suit :
G̃r

(

k̃(̃i, j̃)
)

=

{

− cos 4θ̃ − 1 pour k̃ 6= k̃∗

−1 pour k̃ = k̃∗
, (2.20)où k̃(̃i, j̃) sont les 
oordonnées et θ̃ est l'angle polaire dans l'espa
e Fourier (Fig. 2.11).Le terme −1 dé�nit une fon
tion de Dira
 représentant la relaxation de la 
ontrainteélastique au site plasti�é.
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Figure 2.11: Fon
tion de Green dans l'espa
e Fourier, G̃r, ave
 des valeurs toutesplus petites ou égales à zéro.



32 2. Mise en ÷uvre numérique de la réponse élastique à un événementplastiqueNous obtenons la nouvelle fon
tion de Green en passant dans l'espa
e dire
t par unetransformation de Fourier dis
rète inverse en deux dimensions :
Gr

(

k(i, j)
)

= FFT−1G̃r

(

k̃(̃i, j̃)
)

. (2.21)Après l'avoir normalisée et ajustée pour respe
ter les 
onditions d'équilibre 
ommeimposé par (Eq. 2.4), nous pouvons véri�er qu'elle possède la même symétrie quadripolaireque 
elle 
al
ulée pré
édemment (Fig. 2.12).
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Figure 2.12: Fon
tion de Green, Gr, 
al
ulée par dis
rétisation dans l'espa
e deFourier, représentant la réponse élastique à une déformation plastique en 
isaillementau 
entre d'un système de taille L = 32 ; où, pour fa
iliter la visualisation, la valeurà l'in
lusion a été arbitrairement mise à zéro.Par dé�nition, les valeurs propres possèdent i
i les propriétés voulues : elles sont toutesplus petites ou égales à zéro et leur spe
tre est 
ontinu en zéro (Fig. 2.13).Contrairement aux 
as présentés antérieurement, les 
artes d'a
tivité issues de la fon
-tion de Green 
al
ulée par transformation de Fourier dis
rète ne révèlent au
une lo
ali-sation persistante des sites a
tifs (Fig. 2.10). En outre, la dynamique ne semble pas êtredominée par le 
hamp moyen 
ar nous pouvons fa
ilement observer une 
orrélation entreles événements plastiques, une 
orrélation que nous examinerons au 
hapitre 4.2.4 Con
lusionAprès avoir présenté toutes les étapes né
essaires à la 
onstru
tion de la fon
tion deGreen dis
rète partant de son expression analytique, nous avons 
lairement remarqué que
'est un objet très sensible aux détails numériques et à la manière ave
 laquelle nousdis
rétisons l'expression analytique et prenons en 
ompte les 
onditions aux limites dansl'espa
e dire
t. Néanmoins, nous avons développé une méthode basée sur le 
al
ul deses valeurs propres pour 
ara
tériser la dynamique d'un modèle utilisant une fon
tion deGreen donnée. En outre, l'identité de la transformée de Fourier de la fon
tion de Green"réduite", Gr, ave
 le spe
tre des valeurs propres de l'opérateur de Green nous a permis
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Figure 2.13: Spe
tre des valeurs propres de la fon
tion de Green 
al
ulée par dis
ré-tisation dans l'espa
e de Fourier pour di�érentes tailles de système ; la plus grandevaleur propre est égale à zéro, toutes les autres valeurs propres sont négatives et lespe
tre des valeurs propres est 
ontinu en zéro.

Moins Actif Plus ActifFigure 2.14: Cartes d'a
tivité 
umulée ave
 une fon
tion de Green 
al
ulée par latransformation de Fourier dis
rète ; pour un système L = 32 durant ∆t = 28, 211, 214(de gau
he à droite) : la lo
alisation des événements plastiques n'est pas persistanteet une dynamique non dominée par le 
hamp moyen.



34 2. Mise en ÷uvre numérique de la réponse élastique à un événementplastiquede mettre en pla
e une fon
tion de Green ave
 les propriétés souhaitées en opérant unedis
rétisation dans l'espa
e de Fourier plut�t que dans l'espa
e dire
t.
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Chapitre 3Comportement ma
ros
opiqueNous allons à présent explorer les résultats ma
ros
opiques du modèle statistique bi-dimensionnel développé pré
édemment. Celui-
i exhibe, à l'é
helle ma
ros
opique, un
omportement plastique 
ara
térisé par deux régimes distin
ts 
lairement observés lorsquenous suivons l'évolution de la limite élastique. Le premier régime, transitoire, voit la 
rois-san
e progressive de la limite élastique au 
ours du 
hargement, 
e qui du point de vuemé
anique 
orrespond à un phénomène d'é
rouissage. Le se
ond régime, stationnaire, estmarqué par la saturation de la limite élastique.Dans 
e qui suit, après un rappel su

in
t de mé
anique des milieux 
ontinus, nous nousatta
herons à dis
uter l'e�et des paramètres du modèle sur le seuil d'é
oulement plastique.Puis, nous donnerons une interprétation statistique du phénomène d'é
rouissage observédans 
e modèle.3.1 Rappels de mé
anique des milieux 
ontinusSi l'on 
onsidère un matériau isotrope homogène soumis à une solli
itation mé
anique(une simple tra
tion, par exemple), on 
onstate qu'il est possible de dé�nir deux étapesave
 des 
omportements di�érents (Fig. 3.1).Dans un premier temps, la déformation du matériau est réversible et proportionnelleà la 
ontrainte subie : on parle de 
omportement "élastique linéaire" (sur le diagramme3.1, le 
hargement et le dé
hargement se font le long du 
hemin OA). La relation entre la
ontrainte σ appliquée et la déformation ε subie par le matériau dépend alors ex
lusive-ment de deux paramètres intrinsèques au matériau, le module de Young E et le 
oe�
ientde Poisson ν 
ompris entre −1 et 0.5, par le biais de la loi de Hooke :

ε =
1 + ν

E
σ − ν

E
Tr(σ)I (3.1)où I est la matri
e unité et Tr(σ) est la tra
e du tenseur des 
ontraintes.Dans un se
ond temps, au-delà d'une 
ontrainte seuil σY 0, dite "limite élastique", unedéformation irréversible εp, dite "plastique", s'ajoute à la déformation élastique réversible,

εel. Pour un 
hargement au-delà de A et jusqu'à B sur le s
héma, le dé
hargement suitle 
hemin BC (et non le trajet BAO) ave
 une déformation résiduelle OC. Le pro
hain
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Figure 3.1: Courbe 
ontrainte/déformation lors d'un essai de tra
tion. Tant que la
ontrainte de tra
tion appliquée au matériau reste inférieure à la limite élastique σY 0,le matériau adopte un 
omportement élastique. Ensuite, il se déforme plastiquement.
hargement suivra le 
hemin CB. On 
onstate souvent que la limite élastique d'un maté-riau évolue en fon
tion de la déformation plastique subie par 
e dernier (σY = σY (εp)).La limite élastique dépend de l'histoire du 
hargement appliqué au matériau. Ce phéno-mène est appelé "é
rouissage". Dans les pro
haines se
tions, nous allons démontrer quenous pouvons retrouver de telles propriétés mé
aniques ma
ros
opiques ave
 le modèledéveloppé pré
édemment.3.2 Courbes de 
hargementComme dis
uté au 
hapitre 1, le système est piloté ave
 une dynamique extrémale. La
ontrainte externe est �xée pour faire plasti�er un site à la fois. Cette 
ontrainte 
ritique�u
tue d'un événement plastique à un autre, d'un pas de temps à un autre. Nous pouvonsvoir sur la �gure 3.2 les 
ontraintes 
ritiques 
onsé
utives au 
ours d'une simulation. Nousavons représenté l'évolution de σc = σY (k∗)− σel(k
∗) pas de temps par pas de temps lorsd'une simulation pour un système de taille L = 64.Le 
hoix d'une dynamique extrémale, qui permet de rester au plus près de la transitionentre régimes élastique et plastique, a évidemment une 
ontrepartie, la perte de toute in-formation sur la dynamique du système. Les "pas de temps" i
i 
onsidérés ne 
ara
térisentpas un temps "réel" mais permettent simplement de séparer les 
on�gurations su

essivesdu système. L'intérêt de la dynamique extrémale est alors de donner a

ès à l'ensemble des
on�gurations. Il est alors possible de re
onstruire l'évolution du système sous di�érentstypes de 
hargement. Un pilotage quasi-statique en déformation permettra d'a

éder àl'ensemble des 
on�gurations alors qu'un pilotage en 
ontrainte verra le système sauter
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envelopeFigure 3.2: Les 
ontraintes 
ritiques et leur enveloppe au fur et à mesure des pasde temps pour un système de taille L = 64 et un in
rément moyen de déformationlo
ale de 0.05.d'une 
on�guration stable à la suivante. Comme illustré sur la �gure 3.2, la 
ourbe de
hargement à 
ontrainte 
roissante sera don
 obtenue en prenant l'enveloppe du signaldes 
ontraintes 
ritiques instantanées. Entre 
es deux situations limites, une image plusréaliste d'un 
hargement expérimental pourra être obtenue via la prise en 
ompte d'uneraideur �nie.3.2.1 Passage en déformationAu lieu du nombre de pas de temps en abs
isse, nous faisons un 
hangement de variablepour avoir la déformation ma
ros
opique : ε =
∑

k εt(k)/L
2 où εt(k) est la déformation
umulée au site k du début jusqu'au t ème pas de temps. Nous pouvons fa
ilement, àl'aide de la �gure 3.3(a), faire la 
orrespondan
e entre l'enveloppe de 
es 
ontraintes 
ri-tiques 
onsé
utives et la partie élastoplastique de la 
ourbe de 
hargement expérimentalereproduite sur la �gure 3.1. Notons que l'abs
isse de la �gure 3.3(a) ne représente que ladéformation plastique alors que dans la �gure 3.1 nous avons εel + εp. En regardant deplus près sous 
ette enveloppe sur la �gure 3.3(b), nous voyons très 
lairement le 
ara
tère�u
tuant des 
ontraintes 
ritiques.Pour tester la pertinen
e de 
ette remise à l'é
helle, il nous su�t d'observer l'in�uen
ede la taille du système sur le 
omportement ma
ros
opique. Ave
 les mêmes paramètresmais pour des systèmes L = 64, 128, 256 (Fig. 3.4), le 
omportement ma
ros
opique estin
hangé. Le 
ouple de variables 
ontrainte-déformation nous permet don
 bien de rendre
ompte de l'évolution de notre système.De manière similaire à la 
ourbe de 
hargement expérimentale, nous observons sur la
ourbe 
ontrainte/déformation (Fig. 3.3(a)) un régime transitoire suivi d'un plateau. Dupoint de vue mé
anique, le régime transitoire peut être asso
ié à un phénomène d'é
rouis-sage : la limite élastique dépend de l'historique du 
hargement et augmente sous l'e�et de
e dernier. Par la suite, nous atteignons un plateau 
orrespondant à un seuil d'é
oulementma
ros
opique. Par la mise en éviden
e d'un seuil d'é
oulement ma
ros
opique et d'un
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ourbe enveloppe des 
ontraintes 
ritiques en fon
tion de la défor-mation ma
ros
opique ; (b) La �u
tuation des 
ontraintes 
ritiques sous l'enveloppe.
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ontrainte/déformation pour di�érentes tailles de système L =

64, 128, 256.
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hargement 39phénomène d'é
rouissage, notre modèle statistique très simple permet don
 de retrouver laphénoménologie 
lassique du 
omportement plastique. L'évolution du seuil d'é
oulementave
 les paramètres du modèle et l'interprétation du phénomène d'é
rouissage, générale-ment asso
ié aux en
hevêtrements des dislo
ations dans les matériaux 
ristallins, serontdis
utées dans les pro
haines se
tions.Si nous 
omparons à présent la 
ourbe 
ontrainte/déformation pour la fon
tion deGreen en − cos 4θ/r2 ave
 
elle en 
hamp moyen (Fig. 3.5), le 
omportement ma
ros
o-pique est 
omparable. Nous avons i
i aussi un régime transitoire et un régime stationnaireave
 un niveau de plateau voisin. En première approximation, nous remarquons don
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1/(L2−1)Figure 3.5: Courbes 
ontrainte/déformation pour une fon
tion de Green en
− cos 4θ/r2 et 
elle en 
hamp moyen : un 
omportement ma
ros
opique similaire.que le 
omportement ma
ros
opique dis
uté i
i semble peu sensible aux propriétés de lafon
tion de redistribution élastique.3.2.2 Seuil d'é
oulementDans le régime stationnaire, le niveau du plateau représentant la dernière limite élastiquema
ros
opique dépend à la fois de l'in
rément de déformation lo
ale δ et des 
ontraintesseuil σY .Nous illustrons i
i la dépendan
e du seuil d'é
oulement ma
ros
opique aux deux pa-ramètres du modèle, la distribution des 
ontraintes seuil lo
ales et 
elle des in
réments dedéformation lo
ale. Notons que si la première variable 
orrespond a priori simplement àla 
ontrainte né
essaire à une réorganisation lo
ale, l'interprétation mi
ros
opique de lase
onde est plus déli
ate. En suivant l'image des "shear transformation zones", on peut la
omprendre 
omme le produit de la déformation typique induite par une réorganisationlo
ale par la densité des zones sus
eptibles de se réorganiser.Rappelons qu'il a été dé
idé lors de la dé�nition du modèle que l'in
rément de déforma-tion lo
ale δ doit être 
hoisi aléatoirement ave
 une distribution de probabilité uniformeentre 0 et δmax. Si nous faisons varier l'amplitude des in
réments de déformation lo
ale

δmax, nous 
onstatons sur la �gure 3.6 que plus elle augmente et plus le niveau du plateau
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ros
opiquebaisse. En augmentant la moyenne de l'in
rément de déformation lo
ale, l'e�et d'é
rouis-sage est a

entué et la limite élastique sature à une valeur plus faible.
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0.5Figure 3.6: Courbes 
ontrainte/déformation pour di�érents in
réments moyens dedéformation lo
ale 〈δ〉 = δmax/2 = 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 et pour un systèmede taille L = 64 : le niveau du plateau 
hange ave
 la moyenne de l'in
rément dedéformation lo
ale.Pour les 
ontraintes seuil, leur distribution de probabilité in�ue aussi sur la valeur de
ette dernière limite élastique. A�n de modéliser le 
ara
tère désordonné des matériauxamorphes, nous avons dé
idé que la 
ontrainte seuil 
orrespondant à la limite élastiquelo
ale en 
haque site sera tirée au sort ave
 une distribution de probabilité uniforme :

σY ∈ [0, 1], une moyenne µ = 0.5 et un é
art type sd = 1/
√

12. Nous pouvons aussi nousservir d'une distribution de probabilité gaussienne ave
 une fon
tion de densité :
f(σY ) =

e−(σY −µ)2/(2sd2)

sd
√

2π
(3.2)ave
 une moyenne µ et un é
art type sd. Pour une même amplitude d'in
rément de défor-mation δmax, en 
omparant les 
ourbes 
ontrainte/déformation résultantes de l'utilisationd'une distribution uniforme ou gaussienne, nous pouvons noter sur la �gure 3.7 que le
omportement général et le niveau du plateau sont similaires quand les moyennes et lesé
arts types sont respe
tivement identiques. Par 
ontre, 
e
i n'est plus vrai lorsque nous
hangeons la moyenne et/ou l'é
art type. La 
ourbe de 
hargement semble ainsi dépendreessentiellement des deux premiers moments de la distribution des 
ontraintes seuil etrester peu sensible à sa forme parti
ulière.Il faut noter que la dépendan
e vis-à-vis de la moyenne est triviale 
ar elle n'introduitqu'une simple translation, 
orrespondant à un dé
alage de la 
ontrainte d'é
oulementma
ros
opique. Le seul paramètre important est l'é
art type de la distribution utilisée.
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ontrainte/déformation pour di�érentes distributions de proba-bilité des 
ontraintes seuil, ave
 un in
rément moyen de déformation 〈δ〉 = δmax/2 =
0.1 et un système de taille L = 64 : le niveau du plateau 
hange pour des moyenneset des é
arts types respe
tivement di�érents.3.3 Interprétation statistique de l'é
rouissageLe phénomène d'é
rouissage est dé�ni 
omme l'augmentation de la limite élastique sousl'e�et de 
ontraintes déformant le matériau plastiquement. Pour les matériaux 
ristallins,l'é
rouissage est interprété par l'en
hevêtrement des dislo
ations et leur amon
ellementautour des défauts. Pour le 
as des matériaux amorphes, malgré l'absen
e de toute notionde dislo
ation, 
e phénomène a déjà été observé expérimentalement [82℄ et par des mo-dèles numériques. À l'aide du modèle de plasti
ité présenté dans 
e travail, nous pouvonsformuler une interprétation statistique de l'é
rouissage.Comme 
ela a déjà été mentionné, 
haque site k du système est 
ara
térisé par une
ontrainte seuil σY (k). Au début de la simulation, 
ette 
ontrainte seuil est 
hoisie aléa-toirement ave
 une distribution de probabilité uniforme : σY (k) ∈ [0, 1], une moyenne

µ = 0.5 et un é
art type sd = 1/
√

12. Ce désordre nous permet de dé�nir un 
ritèrelo
al à une éventuelle réorganisation stru
turelle d'un petit volume représenté i
i par unsite dis
ret. Après 
haque réorganisation, la stru
ture lo
ale 
hange et la valeur de la
ontrainte seuil du site plasti�é est renouvelée par une autre valeur aléatoire de la mêmedistribution de probabilité.Par le 
hoix d'une dynamique extrémale pour déterminer le site qui sera déformé plas-tiquement à 
haque pas de temps, nous introduisons un biais systématique dans l'évolutiondes distributions e�e
tives des 
ontraintes seuil. À 
haque pas de temps, nous désignonsle plus faible site k∗ tel que σc(k
∗) = mink{σY (k) − σel(k)} et 
e
i tend à éliminer préfé-rentiellement les sites ave
 des 
ontraintes seuil faibles et à les rempla
er par des valeursaléatoires "normales". Sur le graphique prin
ipal de la �gure 3.8, nous pouvons observerles distributions e�e
tives des 
ontraintes seuil à di�érents niveaux de déformation ma-
ros
opique, autrement dit, après di�érents nombres de pas de temps, pour un système

L = 64. La distribution initiale est bien 
onforme à la distribution de probabilité utiliséeave
 〈σY 〉 ≈ 0.50 et sdσY
≈ 0.29 à t = 0. En 
umulant de la déformation ma
ros
o-
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ros
opiquepique, les distributions e�e
tives se dé
alent vers les grandes valeurs et 
onvergent versune distribution limite autour de la valeur maximale possible. Nous pouvons 
onstatersur les deux graphiques à droite de la �gure 3.8, représentant respe
tivement l'évolutionde la moyenne et l'é
art type des distributions e�e
tives, que 
es derniers tendent versdes valeurs stationnaires : 〈σY 〉 ≈ 0.90 et sdσY
≈ 0.07.
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Figure 3.8: Les distributions e�e
tives des 
ontraintes seuil σY à di�érents niveauxde déformation ma
ros
opique, l'évolution de leur moyenne et de leur é
art type pourun système de taille L = 64, 
umulés sur 10 simulations distin
tes : les distributionse�e
tives se dé
alent vers les grandes valeurs et 
onvergent vers une distributionlimite.La forme de la distribution limite dépend de la distribution de probabilité originale. Enutilisant une distribution de probabilité gaussienne, les distributions e�e
tives se dé
alentaussi vers des 
ontraintes seuil élevées mais 
onvergent vers une distribution limite autreque 
elle ave
 une distribution de probabilité uniforme (Fig. 3.9).Comme exposé sur la �gure 3.10(a), en partant d'une distribution de probabilitéuniforme, les distributions des 
ontraintes seuil au �l des in
réments de déformation
onvergent vers une distribution limite ayant une forme 
omparable à 
elle d'une dis-tribution de probabilité exponentielle. Quant aux 
ontraintes seuil tirées au sort ave
 unedistribution de probabilité gaussienne, leurs distributions 
onvergent vers une distribu-tion limite de forme gaussienne (Fig. 3.10(b)). Une des perspe
tives qui peut être retenuei
i serait de mieux 
ara
tériser la distribution e�e
tive �nale et de mieux 
omprendre ladépendan
e qu'elle a ave
 la distribution de probabilité utilisée initialement.3.4 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons pu montrer qu'ave
 le modèle statistique de plasti
ité déve-loppé pour 
e travail de thèse nous pouvons retrouver un 
omportement ma
ros
opique
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Figure 3.9: Les distributions e�e
tives des 
ontraintes seuil σY à di�érents niveauxde déformation ma
ros
opique, l'évolution de leur moyenne et de leur é
art type pourun système de taille L = 64, 
umulés sur 10 simulations distin
tes et partant d'unedistribution de probabilité gaussienne : la distribution e�e
tive �nale dépend de ladistribution de probabilité originale.
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(b)Figure 3.10: (a) Les 
ontraintes seuil tirées au sort ave
 une distribution de proba-bilité uniforme : leur distribution limite est de forme exponentielle. (b) En revan
he,ave
 une distribution de probabilité gaussienne : la distribution limite est aussi deforme gaussienne.
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omparable à 
elui obtenu lors d'un test mé
anique. Deux régimes distin
ts dominent
e 
omportement : un régime transitoire dû à un phénomène d'é
rouissage et un régimestationnaire 
ara
térisé par un seuil d'é
oulement plastique. Une interprétation statis-tique a été formulée pour l'é
rouissage via le biais systématique induit par le 
hoix d'unedynamique extrémale.
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Chapitre 4Lo
alisation et di�usion desdéformations plastiques lo
alesDans 
e 
hapitre, nous analyserons statistiquement les 
orrélations spatio-temporellesentre les événements plastiques su

essifs. Ce
i nous permettra de mieux 
omprendre lesintera
tions entre les réorganisations lo
ales et nous essaierons de dé�nir des 
omporte-ments universels au voisinage de la transition pour 
e genre de modèle de pinning.4.1 Un simple régime di�usif ?Une première appro
he de l'étude des déformations plastiques lo
ales 
onsiste à suivrel'évolution de leurs �u
tuations au 
ours du 
hargement. Pour 
e faire, nous pouvons parexemple suivre l'é
art type de 
e signal, 
orrespondant à une "rugosité ma
ros
opique"si l'on prend le point de vue d'une membrane élastique se mouvant dans un environne-ment désordonné. Nous dé�nissons la rugosité ma
ros
opique ρ 
omme l'é
art type desdéformations lo
ales εi des di�érents sites i = 1, 2, ..., L2, formant le système :

ρ =

√

∑L2

i=1 ε
2
i − (

∑L2

i=1 εi)2/L2

L2
(4.1)Par 
omparaison, nous pouvons 
lairement dire à l'aide de la �gure 4.1(a) que la rugositédu système, en fon
tion de la déformation ma
ros
opique, a un pro�l di�érent de 
eluiobservé pour la 
ourbe 
ontrainte/déformation, un pro�l 
ara
térisé par deux régimesdistin
ts. La valeur de 
ette rugosité semble ainsi ne jamais saturer. Comme le montrela �gure 4.1(b), l'évolution linéaire de l'é
art type des déformations lo
ales ave
 la ra-
ine 
arrée de la déformation ma
ros
opique est en revan
he 
ompatible ave
 un simplepro
essus di�usif. Ce résultat est a priori surprenant puisque le présent modèle in
lutexpli
itement un terme d'intera
tion élastique anisotrope et les déformations ne devraientguère pouvoir être 
onsidérées 
omme indépendantes.Sauf que, si nous déformons le système davantage, la rugosité sature. Sur la �gure4.2(a), nous avons représenté la rugosité ρ en fon
tion de la déformation ma
ros
opique

ε pour di�érentes tailles de système L = 8, 16, 32, 64. Au début de la déformation ma
ro-
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data

ρ∝ε 1/2(b)Figure 4.1: (a) L'évolution de la 
ontrainte σ et de la rugosité ma
ros
opique ρen fon
tion de la déformation ma
ros
opique ε, pour un système de taille L = 64 :deux pro�ls di�érents ave
 une rugosité ma
ros
opique divergente. (b) Une évolu-tion linéaire de la rugosité ma
ros
opique ρ ave
 la ra
ine 
arrée de la déformationma
ros
opique ε signant un simple pro
essus di�usif.
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16x16
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ρ ∝  ε0.70(b)Figure 4.2: (a) L'évolution de la rugosité ρ en fon
tion de la déformation ma
ro-s
opique ε, pour di�érentes tailles de système (L = 8, 16, 32, 64) : dé
rite par une loide puissan
e ρ ∝ εα, ave
 α ≈ 0.70, avant d'atteindre un plateau. (b) Idem que (a)ave
 une remise à l'é
helle de la rugosité ρ par L−a et de la déformation ε par L−a/α,ave
 a ≈ 0.60 .
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opique, la rugosité est dé
rite par une loi de puissan
e :
ρ ∝ εα , (4.2)où α ≈ 0.70. Au-delà d'une 
ertaine déformation ma
ros
opique ε∗, la rugosité atteint unniveau de saturation qui semble être proportionnel à La ave
 a ≈ 0.60 (Fig. 4.2(b)). Il està noter que ε∗ ∝ La/α. Pour aller plus loin, il est don
 utile de s'intéresser de plus près àla distribution spatiale des déformations lo
ales.4.2 Intera
tions des événements plastiques 
orrélées lelong du régime stationnaireNous 
ommençons en reprenant une 
ourbe de 
hargement (Fig. 4.3). Comme il a étédéveloppé au 
hapitre pré
édant, nous avons un régime transitoire, où la limite d'élasti
itéaugmente ave
 le 
hargement, et un régime stationnaire, représentant la saturation de
ette limite d'élasti
ité.
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Figure 4.3: Courbe 
ontrainte/déformation pour un système de taille L = 256 ave
des niveaux pon
tuels à ε = 0.01, 0.05, 0.10, 0.20, 0.50, 1.00.Pour 
omprendre l'évolution des intera
tions entre les événements plastiques au furet à mesure du 
hargement, nous étudions l'a
tivité durant un 
ertain nombre de pas detemps et à di�érents niveaux de déformation ma
ros
opique. Pour 
e faire, nous 
olle
tonssur une 
arte le nombre de fois qu'un site est plasti�é, autrement dit, a
tivé, durant unnombre de pas de temps donné, 
orrespondant à un 
ertain a

roissement de déformationma
ros
opique. Sur la �gure 4.4, pour un système de taille L = 256 et un in
rément lo
alde déformation maximale δmax = 0.1, nous avons des 
artes représentant l'a
tivité durantun nombre de pas de temps 
orrespondant à une augmentation ∆ε = 0.01 et 
e
i à dif-férents niveaux de déformation ma
ros
opique totale ε = 0.01, 0.05, 0.10, 0.20, 0.50, 1.00.Au début du régime transitoire, nous 
onstatons une distribution spatiale homogènede l'a
tivité sur l'ensemble du système. En revan
he, lorsque nous atteignons le régime
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Moins Actif Plus ActifFigure 4.4: Cartes d'a
tivité 
umulée durant une fenêtre temporelle 
orrespondantà une augmentation ∆ε = 0.01 et 
e
i à di�érents niveaux de déformation ma
ro-s
opique, respe
tivement, ε = 0.01, 0.05, 0.10, 0.20, 0.50, 1.00, pour un système detaille L = 256 : l'a
tivité se lo
alise et forme des stru
tures en ±45�lorsque la limited'élasti
ité sature.
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ales 49stationnaire, de fortes 
orrélations spatiales se développent : l'a
tivité se lo
alise et formedes stru
tures orientées à ±45�. Malgré 
e 
ara
tère de lo
alisation, 
es stru
tures ne sontpas persistantes dans le temps. Pour des fenêtres temporelles équivalentes au 
ours durégime stationnaire (Fig. 4.5), l'a
tivité est lo
alisée dans une fenêtre donnée mais ne l'estpas d'une fenêtre à l'autre.

Moins Actif Plus ActifFigure 4.5: Cartes d'a
tivité 
umulée durant une fenêtre temporelle 
orrespondantà une augmentation ∆ε = 0.01 et 
e
i à di�érents niveaux de déformation ma
ros
o-pique, respe
tivement, ε = 0.95, 1.00, pour un système L = 256 : l'a
tivité n'est paspersistante dans le temps.Nous mettons don
 en éviden
e un phénomène de lo
alisation mais 
elui-
i est non-persistant. Le 
omportement de 
e modèle semble don
 marqué par une forte 
ompétitionentre lo
alisation et di�usion. Dans la suite de 
e 
hapitre, nous 
her
hons à 
ara
tériserla lo
alisation de l'a
tivité et son anisotropie dans le régime stationnaire.4.3 Anisotropie des déformations plastiques lo
alesComme nous l'avons soulevé auparavant, pour des é
helles temporelles assez petites, laplasti
ité tend à se lo
aliser sous format de motifs "unidimensionnels" à ±45�. La distribu-tion spatiale anisotrope de 
es "bandes de 
isaillement" résulte dire
tement de la symétriequadripolaire des intera
tions élastiques. Pour le 
as des déformations plastiques de ma-tériaux amorphes, de similaires 
orrélations spatiales de l'a
tivité ont pu être observéeslors de simulations atomiques. Par la minimisation de l'énergie potentielle d'un systèmeamorphe bi-dimensionnel déformé par 
isaillement, les travaux de C.E. Maloney et A. Le-maître [19, 20, 24℄ révèlent une lo
alisation non persistante de la 
ontrainte de 
isaillementle long de segments parallèles à l'axe de déformation. Également, les travaux de C.E. Malo-ney et M.O. Robbins [27, 30℄, basés sur l'étude d'un verre Lennard-Jones bi-dimensionneldéformé en 
isaillement, ont pu démontrer l'existen
e de 
orrélations spatiales dans le
hamp de déformation ave
 un fort 
ara
tère anisotrope à la limite quasi-statique (Fig.4.6). Les tests mé
aniques par simulation en modélisation molé
ulaire en deux dimensionsde Y. Shi et M. Falk [22℄ montrent quant à eux une lo
alisation de la déformation ave
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alisation et diffusion des déformations plastiques lo
alesdes orientations à ±45�. Des motifs similaires ont aussi été obtenus en trois dimensionsdans le 
as d'une 
ompression [33℄ et d'une tra
tion [86℄ uniaxiale.

Figure 4.6: Le terme rotational du 
hamp de déformation d'un verre Lennard-Jones bi-dimensionnel déformé en 
isaillement. Ave
 une é
helle linéaire grise allantdu noir au blan
 et après une restitution de la forme initiale du système (
arré).(Reprodu
tion issue d'un arti
le de C.E. Maloney et M.O. Robbins [30℄)Pour quanti�er 
e 
ara
tère anisotrope de la lo
alisation, nous allons nous intéresseraux distributions spatiales des réorganisations plastiques 
onsé
utives. Nous dé�nissons
∆x = |it+1 − it| et ∆y = |jt+1 − jt| 
omme les distan
es relatives entre deux événementssu

essifs, respe
tivement, sur l'axe des x et des y. Sur la �gure 4.7, nous avons la pro-babilité P (∆x,∆y) que l'événement plastique n soit distant de ∆x et ∆y de l'événement
n− 1 pour un système de taille L = 256 et un in
rément lo
al de déformation maximale
δmax = 1.0. Cette �gure met en éviden
e une lo
alisation ave
 un angle préférentiel aiguautour de 45�.
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0 1Figure 4.7: Probabilité de ∆x et ∆y, représentant les distan
es relatives entre deuxévénements plastiques su

essifs, pour un système de taille L = 256 : un anglepréférentiel autour de 45�.La �gure 4.8(a) présente la moyenne de ∆y pour un ∆x donné remis à l'é
helle li-néairement par la taille du système sur un graphique linéaire. Par l'interpolation linéaire
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〈∆y〉 ≈ 1.06∆x+0.82, nous pouvons 
lairement dire qu'en moyenne le pro
hain événementplastique est situé sur un axe en 45�par rapport à l'axe des X.Sur la �gure 4.8(b), nous avons l'é
art type de ∆y en fon
tion de ∆x, également remisà l'é
helle linéairement par la taille du système, mais 
ette fois sur un graphique log-log.Nous pouvons formuler une relation telle que :

√

〈∆y2〉 ∝ ∆xζ (4.3)ave
 ζ ≈ 0.66. Le fait d'avoir un exposant inférieur à l'unité prouve le 
ara
tère anisotropedes motifs lo
alisés, re�étant la symétrie quadripolaire des intera
tions élastiques. Le 
as
ζ ≈ 1.0 tend à lo
aliser la pro
haine réorganisation plastique dans un 
hamp angulaireplus étendu. Notons que 
ette valeur numérique est très pro
he du résultat obtenu parJ.-C. Baret et 
oll. [56℄ dans le 
adre d'un modèle de plasti
ité amorphe en géométrieanti-plane.
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 ∝  ∆ x0.66(b)Figure 4.8: (a) La moyenne (graphique linéaire) et (b) l'é
art type (graphique log-log) de ∆y et en fon
tion de ∆x entre deux événement 
onsé
utifs pour di�érentestailles de système (L = 8, 16, 32, 64, 128, 256) : l'anisotropie de l'a
tivité quanti�éevia la relation sd∆y ∝ ∆xζ ave
 ζ ≈ 0.66 < 1.0.De manière analogue aux travaux de C.E. Maloney etM.O. Robbins [30℄, nous pouvonségalement 
ara
tériser l'anisotropie de l'a
tivité par l'analyse du spe
tre de puissan
e du
hamp de déformation plastique. Nous avons représenté sur la �gure 4.9 la moyennedes spe
tres de puissan
e S(q) de plusieurs 
artes de déformation plastique lo
ale prisespendant le régime stationnaire. Don
,

S(q) = 〈|ε̃(q)|2〉 , (4.4)ave
 ε̃(q), la transformée de Fourier du 
hamp de déformation, et q, le ve
teur d'onde(ave
 q = ‖q‖ =
√

q2
x + q2

y et θ = arctan(qy/qx)). Nous retrouvons la symétrie quadripo-laire en ±45�. Pour l'analyse, nous nous 
on
entrons sur le premier quadrant du spe
trede puissan
e en raison de 
ette symétrie.
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Figure 4.9: La moyenne des spe
tres de puissan
e S(q) de plusieurs 
artes de dé-formation plastique lo
ale (ave
 une é
helle logarithmique).Premièrement, sur la �gure 4.10(a), nous avons tra
é S en fon
tion de la norme duve
teur d'onde q pour θ = 0, π/4. Pour 
haque angle θ, S dé
roît en loi de puissan
e α(θ),telle que :
S(q)θ ∝ q−α(θ) , (4.5)où α(π/4) ≈ 1.17 et α(0) ≈ 0.27. Deuxièmement, sur la �gure 4.10(b), nous avons tra
é

S en fon
tion de l'angle θ pour q = 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128. Nous pouvons ainsi remarquerque :
log10 S(θ)q ∝ 1 − | cos(2θ)|β , (4.6)où β ≈ 0.25.
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(b)Figure 4.10: (a) Pour θ = 0, π/4, S en fon
tion de la norme du ve
teurd'onde q : S(q)θ ∝ q−α(θ) ave
 α(0) ≈ 0.27 et α(π/4) ≈ 1.17. (b) Pour q =
1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, S en fon
tion de l'angle θ : log10 S(θ)q ∝ 1 − | cos(2θ)|βave
 β ≈ 0.25.Ce
i nous permet de 
ara
tériser la moyenne des spe
tres de puissan
e S(q, θ) par
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ales 53l'équation suivante :
log10 S(q, θ) = c1 −

[

α(π/4) + (α(0) − α(π/4)) | cos(2θ)|β
]

[log10(q) + c2] , (4.7)où c1 et c2 sont des 
onstantes d'ajustement. Ce résultat est bien sûr purement phénomé-nologique. Néanmoins, 
omme le montre la �gure 4.11, présentant le tra
é de l'équation4.7 superposé aux données pour di�érentes valeurs de q = 16, 32, 64, 128, 
e résultat reste
orre
t.
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(d)Figure 4.11: Le tra
é de l'équation 4.7 superposé aux données de S en fon
tion del'angle θ pour di�érentes valeurs de q : (a) q = 16, (b) q = 32, (
) q = 64, et (d)
q = 128.La même 
on
lusion peut être faite si nous 
omparons la représentation du premierquadrant de S provenant des données (Fig. 4.12(a)) ave
 
elui résultant de l'équation 4.7(Fig. 4.12(b)).Il faut rappeler que, par des simulations en dynamique molé
ulaire d'un verre Lennard-Jones, C.E. Maloney et M.O. Robbins [30℄ ont pu dé
rire S 
omme suit :

S(q, θ) = S0(θ)q
−α(θ) ave
 α(θ) ≈ 0.68 − 0.5 cos(4θ) . (4.8)
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(b)Figure 4.12: Représentation du 1er quadrant de S : (a) provenant des données et(b) résultant de l'équation 4.7.4.4 Corrélation spatio-temporelle des déformations plas-tiquesEn vue d'illustrer la lo
alisation des déformations plastiques, nous étudierons au 
ours de
ette se
tion l'organisation spatio-temporelle de l'a
tivité.Nous 
ommençons par présenter sur la �gure 4.13(a) la distribution de probabilité
P (r) des distan
es relatives r =

√

∆x2 + ∆y2 entre deux sites a
tifs à t et t + 1 pourdi�érentes tailles de système et un in
rément lo
al de déformation maximale δmax = 1.0.Il est possible de superposer les di�érentes distributions (Fig. 4.13(b)) au moyen d'uneremise à l'é
helle par la taille du système : r → r/L et P (r) → P (r) ∗ L1.51 puisque
P (r) ∝ r−a ave
 a ≈ 1.51 pour ∆t = 1.La �gure 4.14 propose l'illustration du développement de 
orrélation spatio-temporellede la déformation plastique. Les di�érentes 
artes su

essives illustrant l'a
tivité 
umuléesur des durées ∆t 
roissantes mettent en éviden
e une é
helle temporelle en dessous delaquelle les événements plastiques sont spatio-temporellement 
orrélés. Par 
onséquent,nous nous intéressons à l'étude de la distribution de probabilité P (r,∆t) d'avoir unedistan
e relative r entre deux sites a
tifs à t et t+ ∆t pour une taille de système donnée(Fig. 4.15(a)). En adoptant les mêmes méthodes que 
elles utilisées dans les travaux deA. Tanguy et 
oll. [87℄ sur les intera
tions élastiques à longue portée sur un front depropagation, il est possible d'exprimer P (r,∆t) sous une forme remise à l'é
helle :

P (r,∆t) = ∆t−1/zφ
( r

∆t1/z

)

, (4.9)ave
 z, l'exposant dynamique permettant de dé
rire l'étalement de l'a
tivité en fon
tiondu temps sur une zone de taille ξ ∝ ∆t1/z .D'après les résultats exposés sur la �gure 4.15(b), représentant la superposition desdi�érentes distributions, l'exposant z est estimé à 1. De plus, la fon
tion de remise à
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(b)Figure 4.13: (a) Distributions de probabilité P (r) des distan
es relatives r entredeux événements plastiques 
onsé
utifs pour di�érentes tailles de système (L =
8, 16, 32, 64, 128, 256) : P (r) ∝ r−a ave
 a ≈ 1.51. (b) Superposition des di�érentesdistributions via une remise à l'é
helle par la taille du système.

Moins Actif Plus ActifFigure 4.14: Cartes d'a
tivité 
umulée durant di�érentes tailles de fenêtre tempo-relle ∆t 
orrespondant, respe
tivement, à ∆ε = 2−8, 2−6, 2−4, 2−2, 20, 22, pour unsystème de taille L = 256 : l'a
tivité est spatio-temporellement 
orrélée.
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alisation et diffusion des déformations plastiques lo
alesl'é
helle φ(r/∆t1/z) possède des propriétés telles que :
φ(x) ∝

{

x−a pour x≫ 1

xb pour x≪ 1
, (4.10)ave
 z = 1, a ≈ 1.51 pour le 
as où les distan
es r sont plus grandes que la longueur de
orrélation ξ et b ≈ 0.45 pour le 
as où elles sont plus petites.

10
0

10
1

10
2

10
3

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

r

P
(r

,∆
 t)

 

 

1
2
4
8
16
32
P(r) ∝  r−1.51

P(r) ∝  r0.45

(a) 10
−2

10
0

10
2

10
4

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

r/∆ t

P
(r

,∆
 t)

*∆
 t

 

 

1
2
4
8
16
32
P(r) ∝  r−1.51

P(r) ∝  r0.45

(b)Figure 4.15: (a) Distributions de probabilité P (r,∆t) des distan
es relatives rentre deux événements plastiques à t et t + ∆t ave
 ∆t = 1, 2, 4, 8, 16, 32, pourun système de taille L = 256. (b) Superposition des di�érentes distributions :
P (r,∆t) = ∆t−1/zφ(r/∆t1/z), ave
 z = 1.Il est évident que les résultats présentés 
i-dessus sont dominés par le 
ara
tère aniso-trope de l'a
tivité (Fig. 4.16). Pour mieux 
omprendre l'e�et de 
e 
ara
tère anisotropesur la lo
alisation, nous faisons une distin
tion entre les distan
es r =

√

∆x2 + ∆y2 parl'orientation θ = arctan(∆y/∆x) 
omme suit :
r → r+ pour π/8 ≤ θ ≤ 3π/8 , (4.11)
r → r− ailleurs , (4.12)faisant la di�éren
iation entre les 
ontributions positives et négatives de la fon
tion deGreen. Ce
i nous permet de dé�nir P (r+,∆t) et P (r−,∆t) les distributions de probabilitédes distan
es r entre deux événements plastiques dans la dire
tion donnant, respe
tive-ment, une augmentation ou une diminution de la 
ontrainte élastique, autrement dit, ave
un angle θ plus ou moins pro
he de π/4.En a

ord ave
 les distributions superposées, dans le 
as dominant r+ (Fig. 4.17(a)),il s'avère que les résultats sont assez similaires à 
eux présentés pour r ave
 z+ = 1,

a+ ≈ 1.53 et b+ ≈ 0.35. En revan
he, dans le 
as r− (Fig. 4.17(b)), les résultats semblentêtre di�érents ave
 un nouvel exposant dynamique z− = 2, a− ≈ 1.34 et b− ≈ 0.76. Nousobservons l'existen
e de deux é
helles de temps distin
tes dans 
e modèle. L'exposantdynamique z+ = 1 est relié aux stru
tures linéaires lo
alisées et orientées en ±45� quenous pouvons observer sur la �gure 4.14, tandis que z− = 2 est un résultat analogue àune dynamique en 
hamp moyen.
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(b)Figure 4.17: (a) Distributions de probabilité P (r+,∆t) superposées des distan
esentre deux événements plastiques à t et t + ∆t dans la dire
tion donnant une aug-mentation de la 
ontrainte élastique ave
 ∆t = 1, 2, 4, 8, 16, 32, pour un système detaille L = 256 : z+ = 1. (a) Idem que (a) mais pour P (r−,∆t) dans la dire
tiondonnant une diminution de la 
ontrainte : z− = 2.
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alisation et diffusion des déformations plastiques lo
ales4.5 Temps de retourLes deux di�érentes é
helles de temps peuvent aussi être observées par l'étude de ladistribution de probabilité P (∆tr) d'avoir ∆tr nombre de pas de temps né
essaire pourqu'un site donné soit a
tif à nouveau. Les distributions résultantes de simulation pourdi�érentes tailles de système, présentées sur la �gure 4.18, sont dé
rites par deux lois depuissan
e :
P (∆tr) ∝

{

∆t−τ1
r pour ∆tr < T1

∆t−τ2
r pour ∆tr > T1

, (4.13)ave
 τ1 ≈ 1.60 et τ2 ≈ 0.56.
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−0.56Figure 4.18: Distribution de probabilité P (∆tr) des temps de réa
tivation ∆tr d'unsite donné, pour di�érentes tailles de système (L = 8, 16, 32, 64, 128, 256) : Dé
ritespar deux lois de puissan
e ave
 τ1 ≈ 1.60 et τ2 ≈ 0.56.Après une remise à l'é
helle par la taille du système L, les 
ourbes superposées, pré-sentées sur la �gure 4.19(a), nous permettent de dé�nir une relation telle que T1 ∝ L ainsiqu'un exposant dynamique z1 = 1 [87℄. Par 
ontre, les queues des di�érentes distributionssont remises à l'é
helle ave
 L2 : T2 ∝ L2 et z2 = 2 (Fig. 4.19(b)). Ce résultat est bienen a

ord ave
 les observations pré
édentes. La loi de puissan
e en τ1 dé
rit l'a
tivité àl'intérieur d'une zone de lo
alisation limitée par la taille du système L. En revan
he, laloi de puissan
e en τ2 peut être attribuée à une dynamique de 
hamp moyen.Cependant, au regard de la �gure 4.20, le 
omportement ave
 une redistribution élas-tique purement 
hamp moyen est 
ara
térisé par un τMF ≈ 0. Toutefois, la remise àl'é
helle par L2 est identique à 
elle utilisée pour le se
ond 
omportement τ2. Par 
onsé-quent, 
e dernier ne peut être imputé dire
tement à une dynamique purement 
hampmoyen.4.6 Con
lusionPartant de l'hypothèse que la déformation plastique ma
ros
opique est une su

essiond'événements plastiques, nous avons, lors de 
e 
hapitre, étudié les 
orrélations spatio-
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e en

τ1 ≈ 1.60 dé
rit l'a
tivité à l'intérieur d'une zone de lo
alisation. (b) Idem que (a)mais ave
 une remise à l'é
helle par L2 : la loi de puissan
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256x256 (b)Figure 4.20: (a) Distribution de probabilité P (∆tr) des temps de réa
tivation ∆trd'un site donné ave
 une redistribution élastique de type 
hamp moyen, pour di�é-rentes tailles de système (L = 8, 16, 32, 64, 128, 256). (b) Idem que (a) mais ave
 uneremise à l'é
helle par L2.



60 4. Lo
alisation et diffusion des déformations plastiques lo
alestemporelles de 
es événements. Si en première appro
he l'évolution de la déformationsemble être de nature di�usive, il apparaît que les événements su

essifs sont fortement
orrélés et loin d'être qu'une suite d'événements indépendants. En parti
ulier, nous avonspu mettre en éviden
e un phénomène de lo
alisation non-persistante selon les axes à ±45�de la fon
tion de redistribution élastique quadripolaire.Nous avons 
lairement observé une anisotropie des positionnements relatifs des sitesplasti�és et nous l'avons quanti�ée par une loi de puissan
e ave
 un exposant ζ ≈ 0.66 <
1.0 dé
rivant l'é
art type de ∆y pour un ∆x donné via une relation telle que : sd∆y ∝ ∆xζ .Cette anisotropie de la déformation plastique a aussi été 
ara
térisée ave
 une loi d'é
hellepar l'analyse du spe
tre de puissan
e du 
hamp de déformation. De plus, nous avons
onstaté une lo
alisation des événements plastiques à l'intérieur d'une zone donnée etdurant un 
ertain nombre de pas de temps. L'étude de 
ette lo
alisation nous a permisde mettre en éviden
e la 
oexisten
e de deux exposants dynamiques z+ = 1 et z− = 2,dé
oulant du 
ara
tère anisotropique de la dynamique du modèle lui-même. Ces deuxexposants dynamiques ont aussi été observés lors de l'analyse des temps de retour.
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Chapitre 5Analyse des avalan
hes d'événementsplastiquesJusqu'i
i, nous avons étudié les événements plastiques individuellement et le développe-ment de leurs 
orrélations spatio-temporelles. Il est temps à présent d'analyser la dy-namique 
olle
tive. Pour 
e faire, nous allons dé�nir, sous le vo
able d'avalan
he, unensemble d'événements plastiques faisant partie d'une même dynamique 
olle
tive. Ce
inous permettra de déterminer les distributions de taille de 
es avalan
hes et de 
ara
tériserla dynamique à l'intérieur d'une avalan
he.Pour les résultats exposés dans 
e 
hapitre, nous rappelons que les seuils lo
aux deplasti
ité sont tirés au sort ave
 une distribution uniforme σY ∈ [0, 1], de même que lesin
réments lo
aux de déformation plastique δ ∈ [0, 1].5.1 Dé�nition d'une avalan
he pour dé
rire le phéno-mène de 
as
adeDans le 
as des modèles de pinning en régime quasi-statique, la dynamique des avalan
hespeut être reliée aux �u
tuations de la for
e externe fext qui 
ontr�le le système [87, 88℄.Tant que 
ette for
e externe appliquée fext est supérieure à un seuil 
ritique fc, le systèmeest dans un état d'é
oulement plastique. Dès que la for
e externe fext 
hute sous le niveaudu seuil 
ritique fc, après une déformation de taille �nie, le système �nit par se bloqueret atteint un état de piégeage.La �gure 5.1 montre la 
ontrainte extrémale σc instantanée durant un 
ertain nombrede pas de temps. Pour dé�nir une avalan
he de manière similaire à [87℄, nous 
onsidéronsune raideur k très petite mais di�érente de zéro. Comme illustré sur la �gure 5.1, lessegments tra
és en gras ayant une pente de −k représentent les 
ontraintes externes qui
ontr�lent le système. À mesure que la déformation plastique augmente, la 
ontrainte ex-terne dé
roît linéairement d'une quantité k∆t, où ∆t est égal au nombre d'itération. Ainsi,dès lors que la 
ontrainte externe σext 
hute sous le niveau de la 
ontrainte extrémale σc,elle devient égale à 
ette dernière. Les événements plastiques durant lesquels la 
ontrainteexterne reste supérieure à la for
e 
ritique dé�nissent l'avalan
he. La taille S∆t de 
etteavalan
he 
orrespond à une quantité de déformation externe 
ontr�lant le pro
essus. Une



62 5. Analyse des avalan
hes d'événements plastiquesdé�nition similaire a été utilisée par M. Zaiser et 
oll. [62, 89℄ pour l'identi�
ation desavalan
hes dans le 
as des modèles de dislo
ation pour les matériaux 
ristallins.
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=7Figure 5.1: Représentation s
hématique de la 
ontrainte extrémale σc en fon
tiondu temps. Ave
 une pente −k, un segment en gras 
orrespond à la 
ontrainte externeet permet de dé�nir une avalan
he de taille S∆t.

5.2 Distribution des tailles d'avalan
hePartant de la dé�nition exposée pré
édemment, la �gure 5.2 représente la distribution destailles d'avalan
he P (S∆t) pour un système de taille L = 256 et une raideur k = 10−5. Ladistribution des tailles d'avalan
he respe
te une loi de puissan
e telle que P (S∆t) ∝ Sα
∆toù α ≈ −1.19, valide en dessous d'une taille de 
oupure S∗

∆t.
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Figure 5.2: Distribution des tailles d'avalan
he S∆t pour un système de taille L =
256 et une raideur k = 10−5 ; en dessous d'une 
oupure S∗

∆t, la distribution est dé
ritepar une loi de puissan
e P (S∆t) ∝ S−1.19
∆t .



5.3. Taille de 
oupure des avalan
hes 63Par les résultats exposés sur la �gure 5.3, il est bien évident que la forme de la distri-bution 
hange si nous faisons varier la taille du système L ou la raideur k. Pour la mêmetaille de système L = 256, lorsque la raideur k diminue et tend vers 0, les distributions
orrespondantes respe
tent toujours une loi de puissan
e ave
 α ≈ −1.19 mais les taillesde 
oupure se dé
alent vers de plus grandes valeurs (Fig. 5.3(a)). Nous avons un e�etsimilaire dans le 
as d'une diminution de la taille du système L pour une même raideur
k = 10−5 (Fig. 5.3(b)).
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64x64
128x128
256x256 (b)Figure 5.3: (a) Distributions des tailles d'avalan
he S∆t pour un système de taille

L = 256 et di�érentes valeurs de raideur k = 10−6, 10−5, 10−4, 10−3, 10−2 : tout enrespe
tant une loi de puissan
e ave
 α ≈ −1.19, les tailles de 
oupure augmententlorsque la raideur tend vers 0. (b) Pour une raideur k = 10−5 et di�érentes tailles desystème L = 64, 128, 256, idem que (a) sauf qu'i
i les tailles de 
oupure augmententlorsque la taille du système diminue.5.3 Taille de 
oupure des avalan
hesA�n de mieux 
ara
tériser les distributions des tailles d'avalan
he, il est né
essaire dedéterminer leurs tailles de 
oupure en fon
tion de la raideur et de la taille du système.De manière similaire au travaux de M. Zaiser et 
oll. [62, 89℄, 
es distributions possèdentune loi de puissan
e de forme :
P (S∆t) ∝ S−1.2

∆t f(S∆t/S
∗

∆t) , (5.1)où S∗

∆t est la taille de 
oupure, une taille 
ara
téristique d'avalan
he, et f peut êtreapproximée par :
f(S∆t/S

∗

∆t) ≈ exp
(

−(S∆t/S
∗

∆t)
2
)

. (5.2)L'ajustement des paramètres de l'équation 5.1 aux di�érentes distributions nous permetde déterminer la taille de 
oupure S∗

∆t en fon
tion de la raideur k et de la taille du système
L.



64 5. Analyse des avalan
hes d'événements plastiquesPour un système de taille L = 256 et di�érentes valeurs de raideur, les distributionsdes tailles d'avalan
he et les 
ourbes ajustées 
orrespondantes sont présentées sur la �gure5.4. Après la 
ompilation de tous les résultats, nous représentons sur la �gure 5.5(a) la
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Figure 5.4: Distributions des tailles d'avalan
he S∆t ainsi que leurs 
ourbes ajus-tées pour un système de taille L = 256 et di�érentes valeurs de raideur k =
10−6, 10−5, 10−4, 10−3, 10−2.taille de 
oupure S∗

∆t en fon
tion de la raideur k pour 
haque taille de système L. Nouspouvons 
lairement observer l'existen
e de deux lois de puissan
e distin
tes. En fon
tionde la raideur k et pour un système de taille donnée, nous avons :
S∗

∆t ∝
{

k−υ1 pour k < k∗

k−υ2 pour k > k∗
, (5.3)où υ1 ≈ 1.01, υ2 ≈ 0.49. En a

ord ave
 la remise à l'é
helle présentée sur la �gure 5.5(b),nous pouvons réé
rire l'équation 5.3 pour di�érentes tailles de système 
omme suit :

S∗

∆t ∝
{

1/kL pour k < k∗

1/
√
k pour k > k∗

, (5.4)où nous avons 
hoisi de faire les approximations υ1 = 1, υ2 = 1/2 et où la raideur 
ritique
k∗ est fon
tion de la taille du système L : k∗ ∼ L−2.Ce
i nous permet de superposer, par des remises à l'é
helle appropriées, les distribu-tions des tailles d'avalan
he pour les deux régimes distin
ts (Fig. 5.6).Pour aller plus loin dans l'interprétation, il 
onvient d'abord de remarquer que, pours'a�ran
hir des e�ets de taille dans l'étude du 
omportement mé
anique du système, nousavons proposé au 
hapitre 3 d'opérer le 
hangement de variable ε = t/L2 où t est lenombre d'itérations. Ce 
hangement de variable permet d'obtenir une 
ourbe maîtresse
ontrainte/déformation indépendante de la taille du système. Cette remarque in
ite àposer pour la raideur k = E/L2 où E est un module élastique véritablement indépendantdu système. Ave
 
e 
hangement de variable, les deux régimes pré
édemment dis
utés
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(b)Figure 5.5: (a) Taille de 
oupure S∗

∆t en fon
tion de la raideur k pour di�érentestailles de système L = 64, 128, 256 ; dé
rite par deux lois de puissan
e : υ1 ≈ 1.01 et
υ2 ≈ 0.49. (b) Idem que (a) mais ave
 une remise à l'é
helle.
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hes d'événements plastiquespour la taille de 
oupure se réé
rivent maintenant :
S∗

∆t ∝
{

L/E pour E < E∗

L/
√
E pour E > E∗

, (5.5)où le module 
ritique est maintenant E∗ = 1. La taille typique d'une avalan
he peut alorsêtre évaluée par :
〈S∆t〉 ≈

∫ S∗

1
s1−αds

∫ S∗

1
s−αds

, (5.6)
≈ 1 − α

2 − α

[s2−α]
L/Eυ

1

[s1−α]
L/Eυ

1

, (5.7)où α ≈ 1.2, υ = 1 ou υ = 1/2 selon que E < 1 ou E > 1. Étant donné que α est 
omprisentre 1 et 2, l'intégrale du numérateur est dominée par sa borne supérieure alors que 
elledu dénominateur est dominée par sa borne inférieure. Nous obtenons don
 pour la tailletypique des avalan
hes :
〈S∆t〉 ≈ α− 1

2 − α

(L/Eυ)2−α − 1

1 − (L/Eυ)1−α
. (5.8)La �gure 5.7 illustre la moyenne de la taille des avalan
hes 〈S∆t〉 en fon
tion de lataille du système L pour di�érentes valeurs de module élastique E ≤ 1 (ainsi, υ = 1).Nous pouvons 
lairement voire que les interpolations e�e
tuées sur les données (lignespointillées) sont similaires aux tra
és de l'équation 5.8 (lignes pleines). Pour des systèmes
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Figure 5.7: La moyenne de la taille des avalan
hes 〈S∆t〉 en fon
tion de la taille dusystème L pour di�érentes valeurs de module élastique E = 1, 10−1, 10−2, 10−3 ave
,en lignes pointillées, les interpolations des données et, en lignes pleines, les tra
és durésultat analytique 5.8.de grande taille (L >> 1) et ave
 des petits modules élastiques (E << 1), nous avons parsimpli�
ation de l'équation 5.8 :
〈S∆t〉 ∝ (L/E)β où β = 2 − α ≈ 0.8 . (5.9)
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térisation des stru
tures formées lors d'une avalan
he 67Notons que, même mesuré sur deux dé
ades sur la �gure 5.7, l'exposant apparent restetrès dépendant du module élastique.Ce résultat doit être 
omparé à 
eux de C.E. Maloney et A. Lemaître [19℄ qui ob-tiennent 〈S∆t〉 ∝ L par des simulations de déformation quasi-statique sur des amorphes2D de type Lennard-Jones ainsi qu'à 
eux de A. Lemaître et C. Caroli [59℄ qui obtiennent
〈S∆t〉 ∝ L ou L0.3 ave
 un modèle 
hamp moyen en fon
tion de la distribution 
hoisiepour un bruit e�e
tif supposé rendre 
ompte des intera
tions élastiques.5.4 Cara
térisation des stru
tures formées lors d'uneavalan
heAprès avoir 
ara
térisé les distributions des tailles d'avalan
he en fon
tion de la raideur
k et de la taille du système L (autrement dit, en fon
tion du module élastique E =
kL2), nous allons lors de 
ette se
tion dé
rire et analyser les stru
tures formées sur une
arte d'a
tivité 
umulée le temps d'une avalan
he. Nous présentons sur la �gure 5.8 trois
artes d'a
tivité 
orrespondant à trois di�érentes avalan
hes ave
, respe
tivement, unmodule élastique E = 10−1, 100, 101 et 
e
i pour un système de taille L = 256. Lesstru
tures formées sont analogues aux stru
tures exposées dans le 
hapitre pré
édent, ave
une forme allongée et orientée en ±45�. De plus, la taille des avalan
hes dé
roît 
ommeprévu lorsque le module élastique augmente. Pour mieux 
ara
tériser 
es stru
tures, nous

Figure 5.8: Cartes d'a
tivité 
umulée lors d'avalan
hes ave
, respe
tivement, unmodule élastique E = 10−1, 100, 101 et un système de taille L = 256. Les taillesmaximales d'avalan
he mesurées sont, respe
tivement, S∆t = 1616, 324, 81.allons quanti�er leur déploiement sur le système en fon
tion de la taille de l'avalan
he.Pour 
ommen
er, a�n d'analyser la dynamique à l'intérieur des avalan
hes, nous dé�-nissons un rayon 
ara
téristique R tel que :
R =

√

sd2
x + sd2

y , (5.10)où sdx et sdy sont, respe
tivement, l'é
art type des 
oordonnées x et y de tous les sitesa
tifs faisant partie d'une avalan
he donnée. Nous présentons sur la �gure 5.9 la moyennedu rayon 〈R〉 en fon
tion de la taille de l'avalan
he S∆t pour des systèmes de taille
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hes d'événements plastiques
L = 8, 16, 32, 64, 128, 256 et un module élastique E = 1. Ce
i nous permet de dé�nirun exposant dynamique za tel que R ∝ S

1/za

∆t : za ≈ 1. Il est important de faire remarquerque 
ette loi de puissan
e n'est pas valable pour les grandes tailles d'avalan
he en raisonde la di�
ulté de dé�nir les 
oordonnées x et y sous l'in�uen
e des 
onditions limites.
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1.01Figure 5.9: La moyenne du rayon 
ara
téristique 〈R〉 en fon
tion de la taillede l'avalan
he S∆t, ave
 une remise à l'é
helle par la taille du système L =

8, 16, 32, 64, 128, 256 et pour un module élastique E = 1 : un exposant dynamique
za ≈ 1.Par la suite, en vue de quanti�er la 
ontribution relative des di�érents sites formantl'avalan
he, nous utilisons un 
oe�
ient de parti
ipation Cp 
al
ulé 
omme suit :

Cp =

∑

i n
2
i

(
∑

i ni)2
, (5.11)où ni est le nombre de fois qu'un site i a été a
tivé lors de l'avalan
he. Prenons l'exempled'une avalan
he de taille S∆t et dont la proje
tion sur la 
arte d'a
tivité forme une stru
-ture linéaire uniforme de longueur l (ave
 1 ≤ l ≤ S∆t). Ainsi, l sites sont a
tivés S∆t/lfois, 
ontrairement aux L2 − l autres ayant une a
tivité nulle. Par 
onséquent,

Cp = l(S∆t/l)
2/S2

∆t = l−1 . (5.12)Or, d'après les 
artes d'a
tivité exposées sur la �gure 5.8, il est 
lair que, pour le
as qui nous intéresse, les stru
tures ne forment pas né
essairement une ligne pleine etuniforme. A�n d'adapter l'équation 5.12, nous introduisons une notion statistique permet-tant d'analyser la manière ave
 laquelle les stru
tures remplissent l'espa
e : la dimensionfra
tale df . La masse de la stru
ture globaleM peut être ainsi dé
rite par : M ∝ ldf . Ce
inous permet de réé
rire l'équation 5.12 
omme suit :
Cp ∼ ldf (S∆t/l

df )2/S2
∆t ∼ l−df . (5.13)Sa
hant que l ∝ S

1/za

∆t :
Cp ∝ S

−df /za

∆t , (5.14)



5.5. Con
lusion 69ave
 za ≈ 1.En reprenant l'équation originale 5.11, il nous est possible de 
al
uler le 
oe�
ient departi
ipation de 
haque avalan
he. Ainsi, nous présentons sur la �gure 5.10 la moyennedu 
oe�
ient de parti
ipation 〈Cp〉 en fon
tion de la taille de l'avalan
he S∆t pour dessystèmes de taille L = 8, 16, 32, 64, 128, 256 et un module élastique E = 1. Ce
i nouspermet de dé�nir une dimension fra
tale df ≈ 0.95 < 1. Ave
 une valeur légèrementinférieure à 1, 
ette dimension fra
tale dé
rit assez bien les stru
tures observées sur la�gure 5.8. Ces stru
tures ne sont pas 
omposées de lignes pleines (le 
as où df = 1) maisplut�t de petits segments alignés.
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Figure 5.10: La moyenne du 
oe�
ient de parti
ipation 〈Cp〉 en fon
tion de la taillede l'avalan
he S∆t pour di�érentes tailles de système L = 8, 16, 32, 64, 128, 256 et unmodule élastique E = 1 : une dimension fra
tale df ≈ 0.95 < 1.5.5 Con
lusionAprès avoir pré
isé la dé�nition d'une avalan
he et analysé la distribution de leurs tailles
P (S∆t), nous avons pu mettre en éviden
e une loi de puissan
e P (S∆t) ∝ Sα

∆t, ave

α ≈ −1.19, avant que 
ette distribution ne dé
roisse exponentiellement vers une taille de
oupure S∗

∆t. Cette dernière dépend à la fois de la raideur k et de la taille du système
L. En fon
tion du module élastique E = kL2, 
es tailles de 
oupure dé
rivent une loide puissan
e S∗

∆t ∝ L/Eυ1,2 , ave
 υ1 = 1 et υ2 = 1/2, respe
tivement, pour E < E∗ et
E > E∗, où le module 
ritique E∗ = 1. Sur les 
artes d'a
tivité, et ave
 un exposantdynamique za = 1, nous avons pu remarquer que 
es avalan
hes forment des stru
turesallongées et orientées en ±45�, 
omposées de petits segments alignés et dé
rites par unedimension fra
tale df ≈ 0.95 < 1.
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Chapitre 6Comportement du modèle près du seuil
ritiqueFaisant partie de la famille des modèles de pinning, le modèle utilisé dans le 
adre de 
etteétude sur la plasti
ité des matériaux amorphes nous permet dans 
e 
hapitre d'analyser lesdistributions des for
es de depinning ("dépinglage" ou "dé
ro
hage"). Ces analyses sontsimilaires à 
elles réalisées sur les modèles de propagation d'interfa
e élastique utiliséspour le mouillage et la fra
ture.Pour les résultats exposés dans 
e 
hapitre, nous rappelons que les seuils lo
aux deplasti
ité sont tirés au sort ave
 une distribution uniforme σY ∈ [0, 1], de même que lesin
réments lo
aux de déformation plastique δ ∈ [0, 1].6.1 Distributions des for
es de depinningIl est temps à présent de rappeler que le modèle utilisé est basé sur un 
ritère lo
alde plasti
ité σY et d'une dynamique extrémale imposant des 
onditions quasi-statiques.Autrement dit, la 
ontrainte externe σext est ajustée de manière à plasti�er un seul site àla fois de sorte que :

σext(t) = σY (t, k∗) − σel(t, k
∗) = mink{σY (t, k) − σel(t, k)} , (6.1)où k = 1, 2, ..., L2, l'indi
e de 
haque site formant un système de taille L, et k∗ est le siteextrémal au temps t.La �gure 6.1(a) représente un segment de 1000 pas de temps d'une série de for
es dedepinning σc(t) = σext(t) et la valeur du seuil 
ritique, la for
e de depinningmaximale σ∗ =

maxt{σc(t)}. La distribution des for
es de depinning P (σc) 
orrespondante est exposéesur la �gure 6.1(b). Sur la base des études antérieures [90℄, l'obje
tif est de mettre enéviden
e un 
omportement universel des distributions des for
es de depinning P (σc) àl'appro
he du seuil 
ritique σ∗. Quelle est la valeur exa
te de 
e seuil 
ritique σ∗ ?
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(b)Figure 6.1: (a) Flu
tuations des for
es de depinning σc pour un système de taille
L = 256 et sur une se
tion de 1000 pas de temps. La ligne horizontale en rougereprésente la valeur du seuil 
ritique σ∗. (b) Distribution des for
es de depinning
P (σc) 
orrespondante.6.2 Détermination du seuil 
ritiqueBasée sur les résultats d'un système de taille L, la valeur du seuil 
ritique σ∗ est biaiséepar l'e�et de taille �nie du système. Pour déterminer pré
isément σ∗, nous 
onditionnonsla distribution des for
es de depinning par la distan
e d = max{|∆x|, |∆y|} entre deuxsites a
tifs 
onsé
utifs. Les distributions résultantes P (σc, d) dé
rivent les �u
tuations desfor
es de depinning d'un sous-système de taille d. Nous prévoyons que les distributions
onvergeront vers une distribution de Dira
 
entrée à σ∗ lorsque la distan
e d tendra versl'in�ni, puisque toutes les 
on�gurations prises en 
ompte seront 
ritiques. En d'autrestermes, la valeur moyenne et l'é
art type des distributions 
onditionnées 
onvergerontrespe
tivement vers σ∗ et vers 0 lorsque la distan
e d tendra vers l'in�ni. Ces prévisionssont rapidement 
on�rmées par les observations que nous pouvons faire d'après la �gure6.2. Les distributions 
onditionnées 
onvergent vers une distribution plus étroite et ave
une valeur moyenne plus élevée pour une distan
e d 
roissante.En traçant les é
arts types sdσc

(d) en fon
tion des valeurs moyennes 〈σc〉(d) des for
esde depinning pour di�érentes distan
es d, il est possible de dé�nir un seuil 
ritique parextrapolation, d→ ∞. Ainsi, nous obtenons un seuil 
ritique σ∗ ≈ 0.276 (Fig. 6.3).Conformément aux résultats présentés dans la se
tion 3.2.2 sur la saturation de la
ourbe 
ontrainte/déformation, 
e seuil 
ritique dépend de l'amplitude des in
rémentslo
aux de déformation plastique et de la distribution de probabilité des seuils lo
aux deplasti
ité 
hoisie.
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Figure 6.2: Distribution des for
es de depinning P (σc, d) pour di�érentes distan
es
d = 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 et pour un système de taille L = 256 : les distributions
onditionnées 
onvergent vers une distribution Dira
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Figure 6.3: L'é
art type des for
es de depinning sdσc en fon
tion de leur moyenne
〈σc〉 pour un système de taille L = 256 : par extrapolation, le seuil 
ritique est estiméà σ∗ ≈ 0.276.
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ritique6.3 Comportement universel près du seuil 
ritiqueLors de leurs travaux sur le depinning d'une ligne élastique dans un milieu désordonnépar l'étude d'un modèle extrémal, D. Vandembrou
q et 
oll. [90℄ ont pu observer queles distributions su

essives des for
es de depinning possèdent la même forme ave
 desfa
teurs d'é
helle. Les distributions 
onditionnées par la distan
e d peuvent être ainsisuperposées sur une 
ourbe maîtresse par la remise à l'é
helle suivante :
P (σc, d) =

1

d−b
ψ

(

σ∗ − σc

d−b

)

. (6.2)Les 
onséquen
es dire
tes d'une telle remise à l'é
helle impliquent que :
δσc(d) = σ∗ − 〈σc〉(d) ∝ d−b , (6.3)
sdσc

(d) =
√

〈σ2
c 〉(d) − 〈σc〉2(d) ∝ d−b , (6.4)et qu'il existe une dépendan
e linéaire entre 〈σc〉(d) et sdσc

(d).Premièrement, si nous appliquons la même remise à l'é
helle aux distributions issuesdu modèle 2D utilisé i
i pour la plasti
ité des matériaux amorphes, le 
omportementde la moyenne des for
es de depinning 〈σc〉(d) (Fig. 6.4(a)) et 
elui de leur é
art type
sdσc

(d) (Fig. 6.4(b)), en fon
tion de la distan
e d, 
orrespondent e�e
tivement à une loide puissan
e (Eq. 6.3 et 6.4) ave
 b ≈ 0.94. Ces 
omportements en loi de puissan
e nesont pas valides pour des petites distan
es, 
ar ils dé
rivent des sous-systèmes trop petits,et pour des grandes distan
es, ils sont dominés par l'e�et des 
onditions limites. Lesdistan
es ainsi exploitées sont restreintes à un petit intervalle vue la taille des systèmesétudiés. Pour un système de taille L = 256, la régression linéaire a été e�e
tuée surl'intervalle d ∈ [5, 20].
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(b)Figure 6.4: Pour un système de taille L = 256 : (a) La di�éren
e entre le seuil
ritique et la moyenne des for
es de depinning δσc en fon
tion de la distan
e d :
δσc ∝ d−b où b ≈ 0.94 . (b) L'é
art type des for
es de depinning sdσc en fon
tion dela distan
e d : sdσc ∝ d−b où b ≈ 0.94 .



6.3. Comportement universel près du seuil 
ritique 75Deuxièmement, il est fa
ile de 
onstater par la �gure 6.3 que la moyenne des for
es dedepinning 〈σc〉 est linéaire en fon
tion de leur é
art type sdσc
pour d ∈ [5, 20], l'intervalleutilisé pour l'extrapolation linéaire.Utilisant don
 la remise à l'é
helle proposée par l'équation 6.2, la �gure 6.5 représenteles distributions 
onditionnées su

essives pour d = 4, 8, 16, 32. Nous 
onstatons qu'elles ne
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Figure 6.5: Superposition des di�érentes distributions des for
es de depinning
P (σc, d) pour d = 4, 8, 16, 32 et un système de taille L = 256 : la superpositionn'est que partielle.sont pas parfaitement superposées. Contrairement aux résultats de la ligne élastique [90℄,il ne semble pas exister une 
ourbe maîtresse universelle. Les fa
teurs d'é
helle paraissentinsu�sants. La dimension du modèle, le 
ara
tère anisotrope de la lo
alisation des sites"dépinglés" et la petite taille des systèmes peuvent faire partie des raisons à l'origine del'aspe
t partiel de 
ette remise à l'é
helle.Nous pouvons tout de même étudier le 
omportement d'une telle remise à l'é
helleen fon
tion de la dire
tion angulaire. En raison du 
ara
tère anisotrope du modèle, nousfaisons la distin
tion entre d+ et d− par θ, la dire
tion angulaire entre deux sites a
tifs,de telle manière que :

d→ d+ pour π/8 ≤ θ ≤ 3π/8 , (6.5)
d→ d− ailleurs . (6.6)Il apparaît que, pour di�érentes valeurs de d+ (Fig. 6.6(a)) et de d− (Fig. 6.6(b)), lasuperposition des distributions des for
es de depinning est invariablement partielle. Enrevan
he, pour d+, les distributions sont, respe
tivement, 
omparables à 
elles présentéesdans la �gure 6.5, tandis que pour d−, nous remarquons qu'elles tendent vers une formegaussienne pour les grandes distan
es.
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(b)Figure 6.6: (a) Superposition des di�érentes distributions des for
es de depinning
P (σc, d+) pour d+ = 4, 8, 16, 32 et un système de taille L = 256. (b) Idem que (a)mais pour P (σc, d−).6.4 Cara
térisation de la population sous-
ritiqueA�n de mieux analyser la dynamique près du seuil 
ritique, nous pouvons égalementexaminer les for
es de depinning individuelles :

σck(t) = σY (t, k) − σel(t, k) , (6.7)où k = 1, 2, ..., L2 est l'indi
e de 
haque site d'un système de taille L. La �gure 6.7représente la distribution de toutes les for
es de depinning individuelles P (σck) ave
, enligne pointillée, le niveau du seuil 
ritique σ∗ ≈ 0.276. Nous pouvons 
lairement distinguerdeux di�érentes populations de sites. Les sites ayant une for
e de depinning supérieureau seuil 
ritique (σck > σ∗) forment la population majoritaire. De plus, les distributionsde leurs for
es de depinning paraissent similaires pour di�érentes tailles de système L =
8, 16, 32, 64, 128, 256. En revan
he, les distributions des for
es de depinning des sites sous-
ritiques (σck < σ∗) semblent dépendre de L.Sur la �gure 6.8, nous avons tra
é la proportion des sites sous-
ritiques P (σck < σ∗)en fon
tion de la taille du système L. Le poids relatif de la partie sous-
ritique en fon
tionde la taille du système est dé
rit par une loi de puissan
e telle que :

P (σck < σ∗) ∝ L−s , (6.8)ave
 s ≈ 1.34. Ce
i nous permet de dé�nir une dimension fra
tale ds de l'ensemble dessites sous-
ritiques :
P (σck < σ∗) ∝ Lds/L2 , (6.9)ainsi, ds = s+ 2 ≈ 0.66 . Il est à noter que la dimension fra
tale pour une ligne élastiqueest approximativement de 0.35 [90℄.Ces sites sous-
ritiques jouent évidement un r�le très important. Une des perspe
tivesintéressantes est d'analyser 
ette population sous-
ritique tout en tenant 
ompte du fait
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Figure 6.7: Distribution des for
es de depinning individuelles P (σck) pour di�érentestailles de système L = 8, 16, 32, 64, 128, 256 ; la ligne pointillée indique le seuil 
ritique
σ∗ : la partie sous-
ritique (σck < σ∗) dépend de la taille du système L.
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e P (σck < σ∗) ∝ L−s ave
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78 6. Comportement du modèle près du seuil 
ritiquequ'un site donné peut être sous-
ritique à l'instant t et ne plus l'être à l'instant t + 1sans pour autant avoir été "dépinglé" mais simplement relaxé en raison des 
ontributionsnégatives de la fon
tion de Green. Nous pourrons ainsi étudier, par exemple, le lien qu'ilpeut y avoir entre le temps de séjour d'un site, le nombre de pas de temps durant lesquelsil reste dans la zone sous-
ritique avant de "dépingler" et/ou quitter 
ette zone, et sonâge, le nombre de pas de temps depuis sa dernière a
tivation.6.5 Con
lusionCara
térisé par une dynamique extrémale ave
 des 
onditions quasi-statiques, 
e modèlede plasti
ité nous a permis d'analyser les distributions des for
es de depinning. En fai-sant tendre la taille du sous-système étudié vers l'in�ni, les distributions tendent vers unedistribution Dira
 
entrée à un seuil 
ritique σ∗. Ce dernier peut être dé�ni par l'extrapo-lation de l'é
art type des for
es de depinning en fon
tion de leur moyenne, de telle façonque le 
roisement entre 
ette extrapolation et l'axe de la moyenne représente σ∗. Ensuite,nous avons tenté de superposer 
es distributions sur une 
ourbe maîtresse, révélant uneforme universelle, mais la remise à l'é
helle utilisée s'est avérée insu�sante. Parallèlement,nous avons pu déterminer la proportion des sites sous-
ritiques par l'étude des for
es dedepinning individuelles et ainsi dé�nir leur dimension fra
tale ds ≈ 0.66.
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Con
lusion et perspe
tivesPartant de l'hypothèse que la déformation plastique ma
ros
opique des matériaux amorphesest une su

ession de réorganisations individuelles et lo
alisées, nous avons développé pour
e travail de thèse un modèle mésos
opique, appartenant à la famille des modèles de pin-ning, pour étudier l'e�et des intera
tions élastiques induites par 
es réarrangements surle 
omportement plastique. Après avoir présenté le modèle et la solution analytique de laréponse élastique à une déformation plastique en 
isaillement d'une in
lusion au 
hapitre1, nous nous sommes 
on
entrés au 
hapitre 2 sur le passage dis
ret/
ontinu de 
ettedernière qui demeure un point 
lé et très sensible aux détails numériques.Ce modèle nous a permis en premier lieu de retrouver un 
omportement ma
ros
o-pique 
omparable à 
elui obtenu lors d'un test mé
anique et de fournir une interprétationstatistique pour le phénomène d'é
rouissage au 
hapitre 3. Au 
hapitre 4, nous avonspu démontrer que les événements su

essifs sont fortement 
orrélés et ainsi mettre enéviden
e la lo
alisation de 
es événements ave
 une anisotropie des positionnements rela-tifs, 
ara
térisée par la même symétrie quadripolaire que la fon
tion de redistribution des
ontraintes élastiques. Au-delà du 
omportement du modèle en tant que simple su

essionde réarrangements individuels et lo
alisés, nous avons étudié le phénomène d'avalan
hed'événements plastiques au 
hapitre 5. Le 
hapitre 6, quant à lui, a été 
onsa
ré à l'analysedes for
es de depinning au voisinage de seuil 
ritique et la 
ara
térisation de la proportiondes sites sous-
ritiques.Les résultats de 
e modèle s
alaire, basé sur la "
ompétition" entre désordre et inter-a
tions élastiques, suggèrent plusieurs perspe
tives :- Dans les simulations présentées, nous avons imposé aux déformations lo
ales lamême dire
tion que la déformation ma
ros
opique en 
isaillement du système. A�nd'ajouter un degré de liberté et ainsi espérer mieux analyser les réarrangementslo
aux, un désordre dire
tionnel peut être implémenté dans le modèle.- Pour une des
ription plus réaliste de la plasti
ité des amorphes, 
e modèle, qui ests
alaire, doit prendre en 
ompte l'aspe
t tensoriel du problème. Il est essentiel depermettre au système des modi�
ations lo
ales tant en terme de 
isaillement que devolume. Ce
i 
onstitue sans doute un point très important pour la 
ompréhensiondes mé
anismes de déformation.- Pour pouvoir atteindre des systèmes de grande taille et ainsi parfaire les analysesd'un tel modèle mésos
opique, il est envisageable de développer une version ave
une dis
rétisation sur un réseau hiérar
hique.



80 Con
lusion et perspe
tives- Dans le 
adre du travail présenté en annexe A sur l'identi�
ation des zones deréorganisation, le développement d'un pro
édé permettant une 
ara
térisation plus�ne de 
es réarrangements ave
 des simulations de type dynamique molé
ulaire peutêtre suggéré.Ce modèle statistique à l'é
helle mésos
opique, a priori basé sur des ingrédients trèssimples, ouvre don
 divers 
hamps de travail intéressants.
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Annexe AIdenti�
ation d'événements plastiqueslo
alisés par intégrale de 
ontourPartant du prin
ipe mé
anique élémentaire des zones de réorganisation stru
turelle ("sheartransformation zones", STZ) pour dé
rire la plasti
ité des matériaux amorphes, une ques-tion 
ru
iale est : 
omment identi�er et analyser 
es régions ? Plusieurs études numériquesont ré
emment été réalisées pour identi�er 
es événements plastiques élémentaires lo
aliséspar des simulations en dynamique molé
ulaire de matériaux amorphes sous 
isaillement :ave
 des verres Lennard-Jones [25, 24℄ et des verres métalliques [54℄, par exemple.De manière analogue à l'intégrale J de Ri
e [91℄, développée pour estimer l'intensitéd'une singularité d'un 
hamp de 
ontrainte autour d'un front de �ssure, l'obje
tif i
i estde 
apter les singularités du 
hamp de 
ontrainte induit par les déformations plastiqueslo
ales. À grande distan
e, 
es réorganisations peuvent être traitées 
omme des in
lusionsd'Eshelby [78℄. Nous développons en deux dimensions une appro
he simple basée sur leformalisme de Kolossov-Muskheli
hvili [79℄ du plan élastique.Ce formalisme nous permet de réé
rire, par une expansion en loi de puissan
e des va-riables du plan 
omplexe, les 
hamps de dépla
ement et de 
ontrainte élastique induits parune in
lusion plastique. Loin du 
entre de la zone déformée, les 
ontributions dominantessont asso
iées au premier ordre des singularités, de symétrie dipolaire ou quadripolaire,
orrespondant respe
tivement à une déformation plastique volumique pure ou à une dé-formation déviatorique pure d'une in
lusion 
ir
ulaire. Par la 
onstru
tion de fon
tionsholomorphes à partir du 
hamp de dépla
ement et de ses dérivées, il est possible de dé-�nir une intégrale de Cau
hy au 
ontour indépendant a�n de 
apter l'amplitude de 
essingularités.Les expressions analytiques ainsi que des tests numériques, basés sur des simulationspar éléments �nis, sont présentés dans la publi
ation que nous avons mise en piè
e jointe.Malgré la satisfa
tion des propriétés d'orthogonalité et d'indépendan
e vis à vis du 
ontour
hoisi, la robustesse numérique de 
ette méthode s'avère faible en raison de la né
essitéd'évaluer les dérivées du 
hamp de dépla
ement.
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ation d'événements plastiques lo
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ontour



Path-independent integrals to identify localized plastic events in two dimensions

Mehdi Talamali,
1
Viljo Petäjä,

1
Damien Vandembroucq,

1,2
and Stéphane Roux

3

1
Unité Mixte CNRS–Saint-Gobain “Surface du Verre et Interfaces”, 39 Quai Lucien Lefranc, 93303 Aubervilliers cedex, France

2
Laboratoire PMMH, ESPC, CNRS, Paris 6, Paris 7, 10 rue Vauquelin, 75231 Paris cedex 05, France

3
LMT-Cachan, ENS de Cachan, CNRS-UMR 8535, Université Paris 6, PRES UniverSud, 61 avenue du Président Wilson, F-94235

Cachan cedex, France

sReceived 28 January 2008; revised manuscript received 2 June 2008; published 22 July 2008d

We use a power expansion representation of plane-elasticity complex potentials due to Kolossov and

Muskhelishvili to compute the elastic fields induced by a localized plastic deformation event. Far from its

center, the dominant contributions correspond to first-order singularities of quadrupolar and dipolar symmetry

which can be associated, respectively, with pure deviatoric and pure volumetric plastic strain of an equivalent

circular inclusion. By construction of holomorphic functions from the displacement field and its derivatives, it

is possible to define path-independent Cauchy integrals which capture the amplitudes of these singularities.

Analytical expressions and numerical tests on simple finite-element data are presented. The development of

such numerical tools is of direct interest for the identification of local structural reorganizations, which are

believed to be the key mechanisms for plasticity of amorphous materials.
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I. INTRODUCTION

The plasticity of amorphous materials has motivated an

increasing amount of study in recent years. In the absence of

an underlying crystalline lattice in materials such as foams,

suspensions, or structural glasses, it is generally accepted

that plastic deformation results from a succession of local-

ized structural reorganizations f1–4g. Such changes of local
structure release part of the elastic strain to reach a more

favorable conformation and induce long-range elastic fields.

The details of such local rearrangements and of the internal

stress they induce obviously depend on the precise structure

of the material under study, and its local configuration. How-

ever, the important observation is that outside the zone of

reorganization a linear elastic behavior prevails. Therefore,

elastic stresses can be decomposed onto a multipolar basis

and, independently of the material details, it is possible to

extract singular, scale-free, dominant terms which can be as-

sociated with a global pure deviatoric or pure volumetric

local transformation of an equivalent circular inclusion. In

particular, the elastic shear stress induced by a localized plas-

tic shear exhibits a quadrupolar symmetry. This observation

has motivated the development of statistical models of amor-

phous plasticity at the mesoscopic scale based upon the in-

teraction of disorder and long-range elastic interactions

f5–8g. In the same spirit, statistical models were also recently
developed to describe the plasticity of polycrystalline mate-

rials f9g. Several numerical studies have been performed re-
cently to identify these elementary localized plastic events in

athermal or molecular dynamics simulations of model amor-

phous materials under shear f10,11g.
The question remains of how to identify and analyze these

transformation zones. In analogy with the path-independent

Rice J integral f12g developed to estimate the stress intensity
factor associated with a crack tip stress singularity, we aim

here at capturing the stress singularity induced by the local

plastic transformation which can be treated as an Eshelby

inclusion f13g. In two dimensions, we develop a simple ap-

proach based upon the Kolossov-Muskhelishvili sKMd for-
malism of plane elasticity f14g. This is an appealing pathway
to the solution since these zones will appear as poles for the
potentials, and hence Cauchy integrals may easily lead to
contour integral formulations which are independent of the
precise contour geometry, but rather rely on its topology with
respect to the different poles that are present.
Although these techniques have been mostly used in the

context of numerical simulations in order to estimate stress
intensity factors from finite-element simulations, they are
now called for to estimate stress intensity factors from ex-
perimentally measured displacement fields from, e.g., digital
image correlation techniques. In this case, interaction inte-
gral techniques f15g or least squares regression f16g tech-
niques have been applied. Noise-robust variants have also
been proposed f17g. These routes could also be followed in
the present case.
Though the present work is restricted to two dimensions

due to the complex potential formulation, similar questions
can be addressed for the three-dimensional version of this
problem using the same strategy but a different methodology.
In the following, we briefly recall the KM formalism, we
give analytic expressions for the contour integrals allowing
us to capture the singular elastic fields, and we present a few
numerical results based on a finite-element simulation sup-

porting our analytical developments.

In Sec. II, we present the theoretical basis of our approach

in terms of singular elastic fields, while in Sec. III we intro-

duce the contour integral formulation. In Sec. IV, a numerical

implementation based on finite-element simulations is pre-

sented, together with the results of the present approach. This

application allows us to evaluate the performance and limi-

tations of the contour integral procedure and check the det-

rimental effect of discreteness. Section V presents the main

conclusions of our study.

II. POTENTIAL FORMULATION

In two dimensions, the Kolossov-Muskhelishvili poten-

tials can be used to write the elastic stress and displacement
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fields U and s f14g. Using a complex formulation, we intro-
duce the elastic displacement U=Ux+ iUy and the stress ten-

sor field through two functions, the real trace S0=sxx+syy

and the complex function S=syy−sxx+2isxy. In the frame-

work of linear elasticity, the balance and compatibility equa-

tions can be rewritten as

S0,z − S,z̄ = 0, s1d

S0,zz̄ = 0, s2d

where z=x+ iy is the complex coordinate and the notation A,x
is used to represent the partial derivative of field A with

respect to coordinate x. Note that we assumed zero surface

density force and that Eq. s2d is here the classical Beltrami
equation which expresses the kinematic compatibility condi-

tion in terms of stress. The general solution to these equa-

tions can be obtained through the introduction of two holo-

morphic functions w and c, called the KM potentials. The

displacement and the stress field can be written f14g

2mU = kwszd − zw8szd − cszd , s3d

S0 = 2fw8szd + w8szdg , s4d

S = 2fz̄w9szd + c8szdg , s5d

where m is the elastic shear modulus and k= s3−4nd for
plane strain and s3−nd / s1+nd for plane stress, n being the
Poisson ratio.

III. PLASTIC INCLUSION AND SINGULARITY

APPROACH IN TWO DIMENSIONS

A. Singular terms associated with plastic inclusion

This KM formalism can be applied to two-dimensional

inclusion problems f18,19g. Let us consider the case of a
small inclusion of area A experiencing plastic deformation

and located at the origin of the coordinate system z=0. It is

assumed that the stress is a constant at infinity. Outside the

inclusion, the KM potentials can be expanded as a Laurent

series as

wszd = aoutz +o
n=1

`
wn

zn
, cszd = boutz +o

n=1

`
cn

zn
. s6d

The linear terms can be easily identified as corresponding to

uniform stresses while constant terms somitted hered would
lead to a rigid translation. It can be shown in addition that the

dominant singular terms w1 /z and c1 /z can be associated

with the elastic stress induced by the plastic deviatoric and

volumetric strain of an equivalent circular inclusion of area

A. That is, considering a circular inclusion experiencing a

plastic shear strain gp and a plastic volumetric strain dp we

have f18g

w1 =
2imAgp

psk + 1d
, c1 = −

2mAdp

psk + 1d
. s7d

In particular, for a pure shear plastic event we obtain a qua-

drupolar symmetry:

sxy = −
2gpm

k + 1

A

pr2
coss4ud . s8d

Note that we have in general to consider a complex value of

gp to include the angular dependence of the principal axis. In

contrast, the amplitude c1 is a real number snote that the
imaginary part would correspond to a pointlike torque ap-

plied at the origind.

B. Generic character of the expansion

Because of the well-known property of Eshelby circular

inclusion, the above expansion limited to the c1 and f1
terms only is the exact souterd solution of a uniform plastic
strain distributed in the inclusion, and vanishing stress at

infinity. However, one should note that this result is much

more general. Indeed, it is seen that the physical size of the

inclusion does not enter into the solution except through the

products Agp and Adp. Therefore, a smaller inclusion having

a larger plastic strain may give rise to the very same field,

provided the products remain constant. Thus one can con-

sider the prolongation of the solution to a pointlike inclusion

swith a diverging plastic straind as being equivalent to the
inclusion.

Then from the superposition property of linear elasticity, a

heterogeneous distribution of plastic strain gpsxd in a com-
pact domain D will give rise to such a singularity with an

amplitude equal to

fAgpgeq =E E
D

gpsxddx s9d

and the same property would hold separately for the volu-

metric part. As a particular case, one finds a uniform plastic

strain for an inclusion of arbitrary shape.

This is the key property that allows us to capture the

equivalent plastic strain of an arbitrary complex configura-

tion, for the above mentioned application to amorphous me-

dia. In fact, this is even the only proper way of defining the

plastic strain for a discrete medium as encountered in mo-

lecular dynamics simulations. The far-field behavior of the

displacement and stress field can be accurately modeled, and

without ambiguity, by a continuum approach, and thus the

above result will hold. In contrast, locally, the large-scale

displacement of several atoms may render difficult the direct

computation of the equivalent plastic strain experienced in

such an elementary plastic event.

Let us, however, stress one difficulty: As the above argu-

ment ignores the details of the action taking place within the

“inclusion,” plasticity has to be postulated. However, a dam-

aged inclusion, where the elastic moduli have been softened

by some mechanism, or even a nonlinear elastic inclusion at

one level of loading, would behave in a similar way to the

above plastic inclusion. Obviously, to detect the most rel-

evant physical description, one should have additional infor-

mation, say about unloading. If the above amplitudes remain

constant during unloading, plasticity would appear appropri-

ate. If the amplitude decreases linearly with the loading, then

damage is more suited. Finally, if the amplitudes varies re-

versibly with the loading, nonlinear elasticity might be the

TALAMALI et al. PHYSICAL REVIEW E 78, 016109 s2008d
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best description. Thus, although one should be cautious in

the interpretation, local damage detection from the far field

may also be tackled with the same tools.

C. Path-independent contour integrals

In two dimensions, this multipole expansion formalism in

the complex plane suggests resorting to contour integrals to

extract the singularities. However, the displacement field is

not a holomorphic function and cannot be used directly for

that purpose. The strategy of identification of the singulari-

ties wn and cn thus consists of expressing the potentials from

the displacement field and its derivatives in order to extract

the singularities via Cauchy integrals. We now simply ex-

press the displacement field and its derivatives:

2mU = kwszd − zw8szd − cszd , s10d

2mU,z = kw8szd − w8szd , s11d

2mU,z̄ = − zw9szd − c8szd , s12d

2mU,zz̄ = − w9szd . s13d

This gives immediately

w8szd =
2m

k − 1
skU,z + U,zd , s14d

w9szd = − 2mU,zz̄ = −
m

2
¹
2U , s15d

c8szd = − 2mSU,z̄ −
z̄

4
¹
2UD . s16d

Note that, except for a multiplicative constant, the two last

expressions are independent of material properties. In light

of the expansion s6d of w and c in Laurent series, if a coun-
terclockwise contour integration is considered along a path

C, Cauchy residues can be formed as

wn =
im

4pnsn + 1d
E

C

zn+1
¹
2Udz , s17d

cn =
im

pn
E

C

znSU,z̄ −
1

4
z̄¹2UDdz . s18d

These expressions can thus be obtained from the sole knowl-

edge of the displacement field, a quantity which can be ac-

cessed from experiments, or from atomistic simulations. In

the case of first-order singularities fsee Eq. s7dg, the residue
term thus depends only on the local plastic deformation ssize
and amplitude of deformationd and on the Poisson ratio n of
the material.

Reverting to Cartesian coordinates, where the contour is

expressed as a function of the curvilinear abscissa s as

(xssd ,yssd), the above expression can be written

w1 =
m

8p
E

C

f− 2sxyd + isx2 − y2dgfsUx,xx + Ux,yyd

− isUy,xx + Uy,yydgSdx

ds
+ i

dy

ds
Dds ,

c1 =
m

4p
E

C

h2six − ydfsUx,x − Uy,yd − isUy,x + Ux,ydg

− fisx2 + y2dgfUx,xx + Ux,yy − isUy,xx + Uy,yydgj

3Sdx

ds
+ i

dy

ds
Dds . s19d

IV. NUMERICAL IMPLEMENTATION

The ultimate goal of such a method would be to analyze

numerical results obtained from molecular dynamics simula-

tions of amorphous plasticity where such local structural re-

organizations are expected to take place. This obviously

raises the question of a well-defined method for writing the

continuous displacement field from the data on the discrete

displacements of particles f20g and more generally the ques-
tion of the sensitivity to noise of the above expressions. The

first point is beyond the scope of the present work and we

leave it for later studies. We thus focus on the more restricted

question of the numerical implementation and its efficiency

in the case of artificially noise-corrupted displacement data.

The method relies on contour integrations of derived

fields of the displacement. The latter point induces a priori a

strong sensitivity to noise. To limit such effects, first and

second derivatives are extracted via an interpolation of the

local displacement field by polynomial functions of the spa-

tial coordinates. Moreover, the path independence of the con-

tour integrals allows one to perform spatial averages. We

explore in the following the efficiency of this method for

noisy data.

A. Numerical generation of elastic fields induced by plastic

inclusions

Displacement fields are computed numerically using a

finite-element code, with square elements and bilinear shape

functions h1,x ,y ,xyj. Plane stress conditions of two-

dimensional elasticity are used. The domain is a 1503150

square. Stress-free conditions are enforced all along the do-

main boundary. The Poisson ratio of the material is n=0.20.
Since no quantitative values of the stress are used, the value

of the Young’s modulus is immaterial.

A plastic strain is implemented at the scale of one single

isolated element. Within this element, the strain is the sum of

a plastic uniform strain chosen at will, and an elastic strain.

The latter is computed by solving for the two-dimensional

elastic problem, ensuring force balance and kinematic conti-

nuity at all nodes including the nodes of the plastic element.

The chosen kinematics is too crude to solve the elastic prob-

lem with a good accuracy at the scale of one single element.

However, remote from the inclusion, the elastic perturbation

is well accounted for, and since all our computations are
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based on paths lying at a distance from the inclusion, the

formalism should be applicable. A single element allows us

to have a maximum ratio between inclusion and domain size.

The price to pay for this crude local description is that the

quantitative estimate of Agp and Adp will differ slightly

from the theoretical expectation. Nevertheless the path inde-

pendence ssize, shape, center, etc.d is expected to hold.
We limited ourselves to such a description in order to

mimic the difficulties one may face when having to deal with

discrete element simulations. Indeed, the chosen finite-

element shape functions do not allow us to use this descrip-

tion strictly speaking in order to compute second-order dif-

ferential operators on the displacement, since the gradients of

the latter are not continuous across element boundaries.

Therefore, a regularization will be called for, as detailed be-

low.

The choice of a regular square lattice is obviously over-

simplified compared with the case of the random lattices

associated with atomistic simulations. However, as the x and

y directions are obviously equivalent for square elements and

as linearity is preserved by the finite-element formulation,

this formulation should not introduce any breaking of sym-

metry. More specifically, the displacement field induced by a

quadrupole of principal direction off axis can be obtained by

a linear superposition of x and y components of the displace-

ment field induced by a quadrupole aligned with the axis

weighted by the sine and cosine of the quadrupole angle.

Finally, the finite size of the system is also a specific

difficulty encountered in practice, whereas the above argu-

ment uses the assumption of an infinite domain. However,

such a boundary condition should not induce additional poles

within the domain, and can be considered as a common prac-

tical difficulty encountered for all practical uses of this tool.

All these arguments are possible causes of deviation from the

theoretical expectation of path independence, and it thus mo-

tivates a detailed study of the method stability, robustness,

and accuracy.

Two test cases are studied: sId a central inclusion experi-
encing a shear strain gp=1 sbecause of linearity, the actual
amplitude is meaninglessd along the x axis; sIId a central
inclusion experiencing a volumetric contraction dp=−1. A

map of the displacement fields Uy in case I is given in Fig. 1.

B. Interpolating displacement data

The key ingredient is to go from a continuous but nondif-

ferentiable displacement field obtained from the finite-

element simulation to an evaluation of the second derivative

at any point in the domain. The results presented below have

been obtained using the following procedure. A quadratic fit

is performed on a square centered on one node to extract the

first- and second-order derivatives, and the obtained values

are used to compute the integrals by quadrature. An alterna-

tive method has been tested: for an integration from sx ,yd to
sx+1,yd, a simple fit is performed of the 12 nodes ranging
from sx−1d to sx+2d, and from sy−1d to sy+1d, by the ten-
sor product of polynomials s1,x ,x2 ,x3d and s1,y ,y2d s12
functionsd. Then the integral of all required quantities can be
computed. Estimates of derivatives using Fourier series with

and without low-pass filtering have also been performed. All

methods give similar results provided that the area of the

region used for interpolation sor filteringd is comparable.

C. Path independence

We first check the path independence of the contour inte-

gral in the cases I and II of isolated inclusions. For that

purpose, we use three families of contours, square sAd, cross
sBd, and rectangular sCd shaped respectively as shown in Fig.
1. The size of these contours as well as their center can be

varied. Figure 2 gives a summary of the results. For the three

kinds of contours, we show the real and imaginary parts of

the residues corresponding to Eq. s17d. Note that the numeri-
cal results have been normalized according to the theoretical

expectations s7d so that the expected numerical values are
w1= i ,c1=0 in case I sFig. 2, leftd and w1=0,c1=1 in case II
sFig. 2, rightd.
These numerical results can be considered as rather satis-

factory in terms of orientation and orthogonality between

modes w1 and c1: the measured values of quantities whose
expected value is zero remain typically below 10−2. When

compared to their theoretical values, w1
shear and c1

contraction ex-

hibit relative differences of around 5–10 %. Small fluctua-

tions sbelow 5%d can be found when the shape and size of
the contours are varied. We already commented on the fact

that the finite-element simulations are performed with a

single element for the inclusion, a procedure which is obvi-

ously not reliable in terms of accuracy, but which allows us

to have a large ratio between element and system size.

Another test of the numerical procedure is its dependence

on the sole topology, i.e., location of the inclusion inside or

outside the contour; we show in addition the dependence of

the measured values of w1 and c1 on the location of the
contour center. Figure 3 shows the singularity c1 measured
from the integration of displacement field II along a square

contour centered along the x axis. Results are normalized so

that the expected value of Rec1 is unity when the inclusion is
within the contour and zero elsewhere. The contour size is

M=20. We obtain the expected behavior: the values of Rec1
shift from zero to unity depending on whether the inclusion

is within or outside the contour. Significant fluctuations s10–
20 %d are, however, observed when the inclusion lies in the
vicinity of the contour.
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0

0.1

0.2

0.3

0.4
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FIG. 1. Map of the displacement field Uy induced by a plastic

shear strain of a central square element. The oriented paths indicate

contours for integration.
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Finally we test the dependence of the numerical method

on the material properties. In the determination of w1 and w1
s17d as residues, the need to resort to a second-order deriva-
tive of the displacement field is balanced by the fact that the

computation can be performed without any knowledge of the

elastic properties of the material. The lack of dependence of

the numerical procedure on the Young’s modulus is trivially

obtained due to the linearity of the finite-element method

sFEMd computation. In Fig. 4 we show the dependence of
the numerical results on the Poisson ratio. FEM computa-

tions have been performed on systems of size 1003100 with

stress-free boundary conditions and a central inclusion expe-

riencing a unit shear and a unit contraction, respectively. The

Poisson ratio was varied from 0.05 to 0.45 by steps of 0.05.

The results shown in the figure compare the numerical esti-

mates obtained for a square contour of size 40 centered on

the inclusion with the theoretical expectation c1=w1= s1
+nd /2p. The numerical results show that the volumetric

strain is weakly dependent on the Poisson ratio, but the el-

ementary shear is more poorly estimated for a high Poisson

ratio.

V. DISCUSSION AND CONCLUSION

The proposed approach is based on an exact result and

hence theoretically establishes a parallel with other types of

elastic singularities sin particular the stress intensity factors
which characterize crack loadingsd where similar path inte-
grals are well known. When tested on direct numerical simu-

lations, we could recover the main topological properties ex-

pected in this context: path independence and detection of

the absence or presence of a singularity within the contour.

However, the quantitative results proved more disappointing:

the method is rather imprecise in the determination of the

prefactor of the singularity and is more generally rather sen-

sitive to noise. The main cause is presumably the inconsis-

tent regularity of the displacement field solution ssimple con-
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FIG. 2. sColor onlined Normalized values of numerical estimates
w1 and c1 obtained for three families of contours, respectively

square, cross, and rectangle shaped, and of varying length L in the

case of a displacement field induced by the plastic shear strain sleftd
or contraction srightd experienced by the central element of a square
lattice. Theoretical expectations are w1= i ,c1=0 sleftd and w1
=0,c1=1 srightd.
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The expected behavior of Rec1 sunity when the inclusion lies
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Other quantities are expected to be zero.
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FIG. 4. sColor onlined Numerical estimates of uw1u and c1 ob-

tained for a central inclusion experiencing a unit shear and a unit

contraction, respectively, as a function of the Poisson ratio n. The

numerical results obtained in plane stress conditions for a system of

size 1003100 with stress-free boundary conditions are compared

with the theoretical expectation s1+nd /2p.

PATH-INDEPENDENT INTEGRALS TO IDENTIFY… PHYSICAL REVIEW E 78, 016109 s2008d

016109-5



tinuityd with the need to resort to estimates of first- and
second-order differentials. A piecewise high-order polyno-
mial interpolation is operational for integrals over finite seg-
ments; however, from one segment to the next, first- and
second-order differentials will display a discontinuous char-
acter, which obviously affects the method and results. More-
over, being a path integral, the method does not take advan-
tage of the knowledge of the displacement field at all points
of a domain. To make the method more robust with respect
to noise, different approaches can be followed. One natural
way is to average the result over different contours, thus
transforming the contour integral into a domain integral. An

arbitrary weight average can also be considered, and hence

one could optimize the weight in order to achieve the least

noise sensitivity. Such a method was explored successfully

for cracks in Ref. f17g. Note finally that extensions to three
dimensions obviously require a different technique from

Kolossov-Muskhelishvili potentials and contour integrals;

however, a linear extraction operator acting on the displace-

ment field can still be computed to provide similarly the

equivalent plastic strain.
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Annexe BAnisotropie stru
turelle induite pardéformation dans un é
hantillon deverre de sili
e amorpheLa densité de la sili
e amorphe à pression ambiante dépend évidemment de l'histoire ther-mique de préparation, autrement dit, des taux de trempe utilisés pour préparer l'é
han-tillon. À température ambiante, elle dépend aussi de l'historique des pressions maximalesappliquées par la suite. Ce que nous quali�ons de phénomène d'é
rouissage en densité[83℄.Les premières expérien
es datent des travaux de T. Egami et 
oll. [92℄ où ils ont puobserver, par di�ra
tion des rayons X, une anisotropie stru
turelle induite par la plasti
itédans des verres métalliques. Cette anisotropie stru
turelle a été, par la suite, 
on�rmée pardes simulations en dynamique molé
ulaire [93℄. Des expérien
es plus ré
entes sur di�érentsverres métalliques ont mis en éviden
e le même 
omportement [94, 95℄.Nous nous basons i
i sur des simulations en dynamique molé
ulaire ave
 des potentielsinteratomiques à deux et à trois 
orps spé
i�quement développés pour le verre de sili
eamorphe par P. Vashishta et 
oll. [96, 97℄. Cette te
hnique nous permet d'imposer unedéformation en 
isaillement le long d'une dire
tion et à volume 
onstant. Nous pouvonsainsi analyser l'évolution des paramètres internes et les e�ets résiduels. La densité nesu�t évidemment pas pour dé
rire la plasti
ité étant donnée sa dépendan
e à l'historiquemé
anique.Pour la sili
e, 
haque atome de sili
ium est enfermé dans un tétraèdre formé parquatre atomes d'oxygène et les tétraèdres sont liés entre eux par un atome d'oxygène
ommun. A�n d'étudier la topologie atomique au voisinage, il nous est possible de dé�nirles fon
tions de 
orrélation de paire (Si − O, Si − Si, O − O) et la distribution de la tailledes anneaux de tétraèdre, par exemple. Toutefois, pour mieux 
apter l'orientation relativeentre deux tétraèdres, nous nous servons du tenseur de texture (fabri
 tensor) F , utiliséà l'origine pour les matériaux granulaires. Le tenseur de texture est dé�ni par :

F = 〈n ⊗ n〉 , (B.1)où n représente le ve
teur unitaire entre les deux atomes de sili
ium Si de 
haque triplet
Si − O − Si. Le tenseur de texture peut être 
ara
térisé par 
es valeurs propres λi=1,2,3 (où
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e amorphe
∑

i λi = 1). Pour un matériau isotrope, les trois valeurs propres de F sont égales à 1/3.En revan
he, pour le 
as des matériaux anisotropes, les valeurs propres sont di�érentes.Ce qui nous permet de dé�nir un paramètre s
alaire α tel que :
α =

3

2

√

√

√

√

3
∑

i=1

(

λi −
1

3

)2

, (B.2)pour estimer l'anisotropie.Après avoir préparé l'é
hantillon, le système est déformé puis relaxé, partant de di�é-rents niveaux de 
hargement. Nous présentons dans la publi
ation mise en piè
e jointe lesmesures e�e
tuées par tenseur de texture de l'anisotropie stru
turelle induite par l'é
oule-ment plastique suite à une déformation en 
isaillement d'un é
hantillon de verre de sili
eamorphe.Ce travail a été e�e
tué en 
ollaboration ave
 Cindy L. Rountree et Elisabeth Bou
hauddu laboratoire SPCSI (CEA-Sa
lay).
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Amorphous silica density at ambient pressure is known to depend on thermal history (through the

quenching rate) but also, at room temperature, on the maximum pressure applied in the past. Here we

show that beyond density, a mechanical loading can endow the structure with an orientational order.

Molecular dynamics simulations show evidence that amorphous silica develops a permanent anisotropic

structure after extended shear plastic flow. This anisotropy which survives for an unstressed specimen is

revealed markedly by the fabric tensor computed over the Si-O-Si orientations, albeit the SiO4 tetrahedra

microstructure remains mostly unaltered.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.102.195501 PACS numbers: 62.20.F , 81.05.Kf

The plasticity of amorphous media, which can be easily

evidenced via indentation or scratch tests [1], has a very

different nature from its counterpart for crystalline media,

since no elementary entities such as dislocations whose

evolution controls plastic flow can be easily defined [2,3].

The current view is that spatially distributed local restruc-

turing rather than extended defect motion (such as dislo-

cation) is responsible for irreversible strains in amorphous

materials [4,5]. At a very local scale, under load, a small

group of atoms (called a transformation zone) may undergo

rearrangements, a change of conformation eventually af-

fecting the topology of the atomic bonds which will con-

tribute to an elementary increment in irreversible strain.

Although a complete description of these transformation

zones is extremely complex, and cannot be cast into simple

categories, a statistical analysis capturing the key proper-

ties of these zones is an attractive route for relating the

macroscopic mechanical behavior to the underlying micro-

structural counterpart [4].

In contrast with dislocations which naturally lead to

isochoric plastic deformation, transformation zones may

densify or dilate as they rearrange. Indeed at a macroscopic

scale, plasticity of silicate glasses is known to exhibit

permanent densification [6,7] from a few percents for

soda-lime glasses [8] to values as large as 20% in the

extreme case of amorphous silica [9,10]. This densification

naturally affects shear plasticity, and hence pressure and

shear stress are to be coupled in the yield criterion of

amorphous silica [11].

Plasticity of structural glasses is furthermore character-

ized by a significant hardening behavior [9,10]. The yield

surface evolves with the mechanical loading. This means,

in particular, that, when applying stress in a given direction

(pure shear, pure hydrostatic pressure, etc.), the value of

the elastic limit depends on the history of the loading.

To account for this dependence on mechanical history a

proper description of plasticity thus requires the use of

additional internal variables. The first one is obviously

density, and indeed a recent study of densification with

pressure allows one to characterize the density hardening

of silica [10]. The necessity to include more internal var-

iables than the mere density is a difficult question to

address. Experimentally, plasticity of amorphous media

calls for a high level of stress and confinement which can

either be met in an indentation-type test (with the compli-

cation of the very strong spatial heterogeneity of the stress

state) or in an anvil diamond cell where shear cannot be

imposed. Thus it appears very difficult to follow a particu-

lar stress path which would allow one to answer this

question. Hence, in the present study, we will resort to

molecular dynamics simulations where homogeneous

loadings with an arbitrary stress path can be imposed.

As for granular media plasticity, shear reversal experi-

ments show that a simple scalar internal variable is not

sufficient to account for the mechanical behavior, and a

tensor-valued internal variable, characterizing the geome-

try packing, is needed [12]. For this purpose, a natural

candidate is the so-called fabric tensor, F ¼ hn # ni,
which captures the mean orientation of the contact nor-

mals, n, through the spatial average of their dyadic prod-

uct. This tensor characterizes an anisotropic texture of the

medium. Experimental and numerical studies of granular

media [13,14] have shown that such was the case after

shearing. Indeed, more contacts are oriented along the

direction(s) of compression. Similarly, the same tools

have recently been used to study the rheology of foams

[15].

The fabric tensor can be characterized by its three

eigenvalues,  i, for 1< i < 3. The fact that n is a unit

vector implies that the trace of F is equal to unity, or
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P

i i ¼ 1 Thus, for an isotropic medium, the three eigen-

values are equal to 1=3. In case of anisotropy, degeneracy

is lifted and different eigenvalues  i are measured. In order

to give a quantitative scalar estimate of this anisotropy, the

following scalar $ parameter, proportional to the norm of

the deviatoric part of F, is defined:

$ ¼
3

2

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

X

3

i¼1

#

 i  
1

3

$

2

v

u

u

t : (1)

For an isotropic medium, $ ¼ 0, and the prefactor has

been chosen such that in the case of full anisotropy, f ig ¼
f1; 0; 0g, we have $ ¼ 1. This quantitative parameter,

which is built in the same spirit as an effective shear stress,

allows one to compare results obtained in different stress

geometries. Pursuing our analogy, it is natural to consider a

similar fabric tensor for amorphous silica. We will show

that indeed, besides the usual (reversible) anisotropy in-

duced by an elastic strain, plasticity induces a series of

structural rearrangements which after unloading endow

silica with a remnant anisotropic structure. The latter state

can be regarded as a novel phase of amorphous silica.

In the case of silica, chemistry imposes that each silicon

atom is encaged in a tetrahedron of four oxygen atoms

forming a SiO4 elementary unit. These tetrahedra are

bounded to each other through a common oxygen atom.

They are extremely robust and remain virtually unaltered

under mechanical loadings. However, pairs of tetrahedra

have much more freedom in their relative orientations.

Henceforth, it is natural to build the equivalent of a fabric

tensor from the ‘‘contacts’’ between neighboring tetrahe-

dra. Thus for all Si-O-Si triplets, we consider the unit

vector n which connects all next to nearest neighbors

[i.e., Si-Si atoms, see Fig. 2(a)]. The fabric tensor F as

defined above is built up by averaging over all next to

nearest neighbor Si atoms. The fact that second neighbors

are to be considered is a challenge to study this anisotropy

experimentally using classical tools for structural analysis.

Amorphous silica was studied via molecular dynamics

(MD) computer simulations. This technique allows us to

impose an extended (simple) shear along one direction

under constant volume, and reverse it. This particular stress

path is able to reveal whether plasticity is accompanied by

any structural change and, in particular, anisotropy. MD

simulations are performed on amorphous silica (a-SiO2),

using the empirical interatomic potential developed by

Vashishta et al. [16–18]. This potential incorporates steric

repulsion, charge transfer, and electronic polarizability of

atoms through pairwise interaction terms. Covalent effects

in silica are included through bond bending and bond

stretching three-body terms. The parameters of the poten-

tial have been adjusted by measurements of structural cor-

relations, elastic moduli, and fracture toughness [16,19].

The a-SiO2 samples were first prepared by melting (i.e.,

heating to 4000 K) 117 912 (cubic box of length

12.088 nm) atoms of ideal '-cristobalite crystal. The

sample was cooled to 2500 K at a rate of 1 K=*t (where

*t is the time step) and allowed to relax for 60 000*t
(large specimen). The cooling process was repeated at

1500 K, 600 K, 300 K, and 5 K. Afterwards a conjugate

gradient method is used to cool the sample to 0 K. The

temperature is once again elevated to 300 K in order to

conduct simulations at room temperature. Periodic bound-

ary conditions have been invoked in all simulations.

Shear plasticity of this model silica glass has been

studied on 12 independent samples. Each sample was

sheared by applying an external shear in small increments

such that the volume was conserved (NVT ensemble).

Between each subsequent shear the sample was allowed

to relax. Also during the simulations the temperature was

held fixed at 300 K using a thermostat. Two different shear

strain rates have been used, 10 4 ps 1 and 10 2 ps 1. It is
to be stressed that these shear rates are considerably higher

than the highest ones that may be considered experimen-

tally. However lower shear rates cannot conceivably be

imposed within the present framework of molecular dy-

namics. Therefore the effect of long time relaxation pro-

cesses such as atom diffusion is out of reach of the present

study.

Figure 1 depicts a typical stress strain curve. The initial

behavior corresponds to linear elasticity; for the faster

strain rate here represented, a stress overshoot is visible

before a plateau corresponding to the stationary plastic

regime. As discussed in [20], the amplitude of this stress

overshoot is dependent on the strain rate and almost dis-

appears for the slower rate. In addition to this monotonic

test, unloading to zero shear stress has been performed

starting from different values of the maximum total strain:

2.5%, 5%, 7.5%, 12.5%, 17.5%, and 25%. As can be seen in

Fig. 1, beyond 5% strain (which corresponds to a shear
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FIG. 1 (color online). The evolution of the average stress of 12

independent samples, composed of 117 912 atoms each, when

sheared: (1) from 0% to 30% [black solid line], unloaded

(2) from þ2:5% [light gray (sky blue) dash-dotted line],

(3) from þ5% [gray (lavender) solid line], (4) from þ7:5%
[light gray (pink) dashed line], (5) from þ12:5% [dark gray

(green) dash-dotted line], (6) fromþ17:5% [red dotted line], and

(7) from þ25% [dark gray (blue) dash-dotted line]. (Note: the

deformation rate is 10 2 per ps.)
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stress of about 2.25 GPa), permanent plastic deformation

sets in. During the simulations the pressure was monitored,

and it was found to increase from (0 GPa during the

elastic loading stage up to (2:5 GPa during plastic flow.

Further details can be found in [21].

In Fig. 2 the evolution of the eigenvalues of the fabric

tensor is shown along shear loading and unloading from

various values of total strain. At rest, isotropy of the glass is

almost perfectly obtained; the three eigenvalues are equal

within a precision of 10 3. Shear loading then induces first
an elastic strain which renders the medium anisotropic.

The elastic shear strain naturally leads to the lifting of the

degeneracy: the eigenvalues take different values with a

growing shift. In the elastic regime, a change in fabric

tensor can be shown to be proportional to the strain. Note

that we recover here more or less the behavior of the shear

stress: a linear regime related to elasticity followed by a

bump and a stationary elastoplastic regime. In this regime,

the shear-induced anisotropy is marked and eigenvalues

are clearly separated. In this plastic flow regime, where the

elastic strain remains invariant, so does the fabric tensor.

When unloading, the fabric tensor eigenvalues linearly

return to their original value showing that the initial rise

of anisotropy is perfectly reversible, and hence of elastic

nature.

For "max ¼ 2:5% and 5%, isotropy is approximately

obtained at zero deformation; the glass has recovered its

original state. However, unloading from larger deforma-

tions "max ¼ 7:5%, 12.5%, 17.5%, and 25% we observe

that isotropy is never fully recovered. The beginning of the

unloading stage shows a linear evolution somewhat com-

parable to the first elastic loading, consistent with the fact

that the incremental strain during unloading is expected to

be purely elastic. It is however noteworthy that a significant

plastic strain occurs during this unloading phase showing a

strong kinematic hardening, and a very severe shrinkage of

the elastic domain. The permanent plastic shear deforma-

tion obtained at zero shear stress can be associated to the

minimal gap between the eigenvalues of the fabric tensor,

but this gap is clearly growing well beyond the numerical

uncertainty.

The same analysis can be performed in a more quanti-

tative manner by following the evolution of the scalar

anisotropy index $ under these shear loading and unload-

ing tests and is presented in Fig. 3. The anisotropy index

decreases under unloading, reaches a minimum value,

$min, approximately when the shear stress is null. If the

load is reversed to negative values, $ rises again to saturate

at a similar level as for direct shear. For a maximum

deformation "max ¼ 2:5%, 5%, we recover after unloading

$min ) 10 3: no change is noticeable when compared with

the original state. For larger deformations, however, a clear
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FIG. 2 (color online). (a) Sketch of the ‘‘contacts’’ Si-Si be-

tween neighboring SiO4 tetrahedra used to build the fabric tensor

F ¼ hn # ni. Evolution of the eigenvalues of the fabric tensor

when sheared from 0% to 30% (b) and unloaded from 2.5% (c),

5% (d), 7.5% (e), 12.5% (f), 17.5% (g), and 25% (h). Before

loading the material is isotropic; the 3 eigenvalues should be

equal within the errors bars. Upon loading (b), degeneracy is

lifted and anisotropy first increases reversibly (c, d) due to the

elastic strain. Then plasticity sets in (e–g), and after unloading,

the material is left with a remnant structural anisotropy.
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FIG. 3 (color online). Evolution of the anisotropy index $
under shear loading and unloading (same as above). The mini-

mum value of $, black circles, is associated with the state of the

structure under zero shear stress. Permanent deformation is

characterized by a nonzero value of the anisotropy index: the

glass structure has become anisotropic.
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increase of $min is observed up to values close to 10 2,
well above the numerical uncertainty.

These results are summarized in Fig. 4, which shows the

evolution of the minimum gap, $min, versus the maximum

deformation, "max. The results obtained with a much

slower strain rate 10 4 ps 1, (one hundred times slower

than the previous case) are also shown in the same figure. It

is remarkable that both curves almost superimpose each

other. Once silica has experienced shear plasticity, a sig-

nificant anisotropy persists even after unloading. Note that

an additional relaxation towards zero stress state (NPT
ensemble) during 20 ps after unloading was performed.

This ensures the elimination of normal stresses due to the

shearing in plane deformation. As shown in the insert, the

normal stresses naturally induce an additional anisotropy

of trivial elastic origin which has to be eliminated before

attesting for the presence of the plasticity-induced anisot-

ropy discussed in the present study.

On the basis of molecular dynamics study of plasticity of

amorphous silica under simple shear, a nonreversible an-

isotropy sets in and appears stable (at the time scale of

MD). Detailed structure investigation could not reveal any

significant deviation from the amorphous structure based

on, e.g., interatomic distances. The eigenvectors of these

Si-O-Si directions are aligned with the principal strain or

stress directions. Because of the relatively short time scale

naturally associated with MD simulations, an experimental

validation of this observation is needed to validate our

conclusions, in particular, concerning the stability of this

phase. Experimentally, anisotropy is expected to give rise

to birefringence, a property which might be more easily

accessible than structural analyses. Using standard photo-

elasticity parameters for silica and the maximum anisot-

ropy obtained in the present work $ ¼ 5* 10 3, a crude

estimate of the birefringence gives an index contrast *n ¼
10 3. Such a phenomenon may for instance be tested in the

framework of rotational anvil cell experiments [22,23].
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FIG. 4 (color online). Anisotropy parameter after unloading

$min vs maximum strain "max for two different imposed strain

rates 10 2 ps 1 (red circles) and 10 4 ps 1 (blue squares). After
shear unloading, normal stresses persist due to the plane defor-

mation geometry and amplify the structural anisotropy (see

insert). After relaxation of these stresses with an additional

NPT step of 20 ps, a stress free state is obtained, while the

silica structure still exhibits a significant anisotropy index.
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Plasti
ité des matériaux amorphes : étude et développement d'un modèle statistique.Résumé - En raison de l'absen
e d'ordre à longue portée, la déformation plastique dans les maté-riaux amorphes ou désordonnés ne peut être expliquée en termes de dislo
ations. Une hypothèse 
ommune
onsiste à dé
rire la déformation plastique ma
ros
opique 
omme une su

ession de réorganisations lo-
alisées à une é
helle mi
ros
opique. Les détails de tels réarrangements lo
aux dépendent évidemmentde la stru
ture pré
ise du matériau étudié. Au-delà du 
hangement lo
al de la stru
ture, 
es réarrange-ments lo
aux induisent des 
ontraintes élastiques internes dans le matériau. En
ore une fois, les détails de
es intera
tions élastiques dépendent des réarrangements lo
aux qui ont lieu. Cependant, 
es 
ontraintespeuvent être développées sur un développement multipolaire. Deux termes dominants peuvent être ex-traits, 
orrespondant à un 
isaillement pur et une dilatation d'une in
lusion sphérique. Ces deux termessont 
ara
térisés par un 
omportement de singularités ave
 des symétries di�érentes. Un événement de
isaillement pur induit une symétrie quadripolaire tandis qu'un événement volumétrique induit une symé-trie dipolaire. Nous développons un modèle mésos
opique de la plasti
ité des amorphes, dé�ni à traversun seuil lo
al de plasti
ité aléatoire et une redistribution des 
ontraintes élastiques quadripolaire, 
or-respondant à l'e�et d'un 
isaillement plastique lo
al d'une in
lusion entourée par une matri
e élastique.Malgré sa simpli
ité, 
e modèle permet de rendre 
ompte des ré
entes observations expérimentales etnumériques sur la plasti
ité des matériaux amorphes. Des simulations numériques de 
e modèle simple,appartenant à la famille des modèles de pinning, nous permettent ainsi de mettre en éviden
e un 
ompor-tement d'é
rouissage, auquel nous donnons une interprétation purement statistique, et de retrouver une�et de lo
alisation de la déformation plastique. Cette lo
alisation non persistante obéit à une symétriequadripolaire, la même symétrie que la fon
tion de redistribution des 
ontraintes élastiques. En outre,nous montrons que les 
orrélations des déformations plastiques obéissent à une loi d'é
helle anisotrope etnous donnons les premières estimations des exposants 
ritiques 
ara
térisant 
e modèle.Mots-
lés - Plasti
ité ; Matériaux Amorphes ; Modèle Mésos
opique ; Modèle PinningPlasti
ity of amorphous materials : study and development of a statisti
al model.Abstra
t - Be
ause of the la
k of long-range order, plasti
 deformation in amorphous and disorderedmaterials 
annot be explained in terms of dislo
ations. A 
ommon assumption thus 
onsists of des
ribingthe ma
ros
opi
 plasti
 deformation as deriving from a su

ession of lo
alized reorganizations at somemi
ros
opi
 s
ale. The details of su
h lo
al rearrangements depend obviously on the pre
ise stru
ture ofthe material under study. Beyond the lo
al 
hange of stru
ture, su
h lo
al rearrangements indu
e inter-nal elasti
 stresses throughout the material. Again, the details of these elasti
 intera
tions depend on thelo
al rearrangements that take pla
e. However, these stresses 
an be developed on a multipole expansionand two dominant terms 
an be extra
ted, 
orresponding to pure shear and dilation of a spheri
al 
avity.These two terms are 
hara
terized by a similar singular behavior but their symmetries are di�erent. Apure shear event indu
es quadrupolar symmetry while a volumetri
 event indu
es dipolar symmetry. Wedevelop a mesos
opi
 model of amorphous plasti
ity, de�ned through the data of a lo
al random plasti
threshold and a quadrupolar elasti
 stress redistribution 
orresponding to the e�e
t of a lo
al plasti
 shearin a small in
lusion surrounded by an elasti
 matrix. This model in spite of its simpli
ity reports there
ent experimental and numeri
al observations on the plasti
ity of amorphous materials. Numeri
al si-mulations of this simple model belonging to the family of pinning models allow us to eviden
e a hardeningbehavior, with purely a statisti
al interpretation, and a lo
alization e�e
t of the plasti
 deformation. Thisnonpersistent lo
alization obeys to the same quadrupolar symmetry as the elasti
 stress redistributionfun
tion. In addition, we show that the 
orrelations of plasti
 deformations obey to anisotropi
 s
alinglaw and we give �rst estimates of the 
riti
al exponents 
hara
terizing this model.Keywords - Plasti
ity ; Amorphous Materials ; Mesos
opi
 Model ; Pinning Model


