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Introduction

La transformée de Fourier et la formule de Plancherel constituent deux notions fonda-
mentales de ’analyse harmonique. Lorsque 'on interprete en profondeur celles-ci, sur R
ou R/Z, nous nous rendons compte qu’elles possedent une grande richesse mathématique
qui intervient dans de nombreuses branches mathématiques. Les fonctions exponentielles
T — M sur R (A € 1R) ou sur R/Z (A € 2umZ) jouent un role fondamental dans
ces deux formules et I'on remarque qu’elles permettent d’une part, d’obtenir toutes les
représentations de dimension un des groupes de Lie R ou R/Z. D’autre part, ce sont des
fonctions propres pour % qui engendre 'algebre des opérateurs différentiels a coefficients
constants invariants par translation.

Un premier exemple de généralisation de cette théorie est donnée par la sphere S? qui
est un espace homogene sous ’action du groupe de Lie SO(3), isomorphe a SO(3)/SO(2).
L’algebre des opérateurs différentiels invariants sous I'action de SO(3) est engendrée par le
laplacien sphérique. Les fonctions propres de cet opérateur sont appelées les harmoniques
sphériques. Ces fonctions servent aussi a construire des représentations irréductibles de
SO(3). Ainsi, les harmoniques sphériques jouent le rdle de I'exponentielle et ces fonctions
interviennent de fagon essentielle en électrodynamique et en mécanique quantique.

La théorie des représentations et la décomposition spectrale des opérateurs différentiels
apparaissent donc de facon naturelle.

Les généralisations de la transformation de Fourier et de la formule de Plancherel a
d’autres espaces ont été largement étudiées, notamment, ces deux dernieres décennies
sur les espaces symétriques réductifs G/H, ot G est un groupe de Lie réductif réel muni
d’une involution ¢ et H un sous-groupe ouvert du sous-groupe formé des points fixés par
o. P. Delorme a prouvé la formule de Plancherel sur G/H en 1996 ([7]). Parallelement,
H. Schlichtkrull et E. P. van den Ban ont prouvé le théoreme de Paley-Wiener ([4])dont
ils ont également déduit la formule de Plancherel par des méthodes différentes ( [5]).

La formule d’inversion de Fourier qui découle de la formule de Plancherel peut s’écrire
de la fagon suivante : il existe un ensemble mesuré (=, m) tel que pour presque tout
¢ € Z, il existe une distribution sphérique O, (c’est a dire une distribution H-invariante
et solution propre de l'algebre des opérateurs différentiels G-invariants sur G/H) et des
constantes ¢ telles que pour f une fonction de C*(G/H) a support compact, on ait

flet) = [ cc(dme).

Les distributions sphériques ©, sont obtenues en terme de coefficients généralisés
de représentations irréductibles de G, elles sont parfaitement décrites dans certains cas
particuliers. Lorsque H est un sous-groupe compact maximal de G (espace riemmannien
G/H), ce sont des fonctions analytiques, les fonctions sphériques d’Harish-Chandra. Dans
le cas d'un groupe semi-simple, c’est a dire lorsque G = G; x G, ou (G est un groupe de
Lie semi-simple et H la diagonale, Harish-Chandra ([12]) a montré que les distributions
sphériques sont des fonctions localement intégrables. Il en est de méme pour les espaces
symétriques du type G¢/Ggr ou Ge est un groupe réductif complexe et Gg une forme
réelle de G¢ ([22])). Les espace symétriques de rang 1 montrent les premiers exemples de



distributions sphériques qui ne sont pas données par une fonction localement intégrable

(19])-

Dans le cadre général, les propriétés des distributions sphériques, notamment leur
régularité ou support, sont encore mal connues. Une premiere approche pour cette étude
consiste a s’intéresser aux distributions propres invariantes sur 'espace tangent (paire
symétrique), ’exponentielle faisant le lien entre I'espace symétrique et son espace tangent
en l'identité.

Précisons ce cadre.

Soit G un groupe de Lie réductif réel que 'on munit d’'une involution o. On note H
I’ensemble des points fixés par o. On note respectivement g et h les algebres de Lie de
G et H et encore o la différentielle de o en l'identité. Soit g = h & q la décomposition
en sous-espaces propres associée aux valeurs propres 1 et —1 pour o . Le couple (g, bh)
s’appelle une paire symétrique. Le groupe H agit sur g par conjugaison et l’ensemble
q"9 des éléments semi-simples réguliers de ¢ est un ouvert dense H-stable de q tel que
la variété q"9/H soit lisse. Le rang de la paire (g,h) est la dimension de cette variété,
autrement dit le nombre de réels nécessaires pour caractériser une orbite de q".

L’algebre des opérateurs différentiels H-invariants sur q a coefficients constants est
isomorphe & l'algébre Clqc]”c des polynomes sur qc¢ invariants sous He. Dans le cas
tangent, une distribution propre invariante est donnée par une distribution H-invariante
sur q pour laquelle il existe un caractere y : Clqc]?c — C vérifiant pour tout P de
Clac)e -

J(P)T = x(P)T.

Dans [30], G.Van Dijk donne une table de la dimension de Iespace des distributions
propres invariantes pour toutes les paires symétriques de rang un. Lorsque le caractere
est nul, la situation de rang un nous apporte des distributions d’'un nouveau type, celles
a support singulier, c’est-a-dire inclus dans q — q"*?. Par exemple, la paire symétrique
(so(1,n+ 1),s0(1,n)) a des distributions propres invariantes dont le support est dans le
cone nilpotent, qui correspond ici a une hypersurface dont on peut voir une construction
dans le paragraphe 6.2 de [24]. La question de l'existence des distributions propres inva-
riantes a support singulier se pose alors naturellement. Dans ce méme article, J.Sekiguchi
donne une condition suffisante sur une paire symétrique pour qu’elle n’ait pas de distri-
butions propres invariantes a support dans q — q"9.

Par ailleurs, pour un caractere régulier (ces caracteres formant un ouvert dense dans
I'ensemble des caracteres), C.Torossian a montré dans [28] qu'il n’y a pas de distributions
propres invariantes a support dans q — q"“Y.

Dans ce travail, nous étudions la situation tangente (gl(4,R), gl(2,R) x gl(2,R)) de
'espace symétrique GL(4,R)/GL(2,R) x GL(2,R). Des résultats partiels concernant les
distributions sphériques sur GL(4,R)/GL(2,R) x GL(2,R) ont été annoncés par S. Kato
et S. Aoki dans ([2]), mais aucune preuve n’est explicitement donnée dans cet article ce
qui ne nous a pas permis de comparer précisément nos résultats.



Sur g = gl(4,R) ou G = GL(4,R), on considere I'involution o définie par
(L 0 L 0
“(X)_< 0 —IQ)X( 0 —12)’

ou I, la matrice identité 2 x 2. Soit h = {( 1(4)1 g ) A, Be€e g[(Q,R)} I’ensemble des

points fixes pour cette involution et q = 2 )(; ) Y, Z € gl(2, R)} de telle sorte que
g=h&q. Onnote H=GL(2,R) x GL(2,R).

La paire symétrique (g, h) satisfait la condition suffisante de J. Sekiguchi.

Nous savons que la restriction d'une distribution propre invariante a " est une
fonction analytique sur q"* (théoreme 5.3(i) de [24]). Nous nous intéressons a la question
suivante. On fixe un caractere régulier y de Clqc]”c et une fonction F' satisfaisant la
relation

J(P)F = x(P)F surq™, VPe€ (C[q(c]HC.

Lorsque F' est localement intégrable, a quelles conditions la distribution 7% définie par
F est-elle une distribution propre invariante sur q ? Ces conditions sont-elles suffisantes ?

On note N le cone des éléments nilpotents de q. Nous obtenons des conditions
nécessaires et suffisantes pour que Ty définisse une distribution propre invariante sur
U = q—N. Nous expliciterons une base de distributions propres invariantes sur &/ données
par une fonction localement intégrable sur U et nous ferons quelques commentaires sur
I’extension de ces solutions sur q.

La premiere partie est consacrée aux notations et aux rappels de quelques définitions.

La H-invariance des objets considérés nous incite a étudier la structure des orbites
semi-simples de q (paragraphe 2).
Les H-orbites semi-simples de ¢ sont uniquement déterminées par les polynomes

1
Q(X) = =tr(X?) et S(X) = det(X) qui forment une base de I'algebre C[g]¥ des po-
2

lynomes H-invariants sur q , ou encore par les valeurs propres u(X) et v(X) de YZ si

X = ( 2 }(; > Les fonctions u et v satisfont les relations u +v = Q) et uv = S.

La paire symétrique (g,h) est de rang 2 et possede 4 classes de conjugaison sous H
de sous-espaces de Cartan (c’est-a-dire formé d’éléments semi-simples de g, abélien et
maximal pour ces propriétés) selon la nature des valeurs propres u(X) et v(X) : a4, a;_
et a__ sur lesquels les fonctions u et v prennent des valeurs réelles de signe constant et
as sur lequel u et v sont complexes conjuguées. L’ensemble ¢"* est formé des éléments
semi-simples X dont les valeurs propres sont deux a deux distinctes ce qui équivaut a la
condition u(X)v(X)(u(X) —v(X)) # 0.

Le paragraphe 2.1 est consacré a la description des sous-espaces de Cartan, des
transformations de Cayley et de leurs systemes de racines. Ceux-ci comportent deux
racines positives de multiplicité 1 dont les carrés sont les fonctions 4u et 4v, et deux
racines de multiplicité 2 dont le produit est, a une fonction localement constante sur q"*?
pres, la fonction v — v. Nous verrons apparaitre des symétries entre ces sous-espaces de
Cartan et nous mettrons en évidence un isomorphisme H-invariant w de q qui renverse
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I'ordre d’Hirai. La description plus précise des H-orbites semi-simples fait 'objet du
paragraphe 2.2.

Les conditions que nous obtenons portent sur le comportement de la fonction F' au
voisinage des points qui sont a I'intersection d’exactement deux sous espaces de Cartan
(c’est un sous-espace vectoriel de dimension un). Ces éléments, appelés semi-réguliers, sont
les éléments semi-simples X € q pour lesquels une et une seule des trois valeurs u(X),
v(X) ou u(X) — v(X) est nulle. L’algebre dérivée du centralisateur dans g d'un élément
semi-régulier non nul nous fournit des sous-paires symétriques de rang un (compatibles
avec o). Le paragraphe 2.3 est consacré a ’étude des éléments semi-réguliers.

Tout élément semi-régulier annulé par une racine de multiplicité 1 ( ce qui correspond
a la situation u(X) = 0 ou bien v(X) = 0 avec u(X) # v(X)) est conjugué sous H a un
élément de a, Nay_ oude a,_Na__. Soient 3; et 3o les centralisateurs dans g de chacun
de ces deux espaces. Alors m = 3; + 32 est une sous-algebre de Lie o-stable de g et la
sous-paire symétrique (m,m N h) est isomorphe au produit de deux copies H-conjuguées
de (gl(2,R),gl(1,R) x gl(1,R)). Les éléments semi-réguliers annulés par une racine de
multiplicité 2 ( ce qui correspond a la situation u(X) —v(X) = 0 et u(X)v(X) # 0) sont
tous H-conjugués a un élément de a,, Nas ou de w(a,y Nag) =a__Nhg-as ou hy € H,
la somme des centralisateurs de chacun de ces espaces est alors égale a g.

Précisons maintenant notre démarche. On fixe un caractere régulier y de Clqc]?c et
une fonction F de L} (q)7 satisfaisant, pour tout P € C[gc|”c, la relation d(P)F =
X(P)F  sur q"%. Ainsi la distribution T est propre et H-invariante sur q si et seulement

si, pour tout f € D(q) et tout P € Clqc]?c, on a

JIFCOAPIFC6) = AP0 XX =0,
q

Lorsque F' est analytique sur ¢, cette relation est immédiatement vérifiée par simple
intégration par parties. Pour étudier cette relation dans un cadre plus général, et plus
particulierement les intégrations par parties, on utilise la formule d’intégration de Weyl
qui fait intervenir 'intégrale orbitale de la fonction f, définie et étudiée au cours des pa-
ragraphes 3 et 4 et la partie radiale de 'opérateur 9(P) sur a, étudié dans le paragraphe 5.

L’intégrale orbitale M(f) d’une fonction f € C(q) est la fonction H-invariante

donnée pour X € " par M(f)(X) = [0(X)] / f(h-X)dh, ot 6(X) = u(X)—v(X)
H/Zp(X)

et Zp(X) est le centralisateur de X dans H. C’est une fonction de classe C* sur q"9 dont

nous souhaitons décrire le comportement au voisinage des points semi-réguliers.

Pour cela, nous généralisons tout d’abord les résultats de T. Tengstrand et J. Faraut
concernant les intégrales orbitales sur les hyperboloides (espace symétrique de rang 1).
Etant donné une forme quadratique Q sur R”, la fonction moyenne Mg(f) de f € D(R™)
introduite par J. Faraut dans l'appendice de [11] est Papplication Mg(f) € C>*(R*)
vérifiant pour tout F' € D(R), la relation / FoQ(z)f(x)dx = / F(t)Mgf(t)dt.

R

R
Ce meéme article nous indique le comportement de Mg. Pour £ € R*, on a

Mo(f)(t) = ¢o(t) + n(t)ds(t),

oll ¢g et ¢ sont des fonctions de classe C* a support compact dans R et 7 est une
fonction singularité définie suivant la signature de la forme quadratique Q.



Dans le paragraphe 3, nous généralisons ce résultat pour f € D(R™ x R™) en montrant
qu’il existe g et &1 dans D(R™ x R) vérifiant, pour tout (z,t) € R™ x R*, la relation

Mo(f(x,-))(t) = Po(x, 1) +n(t)P1(x, ),

et toute fonction du type ®g(x,t) +n(t)P1(z,t) avec Py et ®; dans D(R™ x R) est 'image
Mo(f(x,-))(t) d’une fonction f € D(R™ x R"™) (Théorémes 3.1.2 et 3.1.3).

Nous considérons également la moyenne Mg (z +— Mo(f(z,.))) (¢',t) relative a une
forme quadratique " de R™ (Théoremes 3.2.1 et 3.2.1 ).

En adaptant la méthode de descente d’Harish-Chandra a la paire symétrique (m, mnNp),
nous en déduisons le comportement des intégrales orbitales simultanément au voisinage
des points de a;y Na,_ — {0} et ay_Na__ — {0} et par conjugaison, aux voisinages des
points tels que u(X) = 0 ou v(X) = 0 et nous obtenons alors le résultat suivant (théoreme
43.1).

Soit H; l'espace des fonctions (t1,t) € (R*)? — diag — @o(t1,t2) 4 log [t |1 (t1, t2) +
log [ta]ip1(t2, t1) + loglti|log [talpa(tr,t2) avec @o, 1,02 € D(R® — diag) et o, s
symétriques par rapport aux deux variables. Soit D(H -* m N q) 'espace des fonctions de
classe C* & support compact contenu dans Uy, = H-‘mNq = {X € q; Q*(X)—4S(X) > 0}.
Alors pour tout f € D(H.‘m N q) il existe une unique fonction F; € H% telle que pour
X € H mng™, Pon ait M(f)(X) = Fp(u(X),v(X)) et Papplication f ~— F} est
surjective de D(H.'m N q) dans ;.

Les autres points semi-réguliers correspondent & la situation u(X) = v(X) et sont
conjugués a un élément de a, Nay ou de hg.axNa__ avec hg € H. Soit 33 'algebre dérivée
du centralisateur d’un élément non nul de a, Nay. La paire symétrique ([33, 33, [33,33]Nb)
est alors isomorphe a (sl(2,R) x sl(2,R), diagonale) et (w([33,33]), @([33,33] N h)) est
isomorphe a (sl(2,C),s((2,R)). Contrairement a la situation précédente, ces deux cas
ne peuvent étre traités simultanément mais se déduisent 1'un de l'autre par I’iso-
morphisme w de g. Nous appliquons cette fois-ci la méthode de descente classique
de Harish-Chandra pour 1'étude au voisinage de ces points. On se place sur l'ouvert
Us=H - (3309) = {X € ¢;S5(X) >0 et Q(X) > —2,/S(X)}. On note H»*" I'ensemble
des fonctions (7,w) € R* x R +— a(7,w) + Y (—w)|w|*2b(r,w) ot a et b sont des fonctions
paires par rapport & 7 de D(R* x RN {(r,w);7> > w}). Alors, pour tout f € D(Us),
il existe une unique fonction Gy € HX*" telle que M(f)(X) = G(7,w), ceci pour tout
X € U3 N q" tels que, pour QLX) +4/S(X) =712%et @ —/S(X) = w avec 72 > w.

2 .
De plus I'application f +— G est surjective de D(Us) dans HP*".

Les deux derniers paragraphes sont consacrés a 1’étude des distributions propres
invariantes sur q. On fixe un caractere y de Clqc]”c = C[Q, S] donné par deux complexes
)\1 et )\2 vérifiant X(Q) = )\1 + )\2 et X(S) = ()\1)\2)2 avec /\1)\2()\1 — )\2) % 0.

Dans le paragraphe 5, nous décrivons les solutions analytiques du systeme .

O(P)F = x(P)F sur ¢, pour tout P € C[qc]™c. (1)

On fixe un sous-espace de Cartan a de q dont on note Wy (ac) le quotient du nor-
malisateur de ac dans H¢ par son centralisateur. Les opérateurs de Dunkl permettent
de décrire I'action des composantes radiales des opérateurs 0(Q) et 9(S) sur 'espace des
fonctions Wy (ac)- invariantes . Plus précisément, le systeme de racines de a dans g com-
porte deux racines positives de multiplicité 1 que I'on note a; et ay et pour X € a,.4, on

9



a {a3(X)/4,03(X)/4} = {u(X),v(X)}. La fonction H-invariante F sur q"% satisfait le
systeme (1) si et seulement pour tout sous-espace de Cartan a de g, on a

(0(Q)F)|an g™ = 6" 0 (La, + Lay) 0 6(Flang™) = (A + A)Flang’™,

(0(S)F)[anq™ = 07" 0 (La,Lay) 0 6(Flang™) = (Atde) Flan g™,

ol Lo, = 70(a;)(0(ay)). Cet opérateur est la composante radiale de l'opérateur
de Laplace de la paire symétrique de rang un (so0(2,1),s0(1,1)) (appendice A de [10])
lorsque la racine «; est réelle ou imaginaire.

Les racines a; et ay sont orthogonales, ainsi les opérateurs L,, et L,, commutent et le
systeme précédent se ramene 1'étude de ker(Lq, —Aid) pour j = 1,2. Via le changement de
variable z = oz?, nous montrons que ses solutions s’expriment a ’aide des solutions d’une
part sur C et d’autre part sur R de I’équation de type Bessel (E¢) L.P = 42%27‘5’ +4g—f =
pY

Un systeme fondamental de 'espace Sol(L., A\) des solutions de (E¢) sur C — R_ est
donné par une fonction @, analytique sur C et une fonction Wy (z) = wy(z) +log(2)®x(2)
ou log(z) désigne la détermination principale du logarithme et w, est une fonction analy-
tique sur C. L’espace des solutions Sol(L, \) sur R* de I’équation 4t%27‘§’ + 4%—? = A\ est
engendré par les fonctions @y (t) et W (t) = wy(t) + log |t|PA(t) avec ¢ € R*. On constate
en particulier que la solution W) (z) ne se prolonge pas sur R* en W} (¢) ce qui joue un
role important par la suite.

La fonction F' solution de (1) s’écrit alors sur chaque composante connexe de
AX))B(X)) - A(X)B(u(X))
u(X) = v(X) u(X) = v(X)
ou (A,B) parcourt Sol(L,\;) x Sol(L,Ns) lorsque u(X) et v(X) sont réelles et

Sol(Le, A1) X Sol(Le, Ay) sinon.

q"“ comme combinaison linéaire de fonctions

Dans le paragraphe 6, nous considerons une solution F' du systeme ( 1) dont une
expression est donnée sur chaque composante connexe C de ¢". Nous cherchons des
conditions nécessaires et suffisantes pour que la distribution Ty pyp — O(P)TF soit nulle
pour tout P € S(q)%. Comme dans le cas du groupe ([16]), la formule d’intégration de
Weyl permet une étude sur chaque sous-espace de Cartan. Une intégration par parties
tenant compte du comportement des intégrales orbitales obtenu précédemment nous
permet de dégager des conditions nécessaires qui portent sur le comportement de F' au
voisinage des points semi-réguliers (i-e des points semi-simples non nuls et non réguliers
de C; NCy o C; est une composante connexe de q").

Nous étudions tout d’abord les conditions nécessaires successivement sur les ouverts
Un=H ' mNq={X € q;Q*X) —45(X) > 0}, Us = H " (33N q) = {X € q;5(X) >
0et Q*(X) > —2/S(X)} et wUs) = H -w@w((33Nq)) ={X € q;5(X) >0et Q*(X) <
24/S(X)} qui forment un recouvrement ouvert de q — N = U.

Sur 'ouvert Uy,, une orbite semi-simple H - X est paramétrée par deux réels {t;,ts} =
{u(X),v(X)} et la fonction F' s’écrit pour X € Uy, N g% sous la forme




ou la fonction W, est symétrique et de classe C* sur (R*)? privé de la diagonale. La
fonction W, et les intégrales orbitales d'une fonction de D(U,,) ont des singularités de type
log [t;]. Les conditions que nous obtenons sont analogues a celles de J. Faraut obtenues
pour un hyperboloide & une nappe [11]).

Soit u une fonction de la forme u(t) = v(t) + log |t|w(t), ot v et w sont de classe C*
sur R* et admettent, ainsi que leurs dérivées, des limites a droite et a gauche en 0. On
pose

u(t) =t (t) et ulO(t) = u(t) — log|t|ull(2),

de telle sorte que
lim w™(t) = w(0F) et lim u(t) = v(0%).

t—0+ t—0t

On obtient ainsi dans la proposition 6.2.1 les conditions nécessaires de recollement
suivantes : pour tout j € {0,1} et pour tout ¢t € R*, alors

(Vaa(t, )V(07) = (Tualt, ))T(07) et (Tl 1)V(0%) = (Ul 1))7(07).
Pour f et g deux fonctions d'une variable x complexe, on note

ST(f, 9) (21, 22) = fla1)g(w2) + f(22)g(21)

et
Lfs 9l(x1, 22) = fla1)g(w2) — f(2)g(21).

Les conditions précédentes permettent alors d’obtenir dans le corollaire 6.2.1 que
\I/m S VGCt<S+(A, B)(tl, tg), signe(tl — tg)[A, B] (tl, tg), (A, B) € SOZ(L, /\1) X SOZ(L, /\2>>

Sur I'ouvert U3, nous paramétrons les orbites semi-simples régulieres de la maniere
suivante : pour 7 > 6 > 0 on note X7, I'unique élément d’une chambre de Weyl fixée de
ay 4 tel que u(X7y) = (7 +6)* et v(X.y) = (7 — 6)* et pour (7,60) € (R%)?, on note X,
'unique élément d'une chambre de Weyl fixée de as tel que u(X, ) = (7 +10)* = v(X,p).

On définit alors la fonction (V,,), paire par rapport chaque variable et symétrique sur
[(7.0) € (RL)%72 £ 62} par (W) (1,0) = (u — 0)(X7p) F(X7y) = Un(u(X7,), v(X7,))
pour 7 > 6 > 0 et la fonction W, paire en chaque variable sur (R,)? par
Us(T,0) = (u—0) (X 0)F (X p) pour (7,0) € (R%)>

Nous obtenons dans la proposition 6.2.3 les conditions nécessaires suivantes :
im0~ B0 =0
+ Uy (7,07) =0

Ces conditions nous permettent d’obtenir dans le corollaire 6.2.2, le résultat suivant :
il existe Ut € Vect(ST(A, B); (A, B) € Sol(L, ;) x Sol(L, \3))
et U, € Vect([A, B]; (A, B) € Sol(L., A1) x Sol(Lc, A2)) telles que

pour t; >ty > 0 alors W, (t1,t0) = T (t1,t2) + 1V, (t1,12)
pour 7 > 0 et 6 > 0 alors Wy(7,0) = W (u(X,p), v(Xrp))

Via l'application w, nous pouvons utiliser I’étude effectuée sur Us pour obtenir les
conditions de recollement et les fonctions correspondantes sur w(Us). La fonction F o w
est alors solution du systeme (1) pour le caractere y~ défini par —A; et —\s.
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Il est intéressant de noter que dans chacun des cas V = U, ou U3, les conditions de
recollement se déduisent uniquement de 1'étude de 1'équation 0(Q)Tr = (A + A2)TF sur
V. En effet, les fonctions solutions obtenues satisfont alors la relation 9(S)Tr = (A A2)TF
sur V.

La synthese des résultats précédents permet de décrire une base de I'espace des distri-
butions propres invariantes sur 4 = q — N définies par une fonction localement intégrable
sur Y. Celle-ci est donnée par les fonctions suivantes : (voir le théoreme 6.2.2)

1. La fonction analytique
[CI))\U CI))\z] (u’ U)

u—v

Fana =

qui s’exprime également sous la forme f(Q,S) olt f est analytique sur R%. Cette
distribution est propre invariante sur q tout entier.

2. La fonction

(I))\l 3 w)\2] <u7 1}) + [w)\la q))\2] <u7 U) + log ‘UU‘ [(I))\U (I))\z](ua U)
u—7v

Fsing - [

qui s’exprime également sous la forme f(Q,S) + log|S|g(Q,S) ou f et g sont ana-
Iytiques sur R?. Cette fonction est localement intégrable sur q.

3. Les fonctions du type Fif ; = Y(Q* — 4S)A(U)B(U) + A(v)B(u)
’ uU—v

fonction d’'Heaviside et (A, B) parcourt Sol(L, A1) x Sol(L, \2).
Les méthodes que nous utilisons ne nous permettent pas de savoir si les fonctions Fj;pg
et FI g se prolongent en des distributions propres invariantes sur q tout entier car nous

ne connaissons pas le comportement au voisinage de zéro des intégrales orbitales My (f)
de f € D(q).

, ou Y désigne la
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1 Notations et préliminaires

Soit M est une variété différentiable. On note D(M) I'espace des fonctions de classe
C* a support compact et D'(M) I'espace des distributions sur M. Pour N C M et f une
fonction définie sur M, on notera f|N la restriction de f & N. Pour m dans M, on note
T,,(M) Tespace tangent a M en m.

Si V' est un espace vectoriel, on note V¢ son complexifié.

Soit n € N*. Pour f € L'(R"), nous notons F(f) sa transformée de Fourier définie
par

F()(E) = / 2T f (1) da

R

Soit G un groupe algébrique linéaire défini sur R. On note GG I’ensemble de ses points
réels et G¢ 'ensemble de ses points complexes. Soit g 'algebre de Lie de G.
Pour tout sous-groupe M de G, on note M¢ son complexifié dans G¢.

Soit M un sous-groupe de G et U une partie de g. On note Zy,(U) le centralisateur
de U dans M et Ny (U) son normalisateur. De méme pour tout sous-espace vectoriel v
de g, on note 3,(U) le centralisateur de U dans v et n,(U) son normalisateur.

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie. On note S[V| (respectivement
S[Vc]) Talgebre symétrique de V' (respectivement de Vi) . Cette algebre peut-étre vue
comme l'algebre R[V*] des fonctions polynomiales a coefficients réels sur V* et elle
s’identifie également a 'algebre des opérateurs différentiels a coefficients constants réels
sur V. De méme, on a S[V¢] = C[V*] et cette algebre s’identifie a 1'algebre des opérateurs
différentiels & coefficients constants complexes sur V. On note S[V]M (respectivement
S[Ve]M) la sous algebre de S[V] (respectivement S[V¢]) constituée d’éléments invariants
sous l'action de M. Si u € S[V] (respectivement S[V¢]), on note d(u) lopérateur
différentiel correspondant.

On notera log la détermination principale du logarithme définie sur C—R_ par log(z) =
log |z| +1Arg(z) ou 'argument Arg(z) de z appartient a | — w, 7|

Sur l'algebre de Lie g = gl(4,R), considérons 'involution

"(X):<Io2 —OIQ)X([OQ —012)’

avec I, la matrice identité de taille n x n. Soit h I’ensemble des points fixes pour cette

On pose q = {X € g/o(X) = —X}, alors

q= {(%) 1Y, Z € g[(Q,R)}.

Pour un élément X € g, on notera X" (respectivement X1) la projection de X sur b
(respectivement q).

Soit G = GL(4,R). Le groupe H = {( 161 g ) /A, B € GL(2,R)} est alors le sous-

groupe des points de G fixes sous 'action de o.
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On notera g - X la conjugaison d’un élément X de g par un élément g dans G.

. L L AlO
Le groupe H agit par conjugaison sur ¢, plus précisément, pour (T‘?) € H et

(27 cqone
(5) (25) - Gz ™)

On notera Sp(X) le spectre d’une matrice X.

Un élément X dans g est dit semi-simple si et seulement si ad(X) est semi-simple dans
gl(g), ce qui revient a dire dans notre cas que X est une matrice semi-simple. On note q**
I’ensemble des éléments de q semi-simples dans g.

L’algebre de Lie g étant de rang 4, il existe des polynomes dy, ..., dg sur g tels que
16

pour tout X € g, 'on ait det(t — ad(X)) = Zdj(X)tj. On rappelle que 'ensemble des
j=4

éléments réguliers de g, noté g™, est ’ensemble des éléments X de g tels que dy(X) # 0.
Si X € g admet Aq, ..., Ay pour valeurs propres, alors on a dy(X) = H (A — Aj).

1<4,5<4
i#]
Ainsi, un élément de g est régulier si et seulement si toutes ses valeurs propres sont deux
a deux distinctes.

Soit [ le plus petit entier tel que d;|q # 0.

Définition 1.0.1. Un élément X de q est q-réqulier si d;(X) # 0. On note q"*9 l’ensemble
des éléments q-réguliers de q

0 0 X O
. 0 0 0 X . :
La matrice Y = v 0 0 0 a toutes ses valeurs propres deux a deux dis-
1
0 X 0 O

tinctes pour My # 0 et Ay # £y, Par suite, on a dy(Y) # 0 et le résultat suivant est
immédiat.
Lemme 1.0.1. Un élément de q est q-régulier si et seulement il est régulier dans g.

On appelle sous-espace de Cartan a C g un sous-espace abélien, formé d’éléments
semi-simples et maximal pour cette propriété. On note car(q) ’ensemble des sous-espaces
de Cartan de q.

Soit a un sous-espace de Cartan. On note A(gc, ac) le systeme de racines de ac dans

gc et lorsque Pon choisit un ordre sur celui-ci, on note A(gc, ac)™ le systeme de racines
positives correspondant. Pour o € A(gc, ac), on pose

gc={Y €gc, VX € 0, [X, Y] = a(X)Y},

I’espace radiciel correspondant et on note m, la multiplicité de «, la dimension de ce
C-espace vectoriel. On rappelle les résultats classiques suivants qui sont prouvés dans le
paragraphe 1 de [21] :

Proposition 1.0.1. (a) Les énoncés suivants sont équivalents :
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1. X est q-régulier.
2. 3q(X) est un sous espace de Cartan de q.

3. Sia est un sous-espace de Cartan de q contenant X, alors X n’annule aucune racine
de ac.

(b) Tout élément régulier appartient a un unique sous-espace de Cartan de q.

Pour a un sous-espace de Cartan, on note Wy(a) = {Ad(h)|a;h € Ny(a)} =~
Ny (a)/Zy(a) son groupe de Weyl dans H.

Sur g, on définit la forme bilinéaire symétrique w par

1
w(X, X') = §t7’(XX’), pour X et X' dans g.

La restriction de w a [g,g] coincide, a un facteur multiplicatif pres, avec la forme de
Killing. La forme w ainsi que ses restrictions a h x h et a g x q est H— invariante et non
dégénérée.

Ainsi pour tout sous-espace de Cartan a de ¢, il existe un unique élément de ac, que
I’on notera h, tel que

wWlhe, X) =a(X), VX €a.
Pour a € car(q), on note (a) un représentant de la classe de conjugaison de a par
'action de conjugaison de H sur car(q).
Soit a € car(q). On définit la partie compacte a; = (ZQEA(%%) ZRha)> Na et la
partie déployée ap = (ZQGA(%’%) ]Rha)) Na de a de telle sorte que 'on ait a = ag + a;.

Une racine « est dite réelle (respectivement imaginaire) si a(a) C R (respectivement
a(a) CiR), ceci est équivalent a h, € ag (respectivement h, € way).

On définit 'ordre d’Hirai sur les classes modulo H des sous-espaces de Cartan de la
maniere suivante :
soient a et b deux sous-espaces de Cartan. On dit que (a) < (b) si et seulement si il
existe h € H tel que (h-a)g C bg. Lorsque cette inclusion est stricte, on dit alors que

(a) < (b).

2 Sous-espaces de Cartan, orbites semi-simples et
points semi-réguliers

2.1 Sous-espaces de Cartan
2.1.1 Description

On définit les différents sous-espaces de Cartan suivants de q :

Ul 0
0 U2

°

w0 s (ug,ug) € R?

0 U2

0
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0
a4 — = 0_b ; (u,0) € R?
(751 0 0
i
|
a__ = 2 ;(91,02) ERZ
-0, 0 0
0 —0b,
o |57
0y = ; (9, T) c RQ
T —0
0
0 T

Z 0
Si A est une valeur propre de X alors A\ # 0 et —\ est aussi une valeur propre de

X. OnaSpYZ)={\:Xe Sp(X)}.

2. La famille < car(q) >= {a; 1,04 _,a__,as} est une famille représentative des
classes de conjugaison sous H des sous-espaces de Cartan de q.

Lemme 2.1.1. 1. Soit X = ( 0¥ ) €q.

Preuve :

1. Soient U et V dans C? tels que g
la valeur propre A\. On a alors YV = AU et ZU = A\V. Si A #£ 0 alors U et V sont

soit un vecteur propre non nul de X pour

. U
non nuls. Par suite, le vecteur ( v ) est un vecteur propre non nul de X pour la
valeur propre —A.

Comme X est régulier dans ¢, ses valeurs propres sont deux a deux distinctes.
D’autre part, si 0 était une valeur propre de X alors, par ce qui précede, elle serait
double ce qui est impossible puisque X est régulier. Ainsi, on a Sp(X) = {£+A;, £}
ol \; et Ay sont deux nombres complexes non nuls tels que A; # +X,. En particulier,
les matrices X, Y et Z sont inversibles.

Uj
Vi
leur propre A;. Les vecteurs U; et U, de C? sont non nuls puisque la famille
{( (é] ) : ( U‘j/‘ )}] est une base de C*! et ils vérifient YZU; = MU, et

J J
Y ZU, = X3U,. On obtient donc la premiere assertion.

Pour j = 1ou 2, on fixe un vecteur propre non nul ( ) associé a la va-

2. Le spectre de Y Z est donné par les racines du polynome 22 — tr(YZ) x+det(YZ) €
R[z]. Ainsi, soit A\ et A2 sont réels, soit A7 € C\ R et Ay = £);.
Si A? et A3 sont réels, il existe une matrice P € GL(2,R) telle que PYZP~! =

2
( A0 ) Notons sgn(z) le signe de z € R. On peut donc écrire PY ZP~1 = DD’

0 A
o Al A2
0 sgn 1 0
D = ! t D = 1 .
< 0 | ) ¢ ( 0 sgn(A3)| el )
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Ainsi, on a

P 0 y_(0 D
0 DPZ “\Dp oo )

et dans ce cas X est H-conjugué a un élément de ay 4, a; _ oua_ _.

Si Ay = :i:)\_l, on écrit Ay = 7 + 0 avec (0,7) € R2. 11 existe alors une matrice
P € GL(2,R) telle que PYZP~' = M? avec

M_(g —f).

P 0 y_ (0 M
0 MPZ™! “\M o0 )

et dans ce cas X est conjugué a un élément de a,.

On obtient donc

Soit a est un sous-espace de Cartan de q. Il existe alors X € a™ tel que a = 34(X).
Par ce qui précede, il existe h € H tel que h.X appartienne a a; , ay _, a__ ou
ay. Comme 34(h.X) = h.a, on obtient la deuxiéme assertion. [

2.1.2 Systémes de racines

Nous précisons ci-dessous A(gc, ac)™ pour a €< car(q) > :

a; 4 : Les valeurs propres de ces matrices sont +uy, +us, donc A(ge, ac)t est formé de 4
racines réelles, oy = 2uq, ag = 2u9, de multiplicité un et 81 = uq — uo, Bo = U1 + us
de multiplicité deux.

a; — : Les valeurs propres de ces matrices sont fu, 165, donc A(ge, ac)™ est formé
d’une racine réelle oy = 2u; de multiplicité un, d’une racine imaginaire oy = 2160,
de multiplicité un et deux racines complexes de multiplicité deux, 5 = u; — 16, et
ﬂg =u + ZQQ.

a__ : Les valeurs propres de ces matrices sont 40y, +16,, donc A(gc, ac)’ est formé de
4 racines imaginaires, dont deux sont de multiplicité un, a; = 210, et ay = 2105, et
deux de multiplicité deux 51 = 1(6) — 62) et B = 1(61 + 65).

a; = : Les valeurs propres de ces matrices sont +(7 =+ 20), donc A(gc,ac)™ est formé
de deux racines complexes de multiplicité un, oy = 2(7 + 10) et ag = 2(7 — 10),
d’une racine réelle 5, = 27 de multiplicité deux, d’'une racine imaginaire 3; = 2¢0
de multiplicité deux.

Précisons maintenant les groupes Wy (a) pour a €< car(q) >.

1ol o
On note K = 01 et on pose
"1 o
1 —01 0
k=AdK et o= Ad
0 10
o
Sur a; 4 et a_ _, I’élément s échange les racines ay et ay et I’élément p échange les

racines 31 et 35 et on obtient alors :
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Lemme 2.1.2. 1. Wy(a; ) = Wy(a_ ) = {£14, £k, £0, £ro}
2. WH(CH,’,) = {:E[4, :EQ}
3. WH(ClQ) = {:l:[4, :l:li}

Preuve : Soit h = (61 g) € Ng(ay4). Alors, pour tout X =

U1l 0
0 U9

0

(51 O -1 _ (51 O -1 U1 0
A(O UQ)B _B(O UQ)A _(0 Ug)

2 2
et par conséquent, pour M = Aou B,ona M ( 161 32 ) M- = ( U01 ?5)2 ) et par suite,
2 2

M est diagonale ou KM est diagonale. La premiere relation implique que, soit A et B

sont diagonales et A2 = B2, soit ( 01 ) A et ( 01 ) B sont diagonales et ont méme

€ayy telque h- X =

U 0 (%1 0

0 U9

10 1 0
a 0
0 b

0

0

carré. Maintenant, on remarque que Zy(a; 1) = € GL(4,R) », ce

0
0 b
qui donne aisément la premiere assertion. Les autres assertions se prouvent de méme.

.

2.1.3 Transformations de Cayley

10 0 O
0 1 o 1k

Notons ¢; = Ad 0 (2) 1 (2) la transformation de Cayley relative a la racine
0 -4 0

2 2
as =2usdeay . Onacy-(a4)c = (a4 _)c et ¢; transforme la racine 2uy en 210, et fixe
Qaq.
La transformation de Cayley relative a ao est donnée par co =
14 fET]
> 0 5 0

Ad _(1% é % 8 = Kk ocyok. De méme ¢y - (ay_)c = (a_ _)c et ¢y transforme
0O 0 0 1
la racine 2u; en 2:0,.
Notons
o 15
a_ =K-0p_ = 2 101,u0 € R
’ ’ —91 0
0
0 U9
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Nous pouvons résumer ce qui précede dans le diagramme ( non commutatif) suivant :

/ YR

(ay,-)c (a—+)c

S

La transformation de Cayley relative a la racine 3; = u; — uy de a4 4 est donnée par

SIS
S-S

0

= Ad
0

SIS
S-S

On a ¢z - (a4 4+ )c = (a2)c et 3 transforme la racine u; — ug en 20 et fixe la racine [s.
La transformation de Cayley relative a la racine 35 = u; + us est donnée par

ST
v
¢y = Ad 22 T = 00C300.
0| B2
V2 V2
Notons
1] oo
a__ = Ad a__ = 2 01,0, € R
’ 0 1 0 ’ 0 —b 0
-1 -6, 0
On a ¢ - (a2)c = (a__)c et ¢4 transforme la racine 27 en 2u(6; + 6s).
Notons
o |54
o =0 0y = 7,0 eR
T —0 0
—0 -7
on obtient le diagramme (non commutatif) suivant :
(a44)c
s
(a_2)

g% /

(a- )
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2.1.4 Renversement de ’ordre d’Hiral

L’étude du paragraphe précédent permet de constater que suivant ’ordre d’Hirail, nous
avons

(o) <(ay ) <(apq) et (a_ ) <(ag) <(aqq).

ce qui est schématisé par le diagramme suivant :

(at+)
/ \
(ar-) (a2
/

.

(a__

Nous allons définir un automorphisme de q qui renverse l'ordre d’Hirai, c’est-a-dire
transforme les sous-espaces de Cartan déployés en sous-espaces de Cartan compacts et
vice versa. En particulier, cet automorphisme ne s’exprime pas comme ’action adjointe

d’un élément de H.
q q
w 01Y . 0 1|Y
Z 10 —-Z10

Soit
L’automorphisme w est une involution H-équivariante de q.

Remarque 2.1.1. On a
1. pour (X, X") € ¢% on a [@(X),w(X")] = —[X, X'].

2. pour (X, X') € hxq, on a [X,w(X")] = w([X,X']), ceci provenant de la H-
équivariance de w.

0 1
o]
3. w(ayy)=0a__ w(ay_)=a_ etw(ay) = Ad T ag,
o 10 4
0 T —T@
et plus précisément, pour X,y = p— € ay, on a
0 T 0
HE
w(XTg) = Ad XgT
) O 1 0 )
0 —1

Ainsi, comme l'automorphisme w est H-équivariant, il laisse stable car(q) et renverse
I'ordre d” Hirai.
Précisons I'action de w sur A(gc, ac) pour a € car(q).

Lemme 2.1.3. Soit a un sous-espace de Cartan.
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1. Pour o € A(gc, ac), alors o w € A(ge, w(a)c).
2. Pour a € A(gc, ac), alors hpow = —10(hy,).

Preuve :

1. Soit X, € g5. Ainsi pour X € a, on a
[X, X3] = a(X) X

[0}

et
(X, X9 = a(X) XD

[0

Donc
[@(X), X —1w(X3)] = wa(X)(X) — ww(X7)).

Donc pour tout X dans a, on a
[X, X —1w(X3)] = 10 0 w(X)(X] — 1w (X3)).
Par conséquent 1o w € A(ge, w(a)c).
2. On remarque que w o w X w = —w. Donc w(h,, X) = a(X) implique que
w(—1w(hy), (X)) =1x(X),VX € a.
Soit
w(—1w(hy), X) =1wow(X),VX €a
et donc hypow = —tw(hy). O

2.2 Orbites semi-simples

Nous allons décrire maintenant les orbites semi-simples de q sous 'action de H a 'aide
de polynomes de Clqc]He.

0Y
Pour X = (7‘7) € ¢, on pose

Q(X) = %tr(XQ) =tr(YZ) = w(X, X),

S(X) =det(X) = det(YZ)

et
So = Q2 — 485

Les paires {Q, S} ou {Q, Sy} forment une base de 'algebre C[qc]?c. Nous notons Y la
fonction d’Heaviside. Nous posons

§ =2 (7500 /]S

de telle sorte que 6% = Sy et nous définissons
Q+9
u=="" et v=-"-—
2 2
Les fonctions u et v sont H-invariantes.

Pour z € C, on définit la fonction y/z par v/z = €28 i 2 € C — R_ et /z = 1\/]7]
sizeR_.
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Lemme 2.2.1. 1. Soit X = (g g) un élément de q**. Alors Sp(YZ) =

{u(X),v(X)}. Les valeurs propres de X sont {£+/u(X), £/v(X)}.

2. Lorbite H - < g }(; ) dépend uniquement des valeurs propres de Y Z et on a la

bijection suivante :

{H-Orbites semi-simples de q} —  R?
O=H-X —  (Q(X),S(X))

3. Nous notons ~ la relation d’équivalence sur C* qui identifie les couples (x,y) et
(y,x). Alors Uapplication

{H-Orbites semi-simples de q} —  C?*/ ~
O=H-X — (w(X),v(X))

est injective et d’image (R* U {(\,A); A € C—R})/ ~.

0lY
Z |0
de Cartan et par le lemme 2.1.1, il est conjugué a un élément de a €< car(q) >. Par
ailleurs, les valeurs propres de Y Z sont les racines du polynéme z? — Q(X) x + S(X)
c’est-a-dire {u(X), v(X)}.

Or toute H- orbite semi-simple rencontre a €< car(q) > et les fonctions considérées
sont H-invariantes. Ainsi, le lemme découle de la description de a; 4, a1 _,a__ et as,
'injectivité des applications se déduit de 1'étude de Wy (a) pour a €< car(q) > donnée
dans le lemme 2.1.2. [J

Preuve : Soit X = < ) € q%. L’élément X appartient donc a un sous-espace

Remarque 2.2.1. Soit X € g°*°.
1. Alors X est conjugué sous H a un élément de
(a) ay+ siu(X) >0 etv(X)>0,
(b) ar _ siu(X)v(X) <0,
(c) a__ siu(X)<0etv(X)<O0,
(d) ay siu(X) et v(X) sont dans C — R* et dans ce cas, on a u(X) = v(X).

2. Soit a un sous-espace de Cartan contenant X. On note *aq et £as les racines de
a de multiplicité 1 et 31, £, les racines de multiplicité 2. On a alors :

Q) = AR ),
s(x) = LS xx),

So(X) = 51(X)252(X)2 = (u(X) — U(X))Q-

5(X) = |61(X)P2(X)|  sia est H-conjugué d ay ,a, _ oua_ _
| YB(X)B(X)|  sia est H-conjugué d ag

3. q'¢9 = {X € q,S(X)So(X) # 0}
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2.3 Points semi-réguliers

Les distributions propres invariantes et les intégrales orbitales sont des fonctions H-
invariantes de classe C* sur q"“Y. Pour étudier ces objets au voisinage des points de q—q"*,
nous nous inspirons de la méthode de descente d’Harish-Chandra qui consiste a ramener
cette étude a celle d’objets de méme type définis sur des espaces symétriques plus petits
construits a partir des centralisateurs des points semi-réguliers.

On rappelle qu'un élément semi-régulier est un élément de g*° qui se trouve dans
I'intersection d’exactement deux sous-espaces de Cartan. De facon équivalente c’est un
élément d’un sous-espace de Cartan qui annule exactement une racine positive.

Ainsi, tout point semi-régulier est conjugué par H a un élément de ay y Nay _, ay N
a_ ., 4 4+ M as ou a_ M as.

Pour a € car(q), on rappelle que A(gc, ac)™ est constitué de deux racines de multipli-
cité 1 qui sont fortement orthogonales et de deux racines de multiplicité 2, orthogonales
mais non fortement orthogonales. Ces différences entre racines de multiplicité 1 et racines
de multiplicité 2 interviennent dans ’étude des centralisateurs des points semi-réguliers
et seront essentielles lors de 1’étude des distributions propres invariantes .

2.3.1 Points semi-réguliers annulés par une racine de multiplicité un

Nous allons construire dans cette partie une paire symétrique (m, m N h) telle que, si
X € g% est annulé par une racine de multiplicité 1 alors X est H-conjugué a un élément
de mnNg.

Nous rappelons que les racines positives de a; . sont notées oy = 2u;, oy =
2ug, 1 =wu —ug, P2 =us+ up.
10
0 0 0
Soit Hy = 0 = Lha, et Hy = k(H;) = 1h,, les coracines respecti-
0 0 0
vement de a; et am.
Ainsi
RHl =04 4 N a4 — RW(Hl) =a_ N a_ +
RI{,(Hl) =0y 4 N a_ 4+ Rw o /{(H1> =a_ _ N ay —.
On pose
a 0| x 0
0 b |0
31:59([{1): r 0 a ?0/ ;a’abvcwray?ZER
0 = 0 ¢
b 0 |y O
= saln(H) = { | ot | st R { = n(n)
32 = 3g\R 1)) — > 0 c 0 ;@,0,C,2,Y, 2 = R{31
0 =z 0 a
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Les algebres 31 et 32 sont réductives et o-stables. Pour j = 1,2, on note ¢; le centre de
3;- On a alors :

a 000
aNbh=cnNh= 8 8 2 8 ;a,b € R ¢;=c¢;NhdRH,.
00 |0%b
On définit alors I'espace m par
m =31 + 3.

Par ce qui précede, on a m = ¢; N h D [31,31] D [32,32] avec

0 O 0 0
—c 0
[31a31]:{ 00 0 g ,y,z,cGR}
0 =z 0 ¢

et
[32,32] = K(([31,31])

Pour conserver la symétrie des espaces, on pose

00|00
01|00
A=10T00 my = RA; @ [31,31] et my = rk(my)
00|01
de sorte que
m=m; G my
Lemme 2.3.1. 1. Les algébres my et my sont réductives, o-stables et [my, my] = {0},

2. Pour j = 1,2 la paire symétrique (m;,m; N h) est isomorphe a (gl(2,R), gl(1,R) x
gl(1,R)),

3. m est une sous-algebre de Lie o-stable de g de dimension 8 et la paire symétrique
(m,mNb) est le produit de deux paires symétriques de rang un, chacune isomorphe
a (gl(2,R), gl(1,R) x gl(1,R)), que l'on peut permuter a l'aide de k. En particulier,
la paire symétrique (m,m N h) est de rang 2.

Preuve : Les algebres 31 et 32 sont réductives et o-stables et les éléments A; et As
sont centraux dans m donc m; et my sont réductives et o-stables. Les racines de a; 4
étant réelles, on a 31 = 3q(a11) @ (g5, N9 S g5, No)et [31,31] C (g5, N g g5, Ng)
Comme les racines a; et ap sont fortement orthogonales et que les éléments A; et k(A;)
sont centraux dans m, on obtient [my, my] = {0}.

Les deux autres assertions sont immédiates. L.

Pour (a,b, c,d) € R?, on note

a
5 b 0

diag(a,b,c,d) =
c 0
0 0 d
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0
10|
0
1

On rappelle que k = Ad(K) avec K = 1
0 !
Lemme 2.3.2. Soit N = Ng(mnNq).

1. Ona N =N°UKN? avec N = {diag(a,b,c,d);a,b,c,d € R*}.

2. Soithe€ H et X € mNq tels que So(X) #0 et h- X € mNgq, alors h € N. ( Le
polynome Sy € C[q]* est défini dans le paragraphe 2.2).

3. S X emnq™ alors Zy(X) = {diag(c, 5, a, B); o, f € R*}.

Preuve : Pour D € GL(4,R) une matrice diagonale, on a immédiatement D € N et
KD e N.

Soient h = ( ,(;1 g ) avec A, B € GL(2,R) telle que pour X € mNq on ait h- X =
xz 0

X' €mngq. On écrit X =

. Ainsi, on

Donc

Si de plus Sp(X) # 0 alors xz # yt, ainsi on a aussi 2’2" # y't’. Deux cas se présentent.

Premier cas : si xz = 2’2 et yt = y't’, alors A et B sont diagonales, donc h est
diagonale.

Deuzieme cas : si xz = y't’ et yt = 2’2, alors ( ? (1) > A et ( ? (1) > B sont diago-

nales, donc Kh est diagonale.

On obtient ainsi les assertions 1. et 2.

Si de plus h.X = X alors le premier cas implique que A € N°. On en déduit facilement
I’assertion 3. [J

Lemme 2.3.3. La famille < car(m Nq) >= {a;,ay _,a_,,a__} est une famille
représentative des classes de conjugaison sous N° des sous-espaces de Cartan de mNq.

Preuve : D’apres ([29], Partie I, chapitre 1, lemme 3), on a m N g* = m*. Ainsi,
comme (m,m N bh) est de rang 2, tout sous-espace de Cartan de g contenu dans m N q
est un sous-espace de Cartan de m N q et tout sous-espace de Cartan de m N q est un
sous-espace de Cartan de q.

Soit a un sous-espace de Cartan de m N q. Il existe h € H tel que

h-ae<car(q) > .

Maintenant, par le deuxiéme point de la remarque 2.2.1, le polynome Sy € Clg] ne
prend que des valeurs positives sur mNq® et des valeurs négatives sur as. On obtient donc
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h-ae€{a;,a;_,a__}. Par Passertion 2. du lemme 2.3.2 on obtient h € N° U KN°.
Comme k = Ad(K) et a_ 1 = k(ay _), on en déduit le résultat voulu. O

Remarque 2.3.1. 1. mNq™ ={X € (mNq)"; Se(X) # 0}.

2. Soit X € mNq. Pouri € {1,2}, on note X; la projection de X sur m; N q. Nous
TEMarquons que

{u(X),v(X)} ={Q(X1), Q(X2)}
et
Q(X) = Q(X1) + Q(Xz) S(X) = Q(X1)Q(X2).

Ces propriétés joueront un role important lors de [’étude des intégrales orbitales et
des distributions propres invariantes sur .

2.3.2 Eléments semi-réguliers annulés par une racine de multiplicité deux

10
0 1o
On note H; = 70 la coracine de B2. Ainsi on a RH3 = a; y Nay et
01|
Ly o
Rw(Hs) =a__Nw(ag) = 5 (agMa__).
N

Ainsi, tout élément semi-régulier annulé par une racine de multiplicité 2 est H-conjugué
a un élément de RH3 ou de Rew(Hj).

1 = (@ (Hy) = {(_—f‘;‘%) ABegB).

Soient c3 et ¢4 les centres respectifs de 33 et 34. On a donc : 33 = c3 @ [33,33] et
34 = €4 D [34,34], avec

On pose

et

C3 = RI4@RH3 et ¢y :RI4@RW(H3>,

[33,33] = {(%) ;o tr(A)=tr(Y) = 0}
34.34] = {(_—é‘%) Ctr(A) = tr(Y) = 0} ,

Par suite, nous avons les isomorphismes de paires symétriques suivants :
(135, 33), [33, 3] N ) = (s[(Q,R) x sl(2,R), diag(sl(2,R) x 5[(2,R))) ~ 51(2,R)
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par l'application ( é Z > - (A+Y,A-Y)et

([34734]7 [34,34] N h) = (5[(27 C)75[(27]R))

; o AlY
par 'application (_—Y‘T) — A+4Y.

On aq = 33Nq® 34N q. Cette somme directe permet de voir que 'on ne peut
pas effectuer de réduction a un espace plus petit comme au paragraphe précédent. Les
espaces vectoriels 33 N q et 34 N g ne sont pas conjugués sous H mais on remarque que
w(33 N q) = 34 N g. Ainsi I"étude sur 33 N q suffira pour comprendre les phénomenes au
voisinage de tous les éléments semi-réguliers annulés par une racine de multiplicité deux.

Iry| O
0|—1I

Lemme 2.3.4. Soit N3 = Ng(33Nq).

1. On a N3 = NJU KN} avecN§:{<gl 2);A€GL(2,R)}.

2. La famille < car(33Nq) >= {ay 4, a2} est une famille représentative des classes de
conjugaison sous N3 des sous-espaces de Cartan de 33N q.

A0
0lA

Si h = (%‘%) € N3 alors pour tout Y € GL(2,R), on a AYB™! = BYA™! et
donc la matrice P = B™' A vérifie PY P =Y pour tout Y € GL(2,R). En appliquant ceci
ayY = (é 8),puiséY: (8 ?) on obtient P = (601 602 ) avec €; = £1. Comme
A = BP, la relation AY B™! = BY A~! pour tout Y € GL(2,R) donne le premier point.

Soit a un sous-espace de Cartan de 33N q. Il existe h € H tel que h-a €< car(q) >.
Comme le polynome S prend des valeurs positives sur 33 N q et des valeurs négatives sur
ay_,onah-aa,_. Maintenant, si h - a = a_ _, par un raisonnement analogue a ce
qui précede, il existerait P € GL(2,R) telle que pour toute matrice diagonale D 1'on ait
PDP = —D ce qui n’est pas possible. Ainsi on a h.a € {a; 1, a;}. Par suite a et h.a
sont deux sous-espaces de Cartan H- conjugués de 33 N q, il existe donc h; € N3 tel que
hi-a=h-a. Onaalors hih™' € Ny(h-a) et donc par le lemme 2.1.2 on obtient h € Ns.
OJ

On note K = ( ) et & = Ad(K) de telle sorte que &|q = —Id|q.

Preuve : Si h = ( ) alors on a immédiatement h € N3 et Kh € Ns.

3 Généralisation de certains résultats sur les
intégrales orbitales en rang un

Nous rappelons tout d’abord des résultats d’Harish-Chandra concernant I'intégration
sur les fibres. On trouve la démonstration de ces résultats dans le lemme 1 du chapitre 2
premiere partie de [29] ou dans le chapitre 3 page 192 de [9]

Proposition 3.0.1. Soient M et N deux variétés C° de dimension m et n. Soit ¢ :
M — N une submersion de classe C* surjective de M sur N. Soient wy (resp. wy) une
m-forme (resp. n-forme) de classe C*° sur M (resp. N ) non nulle en tout point. On note
s et pyn les mesures de Radon positives respectivement sur Met N associées .
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Alors a tout f dans D(M) on peut associer de maniére unique une fonction . (f) de
D(N) telle que

/Mf-FogbdpM :/Nw*(f)quN ,VF € D(N). (2)

1. Soit y dans N. Il existe une unique mesure de radon positive i, telle que

be()y) = /¢1< )fduy-

Ceci est appelé I'intégration sur les fibres.

2. L’application 1, est une application linéaire continue surjective de CL(M) dans
CI(N), pour 0 <r < oo et de D(M) dans D(N).

3. La relation (2) est vraie si F' est localement intégrable pour py.

4. L’application v, se prolonge aux fonctions py-intégrables f et dans ce cas . (f) est
définie presque partout et uy-intégrable. La relation (2) est encore vraie.
De plus si f est a support compact, alors V.(f) est C® sur tout ouvert Q) tel que f
est C* sur =1(Q).

5. Soient D et E des opérateurs différentiels sur M et N compatibles pour ¢ (c’est a
dire que pour tout f dans D(N), D(f o) = (Ef) o). On note E* et D* leurs
adjoints.

Alors E*.(f) = ¥.(D*f).

3.1 Cas d’une forme quadratique

Soient p et ¢ deux entiers de N*. On pose n = p + q.

Soit Q la forme quadratique définie sur R™ par

p q
2 2
Q1 ..., Tp) = g T — g Tiips  T1,eTp €R
i=1 i=1
et considérons la submersion surjective

) R"—{O}—> R
Q.{ O

La proposition précédente permet de définir I'application Q, : D(R™ — {0}) — D(R).

Cette application étudiée par A. Tengstrand dans [25] est appelée fonction moyenne par
J. Faraut dans [10] et notée Mg. Dans toute la suite, nous noterons

D’apres le quatrieme point de la proposition 3.0.1, I’application Mg se prolonge en
une application continue de D(R") dans C*(R*) N L*(R) que I'on notera encore M.

Nous rappelons succinctement les résultats essentiels de Mg(f) pour f € D(R"). On
pourra se référer a ’appendice de [10] ou au chapitre 4 de [9] pour les détails.
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Pour f € D(R™), 'application Mg(f) € C*(R*) N L*(R) vérifie toujours la relation 2
qui s’écrit, pour tout ' € D(R),

/ Fo Q) f(r)dr = /R F(t)Mof(t)dt. (3)

Le comportement de Mg(f)(t) au voisinage de ¢ = 0 se décrit a 1'aide d’une fonction
n définie sur R* qui dépend de la signature (p, ¢) de Q. Cette fonction, appelée ”fonction
singularité” relative a Q, est définie de la maniere suivante (la fonction d’Heaviside est
notée Y) :

t)ts 1
—t)(—t)

Si p et ¢ sont pairs, n(t) = 1sgn(t)tz !

Si p est impair et ¢ est pair, n(t) =Y

Y

-1

|3

t)=Y(

Si p est pair et ¢ est impair, 7(t) (
Si p et ¢ sont impairs, 7(t) =tz log |t|.

Comme dans le chapitre 4 page 204 de [9], on introduit Iespace

Hy = {t € R" = ¢o(t) +n(t)1(t), ¢o,¢1 € D(R)}.

Cet espace est muni d’une topologie limite inductive d’espaces de Fréchet (voir [9] page
205).

Théoreme 3.1.1. (/9], paragraphe 4, théoréme page 205) L’application Mg est une sur-
jection continue de D(R™) dans H,,.

Soit ny,no € N et f une fonction définie sur R" x R™2. Pour x € R™, on note f, la
fonction définie sur R™ par f,(y) = f(z,y) et pour y € R, on note f¥ la fonction définie

sur R™ par f¥(z) = f(z,y).
Soit m € N. Ainsi pour f € D(R™ x R"), il existe deux fonctions ¢q et ¢; définies sur
R™ x R, telles que pour x € R™, on ait (¢g). et (¢1), dans D(R) et

MQf:B(t) :¢0(I7t>+n(t)¢1(xvt>’ Vi € R*.

Le but de cette sous-section est de montrer que ¢y et ¢; sont dans D(R™ x R). Pour
cela, nous reprenons les arguments développés dans le paragraphe 4 de [9] pour étudier
la régularité en x des fonctions (¢g), et (¢1)q.

Introduisons la submersion surjective suivante :
o { R™ x (R* - {0}) — R™xR
‘ (z,y) = (2, Q(y))
Lemme 3.1.1. 1. L’application G, se prolonge auz fonctions de D(R™ x R™) et pour
f €DR™ xR") et (z,t) € R™ x R*, on a G.(f)(z,t) = Mof.(t).
2. Pour iy, i, ...,1, dans N, x € R™ et t € R*, on a

O O Mottt = Mg (( AR f)m ) (t).

oz Oxim ozt Ozl
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Preuve : La premiere assertion découle de la définition et des propriétés de Mg
rappelées au début de ce paragraphe.

Pour prouver le deuxiéme point, il suffit de montrer que, pour tout i € {1,...,m}, on

0 0
Ox; =Me (<5$zf)x) .

Soit e; le ieme vecteur de la base canonique de R™. Soit z € R™. On introduit la suite de
fonctions

fr= k(fH%ei — fz) € D(R").

Montrons que la suite de fonction { fy}ren+ converge vers (% f) dans D(R™), muni de
sa topologie usuelle de limite inductive d’espaces de Fréchet. ’
Les supports des fonctions f; et (8%1_ f) sont inclus dans un méme compact qui est

supp(f)+ 10, 1]e;. D’autre part, pour ji, ja, ..., j, dans N, on a grace a l’inégalité de Taylor

oyl "oyt oyl oyl \\0xi” ) )\ T 2k Moyl oyl 3552

Ainsi toutes les dérivées par rapport a yi, o, ..., y, de fr convergent umformement vers
celles de (% f>x. Par conséquent la suite de fonctions {f }ren+ converge vers (i f)x

ox;
dans D(R").
Grace au théoreme 3.1.1 qui donne la continuité de 'application Mg, on a

0
- (2))

Par ailleurs pour ¢t € R*, on a

Mofilt) = k(Mofy, 1., (t) — Mofu(t)).

ce qui permet d’obtenir
0
lim Mofi(t) = 5 ~Mofa(t).

k—+4o00

On obtient donc le résultat voulu. O

Le comportement de la fonction (z,t) — Mg f.(t) au voisinage de ¢ = 0 se déduit du
comportement asymptotique en 400 de sa transformée de Fourier partielle en t. Celle-ci
apparait au travers de la relation suivante qui découle de la relation (2 ) :

[ e gy = [ ot ()t = FM )N,
n R

Ceci nous permet d’établir le résultat suivant :

Lemme 3.1.2. Soit f dans D(R™ x R"™). Pour tout N dans N, il existe une fonction
pn(x, ) définie sur R™ x R* et une constante strictement positive Cy mdependante de
et A telles que pour tout x dans R™ et A dans R*, on ait |py(z, N)| < \/\IN“ et

N

(3 (o (IR £e(0) ).

e—@%(p—q)sgn(/\)

M) = [ ™90 gy = g
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Preuve : Grace au lemme page 203 de [9] on a :

-5 (p—q)sgn(X) -
[ e gy =5 [ @ i
n |2)\|2 R™

En appliquant la formule de Taylor & la fonction ¢ — e, on a pour tout £ € R" et A € R*

Q&)

FL) e S —Z (e AT QU F(LE) + Rule NF(L)(E)

ﬂ'Q N+1
avec |Ry (&, \)] < %

Par ailleurs on a
[ (a0 A ()€ = (00)£(0)

On obtient l'expression voulue en prenant py(z,A) = [p. Ry (& AN)F(f2)(€)dE, pour
r € R™ et A € R*.

Pour conclure, il suffit de majorer QN F(f.)(€)|d¢ indépendamment de z.
R

Soient R, T € R’ tels que supp(f) C B(0, R) x [=T;T)".
Soit y une fonction positive a support compact et égale a 1 sur [—T;T|".
Soit Py le polynome défini par Py (&, ,&) = (& 4+ - + )V +£2) -+ (1 + &2).
Ainsi on a la relation

Pe(O)F(1.)(€) = F (PN (ii, . ) fx) ©).

v Oy "um OYn

D’autre part, pour tout £ dans R"™ et pour tout x dans R™, on a

1 0 1 1 0
'7<PN <%8_yl’ 227T5yn) fa:) (5)‘_‘PN (%8_%’ QZﬂayn) fH X An.

Donc

it (€ -+ + VA4 &) (L+)F(£)(E)]
[ Q@ F @)l < / n e

P (§)IF (f2)(8)] .
/Rn (1+€%)(1+§£)d6§AN7T .

Cette majoration acheve la preuve .

dé =

O

Nous rappelons la généralisation suivante du théoreme de Borel.

Lemme 3.1.3. ([17] Theorem 1.2.6) Soit k € N*. Soient {¢n}acnt des fonctions de
D(R™) dont les supports sont inclus dans un méme compact. Alors il existe ¢ dans D(R™ x
R*) telle que :
aagb k m
%(yvo) - (rba(y)vva eN Y € R™.
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Preuve : La preuve est donnée pour k = 1 dans le théoreme 1.2.6 de [17].

Le résultat s’obtient ensuite par récurrence sur k. Supposons que la proposition soit
vraie pour k quelconque. Montrons la pour k + 1. Soient {dq }aent+1 des fonctions de
D(R™) dont les supports sont inclus dans un méme compact. Soit K € R* tel que le
support de toutes ces fonctions soit inclus dans [—K; K|™. Pour tout [ € N, grace a
I’hypothese de récurrence, il existe 1, € D(R™ x R*) telle que

0%y

W(y’ 0) = ¢y (y), V3 € NF y € R™.

Montrons que 1’on peut supposer que toutes les fonctions {9 },en sont a support dans
le méme compact.
Soit x1 dans D(R™) telle que cette fonction soit a support dans [—2K;2K]™ et soit
égale & 1 sur [—K; K]™. Soit x, dans D(R¥) telle que cette fonction soit & support
dans [—1;1]% et soit égale & 1 sur [—3;3]". Ainsi on peut considérer les fonctions
(y,t) — x1(y)x2()éi(y,t) au lieu de ¢, car elles vérifient les mémes relations de

dérivation et sont toutes & support dans [—2K,2K]™ x [—1;1]*.

Grace au cas k = 1, il existe ¢ € D(R™* x R) telle que pour tout [ € N, y € R™ et
t1,....,tr € R, on ait
oo

atl—(yath 7tk70) = wl(yvtlv 7tk‘)
k+1

Par conséquent, pour o € N¥*! et y € R™, on a

o 9 PR o g,
— 0,..0,0) = (0, ...0) = du(y).
o o o & 000 = G (3:0.-.0) = daly)

0.

Théoréme 3.1.2. Pour toute fonction f dans D(R™ xR™), il existe ¢g et ¢1 dans D(R™ x
R) telles que, pour t dans R* et x dans R™, on ait

MQfoc(t) - ¢0($at) + 77(15)6151(55’ t)v

et
8k¢1 CW% k
avec
c=(=1)% pour q pair,
c=(—=1)% pour p pair et q impair
(- : . . .
¢ = “——— pour p impair et q IMpair.
Preuve : Soit f € D(R™xR™). On pose ¢p(x) = W%(@Q)kfx@), ou la constante

c est donné dans I'énoncé du théoreme. Ce sont des fonctions de D(R™) dont les supports
sont tous inclus dans le méme compact.
Soit N € N. Nous allons d’abord montrer que la fonction

N

(2, t) = Mofu(t) = n(t) Y du(2)t"

k=0
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peut se prolonger en une fonction de C¥(R™ x R).

Soit @ € D(R), égale a 1 au voisinage de 0. On pose pour tout z € R™ et t € R*,

¢N(I7 t) = MQf:c<t) - 77(15)04(15) Z ¢k(I)tk
k=0
On a alors :
Mo fo(t) = n(t) > dr(x)th — by (a,t) = (1= a(t))n(t) > dn(x)t".

L’expression de droite de cette égalité se prolonge en une fonction de C>*(R™ x R).
Ainsi, pour obtenir le résultat voulu, il suffit de montrer que ¥y est dans C¥ (R™ x R).

Par le lemme 3.1.1, on a ¥y € CY(R™ x R*). Par ailleurs, on a (¢n), € LY(R).
Pour obtenir la régularité de (/). en t = 0, on étudie le comportement en l'infini de sa
transformée de Fourier F((¢n).).

Montrons qu’il existe un réel Ey tel que pour tout x € R™ et A € R*, on ait

En
FmIO < e

Comme dans [9] p 206, on remarque que, pour [ et k deux entiers tels que [ > k + %,

la fonction ¢ +— j—tll((l — a(t))t*n(t)) est une fonction intégrable sur R. Ainsi, pour k €

{0, ..., N}, la transformée de Fourier de la distribution ¢ — (1 — «(#))t*n(t) est, en dehors
de 0, une fonction g; localement intégrable sur R* et il existe un réel Ay tel que, pour
tout k € {0, ..., N} et pour tout A € R*, on ait

An
lgk(M)| < DY
Revenons a I'étude de F((¢¥n)z).

Pour tout = dans R™ et ¢ € D(R*), on a

/R F(()e) Vp(\)dA = / F(Maf)(NeNdA -3 é(a) / F(n(t)tFat)) (A)p(A)dA

= [ FOLLIWeir =Y o) [ ntitalnF ()0t

Par lexpression de F(Mgf,)(A) du lemme 3.1.2, on obtient

/R F((x)a) (N p(A)dA

1 (P—a)sgn(N)

= P (@, A)p(A)dA

AT + K)o (a) [
R

o (8o DY KA ST

k=0
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N N

()t (a(t) = 1 F (o) (t)dt — Zék(x)/n(t)tk}"(@)(t)dt

k=0 R k=0 R
N T T
4R (2 +k ) () e—v1(P—a)sgn(N) e~ 1 (P—a)sgn(N)
= Nd\+ | ———— S N)E(AN)dA
= e T e [t )
N
3 o) / e NeVIA — 3 i) / (O F () (t)dt.
k=0 R k=0 R

Grace a la proposition page 206 de [9], on a

41 (2 4+ K —1 % (p—q)sgn(N)
G+~ / € G(N)dA.
R

[ nrF e = T

ez (Sum)k
On obtient ainsi pour tout ¢ de D(R*)
N

et (P—a)sgn(N)
/R F((n)a) NN dA = / T (@ NeNdA — 3 () / G\ o(N)dA,

2212 k=0 R

Par suite, pour tout x € R™ et A € R*, on a I’égalité
N
F(n)e)(N) = px (2, ) = > () gu(N)
k=0

Par le lemme 3.1.2, en posant Ey = Cy + AN(Z]kV:() l|oklloo), o0 a la relation suivante,
pour tout x € R™ et A € R* :

F (I < (5)

- Soient ji,...J,, des entiers positifs. On applique ce qui précede en remplagant f, par
;;%1 (,;9; J:Zn fz. On obtient alors qu’il existe un réel E% 7™ indépendant de x et ¢ tel que

pour x dans R™ et ¢t dans R*, on ait

a] 1 8] m E’] 1yeeedm

|f(aggj11 Fn ——(¥n))(A)] < W (6)

Ainsi, par les propriétés de la transformation de Fourier, la fonction ¢y se prolonge en
une fonction de CV(R™ x R). Donc la fonction (x,t) — Mg f,(t) — n(t) Z,]::O dr(2)th est
aussi dans CV(R™ x R).

Maintenant concluons.

Par le lemme 3.1.3, il existe une fonction ¢ de D(R™ x R) telle que, pour tout x € R™

)

S (2,0) = Mou(e).

Soit N un entier positif. Pour tout = dans R™ et ¢ dans R*, on a :
Mg fo(t) — n(t)o(z,1)
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N tk 1 aN+1 1 — N
= Mo f.(t) Za_(b U(t)tNH . atN:f(xvtu)( NQ'L) du
k=0
N 1 9N+1 1 — )V
= (MQf:c(t) — () Zﬁbk(x)tk) o n(t)tNH 0 athlb(:p,tu)( N:L) du.
k=0

Par ce qui précede, les deux termes de cette somme sont dans CY (R™ x R).
Ainsi la fonction (x,t) — Mg f.(t) — n(t)¢(z,t) est dans CV(R™ x R) pour tout entier N,
donc dans C*(R™ x R), avec

n
2

ok C
a0 = T + k)

3

(0Q)" £.(0).

De plus grace au lemme 3.1.1, la fonction (z,t) — Mgf,(t) est a support borné tout
comme la fonction (x,t) — n(t)¢(x,t), donc la fonction (z,t) — Mg f.(t) — n(t)p(z,t)
est dans D(R™ x R). O

Soit H;" 'espace des fonctions de R™ x R* dans R défini par

HI = {(2,1) = do(2, 1) + 1)1 (5,1); b0, dn € DR™ x R)}.
Théoreme 3.1.3. L’application

{ DR™ xR") —  H»
f = (l’,t) = MQfx(t)

est surjective.

Preuve : Soient ¢g, ¢; dans D(R™ x R).
Par le lemme 3.1.3, il existe g dans D(R™ x R") telle que :
AT(% + k) 0"y

cm? otk

(0Q)*g(x,0) = (,0).

ol c est la constante dépendant de la signature de Q définie dans le théoreme 3.1.2.
Par la relation (4) du théoreme 3.1.2 il existe ¢y et 1; dans D(R™ x R) telles que
pour x dans R™ et t # 0,

k k
Mog. (1) = (e, 1) + n(tpa(e 1), avee SV, 0) = S0, 0)

On a donc pour x dans R™ et t # 0,
Maga(t) — ¢o(x,t) — n(t)¢1(x,t) = Yo(x,t) +n(t)vr(x,t) — ¢o(x,t) — n(t)d1(z, ).

On pose pour x dans R™ et t # 0, h(z,t) = ¢y (x,t) — ¢1(x,t) de telle sorte que

okh

a0+ |
Ainsi la fonction (z,t) — n(t)h(x,t) appartient a D(R™ x R) et donc la fonction
(x,t) — Mgg.(t) — ¢o(z,t) —n(t)o 1(m t) se prolonge en une fonction de D(R™ x R).

x,0) = 0, pour tout entier positif k
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On rappelle que Papplication G, : D(R™ x (R™ — {0}) — D(R™ x R) définie par
G.(f)(x,t) = Mo(f.)(t) est surjective. Il existe donc u dans D(R™ x (R™ — {0})) telle
que pour tout x dans R™ et ¢ dans R,

Moug(t) = Moga(t) — go(x,t) — n(t)or(z, 1),

On obtient alors le résultat voulu. O

3.2 Cas de deux formes quadratiques

Nous allons généraliser les résultats obtenus dans la sous-section précédente a la si-
tuation suivante.
Soient py, ps, q1 et gz des entiers de N*. On pose ny = p1 + ¢1 et ng = ps + qo.

Soient Q; la forme quadratique définie sur R™ par

Q1(x1, ..oy Tpy) E a: — E ZEH_pl, X1,y Ty €ER

et O, la forme quadratique définie sur R”2 par

q2
Q ylv' 7yn2 Zyz Zyi2+p27 Y15 -+ Yno cR.

i=1
On considere 'application
H‘{RMXR"? — R?

La restriction H|Rn1_{o}an2_{0} est une surjection submersive de R™ — {0} x R"> — {0}
dans R?. Par la proposition 3.0.1, lapplication H, se prolonge en une application Mg, g,
de D(R™ x R"2) dans C*(R* x R*) N L} (R?). Pour f € D(R™ x R"2) la fonction Mg, o, f
vérifie, pour tout F' € D(R?), la relation suivante

/ FoH(z,y)f(x,y)dzdy = / F(ty,t2) Mo, o, f(t1,t2)dt dts. (7)
n ywR"2 R2
Pour i € {1,2} on pose 7; la ”fonction singularité” relative a Q;.
Lemme 3.2.1. Soit f € D(R™ x R"2). Alors pour (t1,t3) € R* x R*, on a
MQ1((MQ2fI)t2)(t1) = MQQ((MQ1fy)t1)(t2) = MQLsz(tl?tQ)'

Preuve : La relation 7 assure que, pour tout F' € D(R?), on a les égalités suivantes :

| Pttt Moy .t ta)dndty = [ F(Qua), Qalu))f )y =

R xR™2

/Rnl/RF<Q1(93)7tQ)MQQfx(tz)dth:B:/ F(tl’tQ)MQI((Mngx)t2)<t1)dt1dt2,

R2
Ces égalités étant vraies pour toute fonction F de D(R?), on obtient

MQ1((MQ2fx)t2)(t1) = MQ1,Q2f(t17t2)'

De méme, on montre que

MQ2(<MQ1fy)t1>(t2) = MQthf(tl’t?)' O
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Théoréme 3.2.1. Pour f € D(R™ x R"), il existe des fonctions 1o, 11, 0s et 13 dans
D(R?) telles que pour (t1,ts) € R* x R*, on ait

Mg, 0, f(t1,ta) = Yo(ts, t2) + m(t1)r(tr, ta) + ma(ta)a(ts, ta) + mut)na(t)s(te, ta).

Preuve : Le théoreme 3.1.2 nous donne I'existence de fonctions ¢g et ¢; dans D(R™ x
R) telles que pour (x,t3) € R™ x R*, on ait

Mo, fx(ta) = do(w,t2) + na(ta)ds(x, t2).

Ainsi
Mg, (Mg, f2)")(t1) = Mg, ((¢0)") (t1) + ma(t2) Mo, ((¢1)") (t1).

Grace au théoreme 3.1.2, il existe des fonctions ¢, ¢3, ¢4 et @5 dans D(R?) telles que pour
(t1,t2) € R* x R, on ait

Mo, ((60)™?) (t1) = ¢a(t1, t2) + mi(t1)ds(t1, t2)

et
Mg, ((61)2)(t1) = @alts, ta) + m(t1)¢s(ts, t).

Le lemme 3.2.1 permet de conclure. [l
Soit ‘H,;, », le sous ensemble des fonctions de R* x R* dans R défini par

Hop e = 1(t1,t2) = Yo(te, ta) + mu(t)n (B, ta) + ma(ta)a(ts, t2)

11 (t)n2(ta)s(tr, 2); ho, Y1, 2,105 € D(R?)}.
Proposition 3.2.1. L’application
{ DR™ x R"™) — Moo
/ = (t,t2) = Mo, 0, f(t1,t2)
est surjective.

Preuve : Soient vy, 11,19, et 13 € D(R?)}. Grace au théoreme 3.1.3, il existe f et g
dans D(R™ x R) telles que pour (¢1,t3) € R* x R* on ait

Mg, (f2)(t1) = vo(t, t2) + m(t1)vn(t1, ta)
et
Mg, (9")(t1) = tha(t1, t2) + mu(t1)Ys(ts, ta).

Toujours grace au théoreme 3.1.3, il existe k& € D(R™ x R™) telle que pour (z,t3) €
R™ x R*, on ait
MQQkx(tQ) - f(ﬂf,tQ) + 772<t2)g($7t2)'

Le lemme 3.2.1 permet de conclure. [
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4 Comportement des intégrales orbitales

4.1 Normalisation des intégrales orbitales

L’intégrale orbitale d'une fonction f € D(q) est la fonction définie sur q"*9 comme la
moyenne de f sur chaque orbite H - X pour X € q"%, ceci pour une mesure H-invariante
sur H - X que nous allons maintenant préciser.

Soit p la dimension de . Comme la forme bilinéaire symétrique H-invariante w res-
treinte a q x g est non dégénérée, la densité p donnée sur q par

B, o &) = |det(w(&, &)ig)|2

définit une mesure H-invariante sur q que l’'on note dZ.

Soit X € 4" et a = Z4(X). On note

H:| H ozma|

a€A(ge,ac)™

Par le lemme 1.20 et le théoreme 1.27 de [21], il existe une unique mesure H-invariante
sur H/Zy(X) normalisée de telle sorte que, pour tout f € D(q), 'on ait

1 .
f(2)dz = —/ (/ f(h- X)dh)II(X) dX.
H.a (Wr(a)| Jares H/Zy(X)
On rappelle que la fonction ¢, définie dans le paragraphe 2.2, vérifie

SO =] ] e™'X)] et =S

a€A(ge,ac)t

Définition 4.1.1. Pour f € D(q), on définit son intégrale orbitale sur q"° par

Mu(f)(X) = [6(X)] f(h - X)dh.

H/Zy(X)

La normalisation des intégrales orbitales choisie ci-dessus coincide, a une fonction
localement constante sur q"9 pres, avec celle de J. Faraut dans [10] pour les espaces
hyperboliques et celles de Harish-Chandra pour les algebres de Lie réductives réelles ([29]
partie I, paragraphe 3).

Par ailleurs, nous verrons que la fonction ¢ joue un role essentiel dans le calcul des
composantes radiales des opérateurs différentiels H-invariants a coefficients constants sur
g et la normalisation choisie est particulierement bien adaptée pour I’étude ultérieure des
distributions propres invariantes sur g.

Lemme 4.1.1. (/21] Théoreme 1.23). Soit f € D(q). Alors, pour tout a € car(q), la
fonction My fla™9 est de classe C* et a support borné dans a™9.

Définition 4.1.2. Par le lemme 2.2.1, pour (A1, \y) € R2U {(\,\); A\ € C} il existe une
unique H-orbite semi-simple O(A1, \2) de q telle que pour tout X € O(M, \2), 'on ait
{U(X)>U(X)} = {/\17 /\2}
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Si F est une fonction H-invariante sur q"%9, on définit la fonction Fy, sur (R*)? —diag
et By sur (R*)? par

Fm<t1,t2) = F(X) ou X € O(tl,tz)

0
Fy(7,6) = F(Xy4) 0t Xop = | —— o T

0 T 0
Pour f € D(q), on notera pour simplifier M fn, = (MH(f))m et Mfy = (MH(f))2

Avec les notations précédentes, la formule d’intégration de Weyl s’écrit sous la forme
suivante :

Lemme 4.1.2. Soit ® € L}, .(q)7 et f € D(q). On a la formule d’intégration suivante :

/CID(X)f(X)dX

q

- / (1]@)mltr, to) M fin(ts, ta)dtrdts + 8 / o o (01)a(7.0)Mfa(7,0) (72 + 6%)dbdr.

0>0
Preuve : Avec la normalisation des mesures choisies précédemment
d’intégration de Weyl s’écrit :

/qcp(X)f(X)dX: IWH |/ X)| ] «x)ldx.

ac<car(q aceAt

, la formule

Plagons-nous sur a = a;y. Un élément de ay  séerit Xy, 4, = uiHy + usk(Hy)
Comme la base {Hy, k(H;)} est orthonormale, on obtient donc

1 1
T [ PEOMa(N] TT @Y = 5 [ @00 Mut() (X)) s,

aceAt

Comme les fonctions considérées sont H-invariantes, un simple changement de va-
riables permet d’obtenir

Watay L 2EMa(NEO] ] a0)ldx = 1 —ta|Bun(tr, to) M fin(t1, t2) dtr .

aEAT t1>t2>0

Un raisonnement analogue sur a; _ et a_ _ conduit a

|W @] / X)| H X)ldX = (101 )m(t1, ta) M fin(t1, to)dtrdts.
ac<car mﬂq H aEAT t1>t2
0 ? -
Pour a,, on considere la base Hs et Hy = 0 1 qui est orthogonale
Lo

et de volume 2 pour w. Ainsi, on a

.
L[ e Mu()x)) X)[dX =2 / B(X,.0) My (f) (Xr) 470 (72+6)dr B
|WH(a2)| az a]E;[J" R2
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_ 8/7_ _ o (012)a(r, O Ma(r.0)(* + 6%)drdo
0>0
.

La suite de cette partie est consacrée a I’étude du comportement des intégrales orbitales
My f au voisinage des points semi-réguliers de q.

4.2 Méthode de descente

Nous rappelons tout d’abord des résultats de S. Sano ([23] paragraphe 2) concernant
les décompositions radicielles.

On note 7 la conjugaison de gc relative a la forme réelle g. Soit a € Car(q). On a alors
la décomposition suivante de g¢ :

gc = 3n.(@) Dac®nc o nc = Z as.

a€A(ge,ac)

Il existe une base (7})1<j<12 de ne N h vérifiant les propriétés suivantes : pour tout
j € {1,...12}, il existe o € A(gc,ac)’ telle que Tj = X; + o(X;) ott X; € g€ si a est
réelle ou imaginaire et X; € g5 @ g<- si a est complexe. On pose ¥(T}) = X; — o(X;) si «
est réelle ou complexe et v(T;) = 1(X; — (X)) si a est imaginaire. La famille v(7}) est
alors une base de n¢c N gq.

Si X € a, alors ad(X) induit un morphisme de nc N h dans nc N g. On note
det (ad(X )|g§; ) le déterminant de ad(X) dans la base choisie précédemment. Par un

calcul analogue a celui de S. Sano ([23|proposition 2.1), on obtient alors

‘det (ad(X)[72 )‘:‘ I et

a€A(ge,ac) ™

On considere maintenant [ = mou [ = 33. On a alors car(INg) = {a € car(q),a C [(Nq}.
Si a € car(qN ) on remarque que 3np(a) = 3p(a). On peut décomposer [ de maniere
analogue a gc, ce qui permet d’obtenir

hb=INHh® (rcNbh) et g=INgd (rxcNq),

ou t¢ = Z gS. La famille formée des T} (respectivement (7})) associés &

QEA(QC,%)—A([(C,G(C)
une racine a € A(gc, ac)” — A(lg, ac)t définit une base de vc N h ( respectivement de

tcNq). Si X € a, alors ad(X) induit un morphisme de t¢c N h dans t¢c N g. On note
det (ad(X )|g§igg) son déterminant dans les bases choisies et on a

‘det(ad(X)|q/mq)) - ‘ I1 a(X)me |,

b/INb
QEA(QC,%)+—A([C,UC)+

Lemme 4.2.1. On pose

1Nq={X €1nq, [det(ad(X)[00)| £ 0}
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et on définit
) HxINng — q
v (h,X) — h-X

Alors, l'application ~ est submersive en tout point de H x' [N q.
Preuve. Pour (h,X) € HxINgq, (A, X')ehxlNgetteR ona
v(h exp(tA), X +tX') = Ad(h)(X +tX' +t[A, X] + t*Y)

avec Y € q. Par suite la différentielle de v en un point (h, X)) € H x [N q est donnée par
din,x)yv(A, X') = Ad(h)(X' + [A, X]). Comme [X,[Nbh] ClNget [X,rcNbl CrcNayg,la

discussion précédente donne le lemme. [l

4.3 Etude de My(f) pour f € D(H ‘mnq)

Nous rappelons que N désigne le normalisateur de m N q dans H. Nous souhaitons
exprimer My (f) pour f € D(H-‘mNq) en terme de I'intégrale orbitale My (g) d’une fonc-
tion g € D(‘m N q). Pour cela, nous allons utiliser les résultats d’intégration sur les fibres
de la proposition 3.0.1 relativement a la submersion surjective v : H x'mnNq — H-‘mNq
obtenue dans le paragraphe précédent pour [ =m

Précisons tout d’abord les fibres de . Par le lemme 4.2.1 et la remarque 2.2.1, pour

tout X € mNgq, on a 6*(X) = Sp(X) = ‘det(ad(X)]gémg)‘ et donc'mngq = {X €

mNq; So(X) # 0}. Par le lemme 2.3.2, pour X €' mN g, on a donc
v X) = {(h, k7" - X);h € N}.
et la surjection v, : D(H x'mNq) — D(H -*mNq) est donnée ici par :

V(@) (h - X) /gb “lu-X)du pour h-X € H-'mnNg

Vue la normalisation des intégrales orbitales choisie, pour ¢ € D(H x'm N q) et
h-X € H-mnNgq, on pose :

(@) X) = S X) = 5(X) [ pfhau- X)du
L’application 7, est surjective de D(H x'm N q) sur D(H -* m N q) puisque 7, lest.

Nous notons p la projection de H x'mNq sur ‘mNq qui est une surjection submersive.
Ainsi, par le lemme 3.0.1, pour ¢ € D(H x'mNgq) et X € mNgq,ona

- / 6(h, X)dh
H
et p. est une surjection de D(H x'mNq) dans D(‘'m N q).

L’intégrale orbitale sur mNgq d’une fonction f € D(‘mNq) est définie , pour X € mNq"9,
par :

My(f)(X) = /N e X
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Cette normalisation est compatible avec celle définie en début de paragraphe puisque,
d'une part, Zy(X) = Zy(X) C N par le lemme 2.3.2. et d’autre part, pour tout
a € car(mnq), le systeme de racines A(mg, ac) ne contient que des racines de multipli-
cité un.

On remarque également que 6(X) = [§(X)| pour X €' mNgq.
Proposition 4.3.1. Pour ¢ € D(H x'mNq) et X €emNq", on a

M (m.(0))(X) = My (p.(¢))(X).

Preuve : En utilisant que H et Zy(X) sont unimodulaires, on a :

My (m(6))(X) = 5(X) ($)(h - X)dh — /H/Z /¢ 1y X)dudh

H/Zp(X

/ / / p(hv™ '™ u- v - X)dvdudh

H/Zy(X) IN/Zg(X) J Zg (X

= / / / (v u™t u - X)dvdudh.
H/Zg(X) YN/Zu(X) J Zu(X)

= / / / (hvu™ u - X)dvdidh
H/Zpg(X) JN/Zu(X) J Zu(X)

://N/Z d(hu™t u - X)diudh = My(p.(6))(X). O

Nous allons maintenant exprimer l'intégrale orbitale My (f) pour f € D(m N q) en
terme d’une application moyenne Mg, o,(g) définie dans le paragraphe 3.2 ot g € D(R?)
dépend de f.

On reprend les notations du paragraphe 2.3.1, en particulier, on écrit m = 3; + 32 =
my; @ my. On pose 7y = Zy(H,y) = {diag(a,b,a d) € GL(4,R)} et Zy = k(Z4).
Lemme 4.3.1. St X € mNq" alors, on a les isomorphismes de groupes suivants :
N/ Zy(X) ~ Z,)Zy(X)x Zy) Zy(X) ~ {diag(1,1,1,d);d € R*}x{diag(1,1,¢,1);c € R*}

Preuve : Par le lemme 2.3.2, on a Zg(X) = {diag(a, 5,0, ) € GL(4,R)}. Les
isomorphismes donnés sont alors clairs.  [l.

On note ¢ la forme quadratique définie sur R? par ¢(r,y) = 2* — y? et

O(q) = {hew = (echu shu );e = +1,u € R} le sous-groupe de GL(2,R) qui

shu echu
préserve q.

On définit I'isomorphisme v de R? dans m; N q par

0 0
0 z+vy

de telle sorte que @ oY = gq.
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Lemme 4.3.2. Pour g € D(myNq) et X; € (myNq)", on a

/Z 20 (X )g(u - X1)du = Mgoy(g 0 ) (Q(Xl)).

Preuve : Pour X; € (my Nq)", le groupe Zz (X;1) = {diag(a, 5,c, 3) € GL(4,R)}
est indépendant de X;. On le note (. La formule d’intégration de Weyl sur m; N ¢q assure
que, pour tout F' € D(R), on a

fmlﬁq Fo Q(Xl)g(Xl)Xm = fR+ 2$F($2) fZ1/01 g(u ' w(% 0))dUd$
+ Jo. 20F (=) [, 0, 9(uw - (0, y))didy.

Par ailleurs, on a [ - g(Xi1)F o Q(X1)dX1 = [ g 0 Y(z,y)F(2® - y*)dedy =
Jo Mgoypg o ¥ (t)F(t)dt ce qui donne le résultat voulu. .

De méme, I'application x o v définit un isomorphisme de R? dans m, N q tel que
o ko1 = q et on obtient un résultat similaire sur my N q.
q

Pour g € D(m N q) on définit 'application § sur R? x R? par

g(u,v) = g(Y(w) + ko1 (v))

Corollaire 4.3.1. Pour g€ D(mNq) et X = X; + Xo € (m; &my) N g™, on a

Mo (g)(X) = g(ur - Xy + ug - Xo)diiyduiy = My ,5(Q(X1), Q(X))

/Zl/ZH(X)xZ2/ZH(X)

Preuve : Ceci se déduit immédiatement du lemme précédent et du lemme 3.2.1. [

Corollaire 4.3.2. Soit f € D(H -‘mnNq). Alors, il existe fo € D(R? x R?) a support dans
{(u,v) € R? x R?% q(u) # q(v)}, telle que, pour X = X; + Xo e mNq"%, on ait

My (f)(X) = Myqfo(Q(X1), Q(X2)) + Myqfo(Q(X2), Q(X1))

Preuve : Comme l'application 7, est surjective, il existe ¢ € D(H x'm N q)
telle que f = m.(¢). Par la proposition 4.3.1, pour tout X € mnN ¢, on a
Mu(f)(X) = My@(d)(X) = Myo(pi(¢))(X) + Mpo(p.(9))(k(X)). Le corol-

—~—

laire précédent permet de conclure en prenant fo = p.(¢). O

Par la définition 4.1.2, pour tout (t1,t;) € (R*)? — diag, on note M fu(t1,t2) =
MH(f)(th,tg) ou th,tz E\ mn q vérifie {U(th’tQ),'l}(Xtth)} = {tl, tz}

On introduit alors ’espace de fonctions suivant :
Hy = {(t1, 1) € (R")? — diag — po(tr, t2) + log |t1 |1 (t1, t2)

+log |to|p1(ta, t1) + log [t1]log [t2]a(t1, t2); o, 1, w2 € D(R? — diag);

©o, P2 sont symétriques par rapport aux deux variables}.

Théoréme 4.3.1. 1. Pour tout f € D(H *mnNq), on a Mfn € H;
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2. L’application

est surjective.

Preuve : Soit f € D(H -*m N q). Montrons d’abord que M f, est dans H%.

Par le corollaire 4.3.2, il existe f; € D(R? x R?), & support dans {(u,v) € R? x
R% q(u) # q(v)}, telle que pour X = X + X, € (my dmy) N g™ avec t; = Q(X;) et
tos = Q(Xs), on ait

Mfulty, ta) = Mu(f)(X) = Myqfo(ts, t2) + Mygfo(ta, tr).
Grace au théoreme 3.2.1 et compte-tenu du support de fy, on obtient alors M f, € H%.

Montrons maintenant la surjectivité de I'application.

Soit F' € H%. Il existe € > 0 tel que
|t1 — t2| < \/g:> F(tl,t2> =0.

D’apres la proposition 3.2.1, il existe f € D(R? x R?) tel que pour (t1,t;) € R* x R*, on
ait

Mq,qf(tlvt2) = F<t1a t2)a

soit

Mq,q(g)(tza t1) + Mq,q(g)(tl, ta) = F(t1,t2).

puisque les fonctions considérées sont symétriques par rapport aux deux variables.
Grace au corollaire 4.3.1, la fonction g € D(m N q) définie par g(X; + Xs) =
%f(@b*l(Xl), K o ¢*1(X2)) pour X; € m; N q, vérifie, pour tout X = X; + Xy, e mN g™,

Miog(X) = SMy0f(Q(X), Q(X5)) Myag o w(X) = £ My (QUX), Q(X)).

Ainsi, on obtient

Mpyg(X) = F(Q(Xl)u Q(X2))~

Maintenant, on fixe une fonction x dans D(R) telle que x|[-z.c) =1 et x|r—[-c) = 0.
La fonction (1 — x 0 Sy)g appartient cette fois-ci a D(‘m N q) et vérifie
/\/IN((1 —X©° 50)9) (X) = (1= x((t1 — t2)*)) F(t1, t2) = F(t1,t2),
pour X = X; 4+ X5 tel que Q(X7) = t; et Q(Xy) = to. Par la surjectivité de p,, il existe

¢ € D(H x*mnq) telle que (1 — x 0.Sy)g = p«(¢) et par la proposition 4.3.1 on a
Mp(m () (X) = My (p«(0))(X) = F(t1,t2) ce qui acheve la preuve. [
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4.4 Etude de My(f) pour f € D(H '33Nq)

Maintenant, nous exprimons My (f) pour f € D(H -* 33N q) en terme de 'intégrale
orbitale My, (g) d’une fonction g € D(‘33 N q) ot N3 désigne le normalisateur de 33 N g
dans H.

Notons v3 : H x'33 N q — H."33 N q la submersion surjective obtenue dans le lemme

4.2.1 pour [ = 35. On rappelle (lemme 2.3.4 ) que N5 = NON KNS avec K = ( f2] 0 )

- {(A1) aconom). o

Lemme 4.4.1. 1. On garde les notations du paragraphe 4.2 et pour X € 33Mq, on

pose v3(X) = |det(ad(X)|g§‘;§22)|.

. 01Y
Si X = <7‘T>)€53ﬂq alors on a

v3(X) = 4(trY)?|det(Y)].

En particulier, on a ‘33N q={X = ( 3 ig ) strYdetY # 0}.
. 0]Y )
. Soit (33N q)+ = v ;o (trY)*det(Y) > 0. Alors

H- 3nq=H-(3300)+.

NS

3.8 h-(33Nq)NGsNg)s # 0 alors h € N3.

Preuve :
Par le lemme 4.2.1 et la remarque 2.2.1, pour a €< car(33Nq) > et X € a, on a

vs(X) = ‘ I1 a(X)"e | = 4(trY )2 |detY |

CKEA(QC,G@)J’_*A((jS)C,%)J’_

et I'assertion 1. s’en déduit par densité des éléments semi-simples.

Soit X = < 8 }0/ ) €' 33N4q. Sidet(Y) > 0 alors X € (33N q)4 sinon la matrice

Y possede deux valeurs propres non nulles de signe contraire. En particulier, il existe

P € GL(2,R) telle que PY P! = ( 161 " > avec uyuy < 0. On a alors
2
0 U1l 0
PlOY [0V _ 0 —up
e\\o|P Y[0)) | w o0 ’
0
0 —U2
1 _01 0
ou o = Ad 0 ce qui donne 'assertion 2.
o |0
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Soit X € (33N q)y et h € H tels que h- X € (33Nq)..

Si X est régulier dans q alors, par le lemme 2.3.4, il existe hy € N3 tel que 35(ho-X) = a
avec @ = a4 4 ou a = a;. Comme h - X est également régulier et I'action adjointe d'un
élément de H ne modifie pas la nature réelle ou complexe des racines, il existe h; € Nj
tel que 35(h1h - X) = a. Ainsi, on a hihhy' € Ng(a). Comme X € (33N q)4, le lemme
2.1.2 assure que hlhhgl € N3 et donc h € Nj.
0Y
Y0

égales. Ainsi, la décomposition de Jordan de Y s’écrit sous le forme

Y:<u 0>+Yn,
0 u

ou Y, est une matrice nilpotente et u est un réel non nul.

En notant h = ( 61 g ), la décomposition de Jordan de h - X est alors donnée par

B 0 |[AB™! 0]Y,

Comme h - X est dans 33 qui est une sous algebre de Lie réductive de g, alors grace au
lemme 3 du chapitre 1 de la premiere partie de [29], la décomposition précédente est la
0 |AB™!
BAT'| 0
Ainsi, on a AB™! = BA™!. Par suite, il existe P dans GL(2,R) et €1, e, dans {£1}

Si X n’est pas régulier, on écrit X = < et les deux valeurs propres de Y sont

décomposition de Jordan de h - X dans 33 et donc u ( est dans 3.

tels que
apt=p( < 0 pn
0 9 '
Ainsi
0 AV A-LP ( 501 0 ) p-1
heX = . c2
P < £1 ) PlAY A1 0
0 €9

Comme h - X est dans (33 N q), alors

&1 0

0 < det(AYA'P (
0 €9

) Pl = e155 det(Y).

Comme X € (33N q)4, on a det(Y) > 0 et donc €1 = £5. On obtient alors A € N3, d’ou
I’assertion 3. [

Remarque 4.4.1. Pour X = ( 3 }(; > €33MN4q, ona

Q(X) = (trY)* — 2detY, S(X) = (detY)?, So(X) = (trY)*((trY)* — 4detY)
On obtient donc

0]y
(3sNg) ={X = ( v 1o ) S (trY)? — ddetY # 0} et 33099 =" 33090 (330 q)"7.
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Nous souhaitons préciser le comportement des intégrales orbitales au voisinage des
points H-conjugués a a; . Nay C (33 N q);. Pour cette étude, nous considérons la sub-
mersion surjective

T3 H x (33N a)y — H- (33N 9)+.

Par le lemme 4.4.1, pour h-X € H-(330q),onam; (h-X) = {(hu™",u-X);u € N3}.
Le lemme 3.0.1 permet de définir I'application surjective (m3), : D(H X (33N q)y) —
D(H - (331 q)+) qui est donnée par

(7). () (h - X) = vy(X) /N (™ - X)du

pour ¢ € D(H X (331q)4) et (h, X) € H x (33N14)+.

Lemme 4.4.2. Pour 7 € R et X' € [33,33] N q, tel que TH3 + X' soit dans 33N q"9, on
a
Zy(THs + X') = Zng(X').

Preuve : Onnote X = 7Hs+ X' = ( 3 ig ) Montrons dans un premier temps que

Zy(X) est inclus dans NY.

Soit h € Zy(X). Comme X est régulier, par le lemme 2.3.4, il existe h; € N3 tel que
X1 = hy-X soit un élément de a4 4 ou de ag. Si X; € ay alors X; et donc X appartiennent
a (33N 9)4 et le lemme 4.4.1 donne h € N3. Si X; € a, ; alors hyhhi' € Zy(X,) C N3
par le lemme 2.3.2 et donc, on a également h € Nj.

Maintenant, par régularité de X, on a également tr(Y") # 0 et donc Y et —Y ne sont
pas conjugués ce qui implique que h € NY.

Pour h dans N on a
h'(THg—i‘X/):THg—i‘h‘X/.

Ainsi h est dans Zx(X) si et seulement si h est dans Zyo(X'). [

On introduit la fonction d3 définie sur 33 N q par :

03(THs + X') = O\ 2]Q(X)].
ouT €eRet X' € [33,33] ngq.

Remarque 4.4.2. 1. Poura € car(3snNgq) et X €a, ona

BXOI=1 ][ el

aeA*((33)c,ac)

01|Y’

R
2. SZX—(Y, 0

) € [33,33] N q alors Q(X') = —2detY”

Ainsi, I'intégrale orbitale sur (33 N q);+ d’une fonction f € D((33 N q)+), est donnée

reg

pour X € (33N q), 7, par :

My, (F)(X) = 165(X))| f(h- X)dh.

N3/Zny(X)
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On note p3 la projection de H X (331 q)4 sur (33M0q). C’est une surjection submersive
et le lemme 3.0.1 permet de définir I’application surjective (p3). de D(H X (33N q)4) dans

D((33 N q)+) par
(p3)-(6)(X) = /H o(h, X)dh,

pour ¢ € D(H x (33N q)+) et X € (33N 7).

Compte-tenu de la normalisation des intégrales orbitales choisie, on introduit I'appli-
cation (p3). définie sur D(H X (33 N q)y) par

~ _ 16X

qui est aussi une surjection de D(H x (33 N q)) dans D((33 N q)).
Proposition 4.4.1. Pour ¢ € D(H x (33N0q)4+) et X € (33N q)"7, on a

M ((73)(6))(X) = M, ((P3)+(0))(X).

Preuve : Soit X € (33N q) Y. Par le lemme 4.4.2, on a Zy(X) = Zn,(X). Ainsi, en
utilisant que H et Zy(X) sont unimodulaires, on a :

p(hu™t, u-X)dudh

M ((m5).(6))(X) = 16(X)| (05)s(6) (- X )dh = / [6(X)]

H/Zu(X) H/z5x) V3(X) Sy

5(X ;
_ / [6(X)] / / S(hout - v - X)dvdidh
)z (x) V3(X) Ingyzi0(x) S 20 (30)
N / D / / o(hv~ ™ u - X)dodudh
H/Zy(X) v3(X) N3/Zp(X) v Zg(X)
_ / [6(X)] / / d(hvu " u - X)dvdidh
1) 2i(x) V3(X) gy z00(x) J 200(x)
0(X)]

- : 0(X))] 1 .
= — o(hu l,u-Xdudh:/ —— | o(hu ", u- X)dhdu
u v3(X) /Ng,/ZH(X) ( ) N3 /Zg (X) v3(X) Ju ( )

_ 6(X)] » 0 16(X)] B N
_/NS/ZH(X) va () /qu(h, X)dhd /NS/ZH(X) (%) (p3)+(0) (w-X )dtt = M, ((53)4(9))(X).

g

Remarque 4.4.3. Soit F € D(33 N q). Comme N3 = N U KN et Ad(K)|3s N g =
—Id|33Nq, pour X € (33N q)7, on a

/ F(l-X)dl = / F(l-X)dl +/ F(—=1-X)di
N3/Zg(X) N /Zp(X) N3 /Zp(X)

Par ailleurs, grace au lemme 4.4.2, en posant X = THsy + X' avec 7 € R et X' €
(33,33 N q, on a

/ F(l-X)dl = / F(THz +1-X")dl.
N /Zu(X) NS/ Zp(X")

48



Maintenant, pour g € D(33 N q), nous allons exprimer lintégrale orbitale
Mn,(9)(THs + X') en terme d'une application moyenne Mg(g,) définie dans le
paragraphe 3.1 ou g € D(R*) dépend de g.

L’espace [33,33] N q est isomorphe a s[(2,R) par zl((g }5)) = Y. Le

groupe N est isomorphe & GL(2,R) et pour A € GL(2,R), Y € sl(2,R), on a

AY = 21(< 1(/—)1 1(31 ) . ( 3 }(; )) De plus, la restriction de @ a [33,33] N g est la forme

quadratique N9-invariante donnée par Q) (( }O/ }(; )) = —2det(Y) pour Y € sl(2,R).

Notons g3 la forme quadratique définie sur R? par g3(x,y,2) = 22 + 3> — 2% et 93
I'isomorphisme de R? dans [33, 33] N q défini par

z y+z
y—z —I

de telle sorte que Q) o 13 = 2¢s.
Lemme 4.4.3. Pour tout g € D([33,33] N q) et pour tout X € (33,33 N q)"Y, on a
; Q
|05(X)] g(1- X)dl = My, (g 0 ) (5 (X))
NS /Z,gg (X)

Preuve : Ce résultat s’obtient comme le lemme 4.3.2 en écrivant la formule
d’intégration de Weyl pour la paire symétrique (5[(2,R) X 5[(2,R),5[(2,R)). O

Pour g € D(33 N q) on définit la fonction g sur R x R3 par

g(t,u) = g(TH3 + wg(u))
Q)

Corollaire 4.4.1. Soit g € D(33N4q) et X = 7H3+ X' € (33Nq)"Y. On note w = 5

On a alors :

MN3 (g)(X) - M(J3 (gT + g—‘r) (w)
Preuve : Par la remarque 4.4.3, pour X = 7H3 + X' € (RH3 @ [33,33]) N g™, on a

M, g(X) = |65(X)] g(THy + 1+ X")di + |65(— X)) g(—THs —1- X")dI
N /Zw (X) N /Zp(X)

Comme Q(X') = Q(—X"), le résultat découle du lemme précédent. [
Corollaire 4.4.2. Soit f € D(H-(33N04q)+). Alors il existe une fonction f; € D(R*) paire

par rapport a la premiére variable et a support contenu dans {(7,u) € R*xR3; 272 —q3(u) >
0}, telle que pour tout (1, X") € R X [33,33] N q vérifiant THs + X' € (33N q)"7, on ait

MH(f>(TH3 + X/> - ng(fl)r (Q(X,)/Q)
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Preuve : Comme 'application (73), est surjective, il existe ¢ € D(H X (331 q)+) telle
que f = (m3)«(¢). On note g = (p3).(¢) de sorte que My (f)(X) = Mn,(g)(X).

Soit f; la fonction définie sur R x R® par fi(r,u) = g(r,u) + g(—7,u). Comme
g est a support contenu dans (33 N q)y, la fonction § est a support contenu
dans {(1,u) € R* x R3*27% — g3(u) > 0}. Par le corollaire précédent, on a
Mu(f)(THs + X') = My (f1)-(Q(X")/2) et fi vérifie les propriétés demandées.
U

Soit (1,w) € R* x R* tel que 72 > w. Par le lemme 2.2.1 et la remarque 2.2.1,
il existe une unique H-orbite réguliecre O = H - X(7,w) avec X(1,w) = 7THy + X' €
479 N (RH3 & [33,33))+ tel que Q(X (1, w)) = 2(r* + w) et S(X(,w)) = (7% — w)g. Ainsi,
pour f € D(H - (33N ¢)4), on définit la fonction Gy sur (R*)? par

Gi(r,w) = { yH(f)(X(T’ w)) §n7;)2n> w

Par le corollaire 4.4.2, la fonction Gy est paire par rapport a 7.

Remarque 4.4.4. Pour w > 7% > 0, on a immédiatement H - X (1,w) = H - X (y/w, %)
et donc, dans ce cas, on obtient

Mu(f)(X(1,w)) = Gs(Vw, 7).
On introduit I'espace de fonctions suivant :
Hf]“" = {(1,w) € R*XR = a(1, w)+Y (—w)|w|"?b(t,w); a,b € DR*xRO{(7,w); 7> > w});
a,b paires par rapport a T}.

Théoréme 4.4.1. 1. Pour tout f € D(H - (33N q)4), on a Gy € HH*

2. L’application ‘
D(H-(3sNa)y) — HF
f — Gy

est surjective.

Preuve : Soit f € D(H - (331 ¢)). Montrons d’abord que Gy est dans H?*".

Grace au corollaire 4.4.2, il existe f; € D(R*) paire par rapport & la premiere variable
et a support contenu dans {(7,u) € R* x R3;27% — g3(u) > 0}, telle que pour X =
TH; + X' € (33N q) 7 avec 7 € Ret X' € [33,33) N g vérifiant Q(X')/2 = w, on ait

Gf(T’w) = MH(f)(X) = M%(fl)'r(w)'

Grace au théoreme 3.1.3 et compte-tenu du support de f;, on obtient alors G € Hg“".

Montrons maintenant la surjectivité de I'application.
Soit G € Hga”. Il existe € > 0 tel que
P <eour?—w<e= G(r,w)=0.
Grace au théoreme 3.1.3, il existe g € D(R x R?) tel que pour 7,w € R*, on ait
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M% (gT)(w) = G(T7 ’LU),

soit

1 1
My (500) () + M (S or) () = Glr,w).
Grace au corollaire 4.4.1, la fonction gy € D(33 N q) définie par go(THs + X') =
(g(m, ¢35 (X)) + g(=7, 957 (X)) vérifie
M, (90)(THs + X') = G(1,Q(X") /2).

Soit x une fonction de classe C* qui vaut zéro sur | — oo; 5] et 1 sur [g;+oo[. Pour

5
X =7H3+ X' € (RH; + [33,33]) N g, on pose

(bl(X) = 7'2 et ¢2(X) = 7'2 — Q(X/)/Q
Soit 6 la fonction définie pour X = 7Hs + X' € (RH; + [33,33]) N q par

0(X) = ¢1(X)2(X) = x(7*)x (7 — Q(X")/2).

Cette fonction est Ns-invariante et pour 72 < £ ou 72 — Q(X')/2 < §, on a (X) =0 et
pour 72 > e et 72 — Q(X')/2 > &, on a (X) = 1. Ainsi g, est a support dans (33 N q)y
et vérifie pour Q(X’)/2 = w la relation

M, (090)(X) = x(7*)x(7* — w)G(r,w) = G(7, w).

Par surjectivité de 'application (p3)., il existe ¢ € D(H x (330q)4 ) telle que Ogy = (p3)«(@)
et par la proposition 4.4.1, on a My ((73)(9))(X) = My, ((p3)«(0))(X) = G(1,w), ce
qui acheve la preuve. [

5 Opérateurs différentiels et solutions propres

1
La forme H-invariante et non dégénérée w(X,X') = étr(X X') induit un isomor-
phisme de S(g¢)c dans C[qc|"c = C[Q, 5].

Nous souhaitons étudier les distributions propres invariantes sur ¢, c’est-a-dire les
distributions H-invariantes 7' sur q solution du systeme

IQ)T =x(Q)T
(Ex){ ST — (ST

ol x est un caractere de C[Q, S] = Clqc]e.

Comme C[gc]#c est isomorphe & Cla, 4]
(A1, A2) € C? avec

Wa(a++) un tel caractere est déterminé par

X(Q) = A1+ X
{ X(5) =MA

Un tel caractere est dit régulier si A Aa(A — o) £ 0
Dans toute la suite, on fixe un caractere régulier x associé a (A, A2) et on étudie
uniquement les distributions invariantes, propres pour ce caractere.
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La restriction d’une telle distribution 7" a " est une fonction ® analytique et H-
invariante ([24] théoreme 5.3 (i)).

Soit a un sous-espace de Cartan. Nous rappelons que la partie radiale sur a d'un
opérateur différentiel D défini sur q"°9, que 'on notera A,(D), est 'opérateur différentiel
défini sur a"® vérifiant pour toute fonction f de C*(q)", la relation

Aa(D>(f|aT€9) = (Df)|a”39-

Ainsi, la fonction ® satisfait sur a" le systeme

reg Aﬂa(@)q) = ()\1 + >\2)(I)
(Ex)(@™) { AD(S)D = A Ao®

Dans cette partie, nous allons déterminer, pour tout sous-espace de Cartan a de q,
les parties radiales de 0(Q) et 9(S). Nous déterminerons ensuite les solutions sur a”™ du
systeme (E,)(a"9).

5.1 Parties radiales

Soit a un sous-espace de Cartan. Pour £ € a et k une fonction Wy (ac)-invariante de
A(gc, ac) dans C, on note T¢(k) I'opérateur de Dunkl défini par

Tk =0+ S heo(6) 12,

o
a€A(ge,ac)t

avec ro, = tdg — %ha.
Pour £ € a, Popérateur T¢(k) est bien définie sur Cla] et sur C*(a).

Nous rappelons tout d’abord quelques propriétés remarquables de ces opérateurs de
Dunkl dont les preuves sont précisées dans [8] et [15].

Pour &,& € a, on a [T¢(k),T¢ (k)] = 0. Ainsi I'application § — T¢(k) de a dans
I'ensemble des opérateurs de C*(a™f) s’étend en un homomorphisme injectif de S(ac)
dans I'ensemble des opérateurs de C*>°(a"*?). On note T, (k) 'image de p € S(ac) par cette
application.

Lorsque p € S(ac)"#e(®) Popérateur T, (k) est un opérateur différentiel sur I'espace
des fonctions Wy, (ac)-invariantes sur a. On note D, (k) la restriction de T,(k) a 'espace
des fonctions Wy, (ac)-invariantes sur a.

Soit Res, ’homomorphisme de restriction de C[qc]”c dans Clac]"#c(%) donné par :

Clac]? — Clag]"cle)
Res“{ P - Pla

Comme la restriction de w ac X ac est encore non dégénérée, elle induit un isomor-
phisme de S(ac)"#c(®) dans Clac]"#c(®) et on notera également Res, I’homorphisme
de restriction de S(qc)c dans S(ac)"#c(®) que 'on déduit.

On a alors
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Théoréme 5.1.1. ([26/paragraphe 1.1) Soit P € S(q) et k la fonction définie sur
A(gc, ac) par ky = %=, Alors l'action de A0(P) coincide avec celle de Dges,(py(k) sur
Uespace des fonctions Wy (ac)-invariantes sur a.

Dans toute la suite, nous considérons la fonction %k définie par k, = %, pour «
parcourant A(gc, ac). On pose

I(k) = H ok = H a'e,
acA(ge,ac)™ a€A(ge,ac)t
Remarque 5.1.1. On a |I(k— 3)| = 9] et |I(k)] =11

Théoréme 5.1.2. ([20] proposition 3.9(1)). Pour p € S(ac)""c(®) on a
1 1
Dy(1—k)=1I(k— 5) o D,(k) 01(5 —k)=0d00D,(k)ods .

Preuve : Le résultat d’Opdam donne la premiere égalité, la deuxieme en découle car

. 5 I(k—1)
les fonctions 5] et TG D)

Pour o € A(gc, ac), on pose

sont localement constantes sur a™9. . O

1 1 1
Ly = — = —Oh% + ~Oh.
o 1= 1-0ha(adhy) = JON + —Ohq

Nous rappelons que 1’'on note a; et oy les deux racines positives de multiplicité un de a.

Proposition 5.1.1. On a
Ad(Q) =610 (Lo, +La,)00=1(1/2—k)o (La, + La,) o I(k—1/2)
AD(S) =810 (LayLay) 00 =1(1/2 k) o (LayLay) o I(k—1/2).

Preuve : La premiere assertion est die a Dunkl ([8] et [15] théoreme 1.6) et s’obtient
par un simple calcul que nous reprenons ci-dessous pour obtenir la deuxieme assertion.

Pour P € S(q)", on note p = Res,(P). Grace aux théorémes précédents, sur 1’espace
des fonctions Wy, (ac)-invariantes sur ac, on a les égalités suivantes :

Ad(P)=6"0Dy(1—k)os= I(% — K)o Dy(1—k)oI(k— %).

Par ailleurs, on a

1 1—ry 1 1—rq,

Te(1—k) =0 + 5%(5) o + 5%(5) o
Or, on a
2 2 2 2
Resq(Q) = % et Resq(5) = ai—?.

Comme ac et af sont en dualité par rapport a la forme w et w(hy,,.) = a; pour i € {1, 2},

alors on a 2 2 12 2
+
= 1 22 et Resq(S) = ——=2.

Resq(Q) = 16
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Comme «; et as sont deux racines orthogonales et a;(h,,) = Q(ha,;) = 4, pour i € {1, 2},

on obtient .
Ty, (1— k) = Ohy, +2-—— %
1 al

Ainsi

1- &2 1- o 1-— o 2
Tho (1= k) = Oh2, + 20h,, 0 — 2 +2 Tloahai+4< 7"1).

Q; (%)

On a, d'une part

et d’autre part,
Ta; © ahai = a(rai(hai)) OTq;, = _ahai OTq,-

Donc, on obtient

1—r,

7

2 2
Tz (1—k) = OhZ + —0ha, + —0hq, 0 Ta; + 20h, ©
i 1 O[Z sz Oél

Par suite, on a les égalités suivantes :
2 4 2 4
Dy2 yp2 (1 —k) = 0h,, + —0hq, + 0h,, + —0hs, = 4(La, + La,).
et
Dh§1h§2 (1 — k) = Thil (1 - k)Tth (1 — k>|(C[aC]WH¢I<aC)
= 4Tha1 (1-— k)LOZQI((:[aC}WH@(“C) =16Ly, Lo, = 16L, Ly,

puisque les racines oy et oy sont orthogonales. D’ou le résultat. [

5.2 Solutions du systéme E, (a")

Soit ® une fonction H-invariante et analytique sur " solution du systeme (FE, ) sur
q"°Y. Par H-invariance, la fonction ® est uniquement déterminée par ses restrictions a
a™ pour a €< car(q) > et par le théoreme 5.1.1 et la proposition 5.1.1, pour tout
a €< car(q) >, la fonction H-invariante (|6|®)|a" est solution du systeéme suivant :

(Lal + LOZ2)\I/ = (Al + )‘2)\11 reg
(Sarea y) { Lo Loy = Aol sur a".

Pour j = 1,2, précisons les opérateurs L, sur a €< car(q) > :

; — Dy —_9 0 9 4109
e Sur a, ,, pour j € {1,2}, on a a; = 2u;, donc Oh,, = 2an et Lo, = ou? + o By
e Sura on a a; = 2uy, donc Ohy, = 22 et L, = 25 + L2
+,— 1 1 a1 Ouq a1 Ou? u1 Ouq
_ _ 3 _ 9?2 1 9
et ay = 2uug, donc Ohy, = —228—u2 et Lo, = — (6—@ + aa—m).
e Sur a__, pour j € {1,2}, on a a; = 2wy, donc Oh,, = —22% et Lo, =

J

9? 1.9
- <8u§ + U 8Uj) '
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e Sur ay, pour a = 2(7 +10), on a Oh, = a% :Fz% et

L_L(o_ 0N, 1 (9_ 0
“=4\or 'o0) Torxw0) \or '90)"

On introduit 'opérateur différentiel de Bessel d'une variable complexe

0? 0

& d
L=4(t—+—|.
( e dt)
L’opérateur L correspond a la partie radiale de 'opérateur de Laplace pour la paire
symétrique (s0(2,1),s0(1,1)) et s’obtient & partir de (aa—;z + %%) par le changement de
2

variable t = u~.

et son analogue réel

L’équation L.y = Ay est de type Fuchs en 0 et ses solutions s’expriment a l'aide des
fonctions de Bessel. Plus précisément, on rappelle le résultat suivant :

Proposition 5.2.1. ([19] paragraphe 16.32 et [9] appendice A (4)) Pour X\ € C, on pose

Az)"
B2 =3 g

n>0
a(n)(Az)"
n>0
ot a(x) = —21;/((:::11)).

1. Un systeme fondamental de solutions de L.y = Ay sur C — R_ est donnée par la
fonction analytique compleze @y et la fonction Wy(z) = wy(z) +log(2)Pa(2) ou log
désigne la détermination principale du logarithme sur C — R_.

2. Un systeme fondamental de solutions de Ly = \y est donnée par la fonction analy-
tique réelle ®x(t) et la fonction WS (t) = wx(t) + log [t|PA(t)

Pour A € C*, on pose
Sol(L,\) = {y € C*(R*,C); Ly = Ay}

et
Sol(L¢, N) ={y : C —R_ — C,analytique; L.y = \y}.

Nous allons exprimer les solutions du systeme (Sqres ) pour a €< car(q) > en terme
des fonctions @, et W, données dans la proposition précédente.

Considérons tout d’abord le cas a € {a; 4, a4 _,a_ _}. Par H-invariance des fonctions
considérées, il est naturel d’introduire les opérateurs différentiels

0? 0

pour i € {1,2}. La description précédente des opérateurs L, permet d’obtenir le lemme
suivant :
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Lemme 5.2.1. Soit a € {a, ,a, _,a__}. Si U est une solution analytique Wy (a)-
invariante de (Sqrea ) alors il existe une fonction ¥ analytique sur {(t1,t2) € R?/ (t; —
to)t1ta # 0}, telle que :

1. \I/(tl,tQ) - \If(tg,tl)

9 { (L1 + Lo)W(ty,ta) = (M1 + A2) W (t,12)
' Ly LoV (ty,ta) = M AW (ty, to) ’

3. Pour tout X € a", alors U(X) = ¥(u(X),v(X))

Proposition 5.2.2. Les solutions ¥ de classe C* sur {(t1,ts) € R?/ (t; — to)tits # 0} du
systeme
{ (L1 + L2)¥](t1, t2) = (M1 4 A2) W(t, 1)

sont sur chaque composante conneze de {(t1,t2) € R?*/ (t; —to)tits # 0} des combinaisons
linéaires des fonctions

(tl, tz) = A(tl)B(tQ) et (tl, tg) — A(tQ)B(tl),
ot A et B parcourent respectivement Sol(L, A1) et Sol(L, Az).

Preuve : Soit U une solution du systéme considéré. Pour i € {1,2}, on a donc
(L — (M + X2) Li + M\ Agid) ¥ = 0.
Par conséquent, la fonction W appartient a
ker(L? — (A1 + A2)Li + M Aoid) = ker(L; — M\yid) @ ker(L; — \oid),

pour ¢ € {1,2}. En utilisant le systeme fondamental de solution pour L; décrit dans la
proposition 5.2.1 (2.), il existe donc une famille (g;);cq1,..4y de fonctions définies sur R
telles que

W(ty,ta) = g1(t2)Po, (t1) + g2(t2) W3, (t1) + g3(t2) Pa, (t1) + galta) Wy, (t1).

En inversant la matrice correspondant au wronskien de t; +— ®y,(t1) et t; — WS (t1),
pour ¢ € {1,2}, on en déduit que les fonctions gy, g, g3 et g4 sont de classe C* sur

{(t1,t2) € R?/ (t; — to)t1ts # 0}.

En revenant au systeme de départ et tenant compte la liberté des fonctions
ty = @y, (1) et ty — WJ (t1), pour i € {1,2}, on en déduit que g; et gp sont dans
Sol(L, \y) et que g3 et g4 sont dans Sol(L, ). O

Etudions maintenant le cas particulier de as,.
O
—0
0 T
On note aj la chambre de Weyl de a; formée des X, 4 tels que 7 > 0 et 6 > 0.

Ainsi une fonction Wy (az)-invariante solution de Sgres , est uniquement déterminée par

sa restriction & aj et vérifie le méme systéme sur a3 que I'on notera Sgy .

Un élément de ay s’écrit X, 9 = avec (1,0) € R%

0
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Pour 7 = 1,2, on note

0? 0

Proposition 5.2.3. 8i ¥ est une solution analytique de (Sa;X) alors il existe un ouvert

conneze U de C? contenant {(z1,29) € C* 21 = % et Im(z) > 0} et une fonction U,
U — C analytique sur U telle que :

1 { [(Lea + Lea)Wel(21, 22) = (A1 + A2) W21, 22)
' Lc,ch,Q\I’c(zla 22) = )\1)\2\1’(:(2’17 Zz)

2. Pour >0 et >0 alors on a U(X, ) = U ((1+10)%, (1 —10)?).

sur U,

Preuve :

On note D, = {(z,y) € R%y > 0}. Par le lemme 2.2.1, pour tout (x,y) € D, il
existe une unique H-orbite O de q"% telle que O Nay # 0 et pour tout X € O alors
{u(X),v(X)} = {x + 1wy, x —w}. Ainsi Iapplication

cay — Dy
v X9 (77— 0% 207)

est un difféomorphisme analytique d’inverse analytique donné par

1, Dy —ay
(z,y) — X, avec T = Re(y/x + 1) et 0 = Im(\/x + 1)

ou la fonction racine 1/z = e2198(2) est définie sur C — R_.
On définit la fonction Wy sur D, par

r-)/

Uo(z,y) =Vory (z,y)

2
Ainsi la fonction Wy est analytique réelle sur D, . En notant Ly = (z + 1y) (— — Za%) +

2 (a% —1 gy) , elle satisfait le systeme suivant sur D, :

(Lo + Lo) [Wo(x,y)] = (M + X2)Wo(2,y)
(S“D”){ LaDoTa(z. 1)) — MaTa(z,y)

La fonction ¥y est développable en série entiere au voisinage de tout point de D,.
Ainsi, pour tout (zo,y0) € D, il existe une famille (@ n)mn)enz de nombres complexes
et R > 0 tels que :

a) la famille (@, 7™ ") (mmnyen2 est sommable pour tout r < R

b) pour |z — x| < R et |y — yo| < R alors ¥o(z,y) Z (T — 20)™(y — yo)", cette
m,n>0
expression étant indépendante de l'ordre de sommation des termes ([18] théoreme 2.2.6).

Par suite, il existe une famille (b, ) (m,n)en2 de nombres complexes telle que, pour tout
r < R, la famille (b, n”™ ") (mn)enz soit sommable et, en posant z = x4y et 2o = xo+1yo,
pour |z — zg| < R, on a

y) = Z binn(z — 20)™ (2 — 20)".

m,n>0
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Ceci permet de définir la fonction W, sur le disque de centre (zp,Zp) et de rayon R
dans C? en posant

Uo(z1,2) = Y bz — 20)" (22 — )"
m,n>0

Cette construction est licite au voisinage de tout point (z9,Z) tels que
(Re(z0), Im(z0)) € D,. Ainsi, par prolongement analytique ([18] théoreme 2.2.6 et re-
marque qui suit le théoréme 2.2.7), il existe un ouvert connexe U de C? contenant
{(21,29) € C% 2, = % et Im(z;) > 0} et une fonction ¥, : U — C analytique sur U
telle que pour tout z = x + wy avec y > 0, l'on ait

Uo(2,2) = Uy(z,y) = Vo ' (z,y),

ce qui s’écrit encore

U(X,p) = \I/c((T +10)%, (1 — 29)2),

pour 7 >0 et 6 > 0.

Maintenant, la fonction W, satisfait le systeme (So(D)). Ainsi par construction de
V., pour (z,y) € Dy, on a

[(LeatLe2) e w41y, 2—1y) = (Lot+Lo) Yo (z,y) = (M+X2)Wo(z,y) = (Mi+Xe) Ve(w+1y, 2—1y)

et

[(Lc71Lc72)\IJC} (z+2y, v —1y) = (LoLo)Wo(z,y) = (A X)Vo(z,y) = (MA)We(z 427, 2 —123).
Maintenant, si R est une fonction analytique sur U alors, pour m,n € Net (z,%Z) € U,

on a

<8m " >< 2) am o"

97 9% = oz & B(=7)

Ainsi, par le théoreme 2.2.6 de [18], si R(z,Z) = 0 pour tout (2,z) € U, alors R =0
sur U. On obtient donc que W, est solution du systeme

{ [(Leg + Le2) Vel (21, 22) = (M + Xo)We(21, 22)
Lc,ch,Q\ch(Zb 22) = )\1>\2‘1’c(21, 2’2)

sur U. Ceci acheve la preuve du lemme. [

Proposition 5.2.4. Les solutions V. analytiques sur U du systeme

(Lea + Le2)We(21,22) = (A + A2)We(21, 22)
(LeiLe2)Ve(21,22) = (M A2)We(21, 22)

sont des combinaisons linéaires des fonctions
(21,22) — A(z1)B(22) et (21,22) — A(z2)B(z1),
ot A et B parcourent respectivement Sol(L., A1) et Sol(L., \2).

La preuve de cette proposition est identique a celle de la proposition 5.2.2.
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5.2.1 Actions sur les intégrales orbitales

Nous concluons cette partie en donnant ’action des opérateurs différentiels sur les
intégrales orbitales.

Lemme 5.2.2. Soit f € D(q) et a € car(q). On note toujours ay et ay les racines
positives de multiplicité 1 de a. On a alors :

(Mu(0(Q)f)|a"? = (La; + Lay)(Mu(f)|a")
et

(Mu(9(S) )™ = (Lay Lay ) (M (f)]a™).

Preuve : Ceci découle immédiatement de la normalisation de My(f) et de la
proposition 5.1.1  [l.

On reprend les notations de la définition 4.1.2, c’est-a-dire si X € m N q"% alors
Mu(f)(X) = Mfa(u(X),v(X)) et si X = X,y € ay alors My (f)(Xr9) = Mfa(T,0).

On note o = 2(7 +10) et @ les racines positives de multiplicité 1 de as. On obtient alors :

Corollaire 5.2.1. Soit f € D(q) alors on a

MO@Q)f),, = (L1 + Loy)Mfuy et M(I(S)f), = L1LoaM fun

et
M(O@Q)f), = (La+ L) Mfs et M(I(S)f), = LaLaMfo.

6 Distributions propres invariantes de L (U)" et
perspectives sur LI (q)¥

On note N I'ensemble des éléments nilpotents de q et on pose U = q— N.

Le but de cette partie est de décrire I’ensemble des distributions invariantes sur U,
propres pour un caractere régulier y de C[g]? fixé, données par une fonction ® localement
intégrable H-invariante sur U.

On rappelle que pour 7" une distribution H-invariante propre sur U solution du systeme

Q)T = \(Q)T
(£x) { OS)T — (ST

alors la restriction de T' a I'’ensemble U™ = "% est une fonction analytique sur gy,
(théoreme 5.3(1) de [24]).

Nous allons décrire les conditions nécessaires et suffisantes sur ® € L} (U)? satisfai-

sant le systeme (E,) sur 4" pour que la distribution Ty définie sur D(U) par

(To, f) = / B(X) (X)dX

q
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soit propre invariante sur .

Par hypothese sur @ , pour P € Clq]¥ et f € D(U), on a (Typye, f) = X(P){Te, f)
ainsi Ty est propre sur U pour le caractére x si et seulement si pour tout P € C[q]? et
fe€DU), ona

[1ePo)f - e@) H(0aX =0
q

La formule d’intégration de Weyl permet un travail sur chaque sous-espace de Cartan
de < car(q) >. Compte-tenu du comportement des intégrales orbitales au voisinage des
points semi-réguliers obtenu dans la partie 4 et de la description de (|0|®)|a,¢, ( voir
le lemme 5.2.1 et les propositions 5.2.2, 5.2.3 et 5.2.4), une intégration par parties sur
chaque sous-espace de Cartan conduira aux conditions voulues sur . Ces conditions sont
analogues aux conditions de recollement obtenues dans le cas des algebres réductives par
Harish-Chandra et T. Hiral ([12] et [16]) et de celles de J. Faraut obtenues pour un
hyperboloide a une nappe [11]).

Elles traduisent le comportement de ¢ au voisinage des points semi-réguliers. Grace
a l'application w définie dans le paragraphe 2.1.4 qui renverse l'ordre d’Hirai et la
H-invariance des fonctions considérées, on ramene 1’étude de ¢ au voisinage des points
de a; + Nag_ et ay 4 Nay. Tout comme pour 'étude des intégrales orbitales, ces deux
cas nécessitent une méthode spécifique.

6.1 Voisinages invariants des éléments semi-réguliers

On rappelle que w désigne lisomorphisme H-équivariant de ¢q donné par

w ( 2 }(; > = ( —OZ }0/ ) Cet isomorphisme renverse 'ordre d’Hirai sur car(q). Par

’étude du paragraphe 2.3, tout élément semi-régulier appartient & H-‘mNg, ou a H-(33N0q)+
oua H-w((330q)+). Par 'étude du paragraphe 4, ces ensembles sont ouverts puisqu’image
d’un ouvert par une application submersive.

On rappelle que les polynémes @, S et Sy sont donnés par Q(X) = %tr(XQ), S(X) =
det(X) et Sop = Q% — 4S.

Lemme 6.1.1. Nous avons :

1.
H mnqg={X €eq, So(X) >0}
2.
H-(33Nnq)=H" 33nq={X€q, S(X)>0, QX) > -2V[S(X)[}
3.
H-w((3sNa)y)) ={X €q, S(X) >0, QX) <2V/[5(X)[}.
4.

U=H ' mNqUH-(33N4q)+ UH -w@((33N9q):))
={X €q, Q(X) # 0 ouSy(X) # 0}.
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Preuve : Soit X € q et soit X = X, + X, sa décomposition de Jordan. En particulier
(X, X,] = 0 et donc X? = X? 4+ X, (X,, + 2X,) ou X, (X, + 2X,) est nilpotent et
commute & X?2. On obtient donc Q(X) = Q(X,). Il est immédiat que S(X) = S(X;) et
par suite So(X) = Sp(Xs).

Par ailleurs, par la remarque 2.2.1, on a Sp(mNq) C Ry et So(ay) C R_, le polynome
S prend des valeurs positives sur a; ,a_ _ et a; et des valeurs négatives sur ay _, le
polynome @ prend des valeurs positives sur a, | et négatives sur a_ _.
1. L’inclusion H *mNq C {X € q, Sp(X) > 0} est immédiate.
Maintenant soit X dans q tel que l'on ait Sp(X) > 0. Soit X = X, + X, sa
décomposition de Jordan. Puisque Sp(X;) = So(X) > 0, il existe h € H et a €<
car(m N q) > tel que h- Xy € a. Si X,, = 0 alors on obtient X € H-mnNq.
Si X, # 0 alors X, est semi-régulier et donc h - Xy € RH; ou Rw(H;). Comme
h - X, commute a h - X, on obtient h- X,, € m N g par définition de m N g. Comme
‘mNg={X e€mngq;Sy(X) # 0}, on obtient donc X € H -*mnNg.

2. Par le lemme 4.4.1, on a H ‘33N q = H - (33Nq) et (33N q)y =

(%) - (tr(Y))2det(Y) > 0},

Montrons d’abord que
H-(33N4q)s C{X €q, S(X) >0, QX) > -2V/[S(X)]}.

Comme ces deux ensembles sont H-invariants, il suffit de montrer que (33 N q)4 est

inclus dans {X € q, S(X) >0, Q(X) > —24/[S(X)|}.

Si X = 3 g) € (33N q)y alors S(X) = det(Y)? > 0. On note A; et Ay

les valeurs propres de Y. Elles sont soient réelles soient complexes conjuguées
et par hypothese, on a (A1 + X2)?Aide > 0. Ainsi, on obtient la relation
Q(X) =M+ A3 > 2|\ N = —21/5(X).

Montrons l'inclusion inverse. Soit X dans q tel que S(X) > 0 et Q(X) >
—24/]S(X)]. Soit X = X, + X,, sa décomposition de Jordan. On a donc S(X) > 0
et Q(Xs) > —24/|5(Xs)|. Ainsi, il existe h € H et a € {a; ,a2,a__} tels que
h-Xs€a SiQ(Xs) > 0alors a € {a;,a2}. Si Q(X;) < 0 alors Sp(Xs) < 0 et
donc a = ay. Ainsi, on a toujours h - X € 33N q.

Si X,, = 0 on obtient alors h - X € 33N ¢q. Si X,, # 0 alors X, est semi-régulier et
donc h - X, € RH3. Comme h - X, commute a h - X, il appartient a 33 N q par
définition de 33 N g. On conclut donc h- X €' 33Nq.

3. On a
H-w((3sNa)s) = w(H-(33Na)y) = w({X €q, S(X) >0, QX) > —2[S(X)[}).
Comme S(w(X)) = S(X) et Q(w(X)) = —Q(X) la derniere assertion est
immeédiate.

4. Soit X € U. Alors X est non nul et les valeurs Q(X) = Q(X5) et So(X) = So(Xs)
ne sont pas simultanément nulles. Supposons que Sy(X) soit non nul. Si So(X) > 0,
alors X est dans H *mNyq.
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Si Sp(X) < 0, alors on a Q(X)? —45(X) < 0 ce qui donne S(X) > 0 et (Q(X) —
2¢/S(X))(Q(X) +2/S(X)) < 0. Comme Q(X) —2/S(X) < Q(X) +2y/S(X),
on obtient Q(X) —24/5(X) < 0 < Q(X) + 24/5(X), ce qui implique que X est
dans H - (331q)+ N H - @w((33 N0 q)+).

Si Sp(X) = 0, alors Q(X) est non nul et on a S(X) = Q(X)?/4 > 0 et
Q(X) = £2,/5(X). Nécéssairement X est dans H - @w((33Nq)5) ou H - (33N q).

La réciproque est immédiate. [

6.2 Conditions de recollement

Nous rappelons les notations suivantes introduites dans le paragraphe 2.2 et la
définition 4.1.2,

Si X = ( 2 15 ) alors u(X) et v(X) désignent les valeurs propres de Y Z et elles

caractérisent la H-orbite de X lorsque X est semi-simple.

Si F est une fonction H-invariante sur q"¢, les fonctions Fl, définie sur (R*)? — diag,
et Fy définie sur (R*)? vérifient F(X) = Fp(u(X),v(X)) si X € mN g™ et pour X,y =
T —0
0

T —0

0 T 0
Pour f € D(q), on note (MHf)m = Mfn et (MHf)2 = Mfs.

€ ay alors F(X, ) = F5(T,0).

Dans tout ce paragraphe, on se placera sous les hypotheses suivantes.

Soit ® € L}, .(U)" une solution du systeme (E, ) sur q"9. Pour conserver les propriétés

de symétrie et anti-symétrie des fonctions, on exprime le systeme (E,) a aide de la base
{Q. S0} de Clq]".

On note ¥ = (|0]|®)|q". Par I’étude du paragraphe précédent, pour chaque a € car(q),
la fonction ¥|a™f est une fonction analytique Wy (a)-invariante solution du systeme

(Lo + Lay) W = (A + X)W

_ _ reg
(Sa «g,x) { (La1 . La2)2\1/ — ()\1 _ )\2)2\11 sur a 7,

ol oy et ap désignent les racines positives de multiplicité 1 de a.
Par le lemme 5.2.1 et la proposition 5.2.3 , il existe une fonction ¥, analytique sur
{(t1,ta) € R?/ (t; — ta)t1ty # 0} et symétrique par rapport aux deux variables telle que

{ (L1 + L2)Wal(t1, t2) = (A1 + A2) Win(t1, t2)
(L1 — La)* Wi (t1,t2) = (M1 — X2)? Uin(t1, 12)

et une fonction ¥, analytique sur un ouvert U connexe de C? contenant {(z1, 20) € C?; z; =
Zy et Im(z1) > 0} telle que

{ [(Lea + Lea) Vel (21, 22) = (A1 + A2)Ue(21, 22) sur U,

[(Lc,l - Lc,2)2qjc] (21, 22) = ()\1 - )\2)2‘1%(21, 22)

reg .

avec pour tout X € g
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< Un(u(X),v(X)) siXeH -mng
¥ (X) :{ Tru(X)o(X)) s X € H ot o

Plus précisément, I'élément X = X 4 appartient a ai si et seulement si 7 > 0 et 6 > 0,
et dans ce cas on a V(X 9) = U ((7 + )%, (1 —16)?).

Pour (7,6) € (R*)2, on note Wy(7,0) = U(X, ). Par invariance de ¥ sous 'action du
groupe de Weyl Wy (as), la fonction Wy est paire par rapport a chaque variable.

Définition 6.2.1. 1. Soient f et g deuz fonctions des variables (t1,t5) € (R*)? —diag.
Soit D un opérateur différentiel sur R? tel que Df et Dg existent. On notera, lorsque
[intégrale considérée converge

In(D. f,g) = / (f (Dg) — (Df) g)(tr. ta)dtrdts

t1>t2

2. Soient f et g deux fonctions des variables (1,0) € (R*)?. Soit D un opérateur
différentiel sur R? tel que Df et Dg existent. On notera, lorsque ['intégrale
considérée converge

B(D.1.9) = [ (7 +6)(f (Dg) = (D1) g)(r. )it

Par la formule d’intégration de Weyl (lemme 4.1.2) et l'action des opérateurs
différentiels sur les intégrales orbitales (corollaire 5.2.1), on a

(O(Q)Ts, f) — (Toa, ) = (T, 0(Q) f) — (Ta)e, f)
= In(L1 + Lo, Vi, M fr) + 215(Lo + Lz, Vo, M f5),
et

(0(S0)Te, ) — (Tosoye, f) = (Tw, 9(S0) ) — (Toso)e, f)
= In((L1 = Lo)?, Wey, M f) + 20((Lo — Lz)®, Wa, Mfy).

Ainsi, Tp est une distribution propre invariante sur & pour le caractere x si et seule-
ment si, pour tout f € D(U), les fonctions W, et Uy satisfont les relations suivantes :

(Rec) { In(Ly + Lo, Ui, M fr) + 205(Lg + L, Yo, M f2) =0
In((Ly = L3)?, Wy Mf) + 2L((La — L), o, Mfy) = 0

Dans les paragraphes suivants, nous allons étudier ces relations successivement pour
f€D(H *mnNq), puis f € D(H - (335N q)+) et enfin f € D(H - w((35Ma)+))
6.2.1 Recollement sur H.'‘mNgq

Par le lemme 6.1.1, si f € D(H -*m N q) alors le support de f est contenu dans
{X € q;5)(X) > 0}. Comme H -ay C {X € q;5(X) < 0}, la fonction M fy est

identiquement nulle.
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D’autre part, par le théoreme 4.3.1, 'application f +— M f, est surjective de D(H -
m N q) dans ;. Ainsi, les relations de recollement (Rec) pour f € D(H -*m N q) sont
équivalentes a

Io(Ly + Lo, Vo, F) =0 et Im((L1 — Ly)?, W, F) = 0, pour tout F € H%

Pour simplifier les notations, on pose dans tout ce paragraphe ¥ = W,,.

Une fonction de H?] s’écrit sous la forme
a(ti, t2) +log[t|b(t1, t2) + log [t2|b(ta, t1) + log [t1] log [t2]c(tr, t2),
ou a et ¢ sont symétriques par rapport aux deux variables et a,b et ¢ sont dans

D(R? — diag).

D’autre part, par le lemme 5.2.1 et la proposition 5.2.2, sur chaque composante connexe
de (R*)? — diag, la fonction ¥ s’écrit comme somme de fonctions de la forme

(A(t1) +log[t1|B(t1))(C(t2) + log[ta| D(t2)),

ou A, B,C et D sont des fonctions analytiques sur R.
Pour exprimer les conditions de recollement, nous introduisons les notations suivantes.

Soit Esing I'espace des fonctions u de la forme u(t) = v(t) + log |t|w(t), o v et w sont
de classe C? sur R* et admettent, ainsi que leurs dérivées, des limites & droite et & gauche
en 0. Pour une fonction f continue sur R*, on notera lorsqu’elles existent f(0%) et f(07)
ses limites a droite et a gauche en 0.

Pour u € &jy,g, on pose
u(t) =t (t) et uO(t) = u(t) — log|t|ul (1),
de telle sorte que

lim w(t) = w(0F) et lim ul%(t) = v(0%).

t—0* t—0*

”? 0
Ainsi, pour L = 4(t@ + E> et pour h et u dans &g, On a

d o],,[1 1],,[0]7 __ d / /
() (L) () — (L) (#)ut) = 4 (WOl — Bu) = 4 [t B —ul) (1))

De plus, on a

lim (uVRlO — ORI () = (MR — ORI (0%) = lim (t(u'h — ul!)(1)).

t—0+ t—0+

Pour f et g deux fonctions de classe C' sur un ouvert U de R?, on définit les opérateurs
K par

K.(f,9)(z,y) =z ( % - % g) (z,y) et K,(f g)(z,y)=y ( g—z - g—i 9> (z,y).

Lorsque les variables de f et g sont notées (t1,%3), on posera K; = K. .
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e . Ainsi on a
J

On rappelle que, pour j € {1,2}, on note L; = 4(t +

o)

F(Ls9) ~ (i) = 40K (1. 9).

Par ailleurs, pour f une fonction définie sur R™ x R™ ou (ny,ns) € (N*)?, et (z,y) €
R™ x R™, on note f, la fonction définie sur R" par f.(y) = f(x,y) et fY la fonction
définie sur R™ par f¥(x) = f(z,y).

Remarque 6.2.1. Soit F' € H%. Par la description de H?? et les hypotheses sur W, les
fonctions Fy, et Uy, pour t; € R* et les fonctions F2 et U2 pour ty € R* appartiennent
a gsmg'

En particulier, pour tout t € R* et j € {0,1} , les limites (V,)01(0%) et (W*)V)(0%F)
existent.

Par ailleurs, pour tout t € R* et j € {0,1}, les fonctions x +— (F,)V)(z) et ©
(FHUl(z) sont continues en 0.

Remarque 6.2.2. Pour F € H;. on a

K1 (0, F)(ty, t2) = (92) ()N — ()l (F)0) (1)

et
Ky (W, F)(t1,t) = (W) ()M = (05, (85).

Remarque 6.2.3. 1. Les fonctions ¥ et F étant symétriques, pour tout (ti,t3) €
(R*)? — diag et pour j € {0,1}, elles vérifient les relations

(Fu)P(t2) = (F=)VI(t) et (00)P(t2) = ()1 (1)

et donc on a
Kl(qj’F)(tlatQ) = K?(\I]7F)(t27t1)‘

2. Comme F' est une fonction bornée, nulle au voisinage de tout élément diagonal de
R?, il en est de méme des fonctions K;(V, F) pour j € {1,2}.

Lemme 6.2.1. Pour tout I € H7, les fonctions t — Ky(W, F)(t,0%) sont intégrables sur
R et on a

In(Ly + Ly, U, F) = 4/[}(2(\1/, F)(£,07) = Ko(U, F)(t,0M)]dt.

Preuve : On a
(L1 + L, U, F) — / (U(Ly + L) F — F(Ly + )W) (b, £2)dt1dbs
t1>to

- / (WL, F — FLyU] + [ULoF — FLyW)) (b1, to)dt dts.
t1>to

Soit k € {1,2}. Montrons que WL, F — FLyU = 40~ K}, (¥, F) est intégrable sur R?.
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Pour une fonction f de classe C? sur un ouvert de R*, nous avons 1'égalité

L(log [t|f(2)) = 8F'(t) + 4log [t|(f'(£) + " (1))-

Ainsi, pour chaque composante connexe C de (R*)? — diag, il existe des fonctions G;; €
D(R? — diag) o 0 <4, j < 2 telles que, pour (t1,t,) € C, on ait
VL F — FLU = > Gij(t, t2)(log [t1])*(log [ta])’ .

0<4,j<2

0
Par suite, la fonction WL, F— F L,V = 467Kk(\11, F) est intégrable sur R%. Les propriétés
k

sur le support de F' ( remarque 6.2.3 (2.)) et le théoreme de Fubini assurent I'intégrabilité
des fonctions K»(V, F)(t,0%).

On obtient donc

In(Ly + Lo, U, F) = / (WL F — FL | (t, to)dtdts + / (W Lo F — FLyW|(t, to)dtdts
t1>t2

t1>to
B 4/ iKl(\Ij’ F)<t1’ t2)dt1dt2 + 4/ iKv2<\117 F)(tlu t2)dt1dt2.
t

1>t2 Oty t1 >ty Ot

Par ailleurs, on a ( théoreme de Fubini et propriétés sur le support de F')

0
/ —Kl(\I/, F)(tl, tg)dtldtg = O,
t

1>t2>0 8t1

et donc, on obtient

/ 9 KW, )ty o) dbydt
t1>12 atl

0 0
= / —Kl(\I/,F)(tl,tQ)dtldtg —f-/ —Kl(\II,F)(tl,tQ)dtldtQ
t 0

1>0>t2 atl >ty >t at]_
0 0
= —/ K (¥, F)(0F, t)dt +/ Ky (U, F)(0™,t)dt,
Grace a la remarque 6.2.3 (symétrie des fonctions ¥ et F') , on a

Ki(U, F)(t1,ts) = Ko(T, F)(ta, 11).

ce qui implique

0 0
/ a%Kl(\lf,11?)(1t1,t2)dtldzfg = —/ K2(\II,F)(t,0+)dt+/ Ky(W, F)(t,07)dt.
t1>to 1 —00 —00

De méme on obtient la relation

+00 +oo
/ 9 (W, FY (1 to)dtadts = — [ Kol )Yt 0%)dt+ [ Ka(W, F)(t, 07 )dt.
t1>t2 atQ 0 0

On en conclut la relation suivante

I(Ly + Ly, U, F) = 4/[}(2(\1/, F)(t,07) — Ko(W, F)(¢,00)]dt. O
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Proposition 6.2.1. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
1. Pour tout I’ € H%, on a In(Ly + Lo, U, F) =0,
2. Pour j € {0,1} et t, € R* alors (¥,,)V1(0F) = (¥, )V (07).
3. Pour tout f € D(H -*mNq) et pour tout t € R*, on a

K (W, M f)(t,07) = Ko (W, M fw)(¢,07).

Remarque 6.2.4. Grace a la remarque 6.2.3, on constate que
1. le point 2. de la proposition précédente est équivalent a l’assertion suivante :
(2°.) pour j € {0,1} et ty € R* alors (U¥2)ll(0+) = (Wi2)bl(07).
2. le point 3. de la proposition précédente est équivalent a [’assertion suivante :
(3°.) pour tout f € D(H *mnNq) et pour tout t € R*, on a

Ki(U, Mf) (0T 1) = K1 (U, Mfr)(07,1).

Preuve de la proposition 6.2.1 : Soit F' € H%.

Supposons que Iy(Ly 4+ Lo, ¥, F)) = 0 pour tout F € H%. Grace au lemme 6.2.1, ceci
s’écrit donc
[ ra(w P07 = Ko, P20t =0,
R

ce qui s’écrit également, grace a la remarque 6.2.2

/R [(F) M (0) (0e) 1 (07) = (W) (01)) = (F) 1 (0) (W) (07) = (Wi )M (0F)) ] dty = 0.

Nous allons appliquer cette égalité a des fonctions test pour obtenir les relations
voulues sur V.

Soit x € D(R*) quelconque. Il existe ¢ €]0, 1] tel que supp(x) C [, —¢] U [e,e71].
Soit ¢ € D(R) telle que supp(p) C [5,2e7 ] et p =1 sur [g;e7'].

On définit la fonction A sur R? par A(ty,ts) = x(|t1 — t2])(o(t1) + @(t2)) + x(—|t1 —
ta])(p(—t1) + @(—t3)). Ainsi on a A € H}.

Pour #; € R, on a (A4;,)M(0%) =0 et (A4;,)P(0%) = A(t,0).
De plus pour t; € Ry, on a

A(t1,0) = x(t1)e(t) = x(t1)

et pour t; € R_, on a
A(t1,0) = x(=[t))p(—t1) = x(t).
On obtient donc

Io(Ly + Lo, W, A) = 4 / M) ()0 — ()07 ))dty = 0.
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Cette derniére égalité est vraie pour toute fonction y € D(R) a support dans R*, on en
déduit donc la premiere conclusion

(W, )0 = (W, ) (07), vt € R™.

Maintenant, pour (t1,%5) dans (R*)2, on pose C(ti,ts) = (log|ti| + log |ta]) A(t1, t2).
Ainsi, la fonction C appartient a Hf} .
Par ailleurs, pour ¢; € R* on a (C;)(0%) = A(t;,0) = x(t1) et (C;)(0%) =

log [t1]x(t1)-
De plus comme (U, )H(0%) = (¥,,)(07), alors

In(Ly + Ly, U,C) = 4 /R (x(t) (¥, (0F) — (W) (07))) dty.

Nous concluons comme précédemment que
()07 = (8,,)%(07) = 0,4, € R™.
Nous obtenons ainsi I'implication (1) = (2).
On suppose maintenant que pour j € {0,1} et t; € R* alors
(0:)V(07) = (9,,)P(07).
Par la remarque 6.2.2, pour F' € H,QI, on a alors immédiatement

Ko(W, F)(t1,07) = Ko(W, F)(t1,07), ;¥ € R".
Ce qui donne 'assertion (3).
L’implication (3) = (1) est immédiate par 'expression de In,(L1 + Lo, ¥, F') donnée
au lemme 6.2.1 et la surjectivité application f — M f, de D(H -*m N q) dans H%. Ceci
acheve la preuve de la proposition.  [J.

Définition 6.2.2. 1. Pour f et g deux fonctions d’une variable x réelle ou compleze,
on note

ST(f,9) (w1, 19) = f(21)g(x2) + f(22)g(21)
et
Lfs gl(w1,22) = f(21)g(x2) — f(22)9(71).

2. 8t (fj)jes est une famille finie d'un espace vectoriel, on note Vect(f;;j7 € J) le
sous-espace vectoriel engendré par la famille (f;);c.

Corollaire 6.2.1. La fonction V satisfait ['une des conditions équivalentes de la propo-
sitton 6.2.1 si et seulement si

v e V€Ct<S+<A7 B)(tl, tg), signe(tl - tg)[A, B](tl, tg), (A, B) c SOZ(L, )\1) X SOZ(L, )\2))
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Preuve : Le lemme 5.2.1 permet d’écrire la fonction ¥ sous les formes suivantes :
Pour t; >ty > 0, alors on a

U(ty, ta) = fif (t1) @, (t2) + fo (L) W5, (t2) + g1 (t1) Py (t2) + g3 (t1) W3, (t2),

ot pour i € {1,2}, on a (f;", g") € Sol(L, \s) x Sol(L, \y).
Pour t; > 0 > t5, on a

W(ty,ta) = fi (t1) @y, (t2) + fo (01)W3, (T2) + g1 (81) P, (F2) + g5 (L)W, (F2),

oupour i € {1,2}, on a (f; ,g; ) € Sol(L, A2) x Sol(L, \y).
La condition (¥, )M(0%) = (¥,,)(07) implique que

fo' (t) + 95 (1) = [y (1) + g5 (1), Vi1 € RY.
Comme Sol(L, A\2) NSol(L, A\;) = {0}, alors, pour tout ¢; € R¥ on a

[ () = fa (1), YVt € RY et g5 (¢

On pose alors fg(tl) = f2 (tl) f2 (tl) et gg(tl) =
De méme la condition (¥, )% (0%) = (¥,,)% (0~

{ filty) = fi (1) = fi (), YVt € R
gi(th) = g1 () = g1 (1), ¥t € R}

= g;(tl),th S Ri

1) =
g5 (t1) = g5 (tr).
) implique que

Ainsi sur {(t1,t2), t; > t2, t; > 0}, nous avons

W(ty,ta) = fi(t1) Py, (t2) + folt) WX, (t2) + g1(t1) Pa, (t2) + g2(tr) WS, (t2)-

En raisonnant de la méme maniere pour le recollement sur {(t1,%3), t; > ta, to < 0} en
utilisant les relations . .
(\Ptz)b}(o-ﬁ-) _ (q;h)[]](o—), je {07 1}7

nous avons aussi sur cet ensemble 1'égalité

U(ti,ta) = f1(t1)Po, (t2) + f2(t1) W3, (t2) + g1(t1) P, (F2) + galt) W3, (L2).

Comme V¥ est symétrique par rapport aux deux variables, on peut donc l'écrire
comme combinaison linéaire des fonctions 14, <, A(t1)B(t2) + 14,51, A(t2) B(t1) avec (A, B)
u (B, A) dans Sol(L, A1) x Sol(L, \3). On en déduit aisément le corollaire. [

Proposition 6.2.2. Soit ¥ € Vect(St(A, B)(t1,ts2), signe(ty — t2)[A, B](t1,t2); (A, B) €
Sol(L, A1) x Sol(L, \s)).

Alors, pour tout F' € H%, on a la relation

In((Ly — Ly)%, U, F) = 0.

Preuve : Nous allons montrer que les intégrales I,(Ly — Lo, (L1 — L2)¥, F') et In(L; —
Ly, W, (Ly — Lo)F) existent et sont nulles. Ceci donnera le résultat voulu puisque, dans ce
cas, on aura

In((Ly — L)%, W, F) = In(Ly — Lo, (L1 — L)W, F) + In(Li — Ly, ¥, (L, — Ly)F) = 0.
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On procede comme dans la preuve du lemme 6.2.1.
Par hypothese sur ¥ et définition de H%, pour ¢ = ¥ ou F, il existe des fonctions
(gij)o<ij<1 de classe C* sur R? telles que, pour (t1,t2) € (R*)? — diag, I'on ait

g(ti,t2) = Z 9i,j(t, t2) (log [t1])' (log [ta] ).
0<4,5<1

Comme, pour toute fonction f de classe C? sur un ouvert de R*, pour tout ¢t € R*,
on a L(log|t|f(t)) = 8f'(t) + 4log|t|(f'(t) + tf"(t)), les fonctions LV et LiF, pour
k = 1,2 ont une expression du méme type. Ainsi, si g désigne I'une des fonctions ¥, F,
(Ly — Ly)W ou (Ly — Ly) F, les fonctions (t1,t) +— (g, )V!(t2) sont continues en tout point
(¢,0) pour t € R*.

Comme F est nulle en dehors d'un compact de R?2—diag, pour (g, h) = ((L1 — L)V, F)
ou (U, (L — Ly)F), la fonction g(Lyh) — (Lrg)h = 48%Kk(g’ h) est donc intégrable sur
k

R? en reprennant la preuve du lemme 6.2.1. Le méme raisonnement que dans la preuve
du lemme 6.2.1 donne aussi

0

[m(Ll - L2>g> h) = 4/ [Kl(g7h>(077t) - K1<g> h)<0+7t>]dt

—00

1 f " Kalg, h)(6,07) — Kag, b (t, 0t

Comme W et F' sont symétriques, I'une des deux fonctions g ou h est symétrique et
'autre est antisymétrique . Ainsi, pour (t1,t;) € (R*)?2 — diag , on a

Ki(g, h)(t1,t2) = —Ka(g, h)(ta2, t1).

et on obtient

In(Ly — Lo, g, h) — 4 / Ko(g, h)(£,0%) — Ka(g, h)(t,07)dt.

R

La remarque 6.2.2 et les propriétés de g et h décrites précédemment donnent
Ky(g,h)(t,07) = Ks(g,h)(t,07). Ainsi, on obtient

In(Ly — Lo, W, (Ly — Lo)F) = Iw(Ly — Lo, (L1 — L2)¥) =0
ce qui acheve la preuve. [J

6.2.2 Recollement sur H - (33N q)+

Nous étudions dans ce paragraphe les conditions nécessaires et suffisantes pour que
les fonctions Wy, et Wy vérifient les relations (Rec) pour tout f € D(H - (3310 q)+).

Les éléments réguliers de H - (33 N q); sont conjugués par H a un élément de
ay 4 ou de ay. La H-orbite d'un élément semi-simple de ay ; est caractérisée par
deux réels positifs ¢, et ty, paramétrisation utilisée dans le paragraphe précédent et celle
d’un élément semi-simple de a; par deux nombres complexes conjugués (7+20)% et (7—10).
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Ici, nous utiliserons la paramétrisation suivante des éléments de a; | plus cohérente
avec celle de ay. Pour (7,0) € R?, on note

T4+ 6 0
0 0 T—10
T+0 0 ’

Xio=
0 T—40 0

de telle sorte que a; . = {X7,, (7,0) € R*}. Avec ces notations, la H-orbite de X7,

est donc l'orbite caractérisée par les deux réels positifs (7 + 6)? et (7 — 6)? et on a
[0](XT0)| = 4[76).

Pour f € D(H - (33N q)+) et Uy, fixée précédemment, on définit les fonctions (M fr),
et (Uy), sur {(7,0) € (R*)? 72 # 6%} par
(M fw)r(7,0) = Mu(f)(XT ) = Mfu((7 +0)%, (7 = 0)%)
(V)i (7,0) = W(XT) = Un((7 +0)%, (7 = 0)°) '

Comme ¥ et My(f) sont invariantes par le groupe de Weyl Wy (a4 ), les fonctions
(W), et (M fn), sont symétriques et paires en chaque variable.

Pour & = ik la formule d’intégration de Weyl ( lemme 4.1.2) donne alors
1
ey [ PEOMa(I0] T aCOldX = [ @0, Mu(1)(X5) 78] 78] drd
(Wi(as+)] + mE A+ R2 ’ ’

- / (U)o (7, 0) (M fin), (. 6) 7 — %] drd) = / Urn(tr, £2) M fon(tr, t2) bty
R2 t1>t2>0
Définition 6.2.3. Soient f et g deuz fonctions des variables (1,0) € {(z,y) € (R*)?, 2? #
y*}. Soit D un opérateur différentiel sur R? tel que Df et Dg existent. On notera, lorsque
[intégrale considérée converge

(D, f,g) = /|T —¢%|(f (Dg) — (DF) g)(r.0)drdo.

Sur chaque sous-espace de Cartan a, les composantes radiales des opérateurs 0(Q)) et
0(Sp) sont données en terme des opérateurs L., = %Ghy (vahv) (proposition 5.1.1) ou =
est une racine positive de multiplicité 1 de a.

Sur ay y, les racines positives de multiplicité 1 sont données par a, (X7 ) = 2(7+0) et
aa(X7y) = 2(7 — 0). Par ailleurs, les racines positives de multiplicité 1 de ay sont données
par a(X;g) = 2(7 +120) et sa conjuguée @. Ainsi, les opérateurs L., pour y(X) = 2(7+€0)
avec € = 181 X = X7, €ay et e=2usi X = X9 € ag, s’expriment de la maniere

suivante . 5 9 5 9
L,=—— 0)(— —
= 1) o T (TG T )
Grace aux lemme 5.2.2 et corollaire 5.2.1 on obtient donc :

Lemme 6.2.2. Pour f € D(H - (33N q)+), on a
In(L1 + Lo, Win, M fin) = Li(Lay + Lag, (Un)rs (M fi)r)
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et
Im((Ll - L2)2> Wi, M fin) = Iii( (Lm - La2)2> (Win)rs (M fin)r).

Ainsi les relations de recollement (Rec) s’écrivent pour f € D(H - (331 q)+),

{ I&(Lal + La27 (‘Pm)m (Mfm)r) + 212([/04 + LE7 \Ij27 Mf2> =0
In((Lay = Lag)®, (Win)ry (M f)r) + 215 ((La — La)?, Wa, Mfo) =0

Pour étudier ces relations, on introduit les notations suivantes. Pour g et h deux
fonctions de classe C? sur un ouvert U de R?, on définit les opérateurs R, et Ry par

oh  0Og

R.(g,h)(7,0) = (g % — % h) (1,0) et Ry(g,h)(T,0) = <g %0 " 20 h) (1,0).

Soit y(X) =2(7 +ef) avece = F1si X = X[y €a, y et e =151 X = X;p € a5. On

a alors Oh, = (% —i—E%) et donc g(Oh,h) — (Oh,g)h = R-(g,h) +€Rq(g, h).

Ainsi, pour (7,60) € U avec 72 # €262, on obtient

72— | gL~ (Lag)h) (7, 0) = (o 4203 (172 = | [Re (g 1)+ 2Rolg, )] ) 7,0,

et donc, on a les relations suivantes

7% = 0% (9(Lay, + Lay)(h) = h(La, + La,)(9)) (7,0)

%[827' (|7 — 6*|R-(g, h)) (1,0) + % (|7 — 6*|Ro(g, b)) (7,0)],

et
|7+ 0%| (9(La + La) (h) — h(La + La)(g)) (1,0)

(54 0)Ro(g. 1)) (7.60) — - (54 0%)Rolg, 1) (7.0)],

DN | —

Nous rappelons maintenant les propriétés des fonctions (Vy),, Vo, (M fum), et M fo

que nous utiliserons.

Par le théoreme 4.4.1, pour tout f € D(H - (33N q)4), il existe une unique fonction
G = a(r,w)+|w|"?b(r,w) € HP™" ofi a et b sont paires par rapport & la premiere variable
et appartiennent & D(R* x RN {(7,w); 72 > w}), telle que, pour 76 # 0, on ait
(Mfm>7"(7_7 0) = MH(f)(X:,G) = Gf(T’ 92) = a(Ta 02) pour ™ —6*>>0
(Mfm)r(Ta 0) - MH(f)(Xg,‘r> = Gf(@, 7.2) = CL(Q? 7—2) pour 7_2 - 82 <0
et

Mfa(1,0) = My (f)(Xrp) = Gy(1, —0%) = a(r, —6?) + |0]b(7, —0%).

. pair
De plus, 'application D(H - (33N a)+) — Jast est surjective.
f — Gy
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Remarque 6.2.5. La fonction (M fy), est symétrique et paire en chaque variable. Elle se
prolonge en une fonction de classe C* a support compact contenu dans {(7,0) € R?; 7%
6?}. La fonction M fy se prolonge en une fonction continue a support compact contenu

0
dans R* x R et pour tout D € Cl=—, =] et 7 # 0, les limites (DM f5)(1,0%) existent.
or’ 90

La fonction (V,,).(7,6) est symétrique et paire en chaque variable. Grace au lemme
5.2.1, pour 7 > 0 > 0, elle est somme de fonctions de la forme

[A((T +0)*) +log(7 + 0)*B((T + 0)*)][C((T — 0)*) + log(T — 0)*D((r — 6))],
ou A, B, C et D sont analytiques sur R.

La fonction Wy est paire en chaque variable et la proposition 5.2.2 permet d’écrire W,
sur (R*)? comme somme de fonctions de la forme

[A((7 +10)%) + log(T +10)*Be((1 + 10)*)][C.((T — 10)?) 4 log(T — 10)?D.((1 — 10)?)],

ou A., B., C. et D, sont analytiques sur C.

g 0
Remarque 6.2.6. En particulier, pour tout D & (C[a— %] et T # 0, les limites
DY), (7,07), D(W,,),(07,7) et (DWy)(7,0%) existent.

Lemme 6.2.3. Soit f € D(H - (331 q)+). On a les relations suivantes

I(Lay + Lag, (Wm)r, (Mfm)r) = —4/0 ) 7 Ro (W), (M fin)r)(7,0%)d7

et

+0o0o
Iy(La + L, W, M) — 2 / 72 Ry(Wa, M) (7, 0%)dr.
0

0 0
Preuve. Par les remarques 6.2.5 et 6.2.6, pour R = R, ou Ry et D € C[aT 89]

fonction D[|7% — 62| R((Vs)r, (M fi)r)] se prolonge en une fonction de classe C> sur R
& support compact contenu dans D(R2 — diag). Par parité en 7 et 6 de (¥y,), et (Mfm)r,
cette fonction est intégrable sur R?. Ainsi, on a

la

I(Lay + Lag, (Wm)rs (Mfim)r)

- 2/7_ > O (% (’7—2 - 92’RT(<\I}m)T‘7 (Mfm)r)) (T7 9)
6 >0
+% (|7‘2 - 92|R9((\Ijm)r; (Mfm)r)) (7_7 0)) deQ

- _2/0 m02RT((\IJm)ra(Mfm)r)(0+70)d0_ 2/0 N 2R9<< )Ta(Mfm> )(T’ O+)d7_'

73



Comme les fonctions (Vy,), et (M fun), sont symétriques en (7,6), on obtient

1%Ly + Loy, (). (Mf),) = —4 / TP Ry(W)r. (M), (.07,

ce qui donne la premiere égalité.

0
De méme, par les remarques 6.2.5 et 6.2.6, les fonctions a—[(72 + 0 R, (Uy, Mf)] et
T

0
50 (7% + 0*)Ry(Wy, M f5)] sont paires en chaque variable et intégrables sur R? et on a

IQ(Loc + La> \1127 MfQ)

/ ((72 4+ 0?) R, (Va, M f5)) (7, 0)dTdo

=2 >0 9r
0>0
0
2 /T >0 99 ((7% + 6%) Ry (0, M f2)) (7,0)drd6.
6>0

Comme M fy est nulle au voisinage des points (0,0) € {0} x R*, on en déduit la

deuxieme relation. [

Proposition 6.2.3. Les trois assertions suivantes sont équivalentes

1. Pour tout f € D(H - (331 9)4), on a

[m(Ll + L27 \Dm7 Mfm) + 2[2(La + La, \1127 MfZ) =0.
2. Pour tout T > 0, on a

L (W) (1,07) — 2y (7,07) = 0
Uy(7,0t) =0 ‘

3. Pour tout f € D(H - (331 q)+) et pour tout 7 >0, on a
Ro((Vm)ry (M fin)r)(7,07) = Ro(To, M fo)(7,07) = 0.

Preuve : On suppose l'assertion 1. vérifiée. Par les lemmes 6.2.2 et 6.2.3, pour tout
f€DH-(33N9)4), on a donc

+00 +oo
—/ T2 Ro((V)r, (M fn),)(T,07)d7 +/ 72 Ro(Wy, M fo)(1,0")dT = 0.
0 0

Par surjectivité de 'application f — Gy de D(H - (33 N q)1) dans H2*" (théoreme

4.4.1), lassertion 1. est donc équivalente a

00

e, %) oV, N N
T [Q(Ta 0) (%(\I]m% - _)(T, O ) + b(T, 0)‘1’2(7’, 0 )] dT = O
0
ceci pour tout a et b dans D((R* x R) N {(7,w); 72 > w}) paires par rapport & la premiere

variable.
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Soit x € D(R%) quelconque. Il existe £ €]0, 1] tel que supp(x) soit inclus dans [g,7!].
Soit ¢ € D(R) telle que ¢ = 1 sur [—e?/2;e%/2] et ¢ = 0 sur R — [—&?; 2.
En prenant la fonction a(t, w) nulle et b(¢, w) définie par b(t, w) = W(l —(t? —

1
w))¢p(w), on obtient b(7,0) = —x(7) pour 7 > 0 et donc
T

+o0
/ X(T)Ws(7,0")dr = 0.
0
Cette derniere égalité étant vraie pour toute fonction x de D(RY ), alors
Uy(7,0%) =0, VreR:.

Maintenant, en prenant la fonction a(t, w) = W(l—gb(ﬁ—w))gb(w) et la fonction
b(t,w) nulle, nous obtenons alors

/0+OOX(T) (a(;’e)( 0%) — a;;( oﬂ) dr = 0.

Cette derniere égalité est vraie pour toute fonction x de D(IR?Y ), ainsi on a

O(Vm),

50 (1,07) — —=(7,07) = 0.

Ceci donne I'implication 1. = 2..

Maintenant on suppose que

(V) 0,

+y + +

Uy (7,07) =0 et 50 “(1,07) — 80( 7,07) = 0.
Soit f € D(H - (331 q)4). Nous avons les relations

0

(Mfm)T(Tv 0+) = Mf2<7-7 0+)> 90

—(Mfn)(7,07) =0,
et 9
+ .
—aerz(T, 0") est finie.

Les hypotheses sur ¥, et ¥, donne alors

Ro(Wz, M fo)(7,07) = Ro(Ym)r, (Mfin)r)(7,07)

B 8\112 " (W )y . o
= =g (HOD)MS(T,07) + =55 (7,07) (M fu),(7,07) = 0,

d’ou I'implication 2. = 3..

L’implication 3. = 1. est immédiate par les lemmes 6.2.2 et 6.2.3. Ceci acheve la
preuve. [

Nous décrivons maintenant ’espace des fonctions ¥, et W, satisfaisant les assertions
de la proposition 6.2.3.
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Pour k € {1,2}, on note
AL)\k (Z) = (I)/\k(z) et AQ,)\k (Z) = W)\k(z) = w)\k(z) + 10g<z)q)>\k (2)7

le systeme fondamental de solutions de L.y = \zy sur C — R_ (proposition 5.2.1).

La restriction de ces fonctions a R* est un systéme fondamental de solution de Ly =
Ary sur RY c’est-a-dire, pour ¢ > 0, on a W3 () = W), (t). On omettra I'exposant "r”
dans la suite de ce paragraphe.

Lemme 6.2.4. Sur R%, la famille de fonctions {(Aix, Ajx,)(t)}1<ij<o est libre.

Preuve : Soit a; ; € C tels que, pour tout £ > 0, l'on ait » ;o oo @i Adin () A0, (1) =
0. Cette relation s’écrit aussi

[061,1q>,\1 Dy, + a1 2Py Wy, + g wy, Py, + 042,2’LUA1U)A2] (t)

+ log(t) |:(Oé1,2 -+ 05271)(1))\1(13,\2 -+ 06272((1))\111],\2 + Wy, (I)A2>:| (t) + 10g(t>2062’2q))\1 (I))\Q (t) =0.

Les fonctions ®,, et w,, sont continues en 0. Ainsi, en prenant la limite en 0 apres
avoir divisé successivement par log(t)? puis par log(t) I'expression considérée, on obtient
aisément a9 = a2 + o1 = 0. Par suite , on a

051,1(1))\1 CI)AQ + aLQ[CI)Mw)\z - w>\1q)>\2] = 0.

Comme wy, (0) = wy,(0) = 2y ou v est la constante d’Euler et @,,(0) = @,,(0) =1,
on obtient
Q11 = 0.

Akt Akt
Par ailleurs, comme wy, (t) = 2y + (1 + 29) 252 4 0o+ () et D, (1) =1+ AR ()

4 4
D (1) — D, (B, (1) = § (0 = M) + 0 (1),

ce qui donne
Q19 = 0. O

Corollaire 6.2.2. Les fonctions Uy, et Uy satisfont ['une des conditions équivalentes de
la proposition 6.2.3 si et seulement si il existe U+ € Vect(ST(A, B); (A, B) € Sol(L, A1) X
Sol(L, \y)) et U, € Vect(|A, B; (A, B) € Sol(L¢, A1) X Sol(Le, A2)) telles que

pour ty >ty > 0 alors Wy (ty,ta) = U (ty, ta) +21W.(ty, t2)
pour 7 >0 et 6 > 0 alors Us(1,0) = U ((7 4 10)%, (1 — 16)?)

Preuve : Par la proposition 5.2.4, il existe des nombres complexes «; ; et 3;; tels que
\I]c<21,22) = Zlgi,ng ai,in,)\l (Zl)Aj7/\2(22) + 51',in,)\1 (ZQ)A]',/\2<21). Ainsi, pour 7 > 0, la
condition ¥y(7,0) = 0 implique que,

D (i + Bi)Ain (1) Aja(77) = 0.

1<i,j<2

Par le lemme précédent, on obtient donc «; ; + 3; ; = 0 pour 1 <7, j < 2 et par suite

Uo(z1,22) = D o (Ain, (21) Ajag(22) = Ain, (22) Ajiny (21)).

1<i,j<2
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Etudions & présent les conséquences de la condition % (Wy,),(7,07) — 2 Wy(7,07) = 0.

Par la proposition 5.2.2, il existe des nombres complexes a;; et b;; tels que pour
7>60 >0, on ait :

(Tw)e(7,6) = D aijAix, (T +6)*) Aj, (7 = 6)°)

1<i,j<2

+ ) i A (T = 0)) A (7 +60)%).

1<i,j<2

On obtient donc

/

0
5 Ym)r(7,07) =2 Y g A (TP A (7)) — A, (79) 45, (7%)

1<4,5<2
420> b (= A (P A (77) + Ai, (77 A, (7))
1<4,5<2
=27 Y (g = bi) (A, (7)) Ajaa (77) = Ao (T2) A5 5, (7))
1<,5<2
et 9
%\112 7,07) = dr Z a; (A Z/\l 72) A 5, (T7) — AL)\I(TQ)A;’)\Q(TQ)).

1<4,5<2

La condition & (W), (7,07) — &Wy(7,07) = 0 donne donc, pour ¢ > 0

D (@i = biy — 20005) (A} 5, Aja, — Ain Ay, (E) = 0.

1<4,j<2
En dérivant cette expression, on obtient
"
> (a5 = bij — 210 )(Ary Ajn, — Ain AL (E) = 0.
1<i,j<2
2

o 0
Ainsi, pour L = 4(75@ + 015)

et pour tout ¢ > 0, nous avons

0= (ai;—bij— 2000;)([LA:x]Ajx, — Ain, [LA;2,)(1)

1<i,j<2

= > (@i = bij — 2005) (A — M) Ay, A, (1)

1<i,j<2

Le lemme 6.2.4 donne alors
a;; —b;; — 2w j =0 pour 1 <7,5 <2.

Alinsi, pour t; >ty > 0, on obtient

Uty ta) = Y aiiAin () Ajn, (t2) + bij Ay, (t2) Ay ()

1<i,j<2
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CLZ—i—bZ
= > -—ﬁ—i——*l(f4aA1(t1)f4mA2(t2)—Fz4axl(f2)f4LAz(t1))

1<i,j<2

ai~—bi,»
+ Y —J1—§———l(f4aA1(t1)f4$Az(t2) — A, (t2) Aj (1)

1<i,j<2

aiA+bZ_A
=) —Jlii——il(f4axl(t1)AjA2(t2)-%14LA1(t2)AjA2(t1))-%Zqﬂitlatzl

1<i,j<2

On obtient ainsi les expressions de ¥y et W, voulues. La réciproque est immédiate par
simple calcul. [

Proposition 6.2.4. On suppose qu’il existe U+ € Vect(ST(A, B); (A, B) € Sol(L, ;) %
Sol(L, A9)) et V. € Vect(|A, B]; (A, B) € Sol(L., \1) X Sol(L., A2)) telles que

pour ty >ty > 0 alors Uiy(ty,ta) = U (ty, ta) + 1. (t1, t2)
pour 7> 0 et 6 > 0 alors Us(1,0) = U ((7 + 10)%, (T — 16)?)

Alors, pour tout f € D(H - (33N q)+), on a

In((L1 = Lo)?, Wy M fi) 4+ 205((La — Lg)?, U2, M f5) = 0.

Preuve : Soit f € D(H - (33 N q)+). Il existe deux fonctions a et b de D(R* x RN
{(7,w); 7® > w}) paires en la premiere variable telles que :
pour 7 > 0 > 0, alors (M fi).(7,0) = a(r, 6?)
et pour 7 > 0 et 6 > 0 alors M fo(7,0) = a(r, —0%) + 6b(T, —6?).

On procéde comme dans la preuve du lemme 6.2.3. On rappelle que I,((L; —
L2)2a qjm,Mfm) = I&(((Lm - La2)2a (\Ijm)ra (Mfm)r)

On considére tout d’abord D = L,, — Lo, et (g,h) = (Vn)r, D(Mfr),) ou
(D(Wm)r), (M fin)s).

Par I'expression des L,, pour j = 1,2, on a d’une part

0 0 g 0 T 0

I e 2, 9
: 990 1 _020r 12 _0200°

— L, =

1

et d’autre part, pour A et B deux fonctions de classe C2 sur un ouvert U de R? et pour
(1,0) € U avec 72 # 6% on a la relation suivante

|7 — 0| (A(Lay, — Lay)(B) — A(Lay — La,)(B)) (7,9)

1.0
=305
Les remarques 6.2.5 et 6.2.6 assurent lintégrabilité des deux fonctions
% (|72 — 0%|Ry(g, h)) (1,0) et % (|7* — 0%|R(g, b)) (7,0) sur RZ. Comme D(M fu), et

D(¥,,), sont impaires en chaque variable, la fonction g(Dh) — (Dg)h est paire en chaque
variable. On obtient alors

(|7 — 6*|R, (A, B)) (1,0) + % (|7 — 6| Re(A, B)) (7, 0)].

. 0
ol = Lo =2 [ (55 (7 = IRalo.10) (70)
6>0
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+% (|7 — 6*|R-(g, h)) (7, 9)) drde.

puis, en utilisant la symétrie des fonctions g et h,

“+oo “+o00
I' (Lo, — Loy, g,h) = —2/ 0*Ry(g,h) (0", 0)do — 2/ 7 R.(g,h)(r,0")do
0 0

“+oo
:-—4/" TR, (g, h)(r,0")dd
0

Pour 7 > 60 > 0 on a (M fy),(7,0) = a(r,6%). Ainsi la fonction b = (La, — Loy, ) (M fin)r
vérifie h(7,07) = a%_h(T, 07) = 0 pour tout 7 > 0 et donc I (Lo, — Loy, (W), (Lay —
Loy)(Mfm)r) = 0. On en déduit I’égalité suivante.

I;((Loq - La2)2> (qjm)ra (Mfm)r) = I&(L o2 (L - La2)<\pm)ra (Mfm)r>

—L
+o0
= —4/0 72[(Lay = Lay ) (Tn) (7, O+)aa a(r,0) — aa [(Lay = Lay) (V)] (7, 0%)a(r, 0)] dr.

Considérons maintenant D = L,—Lget (g,h) = (Vg, DM f3) ou (g, h) = (DWs, M fs).

De méme que précédemment, on a

; ;. __,99 0 0 17 O
@ C 9708 T2 4+ 60201 T2 460200’

et pour A et B deux fonctions de classe C? sur un ouvert U de R? et pour (7,0) € U avec
72 # 62, on a la relation suivante

(7 +6%) (A(La — La)(B) — A(La — La)(B)) (7,0)
—1: 0 0
— [89 ((7* + 60*)R.(A, B)) (1,0) + p ((* + 6*)Ry(A, B)) (1,0)].
Les remarques 6.2.5 et 6.2.6 et les propriétés de parité des fonctions

considérées assurent l'intégrabilité des deux fonctions a—((72+92)R9(g,h))(7, 0) et
T

% (72 + 6*)R.(g,h)) (1,0) sur R? ce qui permet d’obtenir

“+o00 [e’e]
L(D, g h) =2 / 2R (g, h)(7,0)dr + 2 / 62Ry(g, 1) (0, 0)dD.
0 0

Pour (7,0) € R, on a M fo(7,0) = a(r, —6?) + 0b(r, —6?) avec a,b € D(R* x RN
{(7,w); 7® > w}). En particulier, on a Ry(g,h)(0",0) = 0 pour 6 > 0 et par suite

+oo
I)(D,g,h) = 22/ 7 R.(g,h)(r,0")dr.
0

;(A,B) € Sol(Lc,/\l) X

Par hypothese, il existe une fonction ¥. € Vect([A,
0) = \IJC((T—i- , (7 —10) 2)

Sol(L., A2)) telle que, pour 7 > 0 et # > 0 alors Wy(r,
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On a donc Wy(7,07) = 82\112(7', 0%) =0 ce qui donne R, (Wy, (Lo — L) M f2)(1,07) =0,
T

et par suite

12<<L04 - La)Q, \:[12va2) = IQ(La - La, (Loz - La)\P27Mf2)
e 0 0
= 22/0 72[(La — La)Wa(T, 0+)Ea(7', 0) - 5-
Par hypothese, la fonction ¥, est donnée par Wy (t1,t2) = (U + 2W,)(¢1,12) pour
t1 >ty > 0 avec Ut € Vect(ST(A, B); (A, B) € Sol(L, A1) x Sol(L, \s)).
Par ailleurs, on a les égalités suivantes :

(Lo = Lay) (¥m)r = (L1 — Lo) W) = ((Ly — Lz)\I/ ), +1((Lie— Loe)Ve),
(Lo — La)Vs(7,0) = ((L1,c — Lao) V) (7 + 26)? 29)2) pour (7,0) € R

(Lo — Lz)Ws)(7,0")a(r, 0)] dr.

Ainsi, on obtient
(Lay = Lay) (W) (7,07) = 1(La — L) Ua(7,07)

) L0 .
5o [(Lar = Lao) (Wa)y] (1,0%) = 15— [(La = La) Vo] (7, 0%).

Grace aux expressions obtenues précédemment de I ((Ly, — Lay)?, (¥m)r, (M fin),) et
L((Lo — Lg)?, ¥y, M f5), on en déduit

Ii((Lay = Lay)*, (W), (Mfin)r) + 2D (Lo — Lg)*, W2, Mf2) = 0. O

6.2.3 Recollement sur H - w((33N1q)4)

En utilisant 'isomorphisme w et les résultats du paragraphe précédent, nous étudions
a présent les conditions nécessaires et suffisantes pour que les fonctions W, et Wy vérifient
les relations (Rec) pour tout f € D(H - w((330q)+))-

Pour P € C|Q, S] et f € D(U), on a de maniere immédiate

(O(P)To. f) — (Tomyor f) = / B(X)I(P)f(X) — D(P)D(X) f(X)|dX
= /[fl) ow(X)(I(P)f)ow(X)— (O(P)P) ow(X)fow(X)]dX.

Par ailleurs, pour toute application g de classe C* sur un ouvert de ¢, on a

I(Q)(gow) =—-0(Q)(g) ow

et
I(S)(gowm) =9(5)(g) o .

Ainsi, comme @ est solution du systeme (£, ) sur q", la fonction ® o w est solution
du systeme (E,-) sur q"9 ol x~ est le caractere de C[Q, S| déterminé par x~(Q) =
—X(Q) = —(A1 + A2) et X (So) = x(So) = (M — A2)*. B

D’autre part, comme |§| est w-invariant, on a |§]|(® o w) = (|6|P) o ww = ¥ o w.
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On remarque que les fonctions u et v caractérisant les orbites semi-simples (avec
u+v =@ et uv = 9) satisfont les relations suivantes :

uow(X)=—v(X) pour X € mnNq"

{ u o W(XT’Q) = u(Xgﬂ—)
v o w(XT’g) = 'U(XQJ-)

reg -

pour X,y € a,

Ainsi, on obtient
Vo w@(X) = Un(—v(X), —u(X)) = Un(—u(X), —v(X)) pour X € mN g
Vow(X,g) =V(Xp,)=Vs(0,7) = Us(£0,£7), pour X, g € as.

On introduit alors les fonctions Wy, et Uy définies par

\Ifm(tl, tg) = ‘Ifm(—tl, —tg) pour (tl, tg) & RQ tel que (tl — tg)tltg 7é 0
Wy(1,0) = Wy(h,7) pour (1,6) € (R*)?

de telle sorte que (|6]|® 0 @)ym = Uy et (|6]® 0 @)y = Vs

Par ailleurs, pour tout f € D(q), on a My (fow) = Mu(f)owet f € D(H-w((35N
q)+) si et seulement si f ow € D(H - (33N q)+). On obtient alors le résultat suivant :

Corollaire 6.2.3. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. La fonction ®, solution du systéeme (E,) sur q"*, vérifie (0(P)Ts, [) — (Topys, f) =
0 pour tout f € D(H -w((33N4q)4)) et P € ClQ, Sy,
2. Les fonctions Wy, et Wy vérifient les relations (Rec) pour tout f € D(H-w((33N09)+)),
3. Les fonctions Wy, et Wy vérifient les relations (Rec) pour tout f € D(H - (330 q)).

La proposition 6.2.3 permet alors d’obtenir le résultat suivant :

Corollaire 6.2.4. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
1. Pour tout f € D(H - @ ((33Nq)+)), on a

I(Ly + Loy Wiy, M fi) + 215(Lg + Lg, Yo, M f5) = 0.

2. Pour tout T >0, on a

(W) (1,0%) = Z0y(7,0%) = 0
\IJQ(Tu O+) = 0 ‘

3. Pour tout f € D(H -w((33Nq)+)) et pour tout T >0, on a
Ro((Uin)r, (M(f 0 @)m), ) (7,07) — Ry(Uy, M(f 0 @)s)(7,07) = 0.

Comme la fonction ® ow est solution du systeme (E,-) sur "/, on obtient alors grace
au corollaire 6.2.2 et a la proposition 6.2.4 :

Corollaire 6.2.5. 1. Les fonctions W, et Wy satisfont ['une des conditions

équivalentes du corollaire 6.2.4 précédent st et seulement si il existe
U € Vecl(ST(A B);(A,B) € Sol(L,—\) x Sol(L,~X\2)) et V.\- €
Vect([A, Bl; (A, B) € Sol(L., —\1) x Sol(L., —X2)) telles que

pour t1 > to > 0 alors \I/m(—tl, —t2> = \i/m(thtg) = \I/;, (t17t2) + Z\I/C’Xf (tl,tg)
pour 7 >0 et 0 > 0 alors Us(0,7) = Us(7,0) = U, .- ((T +10)2, (1 — 10)?)

2. Dans ce cas, pour tout f € D(H -w((33Nq)+)), on a
[m<<L1 - L2>27 \Ilm7Mfm) + 2[2((La - L5)27 \Ij27 Mf2) = 0.
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6.2.4 Recollement sur U4

La synthese des résultats des trois paragraphes précédents nous permet de donner
maintenant les conditions nécessaires et suffisantes pour que les fonctions W, et W,
vérifient les relations (Rec) pour tout f € D(U). Nous gardons les notations ¥, et W,
du paragraphe précédent.

Commencgons par rechercher les fonctions W, compatibles avec les résultats des
corollaires 6.2.2 et 6.2.5.

Proposition 6.2.5. La fonction Uy satisfait, pour tout = € R*, les relations

{ Wy(7,07) =0
Wy(7,0%) = Uy(0F,7) =0

si et seulement si il existe V. € Vect([Dy,, Pr,], [Pa,, Wi,| + [Wa,, Pa,]) telle que, pour
tout (1,0) € (R%)?, on ait

Uy (7,0) = U, ((T +10)%, (1 — 20)2) .

Preuve : Par le corollaire 6.2.2, la condition Wy(7,0") = 0 implique qu’il existe ¥,
dans Vect([A, B; (A, B) € Sol(L¢, A1) x Sol(Lc, A\2)) telle que , pour tout (7,0) € (R%)?,
on ait

Uy (7,0) = U, ((7’ +10)?, (1 — 29)2) )

Ainsi, on veut déterminer les fonctions ¥, de cette forme telles que, pour tout 7 > 0,

on ait
lim W 20 —m)*) =0.
Jim ((0+7)% (0 — 7)) =0

On remarque que lorsque A et B sont des fonctions analytiques sur C, alors, pour
7>0,0n a
Glim+ [A, B]((0 +17)2, (0 — 17)?) = 0.
—0

Pour 7 > 0, on a 6’1ir(1)1+ log ((0+17))?) = log(7?) + o et elir(r)1+ log (0 —17)?) = log(7?) — o,

Ainsi, en posant z = (6 +17)2, pour 7 > 0, on obtient

lim [A,log(-)B](2,%Z) = — lim [log(-)A, B](2,%) = —2in A(—7?)B(—71?)

0—0t 0—0t
et
lim [log(-)A,log(-)B](z,z) = 0.

0—0t

Ainsi, la fonction Wy paire par rapport a chaque variable, définie sur (R*)? par
Wy (7,0) = [, Pay] ((T + 10)2, (T — 10)?) vérifie donc la condition Wy(7,07) = 0.

Considérons W, = a5y, Wi, | + a1 [Wh,, Pa,] + age[Wy,, W),]. On a donc
\ch = al?([q)h?w)\z] + [(I)Aulog(')q)/\z]) + a21([w>\17 (b)\z] + [log(')q)hv q)Az])

+a22([w/\17w>\2] + [log(-)fb,\l,wAQ] + [U}M:log(')@)\z] + [log(')q)kulog(')q))a])

et par suite )
Wy (T, 0+) = —2im(ag — 0421)‘13/\1(_7'2)(1)/\2(_7'2)
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— 2 argg (Wx, (=77 P,y (—77) — W, (=77 By, (=7%)) = 0.

it it
On rappelle que wy, (t) = 2y + (1 + 27)71‘3 +0i0-(t) et @y, (1) =1+ Tk + 00 (1)

ce qui donne
Qg — Qg = gy = 0,

et donc W, = aq ([P, Wi, | + [Wa,, Pr,))-
Finalement, les conditions Wy(7,0%) = Wy(r,0t) = 0 implique ¥, €
Vect([®y,, Pu,], [Pr,, Wi, + [Wa,, Pa,)). La réciproque est immédiate. [

Remarque 6.2.7. Pour A € C*, les solutions fondamentales ®, et W = wy + log(-) P,
de Sol(L., \) vérifient, pour tout z € C — R,

Oy\(—2)=D_\(2) et wr(—2)=w_x(2).
Par suite, pour (21, 29) € (C—R)?, on a les relations suivantes
[(I)f)q; q)fz\g]('zl? Z?) - [q))q; CI))\2](—21, _22>7

([q)*kla W*M] + [W*Mv (I)*Az]) <Z17 ZQ)
= ([CDM ) w>\2] + [w>\17 (I)M]) <_Zla _ZQ) + log(zl'Z?)[(I))\l? (I)M](_Zlv _22)'
Ainsi, pour V. € Vect([®y,, D], [Pr,, Wh,| + [Way, Pr,l), la fonction ¥y paire en
chaque variable définie sur (R%)? par Uo(1,0) = W, ((1 +10)?, (1 — 10)?) vérifie
Uy(7,0) = Vo ((T +120)°, (1 — 10)?)

ou V. - € Vect([A, B];(A,B) € Sol(L¢, —A1) x Sol(Lc,—X2)) satisfait V., -(z1,22) =
—U, (=21, —2) sur (C —R)2. Le résultat du lemme précédent est donc compatible avec
celui du corollaire 6.2.5.

Définition 6.2.4. On définit la fonction Sy, », sur (C*)? par
S>\17/\2 (z17 22) = ([(I))\lﬁ w>\2] + [w>\17 (I)>\2]) (217 ZZ) + log ‘212’2”(1)/\1, (I)/\z](zlﬁ 22)

de telle sorte que
1. SA17>\2(27§) = ([(I)Maw)\z] + [W)\uq))\z])('z?E) = ([(I)/\ww)\Q] + [w,\l,CI),\2])(z,E) +
log |z|*[®,, ®»,](2,Z), pour tout z € C — R.

2. S>\17/\2 (t17t2) = ([(I)M’ W)T\'le + [W)?:p (I))\z])(tlth) = ([(I)Anw)\z] + [w)qv (I)Az])(tlth) +
log |t1t2|[®y,, P, ](t1, t2), pour tout (t1,ts) € (R*)?.

Théoréme 6.2.1. Les fonctions Wy, et Uy vérifient les conditions (Rec) pour tout f €
D(U) si et seulement si il existe U € Vect(ST(A, B); (A, B) € Sol(L, A1) xSol(L, \2)) et
U™ € Vect([Py,, Pr,), Sai ) telles que, pour tout (t1,ts) € (R*)* —diag et (1,0) € (R%)?,
on ait les relations

Win(ts, t2) = U (11, t) +1signe(ty — t2) U (4, 12)
et
Uy(7,0) = U~ ((7410)%, (1 —0)?).
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Preuve : On suppose tout d’abord que V¥, et Wy vérifient les conditions
(Rec) pour tout f € D(U). Par la proposition 6.2.2 et le corollaire 6.2.4, on a
Uy(7,07) = Wy(0t,7) = 0 pour tout 7 € R*. La proposition 6.2.5 donne alors
lexistence de W~ € Vect([®,,, Py,], a0, telle que pour tout (7,60) € (R*)? on ait
Uy (7,0) = U~ ((1 +10)%, (7 —10)?). Par les corollaires 6.2.1 et 6.2.2 et les propriétés de
symétries de W, il existe U € Vect(ST(A, B); (A4, B) € Sol(L, \1) xSol(L, \2)) telle que,
pour tout (t1,t2) € (R*)* — diag, on ait Wy (t1,ts) = U (ty, ta) +1signe(t; — to) W (¢, 1a).
Maintenant les propriétés des fonctions [®@y,, ®),] et Sy, », montrent que les fonctions Uy,
et W, satisfont alors les propriétés du corollaire 6.2.5.

Réciproquement, on suppose que les fonctions W, et W, sont données par
Ut ta) = UH(ty,ty) + wsigne(ty — to) U (L1, 1), pour tout (t1,ts) € (R*)? — diag
et par Wy(r,0) = U~ ((1+10)2 (1 —0)*), pour tout (7,0) € (R})*> ou
Ut e Vect(ST(A, B); (A, B) € Sol(L, A1) x Sol(L, X)) et U~ € Vect([Pr,, Pxr,], Sxyns)-
Ainsi, les résultats des paragraphes précédents assurent que les fonctions ¥, et W,
satisfont les relations (Rec) pour toute fonction g dont le support est contenu soit dans
H *mnNgq (corollaire 6.2.1 et proposition 6.2.2), soit dans H - (33N q)4 (corollaire 6.2.2 et
proposition 6.2.4), ou encore dans H - w((33 N q)+) (corollaire 6.2.5).

Soit f € D(U). Comme U = H-'mNqUH -(33Nq)+ UH -@((33M4)+), le théoreme de
partition de I'unité assure l'existence de fonctions ¢m, @3 et 5 de classe C* sur q telles
que

(a) Support(om) C H-mnNyq, Support(ps) C H-(330q)y, et Support(es) C
H-w((33 N d)4),

(b) Lsupp(r) < om+ 03+ 3 < 1.

Ainsi, on a f = pnf + wsf + 5 f et par suite ¥, et U, satisfont les relations (Rec) pour
la fonction f par ce qui précede. [

Remarque 6.2.8. L’expression de la fonction Vo dépendait jusqu’a présent du choix de la
détermination du logarithme choisie pour décrire le systeme fondamental de solutions de
Soly, » a travers la fonction V.. L’expression obtenue pour Wy dans le théoréeme ci-dessus
en terme de la fonction Sy, x, montre qu’elle est indépendante de ce choix.

Soient Wy, et Wy satisfaisant les hypotheses du théoreme précédent. Les fonctions ]
et & = m s’expriment alors de la maniere suivante en terme des fonctions u et v, qui
caractérisent les orbites semi-simples. On rappelle que ces fonctions satisfont les relations
suivantes :

u(X)+v(X)=Q(X) = %tr(XQ), u(X)v(X) = S5(X) =det(X) et u(X)—v(X) =0(X).

Comme pour X € mNq, on a u(X) —v(X) =0(X) = |5(X)| > 0 et pour X € ay, on a
|0](X) = —16(X) et u(X) = v(X), nous obtenons I'expression suivante :

. T (u(X),v(X)) +0 (w(X),v(X)) siXemng
LX) = { U~ (u(X), v(X)) si X €af ’

Par ailleurs, pour tout X € q"*, on a

SM,)\Q (U(X)7 U(X)) = ([(I))\lv w>\2]+[w>\17 CI)AQ])(U(X)? U(X))+(log |S(X)|)[CI)>\17 CI)&](U(X)v U(X))

84



On introduit alors les fonctions suivantes

Ja — [(I))\u (I)AzKu?U)
ana - u _ ’U )

Fsing — [(I))qvw)\z](ua U) + [w)\m (I))\Q](U, U) n log |u1}| [(I)/\l, CI)/\2]<U7 ?J)
u—v u—v
et

ST (A, B)(u,v
Fip = (5 D)

avec (A, B) € {(®x, Py,), (Or, WF,), (WS, Px,), (W5, ,W5)} (On rappelle que le
polynéme Sy = Q? — 4S est & valeurs réelles sur q et Syp(X) > 0 si et seulement si
XeH -mnNngq.)

Théoréeme 6.2.2. 1. Les fonctions Funa, Faing et F:",B, avec (A, B) S
1@, Poy), (P, WR,), (WX, @y,), (W3, WS,)} sont localement intégrables
surU.

2. Ces fonctions forment une base des distributions propres invariantes sur U données
par une fonction de L} (U)™.

loc

Preuve : Soit F' T'une des fonctions Fi,,, Fsing ou FX,B. Il suffit de montrer
que, pour toute fonction f positive de D(U), l'intégrale fq f|F| est finie. En no-

tant, comme précédemment ¥ = |J|F, ceci revient a montrer grace a la formule

d’intégration de Weyl que, pour toute fonction f positive de D(U), la somme (f) =
L1>t2 ‘\Ilm’(tl, tQ)Mfm(tl, t2>dt1dt2 + 8 f >0 |\112’(T, G)MfQ(T, 6)(7’2 + 02)d9d7' est ﬁnie.

>0
Par partition de I'unité, il existe des fonctions fn,, f3 et g3 de classe C* sur q de
support inclus respectivement dans H *mNq, H - (33N q)+ et H - w((33Nq)+) telles que
f = fm+ f3+ g3. La convergence des intégrales X(g) pour g = fn, f3 ou g3 découle des
remarques 6.2.1 , 6.2.5 et 6.2.6 (voir preuves des lemmes 6.2.1 et 6.2.3) ce qui donne la
premiere assertion.
La deuxieme assertion est alors une conséquence immeédiate du théoreme 6.2.1. [

6.3 Perspectives sur les distributions propres invariantes de
Lige(a)"

loc

Nous allons donner d’abord un lemme qui nous permettra de préciser la régularité des
fonctions trouvées dans le théoreme 6.2.2.

Lemme 6.3.1. Les fonctions Fypnq et Fsing s’expriment sous la forme suivante :

Fana - fana<Q7SO) et Fsing == fs(QaSO) +10g\5|gs(Q750>

ot les fonctions fana, fs et gs sont holomorphes sur C.
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Preuve : Soient f et g deux fonctions holomorphes sur C dont la série entiere en zéro
est de rayon de convergence infini. Alors, pour (z,h) € C?, on a

flx+h)g(x —h)— f(x—h)gla+h) = h/ (f'(x+th)g(x —th) — f(x+th)g'(x — th))dt.

-1

(z, h) v Lthlala=h)—fla=R)ola+1)

Ainsi, la fonction est holomorphe sur C2. D’autre part,
cette fonction est paire par rapport a h, donc elle admet un développement en série
entiere sur C* de la forme Y, ; ap2"h?.

Maintenant, pour X € ¢, on considere z = %(X ) et h = 2(X) de telle sorte que
u(X) =2+ h et v(X) =2 — h. On obtient alors

Lf, g)(u,v) Akl kol Akl kol
S - Z 2k+2lQ 0% = Z 2k+2lQ So-

0<k,l 0<k,l

Les définitions de Fypq et Fy,g donnent alors le résultat voulu . [J

Remarque 6.3.1. La fonction 6 = u — v correspond a un choix de racine carré du po-
lynéme Sy = Q?—4S. Le lemme précédent exprime les fonctions Fiy,, et Fying uniquement
en terme des polynomes @) et S. Ces fonctions sont donc indépendantes du choix de cette
racine carre.

Corollaire 6.3.1. L’espace des distributions propres invariantes sur q définies par une
fonction analytique sur q est engendré par Fu,,.

Preuve : Comme les opérateurs 0(Q) et 9(.S) sont polynomiaux, une simple intégration
par parties sur q assure que F,, définit bien une distribution propre invariante sur q. Le
résultat voulu est alors immédiat. [

1

Proposition 6.3.1. La fonction Fyy, est dans Li,.(q)".

Preuve : 1l suffit de montrer que log |S| est localement intégrable sur q.
Ainsi il suffit de montrer que pour toute fonction positive x dans D(q), l'intégrale
J; Nog [S[] x est finie.

On a la décomposition q = q; ¢ gz, ol

qr = {(%%) AEMQ(]R)} et qo = {(%%), BeMg(R)}.

Soient Q; (repectivement Q,) la forme quadratique définie sur q; (repsectivement gs)

par
Q ((%‘%)) = det(A) (respectivement Qo ((%‘%)) = det(B)) :
Ainsi on a
/’105’; [S(X)]| x(X)dX = log | Q1 (X1)| + log |Q2(X2)|| x (X1 + X2)dX1d Xy
q q1Xqz2

< [ (logl@u(X0)]| + flog | Qa(Xa)|) x(X: + X)X idXo
q1X4qz
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:/ ([log [t1] + [log [ta]) Mg, 0, X (L1, t2)dt1dts,
RQ

grace a la relation 7 et au lemme 3.2.1.
Comme les formes quadratiques Q; et Qs sont de signature (2,2) , alors le théoreme
3.2.1 permet d’affirmer que Mg, o,X(t1,t2) s’écrit sous la forme

X(tl,tQ) = a(tl,tg) + |t1|b(t1,t2) + |t2‘0(t1, tg) + |t1t2|d(t1,t2),

olt a, b, ¢ et d sont dans D(R?). Ainsi la derniere intégrale est convergente. D’olt le
résultat. [

La méthode de descente utilisée pour 1'étude de lintégrale orbitale Mg(f) d'une
fonction f de D(q) ne permet pas de décrire le comportement de My (f) au voisinage de
0.

Ainsi, il ne nous est pas possible de préciser 'intégrabilité sur q ou non des fonctions
de la forme Fj 5 avec (A, B) € {(®y,, Py,), (Pa,, WS,), (WS, Pry), (W3, W5,)}-

Pour la méme raison, les intégrations par parties effectuées dans le paragraphe 6.2
ne sont pas forcément licites pour f € D(q). Par suite, bien que la fonction Fj;,, soit
localement intégrable sur ¢, nous ne pouvons pas affirmer que cette fonction définit une
distribution propre invariante sur q tout entier.
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