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✲ ▼❛rt✐♥❡ ❙♦②❡r✱ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❞✉ ▲❙■✱ q✉✐ ❛ r❡♠❛rq✉❛❜❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ r❡♣r✐s
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳ ❏❡ t✐❡♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à s♦✉❧✐❣♥❡r s❡s ✐♠♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ✈✐❡ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳ ❆ ❝❡ t✐tr❡✱ ❥✬❛✐ ♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣♣ré❝✐é ❧❡s
❥♦✉r♥é❡s ❞❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts q✉✬❡❧❧❡ ❛ ♠✐s❡s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
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à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❥✬❛✈❛✐s ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛✐❞❡✳ ❏❡ ❧❛ r❡♠❡r❝✐❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r s♦♥
❛ss✐st❛♥❝❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❡t ❧❡ ❞é♣ôt ❞❡ ❧❛ s✐❧✐❝❡ s♦❧✲❣❡❧✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡✲
♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♣♦✉r t♦✉s s❡s ♣ré❝✐❡✉① ❝♦♥s❡✐❧s✱
❡t ♣♦✉r s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✳

✲ ❙②❧✈❛✐♥ ❍❡♥r② ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❈◆❙◆▼ ❞✬❖rs❛②✱ ♣♦✉r s❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉r
❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t❡✉r ❆❘❆▼■❙ ❡t ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡ ❡t s❡s ❝♦♥s❡✐❧s
❧♦rs ❞❡s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥s✳

✲ ▼❛r❝ ❍❛②♦✉♥ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛ssé ❞❡ très ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡
❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ t②♣❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝✐♥ét✐q✉❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ ❡st ♥é❡
✉♥❡ ♣❛ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❏❡ ❧❛✐ss❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡
♦✉✈❡rt❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❜✉❣s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳

✲ ❱✐♥❝❡♥t ▼❡t❛②❡r ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡ ❧♦rs ❞❡s r❡❝✉✐ts s✉r ♠❡s ♥♦♠❜r❡✉① é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥s✳

✲ ❋❛r❛❤ ❆tt♦✉❝❤✐ ♣♦✉r s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡t s♦♥ ❞é✈♦✉❡♠❡♥t à ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡r✲
t❛✐♥❡s s②♥t❤ès❡s ❞♦♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ♠❡ r❡✈❡♥❛✐t ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❥❡ ♥✬ét❛✐s ♣❧✉s ❛♣t❡
à ♠❡ r❡♥❞r❡ ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✳ P♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡ ❛✜♥ ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ♠❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s
❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡✳

✲ ❉❛♥✐❡❧ ❈❛❧❞❡♠❛✐s♦♥✱ ♣♦✉r s♦♥ ❛✐❞❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ▲▼❙✳✳

✲ ●❡rr✐t ❈♦❞❞❡♥s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t s❡s ❝♦♥s❡✐❧s✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❜♦♥s ♠♦♠❡♥ts ❡t ❧❡s ❢♦✉s r✐r❡s q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉s ❧♦rsq✉❡ ❥❡
♣❛rt❛❣❡❛✐s s♦♥ ❜✉r❡❛✉✳ ❏✬❛✐ été ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛ss✐❞✉ à t♦✉s s❡s ❝♦✉rs ❡t à
t♦✉s s❡s ❞✐s❝♦✉rs✳

✲ P❡t❡r ❱❛❥❞❛✱ ♣♦✉r s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡✱ s❛ s❛❣❡ss❡ ❡t t♦✉s ❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s q✉✬✐❧ ❛
s✉ ♠❡ ❞♦♥♥❡r✳

✲ ❇r✉♥♦ ❇♦✐③♦t✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞é❢❛✉ts ❞❛♥s ❧❡s ✈❡rr❡s✱
❡t ♣♦✉r t♦✉s s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

✲ ❆♥❞ré❛ ❈✉❝❝❛✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦♥ ❛✐❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
✲ P✐❡rr❡ ▲♦♠❜❛r❞✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦♥ ❛✐❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✐♥st❛❧❧❛✲

t✐♦♥s ❞❡ ❞✐✈❡rs ❧♦❣✐❝✐❡❧s✳
✲ ◆❛❞è❣❡ ❖❧❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❡t s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❛♣♣♦rtés✳
✲ ❊❦❛t❡r✐♥❛ ❆♥t♦s❤❝❤❡♥❦♦✈❛✱ ♣♦✉r t♦✉s s❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❡t r❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥ts✳
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✭tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✭❝✐r❝❧❡s✮ ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡✳ ❋✉❧❧ s②♠❜♦❧s r❡♣r❡s❡♥t

t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♣❡♥ s②♠❜♦❧s t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✻ ❛✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆P ❞✐❛♠❡t❡r ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s ✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❜✮

❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❞✐❛♠❡t❡r ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛✲

t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✭❢✉❧❧ sq✉❛r❡s✮ ❛♥❞ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s ✭♦♣❡♥ sq✉❛r❡s✮✳

❝✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ◆Ps ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s

✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✭❢✉❧❧ ❛♥❞ ♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s

✭❢✉❧❧ ❛♥❞ ♦♣❡♥ sq✉❛r❡s✮✳ ❞✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❣❛♣ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✭❢✉❧❧ ❞✐❛♠♦♥❞s✮ ❛♥❞ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s
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✹✳✼ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆P s✐③❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ❛t ✾✵✵◦❈ ✉♣ t♦

✶✷❤ ✉♥❞❡r ✈❛❝✉✉♠ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✹✳✽ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽①✶✵16 ❝♠−2✱
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▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✺✳✷ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ♦❢ ◆Ps ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢

✶✳✺①✶✵16 ❝♠−2 ✇✐t❤ ✹ ▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❛✮ ✺✳✽ ♥♠✱ ❜✮
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✺✳✸ ❙❛t❡❧❧✐t❡s s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆P s✐③❡✱ ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ✳ ✶✵✷

✺✳✹ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆P s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ s❛t❡❧❧✐t❡ s✐③❡ ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡

✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✶✳✺①✶✵16 ❝♠−2 ✇✐t❤ ✹ ▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❛t r♦♦♠
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✺✳✺ ❛✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛♥❞ ❜✮ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
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✻✳✶ ✭❛✲❝✮ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ ❆✉ ◆Ps ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✢✉❡♥❝❡s ✇✐t❤

✹ ▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ✭❝✮ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡②❡✲❜❛❧❧

s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛s ♦❢ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ✳ ✳ ✶✵✾
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✻✳✹ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ♠❡❛♥ s✐③❡ ✭❘✮✱ sq✉❛r❡ ✭❘2✮ ❛♥❞ ❝✉❜❡ ✭❘3✮ ❛s
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✻✳✺ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢✿ ✭❛✲❝✮ ■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❞✲❣✮ ♥❛♥♦✲✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳

✭❣✮ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s②st❡♠ t❤❡ ◆P ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ✜❝t✐✈❡ s♦❧✉t❡ r❡s❡r✈♦✐r ✶✶✷

✻✳✻ ✭❛✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳

t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶ ♥♠✳ ✭❜✮ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❆✉ s♦❧✉t❡

❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡

t❡r♠s✿ ✐✮ t❤❡ ❢✉❧❧ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦♥♦♠❡rs ❛❞❞✐✲

t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ◆❈ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳ ✐✐✮

t❤❡ ❢✉❧❧ ❣r❛② ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥t♦

t❤❡ ♠❛tr✐① ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

t✇♦ ❝✉r✈❡s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♦❧✉t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡

❣r♦✇✐♥❣ ◆Ps✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
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✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ σ
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❝♠−2✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❛t❡❧❧✐t❡✲❝❧✉st❡rs ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦t✲

t❡❞ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ■♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❛t❡❧❧✐t❡✲❝❧✉st❡rs ❞✐st❛♥❝❡ ✭❛s ❝❛❧✲

❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉st❡r s✉r❢❛❝❡✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♥❣ ✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✶✸



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✼✳✶ ❛✮✲❞✮ P❧❛♥❛r ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ ✸✳✻♥♠ ❆✉ ◆Ps✿ ❛✮ ✉♥✐rr❛❞✐❛t❡❞✱ ❜✲❞✮

✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t 8×1016cm−2 ❛t ❜✮ ❚❂ ✸✵◦❈✱ ❝✮ ❚❂✻✺✵◦❈✱❛♥❞ ❞✮ ❚❂✽✵✵◦❈✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡✲❤✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✼✳✷ ❑✐♥❡t✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✸✳✻ ♥♠ ❆✉ ◆Ps ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✉♣

t♦ ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ 8 × 1016cm−2✳ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ❚❂ ✸✵◦❈

✭♦♣❡♥ ❞✐❛♠♦♥❞s✮ ✱ ❚❂✻✺✵◦❈ ✭❣r❛② sq✉❛r❡s✮✱ ❛♥❞ ❚❂✽✵✵◦❈ ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✼✳✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ◆Ps ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❯♥✐rr❛❞✐✲

❛t❡❞ s❛♠♣❧❡ ✭❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ■rr❛❞✐❛t❡❞ ◆Ps ❛t

✢✉❡♥❝❡ ♦❢ 8× 1016cm−2✭●r❛② tr✐❛♥❣❧❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✺

✼✳✹ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❙♠❛❧❧❡r ◆Ps ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡
❧❛r❣❡r ♦♥❡s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡
❧❛r❣❡r ◆Ps ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✼

✼✳✺ ❋✉❧❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣ ❞❛s❤❡s ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢♦r

♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ♦❢ r❛❞✐✉s r1 ❛♥❞ r2 ✭r1❁ r2✮✳ ❆t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❤♦rt ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡

❣✐✈❡s t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ s♦❧✉❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ✢❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❆rr❤❡♥✐✉s

♣❧♦t✳ ❋r♦♠ ❬✶✵❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✼✳✻ ■♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❙♠❛❧❧❡r ◆Ps ❤❛✈❡ ❛ st❡❛❞②✲

st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦♥❡s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s t♦✲

✇❛r❞ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡r ◆Ps ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✳ ✳ ✶✹✵

✼✳✼ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❆❜♦✈❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐③❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❇❡❧♦✇ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ ❛✮ ❢❛r ❜❡❧♦✇ ❚❝ ❜✮ ❜❡❧♦✇ ❚❝ ✱ ❝✮ ❛❜♦✈❡ ❚❝✳ ❋r♦♠ ❬✶✵❪✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✼✳✽ ❙❘■▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✹▼❡❱ ❆✉ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸✳✻♥♠ ❆✉ ❧❛②❡r s❛♥❞✲

✇✐❝❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡rs ✭✷✵✵♥♠ ❡❛❝❤✮✳ ❋✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡

❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❆✉ ❛t♦♠s ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆✉ ❧❛②❡r ✐♥t♦ t❤❡ s✐❧✐❝❛

♠❛tr✐①✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✹ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

q ❛♥❞ λ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✼✳✾ ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t ❛ ✢❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡✿ ✉♥❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ C∞✱

✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ CI
∞✱ ✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✼✳✶✵ ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ ❛✮ ✉♥✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✶✺♥♠ ❆✉ ◆Ps✱ ❛♥❞ ❜✮

✐rr❛❞✐❛t❡❞ ◆Ps ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ 8×1016cm−2 ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❚❂✽✵✵◦❈✳

❉♦tt❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ◆Ps ❛♥❞ ▲MAX ✐s t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✼✳✶✶ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❣♦❧❞ ✐♥t♦ s✐❧✐❝❛ ✉♥❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

❉✭❚✮✱ ✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❉I✭❚✮✱ ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❋♦r t❤❡

❧❛tt❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✻✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✼✳✶✷ ❛✮ ❣❧♦❜❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r∆✳ ❜✮❢♦❝✉s

♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✺✲✾×✶✵4✴❚ ✭❑−1✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✶✹



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✼✳✶✸ ❛✮ ❣❧♦❜❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤ ✉♥❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s✱ RC ✱ ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ R
I
C ✱ ✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❜✮❢♦❝✉s

♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✺✲✶✸×✶✵4✴❚ ✭❑−1✮ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢

❢♦✉r r❡❣✐♠❡s ❢♦r RI
C ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✼✳✶✹ ❛✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ◆P s✐③❡✱

❈I✭❘s✮✳ ❇♦❧❞ ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st❡❛❞②✲st❛t❡ s♦❧✉❜✐❧✐t②✳

❜✮ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡✱ ✶✷✲✸✺×✶✵4✴❚ ✭❑−1✮✱ ❢♦r ❈I✭❘s✮✳ ✶✹✾
✼✳✶✺ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ♦❢ ♣r✐st✐♥❡ ✸✳✻♥♠ ❆✉

◆Ps ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✉♣ t♦ ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽×✶✵16❝♠−2✳ ❊①✲

♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✼✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✼✳✶✻ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ◆P s✐③❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ ❛✮ ✸✵◦❈✱ ❜✮ ✽✹✵◦❈✱ ❛♥❞ ❝✮ ✶✷✵✵◦❈✳ ❋✉❧❧ sq✉❛r❡s

❞❡✜♥❡ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤r❡❡ r❡❣✐♠❡s ❛r❡

❡✈✐❞❡♥❝❡❞✿ ❛✮ ✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ R
I
c<✵ ✱ ✐✐✮ s②st❡♠ ❛t

t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚❝✱ RI
c❂✵✱ ❛♥❞ ❝✮ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣

r❡❣✐♠❡✱ RI
c>✵✳ ❋✐❣✉r❡s ❞✲❢✮ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡

◆P s✐③❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
✼✳✶✼ ❛✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✳✻♥♠ ❆✉ ◆Ps ✇✐t❤ t❡♠✲

♣❡r❛t✉r❡✳ ❜✲❞✮ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ CI(R) ✇✐t❤ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ ❜✮ ✸✵◦❈✱ ❝✮ ✻✺✵◦❈✱ ❛♥❞ ❞✮ ✽✵✵◦❈✳ ❋✉❧❧ tr✐❛♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ◆P s✐③❡ ❛♥❞ ❢✉❧❧ sq✉❛r❡ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛rr♦✇s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
✼✳✶✽ ❛✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✺♥♠ ❆✉ ◆Ps ✇✐t❤ ✢✉✲

❡♥❝❡ ❛t ✸✵◦❈ ✭❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ✻✵✵◦❈ ✭❣r❛② ❝✐r❝❧❡s✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡

s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❜✲❝✮ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ CI(R)

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❆s t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡

s✐③❡ ❛t ❜✮ ✸✵◦❈ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ❛t ❝✮ ✻✵✵◦❈✱ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ◆Ps ❝❛♥

❣r♦✇ t♦✇❛r❞ ❧❛r❣❡r s✐③❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

✽✳✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❑▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞

s❛t❡❧❧✐t❡s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣r✐st✐♥❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ◆P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

✶✺



❈❤❛♣t❡r ✶

●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ■♦♥✲♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

✶✳✶✳✶ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❣❡

❲❤❡♥ ❛♥ ✐♦♥ ♣❡♥❡tr❛t❡s ✐♥t♦ ❛ ♠❛tr✐①✱ ✐t ❛❝q✉✐r❡s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❣❡
Z∗
1 ✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❣❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤

t❤❡ t❛r❣❡t ❛t♦♠s✱ ❬✶❪✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✱ t✇♦ ❡①tr❡♠❡
r❡❣✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✿

✐✮ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② v ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❇♦❤r ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝
❡❧❡❝tr♦♥s✱ v0 ✭✈≪v0✮✱ t❤❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♣t✉r❡s ❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡❝♦♠✐♥❣
♥❡✉tr❛❧✳

✐✐✮ ✇❤❡♥ v ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ v0 ✭✈≫✈0✮ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✐♦♥ ❧♦♦s❡s ✐ts ❡❧❡❝tr♦♥s
t❤r♦✉❣❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❝♦♠❡s
❜❛r❡❞✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣✉♥❝t✉❛❧ ❝❤❛r❣❡✱ Z1❡✳

❋♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳ v∼v0✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❝❛♣t✉r❡ ❝♦♠❡s ✐♥t♦ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❧♦ss✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t
✐s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❤❛r❣❡✱ Z∗

1 ✭v✮✱ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳

✶✳✶✳✷ ❊♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥

❈❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♠❛tt❡r ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② tr❛♥s❢❡rr✐♥❣
t❤❡✐r ❡♥❡r❣② t♦ t❤❡ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ❡♥❡r❣② ✐s ❧♦st ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤✇❛②s✿ ✐✮ ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ♦r ✐✐✮ ✐♥❡❧❛st✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ♣r♦❝❡ss ✐s
❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♥✉❝❧❡❛r ❡♥❡r❣② ❧♦ss✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✳ ❚❤❡
❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ ♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡❞
♣❛rt✐❝❧❡✳

❊❧❛st✐❝ ♦r ♥✉❝❧❡❛r ❝♦❧❧✐s✐♦♥

❊❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ t❛r❣❡t ❛t♦♠s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
♦❢ ❜♦t❤ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❞♦♠✐♥❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇

✶✻



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♠❡✱ ✈≪✈0✳ ❆ ♥✉❝❧❡❛r ✭❡❧❛st✐❝✮ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛
t✇♦✲❜♦❞② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r❝❡ ✜❡❧❞✱ ❱✭r✮✳ ❱✭r✮ t❛❦❡s ❞✐✛❡r❡♥t
❢♦r♠s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐st❛♥❝❡✱ r✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♦♠
❛t r❡st✿

✐✮ ✇❤❡♥ r ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ r❛❞✐✉s✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❇♦❤r r❛❞✐✉s ❛✱ ✭r≪❛✮✱
♥✉❝❧❡❛r✱ ❈♦❧♦♠❜✐❛♥✱ r❡♣✉❧s✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

✐✐✮ ✇❤❡♥ r ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ r❛❞✐✉s ✭r≫❛✮✱ t❤❡ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡
♠❛tr✐① ✐s s❡❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✐♦♥ t♦ ❜❡ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞ ❛ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♦❝❝✉rs✳

✐✐✐✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❝❛s❡✱ ✭r∼❛✮✱ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❛❦✐♥❣
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❊❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♠❛❣❡✱ ✇❤❡r❡❜② ❛ ❦♥♦❝❦❡❞✲
♦♥ ❛t♦♠ r❡❝♦✐❧s ❛✇❛② ❢r♦♠ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛tt✐❝❡ s✐t❡✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡♥❡r❣② ❢♦r
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❊d✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ❛♥ ❛t♦♠ ♠✉st r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ❡♥❡r❣②
♦❢ ❊d∼✷✺❡❱ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♣r✐♠❛r② ❦♥♦❝❦✲♦♥ ❛t♦♠ ✭P❑❆✮✳ ❆s ♠❛♥② P❑❆s r❡✲
❝❡✐✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ✐♦♥ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❊d✱ t❤❡s❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡
s❡❝♦♥❞❛r② r❡❝♦✐❧s✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ s❡❝♦♥❞❛r② r❡❝♦✐❧s ♠❛② ✐♥ t✉r♥ ❝r❡❛t❡ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛s❝❛❞❡✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡
♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛t♦♠s✳ ■♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞
♦♥ ❤❛r❞ s♣❤❡r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❑✐♥❝❤✐♥✲P❡❛s❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❬✷❪✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛s❝❛❞❡s ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤❛✈✐♥❣ r❡❝♦✉rs❡ t♦ t❤❡ ❙❘■▼ ❈♦❞❡✱ ❬✸✱ ✹❪
✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳

■♥❡❧❛st✐❝ ♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

■❢ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥✲❛t♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♥♦t ❝♦♥✲
s❡r✈❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♥❡❧❛st✐❝✱ ♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝✳ ■♥❡❧❛st✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞♦♠✐♥❛t❡
✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❣✐♠❡✱ ✈≫✈0✳ ❉✉r✐♥❣ ✐♥❡❧❛st✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣
✐♦♥s ♠❛✐♥❧② ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝❧♦✉❞s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❛t♦♠s ❢❛✈♦r✲
✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦♥❧② t❤❡ ✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣
❛♥ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❛❦ ♠❛② ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ❛t♦♠s✱
✭r≤❛✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠❛ss❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✱ t❤❡ ✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s
♥♦t s❡♥s✐❜❧② ♠♦❞✐✜❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② r❡♠❛✐♥s ❛ str❛✐❣❤t
❧✐♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ✉s✉❛❧❧② r❡s✉❧t ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ■♥ ♠♦st ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡s❡ ✐♥❡❧❛st✐❝
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ s✐♠♣❧② ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢♦r♠ ❛ ✈✐s✲
❝♦✉s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❤❛t ❡①tr❛❝ts ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛st ♠♦✈✐♥❣ ✐♦♥s✱ ❬✺❪✳ ❋♦r
❤✐❣❤ ✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧
r❡❣✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✲❞❛♠❛❣❡❞
❧❛t❡♥t tr❛❝❦✳

✶✼



✶✳✶✳ ■♦♥✲♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❆✉ ❛t♦♠s ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❙✐❖2 ♠❛tr✐① t❤r♦✉❣❤ ❜❛❧❧✐st✐❝
♣r♦❝❡ss❡s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❙❘■▼ ❝♦❞❡✱ ❬✸✱ ✹❪✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s②st❡♠ ✐s ❛ ❙✐❖2✴❆✉✴❙✐❖2

♠✉❧t✐❧❛②❡r ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹ ▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s✳

✶✳✶✳✸ ❚♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✭❞❊✴❞①✮ ♦r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✭❙✮

❚❤❡ s❧♦✇✐♥❣ ❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛tt❡r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❡r❣②
tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t ❛t♦♠s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧❛②❡r ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss dx✳
❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② dP = Ndxdσ✱ ✇❤❡r❡ ◆
✐s t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ dσ t❤❡ ✐♦♥✲❛t♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ♣❡r ✉♥✐t ♦❢
❧❡♥❣t❤✱ ❙❂dE/dx✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s
s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛t♦♠ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✱ ♦r
st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s✿ (dE/dx) = (dE/dx)n + (dE/dx)e ♦r S = Sn + Se✳

❚❤❡ ✜rst ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✇❛s
❣✐✈❡♥ ❜② ❇♦❤r✳ ❍❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡
♦❢ t❤❡ ✐♦♥✱ Z∗

1✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✈✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ s❤♦✇s
t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❢♦r ❜♦t❤ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣✲
♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs✳ ❋♦r ❧♦✇ ✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ t❤❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡❝♦♠❡s
♥❡✉tr❛❧ ❜② ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t ❛t♦♠s✳ ❚❤✐s ❢❛✈♦rs t❤❡ ❡❧❛s✲
t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② r❛♥❣❡✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✐s
t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r ❤✐❣❤ ✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✐♦♥ ❧♦♦s❡s ✐ts

✶✽



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✇✐t❤ ✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳

❡❧❡❝tr♦♥s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛ ♣✉♥❝t✉❛❧ ❝❤❛r❣❡ ✭❜❛r❡❞ ❛t♦♠✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥✲
❡r❣② ❧♦ss ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs
✐♥❝r❡❛s❡ ✉♣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❇r❛❣❣ ♣❡❛❦✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r
❤✐❣❤❡r ✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❇r❛❣❣ ♣❡❛❦ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s✳

✶✳✶✳✹ ■♦♥ st♦♣♣✐♥❣ r❛♥❣❡

❆❢t❡r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t ❛t♦♠s✱ ♥✉❝❧❡❛r ♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝✱ t❤❡
✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦ss❡s ♣❛rt ♦❢ ✐ts ❡♥❡r❣② ✉♥t✐❧ ✐t ✐♠♣❧❛♥ts ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛tr✐①✳
❚❤❡ t♦t❛❧ ♣❛t❤ tr❛✈❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ ❛❧❧ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ✐s ❘✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐st❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ r❛♥❣❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛①✐s ♥♦r✲
♠❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① s✉r❢❛❝❡✱ Rp✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ✐♦♥s
s♣❡❝✐❡s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❧❛✇✿ ✐♦♥s
❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣r♦❥❡❝t❡❞ r❛♥❣❡ Rp ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ∆RP ✳

✶✳✷ ◆❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s

P❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✶✲✶✵✵ ♥♠ ❛r❡ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
st❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦♥❡s✳ ▼✉❝❤ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ◆Ps
✐s st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❜✉❧❦ t♦ ◆P ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦
❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❢❛❝t♦rs✿ ✐✮ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✲t♦✲✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦✱ ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps✳
❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❛r❡ ❛❧s♦ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♣♦♥ t❤❡✐r
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ str✉❝t✉r❡✱ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✶✾



✶✳✷✳ ◆❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✐✮ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✲t♦✲✈♦❧✉♠❡ r❛t✐♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♠✲
♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡✛❡❝ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts
✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♥♦✈❡❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝❛t❛❧②st ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧✴❤❡❛t r❡✲
s✐st❛♥❝❡✳

✐✐✮ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♥❣❧❡ ❛t♦♠ ❛♥❞ ❛ ❜✉❧❦ ♠❛t❡✲
r✐❛❧ ✐s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ q✉❛♥t✐③❡❞ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♥❞ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉✲
♦✉s ✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❛ ◆P
❛r❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛t♦♠ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❤♦✇❡✈❡r ❞✐s❝r❡t❡✱ ♦r q✉❛♥t✐③❡❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t♦ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♥♦✈❡❧ ♦♣t✐❝❛❧✱
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ♠❡t❛❧❧✐❝ ◆Ps t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝ ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t r❡s✉❧ts
✐♥ ❛♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡✱ ❬✻❪✳

✶✳✷✳✶ ❖♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ◆Ps✿ t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥ r❡s♦✲
♥❛♥❝❡

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ◆P ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡✳
❚❤❡s❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛s ❛ ❣r♦✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❛t
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❤♦st ♠❛tr✐①✳
❙✉❝❤ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭❙P❘✮✳
❉✉r✐♥❣ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✱ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❡♥r✐❝❤❡❞ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ t❤✉s
❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❞✐♣♦❧❡ ✐s s✉st❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜② ❛❜s♦r❜✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❙✉❝❤
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ♠❡t❛❧❧✐❝ ◆Ps✱ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❛♥❞✱ ✐s ✐♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
♦♣t✐❝❛❧ s♣❡❝tr✉♠✱ ❬✼✱ ✽✱ ✾❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥✜♥✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡
♦♣t✐❝❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❙P❘ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ s♦rt ♦❢ ✜♥❣❡r♣r✐♥t ♦❢
t❤❡ ♥❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ ❙P❘ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ◆P ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
s✐③❡ ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜♥✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❤♦st ♠❛tr✐①✱
✜❣✉r❡ ✶✳✸✭❛✲❞✮✳

❆ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ◆Ps r❡✈❡❛❧s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s✿

❼❋♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✶♥♠✱ ♥♦ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❛♥❞ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳

❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ ◆♣s s✐③❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞✳

❼❋♦r s♠❛❧❧ ◆Ps ✭<✷✺♥♠✮ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ t❡r♠ ❞♦♠✐♥❛t❡s✳ ■♥ t❤✐s r❛♥❣❡
t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ♥❡❛r❧② ❝♦♥st❛♥t ✭q✉❛s✐ st❛t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮ ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
s✐③❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ
✭❘ ≪λ)✮✳ ❆ s♠❛❧❧ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❙P❘ ❛♥❞ ❛ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ◆Ps ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✿ ❛✮ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
✺ ♥♠ ◆Ps ❆✉✱ ❆❣ ✱ ❈✉ ✐♥ s✐❧✐❝❛✱ ❜✮ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❛tr✐①✳ ✷✳✺♥♠ ❆✉ ◆Ps ✭♥ ✐s t❤❡
r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡①✮✱ ❝✮ t❤❡✐r s✐③❡✳ ❆❣ ◆Ps ✐♥ s✐❧✐❝❛ ❛♥❞ ❞✮ t❤❡✐r s❤❛♣❡ ✭❆✉ ◆Ps✮✱ ❬✶✵✱ ✶✶❪✳

❼❋♦r ❧❛r❣❡r ◆Ps ✭>✷✺♥♠✮ t❤❡ ❙P❘ s❤♦✇s ❛ r❡❞ s❤✐❢t✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✉s ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥ t❤✐s r❛♥❣❡ ♦❢ s✐③❡✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❬✻❪✱ ❛s r❡t❛r❞❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ◆P ❝r❡❛t❡
❛ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭❘≤λ)✳

❆ s❤♦rt ❤✐st♦r②

❚❤❡ ✜rst ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠❡t❛❧ ❝❧✉st❡rs ✇❡r❡ ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❜② ❘♦♠❛♥
❣❧❛ss♠❛❦❡rs ✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❝❡♥t✉r② ❆❉ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ❝❡❧❡❜r❛t❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s
t❤❡ ▲②❝✉r❣✉s ❝✉♣ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✹✮✳ ❚❤✐s ❝✉♣ ✇❛s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ s♦❞❛✲❧✐♠❡ ❣❧❛ss ❝♦♥✲
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✶✳✷✳ ◆❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

t❛✐♥✐♥❣ ❆✉ ❛♥❞ ❆❣ ◆Ps✳ ❚❤❡ ♠♦st ❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤✐s ❝✉♣ ✐s ✐ts ❝♦❧♦r
✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♠♦❞❡✿ ♦♣❛q✉❡ ❣r❡❡♥ ✇❤❡♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✐♥
r❡✢❡❝t✐♦♥ ❜✉t str♦♥❣ r❡❞ ✇❤❡♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ▲②❝✉r❣✉s ❈✉♣ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ✐♥ r❡✢❡①✐♦♥ ✭❧❡❢t✮✱ ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮✳

■♥ t❤❡ s❡✈❡♥t❡❡♥t❤ ❝❡♥t✉r②✱ P✉r♣❧❡ ♦❢ ❈❛ss✐✉s✱ ❛ ❝♦❧❧♦✐❞ ♦❢ t✐♥ ❞✐♦①✐❞❡ ❛♥❞
❣♦❧❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜❡❝❛♠❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛r ❝♦❧♦r❛♥t ✐♥ ❣❧❛ss❡s✳ ❚❤❡s❡ ❡❛r❧② ♠❛♥✐❢❡st❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥✉s✉❛❧ ❝♦❧♦rs ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② ♠❡t❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r♦♠♣t❡❞ ❋❛r❛❞❛②✬s
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦❧♦rs ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❣♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❝❡♥✲
t✉r②✱ ❬✶✷❪✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼❛①✇❡❧❧✲●❛r♥❡tt ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ✶✾✵✹✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡❞✐✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❡t❛❧❧✐❝ ◆Ps✱ ❬✶✸❪✳ ■♥
✶✾✵✽ ❛ ✜rst ❢♦r♠❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ◆Ps ♦❢ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t s✐③❡s ✇❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✇♦r❦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❆♥♥❛❧❡♥ ❞❡r
♣❤②s✐❦ ❜② ▼✐❡✱ ❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ▼✐❡ t❤❡♦r② ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❛
♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❜② ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✐s♦❧❛t❡❞ ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❛❜s♦r❜✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠✳

P♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❙✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥ ❡✛❡❝ts ♠❛② ✜♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s
❛s ♦♣t✐❝❛❧ ✜❧t❡rs✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡②❡s ❣❧❛ss ❝♦❛t✐♥❣✱ ❬✶✺✱ ✶✻❪✱ ♦r ❞❡✈✐❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥
♣❧❛s♠♦♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❬✶✼❪✳ ❙✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❧♦s❡❧② s♣❛❝❡❞ ❛♥❞
❝♦✉♣❧❡❞ ◆Ps ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❣✉✐❞❡❞
❛❧♦♥❣ ❝❤❛✐♥s ♦r ❛rr❛②s ♦❢ ◆Ps✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ✇❛② t♦ tr❛♥s♠✐t
❛♥❞ ❣✉✐❞❡ ♦♣t✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s ♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t✳

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❙P❘ ✐s t❤❡ s✉❜♠✐❝r♦♠❡t❡r ♣❧❛s♠♦♥ ♣r✐♥t✐♥❣ ❧✐t❤♦❣✲
r❛♣❤②✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❜r♦❛❞ ♦♣t✐❝❛❧ st✐♠✉❧✉s ❡①❝✐t❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥ r❡s♦♥❛♥❝❡
♦❢ str❛t❡❣✐❝❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞ ◆Ps✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❡♠✐t ❧✐❣❤t ❛t ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ t❤❛t
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❞❡✈❡❧♦♣s ♣❤♦t♦r❡s✐st ✐♥ t❤❡✐r ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✈✐❝✐♥✐t②✱ ❬✶✽✱ ✶✾❪✳

❚❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡s ❛r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❞✉❡ t♦
t❤❡ s❤♦rt r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♦♣t♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱
✐♥ ♦♣t✐❝❛❧✲♠❡♠♦r② ♦r s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❬✶✺✱ ✷✵✱ ✷✶❪✳

✶✳✷✳✷ ❊❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥ t❤❡ ◆P s✐③❡✱ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ✇♦r❦
✇✐t❤ t❤❡ ♥❛rr♦✇❡st s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ♥❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ t✐❣❤t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ◆P s②♥t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s✱
✐♥ t✉r♥✱ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞
❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ◆Ps✳ ❚❤✉s✱ ✜rst✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉♥❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ◆P
s②♥t❤❡s✐s ✇❤❡♥ ✐♦♥✲❜❡❛♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
❛♥❞ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲r❡❧❛t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s
❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ✇♦r❦✳

✶✳✷✳✸ ❊❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞❡r t❤❡r♠♦✲
❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
●✐❜❜s ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✿

G = H − TS ✭✶✳✶✮

✇❤❡r❡ ❍ ✐s t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣②✱ ❚ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❙ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♠♦st st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣r♦♠✐s❡
❜❡t✇❡❡♥ ❛ s♠❛❧❧ ❡♥t❤❛❧♣② ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥tr♦♣②✱ ❡✳❣✳ ❍≪❙✳ ❆ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ●✐❜❜s ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡s ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✱ △●❂●f ✲●i<✵✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
✇❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ●✐❜❜s ❡♥❡r❣② ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❛ s②st❡♠ ✐♥ ❛ ♠❡t❛st❛❜❧❡
st❛t❡ ❝❛♥ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐ts ❡♥❡r❣② t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s
t❤❡ ❧✐q✉✐❞✲s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛
s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ◆Ps ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦st
♠❛tr✐①✳

❚❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t♦ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ♣❤❛s❡s ♦❝❝✉rs
❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❙✭t✮✱
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❙✭t✮❂✭❈✭t✮✲❈∞✮✴❈∞✱ ✇❤❡r❡ ❈✭t✮ ✐s t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t ❛
❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❈∞ ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ s♦❧✉❜✐❧✐t②✱ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✳

❼ ❆❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ s♦❧✉t❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❤♦st
♠❛tr✐①✱ ❙✭t✮ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs
❞❡♣♦s✐t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❧♦✇ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❙c✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t❡
❛t♦♠s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡✳
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✶✳✷✳ ◆❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s ✐♥t♦ ❛ ♠❛tr✐①✳

❼ ❙✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❙✭t✮ ❡①❝❡❡❞s ❙c✱ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ♠❡t❛st❛❜❧❡✳ ▲♦❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ♦r t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ♦r ❞❡❢❡❝ts ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡
♠❛tr✐①✱ ❞r✐✈❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ❡♠❜r②♦s
st❛rt t♦ ❢♦r♠✳

❼ ●r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜s❡✲
q✉❡♥t ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛❝t ❛s ❛ s✐♥❦ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♥❣
s♦❧✉t❡✮✱ ❙✭t✮ st❛rts t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦♥♦♠❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞
t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞r♦♣s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❇❡❧♦✇
❙c✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ◆Ps ❣r♦✇
❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠♦♥♦♠❡rs✳

❼ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
s❝❛❧❡s ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳✱ ❘c∼✶✴❙✭t✮✱ ✇❤❡♥ t❤❡
s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡❝♦♠❡
✐♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞✐ss♦❧✈❡✳ ❚❤✐s r❡❣✐♠❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣
✭❖❘✮✳ ❍❡r❡✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❡✈♦❧✈❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❛ss r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❧❛r❣❡r
◆Ps ❣r♦✇t❤ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✳

✶✳✷✳✹ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♥❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s

■♦♥✲✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ t♦♦❧ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ◆Ps ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❤♦st
♠❛tr✐① ♦r t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ s②♥t❤❡✲
s✐s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜❛s❡❞ ◆Ps ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣❧♦✐t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s✿

❼■♦♥✲❜❡❛♠ ❞✐r❡❝t s②♥t❤❡s✐s✳ ■♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❢♦r❡✐❣♥ ❡❧❡♠❡♥t ❆ ✐♥t♦ t❤❡ ♥❡❛r s✉r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ❇✱ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡
♦❢ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞♦♣✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ❧♦✇
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦r ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ s✉♣❡rs❛t✉r❛t❡❞ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠♣✉r✐t②
s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
■♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s✐♥❣❧❡✱ ❬✷✷✱ ✷✸✱ ✷✹❪✱ ♦r s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧❛♥✲
t❛t✐♦♥s✱ ❬✷✺✱ ✷✻✱ ✷✼✱ ✷✽✱ ✷✾✱ ✸✵✱ ✸✶✱ ✸✷✱ ✸✸✱ ✸✹✱ ✸✺❪ ❛♥❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ❛♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t t♦ ♣r♦♠♦t❡ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps✳ ❚❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✐♦♥✲❜❡❛♠ s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

✐✮ ✐♦♥ ✢✉① ❛♥❞ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ❆✉ ◆Ps ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐❧✐❝❛ ♠❛✲
tr✐①✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥ ✢✉① ✐s ❦❡♣t
❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡r ◆Ps ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❬✸✻❪✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥
t❤❡ ✢✉① ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❝♦♥st❛♥t✱ s♠❛❧❧❡r
◆Ps ❛r❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞✳ ❋♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱
t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❛♥t❛✲
t✐♦♥s✳ ❇② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠♣❧❛♥t❛✲
t✐♦♥ st❡♣✱ ❛ ❜r♦❛❞ ♣❡❛❦✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ❛ ♥❛rr♦✇❡r ♣❡❛❦ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳

✐✐✮ ♣♦st✲✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t✐♠❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❆✉ ◆Ps ✐♥ ❙✐❖2 ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥
❞❡t❛✐❧ ❜② ❉❡♠❛r❝❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ❬✸✼✱ ✸✽❪✳

✲ ❋♦r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✶❤ ❛♥❞ ✶✷❤ ✐♥ ❛✐r ❛t ✾✵✵◦❈✱ t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ◆Ps ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t✇♦ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡s
❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✿ ❛✮ t❤❡ ◆Ps st❛rt t♦ ❣r♦✇ ✐♥ ❛ r❡❣✐♠❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❜✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡✐r ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ✭❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡✮ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇✳

✲ ❢♦r ✐s♦❝❤r♦♥❛❧ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ✶❤✱ ✐♥ ❛✐r ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ ❢r♦♠ ✹✵✵◦❈ t♦ ✾✵✵◦❈ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇✐❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ◆Ps
s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts s❤✐❢t t♦✇❛r❞ ❧❛r❣❡r s✐③❡s✳

✲ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐♥❡rt ❣❛s ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ ❆r✱ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳

❼ ■♦♥✲❜❡❛♠ ✐♥❞✐r❡❝t s②♥t❤❡s✐s✳ ❍❡r❡✱ ✐♦♥✲✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✲
♠♦t❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ◆Ps ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② s✉♣❡rs❛t✉r❛t❡❞ ❤♦st ♠❛tr✐①✱
❬✸✾✱ ✹✵✱ ✷✺❪✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② t❛✐❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛✲
tr✐①✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r✲t♦✲❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❧♦ss r❛t✐♦✳
❙❡✈❡r❛❧ ❞♦♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡✿

✲ ❆ ✜rst ❞♦♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ✐♦♥✲❡①❝❤❛♥❣❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❍❡r❡✱ t❤❡r♠❛❧
✐♦♥✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛ss✐st❡❞ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠❡t❛❧❧✐❝
✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ❣❧❛ss✱ ❬✹✶❪✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❝❧✉st❡rs ✐s tr✐❣❣❡r❡❞
❜② t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♣❡❞ s❛♠♣❧❡s t♦ ❤✐❣❤ ✢✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❧✐❣❤t ✐♦♥s ❛s ❍❡✱ ❍
♦r ❆r t♦ ✐♥s✉r❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r t♦ t❤❡ s②st❡♠✱ ❬✹✶✱ ✹✷✱ ✹✸❪✳

✲ ❆ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ✉s❡ ♠❡t❛❧ ♦①✐❞❡✲❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❣❧❛ss❡s✳ ❘♦♦♠ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ▼❡❱ ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♣♣❡r ♦①✐❞❡ ✐♥✐t✐❛t❡s

✷✺



✶✳✷✳ ◆❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡ ❈✉ ❝❧✉st❡rs ✈✐❛ t❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡
✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❧♦ss✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛❜♦✈❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✱ ❬✸✾❪✳

✲ ❆ t❤✐r❞ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♥❣ ❛ ♣r❡✲✐♠♣❧❛♥t❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ■❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ❬✹✹❪✱ ♣r❡✲❞♦♣❡❞ ❛ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♦♥✲
✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✭✷ ▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❛t ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✶✳✷①✶✵17❝♠−2✮ ✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✺ ▼❡❱ ❙✐ ✐♦♥s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ◆Ps ❛❧r❡❛❞②
❛t ❧♦✇ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✳ ❆t ❤✐❣❤❡r ✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ ◆Ps ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✐③❡ ✇❛s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❙✐
✐♦♥s✳

❼ ■♦♥✲❜❡❛♠ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ✭❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♦r ♥✉❝❧❡❛r✮ ❞❡♣♦s✐t❡❞
❜② t❤❡ ✐♦♥s ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② ❛❧r❡❛❞② ❢♦r♠❡❞ ◆Ps ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡✐r s❤❛♣❡✱
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❍✐❣❤✲❡♥❡r❣② ✐♦♥✲❜❡❛♠ ♠✐①✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
✐♦♥✲❜❡❛♠ s②♥t❤❡s✐s t♦ ❢♦r♠ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♥❛♥♦❝❧✉st❡rs ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢
❞✐r❡❝t ✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐♥ ❙✐❖2✲♠❡t❛❧ ♠✉❧t✐❧❛②❡rs ✇❡r❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t r♦♦♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ ▼❡❱ ❤❡❛✈② ✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❙✐❖2

❧❛②❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠❡t❛❧❧✐❝ ◆Ps ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❬✹✺✱ ✹✻❪✳

■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st♦♣♣✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ◆Ps ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐① ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❝❧✉st❡r✲s❛t❡❧❧✐t❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦r
t♦ ♣r♦♠♦t❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❞❡❛❧❧♦②✐♥❣ ✐♥ ❜✐♠❡t❛❧❧✐❝ ◆Ps ❬✹✼✱ ✷✺❪✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ♠❛② r❡s✉❧t ✐♥ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐st✐♥❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠❡t❛❧❧✐❝ ◆Ps ✐♥t♦ ♣r♦❧❛t❡ ♥❛♥♦r♦❞s ❛♥❞
♥❛♥♦✇✐r❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ❬✹✽✱ ✹✾✱ ✺✵✱ ✺✶❪

✶✳✷✳✺ ❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ✐♦♥✲❜❡❛♠ s②♥t❤❡s✐s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s

◆❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ✐♦♥✲❜❡❛♠ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s✐♥❣❧❡✲❡❧❡♠❡♥t
♦r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ◆Ps ✇✐t❤✐♥ ✈✐rt✉❛❧❧② ❛♥② s♦❧✐❞ ❤♦st ♠❛tr✐① ❬✺✷❪✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛s t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ◆Ps ❛r❡ ♣r♦t❡❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❛r❡ ❞✉r❛❜❧❡ ✐♥ t✐♠❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ✐s st✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦❞✉❝❡
❤✐❣❤✲♣✉r✐t② ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ◆Ps ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞♦♣❛♥t ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ st❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡✱ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ t❡♠♣♦r❛❧❧②
s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❙❡❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❢t❡r✇❛r❞
r✐♣❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡
♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ ✐♥t♦ ♥♦✈❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡
❢❛r ♦✛✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ♠❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧②
♥♦ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ◆Ps✲❜❛s❡❞ ❞❡✈✐❝❡s t❤❛t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ s②♥t❤❡s✐s
❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛♥❞ ♠♦st ❝r✉❝✐❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛
s✉✐t❛❜❧❡ ♥❛rr♦✇ s✐③❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ◆P ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r✐s❡

✷✻



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ●❡♥❡r❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❢r♦♠ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦st ♠❛tr✐① ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳
❚❤✉s✱ ❛ ♣♦st✲✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ t❤❡r♠❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣♦s❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡
t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦
♣r♦♠♦t❡ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ◆Ps s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝✳

✶✳✸ ❚❤✐s t❤❡s✐s

❆❧t❤♦✉❣❤✱ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❞✉r✐♥❣ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ❜② ✈❛r②✐♥❣ ✐♦♥ ✢✉① ❛♥❞ s✉❜str❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♦❢ t❤❡ ◆Ps s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s
❞✐✣❝✉❧t②✱ ♥❡✇ ✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡✐t❤❡r ✐✮ ❜② ❝♦♠✲
❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ♦r ✐✐✮ ❜②
❤❛✈✐♥❣ r❡❝♦✉rs❡ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ st❡♣s ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✐♦♥ ❜❡❛♠ s②♥t❤❡s✐s ♦❢
◆Ps ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ t✇♦❢♦❧❞✿ ✐✮
t♦ ❣♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ ◆Ps ❛♥❞ ✐✐✮
t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛
❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ◆Ps ✇❤❡♥ ✐♦♥✲❜❡❛♠s
❛r❡ ✉s❡❞✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥✲
s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ♥♦t ♦♥❧②
❛ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ◆P ♣r♦♣❡rt✐❡s
✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ✹ s❛♠♣❧❡s ❝♦♠♣♦st❡❞ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❆✉ ◆Ps
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❧❛♥❛r s✐❧✐❝❛ ✜❧♠ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❝❧✉st❡rs ✐s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ◆Ps✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ◆P
s✐③❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜♦t❤ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✇❤❡♥ ◆P s✐③❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ♥❛rr♦✇ ❛♥❞ ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r t♦ ❣✐✈❡
❛♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❲❡
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ ❛♥ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜②
t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❣♦❧❞ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ✇✐♥❞♦✇ ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
r❡❣✐♠❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ s②♥t❤❡s✐s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ❛♥
❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆✉ ◆Ps ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❧❞ ❞✐✛✉s✐✈✐t②
✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

✷✼



✶✳✸✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✭■❖❘✮ ♣r♦❝❡ss❡s ✉♥❞❡r
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✬s ♠♦❞❡❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ♦✉r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠✱
❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✬s ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✉♥❞❡r
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✭✷✵✵✺✮ ✶✾✺✹✶✽

❬✸✷❪ ❊✳❈❛tt❛r✉③③❛✱ ❋✳❉✬❛❝❛♣✐t♦✱ ❋✳●♦♥❡❧❧❛✱ ❆✳▲♦♥❣♦✱ ❆✳▼❛rt♦r❛♥❛✱
●✳▼❛tt❡✐✱ ❈✳▼❛✉r✐③✐♦✱ ❉✳ ❚❤✐❛✉❞✐❡r❡✱ ❏✳❆♣♣❧✳❈r②st✳ ✸✸ ✭✷✵✵✵✮ ✼✹✵
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❬✸✸❪ ❈✳ ❉❡ ❥✉❧✐❛♥ ❋❡r♥❛♥❞❡③✱ ❈✳❙❛♥❣r❡❣♦r✐♦✱ ●✳▼❛tt❡✐✱ ❈✳▼❛✉r✐③✐♦✱
●✳❇❛t❛❣❧✐♥✱ ❋✳●♦♥❡❧❧❛✱ ❆✳▲❛s❝✐❛❧❢❛r✐✱ ❙✳▲♦r✉ss♦✱ ❉✳ ●❛tt❡s❝❤✐✱
P✳▼❛③③♦❧❞✐✱ ❏✳●♦♥③❛❧❡s✱ ❋✳❉✬❛❝❛♣✐t♦✱ ◆✉❝❧✳■♥str✳❛♥❞ ▼❡t❤✳ ❇✱ ✶✼✺✲✶✼✼✱
✹✼✾ ✭✷✵✵✶✮

❬✸✹❪ ❘✳❇❡rt♦♥❝❡❧❧♦✱ ❙✳●r♦ss✱ ❋✳❚r✐✈✐❧❧✐♥✱ ❋✳❈❛❝❝❛✈❛❧❡✱ ❊✳❈❛tt❛r✉③③❛✱
P✳▼❛③③♦❧❞✐✱ ❙✳❉❛♦❧✐♦✱ ❏✳▼❛t❡r✳❘❡s✳ ✶✹ ✭✶✾✾✾✮ ✷✹✹✾

❬✸✺❪ ❊✳❇♦rs❡❧❧❛✱ ❙✳ ❉❛❧ ❚♦❡✱ ●✳▼❛tt❡✐✱ ❈✳▼❛✉r✐③✐♦✱ P✳▼❛③③♦❧❞✐✱ ❆✳ ❙❛❜❡r✱
●✳❇❛t❛❣❧✐♥✱ ❊✳❈❛tt❛r✉③③❛✱ ❋✳●♦♥❡❧❧❛✱ ❆✳◗✉❛r❛♥t❛✱ ❋✳❉✬❛❝❛♣✐t♦ ✱
▼❛t✳❘❡s✳❊♥❣✳ ✽✷ ✭✷✵✵✶✮ ✶✹✽

❬✸✻❪ ▼✳❙tr♦❜❡❧✱ ❑✳❍✳❍❡✐♥✐❣✱ ❲✳▼♦❧❧❡r✱ ❆✳▼❡❧❞r✉♠✱ ❉✳❙✳❩❤♦✉✱ ❈✳❲✳❲❤✐t❡✱
❘✳❆✳❩✉❤r✱ ◆✉❝❧✳ ■♥str✳❛♥❞ ▼❡t❤✳ ❇✱ ✶✹✼✱ ✸✹✸ ✭✶✾✾✾✮

❬✸✼❪ ●✳❉❡ ▼❛r❝❤✐✱ ●✳▼❛tt❡✐✱ P✳▼❛③③♦❧❞✐✱ ❈✳❙❛❞❛✱ ❏✳❆♣♣❧✳P❤②s✳ ✾✷✱ ✹✷✹✾
✭✷✵✵✷✮

❬✸✽❪ ❆✳▼✐♦t❡❧❧♦✱ ●✳❉❡ ▼❛r❝❤✐✱ ●✳▼❛tt❡✐✱ P✳▼❛③③♦❧❞✐✱ ❈✳❙❛❞❛✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳
❇✱✻✸✱ ✵✼✺✹✵✾ ✭✷✵✵✶✮

❬✸✾❪ ❊✳❱❛❧❡♥t✐♥✱ ❍✳❇❡r♥❛s✱ ❈✳❘✐❝♦❧❧❡❛✉✱ ❋✳❝r❡✉③❡t✱ P❤②s✳❘❡✈✳▲❡tt✳ ✽✻ ✭✷✵✵✶✮
✾✾

❬✹✵❪ ❊✳❑ ▲✐♣✐♥s❦❛✲❑❛❧✐t❛✱ ❉✳▼✳❑r♦❧✱ ❘✳❏ ❍❡♠❧❡②✱ ●✳▼❛r✐♦tt♦✱ P✳❊✳❑❛❧✐t❛✱
❨✳❖❤❦✐✱ ❏✳❆♣♣❧✳P❤②s✳ ✾✽✱ ✵✺✹✸✵✶ ✭✷✵✵✺✮

❬✹✶❪ ❋✳❈❛❝❝❛✈❛❧❡✱ ●✳❉❡ ▼❛r❝❤✐✱❋✳ ●♦♥❡❧❧❛✱P✳ ▼❛③③♦❧❞✐✱ ❈✳▼❡♥❡❣❤✐♥✐✱
❆✳◗✉❛r❛♥t❛✱ ●✳❲✳❆r♥♦❧❞✱ ●✳❇❛tt❛❣❧✐♥✱●✳▼❛tt❡✐✱ ◆✉❝❧✳ ■♥str✳❛♥❞ ▼❡t❤✳
❇✱ ✾✻✱ ✸✽✷ ✭✶✾✾✺✮

❬✹✷❪ ●✳❉❡♠❛r❝❤✐✱ ❋✳●♦♥❡❧❧❛✱ P✳▼❛③③♦❧❞✐✱ ●✳❇❛t❛❣❧✐♥✱ ❊✳❏✳ ❑♥②st❛✉t❛s✱
❈✳▼❡♥❡❣❤✐♥✐✱ ❏✳◆♦♥✲❈r②st✳❙♦❧✐❞s ✶✾✻ ✭✶✾✾✻✮ ✼✾

❬✹✸❪ ❋✳●♦♥❡❧❧❛✱ ❊✳❏✳ ❑♥②st❛✉t❛s✱ ●✳▼❛tt❡✐✱ P✳▼❛③③♦❧❞✐✱ ❈✳▼❡♥❡❣❤✐♥✐✱
❊✳❈❛tt❛r✉③③❛ ✱ ❋✳●❛rr✐❞♦✱ ❉✳❖s❜♦r♥❡✱ ◆✉❝❧✳ ■♥str✳❛♥❞ ▼❡t❤✳ ❇✱ ✶✷✼✱
✺✻✷ ✭✶✾✾✼✮

❬✹✹❪ ❉✳■❧❛✱ ❊✳❑✳❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❈✳❈✳❙♠✐t❤✱ ❉✳❇✳ P♦❦❡r✱ ❉✳❑✳ ❍❡♥s❧❡②✱ ❈✳❑❧❛tt✱
❙✳❑❛❧❜✐t③❡r✱ ◆✉❝❧✳ ■♥str✳❛♥❞ ▼❡t❤✳ ❇✱ ✶✹✽✱ ✶✵✶✷ ✭✶✾✾✾✮

❬✹✺❪ ❋✳●❛rr✐❞♦✱ ❏✳❈✳ ❉r❛♥✱ ▲✳❚❤♦♠❡✱ ❈✳ ▼❡♥❡❣❤✐♥✐✱ ❋✳●♦♥❡❧❧❛✱ ❆✳◗✉❛r❛♥t❛✱
◆✉❝❧✳ ■♥str✳❛♥❞ ▼❡t❤✳ ❇✱ ✶✶✺✱ ✺✻✶ ✭✶✾✾✻✮

❬✹✻❪ ❏✳❈✳P✐✈✐♥✱ ●✳❘✐③③❛✱ ❚❤✐♥ ❙♦❧✐❞ ❋✐❧♠s✱ ✸✻✻✱✷✽✹ ✭✷✵✵✵✮

❬✹✼❪ ●✳▼❛tt❡✐✱ ●✳ ❉❡ ▼❛r❝❤✐✱ P✳▼❛③③♦❧❞✐✱ ❈✳❙❛❞❛✱ ❱✳❇❡❧❧♦✱ ●✳❇❛tt❛❣❧✐♥✱
P❤②s✳❘❡✈✳▲❡tt✳✱ ✾✵✱ ✵✽✺✺✵✷ ✭✷✵✵✸✮
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❬✹✽❪ ❈✳ ❉✬❖r❧é❛♥s✱ ❏✳ P✳ ❙t♦q✉❡rt✱ ❈✳ ❊st♦✉r♥ès✱ ❈✳ ❈❡rr✉t✐✱ ❏✳ ❏✳ ●r♦❜✱ ❏✳
▲✳ ●✉✐❧❧❡✱ ❋✳ ❍❛❛s✱ ❉✳ ▼✉❧❧❡r✱ ▼✳ ❘✐❝❤❛r❞✲P❧♦✉❡t✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✻✼✱
✭✷✵✵✸✮✷✷✵✶✵✶❘

❬✹✾❪ ❘✳ ●✐✉❧✐❛♥✱ P✳ ❑❧✉t❤✱ ▲✳▲✳ ❆r❛✉❥♦✱ ❉✳❏✳ ❙♣r♦✉st❡r✱ ❆✳P✳ ❇②r♥❡✱ ❉✳❏✳
❈♦♦❦s♦♥✱ ▼✳❈✳ ❘✐❞❣✇❛②✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✼✽ ✭✷✵✵✽✮ ✶✷✺✹✶✸

❬✺✵❪ ●✳ ❘✐③③❛✱ ❊✳❆✳ ❉❛✇✐✱ ❆✳▼✳ ❱r❡❞❡♥❜❡r❣✱ ■✳ ▼♦♥♥❡t✱ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳
✾✺ ✭✷✵✵✾✮ ✵✹✸✶✵✺

❬✺✶❪ ❊✳❆✳ ❉❛✇✐✱ ●✳ ❘✐③③❛✱ ▼✳P✳ ▼✐♥❦✱ ❆✳▼✳ ❱r❡❞❡♥❜❡r❣✱ ❋✳❍✳P✳▼✳ ❍❛❜r❛❦❡♥✱
❏✳ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ✶✵✺ ✭✷✵✵✾✮ ✵✼✹✸✵✺

❬✺✷❪ ❆✳ ▼❡❧❞r✉♠✱ ▲✳❆✳ ❇♦❛t♥❡r ❛♥❞ ❈✳❲✳ ❲❤✐t❡✱ ◆✉❝❧✳ ■♥str✳ ❛♥❞ ▼❡t❤✳ ❇
✶✼✽✱ ✼ ✭✷✵✵✶✮
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❈❤❛♣t❡r ✷

❙❛♠♣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
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❆❜str❛❝t

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ✐♦♥ ✐r✲
r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠✉st ❜❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❛②✳ ■♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ ❛ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱
♠❡t❛❧❧✐❝ ◆Ps ❛r❡ ✜rst ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ s❛♥❞✇✐❝❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❧❛②❡rs✳ ❆✉ ◆Ps ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❙✐❖2 ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❜❡✲
❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♦❢ ❆✉ ✐♥ ❙✐❖2 ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐✈❡ ❧❛r❣❡ ♠❛ss ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❙✐ ❛♥❞ ❖ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❚❊▼✮ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❣♦❧❞ ◆Ps
❛♥❞ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷✳ ❚❤❡ ❣r❛❢t✐♥❣
♦❢ t❤❡ ◆Ps ♦♥t♦ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✐♥t♦ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐①
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❛♠♣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✻ ❛♥❞ ✷✳✼✳



✷✳✶✳ ●♦❧❞ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡ s②♥t❤❡s✐s

✷✳✶ ●♦❧❞ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡ s②♥t❤❡s✐s

◆♦❜❧❡ ♠❡t❛❧ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s ✭◆Ps✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
♣❛st ✶✺ ②❡❛rs✱ ❬✶❪✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ◆Ps ❛r❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❢♦r
♠❛t❡r✐❛❧s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❣♦❧❞ ◆Ps ✐s ❛ ♣r♦♠✐♥❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡
✈✐s✐❜❧❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧✱ s✐③❡✱ ❛♥❞ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ s②♥t❤❡s✐s ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ✇❤✐❝❤
❞❡❧✐✈❡r ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ s❤❛♣❡s ❛♥❞ s✐③❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s②♥t❤❡s✐s
r♦✉t❡s ❡①✐st✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐s♣❧❛② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts✳
❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣♦❧❞ s❛❧t ❜② ❝✐tr❛t❡✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚✉r❦❡✈✐❝❤
❡t ❛❧✳ ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ ❜② ❋r❡♥s✱ ♣r♦❞✉❝❡s ❛❧♠♦st s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦✈❡r ❛ t✉♥❛❜❧❡
r❛♥❣❡ ♦❢ s✐③❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s
t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ❣♦❧❞ ◆Ps✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞
❢♦r ♣r✐st✐♥❡ ◆P s✐③❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✹ ✉♣ t♦ ✶✺ ♥♠✳ ■t ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣
t❤❛t✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ ♥❡❛r❧② ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ◆Ps ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r
t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❏❛♥❛ ❡t ❛❧✳✱ ❬✷❪✱ s❡❡❞✐♥❣ ❣r♦✇t❤ s②♥t❤❡s✐s ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣
✹ ♥♠ ◆Ps✱ ✇❤❡r❡❛s ❚✉r❦❡✈✐❝❤ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❬✸❪✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❢♦r♠ ✶✺
♥♠ ◆Ps✳

✷✳✶✳✶ ❙②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ ❚❊▼ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✹♥♠ ❆✉ ◆Ps

❋♦r t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❆✉ ◆Ps ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹ ♥♠ ✇❡ ✉s❡❞
t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❏❛♥❛ ❡t ❛❧ ❬✷❪✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✐s
✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✱ t❤✉s t❤❡ ❣❧❛ss✇❛r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ st✐rr✐♥❣
❜❡❛❞s ❛r❡ ❝❧❡❛♥❡❞ ✇✐t❤ ❢r❡s❤❧② ♣r❡♣❛r❡❞ ❛q✉❛ r❡❣✐❛ ✭✶✿✸ ❍◆❖3✿❍❈❧✮ ❛♥❞
r✐♥s❡❞ ✇✐t❤ ❞✐st✐❧❧❡❞ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t♦ ✷✵ ♠❧ ♦❢ ❛
✷✳✺×✶✵−4♠♦❧✳❧−1 s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡tr❛❝❤❧♦r❛✉r✐❝ ❛❝✐❞ ✭❍❆✉❈❧4✱ ✸❍2❖✱ ❆❧❞r✐❝❤✮✱
✶✳✺ ♠❣ ♦❢ tr✐s♦❞✐✉♠ ❝✐tr❛t❡ ✭❈6❍5❖7◆❛3✱ ✷❍2❖✱ ❋❧✉❦❛✮ ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡
♠✐①t✉r❡ ✐s ❝♦♦❧❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐❝❡ ❜❛t❤ ❛♥❞ ✵✳✻ ♠❧ ♦❢ ❛ ✵✳✶×✶✵−4♠♦❧✳❧−1 s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ s♦❞✐✉♠ ❜♦r♦❤②❞r✐❞❡ ✭◆❛❇❍4✱ ❍2❖✱ ❋❧✉❦❛✮ ✐s t❤❡♥ ❛❞❞❡❞✳ ❆s s♦♦♥ ❛s
t❤❡ s♦❞✐✉♠ ❜♦r♦❤②❞r✐❞❡ ✐s ❛❞❞❡❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t✉r♥s ✐♥t♦ ♣✐♥❦✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
s✐❣♥❛t✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❣♦❧❞ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞✱ ❡✳❣ ❆✉3+→ ❆✉0✳ ◆❡✉tr❛❧ ❣♦❧❞
❛t♦♠s ❝❛♥ ❞✐✛✉s❡ ✐♥t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ t♦ ❢♦r♠ ❆✉
❡♠❜r②♦s✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❣r♦✇ t♦ ❝♦❧❧♦✐❞s ❜② s♦❧✉t❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦❧❧♦✐❞s
❛r❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐tr❛t❡ ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ ❝❛♣♣✐♥❣ ❛❣❡♥t✳ ❚❤❡ ❝✐tr❛t❡ ♣❧❛②s ❛
t✇♦❢♦❧❞ r♦❧❡✿ ✐✮ ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❛♥❞ ✐✐✮ ♦✇✐♥❣ t♦ ✐t
♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡✐r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳

❋♦r s♠❛❧❧ ◆Ps t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ✇❡❛❦ ❛♥❞ ✐t ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ❆✉ ◆Ps ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❤❛✈✐♥❣ r❡❝♦✉rs❡ t♦
t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ ◆Ps ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡
s✐③❡ ♦❢ ✸✳✺± ✵✳✼ ♥♠ ✭✜❣✉r❡✷✳✶✮✳

✸✻



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❛♠♣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❛✮ ❇r✐❣❤t ✜❡❧❞ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ♦❢ ✸✳✺♥♠ ❆✉ ◆P ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥t♦ ❛ ❝❛r❜♦♥
✜❧♠ ❛♥❞ ❜✮ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✷✳✶✳✷ ❙②♥t❤❡s✐s ♦❢ ✶✺♥♠ ❆✉ ◆Ps✿ t❤❡ ❚✉r❦❡✈✐❝❤ ♠❡t❤♦❞

❚♦ ♦❜t❛✐♥ ◆Ps ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✺♥♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❚✉r❦❡✈✐❝❤✱ ❬✸❪✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❍❆✉❈❧4 ✐♥
✇❛t❡r ✐s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② tr✐s♦❞✐✉♠ ❝✐tr❛t❡ ✉♣♦♥ ❤❡❛t✐♥❣✳ ■t ♣❧❛②s t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ❛s
t❤❡ s♦❞✐✉♠ ❜♦r♦❤②❞r✐❞❡ ✭◆❛❇❍4✮ ✐♥ ❏❛♥❛✬s s②♥t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♣r♦t♦❝♦❧
✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜rst✱ ✷✳✺✷ ♠❧ ♦❢ ❛ ✹×✶✵−2♠♦❧✳❧−1 s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡tr❛❝❤❧♦r❛✉r✐❝ ❛❝✐❞
✭❍❆✉❈❧4✱ ✸❍2❖✱ ❆❧❞r✐❝❤✮ ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ✾✷✳✺ ♠❧ ♦❢ ♣✉r❡ ✇❛t❡r ✐♥t♦ ❛ ✷✺✵
♠❧ r♦✉♥❞ ❜♦tt♦♠ ✢❛s❦✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❤❡❛t❡❞ t♦ ✾✵◦❈ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦✐❧
❜❛t❤✳ ❆t t❤✐s ♠♦♠❡♥t✱ ✺ ♠❧ ♦❢ ✶ ✇✪ ♦❢ tr✐s♦❞✐✉♠ ❝✐tr❛t❡ ✭❈6❍5❖7◆❛3✱
✷❍2❖✱ ❋❧✉❦❛✮ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ ❝✐tr❛t❡ ♣❡r♠✐ts t♦ r❡❞✉❝❡ ❆✉3+ t♦
♥❡✉tr❛❧ ❣♦❧❞ ❛t♦♠s✱ ❆✉0✱ ❬✹❪✳ ❆❢t❡r ✷✲✹ ♠✐♥✉t❡s✱ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❧✐❣❤t
❜❧✉❡ ❝♦❧♦r ❛tt❡sts t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣♦❧❞ ❡♠❜r②♦s✱ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❯♣♦♥ ❤❡❛t✐♥❣✱
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t✉r♥s t❤❡♥ ✐♥t♦ ❛ ♣✐♥❦ ❝♦❧♦r✱ tr❛❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❡♠❜r②♦s
✐♥t♦ ❧❛r❣❡r ◆Ps✳ ❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ st♦♣s ✇❤❡♥❡✈❡r✿ ✐✮ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❜❡❝♦♠❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞✴♦r ✐✐✮ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡
❝♦❧❧♦✐❞s ✐s st♦♣♣❡❞✱ ❡✳❣✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞s ❛r❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐tr❛t❡✳ ■t
♦❝❝✉rs ❛t ❛ t✐♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✻ ♠✐♥✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❞❛r❦ ♣✐♥❦ ❝♦❧♦r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ◆Ps ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✐③❡ ♦❢ ✶✺✳✾±✷✳✵ ♥♠✳

❚❊▼ ❛♥❛❧②s✐s

❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳
r❡❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❚❊▼ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡♣♦s✐t✐♥❣
❛ ❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❣r✐❞ ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❛r❜♦♥ t❤✐♥ ✜❧♠✳
❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps t♦✇❛r❞ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✱ ❛ ❤②❞r♦♣❤✐❧❡

✸✼



✷✳✶✳ ●♦❧❞ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡ s②♥t❤❡s✐s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❑✐♥❡t✐❝ ♦❢ t❤❡ ❚✉r❦❡✈✐❝❤✬s s②♥t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦❧♦r ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❧✐❣❤t
❜❧✉❡ t♦ ❞❛r❦ ♣✐♥❦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❢♦r t❤❡ ❣♦❧❞ ◆Ps✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❇r✐❣❤t ✜❡❧❞ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ ❆✉ ◆Ps ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❝t✐♦♥ t✐♠❡s✿ ❛✮
✷✲✺ ♠✐♥✱ ❜✮ ✻ ♠✐♥✱ ❝✮ ✽ ♠✐♥✱ ❞✮ ✶✷ ♠✐♥✱ ❡✮ ✶✻ ♠✐♥✱ ❢✮ ≥✷✵♠✐♥

♣♦❧②♠❡r ✭♣♦❧②❡t❤②❧❡♥✐♠✐♥❡✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡♣♦s✐t❡❞ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡
◆Ps ♦♥t♦ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ✜❧♠✳

❲✐t❤✐♥ ✜rst ♠✐♥✉t❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✭✷✲✺ ♠✐♥✮✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥✐t✐❛❧❧②
tr❛♥s♣❛r❡♥t✱ t✉r♥s t♦ ❜❧✉❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❣♦❧❞ ❡♠✲
❜r②♦s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ♣❡r❝♦❧❛t❡❞ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s✱ ✜❣✉r❡ ✷✳✸❛✮✳ ❆❢✲
t❡r ✻ ♠✐♥✉t❡s✱ ✜❣✉r❡ ✷✳✸❜✮✱ t❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t✉r♥s ✐♥t♦ ❛ ❧✐❣❤t ♣✐♥❦
❝♦❧♦r✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✴♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞
t♦ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♣❤❛s❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ◆Ps st❛rt t♦ ❣r♦✇
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s st❡♣✱ ◆Ps ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❣r♦✇ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t♦✲

✸✽



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❛♠♣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❛✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ◆P s✐③❡✱ ❛♥❞ ❜✮ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
✇✐t❤ r❡❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✳

✇❛r❞ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐③❡✱ ✜❣✉r❡s ✷✳✸ ❝✲❢✮✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦❧♦r
❝❤❛♥❣❡s t♦ ❞❛r❦ ♣✐♥❦✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps
✐s str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡❞ ◆Ps ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ t✐♠❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✺ ♠✐♥✉t❡s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t
t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❧✐♥❡❛r s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ s❛t✉r❛t❡s ❛t ❛❜♦✉t ✶✺
♥♠ ❢♦r t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷✵ ♠✐♥✉t❡s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ✜♥❛❧ st❡♣✱ t❤❡ ◆Ps ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❛♣♣❡❞ ❜② ❝✐tr❛t❡✱
✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥ts ❛♥② ❢✉rt❤❡r ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹❜✮✳ ■t s❤♦✇s ❛ ✇❡❛❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥
t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✱ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❧♦s❡ t♦ ✷ ♥♠✳

❖♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ◆P s②♥t❤❡s✐s ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ❙♣❡❝tr❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
✉s✐♥❣ ❛ ❝❛r② ✺✵ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥✱ ♥♦ ❛❜s♦r♣t✐♦♥
♣❡❛❦ ✐s ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡✐t❤❡r ✐✮ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❞✐❞
♥♦t st❛rt ②❡t✱ ♦r ✐✐✮ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡❞ ◆Ps ❛r❡ ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ■♥ t❤✐s ❧❛tt❡r ❝❛s❡ t❤❡
❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡❝t✳

❆s t❤❡ ◆Ps r❡❛❝❤ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡✱ ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❡❛❦ ❛♣♣❡❛rs ❛t ❛❜♦✉t
✺✽✵ ♥♠✳ ❆s t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ❣♦❡s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛s♠♦♥ ❜❛♥❞ s❤✐❢ts t♦✇❛r❞ s♠❛❧❧❡r
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t ✺✷✵ ♥♠✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❢♦r ✶✺ ♥♠ ❣♦❧❞ ◆P✳ ■t ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧ts ✐s ✐♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦
✇❤❛t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❬✺❪✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
♣❧❛s♠♦♥ ♣❡❛❦ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ✐ts ✇✐❞t❤ s❤r✐♥❦s ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❇②
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✷✳✶✳ ●♦❧❞ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡ s②♥t❤❡s✐s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ✇✐t❤ r❡❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❙t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✶✺ ❣♦❧❞ ◆Ps ✇✐t❤ t✐♠❡✳

❞❡✜♥✐t✐♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❜s♦r❜✐♥❣
◆Ps✱ ✇❤❡r❡❛s ✐ts ✇✐❞t❤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ◆P s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦
t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✷✹❤ ❛❢t❡r t❤❡
s②♥t❤❡s✐s✱ ✜❣✉r❡✱ ✷✳✻✳ ◆♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱

✹✵



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❛♠♣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❞✐❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ◆Ps ❛r❡ st❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳✷ ❙✐❧✐❝❛ ❊❧❛❜♦r❛t✐♦♥

❆♠♦r♣❤♦✉s s✐❧✐❝❛ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✇✐♥✲
❞♦✇s ❣❧❛ss❡s t♦ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠✐❝r♦✲ ❛♥❞ ♥❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❆♠♦r♣❤♦✉s s✐❧✐❝❛ ✐s ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s✐❧✐❝❛ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥
❛t♦♠s✱ ❬✻❪✳ ❆ s✐❧✐❝♦♥ ❛t♦♠ ❝❛♥ ❜✐♥❞ ✇✐t❤ ✹ ♦①②❣❡♥s ❛t♦♠s ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❛
t❡tr❛❤❡❞r♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❚❡tr❛❤❡❞r♦♥s ❛r❡ ❜✐♥❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❝r❡❛t✐♥❣ ❛
♥❡t✇♦r❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ≡ Si − O − Si ≡ ❜♦♥❞s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s✐❧✐❝❛ s②♥t❤❡s✐s✿ ✐✮ t❤❡ s♦❧✲❣❡❧ ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡
♣❧❛s♠❛ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭P❊❈❱❉✮✳

✷✳✷✳✶ ❙♦❧✲❣❡❧ s②♥t❤❡s✐s

❚❤❡ s♦❧✲❣❡❧ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ ✇❡t ❝❤❡♠✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❜♦t❤ ❣❧❛ss② ❛♥❞ ❝❡r❛♠✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❬✼❪✳ ❚❤❡ s♦❧✲❣❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ❝❤❡❛♣
❛♥❞ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭✷✵ t♦ ✶✺✵◦❈✮ t❤❛t ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣✉r✐t②✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s✱ t❤❡ s♦❧ ✭♦r s♦❧✉t✐♦♥✮ ❢♦r♠❡❞ ♦❢
❞✐s❝r❡t❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦❧②♠❡r ♥❡t✇♦r❦ ❡✈♦❧✈❡s ❣r❛❞✉❛❧❧② t♦✇❛r❞
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡❧✲❧✐❦❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ ❛ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❛ s♦❧✐❞
♣❤❛s❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❛ ❞r②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss s❡r✈❡s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❣❡❧✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t t❤❡r♠❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♠❛② ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛✈♦r
❢✉rt❤❡r ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❙♦❧✲❣❡❧ s✐❧✐❝❛

❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❧✐❝❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛s ❛ t✇♦ st❡♣s ♣r♦❝❡ss✿ ✐✮ t❤❡ ❤②❞r♦❧②s✐s ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣
♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ r♦✉t❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s s✐❧✐❝❛ ❝♦❧❧♦✐❞s ♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❣❡❧✲❧✐❦❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
t❤❡ s②♥t❤❡s✐s st❛rts ✇✐t❤ ❛❧❦♦❧②❞❡s ❙✐✭❖❘✮n✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡s❡ t✇♦ r❡❛❝t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❛ ❧♦✇ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✇❡✐❣❤t ❛❧❦♦①②s✐❧❛♥❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
t❡tr❛❡t❤♦①②s✐❧❛♥❡ ♦r ❚❊❖❙ ✭Si(OC2H5)4✮ ✐s ✉s❡❞✳

❍②❞r♦❧②s✐s

❲❤❡♥ ✇❛t❡r ✐s ❛❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❛❧❝♦❤♦❧✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❚❊❖❙✱ ❛ ❤②✲
❞r♦❧②s✐s ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡t❤♦①② ❣r♦✉♣s
✭❙✐✲❖❘✮ ✐♥t♦ s✐❧❛♥♦❧ ❣r♦✉♣s ✭❙✐✲❖❍✮ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✼✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥
❜❡ ❝❛t❛❧②③❡❞ ❡✐t❤❡r ✐♥ ❛❝✐❞ ♦r ❜❛s✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ❬✽❪✳

✹✶



✷✳✷✳ ❙✐❧✐❝❛ ❊❧❛❜♦r❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❛❧❦♦①②s✐❧❛♥❡ ❤②❞r♦❧②s✐s r❡❛❝t✐♦♥

❈♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥

❆❢t❡r t❤❡ ❤②❞r♦❧②s✐s ❛ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ st❡♣ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❚✇♦ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥
♣❛t❤s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s✐❧❛♥♦❧ ❣r♦✉♣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✿

❼❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ s✐❧❛♥♦❧ ❣r♦✉♣s ✭❙✐✲❖❍✮✱ ❛ s✐❧♦①❛♥❡ ❜r✐❞❣❡
✐s ❢♦r♠❡❞ ✭❙✐✲❖✲❙✐✮ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❡❛s✐♥❣ ♦❢ ❛ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭❍2❖✮✱ ✜❣✉r❡✷✳✽✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❲❛t❡r ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥

❼❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡t❤♦①② ❣r♦✉♣ ✭❙✐✲❖❘✮ ❛♥❞ ❛ s✐❧❛♥♦❧ ❣r♦✉♣
✭❙✐✲❖❍✮ ❛ s✐❧♦①❛♥❡ ❜r✐❞❣❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ✭❙✐✲❖✲❙✐✮ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❡❛s✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡t❤❛♥♦❧
♠♦❧❡❝✉❧❡ ✭❘✲❖❍✮✱ ✜❣✉r❡✷✳✾✳

❚❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❛ s✐❧✐❝❛ t❤✐♥ ✜❧♠ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❛t❛❧②s✐s ✐♥
❛❝✐❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭P❍<✼✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❝✐❞ s♦❧ ❢❛✈♦rs t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
t❤r♦✉❣❤ ♣♦❧②♠❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ✭✜❣✉r❡✷✳✶✵✮✱ ❬✾❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛ ❣❡❧✱
s♦❧✐❞ ❛♥❞ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❧✐❦❡ ❛ ❣❧❛ss✳

Pr♦t♦❝♦❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ s♦❧✲❣❡❧ s✐❧✐❝❛

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦❢ s✐❧✐❝❛ s♦❧ ❣❡❧ s②♥t❤❡s✐s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝✲
t✐♦♥✳

✹✷



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❛♠♣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❆❧❝♦❤♦❧ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ P♦❧②♠❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛q✉❡♦✉s s✐❧✐❝❛

❋✐rst✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✺ ♠❧ ♦❢ t❡tr❛❡t❤♦①②s✐❧❛♥❡ ✭❚❊❖❙✮✱ ✶✺ ♠❧
♦❢ ❊t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ✽ ♠❧ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ♠♦❧❛r r❛t✐♦ ✶✱ ✷✳✹✱ ✹✱ ✐s ♣r❡♣❛r❡❞✳ ❍②❞r♦❧②s✐s
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❤❡❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ✻✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤♦✉r✳ ❆s t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥
❦✐♥❡t✐❝ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ P❍✱ t♦ s❧♦✇✲❞♦✇♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛ P❍ ♦❢ ✷✳✺ ✐s ✉s❡❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ r❛♣✐❞ ♣♦❧②♠❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧ t❡tr❛✲❤②❞r♦✲❢✉r❛♥♥❡
✭❚❍❋✮ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❛❢t❡r ✶ ❤♦✉r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡✿ ✐✮ ✺✵
♠❧ ♦❢ ❚❍❋ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❡✈❛♣♦r❛t❡❞ ❛t ✹✵◦❈ ✉♥t✐❧
✐t ❜❡❝♦♠❡s ✈✐s❝♦✉s✳ ✐✐✮ ✺✵ ♠❧ ♦❢ ❚❍❋ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆
s❡❝♦♥❞ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ st❡♣ ♦❢ ❛❜♦✉t ✺ ♠✐♥✉t❡s ✐s ❞♦♥❡✳ ✐✐✐✮ ✜♥❛❧❧②✱ ❛❢t❡r ❛ t❤✐r❞
❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✺✵ ♠❧ ♦❢ ❚❍❋✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✜❧t❡r❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✳ ❚❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧ ✐s ❦❡♣t ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✉s❡❞ s❤♦rt❧② ❛❢t❡r t❤❡ s②♥t❤❡s✐s✳

✹✸



✷✳✷✳ ❙✐❧✐❝❛ ❊❧❛❜♦r❛t✐♦♥

❙✐❧✐❝❛ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥t♦ ❛ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡

❖♥❝❡ t❤❡ s♦❧ ✐s s②♥t❤❡s✐③❡❞✱ ✐t ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✜rst s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡
s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡r ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥t♦ ❛ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❚❊▼ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥ ❝♦❛t✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡♣♦s✐t✐♥❣ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧
❞r♦♣ ♦❢ s♦❧ ♦♥t♦ t❤❡ s✉❜str❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✜①❡❞ t♦ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ❤♦❧❞❡r✳ ❉✉r✐♥❣
t❤❡ s♣✐♥✲❝♦❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s♦❧ ✐s ❡❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜str❛t❡✳ ❚❤❡
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ❢❛✈♦rs t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❤✐♥ ✜❧♠ ♦❢ s✐❧✐❝❛✳ ❚❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡r ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲❝♦❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❡❧✳ ❍❡r❡✱ ✹✵✵✵
r♣♠ ❢♦r ✶✷✵ s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞✱ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡r ✐s ❞❡♥s✐✜❡❞ ❜② ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡
✐♥ ❛✐r ❛t ✹✺✵◦❈ ❞✉r✐♥❣ ✶ ❤✱ ❬✶✵❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡r ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❡❧❧✐♣s♦♠❡tr② t♦ ❜❡ ❛❜♦✉t ✷✻✺ ♥♠✳

✷✳✷✳✷ P❧❛s♠❛ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✭P❊❈❱❉✮
s✐❧✐❝❛ s②♥t❤❡s✐s

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♣❧❛s♠❛ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✈❛♣♦r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
✭P❊❈❱❉✮✳ P❊❈❱❉ ✇❛s ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r♦✉t❡ t♦ t❤❡ s♦❧✲❣❡❧ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
❛s ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ s♦❧✲❣❡❧ s✐❧✐❝❛ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥st❛❜❧❡✳ ❚❤✐s
✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❚❤❡ P❊❈❱❉ ✐s ❛ ♣r♦❝❡ss ✉s❡❞ t♦ ❞❡♣♦s✐t t❤✐♥
✜❧♠s ✐♥ ❛ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ✉s✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦rs ✐♥ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s
♣❤❛s❡✱ ❬✶✶❪✳ ❆ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❡①❝✐t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ❛ ❣❛s
s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥s
❝❛♥ ❞✐ss♦❝✐❛t❡ ❛♥❞ ✐♦♥✐③❡ ♥❡✉tr❛❧ ♣r❡❝✉rs♦rs✱ ❡✳❣✳ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡
♣❧❛s♠❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ r❡❛❝t♦rs ✐s t❤❡ ❝♦❧❞ ♣❧❛s♠❛✱ ✐✳❡✳ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧s ❛♥❞ ✐♦♥s ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✺✵✵✵ ❑✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤♦t ❡❧❡❝tr♦♥s ✭s❡✈❡r❛❧ ❡❱✮ ❛♥❞ ❧❡ss ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ r❛❞✐❝❛❧s
❛♥❞ ✐♦♥s✳

❊❈❘✲P❊❈❱❉ ❘❡❛❝t♦r ✿ ❱❡♥✉s

❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✐❧✐❝❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱❡♥✉s r❡❛❝t♦r ❛t P■❈▼
❧❛❜♦r❛t♦r② ❧♦❝❛t❡❞ ❛t P❛❧❛✐s❡❛✉✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡ ✈❡♥✉s r❡❛❝t♦r ✐s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✼✵ ❧✐t❡rs ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧
❝❤❛♠❜❡r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✹✵ ❝♠✳ ❚❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤
❛ ♣❧❛s♠❛ s♦✉r❝❡ ❛t t❤❡ t♦♣✱ ❛ ♠❛♥✉❛❧ ❣❛t❡ ✈❛❧✈❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ s❡♣❛r❛t✐♥❣
t❤❡ r❡❛❝t♦r ❢r♦♠ t❤❡ t✉r❜♦✲♠♦❧❡❝✉❧❛r ♣✉♠♣✱ ❛ ❢r♦♥t ❧♦❛❞✐♥❣ ❞♦♦r ❛♥❞ s❡✈✲
❡r❛❧ ✈❛❝✉✉♠✱ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦rts ❢♦r ✈❛❝✉✉♠ ❣❛✉❣❡s✱ ♣❧❛s♠❛ ❛♥❞
❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧✳

❚❤❡ ♠✐❝r♦✇❛✈❡ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛t ✷✳✹✺ ●❍③ ✐s s✉st❛✐♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ s✐①t❡❡♥
✇❛t❡r✲❝♦♦❧❡❞ ❧✐♥❡❛r ❛♥t❡♥♥❛s ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ✹①✹ ♠❛tr✐①✳ ❚✇♦ ♠❛❣♥❡tr♦♥s
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✉♣ t♦ ✷✵✵✵ ❲❛tts ❡❛❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ s✉♣♣❧② ♣♦✇❡r t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦✇❛✈❡
❛♥t❡♥♥❛s✳ ❚❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦r ❣❛s❡s ✐s ❞♦♥❡ ❛t t✇♦ ❧❡✈❡❧s✿ ♦①✐❞❛♥t ❣❛s❡s

✹✹



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❛♠♣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❱❡♥✉s r❡❛❝t♦r

✭◆2 ❛♥❞ ❖2✮✱ ❡t❝❤✲❝❧❡❛♥ ❣❛s❡s ✭❙❋6✴❖2 ♠✐①t✉r❡✮ ❛♥❞ ❛r❣♦♥ ❛r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛t
t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t♦r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡♥s❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝②❝❧♦tr♦♥ r❡s♦♥❛♥❝❡
✭❊❈❘✮ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ s✐❧❛♥❡ ✭❙✐❍4✮ ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ ❞♦✇♥✇❛r❞s t❤r♦✉❣❤
❛ ❝✐r❝✉❧❛r r✐♥❣ ❥✉st ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s✉❜str❛t❡✳

❉❡♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❆ ✸✵✵ ♥♠ ❧❛②❡r ♦❢ s✐❧✐❝❛ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥t♦ ❛ s✐❧✐❝♦♥ ✇❛❢❡r s✉❜str❛t❡ ✭✶✶✶✮ ❜②
❊❈❘✲P❊❈❱❉ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✉rs♦r ❣❛s❡s ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡
❙✐❍4 ❛♥❞ ❖2✳ ❚❤❡ ❣❛s ✢♦✇s ❛r❡ ✽ ❛♥❞ ✹✵ s❝❝♠ ✭st❛♥❞❛r❞ ❝✉❜✐❝ ❝❡♥t✐♠❡t❡r ♣❡r
♠✐♥✉t❡✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r
✐s ✶✳✺ ♠❚♦rr ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② t✇♦ ♠❛❣♥❡tr♦♥s ✇❛s s❡t t♦ ✺✵✵ ❲❛tt✳
❚❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞
t♦ ❞❡♣♦s❡ ✺✵✵ ♥♠ ♦❢ s✐❧✐❝❛ ✐s ❛❜♦✉t ✶✵ ♠✐♥✳ ❊❧❧✐♣s♦♠❡tr② ✇❛s ✉s❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞
t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜❧♠✳

✷✳✸ ●r❛❢t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ◆Ps

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❛✐❧❡❞✳ ◆❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s②♥t❤❡s✐s ♦❢
❆✉ ◆Ps ✇✐t❤ ❛ ❞❡✜♥❡❞ s✐③❡ ❛♥❞ ❛ ♥❛rr♦✇ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ❛ t❤✐♥ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡r ♦♥t♦ ❛ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❣r❛❢t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❛t t❤❡ s✐❧✐❝❛ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡✐r ❞❡♥s✐t②✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉s❡❞ ❢♦r ✶✺♥♠ ❆✉

✹✺



✷✳✸✳ ●r❛❢t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ◆Ps

◆Ps✳ ❋♦r s♠❛❧❧❡r ✭✸✳✺♥♠✮ ❆✉ ◆Ps✱ ✇❡ ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧✳

✷✳✸✳✶ ✶✺ ♥♠ ❣♦❧❞ ◆P

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ●r❛❢t✐♥❣ ♦❢ ❣♦❧❞ ◆Ps ♦♥t♦ s✐❧✐❝❛ s✉r❢❛❝❡❬✶✷❪✳

■♥ ♦r❞❡r t❤❡ ❆✉ ◆Ps t♦ ❜❡ ❣r❛❢t❡❞✱ t❤❡ s✐❧✐❝❛ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐③❡❞ t♦
❝r❡❛t❡ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛✣♥✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ❝✐tr❛t❡ ❝❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ◆Ps✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s
t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡ ✐s ♥♦t tr❛♥s♣❛r❡♥t t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t✱ ❆✉ ◆Ps ❛r❡ ❛❧s♦ ❣r❛❢t❡❞
♦♥t♦ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❣❧❛ss s❧✐❞❡s ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s t♦ ❣r❛❢t t❤❡ ❆✉ ◆P ❛t t❤❡
s✐❧✐❝❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s✐❧✐❝❛ s✉r❢❛❝❡ ✐s tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✐r❛♥❤❛ s♦❧✉t✐♦♥
✭❍2❙✵4✰❍2❖2✮ t♦ ❝r❡❛t❡ s✐❧❛♥♦❧ ❣r♦✉♣s ✭❙✐✲❖❍✮✳ ❚❤❡ ♣✐r❛♥❤❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐①✐♥❣ ♦♥❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥ ♣❡r♦①✐❞❡ ✭❍2❖2✮ t♦ t❤r❡❡ ✈♦❧✉♠❡s
♦❢ s✉❧❢✉r✐❝ ❛❝✐❞ ✭H2S04✮✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❞✐✈❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❢❡✇ ♠✐♥✲
✉t❡s ✭✷✲✺ ♠✐♥✉t❡s✮ ❛♥❞ t❤❡♥ r✐♥s❡❞ ✇✐t❤ ❞✐st✐❧❧❡❞ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢
t❤✐s tr❡❛t♠❡♥t r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ ❤②❞r♦♣❤♦✲
❜✐❝ t♦ ❤②❞r♦♣❤✐❧❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❙✐✲❖❍ ❣r♦✉♣s ♣❡r♠✐ts t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧②③❡
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛♠✐♥♦s✐❧❛♥❡ ❣r♦✉♣s ✭◆❍2✮ ❜② t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❧❦♦①②s✐❧❛♥❡
❣r♦✉♣✳ ❚❤❡s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s s✉r❢❛❝❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛❣❡♥ts t♦ tr❛♣ t❤❡ ❆✉ ◆Ps ❛t
t❤❡ s✐❧✐❝❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ❝❛❧❧❡❞ s✐❧❛♥✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦r ✷❤ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✷✳✷ ♠❧
♦❢ ❛♠✐♥♦✲♣r♦♣②❧ tr✐♠❡t❤♦①②s✐❧❛♥❡ ✭❆P❚❊❙✮ ❛♥❞ ✻ ♠❧ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡t❤❛♥♦❧✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡♥ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❡❛♥❡❞ ✐♥ ♠❡t❤❛♥♦❧ ❛♥❞
❞✐st✐❧❧❡❞ ✇❛t❡r✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❛♠✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭◆❍2✮ ❛r❡ s✐t✲
✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①tr❡♠✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t❤r♦✉❣❤ s✐❧♦①❛♥❡ ❜r✐❞❣❡s ✭❙✐✲❖✲❙✐✮✳

❚❤❡ ❣r❛❢t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ♦♥t♦ t❤❡ s✐❧✐❝❛ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✐♠♣❧❡
✐♠♠❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧②③❡❞ s❛♠♣❧❡ ✐♥t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❆✉
◆Ps✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❝✐tr❛t❡ t❤✐♥ ✜❧♠ ❝♦❛t✐♥❣
t❤❡ ❆✉ ◆Ps ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❛♠✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s✐❧✐❝❛✳ ❚❤✉s✱ ❆✉ ◆Ps ❛r❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝❛❧❧② tr❛♣♣❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✳

✹✻



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❛♠♣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❲✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ◆Ps ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞
✐s♦❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s✐❧✐❝❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♥♦t ♣r♦♣❡r❧②
❝❧❡❛♥❡❞✱ t❤❡ ❢r❡❡❧② ❞✐✛✉s✐♥❣ s✐❧❛♥❡ ❣r♦✉♣s ❝❛♥ ❢❛✈♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❆✉
◆Ps r❛t❤❡r t❤❡♥ t❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣r❛❢t✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛t
✹✺✵◦❈ ❢♦r ✶❤♦✉r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✐♥❛t❡ ❛❧❧ ♦r❣❛♥✐❝ s♣❡❝✐❡s ♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ s✐❧✐❝❛
s✉r❢❛❝❡✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r❛❢t✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❣r❛❢t❡❞
◆Ps ✐s st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥
♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❙❊▼✮ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛❢t✐♥❣ t✐♠❡s✿ ✶✺✱ ✸✵ ❛♥❞ ✹✺ ♠✐♥✳ ❋♦r
t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ♦♥ ♦♣t✐❝❛❧❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t
♠✐❝r♦s❝♦♣② ❣❧❛ss s❧✐❞❡s✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ t❤❡ s❧✐❞❡s ❢r♦♠ tr❛♥s✲
♣❛r❡♥t t♦ r❡❞ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ t❤❛t ◆Ps ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣r❛❢t❡❞✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱
t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr❛ s❤♦✇ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❡❛❦ ✇✐t❤ t❤❡
t✐♠❡✱ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛❢t❡❞ ◆Ps ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t✐♠❡✱
✜❣✉r❡✷✳✶✸✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛❢t❡❞ ◆Ps ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❜② t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t✐♠❡✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❉❡♥s✐t② ♦❢ ❣r❛❢t❡❞ ◆Ps ♦♥t♦ s✐❧✐❝❛ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆P s✐③❡✳

◆P s✐③❡ ◆P ❞❡♥s✐t② ●r❛❢t✐♥❣ t✐♠❡
✭♥♠✮ ✭µ♠−2✮ ✭♠✐♥✉t❡s✮

✸✳✺ ✼✺✵✵ ✶✷✵
✶✺ ✸✼✵ ✸✵

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹ s❤♦✇s ❙❊▼ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛❢t✐♥❣ t✐♠❡s✳
❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡r t❤❡ ❣r❛❢t✐♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ◆Ps ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ t❛❜❧❡✷✳✶ t❤❡ ◆P ❞❡♥s✐t② ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧
s✐③❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❞❡♥s✐t✐❡s ✉s❡❞
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✷✳✸✳✷ ✸✳✺ ♥♠ ❣♦❧❞ ◆Ps

❚❤❡ s②♥t❤❡s✐s ❢♦r t❤❡ ✸✳✺♥♠ ❆✉ ◆Ps ✐s ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ✶✺♥♠
❆✉ ◆Ps✱ t❤✉s t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❣r❛❢t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✐tr❛t❡
❝❛♣♣✐♥❣ ❆✉ ◆Ps ❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠✐♥❡ ✭◆❍2✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧②③❡❞
s✐❧✐❝❛ s✉r❢❛❝❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧♥❡ss ♦❢ t❤❡ ◆Ps ♥❡✐t❤❡r ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♥♦r
❙❊▼ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❚❤❡ ♣✐♥❦ ❝♦❧♦r ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss s❧✐❞❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧②
✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ❣r❛❢t✐♥❣ s✉❝❝❡❡❞❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡
❝❤❡❝❦❡❞ ❛❢t❡r✇❛r❞✱ ✐✳❡✳ ♦♥❝❡ t❤❡ ◆Ps ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐①✱
✉s✐♥❣ ❚❊▼ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ♣❧❛♥❛r ✈✐❡✇ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

✹✼



✷✳✹✳ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ◆Ps

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❖♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛❢t✐♥❣ t✐♠❡s ❢♦r ✶✺ ♥♠ ❣♦❧❞
♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❙❊▼ ✈✐❡✇ ♦❢ ❣r❛❢t❡❞ ✶✺ ♥♠ ◆Ps ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛❢t✐♥❣ t✐♠❡s✿ ❛✮ ✶✺ ♠✐♥✱ ❜✮
✸✵ ♠✐♥✱ ❝✮ ✹✺ ♠✐♥✳

✷✳✹ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ◆Ps

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐①✳
❚❤✐s ✐s ❛r❝❤✐✈❡❞ ❜② ❞❡♣♦s✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡r ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛s t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✐✳❡✳ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r s♦❧✲❣❡❧ ♦r P❱❊❈❉ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥
t❤✐s ✇❛② t❤❡ ◆Ps ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ❛t ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❧❛♥❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡
❛t ❛ ❞❡♣t❤ t❤❛t ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✳ ❋♦r ♦✉r
♣✉r♣♦s❡s t❤❡ ❧❛②❡r t❤✐❝❦♥❡ss ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ♦❢ ✸✵✵♥♠✳

✹✽



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❛♠♣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

✷✳✺ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ st❛❜✐❧✐t②

❚❤❡ ❧❛st st❡♣ ✐s t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t✳ ■t ❤❛s ❛ t✇♦❢♦❧❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✿ ✐✮
t♦ ❞❡♥s✐❢② t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐✐✮ t♦ ❞r❛✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❣♦❧❞ s♦❧✉t❡ t♦✇❛r❞
t❤❡ ◆Ps✳ ❆s t❤❡② ♠❛② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ st❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ♠✉st ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝❤♦s❡♥✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱
✐✳❡✳ s♦❧ ❣❡❧ ❛♥❞ P❊❈❱❉✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ◆P s✐③❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❙✐③❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ❛❢t❡r ✶❤ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛t ✾✵✵◦❈ ✐♥ ❛✮ ❍2✲❆r ❛♥❞ ❜✮ ❛✐r✱ ❬✶✸❪

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞
❆✉ ◆Ps ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❜② ▼✐♦t❡❧❧♦ ❡t ❛❧✱ ❬✶✸❪✱ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺✳ ❚❤❡②
♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛t ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤♦✉r ✉♥❞❡r ❛✐r ❢❛✈♦rs t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢
t❤❡ ◆Ps✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✉♥❞❡r r❡❞✉❝✐♥❣ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ ❍2✲❆r✱ ❞♦❡s ♥♦t
❛♣♣r❡❝✐❛❜❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡r♠❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ ❍2✲
❆r ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❞✉r✐♥❣ ✶ ❤♦✉r ✐s ❝❤♦s❡♥✳

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ s✐❧✐❝❛ ✐s st❛❜✐❧✐③❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛t ✹✺✵◦❈ ❢♦r ✶ ❤♦✉r✳
❚❤✐s tr❡❛t♠❡♥t ✐s ❛❧s♦ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡♣❧❡t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❣♦❧❞
s♦❧✉t❡✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✻ ❢♦r ✶✺♥♠ ❆✉ ◆Ps ❡♠❜❡❞✲
❞❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ s♦❧✲❣❡❧ ❛♥❞ P❊❈❱❉ s✐❧✐❝❛ t❤✐♥ ✜❧♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦❧✲❣❡❧ s✐❧✐❝❛
❜❡❝♦♠❡s ✐♥st❛❜❧❡✱ ❡✳❣✳ ❜✉❜❜❧❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✱ ✇❤❡♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t
❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✼❛✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r s♦❧✲❣❡❧ s✐❧✐❝❛ s♦♠❡ ❣r❛♥✉❧❛r
str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶✽✮✳ ❊❧❡❝tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥❞✐✲
❝❛t❡s t❤❛t t❤❡s❡ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s✳ ❱❛r②✐♥❣ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❜❡t✇❡❡♥ ✺✵✵◦❈ ❛♥❞ ✾✵✵◦❈✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❛❜s❡♥ts ❛t
✺✵✵◦❈ ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❣r♦✇ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t♦ ♦❝❝✉♣② ❛❜♦✉t ✻✵✪ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t ✾✵✵◦❈✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ P❊❈❱❉ s✐❧✐❝❛ ✐s st❛❜❧❡ ❛t ❧❡❛st ✉♣ t♦ ✾✵✵◦❈✱ ✜❣✲
✉r❡ ✷✳✶✼❜✮✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ P❊❈❱❉ s✐❧✐❝❛ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ❜♦t❤ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❢♦r ✶ ❤♦✉r ✉♥✲
❞❡r ❆r2✲❍ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❙♦❧✲❣❡❧ s❛♠♣❧❡s ❛t ✹✺✵◦❈✱ ✇❤❡r❡❛s P❱❊❈❉ s❛♠♣❧❡s

✹✾



✷✳✺✳ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ st❛❜✐❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❚❊▼ ♣❧❛♥❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ✶✺ ♥♠ ❆✉ ◆Ps ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛✮ ❛ s♦❧ ❣❡❧ ❛♥❞ ❜✮ ❛
P❊❈❱❉ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐①✳ ❙❛♠♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛t ✹✺✵◦❈ ❢♦r ✶❤✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✼✿ ❚❊▼ ♣❧❛♥❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ✶✺ ♥♠ ❆✉ ◆Ps ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛✮ P❊❈❱❉✱ ❛♥❞ ❜✮
s♦❧✲❣❡❧ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐① ❛❢t❡r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛t ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✸✵ ♠✐♥ ✉♥❞❡r ❆r✴❍ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳

❛t ✾✵✵◦❈✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❤❛✈✐♥❣ r❡❝♦✉rs❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❚❊▼✮✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps✱ t❤❡ ✶✺ ♥♠ ❆✉
◆Ps ❛r❡ st❛❜❧❡ ✉♣ t♦ ✾✵✵◦❈✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ✸✳✺♥♠ ❆✉ ◆Ps✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛
s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦✇❛r❞ ❧❛r❣❡r s✐③❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡✲
❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ◆Ps✳ ❚❤✐s r✐♣❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜r♦❛❞s t❤❡ s✐③❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps✱ ❛♥❞ t❤✉s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ ♦✉r ♠♦❞❡❧
s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ✸✳✺ ♥♠ ❆✉ ◆Ps ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥ts ✇❡r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦
✹✺✵◦❈✳

❆❧❧ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡✷✳✷✳

✺✵



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❛♠♣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✽✿ ❚❊▼ ♣❧❛♥❡ ✈✐❡✇ ♦❢ ❆✉ ✶✺ ♥♠ ◆Ps ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s♦❧✲❣❡❧ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐①
❛❢t❡r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛t ❛✮ ✻✵✵◦❈✱ ❛♥❞ ❜✮ ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✸✵ ♠✐♥ ✉♥❞❡r ❆r✴❍ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❙✐③❡ ✭♥♠✮ ❙♦❧✲❣❡❧ P❊❈❱❉ ❆t♠♦s♣❤❡r❡

✸✳✺ ✲ ✹✺✵◦❈ ❍2✲❆r
✶✺ ✹✺✵◦❈ ✾✵✵◦❈ ❍2✲❆r

✷✳✻ ❙❛♠♣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

✷✳✻✳✶ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣②

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣② ✭❚❊▼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❛t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢
t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✉♣
t♦ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✭❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞s ❦❡❱✮ ❛♥❞ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡②
❝❛♥ s❝❛tt❡r ♦r ❜❛❝❦s❝❛tt❡r ❡❧❛st✐❝❛❧❧② ♦r ✐♥❡❧❛st✐❝❛❧❧②✱ ♦r ♣r♦❞✉❝❡ ♠❛♥② ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s✱ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥❛❧s s✉❝❤ ❛s ❳✲r❛②s✱ ❆✉❣❡r ❡❧❡❝tr♦♥s ♦r ❧✐❣❤t✱
s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✾✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝✲
tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❚❊▼✮✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥
❛♥❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❚❊▼
✭❜r✐❣❤t✴❞❛r❦ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡s✱ ❛♥❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡
♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜♦t❤ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♣r♦t♦❝♦❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳

✺✶



✷✳✻✳ ❙❛♠♣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✾✿ ❙✐❣♥❛❧ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❛r❣❡t
❛t♦♠s✳

✷✳✻✳✷ ❍✐st♦r✐❝❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ρ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
❞❡t❛✐❧s ❥✉st s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❜❜❡
t❤❡♦r② ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♦♣t✐❝ s②st❡♠s✳ ❋♦r ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ❧✐❣❤t ♦r ❡❧❡❝tr♦♥
❜❡❛♠✿

ρ =
0.61λ

sinα
✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t✱ ❛♥❞ α t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥
✐♥❝✐❞❡♥t ❛♥❞ ❞❡✢❡❝t❡❞ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❧❡♥s ❛❜❡rr❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ♦♣t✐❝❛❧
♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❧✐❣❤t
✭✹✶✵✲✻✻✵ ♥♠✮✳ ❚❤❡ ❳ ♦r γ r❛②s ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ ❜✉t ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱
❤✐❣❤✲♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧❡♥s❡s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❢♦❝✉s t❤❡ ❜❡❛♠ t♦ ❢♦r♠ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❞♦
♥♦t ❡①✐st ②❡t ✭❤♦✇❡✈❡r✱ ❳✲r❛②s ❝❛♥ r❡✈❡❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s
❜② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✮✳ ■♥ ✶✾✷✸✱ ❉❡ ❇r♦❣❧✐❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s
❤❛✈❡ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡✐r ♠♦♠❡♥t✉♠✿ λ❂❤✴♠ν ✇❤❡r❡
♠ ❛♥❞ ν ❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st ♠❛ss ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ❤ t❤❡ P❧❛♥❦✬s
❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ ✶✾✷✼✱ ❍❛♥s ❇✉s❤ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✐❧ ❝❛♥ ❢♦❝✉s ❛♥

✺✷



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❛♠♣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❛t ❛ ❣❧❛ss ❧❡♥s ❢♦r ❧✐❣❤t✳ ❋✐✈❡ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱
❛ ✜rst ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❚❊▼ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❊r♥st ❘✉s❦❛ ❛♥❞ ▼❛① ❑♥♦❧❧✳
■♥ ❛ ❚❊▼✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛t ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡ ✭✶✵✵✲✶✵✵✵ ❦❱✮ t♦ ❛
✈❡❧♦❝✐t② ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ✭✵✳✻✲✵✳✾ ❝✮❀ t❤❡② ♠✉st t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ✜✈❡ ♦r❞❡rs
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✭✵✳✵✹✲✵✳✵✵✽ ✮✳ ❚❤✐s r❡s♦❧✉t✐♦♥
❡♥❛❜❧❡s ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧✳
▼❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❚❊▼ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s s❝✐❡♥❝❡✳ ❙♦♠❡
♦❢ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

✷✳✻✳✸ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡

❆ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢✿ ✐✮ ❛ ✈❛❝✉✉♠ s②st❡♠✱
✐✐✮ ❛ ❣✉♥ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠✱ ✐✐✐✮ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❧❡♥s❡s ❛♥❞ ✐✈✮ ❛ ✈✐❡✇✐♥❣ s②st❡♠ t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❡✳❣✳ ❛ ✢✉♦r❡s❝❡♥t
♣❧❛t❡✱ ❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❝ ✜❧♠ ♦r ❛ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛✳ ❚❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❜r✐❡✢②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✳

❱❛❝✉✉♠ s②st❡♠

❚♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛ st❛♥❞❛r❞
❚❊▼ ✐s ❡✈❛❝✉❛t❡❞ t♦ ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡s✱ t②♣✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵−5 P❛✳ ❚❤❡
♥❡❡❞ ❢♦r t❤✐s ✐s t✇♦❢♦❧❞✿ ✜rst t❤❡ ❛❧❧♦✇❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ❛r❝✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ❣❛s ❛t♦♠s t♦ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❧❡✈❡❧s✳
❚❤❡ ✈❛❝✉✉♠ s②st❡♠ ❢♦r ❡✈❛❝✉❛t✐♥❣ ❛ ❚❊▼ t♦ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ❧❡✈❡❧
❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ st❛❣❡s✳ ■♥✐t✐❛❧❧② ❛ ❧♦✇ ✈❛❝✉✉♠ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❛
r♦t❛r② ✈❛♥❡ ♣✉♠♣ ♦r ❞✐❛♣❤r❛❣♠ ♣✉♠♣s ❜r✐♥❣✐♥❣ t❤❡ ❚❊▼ t♦ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧②
❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉r❜♦✲♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣✉♠♣
✇❤✐❝❤ ❜r✐♥❣s t❤❡ ❚❊▼ t♦ ✐ts ❤✐❣❤ ✈❛❝✉✉♠ ❧❡✈❡❧ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
❙❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚❊▼ ♠❛② ❜❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❣❛t❡ ✈❛❧✈❡s✱ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❝✉✉♠ ❧❡✈❡❧s ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❛r❡❛s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ✈❛r② ❢r♦♠ ✶✵−4 t♦ ✶✵−7

P❛ ♦r ❤✐❣❤❡r ✭✶✵−9 P❛✮ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❣✉♥ ✜❡❧❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❚❊▼s✳

❊❧❡❝tr♦♥ ❣✉♥

❚✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ ♦r ✜❧❛♠❡♥ts✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❜❡❛♠✿ ✐✮ t❤❡ t❤❡r♠♦✲✐♦♥✐❝ ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡♠✐ss✐♦♥ s♦✉r❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r✲
♠❡r ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ❤❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r t❤❡② ❛r❡
♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳

❚❤❡s❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❛ss❡♠❜❧② ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❣✉♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r✱ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ❈▼✸✵ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❤❡r♠♦✲✐♦♥✐❝
❣✉♥✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛rts✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ✜❧❛♠❡♥t ✭❝❛t❤♦❞❡✮✱ t❤❡
✇❡❤♥❡❧t ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✵✮✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛t❤✲
♦❞❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦✉r ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ▲❛❇6 ❝r②st❛❧ ❛s ❛ ✜❧❛♠❡♥t✳

✺✸



✷✳✻✳ ❙❛♠♣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✵✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ ❛♥ ▲❛❇6 ❡❧❡❝tr♦♥ ❣✉♥

❚❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ✐s ❛t ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❤❡r❡ ✸✵✵❦❱✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♥♦❞❡
✇❤✐❝❤ ✐s ❛t t❤❡ ❡❛rt❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡
▲❛❇6 ❝r②st❛❧ ❜② t❤❡r♠♦✲✐♦♥✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❛♥♦❞❡✳
❆ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❣r✐❞ ✭✇❡♥❤❡❧t✮✱ ♣✉t ❛t ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❛ ♠♦r❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭❇✐❛s✮ t❤❛♥ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡✱ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❧❡♥s
t♦ ❢♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t♦ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣♦✐♥t ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❛♥♦❞❡✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❝r♦ss✲♦✈❡r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥
❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ❜r✐❣❤t♥❡ss✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣r❡❛❞✱
t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✐③❡✳

❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❡♥s❡s

❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❡♥s❡s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❝t ✐♥ ❛ ♠❛♥♥❡r ❡♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❛t ♦❢
❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❧❡♥s✱ ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❛②s ❛t s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡
❧❡♥s❡s ❛r❡ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✐♥ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ✭t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s✮
t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♣❛ss❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠✳ ❆ ❝♦✐❧ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧❡♥s ❝r❡❛t❡s ❛♥
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❛❝ts ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛❥❡❝t♦r②✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❞❡✈✐❛t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ▲♦r❡♥t③✬s ❧❛✇✿

❋ = e✈×❇ ✭✷✳✷✮

✺✹



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❛♠♣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

✇❤❡r❡ ❡ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❤❛r❣❡✱ ✈ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❇ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝♦✐❧ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❧❡♥s❡s str❡♥❣t❤✳ ■t ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ t❤❛t t❤❡
❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❡♥s ✐s r❛❞✐❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝✱ ❛s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡s ❛st✐❣♠❛t✐s♠ ❛♥❞ ✇♦rs❡♥s s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ r❡❞✉❝❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❚❊▼ ♣♦s✲
s❡ss❡s s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❧❡♥s❡s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡
❝♦❧✉♠♥✳ ❋r♦♠ t❤❡ t♦♣ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❝❛t❡✲
❣♦r✐❡s✿ ✐✮ t✇♦ ❝♦♥❞❡♥s❡r ❧❡♥s❡s ✭❈✶ ❛♥❞ ❈✷✮ t♦ ❢♦❝✉s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ♦♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✐✐✮ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❧❡♥s t♦ ❢♦r♠ t❤❡
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✱ ✐✐✐✮ s♦♠❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡♥s❡s t♦ ♠❛❣♥✐❢② t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦r t❤❡
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✳

■♠❛❣✐♥❣ ♠♦❞❡

❚❊▼ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ❞✐❣✐t❛❧❧② ❛❝q✉✐r❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦✇✲s❝❛♥ ❝❤❛r❣❡ ❝♦✉♣❧❡❞
❞❡✈✐❝❡ ✭❈❈❉✮ ❝❛♠❡r❛ ●❆❚❆◆ ♠✉❧t✐s❝❛♥✳

✷✳✻✳✹ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣②

❊ss❡♥t✐❛❧❧②✱ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ◆Ps
✐♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ✭❧♦✇ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✮ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✿ ✐✮ t❤❡
✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡✳ ■♠❛❣✐♥❣ ♠♦❞❡ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡ ✇❛s ✉s❡❞✱
✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✱ t♦ ❝❤❡❝❦ ❡✐t❤❡r t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts✱ ♦r ✐♠♣✉r✐t✐❡s✱ ♦❢ t❤❡
❝❤❡♠✐❝❛❧ s②♥t❤❡s✐s ♦r t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥❛♥♦✲♦❜❥❡ts✳

■♠❛❣✐♥❣ ♠♦❞❡

■❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s t❤✐♥✱ ❡✳❣✳ <✷✵✵ ♥♠✱ ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t ❝❤❡♠✐❝❛❧
❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❢♦❝✉s❡❞✳ ❚♦
♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♥tr❛st❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞✐❛♣❤r❛❣♠ ✐s ✐♥s❡rt❡❞
✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❡❛♠ ✭❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❢❡✇
❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜❡❛♠✮✿ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♣❛rts ✐♥ ❇r❛❣❣ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r ❞❛r❦
❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♦r ♥♦t ❇r❛❣❣ ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛rts ❛♣♣❡❛r ❜r✐❣❤t✳ ❚❤✐s ✐♠❛❣✐♥❣
♠♦❞❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❜r✐❣❤t ✜❡❧❞ ♠♦❞❡ ❇❋✳ ■❢ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ♠❛♥②
❞✐✛r❛❝t✐♥❣ ♣❤❛s❡s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts
❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜❡❛♠s ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞✐❛♣❤r❛❣♠✳ ❚♦ ❞♦ t❤❛t✱ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t
❜❡❛♠ ♠✉st ❜❡ t✐❧t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜❡❛♠ ✐s ♣✉t ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❧❡♥s
❛①✐s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞❛r❦ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡ ❉❋✳ ❚❤❡ ❇❋ ❛♥❞ ❉❋ ♠♦❞❡s ❛r❡
✉s❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s t♦ ♥❛♥♦♠❡t❡r s❝❛❧❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✸✵✲✷✵✵❦❳✳

✺✺



✷✳✻✳ ❙❛♠♣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ♠♦❞❡

❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛r❡❛ ❞✐❛♣❤r❛❣♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡❞
s❛♠♣❧❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦r ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s❡❧❡❝t❡❞
❛r❡❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❙❆❊❉✳ ❚❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❧❡♥s ❧✐♠✐t
t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♦❜❥❡❝t t♦ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ♥❛♥♦♠❡t❡rs✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛ s♠❛❧❧❡r ♦❜❥❡❝t ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❧❡♥s❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s♠❛❧❧ s♣♦t s✐③❡ ♦♥
t❤❡ ♦❜❥❡❝t s✉r❢❛❝❡ ✭✷✲✶✵ ♥♠✮✳ ❚❤❡ s♣♦ts ♦❢ ❙❆❊❉ ❜❡❝♦♠❡ ❞✐s❦s ✇❤♦s❡ r❛❞✐✐
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞❡♥s❡r ❞✐❛♣❤r❛❣♠✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♠✐❝r♦❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ❙❆❊❉
❛♥❞ ♠✐❝r♦❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧ ♣❡r♠✐t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢
✐ts ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐ts ✐♥t❡r♣❧❛♥❛r ❞✐st❛♥❝❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇r❛❣❣ ❧❛✇✳

✷✳✻✳✺ ❙❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥

❋♦r ❚❊▼ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤✐♥ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ✜rst
♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ♠✉st ❜❡ t❤✐♥ ❡♥♦✉❣❤✳ ❲❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤✐s t❤✐❝❦♥❡ss t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ ✶✵✵♥♠✳ ❆❧❧ ♦✉r s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦❧✐s❤✐♥❣
✭tr✐♣♦❞✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ✐♦♥ s♣✉tt❡r✐♥❣ ✭P■Ps✮ tr❡❛t♠❡♥t✿

❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❤❡r❡✿

✐✮ t♦ st✉❞② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡
s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥

✐✐✮ t♦ st✉❞② t❤❡ ❞❡♣t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡
♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✳

P❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥ ✈✐❡✇

❋✐rst✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❝✉t ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛✇ t♦ ❢♦r♠ ❛ sq✉❛r❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤
✷✳✺mm✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❆✉
◆Ps✱ ✐s t❤❡♥ ❣❧✉❡❞ ♦♥t♦ ❛ ❝♦♣♣❡r ❣r✐❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❤♦❧❡ ♦❢ ✶✳✺mm ✇✐t❤
t❤❡ ●✶✴●✷ ●❆❚❆◆ ❡♣♦①② r❡s✐♥ ❛♥❞ ❝✉r❡❞ ❛t ✾✵◦❈ ❢♦r ✸✵♠✐♥✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t
st❡♣✱ t❤❡ ❝♦♣♣❡r ❣r✐❞ s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❣❧✉❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝r②st❛❧ ✇❛① ♦♥t♦
t❤❡ ♣②r❡① ✐♥s❡rt ♦❢ ❛ tr✐♣♦❞✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐s❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ s❛♠✲
♣❧❡ ✐s ♣✉t ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞✐s❦ ✜①❡❞ ♦♥ ❛ ♣♦❧✐s❤❡r ♣❧❛t❡
❤♦❧❞❡r✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ tr✐♣♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❦ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❣r✐♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐s❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞
♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ❞✐s❦ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡
♣❧❛t❡ ❤♦❧❞❡r✳ P❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣❛②❡❞ t❤❛t t❤❡ tr✐♣♦❞ ✐s ♣❡r❢❡❝t❧②
♣❧❛♥❛r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❣r✐♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
❛❧❧♦✇s t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡ t♦ ❜❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② r❡♠♦✈❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ❢❡✇ ♠✐❝r♦♥s
♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss ❛♥❞ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡r✱ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❡ ◆Ps✱ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❲❡
st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❦ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞✐❛♠♦♥❞ ❣r❛✐♥s ♦❢ ❛❜♦✉t ✸✵µ♠ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❡❧♦❝✲
✐t② ♦❢ ✺✵ r♣♠ ✭r♦t❛t✐♦♥s ♣❡r ♠✐♥✉t❡✮✳ ❇♦t❤ ❛r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡❞ ❞♦✇♥ t♦

✺✻



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❛♠♣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

✵✳✺µ♠ ❛♥❞ ✶✵ r♣♠ ❢♦r ❞✐❛♠♦♥❞ ❞✐s❦ ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ❛❜♦✉t ✷µ♠✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡rt❡❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
❢♦❝✉s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❝♦♣♣❡r
❣r✐❞✳ ❚❤❡ s❡♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❛❜♦✉t ✶µ♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s
r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ♣②r❡① ✐♥s❡rt ❜② s✐♠♣❧❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❡t♦♥❡ ❢♦r ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s✳

■♦♥✲♣♦❧✐s❤✐♥❣ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss ❞♦✇♥ t♦
❡❧❡❝tr♦♥ tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✳ ❋♦r t❤❡ ✐♦♥ ♠✐❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛ ●❆❚❆◆ Pr❡❝✐s✐♦♥ ■♦♥
P♦❧✐s❤✐♥❣ ❙②st❡♠ ✭P■P❙✮ ✐s ✉s❡❞✳ ❍❡r❡✱ t✇♦ ❢♦❝✉ss❡❞ ❆r ✐♦♥ ❜❡❛♠s ♠✐❧❧ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛ ❤♦❧❡ r❡s✉❧ts ❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ✐♦♥ ♠✐❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ r❛t❤❡r s♣❡❝✐✜❝ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧
❛♥❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ✐♦♥ ♠✐❧❧✐♥❣ r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡t❝❤✐♥❣
❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❡t❝❤✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ s❡✈❡r❡❧②
❞❛♠❛❣❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦❡♣t r❛t❤❡r
❧♦✇✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈♦❧t❛❣❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❛♥❣❧❡ ✐s ❧❡ss ❤❛r♠❢✉❧
t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❛♥ ❧♦✇❡r ✈♦❧t❛❣❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❛♥❣❧❡✳

❋♦r ♦✉r s❛♠♣❧❡s ✐♥ ♣❧❛♥❡ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ ❆r ❣✉♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡r♦❞❡
✭s♣✉tt❡r✮ t❤❡ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡✱ ✐✳❡✳ ❜♦t❤ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡r
✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✰✼◦ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✸ ❦❡❱✳ ❆s s♦♦♥ ❛s ❛ ❤♦❧❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞✱
t❤❡ t✇♦ ❆r ❣✉♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❛tt❛❝❦✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢
± ✸◦ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✸ ❦❡❱✳ ❋♦r t❤✐s s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡ ✐♦♥✲♣♦❧✐s❤✐♥❣ t✐♠❡
✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✺ ♠✐♥✉t❡s✳ ❚❤✐s ✐♥s✉r❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧②
t❤✐♥ ❢♦r ❚❊▼ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳

❈r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✈✐❡✇

❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿
t✇♦ sq✉❛r❡s ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ✷✳✺×✷✳✺mm2 ❛r❡ ❝✉t ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠♦♥❞ s❛✇ ❛♥❞ t❤❡♥
❣❧✉❡❞ ❢❛❝❡ t♦ ❢❛❝❡ ✇✐t❤ ●✶✴●✷ ●❆❚❆◆ ❡♣♦①② r❡s✐♥ ❛♥❞ ❝✉r❡❞ ❛t ✾✵◦❈ ❢♦r
✸✵♠✐♥ ✉♥❞❡r ❛ ♣r❡ss✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t♦ ♣r♦t❡❝t t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✐❧✐❝♦♥
♣✐❡❝❡s ❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❣❧✉❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❢♦✉r ❧❛②❡rs s❛♥❞✇✐❝❤✳ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s
t❤❡♥ ❝✉t ✐♥t♦ s❧✐❝❡s✱ ❡✳❣✳ ✶♠♠ t❤✐❝❦✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐❝❡ ✐s t❤❡♥
♦♣t✐❝❛❧❧② ♣♦❧✐s❤❡❞ ❛♥❞ ❣❧✉❡❞ ♦♥t♦ ❛ ❝♦♣♣❡r ❣r✐❞✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡
❣r✐❞✰s❧✐❝❡ ✐s ❣❧✉❡❞ ♦♥t♦ ❛ tr✐♣♦❞ ♣②r❡① ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ♣♦❧✐s❤❡❞ t✐❧❧ t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❧✐❝❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✸✲✹µ♠✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♣✉t ✐♥t♦ ❛
P■Ps✳ ❋♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ ❆r ❣✉♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❛tt❛❝❦✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ± ✸◦ ❛♥❞ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✸ ❦❡❱ t✐❧❧ t❤❡
❤♦❧❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ◆Ps✳

■♠❛❣✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t

❙❛♠♣❧❡s✱ ❡✐t❤❡r ✐♥ ♣❧❛♥❡ ♦r ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛
✭●❆❚❆◆ ♠✉❧t✐s❝❛♥✮✳ ❚♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡

✺✼



✷✳✻✳ ❙❛♠♣❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✶✿ ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ♦❢ ❆✉ ◆Ps ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❧❛♥❡
❛t ✷✵✵ ♥♠ ❜❡❧♦✇ t❤❡ s✐❧✐❝❛ s✉r❢❛❝❡✳

♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦
❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ✇♦rt❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ✐♥ ✇❤✐t❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❜✐♥❛r✐③❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✷✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✷✿ ❛✮ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ♦❢ ❛♥ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s✱ ❜✮ ❜✐♥❛r✐③❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❆❧❧ t❤❡
✇♦rt❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❜❧❛❝❦ t❤❡ r❡st ✐♥ ✇❤✐t❡✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s tr❡❛t♠❡♥t ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♦r s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝
♣r♦❣r❛♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st
❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ r❡♥✲
❞❡rs t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱
❡❛❝❤ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ✐s ♠❛♥✉❛❧❧② tr❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧✿ ❛
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ✐♥ ❚■❋❋ ❢♦r♠❛t ✐s ✐♠♣♦rt❡❞ t♦ P❤♦t♦s❤♦♣ ♣r♦❣r❛♠✱

✺✽



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❛♠♣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

✇❤❡r❡ ❛ ❝❛❧q✉❡ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✐✳❡✳ ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t s❤❡❡t ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣❡r♣♦s❡❞ t♦
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②
❝♦❧♦r✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❋♦r s✉♣❡r♣♦s❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❝❛❧q✉❡s ❛r❡
✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✐s ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡
♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ❝❛❧q✉❡ ✐s t❤❡♥ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❡❞ t♦ ■♠❛❣❡❏ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ◆Ps✱ ✐✳❡✳ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❛r❡❛✱ ❞❡♥s✐t②✱ ❡t❝✳ ❚❤❡
s❝❛❧❡❜❛r ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
♣✐①❡❧s✲t♦✲♥❛♥♦♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ◆P✱ ❡✳❣✳ ✐ts ❞✐❛♠❡t❡r✱
❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ❤❛s ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② s♣❤❡r✐❝❛❧ ♠♦r♣❤♦❧♦❣②✱ ✐✳❡✳
❛ ♣❡r❢❡❝t ❝✐r❝❧❡ ♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦ tr✉❡ ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐❛♠❡t❡rs✿

Di =
Dmax

i +Dmin
i

2
✭✷✳✸✮

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳
❚❤✉s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✢✉❡♥❝❡✱ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♠♣♦rt✐♥❣
t❤❡ s❤❡❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ◆Ps t♦ ❙✐❣♠❛ ♣❧♦t ♣r♦❣r❛♠✳
❚♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ st❛t✐st✐❝s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✸✵✵ t♦ ✺✵✵ ◆Ps ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❉✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡❞ ◆Ps✱ s✉❝❤ ❛s
❢i❂◆i✴◆tot r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t ✐✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

D =

∑

i niDi

Ntot
=

∑

i

fiDi ✭✷✳✹✮

❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s✿

σ =
∑

i

ni(Di −D)2

Ntot
✭✷✳✺✮

✷✳✼ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥

✷✳✼✳✶ ❆❘❆▼■❙ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r

❚❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❘❆▼■❙ ❛❝✲
❝❡❧❡r❛t♦r✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❈❙◆❙▼ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✐♥ ❖rs❛② ✭❋r❛♥❝❡✮✱ ❬✶✹❪✱ ✜❣✉r❡✷✳✷✸✳
❆❘❆▼■❙ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ♠❛② ✇♦r❦ ✐♥t♦ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s✿ ✐✮ t❤❡ ❚❛♥❞❡♠
❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ❱❛♥ ❞❡r ●r❛❛❢ ♠♦❞❡✳

✲❚❛♥❞❡♠ ♠♦❞❡✿ ◆❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② s♣✉tt❡r✐♥❣
❢r♦♠ ❛ s♦❧✐❞ ❝❛t❤♦❞❡ t❛r❣❡t✳ ❈❤❛r❣❡❞ ❝❡s✐✉♠ ✐♦♥s✱ ❈s

+✱ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥❝✐❞❡♥t
❜❡❛♠✿ ❛ ♣❧❛s♠❛✱ ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ ❈s ✈❛♣♦r ❢r♦♠ ❛ ♠♦❧t❡♥ ❈s r❡s❡r✈♦✐r✱ ✐s ❛❝✲
❝❡❧❡r❛t❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❜✐❛s❡❞ ❝❛t❤♦❞❡ ✭✲✺❦❱✮✳ ❚❤❡ ❡❥❡❝t❡❞ ✐♦♥s ❛r❡

✺✾



✷✳✼✳ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✸✿ ❆❘❆▼■❙ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✳

❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❤♦❞❡ ❜② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ✶✺✵❦❱ ❛♥❞ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥
♠❛ss ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ ❛ ✾✵◦ ❜❡♥❞✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛
✜rst t✐♠❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r t❛♥❦ ✉s✐♥❣ t✉♥❛❜❧❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✉♣ t♦ ✷▼❱✱ ✜❣✲
✉r❡ ✷✳✷✹✳ ◆❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✐♦♥s ❛r❡ str✐♣♣❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥✐tr♦❣❡♥ ❣❛s ❜❡❝♦♠✐♥❣
♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ r❡♣❡❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ t❡r♠✐✲
♥❛❧ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❛♥❦ r❡❛❝❤✐♥❣
❛ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ✭♥✰✶✮❯ ▼❡❱✱ ✇❤❡r❡ ♥ ✐s ❝❤❛r❣❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❯ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢
t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧✳ ❆♥ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♠❛❣♥❡t ✐s ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❤❛r❣❡ st❛t❡
♦❢ t❤❡ ✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❞✐r❡❝t t❤❡ ❜❡❛♠ ✐♥t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❤❛♠❜❡r✳

✲❱❛♥ ❞❡r ●r❛❛❢ ♠♦❞❡✿ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♦♥ s♦✉r❝❡✱ ❡✳❣✳ t❤❡ P❡♥♥✐♥❣
s♦✉r❝❡✳ ❆ ♣❧❛s♠❛ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛ ❣❛s ✭❍✱ ❍❡ ♦r ◆✮ ✐♥t♦ t❤❡
t❡r♠✐♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r t❛♥❦✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❛❝❝❡❧✲
❡r❛t❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ t❛♥❦✱ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❡❞ t♦✇❛r❞
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❤❛♠❜❡r✳

✷✳✼✳✷ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
❧✐♥❡✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♦♥✲❜❡❛♠
s❝❛♥♥✐♥❣ s②st❡♠✳ ❆ ❞✐❛♣❤r❛❣♠ ♦❢ ✶❝♠2 ✐s ♣✉t ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ✐♥s✉r❡ ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t♦ ✐rr❛❞✐❛t❡✳ ❙❛♠♣❧❡s ✇❡r❡
✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉2+ ❛♥❞ ✹▼❡❱ ❇r2+ ✐♦♥s ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ✉♣ t♦ ✽①✶✵16
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙❛♠♣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✹✿ ■♦♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t❛♥❞❡♠ t❛♥❦✳

❝♠−2 ✉♥❞❡r ❛ ✢✉① ✶ µ❆✳❝♠−2✳ ❚❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❡r❡ ✈❛r✐❡❞
❢r♦♠ ✸✵◦❈ ✉♣ t♦♣ ✽✵✵◦❈✳ ✭❚❛❜❧❡✷✳✸✮✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

■♦♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ■♦♥
❡♥❡r❣②

❋❧✉① ◆Ps ◆Ps

✭➦❈✮ ✭▼❡❱✮ ✭➭❆✳❝♠−2✮ ❙✐③❡
✭♥♠✮

❞❡♥s✐t②
✭➭♠−2✮

✷✺ ✹ ✶ ✸✳✺ ✼✺✵✵
✶✺ ✸✼✵

Au2+ ✺✵✵ ✸✳✺ ✼✺✵✵
✻✵✵ ✹ ✶ ✶✺ ✸✼✵
✽✵✵

Br2+ ✻✵✵ ✹ ✶ ✶✺ ✸✼✵
✽✵✵

❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❢♦r ❜♦t❤ ❆✉ ❛♥❞ ❇r ✐♦♥s
✐♥ ❜♦t❤ ❆✉ ◆Ps ❛♥❞ ❙✐❖2 ♠❛tr✐① ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❞❡ ❙❘■▼ ✷✵✵✽✱
❬✶✺❪✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡✷✳✹✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥
❞❡♣t❤ ✭❘p∼✶±✵✳✶ µ♠✮ ✐s ❛t ❧❡❛st ✸ t✐♠❡s t❤❡ ❞❡♣t❤ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ◆Ps ❛r❡
❝♦♥✜♥❡❞ ✭✸✷✵ ♥♠✮✱ t❤✉s ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠♣❧❛♥t❡❞
s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❛ ✸✵✵ ❑❡❱
P❤✐❧✐♣s ❈▼✸✵ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ✇❡r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❧♦✇✲
s❝❛♥ ❈❈❉ ❝❛♠❡r❛ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❉✐❣✐t❛❧ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡

✻✶



✷✳✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✷✳✹✿ ❙t♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs ❢♦r t❤❡ ✉s❡❞ ✐♦♥s✳ ❙♥ ✐s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❙❡
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❞❡ ❙❘■▼ ✷✵✵✽✱ ❬✶✺❪✱ ❢♦r ❜♦t❤ ❆✉
◆Ps ❛♥❞ ❙✐❖2 ♠❛tr✐①✳

■♦♥ ❊♥❡r❣② SnAu SeAu SnSiO2 SeSiO2

▼❡❱ ✭❦❡❱✳♥♠−1✮ ✭❦❡❱✳♥♠−1✮ ✭❦❡❱✳♥♠−1✮ ✭❦❡❱✳♥♠−1✮

Au2+ ✹ ✼✳✺ ✸✳✻ ✷✳✵ ✷✳✷
Br2+ ✹ ✶✳✷ ✸✳✸ ✵✳✸✷ ✶✳✾

❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❛♥❞ t❤❡✐r s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳✺✳

✷✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳
❚❤✐s s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❆✉ ◆Ps s❛♥❞✇✐❝❤❡❞ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t✇♦ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❛r❡ ♦❢
t❤r❡❡ ❦✐♥❞s✿ ✐✮ ♥❡❛r❧② ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ◆Ps ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧
s②♥t❤❡s✐s✱ ✐✐✮ t❤❡ ◆P ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✈❛r✐❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❢t✐♥❣ t✐♠❡
❛♥❞ ✐✐✐✮ t❤❡ ❞❡♣t❤ ❛t ✇❤✐❝❤ ◆P ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡
t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡r✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t P❊❈❱❉ s✐❧✐❝❛ ✐s st❛❜❧❡ ✉♣ t♦ ✾✵✵◦❈✱
✇❤❡r❡❛s s♦❧✲❣❡❧ s✐❧✐❝❛ ❜❡❝❛♠❡ ✐♥st❛❜❧❡ ❛❜♦✈❡ ✹✺✵◦❈✳ ❙❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❡❞ ❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❚❊▼ ✐♥ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✈✐❡✇✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❚❊▼
♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ❆❘❆▼■❙ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r ❛r❡
❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

✻✷



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ▼✳❈✳ ❉❛♥✐❡❧✱ ❉✳❆str✉❝✱ ❈❤❡♠✳❘❡✈✳ ✶✵✹✱ ✭✷✵✵✹✮ ✷✾✸

❬✷❪ ◆✳❘ ❏❛♥❛✱ ▲✳●❡❛r❤❡❛rt✱ ❈✳❏✳ ▼✉r♣❤②✱ ▲❛♥❣♠✉✐r ✶✼ ✭✷✵✵✶✮ ✻✼✽✷

❬✸❪ ❏✳❚✉r❦❡✈✐❝❤ ❛♥❞ ❛❧✳ ❉✐s❝✉ss✳ ❋❛r❛❞❛② ❙♦❝✳ ✶✶✭✶✾✺✶✮

❬✹❪ ❏✳P ❆❜✐❞ ✱ ❚❤❡s✐s ✭✷✵✵✸✮

❬✺❪ ❯✳❑r❡✐❜✐❣ ✱ ▼✳ ❱♦❧❧♠❡r ❖♣t✐❝❛❧ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ▼❡t❛❧ ❈❧✉st❡rs✱ s♣r✐♥❣❡r
❡❞✳ ✭✶✾✾✺✮

❬✻❪ ❲✳❍ ❩❛❝❤❛r✐❛s❡♥✱ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❣❧❛ss ❏✳❆♠❡r✳❈❤❡♠✳s♦❝✳
✺✹ ✭✶✵✮ ✭✶✾✸✷✮ ✸✽✹✶✲✺✶

❬✼❪ ❘❡✈✉❡ ❱❡rr❡✱ ✈♦❧ ✻ ✐ss✉❡ ✺✭✷✵✵✵✮

❬✽❪ ❈✳❏ ❇r✐♥❦❡r✱ ● ✳❲ ❙❝❤❡r❡r✱ ❙♦❧ ❣❡❧ ❙❝✐❡♥❝❡ ✭✶✾✾✵✮

❬✾❪ ❘ ❑ ■❧❡r✱ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐str② ♦❢ s✐❧✐❝❛ ✭❲✐❧❡②✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✼✾✮

❬✶✵❪ ❘✳ ❇r✉❝❦♥❡r✱ ❏✳♦❢ ♥♦♥ ❝r②st✳s♦❧✐❞s ✺ ✭✶✾✼✵✮ ✶✷✸✲✶✼✺

❬✶✶❪ ❇✳ ❍❛❥ ■❜r❛❤✐♠✱ ❚❤❡s✐s ✭✷✵✵✼✮✱ ▲P■❈▼✱ ❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❬✶✷❪ ❙✳ ▲✐✉✱ ❚✳❩❤✉✱ ❘✳ ❍✉ ❛♥❞ ❩✳ ▲✐✉✱ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳✱ ✷✵✵✷✱ ✹✱
✻✵✺✾ ✲ ✻✵✻✷

❬✶✸❪ ❆✳ ▼✐♦t❡❧❧♦✱ ●✳❉❡ ▼❛r❝❤✐✱ ●✳▼❛tt❡✐✱ P✳▼❛③③♦❧❞✐✱ ❈✳❙❛❞❛✱ P❤②s✳❘❡✈✳❇✱
✻✸✱ ✵✼✺✹✵✾ ✭✷✵✵✶✮

❬✶✹❪ ❊✳❈♦tt❡r❡❛✉✱ ❏✳❈❛♠♣❧❛♥✱ ❏✳❈❤❛✉♠♦♥t✱ ❘✳▼❡✉♥✐❡r ❛♥❞ ❍✳❇❡r♥❛s✱ ◆✉❝❧✳
■♥str✳ ▼❡t❤✳ P❤②s✳ ❘❡s✳ ❇ ✷✹✻ ✭✷✵✵✻✮ ✸✵

❬✶✺❪ ❏✳❋✳ ❩✐❡❣❧❡r✱ ❏✳P✳ ❇✐❡rs❛❝❦✱ ❛♥❞ ❯✳ ▲✐tt♠❛r❦✱ ❚❤❡ ❙t♦♣♣✐♥❣ ❘❛♥❣❡s
❛♥❞ ❘❛♥❣❡s ♦❢ ■♦♥s ✐♥ ❙♦❧✐❞s P❡r❣❛♠♦♥ Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✽✺❀
✇✇✇✳sr✐♠✳♦r❣✳

✻✸



❈❤❛♣t❡r ✸

■♦♥ ❇❡❛♠ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢

❊♠❜❡❞❞❡❞ ◆❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s✿

❚♦✇❛r❞ ❛♥ ✐♥✲s✐t✉ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢

❙✐③❡ ❛♥❞ ❙♣❛t✐❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

✻✹



❆❜str❛❝t

■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❆✉ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s ✭◆Ps✮ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥
❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛tr✐① ♣r♦♠♦t❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❛❧♦ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉st❡r✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps r❡s✉❧ts
✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❛rr♦✇ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✇✐t❤ ❛
♠❡❛♥ s✐③❡ ♦❢ ✷ ♥♠ ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✹ ♥♠✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡
❝❤❡♠✐❝❛❧ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❛♥❞ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡✐r ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥
❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ t❛✐❧♦r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❢♦r♠❡❞ ◆Ps✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❡s✲
t❛❜❧✐s❤ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❧✉st❡rs ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ t✇♦ st❡♣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳
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✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆Ps ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛tr✐① ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡✲
❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✐♥ ♦♣t♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✜❡❧❞✱ ❬✶❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❧❛s♠♦♥ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❞❡✲
♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ◆Ps s✐③❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❝❤❡♠✐❝❛❧ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✱ t✉♥❛❜❧❡ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ♦❢ ♠❡t❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡❝❛♠❡ ♦❢ ♣r✐♠❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥
♥❛♥♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ❬✷❪✳

❆♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐♦♥✲❜❡❛♠ s②♥t❤❡s✐s ✭✐♦♥✲✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥
❛♥❞ ✐♦♥✲♠✐①✐♥❣✮ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ◆Ps ❜❛s❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉r✐♥❣ ✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤
♣r♦❝❡ss❡s r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ◆Ps ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❬✷❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❞✉r✲
✐♥❣ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ❜② ✈❛r②✐♥❣ ✐♦♥ ✢✉① ❛♥❞
s✉❜str❛t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ◆Ps s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❛
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✱ ♥❡✇ ✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥
❛ ♥❛rr♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ◆Ps ❡✐t❤❡r ✐✮ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣②
❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ❬✸❪✱ ♦r ✐✐✮ ❜② ❤❛✈✐♥❣ r❡❝✉rs❡ t♦ ♠✉❧t✐✲
♣❧❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ st❡♣s ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ❬✹❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ♠✐①✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ◆Ps ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
♠❛tr✐①✱ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❧❧✐♥❣ ✉♣ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧ ❧❛②❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t❡♥s✐♦♥ ❡✛❡❝t✱ ❬✺✱ ✻❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s②♥t❤❡s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ◆Ps✱ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡
♥♦t ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✇✐t❤ ♦♣t♦❡❧❡❝tr♦♥✐❝ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❬✹❪✳

❘❡❝❡♥t❧② t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❛♥♦❝❧✉st❡r ❤❛❧♦ ❛r♦✉♥❞ ❧❛r❣❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✇❛s
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s❛♠♣❧❡s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ✐♦♥s✱ ❬✼✱ ✽✱ ✾✱ ✶✵✱ ✶✶❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❡❧❡♠❡♥t❛❧✲s❡❧❡❝t✐✈❡ ❞❡❛❧❧♦②✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥
♦❢ ♦♥❡ ❛t♦♠✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P ✇❛s s❤♦✇♥✱ ❬✾❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❑❧✉t❤ ❛t
❛❧✳ st✉❞✐❡❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♥❛♥♦♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ▼❡❱ ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱
❬✶✷❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s st✐❧❧ ❧❛❝❦✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡
❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♥❡❡❞s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢
t❤❡ ◆Ps ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ t❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❜❡
s❛t✐s✜❡❞ ✐s t♦ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ ❜❡s✐❞❡s t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐✳❡✳ ✐♦♥✱ ❡♥❡r❣②✱ ✢✉①✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ◆Ps ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❡✳❣✳ t❤❡ s✐③❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥❡✇ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤
❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ◆Ps ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠ s②♥t❤❡s✐s
✭■❇❙✮✱ ❬✶✸❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ ✐s t❤❛t t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛t t❤❡
t✐♠❡✳

✻✻
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✐♥✲s✐t✉ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❙✐③❡ ❛♥❞ ❙♣❛t✐❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s ❞♦✉❜❧❡✿ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❝❤❡♠✐❝❛❧
s②♥t❤❡s✐③❡❞ ◆Ps ✐♥t♦ ❛ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ◆Ps ✭✶✺✲✷✵ ♥♠✮ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✭❆✉ ✹▼❡❱✮
r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❛rr♦✇ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭✵✳✹ ♥♠✮ ♦❢ s♠❛❧❧ ♣r❡✲
❝✐♣✐t❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ s✐③❡ ♦❢ ✷ ♥♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥s✐❣❤t
✐♥t♦ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ◆Ps ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♣❛rt✐❝❧❡s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✳

✸✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❚❂✸✵✵❑✮ ✇✐t❤ ✹ ▼❡❱
❆✉2+ ✐♦♥s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❡♥❡r❣② ❧♦ss ✭❙♥❂✼✳✺ ❦❡❱✳♥♠✲✶✮ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❆✉ ✐♦♥s ✭❘p ∼✶±✵✳✶ µ♠✮ ✇❡r❡ ❡st✐♠❛t❡❞
✉s✐♥❣ ❙❘■▼✷✵✵✵ ❈❖❉❊✱ ❬✶✹✱ ✶✺❪✳ ❚❤❡ ❘p ✐s ❛t ❧❡❛st ✜✈❡ t✐♠❡s t❤❡ ❞❡♣t❤
❛t ✇❤✐❝❤ ◆Ps ✇❡r❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✭✷✵✵ ♥♠✮✳ ❚❤✉s ✐♠♣❧❛♥t❡❞ ❆✉ ✐♦♥s ❞♦ ♥♦t
✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❆✉ ◆Ps✳ ❚❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ r❛♥❣❡ ✇❛s ✵✲✽①✶✵16❝♠−2

t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t q✉❛s✐✲st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
■♦♥ ❊♥❡r❣② ❈✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t② ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❙♥ ■♦♥ ✢✉❡♥❝❡ ◆P s✐③❡ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ❙✐③❡

✭▼❡❱✮ ✭µ❆✮ ✭❑✮ ✭❦❡❱✳♥♠−1) ✭✶✵16 ❝♠−2✮ ✭♥♠✮ ✭♥♠✮

❯♥✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✲ ✲ ✲ ✲ ✵ ✶✺✳✾±✷✳✶ ✲

❆✉2+ ✹ ✷ ✸✵✵ ✼✳✺ ✵✳✺ ✶✹✳✺±✷✳✸ ✷✳✶±✶✳✷

✵✳✼✺ ✶✷✳✶±✷✳✹ ✷✳✸±✶✳✶

✶✳✵ ✶✵✳✽±✶✳✷ ✷✳✷±✶✳✸

✷✳✵ ✾✳✷±✵✳✽ ✷✳✾±✵✳✾

✹✳✵ ✹✳✹±✵✳✽ ✷✳✸±✵✳✻

✻✳✵ ✷✳✷±✵✳✺ ✷✳✷±✵✳✺

✽✳✵ ✷✳✵±✵✳✹ ✷✳✵±✵✳✹

✸✳✸ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✈✐❡✇ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❛s✲♣r❡♣❛r❡❞
◆Ps✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛❧♠♦st s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐s♦❧❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥❡❛r❧② s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥tr♦✐❞ ❛t ✶✺✳✾ ♥♠
❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ✷✳✶ ♥♠✱ ✜❣✉r❡✸✳✶✭❢✮✳

❚❤❡ ◆Ps ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✸✳✶✭❜✲❡✮✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✭❢✲❥✮✳ ❚❤❡
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r♦♠♦t❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❛❧♦ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r♦✉♥❞

✻✼



✸✳✸✳ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ✭❛✲❡✮ ❇r✐❣❤t ✜❡❧❞ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ◆Ps ❡✈♦❧✉t✐♦♥
✉♥❞❡r ✹ ▼❡❱ ❆✉ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ✸✵✵ ❑✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✢✉❡♥❝❡s
✉♣ ✽①✶✵16❝♠−2✳ ✭❢✲❥✮ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ◆Ps ❛♥❞ s❛t❡❧❧✐t❡s✳

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✭❜✮✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡

✻✽



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♦♥ ❇❡❛♠ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ◆❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s✿ ❚♦✇❛r❞ ❛♥

✐♥✲s✐t✉ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❙✐③❡ ❛♥❞ ❙♣❛t✐❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r❛♣❤✳ ❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♣❡❛❦s ✇❡r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞r❛✇♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦✱ ❢♦r t❤❡ ◆Ps✱ ❛♥❞ ✐♥ ❣r❛②✱ ❢♦r t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡s✳

❋♦r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s ✉♣ t♦ ✵✳✺①✶✵16 ❝♠−2✱ t❤❡ t✇♦ ♣❡❛❦s ❛r❡ ✇❡❧❧ s❡♣✲
❛r❛t❡❞✱ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✭❣✮✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✐s ❢♦✉♥❞ ❛t ✶✹✳✺±✷✳✹ ♥♠✱
✇❤❡r❡❛s t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛t ✷✳✶±✶✳✷ ♥♠✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉✲
❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆Ps ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❤✐❢t ♦❢
t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✜❣✉r❡
✸✳✶✭❣✲❥✮✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐rr❛❞✐❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✳
■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤✐s s❤✐❢t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ✷✲✸ ♥♠✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆Ps ✇❡r❡ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ✜rst ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ◆P s✉r✲
❢❛❝❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✳
❋♦r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✹①✶✵16 ❝♠−2 t❤❡ t✇♦ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s ♠❡r❣❡ ✭✜❣✉r❡✸✳✶✭✐✮✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ◆Ps s✐③❡ ❜❡❝♦♠❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆Ps✳ ❚❤✉s✱ ❢r♦♠ t❤✐s ✢✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ◆P ❛♥❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✳ ❋♦r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
✢✉❡♥❝❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✹ t♦ ✽①✶✵16 ❝♠−2✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧❛r❣❡r s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ✐✳❡✳ t❤♦s❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❞❡♥s✐t② ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✭❞✲❡✮✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✲
✐♠✉♠ ✢✉❡♥❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✽①✶✵16 ❝♠−2✱ ❛ ✈❡r② ♥❛rr♦✇
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✭❡✮✮✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠❡❛♥ s✐③❡ ♦❢ ✷✳✵
♥♠ ❛♥❞ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✹ ♥♠✳ ■t ✇♦rt❤ str❡ss✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡
✐s ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆Ps ✭✷✳✶ ♥♠✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ✭❛✮ ❇r✐❣❤t ✜❡❧❞ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ♦❢ ❢♦✉r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐ss♦❧✈❡❞ ◆Ps ❛t ❛
✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽①✶✵16❝♠−2✳ ✭❜✮ ❆ ❞❡t❛✐❧ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ♥❡❛r❧② ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡
◆Ps ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ s✐③❡ ♦❢ ✷✳✵ ♥♠ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✭❛✮ s❤♦✇s ❢♦✉r ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐ss♦❧✈❡❞ ◆Ps ✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞
❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽①✶✵16 ❝♠−2✳ ❆t t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆Ps✱ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢
s♠❛❧❧❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✇❛s ❢♦✉♥❞✳ ❆ ❤✐❣❤❡r ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s

✻✾



✸✳✸✳ ❘❡s✉❧ts

✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✭❜✮✮ s❤♦✇s t❤❡ ✈❡r② ♥❛rr♦✇ ◆P s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ s✐♠♣❧②
❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❢❝❝ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ◆Ps ✐s ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✈❡r②
r❡❝❡♥t❧②✱ ❑❧✉t❤ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❊❳❆❋❙ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②
❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡ ❞✐s♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♥❛♥♦♣❤❛s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❖r✐❣✐♥❛❧ ◆Ps ❛♥❞ s❛t❡❧❧✐t❡s s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✵✲
✽①✶✵16❝♠−2✳ ◆Ps ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❢✉❧❧ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s✱ s❛t❡❧❧✐t❡s ❜② ❢✉❧❧ ❣r❛② ❞✐❛♠♦♥❞✳
❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✺①✶✵16❝♠−2✱ t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s ✐♥t❡r❝❡♣t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞
t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ◆Ps ❛♥❞ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ✭❤♦❧❧♦✇ ❝✐r❝❧❡s✮✳

❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t♦ t❛✐❧♦r ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s
❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ◆Ps s✐③❡ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝❧❡❛r ✐❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❜♦t❤ ◆Ps ❛♥❞ s❛t❡❧❧✐t❡s ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
◆Ps ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✭❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡✮✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ✭❣r❛② ❞✐❛♠♦♥❞s✮ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❣r♦✇s ✉♣
t♦ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷ ♥♠ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t
✷①✶✵16 ❝♠−2✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♦♥❧② t♦ ❤❡❧♣ t❤❡ ❡②❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s ✐♥t❡r❝❡♣t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t
✺①✶✵16 ❝♠−2✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ✭◆Ps✰s❛t❡❧❧✐t❡s✮ ❡✈♦❧✈❡s ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ t♦✇❛r❞s
❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❤♦❧❧♦✇ ❝✐r❝❧❡s✮✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡s s✐③❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡✱ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❛✮✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♦❢ ✜rst ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❣r♦✇ ✉♣ t♦ s✐③❡s ✇❤✐❝❤
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♦♥ ❇❡❛♠ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ◆❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s✿ ❚♦✇❛r❞ ❛♥

✐♥✲s✐t✉ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❙✐③❡ ❛♥❞ ❙♣❛t✐❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐③❡✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✲
✐♦r ✐s ✇❡❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❣r♦✇s
✉♣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✸ ♥♠✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡
♦❢ ✷①✶✵16 ❝♠−2✱ ❢♦r t❤❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐ss♦❧✈❡s ❞♦✇♥ t♦ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ s✐③❡ ♦❢ ✷
♥♠ ❢♦r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✹✲✺①✶✵16 ❝♠−2✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❛t❡❧✲
❧✐t❡s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❣r♦✇ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐③❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ❛❜♦✉t ✷✲✸①✶✵12 ❝♠−2✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧✲
❧✐t❡s ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❧✈✐♥❣ ◆P✱ ✇❤❡r❡
✐t ❝❛♥♥♦t s✉♣♣♦rt ❛♥② ♠♦r❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳

❚❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❞❡♥s✐t② t❤❛t ♣❛ss❡s ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ∼✷①✶✵12 ❝♠−2 ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ✉♣ t♦
✷①✶✵16 ❝♠−2✱ t♦ ❛❜♦✉t ✻①✶✵12 ♣❛rt✐❝❧❡s✳❝♠−2 ♦r ✢✉❡♥❝❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✹①✶✵16

❝♠−2 ✭✜❣✉r❡ ✸✳✺✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ❛ t✇♦ st❡♣ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❡❣✐♠❡s ✐s
❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P s✐③❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ s❛t❡❧❧✐t❡s
✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✳
❚❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦s❡✿
❉max ∝

√
Φ✳

✸✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✸✳✹✳✶ ❚❤❡♦r②

❇❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s
♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢r♦♠ ❛ s✉♣❡rs❛t✲
✉r❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✇✐t❤ r❛❞✐✐ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
r❛❞✐✉s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❣r♦✇t❤ ❜② ❞r❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t❡❞
s♦❧✉t✐♦♥✱ ❬✶✻✱ ✶✼❪✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❛❧❧
t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❝❛♥ ❣r♦✇ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s✉♣❡r✲
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡❣r❡❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥
❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ✐ts ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞
❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♦❢ r❛❞✐✉s ❘ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ●✐❜❜s✲❚❤♦♠s♦♥ r❡❧❛t✐♦♥
✿ ❈✭❘✮❂❈∞❡①♣✭✷σ❱a✴❘❦❚✮≃❈∞✭✶✰❘C✴❘✮✱ ✇❤❡r❡ ❈∞ ✐s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t ✢❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❘C ✐s t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤✳ ❆s
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝❧✉st❡r s✉r❢❛❝❡ s❝❛❧❡s ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢
t❤❡ ❝❧✉st❡r s✐③❡✱ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❡✈♦❧✈❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦♥❡s ❛t
❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✳ ❚❤✐s r❡❣✐♠❡ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣
✭❖❘✮ r❡❣✐♠❡ ✐❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❛ ◆P ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ s♦❧✉t❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱
t❤❡ ❛t♦♠s r❡❝♦✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❝❛s❝❛❞❡s ❝❛✉s❡ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ ❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❆✉
❛t♦♠s ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♠❛tr✐①
✭❙✐❖2✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② t❤r❡s❤♦❧❞✱

✼✶



✸✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ✭❛✮ ❇r✐❣❤t ✜❡❧❞ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ◆Ps s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② s❛t❡❧❧✐t❡s✳
▼✐❝r♦❣r❛♣❤s s❤♦✇ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡
❞♦tt❡❞ ❝✐r❝❧❡ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❧❛r❣❡r s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✱
♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡✳ ✭❜✮ ♠❡❛♥ s✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❛t❡❧❧✐t❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ◆Ps ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✳ ❖r✐❣✐♥❛❧ ◆Ps ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❢✉❧❧ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s✱ ✜rst ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❜② ❢✉❧❧ ❣r❛② ❞✐❛♠♦♥❞s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❜② ❤♦❧❧♦✇ ❝✐r❝❧❡s✳

t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❛✛❡❝t
t❤❡ ◆P st❛❜✐❧✐t②✳ ❘❡❝❡♥t❧② ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ♦❢ ❛
◆P ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❬✶✽✱ ✶✾❪✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ◆P ✉♥✲
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♦♥ ❇❡❛♠ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ◆❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s✿ ❚♦✇❛r❞ ❛♥

✐♥✲s✐t✉ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❙✐③❡ ❛♥❞ ❙♣❛t✐❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❞❡♥s✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ✭❛✮ ■♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❧✉st❡rs ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉st❡r
s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❞♦s❡ ♦❢ ✐rr❛❞✐❛t✐♥❣✲✐♦♥✳ ✭❜✮ ❇r✐❣❤t ✜❡❧❞ ❛ s❛♠♣❧❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢
✶①✶✵16❝♠−2✳ ▼❛①✐♠✉♠ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❧✉st❡rs ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❝✐r❝❧❡✳

❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❛❦❡s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s✲❚❤♦♠s♦♥
✿ ❈I✭❘✮❂✮≃❈I

∞✭❘✮✭✶✰❘I
C✴❘✮✱ ✇❤❡r❡ ❈I

∞ ❛♥❞ ❘I
C ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡

❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤
✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t ❜❡❧♦✇ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡
❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢
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s♠❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s r❡✈❡rs❡s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣r❛✲
❞✐❡♥t✱ ❢❛✈♦r✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ❛t t❤❡ ❡①♣❛♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s
r❡❣✐♠❡ ✇❛s ♥❛♠❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣✳ ▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❝❧✉st❡rs✱ ♥♦t ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞
r✐♣❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦t❤ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r ❧♦✇ ❚✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s♦✲
❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s s♦ ❤✐❣❤ t❤❛t ♥❡✇ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s
❝❛♥ ♥✉❝❧❡❛t❡✱ ❬✷✵❪✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥❧② ❢❡✇ ❛♥❞ ✐♥❝♦♥❝❧✉s✐✈❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❡①✐sts ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱
❬✼✱ ✷✶✱ ✷✷❪✳

✸✳✹✳✷ ❆ t✇♦ st❡♣s ♠❡❝❤❛♥✐s♠

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ◆Ps t❛✐❧♦r✐♥❣✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ❝❛♥ ❜❡
t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
◆P ✐s t❤❡ ♦♥❧② s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♠♣✉r✐t② ✭✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ◆Ps✮✳

❆s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❣♦❧❞ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✱
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♠❜r②♦s ♦❝❝✉rs ❜② ❧♦❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱
✇❤❡♥ ✐t ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧♦✇ ❣♦❧❞
❞✐✛✉s✐✈✐t② ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ✐s ❢❛✈♦r❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛s❝❛❞❡s ❛r❡ ✐♥ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛t t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡✱ ❬✷✸❪✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛❧❧
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡✳

❚❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ◆Ps ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ t✇♦ st❡♣s ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② ✐✮ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ◆P ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✐✮ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛
✜rst ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐✐✐✮ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠
t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐✮
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P✱ ✐✐✮ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✜rst ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ✐✐✐✮ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦✇❛r❞ ❛ ♥❡❛r❧②
♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐✈✮ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡r ❞❡♥s✐t②✳

■♥ t❤❡ ✜rst r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P ❛❝ts ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ s♦❧✉t❡
❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❦❡❡♣ ❛ ❤✐❣❤ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ✐s s✉st❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s
✐s ❢❛✈♦r❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② t❤❡ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❉✐✛✉s✐♦♥ ✭❘❊❉✮ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t❡
♠♦♥♦♠❡rs ❡❥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P ❛♥❞✴♦r ❜② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝t ❛s s❡❝♦♥❞❛r② s♦❧✉t❡ s♦✉r❝❡s✳ ■t ✇♦rt❤ ♥♦t✲
✐♥❣ t❤❛t ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❡ ❆✉ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐s ♥♦t ③❡r♦ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡
❢❛❝t t❤❛t ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✐♦♥✲✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❬✷✹✱ ✷✺✱ ✷✻✱ ✼❪✳ ■♥ t❤✐s ✜rst r❡❣✐♠❡✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢
❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❝❧✉st❡rs ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ❤✐❣❤✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡
✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

✼✹



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ■♦♥ ❇❡❛♠ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ◆❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s✿ ❚♦✇❛r❞ ❛♥

✐♥✲s✐t✉ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❙✐③❡ ❛♥❞ ❙♣❛t✐❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✵✳✺✲✷①✶✵16 ❝♠−2✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ✐s ❛❧♠♦st
❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝❧✉st❡rs ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r✐♣❡♥✐♥❣ ✐s ❛❝t✐✈❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤❡♥ ♠❛ss
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✢✉① ♦❢ ♠❛tt❡r ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❣r♦✇t❤ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠s✱ ❬✷✼❪✳ ❆s✱ ✐♥ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❧♦❝❛❧
✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♠❛ss ✐s ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P✳ ▲♦❝❛❧❧②✱ ♠❛ss ✐s ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞s✱ ✐t ✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡
t❤❛t ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♦❝❝✉rs ❛♠♦♥❣ t♦✉❝❤✐♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst r❡❣✐♠❡
t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t ❣r♦✇t❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐s ♥♦t ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❖❘ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠✳ ❚❤✐s ❤❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✿ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❖❘
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✜♥✐t② s♦❧✉t❡ s♦✉r❝❡✱ ❛s
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t② ✢❛t s✉r❢❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡
❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♦♥ ♠✐①✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳

❖♥❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡s✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ❛❝✲
❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❆s
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ◆P ❧♦♦s❡s
✐ts ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ s✉st❛✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤✐s ❢❛❝t
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❣✐♠❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢r♦♠ ♦♥❡ r❡❣✐♠❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r
❛t ❛ ♣r❡❝✐s❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✱ ❜✉t ✐t ✐s ♠♦r❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r♦❝❡ss✳ ❋r♦♠
♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛♥❞ ❢♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥
❡st✐♠❛t❡ t❤❛t t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ st❛rts ❛t ❛❜♦✉t ❛t ✸✲✹①✶✵16 ❝♠−2✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❣✐♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠
t♦✇❛r❞s ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❤❛s ❢❛❧❧❡♥ t♦ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ❧❡✈❡❧✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡✛❡❝ts✳ ■♥
t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣✱ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡
❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ♦♥❡s✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①❝❧✉❞❡
t❤❛t t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r ♣❛rt✐❝❧❡s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❖❘ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞s ❛ st❡❛❞② st❛t❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦❧✉t❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐③❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠✐①✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞r❛✐♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ r❡❣✐♠❡ ❝❛♥
❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❖❘ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳

✸✳✹✳✸ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❉✐✛✉s✐♦♥

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✻ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡
❢♦✉♥❞ ✈❛r✐❡s ❛s t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ ✭

√
Φ✮✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t

✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❢❛✈♦rs t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ❛t♦♠s ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡

✼✺



✸✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❛♠♦✉♥t ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ❞❡❢❡❝ts ✐♥ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐①✱ ❬✷✽❪✳ ❚❤❡ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❊♥❤❛♥❝❡❞
❉✐✛✉s✐♦♥ ✭❘❊❉✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❡♥❡r✲
❣❡t✐❝ ✐♦♥s ❞✐ss✐♣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❋r❡♥❦❡❧ ❞❡❢❡❝ts ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦①②❣❡♥ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ❛♥❞ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✱ ❬✷✾❪✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❡❝✉❧❛t❡❞ t❤❛t ✐♥t❡rst✐t✐❛❧
♠❡t❛❧ ❛t♦♠s t❡♥❞ t♦ ❢♦r♠ ❝♦♠♣❧❡①❡s ✇✐t❤ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❧❛r❣❡
s✐③❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ♠♦❜✐❧❡ t❤❛♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❘❊❉ ✐s ❧✐❦❡❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❝❛♥❝②✲✐♠♣✉r✐t② ❝♦♠♣❧❡①❡s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♠♦❜✐❧❡ ❛t ❧♦✇ ❚ ✐♥ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♥❡t✇♦r❦✱ ❬✸✵❪✳

❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❉❂①2✴✹t✱ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❞✐st❛♥❝❡ ① ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ s❛t❡❧❧✐t❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✭❉max✮
❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ φ❂ϕt✱ ✇❤❡r❡ ❛♥❞ ϕ ✐s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♦♥
✢✉①✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s✿

Dmax ∝
√

4DREDφ/ϕ ✭✸✳✶✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦rr❡❧❛t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ s❛t❡❧❧✐t❡s ✇❡r❡
❢♦✉♥❞✱ ❉max✱ t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❉RED✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✉s✐♥❣ ❆✉ ❝♦❧❧♦✐❞s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐① ❛s ❛ ♠♦❞❡❧
s②st❡♠✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ t❛✐❧♦r ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s
❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ◆P s✐③❡ ❛♥❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❡❛r❧② ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ◆Ps ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡
♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps ✐s ❞❡s✐r❡❞✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s✐③❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛✲
♥✐❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✹ ♥♠ ♦♥ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✷✳✵ ♥♠✱
❝♦♠♣❛r❡❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✳✶ ♥♠ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ◆Ps✳ ■t ✐s ✇♦rt❤
♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥ ✐rr❛✲
❞✐❛t✐♦♥ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡✱ ✇❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ s✐③❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ◆Ps
✉s✐♥❣ ✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ r❡❣✐♠❡s ❢♦r s❛t❡❧❧✐t❡s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉♣❡rst✉r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ◆Ps
❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ t♦✇❛r❞s ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡
st❡❛❞②✲st❛t❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠✐①✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞r❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
❣r♦✇t❤✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡ s♦❧✉t❡ s♦✉r❝❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ ❝✉rr❡♥t ❞❡♥s✐t②✮✱ ❛s ✇❡❧❧ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♥❞ t❤❡ ◆Ps s✐③❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳
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❆❜str❛❝t

❋❡✇ ✇♦r❦s ❡①✐st ♦♥ t❤❡ ✐♦♥✲❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② r❡✲
❧❡❛s❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ✐♦♥s ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② ❛❧r❡❛❞② ❢♦r♠❡❞ ◆Ps✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ◆Ps t♦ ❜❡ s❤❛♣❡❞✱ ❡✳❣✳ ❬✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹❪✱
♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①
t♦ ❜❡ ♣r♦♠♦t❡❞✱ ❡✳❣✳ ❬✺✱ ✻✱ ✼✱ ✽❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❤❛❧♦ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ◆P✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ s✉❝❝❡❡❞❡❞ ✐♥ ❞✐s♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ◆Ps t♦✇❛r❞ ❛ s♠❛❧❧❡r st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡✱ ♥❛rr♦✇✐♥❣✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐ts
s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❬✻❪✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ✐♦♥✲❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥✜♥❡❞ ◆Ps ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳



✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙❛♠♣❧❡s ❝♦♠♣♦st❡❞ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❆✉ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s✭◆Ps✮ ✭✶✻✳✵±✷✳✵♥♠✮
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❧❛♥❛r s✐❧✐❝❛ ✜❧♠ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞
t❤❡ ✐♦♥ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❙❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉2+

✐♦♥s ❛♥❞ ✹▼❡❱ ❇r2+ ✐♦♥s ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✸✵◦❈ ✉♣ t♦ ✽✵✵◦❈
❛♥❞ ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ✉♣ t♦ ✽①✶✵16 ❝♠−2✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧❡r ♣r❡❝✐♣✐✲
t❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♥❛rr♦✇❡r s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✷✳✵±✵✳✸♥♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞✴♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ ❛
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ r❛t❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ❜✐♠♦❞❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲
❝✐♣✐t❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ st❛❜✐❧✐t②
♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐①✳

✹✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❙❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❆✉2+ ❛♥❞ ❇r2+ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ r❛♥❣❡
♦❢ ✵✲✽①✶✵16 ❝♠−2 ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♦♥ ✢✉① ♦❢ ✶ µ❆✳❝♠−2✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❢♦r ❜♦t❤ ❆✉ ❛♥❞ ❇r ✐♦♥s ✐♥ ❜♦t❤ ❆✉ ◆Ps ❛♥❞
❙✐❖2 ♠❛tr✐① ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❞❡ ❙❘■▼ ✷✵✵✽✱ ❬✾❪✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙n ✐s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r
❛♥❞ ❙e t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦❞❡ ❙❘■▼ ✷✵✵✽✱ ❬✾❪✱ ❢♦r ❜♦t❤
❆✉ ◆Ps ❛♥❞ ❙✐❖2 ♠❛tr✐①✳

■♦♥ ❊♥❡r❣② ❙Au
n ❙Au

e ❙SiO2
n ❙SiO2

e

✭▼❡❱✮ ✭❦❡❱✴♥♠✮ ✭❦❡❱✴♥♠✮ ✭❦❡❱✴♥♠✮ ✭❦❡❱✴♥♠✮

❆✉2+ ✹ ✼✳✺ ✸✳✻ ✷✳✵ ✷✳✷
❇r2+ ✹ ✶✳✷ ✸✳✸ ✸✳✷ ✶✳✾

❚❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✵◦❈ ❛♥❞ ✽✵✵◦❈✳ ❚❤❡
❧❛tt❡r ✈❛❧✉❡ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps✳
❚❤✐s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❚melt✭❆✉✮❂✶✵✻✹

◦❈✮
❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ◆P s✐③❡✳ ❋♦r ✶✻ ♥♠ ❣♦❧❞ ◆Ps ❡✈❛♣♦r❛t❡❞ ❛t ❧♦✇ ♣r❡ss✉r❡
♦♥ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❝❛r❜♦♥ ✜❧♠✱ ❇✉✛❛t ❛♥❞ ❛❧✳ ❡st✐♠❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛❜♦✉t ✾✻✵◦❈✱ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❉✐❝❦ ❛♥❞ ❛❧✳
❢♦r ✶✻ ♥♠ ❣♦❧❞ ◆Ps ❡♥❝❛♣s✉❧❡❞ ✐♥ s✐❧✐❝❛✱ ❬✶✶❪✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐①
♣❧❛②s ♦♥❧② ❛ ♠✐♥♦r r♦❧❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s✳

✽✷



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❆✉ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s

✉s✐♥❣ ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

✹✳✸ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✇❤❡♥
t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❲❡ t❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ◆Ps ❡✈♦❧✈❡s ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ◆Ps ❡✈♦❧✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r ✐s ✈❛r✐❡❞✳

✹✳✸✳✶ ❙✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✢✉❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❛✮ ❇r✐❣❤t ✜❡❧❞ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ♦❢ ❛♥ ❛s✲♣r❡♣❛r❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ❇r✐❣❤t ✜❡❧❞
❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽①✶✵16 ❝♠−2

❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ ❜✮ ❛♥❞ ❢✮ ✸✵◦❈✱ ❝✮ ❛♥❞ ❣✮ ✺✵✵◦❈✱ ❞✮ ❛♥❞ ❤✮ ✻✵✵◦❈✱ ❡✮ ❛♥❞ ✐✮
✽✵✵◦❈✳ ▼❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ❛r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥✿ ❢✮ ✸✵◦❈✱ ❣✮ ✺✵✵◦❈✱ ❤✮
✻✵✵◦❈✱ ✐✮ ✽✵✵◦❈ ❚❤❡ ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳

❋✐❣✉r❡s ✹✳✶✭❜✲✐✮ s❤♦✇ t❤❡ ❆✉ ◆Ps ✭❉0❂✶✻ ♥♠✮ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱
❆✉2+ ✐♦♥s ❛t t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽①✶✵16 ❝♠−2 ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✐✳❡✳
❢r♦♠ ✸✵◦❈ t♦ ✽✵✵◦❈✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✭❜✲❡✮✳

■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✸✵◦❈✮ ❢❛✈♦rs t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ◆Ps ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ s♠❛❧❧❡r✱ ♥❡❛r❧② ♠♦♥♦✲

✽✸



✹✳✸✳ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❛✮ ❙✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ❆✉ ◆Ps✳ ❜✲❡✮ ❙✐③❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽①✶✵16 ❝♠−2✿ ❜✮
✸✵◦❈✱ ❝✮ ✺✵✵◦❈✱ ❞✮ ✻✵✵◦❈✱ ❡✮ ✽✵✵◦❈✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ◆Ps ❛r❡ ✐♥ ❜❧❛❝❦✱
t❤♦s❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ ❣r❛②✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps✳

❞✐s♣❡rs❡✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✭❜✮✳ ❚❤❡s❡ r❡♠❛✐♥ s♣❛t✐❛❧❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡
✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ s♣❡❝✐❡s ✐s ❧♦✇✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✭❢✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✭❜✮✳
❚❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡ ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✭✷✳✵±✵✳✸ ♥♠✮ ❛r❡ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❝ ✭❣❛✉ss✐❛♥✮ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✭❜✮✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ❆✉
◆Ps✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❆✉ ◆Ps ❝♦♥✜♥❡❞
✇✐t❤✐♥ ❛ s✐❧✐❝❛ ✜❧♠ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② s♦❧✲❣❡❧ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✭✷✳✵±✵✳✹ ♥♠✮✱ ❬✻❪✳ ❆s t❤❡
st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ✐s ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ❤❛s ♦♥❧② ❛ ♠✐♥♦r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡
♣❤❛s❡✳

■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ✺✵✵◦❈ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐①✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✭❝✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s
✐♥❝r❡❛s❡❞✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐s ❧♦st✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛❜♦✈❡
❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ s♣❡❝✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡
s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐① ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ♣r❡s❡♥t ❛ ❜r♦❛❞❡r s✐③❡

✽✹



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❆✉ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s

✉s✐♥❣ ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✺✲✻ ♥♠✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t r♦♦♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✶✲✸♥♠✮✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✭❣✮✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❜❡tt❡r ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ♦♥
✜❣✉r❡ ✹✳✷✭❝✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞
t❤❡ ❧❛r❣❡r s✐③❡s ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❛ t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭✷✳✾±✵✳✼ ♥♠✮ ❛r❡
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭✷✳✵±✵✳✸ ♥♠✮✳

❆t ❛t ✻✵✵◦❈ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ◆Ps✱ ✜❣✉r❡
✹✳✶✭❞✮ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✭❤✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❛ s✐③❡ s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✸✲✹ ♥♠✱ s♦♠❡ ❧❛r❣❡r ◆Ps ❛r❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❡✈❡♥
♠♦r❡ ❝❧❡❛r ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✜❣✉r❡
✹✳✷✭❞✮✳ ❚❤❡ t❛✐❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ✺✵✵◦❈ ✐s ♥♦✇ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡❛❦✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ ❜✐♠♦❞❛❧✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ st✉❞② s❡♣❛r❛t❡❧②
t❤❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❡❛❦✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ✐s
r♦✉❣❤❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❝❡♥tr♦✐❞ ❛t ✷✳✼ ♥♠ ❛♥❞ ❛ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ✵✳✽
♥♠✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡❛❦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ◆Ps ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐ss♦❧✈❡❞ ②❡t✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ s✐③❡ ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r t❤✐s s❡❝♦♥❞
♣❡❛❦ ❛r❡ ✺✳✽ ❛♥❞ ✵✳✻ ♥♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❆t ✽✵✵◦❈ t❤❡ s✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ◆Ps ✐s ♥♦✇
❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✭❡✮ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✭✐✮ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❧❧ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✭❡✮✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❤❛s ❛ ♠❡❛♥ s✐③❡ ♦❢ ✹✳✵ ♥♠ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ❞✐s✲
♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ✶✳✷ ♥♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆Ps ❤❛s ❛ ❝❡♥tr♦✐❞ ❛♥❞ ❛ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ✶✵✳✺ ♥♠ ❛♥❞
✶✳✹ ♥♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹✳✸✳✷ ❙✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❙♦❢❛r✱ ✇❡ ❢♦❝✉ss❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✢✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ s✐③❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❍❡r❡✱ ✇❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭✸✵◦❈✱ ✻✵✵◦❈ ❛♥❞ ✽✵✵◦❈✮✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ✜❣✉r❡s
✹✳✸✭❛✲❝✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❡♥tr♦✐❞ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❧❛r❣❡st ✢✉❡♥❝❡ ✭✽①✶✵16 ❝♠−2✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✜❣✉r❡s ✹✳✷✭❛✲❡✮✳ ❍❡r❡✱ tr✐❛♥❣❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ◆Ps ❛♥❞
❝✐r❝❧❡s t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐rr❛✲
❞✐❛t✐♦♥ ❛t ✸✵◦❈✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡
♦❢ ❛❜♦✉t ✷♥♠✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✻①✶✵16

❝♠−2✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✿ ✐✮ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ◆P ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ ❬✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦❡❞ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s r❡❛❝❤❡s ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷①✶✵16 ❝♠−2✳

✽✺



✹✳✸✳ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✭tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✭❝✐r❝❧❡s✮ ✇✐t❤
✢✉❡♥❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ ❛✮ ✸✵◦❈✱ ❜✮ ✻✵✵◦❈✱ ❝✮ ✽✵✵◦❈✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s
❛r❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s✳

■t ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ✢✉❡♥❝❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠✱ ❡✳❣✳ ✻①✶✵16 ❝♠−2✳

❲❤❡♥ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♣ t♦ ✻✵✵◦❈✱ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉✲
t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✐s r❡❞✉❝❡❞✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✭❜✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠
t❛❦❡s ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ t♦ r❡❛❝❤ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t

✽✻



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❆✉ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s

✉s✐♥❣ ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢✉❡♥❝❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✭✽①✶✵16 ❝♠−2✮ t❤❡ t✇♦
❝✉r✈❡s ❛r❡ st✐❧❧ s❧✐❣❤t❧② s❡♣❛r❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❜✐♠♦❞❛❧
s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✭❞✮✳

❆t ✽✵✵◦❈ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ◆Ps ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ r❡♠❛✐♥ ❝❧❡❛r❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ✉♣ t♦
✽①✶✵16 ❝♠−2✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

✹✳✸✳✸ ❙✐③❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞
◆Ps ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡
✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉2+ ❛♥❞ ✹▼❡❱ ❇r2+ ✐♦♥s ✉♣ t♦ ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽①✶✵16

❝♠−2 ❛♥❞ ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✻✵✵◦❈ ❛♥❞ ✽✵✵◦❈✳ ❚❤❡ ✐♦♥ ♠❛ss
❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥t♦ t❤❡
❆✉ ◆P ✇✐❧❧ ❜❡ r❛t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ t✇♦ ✐♦♥s ✭❙n

Au✴❙n
Br∼✻✳✸✮✱ ✇❤❡r❡❛s

t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐♥t♦ t❤❡ ❙✐❖2 ♠❛tr✐① ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❛❧♠♦st t❤❡
s❛♠❡ ✭❙e

Au✴❙e
Br∼✶✳✷✮✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s s✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ♥✉✲

❝❧❡❛r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✇❤❡♥ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳

❋✐❣✉r❡s ✹✳✹✭❛✲❞✮ s❤♦✇ t❤❡ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐③❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t ✻✵✵◦❈ ❛t ✽①✶✵16 ❝♠−2✳ ❆s ❛❧r❡❛❞②
s❡❡♥✱ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉
✐♦♥s ✐s ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ✇✐t❤ ❛ t❛✐❧ t♦✇❛r❞ ❧❛r❣❡r s✐③❡s✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✭❝✮✳ ❖♥ t❤❡
♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜✐♠♦❞❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s ✭✜❣✉r❡ ✹✳✹✭❞✮✮✳ ❚❤✐s
❝♦rr❡s♣♦♥❞s ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✭❡✮ t♦ ❛ str♦♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ r❛t❡✳ ❍❡r❡✱
❢✉❧❧ tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s✱
✇❤❡r❡❛s ♦♣❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱
❆✉ ✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉❝❧❡❛r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱
❇r ✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡s ✹✳✺✭❛✲❞✮ s❤♦✇ t❤❡ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐③❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t ✽✵✵◦❈ ❛t ✽①✶✵16 ❝♠−2✳ ❚❤❡ ✜rst
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❜♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❜✐♠♦❞❛❧✱ ✜❣✉r❡s ✹✳✺✭❝✲❞✮✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ✻✵✵◦❈✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡r❡ ✐s ❛
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps✱ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✭❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❡❢✲
❢❡❝t ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ♣❛ss❡s ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✺♥♠ t♦ ✶✵♥♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❛❧♠♦st ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❇r
✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ◆P s✐③❡ ♣❛ss❡s ❢r♦♠ ✶✸♥♠ t♦ ✶✺♥♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐s s❧♦✇❡r ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s t❤❛♥ ❢♦r

✽✼



✹✳✸✳ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ✭❛✲❜✮ ❇r✐❣❤t ✜❡❧❞ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t ✻✵✵◦❈ ❛t ❛
✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽①✶✵16 ❝♠−2 ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✭❛✮ ❛♥❞ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s ✭❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❝✲❞✮
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ◆Ps ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✭❣r❛②✮✳ ✭❡✮
❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✭tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✭❝✐r❝❧❡s✮ ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡✳ ❋✉❧❧
s②♠❜♦❧s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♣❡♥ s②♠❜♦❧s t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s✳

t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡ t❤❡
st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ✐s ♥♦t st✐❧❧ r❡❛❝❤❡❞ ❛t t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽①✶✵16 ❝♠−2✳

✽✽



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❆✉ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s

✉s✐♥❣ ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ✭❛✲❜✮ ❇r✐❣❤t ✜❡❧❞ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t ✽✵✵◦❈ ❛t ❛
✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽①✶✵16 ❝♠−2 ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✭❛✮ ❛♥❞ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s ✭❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❝✲❞✮
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ◆Ps ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✭❣r❛②✮✳ ✭❡✮
❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✭tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✭❝✐r❝❧❡s✮ ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡✳ ❋✉❧❧
s②♠❜♦❧s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♣❡♥ s②♠❜♦❧s t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s✳

✹✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡s ✹✳✻✭❛✲❞✮ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ◆Ps ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✲
✐t❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ s✉❝❤ s❝❤❡♠❡s

✽✾



✹✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✐s t♦ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✭❛✮ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ◆Ps ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤❡♥
t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉
✐♦♥s ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞✐❛♠❡t❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✷ ♥♠ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
t♦ ❛❜♦✉t ✶✵ ♥♠ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ✽✵✵◦❈✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✺✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ◆P ❞✐❛♠❡t❡r ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ◆P s✐③❡ ✇✐t❤ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♥♦t ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✺✵✵◦❈✳ ❋♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s ✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮✱
t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤❡r❡ t❤❡ ✜♥❛❧ s✐③❡ ❢♦r t❤❡ ◆Ps ✐s
s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉
✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ r❛t❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s✱ ❡✳❣✳ ❙n

Au✴❙n
Br∼✻✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✭❜✮ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s
❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❣r♦✇s ✉♣ ❢r♦♠ ✷ ♥♠ ❛t
✸✵◦❈ ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t ✹ ♥♠ ❛t ✽✵✵◦❈✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s r❡♠❛✐♥s r♦✉❣❤❧② ❝♦♥st❛♥t ❢♦r
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✺✵✵✲✽✵✵◦❈✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✭❝✮ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ σ✱ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ◆Ps ❛♥❞
t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r
❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ✐✳❡✳
σ0❂✷✳✶ ♥♠✳ ❋♦r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s t❤❡ r❛t✐♦ σ✴σ0 ✐♥❝r❡❛s❡s
✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❢♦r ❜♦t❤ ◆Ps ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s
✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ r❡♠❛✐♥s ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ ✶✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s
t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢❛✈♦rs t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps str♦♥❣❧②
✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✭❢✉❧❧ sq✉❛r❡s✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛t
✽✵✵◦❈ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✶✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s t❤❡ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✭♦♣❡♥ sq✉❛r❡s✮✳

❲❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s r❛✐s❡❞✱ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞ ❛ ❜✐♠♦❞❛❧
s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❛♥❞
t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s t❤❡ s✐③❡ ❣❛♣✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✭❞✮ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ s✐③❡ ❣❛♣
✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞ ❛ ✉♥✐q✉❡
st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❣❛♣ ✐s ③❡r♦✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ s✐③❡
❣❛♣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♣ t♦ ✻ ♥♠ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ✽✵✵◦❈✳ ❋♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤
✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s✱ t❤❡ s✐③❡ ❣❛♣ ✐s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❛♥❞ r❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✽✲✶✵♥♠ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s r❛♥❣✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ ✺✵✵✲✽✵✵◦❈✳

✾✵



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❆✉ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s

✉s✐♥❣ ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❛✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆P ❞✐❛♠❡t❡r ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤
✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s ✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❜✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐✲
t❛t❡s ❞✐❛♠❡t❡r ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✭❢✉❧❧ sq✉❛r❡s✮ ❛♥❞
✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s ✭♦♣❡♥ sq✉❛r❡s✮✳ ❝✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ◆Ps
❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✭❢✉❧❧ ❛♥❞ ♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s
✭❢✉❧❧ ❛♥❞ ♦♣❡♥ sq✉❛r❡s✮✳ ❞✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❣❛♣ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✭❢✉❧❧ ❞✐❛♠♦♥❞s✮ ❛♥❞ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s ✭♦♣❡♥ ❞✐❛♠♦♥❞s✮✳

✹✳✹✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
◆Ps

❋♦r ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
✐s ❝❤❡❝❦❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ t❤r❡❡
❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐✮ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐✐✮ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣
t✐♠❡ ❛♥❞ ✐✐✐✮ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳

✐✮ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡

✾✶



✹✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡✱ ✐✳❡✳ ✽✵✵◦❈✱ ❜✉t ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ◆Ps✱ ✐✳❡✳ ✾✻✵◦❈✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ✾✵✵◦❈✳

✐✐✮ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ ✐s
❛❜♦✉t ✶✷❤✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s t✐♠❡ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✐✐✐✮ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞
✉♥❞❡r ✈❛❝✉✉♠ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆P s✐③❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ❛t ✾✵✵◦❈ ✉♣ t♦ ✶✷❤
✉♥❞❡r ✈❛❝✉✉♠ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ✶✻ ♥♠ ❆✉ ◆Ps ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛t ✾✵✵◦❈ ✉♣ t♦ ✶✷❤
✉♥❞❡r ✈❛❝✉✉♠ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ❛♥❞ ❝❧❡❛r❧②
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts
❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❣♦❧❞ ❞✐✛✉s✐✈✐t②✱ ❉th✱ ✇✐t❤✐♥
s✐❧✐❝❛ ❛t ✾✵✵◦❈✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ❉th ✐s str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✐s ❧♦✇❡r ✐♥ ✈❛❝✉✉♠ t❤❛♥ ✐♥ ❛✐r ♦r ✐♥❡rt
❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ ❬✶✷✱ ✶✸✱ ✶✹❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ✧❛✐r✧ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞
❜② ❉❡ ▼❛r❝❤✐ ❛♥❞ ❛❧ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❉th∼✺①✶✵−17❝♠2✳s−1✱ ❬✶✸❪✳ ❆s
❉vacuum

th <❉air
th ✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❧❧✐❝ s♦❧✉t❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

❛♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ✶✷❤✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛t ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵ ♥♠✳ ❚❤✐s ❧❡♥❣t❤
✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥t❡r✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ❛❜♦✉t ✸✺ ♥♠✳

❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❣♦❧❞ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡
❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ✭❖st✇❛❧❞
r✐♣❡♥✐♥❣✮ ♣r♦❝❡ss ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t ❬✶✺✱ ✶✻❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦✉r r❡s✉❧ts
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

✾✷



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❆✉ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s

✉s✐♥❣ ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

✹✳✹✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ◆Ps ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❯♥❞❡r ✹ ▼❡❱ ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❆✉
◆P ❛♥❞ t❤❡ s✐❧✐❝❛ s✉❜s②st❡♠s t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣
♣♦✇❡r✳

❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✭❙n✮ ✐s r♦✉❣❤❧② t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞
❛❧❧♦✇s ♣r✐♠❛r✐❧② t❤❡ ❣♦❧❞ ❛t♦♠s t♦ ❜❡ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ◆Ps ✐♥t♦ t❤❡ s✐❧✐❝❛
♠❛tr✐①✳ ❲✐t❤♦✉t t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts✱ ◆Ps ❛❝t ❛s ♣✉r❡❧② ❜❛❧❧✐st✐❝ s♦✉r❝❡ ♦❢ s♦❧✉t❡
❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ◆P✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢
❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ❞✉r✐♥❣ ✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤♦s❡ t❤❛t ✐♥t❡r✈❡♥❡
❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤✳ ❍❡r❡ ❤✐❣❤ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ◆P✱ ✈✐❛ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛s❝❛❞❡s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ♥❛♥♦✲✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ❬✽❪✳ ❚❤✉s✱ ✇❡
tr② t♦ ❞r❛✇ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❞✉r✐♥❣ ✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❋♦r ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❞❡♣❡♥❞s ❡✐t❤❡r ♦♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t✐♠❡✱ ❬✶✼✱ ✶✸❪✱ ❛♥❞
♦♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ ❬✶✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢❡✇ ✇♦r❦s ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠
s②♥t❤❡s✐s ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙tr♦❜❡❧ ❛♥❞ ❛❧✱ ❬✶✽❪✱ st✉❞✐❡❞
s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss ✐♠♣❧❛♥t❡❞ ✇✐t❤ ✷✳✼✺ ▼❡❱ ❣♦❧❞ ✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✶✳✺①✶✵17

❝♠−2 ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✸✵✲✻✵✵◦❈✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ◆Ps ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ♦❜t❛✐♥
❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❆♥❞❡rs♦♥ ❡t ❛❧✱ ❬✶✾❪✱
❢♦r ✐♠♣❧❛♥t❡❞ ✐♥❞✐✉♠✱ ■♥✱ ✐♥t♦ s♦❞❛ ❧✐♠❡ ❣❧❛ss❡s ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s r❛♥❣✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✵ ❛♥❞ ✻✼✸ ❑✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✭❙e✮ ♠❛✐♥❧② ❢❛✈♦rs t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts
✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐①✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❣♦❧❞
❛t♦♠s t♦ ❞✐✛✉s❡ ❛♥❞ t♦ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✉♣♦♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❝r❡❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r st❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❖❧✐✈❡r ❡t ❛❧✱ ❬✷✵❪✱ st✉❞✐❡❞✱ ❜② ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛r❛♠❛❣✲
♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ♣♦✐♥t ❞❡❢❡❝ts ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s✐❧✐❝❛ ✇❤❡♥ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱
❙✐+ ✐♦♥s ❛♥❞ ✸▼❡❱ ❆✉2+✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❛r❡
♦❜s❡r✈❡❞✿ ✐✮ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♦①②❣❡♥ ✈❛❝❛♥❝② ❇✷ ❞❡❢❡❝t ✭≡❙✐❖••❙✐≡✮ ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡
♦①②❣❡♥ ✈❛❝❛♥❝② ❊

′

❞❡❢❡❝t ✭≡❙✐❖•✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❇✷ ❞❡❢❡❝ts
♣r❡❡①✐st ✐♥ ✈✐r❣✐♥ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡✐r ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
✢✉❡♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❊

′

❞❡❢❡❝ts ❛r❡ ❛❜s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ s❛♠♣❧❡s✳
❚❤❡✐r ❝r❡❛t✐♦♥ ✇❛s ❛s❝r✐❜❡❞ t♦ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❙✐ ❛♥❞ ❆✉ ✐♦♥s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

✾✸



✹✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♠❛✐♥❧② ❣❡♥❡r❛t❡s ❊
′

❞❡❢❡❝ts✳

❆ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❊
′

❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣r❡❝✐♣✲
✐t❛t❡s ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜② ❱❛❧❡♥t✐♥ ❡t ❛❧✱ ❬✷✶❪✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❣❧❛ss❡s ❞♦♣❡❞
✇✐t❤ ❝♦♣♣❡r ❛t♦♠s ✇❡r❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ ✼▼❡❱ ❙✐ ✐♦♥s✳
❆ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❖❧✐✈❡r ❡t ❛❧ ❢♦r s✐❧✐❝❛ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✸▼❡❱
❛♥❞ ✶✵▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s✱ ❬✷✵❪✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❞❡❢❡❝ts ❜❡❝♦♠❡s ✐♥st❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♥✲
❝r❡❛s❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✱ ❬✷✷✱ ✷✸✱ ✷✹✱ ✷✺❪✳ ●r✐s❝♦♠ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥
❛♠♦r♣❤♦✉s s✐❧✐❝❛ ❊

′

❞❡❢❡❝ts st❛rt t♦ r❡❝♦✈❡r ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✺✵✵◦❈✱ ✇❤❡r❡❛s ❇✷
❞❡❢❡❝ts ❛r❡ st❛❜❧❡ ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t ✾✵✵◦❈ ❬✷✻❪✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛s♣❡❝t t❤❛t
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♥✲
❝r❡❛s❡❞ ❛❜♦✈❡ ✺✵✵◦❈ ❛♥❞ ✾✵✵◦❈✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❊

′

❛♥❞
❇✷ ❞❡❢❡❝ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽①✶✵16 ❝♠−2✱ ❢♦r
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✸✵✲✽✵✵◦C✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✭♠❡❛s✉r❡❞
❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✮ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
✸✵◦❈ ❛♥❞ ✽✵✵◦❈✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ❛t ❛❜♦✉t ✻①✶✵12 ❝♠−2 ✉♣ t♦
✺✵✵◦❈✱ t❤❡♥ st❛rts t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✐✳❡✳ ❛t ✽✵✵◦❈ t❤❡
❞❡♥s✐t② ✐s ♦♥❧② ✷①✶✵12 ❝♠−2✳ ❚❤✉s✱ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❦❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❢❡❝ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❊

′

✱ ❛♥❞
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡✐r ❞❡♥s✐t②✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s✐t❡s✱ ✐✳❡✳ ❊

′

❞❡❢❡❝ts✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❣♦❧❞ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❢❛✈♦rs t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❆✉ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s

✉s✐♥❣ ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps ✇✐t❤ ▼❡❱ ✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦
❜♦t❤ ✐✮ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ◆Ps ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡
s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✳ ❆t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞ ❛ ✉♥✐q✉❡
st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✲
✐t❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦r t❤❡
♥✉❝❧❡❛r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❞❡❝r❡❛s❡❞✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡
❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐♠♦❞❛❧ s✐③❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①t❡♥❞ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡
st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐rr❛❞✐✲
❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❊

′

❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛❜♦✈❡ ✺✵✵◦❈✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❣r❛♣❤s✱ ♦r s❝❤❡♠❡s✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❜♦t❤ ◆Ps ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ t❤❡✐r s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ s✐③❡ ❣❛♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥✜♥❡❞ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✳
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❬✷✹❪ ❘✳❆✳❇✳❉❡✈✐♥❡✱ ❏✳❆♣♣❧✳P❤②s✳ ✺✽ ✭✶✾✽✹✮ ✸✸✻✽

❬✷✺❪ ❏✳❘♦❜❡rts♦♥✱ ❏✳P❤②s✳❈ ✶✼ ✭✶✾✽✹✮ ▲✷✷✶

❬✷✻❪ ❉✳▲✳●r✐s❝♦♠✱ ◆✉❝❧✳ ■♥str✳ ▼❡t❤✳ P❤②s✳ ❘❡s✳ ❇ ✶ ✭✶✾✽✹✮ ✹✽✶

✾✼



❈❤❛♣t❡r ✺

❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❣r♦✇t❤

❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ♦♥ t❤❡

♥❛♥♦❝❧✉st❡rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥

✾✽



❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡s ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞♦s❡✱ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♦♥ ♠✐①✐♥❣✱
❛❧❧♦✇s t❤❡ s♦❧✉t❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆P ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s♦❧✉t❡ r❡s❡r✈♦✐r✳ ❆s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r♦❝❡ss ♥❡❡❞s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ s✐③❡
❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✱ ✐♥s✐❣❤t
✐♥t♦ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s r❡q✉✐r❡s✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛r❡❢✉❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps✳



✺✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼❡❱ ❣♦❧❞ ✐♦♥s ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❆✉ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s ✭◆Ps✮ ✐♥
s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐① r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✐♥❣ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ✐♥ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
❬✶❪✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ◆P s✐③❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ✐s
st✉❞✐❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡
t♦ st✉❞② ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡✳

✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐rr❛❞✐❛t❡❞ s❛♠♣❧❡

❆❧❧ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❆❘❆▼■❙ ❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✱ ❬✷❪✱ ❛t t❤❡ ❈❙◆❙▼ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✭❖rs❛②✱ ❋r❛♥❝❡✮✳ ◆Ps
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s✐③❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✽ ✉♣ t♦ ✸✵ ♥♠ ✇❡r❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹ ▼❡❱
❆✉2+ ✐♦♥s ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✶✳✺①✶✵16 ❝♠−2 ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❚❂✸✵✵❑✮✱
✜❣✉r❡✺✳✶✳

✺✳✸ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✭❛✲❞✮ s❤♦✇ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ r✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ❆✉ ◆Ps
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹ ▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✶✳✺①✶✵16

❝♠−2✳ ❆s ❛❧❧ t❤❡ ◆Ps ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ◆Ps ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s
t❤❡ ◆P ❞✐❛♠❡t❡r✱ ♦r ✐ts ✈♦❧✉♠❡✳ ❖❜s❡r✈✐♥❣ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐✮ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ✐✐✮ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐✐✐✮ t❤❡✐r
♥✉♠❜❡r✱ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ◆P✳ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ❢♦r♠❡❞
❛t ❧❛r❣❡r ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡✐r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧② s✉st❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ◆P ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s♦❧✉t❡ r❡s❡r✈♦✐r✳ ❲❡ ❝❛❧❧

✶✵✵



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢

s❛t❡❧❧✐t❡s ♦♥ t❤❡ ♥❛♥♦❝❧✉st❡rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ♦❢ ◆Ps ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢
✶✳✺①✶✵16 ❝♠−2 ✇✐t❤ ✹ ▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❛✮ ✺✳✽ ♥♠✱ ❜✮ ✽✳✼ ♥♠✱ ❝✮ ✶✻✳✼
♥♠ ❛♥❞ ❞✮ ✷✺✳✶ ♥♠✳

t❤❡s❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ♦❢ ✜rst ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ♥✉❝❧❡❛t❡s
✇❤❡♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝r❡❛t❡✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♠✐①✐♥❣✱
❛ s♦❧✉t❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡✱ ❞NP ✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❞NP ✱ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t❡ r❡s❡r✈♦✐r
✐s r❡❞✉❝❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♦❧✉t❡ ✐s s♣r❡❛❞ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡r ✈♦❧✉♠❡✱ ∼❞3NP ✳ ❆s t❤❡
s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ◆P✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♥❡✇ s❛t❡❧❧✐t❡s ❞♦ t❤❡ s❛♠❡✳ ❆s t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ✐s
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ✐✳❡✳ t❤♦s❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ t❤❡② ❛r❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♥ ❛♥♥✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ◆P ✇✐t❤ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
✶✲✶✳✺ ❘NP ✱ ✇❤❡r❡ ❘NP ✐s t❤❡ ◆P r❛❞✐✉s✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❙❙❉✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✺✳✸✭❛✲❡✮✳ ❋♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ◆P s✐③❡✱ ✺✳✽ ♥♠✱ t❤❡ ❙❙❉ ✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ ❛ t❛✐❧
t♦✇❛r❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s✐③❡✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✸❛✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ◆P s✐③❡ t♦ ✽✳✼ ♥♠ r❡s✉❧ts
✐♥ q✉✐t❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❙❙❉✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✸❜✮✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ◆Ps✱ ✉♣ t♦ ✶✻✳✼ ♥♠✱ t❤❡ ❙❙❉
✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ t❛✐❧ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❧❛r❣❡r s✐③❡s✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✸❝✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r
t❤❡ ❧❛r❣❡st ◆P ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✷✺✳✶ ♥♠✱ t❤❡ ❙❙❉ ❜❡❝♦♠❡s
❜✐♠♦❞❛❧✱ ✜❣✉r❡ ✺✳✸❞✳ ❚❤✐s ❜✐♠♦❞❛❧ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ t❤✐♥❦✐♥❣ t❤❛t
✇❤❡♥ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡s r❡❛❝❤ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡
s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ t❤❡✐r ✈✐❝✐♥✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❡①tr❡♠❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

✶✵✶



✺✳✸✳ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❙❛t❡❧❧✐t❡s s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆P s✐③❡✱ ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶

s✉❜✲❝r✐t✐❝❛❧ s❛t❡❧❧✐t❡s t♦ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ s✉st❛✐♥
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ♥❡✇ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❙❙❉ r❡♠❛✐♥s
✉♥✐♠♦❞❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❢♦r t❤❡ ◆Ps ♦❢ ✺✳✽ ♥♠ ❛♥❞ ✽✳✼ ♥♠✳ ❆♥
✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ✶✻✳✼ ♥♠ ◆P✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧❛r❣❡r s❛t❡❧❧✐t❡s t♦ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
♦❢ ♥❡✇ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ t❤❡✐r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❙❙❉ ✇✐t❤ ❛ t❛✐❧
t♦✇❛r❞ t❤❡ ❧❛r❣❡r s✐③❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ r❡♣♦rts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ◆P ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ♠❡❛♥
❞✐❛♠❡t❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✶✳✾ ♥♠ ✉♣ t♦ ✸✲✸✳✺ ♥♠ ❢♦r ◆P s✐③❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠
✺ ♥♠ ✉♣ t♦ ✶✵✲✶✷ ♥♠✳ ❋✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ◆P s✐③❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡
s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❞✐❛♠❡t❡r t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹ ♥♠✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ◆P
s✐③❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✺❛✮✳ ❆ ▲✐♥❡❛r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t
✷✵ ♥♠✱ t❤❡♥ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs✳ ❚❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛♥♥✉❧❛r s✉r❢❛❝❡
❞❡✜♥❡s ❛s✿

S = π(RNP + dNP )
2 − πR2

NP ✭✺✳✶✮
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❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢

s❛t❡❧❧✐t❡s ♦♥ t❤❡ ♥❛♥♦❝❧✉st❡rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆P s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥ s❛t❡❧❧✐t❡ s✐③❡ ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡
✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✶✳✺①✶✵16 ❝♠−2 ✇✐t❤ ✹ ▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

✇❤❡r❡ ❞NP ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❘NP t❤❡ ◆P r❛❞✐✉s✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✺❜✮✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② s❝❛❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧②
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ◆P r❛❞✐✉s✱ ρsatellites∼✶✴❘NP ✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ❛♥♥✉❧❛r s✉r❢❛❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛s ∼❘2

NP ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s
❛s ∼❘NP ✳

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ◆Ps ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
s✐③❡s ❧❡❛❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ s❛t❡❧❧✐t❡s s✐③❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ s✐③❡ ❧✐♥❡❛r❧② s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ◆Ps s✐③❡ ❜❡❢♦r❡ t♦ s❛t✉r❛t❡✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❞❡♥s✐t② r❛♥❣❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps r❛❞✐✉s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ◆P s✐③❡ ❢r♦♠ ✺ ♥♠ t♦ ✸✵ ♥♠ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡
s✐③❡ ♦❢ ✶✳✾ ♥♠ ❛♥❞ ✹ ♥♠ ❛♥❞ ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ✵✳✵✽✸ ❛t✳♥♠−2 ❛♥❞ ✵✳✵✶✹ ❛t✳♥♠−2✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✼ ✪ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ✶✼ ✪
✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ◆Ps s✐③❡✳ ❙❙❉ ✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✇✐t❤ ❛
t❛✐❧ t♦✇❛r❞ s♠❛❧❧❡r s✐③❡s ✐❢ t❤❡ ◆Ps ❛r❡ s♠❛❧❧ ✭✺✳✽ ♥♠✮✱ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ s❤❛♣❡
❢♦r ◆Ps ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵ ♥♠✱ ❛♥❞ s❤♦✇s ❛ t❛✐❧ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❧❛r❣❡r s✐③❡s ❢♦r ◆Ps ♦❢
❛❜♦✉t ✶✻ ♥♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❜✐♠♦❞❛❧ ◆Ps ♦❢ ✷✺ ♥♠✳

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ◆Ps ✐♥tr♦❞✉❝❡s
❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
st✉❞② t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ❣r♦✇t❤ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛rr♦✇❡st

✶✵✸



✺✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❛✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛♥❞ ❜✮ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡♥s✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ◆Ps s✐③❡✳

♣♦ss✐❜❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞s ❜♦t❤ ✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞
✐♦♥ ♠✐①✐♥❣✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❜❛❧❧✐♥❣✲✉♣ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t❤✐♥ ✜❧♠ ❛r❡ ♥♦t ❛❞❛♣t❡❞
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ◆Ps ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ s❛♥❞✇✐❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❧❛②❡rs ❛❧❧♦✇s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s
❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐③❡✱ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ◆Ps ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r❡❝✐s❡❧②
st✉❞② t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳

✶✵✹



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ●✳ ❘✐③③❛✱ ❍✳ ❈❤❡✈❡rr②✱ ❚✳ ●❛❝♦✐♥✱ ❙✳ ❍❡♥r②✱ ❏✳❆♣♣❧✳P❤②s✳
✶✵✶✱✵✶✹✸✷✶ ✭✷✵✵✼✮

❬✷❪ ❊✳ ❈♦tt❡r❛✉✱ ❏✳ ❈❛♠♣❧❛♥✱ ❏✳ ❈❤❛✉♠♦♥t✱ ❘✳ ▼✉♥✐❡r✱ ❍✳ ❇❡r♥❛s✱ ◆✉❝❧✳
■♥str✳ ▼❡t❤✳ ❇ ✹✺ ✭✶✾✾✵✮ ✷✾✸

✶✵✺



❈❤❛♣t❡r ✻

❛ ▼♦❞❡❧ ❙②st❡♠ t♦ ●✐✈❡

■♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥

❛♥❞ ●r♦✇t❤ ✉♥❞❡r ■rr❛❞✐❛t✐♦♥

✶✵✻



❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠
s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ◆Ps ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ✇♦r❦ r❡♣r❡✲
s❡♥ts ❛ t❡♥t❛t✐✈❡ t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤
♦❢ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ◆Ps s✐③❡
❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡✳ ❚❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛✐♥❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ◆Ps ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ t❤r♦✉❣❤ s♦❧✉t❡ ❞❡✲
♣❧❡t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛s❝❛❞❡s tr✐❣❣❡r❡❞
❜② t❤❡ ✐♠♣✐♥❣✐♥❣ ✐♦♥s✳



✻✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✻✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✲s②♥t❤❡s✐③❡❞
♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s ✭◆Ps✮ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣♦♦r✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❝❛r❝❡
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣s ♦❢
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✱ t❤❡ ▼❡❱
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❝❧✉st❡rs ❛r♦✉♥❞
❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❧✉s✲
t❡rs ❜② t❤❡ ▼❡❱✲✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣♦❧❞ ◆Ps ✐♥ ❛ s✐❧✐❝❛
♠❛tr✐① ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✇♦❢♦❧❞ ♣✉r♣♦s❡✿ ✐✮ t♦ st✉❞② t❤❡ ❦✐♥❡t✲
✐❝s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛
❞✐✛✉s✐♦♥✲❧✐♠✐t❡❞ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s②st❡♠✳ ✐✐✮ t♦ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆✉ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✢✉❡♥❝❡✳ ■t ❛❧❧♦✇s✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❜② ✈❛r②✐♥❣
✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❛② ❜♦t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡✿ ✐✮ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ ✐✐✮ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦❧❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ✐✐✐✮ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡
♠❡t❛❧ ❛t♦♠s ✇✐t❤✐♥ s✐❧✐❝❛ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳

✻✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❋♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② ✶✺±✷ ♥♠ ❆✉ ◆Ps ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✺✵✵ ♥♠
s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡r✳ ❆❧❧ t❤❡ ❆✉ ◆Ps ❛r❡ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ❛t ✷✵✵ ♥♠ ❜❡❧♦✇ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
t❤❡ s✐❧✐❝❛ ✜❧♠✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡r
❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♦♥ ✢✉① ✶ µ❆✳❝♠−2 ✇✐t❤ ✹ ▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✇✐t❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❘❆▼■❙
❛❝❝❡❧❡r❛t♦r✱ ❬✶❪✱ ♦❢ t❤❡ ❈❙◆❙▼ ❧❛❜♦r❛t♦r② ✭❖rs❛②✱ ❋r❛♥❝❡✮✳

❙♦♠❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ r❛♥❣❡✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ ❬✷❪✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❝❛♥ ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ t✇♦✲st❡♣ ♣r♦❝❡ss✿ ✿ ✐✮ ❢♦r ❧♦✇ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s ✭✉♣ t♦ ❛❜♦✉t
✷✲✸①✶✵16 ❝♠−2✮ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❣r♦✇✱ ❞✐r❡❝t❧② s✉st❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ◆P
❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳ ✐✐✮ ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✹①✶✵16 ❝♠−2✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✐s✲
t✐♥❡ ◆P ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡✱ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐ss♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❦✐♥❡t✐❝s ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ ✜rst r❡❣✐♠❡✱ ✐✳❡✳ ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ✉♣ t♦ ✷✳✷①✶✵16 ❝♠−2✳

❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝✲
tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❚❊▼✮ ✇✐t❤ ❛ ✸✵✵ ❦❡❱ P❤✐❧✐♣s ❈▼✸✵✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡✱ t❤❡
s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆✉ ◆❈s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ ♣❧❛♥❛r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭P✲❚❊▼✮✱ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳

✶✵✽



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❛ ▼♦❞❡❧ ❙②st❡♠ t♦ ●✐✈❡ ■♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●r♦✇t❤

✉♥❞❡r ■rr❛❞✐❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ✭❛✲❝✮ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ ❆✉ ◆Ps ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✢✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ ✹
▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ✭❝✮ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡②❡✲❜❛❧❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛r❡❛s ♦❢ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s✳

✻✳✸ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✭❛✮ s❤♦✇s ❛ ♣❧❛♥❛r✲✈✐❡✇ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤ ♦❢ ❛♥ ❛s✲♣r❡♣❛r❡❞
❆✉ ◆P✳ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢❛✈♦rs t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❛❧♦ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❧✉st❡rs ❛r♦✉♥❞
❡❛❝❤ ♣r✐st✐♥❡ ◆P✱ ✜❣✉r❡s ✶✭❜✲❝✮✳ ❋♦r ♦✉r ❚❊▼ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
r❡s♦❧✈❛❜❧❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜♦✉t ✵✳✺ ♥♠✳ ■♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✱
❬✷❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐✮ ❛t ❧♦✇ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✱ ❛ ✜rst ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢
s❛t❡❧❧✐t❡s ♥✉❝❧❡❛t❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛ s♦❧✉t❡ r❡s❡r✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✻✳✶✭❜✮✳ ✐✐✮ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✱ ❛ s❡❝♦♥❞
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ♥✉❝❧❡❛t❡s ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡✱
✇❤❡♥ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❜♦t❤ t❤❡ ◆P ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢
s❛t❡❧❧✐t❡s ♦✈❡r❝♦♠❡s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✱ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✭❝✮✳ ❆s t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢❛r ❢r♦♠ ✐t✱ ✇❡ ❧✐♠✐t❡❞
♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦♥❡s✱ t❤♦s❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ◆P✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② t❤❡② ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❛♥♥✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ◆P ✇✐t❤
❛ t❤✐❝❦♥❡ss r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✶✳✺ t✐♠❡s t❤❡ ◆P r❛❞✐✉s✳

❆ s✐♠♣❧② ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❢❝❝ ❝r②st❛❧❧♦✲
❣r❛♣❤✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✐s ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱
✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✈❡r② r❡❝❡♥t❧②✱ ❑❧✉t❤ ❡t ❛❧✳ ❬✸❪✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐✲
❝❛t❡❞ ❊❳❆❋❙ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❞✐s♦r❞❡r
✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♥❛♥♦♣❤❛s❡✳

❋✐❣✉r❡s ✻✳✷✭❛✲❢✮ s❤♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❙❙❉✮
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦r❞✐♥❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡✐r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡
s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs ❝❛♥
❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✿ ✐✮ t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❙❙❉ ❛♥❞✱ ❢♦r ❧❛r❣❡r ✢✉❡♥❝❡s✱ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡❛❦ s❤✐❢t t♦✇❛r❞ ❧❛r❣❡r s✐③❡s✳ ✐✐✮ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶ ♥♠✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛t ✵✳✺①✶✵16 ❝♠−2 ❛❜♦✉t ✻✵ % ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛ s✐③❡ ❧❡ss
♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ♥♠✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛❜♦✉t ✷✵ % ❛t ✶✳✷①✶✵16 ❝♠−2✱

✶✵✾



✻✳✸✳ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❙✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✳

❛♥❞ ❧❡ss t❤❛♥ ✺ % ❢♦r ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✷✳✷①✶✵16 ❝♠−2✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❞❡♥s✐t②✳ ❆❢t❡r ❛ s❤♦rt
tr❛♥s✐❡♥t r❡❣✐♠❡ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✺①✶✵−3 ♣❛rt✐❝❧❡s✳♥♠−2 ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✵✳✺①✶✵16 ❝♠−2✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❜♦✈❡ ✶✳✺①✶✵16 ❝♠−2

❛ ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❛t❡❧❧✐t❡ s✐③❡ ✇✐t❤ ✢✉✲
❡♥❝❡✱ ❘✭Φ✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r
❢✉♥❝t✐♦♥ ❘✭Φ✮❂❛Φ❜✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ❢♦r t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❛❂✵✳✼✹±✵✳✵✹ ❛♥❞ ❛ t✐♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ ❜❂✵✳✸✼±✵✳✵✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ℜ❂✵✳✾✾✳

✶✶✵



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❛ ▼♦❞❡❧ ❙②st❡♠ t♦ ●✐✈❡ ■♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●r♦✇t❤

✉♥❞❡r ■rr❛❞✐❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ♠❡❛♥ s✐③❡ ✭❘✮✱ sq✉❛r❡ ✭❘2✮ ❛♥❞ ❝✉❜❡ ✭❘3✮ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✳

❍❡♥❝❡✱ t♦ s✉♠♠❛r✐③❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s
✉♥❞❡r ▼❡❱ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐✮ ❛ ❝♦♥st❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✲
❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ✐✐✮ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❡♥s✐t② ❛t ❧❡❛st ✉♣ t♦ ❛ ✢✉✲
❡♥❝❡ ♦❢ ✶✳✺①✶✵16 ❝♠−2 ❛♥❞ ✐✐✐✮ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ❘✭Φ✮∼Φ✵✳✸✼±✵✳✵✸✳

✶✶✶



✻✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✻✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝s ✐s ✈✐rt✉❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ✢✉❡♥❝❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥❞✉❝❡
t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ❢♦r ❣♦❧❞ ✐♥ s✐❧✐❝❛ ❛♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
✶✵17 ❝♠−2 ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ ❬✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ▼❡❱ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡✲✐♠♣❧❛♥t❡❞ s❛♠♣❧❡s
❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞♦s❡ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜② ❛t ❧❡❛st
t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❬✺❪✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t ✉♣ ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s
✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉r♣♦s❡✿ ✐✮ t♦ ♣r♦♠♦t❡ t❤❡ ❣♦❧❞ s♦❧✉t❡ ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥t♦
t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐① t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ◆Ps ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐✐✮ t♦
❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤✐s
❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧r❡❛❞② ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✶✵15 ❝♠−2

❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡ t♦ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡
❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ❞✉r✐♥❣ ✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤♦s❡
t❤❛t ✐♥t❡r✈❡♥❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✺❛✲❢✮✳
❍❡r❡ ❤✐❣❤ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡
◆P✱ ✈✐❛ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛s❝❛❞❡s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♣r♦❝❡ss
♥❛♥♦✲✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❧✉st❡rs
✉♥❞❡r ♥❛♥♦✲✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✇❛② t♦ ❣❛✐♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ✉♥❞❡r ✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢✿ ✭❛✲❝✮ ■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❞✲❣✮ ♥❛♥♦✲
✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ✭❣✮ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s②st❡♠ t❤❡ ◆P ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ✜❝t✐✈❡ s♦❧✉t❡ r❡s❡r✈♦✐r

✻✳✹✳✶ ❚❤❡♦r②

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❬✻✱ ✼❪✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s

✶✶✷



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❛ ▼♦❞❡❧ ❙②st❡♠ t♦ ●✐✈❡ ■♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●r♦✇t❤

✉♥❞❡r ■rr❛❞✐❛t✐♦♥

t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ❙✭t✮ ❞❡✜♥❡❞ ❛s S(t)❂❬❈✭t✮✲❈∞❪✴❈∞✱ ✇❤❡r❡ ❈✭t✮ ✐s t❤❡
s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❈∞ ✐s t❤❡ ❜✉❧❦ s♦❧✉❜✐❧✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧② s✉st❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P✱ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿
✐✮ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P ❛♥❞ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡s
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ✬❝❧♦s❡❞ s②st❡♠✬✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✢✉① ♦❢ ♠❛tt❡r ✐s
③❡r♦✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ✬❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s②st❡♠✬✱ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss
♦❢ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ❆✉ ♣❛rt✐❝❧❡ t♦ ❜❡ s♣❛t✐❛❧❧② r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡r ✜①❡❞
✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ✐✐✮ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❝❛♥
❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠♦♥♦♠❡r s✉♣♣❧②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P✱ ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ s♦❧✉t❡ s♦✉r❝❡✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ✜❝t✐✈❡ s♦❧✉t❡
r❡s❡r✈♦✐r ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✺❣✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛
✜♥✐t❡ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♣❡♥ ♠❛ss ❡①❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❆s✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡ t✇♦ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✱ ✇❡
❡①t❡♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ♦♣❡♥ s②st❡♠s✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❙✭t✮✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✉♣❡rs❛t✉r❛t❡❞ s♦❧✐❞ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❝❛♥ ✲ ❜♦t❤ ❢♦r ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ♦♣❡♥ s②st❡♠s ✲ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❞✐st✐♥❝t st❛❣❡s✿

❙✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡

❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ s♦❧✉t❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❤♦st ♠❛tr✐①✱ ❡✳❣✳ ❞✉r✐♥❣ ✐♦♥
✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♦r ♥❛♥♦✲✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ❙✭t✮ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ❞❡♣♦s✐t❡❞✳ ❚❤✐s ❣♦❡s ♦♥ ✉♣ t♦ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❙c✱
❛t ❛ t✐♠❡ t1✱ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ s❡ts ✐♥✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣
t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♦♥✲✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♦r ♥❛♥♦✲✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦♥✲
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❝❡ss❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ♦❢ ❞♦♣❛♥ts
✐♥t♦ ❛ s♦❧✐❞ ♠❛tr✐① t❤❛t ❛r❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞♦♣❛♥t s♦❧✉✲
❜✐❧✐t②✳ ❚❤✉s ❙c ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜✉❧❦ s♦❧✉❜✐❧✐t②✱ ✐✳❡✳ S❂✶✳

◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡

❲❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❙(t)✱ ❡①❝❡❡❞s ❙c✱ st❛❜❧❡ ❡♠❜r②♦s st❛rt t♦
❢♦r♠✳ ❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡✐ ✭❡✳❣✳ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛❝t ❛s ❛ s✐♥❦ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♥❣ s♦❧✉t❡✮✱ ❙✭t✮ st❛rts
t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠♦♥♦♠❡r ❞❡♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥
❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞r♦♣s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛t ❛ t✐♠❡ t2✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t1 ❛♥❞ t2 ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❡❣✐♦♥✳

●r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡

❇❡❧♦✇ ❙c✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ✐♥❤✐❜✐t❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❡①✲
✐st✐♥❣ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❣r♦✇ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ♠♦♥♦♠❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡❛❝❤❡s ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡✱ ❬✽❪✿ ◆✭t✮∼❈♦♥st✳

✶✶✸



✻✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❞r✐✈❡s t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ❦✐♥❡t✐❝
❧❛✇s ❛r❡ ✐✮ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢❛st❡r
♣r♦❝❡ss ♦r ✐✐✮ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❦✐♥❡t✐❝s✱ ✐❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s
t❤❡ ❢❛st❡r ♣r♦❝❡ss✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ ✈❛❧✐❞
❢♦r ❜♦t❤ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ♦♣❡♥ s②st❡♠s✱ ✇r✐t❡s ❬✾✱ ✶✵❪✿

dR

dt
=

KC∞ΛC

RC

(

1−RC/R

1 + ǫR

)

✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡ ❘ ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s✱ ❑ ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛t
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡✱ σ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥✱ ❘C❂ΛC✴S(t) t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡
r❛❞✐✉s✱ ΛC t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤✱ ǫ−1❂❉0❱a✴❑ t❤❡ s❝r❡❡♥✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✱ ❉0 t❤❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❱a t❤❡ ♠♦❧❛r ✈♦❧✉♠❡✳

■♥ ❊q✳ ✻✳✶ t❤❡ ❢❛❝t♦r ǫ❘❂❑❘✴❉0❱a ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠✳ ❲❤❡♥ ❑❘≪❉0❱a✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞
❢♦r ❘≫❘C ✱ ❬✶✶❪✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s s❝❛❧❡ ❛s✿

N ∝ constant, ✭✻✳✷❛✮

R ∝ t. ✭✻✳✷❜✮

❲❤❡♥ ❑❘≫❉❱A t❤❡ ❣r♦✇t❤ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡rs✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❘≫❘C✮ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✈❡ ❛s✿

N ∝ constant, ✭✻✳✸❛✮

R ∝ t0.5. ✭✻✳✸❜✮

❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡

❲❤❡♥ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ r❡❛❝❤❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r
♣❛rt✐❝❧❡s ❜❡❝♦♠❡s ✐♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❞✐ss♦❧✈❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❛✲
❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s s❝❛❧❡s ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳
❘C∝✶✴S(t)✳ ❚❤✐s r❡❣✐♠❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✭❖❘✮✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❖❘ r❡❣✐♠❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ♦♣❡♥ s②st❡♠s✳

❛✮ ■♥ ❝❧♦s❡❞ s②st❡♠s t❤❡ ♠❛ss ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t
r❡♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t ✐♥❞❡✜♥✐t❡❧② ❛♥❞ t❤✉s ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠
❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞s ❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❢r❡❡
❡♥❡r❣②✳ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❡✛❡❝ts ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s
❞✐ss♦❧✈❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛♥ ❖st✇❛❧❞✲❘✐♣❡♥✐♥❣ ✭❖❘✮ r❡❣✐♠❡ ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜②
▲✐❢s❤✐t③✱ ❙❧②♦③♦✈✱ ❬✶✷❪✱ ❛♥❞ ❲❛❣♥❡r✱ ❬✶✸❪✱ ❛♥❞ ✐s ♥♦✇❛❞❛②s ❦♥♦✇s ❛s t❤❡ ▲❙❲
t❤❡♦r②✳

✶✶✹



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❛ ▼♦❞❡❧ ❙②st❡♠ t♦ ●✐✈❡ ■♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●r♦✇t❤

✉♥❞❡r ■rr❛❞✐❛t✐♦♥

■❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❛❝t✐♦♥ t❤❡ ♣r❡✲
❝✐♣✐t❛t❡s s✐③❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❡✈♦❧✈❡ ❛s✿

R ∝ t0.5, ✭✻✳✹❛✮

N ∝ t−1.5. ✭✻✳✹❜✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r s✉r❢❛❝❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠♦♥♦♠❡rs ♦♥❡ ❤❛s✿

R ∝ t0.33, ✭✻✳✺❛✮

N ∝ t−1. ✭✻✳✺❜✮

❜✮ ■♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s②st❡♠✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦♥♦♠❡r s✉♣♣❧② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✱ ♦r ❡✈❡♥t✉❛❧❧② st♦♣♣❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞
❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s②st❡♠ ♦r ❙❡❝♦♥❞ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ●r♦✇t❤ ✭❙■●✮
❬✶✹❪✳ ■♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s②st❡♠ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❧❛✇s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❡✈♦❧✈✐♥❣ ✉♥❞❡r ♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❧❛✇ ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❬✶✹✱ ✶✺❪✳

■❢ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡❛❝t✐♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡
s✐③❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ❡✈♦❧✈❡ ❛s✿

R ∝ t0.5, ✭✻✳✻❛✮

N ∝ t−0.5. ✭✻✳✻❜✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✲❧✐♠✐t❡❞ r❡❣✐♠❡ t❤❡② ❡✈♦❧✈❡ ❛s✿

R ∝ t0.33, ✭✻✳✼❛✮

N ∝ constant. ✭✻✳✼❜✮

✻✳✹✳✷ ❑✐♥❡t✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s

❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥
❛ s✉♣❡rs❛t✉r❛t❡❞ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❦♥♦✇✐♥❣ ✐✮ t❤❡ s✐③❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢ ✭❘✭Φ✮✮✱ ✐✐✮ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✐ ✇✐t❤ t✐♠❡✱
❘✭Φ✮ ❛♥❞ ✐✐✐✮ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ◆✭Φ✮✳

❉❡ ▲❛♠❛❡str❡ ❡t ❛❧✳✱ ❬✶✻❪✱ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤❡♥ ✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥✲
t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ✐s ♥♦
❧♦♥❣❡r r❡✈❡❛❧❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ ❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞s
❛ ❧♦❣♥♦r♠❛❧ s❤❛♣❡✳ ❆s t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t
❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤❛♣❡✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♠❡s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦

✶✶✺



✻✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❘✭Φ✮ ❛♥❞ ◆✭Φ✮✱ ❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❛❞✐✉s ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡✱ ❘✭Φ✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡✱ t✱
✐s ❧✐♥❡❛r❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♦♥ ✢✉①✱ ϕ✱ ✐✳❡✳ Φ❂ϕ·t✳ ■♥
t❤❡ r❡s✉❧ts s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t ❢♦r s❛t❡❧❧✐t❡ ❣r♦✇t❤ ✐s
✵✳✸✼±✵✳✵✸✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜ ✻✳✶✱ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ ❝❛♥
❜❡ r✉❧❡❞ ♦✉t s✐♥❝❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ s❝❛❧❡s ❛s ❘∼t✱ ❢♦r t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥✲❧✐♠✐t❡❞✱
❛♥❞ ❛s ❘∼t0.5✱ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧✐♠✐t❡❞ ❦✐♥❡t✐❝s✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❖❘ r❡❣✐♠❡ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①✲
❝❧✉❞❡❞ ❛s t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ s✐③❡s s❝❛❧❡ ❛s ❘∼t0.5✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜♦t❤ ❢♦r ❝❧♦s❡❞ ♦r ♦♣❡♥
s②st❡♠s t❤❡ t✐♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t ❝❛♥ ♦♥❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❖❘ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✲
❧✐♠✐t❡❞ r❡❣✐♠❡✳ ❚♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ◆✭Φ✮ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✮✳ ❆❢t❡r ❛ r❛♣✐❞ ✐♥✲
❝r❡❛s❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ◆✭Φ✮ r❡❛❝❤❡s ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡
✉♣ t♦ ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✶✳✺①✶✵16 ❝♠−2✱ t❤❡♥ ✐t st❛rts t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❤✐❣❤❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s♦❧✉t❡ r❡s❡r✈♦✐r ❬✷❪✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
r❡❣✐♠❡s ♦❢ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ♦♣❡♥ s②st❡♠s✳

●r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ ❖st✇❛❧❞ ❘✐♣❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡

❈❧♦s❡ s②st❡♠ ❖♣❡♥ s②st❡♠ ❈❧♦s❡ s②st❡♠ ❖♣❡♥ s②st❡♠

■♥t❡r❢❛❝❡ ❦✐♥❡t✐❝s ❧✐♠✐t❡❞ r❡❣✐♠❡ ❘∝t ❘∝t ❘∝t0.5 ❘∝t0.5

✭❑r≪❉❱A✮ ◆∼❈♦♥st❛♥t ◆∼❈♦♥st❛♥t ◆∼t−1.5 ◆∼t−0.5

❉✐✛✉s✐♦♥ ❧✐♠✐t❡❞ r❡❣✐♠❡ ❘∝t0.5 ❘∝t0.5 ❘∝t0.33 ❘∝t0.33

✭❑r≫❉❱A✮ ◆∼❈♦♥st❛♥t ◆∼❈♦♥st❛♥t ◆∼t−1 ◆∼❈♦♥st❛♥t

❆s ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❛❜✳ ✻✳✶ r❡✈❡❛❧s✱ t❤❡ ♦♥❧② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❘✭Φ✮∼Φ0.37 ❛♥❞ ◆✭Φ✮∼❈♦♥st✳✱ ✐s t❤❡ ❖❘ r❡❣✐♠❡
✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ ✉♥❞❡r ❛ ♠♦♥♦♠❡r s✉♣♣❧② t❤❛t ✐s ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧✐♠✐t❡❞✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ s❛② t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆P ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s♦❧✉t❡ s♦✉r❝❡✱ ✐✳❡ ❢♦r ❧♦✇ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✱ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❜② s✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦
t✇♦ ♣❛rts✿ ✐✮ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ◆P ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t❡ r❡s❡r✈♦✐r ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❣r♦✇t❤ ✉♥❞❡r ❡①t❡r♥❛❧ ♠♦♥♦♠❡r s✉♣♣❧②✳
■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

✶✶✻



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❛ ▼♦❞❡❧ ❙②st❡♠ t♦ ●✐✈❡ ■♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●r♦✇t❤

✉♥❞❡r ■rr❛❞✐❛t✐♦♥

✻✳✹✳✸ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ♥✭Φ✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ✭❛✮ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶ ♥♠✳ ✭❜✮ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❆✉ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ t❡r♠s✿ ✐✮ t❤❡ ❢✉❧❧ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦♥♦♠❡rs ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞
◆❈ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥✳ ✐✐✮ t❤❡ ❢✉❧❧ ❣r❛② ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥t♦
t❤❡ ♠❛tr✐① ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝✉r✈❡s ✐s r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♦❧✉t❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜s♦r❜❡❞ ❜② t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ◆Ps✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆✉ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡✳

■t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s❛t❡❧❧✐t❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✱ ❜② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ✇✐t❤ r❛❞✐✉s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶ ♥♠ t♦ t❤❡ t❤❡✐r t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r✱ ◆✭Φ✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✭❛✮✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥✱
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ s❛t❡❧❧✐t❡s ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✿

✶✶✼



✻✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

n(Φ) = a ∗ exp(−bΦ) ✭✻✳✽✮

❚❤❡ ❜❡st ✜t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛❂✶✳✷✷ ❛♥❞ ❜❂✵✳✶✹✺①✶✵−15 ❛t−1✳❝♠2✳ ❚❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ℜ❂✵✳✾✾✽✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✭❛✮✿ ✐✮ t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞
❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ΦC ✱ ✐✐✮ t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
r❡❣✐♠❡✱ ΦF ✱ ❛♥❞ ✐✐✐✮ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ΦC ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥❂✶✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛ s✐③❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶ ♥♠✱ ❛♥❞ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② ΦC∼✵✳✶✻①✶✵16 ❝♠−2✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ✢✉❡♥❝❡ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ΦF ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❊q✳ ✻✳✽✱ ✐✳❡✳ ΦF❂✶✴❜∼✵✳✻✽①✶✵16 ❝♠−2✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✲r❛t❡✱
❞♥✭Φ✮✴❞Φ✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳

✻✳✹✳✹ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r s❛t❡❧❧✐t❡s
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥

◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s❡t ✐♥ ✇❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡①❝❡❡❞s
❛ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❝e✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐✲
❝❛❧ ✢✉❡♥❝❡ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ Φc❂✵✳✶✻①✶✵

16 ❝♠−2✳ ❉✉r✐♥❣ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥
♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P ✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❞✐ss♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐① ❛t Φc ✐s s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ∆◆✭Φc✮❂❝p∆❱NP

Φc
❂✶✳✻①✶✵4 ❛t✳

❍❡r❡ ❝p❂✺✳✾①✶✵
22 ❛t✳❝♠−3 ✐s t❤❡ ❣♦❧❞ ❜✉❧❦ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ∆❱NP

Φc
❂✹✴✸π❬❘3✭✵✮✲

❘3✭Φc✮❪ ✐s t❤❡ ◆P ❞✐ss♦❧✈❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❛t Φc ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ❚❊▼ ♠✐❝r♦✲
❣r❛♣❤s✳ ❖♥❝❡ ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❆✉ ❛t♦♠s ❝❛♥ ❞✐✛✉s❡ ♦✈❡r ❛ ✈♦❧✉♠❡∆❱SAT ❜❡✲
❢♦r❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ❚❊▼
♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ❛s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛t Φc✱∆❱SAT

ΦC
∼✺✳✻①✶✵−18

❝♠3✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ ❝e ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ ❜❡✿

ce = cp
∆V NP

ΦC

∆V SAT
ΦC

∼ 2.8x1021at.cm−3 ✭✻✳✾✮

■♥ ❊q✳ ✻✳✾ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆P ❛t♦♠✐❝ ❞❡♥s✐t②✱ ❈p✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❜✉❧❦ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ❣♦❧❞✳
❆❧t❤♦✉❣❤ ❈p ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡❝♦✐❧s
✭❙✐ ❛♥❞✴♦r ❖✮✱ s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❥✉st✐❢② t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ ♦✉r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿ ✐✮ ❙❘■▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❙✐
❛♥❞ ❖ ✐♥t♦ ❆✉ ✐s ♥❡❛r❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡r② ✜rst ◆P s✉r❢❛❝❡✳ ✐✐✮ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲
✐♥❞✉❝❡❞ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈♦✐❞s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧r❡❛❞② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r
s②st❡♠s✱ ❡✳❣✳ ❬✹❪✱ ✇❡r❡ ♥♦t ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② ♦✉r ❚❊▼ ❛♥❛❧②s✐s✳ ✐✐✮ ❊❳❆❋❙
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ♣r❡✲✐♠♣❧❛♥t❡❞ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✱ ❙✐ ❛♥❞ ❖ ❛t♦♠s ✭✶✵ ✪
❛t✳✮✱ ✐♥t♦ ❛♥ ❆✉ ✜❧♠ ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t ✐ts ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇❤❡♥ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤
✷✳✸ ▼❡❱ ❙♥ ✐♦♥s✱ ❬✸❪✳

✶✶✽



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❛ ▼♦❞❡❧ ❙②st❡♠ t♦ ●✐✈❡ ■♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●r♦✇t❤

✉♥❞❡r ■rr❛❞✐❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❣♦❧❞ ♥✉❝❧❡✲
❛t✐♦♥ ✐♥ s✐❧✐❝❛ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✺✵✵✲✽✵✵ ◦❈✱ ❛s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳ ❬✶✼❪✳ ❚❤❡
❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t♦ ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s
r❡♣r❡s❡♥t ♦✉r ❡st✐♠❛t❡s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥❧② ❢❡✇ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❡①✐st✳
■❧❛ ❡t ❛❧✳✱ ❬✹❪✱ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ ce ❢♦r ❣♦❧❞ ✐♥ s✐❧✐❝❛ ❛t ✶✷✵✵◦❈ ✐s
❜❡❧♦✇ ❝e<✾①✶✵21 ❛t✳❝♠−3✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❘❛♠❛s✇❛♠② ❡t ❛❧✳✱❬✶✼❪✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝e ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✺✵✵◦❈ ❛♥❞ ✽✵✵◦❈✳ ❚❤❡s❡
❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✼ ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛t r♦♦♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝e
t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♠❡✳ ❈❧❡❛r❧② ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❣r❡❡s r❡❛s♦♥✲
❛❜❧② ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❬✶✼❪✳

✻✳✹✳✺ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ t❡r♠s✿ ✐✮ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ◆P ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ♠❡t❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❤♦st ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦♠❡rs ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦r♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
❣r♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
s♦❧✉t❡✳

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♥♦✇ t❤❡
❞✐ss♦❧✈❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ◆P ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♥✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s
❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✿

✶✶✾



✻✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

c(Φ) = cp
∆V NP (Φ)

∆V SAT (Φ)
✭✻✳✶✵✮

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✻✳✻✭❜✮✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ♠♦♥♦♠❡rs
✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡ ✉♣ t♦ ✶✳✺①✶✵16 ❝♠−2 ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s
✇♦r❦✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦
t❤❛t ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡s ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ t✉r♥s ✐♥t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦❧✉t❡
s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛ r❡❣✐♠❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❬✷❪✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❡♥s✐t② ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✳✺①✶✵16 ❝♠−2✱
❝❧❡❛r❧② ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛ ♥❡✇ r❡❣✐♠❡ ✐s ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P ❝❛♥♥♦t
❜❡ ♥♦ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s♦❧✉t❡ s♦✉r❝❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡
✢✉❡♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ Φ>Φc✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❬✶✽✱ ✼❪✿

I(t) = I0exp

[

−B

(LnS(t))2

]

✭✻✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ■✭t✮ ✐s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ■0 ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ❙✭t✮
t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❇❂✶✻πσ3❱2

a✴✸✭❦❚✮
3✱ σ ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥✱ ❱A t❤❡

♠♦❧❛r ✈♦❧✉♠❡✱ ❦ ❇♦❧t③♠❛♥♥✬s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❚ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣
❊q✳ ✻✳✶✶✱ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥✱ ❙✭t✮✱ ✇r✐t❡s✿

S(t) = exp

[

−B

2Ln(I/I0)

]

✭✻✳✶✷✮

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦❧❞ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐① ✐s ❢♦✉♥❞ ❜②
❡q✉❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡✱ ■✴■0✱ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦♥❡✱ ■exp✴■exp0 ✳
■exp ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❊q✳ ✻✳✽✱ ■exp❂✡♥✭Φ✭t✮✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ■exp0 ❂✡♥✭ΦC✮·ϕ❂✹✳✹①✶✵−4· s−1✱
✇❤❡r❡ ✡♥✭ΦC✮≃✶✳✹①✶✵−16 ❝♠2 ❛♥❞ ϕ❂✸✳✶✷①✶✵12 ❛t✳❝♠−2✳s−1✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥✿

S(Φ) = exp

[

B

2b (Φ− ΦC)

]

✭✻✳✶✸✮

✇❤❡r❡ ❜❂✵✳✶✹✺①✶✵−15 ❛t−1✳❝♠2 ❛♥❞ ΦC❂✵✳✶✻①✶✵16 ❝♠−2✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❊q✳ ✻✳✶✸
❜② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❈∞✿

C(Φ) = S(Φ)C∞ = exp

[

8πσ3V 2
a

3b(kT )3 (Φ− ΦC)

]

C∞ ✭✻✳✶✹✮

✇❤❡r❡ ❦❚❂✺①✶✵−21 ❏ ❛♥❞ ❱a❂✶✳✻①✶✵−23 ❝♠3✳ ❚❤❡ ♦♥❧② t✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❊q✳ ✻✳✶✹ ❛r❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❈∞✱ ❛♥❞ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥✱ σ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜t ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t

✶✷✵



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❛ ▼♦❞❡❧ ❙②st❡♠ t♦ ●✐✈❡ ■♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●r♦✇t❤

✉♥❞❡r ■rr❛❞✐❛t✐♦♥

t❤❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡ ❡♥❞s ❛t Φ❂ΦF ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ♠✉st
❜❡ ❈✭ΦF ✮❂❈e✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ❢♦r ❊q✳ ✻✳✶✹ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✭❜✮✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❣r❛②
❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ σ∼✶✲
✷✳✷①✶✵−5 ❏✳❝♠−2✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤✐s s❧✐❣❤t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦✈❡r ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❡✳❣✳
✶✵10✲✶✵21 ❝♠−3✳

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✻✳✶✵ ❛♥❞ ❊q✳ ✻✳✶✹ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡
✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✭❜✮✳ ❚❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡ ❝r♦ss❡s ♦✈❡r ✐♥t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
r❡❣✐♠❡ ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ΦC∼✵✳✶✻①✶✵16 ❝♠−2✱ ❛♥❞ ✐t t✉r♥s ✐♥t♦ t❤❡
❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ΦF∼✵✳✻✽①✶✵ 16 ❝♠−2✳

❚❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✢✉✲
❡♥❝❡ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ st✉❞② ❤♦✇ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥
❛♥❞ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡s✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ✐s t❡♠✲
♣♦r❛❧❧② ❧❛r❣❡ t❤❡ ✜♥❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜r♦❛❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s
❝❛♥ ♥✉❝❧❡❛t❡ ✭❛♥❞ ❣r♦✇✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❤♦rt❡r
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ♥❛rr♦✇❡r t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❆s ❛❧❧ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡s ♥✉❝❧❡❛t❡ ✭❛♥❞ ❣r♦✇✮ ❛t ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱ ❛ ✇❛② t♦ t❛✐❧♦r
t❤❡ ✜♥❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✇✐♥✲
❞♦✇ ❜② ✈❛r②✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❛② ❜♦t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✻✳✹✳✻ ❙✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦❧❞ ◆Ps ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✐♦♥✲❜❡❛♠✲s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❣♦❧❞ ◆Ps ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ s✐❧✲
✐❝❛ ♠❛tr✐① ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✹①✶✵−4 ❏✳❝♠−2

✇❛s ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ❜② ❉❡ ▼❛r❝❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ❬✶✾❪✱ ❢r♦♠ ❚❊▼ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❱❛❧✉❡s
♦❢ ✸✳✻①✶✵−4 ❏✳❝♠−2✱ ❬✷✵❪✱ ❛♥❞ ✸✳✹①✶✵−4 ❏✳❝♠−2✱ ❬✷✶❪✱ ✇❡r❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ❑❧✉t❤
❡t ❛❧✳ ❢♦r♠ ❊❳❆❋❙ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✐q✉✐❞✲❞r♦♣ ♠♦❞❡❧✱ ❬✷✷❪✳ ❆❧❧
t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❢r❡❡✲st❛♥❞✐♥❣
◆Ps✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐①✱ ❡✳❣✳ ❇✉✛❛t ❡t ❛❧✳✱
❬✷✸❪✱ ❣✐✈❡ ✶✳✸✽①✶✵−4 ❏✳❝♠−2✱ ✇❤❡r❡❛s ❇❛❧❛r❡♥❛ ❡t ❛❧✳✱ ❬✷✷❪✱ ♦❜t❛✐♥ ✸✳✹✻①✶✵−4

❏✳❝♠−2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ✈❛❧✉❡ ✐s ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✲
✈✐♦✉s ♦♥❡s✱ ✶✲✷✳✷①✶✵−5 ❏✳❝♠−2✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ tr② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
t❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡s
✐♥ ❛s ❢❛r ❛s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✿

✐✮ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✱ ❣♦❧❞ ◆Ps ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣♦st✲✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥
❛♥♥❡❛❧✐♥❣ tr❡❛t♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ◆Ps ❣r♦✇ ✉♥❞❡r ♣✉r❡❧② t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱

✐✐✮ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❣♦❧❞ ◆Ps ❢♦r♠ ❜② t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❣♦❧❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❜② s♦❧✉t❡ r❡✲♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡✐r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ◆Ps ❣r♦✇ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞r✐✈❡s t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ s②st❡♠ ❛✇❛② ❢r♦♠ ✐ts
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡❞ ❛t♦♠✐❝ r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜②

✶✷✶



✻✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✉♥❞❡r
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ σ

MC ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡✱ σ✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ ❢♦r❝❡✱
✉✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✱ λ✱ ❢r♦♠ ❬✷✹❪✳

✶✷✷



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❛ ▼♦❞❡❧ ❙②st❡♠ t♦ ●✐✈❡ ■♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●r♦✇t❤

✉♥❞❡r ■rr❛❞✐❛t✐♦♥

♥✉❝❧❡❛r ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛s❝❛❞❡s ♣❡rt✉r❜ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✉r❢❛❝❡ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ♥✐❝❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❙tr♦❜❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ❬✷✹❪✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ❑✸❉▲▼❈ ❝♦❞❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✽ t❤❡ r❛t✐♦s ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t❡♥s✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ σ(CM)✱ t♦ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣✉r❡❧② t❤❡r♠❛❧
❝❛s❡✱ σ✱ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ♠♦♥♦♠❡rs ❛r❡ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡
❜❛❧❧✐st✐❝ ❢♦r❝❡✱ ✉✱ ✐✳❡✳ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t❡ s♦✉r❝❡✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ σ(CM)✴σ
❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ s♦✉r❝❡ str❡♥❣t❤✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✉ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳

❍❡✐♥✐❣ ❡t ❛❧✳✱ ❬✷✺❪✱ ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ◆P ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❛❦❡s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ●✐❜❜s✲❚❤♦♠s♦♥✿ ❈I✭❘✮❂❈I

∞✭❘✮✭✶✰❘I
C✴❘✮✱ ✇❤❡r❡

❈I ❛♥❞ ❘I
C ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s♦❧✉t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t ♣❧❛♥❛r

s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❛t
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤
❘I

C ✱ ❛♥❞ t❤❛t ❢♦r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞r❛✇♥ ❜② ♦t❤❡r r❡❝❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✱ ❬✷✻✱ ✷✼❪✳

❆❧t❤♦✉❣❤✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲
♠❛tt❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥✱ ♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥
r❡♣r❡s❡♥ts✱ t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❣♦❧❞ ◆Ps ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳

✻✳✹✳✼ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❉RED

❘✐③③❛ ❡t ❛❧✳✱ ❬✷❪✱ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛✲
t✐♦♥✱ ❉RED✱ ❝❛♥ ❜❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤
s❛t❡❧❧✐t❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞✱ ▲MAX ✱ ❬✷✽✱ ✷✾✱ ✸✵❪✿

DRED =
L2
MAX · ϕ

Φ
✭✻✳✶✺✮

✇❤❡r❡ Φ ✐s t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ϕ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♦♥ ✢✉①✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s
❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❤❡r❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❉RED✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ▲MAX✭Φ✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛r❡ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

LMAX = a · Φ0.5 ✭✻✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ❛❂✭❉RED✴ϕ✮
0.5❂✵✳✻ ♥♠ ✐s t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ϕ❂✸✳✶✷①✶✵−2

✐♦♥s✳s−1✳♥♠−2✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧②
❣✐✈❡♥ ❜②✿

DRED = a2 · ϕ ≃ 3.8x10−16cm2.s−1 ✭✻✳✶✼✮

❉❡ ▼❛r❝❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ❬✶✾❪✱ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉r✐♥❣ ♣♦st✲
✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ✾✵✵◦ ❈ t♦ ❜❡ ❉∼✺①✶✵−17 ❝♠2✳s−1✳ ❖♥

✶✷✸



✻✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ✭❛✮ ❇r✐❣❤t✲✜❡❧❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✶①✶✵16 ❝♠−2✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❛t❡❧❧✐t❡✲❝❧✉st❡rs ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❝✐r❝❧❡ ✭❜✮ ■♥❝r❡❛s❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❛t❡❧❧✐t❡✲❝❧✉st❡rs ❞✐st❛♥❝❡ ✭❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❧✉st❡r s✉r❢❛❝❡✮
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♥❣ ✐♦♥s✳

t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❘✐③③❛ ❡t ❛❧✳ ❬✸✶❪ ❣✐✈❡ ❛ ❝r✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❉RED ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ t♦ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲❡♥❤❛♥❝❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♦♥ ❜❡❛♠✲✐♥❞✉❝❡❞
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❛t❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❘■▼ ❝♦❞❡✱ ❉∼✶✳✺①✶✵−16 ❝♠2✳s−1 ✳
❖✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♠♦❜✐❧✐t②
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣✉r❡❧② t❤❡r♠❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
▼❛rt✐♥✬s ♠♦❞❡❧✱ ❬✸✷❪✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❛ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚ ✭❛♥❞ ✢✉① ϕ✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❛t ❛♥ ❤✐❣❤❡r
❡✛❡❝t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐✳❡✳ ❚irr❂❚❬✶✰∆✭❚✱ϕ✮❪✳ ❚❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t
t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❣♦❧❞ s♦❧✉t❡ ✉♥❞❡r ▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t r♦♦♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ✜❝t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✈❡ ✾✵✵◦ ❈✳
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❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❛ ▼♦❞❡❧ ❙②st❡♠ t♦ ●✐✈❡ ■♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●r♦✇t❤

✉♥❞❡r ■rr❛❞✐❛t✐♦♥

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ✇❛② ♦♥❡ ♠✉st ❢♦❧❧♦✇ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦♥♦❞✐s♣❡rs✐t② ✐s t♦
s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✲
♦❧♦❣✐❡s ♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡✐r ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛r❡
r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r ♣♦♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡ ✐♥ t❤❡
✜rst st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② ❝♦♥✲
tr♦❧ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠❜✐t✐♦♥
t♦ ✜❧❧ t❤✐s ❣❛♣ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✜rst st❡♣ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✉s✐♥❣ ❆✉ ❝♦❧❧♦✐❞s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐① ❛s ❛ ♠♦❞❡❧
s②st❡♠ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P ❛s ❛ ✜❝t✐✈❡ s♦❧✉t❡ s♦✉r❝❡✱ ✇❡ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s②st❡♠ ❧✐♠✐t❡❞
❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r
♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣♦❧❞ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐♥ s✐❧✐❝❛
✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✭♥❛♥♦✲✮✐♠♣❧❛♥t❡❞ s♦❧✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡
s❝❤❡❞✉❧❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤✐s r❡❣✐♠❡ ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❛② ❜② ♣❧❛②✐♥❣ ❜♦t❤ ✇✐t❤
t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❦❡② ✐ss✉❡ ✐s
t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ❛r❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✇✐t❤
✐♦♥✲❜❡❛♠✲r❡❧❛t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✶✷✺



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❊✳❈♦tt❡r❡❛✉✱ ❏✳❈❛♠♣❧❛♥✱ ❏✳❈❤❛✉♠♦♥t✱ ❘✳▼✉♥✐❡r✱ ❍✳❇❡r♥❛s✱ ◆✉❝❧✳ ■♥str✳
▼❡t❤✳ ❇ ✹✺ ✭✶✾✾✵✮ ✷✾✸

❬✷❪ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ●✳❘✐③③❛✱ ❍✳❈❤❡✈❡rr②✱ ❚✳●❛❝♦✐♥✱ ❆✳▲❛♠❛ss♦♥✱ ❙✳❍❡♥r②✱ ❏✳
❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ✶✵✶ ✭✷✵✵✼✮ ✶✹✸✷✶

❬✸❪ P✳ ❑❧✉t❤✱ ❇✳ ❏♦❤❛♥♥❡ss❡♥✱ ●✳❏✳ ❋♦r❛♥✱ ❉✳❏✳ ❈♦♦❦s♦♥✱ ❙✳▼✳ ❑❧✉t❤✱ ▼✳❈✳
❘✐❞❣✇❛②✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❇ ✼✹ ✭✷✵✵✻✮ ✶✹✷✵✷

❬✹❪ ❉✳■❧❛✱ ❊✳❑✳❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❙✳❙❛r❦✐s♦✈✱ ❈✳❈✳❙♠✐t❤✱ ❉✳❇✳P♦❦❡r✱ ❉✳❑✳❍❡♥s❧❡②✱
◆✉❝❧✳ ■♥str✳ ▼❡t❤✳ ❇ ✶✹✶ ✭✶✾✾✽✮ ✷✽✾

❬✺❪ ❉✳ ■❧❛✱ ✱ ❊✳ ❑✳ ❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❘✳ ▲✳ ❩✐♠♠❡r♠❛♥✱ ❉✳ ❇✳ P♦❦❡r ❛♥❞ ❉✳ ❑✳
❍❡♥s❧❡②✱ ◆✉❝❧✳ ■♥str✳ ▼❡t❤✳ ❇ ✶✻✻ ✭✷✵✵✵✮ ✽✹✺

❬✻❪ ■♥✿ ❉✳❆✳ P♦rt❡r ❛♥❞ ❑✳❊✳ ❊❛st❡r❧✐♥❣✱ P❤❛s❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ ▼❡t❛❧s
❛♥❞ ❆❧❧♦②s ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ◆❡❧s♦♥ ❚❤♦r♥❡s✱ ✭✷✵✵✶✮

❬✼❪ ■♥✿ ▲✳ ❘❛t❦❡✱ P✳❲✳ ❱♦♦r❤❡❡s✱ ●r♦✇t❤ ❛♥❞ ❈♦❛rs❡♥✐♥❣✱ ❙♣r✐♥❣❡r ✭✷✵✵✷✮

❬✽❪ ▼✳ ❙tr♦❜❡❧✱ ❑✳❍✳ ❍❡✐♥✐❣✱ ❲✳ ▼ö❧❧❡r✱ ❆✳ ▼❡❧❞r✉♠✱ ❉✳❙✳ ❩❤♦✉✱ ❈✳❲✳
❲❤✐t❡✱ ❘✳❆✳ ❩✉❤r✱ ◆✉❝❧✳ ■♥str✳ ▼❡t❤✳ ❇ ✶✹✼ ✭✶✾✾✾✮ ✸✹✸

❬✾❪ ■✳❍✳ ▲❡✉❜♥❡r✱ ❏✳ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳ ✾✶ ✭✶✾✽✼✮ ✻✵✻✾

❬✶✵❪ ❑✳ ◆♦③❛✇❛✱ ▼✳✲❍✳ ❉❡❧✈✐❧❧❡✱ ❍✳ ❯s❤✐❦✐✱ P✳ P❛♥✐③③❛✱ ❏✳✲P✳ ❉❡❧✈✐❧❧❡✱ P❤②s✳
❘❡✈✳ ❊ ✼✷ ✭✷✵✵✺✮ ✵✶✶✹✵✹

❬✶✶❪ ■♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡ t❤❡ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤✱ t❤✉s✱
❘❝ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❛ st❛❜❧❡ ❡♠❜r②♦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ♦♥❧② ❢❡✇
❛t♦♠s✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ ❊❳❆❋❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❆✉ ❛t♦♠s✱
❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆✉ ◆P ✐♥t♦ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐① ❜② ✷✳✸ ▼❡❱ ❙♥ ✐♦♥s✱ ❝❛♥
❢♦r♠ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ♦♥❧② ❞✐♠❡rs✱ tr✐♠❡rs✳✳✳✱ ❬✸❪✳ ❆s ✐♥
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❘>✵✳✺ ♥♠✱ ❡✳❣✳ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡s♦❧✈❛❜❧❡ ◆P✱
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❘≫❘❝ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳

❬✶✷❪ ■✳▼✳ ▲✐❢s❤✐t③✱ ❱✳❱✳ ❙❧②♦③♦✈✱ ❏✳ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳ ❙♦❧✐❞s ✶✾ ✭✶✾✻✶✮ ✸✺
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❆❜str❛❝t

❆ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✹♥♠ ❣♦❧❞ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s
❝♦♥✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡rs ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛
s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❙❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱
❆✉ ✐♦♥s ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✸✵◦ ✉♣ t♦ ✽✵✵ ◦❈ ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ✉♣ t♦
✽①✶✵16 ❝♠−2✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ◆P s✐③❡✱ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✱ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ♣❧❛♥❛r ❛♥❞ ❝✉r✈❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ■♥❥❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✐♥t♦ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s✐③❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t st❡❛❞②✲st❛t❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ◆Ps✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s✐③❡✱
◆Ps ❝❛♥ ❡✐t❤❡r t♦ ❣r♦✇ ♦r t♦ ❜❡ ❞✐ss♦❧✈❡❞✳



✼✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♦♥ ❜❡❛♠ s②♥t❤❡s✐s ✭■❇❙✮ ❛♥❞ ✐♦♥ ❜❡❛♠ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭■❇P✮ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t♦
❜❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ◆Ps ❛♥❞ t♦ t✉♥❡ t❤❡✐r
♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps ❜② ❡♥❡r❣❡t✐❝
✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛t♦♠s ❢r♦♠ t❤❡ ◆P t♦✇❛r❞
❛♥❞ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❢❡❝ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜♥✐♥❣ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
♣r♦❝❡ss❡s ❛❧❧♦✇ t❤❡ s②st❡♠ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♥♦✈❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t
❛r❡ ❢❛r ♦✛✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧②
❤✐❣❤✱ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ ❡✛❡❝ts st❛rt t♦ ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ t❤❡r♠❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♦♥❡s✱
✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ r❡st♦r❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r✲
♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✲
✐♦r ♦❢ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❧❛❝❦✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ ♦♥❡
❧♦♥❣st❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✉s✐♥❣ ✐♦♥✲
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs❡ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ◆Ps✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ ✉♥❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛r❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ❣r♦✇ ❛t
t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ✭❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣✲❖❘✮✱ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱
s♠❛❧❧❡r ◆Ps ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s
❝❛❧❧❡❞ ✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✭■❖❘✮✳

❚❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❖❘ ♣r♦❝❡ss ❞❛t❡s ❢r♦♠ ❡❛r❧②
s❡✈❡♥t❡❡♥s ❛♥❞ ✐s ❞✉❡ t♦ ◆❡❧s♦♥✱ ❍✉❞s♦♥ ❛♥❞ ▼❛③❡②✱ ❬✶❪✱ ✇❤♦ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡
❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ◆✐3❆❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ ◆✐✲❆❧ ❛❧❧♦② ✐rr❛❞✐❛t❡❞
❛t ✺✺✵◦❈ ✇✐t❤ ✶✵✵❦❡❱ ◆✐ ✐♦♥s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❏♦♥❡s ❡t ❛❧✳✱ ❬✷❪✱ r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t
❧❛r❣❡ ❚❤❖2 ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐♥ ◆✐ ❜❡❝❛♠❡ ❞❡❝♦r❛t❡❞ ❜② ❛ ❤❛❧♦ ♦❢ s♠❛❧❧ t❤♦r✐❛
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛❢t❡r ◆✐ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❘✐③③❛ ❡t ❛❧✳✱ ❬✸✱ ✹❪✱ r❡♣♦rt❡❞
s✐♠✐❧❛r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s r❡✜♥❡♠❡♥t ❛t t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦❢ ❆✉ ❛♥❞ ❆❣ ◆Ps ✇✐t❤✐♥
❛ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐①✳ ▼❛③③♦❧❞✐ ❡t ❛❧✳ ✱ ❬✺❪✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r ♠❡t❛❧❧✐❝
❛❧❧♦②✱ ❡✳❣✳ ❈✉❆✉ ❛♥❞ ❆✉❆❣✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡✈❡rs❡❞✳

❙❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜❛❧❧✐st✐❝ ♠✐①✲
✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

• ❚❤❡ ✜rst ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜❛❧✲
❧✐st✐❝ ♠✐①✐♥❣✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ s♦❧✉t❡
❛t♦♠s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s t♦ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ✜rst ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❜❛❧❧✐st✐❝
♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ◆❡❧s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ❬✶❪✱ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ ◆✐3❆❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✐♥ ◆✐✲❆❧ ❛❧❧♦②s ✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦r ◆❍▼ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♦❢ ❛t♦♠s ♦✉t ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜② ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦❧✉t❡ r❡♠♦✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ✐s t❤❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛
s✉♣❡rs❛t✉r❛t❡❞ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ ❣r♦✇t❤ ❢r♦♠ s✉✲
♣❡rs❛t✉r❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❡❛❞② st❛t❡
s✐③❡ ❢♦r ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✳ ❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡✲

✶✸✵



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❉✐r❡❝t ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ r❛t❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ ✐♦♥ ✢✉①✱ ❛♥❞ t❤❡
❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ♥❡✐t❤❡r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♥♦r ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ❆ ♠❛❥♦r ✐♠♣r♦✈❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ◆❍▼ ✐s ❞✉❡ t♦ ❋r♦st ❛♥❞ ❘✉ss❡❧❧✱ ❬✻✱ ✼✱ ✽❪✳ ❚❤❡② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛
❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❜❛❧❧✐st✐❝ s♦✉r❝❡ t❡r♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝ts
❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝r✐t✐❝❛❧ ✢✉①✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧✲t♦✲✐♥✈❡rs❡
❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣✳ ■t ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ t❤❡ t❡r♠ ✧✐♥✈❡rs❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✧
♦r ✧✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣✧ ✇❛s ✜rst ✉s❡❞ ❜② ❘✉ss❡❧❧✱❬✾❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❍❡✐♥✐❣
❛♥❞ ❙tr♦❜❡❧ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡s❡ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✐s✲
t❛♥❝❡✱ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤ ❛s ♣❤②s✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r t♦ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣✳

• ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡ ❢✉❧❧ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❢♦r❝❡❞ ♠✐①✐♥❣✳ ❍❡r❡✱ ❜❛❧❧✐s✲
t✐❝ ✐♥t❡r♠✐①✐♥❣ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ s♦❧✉t❡
❛t♦♠s ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♥♦t ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ t♦ t❤❡ ♠❛tr✐①✱
❜✉t ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛tr✐① t♦✇❛r❞ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱
▼❛rt✐♥ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ ♠✐①✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
t❤❡r♠❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡✱ ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉①✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚ ❛ s②st❡♠ r❡❛❝❤❡s ❛
st❡❛❞② st❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ❡✛❡❝t✐✈❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❋r♦st ❡t ❛❧✳✱ t❤❡ ▼❛rt✐♥✬s ♠♦❞❡❧ ♣r❡✲
❞✐❝ts t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✢✉①✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❜♦✈❡ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✢✉①
t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ♠✉st ♦❝❝✉r✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❞✉❡
t♦ ❊♥r✐q✉❡ ❛♥❞ ❇❡❧❧♦♥✱ ❬✶✷✱ ✶✸❪✱ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❤❛s❡ ✜❡❧❞✲t②♣❡ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❞✐✛✉s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❜t❛✐♥ ❛
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ❛ ❜✐♥❛r② ❛❧❧♦②✳ ❚❤✐s ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥
t❤r❡❡ ❞♦♠❛✐♥s✿ ✐✮ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❤❛s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❝♦❛rs❡♥✐♥❣✱ ✐✐✮ ❛ ♣❛tt❡r♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐✐✐✮
❛ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❤❛s❡ t♦ t❛❦❡ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡② ❢♦✉♥❞ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✢✉①✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❋r♦st
❛♥❞ ▼❛rt✐♥✳

■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢✉❧❧ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ❢♦r❝❡❞ ♠✐①✐♥❣ ❞♦ ❜❡tt❡r
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻
✇❡ ❤❛✈❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❣♦❧❞ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐① ✭✺①✶✵20

❝♠−3✮ ❜❡✐♥❣ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❣♦❧❞ ✐♥t♦ t❤❡ ◆P✱ ✭✺✳✾①✶✵22

❝♠−3✮✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t❡ ❞✐✛✉s✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ♠❛tr✐① t♦✇❛r❞ t❤❡ ◆P ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♠✐①✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ◆P ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ✉s❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲

✶✸✶



✼✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

t❛❧ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜rst ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✹♥♠ ❆✉ ◆Ps✳
❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✬s ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ✇✐t❤
◆P s✐③❡✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✬s ♠♦❞❡❧✱ ✐s t❤❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦r
❜♦t❤ ✹♥♠ ❛♥❞ ✶✺ ♥♠ ❆✉ ◆Ps✳

✼✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❋♦r t❤✐s st✉❞② ✹♥♠ ❆✉ ◆Ps✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r ◆Ps s②♥✲
t❤❡s✐s ❛♥❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐① ❤❛s ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r
✷✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡r ✐s ✻✵✵♥♠ ❛♥❞ t❤❡ ◆Ps ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞
✇✐t❤✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❧❛♥❡ ✸✵✵♥♠ ❜❡❧♦✇ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✳

❙❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✹♥♠ ◆Ps s✐③❡ ✇❡r❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹ ▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s
❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✸✵ t♦ ✽✵✵◦❈✳ ❚❤❡ ✐♦♥ ✢✉① ✇❛s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t
❛t ✶µA.cm−2✳

✼✳✸ ❘❡s✉❧ts

✼✳✸✳✶ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✹♥♠ ❆✉ ◆Ps

❋✐rst✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❡✈♦❧✈❡s ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡ ❢♦r ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞✱ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
✢✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ s✐③❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✭❙❉P✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ◆Ps✳

◆P s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶❛ s❤♦✇s t❤❡ ❛s✲♣r❡♣❛r❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛♥❞
✇❡❧❧ ❞✐s♣❡rs❡❞ ❆✉ ◆Ps✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❙❉P ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶❡✮ ✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝
✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ t❛✐❧ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❧❛r❣❡r s✐③❡s✳ ❚❤❡ ◆P ♠❡❛♥ s✐③❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦
❜❡ ✸✳✻♥♠ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✶✳✷♥♠✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡
❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠❡❛♥ ◆P s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐rr❛❞✐❛t❡❞ ◆P✳

❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✭❜✲❞✮ s❤♦✇ t❤❡ ♣❧❛♥❛r ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❙P❉
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✱ ✐✳❡✳ 8 ×
1016cm−2✱ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✐✳❡✳ ✸✵✱ ✻✺✵ ❛♥❞ ✽✵✵◦❈✳

■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✜❣✉r❡ ✼✳✶❜✱ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✼✳✶❢✱ t❤❡ ❙❉P ❜❡❝♦♠❡s ✐✮ s②♠♠❡tr✐❝
❛♥❞ ♥❡❛r❧② ●❛✉ss✐❛♥✱ ✐✐✮ ♥❛rr♦✇❡r ❛♥❞ ✐✐✐✮ s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s✐③❡s✳
❚❤❡ ♠❡❛♥ ◆P s✐③❡ ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛r❡ ✷♥♠ ❛♥❞ ✵✳✹ ♥♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶❝ s❤♦✇s s❛♠♣❧❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t ✻✺✵◦❈✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✐s ♦♥❧②
s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✸✳✹±✶✳✵♥♠✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❙❉P

✶✸✷



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❉✐r❡❝t ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

✭✜❣✉r❡ ✼✳✶❣✮✱ t❤❡ ❙❉P ✐s ♥♦t s❤✐❢t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉♥✐rr❛❞✐❛t❡❞ ♦♥❡✱
❜✉t ✐ts ♣r♦✜❧❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✭❣❛✉ss✐❛♥✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣✉r❡ ✼✳✶❞ s❤♦✇s s❛♠♣❧❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t ✽✵✵◦❈✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❙❉P ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞ ❧❛r❣❡r s✐③❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ t❛✐❧ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡r
s✐③❡s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦❢ ✶✲✷♥♠ ◆Ps ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤
♦❢ ❧❛r❣❡r ◆Ps ✭✺✲✼♥♠✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ◆P s✐③❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ ✹✳✻♥♠ ❛♥❞
t❤❡ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s ✵✳✽♥♠✳

◆P s✐③❡ ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡ ❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✹♥♠ ◆Ps ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡
r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ♦❢ ✸✵ ✉♣ t♦ ✽✵✵◦❈✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦♥❧② t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❡②❡✳
❆t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭♦♣❡♥ ❞✐❛♠♦♥❞s✮ t❤❡ ◆P s✐③❡ r❛♣✐❞❧② ❞❡❝r❡❛s❡s t♦✇❛r❞
❛ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷♥♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 3.8 ×
1016cm−2✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥✐rr❛❞✐❛❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ❆t ✻✺✵◦❈ ✭❣r❡② sq✉❛r❡s✮✱ ❜♦t❤ t❤❡
s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧② ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛t ✽✵✵◦❈ ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s r❡✈❡rs❡❞✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ◆Ps t♦✇❛r❞ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✳✻♥♠
✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 5× 1016cm−2✳

✶✸✸



✼✳✸✳ ❘❡s✉❧ts

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❛✮✲❞✮ P❧❛♥❛r ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ ✸✳✻♥♠ ❆✉ ◆Ps✿ ❛✮ ✉♥✐rr❛❞✐❛t❡❞✱ ❜✲❞✮ ✐r✲
r❛❞✐❛t❡❞ ❛t 8×1016cm−2 ❛t ❜✮ ❚❂ ✸✵◦❈✱ ❝✮ ❚❂✻✺✵◦❈✱❛♥❞ ❞✮ ❚❂✽✵✵◦❈✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡✲❤✮

✶✸✹



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❉✐r❡❝t ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❑✐♥❡t✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✸✳✻ ♥♠ ❆✉ ◆Ps ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✉♣ t♦
❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ 8 × 1016cm−2✳ ■rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ❚❂ ✸✵◦❈ ✭♦♣❡♥ ❞✐❛♠♦♥❞s✮ ✱
❚❂✻✺✵◦❈ ✭❣r❛② sq✉❛r❡s✮✱ ❛♥❞ ❚❂✽✵✵◦❈ ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ◆Ps ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❯♥✐rr❛❞✐✲
❛t❡❞ s❛♠♣❧❡ ✭❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ■rr❛❞✐❛t❡❞ ◆Ps ❛t ✢✉❡♥❝❡ ♦❢
8× 1016cm−2✭●r❛② tr✐❛♥❣❧❡✮

✶✸✺



✼✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

◆P ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✇✐t❤ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ 8 × 1016cm−2✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦
❞❡♥s✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♥✐rr❛❞✐❛t❡❞ s❛♠♣❧❡✱ ✐✳❡ 7.5 × 103µm−2✱ ✐✳❡✳
t❤❡ ❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ❛t r♦♦♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ❛❜♦✉t t✇♦ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛t t❤❛♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r
t❤❡ ✉♥✐rr❛❞✐❛t❡❞ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s ✉♥❞❡r ❛ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞
❣r♦✇t❤ r❡❣✐♠❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s r❛✐s❡❞ t♦ ✻✺✵◦❈✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞
❞❡♥s✐t② ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✶✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛t ✽✵✵◦❈✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✐s ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞
❛♥❞ ✐s ♥♦✇ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡✱ ❡✳❣✳ ✵✳✼✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
s②st❡♠ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✲
❝✐♣✐t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❛t ❛❜♦✉t ✼✻✵◦❈✳

✼✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✼✳✹✳✶ ❚❤❡♦r②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ◆Ps ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ✐♦♥✲
❞r✐✈❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❈∞ ❛♥❞ ❢♦r s♣❤❡r✲

✐❝❛❧ ◆Ps✱ ❈GT ✭❘s✮

❋r♦♠ ❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❛t ❛ ♣❧❛♥❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❆✴❇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts✱ µ✭❆✮❂µ✭❇✮✱ ❛♥❞ ✇r✐t❡s✿

C∞(T ) = Exp

(

∆S

R

)

Exp

(

−∆H

RT

)

✭✼✳✶✮

✇❤❡r❡ ∆❙ ✐s t❤❡ ❡♥tr♦♣②✱ ∆❍ t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ❛♥❞ ❘ t❤❡ ❣❛③ ❝♦♥st❛♥t✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ❛ ❝✉r✈❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❡✳❣✳ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ◆P✱ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ str❡ss✱ σ✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ ✐s ❛❝❝♦✉♥t❡❞
❜② t❤❡ ●✐❜❜s✲❚❤♦♠s♦♥ ✭●❚✮ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■♥ ✐ts ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❢♦r♠ ✐t ✇r✐t❡s✿

CGT (Rs) = C∞

(

1 +
Rc

Rs

)

✭✼✳✷✮

✇❤❡r❡ ❈∞ ✐s t❤❡ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t ❛ ♣❧❛♥❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❘s

t❤❡ ◆P r❛❞✐✉s ❛♥❞ ❘c❂✷σ❱a✴❦B❚ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤✳

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ◆Ps ✐♥ ❛ ❧♦✇ s✉♣❡rs❛t✉r❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡
✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✹✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r
◆Ps ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ●❚ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ ❜❛rs✳
❚❤❡ ●❚ ❡q✉❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ✉♣ t❤❛t ❧❛r❣❡r ◆Ps ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤❛t

✶✸✻



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❉✐r❡❝t ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ◆P✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t
♦❢ t❤❡ ❜❛r ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡r ✐ts ✇✐❞t❤✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞✱ ✐✳❡✳ ❛t
❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛ ♥❡t ✢✉① ♦❢ ♠❛tt❡r ♦❝❝✉rs ❢r♦♠ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t♦✇❛r❞ t❤❡
❧❛r❣❡r ◆Ps✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♥❞ ❛ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡
❧❛tt❡r✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❙♠❛❧❧❡r ◆Ps ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦♥❡s✳
❚❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r ◆Ps ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢
t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✳

❙t❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✬s ♠♦❞❡❧

❯♥❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ◆P ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛tt❛❝❤✲
♠❡♥ts ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❛❧✲
❧✐st✐❝ ❡✛❡❝ts✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝❛s❝❛❞❡s✱ ❜r♦❦❡ t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜② ✐♥✲
tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ t❡r♠✳ ❆s t❤❡ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ◆P ❛r❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧❧② ❞✐s♣❧❛❝❡❞
t♦✇❛r❞ t❤❡ ❤♦st ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ t❡r♠ ✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧❧② ❜✐❛s❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ✐❢ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞r✐✈❡ t❤❡ s②st❡♠ t♦ t♦✇❛r❞ ❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡✱ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ t❡r♠ ❛❧❧♦✇s t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ♥♦✈❡❧s✱ ❢❛r
♦✛ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ◆P ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❝❛s❝❛❞❡✱
f(ρ)✱ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✿

✶✸✼



✼✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

f(ρ) = Exp
(

−ρ

λ

)

✭✼✳✸✮

ρ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❛t♦♠ ❢r♦♠ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ λ ✐s t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤✳

❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❤♦st
♠❛tr✐①✱ WRs(δ✮✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ f(ρ) ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ◆P✿

WRs(δ) =
q · λ · Exp (−(δ +Rs)/λ)

2(δ +Rs)

×
(

((δ +Rs) ·Rs/λ
2 + 3 ·Rs/λ) · cosh(Rs/λ)

−(R2
s/λ

2 +Rs/λ+ 3) · sinh(Rs/λ)

)

✭✼✳✹✮

δ = r − Rs ✐s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ◆P s✉r❢❛❝❡✳ q ✐s t❤❡ ♠✐①✐♥❣
r❛t❡ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ r❡❝♦✐❧ ♣❡r ✐♥❝✐❞❡♥t ✐♦♥ ♣❡r ♥♠✳

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ WRs(δ✮ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ s♦✉r❝❡ t❡r♠
t♦ r❡s♦❧✈❡ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿

D · 1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r
C(r)

)

= −ϕ ·WRs(r −Rs) ✭✼✳✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✿

❼♠❛ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

lim
r→∞

4πr2∇C(r) = 0 ✭✼✳✻✮

❼●✐❜❜s✲❚❤♦♠s♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡

C(r = Rs) = CGT (Rs) ✭✼✳✼✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✺✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ◆P ♦❢ s✐③❡ ❘s✳ ■♥ ✐ts ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐t ✇r✐t❡s✿

CI(Rs) = CI
∞

(

1 +
RI

C

RS

)

✭✼✳✽✮

❲✐t❤

∆ = qϕλ2/DIC∞ ✭✼✳✾✮

CI
∞ = C∞.(1 + ∆) ✭✼✳✶✵✮

RI
C = (Rc − 5λ∆/4)/(1 + ∆) ✭✼✳✶✶✮
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❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❉✐r❡❝t ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❋✉❧❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣ ❞❛s❤❡s ❝✉r✈❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢♦r
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ♦❢ r❛❞✐✉s r1 ❛♥❞ r2 ✭r1❁ r2✮✳ ❆t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❤♦rt ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❣✐✈❡s t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝
s♦❧✉❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ✢❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❆rr❤❡♥✐✉s ♣❧♦t✳ ❋r♦♠ ❬✶✵❪

■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✺✮ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ t❡r♠s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ∆✱
✐✳❡✳ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✾✮ ✿ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ r❛t❡ q✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ❛t♦♠s λ✱ t❤❡ ✢✉① ♦❢ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♦♥s ϕ✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉♥❞❡r
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ DI✭❚✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t ❛ ✢❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡✱
C∞✳ ∆ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ DI(T ) ❛♥❞ C∞(T )✳ ❚❤✉s✱
DI · C∞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡①tr❡♠❡ r❡❣✐♠❡s✿

✐✮ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ DI · C∞≫✶ ❛♥❞ ∆≪✶✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t
❈I✭Rs✮ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ●✐❜❜s✲❚❤♦♠s♦♥ r❡❧❛✲
t✐♦♥s❤✐♣✱ CI(Rs)→CGT (Rs)

✐✐✮ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ DI · C∞≪✶ ❛♥❞ ∆≫✶✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ✢❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡✱ CI

∞≫C∞ ✭❡q✳ ✼✳✶✵✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ∆✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤ ♠❛② ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ RI

C < 0 ✭❡q✳ ✼✳✶✶✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✺✮ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ t❤❛t t❤❡ ●✐❜❜s✲❚❤♦♠s♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✷✮✳ ❖♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✻ ❜❧❛❝❦ ❜❛rs r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥✲
❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ◆P s✐③❡s✱ CI(Rs)✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝❛s❡✱ ❧❛r❣❡r ◆Ps ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤❛♥
t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ❛ ♥❡t ✢✉① ♦❢ ♠❛tt❡r ♦❝❝✉rs
❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡r t♦✇❛r❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ◆Ps✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐ss♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥

✶✸✾



✼✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ■♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❙♠❛❧❧❡r ◆Ps ❤❛✈❡ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦♥❡s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❧❛r❣❡r ◆Ps ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✳

❚❤❡ ❍❡✐♥✐❣✬s ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❚c✱ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧✲
t♦✲✐♥✈❡rs❡ ❖s✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❜❡✿

Tc =
Ea + E∗

kB · Ln
(

C0D0E∗

qϕλ2Ea

) ✭✼✳✶✷✮

❚c ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✢❛t
✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳ ❚c❂T

[

▼■◆(CI
∞)

]

✳ ❚c ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
D(T ) = D0.exp(−Ea/kB.T ) t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛❝t♦r D0 ❛♥❞ t❤❡
❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② Ea✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛❝t♦r✱ C0✱
❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✱ E∗✱ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✢❛t
✐♥t❡r❢❛❝❡✱ C∞ = C0.exp(−E∗/kB.T )✳ kB ✐s t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥❞ q✱
ϕ✱ λ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s r❛❞✐✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❦✐♥❡t✐❝ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❬✶✹❪✳

❼ ❋❛r ❜❡❧♦✇ ❚c✱ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞
❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ◆Ps ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ s✐③❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st s❤✐❢t t♦✇❛r❞ s♠❛❧❧❡r s✐③❡s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ♥❛rr♦✇❡r✳

❼ ❇❡❧♦✇ ❚c✱ ✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ◆Ps ✐s
♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t s❤✐❢t❡❞ ❜✉t ❜❡❝♦♠❡s ♥❛rr♦✇❡r✳

❼ ❆❜♦✈❡ ❚c✱ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ ◆P ❞❡♥s✐t②
❞❡❝r❡❛s❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤✐❢ts t♦✇❛r❞ ❧❛r❣❡r s✐③❡

✶✹✵



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❉✐r❡❝t ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❜❡❝♦♠✐♥❣ ❜r♦❛❞❡r ❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▲❙❲ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❬✶✺✱ ✶✻❪

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❆❜♦✈❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✐③❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❇❡❧♦✇ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ ❛✮
❢❛r ❜❡❧♦✇ ❚❝ ❜✮ ❜❡❧♦✇ ❚❝ ✱ ❝✮ ❛❜♦✈❡ ❚❝✳ ❋r♦♠ ❬✶✵❪✳

✼✳✹✳✷ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡✲
s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡
✼✳✶✳

✐✮ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥s ❛t ❚❂✸✵◦❈✳ ❚❤❡ ❙❉P ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞ s♠❛❧❧❡r s✐③❡s ❜❡❝♦♠✲
✐♥❣ ♥❛rr♦✇❡r ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
✭✜❣✉r❡ ✼✳✸✮✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲
❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ■❖❘ r❡❣✐♠❡ ❢❛r ❜❡❧♦✇ ❚c✳

✐✐✮ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥s ❛t ❚❂✻✺✵◦❈✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s
✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❞❡♥s✐t② ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✶✳✹ ❛♥❞ t❤❡
❙❉P ✐s ♥♦t s❤✐❢t❡❞ ❜② t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡
❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ◆Ps ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡
❍❡♥✐♥❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧✳

✐✐✐✮ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥s ❛t ❚❂✽✵✵◦❈✳ t❤❡ ❙❉P ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞ ❧❛r❣❡r s✐③❡s ❜❡✲
❝♦♠✐♥❣ ❜r♦❛❞❡r✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ◆P ❞❡♥s✐t② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳
❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ ◆Ps ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❖❘ r❡❣✐♠❡✱
❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛❜♦✈❡ ❚c✳

✼✳✹✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ ◆P ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

■♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇❡
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛❣r❡❡s ✇✐t❤ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❈I✭❘s✮✱

✶✹✶



✼✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ◆Ps ❞❡♥s✐t②✱ s✐③❡ ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✬s
♠♦❞❡❧✳

◆P ❞❡♥s✐t② ◆Ps s✐③❡ ◆Ps s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✭❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t t♦✇❛r❞✮

❚❤❡♦r② ❊①♣✳ ❚❤❡♦r② ❊①♣✳ ❚❤❡♦r② ❊①♣✳

❚≪❚c ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥❝r❡❛s❡ s♠❛❧❧❡r s✐③❡s s♠❛❧❧❡r s✐③❡s ♥❛rr♦✇❡r ♥❛rr♦✇❡r

❚∼❚c ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥st❛♥t ♥♦ ♥♦ ♥❛rr♦✇❡r st❛❜❧❡

❚≫❚c ❞❡❝r❡❛s❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ❧❛r❣❡r s✐③❡s ❧❛r❣❡r s✐③❡s ❜r♦❛❞❡r ❜r♦❛❞❡r

t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳
❋✐rst✱ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✼✳✾✮✱ ✭✼✳✶✵✮✱ ✭✼✳✶✶✮ ✐s ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡♥ r❡✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✽✮✳

∆ ♣❛r❛♠❡t❡r

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ∆✱ ❡q✳✭✼✳✾✮✱ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦♥ t❡r♠s ❛♥❞
✇r✐t❡s✿

∆ = qϕλ2/DIC∞ ✭✼✳✶✸✮

■♦♥ ✢✉① ϕ

❆❧❧ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♦♥ ✢✉① ♦❢
ϕ❂✶µ❆✳❝♠−2 ♦r ✸✳✶✷①✶✵12 ✐♦♥s✳❝♠−2✳s−1✳

▼✐①✐♥❣ r❛t❡✱ q✱ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤✱ λ

❚❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ q ❛♥❞ λ✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❤❛✈✐♥❣ r❡❝✉rs❡ t♦
t❤❡ ❙❘■▼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥♥♦t s✐♠✉❧❛t❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r ❛ ♠✉❧t✐❧❛②❡r s②st❡♠ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ t❤✐♥ ❆✉ ❧❛②❡r s❛♥❞✇✐❝❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❆✉ ❧❛②❡r ✐s t❛❦❡♥ t♦ ❜❡ ✸✳✻♥♠ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ ◆Ps✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ❜♦t❤ s✐❧✐❝❛
❧❛②❡rs ✐s ✷✵✵♥♠✳

❋♦r ❡❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ✶✵5 ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✽✳ ❋✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❆✉ ✐♥t♦ ❙✐❖2 ✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣♦❧❞ r❡❝♦✐❧s ♣❡r ✐♦♥
❛♥❞ ♥♠ ✐♥t♦ s✐❧✐❝❛✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs q ❛♥❞ λ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡
✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤✿

W∞(δ) =
q

2
.(1 +

δ

2λ
).exp(−δ/λ) ✭✼✳✶✹✮

✇❤❡r❡ δ ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❆✉ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✹ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ✐♥✜♥✐t② s♣❤❡r❡✱ ✐✳❡✳ ❘S−→∞✳ ❚❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✷✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t q ❛♥❞ λ ❢♦r

✶✹✷



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❉✐r❡❝t ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❙❘■▼ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✹▼❡❱ ❆✉ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸✳✻♥♠ ❆✉ ❧❛②❡r s❛♥❞✇✐❝❤❡❞
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡rs ✭✷✵✵♥♠ ❡❛❝❤✮✳ ❋✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡♣t❤ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❆✉
❛t♦♠s ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆✉ ❧❛②❡r ✐♥t♦ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜tt❡❞
✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✹ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ q ❛♥❞ λ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ❢♦r ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞✐s✲
♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❝❛s❝❛❞❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♦♥✲♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❬✶✼❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡
✈❛❧✉❡ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐✳❡✳ q❂✷✼✳✺±✷✳✶♥♠−1

❛♥❞ λ❂✵✳✼±✵✳✶♥♠✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ ❱❛❧✉❡ ♦❢ q ❛♥❞ λ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ❜② ❙❘■▼

❇❛❧❧✐st✐❝ ❡❥❡❝t✐♦♥ q λ ❉❡♣t❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡
✭r❡❝♦✐❧✴✐♦♥✴♥♠✮ ✭♥♠✮ ✭♥♠✮

❋♦r✇❛r❞ ✭r✐❣❤t✮ ✷✾✳✻ ✵✳✽ ✷✵✸✳✻
❇❛❝❦✇❛r❞ ✭❧❡❢t✮ ✷✺✳✹ ✵✳✻ ✷✵✵

❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ C∞

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ C∞✱ ✇r✐t❡s✱ ❬✶✽❪✿

C∞ = C0Exp(−Hfv/kBT ) ✭✼✳✶✺✮

HfV ✐s t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ❢♦r ✈❛❝❛♥❝② ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❣♦❧❞ ◆Ps

✶✹✸



✼✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐① ❤❛s ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❘✉✣♥♦ ❛♥❞ ❛❧ t♦ ❜❡
❛❜♦✉t ✶❡❱✳❛t−1✱ ❬✶✾❪✳ ❚❤❡ ♣r❡✲❢❛❝t♦r ❈0 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❜✉❧❦
❞❡♥s✐t②✱ ✐✳❡✳ ❈p❂✺✳✾×✶✵22❝♠−3✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ C∞ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✾✱ ❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ❈♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t ❛ ✢❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡✿ ✉♥❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ C∞✱
✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ CI

∞✱ ✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮✳

❉✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❉I✭❚✮

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✻ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✉♥✲
❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t②✱ ❉❂▲2✴✹t✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ▲ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤ s❛t❡❧❧✐t❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞✱ ▲max✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ t ✐s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✢✉♥❝❡✱ t❂Φ✴ϕ✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ▲max ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ◆P ❛♥❞ t❤❡ ❢❛rt❤❡st ✈✐s✐❜❧❡
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❙✐ s✉❜str❛t❡✱ ✜❣✉r❡s ✼✳✶✵✭❛✲❜✮✳ ■t ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣
t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♦❧✉t❡ s♦✉r❝❡ ❛t ❜♦t❤ ❧❛r❣❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s ❛♥❞
❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✶✺♥♠ ❆✉ ◆Ps ❛r❡ ✉s❡❞✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✶✱ ❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡ t❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐❝ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐s ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❞✐✛✉s✐✈✲
✐t② ♦❢ ❣♦❧❞ ✐♥t♦ s✐❧✐❝❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs✳ ❈♦❧❧✐♥s ❡t ❛❧✱
❬✷✵❪✱ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ♦❢ ❛ ❣♦❧❞ ❧❛②❡r ♦♥ ❛ ❙✐✴❙✐❖2 s✉❜str❛t❡✱ ❛♥♥❡❛❧❡❞
❜❡t✇❡❡♥ ✽✵✵ ❛♥❞ ✶✶✵✵◦❈ ✉♥❞❡r ❆r ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥t ♦❢ D = 1.52 × 10−7Exp(−2.14/kB.T )cm

2.s−1✳ ❙✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❘✉✣♥♦ ❛♥❞ ❛❧✳✱ ❬✷✶❪✱ ❛♥❞ ❜② ▼❡♥❦❡ ❛♥❞ ❛❧✳✱ ❬✷✷❪✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❉✐✛✉✲
s✐♦♥ ✭❘❊❉✮ t❤❡♦r② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❉✐❡♥❡s ❛♥❞ ❉❛♠❛s❦✱ ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ❉✐❡♥❡s ❛♥❞

✶✹✹



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❉✐r❡❝t ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❚❊▼ ♠✐❝r♦❣r❛♣❤s ♦❢ ❛✮ ✉♥✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✶✺♥♠ ❆✉ ◆Ps✱ ❛♥❞ ❜✮
✐rr❛❞✐❛t❡❞ ◆Ps ❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ 8 × 1016cm−2 ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❚❂✽✵✵◦❈✳ ❉♦tt❡❞ ❧✐♥❡
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ◆Ps ❛♥❞ ▲MAX ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ✇❤✐❝❤
♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳

❉❛♠❛s❦ t❤❡♦r② ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♠❡s✿ ✐✮ ❜❡❧♦✇
❛ t❤r❡s❤♦❧❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❜❛❧❧✐st✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞r✐✈❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✲
❧✉t❡✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡✱ ✐✳❡✳ ❉I

1❂❈♦♥st✳ ✐✐✮ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❞❡❢❡❝ts ❜❡❝♦♠❡
♠♦❜✐❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ❚✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✐✳❡✳ ❉I

2∼❊①♣✭✲
❊a✴kB❚✮✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡r♠s✿

DI(T ) = DI
1 +DI

2(T ) = A+B · Exp(−Ea/kBT ) ✭✼✳✶✻✮

✇❤❡r❡ ❊a ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❢♦r s✐❧✐❝❛ ❞❡❢❡❝ts ❛♥❞ ❆ ❛♥❞ ❇
❛r❡ t✇♦ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❖♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✶ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜t ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ❣✐✈❡s ❛♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②
❊a❂✶✳✶❡❱ ❛♥❞ ❆❂✸✳✽×✶✵−16❝♠2✳s−1 ❛♥❞ ❇❂✺×✶✵−8❝♠2✳s−1✳

❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ∆ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ∆✭❚✮ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ϕ✱ q✱ λ✱
❉I✭❚✮ ❛♥❞ ❈∞ ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✾✱ ❡✳❣✳ ∆ = qϕλ2/DC∞✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✷❛✱

✶✹✺



✼✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❣♦❧❞ ✐♥t♦ s✐❧✐❝❛ ✉♥❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❉✭❚✮✱ ✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❉I✭❚✮✱ ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r t❤❡ ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✻✳

∆✭❚✮ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✷✵ t♦ ✺✵✵✵◦❈✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥
✜❣✉r❡ ✼✳✶✷❜ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ∆✭❚✮ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠
✾✵✵ t♦ ✶✽✵✵◦❈✳ ∆✭❚✮ ❞❡❝r❡❛s❡s ✈❡r② r❛♣✐❞❧② ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶
❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✶✶✺✵◦❈✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s
t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② ∆ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❛r
✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❈I

∞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❘I
c✳

✶✹✻



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❉✐r❡❝t ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✿ ❛✮ ❣❧♦❜❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r ∆✳ ❜✮❢♦❝✉s
♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✺✲✾×✶✵4✴❚ ✭❑−1✮✳

❙t❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣❧❛♥❛r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛✲

t✉r❡✱ CI
∞

❙t❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ CI
∞✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② ✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆ ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✵✳ ❖♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✾✱ ❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✢❛t ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ C∞✳ ❚❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ CI

∞✱ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✜❣✉r❡
❜② t❤❡ ♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✳ ❆t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❡✳❣✳ ❜❡❧♦✇ ✺✵✵◦❈✱ CI

∞ ❞♦❡s ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■t ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❞❡❢❡❝ts ✐♥ s✐❧✐❝❛✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❈❤❛♣t❡r ✹✳
■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉♣ t♦ ✶✸✵✵◦❈ ❛ r❛♣✐❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ CI

∞ ✐s ♦❜✲
s❡r✈❡❞✱ ✉♥t✐❧ CI

∞ r❡❛❝❤❡s t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛❧✉❡✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱
∆≤✵✳✷✱ t❤❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ❡✈♦❧✈❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤✉s ❛❜♦✈❡ ❛❜♦✉t ✶✸✵✵◦❈
t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ t❡r♠ ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞r✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝✳

❈❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤ RI
C ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❚❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤ ✇r✐t❡s✱ Rc❂✷σ❱a✴❦B❚
❛♥❞ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✸❛ ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r σ ❛♥❞ ❱a ❛r❡
✹①✶✵−4 ❏✳❝♠−2❬✷✹❪✱ ❛♥❞ ✶✳✻①✶✵−23 ❝♠3 ❬✷✺❪✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤
✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✇r✐t❡s RI

C = (Rc − 5λ∆/4)/(1 + ∆)✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✶✳ RI
C

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤✱ λ✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝
♣❛r❛♠❡t❡r ∆✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✷✵ t♦ ✺✵✵✵◦❈ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✸❛✱ ♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✳
❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ RI

C ❢r♦♠ ✹✵✵ t♦ ✶✽✵✵◦❈ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✸❜✳ ❋r♦♠ t❤❡

✶✹✼



✼✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✜❣✉r❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✿
✐✮ ❢♦r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✸✵✲✺✵✵◦❈ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❘I

c ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞
♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❍❡r❡✱ ❜❛❧❧✐st✐❝ ❡✛❡❝ts ❞♦♠✐♥❛t❡✱
λ∆≫✹✴✺❘c ✭r❡❣✐♠❡ ■✮✳

✐✐✮ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✶✸✵✵◦❈✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❘I
c ❡✈♦❧✈❡s ❛s

t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♦♥❡✱ ❘c✳ ❍❡r❡✱ t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts ❞♦♠✐♥❛t❡✱ λ∆≪✹✴✺❘c

✭r❡❣✐♠❡ ■❱✮✳
✐✐✐✮ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❣✐♠❡✱ ✽✵✵✲✶✼✵✵◦❈✱ ❘I

c ❜❡❝♦♠❡s ❚✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞
✐♥❝r❡❛s❡s t♦✇❛r❞ ✐ts t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✈❛❧✉❡✱ ❘c✳ ❆t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t
✽✺✵◦❈✱ ❘I

c ❜❡❝♦♠❡s ③❡r♦✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ ❢♦r❝❡s✳ ❋r♦♠ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❚c✱
t✇♦ s✉❜✲r❡❣✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❋♦r ❚<❚c✱ ❘

I
c ✐s st✐❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✉t t❤❡ t❤❡r✲

♠❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ ♦♥❡✱ ✐✳❡✳ λ∆≥✹✴✺❘c

✭r❡❣✐♠❡ ■■✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ❚>❚c t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s
❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ ♦♥❡✱ ✐✳❡✳ λ∆≤✹✴✺❘c ✭r❡❣✐♠❡ ■■■✮✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✿ ❛✮ ❣❧♦❜❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤ ✉♥❞❡r t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✱ RC ✱ ✭❢✉❧❧ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ RI

C ✱ ✭♦♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❜✮❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✺✲✶✸×✶✵4✴❚ ✭❑−1✮ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❢♦✉r r❡❣✐♠❡s ❢♦r RI

C ✳

❙t❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ◆P ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱

CI(Rs)

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❈I
∞ ❛♥❞ ❘I

c ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧
◆P ✱ ❈I✭❘s✮❂❈

I
∞✭✶✰❘I

c✴❘s✮✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❤❡ ●✐❜❜s✲
❚❤♦♠s♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳

❊❛❝❤ ❣r❛② ❝✉r✈❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✹❛ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❚ ♦❢ ❈I✭❘s✮
❢♦r ❛ ◆P ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ r❛❞✐✉s✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❘s ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✽✺ ❛♥❞ ✸✳✺ ♥♠✳

✶✹✽



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❉✐r❡❝t ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹✿ ❛✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ◆P s✐③❡✱
❈I✭❘s✮✳ ❇♦❧❞ ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st❡❛❞②✲st❛t❡ s♦❧✉❜✐❧✐t②✳ ❜✮ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡✱ ✶✷✲✸✺×✶✵4✴❚ ✭❑−1✮✱ ❢♦r ❈I✭❘s✮✳

❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞

✐✮ ❋♦r ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ r❡❣✐♠❡ ■✱ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧
◆Ps ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦♥❡s✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ■❖❘ r❡❣✐♠❡✳

✐✐✮ ❛❜♦✈❡ ❚❂✺✵✵◦❈✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❡✛❡❝ts ✭r❡❣✐♠❡ ■■✮✱
❛❧❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s✱ CI(Rs)✱ ❛r❡ str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡② ❝♦♠❡ ❝❧♦s❡r t♦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦✇❛r❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t✳ ❆t ❚c❂✽✹✵

◦❈✱ ❛❧❧ ❝✉r✈❡s ♣❛ss
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✐♥t✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❘I

c❂✵✳ ❆t t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❧❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳

✶✹✾



✼✳✹✳ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

✐✐✐✮ ❆❜♦✈❡ ✽✹✵◦❈✱ r❡❣✐♠❡ ■■■✱ ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ CI(Rs) ✇✐t❤
s✐③❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡r ◆Ps ❜❡❝♦♠❡s
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r ♦♥❡s✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❖❘ r❡❣✐♠❡✳

✐✈✮ ❋♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✶✸✵✵◦❈✱ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣✉r❡❧② ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✭r❡❣✐♠❡ ■❱✮✳

❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐③❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ CI(Req
s )

❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ CI(Rs) ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ◆P s✐③❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡✱ Req

s ✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ CI(Req

s )✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ Req
s

❛♥❞ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❚ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ♦❢ ♣r✐st✐♥❡ ✸✳✻♥♠ ❆✉ ◆Ps
✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✉♣ t♦ ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽×✶✵16❝♠−2✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✼✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ Req
s ✇✐t❤ ❚✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ✜tt❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ t✇♦ r❡❣✐♠❡s ❡q✉❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛✉✲
s✐✈✐t②✱ ❉I✭❚✮✿

Req
s (T ) = A+B × exp (−C × 104

T
) ✭✼✳✶✼✮

✇❤❡r❡ ❆✱ ❇✱ ❈ ❛r❡ t❤r❡❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ❣✐✈❡s ❆❂✵✳✾✹ ♥♠✱
❇❂✶✶✶✳✷✹ ♥♠✱ ❛♥❞ ❈❂✵✳✹✽ ❑

✶✺✵



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❉✐r❡❝t ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ✐s s✐♠♣❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥❥❡❝t✐♥❣ ❘eq

s ✭❚✮ ✐♥t♦
CI(Req

s )❂❈I
∞✭✶✰❘I

c✴❘
eq
s ✮✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❜♦❧❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✹✳

✼✳✺ ●r❛♣❤✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ C
I(Rs) ❝✉r✈❡s

❆♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ✹♥♠ ◆Ps ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✶✮ ❛♥❞ ✶✺♥♠
◆Ps ✭❝❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
✜❣✉r❡s ✼✳✶✹✭❛✲❜✮✳

❋✐rst✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✹✭❜✮✱ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐s ❞r❛✇♥ ❛t ❣✐✈❡♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❚1❂✸✵

◦❈✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡ ✐♥t❡rs❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ CI(Rs) ❝✉r✈❡s
❛t ❚1✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❡❛❝❤ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t r❡❧✐❡s t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ◆P s✐③❡✱ ❘s✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡❢ ✼✳✶✻✭❛✮
❛s ❣r❡② ❝✐r❝❧❡s✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❢♦r ❚❂❚1✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡
❜♦❧❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝✉r✈❡✱ ✐♥t❡r❝❡♣ts ♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❣r❛② ❝✉r✈❡s✳
❚❤✐s ♣♦✐♥t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐③❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ❚1 ❛♥❞ ✐s r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❢✉❧❧ sq✉❛r❡ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✻❛✳

❋♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✻✭❞✮✳ ❆s ✐♥
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✈❡rt✐❝❛❧
❜❛rs✳ ❚❤❡ ❣r❡② ❜❛r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐③❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ Req

s ✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ Rs>Req

s ✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t❤❛t CI(Rs)>CI(Req
s )✳ ❚❤✉s✱

❧❛r❣❡ ◆Ps ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐ss♦❧✈❡❞ t♦✇❛r❞ Req
s ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥

Rs<Req
s ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t CI(Rs)<CI(Req

s ) ❛♥❞ s♠❛❧❧ ◆Ps ❝❛♥ ❣r♦✇ t♦✇❛r❞
Req

s ✳ ❚❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ■❖❘ r❡❣✐♠❡✳

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱
CI(Rs)✱ ❛t ❚2❂✽✹✵

◦❈✳ ❚2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡
st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝✉r✈❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡✱ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✹❛✳ ■t ✇♦rt❤
♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ❚2 ✐s ❛❧s♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤ ✉♥❞❡r
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ③❡r♦✱ ✐✳❡✳ RI

c❂✵✱ ✜❣✉r❡✼✳✶✸❜✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ◆Ps ❜❡❤❛✈❡s ❛t ❚2✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t ✜❣✉r❡ ✼✳✶✻❜ ♦r ❛t ✐ts ❣r❛♣❤✐❝❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✻❡✳ ❋♦r ❚❂❚2✱ C

I(Rs)❂❝♦♥st❛♥t ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧ ◆P s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ ❛ st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡✈♦❧✈❡ ✉♥❞❡r
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✇❤❡♥ ❛ ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❡✳❣✳ ❚3>❚2✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ◆P
s✐③❡✱ Req

s ✱ ❛♥❞ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ CI(Rs)✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✻❝✳
❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❢✉❧❧ sq✉❛r❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐③❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢♦r
❚❂❚3✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ❤❡r❡✱ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ CI ❤❛s ❛
❝♦♥❝❛✈❡ s❤❛♣❡✱ ❛♥❞ t❤✉s r❡✈❡rs❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ❚❂❚1✱ ❡✳❣✳ ❛
❝♦♥✈❡① s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡ r❛❞✐❝❛❧❧② ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ ❧❛r❣❡r ◆Ps ❤❛✈❡ ❧♦✇❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤❛♥
t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❧❛r❣❡r ◆Ps

✶✺✶



✼✳✺✳ ●r❛♣❤✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ C
I(Rs) ❝✉r✈❡s

❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣
♣r♦❝❡ss ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶✻❢✮✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✻✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ◆P s✐③❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ ❛✮ ✸✵◦❈✱ ❜✮ ✽✹✵◦❈✱ ❛♥❞ ❝✮ ✶✷✵✵◦❈✳ ❋✉❧❧ sq✉❛r❡s ❞❡✜♥❡ t❤❡
st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤r❡❡ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞✿ ❛✮ ✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞
r✐♣❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ RI

c<✵ ✱ ✐✐✮ s②st❡♠ ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚❝✱ RI
c❂✵✱ ❛♥❞ ❝✮ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ RI
c>✵✳ ❋✐❣✉r❡s ❞✲❢✮ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡

◆P s✐③❡✳

✶✺✷



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❉✐r❡❝t ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

✼✳✺✳✶ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

✹♥♠ ❆✉ ◆Ps

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼✿ ❛✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✸✳✻♥♠ ❆✉ ◆Ps ✇✐t❤ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡✳ ❜✲❞✮ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ CI(R) ✇✐t❤ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✿ ❜✮
✸✵◦❈✱ ❝✮ ✻✺✵◦❈✱ ❛♥❞ ❞✮ ✽✵✵◦❈✳ ❋✉❧❧ tr✐❛♥❣❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ◆P s✐③❡ ❛♥❞ ❢✉❧❧ sq✉❛r❡
t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛rr♦✇s✳

❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✼✭❛✲❞✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✸✳✼♥♠
❆✉ ◆Ps✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✸✵✱ ✻✺✵ ❛♥❞ ✽✵✵◦❈✳

✶✺✸



✼✳✺✳ ●r❛♣❤✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ C
I(Rs) ❝✉r✈❡s

✐✮ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛t ✸✵◦❈ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps t♦✇❛r❞
✷♥♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼❜ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ❛t ✸✵◦❈ ✐s Req

s ❂✷♥♠✳ ■♥
t❤✐s r❡❣✐♠❡✱ CI(4nm)>CI(Req

s )✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♣✐♥❣✲
✐♥❣ ✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❜❡ ❞r✐✈❡♥ t♦✇❛r❞ ✐ts st❛t✐♦♥❛r② st❛t❡✳

✐✐✮ ❛t ✻✺✵◦❈✱ t❤❡ ◆Ps ❞♦ ♥♦t ❡✈♦❧✈❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ t❤❡ CI ✐s ♥❡❛r❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ◆P s✐③❡✱ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✼❝✳

✐✐✐✮ ❛t ✽✵✵◦❈✱ ◆Ps ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❣r♦✇ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ CI(Rs)✱ ✐s ♥♦✇ r❡✈❡rs❡❞ ❛♥❞ ❧❛r❣❡r
◆Ps ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ st❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦♥❡s ✭✜❣✉r❡ ✼✳✶✼❞✮✳

✶✺♥♠ ❆✉ ◆Ps

❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✽✭❛✲❝✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✶✺♥♠
❆✉ ◆Ps✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽✿ ❛✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✺♥♠ ❆✉ ◆Ps ✇✐t❤ ✢✉❡♥❝❡
❛t ✸✵◦❈ ✭❜❧❛❝❦ ❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ✻✵✵◦❈ ✭❣r❛② ❝✐r❝❧❡s✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞ ❛
st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❜✲❝✮ st❡❛❞②✲
st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ C

I(R) ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❆s t❤❡
st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ❛t ❜✮ ✸✵◦❈ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ❛t ❝✮ ✻✵✵◦❈✱ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ◆Ps ❝❛♥ ❣r♦✇
t♦✇❛r❞ ❧❛r❣❡r s✐③❡s✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹ t❤❛t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❢❛✈♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞

✶✺✹



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❉✐r❡❝t ❛♥❞ ■♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥

❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ ❤❛❧♦ ♦❢ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞✐ss♦❧✈✐♥❣ ❝❡♥tr❛❧ ◆P✳ ❋✐❣✉r❡
✼✳✶✽❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛t ✸✵ ❛♥❞ ✻✵✵◦❈✳ ■♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s t♦✇❛r❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋✐❣✉r❡s ✼✳✶✽✭❜✲❝✮ s❤♦✇
t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❈I✭❘s✮✱ ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧
sq✉❛r❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐③❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✲
✐❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❢♦r ♣r✐st✐♥❡ ✶✺♥♠ ◆Ps ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t CI(15nm)>CI(Req

s )✳ ❚❤✉s✱ t❤❡② ✇✐❧❧
❜❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐ss♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡
❝❧✉st❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ♥✉❝❧❡❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ◆P✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ CI(R) < CI(Req

s )✳ ❚❤✉s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❣r♦✇ t♦✇❛r❞ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡
s✐③❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ CI(R) = CI(Req

s )✳

✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps ❤❛s
❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps
s✐③❡✱ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐rr❛❞✐❛✲
t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤r❡❡ r❡❣✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✿ ✐✮ ❛t ✸✵◦❈✱
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ◆P s✐③❡✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
◆Ps ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ❛ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ■❖❘ r❡❣✐♠❡✳ ✐✐✮ ❛t ✻✺✵◦❈✱ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② ♥❡✐t❤❡r t❤❡ s✐③❡
♥♦r t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ◆Ps r❡♠❛✐♥s
♥❡❛r❧② ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤❡r❡
❜❛❧❧✐st✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ✐✐✐✮ ❛t ✽✵✵◦❈✱
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps s✐③❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s
❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❖✉r ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ s❤♦✇
t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ■❖❘ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❤r❡s❤✲
♦❧❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❖❘✲t♦✲■❖❘ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞
t❤❛t t✇♦ ♥❡✇ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❣✐♠❡s ♠✉st ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
❡st✐♠❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✉♥❞❡r
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ♣❧❛♥❛r ❛♥❞ ❝✉r✈❡❞
✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ■❖❘ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s✐③❡✱ ◆Ps ❝❛♥ ❡✐t❤❡r t♦ ❣r♦✇ ♦r t♦ ❜❡ ❞✐ss♦❧✈❡❞✳
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❬✸❪ ●✳ ❈✳ ❘✐③③❛✱ ▼✳ ❙tr♦❜❡❧✱ ❑✳ ❍✳ ❍❡✐♥✐❣✱ ❛♥❞ ❍✳ ❇❡r♥❛s✱ ◆✉❝❧✳ ■♥str✉♠✳
▼❡t❤♦❞s P❤②s✳ ❘❡s✳ ❇ ✶✼✽✱ ✼✽ ✭✷✵✵✶✮✳

❬✹❪ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ●✳ ❘✐③③❛✱ ❍✳ ❈❤❡✈❡rr②✱ ❚✳ ●❛❝♦✐♥✱ ❆✳ ▲❛♠❛ss♦♥✱ ❙✳ ❍❡♥r②✱
❏✳ ❆♣♣❧✳ P❤②s✳ ✶✵✶ ✭✷✵✵✼✮ ✵✶✹✸✷
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❆ ✼✼ ✭✷✵✵✸✮ ✶✼✳

❬✶✶❪ ●✳ ▼❛rt✐♥✱ P❤②s✳❘❡✈✳❇ ✸✵✱ ✶✹✷✹ ✭✶✾✽✹✮

❬✶✷❪ ❘✳❆✳ ❊♥r✐q✉❡✱ P✳ ❇❡❧❧♦♥✱ P❤②s✳❘❡✈✳▲❡tt ✽✹✱ ✷✽✽✺ ✭✷✵✵✵✮

❬✶✸❪ ❘✳❆✳ ❊♥r✐q✉❡✱ P✳ ❇❡❧❧♦♥✱ P❤②s✳❘❡✈✳❇ ✻✸✱ ✶✸✹✶✶✶ ✭✷✵✵✶✮

❬✶✹❪ ▼✳ ❙tr♦❜❡❧✱ ❑✳❍✳ ❍❡✐♥✐❣✱ ❲✳ ▼♦❧❧❡r✱ ▼❛t❡r✳ ❘❡s✳ ❙♦❝✳ ❙②♠♣✳ Pr♦❝✳✻✹✼
✭✷✵✵✶✮ ✷✸✳

❬✶✺❪ ■✳▼✳▲✐❢s❤✐t③✱ ❱✳❱ ❙❧②♦③♦✈✱ ❏✳P❤②s✳❈❤❡♠✳❙♦❧✐❞s✱ ✶✾✱ ✸✺ ✭✶✾✻✶✮

❬✶✻❪ ❱✳❈ ❲❛❣♥❡r✱ ❩✳❊❧❡❦tr♦❝❤❡♠ ✻✺✱ ✺✽✶ ✭✶✾✻✶✮

❬✶✼❪ ▼✳ ◆❛st❛s✐✱ ❏✳❲✳ ▼❛②❡r✱ ❏✳❑✳ ❍✐r✈♦♥❡♥ ✭❊❞s✳✮✱ ■♦♥✲s♦❧✐❞s ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ❈❛♠✲
❜r✐❞❣❡✱ ❯❑✱ ✶✾✾✻✳
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✸✹✺✫✸✹✻ ✸✻✻✲✸✼✶ ✭✷✵✵✹✮
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❬✷✹❪ ❉❡ ▼❛r❝❤✐✱ ●✳▼❛tt❡✐✱ P✳▼❛③③♦❧❞✐✱ ❈✳❙❛❞❛✱ ❆✳ ▼✐♦t❡❧❧♦✱ ❏✳❆♣♣❧✳P❤②s✳ ✾✷
✹✷✹✾ ✭✷✵✵✷✮

❬✷✺❪ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ◆❛♥♦str✉❝t✉r❡❞ ▼❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ◆❛♥♦t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❡❞✐t❡❞ ❜②
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❈❤❛♣t❡r ✽

❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

❙❡✈❡r❛❧ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡ ♥❛♥♦❝♦♠✲
♣♦s✐t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ✐✮ ✐♦♥✲
❜❡❛♠ ❞✐r❡❝t s②♥t❤❡s✐s✱ ✐✐✮ ✐♦♥✲❜❡❛♠ ✐♥❞✐r❡❝t s②♥t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ ✐✐✐✮ ✐♦♥✲❜❡❛♠✲
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ◆❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡s ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ r❡❧❛t❡❞ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡
❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ s✐♥❣❧❡✲❡❧❡♠❡♥t ♦r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ◆Ps ✇✐t❤✐♥ ✈✐rt✉❛❧❧② ❛♥② s♦❧✐❞
❤♦st ♠❛tr✐①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❤✐❣❤✲♣✉r✐t② ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤
❧❛r❣❡ ◆Ps ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❞♦♣❛♥t ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ ✐♥t♦ ♥♦✈❡❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❢❛r ♦✛✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♥❞ ♠♦st ❝r✉❝✐❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♠❡r✲
❝✐❛❧ ◆Ps✲❜❛s❡❞ ❞❡✈✐❝❡s ✐s t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♥❛rr♦✇ s✐③❡
❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ◆P ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛♠✲
❛❣❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦st ♠❛tr✐① ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❛
♣♦st✲✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ t❤❡r♠❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣♦s❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ❞❡❢❡❝ts✳ ❚❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦✲
♠♦t❡ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡♥❧❛r❣❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ✜♥❛❧ ◆Ps s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣
♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ t✇♦❢♦❧❞✿ ✐✮ t♦ ❣♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ ◆Ps ❛♥❞ ✐✐✮ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦
r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ◆Ps ✇❤❡♥ ✐♦♥✲❜❡❛♠s ❛r❡ ✉s❡❞✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ t❤❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚♦ ❣✐✈❡
✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✜♥❡❞ ◆Ps✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s❡
❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ s✐③❡✱ ❞❡♣t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝✲
❡ss❛r②✳ ❚♦ s❛t✐s❢② t❤✐s ❝r✐t❡r✐✉♠✱ ❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ◆❡❛r❧②
♠♦♥♦❞✐s♣❡rs❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧②✲s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❆✉ ◆Ps ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞✱ ❛t ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞
❞❡♣t❤✱ ✇✐t❤✐♥ t✇♦ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✿ ✐✮ ❛ ✜rst s✐❧✲
✐❝❛ ❧❛②❡r ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥t♦ ❛ s✐❧✐❝♦♥ s✉❜str❛t❡✳ ✐✐✮ t❤❡ s✐❧✐❝❛ s✉r❢❛❝❡ ✐s t❤❡♥

✶✺✽



❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❛♠✐♥♦s✐❧❛♥❡ ❣r♦✉♣✳ ✐✐✐✮ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱
✹♥♠ ❛♥❞ ✶✻♥♠ ❆✉ ◆Ps ❛r❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❏❛♥❛ ❛♥❞
❚✉r❦❡✈✐❝❤ ♠❡t❤♦❞s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✐✈✮ t❤❡s❡ ◆Ps ❛r❡ t❤❡♥ ❣r❛❢t❡❞ ♦♥t♦ s✐❧✐❝❛
s✉r❢❛❝❡ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡❞
❝✐tr❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦❛ts ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ ❆✉ ◆Ps✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❤❛r❣❡❞
❛♠✐♥♦s✐❧❛♥❡ ❣r♦✉♣ ✇❤✐❝❤ r❡❝♦✈❡rs t❤❡ s✐❧✐❝❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❣r❛❢t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s
s✐♠♣❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♠♠❡rs✐♥❣ t❤❡ tr❡❛t❡❞ s❛♠♣❧❡ ✐♥t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✲
✐♥❣ t❤❡ ❆✉ ◆Ps✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❣r❛❢t❡❞ ◆Ps ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥
t✐♠❡✳ ✈✮ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ s❡❝♦♥❞ s✐❧✐❝❛ ❧❛②❡r ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s t❤❡ ✜rst ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❆✉ ◆Ps t♦ ❜❡ ❧♦❝❛❧✲
✐③❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❧❛♥❡ ❛t ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✸✷✵ ♥♠ ❜❡❧♦✇ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✉r❢❛❝❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐①✱ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛♥♥❡❛❧❡❞ ❛t ✹✺✵◦❈
❛♥❞ ✾✵✵◦❈ ❢♦r ✶❤ ✉♥❞❡r ❆r✲❍ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ t✉♥❡ ❜♦t❤ t❤❡
s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps✳ ❙❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞
✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉2+ ✐♦♥s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉♣ t♦ ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✽①✶✵16❝♠−2✳
■rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✶✺±✷♥♠ ❆✉ ◆Ps ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛
s✐❧✐❝❛ ♠❛tr✐① ♣r♦♠♦t❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤❛❧♦ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❝❧✉st❡r✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❛rr♦✇ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥
s✐③❡ ♦❢ ✷ ♥♠ ❛♥❞ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✹ ♥♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ t✇♦ st❡♣s ♣r♦❝❡ss✿ ✐✮ ✐♥
t❤❡ ✜rst r❡❣✐♠❡✱ ✐✳❡ ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ✉♣ t♦ ✷①✶✵16❝♠−2✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆P ❛❝ts ❛s
✐♥✜♥✐t❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ s♦❧✉t❡ ❛t♦♠s✳ ◆✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❧✉st❡rs ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t❡ ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ s♦❧✉❜✐❧✐t② t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡✐r
❣r♦✇t❤ ✐s s✉st❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ◆P✳ ✐✐✮ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ◆P ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞
✐t ❝❛♥♥♦t s✉st❛✐♥ ❛♥② ♠♦r❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ s❛t❡❧❧✐t❡s✳ ❚❤✉s
✇❤♦❧❡ s②st❡♠✱ ◆P ♣❧✉s s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ❡✈♦❧✈❡ t♦✇❛r❞ ❛ ✉♥✐q✉❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡✳
❚❤✐s r❡❣✐♠❡ ✇❛s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ ✇✐❞❡♥ ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❜② ✈❛r②✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡rs✳ ❙❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱
❆✉ ✐♦♥s ❛♥❞ ✹▼❡❱ ❇r ✐♦♥s ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✸✵◦❈ ✉♣ t♦ ✽✵✵◦❈
❛♥❞ ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ✉♣ t♦ ✽①✶✵16 ❝♠−2✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐rr❛✲
❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❞❡❝r❡❛s❡❞✱
❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐♠♦❞❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①t❡♥❞ ♦❢ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st♦♣♣✐♥❣ ♣♦✇❡r
❛♥❞ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s
✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡
✜♥❞ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❊✬ ❞❡❢❡❝ts
❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛❜♦✈❡ ✺✵✵◦❈✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❣r❛♣❤s✱ ♦r
s❝❤❡♠❡s✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❜♦t❤ ◆Ps ❛♥❞ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s✱
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t❤❡✐r s✐③❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ❣❛♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ r❛t✐♦♥❛❧✲
✐③❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡❞ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ s②♥t❤❡s✐s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡ ◆Ps s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇ ❦✐♥❡t✐❝ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ ◆Ps ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ s✐③❡s
❧❡❛❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ s❛t❡❧❧✐t❡s s✐③❡ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❛t ❛ ✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✶✳✺①✶✵16 ❝♠−2✱ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ s✐③❡ ❧✐♥❡❛r❧② s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ◆Ps
s✐③❡ ❜❡❢♦r❡ t♦ s❛t✉r❛t❡ ❢♦r ♣r✐st✐♥❡ ◆Ps ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✶✺♥♠✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❞❡♥s✐t② r❛♥❣❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ◆Ps r❛❞✐✉s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡
s❤♦✇ t❤❛t ❛❧s♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
◆P s✐③❡✳ ❚❤✉s✱ t♦ st✉❞② t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛rr♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳
■♥ t❤✐s r❡❣❛r❞✱ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ◆Ps ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❛♥❞✇✐❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❧❛②❡rs ❛❧❧♦✇s t♦ s❛t✐s❢② t❤✐s ❝r✐t❡r✐✉♠✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✱ ✇❡ ✉s❡ ♦✉r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ♣r✐st✐♥❡ ✶✺♥♠ ◆Ps✱ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ t✇♦✲st❡♣ ♣r♦❝❡ss✿ ✐✮ ❢♦r ❧♦✇
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✢✉❡♥❝❡s✱ ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t ✷✲✸①✶✵16 ❝♠−2✱ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦
❣r♦✇✱ ❞✐r❡❝t❧② s✉st❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ◆P ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐✐✮ ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✹ ✶✵16 ❝♠−2✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r✐st✐♥❡ ◆P ✐s ❜❡❧♦✇ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡✱ t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❞✐ss♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst r❡❣✐♠❡✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r
✢✉❡♥❝❡s ✉♣ t♦ ✷✳✷①✶✵16 ❝♠−2✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡
♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s②st❡♠ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❣♦❧❞ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐♥ s✐❧✐❝❛ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ t♦
♠♦❞✐❢② t❤✐s r❡❣✐♠❡ ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❛② ❜② ♣❧❛②✐♥❣ ❜♦t❤ ✇✐t❤ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❦❡② ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠
❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ❛r❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✇✐t❤ ✐♦♥ ❜❡❛♠✲
r❡❧❛t❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✉♥❞❡r ✐rr❛✲
❞✐❛t✐♦♥ ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❙❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ✹♥♠ ❆✉ ◆Ps
❛r❡ ✐rr❛❞✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✹▼❡❱ ❆✉ ✐♦♥s ❢♦r ✢✉❡♥❝❡s ✉♣ t♦ ✽①✶✵16❝♠−2 ❛♥❞ ❢♦r t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✵◦❈ ❛♥❞ ✽✵✵◦❈✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡
♦❢ ◆Ps ❡✈♦❧✈❡ t♦✇❛r❞ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡ s✐③❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✭❙❉P✮ s❤♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡s
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿ ✐✮ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ ❙❉P
✐s ♥❡❛r❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞ s♠❛❧❧❡r s✐③❡s ✭✷♥♠✮✳ ✐✐✮ ❆t ✻✺✵◦❈✱
t❤❡ ❙❉P r❡♠❛✐♥s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✐r✲
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r❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧② ❛t ✽✵✵◦❈✱ t❤❡ ❙❉P ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞ ❧❛r❣❡r s✐③❡s✱ ✇✐t❤ ❛
❧♦❣✲♥♦r♠❛❧ s❤❛♣❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s✐③❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ◆Ps
❞❡♥s✐t② ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ■❖❘ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❖❘✲t♦✲■❖❘ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❝t❧② ❞❡✜♥❡❞
❛♥❞ t❤❛t t✇♦ ♥❡✇ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❣✐♠❡s ♠✉st ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✲
✐♥❣ ♦✉r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❍❡✐♥✐❣✲❙tr♦❜❡❧
♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r✐t② ❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
❢♦r ❜♦t❤ ♣❧❛♥❛r ❛♥❞ ❝✉r✈❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢
■❖❘ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡ s✐③❡✱ ◆Ps ❝❛♥ ❡✐t❤❡r t♦
❣r♦✇ ♦r t♦ ❜❡ ❞✐ss♦❧✈❡❞✳

❚❤❡ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♥❛♥♦❝♦♠✲
♣♦s✐t❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦♥t♦✴✐♥t♦ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✲
✐t② t♦ ✉s❡ ❛ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
r❡s✉❧ts✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❡①♣❧♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②s✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ st❛rt❡❞ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ◆Ps ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛t♦♠✐st✐❝ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
■♥ ♦✉r ❛✐♠✱ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✇♦❢♦❧❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✿ ✐✮ t♦
r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✐✐✮ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ◆Ps
✇❤❡♥ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ❑✐♥❡t✐❝ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭❑▼❈✮ ✐s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❑▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠❛♥②✲
♣❛rt✐❝❧❡ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ ❛ r✐❣✐❞
❣r✐❞✳ ❖✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ■s✐♥❣✲❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣r♦♣❡rt②
♦❢ t❤❡ ❑▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ■❢ t❤❡
r❛t❡s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t✱ t❤❡ ❑▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t t✐♠❡ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s
t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ✐✮ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ ❥✉♠♣s✳ ❋✐❣✉r❡
✽✳✶❜✲❝✮ s❤♦✇ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ◆P ❡✈♦❧✈✐♥❣ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳
❚❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡s ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♥✉✲
❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ♣r❡❝✐♣✐t❛t❡s ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣r✐st✐♥❡ ◆P✱ ✽✳✶❡✮✱❢✮✳
❲❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✇♦r❦✐♥❣ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ❑▼❈ ❝♦❞❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❢✉t✉r❡✱ ♦✉r
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ s♦♠❡ ✐♥✲s✐t✉ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❡✳❣✳ ✉s✐♥❣ ❛ ❚❊▼
❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❡❛♠ ❧✐♥❡✳

✶✻✶



❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❖✉t❧♦♦❦

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❑▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞
s❛t❡❧❧✐t❡s ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣r✐st✐♥❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ◆P
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❆❜str❛❝t
◆❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡s ❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♦♥✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❛ttr❛❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♥❞ ♠♦st ❝r✉❝✐❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥
♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ◆Ps✲❜❛s❡❞ ❞❡✈✐❝❡s ✐s t❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s✉✐t✲
❛❜❧❡ ♥❛rr♦✇ s✐③❡ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ◆P ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s
t✇♦❢♦❧❞✿ ✐✮ t♦ ❣♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✐♦♥✲❞r✐✈❡♥
◆Ps ❛♥❞ ✐✐✮ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♦♥✲❜❡❛♠ t❡❝❤♥✐q✉❡s
♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ◆Ps ✇❤❡♥
✐♦♥✲❜❡❛♠s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❛ ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ✐s ❢❛❜r✐❝❛t❡❞✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢
❝❤❡♠✐❝❛❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡❞ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝❧❡s s❛♥❞✇✐❝❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✐❧✲
✐❝❛ ❧❛②❡rs✳ ❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ✐♦♥ ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ t✉♥❡ t❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ◆Ps✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡
s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡ ◆Ps s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡
st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❦✐♥❡t✐❝ ♦❢ t❤❡ ◆Ps ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠✲
❛t✐❝✳ ❖✉r ♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ✐s t❤❛♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ ◆Ps ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐✲
t❛t❡ ♣❤❛s❡ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✲
✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ s②st❡♠ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❣♦❧❞ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐♥ s✐❧✐❝❛ ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❞✐r❡❝t
❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ❖st✇❛❧❞ r✐♣❡♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✉♥❞❡r ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝❤❡❝❦❡❞✳

❘és✉♠é
▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ♥❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡s ❢❛❜r✐q✉és ❡♥ ❛②❛♥t r❡❝♦✉rs ❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s

♣❛r ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬✐♦♥s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés très ❛ttr❛❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞♦✲
♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬♦♣t✐q✉❡✱ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦♥✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛s♠♦♥✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛
❞✐✣❝✉❧té ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♥❛♥♦♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡
t❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥trô❧é❡s ❧✐♠✐t❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉s✲
tr✐❡❧❧❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞♦✉❜❧❡ ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♥❛♥♦str✉❝t✉r❡s s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ r❛t✐♦♥❛❧✐s❡r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♥❛♥♦❝♦♠♣♦s✐t❡s ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t à
❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❡♥ ❞é♣❛ss❛♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s
❛✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❛r ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛❜r✐q✉é ✉♥ s②stè♠❡
♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡s ♥❛♥♦♣❛rt✐❝✉❧❡s ♠ét❛❧❧✐q✉❡s ✭❆✉✮ ❝♦♥✜♥é❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❝♦✉❝❤❡s ❞❡ s✐❧✐❝❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧✬✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♥❛♥♦♣❛rt✐❝✲
✉❧❡s ❡♥❢♦✉✐❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛
❝✐♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♥❛♥♦♣❛r✲
t✐❝✉❧❡s ❞♦✐t êtr❡ ❧❛ ♣❧✉s étr♦✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ◆♦tr❡ s②stè♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❛ été ❡♥s✉✐t❡
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♣ré❝✐♣✐té ♣❛r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡
♠ûr✐ss❡♠❡♥t ❞✬❖st✇❛❧❞ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♦✉✈❡rt ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡st✐♠é ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ s❡✉✐❧ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❧❛ t❡♥s✐♦♥
❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧❛ ❞✐✛✉s✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦r s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❧❡s ♠é❝❛♥✲
✐s♠❡s ❞❡ ♠ûr✐ss❡♠❡♥t ❞✬❖st✇❛❧❞ ❞✐r❡❝t ❡♥ ✐♥✈❡rs❡ s♦✉s ✐rr❛❞✐❛t✐♦♥ ♦♥t été
ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①✐st❛♥ts t❡stés ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳


