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Résumé

L’objet de cette thése est 'analyse multifractale des fonctions autosimilaires et 1'étude
de la validité du formalisme multifractal. Il s’agit d’abord de déterminer la régularité Hol-
derienne ponctuelle exacte pour des fonctions dont le graphe localement est grossierement
une contraction du graphe complet, & une fonction erreur prés; ensuite de calculer les di-
mensions de Hausdorff des ensembles de points oti la fonction présente la méme singularité;
et enfin de vérifier les conjectures de Frish et Parisi et celle d’Arneodo, Bacry et Muzy,
qui relient ces dimensions & des quantités moyennes extraites de la fonction. Nous étudions
plusieurs types d’autosimilarités, et montrons (en reformulant parfois) que 1’analyse par
ondelettes permet d’étudier la validité de ces relations.

Summary

The aim of this thesis is the multifractal analysis of selfsimilar functions and the study
of the validity of the multifractal formalism. First, we determine the exact pointwise Holder
regularity for functions such that locally the graph is roughly a contraction of the global
graph, modulo an error; then we compute the Hausdorff dimensions of the sets of points
which have the same Holder exponent; and finally we verify the conjectures of Frish and
Parisi and the one of Arneodo, Bacry and Muzy, which relate these dimensions to some
averaged quantities extracted from the function. We study different types of selfsimilarities,
and prove (by reformuling some times) that the wavelet analysis is a good tool to study
the validity of these relations.
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Introduction

Un probleme ouvert important est la détection et I'identification des structures qui ap-
paraissent dans les écoulements turbulents. L’énergie associée aux petites échelles n’est pas
répartie de fagon uniforme dans U'espace (cf [30] et [42]). Cette observation d’une intermit-
tence spatiale du support des transferts d’énergie a conduit plusieurs auteurs a supposer
que ce support est multifractal (cf [30]): la vitesse ¥ de I’écoulement est assez réguliere
sur de grandes régions et a un comportement singulier sur des petits ensembles. Ces der-
niers ensembles contiennent une information importante sur la nature, le comportement
local et la géométrie de I'écoulement. Le caractére singulier de la vitesse en un point zg
est décrit par un exposant de singularité a(zp) qui correspond au fait que le signal ¥ est
approximativement a(zg)-Hoélderienne

| 9(zo + h,t) — 3zo,t) |~ |h|%F) quand |h|— 0.

Des recherches actives ont été menées pour calculer les singularités et mesurer pour a
donné la “taille” d(a) (la dimension fractale ou de Hausdorff) de ’ensemble E* des points
ol le signal présente la méme singularité . Il s’agit alors de I’étude multifractale du signal.

L'objet mathématique que 'on cherche & déterminer est le spectre des singularités
d(a). 1l est clair qu’il est & peu pres impossible de le déterminer directement 2 partir de la
définition mathématique de la dimension de Hausdorff, qui conduit a des calculs énormes et
numériquement instables. Les physiciens ont alors essayé de le relier & des quantités faisant
intervenir des moyennes extraites du signal et numériquement plus stables. Des arguments
heuristiques ont permis & Frisch et Parisi de proposer une formule qui relie le spectre d{a)
pour « compris entre 0 et 1 & 'ordre de grandeur des LP-modules de continuités de la
vitesse

/lz?(z+h,t)—19(a:,t) [P dz ~ |h/SP  quand |~ 0.
RS

La conjecture de Frisch et Parisi fournit le spectre & partir d’une transformée de Legendre
de ((p) — 3
d(a) = inf (ap — ((p) + 3) .

Cette conjecture est appelée le Formalisme Multifractal.

Une formule plus générale a été proposée par Arneodo, Bacry et Muzy (cf [2]) dans
laquelle 1a fonction ((p) a été remplacée par une quantité n(p) qui donne des estimations
globales sur la transformée en ondelettes du signal

/ ICap (PP db~ a™®  quand a0
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ol rappelons
z-b

Q

Canl) = a—fn- / )b (E=b) dz .

Mathématiquement, la formule d’Arneodo et ses collaborateurs coincide avec celle de
Frisch et Parisi pour les singularités comprises entre O et 1, et fournit des résultats nu-
mériques plus stables sans doute parce qu’elle fait intervenir des moyennes de la fonction
(sa transformée en ondelettes) et non pas ses valeurs ponctuelles; Notons aussi que la can-
cellation, la localisation spatiale et la régularité des ondelettes permettent de caractériser
les singularités ponctuelles d'un signal via la décroissance de sa transformée en ondelettes
au voisinage du point. Ainsi, & priori, 'analyse par ondelettes est (comme nous le verrons
dans cette these) outil le plus adapté a 1'étude multifractale des signaux.

La plupart des signaux multifractals sont grossierement des fonctions dont le graphe
est localement une contraction du graphe complet, & une erreur pres; plus précisément ce
sont des fonctions satisfaisant des équations fonctionnelles de type

d
F(z) =y _NF(S7H(z)) + g(a)

=]

avec des |A;] < 1 et S; des contractions dans un domaine borné €. On parle alors de
fonctions autosimilaires. Pour l'instant, du c6té théorique, la founction ¢ qui intervient
dans la construction des ondelettes et des fonctions historiques comme celles de Polya (cf
[36]) et de Rham (ou Cesaro) (cf [5] et |47]) sont autosimilaires; du c6té appliqué, certains
physiciens estiment que la turbulence présente certaines autosimilarités (au moins en un
sens statistique).

Nous nous intéressons a deux problémes principaux: U'analyse multifractale des fonc-
tions autosimilaires et I’étude de la validité du formalisme multifractal. Notons que des cas
particuliers ont été déja étudiés: Arneodo et al pour les primitives des mesures de probabi-
lités invariantes sur Q =]0, 1] avec la condition de séparation dite forte: “S;(Q) N S;(Q) = 0
pour i # j” (cf [3]); Daubechies et Lagarias (cf [24]) pour une certaine famille de fonctions
d’échelle p(z) = Ei:e cnp(2z —n) avec g = 3, ¢ = %+ B,eg=1~0c1 = % —p et
1/2 < 3 < 3/4; et Jaffard (cf [33]) pour les exposants de Holder inférieurs & la régularité
globale de g, quand les S; sont des similitudes {donc en quelque sorte linéaires) et véri-
fient la condition de séparation: “S;{2) N S;(R) = @ pour i # j” et g ezt régulizre et bien
localisée.

Nous nous proposons dans cette these d’étudier la multifractalité et la validité du for-
malisme multifractal pour les fonctions autosimilaires dans le cas ol telles restrictions ne
seront plus satisfaites. Le plan de cette these est le suivant:

Le premier chapitre contient les diverses notions mathématiques essentielles dans notre
étude et montre comment les ondelettes interviennent tout naturellement pour extraire ces
informations locales et globales & la fois en temps et en fréquence.

Dans le second chapitre, nous généralisons les résultats de Jaffard dans le cas oii les S;
sont des contractions monodimensionnelles non linéaires et en 2 dimensions quand les S;
sont des fonctions analytiques de z = z +1y (cf [7}]) : estimation, partout, de la taille de la
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transformée en ondelettes C, ; de la fonction autosimilaire F' permet de déterminer exac-
tement la régularité de F' en tout point. Ainsi les ensembles de singularités E* sont bien
caractérisés. Pour calculer leurs dimensions, donc le spectre des singularités, on construit
sur ces ensembles une certaine famille de mesures de probabilités invariantes ayant cer-
taines propriétés de “scaling locaux”. Ces propriétés permettent de majorer le spectre; de
plus 'une de ces mesures fournit la bonne minoration. On montre ainsi que ces fonctions
sont multifractales. L’estimation de la taille de C,  permet également de calculer exacte-
ment la fonction n(p) et enfin on prouve que le spectre des singularités correspond bien
a la transformée de Legendre de n(p) — m, ou de {(p) — m, m = 1 pour les contractions
monodimensionnelles, 2 pour les contractions analytiques de z = x + 1y.

Localement nos contractions sont dans un certain sens (précisé dans le Lemme 1 du cha-
pitre 2) “presque linéaires” lorsque qu'on est en 1 dimension, et contractent presque de
la méme facon en 2 dimensions. Ainsi, grice & des procédés bien adaptés & I'analyse par
ondelettes, le travail reprendra certaines techniques développées dans (cf [33]).

Le troisieme chapitre sera consacré 3 'étude des fonctions autosimilaires de R™, m > 2,
avec des contractions non homogénes, c’est & dire des §; qui contractent de fagons diffé-
rentes selon chaque direction. En prenant des modeles bien précis (cf [6]), nous montrerons
que contrairement aux fonctions 7(p) et {(p), le spectre des singularités d(c) dépend de la
disposition géométrique des S;(2); ces modeles sont multifractals mais le formalisme multi-
fractal échoue. On se propose alors de le reformuler afin qu’il soit compatible avec ce genre
d’anisotropie. En pratique, la transformée en ondelettes classique, qui est homogene en
fréquence ne parvient pas 3 détecter les singularités des séries non homogenes, et sera rem-
placée par une transformée en ondelettes avant la méme anisotropie que celle des fonctions
autosimilaires. Ces ondelettes ont été déja utilisées par Calderdén et Torchinsky (cf [12] et
[13]), Folland et Stein (cf [29]) afin de caractériser les espaces HP(R™) non homogenes. En
faisant des modifications analogues pour les notions mathématiques qui apparaissent dans
le formalisme multifractal, nous fournirons les bonnes caractérisations pour les nouvelles
singularités, nous déterminerons le spectre des singularités qui convient pour une famille
plus large de fonctions autosimilaires non homogenes et enfin nous prouverons la validité
du nouveau formalisme.

Le quatriéme chapitre fera I'objet de 'extension des résultats obtenus par Daubechies
et Lagarias (cf [24]) & une classe plus large de fonctions d’échelle ¢(z) = E,’Lo cnplkz —n);
Dans [24], les ¢, vérifient Zifzo cn{~1)"n! =0 pourl =0,...,L avec L = N —2, alors que
le filtre de nos fonctions a moins de régles de somme, on a en fait L < N — 2. Ces fonc-
tions sont autosimilaires avec des contractions ne respectant pas la condition de séparation
(c’est a dire que les $,(R?) se recouvrent). On prouvera aussi qu'aux points rationnels, ces
fonctions manifestent des comportements oscillatoires que ’on qualifie de chirps logarith-
miques. Enfin, nous vérifions que la fonction de de Rham (ou Cesaro) se rameéne 3 une
fonction autosimilaire avec une fonction d’erreur g discontinue et nous fournirons une mé-
thode différente de celle de Meyer (cf [47]) pour montrer sa multifractalité et le formalisme
multifractal.

Nous nous proposons dans le cinquiéme chapitre de ce mémoire d’étudier la multifrac-
talité et la validité du fomalisme multifractal pour les exposants de Holder supérieurs a
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la régularité uniforme de la fonction d’erreur g. L’exemple de la fonction de de Rham est
un cas résolu dans le chapitre 4. Mais en prenant les deux contractions affines qui trans-
forment l'intervalle [0, 1] en {0,1/2] respectivement [1/2,1] et g égale a la fonction A(zx) de
la base de Schauder, nous montrerons que les fonctions autosimilaires qui en découlent ré-
velent plusieurs changements au niveau de 'aspect multifractal et la validité du formalisme
multifractal.
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Chapitre 1

Analyse Multifractale et Formalisme
Multifractal

Suite a des études expérimentales, les physiciens ont mis en évidence 'existence de
phénomeénes d’intermittence interne (ou intermittence de dissipation) dans la turbulence
pleinement développée, et ont eu I'idée d’interpréter ces structures en terme d’une hiérarchie
de singularités portées par des emsembles fractals ayant des dimensions différentes. La
détermination des singularités est dite analyse multifractale et le calcul des dimensions des
ensembles des singularités donne le spectre des singularités. Oun peut trouver des résultats
intéressants concernant 1’analyse multifractale des mesures dans [11], [20], {28], [38], [41],
[43], [44], [50}, [51], [52], [53], [54]...; Nous rappelerons et utiliserons ce formalisme dans le
chapitre 4. Plus récemment, une analyse multifractale a été introduite pour les capacités
de Choquet qui sont en fait des fonctions d’ensembles croissantes et régulidres mais non
additives (cf [40]). Ce dernier formalisme est trés important dans le champ de I'analyse des
images et surtout pour la détection des contours (cf [14}).

En ce qui concerne les fonctions, des arguments heuristiques ont permis 2 des physiciens
de relier ce spectre a des moyennes spatiales extraites de la vitesse de I’écoulement. Ces
relations sont appelées Formalisme Multifractal.

On se propose dans ce chapitre de rappeler ce formalisme ainsi que les diverses no-
tions mathématiques qui y apparaissent, & savoir la régularité Holderienne ponctuelle, les
ensembles des singularités, le spectre des singularités, les LP-modules de continuités, la
transformée en ondelettes et les espaces de Besov. On précisera comment les ondelettes
interviennent tout naturellement pour extraire ces informations locales et globales & la fois
en temps et en fréquence.

Soit xg un point de R™ et F une fonction définie au voisinage de zo. Alors on cherche
les exposants o tels qu'il existe un polynéme P de degré strictement inférieur & «, un
voisinage de zg et une constante C, tels que l'on ait

|F(z) — P(z — z0)| < Clz ~ =o|” - (1.1)

On dit alors que F est a-Holderienne au point z¢ et on note F € C%(xg).

Remarquons que le polynéme P(x — xzg) correspond au développement en série de Taylor

de F autour du point zg jusqu’a 'ordre [a] (s'il existe), ou [a] est la partie entiere de a.
Si|lr~2z¢l <letB<aonalz—mzo® < |z - 30/% donc F € C%(zo) implique que
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F € CP(zp) et cela explique la définition suivante.

Définition 1 On définit ezposant de Hélder ponctuel ao(zg) comme la borne supérieure
des o pour lesquels (1.1) est vérifiée. a(xy) est aussi dit la régularité Hilderienne ponctuelle
de F en zy, ou encore la singularité de F' en xzp.

On dit que F appartient a I’espace de Holder global C*(R™) si (1.1) est vraie pour
tout = et g avec une constante ¢ uniforme.

La détermination de 'exposant de Holder ponctuel fournit une information importante
sur le comportement local de la fonction F; Cet exposant peut étre trés régulier comme
pour la fonction de Weierstrass > a"cosab™z, 0 < a < 1, b > 1 et ab > 1, les escaliers
du diable, ou le Brownien qui conduisent & a(z) égale & une constante pour tout z; ou an
contraire tres irrégulier; dans ce dernier cas, on peut s’intéresser a la “taille” des ensembles
des points ayant un exposant de Hélder donné.

Définition 2 Le spectre des singularités de la fonction F est Uapplication qui a tout o
fizé associe lo dimension de Hausdorff de lensemble E® des points ¢ o a(z) = a (dit
ensemble des singularités).

La dimension de Hausdorff permet de définir la dimension des ensembles de mesure (de
Lebesgue) nulle. Soit £ C R™ un ensemble non vide (par convention, la dimension de
Hausdorff de Pensemble vide est égale & —oc); Pour tout € > 0 on considére tous les
recouvrements dénombrables de E par des boules By, Bs,..., By,... de diameétre inférieur
a €. On considere alors My (E) = inf{} 7, diam(By)%}. la borne inférieure étant calculée
sur ces recouvrements. Quand ¢ tend vers 0. il v a de moins en moins de recouvrements et
donc Md‘S(E) A ]\Jd(E).

On définit 1a d-mesure de Hausdorff de £ par My(FE). La dimension de Hausdorff de E est

dgg(E) =sup{d >0 : My(E) =00} =inf{d > 0 : My(E) = 0}.

On la note aussi dimy(E) ou d(E).

D’autres dimensions plus simples ont été introduites, mais donnent moins d'informa-
tions. Par exemple la dimension de capacité introduite par Kolmogorov (voir {39}) et définie
par ‘

do{E) = limsup M
a0 loglfe
ol N,(E) est le nombre de cubes d’un pavage P, de R™ par des cubes de volume €™, qui
contiennent une partie de E, ne permet pas de distinguer entre un ensemble ouvert et sa
fermeture. Ceci pose des problemes.

Si elle est bien définie mathématiquement, la dimension de Hausdorff est cependant
difficile & calculer et se préte mal & des estimations numériques. Les physiciens ont alors
essayé de relier le spectre des singularités & des quantités faisant intervenir des moyennes
extraites du signal et numériquement plus stables. Des arguments heuristiques ont permis
a Frisch et Parisi de proposer une formule qui relie le spectre d(c) & Vordre de grandeur
des LP-modules de continuités

/ | Flz + h) — F(z) ? dz ~ [B*" quand |k~ 0, (1.2)
Rm
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c’est A dire log fym |F(z + h) — F(z)IF d
= lim inf (08 e |F(z + h) — F(z)P dz
((p) = lim inf log |A] ' -

La conjecture de Frisch et Parisi fournit le spectre pour les singularités comprises entre 0
et 1 & partir d’une transformée de Legendre de {(p) — m

d(e) = i%f (ap — ¢(p) +m) . (1.4)

L’idée intuitive est la suivante: on décompose 'intégrale (1.2) successivement sur les dif-
férents ensembles des singularités E®; on utilise {h|~%®) boules de diametres inférieurs &
|h| pour recouvrir E®. Ainsi la contribution de ’ensemble des singularités E® 3 la valeur
moyenne de |F(z + h) — F(z)IP est de 'ordre de grandeur de |h|~H®) [h|oP|h|™ c’est a dire
|hjop—dle)+™ Quand |h} tend vers 0, le terme dominant est celui dont 'exposant est le plus
petit possible, ce qui conduit &

((p) = inf(ap - d(a) +m) (1.5)

et si le spectre d{a) est concave, la relation (1.4) en découle.

Arneodo, Bacry et Muzy (cf [2]) ont remarqué que cette conjecture souffre de plusieurs
limitations: si le signal étudié est assez régulier (par exemple C!), alors ((p) = p et ne
tient pas compte des singularités qui peuvent exister dans les dérivées d’ordre supérieur.
Iis ont alors proposé de remplacer {(p) par une quantité 1(p) qui donne des estimations
globales sur la transformée en ondelettes du signal

/ |Cap(F)P db ~ a"® quand a~0; (1.6)
Rm

Cette estimation fournit le sup des exposants s tels que F' appartient 4 I’espace de Besov
B;/ P°%(R™) dont la caractérisation par la transformée en ondelettes est donné par (cf [45])

/|Ca,b(F)|de < Ca® pour a assez petit. (1.7)

Ainsi
n(p) = sup{s : F € By/P™(R™)}

. log [ |Ca.s(F)IP db
= liminfy o —2 ICas(F)I7db

loga

(1.8)

Définition 3 Soit ¢ une ondelette analysatrice. On appelle transformée d’ondelette d’une
fonction F de L*(R™) a Uéchelle a > 0 et d la position b € R™ la quantité

1 - T —b
CoplP) = o | F@9(=

Ydz . (1.9)

L’ondelette analysatrice ¥(z) (cf [45]) est une fonction assez régulidre (par rapport a la
fonction qu’on veut analyser), localisée (¢ est & décroissance rapide & I'infini ainsi que
toutes ses dérivées supérieures) et oscillante (¢ a assez de moments nuls). Cela veut dire
que Y{z) est bien localisée a la fois dans ’espace et dans ’espace de Fourier.
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Arneodo et al proposent donc pour tout « positif la relation suivante

d(a) = ir;f (op —n(p) +m) . (1.10)

Expliquons le rapport entre {(p) et n(p). Pour s > 0; s non entier, s = [s] + o avec [s]
la partie entiere de s; et p > 1, on note H*P(R™) Pespace de Nikol'skij des FF € LP(R™)
telles que pour tout multi-indice v tel que |y} = {s] et |h| assez petit

/ 07 F(z + h) — 8" F(z)P dz < CR|’P ; (1.11)

On considere
é(p) =sup{s: Fe¢ H‘g/P,P(Rm)} )

Il est clair que pour p > 1 et {(p) < p, on a {(p) = &(p). D’autre part, grice aux injections
Ve>0 HP(R™) < By™(R™) « H*"“P(R™) (1.12)
pour p > 1 et s > 0 (cf [1]), on aura

£(p) =n(p) pourp>1. (1.13)

Ainsi, pour p > 1, si n{p) < p (ou {(p) < p) alors {(p) = n(p) et les formules (1.4) et (1.10)
sont équivalentes pour 0 < a < 1.

Si {(p) > p, alors (1.3} doit étre modifiée comme suit pour qu’elle soit compatible avec
{1.11): si elle est égale & p, on doit utiliser l]a méme formule mais avec le gradient de F, et
ainsi de suite jusqu’a ce que {(p) soit comprise entre deux entiers multipliés par p. Apres
ces modifications, la relation

d{a) = igf (op — &(p) +m) (1.14)

peut étre vue comme une généralisation de la conjecture de Frisch et Parisi et coincide
exactement avec celle d’Arneodo et al, grace a (1.13).

La conjecture d’Arneodo et al est donc plus générale que celle de Frisch et Parisi. A
priori elle fournit des résultats numériques plus stables parce qu’elle fait intervenir des
movennes de la fonction (sa transformée en ondelettes) et non pas ses valeurs ponctuelles
qui peuvent étre entachées d’erreurs. Mais le grand avantage est que comme la fonction
n{p}, la régularité Holderienne ponctuelle est aussi liée & la transformée en ondelettes. Ce
dernier rapport fait intervenir la notion des espaces 2-microlocaux introduits pour étudier
la propagation des singularités des solutions de certaines équations aux dérivées partielles
non linéaires (cf [8] et [9]); Définissons ces espaces;

Définition 4 Une distribution tempérée F appartient & lespace 2-microlocal C*¢ (zg) st
pour0<a<letfb—zo/ <1

|Cup(F)| < Ca® (1 + E.%E&') - (1.15)
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Cette définition (qui utilise la transformée en ondelette continue) ne dépend pas de la base
d’ondelette choisie.

Le théoreme fondamental qui relie la régularité Holderienne ponctuelle aux espaces
2-microlocaux a été découvert par Jaffard (cf [34] ou [37]) et s’énonce comme suit

Théoreéme 1 Soit 1 une ondelette dans C¥(R™), localisée et dont les moments d’ordre
inférieur ¢ k s'annulent; Soit o < k. Alors on a

- (1) Si F € C*{(xp), alors F € C*~*(xp).
- (ii) Si F € C*~(z4) avec o < a, alors F € C*(zy).

- (iil) Si F € C™®~9(zg) et F € CP(R™) pour un 8 > 0, alors il eziste un polynéme P
de degré au plus o, un voisinage de xo et une constante C, lels que

{F(z) — P{z — zp)| SClxﬁ-zolalog(]xfmol) (1.16)

(en particulier F € C*%(zq) Ve > 0).

Pour comprendre comment les propriétés des ondelettes interviennent dans ce théorgme,
on va rappeler la preuve du point (i). Grace a la cancellation de 'ondelette on a

ConlP) = 2l [ (Pla) = Pla—z0) w0 dal
< o [Cla-mie W

%) de,

en ntilisant la localisation de ’ondelette, on majore le dernier terme par

/! P C—
o T Ey
1

/ix~—b!a+|b zo|®) ——?—E—I—)-——dm

< C'(a + 16— zo®) -

Pour la preuve des points (ii) et (iii), on n’utilise que la régularité et la localisation de
I'ondelette et des estimations sur les termes W {a,z)(F) (et leurs dérivées supérieures) qui
apparaissent dans la formule de reconstriction

r—b .da
Fiz) = Cy /)0 /benm Cas(F) ¢( : )azbam_H

da
= Gy / W (a,)(F) -3
a>0 a

ot Cy est une constante ne dépendant que de l'ondelette 1. Cette remarque sera d’une
importance capitale lorsque 'objet & analyser sera une série engendrée par une fonction
réguliere et localisée mais n’ayant pas de moments nuls.
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Nous venons de voir que la transformée en ondelette permet pour un signal, d’extraire
des informations Jocales et globales:

- En supposant que le signal F' ait une certaine régularité globale positive, les points
(1) et (iii) donnent la valeur exacte de I'exposant de Holder ponctuel a(zg)

a(rp) = sup{a : Fe€C* (o)}
o (1.17)
= sup{e : |Cop(F)| < Ca® (1 + LtL?ﬂ) }

~ La transformée en ondelette caractérise aussi certaines “normes” fonctionnelles comme
la fonction n(p) pour les espaces de Besov (ou £{p) pour les espaces de Nikol'skij).

Donc & priori, 'analyse par ondelettes est I'outil idéal pour Panalyse multifractale.

Signalons que les fonctions £(p) et n{p) peuvent étre étendues aux p compris entre 0 et
1; La moyenne qui figure dans (1.11} a un sens pour 0 < p < 1 et d’autre part la propriété
(1.7) pour 0 < p < 1 caractérise les espaces de Besov-Hardy. Signalons aussi que les criteres
portant sur la décomposition continue en ondelettes se traduisent sans modification (avec
toujours o < k dans le Théoréme 1) sur les coeficients “discrets” Cj  en prenant a = 277
et b= k277,

Maintenant, le formalisme multifractal est la propriété qui fournit le spectre des singu-
larités & partir des formules (équivalentes) snivantes

d{a) = inf(ap — {(p) +m) poura<1l; d(o)=inf(ap—E(p)+m) (1.18)

et
d(a) = inf(ap — n{p) + m) . (1.19)

En général, le formalisme multifractal n’est pas vrai; En utilisant les critéres de ré-
gularité ponctuelle et la caractérisation de n(p) par les coefficients d’ondelettes, Jaffard a
construit deux séries d’ondelettes ayant la méme fonction n(p) mais des spectres des sin-
gularités différents (cf [32]). Ceci prouve que la fonction n(p) ne contient pas assez d’infor-
mation pour déterminer le spectre des singularités. Cependant si la condition n(p) > m Vp
est satisfaite alors on a d{(e) < inf(ap — n(p) + m) (cf [32]).

Ainsi le probleme de la validité du formalisme multifractal n’est pas trivial, on doit
donc chercher des hypotheses convenables sur ie signal & partir desquelles le spectre des
singularités peut étre calculé grace au formalisme précédent.

Les fonctions autosimilaires constituent une classe de fonctions pour laquelle ce prebleme
est non seulement trds intéressant mais en plus accessible: d’une part ces fonctions s'ex-
priment explicitement sous la forme de séries “semblables” aux séries d’ondelettes; ceci
facilite en quelque sorte le calcul de Pexposant de Holder ponctuel a(x) et de la fonction
n{p); d’autre part, ces fonctions sont définies & partir d’une analogie avec les ensembles (dits
autosimilaires) qui sont des unions finies de sous ensembles disjoints se déduisant par simi-
litudes contractantes, comme par exemple le Cantor triadique et la courbe de Von Koch;
ces ensembles ont été tres étudiés ainsi que les mesures qu’ils portent; ils interviennent
dans la modélisation de nombreux phénomenes physiques (cf (2], [27], [31]); grace & des
propriétés de “scaling locaux” (cf [27]), ces mesures permettent un calcul plus simple pour
les dimensions de Hausdorff des ensembles des singularités des fonctions autosimilaires.
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Signalons enfin que ces dernidres permettent de modéliser les structures turbulentes des
écoulements.
Voici la définition d’une fonction autosimilaire qui a été prise par Jaffard (cf {32})

Définition 5 Une fonction F : R™ — R est autosimilaire (d’ordre k > 0) si:

— Il existe un domaine borné QU et des similitudes contractantes Sy,...,Sq { Si est le
produit d'une isométrie par Uhomothélie T — p;x on 0 < p; < 1) vérifiant

S ca (1.20)
S;(Q)n SJ(Q) =0 st i#7]. (1.21)

- Il existe Ay,..., Mg tels que 0 < |X;] < 1Vi = 1,...,d et une fonction g Ck et d
décroissance rapide 4 Uinfini atnsi que ses dérivées d’ordre au plus k lels que

d
F(z) =Y NF(S7(z)) + g(z). (1.22)

i=1
- La fonction F n’est pas uniformément C* dans un fermé non vide de 0 .

L’autosimilarité décrite dans {1.22) s'interpréte par le fait que le graphe de F est localement
une contraction de son graphe complet, & une erreur réguliere g pres; Et Jaffard a prouvé
la validité du formalisme multifractal pour cette classe de fonctions pour les exposants de
Hélder inférieurs a k (cf |33]).

Notre but dans cette these est de faire I’analyse multifractale et d’étudier la validité du
formalisme multifractal pour les fonctions “autosimilaires” dans le cas ol telles hypotheses
ne seront plus satisfaites. Dans le prochain chapitre, nous commengons par généraliser les
résultats de Jaffard dans le cas ol les 8; sont des contractions monodimensionnelles non
linéaires et en 2 dimensions quand les S; sont des contractions analytiques de la variable
complexe z = z + iy.
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Chapitre 2

Formalisme Multifractal pour les
Fonctions Autosimilaires Non
Linéaires

Résumé. On montre que le formalisme multifractal est vrai pour les fonctions autosi-
milaires associées A des contractions non-linéaires. L'idée fondamentale est que localement,
ces contractions se comportent “presque comme” des similitudes.

2.1 Introduction

La validité du formalisme multifractal a été vérifiée pour les fonctions autosimilaires
définies 4 la fin du premier chapitre {cf {33]). Chacune des contractions S; associées est une
similitude, c’est & dire produit d’une isométrie par une homothétie z — gz o1 0 < u; < 1,
donc linéaire en quelque sorte. Dans ce chapitre, on se propose d’étudier le cas non linéaire.
On va commencer par une extension trés simple des résultats de Jaffard, puis on étudiera
des cas beaucoup plus importants.

Soit F: R — R une fonction autosimilaire d’ordre k selon la définition 5

d

F(z) =Y NF(S7M(2) + g(a); (2.1)

=1

Les §; sont donc des contractions affines, donc de la forme y;x + a; avec p; < 1.

Soit ¢ une fonction bijective de R ayant des dérivées classiques continues bornées
jusqu’a Vordre k et telle qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que |¢/(z)] > ¢ Vz € R {on
dit alors que ¢ est un C*-difféomorphisme de R); Supposons que

sup ¢'(z) ,
, ———— <1 Vi=1,...,d 2.2
/J'i inf(p’(:n) < i ) 3 ( )

et posons ~
Q=¢HQ) ; Ti=¢ oS oyp;

g=gopet F=Fop;
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Grace a (2.2), les applications T; sont alors des contractions non affines de R et vérifient
T;() c Q
et la condition de séparation
TLE)NT@) =0 si i#j;

g est C* et est a décroissance rapide ainsi que ses dérivées d’ordre au plus k;
F n’est pas uniformément C* dans un fermé non vide de € et satisfait 'équation

d
F(z) =Y NF(IT7Hz) + §(z); (2.3)

i=1

Donc F est “autosimilaire” sous l'action des contractions non affines T;.

Le C*-difféomorphisme ¢ conserve l'exposant de Hélder ponctuel pour a < & parce que
dans ce cas il ¥ a une équivalence triviale entre F € C%(zq) et F € C%(p~(xp)). Il
s’ensuit que la fonction F a le méme spectre des singularités que celui de F. D’autre part,
les espaces de Besov sont stables par composition 4 droite par le difféomorphisme ¢; on a
en fait (cf [10], [56] et [57]) Péquivalence entre F' € ByP(R) et F € ByP(R) pour 0 < s < k.
Ainsi la fonction n(p) (respectivement ¢(p) et £(p)) est la méme pour F et F.

Tl en résulte donc que le formalisme multifractal est aussi vrai pour la fonction F'; D’aprés
[33], le spectre des singularités de la fonction “autosimilaire” F est donc concave, il est
porté par lintervalle [@min, Qmaz] avec

log | Ail log [Aif

Qmin = inf et a = su
TR =104 log g s izl,P,d log p;

et est égal & inf, (aa— 1(a)}) pour @ € [min, ¥maz), @ < k; ot 7(a) est définie implicitement
par T Inifou T = 1.

T infla a- T(a))
|
|
|
|
|

0

O min X gy

Ce résultat se généralise sans aucune difficulté aux fonctions “autosimilaires” non li-
néaires en dimension supérieure construites comme auparavant.

Maintenant, on peut poser la question suivante: quelles conditions doivent satisfaire
des contractions non linéaires (i.e qui ne sont pas des similitudes) T; ( = 1,...,d) de
R™, vérifiant pour € un ouvert borné T;(Q2) C Q et la condition de séparation, pour qu'il
existe un C*-difféomorphisme ¢ sur R™ (notons que pour k = 1, il suffit de trouver ¢
uniformément bilipschitzienne sur R™ et “C!-difféomorphisme presque partout” dans le
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sens que c'est un C*-difféomorphisme sur un ouvert de R™ de complémentaire négligeable
pour la mesure de Lebesgue) et des similitudes contractantes S; de telle facon que I'on ait

T, = ¢ o 8;0¢ pour tous less .

Pour simplifier ce probleéme, on va supposer que T; et T sout deux contractions non
affines définies seulement sur I = [0, 1], et vérifient T\ (I) C I, T5(I) C I et la condition de
séparation T1 (/) NT5(I) = 0. Le sens de autosimilarité devient alors

_ AjF(T-_I(:zr)) + g(z) siz € T;(Q)
Fle)= { g@) iz ¢ Ujmy, ()

avec §2 =|0,1{. Ce sens correspond bien a I'autosimilarité décrite dans (1.22) pour le cas
" des similitudes lorsque g est & support compact dans . De ce fait, on aura uniquement
besoin des valeurs de la fonction g sur I, et hypothese de la décroissance rapide de g &
Uinfini sera par contre remplacée par le fait que g devrait étre & support compact dans [.

La réponse (condition nécessaire et suffisante) a la question précédente pour k = 1 est
fournie par la proposition suivante

(2.4)

Proposition 1 On suppose que T} et To sont de classe C! et strictement monotones sur
I. On pose
L =Ti([0,1}) ; Ir=T([0,1])

et
T =1\ (T1(10,1)) UT:(]0,1])) ;

Sl existe une constante C > 1 telle que pour tout x apparienant ¢ U'intérieur (topologique)
o - ,
de T que Uon note T, tout n € N et tout n-uplet (iy,...,1in) € {1,2}"

CHIyl. i) S [Ty o0 Ty (2)] S Clliyl-. i (2.5)

(ou |I;] représente la longueur de I;); alors il existe ¢ uniformément bilipschitzienne sur
I et “C1-difféomorphisme presque partout” sur I, et des similitudes contractantes S; telles
que

Tj=¢p toS;0p pour j=1,2.

Preuve:

Evidemment, la condition (2.5) est possible, il suffit pour cela de prendre 'exemple précé-

dent avec p; = |[;}).

La preuve de cette proposition découle d’une construction géométrique et du théoreme du

point fixe. Sans perdre la généralité, on peut supposer que T} et T5 sont strictement crois-

santes et que Tj(1) < T5(0) (vu la condition de séparation). Pour construire les contrac-

tions affines S;, on doit distinguer les quatre cas géométriques suivants: T7(0) > 0 et

T5(1) < 1;T1(0) =0 et To(1) < 1;71(0) > 0 et T5(1) = 1;71(0) = 0 et To{1) = 1.

On se contente de douner la preuve pour le premier cas, les autres cas sont analogues.
On pose p) = |I1| et pg = |I2|; et on prend a, et a3 tels que

a) >0
H2 +az <1 (2.6)
pr+ay <ap
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Tels a; et ay existent: on munit le plan affine R? des coordonnées (z,y) et on considere
les droites Dy, D, et D3 d’équations respectives z =0, y =1 — ps et y = = + u3; On pose
A=DiNDy;=(0,1-p2), B=D1ND;3 = (0,u1) et C = DyN Dy = (1—p—pz1—pp).
L’ensemble des points (a;, ag) vérifiant le systeme (2.6) est I'union de I'intérieur du triangle
plein (ABC) avec le segment |B, C|.

Maintenant les contractions affines

Si(z) = 1z + a1 et Sa(z) = poz + ag

vérifient pour Q =|0, 1{
Si(Q)C et SIANS{N) =0.

Passons maintenant & la construction de la fonction bilipschitzienne ; on va utiliser le
théoréme du point fixe; On considére une fonction W de classe C! sur [0,1] telle que

wWio)y=0,W{l1)=1; 2.7
et
W(Ti(0) = Si(W(0) = a
W(ni(1)) = Si(W(1)) = a+m (2.8)
W(Ty(0)) = S2(W(0)) = a '
W(L(1)) = S(W(1)) = a2+ ps.
On suppose aussi qu'il existe une constante ¢ > 1 telle que
cl<W((z)<e Vrelo1]. (2.9)

On pose
E={f:{0,1] - R; f continue et f =W dans T}.

E muni de la distance

d(f.g) = sup |f(z) — g(z}]

z€!0,1}

induite par C([0,1],R) est complet car il est fermé. E est aussi non vide.
On définit un opérateur P sur F par

T
(Pf)(z) = {(il;a)-/ - % °
) { Si(7 (T (@))) si z€l;

P est bien défini grace 4 (2.8).
P est un opérateur contractant sur £; en effet si f et g appartiennent & F, on a pour
z€T:
|Pf(z) — Pg(z)| =0

et pour x € I;:
|Pf(z)—Po(z)| = wil|f(T7 ) - g(T7H(2))]
< uy d(f,g) 3

Il en résulte que
d(Pf. Pg) < sup(p1,p2) d(f,g).
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Donc, grace au théordme du point fixe, il existe une unigue fonction w € FE telle que
Pov=w.Onadoncw=W dans 7 et w= S;ow oTi_1 sur chaque I;.
SineNet (i,...,9,) € {1,2}" alors pour z appartenant a l'intérieur (topologique)
o
deT; o...0T; (T) que Pon note 775, .., 00 &

w(z) = iy + My Oy + jliy HinGis + oo Ly oo B, Qi b gy uinWP((ﬂl ©,..0 Tin)“l(.‘lf’))

0
w est donc de classe C! dans T~ i1,...in €0 ¥ est strictement croissante.
w étant continue sur [0, 1] donc par densité w est une bijection bicontinue de [0, 1].

a
Maintenant, dans chaque 73,,..,, 0n a

’ _ Miy - - fhiy, T o o 1= .
SO = e TS T (@ oo Ty @) (T e o T) e

Donc, grace & la propriété (2.9) de la Proposition 1, on obtient

I <uW(z) < eC.

[+
w est donc uniformément bilipschitzienne dans chaque composante connexe de 775, i, et

(4
grice a la bicontinuité, la croissance de w et la densité de I'union de tous les “trous” T, ;.
dans [0, 1], on conclut que w est uniformément bilipschitzienne dans [0, 1].

Maintenant, La la fonction ¢ = w convient pour la Proposition 1.

On se propose dans ce qui suit d’étudier des fonctions autosimilaires associées & des
contractions qui ne font pas partie du cas précédent. On montre que si les dérivées premieres
des contractions T7 et Th sont majorées et minorées par des constantes comprises entre 0
et 1, et si les dérivées secondes sont bornées, alors on a une relation qui “ressemble” a
(2.5), dans laquelle le produit |I;,|...|l;,| sera remplacé par la longueur de Dintervalle
L i, =T 0...0T; (I) que 'on note T;(I), ou encore la constante C sera remplacée par
C™ et z prendra n’importe quelle valeur de [0, 1]. Bien sqr, le difféomorphisme ¢ ne peut
pas exister dans ce cas parce que C™ tend vers l'infini, mais en remarquant que localement
la compositicn de ces contractions se comportent “presque’ comme des similitudes et en
supposant de plus que les dérivées d’ordre 3,...,%k + 1 des contractions 7} et T sont
bornées, on parvient & faire I’analyse multifractale et montrer la validité du formalisme
multifractal pour les fonctions “autosimilaires” associées grace & des procédés bien adaptés
a l'analyse par ondelettes, non seulement dans le cas monodimensionnel mais également
en 2 dimensions lorsque ces contractions sont en plus C analytiques.

Avant de passer aux hypothéses, il faut d'abord noter que contrairement au cadre linéaire
(c’est & dire celui des similitudes contractantes), les contractions non-linéaires n'ont pas généra-
lement un sens sur R™ tout entier. Ainsi, on se restreindra & des contractions définies seulement
sur un domaine borné ). De ce fait, on aura uniquement besoin des valeurs de la fonction g sur
€1, et I'hypothése de la décroissance rapide de g 3 V'infini sera par contre remplacée par le fait
que g devrait &tre 3 support compact dans £, qui avec I'hpothése que les 7;(2) soient inclus
strictement dans 2, assurent une certaine régularité uniforme pour la fonction autosimilaire
associée F'. Le sens de I'autosimilarité correspond bien alors avec (2.4).
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On suppose donc que les contractions 77 et T sont de classe C*t! dans lintervalle
I = [0, 1] (respectivement C**2 analytiques dans un ouvert borné  du plan complexe C)
et satisfont:

T;(I)c 10,1 Vv j=1,2 (2.10)
T NTa(I) =0 (2.11)

— il existe des constantes x, p et C telles que

0<x<|Ti{z)| €p<l Vji=12 et zel (2.12)

et
!T‘»](”(m)lsc Vi=1,2;1=2,....k+1 et zel (213)

On suppose aussi que g est & support compact dans I. On suppose enfin que F n’est pas
uniformément C¥ sur une certaine partie non vide et fermée de 0, 1.

Les conditions pour le cas 2 dimensionnel sont identiques 3 celles du cas monodimensionnel
(k + 1 doit &tre remplacé par k 4+ 2) et a partir de maintenant, les lettres = et I peuvent étre
remplacées par z et la fermeture de (2, et le long de ce chapitre, les résultats seront analogues
pour les deux cas. Signalons aussi que le fait de ne prendre que deux contractions n'a aucun
effet sur la suite, mais cela permet d’alléger les notations.

Gréace 3 Hutchinson (cf [31]), il existe un unique compact non vide K tel que

K = Ti(K) UTy(K) .
Pour 7 = (41,...,%,) € {1,2}", on note I; U'intervalle T, o ... o Tj (I). Alors on a

K = {ze€l:(Tyo0...0T;,) (zYe 1 UL, VY(i,...,in) € {1,2}"}

o0

(U n-.

n=1 fzf:n

De la condition de séparation (2.11), il existe bijection = de {1,2}* dans K, donnée
par

A(i1ye e ytn,...) = Hm Ty o...0T; (¥)
N30
>}
= ﬂ I(ilv'win) ‘
n=1
La valeur de #(i1,...,n,...) est indépendante de ¢, et on appelle la séquence (i1, ..., tn,...)

le code de m(%1,-..,%n,...)-
Dans la prochaine section, on va étudier 'existence et 'unicité de la solution I’équation
(2.4), puis on caculera sa régularité uniforme.
Dans la troisitme section, on détermine 'exposant de Holder a(z) de F en tout point.
Dans la quatridme section, on calcule le spectre des singularités.
Finalement, dans la cinquieme section, on prouve la validité du formalisme multifractal.
|

|
|
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2.2 Existence, uniqueness and global Holder regularity

We begin by the study of the existence and uniqueness for the solution of the equation

| NF(ITYx)) + g(z) ifzel ‘
Fla) = { gia:) ! ifz ¢ Ii UL (2.14)

which by the convention F(Ti"l(:r:)) = 0if z ¢ I; coincide with the usual equation

2
F(z) =Y MNF(T7Hz) + glo). (2.15)
Let now
B;=1{i: 279 <|L;|<227}; (2.16)
log | A; | log | Ai |

Qpmin = lim inf inf and @mer = limsup sup ,
j—oo i€B; log ! I; | j—oo i€B; log f I; 1

with )‘i = Ail ---’\in fori= (il,...,in).

We will prove the following theorem

Theorem 1 The selfsimilar equation (2.14) has o unique solution which is a bounded
Junction supported in I and given by the series

F(z) = Z Yoo A g (T TN (E). (2.17)

n=0 (111 )zﬂ)

(where here by convention g(Ti:1 . .T,;l(:c)) =0ifx¢ i i)
If furthermore 0 < amin < k, then F € C®min=¢(R), Ve > 0 (respectively F €
Comin—¢(R?) Ve > 0).

Proof:
Iterating (2.14), we obtain for z € I, jx,
N-1
Z X, - ( 10...073;1(@) + Ay e Ajy F(T;vl o...oT; (1'))

So, if z is in the “hole” I, _ix \(Ljy, w1 U Zjy,.jn,2), then T to.. 0T M a) € IN(L U I2)
and thus F(Tj;,1 °...0 ’I}-"l'l(z)) = g(TJ;',1 0...0 ’I}:l(z)), hence

N
F'(a:)=Z)\jl...)\jng(TJT;lo.,.o’I’Jf;l(:c)) .

n=0

And finally, if z € K then

F(z) = Z Air(z) -+ Min(z) 9 (T1:(Ia:) : 11(1)(2:)) !
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where (i;(x),...,in(x),...) is the code of z.

Whence, F is well defined and unique; bounded since [A;] < 1 and |A2] < 1, supported in
I, and satisfies (2.14).

Remark that by the convention g(T;1 o .Ti:l(x)) =0ifzr ¢, i, , wecan write

F(z) = Z Z Ay - - g(T7'... T }(z)) forany z€R;
n=0{i1,...,8n)

and with the convention F(’Z‘l;1 . .T{l‘l(z)) =0ifz ¢ I, .
integer N:

we can also write for any

oins

N-1 :
Flz) = > Y X-dig(Tto...oT N z))
n=0 (4;,...,in)

(2.18)
+ Y Ay F(Th e 0T a))

(il "'-)iN)

The fundamental idea is that locally our non-linear contractions T; can be uniformly
approximated by similitudes in the following sense (see [50] and [53]):

Lemma 1 There exists a constant D > 1 such that
DUL|T' < T (@) <D L™ Vzel,ie{l,2)"andneN
where |1;] denotes the diameter of I; and T; =T, 0... 0T, .

Proof:
We have

| Ii |= sup |Ti(z) - Ti(y)];
z el

Using the mean value theorem, we get

lz—yl inf T ()] < |Til2) - Ti(y)| < |z —y] sup T ().

Let
m; = mf]( T Y'(¢)] and M; msupl( T ()]
Then
inf|Tj(u)| = M;"" and sup|Ti(u)| = m;";
uel uel
Hence

MY TSI LIS m7 T . (2.19)
For the complex case, we can assume that |2} = 1, so in the two cases

M7 Ligmt. (2.20)
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Let now ¢ : I; U I — R be the function defined by ¢(z) = log {(T; Y (z)| for z € I;.
Thanks to the asumption (2.12) and the fact that 7} and 7}’ are bounded ¢ is umformly

Lipschitz on each I;.
Let C be the uniform Lipschitz constant of ¢ (Cy < mazj=12sup,¢ I 7,{—(;—';?'5) and set

Snelz Z Zcﬁ

n=0 lil=n

(with the convention (T} '(z)) = 0if z ¢ I;).
For r and y € I; with i = (i3,...,in) .

|SN¢($)”‘SN¢(!/H < Z (T (,1 i x)) (T (u ,u)(y))!

IA

C¢-Z| (,1 i)(a: 1 h)(y)l

n=0

< Cp 3 Mgy i

but T 1 (:::) and T(;l{._wi“}(y) belong to I, .. in» 80

| Svd(z) — Snodly) | £ Cy Z_ PN " (because of (2.12) )

< _q?ﬂ < 00
1-p
Hence
| Snélz) — Snéy) i< 77— C“’ V NeN' |i|=Nandz,yel;. (2.21)
But
N-1
Sno(z) = Zd’(T(_i;lv__’in)(x))
N1
= Y 10g (TG @)
n=0
N-1
= log(H I( 1n+1)( (,1 .n)(m))l)
n=0
= log (I(T71)'(2)|)
hence
I(T'1 ’(1‘)!

Sne(x) — Sne(y) = log
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Thus, since m; and M; are reached, we deduce from (2.21) that

M5 (2.22)
my

C¢p
1—

Finally (2.20) and (2.22) imply Lemma 1 with D =eT-+.

As a consequence of Lemma 1 and the mean value theorem, we have the following
Lemma (often called Distortion Lemma)

Lemma 2 There exists a positif number D. such that for any branchs i = (i1,...,i,) and
3= Gt odm) |
DL LIS L ISP L,

{with ij the branch {i1,... %5, 714+ Jm)-)

Let us now prove that F is Comin~¢(R) for any ¢ > 0. For that we will use the
Littlewood-Paley characterization.
We split F' as a sum

F(z) = ZFJ'(I) where Fj(z) = Z Xg(T ()

jz0 i€B;

(recall that B; is defined by equation (2.16).)
Let 7 be a function in the Schwartz class such that

$(€)=0 for |£|<1 and [£]>8

P€) =1 for 2<|€]<4.

Let  ty(z) =29(2'z) , wj=Fi*¢ and hyg=(goT; ')« .
We recall that a function F belongs to C"(R) if and only if

| Friyfz) < C27 " vz eR.

We have
Ihig(z)] = | / oI W) e — ) dyl -

Denote by Prg,(h) the Taylor expansion of order k of g at z:

Pygy(h) = Z g-(-q—;,(—m)h" . (2.23)
g<k T

It follows from the cancellation and the localization of ¢, and the fact that g is supported
in { that forz € I;

thig(@)] =2 [ (9(T7HY) = Peca(g o Ty Yaly — 7)) $(2(z —y)) dyf .
I;
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g being a C* function, then
lhig(z)] < 2 / (2 (z — v))l ( sup {(go T[l)(k)(U)E) |z —yl*dy.
u€lz.y]

We will use the following result

Lemma 3 There exists a constant C' > 0 such that
T @) <Ol Vie{1,2)" ,neN;1=2...,k+1 and z€l,
and
LITHY @) < O™ vie{,2)",neN;I=2,...,k+1 and z€I.

Proof:
Fori= (43,...,ip)and z € [

TY (IIQ) = T,ill (T!:: S P (x)) fTi’z (ﬂsg---,iﬂ (Z,')) i ‘I"i,n_.l (T'ln (3})) :Ft!n (z)
80

T'(z) = T (Tis,inl2))- (T, 0 (2))?

n—1
+ ST (Tin (@) T (Thpnin (@) (T (@)
p=2

+"’11i’1,...,in_] (Tin (x)) * iz“;.,:, (I)
It follows from Lemma 1 that

iﬂ’l(x)l S Cll’i2i--'sin|2

n-1
+C Z |Ii1,-~-,ip-1| . lIipHv--,in 2
p=2

+G!Iil remin—1 i

but
n—1 n-1
2
Y Misripoide Higgiinl® € D0 Oyl Ml ipacind - Wi
p=2 p=2

which by Lemma 2 will be bounded by

n—1 n-1
SO il Mipisyinl € Clliginl Y 67
p=2 =2

< Cl,.inls

hence
1T} (z)| < C|Ii} .
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Now, for [ = 3,
T®z) = TOT,. .. @) T, ()

23 12;- s"ﬂ

+Tl’{(7}2,...,1n(x))-271" Jia (@) Ty i (2)

+ZT;,1,, ,1;,.. (Epy-n;in(‘r))'ﬂ;,...,i ) T”(ﬂp-i-l; ,h;(x)) ( 1p+1, ln(x))Q
p—2

Z s Tipin @) TN T @) T (@) (T ()P

p=:2

Z 1,1, ,1p... {I‘lp: ~1n(m)) T"( 1p+1, ﬂn(w)) 2ﬂ;+1, ol ( ) q-jxlp+1, ,‘Ln(x)

+T (T. (2)) . T}, (2) . T (z)
+T i (Ti(@). T ()
It follows that

T®(z) < Ol
+C iz :iﬂ! !Iéﬁs vir‘!

2
+C Z IIlly s"p l 1}7) Jin i !Ilp+lv Jin
3
+C Z i1yeip—11 - 1'P+1 woln ‘

+C Z II”” ip—1 | 5p+ly wsin |2

+C|In reosinet |
+Cl Ly, a1l s

so we conclude that

T (2)| < C|L] .
Now, it is easily seen that this result holds for [ > 4: remark that any 2 . will be
bounded by |{I;| and that C does not depend on li{ because we can say that mtuitively
we have 8 indexes 11, (i2,...,%n), ({1.. .-, %p=1)s (Bps - -1%n), ¥p, (lps1,-+s8n), (61,25 n-1)
and i,

Now, let z € I;; we have

- TUT N 2)

1
S0

e THTT(@). (T (@)
T@ = T mr )y

= ~T/(I7 (@) (7 (@)
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thus, using the first part of Lemma 3

HTTY'(z)) < CIL). |58

< O™,

For I = 3;
(T2 = ~TT @) (T (@)
—3T(T7 M (@) (7YY () () (2))?
hence
(1) < Cln). 6™

+C\L|. {2 |52

80

(TP @) <Ol .
The proof for | > 4 is similar, and C does not depend on ¢ nor |il.
Lemma 1 implies that for 1 € B; and u € I;
DY <DL < T Y () <D LT DY (2.24)

Thanks to the second part of Lemma 3 and the fact that g is C* and supported in I,
we get
ClLi*
Cc2ki

(g o T 1™ (w)]

IA A

Therefore
| hisle) i< €282 / (2 (@ — )| |z — ylF dy .

Hence for j <1 _
| hig(z) |< C2FIo=kL,
Whence, for j <1

Z | hig{z) | C Z | ;| 2KG-D

i€B; 1zel; 1€B; :zel;

Lemma 4 Let z; = Ty(0); L large enough and set Bj{(z) ={i€ B; : |z—uz; |< L277}.
The cardinality of Bj(z) is bounded independently of x and j by CL (CL? for the complez
case).

Proof:
Thanks to the separation condition (2.11), we can suppose that the intervals I; for i € B;(x)
are disjoint and are all included in the interval of lenght ~ L2777, centered on z. Thus

277 card Bj{z) < CL277.
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Hence Lemma, 4.
Using Lemma 4 and the fact that for z € I, jz — z;] < C277, we obtain for j <!

> Jhi(z)t < Clsup |\ )2k0=D
icB; 1zl 1€B;

S C’2(“amin +£)j Qk(j—l) .

Thus

S Y k@] € C2M Y o-emintetky

0<j<li€B; :z€l; 0<ji<l
< Cf-aminte)l

Now, if z ¢ I;; it follows from the localization and cancellation of 9, that 3 = W(k+1)
where U has fast decay so that :

| higlz) | = 2‘2‘(“”‘1/ (g 0 T HED () 0 (242 - y)) dy]
I;

PR A C
< 212—(k+1;[/ 2{k+1>.} N _ d :
B I I+ 2 -y~

So since |z — y| > dist(z, ;) and j <1, then
2—kl2jk

[ hit(z) |[< Cn (1 + 2dist(z, L))~

but by argument similar to [33], we bave for N large enough

1
> — <C
. X N — 1
7, (14 27dist(z, I;))

hence as above, we get
Z Z | hig(z) |< Co(—amin+ell
Orn the other hand, for j > [, we have for any z € R

|wi{z)| < Csup|Fj(z)|
<

Csup | Ai|
i€ By
02(—umin+€)j .

IA

thus
D fwsl@) |< C2tramintal
3>l

Whence for any € > 0 and z € R

| F xy(z) |< C2 (@mm=ell (2.25)
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And so F € C%in~¢(R) for any € > 0.

For the complex case, set z = 71 + iz, with i2 = —1, Ti(z) = Uj(zy, z2) + iVi(z1, 22)
and ®;(z1,29) = (Ui(z, 12), Vi(z, z2)); Since T; is complex analytic then ®; = (U, V}) is
C! on R? and has the properties that

0p,Us = 85y Vi, O Ui = =8y, Vi (2.26)
T,'(z) = 05, Ti(z) = 0, Ui(z1, z2) + 10,, Vi(z1, T2) (2.27)

and
T;(2) = —i0z,Ti(2) = —i(0x,Ui(21, 72) + 10z, Vi(z1, 72)) 5 (2.28)

The same arguments give us

Z | hig(z) |< Col-amintell

1€B; 1 29
and
Z ban,j(2) < Col-amin+ell
3>
For z ¢ $1;,

|hig(2)] = 2% _/Ql9(‘Pf1(y1,y2))1!’(2!((-751,332) - (y1,92))) dy1 dya] .

It follows from the localization and cancellation of 1, that there exist (¥, ), well localized
such that ¢ = 206{1,2}’°+2 0%U,; Hence

|hig(2)] < 242~ K+ f Yo 0%(g0 @7 )y, u2) T(2 (21, 32) — (41,%2))) dyr dya -
€ ae{1,2}k+2

And by similar argument, we deduce that

. 2 lhy(e) s catemetal,

0<j<l 4€B;: 240,

Whence F € C2min~¢(R?), Ve > 0.
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2.3 Pointwise Holder regularity

We will now compute the Holder regularity of F at every point.
Proposition 2 Ifz ¢ K then F is CF in a neighbourhood of x.

Proof:
Let xg ¢ K; if 2o ¢ I then F = g = 0 in a neighbourhood of zg;
If 2o € T then there exist N and i = (43,...,iy) € {1,2}" such that z5 € I;\ Ui’€{1,2} Ly;

in this neighbourhood of zy, F{z) = E;’:’:o Mg My (T, 00 Ty )" Y(2)) € CF(x).
Now we give the value of the pointwise regularity a(z) for any point z of K.

Theorem 2 Suppose thet oumin > 0. Let z € K and define

108 | A 21 - -« Mo (o)
a(:l,‘) = lim inf Og‘ i1(x) 17.(::)‘ :
n—~oo  log |l 2y in(z)l
If a{z) < k then
alz) = a(z) ; (2.29)

(this is the case for any z € K when tpor < k).

Proof:
We divide the proof into two steps:

2.3.1 Upper bound for pointwise Holder regularity

We shall first prove the upper bound for o(z} using the wavelet transform size charac-
terization (the so-called two-microlocal condition) in Théoreme 1 (i) of the first chapter.

Let ©{z) be a wavelet, set
z—b

Yaslz) = (2=

and let C, 5{F') be the wavelet transform of F. From the functional equation (2.18) satisfied
by F, we get

N-1
CatlF) =3 3 /1 Yaslg(T ) e +

n=0 j:,;:n

S x [ Guslt T 0)

=y I
thus
N-1
CalF) = X 0\ [ usT@a(0Ti(0) e
n=0 (ii=n (230)
SD IR ERCAONC:HOES

jii=N

To estimate the size of the wavelet transform, we will give asymptotic developments for
the composition of a wavelet by a contraction T;. These developments will be well adapted
with the wavelet analysis.
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Lemma 5 Let ¢ be an even real compactly supported wavelet with enough smoothness and
vanishing moments. Let b € I; and 0 < a < |I;|, then

Yep(T:{() = |[(T71)(B)] Yy enr e (t)
k—1k-1+p o) o
i i— Py \ P
+ 2 2 AT APIO Ul o @) (2.31)
p=1 I=2p

+ (R
where w(p")(t) = t'p{P)(t) is a compactly supported wavelet;

LI 0)
gm!

APYB) = = (T OM Y s ok

|} ?
p: -
it tgp=l m=1

AP @) < Clnptty
and (R*%)(¢t) is a function supported in | t — T, 1(b) |< Cal|li|™! such that
a,b [
(REA)()] < Ca*=HL™* vt (2.32)

and
IR )iz my < Ca® L7571 (2.33)

Proof:
The support of 1, 5(Ti(t)) is given by | Ti(t) — b |[< C’a. Since b € I, then the mean
value theorem and Lemma 1 imply that | ¢ — T,«"l(b) i< Ca|Lij™! .

For k =1,

(Y — Tl
Yas(Ti(t) = lw(ﬂw T(T (b)))

_ L, (T{(ﬂ*(b))(t - T18) + 0t - n*(bn?))
' a

a

where )
OP(jt - TP B)) < [t — T (1)) sup|Ty |
which by Lemma 3 is bounded by Ca?{I;|~}. Thus OEZ)(lt - T7HB)?) = O@a®| LY.
Hence

bas(Ti(t) = 1y (

T O -T7'6) o<au,-|“1>)

a

ot (—1 -1
~ Ly (BEOA=TON) 4 oo

a
where O,(pl)(u) < |ujsup |¢'|; thus since 1 is even then

"/Ja,b(Ti(t)) = I(Ti“l)l(b”wal(T‘,—l)r(b)l,Ti-l(b)(t) + (Rz,lb)(t)
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with (Bg3)(t) = O(|;|™1). And since (Rj})(t) is supported in | t ~ T-'(b) |< CalL|~,
then _
H(Rz,lb)(t)iiz;l(n) < CalL|™2

Hence Lemma 5 for k£ = 1.
Now, for k > 2

Yan(Ti(t)) = 1¢(

a a

T,(t) — f!}(i":%b)))

1 ok
= (1 {Z FTO@I0) (=T E)+ 0 (e - ﬂ’l(b)l’““)] ) ,
g=1"

where O§k+1)(it —~ T b)) <t = T HB) ! sup ]Ti(kH)I which by Lemma 3 is equal
to O(a**1|I;|~%). Thus

k
Yap(Ti(t) = %w (i— > ;11—,71‘,-“)(2";1@)) (t—T7(B)T + O(akml““))
g=1"%

= Ly (%%)

1

13- 1 () t—T7'(b)\ |1 1 @ -1 ~ -1 ki g i~k ’
+2 3 oo (SISO |23 ST ) (- T+ Ot

k
Y ST ) (- T+ om’%‘"k)}

where O (u) < |u|sup [¢:®)];
Since Eﬂ(Q)(ﬂ_l(b)) (t — T71(b))) < C|Li[a¥| 5|79, then

ELqu

k
[1 S 27O T - T )+ o<a'=u,;z-k>}
g=2"

k
< Y atNLTO 4 Cakr|
g=2
CalL|™

IA

because a < |I;|. Hence

§

k
k .
LoW 1 2SS Iro i) ¢ - T 6)0 + Ok Lo n*)
a a gt t ' a

= O@c*H1|7*).
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Remark that

111
a[azq

P
TOT b)) (t- T ()¢ + O(a’“uirk)}

k p
[Z STOT) ¢ —T;l(b))q] + O(a*jL|™)
g=2 %

P

- 11 m) (T
T I | C

25q1,-qp<k M=l

= E,E Z H T(qrn) T-—l(b (

2<4g1,y.. e <k m=1
qi+... +‘Jp<k+?

11 {gm) (rp—1 (t
== > H T (T (b))

2<qi1,.- 1qP<k m=1

g1+t gp2ktp
+0(a*F 1,17 F)

and that forany 1 <p<k—1and any 2 < qy,...

(t-

qm!

(b))""‘

i ()) " + O(ak—lul_‘-—k)

m

(b))""‘

m

+gp < k such that 1 +... + g > k+p,

11 (gm) gty 1t = T3 (B)]7 T
2w 11 Eoa e P < c@—H L5~
< C__IIi|PGQI+-~-+(IplIi'_(q1+...+Qp)
i q1+..+gp—-p
< ol —
s Ca(m)
1 k
< il et
< ot (i)
Hence 45(T;(t)) is equal to
Ly (IO
a’ \a(T;1)(b)
k-1, k~1+p -1 4 (gm) y—1
1 1 1 t-T7 (b)) 1 T NT (b))
Ty e moe () e
p:] ’ 1:2;) a i p' 2$¢h,---y(1p_5_k m=1 m:
q1+...+qp-—l
+(RE) ()

with (Ri’f,)(t) a function supported in | t=T;"1(b) |< Ca|L|~! and bounded by Ca*~1|I;|*,

thus

I(REEY By < CaF L™+
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Forp=1,...,k-1land 2p <! <k-—1+p,set
w(”‘t)(t) =tl¢(p)(t)

and

(am)
APYp) = [(T YOI S agager [] Tl @)

m
qr+...+gp=l m=1

Hence (2.31) and
APOb)] < ClLPt

Whence Lemma 5.

We will now show that we have similar result for the complex case; Let 9 be a radial
wavelet of R? with compact support and enocugh smoothness and cancellation. Let b =
by +iby € Q; and 0 < a < {€);| and denote by 1, 3(2) the function

. 1 ,v) — (b1.b .
Pap(2) = ¥ (M for z=u+iv.
a a
Set d = Tj_l(b) = dy +idy, § = (d1,d2), £ = (v,v) and let D®; = D(U;,V;) be the
differential of ®; (recall that ®;(x,y) = Tj(x + iy)), then

GanlT5(2)) = %w(éf‘“” bnbz))

1 B;(8) - 9;(9)

1 (Dq) A0t O?)(ﬂf—auz))
= a—Q r({/; -
- 1. (D‘I’ j(8)-(€ - (5)+0(a?§m -1 )
S
= _15 (D@; )+%O$)(a|ﬂj|‘i)
= 5o (D) L mibe)

with (R23)(z) = O(a~1{2{1), so

I(RZ (21 g2y < Cal1™2 .
It is easy to show that properties (2.26), (2.27) and (2.28) imply that

|z~ T (0)]

———f—— = |T}(d)| I - 3l = | D@;(8).(€ - Ol ;
(T (b)) \T5(d)] 1€ - 6ll = 11DD;(8).(§ — 8)il
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Thus, since ¥ is radial then
Vas(T3(2) = (T OF by iz (@) + RED()

For k = 2,

1 (D@jw).(e = 8) + 1/2D?®;(8).(¢ ~ §)* + O ([|¢ ~ an3>)

"pa,b(Tj(z)) = '{'1_2”7’41) Z

where O (|l¢ = 611°) < Jl¢ = 61 sup | D*@;(| = O(a®;{?). Hence,

wa,b(Tj(z)) = 211—21/) (W)

. - 2d . — 52
+0(19517%)

where 1 denotes the gradient of 4 and (,) the inner product.
Thanks to the fact that 1 is radial, we obtain

- 1, €5
Yap(Ti(2)) = ZF (auT; )'(b)i)
+1/2 20 (az<r".-5“1~§'(b)l) 2 02U (0)-tu — du)?
J

L 0up (_L—,é__) 15,8,U;(6).(u — dy)(v — da)

ai(T; Y )]

+1/2 o) (it ) 4301000 - d?

aj(T;7Y (b))

+1/2 o (—L’a—) 2 Vi (0)-(u— )’

al(T; Y (8)]

+ 2o (__L—,J__‘) 18,8, V;(8).(u — dy) (v — d)

al(T;) (6)
+1/2 0yp (a—l(ié}‘)im) 3 O2V;(8).(v — da)?

+0(194172).

Hence the following Lemma
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Lemma 6 Let ¢ be o radial wavelet of R?* with compact support and enough smoothness
and cancellation. Let b = by +iby € Q; and 0 < a < || and denote by 1, (2) the function

Yo p(2) = al—zl/) (@ﬂ:%}h—)) for z=u+iv.

Then
Yap(Tj(2)) = ‘( )(b) djai(T Ly @Iy 1(b)( z)
I—p 4lap.l) (om0} .
* ;zp:zl:"‘ AT Yy gy @) (2.34)

+ (R9)(z)

where the (®PY(2) are compactly supported wavelets; and (Rfl"”;)(z) is a function supported
nlz~— Tj"l(b) |< Ca|Q;17? such that

[(R23)(2)] < Cak=2|0)7* (2.35)

and

IR ) E) (2)]| 1 ey < Ca¥ly)7*2 (2.36)

Now, let C(p )(F) be the 9P -wavelet transform of F. Using Lemma 5 and equation
(2.30), the - wavelet transform of F' will satisfy the following equation

Cap(F) = Z 2NN Cogerrty 1720 (9T
n=0C ji|=n
+ Z X T O Cormry oy oy (FT)
k~1k—=1+p N-1 “ (o)
- \P ’Yﬂ §
2,0 aTTY D NA oy a9
p=1 I=2p n=0 {i]=n
2.37
k—1k=1+p ( l) o) ( )
{— . By Py 4
£ TPy M APYE) CormyonriwF L)
p=1 i=2p [ij=N
N-—
Z S [ ()9 90T a
n=0 lij=n

Zj / DB (t) F(t) T (t) dt
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For the complex case, using Lemma 6, we get an equation similar to the previous one
(T 1Y (b)] will be replaced by [(T;™)'(b)|?, T/ by |T!|? and the indexes (p,l} by the
(a,p,1)).

Now, define

Aj(z) = sup | A
i€ B; ()
and .
j
Li(z) = 3" M(2)27407)  with A > ez -
=1

And let us first estimate the order of the magnitude of the A; for i € B;.

Lemma 7

L, log A; :
jooo —jlog2  jooo —jlog2 Jj—oo ieB;(z) log | I; |

log 1A, (z) - - A
= liminf %8 i z) in(2)|

n—roo log iIil(;p) An (T)I

and Vz € R and i € B;
INISCL(2) 1+ |z —2; DA (2.38)

Proof:
Clearly because Lj{z) > Aj(z), it suffices to show that

log A;(x) )

bl

log L;
liminf 28LIE) S g 198
jooe —jlog2 j=oo  —jlog2
this holds because 274! < Ay(z). Now, inequality (2.38) is trivial for ¢ € B;(z) because
Ai < Aj(z) < Lj(z). And for i ¢ Bj;(z), let ¢ be the largest subbranch such that |z — z;| ~
\I;j and |A;] < Ay(z) with [ such that || ~ 27! (because all the |),| are < 1), so that

i{z)
Lj(z)

o

IX| < Lj(x) < Li(z)2407Y < Li(2)(C |z — ;)"

hence Lemma 7.
We are now ready to estimate the size of the wavelet transform near each point of K.
We shall prove the following proposition:

Proposition 3 Let z € K, J € N large enough such that Ay(z) > 3Ly(z), then there
erists a branch j° = (59,...,52) in By(z), b€ Ijo and a ~ 27 such that

Ib—z| < Ca

and

| Cap(F) |2 CA4(2) .
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Proof: _
Let j° be a branch of By(z) for which Aj(z) = sup;cp, () | Al is reached (j° exists because
of Lemma 4) and a ~ 277,

We can write equation (2.37) differently

Cop(F) = Z Z Ai (T, 0 C al (T Yy (o), T (b\(gT) (2.39)
j=01icB;

€8,
k~1k-1+4p

- {p.£ (5,1
+>. > ’”ZZA APIB) OO 0T (24D

p=1 I=2p j=01icB;
k~1k-14p

al~? (pJ) (z.1) !
sz:l 122:,, Z'; A AT € al(T;7 %) (b)|,q;.—1(b)(FTz) (2.42)
S8y

LY [Ehwae o .43

J=01ieB;

+ 3 N / VE(E) F(1) Ti(t) dt . (2.44)

€8y

We will show that the wavelet transform of F is large near the branch j°. For that
we shall first estimate the part of the term (2.40) corresponding to the branch i = j°: by
asumption, F is not uniformly C* on a non-empty closed subset K of 10, 1f; thus thanks to
the characterization of the Hélder regularity by the wavelet transform, there exist a, — 0,
b, € K and C, — +0c such that

| Cappn (F) |2 Crasy . (2.45)
Take b = Tjo(by) for n large enough and a = aanJfo(bn)l; then

a~2_j;

lz—b|< Iz —zj| + |z,0 —b| < L277 + 10| <C277 < Ca

and
| Caigtyonrzim (F) 12 Caa (T OF - (2.46)
3 3 ;

On the other hand,
Ty (b)

i(T}El) @, al(T5!) (BT " b)(FT’o) |= !/ (—-—*n-)(—b)) F(t) TJ{o(t) dtl

1, t— —1(b) , @)
=5;]¢(( 1H®)ﬁw)@y@ (5) + 0B (1t~ TB)) ) dt
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with
0Dt =T ®)) < (sup|Tjo(w)]) It — T (8)
< Clpl jt— T3 )]
< CITje(T (B)] It = T (b))} -
Thus

(TR (B) | Cy (T OLTE () (FT')E (T_ TS0 !/ ( ) F(t) dt]

)

It follows from (2.46) and the fact that F is bounded and al(fl}}l)’(bﬂ ~ 1 that
(T Y O | a5ty T—l(b)(FT o) 12 Cad® (T (B))F - C .

Thus for n large enough

C
l'\joi ]( ) () lC (T by (b)g:r l(b)(FT't:” > —A;(z) . (2.47)

Now, let us estimate the righthand side of (2.39). For ¢ € B; (here we take i € B;(b))
and 0 <5< J~1

(YO | Cor o 6T |
I IO
-2 [0 (558 s mow

L (T , ]
=21 o (5Pga) (00 7O = Py e - 74 00)

Using the mean value theorem, the previous term will be bounded by

su Ny (k) (g -T; k
2 [ (5 (b))l( o) ()!) =T O

It follows from the formula (g77)%)(u) zk Cf gtk=9) (u) T(qﬂ)( ), Lemmas 1 and 3

and the fact that g has compact support, that I(gT')(k)( ) < ClLj; so
I(tz.:l,'l)’(b)l I Ca}(’rg—l)l(b)lvn—l(b) (gjl,) I iS bounded by

T, (b) k koksj
T' PRBICT /Idf( 1) (b))i It — T 1 (b)|Fdt < C a2k |
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Thusfor 0 < j<J—-1

ch IEB (b)

which by Lemma 4 and the second part of Lemma 7 will be bounded by Ca*2¥/ L, (b).
Therefore, it follows from the first part of Lemma 7 and the asumption a({z) < k, that

Z Z I (T7H' @) | C |(T—1\/(b)!T-i(b)(gT)| < Cd Z 25 L;(b)
j<J—1i€B; j<d~1

< Ca*287L;(b)

< CLy(b) (2.48)

Consider now the term (2.40) (for which we exclude i = j0); since a|(T;')(b)] ~ 1,
F is bounded and the fact that we consider only the indexes ¢ € B;(b), then

iEE; (Al (T ) Ml Ic a (T ()T ((,)(FT ) S CLj(b) . (2.49)
i .

Let us now estimate the terms (2.41) and (2.42); thanks to the property iAgP’l)l <
|I;}P~4=1, the previous arguments give us

k—-1k=1+p
Z Z I—p Z oy 1 4Bd) 2] f
a A‘tl IA; (b)b !CQI(T-I) (b)lv (b)(F:rl)i
p=1 I=2p i€ By

i#g
k—1k—14p
< CZ Z a"PL;(h)aP1a
p=1 I=2p
< CL;(b)

k—=1k—-14p o) (
3 1 !
Yoy o ”ZZIAIH’” ®)l iC ety 9T)
p=1 I=2p F=0 1€BJ
k—1k—1+p
¢y ¥ a‘-PZ S LR T B 1O pmry gy 11y (9T
p=1 [=2p J=01eB,;(b)
k—1k-14p -1
¢y N o PZL, b) |L;P~* ak2ki
p=1 [=2p j=
k-1k-1+4p

CZ Z ak+l pZL 6)2‘7 {k+i-p)

p=1 1=2p

IA
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k—3 k—1+p
< CZ Z ak+£—pLJ(b)2J(k+l~—p)
p=1 I=2p
< CLy(b) .
On the other hand. since F is bounded, then
k—-1k—1+4p ( !) o) k—1 k~1+p
[-p P ) 1 {—p —i-1
> PNl |43V (C AT YIS o W ETR) < €3 3" o PAy(z)aP e
p=1 i=2p p=1 I1=2p

IA

CAy(z) .
For the term (2.43), we bound it by

S 5w el

J=01ieB; (b)
< cz > MR )l 2™
J=0:eB,(b)

which by (2.33) and Lemma 7 will be bounded by
J-1 o
C> " Lj(b)a*2*+1i277 < CLy(b) .

For the term (2.44), we use the boundedness of F' to estimate it by
C > |ulak2tV o < onyb) .
i€B;(b)

From the previous estimations, we get

Choose C,, large enough, then (2.47) yields

1
|Ca,b(F)l 2 5 p‘j“l I(TJ ) ( )i | ;(T—l)r(b ;T-’l(b)(FT ) l (2-50)

Whence (2.47) and (2.50) yield Proposition 3. And thanks to Théoreme 1 (i) of the
first chapter, this Propsition yiels the upper bound for the Hélder exponent.

2.3.2 Lower bound for pointwise Holder regularity

Using definition (1.1), we will show the lower bound for the Hélder exponent a(z).
Let z € K; for § < a(z}, define

e}

PgFe(h) =YY MPglgo T M)alh);

=0 i€ B;
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as in (2.23). Thanks to Lemmas 3 and 4

o0
| P Fp(h) <Y Li(z) 2l

§=0

and since § < a(z), then the first part of Lemma 7 implies that PF,(h) converges.
Let J such that 277 < |h} < 2.277 and let N be the largest integer such that z + h €
L (2),.in(z)- S0 Rl =z +h =z} S| (2),.in@)} 20d T+ A € L (), in(a)iner(e)}
Now, remark that if ([ — H);, (m — H); and (r — H); denote the left, middle and right
“holes” in I, i.e.
I = (l —H)i UL‘J U (m “"H)-iUIi’QU(T -H)i

then it follows by argument similar to the one given in the proof of Lemma 1 that Vv €
{lm,r} ,z€{v—H); ,ie{l,2}*and ne N

D (- H) 7SI (@) <D (v - H)i |75
Thus, Lemma 1 yields that
f(v—H); 12D 2L WYve{l,mr},i€{l,2}"andne N; (2.51)

Now, it follows from (2.10)l that |h| > (1 = H)i (2),....in(2),ins1(2)) i A <0, and
{h] 2| (r — H)j(2),...in(a)inea (o) | if B > 0; Thus, using (2.51), we obtain

b} 2 DIy (o), in () in s )]

50
ih’l 2 D—ZD-I|11'1(::E},...,iN(I)! !Ii,’v.;_;(x)l
2> D_SX‘Iil(z).. Lin(@)l
Hence if J' is such that 277" < 1T (@), in ()] < 227 ~J' then J'—J < C, with C a constant.

Now, we can write
F(z+h)—PgFs(h) =Y. Y N(g(T7 'z +h)) - Pglgo T, Mz(h)
j<J’ {ieBj:zel}
+ Y MNF(ITMz+h)
{icB czeli}
=3 > AiHglg o T (k)
j=2J'ieB;

For each 7 of the series of the first term, there is a finite terms (because of Lemma 4), thus
if jo is such that L;j(z) < 273(e(®)=¢) for all j > jo, then using the mean value theorem and
Lemma 3, the first term will be bounded by

C Z Lj(z)}h| AlrigilBl+l) < | p (181 Z Lj(z)23 81+
j<J’ i<do
+C|R|iA+1 Z 9—Bini([B]+1)
Josj<d’
< C|h|IBHL 4 Cjp|Bl+19-BT o) (Bl+1)
< Clhf?
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because J' - J < C.
It follows from the fact that F is bounded that the second term is bounded by CA j(z),
so by €277'(F=€) ( because of the first part of Lemma 7), hence by C|h|?~=.

The third term is bounded by

i8] (8]
Do INIDET AP € Y L)y 2¥2?
q=0

3> i€ B;(x) I =0
<C Z 9—BiglBlig-18lY
32
< 28
<C|h}

The proof of Theorem 2 is now achieved.

2.4 Computation of the spectrum of singularities
To determine the spectrum of singularities, we will construct special probability mea-

sures supported by the sets of singularities, and then use the following Lemma (see [27]):

Lemma 8 Let M, be the Hausdorff measure of dimension s and B{x,7) the ball of diameter
2r centered on x. Let v be a probability measure on R™, A C R™ and C such that 0 < C <

oC

- Iflimsup&-;(_f’—r)) <C VzeA then M,(A)> ﬂcﬁ.

r—0

- timsup 2 BED) S 6 vre A then My(4) < Z.

r—0 s

Let i be the probability measure on [0,1] which associates the weight | A;, 4, | A™"
(with A = |A1]+|Az|) for each interval I;; ;. This measure is supported by K and satisfies

~ {(A;) There exists a constant C' > 1 such that for any branchs ¢ = (4;,...,%) and
j = (jh'"’jp)

C Ly ) lTs.5,) € Ty gy gp) S Culliy a)u(IG,..5,)  (here C =1)
We will denote the previous property by u(l; ;) = u(I;) u(l;).
On the other hand, we have

- (A2)
| Li; |=| ;|| I; |  (because of the Distortion Lemma)

and
- (As)
lim sup % log (sup | I; |) <0.

n—00 lij=n
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By subadditivity argument, Brown, Michon and Peyriere (see [11], [49] and [52]); Col-
let, Lebowitz and Porzio (see [20]) proved that asumptions (A;) and (Ap) imply that
the sequence Cn(z,y) := % log (Eiil=ﬂu(l,~)“:+1 | I; l‘y) has a finite limit C(z,y) for any
(z,y) € R?, that C(z,y) is C? and D?C(.,.) # 0. It results that the sequence

- 1 ; _
Cnlz,y) = ~log (Z NEF I | y)

jil=n

goes to
Clz,y) := Clz,y) + (z + 1) log A

for any (z,y) € R?, besides C(z,y) is C? and D?C(.,.) # 0 on R,

Consider the set A = {(z,y) € R? : C{z,y) < 0}. A is not empty because of (43). On
the other hand, since C{z,y) is convex, nonincreasing as a function of z (because the (A1
are < 1) and nondecreasing as a function of y, the set A, if it contains a point (a, b}, also
contains the whole quadrant {(a+z,b—y) : = > 0andy > 0}. It results that there exists
a function ¢ : R = R nondecreasing and concave (thus almost everywhere differentiable)
such that the interior of A is identical to the set {(z,y) € R? : y < ¢(z — 0)}. Moreover,
C(t,¢(t)) = 0,vt € R. Thus the implicit function theorem yields that for ¢ such that
DoC(t, (1)) # 0, pis C.

In [49], Michon proved that for every (z,y) € R?, there exists a probability measure
fizy On the tree {1,2}¥ such that for any branchs ¢ and j:

poyli, J) = pay(i) pazy(s) (2.52)

and
pay(i) 2 p(L)™Y | I |7 e HOEY (2.53)

Thanks to the bijection 7 between the tree {1,2}¥ and K, denote by fi, , the associated
probability measure supported in K. Hence for any branchs ¢ and j

f:“z,y(Iij) = ﬁz,y(Ii)ﬁx,y(Ij) (2.54)

and )
foy(L) & [MEFL| L 7Y eI (2.55)

This measure is called a Gibbs measure and was studied by Rand (see [53]). The Gibbs
measure will be used in Lemma 8 in order to compute the Hausdorff dimension of the sets
of singularities for our selfsimilar function F.

Proposition 4 Let o < k and d(a) be the Hausdorff dimension of the set E® of points
x where o) = «; Then d{(¢) is concave, equals to —oo outside [Qmin, maz), and on this
interval for a = ¢'(q) (hence 6-a & € [Omin, Omaz))

d(e) = ;Ielﬁ(ap —plp-1)).
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Proof:
Let ¢ € K such that e(z) =a ,r>0,5>0,p € R and j such that 277 <r <2277,
We have

ﬁpw—l,ap(p—l)(B(mar)) -~ Z ["p—l,qo(p—«l)(Ii)
s ( . il
1€ B;(z) ’

ﬁp—l,w(p*l)(Ii)

~  sup - (because the cardinality of B;(z) < C)
i€ B; (z) | ;]

~ sup |NPILTPP175 (because of (2.55) and the fact that C(t,o(t)) = 0) .
i€Bj(z)

Suppose that s > —@p(p — 1) + pa  then Theorem 2 implies that

TN _ni{B
lim sup Bp—1,p(p—1) ( (z,7)) = +oc
r—0 rs

thus, using the second point of Lemma 8, we get M;(E®) = 0.
Hence
dl@) <ap-w(p-1),Yp€R

S0
d(a) < inf - - 1)) .
() < inf(ap - o(p - 1))

And in order to prove Proposition 4, we have to find p such that ji,_; ,-1)(E®) > 0.
Using the same proof as in [52] pages 5 and 6, we can show that for a = ¢'(p) and
E,={ze[0,1]: lim log [As| = a},

a5 TogT; ]
lij=n,z€l,
we have

ﬁp-—l,w(pwl)(Ea) >0.
Whence this result with the fact that E, C E® yield the desired proposition.

2.5 Proof of the Multifractal Formalism

We shall prove that
d(a) = inf (ap — n(p) + 1)

where 7(p) is the function defined in (1.8). To give the order of the maguitude of n(p), we
have to estimate the size of the wavelet transform everywhere. For i = (4;,...,1,), consider

I,-(a) = I,;+] - a,a[

and
Ci = I(il 7"-!iﬂ—l)(a) - I(ils-“yin—lyiﬂ)(a) N
Ifie€ B and a <| L | then | Li(a) |~ L |,] Ci |[<] I; | and inequalities (2.47)
and (2.50) show that there exists @ ~ 277 and a point b of I;(a) for which the order of
magnitude of Cpp(F) is Aj(b).



50 CHAPITRE 2. F.M POUR LES AUTOSIMILARITES NON LINEAIRES

We can also deduce the following lemma from (2.18) and an argument similar to the
proof of Proposition 3.

Lemma9 Ifi€ B; , a~|Ij|and b€ Li(a) then |Cop(F)| < CLj(b) .
Ifa<|L|andbeC; then |Cop(F)| < CaF|L|7*Li(b) .
On the other hand, remark that
d 1 -
E ab = Eca,b
where C‘a,b is the wavelet transform due to 9, and

d 1. 1
d Ccz,b = ——Ugb =+ "Ca,b
a a a

where C’a,b is the wavelet transform due to zv’.

We deduce that there exists an interval of lenght ~ a on which the order of magnitude
of Cgp(F) is Aj(b). Thus if we denote by A; the interval [%2“1, 277], then for each branch
i € B; there exists a ball of radius ~ 277 in the time frequency half-space R™ x R, located
near z, and in frequency in the interval 4; and where

FCap(F)12C" [ M

Lemma 9 and the previous remark yield

C'y 2N < / |Cop(F)|Pda db (2.56)
i€ By Aj xR
J
<SCY 2P0 277 ST L a2 L
i€B; [Li>2.2-i

<0277 {E 279|\|P + O ( Yo aRRNP T 51"“?)](2.57)

iEB, |I]>2.2-7

where O(.) is positive.
We have
lil=n

0= é(P— Le(p-1)) = rll_ig)l(}%lag (Z ilP | I l—w(p—l))

80 we can write

)

S

log (Z PalP | I i"“”‘”) = o(

lif=n

thus
Z P | I |eP D= eo(R)

jtl=n
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Define
GG) = 3 P | L oD
iEBJ'
It follows from (2.12) that for i € By,
. log2 log 2D . . log2 logD
Togx " ogxt < =TiogpT ¥ iog (238
(where |1} = n for i = (iy,...,1y,)); Hence
C'e’5) < G(j) < €T (2.59)
Therefore
9-=J Z 27| MP ~ 2772 (ele-1)) }: DWLI) Alatay
i€B; i€B;
= 9-7g-(+elr-1)i g(5)
< 0jePgmig-(l+elr-1)i (2.60)
and .
279 57 279N P > Oe?FIgminm(aee- 1) (2.61)
i€ B,
The term
2790 Y Pk ok (2.62)
|L1>2.2-7
is positive aud bounded by
C27 B INPILR
122273
= C27iy R Y- D P ) A b
[<G-22-1-1gjT <2
~ 2 I~ kP] Z 9—l(1=kp+p(p—1)) Z PWI) Aty
1<j—2 2-1-1<|Lj<2m!
< ¢ igkpi Z 2—1(1—kp+w(p—1))g(l)
I<j
thus if @(p — 1) + 1 < kp then (2.62) is bounded by Cje®i)2-(1+e(p-1)ig~j
Hence '
Clo-ie g (hel-1))i < / IC,5|Pda db < Cj2-9e(g—+e-)i  (2.63)
AjxR - ’
For the complex case, if (p — 1) + 2 < kp then
C'273e% )= C4er-1))1 < / |CaslPda db < Cj2-Ie2)eC+ee-3  (9.64)
Rz -

AJ’X
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Whence the following proposition:

Proposition 5 If o(p — 1)+ 1 < kp then n(p) =p(p—-1)+1.
For the complez case, if o(p— 1) +2 < kp then n(p) =¢(p—1)+2.

Proof:
Using (2.63) and the fact that lim;_,

(1
%) — 0, we obtain

1
lim sup g~ (1+#®=1) ¢(i5g3) / |CopPdb>C' >0 (2.65)
a—0 R
and ,
a—(l'f“ﬁ(}"*l)) 0(—1—)
lim sup ——————¢"\ g / {CaplPdb< C < +00. (2.66)
a—0 | log al R

Finally we have the foliowing Theorem:

Theorem 3 Let (1) be a system of d contractions defined on o bounded open domain Q
in a one dimensional line (respectively the complex plane C) and satisfying the asumptions
(2.10), (2.11), (2.12) and (2.18). Let g be a C* function supported in Q and F be the
unique (selfsimilar) function satisfying

[ NP(ITTN) + glz) ifzeTHR)
F‘x)‘{ olz) ifo ¢ U, T5(Q);

Suppose that oumin > 0 and that there exists xg € Q such that F & C*(zy); then for

. 13729 VIR ¥ {
z € K such that lim inf,, o mermitntl o
[ a3

1{z)..iniz)

log I/\il(z) ‘e Ain(:c)] .

3

o(z) = liminf
( ) n-$00 loglnn(z)...i,.(::),

Fora<k ac [amm,amam]

d(a) = ;gg(ap plp—1)).
Set m = 1 for the one dimensional case and 2 for the complex case. If g is C* then for p
such that o(p — 1) + m < kp, n(p) = p(p~ 1) + m.
Moreover, let py such that ¢(po — 1) + m = kpp and ag the value of the inverse Legendre
transform of p(p—1) at po, then for a < k, & € [min, Cmaz) sSuch that a = ¢'(p—1) and
a < op (thus a-e a < ag)

d(a) = inf(ap — n(p) + m) = inf(ap — E(p) +m) .

Whence the multifractal formalism is valid.
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Chapitre 3

Formalisme Multifractal pour les
Fonctions Autosimilaires Non
Isotropes

Résumé On montre que le formalisme multifractal dépend des propriétés d’isotropie
de 'autosimilarité.

3.1 Introduction

Dans le second chapitre, on a étendu la validité du formalisme multifractal pour des
fonctions autosimilaires associées & certaines contractions non linéaires. En dimension 2,
ces contractions contractent localement presque de la méme fagon. On se propose dans ce
chapitre d’étudier des autosimilarités qui ne possédent pas cette propriété. Nous montre-
rons que contrairement aux fonctions 7{p) et {(p), le spectre des singularités d(a) dépend
de la disposition géométrique des S;{€2); que les fonctions autosimilaires associées sont
multifractales mais le formalisme multifractal échoue. En pratique, la transformée en on-
delettes classique, qui est homogene en fréquence ne parvient pas & détecter les singularités
des séries non homogenes, et sera remplacée par une transformée en ondelettes ayant la
méme anisotropie; La norme euclidienne utilisée dauns la définition (1.1) de la régularité
Holderienue ponctuelle sera également remplacée par une “norme” (plus exactement une
pseudo-norme) qui tient compte de Panisotropie. En faisant des modifications analogues
pour les notions mathématiques qui interviennent dans le formalisme multifractal, nous
déterminerons le bon spectre et vérifierons la validité du nouveau formalisme multifractal.
Le plan de ce chapitre est le suivant.

Dans la prochaine section, on prouve l'existence et 'unicité de.la solution de ’éguation
(1.22) pour les contractions non homogenes et on calcule sa régularité uniforme.

Dans la troisieme section, on signale que les relations entre les estimations de la taille de
la transformée en ondelettes et la régularité Holderienne ne sont pas compatibles avec les
séries non homogenes; elles donnent en effet un minorant et un majorant qui sont différents.
On se restreint alors 4 des modeles précis pour bien estimer les incréments de la fonction
et détermiuner ainsi la valeur exacte de 'exposant de Holder ponctuel.

Dans la quatriéme section, on calcule le spectre des singularités pour ces modgles et on
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montre que contrairement aux fonctions autosimilaires homogenes, ce spectre dépend de
la disposition géométrique des S;(Q).

Dans la cinquieme section, on calcule {{p) et 7(p) et on prouve I’échec du formalisme
multifractal.

Dans la sixi®éme section, on remplace la norme euclidienne utilisée dans la définition
de Ta régularité Hélderienne par une autre “norme” qui sera compatible avec l'anisotropie;
en faisant des modifications analogues pour les notions qui apparaissent dans le forma-
lisme multifractal, on montre comment on peut obtenir des bounes caractérisations pour
la nouvelle régularité Holderienne en termes de conditions sur la taille de la transformée
en ondelettes anisotrope.

Finalement, dans la septidme section, on prouve la validité du nouveau formalisme
multifractal pour une classe plus large de fonctions autosimilaires non homogenes.

3.2 Anisotropic Selfsimilar Functions: existence, uniqueness
and global Hélder regularity

For the convenience of the notations, we consider only the case m = 2 although the
statements and proofs extend to the general case without any difficulties. Let s and ¢ be
two integers with s < t. We choose a finite subset 4 of {0.1,...,5 -1} x {0,1,...,t -1}
and for each pair w = (4,j) € A, we consider the affine map S, :R? — R?, given by

, I
Sw(l‘l,;l:z) = (_.‘5— + 3 T +- Z) .

We construct a kind of anisotropic Sierpinski carpet K as follows: we divide the unit
square R = [0, 1]? into a uniform grid of rectangles of height 1/t and width 1/s; Each S,
maps the unit square R into the rectangle

4l g+l
R, =15, 10,
K will be the unique non-empty compact set (see {31]) satisfying
K = | S.(K). (3.1)
wEA
We have
K = {ze®R : (S,0-08,) z)e R V(... ,wn) € 4"}
wEA
o0
= U =)
n=0 fui:n
where

Ro = (S, 0---08, J{R) for w=(w,...,wn).
There is a natural onto application 7 from A¥ to K given by

m(wy,y .. ,Wny...) = lim Sy 0---08, (v) (forany v € R)

n—
= m §R(w1,...,wn)'
n
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FiG. 3.1 — The two first steps of the construction of the Sierpinski Carpet associated to the
subdivision A = {{0,1),(2,2),(1,6)},s=4 and t =8

7 will be a bijection in the case where the “separated open set condition”
R.NRy =0 if w#w (3.2)

holds.
Let g be a C* function with all derivatives of order less than k having fast decay. We
will call a “selfsimilar” function adapted to the subdivision A, a function F satisfying:

F(z) =Y _ AF(S5'(z) + g(@). (3.3)

wEA

Note that since the S_;! have a sense for any z € R?, then the F(S;'(z)) are well defined,
and so we don’t make any convention on their values.

Remark: If s = ¢ then the maps S, are similitudes and this case was studied by
Jaffard (see [33]) which proved the validity of the multifractal formalism for the associated
selfsimilar functions.

Iterating (3.3), we obtain for any N:

N~1
Flz) = Y. > doyord, g(S5HS0Ha)

=0 (wy,...,wn)

(3.4)
+ Yo Ay F(S5h - S5H@))

(w;,...,wy)
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—y
Rﬂ.i).w.ll

FI1G. 3.2 — A zoom in for the third step of the construction of the Sierpinski Carpet associated to the
subdivision A = {(0,1),(2,2},(1,6)}, s=4 andt =8

We will now show the existence and the uniqueness in L'(R?) of the solution of (3.3)
under some hypothesis on the A, and then we will determine its global Hélder regularity.
Define
Mmaz = mazgealrol 5 |Almin = mingealdol;

__log!;\lmaz and  Qyap = _logp\imin .
logt logt

CGmin =

Proposition 6 Suppose that 3 .4 | A |< st, then the functional equation (3.3) has a
unigque solution in LY{R?) given by the non-homogeneous series

Fle)=Y 3 duy-de, g(S51- S5 M) (3.5)

n=0 (w1, esin )

If furthermore ™% < |Amaz < 1, then F € Cmin(R2),

Proof:
Distribution {3.5) verifies {3.3), its L! norm is bounded by

S Dl [ oS5 @) | da

n=0 (1) ,...,wn)

o0
=3 Dl [ 1053 @) i de

n=0 (wy,...wn) w

[ +]
SCY DT A A | Area(Ry,y, )

n=0 (wl,...,wn)

5o n
<oy (T )
n=0

wEA
<

For the uniqueness of the solution of (3.3) in L!(R?), remark that if there was two
solutions, it follows from the fact that (3.4) holds for any N that their difference is a


file:///Mmax
file:///Mmin
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distribution supported by K and is a solution of the homogeneous equation

F=) MFoS;. (3.6)
weA

But
1 FoSo  lpgey= st | F il

hence if 3. 4 | Au |< st, equation (3.6) has zero as a solution in L!(R?).

Let us now prove that F € C®mi=(R?). For that we will use the Littlewood-Paley
characterization. We split ¥ as a sum

F(z) = Z Fj(z) where Fj(z)= Z Aog(S5 1 ().

j=0 weAI
Let % be a function in the Schwartz class such that

P(€)=0 for [£]<1 and |¢[|>2s

$E) =1 for 2<[€]<s.

Set  yy(z) = s¥y(s'z), Wi;=Fjx and hyy=(g0S;") v
Recall that a function F belongs to C"(R?) if and only if

| Fxyy(z) 1< Cs™™ Yz € R

We have
hou(z) = s / 9(S51 () ¥(s(z —v)) dy.

Let Py_19.(y) be the Taylor expansion of g at the order k — 1 at the point z, i.e

Peags(y) = Y Pota) .

I
k-1 T

It follows from the properties of g and ¢, and the fact that S is affine in each direction
that for w € A7,

hoatz) = 5% [ (60551 0) = Peealg 0 S5 )ely =) ls'(o — )y

Thus using the mean value theorem, we obtain

hos(a)] < ¥ / (sup ZIB“(QOS;‘)(u)I) o -yt $(s(e — y) dy;

ue[miy] 33E=k
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Now, because the derivatives of g of order k£ have fast decay, we obtain for N large enough
tkd

(L+1S5 ()N

o B+ 1S5 (W) = S5 @) )Y

16%(go S;' M u)l < Cw

< - —7
(1+[55 (x)E)N
< th (1 + s9|uy — 21| + lug — zo[)V
= N —
(1 +[S5H=)DN
< Cy tki (1+59!.1:1-—y1|+t3$2:2—y2!)

1+ IS5 2N
hence {h (z)| is bounded by

C S?lt’c] ; j
TR f‘ —yl* (s (e = )] (L +olor =y} + Floz — w2} ¥ dy
C, sﬂt’” j ' i
(1*{:{9 /I stz — )| (1 + 87jzy — yi| + ) — g™ dy 5
So, for j < ol with 0 = logs/logt
gklpks
hou(z)] <
i u,l( ) N(1+!S;1(.’E)I)N

Co —Icltkj
<
= N85 (@) - SSUSL ()N

Thus

—kl kj 1
(Wi i(2)] < On|Maps ™ éj 1+ siizy — (S,(0)1] + #9|zo — (S, (0)2))Y

where (S,(0}); and (S,(0))2 are the coordinates of S, (0).
We have the following lemma

Lemma 10 Let D large enough and denote by Bj p(z) the set of w € A7 such that
|21 = (S.(0)h} < Ds™

and ‘
lz2 - (8,(0))2} < Dt™

The cardinality of B; p(x) is bounded independently of z and 7 by 4D2.

Proof:
The R, for w € B; p(x) are disjoints, thus they are all included in the rectangle

R; = [z1 — Dsﬂj,xl + Ds'j} X [.’1:2 - Dt_j, o+ Dt—j]

hence o o
s77t77 card Bj p(z) < 4D*s™9t™7
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whence Lemma 10.

Thanks to this Lemma and an argument similar to [33],

1

. . <C,
(1+ 89|z — (SO} + Pz — (Sw(o))QDN -
hence
[Wii(@)] < Cs™ )M, .
Hypothesis t ™% < |A|mqaz implies that for o = log s/ logt
Z in(fE)! < Cs_kztkall)‘lgrfaz
0<j<al
= Cl)‘!grfax
Cs~lamin,
On the other hand, for j > ol
Wi ()] < Csupl|F;(z)|
T
consequently
Z in,j(x)I < C E IAizna:r
jzol Jjzal
< ClAee
= Qs lomin,
Hence
| Fxiy(z) |< Cg~lamin (3.7)

Whence Proposition 6.

3.3 Pointwise Holder regularity
We want to compute the Holder regularity of F at every point.
Proposition 7 Ifz ¢ K then F is C* in a neighbourhood of z.

Proof:

It suffices to show that for any o such that |a| < k, the series 35020 3" 47 Aw@*(g0 551)
converges uniformly in a neighbourhhood of z.

This series is in modulus bounded by

Au , .
22 l(l + silz1 = (Su(0)1] + Hlaz = (Su(0))2)™

3=0weAj
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but, since z ¢ K, |z; — (S,(0))1] = C or |z9 — (S,(0))2| > C, thus

tki

Z [Aw] - - = < Clk-amin—Na)j_
(1 + s7}z1 — (Su(0] + a2 — (5,(0))2])

wE AT

Choosing N large enough, Proposition 7 holds.

Let us now compute the Holder exponent a(z) of F at each point z of K'; recall that
ofz) =sup{f : F e CPx)}. (3.8)

For technical reasons, we will restrict to a function g which is supported in the square R.
So the associated selfsimilar function (which satisfies (3.3)) will be also supported in R, and

satisfies
MWF(87Hzx)) + g{z) fzeR,

F(z) = { g(z) ifz¢J,cqRo - (3.9)

&

\

3
[ \
»
.

T!M} —~Fixi=)1.6) FIS{h 60 + g(x)

. 6{ 1,6),(81;

s

Yo
""" ~-=X Fixj=glx]

N

/ Rz

P /
- /‘/

_—Ren0a

A
: 3 N Fpomgtn) + Mg,z 80502 (50

Fx)=ig,1; N2,2) F(S }5,2)5?{;,1) =) +Mo. 1 3(525,1)(1)) +g(x)

F1G. 3.3 — The two first steps of the construction of the “selfsimilar” function adapted lo the
subdivision A = {(0,1),(2,2},(1,6)}, s =4 and t = 8 and a function g supported in R
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FI1G. 3.4 — The condition (8.10) for the construction of the “selfsimilar” function

Now, we will assume the “separated open set condition” (3.2) for the subdivision A,
and that

Ywe A, R,C[1/s (s—1)/s])x[1/t,(t~-1)/1]. (3.10)
Define for z € K, w(= w(z)) € A¥ by w = 7~ {z).

i w=(w,ws ... ,Wn,...) with wy = (i;,5;)) € A then z= (E{’il %‘{,Z{“__il %{r)
For notational convenience, set

UJ(TL,.’E) = (w].a “e ,wﬂ) ) Aw(n,z) = Aﬂl-’l A

7

and
Sw(n,z) =S5, 0---08,,-
Now let.
onfa) = etz
and

a{z) = hnrgggf an(z).

Proposition 8 Let g supported in R; let F be a “selfsimilar” function adapted to a sub-
division A satisfying the “separated open set condition” and the condition (8.10). If z € K
and a(z) is not integer and a(z) < k, then

a(z) > a(z) .

Proof:
Let € > 0, there exists ng so that an(z) > a(z) — € for all n > ng, implying

i)‘w(n,:r:)i < t—n(a(:c)—c)-
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Let h € R?, [h} < t™™ and n € N such that t7"2 < |h] < t™""!, then thanks to the
“separated open set condition” and condition (3.10), we get

w(n,r + h) = w(n,z).

Let. Pagz(h) be the Taylor expansion of g at the order a = [a(z)] at the point z (where
[a(x)] denotes the integer part of a(z))

a7 _
Paah) = 30 L%y
' 7'
i7i<a

Consider

ZAw(i I)P (90 ([ :r)) (h) )
=0

PFy(h) is well defined.
Using (3.4), we obtain

F(z +h) - PE,(h) = Zm@ (9 (S50 + 1)) = Palg o S5 )R]

+ Aot F (S3hm(@+h)
— D Mt Palgo S5 4)a(h).

i>n

It follows from the mean value theorem that the first term is in modulous bounded by

S ol n—1
CZ !Aw(l,z)f a+1) |h!a+1 < Claptt z !)‘w(l,z): glat1) o Clhia+1 Z I'\w(l,z)i flla+1)
=0 =0 l=n0
n—1
< C'tha-}-l + C;h|a+l Z t—Ha(z)—€} glle+1)
l=np
< Cf|h|u+1 + C!hla+1 tn(a+1--a,(;1:)+e)
< CUfhjete)-

Thanks to the boundedness of F, the second term will be bounded by Cl), (4}, so
by Ct-nlelri~€) | o by C]hia(z)~e.

And the third term is bounded by

Y Duaay Y AT < S Duga !l £ 1R

i>n ri<e i>n

< Cihla Z t—l(a(:c)——e) tia.

>n

which is bounded by C'|h|*(®)~€ for 0 < € < a(z) — a, (a{z) > a because a(z) is not
integer).
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) -

-

Fic. 3.5 ~ The condition {3.11) for the construction of the “selfsimilar” function

Whence Proposition 8.

We shall now give an upper bound for the pointwise regularity a(z) of the “selfsimilar”
function adapted to the subdivision A. Unfortunately, it is very difficult to use the relation-
ships between the two-microlocalization condition (1.15) in (i) of Théorgme 1 to compute
the exact Holder exponent : the reason is that unlike the wavelet transform which is homo-
geneous in frequency, the contractions which appear in the non-homogeneous selfsimilar
function have different rates in each direction. We can only prove that a(z) < o7 la(r)
which is much larger than the lower bound a(z). Thus, we must come back to Defini-
tion 1 of the first chapter to determine the exact value of the pointwise Holder regularity.
Obviously, this is not easy, so we will restrict to our couterexamples for the multifractal
formalism. We take ¢{z) = A(z;)A(z2) with A(u) = min(u,1 —u) if v €[0,1] and 0
else. Here g is C! (in the sense that it is uniformly Lipschitz). We suppose that the A, are
positive and that

Vwe A, R, C[l/s,(s—1)/s]x[1/t,1/2] (3.11)

or

Vwe A, R Cl/s,(s—1)/s] x [1/2 (t - 1)/ (3.12)

Remark: in the sixth section, we will prove that if we take anisotropic contractions in the
wavelet transform, then we can find good relationships between estimates of the size of the
wavelet transform and the “anisotropic Holder regularity”.
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g)(n.x)

! V n+l) !
! s 1

~n

F1G. 3.6 — A geometric justification for the property w(n,z + hyp) = w(n, )

Proposition 8 Let F be the L! solution of

=Y AF(S;1 () + Alz1)A(z2)

wEA

with 3 o 4 1Au| < st and the asumptions (3.2) and (3.11) or (3.12). Then for z € K and
a(z) <1, we have
afr) < a(x).

Proof:
Let & > 0; In the case of the asumption (3.11), we choose h, = (0, —t~("*1)) with n large
enough so that Ay(n p) > t7eE+E),
Since w(n,z + hy) = win,z), then

n-1
F(z+h,) - F(z) = z /\w(i,z) lg (\S;(lllx)(m + hﬂ)) - ( wil, x)(m))]

+ Matng) [F (S50 (@ + ) = F (S0 (@)]
Set 4, =S8 (H)( z) = (y,1,y2) for I=0,...,n. We have

TS mwz“(x) - {1/5) (3 "" 1)/3] x [1/t? 1/2]

and
o) (® + ha) = i + (0, —' D),

sofor0<Ii<n-1

0 (S5 m@+h) =9 (Sia@) = g+ ©—£-0) - g(y)

~n
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Ayr) (A(yz,'z — =ty - A(yz,2))
= Ayi,1) (yz,z — gi=(nHl) yz,2) (because of (3.11))
= DA (y).

Yn + (0,—t71) & Uyca R thus  Flyn + (0, —t71)) = g((yn + (0,—271)) and from (3.3)

F(yn) = )\wn+1(m)F(yn+1) + g(yn)-
Thus

F (S5t n@+m) = F (S500®) = Flun+0,-t™) = F(ya)
= Alyn1) (AMyn2 —t7) = Awn2)) = Apsy () F (Un41)
= ‘“t-l A(yn,l) - /\wn...}(:c)F(yn-é-l)'

And since F is positive then

n—1

IF(z+ha) = F(@)] = Y Augay M) ¢~
=0

-+ ’\w(n,z) (t_1 A(yn,l) + )\wn+1(m)F(yn+l))
but A(yn1) > 1/s, thus

{F(z + hy) — F(z)] s Atn .z

Ct—n(a(:c)+§)
C!hn Ea(:t:')-i-é.

IV IV IV

In the case of the asumption (3.12), we choose h, = (0, t“'("“‘”l)) and the proof is identical.
The lower and upper bounds for a(z) yield the following theorem

Theorem 4 Let F be the L! solution of

F(z) =Y MF(S;Hz)) + Alz1)A(zs)
wEA

with 3, 4 | M} < st and the asumptions (3.2) and (3.11) or (3.12). Then for z € K and
a{z) <1

3.4 The spectrum of singularities

We want now to determine the Hausdorff dimension of the set of points £ where a(z)
is equal to a given a €]0,1].
For technical reasons, we shall assume another separation condition

if w=(i,j)€A then (i+l,j)¢ A (3.13)
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F1G. 3.7 — The condition {3.13) for the construction of the “selfsimilar” function

This condition requires that if column 7 of the grid contains points of K, the two adjacent
columns do not.

On the sets of singularities £, we will concentrate a suitable family of probability
measures with certain scaling properties and then use the Lemma 8 to estimate the di-
mension of these sets: each measure gives us an upper bound and one of them will give the
equality.

For g € R, define 7{q) by > .4 Als ™) = 1; i.e 7(g) = —log(3 c4 M)/ log s,

Set P,{g) = A&s™® and let piq be a probability measure on K such that

V(ws,. .o wn) € A%, pg(Rus,..on) = Py (@) - .- Py (g)-

The construction of such measure by induction is straightforward (see {31], [38] or [51]).
Forr > 0and w = (w,...,wp,...) € A¥ with wy, = (in,jn) € A, define the approxi-
mate square Q(w,r) with approximate side r by

o fa e @ Ua(ry L

Qw,r) = [S Tt e s T Y e TR
ST N SOOI 1o WS
X [t - + tk2(r) 1+ t - tkz(r) tkz(r)]

where ki (r) and k2{(r) are the unique integers such that

sTElH) « p < gmRU) gpg (RN o < Ra(r),

In [51], we have

ki(r) ka(r)

P, (q)
pe(Qw,r)) =TI 1 Y Pusla H [ s R@ (3.14)

=1 (i,j)eA
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F1G. 3.8 — First case: each column of the grid contains at most one R,

By considering the two cases below, we will show that the spectrum of singularities
depends on the geometrical arrangement of the R, , w € A.
3.4.1 First case: each column of the grid contains at most one R,

Proposition 10 Assume that each column of the grid contains at most one R, .
Let a < 1 and d(a) be the Hausdorff dimension of the set E® of points z where a(z) = a.
Then d(a) is concave, equals to —o0 outside [Qmin, Cmaz] and on this interval

d(a) = inf(go "o = 7(q))
and it is analytic.

Proof:

In this case (3.14) implies that for w = (w1,...,wy,...) € A¥ and r > 0

kl (T)

pe(Qw,m)) = [ Pula (3.15)
=1
ki{r)
= ghr@ H X,
1=1
Thus k()
log st(QUw, 7)) _ _, . ka(r) log [Ti2” A,
logr =7(9) logr logs+q logr |
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Since ’f—olglogs — —1 as 7,0, then

o i 08 A(Qe 7))

m i Togr = —7(q) + go " ta(r(w)).

Denote by B(z,r) the ball of center z and diameter 2r. In [38] and [51], the following
lemma was proved

Lemma 11 Ifw € A¥ and n € N, then
B(r(w),s ") NK C Q(w,s™") C B(r{w), (s +1t)s™").

Thanks to the previous Lemma

lim inf 8RB E@LI) g 108 H(Qy)) (3.16)
N0 logr ™0 logr
whence B
lim sup Ho(Blrw)r)) +o0 Ve > 0. (3.17)

T\‘O T~T(q)+qa—1a(1r(u})+e

Let E® = {z : a{z) = a}; We can assume that amg; < 1, so Theorem 4 implies that
for a < 1, E* = {n{w} : a(n(w)) = a}. Equation (3.17) and the second part of Lemma 8
imply that

dlo) <go 'a-7{q) VYgeR

S0
d(a) < ir;;f(qa‘la - 7(q))-

We will now prove that the previous infimum is reached. For that we will look for the
good measure that wili give the equality.

We can easily show that 7(g) is strictly concave and analytic, so for 3 E]—l-"%))lg-”;"—‘, ~1—°§5’%ﬂsf—"[,
there exists a unique q¢ € R such that 8 = 7'(qg). Hence for & €|amin, tmaez[ there exists
a unique ¢ € R such that o~ la = 7'(q).

With the probability fig = pg o 7, the X; = log F,,,(g) are a sequence of i.i.d random
variables; the strong law of large number implies that for jg—a.0 w = (wi,...,wp,...) € AN

1 1
=~ logPy(a) = D Pulq)logPulg) asnr oo
pst

weA
= 71{(q)logs — g7'(g)log s (3.18)
because
> Pul@) logPulg) = Y A,s"@ (glog A, +7(g)logs)
w'eA weA

S en ), log
Zw'eA '\EJ’
= 7(q)logs —q7'(q)logs.

= 7(q)logs+gq
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Thus for ji; —a.a w € A¥

kl(r)

log g (Q(ws 7)) _ Ku(r) 1 > logP,(q) = gola—7(g) asr\0.
j=1

logr " logr ki(r)

It follows from Lemma 11 that for fi; — a.a w € A¥

iy 108 tg(B(n(w), 1))
N0 logr

=gqo la—1(g). (3.19)

Take E = {m(w) : lim,\o %M = go~'a — 7(q)}; then (3.19) implies that
q(£) = 1 and Lemma 8 yields that the Hausdorff dimension of F is equal to go~la—17(q).
But for « < 1, « €}omin, @maz| , E C E®, whence d(a) > go~la — 7(q).

We conclude that d(a) = infy(go e — 7(g)).

3.4.2 Second case: only one column containing all the £, , w € A

Proposition 11 Assume that there is only one column containing all the R, , w € A.
Then for o < 1, d(a) is concave, equals to —oc oulside [@min, Qmar] and on this interval

d(a) = il;f(qa —o7(q))

and it is analytic.
Proof:

In this case, we have

ka{r}
p(Qw,m) = ][] Pul® (3.20)
=1
ka(r)

= gkaln)r(g) H 2.
=1

Thus
log 1q(Qw,7)) _

log Hfi({) Ay
logr '

sta logr

Since ';—géf}logt = —1 as r 0, then

o g 08 £0(QE@,)) _

ming EH ST = —o7(q) + ga(r(w)

and thanks to Lemma 11

lim inf [28HaBEWD) _ g 0B H(QwrT)) (3.21)
N0 logr N0 logr
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] —

(S H]

Bl -

9 —

-

P

F1G. 3.9 — Second case: only one column containing all the R, , we A

whence

lim sup p(B(m(w), )

PNo TTOTle)ga(m(w)) e =+oo0 Ve>0. (3.22)

It follows from Lemma 11 and (3.22) that
dlo) <ga—o7(g) Yg€ER

) d(e) < inf(ga — o7(q)).

On the other hand, for @ < 1, @ E]amin, Cmaz|, there exists a unique ¢ € R such that
a = o7'{g), thus for fi; — a.a w € A¥

ka(7)

1 (O3, eo (1)
log prg (R, 7)) _ kalr) 1 Y log P (g) = ga—o7{g) asv 0
j=1

logr " logr ko(r)

whence by argument similar to the one of the first case, we deduce that

d{a) = irqlf(qa - a7(q)).

Remark: The spectrum of singularities of the second case is different from the one of
the first case, whereas for an homogeneous selfsimilar function (i.e if s = ¢) the spectrum
of singularity and the L”-mean Holder index {(p) are the same in the two cases; this means
that they don’t depend on the choice of the R,,. We will now prove that unlike d{c), the
LP-mean Hoélder index {(p) does not depend on the geometrical arrangement of the chosen
R, and so the multifractal formalism will fail.



3.5. THE FAILURE OF THE MULTIFRACTAL FORMALISM 71

3.5 The failure of the Multifractal Formalism

We will now prove that the equivalent formulas (1.18) and (1.19) for o < 1, that have
been proposed for the computation of the spectrum of singularities d(a) fail for the two

previous cases.

In order to compute ((q) = 1minfah! log [ !F“{gg?}:lp(z)!qdz, we need to find good

upper and lower bounds for Sp(h) = [|F(z + h) — F(z)|P dx.

Lemma 12 Let p > 0 such that o7(p) + 1 + 0 < p. For any € > 0, there exist C > 0 and
a sequence of hy # (0,0) with impy. o0 |AN| = 0 s0 that

Sp(hN) > CthIa'T(p)+1+a+e i

Proof: :
Forn € N* and w = (wy,...,wn) € A%, let A, = Ry \ U, .4 Rowr where the notation R
denotes the rectangle R, .. .- Set Ag =R\ Uy cq R

We have

Sy(h) = /A |F(z +h) - Fz)]Pdz + Z/ F(z + h) — F(@)P ds.
] wEA

By iteration, we get for any integer N

Sy(h) = EL/ Flz +h) - F(z)Pdz + Z/ F(z + h) — F(z)|P dz.

n=0wecA" wEAN+L

Consider
ho={r€A, : T+he U Auw};
wEA

Take by = (0,t~(N+2)) in the case where asumption (3.11) holds (and hy = (0, —t~(V+2))
for asumption {3.12)), then

Sp(hn) >E > / F(z + hy) — F(z)P dz.

n=1wecA" hpyow

For z € A;IN’N with w = (wy,...,wy) € A®, we have w(n,z + hy) = w(n,z) = w, hence
n
Pz +hn) = F@)IP = 1D Ar,o) 90, oy (& + hN))
3=0

-1
+ Au(n+1,z+hy) g(s(wl,...,wﬂ,wﬂﬂ(z-i—hn))(z + hy))

n
=3 Mo 9y DIP.

j=0
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FiG. 3.12 - Ay, Ry, Ry, A:‘zN.w in the case of asumption (3.11)

If j <n-—1then
.‘I(S(“,.1 w.)($ +hy)) ~ (S(wlh wj)(z))
=A((SE @+ hn) A (S @ +hada) = A((STL_uy(@D2)]

2 5T wolE A2 = (S (@)
s LI~ (N+2),

And for j = n, .S’(;lh__,w")(x) € Ay and S('wﬁ,'__,w")(x + hn) € D, ii(z+hy) SO since
hy = (0,7 V¥2)) and n < N then S, (z) € [1/5,1/2] x [0,1/2], hence

9t @ BN = 9SG (@) 2 871D,

And since the A, and g are positive, then if r(n,p) = 1if p > 1and (n+1)P1if0<p < 1,
we get for z € A} with w € A"

P
|\F(z + hy) —- F(z)]P 2> (Z Awi o) [9(5 @ )(I +hy)) — Q(S(Z,ﬁ,.,,,wj)(z))])
J=0 . .
n .
Z )‘fwl,...,w,-) s~PEIPg= (V2P p(yy p).
7=0

v

Hence

n

Siw) > 30 Y (Areaty, ) Ny 8 PPN [P 7 (n, )

n=1weAn j=0
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N
S 3 s nlmin(m, oy 8 PPN P (e, p).

n=1lwecAnr

Let a denotes the cardinality of A. It follows from the equality

Z Ztap ’\va, ) = Et“’a _J(Z ,\p)z

wEA™ j=0 wEA
that
Sp(hn) > C, |hN|”+IEs“_“ r(n p)Zt”’a EOBPAL
wEA
If
Y M >a (3.23)
wEA
we obtain
N,
Sp(hw) 2 Colhw P71 57 r(n, p)t"P (D AB)"
n=1 wEA
and if
TIPS N > 1 (3.24)
wEA
we get

Sp(hn) = Cplhn[Ptis™Nr(N,pt"P (D" ALY
w€A

Cplhn Pt by |7 |hy| 7P Ay |77 F

Cp;h1VIUT(p)+1+a+e-

(AVAAYS

Remark that o7(p) + 140 < p is equivalent to t"1s714# 5 _ . AL > 1 and thus yields
(3.24), and since the cardinality of A is smaller than st, it yields (3.23).
Whence, for p > 0 such that ar(p) + 1 + ¢ < p, we obtain

¢(p)(= lim nf 2E551)

<< i 3.25
lhivs0  log|hj )sorp) 140, ( )

Now, we shall prove that o7(p) + 1+ ¢ is the exact value of {{p). For that we will prove
the upper bound for Sp(h); We can assume that [Almin > 1/¢, (i.e the Holder regularity of
any point is smaller than 1).

Lemma 13 Let p > 0 such that o7(p) + 1+ 0 < p. Then for any ¢ > 0, there exists C > 0
such that for |h| small enough

Sp(h) < CIhIa’T(p)+1+a—e .
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Ry

I(mn
t

FIG. 313 - Au, Ry, Ruws B Ay B, = Ao\ (85, UAL)

haw? “hw?

Proof: ‘
Let t=(N+2) < |p| < t~(N+1D)- for w = (wy,...,wy,), define

ho={z€b, i z+heD};

and
;’il,w = {17 € AW tx+ h’ € Aw;,...,wn_l} .

We have A}  UAY, = Au\ A}, s0
N
St = Y % / \F(z + h) — F(z)P dz
&,

n=0weA"

+ 2% [ IFe+h) - F@Pds

Forz e Z,w with w € A"

[Pz + k) = F@P =] 3 MNar,wp (9550, y@+ 1) = a(STL @] P

=0
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Consider r'(n,p) =1if0 <p<land (n+ )P tifp> 1.
Thanks to the fact that g is C' (uniformly Lipschitz)

n
IF(z + k) = F@)P <Y (0,5 Awy,..i0p) PEFIRIP .

3=0
Thus
N n )
Z M / Flz+h) —=F@)fdr < CY Y 3 r(np) Ayl RPs™"
n=0w€An n—OweA" 7=0
= |h|er n,p)s ""t""Zt“’a 3wy,

wEA
hence if (3.23) holds then the previous term will be bounded by
N
WP Y ()~ (30 M)
n=() weAd
and if o7(p) + 1 + 0 < p, then it will be estimated by Clh|o7P)+1+o—<

We will now estimate the term 3 v+ [p |F(z + h) — F(z)[P dz; for that, remark
that w(N,z + h) =w(N,z) = (wy,...,wn), SO

|F(z +h)—-F(z)] < | Z )\(‘.;“ Wi ( (w; u,)($+h)) (S(wz w‘)(x))) t

+ P (IFST oy @+ B+ IS, @DI)-

From the fact that g is C! and F is bounded, the previous quantity will be bounded by

N-1

ClE D Pyt + Cl g o -
=0

Thanks to the asumption |A|lqmin > 1/¢, we get
IF(‘(I: + h) = F(I)l < C"lhi N |)‘(w1,...,wN)! tN + Cl)‘(wl,...,w}v)l 3

hence ;
{F(z + h) — F(z)]P < C'NP{A,,..om -
Hence
Z / (z+h)-F@)Pds < CN?sM 3 Doyoaml

we AN+ wEAN+1
Clhlo‘7(p)+1+a—e

IA
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Let us now estimate the term 3.0 _, Yvear [, Al |F(z + h) — F(z)|? dz. By analogous
arguments, for z € A} and w € A", |F(z + h) — F(x)lp will be bounded by

CI’ ( I)‘(u-,wn+1(a:+h))ap’g(‘sa‘;{u"_f,l(z-yh))(x + h))}p + Z r'(n, p)l)‘(w; ,....wj)‘ptjp!hlp) 3
Jj=0

thus

ZZ/ |F{z + h) — F(z)|P dz

"'0 Lu't:A"

<oy ¥ / Posmnrrm PO ooy @+ RIPdz (326)

7= OweA"

+C|h|Z Y Z (% DY Ny PP LRI (327)

weA™ j=0

Whence, the term (3.27) is smaller than C|h|?7(F)+1+9~¢ Now, for the term (3.26), we have

/A’ IA(wywuH(:t-!—h))|p;g(sq\’z,l1wﬁ$i(z+h)) (3" + h))lp dz

haw
<O [ 19 (S22 supm @ + (R ha)) Py
with
Apn =S5 (0ho) ={y€ By : y+ (s"h,t"ha) € | Aw}.
w'EA
And by integrating the previous integral respectively on

_ n n 1 1 )
{y € Ah,n : Swn+1(5w(y)+h (y + (s"hy,t hZ)) € [07 5] x {0» 5]} 3
1 1
/ . ~1 n n i
{y € Ah,n : Swn+1(5..,(y)+h)(y + (s"hy,t"hy)) € [07 5] X {57 1]} 3
1 1
. -1 n n .
{y € Ah,n . Swn+1(5u(y)+h)(y + (s"h1,t"hy)) € [§= 1] X [07 ‘.2']} i
and )
A -1
{y € Ah,n . Swn+1(5u(y)+h)(y + (thlgtnhz)) E [ 1] X [2 1]}

we can easily show that
[ PiomantermlP 10T o= + NP da < CoT e P
R

and thus the term (3.26) is bounded by C|h|"T(P)+1+”
Finally, by a change of variable, A;:’w will be analogous to Ah o+ and so by similar argu-

ments, the part of Sp(h) corresponding to A}’ will be bounded by Clh|oTp)+ite
Lemmas 12 and 13 yield the following proposxtlon
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Proposition 12 Assume that |Almin > 1/t. Let po > 0 such that 3 . 4(tXu)P° = st (i.e
o7{(pa) + 1+ 0 = py); then for p > po, we have o7(p) + 1+ 0 < p and so

({p)=or(p)+1+0.

I we define f(a) by
fla) = inf (ap — {(p) +2) (3.28)

pP>po

then for @ = o7'(¢) with ¢ > pg, the infimum in the previous Legendre transform is
attained for ¢, and

fla) = ag-or(g)+1~0
> aq — or(g)
> i%f(ap —or(p)).

Thus, in the second case,
d(a) < f(a).

So the multifractal formalism doesn't hold.

In the first case, since the cardinality of A is smaller than s, then for any 0 < p < 1,
t7ts 1P 3 4 AD < 1; hence pp > 1 and so for a = o7'(g) with ¢ > pg, we get

infpsp(ap —C(p) +2) > odla)+1-0
> d{a)

because d(a) < dimK = i%g—‘;; < 1. So the multifractal formalism fails too.

Remark: Even the version of the multifractal formalism studied by Daubechies and
Lagarias in [24], which says that ((p) is the Legendre transform of d(a) — 2, fails for
the previous two cases. Indeed, for the first case, since d(a) = infy(go~'a ~ 7(g)) and
7(g) is concave and continue, then o7(q) = inf, (g — od(e)); thus for p > 1 such that

o7(p) + 1+ 0 < p, (3.25) implies that
((p) < igf(qa —od{a) +1+0),

but d{a) < 1, so
{{p) < igf(qa —d{a) +2) .

Identically for the second case.

3.6 The Anisotropic Multifractal Formalism

We have shown that the multifractal formalism fails for the two previous cases: the
Euclidean norm used in the definition of the pointwise regularity does not interact in a
good way with the anisotropic contractions.

We propose instead an “homogeneous norm” that was used by Calderén and Torchinsky
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on one side (see [12] and [13]), Folland and Stein on the other one (see [29]) to develop a
theory of anisotropic ‘H? spaces.

We begin by defining the homogeneous norm and describing some of its basic properties,
for proofs and more details we refer to [29].

For r > 0, consider the dilation group of anisotropic linear transformation of R™
Ar(z1,.. ., &m) = (rBzy, ... 1% 2p)
where 1 =d; <dy < ... <dy,. We define the homogeneous norm of z € R™ by: p{z) =0

if z =0, and for z # 0, p(z) is the unique value of r for which |[A ()| = 1, |z| denoting
_ the Euclidean norm of z. The function p is continuous and homogeneous in the sense that

p(Ar(z)) = ro(a). (3.29)

Remark that in the isotropic case dj = 1 = dy = ... = d,;, and p{(x) coincides with the
Euclidean norm.

Lemma 14 There exist positive constants Cy,Co and vy such that

Cilz] < p(z) < Colz(/%  whenever p(z) <1 (3.30)
Cll/d'"|ﬂ:il/d’“ < plz) < Cg’"lzl whenever p(z) >1 (3.31)

p(z +y) < v(e(z) + ply)) Vz.y €R™ (3.32)

ip(z +y) — p(z)] <vply) Yo,y € R™; ply) < plx)/2 (3.33)

A +p)" < (L+p=) (1 +p(z ~y))" Vr,y€eR™ands>0. (3.34)

The p-Mean Value Theorem: there exist C' > 0 and v > 0 such that for all function
f of class CtY) on R™ and all 2,y € R™

[fz+y) =~ f@N<CY ply)¥ sup |0 f(z+h).
3=1 p(h)<vply)

We adopt the following multiindex notation for higher order derivatives. For I =
(i1,--.,im) € N, we set 8! = 8 ...8i" and z! = zi' ... glm. Further we set |I| =
i1+...+%y, and d(I) = dyi; + ... + dmim. Thus || is the order of the differential operator
9!, while d(I) is its degree-of homogeneity, or, as-we shall say; its homogeneous-degree. We
shall denote by A the additive sub-semigroup of R generated by 0,d;,... and d;,. In other
words, A is the set of all numbers d(I) as I ranges over N™. We observe that N C A since
dy =1
Let now P be a polynomialie P =Y ;arz’,ar € R. We define its homogeneous degree
to be maz{d(I) : a; # 0}. There is a version of Taylor’s theorem with remainder for the
homogeneous norm p.
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The p-Taylor Inequality: suppose § € A (6 > 0), and k = [§]. There is a constant
Cjs > 0 such that for all functions f of class C*+Y) on R™ and all z,y € R™,

fle+y) -Pi<C Y. o™  sup |8 f(z+h)
[I|<k+1,d(1)>6 plh)<vh¥1p(y)

where P, is the Taylor polynomial of f at z of homogeneous degree 4.

We will now replace the Euclidean norm by the homogeneous one in the terminology
that appear in the formulation of the multifractal formalism, in order to be adapted to the
anisotropy. We will also modify the wavelet transform. Then we will show that the ani-
sotropic wavelet transform gives “good” characterizations for the new pointwise regularity
for a large class of anisotropic selfsimilar functions.

Definition 1 Let a > 0 and z¢ € R™; by definition a function F : R™ — R belongs to
C(zo) if there emists a polynomial P of homogeneous degree smaller than o such that '

|F(z) = P(z — x0)| £ Cp(z — 20)”. (3.35)
The p-Hdolder exponent of F at x is defined by
a,(z) =sup{8: F¢ Cf(a:)}. (3.36)

And we say that F belongs to CH(R™) if (3.35) holds for any = and o in R™ with
uniform constant C.

Let us now define the anisotropic wavelet transform.
Let 1) in the L.Schwartz class S(R™), supported in |z} < 1, and with vanishing moments;
and let  be another function of S(R™) whose Fourier transform ¢ has compact support
disjoint of the origin and has the property that for all z # 0,

o
/ H(Arz)p(Arz)dr/r =1, (3.37)
0
Let £ = (2%,...,29); @¢(z) = p(x — 7); P(z) = ¢(z + Z), and for a > 0 set
1
Galz) = 5@‘5(*4;1@ where Q =dj + ...+ dpn.

Given a tempered distribution F, ¢ > 0 and b € R™, the anisotropic wavelet transform
of F is defined by

: 1
Cyfa,)(F) = (Fx 2)(8) = =5 [ F@}o(47 (@ = 0) da. (338)
F is reconstructed from its anisotropic wavelet transform by (see {12])
Flz) = / Cy(a,b)(F)ih,(z — b)dbda/a (3.39)
a>0 JR™

Le
F(z) = /a . fk _ Cyla )(F)P(A7 \(z - b)) dbda
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One of the fondamental properties of the anisotropic wavelet transform is that it cha-
racterizes the p-Holder regularity by conditions analogous to those of the classic wavelet
transform for the isotropic case.

Proposition 13 1. F € CJ(R™) if and only if
|Cp(a,b)(F)| < Ca’. (3-40)

2. If F € Cj(xq) then

|Cp(a, b)(F)] < Ca® (1 + M)s. (3.41)

a

3. If (8.41) holds and if F € CE(R’") for B > 0, there exists a polynomial P such that
if p(z — z0) <1/2,

|F(z) — P(zx — zo)| £ Cp(z — zp)° log ( (3.42)

)
plz ~x0) )
Proof:

1. fFe Cj(R’")

Cole )P = 75l [ F@p(47 (@~ ) dal
- ol [ Feai e -t - 5)as
= ol [Fa+ dam)oldr @ - 0) dal
Since ¢ has compact support disjoint of the origin then
Coat)EN = =5l [(Pla+ 403) = Pla + Auz = D)pl47 (@ - b)) da
< 5 [C oo+ Az - blodr o - b)) da
which by property (3.32) will be bounded by
O [ (0 4a®) + pla = 5)) (45 (2 = b)) do
< O [(6lAad)* + pla = BY)lo(A7 o - B)] do

< Ca'+ O [ p(A7 (@ - 0)lields (o - 8) do
< 2Ca°,

Conversely, F is expressed in terms of C,(a,b)(F) as in (3.39). Let

Wiaa) =5 [ Colabi(FIi(4 (e~ v)
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If (3.40) holds then
W(a,z)] < Ca® (3.43)

and
| W (a,2)] < Ca®~4D), (3.44)

Let zp € R™, and set § = maz{d(I) : d(I} < s} and PW,(z — x5) the Taylor
polynomial of W{a, .) at zp of homogeneous degree &

HW{a,z,)

PWy(z — zp) = Z -——II——(JJ — zg)!
I:d(1)<8
and P(z - zg) the one of F, then
F@) = Pla=2o = | [ (W(as)=PWila - a0)) dafa
a>0

IA

(z—xz0)
/ T (W@, 2)| + |1PWa(z - z0)l) dafa

.;./x W (a,z) — PWy(z — z¢)| da/a.
p

(z—z0)

1t follows from (3.43) and (3.44) that the first term is bounded by

plz—10)
/ Ca® + Z Ca*~ Uiz — z0)!| | da/a
0

[-d(I)<s
but from the definition of p
[z — z0)| < plz — z0)™P

hence the previous term is estimated by

p{z—z0) »
C»’/ (ms"l + Z Ca®4D~1p(z — xo)d(”) da
[¢]

I:d(D)<s
< Cp(z - 20)°.

Let | = [6), since W(a,.) is of class C(**D), then using the p-Taylor inequality, the
second term will be bounded by

o
/ Cs Z plz — Io)d(J} sup 'BJW((I, Mzo + h)f da/a
plz—z0) [JI<l41,d(0)>d p(h)suiﬂp(z_%)
o
<G > plz— zo))) =49 da/a
<U+1,d(J)>8 p(z—z0)
< Cp(z — xp)*.
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2. If F € C)(xq), then

Cola, B)(F)| = iQi [P+ 423) = Plo + Aot - 20)) (47" (@ = 1) dal

IA

/Cpa:-i—Aaz-—xo) (A (z - b)) dx

< o /(,, o2)* + p(z — 20)*)|e(A5 (& — b)) dz

< Cu*+ O / (plb — z0)* + plz — b)*)|@(AT (z — b))} dz
< Ca5+Cp( —z9)* + Ca’®

<

Ca* (1 + ﬂﬁ:-“i"l)
;
3. Conversely if (3.41) holds and if F € C#(R™) for an § > 0, then
W) < o [ca (14 M) B4 (@ - B db
< L f ca* (1422 b’) (A7 (& — b)) db

+C— p(z — zp) /it/’) b))| db.
Hence .
|W(a,z)| < Ca® (1 + &iﬂ) (3.45)
and similarly
|0'W (a,7)] < Ca®~ D) (1 + 3(—:”—7}&”)) . (3.46)

Thus
» (I z-o)a/ﬂ
\F(z) - P(z - 50)] < / W (a, )| da/a
0

plz—xo)
+/ |W(a,z)|da/a
p(z-—xn)‘/ﬂ

p{z—To)
+/ |PW,(z — xo)|da/a
. Jo

+ / " W(a,z) — PWa(z — 20)| da/a.

(z—zp)

Using (3.43) (with s remplaced by ), the first term will be bounded by

p(z—z0)*/#
C / a’da/a
0
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so by Cplz — z0)°.
(3.45) implies that the second term is estimated by

p(z—zo)
/ C(a’ + p(z — z¢)*) da/a
p

(g—x0)*/8
plz—zo)
<2Cp{z — .’L'())sf da/a
plz—xp)s/P
1

< Cplz —xz9) lo
> p( 0) gp(m—ﬂfﬂ)

also, from (3.46) the third term will be bounded by

pla=zo) —d(1) 0\’ 4
/[; C Z a’ (1+;) plr - z0)* daja

I:d(T)<s
< Cplz - z0)°

and we use the Taylor inequality to estimate the fourth term by

/ ” Cs S bz =z} sup (07W (a,.){zo + k)| da/a
p

E;l‘—ll‘-o) !J!Sl"{"l ,d(J)}'& p(h)sul+1p(m—$0)

<C gyl [T s—d(J) o(R)\°
=G }: plz — zg) a sup 1+ =~ dafa

I<I41, d(T)>6 p(z—1zn) PR+ p(z—z0)

D w ,
S C Z p(m — :L.O)d(u” / as-—d(]) da/a
I<l+1,d(J)>d p(z—x0)
< Cplz ~ xo0)*.

Whence (3.42).

The proof of Proposition 13 is now achieved.
Now we will make similar modifications for the Besov spaces.

Definition 2 Suppose s € R and p > 0, we say that F belongs to the homogeneous aniso-
tropic Besov space Bpp (R™) if for a small enough

[ 1Cotabipypae < ca” (3.47)
This definition does not depend on the choice of the wavelet ¢ nor +: let ® and ¥
be two other functions satisfying the same properties, since the supports of § and & are

disjoint of the origin then there exist two positive numbers a and 8 such that o, * ;=0
for t/l ¢ [«, 8]. Thanks to the property (3.37)

o ]
Fx® = F*‘i’:*/ Wi * e dtft
0
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(> e}
= F*‘I)l*f Solt*'(l)ltdt/t
0
8 -
= /F*‘Pzt*‘l‘t*if!ltdt/t
o
ﬁ X I
= / Fox gl — Au) * @y x Py dift;
&

hence

_ ~ B
1P« &1ll oy < Bl il / IF * Grell o dt/t |
Q

whence using the Young inequality in the multiplicative group R}, we obtain

B B
I IF * &l s i@y < C / £ dtft [17NF * il o s,
[+
< CHTPHF * @il ommyll oo r3)-
Now, we set
1p(p) =sup{r : F € By[P®(R™)}. (348)

We also modify the definition of the Hausdorff dimension and Hausdorff measure in
order to be adapted to the anisotropy as follows (see [55]).

Definition 3 Let E C R™ and R. the set of all coverings of E by sets of p-diameter at
most €. Let

then, by definition the d-dimensional p- Hausdorff measure of F is

{(p— M)a(E) = limsup(p — M)q,.(E) .

£=30
The p-Hausdorff dimension of E s
dp(E) = inf{d : (p~M)s(E) =0} = sup {d : (p— M)a(E) = +00} .

Finally we call the anisotropic multifractal formalism the property that the p-Hausdorff
dimension d,(c) of the set of-points £ where o, (z)-= o is equal-to-the Legendre transform
of np(q) ~ Q@

dy(a) = inf(ag — 1,(q) + Q). (3.49)

Now we will introduce the class of anisotropic selfsimilar functions for which the ani-
sotropic multifractal formalism will be proved to be valid. This new class will contain the
family of “selfsimilar” functions of the two previous cases.
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3.7 Validity of the Anisotropic M.F for Anisotropic Selfsi-
milar Functions

Let l =dij <dy <+ <dpy 1 <1,...,ur <1land V; € R™, ...,V € R™; Cousider
the m anisotropic contractions on R™: Sij(z) = Ay, (z)+V;. Let 2 be a bounded open set of
R™ and &k > 0; Assume that (1.20) and (1.21) hold and let g be a C}f function such that all
its derivatives of order less than k have fast decay. We will call a (d, ..., d)-k-selfsimilar
function, a function F satisfying:

L
Fz)=) % F(57'(z)) + g(z) (3.50)
i=1

such that F is not uniformly C;f in a certain non-empty closed subset of Q.

The “selfsimilar” functions given in the first part of this chapter are (1, %—g—:—)-l-selfsimildr.
Let

log | A; log | A,

log | X | and Qmer = SUP _og_|_]_|. (3.51)

QXmin = . 1 1 .
j=l,..L logu; j=1,..,L logH;

We will study the existence of the solutions of (3.50) in the anisotropic H5{R™) spaces
defined by Calderén as follows.

Definition 4 Let for a > 0 the mazimal function associated with F be

My(z) = sup |Cula,z +b)(F)l.
p(b)<ra

For0<p<x

F e HE(R™) if M,(z)€ LP(R™).
This property of M,(z) is independent of the choice of ¢ and a. We define the HH(R™)
norm of F as the norm of My(z) in LP(R™).

A k-atom ¢ is ¢ bounded function with compact support and with vanishing moments
of all orders less than or equal to k. The p-norm of the atom ¢ is defined as

Helip = inf M|B|Y/P (3.52)

where M is a bound for |¢| and |B| is the measure of a ball B = {z : p(z — z¢) < r}
(which is an ellipse in the euclidean space) containing the support of ¢. If 0 < p <1 and
k> Q/p—1, then ¢ € HH(R™) and

ol mm) < Clidlly ; (3.53)

where the constant C depends on k and the choice of the norm in HH(R™).

In the case where the solution will be a function, we will compute its global and point-
wise anisotropic Holder regularity and then we will show that the anisotropic multifractal
formalism holds.
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We are now ready to state our main results.

Proposition 14 Suppose that Zfd P A ij < 1; in this case (8.50) has a unique
distribution solution, which is an L' function and given by the non-homogeneous series

S T A g (5757 @). (3.5)

n=0 (tll ;T'n‘

If furthermore 0 < amin < k, this function belongs to Cymn(R™).

Suppose that ZL A [,LQ >1; that case (3. 50) may have several distribution
solutions; let p < 1 such that Z;,Lzl | A; 1P ,u,J- <1;ifgis C';,“ with k > Q/p — 1, and if the
moments of g of order less than k vanish, (8.54) converges in the anisotropic Hardy real

space HH(R™), so that (3.50) has at least one solution in that space of distributions.
Furthermore, these results are optimal.

Proposition 15 Let K be the unique non-empty compact set satisfying K = L_J]I-‘=1 S;(K).
Ifz¢ K, Fis C’,’; in a neighbourhood of x.

Proposition 16 Suppose that amin > 0. Let T be the tree constructed in the “time-
frequency half-space”: the root is conventionally the point (0,1) € R™ x R™*, this root
is linked to the L first nodes, which are the (S;(0), u;), each point (S;(0), ;) is linked to

the (S;Sk(0), Kjnk), ...
Let z € K and Bj(x) be the set of branches (i1, ...,1,) of the iree such that

p(Si, -8 (0) — ) < iy - .. i,

and . .
27 iy, < 9-(3-1)
Then

ap(z) = liminf inf M

3.55
j—oo 1€B;{z) Logu; (3.55)

Proposition 17 Define a function T by the equation _‘;‘zl I)\jl“u;f(“) =1. Let o < k and
define d,(a) as the p-Hausdorff dimension of the set of points x where o,(z) = a. Then
dy(a) equals —oo outside [0min, Omaz]. and on this interval,

dy(a) = igf(aa — 7(a)). (3.56)

Proposition 18 Let F be-a (dy, ... ydpy)-k-selfsimilar and let g such that 7(q) < kq — Q.
Then
10(q) = 7(q) + Q-

Theorem 5 Let F be a (di,...,dm)-k-selfsimilar. If amin > 0, the function d,(a) equals
—co outside the interval [Gmin, ®maz] and is analytic and concave on this interval. Its

mazimal value dy may satisfies
dp,‘maz —_
E By = 1.
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Let ag be the value for which this mazimum is attained.

If g is C3°; if a < ap, dp(a) can be obtained by computing the Legendre transform of
70(q) — Q.

If g 1s C}f, let pg be defined by T(po) + Q = kpo and let oy be the Legendre transform at
po of the function 7(q) (i.e o1 = 7'(po)); if @ < o then for a < ay, dy(a) can be obtained
by computing the Legendre transform of 1,(q) — Q.

Notice that in order to show that F belongs to Hb, we split F as a sum F = 2o F
where Fj is the series (3.54) restricted to the indexes ¢ € I; such that 277 < p; < 27060
and that the regularity and the cancellation that we requested for g is consistent with the
atomic decomposition of the Fj; thus the H) norm of F}, using (3.52), (3.53) and the fact
that a +b < (a? + B*)/P for a > 0, b> 0 and 0 < p < 1, is bounded by

L/p
1D MgoSTug < | 2o INge ST R,
iel; t€1;
1/p
< O Ihgost
el
1/p
< clty INilPud
icl;

this quantity is exponentially decreasing with j, so that F belongs to H5.

The solution F given by the series (3.54) looks like an anisotropic wavelet decompo-
sition. The proofs of Propositions 14, 15, 16 17 and 18, and Theorem 5 follow from the
properties of the homogeneous norm p, Proposition 13 and arguments similar to those of
Jaffard’s paper {33]; in all situations @ served as a substitute for the space dimension m:
the anisotropic wavelet transform of F satisfies a functional equation similar to (3.50)

J
a -
Cola,)(F) = > Y AC(—,57'(0)9)
J=1279gp;<2.274 Hi
+ ¥ A,-O,,ai,s;%b))u?),

2-J<pi<2.27Y

hence, we prove that its order of the magnitude near the tree is large, more precisely, near
(Sil s S,'n(()),,u,'l - .,u.,;n)., it is ~ !)‘il‘ e ])\iﬂ!.
The dimensions of the singularities will be obtained by constructing invariant measures on
the sets of singularities and using the analogous of Lemma 8 for the “norm” p ( the ball
Euclidean B{z,r) will be replaced by the p-ball (p — B){z,r) which is an ellipse of axis of
lenghts 2r, 219, ... and 2r%, centered on .
For the proof of the anisotropic mulifractal formalism, we show that for g such that 7{q) <
kqg—-Q

[1Caav)Eyras ~ a2+
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Chapitre 4

Formalisme Multifractal pour les
-Fonctions d’Echelles

Résumé. On montre que le formalisme multifractal s’applique aussi pour une large
classe de fonctions d’échelle. Celles ci sont autosimilaires sous 'effet de contractions ne
vérifiant pas la condition de séparation. On vérifie aussi le caractere “presque-oscillant”
pour ces fonctions en certains points. Enfin, on donne une méthode différente de celle de
Meyer pour ’analyse multifractale de la fonction d’échelle de de Rham {ou Cesaro); Celle
¢ pent se transformer en une fonction autcsimilaire avec une fonction d'erreur discontinue.
On prouve également la validité du formalisme multifractal.

4.1 Introduction

Le formalisme multifractal a été prouvé pour des fonctions autosimilaires satisfaisant
des équations d’autosimilarité de type

d
F(z) =) MF(S7'(z)) + g(=)
j=1

avec |A;| < 1, S; des contractions sur un domaine borné (2 de R™ vérifiant la condition de
séparation

S{Q) N S;(Q) =0 (4.1)

et g une fonction assez régulidre et & support compact dans Q (cf [4], [7] et [33]).

Ce formalisme a été étendu pour des cas ot les S;(€2) se recouvrent; plus précisément
pour les fonctions d'échelle p(z) = ZLO cpplkz —n) avec k =2, N = 3, ¢g = €
11/2,3/4, c1 = 3+, ca = 1— B et c3 = § — B (voir {24]).- Le filtre de ces fonctions satisfait
les regles de somme Eﬁzoan(-—l)"n‘ =0 pour!l=0,...,N — 2. Dans ce chapitre, on se
propose d’étendre la validité de ce formalisme dans le cas oli on n’a pas assez de régles de
somme.

On s’intéresse dans un premier temps & des fonctions F,, 0 < p <1, p # 1/2, de LY(R),
satisfaisant 1’équation fonctionnelle:

Fy(z) = pF,(22) + pFy(2z = 1) + (1~ p)Fy(22 = D) + (1 - p)Fp(22 ~3)  (42)
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et la condition de normalisation
j Fyz)de=1. (4.3)

Rappelons que ces fonctions font partie d’une large classe de fonctions, solutions dans
LY(R) des équations d’échelle

N
lz) =) enplkz ~n) (4.4)
n=0
avec
/ olz)dz = 1 (4.5)

et interviennent dans la construction des ondelettes & support compact {cf [19]).

Dans [22] et {23], Daubechies et Lagarias ont étudié I'existence, le support, la régularité

globale en termes de conditions sur les ¢, (voir Théoreme 2 et Proposition 19 dans ce
chapitre) et ont trouvé des renseignements sur la minoration de la régularité ponctuelle
en certains points. D'autres types de régularité ont été étudiés dans [17] et [18]. Signalons
que si 'on omet la condition ¢ € L(R), alors I’espace des solutions de I’équation d'échelle
(4.4) aura une dimension infinie. La condition ¢ € L}(R) nous permet de prouver que la
dimension d’un tel espace est au plus égale & 1 et, lorsque cela est le cas, ¢ sera définie de
facon unique par la condition de normalisation (4.5); celle c¢i implique que Eﬁzo ey =k
et ceci permet de prouver que g est supportée par lintervalle {G, 761}1]
La solution () sera représentée en termes d’un produit infini de matrices (k matrices
My, ..., Mg_1) dont les coeflicients sont les ¢,. La représentation dépend du développement
k-adique de = (pour z € [0,1]), on obtient en fait (cf [23]) pour z € 352, 4(z)k~" (avec
e {0,1,...,k~1})

(,D(.I) = lim < (Mil(r) S Min(m))t €, (‘19(0)! s 3’10(]‘7 - 1)) >

00

avec e = (1,0,...,0) € R, M} désigne la matrice transposée de M; et <, > le produit
scalaire. Pour le cas qui nous intéresse, k=2, N =3 eton a

g 0 O c; ¢ O
My = Cy € Cp et My, = cy3 €3 (1
0 c3 o 0 0 ¢

La régularité globale de ¢ résuite de certaines estimations uniformes sur la norme de
tout produit fini de telles matrices.
['inconvénient de la majorité de ces équations est que leur solution ne posséde pas une
forme analytique explicite. Ce probleme résulte du fait que le produit infini de matrices
n’est pas en général explicite.
Dans [24], Daubechies et Lagarias ont choisit des ¢, de telle fagon que dans une certaine
base de R3, M¢ soit diagonale et M! triangulaire. Ce choix permet de calculer tout pro-
duit des matrices My et M;, et de contréler ainsi 'accroissement de la fonction d’échelle
associée afin de déterminer la fonction ((g) et l'exposant de Holder ponctuel pour tout
z € [0,1]. Ce dernier dépendra nécessairement de la proportion des codes binaires 0 et 1
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dans le développement binaire de z. Si en plus on a “suffisamment” de regles de somme
(Eﬁlzacn(—-l)"n‘ = 0 pour [ = 0,...,N — 2) alors on peut trouver des relations entre
le graphe de ¢ sur [1,2], [2,3] et son graphe sur [0,1]. D’autre part, la dimension de
Hausdorff des ensembles des points dont la proportion des codes binaires 0 et 1 dans leur
développement binaire existe et admet une limite p (0 < p < 1) est connue {cf {26]); Ainsi,
Daubechies et Lagarias ont pu vérifier le formalisme multifractal {cf {24]). De telles r2gles
sont d'une importance capitale, elles permettent en fait, comme Daubechies nous 'avait
signalé (dans [21]) de transformer la fonction d'échelle en une fonction autosimilaire dans
le sens de Jaffard (i.e celui de la définition 5 du premier chapitre) et de retrouver le forma-
lisme multifractal. Les fonctions F, n’ont pas assez de régles de somme, toutefois on vérifie
que telles relations sont aussi possibles.

Signalons que pour p = 1/2, (4.2) et (4.3) admettent une solution unique donuée par
la fonction

z/2 si z € [0,1]

) 1/2 si z € (1,2

Fi(=) = (3-z)/2 si T €[2,3
0 ailleurs.

F, étant uniformément Lipschitzienne donc le formalisme multifractal n’a aucnn sens dans
2
ce cas.

Dans la prochaine section, on vérifie 'existence et P'unicité de la solution de I'équation
(4.2) pour p # 1/2, sous la condition de normalisation (4.3) et on donne sa régularité
globale et son support. La solution F, sera supportée par 'intervalle [0, 3]; ainsi en posant
Q =]0,3[ et Sj(z) = §z + &, pour j =0,1,2 et 3, F, sera autosimilaire avec des S;(2) qui
se recouvrent. Puis, on donnera explicitement cette solution et on montrera les relations
entre son graphe sur [1,2], [2,3] et [0, 1].

Dans la troisieme section, on calcule la régularité ponctuelle et le spectre des singularités
et on prouve le formalisme multifractal.

Dans la quatrieme section, on signale le réle important des régles de somme dans
Pautosimilarité des fonctions d’échelle et la vérification du formalisme multifractal. On
vérifie aussi qu’'aux points rationnels, la solution admet des chirps logarithmiques aprés
avoir présenté ces notions et rappelé leur caractérisation par les ondelettes.

Dans la cinquigme section, on vérifie que la fonction d’échelle de de Rham n’a pas aussi
suffisamment de regles de somme. On montre qu’elle est autosimilaire avec une fonction
d’erreur ¢ discountinue, on étudie sa multifractalité en utilisant une méthode différente de
celle de Meyer (cf [47]) et enfin on prouve la validité du formalisme multifractal.

4.2 Existence, unicité, support, régularité globale et calcul
explicite de la solution

Pour p # 1/2, les matrices My et M, associées & I’équation d’échelle (4.2) s’écrivent

p 0 0 p P 0
My=11-p p p et M= 1-p 1-p »p
0 l1-p 1—-p 0 0 1-p
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On considere les vecteurs e; = (1,1,1), e2 = ({p — 1)%, p(p — 1), p?) et e3 = (1,0,0), et
on note P la matrice de passage de la base canonique de R® dans la base (e;, g, e3).

La matrice de "endomorphisme associé & M} est diagonale dans la base (e, ez, €3), et
est donnée par

1 00
PIMP=1]0 00
0 0 p
Celle de 'endomorphisme associé 3 M?! est triangulaire supérieure et est égale &
1 0 o
PiMiP={ 0 0 -1
0 06 1-p

Un caleul facile nous fournit
t 10 P i Ile M
P (M. . My)'P=1{0 0 —ig]IiZ N
0 O H;::l )\ik

avec Ag=pet \y =1—p.

D’aprés la remarque de [23] page 1048, en posant E; le sous espace vectoriel de R®
orthogonal & e, la restriction de la matrice P*M;(P*)~! (j = 0 ou 1) au sous espace
P'E,, que 'on notera P'M;(P')~!/P'E; est obtenue en éliminant la premibre ligne et
la premitre colonne de P'M;(P!)~! (donc en éliminant la premitre ligne et la premiére
colonne de P~* M} P puis en transposant). Ce qui donne

00 0 0
t ty=1,pt . t ty-1,pt o
De la méme manigre, on obtient
PiM,, ... M;, (P')")/P'E, = 0 0
R ' —in[Thsi M [heei Xie /0

Donc la norme de la matrice P'M;, ... M;, (PY)"Y/P'E; est ~ [Tp_; Aig.
On va utiliser les résultats suivants (voir [22] page 1395 et [23] pages 1037-1038, 1043
et 1053)

Théoréme 2 Supposons que les coefficients ¢, n = 0,..., N satisfaient Ef:ocn =2 et
ZQ;O(—I)"nzcn =0 pour!=0,1....,L.

Pour chaque m = 1,...,L + 1, on pose E,, le sous espace vectoriel de RN orthogonal
Vect{ui,...,um} ot uj = (1,2971,..., N971). Supposons qu’il eziste <A <1,0<1< L
(l € N) et C > 0 tels que, pour toute suite binaire (i;)jex~. et tout m € N*,

| Mi, ... My, /By IS CA™27™, (4.6)
Alors

- Il existe une solution f continue non triviale et appartenant @ L', pour ’équation
d’échelle f(z) = Eﬁzo enf(2z — n);
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- [ est & support compact dans [0, k—J_\%], fle)+ flz+1)+...+ f(z+ N-1) =1 pour
tout z € [0,1}, et f estl fois contindment dérivable

log X

~ Si X > 1. alors la dérivée d’ordre I, f) appartient & C-T‘;g'f(R);
SiA= %, alors fO satisfait

|fO(z +1) — fO(z)] < Clt|| log t]|-

Proposition 19 L’estimation (4.6) est équivalente & la propriété suivante:
il eziste m € N* et une matrice N X N, B de déterminant non nul, tels que
max || M;, ... M; /BEpy, < 27™

ij=0oul
7=1,....m

avec M; = BM;B~1.

Ces résultats s’étendent aussi pour les équations d’échelle f(z) = eri—_o enf(kz — n) pour
k# 2.

Comme || P'M;, ... M; (PY)~!1/P'Ey ||~ [Ti=; Mi,, alors, d'apres la Proposition 19 et
le Théoreme 2, il existe une unique fonction continue F = F, appartenant & L'(R) et
satisfaisant (4.2) et (4.3).

De plus F est Hélderienne d’exposant de Hoélder apmin = min{ J-}—Z%, EI—"%%%—"M}. Par
conséquent, en prenant {3 = [0, 3], on peut dire que F est autosimilaire avec des S;({2) ne
vérifiant pas la condition de séparation. On a par ailleurs, pour tout z € [0,1]

Fz)+ Fzr+ 1)+ F(z+2)=1. (4.7)

On va chercher une forme analytique explicite pour la fonction F. Pour z € [0,1], on
considére la décomposition dyadique

o
=) ig(z)27*
k=1

et on définit 'opérateur de shift 7 par

Il

T

oo
D ig(z)27rHL
k=2

Observons que

{ 2r sizel0,1/2]

—_ o1
7z =5 (@) 2r —1 size€[1/21).

21

On pose :
Viz) = (F(z), F(z + 1), F(z + 2)) .

Il vient alors
V(.’B) = Jwil(z) V(TJI)

donc par itération, on aura pour tout n € N,

V(.’B) = Mi;(:c) A Min(x) V('rnz) .
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X
F1G. 4.1 ~ Le graphe de F, pour p =0.25
On a

< es, V(.’L‘) >
= < e3,1iranM,-1(_,,_.) Ce Min(l) V(O) >

hgn < (Mn(z) B A’fin(x))t €3, V(O) >

n k—1 n—-1 n
lim < o2 Y ik [ rer —in [] Mg e2+ [ Miv s, VIO) >
k=1 =1 k=1 k=z1

Grice au fait que Mg et \; sont compris entre 0 et 1 et & la propriété (4.7), on obtient

o0 k-1
vze0,1], F(z)=p"> ilz) [[ M=) (4.8)
k=1 i=1

Regardons maintenant les relations entre le graphe de F sur [1, 2], [2, 3] et son graphe

sur [0,1]. Pour z € [0, 1], comme F est supportée par [0, 3], 'équation (4.2) donne

z+1

F(2

) = pF(z +1) + pF(z)
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donc
1 r 41
ﬂx+n=;ﬂT;)~F@)
Orsiz =3y 2 4(z)27" alors
o0

1 o0
= -2-+Zzl 1(z)27

donc
z+1

5 1) = 4;_1(z) pourl > 2

=1 et g 5L

11
par conséquent

z+1
F( —éﬁ) = (1 + 21(2’:))\1 + zz( ))q)\“(z) +... 4+ ’lk( ))\1,\,1(3) Aik—l(z) + .. )

soit donc
r+1

F( 12- ) = p* + (1= p)F (). (4.9)

Par conséquent,
F(z+1) (1 - p)F(z) — F(x)
donc
1-2p
Fz+1)=p+ p F(z). (4.10)
Et on conclut griace 4 (4.7) que
1-p
Flz+2)=1-p— -p—F(:L‘) . (4.11)

Remarquons que pour z € [0,1], 1F(z) est la primitive de la mesure de probabilité
binomiale g construite sur [0, 1] par le procédé itératif suivant: & I'étape n = 0, on affecte
3 Pintervalle [0,1] le poids 1; & ’étape n-= 1, on attribue-un poids. A\p =.p A-lintervalle
[0,1/2] et le poids Ay = 1 — p & lintervalle [1/2,1]; & I’étape n, on divise [0,1] en 2"
intervalles égaux en longueur, on repere chacun de ces 2" intervalles par une séquence
symbolique (41,...,4,) ol i = 0 ou 1 selon que V'intervalle considéré soit 'un des 2¥~1 in-
tervalles & gauche (i, = 0) ou I'un des 25~ ! intervalles A droite (i} = 1) de la décomposition
des 2k intervalles obtenus & 1’étape k, on attribue alors un poids A, ... A;, & lintervalle

Iils--nin = [EZ:I ikz_k’ Ez:l ikz—k + 2"'1’1].
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4.3 Reégularité ponctuelle, spectre des singularités et forma-
lisme multifractal

Dans cette section, on fournit la valeur exacte de la régularité ponctuelle, le spectre des
singularités et la preuve du formalisme multifractal. Il y a plusieurs facons de faire ceci: on
peut se ramener au cas des fonctions autosimilaires classiques et en déduire directement le
résultat mais comme %F(a;) est la primitive d’'une mesure de probabilité binomiale, nous
préférons faire appel au formalisme multifractal pour les mesures et appliquer les résultats
de certains auteurs & notre cas; Vautosimilarité de F' sera utilisée dans la troisidme section
afin d’analyser la présence de chirps logarithmiques.

On pose
. log ’\il(a:) . ')‘ir.(x)
alz) = Eminf = =
n o {1 — n .
= liminf L=y () | log(1 = p) | +(1— 2oi=1 31(1'))1 logp | :
nmee n log 2 n log 2

On a le théoréme suivant

Théorgme 3 Soit 0 < p < 1, p# % et F la solution de U’équation (4.2) sous la condition
de normalisation (4.3). Alors pour z € [0,1] tel que a(z) <1, on a

T+ 1

alz+2) = alz+1) = of 5

) = alz) = alz). (4.12)

En plus, pour a € [ayin, 1]
d(e) = inflaq - o(q))
avec o(q) = —o8letU=p7)

lo,

Et pour o €lamin, —%Zlogp + (1 — p) log(l - p))/log 2},
d(a) = inf(oq - ({q) +1)

et le formalisme multifractal s’appligque.

Preuve:

On va d’abord rappeler le formalisrne multifractal pour les mesures et montrer le rapport
avec le formalisme multifractal des fonctions.

Pour z € [0,1], on note In(x) 'unique intervalle dyadique de longueur 2~" contenant
z, c'est & dire Vintervalle {37, 41(z)27, SO0, 41(z)27  + 27" et on définit la régularité
ponctuelle de la mesure u en z par:

ay{z) = lim >—__——__1c1)§g“5€rlrzi;2;)| ) (si cette limite existe) .
n n
Posons
Eyla)={z€[0,1] : ap{z) =0}
et

log 3 (u([k2™", (k +1)27"]))T

o{q) = hrfn Tog2-7
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Alors le formalisme multifractal pour les mesures dit que:
d(Ey(a)) = inf(ag - o(q)) .

Brown, Michon et Peyritre (cf [11]); Collet, Lebowitz et Porzio (cf [20]); et Mandel-
brot et Riedi (cf [44] et [54]), ont montré la validité de ce formalime pour les mesures
multinomiales. Par ailleurs, si f désigne la primitive de la mesure y, c’est a dire

f@) = [ du=n(o,),
alors pour @ <1, on a l'équivalence triviale
z € Eyla) <= op(z) =a.
Si d(«) désigne le spectre des singularités de f, il s’ensuit alors que pour a <1

dle) = inlf(aq —o(q)) . (4.13)
D’autre part, on a

Y (w2 (k4 1)27"D)T = D OIf(R2TY) = f((k+ 12T

k k
~ 2 [Ife+ ) - f@)ds
Par conséquent, si 1 + o(g) < ¢ alors

¢(g) =1+o(q).

Pour notre mesure, on a

EPAYIHETCIP I DHEHC)
ayu(r) = lin%inf log(1 -~ o) ;o:; 2__np = = a(r) ;

Soit donc alr) = a(z) st a(z) < 1.
Ainsi (4.12) découle de (4.10) et (4.11) et du fait que a(ZH) = a(z).
D’autre part, on a

- Jog i=n NilT L log(p? + (1-p)0)" _ log(p? + (1 = p)7)
o) =l e T T e T T

Par conséquent, 1+ o{q) < ¢ pour tout-g > 1 et on en déduit grace aux relations (4.10) et
(4.11) que
log(p? + (1 - p)?)

Vg > 1. 4.14
log 2 q> (4.14)

¢lg) =1~

Finalement, le Théoréme 3 découle du fait que pour amin < a < 1, inf,(ag+ _ELT_Q_.E)_M i jg 12‘ ! )

est atteint en [log (:—l%%gj—pﬁ)] / [iog Tf'_—p] qui est supérieur & 1 seulement pour a €
Jetmin, —(plog p + (1 - p) log(1 — p))/ log 2].
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4.4 Autosimilarité, chirps logarithmiques et analyse par on-
delettes

4.4.1 Chirps logarithmiques et analyse par ondelettes

Rappelons qu'une fonction f(z) d’une variable réelle est Holderienne d’exposant « en
T 8l existe un polyndme P de degré au plus « tel qu’on ait au voisinage de zy

[ flzo+h)—PR)|ISCIR|" .

Cette majoration, ne permet pas de décrire les oscillations de | f(zg + h) — P(h) |.
Des comportements trés oscillatoires ont été étudiés dans [37] et [48], lorsque par exemple

!
flzo+ h) — P(h) ~ h"‘smh—ﬂ ;
I'indice « étant l'exposant de Hélder en xy tandis que 8 mesure la rapidité des oscillations
qui vont s’accélérer quand h tend vers 0.
Une situation moins oscillante apparait lorsque f est “approximativement autosimilaire”
au voisinage de zy, plus précisément lorsque (si @ < 1)

flzo + h) = f(@o) = A7*(f(zo + Ah) — f(z0)) + O(1A|%)
avec A < 1. Cette égalité implique bien siir que
fzo + ) — f(zo) = |h|*Gxllog £h) + O{}A{®)

olt le £+ désigne le signe de h et G4 et G_ sont des fonctions log A périodiques.
Introduisons donc la définition suivante

Définition 6 On dit gu’une fonction f o un chirp logarithmique d’ordre a en zp , de
périodicité log A et de régularité r > 0, s’il existe un polynéme P de degré au plus o et
deuz fonctions G, et G_ appartenant ¢ espace de Holder CT, périodiques de période log A
et bornées telles que

f(zo +h) — P(h) = [h|*G +(log £h) + O(|A|?)
ou de fagon équivalente, st
f{zo + h) = P(h) = A7%(f(z0 + Ah) — P(Ah)) + O((h|%) .

Dans {35], Jaffard a établi des conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence de
chirps logarithmiques, portant sur la transformée en ondelettes de la fonction. De plus il
a trouvé une formule qui fournit explicitement les coefficients de Fourier des fonctions G4
et G. aux points ol les fonctions autosimilaires ont des chirps: soit « > 0, considérons
une ondelette 9 € CleIT1(R) telle que pour tout 0 <! < [o] + 1, [P ()] < a +!;I:)“ - et

[ z'4(z) dz = 0 et de plus (par exemple) 1 paire, ou impaire, ou ¥(€) = 0 pour £ < 0 (et
1) non identiquement nulle). Voici les énoncés des théoremes de Jaffard ({35]).
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Théoreme 4 Si f a un chirp logarithmique d’ordre a en zy , de périodicité log A\ et de
régularité r, alors la transformée en ondelettes de F vérifie

b—.’ﬂ()

Cop(f) = a*H(loga, ) + O(a® + b — z6]|%) (4.15)

avec H(z,y) log A périodique en la premiére variable,
|H(z,y)l <C(1+y))*™" (4.16)

et
|H(z,y) — H(z',y)| < Clz ~ &'|"(1 + |y)* . (4.17)

Réciproqguement, supposons qu’il existe 3 < a tel que

b—xzp

|b— g
a.

Cop(f) = a®H(loga, ) +O(a®(1 + )%) (4.18)

avec H(z,y) satisfaisant ({.16) et ({.17). Alors f a un chirp logarithmique d’ordre o en
Tg, de périodicité log A et de régularité r — g, Ve > 0.

4.4.2 Chirps logarithmiques pour les fonctions autosimilaires

Soit maintenant f une fonction k-autosimilaire sur [0, 1], i.e vérifiant

f(2) = 3 _Nf(STH=) + 9(2) (419)

avec [A;| < 1 pour i = 1,...,d, S; des applications affines de [0, 1] dans {0, 1] de rapports
de contraction p;, telles que

5i(10,1) N 5;(J0,1) = si i#j

et g est C¥ & support compact dans [0,1]. On suppose en plus que f n’est pas C* en un
point zg.
Alors les points ol f n’est pas C* appartiennent au compact K invariant par les S; (K =
U Si(K)).
Chaque point de ce compact peut s’écrire

z= lim §; o...05; (t)

o0

ol ¢ est un point quelconque de [0,1]. On peut donc coder z par la suite (i1,...,%,,...),
ou encore par le nombre

X=X()=) ind™"

n

dont le développement d-adique est précisément la suite i,

Théoreéme 5 Soit f une fonction k-autosimilaire et z un point codé par un rationnel;
(F1y- -y imyl1s--- ,lp(z), ly,-.. 7lp(a:)7 ...); Notons

)\(:E) = )\[1 .../\1

p(z)
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et
y‘(x) =y e Bl

jog Az

Alors f a un chirp logarithmique d’ordre o = log u{z

régularité k.

en =, de périodicité log u(z) et de

Notons que la détection des chirps découle directement de 1'équation fonctionnelle (4.19).

Dans ce qui suit, nous appliquons les résultats de Jaffard pour la solution F = F,
de Véquation (4.2) (sous la condition de normalisation (4.3)) afin de détecter ses chirps
logarithmiques. Pour cela on va d’abord la transformer en une fonction 1-autosimilaire.

T T 1 T v T T j eA T T T
SIS - //-
87 j
sl 3
f)
0l s s v E
/ wh /’
- i
ash £ ewsi |
/F// /
-~ eni I
(Y8 f
o 7
e ’,/ = / E
- 8375 —
N s ) 1 .
13 13 14 is 3 1 [ i 2 13 158 14 168 %]

- - //

" /
osms]. /// ) o . s 4

) L ol A L i i e ( i L ) L
.53 1.58% 1% 1898 14 1805 161 1615 §61 L9 18 15T iSm 1w 15 1621 15681 1803 (404 1605

Fix)
~

S

Fi1G. 4.2 — Graphe et autosimilarité de Fy 05 autour de 1.6

Pour z € {0,1/2], équation (4.2) s’écrit

F(z) = pF(2z) . (4.20)
Pour z € {1/2,1], on a grice a (4.9)
Fz)=(1-p)F2x-1)+p?. (4.21)

On a F(0) =0 et F(1) = p, on définit alors une fonction continue F qui s'annule en 0
et 1 par F(z) = F(z) — pz pour z € [0,1] et 0 ailleurs.
En réécrivant (4.20) et (4.21) pour F, on aura

pF(2z) + (20 - p)z si z €1[0,1/2]
Fz)={ Q—-p)F(2z-1)= (20— p)z+20* —p si z €[1/2,1]
0 ailleurs.
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En posant
0 =0,1[;
S-(w)—la:+j ) =0,1;
j(z) = 3z +3 pour j=0,1;
et
(20° - p)z si z €1[0,1/2]
glzy=<¢ (20 ~p)x+2p>—p si zel1/2,1]
0 ailleurs.

On aura alors
Z,\ F “Hz) + g(z),

avec
S5;(Q) CQ pour j=0,1;

So(Q) N S1() =0

et g est une fonction uniformément Lipschitzienne et & support compact dans [0, 1].

F' est donc une fonction 1-autosimilaire. Par conséiuent, en tout point £ codé par un
rationnel, F a un chirp logarithmique d’ordre a = en z, de périodicité —p(z) log 2
et de régularité 1.

Vu que F est égale 3 F modulo un monéme, il en résulte des relations (4.10) et (4.11)
qu’en tout point rationnel r tel que a(x) < 1 (ainsi que ses translatés de 1 et 2) F a un

chirp logarithmique d’ordre o = ﬁ%’;g%g%l , de périodicité —p(z)log2 et de régularité 1.

C’est & dire qu’on a pour |h| assez petit

p{z}log2

_ logA(s
Fla+ 1) = F(a) = )F(z + 27%0) = Fa)] +.0 (o ) |

4.4.3 Autosimilarité des fonctions d’échelle et formalisme multifractal

On vient de voir que modulo un mondme, la fonction d’échelle F, est 1-autosimilaire.
Ainsi elle vérifie le formalisme multifractal sur une partie de l'intervalle {anin, 1].

Dans [21}, Daubechies nous a signalé que toute fonction d’échelle dont les coefficients
¢, vérifient les L + 1 régles de somme

N
ch(——l)”nl=0 pour [ =0,...,L,

n=0

peut se transformer en une fonction autosimilaire N— L — 1 dimensionnelle; c’est-a dire que
les A; seront des matrices N —L —1x N — L —1 et la fonction d’erreur devient une fonction
vectorielle de R¥~L~1, Ainsi, si L = N — 2 alors modulo un polyndme de degré N — 2,
la fonction d’échelle devient (N — 2)-autosimilaire dans le sens classique et le formalisme
multifractal pour & < N — 2 en résulte.

Toutefois, il faut remarquer que la famille d’exemples F), fait partie du cas L < N — 2,
en effet L = 0 et N = 3, alors qu'on n’a eu aucune difficulté pour transformer F, en une
fonction autosimilaire et de vérifier le formalisme multifractal.
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F1G. 4.4 — Graphe et autosimilarité de ¢ sur [0.49,0.54]

Nous allons maintenant prouver que ceci est presque aussi le cas pour la fonction de de
Rham {ou Cesaro) qui vérifie

F(z) = F(37) + %{F(m —1) =~ F(3z+ 1)] + ;—[F(B'J: ~2) + F(3z + 2)] (4.22)

avec toujours F € L! et [ F(z)dz = 1. On montre en fait que cette fonction est autosimi-
laire, mais avec une fonction d’erreur discontinue.

4.5 Formalisme multifractal pour la fonction de de Rham

La fonction de de Rham (ou de Cesaro) a été introduite dans le but de construire des
fonctions continues nulle part dérivables (cf [15] et {25]).
On se propose de montrer que cette fonction est multifractale et de vérifier le formalisme
multifractal.
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Pour cela, on va tout d’abord, en posant f(z) = F(r — 1), se rendre & 1'équation
d’échelle classique. f satisfait alors

4

f@) =S enf(32 = n) (4.23)

n=0

aveccp=cs =%, 01 =cz=fetcg = 1.
On a une seule régle de somme qui s’écrit sous la forme ¢g +¢3 =c¢; +eg =3 = 1.
Considérons les trois matrices

(230 (173 2/3 (1 1/3
M"‘(1/3 1) ’Ml“(z/a 1/3) et M2‘(0 2/3 )
Considérons aussi les vecteurs e; = (1,1) et es = (1,0) et notons P la matrice de
passage de la base canonique de R? dans la base (g, eg).

On a
—1 gt 10 —1pqt 1 2 ~1 a4t 13
P~ *MyP = 9 V., PT'M{P= 3 et PT'M;P = 3 1.
0 3 0 -3 0 3
Un raisonnement par récurrence nous permet d’établir que pour tout (41,...,%,) €
{0,1,2}"
P (M, ... M; ) Pe; = ¢
et
1 n-1 k _
p1 (M; ...Min)tpeg = ~3 (H/\i,) tk+1€1
k=0 \i=1
n—1
+ ( 'Xlk €9
k=1
avec)\gz)\g-—-%et A;=—-%;()=—r0,i=-2et§=—l.
Ce qui donne
1 n—1
P Y(M;, ... M; ) Pe; = —::9;z3"‘21‘%(°)+"’k(2)(—1)"’f=(1)€k+1e1
k=0
+3—n2Nn(0)+Nn(2)(_1)Nn(1)62 ,
avec Ni(i) (i = 0,1,2) le nombre des indices valant i, dans le n-uplet (3y,...,4,).

En utilisant alors la Proposition 19 et le Théoréme 2, on prouve que f est  support dans
[0,2] et qu’elle est Holderienne d’exposant de Holder ami, = log(3/2)/log3 =1 — }-g—g—g ~
0,36907..., et que f(z) + f(z + 1) = 1 pour tout z € [0,1].

Il en résulte que la fonction de de Rham F € C°8 3/ l083(R) et est 3 support compact
dans [-1,1] et que F(z) + F(z — 1) = 1 pour tout z € [0,1]. Ainsi, on peut remplacer F
par sa restriction a [0, 1] pour 'analyse multifractale.
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F1G. 4.5 — Le graphe de la fonction de de Rham.

Ces résultats sur le support ainsi que P’équation fonctionnelle satisfaite par f nous
permettent aussi d’écrire

§£(3z) st z €0, %2]
flz) = ——f(3:1:—1)+§ si xEIé 5]
2f(3z -2)+3 s , 1]
que 'on peut aussi écrire sous la forme
2
flz)=>_Xf(S7Hz) + g(z), (4.24)
j=0
avec 1 .
Si(z) = §z+ % pour j=0,1,2;
et
0 s z €[0,1/3]
) 2/3 si z €{1/3,2/3]
9@ =9 13 z €[2/3,1]

0 ailleurs.

[ est alors du type autosimilaire, respectant la condition de séparation, mais la fonction
d’erreur g n’est méme pas continue.
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F1G. 4.6 — Graphe et autosimilarité de la fonction de de Rham autour de 0

On essaye alors I'argument utilisé pour les fonctions Fy: on a f(0) = 0 mais f(1) =1 # 0,
on définit alors une fonction f(z) qui s’annule en 1 aussi, par f(z) = f(z) — z.
11 vient donc

} z f(3z) + = sixel0,3]
flz) = -%f~(3z—1)—:v+1 si z€ (3 2]
2f(3z—2)+2r—1 si z €[%,1]

f est aussi du type autosimilaire, avec toujours une fonction d’erreur discontinue.

On vient donc de prouver que malgré le “manque” de régles de somme, on peut trans-
former la fonction d’'échelle de de Rham en une fonction de type autosimilaire satisfaisant
la condition de séparation, mais avec une fonction d’erreur discontinue.

Signalons que la fonction de de Rham a une forme analytique explicite, en effet, pour
z € [0,1], on considere la décomposition triadique

e o]
z= Z ix(z)37*
k=1
et on définit U'opérateur de shift 7 par
o

T = Zik(:c)3"k+l .

k=2
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Fi1G. 4.7 —~ Graphe et autosimilarité de la fonction de de Rham autour de 0.3

Observons que
3z st z €[0,1/3]
TT = Si_l(lz)(z) = { 3r-1 siz€(l1/3,2/3]
3r-2 size(2/3,1].

On pose
Viz) = (f(z), flz +1)).

1l vient alors
Viz) = M, oy Virz)

donc il en résulte par itération que pour tout n € N,
Viz) = M ViT'z)
Ainsi pour z € [0, 1]

F{z-1) = f(z)=<e,V{z)>
= < e3, liPMil(I) . I‘Jin(x) V(o) >

= 1im < (Afil(z) R Afin(z))t e9, V(0) >

Z (H )\i:(m)) k(T (4.25)

3RV (0)+ N2 (2) (1) Ve (VT (1) (4.26)

c.olr-\

ES
i

I

]
Q3| =
MB I

0
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F1G. 4.8 — Graphe et autosimilarité de la fonction de de Rham prés de 1

olt Ny (i) désigne le nombre d’indices valant ¢ dans les k premiers termes du code triadique
de z.
On voit clairement que pour z € [0, 1],

k
(H n(:)) i o...08,) " (z))
(H A,,(x)) (r*z) . (4.27)

Flz-1)=f(z) =

Ce résultat était prévisible, car il s’agit en fait de I'expression de toute fonction auto-
similaire. D’autre part, en utilisant soit la propriété (4.25) ou de nouveau (4.27), on peut
vérifier que lorsque x et = + ¢ ont les mémes n premiers termes du code, alors

F(z+t)—F(z) = —[Fz+t-1)—-F(z-1)]
= —)\i(n,z)[F(Tn(-T +t)—-1)—- F(r"z - 1)] . (4.28)

En utilisant le fait que |Aig, oy| = (3)M (1 (3)¥»(O+Na(@) et que Ny (0)+ Ny (1)+Na(2) =

n, on aura (voir [23] p:1069) pour z € [0, 1] tel que r;(1) := limpy oo é/-'h‘—@ existe,

|F(z+1t) — F(z)] = |F(z +t—1) — F(z - 1)| < C}t*®)~=,
avec

log 2
log3

log 2
log 3

Cela veut dire que pour un tel

b(z) =1~ (1 = rx(1)) = amin + 72(1) (4.29)

a(z) > b(x) .

D’autre part, pour majorer I’exposant de Hélder, on doit minorer le terme |{F(z +t) —
F(z)|; le développement triadique de z peut contenir des chaines tres longues de 0, 1 ou
2, de telle fagon que [t| doit étre trés petit devant 3™" pour que z et = + t ont les mémes
n premiers termes du code. Pour cela, on pose pour J € N, I1(z) (respectivement % 2( ))
la longueur de la chaine (non interrompue) de 1 (respecm\«ement de 0 ou 2) précédant (et
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0.2 1
incluant) 77(z). On prend z tel que lim; El# = 0 = lim; @ et on fixe § > 0, il existe

alors j' tel que pour 7 > 7/

192 I
@ e H® oy
J J
Par ailleurs, si
log | Ai(s,z)

aj(z) = et a{z)=liminfa;(z);

log 3—7
alors pour tout j, il existe 5 > j tel que aj«(z) < a(z) + &, soit donc
igjrzyl > 377" (el@)+0)

On pose j = j — l?’z(:c) avec j = j" — l;,,(:z: on aura i;(z) = 1 et 23+1( z) = 0ou 2 De
plus si on se restreint & j > j; = (1 —8) 715, alors j* > > 51 > j et j = 5" —l;,;(z) >
7"(1—68) > 4. et donc 3?‘2(93) <éj.Nlen résulte que

523"~ 8f" — 65 2 (1-28)5"
Par conséquent

‘ i(7, I)I > ‘)\,‘,‘]n )5 > 3".7 {a{xz)+6) > 3~ {a{x)+8) {1~ 25)_

Si ’i]+1(1) =0, on prend h; = %3“j, on a alors i(j,z + h;} = i(j,z) et par conséquent

\F(z + h;) — F(z)] |F(z + hj — 1) = F(z — 1)]
NGl Fy; + g —-1) = F(y; — 1)}

ave(:yj-S'l (z).

(4.x)
Mais z}H(w) 0 implique que y; = 3yﬁ_1 Donc
A 1 2 1
IF(;’E-'I-h])—F(SK)I = I z(Jz)i l ( y]+1+3 1)—F(§y3‘+1_1)l
1 2
= !)‘i(j@)! IEF(yj.f.L - 1) + 3 - §F(y_§‘+1 - 1)'
1

= §|)‘i(5}r)|

> Clhj;a(:r}-%&’ )

On aura le méme résuitat en prenant h; = —%3‘3 1i;,,(z) =2

. . . o 1 192
Comme le fait que 7z (i) pour i = 0, 1,2 existe implique que lim; i? = O et lim; J—@ =

0, alors on a le Théordéme suivant

Théoréme 6 Pour x € [0,1] tel que r;(i) pouri=0,1,2, on a

log2 log2
log3

(1 =7(1)).

alz — 1) = alz) = amin + r:(1)—
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Remarquons aussi que lorsque 7,(1) =0, on a a(z — 1) = a(z) = amin; et que lorsque
r2(1) = 1 (par exemple les points de la forme 377 (I + %))’ on a af(z —1) = a(z) = 1. Donc
ce Théoreme nous affirme que la fonction de de Rham est multifractale: il y a tout un
intervalle [@min, 1] de singularités supérieures 3 la régularité globale amin.

Pour un point normal, c’est & dire tel que r;(0) = (1) = 73(2) = 1, a(z - 1) = afz) =
Qmin + §§§§—§ ~ (,57938....

Ce Théoreme nous permet aussi de minorer le spectre des singularités de F. Pour cela,
il suffit de calculer la dimension de Hausdorff de I’ensemble des points z tels que r,(1)
existe, et vaut une certaine valeur r(1).

Il y a une réponse élémentaire A ceci dans un théoréme établi par G.Eggleston {26] dont
I’énoncé dans le cas triadigue est le suivant

Théoréme 7 Etant donnés trois nombres positifs r(0), r(1) et r(2) tels que r(0) +r(1) +
7(2) = 1; alors la dimension de Hausdorff de Uensemble Eq(g)r(1)r(2)) des points z tels
que r(i) existe, et vaut r(3), 1 =0,1,2 est
1
log 3

{(r(0)log r(0) + r(1) log r(1) + r(2) log r(2)) .

En utilisant ce Théoreéme et celui d’avant, on aura en posant pour & € [@min, 1}, 7a(1) =
log 3 (Oﬁ — i )
min

log2
da)>—  sup aloga+ (1 —a—14(1))1og(l — a — ro(1)) + ra(l) logra(1l) ’
0<a<l-ra(1) log 3
Ce sup est atteint au point a4 := 1",;? Y qui est bien dans [0,1-174{1)], il en résulte donc
que
1 log3 log3 log 3 log 3
d — - -
(@) log3(log2 alog2)log(2log2 a210g2)
1 logd log3 logd log3
- - 1)1 -——+1).
log3 O{logQ log 2 +1) 0g(c“logZ log 2 )
Soit donc
1 log3 1 - log2 log 3
dla) > ——=(1—a)log(=——=(1-a)) -~ —(a— log{—==(a—1)+1). (4.30
(@) 2 ~ o5 (1 =) log(57o 5 (1 a)) = a1+ 250 loB(o (o =1) +1) . (430)

Passons maintenant & la majoration du spectre des singularités. On va tout d’abord cal-
culer {(q), puis on applique le théoreme de Jaffard suivant (cf [32]) qui donne la majoration
de d(a) par la transformée de Legendre de ({q) — 1.

Théoréme 8 Soit g >0 et s> 2. §i f € By*(R™), alors d(a) < ag — sg+m.
Ainsi, sim < {{q) < g, alors d(a‘S < aq-{(g)+m.

On va prouver le résultat suivant

Proposition 20 Vg > 0,
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Preuve: 7 ‘
On prend 3=U+D) < h < 377, A; = [-1 =377, -1Ju[-377,00u[l =377,1] et B; =
{~1,-377ju[0,1-377].
/ \F(z+ h) - F)|9dz < | |Fz+ h) — F(z)[9dz + / \F(z + h) — Flz)|? da.
4j B;

Dans un premier temps, on a grace au fait que F € C*min(R)

/ |F(z+ ) — F(z)[?dz < Clh|I+emnd (4.31)

et grace au fait que F(z) + F(z - 1) =1 pour z € [0, 1]

1-3-3
/ !F(a:+h)—F(:r;)[qd:c=2/ F(z +h—1) - Flz — 1) da.
B, 0
En remarquant que l'intervalle [0, 1 — 377] est 'ensemble des points z € [0, 1] tels que I'un
des ix(z), k = 1,...,j aumoins, est égal & 0 ou 1, on écrit [0,1 — 377/] comme partition
des ensembles Bjx, k= 1,...,j, avec Byx = {x € [0,1] : i(z) =0oul, et igyi(z) =
ik+2(z) = ... = ij(x) = 2}. Pour £ € By, -+ h et = ont les mémes k — 1 premiers termes
du code, donc

[ Ferh-y-Fa-rde < @ e [ gl
Bjx Bj .
k-1 gamin q—j+k—1 1 i 1 1
< (3570 |h])gemin 370 (55/\01‘? + §|/\1§q + §l/\2!q)-
Ce qui donne
[ 1F@+ )= F@) < Cpozinz+ 270y

H

ou encore (o201
/ \F(z + h) — F(z)|? < a7~ S (4.32)
B,
Ainsi, comme 1+ gopin > 1+q— m—g%—gﬁ (4.31) et (4.32) impliquent que
s 0s§2.2 +1}
S,(h) < C'|AITI T esm (4.33)
q

En ce qui concerne la minoration de S,(h), on prend h; = 37972, et on se restreint au
domaine B’ = {z €}, 3] tijo(z) = () = djae(2) = d43(e) = {jealz) = d5u8(x) =
0 et i;(z) = 2}. Pour z € B}, 2+ h; et z ont les mémes j + 1 premiers termes du code,
donc

(Pl + by) = P@)] = Pigr] IF(STly (@ + b3) = 1) = PS50 @)~ D).
Or §; (a+m(2 [0, 35 (car ijia(z) = ijya(x) = ijsalz) = ijss(z) = 0) et S, \(z +

hj) = 3 + S:_(—g+1 x)( ) € [3, 3+ —,;] donc en posant y = S'I(Jl-l-l I)(:z:), on aura

|F( ]+1z)(-’f+hj) 1) - (,(3+1;)(37)‘1)i
= INFTHGHY - 1) + oG +) — do F(S5w) - 1) - o) ],
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donc
. 1 2
Y — -1 = | == — Z - Z —
|F(S i(+1 j)(x‘}'hj)) F( i{j.,.l,x)(x))I = | 3 F(3y-1) + 3 3 F(3y—-1)]|
2
= |5 -F@y -1
2 16
> 22
- 3 27 >0
et par suite
log(2.2941
Sy(hj) 2 C'lhy{ T Haes ™ (4.3)
Ainsi comme Vg > 0, 1 4+ ¢ — l—"—gi%'-gz—;j'—l)— < ¢, on en déduit que Vg > 0,({g) =14+ ¢ —
log(2.29+1)
log 3

Donc grace au théoréme de Jaffard, le spectre des singularités sera majoré par infg, 1 (ag—
¢{g) +1). Un calcul facile nous montre que cet inf est atteint en g, = [log((1 ~ )log 3)
log(2log 2 — 2(1 — &) log 3)]/ log 2, et que go > 1 si et seulement si a € [amin, 1 — 55-23 o~
0, 6554587...] et que la valeur de ag — ((g) + 1 en ¢, est

_{1-0a) 1 (a-1)

_ S
Tog 2 log{{(1—a) log 3) -+

1
‘log3 T Tog2 ] log(2log2-2(1- ) log 3) + == log(2log 2)

log 3

qui coincide bien avec le minorant de d{a) dans (4.30).

1 L 1 1 T
- ((1-x)10g(@)){log((1-x)"Iog(31)-(1/l0g(3)+(x-1)10g(2))"log(2*l0 (1-x)log(3)+(1 /!09(3))'7@”\

0.95 +

0.9 J
0.85 -
0.8 .
075 + g
0.7 / .

0865 / -

0.6 i 1 i i L i,
0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65

F

F1G. 4.9 — Le spectre de la fonction de de Rham sur [omin, 1 — % g3]

..-

On vient donc de vérifier le formalisme multifractal pour la fonction de de Rham pour

. 4log2
tout o € [omin, 1 — 51055
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Il faut noter que d(amin) = log2/log3 et que puisque F € C*m (R} alors d(a) = —o0
pour o < Qypin-

Signalons aussi que les résultats concernant la régularité ponctuelle et la détermination
du spectre des singularités ont été établis par Meyer (cf [47]) avant que nous fassions ce
travail, en partant d'un changement de temps de la forme s = A(t), dd & Mandelbrot, ot A
est un homéomorphisme croissant de [0, 1] dans [0, 1] de sorte que, Foh™?! soit une fonction
C? en tout point, o étant a la fois 'exposant de Holder ponctuel et global.

Donc notre travail permet de retrouver les résultats de Meyer avec une autre méthode et
également d’achever ’étude de la validité du formalisme multifractal.

Signalons enfin que la fonction de de Rham est aussi autosimilaire, mais avec une
fonction d’erreur discontinue et pourtant elle est Clog 3/10g3 (R) et vérifie le formalisme
multifractal (cf [5]). On montre dans le prochain chapitre que ceci n’est pas le cas toujours
et que les singularités de g peuvent perturber la nature multifractale de F'.
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Chapitre 5

Multifractalité et Formalisme
Multifractal pour les Fonctions
Autosimilaires avec g pas assez
réguliere

Résumé. Le formalisme multifractal a été prouvé pour les fonctions autosimilaires
pour les exposants de Holder inférieurs a la régularité globale de la fonction d’erreur g. On
se propose d’étudier le probléme pour les exposants de Holder supérieurs. On montre qu'il
y a plusieurs changements au niveau de la nature fractale et la validité du formalisme mul-
tifractal: les singularités de g perturbent le spectre des singularités de F, et le formalisme
multifractal est faux dans certains cas.

5.1 Introduction

Dans les chapitres 2 et 3, on s’est restreint A Panalyse multifractale et la validité du

formalisme multifractal pour les fonctions autosimilaires pour les exposants de Hélder
inférieurs 3 la régularité globale de la fonction d'erreur g. Cette restriction vient du fait que
pour la détermination de I’exposant de Hoélder ponctuel, on a utilisé le critére qui relie la
régularité ponctuelle et la transformée en ondelettes (continue ou discrete) via la notion
des espaces 2-microlocaux, qui n’est pratique que lorsque 'exposant de Holder cherché est
plus petit que la régularité de V’ondelette choisie pour I'analyse.
Mais on peut rencontrer des décompositions sur des bases d’ondelettes peu régulidres, voir
méme discontinues comme le cas du systéme de Haar; Malheureusement, dans ce cas la
version discréte du critere précédent ne suffit pas, et il sera fort intéressant de déduire
des renseignements de régularité correspondants 4 des exposants de Holder supérieurs a la
régularité de la base. Un premier moyen pour faire ¢a est de réécrire cette décomposition
sur une base d’ondelettes plus régulieres, en effet, il existe des formules de reconstruction
plus générales que celie qui fait intervenir uniquement ’ondelette d’analyse (on prend
F:R—-R)

Fa)=Co [ [ cuannr v (232) o (51)

a>0 JbER
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dans lesquelles interviennent deux ondelettes, I’'une pour Vanalyse, 'autre pour la synthese.
On peut montrer que si ¥ est telle que

. N da - - da
Co [ @b T =0y [ dl-a)b@ T =1,
a>0 a a>0 a
alors F' peut &tre reconstruite en remplagant ¢ dans (5.1) par la fonction ¥; on obtient
ainsi b 4
F(z) = Cy / Cyla,b)(F) ¥ (I — ) db —(214 . (5.2)
a>0 JbeR a a

Un second moyen est de caractériser les espaces 2-microlocaux par des “ondelettes”
singulitres. Comme la définition de ces espaces qui utilise la transformée en ondelettes
continue ne dépend pas de 'ondelette choisie (et plus généralement de la décomposition de
Littlewood-Paley choisie), alors en prenant “’ondelette du pauvre” 3 = é; — §p (les masses
de Dirac concentrées aux points 1 et 0) qui est singuligre, on aura alors

Cla,B)(F) = (1 w() *F) (b) = Flb—a) - F(b) ;

ce qui permet de caractériser les espaces 2-microlocaux C*% (), 0 < @ < let —a < o' <
1 — « par la relation (cf [46])

|F(b—a}~F(b)| < Ca® (1-%—‘-[—)——‘%0') si0<a+b—zpl <leta>0. (53)

Cette caractérisation est “trés voisine” de la définition de la régularité¢ Holderienne ponc-
tuelle “au point zy”, ceci confirme le rapport qui existe entre les espaces 2-microlocaux et
la régularité ponctuelle, mais elle est nettement plus difficile & vérifier.

On peut aussi donner des criteéres pour la régularité ponctuelle entre 1 et 2 par “I’ondelette”
(8; — 6g) * (6 — ég) = 83 — 26; + & qui a deux moments nuls, on a en fait 'équivalence
entre F € C"""'(a:o), l<a<2et—a<a <2—aet

|F(b+2a) ~2F(b+ a) + F(b)] < Ca® (1 + l—b-_T‘E‘—’l> si0<a+|b~xzol <1. (5.4)

La version discréte {pour a = 277 et b = k277) de cette relation est

i i i i _; oi o 2T — g\
|F{k277 +277) —2F (k277 + 2777 + P(k277)| < C27W (1-1— ——-E_—_;———) (5.5)
$i0 <277 + k277 —xp] < 1.

Or pour F définie sur [0, 1], continue et s’annulant aux points 0 et 1, le terme
F(k2774+277)-2F (k277 +279"1)+ F(k277) correspond bien au coefficient C; x du dévelop-
pement de F sur la base de Schauder A, x(z} = A2 z—k)pourjeNetk=0,...,27 -1,
ol rappelons A(z) = inf{z,1~z) si z € [0, 1}; 0 sinon, qui est uniformément Lipschitzienne.
La relation (5.5) ne suffit pas pour caractériser les espaces 2-microlocaux C®® (zo) pour
a > 1 pour la raison suivante: si elle I'était alors elle caractériserait aussi la régularité
ponctuelle; or, les fonctions Fi(z) = A(z) et Fa(z) = A{z) + $A(27) + $A(2z — 1) ont les


file:///k2~i

5.1. INTRODUCTION 115

mémes coeflicients sur la base de Schauder pour j > 2 et pourtant F} n’est pas dérivable au
point 1/2 alors que Fy y est C™. Voici un autre probleme: la fonction z* est C* alors que
ses coefficients C; = 272 ne décroissent pas rapidement, en effet le systtme biorthogonal
de la base de Schauder a seulement 2 moments nuls.

Le méme probleéme se pose pour les fonctions exprimées dans le systeme de Haar hji(z) =
2//2h(2x — k) pour j € Net k =0,...,27 — 1; les points dyadiques sont des points de
discontinuités pour ces fonctions. Pour les points “suffisamment loin” des dyadiques, ces
fonctions sont C* et le critére de la régularité ponctuelle marche; pour les points “bien
approximés” par les dyadiques, ce critere ne s'applique pas. Dans [36], Jaffard a montré
comment 'exposant de Holder ponctuel dépend aussi de la qualité de I'approximation par
les points dyadiques. Nous évoquerons 1'un de ses résultats dans ce chapitre. La version
discrate ne suffit pas pour la caractérisation des espaces 2-microlocaux par les ondelettes
peu régulitres. Les résultats de Jaffard concernant le critére de régularité ponctuelle et les
relations entre ces espaces et la régularité ponctuelle donnent une réponse élémentaire a
ce probleme.

Signalons enfin que les espaces de Besov (et donc n{p)) peuvent &tre caractérisés par
des criteres sur les coefficients d’ondelettes singulieres telle que le systeme de Haar.

C’est avec ces “outils” qu’on part maintenant vers I'étude multifractale et du formalisme
multifractale pour les fonctions autosimilaires pour les exposants de Holder supérieurs a la
régularité giobale de g.

On va prendre comme fonction d’erreur ¢ la fonction de Schauder A{z) qui est C!
selon notre définition pour la régularité Holderienne uniforme; on définit sur [0,1] deux
contractions Sp et S; par Sp(x) = %a: et Si(z) = %x + % Les fonctions autosimilaires
qui en découlent vont révéler plusieurs changements au niveau de la nature fractale et la
validité du formalisme multifracial.

En itérant 1'équation (1.22), on obtient le développement explicite de F sur la base de
Schauder

o0
.’E) = E )\il(z) e Aij(:) A ((511($) c...0 ij(x))_l(l')) N (56)
j=0

(i1(2),...,1j(z),...) étant le code binairede z € [0,1]: z = $_2; %‘( (il n’est pas nécessaire
d’interdire ici 4; = 1 & partir d’un certain rang).
Notons
7’(], ) (?’1 ) ) >‘z(] z) = A 'Aij ’
Si(j,.t) = Si; 0,..0 S,'j )

et définissons 'opérateur de shift + par

o0
T = Z ig(z)275
k=2

Observons que
(z) = 2z siz€[0,1/2]
t1(@ 2z -1 size[l/2,1)

Z’\:u,z) A( i(4, :c)( ))

On a alors
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ou encore -
F(z) = Z)‘i(irz) A (Tj:z:) ;
—
Oun pose
I)\Imax = ’max{l)\t)? 3 i)‘l!} et I)‘!min = mm{l)\ol ’ p‘1|} )
Considérons log [\ log |
— Og max —_ 0F |Almin
vE log 2 et w log 2

Daus la prochaine section, on montre que dans certains cas, les singularités des fonc-
tions de la base de Schauder aux points dyadigues perturbent la nature fractale de F:
la régularité ponctuelle de F' en un point z dépend de la “qualité” de son approximation
par les points dyadiques. Dans d’autres cas, on trouve des résultats semblables 3 ceux
de 1'analyse multifractale des fonctions autosimilaires avec une fonction d’erreur g assez
régulizre.

Dauns la troisiéme section, on donnera la valeur exacte du spectre des singularités.

Dans la quatriéme section, on déterminera les fonctions n(p) et {(p) et on étudiera la
validité du formalisme multifractal.

5.2 Régularité ponctuelle

Le critere qui relie la régularité ponctuelle et les coeflicients d’ondelettes via la notion
des espaces 2-microlocaux. n’est valable que pour les exposants de Holder inférieurs a la
régularité de la base, donc pour les exposants de Holder inférieurs 4 1 pour le cas de la base
de Schauder. Ce critére ne permet pas d’estimer les exposants de Holder supérieurs aux
points dyadiques et ceux qui sont “bien approximés par les dyadiques”. Dans {36}, Jaffard
a trouvé des renseignements pour ce probléme; en particulier, il a prouvé que la régularité
aux points dyadiques est assurée si on adjoint a la condition 2-microlocale classique une
condition “algébrique” sur les coefficients qui exprime le fait que le graphe de F n’est pas
“anguleux” au point dyadique considéré.

On définit le “taux d’approximation de z par les points dyadiques” par

log dist(z,2"'N) ‘
log 2~ ’

r(z) = limsup
i

Remarquons que r(z) > 1 pour tout .

Théoreéme 9 Soit f(z) = Y. C; A2z - k). Si f € C*(z) pour a < 3, alors 1l eziste une
constante A € R telle que .

| Cix— A27H |< C279 (1 + |27z — k)™ (5.7)

Inversement, supposons que les coefficients C; 1 vérifient pour une constante A appar-
tenant & R, la condition 2-microlocale

| Cip~ A27Y |< C27% (1 + |2z — k)P (5.8)
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avec < aetl <a<3.
Alors

- Si z est non dyadigue, alors

a-—-1
r(z) ’

o) > 1+ (5.9)

(en particulier, si r(x) =1 alors a{z) > a).
On a en fait un résultat plus précis pour v(z) > 1; Pour chaque j, on définit k; =
ki{z) par
|k;279 — z| = inf k277 — 1|
kel

et S C N* par
jES & kj2_j # kj—lz_(j_l) et kj2_-7 = kj+12~(j+1).

Soit J € § et J' le premier indice tel que |k;2™7 — x| > 277 /4.

On pose
Jo
Ej(z) = Cyyk,-1)72 — Z QJ_J(Cj,zi;*—Jklvl + Cjgio-1x,)-
j=J
On pose aussi
logiks2=/ —z log |E(z
TJ(:Z) = %:J—i et GJ((Z?) = m-l»(;lé?“(_]—)l‘

Sia>liminfjes {1 4+ 2£2 1 , Uezposant de Hoélder de f en x est
€ rilr

= lim1i __aJ(z) —1 ;
afz) =1 Je.sgf (1 + @ ) ; (5.10)

sinon
olr) > «. (5.11)

- 8i z est dyadigue (donc J' = 00), alors s1
Ej(z) =0 (5.12)
alors f € C%(x) (donc a(z) > «); sinon f n’'est pas dérivable en x (donc a(z) <1).

Il faut noter que pour o > 3 le théordme précédent marche de la méme fagon en

retranchant B(z — ko277)? (ko = [2/x]) des coefficients C;x pour 3 < a < 4; C(z — ko277)*
pour4 <a<i..
Remarquons aussi qu’on n’a aucune perte de régularité par rapport aux résultats sur une
base s’ondelettes arbitrairement réguliere si r(z) = 1, ainsi par exemple en tout point z
normal en base 2 (c’est & dire que la proportion des 0 dans son développement binaire est
égale A celle des 1).
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Passons maintenant & 'application de ce résultat. Pour cela, on va d’abord chercher la

condition 2-microlocale. Pour k277 = {:1 427, ona Cik = H{:l Ai
On pose
LJ(:E) = sup } lC',ki P
k22— —z{<2.2=]
_ log Lj(z)
By(z) = log 27
et

B(z) = liminf B(x) .

Considérons 'unique entier 5 tel que
971 < k277 —z| <2277 . (5.13)

Si 5 > j alors k277 — z| < 9.9~ <297 donc

ICiel < Lj(2)
< o (B(z)=e)s
< CQ“(ﬁ(m)—E)J'(l + |2jm — k)
pour tout v > 0. X
Par ailleurs, si j < j alors
Cial < Lyle) A
< Lz 9-v(i=)
< 2Bl 19ig ~ kiﬁ(z)—e—v _

Ainsi, on a la condition 2-microlocale
IC; k) < C27 @9 (1 4 (2T — f|)Ple)-e-v, (5.14)

Passons maintenant & P'estimation de Ej.
De la définition de J', il vient

Jl
Ej(z} = Ayg-r12)— Z 2'7_']{/\1'(]-1,:1:))‘{-‘1)‘0 + '\i(J—l,::}/\l/\é_JJ
i=J
Ag

i A (4

J'—=J+1 1 i J'=J+1

= X - - -2 (112

Ai(J-1,7) (1 o (1-12M) )= 1z 2)\0(1 (20) ))
2

_ L _ J-g+1y _ _2M

(1- (2Ao>J"”‘)) :

log | Ai(J.z)]
aj(z) = “E'%(_JL) ]
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On a alors le résultat suivant

Théoréme 10 Soit 0 < [Ap| < 1 et 0 < |A\{| < 1; Soit F la fonction donnée par la série
m .
F(z) = Z Aijz) AT x)
§=0
solution de Uégquation autosimilaire
Flz) = MF(2z) + MiF(2z — 1) + A(2) ;
Alors pour z € [0,1], on a
- 1. 8t Ao+ A #£1/2, alors

~ (a) st [Mmaz < 1/2 (donc v > 1), alors B(z) > 1 pour tout z, et
- A sir{z) > 1 et £ n'est pas dyadique, alors

: . aJ(:r)_ 1
alz) = hmmf(l-!-”(x) rj(:l:))

log 27|\ sz
log (kj2~7 -z}

= 1+ liminf

(5.15)

- B. sir(z) =1 alors a(z) = B(x).
—- C. si z est dyadique, alors o(z) < 1.
~ (b) si {Almaz = 1/2 (donc v < 1) alors

a(z) = B(z) .

- 2. 8ido+ A =1/2, alors
alz) = B(z) .

Preuve:
Remarquons d’abord que dans le cas r(z) = 1, la condition 2-microlocale (5.14) et la
propriété (5.9) du Théoreme de Jaffard nous donnent

alr) > B(z) ;

Et que d’autre part, si f(z) < 2 alors grace & la premigre partie du Théoréme 9, a(z) ne
peut pas étre supérieure 3 53(z).
Si 2 < f(z) < 3, remarquons que la premiere partie du Théordme 9 implique que

|Cj1k - Cj,k+1| < C’2“’j(1 + !2j$ — k])e

Pour notre cas, la différence de deux valeurs consécutives de C; ;. est de 'ordre de grandeur
de Cjx, donc
a(z) < B(z) ;
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Des différences d’ordre supérieur pour les C;x sont du méme ordre de grandeur que celui
de Cj, donc pour B(z) > 3, on obtient aussi a(z) < S(z). Ainsi

a(z) = B(z).
Maintenant, on va calculer Pexposant de Holder pour les autres z;
1. Si Ag + A; #1/2, alors

(a) si |Almar < 1/2, on a alors

i. Sir(z) > 1 et z n’est pas dyadique, on a

|Es(z)] ~ [Nl 5 (5.16)
Donc log A i | J{/\ l
A Og | Ai(,zyi 0g 2" {Ai(1.z)
as(z) log2-J ! log2-7
Il s’ensuit que
CeJ'(.I) -1 1 1 loglA,(Jx){

1+ ————=1- — =1+ ajy(z)—1
?'J(l‘) T_](:I:) TJ(.T) 10g2—.] TJ(I) ( J( ) )

oll = signifie que les deux suites ont la méme limite inférieure; et puisque

rj(z) = J'/J alors

as(z) -1 _ J log il
b+ ri(z) 1+J’( L+ log2—J )
10g21,"‘i(],a:),
log2—7"

Comme r(z) > 1 et B{z) > 1 alors pour € > 0 assez petit (tel que B{z) >
1 + €) il existe une infinité de J telle que 1/r;(x) < 1 — ¢; pour tels J on
a Br(z) > 1+ € et donc comme |Mmar < 1/2, alors |Aljae < § pour un
certain p < 1, et

Ly(z) < Npeyl IMas
0 R,
< gl (3) !
donc grace A (5.16)

log Ly (z)
log 27

J' lo
ay(x) < (5 -5 -

et par suite

ay{z) -1 1 log p
1+ W < Brl(z) - ('r'_](:l:) - 1)1032

donc

B(z) — € > liminf (1 + "L("{)—_1> ;

ry(z)
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La propriété (5.10) du Théoreme de Jaffard donne

log 27X gz
log2-/"

aj(z) —1

o) = liminf (1 + (@)
J

) = 1 4+ lim inf

donc ;
log 27 A1)

loglks2—7 —~ x|
ii. Si z est un point dyadique, comme Ej(z) # 0 alors afz) < 1.
(b) si [Almaz = 1/2 alors dans ce cas,

a(z) = 1+ liminf

i. si x n’est pas dyvadique, on a

(Es(z)] < €2V Ly (x)

so0it donc (2) - 1
Gjix) —
1+ > Har
@) 2 By (z)
et donc on aura
a(z) = Blz) .

ii. Si z est dyadique, comme 8(x) = v est inférieure & 1, alors le théoreme
classique de la caractérisation de la régularité nous donne a{zr) = v.

2. 8i Ap + A =1/2, alors

(a) si z n’est pas dyadique, on a

1 ‘_ _
E,(z) = -2*&'(1-1_.:) ((2/\1)J T+ (2X0) "’H)
donC, on aura comme aupa.ravant
|E;(z)] < C27 Ly (z)

et
a(z) = B(z) .

{b) Si z est dyadique, alors E; = 0, donc la condition 2-microlocale (5.14) nous
donne a(z) > v et I'égalité découle grace au méme raisonnement que celui du
cas r(z) = 1 pour |Almez < 1/2.

La preuve du Théoreme 10 est donc achevée.

5.3 Spectre des singularités

Oun va prouver le résultat suivant
Proposition 21 - (i) §i Ao+ A1 #1/2, alors
= (i=1) 81 |Almaz = 1/2 (donc v < 1) alors pour a € [v,w]

log([el? + [\af9)
log 2

d(a) =igf(aq—’r(q)) avec Y(q) =

et d(a) = —oo atlleurs.



122 CHAPITRE 5. F.M POUR LES EXPOSANTS DE HOLDER SUPERIEURS

= (i-2) si |A|maz < 1/2 (donc v > 1) alors pour a € [1,min{l+ 1, e,}] avec e, =
~(12X07 log |2X0] + 120117 log |2A1])/ log 2 et o unigque réel vérifiant |2X0]7 +
121\116 = 1, on a
dla) =o(a-1).

— (ii) Si A\g + A1 = 1/2, elors pour a € [v,w)
d(a) = inf(ag - 7(g))
et d(a) = —oo ailleurs.

Preuve:
Dans cette preuve, on ne va pas tenir compte des points dyadigues puisque leur contribu-

1 v [

m(hé, €q

F1G. 5.1 — spectre des singularités pour les cas (i-1) et (ii) (& gauche) et (i-2) (d droite)

tion donne une dimension de Hausdorff nulle.
Vu la forme de I'expression de Uexposant de Hélder, la preuve des cas (i-1) et (ii) est exac-

tement la méme que celle faite dans [33]. Remarquons d’autre part que si z est un point
normal dans la base binaire alors limy %;—ﬁ:& = 1 et donc le Théoréme 10 implique
que P’exposant de Holder en z est (v+w)/2. Comme presque tout point est normal en base
2, alors pour presque tout point 'exposant de Holder est (v +w)/2; donc d{{v +w)/2) = 1.

1l nous reste maintenant a étudier le cas (i-2); on va d’abord caractériser les ensembles

des singularités. Pour z non dyadique tel que r(z) > 1, on a a(z) = « si et seulement si

- ) 1
ikJQ_J —z| = %)\i(J,I)W(‘I) avec limsup8y(z) = P

avec 5\,-(]-@) = S\i] (z) - S\ij(x) oll Ap = 2Ag et A; = 2\;; cela se traduit comme suit :

Ve >0, {J : ks2~7 — 2| < |N(y|3737} est infini

et
V6 >0, 35 tel que ¥J > Js,  [ky27 — x| > Ry n|FTT

Ainsi, de la définition de ky, il vient

az)=ceze () B\ | EBs) (5.17)

6<a1—1 5>a1—1
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avec
B= () B, BV =GRUGh, u..
m>1
G = e
™ .ila---ﬁ:-;lzj:()oul i1 4enbm
iy odiy, B2
et _ )
8 o i - ~
Iz‘(l;'...,im =] 2212 L 1A, -..Aim!é! 2112 F g i ...Aim!‘s[ .
i=1 =

On pose E(® P'ensemble des singularités d’ordre @, on a alors

d(a) = dimgE® < inf dimpyE; .
<a=T
On va donc estimer la dimension de Ej; remarquons qu’on peut recouvrir Ej par les

intervalles Il(i) ; » M = m; ce qui donne

st

S % Pt < Y Y @

ienin=0oul

2> B ;5<2_n n2m ty,...,in=00ul
Aig edip
— Z 2d(|5\0|6d+ ij\llﬁd)n;
n>m

si {Almaz < 1/2, ceci est uniformément borné si et seulement si Mo + A1[%4 < 1, clest &
dire pour d > ds avec ds I'unique réel vérifiant [Xo|0% + |A;{5% = 1.
Comme ds en tant que fonction de § est décroissante (car ds = o/8) alors
d(a) S d; = O’(Ot - 1) . (518)
a—1
D’autre part, pour donner une bonne minoration pour le spectre des singularités, on
va dans un premier temps supposer que |Ag| = |A1] := A € [1/4,1/2[. La dépendance en z
dans le numérateur de la formule (5.15) disparait, et les ensembles de singularités seront
les ensembles de points ayant la méme approximation par les points dyadiques. Dans ce

cCas v =W = _11_25% = ay > 1, donc pour a € {1, a)]
E@ = BN\ |J Es)
d<is &>—Ls
avec

Es= ) U Fatl =", A

m2ln>m

et Fy, l’ensemble de toutes les sommes 11271 +452724.. . +i,27" ol i; =0ou 1. On a dans ce
cas dz.—f.i = —(a—l):—gg—% = (a—1)/(ax—1). Donc pour & € [1, )], d{a) < (a—1)/(ar—1).

Pour minorer le spectre des singularités, il suffit de construire une mesure de probabilité
p dont le support est 'ensemble des singularités E@ (ou une partie de E(®)), qui vérifie

la propriété de “scaling”: “pour tout intervalle I C R, de longueur [I| < 1/2, on ait
d -
w(I) < CH|'&T 77 Ve > 07,
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Soit m; < mgy < ... une suite croissante d’entiers qui tend assez rapidement vers 1'infini,
disons que pour tout n > 1, mpy; > exp(m,). Posons

K _ngal) (5.19)
n>l
avec
(a‘l:ﬁ T —te Tt .
-3 = m+]_A =1 | A a-x[_ (5.20)

On applique alors le résultat suivant (voir [27]: Example 4.7 p:59-60)

Proposition 22 Soit 0 < s < 1 fizé et ny < ny < ... une suite d’entiers qui croit
rapidement (telle que par ezemple ngy > mam{nk, 3'n,,lc’/3} pour chaque k). Pour chagque k,
1/s

soit Ay C R constitué d’intervalles de Iongueur n, " chacun, tels que la distance entre les
miliewr de deur intervalles consécutifs est nk Alors dimp (> Ak = s.

Pour notre cas, A = G - ‘), ng = 2™ et s = (o — 1)/{ax — 1), donc dimgK 1 =
a=-1
(e — 1} /(ax — 1). 1
On pose Ny le nombre d'intervalles de longueur 2A™*%-1 que 'on peut trouver dans
1
Hy = = G, o l)ﬂ OG(“ ) ,et 2 la mesure de probabilité qui, & chacun de ces Ny intervalles,

associe le p01ds N. ldz/ 93 ET, )’ apres [27] (Example 4.6 p:58-59 et Example 4.7 p:59-
60), on a pr — U quand n - o0, olt u = B est supportée par K_IT, et il existe une

constante C > 0 telle que pour tout intervalle I, |I| < 1/2, on a

p(I) € C | I [le-D/lea-1) 1og|” (5.21)
D’autre part, on a
{e)
E® 2B \( U Es) (5.22)
6>
et 1
p(Es) = 0 pour tout § > pamri

Comme la réunion de ces ensembles peut &tre écrite comme une réunion dénnmbrable, la

mesure de leur réunion s’annule, donc ,u__;_,(E(“)) B (E 1 ) =1 car K 1 C E 2

Le lemme suivant nous permet alors de conclure que d(a) = {a-1)/ (a)\ — 1) pour
a & {1, a,\].

Lemme 1 Soit A C R™ et R, U'ensemble de tous les recouvrements de A par des ensembles
de diamétre au plus €. Soit

M, 4(A) = inf (diam A4;)%log(1/(diam A;))
riefte Aer

et soit
Mesy(A) = limsup M. 4(A)

=0



5.3. SPECTRE DES SINGULARITES 125

la d-mesure de Hausdorff measure modifie (évidemment, cette modification ne change pes
la dimension de Hausdorff de A qui est D = inf {d : Mesy(A) = 0} = sup {d
Mesy(A) = +oc}).
Soit p une mesure de probabilité sur R™ et E C R™.
- u(B(z,7)) u(E
St hmsup ——— < C V¥ E, alors Mes,(E) > .
sy g <€ ¥ € By clors Mes(B) 2 62
Revenons maintenant au cas général, on va écrire l'ensemble des singularités sous la
forme d’une partition d’ensembles de points ayant la méme approximation par les points
dyadigues, puis minorer la taille de ces nouveaux ensembles.

On écrit
gl = U AP N E@
821
avec ;
) log|k 2™ - z
8 _ . -
AP = {.'L‘ : llmSUpW —ﬁ} .
On a aussi
E 5 U A% n D(a—l)ﬂ
ﬂe[maz{l,::i ,ﬁ
avec -
. log |y nl
D(a—l)ﬁ = {.I‘ : llml—og"é(;JL) = (Ol - 1)6} .
Donc
d(a) > sup dimyg AP N Da-1)3- (5.23)

BE{maz{l,;:ll ,%”_'—i}

On va montrer que la dimension de Hausdorff de A# N D(-1)g est supérieure au produit
des dimensions de Hausdorff de 47 et Ds-1)p €t que le suprémum précédent coincide avec
o(a —1).

Un raisonnement analogue a celui du cas |Ag| = |A;] nous donne

A% = (" 4N\ 45) .

§<fB >4

avece

As= ] U Fatl-27", 27
m>in>m
et dimpy A% =1/5.
D’autre part la dimension de Hausdorff de D(,_,)3 est bien connue (cf [27] ou [33] par
exemple) et vaut inf,(a(a — 1)8 — 7(a)) avec 7(a) = — logy(jAo]® + |A1]%).
On pose K3 =5, GE) avec GP) = Fp+] ~2778  27™5[ Pour la minoration de la
dimension de 4% N D(;_ 1)g on va construire sur 'ensemble K 8, une famille de mesures de

probabilités invariantes, analogue & celle qui intervient dans le calcul des dimensions des
D(4_1)p (cf [33]) et utiliser Lemma 8 du second chapitre.
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On pose Py = |5\0|“2"(“} et P, = |5\1|“2T(“), alors Py + P, = 1. Construisons sur c":,‘,,‘f},

une mesure de probabilité p,, telle que pour tout (i1,...,4m,),
My
i (Z ilz—l +] _ 2—mnﬁ , 2—7711”5[) = ‘Pil ... Pimn .
=1

_ Alors pp — p quand 1 ~> 00, 0l it = pg 4 est une mesure de probabilité supportée par

K.
Soient z € Kg N D(q_1)s et I{z,7) un intervalle de centre z et de rayon r. Comme

T € D(,_y)p alors il existe n tel que pour ¢ = (i1(z),...,im,(z)), toglhl o (a—1)8+e,

log2="n
donc pour 7, =2""F et a > 0,0n a u(I{z,1)) ~ P .. P, = |)\il“2””"’(“), donc
log u{I(z, 7)) 7{a)
Wga(a—l)%—ae—T,
Donc pour tout a >0 et e > 0
lim sup pla.r) o0

Sa LT Cr

donc, d’aprés Lemma 8, Af[s(ﬁ’gﬂD(a_l)ﬂ) =0et dimglz’ﬁﬂD(a_l)B < a(a——l)—ﬁﬁﬂ Ya >
0.
Soit maintenant r > 0., on prend j tel que %2'j <2r <27 et i=(i,...,1;) le code
de P'intervalle dyadique de longueur 277 contenant I(z,r) alors
pl{z,r)) < Py ... P
[A;]e277@)
S 2-—ja((a-1)ﬁ—f)2j‘r(a) — 2—-7.[&((‘]“1)[3_5)‘7(“)} pour a > 0

y~ila(a=1-e)- 21

< 2
donc Ve > 0
pUz,7) -
Ta(a—-l)—’ 8l =
En prenant 1t
r L~ ) -~
e S I _ 1y
2= |1og _log M| +{a—1)Blog?2 / log'i\—(-{i- = (5.24)
log {Ao] + (@ — 1)Blog 2 (A

on aura alors 7'(e¢) = (@ — 1)§ et l'infimum de a(a — 1) — %‘9 est atteint pour a = ag;

De plus, grace a des arguments analogues & ceux de {33] on a u(Ks N Dyq-1)8) > 0 (avec
1t = pgas); donc en utilisant Lemma 8, on aura P'égalité

diﬂé[{f{ﬂ N D(a—l}ﬁ = i};{)(a(a -1) - I(Ba—)) . (5.25)
Du travail précédent, on en déduit que
d(a) 2 sup 1 inf(a(a — 1)B — 7(a)) . (5.26)

Be[maz{1,2=1}, ezl P @



5.4. VALIDITE DU FORMALISME MULTIFRACTAL 127

On pose
o(8) = inf(a(e - 1) - 7(a)) = ag(a — 1)8 - 7(ag)
et )
®(8) = Ew(ﬁ)-
Un calcul facile nous donne
1
'(B) = /321 log(])\olaﬁ + l)\llaﬁ)

Donc @'(3) = 0 si et seulement si |Xg|* + [A1|?8 = 1, c’est & dire que ag = g, ou

encore 3 = ﬂ*"‘”"ﬁ:"ggﬁ;luk’g EST) R = B3; Or B € [maz{l, ¥=1}, £=1] si et seulement si

a € {1, ~(}o]" log [o] + |M1]° log IM)/IOg 2] donc

sup ¢(B)=0(a-1).

—13
Be[maz{1,221},%=7]

Ce qui acheve la preuve de la Proposition 21.

Ainsi, on constate que les singularités des fonctions de la base Schauder aux points
dyadiques (bien que leur réunion soit dénombrable et ait une dimension de Hausdorff
nulle) changent completement la nature fractale de la fonction autosimilaire associée.

5.4 Validité du formalismme multifractal

Remarquons que la dérivée (au sens des distributions) de la fonction F' est donnée par

la série F'(z) = Z;"_’__O Zj,\i(j,z) h (S;(le)(x)) olt h(z) est la fonction de Haar qui vaut 0

pour £ < 0, 1 sur [0,1/2], —1 sur [1/2,1] et O pour z > 1.
Dans [16], on a le résultat suivant
Proposition 23 Soit0<s<1/p<1let f=Y Cjxh(Pz—k). 5i f € LP et
i/p
sup [/ |f(t+€)— f(t)!”dt} =0(*), §—0 (5.27)
t€[0,1] : t-+e€(0,1]

O<e<d

alors
A= 25s (Z 2-4c; kfp) =0@7), jm . (5.28)

Réciproquement, (5.28) implique que la série de Haar correspondante converge vers f
dans LP satisfaisant (5.27).

Ainsi la Proposition 23 est identique & la caractérisation des séries d’ondelettes régu-
lizres dans les espaces de Besov (cf {45]) et donne 7¢(p) = {¢(p) = sp.
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Appliquons ce résultat pour F', on a

o

L i —141_ log(tAgtP 413, (P)
Ajp = 9—J/P9j (Z I)\i!p) = 2 J( 1+ plog? )

=3

- (r log(iXg1P+|5,1P)
J plog2 .

fl

1. Si Ag+ A1 # 1/2, alors

p 2 1np(p) = (p(p) = 1 — BREMD aing comme n(p) = np1(p) + p et

¢(p) = {p+{p) + p, alors pour a € [tl:guf]

inf(ap — ¢(p) +1) = inflap —n(p) +1) = inflogy((2*[hol)” + 2“;»«11)”)
p21 p21
= d(a)

(a) si |Amaz > 1/2, alors pour tout p > 1, on 2 {Aol? +|A1[P > 1 et donc pour tout

et le formalisme multifractal est valide.
(b} si |Aljez < 1/2, alors
i si [Ag| + |As] > 1/2, on pose pg 'unique p tel que }5\0§p:l- AJP =1, (Clest a
dire pg = o); alors pour tout 1 < p < pg, on a |Ag|P + |A;1{P > 1 et par suite
nr(p) = Crip) =1-— log(iAolP +iX:[7) , ainsi

log 2
151;1<fpo(ap—g(1?) +1) = Kl;l<f (ap —n(p) + 1)
— {a—-1) {e=1)11 1\p
1<1§1<fp logo (2@ Y {Ag))? + (2L~ ])P)

= mf Iogz((Qal)\oi)p 2Py .

Cependant pour p > pg, on a Ajp < C277%, %0 < s < 1/p, donc (e {p) > 1,
et comme F' n'est pas continue alors F' ¢ By"™ pour s > 1/p, et par suite

ne{p) = (e (p) = 1, donc
inf (ap — n(p) + 1) = inf (ap —{(p) + 1) = (@~ 1)po
P2Po pZPo

Pour 1 < a <v,0on a 2%Xg] <1 et 22| <1, il s’ensuit alors que

1<1]§1<f (ap—n(p)+1) = 1<m<f {ap—((p) + 1)
= logp (27D AolyPe + (207U |A, )P0
= (a-—1)po;

Or par définition, (@ — 1)pg = d{(e) pour @ > 1, ainsi pour 1 < a <v
d(a) = inf((a@ - 1)p~{(p) + 1) = inf((a - L)p—n(p) +1)  (5.29)
p21 p>1
et pour v < a < min{l + 1, — (120 log | o] + |A117 Tog |A;])/ log 2}
d(a) = inf (ap — {{p) + 1) = inf (ap — n(p) +1) . (5.30)
p2po P>po
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ii. si maintenant |Ag] + |A1] < 1/2, alors pour tout p > 1, |[Agl? + | AP < 1et
donc n{p) = ((p) = 1 + p. 1l s’ensuit que

inf(ap —¢(p)+1) = inf(ap~—n(p) + 1) =a-1.
p=1 p>1
Comine ¢ < 1 alors
d(a) < inf(ap — ((p) + 1) = inf(ap - n(p) + 1) ,
p21 p>1
et le formalisme multifractal échoue dans ce cas.

2. Si X + A; =1/2, alors

(a) 81 {A|maz = 1/2 alors comme précédemment le formalisme multifractal est valide.

(b) si|A|maz < 1/2 alors le formalisme multifractal est valide pour tout a € {v,w] tel
que l'infimum dans infp>1 logs ((2%]Ae])? + (2%|A1])P) est atteint pour p € 1, pq).

D’ou la conclusion suivante

Théoréme 11 Soit F la fonction donnée par la série

o0
LE‘) = Z )\1(],.1:) A(’T‘;SC)
J=0

solution de U'équation autosimilaire
F(z) = MF(2z) + MF(2z - 1) + A(z) ;
Alors
1. SiXo+ AL # 1/2, alors

(a) 5t {Nmaz = 1/2 (i.e v < 1) alors le formalisme multifractal est valide sur [v,w].

(b) si|Amez < 1/2 (i.e v > 1), alors
i. sz |/\0|+|)\1| > 1/2, alors le formalisme multifractal est valide sur [1, min{1+
~(|X0l” log Ao} + [A1]7 log |A1])/ log 2}].
ii. si !/\ol + | A1l < 1/2, alors le formalisme multifractal échoue.

2. 81 Ao+ A1 = 1/2, alors

{a) si|Mmaz > 1/2 (1.e v < 1), .alors le formalisme multifractal est valide sur [v,w).

(b) st {Amaz < 1/2 (i.e v > 1), alors le formalisme multifractal est valide pour tout
a € [v,w] tel que linfimum dens infy>1 logy((2%[Xo])? + (2%|A1])P) est atteint
pour p € {1,0].



130 CHAPITRE 5. F.M POUR LES EXPOSANTS DE HOLDER SUPERIEURS




Conclusion 131

Conclusion

Dans ce mémoire, on a fait 'analyse multifractale et on a étudié la validité du forma-
lisme multifractal pour certaines extensions du modgele linéaire et isotrope de Jaffard pour
les fonctions autosimilaires F(x) = Zle AiF(S7'(z)) + g(z). Ces extensions concernent
les structures des contractions {non-linéarité, anisotropie), la condition de séparation, et
la régularité de la fonction d’erreur g. ’

On a montré que le formalisme multifractal reste vrai pour des autosimilarités associées
4 des contractions non-linéaires; qu’il dépend des propriétés d’isotropie des contractions;
qu'il est vrai pour certaines fonctions autosimilaires dont les contractions se recouvrent; et
enfin que les singularités de g perturbent le spectre de F et le formalisme multifractal est
faux dans certains cas.

Perspectives:

— Combiner ces résultats pour I'étude d’autosimilarités plus générales.

— Essayer de mettre en oeuvre ces résultats pour ’analyse multifractale des images
médicales ou radar satellite.
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