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Notations

Nous utiliserons les notations usuelles N, Z, R et C pour désigner respectivement
les ensembles des entiers naturels, relatifs, les nombres réels et les complexes. Le
symbole || - || désigne la norme d’un espace métrique. Un espace normé est dit es-
pace de Banach s’il est complet. Quand sa norme est issue d’un produit scalaire,
on V'appelle espace de Hilbert. L’exemple classique d’1in espace de Hilbert est Pes-

o0
pace L?(R). Le produit scalaire associé est (f,g) = f(t)g(t)dt. Dans le cas ou

—0

(f,9) = 0 on dira que f et g sont orthogonales.

On note aussi [%(Z) ou tout simplement {? 'espace de Hilbert des suites (ux ez
vérifiant 3, lugl? < oo

Une suite de fonctions (e )iz est dite une base de Riesz de L2(R) si tout élément
f € L?R) sécrit de facon unique f(-) = Y, ckex(-) et §’il existe un couple de
constantes A, B telles que:

AJFIP < lel® < BlIFIP.
k

Si les éléments de la suite (ex)rez sont orthogonaux deux i deux on dit que
(ex)kez est une base orthogonale, et on a ||fij < (3_, lcel?)2. Si de plus Jleg]] = 1
pour tout k € Z alors (ex)rez est dite base orthonormée.

Etant donnée une fonction f dans un espace de Hilbert ( L?(R) par exemple ),
il sera question tout au long de ce travail de la notion de régularité de f. L’espace
C*. k € Z est celui des fonctions k fois dérivables et de dérivée d’ordre k continue.

L’espace de Sobolev H*?(R) est I’espace des fonctions de LP(R) dont la dérivée
d’ordre k est dans LP,

H*(R) = {f € L"(R)/D"f € L*(R)}

Dans le cas ot p = 2 on note H* = {f € L?/D*f € L*} = H*?,

On note aussi D(R") VPespace des fonctions indéfiniment dérivables & support
compact. On appelle support de f ensemble suppf = {z/f(z) # 0}.

Soit T' un opérateur d’un espace de Hilbert H dans lui méme, on note ||T]| =
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sup ||Tfllx la norme de 7. Lopérateur adjoint de T est noté T*. Par définition
ILflly =1

(Tf,g)=(f,T*g), Vf,g€H.

SiT = T* Vopérateur T est dit auto-adjoint. L'opérateur T est inversible s’il existe
Rtelque TR=RT =1, etsiTf = 0implique f = 0. Si de plus R = T* 'opérateur
T est dit unitaire.
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Introduction

L’idée d'utiliser des bases d’ondelettes dans 'analyse numérique (résolution des
équations elliptiques, aux dérivées partielles, intégrales) s’est imposée depuis que ces
bases ont fait la preuve de leur efficacité dans le traitement du signal |18]. Apreés
la découverte par Y. Meyer de la premiére base orthonormale d’ondelettes dans la
classe de Schwartz [19], 1. Daubechies [8] a construit une famille de bases ortho-
normales d’ondelettes a support compact et grace 4 la notion d’analyse multiréso-
lution introduite par S. Mallat [18] et Y. Meyer, des algorithmes rapides d’analyse
[18, 8, 12] dans ces bases ont été mis en oeuvre. En outre, comme elles forment des
bases inconditionnelles pour les espaces de Sobolev, elles peuvent fournir des espaces
d’approximations pour la résolution de certains problémes physiques. Or, nombreux
sont les problémes qui se traduisent par une équation du type

Tu = f (.0.1)

o T est un opérateur linéaire dans un espace topologique V. L'opérateur T peut
étre un opérateur intégral dans un ouvert borné {2 de R avec de: conditions limites
au bord I de 2, ou un opérateur différentiel. C’est le cas des opérateurs intégraux
qui nous intéresse le plus dans ce travail. Beaucoup de probiémes physiques expri-
més initialement par un opérateur différentiel ( il s’agit des équations aux dérivées
partielles } se raménent a la résolution d’une équation intégrale. Par exemple la re-
cherche de la solution du probléme de Dirichlet ou de Neumann pour le Laplacien,
dans un ouvert 2 C R", sous forme de potentiel de simple couche ou de double
couche, conduit & des équations intégrales sur le bord I' = 9.

Soient F C R* et 7" un opérateur intégral linéaire continu de D(F) — D(F).
Un célébre théoréme de Schwartz affirme qu’il existe un unique noyau distribution
K(z,y) tel que

Tu(z) = /K(m, viu(y)dy Y u & D(F). (.0.2)
}.'
Dans ce cas I'équation (.0.1) s'écrit symboliquement

L K(z,yyu(y)dy = f(2) (0.3)
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Quand le probléme admet une solution unique
u=Gf

on écrit symboliquement

u(z) = /f Gz, %)/ (¥)dy, (0.4)

G(z,y) est appelé le noyau de Green du probléme. Les questions de 'existence et
P'unicité de la solution sont traitées dans la littérature abondante sur les équations
intégrales. Toutefois, deux problémes se posent quant au calcul de la solution dans
une base d'ondelettes:

e Probléme 1: !'étude de la structure de la matrice associée a4 un noyau K d’un
opérateur intégral T dans une base d’ondelettes,

e Probléme 2 : I’adaptation des techniques de discrétisation de Galerkin aux bases
d’ondelettes.

Les travaux de Y. Meyer {20] concernant les noyaux de Calderoén-Zygmund dans
une base d’ondelettes, constituent une référence de base pour le traitement du pre-
mier probléme. En s’appuyant sur ces résultats, nous allons dans cette thése contri-
buer & cette étude par I'introduction d’une nouvelle classe d’opérateurs définis par
leur matrice représentative dans une base d’ondelettes et caractérisés par les dérivées
fractionnaires de leur noyaux.

La notion d’analyse multirésolution est le point de départ pour répondre au
second probléme. Etant donnée une analyse multirésolution sur L?(F) formée par
la suite emboitée des sous espaces V}, j € Z, ou V; est engendré par la famille de
fonctions (¢;x(-) = 29/2¢(27 - —k))kezn, la fonction ¢ est solution d'une équation
d’échelle. On considére V,, ¢ € N, comme espace d’approximation et on note T, =
P TP, fo = P,f et u, = Pyu, ot P, est la projection sur V. On a alors

w(r) = ug(z) = Z‘(uaéq,k\)ﬁbq‘k(x):
k
et une nouvelle écriture de ’équation (.0.1)
ZTq‘ﬁq,k(I) (Ug, Pgi) = folz).
P
Si on note Ky, = ]/K(r, Y)0q1(T)Pqr{y)dzdy, on a alors

ZKE,I (Ugs o) = ([for Dq,1)-
k



Introduction 11

Dans le cas ou le noyau de Green G(z,y) du probléme est connu, on utilise
I'équation {.0.4) et on obtient

(g, b90) = D Gl (fordau),
k

o G}, = Gz, )P i(T) Pk (y)drdy. Grace aux algorithmes d’analyse-

synthése issus de la théorie des ondelettes, on reconstruit la solution u, du probléme
sur P'espace d’approximation V,, a partir des parameétres uj . Or le calcul de ces
parameétres est obtenu par simple produit matrice-vecteur et nécessite I'estimation
des coeflicients

fi = /f($)¢q,k(:t)d:z
{5x) 4 K = /K(zs?J)qu,k(y)éq_z(x)dzdy

3

ou

Gl / G2, 9)ber (y) bos(z)dzdy.

i

N

Le calcul des coefficients (xx) pourrait étre facilesi f, ¢ et K ou G étaient
toutes aussi réguliéres qu’on le souhaite: 1l s'agirait tout simplement d’intégrales
de fonctions suffisamment réguliéres et les méthodes classiques d’estimation d’in-
tégrales permettraient de conclure. Or la présence de diverses quantités physiques
(température, pression, vélocité, déplacement, temps, etc ... ), entraine une diversité
de la nature de la régularité de f et K ou G ( en pratique elles ont souvent des
singularités). De plus ¢ n’est connue qu'implicitement en tant que solution d’une
équation d’échelle et sa régularité est fortement limitée par la taille de son support.
Tout ceci constitue une difficulté majeure pour I’estimation de (») par les méthodes
classiques de calculs d’intégrales, et nous avons été amenés a chercher des méthodes
de quadrature adaptées aux bases d’ondelettes et aux divers types de singularités.

Pour avoir une idée de cette difficulté, on considére les problémes aux limites de
Dirichlet relatifs & I'opérateur A dans 'ouvert borné régulier €2 et Pouvert ¥/ =
R / £} respectivement. On parle de “probléme de Dirichlet intérieur” quand on a

{ u = ug, surl = 0, (.0.5)
et de “probléme de Dirichlet extérieur” si
Au(z) =0, e
{ u = wug, sur = JQ. (.0.6)
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Les problémes (.0.5) et (.0.6) ont une solution unique respectivement dans H'(Q) et
W) si up € HY*(T). La solution u est donnée par (la représentation de simple
couche) :

u(z) = /r Gz v)aW)drly); VreR (0.7)

ou ¢ est solution de I’équation intégrale

/r Glz.v)alw)dv(y) = wlz), cel. (0.8)

ol L
Glz,y) = { 1?@ S’L le ’
~s-loglz —y| st n=2.
Dans les deux équations intégrales (.0.7) et (.0.8), le noyau G(z,y) admet une
singularité sur la diagonale. De plus ug {étant arbitraire) peut-étre singuliére. Ceci
rejoint le probléme soulevé ci dessus.

Cette thése est consacrée au développement de réponses pour les deux problémes
posés ci dessus. Elle comporte quatre parties.

Dans la partie (A) réduite & un chapitre, nous donnons un rappel de ce qui sera
utile de la théorie des bases d’ondelettes. Aprés la notion d’analyse multirésolution et
sa relation avec les fonctions d’échelles, on donnera une des propriétés remarquables
d’une fonction d’échelle & support compact décrite par P. G. Lemarié. Il s’agit du fait
que les dérivées d’une fonction d’échelle a support compact peuvent s’ecrire comme
une combinaison des translatées d’une autre fonction d’échelle. Ce résultat est im-
portant car il nous permettra de traiter, dans la partie {C), les singularités d’ordre
élevé. On donnera aussi I'algorithme de calcul des moments M; = [z'd(z)dr,
de ¢, qui jouent un grand rdle dans la suite des travaux. Enfin on rappellera les
algorithmes d’analyse-synthése pour une fonction [ et pour un opérateur T
donné par son noyau K(z,y).

Dans la partie (B), partant du fait que beaucoup de noyaux K(z,y) présents
dans les équations intégrales issues de problémes physiques sont de type convolution
ou plus généralement des novaux de Calderén-Zygmund, il est nécessaire de voir
de plus prés le comportement de leur décomposition dans une base d’ondelettes
(¥A)aen OU A est la réunion disjointe des A; = 2777'Z"/27IZ". Notons que tout
A € A sécrit de maniére unique A = 277k +27 'z ol £ = (£,,69,---,6,) avec
g; = 0 ou 1, la suite (0,0, - - -,0) étant exclue. Dans le cas unidimensionnel n =1
on a une seule ondelette et on note la base d'ondelettes (v;x); xcz2-

Le but de tous les chercheurs qui se sont penchés sur ce probléme était d’obtenir
une décomposition de T sur 1;, que ’on puisse rapidement évaluer en représentant
T par une matrice creuse. Alors que G. Beylkin, R. Coifman et V. Rokhlin |12]
ont eu le souci numérique en développant des algorithmes rapides pour I'analyse
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d’une large classe d’opérateurs dans une base d’ondelettes & support compact (on
détaillera ces algorithmes dans la partie D), d’autres chercheurs ont privilégié une
étude théorique des espaces vectoriels formés par ces opérateurs et la question de
la continuité sur L? était le probléme fondamental qu’ils se sont posés. La réponse
a cette question coincide avec le théoréme T(1) de David et Journé {13, 20] qui
offre une condition nécessaire et suffisante pour la continuité sur L? des opérateurs
de Calderon-Zygmund. Dans ce théoréme, Pespace formé par ces opérateurs peut
s’écrire

CZO = A @ BMO @ BMO, (.0.9)

ici BMO désigne par abus 'opérateur de paraproduit avec une fonction de BMO
et A est la collection de tout les opérateurs de Calderén-Zygmund T vérifiant
T(1) = 'T(1) = 0.

Dans le but d’établir une seconde démonstration du théoréme de David et Journé,
Y. Meyer [20] a caractérisé les éléments de ’espace A par leur matrice (T, ¥n)
dans une base d’ondelettes ). Il a démontré que A est la réunion croissante d’une
famille d’algébres de Banach Op(M,), 0 < v < 1. Cette famille d’algébres, nom-
mées algébres de Lemarié, est isomorphe & une famille d’algébres de matrices, notées
M., telle que:

M., est formé de matrices (A x ) xvjeaz agissant sur [2(A) et vénhant

(.0.10)

o=li-7"{(3+7) 2-j 4 9-7' nty
AA,,\’ ( )

<C — s 5
(1+(+792%) \1+ k277 — k27|
En agissant sur le comportement & 'infini des éléments de M., nous définissons

une nouvelle classe d’opérateurs T dont la matrice Ay y = (Ty,,y) vérifie
Pestimation ( qui différe de (.0.10) par la présence d’un nouveau parameétre ')

Ay < C —
M= T G+ )Y

Z“Ej‘jli("i'*“r) 9-7 4 Q_j' n+v
: ( i) (0.11)

1+ k277 — k1277
Pour chaque couple (v,7) € R? on notera M, 'ensemble des matrices véri-
fiant l'inégalité (.0.11). Nous montrons que M, est une algebre si et seulement si
0 < 4’ < 2v. On retrouve les algébres de Lemarié quand v = +'. Si on note OM,,
I'espace d’opérateurs dont la matrice sur la base d’ondelettes est dans M, ,/, nous
montrerons que l’espace A de (.0.9) est aussi la réunion de la famille OM, .
Comme pour les algébres de Lemarié, ces nouvelles algébres ont la propriété d’indé-
pendance par rapport & la base d’ondelettes choisie, Ceci nous permet de chercher
une estimation sur noyaux K{(z,y) de ces opérateurs.

En introduisant les M., nous avons donc modifié le comportement a 'infini
des éléments de M., et avec S. Jaffard nous avons obtenu une caractérisation des

noyaux associés aux éléments de (M. _,, 0 < v < 1, 0 < 4 < 2v) grace & une
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estimation de leur dérivée fractionnaire 6°0° K(z,y) ot les réels (s, s') sont liés &
(7,7'). L'introduction de ce second paramétre permet de décorréler les propriétés de
régularité et de localisation en espace des opérateurs de Calderon-Zygmund.

La partie (C) est consacrée aux méthodes de quadratures pour 'estimation de
(xx). Elle se compose de quatre chapitres.

e Dans le premier chapitre, on développe une méthode de quadrature pour le
calcul de (»%) dans le cas ou g et K sont suffisamment réguliéres. On com-
mencera par des fonctions ¢ particuliéres, comme la fonction g(z) = z'l [0.c] OU
g{z) = z'li Ny avec ¢ € suppg = [0, N]. L’intérét de cet exemple particulier
est le calcul des coefficients en ondelettes des splines. Ensuite, on donnera des
formules de quadratures pour des fonctions d’échelles particuliéres en jouant
sur leurs moments, comme les Coiflets qui offrent des fonctions d’échelles ayant
un certain nombre des moments nuls, ce qui donne une formule de quadrature
par simple développement de Taylor.

Enfin on établira une formule de quadrature pour une fonction ¢ ou un noyau
K de classe C* sur le support de la fonction ¢ solution d’une équation d’échelle
de type
(1) = Y emd(2t—m), (.0.12)
m

ou les réels {c)men sont connus explicitement. Leur nombre est fini quand
le support de ¢ est compact. Grace & la subdivision uniforme, obtenue en
réécrivant récursivement 1’équation d’échelle

B(t) = Y s;mp(2t —m), (.0.13)

m

(les s;m s’obtiennent a partir des ¢,,), on donnera une quadrature dont l'erreur
est de Pordre de ¢, précision de calcul souhaitée et fixée d’avance.

Une formule de quadrature similaire est faite indépendamment par Sweldens
[27] dans le cas ou la fonction g est connne seulement par ses valeurs sur un
nombre fini de points (a;)i=1,..r

e Le second chapitre de la partie C est consacré au développement de méthodes
de quadratures dans le cas oii g et K présentent une ou plusieurs singularités.
Les exemples d’équation intégrale ci-dessus montrent I'intéréi de ce cas dans les
problémes réels. Tout au long de ce chapitre, les calculs seront détaillés quand
on parle de la fonction g et s’en déduisent quand on parle des noyaux K. Dans
un premier temps, on s’intéressera aux fonctions g(z) = |z, -1 < v < L.
Notons que ce type de singularités est souvent présent dans les problémes
physiques. On note

Io = {|=I", 6())
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avec —1 < v < 1. [y s’'obtient en taut que premier terme de la suite [, =
{it]", ¢(t —m))}, et grace & (.0.12) on donnera une méthode qui calcule simulta-
nément les 1%, m =0,---,2M — 1, en tant que solution d’un systéme linéaire
(2M,2M). Dans le cas ott v = 1 ceci différe de la notion de moment par la
présence des valeurs absolues. Ce cas est intéressant car il méne directement au
noyau de Hilbert et on donnera pour ce type de singularités (et les singularités
d’ordre élevé en général) une méthode de quadrature en fin de chapitre.

De cet exemple, I'idée de profiter de 'équation d’échelle vérifiée par ¢ s'im-
pose, et nous développerons une méthode de quadrature pour les fonctions
singuliéres ¢ € L*(R), C* partout sauf en un point p ot elle présente une
singularité homogéne du type |z —p|?’, —1 <y <1 (onadonc g€ L;,). On
suppose ainsi que l'on a

lg(z)] < Clz — p”

l0mg(z)] < Cmllz —p|7™™, Vm = 1,---,L

La formule de subdivision uniforme (C.2.29) devient inadaptée car 'erreur de
la quadrature est fortement liée 3 la distance au point singulier. Pour remédier
A cela nous introduisons une nouvelle subdivision non uniforme de type

J
o) = D D asmd(Ft—m),
3 meK?
ou J est un entier que 'on déterminera (on I'appelera échelle d’arrét), a;m,
est calculé en fonction des ¢, de (A.1.9), K7 est 'ensemble des entiers m tel
que la distance du support de ¢;,, au point singulier est plus grande que d;,
distance critique autour du point singulier a I’échelle j. Les a;,, ne sont pas
forcément identiques aux s;., de (C.2.29). Grace & cette nouvelle subdivision
- adaptée A la singularité — on construit une méthode de quadrature dont
I’erreur est majorée par €, précision souhaitée du calcul.

Deux théorémes donnant le cotit de la quadrature seront énoncés. Dans le
premier le nombre de points nécessaire pour la quadrature vaut

J
ZanrdKj,
=l

et dans le second il est de l'ordre de O{(log,£)?). Le second théoréme étant
le résultat d’'une collaboration avec A. Cohen, il a fait Pobjet de la publi-
cation d’une note aux CRAS [3] et un article est en cours de rédaction. On
développera, pour chaque théoréme, P'algorithme de calcul correspondant et
on dressera des résultats d’approximation ainsi que des courbes comparatives
du temps CPU de chacun des deux théorémes.
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¢ Dans le troisiéme chapitre de cette partie, on s'intéressera aux fonctions sin-
guliéres, produits d’une singularité par une fonction suffisamment réguliére:

f(z) = g(z) olz) + h(z)

ol o est singuliére et g, h sont au moins de classe C' sur le support de ¢. On
retrouve ce type de fonctions singuliéres dans de nombreux problémes réels.
Par exemple, I’équation intégrale associée au probléme de Helmholtz |16, 14]

eikiz ~yi
lz—yl -

Pour ce type de fonctions, on propose une méthode de quadrature pour {’esti-
mation de I {f,¢) en introduisant la notion de correction locale qui consiste
a corriger certains poids de la quadrature réguliére explicitée dans le premier
chapitre. Cette correction s'effectue en rendant nuis les poids de la quadra-
ture réguliére associés aux points z; proches du point singulier. On lui rajoute
ensuite une quantité de telle fagon que la quadrature soit exacte pour 'estima-
tion de (P,(z), ¢), ott P,(z) est une famille de polyndmes de degré la] <1 -1
convenablement choisie.

posséde un noyau G(z,y) =

Cette idée est présente aussi dans les travaux de V. Rokhlin [22], B. Alpert
[5] et J. Strain [24] pour les calculs d’intégrale d'une fonction singuliére sur un
intervalle contenant le point singulier.

La partie (D) comporte quelques applications numériques des formules de qua-
drature développées dans la partie précédente. Dans le premier chapitre, on com-
mence par |’utilisation de ces formules pour le calcul des coeflicients 4 ’échelle la plus
fine dans lalgorithme d’analyse-synthése pour une fonction. Ensuite pour ie calcul
des matrices issues des deux formes de représentation (standard et non standard),
d'un opérateur T dans une base d’ondelettes, proposées par Bevlkin, Coifman et
Rocklin {12]. Dans le second chapitre nous appliquons ces formules de quadratures
pour la représentation de la matrice de Galerkin de I’équation intégrale issue des
problémes de Dirichlet intérieur et extérieur par rapport a un disque §) dans RZ,
On termine par une étude du comportement des coefficients de la compression de
ces matrices en fonction de 'erreur € imposée aux quadratures.

Les algorithmes de la partie C ainsi que les algorithmes (en cascade, d’analyse-
synthése, d’évaluation des moments, calcul des formes standard et non standard)
connus dans la théorie des ondelettes forment un code qui est en cours d’élaboration.
Les premiers résultats numériques de son exécution sont présentés tout au long de
la thése.
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Partie A

Rappels: Théorie des ondelettes
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Chapitre 1

Ondelettes et Analyse
Multirésolution

Introduction Beaucoup de travaux ont été réalisés au sujet des ondelettes, parmi
lesquels on peut citer |19, [7}, [6], etc ... . Dans ce chapitre nous nous contentons
d’un bref rappel de ce qui est nécessaire 4 connaitre pour la suite. On commence par
la notion d’analyse multirésolution, dans laquelle la fonction d’échelle nous intéresse
particuliérement. On donne quelques exemples d’une fonction d’échelle & support
compact, on étudie ses dérivées et on termine par un algorithme de calcul de ses
moments. Ensuite on rappelle les algorithmes d’analyse-synthése pour une fonction
[ et un opérateur T donné par son noyau K{z,y).

I.1 Analyse multirésolution et fonction d’échelle

Définition 1 Une analyse multirésolution de L*(R), qu’on note AMR, est la donnée
d’une suite de sous-espaces fermés emboités V; € L*(R), j € Z vérifiant:

(i) Vi C Vina
(it) fiz) € V; <= [(2z) € Vji1,
(i) flz) e Vy == fla+k) eV, Vke Z

(1v) ﬂVJ = {0} et UVJ est dense dans L2(R),
j€Z jeZ

(v) 3 ¢ €Vy telle que [ ¢(t)dt # O et la famille des fonctions ¢p(z — k), k € Z
forme une base de Riesz de V.
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Puisque la fonction ¢ € V5 et Vo C V1, il existe une suite (h,), telle que

#(z) = V2D ho(2z —n), (A.1.1)

on suppose que la suite {(h, ), vérifie

> ha=V2. (A.1.2)

De (A.1.2) et (A.1.1) on déduit que la fonction ¢ vérifie

/ s(t)dt = 1.

On appellera tout le long de ce travail éqguation d’échelle ’équation (A.1.1) (d’autres
dénominations existent dans la littérature: équation de dilatation, équation de
raffinement etc ... ). La fonction ¢ quant a elle s’appelle fonction d’'échelle.

La fonction d’échelle et ses translatées forment une partition de 'unité

Y ga—m)=1. (A.1.3)

meZL
Par passage aux transformées de Fourier, (A.1.3) devient

p(m2r)=6n meL
et par {A.1.1) on obtient

(&) = mo(€/2)$(£/2) (A.14)
ol myg est la fonction 27 —périodique définie par
1 - ,
—_ —imé P
mo(f) = ﬁ mE hme . (Ala)

La fonction my s’appelle filtre passe-bas.

Pour construire ¢, on se donne une suite {h)rez vérifiant (A.1.2) et par lalgo-
rithme en cascade basé essentiellement sur 'équation (A.1.1) on calcule les valeurs
de ¢ aux points dyadique {7 1,9, 25, 4]. Mais d’une maniére générale et surtout
dans toute les applications qui suivent, la connaissance de la forme analytique de la
fonction ¢ n’est nullement obligatoire. La donnée de (A.1.1) et (A.1.2) est suffisante.

On appelle ondelette la fonction ¢ définie par:

Y(z) = V2 (1) *hornp(2z - k). (A.1.6)
k

La famille (¢(z — k))rez forme une base de Riesz de Wy, le sous-espace complémen-
taire de Vg dans Vi. Et, par définition de I’analyse multirésolution, la famille (¢, 4 )«
ot Y;x(z) = 2%Y(2z — k) forme une base de Riesz de W;, le complémentaire
de V; dans Vj;,. Enfin avec le point (iv) de la définition ci-dessus on déduit que la
collection des fonctions (1;4);, est une base de Riesz de L(R).
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Exemples

1. Haar: Soit ¢ la fonction égale & 1 sur intervalle {0,1] et O ailleurs. Elle
vérifie I'équation d’échelle suivante :

ba) = 5601) ~ 592 - 1),

1

La fonction ¢ est la fonction qui vaut 1 sur U'intervalle [0,3], —1 sur Iinter-

valle [1,1] et 0 ailleurs.

2. B-Splines: Soit S; = xj; la fonction indicatrice de I'intervalle [0,1]. On
définit la fonction B-spline d’ordre m &€ N*, notée §,,, récursivement par la
convolutien S,, = S,,—1 * S1. On a 'équation suivante

Sm(z) =277} (1) Sm(27 — k), (A.1.7)
k=0
3. Daubechies: La fonction d’échelle ¢y, M € N* est telle que la famille
{(dar(- — k) )k forme une base orthogonale de V5. On a douc

> Ihl?=1. (A.1.8)

keZ

De plus la suite (ht)x ne comporte qu'un nombre fini d’éléments non nuls, par
conséquent ¢ a un support compact. Si N € N* est le nombre de h; non nuls,
ona N =2M et I'équation d’échelle s’écrit alors

N-1
$u(z) = V2 hadns(2x — k), (A.1.9)
k=0

L’entier M est le nombre de moments nuls de ’'ondelette ¥ et on a supp(¢a) C
10, 2A1 — 1]. Dans ce cas la fonction 27— périodique my,

mo (f) = Ehmehiméy

devient un polynéme trigonométrique {7} et se factorise de la maniére suivante

mo(€) = (”eﬁ)M p(a),

2

ot p{z) est aussi un polyndme trigonométrique.
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Dans 'annexe 2 on donnera un tableau contenant quelques exemples de suites
hy correspondant aux Daubechies, et par I'algorithme en cascade on représente
ci-apres les fonctions (dpr)pr=234,10-

Remarque: Par ces deux propriétés, 'orthogonalité et le support compact,
les bases d’ondelettes de Daubechies s’adaptent trés bien & 'analyse numé-
rique. Elles seront notre base de travail dans la partie C de cette thése.

. Coiflets: Beylkin, Coifman et Rokhlin dans [12] et .Daubechies dans [8] ont

construit des bases d’ondelettes similaires & celles de Daubechies et telles que
la fonction d’échelle ¢ps vérifie la propriété:

pour un entier Tys
/.’.Cia,OM(:I:-i—T,w)dm:O, i=1,...,M -1 (A.1.10)

Le nombre N de hy non nuls vaut dans ce cas 3M et on a supp(pay) C
[0,3M —1].

On représente ci-dessous quelques exemples de fonctions d’échelle wy, as-
sociées aux Coiflets (elles correspondent aux filtres (h;)i=g. 3m-1 vérifiant

3M -1 5oa
> oo hi = /2 donnés dans 'annexe 2).
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Daubechies ¢p Coiflets ¢y
K m T //‘ i [IRs r::‘L;‘,._, B ' & J
, / \ / \

a3 b / \

Tenciby & vrderilc
anction d ‘eckelle
[N
/

4/ |
[

E;E@/} ,\ ]
i sa {
[ / / ans

frmetton d oot e

Fonction &' echell
E ¢
CRAAAY aaant asaa shane Shtal daans sos gt
—\\55

,lE[\ ’ w !
wadt i
| i

Fesrccthan d ek Be
E
i
"
Sewcsion d'veloribe
.
&
S—

¢ e & evhedie Vi (6
2
—
e

F1G. I.1 = Quelques ezemples de fonctions d’échelle correspondant aux Coiflets (colonne de droite),
auz ondelettes d’[. Daubechies (colonne de gauche). On remarque bien la différence des supports pour

la méme nombre de moments nuls M
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1.2 Dérivées d’une fonction d’échelle & support com-
pact

On considére ¢ une fonction d’échelle 4 support compact. Elle est donc solution
d'une équation d’échelle de type (A.1.9) et vérifie

&(2€) = mo(£)B(E),

ou la fonction mg peut s’écrire

R (e

Puisque ¢ est & support compact, on a qg’(f) = i€ ¢(£) et on obtient

9(26) = i2€ 6(2))
= 126 mo(€)d(¢)

1+e=\"
- 2 (F55) peke)

) 4 opizy N1 e
20 (55)  a-eme.

1—e % 2
Si on pose e
e = (B55)
il vient so(§) = TEEEthe‘mE. Par suite

m

§(26) = so(€) 1‘%_'(23,.5 (1— e %),

Soit  la fonction telle que

on a alors

B(2%) = ==

= () 1—e % 1—e %
= s0(&) @(§).
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On conclut donc que la fonction est une fonction d’échelle avec sq(£) comme

¥ ;
filtre passe-bas. De plus, comme ¢'(€) = (1 — e ™)@(E), alors
¢'z) = plz) —plz—1). (A.1.11)
De la méme maniére, et comme il est décrit dans [17}, pourtout m € N* et m< N

on a l'identité
m

6™ = S (=1l — k) (A112)
k=0
oft @ est une fonction d’échelle continue & support compact, vérifiant

N~-m
p=2Y grp(2-—k)
k=0
on le coefficients du filtre (g k=0, N-~m vérifient

(14 €9)/2m 3 e = 3 e

Ce résultat est le point clé de I'étude des singularités d’ordre élevé effectuée dans la
partie C.

1.3 Transformée en ondelettes rapide

On considére une analyse multirésolution (V});=o,..». Pour des raisons pratiques
j = 0 désignera Véchelle la plus “fine,” j = n 1’échelle “grossiére” et V; est I'espace

engendré par la famille (¢;x)k =q,..2n-i1, avec @;x(z) = @(2"Jz—k). On a donc
VeC Vi C Voo CV C V. (A.1.13)

Avec ce choix .
Vo = V.EQW;. (A.1.14)

g=1
Pour tout j = 0,---,n, I'espace W; est engendré par la famille de fonctions

(Yin)k =0, an-s_1, avec Y (z) = (2" Iz — k).

1.3.1 Décomposition d’une fonction

Algorithme d’analyse  Soit f une fonction de L?(R). La détermination de la
transformée en ondelettes de f est donnée par le calcul des coeflicients s et dj,
définis par:

si = < fidix > (A.1.15)

di = <f,’€/ij,k >, (A;l.lﬁ)
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pour j =0,...,n et k=0,...,2" 7 — 1.

Etant donnée la suite (Sg)k:_-_gl'.”gn_l, les coefficients sfc et afi avec j=1,...,n et
k=0,...,2"7 -1 sont donnés grace & 'équation d’échelle (A.1.9) par les formules
récurrentes suivantes:

4 2M-1 r
=) hmSh (A.1.17)
m=0
A 2M -1 ‘
d= > gnsl L (A.1.18)
m=0

Remarque 1

1. Les termes di représentent les coefficients d’ondelettes correspondants a la
décomposition de [ surles ;y et les termes s, peuvent s’interpréter comme
des approzimations auz différentes échelles.

2. Pour décomposer une fonction f sur une base d’ondelettes, on n'a pas besoin
de connaitre les fonctions ¢ et i, la connaissence de la suite filtre (hy,) est
suffisante.

Algorithme de synthése La reconstruction de la suite (52)];:01_._‘211._1 approxi-
mant la fonction f, & partir des suites (d});=1,. . n, k=0, 2n-i—1 et de sj.
Dans [8], il est démontré que les formules (A.1.17) et (A.1.18) définissent un opé-

—{j=1) ane-{j—1) P - .
rateur orthogonal O; : R~ — RV qui & partir des coefficients
si-t avec m = 0,...,2"°U"D — 1 nous donne les coefficients s, , d
pour £k = 0,...,2" 77, et dont 'inverse est donné par

M M
J-1 § J E J
Som = thSm——k-i-l + gzkdm—k+1’
k=1 k=1
M

M
J—1 — J j
Som—1 = E hok—1Sp g1 + E Gok-1dy, g3
k=1 k=1

(A.1.19)

Conclusion On résume 'algorithme d’analyse-svnthése comme suit

1. Ayant une fonction f, on calcule les coefficients (s9)y—¢  n=gn-1 par une
méthode de quadrature (partie C de la thése).

2. Par (A.1.17) et (A.1.18) on calcule les coefficients (d) , s)) pour j =
1,...,net k=127 —1).
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3. Pour la reconstruction, partant de s?, et de la suite des détails (d]) ou j =
I,...,m et k=1,...,2"77 on construit sy pour tout k=0,...,N =2"~1
par (A.1.19).

1.3.2 Décomposition d’un opérateur

On considére un opérateur donné par sa forme intégrale

T(f)(z) = f K(z,1) 1(y) dy, (A.1.20)

ot K{z,y) est son noyau.

Il existe deux procédés différents pour la représentation de 7 au moyven de la
base d’ondelettes (1), associée & une analyse multirésolution vérifiant (A.1.13).
Ceci nous donne deux matrices représentatives de formes différentes. Comme elle a
été nommeée dans {12], la premiére forme dite standard est issue de la décomposition
du noyau K (z,y) sur les produits tensoriels d’ondelettes monodimensionnelles, c’est
& direles ¥;4(x)9y 4 {y) quiforment une base orthonormée de L?(R?). Les éléments
de cette matrice sont les

TP = (Tyulvyw) = /-/K(l': )8 (@) ke (y)dzdy

avec j, 7’ =1,--,n k=0,--,2"7 -1 et k=0,---,2¢7 —1.
La difficulté de l'utilisation de cette forme est essentiellement la manipulation de
deux échelles différentes j, j'.

La seconde représentation, appelée non-standard, est issue directement de la
décomposition du noyau K(z,y) sur les ondelettes bidimensionnelles

{ Wie(@)in (y), Yinl2)@in (¥), Sia(@)Pin (V) jmi nr, kmoznms_1 » Pro(T)éno(¥) }
(A.1.21)
La matrice est formée par blocs ot chacun est formé par les matrices

e = [ [K@nbsa) vet) iy (A1.22)
Bl = [ [K@uiu@ bl dz ay, (A.1.23)
e = [ [EE0om@ v (A.1.2)

avec j=1,...,n et k,k=0,...,207 ~1.

Contrairement a la premiére forme, la forme non standard ne fait pas intervenir
I'interaction de deux échelles différentes. Par contre les coefficients de la matrice ne
représentent pas 'opérateur dans une base orthonormée.
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, . : , .
Le calcul des coefficients [}, dans le cas standard, ou o} ,., Bl et 7ip
dans le cas non standard, est basé sur des algorithmes récurrents. En effet, grace a

(A.1.9), les équations (A.1.22),(A.1.23) et (A.1.24) donnent

2M-1
™ .a i’ -—1, i —~1
i ?c,]k’ = Z glgl’3§k+[},2kr+ll= (A.1.25>
1,i'=0
2M -1
. -
af:,k’ = Z qigr k1 2k! 17 (A126)
LI'=0
2M-1
37 _ j~1
i,k" - Z glhi" S%k+l,2kl+lla (.AIZY)
Li'=0
2M -1
j : -1
}’f:,k’ = Z hlg!’sék.;_[,gkr_}_ys (A128)
LU=0
oll s{yk, est définie par
i = [ [ Klew) 014(0) 610(0) do (A1.29)
et vérifie I’équation
. 2M -1 _
Ska = Z hlhf’sszgi!,%w“ (A.1.30)

1L,i'=0

Pour de nombreux opérateurs les blocs de la matrice non standard sont presque
diagonaux. Parmi cette classe d’opérateurs on trouve les opérateurs de Calderén-
Zygmund auxquels nous allons consacrer la seconde partie ( une analyse de la matrice
standard de ces opérateurs sera faite dans la prochaine partie}.

Bien que la forme non standard soit avantageuse car on a souvent affaire a des
matrices presque diagonales, son inconvénient se résume dans le fait que ce n’est pas
une écriture matricielle de 'opérateur 7.

1.3.3 Remarque fondamentale

Dans les deux paragraphes précédents 1.3.1 et 1.3.2 on a remarqué que, étant
donné la fonction f{z) (respectivement le noyau K(z,y)),lasuite (s))k=o,2n—1 (respectiveme
(8% 1) ki=0,-.2n~1) constitue la donnée initiale des algorithmes de décomposition dans
une base d'ondelettes. Il est donc nécessaire de se poser la question de l'estimation
de ces quantités. C’est dans ce but que Beylkin, Coifman et Rocklin ont été amenés

4 introduire dans [12] les coiflets: par un développement de Taylor de f (supposée
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suffisament réguliére) et sachant que les moments (C.2.41) de la fonction d’échelle
des coiflets sont nuls on obtient

) — 27Ef2M (k4 7)) = 0270y,
et de la méme maniére quand le noyau K (z,y) est suffisament régulier on a
59, — 27 K(27"(k + ), 27" (L + Tw))] = O(27MMHY),

On ne peut se contenter de ce résultat car la propriété (C.2.41) vérifiée par les coiflets
n’est pas satisfaite par les bases d’ondelettes & support compact en général. Ensuite
il s’avére que le support des coiflets est 50% plus grand que celui des Daubechies par
exemple, et I'utilisation des coiflets pour effectuer des calculs numériques nécessitera
50% d’opérations de pius que l'utilisation des Daubechies. Enfin comme on fait un
développement de Taylor la présence d'une singularité dans f ou dans K pourra
induire une erreur de calcul difficile & contrdler.

Dans notre cas et afin de répondre a cette question d’une maniére plus large, on
propose dans la partie C de cette thése des formules de quadrature, pour I'estimation
des s} et sy, basée sur la propriété multiéchelle de ¢ et valable pour une large
classe de fonctions f (respectivement noyaux K). L’élaboration de ces méthodes de
calcul nécessitera la connaissance des moments M, de la fonction ¢ et on explicite

dans la section qui suit un algorithme de calcul de ces quantités.

1.4 Moments de la fonction d’échelle.

Définition 2 57 k € N, on appelle moment d’ordre k de la fonction ¢ la quantité

M, = /zkgb(x)d;r

L’équation d’échelle (A.1.9) donne accés aux valeurs de M; par un calcul récursif
trés simple (¢ est normalisée au sens o Mg = 1). On trouvera dans {11, 15] une
généralisation de ce résultat au calcul d’intégrales de produits de fonctions d’échelle
quelconques et on rappelle ici les grandes lignes de la méthode.

En injectant 'équation d’échelle (A.1.9) dans la formule du moment M, on
obtient :
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2M-1

Mp = x/_/:r”thqﬁh-—

= 277/V2 th (z + k) ¢(z) dz

2M1

= 277//2 thfZ( )k’x" ‘o(z) dz
oM
:27’/\/—;( )th'fz’”gb

p
= 277 Z <l: ) miMp_i,
1i=0

ou
1 M-
m= s Z (A.1.31)
k=
On deduit done la formule de récurrence suivante:
1 &(p
MP = w1 Z ( i ) mi'Mp—i- (A132)

i=1

Aprés implémentation de cet algorithme, voici quelques exemples des moments de
fonctions d’échelles de Daubechies.



1.4. MOMENTS DE LA FONCTION D’ECHELLE.

31

k 2 3 4 10
0 1.00000000000e + 00 1.60000006000e + 00 1.000000006000¢e + 00 1.00000000000e + 00
1 6.33974589933e — 01 8.17401167810e — 01 1.00539321345¢ + 00 2.13096815080e + 00
2 4.01923777054e - 01 6.68144669138¢ — 01 1.01081551366¢ + 00 4.54102506925¢ + 00
3 1.31091538279%¢ — 01 4.45460044913e — 01 9.07360367246¢e ~ 01 9.48102536203¢ + 00
4 | —3.021933565900e — 01 | 1.17226347006e — 01 5.83771813559¢ — 01 1.89523308966¢e + 01
5 | —1.06587285311e+ 00 | —4.66510905905e — 02 | 6.30775241167¢ — 02 3.51965767186e+ D1
6 | —2.4178303503%¢ + 00 1.47354534090e + 00 y —2.37749435288e — 01 | 5.79706852707¢ + 01
T 1 —4.72791240031e + 00 1.06728808683¢ + 01 | —8.17841787095¢ — 01 | 7.73198936849¢ + 01
8 | —B.40765539856e+ 00 | 4.83000119195e+ 01 | —1.93803883128e+ 01 { 6.2794938125%¢ + 01
g | —1.35142662601e+ 01 1.81428345214e + 02 | —2.00465275763e + 02 | —3.19994591376¢ + 01
10 | —1.83643342457e 4 01 6.18393596591e + 02 | —1.41963579680e + 03 | —1.74246743690e + 02
11| —-1.53776342745e + 01 1.99271425928e + 03 —8.2882077421e + 03 2.40126302022e + 02
121 2.04356970442¢ + 01 6.22212460107e + 03 | —4.3189550438%¢ + 04 | 5.64479845086¢e + 03
13 1.61829096057e + 02 1.91965612611e+ 04 | ~2.09155395696e + 05 | 5.63022897337¢ + 04
14 | 6.06578724845¢ + 02 5.96783414894e + 04 | —9.63160743437¢+ 05 | 5.8308382457% + 05
15 1.86869717660¢ + 03 1.90992051157e + 05 | —4.27642693954e + 06 | 6.29455519610¢ + 06
16 | 5.24015829499%¢ + 03 6.42498534549¢ + 05 | —~1.84588983269e+ 07 | 6.74617660910e + 07
17 | 1.3879460561%9¢ + 04 2.30398604919% + 06 | —7.77703878158e + 07 | 7.18420398087¢ + 08
{18 3.53132056092¢ + 04 8.81860374050e + 06 | —3.19712788478e+ 08 | 7.73770563290e -+ 09
Tableau 2: Les moments My, k =0,---,18 pour les fonctions d’échelles associées

aux ondelettes de Daubechies dont le nombre de moments nuls est M = 2,3,4 et 10.
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Partie B

Bases d’ondelettes et algebres
d’opérateurs
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Introduction

R. Coifman et Y. Meyer ont défini les opérateurs de Calderén-Zygmund comme
étant les opérateurs linéaires T’ de L? dans L? dont le noyau de distribution K{z,y)
est une fonction définie si z # y et vérifie

- |K(z,9)] < Clz —y|™ et
- [0:K(z,y)] + [0,K(z,9)| < Clz —y|™""

Leur souci principal était de trouver une condition nécessaire et suffisante entrainant
la continuité de T sur les espaces LP(R"), en particulier quand p = 2. L’un des outils
pour ’etude de la continuité est le lemme de Cotlar et Stein : Soient H un espace
de Hilbert, T; : H — H, j € Z, des opérateurs continus dont les adjoints sont
notés 7;. S'il existe une suite w(j) > 0,5 € Z, telle que YR Vw() < oo et
IT,Tell < w(j—k) et |T;Til] < w(j — k) pour tout (7,k) € Z? alors pour
tout z € H la série S '%T; converge et, si on pose T = SI®T;, ona
IT) < S Ja(h).

La réponse a ce probléme est arrivée avec le théoréme T'(1) de G. David et J.L
Journé [13], et la condition nécessaire et suffisante pour qu'un opérateur T dont le
novau vérifiant les inégalités ci-dessus soit continu sur L*(R") est que I'opérateur T
soit faiblement continu sur L? et que T(1) et 7*(1) soient dans 'espace BMO.
On rappelle que T(1) € BMO est équivalent 4 dire qu’il existe J € BMO telle
que (1,T*(¥)) = (8,%}Bmo pour tout ¢ € H'.

Dans la démonstration du théoréme T'(1), qui repose essentiellement sur le lemme
de Cotlar et Stein, G.David et J.L Journé décomposent 'opérateur 7" de la manieére
sulvante

T =Ty, + Lsg + L,

on Ty est un opérateur de Calderon-Zygmund vérifiant T(1) = T*(1) = 0, Ly

et L. sont deux paraproduits liés respectivement & S = T'(1) et v = T*(1)

éléments de BMO. En désignant par A la collection de tous les opérateurs de
Calderon-Zygmund vérifiant T(1) = T*(1) = 0 la démonstration de T(1) fournit
Iisomorphisme

CZ0 = A ® BMO & BMO., (B.0.33)
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L’étude de I’ensemble .4 est donc centrale dans celle des opérateurs de Calderén-
Zygmund.

Avec la découverte des bases d’ondelettes, Y. Meyer a établi une nouvelle dé-
monstration du théoréme T'(1) en caractérisant les éléments de A par leur matrice
({T4jk, Vst k) k ke dans une base d’ondelettes (¥;x)(jx)jezxz= La continuité L?
d’'un élément de A4 se déduit de la continuité de sa matrice sur 'espace des suites de
carré sommable qui s’obtient par le lemme de Schur [20}. Et pour résoudre le pro-
bléme du calcul symbolique sur A, Y. Meyer a démontré [20] que ’espace A est la
réunion croissante d'une famille d’algébres de Banach OM,, 0 < v < 1, telles que
tout opérateur T élément de OM,, est caractérisé par une estimation, dépendant
de 7, des coefficients de sa matrice dans la base d’ondelettes (v, k)i«

Dans cette partie nous introduisons une nouvelle classe d’opérateurs comparables
a OM,, et définie par une estimation des coefficients de la matrice dans (1;x);x.
dépendant non seulement de v mais aussi d’un nouveau paramétre 7/. On notera
OM, . cette nouvelle classe et on montrera que c’est une algébre d’opérateurs si et
seulement si les paramétres ~ et ' sont strictement positifs et vérifient v < 2~. Et
on terminera par une caractérisation des noyaux K(z,y), associés aux éléments de
OM., , grace aux notions des dérivées fractionnaires.
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Chapitre 1

Les algébres d’opérateurs M’m'

I.1 Préliminaire

Voici les définitions et rappels dont nous aurons besoin tout au long de cette
partie. Soit V un espace vectoriel tel que D(R*) ¢ V < L?(R*) ( les deux
injections ci dessus sont continues et d’image dense). On note V' l'espace dual de
V et Q louvert de (R* x R*) defint par z # y.

Définition 3 Un opérateur linéaire continu T : V. — V' est associé & une
intégrale singuliére s’il eriste un exposant ~y €)0, 1], deuz constantes Cp et C; et
une fonction K : Q@ — C

|K(z, )| Colz—y|™" (B.1.1)

IA

-~

|K{z,y) — K(z' - y)| Crlz =o' |z -y

IA

1
si |z -2 < 5 lz -yl

(B.1.2)
K(z,y) — Kz—y)f < Crly—y[lz—yi™”
| .
sijy=yl < 5le—yl

(B.1.3)

et Tf(z) = /K(z,y) fly) dy pour toute fonction f € V et tout x

n'appartenant pas au support de f . On note SIO l'ensemble de ces opérateurs.
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Définition 4 Soit T : D(R*) — D(R") un opérateur linéaire continu. On
dit gue T est un opérateur de Calderdn-Zygmund si les conditions suivantes sont
satisfaites :

1. Le noyau K{z,y) est une fonction localement intégrable sur £ et 3 Cp
telle que |K(z,y)| < Co |z —y[™

2. Il existe v €10,1] et une constante C; tels que pour tout (z,y) € Q on ait,
|K(z,y) - K('~y)| < Criz=2|"|z—y|™
Vz' tel que |z — 1’| < % |z -y
K(z,y) - Kiz-y)| < Cily=y[lz—y|™""

[N

vy' tel que |y —y'| £ iz — yj

(B.1.4)

3. T se prolonge en un opérateur continu sur L*(R") .

On note CZO l'ensemble de ces opérateurs.

Remarque 2 St v > 1, onécrity=m+7r, oum € N* et 0 <7 <1 ef les deuz
conditions (B.1.4) sont remplacées par

0°K (z,y)] < Clz -y ™ pour lal<n

|
|
0°K (r,y) — 0°K(z',y)]

< Clr—2Mz—y™ " s laj=m e |z-2'|<|z—yl/2
et de méme en remplacant K{z,y) par K{y,z).

La derniére condition de la définition 4, qui traduit la continuité de 'opérateur
T sur L}(R"), s’est avérée difficile & mettre en oeuvre dés lors qu’on sort du carde
classique des opérateurs de convolution. Le théoréeme T'(1) de David-Journé [20]
énoncé ci dessous, a effagé cette difficulté en donnant une condition nécessaire et
suffisante pour la continuité sur L?(R™) des opérateurs (CZO).

Théoréme 1 (David et Journé) 51 T est donné par la définition (3). Alors T
se prolonge en un opérateur continu sur L*(R") si et seulement si les conditions
suivantes sont satisfaites

1. T(1) € BMO(R")
2. 'T(1) € BMO(R")
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3. T est faiblement continu sur L*(R")
o

Remarque 3 - L’espace  BMO(R™) est l'espace dual de l'espace de Hardy
H!, nous renvoyons le lecteur & [19] pour tout ce qui concerne cet espace .

~ La continuité faible sur L?(R™) est définie de la maniére suivante: Ry, b€ R®
désigne Dopérateur de translation par b et Dy, a > 0, l'opérateur unitaire de
dilatation par a. On dit que Uopérateur T est faiblement continu st et seule-
ment si ’ensemble {RyD,TD,-1Rp-1; a >0, b€ R*} est un ensemble borné
d’opérateurs linéaires continus de D(R*) dans D'(R").

Comme nous P'avons signalé dans I'introduction de cette partie, deux démons-
trations sont données pour le théoréme T(1) dans [20]. La premiére repose essen-
tiellement sur le lemme de Cotlar et Stein et nous offre la décomposition (B.0.33)
qu’on réécrit

CZ0 = A ® BMO & BMO.
La seconde démonstration utilise le fait que la continuité L?(R") de 'opérateur
T € CZO se déduit de celle de sa matrice dans une base d’ondelettes sur l'espace
des suites de carré sommable, qui s’établit 4 I’aide du lemme de Schur. Au cours de
cette démonstration Y. Meyer, a montré que A de (B.0.33) est une réunion infinie
d’algébres d’opérateurs. Ces algébres sont isomorphes a une famille d’algébres de
matrices défini par:

Définition 5 1. Soit v un réel strictement positif. Une matrice “infinte” A,
indezée par 'ensemble des cubes dyadiques A x A, appartient & l'ensemnble
M., si et seulement si il existe une constante positive C telle que:

1‘4)\0,}\1} <C Wf'v(/\\Oa?\l)- (B.1.5)

avec

9-(5+7) lo—sil 1

T+ Go— 32 (L% 290070 = A )7

W, (A, M) = (B.1.6)

2. On note OM., la classe d’opérateurs T : L?(R*) — L*R") telle que la
matrice T,\o,)\1 = T’L[/‘,\O,’l,i'),\l > c M.], )
On a le résultat suivant:

Théoréme 2 ([20]) L’ensemble M., est une algébre. On appelle M., algébre de
Lemarié.
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<

Remarque 4 L’estimation (B.1.5) est en défaut si 7y est un entier. F. Trigui dans
sa thése [?7] a donné une nouvelle condition nécessaire et suffisante pour que (B.1.5)
804t vérifié quand -y est enter.

1.2 Nouvelle algébre

Définition 6 Soit v, v' deux réels strictement positifs, une matrice “infinie” A
indexée par Uensemble des cubes dyadiques A x A, appartient & l'ensemble M.,
ci et seulement si il eriste une constante positive C telle que:

Asgn] € C Woar(Dos M), (B.1.7)

avee

o—(F+7) llo—71] 1

T+ Go= P (1% 20Gom g = Ao

I"/'.-,’..’,/(Ao, /\1) - (BIS)

Remarque 5 Si v = o alors M, = M, .

Corollaire 1 Avec les mémes notations que la définition (6) on a :

I M, C M, CTM, st 0<y <y

2. My C M,y CTM, si <y <.

En effet, supposons que 0 < 4 < 5 et considérons A € M., on a Ay, <
CW, (X, A1) . D'une part on a

1 1

(e YT &
\1 -+ Qi“f(jo,jl}l,\a — )\1!) - (1 -+ Qinf(jo,jl)!)\o — ,\1!

n-+n'

par conséquent [Ayx, x| < CW, (Ao, A1), donc A € M, .
D’autre part, on a
o—li=5'l(nf247) < 9—li=F'l(n/2+~")
ce qui implique que |Ax, | < CWyp{Ao,A) et A € My, ce qui démontre le
premier point. La démonstration de second s’effectue de la méme maniére.
Pour toute la suite, on note f=n -+~ et

1
{1+ 2o | N — A )

W, (Ao, A1)
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Comme pour les ensembles de matrices M., nous allons regarder si I'ensemble de
matrices M, .+ est une algébre. Pour cela il suffit de trouver pour quel couple (v, 7'},
M., .+ est stable par la multiplication matricielle.

Soient A, B deux éléments de M., et G la matrice produit AB. Pour tout
Ao, At €A ona

36'\0,;\1% S COZ m/‘y,’r’()\(), ’)\) W’fy,'y’ ()\, )\1)

AeA
On note I = ZWM'(’\W\) Wy 4 {A, A1) , il suffit de montrer qu’il existe une
Aeh
constante C; > 0 telle que
I € CyWyy(Xo, Ay) (B.1.9)

pour conclure.
En effet, on a

o= (5+7) (lJo—3l +li-i:l)

2 1+ o —J1 + 7 -5

Ik

I =

W (Ao, A) Waar (X, A1),

9= (2+7) (lfo—3l+ li=11)

D T R

3

avec I’ = Z Wy (Ao, A) W (A Ad).
k

Pour montrer (B.1.9) on commence par 'estimation de la somme en k, donc par
I’ et on passera 4 la somme en 7 pour conclure. Rappelons que

I o= Zk W'yrr’()\ﬂy A) W'y,’y’()‘v M)
(B.1.10)
= 3 (1 + 2000 g — AR (1 + 2inf0a0 ) — X)) A

Le role symétrique de (Ag, A;) nous permet de supposer que jp > 7j; (quitte &
remplacer les opérateurs étudiés par leur transposée). On distingue trois cas pour
la position de j par rapport & jg et jj,asavoir, 732> Jo = Ji1, 50 2> ] > 71 et
jo 2 h 2 J

Avant de passer a 'estimation dans chacune de ces cas, quelques résultats nous
paraissent indispensables.

Lemme 1 {Somme de Riemann) Poure € R, k€ Z", € R ona

Z(l—i—iz—-kd)"ﬁg VBeRet 3 >n,

keZ»

C s1e>1
Ce™ sie<l.
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|
Lemme 2 Soient (¢,1) € R? , (z,y) € R? et f R,

Si0<n<e<l alors 3C=C(8) > 0 tel que

Z (1+lz~ke)) P (1+ly—kn])? < Ce™(1+ly—znel])? (B.111)
kEZn

Démonstrations:

On note # = ne! 0 < @ <1, deux positions de z par rapport & y sont
4 distinguer.

Soit € une constante strictement supérieure 4 1. D’une part, si |y—6z! < C

en confondant z et y on se raméne & une somme de Riemann avec ¢ < 1. D’autre
part,si |y —#0z| > C, on distingue la région R; ou le triplet (z,y, k) vérifie

1
— < — |y — Bzl

{

de la région R, ol

‘ 1
i p— " > ! o .
|z —ek| > 55 Y O]

On note &; et &; les quantités suivantes:

Si= Y (1+]e—ke| )P {1+]y—knl)™*
keRy

Si= Y (1+jz—ke|) P (1+y—kn)™*

k&R,
Pour tout k£ € R, on a:
y—nkl = 015 - ek
> 0|15 -z|- |o—ck|
> % ly—6z |
Or € < 1 alors par l'inégalité de Riemann on a

S (1+lz—ke)? <Cpe

keZ®
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Alors &; vérifie:
St < 2 (1+4[y=—20)F Thegn (1+]z—ke] )#

(B.1.12)
< 2 Ce (1+|y—z0) )b

Pour tout & € R, ona
lz — Oy} < 20|z — k|,

alors &y vérifie:

S < (1+2ly—062)) Tiegnl 1+ |y —kn})?

< 2298 T C(B) (26 + |y ~ 6z])7P.

Or, ly—z6{ > Cetf < 1, alors: (20 + |y—9$[)"ﬁ:(1+iy—19{)_‘9 ,
comme 7 <€, S¢ vérifie:

S <o) e (A + ly- 8P

(B.1.13)
SCB)e™ (1 + |y —6z))7"
la somme de (B.1.12) et (B.1.13) donne (B.1.11), d’oi le lemme 2.
Corollaire 2
S (1+lz—k) P (1+ly-k)F < C(1+ly—2])? (B.1.14)

kezn
Il suffit de prendre 7 =¢ =1, et 1'équation (B.1.11) permet de conclure.

Corollaire 3

ST (=B (L fow = K™ < CvB(1 + ju—ub ) (u,0)
kezZn

Puisque ’inégalité (B.1.14) étant vraie pour tout couple (r,y) € R®. Si on suppose
z=up et y=vv avec 0 < pu <v <1 on obtient le résultat de ce corollaire.

Revenons maintenant & l’estimation de I7 donné par B.1.10, et distinguons trois
cas de la position de j par rapport a jp et Jj;
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| Premier cas: 7 >jo 271 (= inf(j,jo) = jo, inf(j,n) = 7). |
On note

B o= (1+2°X - AP +22 A - N7
k
qu’on peut aussi écrire sous la forme

B =) (142X — k277 — r2P 071 )=8 (14| k277 — p2 070 — 39074,
k

Avec les notations suivantes:

T; = 2002, — rodo—j—1 , €= 27077

Y; = N\, — phiTITl g = on-d
on obtient:
O<n<e<i
et
ne_l = 2j“jﬂ,
donc

o= 5" (14| —kel)? (1+]y; — kn| ).
keZ™

Par le lemme 2 on assure ’existence d’une constante C; = C;(f) > 0 telle que ,

. I 1y
g i Ci(B) €™ (1 + ly;—zme )", (B.1.15)

Ci(B) e™ (1 + 27— 077

En passant & la somme en j et grace a 'estimation (B.1.15) on obtient

(T (Do
L= Z 9={F+7) \13 Jo—J1) I{
— (U= o121 + [j = 1P

. _ 9—(3+7) (2i—Jo—31)
<GB 1+ -2 Y —— T
- P { - 2
0 U+ =3P+ i —52f)

- - 1 n NI o
<GB (1 + 2]13/\0_)\1” 8 ) Z o= (5 +7) (Zi—jo=j1}-nljo—1}
ki

' (T+1jo—nl?
27347 o)

< (8 (1 + oiiy . — ) : — 9=2vli~jo)
< G | Ao — Adf) (1_1_1]0_?1‘2);

La somme ci dessus est convergente parce que j > jg ety > 0, d’ou la premiére
conclusion :



1.2. NOUVELLE ALGEBRE 45

Sij > jo = j13C=Cy(B) tel que I, < Ci(B) W, (ro, A1), (B.1.16)

|Second cas: jp > j > ji (= inf(j,jo) =7 . inf(j,51) = j1). |
On note

B=> 1+ - AP +2HA = A7
k
qu’on réécrit aussi comme

, , -3 . . o -
B=3" (141200 = k=207 (L 2a - k2o i),
k

Avec les notations suivantes
- r
;= 2 —~ § , €=1
y; = 2]’1)\1 — poii~i-1 , n= 2J1-7

le lernme 2 est vérifiée avec ¢ = 1 , on déduit donc 'existence d'une constante
Cy = Cy(3) > Otg:
B < G(f) (1 + lan—wh) ™" (B.1.17)

Au passage & la somme en j on obtient:

{5

9-{3+7) (Jo—31) .
I = Z ' 2-2 2 I
~ L+ =P+ 7-52P)

< Co(B) o—(5+7) Ue—J1) (1 + 2j1i/‘\0 _ /\”)'ﬁ Z (1 + |jo ___ji2)—1 (1+ 1 *jil‘Z)——l
3
. . 9~{5+7) (jo—71)
< G(B) (1 + 27— AP - e
2(8) (1 + 2" ) (1 + |jo—71?)
< Co(B) Wy (Aoy A1) (B.1.18)

| Troisiéme cas: jo > j» > j (== wf(j,jo) =7, inf(s,51) = j). |
On a
o= 3 (1+2P= AP+ 2 -M)
I
= Z (1 + 27770 Ag 270 — k20077 — rio=i=1)7P (1 4 993\ 20 — k2 r23'1°f‘1|)‘3.
k
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Notation;
T; = 290Ny — rITl e = QI
y; = 23’1/\] _ T2j1—-j—1 , n= 2]’—1‘1'
Ona 0<e<n<1 et
B=3 (1 +lze—k)™ (1 + lyn— k)~
k
D’aprés le corollaire 3, on déduit ’existence d’une constante C = C(8) > 0tg:

B <c@®n? (1+ et —yl)™~°

on termine en passant & la somme en j :

(B.1.19)

o—{(5+7) Go+i:1-27)

EJ: (L4 g0 =712 + 15 =512

1
K

Iy =

9—{(5+7) (Jo+51~25) 9(i—7)8
(1 + {do— g0+ 7 —5l)

IA

CB) (1 + 22— A])~° >

-8
< C(p) (1 + iy — M) 9= (3 +1)o—i1} 22“2("+7)11 925477 oli=18
(1 + {jo — 51l

< CBY W, 4 ( Aoy A Z o(2y=7')(3-51)

J

Comme j; > J, la somme ci dessus n’est convergente que si v < 2v, on déduit
donc que si ¥’ < 2+ alors il existe une constante C = C(f3) telle que:

Iy < () Wy (Mo, M), (B.1.20)

Conclusion
D’aprés les équations (B.1.16), (B.1.18) et (B.1.20}, on conclut que pour {v,7'} €
R+ verifiant v < 27, il existe une constante C = C(n,~,7') telle que

1G( Ao, A1 )L < C W, (Noy M) (B.1.21)

et par conséquent la matrice G = A.B appartient & M, .. On a le théoréme
suivant

Théoréme 3 51 v et v sont deuz réels sirictement positifs tels que ~' < 2v, alors
Uensemble M.,y est une algébre.


file:///xjtrT*

1.3. LA NECESSITE DE LA CONDITION «' < 2v 47

1.3 La nécessité de la Condition +' < 2«

Nous venons de démontrer que pour tout couple réel (v,v') vérifiant 0 < v,
et v < 2v lensemble M. . définie par (B.1.7) est une algébre. Le théoréme
suivant nous confirme la réciproque.

Théoréme 4 Soient v, deur réels vérifiant v, > 0 . §i Uensemble M.,
définie par (6) est une algébre alors le couple (v,7') vérifie la relation v' < 2v .

o
Démonstration; On va faire un raisonnement par 'absurde. Soient v, v deux
réels vérifiant +' > 2y et W la matrice donnée par

Wi = I/V'm’()‘ﬂa M) Y(v,m) € A%

La matrice W est un élément de M., .. Soit G la matrice produit W.W, pour
tout couple (Xg,2) € A% ona

Gr\o,'\x = Z VV’Y.‘Y’ (/\0? /\) pi/?:’)"(')‘a /‘\1)'

ACA

Lemme 3 Soit v, deuz réels tels que ' > 2v. Si pour tout couple (Ao, M) € A?

_ Gig.a
on note %X, A1) = W Gooi)?

constante positive C on ait

alors il eriste (v,p) € A? tel que pour toute

T(v,p) > C.

|
Une fois ce lemme démontré on pourra conclure qu’il existe un couple (v, ) € A?
tel que pour toute constante positive C la matrice G vérifie

Gu,u > C W’f,'y’(l"a /‘i‘):

donc la matrice G ne vérifie pas la définition 6 ce qui implique que G € M, .+ et
par conséquent I’ensemble A, . n’est pas une algébre si ' < 27. Ce qui achéve
la démonstration du théoréme.

1l nous reste maintenant & démontrer le lemme ci dessus. Les éléments de la matrice
GG peuvent aussi s’écrire sous la forme

Garom =D AT Y(h,A) € A

i€z
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ou I’ et A’ sont donnés par
o= Z (1 + 2mf(j’jo)i)\o - /\D_ﬂ (1 + 2inf(j,j1)|/\ - /\ID“ﬂ
keZn
o=(3+%) (li=dol+j~11)
1+ -7+ -8

On considére Jp = {j/7 <71 <jo }, comme [’ et A7 sont positifs on a alors

Gaopy 2 D A D.

3€Jo

A =

Ensuite si on note z = ko+ 2 — r2007771 y= ky 4 B — p207I71 e = 2900 g
n = 27771 on écrit alors

F= Y (1 foe— b (1+ [yn — k)™

keZn

comme il s’'agit d’une somme de termes positifs, on peut donc minorer I/ par
(1+ |ze — ko)™ (1 + |Jyn— ko|)™® avec ko = [ze]. Et on a alors

7 o> 9-80-5) (77-1 4 iy“fﬂffiwll) ,

Ce qui implique que

. o A{i—d _ _ -3
|G)~0,/\1! 2 Z AY 27P U= (?7 et :y — zen 1‘) )
j€dg

et par conséquent

Y AT 27U (4 fy — gen~t])
Jj&Jo

> ® .
B 2 S G g P— (B.1.22)
—~1 8
> Y 2<2~,—~z')w—jl>< Lty e ) |
= N7+ fy - zen,
Onnote J; = {jeJo/n! < ly—=zen~*|}. D’une part, ensemble J, est

minoré par entier j* = 1 —[log, [ — Ai]], car

nt<ly—zenl = 2177 < 29N — )|
= 277 < |Ag— A oencore 27 Mg~ A| > 1
_log g — Ay

= j >
J log 2



1.3. LA NECESSITE DE LA CONDITION «' < 2v 49

Si on note j* = —[logy |Ao — A1]] + 1 alors 7 > 7* pour tout § € Jj, et on minore
Y. de la maniére suivante
Y 1+y—zen~t) \?
(o, M) = 221 m_m( . (B.1.23)
ﬁg;j, Nt |y - zen™

D’autre part, puisque S > 1, Vinégalité 7! < {y — zen™!| implique

e (mmeam) = ()
(=1 + ly — zen~1))" 2jy — zen™t| 220 - M|/

Ensuite on al'égalité 1+|y—zen™t = 14277 Xg—);| et comme 27| Ng—2;| > 1
alors

(1+iy—xen“1l)ﬁ > 25,

( 1+ |y — zen™} )’9> 1
4 |y — zen~l (2012 — All)ﬁ“

et de (B.1.23) on obtient

On déduit donc que

J1
(Ao, A1) > 22(27—7')(j~11) (2.7'15,\0 — ,\1i) —#

=5
N D I (B.1.24)
m=0

oit b=27"2 et m* = j; — j*.
Puisque le couple (v,+'} vérifie hypothése ' > 27, on distingue deux cas:

1. Siy = 29, donc b = 1 et
S(hey M) > (m+1) (2740 — M) 77,

et si on fait tendre j; vers 'infini alors pour tout Ay la quantité Z(Ag, A;)
tend vers 'infini. On conclut done, de (B.1.22), que pour tout couple (Ag, Ay)
ot j; — oo ona Gyp, > C W, (A, M) pour toute constante C
strictement positive.

2. Si+y > 2v, alors b>1 etona

—ﬁl _ab1+m'
1-0b

6(m‘-&-l) logob _ q

> X7 o , (B.1.25)

SN, A1) > 27 (JAg — M)
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avee X = 27|\ — Al = +o0.

Sion note {v,u) le couple (Ag, A1) tel que X — +oc alors m* —» +oo
et de (B.1.25) on déduit que Z(Ag, A;) tend vers U'infini. On conclut donc de
(B.1.22) que si ¥' > 2+ alors il existe un couple (Mg, A;) tel que pour toute
constante C' strictement positive on a |G a | > CW, (Ao, Ar)-

Ce qui termine la démonstration du lemme 3 et par conséquent le théoréme 4. Et
on conclut donc que M., est une algébre si et seulement si 0 < 7,7 < 27.

Remarque 6 Pour toute la suite de cette partie on suppose que la condition 0 <
v,y < 2% est vérifiée( donc M.,y est une algébre).
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Chapitre 11

Caractérisations des algébres M,

II.1 Algébre M, ., et bases d’ondelettes

Définition 7 Soit (¥y)iea une base d’ondelettes provenant d’une analyse multi-
résolution de réqularité r (r est aussi grande qu’on le veut). Pour tout couple de
réels (y,v') tel que 0 < 7,7 < 2v, on définit Op(M, ) la classe d’opérateurs
T : L*(R*) —» L*(R") dont la matrice représentative dans la base orthonormée
(YA ® Y3 ) ayear appartient & Ualgébre M, ..

Ii est trés important de faire remarquer que cette définition ne dépend pas du choix
de la base d’ondelettes (ce qui explique le choix arbitraire de ), comme le montre
le lemme ci apres.

Lemme 4 Soient (Pa)rea et (¥))aea deuz bases orthonormées d’ondelettes de
réqularité r. St on note P la matrice de passage d’une base & [’autre,

P = [ 0a(e)Bn(e)is
Alors PeM,., VOi<y<r,V 0<y <2y

Remarque 7 A partir de ce lemme peur dire que les algébres naturelles auzquelles
appartiennent les matrices de changement de base d’ondelettes sont les algébres
M, et non M. Les opérateurs associés a ces matrices constituent les premiers
ezemples des éléments de Op(M)., ..

Avant de donner la démonstration de ce lemme, nous allons rappeler les expres-
sions des propriétés de la régularité, la localisation et le caractére oscillant d’une
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ondelette données par le théoréme fondamental d’existence des bases d’ondelettes &
support compact d’l. Daubechies. On note E ’ensemble des suites € = (1,9, -+, €p)
avec g; = 0 ou 1, la suite (0,0,0,---,0), étant exclue. Pour tout r € R*, il existe
2" — 1 ondelettes méres ., € € E de classe C" & support compact telles que

1. Si r=0, ¢(z) € L®(R") et si » > 1, ¢(z) ainsi que toutes ses dérivées,
jusqu’a l'ordre r, appartient & L (R")

o

10% Y. (z)] < Cn (14 iz])"" Va € N* tel;que la|<r, YN >1, Ve€E,
(B.2.1)

+00
f 2® o(z) dr = 0,%]al < r. (B.2.2)

oo

4. Avec A = 279k + 2777!¢, la collection des fonctions ¥(z) = 2% Y2z —
k), j € Z, k € Z" forme une base orthonormée de L*(R") .

Le second point ci dessus s’écrit pour

0% Ya(z)] < Cy 2902 (1 4 2|z — AV, (B.2.3)

VN > 1,Ya € N* et |a] <.

Les deux premiers points caractérisent la régularité et la localisation de 1, le troi-
siéme point donne le caractére oscillant de 3 et il est connu aussi sous le nom de
propriété de cancellation.

Définition 8 Des fonctions continues sur R, fie(z),7 € Z,k € Z", sont dites
Vaguelettes s’il existe deuz exposants a > 3 > 0 et une constante C > 0 tels que

|fik(z)] < C2M/2(] 4 |20z — k|)

|Fis(z) = fixly)] < C20/2B g — o'|f
(B.2.4)

Retournons maintenant a la démonstration du lemme (4) ci dessus. D'une part
nOus avons
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_—
Pyy = <,y > /’WA( Yy (z)dz
- Z_L‘f Y(2e - P T~ k),
Par la localisation des ondelettes 9 et 1, pour N un entier positif, nous avons

[Pyl

IA

Z%Uﬂ”)/u + |2z k)TN + |2 - K[y Ndz,

< ngj')/(l 1270 — k)N (1 + 2z - K27 ) Ndr,  (B.2.5)

Par symétrie on peut toujours se ramener au cas ot j' > j. D’aprés [19], il existe
une constante Cy > 0 telle que

1+ 2%z -k 1+ (22 — k) Nde < Cn2™™' (1 + 27 [k'277 — k277 )y~V
M(

On en déduit alors que (B.2.5) se majore de la maniére suivante
[Py < Cn27 20D (1 4+ 29(k'277 — k277))~N
Si on cheisit N > n + +" alors
|Py»] € Cn27 303l 4 200y — Ny (B.2.6)

D’autre part, en utilisant le caractére oscillant de ¥ (B.2.2) et sa régularité qui se
traduit par

%‘!’jk(l‘) — P(k'277")

nous déduisons que la quantité | P, y/| se majore pat

< 2@ g~ k’?‘j'ir

Pl < [ Jata) - zzu(k'w’)' B 2)]do
2;: +r)/’ — k' J' E?’i/\’( )Ida:

< 02 (Z+mli=d"

IA

Si v < r alors il existe une constante C > 0 telle que

|Pyy| < €2~ (B+nli=7l (B.2.8)
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A Taide des deux majorations (B.2.6) et (B.2.8) ci dessus de |P, y/|, notées M, et
=7 600 < 7 < 1. En

)
&

M;, on en obtient une troisiéme majoration M; = MM
choisissant 7 suffisamment petit, on obtient

|Py ] < €2~ GHi=dl(q 4 9l ) — N1~ (B.2.9)

On conclut donc que la matrice P appartient & M. ,,Vy' > 0. On choisit 7 < 2v
car c’est la région ou M, est une algébre.

Remarque 8 D’aprés le lemme ci dessus l'utilisation d’une ondelette ¢ support
compact pour l’étude des algébres M., . est suffisante.

I1.2 Caractérisation des noyaux de M,

Dans cette section, les réels (v, ') vérifient les conditions suivantes:

0<y,v <1

<y (B.2.10)

On rappelle les notations suivantes, pour A =277(k+%) avec € € {0, 1} et € #
(0,....0). On désigne par Q, le cube dyadique défini par Q) = {z / 2z -k €
{0,1["} et m Dentier tel que le support de ¥,(z) = 2% (2 — k) soit inclus dans
m{J, avec

mQy={z /2zr~ke[-(m+1)/2,m+2+1/2["}. (B.2.11)

La question principale qu’il faut se poser maintenant est 'estimation des noyaux
K(z,y) des opérateurs T éléments de I'algébre OM.,, , quand le couple (v,7')
verifie (B.2.10). Comme cette algébre est indépendante du choix de la base d'on-
delettes alors une telle estimation doit 1’étre aussi. Le corollaire 1 nous offre une
premiére estimation issue de celle donnée par Y. Mever dans [20], pour les noyaux
K({z,y) associé a un opérateur T € OM,,0 < v < 1. On en rappellera ci-dessous
’essentiel :

Soit A, la classe des upérateurs linéaires continus vérifiant les conditions (B.1.1)
et (B.1.2) de la définition (3) et tels que T(1) = *T(1) = 0. On a le théoréme
suivant [Meyer| {20] ( dont la démonstration est donnée en détail dans [20))

Théoréme 5 ([20]) Si 0 < y< 1 etsi T € OM, alors T € A,. Réciproquement
si TeA, etsi 0<F¥<y, ona TeOMs.

o
Avec ce théoréme et la double inclusion du corollaire 1 de (I-2), si on note v~ =
inf(v,~') on déduit qu'un opérateur T' € OM, ,» vérifie les conditions:

|K(z, )] < Colz—yl™ (B.2.12)
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|K(z,y} - K@’ -y)l < Cilz-2" jz -y
V' tel que |z — 2| < % lz ~ y
(B.2.13)
|K{z,y) = K(z-y)| < Cily—y|" jz -y
vy’ tel que |y —y'| < % |z -yl
(B.2.14)

T(1) = 'T(1) = 0 (B.2.15)

Une premiére remarque a faire est I'optimalité de (B.2.12) et (B.2.15). En effet,
P'opérateur de convolution avec la distribution p.f |z|™" est dans OM,, , car son
noyau K{zr,y) = |z — y| ™ vérifie les conditions (B.2.12) et (B.2.13) et on a
T(1) = 'T(1) = 0 parce que T est un opérateur de convolution. Alors toute
amélioration de (B.2.12} exclurait cet opérateur de OM.,, . En ce qui concerne
Poptimalite de T(1) = 'T(1) = 0,onlacar0 <y < L

Donc toute caractérisation des noyaux K(z,y) de OM, ., doit étre du type
(B.2.12), T(1) = 'T(1) = 0 et une amélioration des conditions de Lipchitz
(B.2.13).

I1.2.1 Théoréme de caractérisation

[A. Ezzine, S. Jaffard] Soit T' un opérateur continu L*(R") — L*(R"). Les
opérateurs de dérivation fractionnaire que l'on notera 9° (de symbole [£{°) sont
continus HS —» L? et L? — H™*. L'opérateur 8°T8" est donc continu H¥ —»
H~*. Sil'on note K(z,y) le noyau-distribution de T, le noyau L(z,y) de 8°T9* est

8:0: K(z,y).

Cette remarque fournit une méthode (parmi d’autres) pour définir la distribution
L{z,y) = 3;351’((.7;,3/).

’

Définition 9 Soient v,7 deuz réels positifs non nuls, on note A, Uensemble

des opérateurs T tels que:

1. |K{z,y)| < |jz—y|™"
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2. Pour tout s,5' € R vérifiant s <7, <y et s+ <, 0505 K(z.y) est
une fonction définie en dehors de la diagonale et vérifie

0305 K (z,y)| < (B.2.16)

et tel que T(1) = T*(1) =0.

Théoréme 1 Supposons 0 < 7,7 < 1 et v < 2v. Sila matrice A, de K,
noyau-distribution de l'opérateur T, dans une base d’ondelettes est dans M, alors
TeA,,.

Réciproquement, si T est un opérateur continu sur L* appartenant d A, ., alors
V4 < 7, ¥ < v, la matrice de T dans une base d’ondelettes est dans ’algébre M

<

Démonstration: On démontre d’abord la partie directe. Supposons que la ma-
trice (Axx)paeaz € My, Cest a dire que

1
(1+17 =717 (1 + 200X ~ Af’)n'i"f"

|Ayy] < C27771G+Y (B.2.17)

D’une part, si on considére " < inf(vy,v'), on a (A,n) € M, donc et d’aprés
le théoréeme 5 |K(xz,y)} < —%=, et T(1) = T*(1) = 0. D’autre part, le noyau

je—y™’

K(z,y) s’écrit

K(z,y) = Y Awvin(z)on(y),

At
{AA)eA?

donc le noyau de 9°TO° peut s’écrire sous la forme

L{z,y) = Z By ywa{z)0x (y), (B.2.18)

{AA)eA?
ou wy et Oy sont des vaguelettes vérifiant les inégalités
wa(z)] < Cy 2% (1 + Pjr— A7,
O3 ()] < Cy 2% (1 + 27y = X))7"
pour tout N > 1, et la matrice (B, y) vérifie

i o N -
13“4<Cyﬁﬁ%%wywmaﬂﬁ”ﬂﬁﬂﬂx—kn (1+2”y_AD |

o (1+ 15— 4'2) (1 + 26X — w))™
(B.2.19)
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Les hypothéses et les estimations cherchées étant invariantes par le choix de s par
rapport & s’ et le choix de j par rapport a j' (s et s’ respectivement 7 et j' jouent des
roles symétriques). On peut donc se restreindre & estimer dans (B.2.18) la somme
j<J.

On a alors avec Pestimation (B.2.3)

f5f n

(G- 2 +7iasios'i 9% (i+7") Flge 5’ 1
. { <c Sﬂ 2 17128795593 (1+2{.L /\i) (1+27y— X))

(N)ERT / 3 (117 — 5P L+ 2[r = )™

pour N que l'on peut choisir arbitrairement grand. En choisissant N > 2n++'+1
on obtient

1
Z (1+ 20 =MD" (14 2]z — APV (1 + 2y — XY

kK
<> ((1+ 2|z = A1+ 2y = xp) ™"
- k& {(1 + BJP\ - ;\’i)(l + 2311‘ —_ )\D(l + 2j’|y _ /\/i)]?bﬂ"
] I i’ —n—1
< Z(<1+2ﬂlz,—Ai);wz{ly—jz\'!))
e (1+ 27z — yl)mr
1
<

(1 + 27|z —ymtr

Ce qui nous donne

ILiz,y) < C Y

3a' /i<

9(n+y+s)io—(v—s)j'

(1+15 - 37 (L + Do -y)™™

et puisque s’ < v, on obtient

2(n+s’+s)j

Liz,y)| < CZ(HM i

Soit jg l'entier vérifiant 277 < |z — y| < 2.277°, alors on a

9(n+s'+5);

c
> Copmeng S
(1 4 2]z -y}t T |z — y|rtors
JSJo(
et
Z 9(n+s'+s)j Z 9(s+s'=7")j
+ = _ POy
S 2|z — y[)*Y S iz -yl
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et comme s+ s <+ alors

o(n+s'+s)j C

Z i n+y’ < ¢ nts+s'?
ijo(l + 2z - y) |z — ylr+s

ce qui démontre la partie directe du théoréme.

Nous démontrons maintenant la réciproque. On considére

Ay = (T, ¥n),

ici encore, on peut se restreindre & 1’étude du cas j < j’ et on distingue deux cas
pour l'estimation de A4 .

| Premier cas: |\ — )| > C277 (la constante C vaut 3x diamétre de 1) |
Les supports des ondelettes sont alors disjoints, on peut utiliser donc 'estimation
(B.2.16) vérifiée par le noyau hors de la diagonale et on écrit A,y sous la forme

Ay = / 8°0° K (z,y)(071») () (8™ v ) (z)dady.

Soient 6 et w les deux fo,x\lctions telles que leur transformées de Fourier coincident
respectivement avec |[£]|7*(€) et |7 w(£), 8(z) et w(z) sont des vaguelettes.
On écrit alors

Ay = faSBSIK(xsy:)TSij(yﬁ_sfj!Q,\'(f)diﬂd’y‘

Nous n’allons pas estimer directement ces intégrales, mais plutét celles obtenues
en remplagant wy(y) par ¥,(y) et €y (z) par ¥y (z) et on notera

Cow = / 88" K (z,9)27 7 ()2~ u (2)dzdy.

En effet, si {B.2.17) est démontrée pour les (C, v}, on effectue deux changements
de bases, en passant des ondelettes orthogonales aux ondelettes biorthogonales { La
matrice de passage de ces changements de base est dans M, pour r arbitrairement
grand) et le fait que la matrice (A, ) vérifie (B.2.17) sera donc conséquence du fait
que les M. _, sont des algebres pour 0 < 7, v < lety <2y.

L’intérét de ce changement est que [’on peut supposer ¥, et ¢, & support com-
pact.

En utilisant l'estimation (B.2.16) on a:

]. ; ot
[Can] £ C/WT”T” [ (W)l ()] dzdy,
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C9-s19-s'7'9-(5(1+5"))

ICoaxn] < I\ — \[rtsts
Cz—sz—s'j'2—(%(j+j')}25j2nj2511
< - )
_ (le)‘ — ,\li)n+s«+s

C-5'G' =39 (50" -
< y 1ol
= TR N

Comme 27|A — X| > C et la constante C est choisie plus grande que 1 on déduit
alors que
95"~ g=(3 "~

(1 29|X = N|)ntsts"’

|ICan| <

en prenant 5 =s' < yet 7 = s+ s < ¥ on obtient enfin

CQ'(%'*‘W)J"Q(%-J]-—;I_,?)

Caxl < - -
Crvl < (14 27]X = N])n+Y

On conclut donc que l'estimation (B.2.17) est vérifie pour Cj » lorsque [A — N| >
C277.

[ Second cas: [A—N[<C277]
Dans ce cas les cubes )\ et @y sont trés proches et on se trouve autour de la
diagonale, la région ou le noyau K(z,y) n’est pas une fonction. Notons que dans ce

cas le terme (1 4+ 2/|]A — M[)™™7 ne joue aucun role dans l'estimation (B.2.17)
souhaitée pour A, . Il suffit de majorer |A, | par

}A/\,,\’l _<_ C’Q"(%"‘F’?)U—jw (Bzzo)

pour pouvoir conclure.
Pour démontrer cette majoration nous utiliserons le lemme suivant:

Lemme 5 (Y. Meyer [20]) Soit f(z) une fonction de classe C™,m > 1 dont le
support est inclus dans la boule unité de R* et dont les dérivées partielles %, 1<
3

7 < n, vérifient ng“m < 1. Soit 0 < s <1 un ezposant et g € L'(R") une

fonction vérifiant |g(z)| < (1 + |z]) """ et [ g(z)dz = 0. Alors pour une constante
c=c(n,s), tout zo ER* et tout R>1 on a:

‘/g(x)f(m ;%xo)d:z < cR™° si |zl < R. (B.2.21)
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|
Au lieu de chercher & démontrer (B.2.20) pour A, v, nous allons {par un chan-
gement de base) le démontrer pour

By = / K (2, 3)¥aly)d (@) dzdy,

ol 9 est I'intégrale fractionnaire d’ordre s de .

Remarquons que 'inégalité (B.2.16) est isométriquement invariante lorsque K (z,y)
est remplacé par a*K(ax+b,ay+b) ot a >0 et b € R*. En particulier si on note
Kip(z,y) = 279 K277 (x + k'),277 (y + k'), la propriété (B.2.16) est conservée
par K, r(z,y).

Grace a un double changement de variable on écrit B, ' de la maniére suivante:

Bix = / K (2, y)vr(y)x (z)dzdy
zJy

B Q_WQ/ f K277 (2 + &), y)0{z)ys(yidedy
y+ Kk — k20

= 273U'-9) //r”ﬂ"[{(z—f(x+k'),2-f’(y+k));z?( V(0 )da:dy
~ 230 / / 2‘1'(”+5)85Ix’(2‘i’(a:+k’),2‘7'(y+k’))B'Sﬁ(z)¢(y+k;;_fzjl—j)dazdy.
Puisque la transformée de Fourier de 9 coincide avec la quantité |€ |“S’:,Z(§) on
a alors ¢() = 07%¢Y(:) et
By = 9= 3l'=1) //,) J'{n+s)gs ¢ K(2~ 7’ (z+ k). 27 7’ (y + B ),(y+k;j f2jl—j)d$dy
I / 9P (L), (B.2.22)

ol yo =k —k, R=2""7 et g(y) = 2“"'(n+s)/65K(2'3"(m + K, 277 (y +
k'))p(z)dz.

Lemme 6 Sile noyau K(z,y) est associé ¢ un opérateur T € A, alors la fonction
g{y) définie ci dessus vérifie
gl = CL+yh™7

pour tout ¥ < .
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|
En effet, supposons que 1 a son support dans la boule de centre zéro et de rayon
¢g. Alors

gly) = 2~ (sl / FKQR T (z+K), 277 (y+ k))w(x)de. (B.2.23)

iz|<eco

On distingue deux cas pour estimer |[g(y)! selon la position de y par rapport au
support de .

1. Sijy| > cp, en utilisant 1’estimation (B.2.16) avec s’ =0 et s <y on obtient
K27 (z+K), 27 (y+ k)| < POz — g7

et par conséquent

l9w) < 2‘“’“”'/ 93 () g — | =m=s4)(1)d,
jxi<eo

/ |z — y|™" "% (x)dx.
fzi<eo

Puisque la fonction 1 est supposée continue donc bornée et on déduit alors
que

IN

lg(y)l < Cly|™.

Sionnote 7 = s <+, on conclut alors que pour tout |yl > ¢y on a

lg(w)l < Ca+iy)™",  Yy<7.

o

Si |yl < ¢ Pestimation |g(y)] < C(1 + ly|)™™7 provient de la continuité
faible sur les espaces de Holder des opérateurs T' € A, ./, dont voici 'énoncé:

Lemme 7 Soit T : D(R*) — D'(R*) un opérateur linéaire continu vérifiant
les hypothéses de la définition (9). Alors si ¢ est une fonction de l’espace
C*, 0 < s < 1, portée par la boule de centre 0 et de rayon ¢y > 0, on ¢

1Tl < cligfles

En effet, on a
Ty(z) = K (z,y)(y)dy,

jvi<eo
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On considére 0 la fonction test qui vaut 1 sur le support de ¥ et nulle en dehors
de la boule de centre 0 et de rayon ¢y + 1, on écrit alors

Ty(z) = K(z,y)(v(y) ~ 0(y)¥(z))dy + ¥(z) K(z,y)6(y)dy.

lyi<eo fyl<co

Puisque T(1) = 0, alors par définition de T'(1) on a K{z,y)0(y)dy = 0
lyl<e
et on obtient ’

Ty < [ 1K) ) - e
yi<co

D’une part le noyau K vérifie |K(x,y)| < eilz — y|™. D’autre part pour tout

lyl <co ona jYly) — 0(y)d(z)] = [¥(y) — ¢(z)], et puisque v € C*, 0 <

s < 1, alors {¥(y) — ¥(z)| < [[¥lig. |z — y[*. Tout cela nous permet d’avoir la

majoration suivante:

| 5
1 f iaf i L
Ty(z)] < %Wlac‘s/ iz ygndy
lyi<co -
< clitfles,

d’oti le lemme 7. Et par ceci on termine le démonstration du lemme 6.

Revenons maintenant & {B.2.22) et rappelons qu’on a

L N P [ +
By = 2730 ‘”fg(y)w(y Ryo)dy,

ot yp = —k + k2777 R=27""7>1
D’une part, remarquons qu'on a |yg] < R car le cas que nous traitons donne:
A= XNI<C277 = 277 |k27T k| < C277
= k27T — k| < €27
= |yl < R.
D’autre part, 1 est supposée de classe O™, m > 2 et est plus de support compact,
elle vérifie alors les hypothéses portant sur la fonction f du lemme 5. De plus,
g(y) < C(1+|y|) ™ T pourtout ¥ < vetona [ g{y)dy =0car T(1) =" T(1) = 0.
Alors du lernme 5 on déduit que pour tout ¢ = ¢{(n,y)

| 5 ~ -1 sy g
‘/Q(y)w(ij—y—O)dyé <eR77 = 2~ -w(v'),
{

et de (B.2.22) on a B

Ay | < €20 =95+7)
ce qui démontre (B.2.20). On conclut donc que la matrice A,y € M, avec
v o< g et ')Nf’ < ~" ce qui fournit exactement 'estimation cherchée.
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Partie C

Méthodes de quadrature et Fonction
d’échelle
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Introduction

Comme on l'a constaté dans la premiére partie (voir remarque fondamentale
1.3.3), la décomposition discréte dans une base d’ondelettes d’une fonction f ou d’un
opérateur T se traduit par les coefficients 53 = (f,d;x) et ), = (K(z,y), jx(7)¢5:{¥))
ou pour tout m = 0,---,2"77 ~1, ¢, = 255 g(27 g ~ k). La fonction ¢ est la
fonction d’échelle solution de 'équation (A.1.9).

Le calcul des coefficients (s]);x et (T,f’l)j‘k,l, formulés respectivement par les
équations {A.1.17) et (A.1.18), repose essentiellement sur la donnée des coefficients
a Déchelle fine (s})i et (T )k, Ils sont respectivement définis par les produits
scalaires {f,27¢(2"z — k)) et (K(z,v),2"¢(2"z — k)p(2"y — 1)), l'entier n désigne
I'échelle la plus fine de I’analyse multirésolution.

L’estimation de ces coefficients nécessite un calcul d’intégrale. Les méthodes
classiques pour un tel calcul sont les méthodes de quadratures basées essentiellement
sur Papproximation par des polynomes des fonctions produits g(z) = f(z)#(2"z - k)
et G(z,y) = K(z,y)9(2"z — k)p(2"y — [). L’utilisation de telles quadratures s’avére
trés insuffisante puisque leur mise au point d’une maniére précise se heurte & trois
difficultés issues des fonctions f, K et ¢ : la régularité de la fonction ¢ est limitée
par son support [8, 2], la fonction ¢ n’est connue que implicitement en tant que
solution de I'équation d’échelle (A.1.9) et les fonctions f et K peuvent présenté des
singularités.

Les fonctions produits, a intégrer, f(z)¢{2"z—k)et K(z,y)¢(2"z—-k)o(2"y~1)
héritent fortement de toutes ces difficuités. Leur régularité peut donc étre faible et
I'implémentation des méthodes classiques de quadratures d’intégrale est sans intérét
dans ce cas.

Profitant de la nature de la fonction ¢ et essentiellement de son caractére mul-
tiéchelle issu de I’équation (A.1.9), nous présentons dans cette partie une méthode
de quadrature de faible cott calculatoire pour I’estimation de ces termes. Aussi
bien le cas ou f, K sont suffisamment réguliers que le cas ol ils présentent des
singularités vont étre traités. L’erreur de cette quadrature est controlée par une pré-
cision ¢ fixée d’avance. Sans perte de généralité, et par un simple changement de
variable, on se raméne au probléme du calcul des intégrales I = [ f(z)¢(z)dz et
R = [ [K(z,y)¢(z)¢(y)dzdy, z,y € R oude N
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Dans le premier chapitre nous présentons la méthode de quadrature dans le cas ot
la fonction f, le noyau K sont supposée au moins de classe C', | € N*, respectivement
sur le support de ¢(z) et le support de ¢(z)¢(y). On appellera quadrature réguliére
cette méthode. Grice au caractére multiéchelle de ¢ on améliorera 'erreur de cette
quadrature en montrant qu’il existe une échelle J telle que cet erreur est majoré par
g, la précision £ > 0 souhaitée du calcul et fixée d’avance.

Dans le second chapitre, en se basant sur la méthode de quadrature réguliére in-
troduit dans le premier chapitre, nous expliciterons une méthode de quadrature dans
le cas ou f, K admettent des singularités homogénes. La démarche de la construc-
tion ainsi que tout les calculs nécessaires seront développés surtout pour f, le cas
du noyau K se traite d'une maniére similaire.

On commencera par un cas particulier, il s’agit des fonctions f singuliéres en 0
telle que f(z/2) = Aof(z) + A;. L'exemple type est f(z) = |z|7,-1 < v <
1. Ce type de singularités est présent dans beaucoup de problémes physiques. Le

coeficient M§ = [ |z|"¢(z)dz , qu’on appellera moment fractionnaire d'ordre T’

de ¢, s'obtient en tant que premier terme de la suite M) = /ia:l"q&(r — m)dz

ou m € N Le calcul des M) s'effectue en distinguant les entiers m tel que
0 ¢ supp ¢( — m) des m tel que 0 € supp ¢(- — m). Alors que les premiers se
calculent par la quadrature réguliére, les seconds seront obtenus en tant que solution
d’un systéme linéaire (2M,2Mf). Cette méthode est insuffisante car non seulement
elle n’est valable que pour les fonctions vérifiant f(z/2) = Aof(z) + A;, mais la
complexité du systéme linéaire exclue les grandes valeurs de M, donc limite le choix
des bases d’ondelettes.

La méthode de quadrature, qu'on présentera dans la seconde section de ce cha-
pitre comblera cette faiblesse, car elle est valable pour toute les valeurs de M. I
s'agit de méthode de quadrature concue pour le cas des fonctions f € L?(R),
C™ partout sauf en un point p ou elle présente une singularité homogéne du type
lz —p", ~1<~ <1 (onadonc f € L},). On suppose ainsi que !'on a

loc

FF ey
IJ Ay

< Clz-p

10'f{z)| < Cljz — pi"~!, 1 > 0.

Grace a une nouvelle subdivision — adaptée a la singularité — on va construire une
méthode de quadrature rapide, dont l'erreur est de ’ordre de ¢, précision du calcul
souhaitée. En plus de la méthode de construction, deux théorémes principaux sont
obtenus dans ce chapitre. Le premier concerne le comportement de 'erreur de la
quadrature en fonction de la distance par rapport au point singulier. Alors que le
second met en évidence le controle de cet erreur par le nombre de points nécessaires
4 la quadrature. Enfin on dressera des résultats numériques d’approximation ainsi
que le temps CPU.
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Dans le troisiéme chapitre de cette partie, on va s’'intéresser aux fonctions sin-
guliéres produits d’une singularité par une fonction suffisamment réguliére, donc de
la forme

flz) = g(z) alz) + h{z)

ol o est singuliére et g, h sont au moins de classe C' sur le support de ¢. On propose
une méthode de quadrature, pour l'estimation de [ (f, ¢}, en introduisant la notion
de correction locale qui consiste a corriger certains poids, de la quadrature réguliére
explicitée dans le premier chapitre.

Remarque:

De toute la théorie des ondelettes, pour construire cette quadrature nous n’avons
besoin que de la maniére dont est définie la fonction d’échelle ¢. Nous n'utiliserons
la fonction ¢ qu’a travers I’équation d’échelle (A.1.9). Nous pouvons donc sortir du
cadre des ondelettes et nous posons le probléme de la maniére suivante:

Soit n un entier, construire une quadrature pour les produits scalaires

(K(r,y),0(2"z — k)p(2y - 1)),

avec ¢ la fonction vérifiant, pour N = 2M, M ¢ N*, 'équation suivante:

N1
p(z) = ) ad(2r — k). (C.0.24)
k=0
La suite ¢, est telle que
N1
H = ch =2
k=0

Par cette remarque, 'application de notre méthode s’élargit donc & tout les espaces
d’approximation V; engendré par les translatées d’une fonction ¢ issue d'une équa-
tion d'échelle de type (C.0.24). Ainsi cette extension permet d’englober les B-splines
et certains éléments finis.
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Chapitre 1

Quadratures réguliéres

De Palgorithme, introduit dans la premiére partie pour le calcul des moments
M, p € N, de la fonction d’échelle ¢, on remarque que I'équation d’échelle (C.0.24)
vérifiée par ¢ est a I'origine de la rapidité et la précision de cet algorithme. D’ailleurs
le moment M; peut étre interprété aussi comme produit scalaire de ¢ avec zt,
fonction réguliére sur le support de ¢. A partir de cette remarque, I'utilisation de la
propriété multiéchelle de ¢ s'impose. On construit une méthode de quadrature pour
estimer (f, @), f est au moins de classe C' sur supp¢, en approximant la fonction
f par sa série de Taylor et en utilisant les résultats sur les moments M;. L’erreur de
la quadrature, grace a I'équation d’échelle, est fortement contrélée par la précision
€ qu’on impose aux calculs.

I.1 Moment tronqué

Le premier exemple de fonctions suffisamment réguliére qu’on peut considérer
est At(x) = z'l;(z) ou i€ N, I est un intervalle inclus dans le support de
¢ et 1;(z) est la fonction indicatrice de [. Ceci servira & calculer les coefficients
d’ondelettes des splines par exemple.

Définition 10 Soit ¢ € suppg, nous appellerons moment tronqué a gauche et mo-
ment tronqué a droite de la fonction d’échelle ¢ respectivement les quantités

G = fo t o(t) dt, (C.1.1)

2M-1
D, = / £ 6(t) dt. (C.1.2)
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En utilisant I’équation d’échelle (C.0.24) nous allons donner une méthode pour
calculer simultanément G; et D;. En effet

2M -1

¢t) = V2D hmo(2t—m)
m=0
= V2 hmo@—m) + V2 hm (2t —m)

meK; meK|
+ \/-2_2 h’m ¢(2t— m)a
meKy
ou
Kf = {m=0,....2M ~ 1 /supp(¢(2. — m)) C [, 2M ~ 1]},
KT = {m=0,...,2M -1 /supp(¢{2. — m)) C [0,c|}

et K¢ = {m=0,...,2M -1 /cé€supp{{¢(2. ~m))}.

En répétant la procédure pour tout m € K{ jusqu’a I'échelle J nous montrons qu’il
existe des suites réelles (a;m);j=0.7 mez telles que

J J
d(t) = Z Z @jm H(2t —m) + Z Z Qjm G(27t — m)

7=1 meK; 371 mek; (C.1.3)

Y agm B(27t ~m).

mERJ

En injectant (C.1.3) dans (C.1.1) et (C.1.2) nous obtenons

G = znj Z a]-,mjzc t p(Zt—m)di + E7

J=1 meK;
n

= 3 > ajm 27IM,, + B, (C.1.4)
J=l meK;
n 2M -1 ‘

D= Y > aj,m/ ' $(27t —m) dt + ET

=l mek} €
i

= > Y ajm27IM, . + ET. (C.1.5)

7=l mek;
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ot M;n, = /(t —m)* ¢(t) dt, moment schifté de ¢ et

Etant donnée ¢ la précision de calcul, I'échelle d’arrét J est telle que

Ey

Ej

E QJm

mERJ

c
Je
0

meR;

M~
2 QJm /
“

#(27t ~ m) dt,

1
t $(27t — m) dt,

|E |

\E7 + ET| < e. Voici quelques exemples de calcul de ce type de moments. Les
deux derniéres colonnes du tableau font une comparaison entre le moment M; et la
somme des moments tronqués.

Daubechies, M = 4

c=4.5e+ 00

€ = 3.90625e - 03

D;

G;

Di +gi

M;

W b3 = O e,

2.131315598037e — 03
9.785585253102¢ — 03
4.487546232415e - 02
2.055201340664e — 01

9.978597040851e — 01
9.955671143100e ~ 1
9.657572802786e — 01
7.010157110371e ~ 01

9.999910196831e — 01
1.005352699563¢ + 00
1.010632742602¢e + 00
9.065358451035e — 01

1.000000000000e + 00
1.005393213457e + 00
1.010815513666e + D0
9.073603672468e — 01

Daubec

vies, M = 4

¢ =4.5¢+ 00

€ = 9.765625¢

- 04 T

Dy

Gi

D; + G

zM,‘

[JCRE R e )

2.135108647771e — 03
9.802657292934¢ — 03
4.495230141984e — 02
2.058659770954e — 01

9.978583115872e — (1
9.955609565280e — 01
9.657300585366¢e — 01
7.008953932274e — 01

9.999934202349%¢ - 01
1.005363614121e + G0
1.010682359956¢ + 00
9.067613703228e — 01

1.0006000000000¢ -+ 00
1.005393213457¢ + 00
1.010815513666e + 00
9.073603672468e — 01

Daubechies, M = 3

c=de—01

€ = 2.470355¢ — 04

D;

Gi

D; + G

M,

[V T ] R

8.588096648135¢ — 01
7.696369014765¢ — 01
6.500886531007e — 01
4.381991035131e - 01

1.411903351865¢e — 01
4.776426633438¢e — 02
1.805601603783¢ — 02
7.260941400228e — 03

9.999599999999%¢ ~ 01
8.174011678108e — 01
6.681446691386€ ~ 01
4.454600449133¢e - 01

1.00000000000Ce + 00
8.174011678108e — 01
6.681446691385¢ — 01
4.454600449133e — 01

Daube

chies, M = 3 c= e

- 01

¢ = 39.0625e - 04

D,

G

D +G;

M;

LI BO = O] e

8.576864875697¢ — 01
7.690752849842¢ — (11
6.498078330514e - 01

1.359319583386¢ — 01
4.517142808365¢ — 02
1.677739125576e — 02

4.380586886599% — 01

6.630340325513e — 03

9.936184459082¢ — 01
8.142467130678e ~ 01
6.665852243071e ~ 01
4.446890285855¢ ~ 01

1.000000000000¢ + 00
8.174011678108e — 01
6.681446691386¢ — 01

4.454600449134¢ —~ 01
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1.2 Meéthode de quadrature

Soient | € N, f une fonction de C'{R) et ¢ la précision souhaitée. Nous nous
posons donc la question suivante :
Trouver un ensemble fini d’indice Z et une suite (w;);cz tel que

<e¢

‘ / FBysd)dt =Y wi ()

i€l

avec (z;)ier une suite de points du support de ¢(z). La suite w; est appelée suite

de poids. La quadrature Q(f) = Z w; f{z;) est dite de degré p si pour tout
i€l
polvnéme P € C[X] de degré inférieur ou égale A p on a :

Q(P) = / P(z)¢{z)dz.

Avant de regarder le cas général des fonctions d’échelle, quelques cas particuliers
vont éclairer la suite.

I1.2.1 Fonctions d’échelles particuliéres

On rappelle que, pour tout ¢ € Non a noté M; = /tig‘)(t)dt, le moment d’ordre

i de ¢. La fonction ¢ vérifie My = 1. La fonction f € C!(R),! > 0, on fait un
développement de Taylor d’ordre 1 au point o = My, la quantité 7 = [ f(t)¢(t)dt
vérifie

I = f(zo) +{(z — z0)f'(20), )
~  flzo) + (/ ro({r)ds — Io) f{xo),
>~ f(zg).
Ce qui constitue une quadrature de degré 1 pour I.
Théoréme 2 [26] Si ¢ est une fonction d’échelle orthogonale avec M > 1 alors
My = M2, (C.1.6)

Par ce résultat W. Sweldens a montré que le degré de ’approximation ci dessus
vaut au moins 2. En effet, avec un développement de Taylor de f a 'ordre 3 en un
point a € R, il existe #; € supp¢ tel que:
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~ fla)+ flla)Mio+ [la)Msye/2 (C.1.7)

ot My, = /(:v — w)p(r)dr et My, = /(x — a)¢(z)dzx

En choisissant o« = M, on a M;, = 0 et par le théoréme 2 on déduit que
My, = 0. On a donc obtenu une quadrature de degré le degré 2.

Par sa simplicité cette quadrature est trés séduisante, malheureusement elle reste
peu efficace car son degré reste malgré tout trés limité. Afin d’améliorer la valeur
de ce degré, on va augmenter le nombre de moments nuls de la fonction d’échelle.
Voici un exemple de telles fonctions.

Soit ¢ la fonction d’échelle correspondante & une base de Coiflets [8], elle a la
propriété suivante

Mizy = /(2: ~ 1) ¢(z)dz = 0, i=1,...,.M -1 (C.1.8)

v € R ne dépendant que de M nombre de moments nuls de I'ondelette 1.
En faisant un développement de Taylor d’ordre A au point 77, On a

I = f(0)+ ()M + f"{(T)Mo /24 + (z - 7)™ p(z) fM(t,)dx

M!
= fO)+ FMu+ (Mg /24 (Ml M- LMDy
+T14' (z = )M () f M (¢, ).

Avec (C.1.8) on obtient

I= 1)+ 55 [ (0= )60 02,

et on déduit donc qu'il s’agit d’'une quadrature de degré M — 1.

Deux raisons nous empéchent de nous contenter de ce résultat. La premiére c’est
que la propriété (C.1.8) n’est pas toujours vérifiée pour une fonction d’échelle. La
seconde, l'erreur commise n’est intéressante que pour les grandes valeurs de M et
comme M est proportionnel au support de ¢ [8| alors une grande valeur de M
entrainerait plus d'opérations. La taille du support de ¢ dans le cas des Coiflets est
égale 4 3M — 1 alors qu’elle ne vaut que 2M — 1 dans la cas des fonctions d’échelles
orthogonales de Daubechies, et tout calcul utilisant les Coiflets nécessitera 50%
d’opérations de plus que dans les ondelettes de Daubechies.
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I1.2.2 Cas général de fonctions d’échelles

On rappelle que V'objet a estimer est

I = / f(z) é(z) dx, (C.1.9)

la fonction ¢ n’est connue qu’implicitement en tant que solution de l’équation
(C.0.24) avec [ ¢(t)dt =1.
On note h = %=L et on considére la suite z; = (i+1)h, i= 0,---,1—1,
il s’agit d’une suite de points du support de ¢. La fonction f étant de classe C', il
existe un polynéme P, de degré < ! et un seul (interpolant de Lagrange par exemple)
tel que
P’lllzi) = f(l‘,),l =0,1,---,1 -1,

= Zf(z,-)L X

ce polyndme s’écrit

oun Li(X) = H —-———-L Et on a ’égalité suivante
j=
J#
ZL (z;) + Ri(z) (C.1.10)
i=0

ou Ry(z), le reste de I'interpolation, vérifie
Arl .
iRi(z)] < 5 sup [fO()]. (C.1.11)

T I ocecnNo

En injectant (C.1.10) dans 7 {C.1.9) on obtient :

-

"s..

Flz) Ly + B} (C.1.12)

N-1
i = / Li(z) 6(z) da. (C.113)
0

Par ceci, nous obtenons la quadrature suivante :

-1
=Y alf ((i+ 1)5—213) , (C.1.14)
=0
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ot le poids o = L; pouri=10,---,{ -1

Les £,,, m = 0,---,1— 1 se calculent en fonction des moments M;, ¢ =0,---,[.
En effet, si on note [; = H(xi ~z;) et P(r) = H(z — 2;), on écrit alors
i#Fi i
-1
Li(z) = |; Plz) = iinjfL‘j ot p; € R. On a donc
=0

Liz) = /L,»(z)¢(3:)dm
-1
= 5i§:ﬁj/$j¢(ﬂ?)d$

=0

-1
= LY piM,;.
=0

Les coefficients p;, 7 = 0,---,{ — 1 du polynéme P(z) se calculent selon Ialgo-

rithme suivant:
m

Pour chaque entier m = 1,---,1 — 1, on note P™(z) le polynéme Zp;”z:j. On
=0
a alors

P™z) = (z— zm)P"(2),

Les coeflicients p, qu’on cherche correspondent aux coefficients Pt

Voici I'organigramme de I’algorithme (& part p) tous les coefficients p;* sont
initialisés & la valeur nulle):

po =1
for m: =1 to I -1 do
for j: =0 to m do

p;n: — p;n‘——ll - I p;p—l
end-for-j
end-for-m

Ceci nous servira pour le calcul des a!, . Nous donnons, dans Pannexe (?7), les
valeurs de alf,,m = 0,---,{ — 1 pour les fonctions d’échelle de Daubechies avec
M=23,4,10etoul=4,---,15.
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1.2.3 Analyse de l'erreur de la quadrature

Estimation : De (C.1.11) on déduit que l'erreur E; = |Q(z) — I| de la
quadrature ci dessus vérifie
|E\| < B. sup |fP(z)] (C.1.15)
zESUpP¢
ol la constante B vaut
Nl

Amélioration : Soit £ la précision souhaitée du calcul, si |E;] > ¢ alors la
quadrature n’est pas satisfaisante et on ’améliore par la méthode de subdivision
uniforme suivante

par itération de ’équation d’échelle (C.0.24), nous obtenons

dx) = D siu Yoz - k), (C.1.17)
k

Les coefficients s; sont calculés par un algorithme de subdivision

Sjyk = ch—Znsj-‘-l,ﬂa (0118)

(on trouvera dans {10] une étude générale de ces algorithmes). Ils sont uniquement
déterminés par le produit scalaire

Sik =< ¢, (Y - ~k) >, (C.1.19)

o1l ¢ est une fonction duale (que I'on peut choisir égale & ¢ dans le cas d’une fonction
d’échelle orthogonale).
En injectant (C.1.17) dans I, on obtient

I = ) s 2(f.6(27z - k))
= Z Sj,k Ij,k:
k
ou Ly = (fju(z), ¢) avec f,x(z) = f(279(z + k).

En appliquant la méthode de quadrature explicitée ci dessus pour chaque k&, on
obtient la quadrature Q;(f) donnée par

Qi(f) = D sinQfin)
k

= Y s Y ol fl@?¥) (C.1.20)
k =0, =1
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avec r{k = 279(k +ih) € supp(¢;x), i =0, -+, - 1.
D’erreur de la quadrature est estimé par

Byl < D IssllEsals
k

ot 1Bkl = |Lix — Q(fie)l. De (C.1.15) on estime |E; ;| par

,Ej,ki < B sup ?(f(Z’"’(t—f-k)))”);
tesuppi¢
< B2 sup IfY(1)). (©.1.21)
teSUPP(d;.e)

Comme s;; est définit par s;x = < ¢, #(2 - —k) >, on déduit alors I'estimation
suivante
|s;6l < D277 D = [igliligll1,

et la somme dans (C.1.17) comporte au plus N27! termes non nuls, on a alors
> lsisl < 2DN
k

er 'estimation suivante

|Ej|§2DNB2"ﬂ sup |fl(t)]. (C.1.22)
teSUpPpP(s)

Il est ainsi possible de rendre Perreur |Ej| arbitrairement petite en augmentant la
valeur de j.

Remarque Une formule de quadrature de {f,¢) est donnée indépendamment par
Sweldens dans [27] dans le cas ou la fonction f est connue seulement par ses valeurs
en un nombre fini de points {(a;);=,..s- Les poids w; de cette quadrature sont obtenus
en tant que solution du systéme linéaire donné par

Zwm(am—’]’)i = /1’¢(I)d1 = Mi i:O,"',S,
m=0

Le réel 7 est choisi de tel facon que tout les points 2i = a; — 7 soient dans le
support de ¢. Dans le cas ou le systéme ci dessus est mal conditionné, Sweldens a
développé une version modifiée de cette méthode en cherchant les poids w; en tant
que solution d’un systéme similaire en considérant les polyndmes de Tchebytchev au
lieu des monémes z°.
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Exemple Pour f(z) = sinz, ¢ la fonction d’échelle de Daubechies avec M = 3,
on a

5
/sin:nd)(z)da: ~ (.7411044216.
0

On représente ci dessous les coeflicients / sin{2nz)d(28z — k)dzr en fonction de
Tgx = k28

! /\ A} f}/ P
N
i | |

& & & 8
e
I
—
e '
\
— ¢
I
S

I.3 Quadrature pour un opérateur intégral
Soit

K € L?*(R?), une fonction de classe au moins C‘(R?),l > 0. Soit &

la fonction donnée par le produit tensoriel d’ordre 2 de la fonction ¢, solution de
I'équation d’échelle (C.0.24). Pour z = (z,y) € R on a

®(z) =

P(x)o(y).

On note le cube S§, = [0,2M — 1] support de la fonction ® et S?, le support de
Oz ~ k) = ¢(2/z — k1)p(2y — ky) pour {j, k) € ZR® Z~.
N-1

Pour tout t € Rona ¢{t) = ZC.mg‘)(iZt — m) alors pour tout z € K%,k =
=0
(ki, ko) € 27
2(N-1)
o(z) = > &®(2r - k), (C.1.23)
|k[=0
avec k| = ky 4+ ko et &

= ¢y, Ck,. La fonction ® vérifie donc une équation
d’échelle de type {C.0.24).

A Tinstar de (C.1.20), nous donnons une méthode de quadrature pour Pestima-
tion du produit scalaire

R = (K.3) = / K (z)®(z)dz.



1.3. QUADRATURE POUR UN OPERATEUR INTEGRAL 79

En effet, la quantité R s’écrit comme pour le calcul des termes

R = /xd)(ili) (/yK(z,y)¢(y)dy) dz. (C.1.24)

Par applications successives de (C.1.14) & chacune des intégrales ci dessus nous

obtenons
-1

R = Z a,-la,-zK(xil,yig) -+ EG. (6125)

11,i0=0

Les suites (0;)i=;,..;—1 sont données dans I'annexe 1. L’erreur E° vérifie

[E°| < BQ sup (|6.K| + |OLK]). (C.1.26)

(%9‘)6502‘3

avec {0 = sup(d_ lom|. 1) etlaconstante B est donnée par {C.1.16).

Comme dans le cas d’une fonction, pour une précision ¢ donnée si |E®| > ¢
nous pouvons ameéliorer sa valeur en utilisant 1a subdivision uniforme. Pour j > 0
on a ’équation suivante

o(z) = Y 52902z~ k), (C.1.27)
keZ?
ou
Sik = Sjk;Siks (C.1.28)

ou s;; est la suite donnée par (C.1.18) et (C.1.19).
En remplacant dans {C.1.24) ® par la quantité {C.1.27) on obtient pour j € N*

2i-1)
R=> 5, & K@) + F. (C.1.29)
kc2? Jil=0
ou &; = 4,04, Les points (zf;k,yf,:k) = (279 (z;, + k1),279(y;, + k2) sont dans le
cube 7, = Sjx, X Sjr,- On rappelle que S;n est le support de (27 - —m).
L'erreur £7 est estimée suivant:

B <D 18l Byl
K

ol
|Eix] < B2 sup (JOLK| + |BLK]). (C.1.30)

(I,y)GSJ?'k
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On a alors

[E7| < BQ27') i5; sup  (|6LK| + [0LK])
k (lay)es.?'k
< BQ2 sup  (JOLK| + 18K) D[54l

(Iyy)esg.o k

Comme >~ .. 1sjm| < 2DN, avec D = llollsoll@ll; alors de (C.1.28) on obtient
> I8kl < (2DN)2.
k

On a donc Vestimation

|[E7l < BQ27(2DN)* sup (jOLK| + |OLK)) (C.1.31)
(I,y)GSS,o
< C27%" sup (|6LK| + |OLKY). (C.1.32)
(I,y)ESS‘.Q

avec C) = 4BD*N3(L.
Etant donnée ¢ la précision souhaitée pour effectuer les calculs, on choisit ’échelle
7 telie que |EF7| < &,

Remarque 9 — Des résultats numériques wssus de l'implémentation de cet al-
gorithme seront dressés dans la derniére partie de la thése.

- (est de maniére naturelle gu’on peut généraliser cette méthode auxr dimen-
sions d > 2. Pour cela on considére pour z € RY, la fonction ®(z) =
@{x)bd(z2) - - - d(zg), ou ¢ est la fonction d’échelle solution de (C.0.24).
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Chapitre 11

Quadratures singuliéres et fonctions
d’échelle

Soit f € L?(R) une fonction de classe C* partout sauf en un nombre fini de points
ou elle est singuliére. Pour calculer I = (f, ¢) la formule de subdivision uniforme
(C.1.17), mise en oeuvre dans le chapitre précédent, devient inadaptée car l'erreur
locale Ej; estimée par (C.1.21) dépend fortement de la position du support de ¢,
par rapport aux points singuliers et du choix de la valeur de [. Pour simplifier les
calculs nous supposons que la fonction f admet un seul point singulier p.

Nous commengons par un exemple introductif. Il s’agit d’une fonction f singuliére
en 0 de classe C* en dehors de 0, vérifiant f(z/2) = Agf(z) + A avec X, A\ € R
La fonction f(z) = lz|7, ~1 < v < 1 est I’exemple le plus simple avec Ay = 277 et
A1 = 0. Cet exemple est trés intéressant car on le retrouve souvent dans les EDP,
exprimant des quantités physiques.

Exemple Introductif: Moment fractionnaire de ¢

Définition 11 Soient ¢ la fonction d’échelle associé ¢ une AMR de Daubechies,
a un réel tel que 0 < |a| < 1, nous appelons moment fractionnaire de type o de
¢ la quantité

M, = / 12® 6(z) da. (C.2.1)

11.0.1 Algorithme de calcul

La méthode numeérique de calcul de M, consiste 4 calculer d’abord les éléements
de la suite M,, = [lz|*¢(z —p)dz. Le terme M,y correspond a ce qu'on
cherche. La procédure consiste a calculer tous les éléments M, , en méme temps.

En effet, la fonction d’échelle ¢ a son support compact dans 'intervalle I =
[0,2M1 — 1], et celui de la fonction translatée ¢(. —p) est dans I, = [p,2M —1+p)].
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On note Iy =[—-(2M —1),0;.
Deux cas sont & envisager pour la position de p par rapport & Iy, :

1.

Si p & Iy, la fonction A(z) = |z|* est C* sur le support de ¢(. — p) et
intégrale [ [z|* ¢(z —p)dz peut étre approchée la méthode de quadrature
réguliére.

Si p€ly c'est adire que p <0 et |p| < 2M — 1, par I’équation d’échelle
{A.1.9) nous obtenons

M., V2> hn / 121® ¢(2z — 2p — m) dz

. 2M -1
= 272 N " by Magpim (C.2.2)

m=0

et nous déduisons I'égalité suivante :

2M -1 aM—1
20+ DM, , — > haMagpem = > haMagpem.
m=10 m =70
2p+m € Iy 2p+-m & Iy
(C.2.3)
Comme cela est vrai pour tous les entiers p = —(2M — 1),...,0, nous avons
défini un systéme linéaire (2M, 2M) dont les inconnues sont M, ;,t = —(2M —

1),...,0.

Finalement ia valeur de M, obtenue en résolvant ce systéme est la quantité
M, recherchée.

Pour v = 1/2, L =12 et la fonction d’échelle de Daubechies avec M =2, on a

I* = [-3,0]. Et
clMa,l -+ CQMQ,2 + C3JMQ,3
Mog = = .
’ a+1/2 Co
On a
pi Mosyp M o5y
0 7.81088558692139¢ — 01 | 1.40904896653535¢ + 00
11 1.27666004573212e + 00 | 7.86759531571634¢e — 01
211.62241067745042¢ + 00 | 6.17109963744578e — (1
3 11.90604234696382¢ + 00 | 5.24907393011114¢ — 01

Avec la méme méthode, si on note

L, = /loglt!d)(t-p)dt peZ
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on obtient dans les mémes conditions que ci dessus,

Z,
—5.63796418943492¢ — 01
4.84645786592568¢ — 01
9.66785586339195e — 01
1.28963304637814¢e + 00

L2 b = Ol

I1.1 Singularités homogénes

Nous supposons au cours de cette section que la fonction f admet au point p
une singularité de type |z — p|”,]v] < 1, on a done f € Lj,.. On suppose ainsi que
I'on a

o) <Clz~plv et
(C.2.4)
Bf(z) <Cle—pph 120

Remarque 10 La singularité ci dessus, qui parait simple par sa forme, est trés um-
portante. Son étude nous raméne directement auz opérateurs associés @ une équation
intégrale singuliére. En particulier les opérateurs de Caldéron Zygmund et la classe
des OM., ., introduite dans la seconde partie.

Notation: Pour (j, k) € Z2, nous notons SJ = [k277,(2M — 1 + k)277] le support
de ¢(27- —k) et d;x = inf |t —p| ladistance de S} au point p.
te Sy
Si 7,k sont tel que p & S, alors I'erreur E; x issue de l'utilisation de I’équation
de la subdivision uniforme (C.1.17) pour le calcul de (f, ¢(27 - —k)} vérifie

K
|Ejxl < C—27sup| FO (1)
i tes]
Cette inégalité, avec hypothése (C.2.4), devient pour [ > 1
|Ejs| < CK'27'd17" (C.2.5)

Nous remarquons que cette erreur est fortement contrélée par la distance d, x, donc
par la position de S; par rapport au point singulier p. D’ou la faiblesse de la subdivi-
sion (C.1.17). On va chercher une nouvelle subdivision tenant compte de la distance
d;x et la nature de la singularité.
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11.1.1 Subdivision non uniforme

Le point singulier p est supposé dans S, dans le cas contraire le calcul de (f, ¢)
s’effectue par la méthode de quadrature réguliére puisque f devient au moins de
classe C.

En remplacant ¢, dans I = (f, &), par son expression issue de I’équation
d’échelle (A.1.9) nous nous ramenons au calcul de I}, = {f, ¢(2- —k)).

N-1
I = a(f,02-—k)
k=0

N-1
= E ijl,k-
k=0

Comme S}, le support de ¢{2 - —k), est deux fois plus petit que celui de ¢{), le
calcul de I, ; s’effectue selon d;x, la distance séparant S; du point singulier p.

Par la méthode de quadrature réguliére nous calculons les I; ; pour les entiers
k tels que d;x > d;. Chose que nous ne pouvons faire pour Ik, tels que dyx < dy,
car nous ne contrdlons plus la régularité de f dans cette zone. Nous procédons alors
par injection de ’équation d'échelle (A.1.9) dans Pexpression de Ip 4, nous nous
ramenons donc

En itérant ce processus de décomposition jusqu’a une échelle J > 0, nous défi-
nissons, pour une suite de réels d; > 0, deux familles d’ensembles d’entiers R; et K;

avec
Ro={0}, R; = {k€Z; djy<d;j} NS

et K, = (Z-R;)0S;,
ol
ke S; &= 3Im € R;_1, tel que supp(¢;x) C supp(dj-1,m) (C.2.6)
Nous obtenons la décomposition suivante, nous ’appelerons équation de Subdivision
Non Uniforme:

J
$(t) = DD au2(Pt—k) + > an2’¢(2’t—k) (C.2.7)
J=1 k€Kj; keRy
ol les aj; sont calculés par un algorithme de subdivision qui se concentre autour du
point p et dont nous donnerons les détails dans le prochain paragraphe. L’échelle J
que nous nommerons échelle d’arrét sera déterminée en fonction de la précision €
exigée pour I’évaluation de 1.

Voici une figure explicative du déroulement des premiers niveaux de ’algorithme
de la subdivision non uniforme. Nous considérons la fonction d’échelle de Daubechies
avec M = 3. Supposons que le point singulier est p = 2 et choisissons d; ~ 277.
Nous représentons les fonctions ¢,,, k € R; pour 7 =0,--+,3,
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I1.1.2  Algorithme de calcul de q,;

Revenons & la définition de S; (C.2.6) et notons ZJ 'ensemble des entiers m
vérifiant (C.2.6). On a alors, pour tout k € S;

Sik = Zcmsjml,m. (C.2.8)

mEZi

Le cardinal de Z,Z vaut au plus %

Soit k € R; N K; , notons Z] lensemble des entiers m € R;_; tels que
Supp@;x C Suppg;-1,m- Vu le caractere non uniforme de la subdivision, I'égalité de
Z3 et Z] nest pas assurée pour tout couple (j,k), par conséquent a; et Sk D€
sont pas forcément égaux. Avec un choix judicieux de la suite d; nous montrons ci
dessous qu’on a l’égalité pour certains k.

Théoréme 3 Si la suite d; est décroissante alors Vk € Rj on @ a;x = 8.

En effet, supposons qu'il existe un entier k € ; tel que a;; # s;x. Comme k € R;
alors par définition de R; on a
dj.k < dj. (0.2.9)

En plus, a;x # s;x est équivalent a dire que ¢;; est partiellement déterminée par la
subdivision, c’est a dire qu’il existe un entier k € K;_; tel que

supp(¢;) C supp(9;_ ;)-

Cela implique
d; i S djp (C.2.10)

J
Or k € K;_; est équivalent & d,;_, ; > d;—;. Avec (C.2.10) on a

djmy < d;_yj < djg
Ceci associé avec (C.2.9) nous donne
dj1 < d; 1 S djx < dj

ce qui implique que d;_; < d;. On a donc une contradiction avec le fait que la suite
d; est supposée décroissante. On en déduit le théoréme.

La figure, ci dessous, représente les premiéres étapes du déroulement de l'algo-
rithme de la subdivision non uniforme. Elle est donnée sous forme d'un graphe dont
les sommets sont les a;; et les fils de chaque sommet sont les coefficients du filtre

(Ci)i=0,~~,N~1-
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j=1
j=2
L .'N’ M"
‘0 /‘
‘0

j=4

Graphe : Déroulement

de I'algorithme de la subdivision non uniforme
pour N =6 et p=2.

L’algorithme de calcul des coefficients a;, se présente donc comme suit :

~ A Péchelle du départ j = 0, nous avons seulement un seul sommet ag o supposé
égal & 1.

~ Pour tout 0 < j < J et k € R;. Une fois le coefficient a;;, qui représent le
kl¢me sommet du niveau j, calculé. Il est stocké et constituera l'outil de base
pour le calcul des aj41,m, m € B N K.

- Au niveau j, notons N; le nombre de sommet, le nombre de fils qui est N}
vaut donc NN;. Dans l'ordre le fils d’indice f est ¢;y, fv = fmodN.

~ Nous calculons les a;¢, k, k= 0,--,N; = 2N;_; + N — 2, simultanément au
fur et & mesure que nous parcourons les fils des sommets de ’échelle j — 1:

Le fils d'indice f, f = 0,---,N?_;, qui est c5, ot fy = fmodN, est issu du
sommet pére a;_1, avec p = fdivN. La quantité produit a;p = cpya;_1, une
fois calculée est rajoutée @ ajr, k = 2p + fn. Le calcul des a;; est terminé
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quand tout les fils du niveau j — 1 seront parcourus. De la méme maniére on
caleule ajiyx et ainsi de suite jusqu’a ’échelle J.

Voici les résultats de 'implémentation de cet algorithme, ¢ est la fonction d’échelle
de Daubechies avec N = 6, le point singulier p = 2 et pour la distance critique celle
qui est choisit dans le théoréme 6.
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2 =1, Nag =6, Ns; =6
THEEREN k R @0.ip a3k
4 [§] [¢] 0" 3.3e¢ — 01 1.0e + 00 3.3e —~ 01"
1 ¢ 1 1* B.ie — 01 1.0z + 00 8.1e ~ 01*
2 0 2 2" 4.6e 01 1.0e + 00 4.6e ~ 01°
3 e} 3 3" —1) 4e ~ 01 1.0e + 00 —~1.4¢ - 017
4 0 4 4* = 8.5e ~ 02 1.Ge 4 00 ~8.50 — 02"
& 4] 5 5 3.5¢ — @2 1.0e + 00 3.5¢ — 027
3 =2, Nay == 30, Nsjp = 14
ig [ 3p | iN k by G1ip a9k
[} 4 0 ar 3.3e — 01 3.3z — 01 i.1e — 01"
1 g 1 1 8.1e — 01 3.3¢ -~ 01 2.7e — 01"
2 o 2 2 4.6e — 01 3.3e — 01 1.5 — 01
3 Q 3 3 =1.4e ~ 01 3.3e = Q1 —4.5¢ — 02
4 0 4 —~8.5e = 02 3.3e — 01 —2.8¢ ~ 02
5 [ 5 3.8¢ — 02 3.3 — 01 1.2¢e — 02
3] 1 ¥l 2" 3.3 — 0} 8.1e — 01 4.2¢ - 01"
7 1 1 3° 8.1e - 01 8.1e — 81 6.1e — 01"
8 1 2 4 4.6e - 01 8.le = 01 3.4e ~ 01
9 i 3 5 —~1.4e — 01 8.le — D —9.7¢ -~ 02
10 1 4 6 —8.5¢ — 02 8.1e — 01 -~6.9c — 02
11 1 3 7 3.5¢ — 02 8. le —~ 01 2.8¢ - 02
12 2 g 47 3.3¢ —- 01 4.6e —~ 01 5.0e — 01°
i3 2 1 5* 8 ie — 03 4.6e — 01 2.7¢ - 017
14 2 2 6 4.8 — 01 4.8e — 0L 1l.4e — 01
15 2 3 7 ~1.4¢ — Gl 3.6e — 01 —3.4¢ ~ 02
16 2 4 8 —8.8e - 02 4.5e — 01 ~3.9¢ - 02
17 2 5 9 3.5¢ — 02 4.6e — 01 1.6e - 02
18 3 1] 8* 3.3¢ — 01 —1.4e ~ 01 9.8¢ — 02"
18 3 1 7* 8.1e — 01 ~1.4e -~ 01 —1.4e - 01°
20 3 2 8 4.6e — O1 —1.4e — 01 ~1.0e — 01
21 3 3 9 —-1.4e - 01 —1.42 - 01 3.4¢ ~ 02
22 3 4 10 —8.5 — 02 —1.4e - 01 1.2¢ — 02
23 3 5 i1 3.5¢ ~ 02 —=1.4e — 01 —4.8: — 03
24 4 0 8" 3.3e¢ =™ ~8.5¢ — 02 —1.3e - 017
25 4 1 8" 8.1e — 01 —8.5¢ — D2 —3.5¢ - 02*
26 4 2 107 4.6e — C1 ~5.5e — 02 ~2.8¢ — 02*
27 4 3 11* -~1.4e -~ 01 —8.5%¢ — 02 6.8¢ — 03°
28 4 4 12 —8.5e — 02 —8.5e — 02 7.3e¢ — 03"
28 4 5 13" 3.5¢ — 02 —8.5¢ — 02 —-3.0e - 03°
3 = 3, Nap = 36, Nsy =16 ; = 4, Nagy == 36, Nsg = 16
ty 1p thy K h.:'ﬂ a2,4, ag ) ip ip N & hg‘\, 43,15 ag g
Q 0 Q 0% 3.3¢ ~ 01 }.le = 0} 3.7e — 027 Q [ i} 0¥ 3.3 ~ 01 3.7¢ — 02 1.2e — 02°
1 [} 1 1° 8.1e — 01 1.le - 01 8.9¢ — 027 1 0 l 1 B.ie - G} 3.7e - 02 3.0e — 02"
2 0 2 2 4.6e - 01 1.1e = 01 5.le - 02 2 [} 2 2 4.6e ~ 01 3.7e — 02 1.7¢ = 02
3 0 3 3 —~1.4e — 03 1.le — 01 ~1.5e — Q2 3 0 3 3 —-1.4e - 01 3.7e — 02 —5.0e — (3
4 0 4 4 —8.5¢e - 02 l.1e = 01 ~9.5¢ — 03 4 V) 4 4 —~8.5e — 02 3.7e - 02 ~3.1e - 03
5 o 5 3 3.5¢ -~ 02 1.1 = 01 3.9e — 03 5 0 5 5 3.5¢ — 02 3.7¢ - 02 1.3 — 03
] H 0 2" 3.3 -~ 01 2.7¢ - 01 1.4e — 01" 8 ] 0 2* 3.3¢ - 01 8.9e — 02 4,7 — 027
7 1 1 3* 8.1e — Q1 2.7¢ — 01 2.0e — 01° 7 1 1 3= 8. ie — 01 8.9¢ — 02 6.7e — 02°
8 1 2 4 4.6e — 01 2.7e — 01 1.1e — 01 1 1 2 4 4.6e — 01 B.9¢ — 02 3 8¢ ~ 02
9 1 3 5 —1.4e - 01 2.7e — 01 ~3.2¢ - 02 ] 1 3 5 -1 de ~ 01 8.9 — 02 -1.. — 02
10 1 4 ] —B8.5¢ — D2 2.7e - 01 «2.3z - Q2 10 1 4 6 —8.52 — 02 | 8.8e — 02 ~7.6e — 03
11 1 5 7 3.5 - 02 2.7¢ — 01 9.5e — @3 i1 1 5 7 3.5 - G2 8.9e ~ 02 3.1e — 03
12 2 4] 4 3.3z - 01 4.2¢ - 01 2.5¢ — 01* 12 2 0 4" 3.3¢ — 01 l.4e - 01 8.5¢ — 02"
13 2 1 5% 8.1e — 01 4.2¢ — 01 3.le— 017 13 2 1 5% 8.1¢ — G1 1.4e — 01 1.0e — 017
14 2 2 € 4.6¢ — 01 4.2e — O1 1.7e - 01 14 2 2 6 4.6 — 01 l.4e — 01 5.7e — 02
15 2 3 7 —1.4e — 01 4.2¢ - 01 —~4.7¢ - 02 15 P4 3 7 —~1.4e ~ 01 1.4e - 01 -~1.6e — D2
i6 2 4 8 —-8.5¢ — 02 4.2e —~ 01 ~3.6e — 02 16 2 4 8 ~8.5¢ — 02 1.4¢ — 01 -1.2¢ ~ 02
17 2 5 9 3.5¢ —~ 02 4.2¢ - 01 1.5¢ — 02 7 2 5 9 3.5e — 02 1.4e — 01 4.9e — 03
18 3 0 6* 3.3e - 01 6.1e — 01 3.Te —01° 18 3 0 [ 3.3 - 01 2.0e ~ 01 1.2 —1°
19 3 1 ™ B.le — 01 6.le - 01 4.4e - 01" 19 3 1 7 8.1e — D1 2.0¢e — 01 1.5e — Q1"
208 3 2 8 4.6e — 01 G.le — 01 2.4¢ ~ 01 20 3 2 8 4.6e — 03 2.0e - 01 8.1e — 02
2 3 3 9 —1.4e — 01 B.le ~ 01 —~6.7e — 02 21 3 3 9 —1.4e — 01 2.0e — 01 —2.2¢ - 02
22 3 4 10 —8 3¢ - 02 f.1e — 01 ~5.2¢e - 02 22 3 4 10 -~8.5e — 02 2.0e — 01 —1.7e -~ 02
23 3 5 i1 3.5z — 02 6.1e — 01 2.1e - 02 23 3 5 11 3.5e - 02 2.0e - 01 7.1e — 03
24 4 Lo} 8" 3.3 — 01 5.0e — 01 4.1e — 01" 24 4 0 8" 3.3e — 01 2.5¢ = 01 1.7¢ — 01°
25 4 1 9 8.1e — 01 5.0e ~ 01 3.3 - 01° 25 4 3 9" 8.1e — 01 2.5¢ — 0! 1.8¢ - 91°
26 4 2 10 4.6e — 01 5.0e ~ 01 1.8¢ — C1 26 4 2 10 4.6 — 01 2.5¢ - 01 1.0 — 01
27 4 3 11 ~1.4e - 01 5.0e — 01 —4.6¢ — 02 27 4 3 11 —1l.de — 01 2.5 — 01 ~2.7e — 02
28 4 4 i2 —8.5¢ — 02 5.0e — 01 ~4.2¢ - 02 28 4 4 12 ~8.5¢ — 02 2.5¢ — 01 —2.2e ~ 02
29 4 5 13 3.5¢ — 02 5.0e — 01 1.7¢ - 02 29 4 5 13 3.5¢ — B2 2.5¢ -~ 01 9.0e - 03
30 5 o 10" 3.3¢ — 01 2.7¢ - 01 2.7e — 01° 36 5 ¢} 10* 3.3¢e — 01 3.le - 01 2.0e — 017
31 S 1 117 8.1 -~ 01 2.7e - 01 1.8e - 017 31 5 1 11* 8.1e - 08 3.le~ 01 2.2e — 01~
32 5 2 12® 4.6e — 01 2.7¢ - 01 8.4 — 027 32 5 2 12* 4.6e — 01 3.1e — 01 1.2¢ - 01*
33 5 3 i3 —1.4e — 01 2.7e -~ 01 ~2.0e - 027 33 & 3 13" ~1.4e — 01 3.le — 01 —3.3e — 02°
34 3 4 14" —8.5¢ — 02 2.7¢ - 01 —~2,3¢ — 02° 34 5 4 14* ~8.5¢ — 02 | 3.le - O] -2.6¢ — 02"
35 5 5 15° 3.5e — 02 2.7e - {1 9.6e — 03° 35 5 5 15" 3.5e — 02 3.1e — G} i.1e — 027

Les lignes ou Jes valeurs de ket a; 5 sont
suivies d'une étoile correspondent 4 ia valeur finale de g v
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I11.1.3 Propriétés de la subdivision non—uniforme

Par construction, le résultat du théoréme 3 n’est pas vrai pour K;. Nous no-
tons C; le sous ensemble de K; constitué des entiers k pour lesquels on a ’égalité
suivante :

@jk = Sjk- {C.2.11)

et P; = K,/C; le complémentaire de C; dans K.

L’interprétation graphique nous confirme que C; est constitué des entiers k tels
que ¢, est complétement déterminée par la subdivision; c’est & dire que ’ensemble
Zj,k associé, contient tout les entiers m vérifiant supp¢;, C supp@;-1m donc Zj,k =
Zjk. Alors que 'ensemble P;, quand & lui, est constitué des entiers k tels que la
fonction ¢, correspondante est partiellement déterminée, il s’agit des entiers k €
K; pour lesquels, il existe un entier m € K, vérifiant supp@;_i» C suppg; et
m Q VA k-

Dans le graphe précédent, les éléments de P; sont signalés par un cercle et ceux
de C; par une croix.

On note card(A) le cardinal d’une partie A finie de N, on énonce les résultats sui-
vants:

Lemme 8 Vj=1,---,J card(P;) < 2(N - 2).

En effet, les éventuelles décompositions de @;_; x+ et ¢;_; - ot k¥ = (maxR;_;)+1
et k™ = (minR,_;) — 1 n’affectent au plus que NV — 2 éléments de S; chacune. Nous
déduisons donc que le nombre maximal de fonctions associées & R; partiellement
déterminées est au plus 2(N — 2).

Lemme 9 I existe une constante C > 0 telle que

277 card(C;) + 279 Veard(P;)) < C. (C.2.12)
3 7

-

i
—

J
En effet, pour chaque échelle j = 1, ..., J nous avons l'égalité suivante
card(C;) + card(F;) + card(R;) = 2card(R;-;) + N —2.

Alors
card(C;) = 2card(R;_;) — card(R;) + (N — 2 — card(F;)),

en multipliant par 277 de part et d’autre cette égalité, nous obtenons pour j =
1,....J

27card(C,) = 27U Vcard(R;_;) ~ 277card(R;) + 277 (N — 2 — card(F;)).
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En faisant la somme des J égalités ci dessus on obtient

J
277card(Cy) =1~ card(R;)27 + Y 27(N ~ 2 — card(P;))

1 i=1

M-

J

on ajoute la quantité

~U-Deard(P;)

H'M&

& chacun des termes de l’égalite ci dessus, nous obtenons
J
Z (277card(C;) + 279 Ycard(P;))
=1

= 1-277card(R;) + (N — 2 + card(F;))

"‘M“

or d’aprés le lemme 8 on a card(P;) < 2{N — 2), alors

J
S (279card(C) + 270 Vcard(Fy))

i

' [

J

IA

J
1-2"card(R;) + 3(N -2 22‘47
=1

< 1-27Ycard(R;) + 6(N —2)(1 -277)
Or
dy+227'N

2-IN
ce qui implique que 2 7/card(R;) < glif"—lffiﬂ. Puisque la suite d; est borné car
elle est décroissante minorée par 0 donc convergente, alors 27 “card(R;) est fini.
Enfin la suite positive C; = 1 —2"7card(R;} + 4(N — 2)(1 — 277) est convergente.
1l existe donc C > 0 telle que

card(Ry) <

J
Z (27card(C;) + 270 Decard(P))) < C.

J=1
ce qui termine la preuve du lemme.

Théoréme 4 [l existe une constante D > 0 telle que pour tout j=1,---,J ona:

<[ HD2ZUY quand ke P
okl =1 Da-i quand k € C}
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Démonstration :
D’une part, les fonctions ¢;, associées & C; sont par définition complétement
déterminées. Nous avons:

Uy = Sjm = < 25 ¢(z), p(2z ~ m) > vm e Cj

donc
ml < [18)] 32 - m)| do
< 2 [ jo@) [bla)] ds
< D27 (C.2.13)
o1 D = [0l

D’autre part, pour k € P; nous avons :

Tk = Z Cmbji-1m-

mEZj_lvk
Alorson a

ikl < leml a-1ml - (C.2.14)

meZ

Or pour tout m € Z,_;, nous avons 'égalité a:_1.,» = 5,-1.m et de la méme maniére
Jj—1.k 3 i
que (C.2.13) nous montrons que

Iaj—l.ml < Do2-U-1
On déduit alors de (C.2.14) que

lajl < HD27U™D  VYie P

N
ot H = Zlcmi.
m=1

Théoréme 5 Il existe une constante A > 0 indépendante de J telle que
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En effet, nous avons

= CJ‘ U Pj.
Alors on &
J J
D2 laml 36+ P (C.2.15)
i=1 mekK; =1
ou

C; = > lasmb, Pio= D |ajml.

medC, mek;

Du théoréme 4 ci dessus nous déduisons que, d’une part:

¢; < DY
meC;

< D 27card(C;). (C.2.16)

et d’autre part

P, < HDY 27071

< HD 279 Ycard(P)). (C.2.17)
De (C.2.15), (C.2.16) et (C.2.17) nous déduisons enfin |’ inégalité suivante:
J .
lajm] < D Z (27card(C;) + 27V Yeard(F)))
o D = sup(D, HD).
Et on conclut avec le lemme 9 que
Aj<A

avec A = DC.

II1.2 Analyse de 'erreur de la quadrature

La méthode de quadrature que nous proposons consiste a injecter (C.2.7) dans
I, ce qui revient & approximer ] de la maniére suivante

I= % Y e Y ol f(al*)+Ey, (C.2.18)

=1,,J k€K i=0, i~ 1
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ot le degré [ = I(3), 20" = (i1 + 1)2=1 et les poids a! sont donnés dans I'annexe 1.
L’erreur globale E; est la somme de I'erreur principale E} et erreur d’arrét E?
données respectivement par:

J

EY = Y Y aixEn (C.2.19)
J=1 keK;

E? = Zajekzk fo(27 - —k) >, (C.2.20)
kER,

ot E; est I'erreur locale & I’échelle 7 vérifiant (C.2.5).

Echelle d’arrét:  Pour déterminer 1’échelle d’arrét J, on estime Verreur d’arrét
FE3 par:

B3 =) as2’ < f,6(27 - —k) >

kERy
< DH27 Y 2| < f,0(27 - ~k) > |
keR;y
< DH (sup(z lo(- — k)i)) / |f(t)ldt
kER, t-pl<dy+N2—7

< CR2-0r+1

ol la constante R ne dépend que de la fonction ¢. Puisque v > —1, si on choisit

Iny{e/2R
J>~-”27(f{-1—1 (C.2.21)
alors:
B3| < R2mO*W
< RotriEgR (C.2.22)
< eg/2.

Erreur et choix de d;: Puisque v < I{j) alors on déduit de {C.2.5) et de la
définition de K; que

B4 < CK'q10o7310), (C.2.23)
pour tout k € Kj.

De cette écriture, on remarque qu’un choix judicieux de la distance critique d;
et du nombre de points I(7) pour j = 1,---,J s’impose pour |E;|. Dans un premier
temps nous fixons I(j) = [ pour j = 1,---,J, en imposant des conditions sur d; on
a
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Théoréme 6 Soient | € N, ¢ la précision souhaitée. Si la suite (d;);=1,..,; véTifie

dj < dj (C.2.24)
. -
d; > (7Y (C.2.25)

alors {E;| < e.

Démonstration: En utilisant (C.2.19) et (C.2.23) on a

J
B} < CK'Y Y lajml 47277

i=1 mEK_,‘

Comme d; vérifie {C.2.25) on a alors

J
BN < C 30N lagml 27 (271

j=1 mekK;

S Ce AJ.
Le iemme (5) nous confirme qu’il existe une constante A telle que
Aj< A

alors,

[EXl = Ofe) (C.2.26)
de (C.2.22), (C.2.26), on déduit

\E;| < |E}| + |E7) <e,

d’ott le résultat du théoréme.

Résultats numériques: Nous avons implémenté cette méthode sous les hypo-

theéses du théoréme ci dessus pour les fonctions f(z) = \/IE—:_Q—} et g{z) = log(x)
et ¢ la fonction d’échelle associée a l'ondelette de Daubechies & M moments nuls
ou M = 2,3,4 (par soucis de clarté on notera ¢, au lieu de ¢). La valeur de [ est
fixée 4 8 et £ vaut 107 o1 i =2,---,12.
On donnera pour chacune des fonctions f et g trois classes de courbes. La premiére
est la représentation des coefficients d'approximation ( fi0 = V210(f, ¢5,(21°-~k)),
9l0 = 210(g, ¢5s(2'°- —k))) calculés par la quadrature ci dessus, les abscisses sont
leszy = k271 k = 0,---,42'0 La seconde classe représente ’erreur du calcul
et la troisiéme donne le temps CPU en 1/60sec nécessaire pour calculer ((f, ) et
(g, ¢ar)) en fonction de €. L'implémentation du programme est faite en langage C,
il est exécuté sur SUN SPARC 20.
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Pour ¢ = 1078 on a obtenu les résultats suivants pour les trois fonctions d’échelle

$2, B3 et @y.

R o A Ean 2 ey e —
4 i
N //' 1k ]
“ Ve 0F / -
™ 1
s
T N I B 1 //
N - !/
/ 27 J
{
) 3
x
E _4 -
S sk 1l 77 i
1 l 1
< ® 8 3
xl -4
H ria —
L At . M=3|_
£ T 2 M=4
. Jaa e Lo | . Logn o by i 8 NES | N F i I AP I
[ [ix3 1 15 2 1] 3 35 [ § 835 15 b1 25 3 15 4
x=k2* 8 PENIR ]
T T T T T [RERRARRRAY 9 T ]
{\ ! |
L N 1 L
N ,/
. H 1
AN / b / 3
A // 1 y
- \\ e /
\\ / 3,/ 3
AY 4
N / -
/ o 4 ]
Y -/ ® 7
L 1‘ z
-.'_;: iy / % .5’_ k
& 7 )
= / <
Fy b % ] -6- h
g ]
‘ ; =l —
5 - ST . - =0
‘/ Sin 1 ------- M= q
gl YU TV T TN IO IO $ . - . L ) -
195 1% 1$T 198 1% 2 10b 0 203 MM 28 i 6.5 i
PEE 1=k 2*{8)

FIG. 11.2 ~ 8 = 2%(f, dn(25- —k)) et gf = 2%(g, o (2% - —k)}) pour M =2,3,4 et
e = 1678
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n ]
Etant donnée une fonction i, on note E™(h) = Z 127 (h, opm (27 - —K)) — hk27".
k=0

Pour M = 3 et ¢ = 107% voici E"(f) et E™(g) (calculés en double précision) en fonc-
tionden=4,---,8.

t\r ; T e T 1 T * :
-6 - -
7 -
e R
N ]
2 - , ]
5 -8 L -
=] . ]
g ! )
9L \ -
b \ L
A N :
10 \~
1 N
S PO | 1 [ : — 3 TR J N L

4 4.5 5 5.5 [ 6.5 7

n
s - — , , — I T
\ j
-6 _E
6.5 ]
= - ]
E L o
5 T -
=] - ]
" ]
¥ ol - 3
8L \ 3
8.5 - \
f a1 1 ol o i P B ]
4 4.5 5 5.8 6 6.5 7

n

FI1G. 11.3 - log;o(E™(f)) et log,o(E™(g)) oun=4,---,8, M =3 ete = 1078,
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Maintenant nous allons faire varier ¢, on représente f en fonction de x; pour
M =3.

T T T T T T 2} T T T T T T 4
L 1
’ I— //—‘- 7
1 ] ]
L N . b i_ o
_') 1
.2_1/ E
- {
$ 3y 3
£
T T 1= 4t ]
2 |
< @
= < -
& [ I J
%
- & | — =41
|
(18 ” i i=8
o I i L s ] 1 ! I ] 1 ) 2 ?
L] 05 1 15 1 25 3 35 4 ¢ 85 i i5 2 23 3 3z 4
xek2A() x=k2MB)
e e e ) . . : T . -
r ]
. A
k R gL b
i
N .
N af ]
1 /
) ] .3_// 4
o)
] /
L i £ -4-{ -
H « 0
2 * 5L 3
- <
"s &
¥ r b
< E—— &8 — =]
e | 1 L =b
- st e i=8 1
[ SO PSP PETIE FURTE IR VIR T TUR UV ST FET Y ST . - ) . .
1816 197 1% L% 2 201 293 2 28 § 0.5 i
¥k 8 =k 8

FiG. 114 - f§ = 2%(f,0:(25<k)} et g8 = 2%(g,¢4(2°—k)) pour e = 107" ,¢1 =
2,0, 12.
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Nous donnons enfin la courbe représentant le temps CPU en fonction de ¢ =
107%,¢ = 2,---,12, pour les trois fonctions d’échelles ¢, ¢35 et ¢y.

. r y ; T . . - T_
e —r 4
C h ’\': i . 3
300 F et , %
- o/
r o
250 — _.// %
—~ = Vs
3 - e
2 200 - N
= - o
=, " . /(
2 1 r o
g 50 . B /
- F d ]
100 & . L
E . ((/"
of L :
k e
£ PRRR 1
0 T —1
r ! . . . ! .
(1] 5 10

Fi1i. 11.5 — Temps CPU pour le calcul par le théoréeme 6 de (f, ¢y M =2,3,4 en
fonction de € = 107%.

22!
"
N
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100

T T T

temps_CPU{1/60 sec)
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T T
AT SRS ST T AN WO WY IR U U S N N

_____
.....

FiG. 11.6 — Temps CPU pour le calcul par le théoréme 6 de (g, dp), M =2,3,4 en
fonction de € = 1077,
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Erreur et choix de [ = I(j): Maintenant et contrairement au théoréme précé-
dent, pour chaque échelle 7 < J nous allons contréler le nombre de points [(j) en
fixant la valeur de d;.

Théoréme 7 Si d; = K277/2 et I{j) est la plus petite valeur telle que |E; ;| <
e/(2A4;) pour tout k € K et tout niveau j =1,---,J, alors E; < €.

Démonstration: Quand on pose d; = —"%——’ pour j=1,---,J,de (C.2.23) on a
|Ejxl < C272710) vk e K.

De plus 'hypothése du lemme 5 est bien vérifiee. On déduit alors qu’il existe une
constante A indépendante de I’échelle d'arrét J telle que A; < A. L’erreur Ej vérifie
donc

En utilisant Phypothése sur [(j) on obment

J
740 2l
e

IA

B

IA

(C.2.27)

b ™

On obtient ainsi grace a (C.2.27) et {C.2.22) l'estimation de 'erreur globale:
Esl < |Ejl+|Ejl <=

On majore N(¢) le nombre de points de quadratures
J
Ni) = Y card(K;)i(5)
j=0

< Coy 2(d; — dj1) (logy(e) + 7))

§=0

< GJ(=logy{e) + 1lJ)

< Co(1/(v+1) + /(v + 1)%))loga ()17, (C.2.28)

ou les constantes C,, Cy et C, ne dépendent que de la fonction ¢.
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Résultats numériques: Comme pour le théoréme 6 nous avons implémentés
la méthode de quadrature sous les hypothéses du théoréme 7 ci dessus pour les
mémes fonctions f, g, ¢y La valeur de d; est fixée 427, M =2,3,4ete = 10° on
i =2,---,12. Nous avons obtenus les résultats ci aprés.

Pour ¢ = 107° nous représentons ci dessous f¥, g? en fonction de z; pour les
trois fonctions d’échelle ¢,, @3 et ¢y,
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I
e M
0k M<3 ).
conreer Mzl 4
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0 K i 13 i 13 3 35 ] 08 i 15 2
1
(14 J—
.5 3
\ 7 AL 3
15 3
- s I
3 g 1
s by £
- “ P e
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Lok 3\\ / 1 1% .3 ]
ant ‘g\ i —— Ml 3 — M=l
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1% 1% 197 1% 1% 1 ;2 18 M 108 ¢ 85 1
x=b2418) s=k24{-8)

F1G. 11.7 ~ Les courbes du dessus représentent f§ = 2°(f, dp(28 - —~k)) (@& droite)
et g8 = 2%g, dar(2% - —k)) (a gauche) pour M = 2,3,4 et ¢ = 107%. Celles de
dessous est un zoom autour de la singularité.
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En faisant varier ¢, voici f2 en fonction de z; pour M = 3.

— T e T — —r T T T
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o3 [ A
>
- - -
=
= 0.5 - . -
- | ~
m o
=, ‘ 1
i \ i ———— §=10 | 7
. \/ .............. i= E
0 - £ i=6 —
o i - i=4 |
. I | i N e A [ | .
1] Q.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0.515 |- -
0.51 _
g ~
& 0,505 - —
=
= r 7
—“i B 4
i . 4
< L 4
o
0.5 — -
o =3
[ 1
- RS
0.495 . ! : 2 i { L 2 . i 4 . " S E Ry SIS s i J\:?:K N :i
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x=k2{-8}

FIG. 118 ~ f§ = 2%(f, 64(22k)) pour e = 10755 = 2,---,12.
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La figure ci dessous donne log,,( E*(f}) en fonction de n = 4,--- 8.

T T Lo rl ] ] v T ¥ T T T T T ') Ls AS 1T ; T T ¥ T E N SR lTj L T )
-5 = —
\ [r erreur(theo) ! R
- \'\ -
-5.5 s -~
L 4
E L. -
[ - _
E -6 — —
= o i
—

28 N |
= L _
-6.5 - ]
i -l

-7 |-
i il ke J 1 L b U A ! A A 1 l l A L i i - ]
4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

Fic. I11.9 - log,(E™(f)) ot n=4,---,8, M =3 ete = 107°.
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Voici le temps CPU (en 1/60 sec) calculé en fonction de la précision ¢ = 107
pour les trois fonctions d’échelles ¢, @3 et @y.

T T T ‘ L T T ‘
L r =2 g
l ............. =3 ”,'
100 -1 ------- =4 7
@
&
3
=
=
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4 { N n {
0 5 10
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- ] ............. =3
20 M= -
) [
; 15
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= 1
S ]
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23 F
g L
3 -
L
5 -
i s
0 //
0

i

F1G. 11.10 - Temps CPU (en 1/60sec) pour le calcul par le théoréme 7 de (f,drr)
(en haut) et (g, ¢ny, M =2,3,4 (en bas )Jen fonction de e = 107"
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Comparaison et analyse des résultats numériques Le nombre de points né-
cessaire pour la quadrature est bien controlée dans le second théoréme 7, alors qu’il
est fixe dans le premier théoréme 6. Il est normal que I'algorithme associé au théo-
réme 7 soit plus rapide celui associé au théoréme 6. Ceci est, confirmé par les résultats
ci-dessous.

e——— T ~r —T T — T T =

L1

e thieer} [
thea? i 7

N\,
¢

Temps-CPU(1/60 sec)

W
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@
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e ™
....
e
P B
P .

) . N .
s 10

100 — —

Temps_CPU (1/60 sec)
h
=]
'r T T T
Lo

Fi1G. I1.11 - Comparaison des temps CPU (en 1/60sec) pour le calcul de (f, dnr)
(courbe en haut) et (g, ) (courbe en bas), respectivement donnés par les théorémes
6et 7, M=234ete=10" i=0,---,12.
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II.3 Méthode de quadrature pour les singularités
d’ordre élevé

Considérons a présent le cas ol la singularité de f en p est d’ordre r > 0. Lorsque
p € supp(¢), la fonction ¢ doit étre au moins de classe C” afin de permettre ’exis-
tence de I. D’autre part, lestimation de ’échelle d’arrét (C.2.21) par la méthode
précédente diverge en général.

On utilise alors une technique de régularisation introduite par J.C.Nedelec {21]
pour le calcul d'intégrales singuliéres dans le cadre des éléments finis: La distribution
f vérifie en effet f = gl™ onl g est une distribution d’ordre 0. On se raméne donc au
calcul de T = (=1)"(g, ¢'") avec [r] la partie entiére de r.

Ce dernier calcul s'effectue par la méthode décrite dans la section précédente
grice 4 une propriété remarquable des fonctions d’échelles 4 support compact, décrite
dans [17]: On a I'identité

o) = S (=1)F Gl - B)
k=0

ol ¢ est une fonction d’échelle continue a support compact, vérifiant

N—r

©=2) gap(2-—n)
n=0

avec

Z‘ hnemw — [(1 + eiw)/Q]r Zgneinw

Par exemple, dans le cas ot f = vp(1), onobtient I = {Inlz), o{-—1)}~{In|z|, ¢},
que Ion calcule par la méthode de la section précédente. Remarquons que cette
technique s’applique immédiatement au calcul des éléments de la matrice de Galerkin
pour la transformée de Hilbert.

II.4 Cas d’un opérateur

Soit K le noyau d’un opérateur T : L2(R) — L?(R), défini par

Ti(z) = / K(z,9)f(W)dy  Vf € L*(R).
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On suppose que X est de classe C™ sauf sur un domaine P. Soit ® la fonction donnée
par le produit tensoriel d’ordre 2 de ¢, solution de I’équation d’échelle (A.1.9). Pour
z=(z,7) € R on a

P(z) = ¢lz1)9(z2).

De ceci et de (A.1.9) s’avére que la fonction ® est aussi solution d’une équation
. q

N-1
d’échelle de type (A.1.9). En effet, pour t € Ron a ¢(t) = Zcmgzﬁ(‘Zt — m}, alors
1=z{)
pour tout T € R% k = (k;, k) € Z* on a
2(N-1)
o(z) = Y &d(2w-k), (C.2.29)
[kj=0
avec k| = ki+k et & = ek, On note le cube 53, = [0,2M — 1)?

support de la fonction ® et pour tout (j, k) € Z x Z?, S}?’k est le support de
@(2'7.’13 - k) = (;6(2‘71?1 — k1)®(2]$2 - kg)
Comme dans les sections précédentes nous allons donner une quadrature de

R = (K,®) = / K (2)®(z)dz.

dans le cas ot le cube Sgio, support de ®, rencontre le domaine de singularité P.
Beaucoup de calculs ne seront pas détaillés puisqu’ils sont similaires aux calculent
effectués dans les sections précédentes.

La subdivision uniforme introduite dans la section 1.3 ne peut étre utilisée. Parce
que lerreur E;; donnée par (C.1.30) est fortement liée & la position de Sﬁk par
rapport a P, donc a la distance qui les séparent. Comme dans la section I1.1 et
pour remédier a cet handicap, on propose une méthode de quadrature basée sur une
subdivision non uniforme similaire a (C.2.7).

I1.4.1 Quadrature Singuliére

On se limite aux classes d’opérateurs souvent présent dans les problémes phy-
siques. En particulier, les opérateurs T : L*(R) — L*(R), continus sur L?(R) dont
le noyau est de classe C' partout sauf aux points (z,y) tels que z = y. Dans ce cas
le domaine singulier P est la droite diagonale y =1z .

On suppose que K satisfait, pour = # v, les inégalités suivantes:

|K(z,y)] < Colz—y| (C.2.30)

0.K (z,y)] + 18, K(z,9)] < Cile—y[", (C.2.31)
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otileréel | >v> —1.

Le résonnement et les calculs sont similaires 4 la section II.1 dans laquelle nous
avons décrit d’'une maniére plus détaillée la quadrature unidimensionnelle.

On considére B; la bande de rayon d; autour de P, d; est un réel strictement

positif. On note dJk = inf |z — 2’|, la distance séparant la bande B; du S,
1€ B;,y€5]

support de ®(27 - —k), k& Z> On construit une suite d’ensemble
R, = {k€Z? ] dl <d;} avec Ry=(0,0)
et
K; = (Z* - R;) N S;

ol k € S; si et seulement si il existe m € R;_; tel que supp(®;x) C supp(®,_1,m).
On obtient 'équation de subdivision non uniforme suivante:

J
@(.’E} = Z ZﬁjﬁZzJ‘@j,k(I) + ZaJ,kQZJ(bj,k(ﬁr\) (0232)

J=1 keK; keR;
ol o
g = (9, @ﬁ/
(@, ?_fo qu;kz) .
= (D, 0jk) (9 ika)
= Gk Gy ks
ou la suite (@) m)mez est donnée par (C.2.7). Du lemme 5 on déduit facilement que

si la suite (d;);=1,..y est décroissante alors il existe une constante A indépendante
de .J telle que

A;=3"% laul < A (C.2.33)

La quadrature de R est donnée donc par:

J -1
- _ res Gk gk )
R = > axy aKk(zl*yI*) + E;. (C.2.34)
J=1 keK;  |il=0
avec &; = 04 0y,. L'erreur E; est la somme de Perreur globale £, et de Verreur
d’arrét £, définis par

Ero = > a2 < fiue >, (C.2.35)

kEeR,
J

Eje = Zzaj,kEj,ka (C.2.36)

j=1 kEK]'
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ot L, est Perreur locale a I'échelle j. Rappelons que lerreur locale E;, vérifie
'inégalité (C.1.30) qu’on réécrit,

Ejxl € BQ27 sup  (I6,K| + 8,K1), (C.2.37)
(z,y)ES?'k
ou = sup (> la.,l, 1) etlaconstante B = %M’”w donnée par {C.1.16).

D’aprés 'hypothése (C.2.31) vérifiée par le noyau K (z,y), on obtient
|Ejxl < BQ 277 suplz — |77,
Sik
Or, par construction de K; on a |z — y| > v/2d;, alors
\E; x| < BQ 277 (V2d;) (C.2.38)

pour j =1,...,Jet k€ K;.
En revenant & l'erreur globale on obtient

J
Esgl S BQY S lajul 279 (Vad;) (C.2.39)

7=1 kEK;
Comme pour le cas unidimensionnel on distingue deux voies:

— Dans un premier temps on suppose que le nombre de points nécessaire 4 chaque
quadrature intermédiaire est indépendant de j et vaut [. On énonce donc le
théorémes suivant :

Théoréme 8 Svit K le noyau, de classe C',1 € N* partout sauf pour x = vy,
vérifiant les inégalités (C.2.30) et (C.2.31). Si d; est telle que d; < d,—; et s
elle vérifie

dy 2 (52jl) ™

Sl

alors EY = Ofe)

En effet, grace a (C.2.39) et a ’hypothése sur d; et v — [ < 0 on obtient

J
|Ejgl < BQe > Z!aj,kl-

j=1 keK;

De plus la suite d, est décroissante, grace a (C.2.33) il existe une constante

J
A indépendante de P'échelle d'arrét J telle que 4, = Z Z 1G] < A On
j=1 keK,
déduit donc que
Eyq = Of(e). (C.2.40)
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Enfin si I'échelie J est choisit telle que E;, < 5, on a
\E5| = |Esgl +|Esal = Ofe).
On a donc démontré le théoréme.

Si on suppose maintenant que ! = I(j), c’est & dire que le nombre de points
nécessaires pour la quadrature & 1’échelle 7 dépend de j. On énonce le résultat
suivant:

Théoréme 9 Si d chaque niveauw j = 1,---,J onad; = N277/2 et 1(j)
est la plus petite valeur telle que ’erreur E, ; donnée par (C.2.38) vérifie:

|Ejil < ¢/(245)

pour tout k € K;. Alors E} < e.

Démonstration: Revenons a (C.2.39), et remplagons la constante B par
sa valeur donnée par (C.1.16), on obtient B =

Eixl < NQ|igllw N2 (v2d;)7

< NQJolo &) (252)7

Puisque d; = J—"%——j, il existe alors une constante D dépendant de v et NV telle
que |E; ;| donné par (C.2.38) vérifie

Bkl < DQliglle 2777200 VkeK;,

L’erreur globale E; g vérifie donc

J
Esgl < DY > lasul Bl
j=1 keK;
J
= SUP]-._O’,, J iEJk!Z Z!ﬁjﬂ!
ke K. i=1 kEK;
J

De plus la suite d; est décroissante, il existe alors une constante A indépendante
de 'échelle d’arrét J telle que A; < A. Ainsi si 4 chaque niveau j on choisit
I(5) tel que |E;i] < 5345, pour tout k € Kj;, alors

) £ =
E < —A
I ngi = A_] J

< (C.2.41)

™M
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Enfin I'échelle d’arrét est choisit telle que E;, < £ on conclut alors que :

B3] S |Esgl + |Esal <&

et par cela on termine la preuve du théoréme.
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Chapitre 111

Quadrature corrigée

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux fonctions singuliéres de la forme :
flz) = g(z) o(z) + h(z). (C.3.1)

ot les fonctions g, h sont au moins de classe C'{R), { € N* et ¢ est une fonction
intégrable, mais singuliére. La fonction ¢ : R — R est de classe C' sauf en un
nombre fini de points.

Nous construisons une méthode de quadrature pour l'intégration numeérique de
I = {f,¢) ou ¢ est la fonction d’échelle donnée par (A.1.9) ayant son support dans
Sop = [0, N — 1]. Nous utiliserons les mémes notations que dans les chapitres I et
I1. Pour faciliter les calculs nous supposons que ¢ n’a qu’un seul point singulier p.

Dans le cas o1 p & supp(¢) la fonction f est au moins C! sur Sy, support de ¢.
Par la méthode de quadrature réguliére, explicitée dans le chapitre précédent, nous
obtenons

I = Q(f) + E,, (C.3.2)

avec

Ny-1 -1 I
L [zaim:'k)} , a3
k=0

=0

ot Nj = 27*(N —1) = (N=2), 0¥ = 277 (k+ &), L'erreur E; est majorée

K! N
B} < 5 D27 "sup |fO@)),
g tes?

ou les constantes D et K ne dépendent que de ¢. L'échelle d’arrét J, est tel que :

lEJ‘ S g,

ol ¢ est la précision souhaitée du calcul, fixée d’avance.
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Nous réordonnons les points :rlJ * par la transformation (i,k) — m = lk+1
pour i =0,---,/ — 1 et k=0, ---N;. En notant, pour m = lk+14, w) = ;s

et z7 = z* la quadrature (C.3.3) s'écrit

IN;

Q) =Y _wl f(z). (C.3.4)

m=0

IT1.1 Algorithme de quadrature corrigée

Nous supposons, pour toute la suite, que le point singulier est dans le support
de ¢. Nous allons construire une quadrature pour l'estimation de I en introduisant
la notion de correction locale qui consiste & corriger certains poids w;,. Notons Z;
I'ensemble des indices m de ces poids. Si nous notons W,J les poids de cette nouvelle
gquadrature, nous avons

wl = W/

m m

Ym & Z;.

La méthode de quadrature que nous proposons consiste & éliminer de (C.3.4) les
termes associés & m € Z; et lui rajouter un terme de correction.

L’'idée de la correction des poids est présente dans les travaux de V. Rocklin [22],
B. Alpert [5] et J. Strain [24] pour les calculs d’intégrale d’une fonction singuliére
sur un intervalle contenant le point singulier.

Cette méthode nécessitera la connaissance des termes /Pa(a:)a(x)czi(x)dx. Leur

calcul s’effectue par la méthode de quadrature du chapitre Il

I11.1.1 Meéthode de quadrature:

Il est toujours possible de se ramener au cas h = 0. En effet, nous avons I =
{(f,o) = {g0,¢) + {(h,6). Comme h € C'{Sy ), le produit scalaire (h, ¢) s'estime
par la méthode de quadrature quadrature réguliére.

Soient 5 une boule de centre p et de rayon . Z; est ’ensemble des entiers
k=0,---,Ny, tels que l'intersection entre le support de é;, et la boule O; est non
vide. Si on note SY = Uiz Sy alors les poids w!, A corriger sont ceux associés au
points zJ, € S7. Notons

IN;
Qs(f)= D wnf(zh) (C.3.5)
m=0

z) &5/
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Pour chaque k € Z, étant donnée une suite finie (£/,)i=,...¢q-1, ¢ € N de points
de S;k. On construit (52{}5)1-:(;,...:(1 tel que la quantité

SQs(f) = Qs(f) + Y_Wiftm), (C.3.6)
ot Wt = sj,kﬂg{ﬁ et t7, = tJ, pour m = lk + i, vérifie
1SQs(f) — Il £ ¢

pour une famille de fonctions o.

La suite (,B)i,f)ieN, est calculée en tant que poids de la quadrature exacte pour
{P,,®sk). Dans cette écriture ¢ = 27¢(27 - —k) et P, est une famille de
polynémes de degré o < ! — 1. Pour k& € Z la suite (5,{!’1{)1-:0,...!9 est solution du
svstéme linéaire non degéneré issu des [ équations:

q
f Pa(t)o(t)gur(t)dt =Y By Palt; o () a<i-1. (C.3.7)
Stk i=0

111.1.2 Remarques Importantes

1. Le choix de la famille des polynémes dépendra essentiellement du condition-
nement du systéme linéaire ci dessus. La meilleure famille serait celle qui nous
donne une matrice bien conditionnée. Dans les travaux de Strain [24], ce sont
les polynémes de Legendre unidimensionnel qui ont été choisis.

2. En regardant les équations du systéme ci dessus, nous retrouvons l'idée {(évo-
quée dans l'introduction de ce chapitre) de la nécessité du calcul des termes

For = P, (t)o(t)ps(t)dt. (C.3.8)

Sk

On les calcule par la méthode de quadrature singuliére explicitée dans le cha-
pitre II.

3. On ne peut se contenter de corriger les poids wg{ , associés aux points z;, ap-

partenant aux Sy contenant le point singulier. En effet il est possible que le
point singulier se trouve au voisinage du bord de 'un des S;x (sans étre sur
le bord), soit par exemple S;x,. Si les points trés proche de p mais n’appar-
tiennent pas & S;y, ne sont pas pris en compte dans la correction alors ils
risquent d'induire une grande erreur.
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I11.2  Analyse de Perreur de la quadrature

Nous allons montrer que pour une classe de fonctions ¢ et un réel 4 soigneusement
choisi on a:

= |SQs(f) — Il < ¢

L’erreur E; est majorée par
E; < ES + Ej (C.3.9)

ot ES est erreur de correction donnée par

ES = | (We(t) — > Wfel)

isJ

(C.3.10)

et E7 Perreur issue de la partie réguliére de la quadrature et donnée par:

E, =

{
[ 1ws - i),
iv57 )
L’estimation de E7 s'obtient facilement par la quadrature réguliére car f = go €

C'(Seo / S’), et en remplgant g par son approximation polynomiale, on obtient
grace & (C.3.7) une estimation de EY.

I111.2.1 Estimation de erreur

Nous choisissons P,{z) = 2%, 0< o <!—1. Les équations (C.3.7) s’écrivent :
/ o0 (z)dsi(z)dt = }:g LR yeo (20K, (C.3.11)
Sk j
Revenant & I'estimation de E;, avec la notation du paragraphe III.1.1, nous avons
ES <Y skl Sy (C.3.12)
kEZ
et
E7 <> sl Bl (C.3.13)
kg2
avec

|
B, = / g(t)o(t)ésx(t)dt — Tﬁ (t)")o ()

S35

Sik

;
Eje = / g(t)o(t)dse(t)dt — Zalg o) (z ;”C)i.
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Commengons par l'estimation de E§,. Soit G la meilleure approximation de g
par les polynémes de degré inférieur a [ — 1 sur 5;,. Notons R = g— G le reste de
cette approximation. Nous pouvons écrire

|ESul < / Glto(eldt = 3 LGN §*

i

bl

., Aot ~ St

Ensuite G est un polyndome de degré [ — 1 nous déduisons alors de (C.3.11) que

|

|/ G ¢“ dt _ ZﬁJzG Jk J.’C) —_—

Puisque R est le reste de la meilleure approximation polynomiale, nous pouvons le
majorer par le reste du développement de Taylor sur 8. Nous avons alors

N'__
{Rllcogs,,) < 7,“2 T gllcors, -

o N = %=L et jvfjgogs,,) = sup |v(z)| pour toute fonction réelie v. On obtient
o z€SY
donc

By <

/g o00ssit ~ Tofols)

iri i
s 7 / ottondia - 300 Illé’lg!*c%sm

“R”CO(SM)

Grace a (C.3.12) nous concluons que EY vérifie

/3 o (t)uk(t dt*Zﬁ

Estimons maintenant E7,. La fonction f = go est au moins de classe C' sur
Sik, Vk & Z. Nous déduisons alors de la méthode de la quadrature réguliére qu'il
existe une constante K ne dépendant que de ¢ telle que

o N |
E5 < 527y sl 0'gllcogs, - (C.3.14)

keZ

] 2 -Ji
E‘/’k < K! ”(9 f“CO(SJk)
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Grace & (C.3.13), on a la majoration suivante pour 'erreur E7
K' !
Eys 2 > (sellld Flicocsao 1 5140) (C.3.15)
' kgZ
Notation: Pour un entier m et un intervalle B, on a pour une fonction v
lvoliemsy = ollcosy + 1180lloo)-

Comme k ¢ Z, alors f est au moins C' sur S,;. Grace aux inégalités standard
pour les normes sur les espaces de Holder [24] il vient pour tout k ¢ Z :

Hf”(;f(sj,k) < '|U§§cfisj_k)||9]|c°(sJ,k} + HUHCﬂ(sJ,k)HQHCf(SJ,k)

En remplagant [|8'flls,,, dans (C.3.15), par |[ifllemis, s = I1fllcogs ] et en
utilisant 'inégalité ci dessus nous obtenons

T Kz - ! |
By s 42 N lsael [l filem s = 1 flicos, ol

k&2
Kt . . 0o
ST J[Z!SMI lolicos,llalicus, + llglicos,. (lollcs,o — lolleos, )|
' k€Z
K, , .
< 2 I tsnel (lelicos,mllglicis,y + lglloss,ldolless, ) - (C:3.16)
) kgZ

Hypothése H,: La fonction o est supposée au moins de classe C* en dehors
de p. Nous supposons en plus que, en dehors de Oy, il existe une constante C > 0
telle que:
10%c(z)| < Caljz — p|™17° (C.3.17)
pour o =0, a = 1.
L’inégalité (C.3.17) a elle seule n’assure en aucun cas que o € L{S; ).

Avec I'hypothese H; et ie fait que nous travaillons en dehors de Oy, Vinsgalité
(C.3.16) s’écrit

E} < CEDY lr =yl suul 27 Mlgllous,y + 1~ yi™ 27 glicows, )
k@Z

Or nous avons montré que pour tout % € Z nous avons Is;e] < D277 ou
D = ||¢llwlidll;. Comme le cube S;; est de taille 27/(N — 1) nous pouvons écrire

R DK 1 _ Y I
E;<Cx— 1Z|$ — yl ™Skl 27Mgllcrs, + 2702 =yl glless, ) -

kgZ
(C.3.18)
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Considérons V3, b € N, 'ensemble des S;x, kK € Z dont la distance au point p est
comprise dans U'intervalie [bé, (b+ 1)8]. Soit B, le nombre de V, possibles. L’erreur
(C.3.18) s’écrit

. DK & B S EANN
E; < Cﬁ-——f Z (58) S k] (2 Jngfécﬂ'(s,,k) + b l(_é_) “9?'0%5.;,@»)

b1 k ,?_J Z
S €Vy
DK:' .
< —_ 3.
< CN‘1;A+B] (C.3.19)
avec
B
A = Zb“l Z 5"1QSJ.kiQ—ﬂﬁQHcl(sJ,k)
=k gz
Sik €WV
B e TN
D DU DR O] P
=YY
Sj,k eV

Hypothése H,: Soit ¢ la précision souhaitée, nous supposons que le réel § est chotsi

tel que
a-J
(%) =

B, = 0(1/8) = 0(27).

et

La taille de V, vérifie:
Wl < 20 + 277F1(2M —1).

Du fait que O(277) = O(4) il existe une constante G ne dépendant que de ¢ tel
que les ensembles S vérifient

> ISwd < 68
k¢ Z
Six €Vy
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En revenant a l'erreur E7, les deux sommes A et B de (C.3.19) se majorent respec-
tivement de la maniére suivante:

B
A < G277 glicysyy D b7

b=1
< G 277 log(B)ligllci(se )

et

3
A

B
Ge HQHCO(SQ,O)Zb_l_l

b=1

o0
< Gellglleoson b7
b=1

o0
Comme [ > 0 la somme Zb"”l est fini, et B, est de 'ordre de O{27} alors
b=1
Verreur E7 vérifie :
E; < Q27 Jlog(27)| Hlgllcsen + € llgllcoses] - (C.3.20)

ou N} = C’G—ﬁ% une constante ne dépendant que du choix de ¢.

Revenons maintenant & 'estimation de ES (C.3.14) en supposant que les hypo-
theses H, et H, sont satisfaites. Nous avons toujours I'estimation |s;z| < D 277,
et par suite

c KH- - Ji Yi rdl Jk I
ES < 527\ Dlallo [ fo@)idt + D> Wil lo(t)] | 18'llcsseo
’ mez;
Hypothése H3: Nous supposons gue & = lo(t)|dt < +o0.
o
Alors nous avons ’
E5 <0, 27 [0'glicors, ) (C3.21)

avec
N S
Q= 3% (D Iglle + > W sa(t;”’“)l)-
’ meZ;

Conclusion: Avec (C.3.9), (C.3.20) et (C.3.21) nous concluons qu'il existe une
constante K telle que

E < R(Q + Q) [277 log(2™ ) lgllciseny + € lallesson] - (C.3.22)

d
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Nous énongons le théoréme suivant:

Théoréme 10 Soient ¢ la précision souhaitée, f{x}) = g{(z)o{x) + h(z) ou les
fonction g, h sont des fonciions au moins C' sur le support de ¢ et o une fonction
singuliére satisfaisant les hypothéses Hy, Hy et Hy ci dessus. On a alors

1SQs(f) — (f,8)] = Ofe),
ot la quadrature SQs{f) est donnée par (C.5.6).
En effet, de (C.3.10) et (C.3.22) nous déduisons que
1SQs(f) = I} = E; = R{Q + Qo) [27" llog(2™") Higlloso) + € lglicosan)]
Comme D'échelle d’arrét J est tel que O(277'} = O(e), on conclut alors que
1SQs(f) = Il = Ofe).

Remarque 11 Lo notion de quadrature corrigée s’étend de maniére similaire au
cas de noyauz de la forme sutvante:

K(z,y) = G(z,y) Z(z,y) + H(z,y), (C.3.23)

ov G,H € C'R®) et T est singuliére.


file:///SQsif
file:///SQsU

122 CHAPITRE III. QUADRATURE CORRIGEE




123

Partie D

Quelques applications des formules
de quadrature






Chapitre I

Utilisation pour le calcul des
coefficients d’ondelettes

Etant donnée une analyse multirésolution (V;);=p.., ol V; est I'espace engen-
dré par la famille (¢;,(z) = 2=D/2¢(2"7 - —k))smp,... 2n-1-1, les coefficients S} =
{(f 00k (respectivement Sg‘, = (K, ¢ox ® ¢o4)) constituent la donnée de départ,
comme le montre les sections 1.3.1 et 1.3.2 de la premiére partie, pour les algo-
rithmes de l'analyse par ondelettes. L’estimation de ces coefficients s’effectue par
une application des formules de quadratures explicitées dans la partie précédente.

1.1 Utilisation de la formule de quadrature a 1’échelle
fine

Soit f une fonction donnée par sa forme analytique. La projection de f sur
Pespace d’approximation V; est donnée par

2% -1

(@) = Y SRboxla).
k=0
Les 2" coefficients SY = (f, ¢o) sont & calculer par les formules de quadratures.

Cas régulier: Si la fonction f est au moins de classe C' sur le support de ¢,
alors grace a la formule de subdivision uniforme (C.1.17)

B2z —k) = 27> s;m 2727z — 2Tk +m)), T >0,
mesSy

on obtient

|59 ~ Qu()] = oy, (D.1.1)
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ou

Qi(f) = 27 ( S siny e s (D oy m})) .

meSy r=1] 1

L’entier J est tel que l'erreur soit inférieur a €, la précision souhaitée du calcul.
On déduit donc que J doit vérifier «(!—lfn—((% +n) < J. Pour tout k le calcul de S}
comporte l.c; additions et [.c; multiplications ot ¢y = 277IN + (27" - 1)(N - 2)
et représente le cardinale de S;. On remarque qu'une grande valeur de J entraine
un grand nombre d’opérations, mais en pratique on se contentera de petites valeurs
de J car Derreur obtenue avec ces valeurs est suffisante, comme le montre la figure

ci dessous.

r T T T T T ]
- 3
F\\\ :
e .
M3 \ ]
9 - ~ -
5 L N 3
£ w0f .
) - :
2 s ]
- 7
12 - -
L — ]
.13 - \\\]
r 1. L Lo - Lo 1
) 0.5 1 1.5 2 2.5 3
3
am—1
Fic. 1.1 — log,o (& 2"2Q5(F) — FIE27™Y), flz)=sin(z) et ¢ est de Daubechies avec M = 4
E1013 \ Al H
k=0
et J=0,---,4.

Pour n = 4,6,8 (échelle d’approximation) [ = 8 {degré de régularitélet M = 4
(nombre de moments nuls de 'ondelette de Daubechies), on a calculé Perreur de la
quadrature pour f(z) = sin{z). Le tableau ci dessous donne une comparaison de
cette erreur (erreur,) avec celles obtenues par la méthode de Sweldens (erreur;), la
méthode classique de trapéze (erreur;) et la méthode des Coiflets (erreur,):
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n error, | error, error, error,

4 1.855999¢ — 07 { 5.03¢ — 09 | 1.53e - 05 | 2.7¢ — 06
) 5.750474e — 10| 1.61e — 10 ; 1.98¢ — 06 | 3.43e — Q7
6 1.053096e — 121 5.10e — 12 |1 2.50e — 07 | 4.28¢ — (08
7 §.530773e — 14 | 1.60e — 13| 3.15—-08 {5.35e — 00
3 4.946449¢ — 14 | 4.66e — 15| 3.96 —- 09 |16.69e — 10

Cas singulier: Dans le cas ou la fonction f est singuliére, on considére alors
I'équation de subdivision non uniforme (C.2.7)

J
B2z ~k) = 27" D ;.2 G(24z — (27k +m)) +
Jj=l meK;
27" Y aym2t¢(20 " — (27k + m)),
meR;

et sous les hypothéses de 'un des deux théorémes 6 et 7 on obtient

- Q5] < e (D.1.2)

ou

QS,(f) = 27 T Zamza f(a-t+m i——-l—a + 2k +m))

J=1mekK;

L’échelle d’arrét J est tel que J > __(1_0_1%;;(%@ +mn}, o v est I'ordre de la singularité
et R est une constante ne dépendant que la fonction d’échelle. Comme pour le cas
régulier quand la valeur de J est grande le nombre d’opérations nécessaire pour
la quadrature est trés grand. Mais en pratique, et puisque une précision de calcul
vérifiant 1078 < ¢ < 107* est suffisante, la valeur de J reste petite. Par exemple
si I’échelle fine n vaut 8 et v = 0.5 alors J = 2 est suflisant pour une précision
= 1078,

Remarque 12 On pourrait étre tenté par lutilisation de ces formules de quadra-

tures pour I'évaluation des coefficients de l’analyse multirésolution S},S2,S5,---, 5771, Sy
Ceci n’a pas d’intérét, généralement, car d’une part ces coefficients peuvent se cal-
culer récursivement par 'algorithme d’analyse une fois nous avons les Sy et d’autre

part, l'utilisation des formules de quadratures pour les calculer risque d’étre inef-
ficace car la valeur de J devient trop importante (comme le montre le tableau ci
dessous) ce qui fait croitre le nombre d’opérations.
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glln 1 41516|78
10°°]0]0l0j0]0
107%1211/0(0(0
1073 4 [312)111
10°%| 5 1413|2(2
107717 16{5{4]3
1081 918[7!6(5
107°11019(8/7|6

1.2 Vers des méthodes d’ondelettes pour les équa-
tions intégrales

Dans cette section, nous utilisons les méthodes de quadratures de la partie B
pour calculer la matrice de Galerkin dans une base d’ondelettes d’une équation
intégrale. Puisque une équation intégrale est représentée, d’une maniére générale,
par un opérateur linéaire 7' de noyau K(z,y) explicitement donné, le calcul des
coefficients de la matrice de Galerkin se raméne donc & une application directe
des formules de quadratures & 'opérateur T". Cette section, qui constitue un début
pour les travaux qu'on a en perspective, sera surtout consacrée a I’explication de la
méthode de Galerkin dans une base d’ondelettes et aux méthodes de compression.
On présentera une simple application consacrée au calcul de cette matrice pour le
probléme de Dirichlet.

I1.2.1 Représentation de Galerkin

On considére 1’'équation intégrale linéaire suivante:
K@y = o) (D.1.3)

ot K(z,y) € L*(R? xR?¢) et f, g sont dans L2(R?). On note T 'opérateur Tf(z} =
/K(r,y)f(y)dy, 'équation (D.1.3) devient

La méthode de Galerkin, qui consiste & résoudre le probléme dans un espace
d’approximation V', méne au probléme suivant

Trouver f, € V telle que (T f,,v) = (g,v),Vv € V.
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Etant donnée une analyse multirésolution (V;);cz de L?*(R?) tel que V; est en-
gendré par la famille 2//2¢(27x—k), k € Z% ol ¢ est & support compact. On considére
comme espace d’approximation V 'un des Vj;, soit V' = V. Alors le probléme s’écrit

Trouver fo € V; telle que (T fy,vo) = (g,v0), Vvp € Vj.

Dans V, on a:

folz) = Z(fo, Do.6) Pok(T)-

ot k = (ki,ky,---,kg) et pourtout 1 <:<d, k; =0,---,2" -1
L’application de 'opérateur T 4 la fonction f;; s’écrit:

T folz) = Z(fm bo,k) T dox(T).
p

et le probléme se raméne donc au probléme produit matrice vecteur suivant:

Z(T B0, B0) (fo, bok) = (g0, dor) 1 €27 (D.1.4)

k

qui s’écrit aussi sous la forme
AgF? = G° (D.1.5)

avec Ay la matrice {T ¢ox, do;), F° le vecteur ({fo,d0x))x €t G° le vecteur
({go, Po4))i- On appelle matrice de Galerkin la matrice Ag.

Remarque 13 La matrice de Galerkin représente la donnée initiale pour les al-
gorithmes de l'analyse par ondelettes. On donnera dans 'anneze 0 un rappel de
ces algorithmes et surtout la construction des matrices standard et non standard {
comme elle est donnée dans [12] par Beylkin et ses collaborateurs) d’un opérateur
T.

1.2.2 Probléme de Dirichlet

Soit  le disque de centre 0 et de rayon R. Onnote ' = R*/Q et T = 99.
On appelle probléme de Dirichlet sur 2 le probléme

Lu = 0 sur QngY

u = uy sur I (D.1.6)

lorsque L = -—A. Les restrictions de ce probléme a {2 et ' admettent une solution
unique respectivement dans H!(Q2) et W1(§'). La solution élémentaire de (D.1.6)

vaut 1
2

G{z) = log |z].
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Par la définition de la solution élémentaire et la représentation du potentiel de simple
couche, la fonction

ue) =[Gy, VoeR (D7)
est une solution du probléme, avec ¢ définie sur I et solution de I’équation intégrale
wie) = [Gle-vaarw. veeT (D.1.8)

En effectuant un changement polaire, (D.1.8) s’écrit
uy(8;) = 2HGP(Gl,iS’g)q,,(Hg)dc’;?Q, v, € [0, 27), (D.1.9)

0

ol uy(f1) = uglz), Gp(b1,0:) = }—%-gG(x —v), et g,(62) = q¢ly).
L’intérét de ce changement de repére est de se ramener & un probléme unidimen-
sionnel, ce qui facilite les calculs puisque nous allons utiliser une base d’ondelettes

unidimensionnelle.
Si on considére une base d’ondelettes sur de Daubechies de support [0, 2M — 1},

on obtient une base d’ondelettes sur I'intervalle [0, 2] par le procédé de la périodisa-
tion qui consiste & considérer comme espace d’approximation Pespace V; engendré
par la famille des fonctions

qgn,k(x) = Z¢n,k(£+2ﬁm). (Dllﬂ)

meZ

La discrétisation de {D.1.9) sur I'espace Vj nécessite le calcul des coefficients
relatifs & f

SHz) = D St (D.1.11)
meZ
ot
50 = 2“"2j/f(t)¢(2”(t+m27r}~k)c£t
= 2"/2/f(t ~ m2m) (2™t — k)dt. (D.1.12)
Et des coeflicients )
E(x) = D Kiim (D.1.13)
mEZ

ou

ZM~1 2M -1
K =2 / / K(t, — m2m,ty — m2r)p(2°t — k)d(2"ty — )dtydiy.
4] ]
(D.1.14)
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Remarque 14 - Puisque la fonction ¢ est & support compact, la somme figurant
dans (D.1.10) est finie et par conséquent celles de (D.1.11) et (D.1.13) le sont
aussi.

- Le calcul des projections sur Uespace périodisé Vy se déduit du calcul de !'ap-
prozimation sur V.

Les premiers coefficients (D.1.12) se calculent par, selon la régularité de f, (D.1.1)
ou (D.1.2) de la section I.1 ci-dessus. Le calcul des coeflicients (D.1.14) sera donné
dans la section qui suit, dans laquelle nous expliquons 'application des formules de
quadratures de la partie B, pour I’estimation de la matrice de Galerkin.

[.3 Opérateurs et compression

Soit T un opérateur linéaire donné par son noyau K(z,y). Par les formules de
quadratures on calcule les éléments de la matrice de Galerkin qui coincident avec les
coefficients S, = (K, dox ® do,). Dans le cas ol le noyau est au moins de classe
C' en z et en y, par (C.1.29) on obtient

!Sg,k’ - Qz,J(K,'n,k,k’)i = 0(2—(R+J)l),
ou

-1
Qui(K,n b K) = 270 | D" symsum 3 atab K(27U#mglE g=Uimy ik

(m,m')ES; rori=1

. Jk __ v(N-1) | nJ Jk' " (N-1) . a1t '
avec Ty = g +2%k+moet y L = —— + 27K +m.

T,

F1G. 1.2 - (27°Qu s (K, n,k, k" )k wr=0,..2n—1 , K{(z,y) = sin(2n{x ~y)) et ¢ est de Daubechies
avec M =4 et n = 8.
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Dans le cas ou le noyau K(z,y) a une singularité tout au long de la diagonale,
la formule de quadrature singuliére (C.2.34) nous donne

[Skw — QS20(K,n,k, k)| < e (D.1.15)
ou
J -1 .
QS (K mk k) = 277 [ " ajmajm Y ol K270k 270yl )
j=l mm'eK; rri=1
avec zif = %‘l +2k+m et yﬁ,’ﬁ;, = ﬂzﬂ_;—ll—f—?k’-{-m’. La valeur de

Péchelle d’arrét J est liée A ¢, la précision souhaitée du calcul.

F16. 1.3 - (2"QS:, /(K ,n.k, K"k k=g, 2n—1 » K(Z,y) = /12 — y| et ¢ est de Daubechies avec
M=4etn=28

I1.3.1 Erreur de compression

On note M, la matrice formée par les coefficients 5,‘3,,:,. Soit ¢ un réel positif,
on note M, la matiice obtenue & partir de My, en rédnisant 4 zéro les 57, dont la
valeur absolue est inférieure a4 c. M, s’appelle matrice compressée. On dit que c’est
la meilleure compression quand d’une part la matrice M, n’a qu'un petit nombre
d’éléments non nuls et d’autre part la quantité My — M.|| est aussi petite qu'on
le souhaite. On note ¢, la valeur de ¢ telle que M., est la meilleure compression.
Nous allons donner comment varie la valeur de £, en fonction de J, donc en fonction
de €. Voici les résultats obtenus pour K(z,y) = y/ix —y| et la fonction d’échelle
¢ de Daubechies avec M = 4. On note M, la matrice de coefficients Sg‘l =

on / / Vi —yj¢(2hz — k)p(2"y —~ Ddzdy, k,l = 0,---,2" — 1 et M., la matrice

obtenue & partir de My en éliminant tout les éléments de My de module plus petit
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que £,. On note erreur = ||My — M, || et nb est le pourcentage d’éléments éliminés.
On prend n =8 et ¢ = 107% 107° on obtient

i[ i Ee erreur nb__
. 1g6 || 107 | 7.53884F —05[12.471
- 10741 1.16824E — 06 | 2.716

107° | 5.59366EF — 08 | 1.168
£e erTeur nb
. =105 107% | 6.34255F — 05 | 10.217 |
- 10741 9.63452E — 06 | 3.010
10751 1.34827E — 07 | 1.134

F1G. 1.2 — Cette figure représente lu matrice de Galerkin My ( a gauche) de K{z,y) = /ix —y|
avec n = 8. A =4, la matrice compressée M. ( & droite} obtenu aprés réduction o zéro tout les

éléments de My dont le module est plus petit que e, = 107
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Annexe (

Etant donnée une analyse multirésolution finie (V;);=,.. de L?*(R) tel que V;
est engendré par la famille 2"~7/2¢(2" iz — k), k € Z™ ol ¢ est & support compact.
Soit T un opérateur linéaire donné par son noyau Kz, y).

1.4 Forme non standard
Soit P; la projection orthogonale par rapport & V; et (J; la projection

orthogonale par rapport & W;, rappelons que Wj est le supplémentaire de V; dans
V;_1 et est engendré par la famille (1;4(-) = 20"9/%6(277 - —k)) g, on-5;- On 2

P; + @ = Pj_; car V;@ W, =V,_, . On définit la forme “télescopique” de T'
par:
T PTPy =Y QTQ;+ QTP+ PTQ; + P.TF, (D.1.16)
i=1

qu’on peut réécrire encore comme

To=PTPy=Y (A;+B;+C;)+ P,TP,. (D.1.17)

Jj=1

Les opérateurs A,, B;et C; sont respectivement représentés par les matrices
J k] p

af;,k, = (T’{}bj,k‘, wj,k’>
By = (T¥jk d50)
'Y?;,k’ = <T¢j,ks lbj,k'>-

On appelle forme non-standard la matrice Ay (2N,2N), N = 2" formée par les
blOCS ( ((a{c,k’)k-kl? (/Bi,k’)kyk” (%,k’)k,k')jzl,"',ﬂ; Tn)
Compression d’opérateurs [Beylkin et al]

Par les propriétés d’oscillation, de rézularité et de localisation des bases d’on-
delettes mises en oeuvre, on peut estimer I'amplitude des o5 4, B, et ¥ ,. En
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effet, on note I = I] et I' = I_j, les supports de ¢, et ¢ . Si K(xz,y) est
régulier sur I x I' sauf pour z = y alors par un développement de Taylor en =z
et en y et grice & la nullité des M premiers moments de ¢ et le fait que ¢ et
ont le méme support donnent 'estimation suivante

el + 1Bl + el < CIIMFY sup (107K (z,)] + 18y K(x,0)).

{zy)elxI’
(D.1.18)
Le second membre de P’équation ci dessus est négligeable dans le cas ou [I| ou les
dérivées partielles de K le sont.
Si le noyau K{z,y) vérifie les conditions

_ 1
K T,y <
1HC( )] fﬁt“yl
) - C
0Y K (z,y) + i@g’K(x,y}i < |z — g

|| K(z.y)dzdy| < ClII.
I=I
(D.1.19)

Alors des deux premiéres inégalités de (D.1.19) on déduit que
C(M)
1+ |k — k/[M+Y

Les modules des coefficients af;’k,,ﬁg'k, et 'yi’k, sont inversement proportionnels a
la distance entre I; et I7, . Ainsi, on peut mettre en évidence une méthode de
compression en mettant a zéro les coefficients des matrices A;, B,,C; se trouvant
4 Pextéerieur de la bande de rayon B. On note T Popérateur obtenu aprés cette
compression et on obtient [12]

lod b+ 1Bl + Il < V0k-K| > 2M. (D.1.20)

‘ C .

TP - Tl < i log,(2™), (D.1.21)
ou C est une constante qui dépend du neyau. La valenr de B est un parametre
de I'algorithme et choisi de telle fagon qu’on ait

Cn
BM =

€

et on déduit que B doit vérifier

Cn

€

B > (=), (D.1.22)

Voici un exemple de la matrice non standard associé au noyau K(z,y) = +/|z — v/
La matrice de Galerkin calculée et représentée ci-dessus constitue la donnée initiale,
on considére M = 4, n =28,
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a0
g
'

1474

o0r

T
s
/

7

L

108,

(]}
L/L .

0?,
Y
ya

3"
gr Ye g
§ —_
F1G. 1.5 — Deur matrices non standard de K(z,y) = it~y avee M = 4 et n = 8. Le

coefficient de compression £, vaut 10~° pour la premiére et 107° pour la seconde.
P
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1.4.1 Forme Standard

Soit L’AMR V} jez tel que 7 = n est Iéchelle la plus grossiére. Pour échelle j =
0,---,n, 'espace V; est engendré par la famille (9;6(2)) k=0 .. on-i—1 OU @jx(x)
(20n=9/2¢(2" Iz — k)) et on a

%=néW;

i=j+1

On considére, les matrices {A?, BJ* C7¢},_.., .., données respectivement par:
) 3 =341, P

Ay o= (T kil=0,-,2
B,{;l (;75 k:o’...,gi.vl:()’...‘,zj-
ng = (F;"';f,) k=¢0,---,2,1=0,.--.,2

ol les F}c]l sont donnés par (7).
Remarquons que les matrices {A*, B% (9"}, ., .., sont associées respective-
ment, aux opérateurs:
AJ‘ : Wj — Wj
B, : W.—W,
Ci Pl VVJ’ — Wi

pour tout 7 > j. On note B? et C7? les opérateurs:
o J

By = (Tdor ¥s)
Cr = (T, dog)

On appelle forme standard la représentation matricielle suivante:

Gy = {Aj,B;i=j+1!',..n,C;z.zjﬁ_l:_“‘n,B?,B;,Tn}j:_»il...’n, (D.1.23)
2T, = (Ton, doy)-

La forme standard, contrairement 4 la forme non standard, est une véritabie
écriture matricielle de lopérateur 7. De ce fait, le produit de deux formes standard
est la forme standard du produit et Pinverse de la forme standard est la forme
standard de l'inverse.

)
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Annexe 1

Annexe 1

Poids de guadrature ax, k=10,---,{ -1 avecl = 4,

-, 15 pour M =2

4

5

6

1.35704319172753e + 00
—6.72412081935245¢ - 01
4.28395135443180e — 01
—1.13026245235463¢ — 01

1.07165596187844e + 00
~4.31755332979465¢ — 01
6.68748271295818e — 01
—3.85478707724087e —- 01
7.68268075289925¢ — 02

8.631389739244735¢ ~ 01
—4.00497731817379% — 01
1.17700270263699%¢ + 00
—9.29292044609661e — 01
3.45919032490714e - 01
—5.62716979439232¢ — 02

7

8

9

7.1970088701956% — 01
—4.92828594333121e — 01
1.76550237253673e + 00
—1.62093137540283e + 00
8.81397085893726e — 01
—2.95345929358774¢ — 01
4.25055536450949¢ — 02

6.17641813336434e — 01
-6.14721064441636e — 01
2.30285923007713e + 00
—2.44025272955066¢ + 00
1.86059194635921e + 00
~-9.68943356116998e — 01
2.77060427887456¢e — 01
—3.42362675163271e — 02

5.42031941417677e - 01
—7.31616620377347e — 01
2.79227581037998¢ + 00
—3.48578045996486¢ + 00
3.4992842816528%¢ + 00
—2.39728502754664e + G0
9.99176458281624e — 01
—2.45250481573507e — 01
2.71640977113077e — 02

10

11

12

4.82966789208228¢ — 01
—8.25811928252524e — 01
3.22636923282853¢ + 00
—4.73342384178937e + 00
5.81570481406990e + 00
—4.83873444890955¢ + 00
2.67232131929435¢ + 00
—1.00162423073864e + 00
2.24002340179545¢ — 01
—2.23700456897347e - 02

4.35443796455222e — 01
~9.00713144199717¢ — 01
3.63885544414305¢ + 00
—6.22889346688828¢ + 00
8.97670944258158e + 00
—8.84870164889469¢ + 00
6.20860724627181e + 00
—3.13967731806741e + 00
1.04707529215965¢ + 00
~2.07478470439426¢ — 01
1.87728272649670e — 02

3.96490196699754e — 01
—9.62882373395345e — 01
4.05917739409347= 4 00
—8.01626186100043e + 00
1.31849397674140e + 01
—1.51119952910118e + 01
1.28557936434N47e + 01
—8.07616643514564€ + OC
3.55029008037070e + 00
-1.05536294153433e + 00
1.91978061357741e ~ 01
—1.60002458724136e — 02

13

14

15

N A N =) e o A e ey e i i R el £

3.64036580416858¢ — 01
~1.01621315795335¢ + G0
4.49641353829642¢ + 00
—1.00936942064064e + 01
1.85729751823191e + 01
—2.42894759226247e + 01
2.41793347878095e + 01
—1.80946359127188e + 01
9.9449460346498% + 00
—3.97387506335787e + 00
1.08699674460814¢ + 60
—~1.80655865265148e — 01
1.38473557697203e — 02

3.36609551221247e - (1
—1.06206558434821e + (0
4.95068655166131e 4- 00
~1.2447530337698%¢ + 01
2.52704215916438e + 01
—3.719408328863%4¢ + 01
4.23153328688932¢e + 01
—3.68432340383442¢ + 01
2.43985583543545¢e + 01
—~1.22106988148062¢ + 01
4.43084335563981e + 00
~1.10083591423995¢ + 00
1.68962143598662e — 01
—1.206586327127652 — 02

3.13117798527365¢ — 01
—1.10425202985971e + 00
5.41777751259269¢ + 00
—1.50609700478217e + 01
3.34086009969833¢ + 01
—5.46816607335059%¢ + 01
6.9987426849169%4¢ 4 01
—6.95969888018735e + 01
5.38844180805172¢ + 01
—3.22986543060251e + 01
1.46137821692319¢ + 01
~4.85449611088552¢ + 00
1.12139089782931e + G0
~1.60150885404050¢ — 01
1.06542473907112¢ — 02
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Poids de quadrature o, k=10,---,1—1 avecl=4,---,15 pour M =3

4

r

J

6

1.769748910129%41¢ + 00
~1.38416370613428e + 00
8.05159747631688¢ — 01
—-1.90744951626819%¢e — 01

1.47663655767425¢ + 00
—~1.04747604775770e + 00
9.38375876646952e — 01
~4.58271008529538¢ — (1
9.07346219657933¢ — 02

1.16383266755211e + 00
—5.93358231502831e — 01
9.14597282855388¢e — 01
~7.35752680839330¢ — 01
3.01101699992408¢ ~ 01
—5.0420738056834%e — (G2

led

8

9

9.06383190045193e —- 01
—2.78293552371204e — 01
1.04021813514377e + 00
—1.18841638012042¢ + 00
7.27559151209107¢ ~ 01
—2.41934715980320e — 01
3.44841720751082¢ — 02

7.16408322562191e — 01
—1.51964678431614¢ — 01
1.38906683690394¢e + 00
—1.8863160798975% + 00
1.47792100754713e + 00
—7.25228946843015e — 01
2.05712650300253¢ —~ 01
—2.55991721307075¢ — 02

5.79541376897546¢e — 01
—1.46836060747762¢ — 01
1.82283453958093¢ + 00
—2.68946010681263¢ 4 00
2.54346740533080e + 00
—1.66193349254738¢ + 00
7.09634238766581e ~ 01
—-1.76845016803525¢ — 01
1.95971163068756e — 02

10

11

12

4.79568873332371e — 01
—1.9419766789299%e — 01
2.22011953273272¢ + 00
—3.49457642523552¢ + 00
3.94928348386092e + 00
—3.27300177598108¢e + (00
1.87343094814446¢ -+ 00
—7.00258424735143¢ ~ 01
1.55094659612173¢ — 01
—1.5463203817881%¢ — 02

4.04802996135835¢ — 01
—2.56142145524738e — 01
2.54523463558577¢ + 00
—4.31843125918479¢ + 00
5.80945566746425¢ + 00
—5.85009930208487¢ + 00
4.17510016609673¢ + 00
—2.07284261580159%¢ + 00
6.87497047549748¢ — 01
—1.36995895470084e — 01
1.24207055764394e — 02

3.47409914850108e — 01
—3.15104674560502¢ — 01
2.80156758305713e + 00
—5.19557543943505¢ + 00
8.19074260413976e + 00
~9.63197660701860e + 00
8.18932639933291e + 00
~5.07050842521815¢e + 00
2.24357741724874e + 00
—6.710625028838427¢ — 01
1.21726020468817e — 01
-1.01222896182543e — 02

13

14

15

Stooo-qcsm.uwwp—acw:gomﬂmo”&wmpo?rooucsw-umwwokm.uwmuom_

bl ek ke
a2 b

3.02248666432617¢ — 01
-3.64548092213962¢ — 01
3.00390201888081e -+ 00
—6.14352468735069¢ + 00
1.11061675326794e + 01
—1.48364503483452e + 01
1.46490561307373e + 01
~1.08031065003376e + 01
6.04145112739263e + 00
—2.41016653873015¢e + 00
6.55604177116089%¢ — 01
—1.09001415802613¢ — 01
8.36792373587003¢ — 03

2.65940949079372¢ — 01
—4.03405017741715e — 01
3.16861598453121e + 00
—7.16961088206779¢ + 00
1.45643104596963¢ + 01
—2.17337609295028¢ + 01
2.45126551113417¢+ 01
—-2.13419790264074e + 01
1.41929666527262¢ + 01
—7.07060138584234e + 00
2.56278251890672¢ + 00
—6.39038851706601e — 01
9.8121335527078%¢ — 02
—6.99696375501491e — 03

2.36216394369131e - 01
—4.32777286357684¢ — 01
3.30905973017354¢ -+ 00
—8.27416390004691¢ + 00
1.85798598912424¢e + 01
—3.06371887066662¢ + 01
3.89346750477125¢e + 01
—3.87915542831634¢ + 01
3.00639751004601e + 01
—1.79611435353499¢ + 01
8.13987287908913e + 00
—2.70754428028158¢ + 00
6.23757203406626¢ — 01
—8.89667754404826¢ — 02
5.92287701115390e — 03

l
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Poids de quadrature oy, k=0,---,1 — 1 avecl =4,

.15 pour M =4

4

5

6

1.97733098080313e + 00
—1.77774826505209¢ + 00
1.04899318000491e + 00
—2.48575895755950¢e — 01

1.73106640600407e + 00
—1.57334741224251e + 00
1.35988385787139%¢ + 00
—6.4212911264469%€ — 01
1.2452626101153%¢ — (1

1.40628310566098e + 00
—1.04473879473630¢e + 00
1.24904834505533¢ + 00
—-9.09934202185525¢e — 01
3.584087408312247e — 01
—5.91558621059545¢ — 02

brd
i

8

9

1.09364235425479%¢ + 00
—4.69493737734144e ~ 01
§.47706312120310¢ ~ 01
-1.01702744976971e + 00
6.25498409468411¢ - 01
~2.10518368421210e — 01
3.01924800829724e — (2

8.36659981737809¢e — 01
—3.99550301260830e — 02
7.70432353643287¢ — 01
—1.18980852884013¢ + 00
1.00653837646335¢ + 00
—5.13153355650562¢ — 01
1.47853422272494e — 01
—1.85672194971748e — 02

6.42763883775344¢ — 01
1.91866853233258¢ — (1
8.50453176733086e — 01
—1.60287131473642¢ + 00
1.65858328837834e + 00
~1.11176103202899¢ + 00
4.77064616600788e ~ 01
—1.19369237604887¢ — 01
1.32697656277892¢ — 02

10

11

12

5.01583127485686e — 01
2.68674202270828¢ —- 01
1.11519207759647¢ + 00
—2.19660736057378e + 00
2.59590946126272¢ + 00
—2.13450674111259¢ + 00
1.2129247346253%¢ + 00
—4.53799624443425¢ — 01
1.00686538801211e —~ 01
—1.00564158844127%e — 02

3.99053910657338¢ ~ 01
2.56604681471254¢e — 01
1.4273080760794%¢e + 00
—2.80542224795442¢e + 00
3.71956536232404¢ + 00
—3.64919432958524¢ + 00
2.59402153697674e + 00
—1.29440297102795e + 00
4.30648824502686¢€ — 01
—8.59801422701115e ~ 02
7.80629905262255¢ — 03

3.23584573277380e — 01
2.05485959690551e — 01
1.69642553065213e + 00
—3.33685283785221e + 00
4.99284906415005¢e + G0
—5.76337540311537¢ + 00
4.9382896274804%¢ + 00
—3.0818857341773% + 00
1.36651233299123¢ + 00
—4.09106659972957e — 01
7.42518889540584¢e — 02
—6.1783424248335%¢ — 03

13

14

15

Hoowaowth o o|lrlS oo g o n wr e ol DO R N O O LS O

b
W GO NI

2.66978457615477e — 01
1.43348992644686e — 01
1.89370805658786e + 00
—-3.79564408441003¢ + 00
6.46780212474609¢ + 00
—8.63903727547097e + 00
8.64800721646168¢ + 00
~6.46530130915194e + 00
3.57902746594606e + 00
—1.42775806882032¢ + G0
3.88544964312215e — 01
—6.46414535782960e — 02
4.96491229067497¢ — 03

2.23667975921842e — 01
8.35965754933565¢ — 02
2.02332767393958¢e + 00
—4.22012560731274 + 00
8.19508997716076¢ + 00
—1.24016390289574e + 01
1.41436709655955¢ + 01
—1.23044125551853e + 01
8.16764794185633e + 00
~4.07215374976656¢ + 00
1.47739701139776e + 00
—3.68647787479258¢ — (1
5.66235005815887e — 02
—4.0388903322803%¢ — 03

1.89886459086455¢ — 01
3.16130621011705e — 02
2.10004452780110¢e + 00
—4.64146336147988¢ + 00
1.01831155634172e + 01
—1.71190440214300e + 01
2.18629639112628¢ + 01
—2.17107456771030e + 01
1.68192317160672¢ + 01
—1.0064643495602%¢ + 01
4.56418262359540e + 00
—1.51835409708920e + 00
3.49785480931033¢e — 01
—4.98947013171147¢ - 02
3.32199522068388¢ — 03
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Poids de quadrature ap, k=0,---,{ -1 avecl=4,---,15 pour M =10

4

5

6

2.34311101493448e + 00
—2.49888796886876e + 00
1.51981801905865¢ + 00
—3.64041065124364¢e ~ 01

2.23497406756661¢ + 00
—2.73252805230011e 4- 00
2.42146254610483e + 00
—1.14601829792070¢e + 00
2.22109736549214e — (1

1.97903091076021e 4 00
—2.45523219321372¢ + 00
2.81340910570155e + 00
~1.97387617227331e + 00
7.60361935683759¢ — 01
—1.23693586657907¢ — 01

7

8

9

1.65350145027767e + 00
—1.80084006973262¢ + 00
2.50832064295618¢ + 00
—2.32565007780933e + 00
1.33798329042476¢ + 00
—4.34200801527069¢ — 01
6.08855654119863¢e — 02

1.31737182459227e + 00
—9.62301038606916e — 01
1.60381234496377e + 00
—1.86772995146596¢ + 00
1.43747169083945¢ + 00
~7.01296120821919¢ — 01
1.96988961932724¢ — 01
—2.43177114265452¢ — 02

1.00865723464252e + 00
-1.22550845243884e — 01
3.86156181415274e — 01
—-6.31234970145450e ~ 01
6.52754146300299%¢ — 01
—4.42417645485817e —- 01
1.91399686866194e ~ 01
—4.81331869689905¢ — 02
5.36939860678779%¢ — 03

10

11

12

7.47060641130913e — 01
5.85767161262809% — 01
~8.08779873984866e — 01
1.02822534373994e + 00
—1.02479856008236¢ + 00
7.56292654130590e — 01
—3.96614264470775¢ — 01
1.39516157208251e — 01
—2.95055265391578¢ — 02
2.83626762207250e — 03

5.3857431129477%¢ — 01
1.093276068244772 + 00
—1.71256124824536¢ 4 00
2.61565829862702¢ + 00
~3.17095940221948¢ + 00
2.89957702653247e + 00
~1.94848060096127e + 00
9.31992588330916e — 01
—3.00377890129464¢ — 01
5.85074659528028¢ — 02
~5.20661728957101e — 03

3.8036362781766%¢ ~ 01
1.38716664910171e + 00
—2.18627988573842¢ + 00
3.70796312442965¢ + 00
~5.13686702004365¢ + 00
5.49102908351256e + 00
—4.43738674349273¢ + 00
2.65819471547915¢ + 00
—-1.14418455024265e + 00
3.34764683221085¢e —~ 01
—5.96532645442736e — 02
4.88958028532354e — 03

13

14

15

©® AU W OO0 ® G W e O P TP TR LR O |G 5D e D

2.64963876241144e —- 01
1.49413859257682¢ + 00
—2.22502651107972¢ + 00
4.09444545476296e + 00
—6.35416310186212¢ + 00
7.75730038387435¢ + 00
—7.31473625790852¢ + 00
5.26011906217553e + 00
—2.83128599675207e + 00
1.10490598457081e + 00
—2.95430315475898e — 01
4.84451710778988e — 02
~3.67634270649469¢ — 03

1.83367597441052¢ — 01
1.46106463282127e + 00
—1.92186754601064¢ + 00
3.80653337594591e + 00
—6.56513120150811e + 00
5.03418182219572¢ + 00
—~9.75193888456111¢ -+ 00
8.19203483905851e + 00
—5.29652806853555¢ + 00
2.58571878822969¢ + 00
—9.22405172658574e — 01
2.27002823559789%¢ — 01
—3.44677104124809%¢ — 02
2.43470552016961e - 03

1.26962856866298¢ — 01
1.33878515334720e + 00
—-1.41558104146407¢ + 00
3.05335010215573¢ + 00
—5.87855225667566¢ + 00
9.07164799539387¢ + 00
—-1.10794001820038¢ + 01
1.06768204568221e + 01
—8.07485518130284¢ + 00
4.73971082646784e + 00
~2.11665874105293e + 00
6.95363227300692¢ — 01
—-1.58525566763640¢ — 01
2.24133258918063¢ — 02
—1.48097725659054¢e — 03
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WY
ey hi i h;
2 ] 0 | 0.4829629131445341 ~2| —0.051429728471
1 | 0.8365163037378077 -1 0.238929728471
2 | 0.2241438680420134 0 0.602859456942
3 | —0.129409525512603 1 0.272140543058
3 10| 0.3326705529500825 2 | ~—0.051429972847
1| 0.8068915093110924 3 | —0.011070271529
2 | 0.4598775021184914
3 | ~0.1350110200102546 -4 0.011587596739
4 | —0.0854412738820267 -3 -0.029320137980
5 | 0.0352262918857095 ~2| —0.047639590310
4 10| 0.2303778133088964 -1  0.273021046535
1 | 0.7148465705529154 0 0.574682393857
2 | 0.6308807679398587 1 0.294867193696
3 | —0.0279837694168599 2 | —0.054085607092
4 | —0.1870348117190931 3 | —0.042026480461
5 | 0.0308413818355607 4 0.016744410163
6 | 0.0328830116668852 5 0.003967883613
7 | ~0.0105974017850690 6 | —0.001289203356
10| 0 0.02667006 7 1 —0.000509505399
1 0.18817680
2 0.52720119 ~6 1 —0.002682418671
3 0.68845904 -5| 0.005503126709
4 0.28117234 -4 | 0.016583560479
5 ~0.24984642 -3 | —0.046507764479
6 ~0.19594627 ~2{ -0.043220763560
7 0.12736934 -1|  0.286503335274
8 0.09305736 0 0.56128525687
9 ~0.07139415 1 0.302983571773
10 ~0.02945754 2 | -0.050770140755
11 0.03321267 3 | —0.058196250762
12 0.00360655 4 0.024434094321
13 ~0.01073318 5 0.011229240962
14 0.00139535 6 | —0.0063696601011
15 0.00199241 7 | ~—0.001820458916
16 -0.00068586 8 0.000790205101
17 -0.00011647 9 0.000329665174
18 0.00009359 10 | —0.000050192775
19 ~0.00001326 11 | —0.000024465734

représentées dans la figure (FIG 1.2) .

Le tableau de gauche donne les filtres de longueur L = 2M associés aux fonctions d’échelle de Daubechies
pour M = 2,3,4,10 représentées dans la figure (FIG 1.1).
Celui de droite donne les filtres de longueur L = 3M associés aux Coiflets pour M = 2,4,6




148 Annexe 2




BIBLIOGRAPHIE 149

Bibliographie

1]

2]

3]

[6]

7]

18]

19]

[10]

[11]

Cohen. A. Ondeleties,analyses de multirésolutions et traitements numériques
de signal. PhD thesis, Université de Paris-9, 1989.

P.Vial A. Cohen, 1. Daubechies. Wavelets on the interval and fast wavelets
transforms. cahiers du ceremade, (9307), 1993.

A. Cohen A. Ezzine. Quadratures singuliéres et fonctions d’échelles. CRAS,
1996.

C. A. Michelli. A. S. Cavaretta, W. Dahmen. Stationnary subdivision. Memoirs
Amer. Math. Soc., 93(453), 1991.

B. Alpert. Rapidely-convergent quadratures for integral operators with singular
kernels. preprint Yale university, 1993.

A. Cohen. Ondelettes, Analyses de multirésolutions et traitements numeériques
de signal. Rech. en Math. Appl. Masson, 1992.

1. Daubechies. Orthonormal bases of compactly supported wavelets. Comm.
Pure, Applied Math, X1.1(41):909-996, 1988.

1. Daubechies. Ten lectures in Wavelets, volume 61. CBMS-NFS Regional
conference series in applied mathematics 61, 1992.

S. Durand. Ftude de la vitesse de convergence del’algorithme en cascade... PhD
thesis, Université de Paris-dauphine, 1993.

N. Dyn. Subdivision schemes in computer-aided geometric design. In W.A.
Light, editor. Advances in Numerical Analysis 11, Wavelets, Subdivision algo-
rithms, and Radial Basis Functions, pages 36-104. Clarendon Press, Oxford,
1992.

W. Dahmen et C.A. Michelli. Using the refinement equation for evaluating
integrals of wavwiwts. SIAM J. Numer. Anal., 30(2):507-537, April 1993.



150 BIBLIOGRAPHIE

[12] R. Coifman G. Beylkin and V. Rocklin. Wavelet transform and numerical
algorithms 1. Comm. Pure, Applied Math, XLIV, 1991.

{13] J.L Journé G. David. A boundedness criterion for generalized calderon-
zygmund operators. Ann. of Math, (120):371-397, 1984.

[14] M. Hamdi. Une formulation variationnelle par équations pour la résolution de
I’équation de helmotz avec des conditions aux limites. CRAS, 11{292):17-20,
1981.

[15] A. Kunoth. Computing refinable integrals - documentation of the »rogram -
version 1.1. Technical report, Texas A& M University, 1995.

[16] A. De la Bourdonnaye. A preconditioner for integral equations modeling hel-
motz equation. Cermics(ENPC-INRIA).

[17) P. G. Lemarié. Fonctions a support compact dans les analyses multirésolution.
Rev. Iberoamericana, (7):157-182, 1991.

[18] S. G. Mallat. Multifrequency channel decomposition: The wavelet models. JEFE
Trans. Acoust. Speech Signal Process., 12(37):2091-2110, 1989.

[19] Y. Meyer. Ondelettes et opérateurs 1. Hermann, 1990.

[20] Y. Meyer. Ondelettes et opérateurs 2. Actualités mathématiques. Hermann,
1990.

[21] J. C. Nedelec. Integral equations with non integrable kernel. Integral equations
and Operator Theory, 1982.

[22] V. Rokhlin. End point corrected trapezoidal quadrature rules for singular func-
tions. Computers Math applic, 20(7), 1990.

|23] 1. Stein. Harmonic Analysis. 1994.

[24] J. Strain. Quadrature rules for singular functions. STAM J.Sci Comput., 16(4),
1995.

[25] G. Strang. Wavelets and dilatation equation: A brief introduction. STAM Rev,
28(2):288--305, 1989.

[26] W. Sweldens. The construction and application of wavelets in numerical ana-
lysis. PhD thesis, Univ. north scarolina, May 1995.



BIBLIOGRAPHIE 151

{27] W. Sweldens and R. Piessens. Quadrature for wavelet decomposition. In Tom H.
KOORNWINDER, editor, Wavelets: an elementary Treatement of theory and

Applications, Series in Approximation and decompositions. World Scientific,
1993.






C. R. Acad. Sci. Paris, t. 323, Série 1, p. 829-834, 1996
Analyse numérique/Numerical Analysis

Quadratures singulieres et fonctions d’échelle

Albert COHEN et Abdelhak EZZINE
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4, place Jussieu, 75005 Paris, France;

A. E. : Cermics, Ecole Naticnale des Ponts et Chaussées,

Central 2, La Courtine, 93167 Noisy-le-Grand, France.

Résumé. Nous présentons une méthode de quadrature, pour le calcul du produit scalaire
= [ f(t)p(t)dt, lorsque f{#) présente une singularité de type homogene, la fonction
o(t) étant définie par une équation d’échelle.

Singular quadratures and scaling functions

Abstract. A guadraiure method is presented for the computation of the inner product.
I'={ f(i)g{t)dt, where f({) has a singularity of homogeneous npe, and ¢ is
implicitely determined by a refinement equation.

Abridged English Version

Wavelet bases have proved to be a powerful tool for the discretization of singular integral equations,
since they usually lead to sparse matrices. However, one needs to compute quantities of the type
(f. ¢j ) and {T@; r, ¢;:), where f is a function, T is an operator with kernel K{x, y) and
¢ = 2972427 . — k) is the generator of the underlying multiresolution approximation V.

The difficulties in computing these quantities arise from the fact the f and K might be singular
and ¢ is only known implicitely as a solution of a refinement equation ¢{x) = 2 Z}k\;ﬂ (22 - &).
As a prototype example, we consider the computation of I = [ f(t)¢{t)dt.

In the case where the function f is C!, quadrature rules have been introduced in 1}, {9] using the
fact that the moments M; = [ 2*@(x)dx can easily be computed from the refinement equation.

A first approximation of I is then obtained by replacing f by a polynomial interpolation of degree
! — 1 on the support of ¢. In order to improve the precision, one can use a subdivision method:
iterating the refinement equation, one obtains ${z) = 3, s, »2°$(27:x — k). and the initial quadrature
rule can be replaced by a combination of similar rules at scale 277,

An analysis of the coefficients s; ; and of the local error, shows that the numerical precision is
of order 274!

Note présentée par Philippe G. Ciareer.

0764-4442/96/03230829 § 2.00 © Acudéinie des Sciences 829
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In the case where f has a singularity of homogeneous type, ie. |f(z)] < Clz — p|” and
18 f(z)] < Clliz —pi"™', 1 > 0, =1 < v < 1, it is then natural to subdivide the function ¢ in
a non-uniform way, ie. to introduce higher scales near the singularity, and use

Z 3 0 Yoz —k)+ Y asx2 ¢(2z - k),
JkeK; kER;
where k € K; for 277k of order 277,

A new quadrature is derived approximating ¢ by the first part of this decomposition. For a
preassigned precision ¢, we use in each layer K a different degree i(j) of polynomial interpolation
and compute the local error accordingly. Since there is no regularity at p, a crude error estimate
is used to determine J.

Optimizing the choice of {{j), we find that the precision ¢ can be attained by using an order of
(1/(v + 1) + I7/(v + 1)?) [og,(e)]* quadrature points.

In the case of a higher order singularity, our method can still be applied, integrating I by parts to
reduce the order of the singularity and using the fact that the derivatives of a scaling function are
linear combinations of other scaling functions [7].

1. Introduction

La motivation prncipale de ce travail provient de la discrétisation sur des bases d’ondeleties
d’équations intégrales singuligres. La mise en ceuvre d’une méthode de Galerkin nécessite en effet le
calcul de produits scalaires du type ( f, ¢; ) et (T'¢; &, ¢;.1 ), out f est une fonction, T un opérateur
intégral de noyau K(z. y) et ¢; x = 29/2¢(27. — k) est la base de 'espace d’approximation V;
engendré par la fonction d’échelle ¢, que I’on décompose par la suite dans une base d’ondelettes {3].

La mise au point de quadratures précises pour le calcul de ces quantités se heurte a trois difficulés :
les fonctions f et K peuvent présenter des singularités, la régularité de la fonction ¢ est limitée par la
taille de son support [3] et & n’est connue gu'implicitement comme solution d’une équation d’échelle

N
() ¢le) =2 g2z - k),

k=0
ol N € WN* et les réels hi. £ = 0, ---, N. sont connus explicitement. On rappelle que i'on a

supp (¢) = [0, N].

Nous allons montrer que cette équation permet néanmoins d obienir une méthode de quadrature de
faible coiit calculatoire, pour une précision ¢ fixée. Par changement d’écheile on se ramene au calcul
de S; = [ flt)o(t — k)dt et T,y = [ Kz, y)d{z — k)ply — l)dz dy.

Nous traitons ici uniguement le calcul de S, dans le cas ol f présente une singularité de type
homogéne en un point. Cependant, la méthode s'étend de facon naturelle au calcul de T} ; pour
des noyaux de type Calderon-Zygmund, en remarguant que la fonction ®(z, y) = o(r)¢{y) vérifie
une équation d’échelle induite par (1). Cette étude, ainsi qu’une implémentation de I'algorithme
correspondant, fera prochainement I'objet d’une publication. Notons finalement que les fonctions
B-splines satisfont des équations du type (1) et que notre méthode peut ainsi s’appliquer dans le
cadre des éléments finis.

Sans perte de généralité, on s¢ rameéne au probleme du calcul de T = [ f(#)o(t)dt.

Dans un premier temps nous allons rappeler la méthode développée dans {1}, [9], lorsque la
fonction f est de classe C'(R), [ € N*. Ensuite nous expliciterons la méthode de quadrature pour
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une singularité de type homogene jz|”, |v| < 1. Enfin nous évoquerons le traitement des singularités
d’ordre plus élevé.

2. Quadrature pour une fonction réguliére

Soit f une fonction de classe C'. La méthode de quadrature de [1], [9] utilise la donnée des moments
M, = f :r"gb(:z}d:c. En effet, I'équation (1) donne accés aux valeurs de M, par un calcul réccursif
trés simple (¢ est normalisée au sens ol My = 1). On trouvera dans [2], [6] une généraiisation de ce
résultat au calcul d’intégrales de produits de fonctions d’échelle quelconques.

En remplacant alors f par son interpolation par un polyndme F; de degré [ — 1, aux points

z; =iN/(I-1),i=0, ---, [~ 1, on obtient une suite de poids (w!);—g ... ;1 dépendant linéairement
des moments M, £ = 0, ---, [ ~ 1, et une premiére approximation
) I=(P,¢)+E= 3  uif(z)+E,

=0, -, 01

o [E| < BsupPiesupp (é)jf’(t)i represente Uerreur de la quadrature de 1.
Si |E! > e, on améliore la précision par la méthode de subdivision suivante : par itération de (1),
nous obtenons

(3) QS(I) = Z Sj_kgjdﬁ(?jl‘ - k:)
k

Les coefficients s; , sont calculés par un algorithme de subdivision s;, = Zn hi_2n8;-1,n» (On
trouvera dans (4] une étude générale de ces algorithmes), et sont uniquement déterminés par le produit

scalaire s; x = (¢, #{27 . — k)) ou ¢ est une fonction duale (que P'on peut choisir égale 2 ¢ dans
le cas d’une fonction d’échelle orthonormale).
En injectant (3) dans I, et en utilisant la méme méthode pour le calcul de ( f, 27¢(27 . — k), on
obtient des points 7% = 279 (k + z;) € supp (¢ ¢), i = 0. ---, [ — 1 et une approximation
() I=Y s . ulf(@l*)+E
k =0, -, -1

ou |E;| < X, I, E, &l L'erreur de quadrature E, 4 = (f, 22¢(27 . ~k)) - Dimt, i wl f(z?*)
est estimée par
IEj el < G270 sup (U
tesupple;. 1)

De plus, en utilisant la majoration |M,;] < (N sup|¢|)’, on a I'estimation C; < K'/I! ol K ne dépend
que du choix de la fonction ¢. :

On déduit de s; & = (¢, (27. — k) ) I'estimation |s; 1| < D279, D = {|¢lloolldils, et on remarque
que la somme dans (3) comporte au plus N27*! termes non nuls. On a donc Yoelsikl £ 2DN,
et I'estimation

) |Ej| < D27 sup  |fH)].

tEsuppl¢)

Il est ainsi possible de rendre I'erreur |E;| arbitrairement petite en augmentant la vaieur de j.
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3. Méthode de quadrature pour les singularités homogeénes

Soit f € L*{R) une fonction C*° partout sauf en un point p ol elle présente une singularité du
type |z — p|*, =1 <y < 1 (on adonc f € Li.). On suppose ainsi que I'on a |[f(z)] < Clz - p|”
et {9 f(z)] < Cll|z —pi*~', 1 > 0.

La formule (3) devient alors indaptée, car I'erreur de quadrature locale F; ; dépend fortement de
la distance du support de @; , au point p ainsi que du choix de /. Il est donc naturel d’effectuer
une subdivision non-uniforme consistant 2 itérer la décomposition (3) sur les fonctions ¢{(27 . — k)
dont le support est proche de p.

Soit € I'erreur de précision exigée pour le calcul de I.

On note d; i la distance de supp (¢;, &) au point p. On a alors I'estimation

(6) |E; ] < CKiz"ﬂd;{k = Cd] [K2~ fazJ LI

On pose alors d; = (K277)/2 et pour 0 < 7 < J, on définit par récurrence une suiie d’ensemble
R;. en prenant Ry = {0}, Rj = {k‘ e Z, dj‘k < d]} ﬂSJ et Kj = {Z ~ RJ)QS}' ou k € .-53'

o

si et seulement si il existe | € R;_; satisfaisant supp (¢; x) C supp (¢,-1.1). En itérant I'équation

d’échelle sur les fonctions {27 . — k), k¥ € R;. on obtient une décomposition du type
(7) Z Z 51;.127 QJT—‘R)T Z a;|k2'1¢>(2°’$‘—k},
T KER, kER,;

oll fes a;, . sont calculés par un algorithme de subdivision qui se concentre sur la singularité. L'échelle
d’arrét J sera déterminée en fonction de la précision ¢ exigée dans I’évaluation de 1.
La méthode de quadrature que nous proposons consiste alors & approximer I suivant

(8) Z Soaiw oy wfEl) +Ey

" J kEKR, =0, =1

ot le degré I(j) varie en fonction de j. L'erreur £ est la somme des erreurs

J
=Z Z aj edoe

j=1 k€KX,

el

E? = }: ap k2 (F (270 k).
kER;

Grice au choix de d;. on a pour k € K;, |E; | € C2772/0) A chaque niveau j, on
prend pour [(j) la plus petite valeur telle que 1E; | < ¢/{24,). pour tout k£ € Kj, avec
Ay = Z;;l Yrek, lai k| ce qui assure ainsi |E}] < e/2.

Comme dans le cas de la subdivision uniforme, il est possible d obtenir une estimation Ay < A,
indépendanie de I'échelle d’arrét J. Une difficulié nouvelle provient de ce que les coefficients a;
ne sont pas tous égaux aux ¢ r de [a section précédente, et ne peuvent donc pas tous étre identifiés
aux produits scalaires {¢. ¢(2/ . — k)). L'estimation jaj ;] < D277 n’est donc plus triviale, mais
elle est assurée dans deux cas particuliers :

— Lorsque les coefficients h,, sont positifs (par exemple dans le cas des D-splines). L'estimation
laj. 1| € 277 est alors une conséquence de 5 ha, = ¥ ha,41 = 1/2. De plus, on a directement
I'estimation 4, < 1.
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B!

— Sous une hypothése technique portant sur la suite d; qui assure que a; x = 5, ; lorsque k € R;,
j =1,..-, J — 1. Les majorations |a; | < HD2™7. k € K, et lay x| < HD2 7, k € R;, en
découlent, avec H = 3 |hn|, puisque ces coefficients sont respectivement caiculés 4 partir des
coefficients s;_1,k, k € Rj_1 et sy_1 &, k € Ry, par des combinaisons lin€aires finies faisant
intervenir les coefficients h,. On montre dans [5] que cette hypothese est toujours satisfaite par
le choix d; = (@xK277)/2, pour un facteur 1 < @ < 2 bien choisi, ce qui ne modifie pas les
estimations de £ .

Dans le deuxiéme cas, il est alors facile d’obtenir A; < DH Z;::l 2-7 Card (K;) <A ot A
est indépendante de J.

Pour déterminer {’échelle d’arrét J, on estime E:‘; par

|E3| <DH2™7 Y 2|(f, ¢(27 . - k)|

kR,
< DHsw (160 ~ K
k

< CR2- (1Y,

et

jt—pj<dy+N2-7

ot la constante K ne dépend que de la fonction ¢. Puisque ~ > —1, il est possible de choisir J
tel que [F3] < /2.
On obtient ainsi une précision !F;] < £, avec un nombre de points de quadratures

J
N(e) = E Card (K;)I(5)

=0

J
< Co ) P(d; — djs) (logy (€) + |71J)

=0
< CyJ(—logy (g) + [v17)
< Co(1/(y + 1) + i/ (v + 1)) [logy(e)]?,

oit ies constantes C,, Cy et C. ne dépendent que de la fonction ¢.

4. Méthode de quadrature pour les singuiarités d’ordre élevé

Considérons a présent le cas ot la singularité de f en p est d’ordre r > 0. Lorsque p € supp(¢), la
fonction ¢ doit &tre au moins de classe CT afin de permetire ’existence de I. D’autre part, I’estimation
de I'échelie d'arrét par la méthode précédente diverge en général.

On utilise alors une technique de régularisation introduite par Nedelec {8] pour le calcul d’intégrale
singulieres dans le cadre des éléments finis : la distribution f vérifie en effet f = ¢i™), ol g est une
distribution d’ordre 0, et on se raméne au calcul de I = (—1)" (g, ¢!V ) avec {r] 1a partie entigre de 7.

Ce demier calcul s’effectue par la méthode décrite dans la section précédente grice 4 une
propriété remarquable des fonctions d’échelles & support compact, décrite dans [7] : on a !'identité
D = ﬂ'zﬂ(—-l)k([’kl)ga(. —~ k) ol ¢ est une fonction d’échelle continue 4 support compact, vérifiant
p =2 z,l::or gnw(2. —n) avec 3 hpe™ = (1 + eiw)/z}r > gne™.

Par exemple, dans le cas od f = wp(L), on obtient I = (In|z|, ¢(. — 1)} — {In|z|, ¢}, que
I'on calcule par la méthode de la section précédente. Remarquons que cetle technique s applique
immédiatement au calcul des éléments la matrice de la transformée de Hilbert.
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Note remise et acceptée le 11 mai 1996.
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