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INTRODUCTION 

E X A M E N CRITIQUE DES CONCEPTS D E BASE 
D E LA T H E O R I E DU CONTROLE CLASSIQUE 
E T DE LEUR GENERALISATION 

Nous allons essayer, dans ces quelques pages, de donner un bref aperçu des résultats 
que nous allons présenter, ainsi que des motivations qui nous ont poussé à les formuler 
avec des outils mathématiques peu connus, mais adéquats pour ce genre de problèmes, à 
savoir la théorie formelle des équations aux dérivées partielles (EDP), la théorie des jets 
et l'algèbre différentielle. 

La théorie du contrôle classique a d'abord été décrite et conçue comme l'étude de 
systèmes d'équations différentielles ordinaires à coefficients constants, avec une seule 
entrée et une seule sortie. 
Cette situation a donc naturellement amené les ingénieurs à utiliser l'algèbre linéaire (es­
paces vectoriels, matrices) et les transformations de Laplace pour l'étude de tels systèmes. 

L'évolution de la technologie, de l'électronique et de l'informatique a ouvert un nou­
veau chemin à la théorie du contrôle. 
Vers 1960, trois contributions remarquables, ont été faites simultanément, qui sont: 

- laprogrammation dynamique (proposée par R.E. Bellman) 

- le principe du maximum de Pontryagin (L.S. Pontryagin et al) 

- la théorie généralisée des systèmes linéaires (R.E. Kaiman). 

C'est principalement cette dernière que nous examinerons. Elle nous conduit donc 
à parler de la représentation par l'espace d'état introduite par Kaiman et qui fut con­
sidérée, jusqu'à ces dernières années, comme la seule représentation utile pour l'étude 
des systèmes de contrôle linéaires [37, 75]. 
L'extension de cette approche aux systèmes de contrôle non linéaires constitue une 
part importante, sinon prépondérante, des recherches modernes en théorie algébrique 
et géométrique du contrôle ([34, 66, 43, 30]). 
Cette situation sera présentée plus en détail dans le premier chapitre avec les problèmes 
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6 INTRODUCTION 

qu'elle fait surgir. 

En un mot, on peut dire que l'étude d'un système x = Ax + Bu,y = Cx + Du avec 
les entrées u, les états x et les sorties y est décomposée en deux études partielles: 

1. La relation entrée/état conduit au concept de contrôlabiîité, testé par le critère 
formel bien connu rang (B, AB,..., An~1B) = n = dimension de l'espace d'état 
=nb de x 

2. La relation état/sortie conduit au concept d' observabilité, testé par le critère 
formel bien connu rang(C, CA,..., CAn~l) = n 

Il semble donc à première vue, que ces notions soient indépendantes, puisqu'elles 
sont liées à des couples de matrices différents : (A, B) pour la contrôlabiîité, (A, C) pour 
l'observabiîité. L'un des but de cette thèse est de mettre en évidence les difficultés liées 
à l'usage de l'état comme intermédiaire pour décrire les relations entrée/sortie. 

En effet, si le système est observable, la connaissance des x est équivalente à celle 
des y, mais les équations différentielles ordinaires (EDO) correspondantes sont d'ordre 
supérieur à 1 et on ne peut plus alors utiliser ni les systèmes dynamiques ni les critères 
précédents. 
De plus, il semble aujourd'hui admis ([26, 24]) que les méthodes du cas non-linéaire ne 
doivent pas être calquées sur les méthodes du cas linéaire, c'est-à-dire le cas linéaire 
doit être plutôt considéré comme un cas particulier du cas non-linéaire avec toutes les 
spécificités en résultant. 

D'un autre côté, notre but est d'esquisser une théorie du contrôle aux dérivées par­
tielles, c'est-à-dire l'étude des relations entrée/sortie définies par des EDP linéaires ou 
non-linéaires, d'ordre quelconque, ayant un nombre quelconque de variables indépendantes, 
d'entrées et de sorties. Ce faisant nous voulons évidemment que les concepts introduits 
dans ce cadre général soient cohérents avec ceux dont nous venons de parler. Ainsi l'ordre 
de généralisation de ce travail peut il être présenté sous la forme des inclusions suivantes: 

E.D.O ordre = 1 
( 1 
E.D.O ordre > 1 
n 
E.D.P ordre > 1 

Pour les mêmes raisons que ci dessus, il en résulte aussi la nécessité de revisiter les 
autres concepts introduits classiquement et conjointement à la description par l'état, plus 
particulièrement: inversibilité, équivalence,linéarisation, poursuite de modèle, causalité, 

Cependant, on remarque tout de suite que dans cette approche générale, les objets 
algébriques ou géométriques usuels (matrices et leurs opérations, champs de vecteurs et 
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leurs opérations, transformation de Laplace, . . . ) n'ont plus leur place et doivent donc 
être remplacés par des objets plus généraux (théorie des jets, prolongement, algèbre ho-
mologique, opérateur de Spencer, . . . ). 

De plus, bien que la théorie du contrôle classique repose sur des définitions d'analyse 
fonctionnelle (par exemple la contrôlabilité revient à choisir une entrée qui permette de 
passer d'un état initial donné à un état final donné en un temps fini ), les critères per­
mettant de les tester sont d'ordre " formel. 
Pour comprendre le sens de ce mot il faut avoir en tête la possibilité de pouvoir répondre 
par l'affirmative ou la négative à la question " Ce système est-il contrôlable (observable) ? 
" en utilisant seulement un moyen informatique de calcul formel ("computer algebra" en 
anglais) du type MACSYMA, REDUCE, . . . [10, 57]. 

On remarque alors que la question posée doit elle aussi, pouvoir être traduite en lan­
gage formel, pour pouvoir être résolue par calcul formel (nombre infini de vérifications), 
un critère étant simplement un moyen de reconnaître plus facilement des situations 
spécifiques (nombre fini de vérifications). L'idée sous-jacente est alors d'étudier une 
propriété quelconque mais formelle par un algorithme constructible et donc fini. 

A notre connaissance, une modification de la définition même de la contrôlabilité 
(observabilité) d'un système pour l'exprimer en des termes formels (et non plus fonc­
tionnels), n 'a pas été réalisée jusqu'à présent bien qu'elle ait été présentée de façon 
intuititive par plusieurs auteurs [43, 37]. En particulier, la tentative de généralisation 
constituée par la théorie du contrôle aux paramètres distribués définit la contrôlabilité 
uniquement en terme de conditions aux limites (amortissement d'une membrane vibrante 
par exemple) alors que ces conditions ne jouent aucun rôle dans le test précité. 
L'ordre de généralisation précédent peut donc être complété par le schéma suivant: 

FONCTIONNEL — • FORMEL 

L'originalité de ce travail réside dans la manière d'effectuer la généralisation précitée 

grâce à l'emploi simultané ou alternatif de deux outils modernes et très peu connus des 

automaticiens, la théorie formelle des EDP et l'algèbre différentielle.[49, 50, 39, 38] 

Nous donnons maintenant quelques indications d'ordre historique sur les évolutions par­

allèles de ces deux outils et sur les motivations qui nous ont poussées à les introduire en 

théorie du contrôle. 

La théorie formelle des EDP consiste, en un mot à étudier l'espace des solutions d'un 
système E.D.P sans l'intégrer explicitement (ce qui est en général bien sûr impossible 
par un logiciel de calcul formel). Ainsi dans le cas de la contrôlabilité, la définition fait 
appel aux conditions initiales alors que le critère correspondant les ignore. Brièvement 
on peut dire que cette théorie formelle est née en 1830 avec le travail de Galois qui 
consiste à étudier les racines d'un polynôme (EDO d'ordre zéro ) sans les calculer ex­
plicitement. Le passage de l'algèbre à la géométrie a été effectué à la fin du siècle dernier 
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par l'Ecole Française d 'EDP ( RIQUIER, TRESSE, PICARD, VESSIOT, B R A C H , . . . ). 
Il a ensuite été perfectionné par une vision plus générale (JANET, LIOUVILLE,RITT, 
THOMAS)[60, 36, 68], mais fortement dépendant du système de coordonnées employé. 

Vers 1950, la théorie des jets de C.EHRESMANN( Q) puis entre 1965 et 1975 le tra­
vail de l'Ecole Américaine (D.C.SPENCER pour les EDP, E.R.KOLCHIN pour l'algèbre 
différentielle [39]) ont permis de rendre intrinsèques les notions précédentes, au prix d'un 
formalisme puissant mais sophistiqué (algèbre homologique, chasse aux diagrammes, co-
homologie de Spencer d'un côté, algèbre commutative, language de la géométrie algébrique 
de l 'autre). 

Ces travaux ont été repris, développés puis appliqués à la physique mathématique 
par J .F .POMMARET très récemment ([50, 51]). On notera cependant que l'importance 
de l'algèbre différentielle dans la théorie du contrôle classique (EDO) a été pressentie 
par M.FLIESS dès 1983 dans le cadre algébrique ([25]) et 1985 dans le cadre différentiel 
([15, 19, 23, 24]). 

L'ambition de ce travail est de présenter de la façon la plus simple possible cette 
approche formelle et les outils qui la permettent. Nous avons adopté une présentation 
qui rend la lecture accessible à des lecteurs non-spécialistes de ces outils tout en restant 
très proche des manipulations de calcul formel sur ordinateur qui rendent nos résultats 
constructibles. En particulier, nous avons insisté surtout sur la méthodologie renvoyant le 
lecteur à certains ouvrages spécialisés pour certaines démonstrations. De très nombreux 
exemples tirés de différentes branches de la physique ( mécanique, thermodynamique, 
. . . ) illustrent ce travail. 



CHAPITRE I 

PROBLEMES CLASSIQUES 





Partie I 

RAPPELS SUR CERTAINS 
OUTILS GEOMETRIQUES 

I.l VARIETES DIFFERENTIABLES 
Une variété est un espace topologique qui "ressemble localement" à Rn, espace Euclidien 
des n-uples réels x = ( x 1 , . . . , xn) muni de la topologie usuelle (Voir [48, 2]). 

Définit ion 1.1.1 Une variété differentiate X de dimension n est un espace topologique 
séparé tel que pour tout point x G X, il existe un voisinage U de x et un homéomorphisme 
ip deU sur un ouvert de Rn, où <p est une carte de X et U le domaine de cette carte. 
La collection des cartes {(<pai Ua)\ct £ A}, où les Ua sont les domaines des ipa, est appelée 
un atlas pour X si Uoe-4 Ua = X. Ces cartes doivent être telles que si deux cartes sont 
définies sur l'intersection Uaß — Ua f\Uß, il existe un difféomorphisme <paß — ipß o cp"1 

décrivant les lois de transition, 

Il est clair que ces lois (paß vérifient ipaa = Id et tpß^ o <paß = ípai et par conséquent 
il s'ensuit que <p~ß = (fßa 

La variété X est dite différentiable (de classe Cp) s'il existe un atlas A tel que toutes 
les cartes de l'atlas A = {{<~pa-, Ua)\a € A} soient différentiables (de classe Cp). 

R e m a r q u e : Le cas p — 0 correspond au cas des variétés topologiques que nous 
n'aborderons pas ici, et nous ne considérons plus dans la suite que des variétés de classe 
C°° ou Cw (analytique). 
En pratique, on notera les changements de cartes simplement sous la forme x — y (x ) , 
sans indiquer les cartes utilisées, le but de ces manipulations étant de savoir effectuer 
des changements de coordonnées quelconques. 

2 

E x e m p l e : La sphère S1 = {x G R2 | | j^| | = (^(x')2)1^2 = 1} est ime variété différentiable 

munie des ouverts Ux = {x e S1^1 > - 1 / 2 } , U2 = {x G Sl\xl < 1/2}. 

11 



12 PARTIE I. RAPPELS SUR CERTAINS OUTILS GEOMETRIQUES 

1.2 APPLICATIONS DIFFERENTIABLES 
Définit ion 1.2.1 Une application f : X — • Y entre deux variétés différentiables X et 
Y, est de classe Cp en un point x £ X si 
(<p, U) étant une carte de X, (rp, V) étant une carte de Y avec domaine f C U et 
i m / C V, Vapplication composée %¡) o / o c^-1 est de classe Cv au point <p(x). 
En pratique on notera simplement y = / ( x ) une expression locale sans faire toujours 
référence aux cartes choisies. 

Définit ion 1.2.2 Un Ck diiféomorphisme^e variétés) est une application Ck différentiable 
inversible. 

E x e m p l e : / : R — • R, x i—• x3 est un homéomorphisme qui n'est pas un difféomorphisme. 

Définit ion 1.2.3 1. On dit que f est une immersion (resp submersion^ en x £ X si 
le rang (jacobien) de f en x est égal à la dimension de X (resp Y). 

2. On dit que f est étale en un point de X (resp étale sur X) si X et Y ont même 
dimension n et si le rang de f en x (resp le rang de f en tout point deX) est égal 
à n. 

3. On dit que f est un plongement de X dans Y, si f est une immersion injective de X 
dans Y et si f est un homéomorphisme de X sur f(X) (pour la topologie induite). 

1.3 SOUS-VARIETES 

Définit ion 1.3.1 Soit une variété X de dimension n et de classe C°°. 
Une sous-variété de dimension d (d < n) de X est une partie Z de X vérifiant la propriété 
suivante : 

• Vx € Z, il existe une carte (U,(p) de X contenant x telle que Lp(U n Z) soit 
l'ensemble des points ( x 1 , . . . , ^ ) de ip(U) vérifiant xd+l — . . . = xn — 0. (Les 
cartes vérifiants cette propriété seront dites adaptées à Z) 

R e m a r q u e : 

1. Même si l'espace des solutions d'un système EDO peut être identifié à une variété 
de dimension finie (espace des états), dans le cas général des EDP, un tel résultat 
n'est pas vrai. On introduira plus loin la théorie des jets qui a été créée pour 
résoudre cette difficulté et on conçoit donc clairement à ce niveau le lien nécessaire 
entre théorie des jets et réalisation des systèmes de contrôle, même si en général il 
faille éviter de passer par le concept d'état dès que celui-ci a une dimension infinie. 

2. La théorie formelle des EDP est donc aux antipodes d'une conception Banachique 
de l'espace des solutions. 
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1.3.1 CHAMPS DE VECTEURS 
Définit ion 1.3.2 Soit X une variété de dimension n et T — T(X) le fibre tangent à 
X (Pour une définition plus précise voir chapitre II, I). Un champ de vecteurs est une 
section ( de T, c'est à dire une application £ : X —»• T(X) vérifiant ir o £ = idx, ou 
w : T(X) — • X est la projection canonique. 

Un champ de vecteurs est donc une correspondance qui, à tout x 6 X, associe un vecteur 
£(x) tangent à X en x, c'est à dire un élément de TX(X). 

Remarque : Si cependant, on choisit une carte de (U,<p) d'un atlas de X, les co­
ordonnées de £(x) dans cette carte seront appelées composantes de £(x) dans la base 
(o¿ = -Q^) de TX(X) et notées £'(x) (1 5: l'• ^ n)i c e qui permet d'écrire un vecteur sous 
la forme £ = £'(x)<94- tout en ayant les changements de cartes x = <p(x) =£• ^{f{x)) = 
£'(x)f9,v?J(x) ou la convention de sommation d'Einstein est utilisée. 
Désormais c'est cette notation que nous adopterons pour les champs de vecteurs et on 
notera de la même manière T et l'ensemble de ses sections, le contexte indiquant toujours 
clairement le choix à adopter. 

1.3.2 APPLICATION TANGENTE 

Par analogie avec ce qui précède, si / : X — • Y est une application, on introduira 
l'application tangente T(f) : T(X) — • T(Y) en définissant r\ = T( / ) (£ ) par nk(f(x)) = 
^(x)difk(x) lorsque yk = fk(x) en coordonnées locales. 

1.3.3 DERIVEES DE LIE 

Dans le cas ou X est une variété C°°, on désignera par C'X(X) l'algèbre des fonctions 
de classe C°° sur X. 

Définit ion 1.3.3 Pour tout £ G T et tout x £ T, on définit l'opérateur de dérivation 
associé à £(x) en x de la façon suivante: 

Ct : C°°{X) — • C°°(X) 

f —* Ctf 

Qui à chaque f G C°°(X) associe la fonction C$f notée aussi plus simplement (Ç.f) définie 

en coordonnées locales (x')i<«'<n Par: 

caw = ?{x)a¡f{x) 
ou la convention de sommation d'Einstein est utilisée. 

Cet opérateur £¿ qui est linéaire, est appelé dérivée de Lie de / par rapport à £ et 
on vérifie que la définition est compatible avec les changements de cartes. 

Propriétés : 
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. £«+„, / = Ctf + £ , / V/ € V»{X) 

. £¿f + g) = £ e / + % V/, «y € C~(*) 

. £€(/äf) = gCJ + fCi9 V/, flf 6 C~{X) 

1.3.4 C R O C H E T DE CHAMPS DE VECTEURS 

Définition 1.3.4 Le crochet de deux champs de vecteurs £, n G T(X) esi défini de la 
façon suivante : 

qu'on écrit de façon plus simple [£,rç] = £n — nÇ 

Si £! et rf désignent les composantes locaies de £ et r\ dans une carte, les composantes 
(' de ( = [£. n] sont : 

c = (f ¿w - vrdré ) 

Propr ié tés : Le crochet de deux champs de vecteurs vérifie: 

• [6 + 6» V] = [£uv] + [6» V] bilinéaire 

• [Î,V] = -fo>É] antisymétrique 

• [& VU\ + H C], Í] + [[(, CU] = 0 (V¿, r,, C € r(X)) Identité de Jacobi. 

1.3.5 A L G E B R E DE LIE 

Tout sous-ensemble de T stable par crochet est appelé une algèbre de Lie (de champs de 
vecteurs). 

1.3.6 D I S T R I B U T I O N S 

Définition 1.3.5 So tí X une variété différentiahle de dimension n. Une distribution A 
(de dimension ou de rang p) sur X (ou p-champ) est définie par la donnée, pour tout 
x € X, d'un sous-espace vectoriel Ax C TX(X) (de dimension ou de rang p ) . 
Cette distribution sera dite de classe Ck si sur chaque voisinage ouvert U de X il existe 
une base de A formée de vecteurs de classe Ck. 

On suppose bien sûr ici que X est de C , avec r > k + 1. 

Exemple : Soit / : X —• Y une submersion de X sur une variété de dimension (n—p). 
On obtient un p-champ (ou une distribution de dimension A) sur X en associant, à 
chaque x 6 X, le sous-espace Ax = kerT(f)x, c'est-à-dire le sous-espace tangent e n i à 
la sous-variété / - 1 ( / ( x ) ) de X. 
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1.3.7 VARIETES INTEGRALES 
Une variété intégrale de A est une sous-variété connexe de X dont l'espace tangent en 
chaque point x est Ax. 

Définit ion 1.3.6 Une distribution est dite integrable si par tout point de X passe une 
et une seule variété intégrale maximale. 

R e m a r q u e : 

• On dit qu'un champ de vecteurs £, défini sur une partie ouverte U de X , appartient 
à A si, pour tout x £ U, on a: ((x) 6 A x C Tx. 

• A C A' si Vx € X , A(x) C A'(x). 

Définit ion 1.3.7 • On dit que A est involutif si, quels que soient les champs de 
vecteurs (,TJ appartenant à A, le champ l£,rj] appartient à A. On dira [A, A] C A 

• Une distribution A est non-singulière (de dimension constante) s'il existe un entier 
d tel que d imA r = d pour tout x £ X. 

• Un point x € X est un point régulier d'une distribution A s'il existe un voisinage 
U de x tel que A soit non-singulière dans U. 

Remarque : L'ensemble de tous les points réguliers C°° est une sous-variété ouverte, 
dense dans X, obtenue en égalant à zéro certains déterminants non-identiquement nuls. 

Définit ion 1.3.8 Un invariant d'une distribution A est une fonction sur X tuée par 
tout champ de vecteur de A au sens de la dérivée de Lie. 

T h é o r è m e 1.3.9 (de Frobenius) Pour qu'une distribution A soit integrable, il faut et 
il suffit qu 'elle soit involutive. En particulier une distribution involutive et régulière de 
dimension p admet au plus (n — p) invariants fonctionellement indépendants. 



Partie II 

THEORIE DU CONTROLE 
CLASSIQUE: POSITION DES 
PROBLEMES 

Nous avons rédigé cette partie en adaptant un peu les définitions dans le but de pouvoir 
les généraliser aux cas des EDP. 

I I . l CONTROLABILITE 

La contrôlabilité a été généralisée au cas des systèmes non-linéaires affines, en remplaçant 
des études de rang de matrices par des études de rang de distribution et en remarquant 
qu'aux opérations matricielles ([42, 37, 59]) vont correspondre les crochets de champs de 
vecteurs ([43, 66, 34, 30, 75]). 
Cette notion de contrôlabilité est une notion purement générique (voir [75, 43] , . . . ) et 
on veut aussi que sa généralisation puisse être testée grâce à un critère purement formel 
(¡43]). 
En particulier, un tel critère doit pouvoir être implémenté sur un logiciel de calcul formel. 
Malheuresement, cette notion de contrôlabilité ne répond pas à tous nos souhaits, comme 
nous allons le voir sur des exemples qui montrent la difficulté d'étendre au cas non-linéaire 
des méthodes adaptées au cas linéaire. 

Dans le cas de systèmes affines de la forme suivante: 

i = f{x) + 2 9a{x)ua 

où les sorties sont identifiées à l'état et / , ga sont des champs de vecteurs analytiques sur 
la variété X. 

Remarque : Dans les systèmes considérés ici les sorties sont identifiées à l'état et les 
définitions sont données en conséquence. Ces systèmes sont appelés dans la littérature 
systèmes à sorties complètes. 

16 
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Soit D la distribution engendrée par ies champs de vecteurs (f,gi,... ,gm) et tous les 
crochets constructibles, c'est à dire la plus petite distribution contenant l'algèbre de Lie 
engendrée par {/, gl,..., gm } . 
On a le critère formel suivant: 

Critère I I . l . l (Formel) Un système sera dit "faiblement contrôlable" (en un point x, 
sur un voisinage de x) si le rang de D est égal à n (en un point x, sur un voisinage de 
x). 

Exemple : Soient les deux systèmes suivants: i = 1 et x = 0. Ces systèmes ne sont 
manifestement pas contrôlable car il n'y a pas d'entrée qui agisse sur le système. 
Cependant rangD = rang(-^) = 1 pour le premier système alors que rangD — rang(0) = 
0 pour le second. 

Pour éviter de telles situations, considérons la distribution engendrée par les champs 
de vecteurs {gi, •.. ,gm} et tous les crochets constructibles au moyen de / . Nous la 
noterons A et nous montrerons comment introduire A sans faire référence à D, con­
trairement à ce qui est répandu dans la littérature. En effet, on peut vérifier facilement 
que A est introduite à partir de D pour des raisons de convenance par plusieurs auteurs 
([30, 34, 66]). L'introduction de A conduit à la définition classique suivante: 

Définition II.1.2 Un système sera dit "fortement contrôlable" (en un point x, sur un 
voisinage de x) si et seulement si le rang de A est égal à n (en un point x, sur un 
voisinage de x). 

Remarque : 

• Comme nous allons le voir par la suite, cette distribution A, et donc cette définition 
de contrôlablabilité, est celle que nous obtiendrons indépendemment par l'algèbre 
différentielle comme dans l'approche de J.F.Pommaret([52]). 

• De plus, seule la distribution A correspond exactement au cas linéaire car f(x) = 
Ax ne peut disparaître dans D que si l'on pose x = 0, ce qui est contraire à une 
notion globale de la contrôlablabilité 

Cette remarque montre bien qu'il faut considérer le cas linéaire comme un cas particulier 
du cas non-linéaire. 

Remarque : On notera que dans le cas linéaire, si un système de contrôle n'est pas 
contrôlable, on peut trouver au moins un vecteur othogonal aux colonnes de M = 
(B,AB,...,An-1B). 
L'existence de tels vecteurs a été utilisée par plusieurs auteurs comme une description 
alternative du défaut de contrôlablabilité, en terme d'accessibilté ([58]) ou de critère 
équivalent ([37]). L'existence de tels vecteurs nous conduit dans cas non-linéaire précédent 
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à la définition suivante, qui parait arbitraire pour l'instant et ne prendra de signification 
définitive que dans le prochain chapitre au niveau différentiel et dans celui qui le suivra 
au niveau algébrique. 

Déf in i t ion I I . 1.3 On appelle observable toute fonction de l'entrée, de la sortie ainsi que 
de leurs dérivées respectives (V entrée et la sortie sont évidemment solutions du système 
de contrôle ) . 
L'observable sera dite "libre",si elle ne vérifie aucune EDO. 
Elle sera dite "contrainte", si elle vérifie au moins une EDO. 
Un système de contrôle sera dit contrôlable s'il n'admet pas d'observable contrainte (c'est 
à dire si toute observable est libre). 

R e m a r q u e : 

t Comme nous pourrons le voir par la suite, c'est de cette façon que nous introduirons 
A en établissant l'équivalence entre l'existence d'observable " contrainte" et la chute 
du rang de la distribution A. 

• Cet te définition de la contrôlabilité, introduite de façon indépendante de l'analyse 
fonctionnelle, sera généralisée au cas des EDP, ce qui est notre but, grâce à l'algèbre 
différentielle. 

Nous allons brièvement montrer que cette définition (qui nous le rappelons encore 
ne sera justifiée que dans le cadre de l'algèbre différentielle) est cohérente avec la notion 
classique de contrôlabilité dans le cas linéaire, et qu'elle est même équivalente, bien que 
cela ne soit pas évident a priori. L'exemple suivant permet de comprendre simplement 
ce qui se passe. 

E x e m p l e : Examinons l'exemple suivant, avec u étant l'entrée, les y jouont le rôle 
d 'état=sort ie et a 6 R: 

Í y1 = y2 + u 

\ y2 = ay1 + u 

On remarque que la matrice de contrôlabilité C de ce système: 

C = 1 1 
1 a 

= (B,AB) 

n'est de rang maximum que si a •£ 1 car detC = a — 1 = 0 dans ce cas. 
Montrons que dans ce cas on a une observable liée du système. Comme le système est 
linéaire on va chercher cette observable z sous la forme z — y1 + Xy2 or z = y1 + Xy2 

d'où d'après le système on obtient z = y2 + Xy1 + u + Xu. 
Pour À = —1 on obtient z = y2 — y1 = —z . Le fait que z + z = 0 amène une équation 
non contrôlable et en fait z = 0 pour t = 0 ==• z = OVi. 
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Ayant vu la cohérence de cette définition il nous restera à l'étendre aux cas des EDP 
et aussi à montrer qu'elle donne un test cohérent dans le cas affine ce qui sera fait dans le 
chapitre suivant et montre aussi la nécessité de rèvisiter le concept de contrôlablabilité, 
non seulement pour le généraliser aux EDP mais aussi pour le rendre cohérent avec avec 
les différentes situations rencontrées avec des EDO. 

En conclusion les problèmes posés par la contrôlabilité sont les suivants: 

1. Existe-t-il une définition intrinsèque ne dépendant que de la relation entrée/sortie 
(faisant intervenir éventuellement les dérivées d'ordre > 1) et non de la représentation 
par état ? 

2. Peut-on alors étendre le concept de réalisation minimale? 

3. Existe-t-il un critère formel correspondant à la définition précédente qui redonne le 
critère du cas linéaire tout en n'utilisant que la distribution A et non la distribution 
D dans le cas affine, de façon à assurer la cohérence interne de la théorie? 

4. Peut-on considérer ces points de vue comme des cas particuliers d'un concept plus 
général encore, valable pour les EDP? 

II.2 OBSERVABILITE 

L'observabilité est souvent vue comme une notion duale de celle de contrôlablabilité. 
Considérons le système de contrôle suivant: 

y = Kx) 

y désignant la sortie (y 1 , . . . , yp) G Rp. 
Pour l'étude de l'observabilité de tels systèmes non-linéaires, on considère le plus petit 
sous-espace de C°°(X) qui contient les fonctions (Äi , . . . , hp) et ainsi que les dérivées de 
Lie {Cjhi,C2jhi,... , £ f l l Ai , . . . , C9mhi,..., CjCg.hj, CgiCgkhjt_}. 
Ce sous-espace sera dénoté par 0 est appelé espace d'observation. 
De plus on associe à #, la distribution Dg — {v G T\CV^ — 0,V7 G ô}. 

Critère Formel II.2.1 Une condition suffisante pour que le système de contrôle soit 
localement observable (au point x de X) est dirnflg — n 

Remarque : Lorsqu'on se donne une relation entrée/sortie directement, par exemple 
d'ordre supérieur à 1, et qu'on la ramène à la forme canonique entrée/état /sortie, il est 
essentiel de remarquer que cette forme est automatiquement observable puisque l'état est 
défini à partir de l'entrée et de la sortie par construction. La notion d'observabilité, liée 
à une représentation canonique, est donc purement abstraite en ce sens qu'elle dépend 
de la représentation choisie sans être une propriété structurelle du système entrée/sortie 
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comme l'était la contrôlabilité. 

Exemple : Partons de y + ù = 0 et choisissons l'état x1 = y, x2 = y + u. On obtient le 
système x1 = x2 — u, x2 = 0 avec y = x1 qui est évidemment observable. En conclusion, 

les problèmes posés par l'observabiiité sont les suivants: 

1. Contrairement à la contrôlabilité, la notion d'observabilité n'a pas de caractère in­
trinsèque car elle ne dépend pas seulement de la relation entrée/sortie mais présente 
un caractère intermédiaire lié à la représentation choisie. Ce point sera partic­
ulièrement bien mis en évidence grâce à l'usage de l'algèbre différentielle . 

2. De toutes les façons, existe-t-il une définition formelle de l'observabiiité, verifiable 
par un test formel et pouvant être généralisée au cas du contrôle aux dérivées 
partielles? 



CHAPITRE II 

APPROCHE GEOMETRIQUE 





Partie I 

THEORIE FORMELLE DES EDP 

LI VARIETES FIBREES 

Soient X et £ deux variétés de dimension respectivement n et (m + n) ( d i m X = 
n et d i m £ = m + ra) 
Soit •K : £ — • X une submersion surjective. 
Les coordonnées locales d'un point x de X sont désignées par (x%)i<i<n. 

Défin i t ion 1.1.1 On dit que £ est une"variété fibrée" sur X si pour tout point de £ 
il existe un voisinage U de ce point dans £, et une carte locale de £ ainsi qu'une carte 
locale {U, c¿>} de X, avec U = x(M) telle que le diagramme suivant: 

{x\yk) £ DU 

TT X 

(i<) X DU 

commute. 

Les coordonnées locales d'un point de £ seront notées par ( x \ ?/*)i< 
Les changements de coordonnées sont donc de la forme x — <p(x), y = \P(x, y). 

R e m a r q u e : 

• X est appelé variété de base et £ variété totale 

• Pour tout x € X, l'ensemble £x = it~l(x) est une sous-variété fermée de £, appelée 
la ""fibre " au dessus de x. 

• Il est clair que £ = U^ex £r e t que deux fibres distinctes £Xl et £X2 sont disjointes 
SÍ X\ 7^ X-2-

• Par la suite X désignera une variété connexe, paracompacte et Cw (analytique) ou 
C°° (différentiable). 

Rn X H" 

7T 

n n 

23 
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• Une variété fibrée £ sur X est appelée triviale si £ ~ X x Y avec Y une variété 
de dimension m. 

Défini t ion 1.1.2 On appelle section locale de £ au dessus d'un ouvert U de X, '¡¿ne 
application f : U —»• £ telle que (n o f)(x) = x, \/x G X donc TX O / = idu-

Si U — X, alors ir o f = idx et dans ce cas on parlera de sections globales. 

£ 
(x\fk(x)) 

et on écrira 

£ :=; x 
7T 

E x e m p l e : Tout fibre vectoriel a une section "zero". 

image de la section zéro 

/ 

Image d'une section avec deux zéros 

On identifie sans difficulté l'image de la section "zéro''' avec la variété de base X. 

1.2 FIBRES VECTORIELS 

En géométrie différentielle, on associe souvent à tout point d'une variété un espace 
vectoriel, comme c'est le cas pour les espaces tangents. 
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Espace topologique 

Espaces vectoriels 

Déf in i t ion 1.2.1 Un fihré vectoriel est un triplet (E,ir,X) ou ir : E ——+ X est la 
•projection et tout Ex = 7r_1(x) a la structure d'espace vectoriel de dimension m égale 
à celle de la fibre type, tel qu'il vérifie: 
L'ax iome d e tr ivial i té locale: Tout point de X a un voisinage U, pour lequel il 
existe un homéomorphisme 

$ : TT-\U) —>U xUm 

tel que pour tout x 6 X, l'application 

$x = <è\Ex:Ex—>{x}xRm 

est un isomorphisme d'espaces vectoriels, en notant Ex la fibre au dessus du point x 
deX. 

Fibres vectoriels 

R e m a r q u e : 

• Un fibre vectoriel E sur X est appelé trivial si E peut s'écrire X x Rm (ou 
X x Y). En pratique, tout changement de coordonnées locales est de la forme 
x = ¥>(x) , y = A(x)y. On dénotera par d imi? la dimension de la fibre. 
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• Par abus de langage, on notera que si E est un fibre vectoriel de dimension m sur 
une variété X de dimension n, alors naturellement E est une variété de dimension 
m + n. E apparaît donc, simplement comme l'union d'espaces vectoriels disjoints 
Ex = TT-^X). 

Défini t ion 1.2.2 Si E est un fibre vectoriel et E' C E un sous-ensemble, tel que -pour 
tout "point dans X, il existe une carte fibrée (<p,U) avec (p(ir~1{U)f]E') = U x Rk C 
U x Rm alors on dit que (E',TT\E',X) est un sous-fibré vectoriel de E. 

E x e m p l e : Si <J? : E — • F est un morphisme de fibres de rang constant (Vx € 
X rang®x = constante , ou <&,r : Ex —• Fx est linéaire ,) alors ker $ = Uigx k e r ^ i est 
un sous fibre de E, de même pour ¿m$ = Uxex im^x qui est aussi un sous-fibré de F. 

Cette définition servira pour introduire les systèmes EDP linéaires, comme nous le 
verrons plus tard. 

1.3 FONCTIONS DE TRANSITION 

Il existe une autre façon d'introduire les fibres qui se fait grâce aux fonctions de tran­
sitions. Cette approche est partiellement utilisée en calcul tensoriel. 

De façon générale, on peut regrouper les "changements de coordonnées" ou les 
"fonctions de transitions" pour une variété fibrée sous la forme suivante: 
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{ y = Hx,y) 
\ x = <p(x) 

Dans le cas des fibres affines et vectoriels on a la forme suivante: 

x = <p(x) et y = A(x)y + B(x) fibre affine 
x — <p(x) et y — A(x)y fibre vectoriel 

R e m a r q u e : A tout fibre affine S on peut associer un fibre vectoriel E de la façon 
suivante 

E .—• £ -L+ X 

(x - v?(x), v = A(x)v) (x = ip(x), y = A(x)y + B(x)) 

On dit aussi que £ est modelé sur le fibre vectoriel E. 

Le paragraphe suivant précise un cas particulier de fibres. 

1.4 FIBRE TANGENT 
Soit X une variété, connexe, paracompacte, on notera T = TLY) son fibre tangent de 
coordonnées locales (a: ,,u ,)i<i<n et de fonctions de transitions: 

{ x = ip(x) 
v? = dnpi(x)ul 

et on notera T* = T*(X) son fibre cotangent de coordonnées locales (a:\ií¿)i<,-<n et 
de fonctions de transitions: 

{ x — if(x) 

dnpi(x)ûi = Ui 
Ainsi l'espace tangent à une variété différentiable X est T(X) = \Jx€x TXX. 

E x e m p l e :[de Fibres vectoriels] 

• On notera le r-produit extérieur par A T * , le r-produit symétrique par SrT*, et le 
r-produit tensoriel par <8>T*. 

• Une r-forme u est une section du fibre A T * sur X: 
X ~ -̂+ A T * , qu'on écrit simplement 

a; = ^ uji1,„ir(x)dx*1 A . . . A dxtr 

et en notation condensée w = w / ^ c t e 7 . 

• De plus on a: d imT* = n = d i m X , 

dim A T * = Ci = T j T ^ T T f , d i m S T * = ^ ^ ^ 
fc!(n — k)\ q\(n — 1)! 
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1.5 PRODUIT FIBRE 
Définit ion 1.5.1 Le produit fibre de deux variétés fibrées sur X, £ et T, noté £ Xx F 
est l'ensemble des points de £ x T ayant même projection sur X selon £ x J- — • £ —> 
X et£xT -~^T ~^X. 

C'est aussi l'ensemble qui rend le diagramme suivant commutatif: 

(a*,y,z) (x,z) 
£ xT D £xxT — • T 

1 Í 
£ — • X 
(x,y) (x) 

E x e m p l e :[Fibré Trivial] £ = X x Y, T = Y x Z alors £ xx T = X x Y x Z 

Soient Lp ; X — • X' et TT' : £' — • X' une variété fibrée sur X'. On notera par 
<¿>-1(£') le sous-ensemble de X x £' consistant en l'ensemble des points (x,(x',y')) tel 
que x' = (p(x) = rr(x',y). 

Définit ion 1.5.2 On appelle ip~1(£') l'image réciproque de £' par (p. 

R e m a r q u e : On peut définir i-p~^{£') comme le fibre rendant commutatif le diagramme 
suivant : 

if-\€') —+ £' 

X —> X' 

Donc <^-1(£') peut-être consideré comme le produit fibre de X et £' sur X'. 

1.6 FIBRE VERTICAL 

Soit TT : S — > X 
vecteur vertical 

'L u 
vecteur honztnta 

X 
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Pi iOÎ*S 

T(TT): T{£) —+ T(X) 

(x\yk,u\vk) t—+ ( s \u ¿ ) 

avec u> = di^u1 vl = §¿u¿ + |^u f c 

Si on pose u* = 0, on peut définir un fibre vectoriel sur £ qui aura pour coordonnées 
locales 

(x\yk,0,vk) —• (x\yk) 

et pour fonctions de transitions 

v¡ = gi( i , yy 

Donc l'ensemble noté J5 = V(£) muni des fonctions de transitions suivantes, désigne 
le vertical de £: 

[ x = cp(:r) 

-J _ ^ l ( x , y y V = 

Propriétés : 

1. E = V(£) est fibre sur X 

V{£) —• £ —* X 
(x,y,v) —• (x,y) —• {x) 

2. V(£) est aussi un fibre vectoriel sur £ 

Démonstra t ion : Soit le diagramme suivant: 

T{£) ^X T(X) 

1 1 
£ -U X 

On peut remarquer que le produit fibre T(X) Xx £ est définie de la façon suivante en 
coordonnées: 

(a:,«) x (x,y) —• (x,y,u) 

d'où la possibilité de le fibrer sur £, et on a la suite suivante 

(x,y,0,v) -—> (x,y,u,v) —• (x,y,u) 

0 —• V{£) —• T{£) ^ 1 T(X) xx£ —> 0 

1 I 1 
£ = £ ~ £ 
(x,y) — • (x,y) — • (x,y) 
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Cette suite 
0 —> V(£) — • T{£) T-^l T(X) xx£ — • 0 

montre que V(£) est un fibre vectoriel sur £ comme noyau d'un morphisme de fibres 
vectoriels sur £ de rang constant. o 

1.7 SUITES EXACTES 

Soient E , E' , E" des fibres vectoriels sur X et $ : E —> E'', * : E' —> E" des 
morphismes tel que 9 o <& = 0. 

Définit ion 1.7.1 La suite de fibres vectoriels sur X : 

E _*• E' - ^ E" 

est dite exacte si : 

1. I m $ = Ker$ comme sous-ensembles de E' 

2. Les suites d'espaces vectoriels: 

rp $ * ^ ri/ * i . pi n 
£jx • EJ • £jx 

sont exactes Vx G X. 

La remarque suivante précise certaines propriétés qui seront essentielles pour des 
applications en calcul formel. 
Remarque : On a toujours la suite exacte courte suivante 

0 ker$ E coker<ï> 0 

Sous forme matricielle locale, nous écrirons pour simplifier $(x)u = v ouu et v sont des 
vecteurs colonnes, ce qui permet de scinder la matrice $ de la façon canonique suivante, 
ou par définition on pose rang® — dim ¿ro$ 

dim im $ < 

dim cohere «j 

rang® dim ker <$ 

/ ^ 
u 

\ 1 
= 

f \ 
V 

\ ) dim F < 

Puisque cohere = F/im$, un simple décompte des dimensions montre que: 

dim ker $ — dim E + dim F — dim cohere» = 0 

En effet 
rang® = dim ¿ro$ = dim E — dim ker $ = dim F — dim cohere 
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1.8 ESPACES DE J E T S 
Définit ion 1.8.1 On appelle l o n g u e u r " d'un multi-indice p. — ( / iX , . . . , fin) le nombre 
\p\ = Mi + H ßn et on définit: ¡i + 1,- = (/¿x, ...,/*,-_!, m + l , /x < + 1 , . . . ,/*„). 

Définit ion 1.8.2 Powr ¿owf entier q > 0, on dit que deux sections f et g d'une variété 
fibrée £ sur X sont "q-équivalentes " en un point x € domf f}domg si 

fk(x) = gk{x) et djk(x) = dßg
k(x) Vfc et 1 < \p\ < q 

oudlt = (d1)^...(dn)^. 
Cette relation d'équivalence nous permet de définir la classe d'équivalence d'une section 
f qu'on appellera le "q-jet de f en x" et qu'on notera par jq(f)(x) 
Le point x est appelé la "source" du jet et le point f{x) G S est appelé le "but" du jet. 

On introduit donc l'ensemble Jq(£)x de tous les q-jets en x de sections de S sur un 
voisinage de x et enfin l'ensemble Jq(£) = Uxe^r Jq{£)x-

Définit ion 1.8.3 On dit que l'ensemble Jq{£) est le "fibre des q-jets de £ ". 
En coordonnées locales, un point de Jq{£) sera désigné par 

(x,yq) = (ar',yj) 0 < |p| < q avec y¿ = yk 

et on a 
A- Î(C\ x (l + n)1 
dim J„(£) = n + m —— 

a qlnï 

On notera par 
*, '+": Jq+r(£) —* Jq(£) 

{x,yq+r) — • (x,yq) 

Propr ié tés : 

• J0{€) = S 

• Jq{£) est une variété fibrée sur X et £. 

E x e m p l e : Nous précisons sur un exemple ci dessous la correspondance entre la notation 
indicielle "classique" 9,-j...,- y* ou yk ¿ et la notation multi-indicielle. 
Ainsi, si n = 3, m = 1, £^22!/ s'écrira d^t2fi)V e^ de même ¿^sy s'écrira d(i.i,i)y. 
A toute section / de £ on associera la section Jq(f) de Jq(£), définie par 

jq(f): X —> J , (£) 
(x) —» ( x , ^ / f c ( x ) ) 

pour A; = 1 , . . . ,m ; 0 < |/x| < <¡r. 
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1.9 P R O P R I E T E S IMPORTANTES DE LA THE­
ORIE DES J E T S 

Nous allons donner les principales propriétés de la théorie des jets sans démonstration. 

Proposi t ion 1.9.1 Jq{£) est un fibre affine sur Jg_i(£") modelé sur le fibre vectoriel 
SqT*®V(£). 

SqT*®V{£) • Jq(£) '-h Jq_x{£) 

Proposi t ion 1.9.2 On a un isomorphisme canonique de fibres vectoriels sur Jq(£) 

V(Jq(£)) ~ Jq(V(£)) 

1 I 
Jq(£) = Jq(£) 

et la suite exacte de fibres vectoriels ramenés sur Jq(£) par images réciproques. 

0 -— SqT*®V(£) - X Jq(V{£)) V{-h] Jg_x(V(5)) —* 0 

Exemple : êq =Sq est un des exmpîes les plus connus qui illustrent le fait que 
V(Jq(£)) ~ Jq(V(£)) lorsque q = 1, n = 1. 

Proposition 1.9.3 Avec J[+s{£) = J\{J\{... (Ji(£)))) si l'on considère Jr+S(£), Jr(Js(£)), 

r+sfois 

et Jr+i(Js-i(£)) comme des sous-variétés fibrées de J[+*(£) ; on a la formule 

Jr+S(£) = J r ( J . ( 5 ) ) n Jr+i(J.-i(^)) Vr,S > 0 

Les démonstrations de ces propositions sont assez techniques bien que sans difficulté 
et ne sont pas données ici car seuls les résultats importent pour les applications. 
Le lecteur intéressé par leur démonstration pourra consulter les références ([?, ?, ?]) 

Exemple : n = 1 , m = 1 =*• ¿* = R x 7 £ , r = 1 , s = 2 
On notera les coordonnées locales de chacun des fibres de jets respectivement par: 

M£) —• (x,yo,yi) 
Jl{£) = J\{W)) —* (x,yao,yai,yio,yu) 

Jf(£) = J1(J1(J1(£'))) —• (z,yooo,yooi, 2/010, 1/1002/011,2/101,1/110,2/111) 

On a de plus 

•^i(<^2(0) ^ J\(£) est défini par 
2/010 - i/001 = 0 

S/no - 2/101 = 0 
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J2(MS))cJm est défini par Í y™ f10 ~ ° 
[ 2/101 — yon = u 

2/000 — • y 

MMe))riUM£))cJÎ(e) est défini par { y™zTZT ZZ l1 

1 yiio = î/ioi — 2/011 ——* 2/11 
2/in — • 2/ni 

Ainsi donc 
J3(E) est défini par (x ,y ,yi ,yn,yin) = (x,y3) 

Examinons maintenant plus particulièrement le cas linéaire: 
Soit E un fibre vectoriel: 

p Y ~ ) ^ ~ lP\x) 
\ y = A(x)y 

Proprié tés : 

1. Jr+.(E) = MJ.(E))nJr+i(J.-i(E)) 

0 —- SqT*®E —• J g (£) - !4 J , . ^ ) —* 0 
(^.2/^)^1=? —•• (a?,0,.. - , 0 , ^ ) 1 ^ , 

(x,yq) —• (x,yq-i) 

Ces relations expliquent pourquoi on utilisera systématiquement les lettres capi 
droites dans le cas linéaire. 
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1.10 SYSTEMES NON-LINEAIRES D'EDP 
Soient $ une fonction définie sur Jq(£) et / , une section de Jq(£). On note alors souvent 
($ofq)(x) simplement par $(x, fq(x)) lorsqu'on évaluera $ ( 1 , yq) en coordonnées locales; 
avec yq = fq(x) et en particulier y = f(x). 

Définit ion 1.10.1 On définit la dérivée formelle d¡$ de $ par la formule: 

De façon à avoir (d$>) o / g + 1 = 3 t ($ 0 / g ) , \/i = 1 , . . . , n. 

Définit ion 1.10.2 t/n opérateur différentiel non-linéaire d'ordre q de £ dans Test une 
application T> = $ o j q : £ — • T de l'ensemble des sections locales de £ dans l'ensemble 
des sections locales de T déterminée par le morphisme $ : Jq(£) • T. 

En général on suppose que $ est un épimorphisme. 

Définit ion 1.10.3 On appelle r-prolongement de $ le morphisme 

pr($) : Jq+r(£) —» JT(F) 

défini localement par les équations 

du$
T = z[ lorsque 0 < \v\ < r et $T(x,yq) = zT 

La définition suivante précise les notations adoptées pour certains cas particuliers: 

Déf in i t ion 1.10.4 • Si £ est une variété fibrée sur X, un système non-linéaire 
d'ordre q sur £ est une sous-variété fibrée TLq C Jq(£)-

• Si £ est un fibre affine sur X, alors on défini un système affine d'ordre q sur £ 
comme un sous-fibre affine de Jq(£). 

• Enfin si E est un fibre vectoriel sur X, un système linéaire d'ordre q sur E est un 
sous-fibré vectoriel Rq C Jq(£)-

Définit ion 1.10.5 Une solution locale (globale) de "Rq est une section locale (globale) f 
de £ tel que jq(f) soit une section locale (globale) de TZq. 

Définit ion 1.10.6 On définit de même le r-prolongement de 1Zq comme le sous-ensemble 

Pr{Hq) = Jr(Kq)f)Jq+r(£) C Jr(Jq(£)). 

Quand il n'y a pas de possibilité de confusion, on notera alors simplement pr(Jtq) par 
7£g+r. Par dérivation composée, on obtient: 

Lemme 1.10.7 Si lZq C Jq{£) est un système d'ordre q sur£ et si Pr{Hq) est un système 
d'ordre q + T sur £, alors on a: 

pr+s(Kq) - P,(Pr(Kq)) = "^ç+r+s 

Définit ion 1.10.8 On définit les sous-ensembles: 

nq
s¡T = n¡tr

r
+s(nq+r+s) c nq+T, Vr , 5 > o. 
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L U COMPATIBILITE FORMELLE 
Définit ion 1.11.1 • On dit qu'un système 1Zq C Jq(£) est formellement compatible 

si l'application 7cq+r : 1Zq+r — • X est surjective V r > 0. 

• On dit qu'il est compatible s'il admet au moins une solution. 

• En particulier un système linéaire est toujours formellement compatible, puisqu 'il 
admet toujours la solution nulle. 

Remarque : On a toujours 7^+r C fëç+r et le diagramme: 

/vg+r-|-s /vg-j-r ^ - '*~q-\-r 

xî+r+a 

Jq+r+s{£) > Jq+r\£) 

ou les flèches verticales sont des inclusions. 

Un problème essentiel du calcul formel, qui sera résolu plus loin, est de savoir si un 
système est formellement compatible grâce à un algorithme fini qui évite l'infinité de 
vérification qui est exigé par la définition. 

L12 INTEGRABILITE FORMELLE 

Définit ion 1.12.1 Un système 'ÎZq C Jq{£) est formellement, integrable si, V r > 0: 

• 7Zq+r est une sous-variété fibrée de Jq+r(£) 

• 7r^+r+ : ^-g+r+i — • ^-q+r e$t un épimorphisme. 

Un système est dit involutif s'il est formellement integrable avec un symbole involu-
tif.(Cette définition sera donnée plus loin.) 

R e m a r q u e : En pratique, un système est formellement integrable si ses prolongements 
successifs permettent de calculer les séries formelles solutions terme par terme grâce à 
un ordinateur. 

E x e m p l e : Soient X = Rn et E — T(X) = T et soit le système Rx C J\{T) défini par 
les équations: 

?i + ti = o 
alors son premier prolongement R2 C ̂ ( ï 1 ) est défini par les équations: 

Uj + tf = ° 
Us = ° 
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Donc d'après la deuxième équation, on voit que tous les jets d'ordre 2 sont nuls. 
Ri est donc formellement integrable. 

Exemple : [JANET] 
n = 3, m — 1, q = 2. E — R3 x R. On considère le système linéaire suivant: 

R2 C J2(E) !/33-a;2yii = o 
#22 = o 

La projection x | : i?s ——• 2?2 est un épimorphisme mais la projection K* : i?4 —• A3 
n'est pas un épimorphisme. En effet elle conduit à une nouvelle EDP d'ordre 3: yn2 = 0 
qui ne peut pas être obtenue comme combinaison linéaire des 2 + 6 = 8 équations 
définissant R3. 

#333 - x2yn3 = 0 

#233 - x2yll2 -ylx = 0 

Rz = l 

1/223 

#222 

2/133 - x2ym 

S/122 

#33 — # #11 

k #22 

= 0 

= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 

On en déduit dimR, = 20 - 8 = 12. 

A4 = < 

#2233 -

#2233 

k #1122 

- « 2 #1122 - 2yu2 = 0 

= 0 
= 0 

= ^ #112 = 0 nouvelle équation d'ordre 3 et donc l'application TT^ : R4 —> J?3 n'est 
pas surjective. 

Lemme 1.12.2 La solution de ce système dépend de 12 constantes. 

Démonstration : Vérifions le par le calcul: 
Soit y = / ( i 1 , ^ 2 , ! 3 ) la solution du système i?2- Alors d'après l'équation t/22 = 0 on tire 
jf2 = A(x1, x2) et la solution générale est de la forme y = A(xl,x3)x2 + B(xx, x3). 
Mais y vérifie aussi ï/33 — x2yu = 0 d'où on en tire 

{xlfdn A + x2{dlxB - Ô33A) - a3 3ß = 0 
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et par identification, on obtient :d\\A = 0, Ö33A — d\\B — 0, d33B = 0 
ce qui donne 

B = x3a(xx) + ß(x1) 
A = a(x3)xl + b(x3) 
x1d33a(x3) + d33b(x3)~x3dna(xi)~dnß(x1) = 0 

si x 1 = 0 : ds3b(x3) = x 3 ona (0 ) - ^ 1 1 ( 0 ) = > è(*3) = ™^r~ + ^ ^ r " + P* 3 + ? 
6 2 

si x 3 = 0 : dxlß{xl) = x ^ a í O ) + ^336(0) = > /^x 1 ) = r ^ + s{-^- + tx1+u 

En remplaçant dans l'équation Ô33A ~ dnB = 0, on obtient: 

xld33a{x3) + mx3 + s — x3dna(x1) — rx1 — s = 0 

=¿> x 3 ( ô u a ( x 1 ) — m) = x1(93 3a(x3) — r) 

^ öno^x 1 ) - m d33a(x3) - r 

x3 = e = cíe 

= ) > f a ( x 3 ) = e ^ + r^+gx3 + h 

\ «(x1) = e ^ + m ^ + m 1 ! « 

Donc y = / ( x 1 , ! 2 , ! 3 ) dépend des 12 constantes arbitraires 

{e ,5r , / i ,m,n ,p ,9 , r ,3 , í , i í ,u} C R12 

Ainsi l'espace des solutions est de dimension 12 sur les constantes. o 

Bien que la dimension de l'espace vectoriel sur les constantes d'un système EDP 
linéaire homogène soit en général infinie, dans tous les cas il est souvent difficile de 
le vérifier et dans le cas contraire, de trouver la dimension sans avoir recours à des 
algorithmes utilisant la cohomoîogie de Spencer, que nous allons maintenant définir. 
Nous détaillerons ces algorithmes plus loin sur l'exemple précédant, en ayant recours à 
un ordinateur. 

E x e m p l e : n = 2, m = l,q = 2; 

D'où 

K3{ 

! 2/22 - l / 2 ( y n ) 2 

[ y%2 - yn 

' 2/22 - l / 2 ( y n ) 2 

yn - 2/11 

y222 - 2/112/112 

2/122 - 2/112/111 

2/112 - 2/111 

, S/122 — 2/112 

= 

= 

= 

= 

:= 

= 

= 

= 

0 
0 

0 

0 
0 
0 
0 
0 
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La combinaison des trois dernières équations nous donne alors la nouvelle équation (j/n — 
l)2/m = 0 et cela nous montre que Hz n'est pas une variété fibrée. 
Cette dernière équation nous donne dans 1Z4 l'équation (ym)2 + (î/n — l)î/nn = 0 et 
donc (yni)3 = 0 = • yni = 0. 
Alors it\ : ^ 3 —*• ^2 e s t surjective tandis que Tfg : fë4 —• 7£3 ne l'est pas à cause de 
l'équation ym = 0 qui est toujours vérifiée sur H4, mais non sur TZ3. 
En effet si y m ^ 0 sur 7£3 alors y n = 1 d'où (j/m)2 = 0, d'où contradiction. 

Exemple : Examinons le système suivant: n = 2,m = l,q = 1; 
x1y2 — x2y1 — 0, la solution y = (x1)2 + (x2)2 définie sur un voisinage de l'origine (0,0) 
ne peut-être obtenue par les méthodes développées ici, car l'origine est un point singulier 
pour la variété. 
Donc ces méthodes ne nous donnent pas toutes les solutions formelles des systèmes 
considérés. 

1.13 SYMBOLE D'UN SYSTEME E.D.P 

Dans ce qui suit, on écrira E = V(£) pour toute variété fibrée. 
Cette notation permettra d'étendre les résultats obtenues aux systèmes linéaires sans 
changer de notation. 

Définition 1.13.1 Le symbole de 1Zq est la famille 

Mq = V{Tlq)HSqT* ® V(S) = RqÇ\SqT®E 

d'espaces vectoriels surTZq. 

L'exemple (2) précédent nous montre que de telles familles ne constituent pas en 
général des fibres vectoriels sur Rq. 
Introduisons maintenant un nouvel espace vectoriel Fo sur 1Zq de telle sorte que le dia­
gramme suivant ramené sur 7l.q par image réciproque soit commutatif: 

Fo r r 
0 

Ce diagramme va nous permettre de définir le r-prolongement du symbole Mq de TZq. 

Définition 1.13.2 On appelle r-prolongement du symbole Mq, h noyau pr(Mq) du rnor-
phisme composé suivant: 

Sq+rT* ® E —> STT* ® Sqr ® E —-> SrT* ® F0 

0 

1 
Mq 

1 
* . 

0 

i 
—> SqT*®E 

1 
— J,(E) 
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R E C A P I T U L A T I F : Dans le cas où le système d'équations aux dérivées partielles 
est donné par des formules explicites en coordonnées locales, on a alors: 

Tlq $T(x,yq) = 0, T = l,...,dim(F0) 

1Zg+r dv$
T = 0 , 0 < H < r 

Mq fSr(*,y,K = 0, H = g,(*,yg)€tt,. 
Mq+r ^pr(x,yq)v

k
ß+l> = 0, \p\ =q,\v\ =r,{x,yq) £ 1Zq. 

Ainsi on remarque que le symbole de TZq+T est bien le r-prolongement du symbole 
de IZfn ce qui justifie la notation Mq+T = pr(Mq) et on a les suites exactes de familles 
d'espaces vectoriels sur 7Zq: 

Mq+T —* Sg+rT* ®E—+SrT*®F0 

Remarque : 

• L'étude du symbole nous permet de ramener l'étude différentielle du système 
d'équations aux dérivées partielles à l'étude purement algébrique du symbole, et 
pour ce faire il est nécessaire d'introduire une nouvelle notion qui est la cohomologie 
de Spencer. 

7Zq ~* Mq 

étude différentielle : : étude algébrique 

I i 
7Zq+r "*-* Mq+r 

• Comme on a pu le constater sans doute le r-prolongement du symbole d'ordre q se 
fait simplement par un processus d'algèbre linéaire. 

Exemple : n = 2,m = l , ç = 2; 

n Í y22 - l/2(s/n)2 = 0 
21 vu- yn = o 

Son symbole est : 

M f v22 - yn t>n = 0 
1 2\ v12-vu = 0 

et M2 est un fibre vectoriel sur 7Z2 avec dimM2 = 1. 
Le premier prolongement du symbole est : 
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M3 

"222 - ynvm = 0 
"122 - ynvm = 0 
vlu - u m = 0 

"i22 - "112 = 0 

mais M3 n'est pas un fibre vectoriel sur 7^2 car (yn — l)i>m = 0. 

E x e m p l e : n = 3,m = l , ç = 2; 

_/£•> 

Son symbole est 

Mo 

ys3 - r | / n = 
Í/22 = 

"33 - x vn = 

"22 = 

0 
0 

0 
0 

dimM2 = 6 — 2 = 4. 
Le premier prolongement du symbole est 

MA 

"333 -

"233 -

"223 

"222 

"133 -

». "122 

- î "113 

- £ 2 " 1 1 2 

- ^ 2 " l l l 

= 

= 
= 

= 

= 
= 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

Donc dimM3 — 10 - 6 = 4. 

Son deuxième prolongement est le suivant: 

MA 

' "3333 - £ 2 " 1 1 3 3 
2 

"2333 ~ x "1123 

"2233 

"2223 

"2222 

"1333 - Z 2 "1113 

"1233 - Z 2 "1112 

"1223 

"1222 

"1133 - Z 2 " l l l l 

. "1122 

= 

= 
= 
= 

= 
= 

= 

= 
= 
= 

= 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

De là, on peut construire les suites suivantes: 
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0 

0 

0 

Mo 

Ri 

S2T*®E 

ME) 

Fo 

F0 

I 
0 

on peut lui associer le tableau des dimensions suivant: 

0 0 

10 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

i 
M3 

i?3 

I 
R2 

I 
0 

S,T* ® E 

ME) 

ME) 

0 

T * 0 F o 

MFo) 

FQ 

1 
0 

Suivi du tableau des dimensions correspondantes: 

0 0 

0 

0 

0 8 

10 

1 
20 

10 

0 0 

Enfin, on peut établir le diagramme: 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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0 

0 

0 

M4 

i?4 

A3 

S4T*®E 

HE) 

HE) 

0 

S2T* ® F0 

HFo) 

HFo) 

0 

0 

Avec le tableau des dimensions correspondant: 

0 0 

0 

0 

0 

15 

I 
12 

5 

35 

20 

! 
0 

12 

I 
20 

8 

1 
0 

0 

0 

Le défaut d'intégrabilité formelle est donc caractérisé par le fait que l'application 
7rJ : A* —• A3 n'est pas surjective car A4 introduit une nouvelle équation d'ordre 3, 
I/112 = 0 qui n'est pas une combinaison linéaire des équations de R3. 

1.14 COHOMOLOGIE DE S P E N C E R 

Dans l'étude de la cohomologie de Spencer, on adoptera pour les éléments de AST* ® 
SqT* ® E, les coordonnées suivantes: uk¡dx1 avec dx1 — dxn A . . . A dxl* et ¿x < . . . < is 

et on introduira la famille de formes w,, = wk, Tdx}. 

Définition 1.14.1 On appelle application de Spencer, l'application suivante: 

6 : k'T ® Sq+1T* ®E—+ As+lT* ® SqT ® E 

définie par (Su))1^ = dxs A u ' + l i et induite par la composition: 

A*T* ® Sq+1T* —• KST ®T® SqT* —• AS+1T* ® SqT* 

où l'épimorphisme à droite est ¡a multiplication extérieure. 

Lemme 1.14.2 S o 6 = 0 
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Démonstra t ion : En effet on a 

(S2u)ß = (8(6u))ß = dx* A ( íw^+i i 
= dx* A dx3 A w^+ii+i^ 
= u^+ii+ij,/ A dx ! A dx5' A dx1 

= u^+ij+i;,/ A dx* A áx* A dx 1 

= — ÍA>M+IÍ+I tj A dx* A dxJ A dx J 

= 0 

o 

P r o p o s i t i o n 1.14.3 II existe une application induite 

6 : A*T* ® M , + P + 1 —* A s + 1 r * ® M g + r 

Démonstra t ion : Pour simplifier, on fera la démonstration en coordonnées locales 
pour un système linéaire. o 

Déf in i t ion 1.14.4 Soií Hq+T = H*+r(Mg) la cohomologie des 8 suites définies par la 
proposition précédente, en A3+1T* ® M q + r . 

• Le symbole Mq est dit s-acyclique si H^+r = . . . = i / , + r , Vr > 0. 

• Le symbole Mq est dit involutif s'il est n-acyclique. 

• Le symbole est dit de type fini si Mq+r = 0 pour un certain r > 0. 

Les démonstrations des résultats suivants sont très techniques et nous renvoyons le lecteur 
à (Sweeney, [49] ). 

L e m m e 1.14.5 SqT* ® E est involutif, \/q > 0. 

T h é o r è m e 1.14.6 Mq+r devient involutif pour r assez grand. 

Remarque : Mq+r ne devient pas nécessairement 2-acycîique avant de devenir involutif 
mais il n'existe aucun critère connu en général, pour décider de la 2-acyclicité (Pour des 
contre-exemples voir [51]). 

Remarque : On notera que l'involutivitépeut exister même si les dimensions des espaces 
vectoriels Mq+r peuvent varier d'un point à un autre point, au dessus de TZq. 

P r o p o s i t i o n 1.14.7 Tout symbole est 1-acyclique. 
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Demonstration : Utilisant les propositions précédentes nous obtenons le diagramme 
commutatif suivant; avec les lignes qui sont exactes et la colonne du milieu qui est exacte, 
en accord avec le fait que Sq+r+iTk ® E est involutif (voir lemme précédent). 

0 

0 — • Mq+T+1 — i 

6 
0 —+ T*®Mq+r —i 

I 
S 

A2T* ® St+r.iT* ® E = 

0 

1 
Sq+T+1T*®E 

ï 
8 

V ® Sq+TT* ®E 

1 
6 

A2T* ® 5,+r_ir* ® E 

0 

I 
- • 5 r + 1 T*®F 0 

i 
6 

- • T*®SrT*®F0 

Proposition 1.14.8 Si M, esi involutif et de type fini, alors Mq = 0. 

Proposition 1.14.9 Si Mq est involutif alors Mq+r est involutifVr > 0. 

Le théorème suivant (Goldschmidt) va permettre d'étudier les rangs des prolongements 
grâce à un algorithme fini. 

Théorème 1.14.10 (Goldschmidt) Si Mq est 2-acyclique et si Mq+\ est un fibre vec­
toriel sur 7Zq, alors Mq+T est un fibre vectoriel sur 7Zq , Vr > 0. 

Remarque : Considérons la ¿-suite suivante: 

0 — • Mq+r - i * V ® Mq+r -Í+...J-+ A T ® Mq -U ¿ ( A T ® Mq) —-> 0 

Mq est involutif si et seulement si ces ¿-suites sont exactes, Vr > 0. 

Exemple : Reprenons l'exemple de Janet avec E = X x R. 
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On a le diagramme commutatif suivant: 

0 0 0 

1 i i 
0 —> M4 — • S4T* — • S2T*®F0 —» Hl{M2) — • 0 

I I I 
8 8 8 

0 —-• T * ® M 3 — • T*®SzT* —-» T*®T*®F0 —» 0 

¿ £ ¿ 
0 — • A 2 T * ® M 2 —y A2T*®S2T* —» A 2 r * ® F 0 —> 0 

1 1 
S 6 

0 — • A 3 T * ® T * A 3 T * ® T * — • 0 

1 I 
0 0 

On peut donc définir / i | (M2) soit par la ligne supérieure et alors dimH'^M-z) = 
4 + (6 x 2 ) - 1 5 = 1, 
soit par la colonne de gauche et dimHl{M2) = ( (3x4) —(1x3)) —((3x4)—4) = 9 - 8 = 1, 
ce qui montre bien que M2 n'est pas 2-acyclique. 

La notion d'acyclicité, en plus de son usage pour étudier les propriétés de rang déjà 
rencontrées, sert essentiellement d'ingrédient algébrique au théorème suivant et à ses 
2 corollaires que nous ne démontrerons pas mais que nous illustrerons en détail sur un 
exemple, puisque ces résultats sont la clef des méthodes constructibles en théorie formelle 
des EDP et donc en théorie du contrôle aux dérivées partielles. 

T h é o r è m e 1.14,11 Si Mq est 2-acyclique dors pr\R-q
x)) = vJqlr 

Corollaire 1.14.12 (critère d'intégrabilité formelle) SiMq est 2-acyclique etTZ^ = 
lZq alors TZq est formellement integrable. 

Coro l l a i r e 1.14.13 Si Rq n'est pas formellement integrable, une utilisation "en cascade'"' 
du théorème et du critère précédent permet, en général, de déterminer 2 nombres entiers 
rJs > 0 tels que le système TVq'+T soit formellement integrable (avec éventuellement un 
symbole involutif). 

Démonstra t ion : Nous voulons seulement ici donner une idée intuitive de la démonstration 
ainsi que du maniement inductif du théorème et du critère. 
Si TZq^ = TZq et si Mg est 2-acyclique (en pratique on doit passer par I'involution pour le 

vérifier de façon constructible) alors le critère s'applique. Si Rq^ = Rq et si Mq est non 
2-acyclique on répète l'argument avec — Rq^.r lor sque Mq+r devient involutif. 
Si %W C 7lq et si Mq est involutif on repart à nouveau avec 1Zq^ mais en ayant la 
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possibilité d'utiliser le théorème pour ramener l'étude des prolongements de TZq^ à ceux 
de1Zg. 

On continue ainsi jusqu'à l'obtention de TZg+r, l'arrêt de l'algorithme étant du à une 
propriété Noethérienne des familles emboitées de symboles ainsi construites. <> 

Nous revenons à l'étude de ¡'involution, en essayant de donner des algorithmes plus 
pratiques pour prouver cette propriété. 

Nous allons introduire certains nombres entiers encore appelés caractères qui, par la 
suite, joueront un très grand rôle pour la détermination de l'espace des solutions et pour 
la généralisation de la théorie du contrôle au cas des équations aux dérivées partielles. 

Définit ion 1.14.14 Dans un symbole donné en coordonnées locales, on peut définir les 
applications Si par les formules (ßiw)^ = u;*+li dans le but d'avoir Su = dxl A S{U et les 
ensembles: 

{Mq+rf = { Ù ) £ Mq+r\SiOJ = 0,...,SiU = 0} avec {Mq+r)
n = 0 

On appelle caractères locaux de Mq les n nombres: 

aq = dimlM,)1"1 - dim(M,)\ 

Définit ion 1.14.15 On appelle "composantes de classe i", les v^ qui sont telles que 
Mi = 0, . ..,/x¿_i = 0,/i, ^ 0. 
Alors (Mq+r)

1 = { éléments de AIq+rdont les composantes de classe 1 , . . . , i sont annulées}. 

Proposi t ion 1.14.16 Mq est involutif si et seulement s' il existe un système de co­
ordonnées locales (appelé S—régulier) dans lequel nous avons les suites exactes courtes 
suivantes, pour i ~ 1 , . . . , n : 

o —> (Mq+1y —> (Mq+1~ri - ^ {Mgr1 —> o 

Proprié tés : Les caractères d'un symbole involutif sont intrinsèquement définis et 
vérifient les inégalités: 

(q + n — i — 1)1 

{q-l)l{n~i)\ 
i g -t- n — z — i i ! o 

Démonstra t ion : La première inégalité résulte de la suite : 

0 — - (M,)'" — • (M, ) ' " 1 - ÍU (S^T* ® Et1. 
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La démonstration de la seconde est beaucoup plus technique ( voir Janet, Cartan) et le 
lecteur pourra consulter ([49]) . o 

Il s'en suit que, pour un symbole involutif Mq, on a la relation suivante pour n'importe 
quel r > 0: 

». w i (r + i~l)l • (r + ra-1)! „ 
dimMq+r = <*, + . . . + H ( , _ 1 ) ; ag + ... + —^-—^-aq 

où le dernier caractère a™ va jouer le rôle le plus important car il correspond dans le 
cas des systèmes à symbole involutif sainombre d'inconnues qui peuvent être choisies 
arbitrairement, car on a 

dimRq+T - dimRq_i + Y] pr— a1. 
• , r\%\ 

Ce qui est un polynôme en r de terme de plus haut degré égal à a " ( r n / n ! ) alors que le 

nombre de termes d'une série de Taylor tronquée à l'ordre q + r est le polynôme l?"VT,„¡', 

dont le terme de plus de plus haut degré est L-^. 

Remarque : En pratique, on a en général : 

dim(Mq+i)i~1 - dim(Mq+iy < dim(Mq)
i~l 

dimMq+1 < £?=i dim(Mgy-1 

Soit dimMq+i < a1 + . . . + iaq + . . . + net™ et l'égalité n'a donc lieu que si et seulement 
si Mg est involutif. 

Remarque : En pratique encore, le défaut d'involution peut provenir d 'un mauvais 
système de coordonnées ou d'une propriété intrinsèque, l'un des groupes de cohomologie 
devenant non nul. 

E x e m p l e : Reprenons l'exemple de Janet: 

M Í v33 - x*vn = 0 
[ V22 = 0 

M2 n'est pas involutif puisqu'il n'est pas 2-acylique car dí'miíf (M2) = 1. 
Par contre, nous allons montrer que M3 est involutif dans le système de coordonnées 
choisi: 

' "333 - X2Vn3 = 0 

Ü233 - X2Vii2 = 0 

v133 - x2vul = 0 

. «122 = 0 
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classe3 {«333} 
classe2 {"222^223, "233} 
classel {t'm, uU2, "113, "122, "123, "133} 

(M3)
1 

(M3)2 { U333 = 0 

"333 

V233 

"223 

"222 

0 

= 0 
= 0 
= 0 
= 0 

dim(M3)
2 = 0, 

dim(M3y = 0 

dim(M3f = 0 

D'où a\ = 4, al = 0, a\ = 0. 
On vérifie bien que dimM4 = 4 = a\ et par suite dimMq = 4 , Vç > 2. 
Effectuons l'échange des coordonnées (a;1, a;2) —*• (x2,^1) on obtient: 

M3 = (A?3)° { 

"333 -

"133 -

«113 

" i l l 

"233 -

k " l l 2 

- a; W223 

- Z % 2 2 

- X1U222 

= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 

Ä) 1 Í "333 - 3^223 = 0 

I "233 - S1U222 = 0 

D'OÙ 

(M3)2{ "333 = 0 

â\ = 4 - 2 = 2, ô | = 2 - 0 = 2, al = 0 et a\ + 2ö2 + 3ô | = 6 > 4 

Le nouveau système de coordonnées n'est pas ¿-régulier et M3 n'est donc pas involutif 

dans ce système de coordonnées bien que l'on puisse dire que M3 est involutif au sens de 
la définition précédente. 
Introduisons maintenant le tableau obtenu grâce à l'ordinateur: 
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Dérivées 
des inconnues 
order 
number 
total number 
rank of symbol 

8 
45 
165 
41 

7 
36 
120 
32 

'4 

6 
28 
84 
24 

4 

58 

103 

79 

5 
21 
56 
17 

3 

4 
15 
35 
11 

3 
10 
20 
6 

2 
6 
10 
2 

1 
3 
4 

0 
1 
1 

rank 
of 

system 

2 

8 

20 
39 

66 
102 

148-1=147 

Dérivées 
des équations 
T N 
0 U 
T M 
A B 
L E 

R 

2 

8 

20 
40 
70 
112 
168 

N 
U 
M 
B 
E 

R 

2 

6 

12 
20 
30 
42 
56 

O 
R 
D 
E 
R 

0 

1 

o 
¿ j 

3 
4 
5 
6 

FULL "PUZZLE" 

0 0 0 
1 1 1 1 

6 7 8 9 10 
6 12 19 27 36 46 

2 8 20 39 66 102 148 

VANISHING DIFFERENCE TRIANGLE 

Exemple : Revenons au système de Janet. 

R7 

M, 

2/33 - 3 yil = « 
U22 = V 

v33 - x'vn 

v22 

= 0 
= 0 

classe3 {u33} nombre 1 
classe2 {^22,̂ 23} nombre2 
classe 1 {t>i 1, «i 2 > "i 3 } nombr e3 

total — 6 

dim(M2)° = dim(M2) 

dim (A/2)1 = dim ( { t'33 = 0 
v22 = 0 

dim(M2)
2 - dim ({ u33 = 0 j = 1 - 1 

dim (A/2)3 = dim(zéro équations) = 0—0 

= (3 + 2 + 1 ) - 2 

= (2 + 1 ) - 2 

4 

1 

0 
0 
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Donc on a: 

Ainsi 

a\ = 4 - 1 = 3,al = 1 - 0 = l,a\ = 0 - 0 = 0 

dirnM3 = 4 < 3 + (2 x 1) = 5 

On ne peut conclure ainsi car l'invoiution dépend du système de coordonnées locales, 
mais nous avons vu que dimH^M.2) = 1. Ce qui montre que M<i n'est pas invoîutif. 
Ce résultat intrinsèque montre qu'il ne peut y avoir de systèmes de coordonnées 8-
réguliers donnant lieu à l'invoiution. 
Maintenant, avec M3, on va construire les diagrammes commutatifs et exacts suivants: 

0 0 0 

0 

0 

0 

M3 

1 
1 

53r* ® E 

HE) 

ME) 

T * ® F 0 

Ji(Fo) 

1 
Fo 

0 

0 

0 

0 0 

Suivi du tableau des dimensions correspondantes: 

0 

0 

0 

0 

:'o 

I 
20 
I 
l 
10 

0 

0 

0 

Ce dernier a été obtenu à l'aide des relations suivantes: 

dimSqT* = 
(q + n-l)\ 

Kn _ 1}; ' = C,'+„-i = • dimSsT* ®E = 
(3 + 3 - 1 ) ! 

3!2! 
20 

x l = y = 10 

dtmAT* = Cl dimJJE) = rrM^ß- = mCq
a+n 

qlnl H 

dimJ2(E) 
dimJ3(E) 
dîmJ2(F0) = 2x 

2!3! 
1 6! 

3 '3' 
(Í+3)! 

3! 

= 10 
= 20 
= 8 
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Puis on peut construire le tableau qui correspond à l'étape suivante: 

0 

0 

0 

0 

I 

R4 

I 
A3 

SAT* ® E 

HE) 

ME) 

S2T* ® FQ 

MFo) 

Ji(Fo) 

-» 0 

-• 0 

Avec le tableau des dimensions correspondant: 

0 

0 

0 

15 

\2 

0 

0 

:5 

l 
35 

20 

0 

\'.2 

20 

1 
8 

! 

0 

0 

L'impossibilité de boucher le diagramme avec des zéros est lié au défaut d'intégrabilit 
formelle R^ ¿ R3 que nous avons déjà rencontré. 
Passons à l'étape suivante: 

0 

0 

M5 

0 

0 0 

S5T*®E —* S3T*®F0 

1 1 
ME) "^ MEo) 

ME) MEo) 

Q3 

Avec le tableau des dimensions correspondant: 
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0 

0 

0 

0 

17 

:5 

21 

I 
56 

35 

20 

40 

20 

0 0 0 

obtenu grâce à un ordinateur en remarquant que mngpr($) = dimimpT($), avec Qr = 
cokerpr(^), on a ici par décompte des dimensions dimQs = 1 et on a donc une condition 
de compatibilité entre u et v. 
Elle peut être obtenue ici directement par ordinateur (voir annexe) sous la forme: 

^233 - X2V1U - 3 t ' n - U 2 2 2 = 0 

On peut, de manière similaire, construire des diagrammes analogues à tout ordre et 
calculer les dimensions des fibres grâce au tableau obtenu par ordinateur. Nous nous 

occuperons maintenant de l'étude des propriétés des symboles. 

Remarque : En pratique, pour vérifier ¡'involution, il est utile d'introduire en face des 
équations de chaque système un tableau classant les variables indépendantes en multi­
plicatives et non-multiplicatives. Pour cela on résoud en cascade les équations par rapport 
aux classes les plus hautes en adoptant l'ordre lexicographique sur (fi,k) et on associe à 
une équation dont le vk le plus haut est de classe i, les variables multiplicatives 
et les variables non multiplicatives xt+1,.. .}x

n représentées par des points. 
Le symbole sera invoiutif si le prolongement peut se faire en utilisant seulement les vari­
ables multiplicatives. 

Exemple : 
1) M3 invoiutif? 

M*{ 

Î/333 - a r 2 ü 1 1 3 

2 
l>233 — X VU2 

V223 

t>222 

Vl33 - X2V111 

. V122 

= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 

1 
X 

X1 

x1 

X1 

X1 

i 
X 

X2 X3 

X2 . 

X2 . 

X2 . 

. 

• 

m) 

dimMz = 1 0 - 6 = 4. 
On peut déduire du tableau (Vz) que M% est invoiutif car en prolongeant par rapport 
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aux 3 + 2 + 2 + 2 + 1 + 1 = 11 variables multiplicatives le prolongement obtenu sera de 
dimension 15—11 = 4; c'est-à-dire coïncidera avec M4, défini par les équations suivantes: 

MA 

{ Ü3333 - ( r ^ V m 
^2333 - X2Vn23, 

^2233 

^2223 

u2222 
2 u 1333 — x U U 1 3 

V1233 - X2V\\\2 

V1223 

U1222 
uii33 — x u i m 
u1122 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
Ü 

x1 

x1 

x1 

x1 

x1 

x1 

1 x 

x1 

x1 

x1 

x1 

2 3 
X X 

x2 . 

x2 

x2 

X 

W 

On obtient bien dimM4 = 15 — 11 = 4. Le tableau (V4) confirme alors que M4 est 
involutif et nous permet d'en déduire la dimension de M5, soit dirnMs — 21 (inconnues) — 
17(équations) = 4. 
On sait donc que M3 est involutif mais cependant la projection R4 — • R3 n'est pas 
surjective, car on a une nouvelle équation d'ordre 3 apportée par i?4 , c'est-à-dire j / 1 1 2 = 0. 
En accord avec la démonstration du corollaire 2, on repart à nouveau avec le système 
R3 , cette fois pour pouvoir appliquer le théorème avec q = 3. 

Etude du s y m b o l e M3: 

Comme M3 est involutif = > (R3 ') + r = R34lr Vr > 0, en particulier on a (R3 ') + 1 = 

On va donc étudier l'involutivité de M3 et comparer %3 (R^) = 42) avec R\ . 
D'après ce qui précède, on a: 
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RA 

4 1 } < 

' 2/33 " ^ H 

î/22 

2/333 — x 2/ll3 

2/233 - VU 

2/223 

2/222 

2/133 - a;22/m 

2/122 

. Î/112 

t/3333 - X2VU33 

Î/2333 - X2VU23 ~ 

1/2233 

2/2223 

2/2222 

2/1333 - x2yiu3 

1/1133 - £ 2 y m i 

2/1223 

y 1222 

2/1122 

= 
= 

= 
— 

= 

= 
= 
— 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

• 2/113 

~ 

= 

= 
:= 

= 
= 

= 
= 
= 

= 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

dimR4 = 35 - 20 = 15 

En projetant une fois i?4, on obtient R3 et son symbole M$ . 

M3
(1,< 

M* ¿ 

D333 _ 

"233 

"223 

"222 

"l33 -

. "122 

"112 

3 «113 

„2 , . j , d ix ! 

= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 

= 0 

dimMÍl) = 10 - 7 = 3 

Dans ce tabieau, le signe • indique que MJ ' = p\{M% ) va être défini par une nouvelle-
équation d'ordre 4, soit u1123 = 0, qui n'est pas obtenue en prolongeant par rapport aux 
variables multiplicatives. 
Le tableau (V^) nous indique que M% ' n'est pas involutif car son premier prolongement 
M{p aurait la dimension 15 — 12 = 3 > d i m M ^ 

r(l) (1) >(l) r(i) En effet le prolongement [M\ s)+ï du symbole M3 ' de R)¡' est le symbole M\ du 
prolongement R\' de / Q '. 
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M\ ( i ) 

U3333 - (x2)2vnn 

^2333 
u 2233 
u 2223 

^2222 

^1333 ™ X 2 Ü U 1 3 

^1233 

w1223 
u 1222 
u 1133 — x u l l l l 
u 1123 

^1122 

. "1112 

= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 

x1 

1 

x1 

x1 

X 1 

x1 

x1 

X 1 

x1 

X 1 

X2 X 3 

X2 . 

T2 

X2 

x2 

V*?) 

dimM4
(1) = 1 5 - 1 3 = 2 

Le tableau (V[l)) nous indique que M^ est involutif et donc ses prolongements sont 
aussi involutifs. 
Utilisons alors l'égalité suivante: 

(41})+i = ((Ä3+i)(1))+i = ((Ä? })+I)+I = ((41,)+2 = 4 1 } 

car Af3 est involutif, et nous allons donc maintenant comparer vl(Rs ) = R4 avec R\ '. 
D'un autre côté nous avons la suite exacte : 

0 M, £5 —» R{A] 0 

et donc dim A?* = dimi?5 - dimM5 = (56 - 39) - 4 = 17 - 4 = 13 
en utilisant le tableau obtenu par ordinateur. 
De plus, on a la suite exacte: 

0 _ • i £ __> ¿fe _ ! • /#0 —y 0 

et le même tableau donne: dim#4 = d i r a i t — dimiî^ = (84 — 66) — (28 + 21 — 43) = 
1 8 - 6 = 12 
Ainsi R\ est défini par une équation de plus que R4 . 
Un calcul sans difficulté (qui peut être fait sur ordinateur) montre que cette équation 
supplémentaire est y i m = 0. 
Nous allons donc, conformément aux régies du corollaire 2, repartir à nouveau avec R4 '. 

Son symbole M\ J est le suivant: 
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Mi m 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

1 
X 

X1 

xl 

xl . 

X1 

x1 

xl 

x1 

x1 

x1 

x1 

X1 

x1 

T2 X3 

r2 . 

r2 

E2 

r2 

* 

(2h 
.{vr) 

«3333 

«2333 

«2233 

«2223 

U2222 

«1333 - X2Vlnz 

^1233 

«1223 

«1222 

«1133 

«1123 

«1122 

«1112 

«1111 

où • correspond à une nouvelle équation d'ordre 5: Umi3 = 0, pour M\ que l'on peut 
obtenir en prolongeant seulement par rapport aux variables multiplicatives. 
Le symbole Mj n'est donc pas involutif mais {M\ )+\ = 0 car il va compter 20 + 
1 (nouvelle équation) = 21 équations pour 21 dérivées. 
D'un autre côté, puisque M\ est involutif, on a: 

{RTU = ((R?){1))+i = ((RP)+1)
ll) = (Ä(B1))(1) = 4 2 ) 

(42))+i = (42))+2 = ((R^ru = ((41))+2)
(1) = (41})(1) = 4 2 ) 

On a donc M¡2) = (M¿2))+i = 0 et puisque R^ a un symbole nul donc trivalement 
involutif, on est amené à comparer xf (R$ ) = R§ avec Ä5 . 
Le tableau obtenu par ordinateur nous donne: 

d i m 4 2 ) = 1 8 - 6 = 12 

d'après le diagramme commutatif et exact suivant: 

0 0 

R5
7 

RT 

J*{E) 

i 
J7(E) 

58 

02 

K5 

7CÎ 

ME) 44 

0 
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en introduisant J^+r(E) = ker?Tg+r. 
De manière similaire, on a: 
dimi43 ) = d i r a i s - dimR¡ = d\mRg - (dim J¡(E) - 103) = (165 - 147) - (28 4- 36 + 
45 - 103) = (165 - 147) - (109 - 103) = 18 - 6 = 12. 

Ainsi 4 2 ) = 4 3 ) et 4 2 ) 

est donc formellement integrable avec un symbole nul. 
Nous avons donc démontré que l'espace des solutions de i?2 est un espace vectoriel 

de dimension 12 sur les constantes, puisqu'il coïncide avec l'espace des solutions de R5" 
qui est un système involutif, de dimension 12, à symbole nul. 

Nous allons maintenant utiliser ce résultat pour résoudre la seconde question concer­
nant les conditions de compatibilité sur les seconds membres. 

En effet, introduisons u et v comme seconds membres de i?2 (à ne pas confondre avec 
les notations analogues pour l'espace tangent à une variété fibrée et les symboles ), nous 
devons ajouter à R$ ' des seconds membres dépendant de u et u jusqu'à l'ordre 7 — 2 = 5. 

(2) 

Maintenant, comme R5 est involutif, les conditions de compatibilité pour ses seconds 
membres sont seulement d'ordre 1 d'après le critère qui nécessite qu'un seul prolonge­
ment. 
Il en découle que les conditions de compatibiltes pour /22

 s o n t d'ordre 6 au plus, ce qui 
explique pourquoi le tableau obtenu par ordinateur s'arrête après 6 prolongements. 

Introduisons les conoyaux Qr dans les suites exactes . 

o — • Rq+r — - Jq+r(E) - - > Jr(F) —> Qr —» 0 

On obtient alors à partir du tableau: 
Ci = 02 - 0 , d i m Q 3 = 1 , . . . ,d imos = dimJ2(Q3) = 10,dimQ6 = dimJ3(Q3) + 1 = 
20 + 1 = 21 
ce qui montre l'existence d'une condition de compatibilité d'ordre effectif 6 dont on doit 
tenir compte et qui pourrait être facilement obtenue explicitement par l'ordinateur. 



Partie II 

THEORIE DU CONTROLE AUX 
EQUATIONS AUX DERIVEES 
PARTIELLES 

Le but de cette partie est de donner les définitions permettant de généraliser les concepts 
de la théorie du contrôle classique (contrôlabilité, observabilité, poursuite de modèle, 
causalité) au cas des équations aux dérivées et parfois aussi de préciser certaines notions 
qui sont souvent confondues dans le cas des EDO linéaires. 
L'outil utilisé ici est la géométrie différentielle et la théorie des jets. 
Certains de ces résultats seront retrouvés grâce à l'algèbre différentielle qui leur donnera 
d'ailleurs un sens beaucoup plus précis. Chaque notion introduite sera illustrée par des 
exemples détaillés. 

11.1 SYSTEMES DE CONTROLE AUX E D P 

Définit ion I I . l . l Un système de contrôle aux dérivées partielles est considéré comme 
une sous-variété TZq C J{£ Xx F) fibrée sur X, où X désigne l'espace des variables 
indépendantes (le temps, la position ...), £ représente les entrées ou les causes, T les 
sorties ou les effets et l'indice q est l'ordre du système. 

Définit ion I I . l . 2 On appelle système résolvant pour l'entrée (la sortie) le système 
Vq+r C Jq+r(£) (Qq+r C Jq+r{T)) obtenu en éliminant la sortie (l'entrée). 
Ces systèmes sont aussi les projections de 7Zq+r dans Jq+r(£) et Jq+T{T) obtenus grâce 
aux projections canoniques sur Jq{€) et Jq{T). 

11.2 CONTROLABILITE 

Nous allons commencer par considérer les systèmes entrées/sorties (u, y) de la forme 
suivante: 

Ki yk = fk(y) + ï2a
az?gk

a(y>a * = i , . . . ,p 

58 
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Remarque : 

• D'après la définition d'une observable, on appelle ici observable toute fonction de 
y, u et de leurs jets. 

• Les jets d'ordre > 1 de y n 'apparaîtront pas car ils peuvent être aisément calculés 
à partir de IZi par differentiations successives. Ainsi toute observable z pourra 
s'écrire z = h(u,ù,ïi,... ,y). 

Définit ion II .2 .1 • Soit A la distribution invoîutive contenant les {ga, a = 1 , . . . , m} 
et invariante par les champs de vecteurs {f,gQ,a = 1 , . . . , m} ([66]). 

• Soit D la plus petite distribution invoîutive contenant {f,ga,a = l , . . . , m } ([34, 
30]). 

On notera que D = / + A. 

Nous allons montrer, contrairement aux travaux classiques déjà étudiés dans le chapitre 
J, comment seule la distribution A intervient dans notre définition de la contrôlabilité 
([52, 27]). 

Théorème 11,2.2 • rangA = n si et seulement s'il n'existe pas d'observable liée. 

• Si rang A = r < n alors il existe (n — r) observables liées, fonctionnellement 
indépendantes, solutions chacunes d'E.D.O d'ordre au plus n — r. 

D é m o n s t r a t i o n : Considérons le système Hi et une observable z = h(u, ù, ü , . . . , y). 
On sait déjà que cette observable z ne dépend pas des jets de y mais seulement de y. 
Prouvons d'abord, pour commencer, que l'existence d'une observable liée 
z = h(u, ù, ü,..., y) implique que "A" ne peut être dependant de ù — J^u. 
En fait, supposons que h dépend seulement de u et y. Alors 

dh • rfc , t . ax , dh •« dh 
l (k i „k„,a\ í „vor . t\ 

z = -T-rif + Qnu ) + TT—u =$• ——-=U 
dykK *a ' dua dua 

autrement z ne peut pas être une observable liée par une équation EDO (cas particulier 
des EDP) de la forme z — <f(z). 
Le même raisonnement, utilisé de façon inductive, permettrait alors de montrer que h 
ne contient pas les jets de u. 

Soit z — h(y) une observable liée. On a maintenant: 

z - {dhjdyk)fk + (dh/dyk)gk
au

a 

et pour que z soit une observable liée, nous devons avoir gk
fdh/dyk = 0 Va, autrement 

les jets de u peuvent apparaître dans z et u ne pourra pas être éliminé entre z et ¿, pour 
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pouvoir avoir une équation différentielle indépendante de u, de même que ù ne pourra 
être pas éliminé entre z,i et 5 , . . . , etc . 

Posons!^ h = EÎ=Ï 9k
adh/dyk = 0 Va, on a 

z = (d2h/dykdyl)fk{f¡+gl
au

a) + (dh/dyk)(dfk ¡dyl)(f + gl
au

a) = (d2h/dykdyl)fkf< + 
(dh/dyk)(dfkJdyl)fl + {(d*h/dykdyl)fkgl

a + (dh/dyk)(dfk¡dyl)g¡
a]ua 

et nous devons avoir avec des notations simplifiées: 

dkihfkgl
Q + dMfgl = 0. 

Mais Lgah = 0 Va =* Lf(Lga)h = 0,Va , donc fkgl
adklh + fk{dkgl)dkh = 0. 

Alors, par difference, nous avons dkh{ßifkgl
a — fkd¡íg

l
a) = 0 et nous pouvons écrire, 

Lif,9a]h = 0-
Ainsi de suite .. . , nous montrons que h doit être tué par les ga et leurs crochets avec / . 
De façon symbolique avec z = h(y), nous avons: 

z = Ljh + Lgahua = 0 Va=£Lgah = Q 

z =. LfLfh + LgaLfhua = LfLfh + (LfLgah - L[ft3a]h)ua = LfLfh - Lli>Sa]hua =• 
Llf,9a]h = 0 , . . . 

Donc z = h(y) doit être tué par la distribution A = {ga, [f,ga], • • •}• 
Si la distribution A est de rang maximum, ii ne peut exister d'observable liée autre 
qu'une constante. 
Si par contre, on suppose rangA — r < n, alors, dans ce cas, on a (n — r) invariants, 
d'après le théorème de Frobénius. 
Dans ce cas, s'il existe une observable liée z, elle doit vérifier: 

z = h(y) = a0{y) 
z = Lfh(y) = ai{y) 
z = LfLfh(y) = a2(y) 

et ainsi de suite . 

Nous pouvons voir que z, z, z,... sont tuées par les ga, a = 1 , . . . , m et leurs crochets 
avec / , donc ce sont des observables liées. 
En fait L3aLfh = LjL3ah + Ly¡gah] = 0, . . . , et on peut dire que z,z,z,..., sont des 
invariants de A. Mais la distribution A a le rang r par hypothèse et ne peut admettre 
plus de n — r invariants, ce qui fait que z,.,., z(n-r) sont nécessairement liées par une 
EDO. o 

Nous venons de montrer que la recherche des observables liées conduisait, au moins 
dans le cas classique (linéaire ou non-linéaire), à retrouver des critères cohérents de 
contrôlabilité (dite "forte"). 
Nous pouvons donc maintenant étendre cette définition aux systèmes EDP en posant: 
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Définit ion II .2 .3 Un système de contrôle aux dérivées partielles sera dit contrôlable 
s'il n'existe pas d'observable liée. 

Remarque : A l'opposé, un système de contrôle sera dit complètement incontrôlable si 
toutes les observables sont liées. 
En particulier, cela implique que l'on ne puisse se donner aucune des sorties de façon 

* if 

arbitraire, ce qui veut dire que, dans ce cas, le n l e m e caractère est nul. 
Il est extrêmement important dans la pratique de posséder un tel test car on verra dans le 
paragraphe consacré aux applications qu'il est très difficile de reconnaître intuitivement 
une telle propriété. Comme nous l'avons déjà indiqué, l'intégrabilité formelle jouera alors 
un rôle clef. 

II.3 CAUSALITE 

P R E S E N T A T I O N : 
Il existe un problème fondamental en théorie du contrôle qui est le suivant: étant donné 
un ensemble de variables qui sont les inconnues d'un système d'équations aux dérivées 
partielles, on cherche à savoir lesquelles de ces variables pourraient jouer le rôle d'entrée 
ou de sortie ? 
Certaines réponses ont été apportées à ce problème, notamment dans le cas des équations 

différentielles ordinaires linéaires par J.C.Willems ([73]) et ensuite par J.Van der Shaft 
([69, 70]), ainsi que Krener et récemment par M.Fliess (). 
Dans le cadre de la théorie du contrôle classique, la définition la plus usuelle tirée de 

l'analyse fonctionnelle est la suivante: 

Définit ion II .3.1 Un système est dit causal si la connaissance de l'entrée jusqu'à un 
instant donné et des conditions initiales sur la sortie suffit à déterminer la sortie jusqu'à 
cet instant. 

Remarque : Une définition n'est utile que si on peut la vérifier: 

• Il existe un critère formel permettant de tester cette définition dans le cas des 
systèmes linéaires, basé sur la comparaison de l'ordre des dérivées respectives de 
la sortie et de l'entrée d'une part et d'autre part sur la relative indépendance des 
entrées entre elles.(J.C.Willems [74])(voir plus loin) 

• On notera, comme on le verra par la suite, que les conditions de causalité sont liées 
à une forme adéquate des systèmes considérés. 

Nous allons maintenant examiner certains exemples qui nous permettrons de clarifier 
la notion de causalité: 
E x e m p l e : Avec les notations classiques, une seule variable indépendante " t" . 
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1. Soit le système y + « = 0, c'est un système causal car l'ordre de la sortie est plus 
grand que celui de l'entrée. 

2. Pour les mêmes raisons que plus haut, le système y + ù = 0 est aussi causal. 

3. Par contre le système suivant y + ü = 0 n'est pas causal. 

Remarque : 

1. Cependant, si on considère le premier exemple y + u = 0 et 
une classe de fonctions, par exemple un signal sinusoïdal u = 
la relation ù = —cos(t) et donc ü + u — 0 ; 
on obtient donc le système suivant: 

« { t i r :°-<">{*-» : ° 
présenté sous la forme (/) le système est causal alors que sous la forme (II) il ne 
l'est plus, d'où l'importance de la présentation choisie. 

2. Concrètement ce que l'on veut est la chose suivante: 
Une fois les entrées et les conditions initiales sur les sorties données, on veut pouvoir 
intégrer le système sans avoir à dériver les entrées. 

Commençons par examiner la définition de Willems que l'on peut résumer comme suit: 

Définition II.3.2 On appelle variables externes, l'ensemble des inconnues vérifiant un 
système différentiel mixte. 

Dans l'ensemble des variables externes, on va effectuer une partition en deux sous-
ensembles. 

» Le premier est constitué de variables u indépendantes ou libres, c'est-à-dire ne 
satisfaisant à aucune EDO (Ce choix peut évidemment être étendu tel quel à un 
système EDP). 

• Le second est constitué de variables y telles que le système puisse être décrit sous la 
forme dite résolue: P(dx)u = Q(dx)y = 0 où P et Q sont des opérateurs différentiels 
en dx. 

En utilisant la transformée de Laplace, on peut introduire l'indéterminée s et les matrices 
P{s), Q(s) à coefficients polynomiaux (éventuellement fonctions de x). Le choix des 
sorties est alors conditionné par les relations suivantes: 

on choisit l'entrée dans 
: sin(t), par conséquent 

detQ(s) ^ 0, \im¡Q-1(s)P{s) < oo. 
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qui généralisent respectivement la condition de fini pour le système et la comparaison 
des ordres. 
Contrairement à ce qui se passe pour les entrées, ces conditions ne peuvent être étendues 
ni au cas non-linéaire, ni au cas des EDP . 
En fait nous allons voir que l ' important est de restreindre les relations aux seules sous 
matrices contenant s avec une puissance égale à l'ordre du système. Dans ce cas, la 
condition detQ(s) jointe à n = 1 n'est autre qu'un cas particulier du théorème 6.7 de 
([49]) que nous allons présenter dans la section suivante. Pour cela nous devons d'abord 
étendre au cas des EDP l'introduction des matrices à coefficients polynomiaux qui vient 
d'être faite pour le cas des EDO où dimT* = 1. 

II.3.1 VARIETE CARACTERISTIQUE 

Soit T> = $ o j q : E — • F un opérateur différentiel linéaire. 

Définit ion II .3 .3 Pour n'importe quel covecteur x = (idx* G T*, nous définirons l'application: 
o~x(T>) : E — • Fcomme la composition de: 

E — • Sq
rr®E ^ 1 F 

(x,yk) — (x,x»yk) —» (x,AT
k
fl(x)xßy

k) 

où k = 1 , . . . , dimE ; r = 1 , . . . , dimF ; Xß = (Xi ) w • • • (Xnfn 

R e m a r q u e : En particulier si E — • F — • G est une suite différentielle, c'est-à-dire: 

V o V = 0 alors ax{V) o ax(V) = 0 VX G T* 

et h —» r — • G est aussi une suite. 

Définit ion II .3 .4 Un covecteur non nul x € T* est dît "caractéristique" pour V si 
o~x(T>) n'est pas injective. 

Définit ion II .3 .5 Pour préciser cette définition, on dit qu'un opérateur est elliptique 

s'il n'a pas de covecteur caractéristique non nulvéel. 

E x e m p l e : 

1. Vi = (9U£ + d22Í est elliptique parce que (xi)2 + (X2)2 — 0 n 'a pas d'autres 
solutions réelles que Xi = 0 e t X2 — 0, mais cependant le covecteur (x i^Xi) e s^ 
caractéristique pour V car (x i ) 2 + (*Xi)2 = (Xi)2 ~ (Xi)2 = 0 
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2. Cauchy-Riemann: 

dY_ _ Ô X _ d¥_ dX _ 
dy dx ' dx dy 

X = Xdx + ßdy = » det Í \ ) ~ ~ ( ^ 2 + ß2) 

C'est donc un opérateur elliptique. 

Remarque : Tout opérateur de type fini est elliptique car on doit résoudre £ß = 0 pour 
\fi\ assez grand, ce qui n'est possible que si £ = 0. 

Définition II.3.6 t Pour x 6 X,l'ensemble des covecteurs caractéristiques dans Rn 

fou Cn) est une variété algébrique Vx appelé "variété caractéristique" de V en x. 

• On appelle alors V = Urgx Vx ^a variété caractéristique de T> et on notera, par 
abus de langage : V Ç T* 

Définition II.3.7 T> est dit "sous-déterminé" (déterminé,) si Vx G X, 3x G T* tel que 
(T^(P) : Ex —• Fx soit surjective (bijective). Autrement T> est dit "sur-déterminé". 

Remarque : Le cas D "sur-déterminé'' comprend le cas ou crx{V) : Ex —• E'x est 
injective et non-surjective mais il ne correspond pas qu'à cela. 

Théorème II.3.8 (théorème 6.7 [49] précité) Si V = $ o j q : E —• F est sous-
déterminé ou déterminé, alors les morphismes pr($) : Jq+r(E) —• JT(F) sont des 
épimorphismes Vr > 0 et V est involutif (formellement integrable à symbole involu-
tif) 

La suite de Janet est alors de la forme: 0 —• 0 —• E ——• F —• 0 
Démonstration : La démonstration est technique et le théorème n'est donné ici 
que parce que la vérification d'une telle propriété peut se faire par calcul formel sur 
ordinateur. 
Nous allons cependant esquisser les gandes lignes de la démonstration. Tout d'abord on 
montre que le symbole <rr($) : Sq+TT* ® E —> SrT* ® F est surjectif, Vr > 0 et on 
déduit d'une chasse la surjectivité de pr($), Vr > 0., ainsi que l'intégrabilité formelle, o 

Théorème II.3.9 Un opérateur formellement integrable est de type fini si et seulement 
si sa variété caractéristique est zéro. 

V type fini <=ï V = \J Vx , Vx = (0 , . . . ,0) G Tx , Vx G X. 
xÇX 
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E x e m p l e : 

1. di£j + djÇi = 0 (déformation nulle mécanique). 

2. contre exemple: 
Nous avons montré que l'exemple de Janet était de type fini sans être formellement 
integrable. La détermination directe de la variété caractéristique donnerait les deux 
équations algébriques (£3)2 — x2(£i)2 — 0, ce qui, à l'origine, entraînerait seulement 

6 = 6 = o. 

Nous allons cependant montrer que l 'étude de la variété caractéristique même si elle doit 
(et peut, grâce au calcul formel), être faite pour étudier les propriétés formelles d'un 
opérateur différentiel, n'est cependant pas spécifique de cet opérateur. 
En effet si deux opérateurs V et V sont tels que V o V = 0, alors <rx(D') o ax(V) = 0. 
Donc si l'on veut résoudre ax{V)r¡ = 0, on remarque que tout rj de la forme n = ax{V)^ 
convient, V% G T*. Ainsi la variété caractéristique de V est tout T*, ce qui donne une 
condition nécessaire (mais pas suffisante ) pour qu'un opérateur décrive les conditions 
de compatibilité d'un autre. 
C'est pour préciser ce point que l'on est amené à une autre définition dont l'usage sera 
important en algèbre différentielle. 
Cette définition est donnée de façon à éviter la situation que l'on vient de décrire. 

II.3.2 VARIETE SYSTATIQUE 

Nous allons maintenant associer à tout opérateur linéaire T> — $ o j q : E —> F une 
autre variété algébrique W qui jouera un rôle surtout quand T> est involutif. 
Le rang de la matrice <yx(T>) en n'importe quel point x € X est égal à m — a*(x), excepté 

pour les covecteurs x € T* qui annulent tous les déterminants d'ordre m — ot^(x) de cette 
matrice. 
Nous poserons donc en x G X: 

a"(x) = minxdim ker ax(D) 

Définit ion II.3.10 • Les covecteurs en x qui annulent tous les déterminants d'ordre 
m — ûÇ(x) sont appelés "systatiques ". 

• L'ensemble des covecteurs systatiques en un point x £ X est une variété algébrique 
Wx et nous appellerons W = \JxeX Wx la "variété systatique" de V. 

• ̂  
R e m a r q u e : Q J n'est effectivement le n i e m e caractère que si T> est involutif, ce qui 
justifie la notation. Plus généralement, pour montrer que les caractères d'un symbole 
involutif ne dépendent pas de a-, on se référera au théorème (2.29 [49] p 106). Dans la 

suite on ne fera pas apparaître le point x. 

Proprié tés : 
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1. Si o£ = 0 alors W = V C T* parce que dans ce cas V et W sont définies par les 
mêmes équations polynomials . 

2. Si cÇ > 0 alors W C V = T* parce que dimkercrx(l>) > ctn
q > 0 , V* € T*. 

Dans tous les cas nous avons W Ç V et W C T*. D'où l'importance de cette variété 
systatique W, surtout dans le cas a" > 0. 

En particulier, on peut montrer: 

Théorème II .3 .11 Quand T> est involutif, la suite: 

0 __> Kexax{V) — t E ' ^ F o ' ^ F ! °x-^] Fn —+ 0 
est exacte si et seulement si x £W. 

On voit donc l'importance de l'étude de W, liée en particulier à la recherche du 
caractère a™ lorsque T> est involutif. 
Nous verrons dans le chapitre III le lien existant entre cette notion géométrique et sa 
contrepartie algébrique. 
Nous avons maintenant en main les outils nécessaires pour généraliser la définition de 

la causalité au cas des EDP. Pour cela, on remarque d'abord qu'il suffit de restreindre 
notre étude à la matrice caractéristique, à condition que h système soit formellement 
integrable. (Cette condition n 'étant pas connue par J.C.Willems ([74]), c'est la raison 
pour laquelle il a du considérer la matrice de transfert au lieu de son symbole). 
Dans ce cas, on posera: 

Définition II .3.12 Un système linéaire de contrôle aux dérivées partielles est ¿¿¿causal 
si la restriction de la matrice caractéristique aux sorties est de rang maximum. 

Remarque : Cette définition peut s'étendre au cas non-linéaire, en considérant dans ce 
cas la partie du symbole qui permet le calcul du caractère d'ordre n dans un système 
de coordonnées ¿-régulier. (Voir plus loin le cas des équations d'Euier pour les fluides 
parfaits incompressibles.) 

Remarque : Même si les entrées ne sont pas libres, chaque sortie doit vérifier au moins 
une EDP sur les entrées. 

II.4 P O U R S U I T E DE MODELE EXACTE 

Etant donné un système de contrôle, on voudrait savoir s'il est possible de modifier sa 
trajectoire en le connectant avec un autre système afin d'obtenir une trajectoire similaire 
à celle d'un système modèle répondant à certaines conditions. 
Si on adjoint le système du côté des entrées, on parle de poursuite de modèle exacte 
à gauche sinon de poursuite de modèle exacte à droite quand il s'agit de modifier les 
sorties. 
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Cependant on peut reformuler le problème de la façon suivante: 
Etant donné que la relation entrée/sortie est définie par une correspondance différentielle 
(par exemple de la forme T>iy = T>2U ou T>\ et T>2 sont deux opérateurs différentiels dans 
le cas d'une correspondance linéaire ), on cherche à résoudre les problèmes suivants: 
Si on veut agir sur les sorties y, on se donne donc un nouveau système de contrôle entre y 
et z, c'est à dire ayant déjà une correspondance différentielle entre u et y, on se donne une 
nouvelle correspondance différentielle entre y et z conformément au diagramme suivant: 

u -—y y 

\ S 
z 

La correspondance résultant entre u et z s'obtient donc par élimination différentielle 
de y, c'est à dire par étude de î'intégrabilité formelle en y du système total ainsi formé 
entre (u, y,z). 
Il est à noter que ces problèmes sont délicats à résoudre et qu'il est difficile de formuler 
des critères permettant de spécifier ce genre de situations que l'on traite le plus souvent 
cas par cas, grâce à l'élimination différentielle (Problème de Bäclund direct, voir [50]). 
En effet, il n'existe pas d'autre résultat aujourd'hui que la possibilité de construire un 
arbre fini des divers cas d'élimination possibles résultant des inégalités qui apparaissent 
dans l'étude des rangs (symboles ou systèmes). (On consultera à ce propos Seidenberg, 
Diop, . . . ) 

De façon pratique étant donné deux flèches correspondant chacune à une correspon­
dance différentielle, existe-t-il une troisième flèche rendant commutatif le diagramme 
précédent. Le problème est compliqué par le fait que composer deux correspondances 
n'a de sens que si les deux systèmes résolvants qu'elles déterminent pour l'inconnue à 
éliminer sont les mêmes. De toutes les façons, les exemples qui suivent montrent qu'un 
diagramme de correspondance n'a pas de signification propre tant que Von ne se donne 
pas un sens logique entrée —+ sortie sur chacune. 
Nous conjecturons que le rôle de la causalité est justement d'opposer une telle possibilité 
de manière à satisfaire à la transitivité par composition des flèches. 

Remarque : Le rôle des flèches est essentiel. Ainsi: 

y y 
/ " \ n'implique pas / " \ 
u —» z u *— z 

Exemple : 

y = u, z = y —• z = u 
y = u, z = u ——»• z = y et non z = y. 
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Remarque : Il n'est pas aisé de formuler les expressions des correspondances du dia­
gramme précédent en terme de systèmes mixtes (deux systèmes mixtes donnant lieu à 
un troisième). Encore une fois, ceci sera clarifié dans le chapitre (III). 

Exemple :Poursuite de modèle à droite: 

y1 = u1 \ z1 = y1 j z1 = u1 

u2y2 - y2ù2 = (u2)2 e t { z2 = y2 = > \ u2z2 - z2ù2 = (u2)2 

Le système de gauche peut être mis sous la forme standard entrée —• état —• sortie. 
Cependant l'élimination de (u1,«2) entre les systèmes de gauche et de droite fournit 
z1 = y1 (et non z1 = y1) et une équation d'ordre 3 entre y2 et z2 (au lieu de z2 = y2). 

Remarque : Dans ce cas la définition déjà donnée de la causalité est transitive car la 
composition de deux opérateurs différentiels à symboles surjectifs (sous-déterminés) est 
encore un opérateur à symbole surjectif (sous-déterminé). Cette remarque montre encore 
une fois l'importance des matrices caractéristiques dans l'étude des systèmes formelle­
ment integrables. 
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II.5 EQUIVALENCE 
Sous ce vocable, le but de ce paragraphe est d'introduire et de préciser la notion de trans­
formation de système de contrôle. Ceci nous permet alors de considérer dans un cadre 
unique des problèmes tels que ceux du bouclage (statique /dynamique), de la linéarisation 
ou de l'invariance, dont les rapports restent encore assez imprécis en l'absence de for­
mulation mathématique adéquate. En particulier noue verrons que l'aspect dynamique 
ne peut être vraiment bien interprété que dans le cadre de l'algèbre différentielle. Pour 
cette raison nous allons limiter notre étude au cas statique. 

Notre propos n'est pas de dresser une revue des problèmes d'équivalence (voir Claude 
[4], Fliess, Moog [5, 35], Tchon[67], Burnestein [3],...), mais plutôt de présenter de façon 
critique un certains nombre d'exemples dans le cadre général développé dans le second 
chapitre. 
Le problème général en théorie du contrôle classique, est de trouver une transformation 
(t¿, x) — • (y, y) permettant de passer d'un système quelconque x — f(x, u) à un système 
donné ou modèle y = g(y,v) ayant des propriétés fixées à l'avance : linéaire, bilinéaire, 
affine, découplé,. . . . On parlera de linéarisation, découplage,... 
En pratique on doit résoudre le système (écrit sans indices pour simplifier) 

dy ., . dy . , , . . .. 
—f{x,u) + —u = g(y(x,u),v(x,u)) 

Ainsi, une première conséquence est y — <p(x), les autres conséquences différentielles 
dépendant de f(x,u) et g(y,v). 
Il est essentiel de noter, comme nous allons l'illustrer dans les exemples suivants, que 
le problème est d'abord d'obtenir un système EDP partir de systèmes EDO, puis de 
rechercher des solutions de ce système EDP. C'est cette constation qui est au coeur de 
cette thèse et qui sera généralisée dans le second chapitre. 
Les exemples suivants sont tirés des références citées ([4, 3, 35]) mais les notations ont 
été légèrement modifiées pour être cohérentes avec celles de ce travail. 
E x e m p l e : 

x1 = 1 
x2 = u — • ( / / ) 
i 3 = xxu 

( / ) 

Ici on cherche à linéariser le système en changeant juste les sorties, donc la nouvelle sortie 
est fonction des anciennes sorties x et entrées u. D'où: 

a 

On en déduit donc 

+ &« + 
+ ff « + 

fe = 1. (1) fè + fS^1 = 0 (2) 
g = y\ (3) g + g z 1 = 0 (4) 

= °> (5) f í + l í ^ = 1 (6) 
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On tire en dérivant (2) par rapport à x1 et en utilisant (1) on a: =r> -¿^j = 0 =£• -^ = 0 

puis en dérivant (6) et en utilisant (5) on a: = > ^S" ~ ^ = =^ ai? = ^ = = ^ î/2 = a;I + c-sie 
Enfin on procède de même avec (3) et (4) et en utilisant les conséquences de (5) et (6) 
on obtient: 1 + Ox1 + f £ = 0 = * f £ = - 1 , §£ = x1 

Une transformation serait donc: 

y1 — x1, y2 = x*x2 x3, yz = x2 

On vérifie alors que 

d(y\y\y3) 
d(xl, x2, x3) 

= <fei 
1 
X 2 

0 

0 
x1 

1 

0 
- 1 
0 

= 1 ^ 0 

Remarque : Dans cet exemple, on a transformé seulement les sorties en laissant fixes 
les entrées. En particulier, si les deux systèmes coïncident, le problème posé est celui de 
l'invariance d'un système de contrôle par rapport à des transformations de la sortie ne 
modifiant pas les entrées. Le problème sera étudié plus en détail dans le chapitre (IV). 

Exemple ^LINEARISATION] 

(I) 

• i i 
x — u 
x2 = u2 
x3 = x1 + u3 

xA = {xr)2~2x2 + x1u1 

(II) { 

y1 - y2 

y2 ~ v1 

•3 2 

y6 = V 
•4 3 

l y = v* 
La transformation utilisée est définie par les équations suivantes: 

y1 = ^£-
u1 = = \vx + xlv2, 

Le jacobien de cette transformation est: 

y3 = 

u 
3 _ 1 r 3 = —X 1 + V 

y4 = x3 

d{v\v2,v\y\y2,y\y*) _ d(v\v2,v*) ^ d{y\y
2,y\y±) _ 

^(u 1 , « 2 , « 3 , ! 1 , ! 2 , x3,x4) d{ul,u2,uz) <9(xx,x2,x3,x4) 

Remarque : Dans cet exemple, on a transformé l'entrée et la sortie par un difféomorphisme. 
L'existence d'une solution pour le système EDP définissant les transformations cherchées 
montre que ce système est compatible. Cependant l'étude complète d'un tel système, ne 
peut être faite à la main et nécessite l'usage du calcul formel sur ordinateur. 

Exemple ^LINEARISATION AVEC UNE ENTREE] 
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L'intérêt de cet exemple est de fournir un cas non trivial d'étude de système EDP 
suffisamment simple pour être calculé "à la main" mais suffisamment complexe pour ne 
pas être trivial. 

/ n i Ï 1 = f1(x) + g1(x)u _^{TT\) y1 = v 

{I)\x2 = f2(x)+g2(x)u —*{n)\y2 = y1 

Les transformations utilisées sont de la forme: 

[ y - v(x) 
\ v = * (x ) = a(x)u + ß(x) 

avec a(a:).§J£j ^ 0. 
En dérivant et en remplaçant dans le système, on obtient: 

( dlip\pjrghi) + d2^{p+g2u) = au + ß 

i M f + sX + V i f + îM = f1 

Puis on en déduit: 

¡d^p + d2^p = ß, (1) Ô^V + ^ y = a (2) 
{d^p + d^f = <p\ (3) Ô ^ V + ÔÎVV = o (4) 

Posons A = g 2 / 1 — / y et calculons le jacobien de cette transformation: 

d(y\y2,v) % V ) 
. = Q . ¡± y 

( 1 , X 2 , t t ) ( x 1 , ! 2 ) 

. On a donc g ^ 0 sinon a = 0, A ^ 0 sinon ip1 = 0. Posons alors AA = tp1 avec A ^ 0 
car sinon y 2 = csie , posons aussi d\(p2 = Xg2, d2

,p>2 = —Xg1 

On en tire g1d1X + g2d2X + A ( d y + d2g
2) = 0 

=> a = A y ^ A + ^ ^ A J + A y ^ A V ^ A ) = A[<MA+<MA--A(dy+32i7
2)] = Adetfa, [/,$]) 

Soit </r satisfaisant à (4), en utilisant (3) puis (1)(2) cela nous donne a et ß. 

E x e m p l e ^ L I N E A R I S A T I O N (Claude)] 

f x1 = x2 + 2x V + 2x V + 2x2«2 

( / ) 
x 

2 = x3 + u1 + u2 

x 3 = x4 - (x3)2 - (x5)2 + u1 — * ( / / ) 
x4 = x5 + 2x3(x4 - (x3)2 - (x5)2) + 2x-V + 2x5u2 

x5 = u2 

' y1 

y2 

y4 

, y5 

= 
— 

= 

= 

= 

y2 

y3 + u1 + u2 

4 i 1 

y + « 
y5 

u2 

On vérifie que le premier système, bien que non-linéaire, peut être observé grâce à y1 = 
x1 — (x2)2 et y3 = x 3 car y2 = y1 ,y3 = y1 — u1 — M2, y4 ~ y3 — u1 , y5 = y4 = y3 — ù1 

et peut donc être décrit de façon plus directe comme un système linéaire entrée/sortie 
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mais d'ordre supérieur (ordre 5 ici), V — iï — u —u2 = 0 sur lequel on pourrait faire 
directement les changements de variables. 
La possibilité d'observer un système quelconque algébrique au moyen d'une seule sortie 
sera démontrée au chapitre (III). 

Exemple : 

m f x1 = x2 + u _ , r n f y1 = y2 + u 
{I)\ X2 = X' + U ~~*[n>\ f = y l + U 

Un cacuî sans difficulté mais fastidieux montre que les transformations qui laissent in­
variante le système sont de la forme: 

Í y1 = x1 + A(x* - x2) + ß/{xl ~x2) 
< , o ,) i •>( /) i 9\ X, u = constante 
| y2 = ^ - A Í X 1 - X 2 ) + / i / ( l1 - X 2 ) ' P 

Cependant avec x = x1 et y — y1, on obtient x2 = x1 — u, j / 2 = y1 — u et on peut étudier 
l'invariance du système: 

(/) | x — x — u — ù = 0 —f (II) \ y — y — u — ù = 0 

Avec y = y>(x) on obtient: 

dxtp(x + u + ù) + dxxip(xf = v? + « + « 

Décomposons sur la base 1, u + ù, x, on obtient: 

xô s 9 = (y?, â ^ = 1, d « 9 = 0 = • y = x 

Remarque : L'étude de l'équivalence dépend donc en général de la représentation 
entrée/sortie choisie. 
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Dans cette partie, nous ailons appliquer les notions que nous avons développées à des 
exemples de la physique. 

II.6 TOURBILLONS DE BEN ARD: 
Ici on étudie le problème des cellules de convections stationnaires de Bénard, où les cel­
lules de convections apparaissent dans un fluide entre deux plateaux horizontaux à des 
températures différentes,(voir Landau et Lifschitz, Hydrodynamique [41], [1]). 

Le phénomène est étudié comme suit: les trois variables indépendantes sont les co­
ordonnées cartésiennes (xl,x2,x3) et les cinq variables dépendantes ou inconnues sont 
la (pertubation) de la température 0, la (pertubation) de la pression TT et la vitesse 
v = (v1, u2, v3). Les 5 inconnues sont reliées par 5 équations aux dérivées partielles, 
qui, après linéarisation se présentent sous la forme vectorielle suivante, où l'on pose 

0 
1 

9 = 0 

-9 / / 

v2< 
' V.u 

Av-~0g~VTT = 
. AÖ - g.v 

0 (Conservation de la masse.) 
0 (Equations de Navier-Stockes.) 
0 (Equation de la chaleur.) 

Dans ce cas, le système résolvant pour la température, considérée comme une entrée 
unique, peut être obtenue par des manipulations délicates d'analyse vectorielle: 

1. Elimination de TT, en prenant le rotationnel des équations de Navier-Stokes. 

=*• A(V Av) + (gA V)0 = 0. 

2. Elimination de v, en prenant le rotationnel de la dernière équation obtenue et la 
condition sur la divergence, on obtient: 

=» A ( V A V A I T ) + V A ( ( < ? A V ) 0 ) = 0 

=*> AAv + (g.V)(V6)~gA0 = 0 
=» AAAe+{(g.V){g.V$)-~g2A0 = 0 
=> AAA0-g2{dn + d22)0 = 0 

La dernière équation, nous montre que la (pertubation de) température ne peut être 
donnée arbitrairement. Un calcul semblable mais encore plus compliqué, permettrait de 
même de trouver les équations: AAA A T — g2 (du + ô22)A7r = 0 pour la pression TT et 
A(dxv

2 — 82V1) — 0 nous donne AAAAu' — g2(du + d22)Av% = 0 pour z = 1,2 enfin 
AAA*;3 - g2(du + d22)v

3 = 0 . 

Ce qui explique pourquoi certains auteurs ont utilisé l'entrée unique v3 au lieu de 0. 
Cela nous amène à nous poser deux questions importantes pour les applications: 
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1. Nous avons vu qu'il est très difficile d'étudier des équations non-linéaires et que nous 
devons souvent les linéariser. Alors on peut se poser le problème de la définition 
de la linéarisation et des liens existants dans les opérations formelles (comme la 
differentiation, les prolongements, les éliminations, et les projections . . . ) , dans les 
cas non-linéaires. 

La réponse est donnée par le résultat suivant ([49, 50]) qui généralise la relation 

ëq =6q, bien connue par les physiciens, existant dans le calcul variationnel de la 
mécanique analytique: 

P r o p o s i t i o n EL6.1 II existe un isomorphisme V{Jq{£)) et Jq(V(£)). 

En effet, si on se donne y — f(x) solution du système non-linéaire 7Zq C Jq{£). On 
peut considérer l'inclusion induite V(lZq) C V(Jq(£)). Alors une solution 

f :X —> £ :x — • (x,f(x)) 

est telle que 
jq(f):X—*Jq{E):x—*{x,dJk) 

admet la restriction jq(f) • X — • TZq et on peut definir jq{f)~1(V(7lg)) comme 
le sous-ensemble dans le produit X x (V(TZq)) ayant pour projection x G X et 

;,(/)(s) eœ?. 
Cela notis montre que c'est un système linéaire d' EDP sur / l(V(£)) qui est la 
linéarisation propre aux physiciens. On déduit de la proposition précédente qu'un 
système et sa version linéarisée ont les mêmes propriétés formelles, ce qui n'est pas 
tout à fait évident à première vue. 

2. Nous avons vu que la température à elle seule doit satisfaire au moins une EDP ( 
et exactement une dans ce cas). Cette même propriété était valable aussi pour les 
autres inconnues. 
Mais il serait très difficile d'étendre ce type de calcul à des observables quelconques 
(même linéaires) 
On peut alors se demander s'il est possible de savoir que toutes les observables sont 
liées par un critère qui ne nécessite pas l'obtention des EDP vérifiées par chacune 
des inconnues, puisque de telles équations sont déjà difficiles à obtenir par usage 
du calcul vectoriel. Après avoir donné ce critère nous donnerons d'autres exemples 
où l'approche tensorielle n'est pas possible. 

Pour répondre à une partie de cette dernière question, revenons un peu à la définition 
de la matrice caractéristique A d'un opérateur de la façon suivante: Pour tout \ £ T*, 
covecteur sur X, on peut considérer la matrice caractéristique à valeur polynômiale 
A = (Al) où 

Al = -g^k(x^)Xß M = 9 

avec xM = (xi)"1 • • • (Xn)"" et X = Xidx1 + ••• + Xndxn 
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Nous avons défini le n e m e caractère a™ d' ordre q comme étant exactement: 

OLÍ = min dim kerA q xeT> 

dans le cas présent on a le système d'ordre 2: 

Ti vll + v22 + v33 
Vll + V\l + u33 - *2 
vn + u22 + <4 + g6 T3 = 

0 
0 
0 
0 
0 6n + 022 + 033 + 5fu3 

La matrice caractéristique de ce système est donnée par la matrice suivante 

/ 0 0 0 0 0 \ 
Y 2 
Al 
0 
0 

10 

+ xl + xl 
xi 

0 

+ xl + 
0 

0 

X'3 

xl 

0 
0 

+ X2 + 
0 

X~3 

XÍ + 

0 
0 

0 

XÍ + 2 

xi 

0 

0 

0 

oj 
On remarque que le déterminant de cette matrice est nul et comme le système n'est 

pas formellement integrable, on ne peut rien conclure sur les caractères. Il y a donc lieu 
de le compléter en un système formellement integrable. 

Considérons maintenant le même système augmenté de la nouvelle équation ¿f.VÖ + 
A x = 0, obtenue en prenant la divergence des équations de Navier-Stockes en tenant 
compte de la conservation de la masse. 
Le nouveau système i?2 '

 e s* : 

vî + vi+vi 

Jn 

J13 
,,l 

+ v¡2 + »13 

+ 4» 
+ vl 33 T l 

JU + V22 + *>33 ~ ^2 
JU 

J22 

+ U232 

33 

On + 622 + 033 + gv3 

g$i + TTu -f -K22 + T33 

La matrice caractéristique de ce système est alors: 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

/ x? 
XlX2 

X3Xl 
XÎ + X2 + xl 
0 
0 
0 

VU 

X1X2 

X2 
X3X2 

0 

x? + X2 + xi 
0 
0 
0 

X1X3 

X2X3 

xl 
0 
0 

XÏ + X2 + Xl 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

x? + xi + xl 
0 

o\ 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

Xi + X2 + Xl / 
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Elle contient donc la sous-matrice 5x5 [xl + xl + xl) x hxs• Son rang est aussi maximum 
et OL\ = minx e j* dim kerA = 0 ce qui montre que toutes les inconnues (v1,«2,«3, TT, 0) 
sont des observables contraintes et donc vérifient au moins une EDP à coefficients con­
stants. 

Ainsi toute observable vérifiant au moins une EDP.( Une observable non-linéaire 
vérifie une EDP non-linéaire ). 

Remarque : On pourra vérifier, en prolongeant grâce au variables multiplicatives que 
le système R2

 J est involutif. Il n'est pas de type fini car la variété caractéristique est 
seulement définie par la condition (£i)2 + (s2)2 + (£s)2 = 0 et elle n'est donc pas nulle.(voir 
tableau ci dessous) 

On a de plus 

^33 + ^22 + TTll — gd 

033+ 022 + 0 1 1 + 5 u 3 

v33 
.,2 
y33 
,,1 
^33 

+ v¡2 

vL + v y23 

-723 

"13 

+ "22 

+ »12 

+ v2 + V3 

+ »11 

+ »11 

+ v\2 

+ 4i 

+ gß -
— 7T2 

7T3 

- X i 
u l l - $ + *3 = 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
. 

3 
3 
3 
3 
3 

. 

(Mf )° = ) ° = « 

(MW) 

T33 + 7T22 + ^ l l 

033 + 022 + 011 
u33 + vh + vh 
»33 + vh + »11 
t;33 + v22 + "11 
V23 + v 13 — »22 ~ 
V23 + »22 + »12 

. »r3 + »12 + »îl 

* = < 

p¿ 33 + 7T22 

$33 + $22 

»33 + »22 
v33 + »22 

»33 + »22 
2 3 

»23 ~~ «22 
U 2 3 + l>22 

"»11 

— 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

== 

= 
_ 

= 

= 

= 

= 

= 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
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' P¿33 

$33 

ü 3 3 
ü 3 3 

, ^33 

= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
= 0 

(M^f = 

Donc on a les dimensions suivantes: 

dim{MÍ1]f = dimAfP = 30-8 = 22 , dimiM^)1 = 15-7 = 8 , dtm(M2
(1))0 = 5 -5 = 0. 

Les caractères sont alors :a\ = 14, a\ = 8, a\ = 0. 

Remarque : On notera que pour les ingénieurs, la connaissance des EDP satisfaites par 
0 ou v3 est essentielle pour l'étude de la stabilité de ce problème. 

II.6.1 CAS NONLINEAIRE:DYNAMIQUE DES CABLES 

Nous allons étudier les équations trouvées lors de l'étude du problème du galop dans la 
vibration des câbles, qui est un phénomène très important pour les ingénieurs électriciens, 
mais encore non complètement résolu. Pour simplifier, nous allons considérer le cas des 
vibrations d'un cable inextensible. 
Soit x1 = s l'abscisse curviligne le long du cable, x2 = t le temps et u — (w¿j) étant la 
métrique euclidienne standard sur Rn. 
Les équations de vibrations pour un cable inextensible sont: 

Í duy
k = ds(zdsy

k) 
\ uk{dsy

kd3y
l = 1 

où y1,..., ym décrivent la position et z est la tension. 
Comme dans l'exemple précédent, nous avons: 

Proposit ion IL6.2 Toute observable est contrainte car a\ ~ 0. 

Démonstra t ion : Pour justifier notre affirmation, nous allons le prouver directement 
quand m = 1 et 

dtty = ds(zday), avecdsy = 1 

On obtient dtty = d3z et donc d3Sz — 0. 
Dans le cas général, comme ce fut le cas pour les tourbillons de Bénard, il est essentiel 
de noter que le système n'est pas formellement integrable et il est donc nécessaire de le 
prolonger. 
On obtient, en utilisant la notation des jets, après différents prolongements des équations: 

Í ^Mvitt + VstVit) = 0 
1 ^kiiVsvL + viví) = o 
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De l'équation initiale : 

vu = zvt + z°yk 

on en déduit: 

vit = zyL + 2z.yk„ + z»»vk. 
et finalement l'équation du second ordre suivante: 

z3S + uki(y
k
aty

l
st - zyk

ssy[s) = 0 

Le déterminant caractéristique d'ordre deux, dans ce cas non-linéaire ,est : 

X?(X2-*Xi)m 

et le second caractère est donc zéro, même si ce système obtenu n'est pas encore formelle­
ment integrable. Cependant, il est plus difficile d'exhiber au moins une EDP du système 
résolvant relatif à chacune des inconnues. On les donne ici pour le cas m = 2 car pour 
m = 3 le calcul est déjà impossible sans ordinateur.(L'existence de telles EDP est cepen­
dant assurée par la proposition précédente .) 
cas m = 2: 
Posons: 

ys = cosd 

y] - sin9 

Nous obtenons: 
ett-zdss-2zs0s = 0 
z,. + (9t)

2-z(9.)2 = 0 

on peut vérifier que le second caractère de ce système pour (0, z) demeure zero. 
Un tel système linéaire et non homogène en z avec des dérivées seulement par rapport 
à s, peut être transformé en un autre formellement integrable grâce à l'algorithme déjà 
déveîlopé. Cherchons maintenant les équations vérifiées par 0 et z séparément c'est-à-
dire les systèmes résolvants pour 9 et z. Dans le cas de 0 cela revient aussi à rechercher 
les conditions de compatibilité en (9, du système en z, (pour plus de détails se reporter 
au dernier chapitre). 
Posons: 

a = 2(0sf[(0sss/9s) - \{0ssl9sf + 2{9sf] 

En dérivant la première EDP du système par rapport à s et en utilisant la seconde, nous 
avons: 

az = 29s9stt - zeM9n + 4(ô,ôt)
2 

et 
az, = 9tt9sss - 9SS9M + 2(0s

3)9tt - 29s{9t)
2Bss 

L'élimination différentielle de z dans ces dernières équations nous donne finalement une 
équation d'ordre quatre en 9 qui est invariante par 9—• — 9 et determine une EDP 
d'ordre 5 au moins pour chaque yk, k = 1,2. 



IL 6. TO URBILLONS DE BEN ARD: 79 

Le système résolvant en z est plus difficile à étudier car le système initial en 9 est formé 
de polynômes différentiels. Dérivant la seconde EDP par rapport à s et t nous obtenons 
3 EDP de la forme 9U — • • -, 9st = • • -,9sa = • • -, Parmi les dérivées croisées que l'on doit 
calculer pour vérifier l'integrabilité formelle, l 'une nous conduit à une identité à zéro alors 
que l'autre conduit à une seconde équation algébrique entre 6S et 9t. Grâce à une nouvelle 
dérivation et élimination linéaire des jets d'ordre 2, nous obtenons une troisième équation 
algébrique entre 9S et 9t. Un calcul fastidieux du résultant nous donnera finalement une 
EDP d'ordre 5 en z, résultat non-évident à première vue pour un mécanicien. o 

II.6.2 ELECTROMAGNETISME 

Nous allons considérer ici les équations de Maxwell. 
Les équations de Maxwell relient le champ électrique E(x,t), le champ magnétique 
B(x,t), l'induction électrique D(x,t), l'induction magnétique H(x,t), la densité du 
courant électrique j(x,t) et la densité de charge p(x,t). Les variables indépendantes 
sont (x, t) G R4 ou x représente les coordonnées de l'espace et t le temps. Les entrées 
sont (j,p) et les sorties sont (E,B) et (D,H) reliées par des lois de comportement con­
venables. 
Les équations de Maxwell dans un milieu quelconque sont: 

rotÊ + ^ - 0, divB = 0 

rotH-^ = J, divD = p 

Dans l'électronique on pose H = -B, D — EE. 

Des équations (2) on en déduit que divj + | | = 0 

Des équations (1) on déduit l'existence du quadripotentiel (A,V) tel que B = rot A, 

E = — grad V — ^ . En les portant dans (2) on obtient des équations avec moins de 
sorties mais d'ordre deux. 

II.6.3 EQUATION D'EULER 

On considère maintenant les équations d'Euler d'un fluide non visqueux incompressible. 
Les équations d'un tel fluide ont été établies par L.Landau-E.Lifschitz [?] et s'écrivent 
comme suit: 

Í | f + (v.V)v + Vp = 0 | 3 équations 
1 divv = 0 1 équation 

où pour n = 4, (x,t) ~ (xl,x2,x3,t) représentant les variables indépendantes est un 
point de l'espace-temps R4 = R3 x R, les variables dépendantes ou les inconnues étant 
représentées elles par v(x,t) ~ (v1(x,t),v2(x,t),v3(xJt)) pour la vitesse et p pour la 
pression. 
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Commençons par examiner le cas n = 2 

$ + »fi + 
dx 

= 0 
= 0 ¥z = o 

aï* u 

On remarque ici que toutes les inconnues v et p satisfont chacune à au moins une 
d2r EDP, fj = 0 pour la vitesse et g j | = 0 pour la pression. 

D'où la proposition suivante: 

Proposit ion IL6.3 Toutes les observables sont contraintes et a\ = 0. 

Démonstrat ion : La matrice caractéristique devient en posant x4 = t: 

{ U + v% 0 0 6 \ 
o U + tfXi o 6 
o o U + rfXi o 

V ii 6 6 0 / 

son déterminant caractéristique est — (£4 + u'.Y,-)2(£i + £f + £f ). Il est donc non iden­
tiquement nul et donne a\. 
On remarque cependant que le système de coordonnées (x1, x2, x3, x4) n'est pas ¿-régulier 
car (Aii)3 est défini par v\ pour k = 1,2,3 ce qui donnerait un caractère d'indice 4 égal 
à 1. Un calcul simple montre que les caractères sont: 

a] = 4 , a\ = 4 , a¡ = 4 , a\ = 0 

ce qui montre que le dernier caractère est nul alors que les précédents sont égaux à leur 
valeur maximum 4. 
Le symbole M\ est involutif et on vérifie aisément que R2 —• R\ est surjectif ce qui 
montre que le système est involutif. o 

Nous allons maintenant étudier séparément le cas n = 3. 
Le système est de la forme: 

dt ^ u dx1 T c aï* T 

9¿¿ + t ,ia¿ J. „2âîd 4. 
= 0 
= 0 

IHI 4. îbd _ n 
d^ ^ dé2 — u 

En dérivant la deuxième équation par rapport à x1 et la première par rapport à x2. Puis 
en soustrayant, on obtient: 

Í Ud1v
2-d2v

1) + vîd11v
2 + v2duv

2~v1d12-v
2d22v

1 = 0 (3) 
| div1 + d2v

2 

Ce qu'on peut représenter sous la forme vectorielle suivante: 

= 0 (4) 

di 

divv 
ftrotv + vAAv = 0 

= 0 
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Avec des notations légèrement simplifiées, on a par dérivation de l'équation (3) par 
rapport à x2: 

dti2'o2 ~ dtïiV1 + vlAd2v
2 - v2Ad2v

l + ^ A u 2 - ^Av1 = 0 

Puis, en utilisant l'équation (4), on en déduit: 

~dmvl - dmvx ~ vlAdlV
l - v2Adlv

1 + d2v
lAv2 + d^Av1 = 0 

On en tire l'équation suivante: 

{d2v
1)Av2 - (Adiv^v2 = A (5) 

Où A est une fonction de v1 et de ses dérivées. Puis en dérivant l'équation (5) et en 
utilisant l'égalité div1 — —d2v

2, on aboutit à l'équation (6) suivante: 

{d22v
x)Av2 ~ {Ad22v

l)v2 = B 

avec B étant aussi une fonction de v1 et de ses dérivées. En réunissant l'équation (5) et 
(6), on obtient le système suivant, dont les inconnues sont Av2 et v2: 

{d^Xv2 - (Xd2v
1)v2 = A 

(a22ü1)Aü2~(Aa22ü1)y2 = B 

En résolvant le système par rapport à Xv2 et v2, on obtient le système suivant: 

v2 = C 
Xv2 = D 

En remarquant que D et C sont aussi des fonctions de v1 et de ses dérivées. Enfin, 
l'équation XC — D = 0 nous donne une relation EDP vérifiée par l'inconnue v1, qui doit 
être au moins d'ordre 6. 
On pourrait faire de même avec v2. On peut conclure donc que le système est complètement 
non-contrôlable ce qui est en accord avec la proposition précédente af = 0. 
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CHAPITRE III 

APPROCHE ALGEBRIQUE 





Partie I 

RAPPELS SUR CERTAINS 
OUTILS ALGEBRIQUES 

1.1 ANNEAUX ET CORPS 

Le but de ce paragraphe est de rappeler quelques définitions et notations de l'algèbre 
commutative. Ces généralités sur les anneaux et les corps seront étendues ensuite au cas 
différentiel, le jeu étant alors d'essayer d'ajouter l'adjectif "différentiel" chaque fois que 
cela sera possible. 

Déf in i t ion 1.1.1 Un anneau commutatif unitaire A est un ensemble non vide muni de 
deux lois de compositions + (l'addition) et X (la multiplication) tel que: 

i. (A, + ) soit un groupe abélien. 

ii. (a x b) x c = a x (b x c) , Va, b, c G A (associativité) 

iii. ax(b + c) — axb-\-axc et (a + b)x c = ax c + bxc , Va, b,c G A (distributivité) 

iv. a x b ~ b x a , Va, è G A (commutativité). 

v. 3e G A Ie x a = a x e = a Va G A (élément neutre). 

On ne considérera dans la suite que de tels anneaux et le signe x sera omis (a x 5 noté 
ab). 
E x e m p l e : Q,R,C 

Déf in i t ion 1.1.2 Un anneau A tel que: ab = 0 = > a = 0 ou b — 0 est appelé anneau 
intégre. 

E x e m p l e : Si A est un anneau, alors l'ensemble des polynômes (resp. des séries 
formelles) en l'indéterminé X , à coefficients dans A, forme un anneau noté A[X] (resp. 
A[[J¥]]) pour les lois (+, x ) . 
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Défini t ion 1.1.3 Soient A et B deux anneaux. Une application f : A — • B est appelée 
un homomorphisme d'anneaux, si 

f(a + b) = f(a) + f(b) yahGA 

Un homomorphisme injectif (resp. surjectif, resp. bijectif) est appelé monomorphisme 

(resp. épimorphismej resp. isomorphismej et on le représente par la suite 0 —> A — • B 

(resp. A-^B — > 0 ; resp. 0 —> A-U B —>0 ) . 

De façon générale, on peut construire la suite suivante: 

0 — • k e r / — • A - ^ B — • coker/ — • 0 

ou coker/ = B/\mf et k e r / = {x G A, f(x) — 0}, Dans cette suite k e r / est un 
sous-anneau de A, et plus particulièrement un idéal de A. 

Défini t ion 1.1.4 Un sous-ensemble I, d'un anneau A est appelé idéal si Va G A et 
V6 G I, ab G / (ou AI C I). Si les 6¿ soní des éléments donnés de A, l'ensemble des 
éléments de la forme a\b\ + • • • + a„6n ou a¿ G A, esi «ra idéal noté ( è i , . . . , 6n), on appelle 
générateurs de cet idéal les éléments bi,.. . ,bn. 

Il existe quelques classes d'idéaux qui nous seront utiles par la suite, nous allons donc 
les définir. 

Définit ion 1.1.5 Un idéal I d'un anneau A est dit premier si Va, b G A, ab G I = > a G 
I ou b G / . 

Exemple : Le noyau de l'homomorphisme / : A —* A' d'anneaux est un idéal premier 
J = k e r j \ 

Déf in i t ion 1.1.8 On appelle racine d'un idéal / d'un anneau A, l'ensemble noté \fl. 
défini par y/1 = {a G A\3n G N*, a" € / } . 

Remarque : 

• I C V? et / ^ J = 77. 

• Les idéaux tels que v ? = I sont dit parfaits ou radiciels, c'est d'ailleurs une classe 
d'idéaux qui jouera un rôle important en algèbre différentielle. 

Propriétés : 

• L'intersection d'idéaux parfaits est parfaite. 
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• Si / est contenu dans une réunion finie d'idéaux premiers P\ U • • • U Pn alors 3i 6 

{1 n } | / C P ¡ . 

Définit ion 1.1.7 Un anneau A est dit de type fini, s'il est engendré par une famille finie 
d'éléments a,-, ¿ = 1 , . . . , r. 

R e m a r q u e : Si I est un idéal premier d'un anneau A, on peut définir l'anneau quotient 
Ají qui dans ce cas est intégre. 

Définit ion 1.1.8 Un anneau A est noethérien, s'il satisfait aux conditions équivalentes 
suivantes: 

1. Tout idéal I de A est de type fini. 

2. Toute suite croissante (In) d'idéaux de A est staiionnaire, 

E x e m p l e : 

• Tout corps K est noethérien. 

• L'anneau des polynômes K\X\,... ,Xn] avec un nombre fini d'indéterminées est 
noethérien si K est noethérien. 

• Si A est noethérien, tout anneau quotient est noethérien. 

Si P est un idéal premier de K\X\,..., Xn], on dénote par £ = ( £ i , . . . , £n) son zéro 
générique, image de X dans l'épimorphisme d'évaluation: 

K[Xu...,Xn\ —* K[Xu...,Xn]IP —> 0 
Xi —-» £,• 

et on a donc # & , . . . , £ n ] = K[Xt,...,Xn]/P. 
On peut alors construire son anneau de fraction Ä"(£i, . . . , £n) = Q(K[X\,..., Xn]/P). 

Définit ion 1.1.9 Un corps K est un anneau tel que Va, b e K(b ^ 0) =>• a -f b G 
K, a-be K, abe K, a/b e K. 

Dans ce qui suit tous les corps considérés seront de caractéristique zéro, c'est-à-dire 
contiendront Q. 
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1.2 EXTENSIONS ALGEBRIQUES 

Une extension de corps L/K est la donnée de deux corps avec K C L. 

Défini t ion 1.2.1 Etant donné une extension de corps L/K, soit E un sous-ensemble de 
L. 
On note K[E] (resp. K{E)) h sous-anneau (resp. sous-corps) de L contenant K et E. 
Si E = { e i , . . . , en}, on adoptera les notations simplifiées K[ei,..., en] et K{t\,.... en) = 
Q(K[eu...,en}). 

Ces notations sont justifiées par îe fait que tout élément de K[ei,..., en] (resp. K{c],..., en)) 
est un polynôme (resp. une fraction rationnelle) en les e¿. 

Déf in i t ion 1.2.2 Le degré d'une extension L/K est la dimension (finie ou infinie) de 
l'espace vectoriel L sur le corps K, noté \L/K\. 

P r o p o s i t i o n 1.2.3 Etant données deux extensions emboîtées K C L G M on a: 

\M/K\ = \M/L\ \L/K\. 

Défini t ion 1.2.4 Unélément a de L est dit algébrique (resp. transcendant J sur K s'il 
existe (resp. s'il n'existe pas) P G Ä"pfj, P ^Q tel que P(a) — 0. 

Coro l l a i r e 1.2.5 Si u et v sont algébriques sur K, u -f v et uv le sont aussi. 

E x e m p l e : Une extension de la forme L = Q(\/2, \/3) est une extension algébrique car 
tout élément u G L est algébrique sur K. Donc trdL/K = \L/K\ = 0. 

R e m a r q u e : Les nombres algébriques (resp. transcendants) sont des éléments algébriques 
(resp. transcendants) sur Q. 

E x e m p l e : [Nombres a lgébr iques] 
Soient y/2 et y/Z, alors il existe Pu P2 € Q(X),tel que Pl(X) = X2 - 2 = 0 et 

P2{X) = X2-3 = 0 tel que Px{y/2) = 0 et P2(Vs) = 0. 
On peut donc considérer les extensions algébriques Q(v /2),Q(v /3) ainsi que Q(y/2,y/S) 
qui peut être générée par un seul élément \f¿ + y/3 et on a Q(\/2, \/3) = Q(V"2 + v 3 ) . 
Plus généralement, on a: 

T h é o r è m e 1.2.6 Toute extension algébrique finie peut-être engendrée par un élément 
unique, appelé élément primitif. 

R e m a r q u e : Ici on considère y/2, y/3 et non leurs développements 1,414 . . . ou 1,732 . . . . 
ce sera aussi le cas pour pour les extensions différentielles. 

E x e m p l e : [Nombres t r a n s c e n d a n t s ] 
Soient Y^Li 10~™! (Liouville), e (Hermite), TT (Lindermann). Ces nombres ne vérifient 
aucune équation algébrique à coefficients dans Q et donnent lieu à des extensions tran­
scendantes L = Q(?r), L = Q(îr,e). 
On notera que l'on considère l'élément TT et non le développement 7r = 3,1416 • • •. 
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1.2.1 CLOTURE ALGEBRIQUE 
L'ensemble des éléments algébriques sur K forme un corps, appelé clôture algébrique de 
K et noté K. 
Exemple : R = C, d'après le théorème fondamental de l'algèbre. 

1.3 ALGEBRE DIFFERENTIELLE 

Le but de ce paragraphe est de présenter les notions de base de l'algèbre différentielle 
nécessaires pour les applications en les illustrant. Nous insisterons sur l'aspect "dérivées 
partielles" et les notations seront choisies de manière à rendre évidente le lien existant 
entre l'algèbre différentielle et la géométrie différentielle. 

Définition 1.3.1 Soit A un anneau commutatif. Une dérivation de A est une application 
"d" de A dans lui-même satisfaisant: 

d(a + b) = da + db 
d(ab) — (da)b + a(db) 

Et si a Ç: A a un inverse a * dans A,alors d(a~1) = —a~ldaa~x = ~a~2da. 

Remarque : Toute dérivation d définie sur un anneau intégre s'étend d'une manière 
unique à son corps quotient de la façon suivante: d(a/b) = (Ma — adb)/b2. 

Définition 1.3.2 Un anneau différentiel A est un anneau commutatif muni d'un ensem­
ble fini V = {di, i = 1 , . . . , n} de dérivations qui commutent: 

Vi, j E { 1 , . . . , n} , Va 6 A didj(a) = djd^a) 

Définition 1.3.3 Un corps (resp. un idéalj différentiel est donc un corps K (resp. un 
idéal 1) muni d'un ensemble de dérivations V — {di, i = 1 , . . . ,n}, tel que: 

V¿ = 1 , . . . , n alors Va 6 K => d,-a G K (resp. Va G / = > d{a G / ) . 

Remarque : 

1. Dans le cas n = 1, on parle de corps différentiel ordinaire. C'est le cas qui va 
correspondre des équations différentielles ordinaires et donc au cas de la 
théorie du contrôle classique. 
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2. Le cas n > 1, correspondant aux EDP et donc à la théorie du contrôle aux dérivées 
partielles. 

3. Tout corps ordinaire est un corps différentiel pour V — {0}. 

4. Un cas particulier est celui des ODE et PDE linéaires, qui correspond à la notion 
de modules différentiels et d'espaces différentiels, (voir Fliess) 

Déf in i t ion 1.3.4 Un module différentiel (resp. un espace vectoriel différentiel^ est un 
module M (resp. espace vectoriel E) sur un anneau différentiel (A, d) (resp. corps 
différentiel (K, d)), muni de dérivations d telle que 

Vx,y £ M(Vx,y e E) d(x + y) = dx + dy 
Va e A(Va G K) Vx £ M(Vx € E) d(ax) = (da)x + adx 

1.3.1 MORPHISMES DIFFERENTIELS 

Définition 1.3.5 Un morphisme d'anneaux différentiels <p : A —* B est un morphisme 
d'anneaux, tel que: 

Vi = 1 , . . . ,n , Vr G A, ip(dix) ~ dnp(x). 

Propos i t ion 1.3.6 Le noyau d'un morphisme d'anneaux différentiels est un idéal différentiel. 

1.3.2 POLYNOMES DIFFERENTIELS 

On dénote par K{y] = lirrig-,^ K[yq] des polynômes différentiels en y muni des dérivations 
formelles ¿¿ telles que : 

di\K = du diy'l = yk
ß+li 

Par quotient, ensuite, on définit corps différentiel K < y >= Q(K{y}) des fonctions 
rationnelles différentielles en y (quotients de polynômes différentiels). 
Comme K{y) est un anneau intégre, la dérivation s'étend de manière unique au corps 
quotient K < y > . 

R e m a r q u e : 

• Dans un anneau différentiel A, les éléments de A tel que d¿a = 0 pour i = 1 , . . . ,n 
forment un sous-anneau C, appelé anneau des constantes. 

• Si A est un corps, il en est de même de C. 

On notera que C contient le sous anneau Q engendré par l'élément unité de A. 
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1.3.3 CLOTURE DIFFERENTIELLE ALGEBRIQUE 

R e m a r q u e : Comme dans le corollaire précédent, on peut montrer par un décompte 
des dérivées que si u et v sont différentiellement algébriques sur K, alors u -f- v et uv le 
sont aussi. On peut alors introduire la définition suivante: 

Définit ion 1.3.7 Soit N une extension (différentielle) d'un corps (différentiel) K. On 
appelle clôture (différentielle) algébrique de K dans N, le corps (différentiel) K', qui est 
formé des éléments de N vérifiant au moins une équation (différentiel, ODE ou EDP) 
algébrique, à coefficients dans K. 

R e m a r q u e : 

1. Dans un anneau commutatif l'intersection de n'importe quel collection d'idéaux 
parfaits est un idéal parfait. 

2. Il en est de même dans un anneau différentiel, l'intersection d'idéaux différentiels est 
un idéal différentiel. L" intersection (finie ou infinie) d'idéaux différentiels parfaits 
est un idéal différentiel parfait. 

De plus, on voudrait que la racine d'un idéal différentiel soit un idéal différentiel. 
On introduit pour cela les anneaux de Ritt que l'on considérera exclusivement dans la 
suite. 

Définit ion 1.3.8 Un anneau de Ritt est un anneau différentiel contenant Q. 

Proprié tés : 

• La racine d'un idéal différentiel est un idéal différentiel. 

• Tout idéal différentiel parfait est une intersection d'idéaux différentiels premiers. 



Partie II 

THEORIE DU CONTROLE AUX 
EQUATIONS AUX DERIVEES 
PARTIELLES ALGEBRIQUES 

II.l APPLICATIONS DE L'ALGEBRE DIFFER­
ENTIELLE 

Considérons pour commencer les systèmes de contrôle 7£i de la forme: 

»=tn 

y = f(y) + Yl diivW 
¿=i 

où les (u*)i<j<m sont des indéterminées appelées "entrées" et les y = ( y 1 , . . . , yp) sont 
des indéterminées appelées "sorties". 
On suppose alors que le système de contrôle est défini par un idéal différentiel t dans 
Panneau différentiel K{u,y] pour la dérivation ordinaire notée par un point. 
R e m a r q u e : Dans le cadre de la théorie du contrôle classique les entrées sont supposées 
indépendantes (libres), donc le seul idéal différentiel qu'elles définissent indépendamment 
de la sortie est l'idéal différentiel zéro. 

P r o p o s i t i o n I I . l . l l'idéal différentiel x est un idéal différentiel premier. 

D é m o n s t r a t i o n : Soit 

h : K{u,y} — • K(y) <u> 

(u,y,y,y,...) —* (u,y,f(y)+g(y)u,^y+^yu + gù,...) 

Le morphisme différentiel obtenu en munissant K(y) < u > de la dérivation . : y — • 

f{y) + g(y)u. 
Cette application est bien définie car tous les y,y,... sont explicitées en fonction de y 
par induction. 

92 



ILL APPLICATIONS DE L'ALGEBRE DIFFERENTIELLE 93 

t est donc le noyau d'une application d'un anneau dans un corps donc c est premier. 
De plus l'anneau K{u,y} et le corps K(y) < u > sont stables par differentiation donc 
l'idéal t est un idéal différentiel premier. o 

R e m a r q u e : 

• Plus généralement, on notera que les idéaux différentiels définis par des équations 
résolues par rapport à certaines variables sont parmis les situations les plus faciles 
à étudier. (Exemple: les équations dites d'évolution en physique mathématique). 

• En particulier, tout idéal linéaire est donc premier puisque le théorème de Cramer 
permet justement de le ramener à la forme précitée. 

R e m a r q u e : Dans le cas des systèmes y = A(y) + B(y)u où A et B sont des fonctions 
rationnelles de y, la démonstration précédente reste valable (comparer à C.H.Moog, 
J.Perraud, P.Bentz and Q.T.Vo [6]). 

Lorsque la situation précédente n'est pas réalisée, nous allons présenter quelques ex­
emples d'idéaux différentiels et mettre en évidence la difficulté qu'il y a à démontrer 
qu'ils sont premiers, parfaits ou que leurs racines sont premières dès qu'il ne s'agit plus 
d'idéaux de la forme explicite donnée plus haut. Un critère général, adapté du critère 
d'intégrabilité formelle, a été donné dans ([50]), mais sa démonstration est trop tech­
nique pour que nous puissions la présenter ici. Ce critère généralise et précise un critère 
donné précédemment par Rosenbrock ([59]). Ces deux résultats sont les seuls connus 
actuellement. 

E x e m p l e : Soit a l'idéal différentiel généré par P ~ yx — 4y. 
Alors dxP = 2yx(yxx — 2). Ainsi, les solutions de P au sens classique satisfont yx = 0(et 
donc y = 0) ou yxx = 2 (et donc nécessairement y ^ 0), prouvant que l'espace des 
solutions de P — 0 peut être divisé en y = 0 et y — (x + a)2 avec a = est, a G R. 
Dans tous les cas yx(yxx~2) est un produit mais ni yx ni (yxx — 2) n 'appartiennent à l'idéal 
différentiel o généré par P qui n'est donc pas premier mais contenu dans l'intersection 
de deux idéaux différentiels premiers générés par y d'une part et 
(PiVxx — 2) d'autre part (voir [39] ). 
On peut montrer ( voir [38]) que yxxx 6 o et un tel résultat montre que a est strictement 
contenu dans l'intersection puisque yxxx ^ a mais appartient à l'intersection. 

E x e m p l e : Soit a l'idéal différentiel généré par P = yx — 4 Ï / 3 . 
On a successivement et de façon similaire: 
dxP = 2yx(yxx - 6y2) , dxxP = 2yxx(yxx - 6y2) + 2yx(yxxx - 12yyx). 
Comme (yxx - 6y2)dxxP = yxx{yxx - 6y2)2 + 2yx(yxx - 6y2)(yxxx - I2yyx) 
= • Vxx(Vxx - 6y2)2 € a 
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or (y2 - 4y3)(yxx - 6y2) = y2
x(yxx - Qy2) - 4y3(yxx - 6y2) 

done y3{yxx - 6y2) 6 a 

De plus, on montre que 
{yxx - 6y2)4 = {yxxf{yxx - 6y2)2 - 12y2yxx(yxx - 6y2)2 + 26y4{yxx - 6y2)2 

on en conclut que (yxx — 6y )4 G a. 

On en déduit que toute solution de P = 0 est aussi solution de yxx — 6y2 = 0, done 
que a n'est pas premier mais que l'espace des solutions ne peut être réunion de plusieurs 
parties irréductibles comme dans l'exemple précédent. 

Exemple : Soit y2 — uy = 0. 
En dérivant, on obtient 2yy — uy — ùy — Q, puis en factorisant et en multipliant par y, on 
a: (2y — u)y2 — ùyy = 0, ensuite en utilisant l'égalité y2 = uy on a: (2y — u)uy — ùyy = 0, 
on en tire: (2i¿y — u2 — ùy)y = 0 

Ceci, bien sûr, se complique lorsqu'on passe au cas de plusieurs dérivations. 

Exemple : Examinons l'exemple suivant, avec n. = 2, m = 1: 

^2 = 0 

= 0 
n Í îto - l/2(!/ii)2 

2 \ Vu- Vu 
En différenciant, on a: 

{ î/122 - 2/HÏ/lll = 0 

-y m + ym — o 
-yin + yin = û 

Par combinaisons de ces équations, on obtient: ym(l — yu) = 0. 
Deux cas semblent se présenter alors: yn = 1 ou yin = 0. 
Mais si on dérive encore, on obtient: — (ym)2 + (1 — î/ii).yiiii = 0 ==> (yni)3 = 0 
car en effet y m [ y m i ( l ~ yn)] = 0. 

Remarque ; Comme on l'a déjà montré, ce système n'est pas formellement integrable 
car on a obtenu une nouvelle équation d'ordre 3 qui n'est pas une combinaison linéaire 
des équations précédentes d'ordre 2 et 3. 
(En effet l'application 7l4 —• TZ3 n'est pas surjective car un point de 7£3 tel que y n = 1. 
ym = 1 ne peut être la projection d'un point de TZ4 pour lequel nécessairement ym = 0). 

II.2 SYSTEMES DE CONTROLE AUX DERIVEES 
PARTIELLES 

Nous allons définir maintenant la notion de systèmes de contrôle aux dérivées partielles 
grâce à l'algèbre différentielle. 
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On supposera désormais que l'on considère un système de contrôle défini par un 
idéal différentiel premier t et on introduira le corps différentiel des entrées/sorties N — 
Q{K{u,y}/t) = K<t,r,> 
D a n s le cas g é n é r a l : 

Les entrées peuvent vérifier des équations différentielles ou aux dérivées partielles indépendemment 
de la sortie et définies par un idéal premier que nous appellerons p = r n K{u). Cet idéal 
permet de définir le corps différentiel des entrées L = Q(K{u}¡p) — K < £ > . 
De façon similaire, on introduira l'idéal différentiel premier q = t n K{y}. 
Cet idéal permet de définir le corps différentiel des sorties: M = Q(K{y}¡q) = K < r¡ >. 

R e m a r q u e : Il faut bien entendu, dans chaque cas, d'abord vérifier si l'on a un idéal 
différentiel premier et sinon le factoriser (Nous ne connaissons pas d'algorithme général 
pour résoudre cette question). 

R e m a r q u e : En accord avec le chapitre sur la théorie des jets et des EDP formelles, on 
peut supposer le système de contrôle formellement integrable (et même involutif). 
Il faut cependant bien remarquer que l'on doit le rendre formellement integrable, s'il ne 
l'est pas pour connaître les propriétés de l'extension N ¡K. (Degré de transcendance pur 
ou différentiel). 

R e m a r q u e : La détermination de p et q à partir de t revient à construire les systèmes 
résolvants (pour l'entrée et la sortie respectivement) du chapitre / / . Il faut alors de 
même les rendre formellement integrable pour connaître les propriétés des extensions 
L/K (entrée) et M/K (sortie). 

E x e m p l e : Equations de MAXWELL dans un espace libre, (voir [73] ) 

J divD ~ p 
\rotH-§ = J 

ou D(x,t), H(x,t) représentent respectivement les inductions électrique et magnétique 
qui jouent le rôle de sorties, tandis que j(x,t) et p(x,t), qui représentent respectivement 
la densité du courant et la densité de charge électrique, jouent le rôle d'entrées. 

Des équations du système, on tire une nouvelle équation pour j et p donc une équation 
pour les entrées indépendemment des sorties: 

divj+ |f = 0 
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II.2.1 KORTEWEG DE VRIES 
((x1,x2),u;y)}n = 2, q = 2: 

( 2u + Vl + {yf = 0 
2 \ u „ + 2u{yf + 4(u)2 - 2ulV - (l/2)y2 = 0. 

Pour éliminer la, sortie y, on remarque que l'on peut écrire les deux équations sous la 
forme résolue: 

n \ Vi = -2u - {yf 
2 \ 2/2 = 2«n + 4«(t/)2 + 8(«)2 - 4ulV 

En effectuant alors les dérivées croisées et substituant, on obtient facilement la condition 
différentielle constituant le système résolvant pour l'entrée: 

«in + u2 + \2uu\ = 0 

Cette équation étant une équation d'évolution est formellement integrable (peut être 
résolue en u-i) et donne lieu à un idéal premier par un raisonnement analogue à celui fait 
déjà au début de ce chapitre. On obtient ainsi N = L(y), ce qui montre a postiori que 
le système de contrôle est défini par un idéal différentiel premier. 

Ce système est inversible à gauche, c'est-à-dire que l'entrée peut être connue en 
fonction de la sortie. En reportant u = —(1/2)^ — (l/2)(y)2 dans la seconde équation, 
on obtient après quelques manipulations: 

î/in + V2- 6(y)V = 0 

qui donne lieu à un idéal différentiel premier pour les mêmes raisons que ci-dessus. 

Remarque : Les deux particularités qui ont permis de trouver les systèmes résolvants ne 
se recontrent pas en général dans d'autres systèmes, comme nous le verrons. (Problème 
de Bénard, vibration des cables, . . . [1]) 

Remarque : L'entrée et la sortie sont différentiellement algébrique sur K = Q. On en 
déduit alors que tout élément de iV est différentiellement algébrique sur K ce qui montre 
que diff trd N/K = 0. Nous verrons ci-après un calcul direct qui évite de faire référence 
aux systèmes résolvants et qui est donc très important en pratique. 

Remarque : 72-2 n'est pas formellement integrable (vis-à-vis de l'entrée et de la sortie) 
car la première équation du système ne comporte que des jets d'ordre 1. Le système 
formellement integrable est T^ qui est alors: 

yn + Zyyi + 2MI = o 
i/12 + 2yj/2 + 2u2 = 0 
un+2u(y)2 + 4(u)2-2uy~(l/2)y2 = 0 

l Vi + {y? + 2u = 0 
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Il est essentiel dans ce cadre de faire jouer le même rôle à l'entrée et à la sortie. 

R e m a r q u e : Bien que 1Z2 ne semble pas causal, Tt2 contient des jets d'ordre 2 de 
y. D'un autre côté, le choix de l'entrée et de la sortie permet pour la sortie d'avoir un 
système de type fini y\ = ..., y2 = ... sur l'entrée comme en théorie du contrôle classique. 
Cependant l'échange entrée/sortie est tout à fait possible (il est d'ailleurs réalisé dans la 
théorie des soiitons). 

Nous allons maintenant calculer le degré de transcendance différentiel: 
Le symbole du système est le suivant: 

f Yn = ° 
MJ YÎ2 = o 

l Uu = 0 
Le système de coordonnées (xl,x2) n'est pas ^-régulier et il faut faire la permutation 
(12) —+ (21) pour trouver: 

' Y22 = 0 
M 2 l U22 = 0 

Y12 = 0 

On en déduit que le caractère a\ — 0. Ce qui montre que le degré de transcendance 
différentiel est nul. On remarque encore une fois la nécessité de rendre un système donné 
formellement integrable pour pouvoir donner une signification aux caractères. 
Par contre, 1Z2 donne Uu = 0 donc U22 = 0 après changement de coordonnées et donc 
ne suffit pas pour calculer diff trd. 

II.3 OBSERVABILITE 

Pour faire comprendre simplement le concept d'observabilité, considérons un système de 
contrôle de la forme suivante: 

y = f(y) + Yl 9i(vW 

Nous allons étudier le comportement de certaines fonctions z = h(y). 
Notons par t (respectivement 5) les idéaux différentiels générés par l'entrée u et la sortie y 
(respectivement z) et désignons par N et N' les corps différentiels définis respectivement 
par les idéaux différentiels t et s. 

Déf in i t ion I I .3 .1 Un système de contrôle est dit observable par les z si et seulement si 
tout y peut s'écrire comme fonction différentielle rationnelle des u et des z. 

Propos i t ion II.3.2 Un système de contrôle est observable si et seulement si N = N1, 
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Démonstration : Dans tous les cas on a N' Ç JV car z = h(y). 
Si le système est observable alors on peut exprimer y comme fonction différentielle 
rationnelle de z et u et donc y E N1 —»• N Ç N'. 
o 

On peut donc représenter le système par le diagramme suivant: 

N 

/ î 
N' 

s 
* î 

\ 
K 

ou L est le corps différentiel des entrées. 
Remarque : Il est souvent préférable de représenter les corps de façon ensembliste 
comme ci-dessous. 

Plus généralement pour un système de contrôle aux dérivées partielles quelconque 
algébrique, on posera: 

Définition II.3.3 On appelle observable tout élément de N, c'est-à-dire toute fonc­
tion rationnelle différentiable de l'entrée, de la sortie et de leurs dérivées. 
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On vérifie aisément que cette définition est cohérente avec celle qui précède et étendre, 
sans changer les notations, la définition de l'observabilité à ce cas général. 

Remarque : N = N' n'implique pas M =• M' en introduisant les corps différentiels 
de sorties relatifs à y et z. 

Exemple 

y = u 
y = 
y3 = 
z1 = 

z- — 

1 1 

y u 
y2ul 

On a y1 = -T-, y2 = z1, y3 = z2 et le système est observable. 
On a bien sûr M' C M. De plus, on a y1?/3 — y2y2 — 0 =ä 
M C M' d'où M = M1. 

= H¿y2 = ^z2 et donc 

Exemple : 
Soit le système suivant: 

i _ 
y 
y2 -
y3 = 
y4 = 

y1 + y3 + u1 

y2 + y4 + 2y3u1 

y3 + 3ul 

y1y2y3 + (l + 2y3)2u1 + 2y4u2 

z — y 
z2 = y2 

Ici on a y1 = z1, y2 = z2, y3 = i 1 — z1 — u1, yA = i 2 — z2 — 2y3it1. 
Ce système est donc observable. 
Mais on a une inclusion stricte M' C M, car on ne peut exprimer ni y3 ni y4 comme 
fonctions différentielles rationnelles des z seuls (c'est-à-dire sans utiliser u). 

Remarque : Lorsqu'on ramène un système de contrôle d'ordre supérieur au premier 
ordre, la forme résolue ainsi obtenue est toujours observable (contrairement à ce qui 
se passe dans le cas général). En effet on a toujours Ä77 Ç N mais comme les y sont 
déterminés à partir de certaines dérivées des z, on a ainsi aussi N Ç. N1 ce qui entraîne 
N = N'. 

Exemple : Soit le système z — z — u — ù = 0 
Posons y1 = z, y2 = z — u. On obtient alors: 

y1 

y2 

z = 

y1 + u 

y1 
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Par contre ce système n'est pas observable par y1~y2 ou même y1+y2. Plus généralement, 

le problème d'observabilité revient à reconnaître si un élément d'un corps différentiel 
donné appartient à un sous corps différentiel donné. Ce problème qui paraît simple dans 
les situations précédentes, peut en effet être extrêmement compliqué comme le montre 
l'exemple suivant adapté de ([50]). 
Exemple : K = Q, N = Q < y\y2 >, N' = Q < yly%x,ylylx,ylxylxx - y\xy\xx >• 
Il n'est pas évident du tout a priori que y\y2

x G N'. 
Après un calcul extrêmement fastidieux posons $ = ylylx, \P = y2

xyxx, fi = yxxy"lxx ~ 
ylvlixi o n obtient finalement: 

! 2 _ ( d , n ) $ ¥ ( $ - g ) - 3 m v ( d x $ - 4 $ ) 
VxVx ~ ( 4 0 ) ( $ 4 * - * 4 $ ) - 2fi2($ + * ) - 0 4 ( ^ 4 * - * 4 $ ) 

On peut aussi présenter ce résultat d'une façon plus proche de nos définitions de l'observabilité, 
en remarquant que ce résultat revient à montrer que N' < y\y2

x > = N'. 

II.4 DEGRE DE TRANSCENDANCE DIFFER­
ENTIELLE 

Définition II.4.1 Soient K G L, deux corps différentiels. 
L'extension différentielle LjK est différentieilement algébrique, si tout élément de L est 
solution d'au moins une équation différentielle (ordinaire ou aux dérivées •partielles) à 
coefficients dans K, c'est-à-dire si et seulement si tout élément de L est différentieilement 
algébrique sur K. Dans le cas contraire, elle est dite différentieilement transcendante. 

Définition II.4.2 Les quantités (TJ1 ,... ,nm) sont dites différentieilement algébriquement 
dépendantes, si elles annulent au moins un polynôme différentiel en rn indéterminées 
(y1,.. .,ym). Dans le cas contraire, elles sont dites différentieilement indépendantes. 

Exemple : K = Q et L = K < cos(a;),siü{x) > ou r,1 — CQS(:E) et r¡2 — sin (a;) sont 
solutions des équations y1 — y1 = 0, y2 — y2 = 0 et (y1)2 + {y2)2 = 1. 
n1 et n2 sont donc différentieilement algébriquement dépendants et LjK est donc différentieilement 
algébrique. 

Définition II.4.3 Le degré de transcendance différentielle (noté diff trdj de l'extension 
différentielle LjK est le nombre maximum d'éléments différentieilement transcendants 
de L qui sont différentieilement algébriquement indépendants sur K. 

On peut montrer que ce nombre ne dépend que de l'extension et non des générateurs 
choisis. 

Exemple : Soit K et L = Q{K{yl,y2}/yl
x -y2) = K < 7?\T?2 > 

Ici difftrdL/K = 1 car n1 ou n2 peuvent être choisi arbitrairement. 
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Définition II.4.4 Une base de transcendance différentielle est constituée par un ensem­
ble d'éléments indépendants en nombre maximum. Toutes ces bases ont le même nombre 
d'éléments. 

Remarque : 

• Si K C L C M sont trois corps différentiels, on a diff tvdM/K = diff tvdM/L + 
dift trdL/K 

• diff tvdL/K ~ 0 -t=> L/K est différentiellement algébrique. 

• Si L = Q{K{y1,..., ym}/p) alors 0 < diff tvdL/K < m 

Propr ié tés : Soit K C L, ou L/K est engendrée par un nombre fini d'éléments, c'est-
à-dire L = K{nl,..., nm}. 
Si n = 1 on a diff tvdL/K = 0 <$=>• tvdL/K < oo et ce résultat conduit à l'introduction 
de l'état. Mais cette propriété n'est plus vrai si n > 1 où l'on a seulement 
tvdL/K < oo =» diff tvdL/K = 0. 

Exemple : Cas n = 3 > 1. 
Si K = Q, L = Q(K{y\y2}/(y\y2 - y1)) = K{y\y\y\y2). 

On a diff trdL/K = 0 car y1 = 0, 'f= 0 et trdL/K = 4. 

Exemple : Soient K = Q < x ^ x ^ x 3 > et Z- définie par le système suivant: 

Í y33-x2yn = 0 
\ y22 = 0 

D'après le chapitre II, on peut en déduire que difítvdL/K — 0 et tvdL/K = 12 < oo. 

Exemple : Cas n — 2, m = 2: (Cauchy-Riemann). 
On étudie les transformations holomorphes du plan complexe X -f ¿Y = / ( x + ¿y) de la 
forme Z = f(z). Ces transformations vérifient: 

<9y ôx ' <?y <9x 

Dans diff tvdL/K = 0 car 

d2y ^21_ 0 ö̂ r a2x _ 
<?y2 <9x2 ' dy2 dx2 

. Par contre, on a bien sûr tvdL/K = oo. 

Nous allons maintenant indiquer un algorithme pratique pour calculer le degré de 
transcendance différentiel d'une extension définie par un système EDP algébrique. Cet 
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algorithme est très important en pratique comme nous le montrerons par la suite. 

Nous allons supposer que la seule donnée est celle d'un certain nombre d 'EDP algébriques 
et scinder les opérations successives en un certain nombre d'étapes, en précisant chaque 
fois si la faisabilité algorithmique est connue ou non. 

1. Par dérivations successives, nous obtenons un idéal différentiel r C K{yl,... ,ym} 
par exemple. Cet idéal, comme nous l'avons déjà vu sur des exemples, peut n'être 
ni premier, ni parfait. 
Il n'existe pas, à notre connaissance, de moyen constructif pour prendre la racine, 
nous devons donc supposer que cette étape a été réalisée en fonction de chaque cas 
particulier. 

2. En supposant que t est parfait, on peut alors utiliser le théorème de la base 
différentielle de Ritt et son corollaire que voici (). 

Coro l la i re I I .4 .5 Tout idéal différentiel parfait dans K{y1,,.., ym] peut être représenté 
comme l'intersection finie non-redondante d'un nombre fini d'idéaux différentiels 
premiers. 

Théorème II .4 .6 (de la B a s e différentielle de Ri t t ) ; Tout 
idéal différentiel parfait r C K{yl,.. •, ym] est obtenue comme la racine de l'idéal 
différentiel engendré par une partie finie (d'ordre q) de t. 

On peut alors seulement scinder le problème donné en se ramenant à considérer 
chaque composante et on peut donc supposer que cette étape a été réalisée en 
considérant désormais un idéal différentiel premier p mais on demeure dans un 
"cercle vicieux" du fait de 1) car même si l'on sait qu'il existe une partie finie de p 
qui suffit à définir p, encore une fois on ne sait pas prendre la racine en général. 
Pour contourner cette difficulté, il existe un critère pour reconnaître si un idéal 
différentiel engendré par un nombre fini de polynômes différentiels est premier ou 
non. Ce critère est l'adoption au cadre algébrique du critère d'intégrabiîité formelle 
de Janet-Spencer-Quillen-Goldschmit ([50] ) et permet d'éviter de prendre la racine 
à condition d'avoir un symbole 2-acyclique ou involutif. 

Critère II.4.7 Soit pq C K[yq] premier. Si l'idéal obtenu en prolongeant une fois 
est un idéal premier pq + 1 C K[yq+i] avec pg + 1 n K[yq] = Pq et si le symbole Mq de 
lZq défini parpq est 2-acyclique avec Mq+i fibre vectoriel, alors \>q engendre un idéal 
différentiel premier. 

Ce résultat qui précise des énoncés partiels (de Kolchin [39] ) montre encore une 
fois l 'importance extrême des notions d'acyclicité et d'intégrabiîité formelle. Nous 
pensons même qu'une utilisation systématique de ce critère doit permettre la 
décomposition pratique recherchée dans les étapes précédentes. 
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3. On a donc un idéal différentiel premier p que l'on étudie grâce à une partie finie pg 

qui engendre un système EDP formellement integrable dont on peut supposer le 
symbole involutif, quitte à prolonger un nombre fini de fois. 
Dans ce cas, la définition des caractères donnés dans le chapitre II, montre que: 

n f r x , - _ l ) l . 
dimAf^ = g r ! ( i - l ) ! tt» V r ^ ° -

Ainsi dim1Zq+r = d i m f t , . ! Yl?=i ^ ^ ^ 

et d imp, + r = dimp,_i + £ " = 1 ^ p o r * 

comme 'r"{"./' = il±_hll±l¿ j ] e terme de plus haut degré en r est donc (^-) r n qui 
doit être identique au terme de plus haut degré en r soit (-^)rn, résultant d'un 
degré de transcendance différentiel égal à a. Ceci n'est possible que si a " = a, ce 
qui permet d'obtenir l'agorithme de calcul du degré de transcendance différentiel 
au moyen de la proposition suivante: 

P r o p o s i t i o n 13.4.8 difftrdL/K — caractère oÇ 

Nous avons montré que a" est obtenu en contruisant la matrice caractéristique et 
en recherchant la variété systatique dans le cas linéaire. 
Dans le cas algébrique a™ dépend seulement de L/K et donc pas des générateurs. 
Pour les mêmes raisons que ci-dessus (calcul du degré de transcendance) le plus 
petit caractère non-nul dépend seulement de L/K et non des générateurs en re­
marquant que 

aj > • • • > < > 0. 
Ce dernier caractère est connu dans la littérature classique sous le nom de "type" 
(Kolchin [39]). 

On voit donc en pratique, que toute la difficulté de la détermination de diSttdL/K 
est de pouvoir décrire L/K par un système EDP formellement integrable. 

E x e m p l e :[Cauchy-Riemannj 
Soit x = ^dx + ßdy € T*. 
La matrice caractéristique est donc: 

de déterminant A2 -f p,2 ^ 0. 
Son rang générique est 2 et donc a2 — 2 — 2 = 0, car le système est formellement 
integrable, à symbole involutif. 
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II.5 CONTROLABILITE 
Nous allons essayer dans ce paragraphe de généraliser la notion de contrôlabilité au cas 
des équations aux dérivées partielles, de façon à retrouver des critères connus dans les 
cas linéaires et affines de la théorie du contrôle classique. 

Déf in i t ion I I .5 .1 On appelle observable libre (resp. contraintej toute fonction rationnelle 
de l'entrée, de la sortie et de leurs dérivées ne vérifiant aucune EDP algébrique sur 
K,(resp. vérifiant au moins une EDP algébrique sur K). 

R e m a r q u e : Les observables sont en fait les éléments de N, ce qui est cohérent avec les 
définitions de l'observabilité dans le paragraphe précédent. 
La recherche des observables contraintes équivaut à la détermination de la clôture algébrique 
de K dans N. 

Définit ion II.5.2 Un système de contrôle sera dit algébriquement contrôlable si et 
seulement si sa clôture différentielle algébrique K' est égale à K. 

P r o p o s i t i o n I I .5 .3 Un système de contrôle linéaire de la forme y = Ay + Bu est 
contrôlable au sens de la définition précédente si et seulement si il est contrôlable au 
sens classique (voir chapitre I). 

Démonstrat ion : Cas l inéaire: ([51], p 523) 
Soit le système de contrôle linéaire y — Ay + Bu, d'après le théorème de Cayley-Hamilton 
3 a = ( a 0 , . . . , ctn) tel que: 

alors on a: 

ct2 

anA
n + ••• + OLXA + OQI = 0 

y = Ay + Bu 
y = A2y + ABu + Bu 

an I yM = Any + An~xBu + • • • + BvSn~lK 

Supposons le système non contrôlable: 
grâce à la linéarité, on peut choisir un élément £ = ay où 5 est un vecteur constant 
orthogonal aux vecteurs (B,..., A^n~^B), c'est-à-dire tel que l'on ait 
aB = 0 , . . . , âAn~lB = 0. On obtient: 

a 2 

ay = âAy 
ay = à A2 y 

ây^ = aAny, 
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En sommant, on a: 
aiäy + a2äy-\ \-anäy^ = axäAy + a2âA2y-{ \-anâAny — ä(aiA + a2Ä

2A h 
anA

n)y = à(-a0I)y = -âa0y = a0â?/ = -t*0£ => 

a0ät/ + ö i äy + a2âi/ + • • • + anai/ ( , î ) = 0 =£• 

QQ£ + QiC + • • • + an^(w) = 0 

Ainsi donc si le rang de (B, AB,..., An~lB) < n; il existe au moins une observable 
vérifiant une EDP. 
Réciproquement, s'il existe un tel élément, en remontant la démonstration, on voit que 
le rang de la matrice de contrôlabilité n'est pas maximum. o 

Remarque : 

1. Pour les cas non-linéaire ou aus EDP, il est nécessaire de remplacer la clôture 
différentielle algébrique par la clôture différentielle. C'est d'ailleurs l'existence de 
cette dernière que l'on prouve grâce à la géométrie différentielle par la nullité du 
dernier ^ n

i e m e ) caractère. 

2. Pour le cas non-linéaire mais affine, on se reportera à la démonstration faite pour 
la contrôlabilité forte au chapitre / / . On remarquera donc à cet effet que la notion 
de clôture différentielle algébrique a été étendue par analogie au cas strictement 
différentiel sans que cela implique que les observables contraintes soient elles-mêmes 
des fonctions rationnelles. Il semble donc que la notion de contrôlabilité algébrique 
soit plus faible que la notion de contrôlabilité différentielle. Ces deux notions 
doivent donc être distinguées clairement, les exemples ci-dessous précisent ce point. 

Remarque : On peut donc représenter le système par le diagramme suivant: 

N = Q(K{u,y}/x) 

X' 

î 
K 

Remarque : Il est à noter que la recherche de la clôture différentielle algébrique est un 
problème très délicat, pour lequel on connaît peu de tests. En dehors des cas linéaires et 
affines précités, on notera le cas extrême K' = N que l'on peut reconnaître en montrant 
que diff trdN/K = 0, grâce au calcul du n i e m e caractère.(voir KdV,Bénard, Cable). 

Exemple : Soit le système linéaire suivant: 

y1 = -y2 + u 
y2 = —y1 4- au 
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Ici, comme c'est un système linéaire, on cherche les observables sous la forme z = Ay1 + y2 

(combinaisons linéaires des y). 
Si un tel système existe, il doit vérifier z + -yz = 0 donc Ay1 + y2 + 7y2 + l^y1 = 0 
or d'après le système on a l'équation: 

-ay1 + y2 - ay2 + y1 = 0 

Par identification, on obtient le système suivant: 

= 1 

( a , 7 ) = (±1,=F1) 

donc on a 2 cas: 
1 e r cas: si a = 1 =4> 3z = —y1 -f y2 vérifiant z — z — 0. 
2 e m e cas: si a = — 1 =^ 3 z = y1 -r y2 vérifiant i + 2 = 0. 
Et on peut montrer que dans ce cas le système n'est pas contrôlable au sens classique. 

Exemple : Soit le système uy — ù = 1. 
En changeant légèrement les notations, on peut introduire l'état (u,y,w) et l'entrée t», 
tel que le système puisse être mis sous la forme: 

ù = uv 
y = w 

{ w — 1/u + v 

Alors on a: 

/ = wd¡dy + {l/u)d¡dw 

g — udjdu + djdw 

et 

[f, g] = -dfdy-{l/u)dfdw 

\g,[f,g]] = (l/u)d/dw 

La distribution A est de rang maximum 3. Donc le système est fortement contrôlable. 
Ainsi on ne pourra pas trouver d'observable contrainte vérifiant une EDP donc K = K'. 

Remarque : La méthode utilisée correspond à une description différente, mais équivalente 
de N. En effet w = y, v — - sont des éléments de N. Nous allons montrer ci-dessous 
directement que K = K' sur la description initiale de N par le système de contrôle 
uy — ù = 1. 
Pour cela soit z = f(u, ù, ü , . . . , y, y) une observable contrainte par z = $(2). On en 
déduit de suite que z = / («, y, y) doit satisfaire à: 

!£*+g*+g<¿±i>-íA..*»». 
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Ce qui nécessite: §¿ + uff = 0 et §£y - ff = $(f(u,y,y)). 

Ceci n'est possible que si tous les mineurs de la matrice jacobienne 

JÍLy^JÍL _ËLLy„JiL £±y+Êl_ _ 
dudy " 9u9ii dydy " dudy dydy " dy dudy 

92J 

dy 

sont nuls. 
La première et la dernière colonne donnent: 

d2f df d2f d2f . d2f 
TV + "37 - -3-37 + u—T-_y - û—— = 0 dydy dy dudy dudy dudu 

ce qui, après utilisation de l'équation précédente entraine: 

df df n — + — = 0. 
dy du 

En effectuant alors les dérivées successives croisées, on a: 

dydy dydy du du dudu du 

Ce qui montre que ff = f¿ = f£ = 0 = ^ / = cte est une observable triviale, par suite 

K' = K. 

E x e m p l e : Considérons maintenant le système: uy — ù = 0. 
De façon similaire, on introduit l 'état (u,y,w) et l'entrée v tel que le système prenne la 
forme suivante: 

ù = uv 
y = w 
w — v 

avec 

alors 

/ = wd/dy 

g = udjdu + d/dw 

[f, g] = -d/dy 

[g AL g}} = o 

Donc la distribution est toujours de rang 2. Ainsi ce système n'est pas fortement 
contrôlable et dans ce cas on pourra vérifier que l'élément z = y — log u est une ob­
servable contrainte vérifiant l'équation différentielle i = 0. 

R e m a r q u e : On notera que dans cet exemple où le système n'est pas linéaire, l'observable 
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contrainte n'appartient pas à la clôture algébrique différentielle mais en revanche, elle ap­
partient à la clôture différentielle (analytique ou généralisée). Par une méthode semblable 
à celle de la remarque précédente, on obtient : 

-J- = 0, u-J- + -1 = 0 =» z = h{y - log u) 
oy ou oy 

R e m a r q u e : On pourra aussi noter que l'on peut considérer une aut re notion de 
contrôlabilité en prenant la clôture différentielle Kv de K dans M. 
Dans le cas des situations linéaires et affines déjà rencontrées, on a K' — K" mais ce 
n'est pas le cas en général. 
Cette notion de contrôlabilité détermine aussi une réalisation minimale comme nous 
allons le voir, mais nous ne connaissons aucun équivalent classique. 

Définit ion II.5.4 Un système de contrôle est dit contrôlable au "sens2'' si et seulement 
siK = K". 

Propos i t ion H.5.5 Contrôlable au sens algébrique =4> contrôlable au "sens 2". 

Démonstrat ion : En effet, on a toujours K Ç IV' Ç K'. Si JÍ" ^ K =¡> K' ^ K. o 

Exemple : Soit K — Q et le système suivant: y1 + ù = 0 , y2 = 1. 
On a Kn = K <r¡2 > C K' = A' < r¡1 + u,rç2 > . 

II.6 REALISATION MINIMALE 

La théorie du contrôle classique correspond au cas n = 1 (une seule dérivation) et 
difftrdN/L — 0 (La dimension de l'espace d'état est finie) avec difftrdL/K = nombre 
d'entrées. 
Dans le cas général, soient V le corps composite de L et K' dans N, puis M' le corps 
composite de M et K' dans N. 

Définit ion II.6.1 On peut représenter le système par les quatre corps (K, L, M, N). La 
représentation minimale algébrique du système est réalisée par les quatre corps suivants 
(K',L',M',N) ou k' est la clôture différentielle algébrique de K dans N. 

On obtient donc le diagramme suivant: 
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N 

S \ 
L' M' 

\ / 
K' 

î Î 
L M 

\ î / 
K 

Dans ce cas on a: 

Proposition IL6.2 difF ivàN/L1 ~ 0. La dimension du nouvel espace d'état est aussi 
finie. 

Démonstration : 

On a diff trdL'/K < diff trdN/K = diff trdNjL + diff trdL/K = m. 

or 0 = diff trdNjL = diff trdN/L' + diff trdL'/L =• diff trdN/L' = 0. 

De plus diff trdL'/K' = diff trdL¡K o 

Remarque : La seconde notion de contrôlabilité donne le schéma suivant de réalisation 
minimale: 

N 
/ 

L" \ 
S M 

L \ S 
K" 

\ / 
K 

où l'on remplace les corps K, L, M, N par les corps Kv, V, M, N 

Exemple : Soit le système suivant y — ù — 0, qu'on peut mettre sous la forme canonique 
suivante: 

' X1 = X2 + U 

x2 = 0 
x3 = x1 

i y = x3 

La matrice de contrôlabilité est donc: 

1 0 0 \ 
M = | 0 0 0 

0 1 0 / 
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Son rang est 2, et le système n'est donc pas contrôlable au sens usuel. 
Cherchons alors les éléments de la clôture algébrique. Dénotons par z les éléments de 
K'. z vérifie alors : 

Í z = h(u,ù,y,y,y) 
\ z = $(r) 

=> ¿ = f«ü + § ü + f y + fyy + S *'= $(M«, ¿, v, y, y)) 

On en déduit donc: §J = 0 , § | = 0 = i > 2 = A(u, y, y) 
On dérive de nouveau et on obtient: 

dh dh dh.. .ô/i dh.. dh . ... 
2 = â l u + %y + djy = ( ^ " ~dî)u + %y = ( K y ' y ) ) 

On en tire: 

ou <?y 9u dy 

Ainsi on a z = h(u,y,y) = g{u + y,y) 
Montrons maintenant que h ne dépend pas de y, en effet, en posant v = u + y, on a: 

— T — y = ${g{v,y)) 

dy 

Alors, en dérivant une fois par rapport à y et à u, on obtient: 

dydv^ ' dy dv > ¿_ rv 

dydv" dv " 

On en conclut que z — f(u + y), et on trouve la clôture différentielle algébrique K' — 
K < fi + Ç > . 
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11.7 OBSERVABILITE GRACE A U N E SEULE 
SORTIE 

P R O B L E M E : Etant donné un système avec m entrées et p sorties, on peut se poser la 
question suivante: Existe-t-il un système équivalent avec une seule sortie dont la mesure 
peut redonner les autres sorties? 

La réponse à cette question est positive, sous les conditions du théorème d'algèbre 
différentielle (de l'élément primitif ) suivant: 

Théorème II .7.1 (Kolchin p 103) Soit K un corps différentiel muni de n dérivations 
indépendantes. Alors toute extension différentiellement algébrique L/K (c'est à dirt telle 
que diff txàLjK — Q) générée par un nombre fini d'éléments, peut être engendrée par un 
seul élément appelé élément primitif. 

Corollaire II .7.2 Tout système de contrôle aux dérivées partielles algébriques tel que 
diff trdN/L — 0 peut être observé par une seule sortie, à condition d'élargir si nécessaire 
le corps de base. 

E x e m p l e : Si on considère le système suivant: 

yl + y2 - u = ° 
yl + y1 - u = ° 

Si on pose z = y1 alors on peut récupérer y2 comme fonction rationnelle différentielle de 
z. 

C o n t r e - E x e m p l e : K = Q. y1 = y1, y2 ~ y2 

il faut utiliser Q(x) au lieu de Q et considérer z — y2 + xy1, d'où z = y2 + (1 + x)y1 =£> 
y1 — z — z, y2 = (1 + x)z — xz. 

11.8 CONTROLABILITE GRACE A U N E SEULE 
E N T R E E 

Dans cette section nous allons donner une signification algébrique à la contrôlabilité 
d'un système grâce à une entrée par l'intermédiaire de l'algèbre différentielle tout en 
améliorant le résultat connu suivant ([75, 37]). 

Théorème II .8.1 Si A est cyclique et (A,B) est contrôlable (avec y — Ay+Bu), alors il 
existe un vecteur b combinaison linéaire des colonnes de B tel que (A, b) soit contrôlable. 
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Remarque ; On remarquera que ce résultat est purement formel puisque, si l'on écrit 
y = Ay + bv, en fait la nouvelle entrée considérée v n'est pas déterminé par l'entrée 
donnée u, qui devient paramétrée par v. Au contraire, nous allons, sous les mêmes 
hypothèses, ramener le système de contrôle à un système mono-entrée/mono-sortie dans 
lequel la nouvelle ne dépend que des entrées données. Ce résultat nouveau montre donc 
l'importance de du concept d'élément primitif en théorie du contrôle même dans le cadre 
non linéaire Nous allons maintenant introduire un théorème qui va nous servir par la 

suite (voir J.P.Lafon Les formalismes fondamentaux de l'algèbre commutative pour le 
cadre algébrique et Kolchin [39] pour le cas différentiel). 

Théorènie II.8.2 (Luröth) Si ul,,..,um sont différentiellernents transcendants sur 
K et L est un corps différentiel intermédiaire entre K et K < ul,...,um > tel que 
difftrdLjK = 1, alors il existe v € L tel que L = K < v > . 

Le théorème suivant constitue l'application du théorème de Luröth à la théorie du 
contrôle. 

Théorème I I .8 .3 Tout système de contrôle admettant un élément primitif peut se ramener 
à un système mono-entrée/mono-sortie. 

D é m o n s t r a t i o n : Nous allons ici donner une esquisse de la démonstration. 

1. A cyclique =*• 3w tel que wA, wA2,..., wAn~l soient indépendants. 
Il existe donc un élément primitif £ — wy, vérifiant: 

£ = wAy + wBu 

£ = wÄ2y + wABu + wBù 

: = : + : 
^i"-1) = wA{n~l">y + . . . + . . . 

On en déduit donc que ^ n ^ = fct(y,..., u, ù , . . . , un~1). De plus quand le système 
est linéaire, £ vérifie l'équation suivante: 

en)+c,..,^»-1)+• • • + c Q c = E ¿m® 
!=0 

où les coefficients c¡ et d¡ sont constants. 

2. (A, B) contrôlable => £ transcendant sur K. 
Alors posons H = K < £ > UÄ' < u > qui est de donc de degré de transcendance 
différentiel égale à 1. Donc d'après le théorème de Luröth il existe v € K < u > 
tel que H = K < v > . Et v est transcendant de degré 1 sur K. Et le système 
mono-entrée défini par l'extension K < £> ¡ K est donc contrôlable. 

3. Description: dans le cas linéaire on prendra pour nouvelle entrée v Y%=o diU^>. Et 
on aura donc un système de contrôle mono-entrée/mono-sortie (sortie £) contrôlable. 

o 
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II.9 INVERSIBILITE 
Pour l'inversibilité, il y a eu de distinguer deux notions dïnversibilité pour les systèmes 
non carrés (nombre d'entrées •£ nombre de sorties): l'inversibilité à gauche et inversibilité 
à droite. 

II.9.1 INVERSIBILITE A GAUCHE 
Pour l'inversibilité à gauche,nous sommes confrontés à deux définitions qui sont les suiv­
antes : 

Définition II.9.1 On dit qu'un système S est inversible à gauche, si et seulement si, 
on peut récupérer l'entrée comme fonction rationnelle des sorties et de leurs dérivées. 

Exemple 

x1 = u2 

• 2 1 1 x. — u x ( At;M,M - „2 
x' 

1 2 

y = x 
y¿ = x 

3 = ulx2 =4» < ¿y -, , relation entrée/sortie directe. 
y = u y 

d'où nous en tirons 
• 1 - 9 1 1 

y1 z= x — U X 

y2 = x3 = v}x2 

u1 ~ ¿r 

u2 = ¿(il) = A(¿|Í) 
dt V u 1 / dt \ y2 I 

Ce système est donc inversible à gauche au sens de cette définition et de celle qui va 
suivre, (voir M.Fliess: Some remarks on nonlinear invertibility and dynamic state-
feedback.) L'interprétation algébrique de cette définition est la suivante: 

Définition II.9.2 Un système de contrôle aux dérivées partielles algébrique est inversible 
à gauche si L C M. 

Dans le cas classique (une seule dérivation), on en tire les conséquences suivantes: 
Remarque : K C L C M = N et donc 

diff trdM/K = diff trdN/K = diff trdNjL + diff trdL/K = m 

et par suite diff trdN/M = 0 

Ce résultat peut conduire à la définition suivante qui est adoptée plus ou moins 
explicitement par plusieurs auteurs (Moog, Fliess). 



lUPARTIEII. THEORÏEDU CONTROLE AUX EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLESA 

Définition II.9.3 Un système de contrôle est inversible à gauche si et seulement si 
chaque entrée est différentiellement algébrique sur ¡es sorties. 

Remarque : On a maintenant M C N ce qui entraîne: 

diff trdNj K = diff trdN/L + diff trdLjK = 0 + m = m = ¿¿jf trdN/M + diff trdM/K. 

Ainsi la première définition implique cette seconde définition. 

Exemple 
x* = 

1 
y — x 

y = X2U2 

y1 

1 

d'où< u 
u2 + $y2 

= Ù1 

_ V,2 

u1 - y1 = 0 
ù2y2 - y2u2 + {u2)2 = 0 

Ce système n'est pas inversible á gauche au sens de la première définition , puisqu'on ne 
peut récupérer u2 comme fonction différentielle rationnelle de la sortie , mais cependant 
il l'est au sens de la deuxième définition car chaque entrée est solution implicite d'une 
équation différentielle a coefficient dans K < y1, y2 >. (voir référence: M.Fliess [16]). 

Exemple : 
x = u 
X' — U2Xl 

2 2 
U X 

2 
y = x 
y2 — z3 

En effet si u2 = 0 =¿> y1 = 0 pour i = 1,2 Vu1 =>• y1 = de pour i = 1,2 V«1 , donc le 
système n'est pas inversible á gauche au sens de Hirschorn [31, 32] (injectivité) mais par 
contre on a : 

* «'= *(*£) 
On peut donc récupérer u1 et u2 comme fonctions différentielles des sorties y1 et y2, 

donc il est inversible à gauche au sens des deux autres définitions précédentes. 

y2 = u2x2 = u2yl 

• o .1 

= SL — ML 
I Î 2 t i 2 

Exemple 
xl = tí1 

x" = i i 
X U 

X = l i ' 

U = x 
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y1 — x — U 
y2 = x2 — X3 

y2 = i 3 = x 1 « 1 = yxyl 

On ne peut donc récupérer u2 h partir de y1 et y2 . 
Voilà donc un système qui n'est pas inversible à gauche au sens des trois définitions . 

II.9.2 INVERSIBILITE A DROITE 

Ici aussi, nous allons énoncer deux définitions différentes, concernant l'inversibilité à 
droite, que nous verrons être liée à la notion de découplage par bouclage dynamique, 
d'où l'importance qu'a prise ces dernières années cette notion . 
D'après plusieurs auteurs (Fliess[15, 16, 17], Moog [35], Descusse[7], Nijmeiyer[31, 32]) 
on peut poser: 

Définition II .9 .4 Un système est inversible à droite si et seulement s'il n'existe pas de 
relations (équations différentielles ou EDP) entre les sorties seules, indépendantes des 
entrées. 

(Référence voir [17] ) 
L'interprétation formelle permettant de comprendre cette définition est la suivante: 

Critère II.9.5 Le système est inversible à droite au sens de cette première définition si 
et seleument si 

p = diff tvdM/K = p = nombre de sorties 

R e m a r q u e : Cela signifie que toutes les sorties sont différentiellement transcendantes 
sur le corps K. Cependant par dualité d'échange entrée/sortie avec la définition d'inversibilité 

à gauche, on peut poser: 

Définition 11,9.6 Un système est inversible à droite si et seulement si on peut récupérer 
les sorties comme fonctions différentielles rationnelles des entrées. 
(Référence voir [53]) 

L'interprétation formelle permettant de comprendre cette définition est la suivante: 

Critère 11.9,7 Le système est inversible à droite au sens de cette seconde définition si 
et seulement si M C L. 

R e m a r q u e : On a donc: K C M C L = N 
La seconde définition implique la première par comparaison des degrés de transcendance 
différentielle. 



11ñPARTIE IL THEORIE D U CONTROLE A UX EQ UATIONS A UX DERIVEES PARTIELLES A 

R e m a r q u e : On peut noter donc qu'un système ayant plus de sorties que d'entrées 
(m < p) ne peut être inversible à droite, car sinon on aurait 
p — diff trdM/K — p > difftrdN/K = difftrdL/K = m ce qui est impossible [46]. 

E x e m p l e : 

x 
x2 = 
~.3 _ 

i 4 = 

- „1 U 

x4 + u2 

a r V + u2 

u3 

y = x 

y = 
y2 = 

t r 
x3-«1 

y2 = u3 — ulu2 — x3(ù1 + (u1)2) 

y2 = x2 - x3 

Ici, on ne peut pas obtenir de relations entre les sorties indépendantes de l 'état et des 
entrées donc il est inversible à droite au sens des deux définitions. 

Exemple 

i 3 = 
i 4 = u3 

1 1 
y = x 
y2 = x2 

3 3 
y = x 

En dérivant, on obtient les relations suivantes: 

x1 = u1 

x" = u* 
2 1 

X U 

= îT 

y2 = 
X 2 « 1 l f = 

d'où y3 = y2yl =£• y3 — t/2?/1 = 0 ceci nous donne donc une relation entre les sorties 
seules, donc ce système est non inversible à droite au sens des deux définitions, car si les 
y étaient fonctions des u, les u seraient différentiellement dépendants entre eux . 

R e m a r q u e : L'inversibilité à droite joue un rôle important dans le découplage des 
systèmes de contrôle par bouclage dynamique (voir Fliess, Moog, Descusse, Nijmeijer 
[44, 45]) et peut être étendue telle quelle aux systèmes de contrôles aux dérivées partielles. 
On obtient: 

T h é o r è m e II .9.8 Un système de contrôle EDP inversible à droite au sens de la première, 
définition est découplable par bouclage dynamique sur Ventrée. 

Exemple : On considère maintenant le système de contrôle aux EDP, avec deux variables 
indépendantes (xl,x2). deux entrées (u 1 ,« 2 ) et deux sorties {y1,y2). 

f y\\ + y2n-y2 = y l ^ i "22 - uu + y2 = y1 

12/Î2 + #22 + y1 = «2 1 u\i - un -u1 = y2 
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Ce système est inversible à droite et à gauche. D'après la forme même des systèmes de la 

théorie du contrôle classique (et en particulier la forme canonique) de telles situations ne 
sont pas possibles classiquement, ce qui explique pourquoi elles n'ont pas été considérées 
en général. 

En conclusion, la notion d'inversibilité (à droite, à gauche) doit être reconsidérée dans 
le cadre de l'algèbre différentielle. 
En particulier on doit distinguer entre l'étude de Pinversibilté des opérateurs (définition 
forte) et celle de leurs symboles (définition faible). 

11.10 BOUCLAGE 

Le bouclage est une notion Clé de la théorie du contrôle classique, mais cependant elle 
reste vague. Plusieurs définitions ont déjà été données grâce à l'algèbre différentielle 
(M.Fliess, J .F.Pommaret) . Notre propos, ici, est d'étendre ces définitions aux dérivées 
partielles et de les expliciter en les illustrant par des exemples concrets. 

Déf in i t ion 11.10.1 Le bouclage est une transformation sur les entrées et/ou ¡es sorties 
et leurs dérivées, qui permet au système d'avoir certaines propriétés qu'il ne possédait 
pas avant (linéarisation, découplage). On demande en général, que cette tranformation 
qui intervient habituellement dans les problèmes de synthèse, soit inversible. 

Afin d'expliciter la définition en algèbre différentielle que nous allons donner de cette 
notion, nous allons préciser certaines notions sur des exemples non-différentiels. 
Notre problème est de distinguer tout d'abord entre isomorphismes et automorphismes. 
E x e m p l e : Considérons l'application de L/K ou K — Q, L = Q(\/3) qui laisse invariant 
Q et transforme v 3 en — v 3 -
On a donc le diagramme suivant: 

0 0 

/ 2 - 3 y2 - 3 

m 
y 

1 
K[y\ 
-y 

0 

Ici K\T]} est le corps résiduel et de plus on a K[rf\ — K\~n\ = L. 
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En posant &ut(L/K) — {ip : L —> L,ip(a + b) = ip(a) + y(è),Va,6 G L; (p(a) = a,Va G 
K}, on a ici un exemple de transformations du groupe a.ut(L/K) des automorphismes 
de L préservant K. 
Mais souvent cela n'est pas ie cas, comme le montre l'exemple suivant où on a juste un 
isomorphisme de L préservant K, c'est-à-dire un élément de iso(L/K). 

Exemple : Ici on considère la transformation qui laisse inchangé K = Q et transforme 
\/3 en 2\/3. 

On a donc le diagramme suivant: 

0 

1 
z2-

I 
K[z] 
A-

1 
0 — . K[C\ 

Í 

I 
0 

Ici on a un isomorphisme K[z] —• L dont le noyau est l'idéal par z2 —12 mais maintenant 
l'image de £ = \/Ï2~ est devenue 2\/3 G L, ce qui donne l'impression d'avoir à faire à 
un automorphisme de L/K, mais ce n'est pas vrai car l'image de (v^) 2 - 3 = 0 serait 
(2v/3)2 - 3 = 9 5¿ 0. 

Définition 11.10.2 On appelé bouclage dynamique un isomorphisme différentiel préservant 
K et transformant L (quand c 'est un bouclage sur les entrées) en un autre corps V iso­
morphe, et éventuellement M en M' et N en N1 avec M isomorphe à M' et N isomorphe 
àN'. 
Dans le cas ou L' ou M' sont encore dans N on dira que le bouclage des entrée est 
admissible par rapport à N (voir Kaplansky, pl5). 

Remarque : 

1. Les notions ci-dessus peuvent être utilisées soit pour les entrées soit pour les sorties. 

2. Le fait que le bouclage soit inversible, permet de conserver les mêmes degrés de 
transcendance différentielle entre corps différentiels correspondants. 

3. Il est possible d'envisager des tranformations qui ne conservent pas l'extension N, 
mais dans ce cas la difficulté réside dans le fait que dans l'algèbre ordinaire, il existe 

0 

kv2 - 3) 
Í 
K[y] 
2y 

\ 
K[n] 
2n 

0 
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un corps C contenant tous les nombres algébriques, alors que dans le cas différentiel 
cela n'est pas possible en pratique (concept d'extension universelle). 

R e m a r q u e : Contrairement à tous les exemples que l'on recontre en général, le mor-
phisme central peut ne pas être un isomorphisme bien que le morphisme induit entre 
les anneaux résiduels puisse être un isomorphisme. On considérera par exemple z = y2, 
avec les équations correspondantes z2 — 8z + 4 = 0, y2 — 2y — 2 = 0 avec r¡ — 1 + V3 
=£• £ = 4 + 2\ /3 = 2r¡ + 2 inversible. Dans le cas différentiel (ordinaire ou partiel), il 

suffit d'ajouter le mot "différentiel" devant les concepts que nous venons d'introduire et 
de supposer que ip : L —> L commute avec les d,- (et <9¿). 

Nous allons traiter en détail le système suivant pour montrer comment on peut 
représenter graphiquement un bouclage dynamique et de telle façon que l'énoncé puisse 
être applicable au cas partiel sans changement. 
E x e m p l e : 

x2 = 

A -

i i x u 
*3 i 

X U 
1 2 

X U 

y = x 
{y2 = x2 

La relation entrée/sortie est: 

y1 - ulyl = 0, y ™ {-¡)ii - « « V = o 

On en déduit que y1 et y2 sont transcendants sur K = Q 
et que diff trdL/K = diff trdM/K = 2 avec L = K < u1, u2 > et M = K < y1, y2 > . 
Par suite v1 — y1 et v2 — ( i i

r)y 2 — M1«2?/1 sont différentielîement transcendants sur K 
(réf. FLIESS) et on a donc linéarisé le système par bouclage dynamique pour obtenir 
y1 — v1 = 0 , y2 — v2 = 0. Le morphisme K{v,y} • K{u,y}: obtenu en posant 
v1 — y1 , v2 = (-^r)*/2 — uxu2yx n'est pas un isomorphisme différentiel car on ne peut 
pas récupérer u1 et u2 à partir de v1, v2, y1, y2 et de leurs dérivées. Cependant tenant 
compte de y1 = « y , on a alors 

u* = 4 
u2 = (v2 - (vVMÍOW))/»1 

et on obtient un isomorphisme différentiel de K < u > sur K < v > compatible avec N 
qui comprend les images par évaluation de u et u. 
Ceci correspond au dessin suivant: 
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P a r contre posant directement v1 = uxyl, on obtiendrait ul — \ . 
L'intervention des fractions rationnelles pour inverser montre l'intérêt de l'usage de 
corps différentiels plutôt que d'anneaux différentiels. 

R e m a r q u e : Le découplage par bouclage dynamique ainsi obtenu suivant une méthode 
préconisée par M.Fliess, peut donc être étendu au cas des dérivées partielles à condition 
de supposer que difftrdN/M = 0, ce qui entraîne nécessairement qu'il y a autant 
d'entrées libres que de sorties libres. 

R e m a r q u e : En géométrie différentielle, les bouclages dynamiques ont été considérés 
comme des transformations entre les jets d'ordre 1 (et non plus entre les indéterminées) 
que l'on étend jusqu'aux jets d'ordre infini, (voir A.M.Vinogradov,...). 

11.11 CAUSALITE 

La causalité semble une notion très essentielle dans la définition des systèmes de 
contrôle classique mais cependant sa définition ou les critères permettant de la tester 
sont presque inexistants. 
Sa généralisation au cas non-linéaire et aux EDP est donc très difficile. 
Nous allons essayer de donner une approche et des critères permettant de la tester dans 
le cadre de la théorie du contrôle aux EDP, grâce à l'algèbre différentielle. 

Pour cette généralisation, nous nous basons sur la définition donnée par Willems 
[73,?], que voici: 

1. La première condition imposée est que les entrées doivent être libres: "elles ne 
vérifient aucune relation algébrique ou différentielle entre elles". 

2. Comme dans le cas classique, diff trdN/L = 0, cela signifie donc que les entrées 
forment une base de transcendance différentielle de N/K. Ce point de vue a été 
repris par Fliess récemment (). 
On peut donc généraliser cette condition au cas des systèmes de contrôle aux 
EDP. 

Cependant l'exemple très simple suivant nous montrera que cette définition n'est cer­
tainement pas suffisante. 
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Exemple : y + u = 0. M ou y forment séparément une base (à 1 élément) de transcen­
dance différentielle de N/K et tout le problème est de prendre u et non y. Dans le cas 

linéaire classique J.Willems a proposé une condition supplémentaire de choix que l'on 
obtient de la façon suivante: 

Soit P(dx)u + Q{dx)y la forme résolue du système de contrôle obtenue en utilisant 
des matrices à coefficients opérateurs différentiels. Remplaçant dx par l'indéterminé s 
de la transformée de Laplace, on obtient donc 2 matrices P(s) et Q(s) auxquelles on 
demandera de satisfaire la condition suivante: 

detQ(s) T¿ 0, lim Q(s)-1P(s) < oo 

Cette définition nécessite deux remarques: 

1. Elle est inapplicable aux systèmes non-linéaires. 

2. Elle prend en compte toutes les dérivations apparaissant dans le système. 

Notre but maintenant est de montrer qu'un examen attentif de l'intégrabilité formelle 
permet de corriger la deuxième remarque tout en traçant la voie pour répondre à la 
première. 
Pour cela nous considérerons un exemple simple: 

Exemple : ylx + y\ + u\ = 0, y2
x + u2 = 0. 

Un examen simple de la matrice de transfert montre que le système est causal d'après 
la définition ci-dessus. Cependant, il ne l'est plus si on restreint la matrice Q(s) aux 
dérivées du plus grand ordre, car elle cesse d'être inversible. Mais on remarque aussi que 
le système n'est pas formellement integrable. 
Le système formellement integrable correspondant est alors: 

ylx + vl + < = ° > vL + ul = ° > vl + u2 = °-
On remarque alors simplement que la restriction des nouvelles matrices P(s) et Q(s) 
aux dérivées d'ordre 2 seulement permet de vérifier la causalité au même titre que 
précédemment. 

D'après l'exemple précédent, la causalité peut donc être étudiée seulement sur les jets 
d'ordre maximum du système formellement integrable correspondant. Elle revient donc 
à étudier les propriétés des matrices caractéristiques et en particulier seule subsiste la 
condition Q(s) inversible. 

Dans le cas général, on rend donc le système formellement integrable par rapport à 
l'entrée et à la sortie. On détermine alors la matrice caractéristique dans le cas d'un 
système linéaire où la matrice permettant de calculer l'indice d'ordre n dans le cas non 
linéaire. La causalité est alors généralisée par la définition suivante: 
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Défini t ion 11.11.1 Un système de contrôle aux dérivées partielles formellement integrable 
est dit causal si la restriction de la matrice précédente aux sorties est de rang maximum. 

R e m a r q u e : On en déduit dans le cas algébrique que difftrdN/L = 0. Ce qui montre 
alors que pour que le système, rendu formellement integrable par rapport aux sorties 
seulement, soit causal il faut que son caractère d'indice n soit nul. On en déduit alors 
que le seul nombre intrinsèque de N/L sera le plus petit caractère non nul dans ces 
conditions. 

R e m a r q u e : La définition précédente montre donc que toutes les bases de transcendance 
de N/K ne sont pas équivalentes du point de vue de la causalité et sert donc à préciser 
ce choix. Ainsi, pour le système très simple yx-\-u = 0, y et u peuvent être choisis comme 
bases de transcendance différentielle alors qu'avec la définition précédente on doit retenir 
u seulement. 

D'une façon plus générale, par contraste avec le cas ordinaire, le problème dans le cas 
partiel est de calculer les caractères (polynômes de Hubert) des différentes combinaisons 
possibles selon que l'on considère entrée-fsortie, entrée/sortie, sortie/entrée, entrée ou 
sortie. 
Dans le cas algébrique cela revient à connaître les propriétés des extensions corespon-
dantes N/K, N/L, JV/AÍ, L/K ou MjK. 

Pour faciliter la comprehension de ce problème très technique, nous allons résumer 
et examiner ici sous forme de tableau les différents cas qui peuvent se présenter en les 
illustrant séparément. 

diff trd L/K = 0 

diff trd L/K > 0 

symbole 

système 

trd L/K < oc 

trd L/K = oo 

non-surjective 

sur-determinè 
oui 

(Opérateur de Killing) 
+ 

oui 

(x*,x2,x3) 
y\ = 0 y2 = 0 

oui 
(yi + *i = o) 

(y2 + z2 = 0) 

surjective 
injective 

determine 
oui 

(y**) = o 
+ 

(Cauchy-
Riemann) 

0 

non-mjective 
sous-determinè 

0 

0 

oui 
Divergence 

(divergence) 
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Exemple : [Killing] 
<9¿£J + dj£% = 0. En effet ce système est formellement integrable car il n'y a que des 
équations du premier ordre ne contenant pas de jets d'ordre 0. 
De plus, la matrice caractéristique, est de rang maximum car elle contient la sous-matrice 
diagonale (2xi, - • • ,2xB)-
On a dijÇk = 0 , Vi,j, k; donc toutes les dérivées d'ordre deux sont fixées 
d'où trdL/K < oo et tous les caractères sont nuls. 

Exemple : 
n = 2 , m = 2, d^y1 + d2y

2 = 0 

Donc le symbole ici est (xx>X2) e^ le rang est alors maximum ie 1. 
Par conséquent a\ = diff trdL/K — 1. 

Exemple 

Le symbole est ie suivant 

EL _ M _ o 
dy dx 
ax oy 

A=( A ^ ) donc det A = A2 + p2 > 0 

Donc la matrice caractéristique est inversible d'où l'opérateur est déterminé. 
On va montrer que a\ = diff trdL/K = 0, car toute observable est liée. 
En effet, on a: 

d2Y _ d2x 
dy2 8x9y 

EL — 9 x 

dx2 dxdy 

On en tire que AY = Q + 0 = 0 AX = g + 0 = 0. 
Prenons une observable Z = X + yY, alors on a: 

{ dxZ = dxX + ydxY 
dyZ = dyX + ydyY + Y 

Ensuite 

On obtient donc AZ = 2dyY 

or 

dxxZ = dxxX + ydxxY 
dyyZ = dnX + ydmY + 2dyY 

dxZ = dxX-ydyX 
dyZ = dyX + ydxX + Y 

On obtient de même AZ = 2dxX 
Donc toute observable est contrainte et diff trdL/K = 0, mais cependant cet opérateur 
a une infinité de solutions donc trdL/K = oo. 
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11.12 POURSUITE DE MODELE 

Nous allons essayer de donner une formulation du problème de la poursuite de modèle 
grâce à l'algèbre différentielle. Nous rattacherons ce concept à la théorie de l'élimination 
différentielle, tout en l'étendant aux dérivées partielles. 
P O S I T I O N D U P R O B L E M E 
Le problème est le suivant : étant donné un premier système de contrôle, est-il possi­
ble de trouver un second système compatible avec celui-ci tel que le système composé 
résultant soit un système modèle choisi. 
Suivant que la compatibilité se pose du côté des entrées (resp. des sorties) du premier 
système, on parlera de poursuite de modèle à gauche (resp. à droite). 

Nous allons montrer que ce genre de problème est un exemple de situation aussi sim­
ple dans le cas algébrique qu'il est difficile à décrire dans le cas différentiel. 

F O R M U L A T I O N : 
Avec des notations spécifiques, le problème posé revient à ceci: 
On part d'un système de contrôle L/K — • M/K défini par un idéal différentiel dans 
l 'anneau différentiel L ®# M. Pour être. compatible le second système doit être de 
la forme M/K —* N/K (sortie du premier = entrée du second) défini par un idéal 
différentiel dans l 'anneau différentiel M ®K N- On peut injecter L ®K M et M ®K N 
dans L ®x M ®K N et étendre les idéaux correspondants. 
Mais L ®K N peut être considéré comme un sous-anneau différentiel de L <8>K M ®K N 
auquel on peut restreindre l'idéal composé précédent, ce qui détermine alors le système 
de contrôle composé L/K —> N/K. 
Il est déjà difficile de procéder à l'élimination de M/K et le problème de la détermination 
du second système de contrôle lorsqu'on connaît le premier et le composé (modèle choisi) 
est encore plus dure. 

R e m a r q u e : Ce problème relève en effet de l'élimination différentielle et les algorithmes 
développés dans ce dómame sont très rares et c'est d'autant plus difficile quand il s'agit 
de systèmes EDP. 

E x e m p l e : On se donne ici un problème de poursuite de modèle à droite on prend pour 
entrées ( u 1 , « 2 , ^ ) et pour sorties (y1, y2) et (z x ,z 2) . 
Et on considère les systèmes suivants: 

{ il = ix 

o . , . 0 0 9i qui détermine L/K-—+ M/K 
u¿y¿ — u¿y¿ = urn* ' ' 

I Z " It 

(II) < 2 -2 -2 *2 2 3 ? ^ détermine L/K — • N/K 
\ il Z — VL Z — XI 11 
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Après identification différentielle, on peut trouver les équations 

qui détermine M/K — • N/K 
z1 -y1 = 0 
z2 - y2 = 0 

qui est le système recherché. 
On pourra vérifier que le degré de transcendance du premier système est 2 tandis que 
celui du second est 3. 

Remarque : On voit donc dans cet exemple que la condition diff trdN/K — diff trdLjK 
est une condition suffisante mais non nécessaire d'existence du corps M et donc de la 
solution du problème de poursuite à droite. 

E x e m p l e : On prend deux systèmes avec pour entrée u et des sorties (y1, y2) et (z1, z2) 
respectivement. 
On se pose le problème de passer du système EDP non-linéaire y2^1 — u = 0 au système 
linéaire modèle z1 — u = 0 par une transformation sur les sorties. 
Donc un problème de poursuite de modèle à droite z1 = y2y1 
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APPLICATIONS ALGEBRIQUES 
DIFFERENTIELLES: 

Nous allons essayer de présenter ici quelques exemples de systèmes de théorie de contrôle 
aux EDP traitées grâce l'algèbre différentielle. 
La variété des domaines d'application montrera l'utilité de ces méthodes. 

I I I . l TOURBILLONS DE BENARD 

On adopte les notations du chapitre précédent en les adaptant au cadre algébrique. 
On désigne par (x^,x2,x3) des indéterminées différentielles formant le corps de base 
K = Q < x*,x2,x3 > et cinq inconnues qui sont successivement la température B, 
la pression TT et la vitesse v = (u1,«2,«3). On pose g = (0,0,— g) pour le champ de 
gravitation. 
Le système est le suivant: 

[ V i = 0 
l Av-BgVir = 0 
( A9-g.v = 0 

Ici chacune des variables (&,ir,vl,v2,v3) vérifie une EDP indépendamment des autres 
variables. On a donc: 

Proposit ion m . 1.1 diff trd N/K = 0 =4- toute observable est contrainte. 

Démonstrat ion : On utilise le fait que diff trd N/K = caractère d'indice n du système 
de contrôle. Toute la difficulté est de prendre en compte le fait que le système de 
Boussinesq n'est pas formellement integrable. Ceci est évident car toutes les variables 
sont solutions d'au moins une EDP indépendante des autres variables o 

Remarque : La détermination du n i e m e caractère permet d'éviter la détermination des 
EDP vérifiées par chacune des observables. Dans le cas présent, le fait que le système 

126 
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soit linéaire à coefficients constants simplifie l'opération. 
Le problème suivant, non linéaire, est plus délicat à étudier. 

III.2 DYNAMIQUE DES CABLES 

On reprend donc les mêmes équations (algébriques) des cables et on les étudie grâce à 
l'algèbre différentielle. 
Soit x1 — s l'abscisse curviligne le long du cable, x2 = t représentant le temps et w = {wij) 
étant la métrique euclidienne standard sur R". 
Les équations aux dérivées partielles des vibrations des cables sont les suivantes : 

Í dtty
k = ds{udsy

k) 
\ wk¡dsy

kdsy
l = 1 

Avec ( y 1 , . . . , ym) et u décrivant respectivement la position et la tension. 

Ce système n'est pas formellement integrable mais cependant on peut montrer que: 

P r o p o s i t i o n I I I . 2 . 1 diff trd N/K = 0 =• toute observable est contrainte. 

D é m o n s t r a t i o n : 

Dans le cas m ~ 1, on peut directement la calculer. En effet on a: 

dtty = ds(udsy) avec dsy = 1 

d'où dtty - dsud3y + ud3Sy = dsu d3su - 0 

Dans le cas général comme pour les équations des cellules de Bénard, on peut montrer 
que toute observable est contrainte en montrant que le déterminant caractéristique à 
l'ordre 2 que voici: 

(Xi)2(X2 ~ Xi)m 

est de rang maximum donc le caractère a j = 0. Et ainsi diff trdN/K = 0. o 

R e m a r q u e : Dans les deux cas ci-dessus ./V est à lui même la clôture différentielle 
de K dans N. Au sens de notre définition, ces systèmes de contrôle ne sont donc pas 
contrôlables. 

III .3 EQUATIONS DE MAXWELL 

III.3.1 1 e r Groupe 

-» -» dB -» -> 

at 
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La matrice 6 x 4 caractéristique est ici 

( ° 
X3 

- X 2 

\o 

~X3 
0 
Xi 
0 

X'2 

- X i 
0 
0 

X4 
0 
0 
Xi 

0 0 \ 
X4 0 

0 X'4 
X2 X3 / 

Son rang générique est 3 car 5Z?=i Xi x iiemeligne — X44ieme/¿<?ne — 0-
Le degré de transcendence diíFérentieile de l'extension engendrée par (E, B) solutions 
génériques de l'équation de Maxwell est donc 6 — 3 = 3. 
Ceci ne contredit pas le fait qu'on peut poser B — V A A, E = —^ — V.V puisque l'on 

sait qu'il est possible d'utiliser la jauge de Lorentz V.A + —^ ~ 0 qui réduit à 3 le degré 

de transcendance différentielle de l'extension engendrée par (A, V). 

III.3.2 2 i è m e Groupe 

ot 

Le terme de source (p,j) est ici l'entrée alors que (H,D) caractérise la sortie. La 
matrice caractéristique est alors : 

~X4 0 0 

0 - X 4 0 

0 0 - X 4 

0 - X 3 X2 

X3 0 - x i 

-X2 Xi 0 

\ 

\ Xl X2 X3 0 0 0 / 

et son rang est encore 3 comme précédemment (dualité bien connue entre (É, B) et 
(H, D) lorsque l'on utilise la présentation quadridimensionneile de l'électromagnétisme). 
On peut extraire la matrice 3 x 3 suivante relative à D: 

( - X 4 
0 

l u 

0 
- X 4 

0 

0 
0 

- X 4 

qui est de rang 3. 
Avec les notations habituelles pour les systèmes de contrôle, on a K — Q et diff trdN/L 

6 - 3 = 3, 

Puisque le système est inversible à gauche (j et p peuvent être exprimés comme fonc­
tions différentielles de H et D), on a M = iV et difftrdN/K = 6. 
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Le système résolvant déterminant L n'est autre que la condition de compatibilité 
(conservation du courant): 

dp ¿t, -t 

On a alors diff trdL/K = 4 — 1 = 3 et on vérifie donc bien que 
difftrdN/K = difftrdN/L + diff trdL/K. 
La détermination directe de difftrdN/K doit prendre en compte le fait que le 2 i e m e 

groupe d' équations de Maxwell n'est pas formellement integrable, du fait de la con­
servation du courant. En rajoutant la ligne correspondante on trouve bien encore 
diff trdN/K = (3 + 3 + 4) - (3 + 1) = 6. 

Exemple : Un autre exemple intéressant lié au problème de Backlund est la correspon­
dance de Cole-Hopf transformant l'équation de Burgers: 

Çt + qqx - vqxx = 0 

où v est la viscosité (on prendra v = 1) avec de la chaleur: 

Pt - VVxx = 0 

où v est la conductivité thermique (on prendra v = 1) 
Dans cet exemple, on va montrer l'utilité du critère sur les idéaux premiers. Con­

sidérons les équations suivantes ou le système d'ordre 1 suivant: 

Í pq + 2px = 0 
\ Apt + {2qx - q2)p = 0 

Ce système a pour symbole: 

UT = 0 
iUt + 2pVx = 0 

avec(t/, V) un vecteur tangent au point (p,q) dans le symbole. 
Le symbole d'ordre 1 est involutif, et donc le système est formellement integrable. Cepen­
dant le symbole d'ordre 2 suivant: 

[Uxt = 0 
1 2pVxs = 0 

n'est pas une variété fibrée, car on a une chute de rang suivant que p — 0 ou pas, et 
donc d'après le théorème sur les idéaux premiers, cet idéal différentiel n'est pas premier. 
En effet, on vérifie que p(qt + qqx — vqxx) appartient à l'idéal en dérivant la première 
équation par rapport à t, la seconde par rapport à a: et en soustrayant. 

On peut montrer aussi : 

Proposit ion III.3.1 diff trdN/K = 0 et donc que toute observable est liée. 
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Démonstration : Par élimination différentielle, on peut montrer que p et q vérifient 
respectivement les équations aux EDP suivantes: 

9t + Ç«r - ?** = 0 et pt -pxx = 0 

On peut le vérifier directement en calculant le caractère d'indice n de N¡K qui est ici 
trivialement zéro. o 



CHAPITRE IV 

THEORIE DES GROUPES ET 
CONTROL ABILITE 
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Le but de ce chapitre est de montrer, dans le cas des systèmes de contrôle classique, 
le lien existant entre le groupe d'invariance (sur l'état ou la sortie) déjà rencontré au 
chapitre 77 et la contrôlabilité (faible/forte). L'étude du groupe, même dans ce cas, 
fait appel à des résultats délicats de la théorie des systèmes EDP. Plusieurs exemples 
et contre-exemples illustrent ces propos. L'extension de ces méthodes à la théorie du 
contrôle aux dérivées partielles semble possible mais nous n'avons pas pour l'instant de 
résultats généraux. Cependant, nous montrons sur un exemple que, même dans le cas 
classique, les groupes d'invariance en jeux peuvent être des pseudogroupes de Lie, c'est-
à-dire des groupes de transformations définies comme les solutions de systèmes EDP. 

Plus précisément, soit un système de contrôle classique de la forme: 

y = f(y) +g(y)u. 

Nous avons introduit au chapitre / les distributions de champs de vecteurs D(faible) et 
A (forte) liées par la relation D = / + A. Nous avons montré comment la contrôlabilité 
formelle était liée à la distribution A. Dans ce chapitre, nous allons montrer, au contraire, 
que l'invariance du système en y est déterminé par D, ce qui prouve que la relation 
existant entre D et A est une simple coïncidence puisque les concepts conduisants à ces 
deux distributions sont différents. 



Partie I 

INVARIANCE 

Si on se donne un système de contrôle aux dérivées partielles <ï>T(x,uq,yq) = 0 d'ordre q 
entre les entrées u et les sorties y, on peut chercher toutes les transformations préservant 
a; et u, de la forme y = g(y) qui laissent invariant le système, c'est-à-dire telles que 
$T(x, u „ yq) = 0. 
Les deux exemples suivants, montrent comment étudier le problème en général et four­
nissent la réponse à la question de savoir quel type de groupe on rencontre. 
E x e m p l e : 

(x,u,y) yxxx-uyx = 0. 

On a successivement: 

- Qy 

Vx — avVx 

yxx — ^piVx) -r- dyyxx 

Vxxx = 9^î(2/xj H- à-Q^yxyxx + QyyXxx-

En remplaçant dans yxxx — uyx = 0, on obtient: 

d3y o <92y 
-Q-;\yx) + 3 — & # * , = 0 

Comme ceci doit être vrai Vy , y r , yxx, on doit avoir: 

et ainsi y = ay + b avec a, 6 constants. On trouve ici un groupe de Lie à 2 paramètres 
(a,b) agissant sur l'espace des sorties. L'exemple suivant montre que cette situation est 

très particulière, même en théorie du contrôle classique, comme nous le verrons plus loin 
sur un autre exemple. 
E x e m p l e : 

(x,u,yl,y2) y2yl-u = 0. 

0 n a vi = »^yîet donc: 

— ¿ { B 1 , S* ¿\ A 
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Comme ceci doit être vrai Vu, par identification on obtient: y2-^r ~ y2 » y2g2? = 0 . Par 
chance, on peut intégrer ces équations et obtenir: 

f=g(yl), V2 = V2/(dgW) 

De plus, on remarque que le système EDP obtenu à partir de l 'EDO donnée n'est pas 
formellement integrable. 
En effet, en dérivant la première équation par rapport à y2 et la seconde par rapport à 
y1, on obtient: 

£i£\£) = 1 
9{y\y2) 

ce que l'on peut vérifier directement. 

1.1 PSEUDOGROUPES DE LIE 
Ce qui précède montre donc que, d'où qu'on parte d'EDO ou d 'EDP, l ' important est de 
faire des éliminations convenables conduisants à un nouveau système d 'EDP qui est tel 
que toutes les transformations solutions conservent le système de contrôle donné. On 
obtient donc: 

Définit ion 1.1.1 Un pseudogroupe de Lie est un groupe de transformations qui sont 
toutes solutions d'un même système EDP. 
On dénotera par T C aut(Y) un tel pseudogroupe de Lie. 

Les pseudogroupes de Lie sont encore très mal connus des mathématiciens apliques et 
à notre connaissance, n'ont pas encore été introduits de façon générale en théorie du 
contrôle. 

Pour étudier plus facilement F, on est amené à considérer des transformations proches 
de l'identité, c'est-à-dire à poser y = y + tn(y) puis à linéariser en t le système de 
définition. On peut alors montrer que le nouveau système linéaire définissant ce que l'on 
appelle les "transformations infinitésimales''' est tel que si deux champs de vecteurs rjl 

et n2 sont solutions, le crochet [n1, TJ2] est aussi une solution. 

On dénotera par 0 C T(Y) une telle algèbre de Lie, le plus souvent de dimension 
infinie. 
E x e m p l e : L'exemple précédent donne le système linéaire involutif suivant: 

dyl ' dy2 dy1 dy2 

que l'on peut intégrer aisément, ce qui n'est pas le cas en général. 
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1.2 CENTRALISATEUR 
Dans le cas général, on peut définir une autre algèbre de Lie: 

Définition 1.2.1 On définit le centralisateur C(0) par: 

C(e) = {(em,T)} = o,Vr1eQ} 

On peut montrer () que si F est transitif, c'est à dire ne comporte pas d'équations de 
définitions d'ordre zéro, alors dimC(0) < oc. 
Exemple : Dans le cas précédent on obtient: 

C(0) = {\y2d/dy2\\ = est} 

algèbre de Lie du groupe des homothéties sur y2. Ainsi dans le cas général, un premier 

problème est de savoir si le groupe d'invariance est un pseudogroupe de Lie (infini) ou 
un groupe de Lie (fini). La réponse, délicate, est donnée par le théorème du chapitre 
/ /qui montre qu'un système formellement integrable est de type fini si et seulement si sa 
variété caractéristique est réduite à zéro (On utilise pour ce critère le système linéarisé, 
après l'avoir rendu formellement integrable). 



Partie II 

ALGEBRE DE CONTROLE 

I I . l CONTROLABILITE FAIBLE 

Nous allons maintenant appliquer ces résultats au cas des systèmes de contrôle classiques 
de la forme y* = / ' (y) + g[ur, on en déduit alors les EDP suivantes: 

~fk(y) = fl(y), ~k9
kÁy) - ¿(v) 

Comme précédemment, il est essentiel de noter que ce système n'est pas en général 
formellement integrable. 
Pour le voir, nous allons d'abord le linéariser en obtenant: 

c'est-à-dire [77,/] = 0 , [r},gr] — 0. Pour rendre le système formellement integrable, on 
est obligé de saturer les crochets,.., c'est-à-dire d'introduire la distribution D telle que 
[r¡,D] = 0. Si l'on note C l'algèbre de Lie de contrôle, c'est-à-dire la plus petite algèbre 
de Lie sur les constantes engendrées par (/, gr), on obtient alors C = C(6), ce qui montre 
l'origine très générale de ces concepts. 
Exemple : 

(x,u,y\y2) yl = y2 + u,yl = ay1 + u, a = este 

Des calculs pénibles mais sans difficulté montrent que: 

a -^ 0,1 => y1 — x1, y2 = x2 

a — 0 => y1 = x1 + v, y2 = x2 

a = 1 =• y1 = x1 + Xix1 - x2) + j-£z), y2 = x2 - Aix1 - x2) + - ^ ^ 

avec À , /i, v — este. 
On a donc un groupe d'invariance de type fini. 

Exemple : 
{x,u,yl,y2,yz) yl = ylu, y\ - y3, yf = u 
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On obtient alors le système involutif: 

< IS - o. y% + & = o 
U3 = o, i£ = !S = !£ = o 

qui est de type fini. 

Dans le cas général, le symbole d'ordre 1 est donné par les équations: 

{v¡
k\h

k(y)vi = 0,heD} 

Ainsi le covecteur \ = Xkdyk est caractéristique si et seulement si hk(y)xk — 0> c e <ïui 
montre: 

Théorème I I . l . l Un système de contrôle affine admet un pseudogroupe d'invariance 
de type fini si et seulement si rang D = nombre de sorties. 

Nous allons affiner ce résultat en cherchant sous quelles conditions F est réduit à 
l'identité ou, plus particulièrement, 0 = 0. 

Pour ce faire, on remarque que, si ¡i],h] = 0 V/i G D et si {h¡} engendre D, on a 
h = \l(y)ht, VA 6 D. 

Par suite [77, h¡] = 0, [77, h] ~ 0 =>• (r¡.Xl)h¡ = 0, d'où on en déduit 77.A' = 0 si i ) est de 
rang maximum. 

Déf in i t ion II.1.2 Les fonctions \(y) sont appelées fonctions stationnaires et C est dit 
stationnaire si la seule solution r¡ du système précédent (équations d'ordre zéro pour Q) 
est ¡a solution nulle. 

Corollaire IL 1.3 Le groupe d'invariance sur les sorties d'un système de contrôle affine 
est réduit à l'identité si et seulement si D est de rang maximum et C est stationnaire. 

II.2 APPLICATION: 

Dans le cas de systèmes linéaires de la forme yx = Ay + Bu, si le groupe est réduit 
à l'identité, il doit l 'être en tout point, en particulier en y = 0. Ainsi la distribution 
A = (B, AB,..., An~1B) de vecteurs-colonnes doit être de rang maximum et le système 
doit être contrôlable. Bien entendu, ce n'est pas suffisant et il faut alors, en posant 
Ay = \\y)h\, que 77.A¡ = 0. Mais dans ce cas les h¡ sont des champs de vecteurs de 
composantes constantes formant une sous-matrice carré H inversible de A. On a donc 
A = H'1 Ay en notation matricielle et on doit donc avoir H'1 An = 0, c'est-à-dire An = 0 
dont la solution ne peut se réduire à zéro (cas stationnaire) que si det A ^ 0. 

Exemple : Dans l'exemple linéaire précédent, on a det A = a, det(B,AB) = a — 1 et 
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le groupe d'invariance est réduit à l 'identité lorsque a ^ 0,1. 

Remarque : Si l'on transforme un système d'ordre supérieur en un système du premier 
ordre en prenant pour état certaines dérivées de la sortie, on peut prolonger ainsi le 
groupe d'invariance pour obtenir celui de la représentation canonique. 

Exemple : Dans le premier exemple, on peut poser y1 = y, y2 = yx, y3 = yxx et on 
obtient: 

yl = y2 

yl = y3 

dont le groupe d'invariance est 

yx = y « 

y1 = ay1 + b 
y1 = ay¿ 

y° = ay 

Ce groupe est obtenu en prolongeant le groupe y = ay + b jusqu'aux jets d'ordre 2. Les 
crochets successifs conduisent aux 3 champs: 

y2dx + y3d2 , y2d3 , -y2d2 + y3d3 

et au crochet supplémentaire y2d\. 
Ainsi l'algèbre de Lie de contrôle peut être engendrée par y2d\, y3d2 , y2d3 avec la fonc­
tion stationnaire K. 

y - 5 

Contre-Exemple : La procédure inverse n'est pas possible, 
Ainsi,en partant du système y\ = y2 + u, yl = ay1 + u et en posant y = y1, 
on a yxx = ay + u + ux dont le groupe d'invariance est 

a = 0 
a T¿ 0 

y - y + a 
y = y 

La valeur critique a = 1 n'apparait pas ici. 

Nous espérons que les quelques résultats présentés montreront la nécessité d'introduire 
les pseudogroupes de Lie en théorie du contrôle (ordinaire ou partiel) et d'utiliser t la 
théorie formelle des EDP pour leur étude. 
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CONCLUSION 

La théorie du contrôle classique a commencé par étudier les systèmes d'équations différentielles 
linéaires en les considérant soit comme des systèmes dynamiques dépendant de l'entrée, 
soit comme des relations fonctionnelles entre l'entrée et la sortie. Dans ce cas on a utilisé 
les méthodes de l'algèbre linéaire. 

La théorie du contrôle a, ensuite essayer d'étendre ces notions au cas de systèmes 
EDO non linéaires, en utilisant alors les méthodes de géométrie différentielle. On remar­
que alors que cette extension peut être faite de plusieurs façons et conduit, en particulier 
aux concepts de contrôîabilité forte et faible. 
Ce n'est qu'au cours des neuf dernières années que plusieurs tentatives formelles nou­
velles ont vu le jour, grâce notamment à l'algèbre différentielle. 
Il était donc tentant de savoir si ces résultats, établis pour des E D O , provenaient en fait 
de résultats valables pour les EDP. 

Nous espérons avoir convaincu le lecteur que la réponse à cette question est affirmative 
à la condition cependant d'utiliser des mathématiques nouvelles. Même si ce point est 
bien établi, il ne faudrait pas cependant penser, qu'une approche aussi générale permet­
tent de résoudre tout problème de théorie du contrôle aux dérivées partielles. Un point 
essentiel à noter, est que, même si le point de vue algébrique, culminant dans l'utilisation 
de l'algèbre différentielle, permet une nouvelle approche formelle de la contrôîabilité, deux 
problèmes se posent alors: 

1. L'approche algébrique est simplement utilisée pour conduire à un mode de pensée 
spécifique que l'on adapte ensuite au cadre différentielle. Ainsi, il faut distinguer 
la contrôîabilité "algébrique" de la contrôîabilité (tout court ou différentielle). 

2. Même si nous avons retrouvé et clarifier les tests formels permettant de vérifier la 
contrôîabilité dans les cas connus, un test général reste à découvrir (si tant est qu'il 
en existe un en général !). 

Parallèlement à la théorie du contrôle, il existe des problèmes inhérents aux tech­
niques de calcul formel utilisées. Ainsi, l'algèbre différentielle est pour l 'instant très 
largement dépendant du système de coordonnées et les méthodes formelles d'élimination 
doivent être encore améliorées. 
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Nous espérons avoir au moins apporté un point de vue nouveau sur des questions 
classiques de théorie du contrôle tout en montrant l'utilité de la théorie du contrôle aux 
dérivées partielles et la nécessité d'introduire le calcul formel sur ordinateur dans ce 
nouveau domaine des mathématiques appliquées. 
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(c2) derivabbrev:true$ 
'Time= 4 msec. 

(c3) lit (y,m) :=block([k],k:makeiist(concat(y, j), j, 1, m), k ) $ 
Time= 9 msec. 

(c4) dependre(x, y, n, m) := block{[11,12,13], 
11 : makelist(concat(x, i), i, 1, n),12 : makelist(concat(y, j), j, 1, m), 
13 : depends(12, 11))$ 
Time= 6 msec. 

(c5) x:lit(x,3); 
Time= 133 msec. 
(d5) [xl, x2, x3] 

(c6) p:lit(p,2); 
Time= 45 msec. 
<d6> [pi, p2] 

( c7 ) depends(p,x); 
Time= 7 msec. 
(d7) [pl(xl, x2, x3), p2(xl, x2, x3)] 

(c8 ) depends(y,x); 
Time= 4 msec. 
(d8) [y(xl, x2, x3)] 

(c9) p:[diff(y,x3,2)-x2*diff(y,xl,2) ,diff(y,x2,2)3; 
Time= 73 msec. 
(d9) [y - x2 y , y ] 

x3 x3 xl xl x2 x2 

(clO) pl:p[lj; 
Time= 6 msec. 
(dlO) y - x2 y 

x3 x3 xl xl 

(ell) p2:p[2]; 
Time= 5 msec. 
(dll) y 

x2 x2 

(cl2) HO:[dlff(y,xl),diff(y,x2),dLff(y,x3)]; 
Time= 32 msec. 
(dl2) [y , y , y ] 

xl x2 x3 

(cl3) union(a):=block([g,m],m:length(a) ,g:[],for i:l thru m do 
( g:append!(g,a[i]) ) ,g )$ 
Time= 7 msec. 

(cl4) appendl(12,ll):=biock([l,rl,r2] ,l:12,rl:length(11),r2:length(12), 
for i:l thru rl do (if not(member(11[i] ,12)) then l:endcons(ll[i],1)),1)$ 
Time= 7 msec. 

(cl5) di f t l (y ,x) :=block([a ,v ,m],m:length(y) , for j : 1 thru m do 
( b [ j ] : m a k e l i s t ( d i f f ( y [ j ] , x [ i ] ) , i , l , n ) ) , v :makel i s t (b[ j ] , j , l ,m) ,a :union(v))$ 
Time= 6 msec. 

(cl6) di f t (y ,x ,n) :=block([a ,v ,m],m:length(y) , for j : 1 thru m do 
( b [ j ] : m a k e l i s t ( d i f f ( y [ j ] , x [ i ] ) , i , l , n ) ) , v :makel i s t (b [ j ] , j , l ,m) ,a :union(v))$ 
Time= 7 msec. 

(cl7) difg(y,q,x,n):=block([f,h],h:lit (h,q),h[l]:y, 
for j: 2 thru q do (h[j]:dift(h[j-1] ,x,n) ),f:h[q])$ 
Time= 7 msec. 

(cl8) difp(y,q,x,n):=block([g,h],g:lit(g,q),g[l]:y,for j: 1 thru q do 
(g[j):difg(y, j,x,n)),h:g[q])$ 
Time= 7 msec. 



(cl9) difpu(y,q,x,n):=block([g,h] , g : l i t (g,q) , g [ l ] : y , f o r j : 1 thru q 
(g[j] :difg(y, j , x , n ) ) ,h:union(g) ) $ 
Time« 7 msec. 

(c20) union3(a):=block([g,m],m:length(a),g:[] , for i : l thru m do 
( g: append(g,a[i]) ) ,g )$ 
Time« 8 msec. 

(c21) vl:difpu(p, 6,x,3)$ 
Time« 59009 msec. 

£c22) ul:difg(h0,7,x,3)$ 
Time« 22370 msec. 

(c23) length(ul) ; 
Time« 4 msec. 
(d23) 36 

(c24) length(vl); 
Time« 4 msec. 
(d24) 112 

(c25) rl:rank( coefmatrix(vl , ul ) ); 
Time« 78152 msec. 
(d25) 32 

<c26) u2:difg(h0,8,x,3)$ 
Time« 32144 msec. 

(c27) v2:difpu(p,7,x,3)$ 
Time« 112054 msec. 

(c28) r2:rank( coefmatrix( v2 , u2) ); 
Time« 147279 msec. 
(d28) 41 

Cc29) u3: union([ul,u2]); 
Time« 3077 msec. 
{d29) [y , y 

xl xl xl xl xl xl xl xl xl xl xl xl xl x2 

y 
xl xl xl xl xl xl x3 

y 
xl xl xl xl xl x3 x3 

y 
xl xl xl xl x2 x3 x3 

y 
xl xl xl x2 x2 x2 x3 

y 
xl xl xl x3 x3 x3 x3 

y 
xl xl x2 x2 x2 x3 x3 

EOP 
y 
xl xl x3 x3 x3 x3 x3 

y 
xl x2 x2 x2 x2 x3 x3 

y 
xl x2 x3 x3 x3 x3 x3 

y 
xl xl xl xl xl x2 x2 

y 
xl xl xl xl x2 x2 x2 

y 
xl xl xl xl x3 x3 x3 

y 
xl xl xl x2 x2 x3 x3 

y 
xl xl x2 x2 x2 x2 x2 

y 
xl xl x2 x2 x3 x3 x3 

y 
xl x2 x2 x2 x2 x2 x2 

y 
xl x2 x2 x2 x3 x3 x3 

y 
xl x3 x3 x3 x3 x3 x3 

y 
xl xl xl xl xl x2 x3 

y 
xl xl xl xl x2 x2 x3 

y 
xl xl xl x2 x2 x2 x2 

y 
xl xl xl x2 x3 x3 x3 

y 
xl xl x2 x2 x2 x2 x3 

y 
xl xl x2 x3 x3 x3 x3 

y 
xl x2 x2 x2 x2 x2 x3 

y 
xl x2 x2 x3 x3 x3 x3 

y 
x2 x2 x2 x2 x2 x2 x2 

y , y > y 
x2 x2 x2 x2 x2 x2 x3 x2 x2 x2 x2 x2 x3 x3 x2 x2 x2 x2 x3 x3 x3 



Time= 5898 msec, 

o o o o o o o o o o o o o o o 

o o o o o o o o o o o o o o o 

o o o o o o o o o o o o o o o 

o o o o o o o o o o o o o o o 

o o o o o o o o o o o o o o o 

o o o o o o o o o o o o o o o 

o o o o o o o o o o o o o o o 

o o o o o o o o o o o o o o o 

-x2 0 0 0 0 i O O O O O O O O O 

(d90) 

EOP 

0 0 0 1 0 O O O O O O O O O O 

0 - x2 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 -x2 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 

0 0 C 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 -x2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 -x2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 -x2 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

(c91) rank(%); 
Time= 853 msec. 
(d91) Q 

O o 

o—• (?T'—* ©^—• © —*• o 

0 —@> !— ® —* © —> 0 

0—»@ —+ (g) 1-L+ 0 

1 I 
0 0 



(c64) rank<a3); 
Time« 24010 msec. 
(d64) © (c65) r : [ u , v ] i 
Time« 9 msec. 
(d65) [u, v) 

(c66) depends ( r , x ) ; 
Time« 12 msec. 
(d66) [u(xl , x2, x3) , v ( x l , x2, x3) ] 

(c67) m l 3 : d i f p u ( r , 4 , x , 3 ) $ 
, , , , , i s not a pref ix o p e r a t o r . 
, **$** xml3 : difpu ( r , 4 , x , 
Please r ephrase or e d i t . 

(c67) m i 3 : d i f p u ( r , 4 , x , 3 ) $ 
Time« 9269 msec. 

(c68) length(ml3S ; 
Time= 4 msec. 
Çd68) 40 

(c69) addcol(a3,ml3)$ 
Time« 1351 msec. 

(c70) l eng th(d69) ; 
Time« 6 msec. 
(d70) 40 

(c71) a4 :addcol (a3 ,ml3)$ 
Time« 1354 msec. 

(c72) l e n g t h ( t ranspose (a4 ) ) ; 
Time« 814 msec. 
(d72) 53 

(c73) t r i a n g u l a r i z e ( a 4 } $ 
Time« 54156 msec. 

ÍC74) d72[40] ; 

(c77i d73[40,53] ; 
Time» 8 msec. 

6 7 
(d77) (8 v - 24 v - 8 u ) x2 - 8 v x2 

x2 x3 x3 xl x l x2 x2 x2 x l x l x2 

(c78) d77*(x2**(-6)5; 
Time» 15 msec. 

6 7 
(8 v - 24 v - 8 u ) x2 - 8 v x2 

x2 x3 x3 xl xl x2 x2 x2 xl xl x2 
(d78 ) 

6 
x2 

(c79) ratsimp(%); 
Time« 
Cd79) 

11 r - 8 v 
xl xl x2 

x2 + 8 V 
x2 x3 x3 

- 24 V 
xl xl 

- 8 u 
x2 x2 x2 

(c80) 



Time- 193 msec. _ , 
(d47) [y - x2 y , y , y xi xl xl 

x3 x3 xl xl x2 x2 xl x3 x3 xl xl xl 

7x2 x3 x3 " «I xl x2 " "xl xl' *x3 x3 x3 xl xl x3 xl x2 x2 

y , Y 3 
x2 x2 x2 x2 x2 x3 
(c48) b2 : append! (bl,f 2)$ 
Time» 427 msec. 

(c49) b3:appendl(b2,f3)$ 
Time= 957 msec. 

(c50) b4: append!(b3,f4)$ 
Time= 2155 msec. 

(c51) b5:appendl(b4,f5)$ 
Time55 4656 msec. 

(c52) b6:appendl(b5,fS)$ 
Tlme= 9394 msec. 

(c53) length(b5). 
Time= 4 msec. 
(dS3) 

(c54) length(b6) 
Time- 5 msec. 
(d54) 

112 

168 

( c5 5 ) k2 : append (hi, h.2 ) ; 
Time= 7 msec. 
(d55) [y , y , y , y , y , y , Y 

xl xl xl x2 xl x3 x2 x2 x2 x3 x3 x3 xl xl xl 

• y 
xl xl x2 xl xl 

y »y .y , y .y »y 
vi vl 3Î2 xl xl x3 xl x2 x2 xl x2 x3 xl x3 x3 x2 x2 x2 

y , y 'Y ] 

x2 x2 x3 x2 x3 x3 x3 x3 x3 

(c56) k3: append(k2,h3)$ 
Time= 8 msec. 

(c57) k4 : append (k3,h4)$ 

Time= 8 msec. 

(c58) length(k3); 
Time— 4 msec. 
(d58î 

(c59) length(k4) ; 
Time= 4 msec. 
(d59) 

(c60) k5 : append (k4,h5)$ 
Time= 8 msec. 

(c61) k6 ; append (k5,h6)$ 
Time- 9 msec. 

(c62) k7:append(k6,h7)$ 

Time= 10 msec. 

(c63) length<k7); 
Time= 6 msec. 
(d63) 

(c64) k8 : append(h5,h6)$ 

31 

52 

161 
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(c59) coefmatríx([p, q, r , d8, d9, dlO, d l l , dl2, dl3,d48,d49,d50,d51,d52,d53, 
4,d55,d56], 
[diff(yl , x l ) , diff(yl , x2), diff(y2, xl) ,diff(y2, x2) ,di f f (yl , x l , 2), 
di f f iy l , xl , 1, x2, 1), d i f f (yl , x2, 2), 

4% 

diff(y2, xl , 2), diff(y2, x l , 1, x2, 1), diff(y2, x2, 2) , 
d i f f (y l ,x l ,3 ) ,d i f f (y l ,x l ,2 ,x2 ,1 ) ,d i f f (y l ,x l , l , x2 ,2 ) , d i f f (yl ,x2,3 
d i f f (y2,xl ,3) ,d i f f (y2,xl ,2 ,x2, l ) ,d i f f (y2,xl , l ,x2 ,2) ,d i f f (y2,x2,3 
Time= 5111 msec. 
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0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 
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0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Û 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

i 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

c 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

¿. 

0 

0 

0 

]); 

(c60) rank(%); 
Time= 1652 msec. 
(d60) O 

I 0 3 

(C44) %[18,19], 
Time= 4 msec. 
(d44) 

[ 4096 wl2 - 2048 vll - 2048 u22 ] 

4096 wl2 - 2048 vll - 2048 u22 

(c45) solve(%,[U,v,w,ul,u2,vl,v2,wl,w2,ull,ul2,u22,vll,vl2,v22,wll,wl2,w22] ) ; 
Time= 673 msec. 
(d45) [[u = %r7, v = %rl7, w = %rl6, ul = %rl5, u2 = %rl4, vl = %rl3, 

v2 = %rl2, wl = %rll, w2 * %rl0, ull = %r9, ul2 = %r8, u22 = 2 %r2 - %r6, 

vll = %r6, vl2 = %r5, v22 = %r4, wll = %r3, wl2 = %r2, w22 = %rl]] 

(c46) solve(d44,[wl2,vll,u22]); 

Time= 96 msec 

(d46) 



ÎOUK&lUOkJS DE BEN/AftJ) 
j « ( 0 | 0 ; - * ) 

7 . AT = O 

&0VS5lfci£S6t 

A ö - Ar . ^ = 0 [ciuJâu* ) 

(c55 mat :mat r ix ( [0 , x ,d3 ,Q,0] , [0, y, 0 ,d3 ,0 ] , [$", z ,0 ,Q,d3] , [d3,0, 0, 0,fr] , [0,0,-x^-y 
-zj) ; 
Time= 43 msec. 

(d5) 

2 2 2 
z + y + x 

2 2 2 

x z + y + x 

y O 

z 0 

2 2 2 
z + y + x 

- x 

0 

- y 

2 2 2 
z + y + x 

- z 

(c6) determinant(%); 
Time= 274 msec. 

2 2 2 
(d6> {z + y + x ) ( y ( y ( z + y + x ) - S' y) + z (z + y + x ) ) 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 

2 2 2 2 2 2 2 2 
+ x ( z + y + x ) (x (z + y + x ) - ^ x) 

/U» 

I T , 

AT V 

a 

(cl05 ev(%,(<z**2)+(y**2)+(x**25)=lamda); 
Time= 123 msec. 

2 2 2 2 2 
(dlO) lamda (lamda z + y (lamda y - % y)) + lamda x (lamda x 

2 
g' x) 

(cl5) %/lamda; 
Time= 8 msec. 

2 2 2 2 
(dl5) lamda z + lamda y 

2 2 2 
% y + {lamda - &) (lamda + J) x 

(cl8) expand(dl6); 
Time= 70 msec. 

2 2 2 2 
(dl8) lamda z + lamda y 

2 2 2 2 2 2 
3- y + lamda x - Í x 

U - A (A 1 - ^fc.*^»)] 


