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INTRODUCTION

EXAMEN CRITIQUE DES CONCEPTS DE BASE
DE LA THEORIE DU CONTROLE CLASSIQUE
ET DE LEUR GENERALISATION

Nous allons essayer, dans ces quelques pages, de donner un bref apercu des résultats
que nous allons présenter, ainsi que des motivations qui nous ont poussé a les formuler
avec des outils mathématiques peu connus, mais adéquats pour ce genre de problemes, a
savoir la théorie formelle des équations aux dérivées partielles (EDP), la théorie des jets
et algebre différentielle.

La théorie du contréle classique a d’abord été décrite et congue comme I’étude de
systemes d’équations différentielles ordinaires & coefficients constants, avec une seule
entrée et une seule sortie.

Cette situation a donc naturellement amené les ingénieurs & utiliser 'algebre linéaire {es-
paces vectoriels, matrices) et les transformations de Laplace pour ’étude de tels systeémes.

L’évolution de la technologie, de P’¢lectronique et de 'informatique a ouvert un nou-
veau chemin a la théorie du controle.
Vers 1960, trois contributions remarquables, ont été faites simultanément, qui sont:

- laprogrammation dynamique (proposée par R.E. Bellman)
- le principe du maximum de Pontryagin (L.S. Pontryagin et al)
- la théorie généralisée des systémes linéaires (R.E. Kalman).

C’est principalement cette derniére que nous examinerons. Elle nous conduit donc
a parler de la représentation par ’espace d’état introduite par Kalman et qui fut con-
sidérée, jusqu’a ces derniéres années, comme la seule représentation utile pour I’étude
des systémes de contréle linéaires [37, 75].
I’extension de cette approche aux systémes de contrdle non linéaires constitue une
part importante, sinon prépondérante, des recherches modernes en théorie algébrique
et géométrique du contrdle ({34, 66, 43, 30]).
Cette situation sera présentée plus en détail dans le premier chapitre avec les problemes

)



6 INTRODUCTION

qu’elle fait surgir.

En un mot, on peut dire que ’étude d’un systéme £ = Az + Bu,y = Cz + Du avec
les entrées u, les états z et les sorties y est décomposée en deux études partielles:

1. La relation entrée/état conduit au concept de contrélabilité, testé par le critére
formel bien connu rang (B, AB,...,A" " 1B) = n = dimension de l'espace d’état
=nb de x

2. La relation état/sortie conduit au concept d’ observabilité, testé par le critére
formel bien connu rang(C,CA,...,CA™ ) =n

Il semble donc & premiére vue, que ces notions soient indépendantes, puisqu’elles
sont liées a des couples de matrices differents : (A, B) pour la contrélabilité, (A, C') pour
Pobservabilité. L’un des but de cette thése est de mettre en évidence les difficultés liées
a l'usage de I’état comme intermédiaire pour décrire les relations entrée/sortie.

En effet, si le systeme est observable, la connaissance des z est équivalente a celle

des y, mais les équations différentielles ordinaires {EDO) correspondantes sont d’ordre
supérieur a 1 et on ne peut plus alors utiliser ni les systéemes dynamiques ni les criteres
precédents.
De plus, il semble aujourd’hui admis ({26, 24]) que les méthodes du cas non-linéaire ne
doivent pas &tre calquées sur les méthodes du cas lindaire, c’est-a-dire le cas linéaire
doit étre plut6t considéré comme un cas particulier du cas non-linéaire avec toutes les
spécificités en résultant.

D’un autre co6té, notre but est d’esquisser une théorie du conirdle auz dérivées par-
tielles, c’est-a-dire 'étude des relations entrée/sortie définies par des EDP linéaires ou
non-linéaires, d’ordre quelconque, ayant un nombre quelconque de variables indépendantes,
d’entrées et de sorties. Ce faisant nous voulons évidemment que les concepts introduits
dans ce cadre général soient cohérents avec ceux dont nous venons de parler. Ainsi Pordre
de généralisation de ce travail peut il étre présenté sous la forme des inclusions suivantes:

E.D.O ordre =1

N
E.D.O ordre>1

N
E.D.P ordre>1

Pour les mémes raisons que ci dessus, il en résulte aussi la nécessité de revisiter les
autres concepts introduits classiquement et conjointement 2 la description par ’état, plus
particulierement: inversibilité, équivalence,linéarisation, poursuite de modele, causalité,

Cependant, on remarque tout de suite que dans cette approche générale, les objets
algébriques ou géométriques usuels (matrices et leurs opérations, champs de vecteurs et
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leurs opérations, transformation de Laplace, ...) n’ont plus leur place et doivent donc
étre remplacés par des objets plus généraux (théorie des jets, prolongement, algebre ho-
mologique, opérateur de Spencer, ...).

De plus, bien que la théorie du contréle classique repose sur des définitions d’analyse
fonctionnelle (par exemple la contrélabilité revient a choisir une entrée qui permette de
passer d’un état initial donné a un état final donné en un temps fini ), les critéres per-
mettant de les tester sont d’ordre ” formel”.

Pour comprendre le sens de ce mot il faut avoir en téte la possibilité de pouvoir répondre
par P’affirmative ou la négative a la question ” Ce systéme est-il contrélable (observable)?

” en utilisant seulement un moyen informatique de calcul formel (”computer algebra” en
anglais) du type MACSYMA, REDUCE, ...[10, 57].

On remarque alors que la question posée doit elle aussi, pouvoir étre traduite en lan-
gage formel, pour pouvoir étre résolue par calcul formel (nombre infini de vérifications),
un critére étant simplement un moyen de reconnaitre plus facilement des situations
spécifiques (nombre fini de vérifications). L’idée sous-jacente est alors d’étudier une
propriété quelconque mais formelle par un algorithme constructible et donc fini.

A notre connaissance, une modification de la définition méme de la contrélabilité
(observabilité) d’un systéme pour ’exprimer en des termes formels (et non plus fonc-
tionnels), n’a pas été réalisée jusqu’a présent bien qu’elle ait été présentée de fagon
intuititive par plusieurs auteurs [43, 37]. En particulier, la tentative de généralisation
constituée par la théorie du controle aux parametres distribués définit la controlabilité
uniquement en terme de conditions aux limites (amortissement d’une membrane vibrante
par exemple) alors que ces conditions ne jouent aucun role dans le test précité.

L’ordre de généralisation précédent peut donc étre complété par le schéma suivant:

FONCTIONNEL — FORMEL

L’originalité de ce travail réside dans la maniere d’effectuer la généralisation précitée
grace a 'emploi simultané ou alternatif de deux outils modernes et trés peu connus des
automaticiens, la théorie formelle des EDP et 'algébre différentielle.[49, 50, 39, 38]
Nous donnons maintenant quelques indications d’ordre historique sur les évolutions par-

alleles de ces deux outils et sur les motivations qui nous ont poussées a les introduire en
théorie du controle.

La théorie formelle des EDP consiste, en un mot & étudier ’espace des solutions d’un
systeme E.D.P sans l'intégrer explicitement (ce qui est en général bien siir impossible
par un logiciel de calcul formel). Ainsi dans le cas de la contrélabilité, la définition fait
appel aux conditions initiales alors que le critére correspondant les ignore. Brievement
on peut dire que cette théorie formelle est née en 1830 avec le travail de Galois qui
consiste a étudier les racines d’un polynéme (EDO d’ordre zéro ) sans les calculer ex-
plicitement. Le passage de 1’algebre a la géométrie a été effectué a la fin du siécle dernier
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par I’Ecole Frangaise ’EDP ( RIQUIER, TRESSE, PICARD, VESSIOT, DRACH,...).
Il a ensuite été perfectionné par une vision plus générale (JANET, LIOUVILLE,RITT,
THOMAS)[60, 36, 68], mais fortement dépendant du systéme de coordonnées employé.

Vers 1950, la théorie des jets de C.EHRESMANN( []) puis entre 1965 et 1975 le tra-
vail de ’Ecole Américaine (D.C.SPENCER pour les EDP, E.R. KOLCHIN pour lalgébre
différentielle [39]) ont permis de rendre intrinseques les notions précédentes, au prix d’un
formalisme puissant mais sophistiqué {algébre homologique, chasse aux diagrammes, co-
homologie de Spencer d’un c6té, algebre commutative, language de la géométrie algébrique
de lautre).

Ces travaux ont été repris, développés puis appliqués a la physique mathématique
par J.JF. POMMARET tres récemment ([50, 51]). On notera cependant que I'importance
de V'algebre différentielle dans la théorie du contréle classique (EDO) a été pressentie
par M.FLIESS dés 1983 dans le cadre algébrique ([25]) et 1985 dans le cadre différentiel
(15, 19, 23, 24]).

L’ambition de ce travail est de présenter de la fagon la plus simple possible cette
approche formelle et les outils qui la permettent. Nous avons adopté une présentation
qui rend la lecture accessible & des lecteurs non-spécialistes de ces outils tout en restant
trés proche des manipulations de calcul formel sur ordinateur qui rendent nos résultats
constructibles. En particulier, nous avons insisté surtout sur la méthodologie renvoyant le
lecteur & certains ouvrages spécialisés pour certaines démonstrations. De tres nombreux
exemples tirés de différentes branches de la physique ( mécanique, thermodynamique,
...} illustrent ce travail.



CHAPITRE 1
PROBLEMES CLASSIQUES






Partie 1

RAPPELS SUR CERTAINS
OUTILS GEOMETRIQUES

1.1 VARIETES DIFFERENTIABLES

Une variété est un espace topologique qui ” ressemble localement” a R™, espace Euclidien
des n-uples réels z = (z!,..., z") muni de la topologie usuelle {Voir [48, 2]).

Définition I.1.1 Une variété différentiable X de dimension n est un espace topologigue
séparé€ tel que pour tout point x € X, il existe un voisinage U de x et un homéomorphisme
@ deU sur un ouvert de R*, ot  est une carte de X et U le domaine de cette carte.
La collection des cartes {(¢a, Uas)|a € A}, ot les U, sont les domaines des p,, est appelée
un atlas pour X stlU,eqa Ux = X. Ces cartes doivent étre telles que st deur cartes sont
définies sur lintersection U,g = U, N Up, il ezxiste un difféomorphisme @qp = 050 o}
décrivant les lois de transition.

Il est clair que ces lois pap vérifient Yoo = Id €t g, © s = Py €l par conséquent
il s’ensuit que {p;’é = PBa

La variété X est dite différentiable (de classe C?) s’il existe un atlas \A tel que toutes
les cartes de atlas A = {(¢q, Uy )| € A} soient différentiables (de classe C?).

Remarque : Le cas p = 0 correspond au cas des variétés topologiques que nous -
n’aborderons pas ici, et nous ne considérons plus dans la suite que des variétés de classe
C* ou C¥ (analytique).

En pratique, on notera les changements de cartes simplement sous la forme = ¢(z),
sans indiquer les cartes utilisées, le but de ces manipulations étant de savoir effectuer
des changements de coordonnées quelconques.

2
Exemple : Lasphere S? = {z € R?|||z| = (Z(xi)ﬁ)lﬂ = 1} est une variété différentiable

=1

munie des ouverts Uy = {z € S|z} > —1/2}, U, = {z € S|z' < 1/2}.

11
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1.2 APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

Définition 1.2.1 Une application f : X — Y entre deuz variétés différentiables X et
Y, est de classe C? en un point r € X si

(p,U) étant une carte de X, (3, V) étant une carte de Y avec domaine f C U et
imf C V, lapplication composée 1> o f o ™" est de classe C? au point p(z).

En pratique on notera simplement y = f(x) une expression locale sans faire toujours
référence auz cartes choisies.

Définition 1.2.2 Un C* difféomorphisme(de variétés) est une application C* différentiable
inversible.

Exemple: f :R — R, z — z° est un homéomorphisme qui n’est pas un difféomorphisme.

Définition 1.2.3 1. On dit que f est une immersion (resp submersion) en ¢ € X s
le rang (jacobien) de f en = est égal a la dimension de X (resp Y ).

2. On dit que f est étale en un point de X (resp étale sur X ) si X et Y ont méme
dirnension n et st le rang de f en & (resp le rang de f en tout point deX ) est égal
an.

3. On dit que f est un plongement de X dans Y, si f est une immersion injective de X
dans Y et si f est un homéomorphisme de X sur f(X) (pour la topologie induite).

I.3 SOUS-VARIETES

Définition 1.3.1 Soit une variété X de dimension n et de classe C*.
Une sous-variété de dimension d (d < n) de X est une partie Z de X vérifiant la propriété
sutvante :

o Vo € Z, il existe une carte (U,p) de X contenant z telle que (U N Z) soit
Uensemble des points (z%,...,z") de p(U) vérifiant 29+ = ... = 2" = 0. (Les
cartes veérifiants cette propriété seront dites adaptées ¢ Z )

Remarque :

1. Méme si 'espace des solutions d’un systeme EDO peut étre identifié & une variété
de dimension finie (espace des états), dans le cas général des EDP, un tel résultat
n'est pas vral. On introduira plus loin la théorie des jets qui a été créée pour
résoudre cette difficulté et on congoit donc clairement & ce niveau le lien nécessaire
entre théorie des jets et réalisation des systémes de contréle, méme si en général il
faille éviter de passer par le concept d’état dés que celui-ci a une dimension infinie.

2. La théorie formelle des EDP est donc aux antipodes d’une conception Banachique
de V'espace des solutions.
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1.3.1 CHAMPS DE VECTEURS

Définition 1.3.2 Soit X une variété de dimension n et T = T(X) le fibré tangent d
X (Pour une définition plus précise voir chapitre II, I). Un champ de vecteurs est une
section ¢ de T, c’est a dire une application £ : X — T(X) vérifiant w o £ = udy, ou
7 : T(X) — X est la projection canonique.

Un champ de vecteurs est donc une correspondance qui, 4 tout z € X, associe un vecteur
£(z) tangent & X en z, c’est a dire un élément de T(X).

Remarque : Si cependant, on choisit une carte de (U, ¢) d’un atlas de X, les co-
ordonnées de £(x) dans cette carte seront appelées composantes de £(z) dans la base
(8; = 3%) de To(X) et notées £'(z) (1 < i < n), ce qui permet d’écrire un vecteur sous
la forme ¢ = £'(z)8; tout en ayant les changements de cartes Z = p(z) = £(p(z)) =
£1(z)0;¢7 () ou la convention de sommation d’Einstein est utilisée.

Désormais c’est cette notation que nous adopterons pour les champs de vecteurs et on
notera de la méme maniéere 7" et I’ensemble de ses sections, le contexte indiquant toujours

clairement le choix a adopter.

1.3.2 APPLICATION TANGENTE

Par analogie avec ce qui précéde, si f : X — Y est une application, on introduira
Uapplication tangente T(f) : T(X) — T(Y') en définissant n = T(f)(¢) par n”*(f(z)) =
£(z)d; f*(z) lorsque y* = f*(z) en coordonnées locales.

1.3.3 DERIVEES DE LIE

Dans le cas ou X est une variété C*, on désignera par C*(X) Palgébre des fonctions
de classe C* sur X.

Définition 1.3.3 Pour tout £ € T et tout x € T, on définit 'opérateur de dérivation
associ€ a £(z) en x de la fagon suivante:

Le: CP(X) — C®(X)
f — Lef

Qui a chaque f € C™(X) associe la fonction L f notée aussi plus simplement (§. f)définie
en coordonnées locales (z*)1<i<n par:

Lef(z) = &(x)0: f(z)
ou la conveniion de sommation d’FEinstein est utilisée.

Cet opérateur L qui est linéaire, est appelé dérivée de Lie de f par rapport a £ et
on vérifie que la définition est compatible avec les changements de cartes.

Propriétés :
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o Ligyn)f =Lef + Lof VfeC(X)
o Le(f+9)=Lef +Leg VS, g€ Co(X)
o Le(fg) =gLef + fLeg Yf, g€ C®(X)

1.3.4 CROCHET DE CHAMPS DE VECTEURS

Définition 1.3.4 Le crochet de deur champs de vecteurs £, € T(X) est défini de la
facon suivante :

Ligmf = Lelnf — LoLef
qu’on écrit de fagon plus simple [£,n] = &n — né

Si £ et n* désignent les composantes locales de £ et n dans une carte, les composantes
(i de ¢ = [€,n] sont : | -
("= (0 —n"9:¢")

Propriétés : Le crochet de deux champs de vecteurs vérifie:

o (&1 + &2,n) = [é1,m] + [&2, n] bilinéaire
o [£, 1] = —[n, €] antisymétrique
4 {[57 T;"L C] + [[77: C]’ ‘f] + [[C?ﬂv 77] =0 (Vf,U,C € F(X)) Identité de Jacobi.

1.3.5 ALGEBRE DE LIE

Tout sous-ensemble de T stable par crochet est appelé une algébre de Lie (de champs de
vecteurs).

I1.3.6 DISTRIBUTIONS

Définition 1.3.5 Soit X une variété différentiable de dimension n. Une distribution A
(de dimension ou de rang p) sur X (ou p-champ) est définie par la donnée, pour tout
z € X, d’un sous-espace vectoriel Ay, C T.(X) (de dimension ou de rang p ).

Cette distribution sera dite de classe C* si sur chaque voisinage ouvert U de X il eriste
une base de A formée de vecteurs de classe CF.

On suppose bien siir ici que X est de C7, avec r 2> k + 1.

Exemple : Soit f : X — Y une submersion de X sur une variété de dimension (n—p).
On obtient un p-champ (ou une distribution de dimension A) sur X en associant, &
chaque ¢ € X, le sous-espace A, = kerT(f),, c’est-a-dire le sous-espace tangent en z i

la sous-variété f~1(f(z)) de X.
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1.3.7 VARIETES INTEGRALES

Une variété intégrale de A est une sous-variété connere de X dont ’espace tangent en
chaque point z est A,.

Définition 1.3.6 Une distribution est dite intégrable si par tout point de X passe une
et une seule variété intégrale maximale.

Remarque :

¢ On dit qu'un champ de vecteurs £, défini sur une partie ouverte U de X, appartient
a A si, pour tout z € U, on a: £(z) € A, C 1.

e ACA'siVz € X, A(z) C Al(x).

Définition 1.3.7 e On dit que A est involutif si, quels que soient les champs de
vecteurs £,n appartenant a A, le champ [€,n] appartient ¢ A. On dira [A,A] C A

o Une distribution A est non-singuliére (de dimension constante) s’il existe un entier
d tel que dimA,; = d pour tout z € X.

o Un point z € X est un point régulier d’une distribution A s’il existe un voisinage
U de z tel que A soit non-singuliére dans U.

Remarque : L’ensemble de tous les points réguliers C* est une sous-variété ouverte,
dense dans X, obtenue en égalant a zéro certains déterminants non-identiquement nuls.

Définition 1.3.8 Un invariant d’une distribution A est une fonction sur X tuée par
tout champ de vecteur de A au sens de la dérivée de Lie.

Théoréme 1.3.9 (de Frobenius) Pour qu’une distribution A soit intégrable, il faut et
il suffit qu’elle soit involutive. En particulier une distribution involutive et réguliére de
dimension p admet au plus (n — p) invariants fonctionellement indépendants.



Partie 11

THEORIE DU CONTROLE
CLASSIQUE: POSITION DES
PROBLEMES

Nous avons rédigé cette partie en adaptant un peu les définitions dans le but de pouvoir
les généraliser aux cas des EDP.

II.1 CONTROLABILITE

La contrélabilité a été généralisée au cas des systémes non-linéaires affines, en remplagant
des études de rang de matrices par des études de rang de distribution et en remarquant
qu’aux opérations matricielles ({42, 37, 59]) vont correspondre les crochets de champs de
vecteurs ([43, 66, 34, 30, 75}).

Cette notion de contrdlabilité est une notion purement générique (voir {75, 43] ,...) et
on veut aussi que sa généralisation puisse étre testée grace a un critére purement formel
([43]).

En particulier, un tel critére doit pouvoir étre implémenté sur un logiciel de calcul formel.
Malheuresement, cette notion de contrélabilité ne répond pas a tous nos souhaits, comme
nous allons le voir sur des exemples qui montrent la difficulté d’étendre au cas non-linéaire
des méthodes adaptées au cas linéaire.

Dans le cas de systémes afhines de la forme suivante:

[ £ 41

g=f(z)+ Y galz)u”

a=1

ol les sorties sont identifiées a 1'état et f, g, sont des champs de vecteurs analytiques sur
la variété X.

Remarque : Dans les systémes considérés ici les sorties sont identifiées a I’état et les

définitions sont données en conséquence. Ces systémes sont appelés dans la littérature
systemes a sorties complétes.

16
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Soit D la distribution engendrée par les champs de vecteurs (f,g1,...,9m) et tous les
crochets constructibles, c’est a dire la plus petite distribution contenant 1’algébre de Lie

engendrée par {f,g1,-.-,9m}-
On a le critére formel suivant:

Critére I1.1.1 (Formel) Un systéme sera dit ”faiblement contrélable” (en un point z,
sur un voisinage de z) si le rang de D est égal a n (en un point x, sur un voisinage de

z).

Exemple : Soient les deux systemes suivants: ¢ = 1 et £ = 0. Ces systémes ne sont
manifestement pas controlable car il n’y a pas d’entrée qui agisse sur le systeme.
Cependant rangD = rang((—% = 1 pour le premier systéme alors que rangD = rang(0) =
0 pour le second.

Pour éviter de telles situations, considérons la distribution engendrée par les champs
de vecteurs {g1,...,9m} et tous les crochets constructibles au moyen de f. Nous la
noterons A et nous montrerons comment introduire A sans faire référence 4 D, con-
trairement a ce qui est répandu dans la littérature. En effet, on peut vérifier facilement
que A est introduite a partir de D pour des raisons de convenance par plusieurs auteurs
([30, 34, 66]). L’introduction de A conduit & la définition classique suivante:

Définition IL.1.2 Un systéme sera dit ”fortement contrélable” (en un point z, sur un
voisinage de ) si et seulement si le rang de A est €gal ¢ n (en un point z, sur un
voisinage de z).

Remarque :

e Comme nous allons le voir par la suite, cette distribution A, et donc cette définition
de controlablabilité, est celle que nous obtiendrons indépendemment par Palgebre
différentielle comme dans I'approche de J.F.Pommaret([52]).

o De plus, seule la distribution A correspond exactement au cas linéaire car f(z) =
Az ne peut disparaitre dans D que si 'on pose £ = 0, ce qui est contraire a une
notion globale de la controlablabilité

Cette remarque montre bien qu’il faut considérer le cas linéaire comme un cas particulier
du cas non-linéaire.

Remarque : On notera que dans le cas linéaire, si un systéeme de controle n’est pas
contrdlable, on peut trouver au moins un vecteur othogonal aux colonnes de M =
(B,AB,...,A™'B).

L’existence de tels vecteurs a été utilisée par plusieurs auteurs comme une description
alternative du défaut de contrdlablabilité, en terme d’accessibilté {[58]) ou de critére
équivalent ([37]). L’existence de tels vecteurs nous conduit dans cas non-linéaire précédent
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a la définition suivante, qui parait arbitraire pour I'instant et ne prendra de signification
définitive que dans le prochain chapitre au niveau différentiel et dans celui qui le suivra
au niveau algébrique.

Définition II.1.3 On appelle observable toute fonction de l'entrée, de la sortie ainsi que
de leurs dérivées respectives (1’ entrée et la sortie sont évidemment solutions du systéme
de contréle ).

L’observable sera dite "libre”,si elle ne vérifie aucune EDO.

Elle sera dite "contrainte”, si elle vérifie au moins une EDO.

Un systéme de contréle sera dit contrélable s’il n’admet pas d’observable contrainte (c’est
d dire si toute observable est libre).

Remarque :

e Comme nous pourrons le voir par la suite, c’est de cette facon que nous introduirons
A en établissant 1’équivalence entre Pexistence d’observable ” contrainte” et la chute
du rang de la distribution A.

o Cette définition de la controlabilité, introduite de facon indépendante de 'analyse
fonctionnelle, sera généralisée au cas des EDP, ce qui est notre but, grace a I’algebre
différentielle.

Nous allons brievement montrer que cette définition (qui nous le rappelons encore
ne sera justifiée que dans le cadre de I'algébre différentielle) est cohérente avec la notion
classique de contrdlabilité dans le cas linéaire, et qu’elle est méme équivalente, bien que
cela ne soit pas évident a priori. L'exemple suivant permet de comprendre simplement
ce qui se passe.

Exemple : Examinons P'exemple suivant, avec u étant Pentrée, les y jouont le role
d’état=sortie et o € R:
{ 7 = ¥+u

g2 — ayl + U

On remarque que la matrice de contrdlabilité C de ce systéme:
cz[l 1]:(3,,43)
a

n’est de rang maximum que si @ # 1 car detC = a — 1 = 0 dans ce cas.

Montrons que dans ce cas on a une observable liée du systéme. Comme le systéme est
linéaire on va chercher cette observable z sous la forme z = y! + Ay? or z = y' + \g?
d’oli d’aprés le systéme on obtient z = y? + A\y' + u + Au.

Pour A = —1 on obtient 2 = y* — y' = —z . Le fait que # + z = 0 amene une équation
non contrélable et en fait z = 0 pour t = 0 = 2z = OV,
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Ayant vu la cohérence de cette définition il nous restera a ’étendre aux cas des EDP
et aussi & montrer qu’elle donne un test cohérent dans le cas affine ce qui sera fait dans le
chapitre suivant et montre aussi la nécessité de révisiter le concept de contrélablabilité,
non seulement pour le généraliser aux EDP mais aussi pour le rendre cohérent avec avec
les différentes situations rencontrées avec des EDO.

En conclusion les problémes posés par la contrélabilité sont les suivants:

1. Existe-t-il une définition intrinséque ne dépendant que de la relation entrée/sortie
(faisant intervenir éventuellement les dérivées d’ordre > 1) et non de la représentation
par état ?

2. Peut-on alors étendre le concept de réalisation minimale?

3. Existe-t-il un critére formel correspondant a la définition précédente qui redonne le
critéere du cas linéaire tout en n’utilisant que la distribution A et non la distribution
D dans le cas affine, de facon a assurer la cohérence interne de la théorie?

4. Peut-on considérer ces points de vue comme des cas particuliers d’un concept plus
général encore, valable pour les EDP?

I1.2 OBSERVABILITE

L’observabilité est souvent vue comme une notion duale de celle de contrélablabilité.
Considérons le systeme de controle suivant:

{93 = f(z)+ ozt galz)u”
y = h(z)

y désignant la sortie (y!,...,y?) € R.

Pour ’étude de 'observabilité de tels systémes non-linéaires, on considére le plus petit
sous-espace de C°(X) qui contient les fonctions (hi,...,h,) et ainsi que les dérivées de
Lie {Csh1, L3he, ... Loyhyy ooy Lo by, LELL G Lo Lo by T

Ce sous-espace sera dénoté par 0 est appelé espace d’observation.

De plus on associe 3 8, la distribution Dy = {v € T|L,y = 0,Vy € 6}.

Critére Formel I1.2.1 Une condition suffisante pour que le systéme de contréle soit
localement observable (au point z de X ) est dimfdy = n

Remarque : Lorsqu’on se donne une relation entrée/sortie directement, par exemple
d’ordre superieur a 1, et qu’on la ramene a la forme canonique entrée/état /sortie, il est
essentiel de remarquer que cette forme est automatiquement observable puisque ’état est
défini a partir de ’entrée et de la sortie par construction. La notion d’observabilité, liée
4 une représentation canonique, est donc purement abstraite en ce sens qu’elle dépend
de la représentation choisie sans étre une propriété structurelle du systéme entrée/sortie
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comme 1’était la contrélabilité.

Exemple : Partons de 4+ & = 0 et choisissons 1’état z! = y, 2% = § + u. On obtient le
systéme &' = 22 — u, £% = 0 avec y = x! qui est évidemment observable. En conclusion,

les problemes posés par I'observabilité sont les suivants:

1. Contrairement a la contrélabilité, la notion d’observabilité n’a pas de caractere in-
trinséque car elle ne dépend pas seulement de la relation entrée/sortie mais présente
un caractere intermédiaire lié a la représentation choisie. Ce point sera partic-
ulierement bien mis en évidence grace a l'usage de 'algébre différentielle .

2. De toutes les facons, existe-t-il une définition formelle de I’observabilité, vérifiable
par un test formel et pouvant &tre généralisée au cas du controle aux dérivées
partielles?



CHAPITRE II _
APPROCHE GEOMETRIQUE
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Partie 1

THEORIE FORMELLE DES EDP

I.1 VARIETES FIBREES

Soient X et £ deux variétés de dimension respectivement n et (m +n) (dimX =
net dim& = m+ n)

Soit 7 : £ — X une submersion surjective.

Les coordonnées locales d’un point  de X sont désignées par (z*)1<i<n.-

Définition I.1.1 On dit que £ est une”variété fibrée” sur X si pour tout point de £
il existe un votsinage U de ce point dans £, et une carte locale de £ ainsi qu’une carte
locale {U,p} de X, avec U = 7(U) telle que le diagramme suivant:

(', y%) € DU 2, R*xR™
ool | ool
(z*) X > U £, R

commute.

Les coordonnées locales d’un point de £ seront notées par (:1:", yk)lgign,ISkSm'
Les changements de coordonnées sont donc de la forme z = ¢(z), § = ¥(z,y).

Remarque :

X est appelé variété de base et £ variété totale

Pour tout z € X, Pensemble £, = 7~1(z) est une sous-variété fermée de &, appelée
la ” fibre ” au dessus de z.

Il est clair que £ = |J ¢x &5 et que deux fibres distinctes £;, et £, sont disjointes
si 7 # 2.

o Par la suite X désignera une variété connexe, paracompacte et C* (analytique) ou

C* (différentiable).

23
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¢ Une variété fibrée £ sur X est appelée triviale si £ = X x Y avec Y une variété
de dimension m.

Définition 1.1.2 On appelle section locale de £ au dessus d’un ouvert U de X, une
application f: U — & telle que (v o f)(z) =2, Vo € X donc mo f =1idy.

SiU = X, alors m o f = tdx et dans ce cas on parlera de sections globales.

f: X — &
(z') — (2 fH(2))

et on écrira

E= X

T

Exemple : Tout fibré vectoriel a une section " zéro”.
X—E

X —D—OE‘%

image de la section zéro

N

image d'une section avec deux zéros

On identifie sans difficulté I'image de la section " zéro” avec la variété de base X.

1.2 FIBRES VECTORIELS

En géométrie différentielle, on associe souvent & tout point d’une variété un espace
vectoriel, comme c’est le cas pour les espaces tangents.
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Espace topologique

~~

Espaces vectoriels

Définition 1.2.1 Un fibré vectoriel est un triplet (E,7,X) ou 7 : E — X est la
projection et tout E, = n71(z) a la structure d’espace vectoriel de dimension m égale
a celle de la fibre type, tel qu’il vérifie:

L’axiome de trivialité locale: Tout point de X a un voisinage U, pour lequel il
eziste un homéomorphisme

$: 7 N U)— U xR"
tel gue pour tout ¢ € X, Uapplication
¢, =QlE, : E;, — {2z} xR"

est un tsomorphisme d’espaces vectoriels, en notant E, la fibre au dessus du point

de X.

Fibrés vectoriels

-1 n
(W) Uy R

P

.

)

~ L~

Remarque :

o Un fibré vectoriel E sur X est appelé trivial si E peut s’écrire X x R™ (ou
X xY). En pratique, tout changement de coordonnées locales est de la forme
T =(z), ¥ = A(z)y. On dénotera par dim E la dimension de la fibre.
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o Par abus de langage, on notera que si E est un fibré vectoriel de dimension m sur
une variété X de dimension n, alors naturellement E est une variété de dimension
m+n. E apparait donc, simplement comme ’union d’espaces vectoriels disjoints
E, = n7(z).

Définition 1.2.2 Si E est un fibré vectoriel et E' C E un sous-ensemble, tel que pour
tout point dans X, il existe une carte fibrée (p,U) avec o(x " (UYNE') = U x R* C
U X R™ alors on dit que (E',7|E’, X)) est un sous-fibré vectoriel de E.

Exemple : 51 ® : E — F est un morphisme de fibrés de rang constant (Vz €
X rang®,. = constante , ou ®, : B, — F, est linéaire .} alors ker & = U, cx ker @, est
un sous fibré de E, de méme pour im® = |J,cx imP; qui est aussi un sous-fibré de F.

Cette définition servira pour introduire les systémes EDP linéaires, comme nous le
verrons plus tard.

I.3 FONCTIONS DE TRANSITION

Il existe une autre fagon d’introduire les fibrés qui se fait grace aux fonctions de tran-
sitions. Cette approche est partiellement utilisée en calcul tensoriel.

De fagon générale, on peut regrouper les "changements de coordonnées” ou les
"fonctions de transitions” pour une variété fibrée sous la forme suivante:
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= ¢(£,y)

{ = ¢(z)

Dans le cas des fibrés affines et vectoriels on a la forme suivante:
= ¢(z) et § = A(z)y+ B(z) fibré affine
T = p(z) et § = Alz)y fibré vectoriel

&) &

81

Remarque : A tout fibré affine £ on peut associer un fibré vectoriel £ de la fagon
suivante

E —_———— £ — X
(= p(z),v = A(z)v) (Z =¢(z),7 = A(z)y + B(z))
On dit aussi que £ est modelé€ sur le fibré vectoriel F.

Le paragraphe suivant précise un cas particulier de fibrés.

I.4 FIBRE TANGENT

Soit X une variété, connexe, paracompacte, on notera I’ = 7?X) son fibré tangent de
coordonnées locales (z*,u');<i<n et de fonctions de transitions:

= olw)
i = 8,'&,'9](.1‘)11’
et on notera T* = T*(X) son fibré cotangent de coordonnées locales (z*,u;)1<i<n €t
de fonctions de transitions:

z = ¢(z)
(9,'90‘7(31)17,]' = U

Ainsi I’espace tangent a une variété différentiable X est T(X) = U,ex T X.

Exemple :[de Fibrés vectoriels]

e On notera le r-produit extérieur par A™T*, le r-produit symetrique par 5,7, et le
r-produil tensoriel par @ T™.

e Une r-forme w est une section du fibré A™T* sur X:
X -2+ A™T*, qu’on écrit simplement
W = Z w,-l___,-,(:z:)d.z‘.“ A...Adz
1 <o Sty

et en notation condensée w = wy(x)dz?.

e De plus on a: dimT* = n = dim X

n! (n+q—1)

Ak _ vk : * _
dim AFT™* = CF = ey dim S,T )
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I.5 PRODUIT FIBRE

Définition 1.5.1 Le produit fibré de deuz variétés fibrées sur X, £ et F, noté € xx F
est 'ensemble des points de £ X F ayant méme projection sur X selon EXF — £ —

XetEXF—F—X.
C’est aussi I’ensemble qui rend le diagramme suivant commutatif:

(z,9,2) (2,2)
ExF D ExxF — F

I !

E — X
(z,y) (z)

Exemple :[Fibré Trivial] £ =X x Y, F=Y x Zalors Exx F=XxY x 2

Soient ¢ : X — X' et 7' : & — X' une variété fibrée sur X’. On notera par
© (&) le sous-ensemble de X x £ consistant en l'ensemble des points (z,{z',y")) tel
que o' = g(z) = 7(2'.)

. Définition 1.5.2 On appelle ™1 (&) l'image réciproque de £ par .

Remarque : On peut définir ¢~ (€'} comme le fibré rendant commutatif le diagramme

suivant:
FHE) — &

! J

X — X

Donc ¢ (&) peut-étre consideré comme le produit fibré de X et £ sur X'.

1.6 FIBRE VERTICAL

Soit 7: £ — X

vecteur vertical

V*
)
vecteur horizental
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alors
T(r): T(€) — T(X)
(&, 4%, o*) — (2, )
avec @ = 0p’'u’ ¥ = %‘g—u‘ + gyiv"

Si on pose u' = 0, on peut définir un fibré vectoriel sur £ qui aura pour coordonnées

locales ' '
(117', ykv Ov vk) — (mta yk)

et pour founctions de transitions
~ Ayt
o = Z(z,ypt

Donc ’ensemble noté E = V(€) muni des fonctions de transitions suivantes, désigne
le vertical de &:

z = ¢(z)
g = ¢($:y)
o= Zh(z,y)t

Propriétés :

1. E=V(E) est fibré sur X

2. V(&) est aussi un fibré vectoriel sur £

Démonstration : Soit le diagramme suivant:

) ™™ 1(x)
| |
E — X

On peut remarquer que le produit fibré T(X) x x € est définie de la facon suivante en
coordonnées:

(z,u) X (z,y) — (z,y,u)
d’ou la possibilité de le fibrer sur £, et on a la suite suivante
(x,y,O,v) — (zayau,’u) - (x,y,u)
0 — V(&) — T¢) ™M 7X)xxE — 0
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Cette suite rm
0 — V(&) — TE) B (X)) xx € — 0

montre que V{£) est un fibré vectoriel sur £ comme noyau d’un morphisme de fibrés
vectoriels sur £ de rang constant. o

1.7 SUITES EXACTES

Soient E ,E' ,E” des fibrés vectoriels sur X et ® : £ — E', ¥ : E' — E” des
morphismes tel que ¥ o § = 0.

Définition 1.7.1 La suite de fibrés vectoriels sur X :

@ ¥ E»

E — F
est dite exacte si :
1. Im® = KerU comme sous-ensembles de E’
2. Les suites d’espaces vectoriels:
E, 2= E X5 B
sont ezactes Vx € X.

La remarque suivante précise certaines propriétés qui seront essentielles pour des
applications en calcul formel.
Remarque : On a toujours la suite exacte courte suivante

3
0 — ker® — EF — F — coker® — 0
Sous forme matricielle locale, nous écrirons pour simplifier ®(z)u = v ou u et v sont des
vecteurs colonnes, ce qui permet de scinder la matrice ® de la facon canonique suivante,
ou par définition on pose rang® = dim im®

’

dimim® u = v

dim F ¢ dim coker® {

L
rang® dimkerd

y dim E
Puisque coker® = F/im®, un simple décompte des dimensions montre que:
dimker® — dim F + dim F' — dim coker® = 0

En effet
rang® = dim im® = dim F — dimker ® = dim F — dim cokerd
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I.8 ESPACES DE JETS

Définition 1.8.1 On appelle "longueur” d’un multi-indice p = (p1, ..., n) le nombre
|”| =fr+ ot Un et on déﬁmt U + 1i = (ﬂl,-- ey lio1, it lnu'i-i-la“'a/"n)'

Définition 1.8.2 Pour tout entier ¢ > 0, on dit que deuzx sections [ et g d'une variéte
fibrée £ sur X sont "q-équivalentes” en un point x € domf domg st

fH(z) = g"(z) et 0, f*(z) = Bu9"(x) Vhet 1 < |u| < ¢

oud, = ()" ...(8,)*.

Cette relation d’équivalence nous permet de définir la classe d’équivalence d’une section
f qu’on appellera le "q-jet de f en =7 et qu’on notera par j,(f)(z)

Le point z est appelé la "source” du jet et le point f(z) € € est appelé le "but” du jet.

On introduit donc 'ensemble J,(&), de tous les g-jets en z de sections de & sur un
voisinage de z et enfin 'ensemble J,(£) = Uyex J4(€)z-

Définition 1.8.3 On dit que l'ensemble J,(£) est le "fibré des g-jets de £ ”.
En coordonnées locales, un point de J (&) sera désigne par

(z,3,) = (', yﬁ) 0 < |pl < gavec yf =oF

et on a
(g +n)!

g'n!

dimJ, (&) =n+m

On notera par
T (€)= ()
(mqu-e-r) — (.’E,yq)

Propriétés :
L Jo(g) =&

¢ J,(£) est une variété fibrée sur X et £.

Exemple : Nous précisons sur un exemple ci dessous la correspondance entre la notation
indicielle ” classique” 8,, ; y* ou y¥ .i, €t la notation multi-indicielle.

Ainsi, sin = 3, m = 1, Gy5y s’écrira J(120)y €t de méme Jyg3y s’écrira J(;1,1)y.

A toute section f de £ on associera la section J,(f) de J,(€), définie par

J(f): X — Jo(€)
(z) — (2,0,f%(2))

pour k=1,...,m; 0 <|ul <q.
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1.9 PROPRIETES IMPORTANTES DE LA THE-
ORIE DES JETS

Nous allons donner les principales propriétés de la théorie des jets sans démonstration.

Proposition 1.9.1 J,(£) est un fibré affine sur J,_1(€) modelé sur le fibré vectoriel
ST V().

q

ST*QV(E) ———— J(£) 3 J,_1(€)

Proposition 1.9.2 On a un isomorphisme canonique de fibrés vectoriels sur J,(£)

V(4(£)) = Jy(V(E))

|

J(€) = J(€)
et la suite ezacte de fibrés vectoriels ramenés sur J,(€) par images réciproques.
V(wg_I)

0 — ST*RV(E) =5 J(V(E) -5 Ja(V(E) — 0

Exemple : §¢ =«§;; est un des exmples les plus connus qui illustrent le fait que
V(J,(E)) > J,(V(E)) lorsque g =1, n = 1.

Proposition 1.9.3 Avec J{1*(&) = Ji(Ji(...(/(E)))) si Pon considére J,4,(E), J.(J,(E)),

-

r+sfois
et Jry1(Js_1(E)) comme des sous-variétés fibrées de JT*(E), on a la formule

Jers(€E) = Jr(']s(s))ﬂJrH(‘]s—l(g)) Vr,s 20

Les démonstrations de ces propositions sont assez techniques bien que sans difficulté
et ne sont pas données ici car seuls les résultats importent pour les applications.
Le lecteur intéressé par leur démonstration pourra consulter les références ([?, ?, ?})

Exemple in=1, m=1=Ef=RxR,r=1,s=2
On notera les coordonnées locales de chacun des fibrés de jets respectivement par:

Jl(g) — (zyy{)ayl)
Jf(g) = Jl(Jl(S)) — (%3/00, 3/01,?!10,.7!11)
Jf(g) = JI(JI(JI(E))) — (13,3,'000,90()1,3/010, Y100Y011, Y01, yno,ylu)

On a de plus

J1(J2(€)) € JX(E) est défini par { Yoo — Yoor =
Vio—Y%im = 0O
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Jo(J1(E)) € JR(E) est défini par { Y100 — Yoro

Y101 — Yo11

i
o

Yooo - Y
T JAE TAJ(E J3(E t défini Y100 = Yoo = Yoor — N1
1 ))ﬂ 2(1()) C Ji(€) est défini par Y10 = Y101 = Youu — Yu
i - Y
Ainsi donc
Ja3(€) est défini par (z,y,y1,y11,y111) = (2,¥3)
Examinons maintenant plus particulierement le cas linéaire:
Soit E un fibré vectoriel:
E X = ‘? = (,0(.’13)
— {y = A(z)y
Propriétés :
L. Jr+a(E) = Jr(Js(E))nJrH(Js—I(E))
2.
nq
0 — ST*"®0F — J(E) 5 J, 4 (E) — 0

(:L‘, yll:q)lul:q — (.78, 07 L} Oa yﬁ;l)l#lzq
(xayq) — (xayq-l)

Ces relations expliquent pourquoi on utilisera systématiquement les lettres capitales
droites dans le cas linéaire.



34 PARTIE I. THEORIE FORMELLE DES EDP

I.10 SYSTEMES NON-LINEAIRES D’EDP

Soient ® une fonction définie sur J,(£) et f, une section de J,(£). On note alors souvent
(®o f)(z) simplement par &(z, f,(x)) lorsqu’on évaluera ®(z,y,) en coordonnées locales;
avec y, = f,(z) et en particulier y = f(x).

Définition 1.10.1 On définit la dérivée formelle d;® de ® par la formule:

‘ 00
di® = 9,9 + yﬁﬂigy';,
;

De fagon ¢ avoir (d@) o foi41 = 0i(Po fy), Vi=1,...,n.

0<|pl<q

Définition 1.10.2 Un opérateur différentiel non-linéaire d’ordre ¢ de £ dans Fest une
application D=® o0 j, : £ ~— F de Uensemble des sections locales de £ dans Uensemble
des sections locales de F déterminée par le morphisme @ : J,(€) — F.

En général on suppose que & est un épimorphisme.
Définition 1.10.3 On appelle r-prolongement de ® le morphisme
02(8) ¢ Jour(E) — To(F)
défini localement par les équations
d,®" = 2] lorsque 0 < |v| < r et ®7(z,y,) = 2"
La définition suivante précise les notations adoptées pour certains cas particuliers:

Définition 1.10.4 o Si £ est une variété fibrée sur X, un systéme non-lin€aire
d’ordre q sur € est une sous-variété fibrée R, C J4(£).

o Si &£ est un fibré affine sur X, alors on défini un systéme affine d’ordre g sur £
comme un sous-fibré affine de J,(£).

o Enfin si E est un fibré vectoriel sur X, un systéme linéaire d’ordre q sur E est un
sous-fibré vectoriel R, C J,(E).

Définition 1.10.5 Une solution locale (globale) de R, est une section locale (globaie) f
de & tel que j,(f) soit une section locale (globale) de R,.

Définition 1.10.6 On définit de méme le r-prolongement de R, comme le sous-ensemble

pr(Rq) = J(Ro) N J41-(€) C Jo(J4(E)).

Quand il n'y a pas de possibilité de confusion, on notera alors simplement p,(R,) par
Rq4r. Par dérivation composée, on obtient:

Lemme 1.10.7 Si R, C Jy(£) est un systéme d’ordre q sur € et si p.(Ry) est un systéme
d’ordre g + r sur £, alors on a:

pr+3(Rq) = Ps(pr(Rq)) = ,R'q+r+s
Définition 1.10.8 On définit les sous-ensembles:

Rtgﬁr = ng:+a(Rq+r+3) C Rytr, V71,8 20.
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I.11 COMPATIBILITE FORMELLE

Définition 1.11.1 o On dit qu’un systéme Ry C Jy(&) est formellement compatible
si Papplication gy, : Ry, — X est surjective Vr > 0.

e On dit qu’il est compatible sl admet au moins une solution.

e FEn particulier un systéme Linéaire est toujours formellement compatible, puisqu’il
admet toujours la solution nulle.

Remarque : On a toujours 'Rg?, C Ry4- et le diagramme:

Gg¥rts

Rq+r+s 5 ‘Rz(zﬁr - Rq+r

q+r+s

Jq+r+3(g) 25 Jq+r(8)

ou les fleches verticales sont des inclusions.

Un probléme essentiel du calcul formel, qui sera résolu plus loin, est de savoir si un
systeme est formellement compatible grice a un algorithme fini qui évite Pinfinité de
vérification qui est exigé par la définition.

I.12 INTEGRABILITE FORMELLE

Définition 1.12.1 Un systéme R, C J,(€) est formellement intégrable si, Vr > 0:

o R,y est une sous-variété fibrée de Jo ()
1 . :
o Tt Ryprp1 — Ryyr est un épimorphisme.

Un systéme est dit involutif s’ est formellement intégrable avec un symbole involu-
tif. (Cette définition sera donnée plus loin.)

Remarque : En pratique, un systéme est formellement intégrable si ses prolongements
successifs permettent de calculer les séries formelles solutions terme par terme grace a
un ordinateur.

Exemple : Soient X =R" et £ = T(X) = T et soit le systeme Ry C J1(T) défini par
les équations: .
E+ei=0
alors son premier prolongement R, C J,(T') est défini par les équations:
E+e =0
X 0

ij
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Donc d’apres la deuxiéme équation, on voit que tous les jets d’ordre 2 sont nuls.
R, est donc formellement intégrable.

Exemple :[JANET]
n=3,m=1,g=2. E =R?®xR. On considére le systéme linéaire suivant:

2

—_ 0
RQCJ B Yaz — Y11
2(){3/22 = 0

La projection 73 : Ra — R, est un épimorphisme mais la projection 7§ : Ry — Rj
n’est pas un épimorphisme. En effet elle conduit & une nouvelle EDP d’ordre 3: 35, =0
qui ne peut pas étre obtenue comme combinaison linéaire des 2 + 6 = 8 équations
définissant Rs.

;

Y33 — $2yna

Yazz — 3323/112 — Y
Y23

Ry ={ Y222 \

Y133 — Y111

Y122

Yaz — $2y11

\ Y22

On en déduit dimB; =20 - 8 = 12.

i

Il
cCoOoc oo o Oo®

il

[ .

Preras

R4
Y2233 — «“?2.7!1122 ~2yn2 = O
Y2233
( Yi1zz

|
-t

[
=

== y112 = 0 nouvelle équation d’ordre 3 et donc l'application 735 : Ry — R, n’est
pas surjective.

Lemme 1.12.2 La solution de ce systéme dépend de 12 constantes.

Démonstration : Vérifions le par le calcul:

Soit y = f(z!, 2%, 2°) la solution du systeme R;. Alors d’aprés 1’équation yz3 = 0 on tire
y2 = A(z',2?) et la solution générale est de la forme y = A(z?, %)% + B(z?, 2°).

Mais y vérifie aussi ys3 — 2°y;; = 0 d’ol1 on en tire

($2)2511A -+ ;I,'?(anB - 833.4) - 633B =0
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et par identification, on obtient :0y1 A = 0,8334 — 1B =0,033B =0
ce qui donne

B a(z?) + A(z?)
A = a{z?)z! + b(?)
.’131(933(1(1173) + 83317(3’33) - :1:3811a(:1:1) - 81118(1'1) =0

LI S 0: 83 b( 3y 331 0 8 11 0 b 3y (x3)3 (‘1"3)2
six = 0: d3b(z”) = 2°811a(0) — 9511(0) = (:c)--m6 +s—
(=) (&)

6 2
En remplacant dans I’équation J33A4 — 8;1 B = 0, on obtient:

+pz’+ ¢

six® = 0:9,8(z") = £'03a(0) + 9s3b(0) => B(z') =

r'8s3a(2®) + mz® + s — 2°0ha(z') —rz' —s =0

= 23(8a(x?) — m) = 21(0s3a(z®) — 1)

Ona(z!) = m _ O33a(z®) — 1 e cte
zl z3
333

— a(z®) = e-(ig—-{-rgx—;ﬁ-!—gwa{-h
a(z') = efx—ﬁ+m%f-+nzl+v

6

Donc y = f(z',2?% 2%) dépend des 12 constantes arbitraires
{6397 h7m7 n7p’q’r’37t?u’v} C R12

Ainsi ’espace des solutions est de dimension 12 sur les constantes.

37

<

Bien que la dimension de l’espace vectoriel sur les constantes d’un systéme EDP

linéaire homogene soit en général infinie, dans tous les cas il est souvent difficile

de

le vérifier et dans le cas contraire, de trouver la dimension sans avoir recours a des

algorithmes utilisant la cohomologie de Spencer, que nous allons maintenant définir.

Nous détaillerons ces algorithmes plus loin sur ’exemple précédant, en ayant recours a

un ordinateur.

Exemple: n=2,m=1,q9 = 2;

'R.z{ yaz — 1/2(yn)? = 0
Y12 — Yn =

(o)

D’ou

[ Y22 — 1/2(3/11)2
Yiz —yn

R4 Y222 — Y11¥112
Y122 — ¥Yu¥in
Yiiz — Vi

L Y122 — Y2

OO0 OO O O
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La combinaison des trois derniéres équations nous donne alors la nouvelle équation (y1; —
1)y111 = 0 et cela nous montre que R3 n’est pas une variété fibrée.

Cette derniére équation nous donne dans R4 I'équation (y111)% + (y11 — L)y = 0 et
donc (y111)? = 0 = 11 = 0.

Alors 73 : Ry — R, est surjective tandis que 73 : Ry — Rj ne lest pas a cause de
I’équation yy1; = 0 qui est toujours vérifiée sur R4, mais non sur Rs.

En effet si y111 # 0 sur Rj alors y; = 1 d’olt (y111)? = 0, d’olt contradiction.

Exemple : Examinons le systéme suivant: n =2,m = 1,¢=1;

zly, — 2%y, = 0, la solution y = (2*)? + (2?)? definie sur un voisinage de origine (0,0)
ne peut-étre obtenue par les méthodes développées ici, car 'origine est un point singulier
pour la variété.

Donc ces méthodes ne nous donnent pas toutes les solutions formelles des systémes
considérés.

1.13 SYMBOLE D’UN SYSTEME E.D.P

Dans ce qui suit, on écrira £ = V(&) pour toute variété fibrée.
Cette notation permettra d’étendre les résultats obtenues aux systémes linéaires sans
changer de notation.

Définition 1.13.1 Le symbole de R, est la famille
M, = V(RS T @V(E) = R[S, T"QE
d’espaces vectoriels sur R,.

L’exemple (2) précédent nous montre que de telles familles ne constituent pas en
général des fibrés vectoriels sur R,.
Introduisons maintenant un nouvel espace vectoriel Fy sur R, de telle sorte que le dia-
gramme suivant ramené sur R, par image réciproque soit commutatif:

0 0
0 — ]i\dq — ST*QE — F
| | ll
0 — R, — J(F) — Fy — 0

Ce diagramme va nous permettre de définir le r-prolongement du symbole M, de R,.

Définition 1.13.2 On appelle r-prolongement du symbole M,, le noyau p,(M,) du mor-
phisme composé suivant:

Sq+rT*®E—’SrT®SqT*®E-“"Srr(;@FD
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RECAPITULATIF: Dans le cas ou le systéme d’équations aux dérivées partielles
est donné par des formules explicites en coordonnées locales, on a alors:

R, ¢7(z,y,) = 0, r7=1,...,dim(Fp)

Retr d,®" =0, 0<|y<r

Mq %(3’" yq)vﬁ = 0, Il‘l =4, ('Ta yq) € RQ‘

My Sr(@ydvi, = 0, lul=q vl =r(z,5) € R,

Ainsi on remarque que le symbole de R4, est bien le r-prolongement du symbole
de R, ce qui justifie la notation My, = p,(M,) et on a les suites exactes de familles
d’espaces vectoriels sur R,:

00— Mq+,- i Sq+rT*®E -+ STT®F0

Remarque :

¢ L’étude du symbole nous permet de ramener P’étude différentielle du systéme
d’équations aux dérivées partielles a I’étude purement algébrique du symbole, et
pour ce faire il est nécessaire d’introduire une nouvelle notion qui est la cohomologie

de Spencer.
R, ~ M,
étude différentielle : ; étude algébrique
1 !
Ror ~ Moy,

e Comme on a pu le constater sans doute le r-prolongement du symbole d’ordre ¢ se
fait simplement par un processus d’algebre linéaire.

Exemple : n=2,m=1,¢=2;

Ry { yaz2 — 1/2(yn)*

I
=

Y12 — Yn = 0

Son symbole est :

Mz{ v —ynvnn = 0

Vya — VU = 0
12 11

et M, est un fibré vectoriel sur R, avec dimM,; = 1.
Le premier prolongement du symbole est :
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Ugy2 — vz = 0

vigz —ynvima = 0
M;

V112 — i = 0

V12 — V2 = 0

mais M3 n’est pas un fibré vectoriel sur R; car (311 — 1)vinn = 0.

Exemple : n =3, m=1,¢g = 2;

~
———
i~
&
|
8
S
<2
el
s
I
[

Son symbole est :

Le premier prolongement du symbole est :

( v3z3 — 217113 = 0
Uazs — TPv11y = 0
1W3 4 2z = 0
Upz2 = 0
Vias — vy = 0
L V122 = 0
Donc dimM; = 10 — 6 = 4.
Son deuxiéme prolongement est le suivant:
( Vazzs — 17201133 = 0
V2333 — 1'2')1123 = 0
V2033 = O
Ug223 = 0
V2222 = 0
M,S vizss — vz = 0
Vigaz — vy = 0
V1223 = 0
V1222 = 0
viss — v = 0
L U122 = 0

De la, on peut construire les suites suivantes:
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0 0 0
| | |
0 — M, — S5T*QF — Ky — 0
0 — Jle — %2(E) — %—‘g —_ 0
0

on peut lui associer le tableau des dimensions suivant:

0 0 0
0 — i —— J; —_— % —s 0
0 — g ey %0 —_— ! — 0
;
0 0 0
0 — j\/[-s — §3T*®E — f*@Fo —s 0
0 — Ry — J3(E) — jl(Fo) — 0
0 — Ry — J;;(E') — R — 0
0 0 0
Suivi du tableau des dimensions correspondantes:
0 0 0
0 — 4 —_ }0 — 6 — 0
0 — 12 — go — 8 — 0
0 — 8 —_— %0 — 2 — 0
; ; ;

Enfin, on peut établir le diagramme:
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0 0 0
| | |
0 — My — ST*"QFE — S;T*"QF,
0 — £4 — £(E) — .,llg(Fg) — 0
0 — -%3 —_— -fa(E) — -f(Fo) -— 0
0 0

Avec le tableau des dimensions correspondant:

0 0 0
| | |
0 — 4 — 15 — 12
! | |
0 — 15 —s 35 — 20 — 0
| | |
| |
0 0

Le défaut d'intégrabilité formelle est donc caractérisé par le fait que V'application
73 : B4y — R n’est pas surjective car R4 introduit une nouvelle équation d’ordre 3,
Y112 = 0 qui n’est pas une combinaison linéaire des équations de Rs.

I.1i4 COHOMOLOGIE DE SPENCER

Dans P’étude de la cohomologie de Spencer, on adoptera pour les éléments de A*T* @
S5,T* @ E, les coordonnées suivantes: wk’ldzzl avecdz! =dz" A Adztreti; < ... <,
et on introduira la famille de formes w, = wﬁ' Idac*r .

Définition 1.14.1 On appelle application de Spencer, Uapplication suivante:
§ NT*QS,uT*QFE — AT T*RS,T*®E
définie par (&u)ﬁ = dz* A wﬁ+1‘ et induite par la composition:
NT*R ST — AT QT ® S,T* — A*T'T*® S, T*
ou ’épimorphisme a droite est la multiplication extérieure.

Lemme 1.14.2 §0 6 =10
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Démonstration : En effet on a

(Pw)y = (§(6w)), = dx' A (&“f‘)#-i-li

dr' Adz? Awyiq,
Wpp1i41,,0 A dz' Ada? A da!
Wyt1y41,1 A dz? Adat A dx!
—Wusr41,,0 Adet Adz? A dz!

= 0
o
Proposition 1.14.3 [l exziste une application induite
6 . A"T* & Alq+,-+1 —_ A’HT* & Mq+,-
Démonstration : Pour simplifier, on fera la démonstration en coordonnées locales
pour un systeéme linéaire. o

Définition 1.14.4 Soit H;, = H;,  (M,) la cohomologie des § suites définies par la

proposition précédente, en A*T'T* @ M.

o Le symbole M, est dit s-acyclique si Hy,, = ... = H?, , Vr >0.

g+r

o Le symbole M, est dit involutif s”l est n-acyclique.

o Le symbole est dit de type fini st M4, = 0 pour un certain r > 0.

Les démonstrations des résultats suivants sont trés techniques et nous renvoyons le lecteur
a (Sweeney, [49] ).

Lemme 1.14.5 S, 7" ® F est involutif, Vg > 0.

Théoréme 1.14.6 M, devient involutif pour r assez grand.

Remarque : M, ne devient pas nécessairement 2-acyclique avant de devenir involutif
mais il n’existe aucun critére connu en général, pour décider de la 2-acyclicité (Pour des
contre-exemples voir [51}).

Remarque : On notera que 'involutivité peut exister méme si Jes dimensions des espaces
vectoriels M 4, peuvent varier d’un point & un autre point, au dessus de R,.

Proposition 1.14.7 Tout symbole est 1-acyclique.
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Démonstration : Utilisant les propositions précédentes nous obtenons le diagramme
commutatif suivant; avec les lignes qui sont exactes et la colonne du milieu qui est exacte,
en accord avec le fait que Sy4,1T* ® E est involutif (voir lemme précédent).

0 0 0
0 — Mq-{-r-}-l M q+r+lir* & E — ‘ir‘f—lT* ® FO
) ) é
0 — T7Q My — T"®S5,,I"QF — T*"® 5. T*Q I
) )
AT*® S, A T"QFE =——= ANT*QS,4r1T*QF

Proposition 1.14.8 Si M, est involutif et de type fini, alors M, = 0.
Proposition 1.14.9 Si M, est involutif alors M,, est involutif ¥r > 0.

Le théoréme suivant {Goldschmidt) va permettre d’étudier les rangs des prolongements
grace & un algorithme fini.

Théoreme 1.14.10 (Goldschmidt) Si M, est 2-acyclique et st Mgy, est un fibré vec-
toriel sur Ry, alors Mgy, est un fibré vectoriel sur R, , Vr > 0.

Remarque : Considérons la é-suite suivante:
0 — My, == T*Q My, = ... AT @ M, 55 §(AT* @ M,) — 0

M, est involutif si et seulement si ces é-suites sont exactes, Vr > 0.

Exemple : Reprenons ’exemple de Janet avec E = X x R.
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On a le diagramme commutatif suivant:

0 0 0
! | |
0 — M4 i S4T* — SQT*®F() m— H22(Af[2) — 0
! l l
) ) ]

0 — T M, —_— T*Q S;T* — T*"T*@Fy, — 0

! ! !

) ) 6
0 — AzT* ® Aﬁf‘z 4 A2T* ® S2T* —_— [\21‘* ® Fo — 0

! !

§ § |

0 — AT QT —— AT*®T — 0
l |
0 0

On peut donc définir HZ(M;) soit par la ligne supérieure et alors dim H}(M;) =
44(6x2)—15=1,
soit par la colonne de gauche et dim H2(M,) = ((3x4)—(1x3))—((3x4)—4) = 9-8 =1,
ce qui montre bien que M, n’est pas 2-acyclique.

La notion d’acyclicité, en plus de son usage pour étudier les propriétés de rang déja
rencontrées, sert essentiellement d’ingrédient algébriqgue au théoréeme suivant et a ses
2 corollaires que nous ne démontrerons pas mais que nous illustrerons en détail sur un
exemple, puisque ces résultats sont la clef des méthodes constructibles en théorie formelle
des EDP et donc en théorie du contréle auz dérivées partielles.

Théordme 1.14.11 §i M, est 2-aeyeligue alors p,(RIV) = Rgfﬁ,
Corollaire 1.14.12 (critére d’intégrabilité formelle) Si M, est 2-acyclique et ’Rgl) =
R, alors Ry est formellement intégrable.

Corollaire 1.14.13 Si R, n’est pas formellement intégrable, une utilisation ”en cascade”
du théoréme et du critére précédent permet, en général, de déterminer 2 nombres entiers
r,s > 0 tels que le systéme ’Rgfz,. soit formellement intégrable (avec éventuellement un
symbole involutif).

Démonstration : Nous voulons seulement ici donner une idée intuitive de la démonstration
ainsi que du maniement inductif du théoréme et du critére.

Si ’Rgl) = R, et si M, est 2-acyclique (en pratique on doit passer par Iinvolution pour le
vérifier de facon constructible) alors le critere s’applique. Si RSI‘) = R, et si M, est non
2-acyclique on répéte ’argument avec = R,,, lorsque M,,, devient involutif.

Si R(V C R, et si M, est involutif on repart & nouvean avec R{! mais en ayant la
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possibilité d’utiliser le théoreme pour ramener ’étude des prolongements de 'Rgl) a ceux
de R,.

On continue ainsi jusqu’a I'obtention de 7'\’«((,2,-, Parrét de P'algorithme étant du & une
propriété Noethérienne des familles emboitées de symboles ainsi construites. o

Nous revenons a l’étude de Uinvolution, en essayant de donner des algorithmes plus
pratiques pour prouver cetle propriéte.

Nous allons introduire certains nombres entiers encore appelés caractéres qui, par la
suite, joueront un trés grand role pour la détermination de I’espace des solutions et pour
la généralisation de la théorie du controle au cas des équations aux dérivées partielles.

Définition 1.14.14 Dans un symbole donn€ en coordonnées locales, on peut définir les
applications &; par les formules (§;w)k = Wk, dans le but d’avoir dw = dx* A §w et les

ensembles:
(Mg ) ={w € My, |6w=0,...,6w =0} avec (M,1,)" =0
On appelle caracteres locaux de M, les n nombres:
a; = dim(M,)"! — dim(M,)".

Définition 1.14.15 On appelle “composantes de classe i”, les vfj qui sont telles que
pr=0,... iy =0,p;#0.
Alors (M. )" ={ €léments de M, dont les composantes de classe 1,...,¢ sont annulées}.

Proposition 1.14.16 M, est involutif si et seulement s’ il existe un systéme de co-
ordonnées locales (appelé §—régulier) dans lequel nous avons les suites exactes courtes
suivantes, pour1 =1,...,n:

0 — (Myps) — (M)~ 5 (M) * 0

Propriétés : Les caractéres d’un symbole involutif sont intrinsequement définis et
vérifient les inégalités:

. —_ = !
Osalsm(q+n ! 1.)',
T (g (n -

1 2 n
ad>a?>...>a">0.

Démonstration : La premiére inégalité résulte de la suite :

0 — (M) — (My)"™" = (8,1 T" ® E)1.
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La démonstration de la seconde est beaucoup plus technique ( voir Janet, Cartan) et le
lecteur pourra consulter ([49]) . o

Il s’en suit que, pour un symbole involutif M, on a la relation suivante pour n’importe
quel r > 0:
r+i—1) ., (r+n-—1)!
dimM,,, = o ...+-(——,—--—-—a" ot ———a
i 2 T ri(z - 1)! g Tt ri(n - 1)1 ¢
ou le dernier caractére o va jouer le rdle le plus important car il correspond dans le
cas des systémes & symbole involutif aunombre d’inconnues qui peuvent étre choisies
arbitrairement, car on a
) ) . (r+12)!
dimRy4, — dimR,_; + Z (rti) a;.

i=1

rl!

Ce qui est un polynéme en r de terme de plus haut degré égal a o (r" /n!) alors que le

(gtr+n)!

nombre de termes d’une série de Taylor tronquée 4 Pordre ¢ + r est le polynéme (T

dont le terme de plus de plus haut degré est 'n—':

Remarque : En pratique, on a en général :

dim(Mg41)'™" — dim(My41)'
diﬂlﬂ4§+1

< dim(M,)!

< Tiop dim(My)t

Soit dimM,;; < a; + ...+ ia; + ...+ nay et I’égalité n’a donc lieu que si et seulement
si M, est involutif.

Remarque : En pratique encore, le défaut d’involution peut provenir d’un mauvais
systéme de coordonnées ou d’une propriété intrinseque, I'un des groupes de cohomologie
devenant non nul.

Exemple : Reprenons 'exemple de Janet:

M 033—9321’11 = 0
2 =0
V22 =

M, n’est pas involutif puisqu’il n’est pas 2-acylique car dimHZ(M;) = 1.
Par contre, nous allons montrer que M3 est involutif dans le systéme de coordonnées
choisi:
( vz — 2oy =
Va3 — T2V112
My = (Mg)°{ U

U222

V1as — T V111
\ V122

I
cocooccoco




48 PARTIE I. THEORIE FORMELLE DES EDP

classe3 {va}
classe? { V392, V223, V233 }
classel {vi11, V112, Y113, V122, V123, V133 }

Vazgz = O
1) ez = 0 . 1
(‘Mg) VUpgz = 0 dlm(M;;) =0
Ve = 0
(Ms)*{ vssa = 0 dim(M,)? = 0, dim(M;)® = 0

Dot o =4, af=0, of =0.
On vérifie bien que dimMy = 4 = o} et par suite dimM, = 4, Vg > 2.
Effectuons P’échange des coordonnées (z',2?) — (2%, z') on obtient:

¢ 1 _
U333z — T U223 =

1
Viaz — T V22 =
v r 0 ) T3
M = (M;)°
M1

1 _
Vo33 — T U222 =

|
cocoocoo o

. Y112

1
1) Vaszs— T U3 = 0
(‘MS) { Ugaz — mlvzzz = 0

(M3)2{ Vazy = 0

G3=4—-2=208=2-0=2,a,=0etay+2a2+3a3=6>4

Le nouveau systéme de coordonnées n'est pas é-régulier et M3 n’est donc pas involutif

dans ce systéme de coordonnées bien que 'on puisse dire que My est involutif au sens de
la définition précédente.
Introduisons maintenant le tableau obtenu grice a l'ordinateur:
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Dérivées Dérivées
des inconnues des équations
order 8 7 6 5 4 [ 312110 T N|N|O
number 45 1 36 | 28 { 21 (15|10 6 {31 O U|U IR
total number {165 120 | 84 | 56 [ 35({20[10 (4|1 T M{M|D
rank of symbol | 41 | 32 | 24 | 17 |11 ] 6 | 2 rank |A B|(B | E
R N j of L E|E |R

74 13
. system R R
N . 2 2 (2 |0
103
N 8 8 6 |1
79

20 20 112} 2
39 40 20 3
66 70 1301 4
102 112 (421 5
148-1=147 168 | 56 | 6

FULL “PUZZLE”

0 0 0
1 1 1 1
6 7 8 9 10
6 12 19 27 36 46
2 8 20 39 66 102 148

VANISHING DIFFERENCE TRIANGLE

Exemple : Revenons au systéeme de Janet.

Rz{ Y3z — 1'21111 = u
Ya2 = v

]\«fz{ v = 2oy = 0

(2] = 0
classe3 {va3} nombrel
classe2 {vyg, v} nombre2 } total =6
classel {v11,v12,v13} nombre3
dim(M;)! = dim ({ vz = 03 _ (241)-2 =1
v = 0
dim{M;)? = dim ({ Vaz = 0) = 1-1 = 0
dim(M,)®> = dim(zéro équations) = 0—0 =0
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Donc on a:

ay=4-1=3,0l=1-0=1,02=0-0=0

Ainst
dimMs=4<3+(2x1)=5

On ne peut conclure ainsi car I'involution dépend du systéme de coordonnées locales,
mais nous avons vu que dimHZ(M,) = 1. Ce qui montre que M n’est pas involutif.
Ce résultat intrinseque montre qu’il ne peut y avoir de systémes de coordonnées é-
réguliers donnant lieu a 'involution.
Maintenant, avec M3, on va construire les diagrammes commutatifs et exacts suivants:

0 0 0
|
60 — leg —_— §3T*®E — T*"QRF, — 0
0 — £3 —_ £(E) — gl(Fo) — 0
| l |
0 — }?2 — J(E) — K — 0
| | |
0 0 0

Suivi du tableau des dimensions correspondantes:

0 0 0
| | |
0 — 4 — 10 —s 6 — 0
| | |
| !
| | |
0 0 0

Ce dernier a été obtenu a ’aide des relations suivantes:

: _(g+n-1)} _ " (3+3-1)! 20
diquT*_m_C’q+n—l=>dlmS3T ®E=TX1=7=10
dimJy(E) = 1x2% = 10
! 2 2131
dimA'T = CF, dimJ(E) = mig_-:—_n). =mCl,,=><{ dimJ(E) = 1xz35 = 2

! 113)!
e dimJy(Fy) = szlﬂl; = 8
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Puis on peut construire le tableau qui correspond a l’étape suivante:

0 0 0

0 — M, — STQE — S,T*®F

0 — R, — L(E) — %z(po) — 0

0 — ka — J3(E) — Ji(Fy) — 0
0 0 0

Avec le tableau des dimensions correspondant:

[y]

fen] <
e = R e O

!

w
|

Ce— R e— We— e O
|

Se— W W 12— O
|
o

0 — 12 —

L’impossibilité de boucher le diagramme avec des zéros est lié au défaut d’intégrabilité
formelie R;(,I) # R3 que nous avons déja rencontré.
Passons a I’étape suivante:

0 0 0
0 —> 11145 — ST*®E — ST*@ Fy
0 — %25 — }5(E) »(@) £3(Fo) — Qs — 0
0 —s %a — J(E) — tlfz(Fo) — é
, ; ;

Avec le tableau des dimensions correspondant:
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0 0 0
| | |
0 — 4 — 21 — 20
J | |
0 — 17 — 56 — 40 — 1 — 0
| | | |
0 — 15 — 35 — 20 — 0
| |
0 0 0

obtenu grace a un ordinateur en remarquant que rangp,(®) = dim imp,(®), avec Q, =
cokerp,(®), on a ici par décompte des dimensions dimQ3 = 1 et on a donc une condition
de compatibilité entre u et v.

Elle peut étre obtenue ici directement par ordinateur (voir annexe) sous la forme:

2 _
Vy33 — T U113 — Uy — Ugpy =0

On peut, de maniére similaire, construire des diagrammes analogues a tout ordre et
calculer les dimensions des fibrés grace au tableau obtenu par ordinateur. Nous nous

occuperons maintenant de ’étude des propriétés des symboles.

Remarque : En pratique, pour vérifier I'involution, il est utile d’introduire en face des
équations de chaque systéme un tableau classant les variables indépendantes en multi-
plicatives et non-multiplicatives. Pour cela on résoud en cascade les équations par rapport
aux classes les plus hautes en adoptant P'ordre lexicographique sur (u, k) et on associe a
une équation dont le vﬁ le plus haut est de classe %, les variables multiplicatives z!,...,z'
et les variables non multiplicatives z'*!,..., 2™ représentées par des points.

Le symbole sera involutif si le prolongement peut se faire en utilisant seulement les vari-
ables multiplicatives.

Exemple :
1) M; involutif?

( VUsa3 — 2V = O | 2t z? 23
2
Vgzg — T Uy, = 0 | 21 22
_ 1.2
1%3 ‘ U223 = 0 T T 7?3)
) V922 = 0 $1 1172
vz — o = 0 | o!
1
L V122 = 0 I

dimM; =10 -6 = 4.
On peut déduire du tableau (P3) que Mj est involutif car en prolongeant par rapport
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aux 3+2+2+2+1+1 =11 variables multiplicatives le prolongement obtenu sera de
dimension 15 —11 = 4; c’est-a-dire coincidera avec My, défini par les équations suivantes:

Vas333z — (.’132)2’01111 = 0 .’EI .’Ez zr
V2333 — T V1123 = 0|z 2
V32233 = 0 :lJ:l :132
V32223 = 0 .’El :L‘2
V9222 = 0|z z?
M,y { viazs — 2?3 = 0|2 Ps)

V1233 — 13201112 = 0|2
V1223 = 0|t
V1222 = 0| !
V1133 — 332”1111 = 0| 2!

v Vii22 = 0|zt

On obtient bien dimM,; = 15 — 11 = 4. Le tableau (P;) confirme alors que M, est
involutif et nous permet d’en déduire la dimension de Mj, soit dimMs = 21(inconnues) —
17(équations) = 4.

On sait donc que Mj est involutif mais cependant la projection Ry — K3 n’est pas
surjective, car on a une nouvelle équation d’ordre 3 apportée par Ry, c’est-a-dire y;2 = 0.
En accord avec la démonstration du corollaire 2, on repart a nouveau avec le systéme
Rgl), cette fois pour pouvoir appliquer le théoreme avec ¢ = 3.

Etude du symbole Mél):

Comme Mj; est involutif = (Rgl)) +r= RQE, Vr > 0, en particulier on a (Rgl)) +1=
RY.

On va donc étudier Iinvolutivité de MY et comparer 73(R{"Y) = R avec R{V.
D’apres ce qui précéde, on a:
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Yaz — 2?23/11 =
Y22

Y33 — -732.7/113
Y233 — Y11
R:(zl) y Yaz3

Y222

Y13z — 37211111
Yiz2

\ Y112 =
Ry Y3333 — T Y1133
Y2333 — $2y1123 — Y3
Y2233

Y2223

Y2222

Y1333 — 1523/1113

Y1133 — hyhm

Yiz23

Y1222

L Y1122

il

o

I

]
cococoocooo

i

o
cCoocooOo0Do OO

dimR, = 35 — 20 = 15

En projetant une fois R4, on obtient R( ) et son symbole 1\4{( ),

( vz — z®vis = O zt z? 2?
V233 = 0 zb z?
V223 = 0 b z?

MY Ma V222 = 0 'z’ 2
gz — &% = 0 z!
[ viz = 0 x?! )
L V112 = 0 :L'l *
dimM{) =10 -7 =3

Dans ce tableau, le signe x indique que AM‘;“) = pl(Mél)) va étre défini par une nouvelle

équation d’ordre 4, soit vy123 = 0, qui n’est pas obtenue en prolongeant par rapport aux

variables multlghcaxtives.

Le tableau ( 'P3 ) nous indique que M n’est pas involutif car son premier prolongement

M( ) aurait la dimension 15 — 12 =3> dlmJVI( ),

En effet le prolongement (M. 3 )+1 du symbole Mé) de Rgl) est le symbole M,fl) du
(1) (1)

prolongement R;’ de R3".
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V3333 — (51?2)201111
V2333

V2233

Vo223

V2222

) V1333 — 1‘201113
M, ﬁ V1233

V1223

V1222

V1133 — $2’U1111
V1123

V1122

i
8 8 &B & &
[CRRECHRE CRR TR ¥

i
OO0 0O OOC OO0

(P

[ S S T = T T S S O Ry oY

8 8 &8 B 8 8 8 8 8 8 8 8 8

L V1112

dimM®M =15 -13=2
Le tableau (’P‘El)) nous indique que M‘fl) est involutif et donc ses prolongements sont
aussi involutifs.
Utilisons alors ’égalité suivante:

(B4 = (Ras) i1 = (B )a)sa = (B4 = Y

car Mj est involutif, et nous allons donc maintenant comparer ﬂi(Rgl)) = R? avec RV,

D’un auire c6té nous avons la suite exacte :
"
0 — Ms — Ry — RV — 0

et donc dimR&l) =dimRs — dim M; = (56 —39) —4=17-4 =13
en utilisant le tableau obtenu par ordinateur.
De plus, on a la suite exacte:

1?6
0— R — Rs - RY 0

et le méme tableau donne: dim R{? = dim Rg — dim RS = (84 — 66) — (28 + 21 — 43) =
18 -6 = 12

Ainsi R‘(f) est défini par une équation de plus que Rgl).

Un calcul sans difficulté (qui peut étre fait sur ordinateur) montre que cette équation
supplémentaire est y511; = 0.

Nous allons donc, conformément aux régles du corollaire 2, repartir a nouveau avec Rf‘?).

Son symbole ]\/ng) est le suivant:
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V3333 =
V2333
V2233
V2223
V2222
Viazz — & 2?11113
M-jz) ¢ V1233
V1223
V1222
V1133
V1123
U122
V1112
\ V11

I
8 &8 8 8 &
(SRR CRRE CRR CR Y

fi
SO oo O oo CCc O oo oo
L e T T T T T T S =
o~
.

8§ R 8 R H B &8 8B &8 8 8 888

*

ol % correspond a une nouvelle équation d’ordre 5: vy3113 = 0, pour M, 5(2) que on peut
obtenir en prolongeant seulement par rapport aux variables multiplicatives.

Le symbole MY n’est donc pas involutif mais (Miz))ﬂ = 0 car il va compter 20 +
1(nouvelle équation) = 21 éqt;ations pour 21 dérivées.

D’un autre coté, puisque M,gl est involutif, on a:
(B)a = (B D) = (BD)) = (R = RY
(B )ar = (BP)z = (RP)D)12 = (BP)12)® = (B = RY

On a donc M = (M{®),; = 0 et puisque R a un symbole nul donc trivalement
involutif, on est amené a comparer WS(R((;Z) )= R?) avec R?) .
Le tableau obtenu par ordinateur nous donne:

dimR® =18 — 6 =12

d’apres le diagramme commutatif et exact suivant:

0 0 0
! | J

0 — R — JE) — 58 — 0
| | |

0 — Ry — J(E) — 102 — 0
! s |

0 — RY — JL(E) — 44 — 0
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en introduisant JJ,.(E) = kerx],,.
De maniére similaire, on a:
dim R = dim Rs — dim RS = dim R; — (dim JS(E) — 103) = (165 — 147) — (28 + 36 +
45 - 103) = (165 — 147) — (109 — 103) = 18 — 6 = 12.
Ainsi R?) = R?) et R?) est donc formellement intégrable avec un symbole nul.

Nous avons donc démontré que ’espace des solutions de R, est un espace vectoriel
de dimension 12 sur les constantes, puisqu’il coincide avec ’espace des solutions de Rg”)
qui est un systéme involutif, de dimension 12, & symbole nul.

Nous allons maintenant utiliser ce résultat pour résoudre la seconde question concer-
nant les conditions de compatibilité sur les seconds membres.

En effet, introduisons u et v comme seconds membres de R, (& ne pas confondre avec
les notations analogues pour 'espace tangent a une variété fibrée et les symboles ), nous
devons ajouter a R?) des seconds membres dépendant de u et v jusqu’a l'ordre 7 -2 = 5.
Maintenant, comme R?) est involutif, les conditions de compatibilité pour ses seconds
membres sont seulement d’ordre 1 d’apres le critére qui nécessite qu’un seul prolonge-
ment.

Il en découle que les conditions de compatibiltes pour R; sont d’ordre 6 au plus, ce qui
explique pourquoi le tableau obtenu par ordinateur s’arréte apres 6 prolongements.

Introduisons les conoyaux Q. dans les suites exactes .
0o— Ryyr — q+r(E) - J,(F) — Q, — 0

On obtient alors & partir du tableau:

Ql = Qg = O,dlm Q3 = 1,. . ,disz = dll’ﬂJz(Qg) = 10,d1m Qs = dlmjg(gg) + 1=
204+1=21

ce qui montre ’existence d’une condition de compatibilité d’ordre effectif 6 dont on doit
tenir compte et qui pourrait étre facilement obtenue explicitement par l'ordinateur.



Partie 11

THEORIE DU CONTROLE AUX
EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES

Le but de cette partie est de donner les définitions permettant de généraliser les concepts
de la théorie du contrdle classique (contrélabilité, observabilité, poursuite de modéle,
causalité) au cas des équations aux dérivées et parfois aussi de préciser certaines notions
qui sont souvent confondues dans le cas des EDO linéaires.

L’outil utilisé ici est la géometrie différentielle et la théorie des jets.

Certains de ces résultats seront retrouvés grace a P’algebre différentielle qui leur donnera
d’ailleurs un sens beaucoup plus précis. Chaque notion introduite sera illustrée par des
exemples détaillés.

II.1 SYSTEMES DE CONTROLE AUX EDP

Définition I1.1.1 Un systéme de contréle auz dérivées partielles est considéré comme
une sous-variété R, C J(€ xx F) fibrée sur X, ou X désigne Uespace des variables
indépendantes (le temps, la position ...), £ représente les enirées ou les causes, F les
sorties ou les effets et l'indice q est Uordre du systéme.

Définition I1.1.2 On appelle systéme résolvant pour lentrée (la sortie) le systéme
Prir C Jgir(E) (Qowr C Jo4r(F)) obtenu en éliminant la sortie (I’entrée).

Ces systémes sont aussi les projections de Ry, dans Jo 4, () et Ji (F) obtenus grice
auz projections canoniques sur J,(€) et J(F).

II.2 CONTROLABILITE

Nous allons commencer par considérer les systémes entrées/sorties (u,y) de la forme
suivante:

R o= ffy)+ T gk wu k=1,...,p

58
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Remarque :

e D’aprés la définition d’une observable, on appelle ici observable toute fonction de
y, u et de leurs jets.

e Les jets d’ordre > 1 de y n’apparaitront pas car ils peuvent étre aisément calculés
a partir de R, par différentiations successives. Ainsi toute observable z pourra
g’écrire z = h(u,u,4,...,y).

Définition I1.2.1 e Soit A la distribution involutive contenant les {g,,a = 1,...,m}
et invariante par les champs de vecteurs {f,g.,a = 1,...,m} ([66]).

e Soit D la plus petite distribution involutive contenant {f,go,a = 1,...,m} ([34,

30]).
On notera que D = f + A.

Nous allons montrer, contrairement aux travaux classiques déja étudiés dans le chapitre
I, comment seule la distribution A intervient dans notre définition de la controlabilité

([52, 27)).

Théoréme 11.2.2 e rangA = n si et seulement s’il n’existe pas d’observable liée.

o Sirang A = r < n alors il existe (n — r) observables liées, fonctionnellement
indépendantes, solutions chacunes d’E.D.O d’ordre au plus n —r.

Démonstration : Considérons le systeme R, et une observable z = h(u, @, i,...,y).
On sait déja que cette observable z ne dépend pas des jets de y mais seulement de y.
Prouvons d’abord, pour commencer, que ’existence d’une observable liée

z = h(u,u,,...,y) implique que "h” ne peut étre dependant de @ = —g—tu.
En fait, supposons que h dépend seulement de u et y. Alors
. Oh . oh Oh
—_— e 4 e X — 0
= gpll H o) + 5t = 5

autrement z ne peut pas étre une observable liée par une équation EDO (cas particulier
des EDP) de la forme z = ¢(z2).

Le méme raisonnement, utilisé de fagon inductive, permettrait alors de montrer que h
ne contient pas les jets de u.

Soit z = h(y) une observable liée. On a maintenant:
5 = (Oh/By")f* + (8h/By*)glu”

et pour que z soit une observable liée, nous devons avoir gf3h/9y* = 0 Va, autrement
les jets de u peuvent apparaitre dans Z et u ne pourra pas étre éliminé entre z et z, pour
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pouvoir avoir une équation différentielle indépendante de u, de méme que & ne pourra
étre pas éliminé entre 2,2 et Z,.. ., etc .

PosonsL, h = Y5=P gk oh/dy* = 0 VYa, on a
2 = (Ph/8y*0y' ) f*(f' + g,u®) + (O Oy*)(DF* 10y ) (' + gou®) = (8*h/dy*oy") f* f' +
(Bh/ay*)(af*0y") f' + [(8°h/0y*By') f*g;, + (Oh[By*)(DF* [ 0y") g u

et nous devons avoir avec des notations simplifiées:

Ouhfrgl + Ochd frgl = 0.
Mais L, ,h =0 Va = L;(L, }h = 0,Va , donc g duh + f*(8kg.)Bch = 0.

Alors, par difference, nous avons 9,h(9,f*g\ — f*dgl) = 0 et nous pouvons écrire,
L[f,ga]h = 0.
Ainsi de suite ..., nous montrons que h doit étre tué par les g, et leurs crochets avec f.

De fagon symbolique avec z = h{y), nous avons:
z=L/h+ L, hu* =0 VYa= L, h=0

Z = L_foh + Lgathu"‘ = Lfoh + (Lngah —_ L[j,ga]h)u“ = Lfoh - L{f’ga]hua =
L[f‘gu]h =0,...

Donc z = h(y) doit étre tué par la distribution A = {gq, [f, 9al,---}-

St la distribution A est de rang maximum, il ne peut exister d’observable liée autre
qu’une constante.

Si par contre, on suppose rangA = r < n, alors, dans ce cas, on a (n — r) invariants,
d’apres le théoreme de Frobénius.

Dans ce cas, s'il existe une observable liée z, elle doit vérifier:

z = h(y) = aly)
2= Lip(y) = aiy)
¢ = LiLsh(y) = ax(y)
et ainsi de suite .
Nous pouvons voir que z, 2, 2, . .. sont tuées par les ¢, a = 1,...,met leurs crochets

avec f, donc ce sont des observables liées.

En fait Ly, L¢h = LgLy,h + Lisg,n) = 0,..., et on peut dire que z,%,%,..., sont des
invariants de A. Mais la distribution A a le rang r par hypothése et ne peut admettre
plus de n — r invariants, ce qui fait que z,..., z{""") sont nécessairement liées par une

EDO. o

Nous venons de montrer que la recherche des observables liées conduisait, au moins
dans le cas classique (linéaire ou non-linéaire), & retrouver des critéres cohérents de
contrdlabilité (dite "forte”).

Nous pouvons donc maintenant étendre cette définition aux systemes EDP en posant:
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Définition I1.2.3 Un systéme de contréle aur dérivées partielles sera dit contrélable
sl n’existe pas d’observable liée.

Remarque : A 'opposé, un systéme de controle sera dit complétement incontrélable si
toutes les observables sont liées.

En particulier, cela implique que 1’on ne puisse se donner aucune des sorties de fagon
arbitraire, ce qui veut dire que, dans ce cas, le n**™€ caractére est nul.
Il est extrémement important dans la pratique de posséder un tel test car on verra dans le
paragraphe consacré aux applications qu’il est trés difficile de reconnaitre intuitivement
une telle propriété. Comme nous I’avons déja indiqué, I'intégrabilité formelle jouera alors

un role clef.

I1.3 CAUSALITE

PRESENTATION:

Il existe un probleme fondamental en théorie du contréle qui est le suivant: étant donné
un ensemble de variables qui sont les inconnues d’un systéme d’équations aux dérivées
partielles, on cherche a savoir lesquelles de ces variables pourraient jouer le role d’entrée
ou de sortie ?

Certaines réponses ont été apportées a ce probleme, notamment dans le cas des équations

différentielles ordinaires linéaires par J.C.Willems ([73]) et ensuite par J.Van der Shaft
([69, 70]), ainsi que Krener et récemment par M.Fliess ().
Dans le cadre de la théorie du contréle classique, la définition la plus usuelle tirée de

Panalyse fonctionnelle est la suivante:

Définition I1.3.1 Un systéme est dit causal si la connaissance de l’entrée jusqu’ac un
instant donn€ et des conditions initiales sur la sortie suffit a déterminer la sortie jusqu’a
cet instant.

Remarque : Une définition n’est utile que si on peut la vérifier:

o Il existe un critere formel permettant de tester cette définition dans le cas des
systémes linéaires, basé sur la comparaison de 'ordre des dérivées respectives de
la sortie et de ’entrée d’une part et d’autre part sur la relative indépendance des
entrées entre elles.(J.C.Willems [74])(voir plus loin)

¢ On notera, comme on le verra par la suite, que les conditions de causalité sont liées
4 une forme adéquate des systémes considérés.

Nous allons maintenant examiner certains exemples qui nous permettrons de clarifier
la notion de causalité:
Exemple : Avec les notations classiques, une seule variable indépendante ”t”.
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1. Soit le systéme ¢ + u = 0, c’est un systéme causal car l'ordre de la sortie est plus
grand que celui de P’entrée.

2. Pour les mémes raisons que plus haut, le systeme y + @ = 0 est aussi causal.

3. Par contre le systéme suivant § + @t = 0 n’est pas causal.

Remarque :

1. Cependant, si on considere le premier exemple 3§+ u = 0 et on choisit entrée dans
une classe de fonctions, par exemple un signal sinusoidal u = sin(t), par conséquent
la relation & = —cos(t) et donc it +u =0
on obtient donc le systéme suivant:

y4+u = 0 y+i = 0
(I){ﬁ—-u = { =¢(H){i]z—u = 0

présenté sous la forme (I) le systéme est causal alors que sous la forme (17} il ne
Pest plus, d’otit 'importance de la présentation choisie.

2. Concretement ce que I'on veut est la chose suivante:
Une fois les entrées et les conditions initiales sur les sorties données, on veut pouvoir
intégrer le systéme sans avoir a dériver les entrées.

Commencons par examiner la définition de Willems que I'on peut résumer comme suit:

Définition I1.3.2 On appelle variables externes, l’ensemble des inconnues vérifiant un
systéme différentiel mixte.

Dans Pensemble des variables externes, on va effectuer une partition en deux sous-
ensembles.

¢ Le premier est constitué de variables u indépendantes ou libres, c’est-a-dire ne
satisfaisant & aucune EDO (Ce choix peut évidemment étre étendu tel quel a un
systeme EDP).

o Le second est constitué de variables y telles que le systeme puisse étre décrit sous la
forme dite résolue: P(9;)u = Q(3;)y = 0ol P et Q) sont des opérateurs différentiels
en Jg.

En utilisant la transformée de Laplace, on peut introduire I'indéterminée s et les matrices
P(s), Q(s) a coefficients polynomiaux (éventuellement fonctions de x). Le choix des
sorties est alors conditionné par les relations suivantes:

det@(s) # 0, lim Q7 (s)P(s) < oo.
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qui généralisent respectivement la condition de fini pour le systeme et la comparaison
des ordres.

Contrairement a ce qui se passe pour les entrées, ces conditions ne peuvent étre étendues
ni au cas non-linéaire, ni au cas des EDP .

En fait nous allons voir que I'important est de restreindre les relations aux seules sous
matrices contenant s avec une puissance égale a4 'ordre du systeéme. Dans ce cas, la
condition det@(s) jointe & n = 1 n'est autre qu’'un cas particulier du théoréme 6.7 de
([49]) que nous allons présenter dans la section suivante. Pour cela nous devons d’abord
étendre au cas des EDP D'introduction des matrices a coefficients polynomiaux qui vient
d’étre faite pour le cas des EDO ou dimT™ = 1.

I11.3.1 VARIETE CARACTERISTIQUE

Soit D = ® 0 j, : £ — F un opérateur différentiel linéaire.

Définition I1.3.3 Pour n’importe quel covecteur x = £;dx* € T*, nous définirons l'application:
0,(D) : E — Fcomme la composition de:

E — SsToE & F
(z,9") — (o0 — (o, A7 (@)xy")

ovk=1,...,dimE; r=1,...,dimF; x, = (x1)" - (x»)""

Remarque : En particulier si £ 2, F 2, G est une suite différentielle, c’est-a-dire:
DoD=0 alors (D)oo, (D)=0 Vx € T*

o5{D) D! . .
et E 1(—>) F a—’f—{s») G est aussi une suite.

Définition I1.3.4 Un covecteur non nul y € T* est dit ”caractéristique” pour D si
oy (D) n’est pas injective.

Définition I1.3.5 Pour préciser cette définition, on dit qu’un opérateur est elliptique
s’il n’a pas de covecteur caractéristique non nulréel.

Exemple :

1. D¢ = 911€ + 9p¢ est elliptique parce que (x1)® + (x2)® = 0 n’a pas d’autres
solutions réelles que x; = 0 et x2 = 0, mais cependant le covecteur (x1,%x1) est
caractéristique pour D car (x1)? + (ix1)? = (x1)* = (x1)? =0
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2. Cauchy-Riemann:

oY X _, oY X _

=0 0.
Jy Oz ’ Or + Jy

x=/\dx+udy=>det<;)\ ’;):—()\2—{-”2)

C’est donc un opérateur elliptique.

Remarque : Tout opérateur de type fini est elliptique car on doit résoudre ¢,, = 0 pour
|| assez grand, ce qui n’est possible que si £ = 0.

Définition I1.3.6 o Pour z € X ,lensemble des covecteurs caractéristiques dans R®
{ou C") est une variété algébrique V, appelé "variété caractéristique” de D en z.

o On appelle alors V = U,ex Vz la variété caractéristigue de D et on notera, par
abus de langage : V CT*

Définition IL3.7 D est dit "sous-déterminé” (déterminé} si Vo € X,3Ix € T} tel que
o¢(D) : E; — F, soit surjective (bijective). Autrement D est dit "sur-déterminé”.

Remarque : Le cas D "sur-détermine” comprend le cas ou o.(D) : E;, — E. est
injective et non-surjective mais il ne correspond pas qu’a cela.

Théoréme I11.3.8 (théoréme 6.7 [49] précité) Si D = ®oj, : E — F est sous-
déterminé ou déterminé, alors les morphismes p.(®) : Jyur(E) — J(F) sont des
épimorphismes Vr > 0 et D est involutif (formellement intégrable a symbole involu-

tif)

La suite de Janet est alors de la forme: 0 — © — E 25 F — 0

Démonstration : La démonstration est technique et le théoréme n’est donné ici
que parce que la vérification d’une telle propriété peut se faire par calcul formel sur
ordinateur.

Nous allons cependant esquisser les gandes lignes de la démonstration. Tout d’abord on
montre que le symbole 0,(®) : S, T* ® E — S,I™ @ F est surjectif, ¥r > 0 et on
déduit d’une chasse la surjectivité de p,(®), ¥r > 0., ainsi que Vintégrabilité formelle. o

Théoreme 11.3.9 Un opérateur formellement intégrable est de type fini si et seulement
st sa vari€té caractéristique est zéro.

Dtype fini<=V = V., V,=(0,...,0) € T}, Vz € X.
zeX
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Exemple :
1. 8i; + 0;6 = 0 (déformation nulle mécanique).

2. contre exemple:
Nous avons montré que 'exemple de Janet était de type fini sans étre formellement
intégrable. La détermination directe de la variété caractéristique donnerait les deux
équations algébriques (£3)? — 2%(£;)? = 0, ce qui, & Porigine, entrainerait seulement
§2=6=0.

Nous allons cependant montrer que ’étude de la variété caractéristique méme st elle doit
(et peut, grace au calcul formel), étre faite pour étudier les propriétés formelles d'un
opérateur différentiel, n’est cependant pas spécifique de cet opérateur.

En effet si deux opérateurs D et D’ sont tels que D’ o D = 0, alors 0,(D’) 0 0, (D) = 0.
Donc si I’on veut résoudre o, (D’')n = 0, on remarque que tout 7 de la forme n = o, (D)¢
convient, Vy € T*. Ainsi la variété caractéristique de D’ est tout T*, ce qui donne une
condition nécessaire (mais pas suffisante ) pour qu’un opérateur décrive les conditions
de compatibilité d’un autre.

C’est pour préciser ce point que I’on est amené a une autre définition dont 'usage sera
important en algébre différentielle.

Cette définition est donnée de fagon & éviter la situation que I'on vient de décrire.

11.3.2 VARIETE SYSTATIQUE

Nous allons maintenant associer & tout opérateur linéaire D = ® oj, : E — F une
autre variété algébrique W qui jouera un role surtout quand D est involutif.
Le rang de la matrice o, (D) en n’importe quel point z € X est égal a m—aj(z), excepté

pour les covecteurs x € T} qui annulent tous les déterminants d’ordre m — o (x) de cette
matrice.
Nous poserons donc en = € X:

ag(z) = minydim ker o, (D)
Définition I1.3.10 o Les covecteurs en z qui annulent tous les déterminants d’ordre
m — ay(x) sont appelés “systatiques”.

o L’ensemble des covecteurs systatiques en un point x € X est une variété algébrique
W, et nous appellerons W = J,cx W, la "variété systatique” de D.

Remarque : o] n’est effectivement le n'®™€ caractére que si D est involutif, ce qui

justifie la notation. Plus généralement, pour montrer que les caractéres d’un symbole
involutif ne dépendent pas de z, on se reférera au théoréme (2.29 [49] p 106). Dans la

suite on ne fera pas apparaitre le point z.

Propriétés :
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1. Siof = 0alors W =V C T* parce que dans ce cas V et W sont définies par les
mérmes équations polynomiales.

2. Sia} > 0alors W C V = T* parce que dimkero, (D) > o} >0, Vx € T™.

Dans tous les cas nous avons W C Vet W C T*. D’oli 'importance de cette variété
systatique W, surtout dans le cas o} > 0.

En particulier, on peut montrer:

Théoréme I1.3.11 Quand D est involutif, la suite:

0 —s Keroo (D) — E2XB R, 2 g P p 0

est exacte st et seulement si xy ¢ W.

On voit donc Pimportance de 'étude de W, liée en particulier a la recherche du
caractére o lorsque D est involutif.
Nous verrons dans le chapitre 77 le lien existant entre cette notion géometrique et sa
contrepartie algébrique.
Nous avons maintenant en main les outils nécessaires pour généraliser la définition de

la causalité au cas des EDP. Pour cela, on remarque d’abord qu’il suffit de restreindre
notre étude a la matrice caractéristique, 4 condition que le systéeme soit formellement
intégrable. (Cette condition n’étant pas connue par J.C.Willems ({74]), c’est la raison
pour laquelle il a du considérer la matrice de transfert au lieu de son symbole).

Dans ce cas, on posera:

Définition I1.3.12 Un systéme linéaire de contréle aux dérivées partielles est dit causal
st la restriction de la matrice caractéristique aur sorties est de rang mazimum.

Remarque : Cette définition peut s’étendre au cas non-linéaire, en considérant dans ce
cas la partie du symbole qui permet le calcul du caractére d’ordre n dans un systéme
de coordonnées é-régulier. (Voir plus loin le cas des équations d’Eunler pour les fluides
parfaits incompressibles.)

Remarque : Méme si les entrées ne sont pas libres, chaque sortie doit vérifier au moins
une EDP sur les entrées.

I1.4 POURSUITE DE MODELE EXACTE

Etant donné un systéme de contrdle, on voudrait savoir s’il est possible de modifier sa
trajectoire en le connectant avec un autre systeéme afin d’obtenir une trajectoire similaire
a celle d’un systéme modéle répondant & certaines conditions.

Si on adjoint le systéeme du cdté des enirées, on parle de poursuite de modeéle exacte
a gauche sinon de poursuite de modele exacte & droite quand il s’agit de modifier les
sorties.
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Cependant on peut reformuler le probleme de la fagon suivante:

Etant donné que la relation entrée/sortie est définie par une correspondance différentielle
(par exemple de la forme Dyy = D,yu ou D, et D, sont deux opérateurs différentiels dans
le cas d’une correspondance linéaire ), on cherche & résoudre les problemes suivants:

Si on veut agir sur les sorties y, on se donne donc un nouveau systéme de controle entre y
et z, c’est & dire ayant déja une correspondance différentielle entre u et y, on se donne une
nouvelle correspondance différentielle entre y et z conformément au diagramme suivant:

u _— Y

N\ v

4

La correspondance résultant entre u et z s’obtient donc par élimination différentielle

de y, c’est a dire par étude de Pintégrabilité formelle en y du systéme total ainsi formé
entre (u,y, z).
Il est & noter que ces problémes sont délicats & résoudre et qu’il est difficile de formuler
des criteres permettant de spécifier ce genre de situations que l'on traite le plus souvent
cas par cas, grace a 1’élimination différentielle (Probléeme de Baclund direct, voir [50]).
En effet, il n’existe pas d’autre résultat aujourd’hui que la possibilité de construire un
arbre fini des divers cas d’élimination possibles résultant des inégalités qui apparaissent
dans 1'étude des rangs (symboles ou systémes). (On consultera a ce propos Seidenberg,
Diop, ...)

De facon pratique étant donné deux fleches correspondant chacune a une correspon-
dance différentielle, existe-t-il une troisiéme fleche rendant commutatif le diagramme
précédent. Le probleme est compliqué par le fait que composer deux correspondances
n’a de sens que si les deux systémes résolvants qu’elles déterminent pour ’inconnue a
éliminer sont les mémes. De toutes les fagons, les exemples qui suivent montrent qu’un
diagramme de correspondance n’a pas de signification propre tant que ’on ne se donne
pas un sens logique entrée —— sortie sur chacune.

Nous conjecturons que le role de la causalité est justement d’opposer une telle possibilité
de maniere a satisfaire a la transitivité par composition des fleches.

Remarque : Le role des fleches est essentiel. Ainsi:

(] (]
e \, n’'implique pas N
u - oz u o oz
Exempile :
Yy = u, z =Yy — ZI = U
Yy = u, Z2 = u — 2 = y etnon z = y
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Remarque : Il n’est pas aisé de formuler les expressions des correspondances du dia-
gramme précédent en terme de systémes mixtes (deux systémes mixtes donnant lieu a
un troisiéme). Encore une fois, ceci sera clarifié dans le chapitre (II1).

Exemple :Poursuite de modéle i droite:

gl _ ul ot 21 — ,yl L""l — ,ul
u2y2 — y2222 —_ (u2)2 52 — yz = u2§2 _ 2;2,&,2 — (u2)2
Le systéme de gauche peut étre mis sous la forme standard entrée — état — sortie.

Cependant ’élimination de (u!,u?) entre les systémes de gauche et de droite fournit
3! = 4! (et non #! = y') et une équation d’ordre 3 entre y? et z° (au lieu de 2% = y?).

Remarque : Dans ce cas la définition déja donnée de la causalité est transitive car la
composition de deux opérateurs différentiels & symboles surjectifs (sous-déterminés) est
encore un opérateur a symbole surjectif (sous-déterminé). Cette remarque montre encore
une fois 'importance des matrices caractéristiques dans 'étude des systémes formelle-
ment intégrables.
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I1.5 EQUIVALENCE

Sous ce vocable, le but de ce paragraphe est d’introduire et de préciser la notion de trans-
formation de systéme de controle. Ceci nous permet alors de considérer dans un cadre
unique des problémes tels que ceux du bouclage (statique /dynamique), de la linéarisation
ou de l'invariance, dont les rapports restent encore assez imprécis en 'absence de for-
mulation mathématique adéquate. En particulier noue verrons que ’aspect dynamique
ne peut étre vraiment bien interprété que dans le cadre de l'algébre différentieile. Pour
cette raison nous allons limiter notre étude au cas statique.

Notre propos n’est pas de dresser une revue des problémes d’équivalence (voir Claude
[4], Fliess, Moog [5, 35], Tchon[67], Burnestein {3],...), mais plutdt de présenter de fagon
critique un certains nombre d’exemples dans le cadre général développé dans le second
chapitre.

Le probléme général en théorie du contréle classique, est de trouver une transformation
(u,z) — (v,y) permettant de passer d’un systeme quelconque & = f(x, u) & un systéme
donné ou modeéle y = g(y,v) ayant des propriétés fixées & 'avance : linéaire, bilinéaire,
affine, découplé,.... On parlera de linéarisation, découplage,. ..

En pratique on doit résoudre le systéme (écrit sans indices pour simplifier)

2 fle,u) + 2L = gyl ), v(z, )
Ainsi, une premiere conséquence est y = ¢(z), les autres conséquences différentielles

dépendant de f(z,u) et g(y,v).

Il est essentiel de noter, comme nous allons lillustrer dans les exemples suivants, que

le probleme est d’abord d’obtenir un systéme EDP partir de systémes EDO, puis de

rechercher des solutions de ce systeme EDP. C’est cette constation qui est au coeur de

cette thése et qui sera généralisée dans le second chapitre.

Les exemples suivants sont tirés des références citées ([4, 3, 35]) mais les notations ont

été légérement modifiées pour étre cohérentes avec celles de ce travail.

Exemple :

o= 1 o= 1
Ny & = v —UINg P =4
P = zlu v o= u

Ici on cherche a linéariser le systéme en changeant juste les sorties, donc la nouvelle sortie
est fonction des anciennes sorties r et entrées u. D’olu:

Byt y? 3yt 1
%4 2t oty =

ay® 82 8y? 1 _ .3
%t Bt Bt = u
On en déduit donc
Byt oyt | By
gﬁT = 1, (1) g%-i--gﬂ%wl 0 (2)
g,% = 3%, (3) ?34-2;"51‘1 = 0 (4)
gir 0, (5) 2 +3J£%:1:1 1 (6)
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On tire en dérivant (2) par rapport & z' et en utilisant (1) on a: = gg— =0 = %'5- =0
puis en dérivant (6) et en utilisant (5) on a: = %’g =0= gﬁ; =1=y* =z +cste
Enfin on procéde de méme avec (3) et (4) et en utilisant les conséquences de (5) et (6)
on obtient: 1+0x1+%§=0_———>g~§=—1, %’5:9:1

Une transformation serait donc:

On vérifie alors que :

Ay, v, v*)

= =det| z* ' -1 |=14#0
a(z!, 2%, z°) “17 :cl *

Remarque : Dans cet exemple, on a transformé seulement les sorties en laissant fixes
les entrées. En particulier, si les deux systémes coincident, le probléme posé est celui de
I"invariance d’un systeéme de controle par rapport a des transformations de la sortie ne
modifiant pas les entrées. Le probléme sera étudié plus en détail dans le chapitre (IV).

Exemple :[LINEARISATION]

3'31 — ul ?;'1 - y2
-2 2 -2 1
¥ = u yo= v

1 . = (/] .

( ) 2:,3 — Il + u3 ( ) ,y3 - ,U2
# o= (2})? = 22 + 2! o= o?

La transformation utilisée est definie par les équations suivantes:
2! Y] ‘
y! = L_}_ —2t oy = (@) 4222, P = £, oyt = o3
1 w2, uw? = Lol pgle?,  w® = —zl4o°

Le jacobien de cette transformation est:

oVt vt gt vty yt) 00l vhet) | Ayt ety
O(ul,ul, vzl 22, 23, 2%)  O(ul,u?, uld) % Az, 22,23, 2%) 7
Remarque : Dans cet exemple, on a transformé ’entrée et la sortie par un difféomorphisme.
L’existence d’une solution pour le systéme EDP définissant les transformations cherchées
montre que ce systéme est compatible. Cependant ’étude compléte d’un tel systéme, ne
peut étre faite & la main et nécessite I'usage du calcul formel sur ordinateur.

Exemple :[LINEARISATION AVEC UNE ENTREE]
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L’intérét de cet exemple est de fournir un cas non trivial d’étude de systéme EDP
suffisamment simple pour étre calculé "a la main” mais suffisamment complexe pour ne
pas étre trivial.

it = fYz)+ ¢ (z)u b= v
(I){ #? = fiz)+ g z)u — (IT) g = y
Les transformations utilisées sont de la forme:

{y = ¢(z)
v = ¥(z) = ofz)utf(e)

avec a(m).%% £ 0.
En dérivant et en remplacant dans le systeme, on obtient:

Qo' (f1 + g'u) + B (fP+g°u) = au+tp
P (f1 + g'u) + K (P + %) = o

Puis on en déduit:

Il fr+ 002 = B, (1) Aptgt + Dyl g? a (2)
Qe fl+ 8% = ¢!, (3) A%t + 0% = 0 (4)

It

Posons A = g% f! — f2¢' et calculons le jacobien de cette transformation:

Ayt y?v)  Ay',y?)

£0

. On a donc g # 0 sinon a = 0, A # 0 sinon ! = 0. Posons alors AA = ¢! avec A # 0

car sinon @? = cste , posons aussi J1p% = Ag?, dhp? = —Ag?

On en tire g'9 A + g2\ + A(01g* + 829%) = 0

= a = Ag'0 A +g2 RN+ (g' 01 A+¢°0,A) = Ng'91 A+g* 0, A—A (919" +0,97)] = Mdet(y, [f, 9])

= detg, [f,g]) # 0
Soit ? satisfaisant a (4), en utilisant (3) puis (1)(2) cela nous donne «a et 5.

Exemple :[LINEARISATION (Claude)]

' = 2?4 20%3 + 22%u! 4 22%° gt = y?

2 = 23+l +u? i v 4 ul + u?
(D] & = o' — (@) = (@ + o —unl P =

B o= 254223zt — (29)? — (25)2) 4 207! + 20502 o=

:;:5 —_ 'U,2 ys —_ u2

On vérifie que le premier systéme, bien que non-linéaire, peut étre observé grace a y! =
1 2\2 3 _ .3 2 _ s1.3 _ =t 1 2 4 _ -3 1 .5 _ 24 _ =3 _ 1
(e =Rary =gl =y -yt =P —u P =t = -4
et peut donc étre décrit de fagon plus directe comme un systéme linéaire entrée/sortie
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2 o e
—u? = 0 sur lequel on pourrait faire

mais d’ordre supérieur (ordre 5 ict), ¥ —u —u
directement les changements de variables.
La possibilité d’observer un systéeme quelconque algebrique au moyen d’une seule sortie

sera démontrée au chapitre (I17).

Exemple :
= z'4u = yl+u

1 .2 1 2
(I){zz =T —"*(H){Zz = vt

Un cacul sans difficulté mais fastidieux montre que les transformations qui laissent in-
variante le systéme sont de la forme:

{yl = 2!+ X!~ 2?) + p/(a - 2?)

2 2 A, ¢ = constante

y' = - Mz —a?) +u/(c! - o)

Cependant avec z = z! et y = y?, on obtient x? = #! — u, y* = y! — v et on peut étudier
I'invariance du systéme:

(I){fi"—x—u—?}. =0 —-——'r(II)'{‘ﬁ——y—u—iL = 0
Avec y = p(z) on obtient:
Fp(z +u+0)+ Opp(2) = +u+i
Décomposons sur la base 1, u + 1, £, on obtient:
200 = ¢, Opp =1, Op = 0 = y =z

Remarque : L’étude de I'équivalence dépend donc en général de la représentation
entrée/sortie choisie.
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Dans cette partie, nous allons appliquer les notions que nous avons développées a des
exemples de la physique.

II.6 TOURBILLONS DE BENARD:

Ici on étudie le probléme des cellules de convections stationnaires de Bénard, ou les cel-
lules de convections apparaissent dans un fluide entre deux plateaux horizontaux a des
températures différentes.(voir Landau et Lifschitz, Hydrodynamique {41], {1]).

Le phénoméne est étudié comme suit: les trois variables indépendantes sont les co-
ordonnées cartésiennes (z!,z%,z%) et les cing variables dépendantes ou inconnues sont
la (pertubation) de la température 6, la (pertubation) de la pression 7 et la vitesse
¥ = (v',v%,v3). Les 5 inconnues sont reliées par 5 équations aux dérivées partielles,

qui, aprés linéarisation se présentent sous la forme vectorielle suivante, ou l'on pose
0

V.o = 0 (Conservation de la masse.)
P2 AT—-0G—~Vrm 0 (Equations de Navier-Stockes.)
A —§.0 = 0 (Equation de la chaleur.)

Dans ce cas, le systéme résolvant pour la température, considérée comme une entrée
unique, peut étre obtenue par des manipulations délicates d’analyse vectorielle:

1. Elimination de 7, en prenant le rotationnel des équations de Navier-Stokes.
= AVAD) +(GAV)E =0,

2. Elimination de ¥, en prenant le rotationnel de la derniére équation obtenue et la
condition sur la divergence, on obtient:

= AVAVADN+VA(GAV)E) =
= AATH(GVYVE) -GA =
= AAAG+ ((§.V)G.VO) ~ g2A0
= AAAG — g2y + B25)0

La derniere équation, nous montre que la (pertubation de) température ne peut étre
donnée arbitrairement. Un calcul semblable mais encore plus compliqué, permettrait de
méme de trouver les équations: AAAAT — ¢*(d11 + Oa2)A7r = 0 pour la pression 7 et
A(8yv? — 3yv') = 0 nous donne AAAAV — ¢*(8yy + 85)Av' = 0 pour 1 = 1,2 enfin
AAAVE — g%(8); + B )0 =0 .

i

o o o

i

Ce qui explique pourquoi certains auteurs ont utilisé ’entrée unique v* au lieu de 6.
Cela nous amene a nous poser deux questions importantes pour les applications:



T4PARTIEII. THEORIE DU CONTROLE AUX EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

1. Nous avons vu qu’il est tres difficile d’étudier des équations non-linéaires et que nous
devons souvent les linéariser. Alors on peut se poser le probleme de la définition
de la linéarisation et des liens existants dans les opérations formelles (comme la
différentiation, les prolongements, les éliminations, et les projections ...), dans les
cas non-linéaires.

La réponse est donnée par le résultat suivant ([49, 50]) qui généralise la relation

&q =bq, bien connue par les physiciens, existant dans le calcul variationnel de la
mécanique analytique:

Proposition I1.6.1 Il eziste un isomorphisme V(J,(£)) ~ J,(V(E)).

En effet, si on se donne y = f(z) solution du systeme non-linéaire R, C J,(£). On
peut considérer V'inclusion induite V(R,) C V(J,(£)). Alors une solution

i1 X—E&:2 —(z, flz))

est telle que

Jolf): X — J(&): 2 — (z:,(?yfk)

admet la restriction j,(f) : X — R, et on peut definir j,(f)"1(V(R,)) comme
le sous-ensemble dans le produit X x (V(R,)) ayant pour projection z € X et
Jo)(e) € Ry,

Cela nous montre que c’est un systéme linéaire d’ EDP sur f~Y(V(E€)) qui est la
linéarisation propre aux physiciens. On déduit de la proposition précédente qu’un
systeme et sa version linéarisée ont les mémes propriétés formelles, ce qui n’est pas
tout a fait évident a premieére vue.

2. Nous avons vu que la température & elle seule doit satisfaire au moins une EDP (
et exactement une dans ce cas). Cette méme propriété était valable aussi pour les
autres inconnues.

Mais il serait trés difficile d’étendre ce type de calcul a des observables quelconques
{méme linéaires)

On peut alors se demander s’il est possible de savoir que toutes les observables sont
liées par un critére qui ne nécessite pas 'obtention des EDP vérifiées par chacune
des inconnues, puisque de telles équations sont déja difficiles & obtenir par usage
du calcul vectoriel. Aprés avoir donné ce critére nous donnerons d’autres exemples
ou 'approche tensorielie n’est pas possible.

Pour répondre & une partie de cette derniére question, revenons un peu a la définition
de la matrice caractéristique A d’un opérateur de la fagon suivante: Pour tout y € 7™,
covecteur sur X, on peut considérer la matrice caractéristique a valeur polyndémiale

A= (Az) ol

T

e
AL = a—w(zayq)X“ ul =gq
m

avec x* = (x1)" - (Xa)*" et x = xadz' + -+ + xndz”
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Nous avons défini le n®™€ caractére o} d’ ordre ¢ comme étant exactement:

a;‘ = min dim kerA
x€T*

dans le cas présent on a le systéeme d’ordre 2:

1 2 3 —
vy + v3 + U3 =
1 1 1 _
Uyt Uyt Uz — T =
2 2 2 _
Vi + Uy + V33 — T =
v +vd, + v+ gl - =
11 22 T V3s T 9 3 =
3
011 + 029 + 033+ gv =

[ome R e B cn Y o i e

La matrice caractéristique de ce systéme est donnée par la matrice suivante:

0 0 0 0 0
Xi+ X3+ 3 0 0 0 0
0 X+ x3 + X3 0 0 0
0 0 X3+ x5+ X3 0 0
0 0 0 Xit+xi+x3 0

On remarque que le déterminant de cette matrice est nul et comme le systeme n’est
pas formellement intégrable, on ne peut rien conclure sur les caractéres. Il y a donc lieu
de le compléter en un systéme formellement intégrable.

Considérons maintenant le méme systeme augmenté de la nouvelle équation g‘.\:/ﬁ +
Am = 0, obtenue en prenant la divergence des équations de Navier-Stockes en tenant
compte de la conservation de la masse.

Le nouveau systéme R(;) est:

( v} + v% + vg' = 0
vy + v, + vis =0
”%2 + U%z + Ugs = 0
Vi + ”%3 + ”:?3 = 0
{ vt U —m = 0
U%l + v§2 + v§3 - Ty = 0
v+ vi + vl +gl—m3 = 0
011 + 023 + 033 + gv° =0
901 + T3 + T2 + a3 = 0
La matrice caractéristique de ce systéme est alors:

( X3 X1X2 X1X3 0 0 \
X1X2 X3 X2X3 0 0
X3X1 X3X2 X3 0 0
X3+ X3+ X3 0 0 0 0
0 Xi+x3+x3 0 0 0
0 0 X3+ x5+ x3 0 0
0 0 0 X3+ x5+ x5 0

\ 0 0 0 0 X+xi+x3 )
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Elle contient donc la sous-matrice 5x 5 [x? + x2+X2] X Isxs. Son rang est aussi maximum
et o = minyer+ dim kerA = 0 ce qui montre que toutes les inconnues (v!,v?,v% 7, 8)
sont des observables contraintes et donc vérifient au moins une EDP a coefficients con-
stants.

Ainsi toute observable vérifiant au moins une EDP.( Une observable non-linéaire
vérifie une EDP non-linéaire ).

Remarque : On pourra vérifier, en prolongeant grace au variables multiplicatives que
le systeme Rgl) est involutif. Il n’est pas de type fini car la variété caractéristique est
seulement définie par la condition (£;)2+(£;)2+(£3)* = 0 et elle n’est donc pas nulle.(voir
tableau ci dessous)

733 + Moz + 711 — g0 =
fas + 022 + 011 + go°

V33 + V9, + v5 + 90 — 73

vis + V3 + v} — T

U:lfs’*'”'.lm + vy —m

V53 + Vi3 — v, — Ui — g8 + 73

ol

[N SO R SR )
Lo W Lo o W

o
[ow I o T o I s B o B v B s Y v Y e
[ Y =

3 2 1 _
V33 + V33 T Vi = 2
3 2 a1 —
viz T U3 T Uy =
L vl 02+ ol =
On a de plus
[ T3 + T2 + T = 0
013 + 622 + 611 = 0
vga + ”?32 + vf,_ =0
2 2 2 _
M(l) 0o _ ) Uizt vty = 0
( 2 ) - 'Ul + ,UI + 'Ul 0
33 22 51 . =
2 1 _
Uiy + Vi3 —Vp—v;; = 0
”?::3 + vgz + U%z =0
2 1 —
L Y13 + Vi + Vpy =0

Piaa + Tay =
B33 + 622
3 3
Vha + U5
'\I(l) 1 33 %2
(M37) =< vy +vi,
1’%3 + v%z
2 3
U%S - v%2
| V23 T V2

I
occoocoo©
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Plaz =

<
o]
Il

(M) =4 2,

gt
ft
coooo

Donc on a les dimensions suivantes:
dim(M{")° = dimM{" = 30-8 = 22, dim(M{")! =15—-7 =8, dim(M")° =5-5 =0,

Les caractéres sont alors :a} = 14,02 = 8,03 = 0.

Remarque : On notera que pour les ingénieurs, la connaissance des EDP satisfaites par
6 ou v* est essentielle pour I’étude de la stabilité de ce probléme.

11.6.1 CAS NONLINEAIRE:DYNAMIQUE DES CABLES

Nous allons étudier les équations trouvées lors de ’étude du probleme du galop dans la
vibration des cables, qui est un phénomene trés important pour les ingénieurs électriciens,
mais encore non complétement résolu. Pour simplifier, nous allons considérer le cas des
vibrations d’un cable inextensible.

Soit z! = s Pabscisse curviligne le long du cable, z* = ¢ le temps et w = (w;;) étant la
meétrique euclidienne standard sur R™.

Les équations de vibrations pour un cable inextensible sont:

attyk = 6s(zasyk)
wklasykasyl = 1
oit yt,...,y™ décrivent la position et z est la tension.

Comme dans ’exemple précédent, nous avons:

Proposition I1.6.2 Toute observable est contrainte car a2 = 0.

Démonstration : Pour justifier notre affirmation, nous allons le prouver directement
quand m =1 et

Ony = 05(20,y), avec O,y = 1

On obtient 8,y = 0,2 et donc 0,,z = 0.

Dans le cas général, comme ce fut le cas pour les tourbillons de Bénard, il est essentiel
de noter que le systéme n’est pas formellement intégrable et il est donc nécessaire de le
prolonger.

On obtient, en utilisant la notation des jets, apres différents prolongements des équations:

wkl@i%’%tt'*?/ft@/it) = 0
wi(Yhyss, +Y5yL,) = 0
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De P'équation initiale :
Yee = 2Yss + 7Y,
on en déduit:
Yo = PWgus + 2295, + 20s¥s

et finalement ’équation du second ordre suivante:

Zss + wkl(yftyit - nysyia) =0

Le déterminant caractéristique d’ordre deux, dans ce cas non-linéaire ,est :
q s y

X%(Xz - 2X1)m

et le second caractére est donc zéro, méme si ce systéme obtenu n’est pas encore formelle-
ment intégrable. Cependant, il est plus difficile d’exhiber au moins une EDP du systéme
résolvant relatif & chacune des inconnues. On les donne ici pour le cas m = 2 car pour
m = 3 le calcul est déja impossible sans ordinateur.(L’existence de telles EDP est cepen-
dant assurée par la proposition précédente .)

cas m = 2:
Posons:
y! = cosf
y = sinf
Nous obtienons:
8, — 20, -~ 22,6, = 0
zes +(6:)* — 2(8,) = 0

on peut vérifier que le second caractére de ce systeme pour (8, z) demeure zero.

Un tel systéme linéaire et non homogéne en z avec des dérivées seulement par rapport
a s, peut &tre transformé en un autre formellement intégrable grace a l’algorithme déja
dévellopé. Cherchons maintenant les équations vérifiées par 0 et z séparément c’est-a-
dire les systémes résolvants pour § et z. Dans le cas de 8 cela revient aussi & rechercher
les conditions de compatibilité en #, du systéeme en z, (pour plus de détails se reporter
au dernier chapitre).

Posons:

@ = 207 (Bus/0.) = 5(0./0.) + 2(0.)]

En dérivant la premiére EDP du systéme par rapport & s et en utilisant la seconde, nous
avons:

oz = 29,9m - 39339tt + 4(939t)2
et,
Gz, = ottgsss - essgst’t + 2(033)0“ - 20’(0'5)29”

L’élimination différentielle de z dans ces derniéres équations nous donne finalement une
équation d’ordre quatre en # qui est invariante par §— — 8 et determine une EDP
d’ordre 5 au moins pour chaque y*, k =1, 2.
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Le systéme résolvant en z est plus difficile & étudier car le systéme initial en 8 est formé
de polynomes différentiels. Dérivant la seconde EDP par rapport & s et ¢ nous obtenons
3 EDP de la forme 0y = ---, 0,y = ---,0,, = -- .. Parmi les dérivées croisées que I'on doit
calculer pour vérifier 'integrabilité formelle, I'une nous conduit & une identité a zéro alors
que P’autre conduit a une seconde équation algébrique entre 8, et §,. Grace a une nouvelle
dérivation et élimination linéaire des jets d’ordre 2, nous obtenons une troisieme équation
algebrique entre ¢, et ;. Un calcul fastidieux du résultant nous donnera finalement une
EDP d’ordre 5 en z, résultat non-évident & premiére vue pour un mécanicien. o

I11.6.2 ELECTROMAGNETISME

Nous allons considérer ici les équations de Maxwell.

Les équations de Maxwell relient le champ électrique E(z,t), le champ magnétique
B(z,t), l'induction électrique D(z,t), Vinduction magnétique H(z,t), la densité du
courant électrique ;(x,t) et la densité de charge p(z,t). Les variables indépendantes
sont (z,t) € R* ou = représente les coordonnées de I'espace et t le temps. Les entrées
sont (7, p) et les sorties sont (E,B) et (ﬁ, H) reliées par des lois de comportement con-
venables.

Les équations de Maxwell dans un milieu quelconque sont:

at
(2) rotﬂ—% = 7, diwD = p

{ (1) rotE + 88 _ 0, divB =
Dans 1’électronique on pose H= %5, D =c¢E.
, . ) by .2 B3
Des équations (2) on en déduit que divy + 37 =0 . . )
Des équations (1) on déduit 1'existence du quadripotentiel (A, V) tel que B = rotA,

E=—-gradV - %. En les portant dans (2) on obtient des équations avec moins de
sorties mais d’ordre deux.

I1.6.3 EQUATION D’EULER

On considére maintenant les équations d’Euler d’un fluide non visqueux incompressible.
Les équations d’un tel fluide ont été établies par L.Landau-E.Lifschitz [?] et s’écrivent
comme suit:

{ a4 (V)5 + Vp 0 | 3 équations

0 | 1 équation

a.

~,

e

<
I

oll pour n = 4, (z,t) = (z',2?%,23,1) représentant les variables indépendantes est un
point de l’espace-temps R* = R® x R, les variables dépendantes ou les inconnues étant
représentées elles par v(z,t) = (v!(z,t),v*(z,t),v*(z,t)) pour la vitesse et p pour la
pression.
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Commencons par examiner le cas n = 2

By i Bu 4 op _
{at-é_vaf-{-? _ g =>g—z§=0
z

On remarque ici que toutes les inconnues v et p satisfont chacune a au moins une
. 2 .
EDP, '3—1’: = 0 pour la vitesse et g—xg = 0 pour la pression.
D’ou la proposition suivante:

Proposition I1.6.3 Toutes les observables sont contraintes et af = 0.

Démonstration : La matrice caractéristique devient en posant z* = #:

&+ ’Uisi 0 0 £

0 {4 + ’l)iX,‘ 0 . 62
0 0 &L+ v X O
& & & 0

son déterminant caractéristique est —(&4 + v* X;)?(€2 + €2 + £2). 1l est donc non iden-
tiquement nul et donne of.

On remarque cependant que le systéme de coordonnées (z!, 2, z°, «*) n'est pas é-régulier
car (M;)® est défini par v¥ pour k£ = 1,2,3 ce qui donnerait un caractére d’indice 4 égal

a2 1. Un calcul simple montre que les caractéres sont:
1 _ 2 _ 3 _ 4 _
oy =4,0/=4,a,=4,a;,=90

ce qui montre que le dernier caractére est nul alors que les précédents sont égaux a leur
valeur maximum 4.

Le symbole M; est involutif et on vérifie aisement que R; — R; est surjectif ce qui
montre que le systéme est involutif. o

Nous allons maintenant étudier séparément le cas n = 3.
Le systeme est de la forme:

8yl 1 9vt 2 8! 8
STV trigrtar = 0
vt 19v2 4 28v2 4 9p
30 TV g TV gx;«*+gz§ = 0
v v -
55T T3z = 0

En dérivant la deuxieme équation par rapport & z! et la premiére par rapport a z2. Puis
en soustrayant, on obtient:

Blvl + 8-;_;1)2

{ '%(8102 — 82’01) + 91311’02 + ’U2312’U2 —_ Ulalz — 'L‘zagzvl = 0 (3)
0

Ce qu’on peut représenter sous la forme vectorielle suivante:

%r0t17+ir’/\.{§é' = 0
divd 0
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Avec des notations légérement simplifiées, on a par dérivation de l’équation (3) par
rapport a z%:

Bi120% — B0’ + v1AGW? — VEAB! + Gv'Av? — GviAV =0
Puis, en utilisant ’équation (4), on en déduit:
—F1v! — B! — VA ! — VP AG ! + OvtAVE + FptAVt = 0
On en tire ’équation suivante:
(030" Av? — (AGpv')v? = A (5)

Olt A est une fonction de v! et de ses dérivées. Puis en dérivant ’équation (5) et en
utilisant 1’égalité d;v! = —0,0%, on aboutit a équation (6) suivante:

(8gv)Av? — (ABpv')v® = B

avec B étant aussi une fonction de v' et de ses dérivées. En réunissant ’équation (5) et
(6), on obtient le systéme suivant, dont les inconnues sont Av? et v?:

(Opv1)Av? — (Adpet)? = A
(020 Av? — (M0 )v? = B

En résolvant le systéme par rapport & Av? et v?, on obtient le systéme suivant:

v = C
AN?: = D

En remarquant que D et C sont aussi des fonctions de v! et de ses dérivées. Enfin,
I'équation AC — D = 0 nous donne une relation EDP vérifiée par I'inconnue v*, qui doit
étre au moins d’ordre 6.

On pourrait faire de méme avec v2. On peut conclure donc que le systéme est complétement
non-contrélable ce qui est en accord avec la proposition précédente «f = 0.
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CHAPITRE III
APPROCHE ALGEBRIQUE
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Partie I

RAPPELS SUR CERTAINS
OUTILS ALGEBRIQUES

I.1 ANNEAUX ET CORPS

Le but de ce paragraphe est de rappeler quelques définitions et notations de 1’algébre
commutative. Ces généralités sur les anneaux et les corps seront étendues ensuite au cas
différentiel, le jeu étant alors d’essayer d’ajouter 'adjectif "différentiel” chaque fois que
cela sera possible.

Définition 1.1.1 Un anneau commutatif unitaire A est un ensemble non vide muni de
deuz lois de compositions + (I’addition) et x (la multiplication) tel que:
i. (A,+) soit un groupe abélien.
i (axb)xc=ax(bxc), Va,b,c € A (associativité)
. ax(b+c)=axbtaxc et(a+dbyjxc=axc+bxc, Va,b,c € A (distributivité)
iv. axb=>bxa, Va,b€ A (commutativité).
v. Je€ Afexa=axe=aVa€ A (élément neutre).
On ne considérera dans la suite que de tels anneaux et le signe x sera omis (a X b noté

ab).
Exemple : Q,R,C

Définition 1.1.2 Un anneau A tel que: ab =0 => a = 0 ou b= 0 est appelé€ anneau
intégre.

Exemple : Si A est un anneau, alors I’ensemble des polynémes (resp. des séries
formelles) en I'indéterminé X, a coefficients dans A, forme un anneau noté A[X] (resp.
A[[X]]) pour les lois (+, x).
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Définition 1.1.3 Soient A et B deuz anneauz. Une application f : A — B est appelée
un homomorphisme d’anneauz, si

fla+b) = f(a)+f(b)
f(ab) f(a)£(8) va,be A

Un homomorphisme injectif (resp. surjectif, resp. bijectif) est appelé monomorphisme

(resp. épimorphisme, resp. isomorphisme) et on le représente par la suite 0 — A L. B

(resp.A—Jc—aB—-»O, resp.O——»A—’i-"B—AO).

De fagon générale, on peut construire la suite suivante:

0-——>kerf———>,4—f——‘rB-——->cokerf——->O

ou cokerf = B/imf et kerf = {z € A, f(z) = 0}. Dans cette suite ker f est un
sous-anneau de A, et plus particulierement un idéal de A.

Définition 1.1.4 Un sous-ensemble I, d’un anneau A est appelé idéal si Va € A et
Vbe I, abe I (ou AI C I). Siles b; sont des éléments donnés de A, 'ensemble des
éléments de la forme a1by+---+a,b, oua; € A, est un idéal noté (by,...,b,), on appelle
générateurs de cet idéal les éléments by, ..., b,.

Il existe quelques classes d’idéaux qui nous seront utiles par la suite, nous allons donc
les définir.

Définition 1.1.5 Un idéal I d’un anneau A est dit premier siVa, b€ A,abe ] = a €
Toube I.

Exemple : Le noyau de ’homomorphisme f : A — A’ d’anneaux est un idéal premier

I =ker f.

b

Définition 1.1.6 On appelle racine d’un idéal 7 dun anneau A, Uensemble noté /T,

défini par /T = {a € A]Fn € N*,a" € I}.

Remarque :

oICﬁetW:ﬁ.

o Les idéaux tels que /T = I sont dit parfaits ou radiciels, c’est d’ailleurs une classe
d’idéaux qui jouera un réle important en algebre différentielle.

Propriétés :

o L’intersection d’idéaux parfaits est parfaite.
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o Si ] est contenu dans une réunion finie d’idéaux premiers P, U---U P, alors 31 €
{1,...,n}|{{ C P.

Définition 1.1.7 Un anneau A est dit de type fini, s’il est engendré par une famille finie
d’éléments a;,i =1,...,7.

Remarque : Si [ est un idéal premier d’un anneau A, on peut définir Panneau quotient
A/I qui dans ce cas est intégre.

Définition 1.1.8 Un anneau A est noethérien, s’il satisfait auz conditions équivalentes
sutvantes:

1. Tout idéal I de A est de type fini.

2. Toute suite croissante (I,,) d’idéauz de A est stationnaire.

Exemple :
e Tout corps K est noethérien.

e L’anneau des polyndmes K{X,,...,X,] avec un nombre fini d’indéterminées est
noethérien si K est noethérien.

o Si A est noethérien, tout anneau quotient est noethérien.

Si P est un idéal premier de K[Xj,...,X,], on dénote par £ = (£1,...,&,) son zéro
générique, image de X dans ’épimorphisme d’évaluation:

B’[Xl,...,Xn] —_— ]{[Xl,,Xn]/P — 0
X — &

et on a donc K[¢;,....6]) = K[ Xy,...,X,.]/P.
On peut alors construire son anneau de fraction K(§,,...,¢,) = Q(K[X4,..., Xy]/P).

Définition 1.1.9 Un corps K est un anneau tel que Va,b € K(b # 0) = a +b €
K, a-beK,abe K, af/be K.

Dans ce qui suit tous les corps considérés seront de caractéristique zéro, c’est-a-dire
contiendront Q.
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1.2 EXTENSIONS ALGEBRIQUES

Une extension de corps L/K est la donnée de deux corps avec K C L.

Définition 1.2.1 Etant donné une extension de corps L/ K, soit E un sous-ensemble de
L.

On note K[E] (resp. K(E)) le sous-anneau (resp. sous-corps) de L contenant K et E.

Si E = {e,...,en}, on adoptera les notations simplifides K e, ... e} et K(e1,...,en) =
Q(Kley,. .., eq)).

Ces notations sont justifiées par le fait que tout élément de Kle,,...,e,] (resp. K(e1,...,€,))
est un polyndme (resp. une fraction rationnelle) en les e;.

Définition 1.2.2 Le degré d’une extension L/K est la dimension (finie ou infinie) de
I’espace vectoriel L sur le corps K, noté |L/K]|.

Proposition 1.2.3 FEtant données deux ertensions emboitées K C L C M on a:
IM/K|=|M/L||L/K]|.

Définition 1.2.4 Unélément a de L est dit algébrique (resp. transcendant) sur K sl
existe (resp. s’il n’eziste pas) P € K[X], P # 0 tel que P(a) = 0.

Corollaire 1.2.5 Si u ef v sont algébriques sur K, u + v et uv le sont aussi.

Exemple : Une extension de la forme L = Q(v/2,1/3) est une extension algébrique car
tout élément u € L est algébrique sur K. Donc trdL/K = |L/K| = 0.

Remarque : Les nombres algébriques (resp. transcendants) sont des éléments algébriques
(resp. transcendants) sur Q.

Exemple :[Nombres algébriques]

Soient /2 et /3, alors il existe P, P, € Q(X),tel que Pi(X) = X* -2 = 0 et
Py(X)=X? -3 =0 tel que P;(v/2) =0 et P,(v3) =0.

On peut donc considérer les extensions algébriques Q(v/2),Q(v/3) ainsi que Q(V2,Vv3)
qui peut &tre générée par un seul élément V2 + /3 et on a Q(v2, v3) = @(vZ + v3).
Plus généralement, on a:

Théoréeme 1.2.6 Toute ertension algébrique finie peut-étre engendrée par un élément
unique, appelé élément primitif,

Remarque : Ici on considére v/2, v/3 et non leurs développements 1,414 ...0u 1,732....
ce sera aussi le cas pour pour les extensions différentielles.

Exemple :{Nombres transcendants]

Soient 322, 10~™ (Liouville), ¢ (Hermite), 7 (Lindermann). Ces nombres ne vérifient
aucune équation algébrique a coefficients dans Q et donnent lieu & des extensions tran-
scendantes L = Q(7), L = Q(r,e).

On notera que 'on considére 1’élément = et non le développement 7 = 3,1416 - -.
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I.2.1 CLOTURE ALGEBRIQUE

L’ensemble des éléments algébriques sur K forme un corps, appelé cléture algébrique de
K et noté K.
Exemple : R = C, d’aprés le théoréme fondamental de I’algébre.

I.3 ALGEBRE DIFFERENTIELLE

Le but de ce paragraphe est de présenter les notions de base de 1’algébre différentielle
nécessaires pour les applications en les illustrant. Nous insisterons sur I’aspect ” dérivées
partielles” et les notations seront choisies de maniére 3 rendre évidente le lien existant
entre I’algébre différentielle et la géométrie différentielle.

Définition 1.3.1 Soit A un anneau commutatif. Une dérivation de A est une application
”d” de A dans lui-méme satisfaisant:

dla+b) = da+db
Va,be A dab) = (da)b+ a(db)
Et sia € A a un inverse a”! dans A,alors d(a™') = —a~'daa™! = —a~?*da.

Remarque : Toute dérivation d définie sur un anneau intégre s’étend d’une maniére
unique a son corps quotient de la fagon suivante: d{a/b) = (bda — adb)/b*.

Définition 1.3.2 Un anneau différentiel A est un anneau commutatif muni d’un ensem-
ble fini D = {d;,1=1,...,n} de dérivations qui commutent:

Vl,j € {1, .. ,TL} 5 Va €A d,-dj(a) = djd;(a)

Définition 1.3.3 Un corps (resp. un idéal) différentiel est done un corps K (resp. un

tdéal I) muni d’un ensemble de dérivations D = {d;,i = 1,...,n}, tel que:
Vi=1,...,n alors Vae K =>dia€ K (resp.Vae I = d;a € l).
Remarque :

1. Dans le cas n = 1, on parle de corps différentiel ordinaire. C’est le cas qui va
correspondre aux cas des équations différentielles ordinaires et donc au cas de la
théorie du contréle classique.
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2. Le cas n > 1, correspondant aux EDP et donc a la théorie du controle aux dérivées
partielles.

3. Tout corps ordinaire est un corps différentiel pour D = {0}.

4. Un cas particulier est celui des ODE et PDE linéaires, qui correspond a la notion
de modules différentiels et d’espaces différentiels. (voir Fliess)

Définition 1.3.4 Un module différentiel (resp. un espace vectoriel différentiel) est un
module M (resp. espace vectoriel E) sur un anneau différentiel (A,3) (resp. corps
différentiel (K, 8)), muni de dérivations d telle que

Ve,y e M(Vrx,y € E}) dz+y) = dz+dy
Vag AVe € K) Vee M(Vz € E) d(az) = (fa)z + adz

1.3.1 MORPHISMES DIFFERENTIELS

Définition 1.3.5 Un morphisme d’anneauz différentiels ¢ : A — B est un morphisme
d’anneauz, tel que:

Vi=1,...,n, Vz € A, L;’(d,il:) = d,p(l‘)

Proposition 1.3.6 Le noyau d’un morphisme d’anneauz différentiels est un idéal différentiel.

1.3.2 POLYNOMES DIFFERENTIELS

On dénote par K{y} = limy_o, Ky,] des polynomes différentiels en y muni des dérivations
formelles d; telles que :

&K = 8, diyk =y,

Par quotient, ensuite, on définit corps différentiel K < y >= Q(K{y}) des fonctions
rationnelles différentielles en y (quotients de polynomes différentiels).

Comme K{y} est un anneau intégre, la dérivation s’étend de maniére unique au corps
quotient K < y >.

Remarque :

e Dans un anneau différentiel A, les éléments de A tel quedia =0 pouri =1,...,n
forment un sous-anneau C, appelé anneau des constantes.

¢ Si A est un corps, il en est de méme de C.

On notera que C contient le sous anneau @ engendré par I’élément unité de A.
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1.3.3 CLOTURE DIFFERENTIELLE ALGEBRIQUE

Remarque : Comme dans le corollaire précédent, on peut montrer par un décompte
des dérivées que si u et v sont différentiellement algébriques sur K, alors u + v et uv le
sont aussi. On peut alors introduire la définition suivante:

Définition 1.3.7 Soit N une extension (différentielle) d’un corps (différentiel) K. On
appelle cloture (différentielle) algébrigue de K dans N, le corps (différentiel) K', qui est
formé des éléments de N vérifiant au moins une équation (différentiel, ODE ou EDP)
algébrique a coefficients dans K.

Remarque :

1. Dans un anneau commutatif ’intersection de n’importe quel collection d’idéaux
parfaits est un idéal parfait.

2. Ilen est de méme dans un anneau différentiel, I'intersection d’idéaux différentiels est
un idéal différentiel. L”intersection (finie ou infinie) d’idéanx différentiels parfaits
est un idéal différentiel parfait.

De plus, on voudrait que la racine d’un idéal différentiel soit un idéal différentiel.
On introduit pour cela les anneaux de Ritt que l'on considérera exclusivement dans la
suite.

Définition 1.3.8 Un anneau de Ritt est un anneau différentiel contenant Q.

Propriétés :
e La racine d’un idéal différentiel est un idéal différentiel.

o Tout idéal différentiel parfait est une intersection d’idéaux différentiels premiers.



Partie 11

THEORIE DU CONTROLE AUX
EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES ALGEBRIQUES

1I.1 APPLICATIONS DE L’ALGEBRE DIFFER-
ENTIELLE

Considérons pour commencer les systémes de controle R; de la forme:

i=m
= fly) + 2 gy
=1
ou les (ui)lsiém sont des indéterminées appelées “entrées” et les y = (y!,...,%") sont

des indéterminées appelées "sorties”.

On suppose alors que le systéme de contréle est défini par un idéal différentiel ¢ dans
I'anneau différentiel K {u,y} pour la dérivation ordinaire notée par un point.
Remarque : Dans le cadre de la théorie du contrdle classique les entrées sont supposées
indépendantes (libres), donc le seul idéal différentiel qu’eiles définissent indépendenumnent
de la sortie est I'idéal différentiel zéro.

Proposition II.1.1 [idéal différentiel v est un idéal différentiel premier.

Démonstration : Soit

ki K{u,y} — K(y)<u>
(9,9, 5--) — (w9, F(¥) +9(w)u, 5Ly + S2gu + g3,

Le morphisme différentiel obtenu en munissant K(y) < u > de la dérivation . : y —

fy) +9(y)u.
Cette application est bien définie car tous les g,,... sont explicitées en fonction de y
par induction.

92
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t est donc le noyau d’une application d’un anneau dans un corps donc t est premier.
De plus 'anneau K{u,y} et le corps K(y) < u > sont stables par différentiation donc
I'idéal ¢ est un idéal différentiel premier. o

Remarque :

e Plus généralement, on notera que les idéaux différentiels définis par des équations
résolues par rapport a certaines variables sont parmis les situations les plus faciles
4 étudier. (Exemple: les équations dites d’évolution en physique mathématique).

e En particulier, tout idéal linéaire est donc premier puisque le théoréeme de Cramer
permet justement de le ramener a la forme précitée.

Remarque : Dans le cas des systémes y = A(y) + B(y)u ou A et B sont des fonctions

rationnelles de y, la démonstration précédente reste valable {comparer a C.H.Moog,
J.Perraud, P.Bentz and Q.T.Vo [6]).

Lorsque la situation précédente n’est pas réalisée, nous allons présenter quelques ex-
emples d’idéaux différentiels et mettre en évidence la difficulté qu’il y a & démontrer
qu’ils sont premiers, parfaits ou que leurs racines sont premiéres des qu’il ne s’agit plus
d’idéaux de la forme explicite donnée plus haut. Un critére général, adapté du critére
d’intégrabilité formelle, a été donné dans ([50]), mais sa démonstration est trop tech-
nique pour que nous puissions la présenter ici. Ce critére généralise et précise un critére
donné précédemment par Rosenbrock ({59]). Ces deux résultats sont les seuls connus
actuellement.

Exemple : Soit a 'idéal différentiel généré par P = y2 — 4y.

Alors d, P = 2y.(y.» — 2). Ainsi, les solutions de P au sens classique satisfont y, = 0(et
donc y = 0) ou y,r = 2 (et donc nécessairement y # 0), prouvant que ’espace des
solutions de P = 0 peut &tre divisé en y = 0 et y = (z + a)® avec a = cst, a € R.

Dans tous les cas y,(yz-—2) est un produit mais ni y; ni (y,,—2) n’appartiennent a 1'idéal
différentiel a généré par P qui n’est donc pas premier mais contenu dans l'intersection
de deux idéaux différentiels premiers générés par y d’une part et

(P, yzz — 2) d’autre part (voir [39] ).

On peut montrer ( voir {38]) que y,.- € a et un tel résultat montre que a est strictement
contenu dans l'intersection puisque y,;, ¢ a mais appartient & I’intersection.

Exemple : Soit a l'idéal différentiel généré par P = y2 — 44°.

On a successivement et de fagon similaire:

d:tP = ny(ya:x - 6y2) ] der = Zyx:c(ymr - 6y2) + 29:(3/“-1- - 12?/3/1:)-
Comme (yzz — 6y%)dze P = Yro(Yzz — 6y%)? + 2Y2(Yzz — 6Y%) (Yzer — 12y¥s)
== ym:(yzzt: - 6y2)2 €a
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or (y:2: - 4y3)(yz:: - 63/2) = yg(y:::c - 63/2) - 4?]3(3/217 - 63/2)

donce y3(ym - 63/2) €a
De plus, on montre que
(yz'x - 6?/2)4 = (y:m:)2(yx:c - 6y2)2 - 12y2yrx(yxx - 6y2)2 + 36y4(y:’:x - 6y2)2

on en conclut que (Yzz — 6y*)! € a.

On en déduit que toute solution de P = 0 est aussi solution de y,, — 6y* = 0, donc
que a n’est pas premier mais que ’espace des solutions ne peut étre réunion de plusieurs
parties irréductibles comme dans ’exemple précédent.

Exemple : Soit 2 — uy = 0.

En dérivant, on obtient 2g§ — uy — 4y = 0, puis en factorisant et en multipliant par y, on
a: (2§ —u)y® —uyy = 0, ensuite en utilisant 'égalité §* = uy on a: (2§ —u)uy —uyy = 0,
on en tire: (2uf — u? — ug)y = 0

Ceci, bien siir, se complique lorsqu’on passe au cas de plusieurs dérivations.

Exemple : Examinons I'exemplie suivant, avec n = 2, m = 1:

Rz{ Yz — 1/2(?!11)2 = 0
Yi2 — ¥ = 0
En différenciant, on a;
Yizz — Yyt =
Rz —yizz +y112 =
~Y2 + Y =
Par combinaisons de ces équations, on obtient: y;1;(1 — y11) = 0.
Deux cas semblent se présenter alors: y;; = 1 ou y1; = 0.
Mais si on dérive encore, on obtient: —(y111)? + (1 — y11)y1111 =0 = (y111)° =0
car en effet yy11[y1111(1 ~ ynn)] = 0.

Remarque : Comme on I’a déja montré, ce systéme n’est pas formellement intégrable
car on a obtenu une nouvelle équation d’ordre 3 qui n’est pas une combinaison linéaire
des équations précédentes d’ordre 2 et 3.

(En effet application Ry — R 3 n’est pas surjective car un point de R tel que yq; = 1.
y111 = 1 ne peut étre la projection d’un point de R4 pour lequel nécessairement yy17 = 0).

[so i v Y e}

I1.2 SYSTEMES DE CONTROLE AUX DERIVEES
PARTIELLES

Nous allons définir maintenant la notion de systémes de contréle aux dérivées partielles
grace a |’algebre différentielle.
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On supposera désormais que 'on considére un systéme de controle défini par un
idéal différentiel premier ¢ et on introduira le corps différentiel des entrées/sorties N =

QUEAuy}/r) = K <&n >

Dans le cas général:

Les entrées peuvent vérifier des équations différentielles ou aux dérivées partielles indépendemment
de la sortie et définies par un idéal premier que nous appellerons p = tN K {u}. Cet idéal

permet de définir le corps différentiel des entrées L = Q(K{u}/p) = K < £ >.

De facon similaire, on introduira 1'idéal différentiel premier q =N K{y}.

Cet idéal permet de définir le corps différentiel des sorties: M = Q(K{y}/q) = K <7 >.

Remarque : Il faut bien entendu, dans chaque cas, d’abord vérifier si 'on a un idéal
différentiel premier et sinon le factoriser (Nous ne connaissons pas d’algorithme général
pour résoudre cette question).

Remarque : En accord avec le chapitre sur la théorie des jets et des EDP formelles, on
peut supposer le systéme de controle formellement intégrable (et méme involutif).

Il faut cependant bien remarquer que Pon doit le rendre formellement intégrable, s’il ne
Pest pas pour connaitre les propriétés de ’extension N/K. (Degré de transcendance pur
ou différentiel).

Remarque : La détermination de p et q a partir de t revient a construire les systémes
résolvants (pour 'entrée et la sortie respectivement) du chapitre 1. Il faut alors de
méme les rendre formellement intégrable pour connaitre les propriétés des extensions

L/K (entrée) et M/K (sottie).
Exemple : Equations de MAXWELL dans un espace libre. (voir [73] )

{ divD = p

rotH — %fl? = J

ou ﬁ(x,t), H (z,t) représentent respectivement les inductions électrique et magnétique
qui jouent le role de sorties, tandis que j(z,t) et f{z,t), qui représentent respectivement
la densité du courant et la densité de charge électrique, jouent le role d’entrées.

Des équations du systéme, on tire une nouvelle équation pour j et p donc une équation
pour les entrées indépendemment des sorties:

. ® 8
divy+ 3£ =0
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I1.2.1 KORTEWEG DE VRIES
((xl,zz),u; -y), n=2,q=2:

R4 2wty + () =0
2 un + 2u(y)? + 4(u)? - 2uy - (1/2)y, = 0.

Pour éliminer la sortie y, on remarque que 'on peut écrire les deux équations sous la

forme résolue:
R h = —2u — (y)g
1y = 2up+ 4u(y)? + 8(u)? — duyy

En effectuant alors les dérivées croisées et substituant, on obtient facilement la condition
différentielle constituant le systéme résolvant pour 'entrée:

Uy +ug + 12uu; =0

Cette équation étant une équation d’évolution est formellement intégrable {peut étre
résolue en uy) et donne lieu & un idéal premier par un raisonnement analogue & celui fait
déja au début de ce chapitre. On obtient ainsi N = L(y), ce qui montre a postiori que
le systeme de controle est défini par un idéal différentiel premier.

Ce systéme est inversible & gauche, c’est-a-dire que ’entrée peut étre connue en
fonction de la sortie. En reportant u = —{1/2)y; — (1/2)(y)? dans la seconde équation,
on obtient aprés quelques manipulations:

Vi Y2 — 6(!/)23/1 =0

qui donne lieu a un idéal différentiel premier pour les mémes raisons que ci-dessus.

Remarque : Les deux particularités qui ont permis de trouver les systémes résolvants ne
se recontrent pas en général dans d’autres systémes, comme nous le verrons. {Probleme
de Bénard, vibration des cables, ... [1])

Remarque : L’entrée et la sortie sont différentieliement algébrique sur X = Q. On en
déduit alors que tout élément de N est différentiellement algébrique sur KX ce qui montre
que diff trd N/K = 0. Nous verrons ci-aprés un caleul direct qui évite de faire référence
aux systémes résolvants et qui est donc tres important en pratique.

Remarque : R, n’est pas formellement intégrable (vis-a-vis de Uentrée et de la sortie)
car la premiére équation du s(ystéme ne comporte que des jets d’ordre 1. Le systéeme
formellement intégrable est R21) qui est alors:

Y11 + 2y + 2wy =
Y1z + 2y + 2uy

uyy + 2u(y)? 4+ 4(u)? - 2uy — (1/2)y,
1+ (y)* + 2u =

i

I
oo oo



II.3. OBSERVABILITE

<
-3

Il est essentiel dans ce cadre de faire jouer le méme role a 'entrée et a la sortie.

Remarque : Bien que R, ne semble pas causal, ’Rgl) contient des jets d’ordre 2 de
y. D’un autre c6té, le choix de I’entrée et de la sortie permet pour la sortie d’avoir un
systeme de type finiy; = ..., y2 = ... sur ’entrée comme en théorie du controle classique.
Cependant ’échange entrée/sortie est tout i fait possible (il est d’ailleurs réalisé dans la
théorie des solitons).

Nous allons maintenant calculer le degré de transcendance différentiel:
Le symbole du systéme est le suivant:

Yu =0
Myd Y, =0
Up = 0

Le systéme de coordonnées (z!,z%) n’est pas é-régulier et il faut faire la permutation
(12) — (21) pour trouver:

Yo = 0
My Uy = 0
Yi = 0

On en déduit que le caractéere o2 = 0. Ce qui montre que le degré de transcendance
différentiel est nul. On remarque encore une fois la nécessité de rendre un systéme donné
formellement intégrable pour pouvoir donner une signification aux caracteres.

Par contre, R, donne U;; = 0 donc Uyy = 0 aprés changement de coordonnées et donc
ne suffit pas pour calculer diff trd.

I1.3 OBSERVABILITE

Pour faire comprendre simplement le concept d’observabilité, considérons un systéme de
contréle de la forme suivante:

§=fly)+ i:ngz(y)u"

Nous allons étudier le comportement de certaines fonctions z = h(y).

Notons par t (respectivemnent s) les idéaux différentiels générés par entrée u et la sortie y
(respectivement z) et désignons par IV et N' les corps différentiels définis respectivement
par les idéaux différentiels ¢ et s.

Définition I1.3.1 Un systéme de contréle est dit observable par les z si et seulement st
tout y peut s’écrire comme fonction différentielle rationnelle des u et des z.

Proposition I1.3.2 Un systéme de contréle est observable si et seulement si N = N'.
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Démonstration : Dans tous les cas on a N' C N car z = h(y).

Si le systéme est observable alors on peut exprimer y comme fonction différentielle
rationnelle de z et u et doncy € N/ — N C N'.

o

On peut donc représenter le systéeme par le diagramme suivant:

ou L est le corps différentiel des entrées.
Remarque : Il est souvent préférable de représenter les corps de facon ensembliste
comme ci-dessous.

Plus généralement pour un systéme de contréle aux dérivées partielles quelconque
algébrique, on posera:

Définition I1.3.3 On appelle observable tout élément de N, c’est-d-dire toute fone-
tion rationnelle différentiable de U'entrée, de la sortie et de leurs dérivées.
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On vérifie aisément que cette définition est cohérente avec celle qui précéde et étendre,
sans changer les notations, la définition de 'observabilité a ce cas général.

Remarque : N = N’ n’implique pas M = M’ en introduisant les corps différentiels
de sorties relatifs a y et z.

Exemple :
gl — u2
3)2 _ ylul
P o=yl
o= y?
2 = g

Onay!= %—, y? = 2!, y® = 2% et le systéme est observable.
22 31

On a bien sir M’ C M. De plus, on a y'® —y*y? = 0 = y' = Ly? = 52? et donc
Mc M dou M =M.

Exemple :
Soit le systeme suivant:

¢ — yl + y3 + ul

— y2 + y4 + 2y3u1

= y3 + 3’111

— y1y2y3 + (1 + 2y3)2u1 + 2y4u2
= yl

=y2

™D . R, s, .
O N

Icdonayl =24 =22, P =2 — 2t —wul, gyt =22 — 22 — 2y

Ce systeme est donc observable.
Mais on a une inclusion stricte M’ C M, car on ne peut exprimer ni y* ni y* comme
fonctions différentielles rationnelles des z seuls (c’est-a-dire sans utiliser u).

3u1.

Remarque : Lorsqu’on rameéne un systéme de controle d’ordre supérieur au premier
ordre, la forme résolue ainsi obtenue est toujours observable (contrairement & ce qui
se passe dans le cas général). En effet on a toujours N' C N mais comme les y sont
déterminés & partir de certaines dérivées des z, on a ainsi aussi N € N’ ce qui entraine

N =N".
Exemple : Soit le systeme 2 — 2z ~u —~u =0
Posons y! = z, y? = 2 — u. On obtient alors:

?'/1 y2+u
7 o= yl+u

z = Y
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Par contre ce systéme n’est pas observable par y! —y? ou méme y'+yZ. Plus généralement,

le probleme d’observabilité revient & reconnaitre si un élément d'un corps différentiel
donné appartient a un sous corps différentiel donné. Ce probleme qui parait simple dans
les situations précédentes, peut en effet étre eztrémement compliqué comme le montre
Pexemple suivant adapté de ([50]).

Exemple : K =Q, N =Q<y', 4> >, N' = Q < y1yz0, Y2Y20r Yoo Yier — YocYazz >

Il n’est pas évident du tout a priori que ylyZ € N'.

Aprés un calcul extrémement fastidieux posons & = yly2 , ¥ = y2y; , QO = vl v2,, —
y2yl ., on obtient finalement:

e (Q)BU(D — T) — 306U(d,® — d, )
Ya¥e = (T ) (04,0 — Ud, ) — 203(® 1 U) — 014, (04, ¥ — ¥4, )

On peut aussi présenter ce résultat d’une fagon plus proche de nos définitions de observabilité,

en remarquant que ce résultat revient & montrer que N’ < ylyZ >= N’

I1.4 DEGRE DE TRANSCENDANCE DIFFER-
ENTIELLE

Définition I1.4.1 Soient K C L, deuz corps différentiels.

Leztension différentielle L] K est différentiellement algébrique, si tout élément de L est
solution d’au moins une équation différentielle (ordinaire ou auz dérivées partielles) a
coefficients dans K, c’est-a-dire si et seulement si tout élément de L est différentiellernent
algébrique sur K. Dans le cas contraire, elle est dite différentiellernent transcendante.

Définition I1.4.2 Les quantités (n,...,n™) sont dites différentiellement algébriquement
dépendantes, si elles annulent au moins un polynome différentiel en m indéterminées
(y*,....y™). Dans le cas contraire, elles sont dites différentiellement indépendantes.

Exempie : K = Qet L = K < cos(a),sin{z) > ocu 71 = cos{z) et p? = sin{z) sont
solutions des équations j* ~y' =0, 2 ~y? =0 et (y*)* + (¥?)? = 1.

1! et n? sont donc différentiellement algébriquement dépendantset L/ K est donc différentiellement
algébrique.

Définition I1.4.3 Le degré de transcendance différentielle (noté diff trd) de I’extension
différentielle L/ K est le nombre maximum d’éléments différentiellement transcendants
de L qui sont différentiellement algébriqguement indépendants sur K.

On peut montrer que ce nombre ne dépend que de 'extension et non des générateurs
choisis.

Exemple : Soit K et L = Q(K{y*,y*}/yl —v?) = K <q',n* >
Ici diff trdL/K =1 car n' ou n* peuvent &tre choisi arbitrairement.
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Définition I1.4.4 Une base de transcendance différentielle est constituée par un ensem-
ble d’éléments indépendants en nombre mazimum. Toutes ces bases ont le méme nombre
d’éléments.

Remarque :

¢ Si K C L C M sont trois corps différentiels, on a diff trdM/K = diff trdM/L +
diff trdL/ K

o diff trdL/K = 0 <= L/K est différentiellement algébrique.
o SiL=Q(K{y',...,y™}/p) alors 0 < diff trdL/K < m

Propriétés : Soit K C L, ou L/K est engendrée par un nombre fini d’éléments, c’est-
a-dire L = K{n*,...,n™}.

Sin=1onadff trdL/K =0 < trdL/K < oo et ce résultat conduit a 'introduction
de I’état. Mais cette propriété n’est plus vrai si n > 1 o1 ’on a seulement

trdL/K < oo = diff trdL/K = 0.

Exemple: Cas n=3 > 1.
Si K =@, L=Q(K{y,v*}/(§",4* —4")) = Ky, 4% 9", ¥%).
On a diff tedL/K = 0 car §* = 0, "= 0 et trdL/K = 4.

Exemple : Soient K = Q < z!,z?% 2% > et L définie par le systéme suivant:

y33—:1:2y11 = 0
Y22 = 0

D’aprés le chapitre I1, on peut en déduire que difftrdL/K = 0 et trdL/K = 12 < 0.
Exemple : Cas n = 2, m = 2: (Cauchy-Riemann).

On étudie les transformations holomorphes du plan complexe X + Y = f(z + ty) de la
forme Z = f(z). Ces transformations vérifient:

o ox _, ox v
oy Oz Jy r
Dans ce cas diff trdL/K =0 car
'Y &Y a’*xX X
— 4+ — =0, -— + =0
dy? = Ox? gy Jdz*

. Par contre, on a bien sir trdL /K = oo.

Nous allons maintenant indiquer un algorithme pratique pour calculer le degré de
transcendance différentiel d’une extension définie par un systéme EDP algébrique. Cet
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algorithme est trés important en pratique comme nous le montrerons par la suite.

Nous allons supposer que la seule donnée est celle d’un certain nombre d’EDP algébriques
et scinder les opérations successives en un certain nombre d’étapes, en précisant chaque
fois si la faisabilité algorithmique est connue ou non.

1. Par dérivations successives, nous obtenons un idéal différentiel v C K {y!,...,y™}
par exemple. Cet idéal, comme nous 'avons déja vu sur des exemples, peut n’étre
ni premier, ni parfait.

Il n’existe pas, & notre connaissance, de moyen constructif pour prendre la racine.
nous devons donc supposer que cette étape a été réalisée en fonction de chaque cas
particulier.

2. En supposant que v est parfait, on peut alors utiliser le théoreme de la base
différentielle de Ritt et son corollaire que voici ().

Corollaire 11.4.5 Tout idéal différentiel parfait dans K{y?,...,y™} peut éire représenté
comme l'intersection finie non-redondante d’un nombre fini d’idéauzr différentiels
premiers.

Théoréme 11.4.6 (de la Base différentielle de Ritt) :
idéal différentiel parfait C K{y',...,y™} est obtenue comme la racine de l’idéal
différentiel engendré par une partie finie (d’ordre q) de .

On peut alors seulement scinder le probleme donné en se ramenant & considérer
chaque composante et on peut donc supposer que cette étape a été réalisée en
considérant désormais un idéal différentie] premier p mais on demeure dans un
?cercle vicieux” du fait de 1) car méme si 'on sait qu’il eziste une partie finie de p
qui suffit 4 définir p, encore une fois on ne sait pas prendre la racine en général.
Pour contourner cette difficulté, il existe un critére pour reconnaitre si un idéal
différentiel engendré par un nombre fini de polyndémes différentiels est premier cu
non. Ce critere est 'adoption au cadre algébrique du critére d’intégrabilité formelle
de Janet-Spencer-Quillen-Goldschmit {[{50] ) et permet d’éviter de prendre la racine
a condition d’avoir un symbole 2-acyclique ou involutif.

Critére 11.4.7 Soit p, C K[y,] premier. Sil'idéal obtenu en prolongeant une fois
est un idéal premier pyyy C Ky 4] avec poy1 N Ky,] = v, et si le symbole M, de
R, défini par p, est 2-acyclique avec Mgy fibré vectoriel, alors p, engendre un idéal
différentiel premier.

Ce résultat qui précise des énoncés partiels (de Kolchin {39] ) montre encore une
fols 'importance extréme des notions d’acyclicité et d’intégrabilité formelle. Nous
pensons méme qu’une utilisation systématique de ce critere doit permettre la
décomposition pratique recherchée dans les étapes précédentes.

Tout
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3. On a donc un idéal différentiel premier p que I'on étudie grace a une partie finie p,
qui engendre un systéme EDP formellement intégrable dont on peut supposer le
symbole involutif, quitte a prolonger un nombre fini de fois.

Dans ce cas, la définition des caractéres donnés dans le chapitre I/, montre que:

) (r+i-1)
dimM,,, = —at Vr > 0.
Mt 5; -1t e "=

. . . . ) g
Ainsi dim R4 = dimRy_1 31y )ty

rig! 4

et dimpgy, = dimp,y + 30, (i)l o

rit! q

comme (T:!?;)! = ('+1);.'!'(r+i), le terme de plus haut degré en r est donc (%‘{-)r" qui

doit étre identique au terme de plus haut degré en r soit (Z)r", résultant d’un
degré de transcendance différentiel égal & «. Ceci n’est possible que si o] = o, ce
qui permet d’obtenir 'agorithme de calcul du degré de transcendance différentiel
au moyen de la proposition suivante:

Proposition I1.4.8 diff trdL/K = caractére o]

Nous avons montré que oy est obtenu en contruisant la matrice caractéristique et
en recherchant la variété systatique dans le cas linéaire.
Dans le cas algébrique o} dépend seulement de L/K et donc pas des générateurs.
Pour les mémes raisons que ci-dessus (calcul du degré de transcendance) le plus
petit caractére non-nul dépend seulement de L/K et non des générateurs en re-
marquant que

o, >...2a; 20.

Ce dernier caractere est connu dans la littérature classique sous le nom de "type”
(Kolchin [39}).

On voit donc en pratique, que toute la difficulté de la détermination de difftrd /K
est de pouvoir décrire L/ K par un systéeme EDP formellement intégrable.

Exemple :{Cauchy-Riemann]
Soit x = Adz + pdy € T™.
La matrice caractéristique est donc:

de déterminant A\? + u? # 0.
Son rang générique est 2 et donc af = 2 — 2 = 0, car le systéme est formellement
intégrable, a4 symbole involutif.
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I1I.5 CONTROLABILITE

Nous allons essayer dans ce paragraphe de généraliser la notion de contrélabilité au cas
des équations aux dérivées partielles, de facon a retrouver des critéres connus dans les
cas linéaires et affines de la théorie du contrdle classique.

Définition II.5.1 On appelle observable libre (resp. contrainte) toute fonction rationnelle
de lentrée, de la sortie et de leurs dérivées ne vérifiant aucune EDP algébrique sur
K,(resp. vérifiant au moins une EDP algébrique sur K ).

Remarque : Les observables sont en fait les éléments de IV, ce qui est cohérent avec les
définitions de I'observabilité dans le paragraphe précédent.

La recherche des observables contraintes équivaut a la détermination de la clture algébrique
de K dans N.

Définition I1.5.2 Un systéme de contréle sera dit algebriquement contrélable si et
seulement st sa cléture différentielle algébrigue K' est égale a K.

Proposition 11.5.3 Un systéme de controle lin€aire de la forme y = Ay + Bu est
contrélable au sens de la définition précédente si et seulement si il est controlable au
sens classique (voir chapitre I).

Démonstration : Cas linéaire: ([51], p 523)
Soit le systeme de contréle linéaire § = Ay + Bu, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton
da = (ag,...,a,) tel que:

A"+t ay A+ agl =0

alors on a:
a; |y = Ay+ Bu
ag | ¥ = A%+ ABu + Bu

a, | y™ = A"y + A 'Bu+ .- + Bul*Y,

Supposons le systéme non contrdlable:

grace a la linéarité, on peut choisir un élément £ = ay ol @ est un vecteur constant
orthogonal aux vecteurs (B,..., A"~V B), c’est-a-dire tel que l'on ait
aB=0,...,aA"'B = 0. On obtient:

oy | ay = aAy
(8%} &Azy

Y
LS4
[

an, | ay™ = gA"y.
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En sommant, on a:
a1&g+a2ag+ . +anay(n) = alaAy+a2aA2y + .- .+ana‘4ny = a(a1A+a2A'2 4+
anAn)y = &(—-aol)y = —&(Jtoy = aan = _aﬂé =

aply + aay + azay +--- + onayt™ = 0=

aof + ol + -+ + onf™ =0
Ainsi donc si le rang de (B, AB,..., A" 'B) < n; il existe au moins une observable
vérifiant une EDP.

Réciproquement, s’il existe un tel élément, en remontant la démonstration, on voit que
le rang de la matrice de contrélabilité n’est pas maximum. o

Remarque :

1. Pour les cas non-linéaire ou aus EDP, il est nécessaire de remplacer la cloture
différentielle algébrique par la cloture différentielle. C’est d’ailleurs existence de
cette derniére que l'on prouve grace a la géométrie différentielle par la nullité du
dernier (n'®™€} caractére.

2. Pour le cas non-linéaire mais affine, on se reportera a la démonstration faite pour
la controlabilité forte au chapitre /7. On remarquera donc a cet effet que la notion
de cléture différentielle algébrique a été étendue par analogie au cas strictement
différentiel sans que cela implique que les observables contraintes soient elles-mémes
des fonctions rationnelles. Il semble donc que la notion de contrdlabilité algébrique
soit plus faible que la notion de controlabilité différentielle. Ces deuz notions
dowent donc éire distinguées clairement. les exemples ci-dessous précisent ce point.

Remarque : On peut donc représenter le systéme par le diagramme suivant:

N = Q(K{u,y}/r)

K’

I

K

Remarque : Il est & noter que la recherche de la cloture différentielie algébrique est un
probléme trés délicat, pour lequel on connait peu de tests. En dehors des cas linéaires et
affines précités, on notera le cas extréme K’ = N que 'on peut reconnaitre en montrant

que diff trdN/K = 0, grace au calcul du piéme caractere.(voir KdV,Bénard, Cable).

Exemple : Soit le systéme linéaire suivant:

y'l _ _y2+u
P =~ +au
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Ici, comme c’est un systeéme linéaire, on cherche les observables sous la forme z = Ay' +y?2
(combinaisons linéaires des y).

Si un tel systéme existe, il doit vérifier 2 + vz = 0 donc Agt + 4% + vy? + yAy! =0

or d’aprés le systeme on a 'équation:

~ay' +§’ —ay’ +y' =0

Par identification, on obtient le systéme suivant:

A = —a

—a = v = a? = 1

1 =92 = () = (&1,F1)
donc on a 2 cas:
1T cas: sta=1= Jz=—y' + y? vérifiant z — z = 0.
9€Me (cag: sia = —1 = Jz = y! + y? vérifiant 5 + z = 0.

Et on peut montrer que dans ce cas le systéme n’est pas controlable au sens classique.

Exemple : Soit le systéme uj — o = 1.
En changeant légérement les notations, on peut introduire ’état (u,y,w) et 'entrée v,
tel que le systéme puisse étre mis sous la forme:

= uv
y = w
w = l/u+v
Alors on a:
F = wd/dy +(1/u)d/0w
g = ud/0u+3d/ow
et

f,g] = —8/oy—(1/u)djow
l9,1f, g1l = (1/w)d/0w

La distribution A est de rang maximum 3. Domuc le systéme est fortement contrélable.
Ainsi on ne pourra pas trouver d’observable contrainte vérifiant une EDP donc K = K'.

Remarque : La méthode utilisée correspond a une description différente, mais équivalente
de N. En effet w = g, v = £ sont des éléments de N. Nous allons montrer ci-dessous
directement que K = K’ sur la description initiale de N par le systéme de contréle
uy — 1 = 1.

Pour cela soit z = f(u,4,%,...,y,y) une observable contrainte par 2 = ®(z2). On en
déduit de suite que z = f(u,y,y) doit satisfaire a:
of . of . of 1+

fil

gw?;u-l— -é;y+-33( "y ) (I)(f(u"yvy)}'
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Ce qui nécessite: %y-.f + ugﬁ =0et -3-5@ - %£ = &(f(u,y,9))-

Ceci n’est possible que si tous les mineurs de la matrice jacobienne :

32f - 32f 32f,_. 32L 32L'+§i__ 32{
Budy y Sudu  Jydy Yy Judy Oydy y dy Judy
o of 9
du Oy Ay
sont nuls.
La premiére et la derniére colonne donnent:

#f  af &f o . 0
it = - =0
503" T35 " Buoy T u

8u3yy © T dudu
ce qui, apres utilisation de ’équation précédente entraine:

of | of

Oy  Ou

En effectuant alors les dérivées successives croisées, on a:

0% f Pf 9, af 0% f of

0= —_ = ey — —_— e
5907 “Byoy = 5u“Ba) T YGudu = Ba

Ce qui montre que %5 = %y’: = %5 = 0 = f = cte est une observable triviale. par suite
K'=K.

Exemple : Considérons maintenant le systéeme: uy — @ = 0.
De fagon similaire, on introduit 'état (u,y,w) et 'entrée v tel que le systeme prenne la
forme suivante:

U = uv
i = w
w = v
avec
f = wd/oy
g = ud/ou+ 9/0w
alors
[fsg] = _8/8?!

Donc la distribution est toujours de rang 2. Ainsi ce systéme n’est pas fortement
controlable et dans ce cas on pourra vérifier que I’élément z = § — logu est une ob-
servable contrainte vérifiant I’équation diftérentielle z = 0.

Remarque : On notera que dans cet exemple oli le systéme n’est pas linéaire, "observable



108PARTIE II. THEORIE DU CONTROLE AUX EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES A

contrainte n’appartient pas a la cloture algébrigue différentielle mais en revanche, elle ap-
partient a la cloture différentielle (analytique ou généralisée). Par une méthode semblable
a celle de la remarque précedente, on obtient :

of  of of Yy
é—y-_ﬂ,ué—a+(—9-§_0=>z_h(y—logu)

Remarque : On pourra aussi noter que 'on peut considérer une autre notion de
contrdlabilité en prenant la cloture différentielle K” de K dans M.

Dans le cas des situations linéaires et affines déja rencontrées, on a K’ = K™ mais ce
n’est pas le cas en général.

Cette notion de controlabilité détermine aussi une réalisation minimale comme nous
allons le voir, mais nous ne connaissons aucun équivalent classique.

Définition I1.5.4 Un systéme de contréle est dit contrélable au "sens2” si et seulement
st K=K".

Proposition I1.5.5 Contrélable au sens algébrique = contriolable au "sens 27.

Démonstration : Eneffet, on a toujours K CK"C K. SiK"# K =K' #K. o

Exemple : Soit K = @ et le systéme suivant: ' +u =0, * = 1.
OnaK"=K<np*>CK =K <9 4u,np°>.

1.6 REALISATION MINIMALE

La théorie du contrdle classique correspond au cas n = 1 (une seule dérivation) et
diff trd N/L = 0 {La dimension de Pespace d’état est finie) avec diff ird L/ K = nombre
d’entrées.

Dans le cas général, soient L' le corps composite de L et K’ dans N, puis M’ le corps
composite de M et K’ dans N.

Définition I1.6.1 On peut représenter le sysiéme par les quatre corps (K, L,M,N). La

représentation minimale algébrique du systéme est réalisée par les quatre corps sutvants
(K',L',M',N) ou k’ est la cloture différentielle algébrique de K dans N .

On obtient donc le diagramme suivant:
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N
e AN
L M’
AN /
K’ :
T 1
L M
N T/
K

Dans ce cas on a:

Proposition I1.6.2 diff trdN/L' = 0. La dimension du nouvel espace d’état est aussi
finte.

Démonstration :
On a diff trdl’/K < diff trdN/K = diff trdN/L + diff trdL/K = m.

or 0 = diff trdN/L = diff trdN]L' + diff trdL’|L = diff trdN/L' = 0.
De plus diff trdL’ /K’ = diff trdL ] K o

Remarque : La seconde notion de contrélabilité donne le schéma suivant de réalisation
minimale:

N
/!
L” 7\
/s M
L N /S
K”
AN /
K

ou 'on remplace les corps K, L, M, N par les corps K”,L" ,M,N

Exemple : Soit le systéeme suivant §—u = 0, qu’on peut mettre sous la forme canonique
suivante:

' = ¥4 u
@ = 0
P2 = 2!
y = 2°
La matrice de contrdlabilité est donc:
1 00
010
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Son rang est 2, et le systeme n’est donc pas contrélable au sens usuel.
Cherchons alors les éléments de la cloture algébrique. Dénotons par z les éléments de

K'. z vérifie alors : . .
{ z = h(u,u,y,y,y)

Z = @(Z)
= p=at i+ o+ B+ 3= 0(h(w 4,9, 9,9))
On en déduit donc: % =0, -g—% =0= z = h(u,y,7)

On dérive de nouvean et on obtient:

ah oh oh., Oh Oh .. Oh,

Ju Ay

On en tire:
gh  0Oh ah Ok
du Jy Ju 3y
Ainsi on a z = h(u,y, §) = g(u + )
Montrons maintenant que A ne dépend pas de y, en effet, en posant v = u + ¢, on a:

W90, — (g 0,9)
Y

Alors, en dérivant une fois par rapport & % et a u, on obtient:

9%q g 10

{ Gl T3y = o5 =>§2_
3a - _ +9g -
Byauy = ¢ Bv ay

On en concliut que z = f(u + y), et on trouve la cloture différentielle algébrique X' =
K <n+é>.
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II.7 OBSERVABILITE GRACE A UNE SEULE
SORTIE

PROBLEME: Etant donné un systéme avec m entrées et p sorties, on peut se poser la
question suivante: Existe-t-il un systeme équivalent avec une seule sortie dont la mesure
peut redonner les autres sorties?

La réponse a cette question est positive, sous les conditions du théoréme d’algébre
différentielle (de I’élément primitif ) suivant:

Théoréme I1.7.1 (Kolchin p 103) Soil K un corps différentiel muni de n dérivations
indépendantes. Alors toute extension différentiellement algébrique L/ K (c’est a dire telle
que diff trdL/ K = 0) générée par un nombre fini d’éléments, peut étre engendrée par un
seul élément appelé élément primitif.

Corollaire I1.7.2 Tout systéme de contréle auz dérivées partielles algébriques tel que
diff trd N/ L = 0 peut étre observé par une seule sortie, a condition d’élargir si nécessaire
le corps de base.

Exemple : Si on considére le systéme suivant:

It
o

yit+yi—u
yv24+yl—u = 0

Si on pose z = y! alors on peut récupérer y? comme fonction rationnelle différentielle de
z.

Contre-Exemple : K = Q. g' =y, 3 = *
1l faut utiliser @(z) au lieu de Q et considérer z = y* + zy!, dott # = y* + (1 + 2)y! =
yYl=2—-2,9"=(1+2)z —zz

II.8 CONTROLABILITE GRACE A UNE SEULE
ENTREE

Dans cette section nous allons donner une signification algébrique & la contrélabilité
d’un systéeme griace 4 une entrée par l'intermédiaire de ’algébre différentielle tout en
améliorant le résultat connu suivant ([75, 37]).

Théoréme I1.8.1 Si A est cyclique et (A, B) est controlable (avec y = Ay+Bu), alors il
eziste un vecteur b combinaison linéaire des colonnes de B tel que (A, b) soit contrélable.



112PARTIE II. THEORIE DU CONTROLE AUX EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES A

Remarque : On remarquera que ce résultat est purement formel puisque, si 'on écrit
y = Ay + bv, en fait la nouvelle entrée considérée v n’est pas déterminé par ’entrée
donnée u, qui devient paramétrée par v. Au contraire, nous allons, sous les mémes
hypothéses, ramener le systéme de contrdle & un systéme mono-entrée/mono-sortie dans
lequel la nouvelle ne dépend que des entrées données. Ce résultat nouveau montre donc
I'importance de du concept d’élément primitif en théorie du contrdle méme dans le cadre
non linéaire Nous allons maintenant introduire un théoréme qui va nous servir par la

suite (voir J.P.Lafon Les formalismes fondamentauzr de l’algébre commutative pour le
cadre algébrique et Kolchin {39] pour le cas différentiel}.

Théoréme I1.8.2 (Lurdth) Si u',...,u™ sont différentiellements transcendants sur
K et L est un corps différentiel intermédiaire entre K et K < ul,...,u™ > tel que
difftrd L/K = 1, alors il existe v € L tel que L= K < v >.

Le théoreme suivant constitue 'application du théoreme de Lurdth a la théorie du
contréle.

Théoréme I1.8.3 Tout systéme de contréle admettant un élement primitif peut se ramener
a un systéme mono-entrée/mono-sortie.

Démonstration : Nous allons ici donner une esquisse de la démonstration.

1. A cyclique = 31 tel que WA, wA?, ... DA™ ! soient indépendants.
Il existe donc un élément primitif £ = wy, vérifiant:
£ = wA% + wABu + wBu
: =i +
£l = A=y 4 +

On en déduit donc que £™ = fet(y,...,u,u,...,u""'). De plus quand le systéme
est linéaire, ¢ vérifie I’équation suivante:

n—1
€ 4D 4ot ool = Y diul

=0
ol les coéfficients ¢; et d; sont constants.

2. (A, B) contrdlable = £ transcendant sur K.
Alors posons H = K < £ > UK < u > qui est de donc de degré de transcendance
différentiel égale a 1. Donc d’aprés le théoreme de Luréth il existev € K < u >
tel que H = K < v >. Et v est transcendant de degré 1 sur K. Et le systeme
mono-entrée défini par 'extension K < ¢ > /K est donc contrélable.

3. Description: dans le cas linéaire on prendra pour nouvelle entrée v 77 diul). Et
on aura donc un systéme de contréle mono-entrée/ mono-sortie (sortie {) contrélable.

o
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I1.9 INVERSIBILITE

Pour l'inversibilité, il y a eu de distinguer deux notions d’inversibilité pour les systemes
non carrés (nombre d’entrées # nombre de sorties): Vinversibilité a gauche et inversibilité
a droite.

I1.9.1 INVERSIBILITE A GAUCHE

Pour l'inversibilite a gauche,nous sommes confrontés a deux définitions qui sont les suiv-
antes :

Définition 11.9.1 On dit qu’un systéme X est inversible d gauche, st et seulement si,
on peut récupérer l’entrée comme fonction rationnelle des sorties et de leurs dérivées.

Exemple
o= u?
2 1,1
T = uxq i(g1/u1) — u2
P = ulz? =4 9 — relation entrée/sortie directe.
y! = 2? y = y
v o= 2
) s P Vo= 27 = ulz
d’oit nous en tirons ¢ *, 3 12
¥t = 2° = u'z
N
——1 v . . N
2 i(yi) — _d_(y_‘l‘.)
dt \ ul dt\ y<

Ce systeéme est donc inversible & gauche au sens de cette définition et de celle qui va
suivre. (voir M.Fliess: Some remarks on nonlinear invertibility and dynamic state-
feedback.) L’interprétation algébrique de cette définition est la suivante:

Définition I1.9.2 Un systéme de contrile aur dérivees partielles algébrique est inversible
a gauche si L C M.

Dans le cas classique (une seule dérivation), on en tire les conséquences suivantes:
Remarque : K C L C M = N et donc

diff trdM | K = diff trdN]/ K = diff trdN/L + diff trdL/ K = m

et par suite diff trdN/M =0

Ce résultat peut conduire & la définition suivante qui est adoptée plus ou moins
explicitement par plusieurs auteurs (Moog, Fliess).
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Définition I1.9.3 Un systéme de contréle est inversible ¢ gauche si et seulement si
chaque entrée est différentiellement algébrique sur les sorties.

Remarque : On a maintenant M C N ce qui entraine:
diff trdN/ K = diff trdN/L + diff trdL/K = 0+ m = m = diff trdN/M + diff trdM /K.

Ainsi la premiére définition implique cette seconde définition.

Exemple :
j:l — ul
=1 N s = u!
g o= 2 L) = 1
v o= 2t
ul - ut — gt = 0
d’ot . o o
0"{ u2+§y2 = 42 A @y = g+ (u?)? = 0

Ce systéme n’est pas inversible & gauche au sens de la premiére définition , puisqu’on ne
peut récupérer u® comnme fonction différentielle rationnelle de la sortie , mais cependant
il Pest au sens de la deuxieme définition car chaque entrée est solution implicite d’une
équation différentielle a coefficient dans K < y*,y? >. (voir référence: M.Fliess [16]).

Exemple :

(1 [
B8 & R

= T

En effet si u? =0 == § =0 pour ¢ = 1,2 Vu' == y’ = cte pour i = 1,2 Vu? , donc le
systéme n’est pas inversible 4 gauche au sens de Hirschorn [31, 32] (injectivité) mais par
conire on a :

o= ulz? = ufyl! = uf= g_
1 - £ _ ol = Ayt
et o= 7 o= a = u=ghE)

On peut donc récupérer u! et u?> comme fonctions différentielles des sorties y* et y?,
donc il est inversible & gauche au sens des deux autres définitions précédentes.

Exemple :
( :ifl — ul
2 = 2
i3 — zlul
) o= uf
y! = z!
{ y2 = &’
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gl — ‘.1.,'1 — ul
g2 - 572 — 2,'3
:,-/-2 —_ :2':3 - :rlul — ylgl
On ne peut donc récupérer u® a partir de y* et y? .
Voila donc un systéme qui n’est pas inversible 4 gauche au sens des trois définitions .

11.9.2 INVERSIBILITE A DROITE

Ici aussi, nous allons énoncer deux définitions différentes, concernant l'inversibilité a
droite, que nous verrons étre liée & la notion de découplage par bouclage dynamique,
d’ou l'importance qu’a prise ces dernieres années cette notion .

D’apreés plusieurs auteurs (Fliess[15, 16, 17], Moog [35], Descusse[7], Nijmeiyer[31, 32])
on peut poser:

Définition 11.9.4 Un systéme est inversible a droite si et seulement s’il n’existe pas de
relations(équations différentielles ou EDP) entre les sorties seules, indépendantes des
entrées.

(Référence voir {17] )
L’interprétation formelle permettant de comprendre cette définition est la suivante:

Critére I1.9.5 Le systéme est inversible a droite au sens de cette premiére définition si
et seleument si
p=diff trdM/K =p = nombre de sorties

Remarque : Cela signifie que toutes les sorties sont différentiellement transcendantes
sur le corps K. Cependant par dualité d’échange entrée/sortie avec la définition d’inversibilité

a gauche, on peut poser:

Définition I1.9.6 Un systéme est inversible a droite si et seulement si on peut récupérer

les sorties comme fonctions differentielles rationnelles des entrées.
(Référence voir [53])

L’interprétation formelle permettant de comprendre cette définition est la suivante:

Critére 11.9.7 Le systéme est inversible & droite au sens de cette seconde définition si
et seulement si M C L.

Remarque : Onadonc: KCMCL=N
La seconde définition implique la premiére par comparaison des degrés de transcendance
différentielle.
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Remarque : On peut noter donc qu’un systéme ayant plus de sorties que d’entrées
(m < p) ne peut étre inversible a droite, car sinon on aurait

p=diff trdM|K = p > diff trdN/K = diff trdL/K = m ce qui est impossible [46].
Exemple :

( 1 1

T = u
3':2 = $4+u2 .1 1
. Yy = u
P = zul 4l "2 4 3.1
Ho= B =24 ¥ = @ —-zu
= =2 3 1,2 371 1)2
, Y P o= - ul? = (0 + ()?)
vy =z
| > = 2?13

Ici, on ne peut pas obtenir de relations entre les sorties indépendantes de 1’état et des
entrées donc il est inversible & droite au sens des deux définitions.

Exemple :

( 2‘21 — ,ul
cb2 — u2
¥ = zhl

ot =
y'o= gzl
y? = 22

\ W o= 2P

En dérivant, on obtient les relations suivantes:
gl — ul
:(;,2 — ”UL2
:1;13 _— a:2u1

d’ott §° = y*y' = #* — y%*y! = 0 ceci nous donne donc une relation entre les sorties
seules, donc ce systéme est non inversible a droite au sens des deux définitions, car si les
y étaient fonctions des u, les u seraient différentiellement dépendants entre eux .

Remarque : L'inversibilité & droite joue un role important dans le découplage des
systemes de controle par bouclage dynamique (voir Fliess, Moog, Descusse, Nijmeijer
[44, 45]) et peut étre étendue telle quelle aux systémes de contrdles aux dérivées partielles.
On obtient:

Théoréme I1.9.8 Un systéme de contréole EDP inversible d droite au sens de la premiére
définition est découplable par bouclage dynamique sur entrée.

Exemple : On considére maintenant le systéme de contréle aux EDP, avec deux variables
indépendantes (z!,z?), deux entrées (u?, u?) et deux sorties (y*, y?).

1 2 2 1 1 2 2 1
+ — = u Usy — UTq + U =
{ Yt Y12 Y P { 22 12 Y

1 2 1 2 2 1 1 . .2
Yiz T Yo + U u Uy = Upp— U = ¥
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Ce systéme est inversible a droite et & gauche. D’apres la forme méme des systémes de la

théorie du contrdle classique (et en particulier la forme canonique) de telles situations ne
sont pas possibles classiquement, ce qui explique pourquoi elles n’ont pas été considérées
en général.

En conclusion, la notion d’inversibilité (a droite, & gauche) doit étre reconsidérée dans
le cadre de I'algebre différentielle.
En particulier on doit distinguer entre I’étude de 'inversibilté des opérateurs (définition
forte) et celle de leurs symboles (définition faible).

11.10 BOUCLAGE

Le bouclage est une notion Cié de la théorie du contréle classique, mais cependant elle
reste vague. Plusieurs définitions ont déja été données grace a 'algébre différentielle
(M.Fliess, J.F.Pommaret). Notre propos, ici, est d’étendre ces définitions aux dérivées
partielles et de les expliciter en les illustrant par des exemples concrets.

Définition I1.10.1 Le bouclage est une transformation sur les entrées et/ou les sorties
et leurs dérivées, qui permet au systéme d’avoir certaines propriétés qul ne possédait
pas avant (linéarisation, découplage). On demande en général, que ceite tranformation
qui intervient habituellement dans les problémes de synthése, soit inversible.

Afin d’expliciter la définition en algebre différentielle que nous allons donner de cette
notion, nous allons préciser certaines notions sur des exemples non-différentiels.

Notre probléeme est de distinguer tout d’abord entre isomorphismes et automorphismes.
Exemple : Considérons Papplication de L/K ou K = Q, L = @(+/3) qui laisse invariant
Q et transforme /3 en —/3.

On a donc le diagramme suivant:

0 0
| !

y2 -3 _— y2 . 3
| |
Ky — Kly]
y — —y

|

I

!

i
)
=
)

<

O -3
O

Ici K(n] est le corps résiduel et de plus on a K[n] = K[-9] = L.
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En posant aut(L/K) = {¢ : L — L,p(a + b) = ¢(a) + ¢(b),Va,b € L; p(a) = a,Va €
K}, on a ici un exemple de transformations du groupe aut(L/K) des automorphismes
de L préservant K.

Mais souvent cela n’est pas le cas, comme le montre ’exemple suivant o1 on a juste un
isomorphisme de L préservant I, c’est-a-dire un élément de iso(L/K).

Exemple : Ici on considére la transformation qui laisse inchangé K = Q et transforme

V3 en 2V3.

On a donc le diagramme suivant:

z — 2y
l I
~N
0 — K] — K  — 0
4 — 2
| |
0 0

Ici on a un isomorphisme K{z] — L dont le noyau est I'idéal par 22 ~12 mais maintenant
'image de £ = /12 est devenue 2v/3 € L, ce qui donne P'impression d’avoir & faire a
un automorphisme de L/K, mais ce n’est pas vrai car I'image de (v/3)? — 3 = 0 serait

(2v3)2 —3=9#0.

Définition I1.10.2 On appelle bouclage dynamique un isomorphisme différentiel préservant
K et transrformant L (quand c’est un bouclage sur les entrées) en un autre corps L' iso-
morphe, et éventuellement M en M’ et N en N' avec M isomorphe ¢ M' et N isomorphe
anN'.

Dans le cas ou L' ou M’ sont encore dans N on dira que le bouclage des entrée est
admissible par rapport a N (voir Kaplansky, p15).

Remarque :
1. Les notions ci-dessus peuvent étre utilisées soit pour les entrées soit pour les sorties.

2. Le fait que le bouclage soit inversible, permet de conserver les mémes degrés de
transcendance différentielle entre corps différentiels correspondants.

3. 1l est possible d’envisager des tranformations qui ne conservent pas ’extension N,
mais dans ce cas la difficulté réside dans le fait que dans l'algebre ordinaire, il existe
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un corps C contenant tous les nombres algébriques, alors que dans le cas différentiel
cela n’est pas possible en pratique (concept d’extension universelle).

Remarque : Contrairement a tous les exemples que 'on recontre en général, le mor-
phisme central peut ne pas étre un isomorphisme bien que le morphisme induit entre
les anneaux résiduels puisse étre un isomorphisme. On considérera par exemple z = yZ,
avec les équations correspondantes 22 — 82 +4 =0, y* —~2y —2 =0 avecnp = 1 + V3
= ¢ = 4+ 2v3 = 27+ 2 inversible. Dans le cas différentiel (ordinaire ou partiel), il

suffit d’ajouter le mot "différentiel” devant les concepts que nous venons d’introduire et
de supposer que ¢ : L — L commute avec les d; (et 3;).

Nous allons traiter en détail le systéme suivant pour montrer comment on peut
représenter graphiquement un bouclage dynamique et de telle fagon que I’énoncé puisse
étre applicable au cas partiel sans changement.

Exemple :
:'cl — xlul
i'2 — :1:3u1
2 = zl®
y! = ot
v o= a?
La relation entrée/sortie est:
1 !
111 .2 -2 1,2,1 _
y-uy =0, § = (F)y —uvy =0

On en déduit que y! et y? sont transcendants sur K = @

et que diff trd L/ K = diff trd M/K =2 avec L = K <ul,u? > et M = K < y*,y* >.
Par suite v! = 3! et v? = (%})g)? — ulu®y! sont différentiellement transcendants sur K
(ref. FLIESS) et on a donc linéarisé le systéme par bouclage dynamique pour obtenir
g! —v! = 0, §> —v* = 0. Le morphisme K{v,y} — K{u,y}: obtenu en posant
v = g, v? = (3—;)1)2 — u'u’y! n’est pas un isomorphisme différentiel car on ne peut
pas récupérer u' et u® i partir de v!, v?, y!, y? et de leurs dérivées. Cependant tenant
compte de 3! = uly?, on a alors

{u2 = EI;Z—(ylz’/"’/'vz);,‘%('vl/yl))/v1

et on obtient un isomorphisme différentiel de K < u > sur K < v > compatible avec IV
qui comprend les images par évaluation de u et v.
Ceci correspond au dessin suivant:
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. . . 1
Par contre posant directement v! = uly', on obtiendrait u? = .

L’intervention des fractions rationnelles pour inverser montre l'intérét de 'usage de
corps différentiels plutét que d’anneaux différentiels.

Remarque : Le découplage par bouclage dynamique ainsi obtenu suivant une méthode
préconisée par M.Fliess, peut donc étre étendu au cas des dérivées partielles a condition
de supposer que diff trd N/M = 0, ce qui entraine nécessairement qu’il y a autant
d’entrées libres que de sorties libres.

Remarque : En géométrie différentielle, les bouclages dynamiques ont été considérés
commmne des transformations entre les jets d’ordre 1 (et non plus entre les indéterminées)
que l'on étend jusqu’aux jets d'ordre infini. (voir A.M.Vinogradov,...).

1I.11 CAUSALITE

La causalité semble une notion trés essentielle dans la définition des systémes de
controle classique mais cependant sa définition ou les critéres permettant de la tester
sont presque inexistants.

Sa généralisation au cas non-linéaire et aux EDP est donc trées difficile.

Nous allons essayer de donner une approche et des criteres permettant de la tester dans
le cadre de la théorie du contrdle aux EDP, grace a l'algébre différentielle.

Pour cette généralisation, nous nous basons sur la définition donnée par Willems
[73,7], que voici:

1. La premiére condition imposée est que les entrées doivent étre libres: "elles ne
vérifient aucune relation algébrique ou différentielle entre elles”.

B

Comme dans le cas classique, diff trd N/L = 0, cela signifie donc que les entrées
forment une base de transcendance différentielle de N/ K. Ce point de vue a été
repris par Fliess récemment ().

On peut donc généraliser cette condition au cas des systémes de contréle aux

EDP.

Cependant exemple trés simple suivant nous montrera que cette définition n’est cer-
tainement pas suffisante.
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Exemple : § + u = 0. u ou y forment séparément une base (2 1 élément) de transcen-
dance différentielle de N/K et tout le probleme est de prendre u et non y. Dans le cas

linéaire classique J.Willems a proposé une condition suppiémentaire de choix que 1’on
obtient de la facon suivante:

Soit P(9;)u + Q(8:)y la forme résolue du systéme de controle obtenue en utilisant
des matrices a coefficients opérateurs différentiels. Remplacant 0, par I'indéterminé s
de la transformée de Laplace, on obtient donc 2 matrices P(s) et Q(s) auxquelles on
demandera de satisfaire la condition suivante:

det Q(s) # 0, lim Q(s)™'P(s) < 00

O

Cette définition nécessite deux remarques:
1. Elle est inapplicable aux systémes non-linéaires.
2. Elle prend en compte toutes les dérivations apparaissant dans le systéme.

Notre but maintenant est de montrer qu’un examen attentif de 1'intégrabilité formelle
permet de corriger la deuxieme remarque tout en tracant la voie pour répondre a la
preriere.

Pour cela nous considérerons un exemple simple:

Exemple : y2_ +yl +ul =0, y2 +u? =0.

Un examen simple de la matrice de transfert montre que le systeme est causal d’apres
la définition ci-dessus. Cependant, il ne I'est plus si on restreint la matrice Q(s) aux
dérivées du plus grand ordre, car elle cesse d’éire inversible. Mais on remarque aussi que
le systeme n’est pas formellement intégrable.

Le systéme formellement intégrable correspondant est alors:

g+l rul =0,y +ul =0, +u’=0.

On remarque alors simplement que la restriction des nouvelles matrices P(s) et Q{s)
aux dérivées d’ordre 2 seulement permet de vérifier la causalité au méme titre que
précédemment.

D’apres 'exemple précédent, la causalité peut donc étre étudiée seulement sur les jets
d’ordre maximum du systéme formellement intégrable correspondant. Elle revient donc
a étudier les propriétés des matrices caractéristiques et en particulier seule subsiste la
condition Q(s) inversible.

Dans le cas général, on rend donc le systéme formellement intégrable par rapport a
Pentrée et a la sortie. On détermine alors la matrice caractéristique dans le cas d’un
systéme linéaire ol la matrice permettant de calculer I'indice d’ordre n dans le cas non
linéaire. La causalité est alors généralisée par la définition suivante:
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Définition I1.11.1 Un systéme de contréle auzx dérivées partielles formellement intégrable
est dit causal si la restriction de la matrice précédente auzx sorties est de rang mazimum.

Remarque : On en déduit dans le cas algébrique que diff trd N/L = 0. Ce qui montre
alors que pour que le systéme, rendu formellement intégrable par rapport aux sorties
seulement, soit causal il faut que son caractére d’indice n soit nul. On en déduit alors
que le seul nombre intrinséque de N/L sera le plus petit caractére non nul dans ces
conditions.

Remarque : La définition précédente montre donc que toutes les bases de transcendance
de N/K ne sont pas équivalentes du point de vue de la causalité et sert donc a préciser
ce choix. Ainsi, pour le systéme tres simple y, +u = 0, y et u peuvent étre choisis comme
bases de transcendance différentielle alors qu’avec la définition précédente on doit retenir
u seulement.

D’une fagon plus générale, par contraste avec le cas ordinaire, le probleme dans le cas
partiel est de calculer les caractéres (polyndmes de Hilbert) des différentes combinaisons
possibles selon que 'on considére entrée+sortie, entrée/sortie, sortie/entrée, entrée ou
sortie.

Dans le cas algébrique cela revient & connaitre les propriétés des extensions corespon-

dantes N/K, N/L, N/M, L/ K ou M/K.

Pour faciliter la comprehension de ce probléme trés technique, nous allons résumer
et examiner ici sous forme de tableau les différents cas qui peuvent se présenter en les
illustrant séparément.

symbole non-surjective surjective
injective | non-injective
systéme sur-determine determine | sous-determine
oul oul 0
trd L/K < oo
(Opérateur de Killing) | (y,.) =0
+ + 0
diff trd L/K =0 oui
trd L/K = o0
(z*, 22, %) (Cauchy-
y1 =0y, =0 Riemann)
outl 0 oul
(h + 2, =0) Divergence

diff trd L/K >0
(y2+ 2, =10) (divergence)
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Exemple :[Killing]

Bit? + 0,6 = 0. En effet ce systeme est formellement intégrable car il n’y a que des
équations du premier ordre ne contenant pas de jets d’ordre 0.

De plus, la matrice caractéristique, est de rang maximum car elle contient la sous-matrice
diagonale (2x1,-..,2xn)-

On a §;;6F = 0, V1, j, k; donc toutes les dérivées d’ordre deux sont fixées

d’ol trd L/ K < oo et tous les caractéres sont nuls.

Exemple :
n=2,m=2,0y +0,°=0

Donc le symbole ici est (x!, x?) et le rang est alors maximum ie 1.
Par conséquent of = diff trd L/ K = 1.

Exemple :
& X _ g
(&%

Le symbole est le suivant

Az(;/\ &L) donc det A=A+ u* >0

Donc la matrice caractéristique est inversible d’ou 'opérateur est déterminé.
On va montrer que a? = diff trd L/ K = 0, car toute observable est liée.
En effet, on a:

Yy _ 82X
9y T 8xzd
B#Y - _ BgX
3x2 T Bxdy

OnentirequeAY:%%+%=0,AX=%2_22X+%%=0_
Prenons une observable Z = X + yY’, alors on a:

8,7 = 0,X +yd,Y
8,7 = 8,X+yd,Y+Y

81-1; Z = axJ:X + yaa:z:Y

Ensuste { 0,07 = 0,X +yd,Y +28,Y

On obtient donc AZ = 29,V

o0z = aX—yaX
8,7 = 8,X +yd.X+Y

On obtient de méme AZ = 29, X
Donc toute observable est contrainte et diff ird L/ K = 0, mais cependant cet opérateur
a une infinité de solutions donc trd L/ K = oo.
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I1.12 POURSUITE DE MODELE

Nous allons essayer de donner une formulation du probléme de la poursuite de modéle
grace a l'algebre différentielle. Nous rattacherons ce concept a la théorie de I'élimination
différentielle, tout en I’étendant aux dérivées partielles.

POSITION DU PROBLEME

Le probléme est le suivant : étant donné un premier systéme de contréle, est-il possi-
ble de trouver un second systéme compatible avec celui-ct tel que le systéme composé
résultant soit un sysiéme modéle choisi.

Suivant que la compatibilité se pose du coté des entrées (resp. des sorties) du premier
systeme, on parlera de poursuite de modéle & gauche (resp. a droite).

Nous allons montrer que ce genre de probléeme est un exemple de situation aussi sim-
ple dans le cas algébrique qu’il est difficile & décrire dans le cas différentiel.

FORMULATION :

Avec des notations spécifiques, le probleme posé revient a ceci:

On part d’un systéme de controle L/K — M/K défini par un idéal différentiel dans
Panneau différentiel L @k M. Pour étre compatible le second systéme doit étre de
la forme M/K — N/K (sortie du premier = entrée du second) défini par un idéal
différentiel dans 'anneau différentiel M ® x N. On peut injecter L @ M et M @ N
dans L @x M Q@ N et étendre les idéaux correspondants.

Mais L ®x N peut étre considéré comme un sous-anneau différentiel de L ®x M @ N
auquel on peut restreindre 'idéal composé précédent, ce qui détermine alors le systeme
de controle composé L/K — N/K.

Il est déja difficile de procéder a I’élimination de M/ K et le probléme de la détermination
du second systeme de contréle lorsqu’on connait le premier et le composé (modele choisi)
est encore plus dure.

Remarque : Ce probléme reléve en effet de I’élimination différentielle et les algorithmes
développés dans ce dottaine sont tiés rares et c’est d’autant plus dificile quand il s’agit
de systemes EDP.

Exemple : On se donne ici un probleme de poursuite de modeéle a droite on prend pour
entrées (u',u? u3) et pour sorties (y!,y?) et (2%, 2%) .
Et on considére les systémes suivants:

-1 _ 1
(I){ zzyz — uy? ; Zzug qui détermine L/K — M/K
El = U1 . # .
(0 u?3? — 2327 = y2y3 qui détermine L/K — N/K
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Apreés identification différentielle, on peut trouver les équations

Aoyl = e
2 = qui détermine M/K — N/K

|
oo

qui est le systéme recherché.
On pourra vérifier que le degré de transcendance du premier systéme est 2 tandis que
celui du second est 3.

Remarque : On voit donc dans cet exemple que la condition diff ird N/ K = diff trd L/ K
est une condition suffisante mais non nécessaire d’existence du corps M et dounc de la
solution du probléme de poursuite a droite.

Exemple : On prend deux systémes avec pour entrée u et des sorties (y!, y?) et (2%, 2?)
respectivement.

On se pose le probléme de passer du systéme EDP non-linéaire y*3! — u = 0 au systéme
linéaire modele 2 — u = 0 par une transformation sur les sorties.

Donc un probléme de poursuite de modeéle a droite 2! = y?!
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APPLICATIONS ALGEBRIQUES
DIFFERENTIELLES:

Nous allons essayer de présenter ici quelques exemples de systémes de théorie de controle
aux EDP traitées grace l'algebre différentielle.
La variété des domaines d’application montrera I'utilité de ces méthodes.

II1.1 TOURBILLONS DE BENARD

On adopte les notations du chapitre précédent en les adaptant au cadre algébrique.
On désigne par (z', 2% z°) des indéterminées différentielles formant le corps de base
K = @ < 2',2%,z% > et cing inconnues qui sont successivement la température 4,
la pression 7 et la vitesse ¥ = {v},v%,v3). On pose § = (0,0,—g) pour le champ de
gravitation.

Le systéme est le suivant:

617 = 0
Av — 9_@'67&' =0
Af — g.0 = 0

Ici chacune des variables (6, , o', %%,%°) vérifie une EDP indépendamment des autres
variables. On a donc:

Proposition III.1.1 diff trd N/K = 0 = toute observable est contrainte.

Démonstration : On utilise le fait que diff ird N/ K = caracteére d’'indice n du systéme
de contréle. Toute la difliculté est de prendre en compte le fait que le systéme de
Boussinesq n’est pas formellement intégrable. Ceci est évident car toutes les variables
sont solutions d’au moins une EDP indépendante des autres variables o
Remarque : La détermination du ni€Me coractére permet d’éviter la détermination des
EDP vérifiées par chacune des observables. Dans le cas présent, le fait que le systeme
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soit linéaire & coeflicients constants simplifie opération.
Le probléme suivant, non linéaire, est plus délicat a étudier.

I11.2 D YNAMIQUE DES CABLES

On reprend donc les mémes équations (algébriques) des cables et on les étudie grice &
I’algébre différentielle.

Soit z! = s I’abscisse curviligne le long du cable, z* = ¢ représentant le temps et w = (w;)
étant la métrique euclidienne standard sur R".

Les équations aux dérivées partielles des vibrations des cables sont les suivantes :

Fuey® = 9,(udyy")
wudy oyt = 1
Avec (y',...,y™) et u décrivant respectivement la position et la tension.

Ce systéme n’est pas formellement intégrable mais cependant on peut montrer que:

Proposition IT1.2.1 diff trd N/ K = 0 = toute observable est contrainte.

Démonstration :
Dans le cas m = 1, on peut directement la calculer. En effet on a:

Oy = 0,(ulsy) avec Oy =1

d’olt Oy = 0,ud,y + ud,y = dyu Jgsu = 0

Dans le cas général comme pour les équations des cellules de Bénard, on peut montrer
que toute observable est contrainte en montrant que le déterminant caractéristique a
Pordre 2 que voici:

(x1)*(x2 = x2)"
est de rang maximum donc le caractére of = 0. Et ainsi diff trd N/K = 0. o

Remarque : Dans les deux cas ci-dessus N est a lul méme la cléture différentielle
de K dans N. Au sens de notre définition, ces systémes de controle ne sont donc pas
contrélables.

II1.3 EQUATIONS DE MAXWELL

II1.3.1 1°T Groupe

6AE+-6)—ltg-=0,

.<]1
o
[
o
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La matrice 6 x 4 caracteristique est ici :

0 -X3 x2 Xx+ 0 O
xa O -x1 0 x4 O
-Xx2 x1 O 0 0 x4
0 0 0 X1 Xz X3

Son rang générique est 3 car Yo, Xi X feMeLione 3 418Meligne —

Le degré de transcendence différentielle de V'extension engendrée par (E, I§) solutions
génériques de ’équation de Maxwell est donc 6 — 3 = 3.

Ceci ne contredit pas le fait qu'on peut poser B=VAAE-= —%—f —-V.V puisque 'on
sait qu'il est possible d’utiliser la jauge de Lorentz V. A + %‘t—’ = 0 qui réduit & 3 le degré

de transcendance différentielle de I'extension engendrée par (A, V).

[I1.3.2 2iéme Groupe

- — aD - — =
V/\H—-—?=], V.D = p.
Le terme de source (p,J) est ici Pentrée alors que (H,D) caractérise la sortie. La
matrice caractéristique est alors :

( —X4 0 O . 0 -X3 X2 \
0 -x4 0 :xs O —X1
0 0 —X4 : —X2 X1 0
X1 X2 X3 0 0 o )

et son rang est encore 3 comme précédemment (dualité bien connue entre (E, B) et
(H, D) lorsque l'on utilise la présentation quadridimensionnelle de 1’électromagnétisme).
On peut extraire la matrice 3 x 3 suivante relative & D:

-x4 O 0
0 —X4 0
0 0 —Xa

qui est de rang 3.
Avec les notations habituelles pour les systémes de contréle,ona K = Qet diff trd N/L =
6 —3=3.

Puisque le systéme est inversible a gauche (; et p peuvent étre exprimés comme fonc-
tions différentielles de H et D), ona M = N et diff trd N/ K = 6.
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Le systéme résolvant déterminant L n’est autre que la condition de compatibilité
(conservation du courant):
B + V.f = (.

On a alors diff trd L/ K = 4 — 1 = 3 et on vérifie donc bien que
diff trd N/K = diff trd N/L + diff trd L/ K.
La détermination directe de diff ird N/K doit prendre en compte le fait que le
groupe d' équations de Maxwell n’est pas formellement intégrable, du fait de la con-
servation du courant. En rajoutant la ligne correspondante on trouve bien encore

diff trd N/K = (3+3+4)— (3+1) =6.

oléme

Exemple : Un autre exemple intéressant lié au probleme de Backlund est la correspon-
dance de Cole-Hopf transformant ’équation de Burgers:

9t + 99z — Vqee =0
ou v est la viscosité (on prendra v = 1) avec de la chaleur:
Pt — VPzz =0

ol v est la conductivité thermique (on prendra v = 1)
Dans cet exemple, on va montrer I'utilité du critere sur les idéaux premiers. Con-
sidérons les équations suivantes ou le systéme d’ordre 1 suivant:

Pq + 2pe = 0
4py+ (2. —¢*)p = 0

Ce systeme a pour symbole:

= 04t x
0t x

Uz
4U; + 2pV;

avec(U, V) un vecteur tangent au point (p, q) dans le symbole.
Le symbole d’ordre 1 est involutif, et donc le systeme est formellement intégrable. Cepen-
dant le symbole d’ordre 2 suivant:

U:rt = 0

2pVy, = 0
n’'est pas une variété fibrée, car on a une chute de rang suivant que p = 0 ou pas, et
donc d’aprés le théoréme sur les idéaux premiers, cet idéal différentiel n’est pas premier.

En effet, on vérifie que p(q; + ¢¢; — vq,,) appartient a I"idéal en dérivant la premiere
équation par rapport a ¢, la seconde par rapport a x et en soustrayant.

On peut montrer aussi :

Proposition I1.3.1 diff trd N/K = 0 et donc que toute observable est lice.
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Démonstration : Par élimination différentielle, on peut montrer que p et ¢ vérifient
respectivement les équations aux EDP suivantes:

gt + 99z — ¢zz =0 et Pt — Do =0

On peut le vérifier directement en calculant le caractére d’indice n de N/K qui est ici

Iy

trivialement zéro. &



CHAPITRE IV

THEORIE DES GROUPES ET
CONTROLABILITE
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Le but de ce chapitre est de montrer, dans le cas des systémes de contréle classique,
le lien existant entre le groupe d’invariance (sur I’état ou la sortie) déja rencontré au
chapitre 1] et la contrdlabilité (faible/forte). L’étude du groupe, méme dans ce cas,
fait appel a des résultats délicats de la théorie des systétmes EDP. Plusieurs exemples
et contre-exemples illustrent ces propos. L’extension de ces méthodes a la théorie du
contréle aux dérivées partielles semble possible mais nous n’avons pas pour instant de
résultats généraux. Cependant, nous montrons sur un exemple que, méme dans le cas
classique, les groupes d’invariance en jeux peuvent étre des pseudogroupes de Lie, c’est-
a-dire des groupes de transformations définies comme les solutions de systemes EDP.

Plus précisement, soit un systéme de contrdle classique de la forme:

¥ = f(y) +9(y)u.

Nous avons introduit au chapitre [ les distributions de champs de vecteurs D{faible) et
A (forte) liées par la relation D = f + A. Nous avons montré comment la controlabilité
formelle était liée ala distribution A. Dans ce chapitre, nous allons montrer, au contraire,
que Pinvariance du systéme en y est déterminé par D), ce qui prouve que la relation
existant entre D et A est une simple coincidence puisque les concepts conduisants a ces
deux distributions sont différents.
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INVARIANCE

Si on se donne un systéme de contrdle aux dérivées partielles ®7{z,u,,y,) = 0 d’ordre ¢
entre les entrées u et les sorties y, on peut chercher toutes les transformations préservant
z et u, de la forme § = g¢(y) qui laissent invariant le systéme, c’est-a-dire telles que
®7(z,u,,7,) =0.
Les deux exemples suivants, montrent comment étudier le probléeme en général et four-
nissent la réponse a la question de savoir quel type de groupe on rencontre.
Exemple :

(z,u,y) Yooz — UYz = 0.

On a successivement:
Uz =
?7::: =

2l
' w2
)

w | =g
e

2

93
{ 33} y.’t.’r
2 = -
yl')s + 3%;%1,’:%: + %yzrx-

2
&
N’

Urzz =
En remplacant dans y,., — uy, = 0, on obtient:

Py, 5, 00
T 3_ e = 0
3y3(y )+ Tyl

Comme ceci doit &tre vrai Vy, ¥, ., yzz, on doit avoir:

3ty 2°g

=0 5=0

et ainsi § = ay + b avec a, b constants. On trouve ici un groupe de Lie a 2 parametres
(a,b) agissant sur 'espace des sorties. L’exemple suivant montre que cette situation est

trés particuliere, méme en théorie du contréle classique, comme nous le verrons plus loin
sur un autre exemple.
Exemple :
(z,u, ', y%) vy —u=0.
_ aF
On a 3! = 3—;‘;;3/’; et donc:
gt oyt
.2 1 2
- —yz) —u=~0.
] (aylyz + 392 Ya)

134
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Comme ceci doit &tre vrai Vu, par identification on obtient: 52%’5 =y?, gj2%§; = 0. Par
chance, on peut intégrer ces équations et obtenir:

7' =g(y"), 7* = y*/(0g/0y")

De plus, on remarque que le systéme EDP obtenu a partir de 'EDO donnée n’est pas
formellement intégrable.
En effet, en dérivant la premiére équation par rapport & y? et la seconde par rapport &
y!, on obtient:

7,5 _

', y*)

ce que 'on peut vérifier directement.

I.1 PSEUDOGROUPES DE LIE

Ce qui précéde montre donc que, d’ou qu’on parte d’EDO ou I’EDP, 'important est de
faire des éliminations convenables conduisants & un nouveau systeme d’EDP qui est tel
que toutes les transformations solutions conservent le systéme de controle donné. On
obtient donc:

Définition 1.1.1 Un pseudogroupe de Lie est un groupe de transformations qui sont
toutes solutions d’un méme systéme EDP.
On dénotera par I' C aut(Y) un tel pseudogroupe de Lie.

Les pseudogroupes de Lie sont encore trés mal connus des mathématiciens apliqués et
a notre connaissance, n’ont pas encore été introduits de fagon générale en théorie du
controle.

Pour étudier plus facilement I', on est amené a considérer des transformations proches
de l'identité, c’est-a-dire a poser § = y + tn(y) puis a linéariser en ¢t le systeme de
définition. On peut alors montrer que le nouveau systéme linéaire définissant ce que l'on
appelle les ”transformations infinitésimales” est tel que si deux champs de vecteurs 5*
et n? sont solutions, le crochet [n',7?] est aussi une solution.

On dénotera par © C T(Y) une telle algébre de Lie, le plus souvent de dimension
infinie.
Exemple : L’exemple précédent donne le systéme linéaire involutif suivant:

on? ont on' | ont
2 2 =0 —— —p e— =10
Vg T =0 By 51 T oy

que 'on peut intégrer aisément, ce qui n’est pas le cas en général.
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I.2 CENTRALISATEUR

Dans le cas général, on peut définir une autre algébre de Lie:

Définition 1.2.1 On définit le centralisateur C(©) par:
C(©)={CeT|[,n]=0,Vn € 6}

On peut montrer () que si I' est transitif, c’est & dire ne comporte pas d’équations de
définitions d’ordre zéro, alors dim C(0) < oo.
Exemple : Dans le cas précédent on obtient:

C{0) = {\y*8/8y*|\ = est}

algébre de Lie du groupe des homothéties sur y2. Ainsi dans le cas général, un premier

probléme est de savoir si le groupe d’invariance est un pseudogroupe de Lie (infini) ou
un groupe de Lie {fini). La réponse, délicate, est donnée par le théoréme du chapitre
IIqui montre qu'un systéme formellement intégrable est de type fini si et seulement si sa
variété caractéristique est réduite & zéro (On utilise pour ce critére le systéme linéarisé,
aprés U'avoir rendu formellement intégrable).
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ALGEBRE DE CONTROLE

I1.1 CONTROLABILITE FAIBLE

Nous allons maintenant appliquer ces résultats au cas des systemes de controle classiques
de la forme y* = f'(g) + g'u", on en déduit alors les EDP suivantes:

T a7
3—;',;f"‘(y) = /(9), -a%gf(y) = ¢'(9)

Comme précédemment, il est essentiel de noter que ce systeme n’est pas en général
formellement intégrable.
Pour le voir, nous allons d’abord le linéariser en obtenant:

oy af*(y) an! dg(y)
k ; k \ — k k [l -

c’est-a-dire [n, f] = 0, [n,9,] = 0. Pour rendre le systéme formellement intégrable, on
est obligé de saturer les crochets..., c’est-a-dire d’introduire la distribution D telle que
[7, D] = 0. Si 'on note C l'algébre de Lie de contréle, c’est-a-dire la plus petite algébre
de Lie sur les constantes engendrées par (f, g, ), on obtient alors C = C(©), ce qui montre
Porigine trés générale de ces concepts.
Exemple :

(z,u,9",9°)  wa=v'+u,yl=ay +u, a=cste

Des calculs pénibles mais sans difficulté montrent que:

1 1 2 2

a # 0,1 = ¢y = z, Yy =
a =0 =y = 24y, v = 2?
a =1 = y = 2d24+A\Na' -2H)+ T y? = 22 - Azt -2+ T

avec A, p, v = cste.
On a donc un groupe d’invariance de type fini.

Exemple :
(z,u,39%9")  wm=vu,yi=9,yi=u

137



138 PARTIE II. ALGEBRE DE CONTROLE

On obtient alors le systéme involutif:

31 1 131 31
By v TV T Ty
on? 1on 2 _
5y2 y y33y1 ?y . -
3 2 _. o _ 8 _
U ’ oyt T 9y _535 -

qui est de type fini.

Dans le cas général, le symbole d’ordre 1 est donné par les équations:
{vilk*(y)vi = 0, h € D}

Ainsi le covecteur ¥ = ypdy* est caractéristique si et seulement si A*(y)xx = 0, ce qui
montre:

Théoreme IL.1.1 Un systéme de contréle affine admet un pseudogroupe d’invariance
de type fini si et seulement st rang D = nombre de sorties.

Nous allons affiner ce résultat en cherchant sous quelles conditions I’ est réduit a
P’identité ou, plus particulierement, @ = 0.

Pour ce faire, on remarque que, si [, h] = 0 VA € D et si {h;} engendre D, on a

h = M(y)h;, Vh € D.

Par suite [, k] =0, [7,h] = 0 = (n.A)h; = 0, d’oti on en déduit n.A" = 0si D est de
rang maximuin.

Définition I1.1.2 Les fonctions A(y) sont appelées fonctions stationnaires et C est dit
stationnaire si la seule solution 1 du systéme précédent (équations d’ordre zéro pour ©)
est la solution nulle.

Corollaire I1.1.3 Le groupe d’invariance sur les sorties d'un systéme de contréle affine
est réduit q lidentité si et seulement si D est de rang mazimum et C est stationnaire.

1.2 APPLICATION:

Dans le cas de systeémes linéaires de la forme y, = Ay + Bu, si le groupe est réduit
a l'identité, il doit ’étre en tout point, en particulier en y = 0. Ainsi la distribution
A = (B,AB,..., A" B) de vecteurs-colonnes doit étre de rang maximum et le systéme
doit étre contrdlable. Bien entendu, ce n’est pas suffisant et il faut alors, en posant
Ay = M(y)hy, que n.A" = 0. Mais dans ce cas les by sont des champs de vecteurs de
composantes constantes formant une sous-matrice carré H inversible de A. On a donc
A = H~!Ay en notation matricielle et on doit donc avoir H~1An = 0, c’est-a-dire An = 0
dont la solution ne peut se réduire a zéro (cas stationnaire) que si det A # 0.

Exemple : Dans I’exemple linéaire précédent, on a det A = ¢, det(B,AB) = a — 1 et
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le groupe d’invariance est réduit a 'identité lorsque a # 0, 1.

Remarque : Si ’on transforme un systéme d’ordre supérieur en un systéme du premier
ordre en prenant pour état certaines dérivées de la sortie, on peut prolonger ainsi le
groupe d’invariance pour obtenir celui de la représentation canonique.

Exemple : Dans le premier exemple, on peut poser y! = v, ¥* = y,, y* = y., et on
obtient:

v = y°
v = y°
v, = y'u
dont le groupe d’invariance est
gl o= ay +b
7 = ay?
7P o= a

Ce groupe est obtenu en prolongeant le groupe § = ay + b jusqu’aux jets d’ordre 2. Les
crochets successifs conduisent aux 3 champs:

y*01 + 40y, y* 03, —y*0; + ¥°0s

et au crochet supplémentaire y28;.

Ainsi I’algébre de Lie de contrdle peut étre engendrée par y29; , ¥°9,, y20; avec la fonc-
. . N 2

tion stationnaire %5-

Contre-Exemple : La procédure inverse n’est pas possible.
Ainsi,en partant du systéme y! = y? + u, y* = ay' + u et en posant y =y,
on a Yzr = ay + u + u, dont le groupe d’invariance est

a = 0 =
a # 0 =

La valeur critique o = 1 n’apparait pas ici.

= y+a
=Y

L=~

Nous espérons que les quelques résultats présentés montreront la nécessité dintroduire
les pseudogroupes de Lie en théorie du contréle (ordinaire ou partiel) et d’utiliser t la
théorie formelle des EDP pour leur étude.
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CONCLUSION

La théorie du controle classique a commencé par étudier les systemes d’équations différentielles
linéaires en les considérant soit comme des systemes dynamiques dépendant de 'entrée,

soit comme des relations fonctionnelles entre I’entrée et la sortie. Dans ce cas on a utilisé

les méthodes de I’algebre linéaire.

La théorie du controle a, ensuite essayer d’étendre ces notions au cas de systemes
EDO non linéaires, en utilisant alors les méthodes de géométrie différentielle. On remar-
que alors que cette extension peut étre faite de plusieurs facons et conduit, en particulier
aux concepts de contrélabilité forte et faible.

Ce n’est qu’au cours des neuf derniéres années que plusieurs tentatives formelles nou-
velles ont vu le jour, grace notamment a 1’algebre différentielle.

1l était donc tentant de savoir si ces résultats, établis pour des EDO, provenaient en fait
de résultats valables pour les EDP.

Nous espérons avoir convaincu le lecteur que la réponse a cette question est atfirmative
a la condition cependant d’utiliser des mathématiques nouvelles. Méme si ce point est
bien établi, il ne faudrait pas cependant penser, qu'une approche aussi générale permet-
tent de résoudre tout probléme de théorie du contrdle aux dérivées partielles. Un point
essentiel a noter, est que, méme si le point de vue algébrique, culminant dans P'utilisation
de l'algebre différentielle, permet une nouvelle approche formelle de la contrélabilité, deux
problemes se posent alors:

1. L’approche algébrique est simplement utilisée pour conduire & un mode de pensée
spécifique que I'on adapte ensuite au cadre différentielle. Ainsi, 1l faut distinguer
la contrélabilité "algébrique” de la contrélabilité (tout court ou différentielle).

2. Méme si nous avons retrouvé et clarifier les tests formels permettant de vérifier la
contrélabilité dans les cas connus, un test général reste & découvrir (si tant est qu’il
en existe un en général !).

Parallélement a la théorie du contréle, il existe des problemes inhérents aux tech-
niques de calcul formel utilisées. Ainsi, P'algébre différentielle est pour linstant tres
largement dépendant du systéme de coordonnées et les méthodes formelles d’élimination
doivent étre encore améliorées.

141
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Nous espérons avoir au moins apporté un point de vue nouveau sur des questions
classiques de théorie du contréle tout en montrant 'utilité de la théorie du contréle aux
dérivées partielles et la nécessité d’introduire le calcul formel sur ordinateur dans ce
nouveau domaine des mathématiques appliquées.
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{c2) derivabbrev:true$
‘"Time= 4 msec.

(¢3) lit(y,m):=block([k],k:makelist(concat{y,3}), 3, 1, m), k¥ } $
Time= 9 msec.

(c4) dependre(x, y, n, m) := block([l1,12,13],

11 : makelist(concat(x, i), i, 1, n),12 : makelist(concat(y, 3J), 3, 1, m}),
13 : depends(12, 11}))$

Time= 6 msec.

(c5) x:1it(x,3):
Time= 133 msec.
(d5) [x1, x2, x3j

(¢c6) p:lit(p,2):
Time= 45 msec.
(d6) [pl, p2]

(c7} depends(p,x):
Time= 7 msec.
(a7 {pl(x1l, x2, x3), p2(xl, x2, x3)]

(c8) depends (y,X);
Time= 4 msec.
(d8) [y(xl, x2, x3)]

(cS) p:{diff(y,x3,2)-x2*diff(y,x1,2),diff(y,x2,2)1];
Time= 73 msec.

{d9) ly - X2y Py ]
x3 x3 x1l x1 ®2 x2

(c10) pl:pll]:
Time= 6 msec.
(d10) Y - X2y

(cll) p2:pl2];
Time= 5 msec.
(di1} Y
X2 %2

{cl2) hO:{diff(y,x1),diff(y,x2),diff(y,x3)];
Time= 32 msec.

(d12) by vy » v 1
X1l x2 x3

(c13) union({a):=block({g,m],m:length(a),g:(},for i:1 thru m do
( g:appendl (g,afi]l) ) ,g )%
Time= 7 msecC.

(c14) appendl (12,11):=block({1,rl,r2},1:12,rl:1length(ll),r2:1ength(12),
for 1:1 thru rl do (if not (member(11({i],12)) then l:endcons(l1l{ii,1l)),1)S$
Time= 7 msec.

(cl5) diftl(y,x):=block([a,v,m],m:length(y),for j: 1 thru m do
(b3} :makelist (diff(y(3],x[1]),4i,1,n)), v:makelist(bijl,j,1,m} ,a:union(v))s$
Time= 6 msec.

(cl6) dift(y,x,n):=block([a,v,m],m:length({y),for j: 1 thru m do
(b[j] :makelist (Aiff(y(J],x{i]),1i,1,n)), v:makelist(b[ij]l,3,1,m) ,a:union(v)}$
Time= 7 msec.

(cl17) difg(y,q,x,n):=block([f,h],h:1it (h,q),h{l]:y,
for j: 2 thru q do (h{j]:dift (h(j-11,x,n) ),£f:hiql)$
Time= 7 msec.

(c18) difp(y,q,x%,n):=block({g,h},g:lit{g,q).g[l]:y,for j: 1 thru g do

(g[j]:difg(y,J,%x,n)), h:g{q])$
Time= 7 msec.



(c19) difpu(y,q,x,n):=block({g,h],g:1it(g,q),g{1]l:y,for 3: 1 thru q do
(gljl:difg(y, j,x,n)),hiunion(q))$
Time= 7 msec.

{c20) union3(a):=block({g,m],m:length{a),qg:(],for i:1 thru m do

( g:append{(g,ali]l) ) ,g )$
Time= 8 msec.

{(c21) vli:difpu(p,6,x,3)$
Time= 538009 msec.

{c22) ul:difg(h0,7,x,3)$
Time= 22370 msec.

{c23) length(ul):

Time= 4 msec.

(d23) 36

(c24) length(vl);

Time= 4 msec.

(d24) 112
(c25) rl:rank( coefmatrix(vl , ul } ):

Time= 78152 msec.

(d25) 32

{(c26) w2:4ifg(h0,8,x%x,3)$
Time= 32144 msec.

(c27) vZ:difpu(p,7,%,3)$§
Time= 112054 msec.

{c28) r2:rank( coefmatrix{ v2 , u2) }:
Time= 147279 msec.

{d28) 41
{c29) u3:union([ul,ul):;

Time= 3077 msec.

{d29) [y r Y 7
x1l x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 x1 ®1 x1 x1 %1 x2

r Y r Y
®1 x1 x1 x1 x1 x1 x3 x1 x1 %1 x1 x1 x2 %2 x1 x1 x1 x1 x1 x2 x3

¥ r Y r Y ’
®1 x1 %1 x1 x1 =3 x3 x1l x1 x1 x1 %2 x2 x2 x1 x1 x1 x1 x2 x2 x3

Y r Y r Y
x1 =1 x1 x1 x2 x3 x3 x1 =x1 x1 x1 k3 x3 x3 X1 x1 x1 %2 x2 x2 x2’

Y 'y -Y 4
x1 x1 x1 x2 x2 %2 x3 1l x1 x1 x2 x2 x3 x3 x1 x1 x1 x2 x3 x3 %3

V4 r Y r Y
x1l x1 x1 x3 x3 %3 %3 X1l =1 x2 %2 x2 %2 x2 %1l x1 x2 x2 x2 %2 x3'

y l'y Iy r
xl x1 x2 x2 %2 %3 x3 x1 x1 x2 x2 x3 x3 x3 x1 x1 x2 %3 %3 x3 x3

EOP

%1l %1 x3 x3 x3 %3 X3 X1l x2 x2 %2 %2 x2 x2 x1l %2 x2 X2 x2 x2 x3
X1l %2 x2 %2 x2 %3 %3 X1 =2 %2 x2 x3 x3 x3 ®1 x2 x2 x3 %3 %3 %3
x1 %2 %3 x3 x3 %3 %3 x1 %3 %3 x3 23 x3 x3 X2 x2 %2 %2 x2 %2 %2

X2 %2 x2 %2 ®2 %2 %3 %2 %2 x2 x2 %2 x3 %3 X2 %2 %2 x2 x3 x3 =3



&ime= 5898 msec.

[ 0 0 0 0 0 c 0 6 0 0 0 0
Eo 0 0 0 0 0 0 00 0 0 O
%o 0 0 0 0 6 0 0 0 0 0 0 O
Eo 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 O
Eo 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0C 0
%o 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0
Eo 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 O
%o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

%-xZO 0 0 0 i ¢ 0 0 90 0 0

Eo 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 O

(d90) [
[ 0 =-x2 0 0 0 6 0 010 000
EOP

Eo 0 0 0 0 0 1000 0 0 O
Eo 0 -x2 0 0 0 0 0 0 10 00
Eo 0 ¢ 0 0 0 0 100 0 0 0
Eo 0 0 =-x2 0 0 0 0 0 0 C 1
Eo 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 O
Eo 0 0 0 =-x2 0 0 00 00 00
{o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
Eo 0 0 0 0 -x2 0 00 0 0 0 0
Eo 0 0 0 0 0 ©0 0 0 0 0 0 1

(c91) rank(%):

Time= 853 msec.
(dsl)

o O O

O [=) [e] (o] o < < o [w]
(RSP VPN PR P P W SRPR PRI W Iy S S PSPy e U W W S
¥

M b fed Bt St et B e bk b e Bt A d Aidd vt e fed d



(c64) rank{a3l):

Time= 24010 msec.
(d64)

{c65) r:{u,vi:
Time= 9 msec.
(d65) [u, v)]

(c66) depends(r,x):
Time= 12 msec.
(d66) [u{xl, %2, x3), v(xl, x2, x3)]

(c67) ml3:difpu(r,4,%,3)$8

*," {s not a prefix operator.

, **$** yml13 ;. difpu (r , 4, x,
Please rephrase or edit.

(c67) mi3:difpu(r,4,x%x,3)$
Time= 9269 msec.

{c68) length(mll):
Time= 4 msec.
{d68) 40

{c69) addcol (a3,ml3)5
Time= 1351 msec.

{(c70) length(de6S):
Time= 6 msec,.
(a70) 40

{c7]1) ad:addcol(ald,ml3)s
Time= 1354 msec.

{c72) length(transpose{ad)):
Time= 814 msec.
(d72) 53

(c73) triangularize(a4)$
Time= 54156 msec.

(e74) d72[40]:

{(¢?7) d473[40,53);
Time= 8 msec.

6 7
(d77) (8 v - 24 v -8 u ) X2 ~8 v x2
x2 x3 %3 x1l x1 X2 X2 %2 ®1 x1 x2
(c78) d77* (x2**(~6)):
Time= 15 msec.
6 7
(8 v - 24 v -8 u ) X2 ~8 v x2
x2 x3 =3 x1 x1 ®2 x2 x2 x1 x1 x2
(a78) — - e e e s e e e
6
x2
(c79) ratsimp(%):
Time= 1
(d79) -8v X2 + 8 v - 24 v - 8 u
xl x1 %2 ®2 %3 %3 x1l x1 x2 x2 x2

(cB0)



Time= 193 msecC.

- %2y

(d47) [y - X2y ' Y . Y ’
x3 x3 x1 x1 %2 x2 x1 x3 x3 x1 x1 ®1
y - X2 Y -y .Y -x2y r Y '
%2 x3 x3 %1 x1 x2 x1 x1 x3 x3 x3 x1 x1 x3 %1 x2 x2
Y r Y ]
x2 X2 x2 x2 %2 X3
(c48) b2:appendl (bl,£2)3
Time= 427 msec.
(c49) b3:appendl (b2,£3)3
Time= 957 msec.
(c50) b4:appendl (b3,£4)%
Time= 2155 msecC.
(c51) b5:appendl (b4, £5) %
Time= 4656 msec.
(c52) b6:appendl (bS, £6) S
Time= 9394 msecC.
(c53) length(b5):
Time= 4 msec.
(ds53) 112
(c84) length(bé):
Time= 5 msec.
(d54) 168
(¢55) k2:append(hl, h2);
Time= 7 msecC.
(dss) [y P r Y r Y P Y P Y ;Y ’
x1 x1 %1 x2 xl %3 x2 %2 x2 %3 x3 %3 x] %1 x1
Y r Y r Y r Y r Y v Y ’
x1 %1 x2 x1 x1 x3 ®x1l %2 x2 xl x2 x3 xl x3 %3 x2 X2 x2

Y r Y r Y 1
x2 %2 %3 x2 %3 %3 x3 %3 %3

(c56)
Time=

k3:append(k2,h3)$
8 msec.

(c57)
Time=

k4:append(k3,hd)$
8 msec.

(cS8)
Time=
{(d58)

length(k3):/
4 msecC.

(c59)
Time=
(d59)

length(k4);
4 msec.

(c60)
Time=

k5:append (k4,h5)$
8 msec.

(cel)
Time=

k6:append (k5,h6) 3
9 msec.

(c62)
Time=

k7:append(k6,h7)3
10 msec.

(c63)
Time=
(163)

length(k7};
6 msec.

(ced) k8:append(hS,h6) S

31

52

16l
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words
words
words
words
words
words
words
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used=13873%,
used=238741,
used=250029,
used=338840,
used=438848,
used=500064,
used=538867,

CERMA
/ Version 4.1 --- May 1987
> For on-line help, type

48 PAGES

help{):

[rank)

alloc=77824, time=19.23

alloc=122880,
alloc=129024,
alloc=143360,
alloc=202752,
alloc=235520,
alloec=235520Q,

time=28.32
time=29.93
time=36.05
time=41.78
time=46.95
time=50.15

" 5 6 S HE S & G ¢ "B S e TE® sm SO OS SE S8

words
words
words
words
words
words
words
words

used=75771839,
used=79862762,
used=79962769,
used=80021900,
used=80062910,
used=80162923,
used=802£63067,
used=80272038,

alloc=610304,
alloc=610304,
alloc=610304,
alloc=610304,
alloc=610304,
alloc=610304,
alloc=610304,
alloc=610304,

time=9758.
time=9770.
time=9782.
time=9794.
time=8799,
time=9811.
time=9824.

time=9829,

58

87
18 -

85
42
48
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. CERMA
Version 4.1 --- May 1987
for on-line help, type help():

{rank]}

words used=26€3498,
words used=275385,
words used=363513,
words used=463531,
words used=525425,

alloc=138264,
alloc=139264,
alloc=139264,
alloc=200704,
alloec=235520,

time=35.73
time=4(0.,17
time=48.65
time=54.83
time=60.28

...-..-.........‘.O........-..‘..‘-.

words used=221331845, alloc=966656, tﬁ' e=32915.13



(c59) coefmatrix({p, g, r, d8, 4%, 410, 411, di2, d13,d48,d49,d50,d51,d52,ds3,
4,d55,d56],

[diff(yl, x1), diff(yl, x2), diff(y2, xl1),diff(y2, x2),diff(yl, =1, 2), 48
diff({yl, =1, 1, x2, 1), diff(yl, x2, 2),

diff({y2, x1, 2), diff(y2, x1, 1, x2, 1), ciff(yz, x2, 2),
diff(yl,x1,3),diff(yl,x1,2,x2,1),diff(y1,x1,1,x2,2),diff(yl,x2,3),
diff(y2,xl,3),diff(y2,xl,2,x2,l),diff(yZ,xl,l,xZ,Z),diff(y2,x2,3)]):
Time= 5111 msec.
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(c60) rank(%):

Time= 1652 msec,
(d60)

[ 0 ] [ 4096 wl2 -~ 2048 v1l - 2048 u22 ]

(c44) %[18,19];:
Time= 4 msec.
(d44) 4096 wl2 -~ 2048 vl1l - 2048 u22

(c45) solve(%, [u,v,w,ul,u2,vl,v2,wl,w2,ull,ul2,u22,v1l,v12,v22,wll,wi2, w22]);
Time= 673 msec.
(d45) [[u = %r7, v = %rl7, w = %rlé, ul = %rl15, u2 = %rld4, vl = %rl3,

v2 = %rl2, wl = %rll, w2 = %rl(0, ull = %r9, ul2 = %r8, u22 = 2 %r2 - %re,
vil = %r6, v1i2 = %rS5, v22 = %r4, wil = %r3, wl2 = %r2, w22 = %rl}]
(c46) solve(ddd, [(wl2,v1il,u22]);
Time= 96 msec.
$rl9 + %rl8
(d46) [[Wl2 = ==wemcceeae- , V11 = %rlS, u22 = %rl8}]
2




tOURBILLONS DE BENARD 57=(0,0;-g,)41

.'\—; =0 (,mm)

Bovesinesq ( A'\-’? - 9? - -6‘"' =0 (Nwm-%>

b6 - .3 =0 cavy

(c5) mat:matrix ([0, x,d3,0,01,[9, v,0,d3,0],({% z,0,0,d3},[d3,0,0,0,81,10,0,%«y
2]}
Time= 43 msec.

[ 2 2 2 i P
[ 0 X z +y +x 0 0 ] W
{ 1
{ 2 2 2 )
[ 0 Y 0 z +y +X 0 ] 6___—”?
[ i
(d5) { " 2 2 2]
{ z Q G z +y +x ]
( ; —Vy
[ 2 2 2 )
[z +y + X 0 0 o ' ] ‘.__..._.9
[ ]
{ 0 0 - X -y -z ] e TL
(c6} determinant (%)
Time= 274 msec.
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
(d6) (z +y +x) (y{ly(z +y +x) =% y)+z (z +y +x))
2 2 2 2 2 22
+xXx (z +y +x) (x(z +y +x)—9‘x)

{(c10) ev(%, ((z**2)+(y**2)+(x**2))=lamda)’
Time= 123 msec.

2 2 2 2 2 2
(d10) lamda (lamda z + vy (lamda y - & y)) + lamda x (lamda x - & x)

(cl%) %/lamda;

Time= 8 msec.
2 2 2 2 2 2 2

(d15) lamda z + lamda y - % y + (lamda - 3 (lamda + 3) x

(c18) expand(die6):
Time= 70 msec.
2 2 2 2 2 2 2 72 2

2
{d18) lamda z + lamda y - % y + lamda x - & x

bt — A (A% - }Z(D«-«"Oaz)



