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Introduction : quelques généralités sur les systémes et ’identification 1

Chapitre 1

Introduction : quelques généralités
sur les systémes et ’identification

La théorie des systémes concerne le développement d’outils pour I'étude des correspondances
entrée-sortie dans des domaines aussi variés que la biologie (modélisation des fonctions neuro-
musculaires, contrdle du rythme cardiaque ... ), la chimie (colonnes de distillation, fours de
cimenterie, chaudiéres . .. ), les télécommunications {traitement des signaux, multiplexage, radars
... ), Pespace (stabilisation de satellites, déploiement d’antennes ... ), 'automobile (ABS, controle
de carburation, conirdle de suspensions ... ), la mécanique (controle des robots ... ), acoustique
(atténuation d’echo, sonars ... ), ’hydrologie (modélisation des réseaux de biefs, de barrages,
d’écoulements souterrains ... ) pour n’en citer que quelques uns, en essayant de formaliser des
structures communes i ces objets.

Un systéme est un objet composé d’éléments de différents types qui interagissent et produisent
des signaux observables. Parmi ces signaux, on appelle sorties ceux qui émanent du systéme. Le
systéme est en général soumis 4 des stimulations externes et on nomme entrées celles que Pon
maftrise. Les autres seront appelées perturbations.

v

[ “L-’i
— ey

FiG. 1 - u: entrée; y: sortie; v: perturbation.

Pour décrire un systéme il faut préciser comment les variables sont reliées les unes aux autres.
On appelle modele une telle relation. Les modéles peuvent procéder de formalismes différents et
des sophistications variables {50, 72, 35].

Pour des applications concrétes telle que Iautomatisation d’un processus industriel, 'auto-
maticien, ayant physiquement accés & certaines grandeurs caractérisant le processus, est ameneé
4 en faire une représentation mathématique adaptée aux besoins de la simulation et du contréle
de ce processus [63]. Le choix d’'un modele pose en régle générale le probléme du compromis
complexité-précision.

Pour mettre en équation la relation d’entrée-sortie du systéme, on dispose parfois de lois mé-
caniques, électromagnétiques ou autres régissant son fonctionnement interne (voir [23, Sect.I.1]).
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Souvent le probléme n’est pas pour autant résolu, soit parce que le modéle ainsi obtenu est trop
compliqué, soit parce qu’il faut estimer les valeurs numériques de constantes dont la mesure directe
n'est pas possible, soit les deux. Pour d’autres systémes tels que les colonnes de distillation, les fours
de cimenterie et les chaudiéres, les réseaux hydrauliques ou les dispositifs acoustiques et électro-
magnétiques par exemple, les phénomeénes mis en jeu sont complexes et leur analyse interne n’est
pas toujours envisageable; se pose alors le probléme de la détermination d’un modele imparfait
pouvant néanmoins rendre compte du comportement du processus. Cette approche, dite externe,
consiste & considérer le systéme comme une boite noire pour laguelle 'automaticien construit une
fonction de transfert reliant les excitations qu’il lui impose aux réponses que le systéme délivre {27,
Chap.9]. La construction d’un modele & partir de données entrées- sorties constitue 'identification
proprement dite. Zadeh écrivait en 1962 [81]: L’identification d'un systéme est lo détermination
sur la base de la connaissance des entrées et des sorties de ce systéme, d'un modéle mathématique,
appartenant & une classe de modéles fizés, ce dernier soumis auz mémes signauz test étant alors
éguivalent au systéme donné (/).

En pratique, le choix de la méthode d’identification est largement conditionné par la connais-
sance ¢ priori que 'on a du systéme. Selon la classe de modeles considérés, on utilise des méthodes
d’identification paramétriques ou non (voir {50, 72}).

Les méthodes paramétriques fixent a priori une classe de modéles de complexité bornée dé-
crite par un ensemble fini de parameétres et par certaines hypothéses de nature stochastique sur
le comportement des signaux et tachent a déterminer les “meilleurs” parameétres possibles. Les
méthodes non paramétriques ne bornent pas la complexité du modéle et s'attachent seulement a
obtenir une certaine précision.

Comme décrit dans [81, 50, 72|, I'élaboration d'un modele se fait généralement en trois étapes.
Une premiére étape permet de se doter de couples entrées-sorties définissant la réponse du systéme
& certaines excitations externes. Ces données sont généralement expérimentales, souvent bruitées
et incompletes. La seconde étape, qui consiste & définir la classe des modéles parmi lesquels une
solution sera recherchée, constitue Pétape clé de lidentification : ce choix prédéfinit les propriétés
et les comportements souhaités pour le modéle et guide aussi les algorithmes. La troisiéme et
derniére étape s’apparente i I'optimisation pour déterminer une "meilleure" solution au sein de
cette classe, qui correspond a celle dont la nature et les propriétés répondront au mieux aux
exigences fixées pour décrire le systéme initial.

A

Lorsque l'identification 4 partir des couples entrées-sorties conduit 4 des modéles trop com-
pligués pour simuler ou contréler eflicacement le systéme, automaticien réduit la complexité du
modele en restreignant le nombre de parametres intervenant dans la description du systéme. On
peut cependant perdre A ce stade certaines interprétations physiques.

Une classe importante qui nous occupersa dans la suite est celle des systémes dynamiques
linéaires et stationnaires, qui représentent une approximation ou une idéalisation de maints com-
portements physiques autour d’un équilibre. Cette linéarisation permet dans plusieurs cas de mo-
déliser convenablement le systeme en vue de son contréle, tout en fournissant des modeles faciles
a utiliser.

Une description mathématique des systémes dynamiques linéaires, stationnaires et causaux est
détaillée dans {27, 76, 73, 24, 7] . Un tel systéme est considéré comme un opérateur de convolution,
qui & Pentrée u : [0, +o0o{— R™ associe la sortie y : [0, +0o{— RP donnée par:

y(t) = / h(t - Yu(r) dr (1)

ot h: [0, 00[— RP*™ est la réponse impulsionnelle du systéme dont les colonnes correspondent for-
mellement aux sorties engendrées par des impulsions de Dirac appliquées aux diverses composantes
de Pentrée. On vérifie aisément que cette description est:

— linéaire en u,
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-~ stationnaire (un décalage dans le temps de entrée engendre le méme décalage de la sortie),

— causal (la sortie & P'instant ¢ ne dépend que des entrées aux temps 7 < ).

L’application u — y relie les propriétés de stabilité du systéme a la bornitude de la réponse
impulsionnelle (voir {27, 76, 73, 24, 7| pour de plus amples détails).

La transformée de Laplace H{s) de la réponse impulsionnelle k:

H(s) = /D et dt,

sur les conditions d’existence de laquelle nous reviendrons, peut étre vue comme la fonction ana-
lytique (& valeurs matricielles) dont la trace sur I'axe imaginaire est la transformée de Fourier
de h. L'usage de cette transformée permet de décrire P'action du systéme sur les transformées de
Laplace des entrées et des sorties comme un produit ordinaire. En effet, si on pose:

v = [Cetuwa e v = [ e,
o 0
on obtient:
Y(s) = H(s) U @)

sur Je domaine de définition commun A ces trois fonctions lorsqu’il existe. Cette propriété ultra-
classique autorise & traduire certains aspects de la stabilité du systéme en termes de fonctions
analytiques. Ainsi, si on définit la norme L' d’un vecteur ligne comme la somme des normes L' de
ses composantes et celle d’une matrice comme le maximum des normes L! de ses lignes, cependant
que la norme L™ d’un vecteur colonne est le maximum des normes L™ de ses composantes,
alors la remarque la plus élémentaire est sans doute que la norme d’opérateur (L>=([0, cc))™ —
(L>=([0,00[))? du systéme (1) n’est autre que la norme [{A{[z1(10,00[)- Un systéme dont la réponse
impulsionnelle est sommable est pour cette raison qualifié d’entrée bornée - sortie bornée. Soit
A(II*) Yalgebre du demi plan droit qui, par définition, est formée des fonctions analytiques dans
le demi-plan droit
It = {z € C;Re{z) >0}

et continues sur le demi-plan fermé IIT, y compris & l'infini. Par les propriétés bien connues de
la transformée de Fourier [70], les transformées de Laplace des fonctions de L*(]0, cc|) forment
une sous-algeébre de A(IT*) qu’on appelle 'algébre de Wiener W(II*). La propriété qu’un systéme
est entrée bornée - sortie bornée s’exprime 3 présent par le fait que sa fonction de transfert H
appartient & (W({IIT))F*™.

D’autres propriétés, plus fines, peuvent s’énoncer dans le cadre des espaces de Hardy H9(I1*).
Nous renvoyons le lecteur au §II-1 pour une définition de ces espaces, et il nous suffira dans la
présente introduction de savoir que ces derniers sont des sous-espaces fermés de LI(i R) dont les
éléments sont traces de certaines fonctions analytiques dans IT+.

Ainsi, pour 1 < g < 2 et 1/¢+ 1/¢" = 1, Pappartenance de h & (L([0,00]))P*™ entraine
celle de H & Pespace de Hardy (HY (II*))P*™. Symétriquement, si H appartient a Vespace de
Hardy (H(II*))?*™  alors h appartient & (L7 ([0, 50]))?*™. En effet, si f désigne la tranformée
de Fourier d’une fonction f : R — C, les inégalités de Hausdorff-Young s'écrivent :

Iflpe@ < Uflliaw), pour 1<q<2, (3)

cependant que la formule de Cauchy montre facilement que la tranformée de Laplace inverse d’une
fonction de H?(II*) s’annule pour ¢ < 0.

11 est intéressant de noter que si 1 < ¢ < 2, P'inégalité ci-dessus est stricte pour f % 0 (voir la
meilleure constante dans ces inégalités due & Beckner [14] et Babenko [5]). Lorsque ¢’ = 0, il y a
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parfois égalité (par exemple si f = e~" pour t > 0). Lorsque ¢’ = 2, il y a toujours égalité: ceci
n’est autre que la relation de Parseval.

Les espaces les plus utilisés dans ce contexte sont (HZ(II*))P*™ et (H°°{II*))»*™, on les
normes de la fonction de transfert admettent les interprétations suivantes qui toutes reposent,
d’une fagon ou d’une autre, sur lidentité de Parseval (voir [24, 50, 24, 72, 76, 7}).

Lorsque H appartient 4 H*(TI7)*™ sa norme L? est définie comme:

oo 1/2
. 1 ) )
|IH||L2(iR) = <—2_7_r/ trace{H*(Jw)H(]w)}dw) .

— O

Dans le cas ot H appartient 3 H*(IIT)P*™ ga norme L est définie comme:

[Hliz=r) = sup I|HGw)ll], (4)
weR
ot ||| - [i| désigne la norme d’opérateur C™ — CP. Il est alors facile de voir que
H=giry = sup  {[|Hull2am)} -

we{HA I )™
“u:l}(HZ{n-k})m =1

de sorte que cette quantité représente le gain
(L2([0,00)™ = (L2([0,])).

Pour le systéme de réponse impulsionnelle h et de fonction de transfert H, cette quantité, par le
théoréme de Parseval, est aussi égale 4:

oo 1/2
HH 2y = (/ trace{hT(t)h(t)}dt) : (5
0
St [H;] désigne la j-éme ligne de H, 'équation (1) conduit par I'inégalité de Cauchy-Schwarz &:
wp e < s {0k} £ Wi,
1gis EI“!!L?(;g,x{)Sl t20
ot |j - f|» symbolise la norme Euclidienne et ou la premiére des inégalités ci-dessus s’obtient avec

u(t) = [h 1T (=) /1Rl 220, cop)-

Nous voyons donc que la norme L? de la fonction de transfert est une quantité équivalente (égale
sip=1) au gain
(L3([0,00D)™ = (L%({0, 00])".

Une autre interprétation s’cbtient en considérant I'inégalité de convolution de Young:

if*gll. < fifilallgle pour 1<lg<co et feL?,geL avec 1/r=1/qg+1/1-120

(cf. [15, chap.4-(10)]), que l’on applique pour 7 = 2, ¢ = 2 et { = 1. Il s’ensuit par l'inégalité de
Schwarz que

sup  |ylizzosey < VmH| 2wy

210,00 =1

Par ailleurs, il découle de {7, chap.1] que

sup  |lwllcegoey 2= NHlz2¢imy-

“uHLl([o‘m[)=l
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Nous voyons donc que la norme L de la fonction de transfert est une quantité équivalente (&gale
sip=1) au gain
(L1([0,00))™ = (L*([0,00]))".

I existe une troisiéme interprétation, de nature probabiliste cette fois: si u(t) est processus de
Wiener, la variance du processus de sortie associé y(t), qui ne dépend pas de ¢ par stationnarité,
n'est autre que la norme L? de la fonction de transfert comme le montre le calcul simple suivant
ot E désigne 'espérance mathématique:

Ely(t)T y(t)] = E [ / / Rz{‘“‘Tm R (¢~ 7) h(t = o) du(a)}]
=5 [//R2trace{hT(t -~ 7Yh(t — o) du{c) duT(’r)}]

= /E;trace{hT(t —o)h(t —o)}do = “H“i:(ik)'

Si Pon applique au systéme (1), Pentrée u(t) = cos(wt) z (resp. u{t) = sin(wt) z) pour t > 0 et
pour z € R™, la sortie correspondante est

y(t) = Re (e“"t /Dt h{T)e ™" mdr) (resp. Im (ei“’t /Ot h{r)e ™~ xd‘r)) :

Lorsque h € L*([0,0c[), cette quantité est équivalente pour ¢ grand a Re (H(iw)e™! 1) (resp.
Im (H(iw)e** z)). Ceci fournit une méthode trés utilisée en pratique pour estimer expérimen-
talement la fonction de transfert d’un systéme entrée bornée - sortie bornée en des points de
Paxe imaginaire: il suffit de lui appliquer une entrée périodique et de mesurer Vamplitude et le
déphasage de la sortie correspondante, une fois le régime stationnaire établi.

Bien que la fonction de transfert soit un concept de prime abord plus abstrait que la réponse
impulsionnelle, il est remarquable qu’elle soit bien plus facile & quantifier. Un ensemble de couples
(1w, H(iw)), mesurés comme indiqué ci-dessus, constitue ce que P'on appelle des données harmo-
niques, ou encore des données ponctuelles en fréquence pour le systéme.

Notons que, jusqu’a présent, notre présentation n’a concerné que les systémes dynamiques dits
continus et dont ’évolution s’effectue en temps ¢ continu. Or, dans bien des cas, on est amené
4 considérer des systémes dynamiques en temps discret pour lesquels, néanmoins, les propriétés
établies ci-dessus admettent des équivalents.

Un systéme discret (linéaire, stationnaire et causal), peut, comme son homologue continu,
étre représenté par une relation de convolution qui 4 P’entrée {ux} : N — R™ associe Ia sortie
{yx} : N — R? donnée, pour k > 0, par

k
Yr = Zh'k«iui (6)

1==0
ot {hi}i>o : N — RP*™ est la réponse impulsionnelle (appelée aussi suite des parametres de
Markov) du systéme.

La transformée en 2 (analogue discret de la transformée de Laplace) de la réponse impulsion-
nelle {hy}r>o, définie formellement par (voir par exemple {27, Chap.8], {22, §1.3]):

H(z) = Y hiz*, (7)
k>0

est appele fonction de transfert du systéme et, si U et Y désignent les transformées en z de l'entrée
{ux} et de la sortie {y,}, on a
Y(z) = H(z) U(z),
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en tout z € C o ces trois fonctions sont définies (ou méme en tant que séries formelles).
L’introduction de {7) nous améne & considérer des fonctions analytiques 4 Pintérieur du disque
unité

D= {zeC; 7] <1}.

Certains auteurs considérent plutot U(1/z). Y(1/2) et H(1/z) ce qui donne lien 4 des fonctions
analytiques pour |z| > 1. Il s’agit 14 d’une simple convention.

Comme dans le cas continu, la norme d’opérateur (I®(N))™ — (I°°(N})? du systéme (6) est
égale & [|{hx }H|2vypxm ol les normes dans les espaces [7(N) vectoriels ou matriciels étant définies
comme précédemment.

Désignons par A(D) algebre du disque unité, formée par définition des fonctions analytiques
dans D et continues sur le disque fermé D {voir §1I-1). Les transformées en z de fonctions de I'(N)
forment dans A(D) la sous-algébre W = W(D) encore appelée algébre de Wiener. Ainsi la fonction
de transfert d’un systéme discret entrée bornée - sortie bornée appartient a YWP>™,

Soit HY = H9(D) V'espace de Hardy du disque unité I défini dans §1I-1. Soit T le cercle unité.
Si f désigne la transformée en z d’une suite {fi}:

flz2) = 3 fez¥,

x>0

les inégalités de Hausdorfl-Young s’expriment de la fagon suivante |25, thm.6.1}.

; ‘ 1<g<2
feH'?=>({fk} € IT(N) et {fill,s(N) < Hfl?um) pour { 1/:13_'1‘/(1,:1_
Réciproguement,
erm=(f € H' e flwm < 100) pouw { Aty

Comme dans le cas continu, ceci permet d’établir que 'appartenance de {hx} 2 (19 (N))P*™ en-
traive celle de H & (H?)P*™ et, symétriquement, appartenance de H & (HY )»*™ implique celle

de {hi} a (19(N)yP*™.

Des démonstrations similaires a celles présentées dans le cas continu, permettent d’établir dans
le cas discret les relations suivantes entre propriétés de stabilité du systéme (6) et bornitude de
fonction de transfert.

Tout d’abord, la norme de la fonction de transfert H dans (L®{T))?*™ est égale au gain entrée-
sortie du systéme (6)
)™ — (BN)F.

Par ailleurs. la norme H dans (L%(T))P*™ représente, grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz, une
quantité équivalente au gain

(PI)™ = (= m)”,

et aussi par (voir [4, thmb5.1]) au gain
@)™ = (BM)*.
Finalement indiquons que la norme H dans (L?(T))?*™ admet aussi une troisiéme interprétation

de nature probabiliste puisqu’elle correspond, comme dans le cas continu, 4 la variance du processus
de sortie lorsque I’entrée est un processus de Wiener.
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Comme pour le cas continu, la fonction de transfert d’un systéme discret entrée bornée -
sortie bornée peut étre estimée expérimentalement en des points du cercle unité par la mesure en
régime stationnaire de la sortie associé & des entrées périodiques. En effet, si ux = cos(0k) = (resp.
uy = sin{@k) z) pour k > 0 et pour x € R™, la sortie correspondante donnée par (6):

k k
yx = Re (e_’;ek Zh,e“”x) (resp. Im (e’wk Zhleielx)) ,
1=0 i=0

tend, pour k grand et si {hx }x>o € (W), vers Re (e7** H(e*?) x) (resp. Im (e~ *?* H(e'?)z). Un
ensemble de couples (e'?, H(e*?)) constitue ce que I'on appelle ici aussi des données harmoniques
ou des données ponctuelles en fréquence pour le systéme.

Pour en finir avec ces paralléles entre les cas continu et discret, indiquons qu’il existe un
automorphisme conforme entre fonctions de transfert en temps continu et fonctions de transfert
en temps discret. Plus précisément, si M désigne la transformation de Mtbius

i-3s

M . sellt —
1+s

=z€D,

du demi-plan droit IT* sur le disque unité D, cette application envoie, d’une maniére biunivoque,
Vaxe imaginaire : R {(domaine fréquentiel des systdmes continus) sur le cercle unité T (domaine
fréquerntiel des systemes discrets) . De plus M induit, 4 une constante multiplicative prés et pour
g > 1, une isométrie respectivement entre H9 et H?(II*) et entre A(D) et A(II") compte tenu de
[25, thm.10.1] (ou de [43, chap.8]):

e e gl = g 1 (1) € mar), 0
et
v € B & f) = s g(i:) e HY. (©)

Dans les deux cas, continu ou discret, un role particulier est joué par les fonctions de transfert
rationnelles qui tient au fait qu’elles représentent des systémes dont le comportement est régi par
des équations différentielles (resp. récurrentes) linéaires

z(t) Az(t) + Bul(i) ros Zr41 = Az + Buyg
y(t) i !

C z(t) Yk = Cuxy
ou A, B, C sont des matrices constantes dites respectivement matrices d'évolution, de contréle et
d’observation, cependant que z(t) € R* (resp. zx € R™) est une variable endogeéne appelée état du
systéme & 'instant ¢ {resp. k). La valeur minimale de n est le degré de McMillan de la fonction de
yransfert qui s’écrit dans ce cas:

(10)

H(s) = C(sIn—A)'B (resp. H(z) = C(zL,-A)"'B ).

La possibilité de calculer des lois de contréle en boucle fermée, c’est-a-dire procédant de l'ob-
servation de y(t), en résolvant des équations algébriques définies par A, B et C fonde Pextréme
importance de ce type de modéles [45, 44, 79, 21, 23]. Nous n’aurons cependant pas 4 nous en
préoccuper dans ce travail.

Le présent travail s’inscrit dans une approche non-paramétrique de l'identification des systémes
dynamiques, linéaires, stationnaires et causaux & partir de données entrées-sorties particuliéres que
sont les données harmoniques.
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Le caractére non-paramétrique de notre approche nous autorise a traiter les fonctions de transfert
composante 3 composante et 3 nous limiter au cas dit scalaire, c’est-a-dire au cas ol le systéme a
une entrée et une sortie: p=m = 1. Ceci sera toujours supposé désormais sauf mention explicite du
contraire. En conséquence, les caractéres p et m ne constitueront plus dans lo suite des symboles
réservés pour désigner les nombres de sorties et d’entrées, et nous les utiliserons librement. Tous
les systémes seront supposés dans la suite dynamiques, linéatres, stationnaires et causauz.

La contribution de ce travail & 1'identification fréquentielle consiste principalement a prendre
en compte le caractére local des données en fréquence. En effet, les modéles linéaires sont bien
souvent des approximations, & intérieur d’une bande de fréquence correspondant & celle qui
intéresse l'utilisateur, d'un systéme réel plus complexe qui exhibent un comportement non linéaire
aux fréquences élevées. Il en résulte que les valeurs de la fonction de transfert d’'un systéme réel
ne peuvent généralement pas étre obtenues pour des fréquences supérieures & une certaine borne
sans mettre en défaut ’hypothése de linéarité. Ainsi, dans les situations réalistes des problémes
d’identification, les données expérimentales ne sont disponibles que sur une bande limitée du
domaine de fréquence du systéme.

Ceci est, par exemple, le cas pour un probieme d'identification de filtre hyperfréquence qui
nous a été soumis par le CNES? et qui constitue & la fois une motivation pour la présente étude
et une validation sur des données industrielles des algorithmes que nous allons élaborer.

Le probleme tel qu'il est posé par le CNES consiste 4 déterminer une approximation rationnelle
de degré faible d’un filire passe-bande aux alentours de 11 Ghz a partir de 801 mesures expéri-
mentales de la fonction de transfert sur une bande de fréquences d’une largeur de 80 Mhz {voir
[55] pour une description détaillée). On se préoccupe ici de la construction d’un modele fidéle sur
une bande de fréquences mais de grande complexité; pour Vutiliser en pratique, il sera souvent
nécessaire de lui substituer dans un deuxiéme temps un modele plus simple typiquement obtenu
par approximation rationnelle de degré réduit ({30, 31, 22, 7, 18, 52, 28}).

Plus généralement, considérons un systéme en temps continu. Supposons que ses propriétés de
stabilité soient telles que sa fonction de transfert G € HP{II7), 1 < p < 00, et que I'on se soit doté
de mesures expérimentales {vx}1<r<n de G en les fréquences {{wx}1<r<n d’'un intervalle propre
Q de I'axe imaginaire i R. Ces valeurs {yx} sont supposées égales & {G(iwy)} & une perturbation
{additive) prés:

e = Giwe) + ki pour 1<k<n,

ot le bruit (éventuellement déterministe) {kx }1<x<~ appartient & [*°. Nous supposerons qu’aucune
statistique n’est disponible sur les erreurs {xz}, qui proviennent autant des défauts de mesure
que Jdu caractére erroné de 'hypothese de linfarité Quant 4 savoir comment de telles données
expérimentales sont obtenues et quant 4 ’analyse des perturbations dues au bruit et les hypothéses
sur la nature du systeéme que cela impliquerait, nous reportons le lecteur aux articles {38, 53} qui
abordent ces questions en détail dans le cadre de Iidentification robuste H>.

Par la transformation de Mébius M et les équivalences (8) et (9), on peut aussi bien poser
ce probléme en temps discret en associant 4 la fonction de transfert G introduite précédemment
la fonction de transfert discréte g € HP dont les valeurs approchées {ar}1<k<n, données aux
fréequences {zx}i1<k<n de Varc K C T, sont définies par:

o =1 __G(M
K o= Ma®) ¢ T [od) =grgm GMED oo m o
zy = Miwe) € K ar = glzk) +m (142 )27

Réciproquement, un probléme discret peut se transcrire dans le formalisme continu grce aux
formules ci-dessus gui sont inversibles.
Dans la suite, nous avons choisi de mener I’étude dans le cas discret.

1. Dans le cadre d’une convention de recherche [55] passée entrc le CNES (Centre Nationale d’Etudes Spatiales
- centre de Toulouse) et les projets MIAOU et SAFIR de I'INRIA-Sophia Antipolis.
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Indiquons d’abord que lorsque les données sont disponibles sur tout le cercle unité T (K = T)
et si {zz}x>o est dense dans T, le probléme d’identification dit robuste a été abordé ces derniéres
années par de nombreux auteurs dans I'espace de Hardy H= [34, 40, 56, 58|. Il consiste & trouver
une approximation g, = gn{61,...,a,) € H* qui converge vers la fonction g lorsque le nombre
de mesure n tend vers Uinfini et le niveau € du bruit tend vers zéro:

lim sup [ign —gllre(r) = 0. (11)

" — oo

emt [I7ilee<e

Les méthodes proposées pour la résolution de ce probleme sont basées sur des algorithmes en deux
étapes.

La premiére étape de ces algorithmes consiste 4 construire 4 partir des données a,,... ,a,, une
approximation ou une interpolation robustement convergente p,, continue sur T. La seconde étape
est alors la résolution du probleme de Nehari [80] associé & p, afin d’en déterminer la meilleure
approximation g, € H* sur L=(T).

Comme indiqueé dans [33], la convergence robuste de la premiére étape est indispensable pour
la convergence robuste globale de I’algorithme. Plusieurs techniques peuvent étre utilisées pour
construire p,. Citons par exemple, les séries de Fourier calculées sur des splines et corrigées par
les facteurs d’atténuation (voir [40, 38, 39}, mais aussi {37, sect. 3.2} et [34] pour de plus amples
détails sur les méthodes d’interpolation utilisant les transformations de Fourier rapide ou discréte,
... ), les ondelettes rationnelles & bases orthonormales {77], les opérateurs de Fejér et de la Vallée
Poussin {56, 53, 34] et la transformation de Fourier inverse et les fonctions fenétres {33].

Dans le cas particulier ot les points de mesure 21, ... , 2, sont équi-répartis sur le cercle T, les
méthodes précédemment citées en vue de Vobtention de p, sont simples. Comme détaillée dans
[56], l'utilisation des polyndmes de Jackson ou de la Vallée Poussin combinée avec une extension
de Nehari conduit 4 un algorithme robustement convergent quand le nombre de mesures augmente
et que le bruit s’atténue. Les polynémes de Jackson tels qu’ils sont définis dans [83] sont aussi
considérés dans [34] comme sommes de Césaro et dans {33] via certaines fonctions-fenétres. Ce-
pendant, lorsque les points de mesure ne sont pas équi-répartis, la premiére étape souléve quelques
difficultés {voir {58]).

Plus généralement, dans le cadre des espace de Hardy H?, 1 < p < o0, ce probléme pourrait
étre abordé par un algorithme en deux étapes dont la premiére serait similaire alors que la seconde
se formulerait comme un probléme extrémal dual (dont la version pour p = oo est le probléeme
de Nehari} pour trouver la meilleure approximation g,, de p,, dans HP. Malheureusement, hormis
dans le cas p = 2 ou elle correspond 4 une simple projection sur H?, la résolution du probléme
extrémal dans HP, 1 < p < oc, n’est pas en général constructive.

Revenons au cas des données partielles et bruitées sur X d’une fonction de transfert g et
adoptons I'idée d’un schéma global d’identification en deux étapes.

La premiére étape consisterait, ici aussi, & construire une interpolatior ou une approximation
pn, des données sur K. Cependant, la seconde étape, qui consisterait a trouver la meilleure approxi-
mation g, € HP de p, sur LP{K), souléve quelques problémes quant au comportement de g, sur
T\ K. En effet, puisque, par [10, Thm.1-2], le sous-espace .4}, (resp. Hf'K) des restrictions sur K
des fonctions de A (resp. HP) est dense dans I'espace C(K) des fonctions continues sur K (resp.
dans ’espace LP(K)), alors la fonction p, peut étre approximée avec une précision arbitraire par
des fonctions de A, (resp. de HI’; ). Mais, par la proposition {10, Prop.3], si p, n'est pas la trace
sur K d’une fonction de H?, 1 € p < oo, aucune suite bornée de H? ne peut converger vers p,
sur K.

Cette approche du probleme d'identification & partir de données sur une bande restreinte de
fréquences laisse apparaitre la nécessité de disposer, sur T \ K, d'information complémentaire sur
la fonction g ou d’imposer une certaine contrainte sur la norme de Papproximation g,, & moins de
négliger purement et simplement (!) le comportement de g, en dehors de K comme, par exemple,
dans le schéma réel proposé par [6].



10 Introduction: quelques généralités sur les systémes et 'identification

Plus généralement, un résultat da 4 Partington nous garantit que, si aucune information sup-
plémentaire n’est disponible sur la fonction g (données sur T \ K, ordre de g, ...}, il ne peut
exister d’algorithme robustement convergent sur tout le cercle unité T.

Une reformulation du probléme classique d’identification robuste H™ est alors nécessaire pour
traiter le cas ot les mesures ne sont données que sur une bande limitée de fréquences. Nous propo-
sons la. formulation suivante, qui constitue la particularité de cette thése, dans laquelle I'informa-
tion a priori sur la fonction g sur T \ K est introduite sous forme d’un comportement de référence
h € L=(T\ K) que la meilleare approximation g, € H* des données sur K doit suivre avec une
tolérance (positive} r € C(T \ K). Ainsi, sur T\ K, la fonction h nous permettra d’introduire la
connaissance que ’on a o priori du comportement de g ou de spécifier allure de 'approximant
tandis que la fonction 7 permet de pondérer cette information par rapport aux données expéri-
mentales sur K. Par ailleurs, nous continuons 4 exiger un schéma robustement convergent mais
cette fois-ci uniquement dans la bande de fréquences expérimentale c'est-a-dire sur K. Remarquons
que Uintroduction des informations h et r sur T\ K rend cette formulation tuned au sens de la
terminologie introduite par Nett et al. dans [40].

Plus précisément, soit K un sous-arc strict et symétrique du cercle unite T, défini par:
K={:0a<6<2r~a} o O<a<mw, avec T\K = {¥:~a<8§<a}.

Soit g une fonction de lalgébre du disque .4 (ID) qui représente la fonction de transfert d’un
systéme dynamique, linéaire, stationnaire, causal et stable en temps discret. Nous supposerons gue
la fonction g est donnée par ses valeurs? (ay = g(zk) + M) _, < pey, aUX 27 poOINts (2k)_, cre, de K
et entachées d'un bruit (n;)", appartenant a {*. De plus nous ferons ’hypothése que Ia fonction
g appartient & la classe des modéles dans laguelle nous chercherons une meilleure approximation
c’est-a-dire que g satisfait a priori la contrainte suivante sur T\ K :

lg(z) = h(z)] < r(z), pour z € T\K, (12)
ou h et r sont deux fonctions continues sur T\ K et r est telle que:

rett?)y = 0 et r(z) >0, vz € T\K.

L'identification robuste sur la bande de fréquences K consiste & construire, avec les données
{ar)~n<k<n, une approximation g, de g sur K qui converge robustement sur A au sens ou:

im  sup |ign — gllL~ky = 0;

T — D

e |l <e

nous imposons de plus que 'approximant g, respecte asymptotiquement la contrainte sur T\ K
c’est-a-dire:

Jim sup {Si{lgn(z')—h(Z)I—T(Z)}} < 0.

e—0 lnfie<e { 26T\ K

Pour résoudre ce probléme, nous avons développé un algorithme d’identification en deux étapes
que nous détaillerons au chapitre V.

La premieére étape consiste 4 construire une approximation p, des données: {ax} -n<i<n SUr
K et h sur T\ A. La construction de p, nous a donné P’occasion d’étudier, plus généralement,

2. Méme si elle n’est pas nécessaire du point de vue mathématique, la théorie des systémes induit la supposition
sur g et g, d'étre réelles et symétriques. Nous étendons cette hypothése sur le gabarit h de sorte que seules les
mesures sur @ < 6 < 7 sont indispensables. Les données sur 7 < # < 27 — a sont alors obtenues par conjugaison
complexe.
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Papproximation et 'interpolation robustes sur un sous-arc du cercle unité T. Dans le chapitre
IV, nous proposerons deux procédures simples d’approximation robuste 4 partir d’un ensemble
de points denses et non équi-répartis dans K [75]. La premiére est une procédure de moindre
déviation sur K et dont la convergence robuste est due aux inégalités de Bernstein et Markov. La
seconde procédure étend Vutilisation des polyndmes robustes de Jackson et de la Vallée Poussin
aux cas des points denses et non équi-répartis 4 ce cas.

La deuxitme étape se formule comme un probléme extrémal (dual) borné [10, 3, 11] dans H>;
ce dernier joue le méme role que le probléme d’extension de Nehari dans Videntification classique
sur tout le cercle. Nous montrerons, dans le chapitre V, que ce probléme extrémal (dual) borné
admet une solution explicite {11]. Dans le chapitre III, nous rappellerons les résultats concernant
le probléme extrémal borné (dual) dans H? dus & Baratchart et al. dans [10, 3] dans le cas o la
contrainte est partout constante sur T \ K.

Les fonctions » et r sont ainsi les deux parameétres du probléme extrémal borné et du pro-
bleme d’identification harmonique partielle. Leur ajustement nous permet de configurer V'allure de
Yapproximant sur K et sur T\ K. L’étude du probléme extrémal borné nous a montré que pour
chaque choix de A, Paccroissement de Vamplitude du gabarit r améliore la qualité de P'approxi-
mation sur K ; réciproquement, la diminution de I'amplitude de la tolérance » augmente Pécart
entre Papproximant et les données sur K . Finalement, une bonne intuition de la complétion A sur
T\ K diminue Pamplitude du gabarit r nécessaire & une bonne approximation des données sur
K. Ainsi, par un ajustement de h et r, il est possible de choisir un compromis entre la qualité de
Papproximation des données sur K et 1'allure de ’approximant sur T \ K.

Le choix simultané de ces deux paramétres est cependant un probléme difficile. Lorsque 'on
suppose le bruit petit, une voie possible pour déterminer 4 est de la chercher comme une fonction
de norme raisonnable qui étend les données 4 tout le cercle de fagon & ce que 'ensemble scit aussi
proche que possible de H*. Ceci ameéne naturellement & considérer pour tout 1 < p < oo, le
probleme quelque peu dual du probléme extrémal borné que constitue la meilleure complétion: la
recherche, pour f € LP(K) fixée, d’une fonction h € LP(T \ K) de norme au plus égale & C sur
T\ K telle que _

Ly I ; ; P
dist(f v h, HP) = helfﬂ(l%l\l() dist(f v h, HP),
firler i <C
ot f Vv h désigne la fonction qui vaut f sur K et h sur T\ K. Ce probléme sera appelée un
probléme de complétion analytique bornée dans H? et sera étudié dans le chapitre 111 pour p = 2.
Nous montrerons {12] que ce probléme admet une solution explicite et est équivalent au probléme
extrémal borné dans H?. La version H™ a été récemment résolue par [9].

Le dernier chapitre de cette thése sera consacré aux résultats numériques de cette étude. Les
logiciels ayant permis ’obtention de ces résultats sont développés en Fortran 90 sur la Connection
Machine CM200 de 'INRIA [74].

En résumeé, les principales contributions de cette theése sont le chapitre V, le probléme de
la meilleure complétion bornée H? traité 4 la fin du chapitre III et, dans une certaine mesure,
Pinterpolation robuste du chapitre IV.
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Chapitre 11

Approximation dans les espaces de
Hardy H?

En décrivant, comme nous 'avons déja indiqué au chapitre précédent, un systéme par sa fonc-
tion de transfert et lorsque Ventrée en est un signal périodique, les données harmoniques {expéri-
mentales) correspondent a4 des estimations de cette fonction de transfert en certaines fréquences
de la bande passante du systéme; ainsi le probléme d’identification des données fréquentielles
s'exprime, aprés une premidre étape d’interpolation ou d’approximation de ces données, comme
un probiéme d’approximation d’une fonction de ’espace de Lebesgue L*(T) ou de reconstruc-
tion d’une fonction de 'espace de Hardy H? A partir de sa restriction sur un sous-ensemble de
son domaine de définition (voir {40, 57, 8] pour plus de détails sur le lien entre les problémes
d’approximation dans H” et les problémes d’identification robuste).

Le probléme d’approximation dans H? des fonctions de LP(T) est toujours bien posé en vertu
des propriétés de fermeture et de compacité des espaces HP comme nous le rappellerons en section
1I-1, mais la qualité de cette approximation reste limitée puisque la distance & H? de toute fonction
de LP{T) est toujours positive & moins que cette fonction ne soit déja la trace sur T d’une fonction
analytique.

Dans ce chapitre, nous aborderons le probléme d’approximation des fonctions de LP( K’} par des
fonctions de HP sur un sous-ensemble strict K du cercle unité T. Aprés un glossaire sur les espaces
de Hardy, nous reprendrons de {60, 10, 2] les résultats de densité dans LP(K). Ceux-ci montrent
qu’il est alors possible d’imposer la qualité de approximation sur K en autorisant une plus grande
latitude de variation de la norme de cette approximation sur T\ K . Nous rappellerons ensuite sans
démonstration quelques procédures constructives d’approximation détaillées dans [68, 60, 78].

Les résultats de ce chapitre seront appliqués au probléme extrémal borné pour les cas p = 2 et
p = oo que nous étudierons au chapitre IIL

II-1  Glossaire sur les espaces de Hardy

Nous regroupons ici quelques définitions et propriétés relatives aux espaces de Lebesgue L7
et de Hardy H?. De plus amples détails ainsi que les démonstrations des résultats mentionnées
peuvent étre trouvés dans [25, 29, 46, 43, 70] pour les espaces de Hardy et dans {70, 13, 16] pour
les espaces de Lebesgue.

Rappelons que nous avons déja défini le cercle unité T, le disque unité I} et le demi-plan de
droite II* respectivement par:

T = {zeC; |z|=1}, D = {z€C; {z|<1} et II" = {2€C; Re(z)>0}.
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Soit f une fonction définie dans le disque D. Introduisons, lorsqu’elles existent, les moyennes
intégrales suivantes:

i 2w ) i/p
My(r. f) = {——/C if(rem)i”dé} pour 0<p< oo,

27
et
Mu(r,f) = sup [f(re')].
0<p <2
Alors P’espace de Hardy HP = H?(I}), pour 0 < p < oo comme ensemble des fonctions analytiques
f dans le disque unité D pour lesquelles la quantité M, (r, f) reste bornée lorsque r — 1. Sur H?,

pour 1 £ p < 00, on introduit les normes || - | g» suivantes:
Yfe HF, Ity = lin‘iﬁa‘p(r,f) = My(1,f), pour 1<p<oo,
et
VIEL™(ER),  Ifllieiry =  sup  [flrw)
= 00w oo

qui conferent & H? une structure d’espace de Banach pour 1 < p < ¢ {cf. {25, chap.3-Cor.1}).

Rappelons que H* est Pespace de Hardy des fonctions analytiques et bornées dans le disque
unité D. Nous noterons par A (D) l'algébre du disque D, sous-ensemble de H™ constitué des
fonctions continues dans le disque fermé D.

Soit LP(T), pour 0 < p < o<, ’espace de Lebesgue des fonctions définies sur le cercle unité T
et dont la puissance p-iéme du module est intégrable ; et soit L=(T) 'espace des fonctions définies
et essentiellement bornées sur T. Ces espaces LP(T), pour 1 < p < o0, munis des normes suivantes
I} - | 2o () définies par

1/p

. 1 27 o
VI Wlm = {3 [ WEepa) pour 0<p<oo,

et
VFEL®(T), fllieer = sup |f(e®)]
0<dC2n

sont des espaces de Banach (cf. [43, chap.1]).

Pour toutes fonctions v € LP{(A)} et v € LP(T\ K) pour 0 < p < oc et K C T, on notera
u V v leur concatenation dans LP(T) et qui vaut u sur K et v sur T\ K. Pour toute fonction
u € LP(T),0 < p £ 20, et pour tout sous-ensemble K de T, nous désignerons par w, sa restriction
sur K.

On appelle fonction extérieure de classe HP toute fonction F définie comme (cf. par exemple
|25, §2.4]):

27 it o
F(z) = 7 e}(p{-_;—7r A Z“ i; log ¥ (t) dt},

ot ¥ € R et o0 ¥ est une fonction positive de LP(T) et de logarithme intégrable. D’autre part, on
appelle produit de Blaschke toute fonction B de la forme (cf. par exemple {25, §1.4])

By = o Ll ez
g 1—dnz’

ol m est un entier naturel et o0t 3 (1 — |an|) < oc. Par ailleurs, on appelle fonction intérieure
toute fonction f € H™ et telle que [f(e*?)] = 1 p.p. sur T (cf. par exemple {25, §2.4]). Toute
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fonction intérieure admet une décomposition de la forme €'Y B(z) S(z) ot B(z) est un produit de
Blaschke et S(z) est une fonction de la forme

I oLit
S(z) = exp{——/ e“ i du(i)},
0 [ 4

avec u une fonction bornée non décroissante vérifiant u'(¢) = 0 p.p. Une telle fonction intérieure
S est dite singuliére.

Finalement, on rappelle que toute fonction f non nulle de classe H?, pour p > 0, admet une
unique factorisation canonique de la forme f(z) = B(z)S(s) F(z), ot B(z) est un produit de
Blaschke, S{z) est une fonction intérieur singuliére et F(z) est une fonction extérieure de classe
H? (avec ¥(t) = |f(e'*)]). Réciproquement, tout produit de cette sorte est dans HP [25, thm.2.8].

Rappelons que toute fonction f, appartenant & H? pour 0 < p < oo, admet une limite non
tangentielle f* dans V'espace LP(T) avec || fl{#» = || f*||»(7). Nous dirons que les traces (les limites
radiales) ou les restrictions sur le cercle unité T des fonctions de HF sont des fonctions de LP(T).
Réciproquement, la fonction f* € L¥(T), pour 1 < p < 00, est trace d’une fonction f € H? si son
intégrale de Poisson

' 1 [ ' 1-—72
18 w7 18
= — Pr — dt y (o = ; 3
fre®) 2% Joy Fe) (e = 6) avec Fr(6) 1--27 cos(B) + 72
est analytique dans le disque unité. De plus || f*[izs¢r) = || flla». Ceci permet de considérer les

espaces de Hardy HP, pour 1 < p £ 00, comme des sous-espaces, par ailleurs fermeés, de LP(T)
constitués des fonctions de LP{T) dont les coefficients de Fourier d’indices négatifs sont tous nuls.
Ainsi, on a par exemple

L*(T) ;-{ Z ap 2%, avec Z laxl? < oo} . H? = {Zakzk, avec Z[aklz < oo}
k=0 k=0

k=—o0 k=-—00

Lorsque p = 1 et si M{T) désigne espace des mesures complexes sur T, alors I'espace H'!
peut étre identifié, par le théoreme de F. et M. Riesz (voir [46, chap.VII.A}), avec le sous-espace
fermé et faiblement compact de M(T) constitué des mesures absolument continues sur T et dont
la densité est dans H*. (voir [29, The.3.6)).

[e.o] oo o0 oo
LNT) = { Z ar 2¥, avec Z ak<oo} . HY = {Zakzk, avec Zak <oo}
k=—o0 k=00 k=0 k=0
On rappelle que, pour 1 < p < ¢ < o0, les inclusions suivantes sont vérifiées:
H* ¢ HY ¢ H? ¢ H* e L®(T) c LYT) c L»T) ¢ LYT).

Soulignons que Uespace L*(T) (resp. H?) muni du produit scalaire < -,- >p2(7) défini par

\ 1 /" o T
Vfg € LXT) (resp. H?), < fig>am) = 5= [ f(e')gle:?)ds,

est en fait un espace de Hilbert. Dans les espaces L*(T) et H?, 'égalité de Parseval s’écrit

< Zak zk,Zbk 2* >ryry) = Zaka.
k k k
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Sur le demi-plan droit, on définit, de la méme fagon que les espaces HP, les espaces de Hardy
HP{II*). En effet, si f est une fonction définie sur IIT, on définit les moyennes intégrales

1 oo ) 1/73
My(z, f) = {5;/ |f(x+iy)|pdy} pour 0< p<oc,
et
Mu(z,f) = _ max |flz+iy)].

Une fonction f, analytique dans IIT, appartient a 'espace de Hardy HP(IT*), pour 0 < p < oo, si
la quantité My(x, f) reste bornée pour tout x > 0. Dans ces espaces HP(II*), les transformées de
Fourier jouent le méme réle que celui des séries de Fourier dans HP. La transformation conforme,
précédemment introduite an chapitre I, qui envoie le demi-plan droit sur le disque unité permet
de donner la forme équivalente suivante P,{t)} = E"lﬁ-’ du noyau de Poisson dans le demi-plan
II*. Grace 3 la transformation de Mobius, on définit, dans le demi-plan de droite I1, espace de
Hardy H>(II*) des fonctions analytiques et bornées dans IT, et I’algébre A(IL,} des fonctions

de H>*(II*) qui admettent un prolongement continu sur ’axe achevé imaginaire ¢ R.

Pour faciliter la lecture de cette thése, nous avons jugé utile de rappeler ici, en vrac, les
propriétés des espaces de Hardy et de Lebesgue auxquelles nous nous référerons dans la suite.

Quelques propriétés géométriques des espaces de Lebesgue et de Hardy

Proposition I1.1 [13, Part3-ch.l§1]
Les espaces LP(K ), pour 1 < p < o0 et K C T, sont stricternent conveze.

Proposition 1.2 [138, Part2-Chap.1-prop.1-2]
Soit C un sous-ensemble convexe et fermé d’un espace de Hilbert H. Il existe une projection P,
meilleure approzimation de H dans C, donnée par:

Ve H, 3y eC : y = Px et lz -9l = iggllx—zﬂ,
zE
ou, d’une maniére équivalente, par
Ve e H, Ny eC : y = Px et Re{z~y,z—y) <0 Vz e C.

Théoréme IL.1 (Théoréme de Banach-Alaoglu [16, Theo 111.15])
Dans le dual de tout espace de Banach la boule unité est faiblement compacte.

Lemme I1.1 [13, Part-2-Chap-11I]
Dans un espace reflexif, tout sous-espace fermé est reflexif. Par ailleurs, le dual d’un espace reflexif
est reflexif.

Lemme I1.2 /18, Part-2-Chap-II]
Pour 1 < p < o0, les espaces LP(T) sont reflexifs. Les espaces HP, considérés comme des sous-
espaces fermés de LP(T) sont aussi reflezifs. Les espaces L{T) et L>(T) ne sont pas reflexifs.

Proposition I1.3 [13, Part-3-Chap.lI-§1-Prop.8]
Les espaces LP{K), pour 1 < p < oo et K C T, sont uniformément convere.

Proposition I1.4 [13, Part-8-Chap.II-§1-Prop.5]
81 E est un espace uniformément convere, il existe une projection meilleure epprorimation sur
tout sous-ensemble conveze et fermé de E.
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Quelques propriétés analytiques dans les espaces de Hardy
Lemme I1.3 [29, Chap.lI-Cor.4.8]

Soit f € H?,1 < p < 0. 5 f s’annule sur un sous-ensemble de T de mesure positive alors f = 0.

Proposition I1.5 (Les problémes extrémauz pour 1 <p < oo [29, Chep.IV]
Soient 1 < p < oo et ¢ son indice conjugué. Soit H] = {g € H® : g(0) = 0}. Alors, la distance &
H? de toute fonction f € LP(T)\ HP est donnée par:
. df
/ fp_z_r_.! .

Il existe une unique fonction g € HP et une unique fonction F € H{ telles que

dist(f, H?) = inf |If —gllyr = sup
geEHT FeH}
HF([ga <l

1Fle =1 et [ PG = dislf, B?) = f = gl

Proposition I1.6 (Les problémes eztrémauz pour p = oo [29, Chap.IV])
Si f € H*, alors la distance de f @ H™ est donnée par:

a8
/TfF“zTr

Il existe une fonction g € H™, non nécessairement unique, telle que:

dist(f, H*) = |f — glln~ .

De plus, s’il existe une fonction F € H}, HFHHé <1 telle que

dist(f. H®) = inf_|f - gla== sup ot H = {geH': g(0)=0).
gEH > FGH&

1Fliga <1

dé
dist(f, H®) = /fF—-,
) T 27
alors la meilleure approzimation g € H™ est unique et

|f — gl = dist(f, H®) p.p..

Théoréme I1.2 (29, IV, thm.1.7]
Si la fonction f € H™ + C(T), il eziste une fonction F € H}, avec ||F|ly: = 1 telle que:

dé .
/fF—— = dist(f, H™)
T 2%
et il existe une unique fonction g € H™ telle que

f = gllme = dist(f, H>).

Théoréme I1.3 /29, IV, thm.2.1, thm.2.2]
Si la fonction f(8) est Dini continue, c’est & dire si le module de continuité w; de [ vérifie

/Eﬂf—(ﬂdt < 00
o 1 ’

pour un réel ¢ >, alors la meilleure approzimation g € H™ de f est continue sur T. De plus cette
condition ne peut étre relarée. En effet, si w(t) est une fonction continue et non décroissante nulle
en zéro (w(0) = 0) et sous additive (W(t1 + t3) < w(t1) + w(tz)) avec [ w(t)/tdt = oo, alors il
eziste une fonction f(0) € C(T) telle que ws(8) < w(8) et telle que la meilleure approrimation de
f dans H* soit discontinue sur T.
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Théoréme I1.4 (Théoréme de Runge [70, Thm.15.6])

Soit K un compact du plan et {o;} un ensemble qui contient un point dans chaque composante de
5?2 — K oi S? est la sphére de Riemann. §i Q0 est un ouvert contenant K alors pour toute fonction
[ analytique dans §1 et pour tout € > 0, il eriste une fonction retionnelle R, dont tous les poles
sont dans Uensemble {a;}, telle que

|f(z) — R(z)] < e, Vz e K.

Théoréme IL.5 (Théoréme de Mergelyan [70, theo.20.5])

Soit K un espace compact du plan compleze dont le complémentaire est conneze. Soit f une
fonction continue et & valeurs complezes sur K, holomorphe sur Uintérieur de K et soit ¢ > 0. 1l
existe un polyndme P tel que

|flz)— P2) < e, Vze K.

Théoréme I1.6 (Théoréme d’extension de Tietze- Urysohn (70, Theo.20.4])
Soit K un sous-ensemble compact d’un espace localement compact et séparé X. Soit f € C(K).
1l eziste une fonction F € C.(X) telle que F(z) = f(x) pour tout x € K.

II-2 Quelques résultats de densité dans L?(K)

Dans les espaces de Hardy H?. considérés comme des sous-espaces fermés dans les espaces de
Lebesgue LP(T), la distance & H? de toute fonction f de LP(T) est, par la proposition I1.2, positive
4 moins que f ne soit déja la trace sur le cercle unité T d’une fonction de H?. Sur un sous-arc strict
K du cercle unité T, cette propriété s’énonce pour 1 < p < oc¢ en terme de densité et le cas p= 00
présente quelques particularités dues au fait que la norme oo découple les comportements sur A
et sur T\ K.

Dans le reste de ce chapitre, A et T\ K désigneront respectivement la mesure de Lebesgue et
le complémentaire de 'ensemble K dans cercle unite T .

Rappelons par les théorémes 1 et 2 suivants, les résultats dus a Baratchart et al.:

Théoréme 1 (10, Thm.1]

Soit K un sous-ensemble du cercle unité T tel gue AT\ K) > 0. Soit 1 < p < co0. Alors
Vensemble Hl’; des restrictions sur K des fonctions de HP est dense dans LP(K). De plus, si
MEK) >0, alors Hf  # LP(K).

La démonstration de ce théoréme contient un certain nombre de mécanismes de base des espaces
de Hardy qu’il est intéressant de reprendre. Nous re-formulons ici avec quelques modifications la
démonstration des auteurs.

Démonstration du théoréme 1:

Supposons qu’il existe une fonction non nulle f de L?P(K) qui ne soit la limite dans LP{K)
d’aucune suite de fonctions de H c’est-a-dire telle que dist(f, H” ) > 0. Alors, si f v 0 désigne
la concaténation des fonctions f et 0, la distance dist{f v 0, H?) & H P de f v 0 est nécessairement
positive. Nous en déduisons par la {ormulatxon duale du probléme extrémal que {cf. propositions
I1.5 et I1.6), si ¢ est l'indice conjugué de p, alors, pour toute fonction g de H?

/T(fVO)QdA=

Par un raisonnement analogue a celui mené dans la section |25, §7.2] sur la représentation des
fonctionelles linéaires daus les espaces LP(T) basée sur le théordme de la représentation de Riesz,
nous en déduisons que fv 0 € HP. Nulle sur 'ensemble T \ K de mesure de Lebesgue positive,
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la fonction f v 0 de H?P est, par le lemme I1.3, identiquement nulle sur tout T; ceci contredit
hypothése sur f supposée non identiquement nulle sur K.

Par ailleurs, I'espace métrique K est un espace localement compact séparé. Puisque ’ensemble
K est de mesure de Lebesgue AK') positive, 1] existe denx sous-ensembles Ky et K, disjoints
et fermés dans K et de mesures A{K;) et A(K2) positives. Par le théoréme 11.6 d’extension de
Tietze-Urysohn, la fonction définie sur le compact Ky U K2 et identiquement égale 3 1 sur K; et
4 0 sur Ko, admet une extension continue f sur K. Par le lemme 11.3, cette fonction f nulle sur
I’ensemble K5 de mesure A\(K3) positive sans étre identiquement nulle sur tout K, n’est forcément
dans aucun des espaces H?. Ainsi, la fonction continue f élément de L?{K) n’appartient a aucun
des espaces Hﬁ( pour les valeurs de p dans {1, oo[. Ceci acheéve la démonstration du théoreme. O

Théoréme 2 [10, Thm.1-2], [2, Thm.1-2,Prop.1,Coro.1]
Soit K un sous-ensemble du cercle unité T. Soit HY? (resp. A, ) l'ensemble des restrictions sur
K des fonctions de H> (resp. Ay, ). Alors:

1. SiMK) >0, Hf: n’est pas dense dans L°°(K). De plus, si K est ouvert, la fermeture de Hﬁf
dans L>=(K) est contenue dans H7Y + C(K) et si K est un sous-ensemble propre et fermé
de T, la fermeture de H7? dans L*(K) contient (H* + C(T))|, .

2. SiMT\K) >0 et K est fermé alors A\, est dense dans Uensemble C(K) des fonctions
continues sur K. Si MK) > 0 alors A, # C(K).

Démonstration du théoréme 2:

L’existence de fonctions continues mal-approximables dans H> (voir [29, Chap. Exe.4]) peut
expliquer la non-densité de I'ensemble H dans l'espace L*(K). Dans leur article 110}, les auteurs
en donne une preuve basée sur le fait que si 'ensemble des zéros d’un produit de Blaschke b posséde
un point d’accumulation non-tangentiel de densité dans K alors la fonction EI « de L>(K) est mal-
approximable dans H ﬁf. La démonstration de la seconde partie de 1 est plus technique. Evoquons
simplement qu’elle repose sur le théoréme de Chang—Marshall {29, IX, thm 3.1] concernant la
représentation des sous-algébres de L>°(T) contenant H et sur la continuité a travers un arc du
facteur intérieur de toute fonction de H¥ dont la partie réelle est non négative sur cet arc. La
derniére partie de 1 découle du résultat 2 du théoréme.

La démonstration du résultat 2 est une conséquence du théoréme I1.5 de Mergelyan. En effet,
lorsqu’il est fermé, 'ensemble K est un compact du plan complexe dont le complémentaire est
connexe de sorte que toute fonction de 'ensemble A, vérifie les hypothéses du théoréme et admet
donc une approximation polynomiale arbitrairement proche sur K. Finalement, remarquons que
la démonstration de la seconde partie du théoréme 1 est aussi une preuve du dernier résultat de
ce théoréme 2. O

II-3 Approximation dans H? des fonctions de LP(K)

Etant donnée une fonction f de LP(K), 1 < p < oo, avec K et T\ K de mesures positives,
I'approximation dans H? de cette fonction f consiste & trouver une famille (g,),>0 de fonctions
de H? telle que:

1. la famille (g,;, )o>0 des restrictions sur K converge vers f dans L?(K) quand p tend vers
Vinfini;

2. cette famille (g,),»0 converge dans H? quand p tend vers 'infini si f est la trace d’une
fonction de HY, .
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Remarquons gue, lorsque 1 < p < oo, le théoréme 1 garantit V'existence d’une telle famille ap-
proximante. Dans cette section, nous présenterons quelgues procédures permettant la construction
de telles familles, mais commencgons d’abord par caractériser les traces sur K des fonctions de H?.

Proposition 1 [10, Prop.8] Soit K un sous-ensemble de T tel que A(K) > 0. Soit f une fonction
de LP(K) pour 1 < p < c0.

Pour toute suite (gn)nen de fonctions de HP dont la restriction (gn), )aen sur K converge vers f
dans LP(K), si f n’est pas la trace sur K d’une fonction de H?, alors:

lim {lg.llpr(m\x) = 00-
n—0Q

Démonstration de la proposition 1:

Supposons au contraire qu’il existe une suite (g, )nen de fonctions bornées de HP qui converge
vers f dans LP(K). Etudions d’abord le cas oll 1 < p < 0. Dans Pespace de Banach LP(K), il
existe, par le théoréme de Banach-Alaoglu (voir théoréme I1.1), une sous-suite notée encore (g, Jnen
qui converge faiblement vers une fonction g de H?. Il en résulte, comapte tenu de hypothése de la
convergence de }a suite (gn)new vers f dans LP(K), que f = g presque partout sur K c'est-a-dire
que f € HEPK par le lemme I1.3. Lorsque p = o0, le théoréme de Banach-Alaoglu permet d’extraire
de la suite (gn)nen une sous-suite qui converge au sens faible-* vers une fonction g de L*™(T).
Puisque H* est fermé au sens faible-x dans L>(T), alors ¢ € H>, ce qui entraine comme dans
le cas 1 < p < o précédent que f € Hi";’. Finalement, puisque H' est un sous-ensemble fermé
au sens faible-* dans M(T), alors un raisonnemeni analogue a celui du cas p = oo permet de
conclure. O

Nous allons reprendre quelques résultats de {60, 68, 78] qui peuvent &tre utilisé pour obtenir
des procédés constructifs pour les familles approximantes (g, ),0 et permettent de caractériser les
traces sur K des fonctions de HF. ’

Soit x, la fonction caractéristique de 'ensemble K et soit Py» la projection naturelle de LF(T)
dans H? pour 1 < p < o0. Soit h, la fonction extérieure de H° définie pour tout p € }0, oo par
{voir [60, thm.1]):

et +z

ho(z) = exp {—;1—7{ log(1 + p) /;{———dt} . (13}

et — 3
Pour tont p€ 11, oo/, on définit Papplication T,(g) (voir [10, équ. (1)]):

T,(¢) : LK) — H? . (14)
g ~  phy, Prr (X ghyp) R

Le théoréme suivant, généralisation & LP{K') d'un résultat analogue de Patil {60, theo.1-2] dans
H II; , donne une version constructive du théoréme 1:

Théoréme 3 (10, Prop. 1]
Soit K un sous-ensemble de T tel que M(T\ K) > 0 et s0it 1 < p < co. Pour toute fonction f de
LK}, lo famille (T, (f))p>0 de fonctions de H? converge vers f dans LP(K) quand p tend vers
Uinfini. De plus, [ est la trace sur K d'une fonction de HF si et seulement si la norme de T,(f)
reste bornée dans LP(T\ K).

Notons que, dans sa démonstration {60, Theo. 1|, Patil montre que, pour 1 < p < o¢, si § est
l'opérateur de Toeplitz associé au symbole x, et défini sur H? par:

S . HP — HP
g = Pgrx,9)
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et si de plus f € Hf’x, alors la famille de fonctions (p (I+pS)7?58 f)ﬁ>0 de H? converge vers f
dans LP{K) quand p tend vers l'infini. Dans III-4, nous constaterons le lien entre cette famille et
la solution du probléme de la complétion analytique bornée dans H2.

Lorsque p = 2, une procédure plus élaborée est donnée par Rosenblum et Rovnyak dans [68]
pour reconstruire une fonction de I’espace de Hardy H? du demi-plan a partir de ses valeurs sur un
sous-ensemble de Borel de 'axe réel. Ce résultat est une généralisation du travail de van Winter
{78] sur la reconstruction d’une fonction de H? donnée initialement sur un demi-axe.

Baratchart et al. donnent, dans [10], une re-formulation de ce résultat sur un sous-ensemble
du cercle unité et sur son utilisation 4 une procédure d’approximation d’une fonction quelconque
de L%(K) par une fonction de H; Soit K C T telles que les mesures A(K) et AT \ K) soient
positives. Soit ~ la fonction & valeurs complexes définie par:
—exp{‘—fKe” zdt} € C\T

lim,__ ,+ ( exp{m fK ::ﬂ#z dt}) s=efeT

Pour tout p positif, considérons la partition suivante de K :

¥{(z) = (15)

K=K, UK, avec K,, ={e?€K;v(e?)>p)et K,_ ={e¥ € K; v(e*) < p}.
Le lemme suivant reprend le résultat {68, thm.2] re-formulé dans {10, ass.(a)-{b)] sur le cercle unité.

Lemme 1 Si F € L*(T) et e F € L¥(T), alors la fonction S(F) définie par:

S()e) = o= [ A=A et pretyet a (16)

est un élément de H?. De plus:
ISCFMlL2y = 1 Flleeemy et IIS(Fllemvky = €™ Fllzar) - (17

Inversement si pour toute fonction f € L*(K), R(f) désigne Uextension de f sur tout T définie
i0 .
en e¥ par:

3 . y(e) = y(re) £y=1/24 ty it
e lim / (*——'—— ( : ) [2+iv(re )f(€1 61 dt + lim
vV 27 (T‘-—’l_ 1'(1+ 812 - Tels ) r—1+ Ky _ (18)

alors e R(f) € L?(T) si et seulement si f € HE , et dans ce cas f = S(R(f)) ou § est définie
par (16).

Ce lemume permet d’obtenir la procédure constructive d’approximation suivante :

Proposition 2 [10, Pro.2] Soit K un sous-ensemble du cercle unité T tel que MK) > 0 et
MT\ K) > 0. Pour toute fonction f € L?(K) et pour tout réel p > 0, définissons la fonction S.(f)
de H? par:

S.fy = Slmk,, R (19)

Alors la famille (.S'p(f)lK),w0 converge vers f dans L*(K) quand p tend vers linfini. Si de plus f
est égale & la restriction sur K d’une fonction g de H?, alors S,(f) converge vers g dans H?.
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Chapitre I1I

Le probléme extrémal borné

Dans les espaces de Hardy HP du disque unité I pour 1 < p < oo, le probleme extrémal
borné que nous allons présenter ici peut &tre considéré comme une généralisation au cas d’un
sous-ensemble K du cercle unité T du probléme extrémal classique dont i étend 'utilisation en
Iidentification harmonique partielle sur la bande de fréquence K. Pour p = oo par exemple, le
probleme extrémal borné joue en identification fréquentielle partielle robuste le méme role que le
probléme d’extension de Nehari en identification robuste sur tout le cercle.

Ftant donnée une fonction f de LP(K) pour p > 1, ce probleme extrémal borné consiste a
trouver une fonction g de H? qui soit la plus proche possible de f sur K et dont la distance & une
fonction donnée de référence h € LP(T \ K) est au plus égale, sur T\ K, 4 une tolérance (positive)
M donnée. Plus précisément,

Probléme 1 Soit K un sous-ensemble de T de mesure de Lebesgque positive et soit p tel que
1 < p < 0. Pour toute fonction h € LF(T\ K) et pour tout réel positif M, on définit le sous
ensemble B}, , de HF par:

Biyn = {9€H?; |h=glitray S M}

Soit f € LP(K). Trouver une fonction § € Bﬁ/[,h telle que :

If = dllriey = inf |If —gllieexy- (20)
geB?

M. F

Dans le cas particulier ou K = T, la fonction h et la constante M n’interviennent plus, D’en-
semble BY, , s’¢tend a tout I'espace H? et ’équation (20) se réduit & un probléme extrémal (dual)
classique. ﬁappelons (voir propositions 11.5 et 11.6) que le probléme extrémal admet toujours une
solution et que cette derniére est unique pour 1 < p < co.

Lorsque K # T et & moins que f ne soit déja la trace sur K d'une fonction de Hardy, la
proposition 1 implique que la contrainte sur T \ K est nécessaire pour rendre ce probléme de
minimisation bien posé.

Ce probléme extrémal borné dans HP a été étudié par Baratchart et al. dans [10, 3]. Nous
allons rappeler leurs résultats qui contiennent une caractérisation de la solution § pour p = oo
et p = 2 et que nous présenterons, complétée de quelques schémas dichotomiques pour le calcul
effectif de §, respectivement en §I11-2 et §III-3.

Dans cette étude, nous constaterons I'importance du choix de la fonction h. La recherche d’une
valeur optimale de ce parameétre a été posée sous la forme d'un probléme de complétion analytique
bornée dans HP par Baratchart et al. dans [12]: étant donnée une fonction f € LP(T \ K), avec
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1 < p < , ce probleme consisie & trouver la meilleure extension h de fsur T\ K au sens ot la
fonction f Vv h ainsi complétée devient la plus proche possible de 'espace H?. Plus précisément :

Probléme 2 Scient K un sous-ensemble strict de T et p tel que 1 < p < 00. Sodent f une fonction
de LP(K) et C une constante positive. Définissons Uensemble F}, de LP(T \ K) par:

F&={h e AT\ K), |hllzsmr) < C}-
Trouver une fonction h € FP telle que:

dist(f v h,H?) = Jmin dist(f Vv h, H?). (21)
€Fl

Comme pour le probléme extrémal sur K, remarquons que la présence d’une contrainte sur la
norme de la meilleure complétion sur T\ K est nécessaire pour rendre le probléme de la meilleure
complétion analytique bien posé 4 moins que f ne soit déja la trace sur K d’une fonction de H?.
En effet, si f € H{‘K et si (hn},., est une suite de fonctions de HP qui converge vers f sur K,
alors:

diSt(f \Y h"i”f

e HP) < lfv Brpoe = holiremy = Wf = hnillirexy — 0 quand n —— oo
de sorte que, par la proposition 1. on a:

hatr s lLeeriy — o0 quand  n — oo.

Dans [12], les auteurs donnent, pour p = 2, une caractérisation de la meilleure complétion
analytique borné ainsi que le lien entre les problémes extrémaux bornés et les problémes de com-
plétion analytique bornée. Ces deux résultats feront respectivement Pcbjet des sections §111-4 et
811I-5. Soulignons que le probléme de la complétion analytique bornée dans H* a été récemment
résolu [9].

Rappelons que V'intérét particulier porté aux valeurs p = 2 et p = 00, se justifie par le fait qu'en
automatique, le cas p = 2 correspond, dans le contexte stochastique classique, i une identification
parameétrique au minimum de variance lorsque 'entrée est un bruit blanc et le cas p = o0 quant
4 lui correspond & la minimisation de Verreur de la iransmission d’énergie.

III-1 Le probléme extrémal borné

Soit (Bﬁl h)! 'ensemble des restrictions sur K des fonctions de B%,, :
« ;

(Bi‘)/[,h)!h’ = {S’ix /S Biff,h}"
alors nous avons le résultat suivant:

Théoréme 4 [10, Thm.4] et [2, Thm.3].
Supposons que f & (Bﬁd.h)l et que A(T\ K} > 0.
e

1. sip< oo, le probléeme extrémal borné (20; admet une unique solution §. De plus § vérifie :

”h’ - g”ur-(r\}(} =M. (22)
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2. sip = co, une solution § eviste pourvu que l'ensemble BY, , soit non vide. Cette solution
n’est pas forcément unigue et ne sature pas nécessairement la contrainte (22). Cependant
si f appartient & lo fermeture de H{? dans L=(K), toute solution § satisfait (22). Si la
concaténation f v h appartient ¢ H>® + C(T) alors la solution § est unigue.

Sans reprendre entiérement la démonstration de [10], indiquons simplement quelques éléments
de leur preuve que nous détaillerons par ailleurs plus loin pour p =2 et p = oo.

D’abord, définissons pour 1 < p < oc, Papplication ¥, suivante:

¥, : LP(K) — [O,oo[
g llf—glimm-

Lorsque 1 < p < o0, Uexistence et I'unicité de la solution proviennent de la proposition 1.4
garantissant l'existence d'une meilleure projection de V'espace convexe LP{K') {cf. proposition 11.3)

sur le sous-ensemble convexe et fermé (Bﬁ, h) . L’existence de g pour p = 1 et p = 0o découle du
3 iK

fait que sur 'ensemble (Bi/!,h>! fermé au sens faible-*, I'application ¥, atteint son minimum.
K

Par ailleurs supposons que 'application ¥, atteint son minimum en § a Pintérieur de (Bﬁ,,, h)s ,
. ix

c'est-a-dire tel que A — gl pp,x, < M. Soit R : H? — LP(K) la restriction naturelle. Puisque
I’application ¥ R est convexe et admet un minimum local en g, elle admet en ce point un minimum
global. Compte tenu de la densité de H| IPK dans LP{K) pour 1 € p < oo (voir théoréme 1} et de

Phypothese f € HF? si p = oo, alors ce minimum global est nul et donc f = g;,., ce qui contredit

I’hypothese initiale f & (BL’h) sur f.

ix

Ainsi s1 1 < p < 0o ou bien si f appartient a la fermeture de ch: dans L°°(K), toute solution
§ sature la contrainte M c’est-a-dire vérifie (22). Ce résultat sur la saturation de la contrainte
peut étre devinée A partir de la proposition 1, puisque toute suite qui minimise ’écart en norme &

la fonction f sur K, voit buter contre les frontieres de Bj, ;, sa norme - ou celle de sa différence

4 une fonction A - qui a par ailleurs tendance a diverger si f ¢ (Bﬁ, h) (et f & Hi": lorsque
’ iK

p=oc).

Nous allons montrer que lorsque p = oo ou p = 2, nous disposons d’une solution explicite du
probléme extrémal borné.

I1I-2 Le probléme extrémal borné pour p = o0

Pour toutes fonctions positives o et 3 respectivement de L™ (K) et de L=(T\ K), si leur
concaténation « V 8 est telle que log(a vV 3) € LY(T), nous introduisons le facteur extérieur
Wavp € H* par (cf. §II-1):

LEEPRY:]
Wavalz) = exp{l/ < +zlog (a v B(e?)) d6} Vz e D, (23)

2n J_,e? — 2

avec

lwavs(2)] = {a(z) p.p. sur K,

t vA) e L®T) = wil,=w: oo
B(z) p.p.sur T\ K et (avp)™ € L™(T) Wovs wEV%EH(M)
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Remarquons que, si o3 V 31 et az V 3, sont deux fonctions positives de L*{T) dont les loga-
rithmes sont intégrables sur T, alors:

Wayoaa v B2 = Wayvp Warvps -

Finalement, lorsque le probléme extrémal borné (20) admet une solution §, posons:
Boo = IIf —@llee(y = inf {If — glir=(r\iy - (25)
9€B3 1
Remarquons que 8, = 0 si et seulement si f est la trace sur K de la fonction § € H*. Nous

allons montrer dans la sous-section suivante III-2.1 que, lorsque 8, > 0, le probleme (25) est
équivalent & un probléme de Nehari pondéré par le facteur extérieur w ALy Cette équivalence

nous permettra ensuite dans la sous-section 111-2.2 de donner une caractérisation de la solution 7.

I1I-2.1 Equivalence avec un probléme de Nehari

Proposition 3 Supposons que 5 > 0. Alors § est solution du probléme (25) si et seulement
sid= gwﬁy_\,l est solution du probléme de Nehari (26) suivant:

Join HF VR wge oy = ollze(my = H(fVRYwae yg = Tl eqr) (= M) - (26)
Si fvhe H® + C(T) alors ln solution § est unique; de plus

{\f—§|=ﬁm sur K
gl = M

ou simplement Vh)w — % = M sur T.
[h = f sur T\ K SHmp [(fVR)w ey, =8

La démonstration de cette proposition repose sur le fait que la norme uniforme découple les

comportements sur K et sur T \ K puisque pour toute fonction v € H*®, si g = VW alors:
Boo
M -
H(fVR)w e g —vllpe(ry = max '/g”f“gﬂf,w(m y = gliz=\xy ) - (27)

Démontrons tout d’abord que nous avons nécessairement :
Jun [[{(fvhwa vy —vlpemy = M.
En effet si § est une solution du prabléme (25} alore par (27), I2 fonction § = §wﬁ_}vi vérifie :
NFVR)wp o = pery = M.
Par ailleurs, s’il existe une fonction ¢ € H*® telle que:
HEVR wam gy =Bl < M,
alors compte tenu de la relation (27), nous avons:
If - u’;_;%\,l“Lm(K) < B et ||h~v “«’;énﬁbw(mﬁ) < M

ce qui contredit la définition (25) de Be.

Nous venons en outre de démontrer que si § est une solution du probleme (25) alors ¢ =
g
gw #Lv1 est une solution du probléme (26). Réciproquement, si ¥ est une solution du probléme

(26) ‘alors la fonction § = @ w% ., verifie par (27):

If—diltexy £ Boo € Jh=glemrx < M

ce qui, compte tenu de la définition de B4, implique que § est une solution du probleme (25). O
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1I1-2.2 Calcul de la solution du probléme extrémal borné

A ce stade, et méme si nous avons pu transformer notre probléme extrémal borné (25) en un
probléme de Nehari (26} dont nous connaissons une solution explicite (voir §V-2.3), le probléme
(25) n’est pour autant pas entiérement résolu. En effet, la résolution effective du probléme (26),
implicite en fo., exige de connaitre la valeur de S, c’est-a-dire a priori de réscudre le probléme
initial (25). Lorsque f vh € H® + C(T), nous déterminerons cette valeur en considérant une
famille de problémes extrémaux (28) et nous montrerons que S est donnée par 3., = %“01 on &g
est la valeur du paramétre § de cette famille, solution d’un probléme implicite.

Plus précisément, supposons que fVh € H*® + C(T) de sorte que:
Vé>0: (fvhlwsg € H®+C(M.
Deéfinissons alors 'application A suivante par:

51000 — 10,00
& — 121[1]%" H(F Vv h)wsv ""’UHLN(]‘} .

Tout d’abord, une démonstration en tout point analogue a celle de la proposition 3 nous permet

d’établir le résultat suivant:

Lemme 2 Pour tout § > 0, la fonction g5 € B5y.n €st solution du probléme extrémal borné:

W= gsllpeoqiy = gegnoiﬂ I~ gllL=(x) (= é@_)_) (28)

INTIRS 6

si et seulement si la fonction vs = gs wsva est solution du probléme de Nehari:
IV s = vellimr = min 10V B wen = ol (=20)) (@9

Finalement, c’est le lemme suivant qui nous permet de déterminer la solution § du probléme (25):

Lemme 3 Si fvh ¢ H®, alors Uapplication A est définie sur}0, cof; de plus A est continue et est
strictement croissante sur |0, ool. Par ailleurs lapplication § ~— %ﬁl est monotone décroissante.

Montrons tout d’abord comment ce lemme permet de résoudre le probléme (25). Puisque A est
une application strictement monotone de !0, oo[ sur |0, oo, alors, pour toute constante positive
M. il existe une unique valeur &y de & telle que A(dp) = M. La valeur de S, est ainsi donnée par:

M M
B = — = e 30
T & ATHM) (30)

La monotonie de 'application A autorise la détermination de & par une procédure dichoto-
mique. Par ailleurs, compte tenu de la monotonie de I'application é +—— ééﬂ, cette dichotomie
peut étre améliorée, puisque pour tout un réel positif §:

. M M
A(6)<Af = 5<Z\—(6—)6<6O et A(6)>1\'{ S 6Q<-A—(—-6—)6<§.

Démonstration du lemme 3
Soit § > 0. Puisque (f V h)wsy1 € H® + C(T) alors, par le théoréme 11.2, il existe une unique
fonction vs; € H* telle que:

Juin [I(f VR)wevy = vllzeqry = I(f VR)wevs = vellLoe(r) = A(F). (31)
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Soient 6; et 62 deux réels positifs distincts. Si v = wg, vz -w;zlvl Us, et & = 6, alors par (31) et
compte tenu de 'unicité de la solution vs, nous avons 'inégalité (stricte) suivante:

A(81) < I(F V) ws,v1 — we v Wiy, Ve, peeery = lws,vi wiyy ((F V R) weyvn — vey e

et puisque ws, vi w;'zlvl = w%xvv NOUS avons:
2

by,
A(4) < max <gf"|§(f V hyws,vi = Vs, llLee(iey » II(FV R)wsyvr — Ua;l!Lw(T\m)

2

soit encore aprés simplification et compte tenu des roles symétriques que jouent &, et 6z:

A(62) min (i—%) < Al8) < A&) max (%1) (32)
2

:
Les relations suivantes en découlent immédiatement :

b1 =8y — A(él) = A(ég) ;6 < by <= A(él) < A((S;)
AG) < AS) = 2 o 28

Ainsi Papplication A est strictement croissante alors que Papplication § — é—gﬁ est stricte-
ment décroissante. Par ailleurs, la continuité de A est une simple conséquence des inégalités (32).
Pour s’en convaincre, considérons un réel & positif et un e suffisamment petit. La relation (32)
s’écrit alors:

A(63(1+min(§,0>) < Alb+e) < zﬁ.(é)(l+max(§,0))

C’est-a-dire

AlF) < AB+e) < AB) (1+§>

ce qui permet de déduire que I'application A est continue.

Puisqu’elle est continue et croissante sur } 0, oof, application A admet une limite ! & infini.
Supposons que [ soit finie de sorte que A{8) < [ pour tout réel § positif. Considérons une suite
réelle et positive (6,)n>0, avec &, — 0o quand n — 00, ainsi que la suite (vs, Jnso des solutions
correspondantes. Compte tenu de:

JAY; l

7

If = vnwg o=y = s S50 et llvn wi 'y Hoeemvag S Al Loerir) +1< 20,
Te ™

la suite vy, w;ﬂl. +1 de fonctions de H®™ converge vers f sur K tout en restant bornée sur son

complémentaire T\ K. La proposition 1 ne permet une telle convergence que st f € H* ce qui

contredit hypothése f ¢ Hi"; faiie sur f. Ainsi:
lim A(6) = oo.
f—oc i
Finalement, pour démontrer que A(6) — 0 quand 6 — 0, supposons au contraire qu’il existe
une constante positive C qui minore strictement Papplication A. Soit (4,,) une suite réelle positive
qui converge vers 0. Puisque 2 € (H® + C(T)),, ., et que A2 est dense dans C(T \ K) par le

théoréme I1.4 de Runge (en supposant que K admet un point intérieur), alors il existe une fonction
g € H* telle que ||h — g||p~(1\ k) < C. Il en résulte que la suite (gws,vi)n>o vérifie:

Ay < (F VR ws,v1 = gWs,villz=(ry = max (6allf — gllre(xey, I1h = gllLe(m\i0))
ce qui compte tenu de 'hypothése 0 < C < A($,,) pour tout n, implique:
0 < C < A(bn) < & If-9gllpexy— 0 quand &, —0,

une contradiction qui montre que:
lli'm}) A{(8) = 0.

La démonstration du lemme est ainsi compléte. O
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I111I-3 Le probléme extrémal borné pour p =2

Pour p = 2, le probléme extrémal borné consiste & trouver une fonction § € Bﬁi,h avec

Byn = {9€H*; llg—hll2mm S M},

telle que:

n};n 0F = gllzx) - (33)

LASF Y N

Ce probléme extrémal borné a été étudié par Baratchart et al. pour k = 0 et une caractérisation
de la solution a été donnée dans [3]. Cette étude se généralise directement pour toute fonction
h e HﬁMK En effet, lorsque la fonction h est la trace sur T \ K d’une fonction de H? notée encore

h, alors § € B}, est solution du probléme (33) si et seulement si § — h € B%; o est solution du
probléme (34) suivant:

I(f = h) = (§ = P)llrzry = gér[lgizn N(f ~h) = allzsry - (34)

MO

Cette équivalence basée sur le fait que B2 Mo = = B, #.» — h, permet d’obtenir la caractérisation
de la solution § du probléme (33) a partir de celle du problémfx (34) donnée dans {3].

Pour exclure la solution triviale § = f, nous supposerons désormais que f € H? N 312&4, 5 pour
toute valeur positive de M ou d’une maniére équivalente f & HEQK. En outre nous supposerons
he H?.

Le theoréeme 4 implique que la solution § du probléme (33) minimise, sur BQM‘h, la fonction ¥
définie par:

¥ :H — R
g ”f"g“izu()
et sature la contrainte, c’est-a-dire appartient 4 ’ensemble I'y, suivant:
Ty = {ge H?, llg~hllremxy =M},

soit encore, puisque B3 , est convexe et fermé et compte tenu de la caractérisation bien connue
de la projection (cf. proposition I1.2), cette solution ¢ est 'élément de I'ps égal & la projection de
f sur B}, ), caractérisée par:

Re<f-=§.g->26y < 0 Yg € By, (35)

La proposition suivante nous permet de caractériser la solution § du probléme (33):

Proposition 4 La solution § du probiéme (35) est 'unique point critiqgue de Uapplication ¥ sur
la variété différentielle T py vérifiant :

Re <_f-§,§—h>L2(K) > 0. (36)

Remarque 1 Lorsque h = 0, nous retrouvons la caractérisation de la solution du probléme (34)
donnée par [3, prop.3].
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Le reste de la section III-3 est dédié a la démonstration de cette proposition. Mais tout d’abord
commencons par préciser quelques notations et résultats préliminaires.

Soit Py: la projection naturelle de L2(T) dans H?. Sans le mentionner explicitement, nous
userons dans la suite de nos calculs de la propriété fondamentale suivante de cette projection:

2
V{u,v) € (L%T)) 2 < Pyalu),v >p2my=<u, Py (v) >y =< Py {u), Pg={v) > L2(T)

et de la definition suivante du produit scalaire < -,- >12(p\x) dans L*(T \ K):
2
N g
V{u,v) € (L'(L)) e iy T < XT\WEWLU>yty = < UXTVKV P LyT) -

Par ailleurs, si I' désigne I’application :
T : H® — R
9 — lig— h”%%r\}{) = <g-hg~h>rm\n,
alors nous avons le résultat intermédiaire suivant dont la démonstration est basée sur le fait que

les sphéres sont des sous-variétés dans les espaces hilbertiens [47, Ex-page27].

Lemme 4 Dans ’espace réel hilbertien H?, l'ensemble Ty est une sous-variété dont l’espace
tangent est défini en tout point g par Tr,, (g) = Ker D,T.

Démonstration :
Pour toutes fonctions g et u de H?, le calcul suivant :

I'(g +u)~-T(g) = 2Re <g=h,u>pmg) +olllulzmml,
montre que la différentielle D,I" de I en g est donnée au point u par:
D,L(u) = 2Re < g-h,u>rmx) -
De la méme maniére, si v et w sont deux éléments de H? alors les calculs simples suivants:

DgyoT(u) =Dl {u) = 2Re <v,u>rymix) = Dil(u)(v), D2, T(u)(v) - D2T(u)(v) =0
montrent que les différentielles D} T" d’ordre n de I sont toutes nulles pour n > 3. 11 en résulte que
Papplication T est de classe C*® dans H?2.

Indiquons au passage que, par les mé&mes arguments, I'application ¥ est de classe C™ dans H?
et que sa differentieile D, ¥ au point g est donnée au point v par:

Dg\I’(’iL) = 2Re <f—g,u>Lz(K) . (37)

Par ailleurs, puisque d’une part, I'application D I" est surjective pour g — h # 0 et que d’autre
part, D,T" est une application linéaire continue sur ’espace hilbertien réel H? et par conséquent
que son noyau Ker D, est un sous-espace fermé dont le complémentaire orthogonale au sens du
produit scalaire < -, - >p2(1\ k) est le sous-espace engendré par le vecteur g—h (le noyau se scinde),
il en résulte par la proposition [47, I11,2,prop.2] que Papplication T' est submersive. Finalement, le
théoréme de Pimage réciproque {82, Thm.4.J] permet de conclure que 'ensemble T'yy = I'~1(M?)
est une sous-variété de H? dont ’espace tangent est donné en tout point g par 7r,,(g) = Ker D, T,
c'est-a-dire:

Re <g-hu>r2mpy =0 = u € Tr,(9). (38)
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I11-3.1 Caractérisation de la solution du probléme extrémal borné

Nous allons démontrer que la proposition 4 permet, dans le paragraphe I11-3.2 suivant, d’obtenir
un procédé effectif pour calculer la solution § du probléme (33).
Démonstration de la proposition 4:

Si § appartient 4 T'as et vérifie (35), alors § est, par la proposition I1.2, un point critique de ¥
et vérifie en particulier (36) puisque h € B3, .

Réciprogquement, si § est un point critigue de ¥ sur I'ys et vérifie (36), alors:
Re<f—§,§—h>L2(K) > 0 et R6<f—§,u>L2(K) = 0 ,Vu €7Tr,(3).

Pour tout élément g € B?w,h: la projection orthogonale § du vecteur g — £ sur 7r,,(§) au
sens Re < -,- >pay k) , est définie par:

_ Re <§“‘h,g-h>L2(T\K) (g—h)

g=g"h M2

En effet, le calcul suivant ou les produits scalaires sont tous dans L?(T \ K)):

Re<g—-h,g—h>
M?

montre, grace 4 ’équation (38}, que § € 7r,, (§). Nous en déduisons que Re < f~g,5 >r2x) = 0,
soit encore:

Re <g—h,g> = Re<g—hg-h>-

Re <j—hg—h>= 0,

R Re <g-hg-h>pmxk -
Re <f—g,g—-h>L2(K) = e (\)Re<f—g,g~h>Lz(K).

Compte tenu de cette derniére équation, il en résulte que:
- . 1 " N
Re <« f—g,g—g >LyKE) = (WRQ <g—h,g—h>Lz(T\K) —1) Re <f—g,g—h>Lz(K) .
Mais puisque d’une part et par hypothése
Re <f"§,f]—h>L2(K) > 0
et que d’autre part
Re <§—hg-h>pmk < 1§-rRllzaua llg—hllzzme < M?

nous en déduisons que Re < f —§,9—~§ >r2(xy < 0 ce qui, par la proposition I1.2, montre que

le point § est la solution du probléme (33). O

Notre prochaine étape dans la résolution du probléme (33) consiste 4 donner a partir de la
relation (36}, une formule plus explicite pour déterminer la solution §.

I111-3.2 Calcul de la solution du probléme extrémal borné
Introduisons l'opérateur de Toeplitz T de symbole xt\j et défini par:
T . H> — H?

u  +— Pgxr\ku)
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La fonction x1\x de L*(T) est réelle positive et de norme 1; il en résulte (voir {69, page-63])
que P'opérateur T est borné auto-adjoint positif et de norme égale 4 1. De plus, le spectre o(T)
de T est donné par:

o(T) = [essinf xp\x, esssup xm\x] = [0,1].

Ainsi, Popérateur T — v [ est auto-adjoint borné et inversible pour v € [0, 1]. Il en résulte que
Popérateur AT+ I admet un inverse auto-adjoint borné pour tout réel A € | — 1, 0o[. Introduisons
alors I'application M suivante:

M:]-1c0c] — R
A= A= +AT)7 (Pre(xx £) + L+ N TA) s -

Les deux lemmes 5 et 6 suivants nous permettent de construire un procédé effectif de calcul
de la solution §. Le lemme 6 permet de déterminer une équation implicite en A et c’est le lemme
5 qui nous garantit un schéma dichotomique pour finalement trouver la solution §:

Lemme 5 L’application M est continue et décroissante de | — 1,00] dans |0, o0[.

Lemme 6 La solution § du probléme (33) est la fonction de H? définie par:
9= (1+AT)7 (Pralxx ) + (1 +A)T(h)) (39)

ot A est l'unique réel de | — 1, 00[ choisi tel que ||§ — hllr2¢m k) = M.

En fait pour tout réel A de } — 1,00}, la fonction g, définie par:
g = Q+XT) (Pulxx ) + (1+A)T(R)), (40)
est solution du probléme extrémal borné suivant:

Wf =gy = min {f —glleeqxy - (41)
tgvfﬁm.h

Par ailleurs, puisque 'application M est monoctone et continue, il existe, pour toute constante
positive M, un réel Ay de | — 1,00 tel que AM{X\g) = M et la solution g, du probleme {41) n’est
autre que la solution § du probléme (33).

Démonstration du lemme 5

Soit A un réel de | — 1, ~o]. Remarquons d’abord que Vexpression de M()) est aussi égale,
aprés simplification 4:

M) = L +AT) Pzl (F = W) 2agrey - (42)
et que I'application M est différentiable avec:
dM{(A 2 . _
d)(\ ) - —2Re < T(1+AT)7%Pya(xk(f — 1), (1 + AT) ™! P2 (xx(f — h)) >12(1\k)

Puisque Popérateur T est auto-adjoint positif et en vertu de la régle de différentiation de
Pinverse d’un opérateur dans une algébre de Banach, les opérateurs (1 + AT) ' et T (1 + AT)2
sont aussi, pour toute valeur de A dans | — 1, oof, auto-adjoints et positifs, alors

dM

VA -1 —
> 1 7

() < o.
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11 en résulte que 'application M est continiment décroissante sur | — 1,00] et admet des limites
quand A tend respectivement vers —~1 et vers +o0.

Nous allons démontrer que dans V'espace réflexif L2(T \ K) les limites suivantes:
lim M(A) = o0 et Hm M(A) =0,
A——1 A—on

sont des simples conséquences du fait que la fonction g,, solution du probléme (41), est la fonction
initialement donnée par V’équation (43) suivante qui n’est autre que la relation (44):

APgz(xt\k(9r — h)) = Pg2(f VR)—gx. (43)

En effet, puisque P'application M est continue et décroissante alors il existe une constante
positive Ay tel que pour tout A > Xy @ M(A) = llgs ~ h‘“imr\x) < C, ou C est une constante
positive. Il en résulte, que la famille (gx — h),,, est contenue dans une boule de L*(T\ K).
Alors il existe, par le théoréme de Banach-Alaoglu une sous-famille (gx, — h),,,, qui converge
faiblement vers une fonction go, — h dans L?(T \ K). Compte tenu de (43) nous avons:

< | Pg2(f vV R 2eriiy + C + Rl L2\

| Prz (xty k(9o — A2y < " — 0 quand Az — 00,

ce qui implique que:
Pas (X116 (9e0 —~ EML2ir\iy = O

1l en résulte que x1\x{(goo — k) est dans Fz. Nulle sur ensemble T \ K de mesure de Lebesgue
positive, la fonction x7\x(ges — h) est identiquement nulle dans Fﬁ par le lemme I1.3 qui reste

. —2
vrai dans 'espace Hy. Par conséquent :

im M) = 900 —hiI%Z(T‘\K) = 0.

)k—'OO

Finalement et pour démontrer que M(A) — oc quand A — —1, supposons au contraire que M
admet une limite finie [_; en —1. Alors, dans 'espace reflexif L*(T \ K), la famille (gx — h),,_;
contenue dans la boule de rayon [_; admet une sous-famille {g», — k) a.>_1 qui converge faiblement
vers la fonction g_; — k dans L?(T \ K'). Puisque d'une part I’équation (43) implique par passage
4 la limite faible dans (43) que:

~Pp2(xt\k(g-1—h)) = Pug(fVvh)—g-,
ou apres simplification :
Py (xk(f—g9-1)) =0,

soit encore x i (f — g—1) = 0, et puisque d’autre part, 'espace H? est fermé et que par conséquent
g-1 est dans H?, alors nécessairement f & fo. Compte tenu de Phypothése f ¢ Hlf“:\, faite
initialement sur f, nous déduisons de cette contradiction que:

lim M(A) = oo,

Ap—+—1

ce qui achéve la démonstration du lemme. O

Démonstration du lemme 6

Soit f v h la concaténation des fonctions f sur K et h sur T\ K. Puisque la solution § est
Punique point critique de ¥ , alors par (37) et (38), nous avons:

Re <f—§,U>L2(K) = Re <§—h,u>L2(T\K) =0, VuETrM(@)
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c’est-a-dire:
Vu € Tr,, (9}, Re < Py2(fVh}—§,u) >pz2r)= 0 et Re < Ppa(x1\k(§ ~ 1)), u >p2(1)=0.

Il en résulte que les deux vecteurs Py2 (f Vh)—§ et Pyz(x1\x(§— h)) de I'espace hilbertien réel

H?, orthogonaux tous les deux a 'espace Tr,,(§) qui est de codimension 1, sont nécessairement
colinéaires. Il existe donc un réel A tel que:

A Py(xm\x(g—h)) = Pg(fVvh)-3g. (44)

Notons que Py: (x1\x(§ — k) # 0 sauf si § — hj,, = O ce que nous avions préalablement exclu
compte tenu de 'hypothese f ¢ H? .

Par ailleurs, grace a la proposition 4 et puisque § est un élément de I's, nous avons:
Re <.f—§v§‘“h>L2(K) > 0 et Re <£]—h,§—h>L2(*y\_\K} = ]W2,
soit encore par soustraction:

Re < Pya(fVh) = §,§~h >r27)=Re < P2 (f VA) = §, Pz (xm\k(§ — b)) >p21) > —M>

Finalement, compte tenu de la relation {44), nous avons donc:
~M?* < ARe <Pym(xr\k(§ =), Pae{xt\x(§—h) >r9my = A M?,

ce qui permet de déduire que A > —1. Pour achever cette démonstration, remarquons que la
relation (44) donnant la solution § s’écrit sous la forme équivalente (39). O

III-4 La complétion analytique bornée dans H*>

Dans le cas hilbertien p = 2, le probléme 2 admet une solution explicite [12]. Le théoréme
suivant nous rappelle ce résultat:

Théoréme § [12, thm.1]
Soit K un sous ensernble de T tel que M(K) > 0 et \(T\ K} > 0. Soient f une fonction de L*(T\K)
et C une constante positive. Il existe une unique fonction h € F§, telle que :

dist(f v h,H?) = min dist(fV h, H?). (45)
heFZ

De plus, si f n'est pas la trace sur K d’une fonction de H? dont la norme sur T\ K est inférieure
& C, la solution h sature la contrainte C' c’est-d-dire :

fEHnFE = hlpme = C, (46)
ot FZ désigne lintérieur de Uensemble F2, :
F& = {he LT\ K), {hllz2qmxy < C}.

Notons d’abord que, si Py désigne la projection naturelle sur —H—'g, cette la relation (45) est
o
équivalente a:

“Pﬁg(f VRlirxry = ”Pyg(fV PMic=cr) (47)

min
REFE
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puisque pour toute fonction ¢ € L*(T),

dist(yp, H?) = dist{ P20 + Py 0, H?) = dist(Pﬁgga,Hz) = HPﬁgcpﬂLz(T).

2
33

Démonstration du théoréme 5

La relation (47) nous permet de caractériser la solution A comme la fonction de L*(T\ K) qui
minimise sur 72 la fonction T suivante:

£: LXT\K) — [0,00]
u — [ 1Pg(f vV Wllzen -

Puisque la norme || - {|12(y) est convexe et que I’application Py;2 est linéaire dans L*(T), la fonction
1]

¥ est manifestement convexe. Par ailleurs, si z et y sont deux éléments de L?(T \ K, le calcul
suivant :

1E(z) - Z(y)| < Hpgg(f V)~ P (fVylliear = !IPyg(O V(z~yllezry S o — vlizar k)
montre que T est continue dans LT\ K). Posons:

T* = inf T(h),

heFE
et considérons une suite minimisante (hn)n>; de X dans fé.

Dans V'espace reflexif L2{T \ K), 'ensemble FZ est, par le théoréme de Banach-Alaoglu, fai-
blement compact. Il en résulte que la suite bornée (h,),>1 de .’Fé admet une sous-suite faible-
ment convergente (h,, Jk>1 et que la limite h d’une telle suite appartient a L2(T \ K) et véri-
fie ||A|| r2(r\k) < C et par conséquent he F2. Par ailleurs, puisque 'application ¥ est convexe et
continue, le corollaire {16, cor.II1.8] sur la semi-continuité inférieure implique que

L(h) < liminf S(ha,),
et compte tenu de la définition de *, nous avons finalement :
T =%(h) et heFZ.
Ainsi, h réalise Je minimum de T dans FZ et est donc solution du probléme (45).

Quand 4 'unicité de la solution h, elle est une conséquence soit du lemme I1.3 lorsque f est la
trace sur K d’une fonction de H? dont la norme sur T\ K ne dépasse pas C, soit de la proposition

I1.1 sur la stricte convexité de 'espace L*(T \ K) lorsque f ¢ H? N FZ.

En effet, supposons que f € H? N F% et considérons deux solutions k; et hz du probleme (45).
o
Puisque f € F2, alors:
Tt =0 et dist(f Vv hy, H?) = dist(f V ha, H?) = 0.

1l en résulte que les deux fonctions f V hy et f V hy sont dans H? et coincident sur Pensemble
K de mesure non nulle. Le lemme I1.3 implique ’égalité des fonctions h, et hy et par conséquent
I'unicité de la solution.

>
Supposons maintenant que f ¢ H? N F% et admettons pour l'instant la propriété (46) et
considérons de nouveau deux solutions ky et hs du probléme (45) qui vérifient en particulier
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hallLzrvaay = k2l = C. Le convexité de Vensemble F2 d’une part et de 'application &
\K) (T\K) c
d’autre part impliquent que:
hi + hs
2

( hy + he 1

€FE et X ) = 5 (&) +E(he)) =T

Il en résulte que El;—hl est aussi une solution et sature ainsi la contrainte. Compte tenu de la
stricte convexité de L2(T \ K), I'égalité || 2522 || 1201\ 5y = C implique nécessairement hy = hy et
par conséquent 'unicité de la solution.

Pour finir la démonstration du théoréme, il nous reste & montrer (46). Observons d’abord que

)
si f € H? N F alors I(f) = 0. La fonction f est ainsi une solution du probléme (45) sans pour
autant saturer la contrainte puisque ||fll; 27\ < C.

Supposons que la solution A ne sature pas la contrainte: HE“H(T\K) < C. La fonction h est

un minimum local de I’application T résidant & l'intérieur de F2. Puisque T est convexe, h est de
C q

ce fait un minimum global. Par ailleurs, I'ensemble H, !2x étant dense dans I'espace L?(K), il existe

alors une suite (£, )n>1 de fonctions de H? qui converge vers f dans L?(K). II en résulte que la
suite (f V &ujp\k — €n)nz1 converge vers zéro dans L*(T) ce qui implique:

JimoodiSE(fv§n|T\KaHg) = 7111_{20 Z(énET\K) = 0.

Compte tenu du fait que h est un minimum global de £, nous avons nécessairement S(h) = 0 et

<
par conséquent f vV h € H?. Il en résulte que fip i = h cest-a-dire f € H? i FE. Nous avons ainsi
démontré que

Ihlir2r < C = feH*nFz
et le résultat (46) s’en déduit. O

I11-4.1 Caractérisation de la meilleure complétion bornée
Pour ezclure la solution triviale h = iz x» nous supposerons désormais que f H?NnFE.

Continuons & désigner par T Popérateur de Toeplitz de symbole xr\x introduit dans la section
II1-3 et défini par:

T HE — H?
*u Pm(XT'\K“)a
et introduisons par ailleurs I'application © suivante:

©: ILYT\K) — [0, o]

L

v —_ ”u“?m(f\f{)-

La proposition suivante nous permet de caractériser entiérement la solution h:
Proposition 5 La solution h du probléeme {45) est donnée par:

ho= (pI-T)7 Ppalxx ), (48)
ol p est l'unique réel de ] 1, oc | pour lequel ”l_l'”ﬂ(lr\!{) =C.

Avant de démontrer cette proposition, nous allons donner par les deux lemmes 7 et 8 suivants
quelques résultats intermédiaires.
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Lemme 7 L’application © est de classe C® dans L*(T \ K). Sa différentielle Di© au point h
de L*(T\ K) est définie par:

Vu € LYT\K) : DpOu) = 2Re <h,u>pzm\K) -
Par ailleurs, dans Uespace hilbertien réel L*(T \ K), Uensemble ©¢ défini par:
Oc = 8Ft = {h € L¥T\K) : |hllpxm\y = C},
est une sous-variété dont l’espace tangent To. est donné en tout point h de L*(T\ K) par:
To.{h) = KerD,0.

Ces propriétés de application © peuvent étre établies de la méme maniére que celles de
Papplication I précédemment démontrées dans la section I1I-3.

C’est le lemme 8 suivant qui contient le début de la caractérisation de la solution A :

Lemme 8 La solution jz du probléme (45) est unigue point h de ©¢ qui réalise le minimum
de ©? sur FA. De plus h est le point critigue de T2 tel que:

Re <Pﬁg(fvﬁ),u>mmm =0, Vue To,(h). (49)

Remarquons d’abord que D'application L2 hérite de I'application ¥ par le théoréme 5, un
unique minimum sur F2 atteint en un point k de ©¢. Compte tenu de la definition de I et de
la relation (47), ce pomt h est la solution du probleme (45). Par ailleurs, remarquons que, pour
toutes fonctions h et u de L?(T\ K, le calcul suivant:

Ez(h + u) - EQ(h) = 2Re <« P—H-g(f \ h),u >L2(T\K) + ”Pﬁg(o V u)|!%2(T\K) s (50)
montre que la différentielle Dy $? de T2 en h est donnée au point u par:

DyT2(u) = 2Re < P2 2(f VR u > Lk -

Par conséquent, le point h de ©¢ est un point critique de X2 si et seulement si:
Re < Ppa(fV hu>rzmue =0, Vu € Too(h), (51)

et le lemme est ainsi démontré. O

Démonstration de la proposition 5

Les deux lemmes 7 et 8 précédents montrent que, dans l'espace hilbertien réel LY T\ K}, les
deux vecteurs h et P (fV k) sont orthogonaux & l'espace tangent To (k). Le sous-espace To, ()
0

étant de codimension égale 4 1, il en résulte qu’il existe un réel x tel que:
P-ﬁz(fVil) = ph p.p. sur T\ K. (52)
)]

Nous allons démontrer que I'hypothése f ¢ H? N F2 et la minimalité de T2 au point A im-
pliquent nécessairement que g < 0. En effet, d'une part le paramétre p est non nul car sinon la
relation (52) impliquerait que f vV h € H? soit encore h = fievk € f € H2 N FZ. D'autre part,
supposons au contraire que g soit positif et considérons un réel o tel que —1 < o < 0 de sorte
que (1 + a)h € F%. Compte tenu des relations (50) et (52), nous avons respectivement :

E:((l + ) Fl)—- Ez(h) = 2Re < P—E-g(fViL),a;L >k + ”P—;’-g(aﬁ)ﬂizm\;{)

< a@pta) fhldg
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et en choisissant, par exemple, o = —min(g;, 1/2), il en résulte que T*((1 + a) R) — Z2(h) < 0
contredisant ainsi la définition de h. Nous en déduisons finalement que:

Jp<0 P-ﬁg(f\/fz) = uh p.p. sur T\ K. (53)

Les relations {51) et (53) admettent des versions duales ou complémentaires. En effet, le calcul
suivant:

Re < PHz(f Vv h),u >LyT\K) = Re < fv h— P—ﬁg(f vV E),u > L2(T\K)

Re < h,u >psr\g) —Re < Pﬁg(f VhY,u >y,
montre d’une part et compte tenu de la relation (49) que

Re <Pp(fVhlu>priy =0 Vu € Tog(h), (54)
et d’autre part grace a la relation (51) qu’il existe un réel o tel que:

Py:(fvh)y = ph pp sur T\K.
En observant par ailleurs que:
<hh>pepua = Re < fVvhh>pmy = Re < Pya(fVvh)+ Pgz(f v PR >

= (p+u) <hh>pmp,

nous en déduisons que p+ p = 1, Comme g < 0, il en résulte que p > 1. Finalement :
3p>1 : Puylfvk) = ph p.p. sur T\ K. (55)

En introduisant 'opérateur de Toeplitz T et en se souvenant (voir fin de la section I11-3) que le
spectre o(T) de cet opérateur est égal 4 {0,1], il en résulte d'apres (55) que:

3p>1 :+ h = (pI-T) ' Pyixxf),

et nous terminons cette démonsiration en rappelant que |§E2}L2(T\K) =C. O

I11-4.2 Calecul de 1a meilleure complétion bornée

Pour calculer explicitement la solution &, il nous faut trouver le réel po > 1 tel que:
(oo I - T)7 Pyz(xx ey = C.

Nous allons donner un schéma dichotomique pour déterminer cette valeur pg. Pour cela, posons :

T ]1700[ — R
p —_— H(pl—T)'“IPHZ(_XKf)”%‘Z(T\K)'

Cette application T peut étre considérée comme la composition de Papplication quia tout p > 1
associe (pI —T)"! Pyz(xk f) dans H? et dont la dérivée au point p vaut ~(p I ~T)~2 Py (xx f),
par application u - ]|u|i%2(T\ k) définie sur H % et dont la différentielle au point u est donnée en

tout point v de H? par: 2Re < u,v >r21\k)- 1l en résulte que Papplication T est différentiable
et que:

S= = 2Re <(pI-T) Pyr(ax £ ~(pI = T)* Pralxxc ) >1amry - (56)
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Par ailleurs, rappelons que I'opérateur (pI — T)™?, inverse de 'opérateur positif pI — T, est
Ini méme positif pour p > 1. Par conséquent, il résulte de 'équation (56) que % < 0 et que

d
P'application T est ainsi décroissante.

Pour déterminer les limites de T en 1 et oo, remarquons d’une part, que Pégalité (p I —T)~?
% (I—- -};T)“l implique que lim, .o {pI ~ T)~! = 0 et par conséquent :

f

lim Y(p) = O.

p=—r00

D’autre part, (pI — T)~! est nécessairement non borné quand p — 1*. En effet, posons
Vo>1 : h, = (pI-T)"'Pyixxf)

et supposons au contraire que Y(p) reste borné quand p — 1+, Compte tenu des égalités suivantes

thﬁ%?(r\m = T(p) et PHz(f\/h,,,“K) = (p-1h,,
il résulte que
; 2 ; _ —
P!}}’i{f “hPiILz(T\K) < o0 et plll?_‘_ PHZ (f \Y hp!T\K) = D .

Par conséquent la famille (f V k) reste bornée dans L%*(T) et converge vers une fonction de
H? quand p — 11 ceci contredit I’hypotheése f & Hi"’K. Ainsi

lim Y(p) = o0.

p—1t

Finalement, nous avons établi le résultat suivant :

Lemme 9 L’application Y est continue et décroissante de}l, ool surj0, ool

Nous en déduisons que pour toute constante positive C, il existe un unique réel pp dans]1, oo
tel que le vecteur h = (po I — T)~! Py2(xx f) soit de norme égale a C sur T\ K. De plus cette
valeur gy de p pent &tre calculée par dichotomie sur ’application T. Il n’est pas nécessaire d’inverser
pour chaque p Popérateur (pI — T)™!, mais qu'il nous suffit simplement de résoudre ’équation
linéaire suivant:

(pI=TYh, = Pp2(xk f), (57)
puis de remarquer que:
T(p) = llhollzr\x; - (58)

Le calcul approché de la solution i du probleme (45) se fera par la résolution d’une famille de
systémes linéaires dont les matrices sont de Toeplitz.

Remarque 2 L’équation (48) n’est pas sans rappeler la relation :
g = ANI+ASSS (59)

donnée dans |60, page-619] pour reconstruire une fonction f de H? a partir de sa restriction sur

le sous-ensemble K de T. En effet, en posant A = -1- nous passons sans difficulté de I’équation

p—-1
(48) & ’équation (59).
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I1I-5 Lien entre les problémes extrémaux bornés et les pro-
blémes de complétion bornés dans H?

Nous supposerons dans cette section III-5 que h € H?.

Rappelons d’abord le probléme extrémal borné suivant étudié en 111-3:

If~allzz) = é{}glzﬂ lf = gil2x) - (60)

g M.h

Pour étudier ce probléme, nous avons démontré que pour tout A > —1, la fonction g, définie par:
g = o(fh) = h+ (1 +AT)7 Paalxe (f = h)), (61)
est la solution du probléme extrémal borné suivant:

= axilizmy = min | f = gilzzx) - (62)

9&E sy
ot M, rappelons-le, est la fonction continue et strictement décroissante définie par:

M j-100] — ]0.00]
A AT P (F = ) agp gy -

Ainsi, pour toute constante positive M, la solution ¢ du probléme (60) est donnée par:
§ = g, avec Ao = MTHALY. (63)

Par ailleurs, considérons le probléme de complétion suivant, version a priori plus générale du

probléme 2 dans le cas hilbertien p = 2:

Probleme 3 Si FZ , désigne Uensemble :
Fep = {ve ) (T\K) : flu=hip2qy < C} s

trouver une fonction h € FE, telle que:

dist(f v A, H?) = inf dist(fVvu, H?). (64)
uéfé_h
Mais puisque d'une part:
Fen+h= = F2, = F&,

et que d’autre part :
dist(f vV u, H?) = dist(fvu—h,H?) = dist((f —h)V (u~h),H?),
alors
inf dist(fVu. H?) = inf dist((f —h)V(u—h),H?).

wE€FE u—h€FE

1l en résulte que le probléme (3) précédent admet une sclution h donnée par:
h=h = (pI=T)7 Py (i (f = b)),

pour un réel p > 1 tel que IlTL-— hliL2(r\xy = C. Plus généralement, pour tout réel p > 1, la
fonction h, définie par:

By = ho(f,h) = h+(pI = T)  Pya(xx (f = b)), (65)
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est la solution du probléme de la complétion analytique borné suivant:

dist(f v h,, H?) = min  dist{f Vu. H?), (66)
ueB?

VTimh

ot Y est la fonction définie par:

T:]l,0f — R
p o NI =Ty Pus(xie (f = W)agryse) -

Une démonstration en tout point analogue A celle du lemmme 9 nous permet d’affirmer le résultat
suivant :

Lemme 10 L’application T est continue et strictement décroissante de |1, 0o sur ]0, oo .

Alnsi, pour toute constante positive C, la solution R du probléme {3} est donnée par:

h =hy, pour pg = T7YC) (67)

Le proposition suivante nous permet d’établir des équivalences entre les problémes (60) et (64)
ainsi qu’entre leurs solutions respectives (63) et (67}. En effet, en remarquant que, pour tout p > 1
et pour tout —1 < A < 0, nous avons respectivement :

M(=1/p) = P T, T(=1/2) = N M),

et
gzt = h+plh,—h), hoy = =A{gx—h)+h.

B3

alors :

Proposition 6 Pour toute constante positive C, la fonction l~zp0, avec pg = T'%C’"’), est la solu-
tron du probléme (64) si et seulement si la fonction § = h+pg (EPO —h) est la solution du probléeme
(60) pour M = py C.

Réciproquement, pour toute constante positive M > M{0), la fonction § = gy, pour A¢ =
M~Y(M?), est la solution du probléme (60) si et seulement si: b = —Ag(ga, — k) + h est la
solution du probléme (64) pour C = ~Xg M.
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Le probléme extrémal borné
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Chapitre 1V

Interpolation et approximation
robustes

Pour Videntification robuste des systémes linéaires & partir de données fréquentielles bruitées,
les algorithmes robustement convergents, dits & deux étapes, ont été largement popularisés (voir
{34, 40, 56, 58]). Si la seconde étape de tels algorithmes peut &ire réduite 4 la résolution d’un
probléme de Nehari, la premiére étape nécessite une technique d’approximation ou d’interpolation
spécifique tenant compte de la nature des données disponibles (densité, perturbations, distribution,
... J. La convergence robuste telle qu’elle a été introduite dans [37, 38, 53, 57] quantifie 'exigence
que Palgorithme d’approximation reconstruise entierement la fonction si 'information disponible
devient de plus en plus compléte {au sens ol le nombre de mesures tend vers infini et ot le niveau
du bruit tend vers zéro).

Dans ce chapitre, nous présentons deux techniques d’approximation.

En section IV-1. nous étudions sur un arc du cercle unité, 'approximation polynémiale robuste
basée sur le critére des moindres déviations.

En section IV-2, nous généralisons des résultats de Partington concernant Papproximation
robuste par les polynémes de Jackson et de la Vallée Poussin, au cas des points non équi-répartis
distribués d’une fagon dense sur un sous-ensemble du cercle unité.

Dans la section 1V-3, nous indiguons comment ces polyndmes de Jackson et de la Vallée Poussin
peuvent tre utilisés dans les schémas d’identification robuste H* ainsi que dans les problémes
d’approximation et de complétion analytique bornée H?.

Quelques notations de §I1V-1 seront reprises dans §1V-2 pour permettre une lecture séparée des
deux schémas proposés.

IV-1 Approximation par les polynémes de moindre dévia-
tion
Pour tout entier naturel m, nous considérons 'ensemble {z(lm), e ,.’E%")} de m points dans
un ordre croissant sur {a,b] C [0,27] ot a et b sont respectivement la limite inférieure de la suite
décroissante (z§"‘))m2 1 et la limite supérieure de la suite croissante (xiﬁ"))mzl.

Soit 8 = SUP) ch<m—1 (mi'z)l — 2{™) le saut maximum entre toute paire de points consécutifs

de Pensemble {z{™,... 2™} Soit I V’arc du cercle unité T défini par: I = e?(2], Définissons,
pour tout k de Pensemble {1,... ,m}, Pélément z{™ de I par 2™ = e,

Finalement, Soit d une fonction non décroissante 4 valeurs entiéres telle que, pour tout entier
naturel m, d(m) < m et notons P, ’ensemble de tous les polynémes trigonométriques de degré
au plus égal & m.
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IV-1.1 Les polyndémes trigonométriques de moindre déviation

Soit f un fonction continue sur I et soient z§m), . ,zsnm), m points de I'arc I. Supposgons gue

la fonction f nous soit donnée par m valeurs bruitées yfcm) = f(z,(cm)) + ni(cm) pourk=1,... ,met

notons 7™ e = sup,cpem |77£m>|-

On considére le probléme de minimisation suivant : trouver un polyn6me de degré au plus d{(im)

(m) Lim)
1 seee s Zm o

qui réalise la moindre déviation aux mesures bruitées (y,(cm)) en les points z

inf sup |P(zl™) — 4™ }
Pepd{'w{lggm| () = 4

Si @ est un tel polynoéme, nous examinons en outre quand la procédure d’approximation est
robustement convergente sur I, c’est-a-dire quand

m“i“oc{ sup I%Qm—flim(f)} =0.

v=0 Llinm™ e <y
Le théoréme suivant établit I'existence de @, et fournit un critére de convergence robuste:

Théoréme 6 Soit f une fonction continue sur I. Avec les notations précédentes, il eriste pour
tout entier naturel m un polynéme Q.. € Pymy tel que:

it { s PE) M) = s 0nG) a7, (69)
PEPutrns {1<k<m 1<k<m

De plus, si d(m) tend vers linfini et d*(m) 6., tend vers zéro lorsque m tend vers Uinfini, alors le
polynéme Q,, converge robustement vers la fonction f sur I

n!l_f,noo{ sup  {|Qm -f!le(I)} = 0. (69)
Eir.?(m)“ociu

V-0

Le reste de la section IV-1 est dédi¢ 4 la démonstration du théoréme précédent. Ceci utilise
des inégalités & la Markov pour des polynémes trigonométriques sur des sous-intervalles de [0, 27].

IV-1.2 Les inégalités de Bernstein et de Markov

Dans ce schéma d’approximation, nous vtiliserons le fait que les polynfmes trignnométriques
de degré fixé ne peuvent varier "trop rapidement". Lorsque le domaine sur lequel on considére
cette variation est le cercle entier, ceci est quantifié par la classique inégalité de Bernstein (voir
par exemple [51, 54. 20]):

Théoréme 7 (Inégalité de Bernstein)
Pour tout polyndme trigonoméirigue T, & coefficients complexes et de degré n,

T(t) < n||Tallpeqoeny,  pour 0t <2m, (70)

Notre propos est d’établir une inégalité de méme type sur des sous-arcs du cercle unité. Pour
cela, on utilisera les inégalités classiques de Bernstein et de Markov pour les polyndmes algébriques
définis sur lintervalle {-1,1], qui majorent la norme L de la dérivée d’un polyndme en fonction
de la norme du polynéme lui-méme et de son degré (voir par exemple {51, 54, 20]):

Théoréeme 8 (Inégalité de Bernstein)
Pour tout polynéme aigébriqgue P, & coefficients complezes et de degré n,

[P (z)i < -1<z<1, (71)

n
V1-—z2 1Pnlizes(i-1,1)) » pour
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Théoréme 9 (Inégalité de Markouv)
Pour tout polynéme algébrique P, & coefficients complexes et de degré n,

iPr(z)l < n®|Pallpeq1ap.  pour ~1<z<1, (72)

Les propositions 7 et 8 suivantes sont des généralisations immeédiates au cas d’un sous-intervalle
Icl-1.1}.
IV-1.2.a Cas des polynémes algébriques

Proposition 7 Soit I = [a,b] (avec a < b) un sous-ensemble de [—1,1]. Pour tout polynéme
algébrique P, de degré n et 4 coefficients réels ou complezes, les inégalités suivantes sont vérifies :

) &
&

[Pr)) < Pallpeeqry, a<z<b, (73

b-a

et

P, (2)] .

< —mme———e | P )| ey
7;($)3 = n (I—a)(b—'.’r) ” ”L (I

a<z<b. (74)

Démonstration de la proposition 7:
Soit P, un polyn6me algébrique de degré n. Soit ¢ la fonction linéaire définie de [—1, 1] sur {a, b]
et donnée par:

b—a a+b

U(y) = Y+ =5 Vy € [-1,1],

Définissons le polynome algébrique @, de degré n sur [—1,1} par:

Qn(y) = Pn(w(y))v Vy € [“1,1].

Il est alors clair que:
1QnllLoe((-1,1) = WPnlio((a) -
Par différentiation de ’expression de F,,, nous obtenons:

Fia) = ;2=Qul), = =9, zelatl, Vyel-11].

La proposition découle immeédiatement & présent des inégalités (71) et (72) appliquées 4 Q,,. O

IV-1.2.b Cas des polynémes trigonométriques

Proposition 8 Soit I = {a,b] (avec a < b) un sous ensemble fermé de [0, 2],
Soient 61, 82, 83 et 8, quatre éléments de [0, 7] tels que cosla,b] = [cosf,, cosby] C [-1,1] et
sinja, b} = [sin 3, sin6,4] C {—1,1]. Pour tout polynéme trigonométrique T,, & coefficients réels ou
complezes et de degré m, les inégalités suivantes sont vérifiées poura <t <b:

' 1 1
2
o) = - (Sin Gt82 gip G2 T s Bt sin 9“383) ITall~c (75)

et
Isint| {Tnl[Lo=(1)

mon< ( " Lcosth 1Tl )
T'l —_ .
2 ~\/sin fizﬁl sin 1'1"2—91 sin -t-“?—ek sin QL,;-E sin 2:211 sin 252"—' cos %ﬁi cos Qﬂzﬁ (76)
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Démonstration de la proposition 8:

Nous allons obtenir la proposition 8 de la proposition 7 en utilisant les substitutions clas-
siques x = cost et y = sin t.
Soit P, le polynéme algébrique pair de degré n défini sur [cosfy,cos6;] par:

1
P.z) = §<Tn(t)+Tn(-t)) , avec z = cost, Vit € [a,b],
et soit @), le polynéme algébrique impair de degré n défini sur [sin 65, sin 6,] par:

Qnly) = %(Tn(t)oTﬁ(-t)), avec y = sint, Vit € [a,b].

11 est alors clair que
HPallccicostry < WTellr=eny et NiQullzoingy € WTallee=ms
et que la dérivée T) de T, est donnée par:
Tl (t) = —sint P.{z) + cost @Q,(y), z = cost et y = sint Vi€ [a,b;
il en résulte d’une part l'inégalité suivante:

T < sup iPa(z)l + sup IQL(w), Vi€ (e b].
z€[casdy ,cos fz] y&lsin 83 , sin f4]
qui, compte tenu de la proposition 7, implique
n2 2
cosfy — costy

n

Y —_
1T, () sin 64 ~ sin Gz

HPnllLoe(coscryy + NQnll Lo (sin(ry)

ce qui donne (75) aprés simplification. D’autre part, nous avons
IT.(t)f < [sintl{P(z)] + fcost||Qn(y)l, Vi€ lab].
qui implique par la proposition 7 que, pour a <t < b,

n |sint} | PrllLee (cos() n | cost] §Qnll L= (sin(1))
2 +/(cost — cosfy ) (cosB, — cost) 2/(sint — sinfy) (sin Bz — sin ¢) '

ce qui, aprés simplification, termine la démonstration. O

IV-1.3 Retour a I'approximation polyndmiale robuste
Introduisons les deux applications suivantes sur Pyim):
T Pd(m) e [0, OO[

P s (1PC™)1)

et
A Pymy — 10, 00]
P +—  sup (|P(z}im)) - y,(cm}]) )

1<k<m

Démontrons d'abord le lemme suivant qui sera utilisé pour établir la premiére partie du
théoréme 6:

Lemme 11

I'(P) = oo, lim  A(P) = .

HPllpeo (ry—o0 §PliLe(ry—o0
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Démonstration du lemme 11: -
Fixons un entier naturel m. Puisque d'une part les polynomes de I’ensemble Py(,,) sont de degré
d(m) < m, la fonction I' ne s’annule alors qu’en zéro sur Py et que d’autre part pour tout
polynéme P de I'ensemble Py, nous avons:

repy < Slé}])EP(Z)I = [[{Pllp=(n -

La fonction T est alors continue sur Py(,). Il en résulte que sur ensemble compact & :
& ={P € Pym), IPllr=(ry = 1}
ou I ne s’annule jamais, il existe un polynodme Py et une constante positive v,i, tels que:

0 < 7Tmin IgrélgF(P) T'(Py)

Ainsi, pour tout polyndme P non identiquement nul de Py(r,), nous avons
T(P/Pllre(ry) 2 Ymin.
Il en résulte que:
YP € Piym), TP} 2 Amin I1Pllr~(n),
et nous obtenons finalement :

I'P)=oc.

fPllpeery—o0

Par ailleurs, puisque

MH=IQEON$W—MW)2 Nﬂ~ﬁg(mm)

alors nous avons aussi:
lim A(P) = oc.

1Pl 100y =00

et le lemme 11 est ainsi démontré. O

Démonstration du théoréme 6

Puisque la fonction f est continue sur lintervalle I et que les suites de bruit (nim))i", pour

tout m, sont bornées, alors les suites de mesure (yfcm))i" sont bornées indépendamment de m. Par
le lemme 11, il existe une constante positive C telle que

YP € Py, WPlen > C = AP) > swp (™).
1<k<m
Alinsi,
inf  A(P) < A{0) = su (M < inf  A(P)
§PllLee (n<C ( ) = () 1<Ic-gm<w;C i) T WPlren>C ( ’

de sorte que:
inf A(P) = inf A(P).
PEPi(im) PEPyin)
P~ g0

Par ailleurs, la fonction A, définie comme la valeur supérieure sur un ensemble fini de fonctions
continues P +— |P(z,(cm’) - yi’”)l, est elle méme continue. Nous en déduisons que sur le compact
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{P € Pyimy, {{Pllr=(ry < C}, la fonction A atteint sa borne inférieure, c’est-a-dire qu'il existe un
polynome @, élément de Py tel que:

inf { sup |P<z£’”’>—yi"”i} = sup [Qm(zl™) - yi™).

£EPuemy Ligk<m 1<k<m

Ceci établit 'équation (68) du théoréme 6. Pour démontrer la seconde équation (69), nous com-
mengons par démontrer le lemme suivant:

Lemme 12 Si {Qn.},,>; est une suite de polyndmes trigonométrigues minimisants, c’est-a-dire
tel que pour tout entier m :

min { sp (PG 1) = s 10n G -,
PEPymy \1<ksm 1<k<m

alors la suite {Qm},,»; est bornée dans L*°(I) si {H17(’“)Hm}m>1 lest .

Démonstration du lemme 12: _
Supposons que la suite {Q@m}, -, ne soit pas bornée dans L*°(J). Soit z = €'" un élément de [
tel que |@,,; ()] soit maximal. Il existe un entier k < m pour lequel xim) <z < J:fci)l

Puisque le polynéme trigonométrique @, est lisse sur I, nous avons:
z
Q™) = Qu(z) - / Qlo)do
Zk
et par la proposition 8, nous obtenons:

ke {1, om} [0n(=™) 2 (1—d2(m)6mc)nczmum>,

ou C est une constante positive indépendante de m.

Comme par hypothése d?(m)&,, converge vers zéro quand m tend vers linfini, on voit que
IQm(sz))! tend vers Pinfini avec rn uniformément par rapport & k, et il en va de méme de

7 (mj
sup Q™) =™ 2 sup |Qm(z{™) - sup ™).
1<k<m 1<k<m 1<k<m

En particulier, on a pour m assez grand

swp 1Qm(™) =™ > Wl + 0™l 2 sup g™,
1<k<m 1<k<m

de sorte que le polyndéme nul fait mieux que le polynéme Q,, dans la minimisation (68) ce qui
contredit Poptimalité de @,,. O

Démonstration du théoréme 6 (suite)

. . . . . _{m)
Soit z = €*® un élément de [ et soit ¢ > 0. En utilisant I’é]/ément z,ﬁm) = e tel que
.’Eim> <z < x%c’z)l, écrivons f(z) — @..(z) en trois parties:

f2) = Qnz) = (F@ =5 (™)) + (£ (57) = @m (57)) + (@ (5™) - @ () -

D’une part, grace & la continuité de Ia fonction f sur I (et donc & son uniforme continuité),
il existe un réal positif o tel que pour tout z et y de I et tant que {xr — y| < ¢, nous avons

[F(z) - f()l <¢/3.
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D’autre part, puisque 6,, < &, d*{/m), alors §,, tend vers zéro quand m tend vers Yinfini. Il en
résulte qu’il existe un entier mq tel que pour tout m > mg, nous avons:

1flz) = FGEI™) < /3

pour tout z € I tel que: |z — 2™| < a.

Finalement, en utilisant la proposition 8 et le lemme 12, nous tirons de

)
Q™) = Qmiz)] < / 1QL(2) do|
l'inégalité suivante:
1Qm(z™) = Quiz)] € % 6m C M,

ot M est la constante fournit par le lemme 12 que 'on peut appliquer puisque }j5™ |l tend vers
ZEéro.

Grace au fait que d*(m) ., tend vers zéro quand m tend vers I'infini, il existe un entier m; > my
tel que pour tout m > m; nous avons:

1@ (™) = Qu(z)] < €/3.

Par ailleurs,

- . - m m ) m m} \
@m(zi™) = £ < 1Qu(™)~u M+ ™ < min sup [P(™) = o™+l
PePainy 1<k<m

Par conséquent,

1Qn(z™) = ) < min { sup ;P<z£”’>—f(z£m’>|} + 217"l .

PeParny \1<k<m

Puisque la fonction f est continue sur I et que d(m) tend vers Pinfini avec m, il existe par le
théoréme d’approximation de Weierstrass [67, thm.1.1] un entier mz > m; tel que pour tout
m > mg, on puisse trouver un polyndéme P dans Py, pour lequel: [P — fil =7y < €/3. Ainsi:

1Qm(2™) = £ < ¢34 2™ e

Pour résumer, si [|7{™ || < v, alors

Ye>0, Img>1, Ym>mp : ||f=Qullren < e+2v.

Ceci achéve la démonstration de 1’équation (69) du théoréme 6. O

IV-2 Approximation par les polynémes de Jackson et de la
Vallée Poussin

Pour tout entier naturel m, on considére ’ensemble {:cgm), R :cs,ln)} de m poiuts dans un ordre
croissant sur [0, 27] tel que (mgm))mzl soit une suite décroissante tandis que de suite (mﬁﬁn))mzl
est croissante. Posons:

I = | inf z{™, sup z{™ et bm =  sup
[le ! mzpl " ™ l<k<m-1 2m

L’intervalle I est le plus petit compact contenant tous les points {:z:im)};":l pour toutes les valeurs
de m tandis que 276,, représente, pour chaque valeur de m, le saut maximum entre deux points
consécutifs quelconques de 'ensemble {:r(lm), ey a:s;”)}.
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IV-2.1 Lespolyndémes de Jackson et de la Vallée Poussin pour des points
non équi-répartis

Soit la fonction continue ¢, linéaire par morceaux sur chacun des intervalles ]a:im), zﬁc’flg pour
tout k de l'ensemble {1,... ,m — 1} et vérifiant:
em(0) =0, @n2m) =21 et gn(al™) = ",
o (m) (m) . - - e ,
ot {t;",. .. ,tm } sont m points équi-répartis de l'intervalle [0, 27} :
) ) 2n(k - 1) .
eml(at™) = (™ = tﬁ"‘)q—-—ﬂr—l, Vk=1,...,m. (77)
Remarque 3 Dans le cas particulier ol les m points {:IJY”'), . ,a:if } sont exactement égaux
aux m points équi-répartis {tgm’ s 8% avec ™ = 0 alors la fonction ., est partout égale a

Pidentité sur [0, 27] et Pintervalle I est simplement le segment [0, 27).

Supposons que, pour une fonction intégrable f sur 7, nous soit donné m valeurs bruitées
W R
y,(cm' = f(xim’)+n§cm), Vk=1,...,m

ol (n,ﬁm))bg est le bruit de mesure. Notons |[n{™]l,, = SUD) <hk<m ln,(cm)|_

Nous définissons le “polynome” de Jackson modifié J, ., d’ordre n,associé¢ a la fonction bruitée
f + m aux points {ss‘ilm}', e ,:1:5,11")} par:

T ; ¥ 1 = ™ ; m
Foml@) = Jum(z. f+0) = =3 0™ Kalom () =17 (78)
k=1

ol 1 est un entier naturel plus petit que m et K, est le noyau de Fejér d’ordre n dont P'expression est
donnée plus loin. Naturellement, jn,m est un polynome trigonométrigue par morceaux seulement
de sorte que la dénomination que nous employons est quelque peu abusive, quoique sans danger.
De plus, nous définirons le “polyndme” modifié de de la Vallée Poussin f/ﬂ,m par une expression
analogue a celle utilisée dans [56, §3] pour le polynéme de de la Vallée Poussin classique, et qui peut
s’interprétée comme une discrétisation des noyaux de de la Vallée Poussin (voir [83, chap.IV]):

- zn+1 < n+1 = -
‘/n,m = Jon,m Jn.,m . (/9)

n
Alors,

Théoréme 10 Soit f une fonction bornée sur I (et les notations comme précédemment).

Si bm = O(m™Y) alors Jp m(z, f + 1) (resp. Vom(z, f + 1)) converge vers f(x) en tout point
z € I de continuité de f quand n tend vers Uinfini, m restant toujours plus grand que n (resp.
2n), et guand le niveau du bruit v tend vers zéro :

Jim { sup | Jom{z, f+7) - f(w)!} =0. (80)
(m>n) Lnt" e <o

v—0

i { sup If’;,m(:c,f+n)—-f(:c)l} = 0. (81)
{m>2n) it oo <o

v—0

De plus, cette convergence est uniforme sur tout intervalle fermé [o, 8] C I de continuité de f.
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Remarque 4 Lorsque les points {z§”), ey mﬁ,:n)} sont équi-répartis sur 'intervalle I, alors I’hy-
pothese 6., = O(m™!) est vérifite (6, = L si de plus I = [0,2]). Dans le cas général on les
points {Iﬁ"‘-’, ey zﬁ,? )} présentent une distribution quelconque sur P'intervalle I, cette hypothése

permet d’assurer un recouvrement dense de I par les suites ({:cim)}kmﬁ,l) .
T/ m>1

Le reste de la section est dédié a la démonstration de ce théoréme et de quelques résultats
auxiliaires. D’abord nous définissons la convolution o , généralisation naturelle de la convolution
ordinaire pour traiter des points non équirépartis, puis nous montrerons que la somme J, ,, peut-
8tre considérée comme une discrétisation aux points {x(lm) e ,xi’{‘ )} de Pexpression continue
fe Kn

IV-2.2 Le produit de convolution &

Soit @ ensemble des fonctions ¢ continues, linéaires par morceaux, strictement croissantes sur
[0,27] et vérifiant p(0) = 0 et (27) = 27. Pour toute fonction  de 'ensemble @, nous noterons
par ¢ la fonction définie sur [0, 27] et partout égale a la dérivée & droite de o sauf au point 27 ou
on V’a défini arbitrairement.

Vo€ & Vre02r: @)= lim M

e—~0+

Pour toute paire de founctions intégrables f et g, nous définissons le produit de convolution
@
f e gpar:

2

veeo,2n: fEgl) = o i ate@ - v pw . (82)

Remarque 5 Dans le cas particulier ol la fonction ¢ est partout égale a l'identité Idg 3, sur
(0,27}, sa dérivée symétrique ¢ est identiquement égale a la fonction constante 1jg o - sur {0,2 7.
Dans ce cas, la relation (82) est simplement le produit de convolution classique.

D’une maniére plus générale, nous avons la relation suivante reliant les deux produits de convo-
. ¥
lution & et *:

Vee(0,2n]: feog(z) = ((fop 'xg)op)(z). (83)

Par ailleurs, rappelons (voir {26, §3.2.1}) qu’une suite (K,)52, de fonctions positives et inté-
grables est dite une approximation de I'identité ou encore un noyau positif si et seulement si cette
suite vérifie:

2w
(i) lim — [ Kn(t)dt =1

n— oo 27’,’ i}

2 =5
(i1) Iim/ K,(t)dt=0,Vé €)0,n].
§

n—oo

(84)

Rappelons la propriété fondamentale suivante (voir (26, §3.2.2]) qui justifie Pappellation d’ap-
prozimation de l'identité attribuée aux suites (K,)52, vérifiant les propriétés (i) et (ii) de (84):

Proposition 9 Si (K.)n>1 est une approzvimation de lidentité au sens de la convolution * alors
pour toute fonction f continue sur [0,27], lo suite (f * K..)n>1 converge uniformément vers f sur
[0,2x]:

Jim |f - f* Kalleo(o2n) = 0. (85)
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Nous allons montrer qu'une propriété similaire 4 (85) est aussi vérifiée par le produit de convo-
lution pour toute fonction ¢ de I'ensemble @ et ceci grace & la propriété (83) reliant les deux
produits de convolution ¢ et *.

Soit ¢ une fonction quelconque de 'ensemble ®. La fonction ¢}, inverse de la fonction continue
et croissante , est elle-méme continue sur {0, 2x]. Pour toute fonction continue f sur {0,27], sa
composée f o @™ par ¢! est aussi continue sur [0,2x]. Si (K,)32., est une approximation de
identité au sens de la convolution * alors, par la propriété (853), la suite fop ! — fop ! x K,
converge uniformément vers zéro quand n tend vers I'infini. La suite (fow™ — foe ™ x K)oy
converge donc uniformément vers zéro et la relation (83) nous permet de conclure:

Proposition 10 Pour toute fonction ¢ de 'ensemble ®, et pour tout noyau positif (K.)n>1, st

f est une fonction continue sur [0, 2] alors o suite (f . K )n>1 converge uniformément vers f
sur [0, 27} :

dim [if = f € Kullze(oam = 0. (86)

Nous pourrions introduire directement la notion d’approximation de l'identité au sens de la
convolution € en disant qu’une suite (K,)S2; de fonctions positives et intégrables est une ap-
proximation de I'identité au sens de la convolution b4 (ou simplement un -noyau positif) si et
seulement si cette suite vérifie:

1 27
(@) lim = | Ka(o(t)$(t)dt =1
2m I} )

ki nd el

(87)

n—0Cc0

2r—48
(#¢) lm / Kn(p(t))p(t)dt =0,v68 €]0,7].

Cette notion cependant est sans intérét comme le montre le lemme élémentaire suivant

Lemme 13 Une suite de fonctions positives (K )32, est une approrimetion de Uidentité au sens
de la convolution = si et seulement si la suite (K )32, est une approzimation de l'identité au sens

de la convolution & pour un {et donc tout) ¢ élément de D.

Démonstration du lemme 13
Soit ¢ un élément de Pensemble &. Puisque d’une part:

1 2r 1 w(2m)

27
Ko(o(t) o(8)dt = K.(6)df = 2—17;/ K.(6)d6,
4]

27 9 2w »{0)

les parties (i) des définitions (84) et (87) sont équivalentes.
Par ailleurs, pour tout & de l'intervalle |0, 27 [ , si

¢ = min(6,0(8),27 — p(@n—8) et n = max(8p(6),2r — p(27 - 8))

alors
2r—7 276 p(27—8&) 27—

/ K.(0)dt < / Ka(o(t) p(t)dt = / K.0)d8 < / Ka(6)d8.
7 § w{é) ¢

Ces dernieres inégalités établissent 1'équivalence des propriétés (ii) dans les définitions (84) et (87).
g8
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IV-2.2.a Les noyaux de Dirichlet et de Fejér

Soit ¢ une fonction quelconque de I'ensemble &. Soit L%([0, 2 7], ) 'espace des fonctions de
carré-intégrable sur {0, 27] par rapport & la mesure ¢(t) dt {voir {83, §1.3]).

Pour tout entier relatif n, définissons la fonction w, 4 valeurs complexes sur 'intervalle [0, 27]
par:

Vi e [0,2n) : w(t) = ™,
Puisque
L RS e 11 L [ gitnmmyolo) L (% gitomm)
— w(1) W (t) @) dt = — PTTIEE) St dt = — PATTT dr = b
3 | e e a = o [ s = 5 [ "=

ou 6, m désigne le symbole de Kronecker, le systéme {wn}, ., est orthonormal dans I'espace
L3([0,2 7], ).

Par ailleurs, désignons par I, le noyau de Dirichlet d’ordre n défini par:

—~ sin{(n +1/2)8
Duft) = 3 e = TS0, (88)

k=—mn

et par K, le noyau de Fejér d’ordre n donné par:

) {sin("—;ﬂ-@}” | (89)

1 n
8 = — 3" D) =
Kn(8) n+1§—“:OD() n+11 sin(}6)

Soit f une fonction intégrable sur [0,27]. Alors, pour tout entier relatif », notons par f(n) le
coefficient de Fourier d'ordre n de f dans le systéme orthonormal {wn}, .5 :

27
VneZ: fn)= -il;r- f(&) em e 51 dt. (90)
0

Si S, f(z) désigne la somme Z f(k) e¥#(=) alors grice aux relations (90) et (88), le calcul

kz=—n

suivant :

1 2% n . \ 1 2n )

Suf(z) = o= [ flt) D O gty dt = / F(t) Dulop(@) - (1)) (2) dt

27 Jy B 27 Jo

montre que:
S.f = f&D,. (91)
Par ailleurs, si ¢, f(z) désigne la somme ~ 1_1 Sk f(z), alors les relations (90) et (89) im-
k=0

pliquent :

anflz) = nilszDk(-’ﬂ) =fs {nilZDk(x)}’
k=0 T k=0

soit finalement :
]
[

onf = f K,. (92)

Remarque 6 Lorsque la fonction ¢ est identiquement égale 4 l'identité Idjp 5 - sur [0, 2 7], alors
les relations (91) et (92) se réduisent aux relations bien connues suivantes (voir [26, chap.5}):

S.f = f*»D, et onf = f*xK,.
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Reprenons Pexpression (89) du noyau de Fejér K., d’ordre n:

sin(2:16) 1 °
n—!~1ZZ _n+1{sin(%9)}'

E=01l=—k%

Kn(6) =

Il est alors clair que le polynéme trigonométrique K, est de degré n et s’annule n fois aux points

31’; pour tout entier & élément de 'ensemble {1,... ,n}. De plus, sa dérivée K,'1 est donnée par :
: = 0[271']
K"(e) = (n-i-l)cos(#@)sin(%())——sin(m@)cos(%9) sin(lg'—lﬂ) .
sin?(146) sin(%é) sinon .
Ainsi, la dérivée K, s’annule n+1 fois aux points 25 2"k T pour tout entier k& de 'ensemble {0,... ,n}.

Par ailleurs, observons que pour toute 7, le terme constant du polynome K,(# + 7) est égal
1. Par le Jemme 14 suivant, nous obtenons que pour toute constante 7 et pour tous entiers m et
n, m restant plus grand que n:

1o 1<, 2nk
= N g (ZEE =1, 3
27{/{) Kn(f+7)df = — Ezolxn( —+7) =1 (93)

Lemme 14 Pour tout polyndéme P de degré n strictement plus petit que m et pour toute constante
T, le terme constant dans Uezpression de P{# + 1) est donné par:

1 [ 1 27rk
) = . 4
—277/; P(9+‘r)d9_—2 +7) (94)

m
k=0

Démounstration du lemme 14
Soit P{8) = Z;.;_,n a; e’ un polynéme trigonométrique de degré n et soit 7 une constante
quelconque. Observons d’abord que le terme constant ag est donné par:

1 [
0=§/0 P(# + 1)db

Par ailleurs, pour tout entier m > n, le calcul suivant:

m—1 n m—1 3 m—1
; 2nk Ll
P =magp+ E apelT E (e’ ) =map+ E ape'lT E e M"k=mag,
k=0 =1 k=0 l7f=1 k=0

achéve la démonstration. O

Remarque 7 La combinaison de la relation (93), du fait que K,, > 0 et de la propriété suivante:

< 1 1
= n+1sin?(6/2) (8/2)

Vé €10,2n], V8 €l6,2r—-68] : K,(8)

montre que le noyau de Fejér est une approximation de 'identité au sens de la convolution x*.
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IV-2.2.b Les polynémes de Jackson jn,m et de de la Vallée Poussin me

Reprenons V'expression (78) du polynéme de Jackson J, m(z, f) d’ordre n associé 4 la fonction

intégrable f, aux m points {z(im)7 o (m.)}’

et satisfaisant (77):

ol m est un entier plus grand ou égalan, et v, € ®

Jom(@) = Jam@ £) = = 3" FGT) Knlipm(a) ~ 7).
k=1

Remarque 8 Dans cette sous-section IV-2.2.b, il importe peu de savoir si f désigne la fonction
initiale f ou bien la fonction bruitée f + 7.

Remarque 9 Cette définition modifiée étend I'utilisation des polynémes de Jackson J aux cas
des points non équirépartis sur un sous-ensemble I de 'intervalle {0, 2x].

Remarque 10 Le polynome de Jackson J associé 4 la fonction f aux points non-équi- répaltxs

{xgm), a‘m )} est relié au polynome classique de Jackson J associé a la fonction f o @ ! aux
; {m)} (m\
points equl-répartxs {t1 y v } par la relation:
Tom () = Jam(t, foprl), ot pu(z) =t Vtel0,27]. (95)
Notons que lorsque m = n + 1, le polynéme Jﬂn,nﬂ(z',f) cofncide avec f aux points {:r(l"H),

,zﬁﬁ”} et que ces derniers peuvent ne pas étre équi-répartis alors que la définition du poly-

nome classique de Jackson exige 1’équi-répartition de ces points {voir [83, chap.X.6]).

Dans la réunion d’ouverts JcL:Jl]:cgc’“q) xi’fl”f la dérivée J;,n_,_l(a:, f) du polynéme de Jackson est
donnée par:
n-1

3 ‘ ( +1 +1)y

Jn,n+1(_$> f) n+ 1 Z f( b n(‘Pﬂ+1(I) tScn )) (Pn—i—l(z) .
Puisque K’ s’annule aux points g—’_;_—’;, pourk = 0,...,n et que @,41 est continue et linéaire par
morceaux, la dérivée J,, n+1{z, f) peut étre prolongée continiment a I’ensemble {x"“,_. .. ,xﬂj
avec la valeur zéro. L’annulation de la dérivée J a+1(z, f) aux points {z( nH ), e ,xf:ril)} assure

un certain lissage du polynéme interpolant Jn,n+1(a:, f), mais nous considérerens le cas général
des polynémes J,, m(z, f).

Par ailleurs, puisque

(m) {m)
1 1 41— (m) (m 1« m (m)y
= = — s @i - = o™ @ - ™)
Trp1 — Ty

alors le polynome de Jackson J, . (z, f) est aussi égal a:

Tnm (2, f) = Zf ™) Ko (@) - om(@™)) 9(z™) @) = ).

&

Ainsi, la somme jn,m peut 8tre considérée comme une discrétisation de f b4 K, aux m points
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{mgm), e ,:1:%")} et le théoréme 10 peut étre considéré comme la version discréte de la proposition
10.

La proposition suivante résume les propriétés principales des polyndmes de Jackson et de la
Vallée Poussin modifiés que nous utiliserons pour Papproximation robuste. Celles-ci sont évidement
des extensions aisées de résultats bien connus pour les polynomes classiques.

Proposition 11 Soit f une fonction bornée sur I. Alors,

1. Sim>n et My < f <M alors My < Jymlz, f) < M,
2. Supposons maintenant m > 2n. Le polyndome Vi, (x, f) vérifie:
Wam(FMlzey £ B+2/n) | fliz=q - (96)

De plus, Vi, (P o pm) = p 0 om pour tout polyndme p de degré au plus égal & n.
Par ailleurs,

“vﬂiwm(f)—fﬂlzm(l) < (4-('-2/’!),) En(fa(pm)r
0t En(f,om) = inf {||f = pc @mllpe(s) : pun polynome de degré n}.

Démonstration de la proposition 11

Puisqu’une fonction constante est égale a son polynome de Jackson pour m > n par (93), la
premiére partie de la proposition 11 se rameéne, par différence, & constater que le polynéme de
Jackson d’une fonction non négative est non négatif ce qui est évident puisque K, > 0.

L'inégalité (96) est une conséquence immédiate de 1 et de la définition de V, ,,.

Maintenant si nous replacons dans la définition {78) du polynéme de Jackson, le noyau de Fejér
puis celui de Dirichlet par leurs expressions (89) et (88), nous obtenons:

n k m
~ 1 \ : ()
- E : E r Wsnm(m)E ‘ (miye—ipwm(z ™)
Jn.m{l’a f) m (TL + 1) € 1_:1’ f(xr )E

k=0 p=—£%&

Dans le cas particulier ot f(6) = **¥=(¥) avec |a] < n, nous avons:

n k -1 ]
jﬂ,m{xfeia%") = mz Z eiP‘Pm(I)mz: {ei%f(aﬂﬂ} )

k=0p=—*k r=0

Puisque |a — p! < m par hypothése, la somme précédente se ré-écrit

n k n
1 L, 1 ,
ippmiz) & _ i m(T)
(n+1)zzew‘ (’ﬁ,p~(n+1)§:e ¢
k=l

k=0 p=—

de sorte que:

. ; n+l-lal ; 5 2a+1—lof |
J 1,6t P} = 2 piaen(s) ot F Xy — etawmiz)
amiz,eeem) = 2T sz, e o) = 2T

Ainsi V,, p(ef9¥m) = e'®#m au vu de la définition et il s’ensuit par linéarité:

VPepn : Vn,m(pOQDm):POSOm~

Enfin, en utilisant (96), on a pour p € P,
WVaim(£) = fllz=ry = 1Vam(f = pown) = (f =poom)liz=(n < (4+2/n) |f = poemllL=,

ce qui achéve la démonstration. O
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1V-2.3 Convergence robuste des polynémes jn,m et Vn,m
Revenons maintenant 4 la démonstration du théoréme 10.

Supposons que |f| < M sur I et que la fonction f soit continue en un point = de Pintervalle 1.
Etant donné un réel { > 0, il existe un réel « > 0, fonction de z et de ¢, tel que | f(y) - f(z)] < ¢/2
pour tout y € I vérifiant jy — z| < .

Par ailleurs, il existe un entier mg tel que pour tout m > mg, intervalle I,, = [z Y"’, ) ] contient

le point z. La relation (93) nous permet d’écrire J, ., d’une maniére équivalente sous la forme:
T (@) = Z(f () 4 ™~ F(@)) Kn(pm(@) - ™) = A+ B+C,

ol A, B et C désignent respectivement :

- _1_ : (m)y _ R _m)
A= ~ KkZ;m {(f(xk )= f(2)) Kn(om(z) — 1} )} ,
jo— -’E(m)aﬁx
B = % Z {(f(g;im))-—f(z)) Kﬂ(‘Pm(x)*tim))}
|$1—§€':)T>n
et 1
c= 1 5 (P Kisat ).
1<k<m

D’abord, da au choix de et grace & (93), nous avons:
4l < &1 - (m)y _
4 < 2= Kalem(@) -t)) = (/2.

D’autre part, puisque ||7{™ [l < v et toujours grace a (93) il est clair que

|C| < v,

Par ailleurs, associons & la fonction ¢, la grandeur A,, définie par:

A, = min |om(y) ~ em{y2)].
y1,¥2€ 10,
lvi—y2l>x

Puisque ¢,, est monotone et linéaire par morceaux, alors

(m) {m)

T - xr
Bm 2 ok _mn Elfea)zemln ) 1
1<k<m~1 a7 — af] m &,

Etant donné que, par hypothése §,, = O(m™1!), il existe alors un entier m; > my tel que:
Ym > my, An > 7
pour une certaine constante y > 0 .

Compte-tenu du fait que le noyau de Fejer K, vérifie pour tout o > 0

lim {sup Kn(t)} =0,

nmejtza
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il existe un entier ng tel que pour tout entier n > ng et pour tout y > A,, > 7, nous avons
K.(y) < _T%-!- Il en résuite que pour tous entiers n > ng et m > my, m restant plus grand que n,

1 . m
Bl < 2M= 3 Kulem(@)-1") < (/2.

1<k<m

Finalement, :
[Jnm(z) = flz); < A+ Bl +|C1 < (+v.

Pour terminer la démonstration de la premiére partie du théoréme, remarquons que si f est
continue sur un compact [, 8] de intervalle I, alors & et v peuvent étre choisis indépendamment
de z et la démonstration précédente montre que J, . converge uniformément vers f sur [o, g].

Pour démontrer la derniére partie du théoréme, notons simplement que la relation:

. 2n+1 n+1
f - ‘/n,m = (f ']211 m) -

(f JTL 'rn *

nous permet de conclure en utilisant la premiére partie du théoréme 10. O

IV-2.4 L’évaluation numérique de jn,m et de f;’m

Reprenons les expressions (78) et (79) des polynoémes J,, m(z) et Vi m(z):

- 5 1 i m) - m)
Jrm(@) = Jum(e f40) = =3 4" Ku(pm(z) - )
k=1

et

o
vn,m =

Nous allons donner une forme plus simple de ces expressions permettant un calcul efficace et
rapide de ces polyndémes en tout point de leurs domaines de définition.

Dans Pexpression du polynéme de Jackson, remplagons le noyau de Fejér, puis celui de Dirichlet
respectivement, par leurs expressions (89) et (88); nous obtenons:

n k

Tnin2) = (n+1 Zyrm Z Z et P (omia)=ti™)

k=0p=—%

Compte tenu de la relation:
ZZGP"(R+1) Z(n-{-l~k}(a +a7%y,
k=0 p=—%k k=1
nous avons 'expression suivante pour jn,m :
- _ ’lkcpm(.'C) 71+1_ Ik! (m) —‘th{"“ -
Fumla) = k_z ((n+1 zy | (o)

De la méme maniére, le polynome de de la Vallée Poussin exprimé sous la forme:

Vam(z) = Zy‘m’ 2Zn ieiriwm<x)~t&"’),

k=n+lp=—k



IV-2 Approximation par les polynémes de Jackson et de la Vallée Poussin 59

peut étre écrit, compte tenu de la relation:

n k 2n n+1
Z Z af = Z (2n,+1—k)(ak+a_k)+nZ(ak-i-a“k)-i-n,
k=n+lp=~k k=n+2 k=1

sous la forme suivante:

2n m

k=-2n r=1
avec
L si 0<|kl<n+1
Vhm = { Snai-ik] T
mm —H;G"{-L-L si n+2§ik|§2n

Ces relations {97) et (98) expriment jn.m et Vn,m comme des polynémes dans le systéme ortho-
normal {wn}, .z de Vespace L2([0, 27}, ¢ dt).

Soit F le vecteur colonne de longueur m dont le r¢me glasment est yﬁm). Soient B* la matrice
de type (n + 1) x m et B~ la matrice de type n x m définies respectivement par:

B+ - n+1 —(k“‘l) e_i(k"'l)ts-"l)
{n+1)m

1<k<n+1
1<r<m

et

ﬂ+1_k : (m})
B” = (—3””” ) <k<n
(n+1)m 115 >

et soient V' la matrice (2n + 1) x m et ¥V~ la matrice 2rn x m données respectivement par:

k-1 =i (k=1)t{™
vt = (vn,m e~  =DET)  hcan
1<r<m
et ()
- _ k ikt
Vo = (Un,m ettt )15k52n
1<r<m

Si A%(z) et A~(x) désignent les vecteurs lignes dont les éléments sont des fonctions, de lon-
gueurs n + 1 et n, et respectivement donnés par:

At(z) = (1,,.. ,e’"“’"’(z)) et AT(z) = (e"“”“m,.“ ,e“m“”“(z))

et si de plus W (z) et W~ {(z) désignent les vecteurs lignes dont les éléments sont des fonctions,
de longueurs 2n + 1 et 2n, et donnés respectivement par:

W) = (1,...,e29@) ot W(g) = (e7on(), . eminen(a)

alors les polynomes J,, () et V,, ,(z) s’expriment sous les formes matricielles suivantes :
Jam(z) = (AT (z) B¥+ A (z) B™) F (99)
et

Vam(z) = {(WH(@) VI + W (z) V™) F. (100)

Ainsi, évaluation de jn,m et de Vn,m sur un ensemble de points &, ... , &p, peut &tre formulée
comme des produits matricielles dont P'utilisation est fort adaptée pour les calculs numériques
principalement sur des machines massivement paralleles. (voir [74]):
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Tn,m(€1) AT (&) AT (&)
: = : BTF+ : B~ F (101)
T (&) At (&) A7 (&)
et
Vi, (€1) WH(&) W= (&)
: = : Vt I+ : V- F. (102)
ffﬂ,fﬁ(&p) W (&) W={&)

Remarquons que dans P'expression (99), les vecteurs colonnes BTF et B~ F contiennent les
coefficients du polynome Jackson J,.,.(z) dans le systéme des bases

{1,...,m¥mi®) o femieml®) | gmtnen(n)

tandis que dans I'expression (100}, les vecteurs colonnes V* F et V'~ F donnent les coefficients du
polynome V, ,(z) dans le systéme des bases

{1,... ’ei’zn\-ﬁm’(l‘)} et {e—wm(z),“_ ’e—i2n4;:,"(:z)}.

Lorsque les points {xgm),.,. ,ccﬁé’”} sont équi-répartis sur [0,27] c’est-a-dire lorsque ¢, =
Idjp 3+ alors le calcul de ces coefficients donne directement les expressions des polynomes de
Jackson et de la Vallée Poussin dans les bases standards {1,e°% e?**,.. .} et {e~**,e72% ..},

L’utilisation des facteurs d’atténuation [42, chap.13], permet d’étudier comment ces coefficients

sont reliés aux coefficients de Fourier discrets de la fonction f aux m valeurs {f (t(m) Yooulo f (tsf{”))}.
Lorsque les points d’échantillonnage {:r,(lm), e ,a:%” )} ne sont pas équi-répartis sur [0, 2], une

étape auxiliaire d’échantillonnage de 'approximant est nécessaire pour revenir aux bases standards.

IV-2.5 Retour aux points équi-répartis

Lorsque les valeurs (y,(cm)) ne sont pas données en des poiuts équi-répartis de Vintervalle [0, 271,
les polynémes de Jackson et de la Vallée Poussin sont définis dans la base B, = {€'™ ¥}z pour
une certaine fonction p de I'ensemble ®. L’utilisation de ces polynémes en identification (pour
construire les matrices de Hankel ou de Toeplitz par exemple) exige de disposer d’expressions qui
sont de véritables polynémes trigonométriques ¢’est A dire qui s’expriment dans la base standard
{e'"*}nez. Une fagon simple d’obtenir de telles expressions consiste & construire les polyndmes
classigue de Jackson et de la Vallée Poussin associés respect:vement aux fonctions J, ., et Vi

aux points équi-répartis {tl"‘) t(m)} Nommons les J,, n,m &t Vn m. Pour les calculer, rappelons
d’abord P'expression de Jy, s

k3

N n+1- |k (m) =itk ) ig(z)k

Tnm(z) = Z ( T Z ¢ et¥
k=—n

et celle de Vn,m :

1
: T k = 0<lkl<n+1
Vom(a E E“nmy‘r’”' HeE=ETE avee ok, = {_g;l-Hu!k n+2< |kl <2n

|ki o r=1 I
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Les polynémes trigonométriques jn,m et Vn,m sont alors respectivement définis par:

- = n4+1-jk = - i = iz
Jam@ = (ml&lzjm(tg ek )e ¢ (103)
k=—n ra=]
- 2n LI e
Vem(@) = Y (vT’:,mZVn‘m(tg’”))e"”’tﬁm)e‘” (104)
p=—2n p=1

et sont exprimés dans la base standard. Le théoréme suivant montre que la propriété de la conver-
gence robuste est conservée par les polynéimes J n,m et Vn,m ainsi définis:

Théoréme 11 Soit f une fonction bornée sur I. Soient .7n,m et Vn,m les polyndmes définis
respectivernent par les relations (103) et (104).
83 6m = O(m™1), le polynéme trigonométrique J, m (respectivement V., ) converge robustement
vers f(z) en tout point x € I de continuité de f et ceci lorsque le niveau du bruit tend vers zéro et
le nombre n tend vers linfini, m restant plus grand que n (respectivement 2n ). Cette convergence

est uniforme sur tout intervalle fermé o, ] C I de continuité de f.

Démonstration du théoréme 11:
Remarquons d’abord gque:

f-‘/:’n,m - 2n+1 (f—:i?n,m) _ n:l (f*}n,m)-

n

Cette remarque nous permet de ne démontrer du théoréme 11 que la partie relative au polynome
de Jackson J, .. Désignons par J, ,, le polynome de Jackson classique c’est & dire celui qui est
calculé en des points équirépartis. Puisque

f- }n,m = (f_ Jn,m) + (Jn.m “':]n,m) y

il suffit de démontrer que chacun des termes tend uniformément vers 0 quand = tend vers 'infini,
m restant plus grand que n. Pour ce qui est du premier, cela découle des propriétés du polynéme de
Jackson classique puisqu’il approche uniformément f. Pour ce qui est du second, cela provient du
fait que le polynéme de Jackson n’augmente pas la norme de la fonction 4 laquelle on 'applique,
en Poccurrence f — J,,m dont nous avons déja démontré la convergence. O

Remarque 11 Ce théoréme peut éire utilisé pour obtenir un algorithme d’interpolation ou d’ap-
proximation en deux étapes. Ce schéma d’interpolation est trés utile quand les points de mesure ne
sont pas équi-répartis ou simplement considérés comme tels par imprécision numérigue de mesure.
Rappelons gue la condition d’équi-répartition des points est primordiale pour le bon comportement
des polynémes de Jackson et de la Vallée Poussin, condition qui ne devrait pas nous surprendre
vu Vallure de la courbe de K.

IV-3 Applications en identification

Dans les problémes d’identification partielle, robuste dans H* et aux moindres carrés dans H?,
4 partir de données fréquentielles, les procédures d’interpolation et d’approximation constituent
la premiere étape des algorithmes généralement proposés (voir le chapitre suivant).

Dans H®, la résolution du probléme de Nehari auquel se réduit le probléme extrémal borné,
fait appel a 'opérateur de Hankel I",, de symbole u ou u est la fonction de L>(T) a approximer
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dans H*. La méthode standard pour calculer cette solution est de déterminer & partir de la
matrice de Hankel H,, de Vopérateur ', la plus grande valeur singulidre o de H,,, qui représente
la distance & H* de la fonction u, et un vecteur singulier z associé & o et qui est de ce fait un
vecteur maximisant de I',. Cette matrice H, est la matrice de Hankel construite 4 partir des
coeflicients de Fourier de la fonction wu.

Dans l'espace réel hilbertien L?(T), la résolution du probléme extrémal uniformément borné
{33) ainsi que celle du probléme de la complétion analytique bornée (45) exigent de pouvoir
exprimer pour une fonction donnée, sa restriction sur un arc K du cercle unité T, afin de définir
les opérateurs de Toeplitz associés aux fonctions x x et x\k et calculer la norme sur T \ K d’une
fonction u € L%(T) c’est-a-dire la norme sur T de sa restriction yr\gu sur T\ K.

Dans les applications pratiques, les fonctions initiales f et h (voir chapitre III) ne sont données
que par un ensemble fini de leurs valeurs ponctuelles et éventuellement bruitées sur K et sur T \ K.
Une premiére étape d’interpolation ou d’approximation est ainsi nécessaire. Dans ce contexte, les
polyndmes de Jackson et de de la Vallée Poussin trouvent une de leurs utilisations en approximation
des fonctions 4 partir de données ponctuelles.

D’une part, les facteurs d’atténuation, que nous détaillerons en IV-3.1, nous permettent de
calculer les coefficients de Fourier discrets pour construire la matrice de Hankel 4 décomposer
pour finalement calculer les valeurs et vecteurs singuliers. D’autre part, la convergence uniforme

des ces polynomes J et V (ou bien J et V, voir section IV-2.5) vers ces fonctions sur tout intervaile
fermé des domaines de leur continuité, permet d’exprimer dans IV-3.2, les coefficients de Fouriﬂr
de la restriction d’une fonction & partir de ceux de la fonction initiale donnée sur tout T pour
finalement calculer la matrice de Toeplitz et la norme des restriction des fonctions.

Indiquons par ailleurs que le calcul effectif impose de manipuler seulement des matrices et des
séries d’ordres finis de sorte que des troncatures de ces matrices et séries doivent étre opérées.
Nous détaillerons la résolution numérique des problémes (33) et (45) dans le chapitre V.

IV-3.1 Les facteurs d’atténuation

Définissons le coefficients de Fourier discret @, d’ordre p associé aux m valeurs {y§’”), e ,yﬁwm)
d’une fonction définie aux points équi-répartis {t(m) (m}} par:
VpeZ: 4 =— Zy<m> emint™ (105)

Tirons de {97) et {98) les expressions des polynomes J, .. {x) et V, (z) associés & ces points:

= ik zn+1—!k! - (m) gmikti™ _ ~ b ks
o) = 35 e TELI S > Ao

k=-n k=—n
et
2n 1 m . n
Vi, m(:r) — § : eikz‘ ’U = § y(m) e—itﬁf'"k — E : ez’k:r
ymid T
k=—2n m r=1 k=—2n
avec

v _ nt1-—1k|
R |

our <k< et 1 0<lkfsn+l
-n n U = < g
P - " 2”+111 ki n+2<|k|<2n.

Ces multiplicateurs 3% et v} jouent le réle des facteurs d’atténuation® puisqu’ils permettent
de calculer le coefficient de Fourier discret &; d’ordre & pour —n < k < n  (respectivement
pour —2n <k < 2n) a partir du coefficient 7% 4, (respectivement vk 4;) d'ordre k du poly-
néme J, . (respectivement Vy, ).

3. Voir [42, §13.2-111] pour la définition des facteurs d’atténuation ainsi que leur application pour Jes interpolants
linéaires et cubiques (splines).
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IV-3.2 Restriction des fonctions:
Supposons que la série Y ;0. €'™? converge uniformément vers la fonction u(#) sur un
intervalle K de [0, 2. Alors la série infinie 3 . 8, e'™% converge, uniformément sur tout compact
intérieur & K tout en restant bornée en norme L2, vers la fonction x 5 u(8) sur K ou le coefficient 3y

est défini par:

1 27 - 1 e
B = %/0 xxu(@ e *ds = nze:zanr,ﬁ avec 1L = o Ke‘ k)0 dp

ou bien d'une facon équivalente:
B | =R | an o R=1 --- 7k

De la méme maniére, si la série 3, ., @, '™ ? converge uniformément vers la fonction @(6) sur

T\ K, alors la série 3, ., 5. e'™? converge, uniformément sur tout compact intérieur & K tout
en restant bornée en norme L%, vers la fonction x1\x #(f) sur T\ K, ou pour tout entier positif

k, le coefficient B est défini par:

P! 1 - i k6 k k 1 3 kY@
Bi = — XT\k 0 e F0dh = an7t  on = — e ("=k0 gy
27 0 \ 1% 27 T\K

c’est-a-dire d’une maniére équivalente:

Remarquons que, puisque:
Vn € Z,Yk € Z : tF4t =8k,

i3

ot 6% est le symbole de Kronecker, alors la somme R + R est égale a la matrice identité.
Lorsque Vintervalle K est symétrique, c’est-a-dire si
K ={e?: —a<#<a} oubien K = {¢¥ : a<8<2r—a},
alors r¥ et 7% sont donnés par
1 f° -

g a . 1 2r—a g
5 _ae”’ dé = ;smc(pa) et -2—;/; e'Plde =

p 2 sinc (p(rm—~a)).

De plus R et R sont des matrices symétriques de Toeplitz.
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Chapitre V

Retour au probléme
d’identification robuste H®

Dans ce chapitre, nous allons présenter un schéma complet pour résoudre le probléme de
I'identification harmonique partielle et robuste dans H* tel qu'il a été précédemment introduit au
chapitre 1. Cette étude, qui a fait U'objet d’un article [11] soumis pour publication et qui constitue
une approche originale pour traiter des problémes d’identification partielle, étend les résultats de
{34, 40, 56, 58] aux cas plus réalistes od les données expérimentales ne sont disponibles que sur
une bande stricte du domaine des fréquences et généralise ceux de [10] concernant le probléme
extrémal borné dans H* au cas d’une contrainte variable.

Ce probléme consiste 4 construire, depuis les données fréquentielles expérimentales sur la bande
passante du systéme, une transformation robustement convergente (sur cette bande) vers les mo-
deles stables dans H™, tout en respectant une certaine contrainte de gabarit a I'extérieur de cette
bande. La convergence robuste est celle définie par Partington dans [56] et qui correspond A la
convergence uniforme de la transformation précédente vers la fonction de transfert du systéme sur
la bande de fréquences lorsque le nombre de mesure tend vers l'infini et le niveau de bruit tend
vers zéro, tout en satisfaisant asymptotiquement la contrainte imposée a extérieur de la bande.

Plus précisément, soit K un sous-arc strict et symétrique du cercle unité T défini par:
K =1{e®:a<8<2r-a} o O<a<m, avec T\K = {¢¥:—a<0<a}.

Soit f une fonction de l'algébre du disque A (D) qui représente la fonction de transfert d’un
systéme stable en temps discret. Nous supposerons que la fonction f est donnée par ses va-
leurs (ax = f(2k) + M) _,cx<n aux 2n points (zx)_,<pc, de K et entachées d’un bruit (m)2,
appartenant & [°°. De plus nous ferons ’hypothése que la fonction f appartient & la classe des
modeles dans laquelle nous chercherons une meilleure approximation ¢’est-a-dire que f satisfait a
priori la contrainte suivante sur T\ K :

|f(z)—h(z)] £ 7(2), pour 2z € T\K,

ol h et r sont deux fonctions continues sur T\ K et r est telle que:

r(ei”) = 0 et r(z) >0, Vz € T\K-

L’identification robuste sur la bande de fréquences K consiste & construire, avec les données
(@k)—n<k<n, une approximation f, de f sur K qui converge robustement sur K au sens ou:

hm  sup [ifa— fllze(xy = 0;

e=0 [inflso e
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nous imposons de plus que Papproximant f, respecte asymptotiquement la conirainte sur T\ K
c’est-a-dire:

lim sup {Sl_lp_{ifn(Z)—h(Z)l“T(Z)}} < 0

e InfleSe {eT\R

Pour résoudre ce probléme, nous avons développé un algorithme d’identification en deux étapes
que nous présenterons dans ce chapitre.

La premiére étape, qui sera détaillée dans le paragraphes V-1, consiste & construire une ap-
proximation robuste p,, des données: (ax)—n<k<n sur K et hsur T\ K.

La deuxiéme étape, gue nous détaillerons tout au long de la section V-2, se formule comme
un probléme extrémal {dual) borné dans H* et consiste, guant a elle, & résoudre une famille de
problémes (pondérés) de Nehari. Ce probléme extrémal borné, qui sera étudié en section V-2.1,
constitue une généralisation, au cas d’une contrainte variable r sur T \ K, du probléme déja détaillé
en section III-2. Compte tenu du fait que cet algorithme doit nous permettre de reconstituer au
sens de la convergence robuste, la fonction de transfert initiale f supposée dans 'algébre du disque
A(D), il sera indispensable de supposer une cerfaine continuité des données et de Papproximant
que nous détaillerons dans les paragraphes V-2.2 et V-2.4. Ces conditions sont extraites de l'étude
du probléme classique de Nehari dont les résultats essentiels seront rappelés en section V-2.3. De
plus nous supposerons que les données sont denses sur K. Par ailleurs, nous monterons dans V-3
que, pour garantir la convergence du schéma numérique, certaines hypothéses de régularité sont
exigées sur la contrainte r et sur les divers symboles intermédiaires (de la famille) & approximer.

Le schéma global de cet algorithme sera présenté en section V-4 et une estimation de 'erreur
d’approximation associée a cette identification sera donnée en section V-5.

A propos de la contrainte sur T\ K

Dans ce schéma d’identification, les fonctions h et r représentent les deux parameétres qui nous
permettent de compléter la fonction f sur T\ K. La fonction h représente un comportement de
référence pour f dont Papproximant ne doit pas s’éloigner & plus de la distance r. Il est alors
clair que plus la fonction h est une proche estimation de la fonction f sur T\ K, moins grande est
Pamplitude r nécessaire 4 la capture asymptotique de f. Réciproquement, lorsque le comportement
h de f sur T\ K ne peut étre fourni a priori d’'une manig¢re suffisamment précise, le choix d’un
gabarit r suffisamment large est alors nécessaire pour compeuser le manque de visibilité sur f.
En pratique (voir chapitre VI), cette contrainte r nous permet de choisir un compromis entre une
bonne approximation des données sur K, obtenue par des fonctions » de grandes amplitudes, et un
comportement contrélé sur T\ K obtenu, au contraire, par des fonctions = de faibles amplitudes.

Par ailleurs, et de part la définition de f,, les quantités |f, — f| et |f, — h| convergent uni-
formément, respectivement vers 0 sur K et vers r sur T \ X quand n tend vers l'infini et ¢ tend
vers zéro. De plus, puisque r(e**%) = 0 alors f(zn) = h{zn) (et f(Zn) = h(Z)). Cette derniere
condition qui impose & h de cotncider avec la fonction inconnue f aux extrémités de A, rend
la construction de h théoriquement impossible. Néanmoins, pour garder un schéma robustement
convergent, nous allons spécifier les donuées sur T \ K sous une forme analogue 3 celle des données
sur K en choisissant une fonction inconnue k qui coincide avec f aux extrémités de K A laquelle
nous ajoutons une fonction dans la famille (e.).ec des fonctions qui convergent uniformément vers
zéro sur T \ K quand c tend vers zéro et tels que e.(€!?) = c et e.{e™*?) = Z. Pour des raisons de
simplicité, nous nous limiterons aux fonctions e.(z) linéaires en z définies sur T \ K par:

Vie TR efe)= o) -clz-e)

21 sing

; (106)
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et nous choisissons la complétion des données sur T\ K sous la forme hy + €, dont le terme
ho = h — es(cia) est une fonction qui s'annule aux extrémités de K. Remarquons que e,, est une
founction continue des données a, et @, directement disponibles et que la différence entre cette
complétion hp + e, et la fonction h initiale est au plus égale & 7, :

|(h0+8a“)—h/| = |ea, —ef(e‘“); = |ennE < -

Ce procedé constructif préserve la convergence robuste et nous permet une complétion continue
{aux extrémités) des données sur tout le cercle.

V-1 Interpolation robuste des données

Rappelons que nous disposons d’une part des n valeurs aj, ... ,a, (et des n autres valeurs
dy,... Gy par conjugaison) sur K et d’autre part de la fonction hg + €., sur T \ K. Nous allons
d’abord générer, a partir de cette derniére fonction, n’ valeurs any1,... ,@n4n 3UX points z,4q,

Coy Znpw de T\ K.

L’échange de la fonction hg+e,, parn' de ses valeurs ponctuelles s’accompagne nécessairement
d’une perte d’information sur T \ K. Cependant, I'erreur d’approximation ainsi induite peut étre
réduite par un choix approprié (sufisamment grand) de la valeur de »’' pour rendre cette erreur
de discrétisation négligeable devant Perreur d’estimation sur T\ K de la fonction f par hg + e,,,
ou simplement devant la fonction r.

Par ailleurs, pour conserver la convergence robuste de cette étape, nous imposons a n' de ne

pas faire augmenter, par les points z,11,... , Zptwne, le saut maximum entre les points de Ven-
b 3 b 7 7 a .
semble {21,..., Znin} C’est-a-dire de choisir n’ (par exemple n' > —%-n) tel que:
SUP  |Zntkst — Znpk] £ &n avec & = sup  |zk4r — oz
1<k<n —1 1<k<n—1

A ce stade et aprés complétion par conjugaison en prenant a_, = @ pour 1 < k < n 4+ n’,
nous disposons de 2(n +n') valeurs a_y—n, ... ,Gppne données aux points z_p—n'y. .. , Znen (NON
nécessairement équi-répartis) distribués sur tout le cercle T avec un saut maximum de &,.

Dans cette premiére étape de l'algorithme, les polynomes (modifiés) de Jackson J et de la
Vallée Poussin V nous permettent de calculer un approximant p, de ces données. Par ailleurs, si
&, = O n,{M) Cest-a-dire si les points z.n—n-, ... , Znsn sont denses sur T, alors J et V convergent
robustement, par le théoréme 10, vers la fonction fvh sur tout le cercle T puisque ho+e., = h+e,,
et que par définition, e, converge robustement vers 0.

Remarquons que le polynéme p,, construit i partir de données expérimentales et bruitées,
n’est vraisemblablement pas dans H*. Si p,, € I alors p, € A(D) est solution du probléme

Nous supposons dans la suite gue le polynéme p,, issu de cette premiére étape d’approzimation
n’est pas dans H™.

V-2 Approximation dans A (D)

La seconde étape de 'algorithine consiste & construire un approximant f,, stable et continue qui
converge robustement vers la fonction f sur K et respecte la contrainte v sur T \ K. La proposition
suivante dont la démonstration est reporté a la fin du paragraphe V-2.4 nous garantit I'existence
d’un tel approximant :

Proposition 12 Si la fonction v est p-Lipschitz sur T\ K avec 0 < p < 1 et tel que r{e**%) =0,
alors il existe un réel positif ¢, telle que la fonction f. solution du probléeme :

pn = fallLe(xy = gesfgiﬁ lpn = gliL=(xy = &n (= Boolen) = ﬁoo) 3 (107)

T4En .Pn
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soit dans [’algébre du disque A (D). De plus, si p, converge robustement vers fV h sur T, Uap-
prorimant f, converge robustement vers la fonction f sur K :

lm sup |ifa— flliex) = 0, (108)
e=0 Inlja<e

et respecte asymptotiguement la contrainte v sur T\ K :

lim sup {SUL(!fn(Z)—h(z)I—T(Z))} < o (109)

o
em0 [nfloe e z€T\K

Nous allons tout d’abord justifier la nécessité de considérer une contrainte variable sur Ty A
et montrer en section V-2.1 que, dans ce cas aussi, le probléme extrémal borné, déja considéré
dans la section III-2 pour une contrainte constante, est & son tour équivalent & un probléme de
Nehari et admet par conséquent une solution.

Nous indiguerons ensuite qu’un ajustement & r +¢, de la contrainte r sur T \ K, pour un choix
de €, que I'on montrera possible, ainsi qu'une condition de Lipschitz sur r permettent de garantir
Pappartenance de 'approximant f, a I'algeébre du disque A {(B). Nous rappellerons au passage
quelques points essentiels relatifs au probléme classique de Nehari.

Associons & la fonction p,; le probléme extrémal borné suivant :

! —q oc = i — gl oo = . 11
|ipn gnHL (K) genégi Hpn gllL {K) B ( O)

i kn

Lorsque la contrainte r est partout égale & une constante M, ce probléme (110) est équivalent,
compte tenu de Phypotheése p, ¢ H™ soit encore B, > 0, au probléme de Nehari suivant {voir
section 111-2):

1]’;};}; “pnw#;v_h;? “—'U”LQO(T) = “pn’wtv% “'UTLI!L"“(T) = 11

avec

S -1

Gn = Un W vk
Cette derniére équation montre que lorsque la contrainte » est constante sur T\ K, la solution
gn € H™ du probléme (110} est généralement discontinue aux extrémités {e*¢,e'*} de Vintervalle
K. Pour construire une solution continue sur T, il est alors nécessaire de considérer une contrainte

variable r et de généraliser par conséquent & ce cas I’étude du probléme extrémal borné menée en
section I1I-2.

V-2.1 Retour au probléme extrémal borné

Soient u une fonction de L%°(K) et v et p deux fonctions de L°°({T\ K). Considérons de
nouveau le probléme extrémal borné (25) dans H*:

e — gl ree = j - e = 3... 1
i = glle=qx) ,nin fle — allz=(x) Boo (111)

o

Supposons que les fonctions v et p soient continues sur la fermeture T\ K de T\ K et que p
soit posttive.

Si log(p) € L*(T), il en résulte d'une part que:

V8 >0: pBvp e L™T) et log{3Vvyp) € LYT),


file:////Pn-
file:////Pn-
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de sorte que:
VY3 >0: w;&,p = Wiyl € H™.

D’autre part, nous déduisons que l'ensemble BJY, est non vide. En effet, puisque infq\ x(p) > 0,

alors par le théoréme 2 (ou bien le théoréme I1.4 de Runge), il existe toujours une fonction g € H™>
telle que ||v ~ gllz~(r\k) < infr\x(p) et par conséquent g € BY,.

Par ailleurs, les équivalences suivantes:

g €BX, <= lg—-v < |wry,l ppsurT\K << gwivi € B, )
1.
montrent que § est solution du probléme (111) si et seulement st gy = §w,, 1 est solution du
o
probléme extrémal borné suivant:
lewivy —gillpexy = min - fuwys = gllLe k),

B
g€ Tww, g

+
soit encore compte tenu de la proposition 3 et lorsque B > 0, sl et seulement si vy = gy w Vi
(=~}
c’est-a-dire
vy = Gw AV

e

est solution du probléme de Nehari pondéré suivant :

U{en}i}; “(UVU)wal;v% ~llpeo(r) = ”(qu)w#;\,% = Vo]l Loty = 1.

Par cette derniére équivalence et en adaptant les résultats de la proposition 3 au probléme
(111) puis en tenant compte du fait que H> + C(T) est une algebre (voir [29, IX,thm.2.2]), nous
avons ainsi démontré le résultat suivant :

Proposition 13 Soit u une fonction de L(K). Soient v et p deuz fonctions continues sur T \ K,
p étant positive. Alors:

1. Le probleme (111) admet toujours une solution § dans B
Ualgébre H™ + C(T), alors cette solution § est unique.

>, de plus si uV v appartient ¢

Supposons que u ¢ BF, de sorte que B > 0, alors:

2. si la fonction w V v est dans Ualgébre H™ 4 C(T), l'erreur lu V v — §| est presque partout
égale o Boo V p.

3. la fonction § est solution du probléme (111) si et seulement si la fonction vo = jwi/g_vi/,s
est solution du probléme implicite de Nehari suivant :

Lrenilir; II(u\/v)wﬁ_x;\,% =Vl = ||(qu)w§i_V% —Ylleo = 1. (112)

Remarquons que (3, est définie par (111), et que la pondération w; 5, v, /o dépend de p, u et
v 4 travers fo,. Le probléme (112) est un probléme implicite et la valeur recherchée de 8o, est
celle qui rend le minimum dans (112) égal & 1. Qu'une telle valeur existe et soit unique découle
du lemme 3 qui garantit par ailleurs un procédé dichotomique pour calculer 3, en considérant la
fonction (u V v)wyyi/, et en supposant u Vv € H*® + C(T).
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V-2.2 A la recherche d’un approximant continu

Revenons au probléme extrémal borné (110) associé & p, :

P = gnllz=iry = min llpn = glireir) = oo

En

Puisque p, & H™, alors S > 0 et ce probléme est équivalent au probléme de Nehari suivant {cf.
proposition 13):
vl’EﬂIi}; H;antv'l_ - U”L"O(T) = Hin—{;v% - "J’n”LC‘(T) =1,

avec

Cette équation montre que, comme dans le cas d'une contrainte constante, la solution §, € H*
du probléme (110) est généralement discontinue aux extrémités {e™**,e'*} de I'intervalle K. Nous
allons montrer qu’il est possible de garantir la continuité de la solution sur T en modifiant la
contrainte r en une autre . Posons

Ye > 0, Vz e T\K oe(z) = r(z)+e¢. (113}

Modifions la contrainte sur T\ K et considérons pour tout réel € > 0, le probléme extrémal borné
suivant :

o~ Gnelle(ry = pein lpn = gllz=(xy = Bool2)- (114)

T e n

Puisque p, &€ H™, alors Bu.(g) > 0 pour tout £ > 0. Le probléme (114} précédent est alors
équivalent au probléme de Nehari suivant:

min ”pnwm}mv;% =l pe(ry = pnw v —Unellpeoqry = 1.

avec

N -1
ne = Une W_3 ., -
’ ’ ﬁoo(t’i\'(’e

Cette derniére équation montre que, pour garantir Pappartenance 4 A (D) de la solution g, il
est déja nécessaire de choisir la valeur ¢,, de ¢ telle que

,300(511) = Us(eiia) = En;

afin de ne pas compromettre la continuité sur T de la solution f, = .., du probléme (114). Le
lernme suivant nous montre qu'un tel choix ¢, de € est toujours possible:

Lemme 15 La fonction € = 8..(c) est continue, décroissante et admet un point fize e, :
Boolen) = €4 (115)

Démonstration du lemme 15
Remarquons d’abord que la convexité de 'ensemble B , et celle de la norme || - ||peo(x; im-
pliguent la convexité et par conséquent la continuité de la fonction € — fS,.(¢}). Notons ensuite
que cette fonction est décroissante puisque pour tous réels positifs £, et e;, nous avons:

g1 < & = B ¢ B

FTepsPn  — TeqsPn

et par conséquent :

gy < £ S }600(51) 2> ﬂoo(si")'
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Pour finir la démonstration, il nous reste & démontrer que la courbe de la fonction G (¢)
intersecte la premiére bissectrice du plan. Compte tenu du fait que cette fonction est continue et
décroissante, il suffit alors de démontrer que:

rlinoxoﬂm(e) = 0. (116)

En effet, supposons que cette courbe reste du méme c6té que sa limite & Pinfini par rapport a cette
bissectrice. Il en résulte que S.(g) < £ pour toutes les valeurs positives de ¢ et par conséquent
la limite lim. g Boo{€) est nulle. La fonction monotone et continue S serait alors identiquement
nulle contredisant ainsi 'hypothése p,, & H™.

Quant & la limite {116), elle est une conséquence directe du théoréme 2 puisque ’ensemble B ..
s'étend & tout V'espace H™ lorsque ¢ tend vers I'infini et que, par conséquent, la fonction continue
pr peut étre approximée A une précision arbitraire sur X par les fonctions de H*°. O

V-2.3 A propos du probléme de Nehari classique

Etant donnée une fonction v € L>(T), le probléme non-linéaire de Nehari (80, chap. 15] consiste
a trouver une fonction vy € H™ meilleure approximation de « dans H* c’est-a-dire vérifiant :
= dist{u, H®)

”u - vO”L"“-‘(T) = vél}:i{noo ”u - 14’”1,c'<>('1r)

Un résultat classique de Adamyan, Arov et Krein [1] donne la solution vy de ce probléme en
termes de valeurs et vecteurs singuliers de 'opératenr de Hankel I', associé au symbole u (voir
[59, Chap.3] pour P’étude des propriétés élémentaires des opérateurs de Hankel).

Rappelons que Popérateur de Hankel I', de symbole u est définie par:
r. : H — L¥T)\ H?
z +— P (ux)

ou P_ désigne la projection orthogonale de L?(T) dans L?(T) \ H®. Rappelons aussi que si cet
opérateur de Hankel T, atteint sa norme en un vecteur non nul x dit maximisant c’est-a-dire tel
que:

ITull,y, = 0l llzll,op, avee |Tull = dist(u, H®),
alors il existe une unique meilleure approximation vy donnée par [80, theo.15.16}:
Tux
Vo = U — .
z

et ol Verreur |u — vp| est circulaire [65, theo.5.6].

Tout opérateur n’admet pas forcément un vecteur maximisant (voir [80, theo.15.15] pour un
contre-exemple) néanmoins un tel vecteur exisie lorsque Vopérateur de Hankel 'y, est compact
C’est-a-dire lorsque u € H* + C(T) par le théoréme de Hartman [65, theo.3.1].

Résumons les propriétés essentielles du probléme de Nehari qui peut étre considéré comme un
probléme extrémal dual dans H* (voir §1I-1):

1. une solution vy existe toujours;

2. la solution n’est pas forcément unique mais elle V'est tout au moins si u € H* + C(T), et,
dans ce cas, 'erreur ju — vp| est alors une fonction constante p.p. sur T';

3. toute solution vy est continue sur T dés que v est Dini-continue (théoréme de Carleson—
Jacobs) et cette condition de Dini-continuité ne peut étre relachée (cf. théoreme 11.3; voir
[19, theo.4] ou [29, Chap.IV-theo.2.2] ou |1, Rmq.3.2] pour un contre-exemple). Une fonction
est dite Dini-continue si son module de continuité est intégrable en 0 par rapport 4 la mesure
dt/t.
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Sur la continuité de P’opérateur de meilleure approximation

Ainsi, puisque tout opérateur compact atteint sa norme, alors par le théoréme de Hartman,
toute fonction de H* + C(T) admet une unique meilleure approximation dans H* au sens de la
norme uniforme. Notons par A cet opérateur d’approximation {nous ne donnons pas de domaine
de définition pour A ; le lecteur se reportera par ailleurs & [61] pour une étude détaillée de ces
propriétés de continuité).

L’étude de la continuité de 'opérateur A est importante, tout au moins pour deux raisons.
D’une part, pour une fonction donnée u définie sur T et comme soulignée dans [61], on ne cal-
cule généralement qu’une approximation @ de u si bien que nous sommes amenés a estimer la
déviation JA f — A )] dans le cas ol @ est une petite perturbation (daus un certain sens) de u.
D’autre part et comme démontré dans {41}, la fonction u(z) = 2% est un point de discontinuité de
A puisqu’il existe une suite u, de fonctions réguliéres qui converge vers u dans L*(T) sans que
la suite A u, des approximants ne converge vers A u dans L™>(T).

La continuité de Vopérateur d’approximation a été étudiée dans un cadre plus générale ou le
probléme posé consiste & trouver les classes X ¢ H*® + C{T) pour lesquelles AX C X (étude due
3 Peller et Hrudcev {65, chap.5]). On dit que de telles classes vérifient la propriété d’hérédité. Sans
détailler une telle étude (voir [65, Chap.5], {19, 62, 61}), indiquons que 'algébre de Wiener W [43,
Chap.5] constituée des fonctions continues sur T dont les séries de Fourier convergent absolument :

oo o0

W = {U(z)z i hnz™™ Yy [hn|<oo} avee flulw = 3 Ihai,

N=—o0 n=—0oo n=—0o0

vérifie cette propriété d’héréditeé.

Théoréme 12 [36, theo.6] Soit u une fonction de l'algebre de Wiener W telle que A{u) # u.
Lopérateur d’approzimation :

A:W-W
est continu st et seulement si sa plus grande valeur singuliére est simple.
Rappelons {65, Chap.5] par ailleurs que les valeurs singuliéres {s¢(T)}x>0 d’un opérateur com-
pact T, sont données par la suite des valeurs propres de 'opérateur (T T)lf/ et que la plus grande
valeur so{T") = ||T|.

Pour finir, mentionnons le fait que la fermeture A, des polyndmes trigonométriques au sens de
la norme de Lipschitz pour 0 < a < 1:

tu(Q) — um)l

lulla = f|luflec +sup . _
e el c#n  IC— e

vérifie aussi la propriété d’héredite [19].

V-2.4 A la recherche d’un approximant continu (suite)
Avant de démonter la proposition 12, il nous reste 4 établir le lemme suivant:

Lemme 16 Si la fonction v est de Lipschitz d'ezposant p pour 0 < p < 1 sur T\ K avec
m{e* ) = 0, alors le facteur extérieur w1, 1 est aussi p-Lipschitz sur T.

Démonstration du lemme 16
Remarguons d’abord que, puisque la fonction r est g-Lipschitz sur T, le calcul suivant :

0 sizizeK et z €K
eV (n)~eVodn) = (r(z)—r(z) st ;1 € T\K et 22 e T\K
—r(z2) =7(e'?) —r(z2) si z; €K et 2o € T\K
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montre que pour tout réel positif ¢ la fonction ¢ v o, est aussi p-Lipschitz sur T. Par ailleurs,
compte tenu du fait que £ V ¢, est une fonction bornée et sirictement positive pour tout € > 0,

0 < ¢ £ evVe, < @Tq\x,nz)-l- (117)

son inverse ]; % »;— c’est-a-~dire [wi, 1 | est alors une fonction p-Lipschitz sur T.
€ £ TE

De plus, puisque pour tous réels z et y positifs, |log(z) —log(y)| < |z~ y|/ min(z,y) alors pour
tous éléments 2y et zo de T

|wlv—1— V= |wlv~L( 22)|

loglwiy .o (23} — loglwzy o (z2)
l cva; ‘ € \/ﬂs( maxze'][‘\[(r(~) £

11 en résulte que la fonction logjwi, 1| est p-Lipschitz sur T.
Par ailleurs, pour tout élement z € I, soient P, et @, le noyau et le noyau conjugué de Poisson
définis par:
i0 i6
e +z e+ 2z
P.(6) =Re | ——], A0 =1 —_— .
6 = ke (572) . Q0 = m (5555)

Posons:

1 e A . Y ;
u(z) = = / P (6)loglwiya (9)idd et alz) 5 / Q.(8)loglwy, 1 (8)|d8,
o 0 € Z O £ o

ou i est la fonction conjuguée de u. Alors

ulz)+ii{z)

w[;v;:,_(z) =€ et u(z) = loglw%\,gl_(z)].

Compte tenu de (117), la fonction log iw%vﬁ_(ew)l est intégrable sur T. Il en résulte d’une part et

par |25, thm.1.2] que la fonction v admet une limite non-tangentielle sur T donnée en tout point
de continuité de log|wy, 1 | c’est-a-dire sur T par le théoréme de Fatou:

limlu(pem) = loglwi,a (e®)]. (118)
p— e ¥ oe

D’autre part et par [29, Chap.Ill-lem.1.1] que la fonction @ admet une limite non-tangentielle sur
T.

Par conséquent, la fonction wi,, 1. admet une limite radiale sur T donnée par:
wiya{e?) = hm1 ( (pe™) giip e’ )) (119)

Cette limite w1yl est une fonction p-Lipschitz. En effet, la fonction u, limite radiale d’une

fonction p- L1psch1tz par (118), est elle méme u-Lipschitz. De plus, puisque 'opérateur de conju-
gaison u — @ préserve la classe des fonctions p-Lipschitz [29, Chap.IlI-thm.1.3], alors la fonction @
est pu-Lipschitz sur T. O

Nous sommes maintenant en mesure de montre que la fonction f,, = g, ., converge robustement
vers la fonction f sur K et respecte la contrainte r sur T\ K.
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Démonstration de la proposition 12

Rappelons que le lemme 15 nous garantit Pexistence d’un réel ¢, positif tel que Feo(e,) =
£n = Poo et que le lemme 16 montre que, pour cette valeur ¢, de ¢, le facteur extérieur Wy

1

Ten

est p-Lipschitz continue sur T et que, par conséquent, la fonction p, w vl est Dini-continue
(c’est & dire ayant un module de continuité intégrable en 0 par rapport & la mesure d /¢, cf. §1I-1).

Par ailleurs, par la proposition 13, la fonction f,, est solution du probléme (107) si et seulement
si fa WLy L est solution du probléme de Nehari suivant:

Jain {lprw sy o = vlipeny = Ionwosy o = fawvoa e = 1. (120)

Puisque la fonction p, Wy est Dini-continue sur T, le théoréme de Carleson-Jacobs (cf.

Ty

théoréme I1.3) implique que cette solution f,, WLyl est dans I'algebre du disque A (D) . De plus,

Teq

-

puisque le facteur extérieur Wiy ainsi que son inverse appartiennent 4 A (D), 'approximant
fn est une fonction de A (D). -

Par ailleurs, compte tenu respectivement des inégalités suivantes:
lf=fal S 1f =Dal+Boo sur Ket [h—fo]l < |h=pn|+7+ Bo sur T\K
{121)

et de la convergence robuste du polynoéme p, vers fV h, il suffit, pour finir la démonstration de la
proposition 12, de démontrer que:
Jim, S = 0.

e— 0

Cette derniére limite est une conséquence de la convergence robuste du polynéme p, vers la
forction f Vv h. En effet, supposons au contraire qu'il existe un réel positif 3,,;, tel que:

Yvn € N, Ve > 0: Bolnel > Bmin > 0.
D’abord la convergence robuste de p, vers f v h implique qu’il existe un entier positif n, tel que:
Yn > ny: |{pa—fVh < Bin-
Ensuite, 'hypothése |f — #] < r sur T\ K faite initialement sur f, h et r, impligue que:

VTL > Ty lf_pn!(z) S lf_hl(z) + Ih—PnHZ) S r+5mi‘n S Usnv

Vze T\K.

Par conséquent, f € B? , et

Vo > n o /800 < Ilpn—f“Lw(K) < ﬂmin

ce qui contredit la définition de 3,,,:». Ainsi, I’erreur d’approximation 8. (n.€) converge vers 0. O

V-2.5 Calcul de I'approximant : résolution de I’équation implicite (115)

Pour terminer cette seconde étape de I'algorithme, il nous reste & calculer I’approximant stable
et continue f,. Nous savons déja que cette fonction f, est la solution du probléme de Nehari
implicite (120) avec Buo{en) = £,. En {fait, ce probléme est doublement implicite. En effet, si la
détermination du point fixe ¢,, de la fonction £ — B (¢) introduite par le probiéme (114), peut
étre résolue grace au lemme 15 par un procédé dichotomique, elle exige de pouvoir calculer, pour
chaque réel positif ¢, la valeur . (g) de cette fonction solution de (114). Si, pour tout réel positif
g, A désigne I'application suivante:

A 1 ]0,00] — 10,00]

§ —  min fpawgya —vlliem
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alors le lemme suivant nous fournit un procédé constructif pour calculer les valeurs de la fonction
e Boole):

Lemme 17 Pour tout réel ¢ > 0, Uapplication A, est continue et décroissante de )0, 00| dans
10, oo].

Par conséquent, pour tout réel positif ¢, ’équation implicite A (6) = 1 admet toujours une
solution qui n’est autre que Juo(c):

Ye > 0 fole) = ATHD). (122)
De plus puisque 'application A, est monotone et continue alors une procédure dichotomique suffit

pour calculer AZ1(1).

Démonstration du lemme 17:
Soit £ > 0. Pour tout réel 6 > 0, la fonction p,wy, L appartient a l'algebre H> + C(T). Il

existe alors, par les théorémes (11.6) et (I1.2), une unique fonction v € H™ telle que

Ac(é) = fipnwivs —vsllee(m) = |Pnwiy L —vs| pp- sur T.

Considérons deux réels positifs et distincts é; et d2, et leurs deux fonctions associées vs, et vs,

. -1 L , o :
de H® . Paisque Wiy wz‘;vzﬂ- = (L%Vl , €l que par conséquent vs, w%\,l € He,
< A2 va
Prwgys —vswg,l = (e Pavgvr —ve)l £ A(8)1F VI
Alors

6
Ac(h) £ pnwivar —vnwa,lliem £ Adb) ma:((gz,l),
1 %¢ 1 1

soit encore compte tenu des roles symétriques joués par &; et 6o :

§ 6
A, (67) min(é—Q, 1) < AL8) < Adb) max(6—2, 1). (123)
1 1
Il en résulte d’une part que Papplication A, est décroissante puisque:

V 6 > 6 > 0: Ae((sl) < A5(§2)7

et d’autre part que cette application A, est continue puisque:

V6 >0,YVn>0: é+n >0 = |A-AL+7)] < As+7) g
1! nous reste & démontrer que les limites en 0 et en +oo de la fonction continue et décroissante
A, sont respectivement égales & +o0 et 0.

Soit &€ > 0. Puisque la fonction p, w;, L. € H® + C(T) et que Hmi?\? contient C{T\ K') (cf
théoreme 2), alors il existe une fonction g € H* telle que:

IPnwiva = gliLemry < &

Considérons la suite (g wl\,l)
V1)

g

de fonctions de H*>°. Pour tout entier positif n, nous avons:
0

Ac(n) < “ing;v%—gwl;wﬂl,w(r)
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et pour n > % lipn Wiy L — glie (k) nous avons:

] 1 "
Ag(n) < max (; P wrvs = glize(xy, IPnwiv s — giiLw(r\K)) < £

Par conséquent ;
lim A {8) = 0.
f—oc

Pour finir, remarquons que, puisque pour tout ¢ positif, nous avons:
(8) = |w%v1! [P Wiy L = Vs Wevi
et que par conséquent :
Hpnww;a; —vswsvillreo(ky < 0A(8) et |pn Wiy — Vs wsvillo=(m\iy < Ac(d),

alors A () ne peut avoir de limite finie en 0 car sinon la famille (v; wsv1);.,o cOnvergerait vers la
fonction p., wy, 1 € H™ sur K tout en gardant, en dépit de la proposition 1, une norme finie sur
T\ K. Ainsi

}1_1.121 Ad) = 0.

et la démonstration est achevée. O

V-3 Reésolution numérique du probléme pondéré de Nehari

Ainsi, la seconde étape de l'algorithme qui consiste 4 trouver Papproximant f, dans ’algébre
A (D) se réduit finalement a la résolution d’une famille (dist(pn Wiy, H°°))5>o de probleme

550
de Nehari.

En effet, la proposition 12 montre que la détermination de f, nécessite le calcul de la valeur
de g, et c’est le lemme 15 qui montre que £, est le point fixe de la fonction € — f(c) et
qui par ailleurs, justifie I'utilisation d’une procédure dichotomique sur Bo.(c) pour estimer ¢,,.
Finalement, le lemme 17 montre a son tour que la valeur de 3, (¢) définie comme la solution
du probleme A.(é) = 1, peut &ire approchée au moyen d’un schéma dichotomique dont P'étape
générique pour ¢ et & donnés, consiste a résoudre le probléeme de Nehari suivant :

Ac(8) = Join IPrwivr —vlirem = IPawpvr = vesliieqm) (124)

Se pose alors le probléme de la résolution effective c’est-a-dire numérique du probléme pondéré
{124) de Nehari. Cette résolution consiste & déterminer, pour 'opérateur de Hankel associé au sym-
bole p, Wivd, la plus grande valeur singuliere ainsi que P'un quelconque de ses vecteurs singuliers
associés, et nécessne de pouvoir disposer des coefficients de Fourier de la fonction PaWiyi.

Si par construction, nous disposons de 'expression du polynoéme p,, la manipulation du facteur
extérienr w jvL pose quelques problémes. Nous allons d’abord donner Pexpression de la limite
radiale de ce facteur extérieur sur le cercle unité. Ensuite, nous montrerons que les contraintes
numériques et techniques nous imposent de réguler le symbole p, Wiy L- Finalement, nous indi-
querons que Pextraction de la plus grande valeur singuliére et de l’un de ses valeurs singuliers ne

nécessite que le calcul d'une décomposition spectrale en vecteurs et valeurs propres de l'opérateur
symétrique de Hankel considéré.
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V-3.1 Limite radiale du facteur extérieur
Posons:

6

Rappelons que, pour tous réels positifs e et &, le facteur extérieur w, est défini pour tout z € D
par:

vVt e [0,2n] : p(t) = -l.vz‘l—.(e”).

wy(z) = exp {% / etz logp(t)dt} = exp {;}; /T(Pz(t) + 1Q.(t)) logp(t) dt} .

r et — 2
Le lemme suivant (cf. {43, chap.6]) nous donne la limite radiale de ce facteur extérieur:

Lemme 18 Soit v une fonction p-Lipschitz sur 'ﬂ'\ K avec 0 < p < 1. Alors pour tous réels
positifs & et ¢ et pour tout point z = ¢'? de T\ {e**?}, la limite radiale du facteur eztérieur w,(z)
est donnée par:

8y _ . T -1 (7 log p(6 +1) — log p(f — )
wy(e’) = 5L1111ujp(9e ) = p(#) exp {-ﬁ /_,, 2 wan (i) dty . 125)

De plus cette limite radiale est p-Lipschitz sur chacun des intervalles K et T\ K.

Démonstration du lemme 18

Remarquons d'abord que la fonction 55 [ P,(t) log p(t) dt qui n’est autre que log |w,| est l'inté-
grale de Poisson de la fonction log p continue sur T sauf peut-étre en e*i® et admet une limite
radiale en tout point de T\ {e*%°} égale a logp:

VYo € [0,2r)\{xa} : log lw,(e'?)| = 6171_.nrilog!wp(ge“’)] = logp(9).

Par conséquent, I'étude de la convergence radiale de w, se réduit a celle de la fonction harmo-
nique ¢(z) définie pour z = ge'® avec 0 < p < let e'? € T par:

1 ) S 2p0sin(f — 1)
hz) = — -
¥(z) 27 /TQZ(t) log p(t) dt 2 ,/0 1—2pcos(f —t)+ o? log p(t) at

et qui n’est autre que la fonction harmonique conjuguée de la fonction 5= [ P.(t) log p(t) dt.

La fonction ¥(e*?) suivante:

P(ef) = -

1 /” logp(6 +¢) — logp(8 —1) it

27 J_» 2 tan(¢/2)

est définie sur T sauf peut-etre en e***. Par le théoréme [43, Chap.6-thm.1], Papplication (g e*?)
peut étre étendue par continuité sur T sauf peut-étre en et*%:

Vo €0, 2m\{£a} : limylee’) = p(e'’).

Finalement, pour tous réels positifs § et € et pour tout point €*? de T\ {e* ¢}, la limite radiale
du facteur extérieur w, est donnée par:

iy _ . —i [T logp(f+¢t) — logp(@ —1)
wy(e!?) = p(8) exp {5—1—? /~7r 3 tan(t)2) dt} .

De plus, par [29, Chap.III-thm.1.3], cette limite est p-Lipschitz sur chacun des intervalles K et
T\K. O
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V-3.2 Reégulation du symbole du probléme pondéré

Lorsque § # ¢, la limite radiale du facteur extérieur Wi, 1 hérite d’une discontinuité aux
points {e*?°}. Cette discontinuité, qui dégrade la vitesse de convergence dans L>(T) de la série
de Fourier associée & w PRV B impose, pour bien représenter la fonction Wiy, de considérer

des séries de Fourier partlelle% d’ordres €élevés et par conséquent de mampuler dans la résolution
numérique du probléme (124) des matrices de Hankel de rangs élevés. Mais cette difficulté peut étre
contournée. En effet, le facteur extérieur w pv i est partout continu sur T sauf aux points {e*?2}

o les limites unilatérales de son module restent finies et si p est le polyndme de premier degré qui
coincide avec p, en ces points {e* 2}, alors la fonction régulée (p, — )w%\,_ est continue sur

tout T. Par ailleurs la solution v, 5, du probléme de Nehari suivant:

Ac(6) = min [l(pn —p)wiyr —vlliem) = |Pn —P)wivr = vespllio=(n),
vE £ € (126>

n’est autre que la translatée par pwy, de la solution v, s du probléme de Nehari (124):

UE)‘S = vilérp +pw%ver :

Les trois lemmes suivants résument les principales propriétés de la fonction (p., — p) Wiy
Lemme 19 La fonction (p, — p) wyy o est p-Lipschitz sur T.

Remarquons d’abord que le polynome p,, — p est une fonction continment différentiable sur T
et par conséquent g-Lipschitz sur T. Rappelons par ailleurs que les restrictions 8 K et a T\ K de
{a fonction w 1yL = w, sont p-Lipschitz sur chacun des intervalles K et T\ K. Il en résulte que
la fonction (p, = p)wyy 1 est p-Lipschitz sur chacun des intervalles K et T\ K. Il existe donc
deux constantes posmves AK et Ap\x tel que:

A lzs — 21 |* sur K

{(po — Py wiya (22) — “)’UJLLZ]: )
Pn =B bv"‘( )= -r 6\/"‘( J Apglza —z)* sur T\K. (127)
Pour finir la démonstration du lemme, considérons deux points z; € K et 20 € T\ K. Soit z
I’'un des deux points ¢*® choisi tels que les trois points z;, zg et z» appartiennent 4 un méme
demi-cercle de sorte que

< |ag - £ et lzo —20] < |22~ 2|

’Z} - I3
Alors, puisque (p, — p)(z0) = 0 et compte tenu de {127), il en résulte que
{(Pn = PYw,(22)—(pr — P) wpl21)]

< |pn—p) 'wp(z’a’) = {pn — )wp(~0 + (pn — wp(‘ﬂ) (pr. ~ D) wP(ZI)I
< Axlzn ~ )+ Anvglze — 20"

et par conséquent, pour tous points z; de K et 23 de T \ K, nous avons:

(Pn—plwyya(z2) = (P —plwgya(n)l < max(dx, Ank) |22 — 2l
‘ (128)

La combinaison des relations (127) et (128) montre que V'application (p. — p)wyy 1 est p-
Lipschitz sur tout le cercle T. O ‘

Lemme 20 Si la fonction r est deuz fois contintment différentiable sur T\ K alors la fonc-
tion (pp, — p)wlv_;_ est dans lalgébre de Wiener W.
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Soit m un entier positif tel que z™ (p,, — p) soit dans H™. Il résulte des deux lemmes 18 et 19
que la fonction z™ (p, — p) Wiy L admet une limite radiale continue donnée par:

m iBy _ im@ . _ i —i " logp(8 +t) — logp(f —t)
2™ (pn — P)w, (€77) = €77 (pa = p)(e) p(6) exp {,M /_" 2 tan(i)2) dt}.

Yt € [0,2n] : p(t) = %v%—(e”).
£

Nous allons montrer que la fonction 1 suivante définie pour tout 8 de [0,27] \ {+a} par:

[T logp(@+1t) — logp(@—~t) [T logp(6+1t) — logplt)
w(o) = /_ i 2 tan(i)2) dt = /_ tan(t]2)

dt,

est différentiable A D'intérieur de chacun des intervalies K et T\ K. En effet, la fonction o définie
par:
log p(6 +t) — log p(t)

alt,f) = tan(t/2)

V(t,0) € [-m 7] x[-m, 7]\ {xa},

est continue sur [—,7] x K et sur [~7, 7] x T\ K. De plus sa dérivée partielle (¢,8) — 25(t,6)

est continue sur {—m, 7] x K et sur {~m, 7} x T\ K. I résulte de {66, Tom.3-thm. pp. 308] la
differentiabilité annoncée de I'application 1.

Par conséquent, la limite radiale de la fonction z™ (p, — p) w, est différentiable sur chacun

L]
des intervalles K et T\ K et compte tenu de sa continuité sur tout T, cette limite radiale est
Lipschitz. En vertu du théoré¢me de Hardy-Littlewood {25, thm5.1} ceci est équivalent au fait que
la dérivée de la fonction z™ (p, — p)w, est dans H*°. Finalement, compte tenu du théoréme
de Hardy-Littlewood {43, chap5-thm-pp.71] , cette fonction 2™ (p, — p) w,, et par conséquent la
fonction (p, — p) w, sont dans l'algébre de Wiener. O

Lemme 21 Soit f de Palgébre de Wiener W. Soit Jom (resp. Vam) le polyndme de Jackson
(resp. de de la Vallée Poussin) associé & f auz points équirépartis fondamentauz (3Z£)ochcm.
Alors le polynéme Jy . (resp. Va ) converge vers f dans Ualgébre de Wiener lorsque n tend vers

Pinfini, m restant plus grand que n (resp. 2n).

Démonstration du lemme 21
La convergence recherchée est une conséquence du théoréme {83, thm.5.16] et du fait que, par
sommation de césaro, les polyn6mes de Jackson définition [83, (6.5)-p.22] vérifient de méme

”f— Jn,m”w < 2 Z [ak|

fki>n

V-3.3 Décomposition spectrale d’une matrice de Hankel

La meéthode classique (voir V-2.3) pour résoudre le probleme générique (126), est de procé-
der A une décomposition en valeurs singulieres SVD (pour Singular Value Decomposition) de (la
troncature de) la matrice de Hankel H associée 4 une approximation polynomiale p,(,y d’ordre
m(n) du symbole (p, — p)w Jvi- Nous ferons appel aux polynémes de Jackson et de la Vallée
Poussin pour constriire une tellesapproximation Pm(n)- Ces polynémes nous garantissent en outre
la convergence robuste dans son ensemble,

Plus précisément, considérons le probléme de Nehari suivant:

Ae(é) = ulélilﬂc “ﬁm(n) - U”L‘”(T) = ‘ii’m(n) - ﬁs.é,p,m(n)liLw(T) ) (129)
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dont la solution ¥ 5, m(n) st donnée par (voir V-2.3)

Hzx

ﬁs,n‘?,p,m(n) = ij(n) - _IL‘—- )

ol x est un vecteur maximisant dont 'existence est assurée par la finittde du rang de la matrice
de Hankel H.

Nous supposerons que la fonction 7 vérifie 'hypothése de régularité du lemme 20. Il résulte
des lemmes 20 et 21, que la suite des polynémes (p,,(n))n>0 converge dans l'algébre de Wiener W
vers la fonction (p, — p) Wiy Observons d’abord que cette régularité imposée a la fonction
r n’est pas de nature & modifier le probléme extrémal borné que nous étudions. En effet, il est
toujours possible d’approximer la fonction r et & une précision arbitraire par une fonction ayant
la régularité requise et telle que la convergence robuste ne soit altérée.

Nous supposerons par ailleurs, que Popérateur de Hankel de symbole (p, — p)ws, 2 admet
une unique plus grande valeur singuliére de sorte que, par {36, thm.6], Popérateur d’approxima-
tion Brniny - D¢ 6,p,min) SOIt continu dans Palgeébre de Wiener W et que par conséquent, 'approxi-
mant ic,s,p,m(n) cOnverge dans W vers v, s, lorsque py, () converge vers (pn —p)wiy -

Te

Nous supposerons par lo suite que Ppn) reste suffisamment proche de (p. — p) wiy.L pour

confondre numériqguement D, 5 p mirny QVEC Ve 5, et A (&) avec A.(6) respectivement.

Finalement, indiquons que ’approche classique pour déterminer un tel vecteur maximisant z
de la matrice de Hankel H est de procéder a une décomposition SVD de H sous la forme:

H = U diag{oy,... ,01) V*,

ol U et V sont deux matrices normales et ol ¢;,... ,0; sont les valeurs singulieres de H (racines
carrées des valeurs propres de la matrice symétrique H*H). En effet, compte tenu de la relation
[32}:

Huv, = oy ug,

ol u; et v; désignent les premiéres colonnes respectivement de U et de V', le vecteur unitaire v,
est un vecteur maximisant associé & la plus grande valeur singuliére o; qui est par ailleurs égale 3
la norme A.{8) de la matrice de Hankel H.

L utilisation de Palgorithme {32, 8.3.2] permet d’obienir, A& partir de la décomposition QR,
une telle décomposition en valeurs singuliéres, dite SVD, de la matrice H {17]. Les relations [32,
8.3 entre la décomposition SVD de la matrice H et les décompositions de Schur des matrices
symértriques H* H et H H*, 4 savoir:

H*H = Vdiag(o?,...,07)V*, HH* = Udiag(o?,... ,0})U",

conduisent 4 un avtre algorithme de décomposition en valeurs singuli¢res [48, théo.66}, qui permet
de se limiter & une simple décomposition de Schur pour extraire les seuls éléments intervenant dans
Iexpression de v, ¢ 5, & savoir la norme donnée par o; et un vecteur maximisant, v; par exemple,
pour la matrice de Hankel H.

V-4 Schéma global de Palgorithme d’identification

Interpolation des données:
a partir des données initiales, calculer une approximation (ou une interpolation} polynémiale
Pr, par les polynomes de Jackson ou de de la Vallée Poussin (cf. §V-1).
Calculer ensuite le polyndme régulateur p (cf. §V-3.2).
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Approximation dans A(D) :
par dichotomie sur les valeurs de Papplication £ — [,.(¢), choisir la valeur du réel 8., de ¢
la plus proche possible, 4 une précision donnée, du point fixe 3, (cf. lemme 15).
1’initialisation cette dichotomie consiste & trouver deux réels positifs ¢; et €5 tels que:

Bole1) > & et Poclga) < £2.
Pour chaque réel positif ¢, la valeur de S, (¢) est donnée par (cf. équation (122)):
Boo(e) = ATH1).
Pour la calculer, le lemme 17 autorise le schéma dichotomique suivant :
— Trouver deux réels &; et §; tels que

As) > 1 et Ad) < 1.

— Par dichotomie sur les valeurs de Papplication A, , choisir la valeur 8..{¢) de & qui
vérifie & une précision donnée:

Ac(B(e)) = 1

Résolution finale:
la solution f,, du probléme (107) est donné par (cf. proposition 12):

fao =P + Voo fup WBuvVas,

0l vg_ .. p st la solution du probléme de Nehari suivant:

Jmin li(pn — p)w-ﬁ-{;v}t = vliperry = pn — p)w?ﬁ?vﬂt - Uﬁm,fim,pﬂmf('r) = L

V-5 Estimation de erreur d’approximation

Rappelons que nous avons construit le polyndme trigonométrique p,, a partir des points a_,_,,

cevy Opins €6 Que frw Fv b est la solution du probléme de Nehari associé & p, w TRV S
Compte tenu de {121) nous avons:

ff—fal € If=pal+Bx et |h=fal < |h—paf+7+b0.

Par ailleurs, grice A la convergence robuste de p,, vers f Vh, nous avons (voir la fin de démonstration
de la proposition 12): .
Boo < I%fvh—pn”Lw(T)-

Ceci nous permet d’estimer ’erreur d’approximation finale sur K et sur T\ K comme suit :

If — falleeky SUf=Pallzexy + WfFVA=palli=m < 20fVh—pulire(r)
|h = falr\k <t o+ h=palle=mey +If VR =palliemy £ 742/ Vh=palli<(T),

mais aussi P’écart de Papproximant f, & f sur T\ K puisque:

lf = falmve < |f=hlnne+h=falngk £ 27+ 2[fVh=pallr=(T)-

Pour compléter ces calculs d’erreur, il nous reste & estimer {[f V h — pplip~(1). Pour cela, si
I )loo < €, alors, par définition et compte tenu de la relation (106), nous avons respectivement :

|f(z) —arl = |m] < € pour |k| <n
|h(2k) — ak| = |y, | < 2 pour n<lk|<n+n'.

sina
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Il en résulte que les mesures a_n—ns,... ,8,1n peuvent tre considérées comme les valeurs de la
fonction f Vv h avec une erreur de mesure au plus égale a sizn‘a. St p,, désigne le polynéme de de la

Vallée Poussin V, ., construit & partir de m points parmi a_p.n, ... ,@nen, alors, compte tenu
de la proposition 11, nous avons:

L2 2e
HfVh=palleom < (4+;) (E"(th"PS)+sina.>

ol P désigne 'ensemble des polynoémes de degré au plus égal & s. Rappelons par ailleurs que par
le théoréme de Jackson {64, thm.16.4], nous avons:

E(fVhP) < 5 up(

s+1)

0l w, désigne le module de continuité de I’application u défini par:

wu(a) < sup fu(e”) —ufe)].
18-6|<a

Finalement, compte tenu de la définition de f V h, nous avons,

) 3 Y , 7 [ fllr=(x)
E{(fVvhP) < 2 SApunry “N 31 sme |
(f s S 2 oglgl L"f{‘s+1)“Hl )-5+1 sin g

Remarquons que ces majorations de I'erreur d’approximation |[f — fallz= (k) sur K et b~ f,|
sur T\ K obéissent aux conclusions de la proposition 12 et montrent en particulier ’importance
de la convergence robuste de I’erreur d’interpolation (ou d’approximation) j|f V A — ppflp~(7) de
la premiére étape.
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Chapitre VI

Applications et résultats
numeériques

Dans ce chapitre, nous allons montrer, quelques courbes a Pappui (!), comment Pétude du
probléme extrémal borné et du probléme de la complétion analytique bornée peut &tre motivée et
utile pour la résolution du probléme d’identification harmonique partielie.

Rappelons que dans les problémes d’identification harmonique de syst2mes linéaires que nous
considérons ici, nous ne disposons que de données ponctuelles. Ces données correspondent aux
mesures, éventuellement bruitées, de la fonction de transfert f, effectuées en un ensemble fini de
frequences de la bande (passante) du systéme.

Nous allons considérer deux exemples de données, I'un provenant de données expérimentales
réelles, Vautre plus académique. Le premier exemple provient d’un filtre hyperfréquence du CNES
caractérisé par 801 mesures fréquentielles. Le schéma suivant résume ces données ponctuelles aprés
Jeur transfert sur l'arc K = €[5+ %] par la transformation de Mtbius.

1 T T T Y T T T T
. Filtre hyperirequence

os | . e e ...............,,. T
06 P ) L ) -
c4 LV L
o2} . . . ' p

0 . l_.Q n -
02k 4 . ) . ' o
D4 P
06k . i L
08 ;
y . . , H R — .

-0.8 -0.6 -0.4 0.2 0 0.2 04 [eX4) 08 1

FI1G. 2 — Données fréquentielles du filtre sur [T, 3%].

272
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Le second exemple consiste en des données initiales sont les valeurs de la fonction f(z) =

f}i—;{% calculées en 524 points de Parc [1.5,27 — 1.5]. Ceci va nous permettre d’étudier certains
parameétres que nous avons déja mis en évidence dans la formulation du probléme de Uidentification
des données partielles (cf. chapitre V), a savoir les fonctions h et r. Rappelons que cette fonction
f a fait 'objet de plusieurs études relatives aux problémes d’identification robuste sur tout le
cercle T.

1 -y L L L L 1] T L]

A 3(272+1)/(z2/2+2z+5) sur K -
08

06 F

04 p

[

_1 ; 3 3 3 'S L 2 L

-0.2 o] 0.2 0.4 0.8 0.8 1 1.2 14 1.6

Fi16.3 - f(2) = ?343%% sur {1.5,27 — 1.5].

Nous allons tout d’abord présenter quelques résultats concernant le probléme d’identification
fréquentielle 3 partir de données sur une bande du systéme; puis nous montrerons comment le
probléme de la complétion analytique bornée trouve une motivation possible dans ces problémes
d’identification. Finalement, nous donnerons quelques résultats sur 'utilisation des polyndmes de
Jackson et de la Vallée Poussin dans l'interpolation et 'approximation des données ponctuelles.

Rappelons que I'identification robuste H* telle qu’elle a été décrite dans {34, 40, 56, 58] et
dont nous avons étudié la généralisation sur une bande stricte de fréquences, consiste pour un
systéme linéaire 4 déterminer sur cette bande 4 partir des données expérimentales fréquentielles
ponctuelles et bruitées, un modele stable et robuste dont le comportement en dehors de cette
bande reste contrélé. L'élaboration de modeéles dans H™ caractérise la notion de stabilité exigée
du systéme. La robustesse, quant 4 elle, traduit un comportement fiable du modele, au sens oi ce
dernier est d’autant plus prés du systéme réel que le bruit s’atténue et que les points de mesure
couvrent toute la bande du systéme.

Nous avons vu que la complétion analytique bornée dans H? permet d’étendre des données
sur K a tout le cercle de facon & ce que cett extension soit aussi proche que possible de H?. Ceci
permet ainsi d’estimer I’énergie non mesurée du systéme en dehors de sa bande et d’évaluer la
validité de ’hypothése de linéarité du systéme.
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VI-1 Identification des données fréquentielles partielles

Cette identification consiste & trouver, parmi une classe de modeéles, celui qui représente au
mieux ces données. La nature de cette classe et la définition de notion associée de représentation
des données déterminent le type d’identification recherché. Dans 'exemple du filtre hyperfréquence
par exemple, Pidentification H* des données fréquentielles partielles consiste d’abord & choisir une
famille de fonctions (de transfert) dans H* pouvant représenter des filtres hyperfréquences; puis
A déterminer, parmi ces fonctions, une approximation stable qui soit la plus proche possible de ces
données sur K.

I est essentiel de constater la nature partielle des données disponibles et de remarquer que le
choix de cette famille d’approximants traduit, comme nous le détaillerons par la suite, une tentative
de compléter ces données sur tout le cercle T. Ce choix reflete nécessairement 'importance accordée
aux données absentes ainsi que la confiance attribuée ou imposée a toute information a priori sur
le comportement souhaitée ou imposée au filtre (ou plus généralement 4 la fonction de transfert
du systéme) sur T \ K.

En effet, si cette famille d’approximants est I'un des espaces H® ou H?, c’est-a-dire lorsque
le comportement du filtre en dehors de 'intervalle de mesures est complétement ignoré, alors les
résultats de densité (cf. théoréme 1 et 2) rendent ce probléme d'identification partielle mal posé
puisqu’il est toujours possible d’approximer ces données & une précision arbitraire sur K mais au
prix d’un comportement non borné sur TY K {(cf proposition 1) ce qui ne correspond guerre & la
stabilité attendue du filtre 4 identifier.

Au contraire, le comportement supposé du systéme sur T\ K peut etre considéré avec la
méme importance que les mesures sur K. Cette approche simple et directe consiste & compléter
arbitrairement ces données partielles sur tout le cercle T puis a calculer et & comparer les meilleures
approximations dans H? ou dans H*. Considérons les deux complétions hy et h, suivantes de la
fonction fj, :

0; E — L2 = o.; B g —
06 E 06
0.4 0.4
0.2 02
oh- g 0
-0.2 02
0.4 0.4
0.6 % 0.6
0.8 % 08
Yoz 3 0.2 o4 o8 o8 1 12 14 16 s 02 04 06 ue S IR V- S I S

’ 7,2
FIG. 4 - f(z) = 558k fl, VR et fi, Vho

Calculons les meilleures approximations stables, dans H? et H> associées & ces fonctions
fV hiet fV hs. Dans H?, les meilleures approximations correspondent aux projections sur H?
des fonctions fV hy et fV hy. Dans H®, ces approximations sont obtenues par la résolution de
deux problemes de Nehari de symboles respectifs fV hy et fV ho.

Les figures suivantes résument les résultats de cette premiere approche:
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FIG. 6~ dist(f V b1, H®) = 0.2647 et  dist(f V hy, H®) = 0.0071

Comme nous pouvons le constater, les résultats obtenus dans H? et dans H* ne peuvent étre
considérés comme de bonnes approximations de f|,.. Ceci est dQ principalement au fait que, dans
cette approche et comme attendu, les procédures d’approximation ne distinguent guére entre les
données réelles définissant fi, et les données supposées sur le comportement a priori de f sur
T\ K. Par ailleurs, les résultats obtenus montrent la sensibilit¢ des approximants par rapport &
la qualité du comportement adopté sur T\ A’

Par conséquent, il est indispensable de préciser, dans la définition de cette famille d’approxi-
mants admissibles, la nature de l'information supplémentaire portant sur les données manquantes
c’est-3-dire sur T\ K. Introduisons cette information sous la forme d’un comportement de réfe-
rence h que 'on pondére par une constante M traduisant la confiance attribuée 4 la fonction A
pour représenter les données sur T \ K. Si 'on ne sait rien, on peut toujours prendre h = 0 et M
grand. Définissons alors la famille d’approximants comme I’ensemble des fonctions g de H2 ou H*
dont I’écart en norme 4 & est au plus égal & M sur T\ K. L’étude du probléme extrémal borné
associé & ce probléme d’identification harmonique partielle montre que les deux parameétres h et M
permettent la distinction recherchée entre les données expérimentales sur K et le comportement
souhaité ou imposé avec une certaine tolérance sur T\ K. En effet, remarquons que le parameétre
A dans Pexpression (39) et le facteur extérieur w ALvi dans D’expression (26) des solutions du

probléme extrémal borné respectivement dans H? et dans H>, peuvent étre interprétés comme
des pondérations des deux fonctions f sur K et hsur T\ K.
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Les quantités h et M sont ainsi les deux parameétres du probléme extrémal borné ou d’une
facon équivalente du probléeme d’identification harmonique partielle. L'ajustement de ces deux
paramétres nous permet de configurer P'allure de 'approximant sur K et sur T\ K. Nous allons
montrer que pour chaque choix d’une complétion h, Paccroissement de 'amplitude de M améliore
la qualité de Vapproximation sur K ; réciproquement, la diminution de ’amplitude de la tolérance
M aungmente Pécart entre Papproximant et les données sur K. Finalement, une bonne intuition de
ia complétion h sur T\ K diminue Pamplitude de gabarit M nécessaire 4 une bonue approximation
des données sur K.

Dans l'exemple du filtre hyperfréquence du CNES, identification H* des données fréquen-
tielles partielles consiste d’abord a choisir un comportement de référence h pour f sur T\ K et
une tolérance M ; puis 4 déterminer une approximation stable qui soit la plus proche possible de
ces données ponctuelles sur K et qui reste sur T\ K & une distance au plus égale & M de cette
fonction A.

La figure 7 ci-contre représente les données it g et

Chis NOTar Lidkoique mmem

aprés complétion & vue d'oeil ainsi que l'ap-
proximant H® solution du probléme de Nehari
classique. Comme nous pouvons le constater, ici
aussi, la solution ainsi calculée ne constitue pas
une bonne approximation des données sur K. En
effet, compte tenu du fait que errenr d’approxi-
mation est circulaire, cette approche ne permet
pas de distinguer entre les données expérimen-

tales sur K et le comportement a priori sur
T\ K.

<8 08 <4 02 (g 02 04 o8 o8 1

Fi1G. 7 - La distance ¢ H™ wvaut 0.0236

1

Nous avons démontré au chapitre V qu'en
associant un probléme extrémal borné i ce pro-

Aoy i A
Fétre hypareguence

o8

bléeme d’identification, une telle distinction de- os
vient possible comme le montre la figure 8 ci- o
contre ot la qualité de I’approximation sur A est 0z
donnée par 3. Notons cependant que, lorsque o

la contrainte est partout constante et égale A
M sur T\ K, la solution obtenue est disconti-
nue aux extrémités de K (& moins que M =
et dans ce cas le probléme extrémal borné n’est
autre qu’un probléme de Nehari classique).
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Pour obtenir une solution continue sur T, il convient donc, comme détaillé dans la section
V-2, de prendre une contrainte 7 variable. Pour la mé&me complétion qu’a la figure 8, les figures
suivantes représentent les solutions du probleme extrémal borné dans H* pour 3 choix rq,73 et
r¢ de gabarit r:
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Ainsi, en ajustant les deux parameétres h et 7, il est possible de choisir un compromis entre la
qualité de approximation des données sur K et 'allure de Papproximant sur T\ K. Cet ajuste-
ment nécessite de résoudre le probléme extrémal borné pour un certain nombre de valeurs de ces
paramétres avant de pouvoir en sélectionner un couple de parameétres satisfaisant le compromis
souhaité.

I} est alors légitime de s'interroger sur l'existence d’un couple de valeurs optimales de ces
paramétres h et r pour bon ajustement du compromis. Le choix simultané de ces deux parametres
est un probléme difficile.

En revanche, lorsque le paramétre h est fixé, I'appréciation de ce compromis se traduit gé-
néralement par des criteres visuels sur la qualité de Vapproximation des données sur K et sur
Pallure et I'amplitude de celle-ci sur T \ K. Ceci consiste en la résolution d’une série de problémes
extrémaux bornés pour différentes valeurs de r. Néanmoins, lorsque les données sont les valeurs
d’une fonction f de H°, la fonction ]fh,\ « — I| constitue un bon choix pour le parametre r puisque
lapproximant ainsi calculé n’est autre que la fonction f initiale sur tout le cercle unité T.

2
Les figures suivantes montrent ’exemple de la fonction f(z) = :%i_%;—% ot les approximations
sont calculées pour les valeurs r = |f,, , — hul et 7 = |f},, , — h2|. Un tel choix de la fonction r
n’est possible que si la fonction f est entiérement connue sur tout le cercle T. Ces résultats, outre
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le fait qu’ils constituent une vérification des procédures de calcul, illustrent le fait que le probléme
extrémal borné constitue une généralisation du probléme extrémal classique.
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Considérons maintenant le cas ol on cherche & ajuster le seul paramétre h entendu comme la
détermination d’une meilleure complétion an sens de la distance 8 HP des données par des fonctions
de norme au plus égale une contrainte. C'est donc un probléme de complétion analytique bornée
tel qu’il a été introduit dans le chapitre III et ou la fonction f correspond ici & une interpolation
ou une approximation des données sur K.

VI-2 Complétion analytique bornée

Dans 'espace de Hardy H % et pour une contrainte constante C, la complétion analytique
bornée h de toute fonction f;, de L?(K) est donnée par (voir §1I1-4.1):

h = (p] =T)* Pyaxr f),

ol p est un réel de |1, oof choisi tel que ||l~zHL2(T\K) = C. Les figures suivantes donnent I'allure de
cette complétion pour diverses valeurs de la contrainte C.
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Fig. 12 -
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La valeur du parametre C qui représente la norme de la complétion sur T\ K peut étre
interprétée comme une évaluation de ’énergie non modélisée du systeme sur T\ K. Indiquons
qu’en absence d’autres critéres sur le choix de C, Pappréciation d’une bonne valeur pour cette
constante C reste ici encore un choix subjectif.

Néanmoins, lorsque, comme dans notre second exemple, la fonction f est la trace sur K d’une
fonction de H? et pour la valeur particulitre C' = ||fliz2(1\k), cette complétion n’est autre que
la fonction fi,, ., théoriquement obtenue pour une valeur infinie du parametre p. Ainsi ce com-
portement asymptotique de la solution h permet de retrouver une fonction de H? a partir de sa
restriction sur un sous-ensemble strict K du cercle unité T.

Au contraire, lorsque la fonction f n’est pas la trace sur K d'une fonction de H?, comme
dans 'exemple du filtre hyperfréquence, 'augmentation de la contrainte C' et par conséquent de la
variable p entraine celle de la norme sur T \ K de la complétion h. Les figures suivantes illustrent
ces résultats:

1 ’ 1
08 | o R R BT 08 L O Ml BB asenes =
06 06
04 0.4
0.2 02
0 0 awa e g
2 02
0.4 0.4
-0.6 -0.6
08 0.8
o S g $ X3 3 I g

VI-3 Polynémes de Jackson et de de la Vallée Poussin

Nous avons utilisé les polyndomes de Jackson et de la Vallée Poussin dans la premiére étape
de lalgorithme d’identification robuste {cf. section V-4) et dans le probléme de la complétion
analytique bornée dans H? ou la fonction f correspond 4 une interpolation ou une approximation
des données sur K (cf. IV-3).

Les résultats présentés dans les deux sections précédentes montrent en outre la qualité de
l’approximation par les polynémes modifiés de Jackson et de la Vallée Poussin construits 4 partir
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de points non équirépartis (cf. IV-2.2.b). Indiquons simplement que, comme nous 'avons déja
mentionné dans le paragraphe IV-3.2, le caractére uniforme de la convergence de ces polynémes
vers la fonction justifie le schéma proposé pour déterminer, & partir des coefficients de Fourier
d’une fonction, ceux de sa restriction 4 un scus-ensemble de son domaine de définition. Les figures
suivantes montrent ’exemple d’une fonction constante et de sa restriction sur {7/2, 37 /2] C [0, 27]
calculée respectivement pour 401 et 601 coefficients de Fourier.
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Reprenons I’exemple de la fonction f(z) = 3{2%2+1)/(z%+22+5) donnée ici par ses valeurs sur
un ensemble de 101 points non équirépartis sur le cercle unité T. Les figures suivantes montrent
d’une part qu’il est essentiel de respecter la condition d’équirépartition de ces points sur le cercle
lors de Vutilisation des polyndmes classiques de Jackson ou de de la Vallée Poussin. D’autre part,
comme nous 'avions détaillé en section IV-2.2.b, Putilisation de ces polyndmes peut étre généralisée
au cas des points non équirépartis en introduisant la fonction ¢ continue, croissante et linéaire par
morceaux et qui associe d'une fagon monoctone, ces points aux points équirépartis fondamentaux
sur le cercle unité T (cf. section IV-2.1).
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F1G. 15 — Interpolation de Jackson en des points non éguirépartis

Sur I'utilisation de la fonction ¢

L’approche classique pour construire une interpolation ou une approximation d’une fonction
donnée par ses valeurs sur un ensemble de points, est de fixer une classe de fonctions puis de choisir
un élément de cette classe en supposant que toute l'information est contenue dans les données.
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Cette approche conduit généralement a des procédures d’approximation dont la qualité dépend de

la densité des points d'évaluation de la fonction.

Considérons 'exemple de la figure 16 ci-contre
d'une fonction f; continue et linéaire par mor-
ceaux. Supposons fixés les abscisses des pa-
liers de f; ainsi que les abscisses xzq,...,x5
de 5 points sur ces paliers. Alors cette fonc-
tion est entiérement déterminée par ses valeurs
aux points r,,..., 5. Considérons la fonction
@ qui assocle aux abscisses zy,....z5, ceux
équirépartis sur {0, 2] puis calculons le poly-
ndme de Jackson miodifié Jy, interpolation de
la fonction fy en ces points x1,... ,T5 et asso-
cié 4 la fonction ¢. La figure suivante montre
que l'interpolant ainsi obtenu ne constitue pas
une bonne approximation de la fonction f;.
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2.2

0%

Fig. 16 -

Ce résultat est principalement dit 4 la pauvreté de Vinformation utilisée pour construire cette
interpolation. Pour permetire une meilleure représentation de la fonction f;, nous pouvons aug-
menter le volume de l'information en donnant les valeurs de f; sur un ensemble plus grand de
points lorsque c’est possible. Ceci aboutit généralement 4 'augmentation de la complexité de
représentation de Iinterpolant J; (degré, ....) ce qui ne favorise pas son utilisation {évaluation,

).

La fonction ¢ peut &tre utilisée pour porter I'information supplémentaire sur la fonction f.
Considérons la fonction ¢ suivante qui associe toujours les points xy,... , 75 & ceux équirépartis
sur {0, 27] et qui est presque constante aux voisinages de ces points de maniére 3 reproduire les
paliers de la fonctions fi. Comme le montre cette figure, le polynéme de Jackson Jo associé a la
fonction y permet d’obtenir une meilleure approximation de la fonction fi.
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Fig. 17 -

Pour montrer que la fonction 1, de par sa construction, ne dépend pas de la valeur de la

fonction f; mais de sa forme (palier, disposition des points d’évaluation,

...}, considérons les deux

fonctions suivantes fo et f; de méme allure que f; et avec des valeurs différentes aux paliers.
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La figure suivante montre que les polynémes de Jackson J3 et Jy associés a la fonction ¢
approximent convenablement les fonctions fa et fs.
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triangle, constante, ...).

Cette remarque sur Putilisation de la fonction ¢ peut étre utile lorsqu’on cherche a réduire le
nombre de mesure dans 'approximation de signaux dont on connait & P'avance la forme {carré,

Il pourrait étre intéressant de regarder comment étendre aux cas de points non équirépartis, des
algorithmes de calcul classiques (FFT, DFT, ...) dont P'utilisation est limitée par des hypotheéses
d’équirépartition sur les points.
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Chapitre VII

Conclusion

L’identification robuste H™ des systémes linéaires & partir de données fréquentielles bruitées a
connu de nombreux développements ces derniéres années [34, 40, 56, 58]. La contribution de cette
thése consiste en la prise en compte explicite du caractére local en fréquence c’est & dire du fait
que les données ne sont disponibles que dans une bande limitée de fréquence ¢ C R et non sur
tout 'axe imaginaire ¢ R. Par la transformation de Mobius classique M, on se raméne aun cas du
cercle unité T ou les données expérimentales sont les valeurs approchées d’une fonction f € A (D)
sur I'arc K transformé de £ par M.

L’approche que nous avons adopté pour résoudre ce probléme d’identification robuste H* a
partir de données expérimentales sur une bande de fréquence se caractérise par l'introduction d’un
comportement de référence h que la meilleure approximation g dans H™ doit suivre sur T \ K avec
une certaine tolérance r ot r est une fonction continue et positive sur T \ K. Nous avons proposé
un algorithme en deux étapes qui, moyennant de faibles conditions de régularité sur le gabarit r,
permet de garantir la continuité de la meilleure approximation g ainsi que sa convergence robuste
vers f sur K tout en respectant asymptotiquement la contrainte jg — A} < r sur T\ K.

Plus généralement, le probléme d’identification fréquentielle & partir de données expérimentales
sur une bande de fréquence peut étre considéré dans H? pour 1 < p < oo. Le choix de p traduit le
type de stabilité souhaité. Aprés une premiére étape d’interpolation des données ponctuelles sur
K par une fonction, disons f pour reprendre les notations du chapitre IlI, et si on se dote d’un
comportement de référence h sur T\ K et d’une contrainte constante M, ce probléme s’énonce
comme un probléme extrémal borné généralisation naturelle du probléme extrémal classique: on
cherche une fonction ¢ € H? telle que la norme de la différence g — b dans LP(T \ K) n'excéde
pas M et telle que g — f soit de norme minimale dans LP{K’). L’existence pour tout p d’une telle
fonction g et son unicité pour p < oc sont données par Baratchart et al. dans [10, 3] (cf. chapiire
111). Hormis dans l'espace hilbertien HZ et dans 'espace H> (ou ce probleéme est équivalent a un
probléme de Nehari), la résolution du probléme extrémal dans H?, 1 < p < oo, n’est pas en général
constructive. La détermination d'un procédé rendant explicite la solution du probléme extrémal
classique et plus généralement du probléme extrémal borné fait 'objet d’un travail de recherche
au sein du projet MIAOU [71]. Une version pondérée du probléme extrémal borné dans H? a été
considérée dans H*(d ; o0 u est une mesure positive finie sur le cercle unité [49].

Nous avons montré dans le chapitre VI que, par un ajustement des deux paramétres h et r
du probleme d’identification robuste H®, il est possible de choisir un compromis entre la qualité
de I'approximation des données sur K et l'allure de ’approximant sur T \ K. Le choix simultané
de ces deux paramétres pour un bon compromis est un probléme difficile. En se souvenant que la
contrainte sur T \ K était initialement introduite dans le probléme extrémal borné pour contréler
le comportement sur T \ K des approximations admissibles de f v h (concaténation des fonctions
fsur K et hsur T\ K), sa présence peut étre re-formulée comme une contrainte sur les extensions
admissibles h de f sur T\ K. La recherche de ce bon compromis peut alors étre entendue comme
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la détermination d’une fonction b de norme raisonnable et qui étend les données a tout le cercle
de facon & ce que P'ensemble soit aussi proche que possible de H*. Ceci ameéne naturellement a
considérer pour tout 1 < p < oo, le probléme quelque peu dual du probiéme extrémal borné que
constitue la meilleure complétion analytique bornée: la recherche, pour f € LP(K ) fixée, d’une
fonction h € LP(T \ K) de norme au plus égale & une constante positive C sur T\ K telle que
f Vv h est la proche possible de H?. Pour p = 2, le probléme de la meilleure complétion analytique
bornée admet une solution explicite {12]. Le probléme de la meilleure complétion bornée dans H*
a été récemment résolue dans [9).
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RESUME

Cette thése concerne le probléme d’identification robuste H* de données harmo-
niques sur une bande limitée de fréquence, généralisation plus réaliste du probléme
d’identification robuste H* étudié ces derniéres années notamment par Gu, Hel-
miki, Jacobson, Kargonekhar, Mdkila, Nett et Partington. L’introduction, en dehors
de cette bande, d’un comportement de réference et d’un gabarit rend possible une
adaptation des algorithmes classiques en deux étapes. La solution du probléme posé
est alors donnée par la résolution d’un probléme extrémal borné aprés une premiére
étape d’interpolation robuste des données sur un arc du cercle unité. Cependant,
la solution ainsi calculée est typiquement discontinue. La principale contribution de
ce travail & I'identification fréquentielle robuste consiste 4 montrer qu’il est possible
de prendre en compte le caractére local des données en fréquence et garantir 'ap-
partenance de la solution & P’algébre du disque. Un algorithme est donné et sa mise
en ceuvre numérique est détaillée. Le choix du comportement en dehors de la bande
considérée pose plus généralement le probléme de complétion analytique borné dans
H?. Nous le résolvons dans H? et 1'utiliserons pour vérifier la validité de ’hypothese
de linéarité du systéme.

Mots-clés : Systémes linéaires. identification robuste, espaces de Hardy, problémes
extrémaux duaux, problémes extrémaux bornés, problémes de complétions analy-
tiques bornées interpolation robuste.

Abstract

This thesis deals with the robust identification in H* from band-limited data, a
natural generalization of robust H*° identification problem as studied for instance by
Gu, Helmiki, Jacobson, Kargonekhar, Mdkila, Nett or Partington. The introduction
of a prescribed behaviour and a gauge function allows an adpatation of classical two
stage algorithme. The solution is then that of a bounded extremal problem after a
first robust interpolation stage of data on a subset on the unit circle. This leads to
a typically discontinuous solution. The main contribution of present work to robust
harmonic identification consists to build, from band-limided data, a robust model
in the disc algebra. An algorithm is given and numerical issues are developped. The
choice of the behaviour off the bandwidth leads to introduce the analytic completion
problem in H?. The solution in the H? case provides us some ways of assessing the
validity of the linearity assumption of the system

Keywords: Linear systems, robust identification, Hardy spaces, dual extremal
problems, bounded extremal problems, bounded analytic completion, robust inter-
polation.



