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Avant Propos

L’analyse physique de nombreux phénomenes, comme la conduction de la cha-
leur ou la mécanique des milieux continus (solide ou fluide), meéne & des systémes
d’équations différentielles. L’équation de Laplace régit la conduction de la chaleur,
les équations de Navier—Stockes 1’écoulement des fluides en régime laminaire par
exemple. Le probleme de l'ingénieur est de trouver la solution de ces équations
pour résoudre ses problémes pratiques : épaisseur d’isolant, dimensionnement d’une
canalisation ou d’un pilier de mines, ... Cependant, on ne sait pas, en général,
résoudre analytiquement les équations dans les cas réels. Il nous faut donc calcu-
ler une solution approchée des équations pour résoudre le probleme pratique. Le
développement de l'informatique a permis I’emploi de modeles numériques de plus
en plus complexes, et les numériciens assurent que la solution numérique approchée
est effectivement proche de la solution réelle. Il existe plusieurs techniques, les plus
couramment utilisées sont les différences finies (pour simuler I’écoulement de pétrole
dans le sous—sol par exemple), les éléments finis (mécanique du solide), les volumes
finis (mécanique des fluides) ou les éléments frontieres (conduction de la chaleur).
Ces quatre techniques s’appuient sur un méme formalisme mathématique.

L’équation différentielle est transformée par la technique des résidus pondérés
(ou approche variationnelle, [DT84, ZT94]) ot la solution est cherchée dans un
espace de solutions admissibles tel que la formulation variationnelle soit vérifiée
pour toutes les fonctions d’un espace test. Cette technique a été proposée pour la
premiére fois par Galerkin dans [Gall5]. Un choix judicieux des espaces de solutions
admissibles () et de test (V) permet de construire chacune des quatres méthodes
citées comme le montre [DT84]. Cependant, le probléme variationnel ne se résout
facilement que lorsque les deux espaces fonctionnels sont de dimensions finies. On
doit donc souvent construire des sous—espaces de dimensions finies des espaces H
et V (respectivement H,, et V,), et calculer une solution approchée de la solution
réelle dans ces sous—espaces. L’erreur sur la solution du probleme variationnel est
directement liée a la capacité de ’espace H,, a approximer la solution. La construc-
tion de H,, est donc un point crucial. La technique de construction de H,, la plus
employée est 'interpolation par sous—domaines; le choix V,, = H,, conduit dans ce
cas a la méthode des éléments finis.

Depuis le début des années 90, des techniques alternatives de construction de
H, sont en vogue. Ces techniques trouvent leurs origines a la fin des années 70 et
les principales sont les méthodes meshless ou sans—maillage:

— FDM (Finite Difference Method), avec semis de nceuds arbitraire [LO80].

SPH (Smooth Particle Hydrodynamics) [Luc77].

— DEM (Diffuse Element Method) [NTV92].

EFG (Element Free Galerkin method) [BLG94].

— RPKM (Reproducing Kernel Particle Method) [LJZ95].
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Fig. 0.1: Du systéme physique a une solution approchée de son comportement
(d’aprés [DT84]). L’approzimation est le pivot qui permet de passer du probléme
continu au probléme discret que ’on sait résoudre numériquement.

— PUFEM (Partition of Unity Finite Element Method) [Mel95].
— Hp—Clouds [LDT96].
— et d’autres ...

Toutes ces méthodes s’appuient sur une partition de l'unité pour construire un
espace H, avec de « bonnes » propriétés. Dans ses travaux, Melenk [Mel95] in-
siste particulierement sur ce point pour introduire une connaissance a priori sur
la solution de I’équation a résoudre. En général, la technique sous—jacente est 1’ap-
proximation diffuse (ou MLS : mowving least square approzimation). Cette technique
a été développée a plusieurs reprises dans divers domaines ' :

— Pour l'interpolation par Lancaster et Salkauskas [LS80].
— Pour les statistiques comme une composante de I’algorithme LOWESS [FG96].
— Pour les équations au dérivées partielles par [LO80], [Vil91] et [LJZ95].

1l existe deux formes d’approximation diffuse, I'une discrete [LO80, LS80, Vil91] uti-
lisée dans les méthodes FDM, DEM, EFG. L’autre continue [Vil91, LJZ95] utilisée
dans RPKM par exemple.

Le grand intérét de 'approximation diffuse est de cacher la phase de découpage
de la géométrie (maillage) derriére la notion de partition de l'unité avec pour ob-
jectif de construire une méthode aussi flexible que les éléments finis mais plus facile
d’emploi. Bien entendu, ces nouvelles définitions de H,, demandent d’adapter les

1. Il semble que ces divers développements ont été indépendants.
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différentes étapes et les différents outils de construction d’un modele numérique,
comme le maillage, 'intégration, ou la prise en compte des conditions aux limites.

Une grande part de activité de recherche du CGES? est basée sur la simulation
numérique de phénomenes physiques (mécanique des roches, abattage mécanique ou
par explosif par exemple). Aussi ce centre de recherche est-il un gros consommateur
de modeles numériques et le logiciel VIPLEF concentre plus de 20 ans d’expérience
dans le développement de code éléments finis. Nous avons donc décidé de nous
pencher sur les nouvelles méthodes de simulation en collaboration avec ’équipe de
recherche qui a développé I'approximation diffuse et les éléments diffus [NTV92] &
I'UTC?3.

L’approximation diffuse est le point central de la plupart des méthodes, aussi

la premiere étape a été de l'analyser. L’absence de maillage et les fonctions de
pondération nous ont poussés a la comparer au krigeage et ses covariances géné-
ralisées. La comparaison emploie le théoreme d’équivalence splines—krigeage: on
s’appuie sur les splines et le formalisme de Wahba [Wah90] pour construire une nou-
velle méthode d’approximation. L’approximation myope est une méthode hybride
dont des cas particuliers sont les splines d’ajustement ou ’approximation diffuse.
Ce travail s’inspire de Darticle de Salkauskas [Sal92], mais nous insistons ici sur le
contexte de construction de 'interpolateur myope et les transformations nécessaires
pour obtenir une interpolation locale. Les propriétés de ’approximation myope sont
étudiées et on montre qu’elle suit les mémes schémas que approximation diffuse
(consistance, fonctions de forme, interpolation).
Nous avons aussi étudié "approximation diffuse de type Hermite proposée pour la
premiere fois pour la prise en compte de conditions aux limites de type Neumann
dans [LDT96]. Nous montrons que cette forme de ’approximation diffuse admet les
propriétés usuelles (consistance, fonction de forme, interpolation) et démontrons un
théoreme de convergence.

Dans un second temps, nous avons mis en ceuvre ’approximation diffuse et sa
pseudo—dérivation. Cette technique est tres efficace pour les lissages et dérivations
numériques comme le montre 1'usage quotidien du logiciel réalisé adlis par les
membres du CGES. Ces résultats nous ont poussés a utiliser la pseudo—dérivation et
Papproximation Hermite pour estimer la courbure de surfaces triangulées [SRSV99].
La qualité des résultats obtenus nous permet de reconnaitre un certain nombre de
surfaces élémentaires grace a un algorithme simple et rapide [SSRV99]. L’origina-
lité de lalgorithme tient dans l'utilisation active de la topologie (maillage); ceci
nous permet de spécifier les hypothéses sous lesquelles il reconnait toute la surface.
Le calcul diffus de la courbure est aussi a la base d’un algorithme de remaillage
[RSSV99].

Enfin, nous avons développé une méthode d’intégration numérique robuste pour
les équations aux dérivées partielles. Comme la prise en compte des conditions aux
limites reste un probléme ouvert, nous travaillons ici en dimension 1. L’analyse
du patch test de [La0o96, Kro96] conduit a la définition d’une intégration du type
Gauss ou les points d’intégration sont définis comme les points de Legendre et les
poids d’intégration sont calculés sur chaque support d’intégration. Le schéma de
base est décrit dans [BTV99c| et nous ’étendons pour le calcul de poutre sous les
hypotheses de Kirchhoff (la section droite reste droite) avec ’approximation diffuse
de type Hermite. Ceci nous a permis de développer une librairie de simulation des
corps élancés basée sur 'approximation diffuse. Cette librairie est ensuite utilisée

2. Centre de Géotechnique et d’Exploitation du Sous—sol
3. Université de technologie de Compiégne
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pour résoudre des problemes réels posés au CGES.
Les contributions & la connaissance de I’approximation diffuse et son utilisation
touchent ainsi plusieurs domaines:

— L’approximation avec la construction et ’étude de "approximation myope,
et I’étude de 'approximation diffuse Hermite.

La modélisation géométrique avec le calcul de courbure et 'algorithme de
reconnaissance des surfaces.

La construction de logiciel de simulation avec la mise en ceuvre pratique
(choix techniques, étude de sensibilité) du schéma d’intégration.

— La simulation pratique avec la librairie poutre.

Le plan de ce mémoire suit les différentes étapes que nous venons de décrire.

Dans une premiere partie, I’approximation diffuse est décrite en détail dans ses
formulations continue et discrete. Nous présentons ensuite la famille splines—krigeage
en insistant plus sur les idées a la base de ces méthodes.

La seconde partie regroupe les travaux sur la méthode d’approximation elle—
méme. L'interpolateur myope est présenté et permet de mieux comprendre la pro-
fonde différence qui sépare moindres carrés glissants et splines. L’approximation
diffuse Hermite est construite et analysée en suivant le schéma de présentation de
la premiere partie.

La troisieme partie montre l’utilisation de D’approximation Hermite pour la
modélisation surfacique. Le mode de calcul de la courbure est présenté et ana-
lysé. Nous développons ensuite l'algorithme de reconnaissance des surfaces. Cette
partie contient aussi la bibliographie spécifique a la courbure et son utilisation pour
la reconnaissance des surfaces.

La quatrieme partie aborde les équations aux dérivées partielles. Nous com-
mencons par une étude bibliographique synthétique des méthodes sans maillage exis-
tantes, et dégageons deux faiblesses communes & toutes les méthodes : 'intégration
numérique d’une part et la prise en compte des conditions aux limites d’autre part.
Nous avons choisi de nous pencher sur l'intégration numérique car on peut faci-
lement tester les idées en 1d; de plus I’étude des conditions aux limites suppose
que Pon dispose déja d’un schéma d’intégration performant ce qui n’était pas le cas
avant ce travail. Nous décrivons dans un premier temps le schéma d’intégration et
les tests effectués. Ceci nous permet de construire une librairie pour le calcul de
corps élancés et de I'appliquer a des problemes réels.

Chaque étape de cette étude a demandé des développements informatiques.
Apres trois ans de these, la librairie de recherche ressemble un peu a la tour de
Babel, mais ’expérience acquise dans son écriture nous a permis d’en extraire une
librairie d’approximation DIAM et la librairie de calcul de poutre ADHEL.

Les annexes au volume principal regroupent a la fois des résultats numériques
(chapitres D, E, I) et quelques développements importants (chapitres A, B, F, H,
G). L’annexe C référence les surfaces utilisées dans la troisieme partie.
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Chapitre 1

Introduction

Au moment de commencer mon travail de theése, une question me semblait essen-
tielle: « Quel scientifique n’a pas utilisé dans son travail les mots « interpolation »,
« approximation » ou «lissage»? » Je pense aujourd’hui que tous les scientifiques
utilisent ces termes.

Ce constat laisse apparaitre combien il est difficile de donner un sens précis a
ces mots d’un emploi si courant et qui regroupent des réalités différentes selon la
discipline, et méme parfois selon les personnes! Il me semble donc nécessaire avant
tout de faire le point sur quelques mots de vocabulaire. Les définitions qui suivent
ont pour seul but de lever toute ambiguité quant a ’emploi de ces termes dans le
manuscrit.

Globale : Une propriété est globale si elle dépend de tout le domaine d’étude, c’est
le cas de ’équilibre d’une structure par exemple.

Locale : Une propriété est locale si elle est vérifiée sur le voisinage d’un point.

Ponctuelle: Une propriété est ponctuelle si elle ne dépend que d’un point de
données particulier. C’est le cas des criteres de plasticité usuels par exemple.

Ajustement : L’ajustement consiste & calculer les parametres d’un modele pour
qu’il décrive au mieux des mesures.

Nceud : C’est un point géographique pour lequel on connait le champ de données.

Point d’évaluation: C’est un point ou ’on évalue une approximation du champ.
Un point d’évaluation peut étre confondu avec un noeud.

Approximation: L’approximation d’un champ est une fonction qui « ressemble »
a ce champ. C’est—a—dire qu’elle vérifie un certain critere d’erreur aux neeuds.

Interpolant : Une approximation est interpolante lorsqu’elle prend exactement les
mémes valeurs que le champ aux noeuds.

Lissage : Au sens strict, le lissage est la construction d’une approximation ou d’une
interpolation. Le choix de ce terme peut s’expliquer de différentes fagons,

— le lissage, dans le sens esthétique, est la construction d’une fonction dont
la courbe est agréable a ’ceil (splines plaques minces).
— le lissage, dans le sens mathématique, est la construction d’une fonction

de régularité donnée (méme C° par exemple).

L’importante question qui subsiste est: « pourquoi rechercher une fonction
lisse? ». Des éléments de réponse seront proposés au long de mon exposé.



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Le terme lissage prend donc une place centrale. Cependant, j’ai choisi de limiter
son emploi au minimum pour choisir des termes plus précis. De la méme facon, il me
semble impossible de donner une liste exhaustive des utilisations d’approximation
ou d’interpolation, la figure 1.1 montre quelques exemples. Mais avant d’aller plus
loin, rappellons le postulat suivant [Mal74]:

« il n’existe aucun procédé générateur d’information »
« en dehors des procédés de mesures. »

Réduction du nombre de points d’un tableau de valeurs

1 T T T T T T

T T T T T T T T

08 08

06 06
04 04
02 02

ok
02 02
04 04

-06 -06

-08

04 03 -02 -0.1 0 0.1 02 03 04 04 03 02 01 0 0.1 02 03 04 05

20 000 points 1000 points

Spline d’ajustement Courbes de niveau et données
|
%\,ﬁ/
0.6 T T T T T
408
| 06
0.4

4\/&% )
K —,
0.2 0.4 0.6

12 L L L L L
0 0.8

05 1 15 2 25 3 0

Dérivation numérique

N
S SO
==

N
=\

050 050

Fonction z(z,y) Dérivée selon x

FiGc. 1.1: Exemple d’utilisation d’approzimation ou d’interpolation

Faisons un rapide tour d’horizon des méthodes d’approximation usuelles, afin
de fixer notre cadre de travail. La premiere étape est de séparer deux groupes de
méthodes aux objectifs différents:

1. La construction d’ajustement.

2. La construction d’interpolation.

Ajustements

Lorsqu’on dispose de données abondantes, mais entachées d’erreur, on cons-
truit une courbe moyenne dans un certain sens: c’est 'ajustement. La méthode



des moindres carrés est certainement la plus célebre des méthodes d’ajustement. Le
principe de base en a été proposé par Gauss. Choisissons a priori une forme pour
la fonction ajustée

f@) =S af @)
=1

ol les fonctions de base f! peuvent étre issues d’une analyse de la physique du
phénomene ou résulter d’un choix arbitraire. Les coefficients a; sont calculés de
facon & minimiser l’erreur d’estimation (une mesure de ’erreur d’estimation):

By = Zwi(f(wi) —u;)’

ou les poids w; sont des constantes choisies a priori. Le vecteur des a; qui rend
stationnaire Fy est la solution, on le calcule par le systeme:

[FTWF]{a} = [WF|U

olt W est la matrice diagonale des w; et Fy = f!(z;). Dans la méthode générale les
parametres inconnus a; peuvent intervenir de maniere arbitraire dans la fonction f.
C’est donc délibérément que j’ai restreint cette présentation au cas de 'ajustement
linéaire.

On peut aussi développer une théorie continue
par une intégration dans le critere d’erreur

1 en remplacant la sommation

b
&szwv@—wwﬁ

Sur la base des moindres carrés peuvent se construire plusieurs variantes. La
premiere est ’utilisation de base de fonctions particulieres qui donnent & la matrice
A = FTWF une forme simple (diagonale par exemple). Les polynémes de Legendre
L,, définis par

Y () = Lo~

o
Ly(z) = dw_m’)/m(m)

comme fonctions de base sur le segment | — 1, 1] nous permettent de construire un

systeme diagonal car ils vérifient la propriété

/1 L (2) Lo () dx:{ 0, ~sim#n

-1 ol SLM=T

Ce sont des polynomes orthogonaux (par construction).

Une seconde variante est ’algorithme d’ajustement Locally Weighted Scatter plot
Smoothing (LOWESS). Les constantes w; du critére d’erreur discret sont remplacés
par des fonctions w;(x) et on évalue un nouveau jeu de coefficients a;(z) en chaque
point z. Certains arguments statistiques permettent un calcul itératif (convergent)
des fonctions w;(.) pour aboutir & un « meilleur ajustement ». C’est exactement
cette idée que nous utiliserons pour la construction de ’approximation diffuse dans
le chapitre 2, mais les fonctions de pondérations w; seront fixées & ’avance pour
assurer certaines propriétés de I'interpolant.

Nous rencontrerons aussi une seconde méthode d’ajustement dans le chapitre 3
basée sur les splines (ou le krigeage).

1. Dont ’intérét est de fournir un cadre sous-jacent au cas discret.
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Interpolation (cas linéaire)

La construction d’interpolation poursuit un but différent. Pour commencer, il
s’applique a des types de données différentes. L’ajustement permettra de tirer une
loi de données trop nombreuses, et bruitées, alors que 'approximation permettra
de construire des valeurs 13 ou le champ n’est pas connu. Dans ce cadre, on const-
ruit aussi des interpolations, ce qu’'on évite dans le cadre d’ajustement. Enfin la
construction d’approximation fait apparaitre un espace de travail particulier qui est
sous—jacent a de nombreuses méthodes d’approximation.

Le probleme de I'approximation est de construire une fonction sur un domaine
ouvert {2, qui s’approche d’une fonction connue sur un ensemble fini de points
(zi)ier C Q, ou elle prend les valeurs (u;);cr. Cette recherche s’effectue dans F(2)
I’ensemble des fonctions sur (2.

Pour simplifier notre analyse, fixons les positions des points de données, et pen-
chons nous sur le probleme de l'interpolation. Dans F, les fonctions susceptibles de
répondre & notre question forment I’ensemble

Fy ={feFViel, f(z;) =u;}

Ces ensembles sont évidement non vides pour tout vecteur de valeurs U, et sont les
classes d’équivalence associées a la relation

fRg & Viel, f(z;) = g(w:)

L’ensemble naturel de travail dans le cadre de linterpolation est donc F/R, en-
semble de ces classes d’équivalence. Le lissage est ici le choix d’un représentant
de la classe Fy, c’est—a—dire d’une fonction particuliere interpolant les points de
données. Ceci implique aussi que la fonction u dont sont issues les données est dans
Fy.

Pour caractériser une méthode d’interpolation, nous allons utiliser la structure
de F/R. F/R est un espace vectoriel isomorphe a l’ensemble IR™ (o n est le
cardinal de I) des vecteurs U par la bijection (que I'on suppose linéaire)

U—>FU

Ainsi la base canonique de IR" donne comme image par cette bijection une base
de F/R. Chaque méthode d’interpolation se caractérise par le représentant de ces
vecteurs, ce sont les fonctions de forme N; de l'interpolation. Ces fonctions par-
ticulieres sont la réponse a un dirac en x; de l'interpolation, et chaque interpolant
@ d’une fonction u prenant les valeurs (u;);c; prend la forme

i(x) =Y Ni(x)u; =< N > {U}

il

Notons que cette analyse est valable lorsque la construction des fonctions de forme
ne fait pas intervenir les données. Dans le cas du krigeage par exemple, ces fonctions
de forme sont une fonction de la covariance généralisée et des positions des points de
données. Ainsi, I’ajustement de la fonction de covariance sur les données donnera des
fonctions de forme différentes pour chaque covariance. Ceci n’est pas incohérent avec
le développement précédent si I’on considere que chaque ajustement de covariance
génere un nouvel interpolateur.

Interpolation polynomiale

Le cas de l’interpolation polynomiale en 1d illustre bien notre propos. Pour
chaque U fixé, il existe un unique polynoéme de degré n — 1 dans Fy. Ce choix



permet de construire une interpolation. La technique de constrution est simple, ce
polynome Py a la forme

n—1
Py(z) = Z a;x’
=0

et les conditions d’interpolation forment le systeéme

[Al{a} =U
ol
n—1
1 =z ... .
1 z ... z§”
A= .
n—1
1 z, ... z}
est la matrice de Van der Monde associée aux points z,... ,z, inversible des que

ces points sont distincts. On peut donc calculer Py pour tout U.
La construction des fonctions de forme associées a l'interpolation polynomiale
nous amene naturellement aux polyndmes de Lagrange

Hj;éi(x - ;)

Li(z) = [1zi (i — x5)

qui prennent la valeur 1 en z; et 0 pour tous les autres points de données. Le
polynéme Py s’écrit immédiatement sous la forme

Py(x) =) Li(x)u;

iel

On retrouve ici 'idée des fonctions orthogonales, ou ’on résout une fois pour toutes
le systeme de construction de l'interpolation.

Le probleme principal de la méthode que nous venons d’exposer apparait lors-
qu’on doit traiter un grand volume de données. De nombreux calculs numériques
sont nécessaires, qui peuvent devenir instables lorsque deux points de données sont
proches. On peut aussi remarquer que les fonctions de forme associées présentent
de tres grandes oscillations. Cette interpolation est aussi une interpolation globale,
et on préfere des interpolations locales pour résoudre des équations différentielles
(quatriéme partie).

Interpolation par sous—domaines

L’interpolation polynomiale souffre de deux problemes principaux: elle est glo-
bale, elle est instable des que le nombre de points de données devient important.
L’interpolation linéaire par morceaux qui est continue et définie naturellement (on
relie les points de données par une droite), donne une piste. Les splines cubiques
donnent aussi une interpolation de ce type: ils sont composés d’arcs de polynomes
de degrés trois sur les segments reliant deux points de données successifs, et se
raccordent de facon C? sur les points de données. Mais l'interpolation spline est glo-
bale. Une méthode pour rendre 'interpolation polynomiale locale est basée sur un
découpage de () en parties élémentaires (2, sur lesquelles on calcule une interpola-
tion respectant des conditions de raccordement & la frontiere. Cette transformation
de l'interpolation polynomiale introduit de facon naturelle I’'interpolation par sous—
domaines.
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05 I |

05 L L L L L 2 L L L L L

Fi1c. 1.2: Interpolant polynomial pour cing points de données. Polynéomes de La-
grange associés (Ly et Ly sont symétriques de Lo et Ly respectivement).

Une triangulation Fonction de forme

Fic. 1.3: Une triangulation appuyée sur des point de données. Courbe de niveau
d’une fonction de forme; le passage d’un élément 4 son voisin fait apparaitre une
discontinuité de la pente.

En 2d, on peut par exemple générer une triangulation appuyée sur les points
de données. Sur chaque élément T}, de sommet x;,xj, ), on construit une inter-
polation, par exemple linéaire (voir la figure 1.3). Cette construction assure une
interpolation continue, mais dont les dérivées sont constantes par morceaux.

Il existe d’autres types d’éléments qui sont plus ou moins modulables et qui
permettent de prendre en compte la géométrie de ) avec des techniques différentes.
Le principal probleme de ce type d’interpolation est la construction d’interpolant &
haut degré de régularité. Par exemple, la construction d’une surface 3d C? sur une
triangulation demande I’emploi de 27 points supplémentaires (points de Bézier) et
de fonctions rationnelles de degré 9 sur 4 (voir [CS97])!

Ce probleme de régularité des interpolations par sous—domaine trouve une so-
lution plus simple lorsqu’on travaille sur des domaines rectangulaires. Il est alors
possible d’écrire que l'interpolant est le produit tensoriel des interpolations 1d sur
les cotés du rectangle. Ce cas est cependant beaucoup trop particulier pour étre
satisfaisant. Un premier pas vers des interpolants plus réguliers peut étre franchi
avec l'interpolant de Sibson [Sib81].



L’interpolant de Sibson s’appuie sur la notion de wvoisins naturels. Deux points
sont des voisins naturels si leurs cellules de Voronoi d’ordre 1 sont adjacentes. L’in-
terpolation en x s’écrit comme une combinaison linéaire des valeurs aux voisins
naturels z; du point x, (nous noterons V,,(z) ’ensemble des voisins naturels de ).
Les pondérateurs sont les « coordonnées naturelles » du point x.

Pour définir les cordonnées naturelles, introduisons quelques notations. La cellule
de Voronoi d’ordre 1 associée au nceud ¢ est notée V; lorsqu’on ne prend pas en
compte le point z, et V;* lorsqu’on le prend en compte. La coordonnée naturelle de
x par rapport & i est le rapport des surfaces (volumes) de VNV, =V, — V7 et V7,
nous la noterons ¢;(x). Nous avons donc finalement I’approximation

a(z) = Y dilo)u

1€V, ()

La figure 1.4 illustre cette construction.

\ 2
1 \ i .
® \ 7
V1 v2 7
([
o
V5 5 II [ ] 4 R V3
! v4
Cellules de Voronoi des V¥ cellule de Voronoi
points de données du point d’évalutaion z

Fi1G. 1.4: La fonction de forme ¢, est égale au rapport de la surface grisée V. NV
et de la surface de la cellule de Voronoi V' associée a .

L’approximation de Sibson vérifie les propriétés suivantes :
- Vi,jel, ¢i(z;) = 6{, I’approximation de est interpolante.

L’interpolant est consistant d’ordre 1, c’est—a—dire

VZ( )éi(w) -
1€V, (x
Vr € Q S (@) = @

1€V, ()
L’interpolant est local.

L’interpolant est C*° partout sauf aux points de données ot il n’est que continu
(d’apres [Suk9g]).

Notons qu'’il existe des techniques adaptées basées sur la triangulation de De-
launay qui permettent un calcul rapide des fonctions de forme ¢;. Ces techniques,
comme celles de maillage restent complexes. Enfin, une forme C' de I'interpolation
de Sibson a été proposée dans [Far90].

Ce premier pas vers des interpolants de grande régularité est tres encourageant.
On retiendra surtout I'idée de base qui permet de construire ’interpolant de Sibson :
on s’appuie sur une relation de voisinage entre les noeuds. Cependant les fonctions de
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forme de Sibson ont des supports trés complexes : ¢’est la réunion des disques définis
par le noeud et deux de ses voisins naturels (c’est—a—dire la réunion des disques cir-
conscrits aux triangles de Delaunay dont le noeud est un sommet) comme le montre
la figure 1.5. Or nous verrons dans le chapitre 1 de la quatrieme partie que ’on
cherche aussi des supports de fonctions de forme tres simples (pour l'intégration).
L’étape suivante est donc la construction d’interpolation qui conserve les points
forts de l'interpolant de Sibson (relation de voisinage, régularité) et qui permet de
choisir les supports des fonctions de forme.

Fic¢. 1.5: Diagramme de voronoi et support de la fonction de forme associée au neud
central. Le support de la fonction de forme est l'intérieur de la frontiére tracée en
gras.

Interpolation de type Hermite

Nous n’avons abordé jusqu’ici que le probleme d’approximation de valeurs d’une
fonction u échantillonnée aux nceuds z;. Il arrive parfois (en géologie par exemple)
que l'on dispose aussi de données différentielles (les pendages). En 1d, si les valeurs
u; et les dérivées v; sont connues en tous les nceuds, l'interpolation de Hermite
permet de construire l'interpolation Qg .

Comme dans le cas de l'interpolation Lagrangienne, on préfere travailler par
sous—domaines pour limiter le degré des polynomes. Ainsi, sur chaque segment
[, %i1+1] de demi-longueur [ ramené sur [—1, 1] linéairement, on a

Qu(€) = uiNi(&) + % Mi(E) + uir1N2(§) + M ()
Qu&) = lwiN{(§) +viM{(§) + luip1 N3 (§) + vipr M5(§)
et les fonctions de forme de 'interpolation Hermite 1d sont définies par:
Ni(§) = %(53 35 +2)
My(§) = %( -¢+1)
N2(§) = %( +3§+2)
My(§) = (€ +&-¢-1)

Ce type d’interpolation est utile pour traiter des problémes faisant intervenir des
dérivées élevées (calcul de poutre sous les hypotheses de Kirchhoff par exemple).

L’interpolateur « idéal »

Nous sommes maintenant en mesure de décrire une technique d’approximation
« idéale » qui serait :

— facile d’emploi (peu de calcul),
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0.8 1

FiG. 1.6: Interpolation Hermite: méme valeurs et deux dérivées différentes auz
neuds 2 et 3.

adaptable (calcul d’interpolation, d’approximation et d’ajustement),
— flexible (prise en compte de données différentielles).

— locale et dont les supports des fonctions de forme sont simples,

aussi réguliere que l'on veut, et avec des irrégularités localisées (ligne de
discontinuité),

— indépendante de la dimension de ’espace géométrique,

Nous allons montrer que "approximation diffuse se rapproche d’une telle méthode
d’approximation idéale.
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Chapitre 2

Approximation Diffuse

La méthode d’approximation que nous allons décrire dans ce chapitre semble
avoir été revisitée plusieurs fois. Le premier article est celui de Lancaster et Sal-
kauskas [LS80], puis Villon dans [Vil91] propose le formalisme continu et décline le
formalisme discret proposé par [LS80].

Apres avoir fixé le vocabulaire et quelques notations, nous décrivons le lisseur
continu en suivant la présentation de Villon puis le lisseur discret en suivant le
méme cheminement que précédemment et en nous appuyant sur les travaux de
Guyon [Guy95a] et [Guy95b].

Nous rappelons le théoreme de convergence dans les deux cas. Ceci permet de
montrer que la correspondance entre la fonction approximée w et "approximation @
est continue. Comme ’approximation diffuse est consistante, on peut alors appliquer
les résultats généraux d’approximation dans les espaces de Sobolev (voir par exemple
[RT98, DO96)).

2.1 Définitions et notations

Cette premiere partie a pour objectif de fixer le vocabulaire et les notations.
Nous introduirons aussi la notion de fonction d’atténuation, qui est centrale, ainsi
que la forme générale des opérateurs de lissage qui seront étudiés.

Dans la suite on travaillera dans IR, mais la plupart des résultats sont facilement
transposables & IR%. Il en sera fait mention explicitement dans le cas contraire.
L’espace des polyndmes de degré inférieur ou égal & m sur IR est Pp,.

L’ensemble C"(IR) est I’ensemble des fonctions continues d’ordre r sur IR, et
L7(IR) 'ensemble des fonctions de puissance g sommable.

2.1.1 Opérateurs de Lissage

Les deux opérateurs que nous allons rencontrer dans cette présentation font
partie de la classe d’applications suivante :

avec Vo € R, 4(z) = (p(x)){a(z)} ot (p(x)) est une base de l’espace Py, et {a(z)}
minimise un certain critére &;({a}).

La différence entre les deux opérateurs tient dans le critere £, qui peut avoir une
forme continue ou discrete. L’opérateur continu, dont la présentation est inspirée de
[Vil91] offre un cadre théorique sous-jacent a l’opérateur discret utilisé en pratique.
Le lien entre ces deux opérateurs peut étre vu de deux fagons différentes, d’une
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part, le lisseur discret est considéré comme la forme discretisée du lisseur continu
[LLB96], d’autre part, le lisseur discret est la transcription discréte de la forme
continue [Vil91]. C’est dans la deuxiéme optique, que nous nous placerons.

2.1.2 Fonction d’atténuation ou d’influence

La fonction d’atténuation fait partie des parametres essentiels de I'approxima-
tion diffuse. Elle va en particulier gouverner la régularité de la fonction lissée. Son
role est d’atténuer la contribution de chaque point (dans le calcul de 'approxima-
tion) lorsque ’on s’en éloigne.

Définition 1 w est une fonction d’atténuation de régularité r et d’ordre m, si
et seulement st

(i) we C"(R) N L2(R)
(ii) Yz € R,w(x) >0
(iii) [ w(z)dz =1
(iv) VP € Pp,w'/?P € L*(R)

La propriété (iii) n’est pas essentielle dans cette définition, car c’est une simple
normalisation. La propriété (iv) en revanche est trés importante, car elle nous per-
mettra de fabriquer notre opérateur de lissage (elle est nécessaire pour l'existence

de £({a}))-

Enfin, la propriété (ii) assure que la forme bilinéaire :

(flwlg) = /IR f(@)w()g(@)d

est bien un produit scalaire sur ’espace des polyndmes, et ainsi 'unicité du vecteur
{a} minimisant £ (voir équation (2.2)). On peut la remplacer par une hypothése
moins forte (ii’) qui donne les mémes propriétés:

Jr P?(@)w(z)de =0=P =0

(it")VP € P2m+27{ f]R P?(z)w(z)dz > 0

On introduit aussi un parametre de réglage p qui aura une grande importance
pour la convergence de ’approximation.

Définition 2 Soit p le rayon d’influence et la fonction w, définie par
1 =z
Wyt x — —w(=)
PP
Comme son nom l’indique, p mesure la distance caractéristique de l'influence
du point z. p peut étre une fonction de z si I’on veut scruter plus particulierement
une zone limitée. p est 'analogue de la dimension caractéristique des mailles dans
Iinterpolation par sous—domaines.

Définition 3 Une fenétre de reférence wy.r est une fonction vérifiant les pro-
priétés (i), (ii) et (iv) de la définition 1.

En pratique, les fonctions d’atténuation sont construites par normalisation (pro-
priété (iii)) de fenétre de référence. La plus naturelle est la fonction de Gauss

2 . . 70N . 7
wref(x) = €73, mais on lui préfere des fonctions de support borné, comme :

e — Lzl <1

— exponentielle tronquée wy.z(r) = { 0 sino
non
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% —4a? + 423, |z] < %
~ spline cubique wyep(z) =< 3 —4dw+42% — 323, 1 < |z| <1
0 sinon

1 — 622 + 823 — 32, |z] < 1

— spline quartique wyer(x) = { 0 sinon

exp (xzz—il) Szl <1

— fenétre de Schwartz wy.r(z) =
0 sinon

Le choix de w,.y n’a été abordé que dans le cadre RKPM et il est basé sur une
analyse fréquentielle (transformée de Fourier, voir chapitre 1, partie IV).

2.2 Lissage par moindres carrés — Cas continu
Cette partie propose la description du lisseur continu en cing étapes
1. Définition du critere d’erreur &,
2. Construction d’une forme équivalente,
3. Enoncé de propriétés,
4. Définition de la pseudo—dérivation,

5. Enoncé d’un théoreme de convergence.

2.2.1 Opérateur Il

Le critere que nous allons utiliser pour 'opérateur II est le suivant :

&{al) = 3 Jrwele —y)(uly) — (p()){a})*dy
= 3{@)A(p,x){a} - (b(p,x)){a} + R(p, )
avec

Ap1) = [y - )W)} eW)dy matricem +1xm 41
b(p,z) = [rwp(z—y){py)}uly)dy  vecteur m + 1 lignes
R(p,x) = 3§ [pw,(z—y)u’(y)dy

Il mesure une certaine norme de ’erreur commise en utilisant % comme approxi-
mation de u. L’idée de base d’un tel critere est de choisir les points qui seront
considérés comme importants pour le calcul de 'erreur au point x via la fonction
Wp.

On peut montrer que ce critere définit un unique vecteur a* a chaque x fixé sous
les hypothéses de définition de la fonction d’atténuation (voir [Vil91]). La propriété
(iv) assure P’existence de &, et (ii) l’existence et 'unicité d’un minimum.

Propriété 1 a* est solution du systéme d’optimalité
Alp,x){a} = b(p, ). (2.2)
Ceci définit approximation diffuse dans le cas continu.

Définition 4 L’approximation diffuse (cas continu) de u est définie par

u(z) = (p(z){a* ()} (2.3)
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Propriété 2
Yu € L*(R), @ € C"(R) (2.4)

C’est en effet la régularité de la fonction w (et non celle de la fonction approximée)
qui donne celle de la fonction approximante. II est donc bien un lisseur.

La fonction approximante que nous cherchons, @(z) = (p(z)){a(z)} est un
développement de u selon la base de polynémes que nous nous sommes fixée. En
0, ce développement nous rappelle celui de Taylor-Lagrange. C’est pourquoi nous
allons nous pencher sur ’expression centrée de II.

2.2.2 Expression centrée

On peut donner une formulation équivalente a la définition de II, en utilisant la
nouvelle fonction de cott

& {a}) = /]R wp(@ = y)(uly) — (p(z — y)){a})*dy

[Vil91] montre que, si {a*} = argmin(ESP) et {a*} = argmin(E?) alors

£ ({a*}) = E2({a"}) et (2.5)

u(z) = aj(z)

avec ao (1 0,...,0){a} et ce lorsque P, est muni de la base canonique
(1,...,% 2y Siue Cz (R), la minimisation de £5” amene au systeme

A(p){a} = {b(p, )} ou

Alp) = [rwo(W{p(y) Hpy))dy
b(p,r) = [rwo(y—z){ply —)}uly)dy

qui nous donne {a},
@) = [ wly=04" )~ o)utr)dy
/ K(p,z — y)u(y)dy (2.6)

et

i(x) = /}R K(p, @ — y)u(y)dy (2.7)
Kpz) = wy(@)A () {p)} (2.8)
K(p,x) = (1,0...00K(p, ) 2.9)

Ceci prouve que II est un opérateur de convolution (et donc linéaire), et ouvre
une porte vers les méthodes spectrales. En particulier, les parametres x et p nous
rappellent les translations et les dilatations des ondelettes. Nous retiendrons la
propriété suivante.

Propriété 3 Les critéres EF et ESP construisent le méme opérateur.
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2.2.3 Propriétés

Propriété 4 Les éléments de P,, sont invariants par 1.

si P € Py, alors Vo € R, P(z) = (p(z)){ap} et il suffit de prendre {a} = {ap} qui
annule &£ pour tout z dans IR.

Définition 5 On dit que Uapprozimation diffuse continue est consistante d’ordre
m.

L’invariance des polyndémes par II nous invite & nous pencher de plus pres sur
les autres fonctions reproduites par K, c’est—a—dire ’ensemble

Hic = {1 € CW).f = [ K(po =) fa)do)
R
Nous pouvons montrer que Hx admet les propriétés suivantes
- Hxg C C"(IR), car il est composé d’images de II,
— Pm C Hk, car les polyndémes sont stables par II.

En revanche, le noyau K n’appartient pas toujours a Hg . Prenons ’exemple de
la fonction d’atténuation

et les parametres (p(x)) = 1, p = 1. On montre facilement que K = w et [lw = v
avec v(z) = e_zz/\/ﬁ. Donc IIK # K. Ceci implique que ’on n’a pas toujours
K e Hgk.

Propriété 5 L'opérateur Il est continu sur ’espace de fonctions
U= {ueC™R),u® e L2(R),Vk € [0,m + 1]}
Voir [Vil91].

2.2.4 Pseudo—dérivation

Siu € C™*L(IR), on peut écrire son dévelopement de Taylor—Young au voisinage
du point z,

u) = 30 L0 (0) + 0((@ =) )

i!
i=0
Or la minimisation de &£, revient a chercher la courbe polynomiale la plus proche
de y = u(x), c’est—a—dire qu’au voisinage de z on écrit

i) =3 Y i
i=0 ’

Ces deux formules nous invitent a identifier terme & terme pour définir la pseudo—
dérivation.

Définition 6 La pseudo-dérivée d’ordre i de U est définie par
g7 .
S@) = i (@) (2.10)
Cette définition appelle deux remarques,
1. La pseudo-dérivation ne vérifie pas la propriété D(uv) = uD(v) + D(u)v, ce

qui justifie le terme « pseudo » (voir figure 2.3 dans le cas discret).

2. On peut se demander si les pseudo—dérivées représentent bien les dérivées de
u; ce qui nous amene a la convergence du lisseur II.
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2.2.5 Convergence

Je me contenterai ici d’enoncer le théoreme de convergence de ’opérateur II et
de donner un rapide commentaire.

Théoréme 1

YuelU,Vke[0,m], I M >0, Vz € R, 2.11)
k ~ k m+1l—Fk .
‘(‘;x—}f - Zz—i‘) (ﬂf)‘ < T M

La norme de l'erreur fait bien intervenir les deux aspects principaux du lisseur que
nous venons de présenter par le terme p™ 1% p représente la portée des fonctions
d’atténuation (comportement de type h) et m + 1 Pordre de la base polynomiale
(comportement de type p).

Si p n’est pas constant, alors sous I’hypothese supplémentaire p(z) € C°(IR) N
L>®(IR) et p(x) > 0, le théoréme précédent reste valide, & condition de remplacer p

par p(a).

2.2.6 Reproducing Kernel Particle

Il existe d’autre forme de lissage par convolution. L’une d’entre elle est la
méthode dite reproducing kernel particle qui aboutit au méme genre de noyau que
I’approximation diffuse. La construction est cependant différente et basée sur la
consistance de I"approximation [LJZ95] (on utilise ici la formulation proposée dans
[LHCGY7]). On cherche a construire une approximation de type convolution

sous conditions de consistance de degré m, ce qui peut s’écrire

Vk € [[O,m]],/IRykép(w,fv —y)dy ="

et de facon équivalente en formulation centrée (6j

7 symbol de kronecker).

Yk € [0,m], /]R(y —2)f gy (x,x —y) dy = 6§

On pose a priori la forme du noyau comme le produit d’une fonction d’atténuation
et d’un polynome & coefficients variables, soit

B,z —y) = (ébﬂw) (”’”;y)k> wplz — y)

et les coefficients b (x) sont calculés de facon & satisfaire les conditions de consis-
tance. Ceci conduit & un systeéme linéaire A(z){b?(z)} = e; ou A(z) a le méme
sens que précédement. On aboutit finalement & des propriétés semblables a celle
de ’approximation diffuse avec une fonction de correction différente®. L’expression
reproducing kernel est utilisée car on a corrigé le noyau pour reproduire exactement
les polyndémes. Ceci ne doit pas étre confondu avec les espaces de Hilbert & noyau
reproduisant que nous verrons plus loin.

1. Le lien RKPM-approximation diffuse est éclairci page 144 et 224
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2.3 Lissage par moindres carrés — Cas discret

L’opérateur que nous venons de présenter n’est pas adapté & des données nodales.
Villon, dans [Vil91], montre qu’il est possible de le construire dans I’espace D' des
distributions, mais préfere s’intéresser au cas discret. La partie précédente garde
pourtant son intérét, pour deux raisons:

1. Elle donne le cadre continu sous—jacent au cas discret.
2. De nombreuses similitudes rapprochent les deux opérateurs.

Trois présentations du lisseur discret existent dans la littérature, les pionniers
sont Lancaster et Salkauskas [LS80], puis Villon dans [Vil91], et enfin 1’équipe Be-
lytschko qui présente pour la premiere fois le lisseur discret dans [TBB94]. Ces
différentes présentations semblent étre indépendantes; l'objectif poursuivi et la
présentation sont différents:

— Lancaster et Salkauskas utilisent le lisseur pour générer des surfaces.

— Villon développe le lisseur continu, puis utilise le lisseur discret dans le for-
malisme de Galerkin pour résoudre des équations aux dérivées partielles.

— Belytschko propose uniquement le lisseur discret dans le formalisme de Galer-
kin [BLG94]. Puis dans [LLB96], donne une présentation du cas continu. Ces
travaux recoupent largement ceux de Villon.

Cette partie reprend le plan de la précédente auquel on a dia ajouter une légere
introduction et un développement concernant le caractere interpolant de ’approxi-
mation avant d’en décrire les propriétés. Le cheminement est donc le suivant 2

1. Introduction
2. Définition de £ discret

Forme interpolante

- @

Forme centrée
5. Propriétés
6. Pseudo-dérivation

7. Convergence

2.3.1 Introduction

Nous définissons de nouveau un lisseur, mais I’ensemble de départ est maintenant
différent puisqu’on s’intéresse & une fonction connue en des nceuds seulement. Nous
noterons (z;);e; un ensemble fini de points d’un ouvert € de IR, et une fonction w
de Q x Q dans RT. En pratique, la fonction w & la forme w(z,y) = wref(lli(;?;”),
ou z et y peuvent étre interchangés. La fonction u que nous cherchons a approximer

prend les valeurs u; aux points ;. Nous retrouvons donc le cadre de 'introduction.

Définition 7 Les notations suivantes seront utilisées dans la suite

1. I(z) = {indice des neuds voisins de z} = {i € I,w(z,z;) # 0} est la liste
d’influence du point x et chaque neuds x;,i € I(x) est un nceud d’in-
fluence de z.

2. les parties ajoutées sont en italiques
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2. V; est la zone d’influence de z;, ot V; = supp(w(.,z;)), et
3. Pk ={xz,I(x) = K} Vélément diffus associé auz neuds {;}ick.

L’ensemble des Pg non vides forme un pavage de U;crV;, car pour K fixé, Pg =
Nicx Vi. On a aussi la propriété

iel(z) xeV, (2.12)

Les définitions 1. et 2. utilisent pleinement la double interprétation de la fonction
w(.,.); d’une part (1.) on fixe z et on considere la fonction w®(z;), d’autre part
(2.), on fixe i et on considere la fonction w;(z). Enfin, la propriété 2.12 lie ces deux
interprétations de w(.,.).

w(x,)

w(x-x1)
Wi x-ng

(a) w(z,.) (b) w(., Ti)

F1G. 2.1: Dualité de la fonction w(.,.) : (a) On considére la fonction i — w*(x;)
pour définir I(x) = {2,3} (b) La fonction de pondération associée d x; définit son
support V; lorsque le point d’évaluation x bouge.

Définition 8 On dit qu’un ensemble de points est Py—unisolvant s’il admet un
sous—ensemble de points sur lequel ’interpolation polynomiale (au sens des moindres
carrés) d’ordre k existe et est unique.

Cette notion est utile pour assurer l'existence de l’approximation; [ST81] étudie
quelques cas particuliers.

(a) (b)

FIG. 2.2: Cas de nuage (a) non P)—unisolvant (b) non Ps—unisolvant pour IR

Hypothese 1 Dans la suite on considére un semis de points qui vérifie la pro-
Priété :

Vx,{z;,i € I(x)} est P,,—unisolvant (2.13)
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2.3.2 Lisseur discret

Le critere £ discret peut étre défini a partir des éléments introduits dans la
partie précédente comme

Définition 9

E:({a}) = Z w(@, z;)(ui — (p(zi)){a})’

i€l(z)

Notons U le vecteur des valeurs nodales de u,

pi(x1) ... pm(x1)
P= : . :
p1(xn) .. pm(xn)
et
w(w, 1) 0
W(x) =
0 w(x, T,)

Le vecteur {a} est solution de

A(x){a} = {b(z)} avec
A(x) = PTW(z)P (2.14)
b(z) = PTW(z)U

Définition 10 L’approximation diffuse 4 de u s’écrit

a(z) = (p(@)[A(@)] " PTW (2)U (2.15)

Propriété 6 Sous l'hypothése d’unisolvance (2.13), la matrice A(x) est bien inver-
sible, et l'approximation u de u existe.

L’approximation diffuse est construite par ajustements locaux par moindres carrés,
elle n’interpole donc pas dans le cas général les données u;. Cette propriété demande
de modifier la fonction w.

2.3.3 Interpolation
Revenons au systeme d’optimalité au point z,
[ icre) wlozp@)p (@)] {a} = {ies0) wla )p(@iu() |

En désignant par x; le plus proche voisin de z, nous écrivons le systeme sous la
forme équivalente

[Zie[(z)7i7ﬁj w(:v,:ci)p(x,-)pT(xi)] {a} + [w(m,:cj)p(:cj)pT(xj)] {a}
= {Sicrins 0l zp@u(@:) b+ wlw,o;)p(;)u(w;)
Notons A; et b; les matrices suivantes,

Aj(z) = [Zie[(z)ﬂ';ﬁj w(z, z)p(z)p" ()]
bj(z) = [Zie[(x)J;éj w(z, z;)p(zi)ui]
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et A(z) défini par
Na) = w(z,z;)(p" (xj){a} - uy)

le systeme d’optimalité se transforme en

{p/"lrj((az)) —% ] { \ }:{ bjlff) } (2.16)

Si 'on modifie la fonction poids w(z,z;) pour que lim w(z,z;) = +o0, le
T—T;

systéme en z; s’écrit

Aj(x)  plxj) } { a } { bj(x) }

= 2.17
{ p(z;) 0 A u; (2.17)
qui est le systeme d’optimalité auquel on a ajouté la contrainte d’interpolation au
noeud z;.

Propriété 7 Si la fonction w(.,.) vérifiant

(i) mlgrg_w(w,wi) =400

(ii) supp(w(.,z;)) = supp(w(.,z;))
(i) (., z;) € C™(Q —{z;})

est utilisée comme fonction d’atténuation, ['opérateur que nous construisons calcule
une interpolation.
Le choix w = = assure les propriétés précédentes. Les propriétés de I’approxima-
tion se transposent automatiquement & l'interpolation. Dans la suite, nous utilise-
rons le terme approzimation de fagon générique, et le terme interpolation pour le
cas interpolant.

On peut aussi remarquer que cette facon de rendre interpolante ’approximation
diffuse par une contrainte progressive peut étre généralisée a d’autres cas. C’est
le cas par exemple pour le respect de frontieres par 'approximation diffuse (voir

[Guy95al).

2.3.4 Forme centrée, propriétés

En suivant la présentation de 'opérateur continu, on montre que l’expression
centrée (avec la base (1, z, $2—2, )
w(z) = (p(z — ;) {a(x)} ,
E{a}) = 2 wlw,i)(ui — (p(x — zi){a(x)})

iel(x)

est équivalente a la précédente. Cette propriété est importante de plusieurs points
de vue,

— c’est sous la forme centrée que s’appréhende le mieux la convergence de 1’ap-
proximation,

— une forme centrée est plus stable numériquement,
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Nous noterons P(z) la matrice des polynomes centrés

pi(z—z1) ... prlz—xz1)

pi(z - Ty) .. pr(z - Tp)
pour écrire ’approximation diffuse
i(z) = (1,0...0)[A(z)] ' P(z) "W (z)U = aj(z)
Propriété 8 L’approzimation diffuse admet les propriétés suivantes :
1. L’approzimation diffuse est consistante d’ordre m.

2. L’approzimation diffuse (au sens de lapplication w — @) est linéaire et
continue.

3. La fonction @ a la méme régularité que la fonction w.

Ces propriétés se démontrent de la méme fagon que dans le cas continu.

2.3.5 Pseudo—dérivation

En nous basant sur la méme remarque que dans le cas continu, nous définissons
la pseudo—dérivation de la facon suivante

Définition 11

k,a k
0% @) = (L) a(e)) = ai(e) (2.18)

La figure 2.3 illustre 'appellation pseudo—dérivation.

10

-15

-20

5 L1 1 1 1 1 1 1 1 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Fia. 2.3: Calcul de la pseudo-dérivée de f(z) = u(z)v(z) ot u(z) = z? et v(z) =
sin(z/3). (a) Calcul & partir des valeurs de f auz points d’abscisses entiéres, (b)
On calcule les pseudo—dérivées de u et v séparément, puis on applique la formule
de dérivation des produits f' = u'v +uv', (c) dérivée réelle.

Dans le cas de l'interpolation, on conserve les propriétés de continuité et de
consistance de ’approximation diffuse. Cependant, une propriété supplémentaire,
relative aux dérivées diffuses apparait.
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Propriété 9 Si les fonctions définies par wj(x) = w(x,z;), vérifient la propriété

leNN, l<k
Vi € [1,1], wi?(z;) =0

w

w_l—w

alors on a l’égalité

vi € [0,1], {p(z;)){al? (z;)} = 0

Commencons par démontrer le lemme de calcul suivant,

_w

Si W= -

(3 az i_ w(kj'l’)
alors ( )() %

ol Z;):l A;p = Z-,Vj

Le résultat s’obtient par récurrence sur i. En effet, la propriété est vrai a ’ordre 0,
et si elle ’est a ’ordre 4, alors

i ro . . . i
(Zj ai [T, w“jp)) wit —jwiw’ (Ej ai 15, w(*jp))

(;1)(Z+1) _
T = _ pIE=
w? ((E] a’ H;=1 w(AJ'P)> w—iw' (E] al H’ LW Jp))>
= w2ite
i ! .
(zj ai T, w“:‘p)) w—iw' (zj ai T, w“:p))
= wit?

Or, les deux termes de la différence peuvent bien s’écrire sous la forme

i+1

> i [Jw?
J p=1

ol ElH AL, =i+ 1, ce qui établit la propriété®.
Les hypothéses de régularité sur w nous permettent par ailleurs de dériver le
systeme d’optimalité [ fois (I < m), ce qui nous donne

izljl Cj Ay;(fﬂ) w (13 )() { ig:ggg }+
L )

systeme dont la derniere ligne s’écrit

0
() {a (2)) — 2 Zc, (

ORI
) A0 () = 0

'lUJCU

=4

. (9
L’hypothese Vi € [1,1] w® (xzj) = 0 et le lemme de calcul assurent que (#i)) =
7 7
0, ce qui établit la propriété; c’est—a—dire que la dérivée diffuse est exactement égale
a la dérivée de @ aux nceuds a l'ordre 1.
5a _ da

or  dr

3. Ainsi « des dérivées nulles de w impliquent des dérivées nulles de @ »
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A Dordre 2, on montre facilement que

o) = Ta )+ e )

Nous allons maintenant nous pencher sur la convergence de l'approximation
diffuse.

2.3.6 Convergence
La démonstration de la convergence de I’approximation diffuse suit quatre étapes

1. Montrer que la formulation habituelle et la formulation centrée de 'interpo-
lation diffuse sont équivalentes (voir 2.3.4).

2. Ecrire le critere quadratique a ’aide du développement de Taylor autour de
T;

3. Passer en coordonnées adimensionnelles;
4. Enfin, majorer ’erreur commise.

Cette démonstration est constructive, elle permet de mettre en évidence un indi-
cateur d’erreur que ’on pourra utiliser dans des processus adaptatifs. Nous utilisons
la base polynomiale (1,z, $2?,. .., -52™). La démonstration est généralisable dans
IR? au prix de lutilisation de multi-index.

Siu e C™(Q), et que sa dérivée d’ordre m + 1 est intégrable, alors au voisinage

de T

u(z;) = (p(z; — 2))U + O((z; — 2)™*1)
avec U = (u(z),u/(z),...,u™ (z))"

le critere £5({a}) se réécrit alors
£2({a}) = %{U — ) TA@U — a} + b(@){U — a} + reste

ou

A(z) = P(z)TW(z)P()
b(z) = P(z)"W(z)

avec P et W définis comme précédement et si R(Z) est le vecteur colonne des restes
de Taylor, alors l'erreur {U — a} s’ecrit

{U —a} = [N(2)] R(7)
{ [N(7)] = A(z)~"b(2) (2.19)

Soit p, tel que tous les nceuds {z;};cr(») soient dans la boule B(z,p) centrée
en T et de rayon p. Le changement de variables £ = £=% se traduit alors par les
formules suivantes

1 0
D =

0 pm
A(z) =DA(&)D
b(z) = Db(§)
R(z) = p™+1R(E)
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L’erreur d’approximation {U — a} est donnée par I’expression

pm—i-l 0
{U-a}= [n(&)]{r (&)} (2:20)
0 P

m@ o ne(§)

(I = ()

Si la fonction u(™+1) est bornée, alors les coordonnées du vecteur {r(¢)} le sont
aussi, soit M (™*1) cette borne, il vient alors

Vi<m

L4 (@) - £h(@)| < prtid ( )

S
iel(x)

8 n; (5)‘> A (m+1) (2.21)

Ceci établit la convergence en & de l'interpolation diffuse des que le terme

> ‘S;z’?' (&)] reste borné lorsque p varie (tend vers 0). Villon dans [Vil91] montre

?

que ’hypothese:

Hypothese 2
_ 1€I(z) )
M;(z,1(z),p) = 3 w(&)|&PTmH

1eI(x)
restent bornés lorsque (I(Z), p) varie

est suffisante. Ceci acheéve la démonstration.
Théoréeme 2 Sous les hypothéses 2,

k=~ k
Vo € Q,Vk € [0,m], IME, (6 o _du

oxk  dok

) <x>‘ < R

Notons que la convergence uniforme (que nous n’étudierons pas ici) impose
Pintroduction d’une hypothése supplémentaire reliant I(Z) et les fonctions w;(.).

2.3.7 Fonctions de forme de approximation diffuse

La définition de l'approximation diffuse 2.15 montre que @ est une fonction
linéaire du vecteur U. Ceci nous permet d’écrire

Voe i) = S Ni@)us = (N@)U(2)}

iel(x)

Définition 12 Les fonctions N; sont les fonctions de forme de ['approximation
diffuse. Elle se calcule par:

(N () = (p(a))[A(@)] "' PTW ()
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Bien entendu, la formule de calcul des fonctions de forme est aussi valable en for-
mulation centrée. Le théoreme suivant caractérise les fonctions de forme de ’ap-
proximation diffuse. Il permet une nouvelle définition de ’approximation diffuse,
« fondée sur ses propriétés essentielles : approximation locale, représentation exacte
des polynomes» [Guy95a]. Ce théoreme est aussi a la base de méthodes de calcul
efficaces des fonctions de forme décrites en annexe A. Ces techniques sont impor-
tantes, car les fonctions de formes sont au coeur des applications de ’approximation
diffuse comme la résolution d’équations différentielles par exemple.

Théoréme 3 Les fonctions de forme de l'approximation diffuse sont solutions du
probléme de minimisation sous contraintes
. N2
miny Y, i
iel(z) (2.22)
PTN = p(x)

Introduisons les multiplicateurs de Lagrange u, et les fonctions de forme sont solu-
tions du systeme
| U = L)
PT 0 () p(x)

{ N(z) = W (z)P(PTW (2)P)~'p(z) = W (z) P[A(2)] " p(2)
px) = (PTW(2)P)"'p(z)

qui se résout en

N est bien le vecteur de fonctions de forme diffuses car les matrices W (z) et A(x)
sont symétriques. Il existe un théoreme équivalent pour les pseudo—dérivées des
fonctions de forme [Guy95a].

Propriété 10 Le support de la fonction de forme N; est inclu dans V;. Les fonc-
tions de forme sont aussi réguliéres que w.

Cette propriété est liée a la construction de 'approximation diffuse. De plus, les
fonctions de formes sont des approximations particulieres, ce qui démontre la se-
conde propriété.

2.3.8 Fonction d’atténuation

L’approximation diffuse discrete repose sur la définition de la fonction d’atté-
nuation w. Elle gouverne deux de ses propriétés principales : approximation locale,
et continuité. Elle est aussi au coeur du traitement de certaines discontinuités des
dérivées des solutions d’équations différentielles (voir [Kro96] et la partie IV). La
construction de w doit donc étre menée avec soin, elle est discutée en annexe B. Dans
la suite, nous utiliserons principalement des fonctions d’atténuation w; attachées a
chaque neceud z;.

2.4 Conclusion

En conclusion, il existe deux formes d’approximation diffuse: 'une continue,
lautre discrete. Comme pour les ajustements par moindres carrés, la formula-
tion continue présente surtout 'intérét d’étre un arriere—plan théorique a la forme
dicrete. Nous utiliserons désormais le terme approximation diffuse pour la version
discrete.
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La construction de 'approximation diffuse repose sur la définition des fonctions
d’atténuation w; et le choix d’un degré d’approximation. Son utilisation est donc
aisée. On peut calculer des approximations, des interpolations et méme des ajuste-
ments en choisissant judicieusement les fonctions d’atténuation. Enfin, les fonctions
de forme sont locales.

Les propriétés de 'approximation diffuse montrent que cette technique se rap-
proche de la méthode d’interpolation idéale que nous avons décrite dans le chapitre
précédent. Cependant, la version que nous avons décrite ici n’est qu’une approxima-
tion de type Lagrangienne. Nous étudierons I’approximation diffuse de type Hermite
dans la seconde partie.
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F1G. 2.4: Fonctions de forme et leurs dérivées diffuses (en x) pour des consistances
linéaire (a) (c) et quadratique (b) (d).
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Chapitre 3

Interpolateurs Radiaux

L’approximation diffuse est une méthode d’interpolation qui ne nécessite pas de
maillage, aussi avons—nous décidé d’étudier d’autres méthodes d’interpolation de ce
type. Dans le monde du sous—sol, le krigeage est un interpolateur sans maillage parti-
culierement puissant et célebre. Cependant, Myers écrit dans [Mye92] « There are at
least three developments for interpolators to lead to the same functional form for the
interpolator ; the thin plate spline, radial basis functions and the regression method
known as kriging ». Cette phrase nous invite donc & présenter ces trois méthodes
dans un formalisme unifié, bien que la base bibliographique que nous avons em-
ployée soit principalement celle du krigeage. Myers propose aussi une présentation
de ce type des interpolateurs radiaux, mais n’insiste pas sur les mémes points. Par
ailleurs, la forme de l'interpolateur fait apparaitre des fonctions de la distance aux
points de données, ce qui justifie le terme interpolateurs radiauz.

Ce chapitre differe fondamentalement du précédent qui donne une présentation
détaillée de I’approximation diffuse. Il s’agit plus ici de comprendre les idées sous—
jacentes communes aux trois méthodes d’interpolation, ainsi que leurs différences.
Aucun résultat n’est démontré, mais on pourra se reporter a

— Micchelli [Mic86] pour les radial basis functions,
— Chauvet [Cha94] pour le krigeage,
— Wahba [Wah90] pour les splines.

Les trois premieéres parties sont principalement une synthese bibliographique,
alors que la derniere aborde les fonctions de forme qui ne sont pas traitées dans la
littérature.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous conservons les habitudes de notations utilisées dans la
présentation de 'approximation diffuse.

3.1.1 Radial Basis Functions

Micchelli dans [Mic86] propose une définition des radial basis functions comme
un interpolateur de la forme suivante dans laquelle les fonctions K et f; ainsi que
Pentier m (m < n) sont donnés a priori:

n m

(e) =) eK(|lz —zil) + ) d;fi) (3.1)

i=1 7=0
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Les inconnues c¢; et d; sont telles que

Vi€ [0,m],> ] cifj(z:) =0 (3:2)

et @(z) est une interpolation des valeurs u; aux points de données z; :
n m
Vk € [1,n], a(zg) = Zc,[((”xk —xl]) + Zdjfj(xk) = uy, (3.3)
i=1 j=0

Les équations (3.2) et (3.3) forment un systeéme linéaire qui permet de calculer
les coefficients (¢,d) lorsque la fonction K est de type positif conditionnel (voir
3.1.4), et que les fonctions de base f; sont linéairement indépendantes sur les points
de donnée z;.

3.1.2 Le krigeage ponctuel

Nous présentons ici le krigeage dans le formalisme du krigeage universel. Cette
approche admet des limites théoriques importantes, qui peuvent étre levées grace a
la théorie des fonctions aléatoires intrinseques (FAI—k). La forme de 'interpolateur
est la méme dans les deux cas, mais le cadre des FAI—k la rend plus générale.

L’hypothese de base du cadre universel est de considérer que la fonction u que
nous cherchons a interpoler est la réalisation d’une fonction aléatoire U de la forme

U(z) =V(x) +m(z)

— V admet une covariance K (h) = Cov(V(z),V (z + h)), qui ne dépend pas de
w?

— m(z) est déterministe de la forme Y, a; f'.

On forme un estimateur linéaire de U

U*(x) = Z Ai(@)U ()

et des arguments statistiques nous amenent a un estimateur de la forme (3.1), ou
le noyau est la fonction de covariance K. L’interpolateur existe car la fonction de
covariance est de type positif strict (conditionnel en FAI-F).

Suivant le cadre théorique dans lequel on se place, les contraintes de filtrage (3.2)
ont une interprétation différente. Dans la cadre des FAI—k, elles sont une condition
d’existence des objets mathématiques que nous manipulons, alors que dans le cadre
du krigeage universel, il s’agit de conditions de non-biais.

3.1.3 Splines

L’angle de vue des splines est fonctionnel. On cherche la fonction @ qui passe
par les points de données, et qui minimise un certain critere de rugosité.

L’exemple le plus célebre est celui des splines plaque mince, qui (en 1d) cherche
4 dérivable deux fois telle que

(z:) = u;

I

- fm(%)zdx soit minimale.
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La forme de l'interpolateur est encore celui de la formule (3.1), et le noyau s’écrit
1

dans ce cas particulier K (z) = ¢|z[*.

Les conditions de filtrage (3.2) s’appliquent sur les mondmes 1 et x qui sont
une base du noyau du critere de rugosité. Cette propriété est générale, et elle joue
exactement le méme role que dans le krigeage (voir [Mye92]).

Wahba dans [Wah90] propose un cadre algébrique trés général reposant sur la
théorie des espaces hilbertiens a noyaux auto-reproduisants pour construire des
fonctions splines générales. Nous utiliserons cette théorie pour construire 'approxi-
mation myope qui est une méthode intermédiaire entre interpolateurs radiaux et
approximation diffuse.

Matheron démontre dans [Mat80] que les splines et le krigeage sont des inter-
polateurs algébriquement équivalents. La démonstration est justement basée sur la
forme commune des interpolateurs de krigeage, splines et radial basis functions.

Ce résultat nous permet de transposer toutes propriétés d’un interpolateur vers
l'autre, et ainsi de travailler avec celui dont le formalisme est le plus avantageuz en

fonction de ’objectif.

3.1.4 Fonctions de type positif conditionnel

La démonstration d’existence des interpolateurs radiaux reposent sur la no-
tion de fonction de type positif conditionnel. Si les positions des données sont
‘Pr.—unisolvantes, alors l'interpolateur construit avec un noyau de type positif condi-
tionnel d’ordre k et des conditions de filtrage du méme ordre existe.

Une fonction F(.) est de type positif conditionnel d’ordre k, si pour tout ensemble
de points, z1, ... ,x, € R?, et toute combinaison linéaire (c1,...,¢n) non nulle telle
que

Z cip(x;) = 0,Vp € Py

i=1

la forme quadratique

> > ciciF(|lai = zll)

i=1 j=1

est strictement positive.

Le théoreme de Bochner donne une caractérisation des fonctions de type condi-
tionnel strict (pour toute combinaison linéaire) basée sur sa transformée de Fourier.
Matheron généralise ce résultat pour les fonctions de type positif conditionnel dans
[Mat73].

3.2 Choix du noyau

Nous avons vu que estimateur (3.1) existe deés que la fonction K est de type
positif conditionnel, et que les fonctions f; sont linéairement indépendantes sur
la famille des points (z;);cs- Or il existe beaucoup de fonctions de type positif
conditionnel. Le choix du noyau est donc un probleéme essentiel des interpolateurs
radiaux.

3.2.1 Cas du krigeage

Le krigeage est l'interpolateur pour lequel le choix du noyau est le mieux for-
malisé. Son interprétation probabiliste lui fournit en effet un ensemble d’outils qui
permet d’orienter le choix de la fonction de covariance.
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FiG. 3.1: interpolation de données 1d par plusieurs covariances généralisées d’ordre
1 (a), covariances correspondantes (b)

La méthode consiste en une analyse approfondie des données, afin de com-
prendre la structure spatiale des phénomemes sous—jacente a la grandeur étudiée,
c’est ’analyse structurale, ou analyse variographique. L’outil de base est le
variogramme expérimental.

Le variogramme

Le variogramme se définit comme la covariance d’accroissements d’ordre 1, c’est
une covariance généralisée d’ordre 0 (elle filtre les constantes):

y(z,h) = %Var[U(a:) —~U(z+h)]=E[U(xz) —U(z+ h))?] (3.4)

L’analyse des données a travers le variogramme permet de mieux comprendre la
structure spatiale du phénomene, et guide vers le choix d’une forme de covariance.
Une fois ce choix effectué, on ajuste la covariance aux données expérimentales. Des
que ’analyse variographique est terminée, on est en mesure de dérouler l'interpola-
tion par krigeage des données.

Commentaires

Cette méthode de travail s’inscrit dans un tres grand respect des données car
on ne leur impose pas un noyau arbitraire. Cependant, le nombre des modeéles
effectivement proposé dans les logiciels, et utilisé en pratique est extrément faible. La
figure 3.1 montre que le choix de la covariance généralisée a parfois peu d’impact sur
I'interpolation obtenue. Le cas contraire est aussi rapporté dans I'industrie miniere!

Ceci illustre aussi le fait que l'interpolateur ne dépend finalement que des po-
sitions géographiques des points de données une fois que la fonction de covariance
est choisie.
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F1G. 3.2: Interpolation et fonctions de base associées a 1 et 5 (a) noyau linéaire (b)
noyau multiquadratique

L’une des spécificités du krigeage est de proposer une estimation naturelle de
I’erreur d’estimation par le biais de la variance d’estimation, mais, des que la cova-
riance généralisée est choisie et ajustée aux données, « la variance d’erreur est plus
caractéristique de la position géographique des données qu’une réelle quantification
de Uerreur » [Mye92].

3.2.2 Splines
Les splines sont particulierement appréciées des utilisateurs pour deux raisons

1. La plus courante est la spline plaque mince, qui comme son nom l'indique
répond & une analogie mécanique (la flexion des plaques minces),

2. Les surfaces splines ont en général un aspect visuel tres agréable.

Le noyau est une conséquence de la fonctionnelle minimisée, et le cas h?log(h)
par exemple (spline plaque mince en 2d) ne permet aucun ajustement aux données.
Cependant le choix du critere de rugosité permet, lorsqu’on dispose d’une analogie,
de faire un choix judicieux.

3.2.3 Radial Basis Functions

Contrairement au krigeage, ou la littérature traite largement le choix de la co-
variance, je n’ai trouvé aucune référence sur le sujet dans le cadre des radial basis
functions.

Prenons cependant l’exemple de J. Allison dans [All93] pour comprendre les
points qui motivent son choix. Il commence par développer le schéma pour K (z) =
|z], qui se confond en 1d avec un interpolation linéaire par morceaux. Cependant
il désire obtenir une interpolation dérivable, il passe donc & K(x) = va? + A2
qui assure une interpolation C'. Le parametre A est choisi en fonction de critere
géométrique (distance au plus proche voisin).

D’apres R. Schaback [Sch99], le choix du noyau pour les radial basis functions
s’appuie principalement sur I’expérience de ’utilisateur sans utiliser sur une analyse
des données comme dans le cas du krigeage. Il existe cependant un catalogue de
fonctions candidates basé sur les travaux de Micchelli [Mic86]. Wendland [Wen98]
propose des noyaux a supports compacts.

3.2.4 Validation croisée

Les trois méthodes d’interpolation utilisent la validation croisée comme mesure
de qualité de linterpolant. On trouve ces idées développées dans [Wah90] (dans le
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FiG. 3.3: Exemple de courbe obtenue par validation croisée, erreur mesurée.

cadre des splines d’ajustement), ou dans [GCK96]. Cette étape finit toute étude
géostatistique.

Le principe de la validation croisée est de supprimer une donnée et de recalculer
linterpolation en ce point & partir des autres données. Notons ulfl I'interpolant
basé sur les données privées de uy, alors on peut définir un critere de qualité de
Iinterpolation comme

Q? = Zwk(uk _—g (z1))? (3.5)
k=1

Ce critére est en réalité une fonction des parametres du noyau, et on peut caler a
posteriori ces parametres en minimisant ). C’est cette idée qui est développée dans
[GCK96]; I'interpolation est construite avec le noyau K (z) = V22 + A2, mais ou A
peut étre différent en chaque point de donnée (dans ce cas, il n’existe pas de modele
probabiliste équivalent) : les A; sont calculés par minimisation de Q((4;) ie[[Ln]])'

3.3 Données bruitées

Il est rare de connaitre des données sans erreur, et les valeurs aux points prennent
alors la forme

yr = u + €k, Yk € [1,n]

— yg est la valeur mesurée,

— wy, est la valeur « vraie » 1,

— €, est erreur de mesure.

Dans ce cas, il peut sembler judicieux de lacher la contrainte d’interpolation
sur %, pour proposer un modele qui prenne cette erreur en compte. Le krigeage
qui est probabiliste est bien adapté a ce genre de problématique, et les splines ont
été adaptées pour y faire face. Je n’ai pas rencontré d’application des radial basis
functions dans ce cadre.

1. si elle existe!
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Fic. 3.4: Cokrigeage d’erreur et effet de pépite, cokrigeage d’erreur de données
bruitées

3.3.1 Cokrigeage d’erreur
Cadre théorique

Le cokrigeage d’erreur propose le modele suivant: € est une variable aléatoire
et la famille (), vérifie

— VEk, Ele;] = 0, erreur est nulle en moyenne,
- Vk,l € [[1,n]]2, Covler,U;] = 0, Verreur est indépendante de la mesure,

- Vk,l € [[l,n]]z,Cov[ek,el] = Sy, les erreurs sont corrélées d’un point & un
autre.

Ce modele va nous permettre de développer une estimation de u & partir des données
Yk -

Les coefficients de l'approximation sont alors calculés en remplacant I’équation
(3.3) par

n

> el K(Jon — xil)) + Ska) + Y djfi(ar) = yx, Vk

i=1 j=0

Effet de pépite

On obtient un interpolateur presque partout identique au précédent dans le
cas [S] = al en utilisant la notion d’effet de pépite. Cette notion signifie que les
valeurs ne sont pas corrélées a tres courte distance. La covariance admet alors la
forme K(h) = ad(h) + K'(h), o ¢ est un dirac en 0, et K' est une fonction de
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covariance généralisée. On vérifie aisément que le systeme de krigeage est bien celui
du cokrigeage, mais 'interpolateur fait un saut pour honorer les données comme le
montre la figure 3.4.

Bien que les interpolateurs soient presque partout identiques dans ce cas par-
ticulier, le formalisme du cokrigeage d’erreur est plus général, et surtout mieux
adapté au cas de données bruitées (on peut associer une covariance d’erreur par
point de donnée). Cependant le cas [S] = al est exactement celui traité par les
splines d’ajustement. Nous avons donc une analogie entre effet de pépite et coeffi-
cients d’ajustement des splines. Ceci est cohérent avec la pratique ou ’on choisit un
fort effet de pépite pour obtenir une carte lisse.

3.3.2 Splines d’ajustement

La construction des splines d’ajustement est basée sur un nouveau critere de
rugosité, qui s’écrit dans le cas des splines plaques minces

1o ) dmf .,
> f@)? ) [ e (36)
n dz
k=1 E
Il est construit en ajoutant au critere habituel le terme de gauche, qui prend en
compte le bruit des données. La encore, la solution est de la forme (3.1) et ’équation
(3.3) est remplacée comme pour le cokrigeage par

n

yk = Y il K (||lz — il |) +nASf) + Y dj f(ax), Vk € [1,n]

i=1 j=0

On reconnait bien un cokrigeage d’erreur avec [S] = nAl.

La figure 3.5 recalculée a partir d’une illustration de [Wah90] montre que le
choix de A est trés important.

Wahba propose d’utiliser la validation croisée pour évaluer la valeur optimale
de A. Pour éviter des temps de calcul prohibitifs, on remarque que le calcul des
fonctions @*! est un sous—probleme du calcul de .

n
Par ailleur, le choix Y (yx —u(zk))? est restrictif, et une premiere généralisation
k=1

est
> wilye — alzy))?
k=1

pour se rapprocher du cokrigeage d’erreur. Nous verrons dans la suite que Salkauskas
propose méme d’écrire wy, (z) dans [Sal92] pour tirer parti des avantages conjugués
des splines et de "approximation diffuse.

3.4 Fonctions de forme

Nous allons maintenant nous pencher plus particulierement sur les fonctions de
forme associées aux interpolateurs radiaux. Ceci est motivé par 'application de ces
interpolateurs a la résolution d’équations aux dérivées partielles.

Dans une premiere partie, nous allons justifier I’existence des fonctions de forme
des interpolateurs radiaux. Nous en profiterons pour énoncer quelques propriétés
souhaitables de ces fonctions de formes.

La seconde partie regroupe quelques éléments connus sous le nom de « com-
portements des poids de krigeage » (voir [Riv84]), mais présentés dans une optique
différente. Enfin la troisieme partie montre quelques exemples issus de notre propre
expérimentation.
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FiG. 3.5: De haut en bas, trois splines cubiques d’ajustement avec des valeurs de A
respectivement (a) trop petite, (b) correcte, (¢) trop grande. Le calcul automatique
de \ en s’appuyant sur la validation croisée permet de calculer sa valeur optimale

(b).
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3.4.1 Existence des fonctions de forme

Il existe au moins deux fagons de justifier l’existence de fonctions de forme pour
les interpolateurs radiaux (c’est & dire que ce sont des estimateurs linéaires).

1. Dans le cadre du krigeage, "approximation @ de w s’écrit
n
i) =Y Ak(z)ug
k=1

et la propriété est contenue dans la définition.

2. Dans le cadre des radial basis functions, le systeme (3.3), (3.2)

i) = 3 el (e — i) + 3 dify(ee) = we. Yk € [Ln]
p2

1=
n

> cifj(zi) =0,V5 € [0,m]

i=1

montre que les coefficients (¢, d) sont des combinaisons linéaires des données
(uk)k, et ainsi Iexistence d’une forme

() =) Ni(z)uy (3.7)
k=1

de l'interpolant.

Quatre propriétés sont tres appréciées lorsqu’on cherche & résoudre des équations
aux dérivées partielles:

1. Vinterpolation, N;(z;) = 5,4, 7 € [1,n],
2. le caractere local des supports des fonctions de forme,
3. la régularité des fonctions N;

4. la consistance, c’est a dire la représentation des polynomes jusqu’a un certain
ordre.

Les interpolateurs radiaux vérifient la premiere propriété par construction. Il est
facile de voir que les fonctions N;(.) sont des combinaisons linéaires des K (||z; —.||)
et f;(.), leur régularité est donc celle de ces fonctions. La quatrieme propriété est
elle aussi assurée par construction; c’est le role des conditions de filtrage (3.2).

La seconde propriété fait 1’objet des deux parties suivantes. Elle est essentielle
d’un point de vue pratique.

3.4.2 Comportement des poids de krigeage

Nous allons nous intéresser plus particulierement a deux phénomenes qui sont
Peffet d’écran et le phénomene de relais. Un point essentiel de ces phénomenes est
qu'ils interviennent pour des types de krigeage particuliers. Afin d’alléger le discours
les termes suivants couramment utilisés en géostatistique linéaire seront employés

Krigeage Simple (KS) , krigeage sans condition de filtrage en supposant la fonc-
tion aléatoire de moyenne nulle.

Krigeage Ordinaire (KO) , krigeage avec condition de filtrage sur les constantes
(ou & moyenne inconnue, voir [Cha94])

Krigeage Intriseque d’ordre k , krigeage avec conditions de filtrage sur Py ; le
terme krigeage intrinseque (KI) correspond au cas k = 0.
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F1G. 3.6: Illustration des effets d’ecran par les fonctions de forme, (a) variogramme
linéaire, (b) covariance exponentielle, (c) variogramme de De Wisj, (d) vario-
gramme sphérique.

Effet d’écran

On parle d’effet d’écran total lorsque les fonctions de forme du krigeage ont un
support borné. La terminologie exprime qu’une donnée fait écran aux suivantes,
plus lointaines. Trois effets d’écran sont bien connus (voir par exemple [Mat70])

1. Krigeage Ordinaire avec covariance linéaire en 1d, les fonctions de forme sont
alors celles de I'approximation linéaire par sous—domaine.

2. Krigeage Simple avec covariance exponentielle en 1d.

3. Krigeage Ordinaire de variogramme de De Wisj en 2d. Ce troisieme cas est
Panalogue de la cage de Faraday, car log(r) est le potentiel harmonique de
IR?, comme % est celui de IR®. Ainsi si ’on connait un contour fermé informé,
il limite les fonctions de forme de tout nceud intérieur a ce contour.

N

A ces trois cas s’ajoutent aussi les effets d’écran dits partiels, pour lesquels la
fonction de forme prend une valeur faible, c’est le cas du sphérique en 1d (Krigeage
Ordinaire).

Effet relais

L’effet relais est 'inverse de ’effet d’écran. Les fonctions de forme gardent une
valeur élevée sur la totalité de l’espace géographique d’intérét. Bien que le cas de la
figure 3.7 soit pathologique, c’est exactement 'opposé de ce que nous recherchons.

Commentaires

De ces propriétés, effet d’écran peut sembler particulierement intéressant, car
il limite le support des fonctions de forme. Cependant, il apparait dans des cas tres
particuliers, qui ne vérifient pas toujours les autres contraintes que de « bonnes »
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reiéis s)heriqule

F1G. 3.7: Krigeage simple (moyenne 1) avec covariance sphérique (r=1,a=0.5).

fonctions de forme devraient vérifier. En particulier, les fonctions de forme générées
ne sont que continues (non dérivable aux points de données), et elles ne sont pas
toujours consistantes.

Le meilleur moyen d’assurer la consistance est d’utiliser des conditions de filt-
rage; or ces conditions lient tous les points de données et étalent ainsi la fonction
de forme sur tout I’espace. Ainsi ces propriétés ne nous sont pas utiles.

3.4.3 Quelques fonctions de forme en 2d

Pour aller plus loin, nous avons tracé les fonctions de forme associées a de nom-
breuses covariance C' en 0. Les figures suivantes en montrent quelques-unes.

Le krigeage utilisé est intrinseque d’ordre 1, car on demande une consistance
d’ordre 1. Pour la plupart des fonctions de forme, on observe bien un effet d’écran,
mais il n’est pas total. On s’apercoit méme que la fonction de forme se stabilise
autour du terme constant de sa partie Y d; f;. De plus cette stabilisation intervient
dans la partie extrapolation de la fonction de forme, comme le montrent les figures
ou les points de données sont les points de coordonnées entieres du carré [—3, 3] x
[—3,3].

Ces expérimentations confirment le constat de la partie précédente: les fonc-
tions de forme du krigeage ne sont pas locales. Les logiciels de géostatistique pro-
posent cependant de travailler en voisinage glissant, c’est—a—dire en basant l’ap-
proximation sur des points de données situés a l'intérieur d’'un disque centré au
point d’évaluation. Cette pratique génere des discontinuités lorsqu’un point sort ou
entre dans le voisinage de krigeage, mais elles sont d’autant plus faibles que la va-
leur résiduelle des fonctions de forme le sont. Ce probléme nécessite un traitement
adapté lorsqu’on utilise directement @ pour le tracé de courbes de niveaux?2.

3.5 Conclusion

En conclusion, les splines, le krigeage et les radial basis functions forment une
famille d’interpolants du méme type: ils sont consistants, globaux (dans le cas
général). et I'influence de chaque point diminue fortement avec la distance (il existe
des théoremes dans des cas particuliers). Les interpolants radiaux n’utilisent aucun
maillage et leur régularité est liée a celle du noyau K qui génere les fonctions
K;(.) = K(]|- — zi]|)- Ces deux points nous rappellent des propriétés et la définition
de l'approximation diffuse, on se demande donc si on est capable de définir une
approximation diffuse correspondant & un krigeage donné et inversement.

2. La stratégie de tracé est en général différente, voir [Dub81] par exemple
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FiG. 3.8: Fonction de forme associée a une covariance cubique. Cette covariance est
a support borné.
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FiG. 3.9: Fonction de forme associ€e & une covariance gaussienne.
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F1a. 3.10: Fonction de forme associée a une covariance généralisée spline 2d.
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Fic. 3.11: Fonction de forme associée a une covariance généralisée spline 2d
tronquée (voir [Tro93]).

Nous avons montré sur un exemple qu’il n’existe pas de théoremes généraux
[Sav98] et la définition de lapproximation myope dans la seconde partie montre

qu’approximation diffuse et krigeage sont de natures différentes.

Au dela des aspects techniques, ce chapitre montre que le développement et le

choix d’une méthode d’interpolation ou d’approximation sont étroitement liés a la
nature du probleme & traiter ou a la nature des données:

Ceci

— Le krigeage est particulierement bien adapté a des données éparses, structurées
(au sens topo—probabiliste) et qui demandent un modele représentant cette
structure.

— Les splines plaques minces interpolent de fagon lisse (agréable a I'oeil) grace au
modele sous—jacent (en 1d, poutre en flexion sous ’hypothése de Kirchhoff).

— L’interpolation par sous—domaines est utilisée pour résoudre des équations
différentielles (pas de modele dans la méthode d’interpolation).

montre finalement qu’il existe deux facons d’interpoler des données:
1. Définir un modele (interpolateurs radiaux, modéles physiques, ... )

2. Utiliser une méthode d’approximation/interpolation (interpolation par sous—
domaines, approximation diffuse, interpolant de Sibson, ... )

La encore, c’est le type de probleme & résoudre qui décide du choix de la famille
de méthode: on préfere utiliser un modele pour « remplir des trous », comme une
méthode d’interpolation pour estimer une dérivée.



Deuxieme partie

Extensions de
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Chapitre 1
Approximation Myope

L’approximation ou l'interpolation de données sans maillage dans le cas multi-
dimensionnel s’appuie principalement sur deux types de méthode:

— Les méthodes radiales, que sont les splines, le krigeage ou les radial basis
functions

— Les méthodes glissantes, approximation diffuse ou moving least square inter-
polation.

Salkauskas propose dans [Sal92] une méthode hybride en s’appuyant sur les travaux
de Duchon [Duc76]. Nous reprenons la méme idée dans le cadre monodimensionnel
par souci de simplicité et en utilisant le cadre théorique décrit par Wahba dans
[Wah90]. La méthode d’interpolation obtenue se généralise alors trés facilement
en utilisant le théoreme d’équivalence entre splines et krigeage, et nous permet de
passer au cas multidimentionnel. Nous définissons aussi une estimation de la dérivée
par un opérateur de pseudo—dérivation.

Ce chapitre propose pour commencer une description du cadre fonctionnel dans
lequel nous nous plagons: ce sont les espaces a noyau reproduisant qui sont bien
adaptés & la construction des splines. La modification du critere de construction
des splines pour obtenir un schéma glissant demande de centrer leur construction
au point d’évaluation. Nous construisons ensuite I’approximation myope, puis nous
I’étudions d’un point de vue théorique. Nous terminons par quelques exemples issus
de tests numériques.

1.1 Cadre Fonctionel

Le cadre de travail que nous utilisons ici est celui décrit dans Wahba [Wah90]. 11
s’agit d’espaces de fonctions définies sur un espace géographique 7 que ’on munit
d’une structure d’espace de Hilbert & noyau reproduisant.

Commencons par définir la notion d’espace de Hilbert a noyau reprodui-
sant qui est sous-jacente a tous nos développements.

Définition 13 Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.)3. C’est
un espace & noyau reproduisant si et seulement si pour tout t € T, la forme linéaire

L { H+— R
1 f— f)

est continue et bornée.
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Les formes linéaire L; sont continues et bornées si elles vérifient la propriété
suivante

YVt e T,3aM,;
VfeH,|Lf| = [f@)] < Ml fllrem

Si H est un espace de Hilbert & noyau reproduisant (r.k.h.s. dans la suitel),
alors les formes linéaires L; sont reproduites par une fonction R; de H comme le
montre le théoréme suivant (voir [Aro50]) :

Théoreme 4 Si H est un r.k.h.s., alors
vt € Talet € H: vfaLtf = (Rtaf)'H = f(t)

Ce théoreme nous conduit naturellement & la définition du noyau reproduisant as-
socié au r.k.h.s.

Définition 14 Le noyau reproduisant associé a H un r.k.h.s. est la fonction
définie par

V(t,s) € T2, R(s,t) = (Rs, Ry)n = Re(s) = Rs(t)

Le noyau reproduisant d’un r.k.h.s. est une fonction symétrique définie positive.
On peut démontrer qu’a chaque r.k.h.s. est associé un unique noyau reproduisant
R et réciproquement, qu’a chaque fonction définie positive R on peut associer un
espace de Hilbert & noyau reproduisant.

Rappelons qu’une fonction R de deux variables sur 7 est définie positive si pour

tout n € IN, (a1, -+ ,a,) € R" non nul, et t1,--- ,t, €T,
n n
ZZaiajR(ti,tj) >0
i=1 j=1

Ces quelques définitions et propriétés nous suffiront dans la suite, mais on pourra
se reporter & [Aro50] pour plus de détails sur la théorie des r.k.h.s.

1.2 Structure de Hilbert des espaces de Sobolev
Hm

Nous allons définir sur A" un produit scalaire pour lequel il est un r.k.h.s. Cette
structure est exposée dans [Wah90], mais certaines de nos démonstrations different.

1.2.1 Définitons

On s’intéresse dans toute la suite & des sous-espaces des fonctions définies de
[a,b] dans IR vers IR. a et b sont bien entendu supposés distincts.

Définition 15 L’espace de Sobolev H™ est défini par

H™ =H™(a,b) = {f, f'o D absolument continues, f™ € EQ(a,b)}

1. Pour « Reproducing kernel Hilbert space »
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Les fonctions de H™ admettent un développement de Taylor a reste intégral en a
(le développement de Taylor existe dans C™, donc dans H™ par densité)

eT, f) = "5 S0+ [ 0 )
= 50+ [ R 0 )
= f1()+f2()

ou f1 et f sont définies par identification entre les deuxieme et troisieme lignes.
Ceci nous invite donc a définir les espaces H{® et H5* des fonctions fi et fs.

Définition 16 Les espaces H{* et H3' sont définis par

’f’z?’ml:span{(t a)® I/E[[Om—l]]}
={feHm Wwelo,m-1],f*(a) =0}

Pour plus de clarté, nous noterons dans la suite ¢, (t) = (t(;‘i)f)_!l pour v € [1,m];

la famille des ¢, est une base de H]".

1.2.2 Produits scalaires de H!* et H}'

Commencons par démontrer la propriété suivante

Propriété 11 La forme bilinéaire symétrique définie sur H" par

m—1
g €M (F9r = f(a)g")(a)

v=0
est un produit scalaire sur H*

En effet, f et g s’écrivent de fagon unique sous la forme Y7 " a, ¢, et 37" b, ¢, .

m—1 .

Le produit (f,g)1 prend alors la forme > a,b,, car ¢,(f)( ) =68, i,v € [0,m—1].
v=0

Il en découle que (.,.); est un produit scalaire et que la famille des ¢, est une base

orthonormée de H" pour (.,.);.

Propriété 12 La forme bilinéaire symétrique (.,.)2 définie sur HY" par

b
(92 = [ ™ ()™ (u)du
est un produit scalaire pour H3*.

Le caractere bilinéaire symétrique positif découle de la linéarité de la dérivation et
du fait que (f,g)2 est le produit scalaire dans £2 de f(™ et g(™). 1l reste juste &
démontrer qu’une fonction de norme nulle est nulle. Pour cela, on remarque que
le développement de Taylor de f € H5* se limite & son reste intégral, et que la
condition ||f||2 = 0 implique que f™ est nulle presque partout. Ainsi on a bien

b —u)(t—u)m1
VtGT,f(t):/a Y (m)(il)') ™ (u)du = 0

ce qui assure la propriété.
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1.2.3 Somme directe de H* et H}'

Propriété 13 H™ peut étre muni d’un produit scalaire pour lequel H* et HY* sont
en somme directe :

1. La forme bilinéaire

(f,9) = (f,9)1 +(f,9)2 = (f1,90)1 + (f2,92)2

ot f = fi+ fo et g = g1 + g2 sont décomposées selon HT* et HY' est un produit
scalaire sur H™.

2. HT et HE* sont en somme directe pour ce produit scalaire :

H™ = N o HD

3. fab(f(m))2 =||Pof|3m ot P» est la projection orthogonale sur H3".

La démonstration de ces propriétés découle imédiatement des définitions.

1.2.4 H™ est un espace de Hilbert

L’espace ‘H™ admet une structure pré-Hilbertienne. Nous devons maintenant
démontrer que H™ est complet pour la norme associée au produit scalaire (.,.).
Comme H™ est somme directe de H{* et Hj*, il nous suffit de démontrer que
ces deux sous-espaces sont complets. Le cas de H* est évident, puisqu’il est de
dimension finie.

Démontrons maintenant que H5* est complet.

Propriété 14 La norme ||.||2 est équivalente a la norme ||.||ym dans HY*.

Nous allons démontrer la propriété dans le cas m = 2 en appliquant l'inégalité
de Poincaré deux fois en cascade (inspiré de [Bre83] et [RT'98]). Démontrons pour

commencer que
b b
/ (F)?>C / It

Pour cela, on remarque que pour tout z €]0, 1],

/ RTOEE / oy

D’autre part, 'inégalité de Schwartz

(L) ([ ) (f 7o)

implique que

[@r = i - sy

r—a

Or sous I’hypothese f € H2, f(a) = 0; nous avons donc

[ er
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Cette inégalité et la remarque initiale assurent alors que

b
[ @2 2 @) e e b (11)

En intégrant cette derniere inégalité entre a et b, on obtient ’inégalité de Poincaré
3C > 0,Vf € H3, [|f 172 > ClIf||Z

L’application de cette inégalité a f"” nous donne aussi (on utilise ’hypothese f'(a) =
0)

VI € Hy Iz 2 CPIISIIZ
Comme || f||32 = || fI|22 + 1 f'[[Z2 + | f"[|%2, les inégalités de I’équivalence de norme
s’écrivent
3K > 0,Vf € Hi, I fllnz < K|l fllagz
£l < I fllae

Ceci assure donc le résultat pour m = 2. La démonstration suit le méme raison-

nement pour d’autre valeur de m en appliquant m fois 'inégalité de Poincaré. Or
m

espace H™ muni de la norme ||f|3. = 3 [|f*)|[%2 est complet et démontre le

v=0

théoreme suivant.

Théoréme 5 L’espace H™ muni du produit scalaire (.,.) est complet: c’est un
espace de Hilbert.

1.3 Structure de r.k.h.s. des espaces de Sobolev
Hm
1.3.1 H™ est un r.k.h.s.

Comme on sait déja que H" est un espace de Hilbert, il ne nous reste plus qu’a
démontrer que les formes linéaires L; sont continues. Reprenons l'inégalité (1.1)
appliquée a f(™ (elle est vraie car f € HJ)

b
[z o) e o

qui s’écrit aussi (en remarquant que la valeur absolue d’un réel lui est supérieure
ou égale)

sl

1l > 7=

Q

On integre cette inégalité m — 1 fois de a & t , et comme précédement en remarquant
que pour tout v € [0,m — 1], f*)(a) = 0 on a l'inégalité

1 1
(t—a)™1Vb—a

Ny > ft)

et comme t < b

[ f 1l 2 rf(t) (1.2)

(b—aym?
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Si f est positive, ceci assure la propriété. Dans le cas contraire, on décompose f en
f=f"—f"ou ft =sup(f,0)et f~ = sup(—f,0). Si f appartient & H2*, alors
ft et f~ sont aussi dans HZ* et 'inégalité (1.2) peut leur étre appliquée soit

14y 2 ——Amp 140

ey > —= f~ (1)

(bfa)mfé

En élevant au carré et en ajoutant, on trouve

WW“”Q ()

Et par définition méme de f* et f~, ces deux fonctions sont orthogonales dans H%*
(car leur supports sont disjoints), ce qui montre finalement que (par application du
théoreme de Pythagore)

1 g + 1 2

. 1 .
||f||%—t;" 2 m(f(t))z

et enfin
1l > mmm

Ainsi donc pour une famille de points z; de 'intervalle ]a, b, on introduit des formes
linéaires L; (précédement notées Ly, ).

Propriété 15 Les formes linéaires L;

L-{ H+— R
L fe fx)

sont continues et bornées.

Et par définition, I’espace H™ muni du produit scalaire (.,.) est un r.k.h.s.

1.3.2 Représentant des formes linéaires L;

Nous verrons dans la suite que la forme méme des fonctions & qui sont les
représentants des formes linéraires L; est trés importante. Le calcul que nous pro-
posons s’appuie sur trois points

(i) On cherche & dans HY?
(if) Toute fonction f de HE* admet un développement de Taylor & reste intégral
(iii) & est représentant de L; dans HY

Chaque fonction f de H5* admet un développement de Taylor a reste intégral dont
le partie polynomiale est nulle (car Vv € [0,m — 1], f*)(a) = 0)

N Y Y (2 — x)(w; — x)™! (m)
flz:) = /a (m—1)! U (x)dx

Y(xi—x)(aci—z)"“l

Ceci signifie donc que £ (z) = e d’ott

CU" ¥y — ) — 2 4 i)

&i(z) = @m 1)
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avec p; € Pp,—1. On doit alors ajuster le polynoéme p; pour assurer & € H3*, c’est a
dire

Eila)=E(@)=---=¢"V() =0 (1.3)

Le polynome p; peut s’écrire sous la forme

pi(x) =apt+ay(z—a)+ -+ apy_1(z — a)m*1

et les conditions (1.3) donnent le systéme qui nous permet de calculer les coefficients
(o2
(71)m+1($i7a)2m—1
(2m—1)!

(=)™ (zi—a)>™ 2
(2m—2)!

Qg

(m—1D!ay_

B Ly l—i (g g)2m—1—i
et se résout en a; = %( ) (zi—a)

! Em—1—0)! ;1 € [0,m—1].

Propriété 16 Les fonctions &; représentant les formes linéaires L; dans HT' ont
la forme

&) = =ED™Y (@i —a) (wi—) "™~ + pi()

(2m—1)!
avec
m—_1 1.4
pi@) = S aile—a) (1.4)
v=0
Zqymtl—i (g, _g)2m1-i
@i = %( ) (2m(—1—i))!

Remarque 1 On a bien (voir [Wah90])

& € Pam—1 six € [a,x]
& € P si @ € [z, 0]

On peut vérifier que la formule &;(z;) = &;(x;) issue de la symétrie du produit
scalaire et de la propriété de reproduction des &; est bien vraie avec cette expression.
Nous allons maintenant démontrer la propriété suivante

Propriété 17 La famille des (&;)ic[1,n) est libre si et seulement si les points x; sont
distincts.

Pour cela, on utilise la forme des fonctions & = v; + p; démontrée plus haut, ou
vi(m) = (_1)my(z(;;xf)(lg)”;_w)2mil et p; est un polyndome de degré inférieur ou égal
a m — 1. On commence par démontrer que les fonctions ; sont indépendantes
linéairement deés que les points x; sont distincts, et différents de a et de b (cette
derniere hypotheése n’est pas restrictive, car on peut toujours prendre un inter-
val de travail plus grand, elle interviendra aussi dans la deuxieme phase de la
démonstration). Cherchons des réels y; tels que la combinaison linéaire Y ;" | p1;7;
soit nulle. Si on suppose que les x; sont distincts et ordonnés par ordre croissant,

alors pour y, = %, I’équation s’écrit
B (xn _ yn)mel B
PV (Yn) = Hnw =0

Tn—2+Tn_1

5 qui avec la

d’ou on tire u, = 0 car x,, # x,—1- On passe alors & y,_1 =
condition u, = 0 s’écrit

2m—1
(xn—l - yn—l) m

2m —1)! =0

Mn—1Yn—1 (ynfl) = MUn-1
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qui implique de la méme fagon p,—1 = 0. On continue ainsi de suite jusqu'a y; =
(x1 + a)/2, et démontre la propriété.

On cherche maintenant des réels p; qui annulent > p;& = > pivi + > pipi- La
somme de gauche est nulle sur [z, b] et non nulle sur [a, z1] qui sont des segments de
mesure non nulle sous nos hypotheses. Ce ne peut pas étre un polynéme. Cependant,
la somme de droite est un polynéme de degré inférieur ou égal & m — 1. La condition
> & = 0 s’écrit donc Y piy; =0 et > pp; = 0; or la démonstration précédente
montre que les u; doivent étre tous nuls. Les fonctions sont donc libres si les points
de donnée z; sont distincts. Par ailleurs s’il existe deux points confondus, alors les
fonctions &;, et &;, associées sont égales, la famille n’est pas libre. Cela acheve la
démonstration.

Notons pour finir que le méme type de structure peut se construire dans le cas
multidimensionnel comme le montre le travail de Duchon [Duc76].

La structure de H™ que nous venons de construire correspond & la métrique
naturelle pour développer les splines plaques minces. Nous commencons par décrire
leurs calculs, puis on passe a la construction d’une approximation glissante, quelques
propriétés de cette approximation sont ensuite étudiées.

1.4 Splines d’ajustement

1.4.1 Introduction

Le modele de données associé au special spline smoothing problem est
Yi = fe(xi) + eiai € [[]-7”]]

ou les données mesurées y; en n points z; de |a,b] sont considérées comme les
valeurs d’une fonction u, € H"™ entachées d’erreurs ¢; que ’on suppose normales
indépendantes et de variance wL On note dans la suite W la matrice diagonale des
w;.

On cherche alors comme approximation de f, la fonction f qui minimise le critere

n b ‘
& = > wityi = fa)? + 1 [ (1)

dans H™. Ce critere signifie qu’on cherche f qui passe au plus pres des points de
données (au sens des moindres carrés) et qui respecte un certain critere de régularité
(second terme). Comme on cherche f € H™, on utilise la structure que nous avons
décrite dans la premiére partie pour transformer Eﬁ‘v en (rappel: L; = L,,)

En(f) =Y wilys — Lif)” + M| P2 f|5em (1.5)
i=1

C’est le general spline smoothing problem qui se pose pour un r.k.h.s. général H qui
se décompose de la méme facon que H™ en une somme directe H* @ HY*, H* de
dimension finie.

Ce probleme est résolu dans [Wah90] dans le cas W = Id, [Sal92] pour W
diagonale et enfin [Mat80] pour le cas général W symétrique 2.

1.4.2 Transformation de &) et calcul de [}

Comme H™ est un r.k.h.s., on peut écrire L; f = (n;, f)ym. On remarque aussi
que les fonctions n; forment une famille libre des que les points z; sont distincts

2. ce dernier cas sort de notre propos
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(démonstration: > u;m; = 0 implique Py(>" pims) = 0, soit Y pi& = 0 et donc
;i = 0 pour tout 4 car les & sont libres).

Dans un second temps, on décompose la fonction f selon la somme directe
H®* & HF en remarquant que

~ (év)vefo,m—1) est une base de H["

— H3* se décompose en une partie générée par la famille libre (£;);e[1,,) (famille
des projetés des n;,i € [1,n]) et son orthogonal

soit

Propriété 18 Pour toute fonction f de H™ il existe di,--- ,dp, et c1,--- ,c, des
réels et p une fonction orthogonale d tous les ¢, et &; tels que

m—1 n
f= Z dydy +Zci§i +p
v=0 i=1

Nous noterons dans la suite ¢ et d les vecteurs des ¢; et d,.
Remarque 2 La fonction p est orthogonale auz fonctions n;

En effet, il est évident que p est dans H3* (elle est orthogonale aux ¢,) et n; — &;
appartient a H1", ainsi on a (p, ;) = (p, &). Comme nous avons choisi p orthogonale
aux &;, il vient finalement (p,7;) = 0 pour tout i. De la méme fagon, on montre que

Vi,j € [L,n]?, (:,&) = (&,&))

Pour finir explicitons le calcul partiel

g)l dy (i, dv) cj(ni, &) + (i, p)

gl du¢u (xl)

£y
j=1
+ 2 ¢i(6i,&5)
j=1

Le critere de construction de la fonction spline s’écrit alors

EN(f) =y —Gec— Pd]"W[y — Ge — Pd] + A\ Ge + N|p|3m (1.6)

ou nous notons G = [(&;, fj)]m. le grammien des fonctions &; qui est une famille libre
(donc G est inversible). P = [L;,] ;» qui est supposée de rang m.

Ainsi, la premiére condition de minimisation est p = 0, et le calcul en (¢, d) méne
au systeme

(GTWG +AG)e +GTWPd = GWy
P "WGc+ P"WPd = P'Wy

ce qui est équivalent a (G est symétrique et inversible si les points de données z;
sont distincts)

Wy (WG + M)c+ WPd
P"WGe+P"WPd = PT(WG+ M)c+ PTWPd

Finalement, nous avons le théoreme suivant

Théoréme 6 La fonction fj}, d’approzimation des données y; auz points x; mini-
misant le critére £, a la forme

f= Z dy by + Zcifi
v=1 i=1
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et les vecteurs c et d sont donnés par le systéme (si A > 0)

) e

On peut remarquer que la forme de la matrice W n’influe pas sur la démonstration de
ce théoreme (si W est 'inverse d’une matrice de covariance, elle est bien symétrique
définie positive, ce qui assure la correction des développements).

1.4.3 Régularité du systeme d’optimalité

Pour démontrer que le systeme (1.7) est régulier, il suffit de montrer que le
systéme homogene admet comme unique solution (¢, d) = 0. Posons S = G+ AW !
qui est inversible. La solution du systeme homogene s’écrit alors

c = —-S7'Pd
(PTS'P)d = 0

Comme S est symétrique définie positive, S~! I’est aussi. Or PT S~! Pd = 0 implique
d"PTS1Pd = 0 soit (Pd)" S (Pd) = 0 et donc Pd = 0. Ceci n’'implique d = 0
que dans le cas ot 'on a n > m points distincts (P doit étre injective).

Propriété 19 Sin > m, les points de données x; sont distincts, et X\ > 0 alors le
systéme de construction (1.7) est régulier.

Calculons la solution formelle du systéme (1.7) sous ces hypotheses (on pose
toujours S = G + AW 1)

Sc+Pd = vy
PTec

|
o

équivaut a

c = S Yy-Pd)
0 = PTSly—P'S'Pd

et finalement

{ c = SIYI—-(PTSP)tPTS 1)y
P

d Tsflp)flstfly (18)

Remarque 3 La condition n > m est nécessaire.

Etudions le cas m = 2,n = 1 par souci de simplicité, le systeéme (1.7) s’écrit alors

sd4+c1 +x1c20 = W
d =0
ZL“ld =0

Il admet alors une infinité de solution d = 0, (¢1,¢2) = (u1 — lz1,1),1 € RR.

1.4.4 Cas particuliers, consistance

Nous continuons notre analyse du systeme (1.7) par deux remarques concernant
des cas particuliers.

Remarque 4 Sin = m alors Uapproximation construite est l’interpolation polyno-
miale des données.
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En effet, 'interpolation polynomiale des données annule dans ce cas Eﬁ‘v. Le vecteur
des w; ne joue plus aucun role: nous ferons donc ’hypotheése n > m dans la suite.

Propriété 20 La fonction spline est consistante : les polynémes de degré inférieur
ou égal a m — 1 (c’est a dire HY*) sont reproduits ezactement.

En considérant y; = p(z;), p € Pm—1, il suffit de remarquer que p annule le critere
de construction &}, .

Propriété 21 La fonction fj), interpole le point de donnée x; lorsque w; — 0o.
Remarquons que la ligne j du systeme d’optimalité s’écrit

S dut(wy) + 3 ikilay) = uj — =2
v=1 i=1

wj
car (n5,&) = (&,&) = &(x;) pour tout 4, j € [1,n]. Et nous avons donc

A _ Acj
fiv(@;) =u; —
wj
Ainsi, lorsque w; tend vers 'infini, la ligne j du systeme d’optimalité devient une
condition d’interpolation au point x;.
Finissons enfin par une derniére remarque concernant les conditions de consistance

Remarque 5 On peut remplacer les conditions de consistances centrées en a par
des conditions de consistances centrées en un autre point sans changer ’approxi-
mation.

On démontre de nouveau cette propriété dans le cas m = 2 car la preuve est
purement calculatoire, la propriété reste vraie dans le cas général. Les conditions
de consistance s’écrivent

n
Z Ci = 0
i=1
n

> ci(x; —a) =0

i=1
n n
la premiere équation montre que la seconde se réduit a y_ ¢;z; car a Y ¢; = 0, ou
i=1 =1
n
de facon équivalente & > ¢;(x; — y) pour n’importe quel point y.

i=1

1.4.5 Systéme équivalent

La fonction spline d’ajustement que nous venons de construire fait intervenir la
borne a de son intervalle de définition. Nous aimerions supprimer cette dépendance
car elle donne un role prépondérant & a qui est choisi de fagon arbitraire.

Le systeme d’optimalité (1.7)

)

n A m
ij (zi)ej + 0. Ci + Z bu(zi)dy = u; (1.9)
j=1 v v=1

dont la ligne ¢ s’écrit
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conserve la méme forme si I’on centre les polynémes ¢, en un autre point x que
1

a selon la formule: ¢, (y) = % car ce n’est qu'un changement de base dans
‘H{*. Nous cherchons maintenant a éliminer a de G.

Afin de simplifier les calculs, nous nous placons dans le cas m = 2. Nous allons
transformer la fonction &; pour faire apparaitre une covariance généralisée K: on

1 LV (g — ) (2 — 1) s wéerire L o — 2l 4 L (g —

remarque que le terme Y (z; — ) (x; — x)° peut aussi s’écrire 15 |z; — z|” + 75 (2
x)3. Ainsi, on a apres quelques lignes de calculs

Gile) = Flzi—a

-+ (@ —a)® + Lz —a)?(x — a) + L(zi — a) (& — a)? — 5(z — a)®

Injectons cette forme de &; dans la premiére somme de (1.9) en posant K(h) =
lhe:
1zl

n

> cibilw) = i ;K (zj — x4)
j=1 Jj=1
—13(zi — a)® 2 ¢ +1(zi —a)* 3 ¢z —a)

nJ: Jj=1
+1 (i )Zl( | — 2ax; + a®)c;
J:
-k Z (x3 — 3x%a + 3zj0° — a®)c;

j=1
Or les conditions d’orthogonalité du systeme (1.7) imposent que Z dj =0 et

Z d;j(z; —a) = 0. Ainsi l'expression précédente s’écrit
Jj=1

n n n
Y cibi(m) = ¥ K(wj—wi)e; + 1w —a) X ¢
=1 = =1
-5 Y rici + Sa Z zic;

j=1 j=1

1
= 1, 2 _ 1
= Y K(zj—wmi)e; + 33 ) ¢aj — 15
]:1 Jj=1 J

NSE

3
]
1

Nous avons donc éliminé a de cette somme. Montrons maintenant que la correc-
n n
. 1 i 3 2 _ L 3 3 . A 7 .
tion ;x; Zl CjT; — 13 Zl cjz; peut toujours étre centrée en un point z que nous
j= i=
choisissons. Pour cela, on remarque que
n n n n n
2. _ 2. . 2 o 2
E (xj —x)c; = E Tjcj — 2z E xjc; +x E ¢ = E Tjc;
=1 =1 =1 =1 =1
grace aux conditions d’orthogonalité, et de la méme facon,
n
3
E :ccj—E Tj; — x) Cj+3.’L'E cj(x;
Jj=1 Jj=1
Nous injectons ces deux formules dans I’expression précédente pour obtenir
n n n n
1 2 1 3
> eibi(@) = K(zj —2)ej + (@i — 2) C]—EE (zj —2)°¢
j=1 j=1 = j=1

(1.10)

j=1
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Pour finir, on utilise (1.10) dans (1.9) pour obtenir une expression « locale » dans
le sens ol toutes les fonctions sont centrées en x

-

1 J

K(z; — x)c; + (dl -+ 3 cj(z; — :E)> + (x; — @) (dz + 1 i cj(zj — :c)2>
J =1 j=1

On pose alors

et le systeme d’optimalité devient

K+P>\TW_1 IJH;I}:{%} (1.11)

avec K = [K(z; — x;)];;. Les formules de transformation d vers d' nous permettent
par ailleurs de calculer d.

On peut aussi montrer que la fonction que nous construisons avec ce systeéme
est (on applique & f;}, les mémes transformations que précédemment):

oy (@) = > K@) + Y dyou(@)

ot K;(z) = K(z; — z), et g} est telle que

Yz € [a,0], gy (z) = fiy ()

C’est le systeme de construction du cokrigeage d’erreur de covariance généralisée
K (h), et de matrice de variance d’erreur W 1. Nous venons donc de redémontrer le
théoreme d’équivalence splines—krigeage dans un cas particulier (en nous inspirant
largement des travaux de [Dub81]).

Théoréme 7 La spline d’ajustement construite par minimisation de Sﬁ‘v conduit
a la méme approzimation que le cokrigeage d’erreur avec covariance généralisée
K(h) = |h|?™ et matrice de covariance d’erreur W 1.

Ce résultat important montre que ’on aurait pu travailler dans le cadre du kri-
geage et aboutir a la méme approximation. Cependant le formalisme probabiliste
se préte peu a des variations de W avec le point d’estimation comme nous le fe-
rons dans la suite: cela signifierait qu’une variable aléatoire a plusieurs variances
différentes selon son point d’observation (ce qui justifie au passage lappellation
« Approximation Myope ») !

Notons que ce théoréme nous donne le systéme de construction de gp, (z) en
fonctions de forme V; utilisé habituellement en krigeage

WS- e

avec K(z) le vecteur des K (z; — ), et P(x) la matrice des mondmes centrés en x
et évalué aux ;.

Ce développement, ainsi que le théoreme précédent appellent deux commen-
taires. En premier lieu, il nous a permis de centrer le systéeme (1.7) en un point
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arbitraire, ce qui aura une grande importance dans la suite. En second lieu, nous
avons maintenant un systéme qui nous permet de calculer une fonction g}, qui ne
respecte plus la structure de H™ dans le sens ou la combinaison linéaire de K; n’est
pas dans HY* (c’est pourquoi les coefficients d sont transformés en d').

Nous allons donc proposer un systeme de calcul de ¢ et d directement en nous
inspirant du calcul précédent. Pour cela nous transformons de nouveau (1.10) en
utilisant les conditions d’orthogonalité

n

;ij(xi):
S K(w; —a)ej + i — ) 32 (5 — 2)%¢ — & 30 (w5 — @)%

Jj=1 j=1
1 1
+Z i —T) ch +E( —2)® Y ¢

RN _
~~ ~~
0

0

ce qui s’écrit aussi en factorisant en c;,

ce qui revient a remplacer ¢ par x dans la formule définissant &;. Ceci n’implique
cependant pas que &; admet la forme

Y0 (4 - gt = (a2 + %(mi —)*(y - )

car nous avons utilisé les conditions d’orthogonalité PTd = 0. Nous définisons donc
les fonctions

1 1
zi—y)® — (@i~ )’ + 5 (@i = )’ (y — x) (1.13)
et G(x) la matrice des (¥ (z;), et il vient la propriété suivante.

Propriété 22 Le systéme

G i) e

admet alors les mémes solutions que le systéme d’optimalité (1.7).

1.5 Approximation Myope

Les développements précédents sont des résultats bien connus que nous avons re-
visités et analysés avec notre sensibilité (la propriété 22 est originale). Nous passons
a présent au calcul de ’approximation avec fenétre glissante qui est notre but.

1.5.1 Définitions

Nous reprenons maintenant I'idée qui est a la base de la construction des ap-
proximations glissantes: le vecteur {w;}; est maintenant une fonction de z. Nous
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étendons ici le travail de Salkauskas [Sal92]. Nous utiliserons comme nous en avons
I’habitude dans le cadre diffus la notation suivante

I(z) = {i € [1,n], w;(x) # 0}

On fait bien entendu ’hypothese Card(I(x)) > m pour tout = de I’espace d’intérét
(voir la discussion relative au systeme d’optimalité).
Nous sommes donc amenés a minimiser le critere

b
@uw:ijme—ﬂmW+/Xﬂmf
icl(z) a

dont le minimum est atteint pour la fonction f;' de la forme

Pw =Y a@ky-m)+ Y d@)d )
i€l(x) v=0

avec les coefficients ¢;(x) et d, calculés comme dans la partie précédente; et ou les

(y—x)”
v!

conditions de consistance sont centrés en z: ¢%(y) =
Nous noterons dans la suite K;(y) = K(y — z;).

pour v € [0,m — 1].

Définition 17 L’approzimation myope en x construite a partir des neuds x; est
définie par

a(e) = £ (2) (1.15)

Nous construisons maintenant une pseudo—dérivée en suivant la méme idée que
pour 'approximation diffuse.

Définition 18 La pseudo—dérivée de l’approximation myope en x est définie par

Zr) = — 1.1
0= 7l (116)
En pratique cela signifie que
5t —
5. = 2 G@Ei@) + Y du(@)s} (@)
iel(x) v=0

et lordre de pseudo dérivation est limité par la régularité de K (car les polynomes
sont indéfiniment dérivables).

1.5.2 Propriétés

L’approximation myope possede trois propriétés fondamentales, c’est une ap-
proximation locale, consistante et dont la régularité est fixée par la plus faible de
celles de K et des fonctions w;.

Propriété 23 L’approxzimation myope est locale, et plus précisément

supp(N;) = supp(w;)

C’est évident, car le point x; disparait du critere &) lorsque w;(z) = 0, ainsi la
valeur nodale u; n’intervient plus dans le calcul de @ et donc finalement N;(z) = 0.
Notons que cette propriété n’est intéressante que si la fonction de forme N; est
réguliere, c’est—a—dire qu’on n’a pas de « saut » lorsque NV; devient nulle. C’est le
sens de la propriété suivante.

Propriété 24 L’approxzimation myope est aussi réguliere que la moins réguliére
des fonctions K;(z) et w;(x).
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A liste de nceuds I (z) fixée la propriété est assurée par le systéme de construction
de Papproximation. On doit cependant analyser avec soin le cas d’un point qui
entre ou sort de la liste de nceuds. Pour cela, on écrit le systeme de construction de
I’approximation myope de fagon légerement différente

W(:U;{r((;—) Ad W(:cz)P(x) ] { JZ((;) }: { W(:ce)lK(x) }

et on fait tendre w;, vers zéro. La ligne ip devient alors continiment IV;, = 0, ce
qui assure la propriété.
Enfin, nous allons analyser la consistance de ’approximation myope.

Propriété 25 L’approximation myope, ainsi que sa pseudo—dérivée sont consis-
tantes jusqu’a l'ordre m — 1

Cela signifie que si les données sont celles d’un polynéme de degré inférieur ou égal
a m — 1 alors 'approximation myope le reproduit exactement. Or nous savons que
la spline se confond alors avec le polynome en question, et cela assure la propriété.
Le cas de la pseudo—dérivée est assuré par le fait que les coefficients ¢; sont tous
nuls, et les d,, sont ceux du polynoéme exprimé dans la base (¢2), de Pp—1.

1.5.3 Interpolation myope

Nous allons montrer que ’approximation myope est interpolante sous certaines
conditions sur les fonctions de pondérations w;.

Propriété 26 Sila fonction de pondérations w; vérifie

lim w;(x) = +00
T—T;

alors approximation myope interpole la donnée en x;.

Cette proprété est une conséquence de la propriété 21 concernant les splines d’ajus-
tement.

Reprenons maintenant le critére de construction (1.6) au voisinnage du point &
en posant pu = w;(z)(u; — g;' ¢ —t} d), et W;, G; P; les matrices pour lesquelles on
a supprimé la contribution du noeud i.

EXe,d) = [yi — Gic — Pid]" Wily; — Gic — Pyd] + p(u; — gi ¢ — ] d) + Ae" Ge

ou g; et t; sont les vecteurs colonnes ¢ des matrices G et P. La minimisation conduit
alors au systeme

(GIWZGz + )\G)C + GW,Pd + pg = GIWzyl
PiTWiG,'C + PiTW,'Pid + /lti = PiTWiy,'
glc + tid — w%_u =

qui a la forme
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Faisons tendre x vers x; en faisant I’hypothese supplémentaire

lim —
T (wi(:c

~—

la derniere ligne du systeéme dérivé montre alors que ¢' 3'(x;) = 0, c’est & dire en
revenant aux notations habituelles

n

S ) Kies) + 3 & (20)t (1) =0

i=1

or cette expression est exactement la différence entre la dérivée réelle et la pseudo—
dérivée au noeud z;. En remarquant que la construction habituelle des fonctions
w; assure que 'hypothese sur sa dérivée est vraie (voir la méme propriété pour
Papproximation diffuse 23), on a la propriété suivante.

Propriété 27 La pseudo—dérivée de l’interplation myope est égale a sa dérivée
réelle auzx neuds d’interpolation.

1.5.4 Approximation Myope et Approximation Diffuse

La construction méme de ’approximateur myope montre son lien aux interpo-
lateurs radiaux (splines, krigeage et radial basis functions). Nous allons démontrer
que 'interpolation myope admet ’interpolation diffuse comme cas limite lorsque A
tend vers 'infini.

Propriété 28 Lorsque A\ — oo, linterpolateur myope tend vers linterpolation dif-
fuse.

Cette propriété peut se démontrer en faisant un développement limité en A dans
le systeme (1.8). On note « la solution du systeme de construction de l'interpolation
diffuse PTW Pa = PTWwu. On a pour commencer (e désigne de facon générique une
fonction de limite nulle lorsque A — 00).

S = MWTl(Id+ +WGQ)

St = 1(Id- ﬁWG+ Te(A\)W
= W - SWGEW + e())

et la seconde équation de (1.8) se transforme alors en

d (L(PTWP — sPTWGWP + £e(\)) ' PT(:(W — s WGW + Le(N)))u
(PTWP)L+ eD)(PTW +e(\)u
= (PTWP) 'P"Wu+ e\

a+e(A)

De la méme facon, la premiere équation se transforme en
1 1
c= X(W —WPP"TWP)'PTW)u + Xe(,\)

Finalement, on montre que la limite de (d, ¢) lorsque A tend vers l'infini est («, 0),
ce qui assure la propriété.

1.5.5 Approximation diffuse pénalisée

Nous avons construit une approximation glissante avec un terme supplémentaire
de régulation de la dérivée seconde (d’ordre m) de f;. La pénalisation porte cepen-
dant sur le comportement global de ’approximation. Nous pouvons imaginer une
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pénalisation plus « locale », a partir de 'approximation diffuse en minimisant le
critere discret

Ex({a)) = Y wi@)(ui— < plz;) > {a})’ + Aaj, (1.17)

iel(z)

ou
— < p(x;) > est le vecteur ligne des mondmes centrés en x jusqu’au degré m
— DPapproximation est @(z) =< p(z) > {a(z)}, et
— {a(z)} le vecteur o minimisant £;.

Il est assez aisé de calculer le systeme d’optimalité, qui prend la forme

avec
- A(z) = PTW(z)P + \Q,
— W (x) est la matrice diagonale des w;(x),

- P(x) = [pj(xi)]iel(x),je[o,m] est la matrice des monomes centrés en x évalués
aux points x;,

~ la matrice Q est définie par (mi®™€ ¢lément de la diagonale non nul)

0O --- 0 --- 0
Q=10 1 0
0 0 0

— b(z) = P(z) "W(z)U ou U est le vecteur des u;.

Propriété 29 Les fonctions de forme de Uapprozimation diffuse pénalisée sont
solutions du systéme

e {0 w1

En effet, le systeme 1.18 est équivalent a

{ N =-W(z)P(z)u
PT(2)N — AQu = e,

ou

{ p=—(PT(2)W(2)P(z) + A\Q)ex
N =W (z)P(z)(PT (x)WP(z) + A\Q) ey

et finalement (en notant p(t) le vecteur {¢%(t)})

Ni(z) = e/ W(@)PT(z)A  (z)er
el A7 (@)wi(z)p(x:)
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L’approximation @ s’écrit alors

> Ni(z)u;

iel(x)

= e ¥ A'(@)wi(x)p(xi)u
iel(x)

= p(@)" (A7 (@)W (2)P(2)U)

et ceci termine la démonstration. En conséquence, nous pouvons énoncer le théoreme
de caractérisation des fonctions de forme diffuse pénalisée.

Théoréeme 8 Les fonctions de forme diffuses pénalisée sont solutions du probléeme
de minimisation sous contraintes

noon2 n
min { >t AM? + > MNZngg(a:z)}
=1 i=1

P.(z)TN =e;
ol
— M est une inconnue auxiliaire.

- Pp(x) est la matrice P(x) sans le degré m.

1.6 Expérimentation numérique

Nous avons testé l'interpolateur myope numériquement afin de mieux com-
prendre le role et la sensibilité de chaque parametre. Pour cela, plusieurs tests
ont été menés:

— Calcul des fonctions de forme,

— Approximation de la fonction sinus,

— Influence de A,

L’ensemble de ces tests porte & la fois six variantes de l'interpolateur myope et de
ses limites :

1. Interpolation myope (IM),

2. Interpolation myope avec consistance d’ordre 2 (IM-2)
3. Interpolation diffuse (ID),

4. Interpolation diffuse avec consistance d’ordre 2 (ID-2),
5. Interpolation diffuse pénalisée (ID-p).

6. Interpolation spline—cubique (SC).

Nous pourrons ainsi comparer les comportements de ces différentes méthodes d’in-
terpolation.
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FiG. 1.1: Fonctions de formes pour des points répartis de fagcon réguliere. Pseudo-
dérivée (lorsqu’elle est définie) et dérivée « réelle ». Pour l'interpolateur myope, et
Uinterpolation diffuse pénalisée, A = 1.

1.6.1 Fonctions de forme

Les figures 1.1 et 1.2 représentent les fonctions de forme des six interpolateurs
que nous avons testés. Ces courbes mettent en évidence deux différences:

1. La pseudo—dérivée semble plus proche de la dérivée réelle dans le cas de ’ap-
proximation myope que dans le cas de 'approximation diffuse.

2. L’approximation myope est plus raide que ’approximation diffuse.

Le support des fonctions de forme est bien celui que nous attendions (ie: celui
de w;(.)).

Les variations de la dérivée réelle sont beaucoup plus marquées avec une consis-
tance quadratique. On remarque aussi que le terme de pénalisation limite bien ces
variations (ID-p) comme nous 1’espérions.
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FiG. 1.2: Fonctions de forme pour des points d’abscisses perturbées aléatoirement.
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1.6.2 Fonction sinus

L’approximation de la fonction sinus confirme nos observations précédentes (fi-
gures 1.3 et 1.4):

— L’interpolateur myope semble plus raide que l'interpolation diffuse;

— La pseudo—dérivée est plus proche de la dérivée réelle dans le cas de l'inter-
polateur myope;

— Le terme de pénalisation lisse bien les dérivées réelle et diffuse.

05

-05

-15

05

-05

-15

15

Fic. 1.3: Approximation de la fonction sinus échantillonnée aux points de coor-
données entiéres. A = 1.
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On note par ailleurs que la géométrie joue un role essentiel dans le comportement
de Vapproximation. En effet, la présence de deux nceuds tres proches perturbe les
différentes approximations. Cette perturbation est surtout sensible sur le tracé de
la dérivée réelle. Méme la spline cubique qui minimise la courbure

/ "y

dans C?([a, b]) est perturbée au voisinage de ces deux nceuds. Nous allons retrouver
I'importance de la géométrie dans la suite.

Fic. 1.4: Approzimation de la fonction sinus échantillonnée en des points aléatoires.
A=1.
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1.6.3 Influence de )\

Nous avons vu dans le développement théorique que 'interpolateur myope tend
vers l'interpolation diffuse lorsque A tend vers l'infini. La figure 1.5 montre ’erreur
relative pour A = 10%: On retrouve bien numériquement le comportement attendu.

0.0015

0.0001 T T

T T
] P | ] pod — |
0.001 q 6005 i
00005 | 4805 -
2605
0 0 AV
2605
00005 - ) 4805 -
0001 |- 4 6e05
8005
00015 . . . ! . . . 00001 . . .

Fic. 1.5: Erreur relative entre l’interpolation diffuse et Uinterpolateur myope pour
A =10°.

Lorsque A tend vers 0, on observe des zones de tres fortes variations (figure 1.7).
La figure 1.6 montre qu’il ne s’agit pas de discontinuité conformément a la théorie.
Cette zone de fortes variations correspond en fait a I’entrée d’un point de donnée
dans le calcul de approximation. Notons que ’entrée et la sortie des points de
données coincident (la liste des nceuds d’appuit passe de {1,2,3,4} & {2,3,4,5})
mais cela n’est pas la cause du décrochement. On a en fait des fonctions de forme
splines qui se raccordent sur de petites zones grace aux fonctions w; qui n’ont qu’une
tres faible importance car A est trop faible. Ainsi ce phénomene peut étre atténué
par deux facteurs:

— une augmentation de la valeur de A,

— la taille des zones d’influence des nceuds V;: plus cette taille est grande, plus
la valeur de la fonction de forme spline est faible, et le raccord est plus aisé.

Ce comportement des fonctions de forme myope est génant, car I’écart entre dérivée
réelle et pseudo dérivée est tres faible pour les petites valeurs de A, ce qui aurait pu
étre utile pour le calcul d’une intégration robuste pour les équations différentielles
(voir la quatrieme partie). Comme on cherche a limiter les supports de fonctions
de forme pour réduire la largeur de bande de la matrice de raideur, aucune de ces
deux solutions ne sont satisfaisantes.

3 L L L L L L L L L
-16 -145 -14 -13 -13 -125 -12 -115 -11 -105 -1 -15 -148 -146 -144 -142 -14 -138 -136 -134 -132 -13

N; N!

Fic. 1.6: Détail montrant l’entrée d’un neud dans le calcul de la fonction de forme.
Le point de frontiére x, est en —1.5, le retard s’explique par l’estimation numérique
de w; qui ne devient non nulle qu’a partir de —1.45.
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. 1.7: Evolution des fonctions de forme de linterpolateur myope avec .
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F1c. 1.8: Evolution des fonctions de forme de linterpolateur myope avec \ (position
des neuds pseudo—aléatoire).
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1.7 Conclusion

En conclusion, nous avons dans cette partie proposé une étude approfondie de la
structure de H™ qui permet de construire les splines plaques minces. La construc-
tion des splines cubiques est développée et une propriété originale (systéme centré)
démontrée. Ceci nous permet de construire 'approximation myope et de démontrer
ses principales propriétés: consistance, interpolation, fonctions de formes, selon le
schéma adopté pour la présentation de 'approximation diffuse. Nous montrons aussi
que 'approximation myope est une notion intermédiaire entre splines et approxi-
mation diffuse (propriétés 28 et w; constants).

Ainsi, la construction de I'approximation myope montre que ’approximation
diffuse et les interpolateurs radiaux sont différents. La structure particuliere de H™
que nous avons construite pour les splines est un modele: il est bien connu que
J(f")? est une approximation de D’énergie de flexion d’une poutre et la structure
est adaptée a ce critere. La forme de la fonction @ découle de la structure, alors que
I'approximation diffuse pose a priori @(z) = > a;(z) f!(x).

L’approximation myope est une approximation locale et consistante, nous I’avons
donc utilisée pour résoudre des équations différentielles (avec la pseudo—dérivation et
une intégration numérique adaptée [SVS99]). Les résultats ne montrent pas de réelle
amélioration vis—a—vis de I’approximation diffuse. Cependant, la pseudo—dérivée des
fonctions de forme myopes est de meilleure qualité que celle de ’approximation dif-
fuse. Cette propriété pourra étre exploitée pour la construction de I’approximation
dans les cas difficiles (voir le chapitre 2 de la partie IV). Les fonctions de forme
myopes restent plus difficiles & calculer que les fonctions de formes diffuses, nous ne
les utiliserons donc pas dans le cadre de ce mémoire.

Cependant, approximation myope contient un « certain » modele (on ne le
connait pas car le modele apparait & travers la diagonalisation @(x) = f}(z)) qui
pourrait étre utile pour des problemes d’approximation. Le krigeage en voisinage
glissant (on tronque les fonctions de forme au dela d’une certaine distance) peut
aussi étre envisagé différemment grace a ’approximation myope. En conséquence,
les courbes de niveau ne sont pas continues: on n’aurait pas ce désavantage avec
des fonctions d’influence de type plateau.
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Chapitre 2

Approximation Hermite

Dans leurs formulations classiques, ’approximation diffuse, les interpolateurs
radiaux ou "approximation myope sont des méthodes d’approximation de type La-
grangien. Il est parfois utile de savoir aussi interpoler des données différentielles.
Nous avons vu dans 'introduction que l’interpolation de Hermite le permet. Nous
nous proposons donc d’étudier une variante de type Hermite de ’approximation
diffuse.

L’approximation de type Hermite a été proposée dans [LDT96] pour la prise en
compte de conditions aux limites de type Neumann ; 'article [ACK99] en propose
aussi une description. Liu et al. construisent une méthode RKPM de type Hermite
dans [LCUCY6]. Cependant, les auteurs n’étudient pas les propriétés de cette tech-
nique. Nous nous proposons donc d’étudier 'approximation diffuse de type Hermite
en suivant le schéma habituel : construction, existence, propriétés de consistance et
construction en fonction de forme, et enfin un théoreme de convergence. Comme
précédemment, ’étude se place dans le cadre monodimensionnel sans que cela nuise
a la généralité des résultats.

Nous vérifions les taux de convergence numériquement et nous tragons des fonc-
tions de forme sur quelques cas. Un exemple montre que I'interpolation obtenue est
lisse et de bonne qualité visuelle, cependant on remarque un écart important entre
dérivée « réelle » et dérivée diffuse. L’approximation diffuse de type Hermite sera le
coeur du calcul de courbure des surfaces triangulées et elle sera aussi utilisée pour
le calcul de poutre comme dans [ACK99] mais avec une formulation différente.

2.1 Construction et propriétés

2.1.1 Construction de approximation

Soit (xi)ie[[l,n]] et (yj)je[[l,r]] deux ensembles de points auxquels sont attachées
des données (ui)ie[[lm]] et (Uj)je[[l,r]] valeurs et dérivées d’une grandeur a approximer
sur un ouvert 2. On suppose que les points x; sont distincts deux a deux ainsi que
les y; ; ces deux ensembles peuvent étre confondus.

Nous attachons & chaque point de donnée une fonction w; (ou wj) et on définit

m

a(z) =Y, aki—l: =< p(z) > {a}. La construction de I’approximation @ passe par la
k=0

minimisation du critere quadratique (I(z) et J(z) ont le sens habituel)

E(a) = D wile)(wi —a(@)* + 1 Y riw(@)(v; — @' (y;))° (2.1)

icl(z) JjeJ ()
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et on définit I'approximation diffuse par d(z) =< p(z) > {a(z)} avec {a(z)} la
valeur du vecteur {a} au point .

Remarque 6 \ est sans dimension physique (unité), et rj a la dimension de les-
pace géométrique.

Ceci est nécessaire pour assurer I’homogénéité de &£,. Les parametres r; seront
spécifiés dans I’étude de convergence ou ils permettent d’assurer 'uniformité de la
base des fonctions de forme [SF73]. Posons ny = Card(I(x)), ny = Card(J(x)),

1 T1 PN f,’z: . Ui t,
P(ZE) — |: y :|zeI(w) , U(ZE) :{ {{v.}}:z.el(w) }
o1 . o ]jem) idjes
2) = diagiel(l.){w,-(:c)} 0
Wi = | ey ———
Le systeme d’optimalité caractérisant a est
(PT (@)W (2)P(2){a(2)} = A(x){a(z)} = PT ()W (2)U () (2.2)
11 vient alors
i(z) =< p(z) > A7 (z)PT ()W (2)U () (2.3)

Propriété 30 Conditions d’inversibilité de A(x).
1. La matrice A est inversible si:

-nr>m+1.
-nyg>metny > 1.

— Les semis x;, y; sont confondus et ny +ny > m + 1.
2. Conditions nécessaires d’inversibilité de A(x)

-nr>1
-nr+ny>m+1

On démontre cette propriété par contraposée: on cherche un polyndéme p de degré
m qui vérifie p(x;) = 0, Vi € I(z) et p'(z;) =0, Vj € J() et qui soit non nul. Si
ce polynome existe alors A(z) est non inversible. Cas des conditions suffisantes:

— Un polynome de degré m s’annulant au moins m + 1 fois est nul.
— Si p’ s’annule m fois, alors p’ = 0 et p est constant donc nul car ny > 0.

— Le cas des semis z;, y; confondu et le cadre classique du théoreme d’Hermite
(voir par exemple [LS86]).

Les deux conditions nécessaires sont naturelles: si ny est nul, alors p peut étre
constant non nul; si ny +ny < m, alors on a moins d’équations que de parametres.
L’étude du cas 1 < ny < met ny < m — 1 est plus complexe: si le polynome p
s’annule au points x;, alors p’ s’annule nécessairement dans les segments successifs
formés par les x;. La condition dépend alors des positions relatives des points z; et

Yj -
— Exemple ol A(z) est inversible: si le nombre de points y; a l'extérieur de
[min(z;), max(z;)], n¥ est tel que ny +n¥ > m + 1, alors p = 0.
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— Exemple ot A(z) est singuliere: le polynéme p s’écrit p = wq avec

wy)= ] -

iel(x)

et ¢ polyndme de degré m — nj. Soit nl, = Card({j € J(z),w'(y;) = 0}), si
nl =ny; > m —ny, alors A(z) est singuliere. En effet, on a p’ = wq' + qu’
d’ou ¢(y;) = 0,Vj € J(x) est p s’écrit cw, ¢ € IR (exemple: m = 2, ny = 2,

ny =1ety =282

Dans la suite, nous admettons que les conditions de régularité de A(x) sont satis-
faites.

Propriété 31 L’approxzimation diffuse Hermite est consistante d’ordre m :

s’il existe p dans Py, tel que pour tout i, j, p(x;) = u;, p'(y;) = vj,
alors u = p.

Tout polynome de degré inférieur ou égale a m annule le critére de construction et

ceci démontre la propriété.

2.1.2 Fonctions de forme

L’expression de 4@ montre que "approximation diffuse de type Hermite est une
fonction linéaire des données u; et v;. On peut donc écrire

w(z) = Y Ni(@ui+ > M)y,
icl(z) jeJ(x)
= NT(z)U(z)

et ceci définit les fonctions de formes N;, M de I’approximation diffuse Hermite des
données u;, v;.

Propriété 32

Vp € Pm,¥z €Q, > Ni(@)p(z:) + Y M;(x)p'(v;) = pl=)
icl(z) j€J ()

Cette propriété est ’énoncé de la consistance selon les fonctions de forme de ’ap-
proximation diffuse Hermite. L’approximation Hermite de Liu et. al. s’appuie sur les
mémes conditions de consistance mais dans une formulation continue pour const-
ruire deux noyaux associés aux deux types de données selon la technique des fonc-
tions de correction.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de caractérisation des fonctions
de forme diffuse Hermite

Théoreme 9 Les fonctions de forme Ny, M; de l’approzimation diffuse minimisent
le critére

N? M?

EL(N,M) =

icl(z) ¢

sous les constraintes

VE € [0,m],Vx € (Q, Z Ni(z)z¥ + Z Mj(z)kyt ! = 2*
i€l(z) i€ (x)
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Introduisons les multiplicateurs de Lagrange p pour prendre en compte les cont-
raintes et le systéme caractérisant les fonctions de forme au point z est (avec les
notations précédentes)

R TR S R R

Ce systéeme se résout en écrivant

{N () = W(x)P(x)u(x)
A(@)p(z) = plz)

et finalement

Cependant la formule (2.3) montre par identification que
NT(z) = <p(x)>A L (2)PT (2)W(x)

Comme les matrices A~!(x) et W (z) sont symétriques les fonctions de formes sont
bien caractérisées par le théoreme 9.

Remarque 7 Les conditions de consistances peuvent toujours étre centrées au
point d’évaluation.

Les pseudo-dérivées de I’approximation Hermite se définissent de la méme facon
que pour 'approximation diffuse usuelle. Il existe de méme une caractérisation op-
timale des pseudo-dérivées des fonctions de formes IV;, M; ; on pourra consulter a
ce sujet [Guy95a] sur le cas Lagrangien.

2.1.3 Interpolation

Nous savons que la condition lim,_,,, w;(x) = 400 est suffisante pour assurer
Iinterpolation de la donnée u;. On retrouve bien entendu la méme propriété pour
les données différentielles v;. Nous allons nous pencher ici sur le cas de points de
données z;, et y;, confondus.

En suivant la technique de Guyon [Guy95a], nous introduisons les inconnues
supplémentaires

v(r) = wj (@)@ (Yj) = vjo)

{u(fv) = wig () (a(zi,) — ui,)

et le systeme de construction de 'approximation Hermite devient

1_4r0 (.’L‘) p(a"{'o) pl(yjo) a bo(l‘)
P (%) G 0 pop =14 ug (2.5)
pIT (yjo) 0 ﬁ%m) v Ujo

ou l'indice 0 signifie que ’on supprime la contribution des nceuds ig et jo. A partir
de ce systeme, on peut transposer les propriétés usuelles de 'interpolation diffuse
a 'interpolation diffuse Hermite. En particulier, les pseudo—dérivées du premier et
du second ordre sont égales aux dérivées réelles aux nceuds ou 'on a a la fois une
donnée « u » et une donnée « v »,
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2.2 Convergence

Nous allons étudier la convergence de 'approximation diffuse Hermite en nous
appuyant sur sa consistance. Il existe en effet des résultats généraux pour les
opérateurs linéaires continus de consistance polynomiale donnée (voir par exemple
[RT98]). Ce sont ces mémes idées qui sont utilisées dans [Vil91, DO96] (voir le cha-
pitre 2, premiére partie). On suppose que les points de données sont dans la boule
de centre z et de rayon p et on définit les coordonnées adimensionnelles:

5. — Ti—T
i yp .
Vi

Mj o

Transformation de £, Introduisons pour commencer le critere de construction
centré

Ei{a}) = Y wile)(ui —ag(@)® + Y riw;(e)(v; —a5(y;)? (2.6)

icl(x) JEJ(x)
avec 45 (t) =< p(t — z) > {a}.

Propriété 33 Il est équivalent de construire l’approxzimation diffuse Hermite en
formulation centrée (2.6) ou non centrée (2.1).

Cette propriété est une conséquence de la remarque 7 et du théoréme de caractéri-
sation des fonctions de forme.

Supposons que les données sont issues d’une fonction u dans H™(Q), u admet
un développement de Taylor en z et pour tout point de donnée (car C™ 1 (Q) est
dense dans H™t1(Q)), on a

z;—z)m Tt
u; =< pla; — ) > Ue(x) + Wr(x,xi)
v; =<p'(y; —z) > Ue(z) + (Zi;f) s(z,yj)
ot Up(z) =< u(z),u'(z),...,ul™(x) >T. Soit p(z) la matrice P(z) adimension-
nelle: p(z) = P(x)D~*, avec
1
p
D=
pm

Définissons le vecteur des restes de Taylor, et la matrice de poids modifiée

( f{n+1r($7$1) )

diag{w;(z)} 0

) ertiete.en,) _ 2
R(z) = , Qz) = l 0 diag{(%) w;(z)} ]

7771718(377 yl)

L, 8(T,ym,) )

Le critere de construction de ’approximation diffuse Hermite au point x s’écrit alors

£:({0)) = (pa)D(0 — U) — o' R()) 0w) (pla)Dle ~ U) — o™+ ()
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Convergence simple La solution du systeme d’optimalité est
(@=U)(@) = p™*'D'(p' (2)Qx)p) 'p" (2)2z)R(z)
pm+1 0
= | [p@)] @)
0 P

2.7)

Or les coordonnées du vecteur R sont bornées des que la fonction u(™+1) Pest : soit
M*+D > 0 cette borne sur €. Il reste donc & étudier la matrice des « fonctions de
formes adimensionnelles » (p (z)Q(z)p(z))~'p ' (x)Q(z). Dans le cas de approxi-
mation diffuse, il suffit de supposer que 1’on conserve ’unisolvance en faisant tendre
p vers zéro et en raffinant le semi de neeuds (voir I’hypothese HINV(z) dans [Vil91]
ou le concept de boule h-affine équivalente dans [DO96, RT98]). Ici il faut aussi
tenir compte des termes % qui peuvent dégénérer. Cependant, on prend en général
l—y;]
P

comme fonction de pondération w;(z) = wyes( ), et en choisissant r; = p; on

a ’encadrement

_ P < Ty <1
ma. i) T -
jeJé)(m) p

p; inl
i (7)) > 7 > 0 lorsque p varie . Nous
noterons encore HINV(x) les deux hypotheses nécessaires.

Il vient finalement le théoreme de convergence simple suivant.

Il faut donc aussi faire I’hypothese: Vj € J,

Théoréme 10 Sous les hypothéses HINV (x), si u € H™ (), alors

5kq

Vz,Vk € [0,m],3K (x) > 0, ulk) (z) — o

(x)| < p"HEK (@)

Convergence uniforme L’étude de la convergence uniforme demande des hy-
potheses plus fortes que précédemment. Nous les noterons (HFP) (voir [Vil91])
sans chercher a les expliciter. De plus, dans le cas 1d le théoreme de convergence
uniforme permet de passer & un majorant de l'erreur L? (ou H*) du méme ordre
que le majorant ponctuel.

En conclusion, nous pouvons a ’aide de la convergence uniforme montrer que la
correspondance u — @ est continue (avec les espaces et les topologies correctement
définis), et dérouler les résultats généraux sur les approximations consistantes dans
les espaces de Sobolev [RT98, DO96].

2.3 Expérimentation numérique

2.3.1 Topo—géométrie

En pratique, nous utilisons approximation diffuse Hermite pour la résolution
d’équation différentielle. Nous choisissons donc le support des données: les noeuds
porteront donc deux parametres chacuns: u et v. Les fonctions de pondération w;,
w; sont définies selon la stratégie Voronoi annexes B). Nous utilisons les fonctions de
pondération de méme degré que ’approximation bien que cela ne soit pas nécessaire.
On pourrait en effet se contenter des fonctions de pondération « linéaires » pour ’ap-
proximation diffuse quadratique car on a deux informations par nceud. Cependant
les fonctions de forme présentent alors de tres forts gradients.

1. Notons que cette hypothése semble facile & vérifier.
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2.3.2 Exemple

Pour mieux nous familliariser avec I’approximation diffuse Hermite, nous avons
traité deux variantes d’un exemple simple (6 nceuds, base quadratique). Les courbes
sont tracées figures 2.1 et 2.2. Les deux exemples se différencient par les valeurs des
dérivées au second et au troisieme nceud. Ceci permet de mettre en évidence la prise
en compte de la dérivée dans la construction de ’approximation.

2.2 . . ‘ ‘
Hermite Diffus interp. ———
Hermite Diffus app. -

2 7

<=_EF Hermite -

0.8 . ‘ ‘ ‘

0 02 0.4 0.6 08 1
15 i 4 T . N T
Hermite Diffus interp. ———
{ Hermite Diffus app. -
i EF Hermite -
10 r P |
5 [ -

_5 . |
-10 . ‘ ‘ ‘

° 02 04 0.6 08 1
6 . ‘ ‘ ‘

pseudo-d. app. ——

> d. rel. app. -~ {
i 4
3 I -
2
1
0

0 02 04 06 0.8 1

FiG. 2.1: Exemple d’approximation diffuse Hermite (A = 1), cas 1. De haut en bas :
approzimations, dérivées et dérivées réelle et diffuse dans le cas de lapprozimation.
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Le tracé de la dérivée réelle de I'approximation montre que 1’écart entre dérivée
réelle et dérivée diffuse est assez important. Cependant on vérifie que la propriété

' (x;) = g—g(xi) est bien vérifiée dans le cadre de 'interpolation diffuse. L’approxi-
mation diffuse Hermite donne une pseudo—dérivée tres lisse et qui prend principa-
lement en compte les données différentielles.

2.2 . S __
Hermite Diffus interp. ———
Hermite Diffus app. -

2r 7~==EF Hermite -~ 7

14 T T - T T
/Hermite Diffus interp. ——
12 + i Hermite Diffus app. - b
P EF Hermite -

10 + [ 4
8 L -
6
4
2
0
-2
4 F i
6 F i
8 . . . .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
20 : ; —
pseudo-d. interp. ———
d. reel. interp. -
15 + 1
10 + 4

F1a. 2.2: Exemple d’approxzimation diffuse Hermite (A = 1), cas 2. De haut en bas :
approzimations, dérivées et dérivées réelle et diffuse dans le cas de linterpolation.
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2.3.3 Fonctions de forme

Le calcul des fonctions de forme s’appuie sur un algorithme proche de celui décrit
en annexe A.1. Nous allons comparer les dérivées diffuse et réelle de ’approximation
Hermite. On s’apercoit que la pseudo—dérivée des fonctions de forme « N » est tres
éloignée de la dérivée au sens réel dans le cas de ’approximation.

Fonction de forme N Fonction de forme M
0.5 T T T T 0.015 T T T T
0.45 4
04} p oo1
0.35 4 0.005
03 | 4
0.25 1 or o o o i)
02| 1
oas | ] -0.005
01} 1 -0.01
0.05 4
on—a—& PR = R a5 & 0,015 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Derivee de la fonction de forme N Derivee de la fonction de forme M
4 0.5 0.8
= p. der. p. der.
3l Y d.reel. ------ 0.4

2L .
3 2
o [}
- k]
g a
Derivee seconde de la fonction de forme N Derivee seconde de la fonction de forme M
40 2 5
N L~ P der, p. der.
~ d.reel. - 4
20 By 1
3
0 10
2
2 2 1 3
8 < 1
- k]
g 40 2 4 0
-1
-60 -3
-2
-80 -4 3
100 L L L L 5 -4

FiG. 2.3: Fonctions de formes de 'approzimation diffuse Hermite.

L’écart entre dérivée diffuse et dérivée réelle est moins grand dans le cas de I'in-
terpolation (figure 2.4). Cependant il reste assez important pour donner de grandes
difficultés dans le calcul de lintégration numérique pour la résolution d’équations
différentielles.
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Fonction de forme N Fonction de forme M
1 0.025
09 r 1 0.02
08 ] 0.015
o7y 1 001
0.6 4
0.005
05 | 1
or i)
04 4
03l ] -0.005
0.2 4 -0.01
01} 4 -0.015
0 =3 =) = =) = =) = = = £ -0.02 t t L t
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Derivee de la fonction de forme N Derivee de la fonction de forme M
25 T T T 25 12 T T T T
p. der. p. der.

d. reel. -

0.8
0.6
0.4
0.2
[o]i:
-0.2

der. reelle
p. deriv.

-0.4
-0.6

-0.8 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiG. 2.4: Fonctions de formes de l’interpolation diffuse Hermite.

Fonction test 2 Fonction test 3
1 T T T T T T T T T 25 T T T T T T T T T
0.8 | 4
P
0.6 4
0al ] 15
02} 1 1L
0 ]
05 |
-0.2 - 4
04 . . . . . . . . . 0 ! . . . . . . . .
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 O 04 05 06 07 08 09 1
Fonction test 2 (derivee) Fonction test 3 (derivee)

0 01 02 03 04 O 06 07 08 09 1

F1G. 2.5: Fonctions tests 2 et 3.
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2.3.4 Convergence

Nous avons vérifié les taux de convergence? de 'approximation diffuse Hermite
a partir de trois fonctions tests définies sur [0, 1]. Nous avons choisi la fonction sinus
et deux fonctions représentées figure 2.5 page 84. Les nceuds sont répartis de facon
réguliere, puis perturbés aléatoirement (z; = hi+e€;, ou h est le pas et ¢; est aléatoire

uniforme dans [—2, £]).
Nous avons calculé expérimentalement l’erreur sur u,u’,u” avec les normes L?
des fonctions erreurs @ — u, g—g —u',... (normes ramenées a celle de u,u',...). Les

résultats sont regroupés dans 'annexe D et le tableau 2.1; ils montrent que ’on
retrouve bien les taux de convergence prévus au théoreme 10. Pour les fonctions 2
et 3, la partie initiale de la courbe de convergence est perturbée par la capture des
gradients de la fonction test.

Fonction 1
base Taux de convergence
fonction | dérivée | dérivée seconde
1,z -2.01 -1.01
1,z, x> -3.05 -2.00 -1.11
1,z, 2%, 23 -4.04 -3.04 -2.02
Fonction 2
base Taux de convergence
fonction | dérivée | dérivée seconde
1,z -2.00 -1.07
1,z, x> -3.13 -1.97 -1.25
1,z, 2%, 23 -4.03 -3.26 -1.98
Fonction 3
base Taux de convergence
fonction | dérivée | dérivée seconde
1,z -2.00 -0.99
1,z, x> -3.07 -2.01 -1.09
1,z, 2%, 23 -3.99 -3.03 -1.98

TAB. 2.1: Tauz de convergence expérimentauz de l’approzimation diffuse Hermite.

2.4 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre I'approximation diffuse Hermite ; elle admet
les propriétés usuelles de 'approximation diffuse et nous obtenons une formula-
tion en fonctions de forme généralisée. Ce théoreme permet de mettre en ceuvre les
techniques numeériques les plus efficaces pour le calcul des fonctions de forme. Nous
énoncons un théoreme de convergence dont la démonstration fait apparaitre 'impor-
tance du terme d’homogénéisation r]2-. Dans le formalisme de [SF73, RT98, DO96],
ce terme assure les propriétés des fonctions de forme vis—a—vis des transformations
affines qui sont a la base de la convergence.

2. La théorie prévoit que D’erreur tracée en diagramme logarithmique suit une droite dont la
pente est le taux de convergence de ’approximation.
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Les expérimentations numériques que nous avons menées montre que ’approxi-
mation diffuse Hermite donne des résultats satisfaisant et une pseudo—dérivée tres
lisse (exemples). Les taux de convergence obtenus numériquement sont conformes
aux taux prévus par le théoreme de convergence.

L’étude des fonctions de forme montre un écart important entre dérivée réelle
et dérivée diffuse (cas des fonctions « N »). Ceci implique qu'’il sera tres diffi-
cile de définir une intégration numérique adaptée a ces fonctions de forme pour la
résolution d’équations aux dérivées partielles. De plus, les données différentielles
ont une grande importance dans le calcul de la pseudo—dérivée, il faudra donc étre
tres vigilant lorsque ces données sont bruitées. Le calcul de la courbure de surfaces
triangulées (partie III chapitre 1) donne un exemple de telles données (poids des
normales).
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Troisieme partie

Application a la modélisation
surfacique
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Chapitre 1

Courbure d’une surface
triangulée

La courbure donne une image de la variation des surfaces. En effet, lorsque la
coubure est élevée localement, la surface varie beaucoup, elle est lisse dans le cas
contraire. A la limite, les courbures d’un plan sont nulles toutes les deux. La figure
1.2 illustre cet aspect de la courbure.

En CAO classique, les surfaces utilisées sont souvent des portions de tore, cy-
lindre, cone, ... or ces surfaces ont des signatures tres caractéristiques en terme de
courbure:

— le plan a deux courbures nulles,
— le cylindre: k; est 'inverse du rayon, et ko est nulle,
— la sphere a deux coubures constantes et égales a 'inverse de son rayon

La figure 1.1 montre le cas du tore et du cone.

FiG. 1.1: Courbure k1 du cone et ky du tore.

Enfin, les mécanismes de déformation des solides donnent certaines propriétés
aux courbures des surfaces résultantes. Ainsi, en géologie, la courbure du toit (ou
du mur) d’une formation donne des renseignements sur sa déformation. On sait
par exemple qu’une surface de courbure de Gauss nulle peut-étre dépliée par une
transformation isométrique (voir [Lis94] par exemple).

La courbure est donc un indicateur qui nous permet de détecter certaines
caractéristiques de la surface: ses variations , son expression paramétrique, son
mode de déformation ...
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Modele complet

Détail (téte de la vache)

FiG. 1.2: Modéle de vache. La courbure ki montre les zones de fortes variation de
la surface (la courbure est calculée au neeud puis interpolée dans les triangles selon
I’échelle de couleur).
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Cependant, le calcul de la courbure d’une surface en trois dimensions est difficile
car une description C? est necessaire. Or I’approximation diffuse est bien adaptée
lorsqu’on veut calculer des dérivées d’ordre élevé. Il est donc naturel de penser ’ap-
pliquer au calcul de courbure. Cependant 'approximation diffuse est une méthode
d’approximation fonctionnelle et son adaptation a des calculs surfaciques n’est pas
immédiat ; nous avons donc choisi une description constructive de ’algorithme de
calcul de la courbure par approximation diffuse Hermite.

Nous commencons par rappeler la définition de la courbure d’une surface, puis
présentons rapidement les méthodes usuelles de calcul de la courbure. La troisieme
partie propose la description et ’analyse de I’algorithme proposé. Nous aboutissons
a une version basée sur I'approximation diffuse Hermite que 'on peut qualifier
d’algorithme « haute résolution ». Enfin, la quatrieme partie compare la nouvelle
méthode avec une méthode basée sur les patchs de Bézier.

1.1 Courbure d’une surface 3d

La courbure est un élément de géométrie différentielle a laquelle 'ouvrage de
Do Carmo [Car76] donne une introduction. Nous utilisons ici une présentation géo-
métrique de la courbure qui s’appuie sur la courbure des courbes. Nous passons
rapidement & un mode de calcul, puis nous décrivons son intérét en modélisation
surfacique.

Soit S une surface de IR* que nous supposerons C2. En chaque point P, S admet
une normale 77 et & chaque plan II contenant le couple (P, ), on associe la courbure
de la trace de S sur II (qui existe car la courbe Il NS est aussi C?). La courbe
obtenue k(#) sur [0,27] admet un maximum k; et un minimum k,. On démontre
par ailleur que k; et ko sont portés par des plans orthogonaux, ce sont les courbures
principales.

FiG. 1.3: Surface, normale et plans maximauz définissant les courbures principales
kl et kz.

Il est possible de calculer kq, ks et les directions principales analytiquement lors-
qu’on connait un paramétrage (u,v) de S (nous noterons p(u,v) le point courant de
S, et . le produit scalaire usuel). Les courbures principales k; et ko sont les valeurs
propres de la matrice symétrique G~'L ou

2000 2 50 .0 gl

— 3 u v u — v
G = & & & & G 8gp = i;%p
du'dv  Ov'ov oo 502

Les directions principales de courbures sont aussi associées aux directions principales
de cette matrice (figure 1.4). On définit aussi habituellement

~ la courbure de Gauss K par K = kik2 (déterminant de G—1L),
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— la courbure moyenne H par H = @ (demi-trace de G™1L).

Fi1G. 1.4: Plans associés aux courbures principales pour un cone d’axe Oz.

1.2 Calcul de la courbure

Le calcul de la courbure est abondamment traité dans la littérature relative
aux « range images »!' , mais peu pour les surfaces triangulées. Nous allons donc
décrire les méthodes relatives a ces données et aux nuages de points 3d, puis nous
discuterons le cas des surfaces triangulées.

Dans leur étude bibliographique et expérimentale, Mc Ivor et Valkenburg [IW97]
distinguent quatre classes de méthodes de calcul de la courbure d’une surface 3d:

Les méthodes géométriques;

(a
(

b) Les méthodes par ajustements;

(c) Les méthodes par différences finies;

)
)
)
(d) Les méthodes par facettisation.

Toutes ces méthodes s’appuient sur les voisins P de p le point d’évaluation de la
courbure. Ce voisinage peut étre calculé a priori ou étre un résultat du calcul (voir
la premiere méthode géométrique). De la méme fagon, la normale & la surface en
chaque point peut étre une donnée de l'algorithme ou un résultat. Dans le cas ol ce
n’est pas une donnée, il est toujours possible de 1’évaluer comme celle du plan des
moindres carrés du noeud et de ses voisins.

1.2.1 Meéthodes géométriques

Il existe trois méthodes d’estimation de la courbure par analyse géométrique.
La premiere étudie les variations des normales: dans le voisinage du point de calcul
p, ou la normale est 7i(p), on considere 'ensemble des points voisins de p dont les
normales forment un angle faible avec celle de p:

(P € S,d(p).A(P) > Ci}.

1. Les range images sont des cartes donnant la distance d’un objet a la focale d’un senseur 3d.
On stocke ces profondeurs sur une grille régulieére, selon un format image (pixels).
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Cet ensemble projeté sur le plan tangent en p est proche d’une ellipse dont les
grands axes marquent les directions principales de courbure. La valeur des courbures
principales est liée aux rayons de ellipse. Cette méthode a été décrite dans [YT94]
cité dans [IW97].

La seconde méthode est proposée par [LT90] (cité dans [IW97]): I'idée de base
est encore d’étudier les variations des normales. Pour cela, on calcule le plan des
moindres carrés en prenant en compte les nceuds du voisinage de p, le point de
calcul. Ce plan définit une normale que ’on consideére étre la normale 7 & S en p.
Pour chaque voisin de p, P, on construit le point ) défini par @ = O_/>) + 7i(P).
Ces points sont projetés sur le plan tangent en p, et la diagonalisation de la matrice
2x2 (M est le projeté de @) sur le plan tangent en p):

1 — _ _
Cp=- ;(Mi — M)(M; — M)T
1=
avec
_ 1<
M==>"M;
n
i=1

permet de calculer les courbures principales et leurs directions.
La troisieme méthode géométrique est tres simple, car elle s’appuie sur I’analyse
d’une portion de sphere (£2,7); elle est décrite dans [HK97]. Si d,p est la distance

de p et P, et a,p une mesure de ’angle ((ﬁ, (Tp>), alors I’estimation de la courbure
dans la direction p? est (le signe dépend de orientation de la surface)

1
epy =~ ? ~ arccos(ri(p).i(P))/dp,
Pp

Dans le cas général, les estimations de k; et k; sont alors données par

ki = max co
Pev(p) P
ko = min c5
Pev(p) TP

Ce calcul approché permet aux auteurs de mailler les surfaces avec une densité liée
a la courbure.

1.2.2 Meéthodes par ajustement

Les méthodes de calcul de la courbure par ajustement utilisent la propriété
fondamentale de la courbure: c’est une caractéristique intrinseque de la surface;
c’est—a—dire qu’elle ne dépend pas de la paramétrisation choisie pour son calcul.
L’idée de base est donc d’ajuster localement une fonction polynomiale d’ordre 2

s(z,y) = ax® +bry +cy® +de +ey+ f

par moindres carrés au voisinage de chaque point dans le repere défini par l’estima-
tion de la normale a la surface. Les dérivées de s donnent une estimation de celles de
la surface et permettent ainsi le calcul de la courbure. La méthode diffuse s’inscrit
dans cette catégorie et justifie la technique des moindres carrés glissants.

Plusieurs variantes de cette méthode sont décrites dans [IW97] basée sur une
forme de s différente. La forme la plus générale permet ici de prendre en compte les
erreurs potentielles sur la position (s) et I’estimation de la normale (d et e).

Cette forme de calcul présente lintérét de séparer le calcul en deux étapes
distinctes :

1. Evaluation de la normale et calcul du repere local
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2. Ajustement de s et calcul de la courbure

On peut regrouper ces deux étapes en minimisant un critéere dans lequel les pa-
rametres du changement de repere (les trois angles d’Euler (8, ¢, ¢)) sont des incon-
nues non-linéraires du probleme d’ajustement. Cette méthode est la plus robuste
d’apres [IW97], mais nécessite beaucoup plus de calcul.

Une analyse de la méthode par ajustement linéaire est proposée dans [Gou97],
I’auteur montre en particulier que la méthode admet un biais systématique. Nous
retrouverons ce biais avec I’approximation diffuse, mais ceci n’est pas pénalisant
pour la reconnaissance des formes car c’est la séparation des courbures et non leur
valeur qui importe.

1.2.3 Différences finies

Lorsqu’on travail sur des nuages de points 3d mesurés, ils ont souvent une struc-
ture simple qui permet de calculer les dérivées nécessaires au calcul de la courbure
par différences finies. Cette méthode n’est pas trés robuste d’apres [IW97] si les
opérateurs ne sont pas lissés (par un noyau gaussien par exemple). Ceci présente
un grand désavantage, car le lissage peut gommer des discontinuités entre surfaces,
qui sont des guides pour la reconnaissance des formes.

1.2.4 Facettes

Le facet model proposé par Haralick, (voir par exemple [HS92]) est une généra-
lisation des différences finies. Ce modele comporte plusieurs aspects:

1. Il ne s’applique qu’aux cartes de profondeur (range images).

2. En chaque point de donnée, on estime les dérivées par ajustement d’un po-
lynome comme dans la méthode par ajustement.

3. On remarque que ’estimation des dérivées est une fonction linéaire des pro-
fondeurs. On peut donc précalculer I’ajustement et obtenir les dérivées par
application d’un opérateur de voisinage.

On note que cette méthode fait appel implicitement & la notion de fonction de forme.
Notons le paralelle saisissant avec le travail de Liszka et Orkish dans le cadre des
équations différencielles [LO80] ou des formules de type différences finies sont aussi
calculées par ajustement de polynomes.

1.2.5 Cas des surfaces triangulées

Le calcul des courbures d’une surface triangulée peut suivre différentes stra-
tégies. La premiere est d’oublier la triangulation et de traiter le nuage de points
comme précédemment. La seconde stratégie est de s’appuyer sur la connectique de
la triangulation pour définir le voisinage du point p et d’utiliser ensuite une des
méthodes précédentes, comme dans [SRD94] par exemple, ou les auteurs ajustent
une quadrique & différentes échelles (voisinage plus ou moins grand). Enfin, on peut
considérer que les triangles sont des patchs de Bézier et évaluer les dérivées a partir
de ces patchs. Cette derniére méthode est décrite dans [SM97], elle est tres rapide,
mais peu stable. Nous la décrirons dans la quatrieme section de ce chapitre puis
comparerons ses résultats avec le calcul que nous proposons.
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®

(a) (b) (c)

FiG. 1.5: De gauche a droite, le voisinage d’approximation complet (a), voisinage
au sens restreint (b), et la premiere couronne de voisins (¢) du neud central.

1.3 Calcul diffus de la courbure

Nous décrivons dans cette partie les différents algorithmes de calcul de la cour-
bure que nous avons testés. Nous commencons par définir les parametres de 'ap-
proximation diffuse qui nous permettront de mener le calcul & bien, puis nous analy-
sons l'influence de chacun d’entre eux. On remarque alors que la taille du voisinage
est un parametre tres important pour la qualité des résultats, et en particulier pres
des intersections de surfaces. Ceci nous ameéne a utiliser "approximation diffuse Her-
mite, afin de limiter la taille du voisinage de calcul. Cette nouvelle approximation
est appliquée pour un calcul aux nceuds du maillage et un calcul aux centres des
triangles.

1.3.1 Voisinage

Le calcul analytique des coubures principales d’une surface nécessite un pa-
ramétrage. Or on n’en dispose pas lorsque la surface est décrite par un maillage
non structuré. Nous utilisons donc, comme pour les méthodes par ajustement, un
repere local dans lequel nous cherchons une approximation de la surface sous la
forme s(z,y). Comme S est C?, elle est toujours localement altimétrique, c’est—a—
dire qu’en chaque point, il existe un voisinage tel que la surface soit altimétrique sur
ce voisinage. Nous allons faire I’hypothese que cette propriété est conservée sur la
surface discrete Sy décrite par les noeuds et leurs connections. Pour donner un sens
a cette hypothese, nous devons définir le voisinage d’approximation au noeud Np.
Comme nous ne connaissons pas la surface réelle S, nous allons utiliser la topologie
du maillage.

Le voisinage d’approximation le plus naturel pour IV est constitué des noeuds qui
lui sont connectés: la premiére couronne (ou la couronne de voisins). Cependant,
nous avons besoin d’au moins 641 nceuds pour construire notre approximation de
S (6 pour 1,z,y,2%, xy,y* et un pour la continuité), et la premiere couronne ne
contient pas toujours assez de nceuds?. Aussi nous utilisons un voisinage étendu ou
I’on ajoute

— soit tous les noeuds connectés a ceux de la premiere couronne (voisinage com-
plet)

— soit tous les noeuds connectés & deux nceuds de la premiére couronne (voisinage
restreint).

Nous sommes maintenant en mesure de formuler notre hypotheése de base sur la
surface discrete Sy :

Hypotheése 3 Pour chaque neud de la surface Sq, la portion de surface définie
par son voisinage (complet ou restreint) est altimétrique par rapport au plan des
moindres carrés qu’il définit avec ses voisins (complets ou restreints).

2. Surtout sur les bords de la surface
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La figure 1.6 montre des surfaces ne vérifiant pas notre hypothese.

Fia. 1.6: Deux surfaces ne vérifiant pas I’hypothése initiale

1.3.2 Pondérateurs

L’algorithme de calcul de la courbure d’une surface triangulée en ses nceuds, se
déroule donc facilement :
pour chaque nceud Ny de la surface S

chercher ses voisins

—

calculer le plan des moindres carrés des voisins de repere (Ny, @, ¥), et passer
dans le repere (No, @, ¥, @ X ¥)

calculer I'interpolation diffuse dans ce repere, ainsi que G et L,

calculer les courbures principales, leurs directions.

Le calcul de 'approximation diffuse suppose que 'on soit capable de calculer
les valeurs des fonctions w;(.). Il est évident que la forme habituelle de w;(.) ne
peut pas étre utilisée car on devrait mesurer les distances sur la surface. Nous nous
restreignons donc pour linstant a calculer I’approximation diffuse de la surface en
ses neceuds.

Avec notre restriction, il nous suffit de calculer les valeurs de w;(z;), pour tout
j du voisinage du nceud ¢. Deux stratégies sont possibles:

1.

Utiliser des poids « discrets » avec les valeurs

1 au noceud

sur la premiere couronne,

W= o=

aux autres nceuds du voisinage,

0 ailleurs.

On remarque qu’une fonction w;(.) admettant ces valeurs peut étre construite
en s’appuyant sur la triangulation (voir figure 1.7).

Utiliser des poids s’appuyant sur la distance sur le plan des moindres carrés.
On écrit alors w(z,z;) = wref(%) et p(z) est choisi de facon a assurer
lexistence de 'approximation partout. Cette stratégie pose cependant des
problemes de continuité pour le calcul en d’autres points que les nceuds (le
systeme de coordonnées bouge avec le point d’évaluation, ce qui rend difficile

Panalyse de cette approximation).
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Fia. 1.7: Construction des fonctions w;(.) en s’appuyant sur la triangulation. A

gauche, le cas d’un voisinage restreint. A droite, fonction appuiée sur la premiére
couronne uniquement.

1.3.3 Premiers résultats

L’algorithme obtenu peut facilement étre testé. L’idée de base est de se placer
sur des surfaces dont on connait les courbures a priori pour juger de la qualité
de notre évaluation. Nous décrivons pour commencer deux cas particuliers (deux
cylindres) pour analyser 'influence des deux parameétres de ’approximation diffuse
sur le calcul. Ceci nous mene naturellement & une évolution de notre méthode de
calcul.

Influence du voisinage

Le cas du cylindre nous permet de mettre en ceuvre des outils statistiques simples
pour l'analyse des résultats. Cependant, on peut commencer par une analyse qua-
litative en s’appuyant sur la figure 1.8. La courbure k; est presque constante, mais
toujours supérieure & la valeur réelle (ici 0.2). La courbure ko est assez faible par
rapport & la valeur k1 (le rapport des valeurs moyennes est supérieur & 100 pour les
nceuds intérieurs). On s’apercoit que les nceuds « de k; suspects » sont sur les bords
du cylindre; ce léger effet de bord semble se confirmer sur la figure concernant ks,
mais il n’est pas trés marqué.

v. restreint v. complet
moyenne | variance || moyenne | variance
k1 || 2.07e-01 | 8.35e-04 || 2.21e-01 | 5.76e-03
ko || 1.63e-03 | 1.22e-04 || 1.59e-02 | 2.70e-03

TAB. 1.1: Moyennes et variances de k1 et ko pour des voisinages complet et restreint.
La coubure ki théorique est 0.2 et la coubure ko est nulle.
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(a)
(b)
(¢)

(d)

F1a. 1.8: Coubures principales ki (a) et ka2 (b) sur un cylindre, voisinage complet.
L’échelle de couleur correspond a ki et est graduée de 0 a 1073 pour ko. (c) et (d)
montrent linfluence de la connectique sur la qualité du résultat auz extrémités.
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FiG. 1.9: Courbe d’accumulation des courbures ki et ko en voisinage restreint. En
abscisse est reportée la valeur de la courbure, et en ordonnée, le nombre de points
dont la courbure est inférieure a l’abscisse (ramené au nombre total de points). Les
marches d’escalier marquent des groupes de neuds de méme connectique.

Les moyennes et variances expérimentales de ki et ko sont reportées dans le
tableau 1.1. On remarque immédiatement que le voisinage restreint conduit & de
meilleurs résultats que le voisinage complet. Les courbes d’accumulation (pour le
calcul en voisinage restreint uniquement) se trouvent sur la figure 1.9. Ces courbes
nous donnent une bonne image des performances de notre algorithme de calcul:

- 99% des noeuds ont une valeur de k; correcte & 5%,

— mais seulement 33% & 2.5%.

20% des noeuds ont une valeur de ko exacte (nulle),
— et 95% une valeur inférieure & le-3

Cette rapide analyse nous montre que les résultats sont corrects lorsqu’on tra-
vaille en voisinage restreint. Ce constat va dans le méme sens que la déviation
observée pour la valeur de k; : les points extérieurs ont tendance a donner
une surface plus courbée qu’elle ne ’est réellement. Il est donc préférable
de travailler avec des voisinages de petites tailles (restreints).

Influence des pondérateurs w;.

Nous avons utilisé un maillage de densité non homogene (voir figure 1.13) pour
évaluer l'influence des pondérateurs sur le calcul des courbures.

vois. complet vois. restreint
discret | distance || discret | distance
) 1.004 1.005 1.004 1.004
) || 1.26e-2 | 1.62e-2 || 1.37e-2 | 1.38e-2
m(ke) || 4.95e-3 | 5.32e-3 || 9.35e-3 | 9.73e-3
) || 1.56e-3 | 1.65e-3 | 1.68e-3 | 1.69e-3

TAB. 1.2: Moyennes et variances de ki et ko sur un cylindre maillé de facon
hétérogéne ; la valeur théorique de ki est 1.

Les résultats chiffrés montrent que les calculs effectués avec des poids discrets
sont légerement meilleurs. On ne change cependant pas d’ordre de grandeur et
I’expérience sur les cas réels montre que le calcul des w; n’a pas de réelle influence
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lorsqu’on exploite les résultats. Ceci ne nous permet pas de trancher de facon ob-
jective, mais les figures dans la suite concernent toutes (sauf mention contraire) des
calculs utilisant des poids discrets.

On pouvait s’attendre a priori & ce résultat, car les maillages répondent a
certaines contraintes sur l’angle minimal des triangles. Cela assure alors que les
distances inter—noceuds varient peu au voisinage d’un nceud donné, et donnent ainsi
un ensemble de pondérateurs presque égaux.

Conclusion

Les exemples présentés tendent tous & montrer que le voisinage d’interpolation
joue un grand roéle dans la qualité des résultats. Le cas réel montre que ce voisinage
gouverne directement 1’échelle minimale de travail. Ce constat nous invite donc a
utiliser des voisinages plus locaux, mais nous avons vu que la premiere couronne ne
contient pas assez de points pour évaluer ’approximation diffuse en un nceud. Nous
devons donc trouver une autre information pour guider 'approximation.

1.3.4 Prise en compte des normales aux faces

Nous n’avons utilisé jusqu’ici que 'information topologique du maillage et les
positions des nceuds. Cependant, chaque facette de la triangulation porte une in-
formation géométrique importante : sa normale. Cette information répond a notre
objectif, car elle est aussi locale que la premiére couronne; il faut donc utiliser
I’approximation diffuse Hermite pour prendre en compte ces normales.

L’approximation Hermite a été présentée en 1d, nous allons donc en décrire
rapidement la version que nous avons utilisée ici. Le critére de construction de

2

Papproximation diffuse est (le terme r'j associé aux normales est inclu dans A):

El@) = Y wle,z)(a(z:) —ui)® + A Y wlw,z)llne —nlz)|* (1.1)

i€l teTly

— T, désigne I’ensemble des indices des points ot ’on connait une normale a la
surface,

- ny =< n¥,ny,1> désigne la normale connue,

= n(xy) =< =% (zy), —‘g—‘;(xt), 1 > désigne la normale calculée pour u,

— A est un parametre de réglage entre les deux termes de &.
La minimisation de £ nous mene & un systeme linéaire en « comme précédemment,

ol s’ajoutent les termes relatifs aux normales. Nous noterons W, (z) la matrice
diagonale des w(z,z:) , N, le vecteur des nf, N, celui des n, et

010 o—w) Wow) O w—m,)

01 0 2x—m,) W—w,) 0 3(x—z4)?

01 0 2(x—uax,) (W—w,) 0 3x—x, )?
0 010 (x_xh) Q(y_yh) 0
Py(w) — 0 0 1 . - . -
0010 (z—m,,) 2(y—ws,) O
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Le vecteur {a} est alors solution du systéme

Alefa(z)} = {b(=)}

A(x) = PT@W@)P@+ (1.2)
AP (&)W, (2)Py (@) + P} (@)W, (2) P, (2))
@)} = P@W@U + AP (@) Wa(@)N, + P, (@) Wa(2)N,)

Dans notre cadre, ’approximation au noeud Ny se construit avec les parametres
suivants :

— I, est composé des indices des noeuds de la premiere couronne, et de celui de
N07

— les pondérateurs discrets w; sont conservés,
— T, est composé des indices des triangles admettant Ny comme sommet,
— x; est un point porté par un triangle de Ty,

— les pondérateurs w; seront choisis tous égaux en suivant la méme idée que pour
les pondérateurs discrets (on peut construire une fonction wy(.) en s’appuyant
sur le triangle t)

Pour finir, il faut choisir le point du triangle que nous utiliserons pour porter la
normale. Deux candidats se présentent naturellement :

1. Supposons que notre surface soit une spheére. Le couple (zy,7;) définit une
droite qui intersecte la sphére en ¢ ou la normale & la sphere est ;. Les
vecteurs ii; et 7, sont paralleles si et seulement si x; est le centre du cercle
circonscrit au triangle ¢.

2. Les arétes des triangles portent les discontinuités de la surface triangulée. Le
point a égale distance de ces discontinuités est le centre du cercle inscrit.

J’ai choisi le centre du cercle inscrit, car il est toujours a I'intérieur du triangle. Sa
justification semble aussi plus générale.

Nous sommes en mesure d’appliquer cette nouvelle approximation diffuse dans
notre algorithme. Notons aussi que I’hypothése de base (surface localement al-
timétrique) est toujours vérifiée avec ce type de voisinage.

FiG. 1.10: Construction d’une fonction d’atténuation pour les points x; sur une
surface triangulée. La fonction d’atténuation a la forme d’une pyramide a base
triangulaire (tiretés) qui « déborde » légérement du triangle concerné.
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1.3.5 Calcul du parametre de réglage \

Le nouveau calcul de I'approximation diffuse fait intervenir un parametre de
réglage A entre les termes « positions » et « normales ». Etudions le cas de notre
premier cylindre (rayon 5) pour comprendre son influence sur le calcul des courbures.

180 180
160 - | b 160 - | b
140 - b 140 - b

i
[ H .. H i
013 0.14 0.15 0.16 017 018

kl k2

| HHH I ﬂ:

L L L L
013 0.14 0.15 0.16 017 018

FiG. 1.11: Histogramme et courbe d’accumulation de ki et ks pour la valeur A = 1.

Pour A = 1, les moyennes et variances des coubures principales sont reportés
dans le tableau 1.3. Le calcul de k; est de mauvaise qualité, et il présente d’assez
forte variation. Ceci est la conséquence de la nature des normales que nous utilisons :
la triangulation n’est qu’une approximation de la surface réelle, et les normales ne
sont pas celles de la surface. Ainsi, elles perturbent I’approximation lorsqu’on leurs
donne un poids égal aux positions des points dans le critere £.

| | moyenne | variance |

ky 0.125 0.263e-3
ky | 0.526e-2 | 0.317e-4

TAB. 1.3: Moyenne et variance pour la technique avec normale. La courbure
théorique ki est 0.2 et la courbure ko est nulle.

Pour aller plus loin, nous avons tracé les courbes de la figure 1.12. On remarque
immédiatement les pics de variances pour A € [0.01,100], qui montrent qu’en fonc-
tion de la connectique, les normales ou les positions jouent un role plus ou moins
important. Par ailleurs, & partir de A = 1072 la valeur de k; devient trés proche de
la valeur réelle (’erreur relative maximale est inférieure & 1%), et la variance est
tres faible. Ces résultats refletent la nature méme des deux informations que nous
traitons:

— d’une part les positions des nceuds qui sont exactes (aux erreurs d’arrondis
pres),

— d’autre part les normales qui sont une approximation (plus ou moins correcte)
des normales réelles.

Nous allons donc dans la suite utiliser la valeur A = 10~¢ qui donne la plus grande
importance aux positions. L’objectif que nous nous étions fixé est cependant atteint :
le calcul en chaque nceud ne s’appuie que sur la premiere couronne. Ce choix est
cohérent avec l'analyse pratique de l'approximation diffuse Hermite: les pseudo—
dérivées sont tres proches des données. Or nous utilisons des normales tres bruitées.
Une alternative aurait pu étre de moyenner les normales sur les triangles voisins,
mais cette technique n’a pas été retenue car elle cache une extension du voisinage
d’approximation.



1.3. CALCUL DIFFUS DE LA COURBURE 103
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Fia. 1.12: Moyenne et variance de ki (la variance est multipliée par 1000) et ko
(par 100) sur un cylindre en fonction de . L’abscisse est logarithmique.

Le cas du cone montre cependant que les bords sont une zone tres sensible ol
certaines connectiques font apparaitre des artefacts de courbure. Ces points sont les
nceuds pour lesquels on n’a que 6 points de données pour calculer I’approximation
diffuse. Comme on ne dispose que de 6 parameétres, la surface calculée est l'interpo-
lation polynomiale des données: les pondérateurs w;, wy, et A ne jouent plus aucun
role. Pour éviter cela, on peut utiliser en ces points des voisinages étendus (on ajoute
par exemple les voisins du deuxiéme ordre au sens restreint).

L’algorithme de calcul final se présente donc sous la forme suivante
pour chaque nceud Ny de la surface S:

— chercher les nceuds de la premiere couronne

— si c’est un neeud & 6 données (bord) ajouter les voisins d’ordre 2 au sens
restreint

— calculer les normales aux triangles dont Ny est un sommet
— calculer les centres des cercles incrits

— calculer le plan des moindres carrés des voisins et des centres des triangles:
son repere (N, @, ¥) est complété par le vecteur @ x ¢

— calculer I'interpolation diffuse dans ce repere, ainsi que G et L,

— calculer les courbures principales, leurs directions.

1.3.6 Robustesse de 1’algorithme avec normales

Afin de tester la robustesse de notre algorithme d’un point de vue expérimental,
nous avouns calculé la courbure sur le second maillage test (triangles de tailles non—
homogenes). Le tableau 1.4 montre les statistiques pour des calculs basés unique-
ment sur la premiere couronne de nceuds, et sur le voisinage restreint. Les résultats
sont & premiere vue catastrophiques comparés au cas d’un maillage régulier !!

Pour comprendre la cause de ces mauvais résultats, nous allons tracer les courbes
d’accumulation pour les différentes grandeurs étudiées (figure 1.15), ainsi que k; et
k> sur le cylindre (figure 1.14).
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FiG. 1.13: Maillage hétérogéne sur une portion de cylindre. L’échelle de couleur
correspond a ky € [0.9;1.1] et ko € [0; Le—3]. On remarque quelques points rouges sur
les figures représentant ki qui sont des neuds de faible connectique. La cartographie
de ko n’est que peu modifiée par le mode de calcul : on retrouve les mémes zones a
« fort » ko sur les deux surfaces.
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k1 couronne ks couronne

k1 couronne (extrait) ks couronne (extrait)
k1 restreint ks restreint

FiG. 1.14: Calcul avec normales pour le cylindre a maillage hétérogéne. L’analyse de
points de fortes courbures montre que ce sont des neuds comptant 3 ou 4 connections
uniquement.
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v. restreint

V. couronne

moyenne | variance

moyenne | variance

k1 1.14 4.26

6.25 4.39¢+03

ko 0.109 2.95

0.495 7.46

TAB. 1.4: Moyennes et variances de ki et ko pour des calculs avec normales et deux
voisinages différents. La coubure ki théorique est 1.0, et la coubure ko est nulle.
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FiG. 1.15: Courbes d’accumulation relatives auz trois types de calculs sur le cylindre
test (maillage hétérogéne).
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La figure 1.14 montre que ce sont en fait les noeuds & 3 et 4 connections qui
donnent un biais important & la moyenne. On attribue & ces noeuds des courbures
beaucoup trop élevées. Ce type de nceuds apparailt aussi sur notre premier cylindre,
mais la position des voisins est tres particuliere: ils sont alignés selon les deux di-
rections principales de courbure (« position filtrante »), ce qui efface leffet de la
connectique qui est trop faible. Ceci nous amene donc a une contrainte sur le mail-
lage triangulé (lorsqu’on le contrdle): il faut limiter les nceuds de connectiques
3 et 4 (et si 'on en génére, on peut toujours les placer selon la position
filtrante).

Cependant, on ne controle pas le maillage en général, et on cherche & éviter
de modifier les données qui sont les positions des nceuds et la connectique. Nous
avons testé une technique qui consiste a ajouter au moins un voisin du second
ordre au voisinnage des neeuds trois et quatre connectés. Ceci permet de retrouver
une bonne estimation de courbure en ces nceuds comme le montre les résultats
figure 1.4. Certains nceuds de ce type gardent dans ce cas d’un maillages (tres)
hétérogene une sur—estimation de la courbure, mais ils sont suffisernment isolés et
peu nombreux pour qu’on leur applique des traitements a posteriori. Nous verrons
plus loin I'importance des voisins du second ordre pour la qualité du calcul de
courbure pres des frontieres (voir figure 1.18 par exemple): on peut ajouter un
voisin a la fois et calculer une moyenne ou les valeurs trop éloignées ne sont pas
prises en compte.

La méthode de calcul de la courbure que nous avons présentée permet d’obtenir
une bonne estimation des courbures principales. Nous avons limité le calcul aux
nceuds du maillage; il est possible cependant d’étendre la méthode aux éléments
dans une formulation « duale ».

1.3.7 Calcul « quasi—dual »
Description

Nous cherchons maintenant & calculer les courbures associées aux triangles, et

ce indépendamment du calcul précédent. Ceci pose plusieurs problemes 3 :

— en quels points évaluons—nous la courbure pour chaque triangle?
— quelles sont les données, le voisinage de calcul?
— quels sont les pondérateurs w;(t)?

Nous allons évaluer les courbures associées & un triangle ¢ de sommets St, S, et
S% en son centre inscrit (pour les mémes raisons que précédemment). Le voisinage
de calcul est composé des sommets de tous les triangles contenant S, S ou S%.

Les pondérateurs sont calculés a partir des connectivités: c’est—a—dire que les
sommets de ¢ ont le méme poids w!, les noeuds connectés & deux sommets ont un
poids w?, les autres nceuds un troisieme w?.

Nous avons par ailleurs défini une approximation de type pseudo-Hermite (les
gradients ne sont pas connus aux points de positions dans le cas précédent). Nous

allons donc utiliser ce méme calcul, en nous appuyant sur
— les positions des nceuds,
— les normales, supposées connues aux nceuds.

Ceci pose le probleme de calcul des normales aux nceuds qui en pratique se fera par
moyennage (sur tous les triangles contenant le noeud par exemple). Nous obtenons

3. Notons que ces problemes ont été résolus pour l’algorithme précédent.
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FiG. 1.16: Calcul du voisinage pour l'algorithme de calcul des courbures associées
auz triangles. Triangulation et son graphe dual : les neuds utilisés pour le calcul au
triangle t sont les sommets des triangles définissant une cellule (tireté) dont t est
un sommet.

maintenant une interpolation de type Hermite « pure », car nous connaissons les
gradients aux points de positions. Ceci nous permettra, si c’est nécessaire de cal-
culer une interpolation des positions et des gradients, ce qui n’était pas possible
précédemment (on ne pouvait pas interpoler les normales). Cette technique a été
proposée par Alain Rassineux et al. dans [RSSV00].

« Quasi—dualité »

L’algorithme que nous venons de décrire est presque le dual de 'algorithme de
calcul aux nceuds. En effet, le graphe dual de celui défini par le maillage admet
comme neeuds les triangles et les nceuds géométriques correspondent aux polygones
de ce graphe. Le tableau 1.5 montre les divers éléments en dualité pour les deux
algorithmes. Notons que les voisinages de calcul ne sont pas évalués a partir des
simples nceuds (au sens des graphes) connectés, mais peuvent aussi l’étre avec les
nceuds connectés aux noeuds connectés.

| | Calc. aux nceuds | Calc. sur les triangles ||

Point d’éval. neeuds triangles
Voisinage neeuds connectés | triangles connectés
Positions nceuds noeuds
Normales triangles neeuds

TAB. 1.5: Tableau comparatif des méthodes d’évaluation de la courbure.

La dualité n’est pas « parfaite » car les positions sont utilisées dans les deux cas
aux neeuds géométriques. On pourrait utiliser les positions des centres inscrits des
triangles dans l'algorithme d’évaluation aux nceuds, mais ceci reviendrait a utiliser
le maillage comme polyhedre caractéristique de la surface (voir [Léo91]). Ceci justifie
donc le terme quasi—dualité.

Application du calcul sur les triangles

La courbure associée aux triangles est utile pour des automates de remaillage.
En effet, on sait calculer une erreur associée a chaque élément et qui est une fonction
de la courbure . Cette erreur est ensuite utilisée pour repositionner les points en
cours de remaillage ou pour décider du ou des points & supprimer dans le maillage

[RSSV99).
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On peut apporter des raffinements algorithmiques a différentes étapes du calcul
(calcul des normales aux noeuds, détection d’arétes vives par méthode géométrique,
... ). Nous ne les décrirons cependant pas pour nous pencher plus particulierement
sur le calcul aux nceuds et 'une de ses applications.

1.4 Comparaison avec la méthode de Samson

Samson et Mallet propose dans [SM97] une méthode de calcul de la courbure
d’une surface triangulée basée sur une interpolation de Bézier pour des applications
a la géologie structurale. Nous décrivons rapidement leur méthode, puis nous pas-
sons & une comparaison expérimentale de la méthode Samson et de "approche que
nous proposons.

1.4.1 Meéthode de Samson

La méthode proposée dans [SM97] calcule aussi la coubure aux noeuds Ny de la
surface ; elle est basée sur la continuité G? assurée par un patch de Bézier cubique.
Le calcul se fait en coordonnées locales (u,v,w) , mais avec 'axe w parallele &
la normale, ce qui permet de ne calculer que la matrice L (on a alors G = Id).
Décrivons maintenant plus en détail les différents éléments de cette méthode.

Le calcul de la normale 77 en Ny est un moyennage des normales des triangles
dont Np est un sommet (soit 7(Ng) ’ensemble de ces triangles, et 7i; la normale
définie par le triangle t)

Puis les tangentes sont définies de fagon a étre cohérentes avec la normale 77: si
dop1 et doo sont les arétes au nceud Ng ( vers Ny et Na), on choisit les directions
normales & 77 dans les plans contenant dgp; et do2

{fl X ap;} x 7
TOi T . 19 =1
{7 x agi} x|

Le patch de Bézier utilisé est alors défini par le mapping (on pose w = 1 —u —wv,
et (u,v) € {(u,v) € R}, u+v < 1})

pu,v) = w3No+uN; + 03N,
+3(uw?po1 + u*wpip)
+3(vw?po2 + v2wWpso)
+3(vu’p1a + v7upsr)
+6uvwq

ou les noeuds du réseau de controle sont définis par les relations

pij = Ni+ 3Ty
¢ = £{por+ P10+ Poz + P20 + P12+ p2r — No — Ny — N2}

Cette approximation assure la cohérence avec la normale 77 calculée au nceud
Np (et celles des nceuds N; et N), mais elle est seulement G2. L’idée est alors de
définir un repere local (@,v) dans lequel on calcule les patchs de Bézier de tous les
triangles de 7 (No), pr(@,9). Comme l'expression est aussi valide a 'extérieur du
triangle ¢, on prolonge ’approximation pour tout (@, ¥), et on moyenne au voisinage
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de Ny pour obtenir une formule unique d’approximation (A; est l’aire du triangle

t)

> Aip(u,0)
o teT (No)
p(u,v) = S 4
teT (No)

On peut alors évaluer les dérivées nécessaires au calcul de la courbure au noeud Ny.

Cette méthode revient donc a utiliser une approximation cubique dans un repére
local attaché au noeud de calcul. Ainsi exposée, la méthode ne semble pas tres
différente de la ndtre qui calcule une approximation cubique de la surface par
moindres carrés glissants. Ces deux approximations interpolent le nceud Ny, mais
on n’a pas d’autres éléments de comparaison a priori. Nous allons donc comparer
expérimentalement les deux méthodes.

1.4.2 Comparaison expérimentale

Nous comparons les résultats issus des calculs de courbures par la méthode de
Samson et par approximation diffuse. Les calculs par la méthode de Samson ont été
effectués avec le logiciel gocad (version 1.3.5) qui integre le code développé par son
auteur.

Le tableau 1.6 regroupe les données statistiques des calculs sur les deux cylindres,
et la figure 1.17 montre les courbes d’accumulation associées.

Cas régulier Cas non-reg.
Samson | diffus Samson | diffus
m(ky) 0.190 0.202 2.31 6.25

v(ky) || 3.11e-3 | 2.5¢-10 || 295. | 4.39¢+3

m(ky) || 4.98¢-3 | 3.91e-4 || 1.20 0.495
v(k2) || 3.83e-4 | 1.74e-6 || 295. 746

TAB. 1.6: Données statistiques comparées pour les algorithmes de Samson et diffus
(k1=0.2, k2=0.)

Le tableau des données statistiques montre que I’algorithme diffus donne de meil-
leurs résultats sur le maillage régulier. La moyenne de k; sur le second cas donne
cependant un trés mauvais résultat pour 'algorithme diffus comme nous ’avons déja
vu, alors que l'algorithme de Samson semble plus robuste. Cette premiere analyse
simpliste ne résiste pas a ’analyse de la variance expérimentale: les courbes d’ac-
cumulation montrent en effet que de trés nombreux points ont une valeur correcte
(environ 85%) et la valeur moyenne est tirée vers le haut par les noeuds de faible
connectique, ce qui explique la variance tres élevée. Par ailleurs, la variance plus
faible de l'algorithme de Samson ne montre pas ’étalement important des valeurs
de kl.

Les courbes d’accumulation nous montrent que ’algorithme diffus fournit une
estimation de meilleure qualité et surtout plus homogene lorsqu’on sait traiter les
cas anormaux. L’étalement des valeurs avec la méthode de Samson rend difficile
I'utilisation de la courbure pour caractériser les surfaces car deux surfaces de cour-
bures voisines risquent d’étre confondues.
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FiG. 1.17: Courbes d’accumulation comparées des algorithmes de Samson et diffus
restreint (la courbe continue est le cas diffus)

1.5 Conclusion

En conclusion nous avons appliqué 'approximation diffuse Hermite au calcul de
courbure des surfaces triangulées. Ce travail est une extension et une justification
de la méthode d’ajustement utilisée usuellement. En effet, ’arriere plan théorique
(théoréme de convergence en particulier) de ’approximation diffuse Hermite per-
met de justifier 'approximation de dérivée partielle d’une surface par une surface
quadratique tangente (notion de pseudo—dérivée); et l'introduction des normales
(ici les normales aux faces) est un raffinement de la méthode. On pourrait imaginer
des prétraitements pour calculer ces normales lorsqu’on traite des nuages de points.

Nous avons donné les limites d’application de cette technique sur un cas expé-
rimental (cas des noeuds 3 et 4 connectés). Les problemes rencontrés peuvent étre
facilement contournés (par extension du voisinnage, voir page 107). Nous montrons
aussi que la classe des méthodes ajustement / approximation diffuse est plus robuste
sur les surfaces triangulées que les méthodes basées sur des patchs, trop sensibles a
la triangulation.

L’algorithme proposé donne une bonne approximation de la courbure en uti-
lisant un voisinnage minimal, on peut donc dire que c’est une méthode « haute
résolution ». La figure suivante montre combien l'effet du voisinnage est important
sur des surfaces issues de modele CAQ. Cette propriété nous sera tres utile dans la
suite pour construire ’algorithme de reconnaissance des surfaces.
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Courbure k; par ajustement

Courbure k; avec normale

Fia. 1.18: Amélioration du calcul des courbures dans le cas de surface complezes.
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Chapitre 2

Reconnaissance des surfaces

Dans le chapitre précédent nous avons défini une méthode de calcul de la cour-
bure s’appuyant sur ’approximation diffuse Hermite. Nous avons montré qu’elle est
performante et donné ses limites d’application. Le but de cette partie est de montrer
son intérét en utilisant les courbures calculées pour un algorithme de reconnaissance
des surfaces. La haute résolution du calcul initial est primordiale car elle permet la
détection des courbes d’intersection.

Dans un premier temps, nous donnons le cadre du travail avec de rapides repéres
bibliographiques. L’algorithme de reconnaissance des surfaces est ensuite présenté
dans un cadre théorique fort (avec des hypotheses de travail restrictives), ce qui
nous permet d’en démontrer quelques propriétés. La robustesse est ensuite abordée
par la présentation de cas pratiques.

2.1 Courbure et reconnaissance des surfaces

2.1.1 Le Graphe Global des Courbures

Nous exposons ici rapidement deux éléments développés dans [Gou97], on se
reportera a ce document pour plus de détails. Ces deux notions sont :

— Le Graphe Global des Courbures (GGC), d’une part ;

— Les centres de courbures, d’autre part.

SPHERE 01

TORE ooa b $ %g? B
003 - o 08 |
CYLINDRE CONE 002 - "og:o 4

4 Lty

ZIOBE ST E

L
0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 0.35 04 0.45

Fi1G. 2.1: Position théorique des primitives de base dans le GGC. Cas réel d’un
cylindre, d’un cone et d’un tore.

Le graphe global des courbures est composé des courbures des points d’évaluation
dans le plan (kq, ’,z—f) Il combine a la fois une grandeur dimensionnelle, et une gran-
deur de forme, et présente 'avantage d’avoir une expression simple. Les primitives
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usuelles de la CAO ont des projections caractéristiques dans le graphe global des
courbures comme le montre la figure 2.1. Notons qu’il peut étre intéressant de trans-
former k; en t(k1) = k1 — 1% qui permet de mieux séparer les primitives dont la
courbure maximale est dans 10, 1[ (car la fonction f(x) = x — 1/x est une bijection

de R™* vers IR, et le segment ]0, 1] est transformé en IR™*).

Le centre de courbure associée & un point p d’une surface C? est le translaté de p
par k—lln';, Cette notion n’a pas de sens pour un plan (les centres de courbures sont
4 linfini). Par cette définition, les centres de courbures des primitives simples ont
une position trés caractéristique: par exemple, le lieu des centres de courbure d’un
cylindre est son axe.

Centresde courbure ¢

1000800000006,

NEOOEN
NBSoEN

Fia. 2.2: Noeuds définisant un tore. Centres de courbure associés.

2.1.2 Bibliographie

La plupart des publications relatives au reverse engineering concerne ’ana-
lyse de cartes de profondeurs ou de nuages de points 3d. Nous n’avons pas trouvé
d’articles s’appuyant sur des surfaces triangulées.

L’article d’introduction de Besl et Jain [BJ85] est une bonne référence sur le

sujet. Une étude bibliographique plus récente est proposée par Varady et al. dans
[VMC97].

On distingue principalement deux types de méthodes pour la reconnaissance des
surfaces : les unes s’appuyant sur la courbure, les autres s’appuyant sur des ajuste-
ments locaux. La premiere catégorie se sépare en deux sous—ensembles, qui utilisent
les courbures principales (voir par exemple [IW98]), ou les courbures moyenne et
de Gauss [TB95]. Goulette propose dans sa these [Gou97] 'emploi des centres de
courbure qui simplifie le probleme pour certaines surfaces (cylindres, tores). Les
méthodes de la seconde catégorie utilisent des ajustements de surfaces plus ou moins
complexes, puis s’attachent a reconnaitre les surfaces ajustées. Le travail de [LGB95]
semble le plus prometteur: il mixe des ajustements locaux, avec des stratégies de
découpage et de regroupement.

Notre méthode se place dans la premiere catégorie, car l'algorithme de calcul
de la courbure que nous utilisons admet une haute résolution. Il utilise aussi une
stratégie de regroupement basée sur le maillage. Notre donnée de base est bien
différente du cas traité usuellement dans la littérature: les positions ne sont pas
bruitées et le maillage décrit une topologie de la surface. Nous allons tirer partie de
ces conditions idéales pour montrer les propriétés de ’algorithme et ses limites.

Ce travail s’inscrit donc plus dans le retour d’une surface triangulée vers de la
CAO que dans le cadre « classique » du reverse engineering.
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2.2 Présentation de ’algorithme proposé

2.2.1 Hypotheése de travail/ Présentation générale
Hypothese de travail

Nous allons présenter ’algorithme de reconstruction dans le cadre d’hypothéses
fortes qui nous permettent de justifier chaque étape de ’algorithme, puis de dé-
montrer quelques propriétés dans ce cadre. Ces hypotheses seront discutées dans la
partie suivante ot ’on présente des cas réels.

Hypothese 4 Hypothéses relatives a la surface et sa discrétisation :

H1 Nous supposons que les surfaces sont bien discrétisées, i.e. [’ensemble des tri-
angles s’appuyant sur des neuds intérieurs a une surface élémentaire est égal
@ cette surface élémentaire (au sens de la triangulation).

H2 Nous considérons une surface dont chaque portion est une partie de PLAN,
CYLINDRE, CONE, TORE ou SPHERE. Les intersections entre deux por-
tions sont contenues dans le maillage c’est—a—dire qu’elles sont représentées
par une chaine d’arétes du maillage.

L’hypothese H1 est trés restrictive (voir figure 2.3), mais elle permet de simplifier
les démonstrations.

: Pas de bande de triangles

Pas de triangle de coin

Fia. 2.3: Cas de maillage de surface élémentaire interdit par HI1.

H2 implique deux propriétés importantes pour la suite :
(i) Un nceud appartient

— soit & l'intérieur d’une portion (nceud dit « intérieur »),

— soit & 'intersection de deux (ou plusieurs) portions (nceud dit « de fron-
tiere » ).

(ii) Dans le cas d’un nceud intérieur, le calcul diffus estime la courbure de la
portion (grace a sa haute résolution).

La troisieme hypothese (H3) est la plus forte:

Hypotheése 5 H3 On suppose que le calcul de la courbure est exact en chaque point
intérieur.

Remarque 8 On ne peut pas faire l’hypothése H3 auz neeuds de frontiére, car la
courbure n’y est pas définie.
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Présentation générale de ’algorithme

La reconnaissance des surfaces se fait par type: un nceud est reconnu comme
appartenant a l'intérieur de l'un des cinq types de base. Lorsqu’un nceud est ainsi
classé, il est dit « interieur », et permet de construire de nouvelles informations, qui
sont reportées sur les triangles, arétes et nceuds voisins. On construit nécessairement
des composantes connexes de méme type (hypothese H2).

Le processus de reconnaissance des surfaces suit donc trois étapes distinctes:

1. Classement initial des nceuds intérieurs: ce sont les noeuds « surs ».
2. Propagation de cette information.
3. Calcul des frontieres.

Le classement initial s’appuie sur l’analyse des positions des noeuds dans le
graphe global des courbures. Comme on ne peut pas classer tous les noeuds lors de
cette étape, on propage 'information en s’appuyant sur la topologie du maillage.
Enfin, lorsqu’on ne peut plus classer de nceuds, on calcule les frontieres entre les
différentes composantes connexes.

Cet algorithme de reconnaissance ne donne pas ’expression du modele de chaque
portion de surface. On sait en effet que ’estimateur de courbure par moindres
carrés est biaisé d’apres [Gou97], et cette propriété s’étend a lestimateur diffus,
meéme si le biais est plus faible. Une étape d’ajustement pour chaque portion sera
donc nécessaire pour finir la reconnaissance. L’analyse des surfaces ajustées nous
permettra de confirmer (ou d’infirmer) le classement que nous avons effectué dans
la premiere étape.

2.2.2 Classification initiale
Classement ponctuel

Dans le cadre de ’hypothese H2 (limitation aux cing types de primitive), il est
possible de classer certains nceuds par analyse ponctuelle dans le graphe global des
courbures. Pour cela, on applique dans ’ordre les regles suivantes, en s’arrétant des
que le nceud est classé.

— Si k1 = ky = 0 alors le nceud est de type PLAN.

— Sike #0et 'Iz—f =1 alors le nceud est de type SPHERE.

— Si k2 # 0 alors le noeud est de type TORE.
— Si k2 = 0 alors le noeud est de type CYLINDRE ou CONE ou TORE.

Il n’est pas possible par cette analyse de distinguer les noeuds de la derniere
regle, car ce sont les variations de k1 ou k2 qui sont différentes: une analyse locale
est nécessaire. Pour le TORE, cela concerne les noeuds qui sont situés sur les deux
cercles polaires.

Classement local

La distinction entre les noeuds de TORE, CYLINDRE et CONE s’appuie sur
les variations de k; et de sa direction principale en appliquant les regles suivantes
comme précédemment (i.e. on arréte lorsque le nceud est classé). Soit NV, un noeud
de ce type

— si les voisins de N ont méme k; et méme directions principales associées, alors
il est de type CYLINDRE.
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— si les voisins de N ont méme k; et des directions principales différentes (au
moins une), alors c’est un nceud de type TORE,

— sinon, c’est un neeud de type CONE.

A ce point de 'analyse, on n’a jamais vérifié que l'information construite est
pertinente : par exemple, 'intersection entre un cone et un cylindre ressemble & un
tore, mais n’en est pas un (conséquence de H1). Ces erreurs sont la conséquence de
notre ignorance des frontieres entre portions de surfaces. Il est donc nécessaire de
vérifier la cohérence du modele.

Phase de cohérence

La seconde partie de ’hypothese H2 nous permet d’exprimer une regle de cohé-
rence simple: les nceuds classés « siirs » forment des composantes connexes
homogenes. C’est—a—dire que les noeuds classés forment des composantes connexes
de méme type et cohérentes: par exemple une composante de type TORE admet
des nceuds de k; identiques. Nous allons donc parcourir tous les couples de noeuds
pour vérifier que leurs classements sont cohérents; ceci assure la cohérence des
composantes connexes.

TORE PLAN

CYLINDRE

FiG. 2.4: Type de probléme traité lors de [’analyse de cohérence. A gauche, une
erreur du classement ponctuel, a droite probléme posé par le classement PLAN

La premiere regle que nous appliquons concerne les couples de noeuds de types
différents qui ne respectent pas I’hypothese H2. Toutes les associations de types
ne sont pas possibles: en effet, I’analyse locale implique qu’un nceud de type CY-
LINDRE est

— soit connecté a un noeud de type CYLINDRE et de méme k; que lui,
— soit connecté a un noeud de type CONE de méme k; que lui.

Dans le second cas, on sait que le nceud de type CONE est intérieur a la portion
de surface et connecté a la frontiére de cette portion. Malheureusement, on peut
trouver des associations de tous les autres types, par exemple, I’ellipse d’intersection
d’un cylindre et d’un plan et classée TORE dans la phase d’analyse ponctuelle, et
fait apparaitre des connections PLAN-TORE et TORE-CONE (figure 2.4).

Par ailleurs, le classement PLAN est presque toujours correct. La figure 2.4
montre le cas de nceud de courbure k; = ks = 0 qui n’est pas sur un plan. Ce cas
nous invite & regarder tous les raccords C! des cinq primitives que nous considérons.
La figure 2.5 montre la plupart des cas particuliers de ce type d’intersection. Ces
classements erronnés ont une connectique tres particuliere; ce qui permet de les
détecter : nous supposerons donc dans la suite que les nceuds de type PLAN sont
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=0

CYLINDRE-PLAN TORE-CYLINDRE

1

it

CONE-SPHERE CONE-TORE

PLAN e
/

2

Vs

CYLINDRE-CYLINDRE TORE-TORE

FiG. 2.5: Cas particuliers de connections C' entre primitives.

fiables. Ainsi la premiere regle de cohérence s’écrit :
Si deux noeuds connectés sont de types différents, alors

— si l'un d’eux est de type PLAN, déclasser 'autre,
— sinon
— si 'un d’eux est de type CYLINDRE, déclasser 'autre
— sinon déclasser les deux.
Cet algorithme de cohérence appelle deux commentaires:

1. Il s’appuie sur la qualité croissante d’estimation de la courbure dans les cas
pratiques.

2. L’ordre de traitement n’a pas d’influence grace a I’hypothese H1.

Il nous reste maintenant a traiter le cas des noeuds connectés de méme type.
Pour les mémes raisons que précédemment, deux noeuds de type CYLINDRE ou
PLAN connectés forment toujours un couple cohérent.

Les couples TORE-TORE et SPHERE-SPHERE vont étre traités par les critéeres
suivants:

TORE on teste ’égalité des k;.
SPHERE on teste ’égalité des k; (et donc des ko).

Nous avons maintenant des composantes connexes de noeuds connectés et cohé-
rents. Nous allons donc propager l'information sur le maillage pour reclasser les
neeuds qui ne le sont pas. Comme nous ’avons vu, ’ensemble des éléments dévelop-
pés ici s’appuie sur les hypotheses H2 et H3. Nous pensons que tous les noeuds
classés le sont correctement :

Conjecture 1 A l'issue de la phase de cohérence, les neuds classés sont correcte-
ment classés.
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2.2.3 Propagation

Le classement actuel ne concerne que les noeuds du maillage. La phase de propa-
gation va aussi classer les triangles et les arétes. Ces éléments peuvent sembler n’étre
que des intermédiaires commodes a 'exposé, mais ils sont en réalité essentiels: ils
décrivent la topologie de la surface.

Opérateur(s) topologique(s)

Les opérateurs topologiques traduisent le transport du classement « intérieur »
d’un nceud sur les éléments qui lui sont connectés. La figure 2.6 montre le cas d'un
triangle dont un nceud est classé « intérieur » et les informations construites a
partir de ce nceud. Nous préférons par souci de clarté séparer cet opérateur unique
en quatre opérateurs élémentaires ':

N2T_int : un triangle (surface intérieur) contenant un sommet classé « intérieur »
a le méme type « intérieur ».

N2E_int : une aréte dont les deux extremités sont classées a ce type (qui est le
méme par hypothése et vérification).

T2N_app: Les nceuds (non—classés « intérieur ») d’un triangle « intérieur » appar-

tiennent au moins & une portion de surface du type du triangle ( « app » )

T2E_app: Les arétes (non—classées « intérieures » ) d’un triangle « intérieur »
appartiennent au moins a un patch de ce type.

FiG. 2.6: Si le neud de gauche appartient o Uintérieur S d’une surface S, alors
Uhypothése H2 nous permet d’exprimer les autres relations de la figure.

Les opérateurs ci-dessus sont appliqués aux triangles et aux arétes non—classés
dans l'ordre de la description : tous les triangles sont traités par N2T_int, puis toutes
les arétes par N2E_int, ... ceci permet d’assurer que toute 'information issue des
nceuds slrs est prise en compte.

Cet opérateur est valide car nous avons supposé que les intersections entre pri-
mitives sont décrites par des arétes de la triangulation (H2).

1. La convention de dénomination est la suivante : N2T_int signifie: transport de I'information
portée par un Neeud vers un Triangle pour construire une information sur. La lettre E (pour
edge) représente les arétes et le suffixe _app signifie appartenance a la surface. Rappelons qu’un

o
neeud « intérieur » appartient a l'intérieur S (au sens topologique) d’une surface S.
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Opérateurs de classement

Les opérateurs précédents transmettent une information « dégradée » (mais
Pinformation globale augmente): dans la premieére étape, on classe les noeuds a
Iintérieur de chaque portion au sens topologique, alors que nous n’obtenons ici
qu’une relation ensembliste (i.e. un nceud appartient ou non a une surface). Ceci
est imposé par la nature méme des traitements topologiques. L’objectif est mainte-
nant de transformer cette information en information « intérieur », ou noeud « de
frontiere ».

Nous distinguons deux opérateurs dont le but est différent :

TT2EN _frt: qui traite ’aréte commune a deux triangles, ainsi que les nceuds
communs, son but est de détecter les frontieres.

app2N_int : s’appuie sur la liste des portions de surface auxquels appartient un
neeud pour le classer définitivement. Cet opérateur s’applique des que la liste
est non vide.

Dans le cadre de ’hypothese H3 (calcul exact), opérateur TT2EN_frt distingue
deux cas: si les deux triangles sont classés, alors ’aréte commune et les nceuds
communs sont sur une frontiére, sinon, on ne peut rien faire. Nous modifions cet
opérateur, ce qui nous permettra de démontrer les propriétés de ’algorithme.
TT2EN_frt distingue donc trois cas:

— L’un des triangles n’est pas classé, ne rien faire.
— Les deux triangles sont du méme type

— si'un des nceuds de Daréte est classé frontiere, classer I’aréte et le nceud
frontiere 2,
— sinon, ne rien faire.

— Les deux triangles sont de types différents, classer 'aréte et les noeuds « de
frontiere ».

L’opérateur app2N_int cherche a classer intérieurs les noeuds appartenant a une
portion (propriété issue de l'opérateur T2N_app). Pour cela, on gere la liste des
appartenances, et ’opérateur distingue deux cas:

1. Il existe (au moins) deux types différents dans la liste d’appartenance, le nceud
appartient a une intersection de primitives.

2. Toutes les appartenances sont du méme type. Il faut alors vérifier s’il s’agit
d’un neeud intérieur ou de frontiere.

Le second cas est traité par comparaison du noeud et de ses voisins classés intérieurs
dans le GGC, c’est le seul opérateur de la phase de propagation pour lequel on utilise
la courbure. Dans le cas ou le nceud est sur une frontiere, on peut se contenter de
I’6ter de la liste des nceuds a traiter, car c¢’est un noeud terminal ; ¢’est—a—dire qu’on
ne construit plus d’information & partir d’un tel noeud. En effet, dans cette phase,
toute l'information est construite a partir des noeuds intérieurs. Nous verrons plus
tard que ceci assure la convergence de ’algorithme dans le cadre théorique. Il semble
aussi plus naturel de construire les frontieres a partir des arétes (TT2EN_frt).

La phase de propagation consiste alors a itérer 1’(es) opérateur(s) topologique(s)
puis les opérateurs de classements, tant que 'on peut classer de nouveaux noeuds
intérieurs.

2. Deux triangles du méme type n’appartiennent pas forcément & la méme portion de surface
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2.2.4 Post—traitements

Lors de la phase de cohérence, on détruit parfois tous les noeuds intérieurs d’une
portion. Comme le montre la figure 2.7.

Ce type de portion peut étre traité a posteriori, en recommencant le cycle d’ana-
lyse ou seuls les nceuds non—connectés a des intérieurs sont traités dans la premiere
phase. Ceci permet ainsi de finir I’analyse des nceuds intérieurs.

a b
c d
A Frontiee  mm Cone 0 o

F1G. 2.7: De gauche a droite et de haut en bas: classement initial (a),classement
apreés la phase de cohérence (b), classement des neuds non connectés (c), classement

final (d).

Nous avons maintenant une chaine de traitement complete. Nous allons en
décrire quelques aspects théoriques dans le cadre de nos hypotheses (H1,H2,H3),
avant de passer aux aspects pratiques.

2.2.5 Démonstration de ’algorithme

La figure 2.8 donne le synopsis de ’algorithme de reconnaissance construit a
partir des phases élémentaires que nous venons de décrire. Nous appelons germe
chaque composante connexe de ’ensemble de nceuds classés intérieurs a l’issue de
la phase de cohérence. Dans le cadre de ’hypothese H3, on compte un ou aucun
(cas des portions « oubliées ») germe par portion. Pour traiter les portions sans
germe, nous reprenons les phases de traitement. Nous pensons qu’il existe des cas
(en théorie) ou une itération n’est pas suffisante. Nous considérons donc dans la
suite ’ensemble des portions contenant un germe a ’étape i, S;. L’étude de la
phase de classement initiale présente peu d’intérét sous I'hypothese H3 (on classe
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tous les neeuds correctement a l’exception des frontieres et des portions oubliées).
La convergence de la phase itérative est démontrée en deux étapes:

1. Convergence de l'itération des opérateurs de propagation et classement.
2. Calcul du nombre de nceuds classés.

On suppose de plus que l'itération sur les surfaces S; est convergente.

Initial
coherence

iteration sur S

\ iterations

propagation | surin
classement

phases de classement

Post-traitement

FiG. 2.8: Synopsis de l'algorithme de convergence

Convergence de la phase itérative

La convergence de l'algorithme de reconnaissance se démontre en étudiant le
cardinal de I’ensemble des nceuds classés intérieurs a une portion. Soit [, le terme
général de cette suite définie comme le nombre de nceuds classés intérieurs a ’issue
de l'itération n et Iy comme le nombre de nocuds classés a l'issue du classement
initial et de la phase de cohérence. Une itération est ’application en cascade des
opérateurs topologiques et des opérateurs de classement.

Propriété 34 La suite (I,) admet les propriétés suivantes :
(i) (I.)n est croissante car on ne déclasse jamais de neeuds dans cette phase ;
(ii) Elle est bornée par le nombre de neuds total ;
(iii) Elle est donc convergente (d’aprés (i) et (ii));
(iv) Dés que I,+1 = I,,, la limite est atteinte.
Cette derniere propriété est vraie, car on construit toute ’information possible

a partir des noeuds intérieurs par les opérateurs topologiques. Ainsi, 'algorithme
est convergent, et la limite est atteinte des que la suite I,, est stationnaire.



2.2. PRESENTATION DE L’ALGORITHME PROPOSE 123

Nombre théorique de noeuds classés

Nous cherchons & démontrer que sous les hypotheses, (H1,H2 H3), 'algorithme
de reconnaissance sait reconnaitre tous les nceuds de S;. Pour cela, nous allons
démontrer deux propriétés des opérateurs de propagation.

Propriété 35 Les opérateurs de propagation admettent les propriétés suivantes :
1. Si une portion contient un germe, alors

— tous les neuds intérieurs sont reconnus.

— seulement les neuds intérieurs sont reconnus.
2. Les frontiéres entre deuz portions (i.e. germes) sont détectées :

— les neuds sont classés frontiére.

— les arétes sont classées frontiére.
La premieére propriété s’appuie sur

— I’hypothese H3: un nceud intérieur d’une portion connecté & un nceud classé
intérieur sera classé par 'opérateur app2N_int;

— la définition d’une portion, qui est une composante connexe.

Il existe donc sur la triangulation un chemin entre tout couple de nceuds dans la
portion (hypothese H1). Ainsi, le germe peut étre réduit a un noeud unique.

La seconde partie de la premiére propriété s’appuie sur le fait que les intersections
de primitives admettent une estimation numérique?® de k; et k> différente de la leur.
Pour cela, nous devons étudier tous les cas d’intersections entre les cinq primitives.
Seuls des cas particuliers menent & des solutions ambigilies, mais qu’on ne peut
pas considérer comme des erreurs. En effet, la description de la surface par une
triangulation est trop pauvre pour décider ce genre de cas (voir figure 2.9(a)).

Frontiere ?

€Y (b)

Fi1a. 2.9: (a) Cas ou la frontiére ne peut pas étre détectée précisement a partir de
la triangulation. (b) Frontiére entre patch, cas élémentaires.

La seconde propriété se démontre en vérifiant que ’application des opérateurs
de classement conduit bien & une définition correcte des frontiéres. On commence
par remarquer que le cas des noeuds n et m de la figure 2.9(b) sont représentatifs de

3. La courbure n’exite sur les intersections de patchs que dans des cas particuliers de raccord
C? de primitives.
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tous les cas possibles (i.e. ils posent tous les types de problémes). Le cas du noeud
n est évident: on est amené & appliquer 'opérateur TT2EN_frt. Si les deux patchs
sont différents, alors on classe ’aréte et les noeuds de frontiere. Sinon, ’opérateur
app2N_int classe le noeud de frontiere (d’apres la propriété précédente), et on clas-
sera ’aréte au pas suivant. Le cas du nceud m se ramene au cas précédent par
transmission de ’appartenance dans l'intérieur du patch.

Enfin, les portions ne contenant pas de germe, mais des noeuds intérieurs seront
classées par itération. Nous proposons la conjecture suivante.

Conjecture 2 L’itération sur les surfaces S; est convergente et tous les patchs sont
atteints dés qu’elle est stationnaire.

Ceci nous permet de donner le théoreme de convergence de l’algorithme.

Théoréme 11 Sous les hypothéses (H1,H2,H3), ’algorithme de reconnaissance sait
classer tous les neuds et tous les triangles d’une surface triangulée.

Le cas des triangles est une conséquence immédiate de I’hypothese H1.

Remarque 9 Le théoréme n’assure pas que la classification est « vraie », mais
cohérente avec les courbures calculées par Uapprozimation diffuse Hermite.

2.3 Robustesse, généralisation

Notons que seule I’hypothése H3 ne peut jamais étre vérifiée, alors que H1 et
H2 peuvent étre des contraintes lors de la construction des surfaces triangulées (cas
des modeles CAO). Nous allons montrer & partir d’exemples, que le calcul diffus de
la courbure nous permet de nous passer de H3 pour une hypothese H3’ du type:
les courbures des primitives sont « assez bien séparées par le calcul diffus » pour les
reconnaitre entre elles. Nous allons voir que la résolution tres fine du calcul diffus
joue aussi un tres grand role.

2.3.1 Classement initial (discussion de H3)

Le classement initial s’appuie principalement sur I’hypothese H3, qui signifie que
pour chaque nceud intérieur on estime bien la courbure de la primitive, et ceci de
facon exacte.

Le calcul diffus répond aux deux aspects de H3 en s’appuyant sur ’hypothese
H2. En effet, le voisinage utilisé pour le calcul de la courbure ne prend en compte
pour un nceud intérieur que des données relatives a « sa » primitive (voisins du
premier ordre, et normale des triangles dont il est le sommet). C’est ’'emploi des
normales qui permet d’obtenir une estimation de la courbure haute résolution, c’est—
a—dire avec une meilleure localisation que les méthodes usuelles qui s’appuient sur
des voisinages plus grands comme le montre le chapitre précédent. Ceci assure donc
la premiere partie de H3. Bien entendu, on ne peut pas prétendre au calcul exact,
mais le calcul diffus avec normales est tres stable. Rappelons simplement a titre
d’exemple les moyennes et variances de k; et k2 pour un cylindre de rayon 5.

C’est la qualité de 'estimation de la courbure (et essentiellement la faible va-
riance) qui nous permet d’utiliser des égalités numériques (i.e. & € pres) pour le
classement initial. Rappelons que les parametres de chaque primitive détectée se-
ront estimés par ajustement en fin de traitement. Ainsi le biais sur k; est de moindre
importance, et c’est bien la variance expérimentale des estimations qui nous importe
ici.
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|| || moyenne | variance || m. intérieur | v. intérieur ||

k1 0.202 2.5e-10 0.202 1.7e-10
ko 3.92e-4 1.74e-6 5.06e-8 9.97e-16

TAB. 2.1: Moyenne et variance de ki et ky sur un cylindre de rayon 5. Les deux
premiéres colonnes concernent tous les neuds, les suivantes les neuds intérieurs
seulement, c¢’est—a—dire ceux qui nous intéressent ... ).

2.3.2 Propagation (discussion de H2)

Le second point essentiel que nous avons utilisé est la topologie du maillage.
Dans le cas de données non structurées (nuage de points), il faudrait étre capable de
définir cette topologie; la seconde partie de ’hypotheése H2 (les intersections entre
portion sont contenues dans le maillage) posera alors un probléme qui peut étre
une piste d’investigations futures. On pourrait utiliser la haute résolution du calcul
de courbure pour détecter a priori les intersections inter—primitives. Cet aspect
concerne les opérateurs de propagation (car la topologie n’est pas respectée ... ) et
le calcul des frontieres par TT2EN_frt.

Le cas de l'opérateur app2N_int est différent, puisqu’on doit comparer les es-
timations des courbures pour prendre nos décisions. L’expérience montre que la
qualité de I'estimation de la courbure assure des tests corrects.

2.3.3 Discrétisation (discussion de H1)

L’hypothese H1 permet de classer tous les triangles d’une surface et simplifie
I’analyse de l'algorithme. Elle est cependant difficile a respecter en pratique, en
particulier dans le cas des triangles de coins (voir figure 2.3). Ces triangles ont trois
sommets sur des frontieres (qui ne peuvent jamais étre classés): il apparaissent
aux intersections de plusieurs portions de surface. Nous devons faire une hypothese
supplémentaire pour étre capable de traiter ce type de cas: on suppose qu’aucun
patch plan n’est décrit par un unique triangle (conséquence de I’hypothese
H1 si elle est respectée). Ainsi, un triangle dont les trois nceuds sont sur une frontiere
admet exactement deux arétes de frontieres.

@ Noeud de frontiere

Fia. 2.10: A gauche, le cas d’un triangle ¢ trois neuds de frontiére (chaque rem-
plissage est un patch différent). A droite, un cas topologiquement décidable.

Les opérateurs topologiques locaux ne permettent pas de décider quelles sont
les arétes effectivement de frontieres et l’aréte interne & un patch (figure 2.10).
Nous devons donc utiliser des informations géométriques ou relatives aux courbures.
Cependant, les courbures n’existent pas en ces nceuds, bien que nous la calculions
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numériquement. Nous avons donc choisi de baser notre critere sur ’angle entre le
triangle et ses voisins: les deux arétes de plus grand angle sont classées frontiere.
Cette méthode empirique fonctionne sur les cas que nous avons traités, mais n’est
pas totalement satisfaisante. Une stratégie de « switch » (inversion de diagonale dans
la triangulation) pourrait fournir une solution. On peut aussi reporter le classement
de ce type de triangle a la phase ultérieure ou les différentes portions reconnues sont
ajustées a des modeles surfaciques.

2.3.4 Cas réels traités

Nous avons appliqué les algorithmes diffus de calcul de la courbure, et de recon-
naissance des types des surfaces & trois pieces issues de la CAO (ces surfaces sont
décrites en détail en annexe C). Le tableau 2.2 montre la performance de ’ensemble
sur chacune des trois pieces. Les figures 2.13, 2.17 et 2.15 montrent des extraits
de ces surfaces. La piece dite « benz » ne respecte pas les hypotheses de travail,
ce cas montre que ’algorithme de reconnaissance permet de mieux comprendre la
structure d’une surface triangulée.

| | sony | french | psa |
classement initial | 95 % | 99.9 % | 86 %
cohérence T% | 80% | 1%
propagation 9% | 8% | 90%
post—traitement || 100 % | 88 % | 92 %

TAB. 2.2: Nombre de nceuds classés a lissue de chaque étape de [’algorithme de
reconnaissance en pourcentage du nombre de neuds initial : sony 4425 neeuds, french
3798 neeuds et psa: 11805 neuds.

On obtient un tres bon taux de reconnaissance sur chacune des pieces. La piece
« sony » respecte les hypotheses H1 et H2, ce qui nous permet de reconnaitre le type
de surface de chaque nceud. On remarque que la phase de post—traitement classe de
nouveau neceuds car plusieurs portions de primitives sont du type de la figure 2.7.
Les deux autres pieces ne vérifient pas ’hypothese H2

— dans le cas de « french » , des intersections sphére—plan ne sont pas contenues
dans le maillage: ce sont les nceuds non classés.

— le cas de « psa » est plus complexe:

— H1 n’est pas vérifiée, car certaines portions ne sont pas assez bien discré-
tisée (cas de plan décrit par les nceuds de bords uniquement par exemple).

— H2 n’est pas vérifiée; ceci concerne surtout dans ce cas les intersections
de trois primitives, qui sont lissées.

On peut aussi ajouter quelques prétraitements géométriques: par exemple, les
arétes dont l'angle des triangles de définitions dépasse une certaine valeur sont
classés frontiere a priori; les plans peuvent étre détectés de la méme facon. On
obtient donc en sortie une segmentation de la surface en composantes connexes par
les arétes de frontiere. La figure 2.11 montre le cas de la piece « sony ».

2.4 Conclusion

Nous avons montré par 'algorithme de reconnaissance des surfaces que le calcul
diffus de la courbure sur une surface triangulée présente un grand intérét pratique.
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FiG. 2.11: Frontiére d’une piéce: les frontiéres tracées en gras ont été définies par
Uanalyse de la courbure, les autres sont détectées par test géométrique.

D’une part, la grande qualité des résultats (variance faible), ainsi que la haute
résolution de ’estimation permettent de développer un algorithme de reconnais-
sance tres simple et rapide. Cette simplicité permet d’envisager des évolutions. On
pourrait par exemple s’appuyer sur les centres de courbures pour traiter d’autres
surfaces (surfaces de révolution) ; la détection d’arétes est aussi une voie de recherche
particulierement attrayante.

D’autre part, nous obtenons des résultats tres encourageants en terme de recon-
naissance : lorsqu’une surface respecte les hypotheses H1 et H2, on reconnait le type
de tous les nceuds. Le cas de la piece « sony » le montre. Ces succes montre combien
la notion de pseudo—dérivée est utile en pratique (méme pour ’approximation dif-
fuse Hermite avec données différentielles bruitées) et qu’elle permet une excellente
estimation de grandeurs dérivées.

Nous montrons aussi I'importance de la connectique, qui est définie dans notre
cas par le maillage. Ceci permet d’orienter la recherche (propagation), mais aussi
de simplifier les opérateurs. Pour traiter des nuages de points, on peut utiliser des
méthodes de triangulation ([Boi84] par exemple) ou de calcul de la connectique
(a-shapes [EM94] par exemple).
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F1a. 2.12: Sony : triangles classés de la piéce sony (les plans sont en transparence).
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retes courbure

FiG. 2.13: Sony : Classement des neuds en fin de traitement

Fi1G. 2.14: La piéce psa et de son maillage.
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HI non respectée

rouge: nceuds classés, bleu: frontieres, vert : nceuds non classés

cylindre
i

F1G. 2.15: Extraits de la piéce psa (avec le maillage) et de la piéce benz.
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Fia. 2.16: French : vue d’ensemble, maillage et premiére courbure principale k.
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| MLCARIRNEE

fFroftiere coubu ro

Fic. 2.17: French : frontiére sphére—plan avant la phase de cohérence et en fin de
traitement.
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Quatrieme partie

Eléments Diffus
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Chapitre 1

Méthodes sans maillage

Les probléemes abordés par les techniques de type éléments finis sont de plus
en plus complexes, et cherchent a décrire la physique des phénomenes de la fagon
la plus précise possible. Dans le monde du sous—sol, la simulation des phénomenes
géologiques est 'un des themes d’avenir et présente la plupart des défis des éléments
finis : prise en compte de trés grands déplacements, fortes non linéairités, fractura-
tion ... Les méthodes sans maillage ont été développées pour répondre (au moins
partiellement) & certains de ces problemes comme le rappelle [BKO196]. De la
méme facon, Zienkiewicz [Zie00] cite '’équation d’Helmholtz dans le cas des courtes
longueurs d’ondes comme 'un des problemes ouverts pour les éléments finis. Ce
probleme particulier a été abordé avec succes par Melenk et Babuska [Mel95] par
la technique dite Partition of Unity Finite Element Methods (PUFEM). Belytschko
et al. considere PUFEM comme la racine des différentes méthodes sans maillage
[BKO196].

La premiere méhode de résolution d’équation aux dérivées partielles « sans mail-
lage » est certainement la technique dite Smooth Particle Hydrodynamics (SPH)
proposée par Lucy [Luc77] et développée par Monaghan et. al. (voir par exemple
Pétude bibliographique [Mon92]). SPH est une technique particulaire. A la méme
époque, Liszka et Orkisz propose une technique de collocation (FDM) s’appuyant
sur l'idée de la pseudo—dérivée d’un approximation par moindres carrées [LOSO0].
Bien que la formulation originale ne fasse pas apparaitre de fonction d’influence
w;, FDM est la premiere méthode sans maillage avec moindres carrées glissants
(MLS). Cependant, les approximations sans maillage pour la résolution d’équations
différentielles restent confidentielles juqu’au début des années 90, lorsque Nayroles,
Touzot et Villon proposent la technique des Eléments Diffus [NTV92]. Cette publica-
tion qui mélange 'approximation diffuse et sa pseudo—dérivée dans une formulation
variationnelle semble relancer l'intérét pour les méthodes sans maillage. Depuis, les
publications se sont succédées et ’on a vu naitre de nombreuses méthodes: EFG
[BLG94], RKPM [LJZ95] , hp-Clouds [DO96], finite point [OIZT96], ...

Pour chaque publication, les auteurs vont s’attacher & I'un (ou plusieurs) des
themes suivants:

— Définition et (ou) utilisation d’une approximation particuliere pour la résolu-
tion d’équations différentielles.

Type de formulation du probléme physique pour la mise en ceuvre de la solu-
tion approchée.

Techniques d’intégration des matrices élémentaires lorsque c’est nécessaire.

— Résolution d’un probleme physique particulier.
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— Multi—résolution et (ou) adaptativité du semis de nceuds.

Ce découpage propose ainsi naturellement la structure d’une étude bilbiographique.
Dans un premier temps nous proposons une rapide description des formulations
généralement utilisées pour la discrétisation des équations aux dérivées partielles
en nous appuyant fortement sur [DT84]. Le patch test est ensuite décrit car il
joue un role central dans 'analyse des techniques sans maillage [Lao96, Kro96|.
Puis nous décrirons successivement les approximations utilisées pour les équations
différentielles, la formulation employée et la prise en compte des conditions aux
limites et 'intégration numérique lorsqu’elle est nécessaire.

1.1 Introduction

1.1.1 Reésidus pondérés

La méthode des résidus pondérés permet d’englober plusieurs méthodes de
résolution d’équations aux dérivées partielles. Nous verrons aussi dans la seconde
partie que la notion de fonctionnelle d’énergie est un cas particulier de ce forma-
lisme. La troisieme partie montre comment les résidus pondérés se déclinent en

— La formulation de Galerkin (Ritz),
— La collocation,
— La méthode des moindres carrés.

Enfin, la présentation initiale exhibe aussi le principe des éléments frontieres.
Le probleme physique que nous allons prendre en compte est volontairement
restreint a I’équilibre

L(u) + fo = 0 sur © le domaine d’intérét (1.1)
C(u) = faq sur la frontiere 9Q de :
et sera illustré par I’équation de la chaleur (ou équation de Poisson)
—Au+Q=0
gu = ¢ sur 99 (1.2)
U = upqQ, sur €,

En suivant la figure page viii, ces dernieres équations sont obtenues grace aux lois

fondamentales que sont la loi de Fourier (diffusion de la chaleur) et la conservation

de Pénergie. Les conditions aux limites sont de types Neumann (flux) sur 904 ou

Dirichlet (température imposée) sur 02, avec 02 = 0y U 012,. La méthode des

résidus pondérés va nous permettre de transformer les équations ainsi obtenues.
Le résidu associé a notre probleme 1.1 se définit de facon naturelle par

R(u) = L(u) + fo (1.3)

et écrire que u vérifie les équations du probléeme revient & dire que le résidu associé
a u est nul. Nous allons donc chercher u qui annule la forme intégrale

W(u) = /Qz/JR(u) dv = /Qz/J(E(U) + fa) dV (1.4)

pour tous les ¢ d’un ensemble de recherche, et pour v dans ’ensemble des solutions
admissibles (vérifiant les conditions aux limites). Notons que R est nul si W (u) est
nul pour tous les ¢, mais qu’on ne sait pas « tester tous les b ». Nous chercherons
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donc u dans un espace de dimension finie E, et choisirons ¢ dans un espace de
dimension finie Ey. Il parait nécessaire de demander & ces deux espaces certaines
propriétés qui assureront la convergence de notre solution lorsqu’on augmente les
dimensions de E, et Ey. Il s’agit de

— La condition d’approximabilité, qui signifie que ’on approxime « bien » une
fonction dans E,, c’est—a—dire que cette approximation converge lorsque les
dimensions de E, et Ey; augmentent.

— La condition de stabilité qui concerne l'opérateur A(u, 1) = [ L(u) dV.

Par ailleurs, la définition 1.4 fait intervenir l'opérateur L(u) directement, il est
commode dans certains cas d’utiliser une intégration par partie,

/¢V(u) dV:—/uV(z/)) AV + ¢ puiidS
Q Q oQ

pour transformer W, et obtenir une forme plus simple. Dans le cas de ’équation de
la chaleur, cette transformation s’écrit

W(u) = /Qw(—Au-i-Q) av
= [V@vw e av - § vl
Q a0 n

_ /Q(V(z/)).V(u) Q) dV — | wédsS

99,
sous les conditions (pour la seconde égalité)

{1/):05ur89u

u = upq, sur 0%,

Cette nouvelle forme de W est appelée forme faible de ’équation de Poisson. La
forme faible est utilisée car elle ne propose que des dérivées du premier ordre, ce
qui simplifie (en général) grandement la construction de ’espace d’approximation.
De plus, [, V(u)V (1) dV est symétrique.
Nous pouvons intégrer une nouvelle fois par partie, pour obtenir
ou oY
W(u)_/Q( AvYu+ Q) dV 89( o uan)dS

Deés que Ay = 0 sur Q et Q =0, W se réduit a I'intégrale de contour. C’est la base
de la méthode des éléments frontieres (équations intégrales).

Fonctionnelles et résidus pondérés On a ’habitude en physique de caracté-
riser un systéme par son énergie. Les positions d’équilibre sont alors les états qui
rendent stationnaire la fonctionnelle d’énergie potentielle. Nous avons donc deux
caractérisations intégrales de 1’équilibre d’un systeme:

1. La stationnarité de la fonctionnelle d’énergie
2. La nullité du critere W issu de la méthode des résidus pondérés.

Il existe un lien entre ces deux formulations: En choisissant ¢ = du, il existe une
fonctionnelle dont W est la premiere variation (sous certaines conditions sur le
systéme physique).
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Prenons le cas de ’équation de Poisson, ¥ = du nous donne

W (u) = / (V(0u).V (1) +6uQ) dV — | dug dS
Q 09,

qui est bien la premiere variation de la fonctionnelle

w(u,V(u)):/(1V(u).V(u)+uQ) dV—/ ué dS

o 2 0y

Remarquons pour finir que I'on peut enrichir la notion de fonctionnelle a ’aide
des multiplicateurs de Lagrange, qui permettent de prendre en compte des cont-
raintes supplémentaires comme les conditions aux limites par exemple.

Systéme d’équations différentielles : €(u) + f,= 0 surV
Conditions aux limites : C(u) =1 sur S,
C,(u) =f, sur S,

Résidus pondérés

Forme intégrale : W =j Y(E(u) +f,)dV =0
14

1
ou u satisfait les conditions aux limites sur S, et S, .
Intégration par parties
Forme intégrale faible : W = J (£ () £2(u) + Yfy)dV
v
Y
+ (C(y) s+ -)dS =0
Sy
ol u satisfait les conditions sur S,.
Choix : § = du |
(Systéme conservatif)
e Choix de {

- e Approximation de u
Fonctionnelie n

telle que
on =W

Approximation de u v

Fonctionnelle Stationnarité Forme intégrale
discrétisée . 57 =0 discrétisée — Solution
- K1{U,} =1{F}

FiG. 1.1: Des équations du systéme physique au systéme discret. La partie de gauche
concerne la formulation de Ritz, celle de droite la méthode des résidus pondérés
(d’apres [DT84]).

Forme discréte Jusqu’a présent nous n’avons pas fait intervenir les espaces d’ap-
proximation F, et E,. La restriction de la recherche de solutions & ces espaces va
nous permettre de construire le systeme fini que nous savons résoudre. En effet,
si F, est de dimension finie n, alors tout u dépend exactement de n parametres
ai,... ,ay. Il suffit donc de choisir n fonctions de tests 1, ... ,4, pour construire
le systeme d’équations discret. Notons que le choix des fonctions v est contraint
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par les propriétes du systeme linéaire que 'on veut inversible. Ce raisonnement
s’applique & la fonctionnelle d’énergie que ’on peut minimiser par rapport aux pa-
rametres ai, ... ,a,, c’est la méthode de Ritz (figure 1.2). La figure 1.1 résume le
processus de traitement des équations aux dérivées partielles que nous avons décrit
jusqu’a présent.

lrésidus pondérés

Forme intégrale

(3.7)

Y = du
intégration
par parties

_Fonctionnelle conditions de _ | Forme intégrale faible
n stationnarité dn = Waglerkine = 0

discrétisation discrétisation

de u de u
' (Galerkine)
Fonctionnelle (Ritz) Forme intégrale
discrétisée — »{ discrétisée (3.43)
(2, ay, ..., 3,) condltlonsld'e on(a,, ay ..., a,) = 0
stationnarité

par rapport
ay, a, ..., a

n

F1a. 1.2: Relation entre les formulations de Galerkin et de Ritz. D’aprés [DT84].

Choix de @ Nous venons de voir que la construction de W et le choix des deux
espaces F, et Ey permettent de construire un systeme discret d’ott 'on tire une
solution approchée du probleme posé. Comme u appartient a un espace de dimension
finie, il peut prendre I'une des deux formes suivantes

u=<N;>{u;} =N'"U=<a; >{P}

Parmi les choix d’ensemble E, possibles, nous allons décrire les quatre plus cour-
rants, qui donnent les méthodes dites de Collocation (ponctuelle et sous—domaine),
de Galerkin, et des Moindres carrés.

— Collocation ponctuelle : On choisit n points distincts dans Q et les fonctions
1; sont les diracs en ces points. La méthode des différences finies est un cas
particulier de collocation.

— Collocation par sous—domaines: On considére une partition finie de Q =
>, Q. Les fonctions ¢; sont les fonctions caractéristiques des ;.

— Galerkin : le choix ¢ = du ameéne a la méthode de Galerkin, il est équivalent
de choisir ¢; = N;. L’utilisation de ’approximation par sous-domaine pour
définir les fonctions de forme N; donne la méthode des éléments finis.

— Moindres carrés : On choisit ¢ = L(u) ou ¢; = L(N;).
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La formulation de Galerkin « usuelle » utilise les résidus pondérés avec intégration
par partie. Une variante est d’utiliser les fonctions de forme comme fonction test
sans intégration par parties, c’est la formulation de Petrov—Galerkin.

La discrétisation de la forme faible de ’équation de Poisson va donc nous amener
a évaluer des termes de la forme (dans la formulation de Galerkin)

K;; = /g)V(Ni).V(Nj) dv
et

F; = / N:Q dvV — Ni¢ dS
Q 00

pour former le systeme KU = F ou K = [K;;] et F = {F;}.
Formulation de Galerkin et Collocation Les deux formulations le plus sou-

vent employées sont la collocation (différences finies) et la formulation de Galerkin
(éléments finis). Ces deux techniques ont des propriétés bien différentes:

— La collocation

— N’admet pas d’interprétation énergétique;

— Utilise une « matrice de raideur » non-symétrique;

Traite les conditions aux limites ponctuellement ;
— Ne nécessite pas d’intégration;

— Demande un haut degré de régularité;
— La formulation de Galerkin

— Bénéficie d’une théorie bien développée (voir [RT98]);

— Utilise une matrice de raideur symétrique;

— Demande des intégrations;

— Doit traiter les conditions aux limites sur toute la frontiere;

— Fait intervenir des dérivées d’ordre moins élevé.

Ainsi, les méthodes sans maillage s’adaptent-t-elles bien a la collocation car il est
facile de contruire des dérivées d’ordre élevé sur des semis de nceuds arbitraires.
Cependant, la largeur de bande de la matrice de raideur augmente et elle n’est
pas symétrique. Les expériences menées par différentes équipes montrent que la
collocation n’est pas tres stable et manque de robustesse vis—a—vis des semis de
nceuds [LB00]. De plus, l'interprétation énergétique de la formulation de Galerkin
est tres appréciée de nombreux scientifiques (mécanique du solide par exemple).
Comme cette technique permet de construire des matrices de raideur symétriques
et de moindre largeur de bande, c’est dans ce cadre que ce situe notre travail.

Une alternative a la technique de Galerkin est la technique de Petrov—Galerkin ou
I’on n’utilise pas la transformation de I’énergie par intégration par partie. Avec
cette formulation, les propriétés nécessaires pour la convergence sont plus faibles
(voir [Kro96, Lao96]). Cependant, il faut dans le cas de ’équation de la chaleur ou
de l’élasticité linéaire calculer des dérivées secondes.
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1.1.2 Formulation variationnelle de 1’équation de la chaleur

Reprenons ici ’exemple de ’équation de la chaleur sous conditions de Dirichlet
homogenes dans un ouvert 2 en explicitant les espaces de fonctions sous—jacents
(voir [Bre83, RT98)).

(1.5)

{ —Au + au = f sur Q
=0

u|69

oll f est une fonction donnée de L?(f2).

La premiere étape est de transformer le probleme (1.5) pour diminuer le degré
de dérivation (théoreéme des travaux virtuels). Pour cela, on cherche u € Hg, telle
que

Yo € Hy(Q /V dx+a/uvd$:/fvd:c (1.6)
1 I

On montre par intégration par partie (formule de Green) qu’une solution de ce
probleme est bien solution de ’équation initiale.

Le probleme variationnel admet une unique solution comme le démontre le
Lemme de Lax-Milgram. Pour cela on pose

a(u,v) /V dm+a/uvd$
Q
:/fvdx
Q

Comme a est bilinéaire, continue et elliptique dans H, et [ est linéaire continue,
le lemme s’applique bien. De plus, la solution est aussi solution du probleme de
minimisation

et

min {%a(v,v) - l(v)}

vEHG

Cependant, les espaces mis en jeu ne sont pas de dimension finie en général. Nous
devons donc chercher une solution approchée de u dans un sous espace vectoriel V,
de H}. Sil’on est capable de construire une suite de sous-espaces telle que la solution
u du probleme (1.5) y soit « bien approchée », c’est—a—dire

ngrf 1nf{||u—v||H1 UV EV, } =0
alors on montre que la solution u,, du probléme variationnel dans V,, converge vers
la solution réelle u dans H} de la fagon suivante (C' est une constante)

||un—u||HéSC’inf{||u—v||Hé, vEVn} (1.7)

Ceci suffit pour construire des solutions approchées du probleme de Dirichlet ho-
mogene en faisant abstraction de l'intégration numérique.
Le cas non homogene se traite en minimisant la méme énergie, mais cette fois—ci
dans ’espace des fonctions vérifiant les conditions aux limites imposées.
Explicitons pour finir les équations a résoudre si ’espace V,, admet les fonctions
Ni,...,N, comme base. La solution du probleme variationnel dans V,,, u,, peut
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n
s’écrire up, = Y u;IN;, et le vecteur de ses coordonnées U =< uy, ..., up, >T est

ERITS R

solution du systeme
K,'j = fI V(N,)V(N]) dw + OéfI NideZE
F,' = fQ fN,-dw
P et S représentent les conditions de Lagrange

ou

Nous avons choisi ici de prendre en compte les conditions aux limites via des
conditions de Lagrange, mais il existe d’autres techniques décrites dans [DT84]
par exemple.

1.1.3 Crimes variationnels

Le terme de crime variationel a été proposé par Strang et Fix dans [SF73].
C’est pour mieux comprendre cette notion que nous avons repris la formulation
variationnelle de ’équation de la chaleur dans son cadre mathématique.

La section précédente montre que les ingrédients essentiels dans la formulation
variationnelle sont

— les espaces fonctionnels mis en jeu (régularité, norme),

— le calcul de la fonctionnelle IIy(v) = }a(v,v) — I(v) (qui remplace I'équation
différentielle).

En pratique, pour la formulation de Galerkin, ceci signifie que
1. Les fonctions de forme devraient étre C™ ! pour un probléme d’ordre 2m.
2. Les conditions aux limites devraient étre vérifiées exactement.
3. La fonctionnelle I devrait étre calculée exactement.

Cependant, en pratique, on viole ces recommandations: ce sont les crimes varia-
tionnels. Les éléments de coques non conformes ne respectent pas la premiere re-
commendation, et les éléments sous intégrés ne respectent pas la condition 3 par
exemple. Cependant, on sait par expérience que ces techniques sont convergentes.
Leur analyse n’a été possible que grace au patch test proposé par Irons (voir par
exemple [IR72]).

1.1.4 Le patch test

La définition premiere du patch test a été donnée par Irons et se veut une ca-
ractérisation d’ingénieur de la convergence d’éléments finis particuliers en mécanique
(voir [IL83] par exemple). Le test consiste dans ce cadre & vérifier que toutes les
solutions a contraintes constantes sont calculées exactement. Pour ’équation de la
chaleur, ceci revient a calculer exactement les solutions de flux V(u) constant.

Bien que le patch test ait été contreversé (voir [Stu80]), on peut considérer
qu’une preuve de sa validité a été donnée des l'ouvrage de Strang et Fix [SF73].
Le « dernier mot » revenant & Zienckiewicz et Taylor [TSZC86, ZT94] pour qui le
patch test est

(a) Une condition nécessaire de convergence d’'un code éléments finis,
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(b) Une condition suffisante de convergence,
(c¢) Un test des algorithmes utilisés,

(d) Un moyen de tester des algorithmes violant certaines propriétés ou certaines
lois,

(e) Enfin, un moyen de tester la programmation.

Dans l’intervalle, le patch test a été tres étudié ou utilisé pour le développement
de nouveaux éléments, citons pour mémoire [Veu74, SB77] et de facon plus récente
[FHM95].

Depuis, le patch test a connu de nouveaux développements comme le montrent
[ZT97] et son utilisation pour 'analyse des méthodes sans maillage [Lao96, Kro96].
Nous verrons plus loin qu’il est a la base des techniques d’intégration spécifiques
mises au point par différentes équipes [BK98, BTV99c].

1.2 Choix d’une méthode d’approximation

Il existe plusieurs types d’approximation sans maillage comme nous ’avons vu
dans la premiere partie. Dans la littérature, on trouve les techniques suivantes pour
la résolution d’équations aux dérivées partielles:

— Smooth particle hydrodynamics [Mon92, BK98],
— L’approximation diffuse et ses variantes [LO80, NTV92, BLG94, OIZT96],

L’approximation diffuse continue et ses variantes [LJZ95],
— hp—clouds [DO96],

— Les radial basis functions [Kan90, Wen99],

— La techniques des voisins naturels [Suk98].

On se place dans la suite dans un ouvert 2 connexe de IR". On y approche une
fonction u connue sur un semis de noeuds (z;);e; de .

1.2.1 Smooth particle hydrodynamics (SPH)

Le principe de base de SPH est d’approcher une fonction u par son produit de
convolution par un noyau wy, défini par wy, = c(h) * wres(||z||/h) ol c¢(h) est un
coefficient de normalisation (1/c(h) = [, wp(x) d€) :

() = / wi (& — y)uly) A (18)

Cependant, cette formulation intégrale n’est pas utilisable et on lui substitue une
forme discrete

i) = > walr —z)uVi. (1.9)

iel(x)

Le coefficient V; est le volume associé au nceuds ¢. Dans la formulation originale, ce
coefficient s’écrit ™ ou my; est la masse du neeud ¢ et p; est sa masse volumique.
Cette approximatiozn conduit a une formulation particulaire des équations ; elle a été
développée a 'origine pour résoudre des problemes d’astrophysique avec conditions
aux limites & U'infini [Luc77].
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La forme discrete 1.9 fait apparaitre des fonctions de forme
N;i(z) = wp(x — ;) V;.

Cependant SPH n’est que consistante d’ordre 0 si on ne fait pas d’hypothese supplé-
mentaire sur le noyau wy, ceci peut poser des difficultés de convergence. Le cas 1d
est étudié dans [BKO196].

1.2.2 Moindres carrés glissants

Diffus continu, reproducing kernel particle ou RKPM Une technique pour
rendre consistante une approximation du type SPH est ’approximation diffuse conti-
nue (voir le chapitre 2 de la premiere partie). Une alternative est proposée dans
[LJZ95] avec 'approximation reproducing kernel particle. Rappelons que I’approxi-
mation RKPM s’écrit

ax) = /Q K,y — o, 2)uly) dy

ou K, est une fonction de pondération assurant la consistance de ’approximation.
Ce noyau s’écrit comme le produit de w, et d’une fonction de correction C(y —x, x)
(voir équation 2.8, page 16 ou [LJZ95]). Le passage du continu au discret se fait
pour RKPM de la méme facon que pour SPH:

a(x) = Z Ky(z; — z,x)u;V; (1.10)
iel(x)

et les fonctions de forme associées sont N;(z) = K,(x; — =, z)V;.

La version continue de ’approximation respecte bien les conditions de consis-
tance, et les résultats numériques présentés avec la méthode RKPM semblent le
confirmer. Cependant, le passage a la forme discrete peut dégrader cette propriété
suivant le choix des volumes d’intégration V; (voir a ce sujet [LHCG97], page 297).
Dans [LL99a], les auteurs évaluent la correction pour la forme discrétisée de ’ap-
proximation. Dans ce cas, seuls les poids d’intégration V; distinguent RKPM de
I’approximation diffuse; en particulier, pour des poids égaux entre eux, les fonc-
tions de forme des deux approximations sont identiques (voir page 224).

Diffus discret (MLS) Nous avons décrit en détail ’approximation diffuse dans
la premiere partie. Il existe deux variantes dans son application aux équations aux
dérivées partielles :

1. avec pseudo—dérivation (Diffuse Element Method ou DEM),
2. avec dérivation complete (Element Free Galekin ou EFG).

Notons que la premiere technique a été la premiere utilisée pour de la collocation
dans [Jen72, LO80]. L’approximation proposée n’avait cependant pas encore atteint
sa forme finale puisqu’on ne trouve pas encore la notion de fonction d’influence w;.
Avec cette technique, la consistance est exacte avec une forme discrete, elle est donc
aujourd’hui la plus utilisée.

1.2.3 hp-——coulds et éléments finis généralisés ou PUFEM

Les principes de hp—clouds et PUFEM sont proches et 'idée est d’améliorer
I’approximation de la solution de I’équation différentielle a priori pour améliorer
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la convergence de la méthode (inégalité 1.7, page 141). Pour améliorer la capa-
cité d’approximation de 1’espace de recherche de la solution, deux techniques sont
possibles :

— On augmente le degré de 'approximation (méthode p, hp—clouds)

— On utilise une connaissance a priori de I’équation a résoudre (méthode PU-
FEM, [Mel95]).

La technique s’appuie sur la notion de partition de 'unité.

Définition 19 Soit (©;);er un ensemble d’ouvert recouvrant 0 et un ensemble de
fonctions (¢;)icr de régularité donnée tels que

(i) supp(pi) =
(i) Yo € Q,) ;i pi(z) = 1.
Les p; forment une partition de l'unité de Q subordonnée aux (;)icy-

Notons que les fonctions de forme diffuses respectent ces conditions. On considere
aussi des espaces de fonctions VP sur €; (dans H*(2 N Q;) pour les équations
elliptiques usuelles) et I’espace de recherche des solutions de I’équation différentielle
est

V= span {p;vf,i e I,vf € VF} (1.11)

Dans le cas de hp—clouds, les espaces V} sont des mondmes, et la partition de
I'unité initiale des fonctions de forme diffuse. Chaque nceud porte ainsi plusieurs
degré de liberté (un par fonction de V) et 'approximation d’une fonction s’écrit
au point ©

ae) = Y Y aippivl(z)

i€l(z) vPeVvp

ou les a; , sont des constantes. L’intérét de cette technique réside dans deux points
[DOY6] :

— La convergence de 'approximation bénéficie des propriétés des fonctions ¢;
et des fonctions v?.

— Les fonctions de forme sont simples & calculer par rapport aux autres méthodes
de type p.

Dans le cas de PUFEM, les espaces V' sont construits & partir d’une connaissance
a priori de la solution (par exemple & partir de la solution homogene).

Ces techniques favorisent la « multiplication externe » pour enrichir I’espace
d’approximation. Cependant, il est possible d’utiliser la construction de ’approxi-
mation diffuse pour augmenter la consistance de V,, en intégrant dans la fonction @
des termes supplémentaires comme le montre [FCMB97] (enriched basis).

1.2.4 Autres techniques

Radial basis functions Les interpolateurs radiaux (RBF) décrit au chapitre
3 de la premiere partie ont aussi été utilisés pour le traitement des équations
différentielles. On trouve deux types d’applications :

1. Les RBF sont utilisées comme technique de fabrication de fonctions de forme
([ZPC98, Wen99] par exemple).
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2. On utilise le modele sous—jacent a l'interpolation [Kan92].

Dans le premier cas, le type d’interpolant utilisé est crucial pour la localisation
des fonctions de forme et leur consistance. Par exemple, si on force la consistance
par filtrage (voir le systéme 1.7 page 56), alors les fonctions de forme ne sont pas
locales. On peut utiliser leur décroissance pour tronquer leur influence, mais il est
alors nécessaire d’avoir une estimation de ’erreur ainsi commise. Le deuxieme type
d’approche est beaucoup plus porteur: nous avons vu que les RBF ont un modele
sous—jacent (la construction de 'approximation myope le montre en détail pour
les splines plaques minces), l'objectif est d’utiliser ce modele pour avoir de bonnes
propriétés au niveau de l'interpolation. On retrouve ici I'idée des generalized finite
elements de Babuska et Melenk [Mel95].

Voisins naturels Nous avons cité 'interpolant de Sibson dans la premiere partie
(chapitre 1, page 9). Comme cette interpolation est consistante d’ordre 1, elle peut
étre utilisée pour résoudre des équations aux dérivées partielles avec formulation de
Galerkin [Suk98]. Cependant, la forme trés complexe des supports de fonctions de
forme rend l'intégration difficile.

1.3 Raffinement de la méthode d’interpolation

Nous avons passé en revue les différentes techniques d’approximation (ou d’in-
terpolation) utilisées dans la littérature. Un certain nombre d’articles proposent des
raffinements de ces méthodes d’approximation.

1.3.1 Moindres carrés glissants

Calcul des fonctions de forme diffuses Le calcul des fonctions de forme dif-
fuses ou de leurs dérivées (au sens usuel ou diffus) est lourd (voir par exemple
[KB95]). La caractérisation des fonctions de forme et le systéme associé (théoréme
3,page 27) permet de mettre en ceuvre un calcul rapide [BTV99a]. Les détails sont
donnés en annexe A.

Double grille En élasticité linéaire, la collocation demande de calculer des déri-
vées secondes. Une idée pour limiter 'ordre de consistance des fonctions de forme et
ainsi la largeur de bande de la matrice de raideur est d’utiliser deux semis de points
distincts [BTV99b]. La technique s’inspire des éléments finis ou les déplacements
sont portés par les noeuds et les contraintes—déformations par les points de Gauss.
Cette technique ameéne a une formulation de type Bg4H B comme en éléments finis
mais ou les deux matrices BdT, B sont différentes. En pratique, on considére deux
ensembles de points: les nceuds x; et les points d’évaluation y; et les fonctions
de forme diffuses associées IN;, M;. Des déplacements aux nceuds, on calcule les
déformations aux points d’évaluation

: oNr
Ca u? 9e HNm
e p=[BI{ v pu[Bl=| ... 0 L

Yoy i ONP  ON’

oy Oz
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puis les contraintes au points d’évaluation par la loi de ’élasticité linéaire o = [Dle.
On revient aux nceuds grace au fonctions de forme M; par

oM
00s 4 Oz T) T o az\g"
ox 19} _ e; _ i
aTwy n agy = [Bd] O'y’ y [Bd] = - 0 8‘1;
9z oy T;i OM] OM]
y oy ox

Les relations précédentes permettent d’écrire les équations d’équilibre aux nceuds,
soit de facon élémentaire

BB " b=k Y b= (R

ou {F;} représente les efforts évalués au nceud 4. On retrouve ici une forme qui
ressemble aux éléments finis, mais ol ’on perd certaines propriétés:

- B; et B sont différentes,
— les « matrices de raideur » [k;] ne sont par carrées,
— la matrice de raideur globale n’est pas symétrique.

D’apres 'auteur, la collocation double grille souffre aussi de problemes de sta-
bilité, bien que moindres que ceux de la collocation classique [LB00].

Dérivée réelle de 1’approximation diffuse L’utilisation de pseudo-dérivées
demande une intégration adaptée comme nous le montrons dans le chapitre suivant.
Un premier pas (mais pas suffisant) est de calculer la dérivée au sens usuel des
fonctions de forme de 'approximation diffuse. Cependant, ce calcul est tres couteux
si on utilise le systéme de calcul direct des fonctions de forme (voir page 26)

< N(z) >=< p(z) > [A(z)] ' PTW(x)

car cela demande de dériver [A(z)] L. Pour éviter ce calcul inutile, Krongauz [Kro96]
propose de calculer la dérivée de a(x) en dérivant le systeme (2.14, page 21) centré,
soit (en 1d)

A(z)a'(z) + A'(z)a(z) = b ()

Comme la matrice A(z) est déja triangularisée pour le calcul de a(z), on effectue
alors une « économie d’échelle ».

Discontinuité Le développement des méthodes sans maillage est motivé en par-
ticulier par la régularité des approximations utilisées. Cependant, il existe des cas
ou la solution contient des discontinuités. Par exemple une barre composée de deux
matériaux, de caractéristiques Ey, vy sur [0,1/2] et Es, vz sur [1/2,1] en traction (cet
exemple est donné dans [Kro96]). La dérivée des déplacements est discontinue & la
soudure. Dans ce cas, les auteurs tirent avantage de la dérivation complete de ’ap-
proximation et utilisent a la jonction une fonction d’influence de dérivée discontinue
qui permet de construire une fonction de forme de dérivée discontinue au nceud de
soudure (figure 1.3).
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—— Spline jump I
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Fia. 1.3: Fonctions de forme avec dérivée discontinue (d’aprés [KB98]).

Cette technique prend bien en compte la discontinuité, mais nous préférons dans
ce cas utiliser deux poutres soudées par le noeud d’interface. En effet les fonctions de
forme a dérivée(s) discontinue(s) cachent le fait que 'on a deux matériaux différents.
Or cette information doit étre portée par le modele géométrique et permet donc de
gérer facilement deux approximations couplées. Par contre ces fonctions de forme
peuvent étre utilisées lorsqu’on applique une force ponctuelle (figure 1.4).

Deplacement le long de la poutre
T T T T

u

Xo

:

L
F

Poutre en traction

|
X0

Fi1G. 1.4: Discontinuité de la dérivée avec force pontuelle.

1.3.2 Consistance

Dérivées consistantes En suivant la méme idée, Krongauz propose aussi de
rendre les dérivées de 'approximation de Shepard (diffus de degré 0) consistantes
d’ordre 1. Dans le cas de I’élasticité linéaire, ce sont les seules conditions de consis-
tances nécessaires.

En 2d, les conditions de consistances pour les dérivées des fonctions de forme
s’écrivent (on utilise la notation usuelle f, = %)

= O O = O O

&
Il

\ i€l(z

Les dérivées partielles seront calculées comme un mélange des dérivées partielles
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des fonctions de forme de Shepard ¢;

{ Nig(x) = ai(x)di(T) + az(x)diy(x)
Niy(x) Bi(x) i () + B2(x) iy (T)

Les deux premieres conditions sont respectées car on utilise les fonctions de forme
de Shepard, les quatres autres conditions permettent le calcul des coefficients « et
3. Cependant, ces dérivées ne passent pas le patch test et il est nécessaire d’utiliser
la formulation de Petrov—Galerkin (voir partie 1.4).

Consistance de SPH Le schéma d’approximation SPH n’est lui aussi que consis-
tant d’ordre 0. Il est possible d’utiliser la technique précédente pour calculer des
dérivées consistantes, mais cela nous restreint a la formulation de Petrov—Galerkin
et a certaines classes de problemes.

Bonet propose une alternative pour la formulation de Galerkin elle-méme [BK98]
en utilisant une fonction de correction selon le principe de RKPM, mais cette fonc-
tion de correction est calculée apres la discrétisation de I’approximation (1.10). On
modifie le noyau d’approximation grace aux fonctions a(x), 3(x) (nous restons ici
a deux dimensions)

i) = wi(@)a(e) (1 + Bl@).(x - 2)))

qui sont calculées pour respecter les conditions de consistance (la seconde égalité
est vectorielle)

> wi(x)Vi =1
i€l(xe)
> (—z)uwi(x)V; = 0
i€l(xe)

et les auteurs donnent ’expression de «a, 3

a(z) = 1/ (zu T B).@ - scm) wi(@)V,

i€l

iel(x)

B(x) = l Y. (& —mi) @ (z —zi)wi(z)V;

1.3.3 Analyse multi—échelle

Multiple scale RKPM Dans le cadre de RKPM, Liu et. al. se sont intéressés
& l'influence de la fonction de référence w,.r. Dans leur article initial [LJZ95], ils
montrent méme des taux exponentiels de convergence avec un noyau Gaussien cor-
rigé.

L’aspect le plus intéressant est cependant ’analyse multi—échelle qu’ils proposent
en se basant sur des classes de noyaux particuliers issus de la théorie des ondelettes.
Le principe est d’utiliser comme fonction de référence w,.; une « ondelette pere » ¢
(scaling function). Décrivons les idées de bases pour la construction de cette fonction
(pour plus de détails consulter [Mey90, Dau92, WA94]).

Une ondelette pere est définie & partir de la notion d’analyse multirésolution qui
est une suite d’espaces emboités

{0y=VeoC...CViCWCV 1 C...CV. o =LYR)

et est caractérisée par « I’équation de dilatation » (dilation equation) suivante

o0

Ian)rez € P(R), p(x) = D arx(2z — k).

k=—o00
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Cette équation signifie que les fonctions ¢y, (z) = 2’m/2¢)(2% —n),n € Z génerent
les espaces V,,,. On définit 'espace W,,, comme le complément de V,,, dans V,,_1
(somme a priori non—orthogonal)

Viner = Vi + Wi

Et de la méme facon que précédement, les espaces W, sont générés par les fonctions
Ymn(T) = 2_”"‘/21/1(2% —n),n € Z ou 1 est 'ondelette associée a ¢. L2(IR) est la
somme des espaces W, qui représentent les fonctions avec une précision croissante

L2R)=...+W_  +Wo+Wi+...
fel?2R),f=... 4w +wo+w_1+...

~ On utilise la technique usuelle de RKPM pour construire 'ondelette pere corrigée
¢, et I'ondelette mere corrigée )5, définie par

Pap(x — i) = §p(x — T5) — P2p(x — 7).
Par analogie aux ondelettes, ’approximation d’une fonction u par RKPM peut se

décomposer en échelles successives. Pour cela, on définit I’'opérateur d’approximation
P, par

Pyu)(z) = Y dple —zi)Viu,

el (x)

et 'opérateur complémentaire ()2, par

Qp(W)(@) = Fics(a) Y2o(@ — zi)Vius
= By(u)(z) = Pop(u)(2)

L’approximation a 1’échelle p est donc
Pp(u) = Poy(u) + Q2 (u)

et I'on peut répéter le processus sur P, pour avoir une représentation multi—
résolution. A partir de ce schéma, il est possible de construire un schéma d’adapta-
tion h-p ol P, joue le role d’indicateur d’erreur [LC95].

Un exemple de famille de fonctions ¢ est donnée par les splines, qui sont les
convoluées successives de la fonction de Haar (voir figure 1.5).

Mise en ceuvre de RKPM La mise en ceuvre de RKPM suppose quatre choix:

1. celui de la consistance,
2. celui du noyau,
3. celui du rayon d’influence p,

4. celui du semis de nceuds.

La consistance de I’approximation est en général choisie en fonction de ’équation a
résoudre et du taux de convergence souhaité. En pratique on assure une consistance
d’ordre m pour une équation d’ordre 2m (patch test). Le choix du noyau, de son
rayon d’influence et du semi de noeuds est rarement abordé dans la littérature, mais
Liu et al. propose une analyse dans ’espace des fréquences pour effectuer ces choix
en s’appuyant sur des techniques de traitement du signal (échantillonage) [LC95].
La figure 1.6 montre les transformées de Fourier des fonctions d’atténuation

R . k+1
splines (la spline d’ordre k admet pour transformée f(§) = (3”2(/#) ). On
voit ici que le contenu fréquentiel de ces fonctions est différent: plus 'ordre de
la spline est élevé plus la fonction ¢ est passe-bas. A l'extréme, la Gaussienne
é(x) = exp(—z?) de transformée (&) = /7 exp(—£2) ne présente pas de « lobes »
moyenne et haute fréquence. Ceci explique les taux de convergence tres élevés notés

dans [LJZ95].
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Fonction de Haar Fonction chapeau
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FiG. 1.5: Fonction d’atténuation splines.

1.3.4 Base hiérarchique, hierarchical partition of unity

On retrouve ici I'idée de pseudo—dérivée dans le cadre RKPM, mais son exploi-
tation est différente. Elle est utilisée pour construire une base de fonctions de forme
hiérarchique qui admet de bonnes propriétés d’approximation et permet de résoudre
des problémes difficiles [LL99a, LL99b]. On se place dans IR dans la suite par souci
de simplicité.

Soit @, (t) = Y1, di(x)pi(t — x) la fonction ajustée & u par moindres carrés
continus (diffus continu). Nous avons vu dans la premiére partie que

w0 =" (S2) ) [ () w0 dy

La technique habituelle en moindres carrés glissants pose 4(z) = @, (z). Pour définir
une partition de l'unité hiérarchique, les auteurs définissent la fonction

ul(t) = @t
+am Cale)p” d° (PT (%)) M(z) [, P (y;) u(y)p(y — ) dy

=1

~—~
~—

Cette approximation « peut étre vue comme un développement de Taylor tronqué
lorsque C, = 1,Va » [LL99a]. L’approximation @ de u se définie par

a(z) = uj(2)

Dans la version continue, il vient

i) = 3 Calw) f, Kt — 2, 2)u(t) dt

Kll(t — z,z) = PT (%) b (), (t — )

M@W@ZP@®={§%%H$)

-
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Fonction de Haar Fonction chapeau
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Fia. 1.6: Transformées de Fourier des fonctions d’atténuation splines.

ou M(z) est la matrice des moments de ¢,, soit

M(;I;):/QPT (t;:”)P(t;x) ,(t — z) dt

Les intégrales sont discrétisées comme précédemment, ainsi que le calcul de M (z) ce
qui assure la consistance numérique de I’approximation [LL99a]. L’approximation
P

u s’éecrit

() =300 Xici(a) i (@)u;
(@) = Kll(2; - o, 2)Vi

Les fonctions 1/11[-0‘] ne sont pas libres dans span(z/)l[-a])m. Une base hiérarchique est

une sous—famille libre de la famille (1/11[0‘])1',1 [LL99a).

Si la base P est (1,z,...,2™), si les fonctions Cy, () sont constantes et égales
a 1, et les poids d’intégration V; sont tous égaux, alors les fonctions de forme
hiérarchiques 1/}1[»“] sont les fonctions de forme diffuses et leur pseudo—dérivées:

. o] _ 0%N;

Vi, Vo, 1 = —

Les fonctions de forme w@[a] admettent dans le cas général les propriétés de consis-
tance des fonctions de forme diffuse et de leurs pseudo—dérivées.

Cette approximation permet avec un choix particulier des constantes C, de
synchroniser la convergence dans les espaces H'({2). C’est-a-dire qu’on a le méme
taux de convergence pour les dérivées de u jusqu’a un certain ordre p. Muni de cette
propriété, les auteurs montrent dans un article compagnon [LLI9b] des applications
aux équations aux dérivées partielles. Les résultats pour I’équation d’Helmoltz par
exemple semblent trés encourageants.

Cependant, la famille des (@bl[a])m n’est pas libre, ceci pose des problémes pour

le choix des fonctions a conserver et aucun résultat général n’est donné a ce sujet.
Cette difficulté est contournée lorsqu’on utilise les bases hiérarchiques pour des
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techniques d’adaptation de type p (on ajoute les « ondelettes » nga] la ou c’est
nécessaire et par « croissant). Notons que cette technique d’adaptation peut étre
particuliérement simple [LLI9b].

1.4 Formulation

1.4.1 Formulations pour méthodes sans maillage

Les spécificités des méthodes d’approximation que nous avons recontrées dans
la littérature (continuité et consistance élevées, utilisation & 1, 2 ou 3 dimension(s),
... ) permettent d’envisager la plupart des formulations issues des résidus pondérés.

Collocation Certains auteurs prétendent que la collocation mene & une « vraie »
méthode sans maillage car on n’a pas de découpage sous—jacent pour ’intégration
[Alu00]. Cette technique a été la premieére implémentée [Jen72, LO80], mais elle
souffre d’instabilité comme nous I'avons déja vu.

La technique de collocation double grille permet de limiter la consistance des fonc-
tions de forme prises en compte (on ne dérive chaque famille qu’une seule fois), mais
la matrice de raideur obtenue n’est pas symétrique, et le probleme d’instabilité n’est
pas parfaitement résolu.

Galerkin, Petrov—Galerkin La formulation de Galerkin est aujourd’hui la plus
employée pour les méthodes sans maillage. Cependant, cette technique n’est pas
sans poser quelques problemes liés a 'intégration et aux conditions aux limites.

L’intégration numérique est nécessaire car les fonctions de forme n’ont pas une
forme algébrique simple et connue & l’avance [BTV99a]. Lorsque 1’on écrit la formu-
lation variationnelle, les travaux virtuels sont intégrés par parties (voir I'introduction
de ce chapitre). Or la pseudo—dérivée ne vérifie pas la formule de Green et il est
nécessaire d’utiliser la formulation de Petrov—Galerkin [Lao96, Kro96]. C’est dans
ce cadre que I’on peut utiliser les dérivées consistantes présentées précédement.

Autres formulations Il existe aussi d’autres formulations utilisées avec une ap-
proximation sans maillage. Nous citons simplement pour référence deux techniques
de type éléments frontieres:

— Boundary Node Method (BNM) [MM97, CMM99],
— Meshless Local Boundary Integration Equation (MLBIE) [AZ00],

car BNM n’est pas adaptée aux problémes non-linéaires et 'intégration nécessaire
pour MLBIE est trés complexe (intégration sur des spheres).

1.4.2 Conditions aux limites

La prise en compte des conditions aux limites de type Dirichlet ne pose pas
de probléeme avec les techniques de collocation car on sait construire des fonctions
de forme interpolantes ou utiliser des multiplicateurs de Lagrange. Au contraire,
lorsqu’on écrit la formulation variationnelle, les fonctions de test sont de trace nulle
sur la frontiere. Ce point est important pour 'intégration par parties, car il fait
« disparaitre » la partie surfacique de la formule. On doit donc autant que pos-
sible utiliser des fonctions de forme qui vérifient cette propriété. On trouve quatre
techniques de prise en compte des conditions aux limites

1. Par multiplicateurs de Lagrange sans forcer la condition Ni| ao= 0 [TBBY4].
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2. Par couplage avec une couche d’éléments finis [Kro96].
3. Par modification des fonctions de forme diffuses [BV99].
4. Avec interpolation a la frontiere [KS97].

La premiere technique consiste & conserver les fonctions de forme et a imposer les
conditions aux limites par des multiplicateurs de Lagrange définis sur la frontiere par
une interpolation de Lagrange. Cette technique conduit a une formulation modifiée
pour prendre en compte les conditions aux limites et & un systeme avec multiplica-
teurs de Lagrange, donc plus lourd a résoudre. Une formulation différente permet
de construire un systéme qui conserve une structure bande [LBG94], mais qui reste
plus lourd que le systeme éléments finis usuel.

La seconde technique consiste a utiliser une couche d’éléments finis le long de la
frontiere I'y, ot 'on impose des conditions aux limites. On profite ainsi des bonnes
propriétés des fonctions de forme de I'interpolation par sous—domaines pour prendre
en compte les conditions aux limites (elles sont bien dans H}). Le couplage entre
fonctions de forme diffuses N/ et fonctions de forme éléments finis N/ est défini
par Krongauz [Kro96] et les nouvelles fonctions de forme N sont

(1 —v(@)N" () + v(@)NT (&) e Qp

NP (g) = .
i (@) {N;”f(m) x €Ny

ou Qg est la région EFG pur, et (1 est la région de couplage couverte par les
¢léments finis. La fonction de couplage v(x) est définie par v(x) = 3¢ () fo(w)
avec Ip(x) Pensemble des indices de nceuds de frontiere de 1’élément dans lequel
on se trouve. Ainsi, I'approximation sur la frontiere est I’approximation par sous—
domaine.

Une troisiéme technique est proposée par Villon et Breitkopf [BV99]. L’idée est
encore de forcer les fonctions de forme & s’annuler sur la frontiere de 2. Ici, la tech-
nique utilise une modification du critere de construction de ’approximation diffuse
le long de la frontiere. Nous ne décrirons pas cette méthode car la construction est
trés complexe.

Enfin on peut aussi utiliser une interpolation diffuse sur la frontiére pour imposer
aux neeuds uniquement les conditions aux limites [KS97]. Cette technique ne cherche
pas & respecter la condition v € H} exactement, mais uniquement, & la limite lorsque
le nombre de nceuds sur la frontiere augmente.

La prise en compte des conditions aux limites reste une question ouverte, car
les techniques employées demandent une gestion spécifique de la frontiere et le
maintien d’une structure compliquée pour le calcul de I’approximation. Dans le
cas du couplage éléments finis—approximation diffuse, les fonctions de forme sont
difficilement intégrables.

On note ici clairement que les approximations sans maillage doivent utiliser une
géométrie de l'objet qui n’était pas nécessaire en éléments finis ou les éléments
définissent la géométrie par bijection a I’élément de référence. Ce point est a la fois
une force (on évite les erreurs de discrétisation a la frontiere) et une faiblesse (on
sait mal prendre en compte les conditions aux limites) des méthodes sans maillage.
Une technique efficace de prise en compte des conditions de Dirichlet reste encore
a développer.

1.5 Intégration

Le point crucial pour la mise en ceuvre de la formulation de Galerkin est 'inté-
gration de la matrice de raideur, de la matrice de masse (dynamique, analyse mo-
dale) et du second membre du systéme discret. En éléments finis, ce probléme est
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« pré—résolu » par 'approximation mise en ceuvre: les sous—domaines sur lesquels
est calculée I'interpolation, servent naturellement de pavés d’intégration. Ainsi, les
supports d’intégration sont cohérents avec les supports de ’approximation. Ce point
est I'une des clefs du succes des éléments finis.

Lorsque 'on utilise une technique d’approximation sans maillage, on n’a pas
de support naturel d’intégration car les intersections de supports de fonctions de
forme sont parfois trés complexes'. Ce point fait donc I’'objet de plusieurs travaux
qui utilisent deux types de techniques:

1. définition d’un pavage et intégration de Gauss sur chaque pavé,
2. intégration nodale.

Nous allons décrire dans la suite les variantes de ces deux techniques. Puis nous
décrirons I’analyse du patch test proposée par [Lao96, Kro96, BK98] sur laquelle
s’appuiera notre technique d’intégration.

1.5.1 Pavage d’intégration

Pavage aveugle Dans sa version initiale, EFG s’appuie sur un pavage d’intégra-
tion indépendant du semis de nceuds et des supports des fonctions de forme (figure
1.7).

domain influence

I fo |

o
0% ©°1° | 1 ° 4 P
| |

! | | | |

Fia. 1.7: Cellules d’intégration d’aprés [BLG94]

Cette technique conduit a un algorithme de construction de la matrice de raideur
différent des éléments finis puisqu’elle se base sur les cellules d’intégration. Ceci
montre bien que le coeur de la formulation variationnelle est 'intégration (voir figure
1.8).

L’intégration ’EFG pose cependant de nombreux problemes comme le montre
[DB99]. Ceci s’explique de la fagon suivante: lorsqu’on évalue une intégrale avec la
technique de Gauss, on écrit

/Q fz)dz = ngf(fg)

ou les poids et points d’intégration wy, &, sont calculés pour un domaine de forme
spécifié (et éventuellement de référence, ce qui fait intervenir une bijection entre le

1. Le cas extréme est celui des voisins naturels [Suk98] ou l’on ne controle pas les supports
d’approximation qui sont des réunions de disques (spheéres)!
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1. boucle sur les cellules d’intégration, C

(). boucle sur les points d’intégration (points de Gauss), x,.

. si le point d’intégration est a l’extérieur du domaine, aller a e.

a

b. calculer I(z,)

c. calculer les fonctions de forme, leurs dérivées.
d

. calculer les contributions aux matrices, vecteurs du systeme linéaire.
e. fin si.

(ii). fin boucle z,.

2. fin boucle C
Fia. 1.8: Séquencement de EFG d’aprés [BLG94, LBGY94]

domaine réel et le domaine de référence). L’erreur d’intégration est donc due a l’écart
de la fonction intégrée a sa partie contenue dans I’ensemble des fonctions intégrées
exactement (en général des polyndmes jusqu’a un certain degré). L’expérience des
éléments finis montre que cette erreur est suffisamment faible pour étre négligée
(éléments isoparamétriques). Or dans le cas de EFG, on fait aussi une erreur sur
le domaine d’intégration, et ’expérience prouve que cette erreur est beaucoup plus
préjudiciable a la qualité de l'intégration.

Pour montrer leffet du domaine sur le calcul numérique d’une intégrale, nous
avons calculé l'intégrale de 'indicatrice de forme géométrique simple dans le carré
[-1,1] x [-1,1] par la méthode de Gauss—Legendre (figure 1.10), la lenteur de
la convergence montre qu’il est nécessaire d’adapter le pavage d’intégration aux
supports des fonctions de forme.

Le test de la figure 1.10 est un cas extréme car la fonction intégrée admet une
forte discontinuité. Pour illustrer ce résultat de fagon intuitive, prenons le cas de
I'indicatrice I de [—1,0] sur [—1, 1] intégrée par la méthode de Gauss—Legendre

()~ 19 ds = 3w, 1(6)

Par construction, la valeur de Z(I) est l'intégrale de ’approximation Lagrangienne
de I appuyée sur les points de Legendre (&,), soit

1 . E-¢)
7/11@) de = L S Ly(6)F(&,) €, Ly(€) = h

i#g

et la discontinuité de I fait apparaitre un phénomene de type Gibbs (figure 1.9).

Nous avons donc calculé I’approximation d’une fonction continue dont le support
est contenu dans [—1,1] x [—1,1]. La convergence est ici meilleure, mais le nombre
de points de Legendre pour obtenir une bonne approximation est toujours tres élevé
(400 points pour une erreur relative de 107°!). Ceci montre comme précédement
que pavage d’intégration et support d’interpolation doivent étre cohérents, c’est—a—
dire que l'ensemble des noeuds d’influence I(x) doit étre constant sur chaque pavé
d’intégration.

Pavage adapté Le constat précédent pousse donc a intégrer sur les zones ou la
liste des nceuds d’influence I(z) est constante. La forme de ces zones est complexe si
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12 T T 12 T T
interpolation Lagrangienne —— interpolation Lagrangienne ——
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10 points de Legendre 20 points de Legendre

Fic. 1.9: Approzimation Lagrangienne d’un escalier.

on utilise la distance usuelle pour les fonctions d’influence w; () = wyey (”‘ﬁ"_ri’“””z
ce sont des intersections de disques (2d)! Les auteurs proposent donc d’utiliser les

fonctions d’influence définies par produit tensoriel [DB99]

_ T — X Y—Ui
wi(T) = Wy p Wref 7 .
1 1

Ainsi les zones de liste d’influence constante peuvent se découper en rectangle (tech-
nique des boites d’encombrement).

L’utilisation du pavage d’intégration adapté permet une nette amélioration des
résultats de EFG. Cependant, le patch test n’est passé que pour un tres grand
nombre de points de Gauss. Ce résultat n’est pas surprenant si 'on s’intéresse a la
forme des fonctions de forme MLS: dans le cas 1d avec consistance linéaire, on a
pour n neeuds [BTV99a|

> wi(@w; (@) (@ — o) (@i — 7).y .
Ni(w) = 22 y cd =" wi(a)w; (@) (z; — x5)
j=1 j=i

La fonction de forme n’est pas un polynéme mais une fonction rationelle avec wyy
polynomiale. Intégrons sur [—1,1] x [—1, 1] deux fonctions rationnelles simples &
titre d’exemple (figure 1.12):

f&n) = m

9&n = trpee
On note sur ce simple test une remarquable corrélation avec les résultats présentés
dans [DB99] pour le patch test. Un schéma d’intégration efficace pour les méthodes
sans maillage doit étre capable d’intégrer efficacement les fonctions rationnelles.
Nous verrons au chapitre suivant comment construire une telle intégration. De plus,
la construction des pavés d’intégration proposée est lourde, nous définirons aussi une
technique inverse et plus simple (on ajuste les supports des fonctions de forme aux
pavés d’intégration).

1.5.2 Intégration nodale

Un schéma d’intégration basé sur un pavage peut engendrer des difficultés pour
les grands déplacements, car les cellules d’intégration dégénerent. On retrouve ici
les difficultés des éléments finis lorsqu’il est nécessaire de remailler. Pour contourner
ce probleme, une intégration nodale de la formulation variationnelle discrete a été
proposée par Beissel et Belytschko [BB96].
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Influence du domaine sur I’integration de Gauss-L egendre
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FiG. 1.10: Intégrale de l’indicatrice d’un cercle, d’un carrée et d’un triangle, étude
de la convergence du schéma de Gauss—Legendre tensoriel. En abscisse, le nombre
de points de Legendre 1d.

Convergence de I’ integration de Gauss-Legendre

°

Erreur relative
o

1 10
nombre de points de Legende 1d

F(&m) =1+ cos(m\/€ +1?)
f{—l,l]x[—1,1] f(g;"]) dS =m — %

Fic. 1.11: Convergence de l'intégration de Gauss-Legendre tensorielle — Cas d’une
fonction continue de support le disque unité.
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Integration d' une fonction rationelle par Gauss-Legendre Integration d’ une fonction rationelle par Gauss-Legendre
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FiG. 1.12: Intégration de fonctions rationnelles par la méthode de Gauss—Legendre

Schéma de base L’idée de base pour une intégration nodale est simple : on utilise
la définition Riemannienne de l'intégrale. La discrétisation de la fonction inconnue
u s’appuie sur un ensemble de noeuds (z;);e; dans §2; & chaque neeud, on associe
un volume élémentaire q? tel que la somme de ces volumes soit celui de 2. Une
intégrale sur {2 est approchée par

/Q fx) d2 =3 g (ws).

iel
En pratique, les auteurs choisissent

¢ = fopt 0
' >ier fap}

avec p; le rayon d’influence du nceud i, f} la fraction de la zone d’influence dans
et n la dimension de ’espace. D’autres volumes élémentaires peuvent étre proposés
qui sont mieux adaptés a de grands maillages, mais cela ne change pas le principe
de 'intégration nodale [BB96].

L’intégration nodale est particulierement bien adaptée aux méthodes sans mail-
lage. En particulier, les problemes avec tres grandes déformations comme le forgeage
sont traités sans remaillage ou équivalent pour les cellules d’intégration [BK98]. Le
but semble atteint, mais une difficulté apparait: I'intégration nodale ne filtre pas
certains modes parasites.

Modes parasites (spurious modes) Le phénomene des modes parasites est
bien connu en différences finies ou pour des éléments sous—intégrés. Ce sont des so-
lutions d’énergie nulle, leur présence signifie que la formulation discréte du probleme
variationnel n’est pas définie (matrice de raideur K). Bonet et Kulasegaram mettent
en évidence le méme phénomene pour la méthode SPH corrigée décrite précédement
[BK9§] et la figure 1.13 montre un exemple avec EFG et intégration nodale.

On élimine les modes parasites en discrimant les différentes solutions d’énergie
nulle par I’ajout d’un terme de stabilisation. Ce terme de stabilisation n’est autre que
la fonctionnelle utilisée dans la méthode des moindres carrés, soit pour ’équation
de la chaleur dans IR" (probleme 1.5, page 141)

{ 10 = Byt Bt |
I (u) = inp" [o(—Au+ au + f)? dQ

ou 77 est un facteur adimensionnel et p™ assure ’homogéneité. Le minimum de IT est
celui de IIy. La figure 1.13 montre que 1’on stabilise bien la solution. Il est nécessaire
de calculer des dérivées secondes et donc d’assurer une consistance quadratique de
la base d’approximation. Ceci entraine un élargissement de la matrice de raideur
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F1a. 1.13: Modes parasites et stabilisation d’aprés [BB96]

K. Une correction du type dérivée consistante est proposée dans [BK98] pour le
Laplacien, ce qui évite ce probleme.

L’intégration nodale se heurte & une autre difficulté: le patch test n’est pas
passé exactement mais seulement asymptotiquement. Il faut donc construire une
correction de l'intégration ou des gradients calculés pour passer le patch test. Bonet
et Kulasegaram construisent un gradient modifié

Vulws) = Vu(e;) +,[ul;
avec [u] le défaut d’interpolation de SPH, soit
[u];, = u; — a(x;).

Les coefficients v, sont calculés de facon a satisfaire les conditions du patch test
que nous allons décrire dans la section suivante. Ils sont solution d’un systéme
d’équations linéaires. Finalement, la méthode SPH avec correction du noyau et
intégration nodale corrigée permet de simuler le forgeage.

Notons que cette correction de l'intégration nodale ne peut étre mise en ceuvre
avec une interpolation. Il faut donc trouver une autre technique pour bénéficier
de I’égalité entre dérivée diffuse et dérivée usuelle aux nceuds d’une interpolation
diffuse.

1.5.3 Le patch test

Une analyse du patch test est proposée dans [La096, Kro96, BK98] pour ’équa-
tion de la chaleur ou I’élasticité linéaire. Les différents auteurs montrent des résultats
similaires ; nous en proposons ici une argumentation générale.

Soit un probleme différentiel (voir [ZT97])

ST(HSu) = Au = f

ou S est un opérateur différentiel et H une matrice de parametres. Sa formulation
variationnelle s’écrit : trouver u € H telle que

Yo € H,a(u,v) = 1(v).

Apres discrétisation et intégration numérique, on doit résoudre le probléme approché
(de solution u*): trouver u € V,, tel que

Yv € Vy,a* (u*,v) = 1" (v)

Les formes approchées bilinéaire a* et linéaire [* sont obtenues & partir de a et [ en

remplacant la vraie intégration [ par une intégration numérique ¥ et (éventuelle-

ment) la vraie dérivation % par une pseudo—dérivation %, sachant que les deux
k2 k2
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opérateurs d’intégration et de dérivation approchés restent linéaires. La forme bi-
linéaire symétrique définie positive a étant fixée, & chaque choix de la forme linéaire
[ correspond un probleéme et une solution unique ueg.

Condition nécessaire et suffisante pour passer le patch test Soit P l'en-
semble des fonctions u telles que Swu soit constant. Le patch test vérifie que tout
probleme admettant une fonction de P comme solution est résolu exactement avec
les opérateurs approchés a*,[*, i.e. u* = u¢; Si uer € P. L’espace de recherche V,,
doit donc toujours contenir P pour passer le patch test.

Hypothese 6 Soit N; une base de V,, et I, l'ensemble des indices des neuds
intérieurs, nous Supposons que:

est inversible).

int

H1 Le probléme discret est bien posé (i.e. K = [a*(N;, N;)]ijer
H2 Si A7'f € P, alors [(N;) = I*(N;).

Or u* = ue, implique que pour tout ¢ dans I, a*(ue,, N;) = I*(IV;) grace a H1. Ceci
démontre que sous H1, H2, on passe le patch test si et seulement si pour tout p dans
P, pour tout i dans I, a*(p, N;) = a(p, N;). Cependant, pour les problemes usuels
(élasticité, équation de la chaleur) si p est dans P, alors Ap = 0. Ainsi ’hypothese
H2 est vérifié avec une intégration de type Gauss ou une intégration nodale.

Théoréme 12 Si pour tout p dans P, Ap = 0, alors le probleme discrétisé passe
le patch test si et seulement si

Vp € P7VZ € Iaa*(paNi) = a(paNz)

Conséquences Si AP = {0}, pour une base e; de P et une base N, de V,, il
vient

Vi,Vj,a*(ei,Nj) :a’(eiaNJ) (112)

Par ailleurs, pour que le probleme admette toujours une solution unique dans V,,,
il faut et il suffit que a* (qui est symétrique) soit définie (H1). Cette condition est
équivalente & imposer I'inversibilité de la matrice K™ telle que K}; = a*(N;, N;) et
dans laquelle ont été prises en compte les conditions aux limites (cas d’une interpo-
lation et d’une base Lagrangienne).

Pour ’équation de la chaleur (a = 0), le patch test minimal est la reproduc-
tion exacte des solutions linéaires. Ceci impose donc aux fonctions de forme une
consistance linéaire ainsi qu’a leurs dérivées premieres. Les conditions (1.12) sont
des tautologies pour les constantes. Pour les fonctions linéaires, il vient aux nceuds
intérieurs (le cas des noeuds extérieurs est réglés par les conditions aux limites) :

wﬁwmmmzﬁwmnm

ol ¢ est un vecteur constant et quelconque dans IR". D’apres la formule de Green,

/ V(u) dQ2 = nu dS
Q 09

et en se souvenant que les fonctions de forme INV; sont locales, il vient finalement la
seconde condition pour passer le patch test

Vi, x; nceuds intérieur,j[ V(N;)dQ =F nN;dS (1.13)
Q 09
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Ceci nous permet d’écrire le théoréme suivant :

Théoréme 13 Soit la discrétisation de la formulation variationnelle de l’équation
de la chaleur (1.5) avec condition de Dirichlet par une interpolation Lagrangienne
de fonction de forme N;, et I;,; l'ensemble des indices des neuds intérieurs. Deux
conditions nécessaires pour passer le patch test sont:

1. La matrice K définie par, K;j =f;, V(N;).V (N;) d,i,j € Line, est inversible.

2. L’intégration numérique § et la dérivation 6%@_ sont lies par l’équation (1.13) :

Vi € Iint:f V(Nl) dQ) :f nN; dS
Q oQ

Dans le cas 1d (2 =]a, b[, a < b), ’équation (1.13) s’écrit pour une interpolation

Vi€ Iint,jf N! dz =0,
SUpPpP(N;)N]a,b|

et pour une approximation
Vi e Iint;f NZI dr = Nl(b) — Nl(a)
SUPP(N;)N]a,b|

Nous exploiterons cette condition dans le prochain chapitre pour construire une
intégration robuste et qui assure le patch test. Le chapitre suivant généralisera ce
résultat & une équation d’ordre 4 qui régit la flexion des poutres.

1.6 Conclusion

En conclusion, le nombre de méthodes (techniques?) sans maillage est tres im-
portant, et le choix de 'une d’entre elles difficile. Un premier constat pousse vers
les formulations de Galerkin et Petrov—Galerkin car la collocation n’est pas stable.

En second lieu, on doit choisir une approximation. A la vue des options possibles,
il semble que les moindres carrés glissants discrets sont les mieux formulés et les
plus flexibles pour les équations différentielles:

— c’est une approximation discrete,
— elle admet une consistance exacte d’ordre quelconque m,

— il reste des libertés sur les supports des fonctions de forme qui peuvent étre
locaux.

Ils permettent aussi divers schémas d’adaptation (bases hiérarchiques, hp—clouds).
Mais ce point n’a pas été approfondi car d’autres aspects ne sont pas encore satis-
faisants.

Dans la formulation de Galerkin, on doit étre attentif & ’approximation sur la
frontiere. Nous avons vu que les solutions proposées ne sont pas satisfaisantes. De
la méme facon, l'intégration numérique utilisée en pratique n’assure pas de passer
le patch-test. Une premiere piste est d’adapter le pavage d’intégration aux supports
des fonctions de forme. Cependant 1’algorithme est complexe.

La mise en ceuvre d’une méthode sans maillage suppose donc une avancée signi-
ficative dans chacun des deux domaines:

— Conditions aux limites.
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— Intégration numérique.

Nous avons choisi ici de nous pencher sur l'intégration numérique pour plusieurs
raisons:

1. 1l est possible de tester l'intégration numérique sans connaitre de solution
pour les conditions aux limites (1d, domaines de forme simples en 2d, 3d).

2. On ne peut pas tester d’idées sur les conditions aux limites sans intégration
performante.

3. Les conditions aux limites font 'objet de travaux &4 ’'UTC (P. Villon, P. Breit-
kopf).

4. On peut traiter des problemes industriels avec des modeles 1d (poutre).

Nous allons donc proposer dans la suite une technique d’intégration numérique
efficace et robuste basée sur le patch test. De nombreuses variantes de techniques
MLS sont testées et montrent les qualités de cette solution pour ’équation de la
chaleur en 1d (chapitre suivant). Nous étendons ensuite la définition de I'intégration
numérique & des barres (poutre rectiligne, équation du quatrieme degré, chapitre 3)
ce qui nous permet finalement de traiter un modele de forage (chapitre 4).
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Chapitre 2

Intégration numérique

Le patch test a souvent été utilisé pour la construction d’éléments non conformes.
Pour les approximations sans maillage, la continuité de 'approximation est assurée,
mais la mise au point d’une bonne stratégie d’intégration est difficile. Nous propo-
sons une technique d’intégration qui respecte les conditions nécessaires pour passer
le patch test et qui s’appuie sur deux piliers:

1. mise en cohérence du pavage d’intégration et des supports de fonctions de
forme,

2. intégration des dérivées des fonctions de forme.

Ces deux fondements sont exactement les points faibles des techniques proposées
dans la littérature. Les principes de construction de notre intégration numérique
permettent de faire varier 'approximation (approximation ou interpolation, type
de dérivation) et les supports des fonctions de forme (en 1d). Ceci permet de const-
ruire de nombreuses variantes de méthodes sans maillage. Pour tester ces méthodes,
nous commencons par définir deux problémes type qui sont le probleme de Dirichlet
et le calcul de modes propres. Les modes propres montrent bien ’approximation de
Popérateur continu par 'opérateur discret issu de ’approximation. La deuxieme par-
tie décrit I'intégration numérique spéciale et une méthode de résolution du systeme
résultant qui est singulier. Nous décrivons ensuite la construction des fonctions
d’influence pour assurer des pavés d’intégration de liste d’influence constante et
ceci permet de répertorier les méthodes testées. Enfin des résultats numériques sont
présentés.

On considere Q =]0,1[ et un semis de nceuds (z;);c[o,,) tel que pour ¢ dans
[1,n—1], z; appartienne & Q et 9 = 0, z,, = 1. On suppose la suite (z;) croissante.

2.1 Problemes types

2.1.1 Probléme de Dirichlet

Nous allons résoudre le probleme de Dirichlet (1.5):

—u" 4+ au= fsur]0,1]
u(0) = ug
u(l) = uy

pour différentes valeurs de « et différents termes sources f, car cette équation est
le prototype des équations elliptiques.

Les six cas testés sont reportés dans la table 2.1. Les cas 1 et 2 admettent
comme solutions des polyndomes de degrés respectifs 2 et 3. Les solutions des cas 3
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et 4 sont des sinus de pulsation 7 (demi—période) et 27 (pédiode complete). Enfin
les solutions des cas 5 et 6 correspondent & des cas « complexes ».

Nous avons ajouté a cela le patch test pour « = 0 et @ = 1 car il nous permet
d’analyser les résultats obtenus pour chaque méthode.

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

81(:6):_7”24-%9”-4—1,@:0

solution 3 —— Solution 4 ——

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

s3(z) = sin(rz) , @ = 72 sa(x) = sin(2rz), a =0

Solution 5 solution 6 ——

04 L L L L 0 L L L L
0 02 04 06 08 1 o 02 04 06 08 1

ss(x) = zsin(LBT) a=1 s¢(z) = (1 — z)(arctan(y(z — 0.2))
+arctan(%)) ,a =1,y =150

TaB. 2.1: Solutions et paramétres des problémes traités (le second membre f; est
calculé pour que s; soit solution).

2.1.2 Modes propres

Rappelons pour commencer lorigine des problémes spectraux (en nous inspirant
largement de [Cia98, RT98]). Pour cela, on considere I’équation des ondes dans une
corde de longueur unité (le segment ]0,1[)

8u _ 8%u =0

ot? Ox?
u(0) =0 (2.1)
u(l)=0

On peut chercher une solution de ce probleme sous la forme dun produit
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u(z,t) = w(z)p(t) (séparation des variables). L’équation devient alors

w" (@) (t) —w(z)e”(t) = 0

c’est—a—dire

= —\, A > 0 constant

Le probleme est donc ramené a chercher les valeurs propres (\;) et vecteurs propres
(ug) de lopérateur —dd—;z, et résoudre ’équation

G (t) + Ap(t) = 0

De la méme fagon que pour le probleme de Dirichlet, on cherche une approxi-
mation de ces valeurs/vecteurs propres dans V;, par le biais d’une formulation va-
riationnelle. Le probléme linéaire résultant est (sans les conditions aux limites)

trouver U dans R et A\ > 0 tels que
KU = \MU
1 §N; ON; . ‘
avec Kij = 0 6(;;@ sodr (i) € [[O,n]]j
M;; = [, NiN;dz (i, ) € [0,n]

(2.2)

La résolution de ce type de probleme montre bien 'efficacité de chaque méthode
d’interpolation pour la construction de 'opérateur discret K, car les solutions sont
des modes propres de 'opérateur traité (ici le Laplacien 1d).

Dans notre cas particulier, les valeurs propres, vecteurs propres sont les fonctions
(V2sin(krz)), N associées & (K?m?), N -

2.2 Construction d’une intégration numérique

On cherche une formule d’intégration efficace du point de vue numérique, en
posant

b b—a (! - b—a e -
] rwe =25 o= 25 3. wsf6s)

avec f(€) = f(*52€ + 45°).

On mesure la qualité d’une telle intégration par l'estimation de l'intégrale de
fonctions simples. En général, ce sont les polynoémes: la condition d’intégration des
polynomes de degré m s’écrit matriciellement Gw = v et e'w = 2 avec

{keﬂmngUmAG@=££%=fﬂﬁd€
e=(1,...,1)7

Dans la méthode classique de Gauss-Legendre les poids w, doivent vérifier les condi-
tions avec m = 2ny — 1. En revanche dans la méthode que nous proposons ici, par le
fait méme que nous sommes obligés d’imposer les conditions issues du patch—test,
nous nous contenterons de chercher & minimiser ||Gw — 7||.

2.2.1 Construction

Nous nous plagons dans la suite sur un intervalle ]a, b[C]0, 1[ de liste d’influence
I(z) constante et relié & | — 1, 1[ par transformation affine (z = 252¢ 4+ %£2). Nous
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abandonons la notation f(£) car cela ne souléve aucune ambiguité et I(x) est re-
numéroté [1, n;].

Les contraintes du patch test sont respectées dés que ’on impose sur tous les
pavés d’intégration (avec £ la dérivée diffuse ou usuelle)

Vi € [1,n:), £ Wi (z) dz = Ni(b) — Ni(a)
ou de facon equ1valente
vie [Ln, f, 6N' (€) d€ = Ni(1) — Ni(-1)

Cela impose la condition e'w = 2. En effet, multiplions chaque équation par z;,

sommons sur ¢ et explicitons 'intégration numérique, il vient :

b ; a4 ng ixi%(:vg) = ixiNi(b) — ixiN, a
g=1 =1 i=1 i

e - vl
v e v

1 b a

les conditions de consistance permettent de transformer cette équation en
g
E wg =2
g9=1

Nous pouvons imposer séparement cette condition qui signifie que les constantes
sont intégrées exactement.
Compte tenu de e'w = 2, les conditions du patch test s’écrivent pour tout g,

g
> Dyiw, =0, 0u D'w =0 avec
g=1

Ni(1) — Ni(~1)
R

Ainsi, en posant A = {¢p € R™,e"y = 2et D"y = 0}, la construction de
Iintégration numérique consiste a résoudre le probleme de minimisation: w =
argmin, ¢ 4 ([[GY — 7][*). Ce qui est équivalent au systeme linéaire symétrique sui-
vant : Trouver ¢ € R™ X € R et u € R" tels que

€ [17ni]7g € [lan!]]?Dgi =

G'G e D w Gy
e 0 0 A v={ 2 (2.3)
DT 0 o0 ’ 0

2.2.2 Propriétés du systeme résultant

Nous allons montrer que la matrice D n’est pas de rang maximal. A cette fin, il
suffit de montrer que les n contraintes E;il Dgiwg = 0 ne sont pas indépendantes.
Par définition de D, ces équations sont,

LN,
i(1) = Ni(=1).
—1 08 '
Les fonctions de forme IV; ont une consistance polynémiale jusqu’a un certain degré.
Considérons alors un polynome p tel que p(§) = Y1 Ni(&)p(&;) et $E = ‘;—’5’ et

combinons les n; équations ci-dessus avec les coeﬂiments p(&), il v1ent

7[ P 4 = p(1) - p(-1).

Or cette égalité est vraie lorsque le degré de p est 0 (on obtient une évidence 0 = 0)
et aussi lorsque le degré de p est 1 comme précédemment (car on impose e'w = 2).
Le systeme D "w = 0 présente une redondance d’ordre au moins 2. Cela nous amene
a utiliser une méthode particuliere pour résoudre le systeme linéaire 2.3.
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2.2.3 Résolution du systeme d’optimalité

Pivot de Gauss modifié En mécanique, les multiplicateurs de Lagrange associés
aux déplacements imposés sont les forces de réactions. Ainsi, lorsque les contraintes
sont redondantes, la force associée a ’équation supplémentaire est nulle. Ceci nous
fournit un algorithme de résolution du systeme (2.3): On applique un pivot de
Gauss avec recherche du pivot maximal lorsque le pivot est nul. Comme la mat-
rice GTG est inversible (car G contient une matrice de Vandermonde de points
distincts), on n’aura un pivot nul que dans les équations associées aux multipli-
cateurs de Lagrange. Ainsi, lorsque tous les pivots possibles sont nuls, on annule
les inconnues restantes, c’est—-a—dire les multiplicateurs de Lagrange associés aux
contraintes redondantes. Il suffit ensuite de résoudre un systéeme de la forme

T A n | s

0 I Hnul 0
ol 1] =< w, fine >, I est I'identité, et T est triangulaire supérieure. Ainsi, on ne
résoud que le systeme T'np = s apres triangulation.

Orthogonalisation de la contrainte Une alternative possible est d’utiliser la
forme particuliere que nous avons donnée & la contrainte D'w = 0. On cherche
ainsi les solutions w dans le noyau de DT. On calcule une base de ce noyau par
orthogonalisation grace a la décomposition QR de D.

En effet, il existe pour toute matrice, une matrice de permutation P, une matrice
orthogonale ) et une matrice triangulaire supérieure R telle que DP = QR. Cette
décomposition peut se calculer a partir de la transformée de Householder, et un
sous-produit de lalgorithme est le rang r de D (voir par exemple [GL89], pages 235
et 245). Lorsque la matrice n’est pas de rang maximal, la matrice R prend la forme
suivante (7" est triangulaire supérieure, de taille (r,r) et de rang r).

T R
w=[o ]

Ainsi, la contrainte DTw = 0 se transforme successivement en P D"w = 0, car P
est orthogonale, soit RTQ Tw = 0. D’apres la forme particuliere de R, les contraintes
se traduisent par

{QTw}; =0,V €1,...,7]

Et donc le noyau de DT a la forme suivante,
Ker(D") = {w =Q { 2 } M € IR"QT} ={Qn,neR" "}

ou () est la matrice des n, — r derniers vecteurs de ().
Finalement, le calcul des poids d’intégration se ramene au probleme équivalent

min ||GQn — g|?
e'Qn=2

qui se résout facilement. Une variante consiste a écrire les équations de reproduction
pour ny, — r mondmes, ce qui permet de calculer le vecteur 7.

Pseudo-inverse On peut aussi utiliser la méthode de la pseudo-inverse (voir sin-
gular value decomposition dans [GL89] pages 239-243 et 257) pour calculer la solu-
tion du systeme (2.3) directement.
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Choix d’un algorithme de résolution La seconde méthode a été choisie pour
nos tests numériques. Les trois principales raisons de ce choix sont :

1. La pseudo-inverse n’a pas de sens pour le probleme traité car les poids w,
sont traités de la méme facon que les multiplicateurs de Lagranges A, .

2. Le pivot de Gauss modifié impose m > n, car la matrice GTG doit étre
inversible. Pour la méthode par orthogonalisation, la contrainte est m > ng—r.

3. La décomposition QR est robuste (voir l'algorithme proposé dans [GL89],
pages 211-221) et on controle bien le rang de D.

2.3 Meéthodes testées

La construction d’une méthode de résolution des problemes proposés repose sur
le choix d’une technique d’approximation et de l'intégration associée. L’utilisation
de 'approximation diffuse laisse donc libre les parametres suivants :

— La partition de € et la construction des fonctions d’influence w;.

— Le type d’approximation diffuse (approximation/interpolation, type de déri-
vation).

— L’intégration numérique (Gauss—Legendre classique ou modifiée).

Dans un premier temps, nous décrivons les différentes constructions des fonctions
d’influence, puis nous donnerons la liste des méthodes testées. La figure 2.2 fixe le
vocabulaire.

2.3.1 Construction des fonctions d’influence

Le domaine Q est un segment ]a, b[, dans lequel on connait un semis de nceuds
(Ti)ie[1,n—1], avec Tg = a et x, = b. La famille d’ouvert pour la construction de la
partition de I'unité est indexée sur les noeuds, et ’on suppose que pour tout ¢ de
[0,n], z; appartient & €2;. On peut proposer deux types de couverture de 2 :

(i) Centrée aux nceuds, €; est la boule B(x;, p;) de centre z; et de rayon p;.
(ii) Q; est un segment |z}, z¢[, avec z¥¥ < x; < ¢

C’est le premier type de couverture qui est utilisée dans la littérature. Un raf-
finement consiste & modifier la norme pour obtenir des boules de formes simples
(norme infinie dans IR"). Dans cette formulation, le probleme revient a calculer les
rayons d’influence p;. Des algorithmes de construction de ces rayons sont proposés
dans [DO96] par exemple.

|z—a;]

pi )’ ol

Construction Les fonctions poids w; sont définies par w;(z) = wyes(
Wres est une « cloche » sur [—1,1]. La fonction

B 0 si ¢ >1
wref(§) = { 1—6l¢]2 + 8¢ —3¢]*  sinon

en est un exemple, elle sera utilisée dans les tests.
Dans le cas de couverture plus générale Q; =|z¥, z¢[, les fonctions w; sont
asymétriques et définies par

w; () = wrep(&(2))
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ou ; est une bijection (strictement) croissante et suffisamment continue de [z¥, z¢
dans [—1,1] tel que

Ei(x) = =1, §(xi) =0, &(zf) =1

Différentes formes de fonction &; existent, leurs espaces de validité se mesurent avec
le rapport % Il est possible de construire des bijections polynomiales.

Les fonctions d’influence doivent assurer 'existence de I’approximation: en 1d,
pour une consistance d’ordre m et pour conserver la continuité de I’approximation,

la fonction I(z) doit vérifier les deux conditions suivantes:
1. Vo € Q, Card(I(x)) > m + 1,
2. {z, Card(I(z)) = m + 1} est de mesure nulle.

Il est possible de proposer une solution minimale dans le sens ot Card(I(z)) = m+2
presque partout, elle est décrite en annexe B. Nous désignerons cette construction :
« support de type Voronoi ».

Guyon montre par ailleurs [Guy95b] que l’on peut construire par croissance
différents pavages. Les supports de Voronoi peuvent étre utilisés pour calculer des
rayons d’influence p; par croissance. Cette idée s’applique aussi dans R"™ [Guy95b].

1

08

06

x0 xe

04

02

Fia. 2.1: Fonction w; asymétrique pour le triplet [T.,xo,z¢] et bijection de
[Zw, To, ze] vers [-1,0,1].

Adaptation au pavage d’intégration Nous avons vu que 'intégration numéri-
que demande d’adapter les supports de fonctions de forme au pavage d’intégration.
En général, une grille réguliere (en 1d ce sont des segments de longueurs égales) sert
de support a 'intégration. Pour adapter {2; & ce pavage, on tire sur ses extrémités
jusqu’a la frontiere de pavé la plus proche. Les ouverts (); prennent alors la forme
lz, x¢[. La figure 2.3 illustre le cas 2d: la zone d’influence du nceud z; est la
boite |z, z¢[x]y?, y?[ et la fonction d’influence est le produit tensoriel des fonctions
définies sur les segments |c¥, z¢] et |z}, yP[, soit

Semis de nceuds La construction de la partition de 'unité s’appuie sur un semis

de neeuds connu a priori. Pour ’étude de la convergence des méthodes testées dans

la suite, ce semis de noeuds est calculé par perturbation d’un maillage régulier. On

considere les points x; = th +r;, h = %, i € [1,n — 1], ou r; est une variable
a a

aléatoire uniforme dans [, %], et a est un parametre de valeur type 0.1.
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L a,x1,>'<2. , . xl, X2, X3 | x.2, x3,b . Tuilage
a ! x2 ! }(3 b
:<<—————é—:———:———>—-—-:—-—-—->: A :
|<-'-'-'-'-'-<---i---E----:----r---->-'-§'-'->i
[ i e = =
i i i<-—-—-—:<——————i—————>

F1a. 2.2: Segment Ja, b[ et sa discrétisation ¢ 5 neuds (a,x1,z2,23,b). Le segment
supérieur représente le pavage d’intégration ou tuilage. Lorsque la zone d’in-
fluence (le support de w;) d’un neud intersecte une tuile, ce neud est dit noeud
d’influence de la tuile. Le prolongement des zones d’influence représente le pro-
cessus d’adaptation au tuilage.

Rn

Ro/. Re |

Rs/

L—T T

(a) (b)

F1a. 2.3: (a) domaine et grille sous—jacente, (b) ajustement du support de la fonction
de pondération a la grille (les cellules non—hachurées sont le nowveau support de la
fonction de forme).
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Fonctions w_ associees aux paves de Voronoi 1 Fonctions de forme approximantes

FiG. 2.4: Fonctions w; et fonctions de forme N; associées a une discrétisation a
5 neuds de [0,1]. Sur les pavés extérieurs, Uinterpolation est linéaire car on n'a
que deux neuds d’influence. On assure cependant les propriétés de continuité de
lapprozimation diffuse.

2.3.2 Liste des méthodes testées

Nous venons de voir que de nombreux choix sont possibles pour la mise en ceuvre
d’une méthode sans maillage dans le cadre variationnel. Ces choix concernent la
construction de V,,, et le pavage d’intégration:

Construction de V,, Dans le cadre des moving least squares, on peut construire
une base de fonctions interpolantes ou approximantes. De la méme facon, on
peut dériver par une dérivée réelle (EFG) , ou utiliser le pseudo—dérivateur
(diffus). De la méme facon, trois choix de supports de fonctions de forme
sont, possibles: boules centrées aux nceuds avec calcul des rayons décrit dans
[DOY6], pavés de Voronoi, et enfin supports adaptés au pavage d’intégration.
Cette derniere construction sera appelée tuilage dans la suite.

Intégration On distingue deux pavages d’intégration, la grille réguliere, et les
pavés de Voronoi. Deux méthodes d’intégration sont testées. La méthode de
Gauss-Legendre d’une part, et la méthode d’intégration adaptée d’autre part.

Ceci nous amene donc a la liste des méthodes testées du tableau 2.2. Notons que
les méthodes 1 a 6 sont généralisables a 2 et 3d. La construction mixte de V,, est celle
de la figure 2.4 ; c¢’est—a—dire que l'on utilise des fonctions de formes approximantes
a lintérieur de [a, ], et interpolantes pour les nceuds de bords.
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I | Vi | Dérivation | Support | Pavage | Intégration ||
1 || approx. réelle (x4, pi) Grille G.—L.
2 || interp. réelle (x4, p;) | Grille G.-L.
3 interp. réelle adaptés | Tuile G.-L.
4 interp. réelle adaptés | Tuile adaptée
5 interp. diffuse adaptés | Tuile G.-L.
6 interp. diffuse adaptés | Tuile adaptée
7 interp. réelle Voron. | Voron. G.-L.
8 interp. réelle Voron. | Voron. adaptée
9 interp. diffuse Voron. | Voron. G.-L.
10 || interp. diffuse Voron. | Voron. adaptée
11 mixte réelle Voron. | Voron. G.—L.
12 mixte réelle Voron. | Voron. adaptée
13 mixte diffuse Voron. | Voron. G.—L.
14 mixte diffuse Voron. | Voron. adaptée

TAB. 2.2: Méthodes sans maillage testées. La méthode de référence éléments finis
linéaires avec intégration de Gauss—Legendre (G.-L.) pour le second membre est
ajouté a cette liste. Les conditions aux limites sont prises en comptes des multipli-
cateurs de Lagrange. La premiére méthode est la méthode EFG.
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2.4 Analyse des résultats

Toutes les simulations ont été effectuées en double précision, c¢’est—a—dire pour

une précision relative machine de €, = 2,220446.107'¢ (arithmétique IEEE). Aut-
rement dit, 1 + x # 1 dés que |z| > €, et 1+ =151 || < €.
L’enjeu des tests que nous allons décrire est la convergence des méthodes proposées.
Pour cela, on trace la courbe qui représente le logarithme d’une mesure de 'erreur
en fonction du logarithme du nombre de degrés de liberté du modele (« dof » pour
degree of freedom). Les théorémes de convergence prévoient que la courbe obtenue
est une droite, dont la pente est le taux de convergence de la méthode.

2.4.1 Criteres de comparaison

Probleme de Dirichlet On connait une expression analytique des solutions des
probleémes de Dirichlet que nous avons traités. Ainsi, on peut calculer la norme £?
et la semi norme® H' de la fonction erreur e(z) = ue,(x) — u(x). Ces calculs font
intervenir une intégrale, nous avons choisi d’utiliser la méme intégration numérique
que dans le calcul de la matrice de raideur pour chaque méthode.

Comme ce choix d’intégration rend difficile la comparaison entre les méthodes
utilisant différentes intégrations (quelle part de lerreur donner & l'intégration?),
nous avons utilisé la norme (2 : les nceuds sont des points particuliers de [0,1], une
mesure possible de I’erreur € est donc la suivante

n

62 = %Z(uez(wi) - U(:Ui))Q

=0

Cette norme n’est pas satisfaisante non plus, car les éléments finis reproduisent
exactement (au sens de 'intégration de Gauss—Legendre) les valeurs nodales lorsque
a = 0 (voir [SF73, Ton69]). Notons que 'on utilise bien u(z;) et non pas u; pour
ne pas pénaliser artificiellement les approximations au profit des interpolations.

Une quatrieme norme d’erreur est la norme énergie, c’est—a—dire avec les no-
tations habituelles U TKU — U"TF = SL(UTF + ATS). Cependant, cette norme
d’erreur souffre du méme probléme que I’erreur nodale.

Finalement nous avons choisi de n’utiliser que la normes £? et la semi norme
H' car

— lanorme £2 montre bien la convergence de la grandeur calculée (ici les valeurs
nodales u;) ;

— la norme H' est la norme naturelle pour la formulation variationnelle et est
la somme de la norme £? et de la semi norme H' : [le|[3,, = ||e]|%2 + [|¢/||Z-

Modes propres Dans les problemes dynamiques, 'information importante est
constituée par les valeurs propres, car elles vont donner les fréquences propres des
structures. Par ailleurs, ce sont les basses fréquences qui sont les plus énergétiques,

et donc ce sont celles qui nous intéressent le plus.
1. A —(km)? N
Nous considérerons donc les erreurs %ﬂg)‘ pour les premiéres valeurs propres
A{¥ = km). Comme les vecteurs propres et valeurs propres jouent un role tres
k
particulier pour 'opérateur mis en jeu, on estime souvent que la convergence des

valeurs propres mesure la convergence de K vers l'opérateur continu.

1. Nous utiliserons dans la suite Pexpression « norme H! » par abus de langage



176 CHAPITRE 2. INTEGRATION NUMERIQUE

2.4.2 Intégration, premiere analyse

Le calcul de l'intégration fait intervenir plusieurs parametres, dont
— Les points d’intégration.

— Le nombre de points d’intégration.

— Le nombre de tuiles (ou pavés).

Dans un premier temps, nous avons utilisé des points réguliers sur le pavé
d’intégration. L’expérimentation a vite montré que ’emploi des points de Legendre
est meilleur.

On veut intégrer exactement les fonctions de forme sur les pavés d’intégration,
c’est—a—dire que I’on impose au moins n; — 1 conditions aux poids de Gauss (car il
y a au moins une équation redondante). A ceci s’ajoute la condition ) w, = 2. Il
faut donc au moins autant de points d’intégration que de nceuds. Comme on veut
minimiser I’écart a l'intégration des polynomes, on a nécessairement ng, > n; pour
préserver des degrés de liberté.

La procédure de calcul des poids de Gauss, avec contrainte d’intégration des
dérivées des fonctions de forme est efficace comme nous allons le voir dans la suite.
Cependant, dans certains cas, les poids de Gauss sont négatifs, on n’assure plus
la définie positivité de 'intégration. Cette situation apparait lorsqu’on utilise la
pseudo—dérivation. L’expérience montre qu’il suffit d’avoir K inversible pour assurer
la convergence de la méthode.

La figure 2.5 montre pour commencer que I'intégration adaptée permet bien de
construire une intégration numérique qui vérifie la premieére condition pour passer le
patch test. Tous parametres égaux par ailleurs, cette figure montre que ’intégration
adaptée est beaucoup plus performante que l'intégration de Gauss—Legendre du
point de vue de ce critere.

Dans tous nos tests numériques, nous avons ajouté a la matrice D les lignes qui
correspondent a ’intégration exacte des mondmes pour lesquels 'approximation est
consistante. En pratique, nous utilisons des approximations de consistance linéaire,
donc la matrice D a la ligne supplémentaire ) wy,{, = 0. Cet ajout n’est pas
nécessaire, mais nous semblait naturel pour assurer la cohérence des propriétés de
Iintégration et de 'approximation.

2.4.3 Sensibilité aux différents parametres

Nombre de mondémes (m) Nous avons vu que le nombre de mondémes utilisés
pour le calcul de l'intégration adaptée n’est que minoré par ny — r. Ceci laisse une
grande liberté de choix sur ce parametre. Comme on cherche a rester efficace du
point de vue CPU, il semble naturel dans un premier temps de choisir m = ngy—r+1.
Un autre choix possible est m = ng4 + 1 pour avoir une matrice G réguliére bien que
cela ne soit pas nécesaire.

La figure 2.6 montre la convergence pour une intégration par tuiles avec inter-
polation diffuse et pseudo—dérivation. La technique d’adaptation de m est moins
performante que le choix systématique m = ngy + 1 de deux points de vue:

1. régularité de la convergence,
2. qualité de la simulation pour de faibles discrétisations.

Nous choisirons donc dans la suite m = ng + 1.
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Int. adaptee
Gauss-Legendre -

Int. adaptee
Gauss-Legendre -

0
1e16 le14

1e12 1e10 108 1006

100 tuiles

Description des paramétres :

le14

— Les fonctions N; sont de consistance linéaire.

1012 1e10 1608

200 tuiles

6 points de Gauss pour lintégration de Gauss—Legendre.

— ng = n; + 2 points de Gauss par tuile pour l'intégration adaptée.

— n; moyen sur chaque tuile :

— 100 tuiles : 4 (maz=>5,min=3).
— 200 tuiles : 3 ou 4 (max=5min=2).

nombre de mondomes m = ngy + 1.

177

Fic. 2.5: Histogramme des valeurs de fQ N/(z)dz, avec tuilage et dérivée réelle. Ce
test s’appuie sur 100 neuds quasi-aléatoires dans [0,1] (perturbation 10%).

Convergence pour le probleme 6

Nombre de monomes adapte ~ +
Nombre de monomes fixe ~ x

0.01
N
x
0.001
~
-
$  oo0001 b
8
o
g 1e-05 -
5]
1e-06 |-
1e-07

10

100 1000
dof+2

Description des paramétres :

erreur relative H1

Convergence pour le probleme 6

0.1

0.01 ¢

0.001 £

Nombre de monomes adapte ~ +
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Fic. 2.6: Convergence comparée pour les deux choix de construction de la matrice
G (perturbation 10%).
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Nombre de tuiles (n;) et nombre de points de Gauss (ny,) Nous avons
étudié la sensibilité a ces deux parametres pour les méthodes généralisables & 2 et
3d. Les résultats des trois méthodes suivantes sont représentatifs:

— intégration de Gauss—Legendre avec dérivée réelle (EFG),
— intégration adaptée avec dérivée réelle (tuiles),
— intégration adaptée avec dérivée diffuse (tuiles diffuses).

Pour chacun de ces cas, nous avons fait varier le nombre de pavés d’intégration et
le nombre de points d’intégration. Les résultats sont présentés sur les figures 2.7,
2.8 et 2.9, le semis de 52 nceuds utilisé a été généré par perturbation (10%) comme
décrit précédemment. L’approximation est I'interpolation diffuse.

Ces tests montrent que le nombre de tuiles a une forte influence sur la qualité du
résultat ; ceci est particulierement vrai lorsqu’on utilise directement une intégration
de Gauss—Legendre. Le nombre de points d’intégration a une influence moins im-
portante, particulierement dans le cas de l'intégration adaptée.

Nous devons noter que ces deux parametres ne sont pas indépendants. En effet, le
nombre total de points de Legendre est le produit du nombre de tuiles par le nombre
de points d’intégration par tuile. Or nous avons vu que le support d’intégration doit
étre choisi tres attentivement, c’est cet effet que ’on retrouve: plus le nombre de
tuiles augmente, plus leur liste d’influence est homogene et plus 'effet de support
diminue. Cependant, le support n’est pas la seule origine de l'erreur. Raffiner le
pavage d’intégration ou adapter pavage d’intégration et supports des fonctions de
forme n’est pas suffisant. L’intégration adaptée est aussi nécessaire.

Notons enfin que les tests menés avec les pavés de Voronol montrent de la méme
maniere que le nombre de points de Gauss par tuile a une faible influence. Ce
parametre est délicat a ajuster, car nous avons remarqué expérimentalement deux
effets inverses:

— Lorsque le nombre de points supplémentaires augmente, le second membre est
mieux intégré,

— Les conditions du patch test sont mieux vérifiées avec peu de points sup-
plémentaires.

La premiere constatation signifie simplement que ’on a plus de degrés de liberté
pour minimiser ||G—1|| et donc mieux intégrer la partie polynomiale des fonctions
(développement de Taylor). La seconde constatation est plus délicate. Il semble
qu’elle soit simplement due a un bruit numérique dans les algorithmes que nous
avons utilisés. La figure 2.10 montre les poids d’intégration pour ny — n; = 3 pour
la pseudo—dérivée et la dérivée réelle. L’écart aux poids de Gauss—Legendre diminue
lorsque 'on utilise la dérivée au sens usuel.

Dans la suite, nous allons utiliser les parametres suivants

— autant de tuiles que de noeuds,

6 points de Legendre par tuile pour 'intégration de Gauss—Legendre,
— 3 points supplémentaires pour l'intégration adaptée,
— un monome de plus que de points de Legendre.

Le nombre de points d’intégration total de toutes les méthodes testées est ainsi
presque identique d’une méthode a 'autre.
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Fic. 2.7: Influence du nombre de tuiles et du nombre de points d’intégration
supplémentaires par tuile (n; —ny). Cas de la dérivée réelle sur le patch test et
le probléme 6. L’erreur utilisée est Uerreur nodale, car elle ne fait pas intervenir
l'intégration numérique.
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patch test
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Fic. 2.8: Influence du nombre de tuiles et du nombre de points d’intégration
supplémentaires par tuile (n; —ngy). Cas de la dérivée diffuse sur le patch test et
le probléme 6. L’erreur utilisée est Uerreur nodale, car elle ne fait pas intervenir
l'intégration numérique.
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FiG. 2.9: Influence du nombre de tuiles et du nombre de points d’intégration par
tuile. Cas de la méthode EFG interpolante sur le patch test et le probléme 6. L’erreur
utilisée est l'erreur nodale.
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FiG. 2.10: Poids d’intégration pour les mémes fonctions de forme avec dérivée réelle
ou diffuse.

Semis de noeuds La répartition des nceuds dans ) a une influence sur les fonc-
tions de forme, et en particulier leurs gradients. La figure 2.11 montre un tel cas.

[p—
whar -z

noeuds X

Ni et ’LlNJi Nz, et ’Ll~);

FiG. 2.11: Les fonctions de forme présentent de forte variations lorsque le semis de
neuds est trop irrégulier (W est définie en annexe B).

L’intégration de telles fonctions de forme est délicate, c’est pourquoi certains
spécialistes préferent utiliser des semis de noeuds réguliers. De plus les semis réguliers
ont tendance a filtrer les erreurs d’intégration comme le montrent les tests suivants.
Nous avons tracé la valeur de erreur £2 & la solution 3 en fonction d’un indicateur
- ﬁ Z?;Ol (ﬁ — (zip1 — xl)) (voir
annexe E). Le semis régulier correspond a o = 0, et o croit avec l'irrégularité.

Les résultats® regroupés dans les figures E.2, E.3, E.4 et E.5 montrent que
I'influence du semis de nceuds n’est pas la méme sur les différentes méthodes de
résolution. En particulier, les méthodes basées sur la dérivée diffuse sont plus sen-
sibles & des semis irréguliers. Ceci est particulierement vrai pour 'intégration avec
tuiles.

L’intégration adaptée diminue fortement 'influence du semis de noeuds sur ’er-
reur. Les résultats sont spectaculaires pour 'intégration adaptée sur pavés de Vo-
ronoi (figure E.3 et E.4). On pouvait s’attendre & ce type de résultat pour les
raisons suivantes: ’erreur augmente avec o pour l'intégration de Gauss-Legendre
car les dérivées des fonctions de forme sont tres éloignées de polynomes dans ce
cas. L’intégration adaptée prend en compte cet écart, et gomme ainsi la difficulté.

o de répartition des nceuds dans [0,1]: o2

2. Nous n’avons testé que les méthodes présentant des propriétés de convergence « raison-
nables ».
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Les courbes montrent que l'intégration adaptée a tendance a filtrer certains termes
comme le font les semis réguliers (o = 0), et assure ainsi une bonne convergence.

2.4.4 Convergence pour le probléeme de Dirichlet

Premiére analyse: les cas 1 et 3 Nous allons commencer par analyser les
résultats obtenus pour les problemes 1 et 3, car il sont simples et représentent les
deux opérateurs que nous avons traités (e = 0 pour le cas 1, et « = 72 pour le cas

Ces cas mettent en évidence une classification des méthodes que nous justifierons
dans la suite sur les autres tests. On distingue trois classes de méthodes

1. Les méthodes non convergentes;
2. Les méthodes semi-convergentes;

3. Les méthodes convergentes.

Les méthodes non convergentes sont celles qui utilisent la dérivée diffuse sans
intégration adaptée (méthodes 5, 9 et 13 du tableau 2.2), comme le montre la figure
E.6. On retrouve ici un résultat connu (voir [Lao96] par exemple).

Les méthodes s’appuyant sur la dérivée réelle et une intégration de Gauss—
Legendre semblent converger, puis bloquent sur une erreur minimale qui n’est pas
un zéro machine comme nous le verrons plus tard. Ces méthodes (1, 2, 3, 7, 11
dans le tableau 2.2) forment le groupe des méthodes semi-convergentes. On peut
distinguer deux sous—groupes dans cette catégorie, formés des méthodes 7, 11 d’une
part, et 1, 2 et 3 d’autre part comme le montre les figures E.7 et E.8. Les méthodes
du premier sous—groupe ont un comportement semblable a celui des méthodes non
convergentes, alors que le changement de pente est plus tardif et moins marqué pour
celles du second sous—groupe. La méthode EFG ne présente pas ce changement de
pente caractéristique, mais ses taux de convergence sont faibles (—1.49 selon £2 et
—0.48 selon H! pour le probleme 1).

Enfin les autres méthodes, qui utilisent toutes l'intégration adaptée décrite
précédement sont convergentes comme le montre la figure E.9. Les courbes changent
de pente lorsque le zéro numérique de la méthode est atteint (nous y reviendrons
dans la partie suivante).

Les tableaux 2.3 et 2.4 montrent les taux de convergence expérimentaux pour
les méthodes convergentes. Notons que le patch test assure au mieux un taux de
convergence de 2 selon £2 et 1 selon H'.

| méthodes | 4 | 6 [ 8 | 10 || 12 | 14 [ EFL |
a -2.05 | -2.15 ][ -2.02 [ -2.04 ]| -2.05 | -2.03 [ -2.02
b -0.77 [ -0.46 || -0.85 | -1.30 || -1.52 | -1.28 | -0.96
a -1.02 | -1.01 [] -1.01 [ -1.01 ]| -1.02 [ -1.01 ][ -1.01
b -0.43 | -0.51 [| -0.46 | -0.74 || -0.97 | -0.83 || -0.51

TAB. 2.3: Tauz de convergence des méthodes convergentes pour le probléeme 1. On
ajuste log(e) = a x log(n) + b auzx résultats issus des différentes simulations par
moindres carrés pour la norme L? et log(e) = a’ * log(n) + b’ pour la semi norme

HE.
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[méthodes | 4 | 6 [ 8 [ 10 [ 12 | 14 || o |
a -2.02 | -2.03 || -2.01 | -2.02 || -2.01 | -2.01 || -2.02
b -0.22 | -0.12 || -0.24 | -0.51 || -0.83 | -0.71 || -0.34
a' -1.00 | -1.00 || -1.00 | -1.00 || -1.00 | -1.00 || -1.00
b 0.38 | 0.30 0.39 | 0.08 {| -0.18 | -0.19 || -0.32

TAB. 2.4: Tauz de convergence des méthodes convergentes pour le probléme 3.

Le patch test Les résultats du patch test sont regroupés sur les figures E.22 &
E.25.

Méthodes non convergentes Le patch test montre une tres faible convergence
pour la norme £? uniquement. Ceci confirme la non—convergence pour les
différents problemes de Dirichlet que nous avons traités. On ne peut donc
pas utiliser la pseudo—dérivation sans intégration adaptée (& I’exception des
maillages réguliers).

Méthodes semi—convergentes Le patch test montre une convergence selon la
norme L2 avec des taux de —1 environ. Les méthodes du premier groupe
ont un taux inférieur & —1, alors que celles du second groupe ont un taux
supérieur & —1. En revanche les dérivées ne convergent pas. Ceci justifie le
terme « semi-convergent ». Nous classons la méthode EFG dans ce groupe
bien qu’elle montre une convergence lente selon la semi norme #!. Elle passe
en effet le patch test au sens faible, avec des taux de convergence de —1 et
—0.5 respectivement.

Méthodes convergentes Toutes les méthodes que nous avons classées conver-
gentes selon les cas 1 et 3, passent le patch test au sens fort. On remarque
que 'erreur d’approximation de la solution linéaire augmente lentement avec
le nombre de degrés de liberté. Nous pensons que cette augmentation est liée
a l'accumulation des erreurs d’arrondi dans les procédures numériques, qui
augmente avec le nombre d’opérations. Nous avons donc une détermination
du zéro numérique pour une procédure de calcul donnée, qui est I’erreur sur
le patch test avec le méme semis de nceuds (le résidu varie beaucoup avec le
semis de noeuds).

Définition 20 Le zéro numérique d’une méthode pour une norme donnée et un
semis de neuds donné est l'erreur a la solution du patch test.

Dans nos expériences, les méthodes avec tuiles ont un zéro numérique plus élevé
que les autres méthodes. Nous ne savons pas expliquer ceci pour l'instant.

Ainsi, le patch test confirme les impressions que nous avons eues dans ’analyse
des cas 1 et 3. Il montre 'importance d’une intégration numérique performante, et
par la le succes de 'intégration numérique adaptée pour les problemes monodimen-
sionnels.

Autres problémes (2, 4, 5, et 6) On retrouve les mémes résultats que précé-
dement sur les problemes 2 et 4 comme le montrent les figures en annexes.

Les problemes 5 et 6 montrent des comportements singuliers : les méthodes semi-
convergentes du second groupe semblent convergentes sur ces problemes. Le cas de
la méthode EFG est tres particulier.

Les taux de convergence observés pour les méthodes convergentes sont environ
—2 pour la norme £2? et —1 pour la semi-norme H'.
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Probleme 6 — norme L2
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Fic. 2.12: Le probléme de Dirichlet 6 fait apparaitre des comportements particuliers
(1 et 6) de certaines méthodes.

2.4.5 Convergence pour le calcul des modes propres

Le calcul des modes propres et des fréquences propres par les différentes métho-
des sans maillages nous amene a des conclusions proches des précédentes.

Les méthodes avec dérivées diffuses et sans intégration adaptée ne convergent
pas. Le groupe des méthodes semi—convergentes se sépare en deux sous—groupes:
des méthodes qui ne convergent pas comme précédemment, et des méthodes conver-
gentes comme c’était le cas sur les problemes 5 et 6 (voir les méthodes 2 et 3 en
particulier).

[ 2 3 4 6 8 [ 10 | 12 | 14 [ ref |
a; || -1.98 [ -2.06 | -2.02 [ -2.00 [ -2.02 [ -2.02 | -2.02 | -2.02 | -2.02
b, |[ 0.03 [ 0.15 | 0.07 | 0.19 | 0.12 | -1.24 | -1.13 [ -0.40 | -0.03
a || -2.18 [ -2.04 [ -2.03 [ -2.00 [ -2.02 [ -2.01 | -2.03 | -2.02 | -2.02
by || 1.05 | 0.71 | 0.70 | 0.79 | 0.72 | -0.68 | -0.50 | 0.21 | 0.58
as || -2.13 [ -2.04 [ -2.03 [ -2.00 [ -2.02 [ -1.98 | -2.04 | -2.03 | -2.02
b; | 1.33 | 1.07 | 1.06 | 1.13 | 1.07 | 0.39 | -0.11 | 0.57 | 0.93
as || -2.10 [ -2.04 [ -2.04 [ -2.00 [ -2.02 [ -1.95 | -2.06 | -2.03 | -2.02
b, || 151 | 1.32 | 1.32 | 1.39 | 1.32 | 0.23 | 0.18 | 0.83 | 1.8
as || -2.06 [ -2.03 [ -2.03 [ -2.01 [ -2.02 [ -1.84 | -2.08 | -2.04 | -2.02
b || 1.61 | 1.50 | 1.50 | 1.61 | 1.51 | -0.34 | 043 | 1.05 | 1.38

TAB. 2.5: Taux de convergence pour le probléme de valeurs

a;log(n) + b; pour (im)?, i dans [1,5]).

propres (log(e) =

On trouve encore des taux de convergence tres voisins, mais les ordonnées a

l’origine montre jusqu’a un ordre de grandeur d’écart entre les méthodes sur la
valeur de lerreur (par exemple entre la méthode 10 et les éléments finis linéaires).
Bien que les éléments finis linéaires donnent une moins bonne estimation des valeurs
propres, ils calculent mieux le vecteur propre associé.

Pour finir, nous avons remarqué que les méthodes 7 et 112 sont convergentes
lorsqu’on intégre avec un unique point de Legendre par pavé de Voronoi comme
le montre la figure 2.13. Ceci peut ouvrir une piste d’investigation sur la meilleure
fagon d’intégrer la dérivée réelle.

3. pavage Voronoi, dérivée réelle et intégration de Gauss—Legendre
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Fic. 2.13: Convergence des méthodes 7 et 11 avec un unique point d’intégration par
pavé de Voronoi.

2.5 Conclusion

Nous avons testé quatorze méthodes sans maillage s’appuyant sur les moindres
carrés glissants. Ces tests montrent que ces méthodes se séparent en trois groupes

(i) Méthodes non—convergentes
(ii) Méthodes semi—convergentes
(iii) Méthodes convergentes

Toutes les méthodes convergentes utilisent l'intégration numérique spéciale que
nous avons développée. Les méthodes semi-convergentes peuvent peut—étre mieux
se comporter si I’on sait mettre au point une bonne stratégie d’intégration comme
le montre la figure 2.13.

L’importance de la méthode d’intégration pour la construction d’une méthode
de simulation est ainsi démontrée. L’intégration numérique spéciale répond bien a
ce besoin, et son effet sur la sensibilité au semis de nceuds lui ouvre aussi d’autres
applications.

Bien sur, certaines difficultés subsistent avec la méthode proposée:

— surcott di au calcul de l'intégration,
— génération et maintien du pavage d’intégration en grande déformation.

Cependant, la méthode est trés générale et peut prendre en charge tout type d’ap-
proximation (enriched basis par exemple [FCMB97]) dés que lon sait écrire les
contraintes issues du patch test. Nous montrons aussi que les conditions nécessaires
du théoréme 13 sont expérimentalement suffisantes. Enfin, le patch test trouve en-
core ici une place centrale pour la construction d’une méthode numérique efficace
pour la formulation variationnelle et confirme ’intuition de Irons. Nous verrons de
la méme fagon son réle pour la prédiction de taux de convergence.

Dans le chapitre suivant nous allons étendre l'intégration numérique adaptée
pour lappliquer & des structures élancées avec hypothese de Kirchhoff (équation
d’ordre 4).
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Chapitre 3

Poutre diffuse

Nous allons développer un élément poutre Kirchhoff diffus pour résoudre un
probleme de forage (chapitre suivant). L’objectif est d’obtenir une meilleure des-
cription du contact entre la structure et la roche grace a 'approximation diffuse
tout en conservant une description nodale du contact.

Les deux principales difficultés dans le traitement des corps élancés (poutre,
plaques, coques) sont le phénomene de blocage et 'ordre des dérivées mises en jeu
avec certaines hypotheses complémentaires sur la physique de ces corps (Kirchhoff
par exemple). Les méthodes sans maillage ont été utilisées pour résoudre ces deux
classes de probleme:

— Krysl et Belytschko pour les plaques et les coques avec EFG [KB95, KB96],

— Donning et Liu pour les poutres droites et les plaques avec des splines [DL98],
Li et. al. pour les coques [LHLOO].

— Atluri et. al. pour les poutres droites avec 'approximation diffuse Hermite
[ACK99).

Dans chacun de ces exemples, la régularité de ’approximation est mise & profit. Les
auteurs reglent le probleme de blocage de fagon différente : Krysl joue sur le support
des fonctions de forme et Donning utilise des propriétés des splines. Cependant, nous
avons remarqué que l'intégration numérique de EFG n’est pas satisfaisante et les
splines utilisées s’appuient sur des semis de nceuds réguliers.

Nous proposons de remédier & ces deux problémes en étendant la construction
de l'intégration adaptée a la flexion des poutres et en utilisant ’hypothese dite
des « sections droites ». La méthode s’applique aussi bien & une approximation
diffuse Lagrangienne qu’a I’approximation diffuse Hermite que nous avons définie.
Ceci nous permet finalement de définir un modele de poutre qui passe le patch test
dans le cas des barres.

Le probleme de poutre en trois dimensions est d’abord décrit avec son cadre na-
turel qui est la géométrie différentielle des courbes. La formulation variationnelle est
donnée dans le repere de Frenet, ainsi que sa forme avec ’hypothese supplémentaire
de Kirchhoff. La seconde partie décrit le patch test et I'approximation utilisée.
L’intégration numérique est construite en suivant le schéma de 1’équation de la cha-
leur. Comme la flexion correspond & une équation d’ordre 4, nous proposons une
extension de la méthode aux équations d’ordre 2m, puis a des interpolations de type
Hermite. Enfin, des résultats numériques sont présentés.
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3.1 Description du probleme

3.1.1 Rappel de géométrie différentielle des courbes

Rappellons les bases de I'analyse différentielle des courbes gauches (dans IR?)
qui seront utiles pour décrire I’équilibre des poutres. On considére une courbe pa-
ramétrique C*, Z(u) = (z(u),y(u), z(u)) .

Généralités Nous utiliserons les propriétés et définitions suivantes :

1. La longueur du segment de courbe défini par U'intervalle [ug, u1] est

I(ug, ur) = /”1 V(@' ()2 + (2" (w)2(2' (w))? du.

L’abscisse curviligne sur cette courbe, en fixant 'origine au point 0 par conven-
tion est s(u) = (0, u). La fonction s(u) est une bijection et s est le parametrage
canonique de la courbe. On note ' la dérivation par rapport & s lorsqu’il n’y a
pas d’ambiguité.

2. La tangente au point Z(s) est
_di 1 dz

ds ~ W@ W) + @ (W)@ (w)? du’
dt

Elle est normée, on a %.f = 0 pour tout s donc ¢ et ¢ sont orthogonaux pour
tout s.

-

t(z) = & (s)

3. La courbure p(s) est la norme de ' et le vecteur 7 est défini par

4. Le repere de Frenet au point Z(s) est (Z(s), £(s),7(s), b(s)) ot b = L A7 est le
vecteur binormal.

5. On démontre alors que b’ est colinéaire & 7 et la torsion est définie par
b (s) = —rii(s)

6. La base de Frenet vérifie le systeme d’équations différentielles

& 0 p O t
o=l 0 T ig
b 0O —7 0 b

Nous noterons C'' (s) la matrice antisymétrique des courbures de ce systeme.

Grandeur vectorielle sur une courbe gauche Soit une grandeur vectorielle
4 connue sur une courbe gauche. Il est naturel de projeter @ sur la base de Frenet,

soit @(s) = ug(s)t(s) + un(s)7i(s) + up(s)b(s); U(s) = (ug(s),un(s),up(s)) " est le
vecteur des coordonnées de @ dans le repere de Frenet.

Propriété 36 Les coordonnées V(s) du vecteur @' sont alors V(s) = U'(s) +
C(s)U(s) et en posant

—p A
D) =| o )
pT T —72

le vecteur des coordonnées de @' est U"(s) + 2C(s)U'(s) + D(s)U(s).

Ces formules nous seront tres utiles tout le long de ce chapitre.
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3.1.2 Equilibre d’une poutre

La cinématique d’une poutre de longueur [ est décrite par le déplacement de sa
fibre neutre @ et la rotation de la section droite & (figure 3.1). Ces vecteurs sont
projetés sur le repere de Frenet de la fibre neutre de I’état de référence.

Fia. 3.1: Cinématique d’une poutre.

L’équilibre de la structure est décrite par les relations suivantes sur les cont-
raintes généralisées ?, Y4 (éléments de réduction des efforts sur une section droite)

{ ?’(8)4‘]?4‘ ?,‘(5,‘ :6

() + ) AT () + Ty, =0 2* €0

ou f représente une force répartie exercée sur la structure par unité de longueur
(charge linéique). Le chargement est complété par des forces ponctuelles F'; et des
couples ponctuels C ;.

Les déformations généralisées de la structure sont définies par

{ er(s) = @'(s) + i(s) A D(s)
Em(s) = d'(s)

L’élasticité linéaire lie les contraintes et les déformations généralisées par les rela-
tions suivantes :

ESér.t koloGSey .t
T ={ k.GSer.i % M ={ ELéeyn (3.1)
kyGSer.b ELéu.b

ou

— E et G sont le module d’Young et le module de cisaillement (E et G sont liés

par G = 2(1—‘31,) avec v le coefficient de Poisson),

- S, ko, kn, kv, Io, I, I, dépendent de la géométrie de la section de la poutre.

Dans la suite un matériau est défini par ses caractéristiques physiques, mais aussi
par les caractéristiques géométriques de la section droite. Pour plus de détails sur
ce modele, on pourra consulter [AC69].

Dans les relations (3.1) nous avons négligé les termes croisés (l'influence d’une
moment de torsion M .7 sur la variation relative de longueur ér.¢ par exemple). Ainsi,
dans le repere de Frenet la matrice de Hooke généralisée est diagonale. Cependant,
la méthode numérique proposée est parfaitement applicable au cas général d’une
matrice de Hooke symétrique définie positive.
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3.1.3 Formulation variationnelle

Les équations d’équilibre associées a 1’élasticité linéaire permettent d’écrire la
formulation variationnelle de ’équilibre d’une poutre [0,1]. Les grandeurs sont cal-
culées a partir d’'une géométrie de référence a laquelle correspondent d’éventuelles
contraintes initiales.

Théoréme 14 L’équilibre d’une poutre [0,1] soumise
— une force linéique f,
— des forces et couples ponctuels F}i, ﬁj,

— des contraintes initiales ?0, ﬁo,

est décrit par les vecteurs i, & vérifiant pour tout déplacement virtuel @*, &*
JUT & + T .&y)ds = 52)
U7 , - l -
Jo Fards + Y0, Fyiiy + 3, C 1.35 — [i(T 0.8 + Mo.&)

3.1.4 Hypotheése de Kirchhoff

L’hypothese de Kirchhoff signifie que les sections droites restent droites. Pour le
modele que nous utilisons, cela s’écrit 1T .77 = 0 et 1" .b = 0. Par définition de ?, le
couplage entre les vecteurs @ et J s’écrit alors explicitement

—}[_’

wp = —u'.b
A
wp = U1

Tous calculs faits (en utilisant la propriété 36), cela permet d’écrire les coordonnées
de &.

Propriété 37 Sous les hypothéses de Kirchhoff, les coordonnées des vecteurs & et
&' dans le repére de Frenet sont :

Wt
0= —Up — TUp
ul, + pug — Tup
wj + pTUun + puj,
pwi — pTug — 27Ul — T Uy + T2 Up — Ul

puy + plug + ull — T2y — 21Ul — T up

(3.3)

&

L’énergie de déformation de la poutre ne compte plus que quatre termes:
— ES(ii.t)? pour la traction,
— koloGS(&'.t)? pour la torsion,
— EIL,(&'.7)? et EL,(3'.5)? pour la flexion.

et la cinématique est compleétement décrite par les fonctions wug, wy, Un, up. La forme
bilinéaire qui découle du premier membre de 1’équation 3.2 s’écrit

[
£(e,¢) :/0 ET(s)HE(s) ds.



3.2. PATCH TEST, APPROXIMATION 191

3.2 Patch test, approximation

3.2.1 Le patch test

L’intégration numérique adaptée aux méthodes sans maillage s’appuit sur le
patch test. Nous utilisons ici la définition premiere du patch test: les états de
contraintes constantes sont reproduits exactement & la précision numérique pres.
Avec cette définition, nous sommes contraints de distinguer deux cas de figures:

1. les poutres rectilignes ou barres (p = 7 = 0),
2. les poutres courbes (p # 0).

En effet, I’état de contraintes constantes correspond aux conditions T = 0, M =0
tout le long de la poutre. Et pour une poutre de section annulaire uniforme (les
parametres géométriques sont constants le long de la poutre, il vient d’apres la
seconde équation d’équilibre IANT =0.Soit T = T,i'et comme T = T't+pTyit = 0,
la coordonnées T} est définie par

T; = constante
th =0

Si p est non nul, alors T =0et I’hypothese de Kirchhoff est automatiquement
vérifiée.

Propriété 38 Une poutre courbe (p # 0) sous contraintes constantes respecte I’hy-
pothése de Kirchhoff.

L’analyse du patch test pour les poutres courbes peut étre menée dans le cas général
(sans hypothese de Kirchhoff). Pour passer le patch test il est nécessaire que:

— l'espace d’approximation contienne les solutions du patch test,
— Dintégration respecte certaines conditions (voir le chapitre précédent).

Nous commencons par étudier la premiere condition.

Cas d’une barre Dans le cas d’une barre, les quatre fonctions u;, wy, Uy, up sont
découplées et sont solutions d’équations différentielles du type u(*™ + f = 0 avec
m = 1 pour us, w; et m = 2 pour u,, up. L’état de contraintes constantes corres-
pond & une déformation polynomiale de degré m. L’approximation des fonctions u,
et w; doit donc étre consistante d’ordre 1 et celle des fonctions u,, et up consistante
d’ordre 2.

Cas d’une poutre courbe On ne sait que rarement calculer la cinématique
associée a un état de contrainte constante dans le cas d’une poutre courbe. Les
contraintes sont définies par M constant et T nul. Pour une section de symétrie
circulaire (disque, anneau), ’élasticité linaire implique

Lt 1ot
7 == 1)t
&' = 27 (M +v(M.D))
et la rotation de la section droite est

L1 -
&= ﬁ(sl+ I/(L(S))H + &o

avec le tenseur a(s) défini par (on note ¥ ®@ ¥ = [v;v;];,5)

-

a(s) = /OS t(a) ® t{a) da
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Comme T = 6, le déplacement de la fibre neutre est calculé a partir de ’équation
@ =dNT

Nous avons explicité les formules dans le cas d’une poutre circulaire dans le cas
général et pour une poutre hélicoidale avec coeflicient de Poisson v nul (voir annexe
G). L’espace d’approximation doit contenir les combinaisons linéaires des fonctions :

1,s,s% sin(ps), cos(ps), s sin(ps), s cos(ps)

pour une poutre circulaire (rayon r = %) et

1,s,s% sin(ys), cos(ys), ssin(7ys), s cos(ys), s sin(ys), s? cos(7s)

pour une poutre hélicoidale (courbure p, torsion 7 et v = /p? + 72).

Il est possible de construire une approximation diffuse qui soit consistante pour
les fonctions que nous venons de citer comme le montre I’annexe H. Cependant nous
ne savons pas encore écrire les contraintes sur l'intégration dans le cas de poutre
courbe. Nous allons donc procéder comme dans le cas de la méthode des éléments
finis ou l'on se contente de passer le patch test au sens faible pour les poutres
courbes.

3.2.2 Approximation utilisée

Type d’approximation Les fonctions u; et w; peuvent admettre des dérivées
discontinues (voir la figure 1.4, page 148). De la méme fagon, les fonctions wu,, et
up peuvent avoir des dérivées secondes discontinues (cas d’une force pontuelle par
exemple). Nous avons donc choisi d’approximer les fonctions u; et w; par une inter-
polation diffuse Lagrangienne et u,, et u, par une interpolation diffuse Hermitienne.
L’interpolation Hermitienne simplifie la prise en compte des couples pontuels.

Consistance Le degré de consistance minimale pour les fonctions u; et w; est
1, cependant on doit approcher des fonctions trigonométriques. Nous utiliserons
une approximation diffuse Lagrangienne quadratique (c’est—a—dire consistante pour
1,s,s%). De la méme fagon, on utilisera une consistance cubique pour ’approxima-
tion Hermite.

Dérivation On peut utiliser la dérivation usuelle ou la dérivée au sens diffus pour
I’approximation Lagrangienne. Au contraire, il est nécessaire d’utiliser la dérivation
complete pour ’approximation Hermite pour assurer la stabilité de l’intégration
numérique comme nous le verrons plus loin.

3.2.3 Modele de poutre discret

Nous utilisons des nceuds s; dans [0,1] avec s = 0 et s, = [. Les fonctions
d’influence sont les fonctions « de Voronoi » d’ordre 2 (annexe B). Une fonction de
forme diffuse Lagrangienne L; et deux fonctions de forme Hermitiennes N;, M; sont
attachées a chaque noeud s; pour approcher la cinétique de la poutre par

u(s) D icl(s) Lz(s)Ut.
wi(s) icl(s) LZ(S)Qi
un(s) = Yiers) N,-(S)U,"L + M;(s)V}!
w(s) = Xiern Nil&)U + Mils)Vy
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Chaque neceud porte un vecteur de six degrés de liberté
U' = (Utia Qi: Uriw Vrﬁ: Ulf: Vbi>T

et le vecteur E(s) s’écrit

[ E(s) = Zie[(s) Bi(s)U*
avec
L 0 —p1L; pL
0 L; pLi p'L
BT(S) _ —pN;  pTN; —27-]\/'1.’ — 7' N; Nl-” - T2N,-
T =My pTM; —2TM{ —1'M; M — 7% M,
0 pNZ' TZNZ'—N;’ —T’Ni
\ 0 le’ TZMZ' _Mi" —T’Mi

On utilise ce modele discret dans la formulation variationnelle pour obtenir un
systeme linéaire KU = F'. La contribution du couple ¢, j & la matrice de raideur est

l
KV = / B/ (s)HB;(s) ds.
0

Gestion des matériaux En pratique, il est courrant d’avoir une poutre mul-
timatériaux. Or nous savons que la solution peut étre discontinue & la soudure
de deux matériaux. Pour bien capter cette discontinuité, nous considérons deux
poutres, c’est—a—dire que leur seul point commun est le noeud d’interface (voir fi-
gure 3.2) . Ceci revient simplement & modifier les fonctions d’influence des noeuds
proches de la frontiere. Le cas de force ponctuelle est traité de la méme maniere,
car on n’utilise pas systématiquement la dérivée complete de ’approximation La-
grangienne. Une alternative pour ce cas est 'utilisation des fonctions d’influences
modifiées de Krongauz (voir I’étude bibliographique, page 148).

Fonctions d’ influence modifiees

\ 4

F1a. 3.2: Fonctions d’influence de deux poutres.

Discontinuités géométriques Le modele géométrique peut faire apparaitre des
discontinuités artificielles du repere de Frenet, de la courbure ou de la torsion
(comme dans le chapitre suivant par exemple). Dans ce cas, les valeurs nodales
U7 du nceud commun sj n’assurent pas la continuité de la cinématique @, . Nous
devons donc dédoubler le nceuds en s; et sj et souder les deux poutres en écrivant
vectoriellement dans le repére Cartésien de référence ¢~ = @+ et G~ = OT.
Ces contraintes linéaires sont prises en compte par multiplicateurs de Lagrange et
s’écrivent SU = 0. Cependant, la matrice de raideur K prend une structure bloc

K, 0
0 K,
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et chacune des matrices K1, Ky ont un défaut de rang de 6. Ainsi celui de la matrice
de raideur globale est 12.

En pratique, nous bloquons les mouvements de corps solide par modification de
la matrice de raideur en annulant six degrés de liberté indépendants. La matrice
de raideur ainsi modifiée est alors inversible, ce qui rend possible la résolution du
systeme avec multiplicateurs de Lagrange en conservant un stockage skyline. Dans
le cas d’une soudure, la matrice K modifiée présente toujours un défaut de rang
de 6. Pour obtenir une matrice inversible, il suffit d’utiliser la matrice modifiée
K,, = K + S8, qui ne change pas la solution du systéme global, ni la largeur
de bande de K (car S n’agit que sur les nceuds consécutifs s; et sj+ et on impose

SU = 0). Nous appelons le terme S'S « raideur élémentaire de soudure » (cette
méthode est inspirée de [Tij78]).

3.3 Intégration numérique

3.3.1 Patch test pour une équation d’ordre 2m

Nous avons vu page 160 que le patch test peut s’écrire (nous sommes dans le
cadre d’application du théoreme 12)

Vp € P,Yv € Vy,a"(p,v) = a(p,v)
Pour I’équation
(=)™u®™ () = f(x), Yz €]a,b]

la forme bilinéaire a est
b
a(u,v) = / u™ (M dg,

I’espace P est ’ensemble des polynomes de degré m, P,,. Si I’on considere I’ensemble
P4, d > m, alors les taux de convergence seront supérieurs (voir [ZT97]), on se
restreint a d < 2m.

Soit N; une base de ’espace V,, et la base canonique de Py, (%)ke[md]- Les
conditions pour k < m sont évidement vérifiées par une méthode de type Gauss car

(m)
(afc—]:) = (0 dans ce cas. Les conditions restantes sont donc

zk zk
Vi, Vk € [m,d],a*(F,Ni) = a(F,Ni).

Par ailleurs, I'identité suivante se démontre facilement avec k — m intégrations par
parties successives

b
T

k—m
Vf,Vk e [m,2m[,a(wk_,:7f) _ Z { lf(mll)(w)]

i
=0 a
Ces considérations démontrent le théoréme suivant.

Théoréme 15 Soit m et d deuz entiers tels que d € [m,2m[. Deux conditions
nécessaires pour passer le patch test d’ordre d pour une équation d’ordre 2m sont

1. La matrice K*, K}; = a*(N;, Nj) est de rang n —m.
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ok

2. Pour toute fonction de base N;, Uintégration numérique f et la dérivation SoF

sont liées par

b
k m 5mN k—m :Ul 5m7l71Nl
Vk € [m d]j[ | Sam dw:[ T sammi=1 (@)
=0 a

xm

On pose dans la suite

k—m | em—1—1
k o ' 0 NZ
M; (z) = Z WW(:U)

=0

3.3.2 Analyse des contraintes pour un schéma de Gauss mo-
difié

Le théoréme 15 est la généralisation des conditions connues pour 1’équation de
la chaleur ou I’élasticité linéaire [Lao96, Kro96]. Nous utilisons la technique décrite
au chapitre précédent pour construire un schéma d’intégration de Gauss modifié
avec points de Legendre &; et poids wy. Chaque pavé |a, 3] a une liste d’influence
constante renumérotée 1,... ,n; et les contraintes peuvent s’écrirent e'w = 2 et
Dw = 0 comme prédemement, avec

kE[O,d—m],ze[1,m],g€[1,ng],] (d m)(l_1)+k+1
Dyj = 5 Ge () = 5 [MEQ)]L,

Propriété 39 Les contraintes sur les poids w ne forment pas une famille libre.
FElles assurent l’intégration exacte des polynémes jusqu’aw degré 2(d —m).

Soit un polynoéme de degré inférieur ou égal & d, et a; tels que > | a; N;(z) = p(z),
il vient en faisant la combinaison linéaire des contraintes avec les a; pour un degré
k€ ]0,d—m] fixé:

— d’une part (membre de gauche)

S

Ng knz

(fg) = E & Zal 5£m ( )wg

i

Ng k
o3 %

=1 g=1
Ng +k
§g 6™p
= El * o€ (fg)
g:
Ng
b
= 21 ﬁp(m) (fg)wg
g:
— d’autre part (membre de droite),
i k i k L gm—l—1p.
> aMP(§) = ' 1ail2;ﬁw(f)
= i= =
k ¢! U sm—l-1N
= Z m @ Sgm—1-1 (5)
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o

Il
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Et finalement, pour chaque degré k € [0,d — m], les conditions de consistance
impliquent que

k

1
Z ey = [ i a

Ceci démontre que les polynoémes jusqu’au degré 2(d —m) sont intégrés exactement
(car le degré de &pt™ (€) varie de 0 & 2(d — m)). Par ailleurs, en prenant des po-
lynomes de degré inférieur a m, la condition est 0 = 0: il existe donc des contraintes
redondantes dans D.

3.3.3 Test pour la flexion

La flexion d’une barre sous hypothéses de Kirchhoff est régie par une équation
du quatrieme ordre, soit u(*) 4+ f = 0. Nous considérons ici deux cas de chargement
d’une poutre unitaire [0, 1]:

— origine bloquée (u(0) = 0,u’(0) = 0) et poids (solution polynomiale de degré

9).

— extrémités fixée (u(0) = 0,u(1) = 0) et force ponctuelle en zg.

La solution numérique est construite avec l’approximation diffuse Lagrangienne
avec consistance cubique ou quadratique. L’intégration associée est calculée avec
des patchs tests respectivement quadratique et cubique. La premiere méthode cor-
respond au patch test minimum. Les taux de convergence observés pour les deux
méthodes sont donnés dans le tableau 3.1. Les taux observés sont ceux attendus,
mais nous avons remarqué que la technique d’intégration issue du patch test cubique
n’est pas stable numériquement avec un nombre raisonnable de points de Gauss.

A. D. quad. A. D. cub.
probleme 1 | probleme 2 || probleme 1 | probleme 2
n -1.83 -1.91 -3.98 -3.00
u -2.04 -1.94 -3.39 -3.58
u" -1.39 -1.47 -2.08 -1.56

TAB. 3.1: Tauz de convergence pour la flexion avec Uapprozimation diffuse Lagran-
gienne (dérivée diffuse). Pour l'intégration, nous utilisons 3 points de Legendre
supplémentaires et m = ng + 1.

3.3.4 Mise en ceuvre pour les poutres

Dans le cas général, nous nous contentrons de vérifier les contraintes issues des
patch tests minimaux : c’est—a—dire de degré 1 pour u; et w; et degré 2 pour u, et
up. Ainsi sur chaque pavé d’intégration Ja, 8], nous imposons pour tous les noeuds
d’influence

B 6L — [Li]g
52Nz _ 5N,]5
zz -
4 (%5 )a
@ 690 a

Ces contraintes s’écrivent comme précédement et le méme algorithme peut étre uti-
lisé pour calculer les poids d’intégration. Dans notre cas, la matrice des contraintes
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s’écrit
. L;(1)—L;(—
Dy s(i-1)1 = 2 (g,) — =D
. 52N () 2F(—1)
g € [1777/9]77/ € [1,774'], Dg,3(i—1)+2 - ﬁ(f{]) - 2
8> M, S-S
Dg73(i71)+3 = Tzl(fg) - 3

Dans ce cas, le nombre de points d’intégration est tres élevé car nous avons 3n;
contraintes par pavé: ceci augmente le temps de calcul de l'intégration spéciale,
mais nous avons vu dans le chapitre précédent qu’elle est nécessaire. De plus, dans
I’application que nous présentons, la construction de la matrice de raideur n’est pas
limitante. En pratique, nous utiliserons ny, = 3n; 4+ 3 points de Gauss et m =ny +1
monoémes pour la minimisation de ||Gw — 7||.

3.4 Tests numériques

3.4.1 Intégration (flexion)

Nous avons calculé les poids d’intégration adaptés a la pseudo-dérivée de ’ap-
proximation diffuse Hermite cubique seule. Deux exemples sont représentés figures
3.3. Les valeurs sont tres éloignées des poids de Gauss—Legendre usuels! Ceci s’ex-
plique car la pseudo—dérivée des fonctions de forme N; n’est pas toujours de bonne
qualité : la forme de la fonction est correcte, mais pas ’amplitude comme le montre
la figure 3.4. Nous devrons donc utiliser la dérivée complete de I’approximation
diffuse Hermite.

8000

Poids de l'integration adaptee

6000

*

4000

2000

o K

-2000

-4000

*

-6000
-1

-08 -06 -04 -02 0 02 04 06

08 1

600

400

200

-200

-400

-600

Poids de l'integration adaptee

* *

-1

-0.8

-06 -04 -02 0

02 04 06 08 1

FiG. 3.3: Poids de l'intégration adaptée pour un patch test quadratique et l’approxi-
mation diffuse Hermite cubique.

150

Shape function N second derivative

Shape function M second derivative

pseudo I
full d.
100 [ ) 15 nodes X
s0 | 0l
o¥K KK K | K | K e S
50 | O KK KK oL KKK Ko
-100 20(pseudo d.) -------- 5
full d.
-150 a0t
nodes XK

-200

20

0.2 0.4 0.6 0.8

-15

0.2

0.4 0.6 0.8

Fic. 3.4: Dérivée seconde de [’approzimation diffuse Hermite.
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Les études de sensibilité de l'intégration aux différents parametres (nombre de
points de Gauss, nombre de mon6émes adapté au défaut de rang de D ou non, ... )
montrent des comportements identiques & ceux détaillés dans le chapitre précédent.

3.4.2 Cas tests (flexion)

Nous allons ici étudier la convergence de 'approximation diffuse Hermite pour
I’étude de la flexion seule. L’équation différentielle de la flexion est

Elu + f =0.

et l'intégration correspond au patch test d’ordre 2 (i.e. le patch test minimal).
Nous avons défini quatre cas tests qui représentent les différentes situations
offertent par les problemes de poutres.

Poutre encastrée sous son propre poids Le terme source f est simplement le
poids —pgS, I’équation d’équilibre et ’encastrement nous menent a

u(z) = — pgsS

24FE1

Les inconnues a et b se calculent en écrivant que M et T sont nuls en [, soit
u® (1) = 0 et u"(I) = 0, et la solution s’écrit finalement (probleme 1):

u(z) = —upé® [€* — 4¢ + 6] (3.4)

z* + az® + ba®.

4
avec ug = gi%‘l[ et {= 7.

Poutre doublement encastrée Le calcul est le méme, mais les conditions aux
limites s’écrivent maintenant u(l) = u; et u'(I) = 0. Lorsque le poids est pris
en compte, la déformée s’écrit (probleme 3):

u(r) = —uo€? [52 ) <1 - Z—é) €+ <1 - 33—(’))} (3.5)

Et en négligeant le poids (probleme 2):
u(z) = w €% [—2¢ + 3] (3.6)
Appuis simples et force ponctuelle Le dernier cas est celui d’'une poutre en

appuis simple sur ses extrémités et supportant une force ponctuelle F' au
point y. La déformée de cette poutre est calculée dans [Lel90], et s’écrit (on

pose u; = %, et 7 = ¥, probleme 4):
si0<z <y
siy <z <l ’

u(z) = un(1-8) [£(2- &) —n’]

Chacune de ces solutions analytiques s’exprime facilement en fonction des pa-
rametres adimensionnels &, ;‘—é et 7, et le facteur multiplicatif ne joue pas de role
dans la suite.

Nous avons testé 'approximation diffuse Hermite avec consistance quadratique
et cubique avec fonction d’influence voronoi d’ordre 2. Le nombre de points de Gauss
supplémentaires est 4 et le nombre de mondmes m est ng+1. Les taux de convergence
sont donnés dans le tableau 3.2 et les courbes en annexe I. La référence est donnée
par les éléments finis Hermite cubiques avec intégration analytique. Les résultats
montrent que I’approximation diffuse Hermite est efficace pour résoudre ce genre de
probleme. Les taux de convergence dans le cas de ’approximation Hermite cubique
sont parfois trés élevés(probleme 1 par exemple). Nous ne savons pas expliquer ces
valeurs (super-convergence ou influence du calcul d’erreur?)
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3.4.3 Poutres courbes

Nous considérons maintenant le modele de poutre complet (i.e. avec les trois
phénomenes: traction, torsion et flexion). On considére une poutre hélicoidale en-
castrée a l'origine et soumise a des couples en son extrémité. L’état de contraintes
de cette poutre correspond & un patch test. La figure 3.5 montre la convergence des
contraintes. Le taux de convergence est environ -2, ce qui est le taux optimal. Le
rebond a partir de 500 noeuds correspond au zéro machine pour les valeurs nodales
(environ 10710).

3.4.4 Discussion des résultats

Les résultats que nous venons de montrer sont tres encourageants, mais ils
soulevent plusieurs questions. Les taux de convergence observés pour la flexion seule
(tableau 3.2) sont tres élevés. Les expériences ont été menées avec une faible per-
turbation du semis de nceuds (5%). Nous ne savons pas expliquer ces taux: s’agit—il
de super—convergence?

Le patch test pour une poutre de forme hélicoidale est convergent. Les simula-
tions d’assemblage de poutres courbes seront donc convergents. Cependant, le patch
test au sens faible n’assure pas de taux de convergence comme au sens fort. Nous
devrons donc chercher les conditions nécessaires que doit vérifier 'intégration pour
passer le patch test au sens fort. La principale difficulté est le couplage entre les
différentes fonctions w¢,w, upn,up. Une analyse sans I’hypothese de Kirchhoff est
peut-étre plus aisée dans un premier temps.

Le choix de deux approximations différentes pour les termes us,w; d’une part
et un,up d’autre part a pour conséquence d’augmenter le nombre de points de
Gauss nécessaires pour respecter les contraintes du patch test. Si le temps de calcul
devient un point crucial, il est possible d’utiliser la méme approximation pour toutes
les fonctions. Ceci présente cependant trois désavantages:

1. On devra utiliser une approximation diffuse Lagrangienne de consistance cu-
bique.

2. La gestion des dicontinuités de u,,,u; devra étre revue.

3. On pourra avoir des problemes liés aux conditions Brezzi—-Babuska car ’ordre
de dérivation des inconnues sont différents.

Nous avons aussi calculé les modes propres de poutres en utilisant le modele
diffus. L’expérience montre des résultats similaires & ceux du chapitre précédent.
L’opérateur différentiel est donc bien représenté par ’opérateur discret.
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[ v [W=w]uw'=4]
E.F. -2.08 | -2.08 -2.08
Pb 1 || H.D. quad. || -2.27 | -2.20 -1.02
H.D. cub. || -4.59 | -3.78 -2.45
Pb H.D. quad. || -2.27 | -2.19 -1.08
2 H.D. cub. || -2.95 | -2.00 -0.85
E.F. -297 | -3.03 -2.03
Pb 3 || H.D. quad. || -2.52 | -2.30 -1.16
H.D. cub. || -4.45 | -3.57 -2.62
Pb H.D. quad. || -2.28 | -2.20 -1.16
4 H.D. cub. || -4.21 | -2.96 -1.83

TAB. 3.2: Taux de convergence des éléments diffus Hermite
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F1G. 3.5: Convergence des contraintes pour une poutre en hélice (patch test).
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3.5 Conclusion

En conclusion, nous avons développé un modele de poutre diffus en nous ap-
puyant sur

— lapproximation diffuse Lagrangienne,

— 'approximation diffuse Hermitienne,

— des fonctions d’influence asymétriques,

— une intégration numérique adaptée aux fonctions de forme diffuses.

L’hypothese mécanique de Kirchhoff nous permet de ramener la description de la
poutre aux quatres fonctions u;,wy, Uy, up seulement. Elles sont approximées par

— linterpolation diffuse Lagragienne de consistance quadratique pour u; et wy,
— l'interpolation diffuse hermitienne de consistance cubique pour u, et up.

— les fonctions d’influence de type « Voronoi » et d’ordre deux sont utilisées pour
les deux interpolations.

L’intégration numérique est construite a partir des patch tests et 'on utilise
— 3 points de Gauss supplémentaires par tuile,
— ng + 1 mondmes.

Avec ces parametres, le modele discret est convergent pour des poutres courbes.
Nous allons donc 'utiliser dans la suite pour une application a la simulation de
forage pétrolier. Dans cette application le surcott de calcul da a 'intégration numé-
rique n’est pas limitant car on doit traiter les contacts roche—structure. Grace a la
continuité de 'approximation diffuse, nous pensons que les efforts seront mieux
calculés par notre modele de poutre que par un modele éléments finis classique.



202 CHAPITRE 3. POUTRE DIFFUSE



203

Chapitre 4

Application a un probleme
de forage

Nous avons développé un modele de poutre discret dans la partie précédente.
Nous montrons ici son utilisation pour traiter un probleme de forage car nous
pensons que l'utilisation de "approximation diffuse peut améliorer I’estimation des
contraintes dans la structure grace a sa régularité. L’hypothese de Kirchhoff doit
permettre de traiter plus facilement des structures tres élancées en diminuant les
problemes de bloquage (dynamique du forage).

Cette partie se place dans le cadre d’une recherche active sur le forage au
CGES (pétrolier en particulier). Nous avons donc bénéficié des méthodes existantes
(contact 2d par exemple) mais 'application de ’approximation diffuse a aussi per-
mis une évolution de deux aspects de la modélisation :

— la description de la géométrie d’une part,
— lalgorithme de contact 3d d’autre part.

Les détails sur la modélisation et 1’état des recherches en 2d sont présentés dans
[Ma099]. Nous nous focaliserons dans cette partie sur les techniques mises en ceuvre
pour simuler la physique du forage, et expliquerons pourquoi nous pensons que l’ap-
proximation diffuse peut permettre une meilleure estimation des efforts. Les détails
sur le modele ou le forage pétrolier se trouvent dans 'ouvrage cité précédement
[Mao099].

Nous commencons par décrire rapidement le probleme physique et son modele.
L’algorithme de contact 2d est présenté puis les modifications nécessaires pour pas-
ser a 3 dimensions.

4.1 Probleme posé

4.1.1 Description du probleme physique

L’industrie pétroliere utilise de plus en plus les forages déviés afin d’augmenter
les taux de récupération de I'huile en place. Le controle de la trajectoire est 1'un
des facteurs essentiels dans la réussite d’un tel projet. Plusieurs technologies sont
utilisées : systemes de fond de trou actifs ou stabilisateurs en forage rotary. Nous
allons étudier ici ce dernier cas car le forage rotary est moins cotteux et produit des
puits plus faciles a équiper en général. La figure 4.1 montre les éléments principaux
d’un forage rotary.

La garniture de forage est un tube qui transmet la rotation du moteur de surface
a Poutil et permet la circulation des boues de forage dont le role est ’évacuation
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moteur de surface puits

stabilisateurs

outil garniture

garniture

Fia. 4.1: Représentation schématique d’un systéme de forage.

des débris de roche. Le diametre de ce tube varie, en particulier pres de ’outil ou
se situent les stabilisateurs.
La simulation du forage rotary se décompose en trois étapes:

1. Simulation de la garniture de forage.
2. Mise en place d’'un modele d’interaction outil-roche.
3. Couplage de ces deux modeles.

Nous nous focalisons ici sur la premiere étape qui est un calcul statique de la
mécanique de la garniture car ’ensemble du modele est quasi—statique, il est décrit
dans [Mao99]. Pour le calcul de trajectoire, seule la partie terminale de la garni-
ture est simulée; en revanche, la dynamique du forage demande la simulation de
I’ensemble de la structure.

4.1.2 Modélisation, géométrie

La garniture est modélisée comme une poutre (caractérisée par les grandeurs
E,G,S,1,ky car c’est un tube) en petits déplacements autour de l’axe du puits.
Ceci suppose que 'on sache calculer les contraintes initiales correspondant a cet
état d’une poutre initialement droite : ces contraintes dépendent de la géométrie du
puits.

Géométrie La géométrie d’un puits est contruite a partir des mesures suivantes :
— longueur de puits foré,
— orientation de ’outil.

Ces données menent a un probleme d’interpolation original. On utilise en général une
technique basée sur des arcs de cercle. Dans ce travail, nous avons choisi d’utiliser
des arcs d’hélice qui permettent de décrire la torsion de la trajectoire et ainsi de
mieux prendre en compte 'aspect 3d du probleme traité.

Deux points de données successifs 7,7 + 1 sont reliés par une hélice dont les
courbures et torsion (qui sont constantes le long de ’hélice) sont calculés avec les
directions des positions ¢ — 1,4, + 1. La géométrie obtenue interpole les mesures
par une succession de segments de droite, d’arcs de cercle et d’arcs d’hélice. La
construction géométrique des hélices est décrite dans [Sav99]. Comme précédement,
Iabscisse curviligne est notée s, ' la dérivation selon s, et (f,1, l_;) la base de Frenet
le long de la trajectoire.
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Contraintes initiales Les contraintes initiales associées & un arc de cercle ou un
arc d’hélice sont simplements composées d’'un moment constant [Tij99]:

TET
M=<{ o

pET

4.2 Contact 2d

La principale difficulté pour la simulation de la mécanique de la garniture pro-
vient du contact avec la roche. Un algorithme qui s’appuie sur des forces nodales a
été développé au CGES en 2d [Ma099]. Son intérét principal est de ne pas modifier
la matrice de raideur comme nous allons le voir dans la partie suivante. Ainsi, une
fois la matrice K construite et triangulée, il suffit de résoudre des systémes KU = F
avec différents seconds membres. La contruction de la matrice de raideur diffuse qui
est plus longue que celle des éléments finis n’est plus le facteur limitant du calcul.
De plus, les forces nodales appliquées au modele diffus ne font pas apparaitre de
discontinuités de contraintes comme c’est le cas pour les éléments finis: « on rend
le contact local ».

4.2.1 Description de 1’algorithme

Supposons que I’on connaisse I’ensemble des noeuds de contact C. Pour chaque
nceud en contact, les conditions suivantes sont vérifiées (on note 7. la direction du
contact au point ¢, voir figure 4.2):

— ||@.]] = e. (e est le jeu i.e. la différence des rayons du puits et de la garniture).

— Les efforts de la roche sur la structure au nceud sont

F= ~F0, + ks Fet  (frottement de Coulomb)
C = knFct (idem)
et ils vérifient

~F¢>0

ol @, = unit + upb est la projection du déplacement du noeud ¢ sur le plan (7, 5)
La condition #@..7. = e. est équivalente a ||@.|| = e., et comme 7 est orthogonal a ,
la condition peut aussi s’écrire sur le déplacement total du nceud. Nous utiliserons
cette deuxieme forme car elle est linéaire.

Notons @? le déplacement du nceud d di & des efforts de contact unitaires (i.e.
F¢ =1) appliqués au nceuds ¢ et @2 le déplacement de la structure sans contact. Le
déplacement d’un point de la structure s’écrit par le principe de superposition

et en particulier pour le nceud d

En écrivant la premiere condition de contact en chaque nceud, i.e.

> Gl FL = eq — i3.Vg, VA €C
ceC
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b i
® o o9
ontact 4 W

Fia. 4.2: Direction de contact, forces ponctuelles de contact aux neuds.

on obtient un systeme linéaire AF = B qui permet de calculer les efforts aux noeuds
de l'ensemble de contact. Notons que dans le cas ou l'on néglige les frottements,
la matrice A = [@%.7] , de ce systéme linéaire est une sous-matrice de K" : ceci
assure son inversibilité (elle est méme définie positive). Avec frottements, la matrice
A est toujours inversible mais non symétrique.

La méthode que nous venons de décrire permet de calculer les forces de contacts
lorsqu’on connait a prior: les noeuds de contact. Pour calculer cet ensemble, nous
allons itérer le calcul précédent en faisant évoluer I’ensemble des nceuds de contact.

A chaque itération, on:
— ajoute le noeud le plus pénétrant,

— Ote le nceud le plus en traction (i.e. 8’il existe des nceuds tels que FS < 0, on
enléve le plus négatif).

Ces deux régles permettent de construire un algorithme convergent (d’apres [Tij99]).
Le critere d’arrét est la stationnarité de la suite des ensembles de noeuds de contact,
sachant que les deux conditions ci—dessus sont respectées a des tolérances pres
fournies par l'utilisateur en tant que précisions respectivement sur le déplacement
et sur la force.

4.2.2 Exemple

Pour illustrer le fonctionnement de ’algorithme que nous venons de décrire, nous
allons traiter un exemple simple: on considere un élément de garniture horizontal
dans un puits, encastré & gauche et sous son propre poids (voir figure 4.2). 1l est
possible de calculer la fleche analytique d’une telle poutre :

j le jeu

L= (72E1j)1/4

¢\ pgS \

w = | B (L aE - - DY) sis <l
J sis> 1,

La figure 4.4 montre les étapes de ’algorithme de contact 2d.

Comme on connait la solution analytique du probleme précédent, il est possible
d’étudier la convergence de l’ensemble poutre diffuse et algorithme de contact. La
figure 4.5 montre erreur en norme £? contre le nombre de nceuds pour la fleche,
la rotation de la section droite et le moment (le cas est de la flexion pure). Les
noeuds sont générés avec une faible perturbation de 2.5%. La simulation mise en
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place converge pour ce cas et les taux de convergence sont donnés dans le tableau
4.1. Les courbes ne sont pas régulieres car la position du premier nceud de contact
par rapport a [, joue un role important dans l'erreur.

u -2.64
w=u -2.11
M = FEId" | -1.67

TaB. 4.1: Tauz de convergence pour le probléme du puits horizontal (précision sur
le déplacement 10710, précision sur les forces 0).

La figure 4.3 montrent que le nombre d’itérations augmente lorsque la précision
demandée sur les positions augmente. La relation entre le logarithme du nombre
d’itération est le logarithme de ’erreur est linéaire (pente -0.2). Le temps de calcul
augmente rapidement avec le nombre d’itération et le nombre de noeuds en contact,
mais la précision sur le jeu est faible ce qui nous autorise a utiliser une précision
sur les positions élevées. Sur notre cas, la précision sur les forces a peu d’influence
sur le nombre d’itérations.

1000 T T T T T T T T

100 1

Nombre d'iteration

10 F + E

1000 noeuds

1 L L s s L s ' L
le-10 1le-09 1e-08 1le-07 1e-06 1le-05 0.0001 0.001 0.01 0.1
Precision sur le contact

Fi1c. 4.3: Evolution du nombre d’itérations en fonction de la précision sur les posi-
tions (précision sur les forces 0, 1000 neeuds).

4.2.3 Discussion

Avant toute chose, notons que les frottements entre la garniture et le puits
sont, calculés de facon simplifiée grace a la connaissance a priori sur le systéme
physique. En pratique les coeflicients k¢, k. peuvent étre signés pour tenir compte
du déplacement selon (ks est négatif si u; est positif) et du sens de rotation de la
garniture. Par ailleurs, ’utilisation du repére de Frenet simplifie ce test.

L’intérét du modele diffus est principalement lié a la forme de l'algorithme de
contact. Comme le contact est pris en compte par des forces nodales, un modele
élément finis fait apparaitre des discontinuités de contraintes aux nceuds en contact.
Dans le cas précédent, le moment est la dérivée seconde de la fleche, et des éléments
Hermite cubiques n’assurent qu’une approximation C! alors que le modele diffus
admet la régularité de la fonction wy. ¢ (en pratique C? avec la spline quartique). On
peut donc espérer une meilleure estimation des efforts sur 'outil de forage grace a
la régularité de ’approximation. Des tests avec parametres réels devront étre menés
pour le vérifier.
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0 6
0.8 -0.04
14 L L L L 007 L L L n
o 0.2 04 0.6 08 1 o 0.2 0.4 0.6 08 1
0. état initial 1. ajout du nceud 10
0 6
-0.015 . -0.015 - '
-0.02 -0.02 h ' 28
-0.025 L . L L -0.025 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
2. ajout du nceud 6 3. ajout du nceud 8
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4. ajout du nceud 7 5. ajout du nceud 9
0
.
-0.005 4
.
> -0.01 —
.
-0.015 4
] !
-0.02 L L v . v ¢
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6. retrait du nceud 8: état d’équilibre

Fic. 4.4: Ezemple de calcul de contact garniture—puits. La courbe horizontale
représente la paroi du puits.
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Fia. 4.5: Convergence pour le probléme du forage horizontal.
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L’algorithme de contact que nous avons mis en place n’est pas transposable
directement en 3d: en 2d la condition « linéarisée » @.7 = j assure la condition
de contact exactement et le choix du point de contact est évident entre les deux
candidats sur la section du puits (« du c6té ou 'on pénetre la roche »). En 3d, les
choses sont bien différentes car la condition géométrique @.7/ = j n’est suffisante
pour assurer que le contact est sur la frontiere du puits que si 7 est vraiment
la direction de contact. Ainsi le passage de 2d & 3d s’accompagne d’un probleme
supplémentaire : celui de la détermination des directions 7/

Deux possibilités se présentent pour calculer le contact en 3d:

1. Ne plus utiliser la version linéarisée de la premiére condition de contact @./ = e
mais revenir a ||@]| = e.

2. Trouver une technique pour calculer les « bonnes » positions de contact et
utiliser la technique précédente pour calculer les efforts.

La premiere technique demande de résoudre un probléme non-linéaire, nous avons
donc inventé une technique hybrique ou le calcul des forces de contact est couplé a
la méthode de Newton pour trouver les points de contact.

4.3 Contact 3d

4.3.1 Description

Le calcul de ’équilibre de la structure en contact avec le puits suit le méme
cheminement que précédement (on itere sur I'ensemble des noeuds en contact C).
On initialise la direction de contact d’un nceud entrant dans I’ensemble des nceuds
en contact comme la direction de son déplacement a cette étape, i.e. UV = H_gH En
3d, la premiere condition de contact est équivalente au systeme d’équations

Ue Ve = €¢, cEC

{ Ue-fle =0, c€C
avec fi, = 7, At. Nous allons résoudre ce systéme non linéaire (les vecteurs 7 sont
des inconnues) en résolvant alternativement sur les forces FS et les directions 7.
Les forces sont calculées a partir du premier systéme d’équations avec la méthode

précédente. Puis les nouvelles directions de contact en annulant les tangentes des
angles entre les vecteurs fi. et @ en chaque noeud de contact, soit

T, = 'J-ﬁc/ec

Nous utilisons ici une linéarisation du second jeu d’équations (méthode de Newton,
figure 4.6) pour modifier les directions 7.. Ces deux phases sont itérées jusqu’a
I’obtention d’une solution.

4.3.2 Calcul élémentaire des directions

Chaque tangente T, est fonction de tous les vecteurs 7; qui sont paramétrés par
des angles 84 (ce ne sont que des directions). La méthode de Newton calcule les
variations angulaires solutions du systeme d’équation

o1y o1y
90, ' 00m Ay Ty
0T, 0T, Agm Tm

061 T 00m
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2 T

f _
tangente .

To T*

Yo e

| 1 1 1 1 | 1 |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Connaissant xo, Yo, f'(20), le zéro de f est approximé par z* = x — %

Fia. 4.6: Algorithme de Newton en 1d pour calculer le zéro d’une fonction.

et on modifie chaque direction 7. en normalisant le vecteur (on suppose Af,. petit)
17: = ch + A06/_/4’6

1.
[}

Evaluons les dérivées partielles g . Deux cas se distinguent :

— Si ¢ = d, nous avons

o
b "
e _ =
96, — Ve
90e
Vel = €,

et donc la variation de 7T, est

or. 04, , .., O
20, — (80C e — Uele)[ec = a0, /e —1
or
i, oF¢ >
806 eeC 896

avec b? le déplacement du nceud d lorsque le nceud ¢ est soumis & une force

ol -
55~ = bt Il reste

—fi. — B.V.. Pour cette derniere égalité, on utilise le fait que

N oF?
a calculer les 55

- Sic#d, il vient

oT. O, .
96, 08,
et
. OF°

- G+ FEOS
084~ “= 904 d
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Calculons maintenant les %1;“5_ Les FS sont solutions du systeme AF = B, donc
leurs dérivées partielles de

OF _ 0B 04
06, 90, 064

Tous calculs faits, le second membre de ce systeme s’écrit

A

bL.i7 0
—F? : +Q =@ fia— Y e Fl@lfia p o (d®™Cligne)
l_)'g"‘."m 0

4.3.3 Mise en ceuvre

A chaque étape de I’algorithme de contact, on doit résoudre pour chaque nceud

dans C deux problemes d’élasticité (calcul de @? et 55) Cependant la matrice de rai-
deur a une tres faible largeur de bande (24) et la résolution des systemes d’élasticité
est tres rapide ; ceci est d’autant plus vrai que la matrice de raideur n’est triangulée
qu’une fois. En revanche, le calcul des forces F¢ et des directions ¥/, devient lourd
lorsque le nombre de nceuds de contact augmente car la matrice A est pleine et non
symétrique (frottement).
Notons aussi que 'implémentation de ’algorithme de contact demande du soin
pour éviter d’encombrer la mémoire ou de recalculer de trop nombreuses fois les
mémes éléments. En effet, le calcul du contact pour le cas 2d présenté dans la partie
précédente est 40 fois plus long que la construction de la matrice de raideur (pour
100 noeuds)! En 3d ce chiffre est encore plus élevé du fait de l'itération sur les
directions de contact.

Les tests numériques ont montré que la technique proposée (modele élastique
« KU = F » + contact, avec discrétisation élément finis ou diffus) pour calculer
Péquilibre de la garniture dans le puits est convergente dans sa version 3d (i.e. on
arrive bien a calculer un état d’équilibre). La convergence des solutions calculées n’a
pu étre testée numériquement car nous ne connaissons pas de solution analytique de
problemes 3d. Des expériences devront étre construites pour comparer ces solutions
avec la réalité.

4.4 Conclusion

En conclusion nous avons proposé dans ce chapitre une technique basée sur les
éléments diffus pour calculer ’équilibre de la garniture dans un puits au cours d’un
forage dévié. L'utilisation de I'approximation diffuse permet de calculer des efforts
plus lisses que les éléments finis: ceci devrait permettre une meilleure estimation
des efforts a loutil et ainsi améliorer la prédiction des trajectoires de forage. La
convergence de la méthode a été démontrée pour un cas 2d *. L’algorithme de contact
a été étendu en 3d grace a une méthode originale.

Au cours de ce travail, nous avons apporté deux originalités par rapport aux
méthodes existantes:

— La géométrie est décrite de facon plus riche avec I'utilisation d’arcs d’hélice.

1. Nous n’avons pas proposé de comparaison avec les éléments finis car le code dont nous dipo-
sons ne s’appuie pas sur ’hypothese de Kirchoff et utilise des éléments Lagrangiens quadratiques
pour les déplacements et les rotations
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ﬂ Construction de l’intégration et des raideurs, forces élémentaires. \
2. Calcul de la déformée sans contact @°.
3. Mettre a jour l'ensemble des neeuds en contact (valeur initiale 0).
i. Ajouter le neud le plus pénétrant (4 la précision €,).
ii. Oter le neeud le plus en traction (& la précision ep ).
4. Si Uensemble de contact n’a pas été modifié & 'étape précédente, aller a 7.

5. Calculer les forces et directions de contact :

Tant que (maxccc(T.) > €,)

i. Calculer les forces Fy,.

1. Calculer les nouvelles directions de contact V.

6. Aller a 3.

Fic. 4.7: Séquencement pour la simulation de la garniture.

— L’algorithme de contact a été étendu au cas 3d en conservant sa robustesse.

Chacun de ces deux points présentent un grand intérét pour I’étude du comporte-
ment azimutal des systemes rotary. La construction du modele diffus ouvre ainsi de
nombreuses perspectives comme

— la construction d’une expérience pour comparer les solutions éléments finis et
diffuse avec la réalité,

— T'utilisation du modele diffus pour la simulation complete du forage, compa-
raison a des cas réels et aux résultats éléments finis

— P’ajout de couples de contact pour aligner la tangente de la déformée avec celle
du puits,
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Cinquiéme partie

Conclusion
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Conclusions et perspectives

Dans ce travail, nous avons abordé trois themes de recherche qui sont :
— L’approximation,
— Le maillage et la modélisation géométrique,
— La résolution numérique des équations aux dérivées partielles.

Dans la partie approximation, nous avons défini et étudié les outils de base de notre
travail. L’approximation diffuse Hermite y est construite et analysée. L’application
au maillage montre la puissance des techniques de moindres carrés glissants et offre
des résultats encourageants sur un exemple d’application. La derniére partie cont-
ribue & 'amélioration des techniques de résolution d’équations différentielles sans
maillage en définissant et analysant une méthode d’intégration numérique originale.

Approximation

La notion de pseudo—dérivée est utilisée dans chaque application et montre ainsi
son efficacité. Ce constat met en évidence l'une des deux propriétés essentielles
de 'approximation diffuse: la facilité d’estimer des dérivées de grande régularité.
La seconde caractéristique remarquable de ’approximation diffuse est 1’absence de
maillage, qui est remplacée par la notion de fonction d’influence. Comme les splines
ou le krigeage ne s’appuient pas non plus sur un maillage pour calculer une approxi-
mation, nous définissons ’approximation myope: un pont entre les interpolateurs
radiaux et 'approximation diffuse. Sa construction s’appuie sur une compréhension
approfondie des splines d’ajustement et permet de montrer les différences entre les
deux types d’approximation. Elle permet aussi une analyse originale de ’équivalence
splines—krigeage basée sur le calcul explicite des représentants des formes linéaires
L; et le centrage du systeme de construction des splines d’ajustement (propriété 22,
page 60). Les fonctions de forme myopes sont caractérisées par un systeéme hybride
et leurs pseudo—dérivées définies.

Nous avons testé les fonctions de forme myope pour la résolution d’équations
différentielles, mais les résultats, présentés dans [SVS99], ne montrent pas d’amélio-
rations particulieres vis-a-vis d’une solution diffuse classique. Ce développement
n’est pourtant pas un échec car il montre clairement les différences et points com-
muns entre approximation diffuse et krigeage. L’approximation myope se présente
aussi comme un bon candidat pour régulariser les krigeages en voisinages glissants.

Notre seconde contribution est la construction et 1’étude de 1’approximation
diffuse Hermite. Nous suivons encore le méme cheminement: pseudo—dérivation,
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fonctions de forme et convergence (théoremes 9 et 10). L’approximation diffuse
Hermite est a la base des deux autres themes abordés: modélisation géométrique et
équations différentielles.

En conclusion, I’étude de ’approximation diffuse nous a permis d’en proposer
des extensions:

— L’approximation myope est une exploration théorique importante pour situer
la technique des moindres carrés glissants vis—a—vis des interpolateurs radiaux.

— L’approximation Hermite permet de prendre en compte des données différen-
tielles (la méthode se généralise facilement & d’autres données que de simples
dérivées).

En parallele, nous avons utilisé I’approximation diffuse lagrangienne pour de nom-
breuses applications pratiques comme le transport de champ entre simulations ou
le lissage et la dérivation de signaux.

Modélisation géométrique

L’approximation diffuse Hermite permet de développer une méthode d’estima-
tion de la courbure de surfaces triangulées. Cette technique est un raffinement de
la méthode d’estimation usuelle par ajustement, elle en améliore grandement la
résolution. Nous avons proposé une étude expérimentale approfondie de la méthode
et une comparaison a d’autres techniques (méthode de Samson, méthode duale) qui
montrent la qualité de ses résultats.

Les propriétés du calcul des courbures nous permettent de construire un algo-
rithme de reconnaissance des surfaces performant. L’étude théorique de la méthode
nous permet de démontrer sa convergence (théoréme 11) et de discuter en détail
ses conditions d’application, les principaux résultats sont décrits dans [SRSV99]. La
technique de calcul duale est utilisée par A. Rassineux et al. pour reconstruire et
adapter des maillages surfaciques [RSSV99].

Ainsi I'application de 'approximation Hermite & la modélisation géométrique
est un succes, elle ouvre de nombreuses perspectives. Les courbures calculées aux
neeuds sont de bons indicateurs de la rugosité de la surface, elles permettent de
détecter des traits particuliers des surfaces comme :

— Les failles sur une surface géologique (projet en cours),
— les arétes sur un modele CAQ,

La reconnaissance des surfaces est elle aussi un domaine prometteur, cependant
deux points doivent encore étre améliorés:

— Les surfaces reconnues sont trés simples, et I'ajout d’autres surfaces élémen-
taires (surfaces de révolution par exemple) est nécessaire.

— Le parametrage des différents opérateurs basés sur la courbure est peu auto-
matisé.

Ces deux développements sont des étapes vers une reconstruction (au moins par-
tielle) d’un modele CAO & partir d’une surface triangulée.
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Equations différentielles

La derniere partie de notre travail concerne la résolution numérique des équations
différentielles. Les techniques sans maillages sont maintenant reconnues par la com-
munauté scientifique comme le montrent les sessions spécifiques dans la plupart des
congres internationaux. Les domaines d’applications sont de plus en plus variés;
I’élasticité linéaire utilisée pour étalonner les méthodes a fait place & des problemes
plus complexes comme les grandes déformations [JLB98, BK98], la mécanique des
fluides [OIZT96, CS98], le calcul d’impact [BBAC99], ou la dynamique [LJL*95].
Parallelement les chercheurs ont continué a développer leurs méthodes avec la const-
ruction de nouvelles techniques d’approximation pour le calcul multi—échelle par
exemple ou encore de l'intégration nodale. Cependant, nous avons montré dans
I’étude biliographique que certains aspects théoriques ne sont pas solides. La prise
en compte des conditions aux limites ou l'intégration numérique ne sont pas satis-
faisantes. Nous avons donc choisi de nous pencher sur ces problemes fondamentaux
pour donner une base solide a ’ensemble des applications.

Notre principale contribution est la mise en ceuvre et le test d’une méthode
d’intégration numérique adaptée a l'interpolation utilisée et qui assure le patch test
(quatrieme partie, chapitre 2). Dans ce chapitre, nous avons

— Décrit et analysé la technique d’intégration adaptée,
— Testé la sensibilité & chacun de ses parametres,
— Montré qu’elle est suffisante pour obtenir de bons taux de convergence.

La technique est ainsi bien établie et nous permet d’envisager son extension a 2 ou
3 dimensions. L’intégration numérique adaptée a aussi été étendue a ’étude de la
flexion des poutres (chapitre 3). Pour cela, nous avons proposé

— Une analyse du patch test pour la flexion.
— L’extension de la technique de calcul de l'intégration adaptée pour la flexion.
— Son application & I’approximation Hermite.

Nous pouvons alors construire un modele de poutre 3d pour résoudre un probleme
issu du forage pétrolier en

— Améliorant la decription de la géométrie (arcs d’hélice),
— Définissant un algorithme de contact 3d.

Le probleéme non-linéaire (contact) semble mieux résolu grace a lapproximation
diffuse qui conserve la continuité des efforts dans la structure. Le modele a été
exposé dans [SVTT00, SVTBO0O].

D’un point de vue plus général, la méthode d’intégration proposée permet d’ou-
vrir de nombreux themes de recherche:

— On peut utiliser la pseudo—dérivée pour construire une méthode convergente
(cas Lagrangien). Ainsi, on pourra utiliser toute la puissance de ce concept
(par exemple, construire des fonctions de forme avec des propriétés pseudo—
différentielles données).

— La gestion des conditions aux limites peut étre étudiée sans que ’intégration
en masque certains effets.

— L’analyse multi—échelle et des indicateurs d’erreurs pourront étre développés.
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Sixiéme partie

Annexes
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Annexe A

Calcul de approximation
diffuse

Le calcul de 'approximation diffuse demande la résolution d’un systeme linéaire
en chaque point. Lorsqu’on cherche les fonctions de forme, il s’agit méme d’un
systeme linéaire a second membre multiple. Ceci meéne a la construction de méthodes
spécifiques pour le calcul des fonctions de forme diffuses. Les algorithmes utilisés
pour 'approximation diffuse Lagrangienne se traduisent tres facilement au cas Her-
mitien, nous nous contenterons donc du premier cas.

Nous proposons l’algorithme adapté au cas monodimensionnel qui est utilisé
pour le calcul de poutre par exemple. Nous décrivons ensuite l’algorithme proposé
par Breitkopf et. al. dans [BTV99a] qui est plus général. Les complexités des deux
techniques numériques sont analysées et comparées.

A.1 Cas 1d, dérivée réelle

Calcul des fonctions de forme: On part de la caractérisation des fonctions de
forme diffuses de Guyon [Guy95a] :

. N?
min Z r(z)

iel(x)
>, Ni(z)=1 (A.1)
iel(x)
Vk € [l,d], Z (J,'i - ZI?)kN,(JJ) =0
el (x)

Ce qui conduit au systéme de construction :
W(z)™t P(x) Nyl _[ O
PT(z) 0 AMz) | | e

ou
— W (x) est la matrice diagonale des w;(x),

— P(z) est la matrice des contraintes (conditions de consistance centrées):

1 1

T1 — T Tp, — T

z

PT(z) =

(1 — ) (@n, —2)¢
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— e =<1,0,...,0>T.
Et ce systeme se résout en
N(@) = -W(@)P(@)\(z) =W (2)P(z)(PT (2)W(2)P(z)) ‘1
ANz) = —(PT(@)W(z)P(z)) " ex
Notons que les expressions ci—dessus montrent que la fonction de forme N; admet
la forme (et ceci définit la fonction n;)

d
N;(z) = —w;(z) (Z A (z)(x; — :U)k> = —w;(z)n;(x) (A.2)
k=1

On reconnait ici la formulation de RKPM ou N; est le produit de w; et d’une
fonction de correction polynomiale C(z,z; — ) = —n;(z). Les coefficients de ce
polyndéme sont ceux de RKPM si

— La matrice des moments est calculée de facon discrete.

— Les poids d’intégration V; sont tous égaux.

Nous utiliserons dans la suite, les fonctions x;(z), i € I(z) définies par
d
Xi(@) =Y Me(@)k(a; — )"
k=1

Dérivées des fonctions de forme: L’expression des fonctions de forme montre
qu’il est pénible de calculer leurs dérivées, cette tache consomme d’ailleurs beaucoup
de CPU [Kro96]. Le cas de la dérivée diffuse est beaucoup moins pénalisant, car il
suffit de remplacer e; par e; pour obtenir la pseudo—dérivée jieme [Guy95a]. De
plus, lalgorithme de Breitkopf [BTV99a] offre une méthode rapide de résolution du
systeme (A.1) avec des seconds membres du type E; =< 0,e; > .

Penchons nous maintenant sur le calcul des dérivées « réelles » des fonctions de
forme N;. Pour cela, nous allons noter A(z) la matrice du systeme (A.1) et M(x)
le vecteur < N(z),A(z) >T. Le calcul de M'(x) mene au sytéme:

A'(x)  A(x) M(z) | _ 0

Al(x) 0 M'(z) | | Ex
et finalement, on obtient M (z) = — A~ (z)A'(x) A~ (z)E;.
Le cas de la dérivée seconde s’écrit

A'(z) 2A"(z) A(x) M (z) 0
A(z)  Alz) 0 M(z) =X 0
A(z) 0 0 M"(z) E,

soit M"(z) = A~ (z) (24" () A (z) A’ (z) — A" (2)) A~ (2)E;. De méme, le calcul
des dérivées successives de N(z) ne nécessite « que » 'inversion de A(x). Or cette
matrice a une forme trés particuliere que ’on peut exploiter.

En premier lieu, on peut chercher une décomposition LU de A(x) :

C[s@ 0 1[S)  n@
AD =1 @) RT(@) H 0 Rz

avec
— 8~71(x) la matrice diagonale des /w;(z),
- n(z) = S5(x)P(x),
— R(z) la matrice de la décomposition Cholesky de A(z) = P(z) "W (z)P(x).

On est donc toujours obligé de traiter numériquement au moins une matrice de
taille d pour calculer les dérivées réelles des fonctions IV;.
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Dérivée premiere: Commencons par calculer le second membre de I’équation
A(z)M'(z) = —A'M(z), en remarquant que P'" (z)N(z) = —es:

Mn-x—d 2Vk(z — 2)k-1
A’(:U)M(:L“) = { w; (x) l( ) k§1>\k( )k( i )k }i

En prenant compte de la décomposition de A, le systéme de calcul du vecteur M’
prend la forme?:

A R e
[0 RT 0 -R 1% {Ck Hreqo,q

avec (i (z) = i w;(z)(z; — x)Fxi(x) — i wh(x)(z; — z)*n(x) + 07 et §7 le symbole

=1 =1
de Kronecker. Le vecteur p est alors solution du systéme A(z)u(x) = —((x), et il
vient d’apres le systeme précédent et apres quelques lignes de calcul:

d

Ni(2) = wi(2)x;(z) — wi(@)ni(z) — wi(x) Y pi(@)(z; — )" (A4)
k=0

Cette forme est bien cohérente avec 'expression (A.2), et U'intérét principal de ce
développement est d’avoir explicité le second membre du systeme de calcul de p.
De plus, cela prouve que?

ni() = 3 pr(@) (@i — 2)F = xi(x)

Dérivée seconde: La dérivation de ’expression de N; donne
Ni'(x) = —wj'ni(x) = 2wj(w)n;(w) — wi(z)nj () (A.5)

et la dérivée seconde de n; s’écrit

(@) =
k;g v (z)(z; — )% — 2 kZ::I pr(z)k(z; — )k + k;g A (2)k(k — 1) (z; — x)k—2

avec v(x) la dérivée de ug (). La difficulté principale est donc le calcul de la dérivée
vi(z), comme ’était celui de ug(x) pour la dérivée premiere.

Or
wi(@) ) _gwi(),
A"(2)M (z) = {58 (x) - 2% ”’(w)}i +P"(z)A
263
et

’ 2 , d . ,

— iy + S + ok Ti—T + P

A'(x)M' () = { wi Xi T 3 w; kgor“k( ) }Z I

—263

1. On oublie la notation fonctionnelle (x) pour alléger les expressions
2. Ce que confirme le calcul direct !
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d’ol1 on tire I’expression du second membre du systeme dérivée seconde :
A (@) M () + 24 (2) M () =
{Stnie) + 25 Gui@)} + P @A+ 2P @) }

—263

Ceci nous invite & définir les fonctions
d
pi(z) = 3 Ap(x)k(k —1)(z; — 2)* 2
k=2
d
Yi(w) = k; pur () k(s — )

et l'exploitation de la décomposition de A(z) nous mene au second membre du
systeme de calcul de v, soit, si

n n

§e(r) = EWQ’(xi—w)kni(w)+2;w2($)(ﬂfi—ﬂf)’“n2(ﬂf)

+ 30 wi(@)(zi — 2)*(pi(x) — 20i(2)) + 25}
i=1
alors le vecteur v(x) est solution du systeme A(z)v(z) = —&(x). Et ceci permet de
calculer les fonctions N;'.

Mise en ceuvre: Une fonction de calcul des fonctions de forme EFG 3 et de leur
dérivée premiere ou seconde suit donc les étapes suivantes :

1. Calculer A = PTWP et sa décomposition Cholesky.

2. Calculer A = —A ey,

3. Calculer n (algorithme de Horner).

4. Sion veut les N;, N = —Wn, FIN.

5. Calculer p.

i. Stocker le vecteur des x; dans un tableau temporaire (Horner).
ii. Construire le vecteur ¢ (Horner) et calculer u = —A~1(.

6. Calculer n' (Horner).
7. Sion veut les N/, N' = —W'n — Wn'/, FIN.
8. Calculer v.

i. Stocker le vecteur des ¢; — 2¢; dans un tableau temporaire (Horner).

ii. Construire le vecteur ¢ (Horner) et calculer v = —A7LE.

9. Calculer n" (Horner).
10. Calculer N" = W'"n + 2W'n' + Wn'', FIN.

Les besoins en mémoire d'un tel algorithme est: d* pour A (sa décomposition
Cholesky est stockée dans A), 3d pour A, u et v, m(=Card(I(z))) de tableau tem-
poraire et 3m pour n,n' et n”, soit finalement d(d + 3) + 4m.

Nous avons mentionné I’emploi de l'algorithme de Horner pour le calcul des
polynémes afin de montrer combien le calcul des dérivées réelles des fonctions de
forme MLS est couteux. Les résolutions de systemes d’équations linéaires (A, u et
v) utilisent toutes la décomposition de A calculée en 1. Bien entendu, l’algorithme
de Breitkopf est utlilisé pour calculer les dérivées diffuses des fonctions de forme.

3. On dérive réellement.
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A.2 Algorithme de Breitkopf

La caractérisation des fonctions de forme ou de leurs pseudo—dérivées avec consis-
tance polynomiale mene a un systeme de la forme

Tl P Pj Pk-‘ ( N W (0 )
plT O -~ 0 - 0 muy 0
' ol :
P00 - 0 j 1

. PT 0 -~ 0 - 0 | Mk L 0 )

C’est la base des deux algorithmes que nous allons décrire. Le principe de I'ago-
rithme de Breitkopf est d’éliminer les multiplicateurs de Lagrange p; un a un en
finissant par f;.

Supposons que j = 1 (on peut toujours se ramener & ce cas par inversion de ligne).
La premiere équation

N=-W (Z k— 1P + ukpk>

i=1
injectée dans la derniere nous permet d’élimininer les multiplicateurs de Lagrange
i, (en se rappelant que P,] W P, est un scalaire)
k—1
PIW
=k P
M P];rWPk ; Hit

k—1
PIW
N =— T — =& P).

Le systeme de caractérisation de IV devient alors

soit pour N

w,t P Py N 0
P" 0 0 H1 1
S 10
T 0

P, O 0 Hr—1

ou
—~ P.PJW
We=W (1 - ’;7’“>
P/ WP,

De la méme fagon, nous pouvons éliminer les multiplicateurs de Lagrange jusqu’a
P, gréce a la suite finie de matrice W; définie par ’algorithme suivant

1. soit Wk définie comme précédemment
2. pour tout ¢ dans [2,k — 1],

i. calculer n = WH—I Pi

. Wi = Wi — P
:

3. W, = =L
L= prwap 2
et les fonctions de forme sont données par

N =W,P,
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A.3 Complexités

Nous avons compté les multiplications nécessaires pour calculer les fonctions de
forme avec chacun des deux algorithmes proposés. Nous supposons que les matrices
W et P sont calculées, avec n noeuds d’influence et un degré d en 1d. Le nombre de
multiplication est :

Breitkopf : on(dn+4+(d—2)(n+1))

Algorithme 1d :  n(d? + 2d + 1) + 42&43d1)
Ainsi le facteur dominant dans les deux calculs sont différents. Pour le premier
algorithme, les termes dominants sont en n? et n2d. Pour le second algorithme, on
a nd®> et d®. Cependant, n et d ont de faibles plages de variations (surtout d ...
), ce qui ne permet pas a priori de choisir entre les deux algorithmes. En pratique,
nous utilisons ’algorithme de Breitkopf pour les problemes d’approximation car on
peut le rendre robuste. L’algorithme spécifique 1d est utilisé dans la librairie poutre
car ’expérience a montré qu’il est le plus rapide dans ce cas ou ’on calcule les
dérivées réelles de approximation Hermitienne. Notons pour finir que le calcul de
l'interpolation diffuse demande aussi des techniques spécifiques et /ou la modification
des algorithmes précédents.
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Annexe B

Construction de la
Topo—géométrie

L’approximation diffuse repose sur la définition de la fonction w(.,.) et des pro-
priétés importantes (continuité, supports des fonctions de forme) sont liées a cette
fonction. On peut considérer que la construction de w est équivalente a la construc-
tion d’un maillage dans le cas de "approximation par sous—domaines. On distingue
deux grandes familles :

— L’une basée sur un calcul des plus proches voisins,
— L’autre sur la notion de zone d’influence.

La premiere technique est efficace, rapide et bien adaptée au probleme d’approxi-
mation, mais au prix de mauvaises propriétés (supports de fonctions de forme com-
plexes, continuité). La seconde technique permet de construire des approximations
avec de bonnes propriétés, mais elle est plus délicate a automatiser.

La construction de w est relativement peu abordée dans la littérature: on trouve
des références sur la premiere technique dans les articles relatifs a la collocation
[LO80, LDTI6]; mais seuls [DO96, Guy95b] proposent des constructions dans le
second cas. Nous nous intéressons ici aux fonctions d’influence de la forme w;(z),
car elles sont utilisées pour les équations différentielles. Notons que cette forme pose
des problemes géométriques assez difficiles comme le calcul de la liste d’influence
I(x) en un point donné lorsqu’on doit gérer de nombreux nceuds. Cet aspect n’est
pas abordé ici; dans la librairie DIAM il est abordé en quadrillant ’espace par une
grille.

Les notations sont celles du chapitre 2.

B.1 Aspects généraux

B.1.1 Construction par croissance

La construction des fonctions d’influence w; dans IR? doit respecter existence de
I’approximation diffuse et sa continuité. En pratique, on se contente d’une condition
sur le cardinal de I(z):

Va,Card(I(z)) > n (B.1)

ou n est le nombre de fonctions de base utilisées pour la définition de @. On vérifie a
posteriori existence de ’approximation (i.e. que le systéme linéaire A(x)a(x) = b(z)
est bien inversible).
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Par ailleurs, si I’on connait des fonctions d’influence w; et les zones d’influences
associées V; qui vérifient la condition B.1, alors toute famille de fonctions d’influence
wj telles que les zones d’influence associées V; vérifient

Vi, V; C V/
respecte aussi B.1. Ceci permet de passer d’une topo—géométrie a une autre par
croissance. L’objectif est donc de trouver des fonctions d’influence w; qui soient
« les plus petites possibles ». On trouve dans [Guy95b] une technique qui s’appuie

sur cette idée et construit des fonctions poids a partir des pavés de Voronoi d’ordre
1.

B.1.2 Voisinage asymétrique

Il est d’usage de définir les fonctions d’influence a partir d’une cloche de référence
wyes de support | — 1,1] et d’associer a chaque nceud un rayon d’influence r; pour

définir w; par
T —
Wi (x) = Wrey <u>
Tq

Le choix de la distance ||z — ;|| permet de construire des zones d’influence de forme
différente :
N . _ d 2
— sphere (disque en 2d) avec la norme |[|z|| = {/>_7_, @7,
— cube (carré en 2d) avec la norme infinie

Le produit tensoriel est aussi couramment utilisé sous la forme

d e
wi(@) = [] wres —
j=1 i

qui permet de définir un rayon d’influence par dimension.

FiGc. B.1: Exemple d’une fonction d’influence avec domaine d’influence rectangu-
laire : w; est définie par produit tensoriel.

Pour aller plus loin, on conserve le produit tensoriel, mais on remarque que le

i g - R o
terme ==+ est une bijection de [} — ], «} +r{] sur [~1,1]. Nous définissons donc

(3
i

wi(z) = ﬁ Wref (77{(33]))
j=1
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ou la fonction ng est une bijection d’un segment [yf, zf] contenant a:f sur [1,—1].
En 1d, on définit un voisinage a priori [z¥,2§] qui contient z;, on construit

la fonction n; (comme un polynéme ou une homographie en fonction du rapport
zw:;’) comme le montre la figure B.2. Cette construction permet de construire des
fonctions d’influence adaptées au support d’intégration et aussi régulieres que ’'on
souhaite (voir le chapitre sur l'intégration). En 1d, on obtient aussi des fonctions

d’influence « minimales » comme le montre la section suivante.

Mapping Influence function

1 T 1
0.8
0.6 1 0.8
04 r
0.2 1 0.6

0
0.2t 1 0.4
04
0.6 1 02t
08 |

14— . . . . . 0 . . . . :

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiG. B.2: Bijection et fonction d’influence asymétrique.

B.2 Cas 1d: voisinage de type Voronoi

B.2.1 Consistance linéaire

Nous considérons un ensemble de nceuds zg, ... ,z, ordonnés par ordre crois-
sant et leurs milieux y; = % On cherche des fonctions poids qui assurent
Pexistence de 'approximation diffuse dans [z¢, z,]. Nous utilisons la technique de
Guyon: les segments [y;_1,y;] sont les pavés de Voronoi d’ordre 1 et on demande 3
neceuds d’influence partout. Choisissons [y;—_2, yi+1] (figure B.3) comme voisinage de
x;. Les voisinages de xg, 1, Tn—1, T, sont calculés en ajoutant des nceuds virtuels
L—-2,L—1,Tn+1,Tn+2-

Fonctions w_i associees aux paves de Voronoi 1

o o . e ot | e g

Fia. B.3: Définition du voisinage detype Voronoi d’ordre 1.

Ainsi, nous avons les listes d’influence suivantes :
— si ¢ appartient a Jy;_1,y:[, alors I(z) = {i — 1,4,7 + 1}.

B I(yz) = {iai+ 1}
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La condition I(z) > 2 est vérifiée presque partout, et on a I(X) > 2 partout ce qui
assure ’existence de ’approximation diffuse linéaire. Par ailleurs, les influences des
neeuds i — 1 et 142 s’éteignent contintiment au point y; et la continuité y est assurée.
Nous avons donc construit des fonctions d’'influence qui assurent l’existence et la
continuité de ’approximation diffuse avec un nombre minimal de nceuds d’influence
par points z. Cette propriété est utile pour limiter la largeur de bande des matrices
de raideur.

B.2.2 Cas général

La construction précédente s’étend a des consistances supérieures k (i.e. pour
,...,x*) en distinguant les consistances paires et impaires.

Construction pour une consistance paire 2m Le voisinage du nceud z; est
|Zimm—1, Titm+1]- Les listes d’influence sont données par

— si ¢ appartient a |z;, x4 [, I(x) ={i—m,... ,4,..., i+ m + 1},
- I(z;))={i—m,... ,4,...,i+m}.

Notons que cette construction assure l'interpolation sans modification des fonc-
tions d’influence tout en conservant les propriétés de continuité comme dans le cas
précédent.

Construction pour une consistance impaire 2m + 1 Le voisinage du nceud
x; €St |Yi—m—2, Yitm+1[. Les listes d'influence sont données par

— si  appartient a Jy;, yi+1[, [(x) ={i —m,...,i + m + 2},
- I(y;)) ={i—m,...,i+m+1}

Frontiéres La construction pose quelques difficultés aux frontieres. Les fonctions
d’influence des neeuds o, ...,z sont modifiées pour étre constantes (égale a 1) a
gauche et la méme transformation est effectuée a droite pour les nceuds z,,_ g, .
Ainsi approximation diffuse devient continiment 'interpolation Lagrangienne a
la frontiere. Ceci simplifie les raccords (voir soudure dans le chapitre relatif aux
poutre) et la prise en compte des conditions aux limites.
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Annexe C

Surfaces utilisées dans les
tests

Voici la liste des surfaces utilisées dans la troisieme partie. Pour chaque surface,
nous donnons une ou plusieurs vues en rendu réaliste. Ces surfaces peuvent étre
obtenues en contactant O. Stab (stab@cges.ensmp.fr).

C.1 Modeéle de vache

Fia. C.1: Modéle de vache
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C.2 Cylindres

FiG. C.2: Modéles de cylindre avec des maillages réguliers et irréguliers.
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C.3 Swurface PSA

FiGg. C.3: Surface PSA (piéce de boite de vitesses).
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Fic. C.4: Surface PSA : vue de chaque cotés de la piéce.
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C.4 Surface Sony

Fia. C.5: Surface Sony (rouleauw de magnétoscope).
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Fig. C.6: Surface Sony (détail).
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C.5 Surface French

Fia. C.7: Surface French.
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C.6 Surface Benz
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Fia. C.8: Surface Benz.
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Fia. C.9: Surface Benz.
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Annexe D

Convergence de
’approximation Hermite
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ANNEXE D. CONVERGENCE DE L’APPROXIMATION HERMITE

Convergence de I'approximation Hermite

1 T T
degrel +
0.01 * degre2 x|
i Ty, degre3  x
* 4y
0.0001 - *gé N ]
¥ x X toay +
o * X g
- 1le-06 *xx .o, 4
g X x « Ty
5 le‘08 r * XXXXX 4
c x §
t‘ le-10 | *){*x x 4
(] % .
le-12 o "
* *
le-14 o]
le-16 L L
10 100 1000 10000
Ndof
Convergences comparees Hermite/Lagrange
0.1 T T
Lagrange, fct =+
* Hermite fct
X ful
001 F B EEN Lagrange, derivee  * 7
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0.001 | T, M *xg ]
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2 00001 : . o ]
o . x X
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o
le-06 F + X N
+ . X
+ X
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+y X,
1le-08 L L
10 100 1000 10000
Ndof

FiG. D.1: Convergence de l'approzimation , fonction test 1.
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Convergence de I'approximation Hermite (derivee)

1 T T
degrel +
. degre2  x
0.01 f XL, degre3  x 8
* . XXXXX + L — ey,
N 0.0001 X x X oy Trag]
— * % X x
(] Foxx o
% 1e-06 X R
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- Fxy
o 1e-08 | o 8
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1e-10 | I
X**
le-12 : .
10 100 1000 10000
Ndof
Convergence de I'approximation Hermite (derivee seconde)
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10 100 1000 10000
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FiG. D.2: Convergence de l'approzimation , fonction test 1.
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0.1
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0.001
0.0001
le-05
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le-07
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le-11

err. norme L2

0.1

0.01
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err. norme L2

le-05
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le-07

Convergence de I'approximation Hermite
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FiG. D.3: Convergence de l'approzimation , fonction test 2.



Convergence de I'approximation Hermite (derivee)

1 T T
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Convergence de I'approximation Hermite (derivee seconde)
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FiG. D.4: Convergence de l'approzimation , fonction test 2.
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Convergence de I'approximation Hermite

1 T T
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FiG. D.5: Convergence de l'approzimation , fonction test 3.
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Convergence de I'approximation Hermite (derivee)

1 T T
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FiG. D.6: Convergence de l'approzimation , fonction test 3.
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Comparaison avec les elements finis Hermite cubiques

1 T T
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Fic. D.7: Approzimation diffuse Hermite cubique et Hermite cubique fonction test
1.
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Comparaison avec les elements finis Hermite cubiques
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Fic. D.8: Approzimation diffuse Hermite cubique et Hermite cubique fonction test
2.
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Comparaison avec les elements finis Hermite cubiques

1 T T
EF Hermite  +
0.01 RV Hermite Diffus app. x
: i AN Hermite Diffus interp. * )
* x Xx
0.0001 | e ]
N * X
- + x X
2 1e06 ¢ : ]
o +fx*x
S 1e-08 } e i
g x X
le-10 | e s A
* fx*xx
++*¥
le-12 | i
le-14 : :
10 100 1000 10000
Ndof
Comparaison avec les elements finis Hermite cubiques (derivee)
1 T T N
Fox EF Hermite  +
0.1 F L E s Hermite Diffus app.  x ]
P Hermite Diffus interp. =
%**

0.01 ¢ teoHe ]
~ 0001 f * ]
- + *

g 0.0001 F s ]
S + By
€  1e-05 e ]
o +y
o 1e-06 % \ ]
1e-07 | T
++**X
1le-08 F 3
1le-09 L L
10 100 1000 10000
Ndof

Fic. D.9: Approzimation diffuse Hermite cubique et Hermite cubique fonction test
3.
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Annexe E

Equation de la chaleur

E.1 Mesures de la qualité de répartition d’un se-
mis de nceuds 1d

La mesure de l'influence du semis de nceuds sur la qualité des simulations sans
maillage suppose que 'on connaisse des criteres de mesure de la qualité du semis
de noeuds.

Nous avons utilisé trois indicateurs tres simples qui sont (les noeuds sont classés
par ordre croissant et sont les n + 1 extrémités d’une partition de [0, 1])

1. La distance minimale entre deux noeuds d = # min {41 — x;,i € [1,n[}

2. La distance maximale entre deux noeuds D = § max {z;41 — z;,7 € [1,n[}

. , . 2
3. La variance des écarts entre noeuds o2 = (% — (zig1 — :Ul))
0

S|=

n

2

La figure E.1 montre les courbes (d,D),(d,c?), (d,o) et (D,o) pour des semis
réguliers plus ou moins perturbés. Les différents estimateurs sont relativement cor-
relés, on peut donc se contenter d’utiliser un de ces indicateurs. Nous avons choisi
de travailler avec 'indicateur o qui montre le mieux 'influence du semis de noeuds
sur la qualité de la simulation.

P P 0s F-
. .
R RN
¢+N++ N + gﬂ kS
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FiG. E.1: Relation entre les mesures de qualité d’un semis de neuds 1d. Courbes
expérimentales.



254 ANNEXE E. EQUATION DE LA CHALEUR

E.2 Résultats expérimentaux

E.2.1 Influence du semis de noeuds

Tuile - derivee reelle - integration Gauss/Legendre - interp.
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Fic. E.2: Influence du semis de neuds sur les méthodes a tuiles.
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Voronoi - derivee reelle - integration Gauss/Legendre - interp.
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FiG. E.3: Influence du semis de neuds sur les méthodes « voronoi » interpolantes.
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0.6

Voronoi - derivee reelle - integration Gauss/Legendre - mixte
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Fic. E.4: Influence du semis de neuds sur les méthodes «

voronoi » mixtes.
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Pavage - derivee reelle - integration Gauss/Legendre - approx.
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Fic. E.5: Influence du semis de neuds sur les méthodes efg (avec approximation et
interpolation) et éléments finis.
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E.2.2 Dirichlet — Probléme 1
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FiG. E.6: Méthodes 5, 9 et 13 (Gauss—Legendre, dérivée diffuse) sur le probléme 1.
Analyse de la convergence.
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Methodes semi-convergentes (a) -- Erreur selon la norme L2
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FiG. E.7: Méthodes 7 et 11 (Dérivée réelle, Gauss—Legendre) sur le probléeme 1.
Analyse de la convergence.
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Methodes semi-convergentes (b) -- Erreur selon la norme L2
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FiG. E.8: Méthodes 1, 2 et 3 (Dérivée réelle, Gauss—Legendre) sur le probléme 1.
Analyse de la convergence.
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FiGc. E.9: Méthodes convergentes sur le probléme 1.
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E.2.3 Dirichlet — Probléeme 3

Methodes non convergentes - Erreur selon la norme L2
0.1 T T

n  Tuile(s) +
* Voronoi - interp. (9) <
Voronoi - approx. (13) %
*
$
% £ ii
0.01 | f ,
X
® x § x % i ¥ oxx * LA,
Eax X X X % XX
SR B T W T
0.001 % * ¥ ,
0.0001 L L
10 100 1000 10000
dof+2
Methodes non convergentes - Erreur selon la norme H1
1
Tuile (5) +
; Voronoi - interp. (9) %
+ Voronoi - approx. (13)  *
I
Ey
+ +$ %
Py
Fiis
X X $$$
X % 3% 5 T3 % stiis
AL T R
8 o1} x ® 7 xg i
[} * *
0.01 L I
10 100 1000 10000
dof+2

FiG. E.10: Méthodes 5, 9 et 13 (Gauss—Legendre, dérivée diffuse) sur le probléme
3. Analyse de la convergence.
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Methodes semi-convergentes (a) -- Erreur selon la norme L2
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FiG. E.11: Méthodes 7 et 11 (Dérivée réelle, Gauss—Legendre) sur le probléme 3.
Analyse de la convergence.
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Methodes semi-convergentes (b) -- Erreur selon la norme L2
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FiG. E.12: Méthodes 1, 2 et 3 (Dérivée réelle, Gauss—Legendre) sur le probléeme 3.
Analyse de la convergence.
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Fia. E.13: Méthodes convergentes

sur le probléme 3.
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Patch test
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FiG. E.14: Méthodes 5, 9 et 13 (Gauss—Legendre, dérivée diffuse) sur le patch test.
Analyse de la convergence.
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FiG. E.15: Méthodes 7 et 11 (Dérivée réelle, Gauss—Legendre) sur le patch test.
Analyse de la convergence.
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Methodes semi-convergentes (b) -- Erreur selon la norme L2
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FiG. E.16: Méthodes 1, 2 et 8 (Dérivée réelle, Gauss—Legendre) sur le patch test.
Analyse de la convergence.
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Fic. E.17: Méthodes convergentes sur le patch test.
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E.2.4 Dirichlet — Probléeme 2

Methodes non convergentes - Erreur selon la norme L2
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FiG. E.18: Méthodes 5, 9 et 13 (Gauss—Legendre, dérivée diffuse) sur le probléme
2. Analyse de la convergence.
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Methodes semi-convergentes (a) -- Erreur selon la norme L2
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FiG. E.19: Méthodes 7 et 11 (Dérivée réelle, Gauss—Legendre) sur le probléme 2.
Analyse de la convergence.
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Methodes semi-convergentes (b) -- Erreur selon la norme L2
0.01

b ‘ ‘ EFG (1) +
a IFG (2) x
o % Tuiles (3)  *
0.001 7 & EFL (reference) o
T ¥
0.0001 555*+§ ]
+
le-05 o+, E
5 *3
s By, T
2 1e06 F Ex E
5 B .
1e-07 | X ¥ t E
Xy *
oK *3& +
1e-08 | B o R E
P, % % @
5 L
1le-09 E
g
le-10 L L L E
10 100 1000 10000 100000
dof+2
Methodes semi-convergentes (b) -- Erreur selon la norme H1
1 T
EFG (1) +
IFG (2) x
Tuiles (3)  *
EFL (reference) ©
01 ¥ ]
+ ¥
¥
LY
T
001 | TR, g
- ¥
3 B F%%
°© ¥
% +
0.001 |- B ¥ g
: fa
"y
g***i
DDD ¥ %
0.0001 |+ o * ok
o
o
o
1le-05 L L L =
10 100 1000 10000 100000
dof+2

FiG. E.20: Méthodes 1, 2 et 3 (Dérivée réelle, Gauss—Legendre) sur le probléeme 2.
Analyse de la convergence.
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Methodes convergentes -- Erreur selon la norme L2
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Fic

. E.21: Méthodes convergentes sur le probléme 2.
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E.2.5 Dirichlet — Probléme 4

Methodes non convergentes - Erreur selon la norme L2
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FiG. E.22: Méthodes 5, 9 et 13 (Gauss—Legendre, dérivée diffuse) sur le probléme
4. Analyse de la convergence.
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Methodes semi-convergentes (a) -- Erreur selon la norme L2
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Fi1c. E.23: Méthodes

7 et 11 (Dérivée

Analyse de la convergence.

réelle, Gauss—Legendre) sur le probléme /.
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Methodes semi-convergentes (b) -- Erreur selon la norme L2
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FiG. E.24: Méthodes 1, 2 et 3 (Dérivée réelle, Gauss—Legendre) sur le probléeme /.
Analyse de la convergence.
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convergentes sur le probléeme 4.
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E.2.6 Dirichlet — Probléme 5
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FiG. E.26: Méthodes 5, 9 et 13 (Gauss—Legendre, dérivée diffuse) sur le probléme
5. Analyse de la convergence.
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Methodes semi-convergentes (a) -- Erreur selon la norme L2
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FiG. E.27: Méthodes 7 et 11 (Dérivée réelle, Gauss—Legendre) sur le probléme 5.
Analyse de la convergence.
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Methodes semi-convergentes (b) -- Erreur selon la norme L2
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FiG. E.28: Méthodes 1, 2 et 3 (Dérivée réelle, Gauss—Legendre) sur le probléeme 5.
Analyse de la convergence.
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Methodes convergentes -- Erreur selon la norme L2
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Fi1Gc. E.29: Méthodes

convergentes sur le probléeme 5.
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E.2.7 Dirichlet — Probléme 6

Methodes non convergentes - Erreur selon la norme L2
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FiG. E.30: Méthodes 5, 9 et 13 (Gauss—Legendre, dérivée diffuse) sur le probléme
6. Analyse de la convergence.
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Methodes semi-convergentes (a) -- Erreur selon la norme L2
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FiG. E.31: Méthodes 7 et 11 (Dérivée réelle, Gauss—Legendre) sur le probléme 6.
Analyse de la convergence.
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FiG. E.32: Méthodes 1, 2 et 3 (Dérivée réelle, Gauss—Legendr