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Résumé court en francais

Les nappes en matériau flexible renforcées par des cables apparaissent dans de nombreux systemes
industriels. Le role essentiel des renforts fibrés est d’apporter a la structure une rigidité plus impor-
tante en extension et en flexion. Mais il peut arriver qu’ils subissent une compression axiale im-
portante, éventuellement couplée a de la flexion, conduisant a des instabilités de type flambement
dans le plan de nappe. La thése introduit une modélisation mécanique et numérique originale de
ces nappes permettant de décrire ces instabilités afin de mieux les comprendre, d’en controler les
effets et de dimensionner ce type de structures par calcul. Il prend en compte la flexion globale des
fibres, ainsi que la gestion des effets locaux induits dans la matrice.

La modélisation a été développée a deux échelles :

— une échelle macroscopique, introduisant une cinématique enrichie de milieu continu, reposant
sur une densité surfacique de poutres résistant aux flexions (dans le plan et hors plan). Un modeéle
d’éléments finis spécifique a été développé. On vérifie que ce modele de structure mince n’est pas
sujet au phénomene de verrouillage numérique grace a une analyse théorique ainsi qu’a une série
de tests numériques;

— une échelle microscopique décrite par un modeéle de cellule local construit et justifié par analyse
asymptotique, et résolu par éléments finis.

La modélisation a été analysée sous trois aspects

— l'aptitude a prendre en compte I'incompressibilité de la matrice sans verrouillage numérique.

— I'étude de flambement sous compression par analyse de stabilité multi-échelles calculant la charge
critique et le mode de flambement attendu,

- la pertinence numérique des résultats obtenus par rapport aux simulations expérimentales dis-
ponibles.

Mots-clés : Modélisation multi-échelles; Analyse de stabilité; Verrouillage numérique; Matériaux
composites renforcés; Incompressibilité; Hyperélasticité.
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Short Abstract in English

Fiber reinforced layers are very popular in industry but are prone to structural instabilities observed
in various experimental and technological environments. Such situations combine global inplane
buckling of reinforcing fibers and local shearing or compression of filling material. The purpose of
the work is to develop enriched multiscale models, able to treat both aspects through an adequate
kinematic description of the different components and a proper exchange of information between
local and global models.

The macroscopic level introduces in addition to the filling material a surface density of rods able to
resist against in plane and out of plane bending. A new finite element model is then developed at
this macroscopic level and we show through theoretical analysis and numerical tests that the model
is locking-free.

At microscopic level, a local cell model is introduced and justified through asymptotic analysis, mo-
del which is then solved by a local nonlinear finite element model.

Some numerical precautions are added in the multiscale approach to avoid a numerical locking on
incompressible materials. In addition, a multiscale stability analysis is conducted in buckling situa-
tions predicting the critical load and the corresponding buckling mode. The models are finally vali-
dated on available experimental set up.

Keywords : Multiscale modeling; stability analysis; Numerical locking; Fiber-reinforced composite
materials; Incompressibility ; Hyperelasticity.






CHAPITRE

Introduction générale

Lobjectif de ce chapitre est de présenter succintement le probleme mécanique qui nous intéresse
dans cette theése. On décrit les principaux phénomenes physiques qui devront étre pris en compte,
ainsi que les difficultés numériques qui sont suceptibles d’apparaitre lors de notre modélisation.

B 1.1 Présentation du probléme

1.1.1 Nappes fibrées dans une structure 3D : cadre général

Les matériaux composés de couches de fibres sont trés présents dans I'industie. Ils sont notamment
utilisés dans les sports automobiles et dans I’aéronautique, secteurs de pointe dans lesquels le com-
promis rigidité/poids est tres important. Ces composites sont constitués de deux parties : la matrice
et des renforts fibrés. Les fibres assurent la solidité et la rigidité du matériau. La matrice, quant a elle,
sert uniquement a maintenir les fibres solidaires les unes des autres. Elle est donc souvent choisie
peu résistante et assez légere.

Un matériau composite est généralement stratifié, c’est a dire que plusieurs couches de fibres (ap-
pelées "plis") sont empilées. Ces plis peuvent étre constitués soit de fibres placées toutes dans le
méme sens (plis unidirectionnels, cf (Grandidier and Potier-Ferry, 1990)), soit d'un tissage de fibres
(comme pour un tissu classique, voir figure|1.1(a)|- cf (Drapier et al., 1996)).

On considérera surtout dans cette étude des nappes fibrées qui sont entourées de matrice homo-
géne, comme illustré sur la figure|1.1(b). Cela peut correspondre a des structures possédant une
seule couche de fibres, ou bien a des composites stratifiés dans lesquels les plis sont éloignés les uns
des autres.

Le travail rapporté dans ce mémoire porte sur la modélisation d’'une nappe fibrée noyée dans une
structure 3D, dans le cas particulier ou :

— le comportement des matériaux est hyperélastique;

— la structure peut subir de grandes déformations;

— la matrice est incompressible ;

— I'écartement entre les fibres est constant.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

(a) Composite stratifié (b) Nappe fibrée dans une structure 3D

F1G. 1.1: Exemples de structures avec une ou pluesieurs couches fibrées

Un exemple standard de nappes correspondant a ces hypotheses est celui des plis de renforts pré-
sents dans un pneumatique, qui sont composés de gomme incompressible et de cables (textiles ou
métalliques), comme représenté sur la figure[1.2]

Nappes sommet
Composite : gomme + acier

Nappe carcasse

Composite : gomme + acier
ou gomme + textile

F1G. 1.2: Nappes fibrées dans un pneumatique (société Michelin)

La structure d'une nappe fibrée est assez complexe, et peut étre décomposée en trois échelles, comme

résumé sur la figure(1.3/:

— niveau macroscopique : on se place a I'échelle de la nappe fibrée, dont le volume est noté Q.
Chaque point matériel de son plan est au centre d'un volume élémentaire représentatif noté Q,,,
comprenant des parties fibres et matrice;

— niveau mésoscopique : on se place a I’échelle d'une fibre. Chaque point matériel est a I'intérieur
d’un volume élémentaire consitué d'une section de fibre entourée d'un petit volume de matrice;

— niveau microscopique : échelle du comportement élémentaire.

Dans cette étude, on ne descendra jamais jusqu’al’échelle microscopique, en se limitant aux niveaux

macroscopique et mésoscopique. On suppose pour cela que I'’on dispose d'une loi de comportement

approchée a I’échelle mésoscopique.

Lobjectif de ce travail est d’élaborer une méthode numérique permettant de simuler de maniere
fiable le comportement d’'une telle nappe fibrée, couplée avec le reste de la structure 3D, dans des
situations de grande déformation avec forte flexion et compression potentielle.

Dans un contexte industriel, les coftits de calcul doivent rester raisonnables, c’est pourquoi on sou-
haite que les calculs soient réalisés le plus possible a I’échelle macroscopique. Un exemple d’élé-
ments finis utilisés a I’échelle macroscopique est donné sur la figure[1.4.
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FI1G. 1.3: Décomposition multi-échelles d'une nappe fibrée

F1G. 1.4: Eléments finis grossiers pour la simulation de la nappe fibrée

Néanmoins, du fait de leur structure multi-échelles, le comportement mécanique des nappes fibrées
est tres complexe, surtout en situations de forte flexion et de compression dans le sens des fibres : 1a
réponse du composite dépend alors des deux échelles par :

— larigidité des fibres en compression (échelle macroscopique) ;

— larigidité des fibres en flexion (échelle macroscopique) ;

— les efforts exercés par la gomme sur les fibres (échelle mésoscopique).

On décrit une telle situation dans ce qui suit.

1.1.2 Exemple représentatif : compression sous flexion circulaire

Comme on vient de le dire, le comportement le plus complexe d'une nappe fibrée correspond a une
forte flexion des fibres couplée a une compression axiale.

Pour valider notre modele, nous avons donc choisi de mettre en place un cas test relativement simple
imposant ce type de chargement a la couche de fibres :
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On considére une éprouvette de gomme comprenant une nappe fibrée dans sa partie inférieure.
Une fine lame métallique est collée sur sa surface supérieure, dont le role sera d’empécher toute
extension ou compression. La géométrie de I'éprouvette est représentée sur la figure[1.5!

On impose une flexion circulaire sur la surface supérieure de cette éprouvette, comme indiqué sur la
figure[1.6. Lalame métallique disposée sur la partie supérieure empéchant toute extension, la flexion
engendre alors une mise en compression axiale des fibres.

] - Lame métallique

<€— Gomme

Q, TS_,

‘——— Fibre

FI1G. 1.5: Géométrie

Compression axiale des fibres

"
)
% &
. ’
3 .
\/_\\,
~ ’
1 )
> ’
» #
S
.

F1G. 1.6: Chargement

Cet exemple représentatif de flexion déviée a un réle trés important tout au long de ce mémaoire. 11
est analysé en détail dans la partieIIl} et sert a la validation de nos modeles dans les parties/T et/II,

B 1.2 Mise en évidence des phénomeénes importants

On décrit dans cette section tous les phénomenes physiques et numériques qui peuvent avoir un
role important dans la modélisation des nappes fibrées.

1.2.1 Phénomeénes physiques macroscopiques

Les phénomeénes physiques macroscopiques qui ont un role important sont mis en valeur par des
résultats expérimentaux.
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Rigidité dans le sens des fibres

Les nappes fibrées présentent un effet orthotrope : les fibres assurant la rigidité du matériau, la
nappe sera beaucoup plus résistante en traction et en flexion dans leur direction.

Notre modélisation devra prendre en compte cette résistance des fibres en traction et en flexion,
alors que la nappe se comportera essentiellement comme une membrane dans la direction normale
aux fibres.

Instabilités en compression axiale

La résistance des cables en compression étant trés élevée par rapport a celle en flexion, on peut
s’attendre en pratique a ce qu'une fibre mise en forte compression présente une instabilité de flam-
bement. Pour étudier ce phénomene, on réalise I'expérience de flexion circulaire décrite dans la
sous-section(1.1.2]

Le montage utilisé est représenté sur la figure1.7]: la nappe fibrée est placée en dessous d’'une large
épaisseur de gomme incompressible, sur laquelle on colle une fine lame en acier (appelée clin-
quant). Cette éprouvette est encastrée entre deux mors indéformables, qui permettent d'imposer
deux couples purs de signes opposés a ses extrémités.

Acier

Gomme de bourrage
Nappe fibrée

Cables

Gomme de calandrage

R0ooan

F1G. 1.7: Montage de I'expérience de flexion circulaire

Les deux couples purs opposés produisent un moment constant sur la longueur de I'éprouvette. Les
matériaux étant supposés élastiques, la courbure est alors elle aussi constante dans 1'éprouvette.
Cela signifie que la déformée forme un arc de cercle (modulo les imperfections sur la géométrie et le
chargement), comme on peut le vérifier sur la figure[1.8]

F1G. 1.8: Flexion circulaire d'une nappe fibrée (d’apres (Caillard, Michelin))

La lame métallique située sur la surface supérieure est prise tres résistante en extension. Ainsi, la
fibre neutre de I'éprouvette se situe prés de la surface supérieure, et la nappe fibrée située en dessous
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est alors compressée. Lorsque la courbure augmente, cette compression va finir par provoquer un
flambage collectif des cables dans le plan de la nappe, comme illustré sur la figure[1.9

e 37333 FRp34,5

F1G. 1.9: Flambement de la nappe sous flexion circulaire (d’apres (Caillard, Michelin))

Ce type d’'instabilités est dGi au comportement non linéaire de la nappe fibrée, et il est important
que notre modele soit capable de les simuler. Il est en particulier contrélé par la présence de gomme
entre les fibres qui impose un comportement collectif des fibres, modifie le seuil d’instabilité, et
pilote le comportement post-flambement.

1.2.2 Phénomeénes physiques mésoscopiques

Les résultats expérimentaux ne permettent pas d’observer ce qui se passe a I'intérieur des nappes, a
I'échelle mésoscopique. En particulier, on ne peut pas mesurer les déformations de la gomme loca-
lisées a I'interface avec un céble ou encore son cisaillement par la mise en flexion des cébles voisins.
Pour étudier I'importance de ces micro-déformations, une solution est de réaliser des simulations
numériques soit sur la géométrie compleéte de la nappe, soit a I’échelle d'un volume élémentaire
représentatif.

Un exemple de calcul mésoscopique est donné sur la figure[1.10/, correspondant a une flexion circu-
laire avec compression de la nappe fibrée comme décrit précédemment. Ce calcul a été réalisé sur
un maillage 2D avec le logiciel libre Freefem++, dans lequel on impose la dérivée normale a cette

ou
section i de maniere a modéliser la compression axiale produite par la mise en flexion (plus de

1
détails sont donnés dans le chapitre[10 de ce rapport).

IsoValue

(a) Maillage utilisé (b) Composante 22 du gradient de déforma-
tions

F1G. 1.10: Déformations localisées pres des cables (résultat obtenu avec des éléments finis P2 dans
le logiciel Freefem++).
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Ces résultats montrent |'existence de déformations importantes de la gomme localisée pres des
cables, traduisant un couplage entre les deux matériaux :

— La gomme guide la position des fibres par sa résistance en traction/compression;

— Latorsion des cébles est controlée par la mise en cisaillement de la gomme.

Ces remarques prouvent I'importance de I’échelle mésoscopique sur le comportement global de la
nappe a I’échelle macroscopique.

1.2.3 Contraintes numériques

Nous avons décrit les phénomeénes physiques qui semblent indispensables a prendre a compte dans
les sous-sections/1.2.1et[1.2.2, Ces facteurs vont nous guider par la suite pour choisir une modélisa-
tion adaptée au probleme. Cependant, nos choix doivent aussi dépendre de contraintes numériques,
qui font I'objet de cette sous-section.

Verrouillage numérique

Le verrouillage numérique est un phénomene indésirable qui sera étudié plus en détails dans le cha-
pitre[3] Il se présente dans des situations mécaniques o1 coexistent des modes de déformation de
rigidité tres différentes, qui seront mal respectés par approximation numérique. D’un point de vue
mathématique, ce phénomene est décrit par le cadre abstrait suivant :

On considére une formulation variationnelle, faisant intervenir un petit parametre ¢, de la forme :
(cf (Chapelle and Bathe, 2003))
Trouver uc € V tel que

Alue, v) +e 2 <T(u), T(v) >=F(v) VYveV ,

ol A est une forme bilinéaire symétrique positive, F représente une forme linéaire, I est un opé-
rateur continu de 7 dans un espace # dont < .,. > est un produit scalaire. Au dela d'une rigidité
homogeéne présente dans le terme A, le systeme est donc tres raide sur les déformations I'(u).

Le terme €2 a alors le role d’'un parametre de pénalisation correspondant a la contrainte I'(v) = 0.
Et lorsqu’on fait tendre € vers 0, on peut montrer que la suite de solutions (i) converge vers uy,
solution du probléme :
Trouver u € ¥ tel que

A(u,v)=F(v) VYvel,

avec
7/02{1}67/ tels que F(v):O}.

Quand I'espace 7, n'est pas vide, et sile chargement est compatible (c’est a dire F € 7/0’), ce probleme
limite est bien posé et admet une solution non nulle.

On discrétise ce probleme (par exemple par une méthode d’éléments finis), et on note 7" c 7 le
sous-espace discret. Pour une taille de maille & fixée, , si ¥ n’est pas suffisamment riche, on risque
d’étre proche de la situation 7" N7, = {0}. Dans ce cas, la solution du probléme discrétisé tend vers 0
quand e diminue, ce qui signifie mécaniquement que le systéme apparait alors de plus en plus raide
contrairement au probléme continu.

En pratique, le parameétre € n’approchera jamais 0, mais les remarques précédentes illustrent la dé-
pendance entre la taille de maillage et la valeur du parametre €. A € fixé, si on ne prend pas de pré-
cautions, il faudra utiliser des tailles de maille & tres petites pour approcher correctement la solution
continue en norme A(,.) +€¢ 2 <T(.),T() >, ce qui est clairement indésirable.
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Les nappes fibrées considérées dans ce travail possedent deux sources potentielles de verrouillage
numérique :

— l'incompressibilité de la gomme constitutive de la matrice;

— la faible épaisseur de la structure.

Une analyse spécifique devra vérifier si notre modéle présente un risque de verrouillage numérique
pour ces deux facteurs.

Flambement numérique

Pour éviter un verrouillage numérique da a la faible épaisseur de la nappe renforcée, une solution

consiste a supposer que la gomme va subir la totalité du cisaillement, et donc que les fibres vont

résister uniquement en extension/compression. Ce modeéle, appelé "modele de nappe arasée”, sera

détaillé dans le chapitre[2!

Mais le comportement des fibres en compression est difficile a modéliser. Par exemple, avec des élé-

ments finis classiques, une mise en compresssion axiale peut provoquer un phénomene indésirable

tel qu'observé sur la figure/1.11, appelé "Flambement numérique". Le modele numérique devient

instable, avec 'apparition de plis a I'échelle du maillage. Cela engendre deux probléemes :

— les résultats numériques ne sont ni fiables ni exploitables dans la zone de flambage, car la solution
numérique calculée y oscille de fagcon parasite a I'échelle du maillage ;

— I'énergie n'a pas de véritable minimum dans '’espace des déplacements autorisés par la discré-
tisation par éléments finis. Plusieurs solutions d’énergie voisine coexistent, ce qui conduit a des
problemes de convergence numérique, le code ne sachant pas vers quelle solution bifurquer.

]

F1G. 1.11: Résultat observé avec un modele de nappe arasée suite a une mise en compression
axiale, avec un logiciel éléments finis en déplacements utilisant des éléments 2D Q1 axisymétriques
(d’apres (Dejonghe, Michelin))

De maniere grossiere, il cotite moins cher (énergétiquement parlant) de faire osciller la nappe d'une
maille a 'autre (donc de faire travailler la gomme en cisaillement) que de comprimer le cable. Ce
phénomene purement numérique est di au fait que le modele ne "voit pas" la mise en flexion des
cables.

Cet exemple montre que les modeles utilisés de maniére classique ne sont pas assez riches : la flexion
des cables ne peut pas étre prise en compte par une formulation éléments finis al’échelle de lanappe
basée sur des déplacements C* par éléments mais C° d’'un élément a I'autre, car chaque élément ne
voit que du cisaillement. Il faut donc qu'une information plus riche passe entre 2 éléments consécu-
tifs d'une nappe.

B 1.3 Enjeux de la modélisation et travaux existants

Pour résumer les sections [1.1]et[1.2, la modélisation des nappes fibrées exige des spécificités qui
peuvent étre décomposées suivant les échelles ot elles interviennent :
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ATéchelle macroscopique :

— A: Prise en compte de |'orthotropie dans des calculs en grandes déformations;

— B: Gestion du verrouillage numérique dii a 'incompressibilité de la gomme;

— C: Gestion du verrouillage numérique da a la faible épaisseur de la nappe;

— D Prise en compte de la flexion des cables dans I'énergie, pour détecter des instabilités avec les
bons modes de flambement, et donc éviter un flambage numérique en compression.

ATéchelle mésoscopique :

— E: Calcul des micro-déformations dans la gomme, permettant de prendre en compte le couplage
entre les cables et la gomme;

— F: Gestion locale du verrouillage numérique di a I'incompressibilité de la gomme.

La plupart de ces problematiques a déja été largement étudié dans la littérature : La résolution nu-
mérique du probleme macroscopique en grandes déformations (point A) sera faite par la méthode
des éléments finis. Cette méthode a commencé a étre utilisée en mécanique du solide il y a plus de
cinquante ans (cf (Argyris, 1954) et (Clough, 1960)). Son application était réservée au départ a des
problemes d’élasticité linéaire, cadre dans lequel elle est détaillée mathématiquement par (Ciarlet,
1978). Il faut attendre pres d'une vingtaine d’année pour qu’'une extension a I’élasticité non linéaire
en grandes déformations soit proposée par (Oden, 1972), puis analysée dans (Le Tallec, 1982). Au-
jourd’hui, les calculs non linéaires par la méthode des éléments finis sont maintenant bien connus
et maitrisés, souvent résolus par une méthode de Newton-Raphson (ou ses variantes). L'ouvrage ré-
cent de (Bonnet and Frangi, 2006) résume les nombreuses applications actuelles de la méthodes des
éléments finis en mécanique non linéaire.

Cependant, l'utilisation de la méthode des éléments finis nécessite quelques précautions : certains
problemes mécaniques dépendent d'un petit parametre, noté €, pouvant détériorer la précision
d’'une discrétisation par éléments finis classique. C’est notamment le cas des matériaux quasi-incom-
pressibles (rigidité en compression en O(e¢™!)) et des structures fines (épaisseur en O(e)). Pour la pre-
miére catégorie de problemes (point B), des solutions simples basées sur une sous-intégration du
terme de pénalisation de I'incompressibilité sont connues depuis longtemps, comme expliqué par
exemple par (Zienkiewicz, 1971), (Le Tallec, 1994). Le verrouillage numérique des structures fines
(point C) telles que les coques est plus complexe, et est’objet de nombreuses recherches encore au-
jourd’hui. Une présentation détaillée de ces problemes est proposée par exemple dans les ouvrages
(Sanchez-Hubert and Sanchez-Palencia, 1997) et (Chapelle and Bathe, 2003).

Dans notre cas, la structure fine correspond a un matériau composite constitué de fibres trés rigides
en traction/compression et en flexion. Pour tenir compte de leur résistance en flexion (point D), ces
fibres peuvent étre représntées comme des poutres 1D en grandes rotations, dont la modélisation
fut 'objet de nombreux travaux. On choisira en particulier de se baser sur la mesure des déforma-
tions non linéaires introduite par (Antman and Kenney, 1981), et on pourra s’inspirer des méthodes
de résolution décrites dans (Simo and Vu-Quoc, 1986) ou (Le Tallec et al., 1991). Par ailleurs, I'une
des particularités de ces structures élancées est leur comportement non linéaire en compression.
Ces non-linéarités provoquent tres souvent des instabilités. L'étude de la stabilité de matériaux élas-
tique homogenes est aujourd’hui bien maitrisée (voir par exemple (Quoc-Son, 2000)), mais le cas
des matériaux composites est plus complexe a traiter. Dans le cas ou la structure est périodique,
un résultat fondamental a été établi par (Geymonat et al., 1993), qui permet de réduire 1'étude a
une unique cellule élémentaire périodique en montrant que les modes d’instabilités d’écrivent sous
forme d’ondes de Bloch. Ce résultat a depuis été largement appliqué (cf (Triantafyllidis and Schraad,
1998), (Nestorovic and Triantafyllidis, 2004), (Gong et al., 2005), (Triantafyllidis et al., 2006)).
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Enfin, les méthodes multi-échelles permettant de prendre en compte les déformations microsco-
piques (point E) sont a I'heure actuelle en plein développement. La solution du probleme interve-
nant a I'échelle locale peut soit étre approchée analytiquement (cf (Castaneda and Tiberio, 2000)),
soit étre aussi calculée des éléments finis (cf méthode EF2 dans (Feyel et al., 2000)). Par ailleurs,
ces méthodes ont récemment été adaptées pour pouvoir prendre en compte des gradients d’ordre
supérieurs a I'échelle locale par (Kouznetsova et al., 2002). Cette extension présente ’avantage de
pouvoir traiter a deux échelles des structures fines telles que les coques, comme cela est réalisé par
(Geers et al., 2007).

Loriginalité de cette thése réside dans la construction d’'une modélisation qui parvient a associer
toutes ces spécificités, qui soit validable par analyse de stabilité et exploitable dans un cadre
industriel.

B 1.4 Plan de lathése

Les considérations décrites dans la section[1.3 nous permettent de décrire les directions principales
du travail effectué pendant cette thése. Notre démarche s’articule en trois étapes essentielles :

Premiére partie : Modélisation macroscopique d'une nappe renforcée

Nous présentons dans la premiere partie une modélisation macroscopique négligeant les déforma-
tions localisées dans la gomme :

» Nous commencons par décrire une premiere modélisation de nappe renforcée dans le chapitre
2 (pp./15/a/42). Ce modele se limite a la considération des phénomenes apparaissant a I’ordre 0
a l’échelle macroscopique : les renforts fibrés de la structure sont représentés par des poutres en
grandes rotations, de maniére a prendre en compte leur flexion. On réalise une estimation gros-
siere de I'énergie de gomme en négligeant les micro-fluctuations a I’échelle mésoscopique.

o Lobjectif du chapitre 3 (pp. 43 4[76) est de construire une méthode numérique qui permettra
d’éviter le phénomene de verrouillage numérique en cisaillement lors de la résolution du pro-
bleme macroscopique par éléments finis. Pour cela, le modele non linéaire est analysé de maniere
formelle, et on introduit une formulation mixte équivalente. Au final, il ressort que I'approxima-
tion discrete doit étre quadratique sur les déplacements et sur les rotations, et une intégration
numérique avec sous-intégration partielle sélective est justifiée par la formulation mixte.

o Le chapitre 4 (pp.[77/a[126) décrit la discrétisation du modele de nappe renforcée, et présente un
algorithme de Newton-Raphson projeté pour résoudre le probléme non linéaire. Une série de tests
est réalisée pour valider le modele non linéaire :

- Des tests a flexion de cables inhibée ou non sont réalisés pour des épaisseurs tendant vers 0, de
maniere a vérifier I'absence de verrouillage numérique et de modes parasites;

- Les résultats du modeéle sont comparés a des solutions analytiques sur un cas de nappe cylin-
drique en flexion ou en compression

- Uapparition d’instabilités est vérifiée sur un cas de compression sous flexion circulaire.
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Ce premier modéle macroscopique peut ainsi étre validé sur des cas ol la gomme reste peu défor-
meée. La question qui se pose alors est : Comment prendre en compte les déformations de la gomme
localisées a I’échelle d'une fibre ? C’est 'objet de la deuxieme partie.

Deuxiéme partie : Modélisation multi-échelles d’'une nappe renforcée

Un degré de précision supplémentaire est introduit ici en descendant a I’échelle mésoscopique, de
maniere a tenir compte des micro-déformations de la gomme. Cette modélisation multi-échelles,
décrite dans la partie[l} est justifiée par une analyse asymptotique.

o Le chapitre 5 (pp.[129/a 142) est consacré a un état de I’art sur les méthodes multi-échelles appli-
quées a des composites fibrés. Il commence par détailler les approches d’homogénéisation analy-
tique possibles, puis présente quelques méthodes numériques, dans lesquelles le probleme local
est résolu numériquement. Nous concluons en montrant que les modeéles existants ne sont pas
adaptés a notre probleme de nappe fibrée, ce qui justifie la construction d'une approche multi-
échelles spécifique.

o Lobjectif du chapitre 6 (pp./143 a/161) est d’élaborer une stratégie multi-échelles qui soit justifiée
mécaniquement. Nous y détaillons une analyse asymptotique permettant de comprendre quelles
quantités doivent étre conservées au premier ordre, et permettant d’introduire un probléme local
caractérisant asymptotiquement les microdéformations de la gomme.

o Dans le chapitre chapitre 7 (pp.[163 a[171), nous écrivons la formulation variationnelle continue
du probleme local et nous expliquons la méthode numérique utilisée pour le résoudre. Nous y
détaillons également la maniére dont sont calculés les efforts et les raideurs remontés a I'échelle
gloable.

o Le chapitre 8 (pp.[173/a 214) est consacré a I'étude des mécanismes de transitions entre échelles
dans un calcul numérique. Une attention particuliere est accordée au cas o1 la gomme est incom-
pressible, de maniere a assurer que le probléme est bien posé et qu’aucun risque de verrouillage
en variation de volume n’apparait. Nous y présentons une série de tests numériques permettant
de valider notre stratégie multi-échelles.

Troisieme partie : Analyse de stabilité multi-échelles

Dans la troisieme et derniére partie de notre étude, nous nous intéressons plus précisément aux
instabilités apparaissant dans certains problémes ou les nappes fibrées sont soumises a une com-
pression axiale.

¢ Dans le chapitre chapitre 9 (pp. a[234), nous rappelons les notions essentielles de la stabilité
d’un solide élastique. Nous y présentons également les méthodes numériques adaptées aux pro-
blemes présentant des points de bifurcation et nous introduisons les résultats existants conser-
nant la stabilité des matériaux composites.

o Enfin, 'objectif du chapitre 10 (pp.1235/2/267) est de modéliser le flambement des nappes fibrées
lorsque les cables sont soumis a une compression axiale. Pour cela, nous nous placons dans le cas
particulier du probleme de flexion circulaire décrit dans la sous section/1.1.2. Nous réalisons une
analyse de stabilité multi-échelles basée sur le résultat de (Geymonat et al., 1993), qui permet de
réduire le probleme a une cellule élémentaire 2D et de modéliser les modes propres sous forme
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d’ondes de Bloch. Cette étude va nous permettre de mieux comprendre le mécanisme d’instabili-
tés des nappes, et de valider les résultats de flambement obtenus par les deux modéles développés
pendant cette these.



Premiére partie

Modélisation macroscopique
d’'une nappe renforcée
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CHAPITRE

Cinématique et modéle macroscopique

B Introduction

Lobjectif de ce chapitre est de construire une premiere modélisation de nappe renforcée, comme
celle représentée sur la figure2.1, On se limite pour le moment a la considération des phénomenes
apparaissant a 'ordre 0 a I’échelle macroscopique : 'enjeu est alors de gérer convenablement les
renforts fibrés de la structure et de prendre en compte leur flexion. On néglige donc pour le moment
les déformations intervenant a des ordres supérieurs, notament les micro-fluctuations de la gomme
al’échelle d’'une fibre, qui seront étudiées plus tard dans la partie/TL.

FIG. 2.1: Exemple de nappe courbe dans le repére global (¢, e, e;)

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans un premier temps on décrit la géométrie de la nappe
fibrée considérée dans son état de référence et on introduit les notations choisies. Dans la section
[2.2] on commence par faire un court bilan des modeles existants pour notre probléme et on analyse
leurs limites, ce qui va justifier les choix réalisés dans notre approche. Ensuite, dans les section 2.3
et[2.4} on explique le modele original de nappe renforcée qui a été développé, avant de décrire la
méthode de résolution utilisée dans la section[2.5!

15
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B 2.1 Hypothéses et notations utilisées

On se place dans l'espace physique E = R3, dans lequel on choisit un repére global orthonormé
(0,¢;,¢,,€5). On considere une nappe fibrée composée d'une matrice de gomme quasi-incompres-
sible et de renforts cylindriques trés rigides, de caractéristiques mécaniques constantes (voir figure
2.1). Les modules d’Young de la gomme et des cables sont notés respectivement E; et E, alors que
les coefficients de Poisson sont appelés v et v.. Plus généralement, la membrane pourra étre re-
présentée par un matériau hyperélastique (notion détaillée dans la sous section(2.1.2) et les caracté-
ristiques mécaniques des cables pourront étre décrites par le biais des rigidités en traction, cisaille-
ment, flexion et torsion respectivement. On suppose que cette nappe est soumise a des pressions
sur ses faces supérieure et inférieure diies aux efforts exercés par le milieu 3D environnant (nuls si
lanappe est isolée). De maniere plus précise, nous allons décrire les hypotheses réalisées sur la géo-
métrie de la nappe dans la sous section[2.1.1]avant de faire quelques rappels sur la modélisation de
la gomme dans la sous section/2.1.2.

2.1.1 Géométrie de la nappe fibrée au repos

La géométrie de la nappe est définie par sa surface moyenne, notée .#,,, et par son épaisseur t, sup-
posée constante. Dans le cas de géométries complexes, la surface moyenne est décrite par une col-
lection de cartes ¥/ : R* — E, pouvant étre analysées séparément. Dans la suite, on va supposer pour
simplifier que %), est définie par une carte unique ¥, application bijective et réguliére de P cR?
dans %, c E:

ym =£O(13)
On définit la base du plan tangent :
oY
i} a,(81,62) = f(fbfz)
V(£17£2) €P7 a\ylo
5(61,62) = 6—;(51,62)

Pour simplifier, contrairement a ce qui est souvent fait dans la théorie des coques, on va supposer
que le domaine P et I'application ¥, sont choisis de telle sorte que :

- a, indique la direction des fibres au repos ;

- les deux vecteurs g, et a, sont unitaires et orthogonaux.

Ainsi, le plan de référence P correspond simplement a la surface .%,; qui a été "aplatie".

Si on pose en plus a, = a, A a,, cela nous permet de travailler dans une base orthonormée locale

(a;)i=1,2,3, appelée base matériau, telle que : (voir figure2.2)

a, indique la direction des fibres au repos
V(&1,E) €D, a, estorthogonal aux fibres dans le plan tangent
a, estlanormale au plan tangent de la nappe

Les coordonnées d'un point M € Q) seront notées (X, X», X3) dans le repere global, alors que celles
du point correspondant M dans le volume de référence Q seront notée (¢1,¢2,&3) dans le repére lo-
cal. On remarquera que dans le cas d'une nappe dont la configuration au repos est plane, ces deux
systemes de coordonnées sont identiques.
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FIG. 2.2: Définition locale de la base matériau (a,, a,, a,)

Les notations géométriques prises dans la suite de ce rapport sont récapitulées sur la figure(2.3 :
Comme nous 'avons déja indiqué, 1'épaisseur ¢t de la nappe est supposée constante sur toute la
surface. Le volume de la nappe Q peut alors étre défini par une nouvelle application ¥, bijective et
réguliere de Q c R3 dans Q c E définie par

v(fhfz;‘ff}) € Q = p®

t t
—5;5], W(ELEads) = PolErEn) + & ay (61, &) @1

L
<

F1G. 2.3: Dimensions caractéristiques d'une nappe fibrée

Les faces supérieure et inférieure de la nappe sont respectivement notées .y et ¥p, définies par :

t _
Fo = {2 (1,8) + 5 a;61,62) avec (€182 € P

t
Sp= {20(51,52) -3

On note L, la longueur moyenne d’'une fibre de la nappe et L, la largeur moyenne de la nappe
perpendiculairement aux fibres. Le rayon des fibres cylindriques et leur écartement sont supposés

a;(&1,&) avec (el,fz)ep}

constants sur toute la surface de la nappe, et sont notés respectivement r et e. Les fractions volu-
miques de chaque matériau sont alors aussi constantes sur toute la surface de la nappe, et valent :

7rr2 et—nr2

fe=—— et fe=1-fe=—T— (2.2)

et et
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Dans la suite, on notera les numéros de composantes par des lettres grecques pour les tenseurs de
surface (variant entre 1 et 2) et par des indices latins pour les tenseurs 3D (variant entre 1 et 3). Par
ailleurs, on utilisera la convention de sommation d’Einstein sur les indices répétés.

2.1.2 Modélisation en grandes déformations

La gomme qui compose les nappes étudiées est un matériau élastomere, élaboré en grande partie
a base de caoutchouc, mais auquel on peut ajouter 10 a 20 composants différents. Certains sont
nécessaires pour la vulcanisation (soufre, oxyde de zinc, ...), d’autres permettent d’en accélérer le
processus. Certains autres protegent (antioxygenes, ...), ramollissent (huiles, graisses, acides gras,
...), ou encore colorent le vulcanisat (oxyde de zinc, lithopone, ...). Pour faciliter le mélange de ces
ingrédients au caoutchouc brut, on peut ajouter une huile de mise en oeuvre. La majorité des ca-
outchoucs utilisés pour les applications mécaniques contiennent en plus une charge : les charges
peuvent améliorer I'élasticité du produit final sans augmenter sa résistance (ce sont alors des pro-
duits a base de carbonate de calcium ou de sulface de baryum) ou améliorer la résistance du produit
final (noir de carbone, oxyde de zinc, carbonate de magnésium ou différentes argiles). Le noir de car-
bone, qui reste la principale charge renforcante du caoutchouc, se présente sous la forme de petites
particules de carbones mélangées a la gomme naturelle avant vulcanisation. Le caoutchouc est alors
un matériau diphasique composé de constituants avec des propriétés mécaniques completement
différentes.

Une propriété mécanique particulierement prisée de ces matériaux est leur remarquable élasticité,
due a la structure moléculaire des élastomeres. Le caoutchouc peut subir des grandes déformations
(éventuellement de plusieurs centaines de pour cent) et revenir ensuite a sa configuration initiale. Il
faut également évoquer la quasi incompressibilité de ces matériaux : le module de compressiblité du
caoutchouc varie entre 1000 et 2000 MPa, alors que I'ordre de grandeur du module de cisaillement
est d’environ 1 MPa. Cette différence signifie que le caoutchouc ne varie guére de volume, méme
sous de fortes contraintes. Son comportement est ainsi quasi incompressible. (Le lecteur intéressé
pourra regarder (Saad, 2003) pour plus de détails sur le comportement des caoutchoucs)

La nature complexe de la gomme lui confere des comportements hautement non linéaires. L'objectif
de cette sous section est de faire quelques rappels de mécanique des milieux continu, et d’introduire
les outils permettant de modéliser ce type de comportement en grandes déformations (cf (Holzapfel,
2000)).

Mesure des déformations

On considére un solide déformable S, et on se place dans un repere (e,, ¢,, €3).

Lensemble des particules P constituant le solide occupe au repos un volume Qg, de frontiere 0Qy.
La position X de chaque point matériel constitutif M a I'instant initial définit la configuration de ré-
férence 6.

En mécanique des grandes transformations, il est important de distinguer la configuration initiale
et la configuration déformée. On suppose que dans sa configuration déformée, notée €, le solide
occupe le volume () et sa frontiére est devenue 0Q2. Nous utiliserons le méme repere pour la confi-
guration initiale et la configuration déformée.
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Comme cela est souvent fait en mécanique du solide, on modélise le mouvement par une repré-
sentation lagrangienne (voir figure[2.4). Le mouvement est alors caractérisé par la transformation
® qui définit la position déformée x(X) de chaque point matériel en fonction de sa position X en
configuration de référence :

VXe6, x=0X) (représentation lagrangienne)

FIG. 2.4: Description lagrangienne du mouvement (figure issue de (Le Tallec, 2009))

Pour caractériser la déformation au voisinage de la particule, on introduit 'application linéaire tan-
gente au mouvement, appelée tenseur gradient de déformation :

F(X)—a—E(X)
==X =

Considérons un vecteur matériel d X situé en X dans la configuration de référence, son transformé
dans la configuration € s’obtient par la relation :

dx=F(X)-dX

Les variations de volume au cours de la transformation ® sont alors caractérisées par J = det(F).

Pour caractériser les changements de forme entre les configurations 6 et 6, il faut caractériser les
variations de longueur et les variations d’angle, soit, en fait, les variations de produit scalaire. On
forme donc le produit scalaire de deux vecteurs matériels dx et dy, et on examine sa variation en
fonction des vecteurs initiaux dX et dY. Pour cela, on introduit le tenseur de Cauchy Green droit C,
symétrique et défini positif, défini par B

CX=F"X)FX)

Ce tenseur permet de calculer les longueurs et les angles en configuration actuelle en fonction de la
position des vecteurs matériels en configuration de référence :

dx-dy=dX-C(X)-dY

Le tenseur de déformation de Green Lagrange e, symétrique, est relié a C par

1
eX)=2(CX-D
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Ce tenseur e mesure localement la différence de produit scalaire avant et aprées transport de tout
couple de vecteurs matériels infinitésimaux dx et dy situésen X :

dx-dy-dX-dY = 2dX-eX)-dY

Par ailleurs, si’on introduit le vecteur déplacement, défini par
uX)=xX)-X
alors e s’exprime en fonction du gradient des déplacements de la maniere suivante

1({0u; ouj Ouy Ouy
eii=— |t +——
I72\ox;  0x;  0X; 0X;

Propriétés d'une loi de comportement en grandes déformations

Maintenant que nous avons décrit les déformations d’'un milieu continu, I'autre point capital en
mécanique est la notion de contraintes. Elles sont modélisées par un tenseur du second ordre symé-
trique, noté g, appelé tenseur des contraintes de Cauchy.

Le matériau est élastique si le tenseur des contraintes de Cauchy a I'instant t dépend uniquement de
I'état de déformation a ce méme instant, ainsi la contrainte ne dépend pas du chemin suivi par la
déformation. Par contre, le travail fourni par cette contrainte dépend généralement du chemin suivi.

Par contre, un matériau élastique est dit hyperélastique si le tenseur des contraintes dérive d’'une
fonction d’énergie du matériau. Ceci implique que le travail mis en jeu pour aller d'un état de défor-
mation a un autre ne dépend pas du chemin suivi.

Pour respecter le principe d’objectivité, on montre que I'énergie peut toujours étre considérée comme
une fonction du tenseur des déformations e. On définit alors le tenseur du second ordre symétrique,
appelé second tenseur de Piola Kirchhoff, par

ow -1 -T
é(ﬁ)=§(ﬁ)=1@)£ X)-oX)-£ 7 (X)

On introduit également un dernier tenseur des contraintes, appelé premier tenseur de Piola Kirchhoff
(ou encore tenseur de Boussinesq), défini par :

ow
P(X)=—(X)=FX) S(X)
= OF = =
Si de plus le matériau est isotrope (la loi de comportement doit étre invariante par rotation de la
configuration de référence), on pourra exprimer w en fonction des invariants du tenseur C. Cette
énergie est également appelée "énergie de déformation”, et s'exprime en fonction des invariants I,
I, et I3 du tenseur C, définis par

L=Tr(C) =2+ 25+ 12
L=} (Tr©?-Trc?) =223+ 2203+ 2202
Iy=det(C) = A3 2323

ou A1, A2 et A3 correspondent aux élongations dans les directions principales de F et C.
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Par ailleurs, il a été démontré dans (Ciarlet, 1988) que I'énergie de déformation doit posséder des
propriétés convenables supplémentaires pour que le probleme mathématique soit bien posé dans
le cas de grandes déformations. D’'une maniére générale, dans une déformation réguliére, I'énergie
de déformation doit tendre vers I'infini lorsque les quantités 1;, 1; A, A1 A2 A3 tendent vers 0 ou vers
I'infini, de maniére a éviter des phénomenes d’écrasement ou d’extension infinie de la matiére. En
particulier, 'existence d'un mimum absolu est assurée lorsque la densité d’énergie est une fonction
polyconvexe et coercive au sens de Ball (voir (Ball, 1977)) :

Définition : Une fonction w(F) est dite "polyconvexe" si elle s’exprime comme une fonction convexe

de lavariable | F,cof (F),det(F)|.

On va décrire dans ce qui suit quelques exemples d’énergies de déformation w tres utilisées dans la
littérature.

Quelques exemples de lois hyperélastiques

De nombreuses formes de I'énergie de déformation ont été proposées dans la littérature, certaines
se basant sur une théorie statistique, d’autres purement phénoménologiques. On peut les classer en
deux catégories :

— celles qui s’expriment en fonction des invariants (Iy, I, I3) ;

— celles qui s’expriment en fonction des élongations principales (11,12, 13).

On décrit dans ce qui suit quelques énergies de déformation parmi les plus utilisées pour les maté-
riaux élastomeres, et qui peuvent étre appliquées pour la partie gomme de la nappe.

Les matériaux élastomeéres sont souvent considérés comme incompressibles. Toute déformation ad-
missible respecte alors la contrainte I3 = 1, de telle sorte que I'énergie de déformation w;,, ne dé-
pend que des invariants I; et I,. Dans la pratique, il est courant de les associer a un matériau quasi-
incompressible, qui va relaxer la contrainte :

L) =1

Leur énergie de déformation peut s’écrire sous la forme d’'une énergie de déformation de matériau
incompressible w;,., ne dépendant que des invariants I; et I, a laquelle on ajoute un terme de
pénalisation de I3(C) — 1. On peut par exemple définir I'énergie de déformation suivante :

K
welh, I, Is) = Wine(I, I2) + p13) + 5 (v/Is = 1) 2.3)
ol u est une fonction convexe.

Ces matériaux quasi-incompressibles se réduisent formellement au matériau incompressible cor-

respondant pour le choix k¥ = +oco. IIs sont souvent préférés aux matériaux incompressibles pour

deux raisons :

— IIs prennent en compte les petits effets de compressibilité qui sont observés expérimentalement
(cf (Ogden, 1976)) ;

— En dehors des phénomenes de verrouillage numérique, le calcul de leur équilibre est plus simple,
puisqu’il n’utilise pas de variable supplémentaire p pour calculer la pression hydrostatique.
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Les modeéles de cette forme rencontrés les plus fréquemment sont les modeles de Rivlin, pour les-
quels I'énergie de déformation incompressible s’écrit sous la forme :

Wine(I1, ) =Y Cij(I =3)" (I, —3) 2.4)
ij
en particulier, les deux modeles de Rivlin les plus simples sont :
— le modele de Mooney-Rivlin :

Winc(I1,1) =Cy % (1 =3)+ Ca % (I2—3) (2.5)
— le modele néo-hookéen (cf (Treloar, 1975))
Winc(I1, 1) = C* (I} = 3) (2.6)

Ces lois polynomiales sont d’'identification aisée, et permettent en général un bon lissage des résul-
tats expérimentaux jusqu’a des taux de déformation modérés. Pour des taux de déformation plus éle-
vés, il faudra souvent augmenter I’ordre du polyndéme. Toutefois, le fait de travailler avec un nombre
de coefficients élevé conduit a des instabilités numériques aux limites du domaine d’investigation
en déformation.

Remarque : Le modele de St Venant-Kirchhoff (cf (SaintVenant, 1844) et (Kirchhoff, 1852)) définit
I'énergie de déformation hyperélastique :

A
Wine = ETr(g)2 +uTr(e’) 2.7)

ou A et u sont les coefficients de Lamé utilisés classiquement en élasticité linéaire. Cette expression
est justifiée sous '’hypothese de petites déformations et grands déplacements, et est souvent utilisée
(cf (Ogden, 1972), (Washizu, 1975)) notamment pour les structures fines (poutres, plaques,...). Mais
il est trés dangereux de 'utiliser sur des problemes en grandes déformations, car I'énergie n’est pas
polyconvexe et peut rester finie pour des taux de compression infinis.

a
Les modeles qui s’expriment en fonction des élongations les plus connus sont les modéles de Ogden
(cf (Ogden, 1997)). L'énergie de déformation s’écrit alors sous la forme :

n 3
wAy, A2, A3) = Y pia;! (Z /1;?"‘ —3) (2.8)
i=1 j=1

Ces modeles permettent en général d’avoir un bon lissage avec peu de parametres pour des niveaux
de déformations plus élevés. Toutefois leur identification est moins aisée.

Pour plus de précisions, le lecteur peut consulter (Ciarlet, 1988), qui donne une discussion trés com-
plete sur les lois de comportement élastique tridimensionnel.

B 2.2 Problématique et modéles existants

Modéle de nappe arasée

Un premier modele de nappe renforcée, que I'on appellera modele de nappe arasée, s’appuie sur les
travaux d’homogénéisation de (Gardin et al., 1998) . Les déformations de la gomme n’étant pas ho-
mogenes sur la géométrie de nappe exacte (figure 2.5(a)) du fait des micro-déformations autour des




2.2. PROBLEMATIQUE ET MODELES EXISTANTS 23

cables, il semble difficile d’estimer la moyenne des efforts a I'échelle macroscopique. Lidée est alors
d’approcher cette géométrie par un milieu bidimensionnel (figure2.5(b)), qui conserve la méme pé-
riodicité selon a, et la méme fraction volumique de renforts f, = ’%2, mais approche les renforts
cylindriques par des cylindres a section rectangulaire. Sur une telle géométrie, on peut alors montrer
que les déformations de la gomme sont homogénes sur chaque couche a section rectangulaire.

e

(a) Géométrie locale exacte d'une nappe fibrée (b) Modele de nappe arasée équivalent

F1G. 2.5: Approximation de la géométrie dans le modéle de nappe arasée

Remarque : Cette approximation géométrique sera d’autant plus précise qu’il y aura peu de gomme
au dessus et en dessous du cable, c’est a dire lorsque le rayon de cable r approchera la moitié de
I'épaisseur de nappe ¢, comme illustré sur la figure[2.6.

<

FI1G. 2.6: Représentation du cas limite r = %

Ce probleme fait alors intervenir deux petits parametres :

— lerapport entre la période d’empilement e et la taille de la structure L;

— lerapport de raideurs entre la partie gomme et la partie cables.

Si on introduit le parametre € = ¥ < 1, il est démontré dans (Grandidier and Potier-Ferry, 1990) que

le rapport de raideurs doit étre choisi pour respecter 'ordre de grandeur :

E
n= E—g = 0(e?) 2.9)
c

Sous ces hypotheses, (Gardin et al., 1998) réalise une analyse asympotique dans un cadre d’élasticité
linéaire en supposant la gomme compressible. Ilest démontré qu’a la limite, les renforts sont soumis
a un état de flexion/compression pure, et vérifient 'hypothese de Navier-Bernoulli : cisaillement
nul et extension transverse négligeable. En conséquence, la matrice supporte la totalité de la défor-
mation en cisaillement et en extension transverse. La résolution des équations d’équilibre sur une
couche de gomme montre alors que la déformation y est homogene. Le tenseur de Green-Lagrange
local dans la gomme e est alors approché en fonction du tenseur des déformations moyennes e par
I'expression : ¢

1
ey = —¢,
2 1-f=

et la déformation de cable se réduit a
ec=e110a,94a;.

<
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Finalement, en deux dimensions, (Gardin et al., 1998) obtient la loi de comportement :

0
<011 > fe Ec 0 0 <ell>
<033 > = (1—fe)(1—V?;) . <e33 > + . f3 2
E, cJe
<013> N S <e3> —— —<e3>
13 0 0 Ty A= 13 6 05% 13

Pour simplifier, on peut en plus supposer que la nappe travaille surtout en membrane, la flexion
étant prise en compte par |'épaisseur du milieu 3D environnant (cf (Barbier, Michelin) et (Palgen,
Michelin)). On va donc simplifier cette expression en négligeant le terme de flexion

CEf} &

— <e3>.
6 o 13

En termes d’énergie, si on integre I'énergie associée a la gomme sur le volume occupé par la gomme,
on obtient alors la densité volumique d’énergie

WM(E) =(1- fc) winc(Lg) +fc Weap(ell) (2.10)
= 1-fe=

M
winc(e)

v~

oll w;y, est la densité volumique d’énergie pour une gomme incompressible homogene.

L'approximation[2.10]est valable en élasticité linéaire, et on cherche a savoir si elle peut s’étendre a
un cadre non linéaire. Malheureusement, en présence de fortes non-linéarités, le calcul d'une den-
sité d’énergie avec un tenseur pondéré ne respectant pas les invariances mécaniques peut se révéler
dangereux. Une solution est alors de supposer que les déformations restent assez petites pour ap-
procher un régime linéaire, de maniere a faire sortir le facteur ﬁ del’énergie. Finalement, pour une
gomme quasi-incompressible au comportement non linéaire, cela nous conduit a choisir comme
densité d’énergie homogénéisée :

K

2
W (©) =~ Wine(@) + fo Weap(elD) + - (der(¥x) - 1) (2.11)

1
]._fc

M
winc(e)

Ce modéle de nappe arasée donne de bons résultats sur des problémes dans lequels les fibres de
la nappe sont sollicitées en traction, méme pour des valeurs de € relativement grandes (cf (Barbier,
Michelin)).

Mais par contre, si la nappe est mise en compression dans le sens des fibres et que le milieu 3D
environnant ne la maintient pas correctement, les limites de ce modele apparaissent. On illustre
sur la figure le résultat d’'un calcul de nappe en compression axiale avec des éléments finis en
déplacements Q1 2D axisymétrique utilisant ce modele. Il montre un phénomeéne d’oscillations hors
plan entre les éléments, appelé flambement numérique, lorsque les cables sont mis en compression
axiale.

De maniere grossiere, il colite moins cher énergétiquement de mettre la gomme en cisaillement
d’'une maille a I'autre plutét que de mettre les cables en compression. Ce résultat non physique est dii
au fait que I'énergie de notre modéle ne fait pas intervenir la flexion des céables, qui doit empécher ce
genre de phénomeénes. Cet exemple montre donc I'importance de prendre en compte correctement
la flexion hors plan des cables, ce qui peut étre fait par exemple en utilisant un modéle macrosco-
pique de coque.
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B e —

F1G. 2.7: Flambement numérique hors plan en compression axiale : résultat obtenu avec le modele

de nappe arasée sur des éléments 2D Q1 axisymétriques (tiré de (Dejonghe, Michelin))

Modéle de coque

Pour controler les flexions hors plan d'une structure fine tout en conservant des éléments finis C°,
le principe de la théorie des coques est de controler les rotations du vecteur normal a la surface
moyenne d, (voir (Chapelle and Bathe, 2003)). Pour prendre en compte le fait que la nappe résiste
en flexion dans le sens des fibres et non perpendiculairement a celles-ci, il suffira alors d’utiliser
une loi de comportement orthotrope homogénéisée. Cette idée a été appliquée par exemple par
(Chapelle and Ferent, 2003), qui modélise des nappes de renfort dans une structure grace a des élé-
ments finis de coque 3D.

Le modele de coque permet de contourner le probleme de flambement numérique observé sur la fi-
gure[2.7 en prenant en compte les flexions hors plan. Néanmoins, celui-ci demeure insuffisant : sous
certaines sollicitations, nous avons vu en introduction qu'une nappe fibrée mise en compression
peut se mettre a flamber dans le plan, et non hors plan (voir figure2.8).

F1G. 2.8: Flambement dans le plan en flexion/compression

Le modele de coque ne permet de prendre en compte que la flexion hors plan, donc il ne pourra pas
modéliser correctement les flexions dans le plan comme on souhaiterait le faire. Pour I'enrichir, il
semble nécessaire de tenir compte des rotations du vecteur directeur g, le long des fibres en plus de
celles de a;.

On se dirige alors vers un modéle de nappe fibrée qui aurait pour inconnues dans son plan médian : 3
degrés de libertés de déplacements, et 3 degrés de libertés de rotations. L'énergie devra tenir compte
de leurs variations dans le sens de fibres, ce qui donne envie de modéliser les fibres présentes dans
la nappe comme des poutres pouvant résister en flexion dans toutes les directions.

Tout ceci nous amene a choisir la modélisation macroscopique originale, basée sur la représentation
de chaque fibre comme une poutre en grands déplacements et grandes rotations, couplées entre
elles par la gomme qui les entoure.

La suite de ce chapitre présente notre modele de nappe renforcée, et est organisé comme suit :
nous allons dans un premier temps décrire le modéle de poutre en grands déplacements qui permet
de modéliser chaque fibre, en s’inspirant notamment des travaux de (Antman and Kenney, 1981),
(Bourgat et al., 1988) et (Le Tallec et al., 1991). Dans un second temps, nous allons détailler la ma-
niere d’'insérer ce modéle de poutre 1D pour modéliser une nappe fibrée 3D. Enfin, nous explique-
rons la méthode de résolution employée pour résoudre le probleme discret non linéaire.
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B 2.3 Modélisation d’une fibre

Les notations choisies dans cette section sont légerement différentes du reste du rapport, puisque
nous y considérons une fibre isolée 1D. Dans sa configuration de référence, cette fibre a une lon-
gueur L et des sections droites notées Q.. (), s € [0, L] (s est 'absisse curviligne identifiant les sec-
tions matérielles le long de la poutre), définies par un couple de vecteurs orthonormaux (Qg, Qg).

On se place dans I'espace physique E = R3, dans lequel on choisit un repére orthonormé (€;)i=1,2,3
La configuration de référence s’identifie alors au domaine Q.3 défini par :

Qcap = {fgab(s, X2, X3) = 1°(s) + Xody(s) + Xady(s), se€[0,L],(Xp,X3) € Qm(s)}

Aucune hypotheése n’est faite sur la configuration de repos de la fibre neutre, qui peut donc étre non
rectiligne.

2.3.1 Cinématique

On suppose que les sections de la fibre sont indéformables. Dans ce cas, sa configuration est carac-
térisée par une fonction vecteur position r et une paire de fonctions vecteurs orthonormés d, et d,
comme illustré sur la figure2.9. Les positions aprés déformation sont alors définies par I'expression :

Vsel[0,L],V(Xz, X3) € Qsec(s), X4 (8 X2, X3) = 1(8) + Xod, (s) + X3d4(5) (2.12)

avec d ,(s) -Qﬁ(s) =b0gppour2<a,f<3,se[0,L].

F1G. 2.9: Cinématique d’une fibre

On note d, le vecteur normal a la section :
Vsel0,L], d,(s)=d,(s)Ad4(s)
Les trois vecteurs (d,d,, d,), appelés "directeurs", forment alors une base orthonormée :
Vsel0,Ll , Vi, j=1,23, d,-d;=0; (2.13)

Remarque : Ce modeéle est une extension du modele de Kirchhoff-Love, qui ne suppose pas d, (s) =
1'(s). Cela permet de prendre en compte des grands allongements et cisaillements de la poutre.

2.3.2 Mesure des déformations

On pourrait représenter les directeurs en fonction d'une base orthonormale fixée a I'aide d’angles
d’Euler. Mais I'introduction de ces angles compliquerait notre analyse du fait de leur singularité po-
laire. Pour contourner ce probléeme, on adopte la mesure objective des déformations introduite par
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(Antman and Kenney, 1981), basée sur une caractérisation intrinséque de I'orthonormalité des di-
recteurs :

Puisque les vecteurs (d;) sont orthonormeés, il existe une fonction vecteur u de rotation élémentaire
telle que

Vie[l,3],d;=und,
ol ()" désigne la dérivée curviligne le long de la fibre neutre. On peut remarquer que u est analogue
au vecteur de vélocité angulaire. Inversement, on peut exprimer les composantes du vecteur u dans

la base (d;) en fonction de ces directeurs :

1 /
U= Eeijkdj “dy
ol e représente le tenseur d’orientation dans R3 (aussi appelé tenseur de permutation de Levi-

Vivita).

Par ailleurs, le triplet de directeurs (d;) formant une base orthonormée, le vecteur r’ peut étre dé-
composé en fonction de ses composantes dans cette base :
!/
r=vid;

avec Vi€ [1,3], v; ZL,'ii-

Les triplets (v;) et (#;) forment une mesure objective des déformations subies par la fibre dans
le mouvement ® = (r,d;). En effet, ils sont définis indépendamment de tout observateur et leur
connaissance permet de déterminer (r, d;) a un mouvement rigide pres (voir (Le Tallec et al., 1991)).
De plus, ils s'interprétent géométriquement dans le cas oi1 x’ reste proche de d, :

/

vy =r'-d, :allongement
vy =r1'-d, : cisaillement (2.14)
v3=r'-d,: cisaillement

uy = dy - dy : torsion
up = d - dy : flexion hors plan autour de d, (2.15)
us =d; - d, : flexion dans le plan autour de d,

2.3.3 Modeéle énergétique

L'énergie interne de la fibre est prise de la forme :

Efib(Ldi) Emb(f;di) + Efl(f;di) (2.16)
L L
= f wmp(W)ds + f wr(Wds
0 0

ol E,,; est la partie d’énergie dite "de membrane”, qui dépend uniquement des déformations du

premier ordre v, et E,;, est la partie d’énergie dite "de flexion", dépendant des déformations du se-
cond ordre u

Dans le cas ot la fibre a une configuration au repos rectiligne, nous choisissons un potentiel d’éner-
gie élastique quadratique (voir par exemple (Bourgat et al., 1988)) :

EA GA EI GJ
wrip(u,v) = 7(111 1%+ 7(!/3 +v3)+ 7(14% +ud) + 7uf (2.17)

N /N J
-

Wmp(V) w /:lr(ﬂ)
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ol E est le module d’'Young du matériau, G est le module de cisaillement, A est I'aire d'une section,
I est son moment quadratique, et J est son moment polaire d’'inertie. On peut aussi interpréter ces
coefficients directement en terme de résistance a I’allongement E A, au cisaillement GA, a la flexion
EI etalatorsion GJ.

Cette expression prend en compte le cisaillement, la tension, la flexion et la torsion. Elle peut étre gé-
néralisée par I'introduction d'une résistance a la flexion E[ variable en fonction de la flexion (ug + ug).
En tout état de cause, cette densité d’'énergie est objective et transversalement isotrope, et corres-
pond donc au cas d'une poutre a section circulaire.

Dans le cas d'une configuration au repos non rectiligne, (Campos and Rochinha, 1996) propose une
forme d’énergie trés comparable :

EA GA EI GJ
wrip(w v) = —= (0 = ) + — (2= V)% + (v3— v + — (2= up)? + (uz — ug)?) + - - u)?

~ J

Wb () w1
(2.18)
Cette énergie est logique dans le cas d'une fibre présentant initialement de la flexion ou de la torsion.
Par contre, si il y a un cisaillement initial, c’est a dire r’ # d°, I'extension du cable ne correspond pas
ala quantité v; = ' - d, et donc cette écriture ne semble plus adaptée.

Lidée est alors de controler I'extension de la fibre par la norme || T || =4/ U% + vg + vg. De plus, sil’'on
souhaite controler le cisaillement (c’est a dire 'angle entre le directeur et la fibre moyenne) dans le
cable indépendamment de I'allongement de celui-ci, on utilise les quantités :

%) U3
et

24 324 2 24 24 12
\/U1+1}2+1}3 \/v1+v2+v3

Cela pousse a écrire plutot la densité linéique d’énergie de membrane sous la forme :

EA
wmb(y)=7(\/v%+v§+ vi-1

2 2
2
GA (%) 0 U3 0

+ > — | | —V—=-3 (2.19)
[2 2, 2 [ 2, 2, .2
1/1+l)2+l/3 V1+U2+l/3

Remarque 1 : Initialement, on a \/(v(l’)2 + W92+ W2 = x| = |la, || = 1, et donc en petites défor-
mations et grandes rotations, le modeéle[2.19/redonne asymptotiquement2.17.

Remarque 2 : Sur un maillage éléments finis, méme si on a x;, = 4‘1’ a chaque noeud du maillage,
cette égalité peut ne pas étre respectée aux points de Gauss en fonction de l'interpolation utilisée...
On voit alors un cisaillement initial de la fibre qui est uniquement numérique.

B 2.4 Modélisation d’'une nappe fibrée

Cette section présente 'aspect original de notre modélisation macroscopique. La section[2.3]a décrit
le modele de poutre utilisé pour décrire chaque fibre 1D, permettant notamment de prendre en
compte sa résistance en flexion. On revient maintenant a 'étude de la nappe fibrée 3D complete,
pour construire une modélisation utilisant le modele de poutre qui vient d’étre introduit, comme
cela a été initié par (Charlotte, Michelin). On reprend ici les notations qui ont été introduites dans la
section 2|
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2.4.1 Cinématique

Supposons que la nappe contienne N fibres identiques paralléles, réparties régulierement avec un
écartement e constant. La difficulté qui se pose est de trouver comment passer du modele d'une
fibre 1D seule a un modele de nappe renforcée 3D.

L'écartement entre les cables étant supposé constant et petit par rapport aux dimensions L et Ly,

l'idée est alors d’homogénéiser les N cables en une "densité de cables" sur la surface moyenne %,
de la nappe, comme représenté sur la figure(2.10!

P

/O ‘
\Y/ (

F1G. 2.10: Distribution continue de cables dans le plan médian de référence de la nappe

On dispose alors d'un milieu continu 3D ol évolue la gomme, dans lequel on calcule la position
déformée x, couplé a une surface sur laquelle on aura besoin de calculer les positions déformées r
et les directeurs (d;) ;=123 pour décrire le comportement des fibres.

Pour relier les deux descriptions, on suppose que la position moyenne r de la fibre moyenne des
cables est héritée de la déformation globale x du milieu continu en ce point :

V(&1,E) €P, r(€1,&2) =x(&1,¢E2,0) . (2.20)

En résumé, avec cette description cinématique, les inconnues continues sont :
— La tranformation x(¢;) dans le volume de référence Q ;

— La position de la fibre moyenne r(¢) et les directeurs {Q (€ a)} dans le plan de référence p.

i=1,2,3

Les déformations x sont contrdlées par 'intermédiaire de leur gradient dans les 3 directions, ce qui
pousse a choisir de maniére classique leurs composantes dans I'espace de Sobolev H'(Q), c’est a
dire de carré intégrable et avec un gradient également de carré intégrable sur le volume :

HQ)

I
—A—
S

O —R® tels que u,-eHl(Q)} 2.21)
= {y:Q—»IR?’ tels que v; € L2(Q) et EELZ(Q)?’}

La définition de I'espace dans lequel évoluent les variables r et {d i}i:1,2,3 est plus complexe : elles
sont définies sur le plan de référence P, mais nous verrons dans la sous section 2.4.3/que I'énergie de
cable ne prend en compte que leur dérivée dans la direction des cables. Enfin, le comportement des
cables est couplé a celui de la gomme, et la gomme peut controler leurs variations perpendiculai-
rement aux fibres (méme si la rigidité de la gomme est évidemment beaucoup plus faible que celle
des cédble). On peut donc supposer que les composantes de ces variables peuvent étre choisies dans
I'espace H!(P), c’est a dire de carré intégrable et avec un gradient également de carré intégrable sur
le plan de référence :

H(P) = { v:P—R® telsque v;eH' (15)} 2.22)
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Finalement, on fixe les espaces de transformations K et Ky suivants :
K = {@, r,d;) € (HQ) x H(P) x H(P)®) tels que

VL&) € P, 11,6 = x(1,62,0) | N €L (2.23)

Ky = {(@,Q,Mi)e(H(Q)xH(P)xH(P)s) tels que
VL&) €P, Bri61,E) =0x(1,62,0) |0 € ; 2.24)

ou €% représente les conditions aux limites aux bords de la nappe, alors que €%, représente les
conditions aux limites homogenes associées.

Outre ces conditions, on rappelle qu’on doit prendre aussi en compte la condition d’orthonormalité
des directeurs|2.13 :

V(1,620 €P , Vi, j=1,23, d;(1,6) d;¢1,{2) =0 (2.25)
Pour récapituler ces 9 contraintes, on introduit un opérateur G: H (P)3 — Wf’)f”m (P), défini par

V(d) e HPP)? , V(&) eP,
Vi, j=1,2,3  Gijld](1,¢2) = d;(&1,82) - d;(E1,82) = 6ij (2.26)

Ici, 'espace Wfﬁm (P) représente les fonctions tenseurs symétriques :
Wiin(P) = {Re WP tels que Y(E1,62) € PR (61,62) = RE1, )|

ol 1 = g <2 par le théoréme d’injection de Sobolev.

De maniére similaire, on définit W33 .
triques de H(P)3*3 :

(P) comme étant I'espace des fonctions tenseurs antisymé-
W3, (P) = {Re WHI(P)™3 tels que V(¢1,¢2) € PR (¢1,82) = —R(E1,2)}
La condition d’orthonormalité[2.25 peut alors étre réécrite sous la forme :
V1.2 €P , Gld;1(61,82)=0 2.27)
Cela nous permet de définir I'espace K°! des déformations cinématiquement admissibles :

K ={(xr,d)eK telsque V(E1,&)e P, Gld1¢1,é) =0} (2.28)

On peut remarquer que K°'! est une sous variété non linéaire de K fermée (noyau d’une application
continue sur K), son espace tangent dK°"? étant égal au noyau du gradient de G en ce point. Par
définition de G, on a donc pour toute configuration (x,r,d;) € K" :

dK'(x,r,d,) = {(5_x,g,5_dl.)e1<o tels que V(¢1,é)€P , V1si<j<3,
5_d,-(51,52)'dj(51,52)+di(§1,fz)'5_dj(51,§2)20} (2.29)

Comme cela est fait dans (Bourgat et al., 1988), on peut montrer que I'espace tangent dK°"*(x,1,d,)
peut s’écrire de maniére équivalente

dK°(x,r,d,) = {(@»ﬁ,ﬂﬂ € Ko telsque F(wi)g=123, V(1,&)€P, V1<i<j<3,

di(fl,fz)'ﬂj(fl,fz)Zeijkwk(fl,fz)} (2.30)
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ol e; ji représente le tenseur d’orientation dans R3. Les fonctions d ;etod ; appartenant a H L),
il est clair que les (wg)x=1,2,3 sont de carré intégrables sur P. Plus précisément, d’aprés la condition
2.27, les directeurs sont normés, donc ils appartiennent a I'espace H'(P) n L>(P). Cette propriété
est intéressante, puisque le produit d’'une fonction L*® avec une fonction L? est une fonction L.
Toutefois, on ne peut pas garantir que les variations 6d j sont bornées. Ceci implique que le gradient
des fonctions wy, défini par

Vor=eij|Vd -6d;+Vdd -d,
iad | —J

n’est pas nécessairement de carré intégrable. Ainsi, les fonctions (wg) k=123 ne sont pas dans H L(p,
mais dans un espace de sobolev W9(P), oi1 1 < g < 2 par le théoréme d’injection de Sobolev.

On en déduit alors que I'espace tangent peut s’écrire de maniére équivalente sous la forme :
dK"'(x,r,d,) = {(6_x,6_r,6_dl.) € Ky tels que 3w e W (53,
VELE)EP , Yi=1,23 , §d,(61,8)=w,8) Ad,(E1,E) 231)
Ce qui nous pousse a introduire 'ensemble des variations admissibles %/ suivant :

% ={(0x,6r,0) € (H) x HB) x WH(P)) n 6o} (2.32)

Par ailleurs, & tous vecteur de rotation w € W9(P)3, on peut associer un tenseur antisymétrique

33§ < . . sz - X
g ew .(P), appelé tenseur de rotation infinitésimale, défini par :

VQEH(P) » V(fa)ep , g(fa)'g(fa)zg(fa)/\d(éa)

Cela nous conduit a une derniéere écriture de I'espace tangent :

anti

dK”'(x,r,d;) = {(5_x,g,5_dl.) € Ko tels que 3Q e W3 (P),

VL&) EP | ¥i=1,23 , 8d,E1,6) =061 d,(61,8) [233)
Remarque : On peut également montrer que I'espace dK°"*(x, r, d;) défini par

dK°rt(x,r,d;)

{(6_x,5_r,Mi) € Ky tels que ,

V(fl:€2v€3)€ﬂ ’ @(61»52)63)=9 ’

6r(é1,62) =0 }

V¢ el , § -
(61,62 € { Vi, j=123, 6d;-d;-d;-6d;=0

{(@,5_r,6_dl.) € Ky tels que 35 W3, (),

V(&1,62,E3)€Q , 6x(&1,E2,E3) =0,

0r(¢1,62)=0 }

V(1 P, .
C1.é2)€ { Vi=1,2,3, 0d;(¢1,62) = S(1,62) - d;(C1,62)

est un complémentaire de d K°" t(g, 1,d;) dans I'espace Ky, de telle sorte que

Y(x,r,d) K" (x,1,d)), Ko=dK’ ' (x,r,d;) ®dK° ' (x,1,d,;) (2.34)

La cinématique de la nappe ainsi que les espaces de configurations admissibles sont alors compléte-
ment définis. Il nous reste a décrire le probléme mécanique avec cette cinématique : on commence
par décrire la mesure des déformations des cables a I'intérieur de la nappe 3D dans la sous section
[2.4.2, puis on propose un modele énergétique macroscopique dans la sous section(2.4.3]
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2.4.2 Mesure des déformations des cdbles

La mesure des déformations d’une fibre 1D décrite dans la section[2.3 doit étre étendue au cas de
la nappe fibrée 3D. Ces mesures des déformations dépendaient des dérivées de r et d; le long de la
fibre moyenne. Dans le cas 3D, ces dérivées sont notées :

! o)
() €ren =36 (2.35)

A partir de ce calcul de dérivées longitudinales, on définit les mesures de déformations des fibres de
la méme maniére que dans la section2.3 :

Vi=1,2,3 vi=r'd; (2.36)

l = ’ ) ’ .
ui= %el j kd; d

Cependant, comme nous I'avons précisé, la position de la fibre moyenne des cébles r est héritée
des déformations 3D par la relation[8.2. En pratique, on dispose uniquement du gradient 3D de ces
déformations dans le repere global F = Vx x. Le calcul de la dérivée le long d'une fibre est alors défini

par I'expression suivante :

0 0
F(E1,E2) = o (E1,62) = o= (€1,62,0) = Vxx(€1,62,0) - @, (€1,E2) (2.37)
0¢4 0y ——

Par ailleurs, si on veut tenir compte des déformations localisées dans la gomme provoquées par
une rotation des fibres, il est important de mesurer I'écart entre les gradients de déformations dans
la gomme et les directeurs. Cela est réalisé en introduisant les projections du gradient de gomme
respectivement sur les directeurs 4(1) et Qg :

F,(£1,¢2)
F,(&1,¢2)

Vxx(E1,62,0)- d)(€1,62) (2.38)

Vxx(€1,62,0)- dj (€1,62) (2.39)

ol comme dans la section|2.3, Q(l.) désigne la configuration de référence du vecteur d .

Remarque : Dans les cas ou les cables ne présentent pas de cisaillement initial, c’est a dire 4(1) =a,,
les mesures 1’ et F, sont égales. C’est notamment le cas pour une nappe plane dans laquelle les
cables sont rectilignes dans leur configuration de référence. Mais cette égalité ne sera pas toujours
vraie.

2.4.3 Modeéle énergétique

On fait I'hypothese que I'énergie totale de déformation d’'une nappe fibrée est égale a la somme de :

— une densité surfacique d’énergie de déformation de cable intégrée sur la surface moyenne de la
nappe;

— une densité surfacique d’énergie de gomme intégrée sur la surface moyenne de la nappe : elle
devra prendre en compte une énergie de gomme homogénéisée intégrée dans 1'épaisseur, ainsi
que un terme de couplage décrivant les surcontraintes dans la gomme diies aux rotations des
cables.

Fnap(@1,dy) = f | wea(61, 62061 + f [ whtmen etz (2.40)

Feap(®,1,d,) ggm(x r,d;)

On décrit le calcul de chacun de ces termes dans la suite de cette partie.
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Energie des cables

On suppose connue la densité linéique d’énergie pour une fibre, notée wy;;, et décrite dans la sec-
tion 2.3/ On souhaite maintenant en déduire une densité surfacique d’énergie de cable w4}, sur S,
dans le probleme de nappe.

Considérons une tranche de nappe dans le plan (a,,a,) de largeur L = N * e et de longueur dl.
On suppose que cette région contient N sections de fibres identiques, séparées d’'une distance e
constante, qui subissent localement des déformations (v, u). L'énergie totale de cable dans ce petit
volume vaut alors

N .
Wiee(, 1) = ) Wi, (0, 1) = N * wrip(v, 1) * dl
i=1

Or cette énergie de cable peut également étre exprimée en fonction de la densité surfacique d’énergie
Weab -
Wiec(V,u) = N x e* Weqp(v, u) *dl

Ainsi, en s’appuyant sur ce résultat ’homogénéisation tres simple et en reprenant la décomposition
2.16 de wy;p, on arrive a I'expression suivante de la densité d’énergie surfacique de déformation de
cable:

1 1 1
Weab(V, W) = waib(E»E) =3 Winp(V) + ’ wyr(w) (2.41)

Ci-dessus w,;,p, et wy; sont les densités linéiques d’énergie de cable respectivement en membrane et
en flexion, définies par I'expression|2.18.

Energie de gomme macroscopique

On décompose la densité surfacique d’énergie de gomme en trois termes :
— un terme de déformation homogene;

— un terme traduisant 'incompressibilité ;

— un terme de couplage gomme/céble.

: 2
(det(¥0—1) dés + weoupi (Vo d)) (2.42)

L
2 J
4

: 3
wgim@,z,g,.):f Wf‘,fc(g)déﬁzf

L
2

[ J

) 2 3)

On détaille le calcul de chacun de ces trois termes dans ce qui suit :

Terme 1 : Energie homogénéisée de gomme compressible.

Comme cela a été dit dans la section 2.2, les déformations a I'intérieur de la gomme ne sont pas
homogenes et donc on ne dispose pas de loi de comportement a I’échelle macroscopique. 11 alors
nécessaire de réaliser une approximation pour homogénéiser la densité d’énergie mésoscopique,
comme cela a été fait dans le modéle de nappe arasée. On reprend donc la méme densité volumique
d’énergie macroscopique que dans I'expression[2.11, a savoir :

wM ()= Wine(€)

1
1- f c
Terme 2 : Pénalisation de la contrainte d’'incompressibilité.

Ce terme de pénalisation est classique pour les matériaux quasi-incompressibles (cf expression[2.3).
Il sera traité par sous-intégration comme cela est décrit par exemple dans (Le Tallec, 1994).
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Terme 3 : Couplage gomme/céble.

Ce terme de couplage doit prendre en compte la surcontrainte pres de 'interface diie a la rotation
du cable par rapport a la déformation moyenne de la nappe. Pour calculer une approximation de ce
cisaillement dans la gomme, on travaille sur la géométrie locale simplifiée représentée sur la figure

2.11(b).

I Cellule ' b Cellule '
élémentaire —élémentaire—
1 1 1 ]
Y 1 L Y 1 '
< - 5 < - >

(a) Géométrie exacte (b) Géométrie approchée

F1G. 2.11: Simplification de la géométrie pour approcher le cisaillement de la gomme

On suppose que la configuration étudiée est en petit cisaillement et respecte donc d, = F,, ou F, est
défini par 'expression[2.391 Comme on peut le voir sur la figure2.12(a), lorsque la section du cable
tourne autour de d,, le cisaillement moyen a dans une cellule élémentaire vaut :

a =angle(F,,d,) ~ sin(F,,d,) = F,-d4

Mais nous devons tenir compte du fait que la section du cable est supposée rigide, ce qui implique
que tout le cisaillement est encaissé par la gomme. Le cisaillement § qui est réellement subi par la

gomme vaut alors (cf figure2.12(b))

F,-d

B =angle(d, eF,~2rd,) ~ ——F,-d,

(a) Cisaillement ¢ moyen dans une cellule (b) Cisaillement § subi par la gomme

F1G. 2.12: Cisaillement de la gomme provoqué par une rotation des céables

La cission T provoquée par une variation d’angle  s’écrit sous la forme :
T= Ggom . ﬁ

Si on integre ce terme sur le volume de gomme d’une cellule élémentaire et que I'on moyenne dans
la largeur de la nappe, on obtient alors la contrainte :

_ aWcoupl

1
O~ som " Geom*F
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ol Vgom = eh — 7r? est le volume de gomme.

Cela nous pousse a ajouter dans le terme de couplage suivant dans I'énergie interne de la nappe :

1 2
Ecoupl(frbdl') :ffy wcoupl(dg'ﬁz)dXZD:ffy ECcoupl (%Ez) dXZD (2.43)
eh—nr?
avec Ceoupl = Te_oy Cgom

Remarque : D’un point de vue numérique, ce terme de couplage permet d’assurer la coercivité de
notre probléme en contrdlant les rotations des sections de la fibres autours de d, si celles-ci ne sont
pas imposées par des conditions aux limites.

En résumant nos différentes constructions, I’énergie macroscopique de nappe que nous choisissons
ici est finalement :

1
Enap = ff ‘/;% 1-1, wmc(e)d&%"‘z - (] 1) dés+ — Ccoupl (d F)

L
2

1 1
= wWmnp(V) + - Wfl(ﬂ)} déq (2.44)
e e

ol e est le tenseur des déformations de Green-Lagrange, J est le jacobien, et les vecteurs u et v sont
les mesures de déformations des cables, définis par I'expression[2.36.

Nous avons supposé dans la construction de cette énergie que les configurations (x,r, d;) évoluent
exclusivement dans la variété K°"’. Lors de la discrétisation du probléme de nappe, nous verrons
qu’on peut rencontrer des situations dans lesquelles la configuration n’appartient pas exactement a
K°. Cela pourrait s’avérer dangereux, car I'énergie ainsi définie n’est pas coercive sur tout I'espace
K. Par exemple, les composantes du vecteur dérivée d) sont contrdlées selon d, et d,, mais aucun
des termes de(2.44 ne permet de controler sa composante selon d,. Pour remédier a cela, nous pro-
posons deux 1égeres modifications dans cette énergie :

¢ On définit les mesures de flexion/torsion de maniére symétrique, sous forme de carrés :

7= (ddy-a ) +
=3 (d;-dy -t ) +
-1
2

it = (d, 'dz_i(l)/'dg)z +

L (d-dy Y 8)°

3\ds-d
Vs, - -d?) 2.45)
Ly, - -a%)

* On ajoute un terme de contréle des allongements dans le plan delanappe d, ,-d; etd; ,-d;:

EI

(Qi,l 'Qi)z + (Qi,z'di)z

Lintéret d'utiliser ici le coefficient ET sera visible dans 'analyse asymptotique du chapitre 3. Ceci

nous amene alors a utiliser la densité d’énergie de flexion modifiée :

wn(dp d)) =5 @iy T e 2| (da) +(dpea) | 246)

Au final, I'énergie augmentée de la nappe vaut donc :

1
Enap = ff -[—ﬁ -/, wznc(e)dffi"'z - (] 1) dés+ — Ccoupl (d F)

L
2

1 1
+z wmb(ﬂ) + ;wfl (ii’ ij,l’ dk,Z) } dfa; (2.47)
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Cette nouvelle énergie parait bien coercive pour toute configuration dans laquelle les directeurs

(d,,d,,d;) forment une base locale en tout point du plan. Toutes les déformations sont en effet

contrélées dans K au sens suivant :

- Les positions x et leur gradient F = V3px sont controlés de maniére classique dans tout le volume
3D par I'énergie de gomme et les conditions aux limites ;

— Les positions r sont controlées par la gomme environnante;

— Les gradients Vypr et les directeurs d; sont contr6lés par I'énergie de membrane des cables ainsi
que le couplage gomme/cable;

- On suppose que les gradients des directeurs V,pd; sont controlés faiblement par la gomme. En

plus, les dérivées curvilignes des directeurs d; sont controlées en tout point dans la base locale

(d,,d,,d,) par le terme d’énergie modifiée de flexion wy, (gi, Q’])

Cette estimation de I'énergie, et en particulier celle de la gomme, reste assez grossiére. Mais comme
nous I'avons dit en introduction de ce chapitre, on se limite pour le moment a la considération des
phénomenes apparaissant a I’ordre 0 a I'échelle macroscopique. A ce niveau, les éléments impor-
tants sont surtout la bonne prise en compte de la flexion des cables et le couplage des cables entre
eux par l'intermédiaire de la gomme. Une estimation plus précise de I'énergie de gomme sera pré-
sentée dans la partie/lllde cette these, ol nous décrirons une modélisation multi-échelles permettant
de bien prendre en compte les déformations mésoscopiques de la gomme.

2.4.4 Formulation variationnelle du probléeme de nappe isolée

On suppose maintenant que la nappe est soumise a des densités surfaciques d’effort g, etg surses
surfaces supérieure et inférieure. Pour des charges mortes, on peut introduire alors la fonctionnelle
J: K — R correspondant a I'énergie potentielle

h h
gU(éa) 'ﬁ(fay 5) +§D(£a) 'E(fcx;_z) dé,

](E)L’di) = Enap({»bdi) _ff[_)
ou Ejqp estl'énergie interne de la nappe donnée par I’expression|2.40.
Le probleme d’équilibre de la nappe se raméne alors au probléme variationnel :

Pb 2.4.1 Trouver(x,r,d;) € K°'* solution de

min ](x,r,dl.) (2.48)
(x,[,gi)eK"” —

Lune des difficultés imposées par notre modele est que I'espace des configurations admissibles K°*
est une variété différentielle non linéaire, et non un espace linéaire comme c’est le cas classique-
ment. Pour contourner cette difficulté, on va plutot travailler sur I’espace vectoriel K entier et impo-
ser la condition[2.27 par multiplicateurs de Lagrange. On forme donc le lagrangien :

L(rd)A) = r,d) + f fp Aa): Gld ) a)déq (2.49)

Le multiplicateur de Lagrange A est symétrique, et ses composantes sont dans l'espace dual de
W'4(P), donc il est défini dans I'espace %ii’,m = (Wl'q(l-_’)’)gx?’

sym*

On recherche alors en toute généralité la solution du probleme d’Euler-Lagrange :
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Pb2.4.2 Trouver(( x,1,d; Ok /1) € K x %2)3,,” tels que

0Enap . 6G
')EKO ’ —(E)L’i')'(x)r;d’)'i'f _A(ftx) (ga)dfa—F(x)
P 2.50)

V¢ el , Gld;11,¢2)=0

ol F est une forme linéaire définie sur H(Q), correspondant aux efforts extérieurs appliqués sur la
nappe.

On pourrait s'inspirer de (Bourgat et al., 1988) pour démontrer que ce probléme est bien posé si le
chargement est indépendant de la déformation. Ce systeme d’équations est non linéaire, et sera ré-
solu par une méthode itérative de Newton projetée. Pour cela, il est nécessaire de linéariser les équa-
tions a chaque itération, ce que nous allons faire formellement dans ce qui suit.

B 2.5 Méthode de résolution formelle

2.5.1 Equations d’Euler-Lagrange linéarisées

Plagons nous dans une configuration (x",r",d}) € K°" !, qui peut par exemple correspondre a la
configuration correspondant a I'itération n d’une méthode de Newton. On cherche a construire une

nouvelle configuration, notée (x"*!,

it gl'.l“) € K| qui s’approche de la solution du probléme
PH2.4.2. Pour cela, la maniére classique de faire est de linéariser les équations d'Euler-Lagrange8.12
autour de la configuration (x",r",d}), puis de calculer I'incrément (§x,8r,8d;) par simple résolu-
tion d’'un systéme linéaire, et enfin de projeter la solution incrémentée sur la variété des solutions

admissibles.

Linéarisons donc les équations[8.12 autour de la configuration (5”,1”4?) e Kot et /l € %%i’,m
On obtient :

Pb2.5.1 Trouver (8x,0r,8d,) € Ko et SA € 3, tels que, V(%,7,d,) € Ko, on ait

aEnap

2
Enap

W( x", " di+ m( " dl - (0x,0r,6d,) | - (%, F,d))
f fp ;jmiﬁmiﬂ(é,-(fa)-d}?(fm o) d; o) 251
ffp;jmj (di€a)-0d, 0 +8d,Ca) - )
= F@
V@a)eP , YV1sisj=<3, di(a) 0d;({a)+0d;(a) d}(Ea)=0 . (2.52)

Léquation|2.52 signifie que (§x,7,8d,) appartient al'espace tangent dK°"* (x", 1", d). Elle est équi-
valente a

JweWh(P)P, Vi=123, VE)E€P , 8d;¢a)=0(a) Ad](Ea) =D (a) 0(Ea) . (2.53)

IciD € Hzi ” (P) est le tenseur de rotation élémentaire associé au vecteur d;, défini par :
_i

Yve H(P), Qi V=V Ad;. Linconnue du probléme linéarisé devient alors (6x,0r,w) € %.
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On se limite alors a des fonctions tests (%, 7 d ;) appartenant également al'espace tangent dK°"* (x”,r",d"),
sous la forme :

Ve €P, (£7,d)(¢a) =& 7ONA))Ea) = (E1,D" D))

avec (X,7,0) € %, de telle sorte que ces fonctions tests satisfont

d;€a)-d}a) +d](Ea) d;(§a) =0
Le probléme linéarisé devient alors :

Pb2.5.2 Trouver (5x,81,w) € U etSA € R, tels que, ¥ (£, 7,®) € %, on ait

aEn“P non ogny s a2 R n aZE’WP non o gny s s R
dmnd) )(x rhd) (X5 D0@) + (0x,0r,D. 'Q)'—a(x . d.)z(z r0dy) (%15 DC - 0)
f 2 AijwEa) D) D”(rfa)w”('sa) D) | @)
surfe ¥
= F@,D"-@) .
_i
(2.54)
Ce probleme linéarisé peut alors s’écrire sous la forme générique :
Pb 2.5.3 Trouver (0x,0r,w) €% etél € %Sym tels que, Y (X,7,®) € %, on ait
a((a_x’ﬂ'g)’ (z’ﬁv (D)) = l(z)ﬁr (D) y (255)

avec

I
’S,

H
O)

w
S

a((ﬂ;&»g);(&i;@)) D 'w : W(En,ﬁnyd?) : (Xviygzl 'Q)

f Y AijwEa)- (D”(éa) D!'¢0) + D) D! E0) | 6Ca) ;

surfey,j

I(x,7,0) = F&X) - M( nrhdh-(%,7,D"-®) .
it =~ o r,d) BT

Remarque : En réduisant I'espace des fonctions tests a dK°"*(x”,r",d"), nous avons fait disparaitre
I'incrément des multiplicateurs de Lagrange 61 du probleme linéarisé. Pourtant, la valeur actualisée
des multiplicateurs sera nécessaire a I'itération suivante, donc il nous faut trouver une méthode pour
les calculer. Cela est fait dans la sous-section[2.5.3.

2.5.2 Projection sur 'espace des directeurs orthonormés

Dans la sous-section(2.5.1, nous avons fait 'hypothése que la configuration courante (x", r", d'') ap-
partient ala variété K°! puis nous avons voulu construire une nouvelle configuration (x"*!, r"*1, d ?“)
supposée également dans K°'’. Pour passer de I'une a 'autre, nous avons utilisé un incrément de la
forme

oll w € WH9(P)3 est une fonction vecteur de rotation infinitésimale, auquel on associe un tenseur
antisymétrique Q € W33 (P) défini par:Vde HP), Q-d=wAd.

sym
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Mais ce que nous avons "caché", c’est que la variété K°' est non linéaire, ce qui signifie que
& dh+©Ox,0r,ond!) €K' . (2.56)

Donc on ne peut pas passer d'une configuration a une autre par une simple incrémentation de la
forme
n+l _n+l gn+l n _.n gn n
x"r ’di )=x"r rdi)'f'(‘s_x’&*gl\di) :

I est nécessaire de projeter les directeurs actualisés (d ;’“) € H(P) pour vérifier la contrainte d’or-
thonormalité|2.27 :
Y(1,8)€EP Gld;1(€1,62) =0 .

Pour ce faire, étant donné que les directeurs d’origine (d) € H (P)? sont supposés orthonormsés, il
suffit de chercher les nouveaux directeurs (d ?“) comme étant une rotation de ceux-ci, ce qui s’écrit :

Vi=1,23, YE,&)eP , df 1,8 =1HQE,82) ] (€1,62)

Lexponentielle d'un tenseur antisymétrique étant un tenseur orthogonal, on peut choisirI'opérateur
de rotation II comme étant I’exponentielle du tenseur Q :

Vi=1,23, V(1,6 €P , di(€1,6) = exp@(1,62)-d] (61,2 -

De plus, cette exponentielle peut étre écrite sous forme explicite :

g(g):yw(@g) :

tan(z ||«|)

avec W = — = w.
= lol =

En faisant I'hypothése de petites rotations, (Hughes and Winget, 1980) propose alors I’approxima-
tion du second ordre ran (3 |wl|) = 3 |w|, ce qui donne

=z (2+0?) . (2.57)

Théoréme 2.5.1 LopérateurIl défini par\2.57 est un opérateur orthogonal.

Démonstration :
Vérifions que I'opérateur I1 est orthogonal :

2 9 T.
+4+ “QHZ (2¥+g )]

En utilisant 'antisymétrie du tenseur Q, on obtient

VELéeh , Mw) O(w)=

1~

2 2
£+4+”QH2 (2g+g )]

4

VL&) eP , O(w) O =I+—m——
(fl 62) € :(Q) :(Q) :+ 4+ ||Q||2)2

(~lel*g*+2) .

Le polynome caractéristique du tenseur antisymétrique Q vaut P(x) = det(xI - Q) = x* - |o|* x.
D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, le tenseur Q annule ce polyndme, donc

@’ ~fof*2=0.
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On en déduit que I1 (w) est bien orthogonal :

VEnéeP , H(w) Ow=1.

Finalement, la configuration actualisée admissible est définie par

(x™H, rHl dn+1) = (x" +8x,8r, H(w)- dan . (2.58)

2.5.3 Calcul des multiplicateurs de Lagrange

Comme nous I'avions remarqué dans la sous-section[2.5.1} le systeme linéaire2.54 issu des équations
d’Euler Lagrange linéarisées ne permet pas le calcul de l’1ncrement des multlphcateurs de Lagrange
O . Nous cherchons donc ici une autre méthode pour actualiser ces multiplicateurs.

Commencons par rappeler la décomposition|2.34/de ]'espace des champs Kj en espaces supplémen-
taires :
Yx"r"dhe Ko Ko=dKo'(x" " d) edKori(x", ", dl) .

Le probléme variationnel8.12 est alors équivalent a

Trouver (x",r",d?) € K°"" et A € &35, tels que on ait
V(% 7,d;) e dKT (x" 1 d”),

0Lnap ah-Gad)+ [ Q I -
a(ﬁrﬁ_rdi) x"r )-(X,7,d;) [f Ca): @ | €a) $a=F(X) (2.59)
—

=0car (%,7,d,) € dK°"" (x", 1", d")

etVv(% 7,d;) e dKoTi(x", 1", d"),

9Enap dn-(x,7,d A d a" an d dé,=F(%) . (2.60
ard) )(z,z,_,-)+ff[_);j 1 6a) (d;(€a) - dE) +d1C0) d(E0)) dEa = F®) . (2.60)

Léquation(2.59} qui utilise des fonctions tests (%, 7, d, ;) €K (x", 1", dY), ne fait pas intervenir les
multiplicateurs de Lagrange. Le calcul de A va donc se baser sur la relation|2.60

Commengons par rappeler la définition de I'espace dK°"!(x",r",d}), donnée par(2.34 :

sym

0x(81,62) =0 }
Vi=1,2,3, 8d;(1,62) =8(1,¢2)- A} €1,62) T

dKoTi(x", 1", d") = {(6_x,5_r,Mi)€Ko tels que 3Se W (P),
V16 €eP {

L'équation[2.60 se simplifie alors a
VSe WS, (P),

sym

O0E,
@A) S dy+ f Y6 (4] €a) S -] €0 + 4 ) S+ df G) ) dEa =0 . (26D)
=i - i,j - -

Explicitons alors la forme de I'énergie interne Ej4p :

Enap(zn,ﬁn,d?)=fpwnap(Ve,Dx,VzDr,di,Q;)dﬁdfz .
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On en déduit la forme de sa dérivée par rapport aux vecteurs directeurs : (on suppose dans cette
section a les variations des directeurs sont de trace nulle sur le bord)

s A s _ OE R ow i 6w N
V(d, d,dy)eH(P?®, —L"r"dh-d, = ﬁ 2P d o — . d¢,dé,
od,; od;
/], (64; d; d&rdé; (262)
L'égalité[2.61 se réécrit alors
VS € Wm(P),
aWnap awnap /
_ S(E) - d"
f/p od, ( od, :(fa) da; (&)
+Z7Lij(<fa)(d?(fa)'§(§a)'d?(fa)+£?(5a)-§(fa)'d?(fa))dfa = 0. (2.63)
ij - -

On doit alors trouver une maniere adéquate pour décrire I'espace des fonctions tenseurs symé-
triques Wf’;’m (P). Pour cela, on introduit les produits tensoriels des directeurs Ikl

1
_ _ik(fa)‘g’dk(éa) sik=1
¥k 1=1,23, V@,é)€eP , T (o= 1 (2.64)
B E[ik(fa)®dl(£a)+dl(€a)®ik(€a)] sik#l

On peut aisément vérifier que ces produits tensoriels Ikl ont leurs composantes dans H(P) et sont
symétriques, qui appartiennent donc a W25 (P). De plus, ils sont sont linéairement indépendants,

sym
donc ils permettent d’engendrer I’espace des tenseurs symétriques Wf;‘m(P) :
WE,(B) = {8:P—R>? tels que 3cx € H(P)
VELE) el SELE) =Y cu@Lé T Ené)f . (269)
- k.1

La configuration actuelle (x", 1", d ;’) étant supposée dans K°'7, les directeurs (d :)i=1,2,3 sont ortho-
normés en tout point (({1,¢2)) € P.On en déduit :

v(‘fl)éZ)ep»Vi»j:Lz»g » d?(élréZ)éy(fl!g?_):éu .

D’apres la définition[2.64 des tenseurs (Ikl), on peut alors facilement montrer que

56k 0k sik=1

vk, 1=123, Vi,j=123, d,-T -d.=d;- -d; = .
b ==k == _kl =i { %(6jk6il+5j16ik) sik#1

Si on somme ces relations, on obtient alors : Vk,[=1,2,3 , V({;,&)€eP

Ak sik=1
Aiid.-T -d.+d. - T -dYH= . (2.66)
%.‘ WA= g =)= =k T Ai+ A =2A; sik#l
Si on utilise la décomposition 2.65 de W%;o’m (P) et qu’on injecte dans I'égalité|2.63, on obtient
alors les égalités :
Vi,j=1,2,3, Y¢jje HP),

OWnap [ OWnap 1 C.
ffpc”““){ 5d, _( oa | | (3] + hu pdia=0 sii=]
OWnap [OWnap , 1 OWnap OWnap / 1 _ R
ffpcl](fa){ 5, —( od .(Egj)+ 3d, - 54} .(Egi)+27tlj dég=0 sii#]j
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Finalement, on en déduit la valeur des multiplicateurs de Lagrange pour la configuration courante
(zn,zn,d:l) € Kort .
V() €eP,Vie[l,3],V]je€li,3],

1 | O0Wnap 0Wnap ! . L.
31 %a. |3z d;(&q) sii=j
Aijloe) = 1 6; 6; w ow ' (2.67)
nap nap n nap nap n c e
_Z _ .d" _ .d
4 adl ( 642 ) _](éaf)“‘ 64] ( 043 ) ] 2 (E(x)} Sll;é]

Pour résumer, les sous-sections(2.5.1,[2.5.2 et[2.5.3 permettent de définir une méthode incrémen-

tale de résolution des équations d'Euler-Lagrange 8.12. Chaque itération partant d'une configuration

(x",d?) € K" est décomposée en 3 étapes :

— Calcul des multiplicateurs de Lagrange A" avec la relation[2.67];

— Calcul de l'incrément (6 x, w) € % par résolution du systeme[2.54;

— Projection sur la variété K°'" avecl’opérateur défini par/2.57 et/2.58, pour obtenir la nouvelle confi-
guration (x"*1,d*!) e K.

B Conclusions

Les nappes fibrées sont des structures fines constituées de céables rigides enrobés dans une gomme
molle incompressible. Comme nous ’avons vu dans la section[2.2] il est important que la modélisa-
tion de ces nappes prenne convenablement en compte leur structure hétérogene ainsi que la flexion
des cables, que ce soit hors plan ou dans le plan de la nappe.

Ce chapitre a présenté un premier modele original de nappes fibrées, utilisant une représentation
de poutre pour les cables et une énergie homogénéisée pour la gomme, ce qui permet de répondre a
toutes ces attentes. Une méthode de résolution formelle itérative a été décrite, permettant d’assurer
que la solution appartient a 'espace des configurations admissibles, qui est une variété non linéaire.

La résolution numérique de ce probléme non linéaire va se faire par une Méthode d’Eléments Finis
(MEF). Mais il est bien connu (voir par exemple (Chapelle and Bathe, 2003)) que la MEF classique
appliquée a des structures minces présente un risque de verrouillage numérique, c’est a dire que sa
convergence ne sera pas uniforme par rapport a I'épaisseur de la nappe.

Avant de discrétiser notre probléme de nappe continu, il est donc nécessaire de réaliser une étude
formelle permettant d’assurer que la méthode numérique choisie ne présente pas de risque de ver-
rouillage pour des faibles épaisseurs, ce qui est fait dans le chapitre[3] Le type d’éléments finis ainsi
que 'algorithme de résolution seront ensuite présentés dans le chapitre|4.



CHAPITRE

Ecriture formelle et analyse du modéle

B Infroduction

Lobjectif de ce chapitre est de construire une méthode numérique satisfaisante pour discrétiser le
modele décrit dans le chapitre[2] Plus précisément, I’épaisseur des nappes étudiées sera souvent
trés petite par rapport aux autres dimensions caractéristiques, en particulier par rapport a la lon-
gueur des fibres qu’elles contiennent. Ce type de structures minces apparait fréquemment dans le
milieu industriel, I'objectif étant d’avoir une structure la plus mince et robuste possible pour utiliser
un minimum de matériau dans sa construction. En général, la solution calculée par une méthode
d’élements finis classique peut fortement se déteriorer lorsque I'épaisseur d’'une structure tend vers
0. Notre méthode numérique devra donc garantir que I'approximation discrete calculée reste bonne
méme pour des épaisseurs tres faibles.

La construction de la méthode numérique se fait en plusieurs étapes :

¢ Dansla premiere section, on rappelle la problématique générale dans le cas des structures minces,
et on récapitule quelques travaux existants pour d’autres types de structures minces classiques;

o La section[3.2 présente le modele mathématique non linéaire qui sera utilisé pour décrire le pro-
bleme de nappe renforcée, écrit sous forme asymptotique;

» Nous expliquons ensuite dans la section(3.3 ce qui se passe si 'on discrétise directement ce mo-
déle par des éléments finis standards, de maniere a comprendre 1'origine du phénomene de ver-
rouillage numérique;

o Des multiplicateurs de Lagrange sont alors introduits dans la section[3.4/pour construire une for-
mulation mixte du probleme. On essaie alors de montrer que des éléments finis mixtes assez
simples permettent de contourner les risques de verrouillage ;

o Enfin, nous prouvons dans la section 3.5 que le probléme discret construit par éléments finis
mixtes est en fait équivalent a réaliser une sous intégration partielle sélective sur des éléments
finis standards.

Des tests numériques seront ensuite montrés dans le chapitre/4 pour prouver que la méthode nu-
meérique ainsi construite donne de bons résultats dans différentes situations asymptotiques (flexion

ou membrane dominée).

43
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B 3.1 Verrouillage numérique des structures minces

11 est bien connu que la formulation d’éléments finis robustes pour I'analyse numérique des struc-
tures minces présente des difficultés. Lorsque 'épaisseur est petite, le terme d’énergie de membrane
des fibres prend plus d'importance, et les problemes tangents qui apparaissent peuvent prendre
deux formes, suivant la configuration et le chargement considérés :

vOeV Ay (U7, 0) +€2A (U, 0) = £ (0) 3.1)

vOe” A(QE,_U)+6_2Amb (l_ﬁ, U) = f(0) (3.2)

s N

Le probleme 3.1} dit "a flexion pure inhibée",
résolu par la méthode des éléments finis avec de bons résultats méme sil’épaisseur devient tres fine.

peut normalement étre discrétisé directement et étre

Par contre, lorsqu’on résout numériquement le probléme qu’on appellera "probleme a flexion
non inhibée", il arrive bien souvent que le matériau paraisse plus raide lorsque le parameétre € dimi-
nue. Ce phénomene est appelé verrouillage numérique, et il constitue 'une des difficultés majeures
dans la formulation d’éléments finis robustes pour I'analyse numérique des structures minces.

Le phénomene de verrouillage numérique a été largement étudié dans le cas des poutres (cf (Arnold,
1981), (Chenais and Paumier, 1994), (Chapelle, 1997)), des plaques (cf (Brezzi and Fortin, 1991),
(Chapelle, 1993)) ou encore des coques (cf (Sanchez-Palencia, 1989a), (Pitkdranta, 1992),
(Arnold and Brezzi, 1997)). Il apparait aussi dans les formulations incompressibles de la mécanique
des milieux continus, pour lesquelles de nombreux travaux ont été réalisés dans la recherche de re-
medes contre cette pathologie (voir (Hughes, 1987), (Batoz and Dhatt, 1990) ou (Bathe, 1996)). Dans
la plupart des cas, les formulations mixtes permettent de construire rigoureusement des méthodes
numériques qui échappent au verrouillage. Mais dans le cas des coques, il n’existe actuellement au-
cun élément dont on ait pu démontrer qu’il serait parfaitement robuste, méme si tous les problemes
sont désormais bien compris (voir en particulier (Chapelle and Bathe, 2003)).

La forme de notre probleme de nappe fibrée est tres similaire aux problemes de coques, puisque la
géométrie de la surface moyenne y est quelconque et que la flexion pourra étre inhibée ou non dans
le probleme limite. L'approche décrite dans ce chapitre pour échapper au verrouillage est donc en
grande partie inspirée des méthodes développées pour les coques.

B 3.2 Formulation non linéaire continue

3.2.1 Probléme 2D sous forme asymptotique

Simplification du probléme continu

On rappelle que I'énergie de déformation de la nappe peut étre décomposée en trois termes princi-
paux: une énergie de la gomme (qui travaille faiblement en membrane et en flexion), une énergie de
flexion des fibres et une énergie de membrane des fibres.

Pour simplifier I'étude formelle réalisée dans ce chapitre, on va supposer que le probleme de nappe
fibrée 3D décrit dans le chapitre[2lpeut étre approché par un probléme 2D sur la surface moyenne de
la nappe, dans lequel les seules inconnues sont (r,d;) € H(P) x H (P)3. Lénergie totale de la nappe
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donnée par I'expression 2.47 est alors remplacée par une énergie de la forme :

Enap = ffp Wit + Wri+ Winp A a 3.3)

On réalise les hypothéses suivantes :

— Ladensité surfacique d’énergie de gomme dépend du gradient surfacique V,pr (membrane). Mais
du fait de I'interaction entre les cables et la gomme, elle apporte d’une certaine maniére une faible
résistance en flexion perpendiclairement aux fibres, et on peut supposer qu’elle dépend égale-
ment des directeurs d; et de leurs dérivées surfaciques Vopd; (flexions) :

2D

Wt = Wom (VzD rd; VZDdi)

— Comme dans le chapitre/2] 'énergie de flexion des fibres s’écrit sous la forme :

wri (div Q’]) = % (@ + 1i3) + G_e] uy + Z [(ii,l 'di)z"_ (ii,z'di)z]

ol les #i; sont définis par I'expression|2.45]:
2 2
= (dydy =o' d) +3(ds-d, o5 -)
2
= (ddy-at )+ 5[y - )
2
=1 (dy-dy- Y- dd) + 3 (d-d, - df)

— Enfin, I'énergie de traction/compression des fibres dépend de la mesure v; = r’- d;, ce qui s’écrit :

Wmp = wmb(L/’ 41)
(2= 20) K" (- )

= K;?b(ﬁl d; - VOi)2

Au vu des conditions aux limites ‘€% imposées, les transformations évoluent alors dans I'espace K
défini par :
R={(,d)) e (HP) x HE) nez} (3.4)

ol H(P) représente toujours I'ensemble des fonctions vecteurs v définies sur le plan de référence P,
de carré intégrable et dont le gradient est aussi de carré intégrable :

H(P) {y:P—»IR{3 tels que viEHl(P)}

= {y: P—R® telsque v;€L?P) et Vaopu; € LZ(P)Z}
Lespace des variations K est alors défini de la méme maniere par
Ro={(r.d) € (H(P) x HEP) n € (3.5)

Par ailleurs, comme cela était fait dans le chapitre2, on impose aux directeurs d’étre orthonormés
en tout point de la surface :

V¢u&)eP , Vi, j=123, d;(§1,6) d;(1,62) =6

La variété K°'' contenant les déformations cinématiquement admissibles qui prennent en compte
cette contrainte d’orthonormalité est alors définie par

Rt ={(r,d) €K tels que V(1,&) € P, Gld 161,62 =0} (3.6)

==
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oi1 on rappelle que 'opérateur G : H(P)3 — W33 (P) est défini par 'équation[2.26/:

sym
V(¢1,6)eP, Vi, j=123, Gijld1¢1,¢2) = d;(61,62) - d;(E1,82) — 85

Pour toute configuration (r,d;) € K°Tt, I'espace des variations cinématiquement admissibles est
alors défini par I'espace tangent :

AR (r,d)) = {@,Mi)el?o telsqueV1<i<j<3,

V(&) €EP Mi(fl,fz)'i]—(fl,fz)+ii(51,52)'ﬂj(51,52)=0} 3.7)

Ecriture asymptotique

Lobjectif dans ce chapitre est d’étudier les nappes pour lesquelles I'épaisseur & est inférieure de
plusieurs ordres de grandeur a la longueur moyenne des fibres, notée L;. On dit que ces nappes sont
"minces". Les différents termes de I'énergie n'évoluant pas de la méme maniére lorsque I'épaisseur
change, il est nécessaire d’expliciter leur dépendance par rapport au petit parametre € = LLI pour
comprendre leur comportement lorsque celui-ci tend vers 0.

Come cela est fait par exemple dans (Chapelle, 1997), on peut montrer avec un adimensionnement
par le module des cables E; pour les contraintes, et par la longueur moyenne des cables L; pour les
longueurs, que les termes d’énergie de cables vérifient les ordres de grandeur :

wmp (1, d,;) ='€“(L’-Ql— - l/oi) 'go'(ﬁl'di - Vot) et wri (di’ 43) =e w;)‘l (d d,')

= =j

0

oit le tenseur K° et la densité d’énergie w ¥

; sont indépendants de €.

Le terme d’énergie de gomme est plus complexe a adimensionner, car il fait intervenir deux petits
Egam

Ecap *
que la gomme est beaucoup moins rigide que les cables, et que les couches supérieure et inférieure

contribuent a résister a la flexion de la nappe fibrée, on fait ’hypothése que ces parameétres sont
choisis de maniere a ce que I'énergie de gomme s’écrive sous la forme :

parametres : le rapport de longueurs Lﬁl et le rapport de rigidités Pour tenir compte du fait

wé?m (VZDr» ii’ VZDdi) = ES wgom (VZDrr di’ VZDdi)

ol wgom est indépendant de €. Autrement dit, on suppose que I'énergie de déformation de gomme
est du méme oredre que I'énergie de flexion des cébles.

On regroupe alors les deux termes évoluant en O(€) pour former la densité surfacique d’énergie adi-
mensionnée :
Wo (Vzpr, a; Vdei) = Wom (VzDT» a; Vdei) +w}) (ii, 4;)

Au final, I'énergie interne de la nappe peut donc s’écrire sous la forme :

Enap(r,d,)) 2581[}3 Todfoi"‘géffp (k(Ll’di) _20) .%().(E(Ll’di) _EO) dfa, o
E()(L»di) a(r)nb ((E(L’,dl) _E())’ (2(5,’41) _EO))

Avec ces notations, le probleme non linéaire a résoudre s’écrit finalement sous la forme du dévelop-
pement asymptotique suivant :
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Pb 3.2.1 Développement asymptotique du probléme de nappe simplifié
Trouver ((L»Qi)?&) e Kx %%, tel que

aE "~ A
& —(r,d)-(d,) +5ffp (r'-d;—voi) Kjy (7 d;+1' - d)déa

+ff_/1ij(fa)
P

v(€1r€2)€p ’ Vi)j:]-yzr?) » di'ij({lr{Z):(sij

A

€a)déq =F(P) V(#,d,) € Ko

a; 'ij +d; 'dj

Remarque : On rappelle que pour une configuration (r,d;) € K°"* donnée, la valeur des multiplica-
teurs de Lagrange est connue et donnée par I'expression/2.67. En reprenant I’expression de I’énergie
3.8} on obtient :

!
1
_'ﬁ(%_(%))’di—f,-i(z’@i—vo»(z’-di) sii= ]

2° \od, "\ od]
Aij = (3.9)
! !/
1 -3 0wy owg -3 Owy owy c e
_Z e U ted 'l I DOF 0 (2200 g,
1 e(% (az;))—f” od, \od;) )i 7

On arrive ainsi a un probleme non linéaire, dont les inconnues sont les positions x et les directeurs
d;, dans lequel un petit parametre € apparait avec un poids variant de € a & devant les différents
termes. Etant donné la facon dont € apparait dans ce probleme, il est Iégitime de se demander quelle
influence ce parametre peut avoir sur le modele lorsqu’il devient petit. On aimerait en particulier
étudier l'influence du parametre sur la qualité des approximations numériques qu’on peut faire de
ce modele, de fagon a détecter des difficultés de type "verrouillage numérique", dont on sait qu’elles
arrivent effectivement pour d’autres formulations de structures minces comme les coques (voir par
exemple (Chapelle, 1996a)). On va dans un premier temps s’intéresser au comportement asympto-
tique du modele continu dans la sous section[3.2.2, tandis que la question des méthodes numériques
est traitée dans la section(3.3.

3.2.2 Problemes non linéaires limites

Pour réaliser I'analyse asymptotique de notre probléme de nappe, on s'inspire du cas des coques
linéaires (voir par exemple (Sanchez-Palencia, 1989a), (Pitkédranta, 1992) ou (Ciarlet, 2000)). On in-
troduit une sous variété non linéaire de K fermée, notée K f1, qui va jouer un role essentiel :

Ky ={(r,d;) e X telque Y (&1,&) € P, v(rd) =v(r’,d) =v,} (3.10)

ol I'expression des déformations v(r,d ;) est donnée par I'équation 2.14.

La sous variété I?}’lr " correspond aux configurations pour lesquelles les déformations d’allongement
et de cisaillement des cables sont nulles, c’est pourquoi on I'appellera espace des transformations en
flexion pure. En fonction du contenu de la variété K 1, lanappe sera dite

s_n

— "a flexion pure non inhibée" si d’autres configurations que la configuration de référence appar-

tiennent a K fls

"a flexion pure inhibée
Ces termes sont utilisés par analogie avec le cas des coques linéaires décrit dans (Sanchez-Palencia,

siK 1 estréduit a la configuration de référence.

1989a) et (Sanchez-Palencia, 1989b). Nous étudions ces deux types de problemes limites dans la suite
de cette section.
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Flexion pure inhibée

Placons nous d’abord dans le cas ol1 K 1 estréduit a la configuration de référence :
Kpi={c",d)}

Dans ce cas, pour que la solution reste bornée quand € tend vers 0, on suppose que le chargement
est de 'ordre O(e), de telle sorte que le second membre peut s’écrire sous la forme

F(f)z'éff_g-fdfa
&

ol1 g € L?(P) est supposée indépendante de €.

Le probleme Ph3.2.1 est alors équivalent au probléeme perturbé suivant :

Pb 3.2.2 Probleme non linéaire en membrane dominante

Trouver ((Ldi);i) €K x %if,m tel que
/ 0 (af I3 2 0Ey N
p(L d;—vo) Kp; (7'-d;+1'-d)dq +€ 3 d.)(L,Qi)'(LQi)
]

+[[ dijea|d,d;+d, d)] €odéo=[[ gorasa vidyeRs
P pP—

A

V(1,62) €P, Yi,j=123, d;-d;(1,¢)=0i;

Ainsi, lorsque € tend vers 0, le probleme non linéaire devrait converger formellement vers le pro-
bléme limite :

Pb 3.2.3 Probleme non linéaire limite en membrane dominante
Trouver ((Lii);i) € Kx %3, tel que

f_ (r'-d, - vo)) K (7' d, +1'-d ) dEq

+ff_ﬂtl~j(£a) |d;-d;+d;-d;| G)dta =ff_g'ﬁdfa ¥(2.d;) € Ko
p pP—

V(@1,62) €P, VYi,j=123, d;-d;,¢)=0i;

Ce probléme limite n’est pas toujours bien posé. D'une part, compte tenu de |'expression de I'éner-
gie limite dans le probleme PH3.2.3, I'espace de travail du probleme de membrane dominante est
plutét du type L?(P) au lieu de H' (P). D’autre part, il peut exister des chargements qui ne sont pas
dans I'image de I'opérateur de raideur K°.

Exemple de probleme a flexion de cdble purement inhibée :

On considere une nappe initialement plane, supportée a ces deux extrémités dans le sens des fibres
(cf figure[3.1(a)). On suppose ainsi que les trois composantes de déplacements sont bloquées a ces
extrémités, mais que les rotations sont laissées libres. On soumet cette nappe a une densité de force
transverse uniforme (qui peut étre considérée comme son poids propre).

Il est évident que les conditions aux limites bloquant les déplacements aux extrémités, toute défor-
. . A = _ (0 40
mation va créer un allongement des cébles (cf figure(3.1(b), de telle sorte que Ky; = {(r’,d})}. Ce
probléeme est donc un probléme a flexion des cables purement inhibée. Il sera étudié plus en détails
dans le chapitre[4 sur quelques exemples numériques.
O
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(a) Configuration initiale (b) Configuration déformée

FIG. 3.1: Exemple de probleme a flexion de cable purement inhibée

Flexion pure non inhibée

Dans le cas ol K 1 contient d’autres configurations, on suppose que le chargement est de I'ordre
O(e®) pour que la solution reste bornée quand ¢ tend vers 0, de telle sorte le second membre peut

s’écrire sous la forme
Fo=e [[ fotdca
L

ol f € L?(P) est supposée indépendante de €.

2 Nz

On est alors amené a étudier le probleme suivant, dans lequel on remarque que le terme prépondé-
rant est le contraire du probleme avec flexion pure inhibée :

Pb 3.2.4 Probléme non linéaire en flexion dominante
Trouver ((L’di);é) € Kx &3, tel que

0Ey

(r,d)-(,d,) +&?2 [/p(g’@i—vol')K?i (' -d;+r'-d)dé,

v [[ Ao [d-dy+dyd ) Goda=[[ fordca videRy
P pP—

A

V(EI!EZ)EP» Vi,j=1,2,3, ii'ij(gl)EZ)zaij

Si on fait tendre € vers 0 dans cette minimisation, on constate qu’on tend a imposer sur la solution la
contrainte
!/
vi(r,d,)=r"-d; = vy;

ce qui signifie qu’a la limite, les fibres ne subissent ni allongement ni cisaillement. Pour cette rai-
son, les nappes a flexion pure non inhibée seront parfois dites "a flexion dominante" (cf (Pitkdranta,
1992)). Lorsque € tend vers 0, le probleme non linéaire converge formellement vers le probléme li-
mite sur la sous variété K 1

Pb 3.2.5 Probleme non linéaire limite en flexion dominante
Trouver ((L,gi);é) € Kp1 x &35, tel que

dE, . . ) L
5. dy ) Edys [[ai¢oad+di-d )| €odea= [ rraze vedeR,

v(fl!éZ)Ep) Vi)jzlyzy?” ii'gj(fl)EZ):O‘ij
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Exemple de probleme a flexion de cdble non inhibée :

On consideére une nappe initialement plane, encastrée a I'une de ses extrémitée et libre a I'autre bout
(cf figure 3.2(a)). On suppose ainsi que les trois composantes de déplacements et les trois compo-
santes de rotations sont bloquées a I'extrémité encastrée, mais que tous les degrés de liberté sont
laissés libres ailleurs. On soumet cette nappe a une densité de force transverse uniforme (qui peut
étre considérée comme son poids propre).

Lextrémité non encastrée pouvant bouger n'importe comment, les cables pourront toujours trouver
une configuration en flexion pure lorsque la force reste d’intensité raisonnable (cf figure/3.2(b)). Leur
énergie de membrane/cisaillement est alors nulle, de telle sorte que K 17 {(r°, Q?)}. Ce probleme est
donc un probléeme a flexion des cdbles non inhibée. 1l sera étudié plus en détails dans le chapitre 4
sur quelques exemples numériques.

a

(a) Configuration initiale (b) Configuration déformée

FI1G. 3.2: Exemple de probleme a flexion de cable non inhibée

Lobjectif du reste de ce chapitre est de trouver une méthode numérique permettant d’approcher
correctement la solution exacte de ce type de probléme non linéaire, y compris lorsque I'épaisseur
diminue et qu’'on se rapproche des problemes limites qu'on vient de décrire. On commence par
analyser la méthode des éléments finis classique dans la section[3.3.

B 3.3 Résolution par la méthode des éléments finis classique

3.3.1 Probleme non linéaire discrétisé

La discrétisation du probleme ainsi que la méthode de résolution seront détaillés dans le chapitre/4.
On ne va donner ici que les idées principales et les notations utilisées.

Discrétisation de la surface

On suppose que la géométrie de la surface %, est suffisamment réguliere pour pouvoir étre décom-
posée en NE, éléments finis quadrangulaires réguliers (comme ceux illustré sur la figure 3.3) :
NE,
‘Spm = U Ee

e=1

ol h représente le diameétre maximum d’un élément.
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Il est a noter que 'approximation n’est pas nécessairement la méme pour les déplacements dr que
pour les directeurs 6d;. Ainsi dans chaque élément fini, le nombre de noeuds ol sont calculés les
incréments de déplacements §r peut étre différent du nombre de noeuds ol sont calculés les incré-
ments de directeurs d;, comme le montre la figure[3.4. On prend comme notations :

- N Nf : nombre de noeuds interpolant les déplacements 61, notés (M) pe[l;NN!] 5

- NN :il : nombre de noeuds interpolant les directeurs d;, notés (Np) pell;NN!-

@® Noeud pour les déplacements

[ Noeud pour les directeurs

F1G. 3.3: Décomposition de la surface .%#,, en éléments F1G. 3.4: Exemple d’élément fini qua-
finis quadrangulaires drangulaire

Restriction cinématique

La difficulté lorsqu’on dicrétise le probleme Pb3.2.1 est de traiter la contrainte d’orthonormalité des
directeurs. On pourrait de reprendre directement la contrainte continue

[ Ao [dicoa,c0-5;

et de discrétiser I'espace des multiplicateurs 233, de maniére trés riche. Mais cela reviendrait 2 im-

sym
poser I'orthonormalité des directeurs2.27en togt point de la surface de la nappe, alors que I'interpo-
lation polynomiale utilisée ne le permet pas. Nous sommes donc amenés a relaxer cette contrainte
d’orthogonalité, qui n’est plus imposée sur toute la surface, mais uniquement aux NN g noeuds ol
sont définis les directeurs :

Vpell,NN" ,  Gld,J(N,) =0 3.11)

De telle sorte que I’espace des configurations admissibles K" est remplacé par la variété K"¢! conte-
nant les déformées vérifiant la condition d’orthonormalité relaxée :

grel - {(L,gl.) €K telsque Vpe [1,NN(?] , g[ii](Np) :Q}
Pour toute configuration (r,d,) € K™, on définit I'espace tangent dK"® :

dl?rel(z,di):{(ﬂ,ﬂi)effo tels que Vpe[l,NNc’ll], Vi, j=1,2,3,
@l(Np)d](Np)‘f'dl(Np)ﬂ](Np):Q}

Espaces fonctionnels discrets

Comme cela est fait de maniere classique dans la méthode des éléments finis, les composantes des
inconnues (dans ce cas les déplacements 1 et les directeurs d;) sont approchées par des fonctions
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polynomiales par élément a partir de leurs valeurs nodales. L'espace d’approximation des dépla-
cements 81 est noté 7, alors que les directeurs discrétisés appartienent a 'espace noté Wy, Par
exemple, pour le choix d’éléments finis présenté sur la figure 3.4} qui sont des quadrilateres d’ordre
2 pour les déplacements et des quadrilatéres d’ordre 1 pour les directeurs, ces espaces sont alors
définis par :

Vi, = {ge H(P), VeelNE, ul,, € Qg}

W, = {ge H(P), Veell;NE,],d}, e Ql}

On définit les espaces de configurations discretes vérifiant les conditions aux limites a partir de ces
espaces d’approximation par :
Ry ={,d) e x 77} n ez}
Ry ={@.dp e T x W n e}
Lespace des déformations discretes admissibles est quant a lui défini par la variété fermée
I’(“vlzel — I?h A I’érel

Comme dans le cas continu, pour toute configuration discrete (r, d,) € K¢, on définit I'espace tan-
p g 2] h p
gent dK ;lel dans lequel seront recherchées les variations discretes :

dK°!(r,d;) =K ndK™!(r,d,)

De la méme maniére que ce qui a été fait dans la section|2.4/pour le sous espace dK;" “(r,d;), on
pourrait démontrer que ce sous-espace vectoriel s’écrit aussi :

dl%ﬁd(bdi) = {(ﬁ,@i) €K tels que 3w,) e R3*NNG | (3.12)
Ype NN, Yi=123, 6d,(Ny) =w,Ad,(Np) }

Remarque : Les vecteurs w,, € R3 sont uniquement définis ponctuellement aux noeuds, et ne sont
jamais interpolés. Ainsi, les probléemes tangents discrets seront écrits en fonction des variations des
inconnues (6r,6d;) € dK, Igel(z, d;), et non en fonction des vecteurs de rotation @ comme on l'avait
fait dans la section[2.5|

Probléme discret non linéaire

Le probleme continu Ph3.2.1est alors approché par le probleme discret :

Pb 3.3.1 Probleme non linéaire discrétisé
Trouver((g,gi);}tfj) € Ky x R¥*3*NNG to] que

O0E - ~ . 5
& o(r fl.) .d)-(.4,) e ffp(zl'di —voi) Kiy (F'-d; +1'-d)déa
- NN! A A R N
p=

VpelLNNI , Visi<j<3, d;(Ny)-d;(Ny) =0

Ce systeme d’équations est non linéaire, et pourrait étre résolu par une méthode itérative de Newton
projetée, introduite au chapitre 2 et détaillée dans le chapitre[4.

Remarque : Les multiplicateurs de Lagrange /1?]. sont uniquement des valeurs ponctuelles. Ainsi, on

ne fait pas correspondre d’espace discret a 'espace continu des multiplicateurs .%ff,m et les /lfj ne

sont pas interpolés.
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3.3.2 Probléme discret linéarisé

Pour simplifier cette étude formelle, nous allons faire I'hypothése de petites déformations autour
d'un état précontraint (r,d;) € K}’le’ et (/1;”].) € R®*NN; | Cela nous autorise 2 linéariser le probléme et
on se ramene a la résolution du probléme tangent :

Trouver (61,6d;) € 1?2 etéxlfj e R*NNJ tols que, Y(#,d, e KO, on ait

2
~3

a( Y Sy

+ (I‘ d _UOI)KO( dj"'f'éi)dfa
+ ff(r d,—vo)) KY (#'-8d, +6r' - d,)dé,
+ f(ér d;+1'-8d) K> (7' d; +1'-d)dE,

NN}
Py o '+ 0L (d(Np) - (Ny) + d (N - (N)

p=1
NN}

o Y A8 (diN) -8 (Np) +8d,(N,)- d; ()
p=1

———(r,d,))-6r,8d) |- (#,d,)

(3.13)

= F(7)

Vpel;NNJ1 , Vi<i<j<3, d;(Ny)-8d;(Np)+58d;(Np)-d;(Ny) =0 (3.14)

Dans ce probléme, les multiplicateurs de Lagrange /lf.’j sont donnés par I'expression (3.9, Nous sup-
posons ici que la rigidité géométrique est tres petite pour la configuration considérée (hypothése
valable uniquement dans le cas non-inhibé) :

K)(r'-d; - voi) = O€?), (3.15)
ce qui permet d’adimensionner les multiplicateurs sous la forme
P _=373P
)Ll.].—e )Ll.j (3.16)

Par ailleurs, I'équation3.14 signifie que I'incrément (6r,6d;) appartient a I'espace tangent dK™' n
1?2. En réduisant I'espace des fonctions tests a dK"¢' n 1?2, ce probléeme linéaire s’écrit :

Pb 3.3.2 Probleme linéaire discret
Trouver U = (619,0d;,,) € dK™(r,d;)n 1?2 tel que

A

EAUS,U)+EAmp, (U, U) = F¢(U) vUO=(t,d)edK™ r,d)nK) (3.17)

sous la notation
A : KOxK'—R

2
(@r.8d,),¢,dp)— @r,5d,)-

Eo .
— ) _(#d,

0
+Ir\j§: ifj (éz (Np)-0d ;(Np) +8d;(Np) 'éj(Np)) (3.18)
Amp @ KOxK'—>R
((5r5d)(rd) f &r' di+£’-6_dl.)K?i(f’-Ql.+£’-éi)
d;—vo) K}, (#'-8d,+6r'-d;)  dég (3.19)
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FF : K°-R
. X 0F, .
(F,d,)— F(;)-& 30d) (r.d,)-(7,d,)
—€ f f (r'-d;—vo) K2 (' d; +1'-d))déq (3.20)
P

Si on suppose que la configuration (r,d;) appartient a la variété K°'?, alors le probleme Pb3.3.2 est
une approximation du probleme linéarisé continu :

Pb 3.3.3 Probleme linéaire continu
Trouver U¢ = (6r¢,8d5) € dK°'(r, d,;) tel que

SAUS0) +EAnp (US,0) = FE (D) vU=(t,d,)edK"" (3.21)

Cette approximation est non conforme en général : si la configuration (r, d;) n’est pas plane, I'espace
dK"(r,d Jn 1?2 n'est pas inclus dans dK°"*(r,d ;)- Mais dans le cas d’'une linéarisation autour d'une
configuration plane, on peut vérifier que d’apres/3.12} on a en tout point

NNZ;

L ¢p(€1,¢2) 0d,(Np)
p:

NN

p; Pp&1,¢2) [Qp/\di]

V(&) €EP, 8d,(&1,¢2)

NN}
Z (Pp(él)é_Z)Qp Aii
p=1

w(C1,62)Nd;

et que donc I'espace discret dK"!(r,d Jn 1?2 estinclus dans dK°"'(r,d ;) dans ce cas particulier.

Les probléemes linéaires(3.3.2]et3.3.3 sont dépendants du petit parametre €. De maniére comparable
au cas non linéaire étudié dans la sous section|3.2.2} leur comportement asymptotique dépend de la
forme du sous espace suivant :

dKyi(r,d;) ={U € dR°""(r,d;) tel que App(U, U) = 0}
Cet espace s’écrit de maniere équivalente sous la forme :

dKs(r,d;) = {(#,d;) e dR°""(r,d,) tel que
V1,62 €P, F(61,62)-d;(61,8) +1'(€1,62) - d(61,62) = 0}
On peut remarquer que pour une configuration (r,d;) € K r1, 'espace dK r1(r, d;) représente I'espace
tangent 2 la sous variété K r1- Cette remarque va nous permettre de mieux comprendre le lien entre

les problémes non linéaires limites décrits dans la sous section et le comportement des pro-
blemes linéarisés étudiés ici.

3.3.3 Probléme linéarisé autour d’'une configuration de référence plane

On peut expliciter A(.,.) et vérifier sa coercivité quand on linéarise autour d'une configuration plane
et que 'on suppose que le terme de couplage a un comportement adéquat en flexion.
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Pour ce faire, on commence par rappeler qu’apres adimensionnement, 1’énergie de flexion intro-
duite au chapitre 2 pouvait s’écrire sous la forme augmentée :

1

2e L2

W L [(i/z‘ig_ig,'ig)2+(ié'dz_dg,'dg)z]

I&

- &) +(dyd,- ) &
d,-dy-d" 42)2+(4’3-21—i§'-d‘f) ]

iz |l
el
57|l |
3o (o) + () 4 (400
que 'on peut encore écrire sous la forme

Wy = %;f.“b (@,4,) + % 2 (@,a)

ol tous les coefficients a} j sont strictement positifs. La dérivée seconde autours d'une configuration
plane donne :

62 0
oa; 6:{1 dz_g.“zl] (6d11 d]) (dll dj)+;a” (5d1,2 dz) (dzz dz)

On sait aussi que le terme de cisaillement de gomme peut s’écrire sous la forme linéarisée :

62 0 1
inc » 0 PN ~T
or-—He. 7 = = (Vor+Vor"): K, : (Vi + Vi)
2wh
ou k) = a—;"c est le tenseur d’élsticité, supposé défini positif.
e

Enfin, on peut supposer que le terme de couplage dans I'épaisseur va contrdler partiellement la
flexion transverse sous la forme d'une somme a coefficients positifs :

coupl Z az] (_z 2 _])

qui se linéarise en

62 0
coupl 5 2 5
dd,;- Tod? ;= ;jaij (Mi,z '41) (diz'ij)

Au final, la forme bilinéaire A(.,.) s’écrit alors :

Al0r.0dp,¢.d)) = ¥ af; (0d; ,d))(d;,d)) + 7 (V0r +¥orT):

Avp vl
o (V2 +VET)
a,i,j

Elle est clairement continue et coercive sur tout I'espace K des que les déplacements sont controlés
sur une partie de la frontiére de P.

On note alors respectivement || All > 0 et @ > 0 les constantes de continuité et de coercivité de A(.,.),
définies par les relations :

VU, eK*=xK", AU D)I<IAIIUIz 1Tz (3.22)
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VUER’, AU, U)zalUl? (3.23)

Par contre, la forme bilinéaire A,;;(.,.) n'est pas coercive sur I'espace KY. Les seules informations
dont nous disposons sont sa continuité et sa positivité :

VU, eR* <K, AU D) < 1Al 1UlIz 1Tz (3.24)
YUEK®, AU, U)=0 (3.25)
Lobjectif de la suite de cette section est d’étudier I'erreur commise en approchant le probleme

Pb3.3.3 par le probleme discret P43.3.2, en particulier lorsque le parametre € tend vers 0 pour les
problémes a flexion non-inhibée décrits dans la section(3.2.

3.3.4 Convergence sur un probléme de nappe non inhibée
Supposons que I'espace dK r1(r, d;) contient au moins un élément non nul :
dKs(r,d;) # {0}

Cette situation pourra en particulier étre rencontrée lorsque la configuration (r, d;) appartient a la
variété K r1non nulle, lorsque le probleme non linéaire est a flexion non inhibée, de la forme du pro-
bleme Pb3.2.4, Un exemple a été représenté sur la figure[3.2]

Comme cela a été fait pour les probléemes non linéaires a flexion non inhibée dans la sous section
3.2.2, on va supposer que le chargement est de la forme : (cf (Sanchez-Palencia, 1989a))

F{O) =& F @)
o1 F est une forme linéaire indépendante de €.

Pour illustrer notre propos, on va supposer que I’'on a pu construire notre discrétisation par éléments
finis de maniere a garantir 'inclusion;

dK*'=dK™' nK) < dK°" (3.26)

Le probléme général(3.3.3 se ramene alors au probléme contraint :

Pb 3.3.4 Probléme linéaire continu avec flexion non inhibée
Trouver U¢ € dK°'! tel que

A(US,0)+€ % App (US,0) = F° (0) vVUedK°" (3.27)
La discrétisation de ce probléme par la méthode des éléments finis s’écrit alors :

Pb 3.3.5 Probléme linéaire discret avec flexion non inhibée
Trouver U; € di&;lel tel que

A(US,0)+& 2 Ay (U5, 0) = F°(0) vUedK}*! (3.28)
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On peut observer que lorsque le parametre € est tres petit, le probleme Pb3.3.4ls’interpréte comme
la pénalisation du probléme sous contrainte suivant : (voir dans le cas des coques linéaires :
(Sanchez-Hubert and Sanchez-Palencia, 1992) ou (Chenais and Paumier, 1994))

Trouver U° € dK°"" tel que
AWLD)=F0)  v0edR"

sous la contrainte imposée par pénalisation :
Anp(U°, U =0 (3.29)

Ce probléme limite peut aussi s’écrire sur le sous espace dK 1

Trouver U° € dKy, tel que
AU’ 0)=F°(0) VU edKy

Ce probleme limite est bien posé puisqu’il n’est que la restriction du probleme elliptique(3.3.4/a un
sous espace.

On va montrer dans ce qui suit que la méthode des éléments finis standard n’est pas adaptée a la
résolution d’un tel probleme lorsque I'épaisseur devient tres petite. Plus précisément, I’estimation
d’erreur entre la solution discréte U7, et la solution continue U* explose lorsque le paramétre € dimi-
nue, comme le montre le théoréme suivant :

Théoreme 3.3.1 Sur le probléme avec flexion non inhibée Ph3.3.4, la convergence des éléments finis
classiques n'est pas uniforme selon l'épaisseur.

Plus précisément : sous les hypothéses|3.2213.25 et|3.26, si on note U€ et U i les solutions des problémes
Pb3.3.4 et Ph3.3.5, alors l'estimation classique dégénére en

2 UE_ U*

inf
Q* EdK;el

3C>0,¥8>0, |U°- U,
- K

_=C¢
K

Démonstration :

Cette démonstration est classique.

Etant donné que A(.,.) +& 2 Ay (.,.) est coercive sur K° et que dl?gel et dK°"" sont des sous-espaces
fermés de K° par construction, on peut appliquer le théoréme de Lax-Milgram pour établir I’exis-
tence et I'unicité des solutions des problemes Pb3.3.4/et Ph3.3.5, notées respectivement U¢ et Qi.
D’apres[3.27 et3.28, on a alors :

vOedke,  A(US,0)+& 2 Ay (U5, 0) = A(UF0)+ 2 A (UF,0)
OnendéduitV U e dK}*, VU* € dK*,
(U5~ U, 0) + &7 Ay (UF, - 0", 0) = A[UF-U", 0) + €72 Ay (U7 - U, 0)

En particulier, pour U = Qi -U*e dI?,zel, on obtient VU™ € d[?[lel,

=)

A(US-U" U - U )+ 2 Ay (U5, - U, U, - U
= A(UT-U UG- Ut )+ 82 Ay (UF - U, U - U7) (3.30)
On utilise alors la coercivité de A(.,.) et la positivité deA,,;(.,.) sur dKert pour déduire :

vOedR,  A(0,0)+& App(0.0) 2 a|U]%
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Par ailleurs, la continuité de A(.,.) et A,;,,(.,.) nous donne :

VO,V edRl,  ADLD)+E A (0,7)

IA

TAITlg 1V g +€ 21 Ampll 101z 1V 1l
(1Al +1AmpI) 10Nz IVl (poure<1)

IA

Ces deux inégalités rassemblées nous donnent apres report dans/3.30]:

~ 2 ~ ~
o[ Uh, - U || <& R 0A0+ DAl 107 - U 1 105, - U

ou encore apres division par U} - U* ¢ :

ofuiv

L ST (IAN+ 1A l) 1T - Ul

On en déduit le résultat du théoreme par inégalité triangulaire.

|
Cette dégénérescence s'observe expérimentalement et se retrouvera sur certains essais numériques
du chapitre 4.

La convergence non uniforme d’éléments finis standards peut s’expliquer facilement : A la limite, la
solution du probleme continu va converger vers la solution du probleme limite :

Trouver U° € dI?}’l” tel que
A(U°,0)=F"(0) vOedky! (3.31)

Pour une taille de maille / fixée, méme sil’espace d’approximation dfﬁel approche trés bien dK°'Y,
rien ne nous garantit qu'il est assez riche dans dK°"* pour pouvoir satisfaire la contrainte de
maniere précise. Dans le pire des cas, il est tout a fait possible de rencontrer la situation

Ak (dKe" =0

auquel cas la discrétisation fournira alors une solution approchée nulle a la limite o1 € tend vers 0 :
limUS =0# U°
e~ T

Ce phénomeéne purement numérique est appelé verrouillage numeérique.

En pratique, on s’'intéresse rarement au cas limite (I’épaisseur de la nappe a une valeur finie). Donc
la solution calculée n’est jamais exactement nulle, et par ailleurs la théorie des éléments finis nous
garantit que, pour une épaisseur donnée, on peut toujours calculer une solution suffisamment pré-
cise en utilisant un pas de discrétisation suffisamment petit. Mais le probleme est qu’il faut utiliser
d’autant plus d’éléments que I'épaisseur est faible, alors qu’'on aimerait disposer d'un outil d’ap-
proximation dont la précision est indépendante de |'épaisseur.

Par ailleurs, nous avons vu qu'’il existe des liens entre les problemes limites non linéaires décrits dans
la sous-section[3.2.2 et les problemes limites linéaires observés ici. Cependant, ceci n’est pas géné-
ralisable : si le probleme de nappe non linéaire est résolu par une méthode itérative, les problemes
tangents traités a chaque itération n’appartiennent pas nécessairement tous a la méme catégorie.
Par conséquent, le caractére non linéaire de notre probleme impose a la méthode numérique uti-
lisée de fonctionner a la fois pour des problemes ot la flexion est inhibée ou non inhibée (plus de
détails dans (Chapelle and Bathe, 2003)).
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Les sections/3.4/et3.5 vont décrire la construction d'une méthode numérique permettant de contour-
ner le probléeme de verrouillage numérique sur des problémes a flexion non inhibée. Il restera ensuite
avérifier que cette méthode reste adaptée a des problemes a flexion pure inhibée, ce qui sera fait par
des tests numériques dans le chapitre/4.

B 3.4 Formulation mixte non linéaire

3.4.1 Probléeme mixte continu

Lobjectif de cette section est de trouver une méthode d’approximation du probléme non linéaire
Pb3.2.1, pour laquelle le probleme tangent n’est pas sujet au phénomene de verrouillage numé-
rique dans le cas de flexion non inhibée. Pour cela, une solution classique consiste a utiliser des
méthodes mixtes, dont les fondements ont été établis par (Babuska, 1973) et (Brezzi, 1974). Ces mé-
thodes consistent a introduire une inconnue auxiliaire, qu’on peut interpréter comme le multiplica-
teur de Lagrange de la contrainte[3.10 sur les déplacements.

Rappelons la forme du probléme non linéaire a flexion non inhibée Pb3.2.4, pour lequel des phéno-
menes de verrouillage numérique peuvent apparaitre :

Trouver ((L,Qi);l) €K x %i’;m tel que

———(r,d)-(7,d;) +& f r'-d;—vor) K> (#'-d; +1'-d))dé,

f f NijEa)

v('fl)'fZ)Epr Vi;j:1;2;3y di'dj(é-lréé):al

O(d)
dd+dd

Ea)dEa = f f fidee V(d)eR

A

Dans cette expression, contrairement aux formulations asymptotiques sur des structures minces, le
terme d’énergie E, contrdle toutes les déformations grace a 1'énergie de gomme supposée en O(€%).
Cependant, rien ne nous empéche de nous inspirer de I'écriture utilisée pour le cas des Coques li-
néaires dans (Arnold and Brezzi, 1997) : on introduit un parametre ¢y > 0 et on note € = & oz Le

probleme peut alors s’écrire de maniere équivalente sous la forme :

Pb 3.4.1 Probléme non linéaire en flexion dominante
Trouver ((Lii)i&) €K x %i’f,m tel que

9k (r,d,)-(#,d) +€_2f (r'-d; - voi) Kj, (f’-d.+r'-d-)d€a
a(L)Q,) ! !
< ff Mijea) |d;-d;+d, - d](éa)déa—ff fidéa Vd)eR
V(fl»fZ)Ep» Vi’j:1)2’3» di'dj(€1)€2):6ij
avec

Eo(r d;)=Ey(r,d; )+coa po(r, dap), v(r,d;)) (3.32)

La dérivée seconde de cette nouvelle énergie sera alors bien coercive sur tout I'espace Ky, d’apres

3.23 et|3.25.



60 CHAPITRE 3. ECRITURE FORMELLE ET ANALYSE DU MODELE

Afin de contourner les risques de verrouillage numérique lorsque le probleme de nappe est dominé
en flexion, on introduit des multiplicateurs de Lagrange p dans le probléme non linéaire de départ :

Vi=1,2,3, pi=€*K}; (r'-d; - vo;) (3.33)
Ces multiplicateurs évoluent dans I'espace 2 défini par
Q= {p:P—» R telque p;e LZ(P)}

On peut observer que p correspond a une forme adimensionnelle de I'effort tranchant. En récri-
vant(3.33|sous forme variationnelle, on peut alors transformer le probléme Pb3.4.1 pour obtenir le
probléme mixte non linéaire :

Pb 3.4.2 Probleme mixte non linéaire
Trouver ((Ldi);ﬁ;é) €K x2 x %?;m tel que

dE,

s g . A,. . ,. A‘
or.d) (r,d;)-(t,d,) +ffppz (#-d;+r'-d))dé,

+ffpai,-(fa)

ffpﬁi (' d, — vop)dée —eszpﬁi Ki'pidéa=0 Vpeo

di'dj"'ii'ij

Cadea= [[ frdta vEd)eks

V(fl»fZ)ep; Virjzlyzys» di'dj(€1)£2):6ij

La méthode numérique consiste alors a discrétiser le probleme Pb3.4.2]entier, y compris les mul-
tiplicateurs p, plutot que le probleme en déplacements Ph3.4.11 On va décrire dans ce qui suit les
espaces d’ap_proximations permettant d’assurer une convergence indépendante de I'épaisseur, au
moins dans le cas particulier du probleme linéarisé autour d'une configuration plane.

3.4.2 Eléments finis mixtes : cas général

Discrétisation du probléeme

Comme cela a été expliqué dans la section(3.4.1, le probleme Ph3.4.2/est discrétisé par des éléments
finis permettant d’interpoler a la fois les inconnues primales (r,d;) € K et les inconnues auxiliaires
peEQ.

Les notations utilisées dans cette partie seront les mémes que pour la discrétisation du probleme
primal dans la sous-section 3.3.1} On suppose que la géométrie de la surface .%#, est suffisamment
réguliere pour pouvoir étre décomposée en NEj, éléments finis quadrangulaires réguliers :

NEj h
‘Spm = U Ee
e=1

ol h représente le diametre maximum d’un élément.

Les interpolations des trois types d’'inconnues ér, d; et p sont indépendantes. Ainsi dans chaque
élément fini, le nombre de noeuds ol sont calculés chacun de ces champs est différent, comme le
montre la figure[3.5. On prend comme notations :

~ NN :nombre de noeuds interpolant les déplacements 57, notés (M) pell; NN 5
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- N NL’; : nombre de noeuds interpolant les directeurs d;, notés (Np,) ¢, NN
- NN[; : nombre de noeuds interpolant les efforts p, notés (Op) ¢y, NN

Par ailleurs, on note NFj, le nombre d’arrétes du maillage, appelées (F]’g) k=1,NF,-

Comme cela était déja le cas dans le probleme primal, la condition d’orthonormalité des directeurs
doit etre relaxée pour étre imposée seulement aux NN 6’; noeuds interpolant les directeurs :

Vpe[l,NNJ ,  Gld;J(Ny) =0

Les espaces des configurations continus et discrétisés respectant cette contrainte sont notés de la
méme maniere que dans la sous section(3.3.1. En plus de ceux-ci, on note 2y, I'espace des variables
auxiliaires p discretes. Par exemple, le choix d’éléments finis représenté sur la figure(3.5/correspond
al’espace B

2, = {Be I*(P), Veell;NEyl,ply, e PO}

@
® o
@
(a) Déplacements 61 (b) Directeurs d; (c) Efforts p

F1G. 3.5: Exemple de degrés de liberté pour les inconnues du probléme mixte

Remarque : Comme nous 'avons déja précisé pour le probleme primal discrétisé en non linéaire,
les vecteurs de rotation @ € R3 et les multiplcateurs /lfj € R3*3 sont uniquement définis ponctuelle-
ment aux noeuds, et ne sont jamais interpolés.

Avec ces notations, le probleme mixte non linéaire est approché par

Pb 3.4.3 Probleme discret mixte non linéaire
Trouver ((Lii)5 p;&) € Kj, x 2, x R3*3*NNj to] que

0E, . ) NNg .
sy Bd) + [ pi @ die ! dpaces 3 Mldidyrdid )|

p

- [[ rrate vedier

ffp pi (- d, — vor)dEa _erfp piKilpidea=0 Vpeo,

Vpel,NNJ , Vi, j=1,23, d;(Np)-d;(Np)=5i
3.4.3 Probléme linéarisé

Comme pour le probléme primal dans la sous section[3.3.2, on se place ici dans le cadre de petites
perturbations autour d'un état précontraint (r,d;) € K° pour simplifier cette étude formelle. On
suppose les multiplicateurs ()ij) € R6*NNG et P € 2, connus, calculés a partir des efforts internes.
Lhypotheése des petites déformations nous amene a la résolution du probleme tangent :
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Pb 3.4.4 Probléme discret mixte linéarisé
Trouver ((6r,6d,); p) € dKy, x 2y, tels que, V(ﬁ,ji) € dKy, Vp € 2y, on ait

o d) Dt 5 a2

ff_(Piﬂspi) ' d,+1'd)deq

N =
[ 9Fo 9"Fo (rd)(aréd)] (7,d,)

+

+

f_pi(f/'é_di"'ﬂl'éi)dfa
Z\TN}Z . .
+ Z (A2, +8A7) (d; (N - d;(Np) + d;(Np) - d;(N)))

NN”
+ Z ’1?]‘ (éi(NP) -0d ;(Np) +6d;(Np) 'ij(Np))
p=1

- [ rra

f fp Pi Or-d,+r'-5d)dEq — € f fp pi K (pi +6pi) déa = f [ pe-d, = s
Vpel;NNI , Vi, j=1,2,3, 8d,(Ny)-d;(Np)+d;(Ny)-8d;(Ny)=0

Nous supposons que la rigidité géométrique satisfait I’hypothése|3.15/pour la configuration consi-
dérée, ce qui permet d’adimenssioner les multiplicateurs de Lagrange :

A=Y
ij ij
Pour écrire le probleme PH3.4.4 sous forme générique, on introduit les formes bilinéaires :

A : K°xK°=>R
oA GZEO A 2 Al ! 3
((ﬂ»@i)r(l»di))'_’ (Qy@_di).w~(£,di)+ ppi (r '6_di+6—r -di)dfa

n
+]§j ifj (éz (Np) '5_dj (Np) +8d;(Np) 'éj(Np)) (3.34)
B : 2xK°—R
(5p (rd) f pi (P d,+r' - d)dEq (3.35)
C : 2x2-R
6p, p)— f fp pi K;;'6pi déq (3.36)
et les formes linéaires :
£ - RO
(7, d)»—»fff Fdéy,— (r da,)- (7, d) f pi (- di+£'-jl.)d€a (3.37)
e o(r, d;
gMeZ | fp piKipidea- | fp pi (' d, — vo i (3.38)

Comme cela a déja été fait dans la section|3.3; on notera U = (6r,0d,) € dK™ et U = (f,éi) e dKre!
dans les expressions qui sont indépendantes de notre probleme. Le probleme mixte Pb3.4.4] peut
alors s’écrire sous forme générique :
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Pb 3.4.5 Probleme mixte linéaire discret
Trouver (U5, p5) € dKJ°' x 2y, tels que

AU, 0)+B(p,0)=15(0)  VUeaR}e a0
B(p.U3)-e*Clp, p)= () vEe2

Ce probleme mixte discret est une approximation du probléme continu :

Pb 3.4.6 Probleme mixte linéaire continu

Trouver (ge,ge) € dK°t x 9 tels que
A(gf,g)+B(B€,g) =1°(0) VvUedRo" 5.40)
B(pUt)-e*C(pt,p)=M(p) Vpe2 '

3.4.4 Analyse du probléme linéarisé

Dans ce qui suit, on suppose que les trois formes bilinéaires définies par(3.34+3.36/sont continues :
VU, 0) e dK™ xdK™, AU D)I<|AlIUIg IUlg
V(p,U)e 2 xdK™, IB(p, DI < IBll llqllo lullg (3.41)
Vip,p)e2x2, IC(p, P)I=IClplalple

Par ailleurs, on admet que A et C sont coercives, ce qui est le cas quand on linéarise autour d’'une

configuration plane non précontrainte, comme cela a été vu dans la sous-section(3.3.3| Ainsi, il existe
deux constantes a4 > 0 et ac > 0 telles que

YUedK™, AWU,U)=aylul%
{ u U,U) = aqllul (3.42)

Vpe2, Cp,p) = ac lpll%

Théoréme 3.4.1 Les problemes Pb3.4.5 et Ph3.4.6 possedent chacun une unique solution, respective-
ment notées (Qh,ph) € d[?}rlﬂ x 2y et (U, p) € Al x 9.

Démonstration :
On introduit la forme bilinéaire :

A (Wpi@p)eTx2? — A@UD)+B(p.0)-B(pU)+e*C(p.p)

Le probléme PH3.4.6 est équivalent a :
Trouver (U¢, p°) € ¥ x 2 tels que

A((QG,BE);(Q,E))=L€(_l7)+M€ (é) V(_U,é)efxg

D’apres I'hypothése(3.42} on peut établir la coercivité de A(.,.) :
VU, p) eV x2,

Alwpiwp) = AUU)+eC(pp)

v

ax [Ul3+eac o[,

\%

min(aa,e*ac) ”Q’E”Z

lop|=\lulz+[e],

Le théoréeme de Lax-Milgram permet alors de démontrer I'existence et 'unicité de la solution des
deux problémes. [ |

avec
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Convergence non uniforme des éléments finis mixtes

Lobjectif de la formulation mixte était de construire une méthode d’approximation assurant une
convergence uniforme. Nous allons donc réaliser ici une premiére estimation d’erreur et voir si on
peut assurer que celle-ci est indépendante du petit parametre €.

On va faire 'hypotheése simplificatrice de conformité dK }’lel c dK°"*. Comme nous I'avons vu pré-
cédemment, cette hypothése est vérifiée dans le cas d'une linéarisation autour d'une configuration
plane. Elle est tres rarement vérifiée sinon quand on prend des champs 6d; polynomiaux par mor-
ceaux.

L'approche choisie pour estimer I'erreur nécessite d’introduire la semi-norme sur les multiplicateurs
pe2:

pll 5(p.0]
pli= sup
=" yearor |Ullz

On établit alors le théoreme de convergence suivant :

Théoréme 3.4.2 Convergence non uniforme en e
Notons (U, p€) € dK°"' x 2 et (U¢, pZ) € dfgel x Qy, les solutions respectives des problemes Pb3.4.6 et
PB3.4.5. 1l existe une constantey indépendante de h et e telle que :

Jwe-usliz+e|

<y inf_ (e UT-U g +lpt - p il e
Q* EdK}rlel - -
E* EQh

€__ € € _ *
p-r r-r,)

Démonstration :

On détaille la démonstration classique, que l'on peut trouver par exemple dans
(Arnold and Brezzi, 1997).

Puisque (US, p©) € dK°" x 2 est solution de Pb3.4.6 et (U¢ ,EZ) € df(lel x Qp, est solution de PH3.4.5,
on a en particulier :

AU, 0)+B(pS,0) = L°(U) vU e dK7
{ B(p,U°) - e2C(p*, p) = M< p) Vpe2,
et
AUS,0) +B(32,Q) = L) VU e dK} ¥
{ B(p, US) —e2C(pS , p) =M< p) Vpe2,
donc
{ A(QE,Q)+B(E‘;,_U):A(ge,_U)+B(E€,_U) VU e dK} "
B(p,Uj;) —€*C(pS, p)=B(p,U) ~€’C(p*,p)  Vpe2y,
On en déduit :

V(g*,B*) Edj%];el XQh;

B(p,Uj, -U*) —€*C(p; —p*, p) = B(p,U° - U*) —€*C(p° — p*, p) VpeL,

{ AU, -U* D)+ B - p*, 0) = AU - U*, D) + B(p* - p*, ) vU e dK}e!
€ *

En particulier, en prenant U = Uj,-U'etp= EZ —p*, onobtient:
V(U,p*)edK™ x 2,

AUS, -U" U5 -U") +B(£Z -ph U, -U" =AU -U",U;, -U") +B(p*-p*,Uj,-U")
B(EZ -p- U5, -U") _EZC(BZ_B*’EZ -p)= B(BZ_B*’Qe -U") —GZC(BE—B*,BZ -p")
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Si on soustrait la seconde équation a la premiére, on obtient :
AU}, =U" U}, =UN+eClp, =p*.p, =p") = AWUS-U"U;-U"+B(p°~p" U}~ U")

p*
—B(pS —p* U -U")+e*C(p°~p*,ps —p")  (3.43)

La coercivité de A(.,.) et C(.,.) nous permet d’obtenir I'inégalité :
2 2
AW, ~U" U5~ U+ Cpt = p' ) 2 an U5 - U [ veac o -7
La continuité de A(.,.), B(.,.) et C(.,.) nous donne également :

AU -U" U, - U < Al U - U7 g U5, - U7 &

_ E_ * €_ * 6_ * . 6_ *
|-BWU -U",p, -p"I<IBI |[U-U"|g |p,-P"|,
€_ * E_ * €_ * €_ *
Cp*=p"pf~pI=ICI|p =p*|, |F,-P"|,
Alors que par définition de la semi-norme || . |l|, on a I'inégalité :

B(p*-p*, U}, -U")

|us,-Uu*lz

B(p*-p",U},-U")

- |5, -0l
- By -pt D)
= Ui -Ulz I S T
_€ ort YIK
< U5 -Utlz g -pt
On en déduit donc I'inégalité globale :
2
an U5 - U [z +etac [ -p|, = 1Al Ut -Urlg U5 - Ut
A T
+IBI U -U" % [P, P,
+e?IICll | p° - p* ||Q PP, (3.44)
On réécrit cette inégalité sous la forme :
2
an|Us-Uareac |p-p [ = NUG-U (A1 [T -0 [+l -p 1) (as)
vellps - p7 |, MBI |ue -t +etcn |- p7| )
D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R? :
V() ERY, 1+ x+1%y<V2/x2+y2 (3.46)
On en déduit :
1 € * € * 2 € % (|12 2 € * 2
5 (van |U -t +evac |p5-p| ) saa UG- U 7+ €ac |5 -p7|, 4D

Par ailleurs, on peut remarquer que :

V() Lw eRAx+uy<A+up (x+) (3.48)
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Linéquation|3.48 appliquée au membre droit de(3.44 donne : (en supposant € < 1)

|U5 - U | (Al U = U™ | g+l p° = p™ ) + (3.49)
et -p7 |, (B Ut - Utz < c(lus-ulg+e|rs-r7],)
(‘1 Jus-ulesnp - nee -7 )
Les deux inéquations(3.47 et/3.49 combinées nous donnent alors :
lus, -l +e o5 -7 |, <c e lus-u e+ npt - pri+e |- p7] ) (3.50)
Quels que soient (U*, B*) €dK [l” x 2y, on déduit de[3.50/par inégalité triangulaire :
los -l el -pil, = (1U-Ulere | -p] )+ (U -ulgve [p-p7] )
<

Clet U -ur g+ pt - p e |

*
7.)
Cela prouve le résultat du théoreme :

-5 e |- i I Ol - puee oo,

hll2 UedK®,pe2;,

[ |
Ce théoreme n’assure pas la convergence uniforme des éléments finis mixtes pour des espaces de
discrétisation quelconques. La coercivité des formes linéaires A(.,.) et C(.,.) n’est pas suffisante, car
le systeme variationnel est globalement non elliptique (voir (Chapelle, 1996b)).

On propose dans ce qui suit un choix d’espaces d’approximation, pour lesquels on va essayer de
fournir des estimations d’erreurs indépendantes du parametre €.
Notre choix d’espaces d’approximation

On propose ici un choix d’espaces d’approximation original, récapitulé sur la figure[3.6. Les déplace-
ments dr sont choisis sous la forme de fonctions linéaires sur chaque élément, auxquelles on ajoute
des "bulles" quadratiques sur chaque aréte. Si on note B, (I, é’) I'espace des bulles sur les arétes d'un
élément I, I'espace des déplacements discrétisés 7}, s écrit alors :

Tu={0re H(P), Veell;NEy,dr!, €Qu+Botil)} 3.51)

Les directeurs sont quant a eux égaux a des fonctions linéaires par élément auxquelles sont addition-

o
nées des bulles quadratiques centrées sur chaque élément. On définit B, (I, f) comme étant l'espace
des bulles quadratiques centrées sur I'élément [ f. Lespace des directeurs discrétisés Wy, vaut alors :

— — . o
Wy = {ge H(P), Vee[L;NEyl,d),cQi+B: (12)} (3.52)
L'espace 1?2 est toujours donné par
R = (7 x ) n 6o

Enfin, les variables auxiliaires p sont prises constantes par morceaux de maniere classique, de telle
sorte que 'espace £, est défini par :

,@hz{ge I?(P), Vee [l;NEh],pliIg ePo} (3.53)
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o
o o
@
(a) Déplacements 61 (b) Directeurs d; (c) Efforts p

FI1G. 3.6: Degrés de liberté minimum pour les inconnues du probléme mixte.

Remarque : Un autre choix d’approximation est celui donné par la figure(3.7]:

— Les déplacements 7 sont Q2 sur chaque élément;;

- Les directeurs d; sont Q2 sur chaque élément;

— Les efforts p sont pris constants par élément.

Cette interpol_ation est plus riche que la précédente. Ainsi, si on prouve que la convergence est uni-
forme pour les espaces représentés sur la figure 3.6} cela impliquera qu’elle 1'est aussi pour cette
interpolation quadratique.

o @
o o o
@ @
(a) Déplacements 61 (b) Directeurs d; (c) Efforts p

F1G. 3.7: Elément fini Q2 en déplacements et en rotations pour le probleme de nappe simplifié.

3.4.5 Convergence uniforme : condition inf-sup

On admet ici encore que la condition de coercivité[3.42/sur les formes bilinéaires A(.,.) et C(.,.) est
satisfaite. Nous avons vu dans la sous-section précédente que cette condition n’est pas suffisante
pour assurer la convergence uniforme des éléments mixtes. Nous devons donc y ajouter une hy-
pothése de stabilité. Une condition de stabilité classique, appelée "condition inf-sup", s'écrit alors :
(voir (Brezzi and Fortin, 1991) pour plus de détails)

Théoréme 3.4.3 Condition inf-sup
Notons (U¢, 6) €dK' x 2 et (UE, p )€ dKrel x Qy, les solutions respectives des problemes Pb3.4.6 et
Pb3.4.5 Supposons qu’il existe une constante Y > 0 indépendante de h et e telle que
5(p:y)
Vpe2, sup ——— =7 lIpll (3.54)
- veaky U]z

Alors il existe une constante C indépendante de h et e telle que :

lwe = Ui+l p° - ps i +e | p° - <C inf _ (|U*-U"||7+lp°—p*ll+e|p®-
p-p p U e, p-p p

B* €2y
(3.55)
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Démonstration :
On détaille ici la démonstration qui peut étre trouvé dans (Arnold and Brezzi, 1997).
Notons (U¢, p€) € dK°"! x 2 et (U€, p‘;l) € dl?gel x 2y, les solutions respectives des problemes Ph3.4.6
et Pb3.4.5. Reprenons I'équation(3.43 : V(U*, p*) € dK"°! x 2,
AU, -U", U} -U" +€2C(EZ -php,-p") = AU-U"U;-U"+B(p*-p"U;,-U")
~B(pS —p* U= U +e*C(p°~p", p; —p*)
En reprenant le méme raisonnement que pour établir 'inéquation[3.44} on montre que :
* |12 * *
aq |U5,-U" |z +eac | p, = AU -Ut|g |05, - U |I&
+ U =Tz =Pl
U -ut g s pt

On peut donc choisir une constante C > 0 telle que :

|US, - U % +e? .

< C(|ut-U|g U5 -U" &
+| U, -U" g llpf=prl
+||U€—U*||,z Ilps = p i

-r*|, | (3.56)
D’apres la condition[3.54) on a:
o e 1 Blp-pnO)
Vp 2, lip,-p lls- sup ————— (3.57)
- - = Uedkre! Ulz
Or, on sait que :
AU;,-U" D) +B(p; - p*,0) = AU -U", D) +B(p° - p*, 1)
donc
B(pZ—p*,Q) = AWU*-U*, U)—A(UE u* U)+B(p Q)
< AU -U"|z Tl + 1Al |US-U
donc
b(p B p U) € * € * € *
sup —— <Al |U" - U" g+ IAI U, - U | g+l p° = p7
Uedk;e || ||K
En injectant cette inégalité dans[3.57] et en posant a = max(%, Al , )l/ , C), on obtient :
(A (T T s P ] (5.59)

Si on injecte[3.58 dans(3.56 et qu’on ajoute un terme ||Q€ -U- ||% + Il p¢—p* 1%, on obtient :

2
|Us - U [ +¢? Nt lu-U e+ gt -p I <

clus-u g @+ U -U | g+1p = p" 1)

+(1+a) |U-U"|g* U -U" |
+a U =U" g+l p°=p~l

#llpS=p il 1 pf = p* 1]



3.4. FORMULATION MIXTE NON LINEAIRE 69

Par un raisonnement analogue a/3.48] on en déduit qu'il existe une constante C’ > 0 telle que :

- Ut e e | .

€ _ %
L P

Hlus-urz+np -pr it = (U5 -t g+

LT =t e+ pt-pri)

*

PP
(U= U g+ pf - p*li+e|

€
p-p 9) (3.59)

Linégalité de Schwarz appliquée au premier membre donne :

(lus-u g +e|ps - p*

2
Hue-ue e g -ptn) = ac(|UG-Ut g+ ]

2

e IS 1 PN R )

€ * . E_ * 6_ *
(U=t e+npt - pri+e|p-p| ) (3.60)
donc
Jus, - Ut g+ |25 - p* |, +1us - U e+l pf-p* = aC'(Uf - U* [ g+l pf-p* e |- p7 )
En utilisant I'inégalité[3.58, on en déduit :
3C>0,V(U*, p*) € dK* x 2y,
U5, - U+, =W | - 7|, = ol = = pr e |- 7, )

On en déduit alors le résultat du théoreme par une simple inégalité triangulaire.

3.4.6 Démonstration de la condition inf-sup pour une nappe plane

On souhaite démontrer que les espaces d’éléments finis présentés dans la sous section3.4.2|vérifient
la condition inf-sup/3.54 pour notre probleme de nappe. Plusieurs méthodes de démonstrations sont
récapitulées dans la thése (Chapelle, 1996b), mais peu d’entre elles ont pu étre appliquées au cas des
coques, comparable a notre probleme de nappe.

La démonstration de la condition inf-sup la plus classique s’appuie sur le lemme de Fortin, qui
donne une condition suffisante pour établir(3.54 : (voir (Brezzi and Fortin, 1991))

Lemme 3.4.1 Lemme de Fortin
Supposons qu'il existe un opérateur linéaire continuI1;, de dK°"" dans dl?}zel tel que

VU, p) e dR°T x 2, B(B;Hh(g)) :B(B;Q) (3.61)
AC>0, YU edK"", Im|z=C||Ulz (3.62)

Alors la condition inf-sup|3.54 est vérifiée.

Démonstration du lemme 3.4.1):
Supposons qu'il existe un opérateur I1j, : dK°" — dfgel vérifiant/3.61 et[3.62.
On a alors

Blpy) 1 Bpmw) 1 B(pU)
< — <— sup —
IUlz ~ C [mlz ~ Cyeare U]z

Vpe2, VYUedK",
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On en déduit facilement que la condition inf-sup est vérifiée :

vpe2,  lipli= sup Blpy) sup b(piu)

== - = N
veaker |Ulg ~ Curearre [Ulz

Grace a ce lemme, il suffit de trouver un opérateur ITj, vérifiant les deux conditions(3.61 et[3.62|pour
assurer que la condition inf-sup est safisfaite, et donc que la convergence de nos éléments finis est
uniforme. Mais comme pour les coques dans (Arnold and Brezzi, 1997), notre méthode de démons-
tration n’est valide que dans le cas d'une nappe plane, de maniére a ce que les directeurs soient
constants par élément :

Hypothese : Les vecteursr’ € H(P) etd; € H (P)3 sont constants sur toute la surface de la nappe.

Construction de U'opérateur I1y, :

On cherche I'opérateur ITj, : dK°"% — dI?,’lel sous la forme :
My (8r,8d;) = (7, E1),ma(8d)))

avec 71, : H(P) — Q1(Jp) + B2 () et my : H(P) — Q1(Tp)+ 132 (Th),

ol on rappelle que les espaces B, (J7,) et ](;’2 (97,) sont les espaces introduits dans les définitions/3.51

et3.52:

- B»(9y,) correspond a I'ensemble des fonctions vecteurs 61 de H(P) qui s'écrivent sous forme de
fonctions bulles centrées sur les arétes du maillage 97 ou tout espace plus gros;

) —
— B2 (93,) correspond a 'ensemble des fonctions vecteurs dr de H(P) qui s’écrivent sous forme de
fonctions bulles centrées sur les éléments du maillage 97, ou tout espace plus gros.

Nous avons vu dans le chapitre 2 que pour tout (8r,6d;) dans I'espace tangent dK° " (x,d ;), il existe
un unique vecteur w € W9(P)3 tel que

V(1,82 €P,Vi=1,2,3, 8d,(&1,&) =wl1,&)Ad;(&1,¢2)

De plus, dans le cas particulier d'une nappe plane considéré ici, on peut facilement montrer que ce
vecteur w appartient a 'espace H(P). Dans ce qui suit, c’est ce vecteur  qui sera interpoler.

On cherche alors 7, et 4 sous la forme

n,@r) = 7'@n) -+ (6r-m8n)
146d) = malw) Ad,
maw) = 7l +74(w-15w)

avec 1! : H(P) — Q1(J7)
etn?: H(P) — By(J7})

— o
et nfi : H(P)—B2 (93)

On sait d’abord qu'’il existe un opérateur de projection de Clément al: HP) — Q1(97) qui vérifie :
(cf (Clement, 1975))
Vve H(P),Vee [NE, |v—n'@|opm+h |v-a' @], g <Cih|z], g (3.63)

La construction des opérateurs 72 et nfi est spécifique a notre probléeme et dépend de la forme bili-
néaire B(.,.) :

B(B; (Q,@i)) = ffp pi @r'-d;+1'-8d)d¢q
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¢ Démonstration de la relation/3.61]:
* Cherchons d’abord a définir un opérateur nfl de maniére a satisfaire la relation(3.61:
Soit w € H(P). On cherche a construire nfi (w) tel que:

Vpe2y, fpmz’-(ﬂd@)/\d,-)déffpmz“(gf\d,-)dfa

Les multiplicateurs p € £}, étant constants par élément, ceci est équivalent a :

Vee€ [1; NEy], ff nd(w)/\d dfa—[f w/\d dfa

Lhypothese selon laquelle 1’ et d; sont constants par élément nous permet alors d’arriver a la
condition :

Vee [1;NE], ffEh 5 (w-ny () déq = ffEh (@-7y (@) déq (3.64)

o
Sur chaque élément T € 97, I'opérateur s’écrit sous la forme d'une fonction bulle p, centrée sur
I'élément :
. o2 1 _ 1 9
Vee[l;NE],¥éq € E), 75 [w—7,(w)] () =Ce(w—myw)) be (Eq)

Léquation/3.64 nous donne alors la valeur de C, (w — nb(g)) permettant de satisfaire(3.61 :

w-nkw)dé,
Vee [l;NEy], C.(w-my(w)= LGy 10) (3.65)

fngt be (fa)dfa

Sur I'élément de référence E = [~1;1]?, l'opérateur 7%, ainsi construit vérifie 'inégalité en normes :
voe HE), |mq@l,s = ol
Par équivalence des normes sur I'élément de référence, on en déduit
5 2 2
3Ca>0, ¥de HE), [mg@os+[ma@l, s = Callelos

Or, lorsqu’on passe de I’élément de référence a un élément de taille /2 x i, on peut montrer que les
normes vérifient les relations :

Vo e HD), { HQ”O,EQ =h ”QHO,E
lell,ex = llells 2
Ce passage a I'élément de référence nous permet donc de montrer que ’opérateur nfi vérifie I'in-
égalité :
Vee [1;NEy], 3C4>0, Yoe HE), |n5@llgm+h [75@ly < Ca |@]o g (3.66)

* De la méme maniére, on cherche 'opérateur 7, de maniére a satisfaire la relation/3.61 :
Soit 6r € H(P). On cherche a construire 7, (61) tel que :

vpe2n [[ pim@rt-didea= [ pisr'-diac

En utilisant le fait que les multiplicateurs de Lagrange p sont pris constants par élément et que les
directeurs sont supposés constants partout dans la nappe, on arrive a la condition :

Vee [1;NE, f f 7, Or) déq = f or' déq
El El
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c'est a dire:
VeE[l;NEh],f (gl-ﬂ)nr(ﬂ)dSZf (a,-n)érds
SE! SE!

Une condition suffisante est alors d'imposer |’égalité des moyennes sur chaque aréte F ]f dumaillage :
VkeiNR, [ (@ mr[sr-nt@n]€ads= [ (@-m (or-nlen)ds
Fk Fk

On suppose que le vecteur a, est constant sur la nappe, en particulier sur chaque aréte k € [1; NFp,],
et que les arétes sont droites, donc que le vecteur normal 7 y est constant. On en déduit la condi-
tion suffisante (pas nécessaire pour les arétes vérifiant a,n=0) :

Vke (1;NFy, fh n%[8r -7} (61)] (éa)ds=fh (6r-mk(dn))ds (3.67)
Fk Fk

Sur chaque aréte k € [1; NFy], I'opérateur s'écrit sous la forme d’une fonction bulle by centrée sur
laréte :
Vke[L;NFy), Ve € FY, 2 [8r —mh(©01)] (€q) = Ci (67 — 7L (81)) br(€q)

Léquation(3.67/nous donne alors la valeur de Cy (6 — 7} (§r)) permettant de satisfaire/3.61 :
fF,’g (6r—m0r) déa
fF]]cl l_’k(fa)dfa

Vke[;NF,l, C(or—m(@6n)= (3.68)

De la méme maniére que pour l'opérateur 7%, on passe a I'élément de référence E = [-1;1]% :
d

'opérateur 72 ainsi construit vérifie I'inégalité en semi-normes :

vore HE), |z:@n|, ;= [orl,;
La semi-norme ||.|| 1, beut étre comparée a la norme ||. ”0,1? par 'inégalité :
3, >0, Vare HB), or]yz=Cx forl,
On en déduit :
3Cx>0, Vore HE), |n2@n|oz+ 7300, 5= Cx (|6rlo e + 0], 5)
Le passage al’élément réel de taille /2 x h nous donne alors I'inéglité suivante :
3Cy >0, Vore H(E), ””%(Q) ”o,Eg +h ””% 6r) “1,E§ = Cx (”QHO,EQ +h |or| 1,53) (3.69)

En choisissant les opérateurs m; et 7, comme précédemment, on garantit donc que la condi-
tion[3.61/est satisfaite. Par ailleurs, on peut voir que pour le choix de multiplicateurs de Lagrange
constants par morceaus, les espaces primaux 7, et #4, sont optimaux, c’est a dire qu’il n’existe pas
d’espaces de discrétisation de dimension inférieure vérifiant la condition[3.61 pour le maillage 97,
donné.

Démonstration de I'inégalité(3.62|:
On vient de construire un opérateur I1; permettant de satisfaire la condition/3.61/dans le cas d'une

nappe plane. Pour pouvoir utiliser le lemme de Fortin, il nous reste a vérifier que cet opérateur
satisfait également I'inégalité[3.62!:
La norme sur K est définie par :

3
|6r,6d,|% = |8 |2 + Y. llad, [
i=
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avec

2 _ 2 2
1B = 3 L2+ 2 02

TeTy
On part des décompositions suivantes :

2
|7 @) + 77 (6r -7 @0) | 7
2
|or + (7' @r) - br] + 7% (6r— ' @En) | 1
|67 |5 + |7 @) = 87 |50 + || 72 (61 — 7' @) [ 31

|7, @0 |3

IA

Etant donné que 6d; = w A d; et que les d; sont constants de norme unité, on a ||6_dl ||i,1 = ||Q||§{1
et

|ma@dp|3n = |ma@w3

|7 @) + 7% (0 - 7' @) 3

lo+ (7' (@ -]+ 72 (@-7t @)

I\

el + 7' @ - @l + |75 (@ -mh@) [

En décomposant les normes |.|| g1 sur les éléments du maillage, et en combinant les inégalités

13.63}3.66/et/3.69, on montre alors facilement que I'inégalité souhaitée est vérifiée :
AC>0, YUedK™, |m,W|z=C |Ulz

Lopérateur ITj, : K¢ — I?gel satisfait donc les deux conditions[3.61 et/3.62]du lemme de Fortin, on
en déduit par conséquent que notre choix de discrétisation vérifie la condition inf-sup(3.54 lorsque
la nappe est plane.

|
La construction de 'opérateur précédent ne fonctionne par pour des configurations non planes.
Dans ce qui suit, on va donc chercher s'il existe une méthode permettant d’assurer une convergence
uniforme dans le cas général.

3.4.7 Les pistes pour une convergence uniforme plus générale

L'hypotheése de nappe plane que nous avons di faire dans la sous section 3.4.5/pour démontrer la
condition inf-sup(3.54 est tres restrictive. Numériquement, il semble que les espaces de discrétisa-
tion choisis convergent vers la solution continue indépendamment de I'épaisseur. On aimerait donc
démontrer cette convergence uniformément par rapport au parametre € dans un cadre plus général.

Dans le cas des coques linéaires, il a été établi dans (Bramble and Sun, 1998) qu'une condition plus
faible que la condition inf-sup est suffisante pour assurer la convergence uniforme(3.55!:

Lemme 3.4.2 Condition inf-sup relaxée - (Bramble and Sun, 1998)

Notons (U, 6) €dK"' x 9 et e, p )€ dK’el x Qy, les solutions respectives des problemes PD3.4.6 et
Ph3.4.5 Supposons qu'il existe deux constantes Y >0 et C >0 indépendantes de h et € telles que :

B (p,Q

1
Vpe2, lpll<=— sup _—+Ce||p|| (3.70)
- =Y yeary |Ulg —le

Alors il existe une constante C indépendante de h et e telle que :

| @ -uply+pe=pill+e | p° -

<C inf _ (U -U"[|p+lp*-p"ll+e|p-
U* e, - B

B* €2y
(3.71)
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Cette condition relaxée est satisfaite dans le cas de coques linéaires, a condition que les coefficients
géométriques soient lipschitziens et que la taille des mailles respecte h? = O(e). Mais pour cela, la
formulation mixte doit étre écrite de maniere a ne pas avoir de coefficients géométriques devant les
termes de dérivées dans la forme bilinéaire B(.,.). C’est pourquoi (Bramble and Sun, 1998) inclut ces
coefficients géométriques dans les multiplicateurs de Lagrange.

Mais dans le cas de notre probléme non linéaire Pb3.4.2, les directeurs d; jouent le role de ces co-
efficients géométriques. Ils ne peuvent pas étre inclus dans les multiplicateurs de Lagrange, sinon
le probleme linéarisé deviendrait non symétrique. Cette condition relaxée ne peut donc pas étre
utilisée dans notre cas, et il va nous falloir rechercher d’autres méthodes permettant de vérifier la
condition inf-sup(3.54.

L'extension de la construction d’'un opérateur II;, vérifiant(3.61] et(3.62' a des configurations non
planes semble nécessiter I'ajout de bulles de degrés plus élevés si on veut satisfaire I'égalité

VWU, p edR x2),  B(pMyW)=B(pU)

Lutilisation du Lemme de Fortin pour des éléments finis quadratiques semble donc désespérée. Le
probleme est d’ailleurs le méme que dans le cas des coques, pour lesquelles le lemme de Fortin ne
peut étre utilisé que sous l'une hypothése de coefficients constants par morceaux (voir
(Arnold and Brezzi, 1997)).

Il est montré dans (Chapelle, 1996b) que la plupart des méthodes analytiques permettant de démon-
trer la condition inf-sup dans le cas de poutres ou de plaques ne sont pas applicables aux coques,
et on ne connait pas pour l'instant d’élément dont on ait pu démontrer qu’il serait parfaitement
robuste. Cependant, dans le cas des coques, on dispose de méthodologies détaillées et rigoureuses
pour évaluer la robustesse des éléments de coques au moyen de cas-tests (voir (Pitkdranta et al.,
1995), (Chapelle and Bathe, 1998) et (Bathe et al., 2000)).

Il semble que notre probleme de nappe fibrée est trés similaires aux problemes de coques. Ainsi,
pour vérifier que la discrétisation que nous avons choisie assure une convergence uniforme quelque
soit la géométrie de la nappe, il faudrait s’inspirer de ces cas-tests numériques pour en développer
de nouveaux, adaptés aux caractéristiques des nappes fibrées. Ce résultat est admis pour le moment.

Les méthodes mixtes sont donc un outil puissant qui permet de contourner le probleme de ver-
rouillage numérique pour des probléemes pénalisés. Cependant, I'ajout de variables auxiliaires peut
paraitre contraignant pour I'implémentation dans un code éléments finis classique, et surtout aug-
mente signicativement la taille du systeme a résoudre. Il est alors intéressant de montrer que ces
variables auxiliaires peuvent étre supprimées lorsqu’elles sont discontinues d'un élément a I’autre,
de telle sorte que I’on aboutit a un probléme en déplacements/rotations classique sans verrouillage.

B 3.5 Technique de sous-intégration partielle sélective

On reprend la formulation mixte présentée dans la section(3.4; avec des variables auxiliaires p prises
constantes par élément. L'objectif de cette section est alors de montrer que le probléme mixte est
équivalent a un probléme discret en déplacements/rotations classique, dans lequel la contrainte pé-
nalisée est sous-intégrée.

Nous avons construit dans la section'3.4/le probleme mixte Ph3.4.3] dans lequel les équations d’équi-
libre s’écrivent sous forme faible :
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V(#,d,) €KY,

a((iE:z) (541)+ffp #-dl+r, - d)dég+ Z/l [dh d +d,- d”]uvp) f fPdE. (3.72)

[ 71 (-l - voi—eKipl) ata =0 vpea, (3.73)

Puisque les Varlables auxilaires sont prises constantes par élément, I’équation[3.73]donne la forme
explicite de p en fonction des inconnues primales discretes (r,, Q i) E Kh :

Yee [1;NEy], pllEhZEZK <), df = voi >pn

Si on injecte cette expression dans la forme faible(3.72, on obtient un nouveau probleme équivalent
a Pb3.4.3, dans lequel les seules inconnues sont les variables primales (r;,, d ) € Kh

Pb 3.5.1 Probleme non linéaire sous intégré en flexion dominante
Trouver ((Lh,g?);afj) € Ky x R3*3*NNG te] que

NE),
G(r,d)(rh'dh) (7, d) +€ 22[[ <rh — Voi >h K <r dh+rh d >|Ehd6a
- NNh
{ +Z/1 [dhd+d dh| () = f fidée V(d)ek]
Vpel; NN, vi<i<j<3, dlN,)-d"(Ny) =6

(3.74)

Ce nouveau probléeme est un probléme contraint lorsqu’on fait tendre € vers 0, comme I’était le pro-
bleme Pb3.2.4, Mais il est important de remarquer que la contrainte r’'- d; = vy; a été remplacée
par

Vee [1;NEy], <L,hdfl >E5‘:< Voi >E£’

De ce fait, la contrainte imposée est moins drastique, et dépend maintenant du pas du maillage.
Ainsi, la méthode mixte peut s'interpréter comme une opération par laquelle on calibre judicieuse-
ment la contrainte a appliquer en fonction des espaces de discrétisation employés, de facon a éviter
le verrouillage.

On rappelle que le terme d’énergie adimensionnée Ey est défini par I'expression/3.32 :
Eo(r,d;) =Eo(r,d;) +co (r'-d, - vor) K (' - d, — voy)

Donc finalement, I'équation(3.74 se réécrit sous la forme :

0E, .
3 d)(rh,dh) (7,d,) +co ff (r),-dl = vor) Ky (- dl + 1), - d)déq
NE, .
+(E@2-¢p) ZlffEh<L’h-g?—v0,->|Eg K}, <f’-4?+;§1-gi>l,§g dég
e= e
[ Ao |di-d v dlodsa = [[ frdee viedpeRs

On en déduit donc que le probléeme mixte Pb3.4.3]est équivalent a un probléme dont les inconnues
sont uniquement les variables primales (r;,, d ?) € K, mais dans lequel I'énergie interne de la nappe
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est approchée par
h
E,p Einb
h ) b ~ h 2 2 NE, hy -mb h 2\
—_ L m . L m .
Epap(r,d) = o€ fprii (ry,-d; —voi)” +(1—co€”) ;IEeIKii <r,-d;i - >
1 2D
+ —wﬁffw (3.75)
U [l
Efl Egom

On reconnait dans cette expression une méthode de sous-intégration partielle sélective, dans laquelle
seul le terme d’énergie de membrane des cédbles est en partie sous-intégré.

Les méthodes de sous-intégration sont utilisées par les ingénieurs depuis longtemps sur des pro-
bléme sous contraintes, car elles permettent de relaxer la contrainte entrainant le verrouillage, ce
qui laisse espérer une meilleure convergence. On est finalement aussi ramené a utiliser une telle
méthode, mais son équivalence avec le probleme mixte Pb3.4.3lnous permet de la justifier propre-
ment et d’assurer qu’elle échappe au verrouillage sur des cas a flexion non inhibée. Mais il nous reste
a vérifier que cette méthode fonctionne aussi sur des problémes a flexion non inhibée, c’est le but
de la section suivante.

B Conclusions

La résolution de la plupart des problémes sur des structures minces par la méthode des éléments
finis standard n’est pas robuste, puisqu’elle est sujet au phénomene de verrouillage numérique. Nous
avons montré que c’est en particulier le cas pour notre probleme de nappe renforcée.

Une formulation mixte du probléme nous a permis de démontrer rigoureusement qu'une méthode
de sous-intégration partielle sélective résoud ce probleme dans le cas d'une nappe plane pour des
éléments Q. en déplacements et en rotations (voir figure(3.8). De la méme maniére que pour les
coques (voir (Arnold and Brezzi, 1997)), on peut raisonnablement espérer que cette méthode donne
aussi de bons résultats dans le cas général.

@ ®
® o
@ ®
(a) Déplacements u (b) Directeurs d i

F1G. 3.8: Elément fini Q2 pour le probleme de nappe 2D, a utiliser avec une sous-intégration des
termes de membrane.

Les tests numériques effectués dans le chapitre [4 devront finir de valider cette méthode sur deux

criteres :

— IlIs devront montrer que le phénomeéne de verrouillage numérique a été supprimé par la sous in-
tégration;

— Mais ils devront également vérifier que la méthode reste assez consistante pour traiter les pro-
blemes ot la flexion des fibres est inhibée, en contrélant 'absence de modes parasites.



CHAPITRE

Méthode de résolution
et applications numériques

B Infroduction

Lobjectif général de ce chapitre est de décrire la méthode employée pour appliquer numériquement
le modele décrit dans les chapitres 2 et 3, et de la vérifier sa validité sur des tests numériques.
Le chapitre peut étre séparé en deux grandes parties :

o La premiere partie du chapitre est consacrée a la description d'une méthode de résolution numé-
rique originale :

— Dans la section nous détaillons les hypothéses réalisées pour discrétiser le probleme de
nappe continu. Nous présentons en particulier les espaces d’éléments finis utilisés et la maniere
de relaxer la contrainte d’orthogonalité;

- Ensuite, nous descrivons de I’algorithme complet de résolution dans la section/4.2, en détaillant
les étapes spécifiques a notre probléme.

« La deuxiéme partie de ce chapitre rassemble quelques tests numériques permettant d’évaluer la
validité de notre modele. Ces tests sont répartis en trois catégories :

- Dans un premier temps, nous réalisons des tests dits "asymptotiques" dans la section/4.3]: on
étudie les résultats de notre modéle sur des cas analytiques relativement simples lorsque I'épais-
seur tend vers 0, de maniere a vérifier que le phénomene de verrouillage numérique est sup-
primé et qu'aucun mode parasite n’apparait;

- Ensuite, dans la section 4.4, nous validons notre modele avec des exemples analytiques plus
complexes sur une nappe cylindrique. Par rapport aux tests précédents, la solution a ici la par-
ticularité de dépendre a la fois de I'énergie de gomme et de I'énergie de cable;

- Enfin, nous étudions un cas réel de flambement d'une nappe fibrée dans la section[4.5] en tes-
tant notre modele sur le cas de compression sous flexion circulaire décrit dans le chapitre d’in-
troduction.

77
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B 4.1 Discrétisation par éléments finis

4.1.1 Discrétisation par éléments finis

Espaces discrets

On suppose que la géométrie de la nappe est suffisamment réguliére pour pouvoir diviser son vo-
lume Q en NEj, éléments finis hexaedriques réguliers, en choisissant de prendre un seul élément fini
dans I'épaisseur (comme représenté sur la figure/4.1) :

NEj,
o= Jak

e=1

ot h représente le diamétre maximum d’un élément. Ce maillage 3D contient NN noeuds dans le
volume Q, notés (N¥) ke1; NN Auxquels seront calculés les déplacements dx. Chaque éléments fini
Q}e’ contient N NE;‘ de ces noeuds. Ces noeuds seront appelés "noeuds de déplacements".

FI1G. 4.1: Décomposition de la nappe en éléments finis quandrangulaires

Cette discrétisation du volume Q nous permet de construire en méme temps une décomposition de
la surface moyenne %, en NE}, éléments finis quadrangulaires réguliers :

NE),
Fm=\JE".

e=1

On définit alors NN g noeuds sur ce maillage 2D, notés (N 6’;) ke[, NN auxquels seront calculés les

vecteurs directeurs des cables. Chaque éléments fini Ef contient NNEZ de ces noeuds, appelés
"noeuds de rotation". Par contre, aucun degré de liberté supplémentaire n’est ajouté pour calculer
les positions r sur la surface moyenne, puisqu’elles sont directement interpolées a partir des valeurs
x aux NN noeuds de déplacements.

On notera que les noeuds interpolant les déplacements § x sont indépendants des noeuds interpo-
lant les directeurs 6d;. Ainsi, on laisse la possibilité qu'un noeud de rotation (N 5 ) ne coincide avec
aucun noeud de translation (voir un exemple sur la figure|4.2(a)).

En pratique, on souhaite utiliser des éléments finis a la fois classiques (pour répondre aux attentes
des futurs utilisateurs) et assez riches pour vérifier les conditions décrites dans le chapitre 3. Ainsi,
dans tout ce qui suit, nous choisissons d’utiliser des éléments finis 3D Q2 en déplacements (hexa-
edres a 27 noeuds) et des éléments finis 2D Q2 en rotations, comme celui décrit sur la figure|4.2(b).
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On aalors NNE )’Z =27et NNE Z =9. Les espaces d’approximation des déplacements et des rotations
s’écrivent dans ce cas :

V= {5_x€ H(Q), VYee[l;NEy] ,5fo,; € QZ} ,

W, = {ge H(P), Vee[;NE], di, e Ql} .

Finalement, les espaces d’approximation des transformations et des variations s’écrivent respecti-
vement :
- 3
Ky={r.d) e xwinee} .

® Noeud de déplacements ® Noeud de déplacements
w Noeud de rotations w Noeud de rotations
(a) Elément Q1 (b) Elément Q2

F1G. 4.2: Exemples d’éléments finis hexaédriques pour la nappe fibrée

Représentation paramétrique

Plagons nous dans I’éléments fini 3D Q (e € [1; NE},]), contenant I'élément fini 2D E2.
Nous donnons ici quelques précisions sur la maniére d’interpoler les déplacements dx et les rota-
tions d; dans cet élément, ainsi que la fagon de calculer leurs déformations.

Linterpolation est faite en se ramenant aux éléments de référence Q=[-1;13 et P=[-1;1)% Les
coordonnées parametriques dans I’ élément de référence Q = [-1;1]° sont notées (Xl,f(g,f(g). On
suppose que la coordonnée X3 correspond a la direction transverse de la nappe, et donc que le plan
P o1 sont définis les directeurs peut s’écrire

p= {(xl,f(z,;zg) € O tel que X3 :o} . @.1)

Les fonctions de formes quadratiques 1D sur le segment [—1; 1], sont notées ¢;, et définies comme
étant les polyndmes d’interpolation de Lagrange assoxiés aux point —1,0et 1:

@189 =381-9) ;
VSel-11], § @29 =01-8 ;
P3(8) = 38(1+39) .

Les fonctions de forme 2D définies sur P sont construites a partir de de celles-ci :
VX1, X2) €P, ¢ij(X1,X0) = 9i(X1)e;(X0) .
Il en est de méme pour les fonctions de forme 3D définies sur ) :

VX1, X, X3) €Q, iK1, X0, X3) = 90 (X)) (X2) i (X3) .
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Introduisons (M¥) ke;nnE! les NNE " noeuds de déplacements de I'élément considéré, et (NY) ke[ NNE!]
ses NNE Z noeuds de rotations. Nous notons alors pour simplifer X7 le vecteur de position initiale
du point M¥ (X5 = X(MF5).

Les points de I'élément fini courant Q! sont alors mis classiquement en relation avec ceux de I'élé-
ment de référence par la représentation parametrique :

3 3 3
VX1, X2, X3) €Q, X(X1,Xo,X3) =) ) ) X{jpi XD (X (Xa) 4.2)
i=1j=1k=1

de telle sorte que la matrice jacobienne est définie par :

ox . R R 3 3 3 R R R
J= XX =Y Y Y Xe|  @jeRec e,

+0i (X9 (X) @i (Xa)e,
+9i (X))@ (X)) (Xs)e,| - (4.3)

Configuration des cables au repos

Nous utilisons les vecteurs colonnes de la matrice jacobienne J pour définir I'orientation des fibres
sur la surface moyenne : -

llzl'gl ’
L,=1¢€;
1321'23 :

D’apres I'hypothese4.1, le plan tangent de la nappe au point considéré est engendré par les vecteurs
(J,,J,). On préfere le définir avec les deux vecteurs orthonormés définis par :

v =707
v =L AT U AT AT,

La direction des céables par rapport a ces deux vecteurs orthonormés est définie grace a un angle
«, appelé "angle d’orthotropie". On définit alors le triplet (a,, a,, a,) introduit dans le chapitre 2
définissant la base locale associée au cable :

a, =cos(@)v, +sin(a)v, ;
a, =-sin(a)v; +cos(@)v, ; (4.4)
az=a,Na, .

On résume la signification de ces vecteurs sur la figure[4.3]

Mesure des déformations

Les mesures de déformations des cables introduites dans le chapitre 2 ont fait intervenir deux types

or ;
de dérivées curvilignes : — et —

. Nous détaillons ici leur calcul.
0¢1 061

Dérivée curviligne d'un champ 3D
Tout champ de déplacement u(X) est représenté par interpolation des valeurs nodales uj = u(X%)
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F1G. 4.3: Vecteurs utilisés pour définir ’orientation des cables au repos

avec les fonctions de formes 3D décrites précédemment. En d’autres termes, on pose pour tout point
de I'élément fini Q! une interpolation u ;, d'un champ u sous la forme :

NNE!
u,(X)= Z (pk(Xl,Xg,Xg)gz pour tout X € QZ défini par[4.2 .
k=1

Le gradient de ce champ de déplacement u;, peut alors étre calculé par dérivée composée en fonc-
tion de la matrice jacibienne J définie par/4.3:

ou
Vuy = —h

71

>

Une fois ce gradient calculé, la dérivée curviligne s’obtient de maniére triviale par I’expression|2.37|:

Dérivée curviligne d'un champ 2D

La stratégie qui vient d’étre décrite doit étre légérement adaptée pour les directeurs. En effet, contrai-
rement aux déplacements, les directeurs ne sont interpolés que sur la surface moyenne. On doit alors
ne garder que les deux premiéeres colonnes de la matrice J ~1 dénotées pour simplifier par la matrice

[ ] ‘1] € R3*2, La dérivée curviligne des directeurs est alors calculée par :
= lp

. ag;’ adi 1
Viell,3], ==
051 0X,, '= lep

4.1.2 Restriction cinématique

La difficulté qui apparait lorsqu’on dicrétise le probleme Ph3.2.1/est de savoir ce que I'on fait de la
contrainte d’orthonormalité des directeurs. On serait tenté de reprendre directement la contrainte
continue

[ Ao [dicardaca) .
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et de discrétiser I'espace des multiplicateurs %35,

Mais cela reviendrait a imposer I'orthonormalité des directeurs|2.27 en tout point de la surface de la

de la méme maniere que I’espace des directeurs.

nappe, alors que l'interpolation polynomiale utilisée ne le permet pas. Nous sommes donc amenés
a relaxer cette contrainte d’orthogonalité, qui n’est plus imposée sur toute la surface, mais unique-
ment aux NN g noeuds de rotation du maillage :

Vpell,NN" ,  GldJ(N)=0 . 4.5)

Remarque : Comme dans le cas continu, la contrainte nodale4.5]est imposée par 6 multiplicateurs
de Lagrange A;;. Mais il est important de préciser que ces multiplicateurs de Lagrange ne sont défi-
nis qu'aux NN g noeuds de rotation du maillage, et non interpolés sur toute la surface.

On définit alors la variété des configurations admissibles Kﬁel contenant les déformées vérifiant la
condition d’orthonormalité relaxée par :

K7 = {@,gi) €Ky telsque Vpe [L,NN! ,  Gld,|(N)) :g} .
Pour toute configuration (x,d;) € K. [fl , on définit I'espace tangent ng‘” (x,d;) par:
K (x,d;) = {6x,6d,) € K}, tels que Yp e [LNNJI, Vi, j,  8d,(Np)-d;(Np)+d;(N,)-6d;(N)=0} .

De maniére similaire au cas continu décrit dans le chapitre 2, cet espace peut étre défini de maniére
équivalente par:

dKzzel(Ldi) = {(@»Mi) €K2 tels que , o

Vpe[;NNJ), 3w, € R, Vi€ [1;3], 8d,(Np)=w,Ad;(Np) } :

Son complémentaire dans Kg est défini par:

dK;rlel(Lii) = {(Q,Mi)ng tels que , w0
Vpell; NN, 6x(M,) =0
vpe[l;NNg],agpeuqz3x3 Viell;3l, 8d;(Np)=S$ -d;(Np) } ’

sym»

de telle sorte que

Vix,d)eK;®, Kp=dK;"(x,d)edK(xd,) . (4.8)

Remarque : De méme que pour les multiplicateurs de Lagrange, les variables w et S introduites
dans les définitions d’espaces4.6]et/4.7 sont uniquement définies aux noeuds de rotations. Ces va-
riables ne sont pas interpolées et ne peuvent pas étre utilisées telles quelles dans les formulations
variationnelles, contrairement a ce qui était fait dans le cas continu.

4.1.3 Probleme discret a résoudre

Maintenant que la cinématique discrete a été présentée, il nous reste a décrire le modele mécanique
utilisé. On rappelle que I'énergie interne du probleme de nappe continu est donné dans le chapitre
2 par 'expression[2.44] Nous la réécrivons ici sous la forme :

1 1
Enpap = ff_—Kﬂlb(vi—VOi)zd€2D+ff_—wfz d52D+fff_ wéwdfgz)+ff_ Weoupl dS2p -
Jpe ~JUpe o JJJa b )

Emp Efl Egom Ecoupl
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Nous avons vu dans le chapitre 3 que cette énergie ne doit pas étre intégrée de maniére exacte avec
des éléments finis standards. Pour éviter le phénomene de verrouillage numérique, il est nécessaire
de sous-intégrer le terme d’énergie de membrane des céables.

On introduit pour cela un parametre p, appelé coefficient de sous-intégration. L'analyse formelle
réalisée dans le chapitre 3 prédit alors que ce parametre s’écrit de la forme

r\2
p=cCo (—) avec ¢cp=0 .
L

Finalement, I'énergie interne de la nappe sera approché dans le probleme discret par

h
Emb Emb
NE, K
EZap = p [/ ~K" (v; - voi)? d52D+(1 ) ZIIhI—KMb - Vo; >?§g
ff Wi d§2D+ ff MdeD +/f Weoupl dsap - (4.9)
Efl Egom Ecoupl

Le probleme discret qui est résolu pour approcher la solution du probleme continu Pb2.4.2/s’écrit
alors :

Pb4.1.1 Trouver (x,d,) € K, et L e R*NNi tels que, V(%,d,) € K?, on ait

h
h NN

Enap N A p N R )
a(ﬁ,d,) ()_C’dl) . (ﬁ’dl) + p;l Al] (dl (NP) d] (NP) +di (Np) d](Np)) = F(E)

Vpell, NN , Vi<is<j<3, d;(Np)-d;(Np) =6i;

(4.10)

Ce systéme d’équation est non linéaire, et sera résolu par une méthode itérative de Newton projetée.
L'étape de projection permet de garantir que chaque itéré reste dans la variété Kﬁel . Ceci augmente
la robustesse et permet de ne manipuler que des matrices tangentes symétriques. La premiere chose
a faire est de linéariser les équations/4.10/a chaque itération, ce que nous allons faire dans ce qui suit.

B 4.2 Méthode de résolution

4.2.1 Equations d’Euler-Lagrange linéarisées

Plagons nous dans une configuration (x",d}) € ngl satisfaisant la contrainte d’orthonormalité[4.5,
qui peut par exemple correspondre a la configuration correspondant a l'itération n d’'une méthode
de Newton. On cherche a construire une nouvelle configuration, notée (x"*!,d ;7“) ek [lel , qui s’ap-
proche de la solution du probleme PH4.1.1. Pour cela, la maniere classique de faire est de linéariser
les équations d’Euler-Lagrange(4.10/autour de la configuration (x", d}') puis de calculer I'incrément
(0x,0d ;) par simple résolution d'un systeme linéaire, afin de projeter la solution incrémentée sur la
variété des solutions admissibles.

Linéarisons donc les équations[4.10 autours de la configuration (x",d}) € K [lel et A e R&*N NG,
On obtient :
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Pb4.2.1 Trouver (§x,6d;) € K} et5A € RO*NNG tels que, ¥ (%, d,) € K9, on ait

aEfllap nodm 4+ aZEh d ) 5d
0(_,il~)(x ;) + e ,d)Z(x )-(0x,6d;) |- (%, )
NN
+ pzl (A+810) (d (Np)-d}} (Np) +d} (Ny)-d (Np)) (4.11)
NN . o
+ Z&(ii(Np)'é_dj(NP)+5—di(NP)'dj(Np))
p=1
= F(X)
VpelLLNNjl , Vi<i<j<3, d](Np)-0d;(Np)+8d,(Np)-d]}(Ny) =0 (#.12)

L'équation|4.12 signifie que (6x,6d ;) appartient a I'espace tangent dK;rlel (x",d ?), et est équivalente
a
Vpe [l,NN(?],EIQp eR3,Vie[l;3], 6d;(Np) =w, ANd;(Np) =2i(Np) W, (4.13)

ou D estle tenseur de rotation élémentaire associé au vecteur d ;, définipar: Vv € R3 D -v=vnd -
| ) - - — -

On se limite alors a des fonctions tests (X, é ;) appartenant également a I'espace tangent d K, (x", d ;’).
Elles dsont donc telles que :
Vpell,NNy1,30, e R’ Vie(1;3], d;(Ny) =@, d;(Ny) =D (Ny)-&, , (4.14)
de telle sorte que ces fonctions tests satisfont automatiquement :
d;(Np)-d;(Np) +d;(Np)-d;(N,) =0
Le probleme linéarisé devient alors :

Pb 4.2.2 Trouver (6x,0d;) € dKy(x",d}) tels que, V@,ji) € dKy(x",d}), on ait

Sy B Ed) + 0x0d) 5T nd) (% d)
NN!
l j (4.15)
_ p;l&(M"(Np)'QJ(N’”)-’-@](NP)'Q,'(N;;))
= F(%)

Ce probleme linéarisé peut alors s’écrire sous la forme générique :
Pb 4.2.3 Trouver (5x,0d;) € dK,(x",d?}) tel que, V(%,d,)e dKy(x",d}), on ait
a(6x,6d),(%,d)) =1(%.d;)

avec -
0°Epap

o0(x d)2

a(@x,0d), & d)) = (©x5d)-

h
NN

L2 (8d,(N) - dj(Ny) + 5 (Ny) - (N))

——xd;)- (x,d)

I%d o OFna d. d.
(2d) = r@-FEwd) @)

(X -

Remarque : En réduisant I'espace des fonctions tests a dKj,(x", d!), nous avons fait disparaitre 1'in-
crément des multiplicateurs de Lagrange 6 A du probleme linéarisé. Pourtant, la valeur actualisée des
multiplicateurs sera nécessaires a I'itération suivante, donc il nous faut trouver une méthode pour
les calculer. Cela est fait dans la sous section[4.2.3|
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Ecriture globale

On regroupe les les valeurs nodales des déplacements 6x € 7}, dans un vecteur global noté §X €
. . . z h
R3*NNY | et les variations des directeurs d ; € W), dans un vecteur global noté §D € R?*Na.

RNDGXNDG

On peut alors construire de maniére classique une matrice A € et un vecteur global L €

RNDG| construits a partir des expressions de a(.,.) et I(.) et des fonctions de formes ¢;, tels que :

U
D

V(5_X,Ml) € Vh X Wh) V(Eyél) € 7/]1 X Wh’ a((@)@i)y (X)él)) = (5_XT@T) 'ﬁ'

—\ D

V(X’éi)eyhxwh’ l(z’éi):n-'( g )

Pour tenir compte de la restriction du probléeme au sous-espace dKj(x", Q?), on réécrit les condi-
tions|4.13 et|4.14/sous la forme :

oD =B-W
D=B-W

oit W et W contiennent respectivement les valeurs @ p et 4] p» Sont de dimension NDR =3« NN, et
ol la matrice B est de dimension NDG x NDR.

Le probleme PH4.2.3 peut alors étre écrit sous la forme :

Pb4.2.4 Trouver (X, W) € R3*NN x R3*NN; fo] que

Axx Axq-B OX L
= 1= 1= .= (4.16)
B Aax B'-Aga- W B L,

=

==

) (S
¥

-

=1 11es

4.2.2 Projection sur 'espace des directeurs orthonormés

Dans la sous section 4.2.1} nous avons fait 'hypothese que la configuration courante (x",d}) ap-
partient a la variété K }’lel puis nous avons voulu construire une nouvelle configuration (1”“, Q?“)
supposée également dans K[lel . Mais ce que nous avons "caché", c’est que la variété K[lel est non

linéaire, ce qui signifie que I'incrémenté
", dM+©0x,0d,) €K .

Donc on ne peut pas passer d'une configuration a une autre par une simple incrémentation de la
forme
Vpe[;,NN)], df*' (Ny) =d} (Np) +@, Ad](Np) .

A chaque noeud de rotation N, il est nécessaire de projeter la configuration incrémenté (x™(N, p)d 7 (Np))+
(Ox(N, ) p /A da :’ (Np)) pour avoir une configuration actualisée admissible. Apres projection, la confi-

guration modifiée s’écrit :

X"H(N,) = X" (Np) + 8x(Np)

4.17
A7 (Np) =1(w,)-d}(Np) €S0(3) 1

Vpe[l: NN, {
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La construction de la projection II sur SO(3) s’appuie sur le fait que 'exponentielle d’'une matrice
antisymétrique Q (de vecteur rotation w) est une matrice orthogonale. Comme cela a été fait dans le
cas continu, on définit en fait [I comme étant I’approximation au second ordre de I'’exponentielle :

I(w) =1+ L(zg +0?) (4.18)

= ol

Nous avons déja démontré que cette projection est bien orthogonale dans la section[2.5.

4.2.3 Calcul des multiplicateurs de Lagrange

Comme nous I'avions remarqué dans la sous-section/4.2.1] le systeme linéaire/4.15 issu des équations
d’Euler Lagrange linéarisées ne permet pas le calcul de 1 incrément des multlphcateurs de Lagrange
51 e R8*NNa Nous cherchons donc ici une autre méthode pour actualiser ces multiplicateurs.

Commencons par rappeler la décomposition 4.8 de 'espace des champs K 2 en espaces supplémen-
taires :

Kj) = dK;°'(x,d,) @ dK]°! (x,d)

Le probléme variationnel Pb4.1.1 est alors équivalent a

Trouver (x,d;) € K} et A € R*NNG tels que on ait
V(%,d,) e dK(x,d,),

El’l NNh
a(xnsp) (x,d;)- (x,d )+ Z A(d (Np)-d; (N,,)+d (Np) - d (N,,)) F®) (4.19)
’ p=

=0 car (g,gi) € dK[lel(g,Qi)

etV(%,d;) e dK(x,d)),

h NN

Ena
e dp) (x,d)- (& d)+ Z A(dy(Np)-d(Np) +d,(Np) - (N)) = F&) (4.20)
? p_

La valeur des multiplicateurs de Lagrange est donc déterminée a partir de I'équation/4.20. Pour |'ex-

pliciter, on reprend la définition[4.7 de I'espace dK [lel (x,d;):

K (xd) = {@x,0d) €Ky tels que ,

Vpell;NNM, 8x(M,)=0
vpe[1;1\1N5],3§peR?’X3 Viell;3], 8d,(Np)=S -d;(Np) }

sym’

Lespace des matrices de dimension 3 * 3 symétriques peut étre engendré par les 6 matrices :
1
sd;®d; sii=j
Vie([l,3],Vjeli3], S. =
=i o o .
J 5[gi®gj+gj®gi Sii# ]

Par résolution de/4.20 avec ces matrices symétriques, on obtient au final les valeurs de toutes les
composantes du multiplicateur de Lagrange :

1 OE"
Sy 4
Vpell, NN, vie[1,3],Vjeli,3], AV = =i L
J _1 — P AN+ —P g(N,)| sii#
3d,(Np) 1P T od (N FP !
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424 Gestion des conditions aux limites

En plus des conditions aux limites classiques sur les déplacements §x, notre modele doit gérer des
conditions aux limites sur les rotations des directeurs. Par exemple, lorsqu’une face est encastrée, on
souhaite que les rotations des cables soient controlées.

Pour imposer des vecteurs directeurs donnés (d}, d5, d5) en un noeud de rotations Np a partir d'une
configuration courante (d,,d,, ds), on veut approcher :

Vi€ [1,3],8d,(Ny) = di(Np) — d,(Np)

Si on considere la variation dans 'espace d K ,’fl (x,d;) etqu'on utilise la relation/4.13, cette condition
devient :
Vke [1,3],2k(Np) w,= A (Np) —d;(Np)

On va donc pénaliser le terme
3 . 2
/;1 (gk(Np) w, ~dL(Ny) + gk(Np)) (4.22)

Cette contrainte est fortement non linéaire, et on ne peut pas garantir que la configuration convergée
la satisfasse par simple pénalisation a chaque itération dans la méthode de Newton. Pour remédier
a cela, le contréle des rotations des céble se fait en deux étapes dans la méthode de Newton :

— 1°7¢ jtération : Le cable est initialement dans sa configuration de repos, et on va pénaliser la varia-
tion de rotation w selon|4.22|pour se rapprocher de la rotation souhaitée :

d,(Ny) =d(N,) pourk=1,2,3

1;1“:’“( p)~gp—_k( p)+_k( p)” — 0 par pénalisation

— Itérations suivantes : On affecte exactement la valeur voulue a tous les vecteurs directeurs impo-

sés, et on impose la rotation a zéro en ces points :

{ d,(Np)=di(N,) pourk=1,23 20

w,=0
4.2.5 Algorithme complet

Les outils introduits dans les sous-sections précédentes noud permettent de construire un algo-
rithme de Newton-Raphson projeté, décrit dans ce qui suit :

Initialisation

Supposons que I'on travaille sur un maillage nous fournissant les coordonnées (X (M) pell; NN des
noeuds de déplacement au repos.

La configuration initiale des inconues x(M) est alors défini simplement par
Vpel;NN", x°(M,) = X(M),) (4.25)

ou par lecture d'une configuration préalablement calculée.
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Linitilisation des vecteurs directeurs a chaque noeud de rotation N, du maillage se fait a partir du
triplet (a,, a,, a,) construit selon I'expression|4.4 :

d(Np) = a,(Ny)
Vpe(l,NNI, { d%(N,) =a,(Ny) (4.26)
dS(Np) = az(Np)

Il est a noter que dans le cas d'une nappe initialement non plane, la relation Q(l) = a, est valable
a chaque noeud de rotation par construction, mais I'interpolation ne permet pas de la satisfaire a
chaque point de Gauss de la surface moyenne. Cela peut créer un cisaillement initial dans les cables.
Critere d’arrét

Norme sur 'incrément de déplacements :
Une premiére norme est proposée par (Bourgat et al., 1988) :

(85 N~ o + T, 3 - a3 + g - ' )
(8o |~ 20 dap + [, Ntz |+ N2z )

Cette norme ne parait pas appropriée pour deux raisons :

- la différence entre directeurs @' — Ql'.’_l n'a pas de sens physique;

- elle mélange les grandeurs x, qui sont des longueurs, aux directeurs d; qui sont unitaires.

Pour résoudre ces probléme, nous avons utilisé des angles d’Euler pour quantifier 'incrément de
rotation des cables, notés :

6" : angles d’Euler entre le triplet courant (Q;’) i=1,2,3 etle triplet initial (Q?) i=1,2,3
00" : angles d’Euler entre le triplet courant (d}');=1,2,3 et le triplet précédent (d ?_1) =123

Pour surmonter la seconde difficulté, a savoir la différence de grandeur entre les objets a quantifier,
on introduit une longueur caractéristique de céable, notée L.. Typiquement, cette longueur repré-
sente la longueur de flambement moyenne pouvant apparaitre sur les cables.

On choisit alors d’utiliser la norme sur les incréments de déplacements suivante :

(fffﬂ | x—x"t H2 désp + L2 e lo6™ ||2 deD)l/2
(1ol - 201 dsp + 22 [, 0" | déan)

Pour € > 0, le critere d’arrét sur les déplacements utilisé dans 1'algorithme de Newton s’écrit finale-

lx",d} Il = (4.27)

ment
lx",dill<e . (4.28)

Norme sur le résidu :
De méme que pour les déplacements, il est nécessaire de prendre en compte la longueur caractéris-
tique d'un cable pour définir la norme sur le résidu. On défini pour cela la norme :

1/2
nap
d +— f/ d . 4.29
= A d”) ( $3D 5, |2 Gd sz) (4.29)
Pour € > 0, le critere d’arrét sur le résidu s’écrit :
h
l=——2-ll<e . (4.30)

d™, d)
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Méthode de Newton projetée

Si on rassemble les informations introduites dans cette section, on obtient finalement le la méthode
de Newton-Raphson projetée décrite par 1'algorithmel(l :

Input : Maillage et chargement imposé

Input : Nombre d’itérations maximum N,y et précision €
Initialiser le numéro d’itération n=0;

Initialiser x° d’apres(4.25];

Initialiser (d);-1,2,3 d’aprés[4.26/;

while n < Ny, 4 et calcul non convergé do
n=n+1 (début de l'itération suivante) ;

Construire A & partir de la configuration courante (x*~!,d" ') € K| gel selon|4.21];
Construire la matrice K et le second membre F a partir de[4.16 ;

Tenir compte des conditions aux limites parl4.23Joul4.24 ;

Calculer la variation (0 x, w) € %}, en résolvant le probleme linéaire Pb4.2.4 ;
Actualiser la configuration (x",d ?) eK [lel par projection selon[4.17/;

if conditions|4.28 et 4.30 satisfaites then
fin de 'algorithme (Calcul convergé);

else
Continuer ;

end
end
Output : Configuration (x", Q?) € ngl al’équilibre
Algorithme 1 : Algorithme de Newton-Raphson projetée pour résoudre un probleme de
nappe renforcée

B 4.3 Comportement asymptotique : tests numériques

Nous présentons dans cette section trois tests numériques correspondant au cadre formel étudié
dans le chapitre 3. IIs ont pour but de vérifier si cette méthode satisfait aux deux conditions :

- Le verrouillage numérique est éviter pour des problémes a flexion non inhibée;

- Aucun mode parasite n’apparait sur les problemes a flexion inhibée.

Nous considérons une nappe fibrée rectangulaire, dont les cotés latéraux sont paralleles a e, et e,.
Les dimensions de cette nappe dans la plan sont notées L; et L,. Nous supposons que I'épaisseur ¢,
le rayon des fibres r et]’écartement entre elles, noté e, sont constants sur toute la surface de la nappe.
Nous définissons une nappe de référence dont les dimensions sont fixes, notées (L, L2, 2 e%n Y.
Dans cette nappe de référence, la gomme est modélisée par un modele de Mooney-Rivlin quasi-
incompressible. Sa densité volumique d’énergie s’écrit :

wg = C1 (I =3~ In(I3)) + Co * (I, =3 - 21n(I3)) + %K(]— 1)?



90 CHAPITRE 4. METHODE DE RESOLUTION ET APPLICATIONS NUMERIQUES

Nous choisissons les valeurs de référence :

CY =0.539 MPa
CY = 1.062 MPa
k% =1000. MPa

Les cables sont quant a eux représentés par le modele de densité de poutres décrit dans le chapitre
2] Leur densité surfacique d’énergie correspondante s’écrit donc :

1 2 2, .2 2 2 2
we(v,u) = % EcA(vi =1 + GeA(v5 +v3) + EcI (u; +u3) + GeJ ug

Nous choisissons les valeurs de coefficients suivantes pour la nappe de référence :

AV =g r02 =0.56mm? E. =100 GP E
= a
10 — %r04 - 0.025mm4 et ¢ — c= —C = 38.5 GPa
oo ”r°4—005mm4 v.=0.3 2(1+ve)
=7 =0.

Notre objectif étant d’étudier le comportement de notre modeéle numérique dans les cas extremes
décrits dans le chapitre 3, nous introduisons un petit parametre ¢ pouvant tendre vers 0. Pour cor-
respondre exactement au cadre de I'analyse réalisée dans le chapitre 3, nous faisons dépendre les
dimensions géométriques de ce petit parameétre au sens suivant :

tf=ct0
ef=cel
r=er?

ce qui implique

A =mr?=¢% % A

[F=Zrt=¢t «]°

]Ezgr€4:€4 * ]'O .
Les coefficients de gomme intervenant dans le modéle de Mooney-Rivlin quasi-incompressible sont
eux aussi dépendant de e :

e _ 2 0
Ci=¢€"C
e _ 2 0
C=e"C,
k€=e2x0 .

L'analyse réalisée dans le chapitre 3 prédit que le coefficient de sous-intégration p apparaissant dans
I'énergie discrete[4.9est de la forme
€\
a3

L
Les tests qui suivent feront également varier ce coefficient de sous-intégration p, de maniére a véri-
fier qu’il peut étre choisi de cette forme.

4.3.1 Probléme en flexion non inhibée : flexion Cantilever

Dans les deux premiers tests qui suivent, nous considérons une nappe fibrée rectangulaire, dans
laquelle les fibres sont orientées suivant ¢, et donc alignées avec le maillage. Les dimensions carac-
téristiques de la nappe de référence sont :

Ly =100mm
Ly=10mm
"=1.8mm

e =2.25mm
r%=0.42mm
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Nous discrétisons cette nappe avec les éléments finis Q2 décrits dans la section'4.1} avec NE; = 10
éléments dans la direction des cables, alors qu’on ne prend que NE, =1 et NE3 = 1 élément dans les
directions latérale et transverse.

Dans ce premier test, nous encastrons la nappe a l'une de ses extrémités et nous laissons libre ’autre
coté (cf figure 4.4(a)). Nous soumettons cette nappe a une densité de force transverse uniforme (qui
peut étre considérée comme son poids propre).

(a) Configuration initiale (b) Configuration déformée

F1G. 4.4: Nappe plane encastrée a une extrémité sous poids propre.

Pour modéliser cette situation dans notre modele éléments finis, nous bloquons les trois compo-
santes de déplacements aux 3 NE», noeuds de translations de la face encastrée, ainsi que les trois
composantes de rotations aux NE, noeuds a rotations de cette face. Tous les degrés de liberté des
autres noeuds sont laissés libres.

Lextrémité non encastrée étant laissée libre, les cdbles pourront toujours trouver une configura-
tion en flexion pure lorsque la force reste d’intensité raisonnable (cf figure 4.4(b)). Leur énergie de
membrane/cisaillement est alors nulle, de telle sorte que K 17 {(x°, Q?)}. Ce probléme est donc un
probleme a flexion des cables non inhibée.

Dans ce probleme, le role de la gomme est négligeable. Pour une densité surfacique de force f = f3 e3
donnée, en supposant les déformations restent petites, nous pouvons alors approcher la solution par
une expression analytique en linéarisant le probléme variationnel Pb2.4.2/autour de la configuration
de repos plane :

Trouver (0x,w) € ¥ tels que

0*Enap

VX, el ©Gx,wne,): W

(& dAe) =[f_f-§dX1dX2 4.31)
L

ol 'espace 7 est défini par

¥ ={(% &) € H'(P) tels que ¥V X, € [0; Ly}, £(0, X2) = &(0, X5) = 0}
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Le membre de gauche de I’équation/4.31/s’écrit de manieére explicite :

0%Enap

Bxene) st

1
(wone) [y LA 053,
1 A
+EGAE (6xy — w3) (%, — @3)
1 A
+EGA€ (6x5 — w3) (25— @3)
1 . .
+g}516 (5@ + Wy DY)
1
+—GJ¢ w)d]

e(:‘

+1¢ Cioupl w101 dX;dX,

Ainsi, aprés une intégration par parties, I'équation variationnelle'4.31/s’écrit sous forme forte :
Trouver (6x,w) € ¥ tels que

0x1"=0
0x" —wy =0
" ! eef3
J 0% 0= g (4.32)
—%G]ewl"+t€cioupl w1 =0

EI 0" + GA®(6xy +w2) =0
EIf w3"—GA®(6xy,—w3) =0

sous les conditions aux limites supplémentaires

5XS(L1,X2) =0

0xy(L1, X2) — w3 (L1, X2) =0
0x5 (L1, X2) + w2(Ly, X2) =0
o'(L1,X2)=0

VX2 € [0; LZ])

La solution analytique de ce systeme d’équation différentielles linéaires est alors :
VX1 €10;L1], VX3 €[0; Ly],

6x1(X1,X2)=0
6x2(X1,X2) =0

— 1 3 L 2_1(_12 1 L
0x3(X1, X2) = X3 [_24EIEX1 +5Er X1~ 2 (2516 + W)Xl + EAf] e f3
6x1(X1,X2)=0
51 (X1, X2) = X (AX2 L X, +12) £
6x3(X1,X2) =0

(4.33)

Dans les tests réalisés ici, nous souhaitons obtenir un déplacement vertical en bout de nappe de
6 = 1mm, soit 1% de la longueur. D’apres les expressions analytiques|4.33, on exerce pour cela une

densité surfacique d’efforts
_ BEI*
h==-—Ta

Dans ce qui suit, nous comparons les résultats obtenus avec notre modele avec cette solution ana-

lytique. Tout d’abord, si on ne réalise pas de sous-intégration numérique , on peut observer sur la
figure[4.5/que les résultats numériques s’éloignent de la solution analytique lorsque € diminue.
Nous vérifions alors que ce phénomene n’a pas de signification physique en augmentant le nombre
d’éléments finis dans la direction des cables. Nous vérifions sur la figure/4.6/que I'on retrouve bien la
solution analytique si on augmente le nombre d’éléments. Ainsi, pour une taille de maille donnée, la
précision du modele sans sous-intégration numérique se détériore lorsque le parametre ¢ diminue,
ce qui est une caractéristique du phénomene de verrouillage numérique.
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Flexion Cantilever de 0.99066% pour r=0.422201mm et L=100mm
T T T T T T T T

==@==Deformee numérique
-0.11 — Deformee analytique | _|

Déplacements verticaux {mm)

%) L L Il L L L L L L
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Absisse (mm)

(@ e=1

Flexion Cantilever de 0.789558% pour r=0.00422201mm et L=100mm
T T T T T T T T
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(b) e=10"2

Flexion Cantilever de 0.279952% pour r=0.000422201mm et L=100mm
T T T T T T T

==@==Deformee numérique
Deformee analytique | _|

Déplacements verticaux {mm)

a1 I I I I I I I ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Absisse (mm)

(c) e= 103

F1G. 4.5: Phénomene de verrouillage numérique sur un probléme dominé en flexion lorsque I'épais-
seur diminue et que I'énergie est intégrée de maniere exacte.
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Flexion Cantilever de 0.789558% pour r=0.00422201mm et L=100mm
T T T T T T T T
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0.2 -

S04l 4
-0.5 il

-0.6 *

Déplacements verticaux {mm)

08l p

-0.9 |

%) L L Il L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
Absisse (mm)

(@) NE=10

Flexion Cantilever de 0.971361% pour r=0.00422201mm et L=100mm
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Flexion Cantilever de 0.993554% pour r=0.00422201Tmm et L=100mm
T T T T T T T T

==@== Deformee numérique
-0.11 Deformee analytique | _|

0.2~ *

0.3 o

-0.5~ il

-0.6 i |

Déplacements verticaux {mm)

-0.9 &

a1 I I I I | ! I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
Absisse (mm)

(c) NE=30

F1G. 4.6: Convergence en maillage sur un probleme dominé en flexion pour une nappe d’épaisseur
tres petite (e = 1072).
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Pour éviter le phénomene de verrouillage numérique qui vient d’étre mis en évidence sur ce pro-
bleme dominé en flexion, les conclusions du chapitre 3 nous poussent a sous-intégrer le terme de
membrane des cables dans I'énergie. Nous réalisons alors les mémes tests que précédemment pour
plusieurs valeurs du coefficient de sous-intégration p. Les résultats obtenus sont récapitulés dans la

tableau/4.1]

e=1 |e=10"" | e=10"2 | e=10"3
p=1 [99.0% | 99.1% | 789% | 27.9%
p=10"1|99.1% | 99.6% | 955% | 51.2%
p=10"%|993% | 99.6% | 99.1% | 78.9%
p=10"%993% | 99.7% | 99.6% | 95.5%
p=10"*|99.4% | 99.9% | 99.6% | 99.1%
p=1075[99.4% | 99.9% | 99.7% | 99.6%

TAB. 4.1: Pourcentages de déflexion pour une déflexion voulue de 1%

On peut observer que pour des petite valeurs du coefficient p, le modele converge vers la solution
analytique méme lorsque le parametre € est trés petit. Plus précisément, nous voyons clairement
apparaitre une dépendance quadratique de la valeur optimale de p par rapport a €. Cela nous pousse
donc a choisir le coefficient de sous-intégration p de la forme

2
) ) , (4.34)

p= max(l.,co (

cab

comme I'analyse formelle du chapitre 3 I'avais prédit. Dans ce cas particulier, les résultats présentés
dans le tableau'4.1 nous montrent que la valeur ¢ = 10° semble correcte. Nous présentons quelques
résultats obtenus avec cette valeur du coefficient de sous-intégration sur la figure[4.7!

Tous les résultats qui ont été présentés jusque maintenant correspondent a des petites déformations
autour d'une configuration plane. Pour valider notre modele, il nous est alors nécessaire de vérifier
que ces résultats sont aussi valables lorsqu’on s’éloigne d'une configuration plane ou que les défor-
mations deviennent plus importantes.

Pour cela, nous reprenons le méme test que précédemment, mais en imposant un déplacement ver-
tical en bofit de nappe de 6 = 10mm, soit des déformations 10 fois plus grandes qu’avant. Nous fai-
sons alors varier les parametres € et p comme alors précédemment, et nous récapitulons les résultats
dans le tableau[4.2.

e=1 | e=10"" | e=1072
p=1 |97.8% | 78.6% | 27.9%
p=10"11|984% | 948% | 51.1%
p=10"2 | 985% | 98.4% | 78.6%
p=10"3|986% | 98.9% | 94.8%
p=10"%]986% | 99.1% | 98.4%
p=10"%|98.6% | 99.2% | 98.9%

TAB. 4.2: Pourcentages de déflexion pour une déflexion voulue de 10%



96

CHAPITRE 4. METHODE DE RESOLUTION ET APPLICATIONS NUMERIQUES

Flexion Cantilever de 0.99066% pour r=0.422201mm et L=100mm
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F1G. 4.7: Absence de verrouillage numérique sur un probleme dominé en flexion lorsque I'épaisseur

diminue et que le terme d’énergie de membrane est sous-intégré en utilisant le coefficient de sous-

intégration donné par I'expression 4.34
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Nous pouvons observer que la sous-intégration supprime également le phénomeéne de verrouillage
numérique lorsque la configuration s’éloigne d’'une configuration plane. Cependant, en comparant
les tableaux[4.1 et[4.2] nous voyons apparaitre une différence d'un facteur 10 : on retrouve la méme
valeur optimale de p pour € = € = 1072 dans le cas d'une déflexion de § = 10mm que pour € = € =
1073 dans le cas oi1 § = 1mm. Cette remarque semble indiquer que le coefficient de sous-intégration
devrait en fait dépendre également de la raideur géométrique EA(v; —1). Ce phénomene est dG a
I’aspect non linéaire de notre probleme, c’est pourquoi il n’était pas visible dans 'analyse formelle
linéaire réalisée dans le chapitre 3. Ces cas extremes ne sont pas gérés dans le cadre de cette these.
Nous conserverons donc dans tout ce qui suit la valeur du coefficient de sous-intégration donnée
par I'expression/4.34.

4.3.2 Probléme en flexion pure inhibée : nappe bisupportée sous poids
propre

Fibres alignées avec le maillage

Dans ce second test, la nappe précédemment décrite est maintenant supportée a ses deux extrémi-
tés dans le sens des fibres (cf figure 4.8(a)), et soumise a une densité de force transverse uniforme
(qui peut étre considérée comme son poids propre).

(a) Configuration initiale (b) Configuration déformée

F1G. 4.8: Nappe plane bisupportée sous poids propre.

On suppose ainsi que les trois composantes de déplacements sont bloquées a ces extrémités Pour
modéliser cette situtation dans notre modele éléments finis, nous bloquons les trois composantes
de déplacements aux 2 NE, noeuds de translations situés aux intersections de la surface moyenne
de la nappe et des extrémités ol1 la nappe est supportée, mais que les rotations y sont laissées libres.
Tous les degrés de liberté des autres noeuds sont laissés libres.

Les extrémités des cébles initialement rectilignes étant fixes, il est évident que tout déplacement va
créer un allongement des cables (cf figure|4.8(b), de telle sorte que K 1= {(ﬁo, i?)}. Ce probleme est
donc un probleme a flexion des cables purement inhibée.

Comme dans le test précédent, le role de la gomme est ici négligeable. Pour une densité surfacique de
force f = f; e3 donnée, en supposant les déformations restent petites, nous pouvons essayer d'ap-
prochgr la solution par une expression analytique en linéarisant le probléme variationnel Ph2.4.2
autour de la configuration de repos plane. En procédant comme cela a été fait dans la sous-section
[4.3.1, nous admettons qu’'on se raméne au méme systeme d’équations différentielles[4.32 sous les
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conditions aux limites :
6_x(0) XZ) = 5_x(Ll’ XZ) = Q

VX, €[0;Ly],
2€ 0tz {gmxﬂzg@b&ﬁ@

Lunique solution de ce probleme vérifie alors :

0x1(X1,X2)=0
VX; €10;L1],VX; € [0; Ly], 0x2(X1,X2) =0
-5 (1 lry3\__fs y2 61 L?
0x3(X1, Xo) = 557 (13 Xi — 5LX7) — 763 X7 + 5 (ﬁ + 12EI)LX1
(4.35)

Remarque : Lorsqu’on résoud analytiquement le systéme d’équations différentielles précédent, on

voit clairement I'importance numérique du terme de couplage c¢oyp; @101. Si ce terme n’'était pré-
sent, le probleme précédent serait mal posé car la rotation w; serait définie a une constante pres, ce
qui signifie que I'énergie serait non coercive.

Lorsque le diametre des fibres tend vers 0, alors 1/G A devient négligeable par rapport a L?/EI, donc
les déplacements peuvent étre approchés par :

6x1(X1,X2)=0
VX; €[0;L1],VX5 € [0; L], 0x2(X1,X2) =0 (4.36)

LZ
5500, oy (- $10) + B

Pour obtenir un déplacement vertical 6 au centre de la nappe, la linéarisation du probleme nous
suggere d’'imposer la densité surfacique d’effort :

64 EI

el 0

fs=

On voit dans cette expression que la rigidité de la nappe au voisinage de la configuration plane est
proportionnelle a %. Cela est logique, puisqu’on retrouve une forme similaire aux problemes de
plaques linéaires, qui résistent uniquement en flexion.

Mais dans notre cas, le domaine de validité de cette linéarisation diminue en fait avec ¢, et c’est tres
rapidement le terme de membrane des cables qui résiste dans le probleme de nappe bisupporté. On

représente la forte non-linéarité présente dans ce probleme sur la figure[4.9. Il est alors difficile de
contrdler proprement les calculs numériques lorsque le parametre ¢ diminue.

Af3

Rigidité en membrane

£ =00)

e

Rigidité au repos

2=06)

e u
!/—) )3

F1G. 4.9: Forte non linéarité du probleme dominé en membrane.
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Pour éviter cette forte linéarité et ainsi travailler sur un probléme qui est mieux contrélé, nous exer-

cons d’abord une traction horizontale de la nappe, de maniére a obtenir x' = (1 +y)e, . Pour imposer

cette tension, nous bloquons toujours les déplacements dx, et 6 x3 en bout de nappe, mais nous y
RTRPT , _ EA

exercons en plus une densité linéique d’efforts ]_” =22 ye,.

La tension rend alors le terme de membrane prédominant, et la rigidité en flexion de la nappe est
alors négligeable par rapport a la rigidité en membrane. La solution du probleme peut alors étre
approchée en résolvant le probleme de membrane linéaire

Trouver 0 x minimisant

1 EA
[[3 22 Qla+ e, +ox' -1 - £-0x axiax,

sous la contrainte V X, € [0; L2],6x(0, X2) = 6x(L;, X») = 0.

Nous admettons que la solution de ce probleme est

5)61 =0
VX €[0;L1], VX2 € [0; Lp], 6x2=0

Sxz=1(1+ 1) L (1-xy)

Pour obtenir un déplacement vertical 6 au centre de la nappe, la linéarisation du probleme nous
suggere d'imposer la densité surfacique d’effort :

8y EA
fi=ro o
+v eL

Dans les tests présentés ici, nous choissons d’'imposer d’abord une tension horizontale de 0.5mm,
puis une déflexion de 0.1mm au milieu de la nappe.

11 est bien connu que la méthode des éléments finis standard est adaptée a ce genre de probléemes
dominés en membrane. On vérifie donc sur la figure'4.10 la bonne convergence de notre modeéle en
I’absence de sous-intégration quelque soit la valeur de €.

Le résultat qui est plus important est donné sur la figure'4.11 : la bonne convergence est conser-
vée lorsqu’on utilise le coefficient de sous-intégration/4.34 et aucun mode parasite n’est observable
méme pour des petites valeurs de €.
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Flexion bisupportée de 0.0995918% pour r=0.422201, L=100, NE=10
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F1G. 4.10: Convergence des éléments finis sur un probleme dominé en membrane lorsque I'épaisseur

diminue et que I'énergie est intégrée de maniere exacte.
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F1G. 4.11: Absence de modes parasites sur un probleme dominé en membrane lorsque I'épaisseur

diminue et que le terme d’énergie de membrane est sous-intégré en utilisant le coefficient de sous-

intégration donné par I'expression|4.34.



102 CHAPITRE 4. METHODE DE RESOLUTION ET APPLICATIONS NUMERIQUES

Fibres inclinées par rapport au maillage

Nous avons vérifié avec le test précédent qu'ancun mode parasite n’apparait sur un probléme a
flexion pure inhibée dans lequel les fibres sont alignées avec le maillage. Mais cette situation semble
particuliere, et il convient d’étudier un cas plus général a flexion pure inhibée.

Pour ce faire, nous considérons maintenant une nappe fibrée carrée, dans laquelle les fibres forment
un angle a = 51—’2’ avec e, et ne sont donc plus alignées avec le maillage (cf figure(4.12).

F1G. 4.12: Nappe plane supportée aux bords avec fibres inclinées.
Les dimensions caractéristiques de la nappe de référence sont :

L1 = Lz =100mm
=1.8mm

e’ =2.25mm

' =0.42mm

La nappe est supportée a ses quatre bords et soumise a une densité de force transverse sinusoidale :

X
]_”6 =e€fo sin(Zn L—z) e

2

Nous discrétisons cette nappe avec les éléments finis Q2 décrits dans la section[4.1} avec NE élé-
ments dans les deux directions du plan, alors qu'on ne prend que NEs = 1 élément dans |'épaisseur.

La solution de ce probléme est approchée sur la figure 4.13, qui correspond au résultat obtenu sur
un maillage tres fin sans sous-intégration de I'énergie de cable.
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F1G. 4.13: Solution approchée du probléeme de nappe supportée aux bords avec fibres inclinées.

Sur ce probleme, on observe qu'une sous-intégration exagérée de I'énergie de membrane peut en-
gendrer deux types de modes parasites :

- des modes en forme de sablier a Iéchelle des éléments finis (cf figure[4.14(a)) ;
- des modes en forme de lignes paralleles aux fibres (cf figure 4.14(b)).

(@ e=10"2,p=10"3 (b) e=1073,p=1073

F1G. 4.14: Formes de modes parasites pouvant apparaitre avec une sous-intégration trop forte.

Dans notre cas, on reprend un coefficient de sous-intégration p défini par I’expression [4.34] et on
vérifie sur la figure'4.15 qu’aucun mode parasite n’apparait en allant jusqu’a des rapports 7 de I'ordre
de 107*. Méme si quelques légers modes sont visibles devient extremement fine (cf figure[4.16), ce
résultat est tres satisfaisant puisqu’il couvre les ordres de grandeur considérés dans notre cas.
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i i e

(a) NE=10 (b) NE=20

FIG. 4.15: Résultats obtenus avec notre modele pour € = 1074,

(a) NE=10 (b) NE=20

FIG. 4.16: Résultats obtenus avec notre modele pour € = 1075,

Les trois tests présentés dans cette section ont prouvé que la sous-intégration du terme de mem-
brane permet d’obtenir une bonne convergence a la fois sur les problemes dominés en flexion et
dominés en membrane. Nous utiliserons donc le coefficient de sous-intégration 4.34 dans tous les
autres tests numériques de ce mémoire.
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B 4.4 Validation du modéle sur des tests analytiques

Les tests qui sont présentés dans la section[4.3]avaient pour but de vérifier la bonne gestion numé-
rique de I'énergie des cables lorsque I'épaisseur de la nappe tend vers 0. La valeur des coefficients
dans I'énergie de gomme et 'épaisseur de gomme autour des fibres y ont un réle négligeable. Pour
valider la modélisation numérique d'une nappe composite dans son intégralité, nous considérons
alors une autre catégorie du probléme :

Le probleme mécanique étudié ici concerne une nappe fibrée cylindrique, dans laquelle les cables
sont paralleles a I'axe du cylindre. La longueur du cylindre est notée L; et son rayon R. Nous sup-
posons que I'épaisseur de la nappe ¢, le rayon des fibres r et 'écartement entre elles, noté e, sont
constants sur toute la surface de la nappe. Nous résumons ces notations sur la figure[4.17!

7

F1G. 4.17: Notations utilisées dans les tests sur une nappe cylindrique.

La gomme composant cette nappe est modélisée par un modele de Mooney-Rivlin quasi-incompressible.
Sa densité volumique d’énergie est choisie de la forme

wg=Ci(L -3-1nl))+Cy * (I, —3-21n(I)) + %K(]— 1)2

Les cables sont quant a eux représentés par le modele de densité de poutres décrit dans le chapitre
2] Leur densité surfacique d’énergie correspondante s’écrit donc :

_ i 2 2, .2 2, .2 2
we(v,u) = e EcA(n —1) + GeA(v5 +v3) + EcI (u; +uz) + GoJ ug

Ce probleme de nappe cylindrique est trés intéressant, car il met a contribution tous les termes appa-
raissant dans notre énergie, et nous avons prouvé dans une annexe non publique de cette thése que
la solution peut étre approchée par les expressions analytiques établies dans (Boussetta and Caillard,
Michelin).

Nous présentons dans cette section les résultats obtenus avec deux types de sollicitation :

- Lasous-section/4.4.1/s’intéresse a la flexion hors-plan des fibres sous un effort tranchant ;

— Nous étudions dans la sous section si notre modele reproduit les instabilités de type type
flambement hors plan sous une compression axiale.
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4.4.1 Flexion sous effort tranchant

On sonsidere ici une nappe cylindrique telle que décrite précédemment. On encastre ce cylindre a
I'une des extrémités, et on applique un effort tranchant f = fe, al'autre extrémité, en y laissant tous
les déplacements libres. Ce chargement est représenté sur la figure(4.18|

F1G. 4.18: Effort tranchant sur une nappe cylindrique encastrée.

On peut remarquer que ce probleme est axisymétrique autour de e, = e,. Il n’est donc pas néces-
saire de modéliser la totalité de la structure pour calculer numériquement sa solution. Nous choisis-
sons ici de réaliser nos calculs sur un tranche de la nappe correspondant a un petit angle d0 dans
le cylindre, comme représenté sur la figure[4.19} en imposant des conditions de périodicité sur les
déplacements radiaux u-e,, latéraux u- e, et axiaux u- e, entre les faces &, et _.

FI1G. 4.19: Tranche de nappe considérée dans nos calculs, utilisée avec conditions de périodicité.

Les calculs numériques réalisés pour simuler ce probleme mécanique sont réalisés avec des élé-
ments finis Q2 comme décrit dans la section[4.1 de ce chapitre. L'angle df de la tranche étant choisi
petit et la nappe étant fine, nous choisissons de ne prendre qu'un seul élément fini a la fois dans
I'épaisseur de la nappe et perpendiculairement aux fibres :

NE, =1
NEp=1
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Nous utilisons NE, = 20 éléments finis dans le sens des fibres. Le maillage correspondant de la
tranche de nappe cylindrique est représenté sur la figure(4.20.

(a) Coupe transverse du maillage

~AXis

(b) Maillage complet

F1G. 4.20: Maillage d'une tranche de nappe cylindrique d’épaisseur tres petite.

Tous les tests numériques présentés dans cette sous-section ont été réalisés avec les parametres géo-
métriques suivants :

L=100mm
R=100mm
df =0,07rad
e=225mm
r=0.42mm

Par ailleurs, nous avons choisi les coefficients matériaux

C; =0.539 MPa
C, =1.062 MPa
x = 1000. MPa
A=mr%=0.56mm?
a4 4 E. =100 GPa B E. B
I=2r"=0.025mm et > G,=———=38,5GPa
_ T 4_005 4 VCZOS 2(1+Vc)
J= 51" =0.05mm

Pour mettre en évidence l'influence de la gomme sur ce probleme, nous faisons varier 1'épaisseur
t de la nappe et nous comparons les résultats obtenus. Nous montrons trois exemples de résultats

correspondant a un déplacement en bout de nappe de u*** = 1mm sur la figure/4.21 pour les valeurs
t=0.86mm
t=1.8mm

t=3.mm
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Deplacements pour le test 1 avec 20 elements

14 T T T T T T T
= Deformee numerique
Deformee analytique
12 T
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€
E
5 081
E
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E
8
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]
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04r
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0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
absisse s (mm)
(@) t=0.86mm
Deplacements pour le test 1 avec 20 elements
1.2 T T T T T T T
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— Deformee analytique
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(b) t=1.8mm
Deplacements pour le test 1 avec 20 elements
12 T T T T T T T
= Deformee numerique
— Deformee analytique
ik
0.8
3
E
5 06
£
8
8
5 oap
02
0
02 ! | I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

absisse s (mm)

(c) t=3.mm

F1G. 4.21: Déplacements transverses u, sur un probleme de nappe cylindrique sous effort tranchant.
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Nous remarquons que le changement de I'épaisseur ¢ modifie significativement I’allure de la solu-
tion. Cela montre que la gomme a une influence importante sur le comportement en flexion des
fibres dans le cas d’'une nappe cylindrique.

Dans les trois situations présentées ici, les résultats obtenus avec notre modele numérique coin-
cident parfaitement avec la solution analytique donnée par (Boussetta and Caillard, Michelin). Cela
nous permet donc de valider le calcul de I'énergie de gomme dans notre modele.

4.4.2 Flambement sous compression axiale

Les tests numériques présentés dans la section/4.3 et dans la sous-section/4.4 nous ont permis de va-
lider le calcul des énergie de gomme et de cable sur des problémes stables, dans lesquels la solution
est réguliere.

Mais une caractéristique importante des nappes fibrées est qu’elles deviennent rapidement instables
lorsqu’elles subissent une compression axiale. Il est indispensable que le modele numérique utilisé
pour simuler leur comportement reproduise correctement ces instabilités. Ainsi, 1'objectif de cette
sous-section est de vérifier que notre modele est capable de reproduire les instabilités prédites par
les solutions analytiques décrites dans (Boussetta and Caillard, Michelin).

Nous considérons une nappe cylindrique dont la géométrie est identique a celle décrite dans la sous
section[4.4.1. Nous bloquons les déplacements des fibres a une extrémité du cylindre, et nous impo-
sons un déplacement axial selon e, a I'autre extrémité, en y bloquant les déplacements selon e, et
€y, de maniere a placer les fibres en compression axiale. Ce chargement est représenté sur la figure
4.22.

FI1G. 4.22: Compression axiale d'une nappe cylindrique

Ici encore, le probleme est axisymétrique autour de e, = e,. Nous réduisons donc les calculs a une
petite tranche telle que celle représentée sur la figure[4.19] en imposant des conditions de périodicité
sur les déplacements radiaux u-e,, latéraux u- e, et axiaux u- e, entre les faces #; et #_. Le maillage
utilisé est le méme que pour I’étude de la nappe sous effort tranchant, représenté sur la figure(4.20.
Dans ce maillage, nous imposons les déplacements des 2 NNy noeuds se trouvant a l'intersection
entre la surface moyenne de la nappe et les extrémités du cylindre, mais leurs rotations sont laisées
libres.
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La compression axiale est imposée en controlant uniquement les déplacements des noeuds situés
a l'intersection entre les extrémités et la surface moyenne de la nappe. Les rotations a ces noeuds,
ainsi que les déplacements des noeuds situés sur les faces supérieure et inférieure sont quant a eux
laissés libres.

On souhaite alors vérifier que notre modele peut reproduire les instabilités calculées analytiquement
dans (Boussetta and Caillard, Michelin). Dans cette analyse, I’épaisseur de la nappe a été supposée

X 0x

trés faible, ce qui a permis de négliger les variations de f et f dans I'épaisseur. Malheureuse-
1 2

ment en pratique, cette hypothése n’est plus vérifiée des que I'épaisseur devient modérée du fait de

nos conditions aux limites : nous pouvons voir sur les figures[4.23]et 4.24 que la solution principale
calculée numériquement avec notre modele est différente de la solution analytique dés que I'épais-
seur est trop importante. Ce phénomene est da au fait que les déplacements sont contrélés unique-
ment sur le plan médian et que des effets 3D peuvent apparaitre lorsque I'épaisseur augmente.

« 1(Eplacements transverses theoriques avec d=0.00050011 (reglage 4)
1.8 T T T T T T T T T
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(a) Déplacements transverses théoriques

w 10" Deplacements transverses num. avec d=0.0005 (reglage 4)
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=
o
T
1

04H H
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(b) Déplacements transverses numériques

F1G. 4.23: Solutions principales analytique et numérique identiques pour une épaisseur t = 0.1mm
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« 1§®placements transverses theoriques avec d=0.00013816 (reglage 4)
5 T T T T T T T T T

=
T
1

w
T
I

deplacement ur (memy)

3%
T

A 1 L . 1 | . 1 | 1
i] 10 20 30 40 50 B0 70 an 90 100
absizse s (mm)

(a) Déplacements transverses théoriques

4 10 Deplacements transverses num. avec d=0.00013816 (reglage 4)

deplacement ur {mm)

1 1 . 1 1
i 10 20 a0 40 a0 G0 70 80 a0 100
absisse ¢ (mm)

| L L L L

(b) Déplacements transverses numériques

FI1G. 4.24: Solutions principales analytique et numérique différentes pour une épaisseur ¢ = 1.8mm

Pour vérifier que notre modeéle prédit correctement les phénomenes d’'instabilité sur ce probleme,
nous allons donc le valider par rapport a la théorie sur des problemes dans lesquels I'épaisseur est
trés petite. Nous choisissons ainsi les dimensions géométriques suivantes :

L=100mm
R=100mm
df =0,07rad
e=225mm
t=0.1mm

Pour étudier I'influence de chacun des coefficients matériaux, nous considérons alors 4 reglages

suivants :
Reglage A : Reglage B :
C1=0.54 MPa C1=5.39 MPa
C,=1.06 MPa C>=10.62 MPa
EA=6194 MPa.mm? EA=6194 MPa.mm?

EI=2037 MPa.mm?* EI=2037 MPa.mm?*
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Reglage C:

C1 =539 MPa
Cy =10.62 MPa

Reglage D :

C1 =539 MPa
C>, =10.62 MPa

EA=6194 MPa.mm?
EI=1MPa.mm?*

EA=6194 MPa.mm?
EI=118 MPa.mm?*

Lorsque la compression reste petite, I'équilibre principal est stable et peut étre calculé numérique-
ment en quelques incréments de chargement. Nous pouvons vérifier sur la figure[9.1 que les so-
lutions principales analytiques (données par (Boussetta and Caillard, Michelin))et calculées numé-
riques sont identiques dans ce cas.

Remarque : Pour tous les résultats numériques donnés ici, la convergence tres rapide : le modele
converge en seulement 3 itérations pour chaque incrément de charge.

x10* Deplacements transverses avec d=0.0099992 (reglage 3)
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(a) Reglage A,0=0.01lmm

x10° Deplacements transverses avec d=0.0099991 (reglage 6)
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(b) Réglage B, 5 =0.01mm
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x10° Deplacements transverses avec d=0.0099986 (reglage 5)
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T T
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Déplacements numériques

\\
o
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(c) Reglage C,0 =0.01lmm

x10* Deplacements transverses avec d=0.0009999 (reglage 4)
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Déplacements numériques
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A I L I L L L
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absisse s (mm)

(d) ReglageD, 6 =0.00lmm

F1G. 4.25: Comparaison des solutions principales calculées analytiquement et numériquement.

Lorsque la compression axiale des fibres augmente, ’équilibre devient instable et les fibres ont ten-
dance a flamber dans la direction e, normale au plan tangent de la nappe. La théorie décrite dans
(Boussetta and Caillard, Michelin) prédit que ce flambement apparait pour les déplacements axiaux
en bouts de nappe valant respectivement :

64 =0.0222mm
04 =0.0723mm
6¢ =0.0169mm
6%,=0.0016mm

Nous vérifions que notre modele reproduit correctement ces instabilités en imposant les déplace-

ments axiaux suivants en bouts de nappes :

6% =0.04mm
65 =01mm
649 =0.028mm
6754 =0.0022mm
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Ces déplacements sont imposés en Nj,.r = 30 incréments de chargement. Nous pouvons voir la
solution post-bifurquée obtenue numériquement sur la figure/4.26|
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réglage C
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(c) Reglage C - 6% = 0.028mm
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réglage D

2 50E-02

2 00E-02

1 50E-02

1,00E-02

5,00E-03

0,00E+00 187 -
37 38 39 40 41

5,00E-03
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(d) Reglage D - §7)4% =0.0022mm

F1G. 4.26: Solution post-bifurquée calculée numériquement sur le probleme parfait.

Nous souhaitons alors déterminer si I'apparition du flambement coincide avec la compression cri-
tique prédite par la théorie. Comme nous I'’expliquerons dans le chapitre 9 de ce rapport, 'apparition
du flambement correspond a une bifurcation vers une autre branche d’équilibre, qui se caractérise
souvent par un brusque changement de pente dans la courbe d’équilibre. Nous mesurons alors 'ef-
fort axial correspondant a la compression imposée a chcun des 30 incréments de chargement, et
nous tracons les courbes obtenues sur la figure[4.27|
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(a) Reglage A
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réeglage B

02

015

01

Effort axial mesure (MPa.mm)

005

o onz 0,04 0.06 008 o1 0,12

Déplacement axial imposé (mm)

(b) Reglage B

réglage C

0.06

005

0,04

003

Effort axial calcule (MPa.mm).

0,02

0.01

o 0,005 o001 0.015 0,02 0,026 003

Déplacement axial imposé fmm)

(c) Reglage C

reglage D
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(d) Reglage D

F1G. 4.27: Apparition du flambement sur le probleme parfait : seuil de flambement théorique en vert;
seuil de flambement observé numériquement en rouge.

Nous pouvons observer sur la figure 4.27 que le flambement obtenu numériquement débute plus
tard que la compression critique prédite par la théorie. Pour expliquer ce phénomene, nous tragons
sur la figure[4.28 la valeur analytique du jacobien du systéme en fonction de la compression axiale
exercée. La courbure critique calculée analytiquement correspond au premier zéro de cette courbe,
représenté en vert sur cette figure. Nous remarquons alors que la courbure critique pour laquelle le
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flambement débute avec notre modéle numérique correspond également a un zéro de la courbe,
mais pas premier. Cela signifie que notre modele ne "voit pas" la premiere branche de bifurcation,
et dévie plus tard vers un autre mode d’instabiltié.

%107 Determinant de M en fonction de | effort autours de N=0.061346 MPa.mm
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x10° Determinant de M en fonction de | effort autours de N=0.004301 MPa.mm
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(d) Reglage D

F1G. 4.28: Valeur analytique du jacobien du systeme en fonction de la compression axiale exercée,
comparée aux seuils de flambement théorique (en vert) et numérique (en rouge)

Le fait que notre modéle ne dévie pas vers la premiére branche de bifurcation s’explique en fait par la
symétrie du probleme parfait. Pour corriger ceci, nous introduisons des petites imperfections géo-
métrique a notre probléme initial. On vérifie sur quelques cas que le modéle global bifurcation alors
exactement pour la valeur de chargement théorique. Nous pouvons voir sur la figure|4.29(b) que
ces perturbations permettent de modéliser numériquement des modes de flambement antisymé-
triques.

Nous pouvons alors vérifier sur la figure[4.30 que les imperfections permettent a notre modele nu-
mérique de modéliser un flambement qui débute exactement pour la compression critique prédite
théoriquement.

Pour résumer, les résultats numériques présentées dans les sous-sections|4.4.1/et/4.4.2lnous ont per-
mis de vérifier que notre modele modélise correctement les phénomenes de flexion et de flambe-
ment dans la direction normale au plan tangent de la nappe.
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F1G. 4.30: Apparition du flambement sur le probleme perturbé : seuil de flambement théorique en

vert; seuil de flambement observé numériquement en rouge
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B 4.5 Compression d’une nappe sour flexion circulaire

Comme nous I’avons expliqué dans la section/2.2] une caractéristique importante de noter probleme
de nappe fibrée est que la flexion des fibres doit étre correctement prise en compte dans la direction
normal au plan de la nappe, mais aussi dans le plan de la nappe.

Lobjectif de cette section est donc de vérifier que les instabilités de type flambement dans le plan
de la nappe sont correctement modélisées par notre modele, de maniere a compléter les résultats
présentés dans la section[4.4]

Nous reprenons pour cela le probleme mécanique présenté dans la sous-section|1.1.2} et qui sera
analysé plus en détails dans le chapitre 10 de ce mémoire :

On considere une éprouvette initialement plane, de dimensions L; et L, dans le plan (¢, e,), alors

que son épaisseur selon e, est notée h. Ce solide est composé de trois matériaux :

— Une fine lame métallique, appelée clinquant, sur la partie supérieure. Cette lame est supposée
avoir une rigidité en extension tres élevée, de telle sorte qu’elle sera supposée inextensible dans la
suite;

— Des cables de renforts a section circulaire, de rayon r, situés dans la partie inférieure de la nappe.
Au repos, ces cables sont supposés rectilignes et paralleles a e, et leur écartement e est supposé
constant;

— Une gomme hyperélastique pouvant subir de trés grandes déformations.

F1G. 4.31: Géométrie de I'éprouvette

Cette éprouvette est soumise a une flexion circulaire sur sa face supérieure, de maniere a créer un
compression axiale des cables dans la partie inférieure, comme illustré sur la figure(4.32]
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Flexion circulaire sans extension

F1G. 4.32: Chargement sur I'éprouvette

Dans toute cette section, nous travaillons sur une éprouvette dont les dimensions géométriques sont
les suivantes :
— Epaisseur du clinquant : H.;; = 1.1mm;
— Epaisseur de gomme : Hgom =12.5mm;
— Epaisseur totale : H=13.6mm;
— Hauteur de la ligne moyenne des cables: h =1.425mm;
— Rayon d’'un cable cylindrique : r = 0.42mm;
— Ecartement entre deux cables : e =2.25mm.

Le clinquant est constitué d'un métal tres rigide ne subissant que de petites déformations. Nous le
modélisaons par un matériau de Saint-Venant Kirchhoff, de densité volumique d’'énergie
VeliEeli

we;(e) = [Tr(e)]2+iTr(ez)
BT WrvanQ—-—2van U2 T 20+ v

en choissant les coefficient suivants :

E,;; =200 GPa
Veii = 0.33

La gomme pouvant subir de grandes déformations, il est indispensable de la modéliser avec une
énergie polyconvexe. Nous utilisons un modele de Mooney-Rivlin quasi-incompressible :

w=Ci(I1-3-1n(I))+Cy * (12—3—21n(13))+2—1€(]—1)2

en choisissant les coefficients
C; =0.539 MPa

C, = 1.062 MPa
¢~ 1 =1000. MPa

Enfin, la couche renforcée centrée autour des fibres est modélisée par des éléments finis enrichis
comme décrits dans la section[4.1. Nous choisissons ici prendre ces éléments finis enrichis d’épais-
seur

hnap =1.45mm

Nous noterons que le choix de cette épaisseur h;,, n'influence pas les résultats numeériques obte-
nus. Les cables y sont représentés par le modele de densité de poutres décrit dans le chapitre2. Leur
densité surfacique d’énergie correspondante s’écrit donc :

1 2 2, 2 2 2 2
we(v,u) = 2— EcA(vi—1)" + GeA(vy +v3) + EcI (uy +u3) + GeJ ug
e
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en choisissant les coefficients

A=nr?=0.56mm?
I=2Zr%=0.025mm? et Eeap=100GPa o Beab _a95Gpy
J=2rt=0.05mm?* Veah = 0.30 201+ Vean)

— 142,

Choix des conditions aux limites

Pour imposer numériquement la flexion circulaire sur I'éprouvette, nous choisissons d'imposer les

conditions aux limites suivantes :

— Conditions de Dirichlet sur la surface supérieure, pour y imposer une flexion circulaire sans ex-
tension;

— Périodicité des déplacements entre les faces latérales;

- Les déplacements aux extrémités de I'éprouvette restent dans le plan normal a g, (p X1).

Si on se contente d’utiliser les conditions aux limites sur les déplacements décrites précédemment,

en laissant libre les rotations des directeurs aux extrémités, alors des effets de bords indésirables

apparaissent (cf figure[4.33). Par conséquent, en plus de ces conditions aux limites, nous imposons

les directeurs aux extrémités :
dl =€

d,=e,

F1G. 4.33: Présence d’effets de bord en flexion circulaire lorsque les rotations ne sont pas controlées
aux limites

F1G. 4.34: Absence d’effets de bord en flexion circulaire lorsque les rotations sont imposées aux ex-
trémités

Perturbation géométrique

Pour pousser notre modele numérique vers la premiére branche de bifurcation, nous insérons une
pertubation géométrique de forme sinusoidale a la géométrie parfaite de I'éprouvette, comme repré-
senté sur la figure[4.35] La longueur d’onde de cette imperfection est calculée d’apres les résultats de
I'analyse de stabilité réalisée dans le chapitre 10 de ce mémoire.

Remarque : Notre choix d'imposer complétement les rotations des directeurs aux extrémités des
fibres rend difficile tout changement de mode. La forme de la perturbation ne doit donc pas étre
choisie de maniere aléatoire.
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(a) Géométrique parfaite (b) Géométrique perturbée

FI1G. 4.35: Pertubation géométrique du probleme de flexion circulaire (perturbation x100)

Modélisation du flambement

Nous augmentons progressivement la courbure en utilisant une méthode incrémentale, et nous me-
surons les déplacements calculés a chaque incrément de chargement. Nous observons alors que les
déplacements latéraux croissent rapidement au dela d'une certaine courbure, illustrant un flambe-
ment de la nappe dans le plan de la nappe (cf figure[4.36).

Par contre, nous observons sur la figure|4.37 que le flambement des fibres se situe uniquement dans
le plan de la nappe, et que les déplacements transverses restent quant a eux assez réguliers.

Pour déterminer la courbure a partir de laquelle le flambement apparait, nous procédons comme
pour le probleme de nappe cylindrique décrit dans la sous-section4.4.2 : nous tracons la courbe re-
présentant I'évolution de I'amplitude des déplacements transverses lorsque la courbure augmente.
Un exemple de courbe d’équilibre obtenue est donnée sur la figure(4.38|

Nous y observons que les déplacements transverses augmentent brusquement aux alentours de la

1

courbure p = 2. * 107* rad.mm™!, ce qui caractérise la bifurcation de la solution vers une autre

branche d’équilibre.
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F1G. 4.36: Flambement dans le plan de la nappe lorsque la courbure augmente

FIG. 4.37: Absence de flambement hors plan (pour une courbure p = 1.6 * 1073 rad.mm™!)
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F1G. 4.38: Augmentation de 'amplitude des déplacements latéraux en fonction de la courbure

Convergence en maillage

Enfin, si nous raffinons le maillage utilisé pour la résolution numérique de ce probléme, alors nous
pouvons vérifier que le seuil de flambement observé numériquement converge clairement vers une
valeur finie (cf figure(4.39).
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FI1G. 4.39: Convergence en maillage sur le probléme de nappe en flexion circulaire

Ce test de compression sous flexion circulaire nous a permis de vérifier que notre modele de nappe
renforcée est capable de modélisé des instabilités de type flambement dans le plan de la nappe.
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Cependant, nous noterons que la valeur de la courbure a partir de laquelle le flambement apparait
n’'a pu étre comparée a aucun résultat théorique. Nous réaliserons dans le chapitre 10 de ce mémoire
une analyse de stabilité permettant de vérifier que ce seuil de flambement est correcte.

B Conclusions

Nous avons décrit dans la section 4.1]la discrétisation d'un probleme de nappe fibrée par des élé-

ments finis quadratiques pour les déplacements et les rotations, utilisés avec une méthode de sous-

intégration de I'énergie membranaire des cables. La résolution du probleme discret est alors effec-
tuée par une méthode de Newton projetée permettant d’assurer 'orthonormalité des directeurs ca-
ractérisant les rotations des sections de cables, présentée dans le section[4.2]

Le modele de nappe décrit dans le chapitre 2 et résolu par cette méthode a été validé par rapport a

deux criteres principaux:

— Nous avons prouvé dans la section/4.3/que la méthode de sous-intégration du terme d’énergie de
membrane, introduite dans le chapitre 3, supprime correctement les phénomenes de verrouillage
numérique sur des problemes dominés en flexion, et qu’elle n’engendre pas pour autant de modes
parasites sur des problémes dominés en membrane;

— Nous avons vérifié dans les section[4.4 et 4.5 que notre modele est capable de reproduire des in-
stabilités de type flambement, les modes d’instabilité pouvant étre hors plan ou dans le plan de la

nappe.

Cependant, I'énergie de gomme reste assez grossiére dans ce modele, en utilisant une pondération
et un terme de couplage gomme/céables justifiables uniquement pour des énergies quadratiques.
Lobjectif de la deusieme partie de ce mémoire sera donc de proposer une méthode multi-échelles
permettant de gagner un degré de précision dans la modélisation de la gomme.



Deuxieéme partie

Modélisation multi-échelles
d’'une nappe renforcée
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CHAPITRE

Modélisation multi-échelles
des composites élastomeres fibrés

B Infroduction

La partie I a permis de construire un premier modele de nappe renforcée purement macroscopique.
Les résultats numériques du chapitre/4 ont montré que cette modélisation macroscopique donne
de bons résultats sur des cas ou les déformations de la gomme restent modérées. Mais le couplage
entre les cables et la gomme fait I'hyopthése de faibles déformations, et il semble trop grossier pour
pouvoir modéliser correctement des situations a fort gradient. Il nous faut donc gagner un degré
supplémentaire de précision, et prendre en compte les déformations locales a I’échelle mésosco-
pique. A terme, |'objectif de cette partie est donc d’élaborer une stratégie multi-échelles, de maniére
a calculer localement la densité surfacique de gomme wg,m(é 1,¢2), et ainsi remplacer I'estimation
macroscopique définie par I'expression(2.42.

Dans ce chapitre, le but est de dresser un état de I'art des méthodes d’homogénéisation existantes,
de maniere a déterminer si 'une d’entre elles pourrait étre adéquate dans notre cas. Pour cela, nous
avons divisé ce chapitre en quatre sections :

o Lapremiére section est trés générale, et présente le principe d'une méthode d’homogénéisation;

» Nous étudions ensuite dans la section/5.2les méthodes d’homogénéisation dites "analytiques" (cf
(Nemat-Nasser and Hori, 1993)), qui établissent des approximations du tenseur de contrainte en
fonction du tenseur de déformation moyen sous forme explicite. On commence par rappeler les
méthodes classiques établies en élasticité linéaire, puis on décrit brievement les résultats récents
en homogénéisation analytique non linéaire ;

o Lasection5.3|présente les méthodes d’homogénéisation "numériques". Contrairement aux précé-
dentes, ces méthodes n'utilisent pas d’expressions explicites, mais vont calculer la réponse macro-
scopique en résolvant numériquement un probleme a I'échelle locale (voir par exemple
(Feyel et al., 2000)). Ces méthodes n’'étaient au départ adaptées qu’'a des problemes dans lesquels
les échelles étaient tres séparées. Nous présentons quelques travaux récents qui proposent une
extension des méthodes d’homogénéisation numérique a des cas ot les échelles sont couplées (cf
(Kouznetsova et al., 2004)) ;

129
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o Enfin, nous conlurons cette étude bibliographique dans la section[5.4, oli nous analyserons I’ap-
plication de ces méthodes multi-échelles a notre probleme de nappe.

B 5.1 Principe des méthodes d’homogénéisation

De maniére générale, les matériaux composites font intervenir plusieurs échelles : celle de la struc-
ture, et celle des hétérogénéités. Leur comportement global dépend souvent des effets locaux, ce qui
rend complexe leur modélisation.

(a) Cartographie EBSD d'un acier (b) Mousse polymere (d’apres (c) Composite epoxy/fibres de
(d’apres Dirk Mohr/MIT, 2009) www.lv-em.com) verre (d’aprés www.bris.ac.uk)

F1G. 5.1: Exemples de microstructures dans des matériaux composites.

Pour prédire le comportement macroscopique de ces matériaux hétérogenes sans directement
prendre en compte le comportement local a une échelle inférieure, nous pouvons utiliser une ap-
proche de type "homogénéisation”. Les méthodes d’homogénéisation reposent sur I’hypothése que
I'on peut considérer le matériau comme homogene a 1'échelle macroscopique, et définir en tout
point un "volume élémentaire représentatif’ (VER) de la géométrie microscopique du matériau. La
géométrie du VER pourra étre exacte dans le cas ou la microstructure est périodique, ou statistique
lorsque la microstructure est aléatoire.

On définit alors les variables d’état macroscopiques comme étant des moyennes de variables mi-
croscopiques sur ce VER. Ainsi, si on suppose que les échelles sont trés séparées, on peut obtenir la
réponse P P = P(F ) pour une structure élastique, olt P et F sont respectivement les moyennes
dela contralnte et de la déformation locales, calculées a deformatlon moyenne imposée. Ce principe
est représenté sur la figure/5.2.

Ce chapitre a uniquement pour but de résumer les principales idées possibles pour modéliser un
matériau composite, et ne se veut en aucun cas exhaustif. Nous n’entrerons pas dans les détails des
méthodes abordées, on réfere le lecteur a la thése (Gloria, 2007) pour une analyse mathématique
plus détaillée des méthodes numériques multi-échelles appliquées a I’élasticité non linéaire.

B 5.2 Approches analytiques

5.2.1 Résultats d’homogénéisation en élasticité linéaire

Les premiers résultats d’homogénéisation sont tres anciens ((Voigt, 1887)), et correspondent a des
bornes dans le cadre de I’élasticité linéaire. Depuis, de nombreux travaux ont été réalisés pour obte-
nir des approximations plus précises, que nous décrivons dans ce qui suit. La notion d’échelle peut
étre introduite de deux manieres, ce qui permet de séparer ces méthodes en deux catégories.
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FIG. 5.2: Principe des méthodes d’homogénéisation

Théorie du champ moyen

Cette approche a été initialement proposée par les mécaniciens, et un état de I'art en est présenté
dans la revue (Bornert et al., 2001). La théorie du champ moyen considére un milieu hétérogéne
dont la microstructure peut étre aléatoire (pas nécessairement périodique). On suppose que le mi-
lieu est statistiquement homogene, et qu'il existe un "volume élémentaire représentatif" (VER). Ce
VER doit étre statistiquement représentatif du matériau. Par conséquent, il doit contenir plusieurs
micro-hétérogénéités de chaque phase, et sa taille [ est beaucoup plus importante que celle de ces
hétérogéités, caractérisée par une grandeur d. La seconde condition est que le VER doit étre assez
petit par rapport a la taille caractéristique de la structure globale, notée L, de maniére a ce que les
champs de déformations et de contraintes puissent y étre supposés constants. On résume ces condi-

tions par la relation : (cf figure[5.3)
d<l<L

d
MACRO -

F1G. 5.3: Théorie du champ moyen sur un composite a microstructure aléatoire

Une fois que le VER a été choisi, on peut l'utiliser pour déterminer les propriétés effectives du ma-
tériau homogénéisé. Pour un comportement élastique linéaire, on calcule ainsi le module effectif
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Cery défini par

gMzceff:gM

ol 9y et € sontrespectivement le tenseur des contraintes de Cauchy et le tenseur des déformations
linéarisées macroscopiques, définis comme la moyenne sur le VER Q, des champs microscopiques
o ete

—m —-m

= ! [ (X)dX

g
=M [Qe| Jo,=m

1
€ = € (X)dX (5.1)
=M [Qe| Jo,=m

Une fois que ce tenseur tangent C, ¢ est connu, il peut alors étre utilisé de maniere classique pour

la résolution du probleme macroscopique.

Si on utilise le lemme de Hill (cf (Hill, 1963)), les définitions5.1 ménent a une propriété essentielle
de la théorie du champ moyen : le travail de déformation est le méme dans les représentations mi-
croscopique et macroscopique : (sous certaines conditions aux limites non détaillées ici)

12|

Remarque : Larelation|5.2 est valable quel que soit le lien entre ¢ (X) ete (X), donc restera vraie
R —m —-m
pour toute loi de comportement, y compris non linéaire.

fgegm(X):gm(X)dngM:gM (5.2)

Le but d'un processus d’homogénéisation est de calculer la réponse macroscopique C.rs d'une

structure soumise 4 un chargement en connaissant le comportement microscopique. Cela se fait
en trois étapes :

1) Déterminer les conditions aux limites liant les déplacements microscopiques u,, a €y et permet-
tant de satisfaire le lemme de Hill ; (localisation)

2) Résoudre le probleme local sous ces conditions aux limites ; (résolution)

3) Calculer gM en moyennant gm sur le VER (homogénéisation), et ainsi construire la relation

O'M:geffng

Remarque : On pourrait réaliser cette démarche dans le sens inverse : on peut piloter le probleme en
contraintes en imposant un tenseur de contrainte macroscopique g, pour calculer la déformation
moyennee . Dans ce cas, les conditions aux limites de I'étape 1 devrontlieroc -nao

= =-m =

Le probleme local défini dans I'étape 2 est en général trés complexe, et ne pourra pas étre résolu
analytiquement. On est alors obligé de réaliser des approximations pour le simplifier.

Lapproximation la plus simple, et qui est apparue la premiere historiquement (cf (Voigt, 1887)),

consiste a supposer que la déformation est homogene partout dans le VER : VX € Q¢ (X) = €
=m =
Cette approximation est appelée approximation de Voigt, eton aalors:

geff:gVoigt— f C(X)ydX

1Qe|
Delaméme maniere, si on pilote le probleme en contraintes et qu’on suppose qu’elles sont constantes
dans le VER, on obtient I’approximation de Reuss (cf (Reuss, 1929)) :

C—l

Eeff EReuss |Q|f g_l(X)dX



5.2. APPROCHES ANALYTIQUES 133

Ces deux approximations sont bien siir grossieres, puisqu’elles prennent en compte la fraction vo-
lumique de chaque phase, mais pas leur géométrie. Cependant elles restent trés utilisées car elles
représentent des bornes rigoureuses :

gReuss = geff = QVoigt (5.3)

D’autres types d’approximation plus sophistiqués ont été réalisés depuis, en se basant principale-
ment sur la formulation intégrale du probleme mécanique standard. Pour tout tenseur du 4° ordre
Co, définissons la polarisation 7 comme

—m

1(X)=|CX)-Co

:gm(X) Cestadire o (X):Qo:gm(X)+z(X)

ainsi que sa moyenne

7(X)dX
Q] Ja,=

On considere alors I’équation, dite de Lippman et Schwinger :

z:

VX€Q,, € (X)-¢€ =—f £o(X—Y):[1(Y)—i]dY (5.4)
-m =M QEE = =

ol le tenseur ['j est'opérateur de Green modifié en déformation, associé au milieu infini homogeéne

de module QO_.

La solution de I'équation[5.4 peut étre approximée en supposant que la polarisation 7 est constante
par phase. Cette hypotheése est inspirée du travail d’Eshelby (cf (Eshelby, 1957)), ou la solution ana-
lytique exacte du probléeme d’inclusion elliptique dans un milieu infini est présentée.

Dans cette solution, la déformation dans l'inclusion est homogeéne. Dans le cas de plusieurs inclu-
sions dans un milieu infini, '’hypothese de polarisation constante par phase nous donne une ap-
proximation. Sur cette base, on peut établir les bornes de Hashin-Shrikman (cf (Hashin, 1962) et
(Hashin and Shtrikman, 1963)). On peut remarquer que ces bornes prennent en compte la cova-
riance de la distribution des phases, et donc sont du deuxieme ordre alors que les bornes de Voigt et
Reuss s’arrétaient au premier ordre (fraction volumique de chaque phase).

A partir de 'équation [5.4] on peut également obtenir de nombreuses estimations en changeant le
choix du milieu de référence caractérisé par le module Cy. Lexemple le plus connu est 'approxima-

tion de Mori-Tanaka (cf (Mori and Tanaka, 1973)), qui choisit Co = Cmatrice dansle cas d'un compo-

site matrice-inclusion.

Homogénéisation asymptotique

Le probleme d’homogénéisation de structures hétérogenes peut également étre vu d'un point de
vue plus mathématique, comme cela a été initié dans (Benssousan et al., 1978) et (Sanchez-Palencia,
1980).

Lhypothese fondamentale de 'homogénéisation asymptotique est que la structure possede une géo-
métrie périodique, de telle sorte que les coefficients matériaux se reproduisent d’'une cellule infini-
ment petite a une autre. Cette hypothese est souvent valable pour les milieux hétérogenes fabri-
qués (contreplaqués, composites carbone-epoxy, nids d’abeilles, matériaux cellulaires, ...), mais par
contre le sera tres rarement pour des matériaux naturels.
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Remarque : Dans le cas particulier des composites renforcés par des fibres, plusieurs modéles pé-
riodiques 2D sont utilisés dans la littérature : ils peuvent étre approchés par des matériaux stratifiés
(cf (Gardin et al., 1998)) si on se place dans le plan (¢}, 2), ou bien représentés comme un empilement
périodique de renforts cylindriques si on se place dans le plan (e,,3).

(a) Composite stratifié (b) Empilement de fibres

F1G. 5.4: Exemples de modeles périodiques 2D approchant un composite renforcé par des fibres

D’une maniere générale, on note X les coordonnées (macroscopiques) du milieu 2, de dimension
caractéristique L. On suppose que le tenseur d’élasticité C, est périodique, de période e P :

VX, Ce(X+eP)=Cc(X)

On introduit alors I’échelle microscopique, caractérisée par des coordonnées Y définies dans une
cellule élémentaire Q, par la relation : (cf figure[5.5)

1
Y=-X

F1G. 5.5: Homogénéisation asymptotique sur un composite a microstructure périodique

On introduit aussi le tenseur C P-périodique :

o

1
(=X)=Cc(X)
€ =

Lidée principale est alors de rechercher le champ de déplacements sous la forme d’'un développe-

ment de la forme :
Ue(X) =up(Z,Y) +eu1(Z,Y) +62u2(Z, Y)+...
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olionaposé Z=XetY = %X, et ol les termes u; sont P-périodiques par rapporta Y.

Le gradient des déplacements s’écrit alors :
Ju Ou N 10u
0X 0Z e€dY
Dans la suite, par abus de notations, on remplace Z par X :

uE:uo(X,Y)+€u1(X,Y)+62u2(X,Y)+... (5.5)

et la dérivée par rapport a X devient :

dg_ag_i_lag 5.6)
dX 06X edY '
De ce fait, le tenseur des déformations linéarisées devient
ge = 6—1V;ymu0 + Vj(ymuo + V;,ymull +6[V§g’mu1 + V;,ymuz +...
Si on utilise ce développement dans le probleme d’équilibre
divx(@)=0
'}
avec la loi de comportement
g (X)=Cc(X):e (X) ,
—€ f— —€
on obtient alors I'équation d’équilibre suivante :
€2 divy|C: V;ym ug) ] (5.7)
+e7 b |divy g: V;ymuo) +divy (g (Vj(ymuo + V;ymul)) ] (5.8)
+ divy g:(v;ymuo+V§,ymu1 )-I—dil/y (g:(V;ymul+V;ymu2))] (5.9)
+€ dil/X Q: (vsymul + V;ym ug)) + dil/y (g (Vsym Uup + V;ymu;g)) ]
N =
S (5.10)

L'équation/5.10 est en fait infinie, et on suppose que le parametre ¢ est suffisamment petit pour né-
gliger les termes au dela de 'ordre n. Cette démarche justifie I’adjectif "asymptotique" dans le nom
de cette théorie, car elle n’est valable que pour € — 0.

En pratique, on s’arréte le plus souvent a 'ordre n = 0. On ne garde alors que les trois équations

correspondant aux premiers ordres en €, qui peuvent étre étudiées de maniere séquentielle :

— Ordre -2 : Léquation|5.7/devient satisfaite automatiquement si on fait 'hypothése que 1, ne varie
qu’al’échelle globale et est indépendante de Y (cf (Hori and Nemat-Nasser, 1999)) ;

— Ordre -1 : L'équation[5.8|correspond a un probleme d’équilibre local, avec pour inconnue le dé-
placement u,, en supposant u, donné. Il peut étre résolu avec des conditions de périodicité aux
limites. Sa solution exige de savoir résoudre analytiquement ou numériquement six problemes
indépendants d’élasticité linéaire ;
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— Ordre 0 : Une fois que u, a été calculé en fonction de u,, grace a I'équation 5.8} on peut moyen-
ner 'équation|5.9/sur une cellule élémentaire, et le résultat nous donnera |'expression du tenseur
élastique homogénéisé ainsi que I’équation d’équilibre macroscopique.

Volontairement, nous ne sommes pas entré dans les détails de cette analyse, le lecteur intéressé

pourra regarder (Le Bris, 2005) et (Sanchez-Hubert and Sanchez-Palencia, 1992). On notera que cette

stratégie est efficace et trés répandue dans la littérature. Mais elle comporte certaines limites :

— Son application pres des bords de la structure nécessite quelques précautions (cf (Dumontet,
1986)) ;

— Cette théorie n'est pas adaptée aux cas ou les échelles ne peuvent pas étre considérées comme
infiniment séparées;

— La condition de géométrie périodique limite le type de matériaux sur lesquels on peut I'utiliser.

5.2.2 Homogénéisation analytique en élasticité non linéaire

Le cadre de I’élasticité linéaire n’est valable que pour des problemes ol les déformations restent pe-
tites, comme c’est le cas par exemple pour la plupart des problémes sur des géomatériaux ou des
métaux. Par contre, les matériaux élastomeres peuvent résister a de grandes déformations et leur
comportement est alors fortement non linéaire. Ainsi, '’homogénéisation non linéaire des compo-
sites constitués d'une matrice élastomere, qui sont tres utilisés dans I'industrie, a fait I’'objet d'une
vaste littérature, que ce soit pour les élastomeres poreux ou au contraire renforcés (voir la these
(Lopez-Pamies, 2006) et les références qu’elle contient).

La difficulté principale lorsqu’on passe a des problemes non linéaires est que la forme de la loi de
comportement n’est pas préservée quand on la moyenne. Ainsi, les méthodes analytiques décrites
dans le cadre de I'élasticité linéaire ne sont plus valables (cf (Ponte Castaneda and Suquet, 1998)),
et des modeles analytiques plus élaborés doivent étre construits. Ce theme de recherche est assez
récent et comprend un grand nombre de publications ces derniéres années. On cite dans cette sec-
tion un petit échantillon de résultats dans le cas particulier des composites élastomeres fibrés, sans
entrer dans leurs détails, et cette liste ne se veut pas étre exhaustive.

Dans un premier temps, de nombreux modeles phénoménologiques ont été construits. Le premier
résultat est di a (Spencer, 1972), qui modélisa les fibres comme des lignes matérielles non exten-
sibles. Plus tard, des modeles phénoménologiques plus réalistes furent utilisés, dans lequels la di-
rection des fibres est pénalisée : (Spencer, 1984), (Qiu and Pence, 1997), (Merodio and Ogden, 2005),
(Horgan and Saccomandi, 2005), ...

Ces modéles présentent I’avantage d’étre simples et de pouvoir étre calibrés pour faire apparaitre des
instabilités macroscopiques a des valeurs de chargement observées expérimentalement (cf
(Triantafyllidis and Abeyaratne, 1983)). Cependant, leur domaine de validité reste souvent assez li-
mité.

En plus de ces modéles phénoménologiques, des modeles théoriques ont été développés. On no-
tera en particulier (He et al., 2006), qui fournit un résultat d’homogénéisation exact sous certaines
conditions sur la microstructure et le chargement, ainsi que les approximations de (deBotton et al.,
2006) et (Guo et al., 2006) pour des matériaux néo-hookéens incompressibles.

Mais I'approche analytique qui semble la plus prometteuse est la théorie d’homogénéisation du se-
cond ordre élaborée par (Castaneda and Tiberio, 2000). Elle a déja permis de construire un modele
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tridimensionnel décrivant le comportement homogénéisé de matériaux élastomeres fibrés, sous
I'hypothese que les deux matériaux sont isotropes incompressibles, que ce soit pour une microstruc-
ture aléatoire ((Lopez-Pamies and Castaneda, 2006a), (Lopez-Pamies and Castaneda, 2006b) ou
(Agoras et al., 2009a)) ou périodique ((Brun et al., 2007)). On notera qu’elle a également été appli-
quée a des composites élastomeres poreux ((Lopez-Pamies and Castaneda, 2004) ; (Michel et al., 2007)).

B 5.3 Approches numériques

Les méthodes élaborées en homogénéisation analytique présentent I’avantage que leur cofit de cal-
cul est le méme qu’'une loi de comportement usuelle lorsqu’elles sont utilisées dans un code d’élé-
ments finis. Cependant, elles ne restent valables que pour une nombre limité de géométries et de
matériaux, et font toujours I'hypothéses d’échelles tres séparées.

La complexité croissante des comportements mécaniques couplée au développement des moyens
de calcul ont alors poussé a une utilisation de plus en plus fréquente de méthodes numériques pour
résoudre les probleme multi-échelles.

Lapplication la plus simple des méthodes numérique est la "méthode de cellule élémentaire". Celle-
ci consiste a réaliser un grand nombre de calculs sur le VER d'un matériau composite, puis de filtrer
leurs résultats pour approcher les coefficients d'une loi macroscopique. Cependant, cette approche
suppose que I'on connait la forme de la loi macroscopique. Comme I’a montré (Mchugh et al., 1993),
la forme d'une loi de comportement non linéaire n'est pas préservée entre les échelles microsco-
pique et macroscopique. Ainsi, il semble tres difficile de postuler la forme d’une loi homogénéisée a
I'avance puis d’en calculer ses coefficients par cette méthode.

La solution est alors de construire une méthode numérique indépendante des lois de comportement
utilisées, ce qui conduit aux méthodes dites d’homogénéisation numérique.

5.3.1 Homogénéisation numérique du premier ordre

La différence principale entre les homogénéisations numérique et analytique réside dans la maniére
d’approcher la solution a I’échelle locale : alors que les méthodes analytiques cherchent a I'appro-
cher par une expression explicite, les méthodes d’homogénéisation numériques résolvent le pro-
bleme aux limites microscopique numériquement.

Ainsi, les trois étapes qui avaient été décrites dans la sous section[5.2.1 restent valables, en les adap-
tant au cadre des grandes déformations, qui utilise le gradient des déformations F et sa variable
conjuguée, le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff P = §w/J0F (cf ﬁgure. Il faut :
1) Déterminer les conditions aux limites liant la déformée x,, au gradlent F ; (localisation)

2) Résoudre numériquement le probleme aux limites correspondant (resolutlon)

3) Calculer gM en moyennant gm sur le VER. (homogénéisation)

Les idées principales de cette méthode ont été présentées dans (Suquet, 1985).

Par rapport a '’homogénéisation analytique, on suppose toujours que les échelles sont infiniment
séparées, mais par contre aucune hypothese n’est faite sur la loi de comportement de chaque ma-
tériau. On s’intéresse ici aux matériaux hyperélastiques utilisant une densité d’énergie polyconvexe
w quelconque, mais ces méthodes ont également été utilisées sur des problemes plus complexes (cf
(Miehe et al., 1999), (van der Sluis et al., 2000), (Mielke, 2003),...).
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FIG. 5.6: Homogénéisation numérique du premier ordre

Plusieurs types de conditions aux limites peuvent étre utilisés dans le probleme local, la seule contrainte
étant qu’elles permettent de satisfaire le lemme de Hill :

P :F = P (X):F (X)dX 5.11
PyiEy =167 o Bn®:E, X0 (5.11)

Dans la littérature, trois types de conditions aux limites vérifiant la condition|5.11|sont souvent uti-
lisés :

x=F -X sur 6Q, (déplacements imposés) (5.12)

t=P -n sur 0Q, (efforts imposés) (5.13)

tt=—1~

{x+—f=£ (Xt -x7) R , N

=M (périodicité avec déformation imposée)  (5.14)
Il a été observé dans la littérature (cf (van der Sluis et al., 2000), (Terada et al., 2000) ou (Wohlmuth,
2001)) que les conditions de périodicité donnent de meilleures estimations des propriétés macro-
scopiques. On privilégiera donc ce type de conditions aux limites dans le probléme local, qui sont
d’ailleurs logiques lorsqu’on se place loin des bords de la structure.

Une fois que le probleme local a été défini avec ses conditions aux limites, plusieurs méthodes nu-

mériques de résolution sont possibles :

— Dans la majorité des cas, la méthode des éléments finis classique est choisie (cf (Feyel and Kl,
2003), (Kouznetsova et al., 2001), (Temizer and Wriggers, 2007), (Oezdemir et al., 2008),...) ;

— Pour accélérer les calculs, le transformée de Fourier rapide (FFT) est parfois utilisée (cf
(Moulinec and Suquet, 1994), (Moulinec and Suquet, 1998) et (Michel et al., 1999)).

On remarquera que la résolution numérique des problemes locaux se fait "a la volée", c’est a dire en
méme temps que le calcul macroscopique. Une telle méthode est dite concurrentielle, puisque les
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solveurs aux deux échelles sont concurrents pour se partager les ressources de la machine de calcul.
Par opposition, on dit qu'une méthode est séquentielle si les résolutions aux deux échelles se sont
pas simultanées. Par exemple, il est possible de lancer une série de calculs microscopiques, puis de
se servir de ces résultats par interpolation pour approcher la loi de comportement homogénéisée
dans un calcul macroscopique.

Ces méthodes d’homogénéisation numérique sont tres utiles, et sont trés répandues dans la littéra-
ture pour modéliser le comportement de matériaux composites ot les hétérogénéités sont petites.
Cependant elles restent d'un coft élevé, ce qui rend difficile leur utilisation industrielle. Et comme
nous 'avons déja précisé, elles supposent que les échelles microscopique et macroscopique sont
infiniment séparées. Cette approche n’est donc justifiée que lorsque la taille des hétérogénéités est
tres petite, auquel cas le plus souvent on résout un probleme local par point d’intégration macro-
scopique.

Cependant dans (Loehnert and Wriggers, 2008), il est montré par des tests numériques que I'on peut
obetnir de bons résultats en utilisant une homogénéisation du premier ordre sur certains problemes
non linéaires ol 'épaisseur de la structure est de I'ordre de grandeur de la taille des hétérogénéités.
Mais ce résultat n'est pas général.

Par ailleurs, certains auteurs ont proposé des adaptations pour traiter des problemes ot les échelles
sont moins séparées, comme (/brahimbegovic and Markovic, 2003) et (Markovic and Ibrahimbegovic,
2004). Une stratégie multi-échelles est proposée, dans laquelle la dimension du VER correspond a la
taille d'un élément fini macroscopique (cf figure[5.7), et les conditions aux limites imposent aux dé-
placement locaux de correspondre exactement aux déplacements globaux :

VX €8Qe, 1, (X) =1y, (X) (5.15)

Ce type de méthode présente deux inconvénients :

— Les conditions aux limites de type Dirichlet [5.15 semblent trop fortes pour pouvoir modéliser
toutes les micro-déformations;

— Cette méthode n’est pas justifiable de maniére asymptotique, et ne peut pas étre interprétée mé-

caniquement.
[ ] ® ] ]
® ° ® e~
[ ] ° ° r——
] ® ® ®

Maillage macroscopique

F1G. 5.7: Homogénéisation d'un probleme a échelles couplées (de (Markovic, 2004))

Pour dépasser ces limites, une méthode originale a été proposée récemment dans (Kouznetsova,
2002), que 'on décrit dans ce qui suit.
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5.3.2 Homogénéisation numérique du second ordre

Les méthodes d’homogénéisation numérique classiques (dites "du premier ordre"), présentent deux
inconvénients : Comme nous I'avons dit précédemment, elles supposent que les échelles microsco-
pique et macroscopique sont infiniment séparées, donc ne sont pas adaptées a des structures hété-
rogenes "fines" ; Une autre limite est qu’elles ne prennent pas en compte les dimensions absolues de
la microstructure, ce qui signifie que les effets d’échelle ne sont pas gérés.

Pour dépasser ces limites, une extension de la méthode d’homogénéisation numérique classique a
été introduite récemment dans (Kouznetsova et al., 2002) et (Kouznetsova et al., 2004). On I'appel-
lera "homogénéisation numérique du second ordre", du fait qu’elle prend en compte le gradient du
second ordre des déformations macroscopiques, noté G

=M
Le couplage entre les deux échelles s’appuie sur le développement en série de Taylor du champ de
déformations macroscopique x,, = ®(X) :

VoX, dxy=F -8X+8X-G -0X+0(0X) (5.16)
= =y
Ainsi, la cinématique macroscopique peut étre approchée au second ordre a partir du tenseur gra-
x 0
dient de déformations F = —% et de son gradient G = —F , alors que 'homogénéisation
=M 0X =m O0X=M
classique s’arréte au premier ordre. L'échelle macroscopique transmet a I’échelle microscopique les
gradients F v &t G , etles déformations dans le VER sont alors recherchées sous la forme :
= =y

V6X, 6_xm:£M-6_X+6_X-gM-6_X+6_w(6X) (5.17)
ol le terme d w représente le champ des fluctuations microscopiques provoquées par les hétérogé-
néités de la microstructure. Le champ w est soumis a un certain nombre de conditions aux limites
permettant de controler d’'une certaine maniere les gradients macroscopiques F u &t G (le lecteur
intéressé pourra lire (Kouznetsova, 2002) pour plus de détails). Le probleme aux limitgév[ sur w ainsi
défini peut alors étre résolu par la méthode des éléments finis.

En retour, le modele macroscopique utilise les variables macroscopiques BM et Q des gradients
= =

F " et G ,telles que la condition de Hill-Mandel étendue suivante soit vérifiée :

= =y

1
P :VamdX = P :F +Q

P G (5.18)
1Qel Jo, =m =, =

M

On résume ce fonctionnement sur la figure[5.8.

Cette méthode d’homogénéisation du second ordre semble trés intéressante, puisqu’elle permet no-
tamment de "voir" la flexion a I’échelle microscopique. Cela est utile dans les zones de fortes défor-
mations localisées ou pour les structures possédant des dimensions macroscopiques relativement
petites par rapport a la taille du VER. Plusieurs applications de cette méthode ont récemment été
récapitulées dans (Geers et al., 2010).

Dans notre cas, on remarquera surtout 'application décrite dans (Geers et al., 2007) : une méthode
d’homogénéisation numérique y est présentée sur des coques (de Kirchhoff-Love ou de Mindlin-
Reisner) constituées d'un matériau composite, périodique sur la surface moyenne, dans lequel la
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F1G. 5.8: Homogénéisation numérique du second ordre

taille des hétérogénéités est de I'ordre de I'épaisseur de la structure. Le VER utilisé représente toute
I'épaisseur de la coque, et 'énergie est homogénéisée dans le plan tangent, alors qu’elle est intégrée
dans I'épaisseur de la nappe. Les mesures de déformations en membrane, cisaillement transverse
et surtout en courbure sont donnéss aux probleme locaux, qui vont calculer les efforts et les mo-
ments correspondants, ainsi que leurs tenseurs tangents. De cette maniére, I'échelle macroscopique
peut utiliser un modele de coque classique, dont la loi de comportement est calculée en temps réel
al’échelle locale.

Le type de coques hétérogenes qui est considéré dans (Geers et al., 2007) ressemble en plusieurs
points a notre probleme de nappe :

— Lastructure est fine;

— La taille des hétérogénéités est de I'ordre de I'épaisseur;

— Le modele global utilise des termes de flexion.

Ainsi, cet exemple est trés encourageant pour élaborer une méthode d’homogénéisation adaptée a
notre probleme.

B 5.4 Conclusions et application sur notre probléme de nappe

Résumons les résultats remarquables décrits dans ce chapitre : la plupart des méthodes analytiques
ne sont pas adaptées aux problemes non linéaires comme ceux rencontrés dans la modélisation
de matériaux élastomeres. Dans le cas de grandes déformations, de trés bons résultats ont pu étre
obtenus avec des méthodes récentes, notamment les estimations issues de I’homogénéisation du
second ordre introduite dans (Castaneda and Tiberio, 2000), mais cette théorie reste limitée par deux
parametres : elle n'a été développée que pour certaines lois de comportement, et n’est applicable
qu’'a des problemes dans lesquels les échelles sont infiniment séparées.

La solution est alors souvent d’utiliser des méthodes d’homogénéisation numériques. Les méthodes
classiques (du premier ordre) présentent I'avantage de pouvoir étre utilisées avec n'importe quelle
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loi de comportement non linéaire, mais elles restent limitées par ’hypothese d’échelles tres sépa-
rées. Pour contourner ce probléme, une méthode d’homogénéisation prenant en compte le gradient
du second ordre a été introduite dans (Kouznetsova, 2002). Cette méthode permet de prendre en
compte des phénomenes de flexion a I'échelle locale, et a déja été appliquée a des problemes de
structure mince dans (Geers et al., 2007). Elle parait donc la mieux adaptée a notre probléeme de

nappe.

Cependant, le modeéle macroscopique de nappe que nous avons introduit dans la partie I utilise
des degrés de liberté supplémentaires pour modéliser la rotation des sections du céble. En plus des
degrés de liberté utilisés dans (Geers et al., 2007) pour un modele de coque, on aimerait pouvoir mo-
déliser le cisaillement de la gomme provoqué par une torsion des cables a I'échelle microscopique.
La méthode d’homogénéisation décrite dans (Kouznetsova, 2002) ne semble pas assez riche pour
réaliser cela.

En conclusion, les modeles existants ne semblent pas adaptés a notre probléme de nappe, et 'un des
travaux de cette these a été de développer une méthode multi-échelles originale, spécifique au cas
des nappes renforcées. On réalise dans le chapitre6 une analyse asymptotique formelle du probleme
de nappe fibrée. Cette analyse met en évidence les parametres macroscopiques qui interviennent
au premier ordre a I'échelle locale, ce qui nous permet de construire un modéle mésoscopique de
maniere rigoureuse. Ce probléme est résolu numériquement par la méthode des éléments finis :
on décrit le probleme discret ainsi que le calcul des transitions micro-macro dans le chapitre[7!.
Enfin, la méthode multi-échelles appliquée au cas de matériaux incompressibles est expliquée dans
le chapitre[8, et est validée par quelques tests numériques.



CHAPITRE

Construction d’'un modele multi-échelles
par analyse asymptotique

B Infroduction

La premiére partie de ce mémoire a présenté un modéle permettant notamment de prendre en
compte la résistance en flexion des fibres dans un matériau polymere renforcé. Cette modélisation
ne considére pas les efforts localisés dans la gomme au voisinage de ces fibres, qui pourraient pour-
tant avoir une importance non négligeable d aux fortes non linéarités en présence de grandes défor-
mations. Nous avons vu dans le chapitre 5 que les méthodes multi-échelles classiques ne semblent
pas adaptées a notre probleme de nappe.

Lobjectif de ce chapitre est donc d’étudier une nappe fibrée dans son environnement 3D avec plus
de précision, afin d’élaborer une stratégie multi-échelles qui soit a la fois justifiée et rapide. On pro-
céde pour cela en trois étapes :

¢ Dans un premier temps, la section|6.1/ présente le probleme mécanique continu servant de base
anotre étude. Nous y décrivons les hypotheses réalisées sur les grandeurs géométriques et méca-
niques, et en réalisons un adimensionnement ;

o Danslasection/6.2) nous commencons par réaliser un développement asymptotique a deux échelles
des différents champs d’inconnues du probléme continu. Nous détaillons une analyse asympto-
tique qui permet de dégager les termes ayant une influence non négligeable sur I'équilibre de la
structure. Cette analyse asymptotique n’est pas classique, dans le sens ou elle associe les notions
d’homogénéisation (dans le plan de la nappe) et de couche limite (dans la direction normale) ;

« Finalement, nous récapitulons les éléments formant la base de notre approche multi-échelles

dans la section[6.3. Nous y expliquons la maniere dont seront décrites les fibres et la gomme dans
la suite de cette partie.

143
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B 6.1 Formulation du probléme

6.1.1 Probléme mécanique - Décomposition de domaine

Présentation

Nous considérons dans tout ce chapitre une nappe fibrée noyée dans un milieu 3D, comme illustré
sur la figure[6.1. L'objectif est de déterminer le comportement limite d'une telle structure lorsque la
diametre des renforts fibrés tend vers 0.

Nous réalisons les deux hypothéses suivantes :

— Lécartement entre les fibres est supposé constant sur toute la surface de la nappe;

— Les fibres sont modélisées comme des tubes cylindriques, constituées d'un matériau isotrope tres
rigide par rapport a la gomme.

FIG. 6.1: Nappe fibrée d’épaisseur O(e) isolée dans une structure 3D

Ce type de probléme n’est pas classique. Habituellement en homogénéisation asymptotique, on
considere des géométries périodiques dans toutes les directions, comme celle représentée sur la

figure

< >

F1G. 6.2: Homogénéisation d'un composite fibré périodique
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Ce type de matériaux fibrés est étudié par exemple dans (Gardin et al., 1998) (matériau multi-couches
constitué de matériaux renforcés et d'un matériau de remplissage) ou (Grandidier, 1998) (empile-
ment périodique de fibres).

Dans notre cas, le probleme est effectivement périodique dans le plan de la nappe. Par contre, les
fibres sont tres rigides et forment une perturbation de taille € dans la direction transverse.

Notations

On se place dans I'espace physique E = R?, dans lequel on choisit un repére global orthonormé
(0,¢,,€,,e5). On considere une nappe fibrée infiniment fine de surface moyenne .%};,;, entourée par
un volume Q de gomme homogene. Nous supposons pour simplifier que la nappe est plane dans
sa configuration de repos. Pour fixer les idées, on se place alors dans le cas ot le plan de la nappe
correspond au plan (O, e}, e,), la direction des cables étant donnée par le vecteur e,, et le vecteur e,
indiquant la direction perpendiculaire dans le plan de la nappe. La surface %, et le plan de référence
P introduits au chapitre 2 sont alors confondus. Toutes les notations géométriques qui suivent sont
récapitulées sur la figure(6.3.

On note respectivement Qg et Qp les volumes de gomme situés au dessus et en dessous de la nappe
fibrée :
Q=QuyuQp

Le contour extérieur 0Q du solide est alors décomposé selon dQ¢" et 905"
— ext ext
0Q =0Q " uoQy,

Nous faisons I'’hypothese que ces volumes sont d’épaisseur constante selon e, et qu’ils sont définis
par:

Qu =S x[0;5] 6.1)

Qp = S x [-5;0] '
Le rayon des fibres étant supposé trés petit par rapport aux dimensions macroscopiques, nous I'adi-
mensionnons en le divisant par un petit parametre, noté €, qui caractérise le rapport entre les di-
mensions microscopiques et macroscopiques. L'écartement entre les cables est supposé dépendre
linéairement de ce méme parametre €. Par ailleurs, on définit également une épaisseur € ¢ autours
des fibres, correspondant a la zone dans laquelle les déformations de gomme peuvent varier rapide-
ment. Pour récapituler, les dimensions locales adimensionnées sont notées :

e : écartement entre deux fibres;
r : rayon d'une fibre cylindrique;
t : épaisseur de la couche renforcée.

Ces trois longueurs adimensionées permettent de définir la géométrie 2D de référence d'une cel-
4 : e
lule élémentaire QF,,

VER (Volume Elémentaire Représentatif). Par rapport a la réalité, elle est dilatée d'un facteur % Elle

caractéristique de la couche renforcée. Une telle cellule sera aussi appelée

comprend une section de fibre, notée Q¢, ainsi qu'un domaine constitué de gomme, noté Qg :

08, =Q0UQs

nap

Le contour séparant Q¢ de Qg est appelé I'c. Les bords extérieurs du VER sont quant a eux notés :

I'y : bord supérieur du VER;
I'p : bord inférieur du VER;
I'g : bord droit du VER;

I'z : bord gauche du VER.
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T'p e

9] < > nap

F1G. 6.3: Notations géométriques utilisées dans ’analyse asymptotique

Remarque : Nous avons supposé que la nappe est plane dans sa configuration de repos et que le
solide considéré est un pavé d’épaisseur constante H. Ces hypothéses ont uniquement été réalisées
pour alléger les écritures formelles de ce chapitre. La méthode élaborée sera tout a fait valable pour
des configurations plus générales.

6.1.2 Forme des déformations

La gomme composant les volumes Qg et Qp étant prise homogéne, nous pouvons supposer que
ses déformations seront "lentes" par rapport a I'échelle € L. Plus précisément, nous considérons que
les positions déformées des points matériels les constituant (notées x7, et x7)) ne dépendent que de
coordonnées macroscopiques

X = (X1, X2, X3)

et que leur gradient en X est petit par rapport a % Par contre, lorsqu’on se place pres de la surface
de la nappe %, les fibres constituent des hétérogénéités dans la gomme qui engendrent des défor-
mations variant rapidement. Pour modéliser mathématiquement ces variations microscopiques, on
introduit les variables locales

V3=1X, el-%

-1 _e.e

{ Yz_eﬁz €l-3:3
r.t

272

€
Les positions déformées des points de la couche renforcée (x¢ dans les fibres et fg dans la gomme)
dépendent alors des coordonnées (X, ,, Y) = (X1, X2, Y2, ¥3), et sont prises périodiques par rapport a
la variable Y, de période e. Le gradient de déformation vaut alors :

_ 0x 0x 10x

Vi= == = 6.2
275X T ox,, ey (6.2
avec
08 _ 0% o+ t 0 _0% o +3Lg
0X,, 0x| lax, 2 °© oy oy, 27y

Contraintes cinématiques

Les transformations x{,,x%),x¢ et fg dans les différents domaines ne sont pas indépendantes. Pour
les relier, nous faisont I'hypothése que les déplacements sont continus dans le solide. Ceci suppose
notamment qu’il n'y a pas de décollement entre les fibres et la gomme sur le contour I',.
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Nous imposons donc la condition sur le contour des cables : :
VXap € PYY €T, X((X,p, V) =x5(X,p, V) (6.3)

La condition de continuité entre fg et ﬁ] (respectivement fD) sur la surface supérieure .#; (res-
pectivement .#p) est plus délicate, car elle relie une transformation variant localement a une trans-
formation purement macroscopique. On peut alors remarquer que le multiplicateur de Lagrange
associé a cette condition de continuité correspond a I'effort exercé par le volume Q; sur la nappe.
Cet effort étant supposé varier lentement, cela signifie que le multiplcateur de Lagrange peut étre

pris constant a I’échelle local. Cela nous ameéne alors a imposer la condition de continuité entre x°

g
et x{,; (respectivement x,) uniquement en moyenne a I'échelle locale :
_ ?, X5, (Xop, Y2, )dYz = x3,(Xop, )
VXop€P, 2 (6.4)

f_ig X (Xop, Yo, —£)dYs = x5 (Xop, - %)

Dans la suite, nous notons respectivement Ai (Xop,Y), E](XzD) et 4% (X2p) les multiplicateurs de
Lagrange associés a ces contraintes.

6.1.3 Modeéle énergétique

On modélise la gomme et chaque fibre comme deux matériaux hyperélastiques, caractérisés par des
densités d’énergie w.(F) et wg(F).

Energie dans les fibres

Les fibres étant trés rigides, nous supposons qu’elles subissent des déformations assez faibles. Nous
choisissons alors de modéliser le matériau isotrope les constituant par un matériau de Saint-Venant
Kirchhoff:

we(F) = %/lc [Tr(g)]2 + e Tr (gz) 6.5)

ol e est le tenseur de déformation de Green Lagrange, et A, et . sont les coefficient de Lamé. On
rappelle que ces coefficients sont reliés au module de Young E. et au coefficient de Poisson v, par

les relations :
v E; Ecap

= Trvon-zva pe =

B 2(1+veap)

Le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff est alors donné par :

)
S

3
We _F [N Tr@l+2uce 6.6)

P = =F:
et = ag =

c 0

[

Energie dans la gomme

L'analyse asymptotique réalisée dans ce chapitre est valable pour toute gomme hyperélastique quasi-
incompressible. Nous notons wy la densité volumique d’énergie de ce matériau, qui pourra par
exemple étre 'une des énergies présentées dans la section2.1.2]

On rappelle que la gomme est supposée beaucoup moins rigide que les fibres. Ainsi, deux petits
parametres interviennent dans ce probléme :

— Lerapport € entre le rayon d'une fibre et les dimensions macroscopiques;

— Lerapport n entre la rigidité de la gomme et celle des fibres.
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Nous faisons ici I'hypothése que ces deux rapports sont dépendants, et que nous avons 1 =~ €> de
maniere a ce que le produit par 1 d'un carré de déformation d’ordre % donne une énergie dont la
densité volumique est en O(1).

Nous adimensionnons alors I'énergie de gomme en la divisant par €? :

wg(F) = ¢ wg(F) (6.7)

Energie totale de la structure

L'énergie totale de la structure est égale a la somme de trois énergie :
— L'énergie de gomme dans le volume Qy, notée Ey ;

- Lénergie de la nappe composite sur la surface .y, notée Eyqp ;

— Lénergie de gomme dans le volume Qp,notée Ep.

En tenant compte de I'adimensionnement de I'énergie de gommel6.7 et de la forme des volumes Qy
et Qp donnés par 'expression/6.1, les énergies Eyy et Ep sont données par les expressions :

B = [[[ w(vay)ax
Qu —
H
_ 2 2 €
= € ) wg |V |dX3 dXzp
PJO fe—
Ep = fff we (v | ax
o, S\=2

0
= 62 ffpf_ﬂ wg(fo:,) ng dXZD
5 _—

L'énergie de la nappe composite nécessite plus de réflexion, du fait des différentes échelles interve-
nant. Lénergie est calculée localement sur une cellule élémentaire Q7,,,, puis est moyennée dans la
largeur car on homogénéise dans le plan de la nappe, mais par contre est intégrée dans I'épaisseur.
La densité surfacique d’énergie obtenue, notée wyqp, est alors intégrée sur la surface #, :

Bup =[], wnon (L) axeo
ffym{ fffm,, — }dXzD
I A flet)or [ mlesorf s

Pour résumer, I'énergie totale de la structure s’écrit donc :

i [ e [ valsm)are [ wiwt)axieed [ wefwat)aro [ w(os)ar} ax,

: (6.8)

ot on rappelle que les gradients V.x; et Vixg dans la nappe sont donnés par I'expression/6.2 :

€ €
0x L1 0x;,

Vxez—c ES
<= 9X,, € oy
€ €
VX =ox,, e oy
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6.1.4 Equations d’équilibre

Chargement

Supposons que la structure est soumise a des densités volumiques de forces, valant respectivement
fe et f"j dans les volumes Q et Qp, ainsi qu’a des efforts surfaciques g et g sur ses bords exté-
rieurs OQ“” et 005"

D’apres 'adimensionnement 6.7, pour que la gomme puisse résister au chargement imposé, il est
nécessaire que les termes d’ordre 0 et d’ordre 1 de ces efforts soient nuls. Nous supposons alors que
les efforts ont la forme suivante :

fe[‘]=€2f?]+€3f§] (69)
fe :€2f2 +€3f3D :
€ _ 292 133

{ By=c 8y7¢ &y (6.10)
gD_e §D+€ &

Equations d’Euler-Lagrange

D’apres la forme de I'énergiel6.8, les conditions de continuité|6.3 et|6.4] et les expressions des efforts
[6.9/et’6.10, 'équation d'Euler-Lagrange correspond a I’équilibre de la structure s’écrit alors

Vi, (Xop, Y) Yo-périodique, &;,(X), &p(X), £, (Xop, V),

0x¢ 0x
el n ) e
p o =8\0X3p) 0Xy)

1 0xt 1 0x¢ 0x, 10%,
R e et LG
eJJoe=c\0X,, € 0Y) \0X,, € dY
N f[ ax 1 % ox 1 0x

Q=8 6X2D € 0Y

=8 =S lay
H
_ 2 .2 3.,31.% H
[e 8, t€ gU] 2y Xap, 3)

+_
0X,, € 0Y

N H
_ [ezé)ﬂsgz].%()(m_?)
H
2
— fo [52£Z+e3£3;]] .XU(XZD’XS)dX?,
0
2 £2 3 23] &

- f AE(XZD,Y) |2 X0, Y) = 2,(Xop, V)| dY

- Ay(X)- [ f xg(XzD,Yz,E)dyz—XU(X?_D,O)

[NJJEY mm

t
- ApX)- [ f (X2D,Y2,—§)dY2—§D(X2D,0) }dXZDZO (6.11)
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B 6.2 Analyse asymptotique du probléme

6.2.1 Développements asymptotiques

Les inconnues intervenant dans ’équation|6.11 sont dépendantes du petit parametre €. Pour com-
prendre I'influence de ce petit parmetre, on décompose alors les les champs de transformation et les
multiplicateurs de Lagrange sous la forme de développements limités :

X(Xop, Y) = x2(Xop) +€ xL(Xop, V) + €2 X2(Xop, V) +...
X6 (Xop, Y) = x2(Xop) +€ xL (Xop, V) +€2 x2(Xop, Y) +...
Xg(Xop, Y) O_g( 2D) 1_g( 2D 3 : Xg(X2p, Y) 6.12)
X5, (X3p) = x;(X3p) +€ x;;(X3p) + € x;;(X3p) +...

x5,(X3p) = x0,(X3p) +€ x,(X3p) +€* x7,(X3p) +...

A(Xop, Y) = A2(Xop, Y) +€ AL(Xop, Y) + €% A2(Xap, V) +...
A%y (Xop) = Agy(Xop) +€ Ay (Xop) +€” Ajy(Xop) + .. (6.13)
A5 (X2p) = A (Xap) +€ AL (Xap) + €% A% (Xop) + ...
Dans ces expressions, tous les termes intervenant dans les développement sont alors indépendant
de €. De plus, les fonctions )_cé, sont prises dans I’espace des fonctions Y> périodiques.
Ce développement fait I'hypothése que la variable microscopique n’'intervient que sur les correc-
teurs. Dans des cas simples, cette hypothése se vérifie classiquement par analyse a I’ordre —1.

Equation d’'Euler-Lagrange

Nous insérons alors les développements asymptotiques et/6.13 dans I’équation d’Euler/6.11:
Vzg (XZD) Y) YZ'périOdique» XU(XZD)»XD (XZD):XC (XZD) Y);

Z 0x° Ax! 0%
ff{ €2f P U 4e—Y 4. | =Y dXz
P 0o =¢\0X3, 0X3j 0Xsp

0 ax° ox! 0%
+esz =D e =D 4 =Rax
~4=g\0X3p, 00Xy 0X3p
+ elff P 0%, +6)_Ci Ox, +0£§ +e? 0%, +03_c§ (520 +laxc)dY
eJJae=c\|0X,, O0Y 0X,, 0Y 0X,, 0Y 0X,, € 0Y
0 1 1 2 - N
1 0x, 0x 0x, 0x 0%, 10X
+e3—ff£( g+ fl4e +— |+ == =2 ay
elJJos=¢g\|0X,, 0Y 0X,, 0Y 0X,, € 0Y
H
2 2 3 o
- [e 8yTe §U]'£U(X2D’E)
2 2 3 3 o
- [5 8,t€ ED]'ED(XzD,—E)
H
2
- 718 £ ) syt xoax,
0
- fH € 12 +€* 13 |- 2pon, Xa)d X
2
- fr [A2(Xon, Y) +€AL(Xop, V) + €42 (Xop, V) + ... ] - [2,(Xap, V) = £, (Xop, V)| dY
—  [A (Xap) + €A}, (Xop) + €212, (Xop) +...] - ! gfc(X Yo, D)dYs - &, (Xap,0) (6.14)
Au\A2D Ay\A2D Ayg\A2D e .28 2D 2)2 2~ Ay\A2D, .
2
— [AO(X ﬂl 212 1 gA _E s _
Ap(Xop) + €A, (Xop) + €A% (Xop) + ... | p X, (Xop, Y2, 2)de Xp(X2p,0)| tdXop=0
T2




6.2. ANALYSE ASYMPTOTIQUE DU PROBLEME 151

Conditions aux limites

On reprend les conditions de continuité des déplacements/6.3 et/6.4, et on les réécrit a chaque ordre :

— ATlordre 0, ces conditions aux limites nous donnent :
VXeP, x)(Xop)=xy3(Xap) = x(,(X2p,0) = x},(X2p,0) (6.15)
Dans la suite, on notera cette valeur commune To (Xop).

— Alordre 1, les conditions aux limites s’écrivent :

VY €Te, xp(Xop,Y)=x,(Xop,Y)
0

e X
LU
VXeP ¢ J2e xg(Xop, Yo, D)AYs = 5 —==(Xap,0) + x7,(Xop, 0) (6.16)
3
15 1 t , 0xp, 1
ez X, (Xop, Y2,=3)dY2 = =3 OT(XZD’O) +x,(X2p,0)
3
A partir del’équation d'Euler-Lagrange/6.14 et des conditions aux limites que nous venons de décrire,
la suite de ce chapitre a pour but d’étudier les premiers ordres en €, de maniere a discerner les termes
ayant un role significatif et adapter au mieux notre méthode multi-échelles. Les termes n’ayant pas

d’influence sur nos choix ne seront pas détaillés ici.

6.2.2 Etude del’'ordre 0

Premier terme : Pas d’efforts extérieurs

ATordre 0, le premier terme qui intervient dans/6.14/concerne les multiplicateurs de Lagrange :
V%, (Xop,Y) Y2-périodique,

ff{ [ &S(XZD’Y)'J_ACg(XZD,Y)dY
P I,

£
2

1 t
+ A% (X -—f %.(Xop, Yo, =)dY.
Ay (Xap) - ___g( 2D, Y2 2) 2

®

[T

1 t
0 1 . 1 _
+ Ap(Xep) ef_gzg(XZD,Yz, z)dYg}dXZD 0

En considérant des fonctions tests X ¢(X2D, Y) nulles partout sauf au voisinage des bords, on en dé-
duit facilement que :
VYeT,, Al(Xzp,Y)=0
VXypeP A% (X2p) =0 (6.17)
Ap(Xzp) =0

Tous les multiplicateurs de Lagrange sont donc nuls a 'ordre 0. Or les multiplicateurs de Lagrange
correspondent aux efforts exercés entre les différents domaines. On en déduit donc a 'ordre 0 :

— Les volumes Qg et Qp n'exercent pas d’efforts sur la nappe;

- La gomme de la nappe n’exerce pas d’efforts sur les cables.

Second terme : Déformation d'une section de cable

Toujours a 'ordre 0, en tenant compte du fait que Ag (X2p,Y) =0, on obtient I'équation d’Euler La-
grange sur une section de cable Q¢ :
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VXopeP, Vi (Y),

0%
—dy =0

f [ 6&%
Qe=c aXZD ay |’

Ce probléme local a comme inconnue le champ ﬁ en supposant

or?

=2D

connu, ce qui peut étre écrit

de maniére plus précise :

Pb 6.2.1 Probleme local sur une .(s)ection de cible a l'ordre 0

or’ I3
Etant donnésEl) ﬁ et F0 3%, —— fixés, trouver le champ x (Yz, Y3) tel que
VX, (Y2,Y3)

0x!
ffgff—c 0X1 ®e1 Bl Y3 2

Ce probleme n’est pas bien posé puisque la solution est définie a un mouvement rigide pres, mais

Ox 0%, ox
oy, et

ar Ox
6X2 6Y2

= YodYs; = 1
0Y3®€3 d zd 3=0 (6.18)

nous cherchons a déterminer la forme de '’ensemble des solutions gi possibles.

Pour simplifier les notations, commengcons par introduire le tenseur gradient de déformation F°
défini par:

1

§ £ (Xop,Y)
®e,+— ,Y)ee
2] aYg 2D £3

2D 6X1 2D 1

L Kom+ 2 (1)
—_— +_ ,
ax, Xen) + 5y, (Kep

ainsi que le tenseur de déformation de Green Lagrange :
0 Lot 0
& (Xop, V) = 5 (B 0o, V) F e, ¥) - I

Nous réalisons 'intégration par parties de I'équation/6.18|s’écrit :

f p )| e g, ey, AYedYs = f [P (F%)- n] 2dY
Qe=c="" aY ft Gy B 00¢ =
ff (B.E)-e )+i(P ()¢5 | - £, dYod Yy
¢ 6Y2 =" =2 oy 3
ou le vecteur n désigne le vecteur normal sortant a la bordure de la section.
On en déduit les équations d’équilibre :
V(YadYs) € Q° i(P (F%.e )+1(P (F%-e ):0 6.19)
Y, \=e=" 2 gy \=e =" 3= ’
VY eoaQl, P (F%)-n=0 (6.20)
_c =

ol le tenseur des contraintes P est relié aux tenseurs F° et e par I'expression[6.6
—c = =

Recherchons la solution (que nous supposons unique a un mouvement rigide pres) sous la forme
homogene en déformation : le tenseur gradient de déformations F° est indépendant de la variable
locale Y. Si on insere I'expression 6.6 dans I’équation[6.20} on obtient les conditions sur les compo-
santes du tenseur de déformation de Green Lagrange :

pouri#j, V(Y2 ¥3)€Qg, ef(Y2,¥3)=0
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ce qui signifie que la section du cable ne subit pas de cisaillement a I'ordre 0, donc les vecteurs
colonnes du tenseur F® sont orthogonaux (mais pas nécessairement normés). Dans la suite, nous

noterons :
d3(Xop) =F'(Xzp)-e,
O ¥op)+ 22 (Xop, 1)
= — + — ,
< 0x, P oy, P 6.21)
0 0 :
d3(Xop) = F'(Xap)-eq
_0xe
— 0Y3( 2D> )

On en déduit que les déformations locales du premier ordre )_Ci s’écrivent sous la forme de la trans-
formation homogene :

ar°
VXop € S VY €QS, xL(Xop, Yo, Y3) =1 (Xap) + Yo |d)(Xop) — o3 e | + V3 dS(Xop)  (6.22)
2

Par ailleurs, I'équation 6.20 implique également les relations :

Ae (€9 + €D, +ed) +2puced, =0
Ae (€9 + €D, +ed) +2pc e, =0

ce qui est équivalent a

A

0 0 c 0

€y =€3a=———"— ¢ (6.23)
22 = €33 20 + o) 11
—_—
Ve
oro |I°
ol e(l)1 = ” ﬁ — 1 est une donnée du probléme.
1

ar?
On en déduit alors que la norme des deux vecteurs Qg et Qg, orthogonaux a El) = ﬁ, dépend de la
1

norme de F (1) :

1220 = 2] = /1= ve+ve |0 (6.24)

Finalement, I’étude locale a I'ordre 0 nous fournit les informations suivantes :
— La section de céble ne subit pas de cisaillement a 'ordre 0;
— Sa transformation est de la forme[6.22;
— La norme des vecteurs orthogonaux gg et Qg est donnée par I'expression [6.24. En particulier, si
200 =1, alors a2 = 9] = 1
— Les degrés de liberté restant pour le cable a I'ordre 1 au niveau local sont : la translation r!, et la
or?

rotation des vecteurs orthogonaux dj et d3 autour de F = —.
— - 0X;

6.2.3 Etude del’'ordre 1

Premier terme : Pas d’efforts extérieurs

Alordre 1 dans la gomme, le premier terme qui intervient dans/6.14/concerne les multiplicateurs de
Lagrange :
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24 ¢(X2p,Y) Y,-périodique,

[[{ [ alcenn-s,0e0nay
P T,

1 e
+ A Oen) -~ f &, (XD, Yo, 2 )de

N N.@

1 t
+ i}j(xzD)-;fe_g(XzD, Yzy—i)de }dXZDZO

2

Comme cela a été fait a 'ordre 0 dans la sous section précédente, ceci implique que ces multiplica-

teur sont nuls :
VY€l A(Xep,¥)=0
VXzp € P Ay (Xap) =0
Ap(Xop) =0

On en déduit donc al'ordre 1:
— Les volumes Q et Qp n'exercent pas d’efforts sur la nappe;
— La gomme de la nappe n’exerce pas d’efforts sur les cables.

Second terme : Condition globale sur les cables

Le second terme qui intervient al'ordre 1 dans I'équation|6.14/fait intervenir les fonctions tests % . dé-
pendant uniquement des coordonnées macroscopiques Xop. Par analogie avec la forme de la tran-
formation a I’ordre 0, nous noterons ici ces fonctions tests 7 :

Vi (X1, X2)

A A

of
= 0 0 .
[f —C( (XI;X2)®€1 +42(X1,X2)®€2 +43(X1,X2)®§3) . [ ®el

® dX;dX, =0
oX, oX, )

OX

D’apres I'étude locale réalisée a I’ordre 0, on sait que :
V(X1,X2)€P, P (X1,X2)-e,=P (X1,X2)-,=0
'y} —C

L'équation précédente s’écrit donc:
Vi (X1, X5)

A

of
0 0 oL —
ff P (—(Xl,Xz) ®e +d, (X1, Xz)®e, +ds (X1, X2) ®€3) : O_Xl ®e; dXdX, =0
En intégrant par partie, on obtient alors la condition :
_ 9 or? 0 0
V(X1,X2) €P, ax, (& P \ax; — (X1, Xo)®e, +d,(X1,X2)®e, +d; (X1, X2)®e, ||, =0
En utilisant '’expression[6.6 du tenseur des contraintes, on en déduit alors que la quantité suivante
est constante le long de chaque fibre :
Ac (€9 + €9y +e33) +2u. e} = cste

D’apres la relation[6.23 reliant e, et €9, a €9, on en déduit que

0 _
Ecej, =cste

En supposant que les conditions aux limites sont choisies de telle sorte a ne pas imposer de com-
pression/traction aux cables, on obtient alors e(l)1 = cste = 0. Cela signifie que

|

650

— 6.25
X, (6.25)
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Nous reprenons alors la relation[6.24, et nous en concluons que les trois vecteurs orthogonaux g‘f =
0
r

dO et dO sont tous normeés.
OX

Finalement, I’étude local a I'ordre 0 et I’étude global a 'ordre 1 nous ont permis de montrer que les
sections de cables restent invariantes a I'ordre 1 et qu’elles ne subissent ni cisaillement, ni exten-
sion/compression. Leur transformation est caractérisée par le tenseur de rotation défini par

or°
R'(Xop) = —(XZD)®e1+d (Xop)® e, +d3(Xop) ® ey (6.26)

Remarque : Lordre 1 de I'équation [6.14 nous fournit également un probléme local linéarisé sur
chaque section de céble. Nous ne le détaillons pasici car il n’aura pas d’utilité par la suite.

6.2.4 Etude de l'ordre 2

De nombreux termes apparaissent a I'ordre 2 dans 1’équation d’Euler-Lagrange(6.14} On se limite ici
al’étude du seul terme nous intéressant, a savoir le probleme local sur la gomme a l'intérieur de la

nappe:

Pb 6.2.2 Probleme local sur la gomme a Uordre 2 (dans le repére global)
or°
00X,
Trouver x (Xop, Y) Yo-périodique, A 22 ~(X2p,Y), A u(X2p) et /ID (Xop) tels que:

. . 5 1,1 1 5
En un point macroscopique X,p € %, donné, on suppose que , X0y Xy €t Xy, sont fixés.

Vi < (Y) Y»-périodique,

1 ar° Ox
- P — + —
e[j;zeZg 0X,p aY

t
__A%J(sz)f X, (Xop, Y2, 5 )de——/l (Xap) - fexg(XZD’YZ’_E)dYZ =0

0x
ay? dY+f X(Xa, V) - £, (Xop, V)AY

sous les conditions aux limites :
VY €T, x,(Xop,Y)=x/(Xzp,Y)
i fz Xy (Xop, Y2,5)d Y2 = x1,(Xop, 0)
: fz Xy (Xzp, Y2,~5)d Y2 = x1,(X2p, 0)
Dans ce probleme local, on pourra tenir compte des résultats obtenus aux ordres précédents, a savoir

I'expression/6.22 des déformations locales d'une section de fibre :

or°
x.(Xop, V) =1'(Xop) + Y2 |dy(Xap) — ax; Kep) | + s d5(Xop)

et le fait que le triplet ( — do do) forme un repere orthonormé direct.

Ce probléme local sera décrit plus en détails dans la sous section[6.3.3] puis dans le chapitre 7.
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B 6.3 Choix de la stratégie multi-échelles

6.3.1 Déformations microscopiques dans la gomme

Nous avons vu dans I'analyse asymptotique de la section[6.2/ que les déformations mésoscopiques
de la gomme peuvent étre calculées au premier ordre en résolvant le probleme local non linéaire

PbH6.2.2.

Dans ce probleme local, il faut tenir compte des informations issues de ’analyse de la partie cables

aux ordres inférieurs :

— Chaque section de cable est invariante. Sa transformation a I'ordre 1 est donnée par |'expression
6.22] caractérisée par la translation r! et les directeurs orthonormés gg et Qg.

— Les fibres ne subissent ni compression/traction ni cisaillement a 'ordre 0, ce qui signifie que

or?
& = 4(1) = gg A Qg. On introduit alors le tenseur de rotation défini par I’expression[6.26:
1

R%(X2p) = d} (Xop) ® ¢, +d5 (Xop) ® €, +d3(Xap) ® €5

On peut noter que ce probleme local est invariant par translation et par rotation. On se place alors
dans le repere local de la section de cable (QO, Qg, Qg), en réalisant le changement de variable :

or°
%,, (X2, Y2, ¥3) = R (Xop) - | 23 (Xap, Y2, Y3) =1 (Xzp) + Y2 55, (Xep)
2

Avec ce changement de variable, le probleme local s’écrit :

Pb 6.3.1 Probléme local sur la gomme a Uordre 2 (dans le repére local)

En un point macroscopique Xop € %, donné, on suppose que LO (Xop), Ll (Xop), EO (X2p), gb(XZD) et
5}) (X2p) sont donnés.

Trouver x,,(Xap, Y), A2(Xop, Y), A%, (Xop) et A7) (Xap) tels que :

Vi Y) 12 -périodique,

lffP( ® +6£m® +0§m® (61_2@ +63_%® ay,dyY-
- e ®e, +—2L e, +—2@e,|: | —oe, +—®e
e ng =171 Y, =2 0Y3 =3 Y, =2 0Y3 =3 203
¥ f A2(Xop, V) £(Xop, Y)Y

I'c

1., 5 t
- E&U(XZD)' ZE(XZD,YZ,E)CIYZ

-3
1., 5 t
A3 (Xop)- f £(Gp, Vo, 3)dYs =0

3
sous les conditions aux limites :
V(Y2,¥3) €T, x,,(X2p,Y)=Yoe,+ Y3e,
VYs€[-5;5l, x,(5,Y3) = x,,(=5,Y3) + e F,(Xzp)
%f_z X,(Xop, Y2,5)dY2 = 5§, (Xop) (6.27)
L2, x,(Xon, Yo, ~DdYo = —5 € (o)

Grace au changement de variable effectué, le probleme local au point macroscopique (X2p) dépend
seulement des 9 degrés de liberté macroscopiques suivants :
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— La dérivée dans le plan de la nappe

0T alo 3
F,(Xop) =R (X2p) - T (Xop) €R7;
X

— Les quantités : (leur interprétation physique sera présentée dans la sous section|6.3.3)

0xY 2
£y (Xep) = B (Xap)- | 55 (Xop, 00+ 7 () (Xz0,0) = 1 (ap)) | € R
0T ox), 201 1 3
¢p(Xep) =B (Xop) | 52 (Xop, 0) + - (£ (X2p) ~ x5 (Xop, 0)) | €RY;

Nous détaillerons la résolution de ce probleme par la méthode des éléments finis dans le chapitre 7
de ce mémoire.

6.3.2 Description macroscopique des cdables

Nous avons montré dans 'analyse asymptotique de la section [6.2] que les sections de fibres ne se
déforment pas a I'ordre 0.

En se basant sur ce résultat, nous négligeons leurs déformations microscopiques aux ordres supé-
rieurs en €, et nous supposons ces sections totalement indéformables. Leur transformation s’écrit
alors sous la forme :
X8(Xap, Y) =1°(Xap) +€ Yod5 (Xop) +€ Y3d5(X2p)
sous la contrainte
VXyDe p,Vi,j =2,3, di(XZD) d;(XgD) = 6ij~

Cette simplification permet de calculer le comportement des fibres directement a I'échelle macro-
scopique. Nous les modélisons par des poutres en grandes rotations, comme cela a déja été réalisé
dans le chapitre 2.

6.3.3 Probléme complet a I’échelle globale

Cinématique macroscopique

Pour récapituler, avec 'approche multi-échelles que nous sommes en train de construire, les fonc-

tions variant uniquement a I’échelle macroscopique sont :

- J_C%(Xl, X, X3) : transformation de la gomme située au dessus de la nappe;

- J_C% (X3, X5, X3) : transformation de la gomme située en dessous de la nappe;

- r¢(X1, X») : position de la surface moyenne apres transformation;

- (45 (X1,X2))i=1,2,3 : directeurs des sections indéformables apres transformation, définissant la
rotation R¢(X1, X>).

Lorsque I'épaisseur tend vers 0, ces variables sont couplées par la relation
lim x7, (X1, X2,0) = lim x7,(X1, X3,0) = lim r¢ (X1, X)
e—0 €—0 e—0
et les déformations macroscopiques de la gomme 3D convergent alors vers la transformation
limx%(Xl,Xz,Xg) si X320
e—0™

x9,(X1, X2, X3) =
lin(l)ﬁ%(xl,XZ,Xg) si Xg <0
€—
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Si on le souhaite, on peut également construire une transformation macroscopique moyenne a tra-
. . . e e ¢ . .

vers la nappe par iterpolation quadratique entre r¢, x7; et x7,. Pour cela, on introduit la transforma-

tion suivante, qui prolonge les estimations précédentes dans I'épaisseur de la nappe par interpola-

tion : (illustré sur la figure[6.4)

x5,(X1, X2, X3) si X3 >es
Lo(B3)re (X1, X2) + Ly (B22) x5, (X3, Xa,€1)
X5,(X1, Xp, X3) = ch Lo 2K 6(;? XU_ Lo P (6.28)
D\cp, ED 1) A2, 62) S1 62— 3—62
Xx5,(X1, X2, X3) si X3 <—€%

ou Lp(.), Lo(.) et Ly (.) sont les trois polyndomes de Lagrange associés aux points —1, 0 et 1, définis par

Lp(Ys)=3Y3(Y3—1)
Lo(Y3)=1-Y5
Ly(Y3) = 3Y3(Y3+1)

Ei} (XZD) XS)

x4, (Xap, X3)

FI1G. 6.4: Transformation lissée ﬁw(Xz D, X3).

Cette transformation est bien définie et réguliere dans tout le voisinage de la nappe. On retrouve

alors la méme cinématique macroscopique que dans la partie I de ce mémoire, puisque les incon-

nues sont alors :

— La transformation ﬁw définie dans tout le solide 3D ;

- La position de la fibre moyenne 7€ et les directeurs (d?)i;])zy:—; caractérisant les rotations des sec-
tions indéformables des fibres, définis sur la surface moyenne de la nappe.

Par ailleurs, nous remarquons que cette transformation vérifie :

0

0xy; 2. 1
a—(XzD, 0) + — (x;;(X2p,0) — 1 (X2p)) + O(e)
X3 t

= R%-¢,(Xop) + 000

2 et
VXop € Fm, o7 I?VI(XZDy?)_E;/I(XZD;O)

et de la méme maniere

0

0xp, 2.1 1
—=(X2p,0) + = (r' (X2p) - x1(X2p, 0)) + O(€)
0X3 t

= R%-{ (Xop)+0()

e c €t
EM(XZD:O) _EM(XZDY _3)

2
VXZD € ym; —
€t
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Ce qui conduit au résultat :

2 €
— poT .
éU—g lg%; x5, (Xap, 2) x5,Xop,0)| = ll_r,%éu(ﬁw)
VXop € Fim, (6.29)
2 et
_p0T 150 % | € e €t . .
¢p =R lim— 1 X3, (Xop, 00~ xy (Xop, =) | = lim¢ ) (x})

Avec cette remarque, les déformations ¢ U(Xz p)eté b (X2p) transmise au probleme local peuvent étre
vues comme des estimations a 'ordre 0 de la dérivée transverse des déformations dans les parties
supérieure et inférieure de la nappe. La dérivée dans le plan de la nappe F, est quant a elle définie

par:
€ E
VXop € o, =lim—(X,p) = lim
=2 e—0 a 2 e—0 6 2

X (Xop,0) = lmE,(xf,) (6.30)
€—

Remarque : Les déformations é U(XZD) et i b (X2p) ne devront pas étre confondues avec les dérivées
transverses de la transformation limite 19\/1 :
ax?
& (Xop) # RT- =Z(Xpp,0%)
=U = an

0x
¢, (Xop) # R a;}g(XZD,O)

Energie macroscopique
Avec la cinématique qui vient d’étre décrite, 'énergie calculée a 1’échelle globale de la structure est

composée de trois termes :

¢ Lénergie de gomme homogene en dehors de la nappe, calculée de maniere classique par

Ecouches = w, (in/j)dX + w, (in,l) ax ;
Qu g fr— Qp g —

¢ L'énergie des fibres a section indéformable est donnée par

Ecab:fjl; wcab(fl»fz)dfld‘fZ ,

oll w4y est la densité surfacique d’énergie des fibres qui était déja utilisée dans le chapitre 2,
calculée macroscopiquement selon I'expression|2.41 :

1

Weab(§1,62) = (€1,82)-d(&1,82)

or
mb(af t Wfl (de(fl»fz), d;-'(fhfz)) ;

o L'énergie de gomme dans la nappe est quant a elle calculée a I’échelle locale, :
B = [ g (s £, @506, 50) dérd 631)

ol wgf,m est I'énergie locale minimum calculée par résolution du probleme Pb6.3.1 et moyennée
dans la largeur :

€

Whom (200 €, Wy 00) = 5 nt /] WU dedYy 6.32)

sous les conditions aux limites|6.27.
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Au final I'énergie interne de la nappe, qui était jusque maintenant approchée a I’échelle globale par
I'expression2.44, est donc calculée par

1 1
Enap =ffp{wgzm (Ez(J_CM)EU(&M)iD(&M)) i Wmp(V) + > wfl(ﬂ)} dgi1ds (6.33)

Remarque : Cette énergie pourra étre augmentée pour étre plus robuste de la méme maniere que
cela a été fait dans I'énergie 22 du chapitre 2.

6.3.4 Coercivité du modéle

Ce modele multi-échelles de nappe renforcée a été construit sous ’hypothese que la nappe est
"maintenue"” par des couches de gomme homogene supérieure Q; et inférieure Qp.

Les déformations macroscopiques transmises au probleme sur la gomme ne correspondent alors
qu’a des termes de membrane et de cisaillement, et nous négligeons les termes de flexion dans la
gomme intervenant a des ordres supérieurs. Ainsi, la nappe se présente comme un "fil" dans la di-
rection a, perpendiculaire aux fibres, qui résiste en membrane et en cisaillement, mais pas du tout
en flexion.

Mais nous noterons que ce modele n’est pas directement applicable au cas d'une nappe isolée. L'ab-
sence de résistance en flexion autour de @, dans la nappe a pour conséquence que I'énergie ainsi
construite n’est pas coercive dans I'espace K définie par I'expression 2.23|:

K= {(ﬁ,gi) € (H) x H(P)®) 0‘62}
ot H(.) = {y:P—» R3 telsque v;€ Hl(.)}.

Concretement, cela signifie qu’il existe des modes de déformation d’énergie nulle. Par exemple, si
on considére une nappe qui est plane dans sa configuration de repos, alors la configuration repré-
sentée sur la figure[6.5lest également d’énergie nulle : aucun cable n’est déformé et le probleme local
PH6.3.1 n’est soumis qu’a une rotation R fonction de Xj.

F1G. 6.5: Mode de déformation d’énergie nulle pour le modele multi-échelles de nappe fibrée sans
présence de gomme en parties haute et basse.

En conséquence, nous veillerons a toujours utiliser ce modele multi-échelles sur des problemes dans
lesquels la nappe fibrée est entourée par d’autres couches fibrées. A défaut, nous pourrons chercher
arégulariser I'énergie du probleme.
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B Conclusions

Afin de déterminer 'approche multi-échelles adaptée a I’étude d’'une nappe fibrée, nous avons réa-
lisé une analyse asymptotique du probleme en 'adimensionnant et en cherchant une estimation des
transformations sous forme d’'un développement a deux échelles.

Cette étude asymptotique nous a apporté deux informations ayant un réle important dans nos choix:

— La section des fibres ne se déforme pas au premier ordre. Nous avons donc choisi de calculer
les déformations des fibres directement a I’échelle macroscopique, en les modélisant comme des
poutres a section indéformable en grandes rotations, comme cela a déja été présenté dans le cha-
pitre 2.

— Les fibres ne subissent ni allongement/traction ni cisaillement a I'ordre 1. A partir de ce résultat,
nous avons construit un probléme local sur la gomme dépendant de seulement 9 degrés de liberté
macroscopiques. Ce probleme local permet de calculer les déformations locales de la gomme au-
tour d'une fibre a ’ordre 0, et remonte la moyenne des efforts a I’échelle globale.

Avec cette approche, nous conservons la méme cinématique enrichie que dans la partie I a I'échelle
macroscopique : on calcule une estimation de la transformation x9, de la gomme dans tout le solide
3D, et les directeurs (d;)=1,2,3 sur la surface moyenne #,, pour caractériser la rotation des sections
de fibres. Par contre, ce modéle nous donne accés a une description de 1'énergie générée dans la
gomme par des microfluctuations induites par le mouvement du céble.






CHAPITRE

Description du probléme local

B Infroduction

L objectif de ce chapitre est de décrire plus en détail la résolution du probléme local de gomme in-
troduit par I'étude asymptotique dans le chapitre 6.

Le principe général d’'un probleme local est le suivant : pour des déformations macroscopique don-
nées, nous calculons I'équilibre local en cherchant les déformations locales vérifiant "en moyenne"
ces parametres macroscopiques et minimisant ’énergie sur une cellule élémentaire. Une fois cette
résolution accomplie, on remonte a I'échelle macroscopique la moyenne de I'énergie locale, ainsi
que ces dérivées premiere (contrainte équivalente) et seconde (raideur équivalente) par rapport aux
déformations macroscopiques.

Le chapitre est organisé comme suit :

¢ Dans une premier temps, nous présentons en détails le probléme local continu dans la section
7.1]: sa géométrie et ses conditions aux limites sont rappelées, et nous écrivons sa formulation va-
riationnelle;

o Ensuite la section[7.2]décrit sa résolution numérique par une méthode d’éléments finis : nous dé-
taillons la forme du maillage utilisée et présentons les principales étapes de la méthode de Newton
locale;

+ Enfin, nous montrerons dans le section/7.3/comment peuvent étre calculées les dérivées de I'éner-

gie locale par rapport aux parametres macroscopiques a partir de I'équilibre obtenu par une mé-
thode de Newton.

163
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B 7.1 Formulation du probléme local continu 2D

Supposons que les déformations macroscopiques sont connues localement, définies par la transfor-
mation 3D x,,(X>p, X3), et les directeurs (d;(X>p))i=1,2,3 caractérisant la rotation d'une section de
cable. Nous noterons R(X>p) le tenseur de rotation défini par les directeurs (d;(X2p))i=1,2,3-

On considere la cellule élémentaire se situant en un point macroscopique X, p sur la surface moyenne
de la nappe, et on cherche a calculer a un mouvement rigide pres la transformation de la gomme a
I’échelle mésoscopique, notée x, (Xzp, Y). Cette transformation locale est liée a la transformation
de gomme

X, (Xop, Y) =1(Xzp) +€ R(X2p) - X,,(X2p, Y)

7.1.1 Géométrie d’une cellule élémentaire 2D

Une cellule élémentaire de gomme (appelée aussi VER), notée Qj aprés adimensionnement par e,
correspond a un petit échantillon de gomme a I’échelle d'une fibre autour d'un point macroscopique
Xop de la surface de la nappe. Cette cellule est décrite en se placant dans le repere orthonormé local
(d,,d,,d,) associé a une section de cable, en supposant que :

- d,(Xzp) estlanormale a la section du céble;

- d,(Xzp indique la direction perpendiculaire a la fibre dans le plan de la nappe;

- d4(Xzp correspond a la normale au plan de la nappe;

— r(Xpp) correspond a la position du centre du céble.

La géométrie du VER sont caractérisées par :

— une largeur e selon Qg, qui correspond a I’écartement entre deux fibres apres division par le para-
metre d’adimensionnement € ;

— une hauteur ¢ selon gg, qui correspond a I'épaisseur dans laquelle les déformations de la gomme
sont supposées varier rapidement, apres division de cette épaisseur par le parametre d’adimen-
sionnemente€;

— un trou circulaire de rayon r, qui correspond au rayon d’'une fibre apres division par le parameétre
d’adimensionnement €.

Dans cette cellule 2D, les coordonnées (Y5, Y3) dans le repere (d9, Qg) varient alors dans les intervalles

{veii

Nous désignons par Qg le volume du VER, et ses bordures sont notées :

suivants :

’
)

N~ N
[NSTENEST [\

— I'y : bordure supérieur de Q¢ ;

— I'p : bordure inférieure de Qg, ;

— I'g : bordure droite de QZ, ;

— I'z : bordure gauche de Q¢ ;

— T'¢ : bordure autours du cable, définie par :

FC:{(YQ,Y:-;) tels que Y22+Y32:r2}.

Ces dimensions sont récapitulées sur la figure[7.1
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2r

a3

r A’
< - Dy =

FIG. 7.1: Géométrie d'une cellule élémentaire 2D sur la gomme

7.1.2 Contraintes cinématiques

Parameétres macroscopiques

Comme cela a été démontré par 'analyse asymptotique réalisée dans le chapitre(6; la section de la
fibre peut étre supposée indéformable a I’échelle locale. La transformation de celle-ci est alors dé-
finie par la position r(X>p) de sa ligne moyenne et la rotation R(Xzp), envoyant le repere (e;, e, €3)
sur le triedre (d;, d,, d,). Ces déformations sont supposées connues a 'échelle locale.

Le probleme local étant invariant par translation et par rotation, nous avons alors montré dans la
sous section/6.3.3 que le probléme local sur x,, dépend seulement de 9 degrés de liberté macrosco-
piques en se placant dans le repére de la section de la fibre. Ces degrés de liberté sont :

— La dérivée dans le plan de la nappe

O (Xop0) €R (7.1)
3¢

— La dérivée transverse moyenne dans la partie supérieure de la nappe

T or T
F,(Xop) =R (XZD)'aé (X2p) =R (Xop)-
= 5 =

2 t
¢y Xop) = — RY (Xop) - (X (Xop,€ 5) = 2y (Xop, 0)  €R® (7.2)
— La dérivée transverse moyenne dans la partie inférieure de la nappe
2 4 3
¢, (Xap) = o R (X2p) - (x),(X2p,0) - x,(Xop, —€ 5)) eR’ . (7.3)

Dansla suite, ces parametres macroscopiques seront souvent rassemblés de maniére générique dans
le vecteur de taille np; =9:
F,(X2p)
F(X;p)=| §,(Xop) |€R? . (7.4)
¢, Xep)
En imposant aux déformations locales de respecter en moyenne ces déformations globales, nous
cherchons en fait une correction locale de la transformation macroscopique moyenne :

— Y3 Y3
Xy (Xop, Y2, Y3) = x,,(Xop,0) +€ Y2 F, (Xop) +€ 2_t(2 Y3-1)¢ (Xop)+e 2—t(2 Y3+1) ¢, (Xop) . (7.5)
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Conditions aux limites

La section du céble étant supposée rigide et définissant le référentiel utilisé pour caractériser x,,, on
impose la condition de Dirichlet suivante sur son contour :

V(Y2,Y3)el'e, x,,(Xop, Y2, Y3)=Yse,+Y3e, (7.6)

Dans la suite, on note Kj,. 'espace des transformations locale de carré intégrable, et dont le gradient
est de carré intégrable, qui vérifient cette condition aux limites :

Kipe = {Em eH! (Qz,), X, vérifie la condition aux limites\7.6\}

et K?oc I'espace des variations nulles sur I'¢ :
Kp,. = {%,, € H'(@Q}) telles que ¥ (Y2, Y3) €T, %, (Xap, Ya, ¥3) =0}

Par ailleurs, la dérivée dans le plan de la nappe F, estimposée par dilatation homogene et correction
périodique entre ' et Iy :

tt e
VY3€[—§;E], X (Xsz ,Y3) = xm(XZD,_E;YB)'i'eEZ(XZD) (7.7)

Les dérivées transverses ¢ y et '3 [, sont quant aelles imposées en moyenne sur 'y et I'p :

1 (3 t
! f x, (Xop, Vo )de=—6 (Xap) (7.8)
elJ_ 2=U

£
2

1 (2 t
—[ x,,(Xop, Yz,——)dyz --¢ (Xop) (7.9)
el 22D

7.1.3 Formulation variationnelle

Nous avons choisi d'imposer les conditions[7.7}[7.8et[7.9]avec des multiplicateurs de Lagrange, notés
respectivement A, (Xop, Y3) € HY2(T'g), A;(X2p) € R3 et A, (Xop) € R3.
Avec ces choix, le calcul du minimum de I'énergie a I’échelle locale

éff we dY (7.10)
4

sous conditions aux limites imposées se raméne alors au probleme d’Euler-Lagrange

Pb 7.1.1 Probleme local 2D continu

Trouver x,, (Xop, Y2, Y3) € K?oc vérifiant les conditions aux limites 7.7|7.8et 7.9, et Ap, (X2p, Y3), Ay (Xap)
et A, (Xop) tels que

Vi(Ys, ¥3) €K

1 Owg ox,, ox,, [ 0% 0% IV dY
‘ff OF (91‘8’31 0Y2®6’z Y, %)'(G—YZ®22+6—Y3®€3 2dY3
e e
- fzt ARL(XZD,Y:%)' [)_2(5, Y3)—X(—£,Y3)] dys
2

- AU (XZD) :

1 ot
_[ é(YZ; _)dYZ
elJry 2

- Ap(Xep)-

1 . t
—f ﬁ(Yz,——)de] (7.11)
elJr, 2

0
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Dans le cas d'une gomme compressible, nous admettons que ce probleme de minimisation sous
contraintes est un probléme bien posé. Par contre, un probléme se pose quand la gomme est modé-
lisée comme un matériau incompressible, c’est a dire lorsqu’on impose en plus la contrainte

V(Y,,Y3) € Qe, det(Vxy) =1

Dans ce cas limite, le probléme est bien posé a condition que les déformations macroscopiques n'im-
posent pas une variation de volume. La section du cable étant supposée indéformable, ses rotations
n’engendrent pas de variation de volume. Une condition suffisante assurant I’existence d'une solu-
tion locale incompressible est alors qu’il existe un relévement des conditions aux limites extérieures
qui respecte le volume global. Si on utilise le relevement moyen X, défini par I'expression|7.5, cette
condition suffisante s’écrit :

e Lt — —
L[ fz det(g1®g1+a£—M®g2+6£—M®g3) ay =1 .
te -¢J-1 oY, 0Y3
Par développement du déterminant sous la forme d'un polynéme de degré 1 en Y3 et apres intégra-
tion en Y3 qui annule la contribution du terme linéaire en Y3, cette condition s’écrit :

1
det(gl®g1+£2®g2+5(§U+§D)®%):1 . (7.12)

Nous supposons dans ce chapitre que cette condition d’admissibilité est bien vérifiée dans le cas o1
la gomme est incompressible. Nous décrirons dans le chapitre 8 la maniére d’assurer cette condition.

Lexistence et I'unicité de la solution du probléeme continu 2D PH7.1.1 étant ainsi supposées, nous
décrivons dans la section qui suit la méthode numérique utilisée pour sa résolution.

B 7.2 Résolution par la méthode des éléments finis

7.2.1 Discrétisation du probléme 3D

Maillage

Le probleme 2D continu PH7.1.1 pourrait directement étre résolu par une méthode d’éléments finis
classique. Cependant, la résolution du probleme locale est effectué dans un code éléments finis ne
manipulant que des probleme 3D. Par conséquent, nous adaptons légerement la géométrie et le
maillage utilisés :

Aulieu d’utiliser un maillage 2D discrétisant la cellule Q¢, nous travaillons sur un maillage 3D consti-
tué d’éléments finis hexaédriques. Pour tenir compte du fait que le probléme est 2D, le maillage ne
comporte qu’'un seul élément Q1 dans la direction d?, et on impose des conditions de périodicité des
déplacements entre les noeuds des faces avant et arriere (notées respectivement #r et #z). Dans le
plan (QO, Qg), nous choisissons des éléments finis Q,. Un exemple de tel maillage est représenté sur
la figure[7.2] 1l comprend des noeuds sur les milieux des arétes et au centre des faces sur ¥ et 3,
et ne comporte aucun noeud interne.

Les conditions aux limites7.7,/7.8 et[7.9 sont alors imposées uniquement sur les contours de la face
. Elles seront automatiquement satisfaites sur la face .#3 par périodicité.
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F1G. 7.2: Exemple de maillage utilisé pour la résolution du probleme local

Notations

Le maillage de Qg comprend NEj,. éléments, de taille moyenne h;,.. Nous notons N Nj,. le nombre
de noeuds situés sur la face #. Le maillage local étant constitué de seulement deux rangées de
noeuds dans la direction g‘l’ par construction, il comportera alors 2 NN;,. noeuds au total.

Pour gérer les conditions aux limites[7.6H7.9, nous introduisons en plus les notations suivantes :
— NUj,. : nombre de noeuds sur I'yy;

— NDj,. :nombre de noeuds surI'p;

— NRj, : nombre de noeuds sur I'g (et sur I';(X7));

— NCjyc : nombre de noeuds sur I'c.

Les déplacements étant nuls sur le contour du cable, les degrés de libertés correspondant aux 2 NCj,,

noeuds de cette surface sont supprimés. Le nombre de degrés de libertés non bloqués est alors noté

ndl =6(NNj,. — NCjo). Ces degrés de liberté sont répartis en deux catégories :

— Les degrés de liberté dépendant des conditions aux limites (périodicité entre #r et #5, périodicité
entre I'p et 'z, déplacement moyen imposé sur 'y et I'p). Ils sont au au nombre de

ndd =3 (NNjoc = NCioc) +3 NRjoc +6;
— Les degrés de liberté indépendants, au nombre de

ndi=ndl—-ndd.

Les vecteurs et les matrices utilisées suivent les notations suivantes :
-Ue R™" : vecteur complet des déplacements nodaux;
— W : Approximation de I'énergie continue(7.10};

ow

- F= U € R"! ; vecteur complet des forces nodales
W

- K= i e R™@*ndl: matrice de rigidité complete

Les conditions aux limites(7.77.9lsont alors récapitulées sous forme discrete par :
M-U-N-Q-C=0 (7.13)

olt M e Rddxndl et N ¢ Rndd*nm_Onnote R € R |e vecteur des multiplicateurs de Lagrange asso-
ciés a ces conditions aux limites. Par construction, dans notre probléme, il y a 9 parametres contro-

lant les conditions aux limites, donc n,; = 9.
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On présente dans ce qui suit une méthode pour résoudre le probléme local puis pour calculer les
dérivées globales. Cette méthode n’est pas optimale, puisque plusieurs degrés de libertés pourraient
étre supprimés. Mais I'objectif est ici de présenter une maniere générique de traiter I'échelle locale,
sans chercher a optimiser les calculs.

Probléme discret

On introduit le Lagrangien suivant prenant en compte I'énergie élastique et les conditions aux li-
mites imposées :
LW,RQ=WW)-R-|M-U-N-Q-C (7.14)

Avec ces notations, le probléme local discrétisé se rameéne alors au probleme d’Euler-Lagrange :

Pb 7.2.1 Probleme local 2D discret
TrouverU, . €R"! etR, . €R" tels que

oL
(gmm’—mln’ Q)
oy (7.15)

ﬁ(gmin’ﬂmin’g) =0

7.2.2 Méthode de résolution de Newton

La résolution du probléeme non-linéaire Ph7.2.1 est réalisée de maniére classique avec une méthode
de Newton-Raphson dans un code éléments finis. Les équations intervenant dans cette méthode
étant réutilisées dans la suite de ce chapitre, on les décrit brievement dans ce qui suit :

Lobjectif est d’atteindre I'équation|7.15 :

ow
On rappelle que F = U (U) représente le vecteur des forces nodales associée aux déplacements U.

En reprenant I'écriture(7.14 du lagrangien, le systeme d’équations 2 atteindre s’écrit aussi :

On procede par itérations pour atteindre ces équations, en recherchant a chaque étape I'incrément
de déplacements 6 U et les multiplicateurs R permettant de s’en rapprocher au mieux. Pour cela, on
exprime la variation 0 F des forces nodales en fonction de de déplacements § U grace a la matrice de
rigidité K du probléme :
FC+K-U-M"-R=0
{ ~M-(U°+8U)+ N-Q+C=

Ceci est équivalent a résoudre le systéme linéaire :

K -M")\(su)_ ~F° 6
_M 9 ' R - g'gc_g.g_g (7.16)
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On considere que la méthode de Newton a convergé lorsque la norme de I'incrément | §U || ou celle
du résidu ” FC-MT.R ” est suffisament petite.

Lorsque I'équilibre local est atteint par cette méthode, on dispose donc "gratuitement" (c’est a dire
sans faire de calcul supplémentaire) des quantités suivantes :

Le vecteur des déplacements nodaux U € R4l .

Le vecteur des multiplicateurs de Lagrange R € R"¢

ow
Le vecteur des forces nodales F = U € R,

2

La matrice de rigidité K = —— e R""*""".
= U

Nous décrivons dans la section suivante comment peuvent étre calculées les dérivées globales a par-
tir de ces quantités locales.

B 7.3 Calcul des dérivées globales

7.3.1 Calcul de la dérivée premiére

Pour un vecteur de déformations macroscopiques Q donné, on suppose avoir calculé I'équilibre lo-
cal correspondant par la méthode de Newton décrite dans la sous-section(7.2.2. On souhaite alors
calculer les "contraintes" équivalentes

OWpin _ OL 0U 0L OR oL
0Q ~oU 0Q 4R 0Q 9Q

SiI'équilibre local a été atteint pour les déplacements U, .. etles multiplicateurs R, , cela signifie
que I’équation[7.15 est satisfaite :

oL

ﬁ([—]min’ﬂmin’g) =0

oL

G_R(l—]min’ﬂmin’g) =0
On en déduit donc que la dérivée de I'énergie s’écrit plus simplement sous la forme :

ow, L
g’”(@ 30 WU pin Ry Q (7.17)

On reprend alors I'écriture du Lagrangien|7.14 :

LWU,R,Q=WU)-R-|M-U-N-Q-C
La dérivée premiere de I'énergie(7.17 s’écrit alors :

(7.18)

anll’l
Q= i
30 Q

7.3.2 Calcul de la dérivée seconde

En plus de la dérivée premiere calculée précédemment, nous souhaitons calculer la dérivée seconde
de I'énergie locale pour la transmettre a I'échelle macroscopique. Nous verrons dans la sous-section
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22 que cette "raideur” servira dans la résolution du probléme global avec une méthode de Newton-
Raphson.

Pour toute variation 6§Q du vecteur des déformations macroscopiques, on cherche a calculer la va-
2

leur de -6Q. Supposons que la variation §Q provoque des variations U, ;,, des déplacements

0Q?
etoR, .. du multiplicateur de Lagrange. D’apres’expression|7.18 de la dérivée premiére, on sait que
*w T
aQZ 6_Q:§ '6—Rmin (7‘19)

On déduit alors du systéeme|7.16 les nouvelles relations :

g _A:4T 6—Umin _ Q 2
o0 Jlem )7\ -xs0 (7.20)

min

On peut remarquer que |'on retrouve la matrice K qui a déja été construite dans I'équation7.16/dans
la méthode de Newton. Ainsi, lorsque la méthode de Newton a convergé, on va réutiliser la matrice
de rigidité calculée a la derniere itération pour calculer notre dérivée seconde.

On résoud donc les ny; = 9 systémes linéaires pour calculer les variations de déplacements asso-
ciées aux variations de chacune des composantes de Q :

_(8U 0

K.| —min — =

=\ R -N

—min —m

avec

1 n
oU in |_ oUt .. OU iy
M
R R, ... ORM

Une fois que 'on a calculé les ny, variations des multiplicateurs, on en déduit la dérivée seconde
recherchée par un calcul similaire a celui de la dérivée premiére :

62vain

a—QZ:NT'éR

—min

B Conclusions

Nous avons décrit dans ce chapitre la gestion numérique du probleme local :

— Larésolution du probléme local non linéaire par une méthode d’éléments finis a été détaillée;

— Nous avons également présenter une maniere générique permettant de calculer les dérivées pre-
mieére et seconde de I'énergie locale, en utilisant notamment la matrice de rigidité utilisée dans la
méthode de Newton locale.

Nous allons maintenant décrire dans le chapitre 8 la maniére de coupler les problemes mésosco-
pique et macroscopique, notamment dans le cas de matériaux incompressibles.






CHAPITRE

Méthode multi-échelles
et applications numériques

B Infroduction

Dans ce chapitre, nous procédons a une étude approfondie de la méthode numérique multi-échelles
issue de I'analyse asymptotique. Plus précisément, le chapitre 6 nous a permis de distinguer les
quantités macroscopiques ayant un role significatif a I'échelle mésoscopique et nous ont conduit
a conserver la cinématique macroscopique utilisée dans la partie I de ce mémoire.

Notre objectif est maintenant de décrire la stratégie globale de calcul multi-échelles, et de détailler en
particulier la gestion de 'incompressibilité. Pour cela, nous avons divisé le chapitre en trois sections :

o Dans un premier temps, nous présentons dans la section |8.1|les problématiques apparaissant a
I'échelle globale lorsqu’on souhaite calculer 'énergie de gomme a une échelle inférieure par le
probléme local décrit dans le chapitre 7. Ces difficultés concernent la gestion de I'incompressi-
bilté aux deux échelles, la coercivité du modele et le cotit des calculs. Nous décrivons une méthode
multi-échelles permettant de bien prendre en compte ces éléments;

o Par la suite, nous réalisons une analyse numérique du modele multi-échelles construit dans la
linéarisé autour d'une configuration plane, moyennant une hypothése de compatibilité entre
éléments finis. Cette étude a pour objectif de vérifier que les problemes sont bien posés aux deux
échelles, et que la stratégie de discrétisation proposée garantisse que la solution du probleme dis-
cret converge correctement vers la solution continue;;

o Enfin, la section[8.3/ présente quelques résultats numériques sur des problemes dans lesquels la

gomme possede un réle important dans le comportement global de la nappe fibrée. Ces tests nous
permettent de valider la méthode multi-échelles élaborée.

173
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B 8.1 Méthode multi-échelles pour une matrice incompressible

8.1.1 Problématique

Notre objectif est ici de modéliser une nappe fibrée de maniére multi-échelles. Nous conservons
dans cette section les mémes notations que celles introduites dans le chapitre 2.

Comme nous 'avons montré dans la section[6.3, la cinématique globale résultant de notre analyse
asymptotique reste la méme que celle qui était utilisée pour notre modele macroscopique (cf cha-
pitre 2). On en rappelle ici les principales caractéristiques :

La nappe est modélisée comme un milieu continu 3D ou évolue la gomme, décrit par la position
déformée x,,, couplé a une surface sur laquelle le comportement des fibres est décrit par leurs posi-
tions déformées r et leurs directeurs (d;) ;=12 3.

Avec cette description cinématique, les inconnues continues sont donc :
- La transformation x,,(¢;) dans le volume de référence Q;
- La position de la fibre moyenne r(¢,) et les directeurs {d, (¢ a)}izl » 3 sur le plan de référence P.

Nous supposons par ailleurs que la position r de la fibre moyenne des cables est héritée de la défor-
mation globale x du milieu continu en ce point :
V(1,82 €P, r(1,82) =x,,(61,82,0) , 8.1)

et que les directeurs sont contraints par la relation d’orthogonalité

V(&1,¢2) €P, d;(61,62)-d;(61,62) = 6ij (8.2)

p

A=
2 (

F1G. 8.1: Distribution continue de cables dans le plan médian de la nappe.

D’apres I'analyse réalisée dans le chapitre 6, I'énergie totale de la nappe peut alors étre approchée
au premier ordre par I'expression|6.33|:

| RS 5 1
Enap =ffp{wg3]m (EZ(EM){U@M@D@M)) + - Kii i = von)” + — wfz(w} de1dss
a laquelle se rajoute I'énergie développée par la déformation de la gomme dans les volumes

inférieurs Qg et Qp.

On rappelle que I'énergie de flexion wy; est donnée typiquement par

EI GJ EI
My _ =22 =2 ~ 2 =
wfl(iirij)— oo (45 + tg) + e up + e

(ii,l‘ii)er(ii,z‘ii)z] :
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ol les #i; sont définis par 'expression[2.45 :

it =4 (ddy )+ (d - -]
=3 () dy-df- ) +3(di-d,-a )
=1 1
2 2

w=1(d) d,- d‘f’-gg)z +1(dy-a, —QS'-Q?)Z

Le dernier terme de I'énergie est un terme qui s’annule quand la contrainte d’orthogonalité est par-
tout vérifiée, et qui garantit une coercivité globale de I'énergie méme si cette contrainte n’est pas

vérifiée.

L'énergie de gomme wgom est quant a elle calculée localement selon I'expression|6.32|:

€

3
Wb (EGiap 4y iap €, ap)) = = LT f  weVandodY; (8.3)

Pour résoudre numériquement le probléme de minimisation del’énergie sous un chargement donné,
on discrétise la géométrie de la nappe avec les mémes éléments finis que dans le chapitre 4 : nous uti-
lisons des éléments finis 3D Q2 (hexaedres a 27 noeuds) pour la transformation x,,, et des éléments
finis 2D Q2 pour les directeurs {d l.}i:my3 (cf figure[8.2). Nous devons alors déterminer comment in-
tégrer numériquement ’énergie dans ces éléments finis.

® Noeud de déplacements

¥ Noeud de rotations

F1G. 8.2: Eléments finis Q2 utilisés pour discrétiser la nappe fibrée.

* Comme cela était fait dans le chapitre 4, I'énergie des cébles est calculée avec une sous intégration
partielle du terme de membrane. Nous avons démontré dans les chapitres 3 et 4 que cette méthode
d’intégration permet d’éviter les phénomenes de verrouillage numérique en cisaillement;

* Un maniére intuitive de calculer numériquement I'énergie de gomme|8.3/est de résoudre un pro-
bleme local a chaque point de Gauss de la surface moyenne de la nappe, comme représenté sur la
figure/8.3]
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FIG. 8.3: Intégration de I'énergie de gomme : un probléme local par point de Gauss 2D.

Mais cette méthode d’'intégration de I'énergie de gomme présente trois défauts majeurs :

o La gomme est modélisée dans notre cas comme un matériau quasi-incompressible. Sa densité

volumique d’énergie peut alors étre écrite sous la forme : (cf chapitre 2)
K 2
wy(E) = wine() + 7 (det(E) - 1)

A la limite quand € tend vers 0, la gomme devient totalement incompressible. Dans ce cas, si les
déformations globales transmises a 1’échelle locale ne sont pas isochores, c’est a dire ne respectent
pas le volume global de la cellule Qg, le probléme local pourra étre mal posé et ne posséder aucune
solution.
Inversement, si on impose aux déformations globales x,, d’étre isochores en tout point de Gauss
de la surface moyenne .%#,, il est évident I'on risque de créer un verrouillage numérique au ni-
veau discret global en le rendant trop rigide aux changements de volume. Ces deux considérations
semblent donc contradictoires. Nous allons proposer une solution originale a ce probléme dans
la sous-section[8.1.2;

+ Comme nous l'avons précisé dans le chapitre 6, 'énergie ainsi calculée n’est pas coercive sur l'es-
pace des transformations globales K, car la flexion perpendiculairement aux cables n’est pas du
tout prise en compte. Nous décrivons dans la sous-section/8.1.4 une légere modification de I'éner-
gie permettant de la rendre coercive;

o Enfin, la résolution de 9 problemes locaux par élément fini macroscopique est trés cotiteuse dans
le cadre d'une utilisation industrielle, il serait préférable de diminuer le nombre de problemes
locaux a résoudre. Grace aux modifications introduites dans les sous-sections(8.1.2 et/8.1.4] nous
présenterons une méthode numérique plus rapide dans la sous-section[8.1.5.

8.1.2 Gestion de I'incompressibilité

Comme nous venons de la préciser, des difficultés apparaissent dans notre méthode multi-échelles
lorsque la gomme devient incompressible. Pour garantir que le probleme est bien posé et une bonne
convergence de notre modele dans ces cas limites, la prise en compte de I'incompressibilité doit étre
gérée a trois niveaux :

— AVYléchelle locale;

— Aléchelle globale;

— Dans les transitions entre les échelles.

Nous décrivons chacun de ces aspects dans ce qui suit.
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Incompressibilité dans le probléme local

Au niveau local, comme cela a été décrit dans le chapitre 7, nous approchons autour de tout point
Xop de la surface moyenne la transformation de la gomme par

Xy(X2p, Y) =1(Xop) +€ R(X2p) - X, (X2p, ¥)

oule champ x,, estsolution du probléme local Pb6.3.1/de minimisation d’énergie sous les conditions

aux limites|6.27 :
V(Yz2,V3)ele, x,,(Xop,Y)=Yoe,+Yse,

tt e e
VYse[——;=], x, (=Y3)=x_(—=,Y3)+eF, (X
3€ [ > 2] _m(2 3) =X,,( 5 3)+eF,(X2p)
\ 1fix(x Yt)dY—tff(X)
e _g_m 2D 2)2 2_2—U 2D
¢
1f2 Xop, Yor—)dYs = L & (Xop)
- x Yo, —— =-c
o | o EmlA2D, Y2, =5)aYs 5 $plA2D

2

Dans cette expression, nous rappelons que la rotation R est la rotation qui envoie le triedre des di-
recteurs de sa position initiale a sa position actuelle, et que les quantités F,(x,,), ¢ oy &) et S X
sont définies par:

or
F,(x,,(X2p) =RT(Xop) == (Xap) = (XzD) —(X2D,0) eR’ ;
= 0¢2 3¢

¢,y (Xop) = % R"(Xap)- (xM(XzD, —) - x),(X2p,0))

X =%R (XgD)f a—(XzD,GYs)dYs E[R3; (8.4)

¢, (xy (Xap) =€—R (X2p)- (xM(XzD,O) :_cM<X2D,—%t))
-2R (XzD)f —(sz,eyg)dya eR® .

Ces parametres sont rassemblés dans le vecteur des déformations macroscopiques

F,(xy)
Eppy)

La gomme est modélisée comme un matériau quasi-incompressible homogene classique. Sa densité
d’énergie peut par exemple étre choisie parmis celles décrites dans le chapitre 2. Pour fixer les idées,
on note son énergie de la forme :

2
wg(E) = winc(E) + (det(F) 1)
ol le gradient 3D F est défini par I'expression

6x ax

F=e ®e, +—2®e,+—2g
= -1 a+ Y, Lot 0Ys

2

Ce probleme local est résolu par une méthode d’éléments finis comme cela a été décrit dans le cha-
pitre 7, dans laquelle le terme de pénalisation de I'incompressibilité est sous-intégré de maniere
classique, pour éviter tout verrouillage numérique. Typiquement, pour des éléments quadratiques
Q2 en déplacements, nous choisissons de réaliser une sous-intégration P1 de ce terme d’incompres-
sibilité, a savoir on projette d’abord det(F) sur I'espace P1 avant de 'intégrer, comme représenté sur
la figure[8.4, B
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¢ L J
L] L J ®
A A
@ L @

® Noeuds de déplacements

A points d’intégration du terme d’incompressibilité

FIG. 8.4: Sous-intégration P1 du terme d’incompressibilité dans un éléments fini Q2 en déplace-
ments.

Lorsque le module de compressibilité x tend vers I'infini, la gomme devient totalement incompres-
sible. Dans ce cas limite, il est nécessaire que les conditions aux limites conservent le volume de la
cellule élémentaire pour garantir I’existence d'une solution :

e I3 e r
1 (2 [z 1 (2 [z 1 0x 1 0x
— det|(Vx deY:—f f det(e ®e, +— —Lge +—;m®e)deY=1.
tef_gf_ir (:m) 2073 tel-gJ-: -17 =1 € 0Y, =2 € 0Y3 =3 28

Comme nous 'avons vu en[7.12} une condition suffisante d’admissibilité sur les déformations glo-
bales s’écrit simplement sous la forme :

1
Ciso(F) = det(g1 ®e +F,®e,+ 3 (§U+§D) ®g3) =1. (8.5)

Incompressibilité a I'échelle globale

Comme nous venons de le voir, la prise en compte de I'incompressibilité ne peut pas se limiter a
I'échelle locale. Pour garantir I'existence d'une solution locale, les déforations globale x); doivent
satisfaire la condition d’admissibilité locale/8.5 a chaque point de la surface moyenne de la nappe ot
est résolu un probléeme local.

Pour satisfaire cette condition, la maniere la plus simple est de pénaliser la condition d’admissibilité,
comme cela serait fait pour une matériau quasi-incompressible homogene classique :

K
Egom = f fp Wi (F(x,))déq + f fp ~ (Ciso(Exy) 1) déa (8.6)

ol wg,,, représente toujours I'énergie de gomme calculée localement moyennée dans la largeur :

; es .
V(1,E) €P, wyyy, (E(zM))=;£gllch f fQ : wg(VXm)dYzdYs .

Cependant, il est bien connu cette contrainte globale ne peut pas étre imposée en tout point de la
nappe, car cela provoquerait un verrouillage numérique lors de la résolution numérique.

Le terme de pénalisation de 'incompressibilité globale doit donc étre sous-intégré, ce qui signifie
que implique que les déformations globales transmises a I’échelle locale ne seront pas exactement
isochores. Cette sous-intégration sera spécifiée plus loin.
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Projection dans la transition macro-micro

Lidée originale permettant de traiter localement les matériaux incompressibles malgré une sous-
intégration a I’échelle globale est d’'inclure une projection sur I'espace des déformations isochores
dans la transition entre les échelles.

Nous notons P*° : R? — R? la projection moindres carrés sur la variété non linéaire des vecteurs véri-
fiant la contraintes non linéaire/8.5. Le projeté F'*°(x M) = PO (F(x 1)) est défini comme la solution
du probléeme :

Pour un vecteur F(x,,) € R® donné, trouver F'*° € R? qui minimise
Fiso_ F(xM)‘z

sous la contraintel8.5
Ciso(E") =1 .

Le probleme d’Euler-Lagrange non linéaire correspondant s’écrit :

Pour un vecteur F(x,,) € R? donné, trouver F'*° € R et 1'5° € R tels que

i i aClso
Fiso _ [ — )iso 2180 (pisoy —
Fiso_ F(x,,) E = o)

Ciso(F™%) =1
Le projeté Fis° = piso (E(x,,)) est ainsi calculé en résolvant ce probleme par une méthode de New-
iso
ton. Une fois ce calcul réalisé, nous pouvons calculer ses dérivées premieres directionnelles —— 6F (F is0y).

2 piso
e; et secondes

(Fis0): (e; ®e;) par résolution des équations linéaires issues de/8.7!:

iso 020”0 aBiso aCiso aliso B
/’l |, |-— | —-e.|=¢.
Vie[1;9] = oF? |\ 0F | 9F \'oF ) 7
o 6Ci30'aplso
oF oF &~
PR N LN I
= 652 652 =t =] 6£ 652 =1 =]
o aPiso . 6301'30 aPiso 0201’30 6/1”0
Vi, jel[l;9], < == . ALso = .. . .e.
JelL;9] oF = [ oF3 oF = OF? (65 g’)
aciSO 0 Btso . 6£iso 0201'80 asto _
OF  oF? ‘@i@gf”( oF '—i)' OF? ( OF -g].)_o

Nous résolvons ensuite un probléme local dépendant maintenant des parametres macroscopiques
Fiso = piso (E(x,,)), qui calcule les quantités (voir chapitre 7) :

own =~ Pwn,
gom(FlSO) , aFgl-(:;n (EISO) et aFlf;);n (EISO) .

Nous en déduisons alors les dérivées de I'énergie locales par rapport aux déformations globales par
une formule de dérivée de fonctions composées classique

owm ) 0 iso T m
gom i gom
———— (PS°(F =|——|F . -
s (o (e12,) = | % ()|
azwm ) aZPZSU T owm 6Piso 02 opiso
___"80m piso _|12L£ T gom £ gom.
oz (2 () ( TELk: )) opio | ap E@)| 2 ( °F (F(zM)))
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Lutilisation de la projection P**° est trés importante a deux points de vue :

— A I'échelle mésoscopique, elle permet d’assurer que le probleme local incompressible est bien
posé;

— ATléchelle macroscopique, elle permet de ne pas imposer une incompressibilité exacte a chaque
point de la nappe ou est appelé un probléme local. Cela évite les risques de verrouillage numé-
rique, quelque soit le nombre de problémes locaux réalisés.

8.1.3 Traitement modifié de la condition d’incompressibilité

Placons nous dans le cas de fibres d'un diametre faible (c’est a dire € < 1).
Puisque le déterminant est invariant par rotation, le terme c; s, (F) peut se réécrire :

1
Ciso(F) = det(ﬁl ®e tE,8¢e+ 2 (§U+§D) ®es

1
= def(§‘€1®€1+§‘£2®€2+5§'(§U"‘§D)®§3

Sil'on reprend les définitions(8.4 de F 2 é U et é Ly hous en déduisons :

1 [z 0x
(£2D)0)®ez+ (_ _(€2Dr€ YS)dY?a

Ciso(F) 8¢

delf(dl (é-ZD) ® e]_

-3

Le diametre des fibres étant supposé tres petit, leur résistance au cisaillement est trés grande. Comme

)

dxM
— ($2p,€ Y3) ®§3) dYs
0¢3

05

det(d (E2p)® e, + —2L(Eap,0)® €, +

05

L
2

or

nous I'avons vu dans le chapitre 3 de ce mémoire, nous aurons alors d; trés proche de F, = f =
1
0X ),
981 1,=0
=M (¢5p,0) = d, (E2p) + OE)
65
00X,  0x,,
Par ailleurs, comme cela a été montré dans le chapitre 6, les derlvees — et F sont supposées
1

varier lentement dans I'épaisseur de la nappe :

0x 0x
=M (&p,e ¥3) = =2 (&5p,0) + Ofe)

VY€ [_E;E] 666 aaf
22 y(fw,eyg) E(€2D,0)+O(€)

Nous déduisons de ces deux approximations le résultat suivant :

Ciso(F) lf
iso\L. r ]
_ lf
= |
_ lf
= il

€

0X ), 0X ),
—(2p,0)®e, + y(sz,G ¥3) ®§3) dY3+O0(e)

0X ),

65

NS s

0x
de t(—(csz,e V) ®e + -2

% 1§ (éZD,€ Y3)® 33) dYs; + O(e)

(€2D!€ YS) ® 92

05

NI~ o~

det (VngM) dYs+ O(e)

(Y
o
o~

Il
| —
~
| °
NS N

det (VngM) dés+ O(e)
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Ainsi, lorsque I'épaisseur de la nappe est suffisamment faible, le terme de pénalisation de la condi-
tion d’admissibilité présent dans I’expression/8.6 peut étre remplacé par I’exigence plus forte :

Kg
[fp?(ciso(ﬂ(ﬁM))— dég = —fff det VsDxM)—l) désp + O(e)

Finalement, I'énergie de gomme utilisée a 1'échelle globale pénalise I'incompressibilité 3D comme
cela serait fait pour une matériau quasi-incompressible homogene classique :

Egom = f fp g (F*7 6y ) dEa + 5 f f f (det (Vapxar) 1) désp | (8.9)

ol Wy, représente toujours I'énergie de gomme calculée localement moyennée dans la largeur :
iso 63
V(& eP, wm [F°x inf f We(Vx,)dY>dYs .
(61 62) gom ( ( M)) e x |CL(F”0) g( m) 2 3

g

8.1.4 Coercivité de I'énergie globale

La deuxieme limite de notre modele est qu'il n'est pas coercif dans le cas ou1 la nappe n’est pas en-
tourée par d’autres couches de matériaux. Plus précisément, il ne prend pas en compte la flexion de
la nappe perpendiculairement aux cébles, ce qui autorise des modes d’énergie nulle comme repré-
senté sur la figure/8.5|

FI1G. 8.5: Mode de déformation d’énergie nulle pour le modéle multi-échelles non coercif

Ce phénomene vient du fait que le gradient dans le plan de la nappe, noté F,, est supposé constant
dans I'épaisseur lorsqu’on calcule I’énergie de gomme a I’échelle locale.
Dans le modele global de nappe isolée qui a été présenté dans la partie I de ce mémoire, ce probleme

X
n’apparaissait pas car I'énergie de gomme introduite controlait les variation de O;M dans1épaisseur

2
de lanappe. Méme si la résistance de la gomme en flexion est faible, cela suffisait a rendre le modele
coercif.

Pour rendre notre modele plus robuste lorsque I'épaisseur de la structure est petite indépendam-
ment de la présence éventuelle de couches supérieure et inférieure de gomme, nous souhaitons
donc conserver "un peu" d’énergie de gomme calculée a I’échelle globale. Nous rappelons que la
densité surfacique d’énergie de gomme proposée dans une approche purement macroscopique était
donnée par2.42:

€t

M 2 1
wgom(ﬁM;di) = wmc(va)dffS + chaupl (d -F (xM))

_€t pr—
2



182 CHAPITRE 8. METHODE MULTI-ECHELLES ET APPLICATIONS NUMERIQUES

Nous choisissons alors de remplacer la densité la densité surfacique de gomme wygy, ,,, calculée loca-
lement selon[8.3] par I’expression équivalente a la limite € — 0

wgi)m (Eiso(zM)) — a w%m (ﬁM’di)'i_ wglom (Eiso(EM))_a %(ﬂim(ﬁj\/])) . (8.10)

Ici @ « 1 est un petit parametre, et wé‘!{,m correspond a l’énergie calculée a I’échelle globale lorsqu’on
considere que la dérivée dans le plan de la nappe F, est constante dans I'épaisseur :

€t

— 2 1
W%m (EESO(EM)) :/ Winc(F SO(XM))dEB + choupl (d il (xM))

0|2

Lutilisation combinée de I’écriture pénalisée/8.9 et de la forme régularisée[8.10/de I’énergie de gomme
locale conduit a notre définition finale de ’énergie multi-échelles de nappe :

Emb Efl
Enap = ff Kmb(Ul_Vol) d52D+ff Wf1d52D+ [/f det VSDXM)—I) désp
+ffpaw§4OM(£M’gi)+ gom(F”O(x )) awgom(ﬁlw()_c ))d€2D . (8-11)
Egom

Dans cette nouvelle énergie, nous pouvons alors remaquer deux choses :

- Le terme «a wg om(X),) permet de prendre en compte la variation des déformations dans
I'épaisseur, donc assure formellement une coercivité locale;

- Le paramétre a étant choisi petit, nous pouvons supposer que le terme wyy,,,, (F 150)—q wt (F iso)
est toujours positif, ce qui signifie que la contribution de I'’énergie microscopique est toujours po-
sitive.

Avec la nouvelle énergie coercive 8.11, calculée localement, le probleme multi-échelles continu ré-
duit a I’échelle de la nappe unique s’écrit de la méme manieére que le probléeme global Ph2.4.2]:
Pb8.1.1 Trouver((g,gi);é) € K x &3, tels que

6G
6d

0Enap

V(x,d)ekKy , S

] (Co)déq = F(x)
(8.12)

V(1,é)€eP Gld;1(¢1,62) =0

Dans le cas d'une nappe noyée dans une structure tridimensionnelle, il convient de rajouter al’éner-
gie Eyqp I'énergie tridimensionelle

Ecouches:f:/‘fQ wg(va)d63D+fff§2 wg(va)déi-}D

8.1.5 Probleme discret - Diminution du co(t des calculs

Reprenons la discrétisation par éléments finis décrite dans le chapitre 4 et rappelée dans la sous-

section/8.1.1.

Nous avons vu dans le chapitre 3 que cette énergie ne doit pas étre intégrée de maniére exacte avec
des éléments finis standards. Pour éviter le phénomene de verrouillage numérique, il est nécessaire
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de sous-intégrer le terme d’énergie de membrane des cables. Comme cela a déja été fait dans le cha-
pitre 4, on introduit un parametre p, appelé coefficient de sous-intégration, et on approche I'énergie
de membrane des cables par :

El

-~ N -

1 NE i1
P fp;K{?b(w —v)? dép+(1-p) Y, IIEIEK{?}’ < v — voi >2
K B e=1

Emp gt ,
m

Pour calculer une énergie discrete qui soit a la fois coercive et suffisament précise, nous intégrons

les autres termes de la méme maniére que dans le chapitre 4 : (récapitulé sur la figure[8.6)

— Le terme d’énergie de gomme 3D a w;n:(Vxy) est intégré de maniere exacte aux 27 points de
Gauss 3D de chaque élément fini; o

— Le terme de flexion % wy) etle terme de couplage a%cmupl (i% F,(x M))2 sont intégrés de maniere
exacte aux 9 points de Gauss 2D du plan médian de chaque élément fini de nappe;

2
— Le terme de pénalisation 1<2_g (de t(Vxp) — 1) est sous-intégré de maniere classique, calculé a par-

tir de 4 points de Gauss 3D dans chaque élément fini. Dans des éléments finis 3D Q2 en déplace-
ments, nous choisissons de réaliser une sous-intégration P1, ou det(Vx),) est d’abord projeté par

élément fini sur les polynémes de degré 1 avant d’étre intégré, comme illustré sur la figrue/8.6!

X
X X X
X x% X X
®
% XX > X
X" &
X X X

x Intégration Q2 de I'énergie de gomme
m Intégration P1 du terme de pénalisation de I'incompressibilité

O Intégration Q2 du terme de flexion des cables
et du terme de couplage gomme/cable

A Intégration PO du terme de membrane des cables

F1G. 8.6: Intégration du terme coercif de I'énergie global

II ne nous reste plus qu’a déterminer la maniere d’'intégrer le dernier terme

[ o (E5000) - wi (E*0 (20 e

Pour cela, nous constatons deux choses :

— Les termes précédemment décrits suffisent a rendre I’énergie coercive. Cela signifie que ce dernier
terme, qui est supposé positif, peut étre intégré en un nombre réduit de points;

— Lutilisation de la projection dans la transition entre les échelles, comme décrit dans la sous-
section/8.1.2, évite les phénomenes de verrouillage numérique méme si on utilise un nombre élevé
de problémes locaux par élément fini macroscopique.
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En conclusion, cette correction locale peut étre intégrée en un nombre quelconque de points. Le
choix de ce nombre de points influe sur deux criteres :

1) La précision des calculs pour une taille de maille 2 donnée;;

2) Le cotit des calculs.

Dans notre cas, nous privilégions la vitesse des calculs et nous choisissons de n’appeler qu'un seul
probléme local par élément fini macroscopique, comme représenté sur la figure L'énergie in-
terne de la nappe sera approché dans le probléme discret par

h
E Emb

~

NE;,
EZap = p f Kmb _VOI) d62D+(1 P) Z|Ih|—KMb — Vo; >%£l

+ff_; wdé déy + 2”][[ (det(Vapxu) -1 )zdg‘gD (8.13)

NEy
ff a wgom (x5 d;) déap + Z IIhI[wgom (< F(xM)>’s") a wfg"ém (< E(x,,) >’s")

V)

Eh

gom

Ici < F(x,,) >pn représente la moyenne dans le plan de F(x,,) sur I'élément fini Eé’, avec F défini

en
€3 dy
e, dy
€ Lll

FIG. 8.7: Intégration de |'énergie de gomme : un seul probléme local par élément fini global

Le probléeme discret multi-échelles a résoudre pour la nappe isolée s’écrit alors alors de la méme
manieére que le probleme global Ph4.1.1:

Pb 8.1.2 Probleme discret multi-échelles
Trouver (x,d;) € K, et A € RS*NNZ tels que, V(%,d,) € K?, on ait

h
h NN

nap s R . A
a(x,d,) (xdy)-(Ldp)+ p; A% (ii(Np) -d;(Np) +d;(Np) -QJ-(NP)) =F(%)

Vpell, NN , Visi<j<3, d,(N,)-d,(N,) =6;
p d J iWNp)-a;Np

La résolution de ce probléme non-linéaire est réalisée par la méthode de Newton projetée décrite
par 'algorithme 1. L'unique différence est que la matrice de rigidité K et le second membre F sont
calculés grace a des calculs réalisés a I’échelle mésoscopique en utilisant les dérivées/8.8.

Dans le cas d'une nappe noyée dans une structure tridimensionnelle, il suffit d’ajouter a ceci la dis-
crétisation des couches Qg et Qp par des éléments finis classiques.
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B 8.2 Analyse numérique du probléme multi-échelles linéarisé

Lobjectif de cette section est de vérifier la bonne convergence de la méthode numérique décrite

dans la section/8.1/lorsque la gomme est incompressible et que 1'épaisseur de la nappe tend vers 0.

Plus précisément, nous souhaitons démontrer deux choses :

— Les problémes continus local et global sont bien posés;

— Avec notre choix de discrétisation et de sous-intégration, la solution discrete converge vers la so-
lution du probleme continu.

Dans cette analyse, nous nous limitons au cadre du probléme linéarisé autours d’'un état de repos
plan. Nous reprenons les hypothéses dimensionnelles réalisées dans les chapitres 3 et 6 de ce mé-
moire, de maniére a adimensionner notre probleme multi-échelles. Mais par rapport au chapitre 3,
le probléme reste ici 3D sur le volume Q et non dans le plan P.

Par ailleurs, nous considérons ici le cas limite dans lequel la gomme est considérée comme étant to-
talement incompressible. Comme nous I’avons expliqué dans la section précédente, cette contrainte
d’incompressibilité devra étre prise en compte aux échelles mésoscopiques et macroscopiques.

Notations

* A l'échelle globale, comme cela a été montré dans le chapitre 3, I'hypothése de nappe plane nous
permet de formuler les problemes linéaires continu et discret en fonction des déplacements de la
gomme @M e HY(Q)3, des déplacements de la cables 6r € H L(w) et des rotations weH Lw)? a

I’échelle macroscopique. Pour simplifier, nous noterons dans cette section les déplacements ma-
croscopiques généralisés u = (6x,,,01,w), qui évoluent dans I'espace continu

Vo= {(@M;Q»@ e H'(Q)3 x H'(P)® x H'(P)® tels que
VLD e, Or(Enéa) =0x, (1,620 | n €

muni de la norme

820810l = /1820 [0+ 15711 5+ ] 5 -

* Al'échelle locale, les déplacements sont notés u;,. = 6x,, et évoluent dans I'espace continu local

Vi = {veH'(Q),r=0surTc} . (8.14)
L'espace des déplacements périodiques admissibles s’écrit alors :

per PTSET
Vipe = {y € Vjoc » V périodique selon Y>

et v de moyenne nulle sur 'y et T’ D} . (8.15)

Observons que I'espace Hy(Q%)? estinclus dans 77"

Enfin, on définit I'espace local 7/1250" des déplacements préservant le volume d'une cellule élémen-
taire :
yiso = {ge Vioc tels que byoe (v,¢) =0 Vce [R?} ,

loc

v
ol byoc (v, 9) f f . (6_Y2 + ﬁ) dY définit la contrainte d'incompressibilité.
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* Transition entre les échelles : Lorsqu’on linéarise, les déformations globales qui sont imposées a

I'échelle locale peuvent étre approchées par :

adr

252

$,w =eznw+—(dxy,(€t/2) - 5x),(0)
2 t/2 a@M

4 :%AQ+;]0 9% dYs

£ ) =gy A0+ (81, (0) - 0xy (~et/2)

2f0 06x,,
= T tJoy2 0X3

E,(w) =e,no+

ays

Ces relations sont récapitulées par 'opérateur de trace ponctuelle

F : vV - R
F,(uw)
u — Fw=| ¢,w (8.16)
¢y
Cet opérateur est continu au sens suivant :
Vfﬂf EP;V(EM;L,Q) €7/7
IE( )Ea) | %or* zfﬂz 905 |
X1, = (e, Aw+—| +|le.Aw+—
M= == 2 ST= "l X3 3
2 (0 8xy [
+ §3AQ+_[ Y3
tJ-t2 0X3
) 9 2 t/2 2
= CF (|Q| +|V2DF) +f |V3DJCM) dY3) ,
f— —t/2 /=
de telle sorte que
Vve?, ffp|£(v)|2d€asq% lol2 . (8.17)

Par ailleurs, la trace pontuelle F(u) doit respecter la contrainte d’incompressibilité linéarisée sui-
vante pour permettre d’obtenir un probleme local bien posé :

Ciso| E(u) =£2(u)~§2+l ¢ (u)+¢ ()] -e5=0 (8.18)
2 U 2D

Nous introduisons aussi 'opérateur de projection orthogonale sur 'espace des vecteurs respectant
cette contrainte, qui s’écrit :

piso . R — Ker(ciso) NR®
E, E, &
E = §U — Elso = éU _ClSO(E) %23
$p $p 2¢3
Cet opérateur est également continu :
VFEeR, |£”"(£)| <Cp |E| (8.19)

Remarque : Nous noterons souvent (.)?*° ala place de P’*°(.) pour alléger les expressions.
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8.2.1 Probléme local incompressible

Probleme continu

A l'échelle locale, 'incompressibilité est imposée par des multiplicateurs de Lagrange, notés pj,.,
correspondant a la pression hydrostatique. L'espace de pressions locales est défini par :

LQioc = { quCGLZ(Qg) }

On se place en un point macroscopique (¢1,¢>) € P de la surface moyenne de la nappe.
On note F € R? la trace ponctuelle calculée d’apres I'expression[8.16 au point (£1,¢5). On introduit
alors une extension continue réguliere

Ext: R — H*Q{)n7VY (8.20)
F — Ext(F) ,

qui définit un déplacement "macroscopique” induit par F(u) sur Q¢, correspondant a la partie non
périodique du déplacement local.

En introduisant une fonction scalaire ¢(Y>, Y3), qui vaut 1 sur les bords extérieurs Trul'f UT'yUT'L
et 0 sur le contour du céble I'¢c, 'opérateur d’extension peut étre défini par

VEER’, Ext(F)(Ys,Ys)=q(Yz,Y3)

Y» F +1Y(Y+t)€ 1Y(Y t)é
2Lt B+ oo, — T s —3)6),
On vérifie alors que cette extension préserve le volume de la cellule Qg, si ¢j50(F) = 0. En effet

0Exty(F E F
Cff xtp(F) +0 xt3(F) Jv
g 6Y2

VFeR,YceR, by, (Ext(E),c)
0Ys

= cf Exty(F)ny+ Ext3(F)ns dY
00

Par construction, I’extension est nulle sur le contour du cable I'¢;, donc

VFeR),YceR, b (Ext(F),c)

c(f Extg(E)dYg—[ Ext;(F)dYs
I'r I

+f Extg(E)dYg—f Extg(f)dYg)
FU 1—‘D

t t
c te£2~g2+§e§U~g3+§e§D~g3

cteciso(F) (8.21)

Dans ce formalisme, le probléeme local incompressible continu s’écrit alors sous la forme d'un pro-
bleme mixte classique :

Pb 8.2.1 Probléme local incompressible continu

Pour un vecteur F € RY fixé, trouver u;,.(F) € V/gfr et proc(F) € 25 /R tels que

loc ’

VVioc € yprer Ajoc (uloc(E) + Ext(F), Vloc) + Dbjoc (Vloc» ploc(E)) =0
Vqloc € Qloc/R’ blac (uloc(ﬂ) + Ext(E), qloc) =0

Dans ce probleme, les deux formes bilinéaires intervenant sont définies par linéarisation des opéra-
teurs de rigidité et d'incompressibilité locaux :

Ajoc 7/loc><7/loc -

R
. 0*wg .
6x,,%,,) — ng@xm: oF (D:V& dY,dYs
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bioc : Ve *x 2o — R

(5)6 rploc) H f[ Pioc (a@m'e +66_xm‘€ dY,dYs
- Qg oY, =2 0Y3 =3

Nous faisons 'hypothese que la forme bilinéaire a;,.(.,.) est continue :
Yu,veV, lajpc(u, V)l =<llapl luly lviy (8.22)

De plus, ajqc(.,.) est supposée symétrique et coercive sur 'espace des déplacements admissibles
s’annulant sur le céble :

Jai0c > 0,YUioc € Vioer  Aroc(Uioc, Uloc) = Xjoc |l uloc”% (8.23)
D’apres (Temam, 2001), la forme bilinéaire b;,.(.,.) est également continue :
Yue”V,vqe2, |bioc(u, )| < bocl lully ||q] o (8.24)

et les espaces locaux H(} (Qg) et 2/, vérifient la condition inf-sup continue :

3p>0, inf Dioc(Vioe, Gioc) _

> (8.25)
G1oc€ 210 /R Vioc€Hy (QF) lV10clly ” q10c||0

Puisque I'espace HJ (Q¢ est inclus dans 7;°¢", ceci signifie que la condition inf-sup est également
0 ger loc
vérifiée sur 2. /R x /0"

Sous ces hypotheses, nous prouvons dans ce qui suit que le probleme local continu Ph8.2.1 est
bien posé :

Théoreme 8.2.1 Le probléme local continu Pb8.2.1 admet une unique solution (u;oc(F), proc(F)) €
Vioe X Z10c/R (la pression pj,.(F) est défini a une constante pres).

De plus, la solution u;,.(F) appartient i Uespace H? (©Qg) rﬂ/lifc" et dépend continiiment de F. De méme,
P1oc(F) appartient a Uespace H' (Qg) et dépend continiiment de F.

Démonstration :
* Introduisons I'opérateur linéaire continu Ay : %190 — 7//0 . défini par

VVloc € 7/100’ (Aloc uloc) Vioc = Aloc (U1oc) Vioce)

Nous introduisons également I’opérateur linéaire continu B : ¥joc — (2}0./R)" défini par

Yqioc € 21oc/R,  (Bioc Uioc)Groc = bioc (ulom GIloc)

et dont le transposé sera noté BITOC Q1o /R— 7/1’0C
Le probleme PH8.2.1/se réécrit alors sous la forme :
Pour un vecteur F € R® fixé, trouver u;,.(F) € 7/1’3? et Proc(F) € 214 /R tels que

loc ’ loc

VVioc € 7/per Ajoc uloc(E) +BT ploc(E) =—Ajoc Ext(E)
Bioc Ujoc(F) = —Bjoc Ext(F)

Ce probléme mixte correspond au cadre étudié par exemple dans (Brezzi and Fortin, 1991). D’apres
le théoreme I1.1.1 de cet ouvrage, la coercivité de la forme bilinéaire aj,.(.,.) etI'hypotheése 8.25 ga-
rantissent I’existence d'une solution unique (u;0.(F), p1oc(F)) au probleme Pb8.2.1.
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* Ilest également établi dans (Brezzi and Fortin, 1991) que les solutions u;,.(F) et pjoc(F) dépendent
continuement des seconds membres, a savoir ici —A;,. Ext(F) et —Bj,. Ext(F). Les continuités
des opérateurs linéaires Aj,. et Bj,, ainsi que celle de Ext, permettent d’établir que u;,.(F) et
Pioc(F) dépendent continuement de F.

* Par ailleurs, si ¢;5,(F) = 0, alors cette unique solution vérifie
VCER, bioc(tioc(F) +Ext(F),c)=0
En effet, Ext(F) € 7/12500 si ¢j50(F) = 0 d’apres(8.21, donc on vérifie d’abord que
bioc (tioc(F) + Ext(F), ) = bioe (tioc(F), €)
On en déduit donc

Dbioc (Uioc(F) + Ext(F), c)

0
f/ Ujoc(F) auloc(ﬂ) dY
e 5Y2 6Y3

c jL;Qe uloc(ﬂ) '§2n2+ ulOC(E)'ggn?, dy

14

Les déplacements étant nuls sur le contour du céble I'¢, ceci s’écrit
bioc (uloc(E) + Ujoc(E), C) = C (fl" Ugoc(F) 'diYS _ﬁ Ujoc(F) ‘EdeS’
R L
+f Uloc(F) - e3d Y _[ Ujoc(F) '§3dY2)
FU I'p
La Y,-périodicité et la moyenne nulle de u;,. sur sur 'y et I'p nous donnent alors le résultat.

* Enfin, la densité de forces extérieures vues par le probleme local vaut

2

Fedi 0“wg
=ailv
. aEZ

: VExt(F))

Puisque Ext(F) € H*(Q¢ g)ralors fe L*(Q¢ ¢)- Comme cela est montré par exemple dans (Girault and Raviart,
1981), la régularité du domalne Qe assure alors que la solution (uloc (B, plOC(E)) est réguliére et

0’ w
appartient aI'espace H? Qg)xH 1 (%) a condition que les coefficients de la hessienne ang soient
réguliers en espace. N

|
Le résultat du théoréme|8.2.1 nous permet alors de définir 'opérateur :
Trt R — HAQY NV
E — upcE)+Ext(E) (8.26)

Les continuités de Ext(.) et u;,.(.) prouvent alors que 'opérateur Tr~! est également continu
vEe®, |1, =crlE]
et par ailleurs, si ¢;5(F) =0, alors Tr! (F) vérifie la condition d’incompressibilité globale

Vqloc € 210c) bloc (uloc(E) + EXt(E)’ qloc) =0
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Discrétisation par éléments finis

On discrétise le probleme local continu en introduisant les espaces d’approximation 7.,
Vioc €t Zpioc € 2j0c- La taille moyenne d'une maille sera notée h;,.. On suppose que les espaces
d’approximation 7}, et 25, Vérifient la condition inf-sup discrete

bioc (vn,
Iy >0, inf sup toc (Vi 1) =

. > (8.27)
An€2nioc/R Un€T 0N HL(QE) lvely ” dn ”0

Un exemple classique d’espaces dicrets vérifiant cette condition inf-sup est
Vhioc = {Vh e H' (Qg), Veel[l;NE], vpq, € Qz}
Pnioe={ane 2QF), Veell;NE], quo, € P1|
Le probleme discret local s’écrit alors :

Pb 8.2.2 Probleme local incompressible discret
Pour un vecteur F € R fixé, trouver up;o(F) € Vh"lzz =VhiocN 7/1’30” et pnioc(F) € Zp10c/R tels que

Vvhloc € Vh’;zz» Aloc (uhloc(E) + EXt(E)’ Uhloc) + bloc (Vhloc’ phloc(E)) =0
thloc € thoc/Ry bloc (uhloc(E) + EXI(E)’ thoc) =0

Grace a I'hypothese on peut prouver l'existence et 'unicité de la solution (up;oc(F), Prioc) €
Vhioe X Lnioc/R pour un F donné de la méme maniere que dans le cas continu. On définit alors
I'opérateur
Try' + R — Ve
E — upioc(E) + Ext(E) , (8.28)

qui vérifie le résultat suivant :

Théoreme 8.2.2 Lopérateur Tr, 1 est continu : il existe une constante C > 0 indépendante de h telle
que:
VEeR?, |Tr,'(B)|,<Cr|F| . (8.29)

De plus, l'erreur commise en passant de Tr=' () a Tr, () est estimée par
|Tr "B - Tr, (B, < C hyoe || (8.30)
Enfin, puisque upjoc(F) € 7/1’3?, on a comme dans le cas continu : si ciso(F) =0, alors
Y hioc € 2niocr  bioc (Unioc(E) + EXt(E), Gnioc) = 0

Démonstration :
D’apres 'hypotheése(8.27, le théoreme(3.4.3/établi dans le chapitre 3 nous donne ici :
ac >0,

17770 =73 B+ 1Ptoet® = Prioe Bl

<= C inf . (||uzoc(E)—Vh||1+||Ploc(E)—61h||o)

pe
Vn & 7/hloc

qn € thac/R

Pour des éléments finis d’ordre 1 ou supérieur, étant donné que u;,.(F) € H? (Qg,) et proc(F) € H' (Qg,),
nous en déduisons

| 7728 = Tr By + [ ProcB) = PhioeB)lg = € huoe ([tioe By + [Proc®l) - 831
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De plus, les continuités de u;,.(.) et pjoc(.) par rapport a F nous donne :

|uloc(£)|2 =C |£|
|Pioc®)|, =C |E| ,

donc I'estimation/8.31/implique
|77 E) = T By + [ Proc® = priocB |l < C huoe |E| - (8.32)

Nous en déduisons
|7 B = Tr By = C huoe [E] 5

Enfin, la continuité de Tr, 1(.) se démontre quant a elle de la méme maniére que pour le probléme
continu.

|
Par construction du probléme local Pb8.2.2, on remarquera aussi que I'opérateur Tr~! satisfait la
relation suivante :

VE,GER®, i (Tr ' (B), Tr (®) loc (Tr H(E), U10¢(B) + ajoe (TrH(E), Ext(G))
—bjoc (uloc(g), ploc(E)) + ajoc (Tr_l (5), Ext(Q))

= bioc (EXt(G), Ploc(F)) + ajoc (Tr ™1 (F), Ext(G)) (8.33)

De la méme maniére, on montre que l'opérateur 77, ! vérifie :
VE,GER’, ajoc(Tr;' (B), Tr, (G)) = bioc (EXL(G), Prioc(F)) + aroc (Try, (B), Ext(G))  (8.34)

Ces deux propriétés intéressantes nous seront utiles par la suite.

8.2.2 Probléme global continu

Aléchelle globale, nous supposons que le probléeme linéarisé dérivant du probléeme continu Pb8.1.1
s’écrit alors sous la forme adimensionnée abstraite

Pb 8.2.3 Probleéme global continu incompressible adimensionné
Trouver u¢ € v tels queVv eV,

63a(u€, v)+€3 ff alOC(Tr_l(Eiso(u)),Tr_l(Eiso(v)))déa+eamb(ue,v)+€ Ainc (U, v) = L(v)
Fm

Ce probleme fait intervenir les trois nouvelles formes bilinéaires suivantes :
— La forme bilinéaire principale comprend les termes d’énergie de gomme macroscopique, de cou-
plage et de flexion des fibres. Elle est définie par :

a : Vx¥V — R

0’ w;
(6xy, 01, 0), (X)) F,0)) — afffﬁVéxM:TZw:VfchXgD

’ ff(aﬁ ney. T leowt (OF oo sax
a — WAey) ————(—,WAe
P 0X, = ¥ O(F,dy? 09X 0P

1 aZI,Ufl .
e ffpwg,-)- o @nedXen

i
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— La seconde forme bilinéaire représente le terme de membrane des cébles :

amp Vx¥V — R
o 00r;
(6xy,01,0), Eyp @) — ffp(axf

— Latroisiéme forme bilinéaire pénalise 'incompressibilité a I'échelles globale :

36 7; )
+(e; Aey) @) KIP (Sx * (i ne) @)dXop
1

Ainc : 7/ X 7/ - R
(0, 01,0), Ry £, @) — f f _div(dxy,) div(%),)dXsp
Q
Par ailleurs, la forme linéaire L : 7" — R apparaissant dans le membre de droite représente les efforts

extérieurs exercés sur la nappe, et est supposée continue.

Les formes bilinéaires a(.,.) et a,;;(.,.) sontles mémes que celles qui ont été utilisées dans le chapitre
3 (modulo le paramétre a et 'intégration de I'énergie de gomme dans I'épaisseur). Comme cela avait
été précisé dans le chapitre 3, ces formes bilinéaires sont continues et symétriques. De plus, @;.(.,.)
est positive et a(.,.) + a,p(.,.) est coercive sur I'espace 7 :

Jaa>0,Vue?, alu,u)+an,(u,u)=as ||u||27 (8.35)
Dans la suite, nous appellerons par abus de notation
a(.,.)=al,)+coamp(.,.) et ampl,.)=0 —e? Co)Amp(.,.) .
Par ailleurs, pour simplifier les écritures, nous introduisons la nouvelle forme bilinéaire
a :Vx¥V —- R
(w,v) ~— f fy Groc (Tr™ (B ), Tr™ (F*° (1)) d&q (8.36)

Nous supposons que le probléme linéaire est dominé en flexion. De la méme maniére que ce qui
a été fait dans le chapitre 3 de ce mémoire, nous pouvons alors construire une formulation mixte
équivalente en introduisant les multiplicateurs g , €t dinc, définis par

—m

; _, 00r; o .
qinbzez(a_xll*@i’\ﬁl)'@@?b et qine=e > div(dxy)

qui correspondent respectivement aux efforts de membrane et a la pression hydrostatique. Ces mul-
tiplicateurs sont définis dans I'espace

2 = { q=(,, qn) e *PP x1*(P) }
La formulation mixte utilisera les deux nouvelles formes bilinéaires :
b : Vx2 — R

3 . (06T;
((@M,Q,Q),(gmb,qmc)) = fopqinb (—6X11+(§i/\§1)-g)dX1dXz
i=1

+ff:/g"2 dinc div(@M) dXSD

c : 9x2 - R

3
. b_l .
((Emb;pinc)»(ﬂmb;qmc)) = lzzl\/i[pp;nh Kii CIinb XmdXZ

+ff 3 Pinc qinc AdX3p
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Ces deux formes bilinéaires sont continues, et c(.,.) est symétrique et coercive sur 'espace 2 :

Jac>0,Yqe2, cq,q =ac |q|> (8.37)

Apres division par €3, le probléeme mixte apparaissant a I'échelle globale s’écrit alors :

Pb 8.2.4 Probleme mixte global continu
Trouver u® €7 et p¢ € 2 tels que

{ VeV, a(s,v)+a (u,v)+b(v,p)=Lw) (8.38)

Vge2, b(ufq)-€*c(pq)=
Pour vérifier que ce probléme est bien posé, on commence par établir le résultat suivant :

Théoreéme 8.2.3 La forme bilinéaire a, (.,.) est symétrique, positive et continue surV .

Démonstration :
La symétrie de a; (,.) sur 7 est évidente par construction, et sa positivité vient simplement de celle
de ajoc(.,.). Nous démontrons qu’elle est continue :

vuve?, |awn| = ' f fy aroc (Tr (B ), Tr (F*° ()] dEq

IA

I Jasoe (17 o, 7 o) a

La forme bilinéaire a;,(.,.) et les opérateurs Tr~1(.) et P9 étant continus, on en déduit :

Yu,vev,
la; (u,v)| < ff lasoell | Tr( F”"(u))| 1 F’“’(v))| éa
< [ tarael G 50| |£”°(v)|déa
Fm
<

f fy lasoell C2 C2 |Fw)| |[FW)| déq
On déduit alors de I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1/2 1/2
a w o)l = lageell C2C3 (ffy |£(u)|2d5a) (ffy |£(v)|2d6a)

Linégalité|8.17 sur la trace F(.) nous permet alors de conclure :

Vi ve?, |awv)|s laiel C;Ch CElluly vy (8.39)

llall

Théoréme 8.2.4 Le probleme mixte global Pb8.2.4 admet une unique solution (u®, p§, ., pS,,) dans
lespaceV x 2 x M .

Démonstration :
On introduit la forme bilinéaire :

A: ((up,w@)eVx2)? — awv)+a(uwv)+b(p,v)-b(q u)+e*c(p,q)
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Le probléme PH8.2.4 est alors équivalent a:
Trouver u® € V' et p¢ € 2 tels que

AW, p*), (v, q)) = L (w) Y, el x2

La coercivité de af(.,.) et c(.,. accompagnée de la positivité de a (.,.) permettent d’établir la coercivité
de A(,)sur? x2:

V(u,p) eV x2,
A(w,p),w,p)) = a(uuw+a (uu+e*c(pp)
= aalul}+eac |l
> min(aA,ezac) ||u,p||2
avec

|w.p] = 1wl + e[,

Le théoreme de Lax-Milgram permet alors de démontrer !'existence et 'unicité de la solution du
probléme.

8.2.3 Probléeme global discret

Nous discrétisons le probleme global continu Pb8.2.4 par des éléments finis de taille moyenne #,
et nous notons les espaces d’approximation correspondants 7}, et 2. Un choix possible d’espaces
discrets est

Vi ={@x),8r.@ €¥, Veell;NE,],8x, ,€Qeta, €Qi}

2, = {(ﬂhmb’ Ghine) € LX(P)* x [*(Q), Ve€[L;NE], dbyyi € Po €t Gnincia, € Po}

Nous supposons que ces espaces vérifient la condition inf-sup discréte

b (Vh, (ghmb’ qhinc))
Bn>0, (4, . dnincd) €2, sup

=yl yPincll (8.40)
er lonlly VB Pine

ol la semi-norme sur les multiplicateurs ( P, Pi ne) € £ est définie par :

b ((Emb’ Pinc), v)
p > Pincll= sup ol

On note < F(v) >, la moyenne de F(v) sur I'élément fini macroscopique E.. On introduit alors la
forme bilinéaire

ap:Vx¥V — R
NEj, . .
W v) — Y. ffE Q1oc (Try (< F(u) 1), Tri (< Fwy) >5) dée (8.41)
e=1 e

Le probleme discret approchant le probleme Pb8.2.4 s’écrit alors :

Pb 8.2.5 Probléeme mixte global discret
Trouver u, € ¥, et pS, € 2}, tels que

{ Vup €V, a(us, vp) +arn (u, vn) + b(vp, p§,) = Lvp) (8.42)

Vane2u, b(us,qn) - c(ps,qn) =0
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Pour prouver que ce probleme est bien posé, on procede comme dans le cas continu, en commen-
cant par étudier la forme bilinéaire a,;(.,.) :

Théoreme 8.2.5 La forme bilinéaire a,j(.,.) est symétrique, positive et continue surVj,.

Démonstration :
La symétrie de a,;(.,.) et sa positivité sur 7}, sont évidentes par construction. Nous démontrons alors

sa continuité :
Yup, vy € Wy,
NEj, ] .
| = | X ffE atoc (Try" (< Fun) >59), Tryy (< E(vp) >1)) déa
e=1 e
NEj, . |
< L[ oo (173 B >, 753 < B =) e
e=1 .
NEj, . |
= Z fE laiocl C% )<£(uh) >is01 < F(uy) >i50| dé
e=1 e

NE,
< foE laocll C2 C2|< F(un) >e| |< Fwp) >e| déa
e= e

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

NEj, ) 1/2 NE, ,
z[/E |< Flup) >| dcfa) (szE |< E(up) > d{a)
e=1 e e=1 e

ffE |[< Eww) >+ (En)= < Fwp) >o) [ déa

< C2 CZ
arn (Up, Vn) = ”aloc” T “p

Or pour tout élément e € [1; NEp,],

f fE |Fwp)| déq

ffE |< F(up) >e| + |[E(i) = < E(vp) >e|* + < E(vy) >t (E(wp)— < E(vp) >) déa

ffE |< Ep) >e| + |[Ewp) = < Ewp) >.| déq

f[ |<£(Vh) >e|2d€a
E,

On en déduit alors I'inégalité :

| L (NE ) 12 (NE, )
arocl C3Co| Y. i |E(up)|” déq > i |E(vp)|” déq
e=1 e e=1 e

1/2 1/2
lael G G ([ [ 1E@n P asa) ([ 1Ewnf aca)

L'inégalité|8.17 sur la trace F(.) nous permet alors de conclure :

v

1/2

IA

|a1h (Up, vp) |

IA

2 2 2
Vup, vp €V, lary (up, vl < lagecll C3 Cp Crlluplly llvplly

lanl

Remarque : La constante de continuité || a, ;| estindépendante de la taille de maille .

Théoréme 8.2.6 Le probleme mixte discret Pb8.2.5 admet une unique solution (up, p$;, . P, €
7/h X Qh X «/%h-

Démonstration :
Grace au résultat du théoreme[8.2.5] la démonstration est alors identique a celle du théoreme[8.2.4
dans le cas continu.

|
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8.2.4 Convergence de la méthode

Nous venons de prouver que les problemes continu et discret sont bien posés pour toute valeur de e.
Notre objectif est maintenant de vérifier que la solution du probléme discret converge convenable-
ment vers la solution du probléme continu. Nous établissons pour cela le théoréme suivant :

Théoréme 8.2.7 Convergence uniforme

La solution (”2’ pil) € ¥, x 2y, du probleme discret Pb8.2.5 converge vers la solution continue (u€, p€) €
V x 2 du probleme Ph8.2.4 lorsque les tailles de maille h et h;,. tendent vers 0. De plus, cette conver-
gence est uniforme par rapport au petit parametree :

3C > 0 et C' > 0 indépendants dee, h et hj, tels que

s, = |l + M 5, = P llg +€ |5, = Pl o
< ¢ il (Ju vty P - q s ve |- )
l/*€7/h
q* ey

+C (R |y + o [y (8.43)

La difficulté supplémentaire qui apparait ici par rapport a I'analyse réalisée dans le chapitre 3 de
ce mémoire est que la forme bilinéaire a,;(.,.) utilisée dans le probléme discret est différente de la
forme bilinéaire a; (.,.) du probléme continu, du fait de la résolution approchée du probléme local
en un nombre réduit de points d’'intégration.

Pour prouver ce résultat, nous nous inspirons alors du premier lemme de Strang (voir par exemple
(Strang, 1972) et (Ciarlet, 1991)) pour décomposer la démonstration en deux parties :

— On commence par estimer I'erreur commise en remplagant a; (.,.) par a;(.,.);

— Puis on utilise cette erreur grace a une extension du lemme de Strang.

Erreur de consistance

Lemme 8.2.1 Estimation de Uerreur de consistance
Notons (u, p) €V x 2 la solution continu du probleme global Pb8.2.4.
Alors il existe deux contantes C > 0 et C' > 0 indépendantes des tailles de maillage h et h;, telles que

Yoy, wp €V lay (v, wp) — ary (vp), wp)l < C llvg, — ully +C' (h |uf], 0+ hioe ||u€||7) lwplly

(8.44)
Démonstration :
Décomposons le terme a; (vy,, wy) — a1, (vy), wy) :
ay (vp, wp) — ayp (vp, wp) =
ay (vp —u, wp) — ayp (v — U, wp) (8.45)
-1 iso -1 iso
+ ffp aloc(Tr (g (u)),Tr (5 (wh)))déa
-1 iso -1 iso
~ [ avoe (13t (E0w). 73 (£t (8.46)
NE, . .
+ ¥ ffE @roc (T3, P1° (F@)= < E@) >,), Try P (F(wp)) | déa (8.47)

NE
+ Zh ff Aloc (Tr};lpiw (< F(u) >e) ) Tr}:lpiso (E(Wh)_ < F(wp) >e)) déq (8.48)
= E,
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Nous pouvons commencer par remarquer que les opérateurs étant tous linéaires, le terme(8.48/est
nul. En effet, comme < F(u) >, est constant par élément :

Vee [1;NEy], ff aloc(Tr,;IP"”(< Fw) >), Tr; PP (F(wy) - < E(wp) >e))déa
E,

f[E Aloc (Tr,;IPiSO (< F(u) >,), Tr; ' P™*° (g(wh))) dég

Bl gy, (Tr,;lp”" (< Fw) >,), Tr; "P™* (< F(wy) >e))

aZOC(Tr,fP”"(< F) >e), f f Tr1piso (E(wh))déa)
E,

C\E,| gy, (Trglp"s" (< Fw) >,), Tr; "P' (< F(wy) >e))

(el asoc (Try" P (< E(w) >0), Try, P (< E(wy) >.))
Bl gy, (Tr,;lp"“’ (< F) >,), Tr; "P™* (< F(wy) >e))
= 0
Nous majorons ensuite séparément la valeur absolue des termes[8.45/8.47|:
* Majoration du terme(8.45 :

D’apres les théoremes|8.2.3 et8.2.5] les formes bilinéaires a; (.,.) et a;;(.,.) sont continues, ce qui
permet de majorer facilement ce premier terme :

lay (v —u, wp) — a1 (vp—u, wp)l = lay (v —u, wp)l +lay, (vy — u, wy)|

I\

Uall +lain) lvp —uly lwnlly (8.49)

* Majoration du terme 8.46 :
D’apres les relations(8.33 et[8.34] les deux termes de[8.46 peuvent se réécrire sous la forme : :

[ oc (e (£ w) e (£ )t

= [ [ proc (BxeE 0o proct o)) + asoe (17 E0 w0, ExetE S ) dé
FmJ JP

| fp aroc (Try (E'*° @), 77! (F*° (wp))) déa
= broc (EXUE W), PhiocE™ )| + aroe (Try, (B (), Ext(F*° (wy))| dé

En soustrayant ces deux expressions, on en déduit que le terme 8.46 vérifie :

[ atoc (77 (E52w0), 107 (£ a0 = v (775 520, Ty (2w
= f fp |@roc (T (B2 @) - Ty (5 (), Ext(E™(wy))) | déa
+ f fp | Broc (Ext(E™* @), proc(E* 1) = puioc (E™* )| dée

= ff laiocll
P

[ Wbtoch | ExeE2win| | proc E**wn - putac ) | dé
P

| T Ee @) - T Ew) | | ExeE )| dée

En utilisant I'inégalité[8.32/et la continuité des opérateurs F(.), P'*° et Ext(.), on en déduit :

‘fj;_) Aloc (Tr_l (Eim(u)) ) Tr! (Eiso(wh))) —Aloc (Trgl(Eiso(u)), Trgl(ﬂiso(wh))) déq

< Nige (lagoell Cr+ 1brocl) C2 ||Ext||2ffp|£(u)| |Fwp)| déa
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D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

‘ [ atoc (277 (B0 ). 207 (B0 = v (717 2 ), T )

1/2 1/2
< hioe (lagocll Cr+ I1brocl) C2 I Extl? (f fp |£(u)|2dfa) (f fp |£(wh)|2d6a)

Linégalité(8.17|sur la trace F(.) montre finalement :

‘ [ atoc (171 (E50w0), 17 (B0 0] = v (717 52w, T3 (50 )

* Majoration du terme/8.47:

I\

Rioe Ulaioell Cr+ 1b1ocl) C3 IExtI? C2 lluly lwplly
(8.50)

I\

hioe C llully llwplly

Dans un premier temps, nous considérons un élément fini E, de dimensions h x h, et nous nous

intéressons a la majoration du terme suivant :

f f F()— < F(w) > déq
E,

D’apres la définition/8.16/de F(u), nous établissons I'inégalité :

f |F(w—- < F(u) >.|* d&,
E.

I\

IA

I\

oor 2

€2A(0+-————

061
<€2AQ+6_€2>8

J1.

2

ft/205deY ft/Zaa_deY
+les Aw+— —<e;Aw+-— >
=3 tJo To&s C =Tty e T
2 [0 8dx,, 2 [0 8dx,, 2
+les Aw+ dYs—<e /\a)+—f ——dY;>,| d
=37= tft/Z 0&5 0T TBUET Y p 0gg 0T ba
ff A(w-< >)+6Q <0Q> ’
e, N w—<w ——< ==
2T Y08 T aE e
2 [1208x,, 2 fﬂz 85x,, 2
+le ANw—<w>)+ — Y3—— <—=>,dY-
enfw 2 tfo oz 0 tlo a <
2 (0 (06x,, 00x,, ) 2
+leg A (w—-<w>.)+ - ———-<——=>,|dY3| d
ey n (0 <> t/—tlz( 0¢3 oc5 )77 ¢a
2[ lw- < >|2+6Q <6Q>2
w—<w ——< ==
e eg, T aE ¢
4| (12 (06x), 00x,, 2
— < — dy-
+|w— <w>e| +t2f (653 < 35, >e) A
4|0 (06x,, 06x,, ) 2
W—<W>,| +—= — < ——=>,|dY3| d
| el I,‘2 f[/Z( 063 663 e 3 éa
6[[ |Q—<Q>e| déop
+2ff 0or <06r> zdé
652 0 e 2D
12 66xM 66xM 2
+— dérpdY-
) 0¢3 0¢3 é2pdYs

fE |w— <Q>e| déap

2
+2 ff |V2D6r—<V2D6r >e dng

t/2

+— ff |V3D5XM <V3D5xM>e

deDdYs

—t/2




8.2. ANALYSE NUMERIQUE DU PROBLEME MULTI-ECHELLES LINEARISE 199

Par résultat d’interpolation (cf (Ciarlet, 1991)), nous avons sur tout élément e € [1; NEy] de taille

f[f )V3D5XM—<V3D5XM >e
Q.

2
ff |V2D5r— <Vopbr>,| déap = Ch? |Q|§E
E. o

moyenne h :

2 2 2
dépdYs < Ch? [8x]5

lo-<w>.|* d&p = Ch? |Q|iEe

e

Nous définissons la semi-norme

02,87, 0], 0 = \/[8xy g + 107 +laf . -

Ces résultats nous permettent alors d’obtenir I’estimation
Yee [1;NEy], ff |F(w)— < F(w) >,|° d&o < Ch? |ul3,,
E, e

On en déduit finalement

NE, 1/2
(Z ffE |F(w—- < E(u) >|° dfa) < Chlul,q (8.51)
e=1 e

Revenons alors a la majoration du terme(8.47/:

NEj,

f fE e (T, P (E)- < F@) >), Tr, ' P1*° (F(wy)) ) dée

NE)

)} f fE |atoc (71, PP (F@0)= < Fw) >¢), Tryy P (Faw)) | déa
e=1 e

IN

IA

NEy,
laocl C35Ch foE |F(w- < Fw) >¢| |E(wy)| déq
e=1 e

Linégalité de Cauchy-Schwarz donne alors :

NEy,

ffE e (T P (E() - < E@) o), Tr, P (E(wy,) ) déq

NE, ) 1/2 ) 172
< lagcl C%;CI%CF( ffE |F(w- < F(w) > dfa) Ufplg(wm dfa)

e=1

Et finalement, I'inégalité(8.51 jointe a/8.17/nous permet d’obtenir le résultat :

NE),

f fE @roc (Try P20 (E() = < E@) >,), Tr, ' P1° (E(wy) ) déa

< Chllagel C3;Ch Cr lulyg llwplly (8.52)

Le résultat du lemme est alors obtenu en rassemblant les inégalités|8.49,/8.50 et[8.52.
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Extension du lemme de Strang

Lemme 8.2.2 Extension du lemme de Strang aux formulationx mixtes
Notons (uf,p©) eV x 2 et (uz, p‘;) € ¥y, x 2y, les solutions respectives des problemes Ph8.2.4 et Ph8.2.5.
Lerreur entre la solution discréte et la solution continue peut étre estimée par

[El PR Dt PR A P

< ¢ inf (Ju-v 40P -a lla+e P -a" |y
U*€7/h

q* €2y

lay (v*, w*) —ay, 0", w)|
+ sup )

_ (8.53)
w e, lw*lly

Démonstration :

Etant donné que (uf, p°) et (u;, p‘;l) satisfont par hypothese les équations(8.38/et8.42, on en déduit
qu’ils vérifient en particulier les relations :

Yuvy, € Vh,th €9y,

a(us, vy) + ayy (u5, vi) + b (vn, p5)
=a(uf,vp) + a1 (U, vp) + b(vp, pe)
€

b(u5, an) —€* ¢ (p5, an) = b(u, qn) ~€* c(p*, an)
On en déduit :
Yo, €V, Vqre 2y, Vv e, Vq* € 2y,

a(us, —v*,vp) + ayp (U, — v*, vy) + b (v, 5, - g7)
=auf—v*,vp) +ay (W€ - v*,vp) + b(vy, P — q*)

* * (8.54)
+lay (", vp) = arp (v7, vp)]
b(us —v*, qn) —€® c(pS,—a*,qn) = b(u€ = v*, qn) —€* c(p - 4%, qn)
En particulier pour vy, = uj — v* et g, = pj — g*, on obtient :
Yv* e, Vg* e 2y,
a(us,—v* uf —v*) + ar, (uf, - v*, u, — v*) + b(uf, - v*, p, — q*)
= a(u®—v*u5 —v*) +ay (uf = v*, uf —v*) + b(u5, - v*, p° - q*)
+[an (v*, uf = v*) = ayp, (v, uf — v*)]
b(ug,—v*,py, - ") =€ c(pj, - a". pj, - 47)
— b(ue_ U*'pil_q*)_ez C(pe_q*’pz_q*)
Si on soustrait les deuxiéme et troisiéme équations a la premiére, on trouve :
Yv* eV, Vq* ey,
a(us,— v, us, - v*) +ay (U, - v*, ul, - v*) + €2 c(pS,— g%, b5 — %)
= a(u-v'uj-v)+a (u - v uj - v")
+b(uj,—v*,p°—q")-b(u-v",p5,—q")
+e?¢(p*~aq", v}~ aq")
+[ar (v, uf, —v*) —ayy (v*, uf,— v*)] (8.55)

On utilise alors les coercivités dans le premier membre de cette équation :

a(uf, - v u§ —v*) +a (u§ - v ul - v*) 2 au |ul, - v* ||
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c(pl-a*.p;-a*)zac || ps,-a*|%

Dans le second membre, en utilisant les continuités des formes bilinéaires, on peut réaliser les
majorations :

*

a(u®—v*,uj—v*)+ay (u - v, uj - v*)

IA

(lall + ) us - v*]), us,-v* ],

IA

b(up=v"p°=a’) (A P P

IA

Ec(p'-a'p5-a*) < Elel|p-a*l|o P-4 |5

IA

* *y\ _ * *
a (v, uf,— v*) = ayp (v, uf - v7) Jug,— v, | sup o 7, w) = a0, w7)
w*

=2 lw*lly

Comme cela était le cas dans le chapitre 3, la majoration du dernier terme est plus subtile :
—b(u -, pl—q) < || = v |, lips,—q”

Par la condition inf-sup/8.40, il existe wy, € 7}, tel que :

b S —q*
|||p2—q*|||slM
Y lwnlly

En utilisant/8.54, on a

b(wp, p°—q*)+a(u —v*, wy) —a(uj - v*,vy)

b(wn, pj,—q")

+ay (uf = v*, wy) —ayp (u5,— v*, vp)

< Nwil 11pF - g I+l Nwyl (€ = v* || + |, — v )
|ay (W —v*, w*) - ayp, (U - v*, w*)|
+ lwpll | sup
w* eV, lw*lly

En assemblant ces deux derniere inégalités, on obtient

1
Ips—q Il < )—/[Illpe—q* I+ tal (] = v || + [, - v*])

sup

. |a1(u€—v*,w*)—alh(uZ—v*,w*”
w* eV lw*lly

) | ®s9
Nous en déduisons donc la majoration :

1
(=0t ph=a) = oy [N e (v o)

sup

|a1 (U = v*, w*) —alh(u‘;l— v, w*)|
+ ]
w*ev, lw*lly
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Si on injecte toutes ces majorations dans la relation[8.55 et que I'on ajoute le terme |uf — v* II% +
Il p€ — g* 1%, on obtient alors I'inagalité :

|, = v )%+ [us = v |5+ p = a* W2 +€% | p - a* |,

< C[||“Z—V*Hy(||ME—V*||V+”|PE—CI*|||)+€||PZ—CI*||,@(||u6—V*||V+€||P6—GI*||9)
+|wf = v |y [Ju€ = vy + u = vy =g i+ p =g ipS =gl
|a1(u€—v*,w*)—alh(uZ—v*,w*H
6_ *
+“u v ||7/ (’j*ue%l lw* |y ]
<

{1t~y + 1P =" L+ 1 vy 0~

I R T I e

lay (uf = v*, w*) — ay, (u, - v*, w*)|
+| su )
e lw* Ty

Linégalité de Schwarz appliquée au premier membre donne alors :
(et = 0l + = v* iy + 0 = @™ W+e o - a7l o)
< ac(fluf=v* Iy +1P5=a" o+ lu = v* |, +1p = a7 1)

s = vt |+ =g i+ el p = a" |

+( |a1(u€—v*,w*)—a1h(u§l—v*,w*)|))

sup
w el lw*lly

Par simplification, nous obtenons

Jay = vl + D=0l +p = e =7l < (=" +10pF = g e =" |

lar (uf - v*,w*)—alh(uz— v*,w*)|))

+| sup
(w*(—:Vh lw*lly

En utilisant I'inégalité|8.56, on trouve finalement :

;=" + P =a" e g —a'l, = Clu=v"l+p =" N+elp~a]l

+( |a1(u€—U*,w*)—alh(uZ_V*’W*”))

sup
w el lw*lly

On en déduit alors le résultat du lemme par inégalité triangulaire.

[ ]
Démonstration du théorémel8.2.7:
Le résultat du théoréme est alors immédiat en rassemblant les lemmes 8.2.1/et/8.2.2]

[ ]

Remarque : Ce théoréme prouve que la solution discréte converge vers la solution du probleme
continu indépendamment de 1'épaisseur, malgré I'erreur de consistance introduite par la sous-
intégration et la discrétisation dans a;j(.,.). Cependant, il est a noter que cette erreur est linéaire
par rapport a la taille de maille h, ce qui rend la convergence non optimale avec l'utilisation d’élé-
ments finis d’ordre 2.
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B 8.3 Applications numériques

Lobjectif de section est de vérifier que le modele multi-échelles qui vient d’étre construit donne des
résultats numériques corrects, et qu’il est capable de modéliser les instabilités de la nappe sous com-
pression. Nous reprenons pour cela en grande partie les tests numériques réalisés dans le chapitre 4
de ce mémaoire.

8.3.1 Tests sur une nappe cylindrique

Flexion sous effort tranchant

Nous commencons par valider notre modele multi-échelles sur le probleme de nappe cylindrique
sous effort tranchant décrit dans la sous-section Nous reprenons ici exactement les mémes
valeurs de coefficients que celles qui ont été utilisées dans le chapitre 4.

Nous considérons dans un premier temps le cas d'une nappe d’épaisseur ¢t = 1.8mm, que I'on dis-
crétise avec un seul élément fini dans I'épaisseur. Le maillage utilisé est représenté sur la figure/8.8.

(a) Coupe transverse du maillage

“~AXis

(b) Maillage complet

F1G. 8.8: Maillage d'une nappe fibrée isolée.

Nous comparons alors sur la figure [8.9 les réultats numériques obtenus avec le modele global et
le modele multi-échelles par rapport a la solution analytique décrite par (Boussetta and Caillard,
Michelin).

Nous observons qu'’il y a une petite différence entre la solution obtenue avec le modele multi-échelles
et la solution analytique, alors que la solution calculée avec le modéle global coincide parfaitement
avec la solution analytique. Cette différence s’explique par le fait que le modele multi-échelles né-
glige les variations de gradient dans I’épaisseur de la gomme, alors que I’extension ou la compression
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de la gomme dans les parties inférieure et supérieure de la nappe ont un roéle important dans la so-
lution analytique proposée.

Deplacements pour le test 1 avec 20 elements
1.2 T T T T T T T

= Deformee numetique
— Deformee analytique

1k

0.8

deplacement ur (mm)

0.2

02 ! I 1 I ! I
[} 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
absisse s (mm)

(a) Modele global

Deplacements pour le test 1 avec 20 elements
1.2 T T T T T T T

= Deformee numerique

Deformee analytique

0.8

0.6

deplacement ur (mmy}

0.2

02 ! I 1 I ! I I I !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
absisse s (mm)

(b) Modéle multi-échelles

F1G. 8.9: Résultats obtenus sur le probléme de nappe cylindrique sous effort tranchant pour une
nappe isolée.

Le modeéle multi-échelles fait 'hypothése que la nappe renforcée est entourée par d’autres couches.
Pour valider notre modele, nous allons alors entourer la nappe précédente par deux fines couches de
gomme homogene, chacune d’épaisseur 0.6mm, de telle sorte que I'épaisseur totale de la structure
vaut ¢t = 3mm. On discrétise alors cette structure par NE, = 3 éléments finis dans I'épaisseur :

— Lélément fini central, d’épaisseur 1.8mm, utilise notre modele multi-échelles pour calculer |’éner-
gie de la couche renforcée composite ;
— les deux éléments fini I’entourant sont standards, modélisant une gomme homogene.

On représente le maillage utilisé sur la figure(8.10.
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(a) Coupe transverse

(b) Maillage complet

F1G. 8.10: Maillage d'une nappe fibrée entourée de deux fines couches de gomme.

Nous vérifions sur la figure[8.11 que ces deux fines couches de gommes suffisent a trés bien appro-
cher la solution analytique, de telle sorte que le comportement en flexion transverse de notre modele
multi-échelles est validé.

Deplacements pour le test 1 avec 20 elements
12 T T T T T T T

Deformee numerique
Deformee theorique

08

08

deplacement ur {mm)

0.2

02 I I I 1 I ! I I I
0 10 20 30 40 50 €0 70 80 20 100
absisse s (mm)

(a) Modele global
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Deplacements pour le test 1 avec 20 elements
1.2 T T T T T T T

Deformee numerique

Deformee theorique

0.8

0.6

04

deplacement ur (mmy)

0.2

02 I 1 I I I I I ! I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 100
absisse s (mm)

(b) Modéle multi-échelles

F1G. 8.11: Résultats obtenus sur le probléme de nappe cylindrique sous effort tranchant pour une
nappe entourée de deux fines couches de gomme.

Flambement sous compression axiale

Pour vérifier que notre modele multi-échelles modélise correctement les phonomenes de flambe-
ment hors plan, nous reprenons le test de compression axiale d'une nappe cylindrique décrit dans
la sous-section[4.4.2]

Nous reprenons ici exactement les mémes valeurs de coefficients que celles qui ont été utilisées
dans le chapitre 4, a ceci pres que 1'épaisseur est choisie plus grande, de maniére a pouvoir utiliser
un probléme sur une géomeétrie réaliste.

Comme nous I’avions montré dans le chapitre 4, le fait de choisir une épaisseur relativement grosse
ne permet plus d’utiliser les résultats analytiques présentés dans (Boussetta and Caillard, Michelin).
Le modéle global ayant été totalement validé dans la sous-section 4.4.2] nous allons donc valider
notre modele multi-échelles en le comparant a celui-ci.

Nous considérons ici une nappe d’épaisseur ¢ = 1.8mm, entourée par deux fines couches de gomme
d’épaisseur 0.6mm. Nous utilisons le méme maillage que celui présenté sur la figure|8.10 pour dis-
crétiser le probleme. Nous choisissons les autres dimensions géométriques comme précédemment :

L=100mm
R=100mm
df =0,07rad

e=225mm

Pour étudier I'influence de chacun des coefficients matériaux, nous considérons alors 2 réglages
suivants :
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Reglage A : Reglage B :
C; =0.54 MPa C;=5.39 MPa
C» =1.06 MPa C» =10.62 MPa
EA=18582 MPa.mm? EA=18582 MPa.mm?
EI=2037 MPa.mm?* EI=1MPa.mm?*

On peut remarquer que le rapport entre la rigidité de la gomme et la résistance en flexion des fibres
est beaucoup plus grand dans le réglage B que dans le reglage A. Les tests numériques réalisés sur
ces deux cas extrémes permettront donc de valider notre modéle multi-échelles quelles que soient
les propriétés des matériaux utilisés.

Lorsque la compression reste petite, I'équilibre principal est stable et peut étre calculé numérique-
ment en quelques incréments de chargement. Nous pouvons vérifier sur la figure/8.12 que les solu-
tions principales obtenues avec les deux modeles sont identiques dans ce cas.

Lorsque la compression axiale des fibres augmente, 1'équilibre devient instable et les fibres ont ten-
dance a flamber dans la direction ¢, normale au plan tangent de la nappe. Nous vérifions que les
modele multi-échelles reproduit les mémes instabilités que le modele global en imposant les dépla-
cements axiaux suivants en bouts de nappes :

6’”“’“ 0.04mm
6’"‘” 0.0022mm

Ces déplacements sont imposés en N;j,.r = 30 incréments de chargement. Nous pouvons voir la
solution post-bifurquée obtenue numériquement sur la figure(8.13.

x10" Dep\acements transverses DELI avec d=0.0005 mm reglage A)
16 T T

/ fi Modsls glcba\
2 \ Modele multi-échelles
y

deplacement ur (mm)
o o o
P Y > -
T

e
]

1 L I I I I 1 L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
absisse s (mm)

o

(a) Réglage A
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- Modele global
Modele multi-échelles

\

X // \\

, \
N \ |

\

deplacement ur (mm)

e
I

L L L L I I
10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
absisse s (mm)

(b) Reglage B

FIG. 8.12: Comparaison des solutions principales obtenues avec le modele global et le modéle multi-
échelles sur le probleme de nappe cylindrique en compression axiale (pour 6 = 0.0005mm).

Deplacements transverses sur le réglage A
T T T T T

Modele global
Modele multi-échelles

deplacement ur (mm)

-0.02 L L L L
0

.
10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
absisse s (mm)
(a) Reglage A
Deplacements transverses sur le réglage B
0.05 T T T T T T T T T
Modele global
TN Modele muti-échelles
0.04}- /
\
\ ¥
\ /
0.03 \ / =
% /
\ / \
\ /
0.02F / \ / A
// \\ // \\
E 001}/ \ / \
g / A / \
2 / \\ / \
T oF / S
£ i /
8 \ /
8
S 001 \ / 1
S A /
\\ //
0.02 \ / 4
\ /
\ /
-0.03 A /
\\ //
X /
-0.04+ \\//
0,05 I I I 1 I L I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 100

absisse s (mm)
(b) Reglage B

F1G. 8.13: Comparaison des déplacements transverses post-bifurcation obtenus avec le modeéle glo-
bal et le modéle multi-échelles sur le probleme de nappe cylindrique en compression axiale.
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Nous souhaitons alors déterminer si le flambement apparait au méme moment avec les deux mo-
déles. De la méme maniére que dans le chapitre 4, nous mesurons I’effort axial correspondant a la
compression imposée a chcun des 30 incréments de chargement, et nous tragons les courbes obte-
nues sur la figure(8.14]

Nous vérifions sur ces courbes que les deux modeéles détectent I'apprition du flambement pour le
méme chargement critique.

Reéglage A

0.6 q

014

r
" rd

vl = —+—mocéle global
! / —=— modele mult-échalles

0,05 4 rd

0,04 4 /

Effort axial calculé (MPa.mm}

] 00005 0,001 00018 0002 0,0025

Déplacement axial imposé (mm)

(a) Reglage A

Réglage B

0,08

007 o
0,06 -

0,05 4 3

w' —e— modele global
—=— modgle multi-échelles
0,04 4

Effort axial calculé (MPa.mm)

0 0,002 0,0004 0,0008 0,008 0,001 0012 00014 0,0016
Déplacement axial imposé (mm)

(b) Réglage B

FI1G. 8.14: Comparaison des seuils de flambement obtenus avec le modele global et le modele multi-
échelles sur le probléme de nappe cylindrique en compression axiale.

Pour résumer, les résultats numériques présentées dans cette sous-section nous ont permis de véri-
fier que le modéle multi-échelles est capable de modéliser les phénomeénes de flexion et de flambe-
ment dans la direction normale au plan tangent de la nappe. De petite différences sont observables
par rapport aux résultats obtenus avec le modele global, dies a le diminution de la résistance de la
gomme en flexion. Mais les résultats restent proches, voire quasiment égaux si la nappe renforcée
est entourée par d’autres couches de gomme.
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8.3.2 Test de flexion circulaire d’une nappe plane

Comme nous I'avons expliqué dans la section|2.2, une caractéristique importante de notre probléme
de nappe fibrée est que la flexion des fibres doit étre correctement prise en compte dans la direction
normal au plan de la nappe, mais aussi dans le plan de la nappe.

Lobjectif de cette section est donc de vérifier que les instabilités de type flambement dans le plan
de la nappe sont correctement modélisées par le modele multi-échelles, de maniéere a compléter les
résultats présentés dans la section/8.3.1.

Lame métallique

— Gomme

FIG. 8.15: Géométrie de I'éprouvette.

Nous reprenons pour cela le probléme mécanique sur lequel a été validé le modéle global dans la
section[4.5] Nous rappelons que nous considérons une éprouvette telle que celle décrite sur la figure
[8.15} soumise a une flexion circulaire comme illustré sur la figure[8.16. Les dimensions géométriques
et les valeurs des coefficients matériaux sont toutes identiques a celles prises dans la section[4.5]

Flexion circulaire sans extension

FIG. 8.16: Chargement sur I"éprouvette.
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Delaméme maniere que dans le chapitre 4, nous ajoutons a la géométrie parfaite de I'éprouvette une
perturbation sinusoidale d’amplitude 0.001mm, permettant de pousser notre modele numérique
vers la premiere branche de bifurcation (voir figure[8.17). Nous augmentons alors progressivement
la courbure en utilisant une méthode incrémentale, et nous mesurons les déplacements calculés a
chaque incrément de chargement.

(a) Géométrique parfaite (b) Géométrique perturbée

FI1G. 8.17: Pertubation géométrique du probleme de flexion circulaire (perturbation x2000).

Comme c’était le cas dans le chapitre 4 avec notre modele global, nous observons que les déplace-
ments latéraux croissent rapidement au dela d’une certaine courbure, illustrant un flambement de
la nappe dans le plan de la nappe (cf figure'8.18). Nous vérifions sur la figure 8.19 que le flambement
des fibres se situe uniquement dans le plan de la nappe, et que les déplacements transverses restent
quant a eux assez réguliers.

Q.5e-004
7.4e-004
5.3e-004
3.2e-004
| -3.2e-004
-5.3e-00d
7 de-004

) p=3.+10"% rad.mm™1
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1.5e+000

1.2e+000
842001
5.0e-001
I.7e-007
1.7e-001

| -5.0e-001
-8.4e-00

-1.2e+000

-1.5e+000

() p=8.% 104 rad.mm™!

2.3e+000
1.8a+000
1.3e+000
77001
2.6e-007
26001

d) p=1.6%10"3 rad.mm™!

F1G. 8.18: Flambement dans le plan de la nappe obtenu avec le modele multi-échelles lorsque la
courbure augmente.

-

—0.05720

0 14

—0.1717

l@.??&’?

F1G. 8.19: Absence de flambement hors plan avec le modéle multi-échelles (pour p = 1.6 *
1073 rad.mm™).

Pour déterminer la courbure a partir de laquelle le flambement apparait, nous tracons la courbe re-
présentant I'évolution de I'amplitude des déplacements transverses lorsque la courbure augmente
pour deux tailles de maillage sur les figures et/8.21.

Comme c’était le cas dans le chapitre 4, on peut remarquer sur ces courbes que les déplacements
transverses augmentent brusquement, ce qui caractérise la bifurcation de la solution vers une autre
branche d’équilibre.

Cependant, nous observons sur ces courbes que le flambement de la nappe apparait légérement
plus tard avec le modéle multi-échelles, quel que soit le maillage macroscopique utilisé. Nous in-
terpréterons cette petite différence dans la partie III de ce mémoire, grace a une analyse de stabilité
permettant de prédire le seuil de flambement exact.
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074
06
054

044

—e— modéle global, NE=30
—s— modéle multi-échelles, NE=30

03 -

Déplacements latéraux (mm)

0.2

0,14

] 0,00005 0,0001 0,00015 0,0002 0,00025

Courbure {rad.mm-1}

FI1G. 8.20: Comparaison des seuils de flambement observés numériquement avec le modeéle global
et le modéle multi-échelles pour 30 éléments finis dans la longueur.

084
074
064

054

—e— modéle global NE=45

09 —=— modéle multi-échelles NE=45

034

Déplacements latéraux (mm)

024

0,14

o ¥ ¥ = i T d
] 0,00005 00001 000015 00002 000025
Courbure (rad.mm-1)

FI1G. 8.21: Comparaison des seuils de flambement observés numériquement avec le modeéle global
et le modéle multi-échelles pour 45 éléments finis dans la longueur.

B Conclusions

Nous avons décrit dans la section 8.1 une méthode multi-échelles basée sur le résultat de ’analyse
asymptotique réalisée dans le chapitre 6. Cette méthode utilise une projection dans la transition
entre les échelles permettant de traiter les cas ol la gomme est incompressiblé : cette projection
assure que le probléme local est bien posé en évitant tout risque de verrouillage lié a 'incompres-
sibilité. De plus, nous avons légerement modifié la forme de I'énergie de la nappe sans modifier sa
limite asymtotique en y insérant un terme d’énergie macroscopique intégré de maniere exacte, de
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maniere a la rendre coercive, ce qui nous autorise a réduire le nombre de problémes locaux a un seul
par élément fini macroscopique.

Dans la section[8.2, nous avons montré par une analyse formelle que le probleme linéarisé autour
d’une configuration plane est alors bien posé. Il a également été prouvé par une extension du lemme
de Strang que la solution du probleme discret converge uniformément vers la solution continue,
moyennant une condition inf-sup qu'’il est 1égitime de supposer dans notre choix d’éléments finis.
Enfin, nous avons vérifié dans la section 8.3 que le modele multi-échelles ainsi construit est capable
de reproduire les instabilités hors plan et dans le plan qui avaient été observées dans le chapitre 4.

Cependant, les tests de nappe en flexion circulaire présentés dans la sous-section[8.3.2/ ont mon-
tré une petite différence entre les seuils de flambement détectés par les modeles global et multi-
échelles. Ne disposant pas d’expressions analytiques pour ce probléme, la question 1égitime qui se
pose est alors :

Est-ce que 'approche multi-échelles nous a permis de gagner en précision ?
Ou bien au contraire les approximations réalisées sont-elles trop fortes ?

Lobjectif de la derniere partie de cette these est d’étudier les phénomeénes d’instabilités de solides
élastiques et de développer une méthode permettant de mieux prédire leur apparition. Cela nous
permettra de mieux comprendre les résultats obtenus avec nos deux modeles sur les tests de nappe
en flexion circulaire, de maniére a pouvoir interpréter la petite différence entre leurs résultats.
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CHAPITRE

Introduction a la stabilité
des solides élastiques

B Introduction

Ce chapitre est consacré a’analyse de stabilité des structures élastiques. L'objectif principal est d’in-
troduire les outils nécessaires a 'étude de stabilité de nos nappes fibrées en compression. Nous y
détaillons des concepts généraux tels que les courbes d’équilibre, les points de bifurcation, ou les
imperfections, en s’'inspirant notamment des ouvrages (Quoc-Son, 2000) et (Stolz, 2003), et nous
présentons les principaux outils numériques permettant I'analyse de stabilité et la modélisation
post-bifurcation des matériaux homogenes et hétérogenes. Nous avons divisé ce chapitre en cinq
sections principales :

¢ Dans un premier temps, la section/9.1 présente quelques conséquences des phénomenes d’insta-
bilités sur des structures industrielles, de maniére a motiver le calcul de leur charge critique;

o Onrappelle dans la section/9.2 les équations d’équilibre d'un solide hyperélastique et la définition
de sa stabilité. Cela nous permet notamment d’introduire le critére de dérivée seconde;

» Nous définissons les notions importantes de I'analyse de stabilité dans la section[9.3, a savoir :
- les points de bifurcation;
- les points limites;
- I'influence des imperfections.

o La section[9.4 s’écarte des définitions mécaniques pour décrire les spécificités de la modélisation
numeérique de problemes post-bifurcation : on commence par expliquer les obstacles rencontrés
lors de I'utilisation de méthodes incrémentales classiques, puis on présente deux alternatives : la
méthode asymptotique numérique et la méthode de controle de longueur d’arc.

o Enfin, on précise dans la section[9.5 les difficultés qui apparaissent lorsqu’on veut étudier la stabi-

lité de matériaux composites. Nous y présentons quelques résultats récents dans ce domaine qui
seront utiles a I’analyse de stabilité de nos nappes fibrées réalisée dans le chapitre[10.
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B 9.1 Motivation : Stabilité de structures industrielles

Stabilité de structures industrielles

Les structures minces (poutres, plaques, coques, ...) sont utilisées dans de nombreux domaines in-
dustriels, en voici quelques exemples :

Poutres (métalliques ou en béton armé) dans les structures Génie Civil

Coques cylindriques autour de réservoirs;

Coques hémisphériques formant la coupole d'un batiment;;
Carosseries de véhicules, ...

Ce type de structures présente I'avantage de posséder d’excellentes capacités a transmettre et sup-
porter des chargements trées variés, tout en ayant un poids relativement réduit.

Malheureusement, leur comportement devient non linéaire en compression, ce qui les rend souvent
sujettes a des instabilités structurelles. Ces instabilités correspondent a la perte d’unicité de 1'équi-
libre : plusieurs champs de déformation peuvent étre solution d'un probléme aux conditions limites
pour un méme état de contrainte. La réponse physique peut alors devenir différente de la réponse
principale attendue (cf figure[9.1).

(a) Flambement de poutres en compression axiale (d’apres (b) Flambement de rails sous dilatation
http ://fr.wikipedia.org) thermique pendant I'été 2003 (d’apres

www.bastison.net)

F1G. 9.1: Exemples de flambement de structures fines.

Des modes de bifurcation de natures différentes sont possibles, pouvant intervenir a différentes

échelles. Des exemples typiques d'une telle perte spontanée d’homogénéité de la déformation de

I’échantillon sont (figure[9.2) : (voir par exemple (Sulem and Vardoulakis, 1990))

— des modes globaux de type "mise en tonneau" ou "flambement", qui correspondent a un type de
bifurcation continue ou diffuse;

— La formation d'une bande de cisaillement, qui correspond a un type de bifurcation discontinue
ou localisée.

Ces instabilités structurelles peuvent avoir des conséquences "catastrophiques”, car une instabilité
globale de type flambement peut initier la rupture d'un matériau et mener a la ruine de la structure
(cf figure 9.3). Le dimensionnement des structures minces requiert donc d’avoir au préalable une
bonne compréhension de ces instabilités, puis de développer des outils fiables permettant de pré-
dire 'apparition de ces instabilités.
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F1G. 9.2: Exemples d’instabilités : (a) Mode global symétrique (mise en tonneau); (b) Mode global
antisymétrique (flambement) ; (c) Bande de cisaillement localisée. (Sulem and Vardoulakis, 1990)

(a) Poutre porteuse flambée apres un effondrement (b) Ecrasement d'une structure en nid d’abeilles
(d’apres N. Triantafyllidis)

F1G. 9.3: Exemples de ruines initiées par une instabilité.

On présente dans ce qui suit les notions principales d’analyse de stabilité dans le cas particulier de
matériaux hyperélastiques sous un chargement statique. On considere dans un premier temps le cas
ou les matériaux sont homogenes, avant de s’intéresser a la bifurcation de matériaux composites.

B 9.2 Sstabilité d’'un équilibre

9.2.1 Equilibre d’un solide hyperélastique

Considérons un solide S constitué d'un matériau hyperélastique d’énergie de déformation w (par
exemple 'une des énergies décrites dans le chapitre2). Dans sa configuration de référence %), ce
solide occupe un volume Qg et sa frontiére est notée §Q. Ce solide est soumis a une densité vo-
lumique de forces, notée f, a des efforts surfaciques g sur la partie de frontiére Sg = 6Qo, et a des
déplacemements imposés_ u,sur Sg < 6Qy. -

En description lagrangienne, les équations d’équilibre s’écrivent alors sous forme locale :

VXeQy divP)+f=0
P-n=g surSg -1
x=X+u,; surSy

ol P est le premier tenseur de Piola-Kirchhoff, qui s’exprime en fonction du tenseur gradient de

0x
déformation F = § par I'intermédiaire de la loi de comportement non linéaire :

9.2)
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Dans le cas ol les efforts f et g sont indépendants de la déformation, ces équations d’équilibre sont
équivalentes a chercher un point stationnaire pour I’ énergie potentielle du systeme définie par :

é"()_c):f[f w(ﬂ)dX—ff/ f-ng—[f g-xds . 9.3)
Qg - Qo — 0Qy—

Sion note H I'ensemble des configurations cinématiquements admissibles, ce probleme d’équilibre
s’écrit donc :

Pb9.2.1 Trouverx, € H tel que

Véxe Hy, &%[0x]= g—i(ge) 5x=0 . (9.4)
Ce probleme mathématique est trés intéressant, et a été étudié par exemple dans (Ciarlet, 1988).
Lexistence d'une solution n’est assurée que si la densité d’énergie possede des propriétés conve-
nables, comme nous '’avons déja dit dans le chapitre[2]:
- I'énergie de déformation doit tendre vers l'infini lorsque les quantités 1;, 1; A, 11 A2 A3 tendent
vers 0 ou vers I'infini, de maniere a éviter des phénomenes d’écrasement ou d’extension infinie;
— la densité d’énergie est une fonction polyconvexe et coercive au sens de Ball (voir (Ball, 1977)).

Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons donc que I'énergie de déformation w du matériau
hyperélastique considéré vérifie ces conditions, ce qui assure I’existence d'une configuration d’équi-
libre, notée ¥,. Cependant, contrairement a 1’élasticité linéaire, I'énergie n’'étant pas convexe par
rapport a C. Cette solution x, ne correspondra donc pas nécessairement a un minimum de I'éner-
gie, ce qui?)ourra étre la cause d’instabilités.

9.2.2 Définition de la stabilité

Considérons une configuration d’équilibre %,, solution du probleme PhH9.3.1. Cet équilibre dépend
de plusieurs parameétres :

— la configuration initiale 6 ;

— le chargement, correspondant aux efforts f et g;

— les coefficients de la loi de comportement@. B

Les structures parfaites n'existent que dans la théorie. En pratique, elles présenteront toujours des
défauts infimes aléatoires a I’échelle microscopique, non pris en compte dans les calculs. Pour s’as-
surer de la fiabilité des résultats numériques, il est alors capital que ces petites perturbations aient
une influence négligeable sur la configuration d’équilibre, ce qui pousse en particulier a introduire
la notion de stabilité :

La position d’équilibre x, sera dite stable si une petite perturbation de la configuration initiale 6
n’'entraine qu'une faible variation de I'équilibre.

Plus précisément, si on considere une configuration initiale perturbée €6 et que I'on note €, la
configuration d’équilibre qui lui est associée, I’équilibre sera dit stable si et seulement si :

Ve>0,da>0 telque |65 —%6o|<a = |65 -€.|<e (9.5)

ol |.|l est une mesure de I’écart entre deux configurations. Autrement dit, on demande a ce que la
configuration finale soit une fonction continue de la configuration initiale.

Nous allons décire dans ce qui suit comment vérifier cette condition en pratique.
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9.2.3 Analyse de stabilité d’'un équilibre

Intuitivement, on peut penser que si I'énergie augmente partout autour du point d’équilibre x,,,
toute configuration perturbée serait amenée a rester proche de cet équilibre pour minimiser son
énergie. Cette idée se traduit par le critére de stabilité énergétique suivant :

Théoréeme 9.2.1 Théoreme de Lejeune-Dirichlet
Léquilibre est stable s'il correspond a un minimum local de I'énergie potentielle. Plus précisément, le
point d’équilibre x, doit satisfaire :

VxeV(x,), si x#x, alors &(x)>&(x,)

Malheureusement, la démonstration de ce théoréme n’est valable qu’en dimension finie. Néan-
moins, une version généralisée en dimension infinie a pu étre établie sous des hypotheses supplé-
mentaires de différentiabilité :

Théoreme 9.2.2 Supposons qu'il existe un espace vectoriel H muni de la norme x dans lequel I'énergie
est bien définie. Si au point d'équilibre x,, les hypotheses suivantes sont satisfaites :
— Lénerge est différentiable au sens de Fréchet dans H jusqu'au deuxiéme ordre :

2
Ve H, Ex)-8x,)=8%,[x—x,x-x,]+o0(|x-x,["
— La seconde variation §>&°€ est coercive dans Hy :
a>0, VoxeHy, 65,[0x,8x]> alox|?

— Les déplacements des mouvements perturbés appartiennent a Uespace des fonctions C°(H).

alors l'équilibre est stable.

Ce chapitre se limitant a introduire les notions principales de 'analyse de stabilité, la démonstration
formelle de ce théoréme est admise. Plus de détails sont disponibles dans (Quoc-Son, 2000).

On peut aussi démontrer le résultat suivant par une étude du probléme linéarisé (vori par exemple

0):

Critere de seconde variation : Si la seconde variation est négative sur une direction, alors l'équilibre
est linéairement instable : il existe une perturbation linéaire avec croissance exponentielle en temps.

Ce critére peut étre trés utile en pratique : plagons nous dans la cas d'un probléme discret, résolu
par une méthode incrémentale. La dérivée seconde & . correspond alors a la matrice de rigidité du
probleme linéaire tangent, notée K. Ainsi, la positivité de la dérivée seconde est équivalente a ce
que toutes les valeurs propres de Ksoient strictement positives. Cette remarque fournit un moyen
simple et rapide pour étudier la stabilité d’un équilibre calculé numériquement.

B 9.3 Courbes d’équilibre et points de bifurcation

Lors de la conception d’'une structure, il est indispensable d’assurer que son comportement restera
contrdlé pour les chargements auxquels elle pourra étre soumise, décrits dans un cahier des charges.
Pour cela, on calcule la charge critique du probléme, défini comme étant le plus petit chargement
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pour lequel le systéme devient instable.

Plus généralement, on suppose dans cette section que le chargement dépend d’'un parameétre de
contréle, noté A. Lorsque ce parametre est fixé, 'équilibre du systéme est défini par :

Pb 9.3.1 Probleme d’équilibre
A A fixé, trouver x, € H tel que
Véxe Hy, &x(x,,D[ox]=0 9.6)

Lorsque A varie, compte tenu de la continuité de & ; par rapport a x et A, on peut représenter 1'en-
semble des équilibres x, sous forme d'une ou plusieurs courbes. On les définit comme étant les
courbes d’équilibre du systeme.

Pour décrire ces courbes, on peut adopter la représentation paramétrique classique :
x=x(1) A=A(1)

ou 7 désigne un parametre quelconque. Dans la suite, les fonctions x(7) et A(r) sont supposées des
fonctions au moins de classe ¢!, de maniére i ce que leur tangente soit continue.

On souhaite établir un lien entre ces courbes d’équilibre et la stabilité. Pour cela, considérons un
solide dans sa configuration de référence %, sur lequel on applique un chargement progressif ca-
ractérisé par le parametre A.

Pour des structures réalistes, on peut faire I’hypothése qu'une unique courbe d’équilibre passera par
le point (x,,0). On appellera cette courbe la branche principale, et I'ensemble des configurations
d’équilibre (x, 1) qui sont sur cette courbe forme la solution principale du probleme.

Pour des chargements proches de 0, on peut supposer raisonnablement que la solution principale
est stable, et qu’elle est I'unique équilibre du probléme. On définit alors la "charge critique" le para-
metre A. = A(t.) a partir duquel I'équilibre principal devient instable.

Si on augmente le chargement A d'un incrément infinitésimal A, la solution x € H va varier de
6 x € Hy, solution du probleme tangent :

On désique par (') la dérivée par rapport a I’absisse curviligne 7. Sous cette notation, les variations de
x et de A par rapport a T sont solutions du probléme en vitesse obtenu en dérivant[9.3.1/par rapport
ar:

Pb 9.3.2 Probleme en vitesses
Soit (x, ) un point d’équilibre. Trouver (X, A) e Hy xR tel que

VYve Hy, Exx(x, Vv, X1 +E 1 (x,Dv,Al=0 (9.7)

Si I'équilibre (x, 1) est stable, la dérivée seconde & . est réguliere (d’apres le théoreme9.2.2) et ce
probleme linéaire admettra une unique solution. Par analogie, le point (x, 1) correspondant a une
configuration stable sera appelé point régulier. Ce cas est représenté sur la figure|9.4(a).

Mais dans le cas d’'une instabilité, la dérivée seconde & x peut devenir singuliere. Le systeme précé-
dent pourra alors avoir aucune ou plusieurs solutions, comme représenté sur la figure|9.4(a). Un tel
point (x, 1) est appelé point singulier.

Lunicité de la solution x € Hy de ce probleme linéaire dépend alors évidemment de la coercivité de
& xx-

Lorsqu’on parcourt la courbe principale en partant du point (x,,0), on appelle ainsi le plus petit pa-
rametre A, correspondant a un point singulier. Cette charge critique sera caractérisée en pratique
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A A
O s
Ao , b
E Instabilité
0 : ;E 0 ;)_C
Xo X Lo
(a) Equilibre stable (b) Equilibre instable

F1G. 9.4: Stabilité sur des courbes d’équilibre

par la perte d’'unicité de la solution x en fonction du parametre A. En terme de probléme tangent, il
existe des accroissements de déplacement § x a accroissement de chargement 61 nul.

La recherche de la charge critique se raméne donc au probleme aux valeurs propres généralisé :

Pb 9.3.3 Probléme aux valeurs propres généralisé
Trouver A; etbx, tels que

VE € HOv g,xx({; /,‘/C) [Er&c] = 0

Ces équations permettent de définir les valeurs propres A, et les modes propres associés 6 x,..

Nous allons voir dans la suite de cette section que les points singuliers peuvent étre séparés en deux
catégories :

- les points de bifurcation;

- les points limites.

9.3.1 Point de bifurcation

Définition : Un point d’équilibre est un point de bifurcation s’il est le point d’intersection d'au moins
deux courbes d’équilibres.

Dans ce cas, les courbes coupant la branche principale seront appelées "branches bifurquées".
Puisque deux courbes peuvent se couper transversalement ou tangentiellement, on parlera de bi-
furcation angulaire ou de bifurcation tangente selon que les directions des tangents a ces courbes
peuvent étre distinctes ou identiques au point d’intersection.

N p)
A
Ao
Ad--o

Bifurcation Bifurcation tangente
angulaire

5 X o X

Xo Xo
(a) Bifurcation angulaire (b) Bifurcation tangente

F1G. 9.5: Types de bifurcations d’'une courbe d’équilibre



224 CHAPITRE 9. INTRODUCTION A LA STABILITE DES SOLIDES ELASTIQUES

Exemple : Systéme barre-ressort

L'exemple le plus simple pour illustrer le phénomene de bifurcation est le systeme "barre-ressort" :
on considere une barre rigide (supposée infiniment rigide en compression et en flexion) de longueur
L, initialement verticale. Son extrémité inférieure est fixée au point O, mais est articulée. Sa rotation
0 est contrdlée par un ressort spiral élastique, tendant a le maintenir dans sa position verticale. On
souhaite étudier les positions d’équilibre de la barre sous I'action d'une charge verticale descendante
d’amplitude A > 0. Ces notations sont résumées sur la figure/9.6(a)|

Y4
1 AZ
A
L
Y L
(a) Configuration initiale (b) Configuration déformée

FI1G. 9.6: Systéme barre-ressort

On suppose que le moment de rappel C du ressort s’exprime en fonction de I'angle de rotation 6
sous la forme non linéaire :
CO) = k10 + k20* + k36°

L'énergie potentielle totale du systeme soumis a la charge A s’écrit alors :
&(0,1) = %klez - %k293 + ikge‘* +A Lcos(0)
L'équilibre du systéme s’exprime par £ =0, c’est a dire :
E9(0,1) = k10 + k20% + k30° — A L sin(6) = 0 9.8)

Une solution triviale de cette équation d’équilibre est 8 = 0 (barre verticale). Nous I'appellerons "so-
lution principale". On souhaite déterminer si cette position d’équilibre est stable ou non. Pour cela,
appliquons le critere de seconde variation en utilisant la dérivée seconde de I'énergie :

EpoO,N) = ki +2 k20 +3 k30> — A L cos(0)

Sur la branche principale 8 = 0, cette dérivée seconde s’annule lorsque A = %, qui correspond donc
a un point singulier. Ce chargement est appelé "chargement critique", et sera noté A, dans la suite.

Si on reprend I'équation d’équilibre on comprend que ce point de bifurcation correspond au
croisement de la branche principale avec la branche bifurquée qui a pour équation :

klg + kg@z + k393

A0 = Lsin(0)

qui peut étre approchée au second ordre :

A(0) = Z(kl + ko + (ks + =)0 )
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Comme représenté sur la figure(9.7} on vérifie bien que cette courbe d’équilibre bifurquée, notée €’,
croise la courbe principale %6, au point de bifurcation (0, LIy

A A A/1
6o €’ %o €'
kl
\ k / A h
A=t cTT
0 0
0 - 0 g
(a) Bifurcation symétrique (kp = 0) (b) Bifurcation asymétrique (kp # 0)

FI1G. 9.7: Courbes d’équilibre du systéme barre-ressort

9.3.2 Point limite

Définition : Un point d'une courbe d'équilibre est un point limite si les conditions suivantes sont

réunies :

— Il s'agit d'un point a tangente "horizontale", ce qui signifie que la composante de la tangente a la
courbe suivant l'axe A est nulle (autrement dit, 6 x . est parallele a x ;

— Ce nlest pas un point de bifurcation.

Mécaniquement, les points limites correspondent a des charges extremes, puisque la structure ne
possede pas d’équilibre élastique pour des chargements plus élevés.

Point limite

Vlk

F1G. 9.8: Point limite d'une courbe d’équilibre

Les définitions et les exemples présentés dans cette section supposaient que la géométrie était par-
faite. Mais en pratique, une structure possede toujours des défauts a une échelle inférieure. Nous
allons donc décrire dans la section qui suit I'influence d’imperfections sur I'équilibre et la stabilité.
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9.3.3 Influence des imperfections sur la bifurcation

Dans cette sous section, I'objectif est d’étudier comment se modifient les courbes d’équilibre au voi-
sinage d’'un point de bifurcation lorsque le systeme est perturbé par la présence d’'imperfections.
Pour cela, commencons par reprendre I'exemple de systéme barre-ressort décrit précédemment :

Exemple : Systeme barre-ressort perturbé

Reprenons I'exemple de systéme barre-ressort décrit précédemment, mais en supposant cette fois
que le ressort en spirale utilisé présente un défaut qui tend a le maintenir incliné d'un petit angle
0*. Les rotations 8 de la barre sont mesurées par rapport a cette configuration de repos perturbée (cf
figure(9.9).

Ce systeme perturbé est toujours conservatif, et son énergie potentielle totale devient alors :
Lo bos 1y *
&0, = 5’“6 + gkze + Zkg@ +ALcos@" +6)
de telle sorte que son équation d’équilibre s’écrit :
E9(0,1) = k10 + k20 + k30° — A Lsin(@* +6) =0 9.9)

On peut simplement remarquer que la configuration 8 = 0 n’est plus un équilibre dés que A > 0, donc
il n'existe plus d’équilibre trivial. Ceci est logique, puisqu'une courbe intialement non verticale aura
toujours tendance a s'incliner de plus en plus sous I'application d'une charge verticale.

FIG. 9.9: Systéme barre-ressort perturbé

On ne détaillera pas dans ce rapport I'étude de I'équation d’équilibre perturbé. On pourrait montrer
par un développement asymptotique que les courbes d’équilibre de ce probleme perturbé sont de la
forme représentées sur la figure[9.10/: I'équilibre perturbé est proche de I'équilibre parfait principal
pour des chargements petits, mais il dévie ensuite vers une des branches bifurquées sans passer par
un point de bifurcation.



9.3. COURBES D’EQUILIBRE ET POINTS DE BIFURCATION 227

Point limite

N
Yo

0| 67

(a) Bifurcation symétrique (b) Bifurcation asymétrique

F1G. 9.10: Courbes d’équilibre du systéme barre-ressort perturbé

Le type de résultats observés sur 'exemple précédent peut étre étendu a tout type de probleme :

— Pour des chargements de faible amplitude, I'équilibre perturbé est trés proche de I'équilibre prin-
cipal;

— Lorsqu’on approche du chargement critique, I'équilibre perturbé s’éloigne de la courbe principale
pour dévier trés rapidement vers la courbe bifurquée la plus proche.

Point limite

Courbes
perturbées

Courbes
perturbées

x

MES
o

IO X 0

(a) Bifurcation angulaire (b) Bifurcation tangente

F1G. 9.11: Influence de perturbations sur les points de bifurcations

Finalement, on peut faire deux remarques intéressantes sur 'impact des imperfections, visibles sur

les courbes de la figure9.11 :

— La perturbation d'un systeme parfait va "gommer" ses points de bifurcation et la faire dévier vers
une de ses branches bifurquées;

- Toutefois, un point de bifurcation peut étre remplacé par un point limite (cf figure|9.11(a)).

Nous verrons dans la section suivante que ces remarques sont notamment importantes lorsqu’on
veut calculer numériquement le comportement d'un probléme non linéaire présentant des instabi-
lités.
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B 9.4 Calculs numériques en présence d’instabilités

Les calculs numériques appliqués a un probléme présentant des instabilités peuvent avoir deux
objectifs :

— Calculer la charge critique supportée par la structure avant de devenir instable ;

— Modéliser le comportement de la structure post-bifurcation.

Dans tous les cas, il est important de reconstituer '’ensemble de la courbe d’équilibre.

Pour franchir un point critique et étudier la solution apres bifurcation, la convergence d’'une mé-
thode de résolution classique risque d’étre trés lente. Cet inconvénient devient plus grave pour les
calculs multi-échelles sur des matériaux hétérogenes, pour lesquels les temps de calculs a chaque
itération peuvent étre assez importants. De nouvelles méthodes de résolutions, appelées "méthodes
de continuation", ont récemment été développées pour diminuer les calculs sur ces problemes pré-
sentant des points singuliers. On présente dans cette section les trois approches principales permet-
tant de suivre efficacement les courbes d’équilibre.

9.4.1 Méthodes incrémentales

Le recours au calcul numérique est souvent nécessaire pour traiter les problemes de solides rencon-
trés en pratique. En transformations finies, 'apparition de non-linéarités géométriques pousse a uti-
liser des méthodes itératives de type Newton-Raphson. Cependant, la convergence de ces méthodes
est garantie uniquement lorsque la configuration initiale est dans un "voisinage" de la solution. Pour
calculer I'équilibre d'une structure sous une charge A élevée, il sera donc plus prudent d’augmenter
la charge par incréments, en calculant I'équilibre correspondant a chaque étape par un algorithme
de Newton classique (voir (Oden, 1972) ou plus récemment (Le Tallec, 1994)).

Le principe de ces méthodes incrémentales est donc de suivre les branches d’équilibre de maniere
progressive, en augmentant le chargement linéairement. On résume leur fonctionnement par 'algo-
rithme[2|

Input : Configuration initiale x,
Input : Charge totale A=n+*06A1
Initialiser la charge A a 0;

for k=1 ando
Incrémenter la charge: A =1+06A1;

Initialiser x = x;._;;

while \ny(g, A)|| >edo
Calculer gxx(g, AN etE  (x,A);
Résoudre le probléme linéaire gxx x,A)-6x=-E ,(x,1);
Actualiser x = x+0x;

end

Actualiser la configuration courante : x,. = x;
end

Output : Configuration x, al’équilibre sous la charge A
Algorithme 2 : Méthode incrémentale de suivi d'une branche d’équilibre
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Remarque : Chaque incrément est résolu ici par un algorithme de Newton-Raphson classique, ce
qui n’est pas optimal. Le cott de calcul peut étre optimisé en utilisant des algorithmes de descente
(cf (Cornuault, 1988)) permettant en particulier de ne pas recalculer la matrice g . a chaque itéra-
tion. On ne détaillera pas ce point ici.

)

Ces méthodes incrémentales sont difficilement applicables sur un probléme présentant un point de
bifurcation : Au voisinage du point de bifurcation, le déterminant de la matrice de rigidité utlisée
dans l'algorithme de Newton sera trés petit, ce qui signifie que cette matrice est mal conditionnée
et que la convergence risque d’étre tres lente, voire méme impossible! On illustre ce probleme sur la
figure[9.12, avec un point de bifurcation oi1 le probléme linéaire tangent est mal posé en dx.

Matrice

singuliere

X
>

FI1G. 9.12: Calcul incrémental sur un probléme parfait

Remarque : Dans une méthode incrémentale sur un probleme parfait, la charge critique peut ainsi
étre déterminée juste en regardant si la plus petite valeur propre de la matrice de rigidité (qui est
donnée lors de la décomposition de Cholesky K = L-D-L lors de la factorisation) est proche de zéro.

On peut alors penser a une solution tres simple pour éviter ce genre de probleme de convergence
dans une méthode incrémentale : Nous avons vu dans la sous section|9.3.3 que les points de bifur-
cation sont "gommeés" lorsqu’on introduit des imperfections dans la configuration initiale. Ainsi, si
on réalise un calcul incrémental a partir d’'une configuration perturbée, on peut éviter la zone ou
la matrice devient singuliéere, et obtenir une convergence rapide vers la branche bifurquée (cf figure

9.13(a)).

Cependant, comme nous I’avons vu dans la sous section/9.3.3} un point de bifurcation peut trés bien
étre remplacé par un point limite lorsqu’'on ajoute une perturbation.Cette situation est catastro-
phique pour les méthodes incrémentales : il se peut que la charge dépasse ce point limite pendant
I'incrémentation, auquel cas le calcul va diverger (voir figure|9.13(b)).

Par conséquent, si on ne peut pas garantir I’absence de points limites lorsqu’on introduit une pertu-
bation de I'état initial, I'utilisation des méthodes incrémentales est dangereuse. Il faut alors construire
des méthodes un peu plus complexes permettant de gérer ce genre de situations (voir par exemple
(Lahman et al., 2002)). C’est le sujet de la suite de cette section.
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AA/

Divergence

vI ®

(a) Convergence vers le mode bifurqué (b) Divergence au dela d'un point limite

F1G. 9.13: Calculs incrémentaux sur un probleme perturbé

9.4.2 Méthode asymptotique

On rappelle que I'objectif général est de suivre une branche d’équilibre de maniére progressive. Sup-
posons que cette courbe est définie par la représentation paramétrique suivante :

{ x=x(1)

A=100) (9.10)

oll T est un parametre cinématique quelconque. On suppose que I'on connait une position d’équi-
libre x,, a la valeur initiale A = 0, qui peut par exemple étre la configuration au repos.

Pour franchir un point limite, la difficulté concerne le contréle des pas de calcul, car I'incrément de
charge 61 de doit pas étre choisi de maniére arbitraire et ce controle ne doit pas y étre monotone.
Une premiére solution a été développée par (Damil and Potier-Ferry, 1990), basée sur des dévelop-
pements asymptotiques d’ordre supérieur de 'inconnue x et de la charge 1. Cette méthode est au-
jourd’hui appelée méthode asymptotique numérique (ANM).

Plus précisément : soit (x,, Ag) une configuration d’équilibre réguliére, vérifiant I'équation d’équi-
libre :
Ex(xyA0) =0

On cherche a approcher le comportement de x et A si on suit la branche d’équilibre autour de
(X,, Ao). Si on note toujours 7 le parameétre cinématique décrivant I'absisse curviligne le long de la
courbe en partant de (x,,, Ao), alors x(7) et A(7) sont recherchés sous la forme de séries entiéres tron-
quées al'ordre n:
x(1) =£0+T£1+T2£2+---+Tn£n
{ AT =0 +T A +12 Ao+ +T1" A,
Une méthode de perturbation permet alors de calculer tous les (x;)k=1,, €t (Ax)x=1,, €n résolvant
plusieurs problémes linéaires utilisant la méme matrice de rigidité K = E ., calculée autour d'un

point régulier. Ainsi, un seul calcul de matrice, et une seule factorisation de cette matrice sont réali-
sés a chaque pas, ce qui permet de gagner en temps de calcul. De plus, en choisissant des ordres n
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élevés, on peut espérer que le rayon de convergence permette de choisir de plus grands pas de calcul
pour suivre de proche en proche un trajet de chargement, et le reconstruire sous forme polynomiale
par morceaux par rapport au parametre 7.

On résume le fonctionnement de cette méthode par1’algorithme(3. Cette méthode est décrite plus en
détails dans (Cochelin et al., 2007) et (Cochelin, 1994). Un état de I’art sur son développement est dis-
ponible dans (Potier-Ferry, 2004), et on notera que plusieurs travaux récents utilisent cette méthode
pour l'étude de bifurcations (voir (Cadouetal., 2006), (Yvonnetetal.,, 2007),
(Nezamabadi et al., 2009),...).

Input : Configuration au repos x,,

Input : Pas du parametre 7 fixé, noté 6t
Initialiser la charge Ag 2 0;

fori=1aNdo

Calculer E ;

Factoriser la matrice une fois pour toute ;

for k=1 ando
| Calculer x,. et A par perturbations ;

end
Actualiser la configuration : x, =} _, otk X5

Actualiser le chargement : A = ZZ:O 5tk Ak
end

Output : Configuration x, a I'équilibre sous la charge A
Algorithme 3 : Méthode asymptotique numérique de suivi d'une branche d’équilibre

9.4.3 Controle de longueur d’arc

Comme nous I'avons dit dans la sous section précédente, I'objectif est ici de suivre une courbe
d’équilibre caractérisée par les équations|9.10/a partir d'une configuration (x(0), A(0)) = (x,, 0) connue.

Au voisinage d'un point critique, le rayon de convergence d'une méthode de Newton-Raphson ou
méme du développement asymptotique peut devenir assez limité, voire nul dans une approche in-
crémentale. Ceci a poussé certains auteurs a utiliser un autre type de méthodes, appelées "méthodes
de controdle par longueur d’arc" ("arc-length methods" en anglais).

Lidée principale de ces méthodes est de considérer le pas 1 comme une inconnue, fixée par un
controle de longueur d’arc le long de la courbe d’équilibre :
ax|* |loA
ar| * ‘ ot
On va alors résoudre I’équation d’équilibre & ,(x, 1) = 0 sous cette contrainte par une méthode ité-

2

VY1>0, ‘ =1

rative de type Newton-Raphson classique, en résolvant a chaque itération le probléme non linéaire :

OF
el (x+8x,A+81) =0

|8x||” + 167112 = 672

Ce probleme est résolu le plus souvent par une méthode de Newton, en partant d'une configuration

(9.11)

(x, A) satisfaisant I’équation d’équilibre & ,(x, 1) = 0.
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On résume le fonctionnement de ces méthodes par I’algorithme /4. Une description détaillée de ce
type de méthodes est disponible dans (Keller, 1983).

Input : Configuration au repos x, = x,

Input : Pas du parameétre 7 fixé, noté 61

Initialiser la charge Ap 2 0;

for k=1 ando

Initialiser 6 x=0etdA1=0;

while ||Résidu|L> edo
OE

t ;
0 A2 ' (x, )
Résoudre le probleme[9.11 linéarisé ;

Actualiser x et 61 ;
end

Calculer

Actualiser la configuration: x,. = x;_, +0x;

Actualiser le chargement : 1 = 1;_; +0A;
end

Output : Configuration x, al'équilibre sous la charge 1,
Algorithme 4 : Méthode de suivi d'une branche d’équilibre par contréle de longueur

d’arc

YI &

FIG. 9.14: Calcul par controle de longueur d’arc

Remarque : Dans tout ce qui précede, on a supposé qu'il existait un seul mode propre aux points
de bifurcation. Il peut arriver que plusieurs modes bifurqués apparaissent, auquel cas on parle de
"point de bifurcation en mode multiple". Ce cas dépasse le cadre de ce rapport, et nous reportons le
lecteurs aux ouvrages (Koiter, 1945), (Triantafyllidis and Peek, 1992), (Peek and Triantafyllidis, 1992)
ou encore (Casciero et al., 1992).
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B 9.5 Analyse de stabilité multi-échelles

Les définitions et les exemples donnés dans les sections précédentes de ce chapitre ont supposé
que I'on dispose de I'énergie exacte de la structure. Elles sont bien applicables aux matériaux hy-
perélastiques homogénes, mais posent probléme pour les matériaux hétérogenes, pour lesquels on
ne dispose que d'une énergie homogénéisée a I'échelle macroscopique (pouvant étre calculée par
les méthodes résumées dans le chapitre[5). Les phénomeénes d’instabilité dans les matériaux hété-
rogenes peuvent aussi bien apparaitre a I'échelle microscopique qu’a I’échelle macroscopique, ce
qui complique leur étude. On propose dans cette section un état de I’art non exhaustif des résultats
disponibles dans la littérature pour ce genre de matériaux.

L'étude de la stabilité des matériaux hétérogenes est un sujet de recherche assez nouveau (les pre-

miers travaux sont diis a (Triantafyllidis and Abeyaratne, 1983) et (Abeyaratne and Triantafyllidis,

1984)), mais fait 'objet d'une large littérature depuis quelques années. On ne décrit ici qu'une petite

sélection de travaux. Les matériaux hétérogenes peuvent étre classés en deux grandes catégories,

selon le type de structure locale :

— Microstructure périodique : ils correspondent majoritairement a des matériaux utilisés dans 'in-
dustrie, fabriqués de maniére connue et reproductible (renforts fibrés, nids d’abeilles, matériaux
cellulaires, ...).

— Microstructure aléatoire : Tous les matériaux, qu’ils soient naturels (roches, tissus vivants,...) ouin-
dustriels (métaux, élastomeres, ...), ont une structure hétérogene aléatoire a I'échelle de la matiere.

Composites a microstructure périodique :

Dans ce cas, la périodicité de ces solides permet des calculs exacts de ’apparition de leur instabilité
sous un chargement macroscopique arbitraire si on suppose que les dimensions macroscopiques de
la structure sont infinies. On suppose que le chargement imposé est choisi de telle sorte que toutes
les cellules élémentaires se déforment de maniere identique dans la solution fondamentale.

Les travaux de (Muller, 1987) ont montré que lorsque la fonction d’énergie n’est pas convexe, il est
nécessaire de tenir compte de toutes les tailles de cellules périodiques pour calculer I'énergie de dé-
formation homogénéisée. La charge critique est alors définie comme I'infimum des charges critiques
calculées sur toutes les tailles de cellules. La méthode donne de bons résultats (voir (Abdelmoula et al.
1993)), mais est trés cotliteuse en temps de calculs.

Une méthode équivalente beaucoup plus rapide a alors été développé : il a été établi par
(Geymonat et al., 1993) que dans le cas des solides 3D périodiques en grandes déformations, les
modes d’instabilités microscopiques (c’est a dire ayant un longueur d’onde finie par rapport a la
microstructure) peuvent étre représentés sous forme d’ondes de Bloch (cf (Bloch, 1928)). Le calcul
de charge critique est alors réalisé a partir d'une cellule élémentaire, et il est démontré que cela est
équivalent aux calculs sur une cellule a période spatiale variable réalisés par (Muller, 1987). De plus,
dans le cas ot la longueur d’onde du mode d’instabilité tend vers I'infini par rapport a la taille d'une
cellule élémentaire, il est également prouvé dans (Geymonat et al., 1993) que 'instabilité macrosco-
pique correspondante peut étre calculée a partir de la perte de rang-1 convexité du module tangent
homogénéisé. Ce dernier résultat généralise le travail (Triantafyllidis and Maker, 1985), qui avait éta-
bli le lien entre les instabilités apparaissant a I’échelle macroscopique et la perte de rang-1 convexité
dans le cas particulier des matériaux composites stratifiés renforcés par des fibres.

En reprenant les résultats de (Geymonat et al., 1993), (Triantafyllidis and Bardenhagen, 1996) dé-
finit les surfaces de charge en contraintes dans 1'espace des déformations pour des solides pério-
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diques infinis. Cette approche a depuis été utilisée pour de nombreux matériaux périodiques : nids
d’abeilles en aluminium dans (Triantafyllidis and Schraad, 1998) et (Michailidis et al., 2009), com-
posites renforcés par des fibres dans (Nestorovic and Triantafyllidis, 2004), mousses de Kelvin dans
(Gong et al., 2005), élastomeéres poreux dans (Triantafyllidis et al., 2006).

Composites a microstructure aléatoire :

Pour ce type de matériaux, on ne dispose que d’informations statistiques sur ce qui se passe a’échelle
microscopique. Il n'existe pas de résultats exacts dans ce cas, ce qui rend leur étude plus difficile.
D’apres (Michel et al., 2010), il semble que les instabilités apparaissant a une échelle voisine de
celle d'une cellule élémentaire tendent a disparaitre lorsque la microstructure est perturbée de ma-
niere aléatoire par rapport a son état purement périodique. Cela suggere que les instabilités qui ap-
praissent dans des composites aléatoires sont plutot "macroscopiques”, avec des longueurs d’onde
treés grandes par rapport a la taille caractéristique de la microstructure. Ainsi, plusieurs auteurs ont
étudié la stabilité de tels composites aléatoires en utilisant la condition d’ellipticité sur I'énergie ho-
mogénéisée al’échelle globale. On citera par exemple les travaux récents (Lopez-Pamies and Castaneda,
2006b), (Lopez-Pamies and Castaneda, 2009) ou (Agoras et al., 2009b).

B Conclusions

L'étude de la stabilité des structures est fondamentale, en particulier dans les domaines industriels
cherchant a optimiser les caractéristiques des matériaux utilisés. Elle est donc encore I'objet de nom-
breux travaux scientifiques. Ce chapitre a permis d’introduire les notions de base de la stabilité, a
savoir les points de bifurcation, les points limites et 'influence des perturbations.

Nous avons présenté les principales méthodes numériques permettant de réaliser des calculs post-
bifurcations, ainsi que les résultats récents obtenus sur I'analyse de stabilité des matériaux compo-
sites. Nous allons mettre en oeuvre ces technique de stabilité multi-échelles dans le chapitre[10]



CHAPITRE

Etude de flambement d’une nappe
en flexion circulaire

B Introduction

Lobjectif de ce chapitre est de modéliser le flambement des nappes fibrées lorsque les cables sont
soumis a une compression axiale. Pour cela, nous avons choisi de nous placer dans le cas particulier
d’'une flexion circulaire. Nous réalisons une analyse de stabilité multi-échelles basée sur le résultat
de (Geymonat et al., 1993), qui permet de réduire le probleme a une cellule élémentaire 2D et de
modéliser les modes propres sous forme d’ondes de Bloch. Cette étude va nous permettre de mieux
comprendre le mécanisme d’instabilités des nappes, et de valider les résultats de flambement obte-
nus par nos modeles dans les partie I et II. Le chapitre s’organise en cinq sections :

o La section[I0.1lprésente le probleme mécanique (géométrie et chargement) et explique la mise en
compression axiale des cables;

e Nous introduisons la formulation continue du probléeme dans la section[10.2] en supposant que
la structure est infinie dans le plan de la nappe. On commence par décrire la forme de la solu-
tion principale aI’équilibre, puis nous utilisons le résultat de (Geymonat et al., 1993) pour pouvoir
écrire les modes propres sous la forme d’ondes de Bloch. Le principal résultat est que les calculs
d’équilibre et des modes d’instabilité peuvent étre réduits a une cellule élémentaire 2D ;

o La section[10.3]donne les détails du calcul de la courbure critique par ondes de Bloch sur une
cellule élémentaire 2D : nous y présentons la discrétisation et I'algorithme de résolution;;

o Parallelement a cette analyse de stabilité multi-échelles, nous précisons dans la section[10.4/la
gestion du phénomene de bifurcation dans les calculs 3D macroscopiques, réalisés par une mé-
thode incrémentale associée a une méthode de Newton-Raphson : une perturbation géométrique
est ajoutée a la configuration de repos parfaite pour pousser le modele a bifurquer vers la branche
de bifurcation voulue. Une approximation de la courbure critique peut alors étre calculée en di-
minuant 'amplitude de I'imperfection;

¢ Enfin, nous présentons les résultats numériques obtenus avec les deux méthodes dans la section
[10.5]: nous y vérifions que la flambement prédit est latéral dans le plan de la nappe, comme le
montre I'expérience, et que nos modeles macroscopiques et multi-échelles permettent chacun de
détecter correctement la bifurcation.

235
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B 10.1 Présentation du probléme

Géométrie

On reprend dans ce chapitre la géométrie de 1'éprouvette décrite dans le chapitre 1. On se place

dans I'espace E = R3, dans lequel on choisit un repére orthonormé (e,,€5,€5). On considere une

éprouvette initialement plane, dont le volume est noté Q. On note L; et L ses dimensions dans le

plan (e, ¢,), alors que son épaisseur selon e, est notée h. Ce solide est composé de trois matériaux :

— Une fine lame métallique, appelée clinquant, sur la partie supérieure. Cette lame est supposée
avoir une rigidité en extension tres élevée, de telle sorte qu’elle sera supposée inextensible dans la
suite;

— Des cables de renforts a section circulaire, de rayon r, situés dans la partie inférieure de la nappe.
Au repos, ces cables sont supposés rectilignes et paralléles a e, ;

— Une gomme hyperélastique pouvant subir de tres grandes déformations.

On suppose par ailleurs que I’écartement entre les cables est constant, noté e, Cette hypothese per-
met de considérer une géométrie périodique, de telle sorte que le volume 3D de I'éprouvette, noté
Q, peut étre décomposé en cellules élémentaires 2D identiques, notées Q..

Toutes ces notations sont résumées sur la figure(10.1]

L

<

F1G. 10.1: Géométrie de I'éprouvette

Par ailleurs, on va supposer dans la suite que la relation suivante est respectée :
e, h<< Ly, Ly

Cette hypothese permet de supposer que le solide est de dimension infinie dans les directions ¢, et
e,, ce qui permet de négliger les effets de bords. Ainsi, on pourra considérer que toutes les cellules
élémentaire Q. se déforment de la méme maniere pour un chargement uniforme.
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Chargement

Lidée générale du probléme est de soumettre la nappe a une flexion circulaire sur sa face supérieure,
de maniere a créer un compression axiale des cables dans la partie inférieure.

Plus précisément, on souhaite créer une courbure p dans '’ensemble de la structure, en supposant
que lalame métalique supérieure ne subit pas d’extension. On choisit pour cela d'imposer les dépla-
cements suivant sur cette face supérieure : (le chargement est résumé sur la figure10.2)

1
VX1 €[0;L1], VX2 €[0; Lo, x(X1, X2, h) X, +—e, (0X1) + Xae,
p
1
= Xy+—R(pX1)-e3+Xze, (10.1)
p_

ol R(p X)) est le tenseur de rotation d’angle 8 = p X; défini par

g(le) =ep(pX1)®e,+e,®e,+e,(pX1)®e, (10.2)

Flexion circulaire sans extension

FI1G. 10.2: Chargement sur |'éprouvette

Les déplacements sont laissés libres sur la face inférieure de I'éprouvette. De plus, le solide étant
supposé infini dans les directions ¢, et e,, on néglige les effets sur les bords latéraux de la nappe. On
ne prendra donc pas la peine de décrire de conditions aux limites a ces extrémités.

II est bien connu que les structures fines résistent mal a de fortes compressions. La modélisation
du flambement des nappes fibrées sous compression a d’ailleurs déja été étudiée par exemple par
(Gardin et al., 1998) en 'assimilant a un milieu stratifié 2D. Si la compression des cables devient trop
forte, on s’attend a ce que I'équilibre devienne instable, conduisant a un flambement global de la
structure comme illustré sur le schémal(10.3!

Remarque : Avec le chargement imposé expérimentalement, la lame métalique supérieure est en
légere extension, et la ligne d’extension nulle de 'éprouvette se situe juste en dessous de celle-ci.
Nous supposons ici que cette lame ne subit pas d’extension pour simplifier les conditions aux limites
utilisées numériquement, ce qui ne modifie pas signicativement la compression subie par les cables.

L objectif de la suite de ce chapitre est d’étudier la stabilité de la structure en fonction du parameétre
de courbure p, et de détecter les points de bifurcations de la solution principale. La section [10.2
présente la théorie continue permettant de résoudre ce probleme multi-échelles.
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F1G. 10.3: Flambement de I'éprouvette en forte flexion circulaire

B 10.2 Formulation du probléme continu

Commencons par définir les espaces mathématiques dans lesquels on travaille. On suppose que
les déplacements ont leurs composantes dans H lloc (Q), c’est a dire de carré localement intégrable et
avec un gradient également de carré localement intégrable sur le volume. On introduit doncl’espace
suivant:

HQ)={x:Q— R® tels que x;€ H}OC(Q)}

On définit alors 'espace des configurations admissibles par :
1
H,(Q) = {ge H(Q) tels que VX € 0iL1] VX2 € [0512), X(X1, X ) = g + - RpX) e + ngz}

On lui associe 'espace des variations admissibles :

Ho(Q) = {;_c € HQ) telsque VX; €[0;L1], VX € [0; Lol , x(X1, X2, h) = g}
10.2.1 Calcul de la solution principale

Comme cela a été rappelé dans le chapitre(9} les configurations d’équilibre x € H,(Q2) d’un solide
hyperélastique sont définies comme étant les solutions de I'’équation d'Euler-Lagrange suivante :

Vie HO(Q),fff P(Vx):VEdX1dX,dXs=0 (10.3)
prenbyp

Ce probleme est écrit ici sous une forme trés générale, et il faut tenir compte des hypotheses qui
ont été réalisées dans la section [10.1} Dans ce qui suit, nous allons donc restreindre 1'espace des
configurations admissibles et montrer que ce probleme d’équilibre peut étre ramené a un probléme
sur une unique cellule élémentaire Q,.

Forme de la solution principale

Les effets de bords étant négligés, on peut supposer que toutes les cellules élémentaires se déforment
de la méme maniére dans la solution fondamentale. Pour que deux cellules voisines dans la direc-
tion e, se déforment de fagon identique (comme sur la figure[10.4), les déplacements doivent étre
périodiques, ce qui s’écrit :

e e
Vne Z»VXI € [O;Ll]»VX?_ € [_5) E]vVX?) € [0) h]) E(XI)X2+n*e)X3) :E(XI,XZ,X:;)'FI’I*QQZ (10~4)
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||}
O O [,e O O

_____ ol O

FI1G. 10.4: Solution principale : X,-périodicité des déplacements

Autrement dit, le déplacement se répete en X, de cellule en cellule. Par ailleurs, on suppose que le
mouvement le long de X; est une simple rotation. Les configurations déformées de deux cellules élé-
mentaires, initialement paralleles et distantes de d X;, doivent étre identiques a une rotation d’angle
df = pd X; pres, comme représenté sur la figure(10.5. Cela se traduit par la relation suivante :

YdleR, VX, € [0;1,],¥ Xz € [0; Lp], ¥ X5 € [0; 1],
XX +d1, X, Xa) — x,(Xa) = R(p D) - (x(X1, Xo, X5) ~ xy(X2)|  (10.5)

F1G. 10.5: Solution principale : cellules déformées identiques a une rotation pres

Les deux propriétés d’invariance et impliquent que la solution fondamentale x € H,(Q)
doit étre cherchée sous la forme :

VX1 €[0;L1], VX5 €[0; Lo], VX3 € [0; h] , x(X1, X2, X3) = Xy + R(pX1) - p(X2, X3) + X2, (10.6)

ol p est une fonction vecteur exprimée dans le repere local a chaque cellule, indépendante de X; et
périodique par rapport a X :

e e
VX3€[0;h], VX € [_E;E] ,VneZ, p(Xo +nxe X3) = p(Xz, X3) (10.7)

Par ailleurs, p vérifie la condition aux limites :

VX, e [=2: 8
2 2;

1
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On voit donc que nous sommes ramenés a considérer des fonctions évoluant sur une cellule élé-
mentaire Q,, définies dans I’espace :

K@) ={p:0,—~ R tels que x; € H}, ()}
Lespace des fonctions X,-périodiques sur Q, est noté :
e e
Kper(Qe) = {p € K(Q) tels que VX5 €101, pl-3, X3) = pl(5, Xa)}

On définit alors 'espace des fonctions p admissibles par :
Kp(@Qo)={pe K@) telsque VX, € (-5, p(X h)—le}
plie) = P e q 2 25 » A2, 1) = p_3

On lui associe 'espace des variations admissibles :

e e
Ko(Qe) = {peK(Qe) tels que VXp € [=7i 71, p(Xa, 1) = 0]

L'espaces des solutions périodiques admissibles est alors défini par Kf’f Q) = Kper(Qe) NKp(Qe), et
les variations périodiques admissibles seront prises dans Ké? Q) = Kper(Qe) N Ko (Qe).

On peut remarquer que pour toute configuration déformée x € H(Q2) de la forme/[10.6, le gradient de

0x
déformation F = — est égal a:
=7 0x

OR op op
Vi=—="p(Xz, X3)®e; +R(pX1)- (€, + 7 (X2, X3)) ® &, + R(0X1) - = (X2, X3) ® &g
= 0X; = 0Xs

On rappelle que le tenseur de rotation R est défini par 'expression|10.2 :
g(PXI) =eg(pXi)®e +e,®e,+e (pX1)®ey

Des dérivées des vecteurs du repere local

0¢, X X
aXl(,o 1) =—peylpXy)

)

X)) = X
6X1(p 1)=pe(pX1)

on déduit le calcul de la dérivée de R par rapport a Xj :

OR

= (px) =
a_lel =

04X,
= pe(pXi)ee +e2oe,—pey(pXi)®e,

= R(pX1)-Alp)

Oe
(pX1)®e +e2®e,+=—(pX)) ® e,

ol le tenseur antisymétrique A a été défini par
é(P) =ple;®e; —e;®e;) (10.9)
X
Ainsi, le tenseur gradient de déformation F = ﬁ peut étre simplifié sous la forme :

op dp
Vx(X1, X, X3) =R(pX1)- |A(p) - p(X2, X3)® e, + (e, + i(Xz,XS)) ®e,+ i(Xz,Xs) ® e,
— - - - 2 3
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Probleme 2D associé

On cherche doncla solution principale x; sous la forme(10.6} satisfaisant I'équation d’Euler-Lagrange
10.3 locale par cellule. Elle doit en particulier satisfaire I’équation :

vp err(Q)fff aWA (Xo, X3)® e, + ( +aB(X X3) ® +aB(X X3) ®

€ , _— . , e e -— , e -— , e .

PEK, e o OF A-plaz, A3)® ¢, 1€, 20X, 2,43))® €, 0Xs 2,4A3)® €3
- op op
é-E(XZ,X3)®§1+@(Xz,X3)®§2+a—)z3(X2,X3)®§3 dx=0

Dans cette équation, le terme de rotation n'intervient pas, car les équations d’équilibre sont inva-
riantes par changement de référentiel.

En utilisant la périodicité par rapport a X, et I'indépendance en X, ceci est équivalent au probleme
suivant sur une cellule élémentaire 2D :

Pb 10.2.1 Probleme d’équilibre sur une cellule élémentaire
Trouver p € Kﬁer(ﬂe) tel que

ow
vpe K (Q ff —
Be 0 (Qe) QeOE

ap op
é'B(XZ)XS) ®f_31 + (22 + 6_)?2(X2)X3)) ®€2 + a_)ZS(XZ)X:S) ®€3) :

op op
A-p(Xz, X3)®e + 6_)?2(X2’X3) ®e,+ a_}??’(XZ»XS) ®e;| dX2dX3=0

(10.10)
Remarque : On notera que le volume élémentaire Q. apparaissant dans cette analyse de stabilité ne
correspond pas au volume élémentaire Q7, ,,, qui a été utilisé dans la méthode multi-échelles, décrite
dans la deuxieme partie de ce rapport. Le premier considére toute I'épaisseur h de la structure, alors

que le second ne représente que la couche renforcée par des cables, d’épaisseur hy 4. On résume
ceci sur la figure

Cellule élémentaire utilisée pour I'analyse de stabilité

Cellule élémentaire du modele de nappe multi-échelles

hnap

FI1G. 10.6: Cellules élémentaires utilisées

10.2.2 Analyse de stabilité de I’équilibre
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Critére de seconde variation

On cherche dans cette partie a déterminer si la solution principale décrite précédemment est stable.
On utilise pour cela le critére de seconde variation décrit dans le chapitre/9] qui donne une condition
suffisante pour exclure toute bifurcation le long d'un chemin d’équilibre.

Remarque : Dans le cas de matériaux élasto-plastiques, le critére de seconde variation est remplacé
par une condition analogue, appelée "critére de bifurcation de Hill" (cf (Hill, 1958)). La démarche
décrite ici pourra donc facilement étre généralisée a cette classe de matériaux, comme cela est fait
dans (Triantafyllidis et al., 2006).

Etant donnée une courbure p, on suppose avoir résolu le probleme d’équilibre avec la méthode que
'on vient de décrire, et on note x,, la solution principale périodique. On connait alors le tenseur des
contraintes de Piola-Kirchhoff P ainsi que le tenseur tangent du 4¢ ordre noté L,tous deux exprimés

dans le repere (e, e,, ;) ® (¢;,¢,,¢5). Les caractérisitiques de notre probléme_nous assurent qu’ils
sont tous les deux indépendants de X; et périodiques en X5 :

P(p,Xo+n=+e X3)=P(p, X2, X3)

L(p, Xo+nx*e X3)=L(p, X2, X3)

On introduit la fonctionnelle quadratique en § x suivante :
Fo:R*xHEQ) — R
(p,0x) — f[f Véx:L(p, Xo,X3): VoxdQ (10.11)
o= = —

ou l'espace H(Q2) est défini par
MO ={z:0—C* telsque 3z, ) € HQY, z=x+iy}

De la méme maniere, on introduit 'espace de fonctions complexes définies sur une cellule élémen-
taire :
K(Qe) = {2:0,—C telsque3(x,y) € K(Q? z=x+iy}

Par analogie, on utilisera également les notations Hg(Q) et Ko (Q,) pour les espaces de fonctions res-
pectant les conditions aux limites homogenes.

Remarque : Le tenseur tangent L est réel symétrique, ce qui implique que Vdx : L(p, X», X3) : VOx

est bien dans R pour toute fonction ox e H(Q).

Le critére de seconde variation est basé sur la définie-positivité de la fonctionnelle Fq sur le sous
espace Hp(Q). Par conséquent, I'équilibre principal est stable si sa plus petite valeur propre S(p)
définie ci-dessous est strictement positive :

. 1

Il est linéairement instable si $(p) < 0.

On a introduit ici la semi-norme |||y sur I'espace H(Q2), définie par :

lox])?, =f/f Vox:VoxdQ (10.13)
Q_ —
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Modes propres

Notre structure étant supposée parfaitement périodique, on utilise le résultat de (Geymonat et al.,
1993), selon lequel les modes propres de bifurcation § x € Hy (Q2) peuvent étre exprimés sous la forme
d’ondes de Bloch (cf (Bloch, 1928)) :

Oxlw1, w2, 6p](X1, Xz, X3) = expiv1 Xy + (w2 X3) R(pX1) 0p(X2, X3) (10.14)

ou (w1,w2) € [R+ X

21
0; —] sont les nombres d’ondes du mode propre dans les directions des coor-
e

données X; et X, respectivement, alors que (5_p appartient a I'espace K (Q,) et est X>-périodique :
VneZYXoel-5i 2l YXs €0kl Sp(Xo+ns e, Xa) = 5p(Xe, Xa)
Introduisons la nouvelle variable 5_6] € Ko(Q,) définie par :
VXp €= 2l VXs €0kl 840X Xo) = explios X)Op (X, Xo)
et vérifiant donc les conditions aux limites :
VX, € [—g; g],vxs (0], 8q(Xa+e,Xs) = exp(-iwz€)3q(Xz, Xs) (10.15)
L'expression des modes propres[10.14/peut alors étre réécrite sous la forme :

8x[w1,8q(@2)] (X1, X2, X3) = R(pX1) - §q(X2, X3)exp(iw1 X1) (10.16)

avec (w1, w») €

27
0; ?] *R" et §q € Ko(Q,) vérifiant la condition/10.15.

Remarque : Le nombre d’ondes w, n’apparait plus explicitement dans I'écriture des modes propres
10.16, mais il intervient bel et bien, caché dans les conditions aux limites/10.15 sur § g.

Pour toute fonction d x s’écrivant sous la forme[10.16, le gradient de déformations 3D s’écrit :

0dq 00q

Véx=exp(io1 X1)R(pX1)- (A- 6q(Xz, X3) + iwléq(Xz,Xs)) ®e + i(Xz,Xs) ®e,+ i(xz,Xg) ® e,
—— - - T — 2 3

(10.17)
ol le tenseur A est toujours défini par I'expression[10.9.

Par conséquent, pour trouver la plus petite valeur propre (p) de Fq, il n'est pas nécessaire de scan-
ner toutes les fonctions de Hy(Q,). 1l est suffisant de parcourir tous les nombres d’ondes (w1, w>)
dans Rt x [0; 27”] et toutes les fonctions § g € K (Q,) vérifiant la condition[10.15/pour construire :

_ 1
B(p) —wg})%_q Hé_x[w1,6_q(w2)] “2 Fq (P,@[%ﬁ_q(wz)])

Q

Son calcul peut étre décomposé en introduisant la quantité suivante, correspondant a la plus petite
valeur propre pour un nombre d’ondes (w1, w>) fixé :

R g H@[wl,;_mwz)l1!;&(@[%%@)” o
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de telle sorte que B(p) est égal a

Blp) = wiP£2 {Y(p,wl,wz)} (10.19)

Reprenons alors I'expression[10.11 de Fo en remplacant Vox par[10.17| et en utilisant le principe
d’indifférence matérielle pour éliminer R. La fonctionnelle F se réduita:

Fg(pﬁ_x[wl,a_q(wz)]) = f f fQ [(é@(xz,xg)—iw@(xz,xg))%
00q 00q
+6_;2(X2'X3) ®e,+ a—g(Xz,Xs) ®€3]
:L(p, X2, X3) : [ (é'é_Q(Xz, X3) +iw16q(Xa, XS)) ®e

N 65_(] 65_6]
+a—X2(X2y X3)®e,+ a—Xs(XZ»X:s) ®§3] dXodXs

En utilisant I'indépendance par rapport a X; et la périodicité en X5, le calcul de F peut étre ramené
a une intégrale sur le volume élémentaire 2D Q, :

Fafp.6xlon, dq)) = ns L« [ (48900 %0 10300, x0) 0,
© odq 35
+a—;2(X2,X3)®§2+6—;3(X2,X3)®§3]
L(p, Xo, X3): [ (40900, X0) + indq 00, X)) e,

+a—X2(X2,X3) ®e,+ @(X&X@ ®§3] dX,dXs
=nx* L*Fo,(p,w1,04(w,))
(10.20)

De la méme maniere, le calcul de norme|10.13 peut étre ramené a une intégrale sur le volume élé-

mentaire 2D :

Joxton squnl|,=n L« [ (4-3906, X0~ 015000, X)) (4-0905, Xo) + 13 (6o, X))

0dq 00q

—_— X,X (X ,X
+6&( 2, X3) 0X2( 2, X3)
0dq 00q

—_— X,X (X ,X
+6X3( 2, X3) 0X3( 2, X3)

=nx*xLx*

2
wl)é_q(wZ)’ Q

(10.21)

Par ailleurs, le tenseur tangent étant symétrique, les parties imaginaires de toutes nos expressions
sont nulles. I est donc possible de travailler avec des fonctions a valeurs réelles :

Notons 6q = du+idv, avec du € Ky(Q,) et Ov € Ko(Q,). Les expressions/10.20 et[10.21 deviennent
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alors :

FQQ(P,wl,@(wz),@(wz))=fL [(é-é_u(Xz,Xg)—m@(Xg,Xg))®g1
e +66:M(X2 X3)®e +66:M(X2 X3)®e ]
X, ~ ) R =3
L0, X2, X | (401000, X3) - 01800, X)) @,
L X e e+ (X e e,
X, ~ 29Xy 7 =3
+[(A-Q(XZ,XQ,)ml&_u(XZ,Xg))@gl
+@(X2 X3)®e +a(5:U(X2 X3)®e ]
0xX, ~ =2 0X; 7 =3
L0, X2, X [ (400060 X0) + andue, X)) @,

et

o1, 8us), v, = f fQ (4-0uXe, X9) —0180(X, X)) - (A-Bu(Xe, X3) ~ 1 80(X, Xa))

#[[ (8801 X0+ 018U, X)) (4 800Kz, Xo) + nBu(Xe, Xo)

+a@(X X3) a@(X X)+a@(X X3) 66_u(X X3)
aX?_ 2y A3 aX?_ 2y A3 an 2, A3 6X2 2y A3
+a@(X X3) a@(X X)+a@(X X3) OQ(X X3)dX»d X:
an 2y A3 an 2y A3 an 2, A3 an 2y A3 2 3
(10.23)
Les conditions aux limites|10.15 se traduisent quant a elles par un couplage entre Su et v :
Q,X — _E,X ; _§’X
VXse [0k, | Sz X3 = coslwaeldul=g, Xs) + sinwoe)dul=3, Xs) (10.24)
0v(5,X3) = cos(wze)dv(-3, X3) — sin(wze)du(—3, X3)

On en déduit donc que la plus petite valeur propre y(p, w1, w?) a (w1, w>) fixé, dont I'expression était
donnée par(10.18, peut étre calculée a partir d'un seul calcul sur un volume élémentaire 2D Q, :

1

y(p,w1,w2) =  min
Su() ov@2) | ||wy, dulws), 8v(wo)||g,

FQB (p) wl)(s_u(wZ)y@(wZ)) } (10.25)
sous les conditions aux limites/10.24]

Courbure critique

On suppose que le solide considéré est en équilibre stable dans sa configuration non déformée sans
chargement (c’est le cas pour un probléme mécanique bien posé). La plus petite valeur propre 3 est
strictement positive pour une courbure nulle :

B(0)>0

Lorsqu’'on augmente la courbure p, cette plus petite valeur propre va diminuer. Tant qu’elle reste
strictement positive, la solution fondamentale périodique calculée précédement sera le seul équi-
libre du systeme, et cet équilibre sera stable. Par contre, lorsque B(p) < 0, alors la courbe d’équilibre
rencontre un point singulier. La solution perd son unicité et devient linéairement instable.
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La premieére instabilité est donc détectée par la plus petite racine de S(p), qui est appelé "courbure
critique microscopique" et sera noté p..

Autrement dit, on peut définir la courbure critique p. par rapport a y(p,w;,w>) : p. correspond a la

2m
valeur infimum des courbures p,, pour lesquelles il existe des nombres d’ondes (], w5) € |0; ?] *R*

satisfaisant :

pc=inf(pn) telsque y(pm wi,ws) <0 (10.26)

On décrit dans ce qui suit la discrétisation de ce probleme de stabilité, et la méthode numérique
permettant de calculer cette courbure critique et le premier mode de flambement correspondant.

B 10.3 Méthode de résolution & I’échelle locale

Lintégralité des calculs effectués dans ce chapitre pour étudier la stabilité microscopique ont été

réalisés dans le logiciel libre Freefem++. Ce logiciel permet de résoudre des problemes non linéaires

2D ou 3D par la méthode des éléments finis. Ses principales caractéristiques sont :

— Lutilisateur programme dans un langage haut niveau propre a Freefem++ (proche du C++);

— Le logiciel contient un générateur de maillage automatique basé sur I'algorithme de Delaunay-
Voronoi;

— La description du probléme est donnée directement sous forme variationnelle, ce qui permet de
retranscrire de maniere simple et intuitive une formulation mathématique.

On notera que la méthode de résolution de systemes non linéaires (algorithme de Newton-Raphson

classique dans notre cas) et les lois de comportement sont programmeées par |'utilisateur. Pour plus

de détails, le lecteur pourra consulter le site internet http ://www.freefem.org/ff++/.

10.3.1 Calcul de la solution principale
Reprenons le probléme d’équilibre continu Pb10.2.1 sur une cellule élémentaire 2D :

Trouver p € Kper (Q,) tel que

op op
\7’26 err(Qe),foeg é(p)'B(XZ’Xgmgl+(€2+a_)zz(Xz’XS))®§2+6_)?3(X2’X3)®€3):
op op

dX,dX; =0

Alp) P(Xz, Xz)®e) + a—);z(Xz, X3)®e,+ 6—);3(X2,X3) ®e,

) ’ ) gl ’ p —

Pour construire ce probleme sur une cellule 2D, nous avions utilisé I’hypothése que la solution fon-
damentale correspond a une flexion circulaire autour du vecteur e,. Ce probleme étant 2D, il utilise
uniquement le gradient 2D de la variable p.

Ainsi, si 'on discrétisait directement ce p;obléme 2D, nous ne disposerions pas a 'équilibre d'une

0x
matrice de rigidité dépendant de la dérivée ﬁ Cela nous obligerait a reconstruire une matrice

1
pour chaque nombre d’onde w; lors de I'analyse de stabilité. Le calcul de lois de comportement non
linéaires dans Freefem++ nécessite un nombre d’opérations non optimisées relativement grand, ce
qui rend assez cotiteux le calcul d’'une matrice de rigidité. Nous proposons donc ici une stratégie
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permettant de ne pas recalculer la matrice de rigidité pendant la phase d’analyse de stabilité, une
fois qu'un équilibre est atteint.

Pour optimiser les temps de calcul pour le solveur qui a été choisi, I'idée de base est de faire dépendre
I'énergie d'un gradient 3D, tout en conservant un probléme sur une cellule 2D. On introduit pour

0x
cela une variable auxiliaire, notée d, représentant la dérivée normale 7‘ dans le repeére local. La
1
fonction vecteur d va évoluer dans les espaces suivants :

L(Q,) =1{d:Q,— R’ telsque x; € [*(Q)}
Lespace des fonctions X,-périodiques est noté :
Lyer@p)={d e L(Q,) telles que VX € [0;], g(—g,xg) - g(g,xg)}
On construit ainsi le probléme 2D a deux inconnues :
Pb 10.3.1 Probleme d’équilibre sur une cellule élémentaire avec variable auxiliaire

Trouver (E:Q) € Kper (Qe) x Lper(Qe) tel que VE € Kper(Qe) x Lper(Qe)

op op
ff P [0d(X2, X3)®e +(e,+ (Xz,Xs))®§2+§(X2yX3)®§3)Z
Q 3

= 0X;
aﬁ 61,) (10.27)
d(Xo, X3)®e, + — (X2, X3) ® e, + — (X, X3) ® e, | dXod X3 =0
d(Xz,X3)® e an( 2, X3)®e, an( 2, X3)®e, 20X3
sous les contraintes : .
e e
VXoe[——=;=1, p(Xo,h) = — 10.28
2[22]E(z)p§3 ( )
e e
VXzE[—E;EJ,VX3€[0;h], d=Ap)-p (10.29)

On dicrétise le probleme PH10.3.1 par la méthode des éléments finis dans le logiciel Freefem++, en
utilisant des éléments triangulaires P2. On utilise pour cela un maillage 2D comme celui représenté
sur la figure[10.7, constitué d’éléments triangulaires P2.

Afin de faciliter les conditions de périodicité, que ce soit dans le calcul de la solution principale ou
dans l'analyse de stabilité par ondes de Bloch, on construit le maillage de telle sorte que les noeuds
situés sur les faces de gauche et de droite aient la méme ordonnée dans la configuration de référence.

Le maillage comporte N noeuds, en chacun desquels on définit 6 degrés de liberté :
- 3 ddl pour interpoler I'inconnue p € Kper(Q) : VRE[1;N], P, € R3;
- 3 ddl pour interpoler la dérivée d € Lye,(Q) : VR€E[1;N],D, € R3.

Les vecteurs globaux des inconnues discrétes sont notés P € R*V et D € R*V, et on appelle U =
(P, D) € RSN le vecteur complet des inconnues globales. On note N; = N, Ny et Np les nombres
de noeuds respectivement sur les faces latérales I'; et I'g, sur 'y et sur I'p.

On suppose que pour une configuration U = (P, D) donnée, on est capable de calculer I'énergie de
déformation totale dans la cellule, notée W (P, D), ainsi que ses dérivées premiére et seconde :

£y

E,

e ROV KzaZ_VZ: gpp gpal  RONX6N
= U K

F=—r=
- K
—dp =dd

ou

La condition aux limites/10.28 ainsi que la X,-périodicité de la fonction p sont résumées sous forme
matricielle par :
M-P=C (10.30)
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'y

I'y I'r

I'p

F1G. 10.7: Maillage utilisé pour le probleme 2D

La matrice M utilisée est de dimension 3N, x 3N, ou N; = Ng + Ny —1 désigne le nombre de noeuds
dépendants. Cette condition sera imposée avec un multiplicateur de Lagrange A € R3*N¢.On note
alors N; = N — N4 le nombre de noeuds indépendants des conditions aux limites.

Pour ailleurs, la relation [10.29 reliant d a p est supposée satisfaite dans la solution fondamentale
continue. Au niveau discret, on 'impose en chaque noeud :

0 0 —-p
Vnell;N], D,=A(p)-P, avec A= 0 0 O
p 0 O
On résume ces relations nodales sous la forme matricielle globale :
p
U= ( D ) =N(p)-P (10.31)

La matrice N introduite est de dimension 6 N x 3N.

Si on récapitule, pour une courbure p donnée, on cherche la solution (P, 1) € R3N x R3¢ des équa-
tions d’Euler-Lagrange suivantes :

NT(o)-F(N(o)-P)+MT-A=0
{ N'(p)-F(N(p)-P)+M" - A=0 (10.32)

M-P-C(p)=0

On résout ce systeme d’équations non linéaires par une méthode itérative de Newton-Raphson, qui
utilise la matrice tangente :

[ N"(p)-K(N(p)-P)-N(p) M
=" M7 0

€ R3IN+Na)x3(N+Nq) (10.33)

La méthode de Newton utilisée pour résoudre ce probléme est décrite plus précisément par 1'algo-
rithme/5|
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Input : Courbure p
Initialiser P, pour une nappe plane au repos ;
while ||d_P|| >edo

Affecter =N-P;
K K
Calculer K(P,D)=| =xx =xd |.
== K K
—=dx =dd
F
Calculer F(P,D)=| —* |;
£+ e D F,
_ [NTK'N M
Faire K=| =— :T— == |;
= M 0
_ N'-F
Faire F = S ;
~\c-M"P
dP -1 =
Résoudre( 7 ) =K I-E;
Actualiser P = P+dP;
end

Output : Configuration a I'équilibre P, qP)
K®(p) K°(p)
Output : Matrice de rigidité a 'équilibre K (p)=| —"” —pd
=eq K;" () K;‘(’i (p)
p— p p—
Algorithme 5 : Algorithme de Newton pour calculer I’équilibre principal a p fixé

10.3.2 Calcul numérique des modes propres

Dans cette sous-section, on fixe une courbure p, et on suppose que 'algorithme|5 a convergé vers
la configuration d’équilibre U, .. Onnote K (p) € R®V**" la matrice de rigidité calculée al'équilibre.
—eq

Fonctionnelle étudiée :

Pour étudier la stabilité de1'équilibre, on rappelle qu’on étudie le signe de la plus petite valeur propre
B(p) de la fonctionnelle quadratique F, définie par(10.20. Par conséquent, dans la version discréti-
sée du probléme, on introduit la forme quadratique & (p,6U) :

F(p,0U)=0U K (0):0U
e
avec la condition aux limites sur I'y; :
Vie[l;Nyl, dUL =0 (10.34)

La matrice de rigidité K (p) étant symétrique, il est possible de travailler sur des vecteurs a compo-
—eq

santes réelles en décomposant U sous sa forme complexe :

dU=46U,+idU,

RIZNX 12N

On définit alors la matrice K(p) € par

K S0
Koy =| =¢ = 10.35
K(p) 0 K (10.35)

—eq
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de telle sorte que la fonctionnelle & s’écrit alors :

F(p,0U, +idU,) = 5_U1-§eq(p)-5_U1+5_U2-£eq(p)-5_Uz

(6ul su7)-Kp)-

8u, )
8U,
Si on tient compte de la représentation des modes propres sous forme d’ondes de Bloch (cf équation

10.16), on va étudier la fonctionnelle sur un sous espace de variations U = (§ P, 6 D) respectant la
relation en chaque noeud :

Vne[l;N), 8D"=A(p)-0P"+iw 6P" (10.36)
ainsi que les conditions aux limites[10.15/:
Vie[1;Ngl, 8PL=exp(-iw,e)dP. (10.37)
Si on travaille avec des vecteurs a composantes réelles, en décomposant

oP, |, .
+1
8D,

5P,
oD,

Les relations[10.36/et 10.37 donnent les relations suivantes sur les vecteurs 6 P,, 6D, 6P, et 6D, :

dD7 = A(p)- 6P} —w10Py
vne[;N], { o =TT 2 (10.38)
8D} = Alp) 8P} +w, 5P
Vi € [1; Ngl, 6—P§R - Cos(me)é—l)? " Sl:n(wze)a—P%L (10.39)
6P, = cos(wre)0P;; —sin(wze)0 P,

La relation nodale[10.36 s’écrit sous forme matricielle au niveau global :

3P,
oD, :N(p,wl),(a_m)
5p, | = 5P,
8D,

Par ailleurs, en tenant compte des conditions aux limites[10.39} on réduit le nombre de degrés de li-
berté en éliminant les noeuds situés a droite dans notre systéme, ainsi que ceux situés sur la frontiére
supérieure grace a la condition/10.34 :

_M((D) 6—Rl
= M(w §_R2

avec M(wz) € RGNXG(N—Nd) et 6_R1,6_R2 € R3(N—Nd).

Remarque : Dans (Triantafyllidis et al., 2006), la matrice de rigidité K utilisée dans I'analyse par
ondes de Bloch est beaucoup plus petite du fait que les degrés de liberté correspondant aux noeuds
intérieurs ont été supprimés. Ceci n’est pas possible dans notre cas, la courbure p est imposée a
chaque noeud par I'intermédiaire de la relation D, = A(p)- P, ce qui crée des forces nodales qui
seront non nulles a I'équilibre. B
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Les restrictions que nous venons d’écrire sur la forme des modes propres étudiés nous amene a
étudier la nouvelle fonctionnelle quadratique :

F(p,w1,0,0R,,6R,) = (8U] 6UJ)-K(p)- sU. )

_ . i _ R

= (oRT 8R)- 1" w2)- N (p.n)-K(0)- N(p,w) M@n)-| -}

- - - - - -2
- (6RT 5RT)-I€(p w10y (10.40)

—1 =2 ) =\ ’ 6_R2 ‘
avec

R(p,w1,02) =M @2)- N (p,01)K(p)- N(p, 1) - M(w) (10.41)

Calcul de la plus petite valeur propre
Avec ce choix de paramétrisation, notre probleme aux valeurs propres/10.18 se réduit a

. 1 =
Y(prwlva) ziﬁygjz{mg(p,wbwz,ﬁl,@ﬂ}

Mais il nous faut déterminer une norme discrete |.|| adéquate, de la méme maniere que la norme
continue(10.23/avait été construite dans la section précédente.

Partons de la semi-norme continue sur le gradient 3D des déformations :

f[ V3Dx1V3Dde2dX3
Q— —/—

= [f Q(Xz,Xs)'d(Xz,XS)

|p.a

Q.

op 6 (10.42)
+67(X2, XB) (Xz, X3)

Gp Op
+—(X2,X3) (Xz,X3)dX2dX3

0X3

On définit alors L € R%V*6N ]a matrice intervenant dans la norme discréte correspondante :

2

H( g) = |yl = (r 2)-5( g) (1043)
On construit alors la matrice de taille 12N x 12N :
I]_:( £ 2 )eRIZN“ZN
-\ L
de telle sorte que
|u,+i U, = (U, Qz)-g-( %1 ) (10.44)

Lorsqu’on élimine les degrés de liberté comme cela a été fait pour aboutir a la forme quadratique
10.40, nous sommes alors amenés a définir la norme suivante sur le vecteur réduit R :

R

- R
IR, +iR,|* = (B, Bg)-g(p,wl,m%( ! ) (10.45)
=2

avec
L(p,01,02) = M (@2)- N (p,01)-L(0)- N(p,w1) - M(w5) (10.46)
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Pour toute courbure p, et tout nombre d’onde (w1, w2), 'approche microscopique nous amene donc
a étudier la plus petite valeur propre y(p, w1, w») définie par :

v(p,w1,w2) =inf (10.47)

R-K(p,w1,w2) R
SR

R-L(p,w1,w2) R

Cela est équivalent a rechercher le plus petit nombre réel y,,;, € R tel qu’il existe un vecteur P,
vérifiant :

K'By_Ymin LB =0

Le calcul de y(p, w1, w») est réalisé a 'intérieur du logiciel Freefem++ par la routine "Eigenvalue",
qui utilise la méthode des puissances. Cette méthode permet de calculer rapidement la valeur propre
de plus petite valeur absolue. On rappelle brievement son fonctionnement dans ce qui suit.

Partons d'un vecteur P aléatoire et construisons la suite

Vne N’K'£n+1 = Bn

Il

Il peut alors étre démontré qu’apres un nombre suffisant d’itérations, on a en moyenne

—P

P ~
—n+1 —n
Amin

ol A est la valeur propre dont la valeur absolue est la plus petite, et donc la suite (P,,) converge
vers le vecteur propre associé P, ...

Donc en réalisant quelques itérations pour plusieurs vecteurs initiaux P, aléatoires, on obtient une
approximation de la valeur propre A,,;, de plus petite valeur absolue, ainsi que le mode propre as-
sociéP, .. .

Dans notre cas, on souhaite calculer la plus petite valeur propre (qui peut étre négative), et non celle
qui a la plus petite valeur absolue. Cependant, on sait que toutes les valeurs propres sont initialement
positives, et on souhaite détecter le moment ot la plus petite d’entre elles devient négative ou nulle.
Pour cela, il est suffisant de calculer la valeur propre la plus proche de 0 = —1 en réalisant a chaque
itération :

vneN,(K-ol)-P,,,=L-P,

La méthode pour calculer y(p, w1, w;) est résumée par I'algorithme/6l

Input : Courbure p, nombres d’onde w; et w,

Input : Matrices L € R12NV*12N et [ (p) € RIZV*12N

Calculer &(p, wl)_et M(wz); o

Construire K (p, w1, az) selon(10.41};

Construire Z(p,wl,wg) selon|10.46 ;

Calculer y(E, w1, w>) défini par[10.47]avec la méthode des puissances avec un shift
de -1;

Output : Valeur de y(p, w1, w>)
Algorithme 6 : Algorithme de calcul de la plus petite valeur propre y(p, w1, w>)
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10.3.3 Estimation du chargement critique

On rappelle la définition de la courbure critique introduite dans la sous section|10.2.2/: p. corres-

2
b4 CR

pond a la plus petite courbure pour laquelle il existe des nombres d’ondes (w{,w3) € |0; -

satisfaisant :

Y(Pc,wfng) =0

Son calcul se fait alors de maniere intuitive, en augmentant progressivement la courbure p depuis 0
jusqu’a voir apparaitre une instabilité caractérisée par des nombres d’ondes (w$, w5).

De maniére plus précise, pour tout nombre d’onde (w1, w») fixé, on définit p,, (w1, w»2) comme étant
la plus petite racine de y(p, w1, w>), c’est a dire

Y(om(w1,w2), w1, w2) =0 et Vo <pmlwy,wz), (e ,wi,w2)>0 (10.48)

Pour calculer la surface p,; en fonction des nombres d’onde (w1, w2), la méthode intuitive serait de
parcourir une grille de valeurs (w’f,wg), puis de calculer p,, en partant d'une courbure nulle et en
I'incrémentant jusqu’a obtenir y(p,w’f,w:’j) < 0. Mais il faut garder en mémoire que la résolution
d’un probleme d’équilibre pour une courbure donnée a un cotit de calcul élevé, et donc on préférera
une stratégie minimisant le nombre de résolutions. La méthode utilisée pour calculer p,, est décrite
par 'algorithme (7|

Calculer la matrice L correspondant a la norme[10.45 ;
Initialiser tous les éléments du tableau Om(G) APmax+1;
for p de0 a p;qx do

Calculer I'équilibre par I'algorithme(5 = K eq (0);
Construire K (p) avec 'expression[10.35 ;

for wy de0 a w]** do

for w, de0 a%” do
if p (w1, w2) > p then
Calculer y(p, w1, w») par 'algorithme|6/;
ify(p,w1,w>) <0 then
| pm(wy,w2)=p;

end
end
else
| Instabilite déja trouvée
end
end
end
end

Output : Tableau p,(:,:)
Algorithme 7 : Algorithme de calcul de la surface p,,

Remarque : Une fois que la surface p,, est calculée, la courbure critique p. correspond a sa borne
inférieure. On peut en effet la définir par :

pe= inf {pm(w1,w2)} (10.49)
w1,W2
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10.3.4 Description du flalmmbement

Une fois que l'on a calculé le chargement a partir duquel le comportement d’'une structure devient
instable, il est également important de modéliser le mode de bifurcation qui apparait, de maniére a
mieux comprendre son origine.

Dans notre cas, nous avons décrit dans la sous section précédente la méthode de calcul de la cour-

* R" les nombres d’ondes correspondant

21
bure critique p (cfalgorithme(7). Notons (w{,w5) € [0; »
al'infimum|10.49]:

y(pc,wf,wg) <0

On rappelle que y(p., w{, w3) est définie par(10.47, et a été calculée avec la méthode des puissances.
Cette méthode calcule également une approximation du vecteur propre R, correspondant a la va-
leur propre de plus petite valeur absolue, qui caractérise dans notre cas le mode propre associé a la
premiere bifurcation. On peut alors reconstruire les variables complétes décrivant le mode de flam-
bement :
5P
5D¢
6P
5D

= N(p,w1) - M(w2)-OR,

Ainsi, les nombres d’ondes (w{,w3) €

2n
0; ?] * R* vérifiant 10.26/nous donnent la longueur d’onde

du flambement correspondant :

27
===
Wq

De plus la forme des oscillations est donnée par le mode propre §P{. On peut ainsi vérifier si la
premiere instabilité correspond a un flambement dans le plan de la nappe ou bien hors plan.

B 104 Méthode de résolution a I'échelle globale

On décrit dans ce qui suit une méthode permettant de modéliser les instabilités macroscopiques
apparaissant dans ce méme probléme. Ces résultats seront comparés dans la section|10.5 avec ceux
de la stratégie microscopique que I'on vient de décrire.

10.4.1 Calcul de la solution principale périodique

Le calcul de la solution principale par un modéle macroscopique est réalisé sur la géométrie parfaite

de I'éprouvette 3D, discrétisée par des éléments finis. Un exemple de maillage global est représenté

sur la figure[10.8(a). Plus précisément, la répartition des éléments finis dans I’épaisseur de la nappe

respecte la forme illustrée sur la figure10.8(b) :

— Une couche d’éléments finis Q2 standards est utilisée pour modéliser le clinquant sur la partie
supérieur de I’éprouvette;

— Une couche d’éléments finis Q2 enrichis (décrits dans les chapitres 4 et 8 de ce mémoire) d’épais-
seur hyqp, centrée sur les cables, est utilisée pour discrétiser la couche renforcée de I'éprouvette ;

— Des éléments finis Q2 standards sont utilisés pour discrétiser le reste de la gomme constituant la
structure.
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< — Elément fini standard
(métal homogene)

Eléments finis standards
(gomme homogene)

Elément fini enrichi
(nappe fibrée)

(a) Maillage 3D (b) Discrétisation dans I'épaisseur

F1G. 10.8: Maillage de la géométrie parfaite de I'éprouvette

Pour imposer numériquement la flexion circulaire sur I'éprouvette sans créer d’effets de bords (in-
désirables si on souhaite approcher le cas d'une nappe de dimension infinie), nous reprenons les
conditions aux limites décrites dans le chapitre 4 de ce mémoire :

— Une flexion circulaire sans extension est imposée sur la surface supérieure par des conditions de
Dirichlet;
Les déplacements aux extrémités de I'éprouvette restent dans le plan normal a e, (p X1), ce qui

peut étre représenté mécaniquement par l'utilisation de mors aux paroies parfaitement lisses;
Les déplacements sont périodiques dans la direction perpendiculaire aux fibres;
La rotation des directeurs est imposée aux extrémités :

ST
[\ —
L

I~
I
Lm

Encastrement imposant la flexion circulaire

Faces lisses laissant libres les déplacements dans le plan

F1G. 10.9: Chargement sur 'éprouvette
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10.4.2 Détection de I'apparition du flambement

Etude de la matrice de rigidité

La maniere la plus simple pour analyser la stabilité macroscopique de la structure parfaite est d’étu-
dier la plus petite valeur propre de la matrice de rigidité du systeme discret. Le changement de signe
de cette valeur propre a I'équilibre lorsque le chargement augmente caractérise I'apparition d'un
point singulier.

Nous décrivons dans la sous section suivante une autre méthode simple permettant de détecter une
bifurcation, basée sur la théorie des imperfections décrite dans la section|9.3.3

Méthode de perturbations

Pour garantir une bonne convergence avec une méthode incrémentale lors de calculs post-flambement,
nous avons vu dans la sous-section[9.4.1 qu'il est nécessaire d’ajouter des imperfections au systeme
parfait considéré pour le faire dévier vers une branche de bifurcation. Nous utilisons ce principe
pour détecter numériquement I'apparition d’'un flambement lors de calculs globaux :

Nous insérons une pertubation géométrique de forme sinusoidale a la géométrie parfaite de I'éprou-
vette, comme représenté sur la figure[10.10. Lalongueur d’onde de cette imperfection sera prise égale
a lalongueur d’'onde du flambement correspondant a la premiere bifurcation détectée par I'analyse
de stabilité locale.

Nous mesurons alors la distance entre la configuration perturbée déformée et la configuration par-
faite déformée lorsque la courbure augmente. La bifurcation vers la branche voulue se traduit alors
par un accroissement brutal de cette distance. Pour calculer le seuil de flambement apparaissant a
I’échelle macroscopique, il suffira d’observer a quel moment a lieu cette bifurcation Irosque la taille
de 'imperfection tend vers 0.

F1G. 10.10: Maillage perturbé pour le probleme global 3D (perturbation x100)

Remarque : Notre choix d'imposer complétement les rotations des directeurs aux extrémités des
fibres rend difficile tout changement de mode. La forme de la perturbation ne doit donc pas étre
choisie de maniere aléatoire.
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B 10.5 Applications numériques

Nous présentons dans cette section quelques résultats numériques obtenus avec les approches dé-
crites dans les sections/10.3/et[10.4] L'objectif principal est de comparer 'apparition du flambement
observée a I’échelle macroscopique avec les deux modeles construits dans les parties I et II de ce
mémoire, de maniere a valider leur aptitude a correctement modéliser les flambement dans le plan
d’une nappe fibrée.

10.5.1 Description des modéles

Modéle local

Dans toute cette section, nous travaillons sur une éprouvette dont les dimensions locales sont les
suivantes :
— Epaisseur du clinquant : H.;; = 1.1mm;

Epaisseur de gomme : Hgop, = 12.5mm;
— Epaisseur totale : H=13.6mm;
Hauteur de la ligne moyenne des cables: h = 1.425mm;

Rayon d’'un céble cylindrique : r = 0.42mm;
Ecartement entre deux cables: e = 2.25mm.

Le clinquant est constitué d'un métal tres rigide ne subissant que de petites déformations. Nous le
modélisaons par un matériau de Saint-Venant Kirchhoff, de densité volumique d’énergie

va:E.: 2 E.i;
weile) = cliLeli [Tr(g)] + cli Tr (22)
= Q+vea)A-2ve) 20 +ve) =

en choissant les coefficient suivants :

E,;; =200 GPa
Veri = 0.33

De la méme maniere, le métal constituant les fibres cylindriques est modélisé par un matériau de
Saint-Venant Kirchhoff, de densité volumique d’énergie

VeabE 2 E
Weap(©) = —— L[ Tr(g)| + =077 (e?)
= I +veap) (X =2Veqp) = 2(1+veap) —

en choissant les coefficient suivants :

Esqp = 100 GPa
Veap = 0.30

Enfin, la gomme pouvant subir de grandes déformations, il est indispensable de la modéliser avec
une énergie polyconvexe. Nous utilisons un modeéle de Mooney-Rivlin quasi-incompressible :

w=Ci(I1-3-1n(3))+Cy * (12—3—21n(13))+2—1€(]—1)2

en choissant les coefficient suivants :

C; =0.539 MPa
C» = 1.062 MPa
¢~ 1 =1000. MPa
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Modéle macroscopique

Géométrie

Nous choisissons de considérer une éprouvette 3D dont les dimensions globales sont les suivantes :
— Longueur (dans le sens des cables) : L1 =300mm;

— Largeur: L, =30mm;

— Epaisseur del'’élément correspondant a la couche renforcée, centrée sur les cables: hyqp = 1.45mm.

Remarque : Avec notre choix de conditions aux limites, nous approchons le cas d'une nappe infi-
nie. Nous vérifierons que le choix de ces dimensions globales n’a aucune influence sur les résultats
numériques obtenus.

Dans la couche d’éléments correspondant a la nappe renforcée, on utilise la modélisation décrite

dans les deux premiéres aprties de ce rapport :

— Lénergie de gomme est approchée macroscopiquement comme décrit dans le chapitre 2, ou cal-
culée localement comme décrit dans le chapitre 8;

— Les cables sont représentés par un modele de densité de poutres, comme décrit dans le chapitre
2. La densité surfacique d’énergie correspondante s’écrit :

1
Weap(V, W) = ﬁ EcapA (v — 1)2 + GeapA (U§ + U%) + Ecapl (ug + u;)z,) + GeanJ U%

avec
A=mr?=056mm? E 100 GP -
= d
1= %TA =0.025mm* et cab > Gegp= —— cab =38.5 GPa
J= ﬂr4_005mm4 chb=0-30 2(1+Vcab)
=5r"=0.

En dehors de cette couche renforcée, les modeles utilisés pour la gomme et la lame métalique (cli-
quant) sont les mémes que ceux utilisés a I’échelle mésoscopique. Cependant, contrairement a ce
qui est fait dans le modele mésoscopique, le terme de pénalisation de 'incompressibilité de la gomme
est sous intégré.

10.5.2 Solution principale

L objectif de cette sous-section est de vérifier que les solutions principales calculées a I’échelle locale
et al’échelle globale sont identiques.

Calculs locaux

Nous représentons sur la figure 10.11/les déplacements locaux dans une cellule élémentaire pour
une courbure p = 1. * 10~* rad.mm™!, calculés en utilisant I'algorithme|5.

Nous pouvons voir sur la figure 10.11(b) que la surface inférieure descend, le déplacement vertical
moyen valant —0.010435mm. Ce phénomene est logique, puisque la gomme quasi-incompressible
a tendance a gonfler transversalement lorsqu’elle est soumise a une compression axiale.

Par ailleurs, nous observons sur la figure 10.11(a) les déformations microscopiques de la gomme
engendrées par le cable, qui joue un role de géne géométrique.
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deplacements selon Y deplacements selon Z
IsoValue IsoValue

=

-0

005 F
m6.20581e-005 ]
m8.14611e-005 e
m0.000100864 )
0000120267 9
m0.00013967 F
o

o

0000159073
m0.00020758

Sooo:!

000549861

& (. my@bﬁm
¥
(a) Déplacements latéraux (selon e,) (b) Déplacements transverses (selon e,.)

FIG. 10.11: Solution principale calculée par le modele local pour p = 1. * 10~ rad.mm™".

Calculs a I'échelle de la nappe

La solution principale calculée avec le modele global sur une géométrie parfaite est illustrée sur
la figure[10.12': nous pouvons y vérifier que cette solution respecte les hypothéses réalisées pour
I'analyse de stabilité multi-échelles, en approchant tres bien le cas d'une nappe infinie :

- Les déplacements longitudinaux selon e, sont trés petits, ce qui signifie que chaque section reste
plane;

- Les déplacements latéraux selon e, sont nuls, ce qui implique que la X>-périodicité est vérifiée;

— Les déplacements transverses sont uniformes sur toute la surface de I’éprouvette.

Pseudocolor
Var Ut
1.5522-005

— 7.766e-006

b —oom

— 77665006

(a) Déplacements longitudinaux (selon ey)
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Pssudocolor
Var U1
2.220=-007

— 1.115=-007

oo

—-1.115e-007

2.230e-007
Max: 2.230e-007
Min: -2.2230s-007

Mesh
Var: mssh

(b) Déplacements latéraux (selon e,)

Pseudocalor
Var UR
4.9586-006

—0002636
| —oos2r7
0007918

001050
Mane: 4.958e-006
Min: -0.01056

(c) Déplacements transverses (selon e,.)

FIG. 10.12: Solution principale calculée par le modele global pour p = 1. * 10~* rad.mm™".

Plus précisément, si on considere la coupe transverse de I'éprouvette représentée sur la figure(10.13}:
nosu mesurons que les déplacements transverses sur la surface inférieure valent —0.010539mm, ce
qui est tres proche de la valeur prédite par I’étude locale.

deplacement suivant X, pour tho = 1e-04[-0.010539 ; -4.6646¢-12]

F1G. 10.13: Déplacements transverses calculés par le modele global.
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Nous pouvons donc en déduire que les solutions principales calculées a I'échelle locale et a I'échelle
globale sont identiques (a 1% pres).

10.5.3 Calcul de la premiére branche de bifurcation

La solution principale ayant été validée dans la sous-section précédente, notre objectif est mainte-
nant de déterminer si nos modeles 3D détectent sa perte de stabilité poru la méme courbure critique
que celle prédite par I'analyse de stabilité locale.

Calculs locaux

Nous appliquons 'algorithme[7 permettant de calculer la surface p,, décrivant les plus petite cour-
bure pourlesquelles un flambement de longueur d’onde donnée peut apparaitre. Nous représentons
cette surface sur la figure[10.14.

pgma(wi‘r wé) w
F1G. 10.14: Courbe p,, (w1, w2) calculée d’apres I'analyse de stabilité locale.

Si nous reprenons la formule[10.49, nous pouvons lire sur cette figure que la courbure critique cor-
respondant a I'infimum de la surface p,, vaut

050, =1.95%10"* rad.mm™

Le nombre d’ondes du flambement correspondant a cette courbure critique peut également étre lu
sur cette figure :

{ wf =0.135rad.mm™!
1

w5 =0rad.mm”

Le fait que w§ = 0 signifie que le systeéme reste périodique par rapport a la variable X3, et que le flam-

bement, de longueur d’onde L{ = %’Z ne se produit que dans la direction des fibres, ce qui est logique.
1

Une fois la courbure critique pg,,, et les nombres d’ondes correspondants (w{,w3) calculés, nous
disposons du mode propre solution du probléeme aux valeurs propres[10.25} Nous représentons les
composantes de la partie réelle de ce mode sur la figure10.15,
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Partie reelle du mode propre selon X pour 1h0=0.0002, w1=0.135, w2=0 (bornes : 0, 0) vl Partie reelle du mode propre selon Y pour r0=0.0002, w1=0.135, w2=0 (bornes : 0, 1.46493) coval
IsoValue soValue

o WS

0 m154203

(a) Partie réelle du mode de flambement selon ey (b) Partie réelle du mode de flambement selon e,

Partie reelle du mode propre selon Z pour tho=0.0002, w=0.135, w2=0 (bornes : -0.0149293, 0.0171936)
Isovalue

00186533

(c) Partie réelle du mode de flambement selon e ’

F1G. 10.15: Composantes du mode de flambement obtenu avec l’analyse locale lors d'une flexion
circulaire.

Nous observons sur ces résultats que seule la moyenne de sa composante selon e, est non nulle. Cela
signifie que la premiere instabilité qui apparait correspond a un flambement latéral dans la plan de
la nappe.

Ce résultat est validé expérimentalement, puisque nous vérifions sur la figure[10.16/que les fibres se
mettent effectivement a flamber dans la plan de la nappe en pratique.

F1G. 10.16: Flambement sous flexion circulaire observé expérimentalement (d’apres (Caillard, Mi-
chelin)).

Calculs a I'échelle de la nappe

Nous souhaitons vérifier que le flambement prédit par I'analyse de stabilité locale, de longueur

d’onde L{ = %, peut étre détecter par les deux modeles de nappes renforcées décrits dans les par-
1

ties I et Il de ce mémoire. Pour cela, nous poussons les modeles vers cette branche de bifurcation en



10.5. APPLICATIONS NUMERIQUES 263

perturbant légérement la géométrie de I'éprouvette 3D : nous ajoutons une imperfection de forme
sinusoidale dans le sens des cables, dont la longueur d’onde est égale a L{ = 2775 (cf figure(10.10).
1

D’apres la convergence en maillage présentée dans le chapitre 4 de ce mémoire, les résultats numé-
riques ne sont pas signicativement améliorés pour des maillages plus fins que 45 éléments dans la
longueur. Par conséquent, nous choisissons cette taille de maillage pour tous les résultats présentés
ici.

Nous vérifions sur la figure que le mode de flambement qui apparait avec le modele global
(décrit dans la partie I) lorsque la courbure augmente correspond bien au flambement voulu dans le
plan de la nappe. De petits déplacements sont visibles le long des vecteurs g, et e,. Ils sont dis aux
conditions aux limites choisies, qui limitent I'amplitude du flambement pres des bords, ce qui crée
une plus forte compression axiale dans ces zones.

Pseudocolor
var: U1
001174

—000sE72
—000m
— 0005872

001174
Max: DO1T74
Hin: -0.01174

(a) Déplacements longitudinaux (selon ey)

Peeudocolor
var: 01
03372

—0.1688
—000m

—0.1686

-

Max: 03372
1lin: -0.3372

(b) Déplacements latéraux (selon e,)

Pseudocolor
var: UR
49728006

—0.000077
001216

—001824

002432
Max: 4073006
Hin: -0.02432

(c) Déplacements transverses (selon e,.)

F1G. 10.17: Composantes du mode de flambement obtenu avec le modeéle global lors d'une flexion
circulaire (pour une courbure p = 2.1 * 107°* rad.mm™).
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Comme nous 'avons vu dans le chapitre 4, 'amplitude de ce flambement latéral continue a croitre
lorsque la courbure augmente (cf figure(10.18).

1 5e+000 2.3e+000

I.8e+000

1.2e+000

3.0e-001

84001 1.3e+000

2de-00]

508001 7. 7e-007

7.0e-002

1.72:001 2.62-001

-7 0e-002

-1.7e001 Z.6e-001

-2.4e-001

S R - M 7.7e-001

-3.0e-001

| -8.4e-001 -1.3e+000

-5.5e-001 -1.2e+000 -1.8e+000

-7 1e-000 -1.5e+000 -2.3e+000

(@ p=1%10"*rad.mm™ (b) p=3+10"4rad.mm™' (c) p=8%10"*rad.mm™! (d) p=1.6+1073 rad.mm™!

F1G. 10.18: Flambement dans le plan de la nappe lorsque la courbure augmente.

Pour déterminer la courbure a partir de laquelle le flambement apparait, nous tragons sur la fi-
gure(10.19]la courbe représentant I’évolution de I'amplitude des déplacements transverses lorsque la
courbure augmente. Nous y observons que les déplacements transverses augmentent brusquement

aux alentours de la courbure p = 2. * 10 rad.mm™!, ce qui caractérise la bifurcation de la solution
vers une autre branche d’équilibre.

Lamplitude de 'imperfection initiale joue un réle important dans ce probleme : nous pouvons voir
sur la figure|10.20 que la rupture de pente devient plus brutale lorsque la perturbation diminue. A

la limite quand les imperfections tendent vers zéro, le seuil de flambement observé avec le modéle
global vaut environs
pg,lobal =1.85%10"* rad.mm™!

On observe donc une différence d’environs 5% par rapport a la courbure critique prédite par I'ana-
lyse de stabilité locale.
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054
074
064
054

0.4

déplacements latéraux (mm)

034

024

0,14

] (0,00005 00,0001 0,00015 0,0002 0,00025

courbure {rad.mm-1)

F1G. 10.19: Augmentation de 'amplitude des déplacements latéraux en fonction de la courbure.

084
07 4

0f 4

—a—eps=1e-3
—=—eps=led
wee Bifurcation théarigue

05 4

044

03 A

Déplacements latéraux (mm)

024

014

0 000005 00001 000015 0,0002 000025
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FI1G. 10.20: Seuil de flambement observé numériquement avec le modele global lorsque 'amplitude
de I'imperfection diminue.

Remarque : En observant les petits modes parasites prés des bords sur la figure[10.17(a), nous pour-
rions penser que I'erreur de 5% sur le calcul de la courbure critique est di a I'influence de nos condi-
tions aux limites. Mais la figure[10.21 montre que le seuil de flambement calculé est indépendant de
lalongueur de I'éprouvette. Nous en déduisons que l'erreur est dii 2 notre modeéle.

Nous comparons alors ces résultats obtenus avec le modele global avec ceux obtenus avec le modele
multi-échelles (décrit dans la partie IT de ce mémoire) sur la figure10.22,
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F1G. 10.21: Influence nulle de la longueur de I'éprouvette modélisée.
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F1G. 10.22: Seuil de flambement observé numériquement avec les modeles global et multi-échelles.

Nous observons que le seuil de flambement observé avec le modele multi-échelles a la limite quand
les imperfections tendent vers zéro vaut environs

-4 -1
O =1.88% 107" rad.mm™" .

Ce résultat prouve que le prise en compte des efforts locaux dans la gomme permet de se rapprocher
de la théorie, et montre 'apport de notre approche multi-échelles.
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Remarque : Nous noterons qu'il subsiste une petite différence entre I'analyse locale et les résultats
obtenus avec notre modele multi-échelles. Il semble que cette différence soit déie au fait que les
sections de cables sont supposées indéformables dans nos modeles alors que ce n’est pas le cas dans
l'analyse de stabilité. Le faible gonflement de la section de cable (de I'ordre de 1. * 10~*mm) est
suffisant pour retarder légerement I'apparition du flambement dans I’analyse locale.

B Conclusions

Les sections[10.2]et[10.3]ont décrit une méthode d’analyse de stabilité de notre structure 3D, basée
sur les résultats de (Geymonat et al., 1993) et reprenant en grande partie la démarche décrite dans
(Triantafyllidis et al., 2006), en recherchant les modes d’instabilité sous forme d’ondes de Bloch.
Cette démarche s’avere rapide et précise, et peut facilement étre adapté a tout probléme pour le-
quel une cellule élémentaire 2D peut étre identifiée et ou la solution fondamentale est périodique.

Elle permet de calculer la courbure critique a partir de laquelle I'équilibre principal devient instable,
et de prédire la forme du mode d’instabilité correspondant. Les résultats numériques obtenus par
cette méthode ont été présentés dans la section[10.5 et comparés avec les résultats obtenus avec nos
deux modeles sur la géométrie 3D globale. Cela a prouvé que ces modeéles de nappe fibrée repro-
duisent correctement les instabilités de type flambement, méme lorsque ceux-ci sont dans le plan
de la nappe. Ces deux modeles sont donc completement validés.

Enfin, ces résultats ont montré que notre modeéle multi-échelles permet de modéliser les instabilités
dans le plan de la nappe de maniére plus précise, grace a la prise en compte des micro-fluctuations
dans la gomme.






Conclusion générale

Lenjeu initial de ce travail de these était de proposer une méthode multi-échelles originale per-
mettant de modéliser les nappes fibrées renforcant une structure 3D. Il s’agissait en particulier de
répondre a une problématique triple :

¢ Prendre en compte la flexion des cables a I'échelle globale pour détecter des instabilités avec les
bons modes de flambement;

o Calculer a une échelle inférieure les déformations de la gomme localisées autour des fibres;

o Garantir une bonne convergence en évitant les phénomeénes de verrouillage numérique liés a I'in-
compressibilité de la gomme ou aux termes membranaires des cables.

Un premier modele de nappe fibrée a été proposé dans le chapitre 2 en négligeant les déformations
microscopiques de la gomme. Ce modele est basé sur une densité surfacique de céables a section
indéformable sur la surface moyenne de la nappe, permettant de prendre en compte a la fois les
flexions hors plan, mais aussi la flexion des cables dans le plan de la nappe, ce qui le différencie des
modeles de coques habituels.

Lanalyse formelle réalisée dans le chapitre 3 a étudié la convergence de ce modele lorsque I'épais-
seur diminue par une formulation mixte, ce qui nous a permis de justifier une méthode de sous-
intégration partielle sélective. Les tests numériques réalisés dans le chapitre 4 ont vérifié que la
sous-intégration de I’énergie membranaire des cables rend possible la convergence méme lorsque
la structure est tres fine. De plus, les exemples montrés dans ce chapitre ont prouvé que ce premier
modele est capable de reproduire correctement des instabilités de type flambement, méme lorsque
le mode de flambement est dans le plan de la nappe.

Lobjectif de 1a seconde partie de cette these était d’ajouter un degré de précision au premier modele
en prenant en compte les déformations se situant a une échelle inférieure. Mais 1'étude bibliogra-
phique réalisée dans le chapitre 5 a montré que les méthodes d’homogénéisation classiques ne sont
pas applicables dans notre cas a cause des spécificités de notre probleme (comportement non li-
néaire, échelles non découplées, cinématique globale enrichie).

Nous avons alors réalisé une étude asymptotique dans le chapitre 6 pour mieux comprendre les ap-
proximations pouvant étre réalisées au premier ordre et ainsi construire un modele multi-échelles
adapté. Cette analyse nous a conduit a conserver I’hypothése de section indéformable pour les cables,
de telle sorte que leur comportement est entierement modélisé a I’échelle globale. Les déformations
microscopiques de la gomme peuvent quant a elles étre calculées dans un probléme local dépen-
dant de 9 degrés de liberté macroscopique, qui a été décrit dans le chapitre 7. L'application directe
du modele multi-échelles ainsi construit comporte deux inconvénients majeurs :

— Lénergie de la nappe est non coercive du fait que la flexion perpendiculairement aux cables n’est
plus du tout prise en compte;

— Dans le cas ou1 la gomme est incompressible, le probleme local risque d’étre mal posé et le pro-
bleme global présente un risque de verrouillage numérique.
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Nous avons alors décrit dans le chapitre 8 une méthode multi-échelles permettant d’éliminer ces
deux limites en utilisant un projection dans la transition entre les échelles et en ajoutant un terme
coercif d’énergie macroscopique. Il a alors été prouvé dans ce méme chapitre que la solution du pro-
bléme discret converge uniformément vers la solution continue, et des tests numériques ont vérifié
que les phénomenes d’instabilités en compression axiale sont correctement reproduits. Il s’agit1a de
premiers calculs opérationnels non linéaires a deux échelles appliqués a des problemes de flambe-
ment.

Enfin, nous avons proposé dans le chapitre 10 une méthode de stabilité multi-échelles basée sur le
résultat de (Geymonat et al., 1993) pour modéliser les modes instables comme des ondes de Bloch.
Cette méthode se révele étre trés précise et relativement peu cotiteuse puisqu’elle raméne les cal-
culs a une unique cellule élémentaire périodique. La comparaison des résultats donnés par cette
méthode avec ceux obtenus avec nos deux modeles (global et multi-échelles) sur un probléme de
compression sous flexion circulaire nous a permis de completement valider nos modeles.

Perspectives

Certains des tests réalisés avec notre modele multi-échelles dans le chapitre 8 ont mis en évidence
le role de termes apparaissant a un ordre supérieur. Pour compléter notre modele et améliorer la
précision des résultats, il semble donc judicieux de chercher a inclure des termes de flexion glo-
bale dans le probleme local. On pourra par exemple s’'inspirer de (Geers et al., 2007), qui prend en
compte la flexion de coques au niveau local en appliquant une technique d’homogénéisation numé-
rique du second ordre. Par ailleurs, une autre piste permettant de gagner en précision serait d’ajouter
dans notre modele un probléme local sur les fibres, de maniére a gérer des géométries locales plus
complexes.

Par ailleurs, 'application directe de la stratégie multi-échelles décrite dans la partie [Tl représente
un cofit de calculs beaucoup plus élevé que les méthodes basées sur des approximations macro-
scopiques. Par conséquent, son objectif actuel n’est pas de concurencer les méthodes globales, mais
plutot de les compléter en apportant une meilleure précisions dans les zones de fortes déformations.
Pour pouvoir I'utiliser plus généralement dans un contexte industriel, un travail important doit étre
consacré al’accélération des calculs. Plusieurs pistes sont exploitables pour rédurie les temps de cal-
culs : la technique la plus répandue est de résoudre tous les problemes locaux en paralléle (et non
de manieére séquentielle comme cela est fait pour le moment), comme cela est décrit par exemple
dans (Feyel et al., 2000). Par ailleurs, une autre piste est l'utilisation de bases réduites, qui font ac-
tuellement I'objet de nombreux travaux de recherches (cf (Yvonnet and He, 2006), (Yvonnet et al.,
2007) et (Monteiro et al., 2008)). Enfin, d’autres méthodes d’autres méthodes pourront étre envisa-
gées, telles que les méthodes d’interpolation apres avoir construit une base de donnée a partir de
calculs préliminaires (cf (Temizer and Wriggers, 2007) et (Yvonnet et al., 2009)).



ANNEXE

Approximations en petites déformations

B A.1 Approximation générale

On rappelle que I'énergie d’'un matériaux isotrope hyperélastique dépend uniquement des inva-
riants du tenseur de Cauchy-Green droit C:

w=w(l, I, I3)

avec
L =TrC)
L=1 (:rr(g)2 - Tr(gz))
I3 = det(g)

Ces invériants peuvent également étre écrits en fonction du tenseur e :

L =3+2Tr(e)
I =3+4Tr(e)+2(Tr(@? - Tr(c)
L=1+2Tr(e)+2 (Tr(g)2 - Tr(gz)) +det(e)

Le jacobien J = det(F) = /I3 peut quant a lui étre approché au second ordre :

Vi

1+2Tr(e)+2 (Tr(e)® - Tr(e)| +det(e) 1/2
121710 42 (e - 7@ dete)

J

U

1+ % [2 Tr(e)+2 (Tr(g)z _ Tr(gz))] - % [ZTr(g)]z

U

1+ Tr(e)+ 1 Tr(e)® - Tr(e%)
= 2 = =

En utilisant ces relations, sous 'hypothese de petites déformations, toute énergie isotrope hyper-
élastique doit pouvoir étre approchée au second ordre par une énergie de type St Venant-Kirchhoff:

w=2Tre? + pTr(@
=5 1@ +ptrle)
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Une fois que cette écriture a été obtenu, on peut en déduire le module d’Young et le coefficient de
Poisson du matériau par les formules classiques :

2
E= —'UB)H- 2 et v= A
A+pu 20+ )
Ces relations s’inversent en
v 1
=F—— H= E
A+v)1-2v) 2(1+v)

Remarque : On peut remarquer que cette expression est quadratique par rapport aux coefficients
de e. Toute énergie doit en effet étre construire de maniére a ne pas avoir de terme linéaire dans son
approximation au second ordre, car le solide est au repos dans sa configuration de référence, ce qui

implique : 5
w
—(0)=0
Oe (:) =

B A2 Application ala loi de Mooney-Rivlin

On rappelle que laloi de Mooney-Rivlin quasi-incompressible que I'’on a utilisée sécrit sous la forme :
1
w=C (I -3-In(3)) +Cy % (I, —3-21n(l)) + 2—6(1— 1)?

On réalise alors I'approximation au second ordre du terme [n([3) :

In(I3) ln[l +2Tr(e)+2 (Tr()? - Tr(gz))+det(g)]

u

[2 Tr(e)+2 (Tr(e:z)z - Tr(gz))] - % [2Tr(g)]2

u

2Tr(e)—2Tr(e?)
On en déduit alors les approximations de chacun des termes de I'énergie :

L -3—-1n(3)

u

3+2Tr(e)-3-2Tr(e)+2Tr(¢")

u

2 Tr(gz)

I, -3-21n(I3)

u

3+47r(e)+2 (Tr(@? - Tr(e))) -3-4Tr(e) +4Tr(e)

U

2Tr(e)? +2Tr(e?
J-1*=Tr(e)?

Donc finalement 'approximation au second ordre de notre énergie s’écrit :

1
w=QRC+—)Tr(e)?+2C; +2C,) Tr(e)
26 = ———— =
%/_/ u
A
2

Remarque : Lorsque le coefficient de pénalisation % tend vers l'infini, A tend vers I'infini et donc

le coefficient de Poisson v tend vers 0. Cela prouve que la pénalisation approche bien les matériaux
incompressibles.
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Valeurs choisies en pratique pour la gomme dans les tests :

C1=0.539 MPa
C, =1.062 MPa

D’apreés (Le Tallec, 1994), le coefficient de pénalisation % doit respecter I'ordre de grandeur :
2 1 6
1°G=-<10"G
€

ouG= est le module de cisaillement.

_E
2(1+v)
Pour des valeurs plus petites de %, ils y aura une perte de précision car I'incompressibilité sera mal

prise en compte. Pour des valeurs de % plus élevées, le conditionnement devient trop élevé.
Dans notre cas, on choisira donc des valeurs de % comprises dans l'intervalle :
3.%10°MPa < % <3.%10°MPa
Avec un coefficient de pénalisation % =103 MPa, cela revient a prendre en petites déformations un

module d’Young et un coefficient de Poisson égaux a :

E=9,6MPa
v =0.498
Si on prend un coefficient de pénalisation % =103 MPa, on obtient alors les valeurs

E=9,6MPa
v =0.4998

Le coefficient de Poisson est trés proche de % déja pour % = 103MPa, on choisira donc cette valeur
pas trop élevée pour éviter tout verrouillage numérique.
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