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Avant propos 

Les travaux de cette thèse sont menés dans le cadre de l’ERT 1070 IMPACT 

(Equipe de Recherche Technologique Innovation Moteur pour l’Anneau et le Contrôle 

du jeu Turbine haute pression). Le partenaire industriel de ces travaux est l’entreprise 

Turbomeca située à Bordes (64). L’objectif des travaux conduits par l’ERT 1070 

IMPACT est d’apporter des solutions techniques pour améliorer les performances des 

moteurs d’hélicoptère pour chacun des différents régimes de fonctionnement. Une des 

voies pour améliorer les performances de ces turbomoteurs est l’optimisation du 

rendement énergétique des différents composants constitutifs et, plus particulièrement, 

la maîtrise des jeux entre les sommets des aubes de la turbine haute pression et le stator. 

Cette maîtrise passe pour l’industriel, lors de la conception, par une démarche de 

choix de types de liaison, de formes, de dimensionnement et de tolérancement 

géométrique. 

I-1 Description d’un turbomoteur 

Le turbomoteur fait partie de la famille des turbomachines au même titre que le 

turbopropulseur, le turboréacteur, etc. Une turbomachine est un ensemble mécanique 

dont le rôle est d’assurer un échange d’énergie entre un fluide en écoulement et un rotor 

animé d’un mouvement de rotation généralement uniforme autour de son axe [Pluviose 

et al, 2002]. D’une manière générale, les turbomachines permettent d’échanger l’énergie 

fournie par un fluide vers un dispositif mécanique. 

Dans le cas particulier d’un turbomoteur, l’énergie dégagée par la combustion 

est transformée en énergie mécanique (voir figure 1). L’énergie mécanique recueillie sur 

l’arbre de sortie est généralement utilisée pour la propulsion aéronautique et aussi pour 

la traction ferroviaire. 

TURBOMOTEUR
Energie

Fossile

Energie

mécanique
TURBOMOTEUR

Energie

Fossile

Energie

mécanique
 

Figure 1 : Flux fonctionnel d’un turbomoteur. 
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La figure 2 schématise un turbomoteur de la société Turbomeca. Il se décompose 

en deux étages distincts : 

- ensemble générateur de gaz, 

- étage de puissance. 

L’ensemble générateur de gaz a pour fonction de générer les gaz à haute 

pression par une combustion du carburant tandis que l’étage de puissance transmet 

l’énergie des gaz issus de la combustion vers la boite de transmission de puissance dans 

le cas particulier d’un turbomoteur. 

L’air est capté par l’entrée d’air et transite dans le générateur de gaz au travers 

de plusieurs sous-ensembles : 

- le compresseur axial, 

- le compresseur centrifuge, 

- la chambre de combustion, 

- la turbine haute pression. 

L’étage de compression se décompose en deux parties. Le compresseur axial 

dont la fonction est d’augmenter l’énergie cinétique, aspire l’air et fait accroître sa 

vitesse. Ensuite le compresseur centrifuge transforme l’énergie cinétique de l’air en 

énergie potentielle. La vitesse de l’air est ainsi réduite et sa pression augmente 

considérablement. 

L’air comburant, à une pression élevée, est mélangé au carburant. Ce mélange 

s’enflamme instantanément dans la chambre de combustion. Cette combustion crée des 

gaz de combustion à grande vitesse qui provoquent une poussée en sortie de la chambre 

de combustion. 

Une partie de la poussée est ensuite récupérée par la turbine haute pression afin 

d’entraîner en rotation les étages du compresseur. L’arbre couplant le rotor de la turbine 

haute pression au rotor du compresseur permet de transmettre l’énergie mécanique de la 

turbine haute pression aux compresseurs. 

La poussée restante issue du générateur de gaz transite alors vers l’étage de 

turbine basse pression. Le flux de gaz traverse la turbine basse pression, récupérant la 

quasi-totalité de l’énergie cinétique de la poussée restante, pour la transformer en 

énergie mécanique. L’arbre de la turbine basse pression peut alors transmettre vers la 

boite de transmission de puissance l’énergie mécanique produite par le turbomoteur. 
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Figure 2 : Schéma d’un turbomoteur de la société Turbomeca. 
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I-2 Centre de l’étude et problématique 

L’amélioration de la performance d’un turbomoteur exige de maximiser son 

rendement énergétique qui est fortement corrélé au rendement des étages de turbine. Le 

rendement d’un turbomoteur dépend en général de différentes pertes énergétiques. 

Ces pertes énergétiques sont d’origines différentes. Une classification 

couramment utilisée [Pluviose et al, 2003] comprend quatre types de pertes : 

- les pertes aérodynamiques d’aubages : elles sont dues à la viscosité du 

fluide créant des pertes de charges sur les différentes aubes, 

- les pertes par frottement de disque : elles sont provoquées par la viscosité 

du fluide agissant sur les surfaces inactives du rotor, 

- les pertes par fuites : elles sont générées par la fraction volumique de 

fluide s’échappant du système, 

- les pertes mécaniques : elles sont induites par la puissance consommée 

par les organes de type paliers et butées et les systèmes auxiliaires de la 

machine : pompe à huile, variateur de vitesse, etc. 

Nous allons considérer les pertes par fuites. Ces fuites peuvent être qualifiées 

d’internes ou d’externes. Les fuites internes sont recueillies dans une autre partie du 

système, tandis que les fuites externes sont évacuées vers l’extérieur de la machine. 

Ainsi, les fuites de fluide s’échappant du carter de la turbine sont considérées comme 

des fuites externes, alors que le flux de gaz s’écoulant entre le sommet des pales de la 

turbine haute pression et le stator, sera caractérisé comme une fuite interne. En effet, les 

gaz ne travaillant pas dans la turbine haute pression seront récupérés par la turbine basse 

pression. 

Dans la suite de notre travail, nous nous intéresserons uniquement à la fuite 

interne des gaz entre le rotor et le stator de la turbine haute pression. La fuite des gaz 

entre le rotor et le stator correspond au débit de fluide s’écoulant entre le sommet des 

pales du rotor et le stator. Le débit est lié à la dimension de la section de fuite, notée 

Sfuite, correspondant à la différence entre la section du stator et la section du rotor (voir 

figure 3). La section de fuite est dépendante du jeu noté J, entre le sommet des aubes et 

le stator. 
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La figure 3 représente la section de fuite et le jeu rotor stator dans trois vues 

différentes : 

- une vue 3d du modèle nominal en rendu réaliste, 

- une section du modèle nominal suivant l’axe de rotation du rotor : le 

cercle définissant le rotor correspond au cercle circonscrit aux sommets des 

aubes, 

- une section réelle suivant l’axe de rotation du rotor illustrée par un skin 

modèle : elle donne une représentation des principaux types d’écarts 

géométriques possibles. 

Modèle nominal 3D Section nominale Skin modèle de la section

J

Stator

J

Sfuite

Aubes du RotorCentre de la section nominale Centre de rotation

du rotor

Modèle nominal 3D Section nominale Skin modèle de la sectionModèle nominal 3D Section nominale Skin modèle de la section

JJ

Stator

J

Sfuite

Aubes du RotorCentre de la section nominale Centre de rotation

du rotor

Stator

J

Sfuite

Aubes du RotorCentre de la section nominale Centre de rotation

du rotor

 

Figure 3 : Section de fuite et jeu en sommet d’aube. 

Le jeu local rotor stator en sommet d’aubes, noté J, correspond à la distance 

entre un point situé sur une aube du rotor et un point situé sur l’anneau du stator. Les 

deux points sont choisis tels qu’ils soient sur le même rayon. La variabilité du jeu J 

dépend de la variabilité géométrique du rotor en sommet d’aubes, de la variabilité 

géométrique de l’anneau du stator en vis-à-vis des aubes et des variations de positions 

entre le rotor et le stator. Une définition plus précise de ce jeu sera donnée dans la suite 

de ce document. 

Dans toutes les phases de fonctionnement, le jeu J doit être maîtrisé, en 

s’assurant d’une part que le rotor ne vienne pas toucher le stator, et d’autre part que la 

section de fuite ne soit pas trop importante. La touche d’une pale sur le stator peut 

endommager la turbine voire nuire à son intégrité. Une valeur minimale du jeu J permet 
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de garantir l’intégrité de la turbine tandis qu’une valeur maximale de Sfuite garantit un 

rendement optimal. 

Il s’agit de trouver le meilleur compromis entre le risque de touche d’une pale 

sur le stator et un rendement optimal. Ce compromis est réalisé dans le cycle de 

conception de la turbine pour différentes simulations des phases de fonctionnement de 

la turbine. 

La figure 4 présente les différentes pièces ou groupements de pièces impliquées 

dans l’évolution du jeu et de la section de fuite. Elles correspondent à la chaîne 

d’assemblage réalisant la turbine haute pression (THP). Le stator est constitué par 

l’anneau (lui-même décomposé en secteurs d’anneau) et un support d’anneau (SATHP) 

qui est relié au carter. L’ensemble rotor inclut un arbre creux, le rotor lui-même et les 

aubes. Le rotor est lié au carter par des roulements et des paliers avant (SPAV) non 

représentés et arrière (SPAR). Enfin, le carter lui-même fait partie de l’assemblage. 

Anneau

SATHP

Carter

CC

SPAR
Rotor THP

CC : Chambre de Combustion

SATHP : Support d’Anneau de 

Turbine Haute Pression

SPAR : Support Palier ARrière

THP : Turbine Haute Pression

Anneau

SATHP

Carter

CC

SPAR
Rotor THP

Anneau

SATHP

Carter

CC

SPAR
Rotor THP

Anneau

SATHP

Carter

CC

SPAR
Rotor THP

Anneau

SATHP

Carter

CC

SPAR
Rotor THP

CC : Chambre de Combustion

SATHP : Support d’Anneau de 

Turbine Haute Pression

SPAR : Support Palier ARrière

THP : Turbine Haute Pression

 

Figure 4 : Assemblage d’une turbine haute pression (THP). 

L’étude repose sur l’amélioration de la performance de la turbine haute 

pression. L’amélioration de la performance consiste à garantir un rendement 

optimal sans avoir de touche d’une pale sur le stator. La section de fuite permet de 

caractériser le rendement énergétique tandis que le jeu permet de définir le risque 
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de touche entre le rotor et le stator. La problématique est de trouver le meilleur 

compromis afin d’optimiser le rendement énergétique tout en garantissant 

l’intégrité de la turbine haute pression durant toutes ses phases de fonctionnement. 

I-3 Variabilité du jeu rotor stator en sommet d’aubes 

La variabilité du jeu J dépend de la variabilité géométrique du rotor, de la 

variabilité géométrique du stator et des variations de positions entre le rotor et le stator. 

Certaines variabilités géométriques du rotor et du stator ont des origines liées au cycle 

de fonctionnement de la turbine et d’autres sont indépendantes du cycle fonctionnement 

de la turbine. 

Les variabilités indépendantes du cycle de fonctionnement sont : 

- la variabilité géométrique due aux procédés d’obtention des pièces, 

- la variabilité due aux procédés d’assemblages des pièces. 

Lors de la fabrication des pièces, des défauts inhérents aux procédés d’obtention 

mis en œuvre vont impacter directement le jeu rotor stator en sommet d’aubes.  

De plus, lors de l’assemblage d’une turbine, la présence de jeu dans certaines 

liaisons et d’éventuelles déformations de pièces génère également des variations sur le 

jeu rotor stator.  

Les jeux internes à des composants standards tels que les roulements utilisés 

pour assurer le guidage en rotation du rotor influent aussi sur le jeu J. 

Quel que soit le régime de fonctionnement de la turbine, les défauts de 

fabrication, les défauts d’assemblages et les jeux des roulements sont toujours présents. 

Le fonctionnement de la turbine induit des effets physiques sur les différents 

éléments constitutifs de la turbine créant diverses variations géométriques : 

- les variations dues aux contraintes thermomécaniques, 

- les variations dues aux effets centrifuges, 

- les variations dues aux manœuvres de l’aéronef. 

Il convient de citer aussi les variations liées à la dynamique de la ligne d’arbre. 

Ces variations dépendent des défauts géométriques du rotor, des hétérogénéités de 

densité de matière dans les pièces et également de la vitesse de rotation de l’arbre. Elles 
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proviennent de phénomènes à la fois dépendants et indépendants du cycle de 

fonctionnement. 

Ces différents types de variations ne sont pas exhaustifs mais sont les plus 

significatifs dans l’estimation du jeu J. L’étude expérimentale d’un cycle de 

fonctionnement d’une turbine haute pression a servi de support pour identifier certaines 

variations géométriques. Les courbes de la figure 5 synthétisent des essais sur banc 

d’une turbine haute pression dont le but est d’étudier l’évolution du jeu rotor stator en 

régime transitoire. 
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Figure 5 : Evolution du déplacement d’un point du rotor et du stator. 

Ce cycle de fonctionnement est composé d’une phase de démarrage, de quatre 

paliers successifs au niveau de la vitesse de rotation de l’arbre puis d’une phase d’arrêt. 

Parmi les quatre paliers, deux correspondent à des paliers de vitesse maximale de 

l’arbre. 

Dans la partie supérieure de la figure 5, l’évolution des déplacements du sommet 

des pales du rotor et de l’anneau du stator est représentée. 
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La différence de déplacement entre les sommets des aubes du rotor et la face 

interne de l’anneau stator permet de caractériser l’évolution du jeu J en sommet 

d’aubes. Un premier constat révèle que les deux évolutions dépendent des phases du 

cycle de fonctionnement de la turbine. Il est aisé de remarquer que les variations des 

déplacements du rotor et du stator sont très sensibles au régime de fonctionnement de la 

turbine haute pression. Pour chaque régime de fonctionnement et pendant les phases 

transitoires, le jeu en sommet d’aubes de turbine est donc différent. 

La phase de démarrage du turbomoteur est caractérisée par une augmentation de 

la vitesse de rotation du rotor pour atteindre le premier palier de vitesse maximale (voir 

figure 5). Cette mise en rotation provoque dès les premiers instants des déformations du 

rotor beaucoup plus rapides et importantes que celles du stator. Le sommet des pales 

(partie supérieure des aubes) subit donc un déplacement dû, d’une part, à l’allongement 

lié aux effets centrifuges et, d’autre part, à la dilatation liée à l’augmentation de 

température. Ces divers phénomènes physiques en présence peuvent conduire à une 

différence de déplacements entre le bord d’attaque et le bord de fuite. Le bord d’attaque 

est la partie du profil des pales qui entre en premier en contact avec le flux de gaz tandis 

que le bord de fuite caractérise la partie du profil qui entre en contact en dernier avec le 

flux de gaz. 

L’anneau du stator subit des variations de températures qui vont générer des 

dilatations. La forme de l’anneau, ses dimensions et le matériau utilisé, les liaisons avec 

les pièces adjacentes, la déformation des pièces jusqu’à la pièce de référence non 

affectée par le chargement transitoire vont induire un comportement thermomécanique 

complexe. Les déplacements du bord d’attaque et du bord de fuite de l’anneau seront 

différents. 

Le premier palier de vitesse correspond à un régime de fonctionnement à vitesse 

maximale. Bien qu’il n’y ait plus de variation de vitesse, les déplacements du rotor et du 

stator continuent encore d’évoluer jusqu’à une phase stabilisée. La constante de temps 

de mise en température stabilisée par le flux de gaz chauds est en effet plus grande que 

celle de mise en vitesse du rotor. Cette mise en température augmente les déformations 

d’origine thermomécanique sur l’ensemble du stator et du rotor et génère un 

déplacement supplémentaire des sommets d’aubes et de la face interne de l’anneau. 
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A chaque changement de régime de fonctionnement, l’évolution des 

déplacements n’est pas instantanée. Lors du passage du premier palier au second palier 

le changement de régime du moteur est quasi instantané. La variation de l’allongement 

des pales, due à la diminution de vitesse, est immédiate tandis que la variation des 

déplacements induite par les contraintes thermomécaniques est plus longue. Lorsque la 

vitesse de rotation de la turbine augmente (passage du second palier au troisième palier) 

ou lorsqu’elle diminue (passage du troisième palier au quatrième palier), les variations 

de déplacements tendent rapidement vers un état stationnaire. La rapidité de 

l’établissement d’un régime stationnaire dépend de la géométrie du rotor, de celle du 

stator ainsi que des différentes pièces et assemblage réalisant la turbine haute pression. 

D’autres phénomènes physiques, non visibles sur les courbes de la figure 5, ont 

une influence sur l’évolution du jeu rotor/stator. Les défauts de fabrication et 

d’assemblage des pièces provoquent des défauts géométriques du rotor. Ces défauts 

géométriques associés à l’hétérogénéité de densité du rotor agissent sur la dynamique de 

la ligne d’arbre. Ces perturbations dynamiques de la ligne d’arbre, communément 

appelées le balourd, génèrent des vibrations de l’arbre et vont potentiellement agir sur la 

position relative entre le rotor et le stator. Ces vibrations peuvent entraîner, si elles ne 

sont pas maîtrisées, des risques de touche et des endommagements irréversibles de la 

turbine. 

Les changements de direction violents, les changements d’altitude brusques 

constituent une partie des manœuvres sollicitant les capacités de l’aéronef à l’extrême. 

L’ensemble de ces manœuvres provoque des fortes accélérations de l’ensemble des 

éléments constitutifs de la turbine. Ces différentes sollicitations mécaniques extérieures 

à la turbine entraînent des petites déformations du rotor de la turbine mais aussi du 

stator. Ces déformations conduisent également à une variation du jeu en sommet 

d’aubes de turbine haute pression. 

La figure 6 récapitule l’ensemble des phénomènes ayant un effet sur le jeu J, jeu 

local rotor/stator en sommet d’aubes. 

Ces phénomènes peuvent être estimés par des mesures, des simulations et/ou des 

retours d’expériences (provenant de divers essais et de la maintenance par exemple). 

Cependant ces phénomènes doivent être pris en compte dès les phases de conception en 

considérant toutes les phases de fonctionnement de la turbine. 
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Effets centrifuges

Procédés d’obtention 

des pièces

Procédés d’assemblage 

des pièces

Comportement 

thermomécanique
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ligne d’arbre

Variation du 
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Variation du 

jeu rotor/stator

 

Figure 6 : Diagramme des causes de la variation du jeu rotor/stator. 

Généralement une démarche de tolérancement géométrique permet de prendre 

en compte les défauts dus aux procédés d’obtention des pièces mais aussi dus aux 

procédés d’assemblage des pièces. Les modélisations utilisées peuvent considérer des 

pièces infiniment rigides ou souples afin d’intégrer d’éventuelles déformations induites 

par le procédé d’assemblage. Les spécifications géométriques permettent de garantir 

que l’ensemble des défauts de fabrication et d’assemblages respecte les exigences 

fonctionnelles attendues dans le cahier des charges. Ces spécifications sont mises en 

place à partir d’un modèle de chaînes de cotes unidirectionnelles ou tridimensionnelles 

(3d) prenant en compte éventuellement des architectures hyperstatiques. 

La modélisation du comportement thermomécanique d’un système peut être 

réalisée par une approche numérique ou analytique. Les outils de modélisation par 

éléments finis sont les approches numériques les plus couramment utilisées. Ces deux 

types d’approche se décomposent généralement en deux études. L’étude thermique 

détermine le champ de température présent dans le système. En utilisant ce champ de 

température, l’étude thermomécanique permet de caractériser les déformations 

thermomécaniques et les contraintes mécaniques dans le système. 

L’allongement des pales dû aux effets centrifuges peut être modélisé par une 

méthode analytique ou éléments finis. Ainsi l’allongement des pales peut être prédit et 

estimé dès les phases de conception. 

Le contrôle dynamique de la ligne d’arbre est maîtrisé en phase d’assemblage en 

réalisant un équilibrage dynamique de l’arbre. 



- Chapitre I - 

14 

Les manœuvres extrêmes de l’aéronef créant des sollicitations indépendantes du 

régime de fonctionnement de la turbine doivent être prises en compte lors de la 

conception de la turbine. Cette prise en compte passe par une étude dynamique de 

l’ensemble de la turbine. 

Pour maîtriser correctement la section de fuite et le risque de touche pendant le 

fonctionnement de la turbine, il est nécessaire de disposer, pendant la phase de 

conception, de modèles multiphysique capables de prendre en compte tous les 

phénomènes influents sur le jeu rotor/stator en sommets d’aubes. 

La variabilité du jeu rotor stator en sommet d’aubes est liée à des 

phénomènes dépendants ou non du cycle de fonctionnement de la turbine haute 

pression. Ces phénomènes sont d’origines différentes : procédés d’obtention et 

d’assemblage des pièces, contraintes thermomécaniques, effets centrifuges, etc. 

Afin de pouvoir prendre en compte ces différents phénomènes pendant le cycle de 

conception, il est nécessaire de mettre en place des modèles multiphysique 

interprétant le comportement de la turbine haute pression durant son cycle de 

fonctionnement. 

I-4 Positionnement du travail 

Dans le paragraphe I-2, une classification des différentes pertes réduisant le 

rendement énergétique de la turbine a été énoncée. Puis, un recensement des 

phénomènes ayant un impact sur la variabilité du jeu rotor stator en sommet d’aubes de 

turbine haute pression a été effectué. 

Les pertes aérodynamiques d’aubages et les pertes par frottement de disque sont 

induites par la viscosité du fluide agissant sur les surfaces actives du rotor mais aussi 

inactives du rotor. La maîtrise de ces différentes pertes est déterminante dans la 

définition de la géométrie nominale des pièces constitutives du rotor et impose de 

contrôler la variabilité géométrique du rotor. Les fuites internes, et plus particulièrement 

la fuite en sommet d’aubes de turbine haute pression, sont dépendantes de la section de 

fuite. La variabilité de la section de fuite est caractérisée par la variabilité du rotor, du 

stator et par les variations de position entre le rotor et le stator.  

D’un point de vue rendement énergétique, la géométrie du rotor est définie pour 

minimiser les pertes aérodynamiques d’aubages et les pertes par frottement de disque. 
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La position relative entre le rotor et le stator est maîtrisée par un équilibrage dynamique 

du rotor avant l’assemblage avec le stator. Il convient donc de caractériser la variabilité 

du stator pour identifier d’éventuels paramètres à maîtriser afin de limiter les pertes 

générées par la section de fuite en sommet d’aubes. 

Dans la suite de ce travail, nous allons nous consacrer uniquement à l’étude la 

variabilité du jeu due à l’architecture des parties statiques de la turbine haute pression. 

Nous prendrons en compte la variabilité de l’anneau, du support d’anneau (SATHP), du 

support palier arrière (SPAR), du carter mais aussi des liaisons entre ces différentes 

pièces. 

Les phénomènes qui sont apparus comme les plus influents sur la variabilité du 

stator sont les procédés d’obtention des pièces, les procédés d’assemblage des pièces et 

le comportement thermomécanique. Afin de prendre en compte les défauts de 

fabrication, les défauts d’assemblage ainsi que les déformations thermomécaniques, 

nous allons réaliser une approche multiphysique de l’étude de la variabilité du jeu rotor 

stator en sommet d’aubes. La figure 7 illustre l’approche multiphysique proposée afin 

de pouvoir qualifier les différentes architectures de turbine envisagées lors du cycle de 

conception. 

Variation du

jeu rotor/stator

Démarche de

tolérancement géométrique 

Procédés d’obtention et

d’assemblage des pièces

Chaînes de cotes 3D

Modélisation

thermomécanique

Comportement

thermomécanique
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Figure 7 : Description de l’approche multiphysique proposée. 

Ce travail se restreint à simuler le comportement des parties statiques d’une 

turbine haute pression uniquement dans les configurations où la turbine fonctionne en 

régime stabilisé. En effet nous ne prendrons pas en compte les phénomènes 

thermomécaniques liés aux régimes transitoires, dont la modélisation en 3d demeure un 
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challenge pour de nombreuses équipes de recherche. Nous étudierons la turbine dans 

différentes situations de fonctionnement : une situation de référence correspondra à la 

turbine neuve à 20°C et les autres correspondront à des phases de fonctionnement 

caractérisées par des champs de température stabilisés.  

Nous admettrons que les défauts de fabrication pris en compte ne sont pas 

sensibles au fonctionnement de la turbine. Quels que soient la vitesse de rotation et le 

champ de température, les défauts de fabrication resteront les mêmes. La maîtrise des 

défauts de fabrication sera exprimée à l’aide des spécifications géométriques. L’analyse 

des spécifications géométriques sera réalisée à l’aide d’outils de chaînes de cotes 3d 

prenant en compte des architectures hyperstatiques. La détermination des déformations 

thermomécaniques des pièces sera réalisée grâce à des simulations éléments finis 

réalisée par un outil du commerce : SAMCEF®. 

Ainsi, nous allons proposer une approche permettant d’intégrer le comportement 

thermomécanique des pièces dans l’analyse des spécifications géométriques. Le but de 

ce travail est de l’appliquer à une turbine haute pression afin de pouvoir qualifier selon 

deux critères de performance, différentes architectures de stator lors des phases amont 

de conception. 

L’objectif de ce travail est de proposer une approche multiphysique capable 

de prendre en compte les variabilités dues aux procédés d’obtention et 

d’assemblages des pièces mais aussi les variations dues aux comportements 

thermomécaniques des pièces. La prise en compte de la variabilité due aux 

procédés de fabrication et d’assemblage des pièces s’appuiera sur un modèle de 

chaînes de cotes 3d. Les variations thermomécaniques des pièces seront 

déterminées à partir d’un modèle éléments finis. 

Cette approche multiphysique permettra de qualifier des architectures des 

parties statiques de turbine lors du cycle de conception en prenant en compte 

plusieurs phases de fonctionnement caractérisées par des champs de température 

stabilisés. Cette qualification sera réalisée selon deux critères de performance. 
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I-5 Structuration du document de thèse 

Une vue générale de la structuration du document de thèse est donnée par la 

figure 8. 
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Figure 8 : Synoptique de la structuration du document de thèse. 

Dans le chapitre II, nous présenterons les différentes modélisations 

couramment utilisées dans les chaînes de cotes 3d et plus particulièrement celles 

prenant en compte des architectures hyperstatiques. La prise en compte des écarts de 
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fabrication des pièces et des écarts résultant du contact potentiel entre deux pièces, 

conduira à l’étude du transfert d’une exigence fonctionnelle, étant données les 

spécifications de contact, sur les spécifications géométriques des pièces. Par la suite, 

nous ferons un état de l’art des différentes approches permettant de prendre en compte 

la souplesse des pièces dans les chaînes de cotes 3d. 

La mise en œuvre d’une méthode sera proposée dans le chapitre III, pour 

formaliser le comportement géométrique d’un mécanisme par l’intermédiaire des 

surfaces de substitution. Après avoir présenté comment les spécifications géométriques 

et les spécifications de contact peuvent être prises en compte par des polytopes, le 

transfert d’une exigence fonctionnelle sera illustré sur un exemple simple. La 

formalisation des chaînes de cotes 3d reposera sur des opérations de polytopes : somme 

de Minkowski et intersection. 

Dans chapitre IV, une démarche permettant de prendre en compte la variabilité 

d’origine thermomécanique des pièces dans les chaînes de cotes 3d sera proposée. A 

partir d’une situation de vie de référence, le comportement thermomécanique du 

mécanisme sera pris en compte par l’évolution des spécifications caractérisant les écarts 

géométriques des pièces et les contacts entre les pièces. Le but de ce chapitre sera de 

proposer une méthode permettant d’intégrer des résultats issus de calcul éléments finis 

dans une modélisation de chaînes de cotes 3d. 

Enfin, au chapitre V, nous validerons cette démarche sur un exemple industriel. 

L’application à une turbine haute pression de la société Turbomeca permettra de 

qualifier les architectures des parties statiques envisagées en conception préliminaire. 

Un paramétrage des différentes architectures des parties statiques de la turbine sera 

défini à partir de la variabilité architecturale du carter, des liaisons entre les pièces du 

carter et de la géométrie de l’anneau. Afin de comparer les différentes architectures, des 

critères de qualification seront mis en place à partir de l’étude de la variabilité du jeu 

rotor/stator en sommet d’aubes. Ainsi nous pourrons qualifier la turbine dans une 

situation de vie correspondant au point de fonctionnement de puissance maximale. 

Enfin la hiérarchisation des variantes d’architectures pourra être alors effectuée. Les 

données et les résultats de ce chapitre seront reportés dans une annexe confidentielle. 

Dans un dernier chapitre, les conclusions et les perspectives de ce travail seront 

exposées.
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Dans le chapitre précédent, nous avons justifié la nécessité de conduire une 

approche multiphysique afin de caractériser les diverses variations influentes sur le jeu 

rotor stator en sommets d’aubes. En effet, les variabilités inhérentes aux procédés 

d’obtention et d’assemblages des pièces doivent être prises en compte, en intégrant les 

variations d’origine thermomécanique, et ce pour un ensemble de configurations 

représentatives du cycle de fonctionnement de la turbine. Une configuration correspond 

à un régime particulier où la vitesse de rotation du rotor est constante telle qu’un champ 

de température soit stabilisé sur la turbine. 

Ce chapitre a pour objectif de rappeler la problématique des chaînes de cotes 3d 

reposant sur les lois de comportement géométrique d’un mécanisme. Les lois de 

comportement géométrique d’un mécanisme permettent d’identifier les chaînes de cotes 

3d influentes sur une exigence fonctionnelle (exprimée sur le produit), laquelle est 

transférée en spécifications géométriques (exprimées sur les pièces constitutives). Dans 

un premier temps, un état de l’art des différents modèles de chaînes de cotes 3d, 

composés de solides infiniment rigides, sera réalisé. Après avoir introduit la notion de 

solides souples, les modélisations simulant les déformations des pièces induites par le 

processus d’assemblage et par la variabilité géométrique des pièces seront présentées. 

Finalement, une synthèse des différentes modélisations de chaînes de cotes 3d intégrant 

le comportement d’un mécanisme composé de solides souples sera effectuée. 

II-1 Modélisations prenant en compte des solides 

indéformables 

II-1.1 Hypothèses physiques 

Les modèles géométriques utilisés dans les chaînes de cotes tridimensionnelles 

reposent en général sur les hypothèses suivantes : 

- pas de défaut de forme des surfaces réelles, 

- pas de déformation locale des surfaces en contact, 

- pas de pièces déformables. 
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II-1.2 Modélisation d’un mécanisme 

II-1.2.1 Modélisation des surfaces fabriquées par des surfaces de substitution 

Les surfaces réelles, issues de la fabrication, sont modélisées par des surfaces de 

substitution [Bourdet et al, 1995]. Une surface de substitution est une surface idéale (i.e. 

géométriquement parfaite) qui a le même type que la surface nominale dont elle 

caractérise une réalisation physique particulière. Une surface nominalement plane sera 

modélisée par une surface de substitution plane. Les figures suivantes illustrent les trois 

modélisations différentes utilisées en tolérancement : le modèle nominal (voir figure 9), 

le skin modèle (voir figure 10) et le modèle des surfaces de substitution (voir figure 11). 

 

Figure 9 : Modèle nominal (modèle CAO). 

Le modèle nominal est le modèle utilisé par un modeleur géométrique : il est 

géométriquement parfait par définition. 

Surfaces nominalement

planes

Surfaces nominalement

cylindriques

Surfaces nominalement

planes

Surfaces nominalement

cylindriques

 

Figure 10 : Skin modèle. 

Le skin modèle donne une représentation des surfaces réelles de la pièce. La 

« peau » de la pièce est représentée sous forme schématique avec ses défauts potentiels. 

Il sert de support graphique à l’expression des spécifications géométriques [Dantan et 

al, 2008]. On remarque que le skin modèle de l’arbre est constitué de cinq surfaces 
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réelles (voir figure 11) : deux surfaces nominalement cylindriques et trois surfaces 

nominalement planes. 
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Figure 11 : Représentation d’une pièce par des surfaces de substitution. 

Le modèle des surfaces de substitution est donc composé de cinq surfaces : trois 

surfaces planes et deux surfaces cylindriques. Les défauts géométriques d’une surface 

réelle sont définis par la position relative entre une surface de substitution et la surface 

nominale correspondante. La figure 11 illustre les défauts de la position relative des 

surfaces de substitution désignées par 1,1 ; 1,2 ; 1,3 ; 1,4 et 1,5 de l’arbre 1. Chaque 

surface est désignée par un couple de numéros : 1,2 signifie surface (de substitution) 2 

de la pièce 1. Les surfaces 1,1n ; 1,2n ; 1,3n ; 1,4n et 1,5n désignent respectivement les 

surfaces nominales correspondantes aux surfaces 1,1 ; 1,2 ; 1,3 ; 1,4 et 1,5. 

Toues les surfaces réelles d’une pièce sont modélisées par des surfaces de 

substitution. Une surface de substitution est de même type que la surface nominale 

dont elle modélise une réalisation physique particulière. 

II-1.2.2 Caractérisation des écarts géométriques d’une pièce 

Les écarts géométriques d’une surface de substitution caractérisent les défauts 

issus de la fabrication, par rapport à la surface nominale qui sert de référence.  

Les écarts de situation permettent de caractériser le positionnement des éléments 

de situation de la surface de substitution par rapport aux éléments de situation de la 

surface nominale correspondante [Clément et al, 1994], [Ballu et al, 2010]. Sur la 

figure 12, 1,1/1,1nd  et 1,2 /1,2nd  illustrent respectivement les écarts de situation entre les 

surfaces 1,1 et 1,1n et entre les surfaces 1,2 et 1,2n. 
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Figure 12 : Ecarts de situation. 

Ces écarts de situation peuvent être formalisés mathématiquement par :  

- un vecteur [Roy et al, 1999], [Wu et al, 1988] 

- un torseur de petits déplacements [Wirtz, 1991], [Bourdet et al, 1995], 

[Clozel, 2001], [Marguet et al, 2003], [Anselmetti, 2006] 

- une matrice [Turner, 1990] 

- un tenseur métrique [Serre et al, 2001]. 

Nous utiliserons le torseur de petits déplacements [Clément et al, 1988] pour 

caractériser les écarts de situation entre deux surfaces. 

La relation suivante illustre l’écriture du torseur de petits déplacements de la 

surface de substitution 1,1 par rapport à la surface nominale 1,1n noté 1,1/1,1nd    au point 

B dans une base ( ), ,x y z  :  

 

1,1/1,1n,x B-1,1/1,1n,x

1,1/1,1

1,1/1,1 1,1/1,1 1,1/1,1n,y B-1,1/1,1 B-1,1/1,1n,y

B-1,1/1,1B
1,1/1,1n,z B-1,1/1,1n,z

r e

 avec =  et  
 

= =    
 

n

n n n

n

d ρ ε
ρ ε

ρ
ρ ε

ε
 (1) 

La résultante du torseur, notée 1,1/1,1nρ , caractérise les écarts de rotation tandis 

que le moment du torseur, noté B-1,1/1,1nε , caractérise les écarts de translation au point B. 

Les composantes 1,1/1,1n,x r  et 1,1/1,1n,x e  correspondent aux degrés d’invariance de la 

surface 1,1 : elles caractérisent les écarts laissant globalement invariante la surface de 

substitution. Les composantes 1,1/1,1n,yρ , 1,1/1,1n,zρ , B-1,1/1,1n,y ε  et B-1,1/1,1n,z ε  caractérisent 

les écarts de situation de la surface 1,1. 

Les écarts de situation ne prennent pas en compte les écarts intrinsèques aux 

surfaces 1,1 et 1,2. En effet, la variation de diamètre d’un cylindre de substitution n’est 
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pas définie par ses écarts de situation. Sur la figure 13, le diamètre de la surface 

nominale 1,1nD  et le diamètre de la surface de substitution 1,1D  sont représentés. 

1,1n 1,1nD

1,1
1,1D

1,1/1,1nd

1,1n 1,1nD1,1n1,1n1,1n 1,1nD1,1nD

1,1
1,1D1,11,1
1,1D1,1D

1,1/1,1nd1,1/1,1nd

 

Figure 13 : Ecart de dimension. 

La différence entre le diamètre de la surface de substitution et le diamètre de la 

surface nominale est l’écart de dimension d’une surface cylindrique : 

 1,1 1,1 1,1nD D d− =  (2) 

Avec : 

- 1,1D  diamètre de la surface de substitution de la surface 1,1, 

- 1,1nD diamètre nominal de la surface 1,1, 

- 1,1d  écart de dimension de la surface 1,1. 

Ainsi, les écarts géométriques d’une surface sont : 

- les écarts de situation, 

- les écarts de dimension (diamètre d’un cylindre, angle au sommet d’un 

cône, etc.). 

Les écarts de situation et de dimensions intrinsèques définissent les écarts 

géométriques d’une pièce, que nous appellerons simplement écarts de pièce. Ils vont 

être intégrés dans les chaînes de cotes 3d. 

Une surface de substitution est caractérisée par des écarts de situation et 

éventuellement par un (ou des) écart(s) de dimension(s). Les écarts de situation 

définissent la position relative entre les éléments de situation d’une surface de 

substitution et la surface nominale correspondante ; un écart de dimension 

caractérise la différence entre une dimension intrinsèque de la surface de 
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substitution et la dimension intrinsèque nominale correspondante. L’ensemble de 

ces écarts va permettre de caractériser les écarts géométriques d’une pièce. 

II-1.2.3 Caractérisation des écarts géométriques entre deux surfaces 

potentiellement en contact 

La définition d’un contact entre deux surfaces, c’est à dire d’une liaison, peut 

être caractérisée par un ensemble de paramètres. Plusieurs travaux ont été menés sur ce 

sujet : [Defazio et al, 1993], [Dantan, 2000], [Whitney et al, 2001] et [Shen et al, 2008]. 

Nous allons utiliser par la suite la définition proposée dans [Dufaure et al, 2008], qui est 

une application directe de celle proposée dans [Dantan et al, 2005]. 

Une liaison est définie par les paramètres suivants : 

- type : appui plan, pivot glissant, linéaire annulaire, … 

- élément(s) de situation : plan, droite, point 

- nature : fixe, glissant ou flottant 

- jeu : jeu minimal et maximal : Jmin, Jmax 

- direction de contact forcé : optionnelle. 

Le type de la liaison est conforme aux types de liaison définis dans [ISO 3952-1, 

1981]. Il est défini en fonction des types des deux surfaces en contact et de leur position 

relative. Le tableau 1 récapitule l’ensemble des liaisons élémentaires définies par 

combinaison des surfaces potentiellement en contact. 

Rotule Linéaire annulaire

Pivot glissant

Ponctuelle

Appui plan

Linéaire rectiligne

Rotule Linéaire annulaire

Pivot glissant

Ponctuelle

Appui plan

Linéaire rectiligne

Rotule Linéaire annulaire

Pivot glissant

Ponctuelle

Appui plan

Linéaire rectiligne

 

Tableau 1 : Types des liaisons. 

Les éléments de situation positionnent la liaison dans l’espace, et par conséquent 

définissent les directions des degrés de mobilité [Dufaure et al, 2008], [Ballu et al., 

2010]. Une liaison rotule sera définie par un point ; une liaison linéaire rectiligne par 

une droite et un plan, etc. 
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La nature du contact renseigne le comportement de la liaison. La figure 14 

illustre le comportement d’une liaison appui plan dans les trois configurations suivantes 

[Dantan et al, 2005] : 

- Flottant : les déplacements correspondant aux différents degrés de liberté 

sont possibles, et les autres déplacements sont limités par un jeu. 

- Glissant : les déplacements correspondant aux différents degrés de liberté 

sont possibles, mais les surfaces restent en contact permanent l’une sur 

l’autre. Le jeu de la liaison est nul. 

- Fixe : aucun déplacement n’est possible (les degrés de liberté sont 

supprimés). 

GlissantFlottant FixeGlissantGlissantFlottantFlottant FixeFixe
 

Figure 14 : Natures d’un contact appui plan [Dantan, 2000]. 

Dans le cas d’une liaison pivot glissant, linéaire annulaire ou rotule, le jeu est 

défini comme étant la différence entre le diamètre de l’alésage et le diamètre de l’arbre. 

Le jeu peut être positif, nul ou négatif. Dans le cas d’une liaison ponctuelle, linéaire 

rectiligne ou appui plan, le jeu définit la distance entre les deux surfaces potentiellement 

en contact. Le jeu peut être alors positif ou nul. 

Considérons la figure 15 : deux pièces 1 et 2 sont en contact de type pivot 

glissant via leurs surfaces respectives 1,2 et 2,2 et en contact appui plan via leurs 

surfaces respectives 1,3 et 2,3. 
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Figure 15 : Modèle nominal du mécanisme étudié. 

La liaison pivot glissant entre les surfaces 1,2 et 2,2 a pour élément de situation 

la droite ( ),B x . On pose par hypothèse que le jeu minimal est strictement positif, la 

nature de la liaison est donc flottante. 

La liaison pivot glissant peut donc être définie par les paramètres suivants : 

- type : pivot glissant 

- éléments de situation : droite ( ),B x  

- nature : flottant 

- jeu : min max0 J J< <  

Les écarts de situation entre deux surfaces potentiellement en contact peuvent 

être formalisés mathématiquement par un torseur de petits déplacements. Le torseur 

1,2 / 2,2d    définit les écarts de la liaison pivot glissant entre les surfaces 1,2 et 2,2 au 

point B dans la base ( ), ,x y z  : 

 

1,2/2,2,x B-1,2/2,2,x

1,2/2,2

1,2/2,2 1,2/2,2 1,2/2,2,y B-1,2/2,2 B-1,2/2,2,y

B-1,2/2,2B
1,2/2,2,z B-1,2/2,2,z

r e

 avec =  et  
 

= =    
 

d ρ ε
ρ ε

ρ
ρ ε

ε
 (3) 

Les composantes 1,2/ 2,2r x  et -1,2/2,2e  B x  correspondent aux mobilités de la liaison. 

Les composantes 1,2/ 2,2 xρ , 1,2/ 2,2 yρ , -1,2/2,2B yε  et -1,2/2,2B zε  correspondent aux écarts de 

situation entre les surfaces potentiellement en contact, nous appellerons ces écarts les 

écarts de liaison. Dans le cas où les écarts 1,2/ 2,2 xρ , 1,2/ 2,2 yρ , -1,2/2,2B yε  et -1,2/2,2B zε  sont 



Modélisation des variations géométriques par des chaînes de cotes 

29 

nuls, les éléments de situation des deux surfaces potentiellement en contact sont 

confondus. 

D’une manière analogue à la liaison pivot glissant, la liaison appui plan entre les 

surfaces 1,3 et 2,3 peut être définie par les paramètres suivants : 

- type : appui plan 

- éléments de situation : plan ( ),B x  

- nature : glissant 

- jeu : J=0. 

Les écarts de situation de la liaison appui plan, noté 1,3/2,3d , peuvent être 

formalisés par le torseur 1,3/2,3d   . 

 

1,3/2,3,x B-1,3/2,3,x

1,3/2,3

1,3/2,3 1,3/2,3 1,3/2,3,y B-1,3/2,3 B-1,3/2,3,y

B-1,3/2,3B
1,3/2,3,z B-1,3/2,3,z

r 0

 avec = 0  et e  

0 e

=
 

= = =    
  =

d

ε
ρ
ρ

ρ
ρ ε

ε
 (4) 

L’ensemble des liaisons élémentaires est défini par différents paramètres : 

type, élément(s) de situation, nature de contact et jeu. Ces paramètres permettent 

de définir les écarts de situation caractérisant le positionnement des deux surfaces 

potentiellement en contact. 

II-1.2.4 Loi de comportement géométrique d’un mécanisme 

La formalisation de la structure d’un mécanisme peut s’appuyer sur un graphe de 

contacts à une composante connexe [Berge, 1967]. Cela veut dire que les arcs ne sont 

pas orientés (on parle alors d’arêtes) et il existe toujours au moins un chemin pour aller 

d’un sommet à un autre. De plus, le graphe sert de support graphique pour décrire la 

structure d’un mécanisme sur lequel on peut visualiser les chaînes de cotes [Ballu et al, 

1999]. 

La figure 16, d’après la figure 15, donne une représentation par un graphe de 

l’arbre désigné 1 (grand cercle) comprenant trois surfaces 1,1, 1,2 et 1,3 (petits cercles). 

L’ensemble des surfaces nominales 1,1n 1,2n et 1,3n sont regroupées (partie de gauche) 

et représentées dans un seul petit cercle, intitulé 1,0, représentant un repère associé au 

modèle nominal de la pièce 1 [Teissandier et al, 1999a]. L’arête reliant la surface 1,1 au 
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sommet 1,0 représente les écarts de situation de la surface 1,1 par rapport à sa surface 

nominale. 

1

1,2

1,3

1,1

1,0
1,0

1

1,2

1,3

1,1

1,2n

1,1n

1,3n

1

1,2

1,3

1,1

1,0

11

1,2

1,3

1,1

1,0 1,21,2

1,31,3

1,11,1

1,01,0
1,0

1

1,2

1,3

1,1

1,2n

1,1n

1,3n

1,01,0

11

1,2

1,3

1,1

1,2n

1,1n

1,3n

1,21,2

1,31,3

1,11,1

1,2n1,2n

1,1n1,1n

1,3n1,3n

 

Figure 16 : Représentation d’une pièce par un graphe. 

Au niveau de la représentation des contacts entre deux pièces (voir figure 17), 

les arêtes qui relient deux surfaces appartenant à deux pièces différentes représentent les 

liaisons. L’arête reliant la surface 1,2 à la surface 2,2 représente la liaison pivot glissant 

entre les surfaces 1,2 et 2,2. L’arête reliant les surfaces 1,3 et 2,3 représente la liaison 

appui plan entre ces deux surfaces. 
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Figure 17 : Représentation du mécanisme par un graphe de contacts. 

La recherche des cycles indépendants permet de déterminer les relations qui 

caractérisent les lois de comportement géométrique d’un mécanisme [Ballot, 1995]. Un 

cycle est une chaîne finie d’arêtes qui part d’un sommet donné et aboutit au même 

sommet. De plus, nous ne considérons que les cycles simples où les arêtes utilisées sont 

toutes différentes [Berge, 1967]. Concrètement, un cycle est une boucle topologique 

constituée d’une suite d'arêtes consécutives passant une et une seule fois par pièce. Un 

mécanisme ne peut exister, c’est à dire être assemblé, que si chaque boucle topologique 

est satisfaite. Quel que soit l’outil mathématique utilisé pour formaliser les écarts de 

situation, chaque cycle est caractérisé en s’appuyant sur la relation de Chasles. 
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Dans le cas d’un graphe à une composante connexe, le nombre de cycles 

indépendant est donné par le nombre cyclomatique µ . Ce nombre est défini par la 

relation suivante où a  et p  correspondent respectivement au nombre d’arêtes et au 

nombre de surfaces additionné au nombre de pièces : 

 1a pµ = − +  (5) 

Les lois de comportement géométrique d’un mécanisme sont donc définies par la 

fermeture de µ  cycles. 

Dans l’exemple de la figure 17, la relation (5) devient : 

8 8 8 8 1 1a p= = ⇒µ = − + =  

1µ =  indique que les lois de comportement géométrique LC du mécanisme sont 

définies par la fermeture d’un seul cycle C. La relation suivante caractérise les lois de 

comportement géométrique de notre exemple : 

 1,0 /1,2 1,2 / 2,2 2,2 / 2,0 2,0 / 2,3 2,3/1,3 1,3/1,0: 0LC d d d d d d+ + + + + =  (6) 

La figure 18 représente le cycle C. 
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Figure 18 : Représentation du cycle. 

La caractérisation de la relation (6) par des torseurs de petits déplacements 

conduit à définir le système d’équations suivant : 

 

1,0/1,2,x 1,2/2,2,x 2,2/2,0,x 2,0/2,3,x 2,3/1,3,x 1,3/1,0,x

1,0/1,2,y 1,2/2,2,y 2,2/2,0,y 2,0/2,3,y 1,3/1,0,y

1,0/1,2,z 1,2/2,2,z 2,2/2,0,z 2,0/2,3,z 1,3/1,0,z

B-1,0/1,2,x B-1

r r r r r r 0

0 0

0 0

e e

+ + + + + =

+ + + + + =

+ + + + + =

+

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

,2/2,2,x B-2,2/2,0,x B-2,0/2,3,x B-1,3/1,0,x

B-1,0/1,2,y B-1,2/2,2,y B-2,2/2,0,y B-2,0/2,3,y B-2,3/1,3,y B-1,3/1,0,y

B-1,0/1,2,z B-1,2/2,2,z B-2,2/2,0,z B-2,0/2,3,z B-2,3/1,3,z B-1,

e 0 0

e e e 0

e e e

+ + + + =

+ + + + + =

+ + + + +

ε ε

ε ε ε

ε ε ε 3/1,0,z 0

 
 
 
  
 
 
 
 

=  

 (7) 
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Les inconnues sont les écarts correspondant aux mobilités dans les liaisons 

(notées , / , ri j u v  et , / , ei j u v ), et aux degrés d’invariance des surfaces (notées , / ,0 ri j i  et 

, / ,0ei j i ). Les données sont les écarts de pièces notés , / ,0 i j iρ  et , / ,0i j iε , ainsi que les écarts 

de liaisons notés , / , i j u vρ  et , / ,i j u vε . 

Pour faciliter la résolution des lois de comportement géométrique, les inconnues 

correspondant aux degrés d’invariance des surfaces (également appelées 

« indéterminées » [Ballot, 1995]) peuvent être considérés nulles [Bourdet et al, 2010]. 

Ainsi, la résolution de la lois de comportement géométrique définie par (6) conduit au 

système d’équations suivant d’après (7) : 

 

1,2/2,2,x

1,0/1,2,y 1,2/2,2,y 2,2/2,0,y 2,0/2,3,y 1,3/1,0,y

2,3/1,3,x

1,0/1,2,z 1,2/2,2,z

B-1,2/2,2,x

B-2,3/1,3,y

B-2,3/1,3,z

01 1
r

r

e
1

e
1

e
1

⋅ ⋅ ⋅ 
   − − − − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   
  − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
 × = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   
  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
    ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ 2,2/2,0,z 2,0/2,3,z 1,3/1,0,z

B-2,0/2,3,x B-1,3/1,0,x

B-1,0/1,2,y B-1,2/2,2,y B-2,2/2,0,y

B-1,0/1,2,z B-1,2/2,2,z B-2,2/2,0,z

 
 
 

− − − 
 − − 
 − − −
 

− − −  

ρ ρ ρ
ε ε

ε ε ε
ε ε ε

(8) 

Ce système est caractérisé par un nombre d’équations q , par un nombre 

d’inconnues n  et par le rang du système r . D’une façon générale, le degré de mobilité 

m  est le nombre d’inconnues non principales et le degré d’hyperstatisme h  est le 

nombre d’équations non principales [Le Borzec, 1975]. Dans notre cas le degré 

d’hyperstatisme et le degré de mobilité sont : 

 5 4 5 4 1m n r n r m= − = = ⇔ = − =  (9)  

 6 4 6 4 2h q r q r h= − = = ⇔ = − =  (10) 

La résolution du système conduit alors à déterminer les inconnues suivantes : 

 

B-1,2/2,2,x B-2,0/2,3,x B-1,3/1,0,x

B-2,3/1,3,y B-1,0/1,2,y B-1,2/2,2,y B-2,2/2,0,y

B-2,3/1,3,z B-1,0/1,2,z B-1,2/2,2,z B-2,2/2,0,z

e

e

e

 = − −


= − − −
 = − − −

ε ε

ε ε ε

ε ε ε

 (11) 

L’équation non principale (12) traduit la mobilité en rotation suivant x  de la 

pièce 1 par rapport à la pièce 2 ; elle est caractérisée par une relation entre deux 

inconnues : 

 1,2/2,2,x 2,3/1,3,xr +r 0=  (12) 
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Les équations (13) caractérisent les deux hyperstatismes en rotation suivant y  et 

z . Le système (8) admet une infinité de solutions si et seulement si les relations (13) 

sont satisfaites : 

 
1,0/1,2,y 1,2/ 2,2,y 2,2/ 2,0,y 2,0/ 2,3,y 1,3/1,0,y

1,0/1,2,z 1,2 / 2,2,z 2,2/ 2,0,z 2,0/ 2,3,z 1,3/1,0,z

0

0

+ + + + =


+ + + + =

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ
 (13) 

Si les relations (13) ne sont pas vérifiées, le système (8) n’admet aucune 

solution. Ces deux relations traduisent les équations de compatibilité [Ballot, 1995]. 

D’un point de vue technologique, les relations (13) caractérisent deux conditions 

de montage, c’est à dire que la montabilité du mécanisme repose généralement sur 

plusieurs relations entre des défauts géométriques de pièces et des jeux. Les relations 

(13) peuvent s’écrire de la manière suivante : 

 
( )
( )

1,3/1,2y 2,2/ 2,3y 1,2/ 2,2y

1,3/1,2 2,2/ 2,3 1,2/ 2,2zz z

 + = −


+ = −

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ
 (14) 

Les relations (14) indiquent que le montage du système illustré en figure 15, 

repose d’une part sur le cumul des défauts d’orientation respectifs entre les surfaces de 

contact des pièces 1 et 2, et d’autre part sur la petite rotation relative entre les pièces 1 et 

2 permise par le jeu de la liaison pivot glissant. 

La formalisation des lois de comportement géométrique d’un mécanisme 

s’appuie sur la théorie des graphes. Les lois de comportement géométrique sont 

déduites des fermetures de cycles indépendants dans un graphe à une composante 

connexe. Le nombre de cycles indépendants est donné par le nombre cyclomatique. 

La résolution du système linéaire caractérisant les lois de comportement 

géométrique permet de déterminer le degré d’hyperstatisme et les mobilités du 

mécanisme. Le degré d’hyperstatisme est donné par le nombre d’équations non 

principales tandis que le nombre de mobilités est donné le nombre d’inconnues 

non principales. Les équations de compatibilité d’un système hyperstatique 

caractérisent les conditions de montage. 



- Chapitre II - 

34 

II-1.3 Transfert d’une exigence fonctionnelle 

II-1.3.1 Formalisation des chaînes de cotes 3d influentes sur une condition 

fonctionnelle 

Une condition (ou exigence) fonctionnelle est une condition sur une 

caractéristique fonctionnelle de position ou d’orientation entre deux surfaces qui en 

général appartiennent à des pièces différentes, et qui ne sont pas potentiellement en 

contact. La particularité d’une condition fonctionnelle est qu’elle s’exprime sur des 

pièces qui peuvent être mobiles l’une par rapport à l’autre. 

Une condition fonctionnelle peut être unidirectionnelle, bidirectionnelle ou tri 

directionnelle. Considérons une condition fonctionnelle entre deux surfaces ( ),i j  et 

( ),k l , deux surfaces quelconques d’un mécanisme avec i k≠ . 

Une condition est exprimée sur un écart fonctionnel e  suivant une direction 

caractérisée par le vecteur unitaire u . 

Dans le cas d’une condition unidirectionnelle on a :  

- min max , / ,avec . eti j k le e e e≤ ≤ = =ρ u u cte  (condition d’orientation), 

- min max - , / ,avec . et≤ ≤ = =A i j k le e e e ε u u cte  (condition de position en 

un point A). 

Remarque : une condition unidirectionnelle peut être uni-limite ou bi-limite. 

Une condition bidirectionnelle exprime une condition sur un écart fonctionnel e  

suivant une direction comprise dans un plan de normale v  : 

- max , / ,avec . et .≤ = =i j k le e e ρ u u v 0  (condition d’orientation), 

- max , / ,avec . et .−≤ = =A i j k le e e ε u u v 0  (condition de position en un 

point A). 

Remarque : si max, e cte∀ =u  alors la condition définit une cible caractérisée par 

un cercle de rayon maxe  et de normale v . 

Une condition tridirectionnelle exprime une condition sur un écart fonctionnel e  

suivant toutes les directions de l’espace euclidien : 

- 3

max , / ,avec . ,i j k le e e E≤ = ∀ ∈ρ u u  (condition d’orientation), 
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- 3

max - , / ,avec . ,≤ = ∀ ∈A i j k le e e Eε u u  (condition de position en un 

point A). 

Remarque : si max, e cte∀ =u  alors la condition définit une cible caractérisée par 

une sphère de rayon maxe . 

Le paramétrage de la caractéristique fonctionnelle e  repose potentiellement sur 

les six écarts des petits déplacements relatifs entre les deux surfaces de la condition 

fonctionnelle, c'est-à-dire les surfaces ( ),i j  et ( ),k l . Nous appellerons écarts 

fonctionnels, ces écarts. 

La figure 19 reprend l’exemple présenté précédemment. Supposons qu’une 

condition fonctionnelle CF limitant la position relative des surfaces 1,1 et 2,1 soit à 

respecter. Elle est représentée sur le graphe dans un rectangle doté du label CF sur une 

arête reliant les surfaces 1,1 et 2,1. Il s’agit d’une condition de coaxialité que nous 

modélisons en une condition fonctionnelle unidirectionnelle dans cet exemple, telle que 

le déplacement du point A de l’axe de la surface 1,1 par rapport à l’axe de la surface 2,1 

respecte suivant l’axe y  : 

 min max -1,3/2,3e e avec .≤ ≤ = Ae e ε y  (15) 
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Figure 19 : Définition d’une condition fonctionnelle. 
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CF est une condition de position entre les surfaces 1,1 et 2,1 sur une 

caractéristique fonctionnelle e . Afin de caractériser e  en fonction des écarts de pièces 

et de liaisons du système, il convient de déterminer 1,1/ 2,1d  par la relation suivante : 

 { }1,1/2,1 1,1/1,0 1,0/2,0 2,0/2,1CF d d d d→ = + +  (16) 

Cette relation s’ajoute aux relations des lois de comportement géométrique LC. 

Ainsi la détermination de 1,1/ 2,1d  consiste à résoudre le système de relations suivant : 

 
1,1/2,1 1,1/1,0 1,0/2,0 2,0/2,1

1,0/1,2 1,2/2,2 2,2/2,0 2,0/2,3 2,3/1,3 1,3/1,0

:

: 0

CF d d d d

LC d d d d d d

= + +  
 

+ + + + + =  
 (17) 

D’une manière générale le système (17) contient 1µ +  relations, µ  étant le 

nombre de relations des lois de comportement géométrique LC. La résolution du 

système (17) permet de déterminer la caractéristique fonctionnelle en fonction des 

écarts de pièces et des écarts de liaisons influents. Autrement dit la résolution du 

système (17) permet de caractériser les chaînes de cotes 3d influentes sur la condition 

fonctionnelle CF. 

La résolution du système (17) repose sur la résolution des lois de comportement 

géométrique LC formulées précédemment par la fermeture géométrique du cycle C , 

c'est-à-dire de 1,0/2,0d . 

Si le système est isostatique, un écart fonctionnel peut être exprimé à l’aide 

d’une seule relation scalaire linéaire. 

Si la condition est exprimée sur un écart dépendant d’une mobilité de liaison ou 

d’un degré d’invariance, le respect de l’exigence n’est toutefois pas possible. Dans notre 

exemple, cela correspondrait au cas où la condition fonctionnelle serait exprimée sur le 

déplacement en rotation suivant l’axe x  de la surface 1,1 par rapport à la surface 2,1. 

En désignant les écarts géométriques des pièces et les écarts géométriques de 

liaisons par des petits déplacements ix , chaque écart fonctionnel peut être définie par 

une fonction ( )if x  où ia  correspond au coefficient d’influence de l’écart ix  sur l’écart 

fonctionnel e  : 

 ( )
1

i n

i i i

i

e f x a x
=

=

= =∑  (18) 
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Dans notre exemple, nous aboutissons à la relation suivante en considérant que 

la liaison appui plan entre les surfaces 1,3 et 2,3 est prépondérante devant la liaison 

pivot glissant entre les surfaces 1,2 et 2,2 : 

 
A-1,1/2,1 B-1,1/1,0,y B-1,0/1,2,y B-1,2/2,2,y B-2,2/2,0,y B-2,0/2,1,y

1,1 1,1/1,0,z 1,1 1,0/1,3,z 1,1 1,3/2,3,z 1,1 2,3/2,0,z 1,1 2,0/2,1,z

.

. . . . .

e

L L L L L

ε ε ε ε ε

ρ ρ ρ ρ ρ

= = + + + +

− − − − −

ε y
 (19) 

Dans la relation (19), la caractéristique fonctionnelle e  est l’écart fonctionnel 

caractérisant le déplacement en translation de 1,1 par rapport à 2,1 au point A 

suivant y . 

Si le système est hyperstatique, la résolution du système caractérisant sa loi de 

comportement géométrique repose sur plusieurs stratégies possibles. 

La première stratégie consiste à lever les « sur-déterminations » caractérisées 

dans notre exemple par les conditions de montage (14) en faisant des hypothèses de 

prépondérances de contacts au niveau des liaisons. Cela consiste à modéliser le guidage 

en rotation de la pièce 1 sur la pièce 2 par une liaison linéaire annulaire (centrage court) 

et une liaison appui plan, ou alors par une liaison pivot glissant (centrage long) et une 

liaison ponctuelle. Cela rajoute deux inconnues dans le système (8) et ainsi supprime les 

conditions de montage (14). Les degrés de liaison ainsi supprimés ou relaxés impliquent 

l’ajout de conditions techniques [Bourdet et al, 2010], [Ballu et al, 2010]. Les outils 

Anatole développé par EADS IW [Marguet et al, 2003]et MECAmaster développé par 

MECAmaster Sarl [Clozel et al, 2010] fonctionnent sur ce principe. On parle aussi de 

relaxer des degrés de liaison dans les architectures hyperstatiques. D’autres méthodes 

suggèrent au concepteur de ne définir que des architectures isostatiques en choisissant 

des types de mise en position prédéfinis [Söderberg et al, 2001], [Anselmetti, 2006] et 

[Spensieri et al, 2009]. 

La seconde stratégie consiste à prendre en compte toutes les configurations 

possibles ou au moins considérer les configurations les plus critiques au regard d’une 

exigence fonctionnelle. Cette stratégie est détaillée dans [Ballot et al, 2001]. Tout écart 

fonctionnel peut être formalisé par une simple fonction linéaire d’écarts mais il y aura 

autant de fonctions linéaires que de configurations. Dans une architecture fortement 

hyperstatique où le nombre cyclomatique est élevé, le nombre de configurations peut 

croître très rapidement et devenir rédhibitoire. 
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La troisième stratégie consiste à manipuler des ensembles d’écarts. Ces 

ensembles d’écarts sont générés localement par des contraintes de contact entre les 

pièces et par des contraintes géométriques provenant de spécifications géométriques sur 

les pièces. Chaque cycle ou boucle topologique consiste alors à ne plus additionner des 

écarts mais des ensembles d’écarts : cela consiste à effectuer la somme de Minkowski 

d’ensemble d’écarts [Fleming, 1988]. Ces ensembles d’écarts sont appelés domaines 

[Giordano et al, 1993], [Dantan et al, 2002], espace de faisabilité [Turner, 1993], T-

Maps [Mujezinovi et al, 2004] ou simplement objet polyédrique [Roy et al, 1999]. 

Nous allons conclure ce chapitre en nous appuyant sur la première stratégie. 

C’est la stratégie la plus utilisée car elle permet d’exprimer une caractéristique 

fonctionnelle unidirectionnelle par une simple relation linéaire entre des écarts de pièces 

et de liaisons. De plus, il est toujours possible d’exprimer une caractéristique 

fonctionnelle unidirectionnelle en fonctions d’écarts indépendants, propice aux 

traitements statistiques, [Chase et al, 1991],.[Nigam et al, 1995], [Skowronski et al, 

1997], [Anselmetti, 2007]. C’est pourquoi la plupart des outils de tolérancement 

commerciaux ne prennent en compte que des conditions unidirectionnelles. Par ailleurs, 

des travaux liés aux traitements statistiques par des domaines ont été initiés dans 

[Germain, 2007] et [Dantan et al., 2009]. 

La troisième stratégie est celle que nous avons retenue pour répondre à la 

problématique de ce travail, présentée dans le premier chapitre. Elle est développée dans 

le chapitre suivant.  

La formalisation des chaînes de cotes influentes sur une condition 

fonctionnelle consiste à définir la (ou les) relation(s) entre la caractéristique 

fonctionnelle et les écarts de pièces et de liaisons influents. La détermination de ces 

relations repose sur la loi de comportent du mécanisme. 

II-1.3.2 Spécification et répartition des limites des défauts géométriques sur les 

pièces 

Les écarts ix  de la (ou des) relation(s) (19) indiquent les écarts des pièces et des 

liaisons influents sur une condition fonctionnelle. L’ensemble de ces écarts définit le 

sous-graphe influent sur une condition fonctionnelle [Ballu et al, 2010]. De plus, chaque 
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écart ix  indique formellement s’il s’agit d’un écart de rotation ou de translation en 

précisant sa direction.  

Dans une démarche de synthèse de tolérances, les limites des écarts de liaisons 

sont connues et il convient de déterminer : 

- les spécifications ISO à définir sur chaque pièce influente, 

- les limites des écarts de pièces influents. 

Les spécifications ISO à définir sur chaque pièce influente ferment le (ou les) 

cycle(s) influent(s) [Ballu et al, 1999], [Ballu et al, 2010]. On entend ici par déterminer 

les spécifications ISO, le choix du ou des éléments tolérancés [ISO 1101, 2006], le 

choix de l’élément de référence ou du système de références [ISO 5459, 1988], le choix 

du type de spécification ISO [ISO 1101, 2006], voire de l’exigence [ISO 2692, 1992]. 

La détermination des dimensions des zones de tolérances et des limites de dimensions 

intrinsèques est réalisée par la détermination des limites des écarts de pièces influents. 

De par la structure du graphe de contacts, au moins deux écarts ix  sont influents 

sur une pièce influente. Dans ce cas, il convient alors de déterminer la surface 

tolérancée et la surface de référence. En appliquant des critères sur les étendues des 

surfaces nominales (longueur nominale d’un cylindre, dimensions nominales du contour 

d’un plan par exemple), on choisit généralement la surface de plus grande étendue 

comme référence. Puis en fonction du type d’écarts de pièces influents, rotation ou 

translation, une spécification d’orientation ou de position peut être choisie en fonction 

du type des surfaces et de leurs positions relatives. Dans le cas de plusieurs surfaces 

influentes sur une pièce, il convient alors de les regrouper pour définir des groupes 

d’éléments tolérancés et/ou des systèmes de références. Les regroupements de surfaces 

sont étroitement liés à l’évolution du graphe de contacts dans le cycle de conception du 

produit [Dantan et al, 2005], [Dufaure et al, 2008]. D’une manière générale, la 

détermination des spécifications ISO est automatisable sur les pièces où les surfaces 

influentes sont regroupées [Clément et al, 1994]. De plus, il n’est pas rare qu’il y ait 

plusieurs solutions ISO. Des applications (CLIC) [Anselmetti, 2010] tentent d’apporter 

des solutions à ce problème. 

La détermination des limites des écarts de pièces influents peut se faire selon le 

cas le plus défavorable ou selon divers traitements statistiques. 
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La figure 20 illustre les cycles influents CI1 et CI2, constituant le sous-graphe 

influent. Les spécifications ISO influentes ferment les cycles CI1 et CI2 respectivement 

dans les pièces 1 et 2 [Ballu et al, 1999] (voir figures 20 et 21). 

CI2

∅ 2

2,1t

∅ 2

1,1t

CFPG
AP

2
2,1

2,2 2,3

2,0

1
1,1

1,2 1,3

1,0

CI1

∅
2,2
D ∅ 1

2,1t

∅ 2,2t  M

∅
1,2
D ∅ 1

1,1
t

∅
1,2
t  M

CFPG
AP

2
2,1

2,2 2,3

2,0

1
1,1

1,2 1,3

1,0

x

y

z

2

2,2

2,3

2,1

e

1

1,2

1,3

1,1

A B

x

y

z

x

y

z

2

2,2

2,3

2,1

e

1

1,2

1,3

1,1

A B

2

2,2

2,3

2,1

2

2,2

2,3

2,1

2

2,2

2,3

2,1

e

1

1,2

1,3

1,1

A Be

1

1,2

1,3

1,1

A Bee

1

1,2

1,3

1,1

AA BB

PG : Pivot Glissant

AP : Appui Plan

: Chemins influents

CI2

∅ 2

2,1t

∅ 2

1,1t

CFPG
AP

2
2,1

2,2 2,3

2,0

1
1,1

1,2 1,3

1,0

CI1

∅
2,2
D ∅ 1

2,1t

∅ 2,2t  M

∅
1,2
D ∅ 1

1,1
t

∅
1,2
t  M

CFPG
AP

2
2,1

2,2 2,3

2,0

1
1,1

1,2 1,3

1,0

CI2

∅ 2

2,1t

∅ 2

1,1t

CFPG
AP

2
2,1

2,2 2,3

2,0

1
1,1

1,2 1,3

1,0

CI2CI2

∅ 2

2,1t

∅ 2

1,1t

CFPG
AP

2
2,1

2,2 2,3

2,0

1
1,1

1,2 1,3

1,0

∅ 2

2,1t

∅ 2

1,1t

∅ 2

2,1t∅ 2

2,1t∅ 2

2,1t∅ 2

2,1t

∅ 2

1,1t∅ 2

1,1t∅ 2

1,1t∅ 2

1,1t

CFPG
AP

2
2,1

2,2 2,3

2,0

1
1,1

1,2 1,3

1,0

CFPG
AP CFCFPG
AP

PGPG
APAP

2
2,1

2,2 2,3

2,0

1
1,1

1,2 1,3

1,0

2
2,1

2,2 2,3

2,0

22
2,1

2,2 2,3

2,0

2,1

2,2 2,3

2,0

1
1,1

1,2 1,3

1,0

11
1,1

1,2 1,3

1,0

1,1

1,2 1,3

1,0

CI1

∅
2,2
D ∅ 1

2,1t

∅ 2,2t  M

∅
1,2
D ∅ 1

1,1
t

∅
1,2
t  M

CFPG
AP

2
2,1

2,2 2,3

2,0

1
1,1

1,2 1,3

1,0

CI1CI1CI1

∅
2,2
D ∅ 1

2,1t

∅ 2,2t  M

∅
1,2
D ∅ 1

1,1
t

∅
1,2
t  M

CFPG
AP

2
2,1

2,2 2,3

2,0

1
1,1

1,2 1,3

1,0

∅
2,2
D ∅ 1

2,1t

∅ 2,2t  M

∅
1,2
D ∅ 1

1,1
t

∅
1,2
t  M

∅
2,2
D ∅ 1

2,1t

∅ 2,2t  M

∅
2,2
D∅
2,2
D ∅ 1

2,1t∅ 1

2,1t∅ 1

2,1t∅ 1

2,1t

∅ 2,2t  M∅ 2,2t  M∅ 2,2t  M∅ 2,2t  M∅ 2,2t  M

∅
1,2
D ∅ 1

1,1
t

∅
1,2
t  M

∅
1,2
D∅
1,2
D ∅ 1

1,1
t∅ 1

1,1
t∅ 1

1,1
t∅ 1

1,1
t

∅
1,2
t  M∅
1,2
t  M∅
1,2
t  M∅
1,2
t  M∅
1,2
t  M

CFPG
AP

2
2,1

2,2 2,3

2,0

1
1,1

1,2 1,3

1,0

CFPG
AP CFCFPG
AP

PGPG
APAP

2
2,1

2,2 2,3

2,0

1
1,1

1,2 1,3

1,0

2
2,1

2,2 2,3

2,0

22
2,1

2,2 2,3

2,0

2,1

2,2 2,3

2,0

1
1,1

1,2 1,3

1,0

11
1,1

1,2 1,3

1,0

1,1

1,2 1,3

1,0

x

y

z

2

2,2

2,3

2,1

e

1

1,2

1,3

1,1

A B

x

y

z

x

y

z

2

2,2

2,3

2,1

e

1

1,2

1,3

1,1

A B

2

2,2

2,3

2,1

2

2,2

2,3

2,1

2

2,2

2,3

2,1

e

1

1,2

1,3

1,1

A Be

1

1,2

1,3

1,1

A Bee

1

1,2

1,3

1,1

AA BB

PG : Pivot Glissant

AP : Appui Plan

: Chemins influents

x

y

z

2

2,2

2,3

2,1

e

1

1,2

1,3

1,1

A B

x

y

z

x

y

z

2

2,2

2,3

2,1

e

1

1,2

1,3

1,1

A B

2

2,2

2,3

2,1

2

2,2

2,3

2,1

2

2,2

2,3

2,1

e

1

1,2

1,3

1,1

A Be

1

1,2

1,3

1,1

A Bee

1

1,2

1,3

1,1

AA BB

PG : Pivot Glissant

AP : Appui Plan

: Chemins influents

PG : Pivot Glissant

AP : Appui Plan

: Chemins influents

 

Figure 20 : Sous-graphe influent dans le graphe de contacts. 
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Figure 21 : Spécifications ISO influentes sur la condition CF. 
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Les chaînes de cotes influentes sur une condition fonctionnelle permettent 

d’identifier les écarts de pièce et de liaison influents. Les spécifications influentes 

ferment le sous-graphe influent caractérisé par les écarts de pièce et de liaison 

influents. La répartition des limites des écarts de pièce influents peut être réalisée 

au pire des cas ou selon divers traitements statistiques. 

II-1.4 Synthèse 

Les lois de comportement géométrique caractérisent les dépendances entre les 

déplacements dus : aux degrés d’invariance des surfaces, aux écarts de pièces, aux 

mobilités des liaisons et aux écarts de liaisons. Les lois de comportement géométrique 

sont intrinsèques à un mécanisme. Elles permettent de déduire les écarts influents sur 

une condition fonctionnelle. 

Une condition fonctionnelle dépend potentiellement de plusieurs écarts 

fonctionnels. Une loi de comportement géométrique d’un mécanisme isostatique 

modélisée en petits déplacements permet d’exprimer un écart fonctionnel par une 

relation linéaire des écarts de pièces et de liaisons influents. L’exploitation de ces 

relations permet de répartir les limites de défauts des pièces influentes sur une condition 

fonctionnelle au pire des cas ou par diverses méthodes statistiques. 

Parmi les outils de tolérancement 3d prenant en compte uniquement des 

mécanismes isostatiques modélisant les écarts de pièces et de liaisons en petits 

déplacements, on peut citer : 

- AnaTole
®
 [Marguet et al, 2003], 

- CLIC
®
 [Anselmetti, 2010], 

- MECAmaster
®
 [Clozel et al, 2010], [MECAmaster, 2011], 

- CeTOL
® 
[CeTOL, 2011]. 

Nous allons maintenant aborder les différentes modélisations prenant en compte 

des solides souples ainsi que leur capacité à intégrer différents phénomènes physiques 

générant des déformations. 
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II-2 Modélisations prenant en compte des solides 

déformables 

Beaucoup de produits, comme les automobiles, les avions mais aussi les 

appareils domestiques sont construits à partir d’assemblages de tôle. Généralement ces 

tôles étant de grandes tailles et relativement fines, elles ont tendances à être très peu 

rigides. Ces pièces sont considérées souples par rapport aux forces exercées durant les 

phases d’assemblage comme le serrage. Ces processus d’assemblage sont appelés 

« assemblages souples ». 

II-2.1 Modélisation des assemblages souples par soudage 

Le nombre de pièces peut être très grand dans certains produits, plusieurs 

centaines de pièces pour une structure automobile. Par exemple, 37 % des opérations 

d'assemblage dans la fabrication d’une structure automobile concernent des pièces non 

rigides [Shiu et al, 1997]. L’assemblage final est alors effectué par une succession 

d’opérations d’assemblage. L’étude de la propagation des variations dimensionnelles 

des pièces et des liaisons doit être réalisée de la conception du produit jusqu'au contrôle 

lors de sa réalisation finale. 

Ces méthodes pour analyser la variation de ces types d’assemblages ont 

engendré de nombreux sujets de recherche aux Etats Unis. Comme le présente Chase 

[Chase et al, 1991], les simulations au pire des cas, statistiques et par tirage de Monte 

Carlo ont été largement utilisées. Toutes ces méthodes ont été utilisées pour simuler 

l’assemblage de pièces rigides ce qui ne convient pas pour l’étude d’assemblage de 

pièces souples comme les tôles. 

L’introduction de la souplesse des pièces dans l’analyse de tolérances a nécessité 

de nouvelles techniques où les déformations dues aux effets des retours élastiques des 

procédés d’assemblage par soudage sont considérées. [Shiu et al, 1997] a proposé une 

représentation simple des structures par des poutres souples (figure 22). 
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Figure 22 : Carrosserie automobile et sa structure en poutre [Shiu et al, 1997]. 

Au niveau des processus de soudage par point, [Liu et al, 1996] et [Liu et al, 

1997] ont proposé des modèles pour analyser les effets des déformations et des retours 

élastiques sur la variation des assemblages en associant la mécanique linéaire et la 

statique. En utilisant des méthodes éléments finis, ils ont construit une matrice de 

sensibilité S  pour établir une relation linéaire entre l'écart des pièces non assemblées X  

et l'écart global de l’assemblage Y . La dispersion globale des écarts de l’assemblage 

par rapport aux écarts des nœuds des pièces a alors été mise en évidence par la relation 

suivante [Liu et al, 1997] : 
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[Ding et al, 2000] a présenté un modèle 3d pour le contrôle dimensionnel des 

assemblages de tôle réalisant des assemblages rigides. En ce qui concerne les 

assemblages multiposte (voir figure 23), [Ding et al, 2000] et [Ding et al, 2002a] ont 

développé un modèle 3d complet pour simuler la variation de rigidité des composants. 

D’après [Ding et al, 2002b], lors du lancement d’un processus d’industrialisation, les 

modèles peuvent aider dans le diagnostic des causes de variations géométriques. 
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Figure 23 : Exemple d’assemblage multiposte [Ding et al, 2002a] 

Selon [Camelio et al, 2003], il est critique de développer des modèles qualifiés 

réalistes pour les processus d'assemblage de tôle souples sans prendre en compte 

l'interaction de poste à poste dans des systèmes d'assemblage multiposte. Il présente 

alors une méthodologie afin de modéliser l'impact des écarts des pièces et des outillages 

sur la qualité dimensionnelle d’un système issu d’un processus multiposte avec des 

pièces de tôle souple. Il étudie aussi la propagation des écarts des différents sous-

assemblages sur le produit final. Une méthode d’analyse des variabilités pour les 

assemblages souples en intégrant la covariance des différents composants assemblées 

est alors proposée par [Camelio et al, 2004]. 

[Hu et al, 2006] présente les développements des modèles de propagation de 

variabilités aux niveaux des étapes d’assemblage et au niveau du système. Ces modèles 

sont appliqués à la conception robuste et au contrôle des systèmes d’assemblage de 

pièces souples. 

[Xie et al, 2007] présente une méthodologie modélisant la propagation des 

variations géométriques des assemblages souples prenant en compte l’effet des contacts 

entre les différents composants mais aussi les outils d’assemblage et de soudage. Cette 

méthodologie est fondée sur les méthodes éléments finis. Afin d’incorporer la 

variabilité due aux différentes variables, un modèle paramétrique est construit. Etant 

donné que le résultat issu de ce modèle est non linéaire, une analyse de sensibilité 
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traditionnelle ne permet pas d’estimer la réponse statistique des caractéristiques 

d’assemblage. Pour améliorer cette méthodologie par rapport à celle des tirages de 

Monte Carlo, une méthode par « réduction de dimension améliorée » est combinée afin 

d’avoir une bonne estimation de la propagation d’incertitude sur les processus 

d’assemblages non linéaires. 

II-2.2 Simulation par la mesure d’affleurement de pièces de 

carrosserie 

Aujourd'hui, un certain nombre de caractéristiques produit est évalué et vérifié 

par l’utilisation de modèles numériques pour remplacer des séries de test et des 

prototypes physiques. Dans la plupart des cas, les modèles numériques décrivent les 

conditions nominales et ne prennent pas en considération la variabilité géométrique. 

Plusieurs études ont été menées sur l’analyse des affleurements des éléments de 

carrosserie automobile en Suède. 

 

Figure 24 : Exemple d’affleurement de carrosserie [Wickman et al, 2004] 

Le modèle de simulation de [Söderberg et al, 2002] permet de générer plus ou 

moins automatiquement des jointures de carrosserie avec plusieurs dimensions 

variables. Les variabilités sont prédites en utilisant un modèle de variabilité avec des 

simulations de Monte Carlo. L’analyse de tolérance proposée par [Lindkvist et al, 2003] 

permet d’optimiser les différents concepts envisagés lors de la conception préliminaire. 

[Söderberg et al, 2006a] présente un panel d’outils garantissant la qualité géométrique 

dès la conception préliminaire jusqu'à la production en passant par la phase de 

validation de processus et celle de pré-production. 

[Söderberg et al, 2006b] incorpore des techniques éléments finis dans l’analyse 

de tolérance de pièces souples. Cette analyse peut être utilisée pour simuler le 

comportement d’assemblages flexibles composés des pièces souples, comme des tôles 

et des pièces en plastique. Ce travail présente un outil qui permet aux pièces et aux 
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assemblages souples d'être évalués en étudiant leur robustesse géométrique. L'outil 

d'analyse permet au concepteur d'évaluer la sensibilité géométrique d'une pièce ou d'un 

assemblage, quelles en sont les sources de variabilité et leur importance vis-à-vis de la 

robustesse complète. Il permet aux concepteurs et aux ingénieurs de production 

d'évaluer et d’améliorer les différents types de mise en position, les serrages avec la 

prise en compte de la déformation des pièces. Cette évaluation vise à détecter les 

solutions de conception et d'assemblages qui sont sensibles à la variabilité et qui 

peuvent provoquer des problèmes plus tard pendant la production. 

 

Figure 25 : Evaluation de la robustesse des assemblages souples  

[Söderberg et al, 2006b] 

[Wickman et al, 2001] a relié un outil commercial de réalité virtuelle avec un 

logiciel de simulation de variabilité géométrique. Il permet de visualiser l’assemblage 

de pièces mesurées dans un environnement de réalité virtuelle. Ce modèle ne permet pas 

de prendre en compte la variabilité due à la souplesse des pièces, cependant le nombre 

de pièces plastiques ou métalliques fines est élevé dans les assemblages complexes de 

l’industrie automobile. [Wickman et al, 2004] propose alors de combiner le modèle de 

simulation des variabilités géométriques avec des outils de réalité virtuelle pour vérifier 

la géométrie réelle. 
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Figure 26 : Exemple d'une voiture physique et sa représentation virtuelle  

[Wickman et al, 2004] 

[Söderberg et al, 2008] présente un concept intégrant la sensibilité géométrique 

et visuelle avec des outils d'analyse et d'évaluation. Ce concept conduit à un outil 

simulant les déformations issues de la fabrication et de l’assemblage. Il permet de 

visualiser le produit final avec un niveau de réalisme bien avant la réalisation de 

prototypes. Plusieurs concepts différents peuvent ainsi être visualisés et comparés dans 

des environnements de réalité virtuelle. 

Pour vérifier un concept choisi et contrôler les processus de production, la 

simulation par la mesure demande beaucoup de ressources. Dans [Wärmefjord et al, 

2007] une méthode pour réduire le nombre de points de contrôle a été évaluée sans pour 

autant perdre trop d'informations. Cette méthode, qui est basée sur l'analyse de groupe 

de points, est à l'origine décrite par [Carlson et al, 2003]. L'utilisation de cette méthode 

pour réduire le nombre de points de contrôle conduit à une réduction des coûts pour la 

simulation et le contrôle mais aussi pour le stockage des données. En outre, le travail 

d'analyse est plus facile et le comportement du processus peut être contrôlé d'une façon 

plus lucide. Par une représentation graphique, [Wärmefjord et al, 2009] montre 

comment la réduction du nombre de points peut être effectuée tout en perdant le moins 

possible de données. 

II-2.3 Réglage des liaisons d’un assemblage constitué de pièces souples 

II-2.3.1 Assemblages d’une pièce souple dans un bâti rigide 

Une première étude initiée par [Cid et al, 2004] donne les étapes générales qui 

permettent de lier les variabilités géométriques des composants et leurs déformations. 

L’utilisation d’un cas simple montre l’intérêt d'intégrer les déformations dans les études 

de tolérances. Les travaux de [Cid, 2005] ajoutent la prise en compte du défaut de forme 
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et de la flexibilité d’un composant dans la continuité des travaux du LURPA initiés par 

[Ballot, 1995]. 

Il propose une méthodologie de résolution des problèmes d’assemblage in situ. 

L’ensemble de ces études concerne uniquement l’assemblage d’une pièce souple sur un 

bâti rigide. Après avoir mesuré l’assemblage, il détermine les réglages des différentes 

liaisons entre la pièce élastique et le bâti tout en optimisant des critères géométriques 

associés aux contraintes d’assemblage, à l’aide de la méthode des éléments finis sous 

l’hypothèse de petites perturbations en élasticité linéaire. 

Ce modèle de propagation est utilisé par l’outil FLEX. L’outil FLEX modélise le 

comportement géométrique d’un solide souple dans un bâti rigide. Il prend en compte 

les défauts de forme ainsi que la flexibilité du composant souple. 

 

Figure 27 : Exemple d'une portière de voiture [Cid et al, 2004] 

II-2.3.2 Assemblages de plusieurs pièces souples 

[Cid et al, 2005] propose une extension à son travail en considérant non plus un 

seul solide souple mais plusieurs. A partir des variabilités géométriques des liaisons et 

de la géométrie réelle, le comportement géométrique d’un mécanisme est déterminé par 

l’utilisation de coefficients d’influence des paramètres. 

En parallèle, [Chevassus et al, 2006] propose une méthode gérant efficacement 

les assemblages souples composés d’un nombre de liaisons plus grand que nécessaire 

provoquant ainsi des déformations et des contraintes. Afin de déterminer les valeurs 

optimales de réglage de ces dispositifs de liaisons hyperstatiques, [Breteau et al, 2007] 

intègre la mesure de pièce pour initialiser la simulation du processus d'assemblage. 
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Afin de déterminer les contraintes dans les assemblages de grandes dimensions 

sur-contraints, [Mounaud et al, 2007] s’intéresse aux contraintes mécaniques entre les 

composants. A partir des écarts géométriques de fabrication et des écarts dans les 

liaisons entre les composants, une exigence fonctionnelle caractérisant un effort limite 

pour les différentes liaisons de l'assemblage peut être considérée. 

[Breteau, 2009] enrichi le modèle initié par G. Cid. en 2005. Toujours basé sur 

la mesure sur site des assemblages, ce nouveau modèle caractérise le comportement 

d’assemblages souples en prenant en compte plusieurs éléments flexibles avec des 

défauts de forme. Basé sur l’utilisation de l’outil FLEX, il propose la méthode 

MULTIFLEX permettant de simuler un assemblage de plusieurs composants souples à 

partir d'un état donné pour chaque composant. 

[Mounaud et al, 2009] prend en compte l’ordre de montage des assemblages 

hyperstatiques. Ce modèle a pour objectif d’influencer l'ordre d'assemblage en intégrant 

les écarts de fabrication et la souplesse des pièces. 

II-2.4 Prise en compte du comportement élastique d’un mécanisme en 

fonctionnement 

[Samper S. et al, 1997] propose un modèle pour prendre en compte le 

comportement élastique des assemblages. Il définit, pour un mécanisme, quatre types de 

modèles : 

- modèle parfait, 

- modèle rigide avec jeux et défauts de fabrication, 

- modèle élastique sans jeu, 

- modèle global. 

Le modèle parfait correspond à une étude cinématique du mécanisme sans 

considérer les défauts de fabrication, les défauts d’assemblage et les déformations 

élastiques des pièces. Le second modèle prend en compte les défauts de fabrication et 

d’assemblages tout en considérant un comportement rigide des pièces. Le troisième 

modèle autorise uniquement le comportement élastique des pièces. Enfin, la dernière 

modélisation unifie le modèle prenant en compte les défauts de fabrication et 

d’assemblages des pièces avec la modélisation du comportement élastique des pièces. 

La figure 28 récapitule ces différents modèles. 
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Mécanisme

RIGIDE et PARFAIT

Mécanisme

RIGIDE et IMPARFAIT

Mécanisme

FLEXIBLE et PARFAIT

Mécanisme

FLEXIBLE et IMPARFAIT

 

Figure 28 : Différentes modélisations proposées [Samper S. et al, 1998]. 

La difficulté réside dans la gestion des contacts avec jeu dans le modèle global 

[Samper S. et al, 1998]. En effet, selon les charges extérieures appliquées aux 

systèmes, toutes les positions possibles définies par le domaine jeu ne sont pas 

forcément réalisables. 

[Samper S. et al, 2003] propose deux alternatives d’analyses d’assemblage 

souple avec défauts : 

- la méthode séquentielle, 

- la méthode simultanée. 

La méthode séquentielle, décrite par la figure 29, réalise alternativement la 

modélisation de mécanisme rigide et imparfait avec la modélisation de mécanisme 

parfait et souple. L’inconvénient de cette méthode est que le nombre d’aller retour entre 

les deux modélisations peut vite devenir important dans le cas de mécanisme complexe. 

 

Figure 29 : Méthode séquentielle proposée par [Samper S. et al, 2003]. 
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La seconde méthode proposée consiste à réaliser une étude simultanée du 

comportement élastique des pièces avec des défauts géométriques. L’avantage réside 

dans le fait que peu d’hypothèses simplificatrices sont retenues dans la modélisation. 

Cependant un grand nombre de possibilités de solutions peut être défini. 

 

Figure 30 : Méthode simultanée proposée par [Samper S. et al, 2003].  

La méthode simultanée a été appliquée à plusieurs exemples pour déterminer 

l’évolution des domaines jeu en prenant en compte les déformations élastiques des 

pièces [Samper S. et al, 2007]. La figure 31 représente l’importance de prendre en 

compte l’évolution du domaine jeu d’un roulement à bille en fonction de son 

chargement extérieur. L’évolution du domaine jeu dans le roulement dépend des 

déformations élastiques des pièces notamment dues à la pression de Hertz. L’évolution 

du domaine jeu d’un engrenage est aussi proposée. 

 

Figure 31 : Evolution du domaine jeu d’un roulement [Samper S. et al, 2007]. 

L’ensemble de ces travaux montre que le comportement élastique des 

composants d’un mécanisme ne doit pas être négligé. L’évolution des domaines en 
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fonction du comportement élastique du mécanisme, montre la possibilité d’intégrer le 

comportement souple des pièces dans les chaînes de cotes 3d. 

II-2.5 Evolution d’une exigence fonctionnelle pendant le cycle de vie 

d’un produit 

[Mandil et al, 2009a] et [Mandil et al, 2009b] montre l’intérêt de prendre en 

compte les déformations thermomécaniques dans le cycle de vie d’un produit. 

[Mandil et al, 2009a] propose une méthodologie pour prédire l’évolution d’une 

exigence fonctionnelle pendant le cycle de vie du produit. Les variations de contraintes 

thermomécaniques sont à l’origine de l’évolution de cette exigence fonctionnelle. La 

méthodologie proposée se décompose en trois étapes : 

- Choix de l’exigence fonctionnelle et détermination des chaînes de cotes 

correspondantes, 

- Détermination des déformations thermomécaniques des pièces, 

- Intégrations des déformations thermomécaniques dans les dimensions 

nominales des pièces et vérification de l’exigence fonctionnelle. 

L’évolution de l’exigence fonctionnelle est calculée en considérant que les 

dimensions nominales des pièces évoluent. Ces démarches permettent de déterminer si 

l’exigence fonctionnelle est dépendante ou non du cycle de fonctionnement d’un 

produit. Cette méthode permet de redimensionner les pièces afin que l’exigence 

fonctionnelle soit respectée tout au long du cycle de fonctionnement. 

Toutefois cette proposition de méthodologie utilise une modélisation de pièce 

par un squelette. Les écarts géométriques d’une pièce sont formalisés par une matrice de 

Gramm. Une matrice de Gramm a la particularité de ne pas dépendre d’une base de 

projection étant donné que chaque terme de la matrice est le résultat d’un produit 

scalaire. Les écarts ne sont pas linéarisés. Les pièces ne sont composées que de barres. 

L’aspect tridimensionnel des pièces n’est pas pris en compte dans le calcul des 

déformations thermomécaniques. 
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II-3 Synthèse sur les outils de chaînes de cotes 

tridimensionnelles 

Dans une première partie, les modélisations de chaînes de cote 3d de solides 

infiniment rigides ont été présentées. Après avoir exposé les principales hypothèses 

classiquement émises en tolérancement géométrique, la modélisation des pièces par les 

surfaces de substitutions a été rappelée. Les modélisations des écarts géométriques dans 

les pièces et les liaisons permettent de définir la loi de comportement géométrique d’un 

mécanisme par la fermeture de cycles ou de boucles topologiques. La loi de 

comportement géométrique d’un mécanisme permet de formaliser les dépendances entre 

d’une part un écart fonctionnel et d’autre part des écarts de pièces et de liaisons 

influents. Ces dépendances assurent le transfert de la condition exprimée sur l’écart 

fonctionnel sur les limites des écarts de pièces influents. 

Dans un second temps, ce chapitre a fait un état de l’art des différentes 

approches prenant en compte des solides déformables. La plupart des ces modélisations 

sont essentiellement liées à des activités de recherche dans l’automobile ou dans 

l’aéronautique. En effet, la modélisation des conséquences géométriques du soudage par 

point des tôles souples a montré l’intérêt de considérer des solides flexibles dans les 

chaînes de cotes 3d. De plus, les aspects esthétiques des affleurements des éléments de 

carrosserie automobile ont fortement contribué à orienter l’intégration des effets de la 

souplesse des pièces et des défauts géométriques dans des modèles de réalité virtuelle. 

Ensuite, l’étude du paramétrage et du réglage des liaisons dans des mécanismes 

fortement hyperstatiques a nécessité de prendre en compte l’élasticité d’une ou plusieurs 

pièces dans les modélisations de chaînes de côtes 3d. L’intégration des déformations 

élastiques dans les domaines écart et jeux a montré la possibilité d’utiliser des 

ensembles de contrainte pour caractériser le comportement élastique d’un mécanisme. 

Enfin, des études préliminaires ont montré l’intérêt de prendre en compte les 

déformations thermomécaniques dans les chaînes de cotes 3d. Ceci permet de vérifier le 

respect d’une exigence fonctionnelle tout au long du cycle de fonctionnement d’un 

produit subissant des contraintes thermomécaniques. 

Nous pouvons ainsi remarquer que ce sont les phénomènes d’assemblages qui 

ont été considérés dans la plupart des modélisations de chaînes de cotes intégrant des 

pièces souples. Cependant, comme le fait remarque [Cid, 2005] en perspective de son 
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travail de thèse, « (…) d’autres phénomènes entrent en jeu tels les problèmes 

d’écoulements de fluides ou de variations de température ». 
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Dans le chapitre précédent, le concept des lois de comportement géométrique 

d’un mécanisme a été rappelé pour formaliser le transfert d’une exigence fonctionnelle.  

Ce chapitre va présenter l’utilisation des polytopes afin de caractériser les limites 

admissibles des écarts de situation entre deux surfaces de substitution. Dans le cas de 

deux surfaces d’une même pièce, un polytope caractérise une spécification 

géométrique ; dans le cas de deux surfaces potentiellement en contact, un polytope 

caractérise une spécification de contact. Cela va permettre de formaliser les lois de 

comportement géométrique et plus généralement le transfert d’une exigence 

fonctionnelle par des opérations sur des polytopes : l’intersection et la somme de 

Minkowski. 

Les premiers travaux corrélant le cumul des limites de défauts sur des pièces en 

contact et la somme de Minkowski d’ensembles de contraintes géométriques ont été 

réalisés par [Fleming, 1988]. Une synthèse de cette problématique est détaillée dans 

[Srinivasan, 1993]. Parmi les modélisations de chaînes de cotes par des opérations sur 

des ensembles de contraintes on peut citer : 

- les domaines dont les premiers travaux ont été initiés en 1992 par 

Giordano à l’Université de Savoie [Giordano et al, 1992] 

- la modélisation des spécifications géométriques par des objets 

polyédriques réalisée par [Roy et al, 1999] 

- les T-Maps développés par Davidson et al . dans l’université d’Arizona 

[Wu et al, 2003]. 

Une des particularités du polytope est qu’il peut être défini par un ensemble fini 

d’inéquations linéaires [Teissandier et al, 1999b]. 

III-1 Propriétés sur les polytopes 

III-1.1 Définitions duales d’un polytope 

Deux définitions duales existent pour définir un polytope. La première définit un 

polytope de dimension p  (noté p-polytope) comme l’enveloppe convexe d’un nombre 

fini de points dans n
ℝ , avec p n≤ . La figure 32 donne une illustration de cette 

définition en représentant deux polytopes respectivement dans 2
ℝ  et 3

ℝ .  



- Chapitre III - 

58 

3-polytope

y

x

z
y

x

2-polytope

Sommets

3-polytope

y

x

z

3-polytope

y

x

z

y

x

z

y

x

z
y

x

2-polytope

y

x

y

x

y

x

2-polytope

SommetsSommets

 

Figure 32 : Exemples de polytopes définis à partir de points. 

Cette définition repose sur la v-représentation (caractérisation d’un polytope par 

ses sommets) [Fukuda, 2004]. 

La deuxième définit un polytope comme l’intersection bornée d’un nombre fini 

de demi-espaces fermés dont les frontières sont des hyperplans de n
ℝ  [Boissonnat et al, 

1998], [Ziegler, 1995]. 

Un hyperplan est un sous-espace affine de dimension 0 , 1 , 2  ou ( )1n −  dans 

n
ℝ  et est respectivement appelé point, droite, plan et hyperplan de dimension ( )1n − . 

Un hyperplan de dimension ( )1n −  est appelé un ( )1n − -hyperplan. 

La figure 33 illustre la seconde définition dans 2
ℝ . 

Cette définition repose sur la h-représentation (caractérisation d’un polytope par 

ses hyperplans supports) [Fukuda, 2004]. 

Considérons H  un hyperplan de n
ℝ  : 

 1 1 ... ...i i n na x a x a x b+ + + + =  (21) 

H+  est le demi-espace fermé : 

 1 1 ... ...i i n na x a x a x b+ + + + ≥  (22) 

H−  est le demi-espace fermé : 

 1 1 ... ...i i n na x a x a x b+ + + + ≤  (23) 
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Nous choisirons de préférence un système d’inégalités pour m  demi-espaces 

H −  pour définir un polytope P  [Ziegler, 1995] tel que : 

 ( ) { }, : . avec etn m n m×= = ∈ ≤ ∈ ∈A b x A x b A bℝ ℝ ℝP P  (24) 

. ≤A x b  est une notation usuelle pour le système d’inégalités suivant, où 1a , …, 

ma  sont les lignes de la matrice A  et 1b , …, mb  sont les composantes du vecteur b  : 

 
. ,..., .1 m mb b≤ ≤1a x a x

 (25) 

v

uHyperplans

v

u

v

u

v

uHyperplansHyperplans

 

Figure 33 : Exemple d’un 2-polytope défini à partir d’hyperplans. 

Un 0-polytope est un sommet, un 1-polytope est une arête (i.e. segment de 

droite), un 2-polytope est une face (i.e. plan délimité par un polygone convexe), un 3-

polytope est polyèdre convexe et un ( )1n − -polytope est une facette dans n
ℝ . 

Considérons un k-polytope P . Un hyperplan H  est un hyperplan support de P  

si l’intersection entre H  et P  est non vide et si P  est inclus dans +H ou H − . 

Une face est l’intersection entre P  et un de ses hyperplans support. Les faces 

d’un k-polytope P  sont des sous-ensembles convexes de dimension m  avec 

0 1m k≤ ≤ − . On note une m -face une face de dimension m . 

En tolérancement géométrique, les spécifications géométriques, les 

spécifications de contact et les exigences fonctionnelles sont généralement définies par 

un ensemble de demi-espaces fermés H−  [Teissandier et al, 1999b]. Une spécification 

géométrique est caractérisée par un polytope géométrique, une spécification de contact 
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est caractérisée par un polytope de contact et une exigence fonctionnelle est caractérisée 

par un polytope fonctionnel. 

Les composantes du vecteur x  dans la relation (24) sont les écarts de situation 

entre deux surfaces de substitution d’une même pièce (spécification géométrique), les 

écarts de situation entre deux surfaces de substitution potentiellement en contact 

(spécification de contact) ou bien les écarts de situation entre les deux surfaces 

substitution de l’exigence fonctionnelle. Les polytopes ont donc une dimension d  avec 

1 6d≤ ≤  dans une chaîne de cotes tridirectionnelles. Le cas où 1d =  correspond aux 

chaînes de cotes unidirectionnelles. 

Le cumul des limites de défauts influents sur une exigence peut être modélisé 

par un polytope calculé, résultat d’un ensemble d’intersections et de sommes de 

Minkowski de polytopes géométriques et de polytopes de contact. Une exigence 

fonctionnelle peut être caractérisée par un polytope fonctionnel, c'est-à-dire un polytope 

cible. Il convient alors de vérifier si le polytope calculé est inclus dans le polytope 

fonctionnel, voir figure 34. 

Functional 3-polytope

Calculated 

3 -polytope

+ ++ =

Functional 3-polytope

Calculated 

3 -polytope

++ +++ =

 

Figure 34 : Vérification de l’inclusion du 3-polytope [Teissandier et al, 1999b]. 

Les deux principales opérations réalisées sur les polytopes géométriques et les 

polytopes de contact sont donc l’intersection et la somme de Minkowski. 
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III-1.2 Intersection de polytopes 

Considérons deux n-polytopes P  et Q  définis selon la relation (24) : 

 
( ) { }
( ) { }

, : . avec et

, : . avec et

n mp n mp

n mq n mq

×

×

= = ∈ ≤ ∈ ∈

= = ∈ ≤ ∈ ∈

A b x A x b A b

C d x C x d C d

ℝ ℝ ℝ

ℝ ℝ ℝ

P P

Q Q
 (26) 

Définissons le polytope R  comme l’intersection du polytope P  et Q  : 

 

( ) { } ( )
, : . ; et

avec : et

mp mq nn mp mq

1

mp

1

mq

b

...

b

d

...

d

+ × += ∩ = ∈ ≤ ∈ ∈

   
   
   
   

= =   
   
   
   
      

1

mp

1

mq

E f x E x f E f

a

...

a
E f

c

...

c

ℝ ℝ ℝR P Q

 (27) 

La figure 35 illustre l’intersection de deux polytopes de dimension 3 P  et Q . 

 

Figure 35 : Intersection de 3-polytopes dans 3
ℝ  [Teissandier et al, 1999b]. 

III-1.3 Somme de Minkowski de polytopes 

La somme de Minkowski de deux polytopes P  et Q  est donnée par la relation 

suivante : 

 { }| , :n+ = = ∈ ∃ ∈ ∃ ∈r p q r = p + qℝP Q P QR  (28) 

En dimension 1, cela consiste à additionner des variables bornées à des 

intervalles. Cette méthode est utilisée en chaînes de cotes unidirectionnelles. En 
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dimension 2 et 3, la somme de Minkowski consiste à effectuer un balayage d’un point 

de référence d’un opérande sur la frontière de l’autre opérande [Wu et al., 2003], [Barki 

et al., 2009]. 

 

Figure 36 : Somme de Minkowski de 3-polytopes dans 3
ℝ . 

Un polytope peut être caractérisé par sa v-représentation ou sa h-

représentation. Les deux opérations (intersection et somme de Minkowski) 

permettant de mettre en œuvre des chaînes de cotes 3d ont été énoncées. Nous 

allons montrer comment les limites admissibles des écarts de situation entre des 

surfaces de substitution peuvent être formalisées par un ensemble fini de demi-

espaces fermés dont les frontières sont des d − hyperplans avec 1 6d≤ ≤ , c'est-à-

dire par une h-représentation. 

III-2 Caractérisation des spécifications par des polytopes 

III-2.1 Caractérisation de spécifications géométriques 

III-2.1.1 Polytope géométrique d’une surface de classe complexe 

Considérons une surface nominale ,0iS  appartenant à la classe des surfaces 

complexes [Hervé, 1976]. Une zone de tolérance ZT  est générée autour de la surface 

,0iS  par un offset extérieur et un offset intérieur selon le principe défini par Requichaa 

[Requichaa, 1983]. Toute surface de substitution ,i jS  correspondant à une réalisation 

physique de la surface nominale ,0iS  est située à l’intérieur de la zone de tolérance en 

satisfaisant la relation suivante (voir figure 37) : 

 ( ), ,0 N- , / ,0 Navec 0 1 1 . . .  i j i i j iS ZT N S k k t k t⊆ ⇔∀ ∈ ≤ ≤ − ≤ ≤ε n  (29) 
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Avec : 

- N- , / ,0i j iε  : vecteur écarts de translation entre ,i jS  et ,0iS  au point N , 

- Nn  : normale de la surface ,0iS  au point N  

- t  : dimension de la zone de tolérance ZT  

- k  : paramètre positionnant la zone de tolérance autour de la surface 

nominale. La surface nominale est la surface médiane de la zone de tolérance 

pour 0,5k = . 

Surface réelle
Zone de tolérance

Si,j : Surface de substitution

Si,0 : Surface nominale

Si,j

Si,0

M

Surface réelle
Zone de tolérance

Si,j : Surface de substitution

Si,0 : Surface nominale

Si,j

Si,0

M

Surface réelle
Zone de tolérance

Si,j : Surface de substitution

Si,0 : Surface nominale

Si,j

Si,0

M

 

Figure 37 : Contraintes géométriques d’une surface quelconque 

[Teissandier et al, 1999b]. 

Pour tout point M de l’espace euclidien, la propriété des champs de petits 

déplacements [Clément et al, 1988] permet d’écrire : 

 N- , / ,0 M- , / ,0 , / ,0i j i i j i i j i= + ∧ε ε NM ρ  (30) 

La relation (29) peut alors être exprimée en fonction du déplacement du point 

M : 

 ( ) ( ),0 M- , / ,0 , / ,0, 1 . . . avec 0 1i i j i i j i NN S k t k t k∀ ∈ − ≤ + ∧ ≤ ≤ ≤ε NM ρ n  (31) 

Finalement la relation (31) peut s’écrire en fonction d’un ensemble d’inégalités 

selon (24) : 

 
( )
( ) ( )

M- , / ,0 , / ,0

,0

M- , / ,0 , / ,0

.
,-  avec 0 1

. 1

i j i i j i N

i

i j i i j i N

k.t
N S k

- k .t

 + + ∧ ≤ 
∀ ∈ ≤ ≤ 

− + ∧ ≤  

ε NM ρ n

ε NM ρ n
 (32) 
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Dans une base ( ), ,x y z , les vecteurs Nz  et NM  peuvent s’écrire :  

 

N

NN

N

a

b

c

 
 
 
 
 

z  et 

NMx

NMy

NMz

d

d

d

 
 
 
 
 

NM  (33) 

La relation (32) peut s’écrire alors sous la forme : 

( ) ( )
( )
( ) ( )

1/0x,M NMy 1/0z NMz 1/0y N 1/0y,M NMx 1/0z NMz 1/0x N

1/0z,M NMx 1/0y NMy 1/0x N

,0

1/0x,M NMy 1/0z NMz 1/0y N 1/0y,M NMx 1/0z NMz 1/0x N

1/0z,M NMx 1/0y NM

. . . . .

. . .
,

. . . . .

.

i

d d a d d .b

d d c k.t
N S

d d a d d .b

d d

ε ρ ρ ε ρ ρ

ε ρ ρ

ε ρ ρ ε ρ ρ

ε ρ

+ + − + − +

+ + − ≤
∀ ∈

− + − − − +

− + −( ) ( )y 1/0x N. . 1 k tcρ

 
 
  
 
 
 

≤ −  

(34) 

En discrétisant la surface ,0iS  en n  points, la relation (34) caractérise un 

ensemble fini de 2n  demi-espaces fermés dont les frontières sont des 6 − hyperplans. Il 

s’agit de la h-représentation d’un polytope de dimension 6  que nous appellerons 

g

, / ,0i j iD . 

g

, / ,0i j iD  est le polytope géométrique d’une surface de classe complexe. 

Remarque 1 : les hyperplans frontière de la relation (34) sont symétriques deux à 

deux. Dans le cas où 0,5k = , le centre de symétrie est l’origine. 

Remarque 2 : pour une surface appartenant à une classe de surfaces dont le 

degré d’invariance est invd , la dimension du polytope géométrique est de 6 invd− . Ainsi, 

les polytopes des surfaces plane, cylindrique, sphérique et conique sont respectivement 

de dimension 3, 4, 3 et 5. Nous allons détailler par la suite les formulations des 

polytopes géométriques des surfaces plane et cylindrique qui ne sont que des 

applications particulières des relations (34). Les relations (34) sont applicables à toutes 

classes de surfaces et donc à tous types de surfaces. 

III-2.1.2 Polytope géométrique d’une surface plane 

Considérons une surface nominalement plane de contour rectangulaire, 

modélisée par une surface de substitution 1,1S , comprise dans une zone de tolérance ZT  

de dimension 1,1t  et centrée sur la surface nominale 1,0S . 
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Figure 38 : Contraintes géométriques d’une surface nominalement plane. 

La surface nominale est définie dans la base ( ), ,x y z  telle que 

; ;0
2 2

a b = − + 
 

PA , ; ;0
2 2

a b = + + 
 

PB , ; ;0
2 2

a b = + − 
 

PC  et ; ;0
2 2

a b = − − 
 

PD . 

Toute surface de substitution 1,1S  est comprise dans la zone de tolérance ZT  si 

elle satisfait la relation suivante : 

1,1 1,0 N-1,1/1,0.
2 2

t t
S ZT N S⊆ ⇔∀ ∈ − ≤ ≤ +ε z  (35) 

Exprimons (35) en fonction des écarts de translation au point P situé à 

l’intersection des diagonales du contour rectangulaire de 1,1S , il vient : 

 ( )1,0 P-1,1/1,0 1,1/1,0 .
2 2

t t
N S∀ ∈ − ≤ + ∧ ≤ +ε NP ρ z  (36) 

La relation (36) peut être simplifiée en exploitant les propriétés géométriques 

d’une surface plane. Une surface plane étant un ensemble convexe, il suffit d’écrire la 

relation (36) sur la plus petite enveloppe convexe du contour de la surface. Cela signifie 

que seuls les points situés sur la plus petite enveloppe convexe du contour génèreront 

des hyperplans supports du polytope géométrique. 

Si la plus petite enveloppe convexe du contour de la surface plane est un 

polygone, le respect de la relation (36) aux sommets du polygone garantit que la surface 

est située dans la zone de tolérance. Si la plus petite enveloppe convexe n’est pas un 

polygone (un cercle par exemple), il convient alors de la discrétiser en un nombre de 

points. 
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Dans le cas de la figure 38, la surface plane étant de contour rectangulaire, seuls 

les sommets A, B, C et D génèrent les hyperplans supports. Il suffit d’écrire la relation 

(36) au point P pour les points A, B, C et D : 

 

( )

( )

( )

( )

P-1,1/1,0 1,1/1,0

P-1,1/1,0 1,1/1,0

P-1,1/1,0 1,1/1,0

P-1,1/1,0 1,1/1,0

.
2 2

.
2 2

.
2 2

.
2 2

t t

t t

t t

t t

 − ≤ + ∧ ≤ + 
 
 − ≤ + ∧ ≤ +
 
 
 − ≤ + ∧ ≤ +
 
 
− ≤ + ∧ ≤ + 

 

ε AP ρ z

ε BP ρ z

ε CP ρ z

ε DP ρ z

 (37) 

En développant chacune des inéquations, nous obtenons l’ensemble des 

contraintes définissant le polytope géométrique g

1,1/1,0D  : 

 

1,1/1,0

g

1,1/1,0 1,1/1,0

P-1,1/1,0

1
2 2 2

1
2 2 2

1
2 2 2

1
2 2 2

1
2 2 2

1
2 2 2

1
2 2 2

1
2 2 2

x

y

z

b a t

b a t

b a t

b a t

b a t

b a t

b a t

b a t

ρ
ρ
ε

  + + + +  
  
  − − − +
  
  
  + − + +
  
  

 − + − +     = ⋅ ≤    − − + +   
  
  + + − +
  
 
 − + + +
 
 
+ − − + 

  

D

 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 
 
 
 
 

  
  
  
  
   

 (38) 

Le système (38) est défini en fonction de trois composantes de petits 

déplacements : P-1,1/1,0zε , 1,1/1,0xρ  et 1,1/1,0yρ . Ces trois composantes correspondent aux 

écarts de situation d’une surface plane de normale z . L’ensemble des inégalités peut 

alors être formalisé par un 3-polytope, c'est-à-dire un polyèdre convexe. 

Le 3-polytope défini par les huit inéquations du système (38) est le polytope 

géométrique d’une surface plane de contour rectangulaire. Il est illustré en figure 39. Il 

s’agit ici d’un octaèdre. 
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Figure 39 : 3-polytope géométrique g

1,1/1,0D  de 1,1S  par rapport à 1,0S  au point P. 

La figure 40 illustre le 3-polytope obtenu dans le cas d’une surface plane de 

contour circulaire discrétisé en 10 points. Le 3-polytope a dans ce cas 20 facettes. 

P,zε

yρ

xρ
O

P,zε

yρ

xρ
O

P,zε

yρ

xρ
O

 

Figure 40 : 3-polytope géométrique d’une surface plane de contour circulaire. 

III-2.1.3 Polytope géométrique d’une surface cylindrique 

Considérons une surface nominalement cylindrique modélisée par une surface de 

substitution 1,1S , dont l’axe est compris dans une zone de tolérance cylindrique ZT  de 

diamètre 1,1t∅ , et dont l’axe est confondu avec l’axe du cylindre nominal 1,0S . Afin de 

garantir que l’axe de la surface 1,1S  soit situé dans la zone de tolérance ZT , il convient 

d’écrire aux deux extrémités A et B la relation suivante où n  est le pas de discrétisation 

angulaire autour de l’axe du cylindre nominal 1,0S  : 

 
( )

1,1 1,1

-1,1/1,0

1,1 1,1

-1,1/1,0

cos . sin ..
2 2

avec
, 0 et ,

.
2 2

i i iA i

i

B i

t t

t t i i n i n
n

θθ

θ

θ θ
π

θ

 
= +− ≤ ≤    

  
= ≤ < ∈  − ≤ ≤   

n y zε n

ε n
ℕ

 (39) 
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En exprimant la relation (39) en fonction des écarts en translation du point P 

milieu du segment de droite limité par A et B, il vient : 

 

1,1 1,1

P-1,1/1,0 1,1/1,0 P-1,1/1,0 1,1/1,0

1,1 1,1

P-1,1/1,0 1,1/1,0 P-1,1/1,0 1,1/1,0

cos . . sin . .
2 2 2 2

cos . . sin . .
2 2 2 2

avec : ,

i y z i z y

i y z i z y

i

t tL L

t tL L

i
n

θ ε ρ θ ε ρ

θ ε ρ θ ε ρ

π
θ

    − ≤ − + + ≤         
 

    − ≤ + + − ≤        

= ( )0 et ,i n i n≤ < ∈ℕ

 (40) 

La relation (40) caractérise le polytope géométrique d’une surface cylindrique. Il 

s’agit d’un 4-polytope dont il est possible de donner une représentation graphique dans 

3
ℝ  pour 1,1/1,0 0yρ =  par exemple, voir figure 41. 
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Figure 41 : 4-polytope géométrique d’une surface circulaire projeté dans 3
ℝ . 

III-2.2 Caractérisation de spécifications géométriques ISO 

Toute spécification géométrique est caractérisée par un polytope géométrique 

correspondant à la somme de Minkowski des polytopes géométriques de la surface 

tolérancée ,i jS et de la surface spécifiée ,i kS  : 

g g g

, / , , / ,0 ,0/ ,i j i k i j i i i k= +D D D  (41) 
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Cela est une traduction formelle du vieil adage du mécanicien stipulant qu’une 

cote varie par les deux bouts. 

Une spécification géométrique défini la h-représentation du polytope g

, / ,i j i kD . La 

relation (41) est une chaîne de cotes 3d particulière entre deux surfaces de la même 

pièce. Dans une chaîne de cotes 3d classique entre deux surfaces de deux pièces 

distinctes, les deux opérandes de la relation (41) peuvent avoir des coefficients 

d’influence très différents.  

III-2.2.1 Spécifications de position 

La définition du polytope géométrique d’une surface est directement 

transposable à la définition du polytope géométrique d’une spécification de position 

entre deux surfaces. Considérons une surface tolérancée ,i jS  qui doit être incluse dans 

une zone de tolérance ZT  définie selon les règles de l’ISO, positionnée de manière 

exacte par rapport à une référence spécifiée ,i kS . Etant donné que par hypothèse la 

surface ,i kS  est une surface de substitution, la surface de référence ,i kS  et la surface 

spécifiée correspondante sont confondues.  

Toute spécification de position entre une surface ,i jS  et une surface de référence ,i kS  

peut être définie d’après la relation suivante : 

 , , N- , / , N.  
2 2

i j i j i j i k

t t
S ZT N S⊆ ⇔∀ ∈ − ≤ ≤ +ε n  (42) 

Avec : 

- N- , / ,i j i kε  : vecteur écarts de translation entre ,i jS  et ,i kS  au point N , 

- Nn  : normale de la surface ,i jS  au point N  

- t  : dimension de la zone de tolérance ZT  

N- , / ,i j i k =ε 0  correspond au cas où ,i jS  est confondue avec la surface de médiane 

de la zone de tolérance ZT . 

D’une manière analogue au polytope géométrique d’une surface plane, on définit 

le polytope d’une spécification de localisation entre deux plans : voir figure 42. D’une 

manière analogue au polytope géométrique d’une surface cylindrique, on définit le 

polytope d’une spécification de coaxialité entre deux surfaces cylindriques : voir 

figure 43. 
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Figure 42 : 3- polytope d’une spécification de localisation entre deux plans au point P. 
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Figure 43 : 4- polytope d’une spécification de coaxialité entre deux surfaces 

cylindriques au point P projeté dans 3
ℝ . 

III-2.2.2 Spécifications d’orientation 

Considérons une surface tolérancée ,i jS  qui doit être incluse dans une zone de 

tolérance ZT  définie selon les règles de l’ISO, c'est-à-dire orientée par rapport à une 

référence spécifiée ,i kS . Etant donné que par hypothèse la surface ,i kS  est une surface de 

substitution, la surface de référence ,i kS  et la surface spécifiée correspondante sont 

confondues. Toute spécification d’orientation entre une surface ,i jS  et une surface de 

référence ,i kS  peut être définie d’après la relation (43). 
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( )

1 2 , 1 2

,

N1- , / , N2- , / , ZT

, avec

.

i j

i j

i j i k i j i k

N N S N N
S ZT

t t

∀ ∀ ∈ ≠
⊆ ⇔ 

− ≤ − ≤ + ε ε n
 (43) 

Avec : 

- N1- , / ,i j i kε  : vecteur écarts de translation entre ,i jS  et ,i kS  au point 1N , 

- N2- , / ,i j i kε  : vecteur écarts de translation entre ,i jS  et ,i kS  au point 2N , 

- ZTn  : normale à la surface médiane de la zone de tolérance, 

- t  : dimension de la zone de tolérance ZT . 

Remarque : si la zone de tolérance est définie par deux plans parallèles, ZTn  est 

la normale à la surface médiane. Si la zone de tolérance est cylindrique, ZTn  est 

orthogonal à l’axe de la zone de tolérance : dans ce cas ZTn  est un vecteur tournant 

analogue au vecteur iθn  du polytope géométrique d’une surface cylindrique. 

La relation (43) peut s’écrire plus simplement : 

 ( )1 2 , 1 2 , / , ZT, avec , .i j i j i kN N S N N t t∀ ∀ ∈ ≠ − ≤ ∧ ≤ +1 2N N ρ n  (44) 

avec : , / ,i j i kρ  vecteur écarts de rotation entre ,i jS  et ,i kS . 

On obtient finalement avec 
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 (45) 

En discrétisant la surface ,i jS  en n  couples de points 1N  et 2N , la relation (45) 

caractérise un ensemble fini de 2n  demi-espaces fermés dont les frontières sont des 

plans caractérisant un polytope. 

Les hyperplans support du polytope seront générés par les couples de points 1N  

et 2N  séparés par une distance maximale.  
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Remarque 1 : 

Si la surface tolérancée est un cylindre, 1N  et 2N  sont les extrémités de l’axe du 

cylindre. La figure 44 illustre le 2-polytope d’une spécification d’orthogonalité avec une 

zone de tolérance cylindrique ; la figure 45 illustre le 1-polytope d’une spécification de 

parallélisme où la zone de tolérance est définie par deux plans parallèles. 
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Figure 44 : 2-polytope d’une spécification d’orthogonalité d’un axe dans  une zone de 

tolérance cylindrique. 
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Figure 45 : 1-polytope d’une spécification de parallélisme d’un axe dans une zone de 

tolérance définie par deux plans parallèles. 
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Remarque 2 : 

Si la surface tolérancée est un plan, les points 1N  et 2N  sont situés sur la plus 

petite enveloppe convexe du contour. Dans le cas particulier d’un contour de forme 

rectangulaire ou carrée les points 1N  et 2N  séparés par une distance maximale sont les 

deux couples de points diagonalement opposés. Dans le cas d’un contour circulaire, il y 

a une infinité de couples de points séparés par une distance maximale : il s’agit des 

couples de points diamétralement opposés. Il convient alors de discrétiser le contour en 

points d’une manière analogue au polytope géométrique associé au plan de contour 

circulaire.  

La figure 46 illustre le 2-polytope d’une spécification de parallélisme d’un plan 

de contour rectangulaire ; la figure 44 illustre le 2-polytope d’une spécification 

d’orthogonalité d’un plan de contour circulaire. 
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Figure 46 : 2-polytope d’une spécification de parallélisme d’un plan de contour 

rectangulaire. 
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Figure 47 : 2-polytope d’une spécification d’orthogonalité d’un plan de contour 

circulaire. 
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Enfin, si la spécification d’orientation limite un écart angulaire suivant une seule 

direction définie par le vecteur directeur d  (cas d’une inclinaison ou d’une 

orthogonalité), on a en plus la propriété suivante : 

 ∧ =1 2N N d 0  (46) 

La figure 48 illustre le 1-polytope d’une spécification d’orthogonalité d’un plan. 
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Figure 48 : 1-polytope d’une spécification d’orthogonalité d’un plan de contour 

rectangulaire. 

III-2.2.3 Synthèse 

Considérons la pièce de la figure 49. 
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Figure 49 : parallélisme et localisation entre les deux mêmes surfaces 

La surface tolérancée ,i jS  doit respecter un parallélisme et une localisation par 

rapport à la référence spécifiée ,i kS  désignée « A » sur la figure 49. 

Soient g1

, / ,i j i kD  le polytope géométrique caractérisant le parallélisme et g2

, / ,i j i kD  le 

polytope géométrique caractérisant la localisation : voir figure 50a. Le polytope 
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caractérisant les deux spécifications simultanément est : g1 g2

, / , , / ,i j i k i j i k∩D D , voir 

figure 50b. 

Soient g

, / ,0i j iD , le polytope géométrique de la surface tolérancée et g

, / ,0i k iD  le 

polytope géométrique de la surface de référence, voir figure 50c. 

D’après la relation (41) on a : g g g

, / , , / ,0 ,0/ ,i j i k i j i i i k= +D D D , voir figure 50d. 

Afin de respecter les deux spécifications, le polytope g

, / ,i j i kD doit être inclus dans 

le polytope : g1 g2

, / , , / ,i j i k i j i k∩D D , voir figure 50e. La figure 50e illustre le cumul des limites 

admissibles des écarts de la surface tolérancée et de la surface de référence 

respectivement par rapport à leurs surfaces nominales satisfaisant les spécifications de 

parallélisme et de localisation. 
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Figure 50 : Analyse des tolérances d’une pièce. 

Un polytope géométrique d’une surface de substitution caractérise les 

limites des écarts de cette surface par rapport à son modèle nominal. 

Toute spécification géométrique ISO définit un polytope géométrique à 

l’intérieur duquel est incluse la somme de Minkowski des polytopes géométriques 

respectifs de la surface tolérancée et de la surface de référence. 
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III-2.3 Caractérisation d’une spécification de contact 

III-2.3.1 Caractérisation d’une liaison : méthode générale 

Un polytope de contact caractérise les limites admissibles des écarts de situation 

entre deux surfaces potentiellement en contact. Nous allons définir l’élément de contact 

d’une liaison qui est l’élément géométrique défini par l’intersection des surfaces en 

contact dans le cas particulier d’un attribut de contact glissant. Un élément de contact 

peut être surfacique (liaisons appui plan, pivot glissant, rotule …), linéique (liaisons 

linéaire annulaire et linéaire rectiligne) ou ponctuel (liaison ponctuelle). 

Soit cE  l’élément de contact d’une liaison entre les surfaces ,i jS  et ,u jS  (avec 

i u≠ ). 

Soit J  le jeu de la liaison. J  est la différence entre les dimensions de l’alésage 

et de l’arbre pour les liaisons pivot glissant, rotule ou linéaire annulaire. J  est la 

distance entre les surfaces potentiellement en contact pour les liaisons appui plan, 

linéaire rectiligne ou ponctuelle. 

Les différentes positions relatives entre les surfaces potentiellement en contact 

,i jS  et ,u jS  (avec i u≠ ) sont définies par la relation suivante : 

 min N- , / , N max.  c i j u vN E d d∀ ∈ − ≤ ≤ε n  (47) 

Avec : 

- N- , / ,i j u vε  : vecteur écarts de translation entre ,i jS  et ,u vS  au point N , 

- Nn  : normale à l’élément de contact cE  au point N si cE est une surface, 

- mind , maxd  : distances minimale et maximale entre les surfaces d’une 

liaison de jeu J . 

Pour les liaisons ponctuelle et linéaire rectiligne, Nn  est la normale au plan de 

contact orientant la liaison. Pour une liaison linéaire annulaire, Nn  est un vecteur 

tournant dans le plan contenant cE  qui est un cercle. 

La cas où N- , / ,i j u v =ε 0  correspond à la configuration particulière telle que : 

, ,i j u v cS S E∩ = . 
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Par conséquent, pour les liaisons de type : 

- pivot glissant, rotule et linéaire annulaire : min
2

J
d = −  et max

2

J
d = +  (au 

maximum matière : minJ J= , au minimum matière : maxJ J= , par convention 

on pose 0J =  si il y a serrage). 

- ponctuelle, linéaire rectiligne et appui plan : min 0d =  et max maxd J= . 

Pour un nombre fini de points N , la relation (47) caractérise le polytope de 

contact de la liaison entre les surfaces ,i jS  et ,u jS  ; il est noté c

, / ,i j u vD . 

Remarque : pour une liaison dont le degré de mobilité est md , le polytope de 

contact est de dimension 6 md− . Les polytopes de contact des liaisons ponctuelle, 

linéaire rectiligne, appui plan, rotule, pivot glissant et linéaire annulaire sont 

respectivement de dimensions 1, 2, 3, 3, 4 et 2. 

Nous allons détailler par la suite les formulations des polytopes de contact des 

liaisons appui plan et pivot glissant qui ne sont que des applications particulières de la 

relation (47). La relation (47) est applicable à tous types de liaisons. 

III-2.3.2 Caractérisation d’une liaison appui plan 

Considérons deux surfaces nominalement planes de contours rectangulaires en 

contact. 
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Figure 51 : Deux surfaces nominalement planes de contour rectangulaire en contact. 

La surface de contact cE  est définie dans la base ( ), ,x y z  telle que 

; ;0
2 2

a b = − + 
 

PA , ; ;0
2 2

a b = + + 
 

PB , ; ;0
2 2

a b = + − 
 

PC  et ; ;0
2 2

a b = − − 
 

PD . 
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La relation (47), caractérisant les différentes positions entre les surfaces 

potentiellement en contact, donne dans ce cas : 

 N-1,1/2,1 N0 .cN E J∀ ∈ ≤ ≤ε n  (48) 

Dans le cas de la figure 38, la surface de contact étant une surface plane de 

contour rectangulaire, seuls les sommets A, B, C et D génèrent les hyperplans supports. 

Selon la même méthodologie utilisée pour définir le polytope géométrique d’une 

surface plane, il suffit de développer la relation (48) au point P pour les points A, B, C 

et D. Nous obtenons l’ensemble des demi-espaces limités par des plans définissant le 

polytope de contact c

1,1/2,1D  : 

 

1,1/2,1x 1,1/2,1y P-1,1/2,1z

1,1/2,1x 1,1/2,1y P-1,1/2,1z

1,1/2,1x 1,1/2,1y P-1,1/2,1z

1,1/2,1x 1,1/2,1y P-1,1/2,1z
c

1,1/2,1

1,1/2,1x 1,1/2,1y P-

ρ ρ ε
2 2

ρ ρ ε 0
2 2

ρ ρ ε
2 2

ρ ρ ε 0
2 2

ρ ρ ε
2 2

b a
J

b a

b a
J

b a

b a

+ ⋅ + ⋅ + ≤

− ⋅ − ⋅ − ≤

+ ⋅ − ⋅ + ≤

− ⋅ + ⋅ − ≤
=

− ⋅ − ⋅ +
D

1,1/2,1z

1,1/2,1x 1,1/2,1y P-1,1/2,1z

1,1/2,1x 1,1/2,1y P-1,1/2,1z

1,1/2,1x 1,1/2,1y P-1,1/2,1z

ρ ρ ε 0
2 2

ρ ρ ε
2 2

ρ ρ ε 0
2 2

J

b a

b a
J

b a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 ≤
 
 
+ ⋅ + ⋅ − ≤ 

 
 
− ⋅ + ⋅ + ≤ 

 
 + ⋅ − ⋅ − ≤  

 (49) 

Le système (49) est défini en fonction de trois composantes de petits 

déplacements : P-1,1/2,1zε , 1,1/2,1xρ  et 1,1/2,1yρ . Ces trois composantes correspondent aux 

écarts de position entre deux surfaces planes de normale z . L’ensemble des inégalités 

peut alors être formalisé par un 3-polytope, c'est-à-dire un polyèdre convexe. 

Le 3-polytope défini par les huit inéquations du système (49) est le polytope 

géométrique d’une surface plane de contour rectangulaire. Il est illustré en figure 52. Il 

s’agit ici d’un octaèdre. 
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P,zε

yρ

xρO

P,zε

yρ

xρO

P,zε

yρ

xρO

 

Figure 52 : 3-polytope de contact c

1,1/2,1D  de 1,1S  par rapport à 2,1S  au point P. 

La figure 40 illustre le 3-polytope obtenu dans le cas d’un contact entre deux 

surfaces planes de contour circulaires discrétisé en 10 points. Le 3-polytope a dans ce 

cas 20 facettes. Nous remarquons ici que les polytopes des figures 52 et 53 ne sont pas 

centrés sur l’origine dans 3
ℝ . 

P,zε

yρ

xρO

P,zε

yρ

xρO

P,zε

yρ

xρO

 

Figure 53 : 3-polytope de contact de deux surfaces planes de contours circulaires. 
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III-2.3.3 Caractérisation d’une liaison pivot glissant 

Considérons maintenant le contact entre deux surfaces nominalement 

cylindriques d’axe x . 
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∆
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∆
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∆
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PP
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Figure 54 : Deux surfaces nominalement cylindriques en contact. 

Selon une méthodologie analogue, il convient d’écrire la relation (47) aux deux 

extrémités A et B de l’axe de la surface de contact où n  est le pas de discrétisation 

angulaire autour de l’axe ∆  du cylindre de la surface de contact : 

 
( )

-1,1/2,1

-1,1/2,1

cos . sin ..
2 2

avec
, 0 et ,

.
2 2

i i iA i

i
B i

J J

J J i i n i n
n

θθ

θ

θ θ
π

θ

  = +− ≤ ≤    
  

= ≤ < ∈  − ≤ ≤   

n y zε n

ε n
ℕ

 (50) 

En exprimant la relation (50) en fonction des écarts en translation du point P 

milieu du segment de droite limité par A et B situés sur ∆ , il vient : 

 

( )

P-1,1/2,1 1,1/1,0 P-1,1/2,1 1,1/2,1

P-1,1/2,1 1,1/1,0 P-1,1/2,1 1,1/2,1

cos . . sin . .
2 2 2 2

cos . . sin . .
2 2 2 2

avec : , 0 et ,

i y z i z y

i y z i z y

i

J L L J

J L L J

i i n i n
n

θ ε ρ θ ε ρ

θ ε ρ θ ε ρ

π
θ

    − ≤ − + + ≤         
 

    − ≤ + + − ≤        

= ≤ < ∈ℕ

 (51) 

La relation (51) caractérise le polytope de contact entre deux surfaces 

cylindriques. Il s’agit d’un 4-polytope dont il est possible de donner une représentation 

graphique dans 3
ℝ  pour 1,1/1,0 0yρ =  par exemple, voir figure 55. 
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Figure 55 : 4-polytope de contact entre deux surfaces cylindriques projeté dans 3
ℝ . 

Le polytope de contact est un polytope permettant de caractériser les limites 

des déplacements entre deux surfaces potentiellement en contact. 

III-2.4 Caractérisation d’une exigence fonctionnelle 

Selon la même méthode employée pour la caractérisation des spécifications 

géométriques, une exigence fonctionnelle peut être caractérisée par un polytope. 

Le polytope formalisant une condition fonctionnelle est appelé polytope 

fonctionnel. Le polytope fonctionnel, noté f

, / ,i j u vD , caractérise les limites des écarts de la 

surface de substitution j  de la pièce i  rapport à la surface de substitution v  de la pièce 

u  avec : i u≠  tel que les surfaces ,i j  et ,u v  ne soient pas potentiellement en contact. 

Les inéquations définissant le polytope fonctionnel f

, / ,i j u vD  sont définies telles que ,i jS  

soit comprise dans une zone de tolérance ZT  de dimension t . 

Selon la même démarche que dans le cas d’une spécification géométrique, les limites 

des écarts fonctionnels au point M peuvent être formalisées par un polytope fonctionnel 

f

, / ,i j u vD  tel que :  
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Pour une exigence fonctionnelle de position : 

 
( ) ( ), , M- , / , , / , N1 . . .

avec 0 1 

i j i j i j u v i j u vS ZT N S k t k t

k

⊆ ⇔∀ ∈ − ≤ + × ≤

≤ ≤

ε NM ρ n
 (52) 

Avec : 

- N- , / ,i j u vε  : vecteur écarts de translation entre ,i jS  et ,u vS  au point N , 

- Nn  : normale de la surface ,i jS  au point N  

- t  : dimension de la zone de tolérance ZT  

N- , / ,i j u v =ε 0  correspond au cas où ,i jS  est confondue avec la surface de médiane 

de la zone de tolérance ZT  dans le cas où 0.5k = . 

Pour une exigence fonctionnelle d’orientation : 

 
( )

1 2 , 1 2

,

N1- , / , N2- , / , ZT

, avec

.

i j

i j

i j u v i j u v

N N S N N
S ZT

t t

∀ ∀ ∈ ≠
⊆ ⇔ 

− ≤ − ≤ + ε ε n
 (53) 

Avec : 

- N1- , / ,i j u vε  : vecteur écarts de translation entre ,i jS  et ,u vS  au point 1N , 

- N2- , / ,i j u vε  : vecteur écarts de translation entre ,i jS  et ,u vS  au point 2N , 

- ZTn  : normale à la surface médiane de la zone de tolérance, 

- t  : dimension de la zone de tolérance ZT . 

III-2.4.1 Application à l’exemple 

Considérons une condition fonctionnelle limitant la position relative de deux 

surfaces cylindriques 1,1 et 2,1. Cette condition est telle que le déplacement, noté e , du 

point A de l’axe de la surface 1,1 par rapport à l’axe de la surface 2,1 respecte pour 

toute direction orthogonale à l’axe x  : 

 maxee ≤  (54) 

La relation (54) dans ce cas ci peut alors être exprimée au point A en 

caractérisant la condition fonctionnelle limitant le déplacement du point A de la surface 

1,1 : 

 
( ) ( ) ( )

max A-1,1/2,1 max

2

e 0 . e

2
avec : cos . sin .  , et 1

i

i i i i

e

i i n i n
n

θ

θ

π
θ θ θ

≤ ⇔ ≤ ≤

= + = ⋅ ∈ ≤ ≤

ε n

n y z ℕ
 (55) 
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L’ensemble des inéquations permettant de définir le polytope fonctionnel f

1,1/2,1D  

est obtenu en développant les deux inéquations de la relation (55) : 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )

A-1,2/2,2, A-1,2/2,2, maxc

1,2/2,2

A-1,2/2,2, A-1,2/2,2,

2

cos sin e

cos sin 0

2
avec : , et 1

i y i z

i y i z

i i i n i n
n

θ ε θ ε

θ ε θ ε

π
θ

⋅ + ⋅ ≤  
=  

− ⋅ − ⋅ ≤  

= ⋅ ∈ ≤ ≤ℕ

D

 (56) 

La figure 56 donne une représentation de la construction du polytope 

fonctionnel. 

Ayε

Azε

maxe− max
e+

max
e−

maxe+

Ayε

Azε

maxe− max
e+

max
e−

maxe+

 

Figure 56 : 2-polytope fonctionnel f

1,1/2,1D de l’exigence entre 1,1S  et 2,1S au point A. 

Dans une modélisation dans le plan ( ), ,A x y , on obtient : 

 
A-1,2/2,2, maxc

1,2/2,2

A-1,2/2,2, max

e

e

y

y

ε

ε

≤  
=  

− ≤ −  
D  (57) 
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La figure 57 donne une représentation graphique du polytope fonctionnel f

1,1/2,1D . 

maxe+

maxe−

Ayε

zρ

maxe+

maxe−

maxe+

maxe−

Ayε

zρ

Ayε

zρ

 

Figure 57 : 1-polytope fonctionnel f

1,1/2,1D de l’exigence entre 1,1S  et 2,1S au point A 

projeté dans ( )A,,z yρ ε . 

Dans cette modélisation plane, seul l’écart de translation A-1,2/2,2 yε  est borné. 

Une exigence fonctionnelle peut être caractérisée par un polytope 

fonctionnel. Le polytope fonctionnel est défini par les limites admissibles des écarts 

de position ou d’orientation entre deux surfaces quelconques d’un mécanisme (i.e. 

deux surfaces n’appartenant pas à la même pièce et n’étant pas potentiellement en 

contact). 
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III-3 Transfert d’une exigence par des opérations sur des 

polytopes 

III-3.1 Formalisation des lois de comportement géométrique par des 

opérations sur des polytopes 

Dans le chapitre précédent, nous avons rappelé que les lois de comportement 

géométrique d’un mécanisme sont définies par la fermeture de µ  cycles, µ  étant le 

nombre cyclomatique du graphe de contacts. 

Chaque fermeture de cycle peut se formaliser par l’inclusion d’une somme de 

Minkowski de polytopes géométriques dans une somme de Minkowski de polytopes de 

contact [Giordano et al, 2007]. 
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Figure 58 : Description de la boucle formalisant les lois de comportement géométrique. 

Dans l’exemple traité au chapitre 2, on obtient 1 cycle formalisé par la somme 

de déplacements suivante : 

 1,0/1,2 1,2/2,2 2,2/2,0 2,0/2,3 2,3/1,3 1,3/1,0d d d d d d 0g c g g c g+ + + + + =  (58) 
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La fermeture de ce cycle peut se formaliser à l’aide de polytopes par la 

relation (59) : 

 ( ) ( )1,0/1,2 2,2/2,0 2,0/2,3 1,3/1,0 1,2/2,2 2,3/1,3

g g g g c c+ + + ⊆ +D D D D D D  (59) 

Mais aussi : 

 ( ) ( )2,2/2,3 1,3/1,2 1,2/2,2 2,3/1,3

g g c c+ ⊆ +D D D D  (60) 

La relation (60) caractérise la condition d’interchangeabilité des pièces au regard 

de la condition de montage. Dans le cas où la relation (60) est vérifiée quelque soient les 

polytopes géométriques, le mécanisme est isostatique. 

Considérons id  la dimension du polytope c

iD  caractérisant la somme des 

polytopes de contact du cycle i  d’un système mécanique ayant µ  cycles. Le degré 

d’hyperstatisme, noté h  du système est donné par la relation suivante : 

 
1

i

i

h d
µ

=

=∑  (61) 

Dans notre cas, la dimension du polytope c

1D  de l’unique cycle étant de 2 , le 

degré d’hyperstatisme de notre mécanisme est alors de 2 . 

[Giordano et al, 2007] considère que la condition d’interchangeabilité peut être 

vérifiée si la somme des domaines écarts, notés , / ,Ei j i k
   , soit comprise dans la somme 

des domaines jeux notés , / ,J i j u v
   . Cette condition garantit l’assemblage dans le pire des 

cas : 

 ( ) ( )min

2,2/2,3 1,3/1,2 1,2/2,2 2,3/1,3E E J J + ⊆ +             (62) 

Les jeux dans les liaisons sont généralement favorables aux conditions 

d’assemblage. Dans l’équation (62), les domaines jeux sont déterminés dans le cas le 

plus défavorable, c’est à dire lorsque que le jeu dans les liaisons est minimal. Les 

sommes des domaines écarts et des domaines jeux sont des sommes de Minkowski. 

Dans notre cas, la condition (62) formalisée par des domaines peut être 

transposée par des opérations sur des polytopes où c,min

, / ,i j u vD  représente le polytope de 

contact dans la configuration d’un jeu minimum. 

 ( ) ( )g g c,min c

2,2/2,3 1,3/1,2 1,2/2,2 2,3/1,3+ ⊆ +D D D D  (63) 
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[Petit et al, 2003] introduit la notion de domaine jeu résiduel d’une liaison entre 

deux pièces 1 et 2 : 

 ( ) ( )min min

1,0/2,0 1,2/2,2 2,3/1,3 2,2/2,3 1,3/1,2R = J J - E E         + +           (64) 

Si le domaine jeu résiduel 1,0/2,0R    définie par (64) existe alors, l’assemblage 

entre les pièces 1 et 2 peut être assuré. La même condition peut être formalisée sur 

l’existence d’un polytope jeu résiduel r

1,0/2,0D  défini dans notre cas par : 

 ( ) ( )g g r c,min c

2,2/2,3 1,3/1,2 1,0/2,0 1,2/2,2 2,3/1,3=+ +D D +D D D  (65) 

Dans le cas d’un mécanisme contenant plusieurs cycles (nombre cyclomatique 

supérieur à 1) dont les conditions de fermeture sont dépendantes, les jeux résiduels sont 

dépendants entre eux. Ces relations de dépendances doivent être prises en compte dans 

la formalisation des lois de comportement géométrique. [Gemain, 2007] développe une 

méthode prenant en compte ces dépendances pour un mécanisme constitué de deux 

pièces. 

La figure 59 illustre la somme de Minkowski au point A, notée c

1D , des deux 

polytopes de contact respectivement des liaisons pivot glissant et appui plan, de notre 

système illustré en figure 58. Le polytope c,min

1,2/2,2D  caractérise la liaison pivot glissant 

dans la configuration de jeu minimal. 
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Figure 59 : Somme de Minkowski c

1D  des deux polytopes de contact c,min

1,2/2,2D  et c

2,3/1,3D  

La figure 60 illustre les deux spécifications d’orthogonalité sur les pièces 1 et 2 

ainsi que les polytopes géométriques correspondant au pire des cas. En général, ces 

spécifications sont exprimées au maximum matière [ISO 2692, 1992]. En modélisant les 
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surfaces fabriquées par des surfaces de subsitution, cela permet dans notre exemple, de 

lier les limites des défauts d’orientation de l’arbre 1,2 par rapport au plan 1,3 et de 

l’alésage 2,2 par rapport au plan 2,3 en fonction des valeurs effectives de leurs 

diamètres respectifs. 

La figure 61 illustre la construction du polytope géométrique global, noté g

1D , 

correspondant à la somme des deux polytopes géométriques g

1,2/1,3D  et g

2,2/2,3D .  
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Figure 60 : Spécifications d’orthogonalité et leurs polytopes géométriques associés. 
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Figure 61 : Construction du 2-polytope géométrique global. 

La figure 62 illustre la relation (63) , garantissant que la somme de Minkowski 

des polytopes géométriques des deux pièces soit comprise dans le polytope de contact 

du cycle. 
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Figure 62 : Inclusion de la somme des polytopes géométriques dans la somme des 

polytopes de contact. 

L’inégalité suivante caractérise la condition d’inclusion définie par la relation 

(63) et illustrée en figure 62. Elle définit la relation entre le jeu dans la liaison pivot 

glissant entre les pièces 1 et 2, et les dimensions des zones de tolérance des 

spécifications d’orthogonalité des pièces 1 et 2 au pire des cas : 

 
min

1,2 2,2 2

1,2 2,2 2,2

t t J

L L L
+ + ≤ +  (66) 

La formalisation des lois de comportement géométrique par des opérations 

sur des polytopes permet de caractériser les conditions de montage induites par les 

assemblages hyperstatiques. Pour chacun des cycles du graphe de contacts, la 
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somme des polytopes géométriques doit être comprise dans le polytope sommant 

les polytopes de contact. 

III-3.2 Formalisation du transfert d’une exigence fonctionnelle 

Nous avons vu dans le chapitre précédent que le transfert d’une exigence 

fonctionnelle consiste à résoudre un système constitué de ( )1µ +  équations linéaires, µ  

étant le nombre cyclomatique du mécanisme.  

La résolution d’un système équivalent caractérisé par des polytopes consiste à 

résoudre un système constitué de ( )1µ +  sommes de Minkowski. La prise en compte de 

plusieurs chemins caractérisant la position relative entre deux surfaces est réalisée par 

des intersections de sommes de Minkowski de polytopes. Dans notre exemple, la 

formalisation du transfert de l’exigence fonctionnelle CF introduite au chapitre 2, est 

illustrée par la figure 63. La condition fonctionnelle de coaxialité du point A de l’axe de 

la surface 1,1 par rapport à l’axe de la surface 2,1 est formalisée par deux chemins 

influents. 
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Figure 63 : Description des chemins influents sur la condition fonctionnelle. 
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On en déduit les deux relations (67) correspondant à deux polytopes 

géométriques caractérisant les écarts géométriques de la surface 1,1 par rapport à la 

surface 2,1 suivant les deux chemins influents : 

 

1

1 1,1/2,1 1,1/1,0 1,0/1,2 1,2/2,2 2,2/2,0 2,0/2,1

2

2 1,1/2,1 1,1/1,0 1,0/1,3 1,3/2,3 2,3/2,0 2,0/2,1

CI :

CI :

= + +

= + +

D D +D D D +D

D D +D D D +D
 (67) 

Afin que la condition fonctionnelle CF soit respectée il faut que l’intersection 

des deux polytopes géométriques caractérisant les écarts entre la surface 1,1 et 2,1 soit 

comprise dans le polytopes fonctionnel. Ainsi la relation suivante est obtenue dans notre 

cas : 

 ( )1 2 f

1,1/2,1 1,1/2,1 1,1/2,1∩ ⊆D D D  (68) 

Les figures 64a et 64b illustrent respectivement le sous-graphe influent des 

pièces 1 et 2, sur la condition fonctionnelle CF selon le cycle influent 1 et le cycle 

influent 2. Les spécifications ISO influentes des pièces 1 et 2, sur la condition 

fonctionnelle CF selon les deux cycles influents sont représentées en figure 65. 
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Figure 64 : Sous-graphe influent dans le graphe de contacts. 
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Figure 65 : Spécifications ISO influentes sur CF. 

Dans ce cas, le polytope géométrique caractérisant les écarts de la surface 1,1 

par rapport à la surface 2,1 est donné par : 

 ( ) ( )g

1,1/2,1 1,1/1,3-1,2 1,3 1,2/2,3 2,2 2,3 2,2/2,1 1,1/1,3 1,3/2,3 2,3/2,1

g c g g c g

− − −= + + ∩ + +D D D D D D D  (69) 

Les polytopes géométriques 1,1/1,3-1,2

g
D  et 2,3 2,2/2,1

g

−D  caractérisent respectivement 

les spécifications de localisation des pièces 1 et 2 tandis que les polytopes géométriques 

1,1/1,3

g
D  et 2,3/2,1

g
D  caractérisent respectivement les orthogonalités des pièces 1 et 2. Le 

polytope de contact c

1,3 1,2/2,3 2,2− −D  caractérise le comportement résultant des liaisons 

appui plan et pivot glissant. Le polytope de contact c

1,3/2,3D  définit le comportement de la 

liaison appui plan. 

Dans cet exemple, le jeu dans la liaison pivot glissant est défavorable au respect 

de l’exigence fonctionnelle. Le polytope de contact c

1,3 1,2/2,3 2,2− −D  est défini dans le cas le 

plus défavorable, donc quand le jeu est maximum.  

La figure 66 illustre la démarche de construction du polytope géométrique 

caractérisant le comportement de la surface 1,1 par rapport à 2,1 suivant la relation (70). 
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Figure 66 : Construction du polytope de géométrique 1,1/2,1

g
D . 

Les limites admissibles des écarts géométriques entre les surfaces 1,1 et 2,1 sont 

définies par l’exigence fonctionnelle CF et exprimées par le polytope fonctionnel 

f

1,1/2,1D . La figure 67 illustre le respect de l’exigence fonctionnelle où le polytope 

géométrique g

1,1/2,1D  (de dimension 2) doit être compris à l’intérieur du polytope f

1,1/2,1D  

(de dimension 1). 
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Figure 67 : 2-Polytopes caractérisant le respect de l’exigence fonctionnelle. 
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L’expression (71) formalisant le respect de la condition CF au pire des cas peut 

notamment être déduite de la figure 67 : 

 
max

1,1 2,12
max

2 2 2

t tJ
e+ ≥ + + +  (71) 

Remarque : 

Dans cet exemple, la relation (71) met en évidence que les spécifications de 

perpendicularité des pièces 1 et 2 sont redondantes avec les spécifications de 

localisation sur la formalisation du respect de la condition fonctionnelle. La figure 67 

permet de constater que les valeurs extrémales de l’écart A-1,1/2,1ε  selon la direction y  

sont indépendantes des arêtes vertes du polytope g

1,1/2,1D  ; ces arêtes vertes (hyperplans 

verticaux) caractérisent ces spécifications de perpendicularité. 

La formalisation du transfert d’une exigence fonctionnelle par des 

opérations sur des polytopes est déduite de l’intersection des polytopes 

géométriques de chaque chemin influent. Le polytope géométrique caractérisant 

un chemin influent est une somme de Minkowski de polytopes géométriques et de 

polytopes de contact. Afin vérifier le respect de l’exigence fonctionnelle, le polytope 

géométrique résultant des chemins influents doit être inclus dans le polytope 

caractérisant l’exigence fonctionnelle, c'est-à-dire le polytope fonctionnel. 

III-4 Synthèse sur l’analyse de tolérances par des opérations 

sur des polytopes 

Ce chapitre a permis de mettre en avant l’utilisation de polytopes pour 

formaliser les lois de comportement géométrique d’un mécanisme et le transfert d’une 

exigence fonctionnelle. Cela nécessite la mise en œuvre de deux opérations sur des 

polytopes : la somme de Minkowski et l’intersection de polytopes. 

La formalisation des lois de comportement géométrique par des opérations sur 

les polytopes permet de prendre en compte des architectures hyperstatiques sans aucune 

hypothèse de prépondérance de contact. De plus, cette formalisation permet de prendre 

en compte les liens de dépendance entres les différentes composantes des écarts de 

translation et des écarts de rotation. 
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L’objectif de ce chapitre est de proposer une méthodologie afin de prendre en 

compte les variations d’origine thermomécanique dans les chaînes de cotes 3d. La 

formalisation des chaînes de cotes par des opérations sur des polytopes, présentée au 

chapitre précédent, est mise en œuvre dans cette démarche. 

Dans un premier temps, les hypothèses physiques sur lesquelles repose la 

démarche proposée seront détaillées. Puis, le processus d'intégration des déformations 

thermomécaniques dans les pièces puis dans les liaisons sera décrit, afin de formaliser 

les relations entre une condition fonctionnelle, des spécifications géométriques, des 

spécifications de contact et des spécifications « thermomécaniques ». 

L'exemple présenté aux chapitres II et III va servir de support pour présenter la 

méthodologie développée.  
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Figure 68 : Système étudié avec le graphe de contact associé 

Dans le chapitre précédent, la condition fonctionnelle limitait la position relative 

entre deux surfaces cylindriques 1,1 et 2,1 au point A . Dans ce chapitre, la condition 

fonctionnelle caractérise plus précisément le jeu local entre les deux surfaces 

cylindriques 1,1 et 2,1. Cette caractérisation peut être exprimée par la relation suivante : 

 min maxJ JJ≤ ≤  (72) 
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IV-1 Hypothèses physiques 

Afin de pouvoir intégrer les déformations thermomécaniques dans les chaînes de 

cotes 3d, deux situations de vie différentes vont être considérées pour les systèmes 

étudiés : 

- une situation de vie rigide 

- une ou plusieurs situations de vie thermomécaniques 

Un modèle de référence est défini à partir de la situation de vie rigide, où toutes 

les pièces sont à 20°C. Ce modèle de référence repose sur les hypothèses émises 

classiquement en tolérancement géométrique : 

- pas de défaut de forme des surfaces réelles, 

- pas de déformation locale des surfaces en contact (pression de Hertz), 

- pas de pièces déformables (solides infiniment rigides). 

Une situation de vie thermomécanique correspond à un point de fonctionnement 

particulier du système où certaines pièces sont soumises à des contraintes 

thermomécaniques. Les contraintes thermomécaniques sur les pièces entraînent des 

déformations provoquant des écarts de situation, de dimension et de forme devant être 

pris en compte dans la modélisation par des chaînes de cotes 3d [Pierre et al., 2007]. Le 

fonctionnement du système étudié dans le temps est discrétisé en plusieurs situations de 

vie thermomécaniques différentes. Aucun régime transitoire ne sera considéré. 

La modélisation par des chaînes de cotes pour une situation de vie 

thermomécanique particulière est déduite de celle définie pour la situation de vie de 

référence [Pierre et al, 2009a]. 

Les hypothèses suivantes sont alors émises : 

- invariance de la structure topologique du graphe de contacts, 

- prise en compte des variations de forme et de dimensions des pièces, 

- pas de déformation locale des surfaces en contact. 

L’invariance de la structure topologique du graphe de contacts signifie qu’il n’y 

a pas de contact supplémentaire et pas de suppression de contact entre deux situations 

de vie. De plus, le type de chaque contact reste le même : un pivot glissant reste pivot 

glissant, un appui plan reste appui plan, etc. Le degré d’hyperstatisme reste donc le 

même. Par contre, différents paramètres caractérisant un contact (jeu minimal, jeu 

maximal, nature de contact …) peuvent évoluer. 
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Le comportement thermomécanique du système est supposé élastique ; il est 

modélisé en petites déformations et en petits déplacements. 

Dans tout ce qui suit ne sont pas prises en compte : 

- les contraintes résiduelles générées par les procédés de fabrication des 

pièces. 

- les contraintes résiduelles éventuellement générées par le procédé 

d’assemblage du système étudié. 

Tous les systèmes étudiés seront définis pour une situation de vie de 

référence et plusieurs situations de vie thermomécaniques distinctes. La situation 

de vie de référence correspond à la description du système où toutes les pièces sont 

à 20 °C et sont considérées infiniment rigides. Une situation de vie 

thermomécanique prendra en compte uniquement les déformations élastiques 

d’origine thermomécanique des pièces. Les contraintes thermomécaniques 

engendrent des petites déformations et des petits déplacements. 

IV-2 Définition des situations de vie 

Le cycle de fonctionnement d’un système est décrit par une succession de 

situations de vie différentes [Pierre et al, 2009b]. Une situation de vie permet de décrire 

un système pour une configuration particulière. Chaque situation de vie est caractérisée 

par un champ thermique particulier. 

IV-2.1 Situation de vie de référence 

La situation de vie de référence correspond à un système neuf dont la 

température de l’ensemble des pièces est de 20°C. Seules les variabilités dues aux 

procédés d’obtention des pièces et aux procédés d’assemblage des pièces sont pris en 

compte. 

Une démarche classique de tolérancement géométrique permet de modéliser le 

comportement d’un système dans la situation de vie de référence. Les relations entre les 

spécifications géométriques des pièces, les spécifications de contacts entre les pièces et 

les exigences fonctionnelles sont formalisées à l’aide des chaînes de cotes 

tridimensionnelles. 
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Dans la situation de vie de référence, la caractérisation du jeu local J  de 

l’exemple choisi est définie par la relation suivante : 

 
( ) ( )2,1 2,1 1,1 1,1

A-2,1/1,1

D D
.

2

d d
J

+ − +
= + e y  (73) 

où : 

- 1,1D  et 2,1D  désignent respectivement les diamètres nominaux des 

surfaces 1,1  et 2,1 , 

- 1,1d  et 2,1d  désignent respectivement les écarts de dimensions des 

diamètres des surfaces 1,1  et 2,1 , 

- A-2,1/1,1e  désigne l’écart de situation de l’axe de la surface 2,1  par rapport 

à l’axe de la surface 1,1  au point A . 

La figure 69 rappelle les spécifications géométriques et dimensionnelles issues 

de la démarche de tolérancement présentée dans le chapitre précédent. 
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Figure 69 : Système dans la situation de vie de référence. 

Il vient : 

 1,1,inf 1,1 1,1,supd dd+ ≤ ≤ +  (74) 

 2,1,inf 2,1 2,1,supd dd+ ≤ ≤ +  (75) 
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( ) ( )

max max
1,1 2,1 1,1 2,12 2

A-2,1/1,1
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2

.
2 2 2 2 2 2

D d D d
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2

t t t tJ J

J

− − − ≤ ≤ + + +

+ − +
=

e y

 (76) 

D’où finalement : 

 
2,1,inf 1,1,sup 2,1,sup 1,1,inf1,1 2,1 1,1 2,1max max

n 2 n 2

d d d dt t t t
J J J J + +

2 2 2 2 2 2
J

− −
+ − − − ≤ ≤ + +  (77) 

avec : 

 
( ) ( )
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n
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2

D D
J

2

D d D d
J

2

−
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
+ − + =

 (78) 

Le respect de l’exigence fonctionnelle exprimé par la relation (77) peut alors être 

caractérisé par les relations suivantes : 

 

2,1,sup 1,1,inf 1,1 2,1max

n 2 max

2,1,inf 1,1,sup 1,1 2,1max

n 2 min

d d t t
J J + + J

2 2 2

d d t t
J J J

2 2 2

−
+ + ≤


− + − − − ≥



 (79) 

IV-2.2 Situation de vie thermomécanique 

Une situation de vie thermomécanique est caractérisée par un champ de 

température particulier. Ce champ de température peut être simulé en imposant des 

conditions limites thermiques (flux de convection, température imposée, source de 

chaleur, …) ou peut être déterminé à partir de mesures expérimentales.  

La figure 70 décrit le système dans deux situations de vie thermomécaniques 

différentes caractérisées respectivement par deux flux de convection. Ces deux flux de 

convection induisent des gradients de température importants suivant la direction y  

dans la pièce 1. 
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Figure 70 : Système dans des situations de vie thermomécaniques. 

Les deux situations de vie thermomécaniques, définies par deux champs 

thermiques différents, entraînent une évolution du jeu J.  

Pour chacune de ces deux situations de vie, les déformations thermomécaniques 

des pièces 1 et 2 d’une part, et l’évolution des conditions de contact entre les pièces 1 et 

2 d’autre part doivent être prises en compte.  

La démarche proposée dans ce chapitre repose sur l’intégration de l’évolution 

géométrique des pièces et des contacts dans les lois de comportement géométrique du 

système formalisées dans la situation de vie de référence. 

La prise en compte des déformations thermomécaniques consiste à intégrer 

l’évolution géométrique des pièces et l’évolution des contacts dans les lois de 

comportement géométrique formalisées dans la situation de vie de référence. 

IV-3 Identification des parties thermomécaniquement 

influentes 

Dans un mécanisme subissant des contraintes thermomécaniques, il convient 

d’identifier les pièces pour lesquelles leurs variations géométriques d’origine 

thermomécanique sont significatives au regard de leurs spécifications géométriques 

définies dans la situation de vie de référence. Seules ces pièces sont potentiellement 

influentes sur les exigences fonctionnelles du système d’un point de vue 

thermomécanique. 

Dans un premier temps, une étude thermique réalisée sur le système permet de 

localiser les pièces subissant des variations de température significatives vis-à-vis de 

leurs formes, de leurs dimensions et des propriétés de leurs matériaux. 
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Puis une étude thermomécanique « à l’état libre » est réalisée sur chaque pièce 

subissant des variations de température significatives. Les pièces ayant des variations 

géométriques négligeables vis-à-vis de leurs spécifications géométriques seront 

qualifiées de pièces thermomécaniquement non-influentes ; les autres pièces seront 

quant à elles qualifiées de pièces thermomécaniquement influentes. 

IV-3.1 Simulation thermique sur le produit étudié 

Afin de déterminer l’ensemble des contraintes thermomécaniques d’un système 

il est nécessaire de connaître le champ de température appliqué sur ce système. 

L’utilisation de la méthode des éléments finis permet de déterminer le champ de 

température sur l’ensemble des pièces. Des mesures expérimentales peuvent valider la 

simulation thermique. 

Dans l’exemple présenté en figure 71, les résultats d’un calcul par éléments finis 

permettent de donner une représentation du champ de température des pièces. Il est aisé 

de constater que pour chaque situation de vie les résultats de la simulation thermique 

sont différents. A partir de ces résultats, une identification des pièces subissant un 

changement de température significatif est réalisée. Dans chacune des deux situations 

de vie, l’arbre repéré 1, subit une élévation de température importante en considérant sa 

forme, ses dimensions et les propriétés du matériau utilisé. Dans les situations de vie I et 

II, le logement 2 a un faible changement de température. 
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Figure 71 : Simulations thermiques du système dans deux situations de vie différentes. 
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Cette première étude thermique a deux objectifs : déterminer le champ de 

température du système et identifier les pièces subissant des changements de 

température potentiellement influents sur leurs variations géométriques. 

IV-3.2 Simulation thermomécanique « à l’état libre » des pièces 

Dans un second temps, une simulation du comportement thermomécanique des 

pièces est réalisée à l’état libre. Le but de cette simulation est de déterminer l’évolution 

géométrique de chaque pièce en ne considérant aucune contrainte de contact avec les 

pièces environnantes. Cette simulation à l’état libre est réalisée seulement sur les pièces 

dont leurs évolutions de température, définies précédemment, ne sont pas négligeables. 

L’étude thermique précédente a permis de déterminer le champ de température à 

appliquer sur chaque pièce pour chaque situation de vie thermomécanique. Une 

simulation par des éléments finis est alors réalisée afin d’évaluer les variations 

géométriques de la pièce. 

Afin de pouvoir réaliser cette simulation, il est nécessaire de fixer un nœud du 

maillage de la pièce pour que le problème soit soluble. Dans l’exemple présenté en 

figure 72, le nœud correspondant au point A est bloqué en rotation et en translation afin 

de réaliser correctement la simulation par des éléments finis. Un outil de simulation 

thermomécanique par des éléments finis détermine le déplacement de chaque nœud du 

maillage. La surface déformée est alors décrite par un ensemble de points. La figure 72 

donne une représentation de l’ensemble des points de la déformée thermomécanique en 

traits continus avec le modèle nominal en traits discontinus. Par la suite, l’ensemble des 

points de la déformée thermomécanique sera appelé modèle déformé. 
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Figure 72 : Simulation thermomécanique à l’état libre de la pièce 1. 
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IV-3.3 Caractérisation des écarts entre le modèle déformé et le modèle 

nominal 

Pour déterminer la variation géométrique de la pièce 1, il est nécessaire de 

comparer le modèle déformé issu de la modélisation par des éléments finis avec le 

modèle nominal. La méthodologie présentée ci-dessous pour associer les différents 

éléments du modèle déformé au modèle nominal est inspirée des méthodes employées 

en métrologie lors du contrôle géométrique des pièces fabriquées. 

Le bridage de la pièce étant totalement arbitraire, une remise en position du 

modèle déformé par rapport au modèle nominal doit être effectuée. Cette opération 

permet de déterminer la position et l’orientation optimales du modèle déformé par 

rapport à son modèle nominal selon le critère des moindres carrés. 

Cela consiste à effectuer un balançage du modèle déformé par rapport au modèle 

nominal. La figure 73 illustre une association entre le modèle issu de la modélisation 

par des éléments finis avec le modèle nominal. 
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Figure 73 : Association du modèle déformé par rapport au modèle nominal. 

Selon les valeurs des écarts par rapport au modèle nominal et les spécifications 

géométriques de la pièce définies en situation de vie de référence, une pièce peut être 

qualifiée de pièce thermomécaniquement influente ou non-influente.  

Cette étude préliminaire détermine dans un mécanisme l’ensemble des pièces 

constituant les parties thermomécaniquement influentes ou non-influentes d’un 

mécanisme. Cependant il ne faut pas oublier qu’une pièce non-influente peut être 

déformée par la propagation de contraintes mécaniques dans les contacts entre pièces. 
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Une étude préliminaire permet de déterminer les pièces 

thermomécaniquement non-influentes et les pièces thermomécaniquement 

influentes à l’état libre. Une pièce influente est une pièce dont les variations 

géométriques ne sont pas négligeables devant ses spécifications géométriques. 

IV-4 Prise en compte des déformations thermomécaniques 

La prise en compte des déformations thermomécaniques repose sur : 

- la superposition des écarts thermomécaniques (situation, dimension et forme) 

et des écarts de fabrication (situation et dimension) dans les pièces, 

- le cumul des écarts de forme et des écarts de dimension d’origine 

thermomécanique aux écarts de dimension de fabrication entre deux surfaces 

potentiellement en contact. 

IV-4.1 Intégration des déformations thermomécaniques 

IV-4.1.1 Intégration des déformations thermomécaniques dans les pièces 

Considérons la figure suivante modélisant une pièce constituée de n  surfaces. 
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Figure 74 : Modélisations des pièces par des graphes. 

La figure 74a représente le graphe d’une pièce utilisé dans un graphe de contacts 

dans la situation de vie de référence. L’arête reliant la surface i,j  à la surface i,0  

représente les écarts de situation i,j/i,0d  dus aux défauts de fabrication de la surface de 
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substitution i,j  par rapport à sa surface nominale. La relation de Chasles suivante 

caractérise les écarts de situation entre la surface de substitution i,j  et la surface de 

substitution i,k  : 

 i,j/i,k i,j/i,0 i,0/i,kd d d= +  (80) 

La figure 74b représente le graphe d’une pièce dans une situation de vie de 

thermomécanique. L’arête reliant la surface i,j_th  à la surface i,0  représente les écarts 

de situation i,j_th/i,0d  de la surface de substitution i,j_th  par rapport à sa surface nominale 

i,0  dus aux déformations thermomécaniques. L’arête reliant la surface i,j  à la surface 

i,j_th  représente les écarts de situation i,j_th/i,jd  dus aux défauts de fabrication entre la 

surface de substitution i,j  par rapport à sa surface nominale : elle correspond aux écarts 

i,j/i,0d  de la situation de vie de référence. La relation suivante caractérise les écarts de 

situation imputables aux défauts de fabrication et aux déformations thermomécaniques 

entre la surface de substitution i,j  et sa surface nominale : 

 i,j/i,0 i,j/i,j_th i,j_th/i,0d d d= +  (81) 

La relation suivante caractérise la position entre la surface de substitution i,j  par 

rapport la surface de substitution i,k  pour une situation de vie thermomécanique : 

 i,j/i,k i,j/i,j_th i,j_th/i,0 i,0/i,k_th i,k_th/i,jd d d d d= + + +  (82) 

En regroupant les écarts de situation dus aux défauts de fabrication et les écarts 

de situation dus aux déformations thermomécaniques, il vient : 

 
i,j/i,k i,j/i,k_th i,j/i,k_ma

i,j/i,k_ma i,j/i,j_th i,k_th/i,j i,j/i,k_th i,j_th/i,0 i,0/i,k_th

d d d

avec d d d  et d d d

= +

= + = +
 (83) 

La relation (83) caractérise le principe de superposition des écarts de fabrication 

et des écarts thermomécaniques dans une pièce. Ce principe est transposé dans une 

somme de Minkowski de polytopes. La somme de Minkowski suivante caractérise la 

superposition du polytope géométrique caractérisant les écarts de fabrication g,ma

i,j/i,kD  et 

du polytope géométrique caractérisant les écarts thermomécaniques g,th

i,j/i,kD  : 

 g g,ma g,th

i,j/i,k i,j/i,k i,j/i,k= +D D D  (84) 
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Par hypothèse, le polytope g,ma

i,j/i,kD  est considéré invariant dans toutes les 

situations de vie. 

La surface de substitution associée à une surface déformée 

thermomécaniquement est obtenue par approximation selon la technique des moindres 

carrés. 

Les déformations thermomécaniques dans les pièces sont caractérisées par 

un polytope géométrique. Le polytope géométrique global est égale à la somme de 

Minkowski du polytope géométrique caractérisant les écarts de fabrication et de 

celui caractérisant les écarts thermomécaniques. 

IV-4.1.2 Intégration des déformations thermomécaniques dans les contacts 

La simulation d’une liaison entre deux pièces potentiellement en contact consiste 

à déterminer le polytope de contact dans le cas où les surfaces en contact sont 

déformées thermomécaniquement. La condition de non interpénétration définie dans le 

chapitre précédent ne dépend plus uniquement du jeu dû aux écarts de fabrication entre 

les deux surfaces mais aussi du jeu local dû aux écarts de dimensions et de forme 

d’origine thermomécanique. 

Cette intégration consiste à « mettre à jour » l’ensemble des polytopes de contact 

des lois de comportement géométrique du système. Cette mise à jour ne s’effectue que 

pour les contacts dont au moins l’une des deux pièces est thermomécaniquement 

influente. De plus, seuls les contacts de type arbre/alésage seront considérées, c’est à 

dire l’ensemble des liaisons bilatérales (pivot glissant, linéaire annulaire et rotule), mais 

aussi les contacts constitués d’une double liaison unilatérale (double ponctuelle, double 

linéaire rectiligne, double appui plan) modélisant le contact tenon et mortaise par 

exemple. 

Dans ce cas, la condition de non interpénétration est formalisée par la relation 

(85) généralisant la relation (47) où Nd  représente le jeu local au point N  : 

 N, , / , N N.c i j u vN E d∀ ∈ ≤ε n  (85) 

Avec : 

- N- , / ,i j u vε  : vecteur écarts de translation entre ,i jS  et ,u vS  au point N , 
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- Nn  : normale à l’élément de contact cE  au point N si cE est une surface, 

- Nd  : jeu local au point N  entre les surfaces potentiellement en contact, 

- cE  : élément de contact défini par l’intersection des surfaces 

respectivement associées aux surfaces déformées thermomécaniquement dans 

le cas d’un contact glissant. 

N, , / ,i j u vε  caractérise l’écart de situation entre les éléments de situation des deux 

surfaces potentiellement en contact. Il s’agit des éléments de situation des surfaces 

respectivement associées aux déformés thermomécaniques (selon le critère des 

moindres carrés). La configuration où les éléments de situation des deux surfaces sont 

confondus est définie par la relation suivante : 

 N, , / , , / , et i j u v i j u v= =ε 0 ρ 0  (86) 

Le jeu local Nd  au point N  est défini en fonction du jeu entre les deux surfaces 

de substitution et en fonction des écarts de forme d’origine thermomécanique 

N- , / ,i j i jndev  de chaque surface : 

 ( )N N- , / , N- , / ,
2

i j i jn u v u vn

J
d dev dev= + −  (87) 

La figure 75 illustre le cas d’une liaison pivot glissant dans une situation de vie 

thermomécanique particulière. Dans ce cas, le jeu entre les deux surfaces de substitution 

est défini par la relation suivante : 

 ( ) ( )2,2 2,2_ma 2,2_th 1,2 1,2_ma 1,2_thD DJ d d d d= −+ + + +  (88) 
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Figure 75 : Liaison pivot glissant dans une situation de vie thermomécanique. 

Les figures 76 et 77 illustrent les polytopes de contact respectivement de la 

situation de vie de référence (voir figures 76a et 77a) et de la situation de vie 

thermomécanique (voir figures 76b et 77b). Pour des raisons de lisibilité les polytopes 

sont projetés dans les plans ( ),y zρ ρ  et ( )A-,z yρ ε . En chaque point N , la condition de 

non interpénétration définit un demi-espace limité par un hyperplan. La figure 77c 

illustre la discrétisation en 10 points de l’élément de contact cE  (un cylindre dans notre 

cas). Chaque point où est exprimée une condition de non interpénétration (voir 

figure 77c) est de la même couleur que l’hyperplan généré par cette condition dans les 

figures 77a et 77b. Les variations de forme et de dimension des surfaces provoquent une 

translation des hyperplans d’une situation de vie à une autre. 

Il en résulte que : 

- les hyperplans support du polytope de contact ne sont en général plus les 

mêmes entre deux situations de vie : la topologie du polytope de contact n’est 

donc pas conservée. 
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- l’hypervolume (contenu n-dimensionnel d’un n-polytope : aire pour un 2-

polytope, volume pour un 3-polytope) varie. Une diminution de 

l’hypervolume caractérise une consommation de jeu par les variations 

thermomécaniques. Cela signifie que les variations thermomécaniques 

tendent à brider les deux pièces. Une augmentation de l’hypervolume 

caractérise une augmentation du jeu. Cela est favorable à la condition de 

montage mais cela dégrade la précision du guidage (ce qui peut être favorable 

ou défavorable au regard des exigences fonctionnelles du système). 
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Figure 76 : Evolution du polytope de contact c,th

1,2/2,2D  dans le plan ( ),y zρ ρ  de la 

situation de vie de référence vers une situation de vie thermomécanique. 

Le cambrage de l’arbre dans le plan ( ),y z  entraine une ovalisation de la 

projection du polytope de contact dans le plan ( ),y zρ ρ . 
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Figure 77 : Evolution du polytope de contact c,th

1,2/2,2D  au point A dans le plan ( )A-,z yρ ε  

de la situation de vie de référence vers une situation de vie thermomécanique 

Le cambrage de l’arbre dans la situation de vie de thermomécanique entraîne 

une augmentation du nombre d’hyperplan support de la projection du polytope dans le 

plan ( )A-,z yρ ε . En effet, plusieurs positions extrêmes de l’arbre de l’alésage sont 

imposées par la forme cambrée de l’arbre. Chaque sommet du polytope caractérise une 

de ces positions extrêmes : voir figure 78. 
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Figure 78 : Caractérisation des sommets du polytope de contact c,th

1,2/2,2D  au point A dans 

le plan ( )A-,z yρ ε . 

Ainsi pour chaque contact, un polytope de contact noté c,th

, / ,i jn u vnD  peut être défini. 

Il prend en compte le jeu dû aux procédés de fabrication, cumulé au jeu local dû aux 

déformations thermomécaniques. 

Le cas où l’intersection des demi-espaces limités par des hyperplans définissant 

le polytope de contact c,th

, / ,i j u vD  est vide, correspond à un phénomène de serrage local ou 

de bridage local entre les deux pièces. Le jeu dans la liaison est considéré comme nul 

avec un attribut de contact fixe. Le polytope de contact c,th

, / ,i j u vD  est un sommet, soit un 0-

polytope, confondu avec l’origine. Le phénomène de bridage va localement induire des 

déformations supplémentaires dans les deux pièces en contact qu’il va falloir déterminer 

dans une simulation thermomécanique du système global. 
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Considérons maintenant le mécanisme dans les situations de vie I et II décrites 

en figure 70. 

La figure 79a représente la déformée thermomécanique de la pièce 1 dans la 

situation de vie I. Le polytope de contact de la liaison pivot glissant c,th

1,2/2,2D  n’existe pas 

(i.e . l’intersection des demi-espaces limités par des hyperplans est l’ensemble vide). En 

effet, il est aisé de remarquer que l’assemblage de l’arbre 1 dans le logement 2 n’est pas 

réalisable sans ajouter des déformations dans les pièces. Dans ce cas, un serrage local 

entre les surfaces 1,2  et 2,2  sera considéré. Le polytope de contact de la liaison pivot 

glissant c,th

1,2/2,2D  est alors considéré égal à un sommet confondu avec l’origine (voir 

figure 79c). 
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Figure 79 : Polytope de contact c,th

1,2/2,2D  dans la situation de vie I. 

La figure 80a représente la déformée thermomécanique de la pièce 1 dans la 

situation de vie II. Sur la figure 80b, la projection du polytope de contact de la liaison 

pivot glissant c,th

1,2/2,2D  est réalisé dans le plan ( ),y zρ ρ . Une autre projection de ce 

polytope est réalisée dans le plan d’étude ( )A-,z yρ ε . Dans ce cas, un jeu entre les deux 

surfaces en contact existe. Il n’y a pas de bridage ou serrage local entre les deux pièces. 
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Figure 80 : Polytope de contact c,th

1,2/2,2D  dans la situation de vie II. 

L’intégration des déformations thermomécaniques dans les spécifications de 

contact repose sur une simulation d’assemblage des pièces à l’état libre. Pour 

chaque paire de surfaces potentiellement en contact, l’évolution entre deux 

situations de vie du polytope de contact dépend de l’évolution des jeux locaux entre 

deux points en vis à vis. Cela permet de détecter l’apparition d’un bridage local 

entre deux pièces. 

IV-4.2 Formalisation des lois de comportement géométrique des 

mécanismes 

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que les lois de comportement 

géométrique des mécanismes sont définies par un nombre de cycles dont il faut assurer 

la fermeture. La somme de Minkowski de polytopes géométriques des pièces doit être 

comprise dans la somme de polytopes de contact de chaque cycle : 

 g c

, / , , / ,i j i k i j u v⊆∑ ∑D D  (89) 

Dans toutes les situations de vie thermomécaniques, la formalisation des lois de 

comportement géométrique garantissant l’assemblage devient alors :  

 ( )g,ma g,th c,th

, / , , / , , / ,i j i k i j i k i j u v+ ⊆∑ ∑ ∑D D D  (90) 
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où : 

- g,ma

, / ,i j i kD  représente le polytope géométrique caractérisant les écarts de 

fabrication, 

- g,th

, / ,i j i kD  représente le polytope géométrique caractérisant les écarts 

thermomécaniques, 

- c,th

, / ,i j u vD  représente le polytope de contact prenant en compte les 

déformations thermomécaniques. 

La relation (90) doit être vérifiée pour chaque cycle dont au moins une des 

pièces a été qualifiée de pièce thermomécaniquement influente. En effet, dans le cas 

d’un cycle dont toutes les pièces sont thermomécaniquement non-influentes, la relation 

(90) devient : 

 ( )g,ma c,th

, / , , / ,i j i k i j u v⊆∑ ∑D D  (91) 

où : 

- g,ma

, / ,i j i kD  est égal à g

, / ,i j i kD  défini dans la situation de vie de référence, 

- c,th

, / ,i j u vD  est égal à c

, / ,i j u vD  défini dans la situation de vie de référence. 

La relation (91) est alors identique à la relation (89) caractérisant la situation de 

vie de référence. 

Considérons notre mécanisme dans ces deux situations de vie 

thermomécaniques.  

La figure 81 représente la vérification de l’inclusion la somme des polytopes 

géométriques dans la somme des polytopes de contact dans la situation de vie I. La 

somme des polytopes de contact correspondant à un sommet, la relation (90) n’est pas 

vérifiée : cela correspond au bridage de l’arbre 1 dans le logement 2. 
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Figure 81 : Formalisation des lois de comportement géométrique dans la situation de 

vie I. 

La figure 82 illustre la relation (90) formalisation les lois de comportement 

géométrique dans la situation de vie II. Différents cas possibles sont envisageables. 
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Figure 82 : Formalisation des lois de comportement géométriques dans la situation de 

vie II. 

Dans la première configuration, voir figure 82a, la relation d’inclusion est 

vérifiée. Cela caractérise un non-bridage des pièces du cycle : 

 ( )g,ma g,th c,th

, / , , / , , / ,cas 1 : non bridagei j i k i j i k i j u v+ ⊆ ⇔∑ ∑ ∑D D D  (92) 

Dans la seconde configuration, voir figure 82b, la relation d’inclusion n’est pas 

vérifiée. Cependant certaines configurations permettent aux deux pièces de s’assembler 
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sans déformation supplémentaire : l’intersection des deux polytopes n’est pas vide. Cela 

se caractérise par un bridage incertain des pièces du cycle : 

 
( )

( )

g,ma g,th c,th

, / , , / , , / ,

g,ma g,th c,th

, / , , / , , / ,

cas 2 : bridage incertain
i j i k i j i k i j u v

i j i k i j i k i j u v

 + ⊄ 
⇔ 

+ ∩ ≠∅  

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

D D D

D D D
 (93) 

La figure 82c illustre le cas d’un bridage entre les deux pièces du cycle. Dans ce 

cas, l’intersection des deux polytopes est vide : la relation d’inclusion n’est pas vérifiée. 

Il vient : 

 
( )

( )
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∑ ∑ ∑
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D D D

D D D
 (94) 

Par la suite, dans la situation de vie II sera considéré uniquement le cas 1 où il 

n’y a pas de bridage entre les deux pièces (figure 82a). 

Remarque : 

Si un bridage entre deux pièces existe alors une étude thermomécanique 

complète du système doit alors être réalisée afin de prendre en compte les déformations 

supplémentaires induites par ce bridage. 

Dans toutes les situations de vie thermomécaniques, les lois de 

comportement géométrique des mécanismes par des opérations sur des polytopes 

doivent être vérifiées pour chaque cycle du graphe de contacts contenant au moins 

une pièce est thermomécaniquement influente. Un bridage local entre deux pièces 

ou un bridage dans la fermeture d’un cycle impose de réaliser une étude 

thermomécanique prenant en compte les déformations supplémentaires induites. 

IV-4.3 Formalisation du transfert d’une exigence fonctionnelle 

IV-4.3.1 Formalisation du polytope géométrique dans le cas de pièces bridées 

Il existe deux types de bridage. Le premier type est un bridage local entre deux 

surfaces en contact du à un phénomène de serrage local. Le second type est un bridage 

de cycle dû à la fermeture d’un cycle des lois de comportement géométrique. 

L’apparition d’un ou plusieurs bridages impose une étude thermomécanique 

supplémentaire intégrant les déformations ajoutées par le (ou les) bridage(s). 
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Considérons le mécanisme dans la situation de vie I où un bridage local et un 

bridage de cycle ont été détectés. Une étude thermomécanique du système complet doit 

être réalisée afin de prendre en compte ces deux bridages. 

Les phénomènes de bridage sont modélisés dans les conditions limites de contact 

entre les pièces. Des conditions limites de contact entre les pièces bridées entre elles 

sont alors imposées dans la modélisation par des éléments finis. Les conditions limites 

de contact sont définies en respectant les caractéristiques des liaisons définies dans la 

situation de vie de référence. Dans le cas d’une liaison pivot glissant avec jeu, une 

configuration de contact sera alors imposée entre les deux surfaces en contact. 

La figure 83 illustre le résultat issu d’un calcul éléments finis prenant en compte 

le contact de type pivot glissant entre les surfaces 1,2  et 2,2  ainsi que le contact de 

type appui plan entre les surfaces 1,3  et 2,3 . Dans ce cas, le contact de type pivot 

glissant et le contact de type appui plan sont définis sans jeu dans la modélisation par 

des éléments finis. 
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Figure 83 : Simulation thermomécanique complète situation de vie I. 

L’objectif de la simulation thermomécanique est de définir le polytope 

géométrique g

1,1/2,1D  intégrant les écarts d’origine thermomécanique entre les surfaces 

1,1  et 2,1 . La relation suivante décrit la décomposition de ce polytope : 

 ( ) ( )( )g g,th g,ma c,th g,ma g,ma c,th g,ma

1,1/2,1 1,1/2,1 1,1/1,2 1,2/2,2 2,2/2,1 1,1/1,3 1,3/2,3 2,3/2,1= + + + ∩ + +D D D D D D D D  (95) 
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avec : 

- g,th

1,1/2,1D  : polytope géométrique caractérisant les écarts d’origine 

thermomécanique entre les surfaces 2,1  et 1,1 , 

- g,ma

1,1/1,2D  : polytope géométrique caractérisant les écarts de fabrication de la 

entre les surfaces 1,2  et 1,1 , 

- c,th

1,2/2,2D  : polytope de contact entre les surfaces 2,2  et 1,2  intégrant les 

déformations thermomécaniques. 

D’une manière analogue, nous définissons les polytopes g,ma

2,2/2,1D , g,ma

1,1/1,3D , g,ma

2,3/2,1D  

et c,th

1,3/2,3D . 

La situation de vie de référence correspond au cas particulier où : 

 ( ) ( )( )g g,ma c,th g,ma g,ma c,th g,ma

1,1/2,1 1,1/1,2 1,2/2,2 2,2/2,1 1,1/1,3 1,3/2,3 2,3/2,1= + + ∩ + +D D D D D D D  (96) 

avec : 

- g,ma g

1,1/1,2 1,1/1,2=D D , g,ma g

2,2/2,1 2,2/2,1=D D , g,ma g

1,1/1,3 1,1/1,3=D D  et g,ma g

2,3/2,1 2,3/2,1=D D  

- c,th c

1,2/2,2 1,2/2,2=D D  et c,th c

1,3/2,3 1,3/2,3=D D . 

La figure 84 illustre le polytope géométrique ,

1,1/2,1

g th
D  définie dans la relation (95). 

Il correspond à l’écart de situation dû aux déformations thermomécaniques de la surface 

1,1  par rapport à la surface 2,1 . 
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Figure 84 : Polytope géométrique ,

1,1/2,1

g th
D  dans la situation de vie I. 

La figure 86 illustre la situation de vie I caractérisant les écarts de situation liés 

aux variations d’origine thermomécaniques mais aussi dus aux variabilités inhérentes 

aux procédés de fabrication et au processus d’assemblage des pièces. 
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Figure 85 : Polytope géométrique g

1,1/2,1D  dans la situation de vie I. 

Les variations de l’écart de situation de l’axe de la surface 2,1  par rapport à 

l’axe de la surface 1,1  au point A  dans la direction y  sont alors déduites de la 

figure 85 : 

 
1,1 2,2 1,1 2,2

,1,1/1,2 _ A-2,1/1,1 ,1,1/1,2 _.
2 2 2 2

Ay I Ay I

t t t t
ε ε− − + ≤ ≤ + + +e y  (97) 

La détermination du polytope géométrique entre deux surfaces d’un 

système contenant un ou plusieurs bridages est réalisée par une étude 

thermomécanique du système complet. 

IV-4.3.2 Formalisation du polytope géométrique entre deux surfaces d’un 

mécanisme ne contenant pas de bridage 

Considérons maintenant le mécanisme dans la situation de vie II où les deux 

pièces ne sont pas bridées entre elles. Dans cette situation de vie, aucune contrainte 

mécanique entre les pièces n’est transmise par les liaisons. Les polytopes géométriques 

caractérisant les déformations d’origine thermomécanique dans ce mécanisme peuvent 

être déduits directement de l’étude thermomécanique à l’état libre réalisée 

précédemment.  
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La relation (98) caractérise la décomposition du polytope géométrique g

1,1/2,1D  

dans la situation de vie II : 

 
( )
( )

g,th g,ma c,th g,th g,ma

1,1/1,2 1,1/1,2 1,2/2,2 2,2/2,1 2,2/2,1g

1,1/2,1
g,th g,ma c,th g,th g,ma

1,1/1,3 1,1/1,3 1,3/2,3 2,3/2,1 2,3/2,1

+ + + +
=
∩ + + + +

D D D D D
D

D D D D D
 (98) 

avec : 

- g,th

1,1/1,2D  : polytope géométrique caractérisant les écarts d’origine 

thermomécanique à l’état libre entre de les surfaces 1,2  et 1,1 , 

- g,ma

1,1/1,2D  polytope géométrique caractérisant les écarts de fabrication entre 

de les surfaces 1,2  et 1,1 , 

- c,th

1,2/2,2D  : polytope de contact entre les surfaces 1,2  et 2,2  intégrant les 

déformations thermomécaniques. 

D’une manière analogue, nous définissons les polytopes g,th

2,2/2,1D , g,ma

2,2/2,1D , g,th

1,1/1,3D , 

g,ma

1,1/1,3D , c,th

1,3/2,3D , g,th

2,3/2,1D  et g,ma

2,3/2,1D . 

La figure 86 illustre la relation (98) dans la situation de vie II. 
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Figure 86 : Polytope géométrique g

1,1/2,1D  dans la situation de vie I. 
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La relation (99) caractérise les variations de l’écart de situation de l’axe de la 

surface 2,1  par rapport à l’axe de la surface 1,1  au point A  dans la direction y  (voir 

figure 86) : 

 
1,1 2,2 1,1 2,2

1,2/2,2,min ,1,1/1,2 _ A-2,1/1,1 1,2/2,2,min ,1,1/1,2 _.
2 2 2 2

Ay I A y I

t t t t
J Jε ε− − − + ≤ ≤ + + + +e y (99) 

La détermination d’un polytope géométrique entre deux surfaces d’un 

système sans bridage est déduite des lois de comportement géométrique intégrant 

les déformations thermomécaniques des pièces à l’état libre. 

IV-4.3.3 Intégration des écarts de dimension et de forme d’origine 

thermomécanique des surfaces spécifiées par l’exigence fonctionnelle  

Dans le paragraphe précédent, seuls les écarts de situation d’origine 

thermomécaniques ont été pris en compte pour les surfaces spécifiées par une exigence 

fonctionnelle. Cependant, les déformations thermomécaniques entraînent aussi des 

écarts de dimension et des écarts de forme de ces surfaces que l’on appelle 

généralement écarts intrinsèques respectivement à ces surfaces. 

La figure 87 représente la section de la surface cylindrique 1,1 au point A. Le 

cylindre de substitution est associé à la surface réelle selon le critère des moindres 

carrées. L’écart de diamètre entre le diamètre du cylindre de substitution et le diamètre 

du cylindre nominal est noté 1,1_th_Id . Les écarts de forme entre le cylindre de 

substitution et la surface réelle sont notés 2,1_th_Idev(A, )θ . 
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Figure 87 : Section de la surface 1,1 au point A. 
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Les limites de l’écart de diamètre 1,1_mad  dû aux défauts de fabrication sont 

caractérisées par la relation (100) où 1,1_ma_infd  correspond à la valeur minimale 

admissible et 1,1_ma_supd  la valeur maximale admissible : 

 1,1_ma_inf 1,1_ma 1,1_ma_supd dd≤ ≤  (100) 

L’écart entre le diamètre de la surface de substitution associée à la surface 

déformée thermomécaniquement et le diamètre nominal est défini par la valeur 1,1_th_Id  

pour la situation de vie I. Ainsi pour une situation de vie I, l’écart du diamètre dû aux 

défauts de fabrication et aux déformations thermomécaniques est pris en compte par la 

relation (101) : 

 1,1_ma_inf 1,1_th_I 1,1_I 1,1_ma_sup 1,1_th_Id d d dd+ ≤ ≤ +  (101) 

Par hypothèse, les écarts de forme dus à la variabilité de fabrication ne sont pas 

pris en compte. Les limites des écarts de forme d’origine thermomécanique 1,1_thdev  

sont définies par l’inéquation suivante où 1,1_th_I_infdev  et 1,1_th_I_supdev  représentent 

respectivement la valeur minimale et la valeur maximale. :  

 1,1_th_I_inf 1,1_th 1,1_th_I_supdev devdev≤ ≤  (102) 

Les limites des écarts intrinsèques à la surface 1,1 sont : 

 
1,1_I 1,1_ma_inf 1,1_th_I 1,1_th_I_inf

1,1_I 1,1_ma_sup 1,1_th_I 1,1_th_I_sup

d d dev

d d dev

d

d

≥ + +

≤ + +
 (103) 

Selon la même méthodologie, les limites des écarts intrinsèques à la surface 1,1 

dans la situation de vie II sont : 

 
1,1_II 1,1_ma_inf 1,1_th_II 1,1_th_II_inf

1,1_II 1,1_ma_sup 1,1_th_II 1,1_th_II_sup

d d dev

d d dev

d

d

≥ + +

≤ + +
 (104) 

Les écarts de forme et les écarts de dimension des surfaces libres sont 

déterminés en associant une surface de substitution à la surface déformée 

thermomécaniquement. Ainsi les variations thermomécanique des surfaces 

spécifiées par l’exigence fonctionnelle sont prises en compte dans le calcul de la 

caractéristique spécifiée par l’exigence. 
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IV-4.4 Caractérisation de l’exigence fonctionnelle 

Le jeu local entre les deux surfaces cylindriques 1,1 et 2,1 est alors défini 

respectivement dans les situations de vie I et II par les relations (105) et (106). 

 

( )

( )

2,1,inf 1,1_ma_sup 1,1_th_II 1,1_th_II_sup 1,1 2,1

n

2,1,sup 1,1_ma_inf 1,1_th_II 1,1_th_II_inf 1,1 2,1

n

d d d dev t t
J

2 2 2

d d d dev t t
J + +

2 2 2

J

J

 − + +
+ − − ≤




− + +
≤ +

 (105) 

 

( )

( )

2,1,inf 1,1_ma_sup 1,1_th_I 1,1_th_I_sup 1,1 2,1

n 1,2/2,2,min

2,1,sup 1,1_ma_inf 1,1_th_I 1,1_th_I_inf 1,1 2,1

n 1,2/2,2,max

d d d dev t t
J

2 2 2

d d d dev t t
J + +

2 2 2

J J

J J

 − + +
+ − − − ≤




− + +
≤ + +

 (106) 

avec : 

 
2,1 1,1

n

D D
J  

2

−
=  (107)¨ 

Le respect de l’exigence fonctionnelle peut alors être caractérisé par la relation 

suivante dans la situation de vie I : 

 

( )

( )

2,1,inf 1,1_ma_sup 1,1_th_II 1,1_th_II_sup 1,1 2,1

n max

2,1,sup 1,1_ma_inf 1,1_th_II 1,1_th_II_inf 1,1 2,1

n min

d d d dev t t
J J

2 2 2

d d d dev t t
J + + J

2 2 2

 − + +
+ − − ≤




− + +
+ ≥

 (108) 

et par la relation suivante dans la situation de vie II : 

 

( )

( )

2,1,sup 1,1_ma_inf 1,1_th_I 1,1_th_I_inf 1,1 2,1

n 1,2/2,2,max max

2,1,inf 1,1_ma_sup 1,1_th_I 1,1_th_I_sup 1,1 2,1

n 1,2/2,2,min min

d d d dev t t
J + + J

2 2 2

d d d dev t t
J J

2 2 2

J

J

 − + +
+ + ≤




− + +
+ − − − ≥

 (109) 

Le respect de la condition fonctionnelle est caractérisé par une relation 

entre la caractéristique fonctionnelle, les spécifications géométriques, les 

spécifications de contacts et les spécifications thermomécaniques. 
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IV-5 Conclusion 

Le cycle fonctionnement du système étudié est discrétisé en plusieurs situations 

de vie : une situation de vie de référence et plusieurs situations de vie 

thermomécaniques. Par hypothèses, les lois de comportement géométrique de la 

situation de vie de référence (où toutes les pièces sont à 20°C et sont considérées 

infiniment rigides) sont les mêmes que les lois de comportement géométrique des autres 

situations de vie. Cela signifie que les cycles indépendants sont les mêmes dans les 

structures topologiques de contacts des différentes situations de vie respectives, que le 

degré d’hyperstatisme et le degré de mobilité du système étudié sont invariants. 

Une situation de vie thermomécanique est caractérisée par un ensemble de 

spécifications thermomécaniques.  

Dans une première phase, ces spécifications sont prises en compte dans une 

simulation thermique globale du système étudié. Ceci permet d’identifier les pièces 

subissant des changements de température potentiellement influents sur leurs variations 

géométriques. 

Dans une seconde phase, toutes les pièces subissant des changements de 

températures potentiellement influents sont simulées thermomécaniquement à l’état 

libre. Cela permet de d’identifier les pièces thermomécaniquement influentes et non-

influentes. 

Dans une 3ème phase, toutes les liaisons incluant une pièce 

thermomécaniquement influente sont caractérisées par un polytope de contact 

thermomécanique intégrant les variations de dimensions et de forme des surfaces. Cela 

permet de déceler les éventuels bridages (ou serrages) locaux entre deux pièces. 

Puis dans une 4ème phase, la fermeture des cycles des lois de comportement 

géométriques incluant des pièces thermomécaniquement influentes permettent 

d’identifier les éventuels bridages de fermetures de cycles. 

Si un bridage a été détecté, une étude thermomécanique complète du système 

permet de déterminer les variations thermomécaniques des surfaces spécifiées par 

l’exigence fonctionnelle en termes d’écarts de situation, de dimensions et de forme. Le 

principe de superposition des écarts de fabrication et des écarts thermomécaniques dans 

les pièces permet de caractériser la caractéristique fonctionnelle spécifiée par l’exigence 
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(le jeu rotor stator dans notre exemple fil rouge) en fonction des spécifications 

géométriques, des spécifications de contacts et des spécifications thermomécaniques. 

Si aucun bridage n’est détecté, il convient alors à l’aide des lois de 

comportement géométrique incluant les variations géométriques des pièces à l’état libre, 

de caractériser la caractéristique fonctionnelle spécifiée par l’exigence en fonction des 

spécifications géométriques, des spécifications de contacts et des spécifications 

thermomécaniques. Un organigramme synthétise la démarche proposée et justifiée dans 

ce chapitre en figure 88. 
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Figure 88 : Organigramme synthétisant la démarche proposée.
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Ce chapitre d’application de la démarche exposée au chapitre IV fait 

référence à des données et des résultats confidentiels. Cependant, la démarche de 

qualification de variantes d’architecture est générale et le lecteur saura la 

reproduire. 
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La figure 89 illustre la démarche détaillée de la qualification de variantes 

d’architecture de turbine. 
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V-4 hiérarchisation des solutions
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Figure 89 : Qualification de variantes d’architecture de turbine. 
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V-1 Critères de performance d’une turbine 

Le chapitre I a montré que la qualification d’une architecture de turbine repose 

sur un compromis entre le risque de touche d’une aube sur le stator et le rendement 

énergétique. Ce compromis entre ces deux critères passe par la maitrise du jeu rotor 

stator J  et de la section de fuite notée fuiteS  durant toutes les phases de fonctionnement 

de la turbine [Pierre et al, 2010].  

Par la suite, seule la variabilité architecturale des parties statiques de la turbine 

haute pression va être considérée. 

V-1.1 Critères de performance d’une turbine 

Le critère de performance d’une turbine est caractérisé par : 

- le risque de touche d’une aube sur le stator : il est corrélé à une valeur 

minimale du jeu à respecter. 

- le rendement énergétique : il dépend du débit gazeux qui s’écoule entre 

les sommets des pales et le stator. Ce débit est corrélé à la section de fuite. La 

section de fuite est la différence de section entre le rotor et le stator. 

Le jeu local entre les aubes et le stator ( )C θ  doit être suffisant pour éviter une 

touche sur l’ensemble de la périphérie de la turbine (voir figure 90). 
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du rotor

Stator

J

Sfuite

Aubes du RotorCentre de la section nominale Centre de rotation

du rotor

 

Figure 90 : Section de fuite et jeu en sommet d’aube. 

Le critère de touche peut être exprimé par la relation (110) où minC  représente la 

valeur du jeu minimum garantissant le fonctionnement correct de la turbine. 
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 [ [ ( )0;2 minC Cθ π θ∀ ∈ >  (110) 

La fuite de gaz entre le stator et le rotor, est déterminée la section de fuite S  : 

voir figure 90. 

Pour maximiser le rendement énergétique d’une turbine il faut minimiser la 

section de fuite définie par la relation suivante : 

 maxS S<  (111) 

V-1.2 Paramétrage géométrique du stator 

La figure 91 représente le profil réel d’une section du stator en rouge. Un cercle 

des moindres carrés, représenté en vert est associé au profil réel. Le point M  représente 

le centre du cercle des moindres carrés associé au profil réel. 
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Figure 91 : Association d’une surface de substitution à un profil réel circulaire. 

Le vecteur OP , caractérisant la position d’un point P  du profil réel par rapport 

à un point de référence O  situé sur l’axe de rotation du rotor, peut se décomposer par la 

relation de Chasles suivante : 

 OP = OM+MP  (112) 

Le vecteur OM  caractérise l’écart de situation du centre du cercle de 

substitution par rapport au point de référence. Le vecteur ( )Me  sera utilisé par la suite 

pour caractériser cet écart de situation : 

 ( )M=OM e  (113) 
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Le diamètre du cercle des moindres carrées MCD  peut être défini en fonction du 

diamètre nominal D  et de la variation de diamètre d  : 

 DMCD d= +  (114) 

La distance entre le point P  du profil réel et le cercle des moindres carrés, 

caractérisant le défaut de forme dans la direction θ , est définie par la variable 

( ),dev M θ . Le norme du vecteur MP  peut alors être défini par la relation (115) : 

 ( )D
,

2 2

d
dev M θ = + + 

 
MP  (115) 

En injectant les relations (113) et (115), définissant respectivement les vecteurs 

OM  et MP  dans la relation de Chasles (112), le vecteur peut être alors défini par la 

relation suivante : 

 ( ) ( )D
, .

2 2

d
M dev M θθ + + + 

 
OP = e n  (116) 

La figure 92 illustre le paramétrage de la section nominalement circulaire du 

stator. 
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Figure 92 : Paramétrage de la section nominalement circulaire. 

( ),stator M θδ  définit la position d’un point du profil réel du stator, en M  centre 

du cercle des moindres carrés et suivant l’angle θ , par rapport à l’axe de référence. 
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La position ( ),stator M θδ  s’écrit alors : 

 ( ) ( ) ( )D
, , .

2 2
stator

d
M M dev Mθ θ = + + + 

 
θδ e n  (117) 

La relation précédente est définie par : 

- ( )Me  : écart de situation du centre du cercle de substitution par rapport 

au point de référence 

- D  : diamètre nominal 

- d  : écart de dimension entre le diamètre nominal et le diamètre du cercle 

de substitution 

- ( ),dev M θ  : écart de forme du profil réel par rapport au cercle de 

substitution. 

V-1.3 Expression des critères performance d’une turbine en fonction 

des paramètres géométriques du stator 

Les deux critères de performance sont exprimés en fonction du paramétrage 

géométrique du stator : écart de situation, écart de dimension et écart de forme. 

L’expression détaillée des critères de performance est présentée dans l’annexe 

confidentielle. 

V-2 Définition des variantes d’architecture 

- Paramètres dimensionnels pertinents 

- Différentes liaisons à tester 

Voir annexe confidentielle 

V-3 Evaluation des performances des variantes 

d’architectures 

- Caractérisation des architectures 

- Formalisation du transfert de la condition fonctionnelle 

- Situation de vie de référence : phase de montage : 

• Caractérisation des écarts géométriques des contacts 

• Caractérisation des écarts géométriques des pièces 

• Synthèse 
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- Situation de vie thermomécanique : fonctionnement en régime permanent 

• Evolution des contacts 

• Intégration des déformations thermomécanique 

• Synthèse 

Voir annexe confidentielle 

V-4 Hiérarchisation des solutions d’architectures envisagées 

de stator 

- Critère du rendement énergétique 

- Critère du risque de touche 

Voir annexe confidentielle 

V-5 Conclusions 

Nous avons utilisé la démarche proposée au chapitre IV sur des exemples 

industriels. Nous avons ainsi pu comparer différentes solutions technologiques 

d’architectures de turbine selon deux critères de performance : le risque de touche et le 

rendement énergétique. 

Les différentes architectures de turbine se distinguent par des géométries du 

carter turbine différentes et sur la possibilité de choisir différentes liaisons encastrement 

entre les différentes pièces du stator. 

Pour chaque solution technique, on évalue les critères de performance pour deux 

situations de vie différentes : la situation de vie de référence correspondant à une 

turbine neuve où toutes les pièces sont à 20 °C et la situation de vie thermomécanique 

correspondant à une situation de vie où la turbine subit les contraintes 

thermomécaniques les plus critiques. 

- Le classement des performances des différentes architectures dépend de la 

prépondérance de l’un des deux critères.  

Notre méthode permet donc, dans une phase de conception préliminaire, de 

hiérarchiser les différentes solutions et de donner au concepteur des éléments tangibles 

d’aide à la décision.  
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Cependant, il ne faut pas perdre de vue que ces résultats sont à considérer toutes 

choses égales par ailleurs et qu’ils peuvent être modifiés si d’autres composants ou 

liaisons changent de comportement. Une attention particulière doit être portée sur 

l’influence des pièces intermédiaires (souplesse ou rigidité) entre la localisation de 

l’application des critères de performance et les liaisons ou composants à choisir. 
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Contexte et genèse 

Les motivations industrielles de Turbomeca, motoriste aéronautique, sont à la 

base de ces travaux réalisés dans le cadre d’une équipe de recherche commune : ERT 

1070 IMPACT. Le chapitre II a rappelé le concept des lois de comportement 

géométrique d’un mécanisme et a précisé les principaux outils et méthodes de chaînes 

de cotes 3d reposant sur ce concept. L’objectif est de proposer une démarche de 

simulation du respect d’une exigence fonctionnelle à partir de la formalisation des lois 

de comportement géométrique d’un système mécanique par des opérations (somme de 

Minkowski et intersection) de polytopes. Le chapitre III a posé les bases de la 

démarche appliquée à un système de solides infiniment rigides, cette démarche est 

étendue dans le chapitre IV à un système intégrant des déformations d’origine 

thermomécanique. Enfin, le chapitre V a appliqué la démarche à la simulation d’une 

caractéristique fonctionnelle fournie par le partenaire industriel de ces travaux. De 

surcroît, ces résultats donnent au concepteur des éléments de décision sur l’influence 

des choix de conception, en particulier des formes de pièces et du comportement des 

liaisons, sur le fonctionnement de la turbine. Le chapitre V fait référence à des données 

et résultats confidentiels. 

Contributions 

Ces travaux ont conduit à lever plusieurs verrous scientifiques : 

- L’analyse des spécifications géométriques d’un système mécanique par 

des opérations sur des polytopes : elle permet de simuler le respect d’une 

exigence sur des systèmes hyperstatiques sans hypothèse de prépondérance 

de contact. 

- Méthode de déterminations des pièces thermomécaniquement influentes : 

la comparaison entre les variations géométriques imputables à la variabilité 

due aux défauts de fabrication et les variations géométriques dues aux 

déformations d’origine thermomécanique permet d’identifier les pièces 

thermomécaniquement influentes dans un mécanisme soumis à des champs 

de température. 

- Identification des bridages locaux : l’intégration des déformations 

d’origine thermomécanique des surfaces en contact dans les polytopes de 

contact révèle les risques de bridages locaux. 
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- Identification des bridages de cycle : l’intégration des déformations 

thermomécaniques dans la formalisation des lois de comportement 

géométrique par des opérations sur des polytopes sert à détecter les bridages 

de cycle dans un mécanisme. 

- Intégrations des déformations thermomécaniques dans les chaînes de 

cotes 3d : une démarche permettant de prendre en compte l’évolution des 

contacts (source potentielle de bridages) et les déformations d’origine 

thermomécaniques dans les chaînes de cotes 3d a été mis en place. 

- Proposition d’une démarche de qualification d’architectures de turbine : la 

démarche de qualification de variantes d’architecture de turbine aide le 

concepteur dans les choix de forme et de liaisons vis à vis de deux critères de 

performance. 

Les algorithmes de détermination d’un polytope par l’intersection de demi-

espaces, les algorithmes de détermination d’intersection et de somme de Minkowski ont 

été développés dans le département « Ingénierie Mécanique et Conception » (IMC) de 

l’« Institut de Mécanique et d’Ingénierie de Bordeaux » (I2M) dans l’atelier logiciel 

Open CASCADE [Open CASCADE, 2011].  

Perspectives envisagées 

Une des perspectives de ce travail est de prendre en compte des déformations 

plastiques pouvant apparaître au cours du cycle de fonctionnement du système étudié. 

Pour cela, la situation de vie de référence ne serait plus la même pour toutes les 

situations de vie thermomécaniques mais évoluerait en intégrant les déformations 

plastiques au cours du cycle de fonctionnement. La méthode générale proposée au 

chapitre IV ne serait pas pour autant remise  fondamentalement en cause. De même, les 

déformations résiduelles générées par les processus d’obtention de pièces et 

d’assemblages pourraient être prises en compte. 

Pa ailleurs, les phénomènes transitoires peuvent générer des configurations 

géométriques singulières plus critiques, au regard de certaines exigences fonctionnelles, 

que les situations de vie thermomécanique discrétisant le fonctionnement du système. 

Une des voies envisageables pour modéliser ces phénomènes très complexes serait 

l’utilisation de la méthode des quadripôles. Des travaux engagés dans l’ERT 1070 
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IMPACT en collaboration avec le département « Fluides –Transferts » d’I2M doivent 

être exploités et poursuivis dans un futur proche. 

Nos travaux se sont focalisés sur l’estimation des fuites entre le stator et le rotor  

d’un turbomoteur. Cependant, toutes les liaisons, en amont et en aval, contribuent à des 

risques de fuites et de réintroductions de flux de refroidissement dans la veine qui vont 

impacter le rendement énergétique. Notre méthode peut donner des éléments de 

qualification et d’évolution des ces différents flux. Cette perspective impose de prendre 

en compte les déformations locales et les défauts de forme des surfaces induits par les 

procédés d’obtention. Des travaux dans cette direction sont en projet dans le 

département IMC. Les qualifications des résultats pourrons s’appuyer sur les travaux 

menées dans le cadre de l’ERT et se poursuivant actuellement dans le cadre du 

département TREFLE. 

Les outils développés sur les polytopes dans le cadre de cette thèse intéressent la 

communauté scientifique et nous proposons de rechercher le cadre dans lequel il 

pourrait être diffusé. 
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INTEGRATION DU COMPORTEMENT THERMOMECANIQUE DES PIECES 
DANS L’ANALYSE DES SPECIFICATIONS GEOMETRIQUES : 
APPLICATION A UNE TURBINE DE MOTEUR D’HELICOPTERE  

RESUME : La performance d’un moteur d’hélicoptère est fortement corrélée à la performance 

de la turbine haute pression, et plus particulièrement à l’influence des différents composants 

constitutifs. Le rendement énergétique d’une turbine haute pression est garanti par la maîtrise 

des jeux entre les sommets des aubes et le stator durant tout le cycle de fonctionnement de la 

turbine. L’objectif de ces travaux est de proposer une méthode à caractère multiphysique 

reposant sur des opérations de polytopes (somme de Minkowski et intersection) permettant de 

valider des spécifications géométriques, des spécifications de contacts et des spécifications 

thermomécaniques. Ces spécifications garantissent une limite de la section de fuite en 

sommets d’aubes pour un risque de touche minimal. Un polytope permet de simuler les 

variations géométriques entre deux surfaces d’une même pièce, de surcroît un polytope de 

contact permet de simuler les variations géométriques entre deux surfaces potentiellement en 

contact. La structure topologique des contacts de la turbine se formalise par un graphe de 

contacts à une composante connexe. Cette structure permet de définir les sommes de 

Minkowski et les intersections des polytopes traduisant la propagation des écarts géométriques 

à travers la turbine. Les écarts géométriques d’origine thermomécanique sont évalués par la 

méthode des éléments finis. Ces travaux donnent au concepteur des éléments de décision sur 

l’influence des choix de conception, en particulier l’influence des formes de pièces et du 

comportement des liaisons, sur le fonctionnement de la turbine. 

Mots clés : Tolérancement géométrique, thermomécanique, conception architecturale, 

algèbre linéaire, polytope 

 
 

INTEGRATION OF THE THERMOMECHANICAL BEHAVIOUR OF PARTS 
IN TOLERANCING ANALYSIS: 

APPLICATION TO A HELICOPTER TURBOSHAFT ENGINE TURBINE 

ABSTRACT : The performance of a helicopter engine is strongly correlated to the performance 

of the high pressure turbine, and particularly to the influence of the different components. The 

energy efficiency of a high pressure turbine is guaranteed by controlling the clearance between 

the top of the blades and the stator during the operating cycle of the turbine. The objective of 

this work is to propose a multi-physics approach based on operations on polytopes (Minkowski 

sum and intersection) to validate the geometric specifications, contact specifications and 

thermomechanical specifications. These specifications ensure a limit of the leakage section at 

the top of the blades for a minimal touch risk. A polytope simulates the geometric variations 

between two surfaces of the same part; moreover a contact polytope simulates the geometric 

variations between two surfaces potentially in contact. The topological structure of the contacts 

within the turbine is formalized by a connected graph. This structure helps to define the 

Minkowski sums and intersections of polytopes resulting from the propagation of the geometric 

deviations through the turbine. The geometric deviations induced by the thermomechanical 

strains are estimated by the finite element method. These works give elements of decision to 

the designer on the influence of design choices, especially the influence of part shapes and of 

behaviour of joints, on the operation of the turbine. 

Keywords : Geometric tolerancing, thermomechanical, embodiment design, linear 

algebra, polytope 


