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moi-même convaincu de la faisabilité d’un tel changement, la prise de risque ne faisant

pas particulièrement partie de mes qualités jusqu’alors. Néanmoins, je ne pouvais me
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1.3.3 L’approximation de la densité locale . . . . . . . . . . . . .. . . 20

1.3.4 L’approximation du gradient généralisé . . . . . . . .. . . . . . 21
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viii Table des matìeres
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2.2 La phase solide : le modèle de Grüneisen . . . . . . . . . . . . .. . . . 51
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5.3.3 Détermination du coefficientǫ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

5.3.4 Courbes de gain iso-vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198



x Table des matìeres
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7.1.1 Extension de la table à toutes les températures . . . .. . . . . . . 235
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Première partie

L’ équation d’état multi-phase de

l’hydrog ène





Introduction

L’hydrogène possède la configuration électronique la plus simple parmi les éléments

de la classification périodique, ce qui lui fait jouer un rôle important dans le développement

de nombreuses théories physiques. C’est de plus l’élément le plus abondant dans l’uni-

vers, et ses propriétés à très haute densité sont importantes pour comprendre de nombreux

objets et phénomènes astrophysiques. Mais malgré cettesimplicité apparente, son com-

portement sous haute pression est un sujet qui fait toujoursl’objet d’intenses recherches

tant du point de vue théorique qu’expérimental.

En phase solide, au dessous de 200 GPa, l’hydrogène moléculaire se présente sous

la forme de trois phases cristallines différentes (voir figure FIG.1) dominées par les effets

quantiques [1], et dont on ne connait exactement que la nature de la phase I.

A plus hautes pressions, on s’attend à rencontrer une transition isolant-métal prédite

initialement par Wigner et Huntington [6] autour de 35 GPa etqui, après 80 ans de

spéculations théoriques, a été repoussée récemmment par Johnson et Ashcroft à 410 GPa

[7]. Les expériences de compression statique avec des presses à enclumes de diamant

[8] ayant atteint des pressions de 320 GPa n’ont toujours pasmis en évidence cette

métallisation.

Lorsque l’on augmente la température, on croise la courbe de fusion de l’hydrogène

moléculaire qui présenterait un maximum autour de 80 GPa et 900 K [9]. Selon les di-

verses théories, ce maximum peut être attribué soit au passage d’un fluide moléculaire à

un fluide atomique [10], soit à un adoucissement des interactions moléculaires plus pro-
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FIG. 1: Diagramme de phase de l’hydrogène dans le domaine du MBar, obtenu par me-
sures Raman et infrarouge [2–4]. Les points représentés par des diamants et triangles
blancs sont issus de l’article Ref. [5].

noncé dans le liquide que dans le solide [11]. Cette transition fluide moléculaire-fluide

atomique est également associée, de manière plus ou moins simultanée selon les théories,

à une transition isolant-métal, plus connue sous le nom dePlasma Phase Transition (PPT),

et les calculsab initio les plus récents semblent montrer que cette transition devrait être

du premier ordre [9, 10, 12–14], avec cependant des différences sur sa localisation selon

le modèle ou la méthode utilisés (voir figure FIG.2).

Dans les domaines de la fusion par confinement inertiel (FCI)et de la modélisation

des planètes géantes comme Jupiter, l’équation d’état(EoS) de l’hydrogène est très certai-

nement la propriété la plus importante à connaı̂tre. Tous les états possibles d’un système

d’hydrogène (solide moléculaire, solide atomique métallique, fluide moléculaire, fluide

métallique, plasma fortement couplé et dégénéré) etles transitions entre ces états doivent

être correctement décrits. Dans le domaine astrophysique, Saumon et Guillot [17] ont

montré que la précision de l’équation d’état de l’hydrogène influence significativement le

modèle de structure des planètes telles que Jupiter ou Saturne et leur évolution. Dans les

simulations FCI, une étude récente de Huet al. [18] a montré que l’EoS pouvait avoir un

fort impact sur la dynamique de compression, sur les critères d’allumage et sur le gain
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FIG. 2: Diagramme de phase de l’hydrogène avec prédiction de la PPT et une estimation
de son point critique pour différents calculs (Lorenzen(croix vertes) [14], Tamblyn [11],
Attaccalite [15], Morales [13]), comparés aux mesures expérimentales les plus récentes
[16].

d’une cible de fusion dimensionnée pour les lasers de puissance du National Ignition Fa-

cility (NIF) et du Laser MegaJoule (LMJ).

Jusqu’à l’utilisation des méthodesab initio, les différentes EoS de l’hydrogène uti-

lisées dans les applications étaient basées sur des mod`eles chimiques comme la SESAME

[19], le modèle de Saumon-Chabrier-Van Horn (SCVH) [20], ou le modèle de Ross [21].

Ceux-ci sont essentiellement basés sur des modèles physiques supposés décrire correc-

tement les phénomènes microscopiques, avec suffisammentde paramètres indépendants

pour ajuster l’équation d’état jusqu’à ce qu’elle reproduise correctement les résultats

expérimentaux. Or, dans le cas particulier de l’hydrogène, on dispose de peu de me-

sures fiables. L’équation d’état de l’hydrogène solide aété mesurée avec précision jus-

qu’à 120 GPa à 300 K en compression statique dans une presseà enclume de diamant,

sur synchrotron par diffraction de rayons X [22]. L’équation d’état de l’hydrogène dense

en phase fluide a été mesurée le long de l’Hugoniot principale jusqu’à 200 GPa par di-

vers procédés (canon à gaz [23], Z-pinch [24], chocs convergents [25], lasers de puis-

sance [26]), donnant au départ une large dispersion des résultats mais qui, après 10 ans

de controverse, commencent à converger [27]. Nous pouvonsainsi constater sur la figure
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FIG.3 que, si les divers modèles chimiques sont en accord àbasse pression dans la phase

moléculaire, ils peinent à donner une description univoque de l’Hugoniot de hydrogène

au dessus de 50 GPa (qui correspond à des températures sup´erieures à 10 000 K envi-

ron), dans le domaine de couplage et de dégénérescence partiels, appelé matière dense

et tiède, ou Warm Dense Matter (WDM). En effet, la principale faiblesse des modèles

chimiques est qu’ils doivent prédéfinir les potentiels d’interaction à N corps, dont les ef-

fets sont importants dans ce domaine thermodynamique. Au contraire, les méthodes de

calcul ab initio s’affranchissent de ces approximations en résolvant de manière exacte

(ou presque) le problème quantique à N corps et sont donc particulièrement pertinentes

dans ce domaine. Plusieurs groupes ont donc utilisé ces méthodes pour calculer les pro-

priétés thermodynamiques de l’hydrogène dans la WDM [28–32], et notamment le long

de l’Hugoniot principale. Cependant, et bien que Huet al. [18] aient récemmment pro-

duit une table d’EoSab initio couvrant un large domaine de densité (ρ=0.002-1596 g/cc)

et de température (T=1.35 eV-5.5 keV) pour les besoins d’une étude sur les impacts de

l’EoS en FCI, il n’existe aucun modèle d’EoS multi-phase del’hydrogène. Nous enten-

dons par EoS multi-phase une EoS thermodynamiquement consistante, couvrant tout le

domaine thermodynamique, prenant en compte notamment la phase solide moléculaire

avec sa courbe de fusionab initio, avec la précision des calculsab initio dans la WDM,

et faisant le lien avec les divers modèles physiques et chimiques dans leurs domaines de

validité à hautes températures et très basses et très hautes densités. C’est une telle table

que nous proposons de construire ici, qui englobe toutes lesconnaissances actuelles sur

la physique de l’hydrogène.

Dans la première partie, nous allons décrire comment nousavons construit cette

table, à partir de méthodes de calculab initio dans le domaine thermodynamique où les

modèles chimiques et physiques existants manquent de précision, puis étendue à l’en-

semble du domaine thermodynamique avec ces mêmes modèlesphysiques et chimiques

lorsque leurs prédictions retrouvent les résultats des calculsab initio. Nous décrirons dans

un premier temps le formalisme des deux méthodesab initio que nous avons utilisé, la

dymamique moléculaire quantique (Quantum Molecular Dynamic ou QMD) basée sur la

théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT), et la méthode Monte Carlo par intégrale

de chemin (Path Integral Monte Carlo ou PIMC). Nous monterons que leur utilisation
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FIG. 3: Comparaison entre les données expérimentales et plusieurs calculs de l’Hugo-
niot principale du D2 (ρ0=0.171 g/cc) à haute pression. Les points expérimentaux sont
représentés par des symboles avec leurs barres d’erreur :Z-machine (triangles [24]), Ca-
non à Gaz (croix [23]), Explosifs (carrés verts [33], cercles verts [25], losanges verts [34]),
chocs par laser (carrés gris [35, 36], cercles vides [26], cercles pleins bleus [27]). Ces
données expérimentales sont comparées aux prédictions issues de divers modèles chi-
miques : Kerley [19], Ross [21], Saumon-Chabrier-van Horn [20], FVT [37].
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conjointe permet de produire une meilleure EoS de l’hydrog`ene que les modèles chi-

miques, sur une large gamme de densités et de températuresdans la WDM.

A partir des calculsab initio nous donnant une EoS tabulée E(ρ,T) et P(ρ,T) sur

un domaine thermodynamique restreint, nous montrerons ensuite comment nous avons

pu ajuster une forme d’énergie libre sur ces calculs, en adaptant un certain nombre de

modèles chimiques ou physiques que nous décrirons dans ledétail. Nous montrerons

également que la forme d’énergie libre ainsi ajustée retrouve bien les limites des modèles

existants aux frontières de notre domaine d’étude. Ainsi, à partir de notre EoSab initio et

de ces modèles chimiques et physiques, nous serons en mesure de construire une EoS pour

toutes les temperatures et toutes les densités en améliorant considérablement sa précision

dans le domaine de la WDM. Nous verrons notamment que cette EoS est en très bon ac-

cord avec la plupart des données expérimentales dans ce domaine (Hugoniot principale,

vitesse du son dans le fluide moléculaire, courbe de fusion `a basse pression, mesures de

chocs multiples), et qu’elle permet de calculer la courbe defusion du solide moléculaire

à haute pression, en accord avec les simulationsab initio les plus récentes [9], tout en

mettant en évidence une différence isotopique sur cette courbe de fusion.

Dans la deuxième partie, nous présenterons une application directe de notre EoS

en montrant son influence sur les critères d’allumage et de combustion d’une cible de

fusion par confinement inertiel (FCI). Nous montrerons notamment que l’optimisation de

l’impulsion laser permettant de maximiser l’énergie thermonucléaire dégagée par la cible

est fortement dépendante de la précision de l’EoS dans le domaine de couplage et de

dénégérescence élevés.
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La seule approche permettant de connaı̂tre les propriétés d’un système, quelles que

soient sa densité et sa température, est de résoudre exactement le problème quantique

à N corps. Ceci consiste à déterminer l’hamiltonien d’unsystème à N corps en tenant

compte de toutes les interactions entre les noyaux et les électrons. Nous allons présenter

le formalisme théorique de ce problème, puis deux méthodes permettant de le résoudre,

méthodes ditesab initio dans le sens où les interactions entre espèces sont trait´ees au

niveau microscopique à partir des équations de la mécanique quantique.
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1.1 Description complète du problème

Nous considérons un système constitué d’un ensemble deNi noyaux de masseMk

et de numéro atomiqueZk (1 ≤ k ≤ Ni), et deNe électrons de masse ml (1 ≤ l ≤ Ne).

Il est supposé électriquement neutre, i.e
∑

Zk = Ne, et son hamiltonien s’écrit :

H =

Ni
∑

k=1

p2
k

2Mk
+

Ni
∑

k=1

∑

k′<k

ZkZk′ e
2

|Rk − Rk′ |

+

Ne
∑

l=1

p2
l

2ml
+

Ne
∑

l=1

∑

l′<l

e2

|r l − r l′ |

+

Ni
∑

k=1

Ne
∑

l=1

Zke
2

|Rk − r l|
, (1.1)

oùRk et r l sont respectivement les opérateurs position des noyaux etdes électrons.

Si on appelleE la valeur propre de l’hamiltonien (1.1) associée à la fonction d’onde

totale du système|ψ〉, résoudre le problème à N corps revient à trouver le couple (E, |ψ〉)
qui permet de minimiser la valeur moyenne de l’hamiltonien〈ψ|H |ψ〉, selon le principe

variationnel.

Les grandeurs thermodynamiques du système sont accessibles via la fonction de par-

tition canonique donnée par :

Q = Tr exp(−βH) =
∑

n

exp(−βEn), (1.2)

oùEn représente l’ensemble des valeurs propres de l’hamiltonien (1.1).

Le problème à N corps ne peut être résolu exactement. Il doit être fait appel à un

certain nombre d’approximations que nous allons décrire,et qui mènent à la méthode

de la dynamique moléculaire quantique (QMD) que nous allons par la suite utiliser pour

construire notre équation d’état.
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1.2 L’approximation de Born-Oppenheimer

L’approximation de Born-Oppenheimer (BO) consiste à considérer que, puisque les

noyaux sont beaucoup plus lourds que les électrons (mproton = 1836me), ceux-ci répondent

instantanément à toute modification de la position des noyaux.

Reprenons l’hamiltonien (1.1). Nous pouvons le décomposer en une partieHi ne

dépendant que de la position des noyaux,

Hi =

Ni
∑

k=1

p2
k

2Mk
+

Ni
∑

k=1

∑

k′<k

ZkZk′ e
2

|Rk − Rk′ |
, (1.3)

et une partieHe dépendant à la fois de la position des noyaux et des électrons

He =

Ne
∑

l=1

p2
l

2ml
+

Ne
∑

l=1

∑

l′<l

e2

|r l − r l′ |
+

Ni
∑

k=1

Ne
∑

l=1

Zke
2

|Rk − r l|
(1.4)

L’approximation BO consiste à rechercher des fonctions d’ondes propres de l’hamil-

tonien (1.1) de la forme|ψ(R,r)〉 = |Φ(R)〉 ⊗ |φ(R,r)〉 telles que|Φ(R)〉 soit fonction

d’onde propre de l’hamiltonien (1.3) et|φ(R,r)〉 soit fonction d’onde propre de l’hamil-

tonien (1.4). En d’autres termes, on considère que la fonction d’onde électronique totale

dépend des positions des noyaux, mais que la fonction d’onde totale des noyaux n’est pas

perturbée par le mouvement électronique, qui répond instantanément à tout mouvement

des noyaux (ceci n’est plus valable si le temps caractéristique du mouvement des noyaux

est du même ordre de grandeur que le temps de relaxation électronique). On noteε(R)

la valeur propre deHe associée à la fonction d’onde propre|φ(R,r)〉. L’approximation

de Born-Oppenheimer revient à négliger l’effet de l’opérateur
∑Ni

k=1
p2

k

2Mk
par rapport à

l’opérateur
∑Ne

l=1
p2

l

2ml
sur |ψ(R,r)〉 (à cause du rapport de masse). La fonction d’onde

propre|Φ(R)〉 vérifie alors la relation :

{K(R) + V (R) + ε(R)}|Φ(R)〉 = E|Φ(R)〉, (1.5)

où
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K(R) = −
Ni
∑

k=1

~
2

2Mk
∆Rk

≡
Ni
∑

k=1

p2
k

2Mk
, (1.6)

V (R) =

Ni
∑

k=1

∑

k<k′

ZkZk′ e
2

|Rk − Rk′ |
. (1.7)

L’équation (1.5) montre que l’approximation de Born-Oppenheimer revient à considérer

que le potentiel d’interaction coulombienne entre les noyaux est remplacé par un poten-

tiel effectif qui tient compte de l’écrantage dû au fluide ´electronique, cet écrantage ne

dépendant que de la position des noyaux.

A température non nulle, la fonction de partition du système peut ainsi s’écrire :

Q = Tr{R}
[

Tr{r} exp
(

− β(K(R) + V (R) + He(R,r)
)

]

= Tr{R} exp
[

− β(K(R) + V (R) + Fe(R))
]

, (1.8)

où

Fe(R) = − 1

β
ln
{

Tr{r} exp
[

− βHe(R,r)
]

}

(1.9)

est l’énergie libre électronique pour une configuration des noyaux{R} donnée. L’approxi-

mation de Born-Oppenheimer nous conduit donc à résoudre le problème quantique àNe

électrons pour des positions deNi noyaux fixées. Tout comme pour l’hamiltonien totalH

incluant électrons et noyaux, les valeurs et fonctions d’onde propres de l’hamiltonienHe

ne peuvent être calculées directement. Nous allons exposer ici la théorie de la fonction-

nelle de la densité (DFT), qui se fonde essentiellement surl’approximation des électrons

indépendants, et dont les équations sont à la base de la m´ethode QMD.
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1.3 La théorie de la fonctionnelle de la densité

Les bases de la théorie de la fonctionnelle de la densité ont été posées en 1927 par

Thomas [1] et Fermi [2] qui calculèrent l’énergie d’un atome en exprimant son énergie

cinétique en fonction de la densité. En 1928, Dirac rajoute le terme d’échange prédit par

Hartree mais il n’y a toujours aucune prise en compte de la corrélation électronique qui fut

finalement rajouté par Winger. Dans le modèle que nous allons décrire, lesNe électrons

qui dépendent de 3Ne variables d’espace sont remplacés par leur densité localen(r) qui

ne dépend plus que de 3 variables d’espace.

1.3.1 Le théorème d’Hohenberg et Kohn

Reprenons l’hamiltonienHe explicité dans l’équation (1.4). Nous pouvons écrire cet

hamiltonien, en unité atomiques, de la forme :

He = K + U +

Ne
∑

l=1

V (r l),

K =
1

2

Ne
∑

l=1

p2
l opérateur cinétique,

U =

Ne
∑

l=1

∑

l′<l

1

|r l − r l′ |
potentiel d’interaction entre les électrons,

(1.10)

oùV (r) est le potentiel extérieur auxquels sont soumis les électrons (ici l’interaction cou-

lombienne entre les électrons et les noyaux). A priori, le système est donc entièrement

caractérisé par le nombre d’électronsNe et le potentiel externeV (r). Cependant, Ho-

henberg et Kohn ont montré d’une part que les caractéristiques du système à température

nulle dépendaient uniquement de la densité électronique locale définie par

n(r) = Ne

∫

dr2 . . . drNe |ψ(r , r2, . . . , rNe)|2, (1.11)

et que cette densité locale était déterminée de manière unique par le potentiel externe local
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V (r) (et inversement). L’état fondamental du système est doncuniquement déterminé par

la densité électronique locale. En effet, supposons qu’il existe deux états quantiques|ψ〉 et

|ψ′〉 correspondant à la même densité localen(r). Si |ψ〉 correspond à l’état fondamental

de l’hamiltonienHe, alors par définition :

〈ψ′ |He|ψ
′〉 ≥ 〈ψ|He|ψ〉. (1.12)

Comme il existe une relation univoque entre la densité locale n(r), les deux états

quantiques|ψ〉 et |ψ′〉 et le potentiel externe localV (r), alors :

〈ψ′ |V (r)|ψ′〉 = 〈ψ|V (r)|ψ〉 (1.13)

et donc l’inégalité (1.12) se réduit à :

〈ψ′ |K + U |ψ′〉 ≥ 〈ψ|K + U |ψ〉. (1.14)

Par conséquent, on peut définir|ψ〉 comme l’état quantique minimisant〈ψ|K+U |ψ〉
pour une distribution de densitén(r) donnée. On définit ainsi la fonctionnelle universelle

de la densitéF [n] par :

F [n] = min
|ψ〉→n

〈ψ|K + U |ψ〉. (1.15)

L’énergie propreE de l’état fondamental du système décrit par l’hamiltonien (1.1)

s’obtient par la minimisation sur la distribution de densité :

E = min
n

{

min
|ψ〉→n

〈ψ|K + U |ψ〉 + 〈ψ|V (r)|ψ〉
}

= min
n

{

F [n] +

∫

drV (r)n(r)
}

. (1.16)

En rajoutant la contrainte de la conservation du nombre d’électrons dans le processus

de minimisation, via le potentiel chimiqueµ, on obtient la relation :
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δF [n]

δn(r)
+ V (r) − µ = 0. (1.17)

L’équation (1.17) détermine la distribution de densitén(r) exacte du système dans

son état fondamental, et donc l’état quantique permettant de minimiser〈ψ|K+V |ψ〉 pour

cette distribution de densité.

Cette relation a été étendue à température finie par Mermin [3]. Le raisonnement

est identique mais l’état quantique|ψ〉 est remplacé par une matrice densité à l’équilibre

thermodynamiquêρ. La fonctionnelle universelle de la densité s’écrit ainsi :

F [n] = min
ρ̂→n

Tr
{

ρ̂
(

K + U +
1

β
ln ρ̂
)}

. (1.18)

Par cette théorie, le problème initial à N corps a été ramené à la détermination de

la fonctionnelleF [n]. Cette apparente simplification reste relative, car la forme exacte de

la fonctionnelle n’est toujours pas connue, et la méthode de Kohn et Sham, utilisée pour

résoudre ce problème, nécessite quelques approximations.

1.3.2 Les équations de Kohn et Sham

L’ ansatzde Kohn et Sham postule que la densité de l’état fondamental du système

à N corps est identique à celle d’un système équivalent de particules indépendantes,

toutes les interactions à N corps étant contenues dans unefonctionnelle d’échange et

de corrélation dépendant de la densité. La résolution des équations du système de parti-

cules indépendantes permet donc de retrouver l’état fondamental du système à N corps

en interaction, à condition que la fonctionnelle d’échange et de corrélation soit exacte.

Le potentiel thermodynamique du système décrit par l’hamiltonien (1.1) peut ainsi se

décomposer de la façon suivante :

Ω[n] = F0[N ]+

∫

drV (r)n(r )+
1

2

∫ ∫

drdr ′
n(r)n(r ′)
|r − r ′| +Fxc[n]−µ

(

∫

drn(r)−Ne
)

,

(1.19)
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oùF0[N ] est l’énergie libre d’un gaz d’électrons sans interaction etFxc[n] est l’énergie

libre dite« d’échange et de corrélation» qui prend en compte les corrections de la partie

cinétique et entropique du gaz sans interaction, et compl`ete par la corrélation le potentiel

d’échange de Hartree. La minimisation de ce potentiel permettant de trouver la densité

correspondant à l’état fondamental nous amène à l’équation :

δF0[n]

δn
+ V (r) +

∫

dr ′
n(r ′)
|r − r ′| +

Fxc[n]

δn(r)
− µ = 0. (1.20)

On peut ainsi définir un potentiel effectifVeff (r) comme :

Veff (r) = V (r) +

∫

dr ′
n(r ′)
|r − r ′| +

Fxc[n]

δn(r)
(1.21)

Le problème peut donc se ramener à la résolution de l’équation :

δF0[n]

δn
+ Veff (r) − µ = 0 (1.22)

pour un système d’électrons indépendants plongés dansun potentiel extérieur définit

parVeff (r). Dans le cas d’un gaz d’électrons réellement indépendants, où le potentiel

extérieur ne dépend pas de la densité, la résolution de l’équation précédente revient à cal-

culer les valeurs propres et états propres d’un système deNe électrons plongés dans un

potentiel externeVeff (r ). Cet hamiltonien s’écrit comme la somme d’hamiltoniens àun

électron

H0 =

Ne
∑

l=1

hl =
1

2

Ne
∑

l=1

p2
l + V (r l). (1.23)

Soientφl(r) les fonctions propres dehl associées à la valeur propreεl. Les grandeurs

thermodynamiques du système sont obtenues à partir de la statistique de Fermi-Dirac, qui

donne la population des états quantiques à un corps par la distribution

fl =
1

1 + exp(β(εl − µ))
, (1.24)

le potentiel chimiqueµ étant déterminé par la condition de normalisation. La densité
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électronique s’écrit :

n(r) = 2

+∞
∑

l=1

fl|φl(r )|2 (1.25)

Les grandeurs thermodynamiques du système (respectivement l’énergie cinétique,

l’énergie potentielle et l’entropie) s’écrivent :

〈K〉 = −1

2

+∞
∑

l=1

fl

∫

drφ∗l (r)∆φl(r ), (1.26)

〈V 〉 =

∫

drV (r )n(r), (1.27)

1

β
S = − 1

β

+∞
∑

l=1

[fl ln fl + (1 − fl) ln(1 − fl)], (1.28)

et l’énergie libre du système, donnée parF e[n] = 〈K〉 + 〈V 〉 − 1
βS, s’écrit

F e[n] =
1

2

+∞
∑

l=1

∫

drφ∗l (r)∆φl(r)

+

∫

drV (r)n(r)

+
1

β

+∞
∑

l=1

[fl ln fl + (1 − fl) ln(1 − fl)]. (1.29)

Dans le cas d’un gaz d’électrons indépendants plongés dans un potentiel extérieur

indépendant de la densité, nous avons donc directement accès à la fonctionnelleF e[n]. On

utilise cette méthode comme point de départ de la résolution du système en interaction,

où le potentiel externeV (r l) est remplacé par le potentiel effectifVeff (r). On introduit

un ensemble d’orbitales fictives, notées{|φKSl 〉}, solutions des équations dites de Kohn

et Sham [4] :

HKS|φKSl 〉 =
[1

2
p2 + Veff

]

|φKSl 〉 = εl|φKSl 〉 (1.30)
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CommeVeff dépend de la densité, cette équation est non linéaire etne peut être

résolue que de manière itérative, jusqu’à obtenir la convergence souhaitée. Lorsque les

états et valeurs propres sont ainsi obtenus, toutes les grandeurs thermodynamiques du

système peuvent être calculées selon le modèle des électrons indépendants. L’approche

de Kohn et Sham permet donc de résoudre exactement le probl`eme à Ne corps, à condi-

tion de connaı̂tre la forme de l’énergie libre d’échange et de corrélationFxc[n]. Cette

forme n’est aujourd’hui connue exactement que pour le gaz d’électrons libres. Nous allons

donc décrire quelques approximations parmi les plus utilisées pour approcher cette forme

exacte, dont nous mesurerons par la suite l’influence sur lesgrandeurs thermodynamiques

de notre système d’étude. Il est à noter que, de part la décomposition par Kohn et Sham

du potentiel thermodynamique en énergie cinétique de particules indépendantes et une

énergie de Hartree à longue portée, la plupart de ces approximations donnent une descrip-

tion locale ou quasi-locale de la densité pour la fonctionnelle d’échange et de corrélation.

1.3.3 L’approximation de la densité locale

L’approximation la plus utilisée pour approcher la forme exacte deFxc[n] est l’ap-

proximation de la densité locale (Local Density Approximation ou LDA) dans laquelle

l’énergie d’échange et de corrélation au pointr où la densité électronique est égale àn(r)

est évaluée pour un gaz uniforme d’électrons de densitéégale àn(r) :

ELDAxc =

∫

drn(r)ǫhomxc (n(r))

= ELDAx + ELDAc

=

∫

drn(r)[ǫhomx (n(r)) + ǫhomc (n(r))], (1.31)

oùELDAx = − 3
4

(

3
πn(r)

)1/3
d’après Dirac [5]. Les calculs Monte-Carlo quantiques de

Ceperley et Alder [6] ont par ailleurs permis d’obtenir des valeurs précises deELDAc . Ces

valeurs ont été ensuite interpolées par Vosko, Wilk et Nusair (VWN) [7] et par Perdew et

Zunger [8] pour aboutir à une forme analytique deELDAc . Les effets de polarisation du

spin peuvent être pris en compte dans l’approximation LDA pour donner la LSDA (Local

Spin Density Approximation),
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ELSDAxc =

∫

drn(r)[ǫhomx (n↑(r ), n↓(r)) + ǫhomc (n↑(r), n↓(r))], (1.32)

oùn↑(r) etn↓(r) représentent les densités locales électroniques pour les spins up et down.

La plus grande source d’erreur dans le calcul deELSDAxc provient du terme d’échange,

qui comprend un terme de« self-interaction»(un électron interagissant avec lui-même),

qui est relativement négligeable dans un gaz homogène mais devient important dans

des systèmes atomiques. L’énergie de corrélation est quant à elle surrestimée, mais sa

contribution à l’énergie totale reste faible. L’approximation L(S)DA reste ainsi une très

bonne approximation pour décrire correctement la plupartdes systèmes où la densité

électronique est relativement uniforme, mais peut être améliorée dans le cas où cette den-

sité présente de forts gradients.

1.3.4 L’approximation du gradient généralisé

Dans l’approximation du gradient généralisé (GGA), le gradient de la densité∇n est

introduit afin de rendre compte de la non-homogénéité de la densité électronique réelle.

La forme générale de la fonctionnelle d’échange et de corrélation dans l’approximation

GGA est donnée par [9] :

EGGAxc [n↑, n↓] =

∫

drn(r)ǫxc(n↑, n↓, |∇n↑|, |∇n↓|, ...)

=

∫

drn(r)ǫhomx (n)Fxc(n
↑, n↓, |∇n↑|, |∇n↓|, ...), (1.33)

oùFxc est sans dimension etǫxc est l’énergie d’échange du gaz d’électrons non polaris´e.

Plusieurs expressions de l’énergie d’échange et de corr´elation ont été proposées dans la

littérature. En principe, il est possible de les conjuguerà volonté, mais en pratique, seules

quelques combinaisons sont utilisées. On retiendra plus particulièrement la fonctionnelle

PBE-GGA [10] que nous avons utilisée dans notre étude sur l’hydrogène. L’approxima-

tion GGA est reconnue pour donner de meilleurs résultats que la LDA pour les système

magnétiques et à forte variation de la densité électronique.
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1.3.5 Le choix de la « bonne »approximation dans le cas de l’hy-

drogène

En plus des deux approximations précédemment citées, etles plus couramment uti-

lisées dans les calculs de structure électronique, nous pouvons également citer l’existence

d’autres méthodes, telles que :

– la méta-GGA et l’hyper-GGA, permettant de mieux prendre en compte les inter-

actions à longue distance au delà des gradients ;

– les fonctionnelle hybrides (la plus utilisée étant la B3LYP), pour lesquelles le

terme d’échange est calculé exactement de manière non locale (terme de Hartree)

et le terme de corrélation est ajusté à partir de donnéesexpérimentales ; elles sont

reconnues pour donner de bons résultats sur les énergies d’ionisation ;

– les fonctionnelles prenant en compte les interactions entre orbitales électroniques,

type LDA+U, dans les systèmes où les électrons sont trèslocalisés ; pour cer-

tains systèmes corrélés, elles permettent notamment decorriger le gap entre les

différentes bandes d’énergie, sous-estimé aussi bien en LDA qu’en GGA.

Il en ressort que le choix de l’approximation pour l’énergie d’échange et de corrélation

n’est pas dicté par une règle universelle, mais va dépendre essentiellement des propriétés

du matériau étudié et de l’adéquation des résultats obtenus dans cette approximation avec

les données expérimentales ou des calculs sans approximation (ou considérés comme

tels). Ce choix se justifie donca posteriori, ce que nous montrerons dans notre étude

sur l’EoS de l’hydrogène.

1.4 La résolution numérique des équations de Kohn-

Sham

1.4.1 Le code de DFT périodique abinit

Le codeabinit [11] est un code permettant d’effectuer des calculs DFT avecune

base d’ondes planes en condition périodique. Dans cette approche, le système est défini

par une cellule de base répliquée à l’infini dans les troisdirections de l’espace. Cette ap-
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proche est parfaitement adaptée pour les solides car elle permet de simuler des systèmes

périodiques. Elle permet également de simuler des systèmes désordonnés (liquides, plas-

mas), mais la non périodicité du système nécessite de s’assurer que la boı̂te de simulation

soit suffisamment grande pour que sa périodicité n’influe pas sur le résultat.

Le calcul des propriétés du système est auto-cohérent.A partir d’une valeur initiale

de la densité électronique locale, et pour une fonctionnelle d’échange et de corrélation

donnée, on calcule le potentiel effectif de l’équation (1.21), puis on résoud les équations

de Kohn-Sham (1.30). Les valeurs propres et fonctions d’onde ainsi obtenues nous per-

mettent à partir de l’équation (1.25) de calculer une nouvelle densité électronique, et

d’accéder notamment à toutes les grandeurs thermodynamiques du système (à partir des

équations (1.26) et (1.29)). On réitère le processus jusqu’à obtenir la convergence sou-

haitée pour la grandeur qu’on calcule en particulier (cel`a implique que les critères de

convergence ne sont pas nécessairement les mêmes pour toutes les observables).

1.4.2 Application à un système périodique parfait : le cristal

1.4.2.1 Théorème de Bloch et base d’ondes planes

Les systèmes ordonnés tels que les structures cristallines possèdent un certain nombre

de symétries permettant de représenter un milieu infini par un petit nombre de constituants

à l’aide de l’espace réciproque. La symétrie de translation du couple maille et motif du

réseau rend possible la modélisation du solide par sa seule maille élémentaire [12], les

propriétés totales étant obtenues par périodicité des grandeurs.

Dans un solide, les états propres de l’hamiltonien à un électron, solutions des équations

de Kohn-Sham, ont une forme induite par la périodicité du potentiel cristallin. D’après le

théorème de Bloch [13], ces états peuvent s’écrire comme le produit d’une onde plane et

d’une fonctionulk ayant la même périodicité que le potentiel cristallin :

φKSlk (r) = eik.ruKSlk (r ), (1.34)

où k est un vecteur d’onde de la première zone de Brillouin du cristal considéré. La

fonctionulk(r ) peut être décomposée par transformée de Fourier sur unebase d’ondes
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planes de vecteurs d’ondesG du réseau réciproque :

uKSlk (r) =
∑

G

ale
ik.G. (1.35)

Pour décrire exactement une fonction d’onde mono-électronique, il faudrait théoriquement

un nombre infini d’ondes planes, ce qui est irréalisable numériquement. En pratique, le

nombre d’ondes planes est limité par une énergie de coupureEcut, telle que

~
2

2m
|k+G|2 < Ecut, (1.36)

où m est la masse de l’électron. PlusEcut est grande et plus la base d’ondes planes

permettant de décrire les états propres est étendue. Lesgrandes valeurs deEcut aug-

mentent donc la précision du calcul mais le rendent également plus couteux en terme

de ressources informatiques. Le théorème de Bloch permetdonc de réduire le système

infini à la première zone de Brillouin, avec un nombre d’ondes planes dépendant de

l’énergie de coupure choisie. Cette base d’ondes planes reste néanmoins continue, et doit

être échantillonnée plus ou moins finement selon la précision du calcul recherchée. En

pratique, le choix du maillage en points k est un point crucial du calcul. La taille du

réseau réciproque est inversement proportionnelle au r´eseau direct. Ainsi, si on réduit le

système à sa maille élémentaire, le nombre de points k devra compenser cette réduction

pour obtenir une décription suffisamment convergée des fonctionsuKSlk (r). Pour diminuer

le nombre de points k nécessaires, on peut utiliser les sym´etries du système. La méthode

d’échantillonage la plus répandue est celle proposée par Monkhorst et Pack [14] qui per-

met d’obtenir une grille uniforme de point k de dimension choisie.

1.4.2.2 Approximation des pseudo-potentiels

La majeure partie des propriétés physiques et chimiques d’un atome sont dues aux

recouvrement des fonctions d’onde des électrons les moinslocalisés, essentiellement les

électrons situés dans la bande de valence. Au contraire, les électrons les plus proches du

noyau, appelés électrons de« coeur», extrêment localisés, ne participent aux liaisons chi-

miques qu’à une certaine densité, et sont faiblement perturbés par le potentiel effectif de

Kohn-Sham. Ces électrons sont décrits par des fonctions d’ondes ayant de grandes va-
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riations d’amplitude, nécessitant un grand nombre d’ondes planes et donc des ressources

informatiques importantes. De ce fait, on va considérer que l’état atomique isolé est une

bonne approximation pour ces électrons. L’approximationdes pseudo-potentiels revient

donc à ne considérer que l’interaction entre les électrons de valence et le potentiel créé par

le noyau et les électrons de coeur. Lors de la construction du pseudo-potentiel, la région

de coeur est définie par un rayon de coupure, et contient plusou moins d’électrons. Plus

le rayon de coupure est petit, plus la concordance entre le pseudo-potentiel et le potentiel

réel est grande, mais plus le nombre d’ondes planes nécessaires pour décrire correctement

le système est important. Avec un grand rayon de coupure, lapseudo-fonction d’onde sera

décrite avec un minimum d’ondes planes, ce qui permettra une convergence plus rapide et

un lissage dans la zone de coeur (on parle de pseudo-potentiel « doux»). La transférabilité

du pseudo-potentiel d’un système à un autre dépend donc essentiellement de l’influence

du système sur les états de coeur. L’augmentation de la densité dans un système est ainsi à

même de modifier les fonctions d’onde de coeur, et peut donc nécessiter l’utilisation d’un

pseudopotentiel plus« dur», au rayon de coupure plus petit.

Il existe plusieurs formalismes de pseudo-potentiels qui diffèrent de part la conserva-

tion ou non de la charge dans la région de coeur. Les pseudo-potentiels ne conservant pas

cette norme sont appelés ultra-doux. La première génération de pseudo-potentiels ultra-

doux, appelés USPP (Ultra Soft Pseudo Potentiel), a été proposé par Vanderbilt [15]. Leur

avantage sur les pseudo-potentiels à norme conservée estqu’ils convergent bien plus ra-

pidement avec un nombre d’ondes planes nécessaires inférieur, et donc une énergie de

coupure également inférieure. Par la suite, Blöchl [16]a introduit la méthode PAW (Pro-

jector Augmented Wave) qui permet également de générer des pseudo-potentiels ultra-

doux mais pour lesquels la grille utilisée pour reconstruire la densité autour de chaque

atome est radiale. Bien que les pseudo-potentiels USPP permettent d’obtenir une très

bonne précision, les pseudo-potentiels PAW sont plus performants, car la fonction d’onde

de valence reconstruite par les pseudo-potentiels PAW est exacte, avec tous les noeuds

dans la région de coeur, et ceci pour des rayons de coupure inférieurs.
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1.5 Le traitement de la dynamique des noyaux

Comme explicité précédemment, le code DFTabinit permet de calculer l’énergie

libre électronique du système à température finie, pourdes positions fixes des noyaux. Le

problème à N corps n’est donc qu’en partie résolu, car contrairement à la méthode Monte

Carlo quantique (QMC) [17], nous n’avons pas accès aux fonctions d’ondes et valeurs

propres de l’hamiltonienHi. Nous allons présenter deux méthodes permettant d’avoirune

approximation de l’énergie des noyaux pour les cristaux, la méthode de la réponse linéaire,

et pour les systèmes désordonnés, la méthode de la Dynamique Moléculaire Quantique

(QMD).

1.5.1 Le cas des cristaux

1.5.1.1 La dynamique des réseaux à partir de la structure électronique

Dans des conditions thermodynamiquesoù le mouvement des noyaux peut être considéré

comme classique, la connaissance de la fonction d’onde ionique est inutile puisque les

noyaux sont modélisés par des objets ponctuels. L’équation du mouvement est donnée

par :

MI
∂2RI
∂t2

= FI(R) = − ∂

∂RI
E(R), (1.37)

où E(R) est l’énergie de l’état fondamental d’un système d’électrons interagissant, se

déplaçant dans un champ de noyaux fixes, dont l’hamiltonien s’écrit, dans l’approximation

de Born-Oppenheimer :

H = He +

Ni
∑

k=1

∑

k′<k

ZkZk′ e
2

|Rk − Rk′ |

≡ HKS + EN (R). (1.38)

Dans les cristaux, la géométrie du système à l’équilibre est donnée par la condition

que la somme des forces appliquées à un noyau soient nulles:
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FI(R) = 0 (1.39)

Cependant, la localisation des noyaux sur des sites fixes entraı̂ne l’apparition d’un

mouvement purement quantique dû au principe d’incertitude de Heisenberg, présent même

à température nulle, et communément appelé mouvement de point zéro (Zero Point Mo-

tion ou ZPM). Pour des températures auxquelles le solide est stable, ce mouvement peut

être traité comme une perturbation des positions d’équilibre{R0
I} pour lesquellesFI(R0) =

0. Ces perturbations sont décrites par les dérivées d’ordre supérieures de l’énergie,

CI,α;J,β =
∂2E(R)

∂RI,α∂RJ,β

CI,α;J,β;K,γ =
∂3E(R)

∂RI,α∂RJ,β∂RK,γ
etc... ,

où α, β, γ, ... représentent les composantes cartésiennes. Dans l’approximation harmo-

nique, les déplacements des atomes par rapport à leur position d’équilibre sont considérés

comme des vibrations de pulsationω telle que :

uI(t) = RI(t) − R0
I(t) ≡ uIeiωt, (1.40)

et l’équation du mouvement de chaque atome devient :

−ω2MIuI,α = −
∑

J,β

CI,α;J,βuJ,β, (1.41)

en ne retenant que la dérivée seconde de l’énergie. Les coefficientsCI,α;J,β peuvent être

représentés sous forme matricielle, appelée matrice dynamique. Toutes les fréquences de

vibrations des atomes représentés par un ensemble d’oscillateurs harmoniques indépendants

sont finalement déterminées par

det
∣

∣

∣

1√
MIMJ

CI,α;J,β − ω2
∣

∣

∣
= 0 (1.42)
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Dans un cristal, les déplacements des atomes ont des directions propres qui obéissent

au théorème de Bloch, c’est à dire qu’ils ont la même périodicité que le réseau cristallin.

Pour chaque atome contenu dans une cellule obtenue par translationTn = n1a1 +n2a2 +

... de la cellule primitive de vecteurs primitifs{a1, a2, ...}, le déplacement peut s’écrire

comme :

us,Tn = ei.k.Tnus(k). (1.43)

Ceci revient à résoudre l’équation

det
∣

∣

∣

1√
MsMs′

Cs,α;s′,β(k) − ω2
i,k

∣

∣

∣
= 0, (1.44)

ceci pour toute valeur dek. Si la cellule contient N atomes, alors on doit trouver 3N

valeurs deωk . Dans cette équation, les valeurs des coefficients de la matrice dynamique

pour un vecteurk sont donnés par :

Cs,α;s′,β(k) =
∑

Tn

eik.Tn
∂2E(R)

∂Rs,α(0)∂Rs′,β(Tn)
=

∂2E(R)

∂us,α(k)∂us′,β(k)
. (1.45)

Les oscillateurs étant considérés comme indépendants, on peut obtenir la fonction de

partition du système selon la statistique de Bose-Einstein

Q(k) = e−βEZPM

3N
∏

i=1

[1 − exp(−β~ωi,k)], (1.46)

avecEZPM =
3N
∑

i=1

1
2~ωi,k représentant l’énergie de point zéro. On intègre ensuite cette

quantité sur l’ensemble de la zone de Brillouin pour obtenir la fonction de partition et

l’énergie libre totale.

Cette description est le résultat d’un traitement perturbatif de la position des noyaux,

où nous n’avons tenu compte que des dérivées secondes de l’énergie par rapport au

déplacement. Elle ne s’applique donc qu’à des températures pour lesquelles le système
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reste dynamiquement stable dans l’approximation harmonique.

1.5.1.2 Le calcul des phonons par la méthode de la réponse linéaire

Le calcul des coefficients de la matrice dynamique peut s’obtenir de deux manières

différentes. L’approche directe, appelée« frozen phonons», permet de calculer les co-

efficientsCI,α;J,β ≃ −∆FI,α

∆RJ,β
en calculant l’évolution de l’énergie totale du systèmeen

fonction de la position des noyaux. L’inconvénient majeurde cette méthode est qu’elle

nécessite des cellules suffisamment grandes pour tenir compte de la périodicité des déplacements

correspondant à chaque mode propre, qui est en théorie infini. Une autre alternative est

basée sur la« density functional perturbation theory»(DFPT) [18–21], qui permet de cal-

culer la réponse du système à une perturbation donnée, en se limitant à la maille primitive

du système.

Reprenons l’hamiltonien du système à N corps (1.1). Il peut s’écrire comme :

H = HKS + EN ({R}) (1.47)

avec

HKS = T + Vext({r}, {R}) + Vint({r}), (1.48)

oùEN ({R}) correspond à l’hamiltonien (1.3),T représente l’opérateur cinétique électronique

(dans l’approximationde Born-Oppenheimer),Vext représente l’interaction ions-électrons,

etVint l’interaction électrons-électrons.

On considère une perturbation du système, associée au petit paramètre∂RI représentant

la perturbation de la position de l’atomeI autour de sa position d’équilibre. La dérivée

première de l’énergie par rapport à cette perturbation est donnée par :

∂E

∂RI
= 〈ψ| ∂H

∂RI
|ψ〉 + 〈 ∂ψ

∂RI
|H |ψ〉 + 〈ψ|H | ∂ψ

∂RI
〉. (1.49)

L’état fondamental de l’hamiltonien représentant un minimum pour toute variation
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de la fonction d’onde, l’équation précédente se résumeà

∂E

∂RI
= 〈ψ| ∂H

∂RI
|ψ〉

= 〈ψ|∂Vext
∂RI

|ψ〉 +
∂EN
∂RI

=
∂EN
∂RI

+

∫

∂Vext({r}, {R})
∂RI

n({r})r . (1.50)

On reconnaı̂t ici l’équation du théorème de la force ou deHellmann-Feynmann. De

la même manière, la dérivée seconde de l’énergie s’écrit :

∂2E

∂RJRI
=

∂2EN
∂RJRI

+ 〈 ∂ψ
∂RJ

|∂Vext
∂RI

|ψ〉 + 〈ψ| ∂
2Vext

∂RJRI
|ψ〉 + 〈ψ|∂Vext

∂RI
| ∂ψ
∂RJ

〉

=
∂2EN
∂RJRI

+

∫

∂2Vext({r}, {R})
∂RJRI

n({r}) +

∫

∂Vext({r}, {R})
∂RI

∂n({r})
∂RJ

dr .(1.51)

Pour connaı̂tre la dérivée seconde de l’énergie, nous n’avons donc besoin de connaı̂tre

que la dérivée première de la densité : c’est le théorème« 2n+1» de la théorie des pertur-

bations. Dans le cadre de la DFPT, elle peut être calculée de manière auto-cohérente. En

effet, considérons une perturbation du système, associ´ee à un petit paramètreλ. Pour une

observable du systèmeX(λ), le développement en série de perturbations est

X(λ) = X(0) + λX(1) + λ2X(2) + ..., (1.52)

où

X(n) =
1

n!

(dnX

dλn

)

λ=0
. (1.53)

Si on applique le développement au premier ordre de perturbation à l’équation de

Kohn-Sham (1.48), on obtient l’équation de Sternheimer
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[

HKS,(0) − ε
(0)
l

]

|φKS,(1)l 〉 = −
[

HKS,(1) − ε
(1)
l

]

|φKS,(0)l 〉, (1.54)

et la condition d’orthonormalisation des fonction d’onde nous donne

〈φKS,(0)l |φKS,(1)l 〉 + 〈φKS,(1)l |φKS,(0)l 〉 = 0. (1.55)

En multipliant l’équation (1.54) par la fonction d’onde propreφKSl , on obtient l’énergie

perturbée au premier ordre

ε
(1)
l = 〈φKS,(0)l |HKS,(1)|φKS,(0)l 〉. (1.56)

La procédure utilisée pour obtenir les corrections des fonctions d’onde au premier

ordre est auto-cohérente : la première itération est réalisée avecHKS,(1) = V (0)(r).

On résoud ensuite l’équation (1.54) qui donne toutes les fonctionsφKS,(1)l respectant la

condition (1.55) et les valeurs propres perturbées{ε(1)l }. La perturbation au premier ordre

de la densité électronique est donnée par

n(r)(1) = 2Re
(

∑

l

φ
KS,(0)∗
l (r)φKS,(1)l (r)

)

, (1.57)

oùφKS,(1)l (r) est donnée par l’équation (1.54)

[

HKS,(0) − ε
(0)
l

]

|φKS,(1)l 〉 = −
[

V KS,(1) − ε
(1)
l

]

|φKS,(0)l 〉, (1.58)

ce qui permet de définir un nouveau potentiel effectif perturbéV (1)
eff ≡ V KS,(1) par

V KS,(1)(r) = V (1)(r) +

∫

dr ′
n(1)(r ′)
|r − r ′| +

∫

dr ′
dVxc(r)
dn(r ′)

n(1)(r ′). (1.59)

1.5.1.3 Perturbations périodiques et spectres de phonons

Les équations de la DFPT se simplifient dans le cas d’un cristal soumis à une pertur-

bation périodique de la position des atomes (ou phonon) de vecteur d’ondekp, dont les
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déplacements sont donnés par l’équation (1.43). A l’ordre 1, la perturbation de la densité,

du potentiel externe et du potentiel de Kohn-Sham sont périodiques, et peuvent s’écrirent

comme :

∆Vext(r ) = ∆vext(r)eikp.r =
∑

T

Vs[r − Rs(T)]

∂Rs(T)
e−ikp.(r−Rs(T))us(kp)eikp.r ,

(1.60)

∆VKS(r ) = ∆vKS(r)eikp.r , (1.61)

∆n(r ) = ∆nkp(r)eikp.r . (1.62)

La fonction d’onde pour un électron de vecteur d’ondeke est modifiée à l’ordre 1 de

telle sorte que l’équation (1.54) s’écrit

[

HKS,(0),ke − ε
(0),ke

l

]

|φKS,(1),ke+kp

l 〉 = −
[

V KS,(1),kp − ε
(1),kp

l

]

|φKS,(0),ke

l 〉. (1.63)

La perturbation à l’ordre 1 en densité s’écrit

n(r)(1),kp = 2
∑

ke,l

u
KS,(1),ke∗
l (r)uKS,(1),ke+kp

l (r), (1.64)

oùu représente la partie périodique de la fonction de Bloch, et la perturbation au premier

ordre du potentiel de Kohn-Sham est donnée par

v
(1),kp

KS (r) = v(1),kp(r) +

∫

dr ′
[

1

|r − r ′| + fxc(r , r’ )

]

n(1),kp(r), (1.65)

avec

fxc(r , r’ ) =
dVxc(r)
dn(r ′)

. (1.66)

Ainsi, contrairement à la méthode des« frozen phonons» qui nécessite l’utilisation
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d’une supercellule prenant en compte la périodicité de laperturbation, la résolution des

équations (1.63-1.65) peut se limiter à la cellule primitive du cristal.

1.5.2 La simulation des systèmes désordonnés par la dynamique

moléculaire quantique

Dans les cas où la longueur d’onde de De Broglie thermique des noyaux est beaucoup

plus faible que leur distance moyenne respective, les effets quantiques des noyaux peuvent

être négligés et ils sont alors traités par la mécanique classique. Leur fonction de partition

canonique sécrit alors :

Qi =
( V√

2π
3
2 ~3β3

)Ni
Ni
∏

l=1

M
3
2

l

∫

dR exp(−βUBO(R)) (1.67)

où le potentiel d’interaction, dans l’approximation de Born-Oppenheimer, provenant à la

fois des composantes électroniques et nucléaires, est donné par

UBO(R) =

Ni
∑

l=1

∑

l<l′

ZlZl′e
2

|Rl − Rl′ |
+ Fe(R). (1.68)

Afin de décrire l’ensemble canonique à la températureβ−1 pour les noyaux, deux

possibilités sont offertes :

– générer les positions des noyaux selon la loi de probabilité donnée par la fonction

de partition (1.67) ; cette méthode est appelée Monte Carlo ;

– propager les noyaux dans le temps sous l’action du potentiel UBO(R) en s’assu-

rant que leur température effective soit celle recherchée, dans la mesure où une

dynamique hamiltonienne s’inscrit dans l’ensemble canonique ; on parle alors de

dynamique moléculaire.

1.5.2.1 La dynamique moléculaire quantique (QMD)

La dynamique moléculaire quantique (QMD) ouab initio (AIMD) est une dyna-

mique moléculaire dans laquelle le traitement des électrons est réalisé selon le formalisme

de la DFT décrit précédemment. Elle diffère de la dynamique moléculaire classique, dans
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laquelle les forces s’excerçant sur les noyaux sont calculées à partir de potentiels effec-

tifs (de type Lennard-Jones par exemple) incorporant les effets électroniques. Ces poten-

tiels comportent en général des paramètres ajustés de façon empirique, et sont difficile-

ment transférables vers des systèmes ayant des propriétés physiques très différentes des

systèmes sur lequels les potentiels ont été ajustés. Dans le cas des simulation QMD, les

forces s’exerçant sur les noyaux dérivent directement ducalcul de structure électronique,

sans paramètre ajustable.

Le lagrangien déterminant la dynamique des noyaux s’écrit

L[R, Ṙ] =
1

2

Ni
∑

l=1

MlṘ
2 − 1

2

Ni
∑

l,l′=1

l<l′

ZlZl′e
2

|Rl − Rl′ |
− Fe(R), (1.69)

et chaque noyaux se déplace sous l’action des forces{FI(R)} selon l’équation du mou-

vement (1.37). La résolution numérique de ce système s’effectue dans l’ensemble micro-

canonique, où les particules sont propagées dans le tempsselon des pas discrets∆t, les

équations du mouvement étant quant à elles discrétisées selon l’algorithme de Verlet

Rl(t+ ∆t) = 2Rl(t) − Rl(t− ∆t) +
Fl(R(t))

Ml
∆t2. (1.70)

L’erreur effectuée sur la propagation des noyaux est enO(∆t4). La vitesse est obte-

nue par

Ṙl(t) =
Rl(t+ ∆t) + Rl(t− ∆t)

2∆t
. (1.71)

Cette dynamique admet comme invariant

I =
1

2

Ni
∑

l=1

(

MlṘ
2

l −
∫

dtFl(R(t)).Ṙl(t)
)

(1.72)

A température électronique nulle,I n’est autre que l’énergie des noyaux. Par contre,

dans le cas d’une température électronique finie, l’invariant lié au Lagrangien (1.69) est
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I =
1

2

Ni
∑

l=1

MlṘ
2

l +
1

2

Ni
∑

l,l′=1

l<l′

ZlZl′e
2

|Rl − Rl′ |
+ Fe(R). (1.73)

Pour évaluer les propriétés du système à températurefinie, il faut donc être capable

de générer des positions qui soient compatibles avec la température désirée. L’un des

moyens d’obtenir ce type de configuration est de relaxer le système en imposant que la

composante nucléaire soit celle recherchée.

1.5.2.2 L’ensemble isocinétique

L’ensemble isocinétique consiste à conserver l’énergie cinétique des noyaux au cours

du temps [22]. Siβ−1 est la température du système, elle est égale à

β−1 =
1

3Ni

Ni
∑

l=1

MlṘ
2

l . (1.74)

La fonction de partition d’un tel ensemble, notéeQK s’écrit

QK =

∫

dRdṘδ
(

Ni
∑

l=1

MlṘ
2

l −
3Ni
β

)

e−βU(R). (1.75)

L’équation (1.75) montre que la partie potentielle de la fonction de partition de l’en-

semble isocinétique est la même que celle de la fonction departition de l’ensemble ca-

nonique, si bien que les propriétés structurales dans l’ensemble canonique peuvent être

déterminées dans l’ensemble isocinétique.

Plusieurs algorithmes peuvent être mis en place pour maintenir l’énergie cinétique des

noyaux constante. Le plus simple consiste à multiplier lesvitesses des particules à chaque

pas de temps par un facteur homothétique assurant que l’énergie cinétique soit toujours

égale à la température souhaitée du système :

Ṙl(t) →
√

3Ni

β
∑

MlṘ
2

l (t)
Ṙl(t). (1.76)

L’autre solution consiste à modifier les équations du mouvement en imposant la
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conservation de l’énergie cinétique. Ceci est réaliséen introduisant un multiplicateur de

Lagrange sur l’équation du mouvement [23]

MlR̈l(t) = Rl(R(t)) − α[R(t), Ṙl(t)]MlṘl(t), (1.77)

avec

α[R(t), Ṙl(t)] =

∑

l

Fl(R(t)).Ṙl(t)

∑

l

MlṘ
2

l (t)
. (1.78)

Ce multiplicateur de Lagrange est équivalent à une force de frottement, qui implique

∂tKN = 0 avecKN représentant l’énergie cinétique des noyaux.

Les propriétés configurationnelles, mais aussi dynamiques, sont considérées comme

équivalentes, l’ensemble isocinétique permettant de reproduire la distribution des vitesses

de Boltzmann avec une excellente précision, d’autant mieux que le nombre de particules

est important.

1.5.2.3 Approximation de Born-Oppenheimer et minimisation

Plusieurs méthodes ont été développées dans le cadre de la physique de la matière

condensée pour coupler la dynamique des noyaux avec les calculs de structure électronique

dans l’approximation de Born-Oppenheimer. Historiquement, l’apport essentiel ayant per-

mis l’essort des simulations QMD provient des travaux de Caret Parrinello [24]. L’idée

maı̂tresse de cette approche est de traiter simultanémentla dynamique des noyaux avec le

calcul de l’état fondamental électronique, pour éviterune minimisation de l’énergie libre

à chaque pas de temps. Ceci est réalisé par l’ajout d’un terme cinétique effectif pour les

états électroniques, conduisant à un Lagrangien effectif de la forme

L =
∑

l

1

2
(2µ)

∫

dr |φ̇l(r)|2+
∑

I

1

2
MIṘ

2

I−E[φl,RI ]+
∑

l,l′

Λl,l′
[

∫

drφ∗l (r)rφl′(r)−δl,l′
]

,

(1.79)
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oùE[φl,RI ] est l’énergie totale du système ions-électrons calcul´ee dans le formalisme

de la DFT pour des positions nucléaires fixes.µ est un paramètre de masse fictif pour

les électrons etΛ un paramètre de Lagrange. Bien que cette méthode ne soit pas adia-

batique,µ et Λ sont choisis pour optimiser la convergence vers la solutionadiabatique

du problème. Pour maintenir la densité électronique proche de sa solution adiabatique,

les modes de vibration caractéristiques électroniques et nucléaires sont découplés. Les

équations du mouvement qui dérivent de ce Lagrangien sont

µφ̈l(r , t) = − ∂E

∂φ∗l (r)
+
∑

l′

Λl,l′φl′(r , t)

= −Hφl(r , t) +
∑

l′

Λl,l′φl′ (r , t), (1.80)

MIR̈I = FI = − ∂E

∂RI
. (1.81)

Les équations (1.80-1.81) sont les équations de Newton pour les électrons et les ions,

qui peuvent être numériquement résolues par l’algorithme de Verlet.

La principale limite au modèle de Car et Parrinello résidedans le découplage des

modes électroniques et nucléaires : d’une part, le pas de temps typique doit être très

court, car il est conditionné par les modes de vibrations électroniques, et d’autre part les

modes de vibrations électroniques doivent rester très supérieurs aux modes de vibrations

nucléaires pour que l’approximation adiabatique reste valable, ce qui peut s’avérer faux

dans le cas des métaux.

Une manière d’éviter ces problèmes consiste à traiter le mouvement des ions et le

calcul de structure électronique par deux algorithmes différents. Le pas de temps de la

dynamique moléculaire n’est conditionné que par la vibration caractéristique des ions ; il

est donc plus long que dans la dynamique de Car et Parrinello.D’un autre côté, le cal-

cul de structure électronique réalisé à chaque pas de temps doit être beaucoup plus précis

que dans l’algorithme de Car-Parrinello, et nécessite plus d’itérations auto-cohérentes.

D’une manière générale, ce qui est gagné en temps de calcul dans la dynamique des ions
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est perdu dans la minimisation de l’énergie électronique, les deux méthodes étant finale-

ment équivalentes sur ce point. Par contre, le fait de calculer la structure électronique du

système sans terme cinétique fictif permet de modéliser plus correctement les fermetures

de gap et la métallisation des systèmes simulés. De gros progrès ont été apportés sur les

algorithmes de calculs auto-cohérents [25], rendant cette alternative aussi efficace que la

méthode originelle de Car et Parrinello.

1.6 L’ab initio à hautes températures : la méthode

PIMC

Nous allons ici décrire brièvement la méthode PIMC, qui est une méthode de cal-

cul ab initio exacte d’un système fini à N corps à l’équilibre thermodynamique, utili-

sant le formalisme de l’intégrale de chemin [26–28]. Dans cette méthode, les protons et

les électrons sont traités de manière quantique. Développée initialement par E.Pollock et

D.M.Ceperley [29–31] pour l’hydrogène à haute température, puis adaptée par B.Militzer

[32, 33] pour les basses températures jusqu’à 20 000 K, elle a été utilisée notamment

pour étudier la transition de phase plasma (PPT) [34, 35], la courbe de fusion de l’hy-

drogène [36], les conditions de superfluidité de l’hydrogène moléculaire [37], et son

équation d’état [32, 33]. Nous montrerons que cette méthode retrouve les résultats des cal-

culs QMD sur l’hydrogène à basse température et qu’elle représente une méthode de choix

pour l’extension des calculsab initio à haute température. En effet, la principale limite

de la QMD à température finie réside dans le nombre croissant de bandes électroniques

peuplées quand la température augmente au dessus de la température de Fermi.

1.6.1 La matrice densité à température finie

Reprenons la définition de la matrice densité à température finieρ̂. Pour un système

à N corps, à l’équilibre thermodynamique, d’hamiltonien H , de valeurs propresEi et

d’états propres|Ψi〉 de probabilitépi, cette matrice densité s’écrit :

ρ̂ =
∑

i

pi|Ψi〉〈Ψi|. (1.82)
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Dans l’ensemble canonique à températureT , pi ∝ exp(−βEi) avecβ = 1/kBT .

La matrice densité s’écrit alors :

ρ̂ =
∑

i

e−βEi|Ψi〉〈Ψi| = e−βH . (1.83)

La valeur moyenne de tout opérateurO est donnée par :

〈O〉 =
Tr[Oρ̂]
Tr[ρ̂]

=
1

Z

∑

i

e−βEi〈Φi|O|Φi〉, (1.84)

et la fonction de partition canonique estZ =
∑

i e
−βEi. Dans le cadre d’applications

numériques, il est plus pratique de se placer dans l’espacedes positions. Ainsi, pour un

système de coordonnées deN particules enD dimensionsR = {r1, ..., rN}, la matrice

densité s’écrit :

ρ̂(R,R′;β) = 〈R|e−βH |R′〉 =
∑

i

e−βEiΨ∗
i (R)Ψi(R

′). (1.85)

Pour tout hamiltonien hermitienH , la matrice densité est symétrique :

ρ̂(R,R′;β) = ρ̂(R′,R;β), (1.86)

et la valeur moyenne de tout opérateurO est donnée par :

〈O〉 =
1

Z

∫

dRdR′ρ̂(R,R′;β)〈R′|O|R〉, (1.87)

Z =

∫

dRρ̂(R,R;β). (1.88)

Pour une particule libre dans une boı̂te périodique cubique de longueurL et de vo-

lumeV = LD, la matrice densité s’exprime à partir des états propresde l’hamiltonien de

la forme :

Ψn(r) =
1√
V
e−iknr , (1.89)
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oùkn = 2πn/L, etn est un vecteur d’entiers de dimensionD. De ce fait,

ρ̂(R,R′;β) =
1

V

∑

n

exp[−βλk2
n + ikn(R − R′)] (1.90)

= (4πλβ)−D/2
∑

n

exp

{

− (R − R′ − nL)2

4λβ

}

(1.91)

≈ (4πλβ)−D/2 exp

{

− (R − R′)

4λβ

}

si λβ ≪ L2, (1.92)

où λ = ~
2/2m pour une particule de massem. Cette expression peut également être

dérivée de l’équation de Bloch,

dρ̂

dβ
= Hρ̂, (1.93)

qui est une équation de diffusion sur un temps imaginaireβ. La condition initiale de cette

équation est donnée par la limite haute température,

ρ(R,R′; 0) = δ(R − R′). (1.94)

Pour les particules libres, l’équation de Bloch se réduità :

dρ̂

dβ
= −λ∆ρ̂. (1.95)

L’opérateur∆ peut s’appliquer aussi bien au premier qu’au second argument de

ρ(r , r ′;β). La solution exacte de cette équation est donnée par l’équation (1.91). La

constante de diffusionλ est déterminée par la masse de la particule. Elle est grande pour

des particules légères, conduisant à une diffusion rapide au cours du temps imaginaire, et

petite pour les particules lourdes et classiques. La largeur de la matrice densité est donnée

par
√

4λβ, qui correspond à la longeur d’onde thermique de de Brogliedéfinie comme :

Λ =
h√

2πmkBT
≡
√

4πλβ. (1.96)
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1.6.2 L’intégrale de chemin en temps imaginaire

La méthode PIMC repose sur l’introduction de pas de temps imaginaires dans la

dynamique du système. Ceci est dû au fait que la matrice densité à basse température peut

s’exprimer comme le produit de matrices densités à hautestempératures,

e−βH =

(

e−τH
)M

, (1.97)

où on définit le pas de tempsτ = β/M . Dans l’espace des positions, la matrice densité

peut s’écrire comme l’intégrale sur l’ensemble desM positions intermédiaires définies à

chaque pas de tempsτ :

ρ̂(R,R′;β) =

∫

...

∫

dR1dR2...dRM−1ρ̂(R,R1; τ)ρ̂(R1,R2; τ)...ρ̂(RM−1,R′; τ).

(1.98)

Cette intégrale est appelée intégrale de chemin en tempsimaginaire. Cette expression

est exacte pour toutM ≥ 1 (à l’exception des systèmes de fermions), et dans la limite où

M → ∞, elle est continue. L’intérêt de cette méthode réside dans le fait que la matrice

densité à haute température est plus facilement calculable qu’à basse température. En

effet, on décompose usuellement l’hamiltonienH en une composante cinétique et une

composante potentielle,H = K + V , et la matrice densité peut s’exprimer de la façon

suivante [38] :

e−τ(K+V ) = e−τKe−τV e−τ
2C2e−τ

3C3 +O(τ4), (1.99)

où

C2 = [K,V ]/2, (1.100)

C3 = [[V,K],K + 2V ]/6. (1.101)

Dans la limite des très hautes températures (τ → 0), on peut négliger les com-
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mutateursC2 etC3, qui sont à un ordre plus élevé enτ . Dans cette approximation dite

« primitive», la matrice densité peut s’écrire :

e−τ(K+V ) ≈ e−τKe−τV . (1.102)

D’autre part, Trotter [39] a montré que :

e−β(K+V ) = lim
M→∞

(

e−
β
M Ke−

β
M V

)M

. (1.103)

La matrice densité pour un système de N particules dans l’approximation primitive

est donnée par :

ρ̂(R0,RM ;β) =

∫

...

∫

dR1dR2...dRM−1(4πλτ)
DNM/2

× exp

{

−
M
∑

i=1

[

(Ri−1 − Ri)2

4λτ
+
τ

2
(V (Ri−1) + V (Ri))

]

}

.

(1.104)

Dans le formalisme propre à l’intégrale de chemin, elle s’écrit :

ρ̂(R,R′;β) =

∫

R→R′

dRte−S[Rt], (1.105)

oùS[Rt] représente l’action le long du chemin.

L’approximation primitive est en soi suffisante pour effectuer des simulations PIMC.

Cependant, le nombre de pas de temps requis pour obtenir des résultats précis est très

consommateur en ressources informatiques. Sans rentrer dans les détails de l’implémentation

numérique de la méthode PIMC et des méthodes développées pour réduire le nombre de

pas de temps (cf thèse de B. Militzer [32]), nous constatonsimmédiatement à partir de

l’équation (1.97) que, pour un pas de temps donnéτ , M augmente siT diminue, donc

la méthode est d’autant plus consommatrice de ressources que la température est basse.

Ainsi, pour des basses températures où les effets des excitations électroniques sont moins
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FIG. 1.1: (a) Energie interne par atome de deuterium en fonctionde la température cal-
culée par les méthodes QMD-DFT et PIMC.rs représente la distance moyenne entre les
particules (en Bohr). Les courbes pourrs =1.75 et 1.5 sont décalées respectivement de 2
et 4 eV pour plus de lisibilité (b) Pression en fonction de latempérature calculée par les
méthodes QMD-DFT et PIMC pour les mêmes densités [40].

importants, la méthode QMD reste plus efficace.

La figure FIG.1.1 est le résultat d’une étude comparative des méthodes QMD et

PIMC dans le domaine de densités et de températures correspondant à l’Hugoniot prin-

cipale du D2 dense (ρ0 = 0.171 g/cm3) [40]. Ces deux méthodes sont particulièrement

efficaces sur des domaines thermodynamiques complémentaires, permettant de décrire

l’ensemble du diagramme de phase de l’hydrogène. Les isochores en énergie et en pres-

sion montrent que les deux méthodes sont sensiblement équivalentes. Les simulations

QMC, précises à hautes températures où l’hydrogène dense est dissocié (T & 50 000 K),

ont du mal à converger à basse température, dans le domaine moléculaire. Au contraire, la

dynamique moléculaire quantique, qui représente une régression en terme de précision

par rapport à la méthode QMC à cause de l’approximation del’échange-corrélation,

reste néanmoins plus efficace à basse température. Elle est cependant limitée à haute

température par la forte augmentation du nombre d’états ´electroniques qui doivent être

pris en compte dans le calcul. Nous montrerons par la suite qu’en combinant les deux

méthodes, nous pouvons obtenir une équation d’état précise de l’hydrogène quelle que

soit la température.
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2.1 Le diagramme de phase de la matière

Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, la mani`ere la plus exacte de

traiter l’équation d’état d’un matériau est de résoudre le problème quantique à N corps.

En pratique, la résolution de ces équations ne peut être que numérique, et donc sur des

systèmes dont la taille, nécessairement réduite, dépend essentiellement de la puissance

de calcul disponible. En QMD, les boı̂tes de simulation ne contiennent généralement pas

plus de 1000 atomes. Ainsi, s’il est possible de calculer exactement des grandeurs ther-

modynamiques telles que l’énergie et la pression à partirdu théorème du Viriel, nous

n’avons pas accès à l’énergie libre du système. D’autrepart, les simulations numériques

ne permettent de construire qu’une EoS tabulée. Il est possible, en ajustant une forme

mathématique pour E et P calculées sur un ensemble de densités et de températures, de
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donner une formulation continue de l’EoS, mais elle est limitée au domaine d’étude car

une forme mathématique n’a pas de sens physique et ne peut être extrapolée au delà de

son domaine d’application. Notre objectif va être d’ajuster sur nos calculsab initio une

forme d’énergie libre qui puisse être étendue au delà dudomaine de la WDM.

En effet, puisque la résolution de problème à N corps a longtemps été inaccessible, de

nombreux modèles génériques simplificateurs ont été développés, permettant de décrire

correctement l’équation d’état dans des domaines thermodynamiques spécifiques. La plu-

part de ces modèles ne sont pas valables dans le domaine de laWDM, mais d’une part ils

représentent les limites que doit atteindre tout modèle d’EoS, et d’autre part on va montrer

qu’on peut utiliser leurs expressions pour les ajuster sur nos calculs. On peut classer ces

modèles en deux catégories :

– les modèles dits« physiques», historiquement développés pour décrire les états

les plus simples de la matière situés aux extrémités du diagramme de phase, c’est à

dire les très basses et très hautes densités, et les trèshautes températures ; généralement,

pas plus de deux espèces chimiques sont présentes dans cesdomaines (molécules

à très basses densités, ions et électrons à très hautes densités et/ou très hautes

températures) ;

– les modèles dit« chimiques», qui décrivent en plus des domaines intermédiaires

en densité et en pression, où un plus grand nombre d’espèces sont susceptible

d’être présentes (molécules neutres, molécules partiellement ionisées, atomes neutres,

ions, électrons) ; ces modèles tiennent compte de l’interaction entre les différentes

espèces via des potentiels d’interactionad hoc; les résultats donnés par ces modèles

sont ainsi fortement dépendants des potentiels choisis, mais néanmoins ils re-

trouvent tous les limites des modèles physiques lorsque lenombre d’espèces en

présence diminue.

La figure FIG.2.1 représente schématiquement les différents états de l’hydrogène en

fonction de la pression et de la température [1]. La région1 représente l’hydrogène ren-

contré le plus souvent à l’état naturel sous forme moléculaire, où les équations d’états sont

bien décrites par des modèles chimiques aux plus basses pressions (P. 100 GPa). Cette

région est le lieu de la transition de phase solide moléculaire-liquide et des transitions
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FIG. 2.1: Diagramme T(P) de la matière [1].

de phase solide-solide par changement de symmétrie (voir figure FIG.1). Dans la phase

solide moléculaire, l’énergie de référence pour l’équation d’état est l’énergie du système

à température nulle. L’énergie et la pression sont donc représentées par une somme de

trois termes qui correspondent aux propriétés du corps àtempérature nulle et à l’agitation

thermique des noyaux et des électrons :

E = EC + ETa + ETe (2.1)

P = PC + PTa + PTe (2.2)

La contribution thermique des noyaux peut être correctement décrite par une EoS de

Grüneisen, où les noyaux sont considérés comme des oscillateurs harmoniques (ou pho-

nons) vibrant autour de leur position d’équilibre. Le spectre des fréquences de vibration

peut être décrit par un modèle de Debye, mais nous montrerons que la forme particulière

du spectre de phonons de l’hydrogène, et sa dépendance en densité nécessitent d’aller au

delà du modèle de Debye. Nous montrerons également que les températures de fusion du

H2 solide permettent de négliger la contribution thermique ´electronique.

Lorsque la température augmente à densité constante, onrentre progressivement dans

la région 2, où les molécules se dissocient et la matièreneutre peut être correctement
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décrite par le modèle des gaz parfaits (pour les plus faibles pressions). Une augmenta-

tion continue de la température amène progressivement les atomes à s’ioniser (région 3),

phénomène qui peut être modélisé par l’équation de Saha (valable également pour les plus

faibles pressions). Ce phénomène continue jusqu’à obtenir un mélange d’ions totalement

ionisés et d’électrons très chauds (région 4). On parlealors de plasma cinétique, qui cor-

respond à un mélange idéal de deux gaz d’électrons et d’ions.

Lorsqu’on augmente la densité à température constante,notamment pour des températures

très inférieures à l’énergie de Fermi des électrons, les électrons se délocalisent par pres-

sion, à cause du principe d’incertitude d’Heisenberg. A très forte pression (P & 105

GPa), ce domaine thermodynamique, correspondant au gaz d’´electrons dégénérés (région

4), est correctement décrit par les modèles de Fermi-Dirac ou de Thomas-Fermi auxquels

on ajoute une énergie d’échange et de corrélation destinée à prendre en compte les in-

teractions quantiques. La limite entre les descriptions d´egénérée (ou quantique) et non

dégénérée (ou classique) des électrons est déterminée par l’énergie de Fermi,

εF =
h2

2me
n2/3
e

(3π)2/3

4
. (2.3)

PourkBT ≫ εF , le gaz d’électrons est considéré comme non dégénér´e (région 3) et

son comportement est donc classique. A l’inverse, pourkBT ≪ εF , les effets quantiques

dominent. Enfin, comme à très basse densité, les modèlesde Fermi-Dirac et de Thomas-

Fermi tendent vers le mélange de gaz idéaux d’électrons et ions lorsque la température

augmente fortement (région 5).

Ainsi, la principale difficulté dans la construction d’uneEoS globale consiste essen-

tiellement à décrire correctement les transitions entreles régions 1 et 4 d’une part, et les

régions 2 et 4 d’autre part, pour deux raisons :

– si on augmente la densité à partir des régions 1 ou 2, les lois de dissociation et

d’ionisation de Saha pertinentes à basses densités ne sont plus valables, car elles se

basent sur des équilibres chimiques dans des mélanges id´eaux, et ne tiennent donc

pas compte des effets à N corps sur ces phénomènes ; nous verrons notamment

que les énergies de dissociation et d’ionisation atteignent un maximum lorsque la
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pression augmente, pour ensuite s’effondrer complètement, alors que le modèle de

Saha prédit des énergies augmentant continuellement avec la pression ;

– si on diminue la densité à partir de la région 4, la création d’états électroniques

liés et la polarisation du matériau, eta fortiori la recombinaison de molécules sont

des phénomènes que les modèles de Fermi-Dirac et de Thomas-Fermi ne peuvent

décrire.

Il apparaı̂t ainsi, sur la figure FIG.2.1, un domaine délimité par le cercle en pointillés,

se trouvant à la jonction des domaines de validité des mod`eles cités précédemment. Ce

domaine est précisément celui de la WDM, entre le domaine de la matière dense et froide

et les plasmas chauds, où l’on rencontre des plasmas fortement couplés, partiellement io-

nisés et dégénérés, qu’aucun modèle analytique n’est capable de décrire correctement à

l’heure actuelle.

Nous allons ainsi exposer les différents modèles théoriques cités précédemment qui

permettent de décrire la matière de manière exacte dans des régimes thermodynamiques

idéaux. Nous expliciterons également leurs limites, et en recentrant la problématique

propre à notre domaine d’étude, nous montrerons comment nous avons utilisé ces modèles

pour, d’une part, ajuster nos calculsab initio et donner une expression de l’énergie libre

de l’hydrogène dans la WDM, et ensuite étendre cette EoSab initio à toutes températures

et densités.

2.2 La phase solide : le modèle de Grüneisen

Un solide peut être modélisé par un ensemble d’oscillateurs harmoniques (les noyaux)

vibrant autour de leur position d’équilibre. Si on néglige l’interaction entre les phonons

(vibrations des noyaux) et les électrons (dans l’approximation de Born-Oppenheimer),

l’énergie et la pression dans le solide peuvent être décomposées selon l’équation (2.1)

que nous rappelons ci-dessous,
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E = EC + ETa + ETe, (2.4)

P = PC + PTa + PTe, (2.5)

où EC et PC représentent l’énergie et la pression à température nulle, ETa et PTa les

contributions thermiques des noyaux etETe etPTe les contributions thermiques électroniques.

Il faut préciser que dans ce formalisme,EC etPC contiennent les contributions électroniques

mais également ioniques (appelée mouvement de point zéro ou ZPM) à température nulle.

Nous verrons par la suite que ce ZPM est particulièrement important dans le cas de l’hy-

drogène. Dans le cadre de notre étude, toutes ces contributions seront calculées par la

méthodeab initio basée sur la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT), que nous

avons présentée dans le chapitre 1. De ces calculs nous extrairons une forme d’énergie

libre basée sur le modèle d’équation d’état de Grüneisen que nous allons maintenant

présenter.

Développé en 1926 pour représenter la contribution thermique des atomes à l’énergie

totale, ce modèle établit que l’on peut relier la pressionthermique d’un ensemble d’atomes

avec leur énergie thermique par la relation :

PTa =
γG
V
ETa, (2.6)

où le coefficient de GrüneisenγG ne dépend que de V.

Considérons un solide de N atomes oscillant suivant 3N modes de vibrations indépendants.

La fonction de partition du système s’écrit :

Q =
∑

i

e
− Ei

kB T =

∞
∑

n1=0

...

∞
∑

n3N =0

e
− Ei

kBT , (2.7)

avec
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Ei = En1...n3N = E0 +

3N
∑

j=1

(nj +
1

2
)hνj , (2.8)

oùE0 représente l’énergie du solide àT = 0 sans vibration des atomes, et(nj + 1
2 )hνj

représente l’énergie du mode de vibrationj à la fréquenceνj . Si on définit

Ec = E0 +
1

2

3N
∑

j=1

hνj , (2.9)

alors, pour N très grand, la fonction de partition peut s’écrire

Q = e−Ec/kBT
3N
∏

j=1

(1 − e−hνj/kBT )−1. (2.10)

A partir de cette définition de la fonction de partition, on peut tirer les grandeurs

thermodynamiques F, E et P :

F = −kBT lnQ = Ec + kBT
3N
∑

j=1

ln[1 − e−hνj/kBT ], (2.11)

E = F − T

(

∂F

∂T

)

V

= Ec +

3N
∑

j=1

hνj

e−hνj/kBT − 1
, (2.12)

P = −
(

∂P

∂V

)

T

= −∂Ec
∂V

+
1

V

3N
∑

j=1

γjhνj

e−hνj/kBT − 1
, (2.13)

avec

γj = −V

νj

(

∂νj
∂V

)

T

= −
(

∂ ln νj
∂ lnV

)

T

. (2.14)

L’équation précédente montre une dépendance en volumedes fréquences de vibra-

tion. Tant que le solide est dynamiquement stable, la compression accroı̂t généralement

les forces d’interaction, donc les fréquences de vibration. A contrario, un changement de

phase sous pression se traduira par l’apparition de fréquences négatives (appelées aussi
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modes de vibration« mous»), le solide se relaxant vers une phase énergétiquement plus

favorable.

Einstein développa un modèle simple pour expliquer les mesures expérimentales

montrant la décroissance à basse température de la chaleur spécifique des solides, qui

s’éloigne de la valeur classique de Dulong-Petit (3R). Dans le modèle d’Einstein, le so-

lide est assimilé à un réseau de N atomes vibrant selon 3N modes indépendants, dont

toutes les fréquences sont égales. Les résultats donnés par ce modèle étaient globalement

en accord avec les expériences, mais des écarts quantitatifs étaient observés. Il fut en-

suite amélioré par Debye, qui remplaça la fréquence unique d’Einstein par un spectre de

fréquences, les vibrations des N atomes étant couplées entre elles. Dans ce spectre, seules

les 3N plus basses fréquences existent. De ce fait, le nombre d’ondes stationnairesg(ν)dν

présentent dans un volume V pour des fréquences comprisesentreν et ν + dν est donné

par :

g(ν)dν = 4πν2dνV

(

1

u3
l

+
2

u3
t

)

, (2.15)

où ul et ut sont respectivement les vitesses longitudinales et transverses des ondes. La

fréquence maximaleνD est déterminée par le fait qu’il ne peut pas y avoir plus de 3N

modes de vibration :

3N = 4πV

(

1

u3
l

+
2

u3
t

)

∫ νD

0

ν2dν, (2.16)

ce qui implique

g(ν)dν =
9Nν2dν

ν3
D

. (2.17)

L’énergie thermique des atomes est ainsi donnée par

ED =

∫ νD

0

hνg(ν)dν = Th(TD/T ), (2.18)

où TD = hνD/kB est la température de Debye du système, et la fonctionh est donnée
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par :

h(x) =
9R

x3

∫ x

0

y3dy

ey − 1
. (2.19)

Le coefficient de Grüneisen est donné par

γG = − V

TD

dTD
dV

= −d lnTD
d lnV

, (2.20)

et la pression par

P = Pc +
γED
V

. (2.21)

On retrouve bien ainsi la formulation de l’équation (2.6).

En synthèse, pour utiliser ce modèle, il est nécessaire :

– de calculer la fonctiong(ν) sur le domaine de densité du solide ; ceci sera réalisé

par la méthodeab initiode la réponse linéaire, dans l’approximation quasi-harmonique;

– que la fonctiong(ν) ainsi calculée ait une forme correspondant à l’équation(2.17) ;

or, on peut constater sur la figure FIG.2.2 que la densité d’´etats de phonons de l’hy-

drogène n’a pas une forme de Debye.

Nous montrerons dans le chapitre 3 comment ce problème peutêtre résolu par l’uti-

lisation d’un modèle de Debye adapté à l’hydrogène, appelé « Double modèle de De-

bye» [2].

2.3 Les modèles en phase fluide : l’approche chimique

avec potentiels

Nous allons présenter dans cette partie le principe général des modèles chimiques

qui ont été développés pour décrire la phase fluide de l’hydrogène. Nous décrirons en-

suite deux modèles sur lesquels nous nous sommes appuyés pour ajuster notre EoSab
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FIG. 2.2: Comparaison entre une densité d’états de phononsg(ν) pour l’hydrogène
à 130 GPa calculéeab initio (trait noir) et modélisée par une forme de Debye selon
l’équation (2.17) (trait rouge).

initio dans la WDM. Nous insistons bien sur le fait que la forme d’énergie libre qui sera

donnée au chapitre 3 n’est pas un nouveau modèle chimique mais sera entièrement ajustée

sur les résultats des calculsab initio.

L’approche chimique est basée sur la minimisation de l’énergie libreF (V, T,N)

pour un volumeV , une températureT et un nombre de particulesNi pour chaque espèce

chimiquei [3–5]. L’état du système à l’équilibre thermodynamique est ensuite trouvé en

minimisantF àV etT constants, en respectant les contraintes stochiométriques imposées

par les réactions chimiques ayant lieu :

∑

i

(

∂F

∂Ni

)

V,T

νi,j = 0 (2.22)

pour toute espècej, νi,j étant les coefficients stochiométriques des réactions.Il est souvent

choisi d’écrire F sous la forme d’une somme de trois termes [5]

F = Fid + Fint + Fconf . (2.23)
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Fid est la somme des énergies libres idéales de chaque système, données par la statistique

de Maxwell-Boltzmann ou Fermi-Dirac selon les espèces.

Fconf est l’énergie libre due aux interactions interparticulaires et à leur configuration les

unes par rapport aux autres. Il dépend ainsi de la fonction de distribution radialeg(r) qui

est dépendante de la densité des espèces en présence.

Fint représente la sommes des énergies internes de chaque esp`ece, qui tiennent plus ou

moins compte des divers états d’ionisation possibles pourchaque espèce.

Dans le cas de l’hydrogène, nous avons potentiellement quatre espèces chimiques en

présence : des molécules H2, des atomes neutres H, des ions H+ et des électrons e−. Le

degré d’ionisation de l’atome d’hydrogène étant égal `a 0 ou 1, la formule peut se réécrire :

F = Fid(H2,H,H
+, e−) + Fex, (2.24)

oùFex ≡ Fint + Fconf est appelée énergie libre d’excès. Toute la difficulté réside dans

la bonne estimation du termeFex, qui repose sur le traitement cohérent deFint etFconf .

Deux domaines du diagramme de phase sont particulièrementbien décrits par des modèles

physiques :

– le domaine des faibles densités (ρ . 10−2 g/cm3), où les interactions entre espèces

chimiques peuvent être négligées, l’équation (2.23) se résumant alors àF =

Fid(H2) + Fid(H) + Fid(H
+) + Fid(e

−) + Fint(H2) + Fint(H) ; ce domaine

est bien modélisé par le gaz parfait moléculaire qui se dissocie et s’ionise selon la

loi de Saha [6] ;

– le domaine des fortes densités (ρ & 20 g/cc), où l’hydrogène est complètement

ionisé quelle que soit la température ; ce domaine est biendécrit par le modèle

physique de Chabrier et Potekhin [7, 8].

La plupart des modèles chimiques qui ont été élaborés pour donner une expression

de l’EoS sur l’ensemble du domaine thermodynamique se sont basés :

– soit sur une loi linéaire de mélange entre un fluide moléculaire et un plasma ionisé,

comme le modèle de ROSS [9, 10],

– soit sur une formalisation des potentiels d’interaction entre toutes les espèces à



58 Vers une formulationab initio de l’énergie libre dans la WDM

l’équilibre chimique [11–16].

Comme nous l’avons vu en introduction sur l’Hugoniot principale du D2, ces modèles

chimiques convergent à basse densité (ρ .0.2 g/cm3), mais donnent des résultats très

différents à plus haute densité, lorsque toutes les esp`eces chimiques sont en présence. La

complexité de la résolution du problème à N corps motivedonc notre démarche d’utiliser

des méthodesab initio sans potentiel. Comme nous souhaitons néanmoins obtenir une

forme d’énergie libre dans ce régime thermodynamique, nous allons maintenant décrire

les deux modèles génériques du gaz parfait moléculaireet du plasma ionisé, qui serviront

de base à cette forme d’énergie libre. Nous montrerons ensuite dans le chapitre 3 comment

aller au delà de la loi linéaire de mélange et de l’approximation des potentiels en ajustant

le termeFex de l’équation (2.24) sur nos calculsab initio.

2.3.1 Le gaz parfait moléculaire

Le modèle du gaz parfait est basé sur l’approximation des particules indépendantes.

A ce titre, et bien qu’il soit parfaitement inadapté à la description de la WDM, il représente

une première approche de l’équation d’état, ainsi que lesystème idéal vers lequel doivent

tendre tous les systèmes à très haute température, lorsque l’énergie cinétique des parti-

cules devient très supérieure à l’énergie potentielled’interaction.

Considérons un gaz idéal de molécules. L’énergie totale d’une molécule est la somme

d’une énergie de translation, de rotation, de vibration, et d’excitation électronique, données

par

εt =
1

2m
(p2
x + p2

y + p2
z), (2.25)

εv =
1

2µ
p2
ξ +

1

2
kξ2, (2.26)

εr =
1

2I

(

p2
θ +

p2
φ

sin2(θ)

)

, (2.27)

px, py et pz représentent les composantes de l’impulsion d’une molécule de massem en
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translation.µ = m1m2/(m1 +m2) représente la masse réduite de la molécule contenant

des atomes de massem1 etm2. k est la constante de raideur de la molécule.I = (m1r
2
1 +

m2r
2
2) représente le moment d’inertie de la molécule autour d’unaxe passant par le centre

de masse de la molécule et perpendiculaire à l’axe matérialisé par les deux atomes,r1 et

r2 étant les distances des deux atomes par rapport au centre demasse, etθ etφ étant les

coordonnées angulaires d’un des deux atomes.

pθ =
∂εr

∂θ̇
= Iθ̇ et pφ =

∂εr

∂φ̇
= I sin2(θφ̇). (2.28)

A ces différentes énergies nucléaires, il faut au final rajouter une énergie d’excitation

électroniqueεe.

2.3.1.1 La fonction de partition

Le système étant constitué de N molécules indépendantes, sa fonction de partition

s’exprime comme

Q =
1

N !
qN avec q =

∑

n

e−εn/kBT (2.29)

où q est la fonction de partition à une molécule et{n} représente l’ensemble des états

accessibles à une molécule. En première approximation,on considère que les états trans-

lationnels, rotationels et vibrationels ne sont pas coupl´es, etq peut s’écrire

q = qtqrqvqe. (2.30)

2.3.1.2 La partie translationnelle

La fonction de partition translationnelle, pour un système de volume V, est donnée

par

qt =
(mkBT

2π~2

)3/2

V. (2.31)
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2.3.1.3 La partie vibrationnelle

Le mouvement des vibrations intramoléculaire est décritpar un modèle d’oscillateur

harmonique quantique (ou modèle d’Einstein), et l’ensemble des énergies de vibration

accessibles est

εv =
∑

n

(n+
1

2
~ω) n = 0, 1, 2, ... (2.32)

oùω = (k/µ)1/2. La fonction de partition peut s’exprimer sous la forme

qv =
exp(−θv/2T )

1 − exp(−θv/T )
, (2.33)

oùθv = ~ω/kB est la température caractéristique de vibration.

2.3.1.4 La partie rotationnelle

Les niveaux d’énergie de rotation accessibles à la molécule sont donnés par

εr =
1

2I

[

p2
θ +

p2
φ

sin2(θ)

]

=
L2

2I
, (2.34)

où L représente le moment angulaire de la molécule autour de son centre de masse. Les

valeurs propres deL2 étantj(j + 1)~2 (j = 0, 1, 2, ...), les niveaux d’énergie rotation-

nels sont donnés par

εr =
j(j + 1)~2

2I
. (2.35)

Chaque niveau de rotation étant dégénéré(2j + 1) fois, la fonction de partition rota-

tionnelle pour une molécule s’écrit

qr =

∞
∑

j=0

(2j + 1) exp
[

− j(j + 1)~2

2IkBT

]

=

∞
∑

j=0

(2j + 1) exp
[

− j(j + 1)θr
T

]

, (2.36)
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avecθr = ~
2/2IkB représentant la température caractéristique de rotation.

2.3.1.5 Influence du spin nucléaire sur la fonction de partition

Chaque noyau de la molécule possède un spin S, indépendant de la température,

ayant pour effet d’augmenter le nombre d’états quantiquesaccessibles de la molécule d’un

facteur2S + 1 pour chaque noyau de la molécule. Il agit donc uniquement sur l’énergie

libre du système. Pour une molécule symétrique comme la molécule d’hydrogène ou de

ses isotopes, la description de la partie rotationnelle dépend de la nature fermionique

(nombre de masse impair) ou bosonique (nombre de masse pair)des noyaux. Appelons

ψr la fonction d’onde rotationnelle totale, etψn la fonction d’onde de spin totale. Dans

le cas d’une molécule diatomique de bosons, la fonction d’onde totaleψ = ψrψn doit

être symétrique par permutation. Les états de spin doivent donc être symétriques lorsque

les états de rotation sont symétriques (valeurs paires deJ), et antisymétriques lorsque les

états de rotation sont antisymétriques (valeurs impaires deJ). Dans ce cas, la fonction de

partition s’écrit

qr = (S + 1)(2S + 1)
∑

j=0,2,4,...

(2J + 1) exp
[

− j(j + 1)θr
T

]

+ S(2S + 1)
∑

j=1,3,5,...

(2J + 1) exp
[

− j(j + 1)θr
T

]

. (2.37)

Dans le cas d’une molécule diatomique de fermions, le problème est inverse. La

fonction de partition s’écrit

qr = S(2S + 1)
∑

j=0,2,4,...

(2J + 1) exp
[

− j(j + 1)θr
T

]

+ (S + 1)(2S + 1)
∑

j=1,3,5,...

(2J + 1) exp
[

− j(j + 1)θr
T

]

. (2.38)
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2.3.1.6 cas particulier de l’hydrogène et ses isotopes

Comme montré précédemment, les états rotationnels dans les gaz diatomiques existent

sous une forme symétrique (ou ortho) et une forme antisymétrique (ou para). Dans le cas

de l’hydrogène, ce phénomène est très marqué, car le moment d’inertie de la molécule est

faible (I ≃ 10−48 kg/m2). Les niveaux de rotation sont donc très séparés en énergie. Pour

l’hydrogène, de spin nucléaire 1/2, la fonction de partition s’écrit

qr =
∑

j=0,2,4,...

(2J + 1) exp
[

− j(j + 1)θr
T

]

+ 3
∑

j=1,3,5,...

(2J + 1) exp
[

− j(j + 1)θr
T

]

, (2.39)

et le rapport entre les états ortho et para est donné par

No
Np

=

3
∑

j=1,3,5,...

(2J + 1) exp
[

− j(j+1)θr

T

]

∑

j=0,2,4,...

(2J + 1) exp
[

− j(j+1)θr

T

] . (2.40)

On voit immédiatement que ce rapport varie en température. Il est de l’ordre de 3 à

température ambiante, mais quandT → 0, seuls les états para sont présents.

Le second effet dû au spin dans le cas de l’hydrogène est isotopique. En effet, si H2

est une molécule de fermions, D2 est une molécule de bosons, de spin nucléaire 1. Dans

ce cas, la fonction de partition s’écrit

qr = 6
∑

j=0,2,4,...

(2J + 1) exp
[

− j(j + 1)θr
T

]

+ 3
∑

j=1,3,5,...

(2J + 1) exp
[

− j(j + 1)θr
T

]

, (2.41)

et le rapport entre les états ortho et para est donné par
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No
Np

=

6
∑

j=1,3,5,...

(2J + 1) exp
[

− j(j+1)θr

T

]

3
∑

j=0,2,4,...

(2J + 1) exp
[

− j(j+1)θr

T

] . (2.42)

Ainsi, à température ambiante, le rapport ortho/para estde l’ordre de 2.

Nous montrerons par la suite que, si l’inclusion du spin n’a aucune infuence sur

l’équation d’état du matériau, elle est en revanche importante sur l’entropie, la chaleur

spécifique, et notamment sur les courbes de fusion de H2 et D2. En effet,θr ≈ 85 K pour

l’hydrogène, et la température maximale de la courbe de fusion ne dépasse pas 1000 K.

La limite classique pour les états rotationnels (ieT ≫ θr) n’est donc pas atteinte dans la

phase solide. En dessous de 150 K notamment, les états rotationnels sont à 100% para.

Il faut garder ce point à l’esprit dans la mesure où les codes de QMD utilisés dans les

simulations numériques pour construire l’équation d’état ne sont pas à même de repro-

duire cet effet de spin nucléaire, et donc ne montrent pas dedifférences de comportement

isotopiques.

2.3.1.7 La partie électronique

Pour la plupart des gaz, le premier état excité électronique est séparé de l’état fon-

damental de plusieurs eV. De ce fait, pour des températuresmodérées, les états excités

peuvent être négligés. Ainsi la fonction de partition électronique s’écrit

qe = g0 exp

(

− ε0
kBT

)

, (2.43)

où ε0 représente l’énergie de l’état fondamental, etg0 sa dégénérescense. A quelques

exceptions près,g0 = 1 pour la plupart des gaz.

2.3.1.8 L’énergie libre totale

Ainsi, si on traite le mouvement de rotation de manière classique (ce qui est le cas

aux températures ambiante et supérieures), et si on néglige les excitations électroniques,

l’énergie libre totale du gaz parfait de molécules est donnée par :
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Fid(H2) = −NkBT
{

ln

[(

mH2kBT

2π~2

)3/2
V

N

]

+ 1 − θv
2T

− ln(1 − e−θv/T )

+ ln

(

(2S + 1)
T

2θr

)

− ε0
kBT

+ ln g0

}

. (2.44)

De cette expression de l’énergie libre d’un fluide moléculaire, on peut déduire fa-

cilement l’énergie libre du gaz classique monoatomique o`u les parties rotationnelles et

vibrationnelles sont absentes :

Fid(H) = −NkBT
{

ln

[(

mHkBT

2π~2

)3/2
V

N

]

− ε0
kBT

+ ln g0

}

, (2.45)

puis des gaz idéaux de protons et d’électrons :

Fid(H
+, e−) = −NkBT ln

[(

mH+,e−kBT

2π~2

)3/2
V

N

]

. (2.46)

Il est à noter que les protons et électrons étant des fermions, les équations d’état de

ces gaz idéaux devraient être strictement traitées par le modèle de Fermi-Dirac, qui tient

compte du principe d’exclusion de Pauli. Nous présenterons ce modèle plus loin, mais

nous pouvons déjà indiquer que, malgré le caractère fermionique des particules, la limite

haute température (ou classique) du modèle de Fermi-Dirac (kBT ≫ εF ) correspond à

l’équation précédente.

2.3.2 Dissociation et ionisation du gaz parfait moléculaire : vers

le plasma cinétique

Nous allons décrire dans cette partie les phénomènes de dissociation et d’ionisa-

tion du gaz parfait moléculaire, qui apparaissent progressivement lorsque la température

augmente. Ils seront toujours décrits dans l’approximation du gaz idéal avec des parti-
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cules non interagissantes. Lorsque ces phénomènes ont lieu à basse densité par effet de

température, ils nous amènent progressivement vers la r´egion 5 du diagramme de phase de

la figure FIG.2.1 qui correspond au gaz idéal de protons et d’électrons. Nous montrerons

par contre que cette approximation peut aboutir à des résultats non physiques si on reste

dans cette approximation à de fortes densités.

On considère une réaction chimique de la forme

C ⇋ A+B (2.47)

On suppose que cette réaction chimique à lieu à température et à pression constantes.

Soit nA, nB et nC le nombre d’élémentsA,B et C à l’équilibre chimique. Dans un

mélange idéal, la fonction de partition d’un tel systèmeest donnée par

Z =
qnA

A

nA!

qnB

B

nB!

qnC

C

nC !
, (2.48)

où qA, qB et qC sont les fonctions de partition à un élément pourA,B etC. L’énergie

libre du système s’exprime comme

F = −kBT
{

nA ln
qAe

nA
− nB ln

qBe

nB
− nC ln

qCe

nC

}

. (2.49)

La variationδF est donnée par :

δF

kBT
= −δnA ln

qAe

nA
− δnB ln

qBe

nB
− δnC ln

qCe

nC
. (2.50)

Les variationsδnA, δnB etδnC sont liées par la condition de conservation du nombre

total d’atomes :

δnC = −1

2
(δnA + δnB) = −δnA = −δnB. (2.51)

Avec la minimisation de l’énergie libre (δF = 0) et la condition de conservation du

nombre d’atome, on obtient la loi d’action de masse :
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nAnB
nC

=
qAqB
qC

. (2.52)

Soit f la fraction de dissociation de l’espèceC. f = (nA + nB)/N oùN = nA +

nB + 2nC . Dans le cas d’un mélange idéal de gaz parfaits, l’équation (2.52) devient

f2

1 − f
=

3

4πr3s

qrveA qrveB

qrveC exp(Ed/kBT )

Λ3
C

Λ3
AΛ3

B

. (2.53)

appelée équation de Saha [6], oùrs = (3V/4πN)1/3 est le rayon de la sphère atomique,

Λ =
√

h2/2πmkBT est la longueur d’onde thermique de De Broglie,Ed l’énergie de

dissociation de l’élémentC, etqrve = qrqvqe définies précédemment.

2.3.2.1 Le cas de l’hydrogène

Pour l’atome d’hydrogène, le proton et l’électron, nous réduisons leur fonction de

partition à la partie translationnelle. Pour la moléculede H2, nous nous plaçons dans

le cas idéal où la température est suffisamment élevée pour que les niveaux de rotation

soient traités de façon classique, mais suffisamment froid pour que les électrons puissent

être considérés dans leur état fondamental. Ainsi

qrveH2
= (2S + 1)

T

2θr

exp(−θv/2T )

1 − exp(−θv/T )
g0 exp

(

ε0
kBT

)

, (2.54)

avecθr = 85.4 K,θv = 6210 K etε0 ≃ -4.454 eV. L’approximation classique des niveaux

de rotation est donc valable pourT & 400 K.

La réaction chimique de dissociation de H2 sans ionisation du proton est

H2 ⇋ 2H (2.55)

et la fraction de dissociationα = nH/N est donnée à partir de l’équation (2.53) par
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2α2

1 − α
=

(2S + 1)

g0

4π5/2

3

(

r2smHkBT

h2

)3/2(

2θr
T

1 − exp(−θv/T )

exp(−θv/2T )

)

exp(−(Ed+ε0)/kBT ),

(2.56)

avecEd ≃ 4.454 eV.

La réaction chimique d’ionisation de l’atome d’hydrogène est

H ⇋ H+ + e−, (2.57)

et la fraction d’ionisationε ≡ f est donnée à partir de l’équation (2.53) par

ε2

1 − ε
≃ (2S + 1)

4πr3s
3

(

2πmekBT

h2

)3/2

exp(−EI/kBT ), (2.58)

avecEI ≃ 13.6 eV. S représente la multiplicité des spins nucléaire et électronique, qui

sont identiques dans cette réaction.

2.3.3 Evolution de la dissociation et de l’ionisation avec la den-

sité

On peut constater sur la figure FIG.2.3 [17] que dans le domaine de faible densité où

le modèle du gaz parfait est valable, la dissociation et l’ionisation sont deux phénomènes

distincts, et que leur taux diminue lorsque la densité augmente à température constante,

suivant le principe de Le Chatelier [18]. La limite de ce mod`ele est que, pour des très fortes

densités, quelle que soit la température, le taux de dissociation et d’ionisation sont nuls. En

effet, le modèle du gaz idéal ne prend pas en compte les interactions entre particules qui,

dans le cas d’un fluide partiellement ionisé, sont à l’origine de modifications importantes

des caractéristiques du système [19] : lorsque la densit´e augmente, le potentiel externe

créé par les particules environnantes ne peut plus être considéré comme une perturbation

de l’hamiltonien de l’atome ou de la molécule isolés, et larésolution du problème à N

corps nécessite un traitement variationnel, comme présenté au chapitre 1. Avec l’augmen-
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FIG. 2.3: Scenario proposé par le modèle chimique de Saumon-Chabrier-Van Horn [11,
20] pour l’évolution de la dissociation et de l’ionisationen fonction de la densité.rs
représente le rayon de la sphère ionique, exprimé en bohr[17].

tation de la densité au delà du domaine de validité de l’équation de Saha, on observe ainsi

un déplacement des niveaux d’énergie interne qui implique qu’à des densités extrêmes (rs

= 1, soitρ ≈ 2.69 g/cm3), l’hydrogène devient métallique même à températurenulle [13].

La question en suspens est de savoir si, à des densités intermédiaires entre le gaz idéal ou

faiblement perturbé (rs . 6.5), etrs = 1, la température d’ionisation diminue avec la den-

sité, et à partir de quelle densité l’ionisation et la dissociation interviennent de manière

simultanée (voir encadré de la figure FIG.2.3 [17]). Une telle transition de phase pour-

rait induire des variations abruptes de température et de pression si cette transition est du

premier ordre (on parle de« Plasma Phase Transition» ou PPT). La plupart des modèles

chimiques ont mis en évidence l’existence d’une telle transition, mais sa localisation dans

le diagrammeP (T ) est fortement dépendante du modèle chimique utilisé (voir figure

FIG.2.4). Cette divergence entre les modèles chimiques dans la prédiction de la PPT est

un des éléments qui motive notre démarche d’utiliser desméthodes de calculsab initio

pour aller au delà des approximations de ces modèles sur les interactions entre espèces.

2.3.4 La phase plasma

Un plasma d’hydrogène correspond à un mélange d’électrons et de protons en in-

teraction. Son énergie libre peut s’écrire sous une formesemblable à l’équation (2.24)
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FIG. 2.4: Différentes prédictions de la PPT par les modèles chimiques : SC [12, 13],
RK [21], MH [22], ER [23], SBT [24], RRN [25], BEF [26], MCPB [27]

comme :

F = Fid(H
+) + Fid(e

−) + Fex, (2.59)

Fid représente la partie idéale des gaz d’électrons et de protons,Fex représente les inter-

actions ions-ions (ii), ions-électrons(ie), et électrons-électrons(ee).

L’importance des interactions à N corps dans un plasma est quantifiée par les paramètres

de couplage

Γii =
(Ze)2

aikBT
pour les ions (2.60)

Γee =
e2

aekBT
pour les électrons non dégénérés (2.61)

où
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ai = (
4

3
πni)

−1/3 (2.62)

ae = (
4

3
πne)

−1/3 (2.63)

représentent respectivement les rayons des sphères ionique et électronique,ni etne étant

les densités moyennes ionique et électronique, etZ le degré d’ionisation du plasma (dans

le cas d’un plasma partiellement ionisé, on parle plutôt de Z∗). Il faut préciser ici que,

bien que cette notion soit largement utilisée dans le domaine des plasmas, l’ionisation

n’est pas définie dans le cadre de la DFT, dans la mesure où aucune observable ne peut

lui être associée. Elle est un artefact nécessaire aux modèles d’équation d’état qui existent

pour les plasmas. Les paramètres de couplage correspondent au rapport entre l’énergie

d’interaction coulombienne entre deux espèces et l’énergie cinétique moyenne. Dans le

cas oùΓii,ee ≪ 1, on parle de plasma faiblement couplé, et dans le cas oùΓii,ee ≫ 1,

on parle de plasma fortement couplé. Il est à noter que dansle cas particulier du plasma

d’hydrogène,ni = ne = n, ai = ae = a etΓii = Γee = Γ.

2.3.4.1 la partie idéale : Le gaz parfait de fermions

Le cas du gaz parfait de fermions (ici les protons et les électrons) est une refor-

mulation quantique du modèle de gaz parfait présenté pr´ecédemment. En effet, chaque

état monoparticulaire ne peut pas être occupé par plus d’une particule (à cause du prin-

cipe d’exclusion de Pauli), si on ne tient pas compte du spin.La statistique de Maxwell-

Boltzmann doit donc être remplacée par la statistique de Fermi-Dirac.

La fonction de partition grand canonique est donnée par

Z =
∏

j

{

∑

nj

[e(µ−εj)/kBT ]nj

}

, (2.64)

oùnj représentent le nombre de particules dans les étatsj, µ représente le potentiel chi-

mique, etεj représentent les énergies des étatsj. Dans un gaz de fermions, il n’y a au

maximum qu’une particule dans un état donné. De ce fait, lafonction de partition grand

canonique devient :
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Z =
∏

j

(

1 + e(µ−εj)/kBT

)

. (2.65)

On définit l’énergie libreF , le nombre de particulesN , l’énergie interneE et la

pressionP comme :

F = −kBT lnZ = −kBT
∑

j

ln[1 + e(µ−εj)/kBT ], (2.66)

N = −
(

∂F

∂µ

)

V,T

=
∑

j

1

e(εj−µ)/kBT + 1
, (2.67)

E = G− T

(

∂F

∂T

)

µ,V

=
∑

j

εj

e(εj−µ)/kBT + 1
, (2.68)

P = −F
V

=
kBT

V

∑

j

ln[1 + e(µ−εj)/kBT ], (2.69)

et le nombre d’occupation moyen du niveauj, aussi appelé distribution de Fermi-Dirac,

est donné par :

〈nj〉 = −kBT
(

∂ lnZ

∂εj

)

µ,T

=
1

e(εj−µ)/kBT + 1
. (2.70)

Ainsi, on peut exprimerN etE comme

N =
∑

j

〈nj〉, (2.71)

E =
∑

j

〈nj〉εj . (2.72)

Si on considère que la distribution des états d’énergie est presque continue, on peut

remplacer les sommes discrètes par des intégrales

∑

j

... =

∫ ∞

0

...g(ε)dε, (2.73)
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oùg(ε) est la densité des états en fonction de l’énergie, et est donnée par :

g(ε) = G
(2m)3/2V

4π2~3
ε1/2. (2.74)

On obtient alors dans le cas non relativiste [1] :

N = G
(2m)3/2V

4π2~3

∫ ∞

0

ε1/2dε

e(ε−µ)/kBT + 1
, (2.75)

où G est le paramètre de dégénérescence (égal à 2 pour les ´electrons). En remplaçant

les sommations discrètes par des intégrales dans les expressions de l’énergie libre, de

l’énergie interne et de la pression, on obtient :

F = −G2K

3β
I3/2(βµ), (2.76)

N = GKI1/2(βµ), (2.77)

E = G
K

β
I3/2(βµ), (2.78)

P = G
2K

3β
I3/2(βµ), (2.79)

avecβ = 1/kBT ,K = (2m)3/2V
4π2~3β3/2 et

Iη(x) =

∫ ∞

0

yη

1 + ey−x
dy, (2.80)

appelées intégrales de Fermi.

La distribution de Fermi-Dirac

La distribution de Fermi-Dirac est le plus souvent formulée de la façon suivante :

F (ε) =
1

e(ε−µ)/kBT + 1
(2.81)

où F (ε) représente l’occupation moyenne du niveau d’énergieε. A T = 0, µ = εF



Vers une formulation ab initio de l’énergie libre dans la WDM 73

appelée énergie de Fermi. Tous les états en dessous du niveau de Fermi sont occupés et

tous les niveaux au dessus sont vides.N devient alors :

N ≈ G
(2m)3/2V

4π2~3

∫ εF0

0

ε1/2dε. (2.82)

On obtient alors une expression pourεF :

εF =

(

6π2

G

)2/3
~

2

2m
n2/3. (2.83)

Sachant queε = ~
2k2

2m , le vecteur d’onde de Fermi s’exprime comme :

k2
F =

2mεF
~2

, (2.84)

soit

k3
F = 3π2n = 3π2N

V
. (2.85)

Ainsi, dans l’espace réciproque,kF représente une sphère, dite sphère de Fermi,

contenant l’ensemble des états possibles. L’énergie totale est :

E =
∑

j

〈nj〉εj =
∑

j

εj

e(εj−µ)/kBT + 1
=

∫ ∞

0

εg(ε)

e(εj−µ)/kBT + 1
. (2.86)

A T = 0 K, la formule précédente devient :

E0 = G
(2m)3/2V

4π2~3

∫ εF0

0

ε3/2dε, (2.87)

ce qui donne une énergie moyenne par particule de :

E0

N
=

3

5
εF0 . (2.88)

On peut ainsi reformuler les conditions de dégénérescence du gaz de fermions : pour
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kBT ≪ εF0 , les effets quantiques sont dominants, alors que pourkBT ≫ εF0 , le gaz

peut être considéré comme classique.

Nous avons indiqué en introduction de cette partie que le gaz idéal de protons est

décrit par la statistique de Maxwell-Boltzmann. Le protonétant un fermion, le gaz idéal de

protons devrait être en principe décrit par l’équation d’état de Fermi-Dirac. Néanmoins,

comme la masse du proton est environ 2000 fois plus élevé que la masse de l’électron,

l’énergie de fermi du proton est beaucoup plus basse que celle de l’électron (εF (H+) ≈
εF (e−)/2000). Ainsi, excepté pour des températures extrêmement basses ou des den-

sités extrêmement élevées, que l’on peut rencontrer dans les naines blanches, les étoiles

à neutrons, ou le coeur des supernovas [28, 29], le gaz idéal de protons est généralement

considéré comme non dégénéré dans les domaines où legaz d’électrons est dégénéré.

2.3.5 Vers une prise en compte des effets à N corps dans le

plasma

2.3.5.1 L’équation d’état de Debye-Hückel

L’équation d’état de Debye-Hückel [30, 31] est une équation d’état applicable aux

plasmas faiblement couplés, c’est à dire des plasmas pourlesquels les interactions cou-

lombiennes entres les particules sont faibles par rapport `a l’énergie cinétique. La condi-

tion de validité du modèle de Debye-Hückel peut se résumer àΓii,ee ≪ 1. L’écart entre

ce modèle et celui des gaz parfaits consiste en la prise en compte de ces interactions cou-

lombiennes.

On considère un plasma consitué dei espèces chimiques de chargeZie, et de densité

moyenneni. Dans les limites des faibles densités et des hautes températures, l’énergie

cinétique des particules est beaucoup plus élevée que leur énergie d’interaction et les effets

de corrélation peuvent être traités comme une perturbation par rapport au comportement

du gaz parfait. Dans ces conditions, l’énergie cinétiquedes électrons est très largement

supérieure à la température de Fermi du système, ils peuvent de ce fait être assimilés

à des particules classiques et suivre la statistique de Maxwell-Boltzmann. La présence
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de particules autour d’une charge de référence Zi modifie le potentiel coulombien et la

densiténi(r) des particules perturbatrices peut être obtenue par la statistique de Maxwell-

Boltzmann en présence du champ moyen résultantΦ(r) par

ni(r) = nie
−ZieΦ(r)/kBT ≈ ni(1 − ZieΦ(r)

kBT
+ ...), (2.89)

la linéarisation étant justifiée par le fait que l’énergie potentielle reste faible par rapport

à la température. L’équation de Poisson et la neutralit´e du milieu (
∑

i

niZi = 0) nous

donnent :

∇2Φ(r) = −4πq(r) = −4π
∑

i

ni(r)Zie ≈
4π

kBT

Φ(r)

kBT

∑

i

niZie
2. (2.90)

De l’équation précédente on déduit facilement la formedu potentiel autour d’une

chargeZie :

Φ(r) =
Zie

r
e−r/λD . (2.91)

C’est un potentiel central écranté (de type Yukawa) où lalongueur d’écrantage est la

longueur de Debye du plasma donnée par

λD =

(

kBT

4πe2(
∑

i

niZ2
i )

)1/2

. (2.92)

Le modèle de Debye-Hückel présente une formulation très simple du potentiel mais

implique que le nombre de particules dans la sphère de Debyesoit grand, soitλD ≫ a

distance interparticulaire moyenne. Ainsi, le potentiel avec écran peut être développé au

premier ordre afin d’obtenir le potentiel à la position de lachargeZi, dû à toutes les autres

charges :

Φ(r) ≈ Zie

r
− Zie

λD
. (2.93)

Le premier terme est le potentiel coulombien de la chargeZi elle-même, le second
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représente l’interaction de cette charge avec toutes les autres charges du milieu. L’énergie

potentielle de la chargeZj due à son interaction électrostatique avec toutes les autres

charges est donc

ECj = − (Zje)
2

λD
, (2.94)

et l’énergie électrostatique du système est donnée par

EC = −V
2

e2

λD

∑

j

njZ
2
j

= −e3
(

π

kBTV

)1/2(
∑

i

NiZ
2
i

)3/2

, (2.95)

avecNi = niV . En utilisant la relation thermodynamique

E

T 2
= −∂(F/T )

∂T
, (2.96)

on montre que l’énergie libre coulombienne est donnée par:

FC = −T
∫ T

∞

EC

T 2
dT = −2e3

3

(

π

kBTV

)1/2(
∑

i

NiZ
2
i

)3/2

, (2.97)

et l’énergie libre totale dans le modèle de Debye-Hückelest :

F = Fid + FC , (2.98)

oùFid représente la somme des énergies libres des gaz idéaux detoutes les espèces chi-

miques en présence.

Dans le cas d’un plasma d’hydrogène, on peut exprimer l’énergie interne coulom-

bienne en fonction du paramètreΓ comme :
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EC = −kBT 23/2

√
3

2
NΓ3/2, (2.99)

N étant le nombre total de particules. En variable adimentionnée, on obtient :

uC =
Ec

NkBT
= −23/2

√
3

2
Γ3/2. (2.100)

On peut montrer [32] que, si l’énergie d’interaction ions-électrons est très faible devant

l’énergie de Fermi (e
2

a ≪ kBTF ), alors on peut séparer les interactions coulombiennes

ions-ions, ions-électrons et électrons-électrons, detelle sorte que :

uCii = −
√

3

2
Γ3/2, (2.101)

uCee = −
√

3

2
Γ3/2, (2.102)

uCie = −(23/2 − 2)

√
3

2
Γ3/2, (2.103)

uC = uCii + uCee + uCie. (2.104)

L’équation d’état de Debye-Hückel est ainsi une limite que doivent atteindre tous les

modèles de plasmas ionisés dès que le paramètre de couplage devient faible.

2.3.5.2 Au delà de la limite du couplage faible : le modèle de Chabrier et

Potekhin

Les plasmas fortement corrélés (ieΓ ≫ 1) se rencontrent à des densités très fortes

et/ou des températures très basses. Ainsi, pour des densités extrêmes, que l’on peut ren-

contrer par exemple dans le coeur des naines blanches [28, 29], les ions constituent un

fluide coulombien entouré d’un fond rigide d’électrons d´egénérés. Un tel milieu peut être

correctement décrit par le modèle du plasma à une composante (One Component Plasma

ou OCP), dont les propriétés thermodynamiques sont bien connues [33–39]. Mais l’ap-

proximation du fond rigide n’est valable que dans un domainetrès limité. Dans la plupart

des cas, le gaz d’électrons est polarisé par la distribution de charges ioniques et les pro-

priétés du plasma sont modifiées par la réponse du fluide ´electronique à cette distribution
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de charge. Pour autant, tant que l’interaction ions-électrons est faible devant la contri-

bution cinétique des électrons (soite2/ae ≪ εF ), cette interaction peut être décrite par

la théorie linéaire de l’écrantage. Dans ce cas, l’énergie libre d’excès du plasma peut

s’écrire :

Fex = Fee + Fii + Fie. (2.105)

Le modèle de plasmas complètement ionisés (EIP) de Chabrier et Potekhin [7, 8] se

situe dans cette approximation, et propose des expressionsanalytiques précises pour les

trois composantes de l’énergie libre d’excès de l’équation (2.105), pour des paramètres

de couplage allant de la valeur de cristallisation (Γ ≈ 180) du plasma jusqu’à la limite

de Debye-Hückel. Ces expressions analytiques sont ajust´ees sur les calculs hypernetted-

chain (HNC) et Monte Carlo les plus récents [39]. Dans ce modèle, les termesFee etFii

sont respectivement décrits par le modèle IIT [36] et par le modèle OCP que nous al-

lons présenter. Ces deux modèles serviront par la suite desupport à notre forme d’énergie

libre ab initio. Nous passerons sur la forme analytique deFie car cette interaction sera

incluse de manière implicite dans notre modèle. En effet,comme nous l’avons indiqué

précédemment, la décomposition de l’équation (2.105)provient de l’approximation linéaire

de l’écrantage électronique qui est de moins en moins pertinente lorsque la densité dimi-

nue [40].

Le cas deśelectrons

Dans le modèle de Fermi-Dirac, les interactions entre électrons (le termeFee) sont

absentes. Le modèle de Debye-Hückel prend en compte les interactions coulombiennes

entre électrons, mais dans la mesure où elles restent très faibles devant l’énergie cinétique.

D’autres modèles ont été développés par la suite pour prendre en compte les interactions

à toute température et densité.

Ainsi le modèle du gaz idéal d’électrons a été initialement amélioré par Thomas

(1927) [41] et Fermi (1928) [42]. Leur formalisme se base surla statistique de Fermi-

Dirac appliquée à un gaz d’électrons sousmis à l’actiond’un potentiel externeφ(r) qui
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tient compte du champ créé par le noyau, mais aussi de tous les effets d’écrantage des

particules entre elles. La restriction majeure de ce modèle est que ce potentiel doit varier

lentement sur une distance équivalente à la longueur d’onde de De Broglie de l’électron de

telle manière qu’un grand nombre d’électrons soient contenus dans un domaine oùφ(r)

varie peu. Ainsi, cette approche quasi-classique souffre de défauts majeurs :

– le coeur ionique est mal reproduit car la densité électronique varie commen(r) =

1
3π2

(

2Z
a0r

)3/2

et donc diverge au voisinage de l’origine ;

– la théorie ne peut reproduire les états liés moléculaires, elle est donc a priori fausse

à basse température ;

– il n’y a aucun effet des couches quantiques dus aux électrons liés sur la densité.

Cette approche constitue néanmoins la limite que doivent atteindre les calculsab ini-

tio lorsque la densité est suffisamment élevée [43].

Plusieurs modèles plus complets ont été développés ensuite. Le modèle de Thomas-

Fermi-Dirac (TFD) [44] a inclu dans l’énergie électrostatique une énergie d’échange à

température nulle, permettant de tenir compte du caractère antisymétrique des fonctions

d’ondes électroniques. L’énergie de corrélation à température nulle dans le gaz homogène

d’électrons a été initialement paramétrée par Perdewet Zunger [45]. La prise en compte

de la température dans la fonctionnelle d’échange et de corrélation ainsi définie conduit

à un comportement non physique de la chaleur spécifique [46]. Perrot [47] a proposé

une formule empirique du terme d’échange et de corrélation pour le gaz d’électrons ho-

mogène qui permet de lever ce comportement. Cette formule permet de retrouver les

résultats exacts de l’énergie d’échange àT = 0 etT → ∞, mais reste arbitraire pour les

températures intermédiaires. Le modèle le plus précisexistant à l’heure actuelle est ce-

lui de Ichimaru, Iyetomi et Tanaka (IIT) [36], qui retrouve les divers résultats numériques

disponibles dans la littérature, aux barres d’erreur près [48–50]. Une description complète

des équations de ce modèle sera donnée en annexe A.

Le cas des ions : le mod̀ele One Component Plasma - OCP
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Le modèle OCP est le modèle de référence pour décrire les propriétés des plasmas

complètement ionisés et dégénérés à très forte densité. Dans ce modèle, seuls les ions

sont considérés comme étant en interaction, les électrons constituent un fond uniforme

neutralisant considéré comme rigide, car on se place dansle cas où ils sont totalement

dégénérés (Te ≪ TF ). On fait également l’hypothèse que l’état de charge desions est fixe

quelles que soient les conditions thermodynamiques. Ce n’est bien sûr pas toujours le cas,

mais on cherche d’abord à avoir un modèle simple qui se limite aux plasmas très denses :

naines blanches, hautes pressions générées par lasers,etc...

Dans le cas d’un plasma d’hydrogène, les propriétés thermodynamiquesde ce plasma

ne dépendent que du paramètre de couplageΓ. L’énergie potentielle totale du système

coulombien formé de N ions et de N électrons s’écrit :

UN (V ) =
1

2

N
∑

i6=j

N
∑

j

Ui,j −
N
∑

j

Uj + U0, (2.106)

où

Ui,j =
e2

|Ri − Rj |
(2.107)

est l’énergie d’interaction entre deux protons,

Uj = −n0

N
∑

i

∫

e2

|Ri − r |dr (2.108)

est l’énergie d’interaction entre un proton et un électron,n0 représentant la densité moyenne

d’électrons, et

U0 =
n2

0

2

∫

e2

|r’ − r |drdr’ (2.109)

est l’énergie d’interaction entre les électrons.

L’énergie cinétique est donnée par :
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KN (V ) =

N
∑

j

p2
j

2m
, (2.110)

et l’hamiltonien total du système est

HN = KN + UN . (2.111)

En séparant dans l’hamiltonien les parties cinétique et potentielle, la fonction de

partition canonique peut s’écrire :

ZN =
Λ−3N

N !
GN (V, T ), (2.112)

oùΛ est la longueur d’onde de de Broglie définie par

Λ = (2π~
2/mikBT )1/2, (2.113)

et

GN (V, T ) =

∫

exp

[

− βUN (rN )

]

drN (2.114)

est appelée intégrale de configuration. On peut réécrire la fonction de partition (2.112)

comme le produit de la fonction de partition du gaz parfait etde l’intégrale de configura-

tion :

ZN = ZGPN
GN
V N

. (2.115)

Dans ces conditions, l’énergie libre peut être séparéeentre partie idéale et énergie

libre dite« d’excès»

f = F/NkBT = fGP + fex = fGP − 1

N
ln

(

GN
V N

)

, (2.116)

où la partie dite en excès contient toutes les interactions entre les particules.
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Dans le modèle OCP, l’énergie libreF ex ≡ Fii et toutes les quantités thermodyna-

miques dérivées sont entièrement définies à partir de fonctions dépendant du paramètre

de couplageΓ. En effet,UN fait intervenir des termes de la formeexp(−β(Ze)2/r), que

l’on peut réécrire sous la formeexp(−βΓa/r). On montre ainsi que, pour un nombre

infini de particules :

− 1

N
ln

(

GN
V N

)

≡ Fii(ni, β)

NkBT
= fii(ni, β) = fii(Γ). (2.117)

De nombreux calculs defii(Γ) dans le cadre de l’OCP ont été réalisés numériquement

par des méthodes Monte-Carlo, les résultats les plus précis entre1 ≤ Γ ≤ 190 étant dus

à J.M.Caillol [51]. Dewitt, Slattery et Chabrier [39] ont proposé un fit analytique repro-

duisant avec précision la plupart des résultats numériques MC entre1 ≤ Γ ≤ 160, de la

forme :

uii = Eii/NkBT = aΓ + bΓs + c (2.118)

aveca = −0.899126, b= 0.60712, c = −0.27998 ets = 0.321308.

A partir de l’expression de l’énergie interne, on peut remonter à l’énergie libre par

intégration surΓ :

fii = Fii/NkBT = f(Γ1) +

∫ Γ

Γ1

dΓ′
[

u(Γ′)

Γ′

]

= aΓ +
1

s
bΓs + c ln Γ + d, (2.119)

oùd est obtenu à partir de la valeur de l’énergie libre pourΓ = 1.

Lorsque la température devient assez basse et/ou la densité plus élevée, la phase cris-

talline devient plus stable que la phase fluide. Celle-ci a été aussi étudiée dans le cadre de

l’OCP, et la formulation la plus précise de son énergie libre a été donnée par Chabrier et

Potekhin [8]. Nous ne donnons pas ici le détail de cette formulation car la cristallisation
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de l’OCP apparaı̂t à des densités beaucoup plus élevéesque celles correspondant à notre

domaine d’étude.

En astrophysique, le modèle OCP est le modèle adéquat pour décrire l’intérieur des

naines blanches constitué de plasma de carbone (ρ ≈ 106−107 g/cm3, T ≈ 106−107 K,

TF ≈ 1010 − 1011 K), dont la courbe de fusion OCP se situe autour deΓ ≈ 180. Celà

a permis de mettre en évidence un phénomène physique important, la cristallisation du

coeur des naines blanches au cours de leur évolution [28, 29].

2.3.6 Les densités intermédiaires : de la nécessité des méthodes

ab initio

Pour résumer l’ensemble des modèles qui ont été présentés précédemment pour la

phase fluide, l’énergie libre de l’hydrogène peut s’écrire de manière générale comme la

somme des énergies libres idéales de chaque espèce, plusl’énergie libre d’interaction

entre chaque espèce. A très faible densité et/ou très haute température, ces interactions

peuvent être négligées et on se trouve en présente d’un mélange de gaz idéaux. A très

haute densité, et quelle que soit la température, le plasma d’hydrogène est très bien décrit

par le modèle de Chabrier et Potekhin [7, 8], qui prend en compte toutes les interactions

entre particules. Toute la difficulté consiste à donner une description de l’hydrogène à des

densités intermédiaires aux domaines de validité de cesdeux modèles limite, c’est à dire

de calculer le termeFconf de l’équation (2.23) quand toutes les espèces chimiques sont

présentes et que leurs interactions mutuelles ne sont pas négligeables.

Il est déjà difficile de déterminer quantitativement leslimites de validité du gaz par-

fait et du modèle de plasma ionisé de Chabrier et Potekhin,c’est à dire d’une part la den-

sité au dessus de laquelle la dissociation des molécules et l’ionisation des atomes ne suit

plus la loi de Saha, et d’autre part la densité en dessous de laquelle les interactions ions-

électrons dans le plasma ne peuvent plus être traitées comme des perturbations de l’Ha-

miltonien. Seuls des calculs traitant explicitement les interactions à N corps de manière

exacte, ou quasi-exacte, de type Monte carlo ou de dynamiquemoléculaire quantique,

permettent de répondre à cette question. Nous verrons dans la partie 7.1 que Kohanoff et
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Hansen [40] ont apporté un élément de réponse à ce dernier point.

Dans le chapitre suivant, nous allons ainsi présenter l’ensemble des calculsab initio

que nous avons réalisés dans le domaine de la WDM pour fairele lien entre les phases

moléculaire et plasma de l’hydrogène,a priori bien décrites par les modèles existants.

Nous préciserons l’étendue de ce domaine, et montrerons que nous pouvons utiliser une

forme générique d’énergie libre pour ajuster l’ensemble de ces calculs, ce qui nous per-

mettra de retrouver les limites des modèles physiques présentés dans ce chapitre.
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Dans les années passées, grâce à l’utilisation de supers calculateurs, l’équation d’état

de nombreux systèmes a pu être calculée avec précision `a partir des premiers principes

[1–3]. La méthodeab initio pourrait donc permettre de construire une équation d’état

fiable de l’hydrogène sur un large domaine thermodynamique, au delà de ce que peuvent

atteindre les méthodes expérimentales. Les simulationsnumériques basées sur la DFT ou

la méthode Monte-Carlo quantique (QMC) ont déjà été utilisées dans ce cadre [4–12].

Comme nous l’avons montré dans le chapitre 1, ces deux méthodes sont particulièrement

efficaces sur des domaines thermodynamiques complémentaires, permettant de décrire

l’ensemble du diagramme de phase de l’hydrogène. Les simulations QMC, précises à

hautes températures où l’hydrogène dense est dissocié, ont du mal à converger à basse

température, dans le domaine moléculaire. Au contraire,la dynamique moléculaire quan-

tique (QMD), qui est basée sur une approximation plus forteque la méthode QMC à

cause de l’approximation de l’échange-corrélation, reste néanmoins plus efficace à basse
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température. Elle est cependant limitée à haute température par la forte augmentation

du nombre d’états électroniques qui doivent être pris encompte dans le calcul. Les do-

maines de validité respectifs des méthodes QMD et QMC ont récemment été étudiés

dans le cas particulier de l’hydrogène [12, 13]. De ce fait,en utilisant ces deux méthodes

complémentaires, une table d’équation d’état de l’hydrogène peut être générée, allant du

solide moléculaire au plasma dense.

L’objet de ce chapitre est de construire une équation d’état multi-phase de l’hy-

drogène, thermodynamiquement cohérente, et ajustée sur une large grille de donnéesab

initio. Comme nous allons le développer par la suite, ceci a été obtenu en trois étapes.

En premier lieu, nous avons effectué de nombreux calculsab initio à partir de la DFT

pour disposer d’un ensemble de points couvrant le domaine thermodynamique étudié. Ces

données figurent en Annexe B. Nous avons apporté une attention particulière sur la conver-

gence de ces calculs et sur les incertitudes numériques. Enprincipe, la seule approxima-

tion de la DFT réside dans le choix de la fonctionnelle d’échange et de corrélation. Nous

avons choisi l’approximation du gradient généralisé (GGA) car elle donne le meilleur

accord possible avec les points expérimentaux de l’équation d’état dans le solide. Dans

la partie fluide, de nombreux calculs ont déjà été réalisés et publiés, aussi bien à partir

de la DFT que de la méthode QMC. Nous avons utilisé et compl´eté ces résultats avec

nos propres simulations, en portant un effort particulier sur le domaine thermodynamique

où intervient la dissociation de l’hydrogène. Dans la phase solide, les calculs DFT de la

courbe froide et des spectres de phonons ont été effectués sur plusieurs structures.

Dans un deuxième temps, en suivant l’approche chimique, nous avons utilisé les

modèles physiques présentés dans le chapitre 2 pour ajuster nos calculsab initio. Dans la

phase solide, nous avons adapté le double modèle de Debye utilisé par Correaet al [3]

pour leur équation d’état du carbone. Dans la phase fluide,nous avons combiné une forme

d’énergie libre OCP et la loi d’action de masse pour décrire la dissociation et l’ioni-

sation progressives de l’hydrogène. Des corrections quantiques sont ajoutées pour tenir

compte de l’importante énergie de point zéro de l’hydrog`ene à basse température. Ces pa-

ramétrisations basées sur des modèles physiques nous permettent de calculer l’entropie du
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matériau. Enfin, l’équation d’état ainsi obtenue est comparée aux données expérimentales

disponibles.

3.1 Approche générale

L’équation d’état de l’hydrogène est obtenue en calculant l’énergie libre du système

pour différents volumes par la méthodeab initio, basée sur la théorie de la fonctionnelle

de densité [14], en utilisant le code de calcul ABINIT [15].

Nous supposons par la suite que l’énergie libre, quelle quesoit la phase considérée,

se décompose comme suit :

F (V, T ) = F0(V ) + Fe(V, T ) + Fi(V, T ). (3.1)

F0(V ) représente l’énergie du système àT = 0 K pour un volume donné, c’est à dire

l’énergie de l’état fondamental pour des positions atomiques fixées.Fi(V, T ) etFe(V, T )

représentent respectivement les énergies libres ionique et électronique à la température

finie. Cette décomposition implique la prise en compte de l’approximation de Born-

Oppenheimer : on considère que le mouvement des électronsest beaucoup plus rapide

que celui des ions, et que les positions atomiques sont donc fixées quand on calcule la

structure électronique du système. On néglige de ce faittoute interaction électron-phonon.

Nous avons comparé les calculs de structure électroniqueréalisés avec les approxi-

mations de la densité locale (LDA) de Ceperley et Alder [16]et du gradient généralisé

(GGA) de Perdew-Burke-Ernzerhof [17]. Le potentiel d’interaction des électrons de va-

lence avec le “coeur gelé”, qui se réduit dans le cas de l’hydrogène au potentiel d’in-

teraction coulombienne des électrons avec le noyau, est approximé par l’utilisation d’un

pseudo-potentiel à norme conservée Trouiller-Martins [18].
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3.2 L’equation d’état en phase solide

3.2.1 La structure cristalline

Comme on peut le voir sur la figure FIG.3.1, à faible température, l’hydrogène

moléculaire possède 3 phases cristallines distinctes dans un domaine de pression allant

jusqu’à, au moins, 300 GPa [19–21]. La nature cristalline de la phase I présente aux plus

fortes températures a été déterminée expérimentalement par des expériences de diffraction

de neutrons [22] et de rayons X [23]. Notée m-hcp, elle est constituée d’un réseau hexa-

gonal compact sur les sites duquel sont situés les centres des molécules [24]. L’absence de

modes optiquement actifs dans cette phase s’explique par lalibre rotation des molécules

autour des sites entraı̂nant une distribution sphérique de la densité électronique. L’appa-

rition de bandes d’absorption infra-rouges dans les phasesII et III présentes à plus basse

température permet de penser que les axes des molécules deH2 prennent des directions

déterminées. La question de la nature de ces structures cristallines reste cependant en sus-

pens [25]. De nombreux travaux théoriques ont été réalisés pour tenter de prédire quelles

seraient les structures les plus probables en phase II et III, soit par des méthodesab initio

de calcul de structure électronique, soit par la méthode Monte Carlo quantique. Nous ne

proposons pas ici de poursuivre dans cette voie pour trouverles structures des phases II et

III, mais nous montrerons que l’équation d’état de l’hydrogène est en fait très peu sensible

à cette indétermination dans la structure cristalline.
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FIG. 3.1: Diagramme de phase de l’hydrogène dans le domaine du mégabar, obtenu par
mesures Raman et infrarouge [24, 26, 27]. Les points représentés par des diamants et
triangles blancs sont issus de l’article Ref. [28].

Nous avons choisi de comparer les équations d’état obtenues à partir de structures choisies

arbitrairement parmi celles proposées dans la littérature (voir figure FIG.3.2) :

1. la structure hexagonale m-hcp à 4 atomes par maille, hexagonale compacte comme

la phase I mais avec une orientation des molécules fixe, parallèle à l’axe c ;

2. la structure orthorombique Pca21 à 8 atomes par maille, prédite comme la plus

probable en phase II [29–33], et la seule qui soit dynamiquement stable [34] ;

3. la structure métastable fcc Pa3 à 8 atomes par maille, observée en phase II dans

l’ ortho-D2 et lepara-H2 purs [35] ;

4. la structure orthorombique Cmca à 4 atomes par maille en phase III, étudiée d’abord

par Johnson et Ashcroft [36] puis plus récemment par Pickard et Needs [4].
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FIG. 3.2: Schémas des structures étudiées. Les flêches indiquent la direction des axes
des molécules dont l’angle avec l’axe z est inférieur à 90˚ . Dans la structure m-hcp, les
molécules sont parallèles à l’axe z (l’angle polaireθ = 0 ˚ ). La structure Pca21 est déduite
de la m-hcp en imposantθ = 55 ˚ et l’angle azimuthalφ = 43.5 ˚ . La structure Cmca est
déduite de la m-hcp en imposantθ = 55 ˚ et en déplaçant une molécule le long de l’axe y.
Dans la structure Pa3, les molécules sont orientées selonles diagonales de la cellule.

3.2.2 Les courbes froides

Suivant la décomposition de l’équation (3.1), la première étape consiste à calculer,

pour chacune des structure citées ci-dessus, sur une largegamme de volumes, la pres-

sion à T=0 (dite pression froide) correspondant à la pression électronique dans un cristal

d’hydrogène où les atomes sont fixés sur leur position d’´equilibre. Pour celà, les calculs

de structure électronique sont réalisés en relaxant la géométrie et les positions ioniques à

chaque point de volume, pour chaque structure. La pression est directement calculée par

l’application du théorème du viriel dans la cellule élémentaire. Ces calculs sont réalisés

avec les grilles d’ondes planes et les énergies de coupure indiquées dans le tableau TAB.

3.1. Le rayon de coupure du pseudo-potentiel Trouiller-Martins a été choisi égal à 0.6

bohr. Ces paramètres nous permettent d’obtenir une convergence de la pression à10−1

GPa.
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Structures ngkpt ecut(Ry)
Pa3 LDA 63 460
Pa3 GGA 113 480

Pca21 GGA 133 460
m-hcp GGA 73 420
Cmca GGA 143 480

TAB . 3.1: Energie de coupure et grille de pointsk pour les différentes structures de l’hy-
drogène.

Les résultats sont enfin interpolés par une équation d’état de Vinet [37] en énergie

E0(X) = E0(0)+
4V0K0

(K ′
0 − 1)2

{

1−
[

1 − 3

2
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1
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ou en pression

P (X) = 3K0X
− 2

3 (1 −X
1
3 ) exp
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1
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]

, (3.3)
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X = V/V0, (3.4)

K0 = −V
(∂P

∂V

)

T
, (3.5)

K ′
0 =

(∂K0

∂P

)

T
. (3.6)

Nous calculons ainsi le volume d’équilibreV0, le module de compressibilitéK0 et

sa dérivéeK ′
0 pour chaque structure. Les résultats sont reportés dans le tableau TAB.3.2.

Cette équation analytique ajuste les points calculés avec une précision moyenne supérieure

à 2.2% pour toutes les structures sur une gamme de pression allant de 0 à 500 GPa.

Nous comparons d’abord les paramètres calculés pour les différentes structures sans

tenir compte de l’énergie de point zéro. En effet, d’après la décomposition de l’énergie

libre (equation (3.1)) que nous avons posé, nous ne devons pas tenir compte de l’énergie
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Sans l’énergie de point zéro Avec l’énergie de point zéro
E0(0) V0 K0 K

′
0 Précision V0 K0 K

′
0 Précision

Pa3 LDA -15.534 10.98 2.10 6.04 0.4% 16.71 0.41 6.94 0.3%
Pa3 GGA -15.884 19.24 0.22 7.29 0.5% 22.95 0.136 7.42 0.5%

Pca21 GGA -15.878 20.92 0.17 7.34 1.1% 23.29 0.145 7.25 0.6%
m-hcp GGA -15.882 19.85 0.16 6.81 1.2% - - - -
Cmca GGA -15.680 39.59 0.0047 9.60 2.2% - - - -

TAB . 3.2: ParamètresV0, K0 etK ′
0 pour les différentes structures de l’hydrogène, avec

et sans prise en compte de l’énergie de point zéro.E0(0) est en eV/atome,V0 est en
cm3/mole,K0 est en GPa.

de point zéro dans le calcul des courbes froides car cette énergie est prise en compte dans

la contribution thermique ionique. Les résultats obtenusà partir des structures Pa3, Pca21

et m-hcp dans l’approximation GGA sont très comparables. Par contre, nous observons

un écart important entre ces trois structures et la structure Pa3 dans l’approximation LDA

d’une part, et la structure Cmca dans l’approximation GGA d’autre part. Si l’écart avec la

Pa3 en LDA est clairement dû à la fonctionnelle d’échangeet de corrélation, l’écart avec

la Cmca s’explique par la difficulté de relaxer la cellule autour du volume d’équilibre. En

effet la structure Cmca est a priori favorable énergétiquement en phase III, soit au delà de

150 GPa, alors que les autres structures sont favorisées endessous de cette pression. On

se limitera donc par la suite à comparer les structures dansle domaine thermodynamique

de la phase II (P≤150-200 GPa) et on exclura la Cmca de cette comparaison. Les courbes

froides ainsi calculées sont reportées sur la figure FIG.3.3, et montrent une faible disper-

sion des résultats par rapport à la structure (≤ 5%), et une plus forte dispersion due à la

fonctionnelle d’échange et de corrélation. Au dessous de200 GPa, pour des structures et

densités identiques, la pression calculée avec l’approximation LDA est toujours inférieure

à celle calculée avec l’approximation GGA.

Les volumes d’équilibreV0 calculés sans prise en compte de l’énergie de point zéro

sont nettement différents du volume d’équilibre expérimental égal à 23.00 cm3/mol [38].

L’importance du ZPM (Zero Point Motion) dans le calcul des énergies et la détermination

des structures cristallines de l’hydrogène a en effet ét´e démontrée par le passé [39, 40].

Ainsi, si on tient compte de l’énergie de point zéro, on retrouve un volume d’équilibre

calculé qui surestime de 1.3% le volume expérimental pourla structure Pca21 et le sures-
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FIG. 3.3: Courbes froides ajustées par l’équation de Vinet dans le domaine thermodyna-
mique de la phase II.

time de 0.2% pour la structure Pa3, dans l’approximation GGA. Même s’il est établi que

l’utilisation de la DFT-GGA surestime leV0, cette estimation pourrait certainement être

améliorée en ajustant les points calculés par l’équation de Vinet uniquement dans un petit

domaine autour de la position d’équilibre. Mais notre objectif est d’obtenir une équation

d’état fiable jusqu’à 500 GPa, et il est donc plus importantd’avoir une bonne précision

sur une large gamme de pression. D’autre part, nous n’avons pas calculé leV0 thermique

pour la structure Cmca, puisque cette structure n’est dynamiquement stable qu’au delà de

180 GPa. Enfin, le modèle choisi pour la contribution thermique ionique (que nous expli-

citerons par la suite) ne permet pas le calcul de cette contribution (et donc de l’énergie de

point zéro) pour la structure m-hcp.
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3.2.3 L’énergie libre à température finie

3.2.3.1 La contribution thermique électronique

La première formulation de la DFT par Hohenberg et Kohn [41]se rapportait à un

ensemble de particules à température nulle où seule l’énergie interne de l’état fondamental

est accessible. Les travaux de Mermin [42] ont permi d’étendre la DFT aux ensembles

canonique et grand canonique à l’équilibre thermique, donnant ainsi accès à l’entropie

des électrons. La contribution thermique électronique adonc été calculée en utilisant les

fonctions de Mermin à l’aide du code de calcul de structure ´electronique ABINIT. Ainsi,

dans le domaine de température de notre étude (ieT ≤ 1500 K),P e(ρ, T ) ≤ 0.1%Pc(ρ).

Nous avons donc négligé cette contribution par la suite.

3.2.3.2 La contribution thermique ionique

Pour obtenir l’énergie libre ionique, nous nous plaçons dans l’approximation quasi-

harmonique en considérant que le solide de H2 à température finie est correctement décrit

par un spectre de phonons qui n’interagissent pas entre eux [43]. L’énergie libre des pho-

nons est donnée par :

Fph(V, T ) =

∫ ∞

0

g(ω)
[1

2
~ω + β−1 ln(1 − e−β~ω)

]

dω (3.7)

où la fonctiong(ω) représente la densité d’états de phonons dans la zone de Brillouin, et

est dépendante du volume. Ces états sont peuplés à temp´erature finie selon la statistique

de Bose-Einstein. Nous calculons ainsi dans ABINIT la densité d’états et les fréquences

de phonons à plusieurs densités pour les structures décrites précédemment, en utilisant la

méthode de la réponse linéaire [44–46]. On résout l’équation aux valeurs propres :

Mω2ǫ = D(k)ǫ (3.8)

oùD(k) est la matrice dynamique dans l’espace réciproque, dont les coefficients représentent

les dérivées secondes de l’énergie par rapport au déplacement des atomes, etǫ représentent

les vecteurs propres de déplacement des atomes (voir équation (1.41)). Dans l’approxima-

tion harmonique, les valeurs propresω de la matrice dynamique sont toujours positives.
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Si cette matrice possède une valeur propre négative, cel`a veut dire qu’il existe une autre

position d’équilibre de plus basse énergie. Ainsi, l’instabilité dynamique d’une structure

est liée à l’apparition d’un mode de phonon de fréquence imaginaire. Contrairement aux

approches consistant à proposer des structures cristallines uniquement sur la base des

comparaisons des enthalpies, nous avons dans cette étude systématiquement vérifié le do-

maine de stabilité dynamique des structures étudiées encalculant leur spectre complet de

phonons pour différents points de pression entre 0 et 500 GPa. Nous rappelons que notre

objectif n’est pas tant de trouver la bonne structure dans chaque phase, que de trouver des

structures stables sur l’ensemble du domaine thermodynamique que nous étudions pour

construire une équation d’état.

Les tests de convergence des fréquences nous ont amené à choisir les paramètres de

calcul suivants :

1. un rayon de coupure égal à 0.6 bohr pour le pseudo-potentiel Troullier-Martins

(LDA et GGA),

2. une énergie de coupure égale à 480 Ryd,

3. des grilles Monkhorst-Pack en pointsk de 8x8x8 pour la structure Cmca, 10x10x10

pour la structure Pa3, 8x8x8 pour la structure Pca21 et 12x12x12 pour la structure

m-hcp.

Avec ces paramètres de calcul, la convergence des fréquences est inférieure à 0.04

THz. Pour le calcul des spectres de phonons, nous avons utilisé des grilles en pointsq de

4x4x4 pour les structures Pa3, Pca21 et m-hcp, et 8x8x8 pour la structure Cmca.

Le calcul des fréquences étant réalisé à températurenulle, la structure m-hcp n’est

jamais stable dynamiquement sur le domaine de pression correspondant à la phase I. Les

spectres complets de phonons n’ont donc été calculés quepour les structures a priori

stables en phase II (Pca21 et Pa3) et III (Cmca).

Lorsqu’on comprime l’hydrogène en structure Pa3 et Pca21, on constate l’apparition de

modes transversaux acoustiques imaginaires (voir figure FIG.3.4), dans la direction M

→ Γ pour la structure Pa3, et dans la direction X→ U pour la structure Pca21. Nous

avons représenté la variation des fréquences de ces modes en fonction de la pression sur
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FIG. 3.4: Spectres de phonons de l’hydrogène dans les structures Pa3, Pca21 et Cmca. Les
pressions indiquées sont calculées à T=0 K en tenant compte de l’énergie de point zéro.
Une comparaison entre les fonctionnelles d’échange et de corrélation GGA et LDA est
réalisée sur la structure Pa3.
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FIG. 3.5: Evolution des modes transverses acoustiques en fonction de la pression pour les
structures Pa3 (LDA et GGA) et Pca21. Les points calculés sont interpolés par des splines
cubiques.

la figure FIG.3.5. L’estimation des pressions pour l’apparition des instabilités est de 136

GPa pour la structure Pa3 avec l’approximation d’échange-corrélation LDA, 158 GPa

pour la structure Pca21 avec l’approximation GGA, et 191 GPa pour la structure Pa3 avec

l’approximation GGA. Contrairement aux résultats de Zhang et al. [34], nous trouvons

deux structures dynamiquement stables (Pa3 et Pca21) sur le domaine thermodynamique

correspondant à la phase II de l’hydrogène (voir figure FIG.3.6). D’autre part, Zhanget al.

situent le mode imaginaire de la structure Pca21 autour du point Y, sur la base d’un calcul

réalisé avec une énergie de coupure de 80 Ryd. Nos calculsont été réalisés avec un énergie

de coupure de 480 Ryd assurant une meilleure convergence desfréquences de phonons,

et font apparaı̂tre un mode mou autour du point X, et non autour du point Y. Il apparaı̂t

ainsi que le domaine de stabilité dynamique, et par conséquent la pression de transition

entre les phases cristallines II et III de l’hydrogène dépend fortement de la structure,

mais également de la fonctionnelle d’échange et de corrélation choisie, la pression de

transition calculée avec l’approximation LDA étant très inférieure à celle calculée avec

l’approximation GGA, pour la même raison que celle évoqu´ee sur les courbes froides.



102 Construction d’uneéquation d’état multi-phase de l’hydrogène dans la WDM

FIG. 3.6: Domaines de stabilité des structures étudiées en phase II à T=0 K, comparés au
diagramme de phase expérimental de l’hydrogène.

De même que pour les structures de la phase II, nous calculons les spectres de pho-

nons en densité et dans l’approximation GGA pour la structure Cmca, la seule dont nous

disposons dans la phase III. Nous obtenons un domaine de stabilité pour la structure Cmca

compris au minimum entre 197 et 533 GPa. Nous disposons donc d’un ensemble de struc-

tures stables pour couvrir tout le domaine thermodynamiquede la phase solide (voir FIG.

3.7).

Nous cherchons ainsi à construire un modèle physique décrivant l’évolution de l’énergie

libre ionique sur un jeu continu de volumes en accord avec lespoints calculésab initio,

et pour cela, nous allons utiliser un double modèle de Debye, comme celui proposé par

Correaet al.pour l’équation d’état du carbone [3]. En effet, si nous reprenons l’équation

de l’énergie libre des phonons (eq.(3.7)), nous avons besoin de connaı̂tre g(ω) en chaque

point de volume. Comme nous l’avons expliqué dans le chapitre 2.2, dans un modèle

de Debye classique, la fréquence de vibration des atomes nepeut dépasser une valeur

maximaleωD, ou fréquence de Debye, déterminée par la condition de normalisation
∫ ωD

0 g(ω)dω = 1. Il est possible de calculer cette fréquence de plusieurs manières [47].

On définit les températures de Debye (ou moments de Debye)θ0 etθ2 par :
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kBθ0(V ) = ~e1/3 exp
(

∫

ln(ω)gV (ω)dω
)

, (3.9)

kBθ2(V ) =
(5

3

∫

(~ω)2gV (ω)dω
)1/2

, (3.10)

et on montre que, dans la limite où T≫ θ0, θ2, l’énergie libre par atome est donnée par :

Fph(V, T ) = −3kBT
[

ln
( e1/3T

θ0(V )

)

− 1

40

(θ2(V )

T

)2

+ . . .
]

. (3.11)

Le premier terme correspond à une description classique dumouvement des ions, et le

second terme à une correction quantique au 1er ordre.

A contrario, dans la limite oùT → 0, on retrouve l’expression de l’énergie libre de

point 0 :

Fph(V, T ) =
9

8
kBθ1, (3.12)

où le momentθ1 est défini par :

kBθ1(V ) =
4

3

∫

~ωgV (ω)dω. (3.13)

Dans le modèle de Debye classique, la fonctiongV (ω) est une fonction enω2 telle

que :

gV (ω) = 3ω2/ω3
D pourω ≤ ωD, (3.14)

gV (ω) = 0 pourω > ωD. (3.15)

Dans ce cas,θ0 = θ1 = θ2. Aussi nous avons calculé les momentsθ0 et θ1 sur

différents points de volumes pour les structures étudiées afin de vérifier l’adéquation du

modèle de Debye classique à notre système.
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On constate sur la figure FIG.3.9 un écart entre les momentsθ0 et θ1 de l’ordre

de 20% quelque soit la structure cristalline. En effet, les densités d’états de phonons

de l’hydrogène sont très différentes de la loi de densit´e donnée par l’équation (3.14).

Comme on le voit sur la figure FIG.3.8, les DOS de phonons de l’hydrogène ne sont pas

continues mais présentent deux (voire trois) pics en intensité selon la structure utilisée

et la pression, avec un écart très net pour les structures de la phase II (Pa3 et Pca21)

entre les modes de plus basses fréquences (modes transverses acoutiques, librons et pho-

nons), de fréquence≤ 2000 cm−1 et les vibrons (modes de vibration intramoléculaires)

de fréquence de l’ordre de 4500 cm−1. Nous avons ainsi choisi de représenter l’évolution

de ces DOS à l’aide d’un double modèle de Debye. La densitéd’états totale est une com-

binaison linéaires de deux densités d’états de Debye données par l’équation (3.14) :

gV (ω) = ξAV g
A
V (ω) + ξBV g

B
V (ω). (3.16)

Les coefficientsξAV etξBV doivent être calculés pour chaque point de volume. Ils sont

déterminés par la condition de normalisation des DOS :

1 = ξAV + ξBV , (3.17)

et par les contraintes sur les moments de phonons :

ln(θ0) = ξAV ln(θA) + ξBV ln(θB), (3.18)

θ1 = ξAV θA + ξBV θB, (3.19)

θ22 = ξAV θ
2
A + ξBV θ

2
B, (3.20)

où θA et θB sont les températures de Debye associées aux densités deDebyegAV (ω) et

gBV (ω). Ce système de quatre équations non linéaires se réduità deux en imposant la

condition arbitraire sur les deux inconnues restant à calculer,θA ≤ θB et en exprimantξAV

et ξBV en fonction deθA, θB etθ0 :

ξAV =
ln(θB/θ0)

ln(θB/θA)
ξBV =

ln(θ0/θA)

ln(θB/θA)
. (3.21)
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FIG. 3.8: Densités d’états de phonons pour les structures Pa3, Pca21 et Cmca à différents
volumes (traits noirs), ajustées par le double modèle de Debye (traits rouges).

Sur la figure FIG.3.8, les densités d’états de phonons pourles différentes structures

sont ajustées par le double modèle de Debye à plusieurs points de volume.

Pour pouvoir calculer les 2 variablesθA et θB sur un ensemble continu de points de

densité, nous avons émis l’hypothèse que la variation deleur paramètre de Grüneisen était

linéaire en fonction du volume :

−d ln(θ{0,A,B})

d ln(V )
= γ{0,A,B}(V ) = α{0,A,B} + β{0,A,B} ln(V ). (3.22)

On ajuste les valeurs calculées deθA etθB par cette expression (voir tableau TAB.3.3).
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θ
(0)
{0}

(K) α{0} β{0} θ
(0)
{A}

(K) α{A} β{A}

Pa3 LDA 2810.45 0.089 0.454 1757.24 -0.128 0.661
Pa3 GGA 3147.61 0.162 0.308 2078.50 -0.079 0.543

Pca21 GGA 3141.01 0.286 0.310 1874.32 0.094 0.481
Cmca GGA 3973.49 1.108 -1.266 4367.74 4.436 -8.871

θ
(0)
{B}

(K) α{B} β{B} Stabilité

Pa3 LDA 6792.67 -0.046 0.018 0 ≤ P≤ 136 GPa
Pa3 GGA 7151.6 -0.099 0.082 0 ≤ P≤ 191 GPa

Pca21 GGA 6188.82 -0.185 0.083 0 ≤ P≤ 158 GPa
Cmca GGA 7318.06 1.809 -3.997 180≤ P≤ 533 GPa

TAB . 3.3: Paramètres permettant d’ajuster les densités d’états de phonons par le double
modèle de Debye, pour plusieurs structures, Pa3, Pca21, Cmca, et deux fonctionnelles
d’échange et de corrélation, LDA and GGA. Le domaine de validité de l’ajustement est
indiqué en fin de tableau.

On constate sur la figure FIG.3.9 que les momentsθ0 etθ1 calculés sur un continuum

de densités à partir deθA etθB interpolent avec une très bonne précision les momentsθ0

etθ1 calculés directement à partir des DOS.

L’énergie libre harmonique par atome est finalement donnée par l’expression :

Fh(V, T ) = ξAV f
A
h (V, T ) + ξBV f

B
h (V, T ), (3.23)

oùfBh (V, T ) est l’énergie libre dans le modèle de Debye classique, donnée par :

fA,Bh = kBT
{9

8

θA,B
T

+ 3 ln[1 − e−θA,B/T ] −D
(θA,B

T

)}

, (3.24)

avec

D(y) =
3

y3

∫ y

0

x3

exp(x) − 1
dx. (3.25)

Comme on le constate sur la figure FIG.3.9, cette expression donne une très bonne

interpolation de l’énergie libre calculéeab initio.

La pression à température finie est obtenue en dérivant l’énergie libre par rapport au

volume (P = −( ∂F∂V )T ) et nous avons ainsi comparé notre équation d’état à T=300 K avec

des données expérimentales obtenues par Loubeyreet al. [48](voir figure FIG.3.10). De
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FIG. 3.9: (a) : moments de phononsθ0 et θ1 pour les phases cristallines Pa3 (GGA et
LDA), Pca21 (GGA) et Cmca (GGA), calculés directement à partir des PDOS (points) et
ajustés à partir du double modèle de Debye.- (b) : énergie libre à T=300 K en fonction de
la densité pour les structures Pa3 (GGA et LDA), Pca21 (GGA) et Cmca (GGA), calculée
ab initio (points) et ajustée à partir du double modèle de Debye (courbes).

même qu’à température nulle, on constate toujours une plus forte sensibilité à la fonction-

nelle d’échange et de corrélation qu’à la structure. S’il nous est ainsi possible de conclure

que la GGA décrit mieux le comportement thermodynamique del’hydrogène que la LDA,

nous ne pouvons pas déterminer quelle est la structure cristalline la plus pertinente en

phase II entre la Pa3 et la Pca21.

3.2.3.3 Les limites de l’approximation harmonique dans le cas de l’hydrogène

Les limites de la méthode de la réponse linéaire pour le calcul de l’énergie libre à

température finie sont de deux ordres :

– une limite inhérente à la méthode elle même, qui ne prend pas en compte l’anhar-

monicité (ie les termes non linéaires) importante à haute température, et notam-

ment à proximité de la fusion solide-liquide ;

– une limite propre à l’hydrogène, dont les mouvements de rotations sont libres au

dessus de 150 K, avec une température caractéristique de rotationΘr ≈ 85.4 K ;

le calcul de réponse linéaire ne peut reproduire cette propriété, car il est réalisé sur

une cellule primitive dont les orientations des moléculessont figées ; les mouve-
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ments de rotation autour de l’axe de la molécule sont donc traités comme des pho-

nons qui, du fait de cette contrainte, ont une température caractéristique élevée ;

ainsi, la structure Pca21 en GGA, 600 K. Θr . 3100 K pour 0.2g/cm3 ≤ ρ ≤
1g/cm3).

Ces deux approximations, dont l’impact est négligeable sur l’équation d’état à 300 K (voir

la figure FIG.3.10), peuvent avoir plus d’incidence sur l’équation d’état et la courbe de

fusion du solide à plus haute température.

3.2.4 Paramètres pour une EOS indépendante de la structure

Comme nous l’avons montré précédemment, en choisissantde construire une équation

d’étatab initio de l’hydrogène avec l’approximation GGA, nous obtenons untrès bon ac-

cord avec l’équation d’état expérimentale à 300K, quelque soit la structure choisie. Nous

disposons ainsi de deux équations d’état comparables en phase II jusqu’à environ 200 GPa

(avec les structures Pa3 et Pca21) et d’une équation d’état en phase III (avec la structure

Cmca) entre 200 et 533 GPa. Nous avons donc déterminé les paramètres de courbe froide

(E0(0), V0,K0 etK ′
0) et d’énergie libre ionique (θ(0){0,A,B}, α{0,A,B} etβ{0,A,B}) permet-

tant d’ajuster au mieux ces trois équations pour obtenir une équation d’état indépendante

de la structure. Pour les paramètres de la courbe froide, nous avons ajusté l’équation de

Vinet sur l’ensemble des points E(ρ) et P(ρ) toutes structures confondues. De même, pour

la contribution thermique ionique, nous avons d’abord ajusté θ0, θ1 et θ2 toutes struc-

tures confondues, puis calculé ensuiteθA et θB en résolvant les équations (3.18), (3.19)

et (3.20). Ces paramètres figurent dans le tableau TAB. 3.4.

Courbe Froide
E0(0) V0 K0 K ′

0
-15.878 20.58 0.16 7.42

Contribution thermique ionique

θ
(0)
{0}

α{0} β{0} θ
(0)
{A}

α{A} β{A} θ
(0)
{B}

α{B} β{B}

3609.41 0.457 0.146 1434.97 -0.253 0.599 4348.99 -0.622 0.336

TAB . 3.4: Paramètres pour l’équation d’état de l’hydrogène indépendante de la structure.

E0(0) est en eV/atome,V0 en cm3/mole,K0 en GPa,θ(0){0,A,B} en K.
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FIG. 3.10: (a) : équation d’état P(ρ) à 300 K pour les structures Pa3 (GGA et LDA)
et Pca21 (GGA) comparée avec des points expérimentaux jusqu’à 130 GPa [48].- (b) :
équation d’état P(ρ) à 300 K moyennée sur les trois structures citées précédemment.
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Construction d’une équation d’état multi-phase de l’hydrogène dans la WDM 111

Nous constatons sur les figure FIG.3.10(b) et 3.11 que cette EoS globale retrouve

avec une précision correcte les mesures expérimentales `a 300 K et à 4 K. L’écart le plus

important entre les prédictions de l’EoS globale et les mesures se situe à proximité du vo-

lume d’équilibre, ce qui s’explique par le fait que cette EoS est moyennée sur l’ensemble

des structures étudiées et que la structure Cmca a un volume d’équilibre très éloigné du

volume d’équilibre réel (voir tableau TAB.3.2).
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3.3 L’equation d’état en phase liquide

Depuis de nombreuses années, un effort théorique important a été réalisé pour propo-

ser une équation d’état fiable de l’hydrogène (et du deuterium) liquide dense et tiède, afin

d’interpréter les données expérimentales de compression par choc [50–53]. Ces expériences

donnent des résultats divergents sur le taux de compressibilité maximum pour l’hydrogène.

La principale difficulté dans la construction de cette équation d’état est de modéliser

correctement le passage de la phase moléculaire isolante `a la phase atomique métallique.

En effet, si des expériences sur l’hydrogène solide ont montré que l’hydrogène reste iso-

lant jusqu’à 316 GPa pour une densité égale à treize foisla densité initiale [54], dans la

phase liquide la métallisation apparaı̂t à des densitésbeaucoup plus basses. L’hydrogène

devient conducteur à des températures de quelques milliers de degrés [55, 56], indiquant

par celà une dissociation importante et ce même à des densités de l’ordre de quatre fois la

densité initiale [56]. Le comportement de l’hydrogène près de la transition isolant-métal

est un sujet d’investigation théorique depuis de nombreuses années [57–62], qui a des im-

plications importantes pour la compréhension des phénomènes ayant lieu dans le coeur

des planètes géantes [63] et, plus généralement, de la formation des planètes [64]. On

trouve ainsi dans la littérature de nombreuses prédictions, basées sur une modélisation

semi-empirique, d’une transition de phase plasma du premier ordre dans l’hydrogène li-

quide dense [60], et notamment sur l’Hugoniot principale [65].

Plusieurs modèles chimiques, appliquant la théorie des perturbations à un fluide

dense partiellement dissocié, ont prédit une compression maximale du deuterium à 100

GPa entre 4 à 6 fois la densité initiale. Le premier modèlele plus utilisé fut celui de Kerley

(SESAME 72) [66]. Cette équation d’état multi-phase inclue la dissociation et l’ionisa-

tion, ainsi qu’un mélange de fluides moléculaire et atomique, d’après l’approximation

linéaire de mélange. Ce modèle prédit un taux de compression de 4 à 100 GPa, qui croı̂t

sensiblement à plus grande pression. Plus récemment, le modèle de Ross [67] applique

une loi linéaire de mélange pour faire la jonction entre unmodèle de sphère moléculaire à

basse pression et un modèle OCP à haute pression. En ajustant une correction à l’énergie

libre pour retrouver à basse pression les mesures de température de choc réfléchi [68],
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ce modèle donne un maximum de compression de 6 à 90 GPa. Ces deux modèles sont

généralement considérés comme étant les limites du domaine de validité des calculs de

l’Hugoniot. En effet, la plupart des autres modèles prédisent des taux de compressibilité

compris entre ceux de Kerley et de Ross.

Du côté des méthodes de calcul de structure électronique, les approches Tight-binding

[69] donnent un taux de compression de 4 autour de 50 GPa ; les calculs QMD [5, 8, 9,

62, 70, 71] donnent un taux de compression de 4.3-4.5 autour de 50 GPa. D’un autre côté,

des méthodes d’intégrales de chemin Monte carlo (PIMC) ont été utilisées pour calculer

l’Hugoniot au dessus de 100 GPa. L’approche directe PIMC [72, 73] a donné un taux de

compression de 5 autour de 100 GPa. Enfin l’approche electronForce Field [74] prédit

également un taux de compression de 5 entre 100 et 200 GPa.

Ces différentes méthodes montrent toute la difficulté demodéliser l’hydrogène li-

quide près de la transition isolant-métal. Notre modélisation de l’EoS liquide est en quelque

sorte une synthèse des approches chimiques et DFT : nous utilisons une forme d’énergie

libre pour décrire la dissociation et l’ionisation, mais plutôt que de présupposer les inter-

actions entre les différentes espèces présentes, nous allons ajuster les paramètres de notre

modèle sur des calculsab initio DFT. Nous pouvons ainsi obtenir une énergie libre du

fluide moléculaire isolant à 0.2 g/cm3 au plasma dissocié à 5 g/cm3 permettant d’accéder

à toutes les grandeurs thermodynamiques du système avec la précision des calculsab

initio.

3.3.1 Le modèle théorique

Comme nous l’avons montré dans le chapitre 2.3, il n’existepas de modèle chimique

satisfaisant permettant de décrire la phase fluide de l’hydrogène dans le domaine ther-

modynamique que nous étudions, ce qui nécessite l’utilisation de méthodes de calculab

initio, notamment la dynamique moléculaire quantique. Cependant, avec cette méthode,

nous n’avons accès, en terme de grandeurs thermodynamiques, qu’à l’énergie interne et

à la pression du système. La méthode ne permet pas d’explorer l’ensemble de l’espace

des phases du système pour les noyaux, et donc l’entropie dusystème n’est pas directe-
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ment accessible. Nous allons donc construire une forme d’énergie libre dont les grandeurs

dérivées (Eint etP ) seront ajustées sur les calculsab initio. Nous montrerons que cette

forme fonctionnelle donne une expression univoque de l’énergie libre siEint et P sont

connues exactement.

La forme générale de cette énergie libre est :

F ≡ Fmol + Fatom + Fint, (3.26)

oùFmol représente l’énergie libre du fluide moléculaire,Fatom représente l’énergie libre

du fluide dissocié, etFint représente l’énergie libre d’interaction entre les deuxfluides.

A température et/ou densité suffisamment élevées, le fluide atomique est un plasma

dont l’énergie libre est très bien décrite par le modèlede Chabrier et Potekhin dans le

domaine où l’approximation linéaire de l’écrantage électronique est valable. Bien que

l’approximation linéaire de l’écrantage ne soit pas valable dans tout le domaine thermody-

namique que nous étudions, nous utiliserons cette forme pour la phase dissociée (plasma

plus éventuellement formation d’atomes neutres) et ajusterons ses paramètres sur nos cal-

culsab initio.

L’énergie libre de la phase moléculaire est beaucoup plusdifficile à formaliser. Pour

contourner ce problème, nous allons utiliser la loi de Sahaqui donne une relation entre

les fonctions de partitions moléculaires et atomiques à l’équilibre chimique, via un pa-

ramètre de dissociation effectifα. Ceci impliquea priori que les deux fluides ne sont pas

en interaction, ce qui ne correspond pas à la réalité. Nous ajusterons donc également le

paramètreα sur nos calculsab initio pour que l’énergie d’interaction entre les deux fluides

Fint soit implicitement prise en compte. Nous allons explicitermaintenant les détails de

ce formalisme.

3.3.1.1 Relation entre fluide moléculaire et fluide dissocié

On considère un système initial deN atomes, dont une partie se trouve sous la

forme de molécules, le reste étant dissocié. Le coefficient de dissociationα = Na

N , Na
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étant le nombre d’atomes dissociés. Le système comportedoncNα atomes etN2 (1 − α)

molécules.

SoitEj l’énergie totale du système,j indiquant tous les états possibles du système

pour une distribution donnée deNα atomes etN2 (1−α) molécules. L’énergie d’un atome

dans l’étatai est notéεi,ai , l’énergie d’une molécule dans l’étatmi est notéεi,mi .

Ej = ε1,a1 + ...+ εNα,aNα + ε1,m1 + ...+ εN
2 (1−α),mN

2
(1−α)

= εa1 + ...+ εaNα + εm1 + ...+ εmN
2

(1−α)
, (3.27)

ceci en considérant que les atomes et les molécules sont identiques entre eux, et donc les

niveaux d’énergie accessibles à chaque atome et molécule sont les mêmes.

Ainsi, la fonction de partition du système est donnée par :

Z =
∑

a1

...
∑

aNα

∑

m1

...
∑

mN
2

(1−α)

exp
[

− (εa1 + ...+ εaNα + εm1 + ...+ εmN
2

(1−α)
)/kBT

]

=
[

∑

a

exp(−εa/kBT )
]Nα[∑

m

exp(−εm/kBT )
]

N
2 (1−α)

= [qa]
Nα[qm]

N
2 (1−α), (3.28)

où qa et qm sont respectivement les fonctions de partition à un atome et à une molécule.

Cette expression de la fonction de partition sous-entend que nous avons un mélange idéal

d’atomes (ionisés ou non) et de molécules, et ne tient pas compte de leurs interactions.

Cependant, comme ces fonctions de partitions vont être ajustées sur des calculsab initio

contenant toutes les interactions entre les espèces, nousallons montrer que cette formu-

lation d’un mélange idéal n’est qu’apparente, et que les paramètres ajustables de cette

énergie libre permettent d’ajuster correctement l’énergie libre« réelle».

Comme les atomes et les molécules sont indiscernables, la fonction de partition est
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donnée par :

Z =
[qa]

Nα

Nα!

[qm]
N
2 (1−α)

N
2 (1 − α)!

. (3.29)

Le degré de dissociation du liquide est uniquement fonction de la température et de la

densité. La relation entre la fraction de dissociation et la température et la densité s’obtient

en minimisant l’expression générale de l’énergie libred’un liquide composé d’atomes et

de molécules. Soitqa (resp.qm) la fonction de partition atomique (resp. moléculaire).

L’énergie libre d’un liquide comportantNa atomes etNm molécules est donnée par :

F = −NmkBT ln
qme

Nm
−NakBT ln

qae

Na
. (3.30)

La variationδF est donnée par :

δF = −δNm
(

kBT ln
qme

Nm
− kBT

)

− δNa

(

kBT ln
qae

Na
− kBT

)

. (3.31)

Les variationsδNm et δNa sont liées par la condition de conservation du nombre

total d’atomes :

δNm = −1

2
δNa. (3.32)

Avec la minimisation de l’énergie libre (δF = 0) et la condition de conservation du

nombre d’atome, on obtient la loi d’action de masse :

q2a
qm

=
N2
a

Nm
=

2Nα2

1 − α
. (3.33)

En utilisant les équations (3.29) et (3.33), on obtient l’expression de l’énergie libre

suivante :

F (ρ, T ) = −kBT lnZ = −NkBT
{

ln(
eqa
Nα

) − 1 − α

2

}

. (3.34)



Construction d’une équation d’état multi-phase de l’hydrogène dans la WDM 117

Dans la limiteα = 1 (liquide monoatomique), l’équation (3.34) donne :

F (ρ, T ) = −NkBT
{

ln(
eqa
N

)
}

. (3.35)

Ainsi, nous avons accès à l’énergie libre d’un fluide partiellement dissocié si nous

connaissons la fonction de partition atomique (ou l’énergie libre) pour le fluide complètement

dissocié, ainsi que la fraction de dissociationα(ρ, T ). Ce sont ces deux grandeurs que

nous allons tenter d’extraire des simultations réalisées en QMD.

3.3.1.2 L’énergie libre du fluide dissocié

Pour décrire l’énergie libre du fluide dissocié, nous nous appuyons sur l’énergie libre

totale du plasma qui peut s’écrire comme la somme de trois termes,

F = F
(i)
id + F

(e)
id + Fex. (3.36)

Les deux premiers termes représentent les parties idéales des gaz d’ions et d’électrons

sans interaction, le dernier terme représente l’énergielibre dite d’excès provenant des in-

teractions ions-ions, ions-électrons, et électrons-électrons.

Nous avons déjà explicité l’énergie libre d’un gaz parfait de noyaux non relativistes

dans le chapitre 2.3. Nous en donnons ici une nouvelle formulation en fonction des pa-

ramètresΓ et η = TP/T , oùTP = (~ωP /kB) avec la fréquence plasmaωP définie par

ωP = (4πe2ni/mi)
1/2 :

F
(i)
id = kBT {ln(niλ

3
i ) − ln(2S + 1) − 1}

= kBT {3 lnη − 1.5 lnΓ − 0.5 ln(6/π) − ln(2S + 1) − 1) (3.37)

oùS est le spin du noyau pour l’isotope considéré (1/2 pour le proton fermionique, 1 pour

le noyau de deutérium bosonique).

L’énergie libre d’un gaz d’électrons dégénéré par particules a été également explicité
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dans le chapitre 2.3.

3.3.1.3 L’énergie libre d’excès à haute densité : le modèle OCP

Dans la mesure où l’énergie d’interaction ion-électronest faible devant l’énergie

cinétique des électrons,Ze2/ae ≪ kBTF , Galam et Hansen [75] ont montré que cette

interaction peut être traitée comme une perturbation deFex, et on en retient que la contri-

bution au premier ordre. En effet, l’approximation linéaire de l’écrantage ions-électrons se

justifie à très haute densité (rs ≪ 1), car les électrons sont très faiblement polarisés par la

distribution de charge ionique, et le plasma peut être décrit par le mélange de deux système

découplés : un plasma à une composante ionique (one-component plasma ou OCP), et un

« jellium »rigide et dégénéré d’électrons. Dans ce cadre,Fex peut se décomposer comme

Fex = Fii + Fie + Fee, (3.38)

ou, dans sa forme sans dimension (fee = βFee/Ne, fii,ie = βFii,ie/Nii,ie)

fex = xi(fii + fie) + xefee, (3.39)

avecxi,e = Ni,e/N . Dans ce modèle, l’énergie libre d’excès ne dépend que du paramètre

de couplageΓ et du paramètre de densitérs, et peut être obtenue par intégration directe

de l’énergie interne d’excès :

fex(Γ, rs) =

∫ Γ

0

uex(Γ
′, rs)

Γ′ dΓ′. (3.40)

Il est important de noter que par ce mode d’intégration, nous avons accès de manière uni-

voque à l’énergie libre du système si nous connaissons précisemment l’expression de son

énergie interne d’excès, quelque soit la nature des paramètres qui la décrivent.

Pourfee, Chabrier et Potekhin [76, 77] ont adopté la formule d’interpolation d’Ichi-

maru, Iyetomi et Tanaka [78], valable à toutes densités ettempératures, et cohérente avec

les résultats numériques disponibles dans la littérature. C’est à ce jour le modèle de gaz

d’électrons en interaction à température finie le plus précis qui puisse être trouvé dans la
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littérature. Chabrier et Potekhin donnent également uneformule analytique defie dont

l’erreur quadratique moyenne est de l’ordre de 1.5% par rapport aux calculs HNC [75].

Pour l’énergie libre OCPfii, DeWitt, Slattery et Chabrier [79] ont proposé une forme

d’énergie libre s’appuyant sur les calculs Monte Carlo lesplus précis de la forme

fii(ρ, T ) = aΓ +
b

s
Γs + c ln(Γ) + d (3.41)

pour1 ≤ Γ ≤ 160, aveca = −0.899126, b = 0.60712, c = −0.27998, ets = 0.321308.

Cette forme n’étant plus valable dans le domaine de couplage faible (Γ ≤ 1), Chabrier

et Potekhin ont proposé une forme analytique valable pour toute valeur deΓ à partir

d’une forme similaire proposée précédemment par Hansen[80, 81], qui a l’avantage d’at-

teindre la limite de Debye-Hückel pour desΓ très faibles, tout en préservant la précision

de l’équation (3.41).

3.3.1.4 L’énergie libre d’excès à basse densité : au delà de l’approximation

linéaire

Si l’approximation linéaire se justifie à très forte densité, au fur et à mesure que celle-

ci diminue (i.e quers augmente), la partie non écrantée de l’interaction coulombienne

ion-électron devient de plus en plus importante . Kohanoffet Hansen [82] ont ainsi es-

timé qu’ àrs = 0.5, soit ρ ≈ 20 g/cm3 pour l’hydrogène, l’approximation linéaire de

l’écrantage n’était plus valable, particulièrement aux températures où la dégénérescence

est forte (T ≪ TF ). D’autre part, à basse densité et température, l’énergie des électrons

ne peut être correctement décrite par le modèle du gaz d’´electrons en interaction dû à

la formation d’états électroniques liés, eta fortiori de molécules. Cependant, lorsque la

température augmente, la polarisabilité du gaz d’électrons diminue et le potentiel effectif

inter-ionique se confond avec un potentiel de Yukawa pourT ∼ TF [83]. Pour la den-

sité la plus basse de notre domaine d’étude (0.2 g/cm3), TF ∼100 000 K. Ainsi, tant que

T ≥100 000 K, nous montrerons que le modèle de Chabrier et Potehkin décrit correcte-

ment le fluide. Par contre, pour des température inférieures, nous ne pouvons pas utiliser

directement la forme defex donnée par ce modèle. Cette énergie libre d’excès doit ˆetre

calculée de manièreab initio. Cependant, quelque soit la forme réelle deFii, Fie, etFee,

nous pouvons les décomposer comme étant la somme d’une partie froide et d’une partie
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à température finie :

Fii,ie,ee(ρ, T ) = Fii,ie,ee(ρ, 0) + δFii,ie,ee(ρ, T ). (3.42)

Ainsi, Fex peut s’exprimer comme :

Fex(ρ, T ) = Fex(ρ, 0) + δFex(ρ, T ), (3.43)

avec

Fex(ρ, 0) = Fii(ρ, 0) + Fie(ρ, 0) + Fee(ρ, 0),

δFex(ρ, T ) = δFii(ρ, T ) + δFie(ρ, T ) + δFee(ρ, T ). (3.44)

Le modèle d’énergie libre de la phase dissociée que nous proposons pour0.2g/cm3 ≤
ρ ≤ 5g/cm3 provient d’un double constat issu de la comparaison des calculs QMD et

PIMC réalisés jusqu’alors avec le modèle de Charbrier etPotekhin :

– ce modèle donne des résultats proches des calculs QMD et PIMC dans ce domaine

de densité pour des valeurs deΓ . 3, avec une contribution deδFie(ρ, T ) faible

par rapport à l’énergie libre totale,

– à plus basse température, le terme prépondérant estFex(ρ, 0).

Nous allons modéliser l’energie libre d’excès de la façon suivante :

Fex(ρ, T ) = kBT

{

a(ρ)Γ +
b(ρ)

s
Γs + c(ρ) ln(Γ) + d(ρ)

}

+ δFee(ρ, T ), (3.45)

où

Fex(ρ, 0) = kBTa(ρ)Γ = Fii(ρ, 0) + Fie(ρ, 0) + Fee(ρ, 0).
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Toutes les contributions froides des interactions sont contenues dans le termekBTa(ρ)Γ

qui dépend uniquement de la densité.δFee(ρ, T ) est la contribution à température finie

dans le modèle d’Ichimaru, Iyetomi et Tanaka, et la contributionδFie(ρ, T ) est contenue

implicitement dans l’énergie libre OCP. Les différents paramètresa(ρ), b(ρ), c(ρ) etd(ρ)

sont supposés dépendants de la densité, et vont être ajustés sur les calculs de QMD et

PIMC. A haute température et densité, ce formalisme doit rejoindre celui de Chabrier et

Potekhin.

Par la suite, nous exprimerons toutes les énergies par atome. Dans le formalisme

d’écrit par l’équation (3.45), l’énergie libre totale par atome pour le plasma dissocié est

donc finalement :

F (ρ, T ) = F
(i)
id + F

(e)
id + kBT

{

a(ρ)Γ +
b

s
(ρ)Γs + c(ρ) ln(Γ) + d(ρ)

}

+ δFee(ρ, T ).

(3.46)

3.3.1.5 L’énergie libre du mélange fluide moléculaire-fluide dissocié

Si on identifie l’équation (3.35) avec l’équation (3.46),alors l’énergie libre totale par

atome pour un liquide partiellement dissocié est donc finalement :

F (ρ, T ) = F
(i)
id + F

(e)
id + kBT

{

a(ρ)Γ +
b(ρ)

s
Γs + c(ρ) ln(Γ) + d(ρ)

}

+ δFee(ρ, T )

+ kBT

{

lnα+
1 − α

2

}

. (3.47)

L’entropie donnée par la relationS = −
(

∂F
∂T

)

ρ
s’écrit :
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S(ρ, T ) = S
(i)
id + S

(e)
id + kB

{

b(ρ)(1 − 1

s
Γs + c(ρ)(1 − ln(Γ)) − d(ρ)

}

+ δSee

− kB

{

lnα+
1 − α

2

}

+ kBT

{(

1

2
− 1

α

)(

∂α

∂T

)

ρ

}

. (3.48)

L’énergie interne donnée par la relationE = F − T

(

∂F
∂T

)

ρ

s’écrit :

E(ρ, T ) = E
(i)
id + E

(e)
id + kBT

{

a(ρ)Γ + b(ρ)Γs + c(ρ)

}

+ δEee(ρ, T )

+ kBT
2

{(

1

2
− 1

α

)(

∂α

∂T

)

ρ

}

, (3.49)

et la pression donnée par la relationP = ρ2

(

∂F
∂ρ

)

T

s’écrit :

P (ρ, T ) = P
(i)
id + P

(e)
id + ρ

kBT

3

{

a(ρ)Γ + b(ρ)Γs + c(ρ)

}

+ δPee

+ ρ2kBT

{

∂a(ρ)

∂ρ
Γ +

1

s

∂b(ρ)

∂ρ
Γs +

∂c(ρ)

∂ρ
ln(Γ) +

∂d(ρ)

∂ρ

}

+ ρ2kBT

{(

− 1

2
+

1

α

)(

∂α

∂ρ

)

T

}

. (3.50)

3.3.2 Les simulations numériques

Nous avons calculé l’équation d’état dans le liquide (ieE(ρ, T ) et P (ρ, T )) par

la méthode de la dynamique moléculaire quantique (QMD), `a volume et température

constants pour plusieurs densités comprises entre 0.2 g/cm3 et 5 g/cm3, et à des températures

comprises entre 300 K et 10000 K. Les résultats de ces calculs figurent en annexe B. Ces

calculs ont été complétés et comparés avec des calculssimilaires réalisés par Holstet

al [11] et Moraleset al[12] en QMD au dessous de 20000 K, puis à plus haute température



Construction d’une équation d’état multi-phase de l’hydrogène dans la WDM 123

avec les calculs PIMC (Path Integral Monte Carlo) réalisés par Militzer [7] et le modèle

de Chabrier et Potekhin [76, 77], permettant au final de couvrir un domaine de densité

allant de 0.2 g/cm3 à 5 g/cm3, et jusqu’à 125000 K.

Dans la méthode QMD, les atomes se déplacent selon les loisde la mécanique clas-

sique Newtonienne, mais le potentiel d’interaction entre les atomes est calculé à chaque

pas de temps à partir des équations de la DFT à température finie. Les simulations se

déroulent jusqu’à ce que le nombre de pas de temps de calculpermette d’atteindre la

convergence souhaitée pour les grandeurs calculées et l’équilibre thermodynamique. Les

grandeurs thermodynamiquesE(ρ, T ) etP (ρ, T ) (voir FIG.3.13) , ainsi que la fonction

de corrélation de paireg(r) sont moyennées sur toutes les particules et les pas de temps

à l’équilibre. Ces calculs sont réalisés sur des boı̂tes de simulation de 144 atomes, avec

les grilles de points k de 2x2x2 et une énergie de coupure égale à 480 Ryd. Le rayon de

coupure du pseudo-potentiel Troullier-Martins est identique à celui choisi en phase so-

lide, soit rcut=0.6 bohr. Ces paramètres nous permettent d’obtenir une convergence de la

pression et de l’énergie inférieure à 1%.

L’objectif est d’ajuster les six paramètres de l’équation (3.47) (a(ρ), b(ρ), c(ρ), d(ρ),

s et α(ρ, T )) sur les points de dynamique moléculaire calculés. Pour celà nous allons

supposer queα(ρ, T ) peut être approché par une fonction semblable à une formede Fermi,

donnée par :

α(ρ, T ) =
1

e(B(ρ)/T−C(ρ)T ) + 1
. (3.51)

Cette fonction de Fermi a une limite finie àT = 0 K (température pour laquelle le fluide

est complètement moléculaire dans notre modèle),

lim
T→0

(

kBT
{

lnα+
1 − α

2

}

)

= −kBB(ρ), (3.52)

et corrige donc l’énergie libre du fluide atomique pour donner une énergie libre moléculaire

même à température nulle. Nous montrerons par la suite que cette forme d’énergie libre

donne une description très satisfaisante de l’énergie libre d’un fluide moléculaire.
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Comme le mouvement des atomes est traité de façon classique, l’énergie interneab

initio ne tient pas compte de l’énergie quantique dont la contribution est importante à basse

température, à cause de la faible masse de l’hydrogène (ΘD ∼ 1√
m

). Nous montrerons

par la suite que sa contribution est essentielle pour d’une part, expliquer les différences

dans les courbes d’Hugoniot de l’hydrogène et du deutérium, et d’autre part pour calculer

correctement la courbe de fusion de ces deux isotopes. Donc dans un premier temps, nous

n’avons pas apporté de correction quantique à l’énergielibre classique calculée, pour

pouvoir comparer nos calculs avec d’autres calculs traitant les protons de façon classique,

à savoir :

1. l’équation d’étatab initioE(ρ, T ) etP (ρ, T ) donnée par Holstet al.[11], et les cal-

culs PIMC de Militzer [7], qui couvrent un domaine thermodynamique plus grand

que le nôtre, allant de 0.2 g/cm3 à 5 g/cm3, et de 500 K à 125 000 K, mais sans

expression de l’énergie libre,

2. l’équation d’état de Moraleset al. [12], qui donne une expression de l’énergie

libre mais uniquement dans le liquide complètement dissocié (i.e de 0.7 g/cm3 à

2.4 g/cm3 et de 2000 K à 10 000 K).

Nous avons ajusté nos différents paramètres de la façonsuivante :

1. a(ρ), b(ρ), c(ρ), d(ρ) et s sont ajustés à haute température (i.e entre 12 000 et

125 000 K), dans un liquide complètement dissocié ;

2. ceci nous permet de déduire l’écart enP etE pourT ≤ 12 000 K entre un liquide

complètement dissocié et un liquide partiellement moléculaire ;

3. cet écart nous permet ensuite d’ajuster la fraction de dissociation via les paramètres

B(ρ) et C(ρ) ; ainsi, contrairement à Holst, la fraction de dissociation n’est pas

mesurée mais ajustée ; nous contournons ainsi la difficulté de devoir identifier une

molécule dans une simulation QMD sur des critères nécessairement subjectifs (dis-

tance intramoléculaire, durée de vie).

Les différents paramètres sont donnés par les expressions suivantes :
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a(ρ) = −0.731807 + (−3.084e− 3)ρ+ 0.35277 ln(ρ)

+ (8.8546e− 3)(ln(ρ))2 + 0.014805267(ln(ρ))3, (3.53)

b = 0.275457265, (3.54)

c = −0.32095, (3.55)

s = 0.321308, (3.56)

d(ρ) = d0 +
32.1514

16.3339
exp(−16.3339ρ) + dc(ρ), (3.57)

d0 = −0.2743876. (3.58)

Pourρ ≤ 0.337 g/cm3,

dc(ρ) = −0.16369929ρ. (3.59)

Pour 0.337 g/cm3 ≤ ρ ≤ 0.419 g/cm3,

dc(ρ) = −0.16369929ρ+ 2.394940122ρ(
ρ

2
− 0.337). (3.60)

Pour 0.419 g/cm3 ≤ ρ,

dc(ρ) = 0.0326858ρ. (3.61)

B(ρ) = exp(9.14895− 2.06913ρ), (3.62)

C(ρ) = exp(−8.6253 + 2.8804ρ). (3.63)

ρ est la densité équivalente de l’hydrogène pour une densité de l’isotope donnée (i.e

ρ = mH

misotp
ρisotp). La constanted0 est calculée afin d’obtenir la même énergie libre pour

le fluide dissocié que celle calculée par Moraleset al. [12] pour leur référence.

Nous avons donc une énergie libre dont la courbe froide, dépendante du paramètre

a(ρ), sature à haute densité et nous nous attendons à ce qu’elle tende vers la courbe froide

de la structure bcc prédite pour le solide à très haute densité [24, 57, 84]. Tous ces pa-

ramètres sont ajustés sur des simulations numériques (QMD à basse température et PIMC

à haute température) où les effets quantiques des noyauxsont absents ou négligeables.
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FIG. 3.12: Fraction de dissociation des molécules en fonctionde la température pour deux
densités. Nous comparons notre dissociation ajustée (trait plein) avec celle de Holst (poin-
tillés) [11] et celle calculée par la méthode de Vorberger [85] appliquée aux simulations
de Holst.
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Sur la figure FIG.3.12, nous comparons la fraction de dissociation ajustée de notre

modèle avec la fraction de dissociation calculée à partir des simulations de Holst selon

deux méthodes différentes :

1. la méthode de Vorbergeret al. [85], qui consiste à compter le nombre de paires

d’atomes situées dans un rayonrbond tel que
∫ rbond

0 4πr2g(r)dr = 1, en ne comp-

tant que les paires ayant une durée de vie supérieure à dixpériodes de vibration,

2. la méthode de Holstet al. [11] faisant intervenir le nombre de coordinationK(r)

défini par :

K(r) =
N − 1

V

∫ r

0

4πr′2g(r′)dr′. (3.64)

Les fractions de dissociation évoluent de manière similaire par les trois méthodes en

densité et en température. De même, notre modèle met en ´evidence une transition entre

le fluide moléculaire et le fluide complètement dissocié que l’on retrouve de manière

microscopique dans les simulations numériques. On constate en particulier que cette tran-

sition est de plus en plus abrupte quand la densité augmente. Mais nous devons quand

même rappeler que, bien que cette fraction de dissocition aun sens physique, elle est is-

sue d’un paramètre ajustable qui compense les approximations drastiques de notre modèle

d’énergie libre, telles que la loi linéaire de mélange etl’évolution purement chimique du

fluide d’hydrogène.

Nous avons finalement comparé les grandeursE(ρ, T ) etP (ρ, T ) données par notre

modèle avec les modèles de Holstet al.et de Moraleset al. sur l’ensemble du domaine

thermodynamique allant de 0.2 g/cm3 à 5 g/cm3, et de 300 K à 20 000 K, puis avec les

calculs PIMC de Militzer et le modèle de Chabrier et Potekhin au dessus de 20 000 K.

Nous avons limité la comparaison avec le modèle de Holstet al. au liquide entièrement

dissocié, soit aux températures supérieures à 12 000 K car Holst a rajouté dans son modèle

une correction quantique prenant en compte l’énergie de vibration des molécules.

Les équationsE(ρ, T ) et P (ρ, T ) en dessous de 10 000 K sont représentées sur le gra-

phique FIG.3.13. Nous avons un accord en énergie avec les modèles de Holstet al. et

Moraleset al. meilleur que 4% et un accord en pression meilleur de 2% entre 0.2 et 5

g/cc. Notre estimation de la fraction de dissociation nous semble également très correcte,

car en régime purement classique, nous avons un très bon accord avec les calculs de Mo-
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FIG. 3.13: (a) Energie interne en fonction de la température pour plusieurs densités,
obtenue par différents calculs QMD : nos calculs sont symbolisés par des triangles et
ajustés par notre fit en traits pleins, le fit des calculs QMD de Holstet al.[11] par des ronds
et pointillés, le fit des calculs CEIMC de Moraleset al. [12] par des croix et pointillés.-
(b) Même graphique pour la pression.

raleset al. où le liquide est entièrement dissocié au dessus de 2000 Kquelle que soit la

densité.

Sur le graphique FIG. 3.14 nous comparons l’énergie libre donnée par le fit de Mo-

raleset al. et l’énergie libre donnée par notre modèle. Nous avons ajusté notre constante

d’entropied0 de manière à obtenir la même valeur d’énergie libre que Morales à la den-

sité et la température lui servant de référence (ρ ≈ 1.38 g/cm3 et T = 6000 K). Ainsi,

nous avons un accord global sur l’énergie libre avec le mod`ele de Moraleset al. qui est

inférieure à 2%, et un écart maximal sur l’entropie de 8% `a la densité et température

maximales de leurs simulations (ρ ≈ 2.4 g/cm3 etT = 10 000 K).

La bonne concordance deF (ρ, T ), E(ρ, T ) etP (ρ, T ) entre ces trois modèles utili-

sant la QMD (Holst, Morales et nous mêmes) nous indique que notre modèle est pertinent

pour 0.2 g/cm3 ≤ ρ ≤ 5 g/cm3.

Sur le graphique FIG. 3.15, nous montrons que l’extension denotre modèle jus-

qu’à 125 000 K (soitΓ ≈ 1 pour la plupart des densités) est en bon accord avec les

calculs PIMC de Militzer [7] ainsi que le modèle de plasma complètement ionisé de Cha-

brier et Potekhin [76, 77]. La partie où le modèle est le moins précis (≈5%) se situe aux
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plusieurs densités, obtenue par calculs PIMC [7], le modèle de Chabrier et Potekhin [76]
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rapport à la précédente pour plus de clarté.- (b) Même graphique pour la pression.

températures où nous faisons la jonction entre les calculs QMD et PIMC, soit entre 5 et

7 eV.

Nous avons donc construit finalement un modèle d’énergie libre, thermodynami-

quement consistant, et reproduisant correctement l’évolution de l’hydrogène dense entre

0.2 g/cm3 et 5 g/cm3 aussi bien en partie froide moléculaire et plasma fortement couplé,

jusqu’à la partie plasma dissociée et faiblement couplée.
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3.3.3 La correction quantique aux simulations classiques

Comme nous l’avons dit précédemment, l’expression de l’´energie libre donnée par

l’équation (3.47) ne tient pas compte de l’énergie quantique des atomes et molécules à

basse température, qui est importante de part la faible masse de l’atome d’hydrogène (et

du deutérium, dans une moindre mesure). Typiquement, les effets quantiques deviennent

important lorsque la longueur d’onde de De Broglie du noyau (λi = (2π~
2/mikBT )1/2)

est supérieure au rayon de la sphère ionique (ai = (4
3πni)

−1/3 où ni est la densité io-

nique), ce qui se traduit par la condition :

T ≤ 558.02ρ2/3, (3.65)

avecρ en g/cm3 et T enK. Nous verrons par la suite que dans le cadre du calcul de

la courbe de fusion du solide moléculaire, et dans le calculd’un chemin de compres-

sion isentropique, le domaine de température exploré fait que cette condition est souvent

vérifiée. Cependant, c’est un critère approximatif, quine tient pas compte de la non unifor-

mité de la densité ionique dans le matériau. Ainsi, mêmedans de l’hydrogène dilué, une

forte énergie quantique est présente, due aux vibrationsintramoléculaires (la température

de Debye caractéristique du vibron à pression et température ambiante est de l’ordre de

6000 K).

3.3.3.1 Estimer la correction quantique dans une simulation de QMD

Une manière d’estimer la correction quantique à l’énergie libre dans un liquide est

de développer la fonction de partition classique en puissances de la constante de Plank~

selon la méthode de Wigner [86] et Kirkwood [87]. Pour un système deN atomes iden-

tiques de massem, dans une description classique, l’hamiltonien se décompose comme

la somme d’un terme cinétique dépendant des coordonnéesgénéralisées d’impulsionp =

(p1, p2, ...,pN ), et d’un terme potentiel classique dépendant des coordonnées généralisées

de positionr = (r1, r2, ..., rN ) :

H(p, r) = K(p) + V (r).
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La fonction de partition de ce système classique dans l’ensemble canonique NVT

s’écrit donc :

ZclNV T =
1

N !

1

h3N

∫

drdp exp(−H(r , q)/kBT )

=
1

N !

1

h3N

∫

dp exp(−K(p)/kBT )

∫

dr exp(−V (r)/kBT )

=
1

λ3N
i N !

∫

dr exp(−V (r)/kBT ). (3.66)

Le développement en puissances de~ de l’équation (3.66) donne :

ZNV T =
1

λ3N
i N !

∫

dr
(

1 − β~
2

24m

N
∑

i=1

(∇ri
βV (r))2

)

exp(−βV (r))

= ZclNV T − (β~)2

24m
〈(∇r iV (r))2〉. (3.67)

Soit fi la force qui s’exerce sur l’atomei au temps t. Alorsfi = ∇ri
V (r). La

fonction de partition s’écrit donc :

ZNV T = ZclNV T − (β)3(~)2

24m
〈f2
i 〉. (3.68)

En supposant que(β)3(~)2

24m 〈f2
i 〉 ≪ ZclNV T , l’expression de la fonction de partition

conduit à la correction de l’énergie libre :

∆F =
1

24
N~

2β2〈f2
i 〉/m. (3.69)

Nous pouvons donc utiliser cette expression pour calculer la correction quantique

aux diverses densités et températures de nos simultations, mais pour l’injecter ensuite

dans notre modèle, nous devons donner une expression analytique∆F (ρ, T ) qui ajuste

ces calculs. Une façon simple de trouver cette expression analytique est de modéliser

séparément les mouvements quantiques atomique et moléculaire par des oscillateurs har-

moniques, selon le modèle d’Einstein. En effet, une autre manière, plus précise, d’esti-
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mer les corrections quantiques est d’appliquer la méthodeproposée par Berens, Mackay,

White et Wilson [88], qui consiste à calculer la fonction d’autocorrélation des vitesses et

sa transformée de Fourier pour obtenir une densité d’états,

ĉvv(ω) =

∫ ∞

−∞
dt exp(iωt)〈vi(t).vi(0)〉/〈v2

i 〉. (3.70)

Ainsi, en supposant que le système se comporte comme un ensemble d’oscillateurs

harmoniques, dont la distribution des fréquences est donnée par l’expression précédente,

la correction quantique à l’énergie libre s’exprime comme :

∆F = 3NkBT

∫ ∞

−∞

dω

2π
ĉvv(ω) ln

(exp(1
2~ω/kBT ) − exp(− 1

2~ω/kBT )

~ω/kBT

)

, (3.71)

qui correspond à l’équation (3.69) ào(~2) près. Si on suppose, comme dans le modèle

d’Einstein, que les fréquences sont toutes identiques et ne dépendent que de la densité,

alors la fonction d’autocorrélation des vitesses peut s’´ecrire, au deuxième ordre ent,

comme :

〈vi(t).vi(0)〉 = 〈v2
i 〉 −

1

2
〈v̇2
i 〉t2

= 〈v2
i 〉(1 − 1

2
ω2
Et

2 + ...), (3.72)

où ωE est la fréquence d’Einstein d’un atome qui vibre dans le champ de force moyen

créé par ses voisins. Elle est directement donnée par l’expression

ω2
E =

〈f2
i 〉

m2〈v2
i 〉
. (3.73)

Le calcul de∆F nous donnant une fréquence moyennée sur les atomes et les molécules

(dans le cas d’un fluide partiellement dissocié), nous avons calculé séparemmentωE pour

les atomes et les molécules comme suit.
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3.3.3.2 La correction quantique atomique

Pour estimer la correction quantique atomique, nous avons calculéωE suivant l’ex-

pression (3.73) à divers points de densité et de température pour lequels le liquide est

entièrement dissocié selon notre modèle. Nous obtenonsainsi une température d’Einstein

ΘE = ~ωE

kB
de l’atome dissocié qui varie en fonction de la densité selon l’expression :

ΘE(ρ) = 452.79 + 390.49ρ. (3.74)

La fonction de partition de cette vibration est cette fois celle d’un oscillateur harmo-

nique à trois dimensions, à laquelle nous retirons la limite haute température déjà incluse

dans les simulations :

qcqa =
( exp(−ΘE/2T )

1 − exp(−ΘE/T )

ΘE

T

)3

. (3.75)

3.3.3.3 La correction quantique moléculaire

Pour estimer la correction quantique moléculaire vibrationnelle, nous avons négligé

en première approximation les variations en densité et température du vibron :

νH2 = 4155.2 cm−1,

νD2 ≃ 1√
2
νH2 . (3.76)

A cette vibration correspond une température caractéristique donnée parkBΘvib =

hν, et la fonction de partition de vibration s’écrit :

qvib =
exp(−Θvib/2T )

1 − exp(−Θvib/T )
. (3.77)

A cette fonction de partition, nous retirons également la limite à haute température,

correspondant aux vibrations classiques des atomes déjàcomprises dans nos simulations,
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et la fonction de partition correspondant à la correction quantique moléculaire devient

donc :

qcqm =
exp(−Θvib/2T )

1 − exp(−Θvib/T )

Θvib

T
. (3.78)

Comme précisé plus haut, nous supposons que cette vibration varie peu avec la

température (∂ν∂T ≤ 0.4 cm−1K−1 entre 0 et 150 GPa [89]).

3.3.3.4 L’effet des corrections quantiques sur la fraction de dissociation

Si la prise en compte de ces corrections se traduit par un surplus d’énergie libre,

elle implique également une modification de la fraction de dissociation. En effet, si on

reprend l’équation (3.29) en introduisantqc la fonction de partition classique (atomique et

moléculaire),qcq la correction quantique à la fonction de partition (atomique et moléculaire),

alors la fonction de partition totale s’écrit :

Z =
[qcaq

cq
a ]Nα

Nα!

[qcmq
cq
m ]

N
2 (1−α)

N
2 (1 − α)!

. (3.79)

Les corrections quantiques à l’énergie libre d’un atome et d’une molécule s’écrivent

donc :

F cqa = −kBT ln qcqa , (3.80)

F cqm = −kBT ln qcqm . (3.81)

De plus, si on noteαc la fraction de dissociation classique etαq la fraction de dis-

sociation avec correction quantique, ces deux fractions dedissociation sont liées par la

relation :

(αq)2

1 − αq
=

(αc)2

1 − αc
(qcqa )2

qcqm
. (3.82)
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Sur la figure FIG.3.16, nous avons tracé l’évolution de la fraction de dissociationαq

en fonction de la température pour trois densités différentes, et nous l’avons comparé avec

son estimation classique. Nous pouvons ainsi constater quel’incorporation des corrections

quantiques favorise la dissociation des molécules de H2, et que cet effet est d’autant plus

fort que la densité augmente. Ceci peut être expliqué intuitivement par la perte d’énergie

quantique de vibration lorsqu’une molécule se dissocie.

L’expression de l’énergie libre classique donnée par l’expression (3.47), que nous

notons Fc, devient, avec les corrections quantiques apportées par les équations (3.79) et

(3.82) :

F (ρ, T ) = F c(ρ, T ) + F cq(ρ, T ),

F cq(ρ, T ) = αcF cqa +
1 − αc

2
F cqm

− kBT

{

αq − αc

2
− αc ln

(

αq

αc

)

− 1 − αc

2
ln

(

1 − αq

1 − αc

)}

= F cqa − kBT

{

αq − αc

2
− ln

(

αq

αc

)}

. (3.83)

300K 500K 1000K
∆Fcalc ∆Fmodel ∆Fcalc ∆Fmodel ∆Fcalc ∆Fmodel

1 g/cm3 0.040 0.058 0.032 0.043 0.013 0.011
αc 13-40% 5% 24-57% 32% 32-58% 89%

1.21 g/cm3 0.038 0.047 0.017 0.022 0.010 0.009
αc 25-51% 32% 33-54% 80% 97-100% 99%

1.4 g/cm3 0.041 0.032 0.021 0.021 0.011 0.011
αc 33-52% 79% 86-100% 100% 90-100% 100%

1.56 g/cm3 0.038 0.036 0.024 0.023 0.012 0.012
αc 29-100% 97% 79-100% 98% 90-100% 100%

1.74 g/cm3 0.030 0.026 0.040 0.042 0.014 0.014
αc 82-100% 100% 89-100% 100% ∼ ∼

Dans le tableau TAB.3.5, nous comparons les corrections quantiques calculées di-

rectement à partir de la formule (3.69) avec celles données par notre modèle à partir

des équations (3.76)-(3.83). Dans le domaine où le fluide est entièrement dissocié, nous

constatons un très bon accord entre les deux méthodes, quijustifiea posterioril’approxi-
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2500K 5000K
∆Fcalc ∆Fmodel ∆Fcalc ∆Fmodel

1 g/cm3 2.9e-3 3.1e-3 1.6e-3 1.5e-3
αc 79-100% 100% 90-100% 100%

1.21 g/cm3 ... ... ... ...
αc 100% ∼ ∼ ∼

1.4 g/cm3 ... ... ... ...
αc 97-100% 100% ∼ ∼

1.56 g/cm3 5e-3 4.9e-3 2.9e-3 2.4e-3
αc 97-100% 100% ∼ ∼

1.74 g/cm3 ... ... ... ...
αc ∼ ∼ ∼ ∼

TAB . 3.5: Comparaison entre la correction quantique calculéedirectement à partir de
l’équation (3.69) (∆Fcalc) et à partir de notre modèle (∆Fmodel), à différentes densités
et températures. Les énergies sont en eV/atome. Les corrections quantiques dans notre
modèle ne tiennent pas compte du spin, absent dans les simulations. Les fractions de
dissociations calculées et données par notre modèle sont aussi comparées pour chaque
densité et température. Pour les fractions de dissociations calculées, on donne les valeurs
minimales et maximales obtenues à partir des méthodes de calcul de Vorberger et de Holst.

mation harmonique et l’indépendance de la fréquence par rapport à la température. Dans

la partie partiellement dissociée, les écarts restent relativement faibles, et sont principa-

lement dus à l’incertitude sur la fraction de dissociationet la fréquence de vibration des

molécules.

Nous disposons ainsi de tous les termes permettant de calculer l’énergie libre avec

correction quantique donnée par l’équation (3.83). L’énergie interne et la pression cor-

rigées avec les termes quantiques sont représentées surles figures FIG. 3.13, et comparées

avec le modèle de Holstet al. sur l’ensemble du domaine termodynamique, et notam-

ment à basse température où Holstal. ont rajouté la correction quantique de vibration des

molécules. Nous constatons un bon accord entre ces deux modèles (écart inférieur à 4.5

%) entre 0.2 et 1 g/cm3, l’écart se situant essentiellement dans le domaine où l’hydrogène

se dissocie, au delà de 1 g/cm3. Dans ce domaine, notre modèle donne une évolution

croissante quasi-linéaire en température deE(ρ, T ) et P (ρ, T ) dans un hydrogène qua-

siment complètement dissocié, alors que dans le modèle de Holstet al., nous observons

des fluctuations deE etP (∂P∂T )ρ < 0 et (∂E∂T )ρ < 0, qui ne peuvent s’expliquer unique-

ment par la dissociation puisque ces fluctuations augmentent avec la densité alors queα

et ( ∂α∂T )ρ s’annulent à forte densité. Ces fluctuations sont probablement un artefact de la
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FIG. 3.16: Influence des corrections quantiques sur la fractionde dissociation pour trois
densités ; les fractions de dissociation classiques sont en trait plein, les fractions de disso-
ciations avec corrections quantiques sont en pointillés.

forme mathématique choisie par Holstet al.pour ajuster leurs résultats. Ainsi, contraire-

ment à notre forme d’énergie libre qui retrouve les limites physique du plasma ionisé, la

forme mathématique de Holstet al. n’est pas extrapolable au delà du domaine de calcul

sur lequel elle a été ajustée.
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Dans le chapitre précédent, nous avons décrit comment deux formes d’énergie libre,

une pour le solide et une pour le liquide, permettent d’ajuster les calculsab initio. Nous

insistons sur le fait qu’aucune donnée expérimentale n’aété utilisée pour contraindre ces

formes d’énergie libre. Nous allons maintenant comparer cette équation d’étatab initio

avec les résultats expérimentaux pour valider sa précision. Les approximations inhérentes

à la DFT (mauvaise estimation des forces à longue distance, sous-estimation du gap

électronique) s’appliquant essentiellement dans le domaine thermodynamique de notre

étude (avec comme principales conséquences une possibleimprécision dans la descrip-

tion des phénomènes de dissociation et d’ionisation), lavalidation de la précision de cette
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EoS sur des données expérimentales produites dans ce domaine devrait nous conforter sur

sa précision dans un domaine thermodynamique plus large.

Ainsi, dans ce chapitre, nous allons comparer les résultats de notre équation d’état

avec les principales mesures de grandeurs thermodynamiquesdisponibles pour l’hydrogène

à haute pression dans la phase fluide :

– les mesures de vitesse du son dans le fluide moléculaire,

– les courbes d’Hugoniot principales de l’hydrogène et du deutérium liquides à 19 K,

– la courbe de fusion du solide moléculaire de H2.

Nous avons déjà montré dans le chapitre précédent que l’EoS en phase solide re-

trouvait correctement les points expérimentaux à 300 K. Nous allons montrer que les

comparaisons en phase fluide sont également très satisfaisantes, bien qu’effectuées dans

un domaine thermodynamique où les propriétés du matériau sonta priori décrites avec la

moins bonne précision par la DFT comme nous l’avons évoqu´e précédemment.

4.1 La vitesse du son dans le fluide moléculaire dense

A partir de l’équation (3.52), l’énergie libre moléculaire est obtenue dans la limite où

la fraction de dissociation tend vers 0. Nous allons tester cette énergie libre moléculaire

sur des mesures de vitesse du son par spectroscopie Brillouin dans le fluide de H2 entre 1

et 13 GPa et 293 et 526 K [1]. La vitesse du son adiabatique est calculée à partir de notre

équation d’état en utilisant la formule

cu =

√

√

√

√

(

∂P

∂ρ

)

S

. (4.1)

Sur la figure FIG.4.1, nous pouvons constater un très bon accord entre les vitesses du

son calculées et expérimentales.
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FIG. 4.1: Vitesse adiabatique du son dans du H2 liquide en fonction de la pression à
diverses températures. Les points expérimentaux et leurs barres d’erreur [1] indiqués en
rouge sont comparés avec les valeurs calculées issues de notre équation d’état.
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4.2 Calcul des courbes d’Hugoniot principales de H2

et D2 liquides à 19 K

Les mesures dynamiques de vitesses dans des expériences degénération de chocs

dans des matériaux plans fournit une mesure absolue de l’équation d’état dans un fluide

dense. En particulier, le taux de compression en fonction dela pression, qu’on nomme

courbe d’Hugoniot, est un résultat significatif. L’Hugoniot décrit les états finaux possibles

(ρ, P,E) de la matière soumise à une compression par choc, selon l’équation d’Hugoniot :

E − E0 =
1

2
(P + P0)(

1

ρ0
− 1

ρ
) (4.2)

à partir des condition initiales (ρ0, P0, E0).

Des expériences et des mesures très précises de chocs plans ont été réalisés sur

des cibles cryogéniques de H2 et D2 avec un canon à gaz [2, 3]. Ces points d’Hugo-

niot expérimentaux sont comparés sur les figures FIG.4.2(a) et (b) aux courbes d’Hugo-

niot calculées à partir des mêmes conditions initiales avec notre équation d’état et une

équation d’état chimique (Kerley [4]). Dans ce domaine depressions, les deux fluides

sont moléculaires, avec une fraction de dissociation négligeable. Nous pouvons observer

un bon accord entre les points expérimentaux et nos calculsdans le diagramme P(ρ/ρ0),

même si les courbes d’Hugoniot issues de l’équation d’état de Kerley ajustent mieux

l’expérience. Ceci n’est guère surprenant dans la mesureoù les paramètres de l’EoS

de Kerley ont été ajustés sur ces points expérimentaux.Ainsi, dans le diagramme P(T),

l’accord est nettement moins bon, et met en évidence une dissociation trop rapide en

température dans les simulationsab initio. A pression constante, nous observons une

différence de compressibilité entre les courbes d’Hugoniot de H2 et D2, car les densités

initiales d’équilibre sont différentes, à cause de la différence d’énergie de point zéro entre

les deux isotopes. Cette différence sur les volumes d’équilibre a un impact plus fort sur le

taux de compressibilité que la différence d’EoS entre lesdeux isotopes, qui est beaucoup

plus faible à volume identique.
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Durant les dix dernières années, la courbe d’Hugoniot du D2 cryogénique a pu être

progressivement mesurée jusqu’à 200 GPa grâce à diverses techniques expérimentales.

Les données les plus récentes obtenues par compression laser [5](qui devront proba-

blement être corrigées si on se base sur la nouvelle équation d’état du quartz [6]), par

compression par explosifs [7–9], et par compression par Z-pinch [6] sont comparées sur

les figures FIG.4.3(a) et (b) à l’Hugoniot calculée à partir de notre EoS. Au dessus de

20 GPa, l’Hugoniot explore un régime allant du fluide moléculaire au plasma dissocié.

La courbe générée par notre EoS est en très bon accord avec l’ensemble de ces points

expérimentaux, à l’exception des points issus des expériences sur le laser NOVA [10, 11].

Les prédictions des principaux modèles chimiques (Kerley [4], le modèle de Ross [12],

le modèle SCVH [13] et le modèle FVT [14]) ont également été tracées. Comme nous

l’avons déjà évoqué, ces modèles chimiques prédisent un taux de compressibilité à haute

pression plus important que celui constaté expérimentalement. L’Hugoniot de Kerley, qui

semble être en meilleur accord avec les expériences, tendplus lentement vers la limite de

compression d’un gaz idéal (ρ/ρ0 = 4) au dessus de 120 GPa. Ainsi, si tous les modèles

chimiques convergent dans le domaine du fluide purement mol´eculaire, ils donnent tous

des taux de compressibilité maximum différents. Ceci illustre bien la difficulté de décrire

correctement la transition du fluide moléculaire vers la phase plasma.

Plusieurs calculsab initiode l’Hugoniot principale du D2 ont été réalisés par le passé.

On peut constater sur les figures FIG.4.4(a) et (b) que notre EoS est en très bon accord

avec ces calculs. Il subsiste néanmoins des différences qui sont essentiellement dues à la

forme fonctionnelle utilisée et au traitement des corrections quantiques. Nous considérons

que notre approche apporte un progrès par rapport aux précédents calculs sur ces deux

points. En outre, la forme d’énergie libre que nous avons construite nous permet de cal-

culer la différence isotopique sur l’EoS de l’hydrogène dense. L’influence des corrections

quantiques sur l’Hugoniot principale de l’hydrogène près de son taux de compressibilité

maximal est tracée dans l’insert de la figure FIG.4.4(a). Les courbes d’Hugoniot de H2 et

D2 sont générées à partir du même volume molaire (23.57 cm3/mol) à 300 K, qui sont les

conditions expérimentales d’une expérience de compression par laser sur une cible pré-

comprimée [18]. Une différence de taux de compressibilité est constatée entre les deux

isotopes, essentiellement due à la différence d’énergie initiale entre H2 et D2.

Nous avons finalement comparé les résultats de notre EoS aux données expérimentales
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FIG. 4.2: (a) Hugoniots principales de H2 et D2 dans le fluide moléculaire. La pression
est tracée en fonction du taux de compression. Les prédictions issues de notre EoS, en
traits pleins, sont comparées aux données expérimentales [2, 3]. Les lignes en pointillés
représentent les mêmes Hugoniots obtenus à partir d’unetable SESAME [4]. (b) Même
comparaison que dans la figure précédente mais dans le diagramme P(T). Les mesures
de température les plus récentes sont indiquées avec leurs barres d’erreur : Z-pinch (dia-
mands [16]), laser (carrés verts [17]), canon à gaz (rondsbleus [3]
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FIG. 4.3: (a) Comparaison entre les données expérimentales et plusieurs calculs de l’Hu-
goniot principale du D2 à haute pression. Les points expérimentaux sont représentés
par des symboles avec leurs barres d’erreur : Z-machine (triangles [15]), canon à Gaz
(croix [2]), Explosifs (carrés verts [7],cercles verts [8], losanges verts [9]), chocs par laser
(carrés gris [10, 11], cercles vides [5], cercles pleins bleus [6]). L’Hugoniot issue de notre
EoS, en trait plein, est comparée aux prédictions issues de divers modèles chimiques :
Kerley [4], Ross [12], Saumon-Chabrier-vanHorn [13], FVT [14]. (b) Même comparaison
que dans la figure précédente mais dans le diagramme P(T). Les mesures de température
les plus récentes sont indiquées avec leurs barres d’erreur : Z-pinch (diamands [16]), laser
(carrés verts [17]), canon à gaz (ronds bleus [3]).
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FIG. 4.4: (a) Comparaison entre les différents calculsab initio de l’Hugoniot principale
du D2 : la courbe issue de notre EoS, les points calculés par PIMC [19] et QMD [20–22] ;
en insertion : la différence isotopique sur le taux de compression entre H2 et D2 le long
d’Hugoniots avec des volumes initiaux identiques à 300 K. (b) Même comparaison que la
figure précédente dans le diagramme P(T) ; en insertion : lacomparaison avec les calculs
PIMC jusqu’à 125 000 K.
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FIG. 4.5: Vitesses du son dans le quartz et dans le D2 mesurées dans l’expérience de
double chocs de Boehlyet al. [23], comparées aux calculs issus de notre modèle. Pour
l’équation d’état du quartz, nous avons utilisé la nouvelle EoS de Kundson et Desjarlais
[6].

de double chocs générés par laser [23]. Même si cette expérience ne constitue pas une me-

sure directe de l’équation d’état, dans la mesure où il est nécessaire de connaı̂tre également

avec précision l’équation d’état du matériau transmettant le deuxième choc (ici le quartz),

la synchronisation des chocs multiples est un élément important en fusion par confinement

inertiel (FCI), comme nous le montrerons dans la deuxième partie de ce mémoire. Nous

avons ainsi utilisé comme équation d’état du quartz l’équation d’état la plus précise dispo-

nible aujourd’hui, réalisée également grâce à des calculsab initio [6]. On peut constater

sur la figure FIG.4.5 que les résultats issus de notre modèle sont en très bon accord avec

les points expérimentaux.

Une comparaison avec les résultats de chocs multiples obtenus sur la machine Z-

pinch [15] aurait également pu être réalisée, mais au vude la complexité de la simula-

tion (qui doit reproduire exactement la chronométrie des chocs de l’expérience) ainsi que

la nécessité d’avoir la bonne équation d’état de tous les matériaux transmetteurs (ici le

quartz, le saphir et l’aluminium), nous n’avons pas souhaité aller plus loin dans cette ana-

lyse, le calcul de double choc précédent nous donnant déjà une très bonne indication sur

la fiabilité de notre EoS.
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4.3 Calcul de la courbe de fusion de H2 et D2.

Le calcul de la courbe de fusion constitue un test sensible des modèles d’énergie

libre des phases solide et liquide. En utilisant les formes fonctionnelles de ces énergies

libres, nous pouvons calculer la courbe de fusion de l’hydrogène qui est le lieu où les

enthalpies libres de Gibbs des deux phases sont égales. La courbe de fusion ainsi calculée

présente un maximum et peut être correctement paramétrisée par une forme fonctionnelle

de Kechin [24],

Tm = T0(1 + P/a)b exp(cP ), (4.3)

où Tm est donnée en K, P en Gpa,T0=4.85266 K,a=0.0228677 GPa,b=0.747862 et

c=0.00982657 pour l’hydrogène. L’extrapolation de la courbe de fusion à partir de points

expérimentaux mesurés jusqu’à 20 GPa [25] suggère que la courbe de fusion de l’hy-

drogène pourrait atteindre un maximum atour de 1100 K et 120GPa. Des mesures postérieures

ont étendu la courbe de fusion à des pressions plus élevées, et confirment l’existence de

ce maximum [25–28]. Ces points expérimentaux sont compar´es à notre courbe de fusion

ab initio sur la figure FIG.4.6, et on peut constater que l’accord est très bon. Il faut rappe-

ler que la mesure des points de fusion de l’hydrogène au-dessus de 500 K est difficile et

que la précision des résultats fait toujours débat [29].Une courbe de fusion a été calculée

par QMD [30] en utilisant la méthode de l’interface (la boı̂te de simulation est divisée en

une partie solide et liquide qu’on fait évoluer à P et T constants) et l’approximation GGA

pour la fonctionnelle d’échange et de corrélation. Ce calcul prédit également l’existence

d’un maximum de la courbe de fusion autour de 90 GPa et 900 K. Nous avons également

comparé cette courbe à la notre sur la figure FIG.4.6, et nous pouvons voir qu’elles sont

relativement semblables, avec une différence notable surla température du sommet de

la courbe. Bien que les deux calculs sont basés sur la QMD avec la même fonctionnelle

d’échange et de corrélation, plusieurs différences peuvent expliquer cet écart. D’un côté,

la méthode de l’interface peut souffrir d’effets de taillede boı̂te finie, difficiles à quantifier,

mais ne nécessite pas de connaı̂tre l’énergie libre du système. D’un autre côté, la méthode

basée sur l’énergie libre peut comporter des incertitudes provenant de la forme fonction-

nelle choisie. La méthode de l’interface prend en compte les effets anharmoniques alors

qu’ils sont absents de la description du solide dans notre modèle. Enfin, la méthode de
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FIG. 4.6: Courbes de fusion de l’hydrogène et du deutérium, obtenues à partir de la
comparaison des enthalpies libres des phases solide et liquide. Les symboles représentent
divers points expérimentaux [25–28, 31]. La courbe de fusion en trait plein noir a été
déterminée par la méthode de l’interface en QMD [30].

l’interface ne tient pas compte des corrections quantiquessur le mouvement des noyaux,

corrections importantes à des températures inférieures à 1000 K. Nous verrons plus loin

que l’inclusion de ces corrections quantiques met en évidence une différence isotopique

importante entre les courbes de fusion de l’hydrogène et dudeutérium, différence aussi

importante que celle qu’on observe entre notre courbe et celle réalisée par la méthode de

l’interface.

4.4 Effet isotopique sur la courbe de fusion

La prise en compte des corrections quantiques nucléaires dans l’énergie libre du so-

lide et du liquide nous permet de mettre en évidence une différence isotopique sur la

courbe de fusion du solide moléculaire. La courbe de fusioncalculée pour le deuterium

est également paramétrisée par la forme fonctionnelle de Kechin avec les paramètres sui-
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vants :T0=10.529 K,a =0.0350601 GPa,b=0.647859, etc=0.0065481. La courbe de

fusion de D2 est comparée sur les figures FIG.4.6 et 4.7 à la courbe de fusion de H2.

Une différence isotopique importante est observée, faisant apparaı̂tre une caractéristique

inattendue. A basse pression, la température de fusion du D2 est inférieure à celle du H2,

en accord avec la prédiction initiale basée sur l’interaction de paire entre molécules [32].

Mais au dessus de 120 GPa, les deux courbes de fusion se croisent et le solide de D2 fond

à une température plus élevée que le solide de H2. Cette inversion isotopique sur la courbe

de fusion pourrait être liée à une dissociation plus tardive de D2 par rapport à H2.

Il faut préciser à ce stade que l’estimation de cet effet isotopique est semi-quantitative,

en particulier dans la partie fluide car les contributions quantiques sont très approxima-

tives. En effet, le calcul de la courbe de fusion par la méthode de l’énergie libre de Gibbs

est très sensible aux incertitudes sur les énergies libres dans les phases solide et liquide.

De ce fait, un calcul très précis de l’effet isotopique surla courbe de fusion de l’hydrogène

nécessiterait probablement un traitement plus complet des corrections quantiques dans la

phase liquide moléculaire. Comme nous l’avons montré pr´ecédemment, les corrections

quantiques sont calculées avec précision dans la phase plasma par le terme de Wigner-

Kirkwood au dessus de 400 K. Mais ce terme est une correction au premier ordre de

l’énergie libre classique, valable uniquement si la temp´erature est très supérieure à la

température caractéristique de la vibration quantique des noyaux. Or la température de

vibration (ou de Debye) caractéristique de la molécule deH2 ≃ 6000 K, très supérieure à

la température maximale de la courbe de fusion. Nous avons donc émis l’hypothèse que

la correction quantique dans le fluide moléculaire est essentiellement due à cette vibra-

tion intra-moléculaire, avec une fréquence de vibrationindépendante de la densité et de

la température, avec un rapport de1√
2

entre H2 et D2. Avec cette approximation, nous

avons un bon accord de la courbe de fusion de H2 avec les points expérimentaux jus-

qu’à 800 K, mais avec une légère surrestimation de la température maximale de fusion.

C’est pourquoi l’estimation de cet effet isotopique ne peutêtre que semi-quantitative,

le point important étant que les deux courbes de fusion se croisent. Nous pouvons par

ailleurs améliorer l’accord entre nos calculs et les points expérimentaux de la manière sui-

vante. Dans notre modèle, nous calculons une constante d’´energie libred0 (voir l’équation

(3.53)). Nous avons choisi de calculer cette constante pourobtenir la même énergie libre
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FIG. 4.7: Courbes de fusion de H2 et D2 ajustées sur les points expérimentaux.

que celle calculée par Morales [33] dans la phase plasma, cequi fait que notre modèle

est complètementab initio, sans aucun paramètre ajusté sur l’expérience. Mais nous pou-

vons également ajuster cette constante pour retrouver despoints de fusion expérimentaux

à basse température tels que celui de Datchi [25] à 371.8 Kpour H2 et celui de Diat-

schenko [31] à 372.5 K pour D2. Ceci nous donne deux valeurs différentes de cette

constante pour H2(d0 = −0.488117) et D2 (d0 = −0.195253). L’ajustement de cette

constante sur les points expérimentaux permet de compenser l’approximation de la cor-

rection quantique dans le fluide moléculaire. Nous calculons ainsi deux nouvelles courbes

de fusion qui sont maintenant en très bon accord avec les points expérimentaux de H2

et D2 (voir figure FIG.4.7). Nous constatons encore que les deux courbes de fusion se

croisent, même si l’effet isotopique en dessous de 100 GPa est plus faible que lorsque la

constanted0 n’est pas ajustée sur l’expérience.
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4.5 Calcul d’un chemin de compression isentropique

Notre EoS nous donnant accès à l’énergie libre dans toutes les phases du matériau,

nous pouvons calculer des chemins de compression isentropique qui pourront être utiles

pour dimensionner des expériences de compression dynamique. Ainsi, on peut voir sur

la figure FIG.4.8 un chemin de compression isentropique du deuterium partant du solide

à 6 GPa et 300 K pour atteindre une densité de 10 g/cm3 (soit environ 7000 GPa). La

température le long de l’isentrope est donnée par la formule :

T = T0 exp
[

−
∫ V

V0

(∂P

∂E

)

V
dV
]

, (4.4)

oùT0 et V0 sont la température et le volume initiaux. Comme on peut le constater sur la

figure FIG.4.8, le chemin de compression isentropique calculé dans le diagrammeP (T )

est très différent de celui calculé à partir de la table de Kerley [4]. Ceci est probablement

dû au fait qu’il n’y a pas de transition solide-liquide en dessous de 3000 K dans le modèle

de Kerley. L’augmentation de température est très faiblele long de ce chemin. De ce fait,

si une expérience de compression isentropique de l’hydrogène pouvait être dimensionnée,

un domaine encore inconnu du diagramme de phase pourrait être exploré. Nos calculs

mettent également en évidence une forte discontinuité du chemin sur la courbe de fusion,

qui devrait pouvoir être observée.

4.6 Conclusion

En conclusion de ce chapitre, nous avons réussi à construire une EoS multi-phase des

isotopes de l’hydrogène entièrementab initio, qui tient compte du mouvement quantique

de point zéro des noyaux. Elle couvre un large domaine thermodynamiquede l’hydrogène,

allant du solide àT = 0 K jusqu’au plasma dense. Nous avons donné des expressions

de l’énergie libre aussi bien en phase solide que fluide. La précision de cette EoS a été

testée sur la plupart des données expérimentales disponibles aujourd’hui pour l’hydrogène

dense, et les comparaisons sont très satisfaisantes.

La cohérence de notre approche sur le domaine thermodynamique étudié (0.2 g/cm3
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≤ ρ ≤ 5 g/cm3, 0≤ T ≤ 125 000 K) et la validation expérimentale de notre EoS sur un

domaine expérimental relativement restreint nous donne une certaine confiance sur son

extension dans un domaine encore inaccessible par l’expérience. Nous allons maintenant

nous intéresser à son application dans l’étude de l’implosion de cibles pour la fusion par

confinement inertiel (FCI).
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Deuxième partie

Application à la fusion par

confinement inertiel





Introduction

Après avoir présenté dans la partie précédente la construction d’une table d’équation

d’état de l’hydrogène qui améliore la description du matériau dans la WDM par rapport

aux modèles existants, nous allons nous intéresser à sonapplication à la fusion par confi-

nement inertiel (ou FCI).

La fusion nucléaire est la réaction où les noyaux de deux ´eléments légers se com-

binent pour former un noyau plus lourd. Cette réaction exothermique est la source d’énergie

des étoiles. En 1952, la production d’énergie de fusion a ´eté réalisée pour la première fois

sur terre par l’explosion d’une bombe thermonucléaire, utilisant des réactions de fusion

de deuterium et de tritium. Depuis cette date, de nombreux travaux de recherche ont été

menés pour contrôler les réactions de fusion thermonucléaire dans le but de produire de

l’énergie, et de tirer partie de l’immensité des ressources disponibles (l’océan contient 1

noyau de deuterium pour environ 6 000 noyaux d’hydrogène).

Deux approches ont été retenues pour réaliser la fusion thermonucléaire controlée du

deuterium et du tritium :

– la fusion par confinement magnétique (ou FCM), qui consiste à confiner sur un

temps très long (plusieurs centaines de secondes) un plasma de faible densité au

moyen de champs magnétiques très puissants ;

– la fusion par confinement inertiel (ou FCI), qui consiste àconfiner sur un temps

très court (quelques picosecondes) un plasma très dense (plusieurs centaines de

fois la densité du solide)

.
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Le principe de la FCI [1] consiste à imploser par rayonnement laser une microbille

contenant un mélange de deutérium et de tritium de manière à atteindre les conditions de

densité et de température nécessaires à l’allumage et `a la combustion thermonucléaire. La

surface externe de la cible est ablatée par le rayonnement,et exerce par effet fusée une

poussée centripète sur le combustible. Lorsque le rayonnement s’arrête, la cible continue

à imploser en vol libre et décélère peu à peu. La température au centre de la cible aug-

mente au fur et à mesure du passage des chocs et forme progressivement un point chaud

central. Les réactions de fusion amorcées dans ce point chaud central se propagent à tout

le combustible, en produisant plus d’énergie de fusion qued’énergie laser initialement

fournie.

D’un point de vue pratique, plusieurs solutions technologiques sont envisagées pour

comprimer et allumer la cible. Le point chaud peut être aussi bien créé par les ondes

de choc générées par le rayonnement, que par une source d’énergie externe : on parle

dans ce cas là d’allumage rapide [2]. Deux types de rayonnement peuvent également être

envisagés : l’ablation par le rayonnement laser (attaque directe) ou par le rayonnement

X produit par l’interaction du laser avec une cavité en or (attaque indirecte) [3, 4]. Le

choix de la géométrie sphérique s’est imposée dans la communauté suite aux travaux de

Nuckolls [5], qui a montré qu’on pouvait atteindre dans cette configuration les conditions

d’allumage tout en minimisant l’énergie à investir. Pourespérer des gains élevés, deux

conditions sont alors requises [5–9] :

– la majeure partie du combustible doit être comprimée à des densités très élevées

de manière quasi-isentropique permettant d’optimiser letravail de compression

nécessaire à l’implosion ;

– une petite partie du combustible est chauffée à de très hautes températures et

amorce la combustion thermonucléaire du combustible fortement comprimé.

La recherche du seuil d’allumage, c’est à dire de l’énergie cinétique minimale pour

que les réactions de fusion amorcées dans le point chaud central se propagent à tout le

combustible, a été l’objet d’un travail de recherche intense [7, 8, 10–12], aboutissant au

consensus général que cette énergie seuil, pour une cible creuse, peut être déterminée à

partir de la vitesse d’implosion et du paramètre isentropiqueα [12–19], défini comme le
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rapport de la pression dans le combustible sur la pression deFermi.

Dans la suite de cette partie, nous allons décrire l’ensemble des critères nécessaires

à l’allumage et la combustion d’une cible, conditionnant ainsi son dimensionnement, puis

le modèle d’implosion de la FCI, et nous montrerons qu’ils sont dépendants de l’EoS uti-

lisée. Nous testerons ainsi la sensibilité à l’EoS de deux schémas d’allumage différents

(allumage découplé type allumage rapide ou par choc, et schéma auto-allumant) en utili-

sant l’EoS SESAME et notre EoS.
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Tout au long de ce chapitre, les formules seront données dans le système d’unités

CGS habituellement utilisé en FCI (cm-K-s-erg-A), avec 1 erg=10−7 J. Les constantes

que nous utiliserons, exprimées dans ce système, sont regroupées dans le tableau TAB.5.1.

c 2.99792458×1010 cm/s
h 6.62606876×10−27 erg.s
µ0 4π10−2 g.cm/A2.s2

ε0 1/µ0c
2 A2.s4/g.cm2

kB 1.3806505×10−16 erg/K
qe 1.60217653×10−19 C
me 9.1093826×10−28 g
σs 5.67×10−5 erg/s.cm2.K4

u 1.66054×10−24 g

TAB . 5.1: Valeurs des constantes fondamentales dans le système d’unités CGS.

Les modèles présentés dans ce chapitre sont largement inspirés du rapport interne
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CEA de Laurent Videau [1], qui s’appuie lui-même sur les publications de Nuckolset

al. [2], Brueckner et Jordana [3], Meyer Ter Vehn [4], Dautray etWatteau [5], Lindl [6],

Bayer et Juraszek [7] et Atzeni et Meyer Ter Vehn [8].

5.1 La production d’énergie thermonucléaire en FCI

5.1.1 Choix du combustible

Le mécanisme par lequel de l’énergie nucléaire est rendue disponible se comprend

immédiatement à l’examen de la figure FIG.5.1, qui représente, pour différents noyaux,

l’énergie de liaison par nucléon en fonction du nombre de nucléons de l’élément considéré.

L’énergie maximale, donc la plus grande stabilité, est obtenue pour le fer. Pour de plus

grand nombres de nucléons, les transitions vers des noyauxde plus faible masse pro-

duit des noyaux mieux liés et permet donc de libérer de l’énergie de liaison. C’est le

phénomène bien connu de fission nucléaire, qui peut êtrespontané ou produit à moindre

coût à l’aide de neutrons.

FIG. 5.1: Energie de liaison par nucléon.

A l’autre extrémité de la courbe, les réactions exo-énergétiques conduisent vers un

élément de masse plus importante : c’est la fusion nucléaire. Contrairement à la fission,
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qu’on peut obtenir dans des conditions ordinaires de température, la fusion nucléaire est

très difficile à obtenir. La raison en est que le potentiel d’interaction forte a une portée très

courte (≈ 10−13cm) ; afin d’approcher les noyaux à cette distance, il faut surmonter leur

répulsion coulombienne. Pour l’hydrogène, le potentielcoulombien est :

Uc =
e2

r
≈ 1.44(MeV)

r(fm)
, (5.1)

ce qui signifie que pour approcher les deux noyaux à la distance à laquelle les forces

nucléaires l’emportent sur les forces électrostatiques(environ 5 fm), il faut conférer à ces

particules une énergie cinétique d’environ 300 keV. En fait, cette barrière coulombienne

peut être franchie par effet tunnel à des énergies bien inférieures aux quelques centaines

de keV indiquées par la mécanique classique.

Le nombredNr/dt de réactions de fusion par unité de temps est proportionnel au

nombreNc de noyaux cibles, au fluxΦ de noyaux incidents, et à la section efficaceσ, qui

dépend de l’énergie, et a la dimension d’une surface :

dNr
dt

= NcΦσ. (5.2)

La figure FIG.5.2 représente les sections efficaces des réactions de fusion décrites

ci-dessous :

D+T → 4He(3.5 MeV) + n(14 MeV) (5.3)

D+D → 3T(1 MeV) + H(3 MeV) (5.4)

D+D → 3He(0.8 MeV) + n(2.45 MeV) (5.5)

D +3 He → 4He(3.6 MeV) + H(14.7 MeV) (5.6)

Cette figure montre que la probabilité de ces réactions augmente très rapidement pour

des énergies comprises entre quelques keV et quelques dizaines de keV (zone de Gamov),

et que la réaction la plus facile à obtenir est la réactionde fusion d’un noyau de deutérium

avec un noyau de tritium.
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FIG. 5.2: Sections efficaces de différentes réactions de fusion.

L’énergie cinétique devant être fournie aux noyaux dansle référentiel de leur centre

de masse, le moyen le plus commode pour l’obtenir est de chauffer un mélange de noyaux

fusibles à une température telle que leur énergie thermique soit comparable à l’énergie

requise. Dans un tel mélange, les noyaux ne sont pas mono-cinétiques, mais leurs vitesses

sont distribuées selon la statistique de Maxwell-Boltzmann. Comme la section efficace

croı̂t très rapidement avec l’énergie, l’existence de noyaux de hautes vitesses dans la par-

tie « chaude» de la maxwellienne fait que le nombre de réactions par unit´e de temps

est sensiblement supérieur à ce qu’on obtiendrait avec des noyaux affectés de l’énergie

moyenne3
2kBT.

Considérons par exemple un mélange de volume unité composé deNd noyaux de

deuterium etNt noyaux de tritium. La probabilité qu’une paire de noyaux ait la vitesse

relativev àdv près est proportionnelle àfMB
T (v)dv dans lequelfMB

T (v) est la maxwel-

lienne à la température T. Le nombre de réactions par unité de temps à la vitessev est
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doncNdvNtσ(v)fMB
T (v)dv. On en déduit le nombre de réactions par unité de temps :

dNr
dt

= NdNt

∫

vσ(v)fMB
T (v)dv = NdNt < σv > . (5.7)

La grandeur moyenne< σv > ne dépend plus, pour une réaction donnée, que de la

température du mélange : elle est représentée en figure FIG.5.3 pour les réactions de fusion

d’un plasma deuterium (D-D) et d’un mélange de deuterium-tritium (D-T). On observe

dans ce dernier cas que le taux de réaction est maximum pour une température proche de

40 keV, soit une énergie largement inférieure aux 300 keV de la barrière coulombienne de

l’hydrogène.

FIG. 5.3: Taux de réactions moyens< σv > en fonction de la température (en keV), pour
les différentes réactions de fusion données par les équations (5.3-5.6).

Bien évidemment, il est nécessaire de maintenir ce plasmaconfiné pendant un temps

suffisamment long, et au dessus d’une densité et d’une temp´erature minimales.

5.1.2 Critères de confinement

5.1.2.1 Le critère de Lawson

Supposons qu’on désire brûler au moins un tiers du combustible. Il faut alors que la

densité initialen et le tempsτ pendant lequel les conditions de température sont mainte-
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nues soient tels que :

nτ ≥ 1

< σv >
, (5.8)

appelé critère de Lawson. Le nombrenτ , produit de la densité par le temps de confine-

ment, est le paramètre essentiel de la fusion thermonucléaire. Pour du DT à la température

de 40 keV, le taux de réaction< σv > est proche de10−15 ccs−1. Le critère de Lawson

s’écrit donc dans ce cas :

nτ > 1015scc. (5.9)

Pour des temps de confinement de l’ordre de 1 s, on obtient une densité minimum

de 1015 noyaux par cc : ces ordres de grandeur sont ceux de la fusion par confinement

magnétique. Si, au contraire, on ne dispose que de temps de confinement très courts, la

densité minimum peut devenir énorme ; dans le cas de la fusion inertielle, le temps de

combustion est de l’ordre de 10 ps, ce qui conduit à une densité supérieure à1026 noyaux

par cc, soit près de 1000 fois la densité du solide.

5.1.3 Le confinement inertiel

Maintenir en place, sans qu’il se dilue, un plasma thermonucléaire, dont la température

est de l’ordre de quelques centaines de millions de degrés,est d’une difficulté certaine,

puisqu’aucune enceinte ne résisterait à de telles conditions. Les étoiles sont confinées

par leur propre gravité. Dans les Tokamaks, les particuleschargées formant le plasma de

fusion sont confinées par le champ magnétique toroı̈dal, et celà pendant des temps relati-

vement longs.

Imaginons le cas extrême d’une sphère de plasma thermonucléaire comprimé, mais

non confiné ; celui-ci va se diluer en un temps très court, mais non nul. Nous examinons

ici quelles sont les conditions à réunir pour que ce temps soit malgré tout suffisant pour

obtenir la combustion d’une fraction significative du combustible. Cette approche, qui

utilise l’inertie du combustible, justifie le vocable de« confinement inertiel».
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5.1.3.1 Le plasma thermonucléaire : un gaz parfait

Nous allons considérera priori que le DT fusible se comporte comme un gaz parfait

totalement ionisé composé d’ions et d’électrons. Ceci sera vérifié par la suite. En reprenant

les formules données dans la partie I., Chapitre 3., et en utilisant les relationsne = Zni

etni = 2ρ
Au (oùAu est le nombre de masse en unités atomiques), on obtient l’énergie et

la pression interne du plasma ionisé :

Eint = 4π
(1 + Z)kB

Au

(ρR)3

ρ2
T, (5.10)

Pint =
2(1 + Z)kB

Au
ρT, (5.11)

ce qui donne, dans le cas du DT fusible :

Eint = 4.18 × 108 (ρR)3

ρ2
T, (5.12)

Pint = 6.66 × 107ρT. (5.13)

5.1.3.2 Temps de confinement

Soit une sphère de rayonR, homogène, composée d’un mélange équimolaire de

deuterium et de tritium comprimé à la densitéρ et porté à la températureT . La sphère est

placée dans le vide.

Dès l’instant initial, les couches extérieures de la sph`ere vont se détendre sous l’effet

de la pression interne du plasma. Une onde de détente prend alors forme, se propage vers

l’intérieur, et va, de proche en proche, provoquer le désassemblage de la sphère. Cette

onde se propage à la vitesse du soncs dans le matériau. Le rayon de la sphèrer(t) varie

alors commer(t) = R− Cst.

La fusion de la sphère de DT ne peut se faire que dans la partiedense et chaude qui

n’a pas encore été atteinte par l’onde de détente. Pour ungaz parfait classique, la vitesse
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du son isotherme est alors donnée par :

Cs =
(∂P

∂ρ

)1/2

T
=

√

kBT

mi
, (5.14)

oùmi = mD+mT

2 = Au

2 , ce qui nous donne :

Cs =

√

2

Au
kBT . (5.15)

Nous supposons que la puissance thermonucléaire dégagée par unité de volume,dPtn

dV

est constante au cours du temps et homogène sur le volume. L’énergie totale dégagée

par une sphère de DT de rayonR pendant la durée de propagation de l’onde de détente

jusqu’au centre de la sphère est alors donnée par la relation :

E =
dPTN
dV

∫ R
Cs

0

4π

3
(R− Cst)

3dt. (5.16)

En faisant le changement de variablex = R− Cst, nous obtenons :

E =
dPTN
dV

4π

3Cs

∫ R

0

x3dx, (5.17)

ce qui donne :

E =
dPTN
dV

V
R

4Cs
, (5.18)

oùV = 4
3πR

3 est le volume initial de la sphère de DT. A partir de l’équation précédente,

nous définissons alors le temps de confinementτc comme le temps moyen de dégagement

d’énergie thermonucléaire égal à :

τc =
R

4Cs
(5.19)

Dans l’approximation du gaz parfait, en utilisant l’équation (5.15), ce temps de confi-

nement peut s’exprimer comme :
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τc(s) =
1

4

√

Au
2kB

R√
T

(5.20)

On constate ainsi que la durée de vie du plasma ne dépend quede la température et

de la dimension initiale de la sphère.

5.1.3.3 Masse surfacique

La connaissance du temps de confinement permet de réexprimer le paramètre de

confinementnτ . Le nombre de noyaux par unité de volume est lié à la masse volumique

par :

n =
2ρ

Au
, (5.21)

ce qui nous donne un paramètre de confinement

nτ =
ρR√

8AukBT
. (5.22)

Cette expression fait apparaı̂tre le produitρR qui est un paramètre essentiel de la

fusion inertielle.

5.1.3.4 Energie dégagée par les réactions thermonucléaires

Considérons la sphère de DT avec un nombre initial d’ions par unité de volume égal

à ni0 = 2ρ
Au

. Le taux de réaction moyen sur une distribution maxwellienne des vitesses

donne le nombreN de réactions thermonucléaires D+T :

N = nDnT 〈σv(T )〉V τc, (5.23)

où τc est le temps de confinement de la sphère de DT etV son volume. Pour un mélange

équimolaire, nous avonsnD = nT = ni0

2 . On en déduit

N =
π

3
R3n2

i0〈σv(T )〉V τc. (5.24)
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L’énergie totale thermonucléaire dégagéeETN = W ∗ N avecW = 17.6 MeV.

Finalement, nous trouvons :

ETN = W
π

3
√

2kBA
3/2
u

(ρR)4

ρ2

〈σv(T )〉√
T

. (5.25)

La puissance thermonucléaire dégagée est simplement donnée par :

PTN = W
4π

3A2
u

(ρR)3

ρ
〈σv(T )〉 (5.26)

5.1.3.5 Taux de combustion en prenant en compte l’appauvrissement

La masse totale de combustible étant limitée par la masse contenue dans la cible, une

part importante du combustible est brûlée. On doit donc tenir compte de l’appauvrisse-

ment du combustible. Soitn(t) le nombre de réactions par unité de volume qui ont eu lieu

à l’instantt. Le nombre d’ions restant à l’instantt s’écrit alors :

nD(t) = nT =
ni0
2

− n(t). (5.27)

Le nombre de réactions par unité de temps et de volume correspond à une perte

d’ions, ce qui donne :

dn(t)

dt
= nDnT 〈σv(T )〉 = (

ni0
2

− n(t))2〈σv(T )〉. (5.28)

En intégrant cette relation, nous trouvons finalement :

1

ni0 − 2n(t)
− 1

ni0
=

1

2
〈σv(T )〉t. (5.29)

Nous introduisons à ce stade le taux de combustionfb qui est définit comme le rap-

port entre le nombre d’ions brûlés durant le temps de confinementτc et le nombre initial

d’ions de D (ou T), soit :

fb =
2n(τc)

ni0
=

ni0〈σv(T )〉τc
2 + ni0〈σv(T )〉τc

. (5.30)
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En remplaçantτc par l’équation (5.20), nous obtenons finalement :

fb =
ρR

ρR+B(T )
, (5.31)

avec

B(T ) =
4AuCs
〈σv(T )〉 = 4

√

2AukB

√
T

〈σv(T )〉 ≈ 1.92 × 10−19

√
T

〈σv(T )〉 (5.32)

La figure FIG.5.4 donne l’évolution deB(T ) avec la températureT . Pour une température

de combustion de 200 à 1 000 MK,B(T ) est compris entre 5 et 7 g/cm2. Dans le cas des

cibles à haut gain, la température de combustion est comprise entre ces valeurs, ce qui

nous conduira à choisir une valeur moyenne B(T) = 6 g/cm2.

Connaissant le taux de combustionfb, nous pouvons en déduire l’énergie thermo-

nucléaire totale dégagée :

ETN = Wn(τc)V =
W

2
fbni0V =

W

Au

ρR

ρR+B(T )
MDT = 3.39×1018 ρR

ρR+B(T )
MDT

(5.33)

5.1.3.6 Calcul du gain du DT

Le gain du DT, noté GDT , est défini comme le rapport entre l’énergie thermo-

nucléaire totale dégagée et l’énergie interne investie dans le milieu fusible :

GDT =
ETN
Eint

. (5.34)

En reprenant l’expression (5.33), et dans l’approximationdu gaz parfait pour l’énergie

interne du DT, nous obtenons :
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FIG. 5.4: Evolution de la fonction B(T) (en g/cm2) en fonction de la température.

GDT =
W

3(1 + Z)kB

ρR

ρR+B(T )

1

T
≈ 3.4 × 1010 ρR

ρR+B(T )

1

T
. (5.35)

Ainsi le gain ne dépend que de la température et de la densité surfacique du milieu

fusible. En exprimant la densité surfacique en fonction dugain et de la température, nous

trouvons alors l’équation des courbes iso-gain du DT :

ρR =
B(T )TGDT
3.4 × 1010

1

1 − TGDT

3.4×1010

≈ 5.63 × 10−30T
3/2GDT
〈σv〉

1

1 − TGDT

3.4×1010

(5.36)

5.2 Conditions d’allumage

Nous allons décrire maintenant les conditions d’allumagedu milieu fusible : on

s’intéresse à une sphère de DT entourée d’un piston dense (voir figure FIG.5.5). Elle

correspond aux conditions obtenues par une cible en fin d’implosion.
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La sphère de DT centrale a un rayonR avec une températureT et une densitéρ. Nous

considérons que les électrons et les ions sont à la même température, et que la température

et la densité sont constantes sur le rayonR.

FIG. 5.5: Sphère de DT gazeux entourée d’un milieu dense.

5.2.1 Bilan d’énergie lié aux conditions d’allumage

La notion d’allumage est basée sur les considérations énergétiques du point chaud.

L’allumage est obtenu lorsque le bilan énergétique du point chaud devient positif. Pour

déterminer les conditions d’allumage, il est nécessairede prendre en compte les gains et

pertes du milieu fusible.

Tout au long de l’implosion, le bilan en puissance du DT central s’exprime de la

manière suivante :

dEint
dt

=
dEmec
dt

+ PTNdep − Prayonnement − Pconduction (5.37)

La variation d’énergie interne comprend :

– l’apport d’énergie par le travail des forces extérieures pendant l’implosion (Emec),

– le dépôt d’énergie par les réactions thermonucléaires (ETNdep),
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– la perte d’énergie par le rayonnement électromagnétique du plasma (Erayonnement),

qui est due pour l’essentiel aux transition libre-libre desélectrons (rayonnement

de freinage, oubremsstrahlung),

– la perte d’énergie par conduction électronique (Econduction).

5.2.2 Dépôt des produits de fusion

Dans le cas des réactions nucléaires D-T, des neutrons de 14 MeV et des particules

α de 3.6 MeV sont émis. Les puissances dégagées sont :

Pα,n = Wα,n
4π

(Au)2
(ρR)3

ρ
< σv > . (5.38)

La fraction redéposée dans le milieu fusible de densité surfaciqueρR par les neutrons

et les particulesα peut être approchée par les relations [9] :

Pαdep = Pα
ρR

ρR+ ρλα
, (5.39)

Pndep = Pn
ρR

ρR+ ρλn
, (5.40)

oùλα,n correspond au libre parcours moyen desα et des neutrons.

Le libre parcours moyen des neutrons peut être considérécomme indépendant de

la température et prend la valeurρλn = 4.6 g/cm2. On montrera par la suite que cette

valeur est grande devant la masse surfacique du milieu, ce qui permet de négliger le dépôt

d’énergie dû aux neutrons. Pour le libre parcours moyen des particulesα, nous pouvons

utiliser deux formules approchées qui négligent l’influence de la densité. La première

forme de Duderstadt [10] est applicable dans tout le domainede température :

ρλα =
1.9

1 + 8.26×1010

T 5/4

. (5.41)

La seconde forme est applicable uniquement pourT < 200 MK, concerné par le

domaine d’allumage hors équilibre thermodynamique local(ou HETL) :
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FIG. 5.6: Libre parcours moyen des particulesα en fonction de la température. La courbe
en trait plein représente la fonction de Duderstadt et celle en trait pointillé la fonction
simplifiée.

ρλα = 2 × 10−11T 5/4. (5.42)

Pour une température donnée, l’optimisation dePαdep demande que les particulesα

produites par les réactions de fusion soient recapturéespar le point chaud, ce qui suppose

que le rayon Rpc du point chaud soit au moins égal au libre parcoursλ de ralentissement

des particulesα. La figure FIG.5.6 montre que vers 70 MK, le libre parcours moyen des

α sera proche de 0.1 g/cm2. Ainsi, pour le calcul de l’allumage vers 70 MK, qui nécessite

unρR ≥ 0.19 g/cm2, nous pourrons considérer que toutes les particulesα redéposent leur

énergie dans le milieu. Dans le bilan d’énergie du DT fusible, nous prendrons donc :

Pαdep = Pα = 3.43 × 1041 (ρR)3

ρ
< σv > . (5.43)

5.2.3 Pertes radiatives du milieu fusible par Bremsstrahlung

Suivant les conditions du plasma, le régime radiatif peut ˆetre soit opaque, soit trans-

parent. Cette dernière description très simplifiée suffit au problème de l’allumage du

DT, puisque l’allumage par laser n’est possible qu’en régime HETL. Dans la suite, nous
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décrirons les deux cas :

– régime opaque ETL :Te = Ti = Tr, oùTr est la température radiative,

– régime transparent HETL :Te = Ti etTr ≪ Te.

Cette limite peut être déterminée en comparant le libre parcours moyen des photons

aux dimensions du système. En intégrant le coefficient d’absorption de Kramers sur toutes

les fréquences [8], nous avons :

λr = 8 × 10−23T
7/2

ρ2
. (5.44)

Nous pourrons considérer que le milieu est transparent (HETL) si λr > 5R, soit :

ρR < 1.6 × 10−23T
7/2

ρ
. (5.45)

Dans les conditions d’allumage types rencontrées avec lescibles en laboratoire, cette

relation sera toujours vérifiée et nous pourrons donc supposer que notre plasma est HETL.

Dans ce cadre, l’expression la plus précise de la puissanceperdue par Bremsstrahlung

a été donnée par Atzeni et Meyer-Ter-Vehn [8] et peut s’exprimer comme :

PBrem = 3.82 × 1020 (ρR)3

ρ

√
T . (5.46)

Un régime de combustion auto-entretenue ne pourra s’établir que si les gains ap-

portés par le ralentissement desα excèdent les pertes radiatives par Bremsstrahlung.

Cette condition limite est donnée parPαdep = PBrem, et se résume à l’expression d’une

température limite, dite température de Post. En effet, en égalisant les équations (5.43) et

(5.46), on obtient :

√

Tpost = 0.9 × 1021 < σv >, (5.47)

ce qui donneTpost ≈ 50 MK.



La physique de l’allumage d’une cible en FCI 187

5.2.4 Travail des forces extérieures

Le DT central est entouré d’un piston dense de vitesse d’implosionVimp (Vimp est

négative par convention en phase d’implosion et positive en phase de détente). Nous pou-

vons donc écrire que :

dEmec
dt

= −P dV
dt
, (5.48)

oùP est la pression interne du DT central etV son volume. Nous avonsdV = 4πR2dR

et dRdt = Vimp. La pression interne est donnée par le modèle du gaz parfait :

Pint =
2(1 + Z)kB

Au
ρT. (5.49)

Ces relations nous conduisent à l’expression suivante :

dEmec
dt

= −8π(1 + Z)kB
Au

Vimp
(ρR)2

ρ
T, (5.50)

soit pour du DT :

dEmec
dt

= −8.4 × 108Vimp
(ρR)2

ρ
T. (5.51)

Nous supposerons (supposition applicable dans le cas situ´e aux limites de fonction-

nement) que pendant toute la durée de la phase d’allumage, l’hydrodynamique est figée :

la vitesse matière est nulle, ce qui signifie que nous sommesen fin d’implosion et que

le travail des forces extérieures au système a transmis toute l’énergie au DT sous forme

d’énergie interne. Nous aurons donc à la stagnationEmeca = 0.

5.2.5 Les pertes par conduction électronique

Comme le DT central est entouré d’un piston froid, la puissance perdue par conduc-

tion électronique peut être évaluée par la relation de Spitzer :

Pcond
S

= χe
dT

dR
, (5.52)
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avec

χe =

(

8

π

)3/2

G(Z)
16π2ǫ20kB(kBT )5/2

e4
√
meZ log Λ

, (5.53)

G(Z) =
1

1 + 3.3
Z

, (5.54)

où log Λ correspond au logarithme coulombien pour les collisions électrons-ions. Nous

prendronslog Λ = 6 pour le DT. Dans notre modélisation, nous supposons que lesmilieux

(DT central et piston) sont à température et densité uniforme. Pour calculer les pertes par

conduction, il faut introduire un gradient de température. Nous ferons l’hypothèse que ce

gradient de température est égal àdTdR = 2T
R . Nous trouvons alors :

Pcond = 128π3

(

8

π

)3/2

G(Z)
ǫ20k

7/2
B

e4
√
meZ log Λ

T 7/2 ρR

ρ
, (5.55)

ce qui donne :

Pcond = 7.62 × 10−5T 7/2 ρR

ρ
. (5.56)

5.2.6 Calcul des conditions d’allumage

Les différentes hypothèses émises précédemment (travail des forces extérieures nul,

énergie déposée par les neutrons négligée, toutes lesparticulesα absorbées par le point

chaud) nous conduisent à la relation :

Pα − Prayonnement − Pconduction = 0. (5.57)

Cette relation détermine la limite d’allumage du point chaud au delà de laquelle il sera

possible d’atteindre la combustion du milieu fusible. En utilisant les équations (5.43),

(5.46) et (5.56), nous obtenons une relation qui montre que la limite d’allumage ne dépend

que de la masse surfacique et de la température ionique du milieu fusible :
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FIG. 5.7: Courbes limites d’allumage dans le planρR − T . La courbe en trait plein
correspond au calcul simplifié avec une redéposition totale desα. La courbe avec tirets
correspond au calcul complet avec une redéposition partielle desα et des neutrons.

ρR =

√

7.62 × 10−5T 7/2

3.43 × 1041 < σv > −3.82 × 1020
√
T
. (5.58)

Cette relation permet de tracer une courbe limite d’allumage dans le domaineρR−T
(figure FIG.5.7).

Remarque :

Pour plus de précision, il est possible d’effectuer un calcul plus complet prenant en compte

la redéposition partielle des neutrons et des particulesα. Ce calcul s’appuie sur le bilan

d’énergie :

Pαdep + Pndep − Prayonnement − Pconduction = 0. (5.59)

Cette courbe d’allumage est tracée sur la figure FIG.5.7. Ladifférence avec la courbe

donnée par (5.58) est suffisamment petite pour que nous gardions la formule simplifiée.
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Cette relation permet d’avoir un calcul direct de la courbe limite alors que le calcul com-

plet ne fournit qu’une solution implicite difficilement exploitable par la suite. Pour obte-

nir l’allumage, il suffit donc de se situer dans le domaine au dessus de la courbe limite

d’allumage. Par contre, en chaque point de la courbe, l’énergie interne varie. Il est alors

judicieux de franchir la courbe d’allumage au point (ρR, T ) qui minimise l’énergie ap-

portée au système.

On remarque que dans l’équation de l’énergie interne (5.12), le produitρ2Eint est

uniquement fonction de la température. On minimise donc ceproduit avecρR donné par

l’équation (5.58) le long de la courbe d’allumage, et on obtient :

T = 77 MK

ρR = 0.19 g/cm2

qui sont les valeurs optimales de température et de densit´e surfacique du point chaud pour

atteindre l’allumage. L’énergie minimale à investir dans le point chaud, appeléeénergie

seuil, est ainsi donnée par l’équation (5.12) :

Eseuil = 4.18 × 108 (ρRhall)
3Thall

ρ2
. (5.60)

Pour unρR et une température fixés, on peut remarquer que l’énergieinterne du

point chaud est inversement proportionnelle à la densité. Ainsi, pour brûler du DT en

investissant le minimum d’énergie, il faut comprimer d’autant plus le milieu fusible.

Remarque

Dans le bilan d’énergie du point chaud calculé ici, la seule contribution positive

est l’énergie mécanique de compression du combustible. Ce type de cible est dite auto-

allumante. Mais l’énergie seuil peut être atteinte avec une énergie mécanique réduite si

une source externe d’énergie apporte la contribution manquante au bilan d’énergie. Il
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existe aujourd’hui deux scenarii envisagés :

– l’allumage rapide, où la source externe d’énergie est fournie par un flux d’électrons

de très haute énergie, généré par un laser ultra haute intensité (UHI) ;

– l’allumage par choc, où la source externe d’énergie est fournie par un choc fort en

fin d’impulsion du laser principal.

Je ne détaillerai pas la physique de ces deux scenarii, qui reste globalement la même que

celle des cibles auto-allumantes, si ce n’est qu’ils permettent de travailler avec des cibles

nécessitant des vitesses d’implosion et des énergies seuil plus basses.

5.2.7 Vitesse minimale durant la phase d’implosion

Comme nous l’avons dit précédemment, pendant la phase d’implosion, la puissance

mécanique est positive, le travail des forces extérieures fournit de l’énergie au DT central

et il est le seul contributeur positif durant la première phase où les réactions thermo-

nucléaires n’ont pas commencé à jouer un rôle important. Durant toute la phase d’implo-

sion jusqu’à la stagnation, il faut que le bilan d’énergietotal soit positif :

dEint
dt

=
dEmec
dt

+ Pα − Prayonnement − Pconduction. (5.61)

Pour des vitesses suffisamment élevées (Vimp = 4× 107 cm/s sur la figure FIG.5.8),

le bilan d’énergie est toujours positif tout au long du chemin thermodynamique dans le

diagramme (ρR, T ). Par contre, pour des vitesses plus faibles (Vimp = 0.5 × 107 cm/s),

le bilan d’énergie est d’abord positif, puis devient négatif. Dans ce cas, le DT central ne

pourra jamais atteindre la seconde branche qui correspond aux conditions d’allumage pour

laquelle le bilan d’énergie redevient positif. Cette figure montre donc que pour atteindre

le domaine d’allumage, la vitesse d’implosion doit être supérieure à une limite de l’ordre

de 1.2×107 cm/s. Si nous prenons un facteur de sécurité, nous imposerons des vitesses

d’implosion supérieures à 2×107 cm/s. L’équation (5.37) ayant 2 solutions, nous trouvons

pour chaque valeur deVimp deux courbes qui séparent le plan (ρR, T ) en zones pour

lesquelles la variation en énergie interne par rapport au temps est négative ou positive.
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FIG. 5.8: Courbes limites pour lesquelles la variation de l’énergie interne par rapport
au temps est nulle. Les courbes représentent respectivement les vitesses d’implosion de
4×107 (courbe rouge), 2×107 (courbe verte), 1.2×107 (courbe bleue), 0.5×107 cm/s
(courbe noire).

5.3 Combustion : modèle du point chaud central

Le modèle que nous étudions est le modèle du point chaud central (voir figure 5.9).

Le milieu fusible est constitué de deux parties :

– le DT central est chaud à densité relativement faible ; ildoit satisfaire aux condi-

tions d’allumage et est caractérisé par sa températureTh, sa densitéρh, et son

rayonRh ;

– le DT périphérique est dense et froid, il constitue le combustible ; il est défini par

sa densitéρc et sa masseMc.

Le rayon externe du DT froidRc se déduit de ces grandeurs :

Rc =

(

R3
h +

3Mc

4πρc

)1/3

. (5.62)
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FIG. 5.9: Schéma de principe du modèle par point chaud central. Les grandeurs ca-
ractéristiques du point chaud sont indicées parh et celles du combustible froid parc.

5.3.1 Caractéristiques du combustible

5.3.1.1 Le gaz d’électrons dégénérés

Le combustible froid, de part la gamme de densités et de températures qu’il traverse,

est grossièrement assimilé à un gaz d’électrons dégénérés. Cette approximation va nous

permettre de définir de manière analytique les paramètres qui gouvernent cette compres-

sion. Nous verrons par la suite que ce modèle d’équation d’état n’est absolument pas

valable pour décrire la matière dans les premiers momentsde l’implosion.

Sine est la densité électronique, le niveau d’énergie maximum est donné par l’énergie

de Fermi :

EF =
h2

8π2me
(3π2ne)

2/3. (5.63)

La pression du DT froid se déduit de l’énergie de Fermi par :

PF =
2

5
EFne. (5.64)
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Pour tenir compte d’un niveau de préchauffage, nous introduisons le paramètre d’en-

tropieα, ce qui donne la relation :

Pc = αPF =

(

6π2Z

Au

)2/3
3Zh2

10Auπ2me
αρ5/3

c . (5.65)

L’énergie interne du combustible froid dans ce modèle estEc = 3
2PcV , ce qui

donne :

Ec =

(

6π2Z

Au

)2/3
9Zh2

20Auπ2me
αMcρ

2/3
c . (5.66)

α est donc un paramètre qui représente l’entropie qui a ét´e communiquée au combus-

tible par divers processus de l’implosion, et notamment parla traversée des chocs. Pour le

DT, les équations précédentes donnent :

Ec = 3.27 × 1012αMcρ
2/3
c , (5.67)

Pc = 2.18 × 1012αρ5/3
c . (5.68)

5.3.1.2 L’EoS du combustible en condition réelles

Comme nous l’avons dit précédemment, l’utilisation de l’EoS du gaz d’électrons

dégénéré est une approximation qui doit être vérifiée a posteriori. La plupart des simu-

lations d’implosions de cible FCI utilisent les EoS issues de modèles chimiques tels que

l’EoS de Kerley [11] qui, si elles tendent bien vers l’EoS du gaz d’électrons à très hautes

densités (siT ≪ TF ), s’en écartent très fortement lorsque la densité diminue et/ou lorsque

la température augmente fortement. Il est clair que, dans les premiers instants de l’implo-

sion, notamment lorsque les chocs générés par l’irradiation laser traversent la cible, et que

la densité de la coquille atteint quelques dizaines de g/cc, l’EoS du gaz d’électrons n’est

absolument pas valable. D’autre part, rien ne permet de direque cette limite est également

atteinte à la stagnation. Nous allons donc réécrire les ´energie et pression à la stagnation

en introduisant un écart par rapport à la limite du gaz d’électrons dégénérés :
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Ec = Eidc (1 + γE) (5.69)

Pc = P idc (1 + γP ) (5.70)

oùEidc etP idc sont définies par les équations (5.67) et (5.68). En pratique, et quelle que soit

l’EoS utilisée, le coefficientα est défini dans les simulations hydrodynamiques comme

α = Pc/PF oùPc est donnée par l’EoS utilisée, etPF la pression de Fermi à la même

densité. DoncPc ≡ P idc d’après l’équation (5.68), doncγP = 0. Le formulaire précédent

devient donc :

Ec = Eidc (1 + γE) (5.71)

Pc = P idc (5.72)

A partir des équations (5.67), (5.68) et (5.71), on peut écrire :

Ec =
3

2

Mc

ρc
P (1 + γE) =

3

2
PVc(1 + γE) ≡ 3

2
PVc(1 + γ) (5.73)

oùVc est le volume occupé par le combustible. La relation préc´edente s’écrit :

γ =
Ec

3
2PcVc

− 1. (5.74)

γ est tout simplement l’écart entre l’EoS réelle et celle dugaz parfait pour laquelle

E = 3
2PV .

5.3.2 Modèle isobare : conditions de stagnation

Le modèle de l’allumage par point chaud central est dit« isobare», car il suppose

que l’allumage se produit en fin d’implosion, à l’arrêt du piston. Les conditions d’arrêt

du piston sont déterminées par l’équilibrage des pressions. En fait, les conditions finales

ne sont pas parfaitement isobares, les pressions sont donn´ees par la relation suivante :



196 La physique de l’allumage d’une cible en FCI

Pc = ǫPh, oùǫ est un coefficient inférieur à l’unité.

En remplaçantPh etPc par leurs valeurs respectives, nous trouvons que les densités

du point chaud et du combustible sont reliées par :

ρc = 1.95 × 10−3

(

ǫ

α
ρhTh

)3/5

. (5.75)

5.3.3 Détermination du coefficient ǫ

Pour rendre les calculs suffisamment simples pour être exploitables, nous suppose-

rons que la densité et la température sont uniformes dans le point chaud et dans le combus-

tible. Il en va de même pour la pression. Comme les conditions thermodynamiques sont

différentes entre les milieux froid et chaud, ce modèle simplifié implique un gradient de

pression infini entre les deux milieux avecǫ < 1. Nous proposons ici un modèle qui prend

en compte des gradients entre les deux milieux avec notamment une répartition spatiale

plus réaliste au sein du combustible. Nous montrerons finalement qu’il est possible de

prendre en compte l’existence d’un gradient de pression dans le DT froid en choisissant

dans notre modèleǫ = 0.3.

A la fin de l’implosion, nous supposerons que l’ablateur a été complètement évaporé

et que le DT froid n’est soumis à aucune pression extérieure. La pression dans le combus-

tible décroı̂t donc continûment de la pression du point chaudPh à 0. Dans le combustible,

nous avons :P (r) = aαρ(r)5/3 aveca = 2.18 × 1012. En supposant que l’accélération

est uniforme au sein du combustible, nous pouvons écrire deplus que :

v̇ =
dv

dt
= − 1

ρ(r)

dP (r)

dr
= − (aα)3/5

P (r)3/5
dP (r)

dr
. (5.76)

En intégrant cette équation surr, nous trouvons :

v̇(r −Rh) = −5

2
(aα)3/5(P (r)2/5 − P

2/5
h ). (5.77)

Soit∆R l’épaisseur totale du combustible. Nous en déduisons que:
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v̇ =
5

2∆R
(aα)3/5P

2/5
h , (5.78)

et donc que :

P (r) = Ph

(

1 − r −Rh
∆R

)5/2

, (5.79)

ρ(r) =

(

Ph
aα

)3/5(

1 − r − Rh
∆R

)3/2

. (5.80)

Nous définissons maintenant le rapportA = Rh

∆R . Nous pouvons exprimer la masse

et l’énergie du combustible froid en fonction de ce paramètre selon :

Mc = 4πR3
h

(

Ph
aα

)3/5

µ(A), (5.81)

Ec = 6πPhR
3
hξ(A), (5.82)

avec

µ(A) =
2

A3

[

1

5
(A+ 1)2 − 2

7
(A+ 1) +

1

9

]

, (5.83)

ξ(A) =
2

A3

[

1

7
(A+ 1)2 − 2

9
(A+ 1) +

1

11

]

. (5.84)

En éliminantR3
h dans les équations (5.81) et (5.82), il est possible de faire une

analogie avec le modèle simplifié caractérisé parǫ. En effet, en reprenant les relations

Ec = 3
2PcV etPc = 2.18 × 1012αρ

5/3
c , nous trouvons :

Pc =

(

ξ(A)

µ(A)

)5/2

Ph. (5.85)
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FIG. 5.10: Fonctionǫ(A).

Le coefficientǫ s’écrit en faitǫ = ǫ(A) =

(

ξ(A)
µ(A)

)5/2

. Nous avons représenté sur

la figure FIG.5.10 la fonctionǫ(A). Pour A voisin de 1, qui correspond généralement

à la géométrie rencontrée en FCI, le paramètre reste proche de 0.3. Dans la suite, nous

prendrons cette valeurǫ = 0.3.

5.3.4 Courbes de gain iso-vitesse

La FCI consistant à mettre en vitesse un piston dense de mat´eriau fusible, on va donc

introduire la vitesse d’implosionVimp et simplifier le problème en faisant les hypothèses

suivantes :

– à la fin de la phase d’accélération, la cible est composée par le DT central qui

forme le point chaud et d’un piston dense qui est le combustible froid (de vitesse

Vimp et de masseMc) ; l’énergie cinétique de ce piston estEc = 1
2McV

2
imp ;

– nous supposons que l’ablateur a été évaporé et a communiqué sa vitesseVimp au

DT froid ;

– le piston est ralenti et stoppé par le rebond des chocs successifs ; toute son énergie
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cinétique est transformée en énergie interne.

Cette dernière hypothèse permettra de relier les paramètres de l’implosion à ceux

du combustible. Elle permet de décrire les courbes de gain iso-vitesse d’implosion. Les

solutions du modèle d’implosion s’appliquent à des cibles homothétiques, ce qui nous

conduit à décrire la courbe de gain iso-vitesse par :

– la détermination d’une cible de base, qui est définie par les conditions limites

d’allumage du point chaud ;

– des cibles homothétiques, c’est à dire ayant le même rapport de convergence RC

qui est égal au rapport entre le rayon interne initial et le rayon final du point chaud.

5.3.4.1 Cible de base des courbes de gain iso-vitesse

L’hypothèse de la conversion totale de l’énergie cinétique du piston en énergie in-

terne s’écrit :

1

2
McV

2
imp = Eh + Ec = EDT (5.86)

Pour le point chaud, nous avons toujours :

Eh = 4.18 × 108 (ρhRh)
3Th

ρ2
h

(5.87)

En utilisant les équations (5.71), (5.72) et (5.75), nous pouvons calculer l’énergie

interne du combustible :

Ec = 5.1 × 1010α3/5Mcǫ
2/5ρ

2/5
h T

2/5
h (1 + γ). (5.88)

En remplaçantMc par 2EDT

V 2
imp

, nous obtenons :

Ec = 1.02 × 1011α3/5EDT
V 2
imp

ǫ2/5ρ
2/5
h T

2/5
h (1 + γ). (5.89)

Pour simplifier l’écriture, nous allons introduire les coefficients suivants :
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FIG. 5.11: Energie à investir dans le DT en fonction de la densité du point chaud pour
une vitesse d’implosion donnée (iciVimp = 4 × 107 cm/s).

a = 4.18 × 108(ρRh)
3Th, (5.90)

b = 1.02 × 1011ǫ2/5T
2/5
h . (5.91)

Nous obtenons alors l’équation :

EDT =
a

ρ2
h(1 − bα3/5 ρ

2/5
h

V 2
imp

(1 + γ))
. (5.92)

Cette relation montre que pour une vitesse d’implosionVimp donnée, l’énergie à in-

vestir dans le DT pour la cible de base dépend de la densité finale du point chaud (voir

figure FIG.5.11). Parmi toutes les solutions possibles, nous allons choisir celle qui mini-

mise l’énergie totale à investir, soit :dEDT

dρh

= 0. Nous trouvons alors :

ρh = 0.634
V 5
imp

b5/2α3/2(1 + γ)5/2
. (5.93)
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En injectant cette relation dans l’équation (5.92), nous obtenons :

EDT = 15ab5
α3

V 10
imp

(1 + γ)5. (5.94)

Nous pouvons exprimer les caractéristiques du DT en fonction des paramètresVimp

et le taux d’entropieα :

Mh = 10.42b5(ρRh)
3 α3

V 10
imp

(1 + γ)5, (5.95)

Mc = 30ab5
α3

V 12
imp

(1 + γ)5, (5.96)

ρc = 1.48 × 10−3 (ǫTh)
3/5

b3/2
V 3
imp

α3/2(1 + γ)3/2
, (5.97)

Rh = 1.58b5/2ρRh
α3/2

V 5
imp

(1 + γ)5/2, (5.98)

Rc =

(

3.92(ρRh)
3 +

4.84 × 103a

b(1 + γ)(ǫTh)3/5

)1/3

b5/2
α3/2

V 5
imp

(1 + γ)5/2,

(5.99)

ρRc = ρRh + ρc(Rc −Rh). (5.100)

La cible de based’une courbe de gain iso-vitesse est telle que le point chauda

les conditions limites d’allumageThall = 77 MK et ρRhall = 0.19 g/cm2. Nous pou-

vons tracer l’évolution du gain pour les cibles de base en fonction de l’énergie investie

pour différents paramètresα et dans l’approximation du gaz d’électrons (γ = 0)(figure

FIG.5.12).

Remarque :

Nous avons auparavant déterminé une vitesse minimale pour arriver à l’allumage, fixée à

2 × 107 cm/s. De même il est possible de déterminer une vitesse maximale qu’il ne faut

pas dépasser. Pour rester dans le modèle d’allumage par point chaud central, il ne faut pas

que le combustible devienne équivalent à ce point chaud. Une manière d’évaluer la vitesse

maximale serait de fixer une condition sur la densité telle queρc > ρh. Cette relation nous

amène alors à l’inégalité :
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FIG. 5.12: Gain du DT en fonction de l’énergie investie dans le DT pourα=1 etα=2.

Vimp < 1.54 × 104
√

ǫThall, (5.101)

ce qui donne pour la cible de base de DT :

V maximp = 7.4 × 107 cm/s. (5.102)

5.3.4.2 Le facteur d’homothétie

La courbe de gain iso-vitesse correspond à une famille de cibles homothétiques pour

laquelle nous avons fixé, en plus de la vitesse d’implosion,le rapport de convergence RC

et la densité du point chaudρh. Le rapport de convergence est défini par :

RC =
R0DT

Rh
, (5.103)

oùR0DT est le rayon initial du DT (cryogénique+gazeux). Le param`etreα du combus-

tible est conservé.
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Nous définissons le facteur d’homothétief par le rapport entre le rayon du point

chaud à celui de la cible de base définie précédemment. Nous avons doncRh = fRh,cb,

Rc = fRc,cb et ρRh = fρRh,cb, où cb désigne la cible de base. Les autres paramètres

s’écrivent :

EDT = 15f3ab5
α3

V 10
imp

(1 + γ)5, (5.104)

Mh = 10.42f3b5(ρRh,cb)
3 α3

V 10
imp

(1 + γ)5, (5.105)

Mc = 30f3ab5
α3

V 12
imp

(1 + γ)5, (5.106)

ρh = 0.634
V 5
imp

b5/2α3/2(1 + γ)5/2
, (5.107)

ρc = 1.48 × 10−3 (ǫTh,cb)
3/5

b3/2
V 3
imp

α3/2(1 + γ)3/2
, (5.108)

Rh = 1.58fb5/2ρRh,cb
α3/2

V 5
imp

(1 + γ)5/2, (5.109)

Rc =

(

3.92(fρRh,cb)
3 +

4.84 × 103a

b(1 + γ)(ǫTh,cb)3/5

)1/3

b5/2
α3/2

V 5
imp

(1 + γ)5/2,

(5.110)

ρR = fρRh,cb + 1.48 × 10−3(ǫTh,cb)
3/5 (1 + γ)b

V 2
imp

×
{

(

3.92(fρRh,cb)
3 +

4.84 × 103a

b(1 + γ)(ǫTh,cb)3/5

)1/3

− 1.58fρRh,cb

}

(5.111)

GDT = 3.39 × 1018 ρR

ρR+ 6

Mc

EDT
. (5.112)

Dans le cas où le facteur d’homothétief ≥ 1, toutes les cibles définies ainsi sont

auto-allumantes.

Dans le cas oùf < 1, les cibles ne sont plus auto-allumantes. Ce type de cible est utilisé

dans les schémas d’allumage découplés.
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5.3.5 Du modèle d’allumage au dimensionnement de la cible

Du formulaire iso-vitesse présenté précedemment, nouspouvons nous apercevoir que

les conditions d’allumage et de combustion à la stagnationne dépendent que deα, de la

vitesse d’implosionVimp, et du facteur d’homothétief . Ces trois paramètres permettent

de définir ce qu’on appelle communément une famille de cibles homothétiques, c’est à

dire un ensemble de cibles dont les dimensions et paramètres de combustion et d’allu-

mage varient avecf et qui pourront être brûlés avec la même vitesse d’implosion et le

mêmeα.

Le choix de la vitesse d’implosion et deα résultent de plusieurs compromis :

– la vitesse d’implosion doit être suffisamment élevée pour atteindre le domaine

d’allumage ; d’un autre côté, une vitesse d’implosion trop élevée favorise les in-

stabilités paramétriques (Raman et Brillouin) qui entraı̂ne une rétrodiffusion de

l’énergie laser ;

– nous verrons par la suite qu’une compression très entropique, c’est à dire avec un

α élevé, pose moins de contraintes sur l’optimisation de l’impulsion laser qu’un

α faible ; d’un autre côté, unα élevé implique que l’énergie investie dans le com-

bustible est également plus élevée.

Nous discutons pour l’instant seulement des conditions à la stagnation données par

α et Vimp. Or, pour atteindre ce point, plusieurs chemins thermodynamiques sont pos-

sibles, ce qui nous amène à introduire un troisième paramètre dans le dimensionnement

de la cible : la pression d’ablationPa générée par l’absorption du laser. On définit ainsi

un paramètre isentropique en volαif qu’on distinguera du paramètre isentropique à la

stagnationαs, et qui correspond auα atteint par la coquille au moment où l’impulsion

laser s’arrête. Bettiet al. [12] ont ainsi montré que

αs ∝ α0.8
if V

0.67
imp P

−0.13
a . (5.113)

Il est en pratique plus facile de maı̂triser leαif via l’optimisation de l’impulsion laser

que leαs. On voit d’après la relation précédente qu’une pressiond’ablation élevée et/ou
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unαif faible permettent de réduire leαs. Ces deux options étant contradictoires (plusPa

est élevée, et plusαif est élevé ), il faut trouver un compromis sur la valeur dePa permet-

tant d’optimiser leαs. Une dernière contrainte sur la pression d’ablation est donnée par le

rapport d’aspect en volRav = R0/∆R, qui est le rapport entre le rayon du piston et son

épaisseur tout au long de l’implosion. Plus le rapport d’aspect est faible, plus la cible est

sensible aux instabilités hydrodynamiques, plusPa doit être faible.

En conclusion, une famille de cibles homothétiques se définit par le trioαif , Vimp et

Pa, qui vont ensuite conditionner l’optimisation de l’impulsion laser.

5.4 Conclusion

En synthèse, nous pouvons retenir de la description des conditions d’allumage d’une

cible FCI trois points essentiels :

– les conditions limites d’allumage sont données par la températureT et la densité

surfacique du point chaud centralρRh ; elles sont indépendantes du design de la

cible ; une cible atteignant ces conditions limites est appelée cible de base ;

– toutes les grandeurs finales de la cible s’expriment en fonction de la vitesse d’im-

plosionVimp, du facteur d’entropieα défini dans l’approximation de l’EoS du gaz

d’électrons dégénérés, et du facteur d’homothétief donnant le rapport du rayon

du point chaud de la cible avec celui de la cible de base ; ellessont dépendantes de

l’EoS du combustible ;

– l’optimisation de l’impulsion laser est réalisée àVimp, αif en vol et pression

d’ablation donnés.

Le gain de la cible, qui est un paramètre essentiel dans l’optique de la production

d’énergie par la fusion inertielle, ne dépend que de la vitesse d’implosion et du facteur

homothétique (dans le cas du gaz d’électrons dégénér´es). Pour un gain donné, nous allons

donc chercher à minimiser l’énergie à investir dans le DTainsi que la masse de combus-

tible en minimisant le facteur d’entropieα lors de la compression. Nous allons montrer

dans le chapitre suivant comment optimiser la compression via la forme de l’impulsion
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laser pour remplir ces conditions.
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L’énergie fournie au combustible pendant sa compression est due au travail des forces

de pression et à son augmentation d’entropie, d’après la première loi de la thermodyna-

miquedE = TdS − PdV . Comme nous l’avons vu dans les chapitres précédents, l’ob-

jectif de la FCI est de comprimer fortement et rapidement la cible tout en minimisant

l’énergie à investir. Pour cela, il est indispensable de limiter l’augmentation d’entropie

au cours de la compression. Or, si une succession infinie d’ondes de compression per-

met de créer une compression isentropique sans limite de compressibilité, un choc fort

comme ceux créés par l’ablation de la cible par laser impose une limite de compressibilité

ρ/ρ0 ≈ 4. Nous allons cependant montrer dans ce chapitre que nous pouvons générer une

compression forte et néanmoins quasi-isentropique en appliquant sur la cible une suc-

cession de chocs, grâce aux équations de la dynamique des fluides [1, 2]. Nous allons
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également montrer que cette compression, dite cumulative, est fortement dépendante de

la loi temporelle de pression qui est appliquée. En effet, le passage de chaque choc créant

un milieu plus dense, chaque choc est plus rapide que le précédent et finit par le rattraper

au bout d’un certain temps. De ce fait, la loi temporelle de pression doit être telle que tous

les chocs convergent au même moment de l’implosion.

Les sous-chapitres qui suivent et qui décrivent la physique de la propagation des

ondes de compression et ondes de choc dans un fluide sont largement inspirés de la thèse

de Stéphanie Brygoo [2].

6.1 Les équations fluides

C’est à partir des équations qui décrivent un fluide (liquide ou gaz) en mouvement

que les équations de propagation des ondes ont été construites.

L’état d’un élément fluide peut être décrit par sa vitesseu, sa densitéρ et sa pression

P en fonction de sa postionr et du temps.

6.1.1 Conservation de la masse

On définitρ(r , t) comme la densité de masse à un point donné(r ,t) et ayant une

vitesseu(r , t). La variation de masse par unité de temps, donnée par :

∂

∂t

∫

V

ρdV (6.1)

est égale au flux entrant et sortant de matière

−
∮

S

ρudA, (6.2)

où S est la surface extérieure du volumeV . La loi de conservation de la masse donne

donc :
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∂

∂t

∫

V

ρdV +

∮

S

ρudA = 0. (6.3)

D’après le théorème de Gauss :

∂

∂t

∫

V

ρdV +

∫

V

∇.(ρu)dV = 0. (6.4)

Comme l’expression précédente est valable pour n’importe quel volume, l’équation

de conservation de la masse peut se réduire à :

∂ρ

∂t
+ ∇.(ρu) = 0. (6.5)

6.1.2 Conservation de l’implusion

Il est plus commode pour établir cette équation de consid´erer un volume en mou-

vement dans lequel la quantité de matière reste constante. On définit alors∂∂t comme la

dérivée partielle par rapport au temps à un endroit donn´e, et DDt comme la dérivée totale

décrivant le changement par rapport au temps d’une particule en mouvement. Ces deux

dérivées sont liées par la relation :

D

Dt
=

∂

∂t
+ u.∇. (6.6)

On peut alors écrire la loi de Newton :

∫

V

ρ
Du
Dt

dV =

∮

S

fdA +

∫

V

FdV, (6.7)

où f est le tenseur des forces surfaciques etF représente les forces volumiques. En

négligeant la viscosité,f se réduit aux forces de pression :

∮

S

fdA = −
∮

S

PdAi = −
∫

V

∂P

∂xi
dV = −

∫

V

∇PdV. (6.8)

F représente toutes les forces qui pourraient agir sur l’élément considéré (électriques,

gravitationnelles,...). On va considérer ici que l’ensemble de ces forces sont nulles. En
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remplaçant chaque terme par sa forme simplifiée et en utilisant le fait que les équations

précédentes sont valables pour un volume arbitraire, l’´equation (6.7) prend la forme sui-

vante, connue sous le nom d’équation d’Euler :

ρ
∂u
∂t

+ ρ(u.∇)u = −∇P. (6.9)

6.1.3 Conservation de l’énergie

On se place dans le référentiel du fluide en mouvement. La variation d’énergie du

fluide est donnée par le taux de changement de son énergie cinétique et de son énergie

interne, soit :

∫

V

ρ
Du2/2

Dt
dV +

∫

V

ρ
Dε

Dt
dV. (6.10)

Cette variation est compensée par des sources extérieuresQex que l’on considère nulles

pour notre étude, par l’énergie rentrant par conduction thermiqueQH que l’on considère

aussi nulle, et le travail par unité de temps des forces surfaciquesWf et volumiquesWF .

Comme précédemment,F = 0, doncWF = 0.

Wf =

∮

S

u.f.dA = −
∮

S

Pu.dA, (6.11)

soit

Wf =

∫

V

∇.(Pu)dV. (6.12)

L’équation de conservation de l’énergie s’écrit donc :

ρ
D

Dt
(ε+

1

2
u2) = −∇.(Pu). (6.13)

En utilisant les équations (6.5) et (6.6), l’équation pr´ecédente devient :

∂

∂t

[

ρ(ε+
1

2
u2)

]

= −∇.[ρu(ε+
1

2
u2) + Pu]. (6.14)
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6.2 Propagation des ondes sonores

Pour plus de simplicité, nous allons travailler en une dimension avec des ondes

planes. Une onde sonore représente la propagation d’une petite variation de pression qui

entraı̂ne des variations de densité et de vitesse.∆P et ∆ρ sont considérées comme très

petites devant la pressionP0 et la densité d’équilibreρ0.

ρ = ρ0 + ∆ρ, (6.15)

P = P0 + ∆P, (6.16)

avec∆ρ
ρ0

et ∆P
P0

≪ 1. On considère que la vitesse initiale du fluide est nulle. Onpeut donc

écrire que :

u = ∆u, (6.17)

avec ∆u
c ≪ 1, où c est la vitesse de propagation d’une onde sonore dans le fluide. En

utilisant ces expressions dans les équations de conservation de la masse et de la quantité

de mouvement, on obtient :

∂(ρ0 + ∆ρ)

∂t
+
∂((ρ0 + ∆ρ)u)

∂x
= 0, (6.18)

(ρ0 + ∆ρ)
∂u

∂t
+ (ρ0 + ∆ρ)

(

u
∂

∂x

)

u = −∂∆P

∂x
. (6.19)

Cela donne au premier ordre :

∂∆ρ

∂t
= −ρ0

∂u

∂x
, (6.20)

ρ0
∂u

∂t
= −∂∆P

∂x
. (6.21)

Dans le cas d’une onde sonore, les échanges de chaleur n’ayant pas le temps de se
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faire et les variations étant réversibles, on considèreque le mouvement d’une particule est

isentropique. On définit alors :

∆P =

(

∂P

∂ρ

)

S

∆ρ = c2∆ρ. (6.22)

On dérive (6.20) par rapport au temps et (6.21) par rapport `a x, et en utilisant

l’équation précédente, on trouve :

∂2∆ρ

∂t2
= c2

∂2∆ρ

∂x2
. (6.23)

On reconnaı̂t l’équation de propagation d’une onde sonorese déplaçant à la vitesse

c, avec c définie comme :

c =

√

√

√

√

(

∂P

∂ρ

)

S

. (6.24)

Il existe deux familles de solutions à cette équation de propagation :f(x − ct) et

g(x + ct). f(x − ct) représente une onde se propageant dans la direction desx positifs,

et g(x + ct) dans la direction desx négatifs. Si le fluide n’est pas au repos au départ,

mais est animé d’une vitesse constanteu (dirigée vers+x dans notre étude), les ondes

sont alors portées par ce fluide en mouvement. Leur vitesse est alors dans le référentiel du

laboratoire égale àu + c pour les ondes allant vers lesx positifs, etu − c pour les ondes

allant vers lesx négatifs. On définit alors dans le planx− t deux principales familles de

courbes, appelées courbes caractéristiques, telles que:

C+ :=
dx

dt
= u(x, t) + c(x, t), (6.25)

C− :=
dx

dt
= u(x, t) − c(x, t). (6.26)
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6.3 Invariants de Riemann

Avant d’aller plus loin dans l’analyse de ces résultats, unpetit rappel mathématique

s’impose. Si on définit une courbex = φ(t), dans le planx− t, la dérivée d’une fonction

quelconquef(x, t) le long de la courbex = φ(t) est donnée par :

(

df

dt

)

φ

=
∂f

∂t
+
∂f

∂x

dx

dt
=
∂f

∂t
+
∂f

∂x
φ′. (6.27)

Comme le processus est isentropique, la densité n’est qu’une fonction de la pression

et on peut exprimer les dérivées les unes par rapport aux autres

∂ρ

∂t
=

(

∂ρ

∂P

)

S

∂P

∂t
=

1

c2
∂P

∂t
, (6.28)

et on fait de même pour la dérivée de la densité deρ par rapport àx. On substitue ces

expressions dans les équations de conservation de la masseet du mouvement, et en addi-

tionnant et en soustrayant ensuite les deux équations entre elles, on trouve :

[

∂u

∂t
+ (u+ c)

∂u

∂x

]

+
1

ρc

[

∂P

∂t
+ (u + c)

∂P

∂x

]

= 0, (6.29)

[

∂u

∂t
+ (u− c)

∂u

∂x

]

+
1

ρc

[

∂P

∂t
+ (u − c)

∂P

∂x

]

= 0. (6.30)

On peut remarquer que les équations précédentes sont desdérivées suivant les courbes

C+ etC−. On peut les réécrire de la manière suivante :

dJ+ = du+
1

ρc
dP = 0, (6.31)

dJ− = du− 1

ρc
dP = 0, (6.32)

suivant respectivementC+ etC−. Si on intègre ces équations, on trouve alors :
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J+ = u+

∫

dP

ρc
= u+

∫

c
dρ

ρ
, (6.33)

J− = u−
∫

dP

ρc
= u−

∫

c
dρ

ρ
. (6.34)

J+ etJ− sont appelés les invariants de Riemann. Ces équations sont valables seule-

ment pour les écoulements isentropiques. Il est importantde remarquer que ces invariants

ont été définis à partir des équations initiales de conservation de la masse et de la quantité

de mouvement. Aucune approximation, à part celle de la conservation de l’entropie, n’a

été introduite dans le modèle.

6.3.0.1 Application au gaz parfait

Calculons les invariants de Riemann pour un gaz parfait. L’´equation d’état pour un

gaz parfait dans une transformation adiabatique est :

P = P0

(

ρ

ρ0

)γ

, (6.35)

oùγ est le rapport deCP /Cv. En utilisant la définition de la vitesse du son, on trouve :

c

c0
=

(

ρ

ρ0

)

γ−1
2

, (6.36)

avecc0 la vitesse du son lorsqueu = 0, c0 =

(

γP0

ρ0

)1/2

. D’après les équations (6.33) et

(6.34), on obtient :

J+
−

= u
+
− 2

γ − 1
c. (6.37)

Ces caractéristiques et invariants associés permettentde construire à partir d’un état

quelconque l’état du système à un instant ultérieur. Unpoint (x, t) est toujours à l’inter-

section de deux caractéristiques, l’une négative et l’autre positive, provenant de deux états
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FIG. 6.1: Détermination du point D à partir des états connus Aet B par la méthode des
caractéristiques dans un écoulement adiabatique.

connus. Soit A et B ces deux états connus de l’espace caract´erisés par une vitesse fluide

et une vitesse acoustique, donc par les invariantsJ+
−

. De ces deux points partent dans

l’espace-temps deux caractéristiques le long desquellesJ+
−

sont conservées. En un point

D intersection des caractéristiques (voir figure FIG.6.1), on peut donner les vitessesu et

c par :

JD+ = uD +
2

γ − 1
cD = JA+ = uA +

2

γ − 1
cA, (6.38)

JD− = uD − 2

γ − 1
cD = JB− = uB − 2

γ − 1
cB, (6.39)

ce qui donne :

uD = (JA+ + JB− )/2, (6.40)

cD =
γ − 1

4
(JA+ − JB− ). (6.41)
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6.4 La compression isentropique

Nous allons décrire dans cette partie comment construire une compression isentro-

pique à partir des équations de Riemann (6.33) et (6.34). Imaginons que la compression

est réalisée à l’aide d’un piston qui pousse le gaz initialement au repos (u = 0). On sou-

haite comprimer le gaz de densité initialeρ0 jusqu’à une densité donnéeρ arbitraire, ce

qui en 1D revient à amener le piston d’une position initialex0 au temps initialt0, à une

position finalex et un temps finalt que nous fixerons arbitrairement àx = 0 et t = 0.

La position initiale du pistonx0 et le temps initialt0 sont donc négatifs. D’après les

équations de Riemann, la première onde de compression va traverser le fluide le long de

la caractéristiqueC+ depuis le pointx0 et t0, déliminant le fluide perturbé du fluide non

perturbé. Les caractéristiquesC− provenant du piston vont croiser cette limite, donnant

l’égalité :

J− = u− 2

γ − 1
c = − 2

γ − 1
c0, (6.42)

et donc la vitesse du son dans le liquide perturbé est donnée par :

c = c0 +
γ − 1

2
u. (6.43)

Dans le fluide perturbé, la pente des caractéristiquesC+ partant du piston est donnée à

l’aide de l’équation précédente par :

u+ c = up + c0 +
γ − 1

2
up = c0 +

γ + 1

2
up, (6.44)

où up =
dxp

dt est la vitesse du piston. Ainsi, dans le plan(x, t), plus la vitesse du pis-

ton up est élevée, plus la pente de la caractéristique issue du piston est faible. Les ca-

ractéristiques issues du piston peuvent donc se croiser enun point où les grandeursu et

c ne sont plus mono-évaluées. Cette discontinuité est caractéristique d’une onde de choc

et l’écoulement n’est plus isentropique. Nous allons doncdéterminer la loi de vitesse du

piston telle que toutes les caractéristiquesC+ issues du piston convergent au pointx = 0

et t = 0 (voir figure FIG.6.2). Nous restons dans le cas du gaz parfaitpolytropique pour

simplifier mathématiquement le problème.
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Pour que toutes les caractéristiquesC+, dont la pente est donnée par l’équation

(6.44), convergent enx = 0 et t = 0 dans le plan(x, t), il faut que la trajectoirexp(t) du

piston vérifie l’équation :

xp(tp) = (c0 +
γ + 1

2
up(tp))tp, (6.45)

ce qui, pour un gaz polytropique, donne comme solution :

xp(t)

x0
=
γ + 1

γ − 1

(

t

t0

)2/(γ+1)

− 2

γ − 1

t

t0
, (6.46)

et

up =
2

γ − 1
c0

(

(

t

t0

)
2

γ+1−1

− 1

)

. (6.47)

Ainsi, le piston démarre lentement puis accélère progressivement, pour atteindre une

vitesse infinie lorsquet → 0. A partir des équations (6.36), (6.43) et (6.47), on obtient la

loi temporelle de densité :

(

ρp(t)

ρ0

)

γ+1
2

=

(

Pp(t)

P0

)

γ+1
2γ
(

t0
t

)

γ−1
γ+1

. (6.48)

De ce fait, la densité au niveau du piston tend également vers l’infini. A t = 0, la

masse de gaz contenue dans l’intervalle[x0, 0] est comprimée dans un volume infiniment

petit, avec une compression entièrement isentropique. Evidemment, cela nécessite une

puissance au niveau du piston qui diverge également quandt→ 0 selon la loi :

PM (t) ∝ Pp(t)up(t) ∝ |t|−(3γ−1)/(γ+1). (6.49)

Ce modèle simplifié a essentiellement pour vocation de montrer qu’une compression isen-

tropique jusqu’à une densité arbitraire est théoriquement possible si la loi temporelle de

pression, donc la loi temporelle du laser dans le cas de la FCIest définie de manière ap-
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0t
0

x

x
0

0

t
x

p
(t)

II

I

FIG. 6.2: Caractéristiques d’une onde de compression cumulative (région II) et trajectoire
du pistonxp permettant cette compression. La région I représente le fluide non perturbé
par l’onde de compression.

propriée, de telle sorte que les ondes de compressions successives se focalisent au point

où on veut obtenir la compression maximale.

6.5 De la compression isentropique à la compression

d’une cible FCI

Plusieurs modèles de compression isentropique ont été ´etudié dans le cas d’une com-

pression radiale. Tous ces modèles partent de l’hypothèse que la vitesse d’implosion d’un

élément de la cible est une fonction du rayon (up(r, t) ∝ r). Le modèle de Kidder [3, 4]

est directement dérivé du modèle 1D précédent pour unecible sphérique de densité uni-

forme. Il montre que la pression nécessaire pour accélérer une coquille jusqu’à une vitesse

Vimp varie commeP ∝ V 2
imp/Ar0 oùAr0 = R0/∆R0 est le rapport d’aspect à l’instant

initial. Cette loi d’échelle est à l’origine de l’architecture de cible creuse que nous avons
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présenté au debut de cette partie. En effet, réduire le rapport d’aspect permet de diminuer

la pression et donc les instabilités hydrodynamiques qui peuvent se créer dans le plasma.

Le schéma d’implosion consiste donc à porter la coquille jusqu’à la vitesse d’implosion

Vimp souhaitée, qui va déterminer les critères essentiels que sont leρR et le gain de la

cible, tout en limitant l’augmentation d’entropie via le paramètreα pour limiter l’énergie

investie dans le DT (voir équations (5.104) à (5.112)).

En théorie, la loi de vitesse donnée par l’équation (6.47) permet de générer une

succession infinie d’ondes de compression isentropiques. En pratique, avec l’éclairement

d’un laser type MégaJoule, cette loi est irréalisable. Eneffet, l’éclairement laser àt = 0

va générer une onde de choc dans le DT et le porter quasi-instantanément deP = 0 à

P ≈ 200 GPa. Nous allons pourtant montrer qu’il est possible de comprimer le DT de

manière quasi-isentropique (c’est à dire avec une augmentation limitée du paramètreα)

en générant une succession de chocs progressifs par une loi de pression similaire à celle

donnée par l’équation (6.49). Pour cela, nous allons montrer comment varie l’entropie

lors du passage d’une onde de choc.

6.5.1 Formation d’une onde de choc

Les ondes sonores, caractérisées comme nous venons de le voir par la propagation de

petites quantités comme∆ρ et ∆P , évoluent avec le temps et peuvent devenir disconti-

nues. Ces discontinuités sont le résultat du caractère non linéraire des équations de conser-

vation de la masse et de la quantité de mouvement. Pour établir les équations d’onde, tous

les calculs ont été faits au premier ordre, éliminant ainsi leur apparition. Cependant, pour

comprendre la formation de l’onde de choc, la non-linéarité des équations ne peut plus être

négligée. Nous ne rentrerons pas dans le détail des équations, mais nous allons essayer de

voir qualitativement ce qui se passe à partir des résultats précédents [2].

Prenons l’exemple du gaz parfait. Nous avons vu que la vitesse de propagation des

ondes (équation (6.36)) croı̂t avec la densité du milieu.On considère un milieu qui, au

tempst = 0, a un profil de densité comme montré sur la figure 6.3a. Le point A a une

densité plus élevée que le point B. La vitesse du son au point A est donc supérieure à celle

au point B et la distance parcourue jusqu’au tempst1 par A est donc supérieure à celle
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FIG. 6.3: Processus de formation de l’onde de choc :
a) Profil de l’onde au temps t=0. b) D’après la définition
de la vitesse du son, pour un gaz parfait, plus la densité
est élevée, plus le point se déplace vite. Le point A se
déplace donc plus vite que le point B et l’onde commence
à se déformer. c) Si on continue le raisonnement, le point
A va dépasser le point B, situation physique impossible
car il y aurait alors plusieurs densités possibles pour le
même point. d) Le front se raidit donc pour former un
profil vertical. Aucun point ne peut dépasser ce front.
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FIG. 6.4: Passage d’une onde de choc.

parcourue par B. L’onde se déforme alors (figure 6.3b). Le phénomène continue jusqu’à

ce que le point A dépasse le point B (figure 6.3c). La situation n’est alors plus physique.

En effet, pour un même point de l’espace, on ne peut avoir deux densités différentes. Au

lieu de cela, le profil de l’onde se raidit et tous les points« s’accumulent» en tête de

l’onde formant une discontinuité (figure 6.3d). Ce type de discontinuité est appelée une

onde de choc.

6.5.2 Relation de Rankine-Hugoniot

Nous allons maintenant nous intéresser aux conséquencesde l’apparition d’une telle

onde dans le milieu. On imagine un piston qui se déplace versla droite à une vitesse

u et comprime la matière. Nous supposerons donc que l’onde dechoc est déjà formée et

qu’elle se déplace à une vitesseUs. A droite de l’onde de choc, le matériau est encore dans

son état initialP0, ρ0 etE0. Après le passage de l’onde de choc, le milieu est caractérisé

par P,ρ etE (voir figure 6.4) [2].

Comme pour la formation de l’onde sonore, trois relations deconservation per-

mettent d’écrire les équations décrivant la discontinuité thermodynamique au passage de

l’onde de choc.

6.5.2.1 Conservation de la masse

On considère la masse comprise entre les pointsA et B au cours du tempst. Au

tempst + δt, la surface au pointA s’est déplacée et est maintenant au pointA
′

. Comme

il y a conservation de la masse, on peut écrire :
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m = ρ0ABS = ρA′BS, (6.50)

où S est la surface de la section considérée. En remplaçantAB etA
′

B par leurs expres-

sions en fonction de la vitesse fluideUp et de la vitesse de chocUs, on obtient :

ρ0UsδtS = ρ(Usδt− Upδt)S, (6.51)

soit

ρ(Us − Up) = ρ0Us. (6.52)

6.5.2.2 Conservation de l’impulsion

La pression exerce de chaque côté de l’élémentAB une force(P − P0)S. La masse

m a donc acquis une implusiondp égale à :

dp = mUp = (P − P0)Sδt, (6.53)

Sδtρ0UsUp = (P − P0)Sδt, (6.54)

ce qui donne :

ρ0UsUp = P − P0. (6.55)

6.5.2.3 Conservation de l’énergie

Pour boucler les équations, il ne reste plus qu’à considérer la conservation de l’énergie.

L’énergie reçue par l’élémentAB pendant l’intervalle de tempsδt est égale au travail des

forces extérieures. Le travail qui intervient est celui provenant de la faceA qui se déplace

enA
′

, soit PSUpδt. Ce travail est égal à la variation d’énergie interne et `a l’énergie

cinétique du milieu.
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ρ0SUsδt(E − E0 +
1

2
U2
p ) = PSUpδt, (6.56)

ρ0Us(E − E0 +
1

2
U2
p ) = PUp. (6.57)

En utilisant les équations (6.52) et (6.55), on retrouve larelation donnée au chapitre

4.2 :

E − E0 =
1

2
(P + P0)(

1

ρ0
− 1

ρ
). (6.58)

6.5.3 Variation de l’entropie au passage d’une onde de choc

On considère la relation thermodynamique

TdS = dE + PdV. (6.59)

En différenciant (6.58) et (6.59), on retrouve le long de l’Hugoniot :

TdS =
1

2
(P − P0)

(

1

ρ0
− 1

ρ

)(

dP

P − P0
+

dρ

ρ(1 − ρ
ρ0

)

)

. (6.60)

En utilisant (6.52) et (6.55), on peut exprimerUp en fonction deP etρ uniquement :

U2
p = (P − P0)(

1

ρ0
− 1

ρ
). (6.61)

D’après les équations (6.52) et (6.55), on pose :

a =
P − P0
1
ρ0

− 1
ρ

= ρ2
0U

2
s , (6.62)

ce qui implique que :

da

a
=

dP

P − P0
+

dρ

ρ(1 − ρ
ρ0

)
= 2

dUs
Us

. (6.63)
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En regroupant les équations (6.60), (6.61) et (6.63), on trouve finalement :

TdS =
1

2
U2
p

da

a
= U2

p

dUs
Us

, (6.64)

d’où

(

dS

dUs

)

H

> 0. (6.65)

L’entropie augmente donc le long de l’Hugoniot. La transformation engendrée par le

passage de l’onde de choc est irréversible.

On peut essayer de quantifier à quel ordre se situe la différence entre le chemin

thermodynamique suivant l’Hugoniot et un isentrope. Si on dérive deux fois l’équation

(6.59) par rapport àV , on obtient :

T
d2SH
dV 2

+
dSH
dV

dTH
dV

=
1

2
(V0 − V )

d2PH
dV 2

. (6.66)

Donc, d’après les équations (6.60) et (6.66), enV = V0, on a :

(

dSH
dV

)

V0

= 0, (6.67)

(

d2SH
dV 2

)

V0

= 0. (6.68)

On dérive une seconde fois (6.66) par rapport à V :

T
d3SH
dV 3

+ 2
d2SH
dV 2

dTH
dV

+
dSH
dV

d2TH
dV 2

= −1

2

d2PH
dV 2

+
1

2
(V0 − V )

d3PH
dV 3

. (6.69)

On obtient alors :
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FIG. 6.5: Diagramme de compression d’un gaz polytropique dans le plan (ρ,P). La courbe
noire représente l’Hugoniot principale et la courbe rougereprésente l’isentrope (de pa-
ramètre d’entropieα = 1) tracées à partir des mêmes conditions initiales. La courbe
bleue représente une succession de trois chocs permettantde passer de l’isentropeα = 1
à une isentrope plus élevée (α = 1.5), en utilisant la nature osculatrice de l’Hugoniot.

T0

(

d3SH
dV 3

)

V0

= −1

2

(

d2PH
dV 2

)

V0

. (6.70)

Le développement limité deSH au voisinage deV0 s’écrit donc de la manière sui-

vante :

SH(V ) = S0 +
(V0 − V )3

12T0

(

d2PH
dV 2

)

V0

+ ... (6.71)

L’entropie le long de l’Hugoniot ne diffère donc qu’à l’ordre 3 au voisinage deV0.

On dit que l’Hugoniot est osculatrice de l’isentrope à l’origine. On peut donc imaginer

poursuivre un comportement isentropique en appliquant unesuccession de petits chocs de

faibles intensités (voir figure FIG.6.5).

6.5.4 Le schéma d’implosion d’une cible FCI et l’impact de l’EoS

Dans le scenario d’implosion d’une cible FCI, la coquille est mise en vitesse par

une succession de chocs générés par l’ablation de la couche externe de la coquille. Cette
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FIG. 6.6: Profils de densité et de température des différentes zones de la cible au cours de
son exposition par le laser.

ablation est réalisée soit par l’absorption d’un rayonnement laser (schéma d’attaque di-

recte) ou d’un rayonnement X (attaque indirecte) générépar l’interaction du laser avec

une cavité contenant la cible. Nous allons nous limiter au schéma d’attaque directe pour

expliciter ce mécanisme.

Sous l’effet de l’irradiation, une partie de la couche externe de la coquille se trans-

forme en un plasma qui se détend, et par effet fusée, crééune pression d’ablation qui lance

une onde de choc centripète (voir figure FIG.6.6). Ce choc sepropage en avant du front

d’ablation, et accroı̂t la température et l’entropie du combustible.

Lorsque ce choc débouche sur la face interne du combustible, la puissance laser in-

cidente accroı̂t fortement afin d’augmenter rapidement la pression d’ablation. La succes-

sion de chocs ainsi créée permet d’accélérer de manière continue la vitesse d’implosion

de la coquille. Lorsque la vitesse d’implosion souhaitée est atteinte, l’irradiation laser est

coupée et l’implosion centripète se fait en« vol libre», avec une décélération progressive

jusqu’à la stagnation où la valeur maximale duρR est atteinte, permettant la création du

point chaud nécessaire à l’allumage et la combustion (voir figure FIG.6.7). La forme type

de cette impulsion laser est dessinée sur la figure FIG.6.8.

Le point essentiel dans la mise en forme de l’impulsion laserest de faire en sorte que

la coquille atteigne la vitesse en vol libre désirée, avecle minimum de création d’entropie.

La succession de chocs créés par cette impulsion laser doit être telle qu’ils convergent tous

idéalement sur la surface interne de la coquille au même instant. Cette synchronisation est
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FIG. 6.7: Diagramme d’implosion de la cible : on indique l’évolution du rayon d’un
élément de cible en fonction du temps. L’ablateur (ici du plastique) se détend sous l’effet
de l’irradiation laser, alors que la coquille et le gaz sont comprimés par les chocs créés
par l’ablation. Au point de compression maximale se crée lepoint chaud qui déclenche
l’allumage et la combustion, qui provoque la détente de la cible.
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FIG. 6.8: Forme standard d’impulsion laser pour la compressiond’une cible FCI.

dépendante de l’EoS : en effet, l’équation (6.62) nous montre que la vitesse d’un choc

est directement liée à l’EoS du matériau au travers de sa compressibilité et de la pression

atteinte derrière le choc. En FCI, la pression derrière lechoc est imposée par la pression

d’ablation. C’est donc le taux de compression généré parle passage des chocs qui va

conditionner leur synchronisation.
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Dans les chapitres précédents, nous avons montré que la physique de la compression

et de l’allumage d’une cible FCI était dépendante de l’EoSutilisée pour le combustible.

Dans ce chapitre, nous allons quantifier cette sensibilité.

Depuis de nombreuses années, l’EoS SESAME est l’EoS de référence dans la com-

munauté de la FCI pour l’optimisation des lois laser et le calcul de gain des différentes

cibles et schémas d’allumage associés. Ce n’est que trèsrécemment qu’une équipe de

l’université de Rochester a testé une équation d’état du DT entièrementab initio, réalisée

par des calculs PIMC, dans des simulations d’implosion de cibles de type allumage ra-

pide et auto-allumantes [1]. Ils ont alors montré que les critères essentiels que sont leρR

et le gain de la cible sont sensiblement modifiés par cette équation d’état dans les deux

schémas. Mais leurs conclusions ne peuvent être considérées comme définitives dans la
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mesure où :

– l’EoS ab initio utilisée n’est valable que pour des températures supérieures à

1.35 eV, alors que la température initiale des cibles est de19 K ; les simulations hy-

drodynamiques lors de cette étude sont donc réalisées avec des cibles préchauffées,

et l’impact de ce préchauffage sur les résultats finaux n’apas été quantifié ;

– l’étude ne montre pas si les différences de gain constat´ees lors de l’utilisation de

l’EoS ab initio sont récupérables ou pas avec une nouvelle optimisation des lois

lasers.

Dans ce qui suit, nous allons poursuivre cette étude initiale en utilisant une EoSab

initio qui étend celle de Huet al. jusqu’àT = 0. Nous allons montrer que son utilisation,

en lieu et place de la SESAME ou d’une EoS équivalente (EoS deKerley [4]), dans les

simulations d’implosion de cibles nécessite une réoptimisation complète de la loi laser

afin de conserver leρR et l’énergie thermonucléaire dégagée constants. Nousmontrerons

notamment que, lors de l’implosion des cibles, un surplus d’entropie est créé avec l’utili-

sation de l’EoSab initio, qui nécessite d’augmenter l’énergie laser incidente oude réduire

le paramètreαif initial afin d’atteindre les mêmes conditions thermodynamiques à l’allu-

mage qu’avec l’EoS de Kerley.

Pour cela, nous allons étudier la mise en combustion de deuxcibles selon deux

schémas d’allumage différents envisagés sur le Laser MegaJoule en attaque directe (voir

figure FIG.7.1) :

– une cible type LMJ auto-allumante [2],

– une cible type allumage par choc [3],

ainsi que deux équations d’état différentes :

– l’EoS de Kerley [4],

– notre EoS, que nous appellerons MP-EoS (Multi-Phase Equation of State) par la

suite.

Les simulations sont réalisées à l’aide du code lagrangien multidimensionnel FCI2
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FIG. 7.1: (a) Cible type allumage par choc (b) Cible LMJ. La proportion de DT dans les
cibles est de 50/50. La proportion de DT/mousse de CH dans la cible LMJ est de 95/5.
Les cibles sont initialement à la température de 19 K.

[5], en une dimension sphérique. Au cours de l’implosion, les chemins thermodynamiques

suivis par les DT gazeux et cryogénique vont au delà du domaine pour lequel nous avons

établi notre MP-EoS (voir figure FIG.7.3). Nous allons d’abord expliciter comment nous

avons étendu cette équation d’état afin d’obtenir une EoStout domaine, tout en conservant

la précision des calculsab initio dans le domaine d’étude initial.

7.1 Extension de la table à toutes les températures

et densités

7.1.1 Extension de la table à toutes les températures

Nous avons montré dans le chapitre 3 que, quelle que soit la densité dans le do-

maine que nous avons étudié, le modèle de Chabrier et Potehkin [6, 7] pour les plasmas

complètement ionisés retrouvait les résultats des calculs ab initio pour des températures

supérieures à 100 000 K. Nous avons donc naturellement prolongé notre EoS en température

à l’aide de ce modèle, qui intrinsèquement retrouve la limite du mélange idéal des gaz

d’électrons et de protons à très haute température.
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7.1.2 Extension de la table à toutes les densités

7.1.2.1 Extension aux très hautes densités

La transition solide moléculaire-solide atomique

Il est généralement admis que l’hydrogène solide se rencontre sous la forme d’un

cristal atomique métallique à très haute pression [8–10]. A très haute densité, la structure

monoatomique bcc est unanimement reconnue comme étant la structure de l’état fon-

damental [11, 12]. L’énergie cinétique électronique domine largement toutes les autres

contributions (écrantage, échange et corrélation), detelle sorte que les électrons peuvent

être considérés comme un gaz de fermions dégénérés,constituant uniquement un fond

neutralisant dans la limiters → 0. Ce système peut être très bien décrit par un modèle

OCP (One Coponent Plasma), dont nous avons utilisé une forme générique d’équation

d’état pour notre modèle. Dans sa version classique, l’équation d’état de l’OCP dépend

uniquement du paramètre de couplageΓ. La transition solide-liquide du modèle OCP clas-

sique, déterminée par le critère de Lindemann, est estimée entreΓm = 172 etΓm = 178

[13, 14]. Des calculs PIMC plus récents, prenant en compte l’énergie quantique des

atomes [15], ont montré que la température de fusion atteint un maximum vers 17400 K

et ρ ≃ 2850 g/cm3 (Γm ≃ 185) pour s’effondrer complètement jusqu’à T=0 K pour

ρ ≃ 5700 g/cm3, donnant un liquide quantique. Cependant, pour des densit´es inférieures

à 20 g/cm3, les courbes de fusion classique et quantique sont sensiblement égales.

La question de la validité de l’écrantage linéaire se pose lorsque la densité dimi-

nue. En effet, pour des densités finies, mais suffisamment petites (rs ≪ 1), l’interaction

protons-électrons peut être traitée de manière perturbative par la théorie de l’écrantage

linéaire [16]. Cependant, la part des termes non linéraires dans l’interaction coulombienne

proton-électron augmente avecrs, c’est à dire lorsque la densité électronique devient de

moins en moins uniforme autour des noyaux (ρe(r) 6= ρe), pouvant conduire à des struc-

tures cristallines atomiques différentes de la bcc, voireà une recombinaison en cristal

moléculaire. Kohanoff et Hansen [17] ont ainsi montré que:

– si on compare les fonctions de corrélation de paire protons-électronsgpe(r) cal-
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FIG. 7.2: Diagramme de phase de l’hydrogène incluant la courbede fusion théorique du
modèle OCP [13, 14], les points calculés par Kohanoff et Hansen [17] et un point calculé
par comparaison d’enthalpies libres dans notre modèle.

culées en LDA et par réponse linéaire, l’approximation de l’écrantage linéaire

n’est plus valable pourrs ≥ 0.5 (ρ ≤ 20 g/cm3) ;

– en effectuant des calculs AIMD [18] à plusieurs densitéset températures, pour

rs ≥ 0.5, la structure bcc n’est plus stable àT = 0 K ;

– en utilisant le même ratio de Lindeman que celui de l’OCP, la courbe de fusion à

rs = 0.5 est estimée àTm ≃ 2200 K et àrs = 1 (ρ = 2.68 g/cm3), Tm ≃ 350 K

(voir figure FIG.7.2).

A l’observation de la figure FIG.7.2, la question de l’existence d’une phase cristalline

ou d’un liquide àT = 0 K entre le solide moléculaire et le solide OCP reste posée [19–21].

La seule structure cristalline atomique proposée à ce jour au delà de 490 GPa est la struc-

ture I41/amd [22]. Le comportement dynamique de cette structure n’apas été étudié par

Pickard et Needs car la question de la validité de l’approximation harmonique dans les

phases monoatomiques de l’hydrogène reste en suspens [23]. Pour autant, notre calcul de

point de fusion de cette structure, àrs = 1, en tenant compte de l’énergie thermique des

phonons, donne un résultat cohérent avec le calcul de Kohanoff et Hansen.
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Néanmoins, si une description complète et précise de la transition entre le solide

moléculaire et le cristal OCP est cruciale pour tracer des chemins de compression isen-

tropiques vers de très fortes densités, elle n’est pas nécessaire pour l’application FCI que

nous allons développer après. En effet, quand on regarde la figure FIG.7.3 qui montre les

chemins thermodynamiques en Ti(ρ) suivis par les DT solide et gazeux, on constate qu’ils

sont de plusieurs ordres de grandeurs supérieurs à la courbe de fusion de l’OCP.

Ainsi, pour étendre notre EoS aux très hautes densités, nous avons simplement lissé

notre modèle du liquide avec celui du modèle de Chabrier etPotehkin, sans tenir compte

de la cristallisation de l’OCP.

7.1.2.2 Extension aux très basses densités

La principale difficulté dans l’extension de notre EoS aux basses densités réside

dans la physique de la dissociation et de l’ionisation, qui présentent des comportements

opposés à faible et à forte densité (comme évoqué au paragraphe 1.2.2). Notre formu-

lation d’énergie libre, ajustée sur un domaine où dissociation et ionisation sont quasi

simultanées et essentiellement dues à la pression, n’estdonc pas extrapolable en l’état.

Une modélisation correcte de la partie basse densité nécessiterait d’une part de transiter

de manière continue vers un domaine thermodynamique où ladissociation et l’ionisa-

tion sont peu affectées par la pression et dépendent principalement de la température, et

d’autre part de prendre en compte la transition de phase liquide-vapeur, pour finalement

retrouver un gaz parfait moléculaire à très basse densité. De nouveau, nous allons re-

centrer le problème par rapport au besoin de l’applicationFCI que nous allons étudier.

Nous devons décrire correctement l’évolution du gaz au cours de l’implosion de la cible,

qui devient très rapidement très chaud au cours de la compression (T = 100 eV pour

ρ ≈ 10−3 g/cm3), pour atteindre rapidement le régime idéal du plasma cinétique. La par-

tie très peu dense correspondant au gaz parfait moléculaire, et sa transition en température

vers un plasma complètement dissocié et ionisé est considérée comme étant très bien

décrite par les modèles chimiques, les interactions à N corps étant faibles dans ce do-

maine. Huet al. [1] ont montré qu’il n’y avait pas de différences significatives entre une
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table SESAME et les calculsab initio en PIMC pour de telles températures. Pour étendre

notre table, nous avons donc procédé en deux étapes :

– nous avons étendu notre courbe froide liquide à très basse densité en se calant sur

des points expérimentaux du NIST (National Institute of Standards and Techno-

logy) [24],

– nous avons interpolé les contributions thermiques ioniques et électroniques de

notre modèle avec celles données par la table de Kerley [4].

La figure FIG.7.3 résume ainsi l’ensemble des modèles et m´ethodes utilisés pour construire

une équation d’état fiable sur l’ensemble du domaine thermodynamique exploré lors de la

compression d’une cible pour la FCI. Pour des densités de DTsupérieures à 0.25 g/cm3,

notre EoS est aussi précise que l’EoS de Hu etal. pourT ≥ 1.35 eV, et elle complète

cette EoS jusqu’àT = 0 avec une descriptionab initio des phases solide et liquide. Pour

des densités de DT inférieures à 0.25 g/cm3, notre EoS interpolée avec l’EoS de Kerley

est aussi précise que l’EoS de Hu etal. dans le domaine thermodynamique traversé par le

DT gazeux, où l’approche chimique est suffisante. La partiela moins précise de notre EoS

correspond au domaine de densités et de températures non exploré lors de l’implosion des

cibles (10−3 g/cm3 ≤ ρ ≤ 0.25 g/cm3, T ≤ 105 K).

7.2 La cible pour l’allumage par choc

7.2.1 optimisation de la cible en fonction de l’EoS

Nous étudions en premier lieu l’implosion de la cible conçue pour l’allumage par

choc. Les paramètres d’implosion de la cible issus des simulations utilisant les deux

équations d’état citées précédemment figurent dans les tableaux TAB.7.1. et 7.2

La compression de la cible a été initialement optimisée avec l’EoS de Kerley [3].

L’impulsion laser correspondante est indiquée sur la figure FIG.7.5. Lorsque nous remplaçons

l’EoS de Kerley par notre équation d’étatab initio en conservant la même impulsion la-

ser, nous constatons une variation importante de l’ensemble de ces paramètres, comme

cela avait déjà été mis en évidence par Huet al [1]. Dans le cas de la cible pour l’allu-
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FIG. 7.3: Chemins thermodynamiques types d’une cible FCI contenant du DT
cryogénique et du DT gazeux. La courbe de fusion théoriquede l’OCP a été tracée à
partir de 5 g/cm3, qui correspond à la limite de nos calculs d’EoS.

Vimp αid
s αs 1 + γ ρmoy T P ρRmax Ethn ELaser

(km/s) (g/cm3) (keV) (Mbar) (g/cm2) (kJ) (kJ)
Kerley EoS 289 2.74 4.09 0.99 319 0.635 1.59e+5 1.86 149 357
MP-EoS (0) 288 2.52 4.5 0.98 285 0.528 1.21e+5 1.73 68 357
MP-EoS (1) 286 2.46 4.39 0.98 313 0.545 1.38e+5 1.87 84 358
MP-EoS (2) 289 2.6 4.68 0.98 319 0.591 1.52e+5 1.89 109 366
MP-EoS (3) 292 2.76 5.03 0.99 328 0.651 1.71e+5 1.89 152 373

TAB . 7.1: Valeurs à la stagnation des paramètres caractéristiques de la cible pour l’al-
lumage par choc, pour les différentes simulations effectuées avec l’équation d’état de
Kerley [4] et notre équation d’état multi-phase (MP-EoS). Les indices des simulations ef-
fectuées avec la MP-EoS indiquent (0) une simulation effectuée avec la même loi laser que
la simulation effectuée avec l’EoS de Kerley, (1) une simulation effectuée en optimisant la
synchronisation des chocs mais sans changer la puissance dulaser, (2) une simulation ef-
fectuée en optimisant la synchronisation des chocs et en augmentant la puissance du drive
(puissance laser maximale) pour obtenir la même vitesse d’implosion maximale que celle
donnée par la simulation effectuée avec l’EoS de Kerley, (3) une simulation effectuée en
optimisant la synchronisation des chocs et en augmentant lapuissance du drive pour ob-
tenir la même énergie thermonucléaire que celle donnéepar la simulation effectuée avec
l’EoS de Kerley.αids correspond au rapport entre la pression du gaz d’électronsdégénérés
et de la pression de Fermi à la densitéρmoy.
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αid
if

αif 1 + γ ρmoy T P

(g/cm3) (keV) (Mbar)
Kerley EoS 1.21 1.39 0.9 12.40 1.77e-2 199
MP-EoS (0) 1.32 1.63 0.79 11.55 2.15e-2 210
MP-EoS (1) 1.26 1.50 0.85 13.98 2.19e-2 265
MP-EoS (2) 1.28 1.54 0.86 15.68 2.42e-2 330
MP-EoS (3) 1.28 1.56 0.86 16.67 2.54e-2 369

TAB . 7.2: Valeurs en vol des paramètres caractéristiques de la cible pour l’allumage par
choc, pour les différentes simulations effectuées avec l’équation d’état de Kerley [4] et
notre équation d’état multi-phase (MP-EoS). Les indicesdes simulations effectuées avec
la MP-EoS indiquent (0) une simulation effectuée avec la mˆeme loi laser que la simulation
effectuée avec l’EoS de Kerley, (1) une simulation effectuée en optimisant la synchronisa-
tion des chocs mais sans changer la puissance du laser, (2) une simulation effectuée en op-
timisant la synchronisation des chocs et en augmentant la puissance du drive pour obtenir
la même vitesse d’implosion maximale que celle donnée parla simulation effectuée avec
l’EoS de Kerley, (3) une simulation effectuée en optimisant la synchronisation des chocs
et en augmentant la puissance du drive pour obtenir la même ´energie thermonucléaire que
celle donnée par la simulation effectuée avec l’EoS de Kerley.
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mage par choc, la densité surfaciqueρRmax est réduite de 7% (voir figure FIG.7.7(a)), la

densité volumiqueρmax de 18% (voir figure FIG.7.8(a)), la vitesse d’implosionVimp de

0.35% (voir figure FIG.7.9(a)). Le changement d’EoS induit une désynchronisation des

chocs à l’intérieur de la cible. En effet, l’impulsion laser initiale a été optimisée pour une

compression dynamique utilisant la table de Kerley. Le premier choc induit par le pied de

l’impulsion laser amène la coquille à une pressionP ≈ 160 GPa, soit à une densité avec

notre EoS supérieure de 6.6% à celle obtenue avec la table de Kerley (voir figure FIG.7.4)

. Ainsi, le deuxième choc va plus vite dans notre simulationet rattrape le premier choc à

l’intérieur de la coquille, ce qui la place sur une isentrope plus élevée avant la phase de

décélération (αif = 1.63 avec notre MP-EoS alors queαif = 1.39 avec l’EoS de Ker-

ley). Nous devons donc dans un premier temps resynchroniserces chocs en augmentant

la durée du pied de l’impulsion laser de près de 600 ps (voirsur la figure FIG.7.5(b) l’im-

pulsion (1)), afin que les premier et deuxième chocs convergent de nouveau sur la face

interne de la coquille. Nous retrouvons la valeur initiale du ρRmax (figure FIG.7.7(a)),

mais la vitesse d’implosion a très légèrement diminué (figure FIG.7.9(a)). La pression

d’ablation reste identique entre les deux simulations, seule la synchronisation des deux

premiers chocs a été modifiée. La différence de compressibilité entre les deux équations

d’état est significative uniquement sur le premier choc. Dece fait, l’optimisation de la

synchronisation des troisième choc et suivants est quasiment sans effet sur les paramètres

de la cible.

En resynchronisant les chocs, nous avons légèrement diminué la vitesse d’implo-

sion de 0.7%. Nous cherchons à travailler avec une vitesse d’implosion constante pour

que l’énergie investie dans le DT soit identique dans les deux cas. Ainsi, nous pouvons

retrouver la vitesse d’implosion initiale donnée par la simulation avec l’EoS de Kerley

en augmentant la puissance maximale de l’impulsion laser de2.6% (voir sur la figure

FIG.7.5(a) l’impulsion (2)). Nous constatons ainsi qu’à vitesse d’implosion identique,

nous parvenons à la stagnation avec notre MP-EoS à la mêmedensité moyenne de com-

bustibleρmoy, avec unρRmax légèrement plus élevé (1.6%). Cependant, nous constatons

que l’énergie thermonucléaire produite est quand même inférieure de 27% à celle obte-

nue avec l’EoS de Kerley. En effet, bien que lesρRmax soient sensiblement égaux dans

les deux cas, la température ionique à la stagnation lorsqu’on utilise notre MP-EoS est

inférieure de 6% à celle obtenue avec l’EoS de Kerley. Cette baisse de température affecte
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FIG. 7.5: (a) Optimisation de l’impulsion laser pour la cible pour l’allumage par choc,
dans le cas où la pression d’ablationPa derrière le premier choc est de 160 GPa, avec
l’EoS de Kerley et notre MP-EoS (b) Optimisation de l’impulsion laser pour la cible LMJ,
dans le cas où la pression d’ablationPa derrière le premier choc est de 500 GPa, puis dans
le cas oùPa = 260 GPa, avec l’EoS de Kerley et notre MP-EoS.
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par choc issus des simulations générées par les impulsions laser de la figure FIG.7.5.
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thermodynamiques du DT cryogénique de la cible LMJ issus des simulations générées
par les impulsions laser de la figure FIG.7.5.
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FIG. 7.7: Densités surfaciques en fonction de l’équation d’´etat et de la loi laser pour (a)
la cible pour l’allumage par choc et (b) la cible LMJ en attaque directe.
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FIG. 7.8: Densités massiques en fonction de l’équation d’état et de la loi laser pour (a) la
cible pour l’allumage par choc et (b) la cible LMJ en attaque directe.
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FIG. 7.9: Vitesses d’implosion (a) de la cible pour l’allumage par choc et (b) de la cible
LMJ.
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directement le taux de réactions via la fonctionB(T ) (voir équations (5.32)-(5.33)). Cette

différence de température implique qu’une part plus importante de l’énergie cinétique a

été convertie en entropie dans le cas de la simulation réalisée avec notre MP-EoS. En effet,

on peut approximativement écrire que la variation d’énergie interne du DT entre l’instant

initial et la stagnation est donnée par :

Estag − E0 ≈ Ecin =
1

2
MDTV

2
imp = −

∫

PdV +

∫

TdS (7.1)

Ainsi, si on compare les simulations réalisées avec l’EoSde Kerley et MP-EoS (2) à l’aide

des paramètres figurant dans le tableau TAB.7.1, on constate que la variation d’énergie in-

terne est identique (les vitesses d’implosion sont égales), et que le travail de compression

est légèrement inférieur dans le cas de la simulation MP-EoS (2) (la densité moyenne à

la stagnation est la même que dans la simulation réaliséeavec l’EoS de Kerley, mais avec

une pression finale inférieure). Le terme
∫

TdS est donc plus élevé dans le cas de la si-

mulation MP-EoS (2), ce qui implique une variation d’entropie plus élevée, et ce d’autant

plus que la température finale est plus faible.

Pour compenser cette dissipation de l’énergie cinétiqueen entropie, nous devons

donc légèrement augmenter l’énergie interne investie en augmentant la puissance maxi-

male de l’impulsion laser de 2.5%, ce qui augmente la vitessed’implosion de 1% (si-

mulation MP-EoS (3)). Au final, le gainGDT défini comme le rapport entre l’énergie

thermonucléaire produite sur l’énergie laser est sensiblement le même (0.41) dans le cas

de la simulation réalisée avec l’EoS de Kerley et la simulation MP-EoS (3). Les chemins

thermodynamiques du DT cryogénique après la stagnation sont identiques entre ces deux

simulations (voir figure FIG.7.6(a)).

Cette dissipation supplémentaire de l’énergie interne en entropie a un impact sur le

seuil d’allumage de la cible. Nous rappelons que le seuil estdéfini comme étant l’énergie

minimale qu’il faut investir dans le DT pour que la cible soitauto-allumante. Nous allons

déterminer ce seuil d’allumage pour la cible destinée à l’allumage par choc, tout en main-

tenant constants la vitesse d’implosion et le taux d’entropie α. Pour celà, nous faisons

varier les dimensions de la cible d’un facteur homothétique f (les rayons des couches
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FIG. 7.11: Gain thermonucléaire en fonction de l’énergie laser pour une famille de cibles
homothétiques correspondant à la cible pour l’allumage par choc définie précédemment
(0.5 ≤ f ≤ 1.5)).

de DT de la cible sont multipliées parf ). L’énergie investie dans le DT augmente ainsi

selonf3 (voir équation (5.104)). Pour maintenir la vitesse d’implosion etα constants, les

temps de l’impulsion laser sont multipliés parf , et les puissances parf2. Nous faisons

varierf entre 0.5 et 1.5, en utilisant l’EoS de Kerley et l’impulsioninitiale, ainsi que notre

MP-EoS et l’impulsion laser optimisée (2). Les résultatsde ces simulations sont reportés

sur la figure FIG.7.11. Le seuil correspond au gainGDT = 1. Nous constatons que ce

seuil est différent selon l’EoS utilisée, et il est plus élevé lorsqu’on utilise notre MP-EoS

(ELaser = 535 kJ) plutôt que l’EoS de Kerley (ELaser = 451 kJ), ce qui implique que,

pourα et Vimp fixés, il faut investir plus d’énergie dans le DT avec notreMP-EoS pour

allumer la cible, et que pour une énergie laser donnée, le gain est moins important qu’avec

l’EoS de Kerley lorsqu’on se situe près du seuil d’allumage.

7.3 La cible LMJ

L’impulsion laser nécessaire à la compression de la cibleLMJ présentée sur la fi-

gure FIG.7.1 a été initialement optimisée avec l’EoS de Kerley [2] pour imploser à la
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Vimp αid
s αs 1 + γ ρmoy T P ρRmax Ethn Elaser

(km/s) (g/cm3) (keV) (Mbar) (g/cm2) (MJ) (MJ)
EoS Kerley 403 94 186 1 131 13.577 1.37e+6 1.67 81.59 0.989
MP-EoS (0) 406 123 243 1 122 17.057 1.59e+6 1.56 62.40 0.989
MP-EoS (1) 403 82 163 1 135 12.142 1.26e+6 1.61 71.19 1.049
MP-EoS (2) 400 60 119 1 156 9.792 1.17e+6 1.71 83.32 0.972

TAB . 7.3: Valeurs à la stagnation des paramètres caractéristiques de la cible LMJ, pour
les différentes simulations effectuées avec l’équation d’état de Kerley [4] et notre équation
d’état multi-phase (MP-EoS). Les indices des simulationseffectuées avec la MP-EoS in-
diquent (0) une simulation effectuée avec la même loi laser que la simulation réalisée
avec l’EoS de kerley, (1) une simulation effectuée en optimisant l’impulsion laser pour
conserver la vitesse d’implosion constante, (2) une simulation effectuée en optimisant
l’impulsion laser pour conserver l’énergie thermonucléaire constante.αids correspond au
rapport entre la pression du gaz d’électrons dégénérés et de la pression de Fermi à la
densitéρmoy.

αid
if

αif 1 + γ ρmoy T P

(g/cm3) (keV) (Mbar)
EoS Kerley 2.13 3.23 1 5.07 2.90e-2 105
MP-EoS (0) 2.56 4.11 0.97 4.97 3.63e-2 130
MP-EoS (1) 2.41 3.93 0.96 10.04 5.35e-2 403
MP-EoS (2) 2.03 3.05 0.92 5.7 2.97e-2 121

TAB . 7.4: Valeurs en vol des paramètres caractéristiques de la cible LMJ, pour les
différentes simulations effectuées avec l’équation d’état de Kerley [4] et notre équation
d’état multi-phase (MP-EoS). Les indices des simulationseffectuées avec la MP-EoS in-
diquent (0) une simulation effectuée avec la même loi laser que la simulation réalisée
avec l’EoS de Kerley, (1) une simulation effectuée en optimisant l’impulsion laser pour
conserver la vitesse d’implosion constante, (2) une simulation effectuée en optimisant
l’impulsion laser pour conserver l’énergie thermonucléaire constante.

vitesse de 403 km/s, avec un premier choc plaçant le combustible sur une isentropeα ≈ 2

(Pa ≈ 500 GPa, voir figure FIG.7.4).

Lorsque nous remplaçons l’EoS de Kerley par notre MP-EoS, tout en conservant

l’impulsion laser initiale, nous constatons les mêmes effets que sur la cible pour l’allu-

mage par choc, à savoir un abattement duρRmax de 7%, duρmax de 18%, et de l’énergie

thermonucléaire dégagée de 27%. Nous pouvons améliorer ces résultats en resynchroni-

sant les chocs comme dans le cas de la cible pour l’allumage par choc. Dans le cas présent,

à 500 GPa, le DT est moins compressible avec notre MP-EoS qu’avec l’EoS de Kerley
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(voir figure FIG.7.4). La vitesse du premier choc est donc ralentie lorsqu’on change de

table, et les premier et deuxième chocs convergent dans le gaz. Nous devons donc rac-

courcir la durée du pied de l’impulsion laser de près de 500ps (voir figure FIG.7.5(b)

simulation (1)). La synchronisation des chocs étant ainsiréoptimisée, nous augmentons

les valeurs des grandeurs précédemment citées, et retrouvons la vitesse d’implosion ini-

tiale. Pour autant, nous avons encore un abattement de 4% surla valeur duρRmax, de 7%

sur la valeur duρmax, et de 13% sur l’énergie thermonucléaire produite. Commedans le

cas de la cible pour l’allumage par choc, cet écart est dû àune dissipation supplémentaire

de l’énergie cinétique sous forme d’entropie, que nous pouvons illustrer avec la figure

FIG.7.12. Sur cette figure, nous avons tracé les phases de d´ecélération du DT cryogénique

entre le temps où la vitesse d’implosion est maximale et la stagnation, pour les simula-

tions réalisées avec les EoS de Kerley et MP-EoS réoptimisée (1) avec et sans réactions de

fusion. Dans toutes ces simulations, la vitesse d’implosion maximale est identique (403

km/s). Lorsque les réactions nucléaires sont activées,le temps de stagnation intervient

plus tôt que lorsqu’elles sont coupées. A ce temps de stagnation avec fusion correspond

une réserve d’énergie cinétique dans le cas sans fusion.Nous constatons ainsi que dans

le cas des simulations réalisées avec l’EoS de Kerley, la réserve d’énergie cinétique est

plus importante que dans les simulations réalisées avec notre Mp-EoS (14% de réserve en

plus). Ceci indique clairement qu’il faut investir plus d’´energie cinétique en énergie in-

terne du point chaud pour atteindre les mêmes conditions thermodynamiques à l’allumage

lorsqu’on utilise notre MP-EoS.

Ainsi, de la même manière qu’avec la cible pour l’allumagepar choc, nous avons

tenté d’améliorer les résultats donnés par la simulation MP-EoS (1) en augmentant pro-

gressivement la puissance maximale de l’impulsion laser etdonc la vitesse d’implosion.

L’énergie thermonucléaire maximale que nous pouvons ainsi obtenir reste inférieure de

6% à celle obtenue avec l’EoS de Kerley. Ceci s’explique simplement en considérant les

formules isovitesse duρR et du gainGDT que nous rappelons ici :
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FIG. 7.12: Vitesses d’implosion de la cible LMJ dans le cas des simulations réalisées
avec l’EoS de Kerley et MP-EoS optimisé pourPa = 500 GPa, avec et sans les réactions
de fusion.

ρR = fρRh,cb + 1.48 × 10−3(ǫTh)
3/5 (1 + γ)b

V 2
imp

×
{

(

3.92(fρRh,cb)
3 +

4.84 × 103a

b(1 + γ)(ǫTh,cb)3/5

)1/3

− 1.58fρRh,cb

}

,

(7.2)

GDT = 3.39 × 1018 ρR

ρR+ 6

Mc

EDT
. (7.3)

Lorsque les conditions d’allumage sont atteintes (ρRh,cb = 0.19 g/cm2, Th = 77 MK,

γ ≈ 1), les formules ci-dessus s’écrivent :

ρR = 0.19f + 1.68 × 1015 f

V 2
imp

, (7.4)

GDT =
6.78 × 1018

V 2
imp

0.19V 2
imp + 1.68 × 1015

(0.19 + 6
f )V 2

imp + 1.68 × 1015
. (7.5)



Application de notre EoSà deux sch́emas d’allumage en FCI 251

L’augmentation de la vitesse d’implosion entraı̂ne l’augmentation d’énergie investie dans

le DT (EDT ∝ V 2
imp), mais également une diminution du gain et du temps de confinement

(ρR etGDT ∝ 1
V 2

imp
). L’énergie thermonucléaire produite ne croı̂t donc pasindéfiniment

avec la vitesse d’implosion.

Une autre manière de compenser la production d’entropie lors de la compression est

de réduire le paramètre d’entropieα. En effet, selon la formule (5.104), l’énergie investie

dans le DTEDT ∝ α3. Réduireα permet d’investir moins d’énergie dans le DT pour

allumer la cible et donc d’augmenter le gain. Pour celà, nous construisons une impulsion

laser dont le pied délivre un premier choc de pression moinsélevée. Nous avons ainsi

optimisé une impulsion laser dont le pied crée une pression derrière le premier choc de

260 GPa (α = 1.15, voir figure FIG.7.4), tout en maintenant une vitesse d’implosion de

400 km/s (voir impulsion laser MP-EoS(2) sur la figure 7.5(b)). La plus grande compres-

sibilité du DT derrière le premier choc par rapport à une pression d’ablation de 500 GPa

nous oblige à augmenter la durée du pied de l’impulsion de près de 3 ns afin que les pre-

mier et deuxième choc soient parfaitement synchronisés.La réduction deα derrière le

premier choc d’un facteur 2 permet ainsi de retrouver l’énergie thermonucléaire délivrée

lors de la simulation réalisée avec l’EoS de Kerley (voir figure FIG.7.10(b)). Les che-

mins thermodynamiques du DT cryogénique après la stagnation sont identiques dans le

cas de la simulation réalisée avec l’EoS de Kerley et la simulation MP-EoS(2) (voir figure

FIG.7.6(b)).

7.3.1 Pertinence du paramètre α

Tout au long des discussions précédentes, nous avons utilisé le paramètreα pour

désigner le taux d’entropie du combustible. Nous rappelons que ce paramètre a été défini

en prenant comme hypothèse que le combustible se comporte comme un gaz d’électrons

dégénérés. Or, lorsqu’on compare les valeurs deαid = Pid(ρmoy, T )/PF (ρmoy) et de

α = P (ρmoy, T )/PF (ρmoy), que ce soit à la stagnation ou bien en vol (voir tableaux

TAB.7.1,7.2,7.3,7.4), il est clair que ce paramètre ne représente pas dans l’absolu l’en-

tropie d’un gaz d’électrons dégénérés. En effet, en vol comme à la stagnation, l’EoS du

matériau n’est pas celle d’un gaz d’électrons dégénérés, soit parce que, en vol, la densité
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est trop faible, soit parce que, à la stagnation, la température est trop élevée pour qu’on

puisse négliger la contribution ionique. Néanmoins, comme le montre les valeurs du coef-

ficient1 + γ à la stagnation, nous ne sommes pas loin de la limite du gaz idéal (gaz idéal

de protons et d’électrons dégénérés).

Le paramètreα représente simplement l’écart entre la pression donnéepar l’EoS uti-

lisée et la pression de Fermi à la même densité. De ce fait, il est nécessairement dépendant

de l’EoS utilisée. Ainsi, pour une cible dont la masse de combustibleMc et la vitesse d’im-

plosionVimp sont fixées, l’énergie investie dans le DT sera sensiblement la même quelle

que soit l’EoS utilisée puisqueEDT ≈ 1
2McV

2
imp. Par contre, les chemins thermodyna-

miques et donc leα peuvent être différents. Lorsqu’on réoptimise une rampe de compres-

sion pour une cible donnée avec une nouvelle EoS, il ne faut pas chercher à conserver

α constant en changeant de table. Pour autant, la méthode d’optimisation des cibles, se

basant sur les trois critères que sontαs, Vimp etαif reste valable dans la mesure où ces

paramètres sont optimisés en fonction de l’EoS utilisée.

7.4 Conclusion

L’utilisation de notre MP-EoS dans les simulations de compression de cibles FCI,

en lieu et place de l’EoS de Kerley, a un fort impact sur l’optimisation des lois laser. La

meilleure description du domaine de couplage fort et de dégénérescence partiel par notre

MP-EoS a deux impacts majeurs : une différence de compressibilité le long de l’Hugo-

niot principale qui va affecter la synchronisation des chocs, et une création plus impor-

tante d’entropie lors de la compression qui va modifier le transfert d’énergie cinétique en

énergie interne du point chaud lors de la phase de décélération. Cette perte d’énergie en

entropie conduit ainsi à un déplacement du seuil d’allumage vers de plus hautes énergies

laser, et à une réduction de l’énergie thermonucléairedégagée. Retrouver le gain ther-

monucléaire prédit par les simulations réalisées avecl’EoS de kerley nécessite soit d’aug-

menter la vitesse d’implosion et donc l’énergie laser, soit de diminuer le facteur d’entropie

α en réduisant la puissance du premier choc généré par le pied de l’impulsion laser. Dans

ce cas des cibles àα élevé (type LMJ), la conservation du gain implique une forte modi-

fication du timig des chocs par rapport à la loi laser optimisée avec l’EoS de Kerley.
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Conclusion

En conclusion, nous disposons maintenant d’une table d’équation d’état multi-phase

de l’hydrogène avec la précision des calculsab initio sur un large domaine de densités et

de températures, du solide à température nulle jusqu’auplasma dense. Les comparaisons

avec les diverses mesures expérimentales disponibles dans le domaine de la matière dense

et tiède sont très satisfaisantes. Le domaine initial de notre équation d’étatab initio a pu

être étendu en température et en densité à l’aide de modèles physiques ou chimiques pour

produire une table parfaitement adaptée à l’étude de l’implosion d’une cible FCI. Nous

avons pu ainsi montrer que le point de fonctionnement d’une cible, c’est à dire l’opti-

misation du couple cible-impulsion laser, était fortement dépendant de l’équation d’état

utilisée. Il serait également intéressant de tester l’impact de cette nouvelle équation d’état

sur les modèles d’intérieurs des planètes géantes, ce que nous n’avons pas eu le temps de

traiter au cours de cette thèse.

En plus de la construction d’une table d’équation d’état précise sur tout le domaine

thermodynamique, notre travail a permis de mettre en évidence des différences de com-

portement isotopique entre l’hydrogène et le deuterium àhaute pression et très basse

température, notamment sur la courbe de fusion. Au delà dufait qu’il serait intéressant

de tenter de confirmer expérimentalement l’existence de ceshift isotopique, notre ap-

proche met plus généralement en évidence le fait que les propriétés quantiques des noyaux

d’hydrogène ne peuvent être négligées à basse température, et que l’exploration du dia-

gramme de phase en dessous de 1000 K, et les incertitudes qui s’y rapportent (la nature

des phases cristallines II et III, la courbe de fusion, l’existence ou non d’un superfluide

entre le cristal moléculaire et le cristal OCP), ne peuventêtre totalement appréhendées par
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la DFT. Notre équation d’état est robuste par rapport à ces incertitudes. Cependant, elles

constituent un champ d’investigation qui pourra dans un futur proche être traité par des

méthodesab initio incluant les effets quantiques des noyaux à basse température comme

la dynamique moléculaire par intégrale de chemin (Path Integral Molecular Dynamique

ou PIMD). Une application intéressante sera alors de regarder des schémas de compres-

sion isentropique de cibles pré-comprimées de D2 pour atteindre le régime de la fusion

pycno-nucléaire, où les réactions de fusion interviennent même à température nulle par

effet tunnel, grâce à la réduction du potentiel de répulsion coulombien entre les noyaux

par l’écrantage électronique.
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A
Le modèle IIT

Le modèle IIT [1] donne une expression analytique de l’énergie libre d’excès d’un

gaz d’électrons pour une large gamme de paramètre de couplage (0.001 ≤ Γ ≤ 300) et

de dégénérescence (0.1 ≤ θ ≤ 5). Nous rappelons que ces paramètres sont donnés par :

Γ =
e2

akBT
, (A.1)

θ =
kBT

εF
, (A.2)

oùa est le rayon de la sphère électronique, etεF l’énergie de Fermi du gaz d’électrons.

Les calculs sur lesquels sont ajustés ces expressions analytiques sont réalisés dans

l’approximation Singwi-Tosi-Land-Sjölander (STLS) [2], afin de traiter les effets de cou-

plage fort au delà de l’approximation RPA (Random Phase Approximation) qui sous-

estime l’énergie d’interaction. L’énergie libre d’exc`es dans le modèle IIT est une fonction

deΓ et deθ, elle est donnée par les équations suivantes :
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a(θ) =
1

πα

0.75 + 3.04363θ2 − 0.092270θ3 + 1.70350θ4

1.0 + 8.31051θ2 + 5.1105θ4
tanh

(1

θ

)

(A.3)

b(θ) = θ1/2
0.341308 + 12.070873θ2 + 1.148889θ4

1.0 + 10.495346θ2 + 1.326623θ4
tanh

( 1

θ1/2

)

(A.4)

c(θ) = 0.872496 + 0.025248 exp(−1/θ) (A.5)

d(θ) = θ1/2
0.614925 + 16.996055θ2 + 1.489056θ4

1.0 + 10.109350θ2 + 1.221840θ4
tanh

( 1

θ1/2

)

(A.6)

e(θ) = θ
0.539409 + 2.522206θ2 + 0.178484θ4

1.0 + 2.555501θ2 + 0.146319θ4
tanh

(1

θ

)

(A.7)

− Fex
NkBT

= cΓ +
2

e
(b− cd)Γ1/2 +

1

e

(

a− c− d

e
(b − cd)

)

ln(eΓ + dΓ1/2 + 1)

− 2

e(4e− d2)1/2

(

d(a− c) + (2 − d2

e
)(b− cd)

)(

tan−1
( 2eΓ1/2 + d

(4e− d2)1/2

)

− tan−1
( d

(4e− d2)1/2

))

(A.8)

Cette expression de l’énergie libre d’excès reproduit les résultats classiques [3, 4] et

les calculs de l’état fondamental [5, 6] avec une précision meilleure que 0.6%. Dans le

domaine de dégénérescence intermédiaire (θ ≈ 1), leur expression est en parfait accord

avec les calculs variationnels [7].
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Tables d’équation d’état

Les tables suivantes contiennent les résultats des simulations QMD réalisées en phase

liquide sur l’hydrogène, avec des boı̂tes de simulation de256 atomes et une grille de points

k de 23.

T (K) P (GPa) E (eV/atome)
500 3.12± 0.4 -15.70± 0.02
1000 4.12± 1.4 -15.58± 0.04
2500 7.8± 1.4 -15.00± 0.06
5000 10.18± 1.6 -14.83± 0.07
10000 18± 1.7 -14.05± 0.1

TAB . B.1: Equation d’état de l’hydrogène pourρ = 0.2 g/cc.



T (K) P (GPa) E (eV/atome)
300 211± 2 -14.47± 0.01
400 214± 2 -14.44± 0.01
500 220± 4 -14.41± 0.01
600 227± 2 -14.39± 0.01
800 228± 2 -14.33± 0.01
1000 227± 2 -14.28± 0.01
2500 227± 2 -13.92± 0.07
5000 261± 2 -13.50± 0.07

TAB . B.2: Equation d’état de l’hydrogène pourρ = 1 g/cc.

T (K) P (GPa) E (eV/atome)
300 299± 2 -14.13± 0.02
400 300± 2 -14.10± 0.02
500 300± 3 -14.06± 0.03
600 300± 2 -14.02± 0.02
800 294± 5 -13.93± 0.04
1000 295± 3 -13.87± 0.03
2500 320± 3 -13.60± 0.06
5000 361± 4 -13.17± 0.07

TAB . B.3: Equation d’état de l’hydrogène pourρ = 1.15 g/cc.

T (K) P (GPa) E (eV/atome)
300 339± 2 -13.98± 0.01
400 343± 2 -13.95± 0.01
500 344± 3 -13.92± 0.01
600 344± 3 -13.89± 0.01
800 331± 3 -13.78± 0.02
1000 335± 2 -13.73± 0.02
2500 362± 3 -13.44± 0.03
5000 405± 6 -12.99± 0.05

TAB . B.4: Equation d’état de l’hydrogène pourρ = 1.21 g/cc.



T (K) P (GPa) E (eV/atome)
300 485± 2 -13.49± 0.01
400 486± 2 -13.47± 0.01
500 472± 5 -13.40± 0.02
600 472± 3 -13.37± 0.02
800 476± 3 -13.32± 0.02
1000 481± 5 -13.28± 0.04
2500 516± 3 -12.97± 0.03
5000 568± 5 -12.53± 0.04

TAB . B.5: Equation d’état de l’hydrogène pourρ = 1.4 g/cc.

T (K) P (GPa) E (eV/atome)
300 603± 6 -13.10± 0.01
400 598± 4 -13.06± 0.01
600 602± 5 -13.00± 0.02
800 609± 6 -12.96± 0.02
2500 653± 4 -12.61± 0.03
5000 711± 5 -12.15± 0.04

TAB . B.6: Equation d’état de l’hydrogène pourρ = 1.56 g/cc.

T (K) P (GPa) E (eV/atome)
300 778± 7 -12.61± 0.01
400 775± 4 -12.58± 0.01
500 779± 1 -12.55± 0.01
600 781± 4 -12.52± 0.01
800 787± 3 -12.47± 0.01
1000 793± 2 -12.42± 0.01
2500 838± 4 -12.11± 0.02
5000 901± 12 -11.66± 0.11

TAB . B.7: Equation d’état de l’hydrogène pourρ = 1.74 g/cc.

T (K) P (GPa) E (eV/atome)
500 1066± 3 -11.86± 0.01
1000 1085± 2 -11.74± 0.01
2500 1136± 5 -11.43± 0.03
5000 1211± 10 -10.96± 0.05
10000 1278± 21 -10.37± 0.14

TAB . B.8: Equation d’état de l’hydrogène pourρ = 2 g/cc.



T (K) P (GPa) E (eV/atome)
300 2563± 6 -9.05± 0.01
1200 2618± 4 -8.83± 0.01
2400 2680± 5 -8.56± 0.02
4800 2760± 26 -8.11± 0.18
9600 2920± 40 -7.37± 0.24

TAB . B.9: Equation d’état de l’hydrogène pourρ = 3 g/cc.

T (K) P (GPa) E (eV/atome)
600 4681± 9 -5.98± 0.02
1200 4726± 6 -5.83± 0.01
2400 4814± 18 -5.51± 0.13
4800 4929± 32 -5.05± 0.18
9600 5138± 51 -4.29± 0.22

TAB . B.10: Equation d’état de l’hydrogène pourρ = 4 g/cc.

T (K) P (GPa) E (eV/atome)
300 7303± 21 -3.01± 0.04
600 7323± 14 -2.94± 0.02
1200 7381± 10 -2.79± 0.02
2400 7498± 33 -2.41± 0.16
4800 7643± 38 -1.97± 0.15
9600 7937± 81 -1.08± 0.31

TAB . B.11: Equation d’état de l’hydrogène pourρ = 5 g/cc.


