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Résumé

Le principal objectif de cette thèse est de proposer des méthodes de décomposition de
spectrogrammes de signaux musicaux reposant sur les redondances qui y sont naturellement
présentes et sur lesquelles s’appuie tout auditeur pour comprendre et analyser ces signaux.

Les décompositions proposées sont issues des méthodes de factorisation non-négative
telles que la Factorisation en matrices non-négatives (NMF). La NMF, puissante technique
de réduction de rang de données non-négatives très utilisée pour décomposer des spectro-
grammes musicaux, est réputée pour fournir une décomposition sur un petit nombre de
motifs fréquentiels automatiquement extraits des données, qui ont généralement un sens
perceptif.

La NMF ne permet cependant pas de modéliser de façon efficace certaines variations
temporelles d’éléments sonores non-stationnaires communément rencontrées dans la mu-
sique. Cette thèse propose donc d’introduire des modèles génératifs de spectrogrammes
musicaux basés sur des modèles simples et classiques de synthèse sonore (synthèse source/
filtre, synthèse additive et synthèse par table d’onde) afin de pouvoir prendre en compte
de telles variations.

Cette thèse se concentre sur deux types de variations courantes : d’une part, les varia-
tions d’enveloppe spectrale que l’on rencontre par exemple dans les sons d’instruments à
cordes métalliques libres ou dans les sons modulés par la bouche (comme la voix chantée),
d’autre part, les variations de fréquence fondamentale rencontrées par exemple dans des
phénomènes tel que le vibrato ou la prosodie.

L’introduction de modèles de synthèse simples dans les méthodes de factorisation per-
met de proposer des décompositions capables de prendre en compte ces variations : l’utili-
sation d’un modèle de synthèse source/filtre permet de modéliser les variations spectrales
de certains objets musicaux au cours du temps. L’introduction d’un modèle d’atomes har-
moniques paramétriques inspiré de la synthèse additive permet de modéliser les variations
de fréquence fondamentale. Cette première méthode manquant de robustesse, une seconde
piste a été explorée : il s’agit d’un modèle inspiré de la synthèse par table d’onde qui utilise
des transformations d’un unique atome de base afin de recréer toute la tessiture de chaque
instrument.

Cette thèse propose ainsi de nouvelles méthodes de décomposition des spectrogrammes
musicaux qui permettent d’obtenir une représentation intermédiaire en atomes sonores
pouvant être utilisée pour diverses applications. Une application de séparation de sources
informée par la partition musicale ainsi qu’une application de modification de notes isolées
dans un mélange polyphonique sont ainsi présentées à la fin de ce mémoire.



4 Résumé

Abstract

The main goal of this thesis is to propose new methods for musical spectrograms decom-
position relying on the redundancies on which every listener bases his perception of music.

Proposed decompositions are derived from non-negative factorization methods such as
Non-negative Matrix Factorization (NMF): NMF is a powerful rank reduction method of
non-negative data commonly used to decompose musical spectrograms, which is renowned
for providing a decomposition on a few frequency patterns (extracted from the data) that
generally have a perceptual meaning.

However, NMF cannot efficiently model some kinds of temporal variations of non-
stationary events usually found in musical spectrograms. This thesis proposes to introduce
generative models of musical spectrograms relying on simple models of sound synthesis
(source/filter synthesis, additive synthesis and wavetable synthesis) in order to take such
variations into account.

This thesis focuses on two types of common variations: on the one hand, the spectral
envelope variations that can be found, for instance, in plucked strings sounds or in singing
voice, and on the other hand, the fundamental frequency variations found for instance in
phenomena such as vibrato or prosody.

Introducing simple synthesis models in factorization methods makes it possible to pro-
pose decompositions able to model such variations: a source/filter model permits to take
spectral variations of musical objects over time into account. A model of spectrogram
with parametric harmonic atoms inspired by additive synthesis makes it possible to model
fundamental frequency variations. Because of a lack of robustness of this first method, a
second method (that deals with the variations of the fundamental frequency) is also pro-
posed: the model is inspired by wavetable synthesis and uses transformations of a single
atom in order to generate all the possible fundamental frequencies of each instrument.

Thus, this thesis proposes new methods for musical spectrograms decomposition which
provide mid-level representations on a basis of atoms that can be used in several applica-
tions. A score informed source separation system and an application to single note editing
in a polyphonic signal are then presented at the end of this thesis.
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Notations

S Ensemble
a Scalaire
a Vecteur (colonne)
aT Vecteur ligne transposé du vecteur a
ai Coefficient i du vecteur a

‖a‖p Norme p du vecteur a : ‖a‖p =
(∑I

i=1 |ai|p
) 1
p

H Matrice
[H]ij , hij , hi,j Coefficient d’indice (i, j) de la matrice H.
hr,: Vecteur égal à la r-ème ligne de la matrice H
HT Matrice transposée de la matrice H

WH Produit des matrices W et H : [WH]ft =
R∑
r=1

[W]fr[H]rt

A�B Produit d’Hadamard (élément par élément) des matrices A et B :
[A�B]ft = [A]ft[B]ft

A
B

Division terme à terme des matrices A et B :
[
A
B

]
ft

=
[A]ft
[B]ft

A�η Exponentiation terme à terme de la matrice A : [A�η]ft = ([A]ft)
η

1M,N Matrice de taille M ×N dont tous les coefficients sont égaux à 1
dim W Dimension de la matrice W : si W est de taille F ×R alors

dim W = FR

Nc Loi normale circulaire (complexe)
P Loi de Poisson
∝ Suit une loi
dIS Distance d’Itakura-Saito scalaire
dKL Divergence de Kullback-Leibler scalaire
dEUC Distance euclidienne scalaire
dβ β-divergence scalaire
dφ Divergence de Bregman scalaire associée à la fonction φ

1S Fonction indicatrice de l’ensemble S : 1S(x) =
{

1 si x ∈ S
0 sinon
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δij Symbole de Kronecker : δij = 1⇔ i = j
bxc Partie entière par défaut de x ∈ R : max{n ∈ Z|n ≤ x}
dxe Partie entière par excès de x ∈ R : min{n ∈ Z|n ≥ x}
[x] Arrondi à l’entier le plus proche de x ∈ R : arg min{|x− n| |n ∈ Z}
δ Distribution de Dirac

n! Factorielle de l’entier n : n! =
n∏
k=1

k

∇ Opérateur gradient
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Abréviations

TFCT Transformée de Fourier à Court Terme

TQC Transformée à Q-Constant

NMF Factorisation en matrices non-négatives (de l’anglais : Non-negative Matrix
Factorization)

NMFD Déconvolution de facteurs de matrices non-négatives (de l’anglais :
Non-negative Matrix Factor Deconvolution)

PLCA Analyse probabiliste en composantes latentes (de l’anglais : Probabilistic
Latent Component Analysis)

DVS Décomposition en Valeurs Singulières

EUC Euclidien(ne)

KL Kullback-Leibler

IS Itakura-Saito

MM Majoration/Minimisation

EM Espérance/Maximisation

ADSR Attack Decay Sustain Release. Modèle simple d’enveloppe temporelle à
quatre phases : attaque, déclin, maintien et relâchement.

ARMA Auto-Régressif(s) à Moyenne Ajustée

AR Auto-Régressif(ve)

MA à Moyenne Ajustée

SIR Rapport signal à interférence (de l’anglais : Signal to Interference Ratio)

SAR Rapport signal à artefact (de l’anglais : Signal to Artifact Ratio)

SDR Rapport signal à distorsion (de l’anglais : Signal to Distorsion Ratio)
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Glossaire

Fréquence fondamentale : Pour un son périodique, la fréquence fondamentale est défi-
nie comme l’inverse de la période.

Harmonique : On dit qu’un signal sonore est harmonique s’il est périodique. Ce signal
peut alors s’écrire comme une somme de sinusoïdes (appelées harmoniques) dont la fré-
quence est en rapport entier avec la fréquence fondamentale. Dans le domaine spectral,
cette propriété se caractérise par la présence de pics spectraux au niveau de la fréquence
fondamentale et de ses multiples entiers. Un motif spectral (ou un atome spectral) sera
qualifié d’harmonique s’il présente une telle propriété.

Piano roll : Un piano roll est une représentation bi-dimensionnelle de la musique proche
d’une partition mais à un niveau symbolique moindre. La dimension horizontale représente
le temps et la dimension verticale la hauteur de note qui est graduée en demi-tons : les
notes y sont repérées par des rectangles (dont la couleur peut éventuellement contenir une
information sur la vélocité). Cette représentation est utilisée dans la plupart des séquen-
ceurs MIDI car sa correspondance avec les fichiers MIDI est très simple.

MIDI : acronyme de Musical Instrument Digital Interface. Il s’agit d’un protocole de
communication entre appareils de commande (clavier-maître par exemple) et appareils
de musique électronique (synthétiseurs et effets par exemple). De nombreux messages de
contrôle existent parmi lesquelles les messages de notes qui permettent de commander la
production d’une note dans un synthétiseur. On retrouve notamment ces messages de notes
dans les fichiers MIDI qui constituent donc une information proche de celle contenue dans
une partition (à un niveau symbolique moindre) et qui permettent donc à un synthétiseur
de générer intégralement un morceau.

Spectrogrammes : On travaille dans tout ce document sur des spectrogrammes qui, sauf
précision contraire, sont issus d’une Transformée de Fourier à Court Terme (TFCT) du
signal temporel.

Si x est un signal temporel réel de longueur N , alors sa TFCT est une matrice dont
chaque colonne est la transformée de Fourier discrète (dont on ne garde que les fréquences
positives) d’une trame fenêtrée du signal x. Ainsi elle est définie comme la matrice X de
taille F × T , de coefficients :

[X]ft =
L∑
l=1

xl+(t−1)h wl e
−i 2π(f−1)(l−1)

L (1)
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où h est le pas entre deux trames successives et w est la fenêtre d’analyse, il s’agit d’un
vecteur de longueur L. Dans ce document, on utilisera généralement une fenêtre de Hann
ou une fenêtre de Hamming. On a F =

⌊
L
2

⌋
+ 1 (les autres termes de la transformée de

Fourier sont redondants pour un signal x réel) et T =
⌊
N
h

⌋
+ 1.

Dans tout ce document on utilise la notation X quand on parle du spectrogramme com-
plexe (c’est-à-dire la TFCT) et V quand on parle d’un spectrogramme réel, généralement
d’amplitude (module de la TFCT) ou de puissance (module au carré de la TFCT).
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Chapitre 1

Introduction

Pour un être humain, il est généralement facile de décrire un extrait de musique :
il est assez aisé d’identifier grossièrement les instruments qui le composent, d’en donner
le genre, de donner une idée du tempo, et pour un auditeur un peu plus avancé, il est
même possible de donner des informations beaucoup plus détaillées, comme de décrire les
notes que joue chaque instrument. Ce genre de tâches peut s’avérer cependant beaucoup
plus difficile pour un ordinateur, les signaux musicaux étant par nature complexes et la
perception de ceux-ci étant difficile à appréhender. De nombreux travaux cherchent ainsi à
extraire automatiquement de l’information d’un signal musical : information sur le rythme
et le tempo [Scheirer, 1998], sur le genre du morceau [Allamanche et al., 2004], sur les
instruments présents [Essid, 2006], sur l’harmonie [Oudre et al., 2009], sur la mélodie [Weil
et al., 2009], sur la position temps/fréquence de toutes les notes [Emiya et al., 2010]. . . Tous
ces travaux relèvent du domaine de recherche de l’extraction automatique d’information
de la musique (souvent abrégé MIR, de l’anglais : Music Information Retrieval).

L’être humain est également capable de focaliser son attention sur un unique instrument
dans un orchestre. Le domaine de recherche de la séparation de sources tente de reproduire
cette capacité en essayant de séparer les signaux des différents instruments en présence
[Virtanen, 2007, Smaragdis et al., 2007].

Ces deux domaines de recherche (MIR et séparation de sources) ont tendance à se
rapprocher et de plus en plus de travaux cherchent à allier les deux domaines, c’est-à-
dire d’une part l’aspect représentation d’information compacte de haut-niveau capable de
décrire l’extrait considéré et d’autre part l’aspect manipulation des divers éléments en
présence, par exemple par le biais d’une représentation intermédiaire dite « mi-niveau »
permettant des applications dans les deux domaines [Durrieu et al., 2011].

Cette thèse s’inscrit dans cette tendance : son principal objectif est de proposer des
méthodes de décomposition de signaux sonores musicaux reposant sur les redondances qui
y sont naturellement présentes et sur lesquelles s’appuie tout auditeur pour « comprendre »
ces signaux. Ces décompositions sont construites en introduisant des modèles génératifs de
spectrogrammes basés sur des modèles simples de synthèse sonore. Cette thèse propose
donc des décompositions intelligentes des signaux musicaux qui permettent d’obtenir une
représentation intermédiaire en « atomes sonores », éléments constitutifs élémentaires de la
musique. Ce type de représentation de la musique peut avoir de nombreuses applications
notamment en séparation de sources sonores, en transcription automatique de partition ou
dans le domaine de la transformation du son.
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1.1 Décomposition des signaux musicaux

Les signaux musicaux possèdent de très importantes redondances et peuvent être géné-
ralement décrits avec beaucoup moins d’informations que leur forme d’onde : un morceau
de musique est en effet généralement composé d’événements musicaux (par exemple des
notes de musique, des sons de percussions...) qui se répètent au cours du temps. Notre
perception de la musique est majoritairement influencée par ces événements (qui sont dé-
finis par une connaissance a priori de la musique que nous avons l’habitude d’écouter) et
leur apparition répétée au cours du morceau. La perception est en effet principalement
basée sur ce qu’on attend : on arrive à avoir une perception cohérente de la musique et à
structurer cette perception grâce à la redondance qui y est présente. Une représentation
proche de ce qui est perçu en termes d’événements sonores permet donc de comprendre et
d’analyser la musique comme le ferait une personne. Il est donc très intéressant de pouvoir
obtenir une telle représentation à partir d’une simple forme d’onde.

Les transformées temps/fréquence de type spectrogramme permettent de faire appa-
raître en partie les redondances perceptives même si celles-ci restent complexes. Ainsi dans
la figure 1.1, on voit clairement apparaître une redondance forte entre certaines parties du
spectrogramme.

De nombreux travaux cherchent à extraire automatiquement une structure qui explique
bien le signal étudié tout en ayant réduit considérablement la quantité d’informations
pour le décrire. On peut notamment citer deux types de méthodes : les méthodes de
décomposition parcimonieuse [Mallat et Zhang, 1993, Chen et al., 1998] qui cherchent à
décomposer le signal sur un ensemble de signaux de base bien choisis pour pouvoir décrire
le signal étudié, et les méthodes de factorisation, telles que la Factorisation en matrices
non-négatives (NMF) [Lee et Seung, 1999], qui cherchent à extraire automatiquement des
structures redondantes qui apparaissent dans les données analysées et qui peuvent donc
être interprétées comme des méthodes de décomposition parcimonieuse pour lesquelles le
dictionnaire est appris automatiquement à partir du signal. C’est sur ce deuxième type de
méthodes que nous nous focalisons dans cette thèse.

1.2 Contexte

Si les méthodes de factorisation s’avèrent puissantes et robustes pour décomposer des si-
gnaux composés d’objets stationnaires, leur utilisation est plus délicate lorsqu’interviennent
des éléments présentant des variations au cours du temps : plusieurs atomes sont alors né-
cessaires pour représenter un seul élément et il est généralement difficile de regrouper cor-
rectement ces atomes. De plus, même lorsque les éléments constitutifs du spectrogramme
sont à peu près stationnaires, il est souvent utile de guider (d’« informer ») la décomposition
afin d’obtenir une description réellement utilisable. De nombreux travaux ont donc cherché
à dépasser ces limitations des méthodes de factorisation en proposant des techniques de
décomposition alternatives.

Ainsi plusieurs types de décompositions ont été proposés : d’une part des décomposi-
tions utilisant des modèles physiques sous-jacents pour représenter les éléments des spec-
trogrammes musicaux, ce type de décomposition aboutissant généralement à des représen-
tations « mi-niveau » qui peuvent être exploitées dans diverses applications, d’autre part
des méthodes statistiques proposées récemment qui utilisent notamment des modèles de
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Fig. 1.1 – Spectrogramme de l’introduction de Godfather Waltz par Nino Rota. En bas :
zoom sur des parties du spectrogramme, mettant en lumière l’existence de répétitions.

Markov cachés afin de structurer les variations temporelles.
Le premier type de méthodes introduit des modèles censés représenter les éléments de

base en se basant sur des considérations physiques. La plupart des éléments rencontrés dans
les spectrogrammes musicaux étant des notes de musique, qui sont des signaux harmoniques
ou quasi-harmoniques, une des idées les plus simples, d’ailleurs réutilisée dans le chapitre 4
de cette thèse, est de considérer comme éléments de base des atomes harmoniques. Cette
idée a été d’abord utilisée dans un cadre de décomposition parcimonieuse : on peut par
exemple citer l’algorithme d’Harmonic Matching Pursuit [Gribonval et Bacry, 2003] qui
reprend l’algorithme de Matching Pursuit [Mallat et Zhang, 1993] et l’adapte à des diction-
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naires d’atomes harmoniques. Cette approche a été complétée dans [Leveau et al., 2008,
Leveau, 2007] qui aboutit à une représentation « mi-niveau » formée de molécules, agrégats
d’atomes harmoniques appris sur une base de sons instrumentaux, censées correspondre
à un objet sonore. Dans [Bello et al., 2006], la musique de piano est décomposée sur 88
atomes harmoniques (les 88 notes du piano) d’abord extraits automatiquement du signal
par des méthodes fréquentielles, puis servant de base pour la décomposition. Dans [Bertin
et al., 2007, Bertin, 2009, Vincent et al., 2010], une extension de la Factorisation en ma-
trices non-négatives (NMF) est proposée, dans laquelle la (quasi-)harmonicité des atomes
est également imposée : les atomes « complexes » sont construits comme une combinaison
linéaire d’atomes « simples » correspondant chacun à une sous-bande. Ce type d’approche
permet notamment de garantir une enveloppe spectrale relativement lisse et de pouvoir
prendre en compte une certaine inharmonicité qui peut être par exemple rencontrée dans
le son du piano.

L’idée d’utiliser des sous-bandes est reprise par Durrieu [Durrieu et al., 2010, 2009a]
sous une forme un peu différente : celui-ci introduit un modèle source/filtre dans la NMF
dans le but de modéliser les fortes variations d’enveloppe spectrale de la voix chantée. Ce
type de modèle permet d’aboutir à une représentation mi-niveau (cf. [Durrieu et al., 2011])
contenant simultanément des informations sur la fréquence fondamentale et le timbre.

Les décompositions utilisant des transformations des atomes reposent également sur
une hypothèse sous-jacente d’harmonicité : dans les décompositions invariantes par trans-
lation fréquentielle [Schmidt et Mørup, 2006, Smaragdis et al., 2008] qui sont utilisées
pour décomposer des spectrogrammes à Q-constant, différentes notes d’un même instru-
ment sont censées pouvoir être représentées par un même atome translaté (une translation
correspondant alors à une transposition) : ce type de méthode permet de rendre encore
plus compacte la représentation tout en permettant une prise en compte des variations
de fréquence fondamentale au cours du temps. Nous avons d’ailleurs repris cette idée afin
de l’adapter à des spectrogrammes classiques issus d’une Transformée de Fourier à Court
Terme (TFCT) dans le chapitre 4.

C’est sur ce type de méthodes, qui utilisent une forte information a priori sur la façon
dont sont constitués les spectrogrammes musicaux, que nous avons focalisé notre attention
dans cette thèse, notre principal objectif étant de proposer des décompositions qui per-
mettent la modélisation des variations temporelles des éléments sonores tout en aboutis-
sant à une représentation intermédiaire du signal servant de base pour diverses applications,
comme par exemple la séparation de sources ou la transcription.

Récemment de nouvelles méthodes ont également cherché à modéliser les variations
temporelles en introduisant des modèles de Markov cachés dans les méthodes de factori-
sation [Ozerov et al., 2009, Nakano et al., 2010b, Mysore et al., 2010] : dans ce type de
méthode, une structure temporelle est apprise de façon statistique. Ainsi soit les atomes
sont temporellement liés entre eux via des probabilités de transition pour chaque compo-
sante (comme c’est le cas dans [Ozerov et al., 2009, Nakano et al., 2010b]) et chaque atome
a alors un « état », soit les atomes sont regroupés en dictionnaires et ce sont ces diction-
naires qui constituent chacun l’état d’une composante (comme c’est le cas dans [Mysore
et al., 2010]).

Il s’agit d’une voie assez différente de celle que nous avons choisi d’étudier. Il semble
cependant qu’une utilisation jointe de l’approche que nous avons utilisée et de l’approche
par modèle de Markov soit pertinente et constitue donc une piste future de travail.
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1.3 Factorisation et modèles de synthèse

Les méthodes de factorisation issues d’un modèle de décomposition linéaire comme la
NMF montrent de sévères limitations dès que les spectrogrammes à décomposer présentent
des éléments variables dans le temps : par exemple lorsqu’une même note présente certaines
variations spectrales (variations d’enveloppe spectrale, variations de fréquence fondamen-
tale). Pourtant, même dans ce cas, il existe généralement une profonde redondance d’une
trame à l’autre de cet élément. La figure 1.2 qui représente le spectrogramme d’une note
isolée de violon contenant un important vibrato illustre bien ce problème : le vibrato induit
d’importantes différences entre les trames successives (en particuliers pour les partiels de
fréquence supérieure à 2000Hz), ainsi un modèle de décomposition linéaire comme la NMF
nécessitera de nombreux atomes pour correctement décomposer cet extrait constitué d’un
unique objet sonore et aboutira ainsi à une représentation difficile à interpréter. Pour-
tant une forte redondance apparaît clairement dans ce spectrogramme : les trames dans
lesquelles la note est jouée présentent toutes une structure harmonique commune et les
amplitudes de ces harmoniques restent quasiment constantes. Un unique paramètre varie
au cours du temps : la fréquence fondamentale. Connaître les variations de ce paramètre
devrait donc permet de retrouver la redondance.

Fig. 1.2 – Spectrogramme d’une note (Do4) de violon contenant un important vibrato.

Ainsi, l’idée directrice suivie dans cette thèse est de structurer les méthodes de facto-
risation comme la NMF et ses dérivées afin de pouvoir prendre en compte les variabilités
de certains éléments sonores qui sont couramment rencontrées dans des spectrogrammes
musicaux. Afin de décrire ces signaux complexes, on va chercher à introduire des modèles
capables de décrire cette variabilité : l’idée est d’utiliser des modèles de synthèse sonore
simples. Ces modèles de synthèse sont utilisés dans le domaine temps/fréquence (ce qui
se traduit dans nos méthodes par une synthèse des spectrogrammes). On cherche alors



20 1. Introduction

à apprendre les paramètres de ces modèles de synthèse. Cette idée permet d’extraire du
signal certaines redondances qui ne sont pas représentables avec un simple modèle linéaire
comme la NMF. Ainsi, trois modèles de synthèse très simples, qui sont des modèles de base
de la synthèse sonore très utilisés dans les synthétiseurs, ont été étudiés et introduits dans
la NMF :

– le modèle de synthèse source/filtre,
– le modèle de synthèse additif,
– le modèle de synthèse par table d’onde.
Ces modèles sont ici utilisés uniquement comme une base de structuration des méthodes

de factorisation et ne sont absolument pas destinés à faire de la synthèse dans ce travail.
Il est à noter que, dans cette thèse, nous avons exclusivement cherché à développer

des modèles de décomposition de spectrogrammes « classiques » (c’est-à-dire issus d’une
TFCT) car ceux-ci sont facilement inversibles, et peuvent donc éventuellement permettre
une manipulation directe du son (séparation de sources, transformation du son), bien que
nous nous inspirons parfois de méthodes conçues pour décomposer d’autres types de spec-
trogrammes (spectrogrammes à Q-constant par exemple).

1.3.1 Synthèse source/filtre

La méthode de synthèse source/filtre est basée sur un modèle de production dans lequel
deux éléments interagissent : une source, productrice du son, et un résonateur filtrant la
source. Par exemple dans le cadre de la production de la voix, les cordes vocales jouent
le rôle de la source et le conduit vocal celui du résonateur. Ce type de synthèse a été im-
plémenté dans de nombreux synthétiseurs et notamment dans les premiers synthétiseurs
commerciaux : il peut en effet être facilement mis en place avec des composants analo-
giques. Il consiste à générer une forme d’onde (généralement simple, périodique et riche en
harmoniques) stationnaire qui est modifiée par un filtre dont les paramètres (généralement
la fréquence de résonance) évoluent au cours du temps. Nous avons introduit ce modèle de
synthèse dans la NMF afin de modéliser les variations d’enveloppe spectrale : les activations
de la NMF sont remplacées par des filtres variant dans le temps et chaque motif spectral
factorisé est censé représenter la source, dont la forme ne change pas au cours du temps. La
méthode de décomposition proposée peut modéliser des variations d’enveloppe spectrale
même si le modèle de production source/filtre ne correspond pas à la réalité physique du
son considéré. Cette méthode fait l’objet du chapitre 3.

1.3.2 Synthèse additive

Le synthèse additive est le modèle de synthèse le plus simple et le plus ancien : il consiste
simplement à additionner des sinusoïdes afin de recréer un son. Il est particulièrement
adapté aux sons harmoniques (ou quasi-harmoniques) pour lesquels les fréquences des
sinusoïdes sont réparties de façon harmonique. Dans le domaine spectral, si on se limite
à des sons harmoniques, le modèle consiste donc à créer un atome harmonique : ce type
de modèle est ainsi utilisé dans la méthode de décomposition présentée dans la section
4.1. Les amplitudes des harmoniques sont factorisées et les fréquences fondamentales des
atomes estimées à chaque instant.
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1.3.3 Synthèse par table d’onde

Le principe de la synthèse par table d’onde est simple : à partir d’une période (ou d’un
petit nombre de périodes) d’un son harmonique, on produit le son par lecture périodique
de cette période à une vitesse qui permet de créer la note souhaitée. Le son périodique
obtenu est alors multiplié par une enveloppe d’amplitude. Dans le domaine spectral, cette
opération consiste donc à disposer d’un motif spectral de base que l’on dilate ou compresse.
C’est précisément ce type de modèle qui est utilisé dans la méthode proposée dans la section
4.2, dans laquelle le motif spectral est appris à partir du spectrogramme.

1.4 Structure du document

Le chapitre 2, principalement bibliographique, constitue une présentation détaillée de la
NMF qui sert de base aux décompositions présentées dans les chapitres suivants. Le chapitre
3 présente une extension de la NMF qui permet de modéliser les variations d’enveloppe
spectrale à l’aide d’un modèle source/filtre. Le chapitre 4 présente deux méthodes de
décomposition de spectrogrammes permettant de modéliser les variations de fréquence
fondamentale. Enfin, le chapitre 5 présente certaines applications de ces décompositions.
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Chapitre 2

Factorisation en matrices
non-négatives

La Factorisation en matrices non-négatives (NMF) est une puissante technique de ré-
duction de rang des matrices à coefficients positifs ou nuls.

Il s’agit d’une technique de factorisation comme l’analyse en composantes principales
[Hotelling, 1933], l’analyse en composantes indépendantes [Comon, 1994, Makino et al.,
2004], le codage parcimonieux (sparse coding) [Abdallah et Plumbley, 2006], qui permet
de réduire la dimension des données et donc d’expliquer les données par un petit nombre
d’objets représentatifs. La NMF se distingue des autres techniques de factorisation par
sa contrainte de non-négativité qui permet de factoriser des éléments qui font sens. Ainsi
l’article de référence de la NMF [Lee et Seung, 1999] montre que l’utilisation de celle-ci sur
une base de données d’images de visage permet d’extraire les différentes parties du visage :
les éléments extraits correspondent en effet au nez, aux yeux, à la bouche. . . La NMF
fournit ainsi une décomposition proche de ce qu’on perçoit. Lorsque la NMF est utilisée
pour décomposer des spectrogrammes, des propriétés perceptives similaires apparaissent
ce qui l’a rendue très populaire dans le domaine du traitement du son.

2.1 Présentation générale

2.1.1 Modèle

On dispose d’une matrice V non-négative, c’est-à-dire dont tous les coefficients sont
positifs ou nuls, de taille F × T . La factorisation en matrices non-négatives (cf. [Lee et
Seung, 1999]) approxime V de la manière suivante :

V ≈WH (2.1)

i.e. [V]ft ≈
R∑
r=1

[W]fr[H]rt, (2.2)

où W (F ×R) et H (R× T ) sont des matrices non-négatives. L’approximation de l’équa-
tion (2.1) est généralement quantifiée au moyen d’une divergence (cf. section 2.1.2). Ceci
revient à décomposer les vecteurs colonnes de V sur les vecteurs colonnes de W. R est
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généralement choisi tel que R(F + T ) � FT (contrainte de réduction de la dimension)
ou bien R � min(F, T ) (contrainte de réduction du rang), ces deux contraintes étant en
pratique équivalentes.

Une NMF simple est illustrée dans la figure 2.1.

Fig. 2.1 – Factorisation en matrices non-négatives.

Les vecteurs colonnes de W sont appelés atomes. La matrice H est appelée matrice
d’activation : la r-ème ligne de H correspond en effet à l’activation du r-ème atome.

La factorisation en matrices non-négatives permet d’extraire automatiquement des mo-
tifs qui se répètent au cours du temps dans les données.

Contraintes de non-négativité : La contrainte de non-négativité des matrices W et H
est la propriété fondamentale qui donne sa spécificité à la NMF parmi les autres méthodes
de factorisation (telle que l’Analyse en Composantes Principales). De cette contrainte ré-
sultent les propriétés appréciables suivantes :

– Les atomes extraits sont dans le même espace (orthant positif) que les données non-
négatives décomposées.

– Seules les combinaisons positives d’atomes sont possibles : ainsi il n’est pas possible
qu’une partie d’un atome soit annulée par un autre atome et il n’existe donc pas de
phénomène de création d’énergie noire.

– La contrainte de non-négativité est souvent présentée comme l’origine de la capacité
de la NMF à fournir une décomposition perceptive des données. Notamment dans la
décomposition de spectrogrammes musicaux, les éléments extraits ont généralement
un sens perceptif et peuvent par exemple correspondre à des notes de musique.

La NMF a été utilisée dans de nombreux domaines : en traitement d’image [Lee et
Seung, 1999, Hoyer, 2004], en fouille de données textuelles [Pauca et al., 2004], en sur-
veillance de messagerie électronique [Berry et Browne, 2005], en spectroscopie [Gobinet
et al., 2004]... On trouve, en particulier, de nombreuses applications dans le traitement
du signal audio telles que la transcription automatique sur partition [Smaragdis et Brown,
2003, Paulus et Virtanen, 2005, Bertin et al., 2007], la séparation de sources [Virtanen,
2007, Cichocki et al., 2006c, Ozerov et Févotte, 2010], l’alignement sur partition [Cont,
2006] ou encore la restauration audio [Le Roux et al., 2008b].
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L’approximation (2.1) est généralement quantifiée par une distance (ou divergence)
entre V et WH. Un algorithme de NMF est donc un algorithme de minimisation de cette
divergence.

2.1.2 Fonction de coût

Généralement, la fonction de coût utilisée en NMF est exprimée au moyen d’une diver-
gence D :

CV(W,H) = D(V||WH).

Définition 2.1.1. On appelle divergence sur un ensemble S une application D : S × S →
R+ telle que ∀(X,Y ) ∈ S on a D(X||Y ) = 0⇔ X = Y .

Les divergences utilisées en NMF sont, la plupart du temps, séparables :

C(W,H) = D(V||WH) =
F∑
f=1

T∑
t=1

d([V]ft|[WH]ft). (2.3)

Une divergence ne vérifie pas nécessairement les propriétés de symétrie et d’inégalité
triangulaire que doit vérifier une distance, mais une distance est bien un cas particulier de
divergence.

2.1.2.1 Divergences courantes

De nombreuses divergences ont été utilisées en NMF dans la littérature. Les plus utili-
sées sont probablement :

– la divergence d’Itakura-Saito (IS) [Itakura et Saito, 1968] notée dIS. Cette divergence
est souvent appelée distance d’IS bien qu’elle ne vérifie ni la symétrie ni l’inégalité
triangulaire.

– la divergence de Kullback-Leibler (KL) [Kullback et Leibler, 1951] notée dKL.
– la distance Euclidien(ne) (EUC) notée dEUC.
Ces divergences sont respectivement définies pour tout (x, y) ∈ (R+)2 par :

dIS(x|y) =
x

y
− log

x

y
− 1,

dKL(x|y) = x log
x

y
+ y − x,

dEUC(x|y) =
1
2

(x− y)2.

Remarque : La distance EUC est plus généralement définie sur R par dEUC(x|y) =

|x − y| (DEUC(x||y) =
√∑K

i=1(xi − yi)2 sur RK). Cependant le facteur constant et la
racine carrée ne changent pas le problème étudié (problème de minimisation) et il est donc
équivalent de considérer la définition proposée ici, cette seconde définition ayant l’avantage
de correspondre à la généralisation de la β-divergence (voir plus loin) et d’être différentiable
pour x = y .

Certains auteurs ont proposé des études de la NMF pour des divergences généralisées
incluant ces trois divergences classiques :
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– La divergence de Csiszar [Cichocki et al., 2006b] qui est une généralisation de l’α-di-
vergence d’Amari [Cichocki et al., 2007] : ces deux divergences incluent la divergence
de KL et sa divergence duale.

– La divergence de Bregman [Dhillon et Sra, 2006] qui est une généralisation de la
β-divergence, introduite dans [Eguchi et Kano, 2001] (dans un cadre différent de la
NMF) reprise à travers une définition moins large par [Kompass, 2007] comme nous le
démontrerons dans la section suivante. Ces deux divergences sont des généralisations
des divergences KL et IS et de la distance EUC.

2.1.2.2 Divergence de Bregman et β-divergence

Les β-divergences ont souvent été présentées comme un type de divergence généralisée
à part, alors qu’il s’agit d’une sous-classe des divergences de Bregman comme nous l’avons
démontré dans [Hennequin et al., 2011a].

Définition 2.1.2. La β-divergence est définie pour β ∈ R\{0, 1} par :

dβ(x|y) =
1

β(β − 1)
(xβ + (β − 1)yβ − βxyβ−1). (2.4)

Pour β ∈ {0, 1}, la β-divergence est obtenue comme la limite de l’expression (2.4) et
correspond respectivement à la divergence d’IS et à la divergence de KL :

d0(x|y) = dIS(x|y) =
x

y
− log

x

y
− 1,

d1(x|y) = dKL(x|y) = x log
x

y
+ y − x.

Définition 2.1.3. Soit S un convexe fermé et soit F : S → R une fonction de classe C1

strictement convexe. La divergence de Bregman associée à la fonction F est une divergence
sur S définie pour tout (x,y) ∈ S2 par :

DF (x||y) = F (x)− F (y)− 〈∇F (y)|x− y〉 .

La convexité de F assure la positivité de DF . On peut facilement restreindre cette
définition sur R+ :

Définition 2.1.4. Les divergences de Bregman sur R+ sont définies par :

dF (x|y) = F (x)− F (y)− F ′(y)(x− y).

où F est une fonction de R+ dans R de classe C1 strictement convexe.

La divergence de Bregman correspond à la différence entre la valeur de la fonction et son
développement limité au premier ordre comme l’illustre la figure 2.2 pour une divergence de
Bregman scalaire. Par conséquent la divergence de Bregman n’est pas modifiée en ajoutant
une fonction affine à F .

En choisissant :

Fβ(x) =
xβ

β(β − 1)
− x

β − 1
+

1
β

(2.5)

pour β 6= 0, 1 et les limites par rapport à β de l’expression précédente en ces deux points
(i.e. F0(x) = − log x + x − 1 et F1(x) = x log x − x + 1), on obtient de façon évidente
dFβ = dβ .

On a alors pour tout β, F ′′β (x) = xβ−2, ce qui prouve bien que Fβ est convexe.
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Fig. 2.2 – Représentation graphique de la divergence de Bregman associée à la fonction F
entre les points x et y.

Remarque : Il existe une relation simple entre la β-divergence et l’α-divergence d’Amari.
Cependant ces deux divergences sont distinctes.

L’α-divergence d’Amari est en effet définie par :

dAmariα (x|y) =
αx+ (1− α)y − xαy1−α

α(1− α)
.

On a alors de façon immédiate :

dβ(x|y) = yβ−1dAmariβ (x|y).

2.2 Unicité

La factorisation de matrice présentée dans l’équation (2.1) n’est pas unique : il existe
en effet de nombreux couples de matrices non-négatives (W′,H′) (de même dimension
que W et H) tels que WH = W′H′. En effet pour toute matrice inversible Q de taille
R × R telle que WQ et Q−1H sont non-négatives, on a bien (WQ)(Q−1H) = WH. On
s’intéresse dans cette section uniquement à ce type de transformation et on suppose que
les matrices W et H sont de rang plein, ce qui n’est pourtant pas forcément souhaitable
comme le suggère l’exemple de la section 2.2.3, qui ne peut être factorisé de façon exacte
qu’avec des matrices dégénérées.
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2.2.1 Changement d’échelle et permutation

Le premier type de transformation qui ne change pas les valeurs du produit WH
est le cas ou Q et Q−1 sont toutes deux non-négatives. On peut démontrer facilement
que ces matrices sont exactement les matrices de permutation généralisées à coefficients
non-négatifs (On peut par exemple en trouver une démonstration dans [Kaczorek, 2002,
p.2]) : il s’agit des matrices inversibles qui ont exactement un coefficient non nul (et donc
strictement positif) par colonne (et par ligne).

Les matrices de permutation généralisées peuvent être décomposées en deux matrices
plus simples : Q = DP où D est une matrice diagonale (correspondant à une opération de
changement d’échelle) de diagonale strictement positive et P une matrice de permutation.
Ainsi ce type de transformation correspond à une permutation et un changement d’échelle
des colonnes de la matrice de base W (la transformation inverse étant appliquée aux lignes
de la matrice d’activation H).

Ce type de transformation n’est donc pas un problème puisqu’il suffit d’imposer une
norme aux colonnes de W (ou aux lignes de H) pour avoir l’unicité vis-à-vis de la mise à
l’échelle, et d’imposer un ordre sur les colonnes de W (par exemple on peut imposer que
ces colonnes soient classées dans l’ordre croissant par rapport à l’ordre lexicographique)
pour avoir l’unicité vis-à-vis de la permutation.

2.2.2 Extension/rétrécissement du cône polyédrique des solutions

L’unicité de la NMF est un problème particulièrement compliqué qui est, entre autres,
à l’origine des difficultés rencontrées pour obtenir des résultats théoriques sur la conver-
gence des algorithmes d’estimation. Nous évoquons, dans cette section et la suivante, la
notion d’unicité « standard » de la NMF (c’est-à-dire la notion d’unicité à homothétie et
permutation près) et tentons de montrer que cette notion est complexe et peut s’avérer
contre-intuitive.

Un deuxième type de transformation de W et H que l’on peut opérer fait appel à une
interprétation un peu différente de la NMF : On peut en effet considérer le problème de
NMF comme la recherche d’un cône polyédrique permettant d’approximer au mieux les
vecteurs colonne de V . Les vecteurs colonne du produit WH peuvent en effet être vus
comme des points d’un cône polyédrique. Ce cône polyédrique CW est par définition le
cône engendré (positivement) par les vecteurs colonne de W c’est-à-dire :

CW = {
R∑
i=1

hiwi | (h1, . . . , hR) ∈ (R+)R},

où les wi sont les vecteurs colonne de W. Remarque : on utilise ici le théorème de
Minkowski-Weil qui stipule que les cônes polyédriques sont exactement les cônes engendrés
par des familles finies de vecteurs.

Dans de nombreux cas ce cône peut être agrandi ou rétréci (en conservant un cône
polyédrique) sans modifier le produit WH. En effet, pour i et k fixés (k 6= i), si aucun des
coefficients de wi n’est nul (il suffit en fait que pour tout j tel que wji = 0, on ait wjk = 0)
alors on peut appliquer la transformation :

w′i = wi − λkwk avec 0 < λk ≤ min
j,wjk 6=0

wji
wjk

.
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On obtient une nouvelle famille de vecteurs non-négatifs {w1, . . . ,wi−1,w′i,wi+1, . . . ,wR},
qui correspond aux vecteurs colonne de la matrice W′. Cette nouvelle famille vérifie :

CW ( CW′ .

Démonstration. Si x ∈ CW alors il existe (h1, ..., hR) ∈ (R+)R tel que x =
∑

j hjwj . On a
alors :

x = hiwi +
∑
j 6=i

hjwj = hiw′i + (hiλk + hk)wk +
∑
j 6=i,k

hjwj .

Comme λk > 0, on a (hiλk + hk) > 0 et par conséquent x ∈ CW′ . De plus, comme W est
de rang plein, w′i n’appartient pas à CW et donc, on a bien CW ( CW′ .

Cette opération permet donc d’agrandir le cône sans changer le produit V̂ = WH.
Cette opération est illustrée dans la figure 2.3 : la figure 2.3(a) représente un cône poly-
édrique (zone quadrillée en noir) que l’on peut obtenir par NMF de V dont les vecteurs
colonnes sont matérialisés par des croix violettes ; la figure 2.3(b) montre une extension
possible du cône qui ne modifie pas la valeur de la matrice V̂.

(a) Cône obtenu (b) Cône étendu

Fig. 2.3 – Extension du cône polyédrique : les flèches bleues pleines correspondent aux
vecteurs colonnes de W. La zone quadrillée est l’espace positivement engendré par ces vec-
teurs. Les croix violettes correspondent aux vecteurs colonnes de V (à proximité de l’espace
quadrillé). La flèche rouge en pointillé correspond à un vecteur obtenu par extension du
cône.

Ce second type de transformation correspond à une matrice Q dont les coefficients
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peuvent être négatifs :

Q =



1 0 . . . 0 . . .
0 1 . . . 0 . . .
...

... . . .
... . . .

...
... . . . 1 . . .

...
... . . .

... . . .
...

... . . . −λk . . .
...

... . . .
... . . .

 k

i

Plus généralement, on peut appliquer des compositions de telles matrices ce qui corres-
pond à des transformations du type :

w′i = wi −
∑
k 6=i

λkwk,

où les λk sont des réels positifs tels que les coefficients de w′i sont tous positifs. Ce type de
transformation peut être réalisé pour tout i.

Il peut également être possible de réduire le cône polyédrique CW : les λk peuvent alors
être négatifs. Il faut alors s’assurer que les colonnes de la matrice produit WH restent bien
dans le cône ce qui se traduit par des contraintes d’inégalités linéaires sur les λk. Cette
opération revient en fait à inverser le rôle de W et de H.

Ce type de transformation (modification du cône polyédrique des solutions) est plus
problématique vis-à-vis de l’unicité : on peut en effet se demander s’il existe un unique
cône polyédrique minimal au sens de l’inclusion. Vect(WH) ∩ (R+)F (F est la dimension
de l’espace) est en effet un cône polyédrique (intersection de deux cônes polyédriques)
mais ce cône est généralement engendré par trop de vecteurs pour qu’on puisse utiliser
cette famille génératrice pour W (la factorisation ne serait alors plus une réduction de
rang).

Par conséquent, il n’est généralement pas possible de trouver un cône polyédrique en-
globant tous les cônes polyédriques de solution et donc de garantir l’unicité de la NMF,
comme le montre l’exemple de la section 2.2.3.

L’unicité standard ne peut donc être vérifiée que si le cône engendré par W ne peut ni
être agrandi (c’est-à-dire que les vecteurs de W sont au bord de l’orthant positif) ni rétréci
(ce qui veut dire que pour chaque vecteur colonne de W, il existe un vecteur colonne de
WH qui lui soit colinéaire).

2.2.3 Problème lié : impossibilité d’une factorisation exacte

Un problème lié à la non-unicité des solutions est le problème de la NMF d’une matrice
non-négative V de rang K sur R = K composantes. Lorsque la factorisation n’a pas de
contraintes de non-négativité (comme dans une Analyse en Composantes Principales), le
problème est évident et il existe toujours une factorisation exacte, c’est-à-dire telle que
V = WH. En revanche, pour une NMF, il n’existe pas nécessairement de factorisation
exacte dès que 2 < K < N (oùN est la dimension de l’espace). Cette propriété assez contre-
intuitive remet en cause l’idée d’estimer un bon rang K de factorisation à partir d’une
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Décomposition en Valeurs Singulières (DVS) de la matrice V. Le nombre de composantes
réellement nécessaires est appelé rang non-négatif [Cohen et Rothblum, 1993].

Ainsi même si seules K composantes sont significatives dans la DVS (les autres valeurs
singulières étant trop faibles pour être prises en compte) de la matrice V, il n’est pas dit
qu’une NMF à K composantes de la matrice V apporte une approximation « correcte »,
comme le montre l’exemple suivant.

Exemple : La matrice V =


1 1 0 0
1 0 0 1
0 0 1 1
0 1 1 0

 est de rang 3. Pourtant, on peut démontrer

qu’il n’existe pas de cône engendré par une famille de 3 vecteurs non-négatifs contenant les
vecteurs colonne de cette matrice. On a en effet CV = VectV∩(R+)4 et pourtant aucun des
vecteurs colonne de V n’appartient au cône engendré par les trois autres vecteurs colonne
de V.

Ainsi les cônes respectivement engendrés par {v1,v2,v3} et {v1,v2,v4} ne sont pas
comparables au sens de l’inclusion (aucun des deux n’est inclus dans l’autre). Pourtant
leur intersection contient un cône engendré par au moins trois vecteurs : par exemple
{v1,v2,v5}, avec v5 = (2, 1, 1, 2)T . Ce qui veut dire que lors d’une NMF à 3 éléments, si
on obtient la matrice W dont les vecteurs colonne sont {v1,v2,v5}, alors il existe plusieurs
manières d’agrandir le cône (on peut aussi bien aboutir à {v1,v2,v3} qu’à {v1,v2,v4})
mais aucune n’aboutit à un cône minimal qui n’existe donc pas.

Le problème de l’unicité de la NMF est donc complexe. Ce problème semble pourtant
assez peu étudié dans la littérature. On peut tout de même citer [Donoho et Stodden, 2004]
qui s’y intéresse et notamment traite de l’interprétation géométrique de la NMF sous forme
de recherche d’un cône polyédrique optimal et également [Cichocki et al., 2009].

2.3 Décomposition de spectrogrammes musicaux

2.3.1 Principe

La factorisation en matrices non-négatives appliquée à des spectrogrammes d’amplitude
ou de puissance repose sur l’hypothèse que le spectrogramme est constitué de motifs fré-
quentiels élémentaires qui se répètent au cours du temps. On dispose d’un spectrogramme
d’amplitude (ou de puissance) qui est donc une matrice non-négative V (F × T ) : on
cherche alors W (F ×R) et H (R × T ), matrices non-négatives vérifiant l’équation (2.1).
Les colonnes wr de W correspondent aux motifs fréquentiels de base, les lignes hTr de H
correspondent aux activités temporelles de chacun de ces motifs. Ainsi wrhTr correspond
à peu près au spectrogramme d’amplitude qu’on obtiendrait en extrayant tous les sons
correspondant au motif wr (par exemple tous les sons correspondant à une même note).
Un exemple de factorisation en matrices non-négatives d’un spectrogramme d’amplitude
est présenté dans la figure 2.4 : il s’agit du spectrogramme d’un signal comprenant deux
notes jouées l’une après l’autre puis simultanément. La similitude entre les trames succes-
sives durant une même note est flagrante et chaque trame de ce spectrogramme peut être
facilement représentée comme une combinaison linéaire de deux motifs harmoniques (cha-
cun correspondant à une note). La NMF (ici utilisée avec une divergence de KL) fournit
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effectivement cette représentation (le nombre d’atomes étant fixé à 2) : les colonnes de
W sont bien des motifs harmoniques correspondant chacun à une note, et les lignes de H
mettent en valeurs les instants auxquels chaque note est jouée.

La perception de la musique par l’homme étant principalement basée sur la redondance
(redondance interne à un morceau mais aussi redondance d’un morceau à un autre : la
perception de cette redondance est alors culturelle) qui structure la musique, la NMF,
qui permet d’extraire cette redondance, a donc le grand avantage de pouvoir fournir une
description des spectrogrammes qui correspond approximativement à ce que l’homme peut
percevoir.

Fig. 2.4 – Factorisation en matrices non-négatives d’un spectrogramme.

2.3.2 Choix de l’exposant

Dans les factorisations en matrices non-négatives de spectrogrammes, on utilise géné-
ralement l’hypothèse que la somme des spectrogrammes d’amplitude des différentes com-
posantes élevées à une certaine puissance est approximativement égale au spectrogramme
d’amplitude du mélange élevé à cette même puissance :

|X|�α ≈
K∑
k=1

|Xk|�α, (2.6)

où X est le spectrogramme complexe issu d’une Transformée de Fourier à Court Terme
(TFCT) du mélange et Xk celui de la composante k.
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Les choix les plus courants d’exposant sont α = 1, auquel cas l’hypothèse s’applique
aux spectrogrammes d’amplitude, et α = 2 auquel cas l’hypothèse s’applique aux spec-
trogrammes de puissance (ce second cas se rencontre notamment dans le cadre du modèle
gaussien présenté dans la section 2.4.1.1). L’hypothèse de l’équation (2.6) n’est en pratique
jamais exactement vérifiée. Il peut donc être intéressant de savoir pour quel α cette hy-
pothèse est « la moins fausse ». Si le choix de α est généralement motivé par le modèle
utilisé, il semble que des estimations expérimentales d’un « bon » exposant soient rares :
dans [Smaragdis et al., 2009], le sujet est abordé très brièvement et les auteurs prétendent
qu’un bon exposant est en pratique « plus proche de 1 que de 2 », mais sans donner plus
de justification.

Cette section ne prétend pas donner une réponse indiscutable sur le choix de l’exposant
α mais propose quelques pistes de réflexion. En pratique, la question ne se pose que pour
les points temps/fréquence où plusieurs composantes (par exemple, plusieurs instruments)
ont une énergie significative : en effet, si seule une composante (ou aucune) a une énergie
significative l’approximation (2.6) est très bonne au point temps/fréquence considéré. Il
est à noter qu’en musique, la plupart des points temps/fréquence ne contiennent qu’un
instrument avec une énergie significative comme le suggère l’article [Parvaix et Girin, 2011],
dans lequel une expérience montre qu’en moyenne, sur les morceaux utilisés, environ 90%
de l’énergie provient de l’instrument prédominant dans le point temps/fréquence considéré.

On fait ici l’hypothèse que le spectrogramme complexe X peut se décomposer linéaire-
ment sur une famille de « composantes » :

X =
K∑
k=1

Xk. (2.7)

2.3.2.1 Cas à deux composantes « indépendantes »

On suppose que le spectrogramme de mélange est issu de deux composantes. On a donc
la relation exacte suivante entre n’importe quel point temps/fréquence x de la TFCT du
mélange et les points correspondants de la TFCT des composantes (notés x1 et x2), ces
trois quantités étant considérées comme des variables aléatoires :

x = x1 + x2 = |x1|eiφ1 + |x2|eiφ2 = |x1|eiφ1(1 +
|x2|
|x1|

ei(φ2−φ1)).

Par conséquent, on a, pour tout α, la relation sur les amplitudes :

|x|α = |x1|α
∣∣∣∣1 +

|x2|
|x1|

ei(φ2−φ1)

∣∣∣∣α .
Ces relations sont valables pour chaque point temps/fréquence indépendamment (les

indices de temps et de fréquence ont été omis). On se demande donc pour quelle valeur de
α, l’approximation suivante est la « meilleure » (dans un certain sens à préciser) :

|x|α = |x1|α
∣∣∣∣1 +

|x2|
|x1|

ei(φ2−φ1)

∣∣∣∣α ≈ |x1|α + |x2|α.

On note µ = |x2|
|x1| et φ = φ2 − φ1. L’approximation peut se réécrire :

|1 + µeiφ|α

1 + µα
≈ 1.
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Cette expression est alors symétrique vis-à-vis de x1 et x2. En effet, en échangeant les
rôles de x1 et x2, ce qui revient à remplacer µ par 1

µ (et φ par −φ), on obtient la même
expression.

On a |1 + µeiφ|α = (1 + µ2 + 2µ cosφ)
α
2 .

Supposons que la différence de phase φ suit une loi uniforme sur [0, 2π]. Cette hypothèse
sera valable en toute généralité si les deux composantes sont issues d’objets physiques dis-
tincts n’interagissant pas physiquement entre eux. Elle est en revanche plus que discutable
s’il s’agit de composantes issues d’une même source sonore.

On pourrait alors s’intéresser à l’espérance de |1+µeiφ|α
1+µα pour les différentes valeurs de

α (et de µ). Cependant, cette espérance ne donne pas une bonne idée de la validité de
l’approximation. En effet pour α = 2, on a pour tout µ :

E
{
|1 + µeiφ|2

1 + µ2

}
= 1,

ce qui pourrait faire penser que α = 2 est un bon choix pour que l’approximation soit à peu
près respectée. Mais la distribution de

{
|1+µeiφ|2

1+µ2

}
est en réalité faible en 1 et se concentre

en fait principalement autour des extrema de la variable, comme le montre la figure 2.5
dans le cas particulier µ = 1.

Fig. 2.5 – Distribution de U = |1+µeiφ|α
1+µα pour µ = 1 et α = 2 : la variable prend ses valeurs

dans l’intervalle [0, 2].

Il semble donc plus pertinent de s’intéresser aux valeurs de α pour lesquelles cette
distribution se concentre autour de 1.

Le calcul de la densité de probabilité de la variable U = |1+µeiφ|α
1+µα (qui prend ses valeurs
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dans [ |1−µ|
α

1+µα ,
|1+µ|α
1+µα ]) donne :

p(u) =
(1 + µα) ((1 + µα)u)

2
α
−1

µαπ

√
1−

(
((1+µα)u)

2
α−(1+µ2)

2µ

)2
.

On peut mesurer la concentration de la densité de U autour de 1 en estimant E{(U−1)2}
(sorte d’erreur quadratique moyenne) ou bien E{|U − 1|}. Il semble difficile de calculer
analytiquement l’expression de ces quantités pour tout α et pour tout µ. On peut cependant
les estimer à l’aide de méthodes de Monte Carlo.

Critère E{(U − 1)2} : La figure 2.6 donne une estimation par méthode de Monte-Carlo
de E{(U−1)2} pour différentes valeurs de µ et α. On constate que E{(U−1)2} ne prend des
valeurs importantes que pour des valeurs de µ proches de 1 (approximativement entre 0.1
et 10), c’est-à-dire lorsque les deux composantes X1 et X2 ont une amplitude comparable.
Ce résultat était prévisible : si une des composantes est négligeable par rapport à l’autre
(i.e. µ→ 0 ou µ→∞) alors U tend vers 1 pour tout α. Si X2 peut être négligé par rapport
à X1 alors on a bien pour tout α : |X|α ≈ |X1|α ≈ |X1|α + |X2|α.

Pour µ proche de 1, on constate que les valeurs de α qui favorisent la concentration de
U autour de 1 sont comprises entre 0.9 et 1.2. On constate que selon ce critère, il n’y a
pas de valeur optimale de α pour tout µ : pour chaque µ, on trouve une valeur optimale
différente.

Fig. 2.6 – E{(U −1)2} en fonction de α et µ. La courbe rouge représente le α qui minimise
E{(U − 1)2} pour chaque µ.
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Critère E{|U − 1|} : La figure 2.7 donne une estimation par méthode de Monte-Carlo
de E{|U − 1|} pour différentes valeurs de µ et α. Les remarques sur la concentration de U
autour de 1 lorsqu’une des deux composantes est négligeable restent évidemment valables.

Il semble que selon ce deuxième critère, on obtienne la même valeur optimale de α pour
tout µ. Cette valeur est approximativement 1.12.

Fig. 2.7 – E{|U − 1|} en fonction de α et µ. La courbe rouge représente le α qui minimise
E{|U −1|} pour chaque µ. Remarque : la courbe rouge devrait être, en théorie, symétrique
sur le graphe (la distribution de U est en effet inchangée en remplaçant µ par 1

µ). La légère
asymétrie dans le graphe est due aux erreurs d’estimation.

Bien qu’il soit difficile de donner une réponse tranchée au problème du choix de l’expo-
sant, les deux critères présentés, bien que discutables, suggèrent qu’une « bonne valeur »
de α pour un mélange à deux composantes se trouve autour de 1.

2.3.2.2 Autres cas

Plus de 2 composantes : Il semble intuitif que si l’approximation (2.6) est bonne pour
2 composantes pour une certaine valeur de α, alors cette approximation restera bonne pour
plus de composantes. En effet, pour 3 composantes, on aura :

|x1|α + |x2|α + |x3|α ≈ |x1 + x2|α + |x3|α ≈ |x1 + x2 + x3|α,

et, par induction, pour tout K :

|
K∑
k=1

xk|α ≈
K∑
k=1

|xk|α.

Cependant, il ne s’agit pas d’une démonstration du fait que l’approximation n’est pas
quantifiée.
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Composantes non-indépendantes : Lorsque deux composantes sont issues d’un même
objet physique (ou d’objets qui interagissent fortement entre eux), l’hypothèse faite sur les
phases dans la section 2.3.2.1 ne semble plus justifiée. Il semble beaucoup plus difficile de
faire une hypothèse générale réaliste dans ce cas. Le problème est en fait assez profond
et revient à s’interroger sur la nature même d’une composante dans le modèle linéaire
(2.7). Tant que les composantes ont réellement un sens physique (par exemple chaque
composante correspond à un instrument), la nature d’une composante est bien délimitée.
Quand ce n’est plus le cas, une composante n’est plus qu’un outil de travail, et il est alors
extrêmement difficile de faire une hypothèse sur les phases des différentes composantes qui
ait un réel sens physique.

2.3.3 NMF et séparation de sources

Bien que la phase ne soit pas prise en compte dans les NMF de spectrogrammes, il est
possible de reconstruire un signal dans le domaine temporel correspondant aux différentes
composantes factorisées par des techniques de masquages temps/fréquence. Supposons par
exemple qu’on ait réalisé la NMF d’un spectrogramme d’amplitude V, issue de la TFCT X
du signal x : V ≈WH, et qu’on soit capable de regrouper les composantes en deux classes
A et B correspondant chacune par exemple à une source sonore. On note alors WA la
matrice des atomes associés à la classe A, HA la matrice d’activation correspondante, WB
la matrice des atomes associés à la classe B et HB la matrice d’activation correspondante,
de telle sorte qu’on a V ≈WH = WAHA + WBHB.

On peut alors reconstruire un signal temporel en faisant une TFCT inverse des matrices
suivantes :

XA = X� WAHA
WH

TFCT inverse−−−−−−−−→ x̃A,

XB = X� WBHB
WH

TFCT inverse−−−−−−−−→ x̃B.

On obtient alors des signaux temporels x̃A et x̃B qui, par linéarité de la TFCT inverse,
vérifient x = x̃A + x̃B.

Il est à noter que les matrices complexes XA et XB ne sont généralement pas les TFCT
de signaux temporels et que l’opération de TFCT inverse n’est que formelle.

Ce principe se généralise facilement à un nombre quelconque de classes à séparer.
Cette méthode de masquage très générale est inspirée du filtrage de Wiener variable

dans le temps qui fournit un cadre théorique solide : si WAHA est la puissance spectrale
estimée du signal xA, alors x̃A est un estimateur de xa qui minimise l’erreur quadratique
moyenne. Ces hypothèses sont rencontrées en NMF dans le cadre de la formulation pro-
babiliste présentée dans la section 2.4.1.1 : dans ce cadre, la séparation de source par la
méthode présentée ci-dessus consiste en un filtrage de Wiener.

Bien que cette dénomination soit ambiguë, on appellera par la suite filtrage de Wiener
toute méthode de masquage temps/fréquence à masques continus.

2.4 Modélisation probabiliste

Le problème de factorisation en matrices non-négatives peut être formalisé en terme
statistique soit via un modèle génératif [Févotte et al., 2009, Virtanen et al., 2008] comme
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présenté dans la section 2.4.1, soit via un modèle de « comptage » [Shashanka et al., 2007],
comme présenté dans la section 2.4.2. Il existe également d’autres modèles statistiques pour
la NMF (par exemple un modèle avec bruit additif gaussien [Schmidt et Laurberg, 2008]
ou bruit multiplicatif de loi Gamma [Févotte et al., 2009]) qui ne seront pas présentés dans
ce document.

2.4.1 Modèles génératifs

2.4.1.1 Modèle gaussien

Dans ce modèle, la t-ème colonne du spectrogramme complexe X, notée xt, est supposée
être la somme de R variables latentes complexes ctr :

xt =
R∑
r=1

ctr.

Les vecteurs ctr (r = 1 . . . R) sont indépendamment distribués et suivent une loi gaus-
sienne complexe circulaire centrée de variance hrtdiag(wr) :

ctr ∝ Nc(0, hrtdiag(wr)).

On note V la matrice de coefficients [V]ft = |[X]ft|2.
La log-vraisemblance de X connaissant les paramètres W (matrice formée des vecteurs

wr) et H = (hrt)rt est alors :

L(X|W,H) =
F∑
f=1

T∑
t=1

log

(
Nc

(
[X]ft|0,

R∑
r=1

[W]fr[H]rt

))
.

Comme démontré dans [Févotte et al., 2009], cette log-vraisemblance peut se réécrire :

L(X|W,H) = −
F∑
f=1

T∑
t=1

dIS ([X]ft|[WH]ft) + c,

où c est une constante. Par conséquent, l’estimation du maximum de vraisemblance de
W et de H est équivalente à la factorisation en matrices non-négatives de V en utilisant
comme fonction de coût la distance d’IS.

Remarque : Ce modèle est, semble-t-il, le seul à prendre en compte explicitement la
phase des spectrogrammes même si cette information de phase n’est pas utilisée. Cepen-
dant, le modèle permet de générer n’importe quelle matrice complexe et ne prend pas en
compte les contraintes liées au calcul d’un spectrogramme avec recouvrement temporel
(lorsque les trames successives ne sont pas disjointes). Ainsi les spectrogrammes produits
ne sont pas consistants (cf. [Le Roux et al., 2010]).
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2.4.1.2 Modèle de Poisson

Ce modèle est conceptuellement assez proche du modèle gaussien présenté dans la
section 2.4.1.1 mais il modélise directement des données non-négatives et ne prend donc pas
en considération la phase des spectrogrammes complexes. Dans ce second modèle proposé
dans [Virtanen et al., 2008], on suppose que la colonne t de la matrice non-négative V
résulte de R composantes latentes :

[V]f,t =
R∑
r=1

crf,t.

où les composantes crf,t sont indépendamment distribuées suivant une loi de Poisson :

crf,t ∼ P(wfrhrt).

La loi de Poisson étant définie sur des entiers, on suppose donc que les composantes
prennent des valeurs entières et donc que le spectrogramme prend des valeurs entières.
Cette hypothèse n’est pas réellement un problème du fait qu’on peut multiplier le spectro-
gramme par un facteur très grand, de sorte que la précision numérique soit de l’ordre de
l’entier et qu’approximer à l’entier le plus proche soit alors raisonnable.

La somme de variables indépendantes suivant une loi de Poisson suit elle-même une loi
de Poisson de paramètre la somme des paramètres. Par conséquent, vft a pour probabilité :

vft ∼ P

(
R∑
r=1

wfrhrt

)
.

Par conséquent, la log-vraisemblance de V est donnée par :

L(V|W,H) =
∑
f,t

−[WH]f,t + [V]f,t log([WH]f,t)− log (([V]f,t)!) . (2.8)

L’expression 2.8 est égale à une constante près à l’opposé de la divergence de KL entre
V et WH. Par conséquent l’estimation du maximum de vraisemblance de ce modèle est
équivalente à une NMF avec pour fonction de coût la divergence de KL.

2.4.2 Analyse probabiliste en composantes latentes (PLCA)

En PLCA [Shashanka et al., 2007], la matrice de données non-négative V = (vft)ft est
considérée comme un histogramme issu du tirage structuré des variables aléatoires f et t
qui suivent une loi jointe P (f, t). Suivant la forme donnée à P (f, t), on peut obtenir des
décompositions différentes. Lorsqu’on décompose un spectrogramme, la variable f est une
variable de fréquence et la variable t une variable de temps.

Le modèle de base structure le tirage en introduisant une variable aléatoire « Compo-
sante » z cachée (latente). f et t sont alors supposées indépendantes connaissant z :

P (f, t|z) = P (f |z)P (t|z).

On a donc :

P (f, t) =
Z∑
z=1

P (z)P (f |z)P (t|z).
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L’histogramme V = (vft)ft est donc supposé obtenu par N tirages indépendants de z
suivant P (z), chaque tirage de z étant suivi d’un tirage de f suivant P (f |z) et de t suivant
P (t|z).

Les paramètres de ce modèle sont donc P (f |z), P (t|z) et P (z) pour t ∈ {1, . . . , T}, f ∈
{1, . . . , F} et z ∈ {1, . . . , Z}. On note θ l’ensemble de tous ces paramètres. En notant
(zi, fi, ti)i∈{1,...,N} l’ensemble des résultats des tirages effectués, la log-vraisemblance des
observations est donnée par :

L(θ) =
N∑
i=1

log(P (fi, ti)). (2.9)

Comme V est l’histogramme obtenu par ces tirages, (f, t) apparaît vft fois dans la
somme de l’équation (2.9) et donc cette somme peut se réécrire :

L(θ) =
F∑
f=1

T∑
t=1

vft log(P (f, t))

=
F∑
f=1

T∑
t=1

vft log

(
Z∑
z=1

P (z)P (f |z)P (t|z)

)
.

(2.10)

On obtient alors facilement :

L(θ) =
F∑
f=1

T∑
t=1

{
vft

(
log

(
Z∑
z=1

P (z)P (f |z)P (t|z)

)
− log vft

)
− P (f, t) + vft

}
+ c

= −
F∑
f=1

T∑
t=1

dKL

(
vft|

Z∑
z=1

P (z)P (f |z)P (t|z)

)
+ c,

où c =
∑

f,t {vft log vft − vft}+
∑

f,t P (f, t) =
∑

f,t {vft log vft − vft}+1 est une constante
(c ne dépend pas des paramètres).

En posant par exemple W = (P (f |z))f,z et H = (P (z)P (t|z))t,z, l’estimation du maxi-
mum de vraisemblance de ce modèle est donc équivalente à une NMF avec comme critère
de coût la divergence de KL. On démontre aisément que le fait que WH = (P (f, t))f,t soit
normalisé (la somme des coefficients est égale à 1) contrairement à une NMF standard n’a
pas d’influence sur le problème (le coefficient de normalisation optimal se calcule aisément
et vaut

∑
f,t vft). Ainsi P (f |z) correspond aux motifs spectraux normalisés et P (t|z) aux

activations normalisées de chaque composante. P (z) correspond au poids relatif de chaque
composante.

Comme dans le modèle de la section 2.4.1.2, le spectrogramme d’amplitude V est censé
ne prendre que des valeurs entières : ici encore, cette hypothèse n’est pas réellement un
problème car on peut multiplier V par un facteur arbitrairement grand sans changer la
valeur de arg minθ L(θ). Par conséquent, en choisissant un facteur suffisamment grand, on
peut ramener la précision numérique à l’ordre de l’entier. En pratique ce facteur dispa-
raît dans les règles de mises à jour de l’algorithme Espérance-Maximisation utilisé pour
minimiser la vraisemblance et n’a par conséquent pas à être pris en compte.
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2.5 Algorithmes

Les fonctions de coût utilisées en NMF ne sont pas conjointement convexes par rapport
à W et H mais dans certains cas (par exemple dans le cas où la divergence d de l’équation
(2.3) est convexe par rapport à sa seconde variable, ce qui est le cas pour une β-divergence
pour β ∈ [1, 2]) elles sont convexes par rapport à W à H fixée et convexes par rapport à
H à W fixée. Une minimisation alternée par rapport à chacune de ces deux matrices est
donc quasi-systématiquement envisagée.

Parmi les différents algorithmes rencontrés dans la littérature, on peut notamment
citer :

– Algorithme à mises à jour multiplicatives (cf. section 2.5.2).
– Algorithme de descente de gradient projeté (cf. section 2.5.1.1).
– Algorithme de Newton projeté (cf. section 2.5.1.2).
– Algorithme de moindres carrés (cf. section 2.5.1.3).
– Algorithme de descente de gradient sur une reparamétrisation du problème (cf. sec-

tion 2.5.1.4).

2.5.1 Algorithmes divers

2.5.1.1 Descente de gradient projeté

Il s’agit d’une méthode de gradient projeté classique avec projection sur l’orthant positif
appliquée successivement à W et H. Les règles de mise à jour sont donc :

W← [W − ηW∇WC]+,

H← [H− ηH∇HC]+,

où ∇A représente l’opérateur gradient par rapport à la matrice A et []+ représente l’opé-
rateur de projection sur l’orthant positif.

Les pas ηW (et ηH) peuvent être choisis de plusieurs façons :
– par une recherche linéaire pour minimiser C(W−ηW∇WC,H). Lorsque la divergence

utilisée pour la fonction de coût n’est pas définie en dehors de l’orthant positif, le
pas ne peut prendre des valeurs que dans un intervalle borné de R et par conséquent
on peut utiliser une méthode de recherche par section d’or (golden section search
[Forsythe et al., 1976]). Cette méthode est cependant assez lente (en termes de temps
de calcul).

– par minimisation de la parabole tangente à C(W − ηW∇WC,H) (ce qui nécessite
que cette fonction soit convexe), ce qui est nettement plus rapide qu’une méthode de
recherche « exhaustive ».

– par utilisation d’un pas vérifiant les critères de Wolfe (comme dans [Lin, 2007] qui
n’utilise en fait que la moitié des critères de Wolfe : le critère d’Armijo).

– par utilisation d’un pas fixe : le coût de calcul d’une itération est alors très faible, mais
les résultats sont assez pauvres (la convergence est généralement lente) et rien n’as-
sure que le critère soit décroissant à chaque itération. On peut cependant remarquer
que pour une fonction de coût EUC, C est α-convexe et de gradient K-lipschitzien
donc des itérations de gradient projeté par rapport à W seulement (resp. H seule-
ment) avec un pas compris entre 0 et 2α/K2 convergent.
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2.5.1.2 Méthode de Newton projetée

Il s’agit d’une méthode de deuxième ordre : la direction de descente est obtenue par la
méthode de Newton à partir de la matrice Hessienne de la fonction de coût (cf. [Zdunek
et Cichocki, 2007]) :

W← [W − (∇2
WC)−1∇WC]+,

H← [H− (∇2
HC)−1∇HC]+,

où ∇2
WC est la matrice Hessienne de C par rapport à W.

Un pas peut éventuellement être ajouté pour assurer une meilleure décroissance.
Ce type de méthode nécessite que la fonction soit convexe par rapport à W et par

rapport à H sinon l’algorithme peut converger vers un maximum local de la fonction de
coût, ou diverger. La convergence théorique n’est assurée que dans des conditions assez
strictes sur la divergence utilisée et uniquement dans un voisinage d’un point d’équilibre.

En pratique la convergence de ce type de méthode est beaucoup plus rapide en termes de
nombre d’itérations qu’une descente de gradient projeté (la direction de descente obtenue
à partir de l’approximation d’ordre 2 de la fonction de coût étant « meilleure » que le
gradient). Cependant le coût d’une itération est nettement plus élevé pour cette méthode.

2.5.1.3 Moindres carrés alternés

Il s’agit de la première méthode proposée [Paatero et Tapper, 1994] pour un algorithme
de NMF. Cette méthode vise à minimiser une fonction de coût construite à partir de la
distance EUC : elle effectue une minimisation des moindres carrés projetée successivement
par rapport à W puis à H. Cette méthode est donc équivalente à la méthode de Newton
pour un coût EUC (section 2.5.1.2).

2.5.1.4 Méthode non contrainte par reparamétrisation du problème

Un des problèmes des algorithmes de NMF est lié à la contrainte de non-négativité. Il est
possible de se débarrasser de cette contrainte en reparamétrisant le problème. En utilisant
deux fonctions fW : R → R+ et fH : R → R+ appliquées composante par composante à
des matrices A et B, on peut réécrire le problème de NMF de la façon suivante :

argmin
A,B

C(A,B) avec C(A,B) = D(V||fW(A)fH(B)), (2.11)

ce qui revient à reparamétriser le problème de la façon suivante :

W = fW(A) et H = fH(B).

Pour que les problèmes fournissent des solutions équivalentes, il est nécessaire que les
fonctions de reparamétrisation soient surjectives. Pour pouvoir utiliser des méthodes de
minimisation classique, il est nécessaire que ces fonctions soient suffisamment régulières
et notamment qu’elles soient continues. Par conséquent, la bijectivité des fonctions de
paramétrisation n’est possible que de R dans R?

+. La notation de l’équation (2.11) n’est
alors plus correcte puisqu’on peut avoir un infimum qui n’est pas nécessairement atteint
(la valeur nulle ne peut être atteinte). La bijectivité de la fonction de reparamétrisation
permet de garder l’unimodalité par rapport à W (resp. à H) quand la fonction de coût
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est unimodale par rapport à chacune de ses matrices. En revanche même si la fonction
de reparamétrisation est convexe, rien n’assure que la fonction de coût le reste. Dans le
cas d’une reparamétrisation non-bijective, l’unimodalité par rapport à W et H n’est plus
assurée.

Le gradient de la fonction de coût C par rapport à A est :

∇AC(A,B) = f ′W(A)� (DHT ),

où D est la matrice de coefficients :

[D]ft =
∂d

∂y
(vft, v̂ft).

On a notamment pour une β-divergence :

D = V̂.β−2 � (V̂ −V)

et pour une divergence de Bregman Dφ :

D = φ(V̂)′′ � (V̂ −V).

Pour un algorithme de descente de gradient classique, la règle de mise à jour de A
s’écrit alors :

A← A− ηf ′W(A)� (DHT )

et donc, la règle de mise à jour de W s’écrit :

W← fW(A− ηf ′W(A)� (DHT )).

En utilisant la fonction exponentielle comme fonction de reparamétrisation, on retrouve
la mise à jour multiplicative des algorithmes SMART-NMF [Cichocki et al., 2006a] :

W← exp(A− ηf ′W(A)� (DHT ))
= W � exp(−ηW � (DHT )).

Cependant dans [Cichocki et al., 2006a], les pas ne sont pas les mêmes pour tous les
coefficients : la direction de descente n’est donc pas l’opposée de celle du gradient et il ne
s’agit donc pas d’une méthode de descente de gradient.

De même, en utilisant la fonction carré comme fonction de reparamétrisation, on re-
trouve l’expression du gradient donné dans [Chu et al., 2004] et on peut en déduire la règle
de mise à jour pour un algorithme de descente de gradient :

W←W � (1− 2η(DHT ))�2.

2.5.2 Mises à jour multiplicatives

Les algorithmes de mises à jour multiplicatives initialement proposés dans [Lee et Seung,
1999, 2000] pour des coûts EUC et KL sont très utilisés du fait de leur grande simplicité
d’implémentation et de la rapidité de calcul des itérations. Des généralisations à des classes
de divergence plus grandes ont été proposées dans [Dhillon et Sra, 2006] (divergence de
Bregman) et [Cichocki et al., 2006b] (β-divergence). On rencontre deux approches de ce
type d’algorithme dans la littérature : une première approche simple et assez heuristique
consiste à écrire la dérivée de la fonction de coût comme la différence de deux termes
positifs et à construire la règle à partir de ces deux termes. Une seconde approche, plus
élaborée, correspond aux algorithmes de type Majoration/Minimisation (MM).
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2.5.2.1 Approche simple

Une approche simple mais heuristique des algorithmes à règles multiplicatives couram-
ment utilisée en NMF [Lee et Seung, 1999, Févotte et al., 2009, Smaragdis, 2004] consiste
à écrire la dérivée de la fonction de coût par rapport au paramètre θ comme la différence
de deux termes strictement positifs :

∂C
∂θ

= pθ −mθ. (2.12)

La règle de mise à jour de θ est alors :

θ ← θ × mθ

pθ
. (2.13)

Ce type de mise à jour garantit que :
– θ reste non-négatif, puisque mθ et pθ sont positifs.
– θ devient constant si la dérivée partielle s’annule : en effet, on a alors mθ = pθ.
– θ évolue dans une direction de descente locale. En effet, si ∂C

∂θ > 0 alors mθ
pθ

< 1,
par conséquent θ décroît et évolue donc dans la direction de −∂C

∂θ ; réciproquement,
si ∂C

∂θ < 0 alors mθ
pθ

> 1, par conséquent θ croît et évolue donc également dans la
direction de −∂C

∂θ .
– θ est un point fixe de l’algorithme si et seulement si θ = 0 ou la dérivée partielle

s’annule.
Dans le cadre de la NMF, on exprime le gradient de la fonction de coût par rapport

à W (resp. H) directement comme une différence de matrices à coefficients strictement
positifs :

∇WC = PW −MW,

∇HC = PH −MH.

Les règles de mise à jour sont alors :

W←W � MW

PW
,

H← H� MH

PH
.

Remarque : Cette méthode est souvent qualifiée dans la littérature de descente de gra-
dient à pas adaptatif. On peut en effet réécrire les règles multiplicatives sous forme additive
ce qui rappelle une descente de gradient classique :

W←W − W
PW

�∇WC.

Cette comparaison est cependant assez trompeuse car les pas ne sont pas les mêmes pour
tous les coefficients du gradient et par conséquent la direction de descente ne correspond
généralement pas à la direction (opposée) du gradient.



45

En utilisant une divergence de Bregman (associée à la fonction F ) comme critère de
coût, on obtient ainsi les règles proposées dans [Dhillon et Sra, 2006] :

W←W � (F ′′(WH)�V)HT

(F ′′(WH)�WH)HT
,

H← H� WT (F ′′(WH)�V)
WT (F ′′(WH)�WH)

.

En utilisant l’équation (2.5), on peut en déduire directement les règles de mise à jour
proposées dans [Cichocki et al., 2006b] pour une β-divergence :

W←W � ((WH)�(β−2) �V)HT

(WH)�(β−1)HT
, (2.14)

H← H� WT ((WH)�(β−2) �V)
WT (WH)�(β−1)

. (2.15)

Il a été démontré dans [Kompass, 2007] que ces dernières règles de mise à jour font
chacune décroître la fonction de coût lorsque β ∈ [1, 2] : la démonstration est basée sur
le fait que ces règles de mise à jour peuvent être interprétées comme les règles de mise
à jour d’un algorithme MM (algorithme présenté section 2.5.2.2). Cette démonstration
a récemment été étendue à β ∈ [0, 1[ dans [Févotte et Idier, 2011] et avec une version
légèrement modifiée des règles de mise à jour (ajout d’un exposant) dans [Nakano et al.,
2010a].

2.5.2.2 Algorithme MM

Il s’agit d’une approche plus propre pour déterminer les règles de mise à jour multiplica-
tives. La méthode consiste à majorer la fonction de coût par une fonction appelée fonction
auxiliaire dont la minimisation peut être calculée de façon analytique. Les algorithmes de
type MM englobent notamment l’algorithme Espérance/Maximisation (EM).

Une fonction auxiliaire au point θt, notée Gθt , doit vérifier les conditions suivantes :
– Gθt(θ) ≥ C(θ)
– Gθt(θt) = C(θt)
On démontre aisément que la règle de mise à jour θt+1 = arg minθGθt(θ) fait alors

décroître le critère C(θ). Ce principe est illustré dans la figure 2.8.
La difficulté pratique des algorithmes MM réside donc dans la construction de fonctions

auxiliaires faciles à minimiser.
En NMF, l’algorithme MM a permis initialement de justifier l’utilisation des règles

multiplicatives pour les coûts KL et EUC, [Lee et Seung, 2000].
La décroissance de la fonction de coût peut être une propriété souhaitable car elle

assure la convergence du critère. Cependant, contrairement à ce qui est souvent écrit dans
la littérature, elle n’assure pas la convergence des paramètres et rien n’assure que le point
de convergence du critère en soit un minimum local. Les problèmes d’unicité de la NMF
limitent les propriétés de convergence à une notion faible de stabilité de Lyapunov [Badeau
et al., 2010].
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Fig. 2.8 – Règle de mise à jour dans un algorithme MM.

Il est à noter qu’il n’est absolument pas nécessaire que le critère soit décroissant pour
que celui-ci converge et qu’un critère non-décroissant peut éventuellement converger beau-
coup plus vite (cf. [Badeau et al., 2010] ), comme le montre la figure 2.9 : la figure représente
l’évolution du critère (en l’occurrence une divergence d’IS) au cours des itérations d’un al-
gorithme dont les règles de mise à jour sont les suivantes :

W←W �


(

V
(WH)�2

)
HT

(WH)�−1HT

�η , (2.16)

H← H�

WT
(

V
(WH)�2

)
WT (WH)�−1

�η , (2.17)

c’est-à-dire les règles de mise à jour classiques pour une divergence d’IS (issues des équations
(2.14) et (2.15) avec β = 1) auxquelles on a ajouté un exposant η (qui peut être interprété
comme un « pas »). Deux valeurs de l’exposant η ont été utilisées (les données factorisées
sont synthétiques) : pour η = 0.5, le critère est décroissant (une preuve est donnée dans
[Nakano et al., 2010a]) mais la convergence est très lente à l’approche de la solution ;
pour η = 1.2, le critère n’est pas décroissant (la première itération fait croître le critère,
ce qui n’apparaît pas sur le graphe) mais le point de convergence semble être atteint en
moins d’une centaine d’itérations. La rapidité de la convergence étant en pratique bien
plus souhaitable que la décroissance du critère, il semble donc qu’il ne soit pas nécessaire
de s’attacher à la décroissance du critère.



47

Fig. 2.9 – Evolution de la divergence d’IS pour deux exposants différents dans les règles
multiplicatives : pour η = 0.5, le critère est décroissant (il existe une preuve théorique),
pour η = 1.2, le critère n’est pas décroissant (ce n’est pas visible sur le graphe, mais la
première itération fait croître le critère).

2.5.2.3 Algorithme EM

L’algorithme EM peut être utilisé dans les modélisations probabilistes de la NMF pré-
sentées dans la section 2.4 afin de maximiser la fonction de vraisemblance qui découle de
ces modèles. Nous présentons ici l’utilisation de l’algorithme EM dans le cadre de la PLCA
(cf. section 2.4.2) dont les règles de mise à jour peuvent facilement être mises sous forme
multiplicative. Il a d’ailleurs été démontré dans [Shashanka et al., 2008] que les règles de
mises à jour obtenues avec l’algorithme EM sont équivalentes à celles proposées initialement
dans [Lee et Seung, 1999].

Dans le modèle PLCA de base, la log-vraisemblance à minimiser est (cf. équation
(2.10)) :

L((f̄ , t̄); θ) =
F∑
f=1

T∑
t=1

vft log

(
Z∑
z=1

P (z)P (f |z)P (t|z)

)
,

où f̄ et t̄ représentent respectivement l’ensemble des tirages de f et de t.
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En complétant cette log-vraisemblance avec la variable latente z, on obtient :

L((f̄ , t̄, z); θ) =
F∑
f=1

T∑
t=1

vft log(P (z)P (f |z)P (t|z))

=
F∑
f=1

T∑
t=1

vft {log(P (z)) + log(P (f |z)) + log(P (t|z))} .

La variable latente z permet ainsi de séparer les paramètres P (z), P (f |z) et P (t|z) dans
l’expression de la vraisemblance. On peut alors calculer l’espérance de la vraisemblance
complétée par rapport à z, connaissant f , t et le paramètre courant θ(c) (ce calcul corres-
pond à l’étape E de l’algorithme EM) :

Q(θ|θ(c)) = Ez|f,t;θ(c)(L((f̄ , t̄, z); θ))

=
Z∑
z=1

P (z|f, t, θ(c))
F∑
f=1

T∑
t=1

vft {log(P (z)) + log(P (f |z)) + log(P (t|z))} .

L’expression de P (z|f, t, θ(c)) est obtenue grâce au théorème de Bayes :

P (z|f, t, θ(c)) =
P (c)(f |z)P (c)(t|z)P (c)(z)

P (c)(f, t)
,

où l’exposant (.)(c) fait référence à la valeur du paramètre courant.
L’étape M de l’algorithme EM consiste à maximiser Q(θ|θ(c)) par rapport à θ, la règle

de mise à jour du paramètre étant donnée par :

θ(c+1) = arg max
θ

Q(θ|θ(c)).

θ étant constitué de probabilités (P (z), P (f |z) et P (t|z)), la minimisation est sujette
à des contraintes de normalisation sur θ. Le lagrangien incluant ces contraintes est donné
par :

H(θ, θ(c)) = Q(θ, θ(c)) + µ(1−
∑
z

P (z)) +
∑
z

ρz(1−
∑
f

P (f |z)) +
∑
z

τz(1−
∑
t

P (t|z)).

Remarques : Il faudrait en toute rigueur également introduire des contraintes de non-
négativité sur ces probabilités. Il se trouve que ces contraintes sont en faite inactives et
par conséquent, nous ne les faisons pas intervenir afin de ne pas alourdir les notations.

Les règles de mise à jour s’obtiennent alors en annulant les dérivées partielles du lagran-
gien. Par exemple pour P (z), cela donne :

∂H(θ|θ(c))
∂P (z)

=
∑
f,t

vft
P (z|f, t, θ(c))

P (z)
− µ = 0.



49

En sommant cette égalité (multipliée par P (z)) sur z, on obtient :

µ =
∑
f,t,z

vftP (z|f, t, θ(c)),

puis la règle de mise à jour de P (z) :

P (z)←

∑
f,t

vftP (z|f, t, θ(c))∑
f,t,z′

vftP (z′|f, t, θ(c))
.

Le dénominateur est en fait juste une normalisation qui assure que
∑

z P (z) = 1.
On procède de manière analogue pour P (f |z) et P (t|z) et on obtient les règles de mise

à jour :

P (f |z)←

∑
t

vftP (z|f, t, θ(c))∑
f ′,t

vf ′tP (z|f ′, t, θ(c))
,

P (t|z)←

∑
f

vftP (z|f, t, θ(c))∑
f,t′

vft′P (z|f, t′, θ(c))
.

Ces règles de mise à jour peuvent aisément être mises sous forme matricielle multipli-
cative :

W +normalisation←−−−−−−−−−W � (1F,1zT )�
((

V

V̂

)
HT

)
,

H +normalisation←−−−−−−−−− H� (z11,T )�
(

WT

(
V

V̂

))
,

où W est la matrice F × Z de coefficients [W]fz = P (f |z), H la matrice Z × T de
coefficients [H]zt = P (t|z), z le vecteur de coefficients [z]z = P (z) et V̂ est la matrice
F × T de coefficients [V̂]ft = P (f, t). Ces mises à jour sont suivies d’une normalisation
afin que les probabilités se somment à 1.

Ces règles sont alors très similaires à celles des équations (2.14) et (2.15) pour β = 1
(c’est-à-dire pour une divergence de KL).

Il est à noter que dans un algorithme EM au sens strict, les mises à jour de P (z),
P (f |z) et P (t|z) sont « simultanées » et P (z|f, t′, θ(c)) n’est donc calculé qu’une seule fois
par itération. En pratique il semble cependant que le fait de recalculer cette probabilité
entre les mises à jour de P (z), P (f |z) et P (t|z) (il s’agit alors d’un algorithme EM généralisé
[Fessler et Hero, 1994]) accélère la convergence de l’algorithme.

2.5.2.4 Intérêts des algorithmes multiplicatifs

Les algorithmes à mises à jour multiplicatives sont, semble-t-il, les plus utilisés actuel-
lement en NMF, en particulier en audio. Ces algorithmes présentent en effet un certain
nombre d’avantages sur des algorithmes plus classiques (Newton, gradient projeté) :
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– Les algorithmes à mises à jour multiplicatives sont faciles à mettre en oeuvre, et
sont relativement rapides (beaucoup plus rapides que les méthodes d’ordre 2 et plus
rapides que les algorithmes de gradient avec recherche de pas optimal).

– Il semble que pour des données à forte dynamique (ce qui est généralement le cas pour
des spectrogrammes audio), les algorithmes à mises à jour multiplicatives donnent
de meilleurs résultats, comme l’illustre la figure 2.10 qui présente l’évolution de la
divergence de KL au cours des itérations de la NMF d’un spectrogramme musical
pour trois types d’algorithmes. On constate que l’algorithme à mises à jour multipli-
catives converge rapidement vers un minimum bien moindre que pour les deux autres
algorithmes.

Une faiblesse de ce type d’algorithme est la lenteur de convergence à l’approche de la
solution.

Fig. 2.10 – Evolution de la divergence de KL au cours des itérations pour trois types
d’algorithmes de NMF : algorithme à mises jour multiplicatives, algorithme de Newton à
pas optimal, algorithme de gradient projeté.

2.6 Variantes de la NMF et ajout de contraintes

2.6.1 Décompositions invariantes par translation

Il existe deux types de décompositions invariantes par translation : les décompositions
invariantes par translation temporelle et les décompositions invariantes par translation
fréquentielle.
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2.6.1.1 Décomposition invariante par translation temporelle : NMFD

Dans [Smaragdis, 2004] une extension de la NMF invariante par translation temporelle
est proposée. Dans cette méthode appelée Déconvolution de facteurs de matrices non-
négatives (NMFD), des motifs temps/fréquence sont factorisés :

V ≈ V̂ =
L∑
τ=1

Wτ

←τ
H , (2.18)

où L est la longueur d’un motif temps/fréquence, Wτ est un ensemble de matrices indexé

par τ (qui peut être vu comme un tenseur) et
←τ
H correspond à la matrice d’activation H

dont on a translaté tous les coefficients de τ indices vers la gauche : l’équation (2.18) cor-
respond donc à une opération de convolution. Il peut être intéressant pour l’interprétation
de la décomposition de réécrire l’expression du tenseur des atomes de la façon suivante :
[Ur]fτ = [Wτ ]fr. Ainsi la matrice Ur est l’atome bi-dimensionnel r et correspond alors à
un événement musical temps/fréquence qui peut contenir des variations du contenu spec-
tral au cours du temps. Ce type de décomposition est illustré dans la figure 2.11. Pour que
cette décomposition ait du sens, il est nécessaire que les activations soient très parcimo-
nieuses : ainsi les motifs temps/fréquence factorisés représentent bien un événement dans
son ensemble. Un terme de contrainte de parcimonie sur les activations (cf. section 2.6.2)
est donc généralement ajouté à la fonction de coût afin de favoriser cette propriété.

Cette méthode ne permet cependant pas de modéliser des variations entre les différentes
occurrences d’un même événement : sa durée et l’évolution de son contenu spectral sont
en effet fixes. Par conséquent, ceci limite l’utilisation de cette technique à la modélisation
d’événements de durée fixe dont l’aspect est très proche d’une occurrence à l’autre (on
peut penser par exemple à des éléments percussifs).

Ce type de méthode a également été utilisé directement dans le domaine temporel à
l’aide d’un algorithme de type « semi-NMF » (cf. [Le Roux et al., 2008a, Le Roux, 2009]), ce
qui permet d’obtenir directement les formes d’ondes des différents éléments constitutifs du
signal. Cependant, l’application de ces méthodes dans le domaine temporel s’avère très peu
robuste pour la décomposition de signaux musicaux du fait de la variabilité de la forme
d’onde d’une occurrence à l’autre d’un même événement sonore (par exemple plusieurs
occurrences d’une même note) : de légères différences de phase entre les partiels pourtant
inaudibles peuvent rendre la forme d’onde radicalement différente d’une occurrence à une
autre.
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Fig. 2.11 – Décomposition invariante par translation temporelle du spectrogramme V (en-
bas à droite) contenant des éléments percussifs (boucle de batterie). U1, U2 et U3 (en-bas
à gauche) sont les trois atomes temps/fréquence, correspondant chacun à un élément de
batterie (respectivement, grosse caisse, charleston et caisse claire). Les activations H (en-
haut à droite) doivent être très parcimonieuses pour que la décomposition ait de l’intérêt :
ici les activations prennent effectivement une forme très impulsive au moment des attaques
de l’élément de batterie correspondant.

2.6.1.2 Décomposition invariante par translation fréquentielle

Les décompositions invariantes par translation fréquentielle [Schmidt et Mørup, 2006,
Smaragdis et al., 2008] sont utilisées pour décomposer des spectrogrammes à Q-constant
(qui ont une résolution fréquentielle logarithmique).

Si ce modèle de décomposition est très proche conceptuellement des décompositions
invariantes par translation temporelle, la signification de la translation y est radicalement
différente : dans un spectrogramme à Q-constant, une translation d’un motif spectral har-
monique correspond en effet à une modification de la fréquence fondamentale :

V ≈ V̂ =
L∑
τ=1

↓τ
WHτ , (2.19)
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où
↓τ
W correspond à la matrice W dont on a translaté tous les coefficients de τ indices

vers le bas et Hτ est un ensemble de matrices indexé par τ (qui peut être vu comme un
tenseur).

La forme invariante par translation fréquentielle de la PLCA est présentée plus en détail
dans la section 4.2.1 page 95 en introduction d’un nouveau modèle de décomposition.

2.6.2 Contraintes

La décomposition fournie par une NMF n’est pas toujours pertinente. Il est ainsi courant
d’ajouter des contraintes par exemple sous forme d’un terme de pénalisation à la fonction de
coût afin de favoriser certaines propriétés souhaitables pour les activations ou les atomes :

– Il est souvent souhaitable que les activations soient lisses notamment pour des élé-
ments très stationnaires : si un atome est actif à un certain moment, il est fort
probable qu’il soit également actif à l’instant suivant.

– Il peut être souhaitable que les activations de certains atomes soient très corré-
lées (lorsque ces atomes sont censés représenter un même objet) ou très décorrélées
(lorsque ces atomes sont censés représenter des objets différents).

– Dans certains cas, il est souhaitable que les activations soient parcimonieuses.
Ces contraintes sont généralement introduites en ajoutant un terme de pénalité Cc(W,H)

à la fonction de coût. On obtient ainsi une fonction de coût du type :

C(W,H) = D(V||WH) + λCc(W,H).

Le terme de coût peut prendre les formes suivantes :
– Contrainte de parcimonie (proposée dans [Hoyer, 2004]) :

Cc(H) =
R∑
r=1

√
T − ‖hr‖1‖hr‖2√
T − 1

.

Il est à noter que dans [Hoyer, 2004], la contrainte n’est pas ajoutée de manière souple
comme un terme de pénalisation mais est une contrainte forte : la valeur du terme
de contrainte est en effet imposée à une valeur fixée par l’utilisateur. Il est cependant
également possible d’introduire le terme de mesure de parcimonie proposé ci-dessus
comme un simple terme de pénalisation dans la fonction de coût.

– Contrainte de décorrélation [Zhang et Fang, 2007] :

Cc =
1
2

[
R∑
r=1

log([HHT ]rr)− log(HHT )

]
.

– Contrainte de régularité temporelle [Virtanen, 2007] :

Cc(H) =
R∑
r=1

1
‖hr‖22

T∑
t=2

(hr,t − hr,t−1)2.

Les termes de contraintes sont censés donner une certaine forme à la décomposition
avec de meilleures propriétés. Plusieurs problèmes se posent lorsqu’on utilise un terme de
contrainte :
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– On peut opérer des changements d’échelle sur les solutions d’une NMF non contrainte
sans changer la valeur de la fonction de coût (cf. section 2.2.1). Ainsi, il faut s’assurer
qu’un terme de contrainte sur H seulement (ou W seulement) ne soit pas minimal
quand H (où W) tend vers 0 ou +∞, afin d’éviter une convergence vers 0 d’une des
matrices et vers +∞ de l’autre et les problèmes numériques qui en découlent.

– Les termes de contraintes peuvent ne pas être convexes. Les contraintes de parcimonie
sont par exemple systématiquement non convexes et ont leurs minima sur les bords.
Ainsi, d’une part se pose la question du dosage de cette contrainte : pour un poids
de cette contrainte nulle λ = 0, les solutions auront donc tendance à être plutôt « au
centre de l’espace » (si elles sont déjà sur les bords, il semble inutile d’ajouter un
terme pour les contraindre à y être), pour un poids infini, les solutions sont sur un
axe. Ainsi l’ajout de la contrainte ne doit pas se faire au détriment de la pertinence
de la décomposition. D’autre part, un terme non convexe de plus ajoute une difficulté
supplémentaire dans le problème de minimisation.

Une méthode simple mais peu rigoureuse pour intégrer ces termes de pénalité dans les
algorithmes à mise à jour multiplicative consiste à utiliser l’approche simple présentée dans
la section 2.5.2.1.

2.7 Limitations de la NMF, variations temporelles

La simplicité du modèle de factorisation en matrices non-négatives entraîne un certain
nombre de problèmes lorsqu’il s’agit de décomposer des spectrogrammes complexes : la
NMF est en effet une technique de réduction de rang des données. Par conséquent, elle
ne permet pas de prendre en compte de façon efficace certaines variations d’éléments non-
stationnaires dans le spectrogramme : les variations d’enveloppe spectrale (section 2.7.1)
et les variations de fréquence fondamentale (section 2.7.2) d’un même objet sonore sont
ainsi mal modélisées par une NMF standard.

2.7.1 Variations d’enveloppes spectrales

Les variations importantes de forme spectrale au sein d’un même événement sonore
(note de musique...) ne peuvent pas être modélisées de façon satisfaisante : de nombreux
atomes sont nécessaires pour correctement représenter de tels événements et la décompo-
sition perd alors son sens.

La NMF ne permet donc pas de prendre en compte l’évolution fréquentielle de chaque
note et s’avère inefficace pour des sons présentant de fortes variations spectrales au cours
du temps, même si la note présente une caractéristique redondante d’une trame à l’autre
(par exemple une fréquence fondamentale fixe).

Cette limitation de la NMF est illustrée dans la figure 2.12 dans laquelle un son de
guimbarde est décomposé : on constate que lorsque le nombre d’atomes est trop faible
(R = 1, 2) la résonance n’est pas modélisée correctement. Un nombre d’atomes important
(R = 10) est donc nécessaire pour correctement décomposer le spectrogramme : les atomes
représentent alors chacun un bout de la résonance et n’ont alors plus vraiment de sens
individuellement. L’utilisation de la NMF pour décomposer ce type de signal semble donc
inadaptée.

Une solution à ce problème est proposée dans le chapitre 3.
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Fig. 2.12 – Décomposition d’un son de guimbarde à l’aide d’une NMF : en haut à gauche,
spectrogramme original ; les autres spectrogrammes sont des spectrogrammes reconstruits
à partir de la NMF de ce spectrogramme original en utilisant des nombres d’atomes R
différents.

2.7.2 Variations de fréquence fondamentale

Les légères variations de fréquence fondamentale (par exemple rencontrées lors de vi-
brato) réduisent fortement la redondance d’une trame à l’autre et ne peuvent donc pas être
prises en compte correctement par une méthode de réduction de rang comme la NMF.

Cette limitation de la NMF est illustrée dans la figure 2.13 : une note produite par
un synthétiseur contenant un important vibrato est décomposée à l’aide d’une NMF pour
R = 1, 3 et 10 atomes. Si la variation de fréquence fondamentale du vibrato reste faible,
l’effet sur les harmoniques de haute fréquence est très important, et la redondance trame à
trame est donc cassée par le vibrato. Pour R = 1 atome, le vibrato n’est pas du tout pris en
compte par la NMF : seuls les premiers harmoniques sont correctement représentés. Pour
R = 3 atomes, le vibrato commence à être pris en compte, mais la reconstruction dans
les hautes fréquences reste mauvaise. Il est donc nécessaire d’avoir un nombre important
d’atomes pour pouvoir prendre en compte ce phénomène : avec 10 atomes, le vibrato est très
bien modélisé, mais encore une fois les atomes ont perdu leur sens individuel et possèdent
une certaine redondance entre eux. La redondance dans ce type de spectrogramme est
en faite trop subtile pour être correctement prise en compte par une NMF : seul un petit
nombre de paramètres varie (en l’occurrence la fréquence fondamentale), le reste (enveloppe
spectrale) est à peu près stationnaire.
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Ce second problème est abordé dans le chapitre 4.

Fig. 2.13 – Décomposition du spectrogramme d’une note contenant du vibrato (spectro-
gramme original en haut à gauche) à l’aide d’une NMF : pour R = 1 atome (en haut à
droite), R = 3 atomes (en bas à gauche) et R = 10 atomes (en bas à droite).
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Chapitre 3

Modélisation des variations
d’enveloppe spectrale : modèle
source/filtre et NMF

Comme montré dans la section 2.7, la Factorisation en matrices non-négatives (NMF)
classique ne s’avère efficace pour décomposer avec sens les spectrogrammes que lorsque
les composants élémentaires (comme par exemple des notes de musique) du son analysé
sont quasiment stationnaires, c’est-à-dire lorsque l’enveloppe spectrale de ces composants
ne change pas au cours du temps. Néanmoins, il existe de nombreuses situations dans
lesquelles ces composants élémentaires peuvent être fortement non-stationnaires. Dans ce
chapitre seront étudiées les variations timbrales, c’est-à-dire les variations de la forme
spectrale des composants au cours du temps. Ce type de variation peut par exemple être
rencontré dans les instruments à cordes libres (pincées ou frappées) pour lesquels les partiels
aigus disparaissent plus vite que les partiels graves ou bien dans la voix chantée (le son de
différentes voyelles présente d’importantes dissimilarités spectrales).

Les variations de fréquence fondamentale qui sont rencontrées dans des phénomènes
comme le vibrato ou la prosodie ne sont pas étudiées dans ce chapitre. Ces variations font
l’objet du chapitre 4.

Lorsque d’importantes variations spectrales interviennent au sein d’un même élément
sonore, la NMF classique doit utiliser plusieurs atomes individuellement dénués de sens
pour décomposer un unique événement, ce qui nécessite un post-traitement (afin de re-
grouper les différentes parties d’un même élément [FitzGerald et al., 2005]). Pour éviter ce
problème, Smaragdis propose dans [Smaragdis, 2004] une extension de la NMF invariante
par translation dans le temps (cf. section 2.6.1.1). Cette méthode ne permet malheureu-
sement pas de modéliser des variations entre les différentes occurrences d’un même événe-
ment : sa durée et l’évolution de son contenu spectral sont en effet fixes. Par conséquent,
ceci limite l’utilisation de cette technique à la modélisation d’événements de durée fixe
dont l’aspect est très proche d’une occurrence à l’autre (on peut penser par exemple à des
éléments percussifs).

Dans ce chapitre est présentée une extension de la NMF dans laquelle les activations
temporelles deviennent dépendantes de la fréquence : cette approche peut être interprétée
par le biais du classique paradigme source/filtre comme une factorisation source/filtre.
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Notre méthode inclut des filtres Auto-Régressif(s) à Moyenne Ajustée (ARMA) dont les
paramètres sont estimés à partir des données, associe un filtre variant dans le temps à
chaque source et apprend les sources (atomes) d’une façon totalement non-supervisée.
Cette méthode présente quelques similarités avec le travail de Durrieu [Durrieu et al.,
2009b, 2008] dans lequel un modèle source/filtre est également utilisé dans un cadre de
NMF afin d’extraire la mélodie principale dans des morceaux de musique : ce modèle
permet de représenter efficacement les importantes variations spectrales de la voix humaine.
Cependant, l’approche proposée ici est assez différente puisque les sources sont apprises
(dans le travail de Durrieu, elles sont fixes), un filtre est associé à chaque source (dans le
travail de Durrieu, un unique filtre est utilisé car une seule source est supposée active à
chaque instant), et le modèle de filtre utilisé est plus classique.

Dans la section 3.1, la décomposition source/filtre proposée est présentée comme une
extension de la NMF. Dans la section 3.2 est présenté un algorithme itératif similaire à
ceux utilisés en NMF pour calculer cette décomposition. Dans la section 3.3, quelques
expériences de décomposition source/filtre de spectrogrammes sont présentées, et la dé-
composition obtenue avec l’approche proposée est comparée à la décomposition obtenue
avec une NMF standard.

Le travail présenté dans ce chapitre a été publié dans [Hennequin et al., 2011b, 2010a].

3.1 Modèle

3.1.1 Activation temps/fréquence

La NMF ne fournit pas une représentation efficace pour un son présentant une évolution
spectrale importante : par exemple, les partiels aigus d’une note produite par un instrument
à corde pincée décroissent plus rapidement que les partiels graves. Cette caractéristique ne
peut pas être modélisée correctement avec un unique motif fréquentiel. Plusieurs atomes
sont alors nécessaires pour décomposer une même note ce qui résulte en une décomposition
moins pertinente : le sens de chaque atome est perdu et un atome ne correspond plus à un
événement musical (comme une note) dans son ensemble.

Pour pallier cette limitation, nous avons proposé une extension de la NMF dans la-
quelle les activations temporelles sont remplacées par des activations temps/fréquence.
Ainsi l’équation (2.1) (page 23) de base de la NMF est remplacée par :

[V]ft ≈ [V̂]ft =
R∑
r=1

[W]fr[H(f)]rt. (3.1)

Les coefficients d’activation sont alors dépendants de la fréquence. Pour éviter que la
dimension du problème soit plus importante que la dimension des données, il est nécessaire
de paramétrer la dépendance de H par rapport à f : nous avons choisi d’utiliser le modèle
ARMA (section 3.1.2) pour sa généralité et sa capacité à modéliser des filtres complexes
avec peu de coefficients, mais il serait tout à fait possible de considérer un autre modèle
de filtres.

L’équation (3.1) peut être interprétée à l’aide du paradigme source/filtre : le spectre
de chaque trame du signal est supposé correspondre à une combinaison linéaire de motifs
fréquentiels (sources) filtrés. [H(f)]rt correspond au filtre variable dans le temps associé à
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la source r. La décomposition bénéficie ainsi de la polyvalence du modèle source/filtre qui
est couramment utilisé pour représenter des objets sonores très divers.

3.1.2 Paramétrisation source/filtre

Nous avons choisi de paramétrer les activations temps/fréquence hrt(f) à l’aide du
modèle ARMA. Il est à noter que ce type de modèles (plus précisément les filtres à Moyenne
Ajustée (MA) qui constituent une sous-classe des filtres ARMA) a également été utilisé
dans un cadre statistique afin de modéliser la forme spectrale de chaque note dans des
systèmes d’estimation de fréquences fondamentales multiples [Badeau et al., 2009].

hrt(f) a donc la forme suivante :

hARMA
rt (f) = σ2

rt

∣∣∣∣∣∣
Q∑
q=0

bqrte
−i2πνf q

∣∣∣∣∣∣
2

∣∣∣∣∣∣
P∑
p=0

aprte
−i2πνfp

∣∣∣∣∣∣
2 , (3.2)

où νf = f−1
2(F−1) est la fréquence normalisée associée à l’indice fréquentiel f ∈ {1, ..., F}

(comme les signaux audio sont réels, seules les fréquences positives inférieures à la fréquence
de Nyquist sont considérées). bqrt sont les coefficients de la partie MA du filtre et aprt ceux
de la partie Auto-Régressif(ve) (AR). σ2

rt est le gain global du filtre : afin d’éviter certains
problèmes d’identifiabilité, le premier coefficient de tous les filtres est fixé à 1. Lorsque
P = Q = 0, hARMA

rt (f) ne dépend pas de f et la décomposition est alors une NMF
standard d’activations σ2

rt.

En posant art = (a0
rt, . . . , a

P
rt)

T et brt = (b0rt, . . . , b
Q
rt)

T , les activations temps/fréquence
peuvent être réécrites :

hARMA
rt (f) = σ2

rt

bTrtT(νf )brt
aTrtU(νf )art

,

où T(ν) est une matrice de Toeplitz de taille (Q+1)×(Q+1) avec [T(ν)]pq = cos(2πν(p−q))
et U(ν) est construite de la même façon mais est de taille (P + 1)× (P + 1).
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Démonstration. Pour tout bTrt ∈ RQ+1 et pour tout νf ∈ R, on peut écrire :∣∣∣∣∣∣
Q∑
q=0

bqrte
−i2πνf q

∣∣∣∣∣∣
2

=

 Q∑
q=0

bqrte
−i2πνf q

 Q∑
q=0

bqrte
i2πνf q


=

Q∑
q=0

Q∑
q′=0

bqrte
−i2πνf (q−q′)bq

′

rt

=
Q∑
q=0

Q∑
q′=q+1

bqrt(e
−i2πνf (q−q′) + e−i2πνf (q′−q))bq

′

rt +
Q∑
q=0

(bqrt)
2

=
Q∑
q=0

Q∑
q′=q+1

bqrt2 cos
(
2πνf (q − q′)

)
bq
′

rt +
Q∑
q=0

(bqrt)
2

=
Q∑
q=0

Q∑
q′=0

bqrt cos
(
2πνf (q − q′)

)
bq
′

rt

= bTrtT(νf )brt.

(3.3)

La démonstration est analogue pour art.

Il est possible de considérer un modèle MA ou bien un modèle AR, en prenant respecti-
vement P = 0 et Q = 0. Il est à noter que hARMA

rt (f) est toujours positif bien qu’il n’existe
de contraintes de positivité ni sur bqrt, ni sur aprt.

Le spectrogramme paramétrique donné dans l’équation (3.1) devient alors :

v̂ft =
R∑
r=1

wfr σ
2
rt

bTrtT(νf )brt
aTrtU(νf )art

. (3.4)

3.2 Algorithme

Afin de conserver une certaine généralité, nous utilisons dans ce chapitre une β-divergence
comme fonction de coût :

C(W,A,B,Σ) =
F∑
f=1

T∑
t=1

dβ(vft|v̂ft),

où [Σ]rt = σ2
rt, [A]rtp = aprt et [B]rtq = bqrt. L’expression de dβ est donnée dans l’équation

(2.4) page 26.
La dérivée partielle de la fonction de coût par rapport à n’importe quelle variable θ (θ

pouvant être n’importe quel coefficient de W, Σ, A ou B) est donnée par :

∂C(W,A,B,Σ)
∂θ

=
F∑
f=1

T∑
t=1

v̂β−2
ft (v̂ft − vft)

∂v̂ft
∂θ

. (3.5)

Nous déduisons de cette expression un algorithme à mise à jour multiplicative similaire
à celui utilisé dans [Lee et Seung, 1999, Févotte et al., 2009, Smaragdis, 2004]. Dans un tel
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algorithme itératif, la règle de mise à jour associée au paramètre θ est obtenue en écrivant
la dérivée partielle de la fonction de coût par rapport à θ comme une différence de deux
termes strictement positifs, comme décrit dans la section 2.5.2.1 page 44 : ∂C∂θ = Gθ − Fθ.
La règle de mise à jour de θ est alors :

θ ← θ × Fθ
Gθ

. (3.6)

Dans ce chapitre, nous considérons également une mise à jour simultanée de tout un
vecteur pour les filtres : l’expression du gradient de C par rapport à un vecteur θ de
coefficients de A ou B est alors similaire à l’expression (3.5), en remplaçant la dérivée
partielle par un gradient ∇θ :

∇θC(W,A,B,Σ) =
F∑
f=1

T∑
t=1

v̂β−2
ft (v̂ft − vft)∇θv̂ft. (3.7)

3.2.1 Mise à jour des atomes

La règle de mise à jour de wfr est déduite de l’expression de la dérivée partielle de la
fonction de coût par rapport à wfr. La dérivée partielle du spectrogramme paramétrique
V̂ (définie dans l’équation (3.4)) par rapport à wf0r0 est donnée par :

∂v̂ft
∂wf0r0

= hARMA
r0t (f0) δf0f .

En remplaçant cette expression dans l’équation (3.5) avec θ = wfr0 , on obtient la
dérivée partielle de la fonction de coût par rapport à wf0r0 :

∂C(W,A,B,Σ)
∂wf0r0

=
T∑
t=1

hARMA
r0t (f0)v̂β−2

f0t
(v̂f0t − vf0t).

Cette dérivée s’écrit donc comme la différence de deux termes strictement positifs :

Gwf0r0 =
T∑
t=1

hARMA
r0t (f0)v̂β−1

f0t
et Fwf0r0 =

T∑
t=1

hARMA
r0t (f0)v̂β−2

f0t
vf0t.

On en déduit la règle de mise à jour de wf0r0 :

wf0r0 ← wf0r0
Fwf0r0
Gwf0r0

. (3.8)

3.2.2 Mise à jour des activations globales

Les règles de mise à jour de σ2
rt sont calculées de façon analogue à partir de l’expression

de la dérivée partielle de la fonction de coût C par rapport à σ2
rt.

La dérivée partielle du spectrogramme paramétrique V̂ (défini dans l’équation (3.4))
par rapport à σ2

r0t0 est donnée par :
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∂v̂ft
∂σ2

r0t0

= wfr0
bTr0t0T(νf )br0t0
aTr0t0U(νf )ar0t0

δt0t.

En remplaçant cette expression dans l’équation (3.5) avec θ = σ2
r0t0 , on obtient la

dérivée partielle de la fonction de coût par rapport à σ2
r0t0 :

∂C(W,A,B,Σ)
∂σ2

r0t0

=
F∑
f=1

wfr0
σ2
r0t0

hARMA
r0t0 (f)v̂β−2

ft0
(v̂ft0 − vft0).

Cette dérivée s’écrit donc comme la différence de deux termes strictement positifs :

Gσ2
r0t0

=
F∑
f=1

wfr0
σ2
r0t0

hARMA
r0t0 (f)v̂β−1

ft0
et Fσ2

r0t0
=

F∑
f=1

wfr0
σ2
r0t0

hARMA
r0t0 (f)v̂β−2

ft0
vft0 .

On en déduit la règle de mise à jour de σ2
r0t0 :

σ2
r0t0 ← σ2

r0t0

Fσ2
r0t0

Gσ2
r0t0

. (3.9)

On peut remarquer que lorsque Q = 0 et P = 0 (c’est-à-dire en l’absence de filtre),les
règles de mise à jour de wfr et σ2

rt sont les mêmes que celles données dans [Févotte et al.,
2009] qui sont les règles d’une NMF standard en prenant une β-divergence comme fonction
de coût (W = (wfr)fr correspond à la matrice d’atomes et Σ = (σ2

rt)fr à la matrice
d’activations).

3.2.3 Mise à jour des filtres

Les règles de mise à jour des coefficients des filtres sont calculées de façon assez similaire,
mais ne se font plus élément par élément mais vecteur par vecteur : une règle de mise à
jour est donc calculée pour chaque vecteur brt et chaque vecteur art.

Mise à jour de brt : L’expression du gradient du spectrogramme paramétrique v̂ft
par rapport à br0t0 est donnée par :

∇br0t0
v̂ft = δt0t

2wfr0σ
2
r0t0

aTr0t0U(νf )ar0t0
T(νf )br0t0 .

En remplaçant cette expression dans l’équation (3.7) avec θ = br0t0 , on obtient le
gradient de la fonction de coût par rapport à br0t0 :

∇br0t0
C = 2

F∑
f=1

wfr0σ
2
r0t0 v̂

β−2
ft0

(v̂ft0 − vft0)

aTr0t0U(νf )ar0t0
T(νf )br0t0 = 2σ2

r0t0

(
Rr0t0 −R′r0t0

)
br0t0 ,

où :

Rr0t0 =
F∑
f=1

wfr0 v̂
β−1
ft0

aTr0t0U(νf )ar0t0
T(νf ) et R′r0t0 =

F∑
f=1

wfr0 v̂
β−2
ft0

Vft0

aTr0t0U(νf )ar0t0
T(νf ).

Les matrices Rr0t0 et R′r0t0 sont toutes deux définies positives sous de faibles hypothèses
comme le montre le lemme suivant :
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Lemme 3.2.1. S’il existe au moins Q + 1 indices distincts f tels que wfr0 v̂
β
ft0
6= 0 alors

Rr0t0 est définie positive.

Démonstration. Comme le montre l’équation (3.3), on a pour tout u ∈ RQ+1 et tout
νf ∈ R : uTT(νf )u ≥ 0, donc T(νf ) est une matrice semi-définie positive. Rr0t0 est alors
clairement une matrice semi-définie positive puisque c’est une combinaison linéaire positive
des matrices semi-définies positives T(νf ).

Il faut donc démontrer que Rr0t0 est inversible. Nous allons démontrer que s’il existe
plus de Q+ 1 indices f différents tels que wfr0 v̂

β−1
ft0
6= 0 alors Rr0t0 est inversible.

Soit u un vecteur du noyau de Rr0t0 (considéré comme une matrice complexe). Alors :

uHRr0t0u =
F∑
f=1

wfr0 v̂
β−1
ft0

aTr0t0U(νf )ar0t0
uHT(νf )u = 0.

Comme tous les termes de cette somme sont positifs, ils sont tous égaux à 0. Par consé-
quent pour tout f tel que wfr0 v̂

β−1
ft0
6= 0, uHT(νf )u = 0 et u est dans le noyau de T(νf ).

Comme l’image de T(νf ) est Vect{(1, ei2πνf , . . . , ei2πQνf )T , (1, e−i2πνf , . . . , e−i2πQνf )T }
(pour νf 6= 0), u est orthogonal à tous les vecteurs (1, ei2πνf , . . . , ei2πQνf )T où l’indice f
est tel que wfr0 v̂

β−1
ft0
6= 0.

S’il y a plus de Q + 1 tels indices f , alors il existe un ensemble F = {f0, f1, ..., fQ}
(où tous les fk sont distincts) tel que pour tout k ∈ {0 . . . Q}, wfkr0 v̂

β−1
fkt0
6= 0. Comme

tous les fk sont distincts et que pour tout k ∈ {1 . . . Q} νfk ∈ [0, 0.5], tous les ei2πνfk sont
distincts. Par conséquent la famille de vecteurs F = {(1, ei2πνf , . . . , ei2πQνf )T }f∈F est une
famille de Vandermonde et par conséquent est linéairement indépendante et constitue donc
une base de CQ+1. Comme u est orthogonal à tous les éléments de la famille F qui est une
base, u est nul. Par conséquent, le noyau de Rr0t0 est restreint au vecteur nul et Rr0t0 est
inversible et donc est définie positive.

Cette preuve peut être adaptée aux matrices R′rt, Srt et S′rt de façon évidente.

Cette hypothèse est en pratique toujours vérifiée dès que la trame d’indice t0 n’est pas
identiquement nulle : dans ce cas particulier, la décomposition est triviale, les gains des
filtres σr0t0 peuvent être simplement fixés à 0, l’estimation des filtres n’ayant alors pas de
sens. Pour R′r0t0 , l’hypothèse est très similaire.

Nous utilisons alors l’approche proposée dans [Badeau et David, 2008] afin de calculer
la règle de mise à jour de la partie MA du filtre :

br0t0 ← R−1
r0t0

R′r0t0br0t0 . (3.10)

Comme Rr0t0 et R′r0t0 sont toutes deux inversibles, R−1
r0t0

est bien définie et il est garanti
que br0t0 ne s’annule pas.

Mise à jour de art :
La règle de mise à jour de art est calculée de manière analogue à celle de brt. Le gradient

du spectrogramme paramétrique v̂ft par rapport à ar0t0 est donné par :

∇ar0t0
v̂ft = −2δtt0wfr0

hARMA
r0t0 (f)

aTr0t0U(νf )ar0t0
U(νf )ar0t0 .
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En remplaçant θ par ar0t0 dans l’équation (3.7), on obtient alors l’expression du gradient
de la fonction de coût par rapport à ar0t0 :

∇ar0t0
C(W,A,B,Σ) = 2σ2

r0t0

(
S′r0t0 − Sr0t0

)
ar0t0 ,

où :

Sr0t0 =
F∑
f=1

wfr0 v̂
β−1
ft0

bTr0t0T(νf )br0t0
(aTr0t0U(νf )ar0t0)2

U(νf )

et S′r0t0 =
F∑
f=1

wfr0 v̂
β−2
ft0

Vft0
bTr0t0T(νf )br0t0

(aTr0t0U(νf )ar0t0)2
U(νf ).

Tout comme les matrices Rr0t0 et R′r0t0 , les matrices Sr0t0 et S′r0t0 sont définies positives
sous de faibles hypothèses.

On en déduit la règle de mise à jour pour la partie AR des filtres :

ar0t0 ← S′−1
r0t0

Sr0t0ar0t0 . (3.11)

3.2.4 Description globale et implémentation pratique

Les règles de mise à jour (3.8), (3.9), (3.10) et (3.11) sont appliquées successivement à
tous les coefficients de W, tous les coefficients de Σ, tous les coefficients de B puis tous
les coefficients de A. Entre les mises à jours de chacune de ces matrices (et tenseurs),
le spectrogramme paramétrique V̂ est recalculé : comme dans un algorithme de NMF
standard, ce calcul entre chaque mise à jour est nécessaire afin de garantir la convergence.

Identifiabilité : Comme pour une NMF standard, la décomposition (3.4) qui minimise
la fonction de coût n’est pas unique. Afin d’éviter certains problèmes d’identifiabilité, nous
imposons des contraintes sur W, Σ, B et A :

– Pour tout r et t, on impose que brt et art (considérés comme des polynômes) aient
toutes leurs racines à l’intérieur du cercle unité.

– Pour tout r, nous imposons que ‖wr‖ = 1 pour une certain norme ‖.‖.
– Pour tout r et t, nous imposons b0rt = 1 et a0

rt = 1.
Ainsi, à la fin de chaque itération de notre algorithme, br,t et ar,t sont transformés en

remplaçant les racines hors du cercle unité par le conjugué de leur inverse (le gain est alors
recalculé afin que V̂ ne soit pas modifié par cette transformation), chaque colonne de W
est normalisée, br,t et ar,t sont divisés par leur premier coefficient et Σ est modifié afin que
v̂ft ne soit pas affecté par ces modifications : toutes ces transformations n’ont alors pas
d’influence sur la valeur du spectrogramme paramétrique V̂.

Plusieurs choix de normalisation de filtres ont été testés : plutôt que d’imposer b0rt = 1 et
a0
rt = 1, on peut aussi imposer pour tout (r, t) que

∑
f bTrtT(νf )brt = 1 et

∑
f aTrtU(νf )art =

1. Cette opération correspond à une normalisation de puissance qui fait donc plus sens. En
pratique ces deux types de normalisation donnent des résultats très similaires.
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Ces opérations sont récapitulées dans l’Algorithme 3.1. Dans le reste du chapitre, nous
appellerons notre algorithme factorisation source/filtre.

Algorithme 3.1 : Factorisation source/filtre d’un spectrogramme
Données : V, R, Q, P, niter, β
Résultat : W, Σ, B, A
Initialiser W, Σ avec des valeurs positives
Initialiser B, A avec des filtres plats
pour j = 1 à niter faire

Calculer V̂
pour chaque f et r faire

Calculer Fwfr et Gwfr
wfr ← wfr

Fwfr
Gwfr

fin
Calculer V̂
pour chaque r et t faire

Calculer Fσ2
rt

et Gσ2
rt

σ2
rt ← σ2

rt

F
σ2
rt

G
σ2
rt

fin
Calculer V̂
pour chaque r et t faire

Calculer Rrt, R′rt, Srt et S′rt
brt ← R−1

rt R′rtbrt
art ← S′−1

rt Srtart
fin
Ramener les racines de tous les filtres à l’intérieur du cercle unité
Diviser tous les coefficients de tous les filtres par le premier
Normaliser W
Mettre à jour Σ en conséquence

fin

3.2.5 Dimension de l’espace des paramètres

Contrairement à la NMF, notre méthode n’est pas une technique de réduction de rang,
ce qui permet de prendre en compte les variations temporelles d’un objet sonore. En re-
vanche, la décomposition proposée réduit bien la dimension des paramètres et fournit donc
une représentation compacte des données. Il est donc nécessaire de s’intéresser à la dimen-
sion des paramètres de notre décomposition.

La dimension des données originales est FT . Pour une NMF standard avec R atomes,
la dimension totale des paramètres (somme des dimensions des matrices W et H) est
dim W+dim H = R(F+T ). Avec notre décomposition, la dimension totale des paramètres
est : dim W + dim Σ + dim A + dim B = RF + RT (P + Q + 1). Par conséquent, on doit
avoir RF +RT (P +Q+ 1)� FT , c’est-à-dire R� T et R(P +Q+ 1)� F , ainsi P et Q
doivent rester faibles. Comme en pratique F ≤ T , la condition à respecter est la suivante :
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R(P +Q+ 1)� F .
Il faut remarquer que notre décomposition est censée réduire significativement le nombre

d’atomes R nécessaire pour représenter correctement les données lorsque les différentes par-
ties du son présentent d’importantes variations spectrales. Ainsi, la dimension totale des
paramètres obtenus avec notre décomposition reste comparable à celle obtenue avec une
NMF standard comme montré dans la section 3.3.

De plus, on peut remarquer qu’un grand nombre des coefficients des filtres sont inutiles
et il n’est par conséquent pas nécessaire de conserver ces valeurs : lorsque le gain global
σrt d’un filtre devient très faible, les coefficients (brt et art) n’ont plus de sens et sont
donc inutiles : ils peuvent ainsi être supprimés sans affecter la valeur du spectrogramme
paramétrique V̂.

On peut également noter que, dans la décomposition (3.4), tous les atomes sont associés
à un filtre du même ordre : il serait cependant tout à fait possible de considérer un modèle
plus large dans lequel les filtres n’ont pas les mêmes caractéristiques pour tous les atomes.

3.2.6 Complexité algorithmique

La complexité algorithmique de chaque itération de la factorisation source/filtre dépend
de P , Q, R, F et T :

– Calcul de V̂ : O ((P +Q)RFT ) opérations.
– Mise à jour de W et Σ : O (RFT ) opérations chacune.
– Mise à jour de B : O

(
RT (FP + P 3)

)
opérations.

– Mise à jour de A : O
(
RT (FQ+Q3)

)
opérations.

– Normalisation/stabilisation : O
(
RT (F + P 3 +Q3)

)
opérations.

L’ordre des filtres devant rester très faible (P et Q sont typiquement de l’ordre de
quelques unités), on a P 2 < F et Q2 < F . La complexité totale d’une seule itération de
l’algorithme est donc de O ((P +Q)RFT ) opérations. Pour comparaison, la complexité
d’une itération d’un algorithme multiplicatif de NMF est quant à elle de O (RFT ) opéra-
tions.

Avec notre implémentation actuelle sous Matlab R©, 100 itérations de notre algorithme
appliqué à un spectrogramme de taille 1025 × 550 (correspondant à 6.5s de signal échan-
tillonné à fs = 22050Hz avec des fenêtres de 2048 points et 75% de recouvrement) avec
R = 10 atomes, P = 2 et Q = 2, durent à peu près 300s (sur un Intel R©CoreTM2 Duo
E8400 @3.00GHz). En comparaison, 100 itérations d’une NMF standard avec le même
spectrogramme, le même nombre d’atomes (R = 10), mais P = 0 et Q = 0, sur le même
ordinateur durent environ 9s : notre algorithme semble donc plus lent. En effet, l’inversion
des matrices Rrt et S′rt et le calcul de la réponse en fréquence des filtres sont particuliè-
rement coûteux. Cependant, cette comparaison est désavantageuse pour notre algorithme,
qui est censé utiliser moins d’atomes qu’une NMF standard : dans le cas présenté, notre
algorithme estime en effet beaucoup plus de paramètres qu’une NMF. Si on compare le
temps d’exécution avec le même nombre de paramètres, la différence est alors moindre :
pour le même spectrogramme, 100 itérations de notre algorithme avec R = 2 atomes, P = 2
et Q = 2 (c’est-à-dire avec la même dimension totale des paramètres que pour une NMF
avec R = 10 atomes), durent environ 60s ce qui est déjà beaucoup plus proche d’une NMF.
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3.2.7 Implémentation et choix de β

Nous avons observé empiriquement la décroissance monotone de la fonction de coût
et la convergence de l’algorithme pour 0 ≤ β ≤ 2 sur un grand ensemble de tests : cette
décroissance et cette convergence sont illustrées pour des cas particuliers dans la section
3.3.5.

Cependant, l’algorithme montre des comportements instables pour 1 ≤ β ≤ 2 : des
instabilités numériques apparaissent lorsque les pôles de certains filtres se rapprochent
du cercle unité. Ces instabilités deviennent fréquentes lorsque β se rapproche de 2 (ce
qui correspond à une fonction de coût Euclidien(ne) (EUC)) ; cependant, d’après [Févotte
et al., 2009], la dynamique importante des spectrogrammes audio est mieux représentée
lorsque β se rapproche de 0. Afin d’éviter ces instabilités, nous contraignons le module des
pôles à ne pas se rapprocher trop de 1 : la décroissance monotone de la fonction de coût
n’est alors plus observée mais cela permet d’éviter des comportements non désirables de
la décomposition (par exemple, éviter qu’un filtre d’ordre 2 ne devienne très résonnant en
cherchant à s’adapter à un unique partiel).

Dans les exemples des sections suivantes, nous avons choisi β = 0.5 car pour cette
valeur de β, les problèmes d’instabilité numérique nous ont semblé moindres et les résultats
semblaient plus précis qu’avec β = 0 (distance d’Itakura-Saito (IS)).

3.3 Exemples

Dans cette section, plusieurs expériences sont présentées pour montrer que notre algo-
rithme est bien capable de décomposer efficacement des sons ayant d’importantes variations
spectrales. Tous les spectrogrammes utilisés dans cette section sont des spectrogrammes
de puissance obtenus à partir de signaux enregistrés grâce à une Transformée de Fourier à
Court Terme (TFCT).

Les algorithmes (NMF standard et factorisation source/filtre) ont été initialisés avec
des valeurs aléatoires (à part pour les filtres, initialement plats) et ont été exécutés jusqu’à
convergence apparente. Les algorithmes ont été relancés à plusieurs reprises (100 initiali-
sations différentes) afin de maximiser les chances d’atteindre un « bon » minimum local de
la fonction de coût. Les solutions atteintes étaient cependant très similaires d’une initiali-
sation à l’autre en termes d’aspect global du spectrogramme reconstruit.

3.3.1 Guimbarde

3.3.1.1 Description du signal décomposé

Dans cette section, notre algorithme est utilisé pour décomposer un court extrait de
guimbarde. La guimbarde est un petit instrument de musique constitué d’une languette
métallique qui produit un son harmonique modulé par la bouche du musicien : le son
produit est donc harmonique (avec une fréquence fondamentale fixe) et présente une forte
résonance qui peut varier au cours du temps. On peut très clairement séparer ce son en
une partie source, la languette métallique, dont le comportement est très redondant au
cours du temps et une partie filtre, la résonance créée par la bouche et le conduit vocal, qui
varie fortement au cours du temps. La partie redondante peut-être factorisée et la partie
variable peut être modélisée par une activation temps/fréquence.



68 Modélisation des variations d’enveloppe spectrale

En revanche, les fortes variations spectrales ne peuvent être correctement représentées
par un unique atome dans une NMF standard.

La figure 3.1(a) représente le spectrogramme de l’extrait : le son produit est bien har-
monique et la résonance variante dans le temps apparaît clairement dans le spectrogramme.
On peut donc considérer que ce signal est composé d’un unique événement comprenant de
fortes variations spectrales, et essayer de le décomposer avec un unique atome (R = 1). La
fréquence d’échantillonnage de l’extrait est fs = 11025Hz. Nous avons choisi une fenêtre
de Hann de 1024 échantillons (93ms) avec un recouvrement de 75% pour le calcul de la
TFCT.

3.3.1.2 Expérience et résultat

Le spectrogramme de l’extrait est décomposé d’une part avec un algorithme de NMF
standard pour R = 1 atome et R = 10 atomes, d’autre part avec la factorisation source/
filtre pour R = 1 atome, avec un filtre AR d’ordre 2 (Q = 0 et P = 2). Les spectrogrammes
reconstruits sont respectivement représentés dans les figures 3.1(b), 3.1(c) et 3.1(d).

Bien que la guimbarde soit jouée seule dans le spectrogramme analysé, la NMF standard
a besoin de plusieurs atomes pour décomposer correctement le spectrogramme de puissance.
Avec 1 atome, la NMF n’est pas capable de représenter correctement la résonance variable
(figure 3.1(b)). Avec 10 atomes, la résonance apparaît correctement, mais les atomes ne
font pas sens : chaque atome représente une partie du son et est difficilement interprétable
individuellement de façon perceptive.

La factorisation source/filtre permet quant à elle de représenter efficacement les varia-
tions spectrales du son (figure 3.1(d)) avec un unique atome : la résonance variable du son
original est bien modélisée.

Le motif fréquentiel obtenu est représenté dans la figure 3.2(a) : ce motif est bien har-
monique. L’activation temps/fréquence de cet atome est représentée dans la figure 3.2(b) :
la trajectoire de la résonance apparaît très clairement. Par conséquent, la décomposition
fournie par notre algorithme semble donner une représentation plus significative du spec-
trogramme considéré que la NMF.
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(a) Spectrogramme original (b) NMF standard, R = 1

(c) NMF standard, R = 10 (d) Factorisation source/filtre, R = 1

Fig. 3.1 – Spectrogramme de puissance original de l’extrait de guimbarde 3.1(a) et spec-
trogrammes reconstruits 3.1(b), 3.1(c) et 3.1(d).

(a) Motif fréquentiel (b) Activations temps/fréquence

Fig. 3.2 – Factorisation source/filtre (R = 1, Q = 0 et P = 2) du spectrogramme de
puissance du son de guimbarde.
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3.3.2 Didgeridoo

3.3.2.1 Description du signal décomposé

Notre algorithme est ici appliqué à un court extrait de didgeridoo. Le didgeridoo est un
instrument à vent ethnique provenant du nord de l’Australie. Cet instrument produit un
son continu modulé généré par la vibration des lèvres de l’instrumentiste. Les modulations
sont produites par la position de la bouche et la gorge du musicien ce qui lui permet de
contrôler plusieurs résonances.

La figure 3.3(a) représente le spectrogramme de l’extrait : le son produit est quasiment
harmonique (avec un peu de bruit) et une importante résonance variante dans le temps
apparaît clairement dans le spectrogramme. On peut donc considérer que ce signal est
composé d’un unique événement comprenant de fortes variations spectrales, et essayer de
le décomposer avec un unique atome (R = 1). La fréquence d’échantillonnage de l’extrait
est fs = 11025Hz. Nous avons choisi une fenêtre de Hann de 1024 échantillons (93ms) avec
un recouvrement de 75% pour le calcul de la TFCT.

3.3.2.2 Expérience et résultat

Le spectrogramme de l’extrait est décomposé d’une part avec un algorithme de NMF
standard pour R = 1 atome et R = 5 atomes, d’autre part avec la factorisation source/filtre
pour R = 1 atome, avec un filtre AR d’ordre 3 (Q = 0 et P = 3). Les spectrogrammes
reconstruits sont respectivement représentés dans les figures 3.3(b), 3.3(c) et 3.3(d).

Bien que le didgeridoo soit joué seul dans le spectrogramme analysé, la NMF standard
a besoin de plusieurs atomes pour décomposer précisément le spectrogramme de puissance.
Avec 1 atome, la NMF n’est pas capable de représenter correctement la résonance variable
(figure 3.3(b)). Avec 5 atomes, certaines variations spectrales apparaissent (figure 3.3(c)),
mais la trajectoire de la résonance reste très floue. De plus, les atomes ne font pas sens :
chaque atome représente une partie du son global et est difficilement interprétable de
façon perceptive individuellement. Enfin, la dimension totale des paramètres est importante
(FR+RT = 3290).

La factorisation source/filtre permet quant à elle de représenter efficacement les varia-
tions spectrales du son (figure 3.3(d)) avec un unique atome, tout en gardant une dimension
des paramètres relativement faible (FR+TR(Q+1) = 1093) : la résonance variable du son
original est bien modélisée, et l’erreur totale C est plus petite que celle obtenue avec une
NMF standard avec R = 5. Dans ce cas, la décomposition proposée est donc plus efficace
et pertinente qu’une NMF standard.
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(a) Spectrogramme original (b) NMF standard, R = 1

(c) NMF standard, R = 5 (d) Factorisation source/filtre, R = 1

Fig. 3.3 – Spectrogramme de puissance original de l’extrait de didgeridoo 3.3(a) et spec-
trogrammes reconstruits 3.3(b), 3.3(c) et 3.3(d).

3.3.3 Clavecin

3.3.3.1 Description du signal décomposé

Dans cette section, notre algorithme est appliqué à un court extrait de clavecin, com-
posé de deux notes différentes (Do2 et Mi[2) : d’abord, le Do2 est joué seul, puis le
Mi[2, et enfin, les deux notes sont jouées simultanément. Le spectrogramme de l’extrait
est représenté dans la figure 3.4(a). Comme pour de nombreux instruments à corde libre,
les partiels de haute fréquence des sons produits par un clavecin décroissent plus rapide-
ment que les partiels de basse fréquence. Ce phénomène apparaît très clairement dans le
spectrogramme en forme de L de la figure 3.4(a) (le L est ajouté sur la figure pour repré-
senter la forme caractéristique des notes). La fréquence d’échantillonnage de l’extrait est
fs = 44100Hz. Nous avons choisi une fenêtre de Hann de 2048 échantillons (46ms) avec
75% de recouvrement pour la TFCT.

3.3.3.2 Expérience et résultat

Le spectrogramme a été décomposé à l’aide d’un algorithme de NMF standard avec
R = 2 atomes (1 atome par note) et R = 6 atomes, et à l’aide la factorisation source/filtre
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(a) Spectrogramme original (b) NMF standard, R = 2

(c) NMF standard, R = 6 (d) Factorisation source/filtre, R = 2

Fig. 3.4 – Spectrogramme original de puissance de l’extrait de clavecin 3.4(a) et spectro-
grammes reconstruits 3.4(b), 3.4(c) et 3.4(d).

avec R = 2 atomes, et un filtre ARMA de paramètre Q = 1 et P = 1. Les spectrogrammes
reconstruits sont représentés respectivement dans les figures 3.4(b), 3.4(c) et 3.4(d).

La NMF standard nécessite plusieurs atomes par note pour décomposer correctement
le spectrogramme de puissance en forme de L : avec seulement deux atomes (un par note
jouée), la décroissance rapide des hautes fréquences n’apparaît pas du tout (figure 3.4(b)).
Avec 6 atomes, l’atténuation des partiels de haute fréquence apparaît (figure 3.4(c)), mais
chaque atome est alors une partie d’une note et n’a pas vraiment de sens perceptif.

Le modèle ARMA inclus dans notre algorithme permet d’obtenir une bonne description
de la forme globale du spectrogramme. 2 atomes (1 par note) sont suffisants pour repré-
senter avec précision le spectrogramme original : chaque atome est harmonique (figure
3.5(a)) et correspond à une note et la décroissance rapide des partiels de haute fréquence
est clairement bien modélisée par le modèle ARMA comme le montrent les activations
temps/fréquence hARMA

rt (f) représentées dans la figure 3.5(b). La dimension totale des pa-
ramètres fournis par notre algorithme (FR+ TR(Q+P + 1) = 5704) reste plus faible que
celle obtenue avec une NMF standard avec 6 atomes (FR+RT = 9804) et l’erreur globale
C entre spectrogramme original et reconstruit est approximativement la même que celle
donnée par une NMF standard avec R = 6.

Par conséquent, la décomposition fournie par la factorisation source/filtre semble don-
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ner une représentation ayant physiquement plus de sens que celle d’une NMF standard.

(a) Motif fréquentiel (b) Activations temps/fréquence

Fig. 3.5 – Factorisation source/filtre (R = 2, Q = 1 et P = 1) du spectrogramme de
puissance de l’extrait de clavecin.

3.3.4 Guitare avec pédale wah-wah

3.3.4.1 Description du signal décomposé

Dans cette section, notre algorithme est utilisé pour décomposer un court extrait de
guitare électrique traité par une pédale wah-wah. La pédale wah-wah est un effet très
utilisé sur la guitare électrique. Elle consiste en un filtre résonant, dont la fréquence de
résonance est contrôlée au moyen d’une pédale. Cette effet est nommé en raison de la
ressemblance des sons produits avec l’onomatopée « Wah ». Le son d’une note de guitare
électrique traité par une pédale wah-wah dont on modifie la position de la pédale présente
de fortes variations spectrales et ne peut donc pas être correctement représenté par un
unique atome dans une NMF standard.

Comme l’effet produit par une pédale wah-wah est bien modélisé par un filtre AR
avec 2 pôles complexes conjugués, nous avons choisi de décomposer l’extrait avec Q = 0 et
P = 2. L’extrait décomposé, dont le spectrogramme est représenté dans la figure 3.6(a), est
composé de trois notes différentes jouées successivement (la première note est rejouée une
seconde fois à la fin de l’extrait). Chaque note peut être vue comme un motif harmonique
qui est filtré par un filtre résonant, la fréquence de résonance variant entre 400Hz et
1200Hz : cette résonance apparaît très clairement dans le spectrogramme de puissance. La
fréquence d’échantillonnage de l’extrait est fs = 11025Hz. Nous avons choisi une fenêtre
de Hann de 1024 échantillons (93ms) avec 75% de recouvrement pour la TFCT.

3.3.4.2 Expérience et résultat

Comme le son analysé présente d’importantes variations spectrales, la NMF standard
nécessite de nombreux atomes pour décomposer efficacement le spectrogramme de puis-
sance de la figure 3.6(a). Ainsi, il n’y a plus de correspondance immédiate entre note et
atome, et la décomposition ne correspond plus à l’analyse qui pourrait être faite du son par
un auditeur humain. La figure 3.6(b) représente le spectrogramme de puissance reconstruit
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(a) Spectrogramme original (b) NMF standard, R = 3

(c) NMF standard, R = 10 (d) Factorisation source/filtre, R = 3

Fig. 3.6 – Spectrogramme de puissance original de l’extrait de guitare électrique traité par
une pédale wah-wah 3.6(a) et spectrogrammes reconstruits 3.6(b), 3.6(c) et 3.6(d).

à partir de la NMF du spectrogramme original avec 3 atomes et la figure 3.6(c) avec 10
atomes. Avec 3 atomes, la NMF n’est pas capable de modéliser la résonance de l’effet. Avec
10 atomes, la résonance apparaît, mais le signal n’est pas décrit de façon « intelligente » :
chaque atome est une partie d’une note et n’a par conséquent pas de sens perceptif clair. De
plus la dimension totale des paramètres du problème est plus grande (FR+RT = 8790).

Avec une factorisation source/filtre, les fortes variations spectrales de chaque note
peuvent être représentées avec précision en utilisant des filtres AR d’ordre 2 (Q = 0 et
P = 2) comme montré dans la figure 3.6(d). Ainsi, 3 atomes (un pour chaque note) sont
suffisants pour modéliser correctement le spectrogramme original. En effet, l’erreur glo-
bale de reconstruction C entre le spectrogramme original et le spectrogramme reconstruit
obtenue avec la factorisation source/filtre est approximativement la même que celle ob-
tenue avec une NMF standard avec 10 atomes et environ la moitié de celle obtenue avec
une NMF standard avec 3 atomes. Chaque atome est harmonique et correspond à une
note, et la résonance de la pédale wah-wah apparaît clairement. La dimension totale de la
représentation obtenue avec la factorisation source/filtre reste environ deux fois moindre
que celle d’une NMF avec 10 atomes : FR + R(Q + 1)T = 4833. La décomposition pro-
posée est donc capable d’extraire un spectre stationnaire « moyen » pour chaque note de
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guitare (contenu dans W) du son non-stationnaire produit par l’effet de la pédale wah-
wah, cette non-stationnarité étant quant à elle décrite par les activations temps/fréquence.
Les 3 motifs fréquentiels (atomes de W) obtenus sont représentés dans la figure 3.7(a) :
chaque motif est harmonique avec sa propre fréquence fondamentale, et correspond donc
à une note (la NMF standard avec 3 atomes fournit des motifs similaires). Les activa-
tions temps/fréquence (hARMA

rt (f)) sont représentées dans la figure 3.7(b) : la résonance de
la pédale wah-wah apparaît clairement aux moments auxquels les notes sont jouées. Par
conséquent, la décomposition fournie par notre algorithme semble donner une représenta-
tion plus significative du spectrogramme considéré.

(a) Motifs fréquentiels (b) Activations temps/fréquence

Fig. 3.7 – Factorisation source/filtre (R = 3 et P = 2) du spectrogramme de puissance du
son de guitare électrique traité par une pédale wah-wah.

3.3.5 Convergence de l’algorithme

L’évolution de la fonction de coût au cours des itérations pour une factorisation source/
filtre est représentée dans la figure 3.8 avec 8 différentes initialisations aléatoires, pour la
décomposition des extraits présentés dans les sections 3.3.3 (extrait de clavecin) et 3.3.4
(extrait de guitare traité par une pédale wah-wah). La valeur de la β-divergence est re-
présentée après chaque itération (la valeur initiale, avant la première itération, n’est pas
représentée car elle est beaucoup plus importante que les valeurs suivantes). Les figures
montrent une décroissance monotone de la fonction de coût et une convergence apparente.
Dans la figure 3.8(a), toutes les initialisations conduisent à la même valeur finale de la
fonction de coût et l’aspect global de l’évolution est très similaire pour toutes les initiali-
sations. En revanche, dans la figure 3.8(b), toutes les initialisations ne conduisent pas à la
même valeur de la fonction de coût, ce qui montre qu’une initialisation multiple peut être
utile.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un nouvel algorithme itératif qui constitue une
extension de la NMF basée sur un modèle source/filtre. Nous avons montré que cette
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(a) Son de clavecin (b) Son de guitare (pédale wah-wah)

Fig. 3.8 – Evolution de la fonction de coût (β-divergence avec β = 0.5) au cours des
itérations (décomposition des extraits des sections 3.3.3 et 3.3.4).

représentation est particulièrement adaptée pour décomposer efficacement et avec sens des
objets sonores non-stationnaires contenant d’importantes variations spectrales.

Il pourrait être intéressant d’introduire des contraintes de continuité entre les filtres
d’une trame à l’autre en suivant par exemple l’approche de [Virtanen, 2007, Bertin et al.,
2010].

Par ailleurs, cette décomposition ne permet pas de prendre en compte des variations
de fréquence fondamentale (comme on peut en trouver dans le vibrato). Les variations de
fréquence fondamentale font l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 4

Modélisation des variations de
fréquence fondamentale

Ce chapitre est consacré à l’étude des variations de fréquence fondamentale au cours du
temps. Deux types de décomposition ont été proposés : le premier type de décomposition
consiste à construire des atomes harmoniques paramétriques pour lesquels la fréquence
fondamentale est un paramètre. Le second type est une adaptation des méthodes de dé-
composition invariantes par translation fréquentielle : alors que ces dernières décomposent
des spectrogrammes à Q-constant (résolution fréquentielle logarithmique), la méthode pro-
posée permet de décomposer des spectrogrammes standard ce qui permet une utilisation
aisée en séparation de sources.

4.1 Spectrogramme paramétrique

Dans cette section, nous présentons une nouvelle méthode de décomposition des spec-
trogrammes musicaux dérivée de la Factorisation en matrices non-négatives (NMF). Cette
méthode utilise des atomes harmoniques dont la fréquence fondamentale peut varier dans le
temps : ces atomes correspondent à des notes de musique. Ces atomes sont paramétriques
et sont construits à l’aide des valeurs des paramètres qui sont appris à partir des don-
nées dans un cadre assez similaire à la NMF. Cette paramétrisation des spectrogrammes
permet de modéliser avec précision certains effets musicaux (tels que le vibrato) qui sont
difficilement analysables avec une NMF.

Ce travail a fait l’objet d’une publication dans [Hennequin et al., 2010c].

4.1.1 Modèle

Dans le modèle proposé, les motifs fréquentiels deviennent paramétriques et peuvent
varier dans le temps, à travers un paramètre θrt. L’équation de la NMF standard (2.1)
page 23 est donc remplacée par :

[V]ft ≈ [V̂]ft =
R∑
r=1

wθrtfr hrt, (4.1)
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où θrt est le paramètre associé à l’atome r à l’instant t. Ce paramètre peut être interprété
comme l’« état » de l’atome à l’instant considéré : l’atome r est synthétisé à partir de la
valeur de ce paramètre à chaque instant t. La dépendance temporelle de ce paramètre va
permettre de modéliser des phénomènes non-stationnaires tels que le vibrato.

Le paramètre choisi ici est la fréquence fondamentale instantanée de l’atome : θrt =
f rt0 . Chaque atome va être construit comme un peigne harmonique paramétré par cette
fréquence fondamentale.

4.1.1.1 Atome harmonique paramétrique

L’expression de l’atome paramétrique est donc la suivante :

w
frt0
fr =

nh(frt0 )∑
k=1

akg(f − kf rt0 ). (4.2)

Cet atome correspond dans le domaine temporel à un son périodique stationnaire fenê-
tré, c’est-à-dire une somme de sinusoïdes fenêtrée. La transformée de Fourier d’un signal
périodique de fréquence fondamentale f0 dont les amplitudes des harmoniques sont notées
ak est une somme de distributions de Dirac centrées respectivement en kf0 d’amplitude
ak (avec k ∈ Z?). La transformée de Fourier de ce même signal fenêtré est alors le produit
de convolution de la somme d’impulsions précédente avec la transformée de Fourier de la
fenêtre. Comme l’atome construit doit être non-négatif, nous avons pris le module au carré
de cette transformée de Fourier. Afin de rendre les calculs plus simples, le module au carré
de la somme des harmoniques est remplacé par la somme des modules au carré de chaque
harmonique : g est le module au carré de la transformée de Fourier de la fenêtre utilisée
dans le calcul de la Transformée de Fourier à Court Terme (TFCT). Les interférences entre
deux partiels successifs sont donc négligées ; cette approximation est justifiée pour des fré-
quences fondamentales suffisamment grandes (ou de manière équivalente, pour des fenêtres
d’analyse suffisamment longues). Le choix du module au carré plutôt que directement du
module permet à g de rester une fonction dérivable, ce qui permet d’utiliser des algorithmes
de minimisation standard.

Un exemple d’un tel atome paramétrique est représenté dans la figure 4.1.
Le nombre d’harmoniques est noté nh(f rt0 ). Les amplitudes ak de chaque harmonique

sont ici supposées identiques pour tous les atomes et sont apprises de façon non supervisée.
Il est aussi possible de considérer des jeux d’amplitudes différents pour chaque atome,
cependant, ce choix augmente de façon importante les problèmes d’ambiguïté d’octave (de
douzième, de double octave...).

Dans le modèle proposé, on fait les hypothèses suivantes :
– La partie harmonique des notes est supposée stationnaire au sein d’une trame d’ana-

lyse (ainsi la transformée de Fourier d’un harmonique isolé est la transformée de
Fourier de la fenêtre d’analyse centrée sur la fréquence de l’harmonique) ;

– Les interférences entre les harmoniques sont supposées négligeables (cette hypothèse
est valable pour des fréquences fondamentales suffisamment élevées) ;

– Les interférences entre les fréquences négatives (non prises en compte) et positives
sont également supposées négligeables ;
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Fig. 4.1 – Atome paramétrique wf
rt
0
fr . Le carré du module de la transformée de Fourier de

la fenêtre d’analyse g est représenté en vert pointillé.

– Le repliement spectral introduit par l’échantillonnage du signal est supposé faible (ce
qui permet d’utiliser l’expression analytique de la transformée de Fourier continue
de la fenêtre d’analyse) ;

– Les hypothèses classiques de la NMF sur la sommation des composantes positives
sont faites.

Les deux premières hypothèses sont les hypothèses les plus fortes et en pratique la deuxième
hypothèse entraîne les troisième et quatrième hypothèses.

4.1.1.2 Expression de g

La fonction g peut prendre différentes formes suivant la fenêtre d’analyse choisie. Nous
donnons ici son expression ainsi que l’expression de sa dérivée pour une fenêtre gaussienne
et pour une fenêtre de type cosinus (dont les fenêtres de Hann et de Hamming sont des cas
particuliers).

Dans cette section, nous utilisons la définition suivante de la transformée de Fourier
d’un signal continu x :

X̂(f) =
∫ +∞

−∞
x(t)e−i2πftdt.

Fenêtre gaussienne : La fenêtre gaussienne est définie dans le domaine temporel par
l’expression :

h(t) = e−
t2

σ2 ,

où σ caractérise la largeur de la fenêtre.
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La transformée de Fourier de cette fenêtre est donnée par :

Ĥ(f) =
e−σ

2π2f2

√
2σ2

.

Par conséquent, l’expression de g pour ce type de fenêtre est :

g(f) = |Ĥ(f)|2 =
e−2σ2π2f2

2σ4
.

La dérivée de g est alors :

g′(f) = −2π2fe−2σ2π2f2

σ2
.

On peut remarquer que pour tout f ∈ R g′(f)
f ≤ 0, ce qui constituera une propriété

essentielle pour établir simplement les règles de mise à jour multiplicatives de f0 dans
l’algorithme d’estimation des paramètres..

La fenêtre gaussienne a de bonnes propriétés fréquentielles (elle possède un unique lobe
et elle sature l’inégalité d’Heisenberg) mais reste rarement utilisée du fait notamment de
son support infini (la tronquer lui fait perdre ses bonnes propriétés).

Fenêtre « cosinus » : Les fenêtres de type « cosinus » sont définies dans le domaine
temporel par :

h(t) = (α− β cos(2π
t

T
))1[0,T ](t),

où T est la longueur de la fenêtre, et α+ β = 1 (le maximum de la fonction est égal à 1).
Ce type de fenêtre englobe :
– la fenêtre de Hann (parfois également appelée fenêtre de Hanning), pour α = β = 0.5.
– la fenêtre de Hamming, pour α = 0.54 et β = 0.46.
La transformée de Fourier de cette fenêtre est donnée par :

Ĥ(f) =
ie−i2πTf (−1 + ei2πTf )(T 2f2(β − α) + α)

2π(T 2f3 − f)
.

Par conséquent, pour ce type de fenêtre, l’expression de g est donné par :

g(f) = |Ĥ(f)|2 =
1

4π2
(2− 2 cos(2πTf))

(T 2f2(β − α) + α)2

f2(T 2f2 − 1)2
.

g peut être C1-prolongée de façon triviale en 0 et ±T en posant g(0) = α2T 2 et g(±T ) =
β2T 2

4 . La dérivée de g est alors donnée par :

g′(f) =
1

4π2

[
(2− 2 cos(2πTf))

2(f2T 2(β − α) + α)
f2(f2T 2 − 1)2

(
2fT 2(β − α)− 2fT 2(f2T 2(β − α) + α)

f2T 2 − 1

−f
2T 2(β − α) + α

f

)
+ 4πT sin(2πTf)

(T 2f2(β − α) + α)2

f2(T 2f2 − 1)2

]
.

Pour une fenêtre de Hann ou de Hamming, le lobe principal correspond aux fréquences
f ∈ [− 2

T ,
2
T ]. Pour ces fréquences, on constate que g′(f)

f ≤ 0 ce qui, une fois de plus,
sera utilisé pour établir les règles de mise à jour de f0 dans l’algorithme d’estimation des
paramètres.
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4.1.1.3 Fonction de coût et nombre d’atomes

Comme pour une NMF, la fonction de coût à minimiser est une divergence entre le
spectrogramme original et le spectrogramme reconstruit :

C(Θ,H,a) = D(V|V̂) =
∑
ft

d(vft|v̂ft), (4.3)

où Θ = (θrt)r∈J1,RK,t∈J1,T K, H = (hrt)r∈J1,RK,t∈J1,T K, et a = (ak)k∈J1,KK.
Nous utilisons ici une β-divergence. On va alors chercher à minimiser la fonction de

coût par rapport à hrt, f rt0 et ak pour r ∈ J1, RK, t ∈ J1, T K et k ∈ J1,KK.
Cependant, la fonction de coût est fortement non-convexe par rapport à f rt0 : ce phé-

nomène est illustré dans la figure 4.2 pour des valeurs fixées de r et t. On peut observer
de nombreux minima locaux : les 2 principaux minima correspondent à des notes effec-
tivement jouées, et plusieurs minima apparaissent au niveau de l’octave, la sous-octave,
la douzième... de chacune de ces notes (cette figure peut être interprétée comme l’opposé
d’une fonction similaire à un produit spectral). Par conséquent, une optimisation globale
semble vouée à l’échec : en effet, dans l’exemple de la figure 4.2, un atome dont la fréquence
fondamentale serait initialisée à 800Hz convergerait certainement vers 880Hz. Afin d’éviter
ce problème, un atome est introduit pour chaque degré de la gamme chromatique, ce qui
permet de remplacer le problème d’optimisation globale par plusieurs sous-problèmes d’op-
timisation locale (qu’on espère être localement convexes). La fréquence fondamentale de
l’atome r peut alors être finement estimée autour de f rt0 ≈ f ref

0 2
r−1
12 , où f ref

0 est la fréquence
fondamentale de l’atome le plus bas. Les atomes qui ont une activation trop basse pourront
être considérés comme absents et pourront être supprimés.

4.1.1.4 Atomes de NMF standard pour modéliser les parties non-harmoniques

Dans un spectrogramme musical, les événements percussifs (générés par des instruments
percussifs ou au niveau des attaques de certains instruments harmoniques) sont très mal
représentés par des atomes harmoniques et ne sont donc pas pris en compte correctement
dans notre modèle. Afin d’inclure ce type d’événement, un second terme est ajouté au
spectrogramme paramétrique de l’équation (4.1) : quelques atomes de NMF standard sont
ajoutés à la décomposition. L’équation (4.1) est donc remplacée par :

vft ≈ v̂ft =
R∑
r=1

wθrtfr hrt +
R′∑
r=1

w′frh
′
rt. (4.4)

Par conséquent les atomes de la matrice W′ ne varient pas dans le temps et sont censés
modéliser les parties non harmoniques. R′ doit rester assez faible (de l’ordre de 1 ou 2) afin
que ces atomes libres ne représentent pas des événements harmoniques.

4.1.2 Algorithme

La minimisation de C(Θ,H,a) peut être faite au moyen d’un algorithme de descente
multiplicatif similaire à ceux généralement utilisés en NMF : pour les fréquences fonda-
mentales, le choix de mise à jour multiplicative est motivé par leur positivité et par leur
distribution naturelle sur une échelle logarithmique.
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Fig. 4.2 – Fonction de coût exprimée en fonction de la fréquence fondamentale f rt0 de
l’atome r : le spectre analysé est un mélange de deux spectres harmoniques de fréquence
fondamentale 440Hz et 523Hz.

Nous utilisons à nouveau la règle heuristique qui consiste à écrire la dérivée partielle
de la fonction de coût par rapport à un paramètre comme une différence de deux termes
positifs, le rapport de ces deux termes étant utilisé pour la mise à jour de ce paramètre
(cf. section 2.5.2.1).

La dérivée partielle de la fonction de coût (4.3) par rapport à un paramètre λ est donnée
par :

∂C
∂λ

=
∑
ft

∂d(vft, v̂ft)
∂λ

=
∑
ft

∂v̂ft
∂λ

∂d

∂y
(vft, v̂ft),

où ∂d
∂y désigne la dérivée partielle de d par rapport à son second argument. En utilisant une

β-divergence, cette dérivée partielle s’écrit :
∂d

∂y
(vft, v̂ft) = v̂β−2

ft (v̂ft − vft).

Ainsi,
∂C
∂λ

=
∑
ft

∂v̂ft
∂λ

v̂β−2
ft (v̂ft − vft).

4.1.2.1 Mise à jour de f0

Afin d’obtenir la règle de mise à jour du paramètre Θ, on a besoin de la dérivée partielle
de la fonction de coût par rapport à θr0t0 :

∂C
∂θr0t0

=
∑
ft

∂v̂ft
∂θr0t0

v̂β−2
ft (v̂ft − vft).
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La dérivée partielle du spectrogramme paramétrique v̂ft (défini dans l’équation (4.1))
par rapport à θr0t0 est donnée par :

∂v̂ft
∂θr0t0

= δtt0hr0t0
∂w

θr0t0
fr0

∂θr0t0
.

Lorsque Θ est la fréquence fondamentale de chaque atome à chaque instant, la déri-
vée partielle de l’atome par rapport à sa fréquence fondamentale est obtenue à partir de
l’équation (4.2) :

∂wfr0
∂f0

r0t0
= −

nh∑
k=1

akkg
′(f − kf0

r0t0).

La dérivée partielle de la fonction de coût par rapport à f0
r0t0 vaut donc :

∂C
∂f r0t00

= −
∑
f

nh∑
k=1

hr0t0akkg
′(f − kf0

r0t0)(v̂β−1
ft0
− v̂β−2

ft0
vft0).

Quand g a un unique lobe (par exemple lorsqu’on utilise une fenêtre d’analyse gaus-
sienne dans le calcul de la TFCT), la remarque suivante n’est pas un problème. Cependant,
il est courant que g ait plusieurs lobes, et qu’ainsi g′ change de signe en de nombreux points.
Afin de faciliter les calculs, seul le support du lobe principal de g (dénoté Λ) sera gardé
dans l’expression de la dérivée :

g′(f) ≈ g′a(f) = g′(f)1Λ(t). (4.5)

En supposant que le lobe principal a un unique maximum local — ce qui est vérifié
pour les fenêtres de Hann et de Hamming (cf. figure 4.3) — la fonction f 7→ −g′a(f)/f est
alors non-négative (voir figure 4.3) et on peut écrire :

g′a(f − kf0
r0t0) = −(f − kf0

r0t0)P (f − kf0
r0t0), (4.6)

où P est une fonction positive continue.
En utilisant l’approximation (4.5), la dérivée partielle de la fonction de coût par rapport

à f r0t00 peut être écrite simplement comme la différence de deux termes positifs :

∂C
∂f r0t00

≈ Gr0t0 −Fr0t0 , (4.7)

avec
Gr0t0 =

∑
f,k

hr0t0akkP (f − kf0
r0t0)v̂β−2

ft0
(fv̂ft0 + kf0

r0t0vft0)

et
Fr0t0 =

∑
f,k

hr0t0akkP (f − kf0
r0t0)v̂β−2

ft0
(kf0

r0t0 v̂ft0 + fvft0).

On en déduit la règle de mise à jour de f0 :

f r0t00 ← f r0t00

Fr0t0
Gr0t0

. (4.8)

2Afin de pouvoir représenter toutes les courbes sur le même dessin l’axe des ordonnées a été modifié
d’une courbe à l’autre et est donc arbitraire.
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Fig. 4.3 – Lobe principal de g, dérivée de g et positivité de P (f) = −g′(f)
f sur Λ = [− 2

T ,
2
T ]

pour une fenêtre de Hamming de longueur T .2

Le spectrogramme va alors être décomposé en utilisant un unique atome par demi-ton.
Cependant, la règle de mise à jour des f0 ne garantit pas que f rt0 reste dans la bande
de fréquence fondamentale qui lui a été attribuée (f rt0 ∈ [f ref

0 2
r−1
12
− 1

24 , f ref
0 2

r−1
12

+ 1
24 ]) et ne

glisse pas dans la bande d’un autre demi-ton. Par conséquent, l’évolution de f rt0 doit être
restreinte à cette bande : dans notre algorithme, quand une fréquence fondamentale quitte
cette bande, on considère que l’atome associé ne doit pas être actif à ce moment et on
impose alors une activation nulle.

4.1.2.2 Mise à jour de H

La règle de mise à jour de H est obtenue de façon très similaire à celle des activations
d’une NMF standard en calculant la dérivée de la fonction de coût par rapport à hr0t0 :

∂C
∂hr0t0

=
∑
ft

∂v̂ft
∂hr0t0

v̂β−2
ft (v̂ft − vft) =

∑
f

w
θr0t0
fr0

v̂β−2
ft0

(v̂ft0 − vft0) = Pr0t0 −Mr0t0 , (4.9)

où Pr0t0 =
∑

f w
θr0t0
fr0

v̂β−1
ft0

etMr0t0 =
∑

f w
θr0t0
fr0

v̂β−2
ft0

vft0 sont des termes positifs.
La règle de mise à jour de hr0t0 est alors donnée par :

hr0t0 ← hr0t0
Mr0t0

Pr0t0
. (4.10)
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4.1.2.3 Mise à jour de a

La règle de mise à jour de a est obtenue de manière analogue, en calculant la dérivée
de la fonction de coût par rapport à ak :

∂C
∂ak

=
∑
ft

∂v̂ft
∂ak

v̂β−2
ft (v̂ft − vft). (4.11)

La dérivée partielle de v̂ft par rapport à ak est :

∂v̂ft
∂ak

=
R∑
r=1

g(f − kf rt0 )hrt1[1,nh(frt0 )](k). (4.12)

En notant rk la valeur maximum de r pour laquelle k ∈ [1, nh(f rt0 )], l’équation (4.12)
devient :

∂v̂ft
∂ak

=
rk∑
r=1

g(f − kf rt0 )hrt.

Par conséquent, la dérivée partielle de la fonction de coût par rapport à ak peut être
naturellement exprimée comme la différence de deux termes positifs :

∂C
∂ak

= Pk −Mk, (4.13)

avec

Pk =
∑
ft

rk∑
r=1

g(f − kf rt0 )hrtv̂
β−1
ft ,

Mk =
∑
ft

rk∑
r=1

g(f − kf rt0 )hrtv̂
β−2
ft vft.

La règle de mise à jour de ak est alors :

ak ← ak
Mk

Pk
. (4.14)

4.1.2.4 Mise à jour de W′ et H′

Les règles de mises à jour de W′ = (w′fr)f∈J1F Kr∈J1R′K et H′ = (h′rt)r∈J1R′Kt∈J1T K sont
quasiment identiques à celle d’une NMF standard :

W′ ←W′ � (V̂�β−2 �V)H′T

V̂�β−1H′T
, (4.15)

H′ ← H′ � W′T (V̂�β−2 �V)
W′T V̂�β−1

. (4.16)
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4.1.2.5 Contraintes

Des termes de contraintes peuvent être ajoutés à la fonction de coût afin de favoriser
certaines propriétés de la décomposition, comme pour une NMF (cf. section 2.6.2). Les
règles de mises à jour sont obtenues de la même façon que dans les sections précédentes en
reprenant l’approche simple d’établissement des règles multiplicatives (cf. section 2.5.2.1).
La dérivée partielle du terme de contrainte Cp par rapport au paramètre θ à mettre à jour
est exprimée comme une différence de deux termes positifs :

∂Cp
∂θ

= ppθ −m
p
θ.

La règle de mise à jour (2.13) page 44 du paramètre θ devient :

θ ← θ
mθ +mp

θ

pθ + ppθ
,

où pθ et mθ ont été définis dans l’équation (2.12) page 44.
Plusieurs types de contraintes ont été considérés pour la décomposition proposée :

Contrainte de parcimonie sur les colonnes de H : comme proposée dans [Virtanen,
2007, Hoyer, 2004]. Cette contrainte vise à réduire le nombre d’atomes actifs simultanément.

Contrainte de décorrélation entre les activations d’un atome et de son octave :
(et éventuellement de sa douzième, sa double octave...) inspirée de celle proposée dans
[Zhang et Fang, 2007], mais avec une expression différente. Cette contrainte vise à réduire
les ambiguïtés d’octaves en pénalisant l’activation simultanée d’un atome et de son octave.
Le terme de coût associé à cette contrainte (décorrélation des octaves) est :

Cρ(H) = µ

R−12∑
r=1

ρ(hr,:, hr+12,:),

où ρ(x,y) = 〈x,y〉
‖x‖2‖y‖2

et µ désigne le poids de la contrainte. On obtient alors pour cette
contrainte :

Mρ
hrt

= µ

(
1[0,R−12](r)

ρ(hr,:, hr+12,:)
‖hr,:‖22

hrt + 1[13,R](r)
ρ(hr,:, hr−12,:)
‖hr,:‖22

hrt

)
et

P ρhr,t = µ

(
1[0,R−12](r)

hr+12,t

‖hr,:‖2‖hr+12,:‖2
+ 1[13,R](r)

hr−12,t

‖hr,:‖2‖hr−12,:‖2

)
.

Contrainte de régularité spectrale sur les coefficients d’amplitude ak des har-
moniques : similaire à celle proposée dans [Virtanen, 2007] pour la régularité temporelle.
On évite ainsi que les atomes soient trop irréguliers en terme d’enveloppe spectrale et ne
modélisent des objets qu’ils ne sont pas censés modéliser (on peut par exemple penser au
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cas où l’amplitude des harmoniques impairs serait nulle ce qui n’est pas souhaitable). Le
terme de coût associé à cette contrainte est :

Creg(a) =
µ

‖a‖22

nh∑
k=2

(ak − ak−1)2,

où µ désigne le poids de la contrainte. On obtient alors pour cette contrainte :

M reg
ak

= µ

(
2
‖a‖22

1[1,nh−1](k)(ak + ak−1) +
2ak
‖a‖42

nh∑
k=1

(ak − ak−1)2

)

et
P reg
ak

= 2
µ

‖a‖22
1[2,nh](k)(ak + ak+1).

Nous avons observé que les contraintes de décorrélation et de régularité spectrale pou-
vaient améliorer la décomposition fournie de façon significative.

4.1.2.6 Détails de l’implémentation

La méthode complète est détaillée dans l’Algorithme 4.1 page 93. Les contraintes pré-
sentées dans la section 4.1.2.5 n’y ont pas été introduites, mais il est facile de les prendre
en compte : il suffit de modifier les règles de mise à jour (4.14) et (4.10) comme expliqué
dans la section 4.1.2.5.

4.1.3 Exemple

Fig. 4.4 – Spectrogramme original de l’extrait du premier prélude de Bach.
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Fig. 4.5 – Spectrogramme reconstruit de l’extrait du premier prélude de Bach.

La figure 4.6 représente les activations hrt de la décomposition du spectrogramme de
puissance (représenté dans la figure 4.4) d’un extrait (quatre premières mesures) du premier
prélude de Jean-Sébastien Bach joué par un synthétiseur. La fréquence d’échantillonnage
de l’extrait est fs = 11025Hz. Une fenêtre de Hamming de 1024 échantillons (93ms) avec
75% de recouvrement a été utilisée pour le calcul de la TFCT. La décomposition comporte
72 atomes (ce qui correspond à 6 octaves), les fréquences fondamentales se répartissant tous
les demi-tons de 55Hz (La0) à 3322Hz (Sol#6). La divergence de Kullback-Leibler (KL)
(β-divergence avec β = 1) a été utilisée. Dans un premier temps aucun terme de contrainte
n’a été ajouté, et aucun atome de NMF (atome non harmonique) n’a été ajouté dans la
décomposition. Toutes les notes ont été jouées par un synthétiseur avec un léger vibrato.
La polyphonie maximum de ce morceau est de 3 notes.

Dans la figure 4.6, les notes du morceau apparaissent clairement avec d’importantes
activations. On voit cependant apparaître de nombreuses répliques aux niveau des octaves,
douzième... des notes jouées. De plus, au moment des attaques, de nombreux atomes sont
actifs simultanément du fait qu’aucun atome harmonique n’est capable de représenter
correctement une attaque.

Afin de réduire ce problème, la décomposition est recalculée en ajoutant un terme de
contrainte de décorrélation et un terme de contrainte de régularité spectrale (cf. section
4.1.2.5) ainsi qu’un atome de NMF standard (atome non-paramétrique) afin de mieux
prendre en compte les attaques (cf. section 4.1.1.4). Les activations obtenues avec cette
nouvelle décomposition sont représentées dans la figure 4.7.

On peut constater que les répliques ont alors quasiment disparu ce qui montre que
la contrainte de décorrélation a fait effet. De plus, le phénomène d’activation simultanée
de plusieurs atomes harmoniques au moment des attaques a diminué, ce qui montre que
l’atome de NMF standard ajouté peut modéliser les attaques.
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Le spectrogramme reconstruit est alors représenté dans la figure 4.5 (avec ou sans
contraintes, le spectrogramme reconstruit a une apparence très similaire, mais les éléments
de la décomposition ont plus de sens en incluant des contraintes).

Fig. 4.6 – Activations de la décomposition du spectrogramme de l’extrait du premier
prélude de Bach sans contraintes et sans atomes de NMF standard. L’échelle de couleurs
est en dB.

Afin de visualiser les fréquences fondamentales estimées, on peut facilement construire
une représentation temps/fréquence des activations qui fait apparaître ces fréquences fon-
damentales variables : pour chaque atome r, à chaque instant t, un pic étroit est généré dans
le plan temps/fréquence au point (t, f rt0 ) avec une amplitude égale à l’activation hrt (ce qui
revient en fait à représenter les activations en les centrant sur la fréquence fondamentale
estimée à chaque instant). Une telle représentation est donnée dans la figure 4.8 pour le
même extrait. Cette représentation fait apparaître le vibrato généré par le synthétiseur.

L’exemple précédent était généré par un synthétiseur et donc particulièrement adapté à
la décomposition proposée, notamment car le type de synthétiseur utilisé vérifie à peu près
le modèle de transposition simplifiée utilisée (toutes les notes ont le même jeu d’amplitudes
des harmoniques).

Lorsqu’on cherche à décomposer des spectrogrammes générés à partir d’instruments
réels, la représentation fournie peut être moins claire et le réglage des contraintes pour di-
minuer les ambiguïtés d’octaves est particulièrement complexe. Ainsi pour le même extrait
joué par un piano, on obtient les activations représentées dans la figure 4.9. Les difficultés
rencontrées sont liées à plusieurs facteurs :

– Le modèle de transposition utilisé est loin d’être réaliste dans le cas du piano.
– Les notes du piano peuvent présenter une certaine inharmonicité qui n’est pas du

tout considérée dans le modèle
– Les notes du piano contiennent des partiels qui ne font pas partie de la série (quasi)-
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Fig. 4.7 – Activations de la décomposition du spectrogramme de l’extrait du premier
prélude de Bach avec contrainte de décorrélation et de régularité spectrale et un atome
non harmonique. L’échelle de couleur est en dB.

Fig. 4.8 – Représentation des activations incluant les fréquences fondamentales estimées
(deux premières mesures du premier prélude de Bach).

harmonique.
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Fig. 4.9 – Activations hrt de la décomposition du spectrogramme de l’extrait du premier
prélude de Bach joué par un piano.

Remarque : L’ajout d’un paramètre d’inharmonicité semble nécessaire pour pouvoir
décomposer correctement des sons de piano. Nous avons d’ailleurs tenter d’introduire dans
le modèle un paramètre d’inharmonicité par atome mais sans succès : l’algorithme était
en effet capable de déterminer l’inharmonicité pour une note isolée mais pour un signal
polyphonique, les inharmonicités estimées étaient la plupart du temps erronées (ce qui
s’explique sans doute par le fait que le paramètre d’inharmonicité est influencé en majeure
partie par des décalages des partiels de haute fréquence et que ces partiels n’ont que peu
d’énergie et se retrouvent généralement noyés dans une zone ou la densité de partiels est
importante). Il semble donc qu’il faille utiliser un modèle global d’inharmonicité sur toute
la tessiture avec un petit nombre de paramètres (beaucoup moins qu’un paramètre par
note) afin de pouvoir estimer correctement l’inharmonicité.

Il semble donc que ce type de décomposition souffre d’un problème de robustesse. Une
des principales raison de ce manque de robustesse semble résider dans le fait que cette
décomposition soit trop contrainte : la structure imposée aux atomes est en effet très forte.

Ce type de décomposition peut tout de même être utilisée dans le cadre de signaux réels
comme le montre l’application de séparation de sources informée par la partition présentée
dans la section 5.1 page 111.

4.1.4 Conclusion

Dans cette première partie de chapitre, nous avons présenté une nouvelle méthode
de décomposition de spectrogrammes musicaux sur une base d’atomes harmoniques para-
métriques correspondant chacun à une note de musique. Cette décomposition fournit une
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bonne représentation des différentes notes jouées dans le spectrogramme. La décomposition
étant paramétrique, elle est modulable et il est envisageable d’introduire de nouveaux pa-
ramètres dans le modèle comme un paramètre d’inharmonicité, des paramètres timbraux,
des paramètres de variation rapide de la fréquence fondamentale (chirp).

La méthode de décomposition proposée présente cependant des problèmes de robus-
tesse (pour décomposer des signaux réels) qui nous ont amené à réfléchir à des solutions
alternatives. Ces problèmes semblent en grande partie liés à la très forte contrainte imposée
aux atomes : l’utilisation d’atomes laissés totalement libres mais dont la structure harmo-
nique est supposée à travers un modèle de transformation d’une note à l’autre a donc été
envisagée. Ce nouveau modèle est présenté dans la section suivante.
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Algorithme 4.1 : Décomposition paramétrique de spectrogrammes sur des atomes
harmoniques variables
Données : V (spectrogramme à décomposer), R (nombre d’atomes harmoniques),

R′ (nombre d’atomes non harmoniques), niter (nombre d’itérations), β
(paramètre de la β-divergence)

Résultat : {f rt0 }r∈J1,RK,t∈J1,T K, H, a, W′, H′

Initialiser H, W′, H′ avec des valeurs aléatoires positives
Initialiser a avec des 1
Initialiser f0 avec les fréquences normalisées de la gamme chromatique :
f rt0 = 2

r−1
12 f ref

0

pour j = 1 à niter faire
Calculer l’atome paramétrique en suivant l’équation (4.2)
Calculer V̂ en suivant l’équation (4.4)
pour chaque r et t faire

Mettre à jour f rt0 en suivant l’équation (4.8)

si
∣∣∣∣12 log2

frt0

fref0

− (r − 1)
∣∣∣∣ > 1 alors

Imposer hrt = 0
fin

fin
Calculer l’atome paramétrique en suivant l’équation (4.2)
Calculer V̂ en suivant l’équation (4.4)
pour chaque k faire

Mettre à jour ak en suivant l’équation (4.14)
fin
Calculer l’atome paramétrique en suivant l’équation (4.2)
Calculer V̂ en suivant l’équation (4.4)
pour chaque r et t faire

Mettre à jour hrt en suivant l’équation (4.10)
fin
Calculer V̂ en suivant l’équation (4.4)
Mettre à jour W′ en suivant l’équation (4.15)
Calculer V̂ en suivant l’équation (4.4)
Mettre à jour H′ en suivant l’équation (4.16)

fin
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4.2 Transformation des atomes

Dans la décomposition présentée dans la section 4.1, les atomes peuvent être modifiés
au cours du temps, via le paramètre de fréquence fondamentale. Cette transformation n’est
possible qu’à travers la forme particulière donnée aux atomes paramétriques par rapport à
la fréquence fondamentale. Cette contrainte est très forte et peut poser des problèmes pour
modéliser des signaux réels comme le montre la section 4.1.3. Par conséquent, il semble plus
pertinent de développer des méthodes dans lesquelles la transformation ne dépend pas d’une
forme paramétrique de l’atome qui peut ainsi garder une forme totalement libre. Cette
idée a déjà été exploitée par les méthodes de décomposition invariantes par translation
fréquentielle pour des spectrogrammes à Q-constant.

Dans cette section, nous présentons une nouvelle méthode de décomposition de spec-
trogrammes également basée sur cette idée, qui vise à transposer les décompositions inva-
riantes par translation fréquentielle adaptées aux spectrogrammes à Q-constant (avec une
résolution fréquentielle logarithmique) à des spectrogrammes standard issus d’une TFCT
(avec une résolution fréquentielle linéaire). Cette technique a l’avantage de permettre une
reconstruction facile des signaux latents par filtrage de Wiener, ce qui peut être utilisé par
exemple dans des applications de séparation de sources.

Les décompositions invariantes par translation fréquentielle [Schmidt et Mørup, 2006,
Mysore et Smaragdis, 2009, Smaragdis et al., 2008] permettent de décomposer les spec-
trogrammes à Q-constant [Brown, 1991] avec un unique atome fréquentiel pour chaque
instrument harmonique : avec une résolution fréquentielle logarithmique, une translation
le long de l’axe des fréquences correspond en effet à une transposition. Ainsi chaque note
d’un instrument peut être modélisée par un motif de référence translaté à la bonne fré-
quence fondamentale.

Malheureusement, la Transformée à Q-Constant (TQC) est difficilement utilisable dans
les applications de séparation de source : bien qu’une inversion quasi-parfaite de la TQC
ait été récemment proposée [Schörkhuber et Klapuri, 2010], la résolution variable d’une
décomposition de spectrogramme à Q-constant complique le masquage temps/fréquence.
Des tentatives d’utilisation de décompositions invariantes par translation fréquentielle en
séparation de source ont été proposées [Fitzgerald et al., 2005] mais la TQC n’y est pas in-
versée : une transformation de la résolution logarithmique en résolution linéaire est utilisée
afin d’éviter l’inversion de la TQC. La séparation de sources utilisant directement la TQC
reste donc un problème encore largement ouvert. Dans ce chapitre, nous présentons une
nouvelle méthode de décomposition inspirée par les décompositions invariantes par trans-
lation fréquentielle, mais qui permet de décomposer les spectrogrammes standard obtenus
par TFCT. Dans un spectrogramme standard, un changement de la fréquence fondamen-
tale peut être approximé par une homothétie du motif spectral. Cette approximation reste
valide pour de petites modifications de la fréquence fondamentale puisque :

– pour des instruments acoustiques réels, la répartition des amplitudes des harmoniques
n’est pas la même d’une note à l’autre. Même si cette hypothèse est couramment
utilisée dans les décompositions invariantes par translation fréquentielle, elle n’est
exacte que pour quelques instruments électroniques ;

– les partiels ne sont pas des Diracs dans le domaine fréquentiel et ont donc une certaine
largeur (donnée par la taille et le type de la fenêtre d’analyse) qui est la même pour
tous les partiels, mais une homothétie va élargir (ou affiner) ces partiels.
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La décomposition proposée est appelée Analyse probabiliste en composantes latentes
(PLCA) invariante par homothétie fréquentielle. Le modèle invariant par homothétie pose
également d’autres problèmes dont ne souffrait pas le modèle invariant par translation : une
homothétie sur un ensemble d’entiers ne donne des nombres entiers que pour des valeurs
entières du facteur d’homothétie. On va donc modéliser la variable fréquentielle par une
variable continue, qui sera intégrée localement pour obtenir une variable discrète.

Dans la section 4.2.1, nous rappelons le principe de la PLCA invariante par translation
fréquentielle. Nous présentons ensuite, dans la section 4.2.2, le nouveau modèle invariant
par homothétie et proposons un algorithme pour estimer les paramètres du modèle. Plu-
sieurs exemples sont présentés dans la section 4.2.4.

Le travail présenté dans ce chapitre a fait l’objet des articles [Hennequin et al., 2011c,d].
Précédemment, nous avions également abordé l’idée d’opérer directement une transforma-
tion sur des motifs spectraux dans le cadre d’une tentative de définition d’une mesure de
similarité spectrale dans [Hennequin et al., 2010b].

4.2.1 PLCA invariante par translation fréquentielle

Le modèle proposé est très largement inspiré de la PLCA invariante par translation
[Smaragdis et al., 2008] qui est un modèle de tirage issu de la PLCA (cf. section 2.4.2 page
39). Dans les décompositions de type PLCA, un spectrogramme non négatif V est considéré
comme un histogramme issu du tirage structuré d’une variable aléatoire fréquentielle f et
d’une variable aléatoire temporelle t qui suivent une loi jointe P (f, t). Suivant la forme
donnée à P (f, t), il est possible d’obtenir différentes décompositions.

Le modèle PLCA invariant par translation fréquentielle introduit comme le modèle
PLCA classique une variable cachée « composante » z :

P (f, t) =
Z∑
z=1

P (z)P (f, t|z).

Ce modèle introduit une variable aléatoire supplémentaire de « transposition » τ et une
variable de fréquence « de base » f ′. f ′ et t sont indépendantes connaissant la variable
composante z, et τ est indépendante de f ′ mais pas de t (connaissant z). f est obtenue
par translation du motif de base : f = f ′ + τ . P (f, t) est obtenue comme un produit de
convolution :

P (f, t) =
Z∑
z=1

P (z)
F ′∑
f ′=1

PK(f ′|z)PI(f − f ′, t|z).

Démonstration. On a :
P (f, t|z) = P (f |z, t)P (t|z).

Comme f = f ′ + τ , et que f ′ et τ sont indépendantes conditionnellement à z, la loi de f
conditionnellement à z est le produit de convolution des lois de f ′ et τ et on a :

P (f |z, t) =
F ′∑
f ′=1

P (f ′|z, t)P (f − f ′|z, t) =
∑
f ′

PK(f ′|z)P (f − f ′|z, t).
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Donc :

P (f, t|z) =
F ′∑
f ′=1

PK(f ′|z)P (f − f ′|z, t)P (t|z) =
∑
f ′

PK(f ′|z)PI(f − f ′, t|z).

PK est appelée la distribution noyau (K de l’anglais Kernel) : elle correspond aux
différents motifs spectraux qui sont translatés par la distribution d’impulsions PI .

Afin d’illustrer ce type de décomposition, le spectrogramme à Q-constant représenté
dans la figure 4.10 est décomposé à l’aide d’une PLCA invariante par translation fré-
quentielle avec un unique motif (Z = 1). Il s’agit du spectrogramme des premières notes
d’Au clair de la lune jouées par un synthétiseur (cet exemple est donné à titre purement
illustratif, et par conséquent l’utilisation d’un synthétiseur simple permet de respecter par-
faitement les hypothèses du modèle de transposition). La figure 4.10 met en lumière le fait
qu’une transposition dans ce type de spectrogramme est bien modélisée par une translation.

Fig. 4.10 – Spectrogramme à Q-constant des premières notes d’Au clair de la lune jouées
par un synthétiseur. Illustration de l’équivalence translation/transposition.

Le motif fréquentiel extrait PK(:, 1) ainsi que la distribution d’impulsions PI(:, : |1)
obtenus sont représentés dans la figure 4.11 : on obtient bien un motif harmonique et la
distribution d’impulsions décrit la ligne mélodique.

La figure 4.12 illustre la reconstruction du spectrogramme paramétrique par convolution
du motif extrait avec la distribution d’impulsions.
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Fig. 4.11 – Décomposition obtenue par PLCA invariante par translation fréquentielle du
spectrogramme de la figure 4.10 : à gauche, motif fréquentiel PK extrait, à droite la distri-
bution d’impulsions PI .

4.2.2 Décomposition invariante par homothétie

Dans notre modèle (adapté aux spectrogrammes issus d’une TFCT et non plus aux
spectrogrammes à Q-constant), la transposition n’est plus une translation mais est modéli-
sée par une multiplication par un facteur scalaire λ ∈ R+\{0}, c’est-à-dire une homothétie
du motif de base, comme l’illustre la figure 4.13. Il faut donc s’intéresser à la loi du produit
de deux variables aléatoires indépendantes. Soit X une variable aléatoire discrète prenant
ses valeurs dans {0, 1, 2, ...K} et λ une variable aléatoire continue positive de densité p. La
densité de λX est alors donnée par :

pλX(u) =
K∑
k=1

P (X = k)p(uk )
k

+ δ(u)P (X = 0). (4.17)

Dans notre modèle, on suppose que la variable aléatoire fréquentielle fc ∈ R (le lien
entre cette variable fréquentielle continue fc et la variable discrète observée f sera clarifié
plus tard) est obtenue en multipliant la fréquence de base f ′ ∈ {0, 1, . . . , F ′} (qui est
indépendante de t conditionnellement à z) avec le facteur de transposition λ ∈ R+\{0}
(qui dépend de t mais pas de f ′ conditionnellement à z). En utilisant l’équation (4.17) avec
u = fc, k = f ′ et K = F ′, on obtient alors :

P (fc, t|z) =
F ′∑
f ′=1

PK(f ′|z)
f ′

PI

(
fc
f ′
, t|z

)
+ δ(fc)PK(0|z).

Nous utilisons, comme dans la PLCA invariante par translation fréquentielle, la notation
PK pour la distribution noyau et PI pour la distribution d’impulsions car ces distributions
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Fig. 4.12 – Reconstruction du spectrogramme de la figure 4.10 à partir de PK et PI .

jouent un rôle très comparable. Cependant, il est à noter qu’elles ne représentent pas tout
à fait la même chose dans notre modèle.

Nous considérons ici que PK(0|z) = 0 pour éviter la singularité de la fréquence nulle.
Comme nous allons le voir plus tard, il peut toujours y avoir de l’énergie dans le canal
fréquentiel 0 grâce à une homothétie de facteur inférieur à 1 du motif fréquentiel.

On obtient alors :

P (fc, t) =
Z∑
z=1

P (z)
F ′∑
f ′=1

PK(f ′|z)
f ′

PI

(
fc
f ′
, t|z

)
.

La variable aléatoire fc est continue, mais la variable observée f ∈ {0, 1, . . . , F} est
discrète. On va donc supposer que f = [fc] et par conséquent :

P (f, t) =
∫ f+ 1

2

f− 1
2

P (fc, t)dfc.
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Fig. 4.13 – Spectrogramme classique (issu d’une TFCT) des premières notes d’Au clair de
la lune jouées par un synthétiseur. Illustration de l’équivalence homothétie/transposition
dans un tel spectrogramme (le motif translaté ne s’adapte pas correctement).

Par conséquent, ∀f ∈ {0, 1, . . . , F},∀t ∈ {1, . . . , T} :

P (f, t) =
∑
z,f ′

P (z)PK(f ′|z)
f ′

∫ f+ 1
2

f− 1
2

PI

(
fc
f ′
, t|z

)
dfc.

Le jeu de paramètres à estimer est donc : θ = {P (z), PK(f ′|z), PI(λ, t|z)}.
En pratique, il faut « discrétiser » PI (qui est continue par rapport à λ) pour pouvoir

estimer θ. On va ici paramétrer PI en supposant que λ 7→ PI(λ, t|z) est constante par
morceaux pour tout t et z. On se donne une famille {λk}k∈{1,...,K} qui ne dépend pas de t

et de z. On choisit ici λk = 2
k−k0
12nst : cette discrétisation exponentielle est en effet adaptée

pour décrire des transpositions sur une échelle musicale correspondant à des subdivisions
du ton (nst correspond au nombre de subdivisions de chaque demi-ton). On suppose alors
que PI vérifie :

∀λ ∈ [λk2
− 1

24nst , λk2
1

24nst ], PI(λ, t|z) = PI(λk, t|z).

On suppose de plus que PI est nulle en dehors de ces intervalles. Les valeurs de
PI(λk, t|z) (pour tout k, t et z) suffisent alors à déterminer entièrement PI .
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On a alors :

∫ f+ 1
2

f− 1
2

PI

(
fc
f ′
, t|z

)
dfc = f ′

kf,f
′

max∑
k=kf,f

′
min

PI(λk, t|z)δλf,f
′

k ,

où kf,f
′

min est choisi tel que λ
kf,f

′
min

2−
1

24nst <
f− 1

2
f ′ ≤ λ

kf,f
′

min
2

1
24nst et kf,f

′
max est choisi tel que

λ
kf,f

′
max

2−
1

24nst ≤ f+ 1
2

f ′ < λ
kf,f

′
max

2
1

24nst (avec les contraintes que 1 ≤ kf,f
′

min ≤ K et 1 ≤ kf,f
′

max ≤
K) :

kmin =

⌈
k0 −

1
2

+ 12nst log2(
f − 1

2

f ′
)

⌉
,

kmax =

⌊
k0 +

1
2

+ 12nst log2(
f + 1

2

f ′
)

⌋
.

δλf,f
′

k est donné par δλf,f
′

k = min (λk2
1

24nst ,
f+ 1

2
f ′ ) − max (λk2

− 1
24nst ,

f− 1
2

f ′ ). Lorsque δλf,f
′

k

n’est pas limité par les contraintes sur f et f ′, on notera δλk = λk2
1

24nst − λk2
− 1

24nst .
Le jeu de paramètres à estimer a été transformé en : θ = {P (z), PK(f ′|z), PI(λk, t|z)|z ∈

{1, ..., Z}, f ′ ∈ {1, ..., F ′}, k ∈ {1, ...,K}, t ∈ {1, ..., T}}.

Remarque : Il aurait aussi été envisageable de considérer une paramétrisation différente
pour PI par exemple une paramétrisation affine par morceaux de λ 7→ PI(λ, t|z), ce qui
permettrait de garder exactement le même jeu de paramètres mais en ayant une expression
différente de PI(λ, t|z) en fonction des PI(λk, t|z). Pour rester dans un cadre général, la
paramétrisation de PI n’apparaîtra qu’à la fin des calculs, dans la recherche des règles de
mise à jour.

4.2.3 Algorithme Espérance-Maximisation (EM)

Nous cherchons à estimer la valeur du paramètre θ qui maximise la log-vraisemblance
des observations vft :

L((f̄ , t̄)|θ) =
∑
i∈I

logP (fi, ti). (4.18)

f̄ et t̄ correspondent à l’ensemble des tirages effectués sur f et t (les tirages étant
indexés par i ∈ I = {1, ..., N} où N est le nombre total de tirages de f et t).

Comme le nombre de tirages qui ont conduit à la valeur (f, t) est vft, la log-vraisemblance
peut être réécrite :

L((f̄ , t̄)|θ) =
F∑
f=1

T∑
t=1

vft logP (f, t).

On va chercher à maximiser cette log-vraisemblance à l’aide de l’algorithme Espérance-
Maximisation (EM) avec pour variables latentes z et f ′ (il serait équivalent de considérer
comme variables latentes z et λ puisque f = λf ′).
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La log-vraisemblance complétée s’écrit :

L((f̄ , t̄, z, f ′)|θ) =
∑
i∈I

logP (fi, ti, z, f ′)

=
F∑
f=1

T∑
t=1

vft logP (f, t, z, f ′).

Or,

P (f, t, z, f ′) =
∫ f+ 1

2

f− 1
2

P (fc, t, z, f ′)dfc

et

P (fc, t, z, f ′) = P (z)
PK(f ′|z)

f ′
PI(

fc
f ′
, t|z),

donc :

P (f, t, z, f ′) = P (z)
PK(f ′|z)

f ′

∫ f+ 1
2

f− 1
2

PI(
fc
f ′
, t|z)dfc.

On en déduit :

L((f̄ , t̄, z, f ′)|θ) =
∑
f,t

vft

{
logP (z) + logPK(f ′|z) + log

(∫ f+ 1
2

f− 1
2

PI(
fc
f ′
, t|z)dfc

)}
+ c,

où c est une constante qui ne dépend pas de θ.
L’espérance de la log-vraisemblance complétée par rapport à z, f ′|f, t, θ(c) (où θ(c) est

la valeur du paramètre courant) est donc :

Q(θ|θ(c)) = Ez,f ′|f,t,θ(c)(L((f̄ , t̄, z, f ′)|θ))

=
∑
f ′,z,f,t

vftP (z, f ′|f, t, θ(c))
{

logP (z) + logPK(f ′|z)

+ log
(∫

PI(
fc
f ′
, t|z)dfc

)}
+ c.

(4.19)

On obtient une expression de P (z, f ′|f, t, θ(c)) en fonction de θ(c) grâce au théorème de
Bayes (étape E) :

P (z, f ′|f, t, θ(c)) =
P (f, t, f ′|z)P (c)(z)

P (c)(f, t)
=
P

(c)
K (f ′|z)P (c)(z)

∫
P

(c)
I (fcf ′ , t|z)dfc

f ′P (c)(f, t)
. (4.20)

L’exposant (.)(c) indique que les quantités sont calculées à partir du paramètre courant :
θ(c) = {P (c)(z), P (c)

K (f ′|z), P (c)
I (λ, t|z)}.

L’espérance complétée (4.19) doit être maximisée (étape M) par rapport à θ (θ(c) restant
fixe). Les probabilités constituant θ (P (z), PK(f |z) et PI(λ, t|z)) doivent se sommer à 1, par



102 4. Modélisation des variations de fréquence fondamentale

conséquent la maximisation est contrainte. On utilise donc les multiplicateurs de Lagrange
et on obtient le lagrangien 3 :

H(θ|θ(c)) =

Log-vraisemblance︷ ︸︸ ︷∑
f,z,f ′,t

vftP (z, f ′|f, t, θ(c))
{

logP (z) + logPK(f ′|z) + log
(∫

PI(
fc
f ′
, t|z)dfc

)}

+µ

(
1−

∑
z

P (z)

)
+
∑
z

ρz

1−
∑
f ′

PK(f ′|z)

+
∑
z

τz

(
1−

∑
t

∫ λmax

λmin

PI(λ, t|z)

)
︸ ︷︷ ︸

Contraintes

,

(4.21)

où µ, ρz et τz sont des multiplicateurs de Lagrange.

4.2.3.1 Mise à jour de P (z) :

La dérivée partielle de H(θ|θ(c)) (définie dans l’équation (4.21)) par rapport à P (z)
s’écrit :

∂H(θ|θ(c))
∂P (z)

=
∑
f,f ′,t

vft
P (z, f ′|f, t, θ(c))

P (z)
− µ.

On doit avoir ∂H(θ|θ(c))
∂P (z) = 0, donc :∑

f,f ′,t

vftP (z, f ′|f, t, θ(c))− µP (z) = 0. (4.22)

En sommant sur z, on obtient :

µ =
∑
z,f,f ′,t

vftP (z, f ′|f, t, θ(c)) =
∑
f,t

vft.

Puis, à partir de (4.22), on obtient immédiatement la règle de mise à jour pour P (z) :

P (z)←

∑
f,t

vftP (z|f, t, θ(c))∑
f,t

vft
. (4.23)

4.2.3.2 Mise à jour de PK(f ′|z) :

On obtient de manière tout à fait analogue la règle de mise à jour de PK(f ′|z) :

PK(f ′|z)←

∑
f,t

vftP (z, f ′|f, t, θ(c))∑
f,t

vftP (z|f, t, θ(c))
. (4.24)

3Les contraintes de non-négativité n’ont pas été incluses dans le calcul par souci de lisibilité. Ces
contraintes sont en fait inactives comme le montre la forme de la solution finale qui garantit bien la
positivité des paramètres.
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4.2.3.3 Mise à jour de PI(λk, t|z) :

La mise à jour de PI(λk, t|z) pose plus de problèmes. La dérivée partielle du lagrangien
par rapport à PI(λk, t|z) est en effet :

∂H(θ|θ(c))
∂PI(λk, t|z)

=
∑
f,f ′

vftP (z, f ′|f, t, θ(c))
∂ log

(∫
PI(fcf ′ , t|z)dfc

)
∂PI(λk, t|z)

− τz
∂
∫ λmax
λmin

PI(λ, t|z)
∂PI(λk, t|z)

=
∑
f,f ′

vft
P (z, f ′|f, t, θ(c))∫
PI(fcf ′ , t|z)dfc

∂
(∫

PI(fcf ′ , t|z)dfc
)

∂PI(λk, t|z)
− τz

∂
∫ λmax
λmin

PI(λ, t|z)
∂PI(λk, t|z)

.

En utilisant la paramétrisation de PI proposée (fonction constante par morceaux) :

∂H

∂PI
=
∑
f,f ′

vft

P (z, f ′|f, t, θ(c))1
[kff

′
min,k

ff ′
max]

(k)∑kf,f
′

max

k′=kf,f
′

min

PI(λk′ , t|z)δλf,f
′

k′

δλff
′

k − τzδλk,

on doit donc avoir :

∑
f,f ′

vft

P (z, f ′|f, t, θ(c))1
[kf,f

′
min ,k

f,f ′
max]

(k)

kf,f
′

max∑
k′=kf,f

′
min

PI(λk′ , t|z)δλf,f
′

k′

δλf,f
′

k − τzδλk = 0.

En multipliant par PI(λk, t|z), on obtient :

∑
f,f ′

vftP (z, f ′|f, t, θ(c))
PI(λk, t|z)1[kf,f

′
min ,k

f,f ′
max]

(k)

kf,f
′

max∑
k′=kf,f

′
min

PI(λk′ , t|z)δλf,f
′

k′

δλf,f
′

k − τzδλkPI(λk, t|z) = 0.

En sommant l’expression précédente sur k et t, on obtient :

τz =
∑

k,t,f,f ′

vftP (z, f ′|f, t, θ(c))
PI(λk, t|z)δλf,f

′

k 1
[kf,f

′
min ,k

f,f ′
max]

(k)

kf,f
′

max∑
k′=kf,f

′
min

PI(λk′ , t|z)δλf,f
′

k′

.

On considère alors la règle de mise à jour au point fixe suivante (à itérer plusieurs fois),
en espérant que cette règle converge vers un zéro de ∂H

∂PI(λk,t|z) :

PI(λk, t|z)←
1

τzδλk

∑
f,f ′

vftP (z, f ′|f, t, θ(c))
PI(λk, t|z)1[kf,f

′
min ,k

f,f ′
max]

(k)

kf,f
′

max∑
k′=kf,f

′
min

PI(λk′ , t|z)δλf,f
′

k′

δλf,f
′

k , (4.25)
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la division par τz étant en pratique une normalisation.
Nous n’avons pas réussi à démontrer la convergence de PI après plusieurs itérations

de la règle de mise à jour (4.25) vers un zéro de ∂H
∂PI

. Cependant, nous l’avons toujours
observée en pratique en quelques itérations.

CommeQ(θ|θ(c)) (définie dans l’équation (4.19)) et les contraintes sont C1, queQ(θ|θ(c))
est strictement concave, que les contraintes sont affines, et que les conditions de régularité
sont satisfaites, un point stationnaire deH(θ|θ(c)) est nécessairement le maximum global de
Q(θ|θ(c)) sous les contraintes de normalisation. Par conséquent, Q(θ|θ(c)) est bien maximisé
à chaque itération en utilisant les règles de mise à jour (4.23), (4.24) et (4.25) et l’algorithme
Espérance/Maximisation (EM) fait bien croître la vraisemblance à chaque itération.

4.2.3.4 Mises à jour multiplicatives

Les mises à jour (4.23) et (4.24) peuvent être réécrites sous forme multiplicative, en
utilisant l’expression (4.20) et en remplaçant le calcul du dénominateur de chacune des
règles par une normalisation.

Mise à jour de P (z) :
P (i)(z) ← P (c)(z)

∑
f,t,f ′

vft

P (c)(f, t)
P

(c)
K (f ′|z)

kf,f
′

max∑
k′=kf,f

′
min

PI(λk′ , t|z)δλf,f
′

k′

P (z) ← P (i)(z)∑
z′ P

(i)(z′)
(normalisation).

L’exposant (.)(i) indique une quantité intermédiaire dans le calcul (paramètre non nor-
malisé).

Mise à jour de PK(f |z) :
P

(i)
K (f ′|z) ← P

(c)
K (f ′|z)

∑
f,t

vft

P (c)(f, t)
P (c)(z)

kf,f
′

max∑
k′=kf,f

′
min

PI(λk′ , t|z)δλf,f
′

k′

PK(f ′|z) ←
P

(i)
K (f ′|z)∑

f ′′ P
(i)
K (f ′′|z)

(normalisation).

Mise à jour de PI(λk, t|z) : On peut également réécrire la mise à jour (4.25) de PI sous
forme multiplicative :


P

(i)
I (λk, t|z)← PI(λk, t|z)P (c)(z)

∑
f ′

P
(c)
K (f ′|z)

∑
f

vft
∫
P

(c)
I (λ, t|z)dλδλf,f

′

k

P (c)(f, t)
∫
PI(λ, t|z)dλ

1
[kf,f

′
min ,k

f,f ′
max]

(k)

PI(λk, t|z)←
P

(i)
I (λk, t|z)

δλk
∑

k′,t′ P
(i)
I (λk′ , t′|z)

(normalisation).
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avec :∫
P

(c)
I (λ, t|z)dλ =

∑
k′

P
(c)
I (λk′ , t|z)δλf,f

′

k′ et
∫
PI(λ, t|z)dλ =

∑
k′

PI(λk′ , t|z)δλf,f
′

k′ .

4.2.3.5 Complexité algorithmique

Le principal défaut de l’algorithme proposé dans cette section est son importante com-
plexité algorithmique : contrairement à la PLCA invariante par translation fréquentielle, le
calcul du spectrogramme paramétrique P (f, t) ne peut être réalisé à l’aide d’un algorithme
de convolution rapide. Ainsi le temps de calcul de la décomposition est assez important :
de cent à mille fois le temps réel (ce facteur dépend de la taille choisie pour les paramètres,
notamment de Z et de la finesse du pas de discrétisation de PI) sur un ordinateur de bu-
reau récent bi-processeur. Il est cependant possible de réduire considérablement ce temps
de calcul en utilisant une PLCA invariante par translation pour initialiser l’algorithme :
les distributions d’impulsions fournies par les deux algorithmes (invariant par translation
et invariant par homothétie) sont en effet généralement très semblables et il est possible de
transformer le motif PK de la résolution logarithmique à la résolution linéaire. On dispose
alors d’une « solution » grossière du modèle invariant par translation et la convergence de
l’algorithme vers une solution fine ne se fait alors qu’en quelques itérations.

4.2.4 Exemples

4.2.4.1 Exemple synthétique

Dans cette section, nous utilisons notre algorithme pour décomposer un spectrogramme
synthétique très simple. Ce spectrogramme est obtenu par TFCT (fenêtre de Hann de 1024
échantillons, soit 93ms, avec 75% de recouvrement) d’une gamme de La majeur jouée sur
2 octaves (de La4 à La6) par un synthétiseur, le son étant échantillonné à 11025Hz. Le
spectrogramme original est représenté dans la figure 4.14(a). Le spectrogramme recons-
truit à partir de la décomposition est présenté dans la figure 4.14(b) : on constate que le
spectrogramme reconstruit est bien très similaire au spectrogramme original. La différence
d’amplitude maximum entre le spectrogramme original et le spectrogramme reconstruit est
due à la normalisation de P (f, t) (le spectrogramme V n’est pas normalisé), mais la dyna-
mique reste la même dans les deux spectrogrammes. Les harmoniques de haute fréquence
du spectrogramme reconstruit sont légèrement plus larges que ceux du spectrogramme
original.

La distribution noyau PK obtenue est représentée dans la figure 4.16 : on constate
que le motif factorisé est bien harmonique. On remarque également que les amplitudes
deviennent très faibles pour les indices fréquentiels f grand. Ce phénomène est principa-
lement lié au fait que notre modèle considère que les valeurs du spectrogramme hors de
la zone de fréquences observée sont nulles alors que le spectrogramme modèle P (f, t) peut
prendre des valeurs non nulles hors de cette zone. On peut résoudre ce problème en utili-
sant l’approche décrite dans [Smaragdis et al., 2010, 2009]. En pratique, pour des signaux
d’instruments acoustiques réels, ce n’est pas un vrai problème, puisque le contenu harmo-
nique de tels signaux est en grande partie noyé dans le bruit à partir de 10000Hz. Ainsi,
un taux d’échantillonnage de 44100Hz ou plus permet de limiter fortement ce phénomène.
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(a) Spectrogramme original

(b) Spectrogramme reconstruit

Fig. 4.14 – Spectrogramme original et spectrogramme reconstruit.

La distribution d’impulsions PI obtenue est représentée dans la figure 4.15 : cette distri-
bution prend clairement des valeurs très importantes à la position relative des notes effecti-
vement jouées. On observe également quelques répliques des notes aux positions de contenu
harmonique similaire (octave, douzième, double octave...). Au moment des attaques, PI
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prend des valeurs importantes pour de nombreuses valeurs du facteur d’homothétie λ :
ce phénomène est dû à la forme plate du spectre des attaques qui est ici représenté par
plusieurs motifs harmoniques dilatés ou compressés.

Fig. 4.15 – Distribution d’impulsions PI de la gamme de La majeur.
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Fig. 4.16 – Distribution noyau PK de la gamme de La majeur.

4.2.4.2 Enregistrement réel

Dans cette section, nous présentons la décomposition du spectrogramme des 10 pre-
mières secondes de la chanson Because des Beatles avec un unique motif (Z = 1). Le signal
décomposé est une introduction polyphonique au clavecin enregistrée dans des conditions
réelles. Le signal original stéréo a été transformé en un signal mono (en sommant les deux
canaux) et sous-échantillonné de 44100Hz à 22050Hz. Le spectrogramme a été calculé à
l’aide d’une TFCT en utilisant une fenêtre de Hann de 2048 échantillons et un recouvrement
de 75%.

La distribution d’impulsions PI obtenue est représentée dans la figure 4.17 : les notes
réellement jouées sont matérialisées par des rectangles rouges dans la figure. On constate
que dans tous les rectangles, PI prend des valeurs importantes.

La distribution d’impulsions PI obtenue est très similaire à la distribution d’impulsions
qui peut être obtenue avec une décomposition invariante par translation fréquentielle. Ce-
pendant, comme notre décomposition est calculée sur un spectrogramme à résolution fré-
quentielle linéaire, celle-ci permet des applications de séparation des éléments constituants
comme par exemple l’application décrite dans la section 5.2 page 122.

4.2.5 Conclusion

Nous avons proposé dans cette section une nouvelle méthode de décomposition des
spectrogrammes musicaux. Cette décomposition est basée sur un petit nombre d’atomes
fréquentiels qui peuvent être transformés à chaque instant : cette transformation, qui est
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Fig. 4.17 – Distribution d’impulsions PI de l’introduction de Because.

dans ce travail une homothétie, est censée modéliser une modification de fréquence fon-
damentale. Ainsi un unique motif peut modéliser toutes les notes d’un même instrument
ainsi que des variations de fréquence fondamentale au sein d’une note. Nous verrons dans
le chapitre 5 que ce type de décomposition peut permettre de manipuler les notes de façon
indépendante dans un mélange polyphonique grâce à la représentation mi-niveau qu’elle
fournit.
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Chapitre 5

Applications et fusion des modèles

Dans ce chapitre, nous présentons des applications des décompositions présentées dans
les chapitres précédents. La section 5.1 est consacrée à une application de séparation de
source informée par la partition issue de la décomposition présentée dans la section 4.1.
La section 5.2 décrit une méthode de modification de notes isolées dans un mélange poly-
phonique en utilisant la décomposition proposée dans la section 4.2. Enfin la section 5.3
présente une fusion des modèles présentés respectivement dans le chapitre 3 et dans la
section 4.1 : ce type de décomposition hybride est présenté à titre indicatif car il ne permet
pas, dans l’état actuel, la décomposition de signaux complexes. Il pourrait permettre de
modéliser simultanément les variations d’enveloppe spectrale et les variations de fréquence
fondamentale, ce qui permettrait par exemple une étude fine de signaux de voix chantée.

5.1 Séparation de sources informée par la partition

Dans cette section, nous présentons une nouvelle technique de séparation de sources
mono-canal dans des mélanges musicaux, qui utilise l’information de la partition musicale
du morceau. Cette information est utilisée pour initialiser et contraindre une généralisation
multi-instrument de la décomposition proposée dans la section 4.1 page 77. Cette décom-
position génère des masques temps/fréquence qui peuvent être utilisés pour séparer les
différents instruments harmoniques présents dans le mélange à l’aide de filtrage de Wiener.

La séparation de sources sous-déterminée est un important domaine de recherche depuis
plusieurs dizaines d’années. Dans les applications musicales, on cherche généralement à
isoler d’un mélange le signal de chaque instrument.

La séparation de source dite aveugle a été d’abord étudiée dans le cas déterminé ou
sur-déterminé avec des techniques telles que l’analyse en composantes indépendantes [Car-
doso, 1998] puis plus tard dans le cas sous-déterminé avec par exemple l’utilisation de la
Factorisation en matrices non-négatives (NMF) [Virtanen, 2007]. Un des principaux pro-
blèmes avec ce type de technique est la difficulté à regrouper les éléments factorisés associés
à une même source. Ainsi de nombreux travaux ont cherché à introduire de l’information
additionnelle afin d’améliorer les résultats de séparation. Plusieurs types d’information ont
été considérés : dans [Smaragdis et al., 2007], les différentes formes spectrales de chaque
source sont apprises sur des sons isolés puis sont utilisées pour décomposer le signal de
mélange. Dans [Parvaix et al., 2010], les signaux sources eux-mêmes sont utilisés comme
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information dans un schéma codeur/décodeur.
Plus récemment, l’utilisation de la partition musicale (généralement sous la forme d’un

fichier MIDI) comme information pour guider la séparation a été considérée dans plusieurs
travaux : ce type d’information a l’avantage d’être une représentation très compacte de
la musique (le fichier MIDI d’un morceau fait généralement quelques kilooctets contre
plusieurs dizaines de mégaoctets pour la forme d’onde non compressée) ; de plus, une mul-
titude de fichiers MIDI sont disponibles sur le Web. Dans [Woodruff et al., 2006], une
séparation de sources stéréo basée sur des indices spatiaux est renforcée par l’information
de la partition. Dans une première étape, les points temps/fréquence ne contenant qu’une
seule source (de façon très fortement prédominante) sont extraits et associés à leur source
respective à partir de l’information spatiale seule. Dans une seconde étape, le nombre de
sources présentes dans les points temps/fréquence restants est évalué en estimant la fré-
quence fondamentale de chaque source à l’aide des points temps/fréquence mono-source
obtenus à la première étape. Les points proches d’un harmonique d’une source ont en effet
de fortes chances de contenir de l’énergie de cette source. L’estimation des fréquences fon-
damentales des sources est renforcée en utilisant la partition (après association de chaque
source obtenue dans la première étape à une piste de la partition, en utilisant la première
estimation des fréquences fondamentales). Pour les points temps/fréquence ne contenant
que deux sources, le problème reste inversible (deux canaux/deux sources) et la répartition
dans chaque source se fait à partir de l’inversion de la matrice de mélange correspondante.
Pour les autres points temps/fréquence, une troisième étape est nécessaire : l’importance
relative de chaque source pour ces points temps/fréquence est estimée à partir d’un modèle
temporel (l’amplitude des harmoniques correspondants est estimée en utilisant les ampli-
tudes des trames précédentes et suivantes). Dans [Raphael, 2008], la mélodie principale est
séparée de l’accompagnement en utilisant l’information de la partition. La séparation se
fait à l’aide de deux masques binaires complémentaires (un pour le solo, un pour l’accom-
pagnement) qui sont obtenus à l’aide d’une approche de type « classificateur » : à chaque
point temps/fréquence, on cherche à associer une classe (solo ou accompagnement). La
classification se fait à l’aide de descripteurs issus de la partition : distance horizontale (fré-
quence) aux harmoniques des notes jouées, distance verticale (temps)... Dans [Smaragdis
et Mysore, 2009], Smaragdis propose d’utiliser une Analyse probabiliste en composantes
latentes (PLCA) pour isoler des sons dans un mélange à partir d’une requête fredonnée.
Cette requête imite un son cible que l’utilisateur cherche à extraire et sert d’information a
priori dans la décomposition PLCA du mélange. Cette approche est réutilisée dans [Gan-
seman et al., 2010b,a], en remplaçant la requête chantée par un fichier MIDI aligné au
mélange et un synthétiseur : chaque piste du fichier MIDI est synthétisée et est alors uti-
lisée comme a priori dans la PLCA du mélange. Dans [Every et Szymanski, 2004], des
filtres harmoniques sont générés à partir de la partition : dans chaque fenêtre d’analyse,
la fréquence fondamentale de chaque note active dans le fichier MIDI est estimée finement
à partir des pics (maxima) fjp du spectre de la trame les plus proches des harmoniques.
Chaque maximum spectral est alors associé à un harmonique d’une ou plusieurs notes. S’il
n’y a qu’une seule note, alors il suffit de filtrer le pic correspondant, sinon l’énergie est
répartie entre les différentes notes en utilisant les amplitudes des harmoniques voisins (par
exemple la moyenne des amplitudes de l’harmonique j − 1 et de l’harmonique j + 1).

Dans cette section, nous proposons une nouvelle approche de séparation de source in-
formée par la partition, basée sur une extension multi-instrument du modèle paramétrique
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de spectrogramme proposé dans la section 4.1. La partition utilisée comme information se
présente sous la forme d’un fichier MIDI (qui est donc à un niveau symbolique moindre que
celui d’une vraie partition). Le flux MIDI est supposé aligné temporellement sur le signal
de mélange : nous ne nous intéressons pas dans ce travail aux thématiques d’alignement au-
dio/MIDI qui font l’objet d’une littérature abondante [Dannenberg et Hu, 2003, Raphael,
2006, Joder et al., 2011]. L’information extraite de la partition est utilisée pour initialiser
l’algorithme qui fournit la décomposition, cette initialisation contraignant la forme de la
solution. L’algorithme optimise alors localement les paramètres (notamment les fréquences
fondamentales de chaque atome dans chaque trame). La décomposition obtenue fournit
un masque temps/fréquence pour chaque source : ces masques sont ensuite utilisés pour
séparer les sources à partir du mélange par filtrage de Wiener. Ce travail est également
décrit dans [Hennequin et al., 2011e].

Dans la section 5.1.1, une extension multi-instruments de la décomposition proposée
dans la section 4.1 page 77 est présentée. Nous présentons alors le système de séparation in-
formée par la partition dans la section 5.1.2. Une évaluation comparative des performances
de cet algorithme est proposée dans la section 5.1.3.

5.1.1 Modèle paramétrique de spectrogramme de mélange

5.1.1.1 Modèle de spectrogramme source

Le modèle de spectrogramme utilisé pour chaque source du mélange est celui de la
section 4.1 : le spectrogramme modèle de l’instrument isolé p (de la source p) est donc
donné par l’équation (4.1) :

[V̂p]ft =
R∑
r=1

w
fprt0
pfr hprt

=
R∑
r=1

nh(frtp0 )∑
k=1

apkg(f − kf rtp0 )hprt.

(5.1)

Chaque source p a donc son propre jeu de paramètres f rtp0 , apk et hprt.

5.1.1.2 Modèle de spectrogramme de mélange

On suppose que le spectrogramme de puissance du mélange est simplement la somme
des spectrogrammes de puissance des sources (ce qui correspond en fait à l’hypothèse
courante faite en NMF qui consiste à considérer qu’il n’y a pas d’interférences entre les
sources). Ainsi le modèle de spectrogramme du mélange est :

Vmix ≈ V̂mix =
P∑
p=1

V̂p, (5.2)

où V̂k est le spectrogramme paramétrique de la source p (le nombre total de sources étant
P ) donné dans l’équation (5.1).
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5.1.1.3 Modèle des éléments non harmoniques

Bien que cette partie du modèle ne soit pas utilisée dans la section 5.1.3 (section pré-
sentant les résultats) du fait que son apport ne soit pas significatif (les performances de
séparation de sources ne sont pas améliorées par l’ajout de ce modèle), un travail a été
fait pour prendre en compte les éléments non-harmoniques du son tels que le bruit « sta-
tionnaire » (bruit de souffle pour les instruments à vents), ainsi que les parties percussives
(attaques).

Bruit localement « stationnaire » : On appelle « bruit stationnaire » (bien que ce
bruit soit généralement non-stationnaire) tout ce qui n’est pas harmonique dans le spectro-
gramme mais dont l’activité est à peu près simultanée à la partie harmonique (typiquement
le bruit de souffle pour les instruments à vent, ce qui peut rester dans le son du piano une
fois qu’on a enlevé la partie harmonique et le bruit du marteau. . . ).

On modélise ce bruit stationnaire par des atomes d’une NMF standard :

V̂bruit
p = ApBp, (5.3)

où Ap et Bp sont des matrices. Ap est la matrice des atomes (colonnes) contenant les
atomes de bruit « stationnaire » associés à la source k.

Lien avec les activations des atomes harmoniques : Pour éviter de prendre en
compte dans ces atomes les parties non-stationnaires (attaques) et pour imposer que ces
atomes représentent au mieux le bruit d’une unique source, il est nécessaire de forcer ces
atomes de bruit stationnaire à être actifs en même temps que la partie harmonique. La
technique adoptée est la suivante : on introduit un unique atome de bruit non-stationnaire
par source (la matrice Ap a donc une unique colonne), en supposant donc que l’enveloppe
spectrale de ce bruit n’évolue pas au cours du temps. On impose alors que l’activation du
bruit stationnaire soit égale à la somme des activations de toutes les notes.

La principale difficulté de ce type de modèle est d’éviter que les atomes « non-harmoniques »
dont la forme est libre ne prennent en compte une partie de l’énergie des éléments harmo-
niques. De plus, il semble que les atomes NMF n’arrivent pas à prendre correctement en
compte la partie non-harmonique associée à une source spécifique : on retrouve en effet dans
la partie non-harmonique associée à une certaine source des éléments qui appartiennent à
d’autres sources et la séparation peut être moins bonne que sans modèle de bruit.

Attaques : On appelle « attaque » tout ce qui n’est pas harmonique et qui est très
fortement non-stationnaire. Les attaques sont modélisées par des motifs temps/fréquence
et sont obtenues par une Déconvolution de facteurs de matrices non-négatives (NMFD)
(cf. section 2.6.1.1 page 51) :

Vattaques
p ≈

L∑
τ=1

Cp
τ

←τ
Dp, (5.4)

où
←τ
Dp correspond à la matrice Dp dont on a translaté tous les coefficients de τ indices vers

la gauche : l’équation (5.4) correspond donc à une opération de convolution.
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Lien avec les activations des atomes harmoniques : Les atomes NMFD ne pré-
sentent un intérêt que si les activations associées sont très parcimonieuses, l’idée étant que
les motifs temps/fréquence factorisés doivent au mieux représenter les sons des attaques.

On associe donc un unique atome temps/fréquence à chaque source (on peut éventuel-
lement ne pas en associer du tout aux sources qui ne sont pas censées avoir d’attaque)
et on force les activations à être nulles partout sauf à l’instant des attaques (ces instants
étant fournis par la partition).

Ce type d’atome temps/fréquence peut aussi permettre de modéliser les instruments
uniquement percussifs.

Spectrogramme de mélange avec partie non harmonique : En prenant en compte
la partie de bruit stationnaire et les attaques, le spectrogramme de source de l’équation
(5.1) devient :

V̂p = V̂harmo
p + V̂bruit

p + V̂attaques
p ,

avec [V̂harmo
p ]ft =

R∑
r=1

w
fprt0
pfr hprt.

Le spectrogramme de mélange de l’équation (5.2) devient alors :

Vmix ≈ V̂mix =
P∑
p=1

[
V̂harmo
p + V̂bruit

p + V̂attaques
p

]
. (5.5)

Il est à noter qu’en utilisant un seul atome de bruit stationnaire par source, la partie
bruit peut se réécrire simplement sous forme d’une NMF :

V̂bruit =
K∑
k=1

V̂bruit
k = EF,

avec [E]fk = [Ak]f1 et [F]kt = [Bk]1t.
De même, lorsqu’on utilise un seul atome temps/fréquence d’attaque par source, on

peut également réécrire le terme d’attaque sous forme d’une NMFD, en intervertissant de
la même façon les indices d’atomes et de sources.

5.1.2 Système de séparation

Le modèle de spectrogramme présenté dans la section précédente est utilisé pour dé-
composer le spectrogramme de mélange à l’aide d’un algorithme à règle multiplicative qui
vise à minimiser une β-divergence entre Vmix et V̂mix. Cet algorithme est très similaire
à celui présenté dans la section 4.1.2. L’algorithme est initialisé en utilisant l’information
de la partition. Comme nous le verrons cette initialisation particulière contraint également
la forme de la solution. La partition, sous forme d’un flux MIDI supposé temporellement
aligné avec le signal, permet d’initialiser la décomposition dans un voisinage vraisembla-
blement assez proche d’une décomposition optimale. Comme déjà évoqué précédemment,
le travail présenté ici ne s’intéresse pas aux problématiques d’alignement.
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5.1.2.1 Initialisation à l’aide de la partition

Le flux MIDI permet de générer un piano roll pour chaque source de même dimension
que les activations des atomes harmoniques de cette source. Ce piano roll est utilisé pour
initialiser les activations : pour tous les instants pour lesquels une note est active, l’acti-
vation de l’atome harmonique correspondant à cet instant est initialisée à 1 ; pour tous les
instants pour lesquels une note n’est pas active, l’activation de l’atome harmonique corres-
pondant à cet instant est initialisée à 0. Comme l’algorithme de décomposition utilisé est
un algorithme multiplicatif, la forme de la solution est contrainte par cette initialisation :
en effet les valeurs d’activation initialement nulles resteront nulles tout au long de l’algo-
rithme. Ainsi on impose une forte contrainte à la solution. C’est pourquoi il est nécessaire
d’élargir les initialisations à 1 légèrement avant le début de la note et après la fin de la note
afin de prendre en compte d’éventuelles petites erreurs d’alignement ou bien d’éventuelles
décroissances lentes de certaines notes (phase Release dans le modèle Attack Decay Sustain
Release (ADSR) décrit par exemple dans [Roads, 1996, p.97-98]). Un exemple de masques
d’initialisation des activations pour les différentes sources est présenté dans la figure 5.1.

Fig. 5.1 – Masques d’activation pour les 3 instruments d’un morceau : les activations
de chaque source sont initialisées avec un piano roll binaire (0 ou 1) de la piste MIDI
correspondante.

5.1.2.2 Algorithme de décomposition

La décomposition est obtenue en minimisant une β-divergence entre Vmix et V̂mix par
rapport aux paramètres du modèle, c’est-à-dire pour chaque source p :

– la fréquence fondamentale de chaque atome r à chaque instant t : fprt0 ,
– les amplitudes des harmoniques apk,
– les activations de chaque atome à chaque instant hprt.
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La minimisation est faite grâce à un algorithme à règles de mise à jour multiplicatives
qui sont successivement appliquées à chacun des paramètres précédents. Cet algorithme
est très similaire à celui proposé dans la section 4.1.2 et les règles de mise à jour peuvent
être facilement déduites du modèle mono-instrument. Les règles de mises à jour pour les
paramètres de la source k sont données par :

fkrt0 ← fkrt0

Fkrt
Gkrt

,

hkrt ← hkrt
Mkrt

Pkrt
,

akp ← akp
Nkp
Qkp

,

avec :

Gkrt =
F∑
f=1

nh∑
p=1

akppP (f − pfkrt0 )(V̂ mix
ft )β−2(fV̂ mix

ft + pfkrt0 V mix
ft ),

Fkrt =
F∑
f=1

nh∑
p=1

akppP (f − pfkrt0 )(V̂ mix
ft )β−2(pfkrt0 V̂ mix

ft + fV mix
ft ),

Pkrt =
F∑
f=1

w
fkrt0
kfr (V̂ mix

ft )β−1,

Mkrt =
F∑
f=1

w
fkrt0
kfr (V̂ mix

ft )β−2V mix
ft ,

Qkp =
F∑
f=1

T∑
t=1

R∑
r=1

g(f − pfkrt0 )hkrt(V̂ mix
ft )β−1,

Nkp =
F∑
f=1

T∑
t=1

R∑
r=1

g(f − pfkrt0 )hkrt(V̂ mix
ft )β−2V mix

ft ,

où P est la fonction définie dans l’équation (4.6).
Cet algorithme a pour but d’estimer finement un masque temps/fréquence correspon-

dant approximativement au spectrogramme de chaque source, à partir des masques gros-
siers obtenus lors de l’initialisation à partir de la partition : la figure 5.2 illustre ce processus.

5.1.3 Résultats

Les performances de notre algorithme sont évaluées sur une base de données de fichiers
MIDI que l’on synthétise à l’aide de deux banques de sons différentes. On obtient alors
pour chaque fichier MIDI deux fichiers audio (un généré par banque de son) qui sont
parfaitement alignés sur le MIDI. Nous comparons sur cette base de données les résultats
de notre algorithme à celui basé sur la PLCA [Ganseman et al., 2010b,a] : l’algorithme
basé sur la PLCA commence par synthétiser la partition et les signaux audio obtenus pour
chaque piste sont utilisés comme a priori dans la décomposition PLCA du mélange. Cet
algorithme nécessite donc un synthétiseur et c’est pourquoi nous utilisons deux banques
de sons différentes pour synthétiser nos fichiers MIDI : dans un premier temps, l’une est
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Fig. 5.2 – Estimation fine des masques temps/fréquence à partir des masques grossiers
obtenus à l’initialisation.

utilisée pour synthétiser les mélanges à séparer, et l’autre est utilisée par l’algorithme de
la PLCA pour obtenir les pistes séparées utilisées comme a priori, puis dans un deuxième
temps, on répète l’expérience en inversant le rôle des deux banques de sons.

5.1.3.1 Description de la base de données

A notre connaissance, au moment où nous avons réalisé l’expérience, il n’existait pas de
base de données publique contenant à la fois les instruments séparés et le mélange enregis-
trés dans des conditions réelles avec un fichier MIDI aligné pour plusieurs morceaux. Nous
avons donc construit notre propre base de données en cherchant à reproduire au mieux les
caractéristiques « réalistes » des morceaux de musique comme l’éventuel recouvrement des
sources dans le domaine temps/fréquence (par opposition à la base de données construite
aléatoirement proposée dans [Ganseman et al., 2010a]).

Pour chaque morceau, les pistes étaient sommées entre elles pour obtenir le mélange.
La base de données était constituée de 12 fichiers MIDI libres de droit de quatuor à corde
de Bach, Beethoven et Boccherini. Ces fichiers MIDI ont été synthétisés à l’aide de deux
différentes méthodes : la première méthode utilise des sons de notes isolées enregistrées à
partir d’instruments de musique réels avec trois niveaux de vélocité différents. Les instants
d’attaque sont alors synchronisés avec les messages MIDI Note On et les sons disparaissent
au moment des Note Off. La liste d’instruments comprend du violon, de l’alto et du
violoncelle. Cette première technique sera appelée «M1 » par la suite. La seconde technique
est basée sur le logiciel TiMidity 1 utilisé avec une banque de sons généraliste et assez
réaliste (Crisis General Midi 3.02). Cette deuxième méthode sera désignée par « M2 ».
M2 inclue un effet de réverbération (présent dans la banque de son) alors que M1 en est

1http://timidity.sourceforge.net/
2http://www.bismutnetwork.com/10Music/Crisis/Soundfont3.0.php

http://timidity.sourceforge.net/
http://www.bismutnetwork.com/10Music/Crisis/Soundfont3.0.php
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dépourvu.
Dans ce travail, on n’évalue pas la dégradation des performances des algorithmes

par rapport aux erreurs d’alignement. Les signaux de la base de données ont été ré-
échantillonnés à 11025Hz. Les signaux mélanges sont tous monophoniques. La base de
données (fichiers MIDI, pistes séparées et mélanges) est disponible en ligne à l’adresse
http://romain-hennequin.fr/ressources/database.zip.

5.1.3.2 Expérience

Seules les 30 premières secondes de chaque morceau sont traitées. Les signaux de mé-
lange sont séparés en utilisant l’information du fichier MIDI associé à l’aide de deux algo-
rithmes :

– l’algorithme que nous avons présenté dans la section 5.1.2,
– l’algorithme basé sur la PLCA présenté dans [Ganseman et al., 2010b,a].
Comme expliqué précédemment, l’algorithme basé sur la PLCA nécessite une phase

d’apprentissage dans laquelle les pistes MIDI des différents fichiers sont synthétisées et
utilisées comme a priori dans la décomposition du spectrogramme mélange. Afin de rendre
la comparaison équitable entre les algorithmes, la méthode de synthèse utilisée pour gé-
nérer les pistes séparées servant à l’apprentissage doit être différente de celle utilisée pour
synthétiser les signaux de mélange. Comme les sons de notre base de données ont été syn-
thétisés de deux façons différentes, nous en utilisons une pour l’apprentissage et une pour
la séparation puis dans un second temps nous échangeons leurs rôles. Nous présentons aussi
les résultats pour l’algorithme basé sur la PLCA lorsque la même méthode de synthèse est
utilisée pour le test et l’apprentissage : ces résultats peuvent être interprétés comme une
référence haute des algorithmes de PLCA et peuvent être quasiment considérés comme les
résultats d’un oracle pour le filtrage de Wiener.

Pour les deux algorithmes, les signaux de mélange (ainsi que les signaux des pistes
séparées pour l’algorithme basé sur la PLCA) ont été transformés en spectrogrammes en
utilisant une Transformée de Fourier à Court Terme (TFCT) avec des fenêtres de Hann de
93ms, avec 75% de recouvrement.

La base de données contient par construction les sources séparées originales : on peut
donc utiliser la boîte à outil BSS_EVAL [Vincent et al., 2006] afin d’évaluer et de comparer
les performances des algorithmes. Les performances sont donc évaluées en termes de Rap-
port signal à interférence (SIR), de Rapport signal à artefact (SAR) et de Rapport signal
à distorsion (SDR), tous définis dans [Vincent et al., 2006]. Les paramètres de l’algorithme
basé sur la PLCA (nombre d’atomes, poids des a priori) ont été optimisés (sur un unique
morceau) afin que l’algorithme donne les meilleurs résultats possibles.

5.1.3.3 Résultats

Les résultats sont représentés dans les figures 5.3 et 5.4 et détaillés dans les tableaux
5.1 et 5.2.

Dans les deux figures, les barres bleues correspondent aux rapports obtenus avec notre
algorithme, les barres vertes aux rapports obtenus avec l’algorithme basé sur la PLCA en
utilisant des méthodes de synthèse différentes pour l’apprentissage et l’évaluation, et les
barres rouges aux rapports obtenus avec l’algorithme basé sur la PLCA mais cette fois-ci
en utilisant la même méthode de synthèse pour l’apprentissage et l’évaluation (résultats de

http://romain-hennequin.fr/ressources/database.zip
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référence). La figure 5.3 (et la table 5.1) correspond à l’expérience utilisant M1 comme mé-
thode de synthèse pour les signaux d’évaluation et la figure 5.4 (et la table 5.2) correspond
à l’expérience utilisant M2 comme méthode de synthèse pour les signaux d’évaluation. Les
rapports donnés sont des moyennes sur tous les morceaux et toutes les sources.

Fig. 5.3 – Résultats en utilisant M1 comme méthode de synthèse.

SIR SAR SDR
Notre algorithme 20.2 7.7 7.2
Algo PLCA (apprentissage : M2) 14.2 6.3 4.8
Algo PLCA (apprentissage : M1) 22.8 11.5 11.1

Tab. 5.1 – Résultats en utilisant M1 comme méthode de synthèse.

Dans la figure 5.3, les valeurs des rapports (SIR, SAR, et SDR) sont meilleures pour
notre algorithme que pour celui basé sur la PLCA de plus d’1dB en SAR et en SDR et de
6dB en SIR. De plus, ces valeurs sont assez proches de celles fournies par l’algorithme basé
sur la PLCA en utilisant les mêmes signaux test et apprentissage (ici considéré comme un
oracle). Dans la figure 5.4, les performances se détériorent pour les deux algorithmes, ce
qui est probablement dû à l’importante réverbération produite par M2. Notre algorithme
présente alors des résultats légèrement moins bons que celui basé sur la PLCA.

Plusieurs raisons peuvent expliquer que, bien que le modèle PLCA soit plus libre (notre
modèle de spectrogramme paramétrique est bien plus contraint) et donc devrait être plus
robuste, les performances de l’algorithme basé sur la PLCA ne sont pas meilleures :

– les échantillons isolés de violon et alto utilisés par la méthode M1 contiennent un
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Fig. 5.4 – Résultats en utilisant M2 comme méthode de synthèse.

SIR SAR SDR
Notre algorithme 12.6 3.3 2.1
Algo PLCA (apprentissage : M1) 12.4 4.5 3.1
Algo PLCA (apprentissage : M2) 20.1 10.6 10.1

Tab. 5.2 – Résultats en utilisant M2 comme méthode de synthèse.

vibrato important alors que dans les sons de M2, il n’y en a quasiment pas. Le fait
que notre modèle modélise explicitement le vibrato explique probablement en partie
les résultats de la figure 5.3 ;

– notre approche est moins supervisée que l’approche PLCA : en effet notre algorithme
ne nécessite pas de synthétiser les pistes, et donc n’a pas besoin d’information sur
les types d’instruments présents et n’utilise donc pas d’information sur le timbre des
instruments ;

– les performances de l’algorithme basé sur la PLCA dépendent du synthétiseur utilisé
pour générer les pistes séparées : par exemple, les signaux synthétisés avec M2 n’ont
pas le même temps de relâchement que ceux de M1 et présentent de la réverbération,
ce qui fournit vraisemblablement des a priori erronés pour les activations de la PLCA.

On peut donc considérer que notre méthode a des performances assez similaires à
l’algorithme basé sur la PLCA tout en étant moins supervisée.
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5.1.4 Conclusion

Nous avons présenté une nouvelle méthode de séparation de sources informée par la
partition. Cette méthode est basée sur le modèle paramétrique de spectrogramme utilisant
des atomes harmoniques variables présentés dans la section 4.1. Nous avons construit une
base de données d’évaluation et notre méthode atteint des performances semblables à celle
de l’algorithme basé sur la PLCA proposé dans [Ganseman et al., 2010b] alors que notre
méthode utilise moins d’informations (l’information sur le timbre des instruments n’est pas
exploitée).

Plusieurs pistes pourraient être explorées pour prolonger ce travail :
– il serait possible d’utiliser d’autres critères de coût. En particulier, il serait intéressant

d’introduire des critères de coût qui introduisent des poids pour renforcer les zones
temps/fréquence où un seul instrument est actif, afin de favoriser l’apprentissage des
amplitudes des harmoniques dans ces zones (et la fréquence fondamentale pour les
instruments à fréquence fondamentale fixe).

– il serait intéressant de chercher à rendre le système plus robuste vis-à-vis d’erreurs
importantes d’alignement : si l’alignement est très mauvais, les performances de notre
système s’effondrent (c’est aussi le cas pour l’algorithme basé sur la PLCA si les a
priori sur les activations sont forts).

– il pourrait être intéressant d’utiliser l’information de timbre utilisée par l’algorithme
basé sur la PLCA, par exemple en introduisant un apprentissage supervisé des am-
plitudes des harmoniques de chaque instrument.

Cette application de séparation de sources informée a été publiée dans [Hennequin
et al., 2011e].

5.2 Modification de notes isolées dans un signal polyphonique

Il est possible de générer des masques temps/fréquence qui peuvent être directement
utilisés pour séparer différentes composantes par filtrage de Wiener. Par conséquent, il est
possible d’isoler des notes seules dans un signal polyphonique et de les modifier individuel-
lement, par exemple en en changeant la fréquence fondamentale.

L’utilisation de spectrogrammes issus d’une TFCT permet de reconstruire facilement
le signal dans le domaine temporel. Notre décomposition permet d’isoler le spectrogramme
d’une seule note, en ne reconstruisant qu’à partir d’une zone située autour d’une note dans
la distribution d’impulsions PI . Ainsi, on peut, à l’aide de filtrage de Wiener, reconstruire
le son d’une note isolée, ce qui permet de traiter cette note indépendamment du reste du
signal : il est par exemple possible de supprimer cette note, de modifier sa durée, de la
décaler dans le temps, ou bien de la transformer en une autre note.

5.2.1 Méthode de séparation

5.2.1.1 Méthode

Comme montré dans la section 4.2 page 94, la décomposition invariante par homothétie
temporelle permet d’obtenir, à partir d’un spectrogramme classique, une représentation mi-
niveau qui permet de repérer aisément les notes présentes : les notes se traduisent en effet
par des valeurs élevées dans la distribution d’impulsions PI . On peut alors aisément repérer
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l’ensemble de points (t, k) associé à une note : c’est en sélectionnant les indices associés
à une note qu’on va être capable d’en isoler le son. On peut éventuellement sélectionner
ces points de façon semi-automatique avec un outil graphique tel que l’outil « sélection
baguette magique » qu’on trouve dans la plupart des logiciels de retouche d’images : cet
outil fait une recherche récursive des points de couleur similaire dans le voisinage d’un
point sélectionné (avec une certaine tolérance réglable).

Pour séparer un élément dont les indices dans la distribution d’impulsions sont S ∈
{1, ..., T}× {1, ...,K}, on peut alors couper la distribution P (f, t) en deux parties complé-
mentaires :

P (f, t) = PS(f, t) + P{S(f, t),

avec :

PS(f, t) =
∑
z,f ′

P (z)PK(f ′|z)
kf,f

′
max∑

k=kf,f
′

min

PI(λk, t|z)1S(t, k)δλf,f
′

k ,

P{S(f, t) =
∑
z,f ′

P (z)PK(f ′|z)
kf,f

′
max∑

k=kf,f
′

min

PI(λk, t|z)(1− 1S(t, k))δλf,f
′

k .

PS modélise le spectrogramme des éléments associés aux indices S dans la distribution
d’impulsions.

On obtient alors les « spectrogrammes » des éléments séparés par filtrage de Wiener :

[XS ]ft =
PS(f, t)
P (f, t)

[X]ft,

[X{S ]ft =
P{S(f, t)
P (f, t)

[X]ft.

Les signaux temporels sont alors obtenus par TFCT inverse de XS et de X{S .

5.2.1.2 Exemple

Pour illustrer cette technique, on reprend l’exemple décomposé à l’aide d’une PLCA
invariante par homothétie fréquentielle avec un unique atome (Z = 1) présenté dans la
section 4.2.4.2 page 108 : la distribution d’impulsions obtenue fait apparaître clairement
des notes comme le montre la figure 5.5.

On peut alors facilement isoler les indices associés à une note : il suffit de sélectionner
une zone noire dans la distribution d’impulsions. Dans la figure 5.6, on a séparé la dis-
tribution d’impulsions PI en deux parties : dans la figure 5.6(a) est représentée la partie
associée à la note qu’on veut isoler (la partie hachurée sur la figure est mise à zéro), et
dans la figure 5.6(b), la partie complémentaire.

On peut alors reconstruire PS(f, t) et P{S(f, t) comme le montre la figure 5.7 : on
constate bien que seuls les harmoniques de la note considérée apparaissent dans le spectro-
gramme modèle PS(f, t) (cf. figure 5.7(c)) et que ces harmoniques ont bien disparu dans le
spectrogramme modèle du reste P{S(f, t) (cf. figure 5.7(d)) alors qu’ils apparaissent bien
dans P (f, t) (cf. figure 5.7(b)). On remarque cependant que l’attaque de la note isolée
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Fig. 5.5 – Distribution d’impulsions PI de l’introduction de Because des Beatles.

(motif vertical en début de note) n’apparaît pas dans le spectrogramme modèle de la note
isolée mais dans le spectrogramme modèle du reste : ceci est dû à l’absence de modélisa-
tion des éléments percussifs dans le modèle. Ainsi les éléments percussifs se retrouvent sous
forme diffuse dans la distribution PI et sont donc difficilement manipulables. L’introduc-
tion d’atomes de PLCA non modifiables (qu’on ne peut pas transformer par homothétie)
serait une piste à explorer pour résoudre ce problème.

Par filtrage de Wiener, on peut alors récupérer d’une part le son de la note isolée,
d’autre part, le reste du signal. On peut ainsi modifier le son de la note indépendamment
du reste du signal.

5.2.2 Modifications

Plusieurs types de modifications simples peuvent être opérés sur une note isolée :
– il est possible par exemple d’en modifier le volume voire de les supprimer en appli-

quant seulement un gain sur le signal séparé ;
– il est également possible de modifier la fréquence fondamentale de la note isolée en

utilisant un algorithme classique comme le vocodeur de phase [Flanagan et Gol-
den, 1966] ou même PSOLA [Moulines et Charpentier, 1990, Moulines et Laroche,
1995] puisque le signal dont on veut modifier la fréquence fondamentale n’est pas
polyphonique. Il est ainsi possible de modifier la fréquence fondamentale de toutes
les occurrences d’une même note ce qui peut permettre de changer la tonalité d’un
morceau par exemple de majeure à mineure ou réciproquement : ce type de trans-
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(a) PI masqué : note isolée

(b) PI masqué : reste

Fig. 5.6 – Distribution d’impulsions PI séparée en deux parties : la partie associée à la
note à isoler 5.6(a) et la partie où cette note a été supprimée 5.6(b).

formation peut également être réalisé grâce au vocodeur à modulation (MODVOC)
[Disch et Edler, 2008, 2009] ;

– il serait aussi théoriquement possible de modifier la position temporelle de la note
isolée, en appliquant simplement un retard sur le signal : toutefois, il est à noter
que notre système de séparation ne modélise pas les attaques et que le signal de note
isolé ne contient généralement que la partie harmonique de la note. Pour réaliser cette
modification proprement, il faudrait donc un modèle de son percussif qui permette
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(a) Spectrogramme original V (b) Spectrogramme PLCA total P (f, t)

(c) Spectrogramme PLCA de la note isolée PS(f, t) (d) Spectrogramme PLCA du reste P{S(f, t)

Fig. 5.7 – Zoom sur les basses fréquences des premières secondes du spectrogramme 5.7(a)
original et des spectrogrammes modèles 5.7(b) (total), 5.7(c) (note isolée) et 5.7(d) (reste)
de l’introduction de Because.

de séparer l’attaque avec la partie harmonique de la note.
En termes d’état de l’art sur ce type de modification de notes isolées dans un signal

polyphonique, on peut citer le logiciel commercial Melodyne édité par Celemony3. Malheu-
reusement, cette entreprise n’a pas du tout publié sur le fonctionnement de ce système.

Quelques exemples audio de cette application sont disponibles sur la page Web http:
//romain-hennequin.fr/Fr/demo/ScIPLCA.html.

5.3 Fusion des modèles paramétrique et source/filtre

Il est possible de fusionner le modèle de spectrogramme à atomes paramétriques (pré-
senté dans la section 4.1 page 77) avec le modèle source/filtre (présenté dans le chapitre
3 page 77). Cependant, le nombre important d’atomes introduits par le modèle paramé-
trique rend l’estimation des filtres difficile en particulier pour l’utilisation de filtres Auto-
Régressif(ve) (AR) : en effet, dans le modèle de la section 4.1, de nombreux atomes étaient

3http ://www.celemony.com/

http://romain-hennequin.fr/Fr/demo/ScIPLCA.html
http://romain-hennequin.fr/Fr/demo/ScIPLCA.html
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introduits même s’ils ne correspondaient pas à des éléments présents dans le mélange et
étaient ensuite supprimés si leurs activations étaient trop faibles. La liberté supplémentaire
apportée par exemple par un filtre AR permet aisément de faire correspondre un unique
harmonique d’un atome censé être absent avec un partiel du spectrogramme original. Ce
problème limite fortement l’utilisation du modèle présenté. Ce modèle n’est donc pas to-
talement abouti et est donné à titre indicatif : l’ajout de fortes contraintes de régularité
semble nécessaire pour rendre le modèle robuste.

Nous présentons donc ici une utilisation simple d’une méthode de décomposition basée
sur la fusion des deux modèles.

5.3.1 Modèle mixte

Le modèle mixte est simplement obtenu en fusionnant les équations (3.1) page 58 et
(4.1) page 77. On obtient ainsi l’équation :

[V]ft ≈ [V̂]ft =
R∑
r=1

wθrtfr hrt(f). (5.6)

Ainsi, dans ce modèle, les atomes peuvent varier dans le temps via le paramètre θrt (en
l’occurrence la fréquence fondamentale de l’atome) et leur enveloppe spectrale peut être
modifiée via la dépendance fréquentielle des activations.

Remarque : Il est à noter qu’une dépendance temporelle des atomes peut être interpré-
tée de façon duale comme une dépendance fréquentielle des activations (si les activations
agissent comme un opérateur sur les atomes). Ainsi, la manière dont ces dépendances sont
introduites dans l’équation (5.6) constitue uniquement une façon de « penser » le modèle,
et il serait tout à fait possible d’envisager une autre organisation de ces dépendances.

Nous reprenons la même structure paramétrique pour les atomes wθrtfr définie dans l’équa-
tion (4.2) :

w
frt0
fr =

nh(frt0 )∑
k=1

akg(f − kf rt0 ).

Les atomes sont donc toujours des motifs harmoniques dont la fréquence fondamentale
peut varier dans le temps et pour les raisons déjà évoquées dans la section 4.1.1.3 page 81,
un atome est introduit par demi-ton de la gamme chromatique.

La paramétrisation Auto-Régressif(s) à Moyenne Ajustée (ARMA) de la dépendance
fréquentielle des activations présentée dans l’équation (3.2) page 59 est également conser-
vée :

hARMA
rt (f) = σ2

rt

∣∣∣∣∣∣
Q∑
q=0

bqrte
−i2πνf q

∣∣∣∣∣∣
2

∣∣∣∣∣∣
P∑
p=0

aprte
−i2πνfp

∣∣∣∣∣∣
2 .

L’algorithme d’estimation utilisé est obtenu par les mêmes techniques que celles pré-
sentées dans les chapitres précédents.
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5.3.2 Exemple de décomposition

Nous présentons dans cette section un exemple simple de décomposition d’un spectro-
gramme contenant des éléments fortement non-stationnaires présentant à la fois de fortes
variations d’enveloppe spectrale et des variations de fréquence fondamentale.

Ce spectrogramme très simple, présenté dans la figure 5.8(a), est constitué de deux
notes jouées par un synthétiseur. Il s’agit d’un synthétiseur soustractif (source/filtre) qui
utilise un filtre résonant dont la fréquence de résonance varie rapidement au cours du temps
(celle-ci augmente très rapidement au moment de l’attaque puis décroît lentement). Un
léger vibrato est également introduit dans la forme d’onde. Les attaques des deux notes sont
décalées, afin que les filtres qui agissent sur la forme d’onde de chacune des notes n’ait pas la
même réponse fréquentielle au même instant. Les éléments du spectrogramme décomposé
présentent ainsi simultanément des variations d’enveloppe spectrale et des variations de
fréquence fondamentale.

On utilise le modèle de l’équation (5.6) pour décomposer ce spectrogramme avec 12
atomes (sur une octave), avec un filtre AR d’ordre 2 pour les activations temps/fréquence.
On obtient alors le spectrogramme paramétrique présenté dans la figure 5.8(b) : ce spec-
trogramme préserve aussi bien les variations de fréquence fondamentale que les variations
d’enveloppe spectrale.

Une représentation des activations incluant les fréquences fondamentales estimées (re-
présentation analogue à celle de la figure 4.8 page 90) est donnée dans la figure 5.9 : on
voit clairement apparaître les deux notes présentes de manière prédominante, et le vibrato
de chacune. La première note correspond à l’atome 5 et est active de 0s à 3s ; la seconde
note correspond à l’atome 8 et est active de 1s à 4s.

Les activations temps/fréquence correspondant à chacune de ces notes sont représentées
dans les figures 5.10(a) et 5.10(b). On voit clairement apparaître la résonance variable du
filtre du synthétiseur dans chacune des notes.

On constate que, dans les périodes d’inactivité des deux notes, l’algorithme estime
parfois des filtres extrêmement résonants dont l’énergie (relativement faible) se concentre
autour d’un unique partiel (qui correspond généralement à un élément associé à un autre
atome). Cette estimation n’est évidemment pas souhaitable. Elle explique également, du
moins en partie, les pics d’activations inattendus dans la figure 5.9.

Ce phénomène, en grande partie dû à la trop grande liberté laissée au modèle, est assez
problématique et semble être actuellement la majeure limitation à l’utilisation du modèle
mixte présenté dans cette section : il est en effet très difficile de contrôler le modèle et
les résonances importantes au cours de l’algorithme. Le traitement de ces résonances non
souhaitées n’est donc pour l’instant pas résolu. Une piste à étudier qui pourrait améliorer
la robustesse du modèle consisterait à introduire des contraintes de régularité temporelle
sur les filtres.

Nous avons également essayé d’appliquer l’algorithme hybride à des signaux de voix
chantées qui contiennent à la fois d’importantes variations timbrales et des variations de
fréquence fondamentale, mais les problèmes évoqués étaient particulièrement importants
et rendaient la décomposition inutilisable.
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(a) Spectrogramme original

(b) Spectrogramme reconstruit

Fig. 5.8 – Spectrogramme original et spectrogramme reconstruit des deux notes de syn-
thétiseurs.
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Fig. 5.9 – Représentation des activations incluant la fréquence fondamentale estimée à
chaque instant en demi-tons relatifs.
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(a) Activation temps/fréquence de l’atome 5

(b) Activation temps/fréquence de l’atome 8

Fig. 5.10 – Activation temps/fréquence hrt(f) des atomes 5 et 8.
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Conclusion

Bilan

Dans cette thèse, nous avons proposé de nouvelles méthodes de décomposition des
spectrogrammes musicaux. Ces méthodes sont issues des techniques de factorisation non-
négative (Factorisation en matrices non-négatives (NMF) et ses dérivées comme l’Analyse
probabiliste en composantes latentes (PLCA)) dans lesquelles nous avons introduit des
modèles génératifs de spectrogrammes musicaux basés sur des modèles simples de synthèse
sonore, tels que la synthèse source/filtre, la synthèse additive et la synthèse par table
d’onde.

Ces nouvelles méthodes permettent notamment de prendre en compte certaines varia-
tions temporelles courantes au sein d’éléments sonores non-stationnaires, ce qui était pro-
blématique avec un simple modèle de décomposition linéaire comme la NMF. Les variations
prises en compte sont de deux types : les variations d’enveloppe spectrale (courantes par
exemple dans les sons d’instruments à cordes métalliques libres et dans tous les sons mo-
dulés par la bouche) et les variations de fréquence fondamentale (rencontrées par exemple
dans des phénomènes tels que le vibrato ou la prosodie).

L’utilisation d’un modèle source/filtre permet ainsi de modéliser les variations d’enve-
loppe spectrale au cours du temps comme présenté dans le chapitre 3 et dans [Hennequin
et al., 2010a, 2011b].

L’introduction d’atomes harmoniques paramétriques à fréquence fondamentale variable
[Hennequin et al., 2010c] ainsi qu’un modèle de transformation des atomes [Hennequin
et al., 2011c,d] permettent de prendre en compte les variations de fréquence fondamentale,
ce qui a été décrit dans le chapitre 4.

Bien que l’objet de cette thèse n’était pas de proposer une application précise, mais
plutôt de fournir des méthodes permettant d’obtenir des représentations intermédiaires des
signaux musicaux utilisables pour diverses applications, nous avons tout de même proposé
quelques applications de ces méthodes dans le chapitre 5 : une application de séparation de
sources informée par la partition musicale [Hennequin et al., 2011e] ainsi qu’une application
de transformation sélective du son dans un mélange polyphonique [Hennequin et al., 2011d].

Même si des applications fonctionnelles ont été proposées, les modèles présentés res-
tent perfectibles : ainsi l’algorithme proposé pour le modèle source/filtre (présenté dans le
chapitre 3) présente des problèmes de stabilité numérique notamment lorsqu’il est utilisé
avec un modèle Auto-Régressif(ve) (AR) et avec un nombre d’atomes trop important. Le
modèle utilisant des atomes paramétriques (présenté dans la section 4.1) manque quant à
lui de robustesse en termes de représentation pour des signaux complexes réels (même s’il
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reste utilisable par exemple dans des applications de séparation de sources). L’algorithme
de décomposition invariant par homothétie fréquentielle (présenté dans la section 4.2) reste
coûteux en termes de temps de calcul (bien que des pistes d’amélioration aient déjà été
évoquées). Enfin, le modèle hybride destiné à modéliser simultanément des variations de
fréquence fondamentale et des variations d’enveloppe spectrale (présenté dans la section
5.3) n’est pas encore à un stade d’avancement qui permet de l’utiliser sur des signaux réels
complexes.

Perspectives

Perfectibilité des modèles proposés

Les problèmes de robustesse liés à l’utilisation d’atomes paramétriques dont la forme est
totalement contrainte ont été mis en lumière dans le chapitre 4 : l’utilisation d’atomes libres
transformables (section 4.2) semble par exemple beaucoup plus adaptable à des signaux
réels. C’est pourquoi il serait intéressant d’utiliser des modèles paramétriques plus souples,
ou la forme de l’atome n’est pas totalement imposée mais est, par exemple, guidée par un
atome synthétique : l’utilisation d’une loi de probabilité a priori paramétrique (par exemple
une loi de Dirichlet comme proposé dans [Smaragdis et al., 2006]) dont les paramètres
seraient estimés en même temps que la décomposition semble une voie envisageable. Cette
voie permettrait de garder une grande robustesse dans les cas de signaux réels qui peuvent
s’écarter du modèle tout en gardant une structure paramétrique forte.

Il pourrait être également intéressant d’élargir le modèle utilisant des atomes paramé-
triques (de la section 4.1) en introduisant d’autres paramètres afin de rendre les atomes plus
généraux : on peut notamment penser à un paramètre d’inharmonicité qui permettrait de
modéliser finement les sons de piano. Nous avons déjà tenté d’introduire un tel paramètre
pour chaque atome sans succès, mais il semble que l’utilisation de modèles globaux des
paramètres additionnels puisse permettre une estimation correcte : ainsi l’utilisation d’un
modèle d’inharmonicité tel que présenté dans [Rigaud et al., 2011], qui permet de réduire
considérablement le nombre de paramètres, pourrait résoudre les problèmes rencontrés à
ce sujet.

Pour éviter les problèmes de stabilité numérique rencontrés avec le modèle AR, plusieurs
pistes semblent envisageables : une première piste consisterait à renforcer l’estimation des
filtres en imposant une certaine continuité temporelle entre les filtres. L’utilisation d’une
autre implémentation des filtres AR, par exemple une implémentation en treillis, pourrait
également être envisagée : on chercherait alors à estimer les coefficients de réflexion, ce
qui permettrait d’imposer des contraintes sur ceux-ci pour éviter d’obtenir des pôles trop
proches du cercle unité. Il pourrait d’ailleurs être intéressant d’estimer directement les
pôles.

Il semble également nécessaire d’approfondir le travail sur les modèles « hybrides » per-
mettant de modéliser simultanément les variations de fréquence fondamentale et les va-
riations d’enveloppe spectrale, le modèle présenté dans la section 5.3 page 126 n’étant
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actuellement pas assez robuste pour être utilisé sur des signaux réels. Une piste de ré-
flexion consisterait simplement à fusionner le modèle invariant par homothétie présenté
dans la section 4.2 page 94 avec le modèle source/filtre (chapitre 3). Les modèles étant
présentés dans des cadres un peu différents (PLCA pour le modèle invariant par homothé-
tie et NMF déterministe pour le modèle source/filtre), ce travail nécessiterait de reprendre
l’intégralité des calculs pour un des modèles. Cette piste semble prometteuse comme le
montre [Fuentes et al., 2011] qui propose un modèle hybride capable de modéliser les deux
types de variations dans des spectrogrammes à Q-constant.

Il semble également nécessaire d’aborder un autre point crucial : certains des algorithmes
présentés sont issus de méthodes heuristiques de minimisation (règles de mise à jour mul-
tiplicatives obtenues en écrivant le gradient de la fonction de coût comme une différence
de deux termes positifs). Si, en pratique, ces méthodes peuvent donner de bons résultats,
aucune preuve de convergence ou même de décroissance du critère n’a été apportée pour
ces algorithmes. Il semble donc nécessaire de s’intéresser à des formalismes plus solides tels
que celui des algorithmes Majoration/Minimisation (MM) (cf. section 2.5.2.2 page 45) afin
de proposer des méthodes ayant de bonnes propriétés théoriques.

Enfin, les applications présentées sont dans le domaine de la séparation de sources (l’ap-
plication de manipulation de notes isolées fonctionne par séparation des notes à modifier
du reste du signal), mais il semble que les décompositions proposées puissent également
servir de base pour d’autres applications. Ces décompositions fournissent en effet des repré-
sentations plus proches de la perception qu’un simple spectrogramme et pourraient ainsi
être utilisées par exemple dans des tâches de transcription automatique.

Structuration temporelle

Bien que l’analyse de variations temporelles au sein d’éléments sonores soit un sujet
central dans cette thèse, la structuration de ces variations (qui mènerait à une représen-
tation de plus haut niveau) n’a pas vraiment été abordée, et il semble nécessaire de s’y
attacher pour obtenir une réelle représentation « objets » des spectrogrammes musicaux.
La robustesse des méthodes statistiques de décomposition de spectrogrammes basées sur
les modèles de Markov cachés [Ozerov et al., 2009, Nakano et al., 2010b, Mysore et al.,
2010] en font une approche particulièrement intéressante pour traiter ce sujet. Cette ap-
proche est jusqu’alors assez complémentaire de celle incluant des modèles de signaux que
nous avons choisie de suivre, mais il serait tout à fait possible de proposer une approche
hybride, incluant à la fois un modèle « physique » des éléments décomposés et un modèle
statistique structurant le déroulement temporel de ces événements. On pourrait ainsi en-
visager d’inclure des modèles physiques simples pour chaque état d’un objet sonore : on
utiliserait un modèle d’attaque qui permettrait de générer un atome pour l’état « attaque »,
le modèle harmonique de la section 4.1 pourrait être réutilisé pour l’état « harmonique »...

Une telle structuration temporelle d’un modèle fortement paramétrique comme celui de
la section 4.1 entraînerait d’importantes modifications au modèle même : ainsi, il semble
par exemple qu’il serait nécessaire de prendre en compte l’élargissement des partiels de
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haute fréquence dû à des variations rapides de la fréquence fondamentale, ou bien à une
forte variation de leur amplitude.

Les modèles d’attaques et plus généralement de sons percussifs n’ont été abordés que
succinctement (section 5.1.1.3 page 114) : ainsi, il semble nécessaire de s’intéresser plus en
détail à ce type de sons qui représente une partie non négligeable du contenu des signaux
musicaux. Si le problème majeur rencontré était la grande variété des sons d’attaques qui
rendait difficile l’utilisation d’un modèle d’atome bien défini, il semble que la structuration
à base de modèles de Markov cachés puisse jouer un rôle prépondérant dans la modélisation
des attaques, comme suggéré dans [Nakano et al., 2010b].

Pour rester dans l’idée de l’utilisation de modèles de synthèse sonore simples, la struc-
turation temporelle pourrait également être introduite en incluant dans la décomposition
des modèles temporels inspirés de ces méthodes de synthèse : par exemple, il pourrait
être intéressant d’introduire le très classique modèle d’enveloppe temporelle Attack Decay
Sustain Release (ADSR) [Roads, 1996, p.97-98] dans la décomposition.

Problèmes fondamentaux des décompositions

L’estimation de l’ordre des modèles semble également un problème sur lequel il fau-
drait se pencher : dans les méthodes proposées, le nombre d’atomes à utiliser est fixé et un
nombre optimal d’atomes ne peut pas être estimé (de même, dans la décomposition source/
filtre du chapitre 3, l’ordre des filtres est fixé). Pourtant le nombre d’atomes utilisés dans
une décomposition est généralement un élément fondamental pour obtenir une bonne re-
présentation du spectrogramme décomposé. Les méthodes bayesiennes non-paramétriques
semblent fournir un cadre théorique solide pour traiter ce problème comme le suggère
[Nakano et al., 2011].

Enfin, le problème de l’évaluation d’une décomposition ou d’une représentation semble
également fondamental. Lorsque la décomposition est utilisée dans le cadre d’une appli-
cation bien définie, on peut généralement comparer les performances du système pour
cette application : par exemple pour une application de séparation de sources, le Rap-
port signal à distorsion (SDR), le Rapport signal à artefact (SAR) et le Rapport signal à
interférence (SIR) (cf. [Vincent et al., 2006]) permettent une comparaison objective (même
si éventuellement sujette à caution) entre les différents systèmes. Lorsqu’il s’agit de com-
parer directement des algorithmes de décomposition indépendamment d’une application
potentielle, le problème est fondamentalement plus complexe : il est en effet difficile de
définir ce qu’est une bonne représentation indépendamment d’une utilisation de cette re-
présentation. Le problème de l’évaluation d’une méthode de décomposition reste ainsi un
sujet ouvert particulièrement intéressant.
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