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INTRODUCTION

Parmi les problémes soulevés par ce qu'aucuns appellent
la "Théorie de la Commande Hiérarchisée", il en est un qui est
remarquable : c'est celui de l'appellation méme de ce secteur
des mathématiques de 1'optimisation statique ou dynamique. En
effet, on a employé & son égard, simultanément ou successivement,
les termes de "décomposition", "commande ou systimes hiérarchi-
sé(e)(s) ou a plusieurs niveaux", "décentralisation", “"coordina-
tion" etc...

Cette indétermination verbale cache sans doute une indéter-—
mination conceptuelle sur l'objet de cette théorie. Il faut en
fait convenir que l'on a tendance a confondre plusieurs types
de problémes dont le dénominateur commun est semble-t-il la
présence d'un systéme complexe. Nous nous proposons dans un
premier temps de tenter de mettre un peu d'ordre dans cette clas-
sification afin de situer ce travail par rapport & 1l'ensemble de
la théorie.

I1 faut commencer par cemer la notion de "systéme complexe'.
Sans reverir sur le concept de systime, on peut dire que les ingré-
dients principaux d'un systéme complexe sont (avec la préposition
"et" ou la préposition "ou") : la taille du systime {se mesurant
au nombre de variables, classées généralement en variables d'états,
de commandes, d'observations, et au nombre de contraintes), la
structure du systéme dans l'espace (décomposition verticale,
norizontale ; nous y reviendrons), dans le temps (phénoménes de
"ccrstantes de temps" trés différentes), dans les circuits d'in-
formation (ce dernier poirt peut & lui seul rendre "complexe"

un rrobléme stccnastique).

1e Décomposition des calculs.

On peut alors dire que .'aspect "décomposition des calculs" se
réfere plus spécialement aux systémes de grande taille, ce qui
doit étre compris comme des systimes occasionnant des probléemes
dtoptimisation (par exemple) difficilement solubles ou méme



insolubles avec la capacité des ordinateurs actuels (capacité

en taille mémoire mais aussi en précision numérique). En décom-
posant le probléme en problémes plus petits, on peut espérer
parvenir & le résoudre sur un ordinateur de taille raisonnable

ou plusieurs ordinateurs travaillant en paralleéle. Cela suppose
bien sir une "coordination" des divers sous-probldmes nécessitée
par la présence d'interactions entre ceux-ci. Nous ¥y reviendrons.
Souligrnons seulement parmi les avantages d'une telle approche :

- sur le plan du matériel, la possibilité de résoudre de
"grog" problémes sur un "petit" ordinateur, et la non-
obsolescence de ce dernier si la taille du problime augmente
par ad jonction de sous-problémes.

- sur le plan humain, la possibilité de résoudre des problémes
complexes sans recours 2 des méthodes sophistiquées donc
sans recours a des compéterces spéciales. Citons par
exemple 1'évertualité de ramener une optimisatiorn dans un
espace complijué & des optimisations dans R permettant une
recherche scalaire, ou bien la résolution de problimes
a paramétres répartis (dérivées partielles) par des méthodes
plus traditionnelles (WISMER [40], TITLI [38]).

Cet aspect 'Bécomposition des calculs" rejoint donc des préoc—
cupations de résolution hors-ligne. Il n'est pas évident (et
c'est généralement faux) que le volume total des calculs dans
une approche décomposée-coordonnée soit inférieur au volume
de calculs nécessité par une aprroche globale. Mais, répétons le,
on utilise cette approche lorsqu'une résolution globale est
impossible ou trop difficile. Un cas typique est celui ol le
probléme doit €tre résolu rumériquement par .a programmation dyna-
mique discrétisée (en raison de la croissance trés rapide du
volume de calculs avec le nombre de variables dans cette méthode).
Ceperndant, on notera, dans ce cas, que la loi en boucle fermée
obtenue est alors seulement localement en boucle femde (car
chaque partie de la commande ne dépend que de la partie correspon-
dante de 1'état). Ceci n'empéche pas l'optimalité dans le cas




déterministe (on compldte par une commande en boucle ouverte)
mais cette remarque explique en partie la réduction du volume
des calculs.

La décomposition du probléme peut s'appuyer sur une
décomposition "naturelle" du systime mais ce n'est pas nécessaire.
Notons qu'un probl®me important mais pour lequel peu de résultats
ont été obtenus car il est trés difficile est celui de la meilleure
décomposition, le critére méme définissant la meilleure décomposition
restant difficile & cerner et pouvant se référer a la vitesse de con-
vergence du processus de coordination. Nous aborderons cependant,
dans un cadre précis au chapitre 6, un cas de décomposition complite
bien que non triviale.

Nous classerons dans cet aspect "décomposition des calculs"
les travaux de DANT2IG-WOIFE [19], de LASDON et al. [10, 27, 28],
ceux de GEOFFRION [22, 23] en optimisation statique, et en optimisa-
tion ayramique ceux de TAKAHARA [35], PEARSON [32], BAUMAN [3],
etc... En France, citons les premiers travaux de TITLI [38],

FOSSARD et al. [20], BENSOUSSAN et al. [4].

2. Décomposition verticale

La "décomposition verticale" de la commande justifie le
terme de "commanie hiérarchisée" (ou a plusieurs niveaux). Elle
est généralement liée au déroulement simultanée, dans un sys-
téme complexe, de divers phénoménes i des échelles de temrs trés
iifférertes. Ainsi, dans une grarae entreprise industrieile, les
prccessus de fabrocation doivent parfuis &tre contrblés a la
ie pr2s, le plarning des ateliers a la journée ou a la

sezc

semaire et ainsi de suite, jusqu'au riveau le plus hans ie la

niérarchie ou les décisions peuvert &tre seulement mernsuelles.
Cette morntde dans la hiérarchie s'accompagne d'une élabcration

de rlus en plus grande de 1l'informatior. Certains auteurs

comme MESAROVIC et al. [30] ont distingué plusieurs concepts

de "niveaux" suivant le point de vue ol l'on se place. YNous

citerons la décomposition verticale qui nouc varait la plus

significative : régulation, optimisat‘on, adaptation, organi-

sation.



Cepeniant il faut convenir que, pour utilesque soieat zes
concepts, peu de résultats mathématiques significatifs nous
semblent avoir été obterus 2 ce jour. Les travaux d'AOKI 1] sur
ltagrégation, permettant de construire des mnd®les plus ou moins
agrégés d'un méme systére, peuvent &tre reliés & cette approche
de décomposition verticale.

3. Décomposition horizontale

La "décomposition horizortale" du systéme & souvent servi
de base & la découpnsition des calculs. La plupart des papiers
cités au §1 peuvent 2 la rigueur entrar .ussi dans cet'e
catégorie (sauf celui ¢ 3AUMAN [3]). Cependant la "décomposi-
“ion horizontale" fait référence plu. sricialement & la struc-—
‘ture physique du systéme. felui-ci peut-&tre regardé comme la
concaténation de plusieurs systimes plus petits et irteractifs .
Cela se tra’.i- mathimatiquement par la décomposition des
vecteurs d'état et de commande en plusieurs sous-vecteurs
et ltintroduction de variables .i'.nteraction reliées par une
relatior de couplage aux variables précédentes.

Notons ce point trés rarement souligné dans la littérature

de l'existence explicite de variables d'interaction dans la
théorie de MESAROVIC et al.[30], ce qui permet, en particulier,
la "coordination par prédiction des interactions" (voir chapitre 1)
Celle-ci a ¢té confondue parfois avec une autre méthode de coordi-
nation que rous appellerons "allocation" (cf. GEOFFRICH [23],
BROSILOW et al [10]) ol 1l'interaction entre les sous-prcblimes
peut ne provenir que d'un partaje de ressources commusies et dorz
i'une con-rainte couplante comme dans [23] et non de llexis-
tence explicite de variables d'interaction (cf. Armexe 1).

La figure 1 représente la décomposition horizontale du sys-—
téme en sous-systémes interactifs, chacun étant muni d'un contré-
leur local & un premier niveau et l'ensemble étant coordonné a
un deuxiéme niveau. Cette structure & deux niveaux peut servir
de "pierre élémertaire" pour une structure & plusiewrsniveaux®




Commar.ae Actions r Informations

Systeme &2 Interactions
Fig 1

C'est sans doute 14 une source de confusion avec les "niveaux
ae commande" du §2.

Cette structure de ddécomposition horizontale justifie le
terme de décentralisation, dans la mesure ou chaque contr8leur
local bore et applique une partie de la commande directement
sur le sous-systeme dont il a la charge. Il est aidé pour
cela par un coordonnateur qui est chargé d'orienter les actions
du premier niveau vers la satisfaction d'un certain optimum
global.

Ctest dans ce cadre que ce situe principalement le présent
travail. Il nous semble donc gue la meilleure appellation cor-
iarte est celle de "théorie de la décentralisation-

respor

coordination'

que, contrairement au point

De rlus, cn 3
de vue du §1, le poirt de vue adopté ici (et au §2) privilégie
ltasrect de lia commanie en ligre, lYous reviendrons plus longue-
ment au chapitre 7 sur la notion de coordination en ligne.

Les avartages d'une telle structure de commande sont ceux
déja meriionrés au §1 pour 1l'élabvoration de la commarde, auxjuels

stajoutent w.vants , & 1a fois pour son élaboration et sa

mise er oewvr2 :

a iécisiorn et de sa mise en oeuvre entre

a ure certralisation

"aans ure as.ure une pius grande sécurité en

adage "re mettez pas tous vos ceufs dans ie

vertu du
méme parnier". On verra au chapitre 4 une illustration de
cet aspect. CHENEVEAUX [11] semble avoir été préoccupé
par cette sécurité de mise en oeuvre mais non par la
répartition du travail d'élaboration de la commande.



- la structure aécentraiisée assure une plus grande souplesse
dans la mise en place qui peut-&tre faite progressivement,
par morceaux successifs.

- Un autre aspect important est celui des possibilités d'adap-
tation en cas se crcissance ou de changement survenant dans

le systéme par adjonction ou modificatiornsde sous-systémes.
Les effets de ces modifications sont localisées et ne remet-
tent pas en cause la structure d'ensemble. Cette remargue
rejoint celle de la non-obsolescence rapide des moyers de
calcul faite au §1.

- BEnfir, du point de vue humain, on sait quels avantages
sor.t ressentis par les agents d'une structure pyramidale

lorsque la décision n'est pas centralisée au plus haut niveau,

réduisast ceux-ci au réle ie simples exécutarts. Il semble
préférable que le processus de décision respecte la struc-
ture physique du syst®me afin de maintenir une grarde partie

de la 2écision prés du systime (réduisant notamment les temps

de réponse de l'organe de commarde & des perturbations
imprévisibles).

4. Structure G'information décertralisée.

Terminors cette énumération forcément incompldte sur les

divers asrects de cette thforie encore récente par la mentior. d'une

teniance actuelle concernant l'adartation de la théorze aux
systimes stochastiques. Dars cette approcke (cf. MARSHAK et
RADNER [29], HO et CHU [24], CHONG et ATHANS [12], AOKI [2]),
aucune décomposition verticale de la commarde, ou horizontale
du processus n'est envisagée. Par contre, on peut distinguer
une décomposition horizontale de la commande. De plus le niveau
coordonrateur est le plus Souvent inexistant, mais peut exister,
a4 moins que les agents locaux ne communiguent directement entre-
eux. la structure est schématisée sur la Tigure 2.



Contrdleurs

@2

Systeme

Q

Fig.2
Craque contrfleur est autorisé a faire des calculs avec un

modéle de dimension égale voire largement supérieure a celle

du systéme globai (contrairement au §.3) mais ne dispose d'infor-

mation en temps réel pour "fermer la boucle" que sur une partie

de 1'état (observation incompléte). Il peut parfois disposer,

avec délai, des informations dont disposent les autres contrdleurs.
Ces problémes sont en fait ceux de la commande stochLas-

tique avec structure d'information non classique (cf. WITSENHAUSEN

jour une solution pratique.

[41]) et pecu d'entre eux ont regu a ce

érerdamment de considération de

sont d$ darfict

"grande taiile".

5. DPlan géréral

Ayant iéfini le point de vue ol se situe le présent travail,
r.ous reprenirons i1ans un premier chapitre l'essentiel du forma-
sme iéveloppé par MESAROVIC et al.[30] afin d'irtroduire les
méteodes et .e vocabulaire. Nous comparerons deux principes
.mportants _31] ie coorairation, en laissant de cdté {annexe I)
2me priscipe peu utile pour les systémes dynamijues,
de l'un de ces deux principes

fierirs ains. le ¢

quer aux systimes iynamiques.

Le chapitre 2 commencera par un rappel de l'algorithme
de TAKAHARA [35] dont le champ d'application sera étendu par la
levée d'hypothtses restricitves. On modifiera la formulation

de cet algoritnme, ce q conduira a une mise en oeuvre
en ligne heuristique. On rapporte en [18] les résultats numé-

riques peu satisfaisants obtenus par cette approche.



le chapitre 3 reprend alors le probléme & la base en appli-
quant systématiquement les techniques de MESAROVIC au cas des
systimes dynamiques, c'est-a-dire en menant les calculs dans des
espaces fonctionnels (dimension infinie) adéquats. Cette approche
est plus satisfaisante et surtout plus puissante que celle qui
avait été adoptée par les auteurs eux-mémes.(cf. TAKAHARA et
MESAROVIC [36]).

Nous obtiendrons ainsi un nouvel algorithme de coordination
dans le cas linéaire-quadratique, champ d'application de 1'algori-
thme de TAKAHARA. On montrera le lien du nouvel algorithme avec
celui-la. On verra ainsi que l'algorithme de TAKAHARA est un
moyen de décomposition des calculs, totalement hors-ligne. Par
opposition notre algorithme peut-&tre considéré comme un algori-
thme de coordination en ligne, comportant un feedback périodigue
au niveau coordonnateur, mais encore en boucle ouverte au premier
niveau.

Ce chapitre 3 contient l'essentiel de la théorie et une
démonstratior de convergence dans le cas guadratique. Le chapitre
suivant porte sur diverses extensions de l'algorithme précédent.
On étudie d'abord le cas des pannes dans certains sous-systimes
ou dans la transmission d'informations au niveau coordonnateur
vers ces sous-systémes et on montre le caractére satisfaisant du
comportement de 1'algorithme dans cette éventualité. On étend
ensuite l'algorithme au probléme linéaire-quadratique 2 horizon
fini le plus général (extensior due en grande partie & M. DUBOUE,
éidve-ingérieur ie 3e année & 1'Ecolie des Mines de Paris). Cn
donne une formulation de 1l'algorithme pour les systimes & temps
discret. Enfin, on développe l'algorithme pour le cas de systémes
non linéaires & critére quelcorjue, sans preuve de convergence.

Le chapitre 5 est consacré a l'exposé de résultats d'expé-
riences numériques (menées par M. DUBOUE dé;a cité).

Le chapitre 6 porte sur un cas particulier de décomposition
compléte d'un probléme linéaire quadratique & horizon infini,
cette décomposition n'étant pas évidente & priori.



Erfin, lo coar tio o, oo ..se de ccroldsicr, revient sur
la notion ae cooriiraticl. 1 llgre mais en boucle fermée au
premier niveau. OUn analyse la iifficulté, dans cet ordre d'idée,
de rester fidéle au pr.rncipe de prédiction des interactions de
MESARCVIC. On discute le cas particulier des systimes lindaires
constants ol cetie difficulté est surmontée par recours a la
théorie du découplage (cf. SILVERMAN et PAYNE [34], WONHAM et
MORSE [42)). Cette idée est due a BENVENISTE et BERNHARD [5].
Or. corclue & >a nécessité d'un rnouveau principe de coordination
qu: a iéja fa.t l'objet a'une publication par l'auteur [13] mais
at ye maturation des méthodes rayportées

qQu: n'a ras atteint I

icl.



CHAPITRE I

FORMALISME ET PRINCIPES DE COORDINAT ION

Ce chapitre nous permettra d'introduire les concepts de base
et la terminologie de l'essentiel de la théorie élaborée par
MESAROVIC et ses collaborateurs [30, 31]. Cependant 1'exposé o
est limité aux idées qui seront directement utiles pour la
suite. On a essayé de ramener celles-ci & leurs expressions
les plus simples dans un but de clarté. Un exposé plus complet
peut-&tre trouvé dans l'ouvrage de BERNHARD [7, chap. 5]. Nous
reprenirons ensuite le cortenu de l'article de BENVEKISTE et

COHEN [6], ce qui permettra de comparer le champ d'atplicatior
des deux principes principaux de coordination de MESAROVIC et al.
et de justifier du choix de 1l'un d'eux pour la suite. L'algorithme
du chapitre 3 sera ainsi entrevu par une approche gquelgue peu
différente de celle adoptée plus loin.

1. Formalisme. Modes de coordination.

Le formalisme est directement orienté vers la commarde
coptimale de processus. On se aonne donc un modéle d'entrée
u € uetde sortie y € % (qui sera souvent pour nous également
Ltétat) :

P iu-y (1.1)

Les espaces U et Y sont des espaces abstraits ayant généralement
la structure topologique d'espaces de Hilbert (mais ce n'est pas

utile dans ce paragraphe).
On se donne aussi un critére a minimiser :

G:uxy~- R (1.2)



I1 en résulte ure forction collt :
g ru~ B 5 g =gy, p(w) (1.3)

Ces éléments définissent le problime global. On suppose
maintenant qu'il est possible de décomposer le systéme global
en systémes "locaux" plus petits et interactifs, de la fagon
suivante :

a) Y=Y oK. ; U= Uy X eeex Uy

) On introduit un nouvel espace, dit "espace des interactions"
V=V xeet 1y
c) On introduit des applications e (modéles locaux) :

Pt U XV % (1.4)

et leur concaténation p aans l'ensemble produit, c'est-a-

dire si u = (u1 Y oeeey uN) , Vo= (v1 ey V) 2
Bu,v) = (e (up,vy)y eeey pylug vy)) (1.5)

d) Cn .ntroduit une fonction ie ccublage @

qui est telle qu'avec les Sliments précédent 1l'identité

suivante soit vérifide :
TLE U, p(u) = 81, K(2)) (1.7)
Cette dernidre relation signifie que la sortie du systeme

global (1.1) egt la concaténation des sorties des sous-systdmes
locaux (1.4) lorsque le couplage (1.6) fonctionne. La

-1 -



situation est représertée schématiquement sur la figure 1 dans

le cas de aeux sous-systémes.

u
T v >y

K|y fig.1
2| P2 >y,

On utilisera dans la suite d'autres formes de la fonction de

couplage :
H: uxy=v (1.8)
Xt uxvy-v (1.9)

avec les identités :
vu€eu, H(u, p(u)) = K(w),
Rlu, K(u)) = K(u)

Za fonctfon K est généralement définie a partir de H (qui

se présente le plus souvent dans les applications) par :

R(u,v) = H(u, plu,v)) (1.10)

REMARQUE : On a insisté ici sur ie couplage "par l= moddle",
dans la présentation ci-dessus, mais il est évident qu'un couplage
"par le eritdre" peut venir du fait que le critdre (1.2) n'est
pas "séparable" (par exemple additif), en termes de fonc-ionnelles

de (u., Vi yi). Cependant, on verra dans la suite qu'aucune

difficulté supplémentaire ne surgit de ce fait.
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Les problzmes locaux seront définis avec les modeles

(1.4) et des critéres locaux :

Gy :uixvjx'yixA - R
ol l'introduction d'un espace de paramdétre A sera justifide
ci-dessous .

En effet, le but de la décentralisation est de définir des
problémes locaux tels que si 0y est commande optimale du sous-
probleme i et si u* est la commande optimale du probléme
global, Q; soit égal & u; , projection de u' sur .

Pour cela la structure & deux niveaux de la figure 1 de 1l'intro-
duction est utilisée : les contr8leurs, au premier niveau,
résolvent les problémes locaux posés par le coordonnateur, et
éventuellement, mettent en oeuvre les commandes obtenues sur le
systéme réel. Le coordonnateur, pour atteindre 1'objectif

ci-dessus mentionné, dispose des moyens suivants :
- action sur les critéres locaux : c'est & cette fin que l'on
a introduit l'espace des paramétres A.

- action sur les moddles locaux, ou plus exactement stratégie

de gestion des interactions.

Développons ce deuxidme point. Remarquons qu'en supposant les
cratéres locaux spécifiés par le caoix (aw niveau coordonnateur)
d'un pcirt ie l'espace A, .es rroblémes locaux ne sont pas encore
complétement défiris puisjqu'aux variables de commandes nature

viernent s'ajouter maintenant de rouveiles entrées
ces interactiors.
(e.g. "estimation

)
ne parlercns jue ie leux modes de gestion de
D'autres scnt rrogosés par MSSAROVIC et al.
ne concerne pas directement ie probléme déter-

principle") ma
ministe sans contrainte posé ici. Un autre enfin, telle 1%al-
location" (cf.[23, 10, 38]) nécessiterait pour &tre utilisée
ici une formalisation plus détaillée des interactions et des
hypothdses supplémentaires. En annexe 1, un bref exposé est

développé pour montrer les difficultés inhérentes & cette méthode
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surtout dans le cas des systémes dynamiques.
Les deux modes dont il est question sont :

- le mode par prédiction des interactions
- le mode par découplage

Le premier mode est sans doute le plus directe et celui
qui donne lieu aux problémes locaux les plus simples. Il consiste
& faire assigner, par le niveau coordonnateur, une valeur
("prédiction") a; auwx variables v, de telle sorte que les
problémes locaux se formalent alors (A € A étant également

fixé) :
Ein G (ugy @y ¥y, A) sous vy = ey (ug, ay)

Le second mode, dont l'appellation est maladroite mais
traduit les termes anglais "decoupling mode", consiste & consi-
dérer les variavles v, comme des entrées fictivement manipulées
par les ccntrdleurs 1oéaux au méme titre que les commandes
Uy . D'ol: les problémes :

By, Qs (uyy vy yya ) sous ys o= e (ug, V)

Dans le premier cas, nous noterons \li(ai, A) une solution
optimale locale i, et dans le second cas, on la rctera
(8;(\), ¢,(\)). Comme déja dit, le but est de choisir A
(et évintuellement a(aw, eeey ay)) de telle sorte que
QU =u , i=1, eosy Nu

i

2. Applicabilité - Coordornabilité.

Trois questions se posent alors :

1 - Comment déterminer que 1l'optimum global est atteint ?
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2 - Existe-t-il des paramdtres A (et éventuellement a)
tels que l'optimum global soit atteint ?

3 - Comment atteindre ces paramétres ?

A ces trois questions correspondent les trois concepts
d'applicabilité, de coordonnabilité et d'algorithme coordonnateur.

11 faut d'abord noter que la premiére question doit recevoir
une réponse différente de celle qu'elle regoit ordinairement
dans les problimes d'optimisation par une approche globale.
Dans ce dernier cas, on dispose généralement de conditions
nécessaires et (ou) suffisantes d'optimalité (e.g. conditions
de stationnarité) et, de plus, ces conditions servent de base
a4 1'élaboration d'algorithmes (question 3). Ici, les calculs
étant décentralisés, on évitera de recourir & la vérification
de telles conditions, surtout pour la raison qu'une réponse
négative ne 'permettrait pas de faire progresser les variables
de fagon décentralisée.

L'idée de MESAROVIC est alors de recourir & la vérifica-
tion d'une condition globale simple, "naturelle" dans le cadre
du formalisme ado pté, et susceptible de fournir la bdase
d'algorithmes coordonnateurs. Cette condition est le respect
du couplage entre la variable de commande @ choisie au niveau
local et la variable d'interaction a (choisie au niveau

cocrionrateur) ou ¢ (choisie au niveau local) :
a = K(a) ? ou ¥ =K(Q) ?

Cererdant des exempies simples (cf. [6, 7)) peuvent &tre
construits pour montrer qu'il n'existe aucure implication
logique dans un sens ou dans l'autre, en général, entre la condi-
tion ci-dessus et le fait que @ = u'.

Dans ces conditions, on recherchera les problémes décentra-
lisés auxquels sont applicables (au sens ci-dessous) l'un ou
1tautre des deux principes de coordination mentionnés plus haut.
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DEFINITION 2.1.: On dit que le principe de coordination par
prédiction des interactions est applicable & un probldme
décentralisé si 1'implication logique suivante est vraie pour
ce probldme :

YAehr Yae via=K(Q(a, A) =0 A) =

DEFINITION 2.2.: On dit gue le principe de coordination par
découplage est applicable & un probléme décentralisé si 1'impli-

cation logigue suivante est vraie pour ce probléme :

¥ Aeh 0(A) =k (A(N) = a(r) = u".

Une fois acquise 1'une de ces deux propriétés, qui apporte
une réponse & la question 1, la juestion 2 souldve le problime
de l'existence de "bons" paramdtres de coordination.Ceci donne
lieu au concept de coordonnabilité.

DEFINITION 2.3.: On dit gu'un probléme décentralisé est coordo-

L35 npt N *
nable par prédiction s'il existe des valeurs zz't evet A €A

telles gque les problémes locaux aient une solution et que :

a® = x(a(a®, A")).

DEFINITION 2.4.: On dit gu'un probleme décentralisé est coordon—

¥
nable par découplage s'il existe une valeur A € A telle gue les

problémes locaux aient une solution et gue : O(A’) = K(ﬁ(k*)).

Enfin, le dernier probléme, et non le moindre, est de trouver
une procédure qui permet d'atteindre ces valeurs des paramttres
de coordination. C'est la question 3 des algorithmes
coordonnateurs, assez peu développée dans le livre de MESAROVIC
et al.[30]. Nous reviendrons au chapitre 3 sur une technique due &
ces auteurs, dite de 1l'opérateur d'interaction, dans le cadre de
la coordination par prédiction et nous en dériverons 1'algorithme
général. Dans la suite du présent chapitre, nous verrons un autre
type d'algorithme qui mettra bien en lumidre le r8le de 1'"écart
de couplage" v - K(u) dans la coordination par découplage



De plus les deux principes de coordination seront comparés sur un
type particulier de probléme quant & leur applicabilité.

3. Coordination par découplage de probldmes munis d'une fonction
objective apparente.

Nous laisserons ici de cdté la variable de sortie % qui
n'est qu'un intermédiaire dans le probléme d'optimisation. Nous
nous intéressons donc directement & la fonctionnelle g(1.3).
Un type particulier de probléme, mais dont la portée est cepen-

dant assez générale, est le suivant :
N
a(u) :1§1 Iytug, K () = J(u, K(u) (3.1)
N 2
j§1 K;5(uy) (3.

(critére et interactions "séparables").

et K (u)

*
Alors en introduisant un paramétre A € v  (espace
dual de y) pour la contrainte de couplage K(u) -v =0, on
fcrme le lagrangien.

2(u, v, A) = J(u,v) + < A, K(u) = v > (3.3)

e le produit de dualité).

(<eye> aés

Plus généralement,
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DEFINITION 3.1 : On appelle fonction objective apparente associée
4 une famille de critires locaux Jl(ui, vis M), une application
v de R dans R telle que :

u€ uy YA€ A ¥(I,(uy, Ki(w)y N)y eeey dpluy, Ky(w), W) = g(u).

(3.5)

On vérifie que la fonction Y correspondant au cas sépara-
ble ci-dessus est la somme de N nombres, et que 2£(u, K(u),\)
vérifie (3.5). On exige généralement que ¥ soit croissar.te par
rapport & chacun de ses arguments & seule fin que la minimisation
de g corresponde & une minimisation dans chague sous-probléme.

Posant :

20w, vy A) = ¥ (g vy Ay ey dplug vy A)) (3.6)
on énonce quelques résultars généraux sur la coordination de tels
problemes par découplage. Ces résultats sont ceux de LASDON et

al.[28] dans un formalisme plus général.

THEOREME 3.1 : Etant donné un probléme décentralisé possédant
une fonction objective apparente croissante, on a :

a) v A, dpf elu, v, A) s dapf g(u) (3.7)
o) sgp §ng 2y, vy M) s igf gw) (3.8)

c) Le principe de coordination par découplage est applicable & un

tel probléme

DEMONSTRATION :

a) Pesons Q = {(u,v) fv o= K(u)}, il est clair que
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Qe ux s YN eh gy oy 2 Vs Mgy gelwvid)

Mais, d'aprés (3.5), sur @, 2(u, v, \) vaut g(u), d'ou
(3.7).

b) C'est une conséquence de (3.7).

c) Supposons que pour un certain 'h', le minimum de £ en
(u,v) soit atteint en 9, ¢ et que ¢ = K(4) (Hypothése
de la définition 2.2).

Alors : (8, ¢, \") = g(a) draprés (3.5) et, dlaprés (3.7)
s 0= u', argument du minimum de g

#(2) s igf g(w). Alors
c. qo fod. m

THEOREME 3.2 :

les nypothéses du théoréme 3.1, une condition nécés-
me hiérarchisé soit coordonnable

a)

rar découriage est gue les bornes inférieure et supérieure de
1'irézalité (3.8) soient atteintes et que cette inégalité

s0it une égalité, c'est-a-dire gue :

mgx pip 2w, vy A) = mgn g(w) (3.9)

b) G2s condivions sont suffisantes si ¥ est strictemeat crois-

sarte par raprort & chacun de ses arguments.

c) Si de
¥ou,v o og(u) s S‘ip 2 (u, v, A) (3.10)

alors 1l'existence d'un point-selle par rapport & (u,v)

d'une part, A d'autre part, est une condition nécessaire et
suffisante pour que le probléme soit coordonnable par
découplage *
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* * PR
oNs + g, v, AT vy, v, A, 2, v, N s e, VAT

< 2y, v, A) (3.11)
DEMONSTRATION :

a) On suppose que le probldme global & une solution u*
(borne inférieure de g atteinte) et qu'il est coordon-
nable par découplage, c'est-a-dire que les problimes
locaux ont une solution @, ¢ (borne inférieure de
atteinte) pour un certain k*, telle que ¢ = K(@). Alors,
par applicabilité (théoréme 3.1), @ = u et l'on a :

|

20, 0, A") = (0, K(), A = g0) = g,

Ceci prouve avec 1l'inégalité (3.8) que la borne supérieu-
re en A est atteinte en \*, ce qui donne 1'égalité

(3.9).

b) Inversement, supposons (3.9) vérifiée, avec pour arguments
des min. et max. respectivement u" (solution globale) &
droite de 1'égalité, et (@, ¢, \*) a gauche (4, ¢
étant la solution locale correspondante a A').

- * * .

Montrons que le couple (u , K(u )) est une solution
locale possible lorsque A\ = )\', ce qui montrera la coordonna-
bilité. En effet, si tel n'était pas le cas, il existerait au

moins un 1 tel que :

¢

X« PR
(85 0y A) < i (ug, Ko(uh), A |

mais V¥ étant strictment croissante, cela impliguerait :
20, 0,0 < 2", K@), W) = (")

contredisant (3.9). c. q. f. d.
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c) Il suffit maintenart de montrer que :
min gu) = mig mgx 2 (4, v, A) (3.12)
pour obtenir, par combinaison avec (3.9), 1'égal ité du min-max

et du max-min, d'ou 1l'équivalence bien connue avec le point-selle
(3.11). Pour cela, on utilise l'hypothese (3.10), qui donne :

igf g(w) = gnfosyp 2 (uy v, A) (3.13)
Mais :

v(w,v) €9 Mo g(u) = 2w, v, A)
d'ol : inf g(u) = inf sup  £(u,Vv,\)

uEu (u,v)e @ Neh
et comme Qcouxy ,

irf g(a)z inf sup  £(u,v,A)

uEu (u,v)ewy  Aer

ce qui est 1'inégalité contraire de (3.13), d'ou 1'égalité.
On voit facilement que les bornes sont atteintes pour 1'inf-sup
en (u‘, K(u'), )") dorce c'est un min-max. Ceci achéve la

démonstration =

On notera jue l'zypctnise (3.10) est trivialement vérifiée

ut iu paragraphe (voir (3. 3)).

dans le cas cité au

Zn effet ians ce cas :

Sup 2(u,v,\) = +o si v # K(u)
A
= g(u) si v = K(u) (d'aprés (3.1)).

Le théordme 3.2 établit donc que, sous de faibles hypothéses,
la coordonnabilité par découplage est équivalente & l'existence
d'un point-selle de la fonction objective apparente. Il en résul-
te qu'un algorithme coordonnateur tout naturel est 1'algorithme



d'UZAWA pour la recherche d'un point-selle qui consiste &
minimiser en (u, v) (t&che décomposable en sous-problémes)
pour X fixé et & maximiser en A la fonctionnelle :
3 (M) = min 2 (4, v, ) = A\, *(A), A).

u,v
Alors, avec des hypoth&ses de différentiabilité, et en notant,
Vx le gradient par rapport & x, et par une étoile 1'opérateur
ad joint :

*

da(n a0 (n)q*

w300 =[EEVT v g(e, 0, 0 - [V 2, 0, 0

+ O 2 (8, 0N

les deux premiers termes sont nuls, par stationnarité de 2
en (@, ¢), de sorte, que :

V=V, LK) -0 (arapres (3.3))

Un algorithme de gradient simple consis terait, au pas k+1 de
coordination, & changer A" en X\ + par ¢

AT R LK (k(aK) - 0%, X er T (3.14)

02 voit donc le r8le joué ici par 1'écart de couplage dans

l'algecritnme coordennateur.

4. Coordination par prédiction - Comraraison des deux principes
de coordi

tion.

Abordons maintenartle probléme de la coordination par prédic-
tion pour un problime décentralisé muni d'une fonction objective
apparente croissante.

THEOREME 3.3 : Avec les hypothdses du théordme 3.3, en y
remplagant (3.10) par :
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v # K(u) = s:p (W, V,A) = +oo (4.1)

si 2 admet un point-selle (3.11), alors :

a) v = K(u®)
*
) u est solution du probléme global —min J(u)
c) u" est solution du problime local correspondant & la
*

prédiction a = v“ et A=\
DEMONSTRATION :

a) Considérons 1'inégalité de gauche dans (3.11) et prenons
le sup. en A, Si v # K(u'), 1'hypothdse (4.1)
contredit cette inégalité. Donc v = K(u'), et la valeur
commune des deux membres de 1l'inégalité est g(u“)
dtapres (3.5).

b) Considérons 1l'indgalité de droite dans (3.11) et prenons
dans le membre de droite, v = K(u) pour tout u. Alors
(draprés (3.5)).

v s pw)

done u" est solution du problzme global

) la méme inégalité, avec v =v. et A=A  dans le
membre de droite montre que u‘E est solution des probld-
mes locaux définis par prédiction. (On utilise ici 1'hy-

potnise de stricte crsissance de V¥).m

Ce théoréme exprime que 1'existence d'un point selle de #
est une condition suffisante de coordonnabilité du probleéeme
décentralisé par prédiction. Encore s'agit-il d'un type parti-
culier de coordonnabilité, car on ne peut démontrerindépendamment
ltapplicabilité (a = K(@) = @ = u") comme on a pu le faire
au théordme 3.1 pour le découplage. Ceci provient de 1'absence

nz



de minimisation en v au niveau local. Un corollaire des
héordmes 3.2 et 3.3 établit la comparaison annoncée.

COROLLAIRE : Dans la classe des problémes décentralisés
munis d'une fonction objective apparente, la sous-classe des

problemes coordonnables par prédiction est plus large gque celle
des problémes coordonnables par découplage.

Ce coroliaire souligne simplement le fait que l'existence
d'un point-selle est nécessaire et suffisante pour la coordon-
rnabil:ité par décourlage, mais seulement suffisante pour la
coordonnabilité par prédictiorn. Cependant, sous we hypothése de
régularité, et des hypothdses de différentiabilité, une condition
nécessaire de cocrionnabilité par rrédiction est l'existence a'un
quasi-point-selle de ¢ (notion introduite par BENSOUSSAN et
al. [4])

DEFINITION 4.1 : Or. dit gu'une fonctionnelle £ de deux
admet un guasi-point-selle en (x*, y*)

si les fonctionnelles :

var

bles x et

¥

X = £(x,y")
ety - £(x",y)

*
ement

2 P : *
scr.t différertiables et gtationraires en™x et y

THEOREME 4.1 : Etant donné un probléme décentralisé muni d'une
fontion objective apparente croissante, coordonnable par prédic-
ion en ce sens qu'il existe des paramétres (a*, x') tels gue

la solution locale ﬂ(u', )\*) est égale a la solution globale w"
et que o* = K(u"), sous les hypothéses que « (resp. K)

est différentiable en (u,v) (resp.u) et gue l'opérateur linéaire
dK/du(u') est injectif, la fonctionnelle 2 admet un guasi-point-
selle en (u*, o, A").




DEMOLSTAATION :

Draprés  (3.5), la fonctionnelle A - »2(u, of, A) est
constante puisqu'égale & g(u'). Blle est donc différentiable
en A\ et stationnaire partout donc aussi en A . D'autre
part, d'aprés 1'hypothise que u. est la solution locale pour
la prédiction (a*, A) e

2", oA s 2w, oY), v

ot rar corséquert : Y g(u’, o, A) = 0 (4.2)
Bnfin, du fait, que u" est solution globale et que
#(u) = 2(u, K(u), ) pour tout A, on a :

vy’ = v, 2", ) s )T v 20, KA =

Mais par (4. 2) et l'nypcmese de régularité de dK/du(u*), on en
adiuit : -L( , o B A = ce qui achdve la iémonstration.m

I. est faci_e ie mertrer jue ce quasi-pcint-selle peut ne
giement en s'arrargeant pour construire

ras &ire un point-selle, &1

un cortre-exemple ol 2 r'est pas convexe en v. (cf.[6]). On

verra i'ailleurs au cnapitre 2 que cela peut trés bien se produire

dans le cas i'un problime de cormanae optimale linéaire-quadratique.
On peut se demasnder alcrs s'il ne s'agit pas plutdt d'un

een u d'une cart, (v, \) d'autre part :

,x %« -
2w, vy M) s 2, v, M) s (v v, M)

négalité

Ma-s, rave: .t tse (4.7) gé::ira._emv.t vér.fide, _
ie gau t 1mpossible car pour vy K(u ) et en rrenant le
sup. en A o2 trouve une ccrtradiction.

I1 est donc exclu de pouvoir construire un algoritime

coordonnateur de type UZAWA. Il faut alors se tourner vers un
autre type d'algorithme, dit "algorit.me de réinjection". Etant
donné que deux paramdtres (a, A) doivent &tre réajustés a chaque
pas, deux relations sont nécessaires. La premidre sera naturellement
fournie par la condition de couplage : a = K(u). Soit @° 1la
solution locale au pas k, on prendra :



&1 2 k(e (4.3)

La deuxiéme relation sera obtenue par le résultat important du

théoreme 4.1, & savoir : YV, 2= 0. Supposons par exemple
que 2 est du type (3.3).
Alors :

ce qui suggire d'a;uster A par :
+

AT 2 v g ek, K(e) (4.4,

On étudiera au chapitre 3 la convergence de l'algora

(4.3) - (4.4) obtena d'ailleurs, & ce moment la, par une autrec
a,irocle (cpératen.r d'interaction de  MESAROVIC et al

Remarjuor.s pcur finir ure sorte Jde dualité ertre la cocCri_-—
ration par préiiction et celle par déccuplage : er effet dans ia
premiire .a reliation de couplage sert a ajuster le paramitre
d'interaction A et la statiornarité en v de £ sert 2
ajuster le paramétre A ; dans la seconde, le paramétre ¢
est choisi au niveau local en minimisant 2 en v (stationrarité)
alors que le paramitre A est ajusté en se servant de la
relation de couplage (cf. (3.14)).



CHAPITRE II

iME DE TAKAHARA ET EXTENSIONS

ALGORI

Avec ce chapitre commence l'application des concepts précé-
ients & la commande optimale des systémes dynamiques. Quelques
algoritrhmes de décertralisaticn-coordination concernant ce
iomaine scnt apparues dans la littérature, parmi lesquels nous
citerons ceux de PEARSON [32], TITLI [38], TAMURA [37],

BAUMAN [3] et TAKAHARA [35]. Mis & part celui de BAUMAN
dort 1'idée de décompositior des tra=ctoires n'entre pas aans
la catégerie d'applicaticns jue rous visons, les autres se
s ex deux catégories : la coordination par

classert plus ou m
prédictior ([35]) et celle par "déccuriage", c'est-a-dire par
une généralisation de i'algorithme de LASDON et al. [28] au cas
dynamique.

Cercrdavt, cetw jue re sera pas déveloupée

cutre mesare icil., Les rais.ns ert en partie au fait que,

aritre rrécéient, il y a moins de

comme nous 1'avons Vi au on

mes coorio:snabies rar découriage que par préaicticrn

prob:
mais surtout au fait que ces méti.cues "iuales" s'adartent beau-
smert & ure mise er. dseuvre en ligne, et c'est

cour rlus 3J1£f

vers qus ..cus tenions.

systime

228 par uic

ter.tative i'ag e ccorilnaticn par aécourlage est

-e suivant. Corsiidrens le classique problime lindaire-quairatijue:

o= Fxo+ Gu o ox(t) =« (1.1)
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nyn 5 J‘T (x"x + u'Rwat (1.2)
1
° c .

ot x(t) € R® et u(t) ¢ B*, F, G, -, R étant de dimmensiors

L'accent sur un symbole

adéquates et pouvant dépendre du tew
mathématique représente la transpc: -on du vecteur ou de la

matrice.

Supposons qu'une certaine déc:-  sition des vecteurs a'état

et de commande en N sous-vecteur: = difensions resgectives
{ni et miy L= 1, el Nposortd = (& nyg =n 3w o=m).
Pour la matrice G{(nxm), par : zle, nous noterons G, =&
matrice formée des N blocs Gii 1imersion (njxml) cor=
respondant & la décomposition préc= we sur la diagonale et le
zéros ailleurs. Nous noterons 3 - "atrice G - G fornée
I rellergns G et &

des blocs Glj(nixm;)’ FI 2

respectivemert, matrice "bloc-dias et matrice "hcrs-

diagonale".

Supjoscns pour simplifisr que = 5 e probléme rrécédent,
les matrices Q et R soiert blo.- =<orales de telle sorte que
le critére sort "séparable". Er £ art la partie de dimension

n; des équations (te1), on obtie.

A= Pooxg + 6w *Eiwijﬂ -y uJ) iy () = ay (1.3)

v, =D (P x4 G u) (144

cu glcbalement :

v= o+ B (1.5)
on a défini l'interaction v(t, ¢ € ¢t la foncticn de coupiage
v = H(u,x) (cf.(1.1.8)). Le prec: "découplé" plcf.(I.1.5))

s'écrit dci :

=B buevox(ty) = (1.6



Le probléme est alors, dans le cas dynamique, un problime
ju type "séparable" (cf.(I.3.1)-(I1.3.2)). Or forme donc le

lagrangien (cf.(I1.3.3.)-(i.3.4)):
T
J‘t [%x‘@t f%u'Ru+)\,(§‘x+5u—-v)] dt (1.7)
o

ol A(t) € R". On peut alors chercher & appliquer un algorithme
d'UZAWA, en minimisant, pour {x(t), t € [to,T]} donné, en u
et v le lagrangien (1.7) et en maximisant en A\ au deuxiZme
riveau. Cependant v n'apparalt que linéairement dans (1.7) et
(1.6). On est donc confronté & un prodbléme avec arc singulier,
dont la difriculté technique est bien connue.

Mais cette difficulté n'est en fait pas seulement technijue.
C'est le prooviéme de la cooriornabilité par découpiage qui est
posé. Or a vu (théoréme I-3-2) que la coordonnabilité était
équivalerte & l'existence 4'un point-selle. Il est facile de
voir qu'une condition nécessaire d'existence est la ccnvexité
en v qui requiert :

Pour calculer cette juantité nous introduisons l'opérateur
lindaire @ dans i'espace des fonctions du temps & valeurs da~s
noo : PR fooan . n :

RY, de carré intégrable sur [t ,7] i ~ [(Lc,l‘), R"], défani
comms suit : Joit &(t,s) la matr.ce de transition du systéme

éaire ( .1,

ﬁ(:,s = P(3)e(t,s, ;3 &(s,s, = I (-dentité, (1.8)

DERINITION 1.1 : On aprelle opérateur & associé & F ll'opéra-
teur linéaire qui & a(e) ¢ L?((5,,T), B"] associe b(.) telle
Que @




b(t) = J: a(t,s)a(s)as ;5 .t € [t,, 7). (1.9)
(<]

Soit @ associé a F ; il est facile de montrer que
la dérivée seconde en v de (1.7) ol x est considéré comme
fonction de (w,v) par (1.6) est égale a :

2, ey -
"—f.—.o'q@ (1.10)
dv

N A% . 2 ; .
ou ¢ est l'adjoint de @ par rapport au produit scalaire dans

Lz. Or. voit donc que la positivité de cette quantité est liée
a4 celle de Q, qui n'est absoiument pas récessaire pour que L€
probléme linéaire-quadratique ait une solution. De plus ia
positivité stricte est rarement acquise et est pourtant néces-
saire pour que la minimisatior en v reste firnie.

On peut essayer d'adapter cette méthode en introdursant
v sous forme guadratique explicite dans le critére, par une
modification quairatijue du type de celle utilisée au cragitre 2,
mais on doit alors faire intervenir une trajectoire nomirale de
sorte que l'on revient a des méthodes de type "préaicticrn". Il
nous paralt donc plus direct de s'orienter a priori vers ce tyre
de méthode. L'algorithme de TAKAHARA en fQt, historiquemert,
le premier exemple.

2, Algorithme de TAKAHARA et généralisation.

La fagor dont TAKAHARA a obtenu sor. algoritame er 19064
semble avoir peu de rapport avec ia aémarc.e suggérie par
MESAROVIC et al.[30] pour les systémes dynamijues. Cependant,
nous montrerons au chapitre 3 le 1ien ju1 peut &tre fait entre
ces travaux. Ici nous nous contenterors i'exposer l'algcrithme
et de le généraliser.

Considérant le probléme (1.1) - (1.2), on pose les équa-
tions d'Euler-Lugrange, obtenues & partir du principe du minimum
de Pontryaguine (cf.Annexe 4) :

= Fx - GR™'G'A ;ox(t) = a (2.1)
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5OAMT) =0 (2.2)

(2.3)

TAKAHARA surpose les matrices G et R bloc-diagorales.
Alors, choisissant une trajectoire nominale de 1'état et de
iradioint (€(.), AK(L)), on considire les N problimes
aux limites en aeux points indéperdants :

gatl w1 _gpmlghiel _ gk x‘“’(to) Ca (2.4)

. .t v .
ML D BER gt L8 C %S p KT = 0 (2.5
Autrement dit dans la partie i des équations (2.1) -
(2.2), les variables e A j#1} sont prédites & des valeurs
nominales afin de rendre’ ce Sous-systime d'équations indépendar.

jes autres.
On peut lever facilement l'hypothése restrictive "G et R
bloc-diagonales" faite par TAKAHARA en raison de la présence

de coefficients non vort & ces matrices dans

les équations (2.1) a (2.3). Il sufrfit, pour cela, de faire

ires par ru

disparaitre ces non lindarités :
% = Fx + Gu i x(1y) =a (2.6)
N N I (2.7)
Ru=-GA (2.8)
rocs :
I ; (2.9)
R _ BT L R C s _ %k k() S0 (2010)
A I P S S (2.11)




Ces équations peuvent s'interpréter comme les équations
d'Euler-Lagrange des N problimes indépendants suivants :

%= Bx o+ du e vS s x(t) = a (2.12)
vio= &5 RE (2,13,
T . 1 - ki el

m:rJ‘ [?XQX+§u'Ruvq x + r uat (2.14)
tO
POl AR L Y S U (2.15)

icabilité et de coordonnabilité de cctt

Les gquestions d'a
ta

métiode de cocra’nation sont faciles & étudier airceten:

partir des équaticrs (2.1) & (2.3) et (2.9) & (2.11) =.yer-

nant des hypoti:bses d'existence et d'uricité, On peut dunc

stattendre, si 1l'algorithme converge, & une convergence (en un sirs

qui reste a définir) de (xk, Ak, uk) vers les valeurs ortimales

(x“, A, ut). Cependant, il semble qu’aucune preuve correcte

de convergence n'ait été obtenue pour l'algoritihme de TAKAHARA.

Des expériences numérigues (cf.[18]) ont mortré ur bon compor-

tement pour des sous-problémes moyennement couplés.
Ltinteryrétation (2.12) & (2.15) permettra de faire le

lier. entrc cet algoritnme et celui du charitre 3. De plus dans

le paragrarke qui suit, e.le suggérera unc version plus commode

déboucrant sur une mise en oeuvre heuristique en ligne.

3. Une version plus commode et un algorithme en ligne heuristigue.

Puisque la résolution des ¢quations (2.9) & (2.11) cst
équivalente a la résolution du probleme (2.12) a (2.15), tout
autre fagon ue résoudre ce dernier conduira & une nouvelle
version de l'algorithme de TAKAHARA. En particulier, dan. le
e résolution par la programmation

équation de Riccati et deux

cas linéaire quairatique, w
dynamique, conduisant ici & une

es (cf. Annexe 4) est
ites en dew

équatiors linéaires par sous-yrobld

recommandée puisqulelle suririme le problime aux 1



roints des équations a'Buler-Lagrange. De plus, on s'apercevra

que les éjuations de Riccati peuvent &tre intdgrées une fois

pour toutes, au départ ie l'algorithme, ce gui réduit la réso-
lution dGes sous-problemes en cours d'algorithme a des calculs
linéaires. La version ci-dessous peut-8tre également obtenue
directement & partir des équations (2.9) & (2.11) en utilisant
la méthode des caractéristiques (poser : A = Px + g). Il vient :

FEG GRTTE" Byt - G/ [ R
o) = o (3.1)
XL ke gfa0
=0 (3.2)
;5 B(1) =0 (3.3)
*) (3.4)

Notons ici que si la convergence a lieu, les éiéments
k k - X X
N )

vers les é1l

iiérés comme fonctiirs au temps convergent

* o xx . !
ents optimawx (x , u, A ) =mais les €léments P
et gK n'ont pas pour limite leurs équivaients dans le probléme

a la co

global. Cec: ntrainte de structure imposée par

1l'approcie

de, qul implijque jue le gain de la partie
la commande (3.4) (et donc P) ne peut-8tre
5 vr

¥ralement pour le

n'est pas

ai g

~ ae revenir sur cette

L'équation (3.1) siss que la coumande (3.4), obtenue
comme solution des N problimes (2.12) & (2.15), est appliquée
a la dynamique locale (2.12), pour dorner les traectoires
) et wT(L). De plus, les équations (2.13) et (2.15)
montrent que ces valeurs sont réinjectées comme rouvelles
prédictions.
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On peut imaginer d'appliquer la commande 3

w= BN (E o+ 3k

considérée comme ure e localement en boucle fermée,

directemert sur ia dyramique globale (1.1) ou sur le systéme rée:
Bien sfir, on cbtiewira alcrs des trajectoires pour x et u

wifférentes des rrécédertes. Ces nouvel.ec trajectoires peuve:t
alors &tre utiiisées comme prédictions dans les équations (2.13)
et (2.15).

Cette nouvelle version évite l'intégration de 1l'équaticn
jue pas, celle-ci ¢tant

(3.1) dans chague sous-probléme, & ch

remplacé par le déroulement du processus global (1.1). De plus,
on obtient alors une sorte de feedbacr au niveau coordonrateur

puisque c'est ia réponse du systlme réel qui est utilisée

comme nouvelle préaictiun. Cepe: t cetie ver lLeur:

en ligne, testée n
que le couplage prend une certaine importance (cf.[18]).

t, n'a pas donné satisfaction

En particulier, une certaine instabilité des trajectoires aans
le temrs apraraft.

Nous ne aisserterorns pas plus lo:igtemps sur les raisons
de cet échec, constatant simpiement que le probléme essentiel
de la coordiration en ligue viert du fait que la commande &
chaque pas est calculée sur aes modiles locaux découplés alors
qu'elle ao0it &tre mise en oeuvre sur .e systime réel couplé.
La nécessité d'une approche plus théorique apparalt donc, ce
qui est fait au chapitre
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CHAPITRE 1III
FREJICTION ET OFERATEUR D'INTERACTION

THEORIZ ET ALGORITHME

Ce crapitre contient la contribution théorique majeure
de ce travail. Partaant des idées de MESAROVIC et al. qui serort
rendues transparentes par une 1résentatior simyle, or uévelorie
ces idées dans un cortexte géréral, ce qui conduit & un algo-
rithme de coordirat.on dont _a convergerce forte est démontrée
dans lie cas guadratigue.

Or syécialzse ensuite ies résultats obtenus, dars ur premier
temps, pour le probiéme de commande optimale linéaire-quadrat:que
le plus simple. Au chapitre suivant, on envisagera des problimes
-indaires-quadratiques pius comrlets, puis non lirédaires. On
verra aussi la version de l'algorithme iavs .e cas liréaire-
quadratique (pour simplifier) & temps discret. &r fait, la
portée de la théorie précédente semble ercore plus générale et 1.
est raisonnable de penser qu'elle pourrait déboucker sur des
algorithmes de coordination de problémes & paramdtres répartis
(dérivées partielles).

Pour terminer ce chapitre, on fera le lien de l'algorithme
obtenu dans le cas linéaire-quadratique avec l'algorithme de
TAKAHARA du chapitre précédert. On pourra alors mieux cerner
gne. Llessertiel des résultats

la notion de coordinavion ex
de ce chapitre et des § IV.4.1 et IV.4.4 ci-dessous ont déja

paru dans l'articie [15].

1o Coordinatior par prédiction et opérateur d'interaction.

Commengons par définir quelgques notatiors et par faire
quelques hypothéses. Corsiiérant le formalisme du §I.1, nous
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supncscr.s que les espaces u,¥ ... sont des espaces de Hilbert
et - ous noterons pour tous ces csraces le produit scalaire

L&r < .,e> o Rappelons gue pour une fonctionnelle f:z- R,
1a aérivée de Fréchet évaluée en x° , df/ax(x°) est un
¢_émert du dual 2z dont 1'équivilent aans le primal par le
théoréme de représertation de Riesz (isomorphisme de x et
%) sera noté v,£(x°) et aprelé "gradiert". De plus :lopé-
rateur adjoint d'ur ovérateur _i:éaire enire deuwx espaces est
noté vpar une .

Dans ce paragravhe commy s e su.vart, nous ne ferons

pius référence aux variables d'état qui sont 1es intermédiair:
t.les pour ce qui suit., C'est pourquoi nous définissons

g(u) mar (I.1.3) et :

¥,v 1 2u,v) = glu,B(u,v)) .

Nous supposons g, ¢ et K Frécret-différentiable par r=

& tous leurs arguments. Xous surrusons enfin données des 4
s.tions de y et y. On re distirgue pas dans les notations
mert (0, ..., O, Uss Oy eeey 0) € 1

_1élément uj € U de 1'é
afin de ne pas compliquer 1'écrit

Soit u' une solutior au rrobléme global : minimiser
Elle vérifie la conaition nécessa.re :

vu oz (uK(w) = glu), (G
ae sorte qu (1.2) peut-8tre réderits :

*

FLETHOT +F @

* ¢

vy 9K . v
YK(U*I)~3%__(\A*) = 0, =1, aeey N (" oAJ

On va chercher & interpréter ces . ¢équations comme de:




corditicrs néeessaires d'optimalité selon N critéres locaux
<. & séfirnir. Pour ccla, cr pose :

ch(ui) = J(ui+u°-u‘j’,v°) + < Fl(uo),ui> (1.0
= K(u) (1.¢)
r,(®) = [%éi(u°>1*vvJ<u°,v°> (7

o

©s1 une commande nominale (prédiction).
. eni aisé de constater alors que les équatiors (1.4)

©t ftre rééerites :

=0, iz1, weey K (s

ce qui stinterpréte comme les conditions nécessaires de minimica-
tion des N critires J.. L'étude de cette méthode de coordina-
tion est résumée par 1o iemme et le théorlme ci-dessous. DLonnors
au préalable quelq