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INTRODUCTION

Parmi les problémes soulevés par ce qu'aucuns appellent
la "Théorie de la Commande Hiérarchisée", il en est un qui est
remarquable : c'est celui de l'appellation méme de ce secteur
des mathématiques de 1'optimisation statique ou dynamique. En
effet, on a employé & son égard, simultanément ou successivement,
les termes de "décomposition", "commande ou systimes hiérarchi-
sé(e)(s) ou a plusieurs niveaux", "décentralisation", “"coordina-
tion" etc...

Cette indétermination verbale cache sans doute une indéter-—
mination conceptuelle sur l'objet de cette théorie. Il faut en
fait convenir que l'on a tendance a confondre plusieurs types
de problémes dont le dénominateur commun est semble-t-il la
présence d'un systéme complexe. Nous nous proposons dans un
premier temps de tenter de mettre un peu d'ordre dans cette clas-
sification afin de situer ce travail par rapport & 1l'ensemble de
la théorie.

I1 faut commencer par cemer la notion de "systéme complexe'.
Sans reverir sur le concept de systime, on peut dire que les ingré-
dients principaux d'un systéme complexe sont (avec la préposition
"et" ou la préposition "ou") : la taille du systime {se mesurant
au nombre de variables, classées généralement en variables d'états,
de commandes, d'observations, et au nombre de contraintes), la
structure du systéme dans l'espace (décomposition verticale,
norizontale ; nous y reviendrons), dans le temps (phénoménes de
"ccrstantes de temps" trés différentes), dans les circuits d'in-
formation (ce dernier poirt peut & lui seul rendre "complexe"

un rrobléme stccnastique).

1e Décomposition des calculs.

On peut alors dire que .'aspect "décomposition des calculs" se
réfere plus spécialement aux systémes de grande taille, ce qui
doit étre compris comme des systimes occasionnant des probléemes
dtoptimisation (par exemple) difficilement solubles ou méme



insolubles avec la capacité des ordinateurs actuels (capacité

en taille mémoire mais aussi en précision numérique). En décom-
posant le probléme en problémes plus petits, on peut espérer
parvenir & le résoudre sur un ordinateur de taille raisonnable

ou plusieurs ordinateurs travaillant en paralleéle. Cela suppose
bien sir une "coordination" des divers sous-probldmes nécessitée
par la présence d'interactions entre ceux-ci. Nous ¥y reviendrons.
Souligrnons seulement parmi les avantages d'une telle approche :

- sur le plan du matériel, la possibilité de résoudre de
"grog" problémes sur un "petit" ordinateur, et la non-
obsolescence de ce dernier si la taille du problime augmente
par ad jonction de sous-problémes.

- sur le plan humain, la possibilité de résoudre des problémes
complexes sans recours 2 des méthodes sophistiquées donc
sans recours a des compéterces spéciales. Citons par
exemple 1'évertualité de ramener une optimisatiorn dans un
espace complijué & des optimisations dans R permettant une
recherche scalaire, ou bien la résolution de problimes
a paramétres répartis (dérivées partielles) par des méthodes
plus traditionnelles (WISMER [40], TITLI [38]).

Cet aspect 'Bécomposition des calculs" rejoint donc des préoc—
cupations de résolution hors-ligne. Il n'est pas évident (et
c'est généralement faux) que le volume total des calculs dans
une approche décomposée-coordonnée soit inférieur au volume
de calculs nécessité par une aprroche globale. Mais, répétons le,
on utilise cette approche lorsqu'une résolution globale est
impossible ou trop difficile. Un cas typique est celui ol le
probléme doit €tre résolu rumériquement par .a programmation dyna-
mique discrétisée (en raison de la croissance trés rapide du
volume de calculs avec le nombre de variables dans cette méthode).
Ceperndant, on notera, dans ce cas, que la loi en boucle fermée
obtenue est alors seulement localement en boucle femde (car
chaque partie de la commande ne dépend que de la partie correspon-
dante de 1'état). Ceci n'empéche pas l'optimalité dans le cas




déterministe (on compldte par une commande en boucle ouverte)
mais cette remarque explique en partie la réduction du volume
des calculs.

La décomposition du probléme peut s'appuyer sur une
décomposition "naturelle" du systime mais ce n'est pas nécessaire.
Notons qu'un probl®me important mais pour lequel peu de résultats
ont été obtenus car il est trés difficile est celui de la meilleure
décomposition, le critére méme définissant la meilleure décomposition
restant difficile & cerner et pouvant se référer a la vitesse de con-
vergence du processus de coordination. Nous aborderons cependant,
dans un cadre précis au chapitre 6, un cas de décomposition complite
bien que non triviale.

Nous classerons dans cet aspect "décomposition des calculs"
les travaux de DANT2IG-WOIFE [19], de LASDON et al. [10, 27, 28],
ceux de GEOFFRION [22, 23] en optimisation statique, et en optimisa-
tion ayramique ceux de TAKAHARA [35], PEARSON [32], BAUMAN [3],
etc... En France, citons les premiers travaux de TITLI [38],

FOSSARD et al. [20], BENSOUSSAN et al. [4].

2. Décomposition verticale

La "décomposition verticale" de la commande justifie le
terme de "commanie hiérarchisée" (ou a plusieurs niveaux). Elle
est généralement liée au déroulement simultanée, dans un sys-
téme complexe, de divers phénoménes i des échelles de temrs trés
iifférertes. Ainsi, dans une grarae entreprise industrieile, les
prccessus de fabrocation doivent parfuis &tre contrblés a la
ie pr2s, le plarning des ateliers a la journée ou a la

sezc

semaire et ainsi de suite, jusqu'au riveau le plus hans ie la

niérarchie ou les décisions peuvert &tre seulement mernsuelles.
Cette morntde dans la hiérarchie s'accompagne d'une élabcration

de rlus en plus grande de 1l'informatior. Certains auteurs

comme MESAROVIC et al. [30] ont distingué plusieurs concepts

de "niveaux" suivant le point de vue ol l'on se place. YNous

citerons la décomposition verticale qui nouc varait la plus

significative : régulation, optimisat‘on, adaptation, organi-

sation.



Cepeniant il faut convenir que, pour utilesque soieat zes
concepts, peu de résultats mathématiques significatifs nous
semblent avoir été obterus 2 ce jour. Les travaux d'AOKI 1] sur
ltagrégation, permettant de construire des mnd®les plus ou moins
agrégés d'un méme systére, peuvent &tre reliés & cette approche
de décomposition verticale.

3. Décomposition horizontale

La "décomposition horizortale" du systéme & souvent servi
de base & la découpnsition des calculs. La plupart des papiers
cités au §1 peuvent 2 la rigueur entrar .ussi dans cet'e
catégorie (sauf celui ¢ 3AUMAN [3]). Cependant la "décomposi-
“ion horizontale" fait référence plu. sricialement & la struc-—
‘ture physique du systéme. felui-ci peut-&tre regardé comme la
concaténation de plusieurs systimes plus petits et irteractifs .
Cela se tra’.i- mathimatiquement par la décomposition des
vecteurs d'état et de commande en plusieurs sous-vecteurs
et ltintroduction de variables .i'.nteraction reliées par une
relatior de couplage aux variables précédentes.

Notons ce point trés rarement souligné dans la littérature

de l'existence explicite de variables d'interaction dans la
théorie de MESAROVIC et al.[30], ce qui permet, en particulier,
la "coordination par prédiction des interactions" (voir chapitre 1)
Celle-ci a ¢té confondue parfois avec une autre méthode de coordi-
nation que rous appellerons "allocation" (cf. GEOFFRICH [23],
BROSILOW et al [10]) ol 1l'interaction entre les sous-prcblimes
peut ne provenir que d'un partaje de ressources commusies et dorz
i'une con-rainte couplante comme dans [23] et non de llexis-
tence explicite de variables d'interaction (cf. Armexe 1).

La figure 1 représente la décomposition horizontale du sys-—
téme en sous-systémes interactifs, chacun étant muni d'un contré-
leur local & un premier niveau et l'ensemble étant coordonné a
un deuxiéme niveau. Cette structure & deux niveaux peut servir
de "pierre élémertaire" pour une structure & plusiewrsniveaux®




Commar.ae Actions r Informations

Systeme &2 Interactions
Fig 1

C'est sans doute 14 une source de confusion avec les "niveaux
ae commande" du §2.

Cette structure de ddécomposition horizontale justifie le
terme de décentralisation, dans la mesure ou chaque contr8leur
local bore et applique une partie de la commande directement
sur le sous-systeme dont il a la charge. Il est aidé pour
cela par un coordonnateur qui est chargé d'orienter les actions
du premier niveau vers la satisfaction d'un certain optimum
global.

Ctest dans ce cadre que ce situe principalement le présent
travail. Il nous semble donc gue la meilleure appellation cor-
iarte est celle de "théorie de la décentralisation-

respor

coordination'

que, contrairement au point

De rlus, cn 3
de vue du §1, le poirt de vue adopté ici (et au §2) privilégie
ltasrect de lia commanie en ligre, lYous reviendrons plus longue-
ment au chapitre 7 sur la notion de coordination en ligne.

Les avartages d'une telle structure de commande sont ceux
déja meriionrés au §1 pour 1l'élabvoration de la commarde, auxjuels

stajoutent w.vants , & 1a fois pour son élaboration et sa

mise er oewvr2 :

a iécisiorn et de sa mise en oeuvre entre

a ure certralisation

"aans ure as.ure une pius grande sécurité en

adage "re mettez pas tous vos ceufs dans ie

vertu du
méme parnier". On verra au chapitre 4 une illustration de
cet aspect. CHENEVEAUX [11] semble avoir été préoccupé
par cette sécurité de mise en oeuvre mais non par la
répartition du travail d'élaboration de la commande.



- la structure aécentraiisée assure une plus grande souplesse
dans la mise en place qui peut-&tre faite progressivement,
par morceaux successifs.

- Un autre aspect important est celui des possibilités d'adap-
tation en cas se crcissance ou de changement survenant dans

le systéme par adjonction ou modificatiornsde sous-systémes.
Les effets de ces modifications sont localisées et ne remet-
tent pas en cause la structure d'ensemble. Cette remargue
rejoint celle de la non-obsolescence rapide des moyers de
calcul faite au §1.

- BEnfir, du point de vue humain, on sait quels avantages
sor.t ressentis par les agents d'une structure pyramidale

lorsque la décision n'est pas centralisée au plus haut niveau,

réduisast ceux-ci au réle ie simples exécutarts. Il semble
préférable que le processus de décision respecte la struc-
ture physique du syst®me afin de maintenir une grarde partie

de la 2écision prés du systime (réduisant notamment les temps

de réponse de l'organe de commarde & des perturbations
imprévisibles).

4. Structure G'information décertralisée.

Terminors cette énumération forcément incompldte sur les

divers asrects de cette thforie encore récente par la mentior. d'une

teniance actuelle concernant l'adartation de la théorze aux
systimes stochastiques. Dars cette approcke (cf. MARSHAK et
RADNER [29], HO et CHU [24], CHONG et ATHANS [12], AOKI [2]),
aucune décomposition verticale de la commarde, ou horizontale
du processus n'est envisagée. Par contre, on peut distinguer
une décomposition horizontale de la commande. De plus le niveau
coordonrateur est le plus Souvent inexistant, mais peut exister,
a4 moins que les agents locaux ne communiguent directement entre-
eux. la structure est schématisée sur la Tigure 2.



Contrdleurs

@2

Systeme

Q

Fig.2
Craque contrfleur est autorisé a faire des calculs avec un

modéle de dimension égale voire largement supérieure a celle

du systéme globai (contrairement au §.3) mais ne dispose d'infor-

mation en temps réel pour "fermer la boucle" que sur une partie

de 1'état (observation incompléte). Il peut parfois disposer,

avec délai, des informations dont disposent les autres contrdleurs.
Ces problémes sont en fait ceux de la commande stochLas-

tique avec structure d'information non classique (cf. WITSENHAUSEN

jour une solution pratique.

[41]) et pecu d'entre eux ont regu a ce

érerdamment de considération de

sont d$ darfict

"grande taiile".

5. DPlan géréral

Ayant iéfini le point de vue ol se situe le présent travail,
r.ous reprenirons i1ans un premier chapitre l'essentiel du forma-
sme iéveloppé par MESAROVIC et al.[30] afin d'irtroduire les
méteodes et .e vocabulaire. Nous comparerons deux principes
.mportants _31] ie coorairation, en laissant de cdté {annexe I)
2me priscipe peu utile pour les systémes dynamijues,
de l'un de ces deux principes

fierirs ains. le ¢

quer aux systimes iynamiques.

Le chapitre 2 commencera par un rappel de l'algorithme
de TAKAHARA [35] dont le champ d'application sera étendu par la
levée d'hypothtses restricitves. On modifiera la formulation

de cet algoritnme, ce q conduira a une mise en oeuvre
en ligne heuristique. On rapporte en [18] les résultats numé-

riques peu satisfaisants obtenus par cette approche.



le chapitre 3 reprend alors le probléme & la base en appli-
quant systématiquement les techniques de MESAROVIC au cas des
systimes dynamiques, c'est-a-dire en menant les calculs dans des
espaces fonctionnels (dimension infinie) adéquats. Cette approche
est plus satisfaisante et surtout plus puissante que celle qui
avait été adoptée par les auteurs eux-mémes.(cf. TAKAHARA et
MESAROVIC [36]).

Nous obtiendrons ainsi un nouvel algorithme de coordination
dans le cas linéaire-quadratique, champ d'application de 1'algori-
thme de TAKAHARA. On montrera le lien du nouvel algorithme avec
celui-la. On verra ainsi que l'algorithme de TAKAHARA est un
moyen de décomposition des calculs, totalement hors-ligne. Par
opposition notre algorithme peut-&tre considéré comme un algori-
thme de coordination en ligne, comportant un feedback périodigue
au niveau coordonnateur, mais encore en boucle ouverte au premier
niveau.

Ce chapitre 3 contient l'essentiel de la théorie et une
démonstratior de convergence dans le cas guadratique. Le chapitre
suivant porte sur diverses extensions de l'algorithme précédent.
On étudie d'abord le cas des pannes dans certains sous-systimes
ou dans la transmission d'informations au niveau coordonnateur
vers ces sous-systémes et on montre le caractére satisfaisant du
comportement de 1'algorithme dans cette éventualité. On étend
ensuite l'algorithme au probléme linéaire-quadratique 2 horizon
fini le plus général (extensior due en grande partie & M. DUBOUE,
éidve-ingérieur ie 3e année & 1'Ecolie des Mines de Paris). Cn
donne une formulation de 1l'algorithme pour les systimes & temps
discret. Enfin, on développe l'algorithme pour le cas de systémes
non linéaires & critére quelcorjue, sans preuve de convergence.

Le chapitre 5 est consacré a l'exposé de résultats d'expé-
riences numériques (menées par M. DUBOUE dé;a cité).

Le chapitre 6 porte sur un cas particulier de décomposition
compléte d'un probléme linéaire quadratique & horizon infini,
cette décomposition n'étant pas évidente & priori.



Erfin, lo coar tio o, oo ..se de ccroldsicr, revient sur
la notion ae cooriiraticl. 1 llgre mais en boucle fermée au
premier niveau. OUn analyse la iifficulté, dans cet ordre d'idée,
de rester fidéle au pr.rncipe de prédiction des interactions de
MESARCVIC. On discute le cas particulier des systimes lindaires
constants ol cetie difficulté est surmontée par recours a la
théorie du découplage (cf. SILVERMAN et PAYNE [34], WONHAM et
MORSE [42)). Cette idée est due a BENVENISTE et BERNHARD [5].
Or. corclue & >a nécessité d'un rnouveau principe de coordination
qu: a iéja fa.t l'objet a'une publication par l'auteur [13] mais
at ye maturation des méthodes rayportées

qQu: n'a ras atteint I

icl.



CHAPITRE I

FORMALISME ET PRINCIPES DE COORDINAT ION

Ce chapitre nous permettra d'introduire les concepts de base
et la terminologie de l'essentiel de la théorie élaborée par
MESAROVIC et ses collaborateurs [30, 31]. Cependant 1'exposé o
est limité aux idées qui seront directement utiles pour la
suite. On a essayé de ramener celles-ci & leurs expressions
les plus simples dans un but de clarté. Un exposé plus complet
peut-&tre trouvé dans l'ouvrage de BERNHARD [7, chap. 5]. Nous
reprenirons ensuite le cortenu de l'article de BENVEKISTE et

COHEN [6], ce qui permettra de comparer le champ d'atplicatior
des deux principes principaux de coordination de MESAROVIC et al.
et de justifier du choix de 1l'un d'eux pour la suite. L'algorithme
du chapitre 3 sera ainsi entrevu par une approche gquelgue peu
différente de celle adoptée plus loin.

1. Formalisme. Modes de coordination.

Le formalisme est directement orienté vers la commarde
coptimale de processus. On se aonne donc un modéle d'entrée
u € uetde sortie y € % (qui sera souvent pour nous également
Ltétat) :

P iu-y (1.1)

Les espaces U et Y sont des espaces abstraits ayant généralement
la structure topologique d'espaces de Hilbert (mais ce n'est pas

utile dans ce paragraphe).
On se donne aussi un critére a minimiser :

G:uxy~- R (1.2)



I1 en résulte ure forction collt :
g ru~ B 5 g =gy, p(w) (1.3)

Ces éléments définissent le problime global. On suppose
maintenant qu'il est possible de décomposer le systéme global
en systémes "locaux" plus petits et interactifs, de la fagon
suivante :

a) Y=Y oK. ; U= Uy X eeex Uy

) On introduit un nouvel espace, dit "espace des interactions"
V=V xeet 1y
c) On introduit des applications e (modéles locaux) :

Pt U XV % (1.4)

et leur concaténation p aans l'ensemble produit, c'est-a-

dire si u = (u1 Y oeeey uN) , Vo= (v1 ey V) 2
Bu,v) = (e (up,vy)y eeey pylug vy)) (1.5)

d) Cn .ntroduit une fonction ie ccublage @

qui est telle qu'avec les Sliments précédent 1l'identité

suivante soit vérifide :
TLE U, p(u) = 81, K(2)) (1.7)
Cette dernidre relation signifie que la sortie du systeme

global (1.1) egt la concaténation des sorties des sous-systdmes
locaux (1.4) lorsque le couplage (1.6) fonctionne. La

-1 -



situation est représertée schématiquement sur la figure 1 dans

le cas de aeux sous-systémes.

u
T v >y

K|y fig.1
2| P2 >y,

On utilisera dans la suite d'autres formes de la fonction de

couplage :
H: uxy=v (1.8)
Xt uxvy-v (1.9)

avec les identités :
vu€eu, H(u, p(u)) = K(w),
Rlu, K(u)) = K(u)

Za fonctfon K est généralement définie a partir de H (qui

se présente le plus souvent dans les applications) par :

R(u,v) = H(u, plu,v)) (1.10)

REMARQUE : On a insisté ici sur ie couplage "par l= moddle",
dans la présentation ci-dessus, mais il est évident qu'un couplage
"par le eritdre" peut venir du fait que le critdre (1.2) n'est
pas "séparable" (par exemple additif), en termes de fonc-ionnelles

de (u., Vi yi). Cependant, on verra dans la suite qu'aucune

difficulté supplémentaire ne surgit de ce fait.
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Les problzmes locaux seront définis avec les modeles

(1.4) et des critéres locaux :

Gy :uixvjx'yixA - R
ol l'introduction d'un espace de paramdétre A sera justifide
ci-dessous .

En effet, le but de la décentralisation est de définir des
problémes locaux tels que si 0y est commande optimale du sous-
probleme i et si u* est la commande optimale du probléme
global, Q; soit égal & u; , projection de u' sur .

Pour cela la structure & deux niveaux de la figure 1 de 1l'intro-
duction est utilisée : les contr8leurs, au premier niveau,
résolvent les problémes locaux posés par le coordonnateur, et
éventuellement, mettent en oeuvre les commandes obtenues sur le
systéme réel. Le coordonnateur, pour atteindre 1'objectif

ci-dessus mentionné, dispose des moyens suivants :
- action sur les critéres locaux : c'est & cette fin que l'on
a introduit l'espace des paramétres A.

- action sur les moddles locaux, ou plus exactement stratégie

de gestion des interactions.

Développons ce deuxidme point. Remarquons qu'en supposant les
cratéres locaux spécifiés par le caoix (aw niveau coordonnateur)
d'un pcirt ie l'espace A, .es rroblémes locaux ne sont pas encore
complétement défiris puisjqu'aux variables de commandes nature

viernent s'ajouter maintenant de rouveiles entrées
ces interactiors.
(e.g. "estimation

)
ne parlercns jue ie leux modes de gestion de
D'autres scnt rrogosés par MSSAROVIC et al.
ne concerne pas directement ie probléme déter-

principle") ma
ministe sans contrainte posé ici. Un autre enfin, telle 1%al-
location" (cf.[23, 10, 38]) nécessiterait pour &tre utilisée
ici une formalisation plus détaillée des interactions et des
hypothdses supplémentaires. En annexe 1, un bref exposé est

développé pour montrer les difficultés inhérentes & cette méthode
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surtout dans le cas des systémes dynamiques.
Les deux modes dont il est question sont :

- le mode par prédiction des interactions
- le mode par découplage

Le premier mode est sans doute le plus directe et celui
qui donne lieu aux problémes locaux les plus simples. Il consiste
& faire assigner, par le niveau coordonnateur, une valeur
("prédiction") a; auwx variables v, de telle sorte que les
problémes locaux se formalent alors (A € A étant également

fixé) :
Ein G (ugy @y ¥y, A) sous vy = ey (ug, ay)

Le second mode, dont l'appellation est maladroite mais
traduit les termes anglais "decoupling mode", consiste & consi-
dérer les variavles v, comme des entrées fictivement manipulées
par les ccntrdleurs 1oéaux au méme titre que les commandes
Uy . D'ol: les problémes :

By, Qs (uyy vy yya ) sous ys o= e (ug, V)

Dans le premier cas, nous noterons \li(ai, A) une solution
optimale locale i, et dans le second cas, on la rctera
(8;(\), ¢,(\)). Comme déja dit, le but est de choisir A
(et évintuellement a(aw, eeey ay)) de telle sorte que
QU =u , i=1, eosy Nu

i

2. Applicabilité - Coordornabilité.

Trois questions se posent alors :

1 - Comment déterminer que 1l'optimum global est atteint ?
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2 - Existe-t-il des paramdtres A (et éventuellement a)
tels que l'optimum global soit atteint ?

3 - Comment atteindre ces paramétres ?

A ces trois questions correspondent les trois concepts
d'applicabilité, de coordonnabilité et d'algorithme coordonnateur.

11 faut d'abord noter que la premiére question doit recevoir
une réponse différente de celle qu'elle regoit ordinairement
dans les problimes d'optimisation par une approche globale.
Dans ce dernier cas, on dispose généralement de conditions
nécessaires et (ou) suffisantes d'optimalité (e.g. conditions
de stationnarité) et, de plus, ces conditions servent de base
a4 1'élaboration d'algorithmes (question 3). Ici, les calculs
étant décentralisés, on évitera de recourir & la vérification
de telles conditions, surtout pour la raison qu'une réponse
négative ne 'permettrait pas de faire progresser les variables
de fagon décentralisée.

L'idée de MESAROVIC est alors de recourir & la vérifica-
tion d'une condition globale simple, "naturelle" dans le cadre
du formalisme ado pté, et susceptible de fournir la bdase
d'algorithmes coordonnateurs. Cette condition est le respect
du couplage entre la variable de commande @ choisie au niveau
local et la variable d'interaction a (choisie au niveau

cocrionrateur) ou ¢ (choisie au niveau local) :
a = K(a) ? ou ¥ =K(Q) ?

Cererdant des exempies simples (cf. [6, 7)) peuvent &tre
construits pour montrer qu'il n'existe aucure implication
logique dans un sens ou dans l'autre, en général, entre la condi-
tion ci-dessus et le fait que @ = u'.

Dans ces conditions, on recherchera les problémes décentra-
lisés auxquels sont applicables (au sens ci-dessous) l'un ou
1tautre des deux principes de coordination mentionnés plus haut.
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DEFINITION 2.1.: On dit que le principe de coordination par
prédiction des interactions est applicable & un probldme
décentralisé si 1'implication logique suivante est vraie pour
ce probldme :

YAehr Yae via=K(Q(a, A) =0 A) =

DEFINITION 2.2.: On dit gue le principe de coordination par
découplage est applicable & un probléme décentralisé si 1'impli-

cation logigue suivante est vraie pour ce probléme :

¥ Aeh 0(A) =k (A(N) = a(r) = u".

Une fois acquise 1'une de ces deux propriétés, qui apporte
une réponse & la question 1, la juestion 2 souldve le problime
de l'existence de "bons" paramdtres de coordination.Ceci donne
lieu au concept de coordonnabilité.

DEFINITION 2.3.: On dit gu'un probléme décentralisé est coordo-

L35 npt N *
nable par prédiction s'il existe des valeurs zz't evet A €A

telles gque les problémes locaux aient une solution et que :

a® = x(a(a®, A")).

DEFINITION 2.4.: On dit gu'un probleme décentralisé est coordon—

¥
nable par découplage s'il existe une valeur A € A telle gue les

problémes locaux aient une solution et gue : O(A’) = K(ﬁ(k*)).

Enfin, le dernier probléme, et non le moindre, est de trouver
une procédure qui permet d'atteindre ces valeurs des paramttres
de coordination. C'est la question 3 des algorithmes
coordonnateurs, assez peu développée dans le livre de MESAROVIC
et al.[30]. Nous reviendrons au chapitre 3 sur une technique due &
ces auteurs, dite de 1l'opérateur d'interaction, dans le cadre de
la coordination par prédiction et nous en dériverons 1'algorithme
général. Dans la suite du présent chapitre, nous verrons un autre
type d'algorithme qui mettra bien en lumidre le r8le de 1'"écart
de couplage" v - K(u) dans la coordination par découplage



De plus les deux principes de coordination seront comparés sur un
type particulier de probléme quant & leur applicabilité.

3. Coordination par découplage de probldmes munis d'une fonction
objective apparente.

Nous laisserons ici de cdté la variable de sortie % qui
n'est qu'un intermédiaire dans le probléme d'optimisation. Nous
nous intéressons donc directement & la fonctionnelle g(1.3).
Un type particulier de probléme, mais dont la portée est cepen-

dant assez générale, est le suivant :
N
a(u) :1§1 Iytug, K () = J(u, K(u) (3.1)
N 2
j§1 K;5(uy) (3.

(critére et interactions "séparables").

et K (u)

*
Alors en introduisant un paramétre A € v  (espace
dual de y) pour la contrainte de couplage K(u) -v =0, on
fcrme le lagrangien.

2(u, v, A) = J(u,v) + < A, K(u) = v > (3.3)

e le produit de dualité).

(<eye> aés

Plus généralement,
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DEFINITION 3.1 : On appelle fonction objective apparente associée
4 une famille de critires locaux Jl(ui, vis M), une application
v de R dans R telle que :

u€ uy YA€ A ¥(I,(uy, Ki(w)y N)y eeey dpluy, Ky(w), W) = g(u).

(3.5)

On vérifie que la fonction Y correspondant au cas sépara-
ble ci-dessus est la somme de N nombres, et que 2£(u, K(u),\)
vérifie (3.5). On exige généralement que ¥ soit croissar.te par
rapport & chacun de ses arguments & seule fin que la minimisation
de g corresponde & une minimisation dans chague sous-probléme.

Posant :

20w, vy A) = ¥ (g vy Ay ey dplug vy A)) (3.6)
on énonce quelques résultars généraux sur la coordination de tels
problemes par découplage. Ces résultats sont ceux de LASDON et

al.[28] dans un formalisme plus général.

THEOREME 3.1 : Etant donné un probléme décentralisé possédant
une fonction objective apparente croissante, on a :

a) v A, dpf elu, v, A) s dapf g(u) (3.7)
o) sgp §ng 2y, vy M) s igf gw) (3.8)

c) Le principe de coordination par découplage est applicable & un

tel probléme

DEMONSTRATION :

a) Pesons Q = {(u,v) fv o= K(u)}, il est clair que
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Qe ux s YN eh gy oy 2 Vs Mgy gelwvid)

Mais, d'aprés (3.5), sur @, 2(u, v, \) vaut g(u), d'ou
(3.7).

b) C'est une conséquence de (3.7).

c) Supposons que pour un certain 'h', le minimum de £ en
(u,v) soit atteint en 9, ¢ et que ¢ = K(4) (Hypothése
de la définition 2.2).

Alors : (8, ¢, \") = g(a) draprés (3.5) et, dlaprés (3.7)
s 0= u', argument du minimum de g

#(2) s igf g(w). Alors
c. qo fod. m

THEOREME 3.2 :

les nypothéses du théoréme 3.1, une condition nécés-
me hiérarchisé soit coordonnable

a)

rar découriage est gue les bornes inférieure et supérieure de
1'irézalité (3.8) soient atteintes et que cette inégalité

s0it une égalité, c'est-a-dire gue :

mgx pip 2w, vy A) = mgn g(w) (3.9)

b) G2s condivions sont suffisantes si ¥ est strictemeat crois-

sarte par raprort & chacun de ses arguments.

c) Si de
¥ou,v o og(u) s S‘ip 2 (u, v, A) (3.10)

alors 1l'existence d'un point-selle par rapport & (u,v)

d'une part, A d'autre part, est une condition nécessaire et
suffisante pour que le probléme soit coordonnable par
découplage *

- 19 -



* * PR
oNs + g, v, AT vy, v, A, 2, v, N s e, VAT

< 2y, v, A) (3.11)
DEMONSTRATION :

a) On suppose que le probldme global & une solution u*
(borne inférieure de g atteinte) et qu'il est coordon-
nable par découplage, c'est-a-dire que les problimes
locaux ont une solution @, ¢ (borne inférieure de
atteinte) pour un certain k*, telle que ¢ = K(@). Alors,
par applicabilité (théoréme 3.1), @ = u et l'on a :

|

20, 0, A") = (0, K(), A = g0) = g,

Ceci prouve avec 1l'inégalité (3.8) que la borne supérieu-
re en A est atteinte en \*, ce qui donne 1'égalité

(3.9).

b) Inversement, supposons (3.9) vérifiée, avec pour arguments
des min. et max. respectivement u" (solution globale) &
droite de 1'égalité, et (@, ¢, \*) a gauche (4, ¢
étant la solution locale correspondante a A').

- * * .

Montrons que le couple (u , K(u )) est une solution
locale possible lorsque A\ = )\', ce qui montrera la coordonna-
bilité. En effet, si tel n'était pas le cas, il existerait au

moins un 1 tel que :

¢

X« PR
(85 0y A) < i (ug, Ko(uh), A |

mais V¥ étant strictment croissante, cela impliguerait :
20, 0,0 < 2", K@), W) = (")

contredisant (3.9). c. q. f. d.
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c) Il suffit maintenart de montrer que :
min gu) = mig mgx 2 (4, v, A) (3.12)
pour obtenir, par combinaison avec (3.9), 1'égal ité du min-max

et du max-min, d'ou 1l'équivalence bien connue avec le point-selle
(3.11). Pour cela, on utilise l'hypothese (3.10), qui donne :

igf g(w) = gnfosyp 2 (uy v, A) (3.13)
Mais :

v(w,v) €9 Mo g(u) = 2w, v, A)
d'ol : inf g(u) = inf sup  £(u,Vv,\)

uEu (u,v)e @ Neh
et comme Qcouxy ,

irf g(a)z inf sup  £(u,v,A)

uEu (u,v)ewy  Aer

ce qui est 1'inégalité contraire de (3.13), d'ou 1'égalité.
On voit facilement que les bornes sont atteintes pour 1'inf-sup
en (u‘, K(u'), )") dorce c'est un min-max. Ceci achéve la

démonstration =

On notera jue l'zypctnise (3.10) est trivialement vérifiée

ut iu paragraphe (voir (3. 3)).

dans le cas cité au

Zn effet ians ce cas :

Sup 2(u,v,\) = +o si v # K(u)
A
= g(u) si v = K(u) (d'aprés (3.1)).

Le théordme 3.2 établit donc que, sous de faibles hypothéses,
la coordonnabilité par découplage est équivalente & l'existence
d'un point-selle de la fonction objective apparente. Il en résul-
te qu'un algorithme coordonnateur tout naturel est 1'algorithme



d'UZAWA pour la recherche d'un point-selle qui consiste &
minimiser en (u, v) (t&che décomposable en sous-problémes)
pour X fixé et & maximiser en A la fonctionnelle :
3 (M) = min 2 (4, v, ) = A\, *(A), A).

u,v
Alors, avec des hypoth&ses de différentiabilité, et en notant,
Vx le gradient par rapport & x, et par une étoile 1'opérateur
ad joint :

*

da(n a0 (n)q*

w300 =[EEVT v g(e, 0, 0 - [V 2, 0, 0

+ O 2 (8, 0N

les deux premiers termes sont nuls, par stationnarité de 2
en (@, ¢), de sorte, que :

V=V, LK) -0 (arapres (3.3))

Un algorithme de gradient simple consis terait, au pas k+1 de
coordination, & changer A" en X\ + par ¢

AT R LK (k(aK) - 0%, X er T (3.14)

02 voit donc le r8le joué ici par 1'écart de couplage dans

l'algecritnme coordennateur.

4. Coordination par prédiction - Comraraison des deux principes
de coordi

tion.

Abordons maintenartle probléme de la coordination par prédic-
tion pour un problime décentralisé muni d'une fonction objective
apparente croissante.

THEOREME 3.3 : Avec les hypothdses du théordme 3.3, en y
remplagant (3.10) par :
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v # K(u) = s:p (W, V,A) = +oo (4.1)

si 2 admet un point-selle (3.11), alors :

a) v = K(u®)
*
) u est solution du probléme global —min J(u)
c) u" est solution du problime local correspondant & la
*

prédiction a = v“ et A=\
DEMONSTRATION :

a) Considérons 1'inégalité de gauche dans (3.11) et prenons
le sup. en A, Si v # K(u'), 1'hypothdse (4.1)
contredit cette inégalité. Donc v = K(u'), et la valeur
commune des deux membres de 1l'inégalité est g(u“)
dtapres (3.5).

b) Considérons 1l'indgalité de droite dans (3.11) et prenons
dans le membre de droite, v = K(u) pour tout u. Alors
(draprés (3.5)).

v s pw)

done u" est solution du problzme global

) la méme inégalité, avec v =v. et A=A  dans le
membre de droite montre que u‘E est solution des probld-
mes locaux définis par prédiction. (On utilise ici 1'hy-

potnise de stricte crsissance de V¥).m

Ce théoréme exprime que 1'existence d'un point selle de #
est une condition suffisante de coordonnabilité du probleéeme
décentralisé par prédiction. Encore s'agit-il d'un type parti-
culier de coordonnabilité, car on ne peut démontrerindépendamment
ltapplicabilité (a = K(@) = @ = u") comme on a pu le faire
au théordme 3.1 pour le découplage. Ceci provient de 1'absence

nz



de minimisation en v au niveau local. Un corollaire des
héordmes 3.2 et 3.3 établit la comparaison annoncée.

COROLLAIRE : Dans la classe des problémes décentralisés
munis d'une fonction objective apparente, la sous-classe des

problemes coordonnables par prédiction est plus large gque celle
des problémes coordonnables par découplage.

Ce coroliaire souligne simplement le fait que l'existence
d'un point-selle est nécessaire et suffisante pour la coordon-
rnabil:ité par décourlage, mais seulement suffisante pour la
coordonnabilité par prédictiorn. Cependant, sous we hypothése de
régularité, et des hypothdses de différentiabilité, une condition
nécessaire de cocrionnabilité par rrédiction est l'existence a'un
quasi-point-selle de ¢ (notion introduite par BENSOUSSAN et
al. [4])

DEFINITION 4.1 : Or. dit gu'une fonctionnelle £ de deux
admet un guasi-point-selle en (x*, y*)

si les fonctionnelles :

var

bles x et

¥

X = £(x,y")
ety - £(x",y)

*
ement

2 P : *
scr.t différertiables et gtationraires en™x et y

THEOREME 4.1 : Etant donné un probléme décentralisé muni d'une
fontion objective apparente croissante, coordonnable par prédic-
ion en ce sens qu'il existe des paramétres (a*, x') tels gue

la solution locale ﬂ(u', )\*) est égale a la solution globale w"
et que o* = K(u"), sous les hypothéses que « (resp. K)

est différentiable en (u,v) (resp.u) et gue l'opérateur linéaire
dK/du(u') est injectif, la fonctionnelle 2 admet un guasi-point-
selle en (u*, o, A").




DEMOLSTAATION :

Draprés  (3.5), la fonctionnelle A - »2(u, of, A) est
constante puisqu'égale & g(u'). Blle est donc différentiable
en A\ et stationnaire partout donc aussi en A . D'autre
part, d'aprés 1'hypothise que u. est la solution locale pour
la prédiction (a*, A) e

2", oA s 2w, oY), v

ot rar corséquert : Y g(u’, o, A) = 0 (4.2)
Bnfin, du fait, que u" est solution globale et que
#(u) = 2(u, K(u), ) pour tout A, on a :

vy’ = v, 2", ) s )T v 20, KA =

Mais par (4. 2) et l'nypcmese de régularité de dK/du(u*), on en
adiuit : -L( , o B A = ce qui achdve la iémonstration.m

I. est faci_e ie mertrer jue ce quasi-pcint-selle peut ne
giement en s'arrargeant pour construire

ras &ire un point-selle, &1

un cortre-exemple ol 2 r'est pas convexe en v. (cf.[6]). On

verra i'ailleurs au cnapitre 2 que cela peut trés bien se produire

dans le cas i'un problime de cormanae optimale linéaire-quadratique.
On peut se demasnder alcrs s'il ne s'agit pas plutdt d'un

een u d'une cart, (v, \) d'autre part :

,x %« -
2w, vy M) s 2, v, M) s (v v, M)

négalité

Ma-s, rave: .t tse (4.7) gé::ira._emv.t vér.fide, _
ie gau t 1mpossible car pour vy K(u ) et en rrenant le
sup. en A o2 trouve une ccrtradiction.

I1 est donc exclu de pouvoir construire un algoritime

coordonnateur de type UZAWA. Il faut alors se tourner vers un
autre type d'algorithme, dit "algorit.me de réinjection". Etant
donné que deux paramdtres (a, A) doivent &tre réajustés a chaque
pas, deux relations sont nécessaires. La premidre sera naturellement
fournie par la condition de couplage : a = K(u). Soit @° 1la
solution locale au pas k, on prendra :



&1 2 k(e (4.3)

La deuxiéme relation sera obtenue par le résultat important du

théoreme 4.1, & savoir : YV, 2= 0. Supposons par exemple
que 2 est du type (3.3).
Alors :

ce qui suggire d'a;uster A par :
+

AT 2 v g ek, K(e) (4.4,

On étudiera au chapitre 3 la convergence de l'algora

(4.3) - (4.4) obtena d'ailleurs, & ce moment la, par une autrec
a,irocle (cpératen.r d'interaction de  MESAROVIC et al

Remarjuor.s pcur finir ure sorte Jde dualité ertre la cocCri_-—
ration par préiiction et celle par déccuplage : er effet dans ia
premiire .a reliation de couplage sert a ajuster le paramitre
d'interaction A et la statiornarité en v de £ sert 2
ajuster le paramétre A ; dans la seconde, le paramétre ¢
est choisi au niveau local en minimisant 2 en v (stationrarité)
alors que le paramitre A est ajusté en se servant de la
relation de couplage (cf. (3.14)).



CHAPITRE II

iME DE TAKAHARA ET EXTENSIONS

ALGORI

Avec ce chapitre commence l'application des concepts précé-
ients & la commande optimale des systémes dynamiques. Quelques
algoritrhmes de décertralisaticn-coordination concernant ce
iomaine scnt apparues dans la littérature, parmi lesquels nous
citerons ceux de PEARSON [32], TITLI [38], TAMURA [37],

BAUMAN [3] et TAKAHARA [35]. Mis & part celui de BAUMAN
dort 1'idée de décompositior des tra=ctoires n'entre pas aans
la catégerie d'applicaticns jue rous visons, les autres se
s ex deux catégories : la coordination par

classert plus ou m
prédictior ([35]) et celle par "déccuriage", c'est-a-dire par
une généralisation de i'algorithme de LASDON et al. [28] au cas
dynamique.

Cercrdavt, cetw jue re sera pas déveloupée

cutre mesare icil., Les rais.ns ert en partie au fait que,

aritre rrécéient, il y a moins de

comme nous 1'avons Vi au on

mes coorio:snabies rar découriage que par préaicticrn

prob:
mais surtout au fait que ces méti.cues "iuales" s'adartent beau-
smert & ure mise er. dseuvre en ligne, et c'est

cour rlus 3J1£f

vers qus ..cus tenions.

systime

228 par uic

ter.tative i'ag e ccorilnaticn par aécourlage est

-e suivant. Corsiidrens le classique problime lindaire-quairatijue:

o= Fxo+ Gu o ox(t) =« (1.1)
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nyn 5 J‘T (x"x + u'Rwat (1.2)
1
° c .

ot x(t) € R® et u(t) ¢ B*, F, G, -, R étant de dimmensiors

L'accent sur un symbole

adéquates et pouvant dépendre du tew
mathématique représente la transpc: -on du vecteur ou de la

matrice.

Supposons qu'une certaine déc:-  sition des vecteurs a'état

et de commande en N sous-vecteur: = difensions resgectives
{ni et miy L= 1, el Nposortd = (& nyg =n 3w o=m).
Pour la matrice G{(nxm), par : zle, nous noterons G, =&
matrice formée des N blocs Gii 1imersion (njxml) cor=
respondant & la décomposition préc= we sur la diagonale et le
zéros ailleurs. Nous noterons 3 - "atrice G - G fornée
I rellergns G et &

des blocs Glj(nixm;)’ FI 2

respectivemert, matrice "bloc-dias et matrice "hcrs-

diagonale".

Supjoscns pour simplifisr que = 5 e probléme rrécédent,
les matrices Q et R soiert blo.- =<orales de telle sorte que
le critére sort "séparable". Er £ art la partie de dimension

n; des équations (te1), on obtie.

A= Pooxg + 6w *Eiwijﬂ -y uJ) iy () = ay (1.3)

v, =D (P x4 G u) (144

cu glcbalement :

v= o+ B (1.5)
on a défini l'interaction v(t, ¢ € ¢t la foncticn de coupiage
v = H(u,x) (cf.(1.1.8)). Le prec: "découplé" plcf.(I.1.5))

s'écrit dci :

=B buevox(ty) = (1.6



Le probléme est alors, dans le cas dynamique, un problime
ju type "séparable" (cf.(I.3.1)-(I1.3.2)). Or forme donc le

lagrangien (cf.(I1.3.3.)-(i.3.4)):
T
J‘t [%x‘@t f%u'Ru+)\,(§‘x+5u—-v)] dt (1.7)
o

ol A(t) € R". On peut alors chercher & appliquer un algorithme
d'UZAWA, en minimisant, pour {x(t), t € [to,T]} donné, en u
et v le lagrangien (1.7) et en maximisant en A\ au deuxiZme
riveau. Cependant v n'apparalt que linéairement dans (1.7) et
(1.6). On est donc confronté & un prodbléme avec arc singulier,
dont la difriculté technique est bien connue.

Mais cette difficulté n'est en fait pas seulement technijue.
C'est le prooviéme de la cooriornabilité par découpiage qui est
posé. Or a vu (théoréme I-3-2) que la coordonnabilité était
équivalerte & l'existence 4'un point-selle. Il est facile de
voir qu'une condition nécessaire d'existence est la ccnvexité
en v qui requiert :

Pour calculer cette juantité nous introduisons l'opérateur
lindaire @ dans i'espace des fonctions du temps & valeurs da~s
noo : PR fooan . n :

RY, de carré intégrable sur [t ,7] i ~ [(Lc,l‘), R"], défani
comms suit : Joit &(t,s) la matr.ce de transition du systéme

éaire ( .1,

ﬁ(:,s = P(3)e(t,s, ;3 &(s,s, = I (-dentité, (1.8)

DERINITION 1.1 : On aprelle opérateur & associé & F ll'opéra-
teur linéaire qui & a(e) ¢ L?((5,,T), B"] associe b(.) telle
Que @




b(t) = J: a(t,s)a(s)as ;5 .t € [t,, 7). (1.9)
(<]

Soit @ associé a F ; il est facile de montrer que
la dérivée seconde en v de (1.7) ol x est considéré comme
fonction de (w,v) par (1.6) est égale a :

2, ey -
"—f.—.o'q@ (1.10)
dv

N A% . 2 ; .
ou ¢ est l'adjoint de @ par rapport au produit scalaire dans

Lz. Or. voit donc que la positivité de cette quantité est liée
a4 celle de Q, qui n'est absoiument pas récessaire pour que L€
probléme linéaire-quadratique ait une solution. De plus ia
positivité stricte est rarement acquise et est pourtant néces-
saire pour que la minimisatior en v reste firnie.

On peut essayer d'adapter cette méthode en introdursant
v sous forme guadratique explicite dans le critére, par une
modification quairatijue du type de celle utilisée au cragitre 2,
mais on doit alors faire intervenir une trajectoire nomirale de
sorte que l'on revient a des méthodes de type "préaicticrn". Il
nous paralt donc plus direct de s'orienter a priori vers ce tyre
de méthode. L'algorithme de TAKAHARA en fQt, historiquemert,
le premier exemple.

2, Algorithme de TAKAHARA et généralisation.

La fagor dont TAKAHARA a obtenu sor. algoritame er 19064
semble avoir peu de rapport avec ia aémarc.e suggérie par
MESAROVIC et al.[30] pour les systémes dynamijues. Cependant,
nous montrerons au chapitre 3 le 1ien ju1 peut &tre fait entre
ces travaux. Ici nous nous contenterors i'exposer l'algcrithme
et de le généraliser.

Considérant le probléme (1.1) - (1.2), on pose les équa-
tions d'Euler-Lugrange, obtenues & partir du principe du minimum
de Pontryaguine (cf.Annexe 4) :

= Fx - GR™'G'A ;ox(t) = a (2.1)
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5OAMT) =0 (2.2)

(2.3)

TAKAHARA surpose les matrices G et R bloc-diagorales.
Alors, choisissant une trajectoire nominale de 1'état et de
iradioint (€(.), AK(L)), on considire les N problimes
aux limites en aeux points indéperdants :

gatl w1 _gpmlghiel _ gk x‘“’(to) Ca (2.4)

. .t v .
ML D BER gt L8 C %S p KT = 0 (2.5
Autrement dit dans la partie i des équations (2.1) -
(2.2), les variables e A j#1} sont prédites & des valeurs
nominales afin de rendre’ ce Sous-systime d'équations indépendar.

jes autres.
On peut lever facilement l'hypothése restrictive "G et R
bloc-diagonales" faite par TAKAHARA en raison de la présence

de coefficients non vort & ces matrices dans

les équations (2.1) a (2.3). Il sufrfit, pour cela, de faire

ires par ru

disparaitre ces non lindarités :
% = Fx + Gu i x(1y) =a (2.6)
N N I (2.7)
Ru=-GA (2.8)
rocs :
I ; (2.9)
R _ BT L R C s _ %k k() S0 (2010)
A I P S S (2.11)




Ces équations peuvent s'interpréter comme les équations
d'Euler-Lagrange des N problimes indépendants suivants :

%= Bx o+ du e vS s x(t) = a (2.12)
vio= &5 RE (2,13,
T . 1 - ki el

m:rJ‘ [?XQX+§u'Ruvq x + r uat (2.14)
tO
POl AR L Y S U (2.15)

icabilité et de coordonnabilité de cctt

Les gquestions d'a
ta

métiode de cocra’nation sont faciles & étudier airceten:

partir des équaticrs (2.1) & (2.3) et (2.9) & (2.11) =.yer-

nant des hypoti:bses d'existence et d'uricité, On peut dunc

stattendre, si 1l'algorithme converge, & une convergence (en un sirs

qui reste a définir) de (xk, Ak, uk) vers les valeurs ortimales

(x“, A, ut). Cependant, il semble qu’aucune preuve correcte

de convergence n'ait été obtenue pour l'algoritihme de TAKAHARA.

Des expériences numérigues (cf.[18]) ont mortré ur bon compor-

tement pour des sous-problémes moyennement couplés.
Ltinteryrétation (2.12) & (2.15) permettra de faire le

lier. entrc cet algoritnme et celui du charitre 3. De plus dans

le paragrarke qui suit, e.le suggérera unc version plus commode

déboucrant sur une mise en oeuvre heuristique en ligne.

3. Une version plus commode et un algorithme en ligne heuristigue.

Puisque la résolution des ¢quations (2.9) & (2.11) cst
équivalente a la résolution du probleme (2.12) a (2.15), tout
autre fagon ue résoudre ce dernier conduira & une nouvelle
version de l'algorithme de TAKAHARA. En particulier, dan. le
e résolution par la programmation

équation de Riccati et deux

cas linéaire quairatique, w
dynamique, conduisant ici & une

es (cf. Annexe 4) est
ites en dew

équatiors linéaires par sous-yrobld

recommandée puisqulelle suririme le problime aux 1



roints des équations a'Buler-Lagrange. De plus, on s'apercevra

que les éjuations de Riccati peuvent &tre intdgrées une fois

pour toutes, au départ ie l'algorithme, ce gui réduit la réso-
lution dGes sous-problemes en cours d'algorithme a des calculs
linéaires. La version ci-dessous peut-8tre également obtenue
directement & partir des équations (2.9) & (2.11) en utilisant
la méthode des caractéristiques (poser : A = Px + g). Il vient :

FEG GRTTE" Byt - G/ [ R
o) = o (3.1)
XL ke gfa0
=0 (3.2)
;5 B(1) =0 (3.3)
*) (3.4)

Notons ici que si la convergence a lieu, les éiéments
k k - X X
N )

vers les é1l

iiérés comme fonctiirs au temps convergent

* o xx . !
ents optimawx (x , u, A ) =mais les €léments P
et gK n'ont pas pour limite leurs équivaients dans le probléme

a la co

global. Cec: ntrainte de structure imposée par

1l'approcie

de, qul implijque jue le gain de la partie
la commande (3.4) (et donc P) ne peut-8tre
5 vr

¥ralement pour le

n'est pas

ai g

~ ae revenir sur cette

L'équation (3.1) siss que la coumande (3.4), obtenue
comme solution des N problimes (2.12) & (2.15), est appliquée
a la dynamique locale (2.12), pour dorner les traectoires
) et wT(L). De plus, les équations (2.13) et (2.15)
montrent que ces valeurs sont réinjectées comme rouvelles
prédictions.
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On peut imaginer d'appliquer la commande 3

w= BN (E o+ 3k

considérée comme ure e localement en boucle fermée,

directemert sur ia dyramique globale (1.1) ou sur le systéme rée:
Bien sfir, on cbtiewira alcrs des trajectoires pour x et u

wifférentes des rrécédertes. Ces nouvel.ec trajectoires peuve:t
alors &tre utiiisées comme prédictions dans les équations (2.13)
et (2.15).

Cette nouvelle version évite l'intégration de 1l'équaticn
jue pas, celle-ci ¢tant

(3.1) dans chague sous-probléme, & ch

remplacé par le déroulement du processus global (1.1). De plus,
on obtient alors une sorte de feedbacr au niveau coordonrateur

puisque c'est ia réponse du systlme réel qui est utilisée

comme nouvelle préaictiun. Cepe: t cetie ver lLeur:

en ligne, testée n
que le couplage prend une certaine importance (cf.[18]).

t, n'a pas donné satisfaction

En particulier, une certaine instabilité des trajectoires aans
le temrs apraraft.

Nous ne aisserterorns pas plus lo:igtemps sur les raisons
de cet échec, constatant simpiement que le probléme essentiel
de la coordiration en ligue viert du fait que la commande &
chaque pas est calculée sur aes modiles locaux découplés alors
qu'elle ao0it &tre mise en oeuvre sur .e systime réel couplé.
La nécessité d'une approche plus théorique apparalt donc, ce
qui est fait au chapitre
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CHAPITRE 1III
FREJICTION ET OFERATEUR D'INTERACTION

THEORIZ ET ALGORITHME

Ce crapitre contient la contribution théorique majeure
de ce travail. Partaant des idées de MESAROVIC et al. qui serort
rendues transparentes par une 1résentatior simyle, or uévelorie
ces idées dans un cortexte géréral, ce qui conduit & un algo-
rithme de coordirat.on dont _a convergerce forte est démontrée
dans lie cas guadratigue.

Or syécialzse ensuite ies résultats obtenus, dars ur premier
temps, pour le probiéme de commande optimale linéaire-quadrat:que
le plus simple. Au chapitre suivant, on envisagera des problimes
-indaires-quadratiques pius comrlets, puis non lirédaires. On
verra aussi la version de l'algorithme iavs .e cas liréaire-
quadratique (pour simplifier) & temps discret. &r fait, la
portée de la théorie précédente semble ercore plus générale et 1.
est raisonnable de penser qu'elle pourrait déboucker sur des
algorithmes de coordination de problémes & paramdtres répartis
(dérivées partielles).

Pour terminer ce chapitre, on fera le lien de l'algorithme
obtenu dans le cas linéaire-quadratique avec l'algorithme de
TAKAHARA du chapitre précédert. On pourra alors mieux cerner
gne. Llessertiel des résultats

la notion de coordinavion ex
de ce chapitre et des § IV.4.1 et IV.4.4 ci-dessous ont déja

paru dans l'articie [15].

1o Coordinatior par prédiction et opérateur d'interaction.

Commengons par définir quelgques notatiors et par faire
quelques hypothéses. Corsiiérant le formalisme du §I.1, nous
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supncscr.s que les espaces u,¥ ... sont des espaces de Hilbert
et - ous noterons pour tous ces csraces le produit scalaire

L&r < .,e> o Rappelons gue pour une fonctionnelle f:z- R,
1a aérivée de Fréchet évaluée en x° , df/ax(x°) est un
¢_émert du dual 2z dont 1'équivilent aans le primal par le
théoréme de représertation de Riesz (isomorphisme de x et
%) sera noté v,£(x°) et aprelé "gradiert". De plus :lopé-
rateur adjoint d'ur ovérateur _i:éaire enire deuwx espaces est
noté vpar une .

Dans ce paragravhe commy s e su.vart, nous ne ferons

pius référence aux variables d'état qui sont 1es intermédiair:
t.les pour ce qui suit., C'est pourquoi nous définissons

g(u) mar (I.1.3) et :

¥,v 1 2u,v) = glu,B(u,v)) .

Nous supposons g, ¢ et K Frécret-différentiable par r=

& tous leurs arguments. Xous surrusons enfin données des 4
s.tions de y et y. On re distirgue pas dans les notations
mert (0, ..., O, Uss Oy eeey 0) € 1

_1élément uj € U de 1'é
afin de ne pas compliquer 1'écrit

Soit u' une solutior au rrobléme global : minimiser
Elle vérifie la conaition nécessa.re :

vu oz (uK(w) = glu), (G
ae sorte qu (1.2) peut-8tre réderits :

*

FLETHOT +F @

* ¢

vy 9K . v
YK(U*I)~3%__(\A*) = 0, =1, aeey N (" oAJ

On va chercher & interpréter ces . ¢équations comme de:




corditicrs néeessaires d'optimalité selon N critéres locaux
<. & séfirnir. Pour ccla, cr pose :

ch(ui) = J(ui+u°-u‘j’,v°) + < Fl(uo),ui> (1.0
= K(u) (1.¢)
r,(®) = [%éi(u°>1*vvJ<u°,v°> (7

o

©s1 une commande nominale (prédiction).
. eni aisé de constater alors que les équatiors (1.4)

©t ftre rééerites :

=0, iz1, weey K (s

ce qui stinterpréte comme les conditions nécessaires de minimica-
tion des N critires J.. L'étude de cette méthode de coordina-
tion est résumée par 1o iemme et le théorlme ci-dessous. DLonnors
au préalable quelques ¢iénents ae vocabulaire. La fagon dont

le premier terme dans le second membre de (1.5) est obtenu a
partir de J(u,v) est azte par "restriction autour de u°r,
Elle consiste & figer v et la partie ron locale ae U

fu., j;lij & une valeur nominale. le vecteur T(u’) € u; est
l'équivalent dans le primal du premier opérateur d'interaction
de MESAROVIC et al. [30, pp.192-194]. Ceux-ci ont également
tion

défini un deuxidme opérateur intervenant dans la coor
vlage (ef. aussi [7, Chap 5]);

1ci puisque nous nous limitons & la préd

s n'en parlerons pas
ction, et d'ailleurs

age et opérateurs

par dé

sation d'une coordinati

édiction tout en

r ure nominale) .

IEMME 1.1 : Le critdre J'iJ £tant défini par les relations (1.0,
a (1.7), ona:
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4 (0) - 82 (4°) (1e9)
dui Gui

Démonstration évidente & partir de (1.3).

THEOREME 1.1 : Supposouns la fonctiormelle g convexe er u et
la fonctior de couplage K injective

a) Le principe de coordiration par préaiction estappiicabie au
probléme décentralisé défini par la familie de critdres

b) Si le probléme global a une solutior u’, et si les o

i
gonvexes en uy, le probitme décentralis¢ est coordonnable par

ce rrincipe.

DEMOXISTRATION :

a) Supposons que pour une préaiction <{a = v o= K(uc)f, la
solution @ des problémes locaux, supposée exister, soit telle

que o« = K(%). Alors, par injectivité de K, u® = 4. Dlaprées

les coniitions de stationnarité :

0
5 (0,) = 0 , =1, ees, N (1,10
dui

et d'aprés (1.9), on en déduit :
g—?(ﬁ):o y i=1, «eey K (1.
Ui

ce qui exprime, aveC l'hypothise de corvexité, que €@ est solu-

tion du problime global Clest 1'applicabilité .

(1) Cette hypothise a'injectivité est nécessaire si on veut rus-
ter fiddle & la définition de 1l'applicabilité telle qu'elk est
exprimée au §I.2. Si l'on modifie cette définition en consiiéra
airectement u° comme la préaiction :

*

=0 =17=nu
Cette hypothése n'est plus utile comme on peut le voir dans la
démonstration.




b) Soit u" une solution du probiime global. Eile vérifie
(1.2) et (1.4). Cette dernidre équation et 1l'hypothitse de
convexité des J; impliquent qie \:; est solution du probléeme
local i ‘avec pour prédiction u . Par conséquent il existe
bien une prédiction {u*, v' = K(uw")} conduisant & 1'optimum
global par optimisation locale. C'est la coordonnabilité m
Ces deux points étant acquis, on aborde maintenant le

probleme de 1l'algorithme coordonnateur.

2, Algorithme de réinjection. Cormvergence dans le cas guadrati

Nous nous limiterons ici & 1'étude du cas quadratique déii:
par les hypothdses suivantes :

H1) g est une fonctionnelle quadratique en u
* *
g(u) = 12 <u-u, Af(u-u)> ‘2

H2) J est une fonctionrelle gquadratique en u et v.

H3) K est une function affire ae u :

K(uw)

Eou s k(o)

Ces hypotheses sont compatibles avec la relation (1.3). Lla
raison de cette limitation est d'crdre technique : toute forctiox
quadratijue est représentable exactement par son développement

de Taylor au second ordre. Une conséquence que le domaine de

convergence sera indépendant du point ae i1épart de L'algori
Dans le cas non quadratique, il faudrait repreiare les démons-

trations en majorant les termes d'ordre supéricur a l'ordre 2.

Alors, onne pourrait assurer la convergence que :ans un certain
seralt Lrcozblement

voisinage de 1'optimum, voisinage q
difficile & définir Jde fagen pratique.

On va d'abord démontrer, moyenrant une certaine condition
de convergerce gue partant d'une rréaiction W0 et appliquant
une fois le principe de coordination, la solution locale obteruc
@ est améliorante clest-a-dire que g(8) s g(u®). Il est alors
naturel de reprendre cette nouvelle commande comme
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prédiction u' pour itérer le processus et obtenir u2, u’,

etc... On appelle cette procédure, algoritame de réinjection.

On obtient donc une suite uk} qui est telle que {g(uk)j

est décroissante et minorée par y(u*). On démentre alors que

la suite {u¥] converge fortement vers u® et que la limite

est bien ﬁ(u ). On montrera ensuite commernt modifier les critérec.
Ji afin de toujours satisfaire la conditicn de convergence.
L'algorithme ci-dessus permet alors de coordorner (du moirs

théoriquement) n'importe quel probléme décertralisé du type
consiuéré.

LEMME 2.1 : Soit B, llopérateur 02j/0u’ et soit B i'opéra-
teur bloc-diagonal formé avec les Bi' En suprosant B coercif

donc inversible, on a :

0=’ -3 vu®) (2.3,
DEMONSTRATION :
Ecrivons (1.10) et développons autour de uf H
Yy J;’(ai) =9 I + By(oy -ud) =0 (2.4)

Mais d'aprés (1.9), le premier terme est égal a Vu_g(uo)
et 1'on obtient globalement (2.3) *
Notors que 1'hyvothése B, coerTcif garartit que le problime
local i a ure solution (unique). Or suppose ae méme
A = d2g/au? (cf.(2.1) coercif, pour que ie probidme global
ailt ure solution.

THEOREME 2.1 :

a) Sous 1'hypothése gue l'opérateur autoadjoint B-A/2 est
coercif, ce gue nous noterons :

B-450 (2.5)
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l'algorithme de réinjection provogue une décroissance strictement

monotone du critére global g , et la différence entre deux

valcurs successives est :

2005) - gy = @ oW, o - u")s (2.6)
avec ¢ = ABT'(B-a/2)B"'a (2.7)

«
b) La suite [u converge fortement vers u', le rythme de

convergence e»am: donné par (2.3).

DEMONSTRATION :

a) La décroissance monotone de g est ure conséquer.ce de 1'hypo-
(2.5) et de la formule (2.6) - (2.7) qu’il suffit

donc d'établir. La formule (2.3) s5'éerit erccre en remplagant

uC et & par uS et u'T', et en tenant compte de  (241).

L T (2.8)

K*l

Il sufiiv alors de développer la différerce g ) - g(u ) au

secouc crdre ce qui conduit au résultat.

b) Lla suite (9(4“) est donc décrorssaite et bornée inférieure—

ment par g(u ). Elle a wie limite Pin 2 ;(u ) et par
conséquent ;(u ) - ;(u’”) ~ 0 lorsgue k — 40, Utilisant
ltéquation (2.6) et l'hypothise de ccercvité (2.5), on a :

e e B ¢ |p0%) - 505 s P oAk 2

NE AR | =0 etdone Wt - O
B et A). Ia suite [uf } converge fortement

= ).

Par continuité, gyip
REMARQUE 2.1 : Or va montrer que L'algoritime ci-dessus est
équivalent & celui qui avait étvé défini par _es formules (I.4.3)
et (1.4.4) comme corséquence uu théoréme I.4.1 appliqué au
cas séperable (I.3.1) a (I.3.4). Pour cela, remarguons ftout
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d'abord que si 1l'on applique une procédure de "restriction" au
critére additif :

Iw,v) = B33 ugevy)

on trouve bien, & des constantes prés, comme il se doit le
terme Ji(;i,ai) (avec a = }(i(uo)) pour le sous-systéme i.

Si i'on fait ia somne ases N critdres locaux (1.5), on

pe.t écrire aiors (au pas x+1) :

b JK(um) = J(u, &) b k) %(u‘).l» (2.
ii

2 k() (2
N X, k) (2.

Il ne rfeste pius gu'a remarguer que le terme

peut-2tre remylacé (méme da=s le cas ou K nfest pas affine)
par X(u) (lorsque K est séparabie, bien sr pour que la
décompusition soit possible, cf. (I1.3.2) - (I.3.4)) sans chai-
gement pour les théortmes d'applicabilité et de coordonrabilité
Alors, & des constantes pres (terme -<A¥, of*15),(2.9) ainsi
modifié s'identifie a (1.3.3) et l'algoritime (2.10)=(2.11)
est équivalent a (I.4.3)-(1.4.4).

Cependant 1'ava.tzge importu-t ie la aémarcre ci-dessus

est de ne pas nécessiter d'hypotiise de sérarabilité ni sur
le critére ni sur .a forction de couplage K. La vortée de

1l'algorithme est donc trés géuérale.

REMARQUZ 2.2 : La fermule (2.3) rpermet ae voir gue le principe
de l'algorithme ci-iessus est ce!wi a'ur "quasi-zlgoritmme de

Newtun décertraiisé". En effet, ''algoritame ae Lewton s'éerirait :

K+1

- a7 v (2,12
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et sorvergerait d'ailleurs ern wr pas dans le cas quadratique.
Wais 1lopération nen -inéa.re 4'inversion de A = d2p/du®

nlest pas possible de fagon décentralisée. Aussi, lui substituc-
t-on l'inversion de B, qui est bloc—diagonal (B est la partie
bloc-diagonale de 82J/0u®). La condition (2.5) montre dans
ques cas cette subtitution est loisible. le lemme suivant léve
cette restriction.

LEMME 2.2 : Bi 1'on ajoute le terme guadratique :

5 <

- ug, Ml(ui-ui)> (2.13)

(1.5) des critbr
me 1.1 restent vrais. le lemme et le théoréme 2.1 s'appligques

s locaux, le lemme et le théore-

en substituant & B 1'opérateur B+M ol M est 1l'opérateur

bloc-diagonal formé par les M;. Il est toujours possible de
ghoisir M pour satisfaire la condition de convergence :

B+ M- A/2>C. 2,14

La démonstration de ce lemme est trés simple. Far contre

un problime 1ifficile est celui du choix du meilleur M pour
obtenir la corvergence la plus rapide qui est obtenue lorsque
C est le plus positif possible (cf.(2.6)). On peut suggérer
dans un premier temrs de respecter la géométrie ies preblimes

N=vyB , yeRr (2.15,

1

1 - .
o, = —1— a3 (1+y)B-a/2737 2 (2.15)
Y (ys1)?

oL la présence de y au dénominateur et au numérateur simultané-
mert indique qu'un compromis doit &tre trouvé entre stabilité
et rapidité ie convergence .
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3. Application & la commande optimale liréaire guadratigue.

Considérons le probléme (II.1.1)-(I1.1.2) ainsi que la
décomposition en sous-systémes (IT.1.3) & (11.1.6). Confor—
mémert & la théorie précédente, g(u) est la valeur de 1'inté-
grale (I1.1.2) lorsque x est donné par (II.1.1) ; J(u,v)
est la valeur de la méme irtégrale lorsque x est donré par
(II.1.6). Nous désignerous déscrmais par 13 1'état au moakle
local i et par £ la concaténationaes E,l, ceci afir de
&Estinguer 1'état du systime giobal couplé (x = p(u)) défini
par (I1.1.1) et 1'état au systéme découplé (& = p(u,v)) défirz
par (1I1.1.6)).

La procédure par rcstricticr appl_gude a2 J(u,v) autour

Ge uf donve, & des constartes rrés, rour le sous-systdme i :
T
r ' ' o
| [ela g +ur v+ Mo g s dR w0l (.
5 Pt R i SAa e rE 2T
o

ca xk = p(u'(). Ctest .e premier terme dans Le¢ second membre
ae (1.5)c Il s'agit ma.utenant de caiculer la modificaticn
linéaire due & 1l'opérateur i'interaction < T

(uﬂ),ui> ou
la somme <['(u®),us (deuxieme terme de (1.5)).

LEMME 3.1 : La modification lindaire est égale & des coastartes
prés a :

T ' ~
J A (R + Bu)dt (3,
tC

ol A®(.) est donné par :
e e aAFMm =0 (3.3)
k K

et x est la solution de (Ii.1.1) our u=u , £ € t
1'état du moddle local (3.13) ci-dessous.

DEMONSTRATION

Draprés la formule (1.7), on a :
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Ky _ rdKo kya%o ook k
T = D)) v 0, (3.4)
En premier lieu, la fonction affine v=kK(u) est définie
par (II.1.5) o% x = p(u)., GUrAce & 1'équation (IT.1.1)

et la définition (I1.1.1) de 1'opérateur &, il est facile
de voir que :

LG (3.5)

En second liew, la définition de J(u,v) (cf. début du §)

¢t l'équation (ii.1.6) permettent de calculer :

vv;(u‘/‘,vk) -3 Q ‘,k avec F,k = F(uk,vk) (3.6)

Cepeniant, = K(u¥), de sorte que EX = x¥ = p(u¥)
ttapres (1.1.7). :

v, = 0" @ avee fF = (3.7)

Les ¢quations (3.4)-(3.5)-(3.0) dourent alors

rf) = (' " F L) @t (3.8)

lle et nous vewirions obtenir
(3.1). C'est pourquoi,

juelguies traisformations

I us = < %5, HF e G+ Dus (3.9)

Le résultat suivant est démoatré en annexe 2

HFoo+W=aF35+7) 3.10)
Alors
) us = <, 0(F80 » Dous = < 0F ocF, F(SGu) + Fus (3.11)



*
Interprétons cette nouvelle expression. Posons Ak =@ Qck.

En utilisart (II.1.9) et la définition de 1'opérateur

ad joint par rapport au produit scalaire habituel de
Lz[(to,’i‘), ®"], on établit facilement (par le théordme de Pubini)

que
X T b
AH(t) = J @ (s,t)Q(s)x"(s)ds (3.12)
t
ce jui €guivaat & (3.3) .

D'autre part, considérons, aans (3.11), la juantité oGu.
Elle diffire de :

Be o+ Bu o+ vF, E(t,) = a (3.13)

qui est la dyramique locale au pas x+1, iar ies terues & v

et L'I;(t,to)a qui sort autant de co.sta.tes lors de l'optimisatic
locale. DPar conséqueat, on peut assimiler @Gu et & dans

(3.11) qui devient, enfin :

X X T ok
() us =< 2K, FE o4 T s MO (FE + Tu)at (3.14)
o
Ceci acheve la démonstration a
En prerant la partie I au aercier membre ci-aessus ¢
~T '
DoAY (PLE o+ G.u)dt (315,
Jo, BN it o

et en 1'ajou

t & (3.1), on cotient se critirc Jf(uj) au ras
k+1. Avec la dyramique locale :

= P&+ Goiug +3§i(Fi$xk + amux) 3 £ (%) = (8.16)

or a complitement défiri le prot
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les équations qui résolvent re probléme sont donndes dans
la récapitulation ci-dessous ic .'algoritinme (pour justificatirr,

cf. annexe 4) :

a) Irtégrer les I équations de Riccati :

. . i . ) .
ByHR R #P PP Gy R0 Py Q= 0 3R =0 (a7

b) Poser k=0 et

roisir une premiére prédiction
{u%(0)50 el 1000

c) Intégrer 1.1)avec la commande u®(.), oa la mettre ern

. . - . x
ceuvre sur .e systime réel. Enregistrer x"(.).

d; Calculer 2(u") (imégraic (ii.1.2)) et la stocker. C1
k>0, et oo puf) 2 (1), La cosdition (2.5) nlest pas
vérifiée. Hecourir alors & la modification quadratique (2.1
(cf. remarque g) ci-dessous)e Si k > 0, si g(uk) < g(u”“),
et si la différence en valeur absolue est inférieure & un
seuil fixé a l'avance, arr8ter la cocrdination. Siren

3

continuer.
e} Intégrer (3.3) et enregistrer AS(.).

udre les N problémes lccaux définis plus haut (c'est &
dire (3.16) et (3.15) + (3.1)). Pour cela, intégrer les

AN

‘ (3.19)
'
- S a0l e Tl (R )05 5 (1)=0
1% P al
ruis ies ¢juations (3.16) ol u. est remplacée par :

w, = RGP E G 4 DR+ (6.0 (3.19)
= R lE R0ty 48 R P al M 7

Bnfin, reporter le résultat E57'(.) dans (3.19) pour obtenir

- 47 -




k+1 7
ICANONEN N
s 5 K+ ¥ ; ;
g) Arréter la coordination si || w -u L2 est inférieur
a un seuil fixé a 1'avance. Sinon changer k+1 en k
et revenir en c).

REMARQUE 3.1. Il faut faire preuve d'une certaine pruaence dar.s
1'utilisation des tests d'arrét g) et d). En effet, si ces

Jeux tests sort positifs et si la moaification quadratique (2.13)
a été utiiisée, :1 se peut que celle-ci soit trop importante

(M. +trts grarnd devant B.), de teile sorte que uk+ est
cortrairt & Etre proche e -uk. Si le test g) est négatif, mais
le test d) vpositif (p(uX) < g(u*7!) mais aifférence petite),
il se peut que ia conditior (2.5) (ou (2.14)) soit tout juste
vérifie, de sorte que C(cf(2.7) ou (2.16)) soit positif mais
de rorme trts petite. Utiliser alors la modification guadratique

{ou augmertation de ceile-ci).
COMMENTATRES ET REMARQUES DIVERSES :

a) Le pas e) ci-dessus correspond au travail essentiel de
coordinatior. On notera que c'est un calcul de taille
globale mais lirnéaire, alors que la résolution du probleme
demande ur calcul gquadratique. Il est possible au fur et &
mesure que la taille du probléme croit, que lie premier calcul
reste possible alors que le sccond devient impossible.

Er effet le rombre de variables croit comme n dans les
calculs linéaires, comme n2/2 dars les calculs gquadratiques.
ve plus, & nombre de variab.es égul, les providmes de
stabilité numérique sirt plus critiques dars le cas quadra-
tique. D'autres consiaératiors (inversions de matrices dans
1'équation de Riccati) ertrert e iigne ae compte.

b) Torsque l'or aispose ae Ak, or. aispose facilement du gradient
gen u® :

V(u¥) = muk + 6K (3.20)

- 48 -



et on peut donc calcuier une meilleure comnande par wn
algorithme de gradicct simple, Cepeniant ncus avons vu que
notre algorithme s'apparente plus a ur algoritime de Newton
(Remarque 2.2) dont les calculs non lindaires sont décentra-
lisés. la convergence devrat en &tre meilleure et le choix
d'un pas de déplacement dans la direction de descente est
ici automatique.

c)le pas e) ainsi que le pas f) prennent place entre deux
périoaes :tC,T] perdast resquelies le systéme est commandé
(pas c)). Si le temps disponible entre deux telles périodes,
dans une mise en oeuvre en ligne, était insuffisant pour mener
ces calculs, on pourrait envisager d'utiliser ia xS période
[tC,T] pour faire les calculs aux niveawx coordornateur puis
local avec les informations recueilliles perdast la iérioae

, afin de calculer la commandc u“"'. Cette procsuure

&
n'a pas été étudide plus avant.

d)Le pas f) (résolution des problémes locaux) récessite 2 inté-
grations linéaires par sous-systime, l'égquation de Riccati
étant elle invariable et intégrée une fois puar toute. Il
faut bien voir que la seconde de ces intégratiors (simulatior
des systimes locaux (3.16) avec les commardes (3.19)) n'a
pour but que de calculer la version en boucle ouverte de

uk*1, car crest elle qui doit &tre utilisée. En effet, toute
la tiforie a ét¢ menée ians des espaces L° ae fonctions du
temrs, et l'interventi acclientelle de cormrandes apparem-
mert en boucle fermfe, (cf.(3.19)) est puremert tecanique.

1 oche neuristigue du § II.3.
chapitre sur le prob_®me de la coor-
0

On ne renouvelle pas ici 1l'ag

On reviendra en de

n boucie fermde.

e)Ici, or peut considérer que l'on a affaire a ur algorithme er
iigue et en boucle owverte (décroissance morotone de g,
utilisation de la réponse du systéme réel pour la coordi-
nation...). Il s'applique & des systimes périodiques, c'est—
a-dire repartant & chaque début de période & la méme
condition iritiale a. Ce peut-&tre par exemple le cas d'un
processus industriel remis en marche tous les juurs & partir
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du méme état. Le feedback au niveau coordonnateur créé par
le "recyclage" de (uk
& un caractére "adaptatif" de 1'algorithme er ligne, dans le
cas de pannes de certains sous-systémes, qui sera étudié au

,xk) comme nouvelle prédiction conduira

chapitre suivant.

f) On peut voir facileme:t que :

g

ol

“rR+Go"Qac (3.21)

Tax S

BC=B=R+G808¢ (3.22)

On voit que A et B sont"fabrijués" de la méme fagor & partir

du quadruplé (P, 3, Q, R) et ac ses parties bloc-d1agoraies.
L'application :

(F, 3, @ B) ~ R+35¢ 206 (3.23)

permet Gonc de résumer en ur seul opérateur le couplage prove-
nant a la fois de la dynamique et du critére, par comparaisor
de A et B. Ia condition (2.5) défirit le courlage maximum
admissible. Mais on a vu (lemme 2.2) que cette limitation
peut-&tre tournée.

A propos justement du lemme 2.2, il est judicieux de prerdre
ici (au vu de (3.22)) :

'$* 34 (3.24)

W

M=R+G6

R et Q étart des matrices b.oc-uiagorales. Ceci correspond & :

T N
<u—uk, M(u-u)> = 12 J‘t [~ qe=5) + (u—uk)'R'(u—uk)]dt (3.25)
o

On peut suggérer méme selon (2.15) de premdre : Y=y Q et
Toy A

Kous donnerors au chapitre suivait les mcdifications & apporter
aux équations de résolution des problimes locaux.
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%) On peut éncncer le corollaire suivant du théordme 2.1 :

COROLLAIRE : L'algorithme du §3 converge uniformément
sur [to,T] . Ceci résulte de résultats classiques sur les
équations différentielles linéaires (cf. BENSOUSSAN [4a,
pp. 22-28]). Introduisons L'espace de Sobolev H! (espace
N N 2 2 -2
de Hilbert de norme : | x| < = | x| LS PR
2, 12, %

IL'équation (1I.1.1) définit une application continue de
1'espace 12 des commandes dans 1'esvace de Sobolev des
états. La convergence de u(.) dans 12 implique donc
ceiie de x(.) dans H‘., Alors, comme il existe une injec-—
tion continue de H' sur C°, espace des x(.) muni de

la ncrme de la convergence uriforme, celle-ci est en
définitive obtenue.

4. Lien entre l'algorithme de TAKAAARA et notre algordthme.

Une simple comparaison des rroblimes locaux défiris dans
l'algorithme de TAKAHARA (of. (21.2.12) a (Ii.2.15)) et
dans notre algoritiume (cf.(3.16) et (3.1) + (3.15)) montre
une similitude de forme. Cepeada:t il ne faut pas se laisser
abuser par les notations. 3n efret, les éléments (xk,}\k)
conterus dans les équations (:1.2.12) et suivantes vérifient
les équaticns igcouplées (1i.2.9) et (I1.2.10). Inversement,
les x® et A" e ce chapitre vérifient les équations
globales (II.1.1) et (3.3).

On peut

re que

de TAKAHARA approxime

hme en remplagant les quantités (xk,)\'() caiculés
globalement par d'autres quantités calculées localement 2t

qui ont la méme limite. Afin e conserver un certain feedback
au niveau coordornateur, on peut envisager une variante

notre algori

intermédiaire qui consisterait & conserver la prédiction xk,

réponse du systime réel obtenue sans calcul dans une mise en
oeuvre en ligne, et d'approximer seulement xk solution de
(3.3) par la solution de (I1.2.10), ce qui supprimerait le
seul calcul de taille globale. Il est douteux que 1l'on puisse
démontrer théoriquement la convergence d'un tel sckéma hybride.
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Ltalgorithme de TAKAHARA rn'utilise pas de calculs globaux
mais il se préserte comme un algorithme hors ligne daus la mesurc
ol i1 ne nécessite pas d'observer la réponse du systeme réel.

On n'a pas démontré & son sujet gue les commardes ¥ succesive s
appliquées au systime réel feraient décroftre le critire global

On n'a d'ailileurs pas non plus exhibé de conditior de co:nvergerce
Seule la limite u', si elle est obtewue, est & priori bonne
pour une utilisation en ligne.

On vient de dégager quelques caractéristiques de la coordi=-
ratior en ligne :
a) Commande du systéme réel « chajpic pas de coordination, sans
attencre la convergence de 1l'algor.thmic.
b) Jécroissance & chaque pas du critére global.
c) U

isation de la réponse du systéme rée. pour la coordinati

A ces trols caractéristiques rdalisles par rotre algorithme,

or est tenté d'y adjoindre la suivarnte, naturclle pour des appli-

cations en ligne.
d) Commandes locales en boucle fermée.

Ce aernier point sera discuté dans le dernier chapitre. Les
points a) et b) simultanément ont un irtirét évident. Ie poinrt
c), qui est une sorte de feedback au niveau coordonnateur appor-
tera des caractéristiques adaptatives étudides au chapitre suivant
(fonctionnement dégradé).



CHAPITRE 1V

ETUDE DU FONCT.ONNEMENT DEGRAVE
AUTRES APPLICATIONS DE L'ALGORITHME GENERAL

La deuxidme partie de ce chapitre se présente surtout comme
un formulaire & l'usage de L'utilisateur. On donnera les équations
néaire-quadratique

de l'algorithme dans le cas d'un prcblime
a temps discret, dans le cas du wrobdme linéaire-quadratique &
temps continu le plus général et ecfin dans le cas nor-liréaire
a temps continu.

Au préalable, rous ¢tuizerons le comportement de l'algoritnme
en cas de pannes de sous-systimes.
1. Fonctiornement ddgraié

Nous avons déja fait remarjuer au §I.3 qu'un avantage de la
structure de commande de la figure 1, tant du point de vue calcul
que du point de vue mise en oeuvre, est de répartir le risgue
et de minimiser les conséquences de pannes des organes de calcul
ou de commande. Nous allons montrer que l'algorithme géréral
¢laboré au chapitre I1I satisfait & cette observation gérérale.

THEOREME 1.1 : Dang le contexte du théoréme I1.2.1, suppcsart

la condition (II.2.5) (ou (III.2.14)) satisfaite, mais suprosant
que pour i€ Ic {1, ...,N}, les sous-vecteurs u sont
maintenus égaux, pour tout k, & une valeur Gj, la_performance
globale g(u¥) déeroit a crajue pas et la suite (u¥] comverge
vers la meilleure commande possible, compte tenu de la contrainte

imposée sur }ui, i€ I}.
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NSTRATION :

Nous noterons ug la concatération des Qui , 1 €1}

er. supposant, sans perte e généralité que I = (i; isisi <M.
Tous noterons uy; le complémert. Or peut alcrs partitionver
les opérateurs A et B iu thécrime I11.2.1 en :
Ar o A By 0
A= B = (1)
»
A 0 B, -
i1 L
Scrsiicrant la formulc (I10.2.3), au pas k1, on a iod t
a1 s+l _ ok v, -
“ =Up et urio= g 11 #0470 (.2

FEET) - ) = @) T - s

(1.3)

2
1 K+1 k ) 2 k+1 k
M (w7 = upp)>

*z < Vot vin
!
11

Utilisa~t (1.2), on obtient finale

Ky k+1

() = glu

)= B ), (Brpmay )50 > (1 a

Si lu cociition (III.2.5) est satisfaite, alors :
BH—AH/2>0 (1.5)

ce qui rrouve que ‘g(uk)} est décroissarte. Ccume e_ic cst
*
Fyanzgn )

bornée inférieurement par g(u'), elle a une iimite
) =0 et par (1.5) et (1.4), 9 5(u¥) ~ 0.

Jone  g(u¥) - k!

Mais :



k " M K
Vrpg(uh) = App(U-up) + App(ugr-ugg) (1.6)

et du fait de 1'inversibilité App, afle & celle de A, (uf}]

a une limite :

lim _
s

AT A @ - uD (1.1
II 11l

Bien sfr, Vng(u:im) = 0, ce qui prouve gue u]I'%m est la com-
mande  optimale lorsque uy est figé a GI ]

Imaginons que, au pas k+1 de l'algorithme coordonnateur,
les sous-systémes 1 € I tombent en parne. Il peut s'agir d'ure
panne de l'organe de calcul de ces sous-systémes ou bier d'une
panrne dans la transmissior des irformatiors (prédictions et autres
parametres coordonnatcurs) du ccordonnateur vers ces ccntrfleurs
locaux. Par contre, on suppose ici que le coordonnateur peut
continuer & observer tout 1'état. Alors uy sera maintenue, ex
attendant la réparation, & la dernidre valeur u‘l‘ obtenue. Lle
critére g continuera & dderoftre & partir de p(u') . ILorsque
la réparatior sera effectude, i'aigoritrme vourra reprendre
son coursrormal et coaverger vers i'cptimum global.

S'il s'agit d'une panne Jde l'organe 1e commarae 1es SCUS—

systémes, on peut modéliser cette occurence er. disant que
Uy = 0. Alors, le critére g reut subir un saut & 1'instant

de la pance du fait que u]f est amenée & zéro. Mais la

décroissance e g reprendra & rartir de cette rcuvelle valzur.

2. ZProbleme Zindaire-quairatisuc & temps diseret.

Nous avens cru devoir étab

ir les ¢é juations générales
néaire-quadratijus & temrs discret, car
elles sont moirs courantes dans la littérature que zelle du cas

de résolutiur du problime 1

continu. Ceci est fait en amnexe 3.
Considérons maintenant le probléme :
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x(t+1) = F(0)x(t) + G(8)u(t) 5 x(ty) = a5 t=t , «ouy T-1 (2.1)

-
w3 T WA (R 2.2)
°
et pour une décomposition donnée de 1'état et de la commande,
le moddle locel et la fonction de couplage :

E(e+D)=F($)E(5) + G(0)u(s) + v(2) 5 B(t) = a (2.3)
v(t) = F(£)E(t) + T(t)u(t) §ot=tgs aeey D1 (2.4)

Les vecteurs

B O N O C AP PP A C O DR OO IR CAC T PPN € D))

VI = (), e v (- (25

o

arpartiennent & des espaces de dimension firie, structurés en
espaces 12 par le proiuit scalaire habituel. ;(u) est la
valeur de (2.2) lorsque x est donné par (2.1) et
J(u,v) est obtenue de méme & partir de (2.3) . L'équation
(2.4) définit la fonction v=H(x,u), d'ol les fonctions K ou
X per substitution & x de la sortie de (2.1) oude (2.3).
La définition d'une partie des critéres locaux par restric-
tion conduit & une expression analogue & (III.3.1) transposée
au cas discret. Il reste & calculer l'opérateur d'interaction
(I1I.3.4).
IEMME 2.1 : La modification 1iné (%) ,u> est égale 3
des constantes prés & :

&

I-1 ~
?»t N (2+1) (F0)E(£)+8(2)u(t)) (2.6)
o

ou  {A(t) t=t +1, «..y, T} est donné par :

)R (N (21, +Qa05(8) 5 AD=0 5 1t wuny 131 (207)
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avee xX domné par (2.1) pour u=u®. De plus £ est la
solution de (2.3) avec v' donné par (2.4) pour u=u
et x=x‘.

Nous ne ferons pas la démonstration détaillée de ce lemme
pour éviter des écritures longues et pénibles. La démarche est
en tous points analogue & celle du §II1.3 qui a abouti & la
formule (II1.3.2). L'opérateur ¢ du cas continu(définition
II.1.1) est ici défini par :

[ FCEmB(8-2) 0 F (ovd JF(s) si s<t

®(t,s) = 1 si s=t (2.8)
a7 (t,s) sios»t
t
et b(t) =% @®(t,s)a(s)
a=t0+1
ou

t
o(t) =2 a(t,s)a(s-1) (2.9)
s=t0+1

selon que a(.) est numéroté comme x(.) et A(.) (de t*l 2 T)
ou comme u(.) et v(.) (de ty & T-1) (cf.(2.5)). L'opérateur
. *

adjoirt &  par rapport au produit scalaire est alors défini

par :

T
foa(t) =T o' (s,t)a(s)
s=t
b=0"a o ou jot=tgrl, .1 (2.10)

I 1
v b(t) = Z @ (s,t)als-1)
s=t

formule analogue au cas continu.

On établit alors une formule éjuivalente & (A.2.7) ce qui
permet d'aboutir & (2.7). Finalement le probléme local i
s'exprime :
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k k
g (s+1)=F (0)E (%) + Gu(t)“;(t)’;;i(Fia(t)xd(‘wsij(t)uj(t)) ;

Bi(tg) = ag 5 t=tg, ..., T-1 (2. ;
T-1 ' v
win D (3 85 ()Qy, (D)8, (£)+ F uy ()R, ()u (3) +
u, et :
Z Qe (1)« Al B L (8))8. (1) + (2.12)
JA A i A :

%R (A (s (0 (0))
# T

Ltalgoritime ci-dessous utilise les éguations générales
“tublies er annexe 3 :

a, Intégrer les N équations de Riccat:

:“4(t):Qii(tHFli(t)[?l(tH) -

Pi(tﬂ)GL(c)(Ru(t)ﬁ-G;l(t)P:(h—l)u‘lL(t))”(}il(t)l’l(tﬂ)]Fli(t} 5
2(T) =05 b= Bely ey gt (2.13,

b) Foser k=0, choisir une premiire prédiction

o) 1 b= by, eee, D1}

K
us o ou la mettre en ocuvrt

d4) Caleuler g(uf) (somme (2.2)) et la stocker. Si k0, ot
si g(uk)zy(uk-1), la condition (111.2.5) n'est pas
Srifide. Recourir alors & la modification quadratique

(111.2.13) et led

7-1
122
t=

1 t[(ii(c)—xﬁ(c))'ﬁl(t)(&i(t)fo(t)H

o

(g (9)=af ()] Ty (0w (1)) (2.14)



51 k<0, si p(uf)ep(u¥™!) ¢t si ta Aifférrce on valeur absolue
ter 1a coordina-

est inféricure & un sewal fixé & l'avance, arry

tion. Sinon continuer.
e) Intégrer (2.7) et enregistrer )\k(.).

f) Résou.re Zes N problémes locaux (2.11)-(2.12) clest-a-

dire intégrer les équations linéaires :
gli('”(t):F;i(t)[I—Pi(tH)Gij((,)(Rii(t)-*(}ij(t)Pi(tH)Gii(t))_1(}ii(t)].
[ (612, (541D (B, (8)x5(5)46, (Du(8))] +
B A A 1300

B[, (Ox5(8)+(F (8)) NS (2+1)] -
A S M g4 J

P42 (5016 () (R (1465 (0) 2 (841D, (8) 7

;é:ﬁ(ai“<t>u§m+(sji<t)>'x'g’(m)] A CORGIE. S
ouls les équatiors (2.11) evec . remlacé par :
ul=—(Rl_=(t)«.G;i(t)}*i(tH)G (6))7[624 ()R, (54 1Py, (0)E (b)+
6y (6) ek T (aen)w
G;i(t‘u“tﬂ)‘z‘_(F;;(t)xé(t)ﬂ}rv(t)u':(t))+

b (R u“(t)¢(u (t)) A (t~1‘,‘“ (2.106)
i J
MEH(.)

Reperter o vésultat E5T'(.) sans (2.14) pour coteair

&+l

- et K - :
) Asreter la coonmdination si T - est wnfériewre & un

eull [ix4 & 'avance. Sinon changer k+1 en k et revewir

@ oy

er ¢).
Sur i'utilisation des tests g) et d), cf. remarqgie IIT.3.1.
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3.  Problime lindaire-quadratique & temps cortinu le rlus géréral

Nous voulons ici dcrmer les équations de l'algorithme pour
le problime :

K= BxoeGuew ;o ox(t) =a (3.1
Mir. %x’(T)DX(T) +dnx(T) +

(3.2)
Q S\/x X

ol toutes les matrices peuvent dépendre du temps, et w(.) est

une excitation extérieure donnée. En annexe 4, on trcuvera

éguaticns généra_es de résolution de ce probléme.

peut provenir d'wn problime de poursuite :

min JJI [(x-2) Q(x-z) + u'Ru] dat
1

o
ol z(.) est une trajectoire uésirée.
Par rapport au probitme iu § III.3, la présence d'un colt
final modifie l'expression (111.3.21) et (IT1.3.22) des

opérateurs dér.vées secordes irterverant dans la condition de

convergence (II1.2.5). L'aitre part, le calcul de la modifica-

tion lindaire dfQe a l'opérateur d'interaction et notamment les

manipulations de L'annexe 2 sont mainte

nt plus délicats.

Ces questiows ont été traitées var M.DUBOUE, éldve-ingdrien

de 3e année a 1'Ecole des Mine Paris

Elles nécessitent .'introduction d'un nouvel opérateur.

DEFINITION 3.1: ¢ é€tant 1'opérateur dans LZ{(tO,T);[Rn]
définition II.1.1, on définit l'opérateur ¥ de L° daus B
par :

va()e 12[(t,,T) 5 B"] : b = ¥a o b=(2.a)(T)=

T (3.3)
J o(T,s)a(uv)as
t(J
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Appliquant la définition de 1'adjoint, on établira fasilem rt
que :

vh R - L2[(5, TR ¢ va e BY, b(4) = ¥Ma @ b(8)=2(T,t)a (3.4
Grace a ces éléments on peut écrire :
x(.) = o(Gu(.) + w(.)) + y(.) avec y(t) = &(t,t )a (3.5)

x(T) = ¥(6u(.) + w(.)) + y(T) (3.6)

Reportant ces expressions dans (3.2), on exprime g(u) expli-
citement ce gui permet de calculer vg(u) et :

2
A= 3070 C Reg (v DYes" @)6+8 0040 0" s (3.7)
duz
Appliquant la méme technique aw moiile local :
i=ﬁg+§u+v+w;g(to)=u (3.5)
v o= o+ Ju (3.0,

et & J(u,v) défini comme précédemment, on trouve

2. J e e
070 LRG0V + 87 )3 + 5’26 4 G0 (3.10,
au?

B (3.11
i

LIMMS 3.1 : La modification lindaire <I'(u®),u> est égale & dec
A“(.) est mainterant dcnné

corstantes orés & (I11.3.2)

. , . -
A= - FIAE S (@t xS0 +q), AR(D) = x5(D) + (3.12)

ou x est domné par (3.1) avec u=u® et E (dans III.3.2)),
est_l'état du systme découplé (3.16) oci-dessous.




DEMONSTRATION :
Appliquant la formule (III.3.4), on obtient :
k
<T(u)us>=<9, I(F, k(K % cu s
s o 45 4, B(FEG - ) us +
<DxK(1) + a, ¥(Fa6 + §) u > (3.13)
Le premier des deux termes ci-dessus est traité comme irécéiec—
ment (cf. Anrexe 2). Quant au second, nous opérerors sur lui
des trarsformations sim:laires en rcus appuyart sur les résuli-
tats déja acquis.
Airsi :
¥(Foe + O)u = [o(Foc + D)ul(D) = [e(Fa6 + T)ul(D)
= ¥(FaG + Mu (3.14)
La premidre et la dernidre égalités résultent de 1l'application

de la définition 3.1 de @, la deuxidme égalité est 1l'appli-
cation du résultat de 1'anrexe 2. Finalement :

< ) = @ (e s wq) W OKN(D) - @), Fobu o+ T (3.10)

Le premier terme cu produit scalaire est ¢gul a A¥ donné par (3.12)
d'apreés (I11.3.12) (edapté ici) et (3.4). Quant au second terme, on
voit qu'il peut s'éerire, a des constantes prés, PE + Ju ol

E est donné par :

= FE 4 Gu o+ K 4 BE 4w g(ty) = « (3.10)

Ceci achdve la démonstration L]



Les problémes locaux, écrits globale rt, =ont constitu

de la dynamique (3..6) et au critire (incluant ure
quadratique donnée par les matrices bloc-diagonales

3 e (mpa(m+a =K @D)E(n) + FE(1) - x¥(1)) ' Da(zi="(2))

wifT s Eox

AWETELN
R u—uk

T 1 1 9
R R
tO

5
V-
s' R

vl

U
(@+BRaF A B T R T A B xK) Tu e

Les équutions de résoluticn de ces problémes sont obtenucs
& partir de l'annexe 4 et sont données dans la récapitulatic:

suivante :

a) choisif les matrices D,Q,X,5 en vue de satisfaire la oc
tion de corvergence (I1I1.2.14) ol A et B sort drun
par (3.7) et (3.11) et N est obtenue comne F
matrices surlignées. Cette opération est t

avec ies matrices sufrisammert positives.
b) irtégrer les N éguaticns de Riccati

: ' . St
Py #B By oF s B =(5; 0,548,548, ) (Ry 4R 7 (G

SRR
c) peser x=0, creisir une premitre prédicticr (« (5t €[t , )}

1) intégrer (3.1) avec la commarde u'(.), Ty

oeavre sur .e systime réel. Enregistrer (.,

e) calculer g(uK) (critére (3.2)) et ie s
si g(u)2g(u*"), 1a condition (I11.2.
Revenir en b) en augmentant les matrices surligrnées (les
rendre plus positives). Charger

4)

k en k-1 et aller en g)
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Si k»0, si g(uk)q(uk") et si la différence est inférieurc
en valeur absolue & un seuil fixé & l'avance, arrfter la

coordination. Sinon contiruer.
f£) intégrer (3.12) et enregistrer Ak(.).

g) résoudre les probliémes locaux clest-a-dire intégrer les équu

linéaires :

ENalr) ~(p,6, 48, 45 ) (R, R, Tap, 165!

_(?icii‘snéi)(Rlil,ﬁi)"(rfﬁfnr ‘&(cal)'x?(sji)'x‘g]-

Rk - §ixk)

1373

+P (W, + D [i* X +G Ri% ])+q —Q x4
A

+ 2o ata(r ) as
sAS RTINS

k41 " Kipy _p oK

g (1) =dy .fgi Dij xj(T) Dix;(T)

puis les parties i, pour i=1, ..., N, des équations (3.16),
u, est remplacé par :

i

kel

+
llgl

—(Rii [(G Plf., (45! e +G,

(e, Bl N ks L 5y Rt )

Erfin reporter ie résultat {,k”( ) aars (3.20) pour chteri.
k+
()

h) arréter la coordiration si hukﬂ—u“\‘ est inférieur a wr
seuil fixé & 1'avance. Sinon charger k+i en k et
revenir en c).

Sur 1'utilisaticn des test e) et k), cf. remarque Ii..3.1



4. Probléme de commande cptimale non-linéaire

Considérons le probitme de commande optimale, & temps
final fixé :

X = FGou,t) , x(t) = @ (4.1
T

min  D(x(1)) + L L(x,u,t)dt (4.2
o

Or. surpose qu'il a une solution. La décomposition précédente
1 systeme global en sous-systimes dans le cas linéaire est
généralisée ici de .a fager suivarte. Pour une décompositicn
donrée de l'esvace d'¢tat et de l'espace des commandes, en
notant F’i 'état "local, on suppose qu'on a pu défirir les

éléments suivarts :

=t Euvdt) s Bi(ny) = a

v = h(u,x,t) (4.4
tels que :
vx,u,t ¢ F(x,u,t) = £(x,u,h(u,x,t),t) (4.5,

o4 f désigne la concaténation des f,.
Ltéquaticn  (4.5) traduit ici 1'équation générale (1.1.7).
les éléments du chapitre I sont ainsi définis : ltapplicatiorn g
i4finie par (4.1) et ® par (4.3). Za forcticn de
wetien K, & :

cruplage H est définie par (4.4) et _a f

De méme g(u) cu J(u,v) scrt les valeurs du critére (4.2)
quand x proviert de (4.1) ou de (4.3).
A partir de 1a, on développe les calculs de fagon sim’.iai

au cas linéaire-quadratique. Ainsi :
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IEMME 4.1 : Soit AX donné par :

- GRG0 - G0 (4.

M) = ek’

tdx
Xotant,
(0 = B0k uk n ek x5 1), )
v = splun, hlut, X, ),
# () = ek, ) = SEE Y

la modification linéaire <l"j(uk),u,> est égale & des const:
~a modification linéaire N & des conste. .

AET(RE) L gy w0

v JJ gyt

o E; est aornt par (4.3) avec vh(t) = a(uf(1),x7(1),1)

t xk est la sortie de (4.1) pour u :uk.

Nous re démontrerons pas ce lemme en détail. Esquissors seule-
mert la démonstraticn. On introduit, par les définitions II.!

et IV, 3 1, les opérateurs o¥ et ¥¥ associés a la matrice

bF/Ox(x ) ,t) et les opérateurs 51‘ et ‘i/k associés a la w
OF /ox (x ,ul‘,v ,t). On établit, comme er anmexe 2, la form

@k - ék an bf(x u k,vk,t)%(u‘,xk,t)é“
(4.
- k k Of(xk’dkyvk ) ( )ék
La formule du gradient :
o
vau) = (5 (1

N a - 1 s .
ol ¥ est 1'hamiltonien I+A F, ou A est dorné par :
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e = (@ (4.1

et les formules (4.9) permet’cem:2 alork de mener des calculs

en tous points similaires au cas linéaire-quadratique, & partir de

la formule (III.3.4).

Le critire local i s'obtient en faisant la somme de (4.8)
et du terme obtenu par restriction :

(py K * Kok o Kk
D0xy (1) + xX(m)xk(m)) + L L0 o u ok )t (4.12)
o

Le probléme local i est de mirimiser ce critére avec la
dyramigue (4.3) ol v; est prédit a vy o= hi(u ,xk,t).

Lralgoritime se résume & :

a) Poser ¥ = C, choisir une premidre prédiction u°(.).

b) Intégrer (4.1) avec la commarce u (.) ou la mettre er
oeuvre sur le syuilme réel. Enregistrer xk( )

c) Calcu‘er g(u ) (crltere (4.2)) et le stocker. Si k>0 e€-
si (u ) = g(u 1 ), 1'algorithme n'est pas convergent.
Ut:lise» une modification quadratique du type (1II.3. 25)

51 k>0, si g(u )<y(vk 1 et si la différence est inférieur:
en valeur absolue a un seu;l fixé a 1'avance, arréter la

coordination. Sinon continuer. .

d) Intégrer (4.7) et erregistrer A%(.).

e) Résoudre les N problémes locaux définis plus haut par toute
métiode numérique adaptée pour obterir u T (.).

f) Arréter la ccorairation si JIu M-u'(ll est inférieur & un s
fixé a L'avarce. Siron charger X+° en k et revenir en

Comme rous i'avers préciel au chapitre 3, nous n'avons Y

aberc$ le rroblime de la conve rge dars le cas non-quadra
Toutefcze 1'uti

rermettre d'obterir le pius scuvent cette convergence.

saticr. de la mod

catior quadratique devrait

REMARQUE : Il est important de noter que les difficultés dfes
a4 la non-linéarité du probléme initial se retrouvent plus ou
moins, mais & une échelle de taille plus petite, au niveau des

- 67 -




problémes locaux (pas e)), alors que la tiche de coordination

(pas d)) reste aussi simple, que dans le cas linéaire-quadratique
(ctest-a—dire linéaire). Ce phénomtne est bien dans 1l'esprit
de la théorie étudiée ici.



CLATITHE WV

RESUVLTATS NUMBLRIQUES

Les résultats présentés dans ce chapitre sont tirés d'une
éiude effectuée par M. JUBOUE, éléve-ingénieur de 3e annde &
1'Ecole des Mines de Paris. Il ne constitue pas une étude exhaus-
tive mais<ervent seulement & illustrer quelques aspects de la mise
avre de 1'algorithme, qui n'ont pu &tre étudiés théoriquement.

En particulier, ils dornent quelques indicaticrs sur le choix des

les matrices Q ¢t R intervenant dans la

dratique (111.3.25).

11 est défini par les donndes suivantes :

[SRENY U, 0625

{_u,:zp 0.1500 1 0,0€25 | 0,0000
- |
\



Zes pointillés d¢fini

nt le découpage en sous-systémes,
clest-a—dire que le systime est décomposé en trois sous-systémes
de aimensions d'état (n1=2, n2=1, n3:1) et de comnande

). Nous ne nous éterérons pas sur l'interpyré-

(m1=1, m2=1, my=
tation physique du problime que rous considérons COmme Wn €Xehjlc
drécole. Sa taille réduite autorise une résolution glcbale

qui a d'ailleurs été effectuée. Le résultat gue nous en reticnur

est le suivant :
«
gu’) = 225

valeur optimale du critére). Il ne s'agit donc pas ici de fa
€

la preuve de la puissance de la mdthode quant & la taille des

problémes qu'il est possitle de résoudre. lious avons adopté

cette taill
passages
assgez flou.
Remarquo:
que par le critlre, entre les sous-systimes, scnt non n
Les calculs ont ¢té mends sur un calculatewr digital
(CII-IRIS 80), ies intégratiors numériques par la méthode de

Runge—Kutta d'ordre 4 se faisant avec un pas de temps A
Nous n'avons pas étudié la sersibilité du nombre de pas

d'itérations (nécessaires pour consicérer la convergence comme

t de aépart u'(.) de 1'algorithme.

Les formules obterues dans 1'étude théorique sont

atteinte) en fonction du poi

assez explicite:

a ce sujet. Le nt de départ sera acnc Loujowt

G =03 i

dorrart wre vaseur iritiale du critere :

2 = 995

s0it environ 440% de la valeur optimale.

- 76 =



des matrices Q et R

Stalgorithme non mod de la modificaticn.
quadratigue) ne converge pas, ce qui montre la présence d'inter-
zctions non négligeables entre sous-problémes. Il nous faut donc
recourir & la modification quadratique (IIT.3.25) qui doit
théoriquement assurer la convergence pour des matrices Q et R
suffisamment positives (cf. lemme (II1.2.2.)). Cependant les
commentaires suivants ce lemme ont suggéré que, si 1'on peut
formuler théorigquement un critére du meilleur choix possible de

(zans utilisati

ces matrices, eu égard & la vitesse de convergence, il est

bien difficile de parvenir par cette voie & ce meilleur croix.
A

cxplorant quelques voies possibles et en tirant queigues

nous nous sommes penchée sur ce probléme pratigue

seignemen Le vlan d'expériences est le ivant :

¥Q et rechercher rumériquement le meilleur

"secticn dcrée").
et R=yR et recherc

er le meilleur y.

yz reswutlveTen: les valeurs "optimales"

§ On pose B = Y/ et on clercke le meilleur
Y en atoptant R = yR et Q= ByQ .

La procédure de recherche scalai
adrant l'opt ure pour laquelle 1l'algorithme
erge et l'autre pour laguelle il converge puis a affiner le
ix entre ces deux valeurs. HNotons gue la divergence est
du critere ];(uk)l
Cependant,

consiste & trouver dewux

valeurs en

imum, 1

its que les val

£). Ce r'est que
\

'elles en sortent que la divers se révele.

Un voit d'ailleurs par ce raisorrement que la constatation

conv ce n'assure pas que 1'uiérateur (II1.2.14) soit

posi (i1 suffit de rester dans son "ncyau positif"). On

savait déja que cette condition r'était pas nécescu re m:
seulement suffisante. Cependant, dans les cas pratiques,cn peut
estimer que la convergence n'a lieu que si 1'opérateur est au
moins semi-défini-positif.




3. Résultats et conclusions.

D'une manidre générale, on peut dire que la plus faible
valeur de y pour laquelle la convergence était obtenue était
aussi la valeur optimale. Dans un seul cas (procédure a) - cf. 1.
on a obtenu une valeur (y=2,96) inférieure & la valeur optimale
(y= 3,06) pour laguelle la corvergence avait encore lieu. Cependa.
ceci est un peu le fruit du hasard de la recherche automatique.
Dars tous les cas, si y  était la valeur optimale, la valeur
Yy = y*—0,25 rerdait 1l'algoritime divergent.

Un peut aonc aire qu'il est jucte nécessaire de rendre
1topérateur (1I1.2.14) positif, et qu'au delk, la modification
quadratigue ralertit la’convergence. Or avait déja eu 1'intui-
tior. matkémetique (par une interprétatiun céométrijue) ue ce

résuitat dars I'algoritkme [5].

les figures 1,2,3 correspcraert respectivemert aux essais
a),b),c). On a fait seulemert figurer certaines valeurs conve:-
gentes (dont la meilleure obtenue). Elles donnent 1'évolution
du critére g(uk) avec le pas k d'itératior de coordiration.
Ev. comparant ces diverses courbes par transparence, on peut tire.
les conclusions suivantes : l'utilisation de R seule (b))
donne de meilleurs résultats que l'utilisation de Q seule (a)),
mais surtcut, la "sensibilité" de la convergence & des valeurs de
Y supérieures a4 l'optimum est plus faible avec R qu'avec Q.

C'est bien slr ce dewxiéme point qui est le plus important
car pratiquemcnt on ne cherchera pas, comme rous l'avons fait
ici, la "meilleure" valeur mais seulement wre "bonne" valeur et

i1 Zmporte que la convergerce obtenue ne s0it pac Jde beaucoup

irférieure a la meilleure corvergence que 1'cn pourralt obtenir.
Ce résultat sur la sensibilité s'explique ci 1l'on corsidere les
fornules (ii1.3.21) & (ITi.3.24). En effet, on y voit que la

matrice B intervient directemert alors que la matrice Q est
pré-et post-multipliée par 1l'cpérateur G'd)* et son adjoint qui
"transporter t" aussi du couplage.
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Enfin, l'essai ¢) n'a pas aorné ae meilleurs résultats
118 b) et
ila scnsibilité ce gui ¢st logique au vu ues considérations ci-dessus.

me, or peut dire, Jdes résultats mcins bons corcerrart

les meilleures valeurs des essais a) et b) ayant été respectivemort:
y: = 3,06 et Yy = 6,47, on a pris B ~ 0,48 et on a obtenu la
valeur vy = 3,29. Ces valeurs permettent de corroborer encore

la these que la meilleure valeur de y est dans tous les cas

proche de la plus petite valeur qui assure la convergence. En
effet, on peut faire le raisonnement heuristique suivant . Dans

les trois essais a), b), ¢), on a ajouté & B-A/2 un opérateur N
tel que :

trace (M) ~ trace (A/2 -B)
On en ddduit les équivalences :

Apkann

trace (v) 68"84) ~ trace (vy &) ~

*nn

trace (v (Re68'0"48))

3

% . N .

Comme B = ."1/"2 , la dernidre trace peut s'éerire

*, % o KAlakann
trace [(v3/v5) (v Rey & 47 368)]
qul peut encore s'écrire er verta de la premldre équivalence :

e e

trace T(y_,v ) (2y R)]

3 2 2

Firalement, on er iéd it :

ce qui confirme & peu pr nee (vp = 6,47 5 v = 3,29).

Pour terminer, la figire 4 représente 1'évciutior de  p(u®)
lorsque la dernidre composante de la commanie (;13) est bloguée,
aprés la premiére itération, 2 la trajsctoire obtenue. b'essal
correspond & R = v; R, Q=0. On voit que la décroissarce monotone
est maintenue mais la statioinarité est vite atteinte.
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CHAPITH

UN CAS UZ 3ZCOMPOSITION COMPLETE

1. ILe problime de_la décomposition. Quelgues considérations.

chapitres trécédents, on a toujours suppesé définie
jion des espaces d'état, de commande, etc..., cette

Dans les
une décompo
décompesition introdusl
par des méthodes de coordination dornant lieu & des algorithmes

ant des interactions qui ont été traitées

1tératifs.

iticns de cenvergence de llalgoeritrme
général du ckapltre III, on a vu apparaitre l'influence de la
décompositicn choisie sur la convergerce (ou r.on cenvergence) et

méme sur la vitesse Ge ccnvergence de cet algoritime coordonna-

teur.

La condition (iIi.2.5) rdsume cotte irnfluerce et permet e
s'en faire une idée au moins intuitive. Bien que nous ayons pu
icurner cette condition par 1'adjonction d'une modification
quadratique (II1.2.13), celle-ci ne fait que "stabiliser" 1'al-
gerith er pordérant l'écart de dews comna

K kel o . o
u et W', 11 nten est pas moins clair qu'il e

aécompdsiticns plus ou moins raturelles d'un systime
cous-syrtimes et que ceci se traduit sur la vitesse de convergence.
dstique d'un critire ée choix

Celle-ci est ure formulation heur
de "la meilleure cécomposition".
Dars 1'optique du §3 de 1l'introduction (décomposition
horizontale en vue d'une commande décentralisée en ligne), la
décompos:tion du systime s'impose géréralement d'elle méme par
des considérations physiques. Il n'en va plus de méme dés qu'il
s'agit seulemert de décomposition des calculs (optigue du §1
de 1'introduction)). La décomposition est alors uniquemert
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ronetion du ben veodolr ue celul qul a la ¢
probléme. Cettc question est d'autent plus critique, dans le
cas d'un probléme anique, que l'intervalle de temps [to,m]
le probléme est long. Nous avens pu  nous

sur lequel est pooé

convaincre par des considérations heuristiques, sans avoir
crerché & le démontrer théoriquement, avec les expressions
(III.3.21) et (111.3.22), que la cordition (II1.2.5) était
dtautant plus 4ifficile & sstisfaire que [t ,T7] était grand
(influence sur @ et @).

eat celui oli cet intervalle
aticus

Un cas extrém

es it
S0,
ratiquencnt, or

courdination,
etc... sont tré
it limiter 1

de sorte que la remarque précéde

on devral

dder suftisammert

cur la condition de ement.

ice jouerait cert
O va d

naire (provlime

tecter, danc ce cas précis, si des maripulations simples (c'est-a-

tire lindaires), quc 1ous nous autorisons car nous traitons le probli-

e hors-ligne, ne jermettent pas de définir I sous-problimes non

nteractifs, de sorte qu'aucune coordinaticn ne soit récessaire.

Evidemment, ceci cori

spond & wn cas idéal, mais comme on va le

voir non trivial. Il resterait a prouver que, sort

de ce cas
extréme,

ttent

AOROTOV

2. Zzésultat

Le preblime qui nous occupe ici est le suivant :

=Fx o+ 6u 5 x(0) = a (2.1)



v . fa s\/x
min j x'uh) at (2.2)
u ° !

sous lim x(t) = 0 (2.3)
t o 400

Le vecteur d'état est de dimersion n, le vecteur de commarde de
dimersion m, les matrices F,G,Q,R,S scnt des matrices de dimer-
sions appropriées, indépendantes du temps. La paire (F,G) est
supposée complétement commandable et R est supposée définie
positive. Por contre, aucure hypothese de positivité n'est falte
sur la matrice :

Q s

(2.4)

ce qui explique la présence d'une cortrainte telle que (2.3). OCc
probléme a été abondamment €tudiié par J.C. WILLEMS aans ur rerar-—
quable article [39] qui fait ressortir l'importarce, de la
feneticn A du nowbre complexe s, & valeurs dans l'espace des
matrices (m x m) & coefficients fractions rationnelles :

A{s) = R + 8" (s1-F)7"G + 6'(-s1-F")""s (2.5)
46 (-s1p" ) T(s1-F)" 6 ; s e

Cette fonction a été

tialement introduite par POPOV [33]. Elle
a été abondamment étudiée par BERWNHARD et COHEX [8] et certains
des résultats obtenus seront rappelés et utilisés ici. Certains
ont égalemert pu &tre transposés au probléme linéaire-quadratique
non stationraire (& horizon fini) (cf. BERKHARU et COEL [9]).
C'est qu'en fait l'interprétaticn de A(.) est simple. Craque
fonction temporelle (x(.),u(.)...) a son équivalert fréquertiel
rar la transformation de Laplace. Or le notera par la méme lettre
(x(s),u(s)...). Ainsi, par des propriétés bien conmues de cette
transfermaticn, (2.1) implique

sx(s) - x(0) = Fx(s) + Gu(s) (2.6)
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scit x(s) = o(s)(Su(s) + a) (2.7)
avec @(s) = (sI-F)"" (2.8)

On voit que @&(s) est l'équivalent fréquentiel de 1'opérateur
@ de la définition II.1.1 et A(s) est 1'équivalent de 1'opérateur
A dérivée seconde de g (cf. formule (IV.3.7) avec D = 0).

La démonstration du théoréme 3.1 ci-dessous nécessite quelques
théortmes préliminaires qui seront rappelés ici sans démonstration.

THEOREME 2.1 : Sous 1'hypothése de compléte commardabilité de la
raire (F,G) :
équation de Riccati algébrigue :

EF + F'P - (PG+8)R™'(3'P+5') + Q=0 (2.9)

a2 _une solution symmétrijue réelle si et seulement si :

vwek, aiw) =0 (2.10)

(1 = -1, &(s) semi-asfirie positive sur 1'axe imaginaire)

*
b) Sous l'hypothese (2.10), il existe une solution maximale P
de 1'éguation (2.9), c'est & dire gue pour toute autre

soluticn P, on a :

*
? -P=20C

De plus les parties réeiies des valeurs propres de Za "matrice

bouclée" sont régatives ou nulles :

ge A(F-GR™'(6'P*+5")) = 0

et P est la seule solution de (2.9) pour laguelle ceci est vrai.
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c) Sous la conditio:
ze R, A (w2 & (-iwl-F )7 (101F) "6, e R (2.12)

*
P donne lieu & une matrice bouclée asymptotiguement stable :

fen(F-GR™1(6'P*+5"))< O (2.17)

d) Sous (2.12), la solution du probleme (2.1) & (2.3), pour toute
cordition initisle «, est aonnée par la loi de comnande :

u=-Cx , (2.14)

(5'P*+s") (2.15)

Ce théorime résume les prircipaux résultats de [39] ol peut
er. 8tre trouvée la déncnstration.

Or introduit mairtenant 1!
HYPOTHESE ¥ : F et -F n'ont pas de vaieur propre commune.

DEFINITION 2.1. : Etant donré un probléme (2.1) & (2.3) aéfiri
par le guintuplet (F,G,Q°R,S°), or appelle famille 3 associée
& ce probldme la famille de problémes définis par F,G,R et les

matrices Q et st ainsi obtenues :

a) définir H° par les équations :

P +¥m=-2 (2.16)

neG+s =H (2.17)

en y portart F,G,Q%,3° (d'oh m° par (2.16) et i'iypothtse
¥ puis E® par (2.17)).

b) pour toute matrice [I symétrigue réelle, définir & partir des
dquations (2.16) et (2.17), et P,G,i°, un couple QF et SM
Lihypothése ¥ assure llexistence de la solution [° dans a).




(cf. GANTMACEER [21, p.228]). Dans b), on peut utiliser toute
matrice [l symétrique, réelle méme non positive. Les équations
(2,16) et (2.17) sont celles du Lemme de YACOUBOVIC-KALMAN-POPGV
ou "lemme positif réel".

THEOREME2.2. : Avec toutes les hypothéses précédentes, la famille
¥ est telle gue :

a) tous ses problémes ont la méme fonction A(s) gui_vaut :

R+ 3 (=sI-F')"THO + HO(sIF)" G (2.18)

D) ils ont tous le méme feedback C et donc la méme solution.

Désormais, ncus rotercns H au lieu ae HC, puisque cette
matrice ect commure & tcute ure famille F. Ie théordme ci-dessus
exprime que toute une famille F est ircluse dans la méme classe
d'équivalence de problimes définie par la relaticn "ont la méme
fonction A" et aussi dans la méme classe d'équivalence définie
par la relation "ort la méme coZuticn". Or peut méme mortrer
réciproquement le :

OREME2.3 : Avec lcs mémes hypotltses gue ci-dessus

a) tous les problémes du type (2.1) & (2.3) ayant la méme
forction A et la méme dyramijue (F,G) sont obterus

& partir de l'ur deux par ia ccrstruction de la famille 7 .

b) Tous les problémes iu type (2.1) & (2.3) ayart le méme
fecdback C (tel gue F-GC sc.t asypictiguemer® stable),

la méme dyrarmique (7,5), et la méme matrice R sort obterus

& partir de 1'ur ieux par la construction de la famille 3.

Lersque la dynarique (F,3) n'est pas imposée, on tombe sur
le pr-bidme de la réalisation miramale Ze 4, traitée er [8] ol

figurent les démonstrations des théorémes 2.2 et 2.3.
Erfin on peut trouver en [8] ou en [9] la démorstration du
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THEOREME 2.4.: Si la paire (E,P) n'est pas observable, on
peut trouver une base de l'espace d'état ok H,F,G prennent la

forme :

0 ¢ (2.19)

@
1

H= (H,0) ; F=

]
&l
@

'

¥, est la restrictior de F au sous-espace des états non-

observables. Alors, si F, est asymptotiguemert stable, en

considérant le problime de taille réduite :

Xp= B e 6w 5 oa(0) = a (2.20)
lim xw(t) =0 (2.21)
1 - 400

A

o0
min Jc (o) H R u‘ at (2.22)

dort la solutior (feedback C1) existe, on obtient le feedback
optimal du probléme initial par :

¢ = (c,,0). (2.23)

On peut voir facilement que (2.19) et (2.23) impliquent que la
paire (C,F) n'est pas complitemert observable. Des résultats plus
précis sur le lien ertre 1l'observabilité des paires (E,F) et
(C,F) et leurs noyaux sont contenus dans [8] et [9]. Ie
héortme 2.4 irdique un test .inéaire qui permet de réauire
éventvellement la taille au probleme (2.1) & (2.3).

3. Une condition suffisarte ae décomposition compldte du_probléme

du régulateur stationnaire.

Comme nous l'avons vu la tranusformation de Lapiace permet

d'exprimer 1'état explicitement en forction de la commande
dars le domaine fréquentiel (cf. (2.7)-(2.8)) et 1'égalité de
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Parseval permet d'exprimer le critére (2.2) avec ces éléments de
sorte que l'on peut transformer le probléme initial en la mini-
misation d'ur critire quudratique (exprimé en u(s) uniquemert), sur
l'ensemble llersemble des u(s) réalisables c'est a dire dont la
réalisatior temporelle est ncn anticipative. On a montré (cf.[16])
que la résolutior de ce problime fréquentiel est étroitement liée
a la factorisaticn forte de A(s) que permet l'équation de Riccati
(2.9). La ccnaiticr. (2.10) exgprime que le critére quadratique est
cnvexe et la condition (2.12) est égquivalente & une propriété
de coercivité de A(s), dont on rappelle qu'il est 1'opérateur dérivée
seconde du criteére.

Supposons que pour une certaine décomposition de l'espace des
commandes en N composantes, A(s) soit bloc-diagonal. il est
alcrs clair que le critére quadratique devient additif par rapport

(¢) et que le problime compose er. N problimes
indépendants. Il est naturel de
doit se transposer au domaine temporel. Ce qu'il faut noter est le
fait que le caractére bloc-diagonal de A(s)  indique une décomposi-
nde mais non une décomgpcsition de l'espace

aux

T que cette décompositicn

tion de 1l'espace de ¢
d'état. Le t
que la déccmpesition de la commande implique une décomposition

de 1'état en N parties distinctes (dont la somme des dimensions
n'excéde pas la dimension de 1'état global), et que N problémes
ts peuvent &tre formulés dans le domaine
s de la commarde et de 1'état pour donrer
. Ce théoriume a déja été publié dans [17].

rime suivart va montrer le résulta remarquable

du régulateur indépendar
temporel avec ces
la solutior

THECREME 3.1.
les hypothéses :
a) (F,G) L
b) R d¢
c) A(s) wvérifie la condition (2.12)

a) P yérifie 1'hypothdse ¥.

e) H (obtenue par la définition 2.1) est telle gue la paie (,F)

est complétement observable.
f) b(s) est bloc-aiagonale pour ure certaine décomposition de la

commande,

Scit un problime du type (2.1) 2 (2.3) avec

alors il existe une base de 1'espace d'état et un
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critére éguivalent (de la femille 3) (Q,5), tels gue
?,6,Q,R,5 soient toutes bloc-diagonales dans cette base

par rapport 2 la décomposition précédente de 1'espace de
commande et une décomposition de 1'espace d'état en somme
directe. Alors, le feedback optimal C est lui-méme
bloc-diagonal et obtenu par la résolution des N problémes du
type (2.1) & (2.3) plus petits et iniépendants.

COROLLAIRE 3.1 : Si 1'hypothése e) n'est pas satisfaite mais

si dans Ja décorposition (2.19), F, est asymptotiquemert stable,
le théordme 3.1 s'arplique au_prcblime de taille réduite (2.20) &

(2

.22) et par conséquert, par le théoréme 2.4) (cf.(2.23)), la

soluticr du yrobléme initial est ercore obtenue par résclution de

Y

DEMONSTRATI

a)

problémes plus petits et indépendants.

Si |s] = 40, 4(s) =R donc R est bloc-diagonale. D'aprés
le théorime 2.2, A(s) peutétre ¢crit selon (2.16), d'olk
lion en déduit que H(sI-F)™'G + G' (-s1-F')~'H' est bloc-
diagonale. Décomposons, selon la décomposition de u, les

matrices H et G :

H1
S G = (;1 GI\,) (3.1)
H.
Le bloc (i,;) de A(s)-R est rul si i # j, ce qui s'éerit :
Vi ged # = - 4y (-si-F' (3.2)

Les deux menbres de cette égalité sort des matrices de fractions
rationnelies en s. Ieurs pdles sort respectivement rarmi les
valeurs propres de F et celles de -F. Ces deux ensembles sont
disjoints d'aprés 1l'hypothese H. Il en résulte évidemment
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que les deux membres de (3.2) n'ont pas de pdles. Ce sont
dorc des polynSmes. Mais ils ont une .imite nulle quand |s| - +o.
Ce sont donc des matrices m; x my rulles partout.

On en déduit finalement que H(sI-F)7'G et son trarsposé
et para-corjugué (changement de s en -s) sont bloc-diagonaux
séparément.

b) H(sI- F)7'G est donc la somme directe de N matrices de
wranstert (H; (sI-F)7'G,, i=1, ...,N}. de systimes linéaires.
Soit (Hi . GL) une réalisation minimale de chacune
2e ces matru‘ee c'est-a-dire que (H

11’F-1) est complétement
observable et (F. ,»,a i) est complétemert conmandable

(cf. KAIMAN [?5]) Soit n; la dimersion d'état de cette
réalisation. Alors, on peut voir faciiement gue :

oo B0 G 0
s : (3.3)
v\ o [,

C Ay

est une réalisation minimale de H(sI-F)~ 3. Comme la

réalisation (H,F,G) initiale d'aprés les Lypothéses a et
e) est aussi minimale et que la réalisation minimale est
unique & ur changement de base d'état prés (ef.[25]), il en
résulte que :

(3.4)
c) :
By v 5 (0) = ay (3.5)
s X
Hia ) (3.6)
il R;l
sous lim  x;(%) = 0 (3.7)

t - 40
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Ils ont, pour forcticn &, les N blocs Aii de la forcticn &
initiale. Il est facile ae voir qu'ils vérificnt chacun les
hypoth®ses a) & e) du théoréme 3.1 (y compris la conditior
(2.12)). Ils ont donc chacun une solution et un feedback
optimal C; (my x ng). Lla concaténation de ces probldmes a donc
pour solution le feedback bloc-diagcral :

(3.8)

(dars la nouvelle base d'état), pour fcrotiorn A la méme gue ~elle
du problime initial, ainsi que la méme dynumique (F,G) & ws
chargement de base pr&s). Par conséquent, par les théorémes 2.3-a,
et 2.2-b), le probleme concatérné et le probléme initial ont 1le
base a'état urés). Le

méme feedback (2 un chargemer

théortme est dorc aémentré, le paragraphe su.va t acunart la
démarche pratique & suivre pour obtenir la sciluticrn dans la base

initiale w

4. Prccédure pratigue de réso_ution et de chargenerts de base :

a) Si A(s) est bloc-diagonale, ure condition nécessaire est que
R le soit . Pour tester cette hypoth&se, on dc:t aisposer
d'un algoritkme de permutations simultanées des lignes et des
colormes (charngements de la numércotation des commandes)
permettant, si c'est poscible, de lui donner cette forme. Cette

question nfest pas abordée ici.

b) On doit ensuite tester, selon la décomposition définie ou toute
autre ootenue par regroupemert de certains socus-systémes, que
H(sI—F)-1G est bloc-diagonale. Pour cela, il faut fcrmer
cette quantité en calculant la matrice de transiticn, et ia
matrice H, selon la procédure de la définition 2.1. 11
corviert de tester l'hypothtse ) du thécréme 3.1, afir de
voir éventuellement si le théortme 2.4 re s'applique pas
(existence d'un'régulateur réduit").



Remarquons de tlus que pour jue H(sI -F)”'6 soit bloc- v

diagonale, il suffit qu'elle le soit dans un ouvert guelcorque

car clest une fonction analytigue.

c) Suptcsant A(s) blce—iagorale, on duit trouver ure réal.sa-
mirimaie de chague bloc, & partir de la réalisation ron mini-
male H;,P,G; de dimension n. 11 faut trouver ur ckangement
de base d'état tel que les n; premiers vecteurs de la
nouvelle base soient la base d'un sous-espace obtenu par
intersection du sous-espace des états commandables (sous—espace
imzge de la matrice de commandabilité) et d'un supplémentaire
des états non observables (noyau de la matrice d'observabilité).

le matrice de changemert de base et soit :

Scit B, we te

(4.1)

ltexpression de 1'état x dans la nouvelle base. Soit Vis
s de y; (de dimension n). Soit
B.. Alors

les n premidres coordonn:

B, les n
Vg = B (4.2)
Soit Ay la matrice 5| et D, les n; premitres colomnes

de Ai' Soit Hli’Fli’
dans la nouvelle bao o

la réalisaticr mrn.male exprimée

(4.3)

(4.4)

(4.5)

d) On résoud les N yproblimes du régu

lateur (3.5) a (3.7)
’Eii‘ y +e+,N}. Soit Ci les

agit de trouver l'expressicn de

avec les matrices [Fi_. P

feedbacks optimaux. 11
(3.8) dans 1'ancierre base d'état.
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e)

Dtaprés (4.2), 1i est aisé de constater que le nouvel état

ERN

RN

est ¢blenu par :

v o= A
avec 4

E= |.
St T laczatrioe (3.7) ct C son expression dans 1
pace . viooa ot

d'ch 2'on tire d'aprts (4.7) :

C= CE

Or censtate deone finalement que la solution est obtenue,

résolution des N rob

(4.6)

(4.7)

fancier:

aprés

tmes au pas d), par un calcul liné-

aire & partir a‘unc mairice E obtenue (comme en (4.8))

ul a jartir des N cha

s ie base destinés

a réduire les réalisations de chaque bloc & des réalisations

minimales (ras c¢)). Cette rfduction r'est pas développée

ici. Elle consiste a chercher simultanément les colomnes et

les lignes indépendastes respectivemert des matrices de
commandabilité et d'observabilité.



5« Conclusions

a) Etant donné un systime dynamigue stationnaire, compldtement
commardable (F,G) et un feedback C tel que F-GC soit
asymptotiquement stable, tous les critéres (Q;R,S) tel
que C soit solution du probléme (2.1) & (2.3) sont trouvés
par la procédure suivente (cf. BERNHARD et COHEN [8]) :

1) choisir R>0 quelcongue.

2) former :
a(s) = W' (=)W(s) (5.1)
avec W(s) = N(I+C(sI-F)~'a) (5.2)
et R = N'N (¥50) (5.3)

c'est & dire choisir :
Q=2c're (5.4)
s=CR (5.5)

3) Construire la famille J & partir du couple initial
(5.4)-(5.5) (cf. définition 2.1).

Supposons alors que dans une cer‘aine base, les matrices
F,3,C soient toutes bloc—diagoraies selon une certaine aécompo-
sitior de la commande et de i'état. Si, au ras 1) ci-dessus,
on utilise une matrice R blcc-diagcrale et au pas 3), dans la
corstruction de la famille F , on ~'utilise que des matrices
Il olcc—diagonales, on obtiendra zussi des matrices Q et S
bloc-diagonales. Par contre si

4) On effectue un changemert de base d'état quelconque,

5) On utilise une matrice [l non bloc-diagonale,

6) On utilise une matrice R non bloc-diagonale,

on eonstruira des problimes ayant encore la méme solution mais qui



ne seront pas, de fagon évidente, sous forme entidrement
décomposable.

Les résultats ci-dessus ont montré que les transformations
4) et 5) peuvent &tre détectées et rectifiées pour redonner
une forme décomposable car ces transformations n'affectent pas
ia forme de A.Par contre la transformation 6) (changement de R
et ¢ Qet S corformément & (5.4)-(5.5)) qui conserve la solution
C, affecte A et rne peut donc pas &tre détectée.

On peut voir que le changement de u en v=Nu (qui rend R
égale & 1'identité) ne fournit pas de solution satisfaisante. Il
faudrait ern effet tester si N"W(s) est bloc-diagonale, mais la
recherche de W(s) & partir de A(s) est une factorisation forte
équivalente & la résolution &u problime global.

b) ce qui préctde est valable si  (H,P) est complitemert observeble
ou si la restriction F2 de F av royau non observable est
asymptotiquement stable de sorte que la contrainte X~ = 0
autoratiquemert satisfaite pour la partie non observable qui
n'intervient pas non plus dans le critére. Par contre, si Fz
n'est pas asymptotiquement stable, cela revient & rajouter une
contrainte suppiémentaire & un problime ne faisant intervenir &
priori que la partie observable. Comme la partie non observable
n'apparalt pas dans & (elle disparalt dans le produit H(sI-F)™')
on ne peut pas tester si cette contrainte supplémentaire couple

les sous-problimes indépendants ou non.

c) On peut s'interroger sur l'utilité pratique immédiate de la
procédure de résolution décorposée du paragraphe précédent.
Cependant, au deld de 1'intérét pratique, les résultats de ce
chapitre ont un intérét théorique certain : le probléme de la
meilileure aécompocition doit étre abordé simultanément du point
de vue de la dynamigue et du point de vue du critdre, et la
fonction &A(s) ci-dessus (ou son équivalent temporel dans le
cas non stationnaire) est la guantité qui résume ces deux points
de vue.

Ce phénoméne était déja apparu sur les conditions de conver-
¢crce de l'algorithme du chapitre 3 appliquées au probléme
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linéaire-quadratique. 11 serait trés intéressant, si 1l'on pouvait
rrogresser sur ®@tte questicn, nctamment par la thécrie des
perturbations, d'étudier la proximité de la solution du problime
exact avec celle du prcolime entitr ement décomposé dans le cas
ol A(s) comporte ues termes "petits" en dehors des blocs de la
diagonale, termes que l'on négligerait.

Ce qu'il convient de retenir est qu'une décomposition apparentc
au niveau de la commande (élément "externe") engendre une décom-
position moins évidente de 1'état (élément "interne").
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CHAPITRE VIT

CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES
SUR LA COORDINATION EN LIGNE

1. Notion de coorainaticn er iigne - Intérét et difficulté.

Par comparaison avec l'algoritime de TAKAHARA qui est considére
comme we mAthode de décomposition des caiculs hors-ligne, nous
avirs aégagé & la fin du chapitre II1 quelques caractéristiques
de rutre aigoritime qui ie rerde apte & une mise en oeuvre en
..gne. Rappeluns ces caractéristiques :
a) Commande du systéme réel & ckziue pas de coordinatiorn par mas:
ceuvre de la derniére 1térée des commardes locales*
b) Décrrissance monctone résultante du critére global.
c) Utiiisation de ia réponse au systéme réel par le cooraonnateur

pour remettre a jour les paramétres de coordination.

Nous n'insisterons pas sur 1'intérét, qui a été illustré
précédemment, de ces trois caractéristiques. Ajoutons simplement
que dans une mise en oeuvre en ligne, on doit envisager une
coordination fonctionnant en permenence car au deld des problémes
ue convergerce, il faut penser & une certaine adaptativité de
i'ensemble de la structure de commarde & des fluctuations du
systéme réel (par exemple dans les conditions initiales de cnajue
période). A ce propos, il est clair que si une variatior trutale
intervient sur la condition initiale o au cours des itératiors
de coordination, l'algoritime s'adapte & ce chargenent gréice au
point ¢) ci-dessus. Il reste & définir en quel sens le méme
algorithme s'adapte & une variation lente de a avec l'irdice
k d'itération et & démontrer cette adaptativité.

Une autre questiion qui préoccupe les chercheurs dans leurs
tentatives de coordiration en ligre des systimes dyramiques est le
rrobléme de la svabilisabilité des sous-systémes. En fait, le
probleme st géndralement posé pour des sous-systimes fonctionnant

en boucle forcée (probiduwe abcreé plus .oin) mais les remarques
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que nous faisons ici resteraient valables dans ce contexte. On
attaque généralement ce problime par des méthodes algébriques dans
le cadre des systdmes lindaires constants (cf. AOKI [2a]) mais
peu de résultats pratiques ont pu étre obtenus par cette approche.

Ici nous entrevoyons une approche par la synthtse quadratique.
Si le critdre global est choisi pour entrafner la stabilité du
systime autour d'une trajectoire (Qs0), le point b) ci-dessus
indique une stabilité de plus en plus grande au cours de la coor-
dination. De plus, il conviendrait de se demander ce qu'apporte
la modificaticn quadratique dans le dosage de la stabilité de chague
sous-systéme.

Aux ceractéristiques a), b), c¢) ci-dessus, on souhaiterait
raturellemert ajouter une caractéristique supplémentaire au
niveau local qui compléterait le point c) (feedback au niveau
coordonnateur) : c'est le probléme de la défirition et du calcul
décentralisés d'une commarde locale er boucle fermée sur 1'état
local.

D'une manidtre générale, la difficulté de la commande décertra-
lisée en ligne, dans l'approche par prédiction des interactions,
vient du fait suivaent : alors que la commande locale doit &tre
calculée sur un modéle local supposée recevoir une interaction
rrédite, elle doit &tre mise en oeuvre sur le systéme réel
clest-a-dire sur le méme moaéle local recevant une interaction
différente (celle qui se produit vraiment) . Cette difficulté
existait déja au chapitre 111, mais nous l'avons surmontée & cet
endroit car, utilisant des commandes en boucle ouverte, éléments
d'espaces 12 de foncticn du temps, nous avons pu mener des
calculs de stationrar:ité (lemme 1II.2.1) qui ont permis de démontrer
la décrcissarce -
méme avec ies commardes er. boucle fermée qui, méme optimales, ne
sort pas caractérisées rar s équations de stationnarité.

I1 faut alors faire appel & un nouveau rrincipe de cocrdinatior

rotone du critére global. Il n'en va plus de

qui sera évoqué au §3, ci-dessous. Auparavant, nous parlerons
d tune idée de BENVENISTE et BERNHARD [5] et de 1'algorithme
résultant.
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2. Découplage séparé de la dynamique et du critdre.

a) Dans 1'analyse ci-dessus de la difficulté de la commande
Gécentralisée en ligne et en boucle fermée, le r6le de 1l'inter-
action de moutle est cerntral et cette difficulté disparaft si
I'interaction de moddle n'existe pas.(Pour un systéme linéaire
(?,6), F=0, G=0). Alors il n'y a plus e différence entre
modéle local i et partie i du moddle global. Il est alors
loisible d'appliquer la commande optimale locale, en boucle
ouverte ou ern boucle fermée, sur le systime réel.

La seule irteracticn qui subsiste est celle du critdre supposé
non séparadle (#0 et (ou) R#0). Il suffit alors d'utiliser
la modification quedretique (II1.3.25) ol les matrices q et K
sont choisies de telle sorte que ® critdre global modifié soit
8dditif, c'est-a-dire que l'on prend :

T--% ; R -F (2.1)

les parties bloc-diagonales de QT et K sont choisies pour
assurer la convergence de l'algorithme du § III.3, ou mieux du
§ IV.3. On vérifiera dans ce dernier algorithme que le pas f)
de calcul de Ak n'a plus lieu d'€tre car la modification linéaire
(opérateur d'interaction) est nulle. On vérifiera, au pas g) de
résolution des sous-problémes, que la simulation des systimes
locaux est inutile, car on applique directement la commande locale
en boucle fermée sur le systime réel (pas d)). On remerque en
passant que tout algorithme en boucle fermée permet des économies
de clacul par non simulation des modtles locaux (dans la mesure
ol la commande est obtenue directement en boucle fermée comme
dans le cas linéaire-quadratique).

On peut démontrer, dans ce contexte, particulier, qu'une
condition suffisante de convergence (impliquant (III.2.14)) est :

R*%>0, 5*’%20 (2.2)
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b) Dans le cas ol la dyramique globale n'est ras daécourlée, on
peut aans le cas des systimes lirnéaires constants, recourir & la
thécrie du découpiage (cf. SILVERMAN et PAYNS [34], WONHAM et MORSE
[42]). ~otons qu'ici le mot découplage n'a pas du tout le méme
sers que celui qu'il a au §I.3. Il s'agit 1a d'une homonymie
fA4cheuse.

Le résultat de cette théorie qui nous intéresse ici est le
suivant (il est df, dans son essence, & ROSENBROCK) :

THEOREME 2.1 : Si le systéme (F,G) est compldtement commandable,
il existe ure décomposition de 1'espace d'état, et un changement
de commande :

u=-Dx + Tw (2.2)

T étant inversible, tels gque le systéme d'entrée w et de sortie

soit découplé en m sous-systeémes & commande scalaire indépendants ;

Systéeme
initial

Signalons aussi un article ce KAIMAN [26], ol un algorithme
apparalt pour le calcul des matrices de changement de base, et
des matrices D et T. Cet algorithme,rectifié,a été programm é
par l'auteur et s'est révélé trés efficace.
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I1 est clair que le problime d'état x et de commande w
peut maintenant &tre traité comme en a). Remarquons cependant que :

1) le théordme 2.1 ne s'applique qu'aux systdmes constants (dans
la mesure ol l'on souhaite évidemment une décomposition
constante au cours du temps).

2) on n'est pas maftre de la décomposition de l'espace d'état.

3) pour que la décompositior de .'espace d'état se traduise par
une simple partition du vecteur a'état, il faut changer de
base pour obtenir une base adaptée & la décomposition.

4) la matrice D qui réalise un pré-feedback n'est pas forcément
bloc-diagorale. Il faut aonc une intervention du coordonnateur
dans la mise en ceuvre de la commande qui n'est plus vraiment
décerntralisée (cf.fig.1).

5) ae méme, _es nouvelles commandes locales w sont appliquées

par l'irtermédiaire de T.

3., Perspectives sur la commande décentralisée en boucle fermée
et la coordination en ligne.

Les restrictions ci-dessus sur 1'algoritinme précédert montrert
que celui-ci est, sauf dans certains cas particuliers ol son inté-
rét est de fournir des commanies en boucle fermée, plutdt un
rouvel algorithme de décomposition hors-ligne des calculs. De
ce point. de vue, il peut &tre avartageux de 1l'utiliser car les
opérations liréaires de aécourlage de la dyramique sembtient peu
coliteuses avec i'algoritkme de KAINAN dont nous avons parlé plus
haut.

Le problime de la commarde décertralisée ern boucle fermée reste
entier. Nous aveus vu que la aifficulté venait du fait que la
prédiction de l'interaction entrant dans chague sous-systime ne Se€
rézlisait pas (ce qui est le propre de toutes les métrodes non
admissibles par ailleurs plus comrodes que les méthodes admissibles).
Ltidée qui surgit alors est de formiler les problimes lccaux
de telle fagon que la solution correspondarte reste mathématiguemert
valide pour toute une plage de valeurs des irteractions. Cette idée
était déja préserte dans le livre de MESAROVIC et al. [30, dernier
chapitre] mais nous lui avons donné corps par 1'approche "commande
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dans le cas le »lus défavorable" utilisant la théorie des jeux
différentiels. Ceci a donné lieu 2 un nouveau principe de
coordination et un nouvel algorithme [13] présentant déja les
caractéristiques a), b), c) du §1, plus le fait que les commandes
sont localement en boucle fermée. Cet algorithme fait encore
1'objet d'études qui devraient 1'améliorer pour le rendre apte a la
comuande décentralisée de systimes dynamiques bruités.

On espére parvenir, par cette approche, & des algorithmes
de ccordinatior en ligne de systémes ou sont présentés des
incertitudes de diverses natures. Cette approche est assez dif-
férer.te de l'apyroche '"systimes stochastiques décentralisés"
mevtionnées aans l'introduction, §4, aont les difficultés sont
grardes et ont ¢té rapiderernt discutées dans COHEN [16a].
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ANKEXE 1

COORDINATION PAR ALLOCATION

Cette méthode est décrite bridvement ici dans un contexte
simple afin de montrer les difficultés qui y sont attachées en
particulier dans le cas de systémes dynamiques.

Considérons le probléme d'optimisation :

mn T () (At.1)
sous l;,ai(ui)z c (4.1.2)
avec : u':(u;, . u;\,) Poup €U og U =R
c €03 [ r

La seuie irteracticr er*re les N optimisations sur chaque
u; vient de la contrainte coupliante (A.1.2). Elle peut s'inter-
pl—“éter comme l'utilisation a'une resscurce commune par N unités
écoromiques indépendantes. Pour rendre les sous-problémes
indéperdants, on yeut "allouer" une quantité ¢, de la ressource
ccmmune & chaque un.té avec :

Zg=c yey €T (A.1.3)
1
Le sous prcblime - devient alcrs @
mir g (u, ) (Aa1.4)
N it

i

sous  c.(uy) =c (A.1.5)

Le prcbléme de coordiration consiste alors & trouver la
meilleure allocation, c'est-a-dire a minimiser le critére global

par rapport aux sous la contrainte (A.1.3) (Notons qu'on
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peut adopter la méme démarche pour des contraintes inégalités).
Une étude ie la coordonnabilité par ce principe de coordi-
natior. peut-8tre trouvée dans [14] airsi qu'un algorithme
cooraonnateur par gradiert projeté sur la contrainte (A.1.3).
Disors simplement ici gue 1'allocation optimale e¢st atteinte
lorsque les multiplicateurs de Lagrange associés aux I
cortraintes (h.1.5) sont égaux. Cette métnude de coorairatiorn,
appelée métrode pr:
"par les prix" ou

le, a pour méthode auale ia coordination

Gécouplage". Elle est admissible puisqu'a
chaque pas ae coordinaticr, l.. solutions locales obtenues
vérifient la cusntrainte (A.1.2).

Suppcscns mairtenant jue uy =R, ?mi =m, et que
r

géréral que :

RE.  Four que le prebléme global ait une solution il faut er

qgsm (A.1.6)
mais cette condition ne gara:.tit pas que :
gsm 3 i=1, oo, N (A.1.7)

ce qui est en général nécessaire pour gue chaque sous-problime ait
ure solution. C'est une premidre difficulté de la méthode.

Dars le cacre de la commande ue systémes dynamiques, on adopte
maintenant le fcrmaiisme 3u  §I.1. On suppose de plus, pour ROUvGir
appliquer ia métuole d'allocaticn, que les interactions sort
"séparabiec" clest & wire que

oy ) 5 h= Ty e, X (A.1.8)

v, =
=1

il est facile, par des maripulations simples, de mettre les
cortraintes (A.1.8) globalement sous la forme (A.1.2). Ie

courle (u,v) Jjouera ici le rdle de u, précédemmert. On peut

veir alors que le rble du coordonnateur ccnsiste & fixer I
vaieurs “"1"1_1’ weey N5 g=1,...,N} et & poser les prcblimes

locaux sous la forme




ooy G (v
v - oe(u,vy)
Vs T My
sous _
sous "ji(ul’yi) = “jl

On congoit la difficulté teci:

contrainte (A.1.12), & supposer

(A.1.7) soient satisfaites.

Signalons pour terminer que
“mixte", compromis entre la méth
duale. Cette méthode ne léve que

précédentes. La méthode ci-de

dans
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(a.1.9)
(A.1.00

(A.1.11)

P TR (A.1.12)

que extréme posé par la

que les conditicns anai.gues &

TITLI [38] a défini une méthode
itallocation et la méthoiae

rurtiellement les restrictions

sus st qualifide d'"aduissible”
[38] ("teasible" en anglais [10]).



ANNEXE 2

PROPRIETES DES OPERATEURS &

LEMME A.2.1. : BSoient A, B, C 1rois matrices n x n pouvant

dépenare du temps sur [to,T] et vérifiant & tout irstant :
A=3B+C (A.2.7)

Soient @, et &y ies opérateurs associés 3 A et B par la
définitior II.1.1. On a :

@y = By + P00, (A.2.2

DEMOISTRATION :
La formule (A.2.2) est une identité entre opérate.rs, le

derr..er terme étart compris comme composition i'opérateurs iars

1[(t,,T), €]. Er particulier C est l'opérateur instartaré :
b=0Cae b(t)=C(t)a(t) , t elt,T] (h.2.3)
Ceci précisé, considérant les équatiors :
K= meuo, x(t) =0 (h.2.4)
E‘,:B&?CX#M, E,(to) =0 (A.2.5)

Suposant l'unicité des solutions sur [to,T], et d'airés (A.2.1) i1
est clair que x = § pour tout u(.), ce qui s'exgrime :

QU = qu(C@Au +u) , Yu d'ou (4.2.2) =

IEMME A.2.2 : Avec F =5 +% et G=0+0, ona: (£.2.6)

BT a6+ §) = a(faG+ W
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DEMONSTRATION :

Appliquons d'abort le lemme précéient avec A<F, BaP, goff
puis A=F, B=F, C=-F ; on établit :

v-0-0fFa-=0F0 (A.2.7)
Alors le premier membre de (A.2.6) vaut :
3826 + 48 = afal -(2Fara) ¥

par décomposition de G
utilisation de la deuxi

Le premier terme est égal 3 @F3G par
e égalité de (A.2.7) ; le secord terme

est égal & @F par utilisation de la premidre égalité de
(A.2.7). 11 en résulte (A.2.6). =
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ANNEXE 3

RESOLUTION DU PROBLEME LINEAIRE-QUADRATIQUE
A TEMPS DISCRET

Considérons le problime :

x(t+1) = P(8)x(t) + G(t)u(t) + v(t) 5 t = Ty evey T=1 3

o
x(ty) =a (1.3.1)

ot v(.) est une excitation extérieure ; x(t)€ B® ; u(t) ¢ R™.

Minimiser 1 x (T)Dx(T) + d x(T) +
2

Y C ORI CAVAIO)
z, el oo

' ' x(t)
+ (a (t>,r(t))( ) ]
u(t)

On peut soit résoudre ce prcbléme par la méthode du Lagrang: er.
soit par 1l'éguation d'Hamiltor-Jacobi-Belluwar: discréte. Posons :

(A.3.2)

x') = G Cgrn)y e (@) 5w ) = @), ey w1
M) = g+ ), e, A (D) (8.3.3)
Le Lagrangien s'éerit :

20x,u,0) = 5 x (IDx(T) + a'x(T) +
-1 , ' Q(t)  s(t) (%)
ORI B * (he3.0)
T=ty s (1) R(t)/\u(t)
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' ' (S

+ (q (t),r (t))(x(t))f A (E+1) (P()x(8) + G()u(t) + v(t)=x(t+1))]
. u

Les conditicrs nécessaires d'optimalité s'écrivent :

Lo ooy Feo (A.3.5)

La premidére redonne (A.3.1). La seconde donne :
u(t) = R71(8) (6" ()A(t+1) + 8" (B)x(t)+ r(%)) (A.3.6)
Enfir, la dernidre donne :

A(t) = F'(t)}\(tﬂ) + Q1) x(t) + s(t)u(t)+a(t) 5 t=1=1, ovvy T +1

(A.3.7)
et A(T) = Dx(T) + 4 (A.3.8)

En utilisant (A.3.6) dans (A.3.1) et (A.3.7)-(A.3.8), on
obtient les équations d'Euler-Lagrange discrdtes :

x15+1) = [F(E)=3(£)R(£)715" (1) Jx(£) =3 (£)R(+)™"3" (£)A(t+1)

+ V(O)=6(R(6)Tr(t) 5 x(t) =5 t =% , -1 (A.3.9)

.

A = (B (0)-5(0)R(x) 716" (1) Ia(tx1) + [a(8)-s(x)R(6)7's" (8) (%)

+ a(8)=S(OR(D)TTr(t) 5 A(T)=Dx(D) + 3 5 t = T=1 , weuy 41

o
(A£.3.10)
L'équation d'damilton-Jacobi-Bellman discréte stéerit, en dé-
sigrant par V(x,t) la "fcnction Revenu" :
V(x,t) = min[V(F(t)x + G(t)u + v(t), t+i) + N
u

ERPR] Q(t) s(e)\fx ) , A o
3 (x ,u )(S'(t) A ) (ar(%),r" (v)) N I =t ,
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partant de :

V(,T) = dx'Dx o+ a'x (a.3.12)
On cherche V(x,t) sous la forme :

V(x,t) = 3 x B(6)x v g (t)x + n(t) (h3.13)
Tous calculs faits, on obtient :
u(x,t) = =(R(1) + 6" (6)P(t+1)6(8)) T [(6" () P(5+1)P(1)+8" (8))x

+ 6" (£)(g(t+1) + B(t+1)v(t) + r(%)] (A.3.14)
B(t) = Q(t) + B (2)B(6+1)P(%)

[P ()26 1)6(0)+5(£) J[R(6)+6 (8) P(1+1)6()]7 [6" () P(t=1)F (1)

+ S'(t)] 5 B(T) =D 5t ="T-1 ..., b (A3.15)

g(t) = [ (3)=(®" (£)P(t+1)G(£)+5(£)) (R(£)+G" (£)P(++1)6(+))™1] x
[g(t+1)+P(t+1)v(t)] + a(t)-
[P (1) P(3+1)6(£)+5(£) [R(E)+6" (£)2(++1)6()]7"2(%) 5
g(1) =d 5 b =T-1, een, T (A.3.1€)
n(t)=n(t+1) + § v' (£)2(s+1)v(t)ve’ (tr1)v(t)
= LG R )4 (s ))e(e)er () T[R(R) 0" (0)P(r1)e(0) ]

[G(L) (B(t+1)v(t) + g(t+1))+2(t)] 5  h(T) = 0 ; t=0=1, ..., t

(A3.17)
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ANVEXE 4 :

RESOLUTION DU PROBLEME LINEAIRE QUADRATIQUE

A TEMPS CONTINU LE PLUS GENERAL

On considére le probleme (IV.3.1)-(IV.3.2). On forme 1'hamiltonien
10 o [QsYx PN A '
H(xX,u,N) = —2-(x vu ol o + (q ,r + A (FPx+Gu+w) (A.4.1)
R u
Le minimum, & x et A fixés, de ¥ er u est obtenu par

2w ) = R s xer) (A.4.2)

Les équations du principe du minimum de Pontryaguine devienment

alors :
i o= 18 Gou o =(reorTs " yx-or e AeGr w5 x(8,)=a (8.4.3)

A= —[%(quﬁsh)]’:(—oﬁiiqS')x—(F'—SR"G')Msn“r_q ;
(a.4.4)
AD) = Dx(T)+d

On peut aussi résouzre le protllme var i'équation &!Hamilton-Jacobi
Bellman : so1t V(x,t) la forctior Reveru :

Q s\ .o fx

v Y R
B LG LRI I NS (8 EECIED B I

v S BAu @

(A.4.9)
o

V(x,1) = 3 x Dxea'x

Dans le cas quaaratiyue, on cherche V sous la forme :
V(x,t) = 5 x B()x + g (t)x + n(t) (4.4.6)
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On trouve finalement

P o4rP+F P-(Pe+S)R™T(G' P4 )4 = 0 5 B(D) = A
& +[F —(26+5)R™TG" )g-(Pu+S)R IrePw4q=0  ; g(T) = d
A T ) )

h - Fle e RTN(G ger) + g'w=0 5 n(D) =0

u = -B71[(6'Pes" )xrG ger)
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(A.4.7)
(K.4.8)
(£.4.9)

(A.4.10)






