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I ~T I:I:O.JUC TION

Parmi l es pr oblèmes soulevé s par ce qu ' aucu ns a ppe lle nt
l a " Thé ori e de l a Commande Hiérarchisée " , il e n est un qui est

re ma rquable : c 'est celui de l ' a ppe lla t i on même de ce se cteur

d es mat hématique s de l 'opt i mi sa ti on s t a t i que ou dyn ami que . En

e ffe t , on a empl oyé à son é gard , simul tané ment ou sucee eeaveeent ,

l e s te rta ea de "décompositi on" , " c omman de ou s ys t ème s haér-archf -.

sé( e)(s) ou à pl ua i e urs nive aux" , "déc e n t r a lisa tion " , " coord i n a 

t i on " e tc • . •

Cette ind é t e rmi r:a tî on verba le cache sa ns doute un e ir.déter

mi nat i on conce pt ue lle su r l ' ob j e t de cette théori e . I l f au t en

[ a i t c on ve ni r que l ' on a te nd an ce à conf ond r e plusieurs type s

d e pro bl ème s do n t l e d én oe ana t eur co mmun e st sembl e -t-i l l a

pr- és ence d ' un système co e pâe xe , Nous no us pr oposons jans un

pr emie r temps de 'tenter de met tre ur. peu d' ordre d ann ce tte clas

s ifi cati on af i n d e sd tue r ce travail par- r a ppor t à L renaeab âe de

l a tr.é or-ae ,

I l faut c cc ne oc e r pa r c e rne r l a n ot t cn de " sy stèrr.e co mple xe " .

San s r-eve nc r- su r l e conce pt de système , en pe u t di r e que l e s i ngré

c i e r.ts pr incipaux d'un sys t ece co mpLexe so nt (avec l a pr é positi on

"e t " ou l a pr-é po ai. t non " ou" ) : l a t ail l e du sy e t êtc e { se :nes ur ant

a u no mbr e d e varc .eb l e e , c l a ssées généra leme nt en var iab l e s d ' états ,

de oomma r.d e s , d ' o bse r v a tions , et au no mbr e de c on t r aintes) , l a

struc t ur e du sy s t ème d ans l 'e sp ac e ( déc omposi t i on ve r t i cale ,

oo r i ec nt a ; e j nous y re v t eno r-on e ) , dans l e t.empe ( phénomène s de

" c c r.s t a r. t e s dt? te a pa'' t r ès .â Lf'fé r-en..t e e } , dans l e s ct r cu ; ts d ' in

r c r-ca t t c.n (ce ce r n t e r po xn t peu : à l ui seul r e nd re "c cœr -ïexe ''

pr-ob L ème s t cc na s t Lque } ,

1. J éCO l::l I;OS:' ticr. des ce ï cu ;s .

On pe -rt a l ors d ire que ,- ' as ~ c t "d é c cœpoe Lt i on de s calculs "

réfè r e p'Lu a s péciale me nt aux sy s tèmes de grande tai l l e , ce qui

do i t ê tre c ompr i s cemme de s systèmes occ as i onnen t des pr obl èmes

d ' optimisat i on (par ex emple ) dif f ic ilement so lubles ou même
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inso lubles av e c l a capacité d e s or-dLna-te ur-s ac t uels ( capa c i t é

en tai lle mémoi r e mai s aus si en précis ion numérique ) . En d éc om

posant l e pr-o b'Lème e n pr oblèmes plus petits , on peu t e s pér'e r'

parveni r à le rés oudre su r UT. or dinateur de tai lle r a i sonnable
ou pl u s i e ur s ordinateurs travai l lant e n paral l è l e. Cela suppos e

bie n sür une " c oor d i n a t i on " de s d ivers sous-problèmes néce ssité e

par la présence d t Lnt.e r-ac t t ons e n t re ceux - ci . Nous y r eviendron s .

Sou Lâ.gnon s seulemen t parmi les av an t age s ct ' un e t e lle a ppro c he :

- sur le pl an du matérie l , l a possibilité de r é s oud r e de

" gr os' problèmes sur un " pe t i t " ord tne t e ur , e t l a non -

obs oLe scence de ce d e r nier si l a tai l le du pr oblème augme nte

pa r adjoncti on de sous- problèmes .

- sur l e plan mœa in , l a possibilité d e r é s oudre d ûs pr obl èmes

cc mp l e xe s sans re cours à des méthodes sophistiquées do nc

san s recours à de s coep ét.e r.ce e spéciales . Ci t ons par

e x e mpLe l ' éve r.t ua l i t é de r-amene r' un e o ptimisatior. d a ns u-;

e s pa ce c cmpl a qu é à d e s o ptimisat i or.s dar. s R pe r-met t a n t un e

re ch erche sca .la i r-e , ou bien l a résoluti on de problèmes

à paramètres ré part i s (dé r i vé e s par t ielles) par d e s oé t noc o e

pl us traditionne lles ( WISMER [ 40] , TI TLI [3 8 ]) .

Cet aspec t 'â é c ornposa t Lcn des c a Lcuâ a" r e j oi n t donc des pré o c 

cupa t rone de r é s o l u t i on hors - l i gn e . Il n' e s t pas éviden t (et

c 'est général ement f aux) que l e v ol urc t otal des ca l culs d an s

un e a ppr -oc.:e d é c ompoa ée c-c oor-donnée soit anf ér-ae ur au vo.lume

dl;' ca l cu l s néc e ssité par une apr-roc ne g lobale . }ja i s , r épéton s Le ,

or. u t d La se ce t te e ppr-cch e Lc r-s qu t une r-és oLut Lon g:'obale est

â mpos s i bLe ou tro p difficil e . Un cas t y pi qu e e s t celui où le

pro blème d oit être r-és o ; u r.umér i quemen t par .... a prograrunat ion d yr.a -.

mi que d i s crétisée ( en raison de l a croissance très rapide du

v o l ume de calculs avec l e no mbr e de vari a bl e s da ns c e tte méthode) .

Oe pe nd an t , on notera , d an s c e cas , que l a loi en bou cl e fermé e

ob t en ue est a l or s ae u Leme n t, l ocalement en boucle f e rn.ée (car

ch a que parti e de l a c ommande ne dé pend qu e de l a partie co r re spon

d an t e d e l 'é tat) . Ceci n 'empêche pas l ' o pt i ma l i t é d ans l e cas

_ 2 -



'à é te rrm nf s t s (o n c o:nplè t e par une c ommande en boucle ouve rte)

ma i s cet te r-emar-que expli que en par tie l a r-éduc t r on du vo ï uae
des c a l cul s.

La e éc ce pcec t rcn du pro blème peut s ' appuy er sur une

décomposit ion "n a t u r e l l e " du système :nai s c e nr e a t pas né ce s sa i r e .

Not ons qu ' un probHme i mpcr t an t mai s pour le que l pe u de r é sulta t s

on t ét4 obtenus car il c a t 'trè s Jiffic j le est celui de l a mf:illeure

c éco mroet t r c n, l e critère même d é f i n i s sa n t l a :r:eille ure dé c ompos i tion

r e s t ant diffic11 9 à cerner e t pouvan t se ré fé r e r à la vi t e s se de CCI:

v e r ge nce du processus de c oo rd ina t ion . Nous a bo rd er-ons ce penc an t ,

d an s un c ad r e précis au ch a pi tre 6, un cas de d é compos i t i on complète

b r e n que no n triviale .

t.ous class e r ons dans cet as pec t "d é c otnpoe.i t f on d e s ca l cul s"

l e s t r-av aux de DANnIG- 'NOIFZ [ 19). de LASDON et a l. [ 10 , 27 , 28 J,

ceux d e GEOF? RI ON (22 , 23 ] en op t it!'':':'sation stati que , et en opt i ai ea 

t i on o.yr .a :r.i que ceux de 1'AKA HA.:V.. [ 3Sj , PSARSOK [ 32 ] , BAUl: AN (3],
e t c . . • En Er-a noe , citons les pr-e n âer-s trav aux d e TI TI.] (38] ,
F OSSAR:J et al. [20], BE NSOUSS A.."; e t al. ( 4] .

2 . Déco n:po:ü ti on ve rt i c a l e

La "d é c ompo s i t ion ve r t i c a ke" de l a co mmande justifi e l e

te rœe de " comma nde hi.é rar- chi sé e " (ou à plusie ur s ni ve a ux) . Elle

est g én ér-a I eme n t l iée au déroulement s i.muL'tanée , d ans un sys 

t è me co œplex e , cie a r ve rs ph é nc mène e à âe s é che He s de tcm~s t r è s

s t r rér-enrea , A:;,r. s1, J a ns ur.e gr-arn e e n t r-e pr-ise fnd us t.r-Le Tce , Les

p r c ce s sus de r a cr ccat i cn f o i ve r.t. pa r ï c i s ê tr-e con t r-ôl é s à La

ee cc r. re pr-e s , l e F:a:~: ::':lg oie s a te Li e r s à l a journ ée ou à l a

se œacr,e e t -i.ins i, je 3~ lte j :"sq-.l' au r.c.vea.a le plus ta:.: re l a

-c.érarcz ; e 0 :'; l e s aéc a s i cns pe....ve r. t ê t re seu l emen t ee n su e I I e s ,

Cet te aor.té e d an s la hiérarchie s ' accompag ne dr une é Labc r-a t i cn

d e pLu a en plus grand e de Lt Lnf o rma t i or, Ce rtai ns auteur s

co mme rB SAROVIC et hl. [ 30 J on t di stingué plusieurs co nc e pts

j e " ru.ve aux" suivan t l e poi nt de vue où l 'on se pla ce . 't oue

c a t e ron a l a d éco mposi t ion ve rti cale qui Houe parai t l a plus

s i gni fic a tiv e : r é gulation , opt i a u ua't t cn , ada ptati on , organ i 

s a t ion .



Cepe.'.iant il fau t c onv em r qu e , pour ut i l es que soien t "e s

co nc e pt s , peu rie r-ésuLt ë t s n e ehéce t c que e s i gn ifi c a t i f s nous

semble nt av oir été ob t er.u s à ce j our. Les t ravaux d ' AOKI [1] sur

l 'agréga.ti on , permet tant de co n s t rui r e de s œod è Le s plus ou moin s
agrégé s d 'ur: mêa e sys t.ë r-e , peu ve n t ê tre r elié s à cette ap pr oche

d e d é composi tion v ez-t t ca;e ,

3 . Dé~OIl nos i ti o n hCL'l~ o ntal f'

La "d é co mpo s d t i on hor-Lz or-t a ';e " du sys t ème à sou ve nt servi

de ba se à l a d é ccuj -i sa t.t cn de s c alcul s . La p I u pa r-t de s pa pâe r-e

ci t é s au §1 peu v en t, à. l a r-a.g ue ur e n t r ar . .u s at c en a c o t'. e

ca tégo r i e ( sauf c e l ui ( r 3AlTh'.AR [3 J) . Ce pend an t, ::'a "c écoapc e à-.

"ion hc r-Lz cnt a I e" f a i t r-ér ér-ence pl u . .:lr 'ct a ae e ent à l a stru c 

ture phy ea que du sy s t.èrre , ":e : ui - ci peut cê t r -e r eg ard é couz e :' 8.

c on c a t.éna t Lor; d e p Lu ai eu r s sy st èmes pl us pe t i ts e t rr.te r ac t i r s

Ce L a se t r a.: Ji - ma t h ';n:a t :' {1.le m=n t par- l a c éc ce .ocei t o.on d e s

ve cteurs d 'état et::i. e cc e - ia-cï e en plusieurs sou s- ve c t eurs

et l 'introduc tion de va riable s ,j ' .n t e r ac t d cn r e li ée s par un e

r-e aa t a or de ac u p.la ge aux vari ables pr é céd e nt e s .

Nc t ons ce po i n t trè s ,' r are men t s ouli gné dans l a li ttérature

de L'e xa at e n ce ex pl i ci t e d e var iabl e s d ' interac tion d an s l a

t .céor-; e d e 1t!E8AROVI C et a l . [} O) , ce q',li pe r me t , e n pa rticuli e r ,

l a " c oor d i na ti on par préd i cti on des an te r-ac t t on s " (v oi r cne pt t r-e 1 )

Ce l l e - ci a é té c onf' ondue parfois ave c une au t r e méthod e de c cc c-m -.

na t i cr, qu e r.ou a a pj.cLl e r-cn s "u Llo c a t d on'' (c f. GEOFFRI C I [ 23 ].

BR0 8IL OW e t al, ( iO] ) ol; l ' i nte ract i on e r.t.r e l e s s ou s -crctnëce e

pe u t ne pr-ove n f r que d ' l.<."'. pe r t a ge d e r esso urce s co mnur.e s et J OL::

:!."une cor..: r ai n t e c ou p'ï an t.e co mme d an a [ 23 ~ e t nor, d e :!" ex i s -

t e n ce ex pLf o i t e j e variabl e s d t Ln t e r-ac t Lcn ( cf . AL'1ex e 1) .

La f' i g ur e 1 r-e p r-é se n t e l a "ié c ompos it ion no r c ao n t a î e du sy s 

tème en eou a-eys t ëe e s interactifs , chacun é t an t mur.1 d ' un contrô

l eu r l oc a l à un pr emi er n ive au et l ' en s emble é t a-rt c oor d onné à

un de ux ième ni ve au , Cette st ru cture à d eux ni ve aux pe u t servir

de " pi e r r e é I émenta Lr-e" pour une st r uc ture à pl u s ieurs ni ve aux '



~ I n t e r a c t io ns

AC':ionslt Infor ma tions

f1..&.....!.
C ' es t s an s dou t e l à une sou r ce de confusion av e c l e s "nave aux

n e c cmmand e" du §2 .

Cette struc t u r e de d Jcc rnpos i tion ho r i zon t al e j us t ifi e l e

te nte de c écen tr at i e a t.t on , d an s l a mesure où cha qu e cont r ôr eur

l oc al é Laoo r e et appj Lque une pa r-t i e de l a commande directement

s u r l e s ou a - ey at .ëme don t il a l a cha r ge . Il e at a id é pOW'

ce.La par un co o rd onn a te ur- qu i est c ha r gé ct' or i en t er l e s ac ti or:.s

d u pre mier nive au vers l a sa t i s f ac t:"on d 'un certai n opti mum

global .

e ' e s t d a ns ce c ad r-e que ce s i t ue pr inci pa lement le pré s e nt

t r-a v a i L , ï I no us semble donc que l a »e i ï ï .eure appellat i on cor 

r-e a pcnc a r.t.e e s t ce l::..c de " t hé or i e d e l a décentral isatior. -

c ommar.o e

Sy s t ê-me

De ~"':.:J.s . en cr-é s se n -. e i s éme n t que , c cn t r-a t reme nt au point

j e v ue j '';' §1, le ;:o ':'r.t Jt2' vue ad oj .t é i c ':" (et au §2) pnvilégi e

L t aaj-ec t de : a cc a mar. ae en l i.q .e . ::0'.l 5 r ev i e m r-or.s pl us l ongue 

ment au chapi tre 7 sur- l a notion de coordina tion en li~ne .

Les av art age s d t une tel l e structu r e de co mmande son t ceux

c é j à lI!E' :: :' :'oTu:é s J.:l § 1 pou r Lt é l a bora t Lon d e l a cc mmaos e , aux que Ls

3 'a~,J u ter. t ::"23 S·A~ va~.ts • à : 3. rcc e pou r SOT, é Iaccr-at.i cn et s a

m t ee el' oe ....v r .: :.

- la r é ra r t l t r on r e :a ré c i si or. e t d e 58 ;n:'3e en oeuv r-e en t r e

;:: .....s:.? .;r.J -e r. t r c a , par .:!-;:oc::.t.:.c r. à .ar.e cent r-a.c.aa t c cn

"o ar.e 1.<1:12' seu ; e maf n'' 8 5 .u re une r::":lS g:ra::":e sécur-t té en

v er t u du v:.e:..::' ad age "r.e ne t tez pa s t ous vos oe ufs d an s ::"c

a.ême panie r v, On ve rra au c hap i t r-e 4 1lIle i llus t r a tion de

ce t as pec t. C;-iE;:=;'{EAù"X (l I ] s embl e av oir é té pr éo ccu pé

Far" ce t t e sé cu rité de mi s e e n oeu v re mais n on par l a

ré part i ti on du t.r-av a c.I dr é I e bc r-e t ion de la commande .



- l a s t r -uc t c.re a écen t.r-aj i sé e 8 SS'"re un e pl us gr a nde s oup l e s s e

d an s la mi se er , p'l ac e qu i peu t -ê tre f a ite pr-cgr-e s s i ve œe n t ,

par mor ceaux succe s s i f s .

- :ln au-tr- e aspec t i mpor t an t e s t ce lui des pos s ib:..li té s d l ece p

t at i on e n cas ae cr-c .is s an ce ou de ch a nge ment eurve na -rt d ar. a

l e sys tème p81" ad j on c ti on ou mcd t f i c a t î o ru de sous - sy s t èmes .

Les e f f e ts de ce s e oo i r i ca t i cne sont l oc a li s ées et ne remet 

t en t pa s en ca us e l a s t ruc t ur e d 'e nsembl e . Ce t t e r emar que

r-e j c i r.f ce ll e de l a n on-obsolesce nce r ap i de des :noy er. s de

ca lcu l f a i t e au § 1.

- Er..fH . , o u poin t de vue numatn , on s ai t que l s ava .. tage e

s c r.t r-e s se n t i u pa r ce s age nt s d t une s t.r uc t ur-e pyr ami d a l e

lor s que la déc i s i on n 'es t pa s cen t r a l i e ée au p'Lua hau t rc.v e a u ,

r 4du ':'sa .r . t ce ux- ci au r-ô Le je s : rr,pl es ex éœ t ar t e , ::.. s eu bIe

pr-e ï' é r-ab', e que l e proce s s us je dé ci sion r e s pe c t e l a s t r uc 

'ture phy s-ique du eys t ène af i n de mat nteni r une grad e par t i e

d e : •• -aéc i s i cr;. .E!:.h d u sy s tème (réduisan t no t anne r.t l e s tempe

d e r-épona e de L t or-ga-ie d e c omrnar.de à -ie s per tu z-ba t f cn s
Lepr év âs ; bl e s ) .

4 . Stru c ture ci ' in f o rmat :'on d é ce r.tra : t e ée .

rer-a.in cr.e ce t t e énumération f'oz-c éme n t incomplè t e su r l e s

di ve r s a e-e ct.s c c cette t.h éo r-r e e nc cr'e r écente par : a men t i or. d ' une

t e na a nce e c n. e t ; e co r.ce r nan t j t ac a - vat t on de l a tn écr -;e aux

sy s t ème s c r oc t.e.st i qcea . J ar .s ce t t e ap pr-oc he ( c f . !lARSJi.A.K e t

RAJ NER [2 9], HO et CHU { 2 4 ), CHONG e t ATHA..'l S ~ 1 2 ), AOKI ~ 2 ] ) ,

a u cune d éc oepo et t i on ve r t i ca l e ::ie : a c ommar-d e , ou h or i z on tale

du pz-oce as u a n ' es t envisagé e . Par- c ontre, on pe u t d i s t ingue r

une dé c ompos i t i or. hor i z on t a l e de 1 -3 co maa nde , De pl us le nd ve au

co or d onr. a te ur es t l e pl u s s ouve nt i ne x i stant , mais pe u t ex i ste r ,

à moi ns qu e "e s age nt.s loc aux n e c ommurri que nt, dire c t emen t e ntre 

eux . La s t.r vc t ur-e es t schémati sé e su r : 11 f igure 2.
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Ocn t r-ôIeurs

llid
Ch a qu e con t r ô I eu r est eu t or-i aé à f aire de s ca l cu ls av ec UT.

mod è Le j e t tae ns i on éga l e v oi r e La r-gemen t su péri eur e à ce l le

d u sys tèm e gLoba ; (c cntr-ear-ement au § .3) mai s ne dis pose d 'infor

mati on e n t emps ré el pou r "ferme r l a boucle " que sur une parti e

de l ' é t a t {co sez-vat i or; dnc omj.Lè t.e ) , Il peu t per-r c t e dis pose r ,

R.Yd C déla i 1 des anro rma t i cn s d on t disposent l es autre s contc-ôa eur-s ,

Ce s pr obl è:ne s SOT. t en fa it ce ux de l a c cœmand e atcct.e a-

t.c qu e av e c s t r uc tu r e ct"m r c r-na t i cn non cl assi que (cf. WI TSE!:;HAUSE:';

[ 41 J ) e t pc u c t ent re e ux on t r-e çu à ce jour une so l u tior. pr-a t î que ,

E s so n t d ~ .:à t i rr r c i Ie s mo é pern asae nt d e cc n a i a ér -at a or. d e

" ~r'ar.je t ,n :' :'e " .

5 . ?:an é r.é r <L

Ay a n t J é î i ni. l e pc i n t oe v-se 0:' se situe le pr-é ae c t t r-ev a r L ,

no -as r-e pr-en.i r cna r ar;s UJ1 pr-e e.i er c h a p i t r-e :"'e s s e l.ti e l d u f orma 

:: s rne .i éve Lc cpé par Il.ESAROV: : e t a :.[30J er an d t i rrt r-oc uare l e s

:n é,; ~. cd e s et ..e v ccab uj a ar -e, x cu s co mparerons de ux pr-Lr.c i pe s

..mpor t.ant s ~ 31 : t e coo r c i r.a t i cc, er: laissa.r.t d e cOté [ anne x e :i:)

.un trl. l s i ~ me fr~ -.c Lpe pe u u t i Le pour les eye t èz e s J yn ami :pe s ,

e '; r.:L.S ~ ~ 5 : :"':'· . "'!:, ~r.s :;' ':''1:.3. ': .: ': _-. ; : :{ .âe l 'un c e ce s a e-jx. principe s

r elr ;. ' a ;.: ;' : l ...e r a-ax syc t crces i J.".am: ques .

Le cca ci t r e 2 c omrce nc e r-a pa !' un r-appe L d e l ' a l gor:tr.rr.e

de TAKAw.,'lA [ 35 ] d ont : e cn amp ::l' appli cat i on sera é te ndu pa r l a

Le v ée d t hy pc tr.è se s r-e s t r i c t t ve s , On mod if i era l a f or:nul a tion

-ie c e t e l g c r i t ruce , ce qu ; cc nd u t r-a à une mi se en oeu vr e

e n l igr.e he ur-Lat Lque , On ra pporte e n [ 18 ] les r é s u l t at s numé 

ri ques pe u sati s f ai s an t s obt e nus par cette ap pr oc he .



Le ch a pit re :5 r-epr-end a l or s le pr obLème li ::a base en ap p.Lf -.

quan t systélliB t i quemer, t l es t echnique s de ff.E SA.~OV IC au cas de s

sye t.ece e d ynaaLque a , c re e t.-è -d i re en mena n t le s calculs d an s d e s

e spa ce s fonc tior.nels (d i mension infinie ) ad éq uat s . Ce tte a ppr oc h e

e s t plus sa t i s f a i s ant e et surtout plus pu i s s a n t e que celle qu i

av a i t été ad opt ée pa: Les au t eu r s eux -m êc es . (c f . TAKAHA.U e t

,," SAMV ! C (36) ) .

Nou s obtiend rons ainsi un nou vel a l g or l thme de coo rdina t i on

d ar. a l e c a s liné aire -quad r a tique , c hamp d ' a ppl i ca ti on de l ' algo ri 

thm e de T AY..A fiA.~A . On montrera le lien du nou vel al g or i thme av e c

celui- là . On verra e inar que L t a I g or-j t hme d e TAKAHARJ. est ur.

coyen de e éco epos i mon des calculs , totalement hor s -ligne . Pa r

opposi U or. no t re a l gor i thme peu r -ê er e considé ré c omce un a lgcr i -

t hme d e coo r -d i.nat t on en ligne , compor t a n t un reeaba ck pér-t od Lque

a u nt ve eu cc cre cnnateur , mai s en co r e en b ou c le ouve r te au pr e e c er-

Ce ct.a pa tr-e :5 co n t i e n t L' e aae nt i e I de la théorie et une
dé mone tr- a t t or; i l" conve rgence dans le c as que d r-a t Lque , Je c h a pa t r e

s ui vant fo r te sur di ve rse s ex t e ns i on s de l ' a lgori t hme pr é c éde nt.

On é t ud i e d 'abo rd le cas des pannes d a ns certains sous-sys tème s

0 1;. d ans la t r ansmiss ion d'informati ons a u n iveau coordonnateur

ve r s c e s eous-eyst ëee e et on c.ont r e le caractè re satisf aisan t du

co mpor tement de L t a Lgor t t hme d an s ce tte év e rrtual t t é , On étend

e n su i te l 'al gor ithme au pr ob l ème Li né af r-ee-qu ad r a t Lque à hori zon

fi n i le j:: -JS gé nér-eI (e x t ensc. or; due en g r and e partie à ~. DUBOL'3 ,

éf êve - dngérueu- r e ;e année à l "Ec cs e des 'U n e s d e Par is) . Cn

d onr;e une f ormul ati on de l ' a.::'gor i tr.me pour t e e sys tèmes à temp s

d i s c r et . ElÛ ir,. on dé velop pe } 'algori t :hme pour le ca s de systèmes

no n l i n é a i r e s à c r i tère que Lc cr.que , s an s pre.i ve de convergence .

Le chapit r e 5 est co ns acr é à l 'exposé de résul t ats dt ex pé -.

r-re nce s numér-Lque a (aené e e par Y.. DUBOUE d é ~ à ci té ) .

Le chapf t r e 6 por te su r un cas pa r t i cu li er de déc ompo s i t ion

co mplète d ' .an pr oblème liné ai r e qua dra t i que à ho r i z on i nfi ni ,

cet t e décomposi t ion n 'étan t res évide n te à priori .
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Elf .:. r. , :,. ..;..:~: • . ..;(' J e c cr.c Luc r c r', r'VJ ..r.t sur

: 3 r.o t.Lor. a e c cor.i n.a ; ~,l. L ~ 1i"[.~ mais e n bOl.lc l , · fe r m,;e au

pr-eœie r- ni ve au. On an a Lyse l a 1iff l cu l té , d an s ce t ord re d 'id ée ,

d e r e s t e r fid è l e au pr' c r.c r pe d e pr- éd Lct.Lcn de a i nte ract i ons de
ME SAB. C n C . On a t scu te le c a s pa r t i c u ll c r d e s sy s tz-me s linva i r es

c on s t an t s o ù ce t te d i f f icu l t é e st surmont é e par r e co urs à l a

théorie d u décou plage {c f . SILYERMAN et PAY$ (3 4 J, WONHAM et

MORSE [ 42 ] ) . Ce tt e id ée e ë t due à BEr..'VE~I STE et BER1l"HARD [ 5 j .

Or. c or.c I ue à :'a néce s s j t é d 'un no uve -au pr-Lnc i pe je c oordination

qu ; a té j e f a .t Lvob je t o t une publication pa r l 'au t e ur [ 13 J mai a

q '..< ~ 1.' ", ;3. ':; a t ce i n t : tJ t a t Je matur-at i or. des mé t hodes r-a r.por t ée e



CHAPI TRE l

FORMALISME ET PR INC I ?~ S DE COORDI!\AT ION

Ce ch a pi t r e n ou s pc rme t t r-a d s Ln t r-od u i r-e l e s con ce pt s de ba se

et l a 'te r-mi n ok ogl e d e l 'essen tie l de l a thé or ie él aborée par

MESAROVI C e t se s collaborateurs [ :50, 3 1 ] . Ce pe ndar t l ' ex pos é

es t l i mi t é aux Ld ée s qu i se ront directe mer.t ut i les pou r- l a

suc te , On a ess ayé de ram e ne r ce L e e-cc à l eu r s ex j a-eeetcne

Le e p::-us simpl e s dan s un but de clar té . Un expos é p.Lue co mple t

pe ut- ët r-e tc-cu v é dan s l ' ouv r a ge de BEP.NrlARD [7 , cbap , 5 ) . Nous

re pr-e no r ons ensui t e l e cc r.t en a d e l ' a r t ic l e de BEXYE1;ISTE et

COHE!i [ 6) , ce qui pe rue t tr a de c oœpare r- l e cham p d ' a;F:l.cati or.

des d e ux pr incipes pr i nc i paux d e coord i n a tion d e MESAROVIC e t al.

e t de j u svt r r e r- du ch oix de l ' un d'eux pour l a su i te , L' a l gor i t hme

du ch a pitre :5 s e r a a i ns i e nt r evu pa r un e ap proc he que-Lque peu

d i f f é re n te d e cell e ad opt ée pl u s l oi n .

1 . Forma l i s me . Mod e s d e coo rdi n a tion .

:.e r crœaj i see est a i rec tece n t cr -ren t é ve r s :a cc cn ar.Je

c pt r c e ï.e de cr oceesus , On s e o onne d onc ur, mod è Ie dt er.t r ée

U € u et de s or-t i e y E "If C-lui se r a 50UVe::l t pou r nO:'<5 éga. :emer.t

• ' é t at )

P : U - "If ( 1.1 )

Les espa ce s U e t "If s on t des e s pa ces ab s trai t s ayant gé né r-a Leœe n t

La s truc t u r e topol ogiqu e dt e ap ace s d e Hi l be r t (ma i s ce n 'est pa s

u t i l e d an s ce par-a g r ap he },

On se do nn e a u s s i un cr itè r e à m n tmi se r



Il en ré s u l t e une f or.ct i on coü t :

, ' u - " ; , ( u ) . ç ( u, p ( u )) ( 1. 3 )

Ces élémen ts d éfin i s s e nt le problème glo ba l. On su p po se

ma Lrrtenan t qu ' il est possi ble de dé c ompose r l e système g l obal

e n sys tèmes " l ocaux " pl us pe ti t s e t interact i f s , de la fa çon

suivante :

a)

b ) On .int.r- cd -ai t, W1 nou vel e s pa ce , di t "e s pa ce de s inte r ac tions"

v = V, x • • • Y VN

c ) Or. t nt r-odu f t des applic ati ons 1\ (modèles l oc aux )

e t ï.eur conc aténa t i en p c e ns l 'e n s e mbl e pr-od Ul.t , cr e s r -è -.

d î r-e si u;; (u l ' •• • , UN) • v '" ( v 1 ' • •• , v~ ) :

( 1.5 )

d ) Cr. _ntrcd ~ ':' '" ur;e r on c t i cn t e C'cup': ag e :

r; : U - y (t . 6;

l IA ... e s t ':e::'e qu ' ..ve c Le a J :;;ner. t s cc-éc éden t l ' ;'jen'::' té

ev cv a a t e s c; t v é r i L ée :

..,.-.1 EUt (1. 7)

Cette d erni ère re lat i on signi f i e que l a so rtie du sye reac
g l ob a l (1 .1 ) e s t l a concat énat ion de s sorties des sous-ey et.ëee e

l oc aux ( 1 . 4) lorsque l e couplage (1.6 ) fo nc t i onne. La

- 11 -



s i t ua t t on es t r e pr-é se nté e sc hémati quement su r l a f i gu!' e 1 d an s

le c a s de c eux seus-systèmes .

On u ti lise r a dans l a s ui t e d ' au t r e s f orme s de l a fonction je

co u pl a ge :

H : u x1t - y

u X l' ''' Y

l e s i è en t i tés :

V'J. ~ u , H(u , p eu ) } == K(u ) ,

Kl u , K(u )) = K(u )

( 1. &)

( 1. 9 )

La f onc d or. Ir e s t g é n é r-a Lemen t, dé f i r.i e a part i r je H {qu t

pr- é ae nte Le pl us souver.t â ans l e s applica t i or. s ) pa r :

( 1. 10 )

REYcA.';'{Ql."E: On a i nsisté i c i su r le c oup l age "par- :~ eoâ eIe v ,

dans l a pr-é se n t a t i cn ci - dessus , ma is il e e t évid e n t qu sun cou p l age

" pa r le e r i t ê re" peu t ve nir du f ait que l e c r i tèr e ( 1.2 ) n t e s t

pa s " a é par-ab I e " {pa r- ex e mple addit i f ) , en t erm es de r cnc - f onn e ï ï .es

d e ( u i ' Vi' Yi ) ' ce pe m e n t , on ve r ra d ans l a su i t e qu t aucun e

di ff icu l té s upplém entaire ne surgit de ce fa it .

- 12 -



Le e pr oblèmes l ocaux ae r or.t définis avec l e s modè le s

( , .4 ) et de s c ri tères l ocaux :

o ù l ' i n t r od u c ti on d ' un espace de pa r amètre A sera justifi ée

ci -dessou s •

En effet , l e bu t de l a d é ce n trali sation es t de déf i n i r des

prob l ëme s loc aux tels* que s i Qi es t co mman d e opt i male d u sous

pro blème i et. Si, U ,es t * l a c omman de oPtimal ; du pr obl ème

g lobal , Qi s oa t egal a u i ' pr-o yec t i cn de u sur Ui .

Pou r ce l a la s t r ucture à de ux ni veaux d e l a f i gure 1 de l ' i ntro 

duc tion es t u ti li s ée : les co n t r Ol eu r s , au pre mie r ni veau ,

r é s olve r.t l es pr oblème s locaux posés pa r l e coo rdonn a t eur , et

é ve n t u e l l e me n t , me t t e n t en oeu v re le s c ommand e s obt enu e s su r l e

système r é e l. Le coordonna teur , pou r a tte ind re l 'obj e c ti f

c c.-c e s s us me r.t i onné , d ispose des moye ns su i v an t s :

- a c ti on su r Le a c ritères l ocaux : c 'e st à ce t t e fin que l 'on

a i n t r od ui t l' e s pa ce de s par- ame t r-e s A .

- a c t i on su r les modè l es Locaux , ou plus ex e c t ea en t strat ég i e

d e gestion des Lnte r-ac t c or;s ,

Dé ve Lo ppc na ce t e ux i ea,e poin t . Remar-quons qu ren euppos ant l e s

c r a t ë r e e Loc aux s cécc r i és pa r le c no i.x ( au n rv e au coo rc cnna teur )

d ' "J,I. pc i r. t ...e : 'e s pa cè A, ce s pr-cbLè mea Loc aux Le s on t pas e n c ore

coraj.Lê t eœent dé rr m s ,uifqu ' a'.lX var i ab Les j e comr.am e a nature i ïe s

!..li ' vr e r.ne n t a vaj ccve r na in t.e r.anv d e r-ouv e Ll.e s e ntc- ée a v: ' ~CU5

ne par Ie rc n e ju e i e 'ie ux mcc e s ne ~e3 t:cr. j e ce s Lnte r ac t i.c r;s ,

:;)'a·..ltr e s s ent j.r o j o s ée par 13 S.·ü iOVIC e t al. {e c g , "e s t i œat Lon

pr r nc i pï.e" ) œa i s ne co nc e r ne pa s c z r ec teme nt ::Ce pr-cb Lème déte r 

mi n i s t e s an s c on t rain t e posé ici. Un eu -are enr i n , t e lle 1 "a 1

l oc a tion " ( cf . [23 , 10, 38 ] ) né ce ss i t e r a i t pour ë tre u til isée

ici une f or mal isat ion pjue d é t a illé e des i n t e r ac t ions e t des

hypothèses euppLéa e nt.a Lr-e e , En annexe 1 , un bref ex posé es t

d éve l o ppé pour mont r er l e s d iffic ulté s ï nbér er. t e s à cette mét h ode
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sur t ou t j an s le ca s âe s système s dyn amiques .

Le s d eux mode s do nt i l est ques t i on s ont :

- l e mode par- préd i ct i or:. de s i n t e r ac tion s

- le mod e par découplage

Le pr-e au e r mode e st sans do u t e l e pl.u n di re c t e e t celu i

qu i d onn e li e u aux pr'ob .lemea loc aux le s pl us simpl e s . I l co ns i s t.e

à f a ire assigne r , par le niveau coo rdonnateur , une v a l eur

( "p!",B i ct:.cn " ) Ili aux var i ab l e s Vi ' d e t e l l e so rte que :e .:;

pr-o bLème a locaux se r cr a .n en t alors ( k E A é t a nt éga I e ae n t

fixé ) :

Le se c ond mod e , don t ::" ap pel1 a t ~on est maladroi t e ma is

tradu i t les t ermes ang l a i s "d ec ou pling mode " , const s t e à c cn s r -,

d ér-e r Les var iables v , CO:Dœ a e e cn t ré e s f'Lc t.Lveu en t car upu I ée e

par les c cnt r-ôl eur-s ~o~ a~ a u même ti t r e que l e s comman d e s

"s : D' où l es pr ob l ème s :

Dan a Le pre mie r cas , n ous noter-cne ûi (a i , ~ ) ur;e s olution

op t i ma; e Lc ca I e a , et dans : e secen a c a s , on l a r.ct e r-a

(O i( k ), ~i ( ~ ) ) ' Comme dé jà dit , le but est de c hoisi r ~

(e t .5v;nt ue llemè:lt c ( c , " ' , a l\ )) de te l::'e s orte que

Q, "" '....i ' i "" 11 ' . ' , N.

2. Aopli ca t i li t é - Coordor.nabil i t é .

Tr ois questi ons se po se nt al ors

, - Comment dé t erm i ne r que l ' o p t raum g lo bal e s t a t teLnt ?
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2 - Existe - t - i l des paramè t r e a ). (et évent ue llemen t a )

tels que l ' op t imum global Boi t atte i n t ?

3 - Commen t a t t e i nd r e ces paramèt r e s?

A ces t rois que eut one cor-re eponde nt l e s troi s concept s

d ' ap pllcabil i té , de co ordonnabil1 t é e t d 'al gor i t hme coordonn a t e u r .

Il fau t d l ab ord ncte r que l a premiè r e que s tion d oi t r e ce v oir

une ré ponse diffé r e nte de celle qu ' e lle reçoit ord i na i r ement

dans les problèmes d 'opt i mis at i on par un e appr oc he globale .

Dans ce dernie r c a s , on dispose géné r alement de conditions

né c e s se i r-es e t ( ou) suffi s an t e s d 'optimalité (e .g . corsïr mone
je s t ationnari té) e t , de plus, ces c onditior.s servent de ba s e

à l ' é l a bor a t i on d 'algorithmes (q ue st ion 3 ) . le:' , les c a lculs

étan t décentr-alisés , on évc t.e r-a d e recourir à l a v ér if i c a t i on

de telle s cond iti ons , surtout pour la raison qutune r é pon se

né g a 't î ve n et perme t cr-a i t pas de fa i re progr e s se r le s var i ab l e s

de f açon décen t r al i s ée .

l ' Li ée de MESAROY:IC es t a l or s de re c ourir à l a v ér-r r i ce 

t t on c t une con:li tion gl ob a :'e simple , "nature l le" d ana le cad re

du formalisme aôo pté , e t su s ce pt.Lbl.e de fourni r l a base

d'a l gori t !'1.me s coo r-dcnn a t eu r e , Cette coorc t i cn est l e respect

du c ouplage ent re la var- f ab I e s e co eaerd e -.1 choisie au nt ve eu

l ocal et l a var-ie c t e c ' intera c ti on Cl (choi s ie au nc.ve au

c c or-aon...nateu r-) ou ~ (c hoisi e au m ve eu local)

:J :: K(û ) '? ou ~ :: K(a) ?

c e ce rc ant des e xec r te s s i mples (c f. [6 , 7) ) ce-avent ê t r e

constr-u i ts pour mont r e r qu ' i l nv ex t e te auc ane i mplicat i or.

logique d an s un sens 0'.. d ans l ' au t r e : en géné r al , e ntre l a. c ondi 

t i on c i-dessus e t le fai t que 11 % U .

J ans ces conditions , on re cherchera les pr obl èce s décent r a 

l i s és aux quels s on t a ppli ca ble s ( a u se ns c i -d e s so u s) l 'un 9U

l 'au t r e d e s deux principes de coord ination mentionné s plus haut .
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DEFI NI TION 2. 1 . : On di t gue l e pr i nc i pe d e co ordi na t i on ~

pr éd : c t i or. d e s interact i on s es t applic a ble il. tin p:' cb lè::le

d é ce n t r a l i s é 8i l 'i lt pli cation lcgi que suiv a.... t e eet vr a:'e pour
pro bl ~rne :

V ), E A, Y Il € V : Il '" K( Ü( Il , ),) ) .. üf e , ), ) =: u* .

DEF I NI TION 2 .2 . : On dit gue l e pr i nc i pe d e c oor d inat ion par

déc ou pl MlLea t a npli cBbl e à 1.1..'1 Drobl ème d é ce n trali sé ai l ' ilI:pl i 

c a t'. or: log i que su i vante e e t vr ai e pour ce pr ob l ème

y , E A, . ( , ) • K ( a( ,)) • a ( >l = u· .

Un e r ot e ac qut ee l ' u ne de c e s de ux pr opr i é t é s , qu i a ppor t e

un e r ép on se à l a que et i on l , l a [ue e t i on 2 e cu ï ëve l e pr-ob Lèrte

j e l ' exi s t ence de " bons " paramè t res d e c oor dinat i on . Cec i d cnn ë

lieu au con cept de cc ord cnn abf Ld t é ,

DElo'U1T.I0 r; 2 . ~ .: Or. d it qu ' un pr obl ème dé cen t r :li sé e a ~ c ~ orè. O 

r.Able pa r pr éd i c t i on s' il e xis t e de s vHl eurs a € V II x € A

tell e s gu e le s pr ob lème s loc aux a i er,t une s ol u ti on et gu e
a * =: K( l1( a · , ),. ) ) .

:JEFI NIT IOX 2 .4 . : On dit qu ' un pr obl ème déc e n t r al'i s é e s t cc ord on 

r.ab le par déc ou pl a ge s 'il exis t e 1.U1e va : eur ". E. A te lle l u e les

pr oblèm e s l OCRUJi a ient u... e so lution e t que : ~O. ) =: K (~ ( " )) .

Enfin , le dernie r pr-oc I ème , et n on l e moi ndre , es t de t r ou ve r

proc édur e qu i pe rmet d ' a t t ei nd r e ces val eu rs des paramètre s

de coo rd i n a tion . C ' e st La ques tion ' d e s a 'tgc r-t t .hme e

c c cre onn e te ur -e, lHIO C Z peu dé ve loppée d an s l e l ivre de !Œ SA.~OV I C

et nl. [,O] . ~OU9 re vi endrons a u chapitre ' sur 1.U1e technique du e à.

c es au t e urs , dite d e l ' o pé r a t e ur d ' in teraction , d ans l e cad r e d e

l a coo rd ina tio r. par pr édi c t i on e t no us en dé r i ve r ons l ' a l g or i t hme

géné r al . Dan s l a sui t e du pr-é ae n t ch a pit re , nou s ve r r ons 1.U1 a u t r e

t y pe d ' algor i tl une qu i mettr a bien en I uaa èr-e : e rô l e de l ' '' éc a r t

de cou pl ag e " v - K(u ) d ans l a coord ir. a t i on pa r d éc ou pl ag 'l



De plus l e s deux pr inci pe s de coord ina t ion seron t c omparé s aur un

t y pe particuli e r d e p r ob L ème quant à l eu r a ppLa cab â.Lâ t. é ,

, . Coor d i n a t i on par d éc ou pl a ge d e pr ob lèmes mu.'1is ct' un e f oncti on

ob jec t i ve a poarente .

Nous l a i s se r on s i ci d e c o té l a variable de s or tie if qu i

n ' e s t qu' un in t ermédia i r e da ns le problè me d 'optimisati on . Nou s

r.ou s m t ér-eescns d on c di r ec t emen t à la f onct i onne lle , ( 1 .3 ) .

Ur. type par t i cu Li e r- de pr oblème , mais do n t l a por t é e est cepen

dant a s s e z gé né r a l e, e s t le suiv an t :

,
; ( u ) =i~l J i (u i ' Ki ( u ) ) '" J(u , K(u ) )

N
et Ki(u) "'j~l Ki j ( u j )

( c r i t ere e t àn t e r-ec t.t on e " sé pa r a bl e s " ) .

0 . 2 )

A:'or s e n i nt r od ui sant un par amèt r e \. E y* (e s œce

d u a L d e y ) pour :a cont r a f z te de c cu pâ.age K( u ) - v = 0 ,

f erme :e Lagr-ar.g'i e n ,

L ( U, v , \ ) '" ..T(u, v ) ... c x , K( u ) - v >

« . ,.> .i é s Lgne :'e pr-od uf t je due:: t é) .

Plus gé nére ce men t ,
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DEFI NI TI OK 3 . 1 : On a ppe lle f on c t i cr. ob j e c tive ap o8!"ente a s soc i ée

à une f~ille d e critères loc aux Ji(u i , vi' ),, ) , une applicat i on

l' ss R ~ R telle qu e :

On vé r ifi e que l a f on c t i on l' c or respondant au CR S e éper a 

b l e ci-de ssus est l a s omme de K nccbre s , et qu e ;l (u t K(u ) , ),}

v é rifie 0 . 5) . On ex ige g éné r-a'l e œent que l' s oit cro a a ee r.t e pa r

r a ppor t à cha cun de se s a r g ume n t s à s e ul e f ir. qu e l a minilI..i.sa-: i on

d e ; c orre sp ond e à une min i mi sati on d an s chaque s eus - pr ob l ème .

Po ae n t :

or. én onc e que Lque e r é s ul t a r s généraux sur l a coo rdir.a t ion de 'te Le

probj ëe e s par d é c ou pl age. Ces r é sultats son t ce ux de LArp OK et

al. ( 28J û e r;s W1 f o:nr.ali sme plus g éné r a l.

THEOREME 3. t : Et ant d onn é un pr ob lème décentrali sé pos s éd a."'1t

un e f onct i cn oote c t r ve ap pa r e n t e croissante ,

b ) "jP 1>% ~( u , v , q < in-'" , tu)

(J . 7 )

(j . 8 )

c ) Le pr i nci pe d e co orjinati on pa r :iécou pla ge e st app li cab l e à un
t e l pr oblème

DEMONSTRATION

a ) Pesons Q = { (u , v) v '" K(u )} , il e s t cl a ir que

- 18 -



a a t e , d ' après (3 . 5), sur Q, .l (u, Il , ),.) va ut ,( u ), d 'où
(J . 7 ) .

b ) C'est une conséquence de 0 .7).

c) Su ppo aona que pour un certa in '\ , l e mi nimu m de .l en

( u ,v) s oit e t t e Ln t en 11 , ~ et que 'Q = K(l) ) (Hyp othèse

de l a d éf ar ntf on 2 . 2) .

Al ors : .l( il , 'J, ),.*) = , (û ) d ' ~prè s (3 . 5 ) e t , d 'apr è s (3 .?l

~(û ) s iif" ,{ u } . Al ors : l) = u , a r-gument du aunâ mum de ,

c , q , t , e• 1

THEOREID: 3 . 2 :

a ) Avec ~ e s r:.vpot l;.è::;es du t h é orè:ne 3 . 1 , une condi tion né c és -.

cour- ':;"je :'e pr C'hl ème hiérarc hisé s oi t coordcnn eb I e

-car j é c olJ. r :'a fje es t ?ue l es borr.es inféri eu r e et su périe ure d e

: ' '.. ~_é P.'a : i~ é ( 3.e , s oier.t at tei ntes et gue cette inégali té

so: ~ "..-ne é,: a 1l.té . c 'es t - à -d i r e 9",e

b } C ~ S cc nài t'i0ns SOl:t suffisante s s i 'il e s t s t ri c te me.'1t

c ) Si je !lbs

argum e nts .

'f u , v : ,,( u ) s s~p .l ( u , v, x ) (J . 10 )

a l ors l 'existence d 'Wl po in t -selle ua r r a ppor t il. ( u . v)

d 'ur.e par t , ),. d ' au t r e pa r t , e st un e co nd i tion r.écessaire et

suffi san te pou r gu e le pr ob l ème soit c oordor.r.able pa r

~,
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DEMON8TRATION :

< ,, ( u , v , ' l (j .11 )

a ) Or. su ppo se que :8 pr-ob 'l ème global à une s câut i cn :.l

(ber-ce intérie ure d e ~ a t t e i n t e ) e t qu ' i l e st coo rdon

neb I e par déc ou plage , c re s t-cà-d i r e que les pr-ob.Ième a

Loc aux on t une 301u t1 0.'1 0:, ~ (bo rn e i nfér i eur e d e rl

a t t e i n t e ) pour un ce r t ai n ).. . t elle qu e . tt D K(l1) . Al or s ,

'Ça!' ap plicabil i t é ( t héo r è:r.e } . 1) , Û ~ u et l ' on a

c e ca pr-ouv e av e c l l i r.ég a:i t é . ( ' .8 ) que l a bo rn e eu p érc eu 

~ est e t t e i r.t e er: ).. , ce qui d onn e l ' é ga li t é

D . , ) .

'0) L n ve r-e e ra e n t , supposo ns (3.9 ) v é r i f i é e , a v e c p o ur ar-gume nt a

des min . et max , re spective ment u · ( 801u t 10n globale ) à

d r oite de l 'égal i té , et ca, C, ~ . ) à gauche ( 'O. , ~

ét an t l a solut i on loc ale corre s ponda nte à )..* ) .

y.on t r or18 que :e couple (u '"1 K(u · » est W1e s ol u ti en

locale pos s ible l o r s que X = X· , ce ql..<i e on t r e r-e l a coordonna 

bili té . Er. e r re t , s i te l n ' était pa s le cas , il ex i s t e r a i t au

moi n s un l t e l que :

mais 'i' étant strictmen t cz-or ee an t e , ce la i mpli que r ai t

contred:;'s an t ( 3.9 ) . c , q , r . d ,
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c) 1: su ff it ma .in t e i.ar.t de montr-e r que :

0 . 12 )

pour obte ni r , par comb inaison ave c ( 3 .9) , l 'ég al i t é du min -max

et du max- mi n , ct1 où l ' é quival ence bi er. connue ave c le point -se Ile

( 3 .1 1) . Pour ce l a , on uti li s e Lt hy pothèae 0 . 10 ) , qui d onne :

~.ta i s

d 'où :

e t comme

iut peu) s ~% s~p l. ( u , v, 11. )

'f(u "v ) E Q , 'l'\ : ;l(u ):: ;leu, v , 11. )

inf ;l( u ) ::: i nf su p ,l ( u , v , 1I. )
l<EU (u , v) E Q keA

Q c: \.4X 'V ,

ir.f .?C;,) :<!; i n! 3 U p ,l( u , v , k )
uEU (u ,v) eu)(i' keA

0 · 1) )

qu ; est l ' inéga : :té c on t r-a i r-e de (3 . 1.5). d ' où l ' égalit é.

Or. v oi; f a ci :e m~ .1 ; que l e s bor-ne s s on t atteinte s pour l 'inf-sup

e n ( u , K( '..l ) , À ) â cnc c ' e s t un mn- e ex , Cec i ach ève l a
d émc n s t r-a t'i or; _

0:,. r-o t.e r-a que Lt r.y po t n èse (3. ~ O) est t.r dv t afem er.t vérif i ée

1 3.:::'s l e c a s cité au 1o'but j'1 par-a gr-a phe (v ct r O , 3 »).

Er. e rr e t .i ar.s ce c a s :

v ,; K(u)

=:: ~( u ) si v = K(u ) (d ' a pr ès 0 .1 » .

Le théor ème 3 . 2 établi t donc que , so us j e fa i bl e s hy pothè se s ,

la c oordonna bilité par déc ou plage es t équ i.vaâ en te à l ' e x i s t en ce

d 'un point-se l l e de l a f o nc tion objec tive apparen t e . Il en r é su l 

te qu ' u n a :i..gor i t hme coordonna t e u r t ou t nature l e s t l ' a lgori t hme



d 'U ZAWA pou r l a r ech erche d ' un pc i nt -cse LLe qui consis t e à

mi nimise r e n (u, v ) (tâc t.e dé co mpos abl e en sou s- pr obl èmes)

pou r ,,' f ixé et il. maximi ser e n ),. l a f oncti onne lle

;J ( ),. ) '" min l (u , v, ),.) '" .l ( O( )") , ~( ),. ) , ,, ) .
u sv

Alors , a ve c des hy pouh e se e de différen t iabilité , et e r. n o tan t ,

'l7x l e gr adi en t PaJ' rappor t à x , e t par une é t oile l ' opé rateur

ad jOi nt :

Les deux pr e miers t e i me s ao r rt nu l s , pa:" s ta t i cnnar-Lt.é de ri.

{û , 1' ) , d e s orte , que :

(c "a pr è s 0 . 3))

Un a l gor i t bme de gr ad i e n t simpl e c ons is t era it , au pas K+! de

c oo r di n a ti on , à ch an ger ),.k en ),.k+l par :

0.': vc i t donc le rO: e Jou é i ci pa r l 'écar t de co u plage dans

Lt e Lgc r-z t r.m e c o o rc cnn a t e ur •

4 . Coor à i n a t i or, rar F éd i c t i on - C om~aral son de s deux prir.c i pe s

j e c oc r-dIn a t i cn ,

Abo r-don s eamtener.t le pr-ob Lèeie de l a coor d i nation par pr- éd Lc-.

t i On pour un pro blème dé c e nt r-el i sé muna d 'une .rono t I cn ob j ec t i v e

a ppare n t e c r-o-ïee ante .

THEOREML } . 3 : Ave c l es hy po thèses du t hé orème 3. 3 ,~
remplac&nt (3 . 10 ) ~ :
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y ., K(u ) ~ sup .l (u , v , " ) '" 't" ""

x

II .L. ad me t ur: poi nt - se ll e 0 .1 1) , a l or s

b ] u '" es t soluti or. du Fr obl ème p;l oba l ~n ~ ( u )

c) u " est soluti on du Droblème l oca l corres pond ar.t à l a

D~éd i c t ion Il = v li '" = ,,*
DEMONSTRATION :

8 ) Consid é ro ns l 'inégalité de ga uche d an s 0.1 1) et pre nons

l e eu p, e n x . Si y " 1 K(U* ) , l 'hrpo 'tr.ès~ ( 4 .1)

co n t r ed i t ce tte inégalité . Donc v "" K(u ) , e t.., l a v a l eur

commune des deux me mbr e s de l 'inég ali t é es t ~ ( u )

dt a pr- ês 0 . 5) .
b ) Con sdd é r on a l 'inJ galité de droite d an s 0.1 1) e t pr enons

d ans l e membre j e d r-c i te . v = K(u ) pour tout 1.0. Alor s

(j ' après 0. 5) .

c )

d cn c 1.0" es t so luti on du pr ob;ème eloba l

La n ëae i néga: l t é J ave c v =v .. e t " =,, d an s l e

membre de i re: t e mon tre qu e u e s t s oâu t i cn de s problè-

ze s Locaux :ié f : n is par préc rc t.t on , (On :lt i: :'i se ic~ l ' h;,r

co t a e se je s t.r i c te cr ot s s anc e d e '!') • •

Ce t hé orème ex prime que l ' exis t ence d' u.n point se lle d e .l

est un e co nd â t i on~ de cc c rë cnna td ï.a t é du pro blè:r:e

dé ce nt r-a l isé pa!' pré d ic tion . Enc ore s 'agi t -il d 'un t ype par t i 

culier de coordon.r.abili té , car cr. ~e peu t d émon tre r ir.déper:da mment

l ' applica bili té (Il = K( o.) .. 0. '" u) comme on a pu le f a ire

a u t h éor-ème 3 . 1 pou r l e découplage . Ce ci pr-ovf e nt d e l ' a bs ence



de mini mi s a tion en v au n r ve au lo ca l. Un c or ol :'aire des
tné cr-ëce e 3.2 et 3 . 3 é t ab li t l a compa r a i s on annonc ée ,

Cü:WLLAl RE : Dan s l a c l as se d e s pr obl ème s d é cen t r ali sé s
mur.1 s ct ' u!':!" fo n c tion Ob ~!"ctlve a I'pa r en t e , l a so us- cla.sse des

pr obl ème s co or d onr,ab l e s pa l" Dr éd ic tion est pl us l a r ge gu e ce l l e

de s ::r obl ème s coo l"donn ablf's ner d écou~,

Ce c or ol l ai re s ou l igne si mpl emen t l e r at t que l 'e xis tence

d t un poi r.t - se ::': e es t n é ce s s a i r e et sur r t san te pou r l a co or âon

r.a b::'::":t é par d é cou j-Lag e , ca t s se uIe ce nt suffisan t e pour l a

c oc r-d onn ab i Lr t é par préc t c t i cr. . Ce pend ar.t , sou s we nypcm ë se d e

r-égu I e r-dt.é , e t des by potnê ee e de diff ér en ti a bi li t é , une co nd i t i un

né ce s s a i r e de c ocd onn abili té par p-é c t c t i cn e s t l ' exis tence a ' ur.

qu a af c-po i n t-cee L'le de rl (n ot i on Ln t.r-odu i t e pa r BEti SOUSSA:-l' e t

a~ . : 4 ] )

:.lEFINlTIOK 4 . 1 : Or. :l i t qu ' un e fo nc tionne lle f ~~

val":able s x ~ y ad me t Ul ) gua s i - ooi n t - s e l l e e n (x " , y ")

si les fon cti onnel l es

et y _ f (x .... y )

$c,r.t di f f ér er. tiab:es e t s ta t :' or.r.a i r e s e rrx e t y r o:: s : e c t ::'ve l:e nt

THEOREME 4 . 1 : Etant donné un D!"ob lèt".e décent ralisé mun i d I ~e

f on t i on ob' e c t i ....e a~car'er;te c roiSSQl". te , co or ù or.r,a b l e par pr é d i c 

tien eT, c e ser:s gll ' i : e:<ls"te de s pa r amèt r e 3 (C/. ~ , >., .. ) tel s g.;.€'

l a solut -~ ~n loc a ;e 0(a
4

, >., 4) e st é gale à la solution g l oba l e u"

et gue Cl = K(u ) , sou s l e s ny Do t h èse s gu e rl (r.~.E.E ' K)

est diff érent i ab l e en (u , v) (~. u ) e t gue l 'o pérateur l i néai re

d K/d u ( u
4

) e :t i ~ jec ;if , l a f o ncti onne lle .l a'i met un qua s i-poi r.t -
s e Ile e n (u" , (J. • À ) .



:.J'a;:,rès ( 3 . 5 ) , la fo nct ionne lle >.. - .l (U·, a* , >.. ) e s t

c on s t an t e puLs qu t éga l e a ; (u*) . Elle est dor.c . J.i f f é rentiabl e

en \ e t stat i onna ire par-t ou t d onc aussi en >.. . D' autre

par t , d 'après l ' hy po t hè s e que u· est l a s olu tion locale pour

l a pr éd ic t i on (n · , \ * ) :

2 t c ar c cre éque r.t : 'Vu .l (u* , a* , \ * ) = 0

Enf i n , d u fait , que u est s oluti on gLoba Ie e t que

; (u ) '" z t v , K(u), \ ) pour t out \ , or. a :

( 4 ,2 )

r.: ~ i S . pa!, ( 4. 2) * e \ l 'r.~pc thèse d e régul a r i té de dKhu(u *) , on e r.

(1 ':: b J. t : 'Vv.l (" , a , \ ) '" C ce q:.J i ac hè ve la .I émr .ns t r a t .L or.• •

L r a t f 9.C : _ 2 .ie mcr. t re r ~Je c e qu asi -pci r,t - s e l :e peu t ne

Fas t -:-:« ~;r; ;,oH: t -se:" :' e , ",:.m;:: :"err.•·:: t en s t ar-r-ar.g ea. .'; po-ar c onstr uire

·.lT; oont r-e c-exempIe 0 :' :l r. t e s t ce s co nvexe en v . (c f . [6 ] ) . On

v e r r-a i ' a i:::eurs a.a cna pi. t r-e 2 que ce l a peut tr ès bi e r: s e pr odu i re

.t ans l e c as j ' un pr-cbl eme j e c or raa noe o pt i ma l e Lt né a i r-e-cquad r'a t i que ,

Or. ,..o" t se de ma .• -i e r a t c r-s s ' i ~ ne s ' agi t pas pLu t. ê t d 'ur.

;:o:.r:'.;- J e : : e er; li j ' ur.€' ca r t , ( v , \) d ' au t r e ;:a!' t

,(.( u", V , \ ) s; :l ( 'J. v · , \ . ) ,:,; ;l( IA, v *. >.. * ).

~:-;:~:~: :~ : :::~~ '~ ~'~ : :: ~è ( ~~)po~: :< ~ ~~. ~;~~ ; ) V~: ~f~:~ ~ r: ::.~~6~~ i té

SLOp . en ). 0 ::' tr- ouve u r.e c c rt .r-ac i c t r cn .

Il es t donc ex c Lu j e pcu vc i r c ons t r-at re un a.Lg o r-f t . une

c o or -aonna t eu r de type ü ZAiY A. Il fau t a l ors se t ou r ne r vers ur.

a u t r e ty pe ,j ' a l go r it!".u:e . d it " a l gor i t .:me de r-ém jec t r c r.v . Etan t

d onn é que deux par-araè t r-e a ( c , >.. ) d o ivent être r éa j u s t é s à ch aque

pas , deux r e lations sont néce ssaires . La première s era natu re llement

fournie par l a condition de c ou plage : Il = K( u ) . Soit 1k la

so ï.u ta cn l oc al e au pa s k, on pr e nJra :



La de uxième r e la t i on se r a ob t e nue par l e ré su l t a t :' lLI'Or ta...1t du

t n éor-ène 4 . 1 , à savoi r : 'Vv L = O. Sup po s ons pa :' ex empIe

qu e :l. es t du type (3 .3) .

Al or s :

=lui sugg~ re d s a j-as t.e r- x par :

On é t uu I e r a au ctepc vr e l a ccnve r-g e nce d e L ' a.Ig c r-.. : r.!:,';

( 4 . 3 ) - (4 .4 ) o ct en a d ' a i l':' eurs , à ce mome n t l à , par «n e au t r,

a , " ·'. ::1.':; ( q ,fr a t e ·.r a t Lrt. e r ac t i or. -ie W·:S A.q JV:'C: et a'::'.j

Rcma r quor.a pc-ar f i r.l r ur-e s cr-te J e c c a ï t t é e r. t r e .::. '" C?( ~ · ~ _ 

Ul.t '. O!1 par- pr-é.fi c tt on e t ce L. e pnr d éc cu p.Lag e : e t: ef f e t 1a".5 i a

prèltù ;;,., __3 r e La t i cn de co u pt ag e se r t à a ju s t e r l e par an c t r e

d t f nte r-a c t.Lon ),. e t:' a s t a t i onn a r-d t é e n v de "- se r t à
a j u s t e r l e r.ar a më n- e ),. j d an s l a se c onc e , le paramèt r e ()

e s t choi si au niveau l ocal en mî r.Ltm s an t "- en v ( atat ronr. e r i t é )

a l or s qu e l e pa r amèt r e ),. e s t a j usté en s e ee r van t de la

rela t i on de c oup l age ( cf. (} .14 )) .



C!-IAPIrRE : 1

ALJ OR!T:-:!IS JE TAKA~A':1: J.. ET r.:';TF:::Sl m:S

Avec ce chapitre co mmence Lt app.li ca t i cn ûes corcept e pr-éc é -.

r en t s il l a co nmande opt. Lma I e des sy stèmes dynamt que s • Que l que s

a l g or-Ltf-me s J e d.acE'l tral i.s ati .:r.- c oo:-J i t'.at i on concernent ce

i craa me scn t a p paru e s da.r:s l a : it t éra t ure , pa r-nt l e s que l s nous

c r ee r ons ceux de FEAR SO:: [32J , T: TLI L39J, T~URA [ 37 ] ,

3A1itl.AN [ 3 ] et T "'KAHA~A [3 5J . ~li s à part celui de BAIIII..A..'l

:ior. t :;"id é e je c éc oc pc ai t i or. de s t r a. ~ " ct o iY'e s n ' entre "as Ja:.S

: a c a t.ég r.r-..e j 'a t, p:'':'cat i c LS qu e 1.01..5 vi eo ns , le s autres s c

c Ia s ae nt pl us ou mc i ns (2:, deux c a t.ég o r le s : la co o r-LLna t Lcn Fa r

pr-éd Lc ttor; ( [3 5 ~ ) e t celle pa r "d éc cu pLage" , cie su - a -a t r-e g.ar

une gén ér-al r s a t i cr, lie :" al go~ :i. t r.me je U SDON et al. [ 28 } au .:a .3

.i y n ami que ,

::; e ;: <, ~..:Ia ~.t , ce t te ~" Y' . i ~ Y0 t e cn r.i u.e t.e se r-a ra s dé vc l o ypée

c u t r-e me s.i re i c; • :"" 5 r3: S,-:. :: t t ec. e r.t e l; partie a u f a i t qve ,

co mme nous :;" a'l 0 (, 5 V'J 01' 1 cr.a j. i t r-e r récéc en t , il y a n ot r.e j e

pr-c b Lème s co or-rocnabce s car c é cc uj-Lage qc,e Far pr-éc î c t i c r.

ma ls surtout au fa ~ t 'lue c e s mén. cc e e " j u a: ~ $ " s t ad ap t e n t beau 

c ouj; pLu s :il :':' : : _i... me r.t à ur;e mi s e er, oe uvr e er. Lt gr.e , e t c t e s t

'~':. <2' ;C2 ::-. ~ _ <2' ::êl.1'::. ,__,_'Y' r e s :. '..:' :.: .::.c t éa re .ic oct r-ée e p.r ur;e

r e r. t.a t ..v e l 'a , : ~ _ ; a t _ J ~ ) ' ',;J.e c c o r-c i r.a t i c.r, ~:':'T J.4cvl. !-i::l. ~'" "'3 ':

SU::'V8 '";t . Oor. s i r é r-c r.s le c La ae â q-...e pr-c bLè me Lr n éa.t r-e-equa t r-a't i quc r

t '" F:.<: 1" Gu ; x(to ) '" a
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1fT( . . )=an ~ • x :): ... u Ru j t

·0

où x ( t ) E Rr. et u (t ) € Po:' . E, v ,

ad é qu a t e s et pouv a nt d é pend re du t e r.

ma t hé ma ti que repré s e nte l a t ran s FC :

œe t r rc e •

Su ppo so ns qu ' un e certa i ne téc c

et d e co emarste en ~ soua-v ec t e ur- z

{roi e t !:l'i ' i ~ t , • • • • ~; : e oc t :

matr i ce f amée de s ;i blocs v
11

r-e ep cnd en t a l a d éco mpcs i t Lon pré c ,

z é r os a t ï ï e ic-e , Nous noteron s '}

des bl oc s Gi j(r. ixm ~) . :: '1 j . ! :(

!'"es pe c t ive lte r.t, aa t r -r ce "b :"oc~ ia ~

d c a gona l e" .

SuP I QBe:\ S pour si :D ~:'ifl er f . -:'

le s ea r r -rc e e ~ e t R s of e r.t b2.o _

l e c r-â t.e r-e sca t " e épe r-ac.ie " . Er. ~

ni des éque t i cn e (1 .1) , on c c t ce.

Er; po ëan t :

v =F'x ... ~u

on a défini Lt f n te r-ac t i on v t t } E J

v'" n(u ,x ) (c f. ( L l .8» . Le pr .;.:;,
e t éc r-f r ici :

J. :::: ?x1'~U1'V X(lo )

( 1.2 )

..., R é t ar. t, d e d i mn.e f.s ior.5

z , L' a cc ent sur un symb ol e

c cn du v e c t e u r ou de l a

at t r cn de s ve c t e ur-s c t é t.e r

1i ce ns t on ( n i x!!li ) c or 

: e sur La di ar,or.ale t: t re
-a tri ce G - :} r e r-n ée

'" fe l l e r Qr,s G e t 'J
• c e" e t e a t r -rce " ne :'5 -

... z le cr-cb l êee r r-écé c er. t ,

~or. a:es de t e l : e ser-re :j, UE:

ar. t : a par t it> Je -ï imen e t c n

' l J UJ ) Xi (te ) '" al (1 . 3)

( 1. 5 )

e t 13 r cnc vt cn je COI.i!-':'agê

" Léc cup.Lé" p (cf. ( I. 1. 5 »



Le prob lème e s t a l or s , o ar. s :e c a s Jfl.am1'lUo:I , un pr-ub l ëee

Lu type 'vs é par- a bl e " (cf . ( : . 3 . 1:-(I . 3 .2)) . Or" r or me d onc le

: agr a ·""!5 i e r. (c f . ( 1 . 3 . 3 . ) - {~ . 3 . 4 ) :

f
T

l ' l ' 1 _
... [~ x Qx: + ~ u Ru + " ( ~ + Gu - v» ) dt
' 0

( 1. 7)

où ,, ( t ) E Rn . On pe ut, a l or s c he r cher à a ppliquer un algorithme

d ' UZA"NA, e n min i misant , pour {"(t) , t e ( t o , T]} donn é , en u

et v l e l ag r an gien (1 .7 ) et e n maxi mis an t en ~ au deux î ème

r.z.ve au , Ce pe nd an t v nr e ppara â t q.ie Lf né aj rem en t d ans ( 1.7 ) e t

( 1 . 6 ) . On es t do nc con fror. t é à un problème avec a r c s âr.gu l i er ,

do n t l a jif ~"iculté techr.r qu e es t bien c cnnue ,
Mai s ce t t e di f f i -:'l1 t é n t e s t en fa it pas se u l ement t e c n-u j uo .

C 'e s t l e pr-cb l ème de : a cccr-r cr.nebi ï i t é pa r d éc oup i age q'A';' e s t

posé. OT. a vu (thé or ème : - 3-2) que : a coo rd onn ab i Lt té é t a i t

éq. uv a t en t e à Lte x f s te nce j ' ur. pc ant c ee Ll e , I l est fa cil e j e

v oi r qu ' un e ccnc j t i cn né c e s s a i re d 'exi s t e nce e st la cc nve x i t é

v q ';ü r-e qu i e r t :

Pou r- c a l c ui e r ce t t e 1ua r.t i t é no us t nt. r cc i us or.a l ' cpé r-ate cr

':'ir.é ai re 1- r ar :a ':"e s pace ae s f onct i or.s du te mps à vaâe ur-s d e -.»

p,r., d e car-r-é 1=-" t ~5r' 3b':' e at.r ::0 ':' ] : ..J 2 ~ Ctc ,r ) , ft'· ], 1 4[ 1."'.1

COI:".1:".<:' su:.~ : ': ù:' t -t( t , s) : 8 :r.3.tr . ~\O r e uran s i t i or. du syst ème

:.:.~a1re ( . t •

: Œl": 1-; n::;:o; ; 1 .1 : Or. a D~t'1 1 e o Dé !'a t €'.l:' <:> a s s oci é à F l 'o pé r a 

t e ".lr linéai re p i â. a { .) e L 2 ~( ,: o , 1' ), f( J a s s oc i e b( . ) ~

= ,
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b (t ) ::: r ~ ( t , s ) a ( s ) d s ; . t E [ta , T) .

'0
Soi t ~ a s socié à F ; i l es t f aci le de montrer que

l a dér i vé e se cond e e n v de ( 1. 7 ) o ù x e s t c onsi dér é

r onc t c on de (u , v) par ( 1.6) e st ég al e à :

23.L ". "
> 2 =r op Q 4'
OV

( 1, 9 )

( l . l e )

où 1'- e s t l ' ad j oint d e ; par ra ppor t au pr od ui t s cal a i r e d an s

L 2• Or. v oît donc que l a poai t a va t. é de cette q uar. t i t.é e st Lf é e

à celle de Q, qui n 'es t abscc uee nt pa s r.é ce s aa i r-e pour que :.€;
pr ob Leme Lf né at r-e-cqua d r-at d que aa t une s ol u t i on • .)e plus la

[.os1 t I v-it é str icte est r aremen t a c q-u ee e t e s t pour t an t n éce c -.

sa i re pour que l a man t e us a t Lor; en v r e s t e fil. i ~.

Cn pe u t e s say er d ' adapter ce t t e mé t hode 121'. i nt r-ou.r a sa':'t

v sou s f erme qua drat ique ex j c i c i te J ane le cr i t èr e , par u ne

mod a r ac a t i cn qua i r-a t .i que d J. t y pe d e ce lle u t i li sée a u chap i t r-e ~ ,

ma i s on doit al or s fa i re t n t e rveru.r une tra jectoi r e r.cmi r a ce d e

sor te que l ' on r ev ien t a des méthode s de t y pe " pr éc a c t i rr- v, : 1

n ou s para ît c cn c pl.ue dire ct de s ror ie nt e r à pr i ori ve r s ce t y :e

d e mé t hod e . L t ed gor-Lt.hrae de TAKAHARA en rüt , ni s t .or -iqve ee r.t ,

Je p r-enu e r- e xe mple.

2 . Alp;ori t hr.:e ie TAKAH.A.tjA e t généralisa tion .

t.e r a çor, j o" t TAKAH.A..U a obt enu s or. a:'~ o r i t .:-.me e r; ;9 64

s emb'; e a v o i r- pe u i e r a ppo r -t ave c :a n énar-c •.e eugg ér-ée pa r

:BSArlOV!C et a':'. [ 30 J pou!" les sy s t ême s ô yna mc j -res , ce re rc er.t ,

n ou s mon tre r on s au chapi tre :3 : e ':' r en l U1 pe u t ê t re :a:"t e n tr-e

ces t r-av aux , r el nou e nou a con te nt e r or s -i t ex po ae r- l ' a:gc ritr.me

e t de l e g éné r-a'l i se r- ,

Oon s Id ér-an t l e pro blème (1. 1) - (1 . 2 ) . on pos e les éq ua 

ti on s d t Eu Ie r-c-Lagr-ange , obtenues à pa r ti r du principe du mïn .imum

d e ?on t r-y a gu i ne ( cf . Annexe 4) :

( 2 .1 )

- ) ô -



;, "" - :., ' " - 0.< ; \ ( C) " 0 ( ' . 2 )

(2.J )

TAi<.AHAR A euppos e l e s mat r i co e G et. R bLcc -d f ago r.a l e s ,

Al or s , ch oi s issan t ur.e tra j e ctoire n ce unaï e d e l 'é t a t e t de
':"' ad : o ':'r. t ( x.-.k( .) , Xk ( . » ) , on o on s fd èr-e l e s K pro blèmes

Lr rm t c s e-r; ueux poLnt s indé perd ants

Au t .r-e rr.('r:t ài t J a: .:J la partie i .ie e équ a t i cne (2 .1 )

( 2 . 2) , l e ::; varu ab l e e {X:;, X ~, j1l } so nt rréd i tps à ae s v a l eu r e
n cmt n a 'ïe e af in de c-c r.J r-e- c e ucu o-ccy s t cme d "équ a t f on a in:.i'; f) (n;da , .t~

les autres .

Or. peut l ev er f a c i I ement Lt ny po tt. êee r-e s t.r-ac t i ve " G et R

b.Loc -ô Lago na Ie s " f a ite pe z- TAh.A!J.A.!:U en rai son de La pr-é ee nc e

de c c e rr-c i er. t c r.cL -:i~ .': a:'ye :.1 par' r _ ' J :;:: ù r t à ces mat.r-c.c e s J an s

Lea équa t.Lcns ( 2 . 1 ) Cl. ( :? 3 ) . Il eurr i t. , pour- ce ; e , j e f a i re

c i sp ar-a i t.re ce s L Ol : Ltnéar-j té s :

Ru = - c' Î\

( 2 . 6)

(2 . 7)

(2 . &)
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Ce s é qu a t.Lon e peu vent s' i nterpré t e r COI:'Jlle les é q.ia t Lons

dt Eu.Le r-c-Lag r-ange des ~: [ !' (,b lème s a na é pend ant e su ivan ts

(2 . 12)

Le s qu e s t i or.s c t a r.rn i caot ï i té et d e coc r-a cnr.abi Li t é d e c c t t

r.é t r.oae de coc i-ati.a t t on 3C:.t .ra ai Ir-s à ~ t,~j :'l' r o t r-cc t cs, .t il

l'a r t i r (le s é qua t i rr s (2 . 1) à ( 2 .3) et (2 . 9) à ( 2 . 11 ) :-:. . )' e: .

nant des hy pot.cè se s d t ex i s t.or.c c e t J ' ....ri c i t é , 0:,. I t2;Jt o c r,c

s ' a t t end r e , si 1 ft un e c or.ve r'g c ncc ( en u n '-.:~I.3

<lU; re;t e : déf i nir) de v er e Le a vaï ec e e o r t i c a r e e

(x • h • u) . ce pe nd ar.t. , 4.1 ser-bI c qu t aucune pz'cu ve corr e c t e

de conve r 'ge-ice n 'o i t é t é ob te nue pour L t aLgo r i t.nae de TAY.A HAkA..

Des ex pé r i e nc e s numé r-t q.ie s ( eL [ 18 ]) on t ec r.t r-é ur. bon c ott pcr->-

t erre n t pou r des sou s-problèmes moy e nnement cou plés .

Lt f n t e r j r-c t a t i.or: (2 . 12) à (2.15) pe r-act t r a de faire le

La er. en t r ., c e t a Lgcr-Lt nr,e e t c c Lua du ct-at i t.r-e J. ne l ,hl:; .n c .c

le pa r-ar-r a r r.e 1c:.:" s u-it , e- .i f< :Où'Cf, 2TP'2. une ve r s i on pâu a c cccoc e

d é b oucr a-;'t "lU ," .me mise er. oeuvre he ur-j at i que en l i C ie .

3. Une vers ::'on pl U3 commorle e t un a2.r;or ithrne en l ip"ne heul?iD ti q".lC .

Pu i oq-ze l a r- éso j.u tjor: c c e é qua t l oris ( 2 . lJ) il. ( 2 . 11) cs t

é qu f va Len t e à l a ré s ol u t i on du problème ( 2.12 ) à ( 2 .1 5 ; , tv:..:.t

a u tre r e ço n u e r-és oud r-e ce ae r mer- C0n.11Üra à une nouve Ll e

ve r eLcn d e l ' alr;or i t r.rn€ o c TAY.Af..ARAo En par ticulier , c a n .. l e

c a s L r n é a j r-« quaf r a t Lq ue , une r-o ao I u t j cr, p a r l a c rcgr-aea.a t i c n

dy na mr q-re , co n-uu carrt ic i b. ~.r." .J'i,.la t io n u. : Rac e a t a e t d eux

é q' J.I3. t1. cI. S l i l.0 ai re s j.a r c',' '-J'::-! l ' ljb1 ~'mc~ (c r . WII." ·H' 4 ) c nt

roc or se.a-c c e !Jl-l i(ll' ;'e l l c :J~ ,! r-Lr.c - -"-l ' i ·J'l ~bl~rr,, ' ,~U>; 11 1":".1 t.c.:

- 3~ -



po t n t s des é qua t a ona J ' E:u l p.r - Lae;r a r.gc . De r.l u e , on s ' a pe r c evr a

que Le c é :": <:l t io:. s cie Rac c atc pe-uv e nt, ê t r e i ! ,tcigr~ es u ne f o i s

pour t e ...t.e c , au 1;;;:u.:"' t le .:,' a Lgor-I t hme , ce qui r-édu f t l a. ré s o

l u t i on c e e s ou e- pr-cb r êmee en c our s d t a l gor -it nme à des calc uls

l i né a i r e s . La versi on c i -dessous peu t -ê t re ég a : eme'l t c b t e nu e

direc tem ent à part i r les éq ua t dor;s ( 2 . 9 ) à ( 2 .11) e n u t i li sant

l a :néU.od e â e s c nr ac t .ér-Ls t.j q re s ( po s e r : \. =- Px + g) . Il v len t

~kT l ( l') = 0

1- + FF + F ' l' + Q_ P .}i{-1 j ' P '"' 0 j P( T) =- 0 () .3)

0 · 4)

N o t o r.s a c , q u e s i l a c or.ve r g c r.c e a l i eu , . e s é cémont s

(x K , uk , ?x~ + g~) c o-.a i t ér-ée comme r onc t.i cr,e J U tem ps c or.ve r-gerrt

ve r-a le s é cément a o j tin.aux (x " , u " , ~ .. ) ce.;a ce e é j énent s P

e t g l< n ' cr. t pa s pc-ur limi te l e u rs équl vaie nt s d a-rs le p.rob l.ème

g Lo ba L, c c c i t i e ut à La cc r. t.r -etn t.e de a t.rvc t ur'e ampce ée Far

1 1a ppr-c cr:e ~ écei. t' 3.: i<:~ f> . r ..1 ~ rr. F l :' {'...e 1'J.€ l e g~r. je ': a part i e

en bou d e t'e r-m ée l f' ~ .'l c ce.ama e (3 . 4) (€: t d onc P) 1.(; pe ut.c ê t.re

l'-'C b l o l: -";.:a~ : : .e ; , ~... J.,... .:. r. t e c t pa s "T"J. ~ ~,f {i ra let'''r.t pe ur l e

pr-c bj Lme .::'o ba l. xcuc 3.lA.r <,.. ! . 3 ï t oc c ae i c -. ae r ev er. i r S1..r ce t t.e

1·...c s t Lor . • ::" ;f : ~ .l ,," <J::',..'>-; ., :' : l a ':' ~ ' L .:":t i.n~-2 S au '::"r e J.€ ce Lu ;

l e T...ü'..A;-jA.1i.;" a ·~ t ":; a bc riée .l:l:~3 : 15a ] .

LI é q-.;a t I cz ( 3. 1) si ~; ; ::' fi ", q....e l a co c.n.arn e (3 . 4) , co t e eue

co -œ;« c o tu t i on i d ;; j.r o b Lcn.ee (2 .12 ) à (2 . 15) , est a pp'l i qu ée

a la f ynan i qu e l ocal e (2 . Î 2 ) , Feur dor.ne r l e s t r a .ec t c i r e e

XK+ 1(. ) e t. 1.~ .1 ( .) . De cï .uc , Le a é qua t Lon s ( 2 .15 ) e t ( 2 .15)

mont r-er. t q.ie e LS va ï e ur-s s ont r ém ject.éee c omme r.ouve L j e s

pr-éd i c t i on e ,

- JJ -



On peu t i magine r ct ' a ppliquer l a c ocmanc e

cc n atd ér- ée con.aie UT.e co mmand e loc ale l:le n t c r. b ou c ~ e f ermée ,

d î.r-e ct.etner t, s 'V ~ :"a a yr.ami que g Loba 'Le (1 .1 ) ou su r : e sys t ème r-éo; ,
Bie n s ûr , 0 1. c c t t eto r-e a t c r s des t.r-a jec tc i r-e-a pour- x e t

c Lr rér ent.e s .re s j-ré c éôcrtes , Ce s l l ùU I1..: :" _ e ~ t.r-a j e c t o Lr-e e .I-'...-uv e, t.

a1 0:"5 ê t.r-e -at i, ...I sé e s co mme prédic tions d an s le s éqc.a t f ci .e (2 . 15 )

e t ( 2 ., 5 ) .

ce t t v ncuve Lâ e v er sion év i t.e :;'l ir."tégrat i or: de L'équa t .i cr;

( 3 .1) o ar;a cr.e que sous -pr "b H; l1.e , à c t.a rae na e , ce lle - c i ~ t ""' . -::

r emplacé j.ar If' c ér-ou âemen t du jT :J Ct~S3U l: g Lo ba L ( 1.1 ) . De ;-l us ,

on oo t i e r.t a Lc.rs un e so r t e de f ecu b...cr. au n eve a u cocr-a mr.a te z
puisque c re s t '~ a r ér.or.se \1 1..< SYl't t: : l_- r t c:' T'; : e c t u t ':" ':' ; .;~ ",

e n :'i/Ç.t: , t e a t.ée r'J.u.é: ·:':puencc. t , r.va l,a,;; do r.r.é s a t i sr ac t c c r: J~ <""

que l e cc~:[lu.;e pr-e nri un e ce r t.ui r;e atcpor t ar.c u ( c f . [ lé]) .

Er; j.ar t tccHor, une ce r t e a.r.e ana t a ba Lr t é des t r-a jec t c i r-e a a ar.c

l e tem rs ap t ar a ! t •

jçou s r.e c i s se r -te r-or;o ra s pl.... s Io . gtemps sur l e s r af s or;a

d e c e t écl.e c , ccr. s t e t ar rt a i mp Lement, que l e p r o bLcme e sse r.ta e.;

d e la coor- d u . a t t on e - . li g u. v t e r.t d ·J :' a i t qu e l a co r caan o e à
c ha qu e pa s est c all'u .:.ie su r ae s nort l e s l oc aux o éco up'l é s a l or s

qu ' e l l e a ot t ê tre ml s e en ce c.vr-e su r _e sys tème r éel cou plé .

La néc ea a i t é d t unc ap j.r cc t,e r:-"':: t r.é or-iqi..e a rr a r-aï t acr;c , ce

q u i e e t r a i t f:l.t CLS!;jtre our v aut. .
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CH.A?I TRi:: 111

nE.JICT l m~ ET OrERAT~LR D' I NTERACTIO N

TKEORl3 BT Affi OR:iTl-':ME

Cc cna pi t r-e cor.ti e nt La cont ri bu t ion t h éor-L que ma j eur-e

de ce travail. Par t a-it des Ld é e e de M::SAROVIC e t 8.1 . qui ec r-or.t

r e co ue e t.ranepar-ent.e e j ar- une r ré sen t .at.tor sil!l!,le. or. u év e corj e

c e s z t éc s c ans u r; cort ex te g én ér-a.; , c e qu-i ccnduit à un algo

r i t llrle d e coore r -ra t io r- o or. t _8 c c-ive r-ge nc e f or t e e s t démontrée

c a-e :"e c as qu ad r-a tc que ,

Or er.ecc a.tc s e enu.u te l e s r- éet..Lt a t s ob t enus , dane ur: pr-ctn.Ler

te mps , pour ::" e prO b:ème de c ommande optimale linéai re -'l\.oadra t : T..;.e

:e p i u s si ll:;>: e . Au c ha pr t.r-e suivant , on envisagera de s prob l èmes

_i.'1éai .:'23 - 'j"J.adrflti qlles r:Cus c omr ce t.e , puis 'lon Lt r.é at r-es , On

verra aussi l a version de l ' algo r:. t~e a a-e _e ca s l i - éa~re 

quad r-a t â que (p our s 1mpl ::"fi er ) à t.emj;s âc acr-e t • Zr f a i t , l a

por tée de la t hé or i e préc éde nt.e semble er-c or e pl us gén ér-aj,e e t

est r-at so nnabl e de pe n ser- qu t e Lj.e pourr-ai t dé bcu c r.e r sur de s

a Igor-Lt.hme e de co ordinati on .i e problème s à par-amè t r-e e r-éoar-t.;s

(dérivées par t i e Ll e e} .

Pour te r rcme r- ct! cha pf t r-e , or; fera : e :Lier. d e L t aLg or-L'thn;e

ob t er;u c an s le cas Lf n éaü r-e -equudr-a t Lque av ec Lt a Lgor t t nne Ie

TAKA.'!ARA du ccapi t.r e pr- éc éo ect , On pe u r-r a a Lc r-a ru.e ux c erner

::'a n c t.t cr. ::le cc or-r tneu r cn e r. l:' gn e . Lt e s s er.tLeL âe s r-ésu l t a t.a

de ce cha pâ t z-e e t de s § IV .4 . i e t IV .4 .4 ca- oe s s ou ,s or.t d é jà

caru a a ns Lsar t i ci e : 15J .

1. Ooo rd I r.s t i or; oar r:, 4d ic t1c T_ e t o !'é r 'l t e t<r d t Lnt e r-a c t Lon .

Com:ne r.çons par dé f i nir que Lque s no t a t f or;s et par faire

que Lque s hy pot hè s e s . c or.ect ér-er.t le f or-œaLi sme du §I . l , nou s
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supr..... scr.s que _e t; e epace e u . v • • • sont de s e s pa ces de Hilbert

e t . O'J~ nc te r-r-r;e JX''JI' t ou s ce s ~'5:'''I.C eS l e pr-od u r t s cal ai r e

j.ur- < ....> . Rappe Lor.a qUE po.rr un e r onc t r cn ne i ze f : ::t.... ~ .

s.a c é r i v ée de Pr-écne t é v a l uée en xO • dr/d.x(x o ) e e t W1

lf_ '; rr,e~ t du dual ::t" don t. l 'é quiv.:..lent aa.ns le pri~al par l e

tti é c r-èc e de r -epr éser. t a et cn de Riesz ( i so lllor pri sme de % e t
::t" ) s e r a n oté 'V.r.! (xo ) et e p j e Lé "gra.1 1e r.t" . De ,..: t<5 ::"op " 

r-e t c .c- a.i ~ o ::r. \. d ' W'. o o ér a tear _lè. 2a'i r e- en vr ..• -.i.e...x e epace s e c ';

~o t':' oar- un e

.Ja·, ,," ce parag::-a,.!.e ..:OL.:Il.. '~ . ' ;$ • est<. ver .t , nou s r.e ::e !"O I. B

p.jlo..l r-éI'é r-e... c e aux v ar-La b I e s dr vr a t que, SO:.t .e e t r t er-eéc i e i r -

~!·.uL:es Fur ce qui suit . C't' ~ 7 pourqu oi -ious d é f ir. ';'s sof_s

:;(Io J ( 1.1 .3 ) et :

l" ,I,V .:'( U,V) = ç ( :.l,p( U, V)

nco e v.r.pceor,s ~ , .: .. t K r·"' éc: r" ~t-.j ': f f é r c r.ti ab l ,' j.ar !' c~

à t ou a leur-s ar-gu mer.t.s • :: 01.< & 5.1,1.); :"'S0;15 el .fi r:. sc -u.é e e des : 4 ,;' .:'
e vt i ons j p u et y. On r.e d i st:r:g ....e pa s d e-.e les no-t at I crs

_ I é ] ';me r.t 'J j, E ui d e l ' élém,~!t ( 0 , . .. , O. 'Loi' 0 , •• . , 0 ; <: ' .
er t n d e ne pas C.lIll I: i quf' r l ' '; cr l t u-e •

50': t l,.; " u.ne ectut r or. ou pro b.l êce g lobal : eantm ee r ~

E~ le vér-tr re la co rn it \ 0"1 né c e ea a i r-e

YU : ;(u , t:( l<)) .. ;: (u ) .

On va c he r-cl.e r à iJ.ter~l'';t ''' r ..:..'~ .. ~ q:..l&t l Ur. S c omme:H::..



c v j 1 t ~, 1 S né cc ee ai re e l ' 0 l-f.i ma ::'i t é selon N' critè r e s l oc aux
à )"fiJ. i r . P O"J.r cc La , c r: ro se :

r i(llV) ~ [~i (uO) r"'VvJ( U O ,vO ) ( 1 ':

oi, ".1° '$ ~ une co mmande nomi na Ie (p rédic t i on ) .

r . e rr; a i s é d t' c ons t a t.c r- a Lor-s que l e s é qu a t i.or.s ( 1 . 4)

j c uv ec.b " trc r éc cr i tc e

~: « ) ~ 0 ,
du .

1 :1 , (i

-l.u i s ' i Lt e r pr ète corr.lll~ les co re a t a.en s né ce a aa i r-es de minim..._";:, 

t t or: des N cr i t è r e s "\ . L'étude de ce t t e eé t h cde de coo rd Lr.e 

tc. en e s t r-és umée pe r' ... ~ :Cd d':',(> e t l e t.h é c r -ime ci -a IO SSOUS. j)OI:"'1CL:l

a'.. j. r- é a .la b.L e ql. ...,} '-l. .l<;! $ ,Lé l,0 ' .t S a e v oc a bu La i r-e , i..a façon d or. t

.e j.rcsce r- t e rn,e a a na l e cvcor;d membr-e je ( 1. 5) es t obt en u à

j.a r -ti rv a e J( \.i, v ) est i i ue pa r " r e s t r rc t ...c-r; au t ct.r d o! u o"

El l e c cnsia t e à f i ger v e t l a par t; e r.cn Loc al.e Jl: ..l

{u ~ . j ;ii} à une va l eur nomin a l e . Le vecteu r f i (Uo) € ui est

L t é qu j va 'l ent da ns le p r imaI du preuu.e r- o pé r a t eu r d 'ir. t er a c tior:

j e ~SSA.~O ·II :: e t a l . L30 , n . 192- 1'14] . c eux -cc ont ég :".l e r.~er.t

.i é f Lr.I ur. j e JX i~r., "> o r-j r-ate ur- rn t e rve r.a r.t .sar .s la cc cr c c.ce ut or;

j-ar d é c cup 'l ag e ( c f. :olt,..; .; ::' [ 7 , Ci-,l'lI 5J; : xou s nre r; par- Ie r-c n a } B. ~'

i c i p"J.~ sqlle r.cu s nous l ::':dtor.s à l a cr-écLc t t cr , et d ' ai lle ur s

_ ' ''J. t .::. l : s a 't.:c :. c t ur;e cocr-i Lt.e t t cr, ; '--.,:" i écou j.Lage e t o c ér-a t e ur-s

i ' i :'".t ~rae t1 or. n 'a pas l e s a va r.t.a ge s i e : &. :_.:-éo.i c t : (;, . t cu t en

é t e nt r cr t .cment t.e rn t ée (n éce s ai e é .i e cccc e cr- ur.e r.o:r,::'r;a:;'e) .

LEMME 1 . 1 :~ .:;~ ~ t ar. t déf i n :" Dar le s r e lat i on s (1 . "

~ ( 1 . 7 ), ~ :
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Démonstr a tion évide n t e à pa rti r de ( 1 .} ).

1'HEO"rtF:ME 1 . 1 Sun po so:"s la f onetiorn el le p~ li f....!
l a f on e t i or. de co uDlage K i n jc e t i v e ll) .

a) Le pr i nc ipe de cooroi r.at i on par 'Or é;)ict ion Est 6 'OE_i c ao loO

pr oblème décentral i sé d éfi ni par l a f ami E e cie cr i tères '; i '

b ) Si le pro bl ème gl obal a une s olut i or. li-t;, e t s i l €'s .:'i ~

CO:'lv exo"s en li: , ~e oro blème d éc e ntra I :sé e s t. cooni onn ab le 1 !;L"

ce t.ra -ic t oe .

JEMO: : STR AJ' :~N

a ) Sup pos on s que pou r une pr-éc Lc t I on : ,:x = V
C = K( uO)} , ~a

s o::"uti on 0. des pr obl ème s Lcc aux , sup posée ex i ste!' , s oit t e i .«
que (l ;; Y.(C) . A:"or s , par i "l: ectiv.:.. té de K, 'U

0 ;; Û . D ' a ~r;:'s

les c cm r t Io ns d e s t.at i cnnarc té :

, i .. l , • • • , N

e u u t acres (1. 9 ) , on en déd id t :

( 1.

qu i e xp rime, avec Lr hypc t .ncs c cc cor.v cx Lt.é , que C e st so lu-

t i on du pr ob lème glo ba l C' e s t . 'aY I:licab;'li té •

(1) Cet t e t .ypoU:èse a 'injec t ivité est nécessai r e si on veut

te r f idèle à l a d éî i rd t i on de l ' a ppl i c a bili t é t elle qu 'el )? es t

exp rimée au §: . 2 . Si : 'on modifi e ce t t e d éf i m t i on en cor.ai t éru
c t rec t em.. nt u O comme la prée Let t on :

U
O

'" Û ". Û "" c "

Cette hy po t hè ee r. te s t pLus u t t Le comme on peut l e voi r dans la
dé monata-a t i or ,
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b} scc t u * un e s olut i on du probl ème g lo bal . E...l e v éz-Lrr e

(1 . 2) et ( 1. 4 ) . Ce t t e der- nt èr-e é qua t r or; e t l ' hy po t l.è s e oc

c on ve x i té des J. iœpl iquent qte u ~ est so lu tior. du problème, .'
l oc a l i 'avec pour pré~ict~on u <1 ' Pa r co nsé que nt i l ex i s t e

bien une pr éd i c t ion {u , v = K(u )} conduisant à l 'opti mum
g l ob al pa r opt i mi s a t ion locale . C ' est l a coo rdonnab1li t é •

Ces de ux poi n t s étant ac quis , on a borde »a t nte nen t l e

pr ob .Lème d e l ' a l go r i t t .n:.e c oord onna t eur.

2 . Al goritt me d e r é in Jecti on . Cor:verge r.ce da ns l e c a s cued r e ti o ~

:.;ou:; no us Lf r.Lt.er-orra i ci à l 'étud e d u c a s quadratique dé: ~ .

pa r l e s :::rpo t :Jè se s su ivantes :

Hl) ~ e st une f' onc t I onne l l e quad r at i que er. u

;(u) "' ~ < u - 'J.* , A( li - U* ) ::O

H2 ) J es t un e ï' on c t.i onr.e Lj e q-aad r-atd que e n

:-; ~) K es t une L.r.~ t ::"N ~ a r r :i.e ce

K(u } '" ~.u + 1\( 0)

u e t v .

1_.

Ces hypoth è se s s ont c orapa t i bLe s av e c l a re l ation ( 1.3) . Li

raison je cette limi t a t i or. e s t d t r-r-dr -e t e cn n aqve : t ou t e rcr.c t i o..

qu ad r a t f p" es t re pr ésentab l e~ par s on d éve Lo p pe œe r. t;

d e Tay l or au second O I"j !",~ . une c cna équence que l e d oœatr.e d e

c onve r-ge nce s e ra fn d é pend an t; dl< po i r. t J. t= aép a r-t le l 'a::'g v!"'.i -";.;;'__ •

Dar;a le c a s n cr; quad r-a t i que , :.1 r eic r -ai t r-e pr-e ic z-e h a déaonu -

t r-e t i cr;e e n =a ~ cr an t " e s t e r -ees ô t c r-r r» Au!, 4rl"t<r à :" crire 2 .

Al or s , cnr.e pcur-r-e i t, a a cu re r l a c crv e r j c r.ce 1" <: : 'l.'18"..;,r. ce r r ai r.
v oi s i n age de l ' opt.Lmum , voc ea nege qui ae r-a; t l r :.; ":I&.bltlll".e i:t

diff i ci l e à déf i ni r Je r accn....r uet cc e .

On v a dr abcr -â d ëmon t.re r , moye ru.an t u ne ce r-t aa r;e cond ition

d e c cnve rg e r.c e que par t a r. t d "i.nc cr-éc cc t .ton u O et a ppl â qu an t

une f ois l e principe de coor-di na t Lon , la s oluti on l oc al e ob ter.i....

û e st amé liorante c t e a t. c-à -d Lr-e que J(O ) s, ; ( uo). Il es t a l ors

na tu ro L d e r e pr end r e ce t t e nouve lle co ceen ôe coc ue
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prédic tion u' pour i tére r le processus e t ob tenir u 2 , u3 ,

etc . . . On a ppe Ll.e ce t t e pr océdure , a.l gori t nœe de r-éLn je c t ncn ,

On obt i en t dcnc une sui te {u k} qui ~ e s t t e à Le que { ; Cuk ) j
est d éc r oissan te et minorée par ;r( u ) . On déra cu t z-c a l ors qu e

l a sui t e {u k} conv erge f ortement ver s u ~ e t qUE' : a : i mi t e

est bien ;rCu) . On mor.trera e n s ui te cc mcer.t. c o.r t r i cr- les c r-j t.e r-«,
J i a f i n de t.ou j our s s at is f ai re l a c ond a t i c r; de con ve rg er.ce ,

l' a l gor :i th me c a-d e s s us pe r me t a Io r -e de c oord or ne r (du noâr.e

théoriqueme nt ) n 'import e quel probl ème d écer.t r-a l Laé du ty pe
conaiaér-é .

LE!I,!;3 2. 1 : Soi t Bi l 'onérat €'ur ô 2.;/ô u~ !!......§.2.i.1 B i 'on É- r a 

'te u r- blcc-è"iago!'l''I.1 f or mé ave c le s Bi ' E!l SUpt os an t :a co e Y'c i f

do nc i r.ve rsiol e , ~ :

( '<:. ;' ,

'DEM01'STRATI QI:

Ec r i v ons (1 .10) e t uéve Loppor.a au t our d e u~

( 2 .4 )

Ma i s d ' a près ( 1. 9 ) , le pr-ec.Le r te rme es t éga l à 'I7
U1

.?( UO)

et L t on obt ient gLobaI e me r.t ( 2 .3 ) .

Not OU3 que L t hy oot hè ee 3
i

c oercif g ar-art Lt q....e Le pr-o b Lcr-e

loca l i a ur;e so Lu t i on (Ul.';'qUl) . Or: suppose c.e même

A ", d 2, / du 2 (c f. (2 .1)) eoe rcif , peu r que Le pr-ob.Lèzae 6 10ba 1

a i t ure so .Iu t Ion ,

T .!-fEOiiE M.l~ 2 . 1 :

a) Sous l' hy po t h è se gue l 'ooérateur flutoa:l io i n t B- A/2 ~

eoe:!"c i.f , ce gue 1)01.1 5 n o t erons
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l ' a l gori t hm(' de ré ir: ·(' c tior. pr Gv og ue illle d éc ro is5ro,ce s tr-i c t e ue n t

mono tone du cri t ère e :l. ob&'.. ; , et la diffé rer.ce er.tre de ux

val~..!:JL!11Lc c ('ss i\'ef' ,.!.ll :

b) La suite {ukJ c or:v er ge f ortement vers u . l e r ytr.me d e
cor.v erge nc e Gta'1 t dOf'.!'A p a !' (2 . 3) .

DEIW: : S'I' ~ A 1' lO:'; :

e ) La d écr-oa a s en ce monotor:e je 'J est .rne con e équcr-ce il'.' 1 1by po

t nëse (2 . 5) e t rie l a r c rauï.e (2 .6) - ( 2 .";) qu t LL su f f i t

j onc d t é t.a aj i r , 1a r'or-nu I e (2.3) :..; ' t:crit er-ce r-e en r-emp La çar- t

UO et C. par uj.l; et 1... .... ...1 • et en t cr.e. rt coapt. e de ( 2 . 1 ) .

1::. sûf.:.l. a i cr-s Je j 6 ,-e l v ;;per::'a i iff.:'r ~I. C t' ; {a K"' I) _ ; (u k )

cc co ..c c.rc r e ce qu ; c oc.I uc t au résultat .

b ) 1a e.r i t c ~ { J'( ..l.\ );, r e t a c -e o écr-or saa cte e t ; or r.ée anr érceure -.

me nt par '?( '.l ) . EL., a œ.t> :~u;i te J l -im " ; ( u ) et par
cons éque nt ; ( uk ) _ ;('.1':-+1) _ a l Or s q A; if. ... -ee , Ct il i sant

L t é qua t î o.. (2 .6) ct : 'f-Yr'o t ri ~ se Je cce rc.:.v:t é ( 2 .5) ,

::'1 e n r-éeu l t e que l' B- 1A(t/ - U*) Il - C e t j on c Il t.;" -u ·1I - a
ü n ve r s a bt t i t é de B e t A) . La sui te [ u:;q conve rge f ortemen t

vers u" . Par c cn t tnui t.é , 3lim = $l(u", ' . )

R":MA,.G.QUE 2 . 1 : Or. va mo- vr -cr- que l '<.o.:l):<rlti-ne cI -oe s .sus est

t::q.l:'vale'1t à ce :"1... ': q ...I av a ct é-:J défir:i pa:' c e e f ormules (1 . 4 . 3)

et ( :i.. 4 . 4 ) CGnLlI.'" cor .s équence au t h éor-c ne 1 . 4 . 1 app l i qu é au

c a s s épe.r-ab Le ( 1.3 .1) il (1. 3 . 4) . POW' ce l a , rema rqu ons t ou t
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d 'abord que si l ' on ap pl i que une pr-océdur-e de "re s tri c t i on " au

cr i tè re add i t if :

on trouve bien , à c e s c o-is t a r.t.e e pr è s , co ume i l SE- d ot t le

terme J i ( -~ i , (li ) ( avec ai "" Ki (ua ) ) pour I f: eoi.a -ey et.ëce

S': _ '01. fa i t c e a N cr i t èr e s loc aux (1 . 5 ) , or.

r e •t éc r c re e.cor-s ( a'J. pa a k+ 1 )

r < Cu) "" ":(IA, ak
+

1) + <>." . 1, ~( \., I::) -u>

ak
+ 1 '" K( uK)

( 2 • .

:1 l.L ~· c _Jt.~· i-~~S qu 'à r-emar-quer- que le t er-me

peut-être r-emj Lacé (môme d a-. a l e c aa où K n t c at pas affine )

par' K(u ) ( Lor-sque K e s t eére reb ; e , bden sûr pou r- que' ;'0.

c éc omjx. s i t.t on soit poa s .i bj e , cf . (1. 3 . 2) - ( 1.3.4 ) ) e,n. e en...~ -. 

gener.t pour le s tr.é orcme s ct' a ppLf c ab L'll t é et d e cco r donr.act Li t é
Alors , à -LW 3 c o-.s t ur.te s !. ::-\;S (tl:rrr.c -< \ " , aK+\) ,(2 . <;, ) ai nsi

noc t r rc s 'idc J.t.':fie a ( ; .5 .3 ) e t ::" ""lgl ri t 1.[[;c (2 .1 0 ) -( ] . 11)

e s t é qu i v af ent, à ( : . 4 .3) -( 1 .4 .4 ) .

CelA' I:Jar.t ~ ' ava . ;; "' tie ac por t.-. t ,I L La c én ar-c r:c c r -d e s eu s

c s t d e r.e 1-'a3 né cc ea- te r J' tYP() tJ. ~: <;l "" <Je s éiar-ab i i i té ni su r

Le cri t ère ni su r ~ a Io r.c t i or; d r- c O '<J. ~l a .:: , ' K. La j-o r tée de

l 'a J.g or lthme e s t d on c trè s géi.é r-e Ie .

R.EMAR QiE 2 . 2 : La f e rmalt;' ( 2 .3 ) ~"I 'lJ);;"t le v oi r CI"€' l e pri l .c i~

de ::" a1coci t hrr.e C.l. -.j (" ·!;1I S es t ce ! ' ... (1'Ul " q...a s i c-a Lgo r-Lt rrte d e

"ew tc n àécer. t.r a I i séo, i:r. e r t c t , : ' a lgori t :.me c e ..ewt.on ev écrcr ev t

( 2 . 1<:' 1
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e t. c cr. v e r-ge r-a f t d t aj Ll.c-rr o P L ur r.e ., d a !". ,:; le cao quadrat ique .

;':3,1 ,; L' o pé r-a t i or, n C:-J ~.l.néa. rc -i r r rvo r-e f o n de A ~ d 2,,/d u 2

r. t e s t pas possible de r e ccn .récent.r-e Li eéc , Au s s i , lu i su ba t t t uc-.

t -on l 'inve r s ion de B, qui est bloc -di ug onal (B es t la partie

bl oc -d iag onal e de ~2 J/~u 2 ) . La cond i t ion ( 2 . 5 ) mont re dans

que .r cas cet te sub t i tu t i cn est i o t a t bï.c • Le Lemme cut vent l ève

ce t te r-e s t r-Lct Lcn ,

LSM1-1r: 2 .2 : Si l 'on a Jou.t p le t ~ nll€'.~'ltiaue

( 2 .13)

à. : 8 j é f ini t1. "~L ( l . S) ies c r it0!'to" '3 l oc 9.ux , le lem ... e t lE' tj .é c r-è 

~ 1. 1 r e Bt ent vr-at s • :.e j e~IT.,· et le tbéor è me 2 . 1 s 'anFh 9'-" ~_

er. sub::titu ar:t à 3 l ' o p '~ ra te-:;r 3+~'! ~ Il! es t l 'crSr8.teu r

blo ~ -d i a eo" al f o .""1Ié [;8T le3 Mi ' Il est t ou 'our s pos si bl e de

co oisi r M 1'l(l llr Rati~fai re l a cond iti on d e conv e r ge nce

B + M - A/2 > C.

Le. .l éu.or•c t r-at i on j e cc ~emme ca t t.r-c s ..; ~ ltrle . r ar- ccr. t re

pr-u b Lên;e .1:'~ f:ci le e c t ce i c i du cheix <.iCI me Lf Le ar- 1.: pour

oo t e ni r l a c or ver'ge nce La p.Lua r-ap fd e qu i est ob-tenue Lor-sq u e

C C3t le p l us j oe i t i f possi ble (c f.( 2 .6)) . On l' eut suggé r e r

aens un jc-cc.ie r tonca j e -c a je c t e r l a g éoœét .r-Le '::' e ..; prc. b:;; rr.:s

Locaux et". j:!'t::la: it :

~: .= 'f B , ..., E !i ( 2. i 51

Lso c ér-ate ur- C (~f.(2 .-») i.;JV:'<.; ; . ';. az.cr-s

0:' :& r-réeence de "Y au f énomar.a t e ur- et a u numéra teur simul t ané 

mer t indi que qu ' un coœ r.r-omi e o o t t ê tre t r ouv é en tre s t a bili té

e t r apitii té ae c or.ve z-gence •
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3 . i..op l i c a t "'. on à l a co mmande o pt i mal e li p :!ai r e quad ra ti au e .

Con sidé rons le pr-ob'Lème ( I I. 1 .1) -( I:i . 1 . 2) ain s i que l a

décomposi tion en sous -sy stèmes ( I L 1. 3) à ( 11. 1. 6) . Conf or 

mémerr t à l a t hé or i e pr é céd en te , J(u ) es t l a va l eu r de l 'ir. t é 
t;r a ; '" (11. 1. 2) ac e-sev e x e st d onr.é par (11 . 1. 1) ; J(u , v}
es t : 1'1. v a'îeur- c e l a u êce .:.r.tét;:rale lorsque x es t donr.é pur

(Il .I .6) . NO'JS d ée fgne r o.. e o é ec r ma t e par '1 l 'é t a t c u moc e Le

Loc a I ~ e t par 1". l a c onc a t. éna t i on c e s [,1 ' cec i afir. d e

ct::.st .J.Igc...er Lt é t a 't du eys t e rce g:i.Jbal ccu;::r; ( x '" peu )} :iéf:."'-;'

rer r (.:::1. 1 .1) et l 'état no ay s t.ème .réco-.....l é U, "" p (u , v )) c ér ir.;

par (1 1.1 . 6» ,

L a pr-oc é.I ar e pur r-c s t r t ct i cr. E.ppl_ p :fe à J(u , v) au t our

de UA c on-,e , à ries c o-s t a r.t e s r r-ês , j-our :e s cu e-sy s t'se e i

TJ (~ ( t: ~:; . . f" T /R -,u ) T I: (x YI Q .. f,. T u~ 'R .. u . ) ::H (3 ,
t

o
- _1. ~ _ ~ l j ;<i ~ . ........ ~ ,1 1

c:' xk = p ( u ~ ) , C' est ....e pr-ee.Le r- terne u ar.a : 0 eeccnc mee.br-e

(1.5 ). r:.. s' a g :· ";. tr.a .:.t.n&'.t ie caccule r la mocc rt c e et cn

li né ai r e due aû t o pér-e t e u r- x t m t e r ec t i or. < i'i(uk) ,u i >

l a Gomme <r( u" ) ,u > {a eux â êm.. t erm e de ( 1. 5 » .

LEIr:MI:: 3 .1 : ~.a modi f l ca tio.'l l i r.é a ;_r e es t éea l e il ) !?s cc r s t a r.t e u

.r.r..h.....L :

f
T

\ ,, ' ( ~ t: + Gu )d t

'0
Qi! ).. ,{( .) es t i or.né !Ia r

.t.! x k e s t : a Bal ub o;. d e (11 ,1 .1 ) ~ u '" ul{ , E, .t!....B!l!
l ' é t at Liu modèle l ocal 0 . 13 ) ci -d e s sous .

~E~O~;S,[,RAT I 0:'; :

D' a pr Îod La r o rmure ( 1 , 7 ) , or. a :
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Er. p r-cn.j e r- l i e ..l, 1 <1 ro no tj..r. et r Lr.c v::r: ( '..l) es t c éf t mc

pa:' (II .1 . 5 ) o', x: '" pe u ) . ti r-âce à Lt é qua t r cu (lI .I . I)

e t l a d é r i nt t .Lon (11 . 1 . 1) ue L t o pé r-at e u r- 4> , il e s t faci le

ie voi r qu e :

E..-. so cor.d Lr ci, , l a .r é r i m t i c r: d e C(u , v) (cf. dé bu t d u §)

1 t L t é qua t t c r; (.:.1 . 10 0) f l11' i:"•• -t t en t H : ca l cu ler

C e :(· iU y. : ~t , :'0: v I'. = E( u"'<) ,J (, sc r t,e que t;.k :: x:0<: =. p ("/ )

1 ' .,. ;.J ·~ ~' ( ~ . i. ï) " J ' o :"' :

(3 . 6 )

Ce t to f'c r-m.iLe n t c c t j a n o pé r-a t i c r.r.eL'le e t no;..s vc:.• l r-Lons obte r.ir

~ ~ef~ .'- ! r .;.J S: O ::l': E; C". '" : u : ...pe ( 3 .1) . C:: 'estpour quc i ,

scmr.c a c or; : .;' t s 9. ~ i:: ce 1"

O .c ) . Con:- ' r é rc r.c :

Al ors :
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I n t erprét ons c e t t e r.ou v eâ Ie ex cr e earoc . Pos ons \k '" ~* Q:<.K.

En uti li s ar .t ( II . l . 9 ) e t l a définiti on de i t opé r-a t e ur

ad j o i nt pa r ra ppor t au pr-odu t t; sc a laire habi t uel d e
L2[ ( t

o
,T) , Rn ], on é t a bli t r a c t I ement (par le t hé orè me d e FubH .1 )

que :

k fT , k
;... ( t ) '" t ~ ( s ,t )Q( S)x ( s )d s

l U: É::p:v a .l t à (3 .3 ) .

( J . 12 )

Dr au t r-e j-a r t , cc n ai n ér or.e , c e r.e (3 . 11) , l a qua-rt ..t é e.au,

S: : e d ':'ff t,r e (le :

ql.Ü e s t la dyr. azd que Lr.ca Lc au r b 2 :"...." j a r Les t e r-s .ss ~ V I "

e t <p ( t , t o ) a q'l::' eor. t au tar.t de co . .s t.a-cte s ~~r s d e : toI1,, ':'lLi 5at ~ ' ·

Local.e , Par ccr.s é q uent , 0:1 pe u t assimi l er <t> G"cl c ; r, d a-v a

(3 . 11) 'lui de vient , enfin :

(J . 14 )

Ce ci a c h ève l a c ée on a t r-au t on

e t en l ' aJo:rt'.i :.t à ( ~ . 1 ) , 01. ~O~"l~.t ...P cr .... t ~ rt : :(u
i

} au r us

k+ 1. Ave c la o yr.an u q.re Lcc a Ie :

or. a co mpli:t e r.:.,o;.t dé .t"ir.l l e r:;o b :: ~r. .e Loca t
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· _:; ': q~'!t. ' ,I ,:; ~ ;.~ r- éa ...~ v..: .. t ,..~ rrOb~ (' l:IC scr.t ior.r. ée a :1a"'.8

. 3 r-é e ....! ~t;.. latl n C: -j ... ~:x. · . S 1(' _'alt;, r-t tce.e ( , Ci;j:- Justi fic ati

c f . ar. ncx e 4) :

a ) Ir.tég:-e r re e J; équa t t c ne 'le Ri c ca t i

}i+ PiFH+F~ i Pi-Pi ';i iRii G ~ iPi +~ i E: 0

b ) Pcue r k=O et cr.oi s i r une pr emière prédicti or.

{UO( t) ;t dto,rl ;'

c ) l r. ti ~re :' (::: .1 .1 )avec _3 cc r.earnc uA( .) , 0.. :'8 ee tvre er.

0.:;;. ...;-.::: s ur ..e oys t.eme r-ée L , ~'l ..-eg i s t re r- x A
( . ) .

:Ii c a ï cu ce r- ;: (a " ) (i:l't':gra .• (. <J .l . 2) e t h dtOC',I"H . :1

ri :> 0 , e t :.:_ 41 ( :/ ) ~ J ( uY- 1>, _ :J l; VI_'·L ti on ( 2. 5: r. ' · ..:t l'a:'

v c r-Lf i ée , xe cc ur-Lr alors à ';'a mocI rLc a t t or; :1,1uaur-a t i que (2 . ; )/

( cf. r-emar-que g ) c i -1':$::IO'.lS) ' Si k :> 0 , 51 ; ( uk ) .c ; (u :'- ' ),

et si l a J. fféreJ::ce e r. va ! eur ab sol ue est i nf er i e ure à un

se ..: :' fixe il l ' aI/1.ce , a.' ~~ t{· r :' a C01,,!'-l. : J . t t lOT. • 8':"1. ::r.

ccr.vc ra.e r ,

fi Ré ocud r-e l e s :; pr-ob j cn.es Lcc aux définis plus hau t ( c ' es t à

rt re 0 . •5) et 0 .1 5 ) .. 0 . 1») . Pour ce ca , Ir. t égr-er- ree

.: ,I.a : .0 : .. ; l ~ ~ . "';:...:.~'l:'S :

~ ; .. : "' ( ? ~ l - : ~ ;:. ::. :ii~ -r ~ ) t:" ~ " : - ,_j~ :. n~I~ ~7.:..(f ::.~"': " (.;.:.; \~)!

. :i::,:.(?.!.~< .. ; :. :;~ )j • ~ij:i.( """-~< " (F.;i' \:)<:>O ; G:;.(T)=O

I tA L , ...1.:3 ': l ,18tion3 0 . 16 ) oi, '.li es t r emp'Lac ée par

(J . l°)

·.li <:> R:~[G~:Pi 'i ..,J ~ i6~ "" .. I: ( EL j ''/ .. (G -; ~ ) \~ )] 0 · 1':1 )
~ ;/i 1.. .' ~ ~

Ent .l.n , re po r-te r- l e r-ésu j t a t ,r"I ( . ) d ans 0 . 19 ) pou r ou t e nt r-
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g) Arrê t er l a co or ôi nat i on si Il uk+
1 - uk ll L2 es t inférieur

à UT. s eu i l fixé à l ' aV8!1Ce. Sir. on c hange r k-et e n ic

e t reveni r en c l .

REMAR ~;'lE: 3.1 . 1.>- fau t f a ire pr-euve d rune certaine pr-uue nce d ar.e

1 1-.;t i l':' s a t i or. d es t e sts c t ar r-ë t g) e t d ) . En ef fe t , s i ce s

Jeux t es t s ec r.t pcs Lt t r s et s ';' _a e.cc a r c.ce t i.cr. quadra t i qu e (2 .1 3 )

a été 1.iti:Cisée , .:.1 s e peu t q ....e ce _:e - c i s o it t r o y a a por -ta nt.e

( II:, tr- ês gr-and de van t B. ) , de te ~ :" e s e r-ee que u k+ 1 e s t

c or.r c-a . r. t. à ê tre pr-oc r.e ... .,.k , Si l e t e s t g ) es t né ga t i f , ma is

:Ce test d ) po s-i t i f < J ( u ic- 1) mat a différenc e peti t e ) ,

i ; se peut que ';'a con c i t.t or (2 . 5) (ou ( 2 . 14 ) ) scc. t t ou t jus te

vé rifi é e , c e sor te q.ie C( cf {2 . 7 ) cu ( 2 . 16 ) ; 50.1t poz i t Lf mai s

d e r;or me t.r-ês j.c t c t e . li t :'Lser alors la moà i! ';'c at i.':Ir. qu ad r-a t f q-ae

{ov augmer t a ti on de c e Lr e - c t ) .

COMMENTAIrtES ET REM:AR ~;11:'; S ;)IVE :-{SSS

a ) Le pa s e) ci - dess us c orres pond au trava il e s sen 't l e I d e

coor-ô an at t or., OP.. no t e ra que c ' e s t un cal cu l de taille

gLoba l e c:.a i s lir.éai r li t a l ors que l a r-éso Lu t t on du prcbLèc e

d e man de a l' ca:'cu:' qua dr at i que . Il e st pos sibl e au f ur e t à

mcs i,r-e que : a tai L e î.u pro bk ème ero i t , qu e :"e pr etm e r- c al cul

TEs t e po ae.i b i e af or-s que l e s ec ond de v I on t t mj-oas Lbj e ,

Er: e f fet l e r cmbr-e j e var i a bl es CT O::'t co renc n d an s l e s

ca t cu t e Ld né a î r-es , co cms (',2/ 2 d ars le s cal cul s qu adr-a t L que e ,

-<-e ~ :.. ..s , à nombr-e de v er Lee...es ég...: , Le s pr-obj. èmea de

stab i li t é numér i que s ~r. t pl us c r-Lt d que a d81S l e ca s qu ad r a -

t. àque . D'au t r e s ccn s i c ér-e t .tor.s (d nv e r-e i cr.e de aat.r i ce e d ar. s

l ' é qu a t i on de Ri cc ati) e r.t.r-er-t e r. Lagne c.e c ompt.e ,

b ) L cr-eque l ' o r. o i s po se

1 en uk
:

).,k , or. c i epoee f ac i l e men t du g r adi e nt

0 . 20 )
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e t on pe ut :iOTIC c a t.cu cer- t"H~ :r.ei -._le",~e cc.nr.and e re.~· w.
alG cr:i.t: lme de gr-ad icr.t .J::.mjJ":'<. . Ce penj ar.L ncoo 8 V0 r. G vu que

no t r e a Lgo r i t hme s ' ap parente pl:J.s à ur. alcoritllID(, de Newt on

(Rema r que 2 . 2 ) d or.t les ca l cu l s n on Li néaf r-ea so n t décentra

l isés . La conve r-gen ce u e vr-ea er. être me::" lleure et le ch oix

d 'ur. pas de d ép.La ceme r.t d ar,a l a c t rec t.r on de d e sc e nt e est

i c i au t cmat Lqu e ,

c l Ie pa s e) ainsi que le pas f ) pr-en re nt pl a ce e ntre deux

p ér -icoe e Lte , r] Ill.: '.aa:t co eqco ï., e s le système e s t ccmmand é

(ras c j ) . Si :!.e temps d ispor.ible entre deux te lles pér-i oc e o ,

d ar;s une mi se en oeuvre e n lig:t:c , é t a j t i nsuf f i s a...t t'our mene r

ces ca lcu ls , or. po urr-ai t e nvt eege r d ' ·J.t i i iser .l.a ,,~ péri ode

[ te , r ] r OUI' faire l es ca Leu Le aux m.v e a ux COOrdO l -.a te ur pu i a

l oc a l avec l es anr c rma t.i on s r -ecue i Lue e per-dar.t, la ~oérH)fle

,, - 1 , ar i r. de ca1 c ...Icr La con.mandc \.-":: ...1 . Oet t e pr-o c écu r-e

r. t e pas été é tudiée p.Lu a a va ut ,

,1) Le pa s .") ( résolution d e s pr o bl ème s Locaux } r.éce s s i t e 2 Lrrt é 

g r-e t a on s linéa ire s par s ous-sy s t ème , l ' é qu a tion de Ricc a t L

é t.a nt e Lf e c.r.va r-La b'Le et i Y' t .§ i:r~e ur.e f oi s !le.,..r t.oat.e • I l

f aut bi en vc Lr- que la sec on.te de ce s ir,té".;ra t i Jr. s {e âmuLa t r or;

c e a syst èmes Loca ux (3. 16) av e c Le a commac i e e 0 . 19» nt a

peu r but que de cal cu I e r- la versi on en boucl e Ouve r t e de

u k • 1 , ca!' c 'est e l le q'H u oi t ê tre utilisée . En e f f e t , tou t e

La t ,_ '~ c ;le a J>;J mcr.ée i anc i e a espaces L2 Je r cnc t i c c s 1u

t e mce , e t ::' lir. t~rve ::·..~\)L a cc : u::!;. ttc'l : è .i e o cr.t-and .. s a;}.::.!'€ffi 

::It~ r. t en bcuc l e :· t:' ~r:. · ; c . (c L(3 . i ...,)) e et pur-ctner.t, t.ccnr.i que •

Or. r.c r-er.o uv e L'la F-aG i d Lt a j.pr-cc he heu r r s t i q ...c .i u § 11. 3 .

Cl'. z-c vLer.d r a C l . a e z-r.r e r oha pi t r e su r :'e pr- ob .csme de l a co or 

i':'r. a tion e l'. Li gr.e e t e l'. bcu ci e f er-mée ,

~' ):;: c ::' , D l . re -.... t ccna r dé r -er que :"on a af f ai r e à ur. e Igo r i trsœ e l' .

• Lgr.e e, t e r. oouc ; e cu vc r te (d éc r-c f a ean ce aor.o tonc de ~ ,

ut:.lisa tion de la r-éponse du système rée : pou r l a coordi 

na tior... . . ) . Il s 'appl ique à ries syst ème s pér i od i que a , c 'e s t 

a -cl i r-e repar-tant à chaqu e début cre pé riod e à la mt!!me

cor.dition i r.it ia: e CI . Ce peut-être pa r exe mpl e le cas d 'un

pr oce s sus i nd us t r iel re mi s en mar che r ous l e s ~L"Ars à par t i r
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du même é t a t . Le f eeà back au niv eau co ord cnr. e t e ur- créé par

le " r e cyc l age " de (u k , xk ) COIfJ/le nouve lle prédiction c ondu ira

a. un car ac t ère " ada pt a t i f " de l ' a::'gor:thme er . ligne , d9,..'16 le

ca s de panne s de ce rtains acu a- œy e t èrces , qu i sera é t ud Lé au

cbapf t re sutvan t ,

f) On pe u t v oir fa c ile rœ.: t que :

(J .< 1)

01. voi t l",e A et B eor. tvr ecrc qc és'' c e ::'a même f açcr. à pa r ti r

du quad rupl é ( F,:; , Q, R) e t a c se s pa r ties bI oc-d r ag orace s .

Ltapp.Lf c nt i or; :

pe r-ue t rione ::le ré su rre r e n <.lr. ee u; o j-ér-a t e ur le cou p.Lag e pr-ove-.

nant à la f ois ::le la dynazn que et du cri tère , par co a.pa r ai so r.

de A et B. :La conc t t i or, ( 2 . 5) défir-. i t l e cou j-Lage c ax i mu m

ad tm e e t bf e . ze i s on a vu ( lemrre 2 .2 ) que ce t te limi t a ti on

peu t c-ê tre t ournée .

g ) A prop os j us t eme nt du Leuœe 2 . 2 , il e s t j u d l c i e ux de pre r.d r e

i c i ( au vu j e (3 . 22 ) )

R e t Q étar. t les mat r-Lcrs o_uc --iiago:_ales . Ceci c orre s pond à :

1 k .r: 1 fT k~ eu -,u , M( u - u » '" "2 [ U:-x) ' ~\ F, _x :.r:)
t ,

On pe u-t suggére r mên.e se lon ( 2 . 15) CIe

Ii == '( R.
pr-erd r e : ~ == y ç et

Nou s d onne r c ns au ch a r Lt.r-e eut v e i t le s n c âLr i ca t .i on s à appor t e r

aux é que t â cna de ré s ol u t i on des pr o blème s ï oc eux .
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L) On peut én cnc e r- l e co r ol Lat re eur ve nt du t né or ëme 2 . 1 :

CORO T,LAIrtE : ~.~l~~,Ule du §3 .Q.2llYf.~ un jfom éllw n t

sur [ t o , T) . U:c i résul t e de r é s ul t at s cla ssi ques su r l e s
é qu at Lon a différen t i e lle s Lan éed r-e e ( cf . BENSOUSSAS [ 4a ,

pp . 22 -28 j ) . I ntroduisons l ' e sp ace d e Scb oLev Hl (e s pa ce

d e Hâ Lbe r- t, d e nuI'Il'l"' : Il x Il ~ 1 '" Il x Il ~2 ... If~ Jr ~2 )'

L'équa ti on (11. 1. 1) d é Li.nâ t une a pplication cont inue de

l 'espa c e J,2 d o a c omma nd e s d am; l re a oa ce de soc oaev des

éta t s . La ccnve r-genc e d e u ( . ) dane L2 .imp.l i que d or.c

ct::::"e n e x ( . ) dans El . Alori>, comme il ex i ste une :" r. ~ e c 

t '~ l- l. c o-rt Inue o e Hl sur Co . espace des x ( .) muni de

La nc rwe de l a cor.ver-ge ne e ur-i r orne , ce Li e-c â e s t en

J rfu,i ti ve obtenue .

4 . Li en e n t r e .1' al gor ithme d e TAKArlArlA ,e t -'lot r e a lBPri thme .

Une simple c oc para i son des I." oo:l.:mes Locaux d éf i r.i a d ar.s

l ' algor:" ttme d e :'AKA:-:..A.1A (c f . (:'L .2 . 12 ) à ( E . 2 . 15» et

j an s r.o t r e e Igor-dt hrae ( cf.(3 . 1ô) e t (3 .1 ) + (3 . 15)) Mont r e

ur;e simil i tud e d e f orme. :f'ye'lù a ' t i : "le faut pao se l a i s s er

ab u e c r- far Lea no t at r cns , ':;r. e t r'c t , .l."S é I éme nt e (x;C,Àk)

c on t.ecu s :J a.'1 S le s équat i ons ( ~ ;: .2 . 1 2 ) et su t ver. t e s vér i f i e n t

l e s éq-ra t .tcn s .l éc ou pLée a ( ü . 2 . 9) tt ( Il .2 . 1C) . I nve r eeaeo t ,

l e s x l{ e t \1{ :1,' ce chapi tre v ér -ir ien t ::'e s écu eu t c r.e

g l oba l e s ( : 1.1 .1 ) c t 0 .3 ) .

On peu t di r e que L t a Lgo r-j t hme de TAKA;.l.ARA appr-ox i me

n o t r -e al.;:ori t:: me er. r-emp.ïaç ar t le s -lüS:-.t1t8S (xl{ , \" ) ca ecu Léa

g:::' obale::;<.l r.t j-ar a t a ut r e s qu uit. Lt éa c al c ul ée s Locajeu ont c t

gu i o r.t la F.;~ me ::' ~ l:l:" t e . A.:'ir. e c cns e r ve r u:':. ce r t a i.r. f'e ed ba ck

au r.t ve au c ocrc cm e t e ur, cr. pe ....t env i eege r une var i a -it e

a n t .er n é ër a t re qu i con s i s t e r-aa t à co r.s e r-ve z- la pr éd ic ti on xk •

r-é pon se du eye t èu,c réel oo te nue SaGB c alcul dans une :ni se e l:

oeu v re en ligne , et d ' a pproxime r se ulem en t \ k sotut .ton d e

(3 .3 ) par l a so lu tion de ( 11. 2 .10) , ce qu i su pprimer ait l e

seu l cal c ul de t ai lle gl obale . I l e s t c ou t.e ux qUf' l 'o n pu i sse

c é-nont. r er- t.hé or i queuent 2.8 co nve r -ge r.ce d ' un t e l ecr .éma hy br i de .
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Lt a Lgo r-L't r.me de TAKAHARA T, 'u tili se pa s d e caj c u I o gLobnux

n.a i e i l s c p r-éee r.t.e co mme un a l gor-j t.h me hors ligne ô e-.e la me su r ...

où il ne nécessit e pas d 'observer la réponse d u sy stème rée l.

On n ' a pas démon t r é à son su j e t que le s c oaimar.de a uk s u cc e ar ve '

a p j.La q.ré e a au eya t ème réel t' e r a t en t d écr-oj t.re Le c r r t è r-e g Lc ba 'l ~ .

On r. ' ad ' a i:leurs rasnon pl u s exhl bé de c onc i ti or. Ile co nve r'g e r cr
Seule : a li r.ri te u , s i e LLe es t ob te uue , es t à pr-Lur i ·OOl -, :H :!

pour une u ti li s a t ion en li gne .

On v i e nt de dégage r que lque s c ar-a c t ér-Lst.Lque e de l a c oor.t i -.

r.e t t ot. en ligne ;

a ) c cmmanc e du sys t ème- réel", ct.ar:<' pa s Je cocc-at n a t t cc ,

a t t.e nr-r-e la conve rgence de l ' a:c:o ~· .. t J, r;,,- .

b ) v éc r -r. Las anc e à chu q...e pas uu cr .. t ère g lobal.

c ) rt:';'isaticm d e la réponse Jou e yat eme r ée , pour la co orc tne r Icr. .

A ce c t r -cLs c er-e c tér .I &t L i U ('S r ,j a: 1 U~ ~ J par- • c tr-e b.l~(, !' :" t.r.c.. •
or: es t t e nt. é :.l'y ad j o .i. lid~ l é> :.H..t var.te , flé-.t"J.rt . i. >.: pou r ..1 020 ~,~li 

c a t cor.s e n L f gr.e ,

0.:. ) Ocmr.ar xie s Loc a fe a en b cu c Le fe rn.ée .

Ce aernier polr.t ue r-a d i sc ut é o ur.e ::e de r-i.de r- cha pi t r e. I.e :::

po i n t s a) et b ) si rnul t ar ,é rr.N-:t ont un il. t ':ir êt év dd e nt , :.e po~ l"t

c ) , qu i est un e s or t e de reeocac k au nive a u co ord onn a te .rr ap por' -.

r e r a de s c ar-ac t é r -îa t nque a ea a ot a t ive e étudi ées au cnapitre SUJV6.. t.

(f'cnc t.â onr.e men t dégr adé) .
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CHAPI TRE 1' /

F.T~E JU FOlleT .O:'~i~.:E~T DEG.:LW~

AUTRl::S APPLJCAT: O!;S D.::: L ' ALGORI T!-J.:E ":;E~~L

La :ïe..uièl:le partie de ce cha pdtre ae pr-éee nte sur t cu t COtr.rt l!

un r o r-a.j a t r e à l 'usage de L t u t i Lî a a t.e ....r • On a o n n e ra le s équat i ons

je l ' aloc :Oitr.me dans l e eu s :t 'ur. p r c.bLcrre :. n éai r e - qu ad r a tique

à. tenj.e .t a sc re t • ë a ne le cas du pr-ob Lème l:'Léalre - quadratique à

te rni e con t t nu le plus géné r al e t ei .fin J a r s l e ca s norc- H ré adr-e

à tem ps c ont. Lnu ,
Au préalab le , r.ous ct uoc o r ons l e oompor t cn er.t de l ' a :'g o1"it:' ml!

c aa j e panne-s de ecua -aya t -ue s .

Nous av ons dé,; è fa i t r-en ar que r- au §1.3 qut un eva-v ege cie l a

eer-cc sure -i e ccrœarce de la f i gure t , t.a:lt du point de vue c alcu l

que du poi r.t de vue e.t ee er. oeuv r e , est de r-é pa r-tf r- l e r ls-l-.;e

et :ie mir.::'mise r Le s c c-.eéquence e cie panne a ae s o rger.e a de calcul

ou <je c c moar.c e , ;;o","s a ll"r. ~ ::.cr.trer que l ' 8~ gor i thu gé r ér-at

é i accré S 'l cr. a pr t r-e 1: 1 sa t isfai t a cette ob ae rvat i or. gévé r -ace .

r:-~ a3: ;:l.z 1. 1 : J a r.iJ l p cr·vx"tt' :lu tcé c:'È':TIO<' 11. 2 . 1 ,~

~a cO!'..è.:'Lor ( Il .2. 5 ) ( .Q1!. (: 1: .2 .1 4)) s a t. !'faite . Da . !'! 81,plf) Sar. t

l U" r::cur :. E l c: !1 , • . . ,r; l . 1e :'1 s cu s -v ectf't." s u t ~

ma: ~ te r.' i.S é r'a".a: ,~ :,.; , à. ur.e va :eur üi ' la performance

g l obale ;(u J{) d6c roi t à c b :q ue--.Ens e t la su i t e lukl conver...e

vers l a llPi lleure co mmande oo eer c t e • co mr t e tenu de l a contrainte

irnoosée stu" llO i , i E Il .

- 55 -



Nous co te r en e V,l 1 a concat ér.e t i on des lUi ' L E I J
eupposar. t , sans pc r-te ae g éné r-e l Lt.é que 1 "" 1':'; l :J;:i" i o<N I .

Loua n ote r ons u:
r

le co mpI éœe--t , Or pe ut e ï c r -e par t r t t onr.e r

l e s opé r a t eu r s A e t B .iu. t hé c .-L'le ~I1 . 2 . 1

':u s: .i ~ r an t l a t'o r n....:.' ( 111 . 2 . 3 ) , a ... pa s k +l , ("J. a ::..~i

; ( U
k

+
1

) _ dl(u:'<':' ) =: <V'lI .?( u
k

) , u~; l - U~ l >

.,. ~ < u~i 1 - u~l ' 6 (u~; 1 - u~I »
ouir

l.:ti::'::'sa t ( 1 . 2) . on r.b t i cr. t. f lr:éJ. L lld;l1t

r . 2 )

( 1.3 )

S i l e. c or.or t c o n ( II1.2 . ? ) CHt aat i e ra t t e , a 'l o r- a

q·.â ;:r OUVé que l ; ( uk ) l e s t c écro i esec -; e • C O lm" f _ H r s t

be r-né e i r.fé r -aeur-emei .t par ; (u ·), c Tl e a u.ne rtm tc 'Ji n.~ .? ( u ' ) .
J on c J Cu k ) - ; (J+ 1 ) _ 0 e t par (1 .5 ) e t (1 . 4 ) . 'i7

Il
.?(':..l } O.

Ma i s:
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(L é )

et d u fait de l ' inv e rs i bE ité AlI ' c ûe à c elle d e A, I U~1 1
: i mi t e :

u g
m

= -A~~ A~ Il (ü1 - u~) (\ . "1)

Bien sûr , 'VU .?'(UliID } '" 0 , ce qu t pr ouv e -lue uiil':l es t l a

mande o ptimale lor s qu e u r es t f i gé à û1 •

Inag i no n a qu e , a u p a s kt 1 de J ' a lgori t hme c oo r-s oni.atevr ,

l es s oua -sy eeeme e i E l t omben t en paune , Il peu t s ' ag i r c t ur e

panne c e l 'or g an e de ca tcu 'ï. ao c e s s ous - sys tè mes ou bi e r li ' u n e

pa nne j ans l a t .run emi eei or des i r fo r rna t1o r.s {préd i c t i cr-e e t au t .re s

ca r-amc t.res c oor ûonr.a t .cu r s ) a u c c or-d orvia te ur- vers ces ec r. t r -ô j cur-s

l oc aux . Par c cr.t r e , or. sup pose i c ; que le coo rdonn at eu r peut

co r.t Lnuer à obs er ve r t ou t l ' é t a t . Al or a u r ser .~ mni n t.e nue , e.r,

a t t e nd arrt l a réparat i on , à l a d e r nière ve i e ...r uÎ, obtenue . Le

critère Î c on t t nu e r a à ô ée r of t r e à pa r tir d e ;t( u;{) . Lo r-aque

l a r é p8J 8ti or_ se r a eff e ctuée , :i.'a:i.gorl tc.me cou r-r-a r-e j r-e nd r-e

aon CC".L'"S~(,:'ma :" e t cc nve r -gc r- v er s :;"cpti. mum e:: 1oba:' .

S · ~ : s ' ag it a t cne parme J e ::"or-gane l e comn enc e a e s SC..lJ

sys têae e , cr; peu t moa é j i se r- c e t t e cccuce- ce Er. c i sent 'lue

ü. = o . A:' ors, l e cri t èr e Î peu t sutn r- un sa ut à l 'ins t a nt

j ; l a pan ce "'; ' 1 fai t que u J: e s t amenée à zér-o . Ma i s : a

c é c r c f s aan ce c e ; r e !:rcr:à ;a à j.ar t.i r c e cette r.C..lve:': e va .lcar.

2 . !-'rc b:,-,m, . i né &.ire_lU':li r a t :1 0<:' à t·~m Fd f t sc r -et .

xcue av cr; s c r u de vo ir étab l ir les é f..lati :);.$ ,;éllé r a::e s

r-és o'lu t i or- d u prob lème l ir.~ a ..i. re - qw.J. :i ra t Lp0 à t.e me di s cret ,

e l l es s on t mo i r s co u-ente e o ane l a 11 t t ér a t -..r .: que ~e:':"'e 1 .... ca s

c on t inu . Ceci e .rt fait el". annex e 3.

c one ic ér-on s ma .lnt. er.a nt l e pr-ob l èn e :
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x (tT l) ==. F ( t )x ( t) ... G(t )u (t ) j X( t
O

) '" cr. t ...t
o

' • • • • T-1

1 T- l l ,

'in " r, t o [x ( t)Q ( t )x ( t )_u ( t) R(t) u( t)]

e t pou r une d é c oœpos Lt Lor; do nn ée de l ' é t a t et de l a co ea and e ,

:"1' mod èle lec a l e t l a f on c t i or. de c ou plage :

( 2 . 1)

(2 . 2 )

( 2 . ))

v t t ) , ~( t ) « t ) _ ~( t ) u( t )

Le s ve c -teu r-a

T- 1 ( 2 . ' )

x
l

( . } -; (X ' (t
o

T1) , • • • • x ' ( T)) i u ' , .) =. (u '(t
o

), • ..• u
l
('r - 1) )

v
l

( . ) ==. (v ' ( t o ) ' " ' , V'(":' -1»

ej. per-cae r.ne.t à de s e s j .ace e de c amexsa on r rr.te , e t.r -uc t ur- és el'.

espaces L2 par le pr-o.iu i t s c a l a::'r e ha b itue l . ,?(u ) es t la

v a leur de (2 .2 ) l orsqu e x e s t donné pa r (2 .1 ) et

J(u ,v) es t ootem,e de mê me à pa r tir de (2 . 3) . L ' é qu a ti on

( 2 .4) dé f i nit l a f onct i on v==. H(x , u) , d ' où l e s fo nctions K

K pa r su os t à tut Io n à x de l a so r tie de (2 . 1 ) ou de (2 . 3).

La définit i on d 'ur.e par t i e d e s cri tèr es loc a ux par restri c 

t î on conduit à une exp ressi on a na l ogue à ( II l . 3. 1) tran s posée

au cas discret . Il r e ste à ca Io uj e r l ' opéra teur d t t nt. er-ec t t or,

(II L 3 . ') .

LE:l;rŒ 2.1 : La modif i c"tt t on li né a 1.re <f ( u k ) , u> es t éea1e à

des cons tantes pr è s a :

( 2 .5
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~~ x k Q....2.nné Dar ( 2 . 1) ~ u'OOuk . De pl us 1:. e s t la

_S O l1.!,t 1 0~ de ( 2 . 3) ~ vk d on né.~ (2 . 4 ) ~ u"'u lt

tl x",x •

Nous ne f e r ons pa s l a d émonst r a tion déta i 'l L ée d e ce Lemme

pour év 1 t er d e s éc r itures lon gu e s et pénibles. La dé marche e st

er, t ou s poi. n t s anal ogue à. celle du §I II . 3 qu i a ab outi à l a
f o rmul e (111. 3 . 2) . L'opéra t eu r <1> du c a s c onti nu(défin i ti on

II . 1 . 1 ) e e t ic i dé fini par :

( F ( t - l}' ( t -2 ) • . . F ( ,.1 )F(5) si 5<t

<1>( t , s ) l:-'(t'8)
s"'t ( 2 . 8 )

, >t

t
et ( S(t)= lê 0(t , s )a ( 8 )

ceca • - : • • , ••• • • • , . • • •'

o(t ) '" E <:> ( t, s )a ( s - 1) ( 2 . 9 )
3"'to+ 1

s elon que a( .) est numé r-oté co mme x ( . ) et ~ ( . ) (de t o...1 a T)

ou c ommc ~ ( . ) et v ( . ) (1e ta il T- 1) ( c f. ( 2 . 5}) . L'opér a t eu r

ad ~ oi:;. t ~ par r-a ppor-t au pr-ocu i t ac a 'l a t r e es t a lors défin::"

J:3.r :

T ,
1 b f t ) '" E ~ ( s , t ) a {s)

se t

b,,~ "a .. ou

\ b (t )" t 1>' ( s , t ) a ( s- l )
$ o:t

t"'tO...1, • • ' IT ( 2 . 10)

formule anaLog-je au c as con t inu .

On é t a bli t a l ors un e f ormu l e é qu .lva I e nt.e à {A. 2 . 7} qu i

pe rme t d 'aboutir à ( 2 .7 ) . F inalemer::t :'e pr-ob Lème local i

s 'exp rime :
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f:;. ( t - 1 ) ",1'il ( t ) ~ :l. (t) .. Gu (t )u:;. ( t ) ..?;i ( Fi j (t):;: ~( t) +::i1 j (t )u j( t))

'i (te ) '" ai ; t =< t o ' . .. , T- l C2 .

rm r;
u,

i:-1
[ .;., E, ~ ( t) Q.. (t )E, . (t>- Je u ~ { t):-t, _( t)u . (t)

t =t
o

c:; ::. ::.::. ~ 0::: 1 .1 ::.

r. C< /i,/ l{•..:.(t) .. \ j' ( t .. l j c;. :.t t ) ; u1 ( t ) J

.Jli

V a l g ":'l· j t; Jl.'" r.: :' -Jé's s~u ", :..I L :;.;;, I e s .3:J l<lti ·.•:-,n céJ.'; raH· .;i

: t ...b l Le a el. annex e 3 :

a , I l. t é g r t' I' l e s }; é qu at.i ur. <'!.1<o" k i c c e t ,

1"i(T) -' 0 ; t = '1' - 1 , • • • , t o+ 1 ( 2 . 13 ,

c ) 11Itécrl'I' ~ 2 .1 J 10.': 1.:'" L. C,:;..:r.<';, lo 1.k Il . J:. rr., t.t. ;.,. l -J , O(;V~ ',·

;J,L~ l e s ~ · : t~n , t · !' 0E' 1 . E! ,!' l ' <>o ; ~ ~" " x .

d ) Calcule!" J ( l <K ) {e onme ( 2 . 2 » lOt 1& stC C,{C1'. Si k ;:.O , ,· t

si ~( uKh.?(1.A k -l) , la c ondL tlcr. ( D L .? 5 ) r. re at pa u

v é.r i rié c. itc c ou r-i r «r cr-s à I d. OICi, i if i. c:1t~ ,--, : . l' d l.: °él.t i l ·. t:

( i l1.2 .1 3 ) ~" .:.~ ~c.i :

'::-1
1 l: t« , (t )-x ' Ct ) )'Q. ( t i(', . (t)-" ·Ct )) .
~ t = t

o
1 1 J. .1. _



~2 . '.

Si i« O, si ; ( U ~ ) < ) ( Uk - l ) 1 t s i : a -t t rr é rcr. c e l"r. va Leur- a eeo ï r..e

e s t :". fé : ,;...ur-e à ur. seva ; f u ", à l 'ava nce , a r r ê i c r l a coordina 
t.i oi. , 3lT,on cont i nue r .

e ) lntégr.. r (2 . 7 ) et en re gis t re r \ k ( . ).

f ) Ré 30"J. r ... :"es N pr-ob 'l ème s locaux ( 2 .11) -( 2 . 12) c 'est- à 

di r e ':'l.tégre r les équa tions linéaires

g~ "' l (t ) =F~ ::. ( tH ! -Pi (t .. l }G':'i ( t )( \ 1 (t} +G~i (t)Pi (t"' l ) Gu ( t )} - 1 G~ 1 (t):.

[i~+ 1( t .. l ; " ~>:. ( t + 1~~i (F ~ ~ (t)x ~ ( t) + Gij( t ) u~ ( t » ~

~ [ Q. , ( t) , ~ ( t ) . ( P .. (t)) \À( t .I )) _
; ,ii .1 ~ ~ J... ~

(t I ? i (t .. l ) G1~ (t) (R~1 (v) "J~ ~{th:.(t...; )Gi l (t ) ) -1 x

;n.;: .. :, a é1·..at t o r.e (2 .11) avr-e ....; - ecnLaoé par :

J~ i ( t ) i . hl )!: {F .. ( t)x~(t}.. ,j ( t)u''-( t» ..
~ ~1 1 J ~ - " "

li:(R_J\lj< t) .. (J: :.«» :\ ~ ( t - l ); =

( 2 . ~ ":,) P()U ~' c ct. eu l r ,,~ t l( . )

~; A.' :'êteJ" :a coo rd Lna t t cn si Il"J.,, ..-1_·LK
11

e e t -:.rJ'ér iC'·<Tc à ur,

se.n ; fi xA à . "evan ce , Sfr. or ch al 'lcr k .. l e n k et r e ve-c r-

c ) ,

SW' î. ' u t.i.1is a t ion des tests c l et d), c f. r-omar-qre 1 :;: 1. 3 . 1.
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3 . Prob:!-ème l i r:é a : r e - gt<a <1 r a t'.. gue a t empr- c or. tin'; le t'lus g';réra:'

Nous v oulons i ci d r.nne r 1('5 é qua t Lon s ne Lt aLg or-L t hme pou r

l e pr-oa 'l èn;e

Mi r. •

~ " Px ~Gu~w

~ x ' (T):F.Ii.(T) + ct' x ( T ) ..

(3 ,

(3 .2 )

0:' t o-...t. :.> j c s met.r i c e s pe uvent d é t'tl;:ll"e du t.e ups , et '1.( . ) es t

une ex c i ta t i cn ex e ér-ie ure a onr.é e • En ann ex e 4, or. t r c.rv e r-a 1(; 5

é lu at :" L ~ . s së në r a : es de r- é eoIu t Lcr; je ce pr cbr ëe.c•

mi n J~ [( ](- z ) Q( x - z ) "1" U' Rlo] c t

"0

où z ( .) est une t.r e jec t .ocr ... .és t.r ée .

Par rapport au pr-obi ème .ru § ::I1. 3, l a pr' é ae r.ce d t un c c üt

f i n a l moaif i e L'ex pr-e s s Lon (1II.3 . 21) et ( IJ 1.3 .2 2 ) de s

opé rateurs d ér j v ée s se co r.de s Ir t e r -ver.axt (lans la cond Lt i or. de

c on ver-gence (II 1 . 2 .5) . L 'aJt rt;' par- t , Le ca lcu l de l a mod i fi.c a 

t i on Lr r-éa i r e a ûo à L' o j é r a tcur- o t ar.ve rect r on e t i.o t.ame.er.t. 1",;;

marri p u L a t i o r;s d e r t anr.c xc ~ s Û : . t n. a i r. t.e n-.n t pLu s aé Lj c ut, a •

C" " quc a t t o-.s or.t ,5 t ,~ t r-ai : é t.'; i.a- f,i . DUBOUE, é~t-v ..-i l '5~ 1

'Je ) e anné e a j t Ec oLc de s L:j Yli ,S ,JO' ll>. ~' ~ ~· .

i'; ll €'5 n éc e suj t e r.t t Lr.t r oau c t i c.r . 0 ' 1. :. n o u v e l or ér-c c- ur- ,

DEF: t-iITI Ot: 3 . 1: <:> é t ar,t : 'o l~ér " t ('u r dar. :; L2[(t ,TJ;Hr. ] ~
~ r r .r .} , 0 1"' d~f i!~lt l 'o L~fnlt f" i!' 'i ~ 1 2 ,j 1:1' .3 ti. ' .

.E!!:

rct(T . s )a( ...) J. :';

t u

- f,( , _



A:q:;: i 1.u ar,t l a .té r t m t ton de I ' ad j oi : t , on é t a b l i r-a LJ.'. ::'em.'I,t

que :

Gr âce à ce s é I éme r.t.a on peut é cri r e

x ( . ) ••( Gu( . ) • • (.» • y( . )

x ( T ) :li 'l' ( Gu( . ) + w( . ») + je T)

Re por tant ce s e xp ressi ons d ans ( 3. 2 ) , or. ex pr -m;e J (u ) c x oï.a -.

ci t eme r. t ce q"'i pe r me t de ca .Ic u .Le r \7.?(u ) e t :

A ", 6 ;:; s.... G' ( 'l' · j)'r+<I>.. ~ )G+s '{>G..J '<!'.. 3

du 2

AppLî quar.t lu même t e cnrrl qu e au mo , l ~' ::' e local

(, =. F t: + Gu .. .... .. "011 ; E,( ta ) "'- a

v = tx + Ju

et à J (u , v) dé î I r.f cc r.~":;e r .r-écéder.o-u t , or. ur-ou ve

O .' ,

0
2

.; = R+ j '('f*D~ .. ~·i ) j + s'êâ. .. 5'; ·5
ôu 2

~ . r ..ate a c aLcu Ie r- L ' c cé r-e t e ur- .rt r r.t e-r-ao t Lor,,

(3 . l ù,

wn~ 3. ' : :"8 n,C,li fic a ti c n li :.Jai !"E' <;, ( ut:.) , U> e:3t éeçal t! à. j ," ,'

,'or,s t A,"t e s 'Clrè s à (I II .3 . 2 ) ~ ,,1:( . ) e s t t:la ':'r.t.e :.4:.t. l : :;né

~

.22 x
k

e s t do nné pa !' D . l ) ~ u=u k ~ E { d ans Il I -3 . 2» ,

~! l ' é t a t du s·{~tème d.scou nl é ( 3 . 16 ) c a -a e e eou s •



DEMONSTRATlor.; :

Appli1u ;-;n t l a r orm u;e ( IlL 3 . 4 ) , on cbti e r.t

Le pr-emf e r- c e s o ecx te rme s cr -ce eeo s e st t r a ":' t é comme j r- éc eu-c -.

ment ( cf . Ar.r t:xe 2 ) . çu ant, au se cond , nou s opér-er on s SU r' l u i

n e s t r -er.er c r me t i or.e s i rri Laf r-r 5 cn r.cus ap puyar t su r le s r-ém..: 

t.at s d é jà a c qu -ïs ,

Ai r.s i :

' ( ~~G • ~) u = [ ~ (r~G • ~ ) u ] ( T ) = [ . ( ~ÔG + J )u 1(T )

'" 'f ( ~~G ... ~)u 0· 141

La premiè r e et l a de rr.i è r e é gali tés r-ésu Lt ent d e Lt a pj.Lj oa t f or,

de l a o ér matco» 3 .1 de ;p., la oe ux i ème ég a li t é est l ' a ppli 

ca t ior: d u r-é a u j t.at cie l t an r.r-xe 2 . Pt naIemc r.t :

Le pr-c.nLe r- terme c u pro d u i t. s c al a i re e s t é' t;;td il ),..t< d onné pa r ( 3 . :2)

d ' a pr è s (III . 3 . 12) (ad a pté i ci) et (3 . 4 ) . Quan t au eeeonrt te rmo ,

v oit qu t i ; pe.t..~ e-té cr -ir -e, à d -.u c or.s t er .t.c u P't S , 'F~ ... :}I.< oi,

e st ctonné par :

Cec i a chève l a démon s t rat i on _

- 62 -



Le s cr-cbl cu ».e locaux , écr i t e gLob a Ic ,

d a l a dynam ique ( 3 . ,6) e t ù :t cr t vër e ( 1r,0 2-' '' ::;'': ' : r.ot i r cu

q'.rad r-a t f qu e donnée par 112' 5 matri ce s b Loc- d i ag one L.... ..; TI , '7~ , L <

• ([1(1; " U ') ( ~ ' ~V<). ~« '_x k ' , U ' _Uk ' ) ( ~ , s)«-x:)
o S RAu S li" 1..<-U

, ~.

l .t: s é q ca t L orrs d e r-és o I u t jc.n d e c e s p r c b 'L ème a s o r.t; cbtenue c

à par-t.f r de 2.' a nn ex e 4 et son t ô onnée e d a ns l a :" é cl'l. ; ::i- t t: l é. i ~ . '

sutvante :

a) c hoi s~ .f I e a natr t ce s S ,Q ,A,S e r. vu e J e ua t i er ar -:e l a

t i or:: d e c or.ve r'genc e ( 111. 2 . 14) où. A e t B oor ' . ,, '

P3I' U . 7 ) et (3 . 11) e t 10: e st ob-te nue

raat r i ce s su r-Lf gn ée s , Cette o cér-at i cn ë z t t . '.< ' c' , . fG..; .· ~ l

aVEC -1tlS mct. r-; .... ...e surrL caa r.e r.t j.oe c t tve a .

b ) ü t é clrer l es r.; équ a ti c n s de Ri cca ti

c ) ; ::-3l.- r :-:=0, d c i oi l

-i ) i~ , t';E:r"' r (3 . 1) eve c t;a co mn.ar.c e \/'( . / ,

ce ....v r .... ;:; ~r :'e sya t.Lme r éel. i::r.re b~ s t ~· , - .

e ) cat cu re r Î ( uJ{) (cr-i t .ër -e (3 .2 : ) ev ::'e ot. r.c -~ ....

s i ; (u k h l' ( uk- 1) , l a conditi on ( II 1.2. ~ 4 ; ,. , :':. i.-h '; '._ ~ _ ~

Rev eni r en bl en au gz er.t ar. t Le s na t.r i ce a 3l,:'':'i~r:~I::';' ( 11'- ':

r endre plus posi t ives) . Ch ar:ger ken k- l et a 'l I e r el". t;)
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Si k>O, s i ,, ( uk )<;;{ u k- 1) e t si l a d iffére n ce est infé ri f' \..< ~. t

e n v a leur abs ol ue à un s e u i l f i x é à l 'avance , ar-r-ê te r l a

co ordi natior. . Si non con t r rue r .

r ) i ntégre r ( 3 . 12 ) et enregistr e r ~k( .) .

g ) r é s oud r e l es pro blème s Loc aux c ' e s t - a -di r e Ln 't.ég r e r les é qt, ....

li néaire s :

...P.(w . • L r F x ~ "' G . .u~l l ...q _Q . x ~ _S . t. l\
:. l j l'...' ~ ~ ~ ~ J J' l "':. ~ 1

+ L r Ç. .x ~ ...O' ') \ ~"'Si<U~] = 0 ;
j rli - ~ J J JJ. ~ ~ -:

g~+ l (l' ) ~ d . + 1: D.. x~(r) - D. x ki ( T )
J. ~ ~ Ii l. J J ~

puis l e s parti es i , pour i=l ,

u i es t r -empLa cé par- :

K, de e équa t i on s 0 . 16) ,

r. + ~ (R , , u~ . ( G " , ) \~"' S lt }, }~ ) _ R.ux -1 \ ~ ]
~ j/i -" ~ ,,1 '-' J ~ 1 .. 1..

Er...fin reporter:Le résultai ~~ ...1( . ) o.81".S (3 . 20 ) ;Juill' l..;ôt t.l.J I.

< "' 1( .) .

h ) a r-r-ë t e r- l a co ord ir:ati on si Ilux...1_uk jl est an f ér i eur à w:

se u'i L f ixé à l ' avance . S':'n ul. c l.a r.ge r k+ 1 e n k et

r ev e nir en c } ,

Sur l ru t i Lt sa t.t cn des t e s t e ) et. l:,) , cf . r ..marque li • . 3. :
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4 . Pr ob l ème de comrr,ar.de c pt i ma l e non-Lt né a i r-e

Considérons l e pr-ob l è mc- d e c ommar.do opt iue.; e , à t.ecp s

r t na ; f ix é :

~ = F{x ,u ,t ) , x { t
o

) = Cl

D(x(T» + IT
L(x ,u , t) d t

'0
Or. nu ppo se qu t j L a un e so ï u t i on , La dé compos ition pr-éc éd e n t c

ru s y s t èmto (loba I er, eou a- uy at ene s dans l e cas Lmée i re est

~énBral~sée ic i al? ; a r eç cr e.c var te • Pour une d éccmpoe â t r rr ;

donnée je L t e s nace d té t a t et de L t e apac e oe e comnrar.de e , en

n otant E. i L' é t a t. " 1 0<: a ":' ' ', or, eu ppoae qu ' on a pt; défir.ir 1,oG

é L éme nt.a su rv art. c :

; i = l , , . . , ' ;

'/ == h('..! , >:, t )

t.e i s q ue :

YX , u , t : ? (x , ·J.,t ) == f (x , u ,h ( u ,x , t) ,t)

·Yè. f dé eLgr.e l a conc at ér.at i cn des f i'

::" ~q...a t t c n ( 4 .5) tra,j u ~ t::d l 'équ a t i on [ é r.é r a le (::.• l. ï l .

:..<.~ é L érr.sr t s d u c ha pi t'r-e 1 s on t ainsi dé r i ni a : ::" a;:.;:::'ioati l.

~~ :ir.i e pl' (4 . 1 ) et fi Fa r ( 4 . 3) . :..a f c r,c ';i c r: :h-

~ '. urh~~e E est ·J'; f~ ;.:'e :;;ur (4 . 4).:t _8 fCl : ": ~lCn 1< . h ;.:. ~.,_

~e même ; ( u ) cu J( 'l , V) s ert Le s v a ::'e ur s dl. critère ( 4 .2 )

qu a nd x pr-cv i e r-t de ( 4 . 1 ) ou ë e ( 4 . 3 ) .

A par t f r de là , on o éve Ic p pe l es ca t cur s de f aç on s Lmc La 'i r c

au c as Li néa Lr-e c-qu ad r-a t d qu e , Ains i :
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LElt},Œ 4 . 1 : Soit hk~ :

hk = _ [* (Xk ,uk ,t»)' )..k _ [#(Xk , uk , t ) ]'

hk ( T) = ~~( X k ( T ) )] '

:~ o tant •

(4.

::'8 lLod if':'eaÜ on linéai re <f
i

( uk ) , 1..:
i

> ",e t f ., a l e à des eGT. st~ .

t r ès à :

rT f h ~' ( F~ ) J j « H~ ) ~ i U i '" (H~) ~i ~ i)d t ~c
• t o ~ = ,

S: ~i e st 00 1.:1:' pa r (4 .3) ~ vh ( t ) = duk( t ) , x~:(t ) .t)

Nous r.e d émon t r e r on s pas ce Lemme en détail. E sqU:SSOLS s e ul e.-,

mer.t l a dé mons t.r-at .Icn , On rr t .rccui t , par l es d é t j m t i on a I:J.. 1. 1

et I V. 3 . ' , le s opérateurs '1>k e t o/k a s s oc i é s à l a u.et.r ac e

ôP/ôx (xk , uk ,t ) et le s opé r a t eu r s Qk et 'i'k a s eocaé s à lé! u a t r ,

ô f / 3x ( xk , uk , v
k , t ) . Or. établit , c omme er. annexe 2 , la f cr-t.u L, ;

La fo rmule du grad i Er.t

où ~ est L t hamt Lto n t en L<tX F, où À e st do r.né j.a r-
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~ '" -(~)' ; ;"( T ) '" (~) '

e t les .ror-œuIe s (4 . 9 ) pe-:-,rr.ettent! al or~ fie mene r des calculs

en tous poi n t.e s i mi l a i r e s at; cas l i néaire - quadratique , à partir de

l a r ormu Ie (Il I. } . 4 ) .

Le c ritè re l oca l i s 'obt i ent en fai s an t l a s omme de (4 . b )

et du t erme obtenu par res tricti on :

:J ( Xi (T) -+ }( k( T ) _x ~ ( T » -+ J: L (X i -+x :k -x ~ 'Ui +uk-u~ .t) d t ( 4. 12 )

o
le pr-ob Lène l ocal i e s t de mir irr.iser ce critèr e av ec l a

c yr .ama que ( 4 . 3) <..\.. Vi est préd r t à v~ '" hi (u k . xk , t) .
l' a Lgcr-I ti" !Tl'? s e r-éeume à :

a) Poser .r; '" G, cnot et r une première pr éd ic ti on uo( .) .

b } ::: r.tt: ~rer ( 4 .1) QVI'C la co cmar.c e .....k( . ) ou l a ne t t.rc er.

oeu vre sur ::'e BY~ vcme rée l. zm-egr eurer xk
( . )

c ) ce't cu ï er- .Î ( u~ ) (critère ( 4 . 2)) et l e stocker . Si ic-O e;

s i ~ ( ui< ) 2< ; (u k- 1) , l ' al go r i t hme n 'es t pa s con verge nt .

Ut ':::'se:' une mod Lf i c a t.f on quadra tique du t y pe ( 11 1. 3 . 2 5) .

Si j{>O, s i , (u k ) <:, ( t<k - l ) et si la diffé rence e st ir~firH'1il"

en va 'le ur a bao Lue à ur; se u Ll, f ix.é a Lt avance , er-r ë t e r- l a

c oordina t i on . Sinon co nti nu e r .
ô ) ï nt .égr e r ( 4 . 7) et e r.r-eg ds t.r-er- h·,{( . ).

c ) Résoudre les ~I prccteces l oc aux définis plus haut par r.cu t c

mé tj ode numé r i que adapt.ée pour ob t e r.ar uk ~ l ( .) .

f) Arr~ter :a coo r-ccr.eurc n fli :1l..:k ...1_u;':n e s t rr.rér ieur à .ur; cev;

r i xé fi .;.' 6,varc e . Sf r.on cher.ger- k+ ' e r; k e t r-ev cnf r- e r. t ) .

c omme 1":8·...3 :"' av (..' .-3 IJrél: ir< at. cl.a c i t.r-e 3 , n ou s n ' av ons ra"
a b c rc é _ ;] !,r. b: > ,e : ( l a C.... I.Ve,gE! .8t; l ar s : e cas n on-iqua d r-a 'tc j-ac •

TU'..l."':€f : :. ::: l ' u t L .:' s a t .:.CT. ae la :'!lod':'f :'c a t ::'on quad r-a t f que de v r a i t

pe r-mct t r-e d ' ob ter.L r- Le p i ue sc.uve nt ce tte convergence .

REMARQl'E : E es t 'i.mj.or-t.an t d e nc t e r qu e ':'e s difficultés dJ.~s

à l a no n-ü rnéar i té d u prob l ème i ni tial se re trouven t pl us ou

mccr:e , mais à une é ch e l l e de tai l l e plus pe tite , a... ni veau des
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pr-ob Lème a locaux ( pa s e» , a 'Ic r-s que l a t â ch e d e c oordin a t ion

( pa s d ») reste a u s s i silT~le , que dans le cas Lî n éed r-e c-qued r e t dqu e

(c 'est - à -d i r e linéai r e ) . Ce phé n omène es t b i en d ans l ' esprit

de l a théo r ie é t ud iée ici.
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R.:::8'':lTATS eccou Ql:i-:S

Les r- é eo l t at s présentés '1MS ce c hap i t r e son t ti r é s d s une

é t ud e e ff e ctué e par M• ..JUBOUE , é Lève c-Lr.g ér.Leu r de } e ann ée à

l ' Ec o l e de s Mi m' s de Par i s . I l n e cons titue pat' une étud e exn eue
t'i ve ma.i u -e rver.t eeu Ie ment à. a Ll ua t r-e r- que Lqu rs aspect s de l a e.i se

cn ce-avr-e a e : ' o l gor ::.. t i:me , lu l n vor.t !-'U ê t r-e étudiés t.h éor i que eer . t .

~1. i-3Tt_c1.:;'~<:r , i2.5 .Io r.i.or.t quelque c iua i cat i cr.s s ur l e cr.c ; x ce s

parer.c t.r e o "';;1.l.~ les matri cc o Q c t n t nt.e rve ner.t c ar;s l a

Il...:. ~ i :: c a t ic : . l.u' d r a t lq .l' (1 j l . 3 .2~) .

1::' e c-t, .rérim pa r les c or.n ée s s ut van t e s

[

- ,-,, 2 ', 2 ') U .1 '?ÙC , (J, ù t.2 5 ' 0 ,0000 J
r= __L~ ~C~Ü~ :,-': ~ ~2:__;__1. :l.LJ~: _.;__ ~ ,_O~'~: .

D,O'J2 5 C,OOCO , - 0 , 0925 , o.oooo_ _ __ _ • • _ ~ ..J. _

0 , 0 00 0 0 , 1000 : 0 ,0000 : - U, 10UU

~= [ ~~ :.~~•• \. _~ :_~~ • •1. . ~ :_~~ _]
0 , Ct ' - 1 , 5C : l , ,e_ • __ ~ _ L _ • , - -

, , }3 : 0 , Où : - 1 , }3

r =: 25



Le s pc i.nt i Lké u j{f ~nü, ti e r:. t l e d e c cu pa ge fol. o c.ce- cv et.en.ee ,

c ' e s t - à -d i r e qu e l e sy e t cmc p st c é c cmj. oe é er. t r o :: l> e ou a-eye t èa.e c

de c t me n a t on s d 'état (n 1=-2 , n
2=-

1 , n
3

",- i ) e t de cœn.ande

( m, "' l , m2<:: 1 , m
3

",-1 ) , Nou s Le no u a é t er.c r-cn s pas su r- l ' l Lt e rf r é 

-t a t i on phy s i que du pr-r.b L èm-, qu e n ou e c crarné r on s c cnmc \U : ex cu.j r ,

J ''':co:>'':'' e . ~a t.e i i Le r-éc u i t.e a u t .... r-Le e une r -éso j c t i on g Lc be Le

qu.; a ô t aa Li e ur-s été e r re c tu ée • Le résultat quo, r.ous er. ret ::(;]:.: :

e a t 11;; sui v an t

[v a Le u r- o}-timaJE au c r -â t.ê r-c) • 1 . rIt ""' a gi t r cnc l a s i ci lie f ~ . : · ,

l a p r-eu v e c e l éo. ç ",_s :;l<lICf- .Je l a i ; l~ tl. w.j" q\.1.IJ. t à l b. t a l :"l f" \J.t:::ti

c r- c bI ème s quri I e-s t j o a s i r. L e .ie r-o a c .n re • nous e vc r a a.:t C'~t r;

ce t t.c t a t Lj e- ~. " ,:t-·" tf' r : ,~ . r.ou e- au: ( ': ·~ ~' ,.r ur. ~ l'al .~ : .(J ll b~ · ·

r a .-GaL:t"s p- r r. ,c ~ t a: . :' 4 ' '; tl; :(' ~ 'la, [,,', I...-c t r c :: v' ~ . ..:~ :, ' à. I:.r.d :, t<:u ..;"

assez f l ou .

Remar-qu ur.,- Co. 1."' -a ent qu e les ccu p.Lage e , t e r.t pa l' 1a "J;!."':

que pur le c r::'t~l''' , e nt r-c I e e soue-ey et.ëse e , SUi t r.cr. I. ~ C~ l ",;<' a. Ll l. ".

L es cal c u l s 01",1" ~ té rru r..j ~, uu r- ur. c a 'Icu Iu t e ur di t;i t a l

(C lI - I RI S 8 0 ) , r e e ir, tég]·a t ivr.s numériques par l a mét hode de

Runge -Kutta d "o r-d r-e 4 se fa i sant ave c W1 pas de te np o .ct",-'.
Nou s n 'avons pas étuJié la se :, s ';'bL:d t é du non.t.re de pa u

a ' i t é r a t i on s ( né ce e e a t re e pour con en.é re r l a c onve i'ge r.cv c crœ.e

at te aute ) er. ronc t i c r..ru I- J o ~.r, t (l e cér.er t ue( .) de l ' !:Il ( .: c~ t n::;( .

ks f'c r-mu I e s- t t t~r. \lt' .~ c a ue l ' t"t u1 . , t ll '; (,r ~1."'" c or.t cJ:; '~ < Z ex j virit,

à CI:" .:u~e t. Le lJ "' ~ I . t dt: J ':1-é:d·t. ceru H!C t vL: ,l lJ ,H~

a 0 1 r-at. t \.<1." va ce u r .;1. ';' t La.ce ou c r .. t~:'l

s ui t env t ror . 440% Je l a v a l e-u r u ~ t i n.al t· ,
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1 . ~, . i .; o.tit. ! , .ie la mooar t cat i or .

:r",a l r:J t ':" :J.'.I(· ) W~ cu i.ve r-ge ras , ce qu i mcr.t r e la pr éee oc e J ' ir.tc r 

œ tc cr.s n or. né g Lxge a bIe a e n t r e eou e-cp'r-obI ème s , Il nou s f a u t donc

re c ou r i r à l a mor t r t c a t t cn quad r a t j que ( Ill . 3 . 2 5 ) qu i d oi t

tl.écr -aquement a s sure r l a co nv e r gen ce pour des mat rice s Q e t rr
ou tr i s amment posit i ve s ( cf. l emme ( 11 1. 2 . 2. ) ) . Ce pend ant les

c omment a ire s s uiv ant s ce Le mme ont Bu~éré que , si l 'on peut

to r-muLe r- t b :"ori quement un c r-L t. êr c du meille u r choix pos sib l e d e

<~ .. s ma t.r-Lce s , cu ég a r-d à l a v a t e s ae al" co nv e r -ge nce , f L eut

ti<. J. H f î i ..:":' : e if' parven i r pa r ce t t e voit' à c e me i lleu r cr.otx .

AU'; " i nou a r.Ut<B SOr. ~-:I ( ,-' ce r.cr.ë e m.r- ':::1" pr-ob L èue j.r-ati qu e

,·y 1o l'l.:l!jt -l.lJ<:l quu.: v o i c s- t-0 ;:wi b l.c:n c t "'~, t i r ant que ....que s

;oC' it,;r.e ll.(l;tr . 1.<> ~~81 ;i.' L' x Jl{r: ~ : e f"f-\ es t l e sui ven t :

c ) ~2:'; .:l :,:....J' ~"'(, (· t ç "" 'l' ~ e t ru cj.. r -chc r numé rLquetnerrt I .... me i l ...e-ur

y ( ,.éU' '",:" ~rc l :":; " l' l,; a u t y ;-.... " ucc .... .:. CJ . c c r- éc''} ,

t ) :-:s~ aye r ~'- C e-t Ir: yk et r-e cr.c ru ..ei- I e nu i ~ )ev:' y .

..:: } S c~ .... y ; e t y; re S1--'- wt i v o'~ t' I: ; I e a va I eur-a "o ptima l e s "

:-l·e::;" '\" I.'"o , J . (.~ . :: C ~ '" ~ -= )' 1/ )' 2 e t on cl .e r-c t.c : e mec Le ur

y ~I. e.r o p t.ai.t ~ -' 'l' R e t ~ "-' ~YQ .

:'~l !~, , <: ,' : ' ; r<' ae : " : l' : ,L'~ ' l' ;,~ ' l (~ cll Cl : r" c on s i s.t.e a t.r-c cv e r d <:,UX

v e I e -u- c t' J:0Ct,1l' éC1t. I 1û pt i.:T.I.m, :!. ':'; l .~· r l<!' La qu e Ll.e l ' al t;o?'l t Ln,e

l ~v i'ri:"e ( '0,; l ' alltre ~(,l;: ' 1:. lU"' ; 1<- i l cct ve r-ge pu i s à ar rcrer l e

"l'l,l x .'l:tl' ,· co r- c cux v ,) l ."; r:; . :kt(,II:J que l a d i ve r-ger.ce e sr

; ~' : t ' (' ''' , ' <- I ~. ' 1:1< ' h' s ve., .L' ,' .iiv e u -iu cr ': t ;' l' ", !;J(l.<" ) l

..:;'· · l ' ':ltt' : ;.::· ( .Jl.U ;· ,. L~' ~ i6:'.;.::.:. l. t:" "'.". :' ) . C.:: J. "e s ; que

• ;', ' ~ , ( , ' l ~ ", ,, <:1. s c r t e r. t l U " r e c av .... l'~c ; . c e 2e r- év è I e ,

C'~ , v c r t J. 1 &i l:t- u,s par c e ra': s c.r.r.e men t que l a ccr.s t a u a t i cn

; ' ',.,J. t: c c r.ve z-ger.ce ntaaau r-e p 1..1.U :,fA t. ';" ~,.,-~ r3.te uT ( I lI . 2 . 14 ) SOI t

H; ;'i!;l - ~o ,"'j ti f ( i l au r r i t ue r e c te r .i an e son "ne y e u "Ço s :ltl f ") . On

r.ev af t o é j à qu e c c i t e coi .d Lt u. n l ' <5 t éÜ t pa s n éce ee.. r e ma '.':;

ce u .Ie m-rrt ec rri ee n ve • Ce pe r.d e nt , d an s les c as pr at :J. qL:(;s , cn peut

es t i me r que l a ccnve r-gence nt a Lle... u qUI- ~; i l "opér a t eu r e st au

n o i ns ee mr -c érani-œ os t t i r.



3. Ré sulta t s e t con c l u s i on s .

Dvune mani è r e gé n ér-a j e , on pe u t dire que ::a pl u s fa :"bl e

valeur de y po ur Laq ue L'le la conve r ge nce étai t c b t e nue é ta i t

a-ls .;i ::a vaj e u r- o pt i mal e • Dan s un s eu l c a s {pr-océ dur-e a) - cf . r.
on a. o bte nu une vace u r- ( y:2 ,':I 6 ) t nj'é r-f e ur-e à 1 & valeur oç timal .

(y: 3 ,06 ) pour l aqu elle l a c cr.ve r ge nc e av a i t enco r-e lie u . cecc i.c a.

eeci e s t un peu le fr t:.i ; du r a earc de l a r-eche r-che au t omat Lque ,

) a.~.s ; o \..s les c as , s i y é t a'i t l a v aleu r opt i male , l a va l e u r

y • y - 0, 25 r-e r.c ai t l ' a l gori t i me ë âvor-gci.t •

on peut {Jonc u i r-e qu ' il e e t ~ ..< C'te :,pce SJ ai r e dl? r-enc re

l ' o pérateur ( 1: : . 2 .1 4 ) pos i t if , e t qu ' au ce ï.a , l a eocLr i.c a t t cr .

q_aa r a L .j,...e r-e ler. t i t l a "c onve r ge nce • Jr. ava i t dé~à eu l ' ir.tui 

t.Lor. mathé n.a t Lque ( par une frr t e r-pr- é t .at.Lon i:é om~ tr::' lt.(' ) ,j e ('f-

r-éeu l t.a t c ar.c :. ' a : gor ';'U.mc :5J.
Ie s L .c ,n ·s 1,2,3 c c r-r-e e pcr.c ert re sjec t c veme r t aux e esaa c

a) ,b ) ,c ) . Oi. a fai t se ure ner. t f i gur e r ce r t a i nes v a:'e~r.o :.:c.:.vt-J 

ge n t e s [d orrt l a me t Ll e u re ob tenue) . El:'es do nr.ent Lr évolu t â on

du c r-i t èr -e ;ï {Uk ) ave c ::"e pas k d t a t ér-a t a or. u e c oor o àr.a t i on. •

Er , c ompar-a n t ce s d i verse s cou r be s par trans par ence , on peut t il '.

l e s cc r o I u en ona suiv an tes : l ' u t ili s a tion de R seule ( b »

d onne d e me i lleu r s résu l t a t s que l 'utt::"isa tion d e Q se u le ( a » ,

mai s eur t r-ut , : a " s ens i bi l i t é " de l a con vc t-genc e à de s va l e ur s d c

y supé r i e ur e s à. l ' opt i mum es t plus fa i ble ave c rr qu ' avec Q.
C' est b f r-n sûr- ce o ei .x i ën.e j.o.in t qu ':' e st : (' pl u s rnpcr t a i.t

car pr-u't a q..... emci.t on l'le cne rct.c r'a pa s., COF.lI'f' r ou s L'av on e fa i t

i.c.; ; l a "me ï Ll eu r e" v a Ieu r- ne ; e s eu .lc acr.t ~. , "b enne " va Le ur- '" t

:.: :'rr.po r te que la c onve r-ge nce o b t;'r.',e ne ':;0:;'t pa c .I l be auc ou j.

a r-I' ér -je ur-e à la n-e a I Le ur-e cor. v e r gen ce que : ' cn pc ur-r-a l t ob-te rn r.

Ce r é su l t a t sur l a ee r.e i ba La t é s ' t xJ;1 i l U<" ci l ' Or! coratc ëre l e s

r c ruu.le e ( ù l . 3 . 21) a ( I! .L .3 . 24) . En effet , on y voit que la

me t r-Lce 3. i nte r vie nt d Lr-ec t ec.e r t a l ors ~u; l a ma t ri ce Q e st

pré -e t pos t-mul t i plié e par Lropér a t e ...r G c et s on adj oir.t q'J.l

" t r an s por t e r, t " a us s i du c ou pl ege .

- 72 -



!o;nf :r" :"@s s ai c ) n ' a pa.s o onné c e meLl Ieu.r s r é sultat s

ll@ b) Et :;.,-C:.Ii' , or. pC.lt .rr re , J f"S r-é r -i Lt a t s n.crr. a bor-s CO:.CC':'L8J t

.c a sr-n s db...l i t é ce -l'J.. , :.;t lOé'"i'l""~ 3.U vu ue u co ned dé r a t i on e c t -o c ssa..s •

J>S me t Lr ec.r e s va Leurs des e s e aa a a ) e t b ) eyan t é t é r e e rc c ecvcmc r. t .

Y ~ = 3 , 0 6 ~ e t y; == 6 , 47 , on a pri s 13 "" 0 , 48 et on a ce t ene la

v a l e ur Y3 =: 3, 29 . Ces valeur s pe rmc t t ent de corr obo rer en c ore

l a t h è se que l a me i l l e ur e va le ur d e y e st d an s t ou s le s cas

pr oche de l a p l u s pet ite v a leur q"Ji as sure l a c onv erge nc e . En

e f f e t , on pe u t f aire l e r-aa s onne mcr t he ur -Lr.t. Lque 8uiv an t . Dan s

l e s t r o i s essa i s a ) , b) , c) , on a a j outé à B-A/2 ur, o pér-a teur- l.-:

t e l que

t r-ace ( M) "" tra ce ( A/2 - B)

Comrs B '" "\~ /Y;

qu i peu t e nc ore a r ée r -j re C l. ve r t-: <1(' l a pr-em-è r-e é qu Lva Lence

J'cie- te r-mi r.e r , ::'09. fL.;.:,e 4 repr- ésente .l 'éve , -..lt:or. {le ; ( u
k

)

I or-eq-,e l a Ie r-n Lèr e c ompooan te J E' l a cc nma ca e ('-'3) es t b~ O q 'lée .

a pr è e l a Fr emière i t ~ ra ti. (,;. , à 1'1 tr-e j cc co i r -e ob ce ace . .... "e .ss aa

c or-r-eepcn.t à ?" '" y; R, Q=O. On vor t que j.a Jécro issar:ce monotone

e s t ma f n t enu e mai a ::'a s t à t i cr .ua'r i t.é es t v i t e a t t e i nt e .
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1. IL' f,:r Gbl èc.e de :8 jéccmlos:it :ic::-. • ',""h?l ]uu ', ccr-e i dé r-at i r ns .

:::>8J":~ Ie e c l ' a~i tr-es r.récé s er.t.r , cr. a t.cuj ct.r-s suppc e é jéf::'r.:t'

une dé co n.j cs j t Lon ce c e c pacea ct é t a t , ce cc en.c .Je , e t c • .• , cette

d éc cmj.c ec t i cr. ir. tI' -;.:îJ. ~sar.t J e s i.rt er-a c t Ior; s qu i on t é té t.re i t ée s

par de s mét .l.od e s de cc or-c i r.a t i cr. c cr.i.œ. t t aeu à c e e n::'gc;r:" tr.ne e

I t ér a t ifs .

Er. é t i-c i er . t : f:; ;::(;::-.1 :' t :' C!.~;J ( C L-J V ( -l'l;"'~C " c c :. ' .;.let!·j t: .l: ,! '

g ér.é r-aI du cr.al- itre II I , or; a vu e r j ec-er tre l 'ü..fh,cr.ce de La

ôécompoer t i cn ct.caere sur l a convcr-ger.ce ( 0\;. t.vI; ccnver-gencc-) e t

même sur la vi te ee e ûe c cnvc r-ger.cc c e c e t aLgo r-L tl me coo r -donna 

teur .

La cc nd a t i cn ( ~ L . 2 . 5 ) r-c eume <.;t ttt; ';"--.fJuer.ce c t ce r-e e t c e

s ' e r, f aire une idée 61,.; nc t r.s an tut tc.vc • 81e :1 que nous ayor.e pu

t cui -ne r ce t t.e conditicr. par l'adjor.ct i on d t une modif icet icr.

quac r-a t i que (lIl .2 .1 3) , c t: l 1p -ci !.~, fait que " a t abd Lde a.r-" ] '81 

Gcrit!tr '.t c r )': (,~..d ér -ar.t :;" ':'cart de: .scic, c om or.âc o ",UC ~ F S1 ~ :V €S

u,<: et 1..".,.1. Il nt e r, e s t pa s moi r;s c Laf r qu 'i l ex î e t-, des

o écon.pô e: 't':'c.r.s ~lul' ou moan c r.a t i .re Ll cs j '~• •~y ,·t b ;.ie e:::'<. b &.:::' cr .

.:o:,;s-sJ :· t ènes et que c e ci ae tJ' l1j ... : t ~· l.A 1· La v: tt S:;;( ' n« c or.vc r'ger .ce .

Ce Lj e c-c f e r t ur-e f C:T..'.;la t üm LèU::' ~ , U I I<t ' j 'ur. cri t~! ',; c e ct:c c,x

:i.lal.s l ' opt i que du §3 de Lt Lr.t.r-oduc t f cn (céc ompcet t tor,

horizonta l e en The u t une commende c écer.tc-e H e ée er. ligne ) , l a

ô éc ompo ei t i on du eys'tcne o t tmr coe i::é1'''rIJ.!t.rr.cr: t d ' e lle mênc par

CeS cona l dé r-a t don s phy s i que a , Il n re r: va ptu e de même des qu 'il

s 'agit seuf ene r t de c éc cn.j.oe r t rc n Jd~ c aï cui c (oiJtL~Ut· du § 1

de ] ' Ln t r oduc t.Lor. L } , La c éccnuoea t i or. es t a l ors ur.cqucmer.t
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~. .: . <.: t~ "",: du L-:'J \ ~ : , 1 l ' . ci c a c t .a t-; -. :< :;( · ..: n · _ c

J l" \. lJ l ~ :lj(' . Cette q l,,,,.; ti on os t, d ' ri llt r..l: t j.Lu a c r-Lt i qu c, c ene j c

c-a c d ' ur: p r-c.bl i m: · j ~·u.ln ; :' q\; e , qUI' l ' lI .t e r v a l)<.: J.<! t<.,; IlI I;1;;j [tc ,T ]

sur Le quc L e a t J,.-l.' ': Il ' pr '\Jt ltffit' e s 't l OTIt':. NOl, !' aV L'I. ~ pu n oun

c cr.v a i nc re par des ccn s t d éru t Lone heurist iques , eana av o i r

ct.c r-ché à l e o émcrt r r-r- t.h é c r-Lq ue nrer.t , ave c": I F lJ l?lq: ro"ssion u

( II I, 3. 2 1) Ct ( I L . 3 . 22 ) , '.11,(. l a c cr .Lt t t cn (1 11.2 .5) était

t t aut.ant 1-'1'--1 >1 ,1irL ... J" . à c c t i nru i rc qUI! [t( .r ] é t a i t gr-and

(d nfL ue nc e ,lU I' Q c t <%: ).

Un ca r -v t râmo o' t c c Lui où cvt i! .terv[:l j c· C Gt i nr i i.a , n ,,,, :,

~v~ ;'" ,; • ) ,

:" c.. .'111,:. 1.'('1. , :r.ar.i r . .•" t d e u t !' a~t;(; 

o;,.I ; . ~ t l '::' t · .. :;. , ;, <.:r:.( ~ ~ cr.p c ca c.c l e c •

· l · ', i ~_ ~ r., ite )' l ' : , tc i-v a'; , , ;.".~: : t' Cl.

., C;a l' l "- l ' ;J ...r :'j; '~rnn. , r T 'Ol ;: . :11' ac r-nc fit: "ln !' f' :•.u i-qvr: ! J'·~(; '"'I '-" . · , , 

.n . r- 1:... Gc,iJoI _ 1.1 , . JI.. "~I .Vl· I":I..!. (.;" ~ ,) L. , · n.d t CL' l· l :..:. i l . " r.l~'I . t .

Ul. ve ";'ç " " : ' r.u r.vr : our 1(; j r-cb Lème >.l1.O r-t!t;Ulate u l' - stl:lt i u .-

llai n ( r-l"Ll;H -rr,.· Lf . 'a: re - '1..... ad r-u t Lquc à hor-Lz o r. i U"l ni) j-c.i.r ,i ~ -

i â r-e ~ i l ;c; : ji j"f' .:: ) , ~ . , c~' ." :l\j1.. , u Ht . ,!"iJ01.:J c a r nou s t.J'I.1 ~t , ~. ti Le ~ l' l_ L :ic -

:'." j -" o ~' :J-l i ~: :e , nn r "'l l c tt~l' t.. l,n .: cie .r .i ri m r- ;.; :J 01; :': -f'::, C' o J.(. !:l e ~ r.t-n

:'1. :'t;' r :i e t.i f 3 , .le .:. :'( ,. l' i '''''l '~ ' '' _ l' ucc rrii. a t.Lcr. r.; ao i t, r é c e nsu tr- e .

:!:lliJ elf ,n" 'I.t , ·1,,'C ;" c .... , .'.;':1-',: .:.1 à , ;J, c ac ju ée L, I:;a ': ,; c U I:~1 ,L' c.n Vid. l i.'

voi r m.n t.r-rvi ar. I l r <":t" n , jt a c t-c uve r- q-m, s (. ~ ~.;. ~ ' f e c e caa

.:x:rê ::;( , 1<,' ;r, a~ ~ ! " .. t i. l/!; ;: ill<' 1.( , :' ':l11Cl8 d éri r-j r I·~·t,

1 ' 1'1 "

t : ; ', ~ ,

.; \,; ' ;"1

r IJ t~J ~ . ~ ·I -,- C ,-t Cl. 2V'''J) ,

;.Cl!· : 1':: 1:1':\' : . . ,"

x::=:Fx +Gll x ( n ) ::=: a ( 2 . 1 )
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( 2 . 2 )

lim x (t) = 0
t ... .,.,.,

Le v e c t e ur- d 'éta t e s t de d Lmer s t c n n, le ve c t eur de cc caanc e de

d t rcer.st cr. m, Ie s matr-i ce s F , G,Q , R,S s ent de s œat.r i ce s de ô f c e r>

sa one a ppr-o pr i ée e , indépend an tes da t emps . La [Jaire (F , G) es t

supposé e ccmpl è t enen t comtnand a b'le et R est su ppos ée d éf ini e

pos i ti v e . P....r- ccn-t r-e , 8.UCUI.e hy po t.hë se al' posi t i v ité n 'est fo lk

sur la ma t r i c e

(2 . ' )

ce qt<l ex pl i qu e la pr é s e nc e d ' ur l!' cont.r-a Ln t e tell e que (2 .3) . c.,

problème a été abonôa mme rrt Ét t.J.i é pa r J .C . 'r\'lLLEMS u ar.e ur. r-e r.ar-;

quable ar t i c le f }9) qu l f ait ressortir 1 t i rcpor-t ar.ce , oe la

f enctien 6 du no a t r e co mplexe s , à va leur s dan s l ' e s pac e des

ma t r i ces (m x m) à. coe r r t c t ent s fracti ons r-a t t cnne ï t e s

( 2 .5)

Cet te r onc t î cr . a é té :'d ti al e rner.t fr rtr odu i t c par POPOV [33 J . Ej Le

a été abond em n.e c t é t cc t éc pa r BERl;j-l...AihJ ct COJE;, (e j et oe r t aar.s
d e s r-ésu j t .at.a obtenus seron t r a ppe l é s et t.tiLsés ici. cerce ir .e

ont égar ement pu ê t re tr ar.epcsés au .pr-ob Lèt .e Ltnéa i r-e-quaô r-at î qi.c

r.on s r a t i onr.e i re (à horizon f i n i ) ( c f. EER.liHARJ et CO;lEI: [9 J ) .

C'est qu' e n f a,j t Lt t rrt e r pr-ét.a t .l cn d e 6( . ) est s imple . Cr.a que

f oncti on 'tem por-e Ll e (x ( • ) , u( • ) • • • ) a son é qu ; va ï.er,t f r'é quer;t i e l

j-ar- l a t.r-ansj'or mati on de La place . Or. :'-e ne te r a par l a mêr:." l e t tr e

(x(s) ,u(s) . . . ) . Ains i , par d e s pr-opr- Lé t é e bien co nnues de ce t.t.c

t .ren er or -ma t .tcn , ( 2. 1) irr.i.,li qè<e :

ex f a } - x ( O) ~ Fx(s ) + GIJ. ( s)

- bC -
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s e-t t x( s ) ; e(s}( ::iu(s) """ a )

4>(S) ; ( s l _.F) -1

( 2 . 7 )

( 2 . 8 )

Or; v oit que <:> ( s ) est l 'équi valent fré que n t i e l de l 'opé r a t e u r

4> de la d lffinition 11.1.1 et lI( s ) est l ' é qu i v a l e n t d e l ' opérateur

A d érivée se c onde de ~ ( cf . f ormu Le ( IV .3 . 7) av e c D = 0 ) .

La d é mor.s t r a t i on du thé orème 3 . 1 c i -de s sous néce ssite que lque s

théorèmes pr é Li mt n sd re s qui se r on t rappelés i ci san s dé monstra tion .

THr:CRDT 2 .1 : S(\US l ' hy potr. è s e d l" comnlè te co rs-and ab t I i t .é d~--l!!

~:hŒ (F , G) :

a) ';.~__Cl.'.::..ê: .t ~ o r. de Ric~ati a l gébrique :

a une solut i on s v:n:lié t ri Tl.:e réelle si et seuleI:".ent si

'f w E u , lI( iw) ~ G

(2 . 9 )

(2 . 10)

(i 2 =: -1 , t.( s ) ser:i -u·1 fi rie pos ::t i vt' sur l ' ax e i maoti n a i H .)

b ) Sou s l ' h 'lPothèbe ( 2.1 l,;), i:J. e xiste ure s olution maxic:a lE' p"

de l ' éo' ;a t i c n (2 . 9) , f ' es t à dire ,n,;e pour t oute au t re

~ P, ~ o'

:' * - P :<: C

De n l è,l :J 1e3 r ar :::'es rée ..l.e s des va lf' ,;rs nroprl"S de ::'a "sie..t r Ic e

b ou~l ,f e" scr. t r b(A.t i ve s ou r.tol les

~ p* est l a seu:'.. s ol ution de (2 .9) ':Jour l aou elle ce ci es t vrai.
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c ) Sous l a cond1 t i cr: :

(2 . 12 )

p* donne l i eu à u.~e c:::atri ce bOl..< c lée a s yn:; pt otioue r::ent s t able :

(2 .1 ~ )

d ) Sou s (2 .1 2) , la s ol uti on d u Drob l ème ( 2 .1 ) ~ ( 2 . 3), pour t ou t e

cor.~ i t i cn i n itiale Cl , e st c or.r.ée par la loi de c ornn_ a'1~~ :

u = - C'X ,

( 2 . 15 )

Ce uhé or-ême r és ...ne :'e;;; j:..r i ~ c::' paux r-é u ....Lt.a t s c e i) '::l ] si. f .... u t

e r. ê t re t r oi.vé e :6 dé n cna t.r at i.on ,

DL i. r.t r o ru t t m e f. nt enant I l

HYPOTH~SE Il : F ~ - l" n 'or, t Fa s cte va:eu::, pr or r e co mmun e ,

JE FI NITl üN 2 . 1 . : Etan t do nr.é un pr ob l ème (2 . 1) !. (2. 3) d é fir: i

Dar l e ou int u pl et (F ICi, Qo ,R t So),~e famil k 3 a s s oci ée

il. c c or-ob I èmo l a f Slr.i1:'.. e de Drob lèm e s d é fi n is Dar F ,Ci, R. et l e s
~ri ce s Qn ~ Sn ai n s i o b t~~ - - -

il 'F + F ' n = - ~ ( 2 . 16)

(2 . 17 )

en y por t 9Y_t F I G, Qo , So (d ' où nO E!!. ( 2 .1 6) e t :' I ty pot hè s e

JI mii~ HO .E!.=: (2. 17» ) .

b) :Jour tou t e matrice n symé tr~ 9.lf' r éelle . dé finir à fiar t '. r d e s

~tior: s ( 2 .16) ~ ( 2 . 17) , II ':-' ,G ,1,o , ~p~ Q ~.! Sn
Lt hy pot hè se JI a nsu r'e L ve x Le t enc e d e la solution n O dans a ) .
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(c f. GANTMACHEa ( 21 , p.n8]) . Dan s b} , on pe ut '~ : il ise r t ou te
matr i c e n eymé t .r-Lque , réel l e ml!rr,p. non pos i t i ve . Le s équations

( 2 ~1 6 ) e t ( 2 . 17 ) son t ce I I e e du Lemme de YACOUBOV! C-KALW..AN- POPCV

ou 'Lemme po s i t i f r-ée .;':,

THEOREYE2 . 2 . : Avec t ou t e s les hy po t :r.è sf>s pr é céder. t e s. l a f ami lle

a: es t t e l le g'.l.e :

a) .!.Q..u.§_!~~r..Q.:O). ème s on t l a même. r onot t on !; ( s) .92:!.L.Y1ill!

b ) :'1 5 or.t t ous le ml!n,e ree ôceck C e t àon c lA. mêrr.e ao Iu t i on .

Déacr- e.at e , ne:...s r.o te r-cns E a.; lieu c e p C, p-aî eq-re ce t t e

matr ':'ce e ct COr:.n ' ,lLO' a t cc te .a.c f3::i 11O' ;J. Le t héorèm e cc -o e asu s

ex pr i me que to ute une famil l e J es t ir c l use c er. e l a a ëe e c r a s s e

d ' é qu i va l e n c e de pro blèmes dé f inie par l a re::' at i cn "ont :a même

I' ono t i on /J." et au s s c dans La même c las se d t équ i v aI en ce dé f i r.i.e

par l a r e La t i on " or.t l a ~ ,êrr.c ::,o:'ut i ...n'" . Or pe u t même mor. t r e r-

r' éc Lpr'c qu en.en t : e :

T2zC F,E/lE 2. 3 : Avf'C ' \.5 rr.ênw s hv pot.: è-ses 91..<{' oi ..j e S$us

a ) t ous le s pr ob:'èrr.e s lu t y "Ce (2 . j) ~ ( 2.3 ) ay an t la même

t.ol"'.c~i oy; l::. et le. tIl€'me jyr.am:' 3ue (F ,G) s ont obt e r,ua

à par t i r je l '-JI. de~ car :"a CC'T tit ruc tion de la fa.ci l : l" :J

c) Tou s les u ob H mes i u t'i oe ( 2 . 1 ) i! ( 2 . 3 ) ay ar.t ' e n:(lmf'

:':'e",10ac::'< C (~F-GC s(.~t as;:n: ~ ;: t :' :rcleme r_ ·, s ~a·ol e ) ,

::"a "tl~ rr.e d yr.ar-.:' gt-'" U ,.;) , Pt ~ a ;r;ême rr:at rt .... p R s ort ob t e r.t;.s

à na r t :' r j e l l Z . :le·....'\: Da:.: l a co n s t r uc t i on d e : a f ami l : e 3.

Lc r-a que la d yr. arr i ~ ..e (F,} ) r. t e at j.a n imp os ée , on t.oinbe sur

Le :n" , o ::" è ne de l a r-éa j i an t i on m:lr.lu.a]( ::e 6 , trai tée er- ( 8] 0:'

fi 05a r e !: t l e s démonstrati cns o e s t hé or èmes 2. 2 et 2 . 3 ·

Er.iir. on peut t rouv er en (8 ) ou en [9 J l a démo r.stra t ior. du
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THECR.E:.Œ 2 . 4. : Si l a 'Caire (H , ?) n'es t Fa s obse rv able , or.

peu t t r ouve r une base de l ' e s:Js ce d 'état où H,F , G nr enn en t l e.
f orme :

" (F 0) (G)H=(E 1,O ) i r = ", 1 ; G = 1
l' 3 F 2 G2

( 2 . 19 )

~ F 2 est l a r e stri ct i ey de F aèl SOèls-esnace d e s état s non 

obse r v abl e s . Al or s . s i F 2 es t a SYlllpt ot i cu emey_ t stab le , er.

cor.sid ér a.'1t l e pr obl ème de ta i l l e r éd u i t e

lim x,(t )= ü

ft,: - , , (0"')(X ')1T,~r, C (x , ' " ) H, R u â t

d or.t l a sO:·JtiCl-. ( f eed ba ck Cl) ex iste , .on otHer.t le feedback

o pt i r:le.l du cr-ooj ène : r.i ti al par

( 2 . 20 )

(2 . 2 1 )

( 2 .22)

(2 . 23 )

On pe u t voir I'a c f I eœent que ( 2 . 19 ) et (2 .23 ) i mpli qu er.t que l a

pai re ( C,F) n ' e st pas c cc pï .êtem er.t. obse rva bl e . De s r-ésu Lt e t s pl u s

préci s 5·.... r le lien er.t r e Lt obae r-vab i Lf t é de s pa i r e s ( :::, F) et

(C , F ) e t Ie vr-e n oyaux sent. c ontenus d ena ( 8~ et [ 9] . :..e
er.é cr-ëce 2 . 4 Lr.d f que un test .Jlll:ID~ l u i parme t d e r éc ui re

éve r.w e t j ee.cnt l a t ai ll e cu pr-cb Lène (2 . ' ) à. (2 . 3 ) .

3 . Une c ond i t i on suffisarte Ge décom pes : t:'.o r. corr, t:l.~~..E.0b: ème

du r égulat e ur s tat a cnn a tr-e .

Conne nous l r avons vu l a t r-ans r orma t t cn d e La pâ a ce per-ee t

d t e x pr-Lmer l 'état ex rli c it~t e n r or.c t i cn d e l a c onn and e

d ar.a I e d oa.af ne f r-éque r rti e L ( c f . (2 . 7 ) - ( 2 .8) ) e t l 'égal i t é de
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Par-ae va L per-mc t ut cx pr -imer- 2.(. critère ( 2 . 2 ) av ec ec u éLémcn t;s de

s orte que l 'OIl jO>\lt t .rar.croi-ce r 10> r.ru blèmlO' ir.it:=' al en l a mi nt -.

misati or. cr ar, c ri't.È.I' . q.rud r-...t Lquc {ex pr-tm é er. u l a ) uru queaer t } , SUI'

L ve nsembj e L t e r.setnb Le d e s u( s ) réaj i aao j e s c ' est à di re dont l a

r-éa r t ea t .i,» : tem porelle est m n ar. t i c i pa t i v e . On a mont ré ( c f .[16])

que l a r-és oju t i or de c e probl ème f r équer rtï e L est é t roite me n t liée

a le r ec t.o r-aea t i cn f or t e de 6 ( 8 ) que perme t l ' équati on de .aacc e c r

( 2 . 9 ) . La cc nd i t i r r. (2 . 10) e x;.~ ~; .le que : e critè re quad r-a t i que e ut

corrv ex e e t la cond r t i cn ( 2. 12 ) IS t équ 'lv a Len t e à un e pr opr iété

d e cce r-c i v t t.é de 6 ( :» , don t on r-aj.pe Lj e qut â I es t l ' opé r a t eu r o ér i vée

seconde du cri tb r e .

SUP Pü SC!l G que coi.r ur.e cert.ear.e dé compo s i t i on d e Lt e s pac e o e e

c cmrr.ar.de s e n X cc r.joc ant.e a , 6(Z) 30 i t bl oc -d i ag onal. -'-1 e e t

a Lc r -s clair lu e l e c rLt cr-e qu ad r-at.Sque d e va e.r.t a<.i jitif par rapport

aux. 1.<, (s J e t l Uf> le ~ T( bLèmr sClé compcse er . ~l j c-oc aëees

ir.jépe~jaJ,td. il e e t r.atur-e I .'1", re r.ce r que ce t te d éc ompc s i t.I cn

d oi t se t.r-anaposer- au comame t empor e ï • Ce qu ' i l f aut r.c t e r e st l e

f a it qu e J e ca r ac tè re bl oc - d iag ona l (le 6( 8 ) fn a Lque une d é c ompoa ...-

t i a n de t t e ecece .re c onmer de mai c nor; WH.' c éccnn c att i c n de l ' e spa c e

d ' é t a t. Le t cé c re ne s ur vœ.t va mon tre r le r-ésu Lt a-; r-emar-qua bIe

que l a c écc uj. c.a i t t cn c e l a c ...cc.ar.de -:'mI:'lique '.L"1C aécoe.ro ai t t cn

je l ' é t a t e l'. ~; j.er-tc c e j : s t :'l:c t€'::l (do nt :a .' Cll'.lf. l,,; âe s d imensi on s

n re x c èd e pas l a d t mena i or. de l ' é t a t glob al) , e t q ue K probl è me s

du r-égu Lateu r- i nd é cend e r.t e peu ven t être f ormu lés dans le d oœa ane

t.e mpor-e L av e c: cee cec-t ie s J e l a c ocnar.o e e t j e l " ét.a t peu r dor. r.er

l a so'ï u t acr. c r.c r -cu ée • C<.'! t:;;§ cr(::;" a c é j à é t é pu blié .lBY. ::J ( 17] .

::'e::J r.yno tr .;"" es

a) (F , G) C ~~ ::: ~ <' :;. , ' :": ç c;:T:f. 8.!-r. ::.c l l .

b ) ri. j~r:r.: e f.,0!O' ° ~ ivo .

c ) ~( s ) vé nLf :!- a c( !':-Ji t i ,-r. ( 2 . 12 )

;.0 ) F vérif i e l ' :-. y p oti:è~SE li .

e ) n (obte nl.<e par :" ~ dé f: ri t i~r: 2 . 1 ) I?~'I; telle gu e l a pa~'C (j~ , F )

!:..s t COlIl Fl è t e men t obse rva bl e .

f) 6( s ) e s t bl oc-<ii ap;or.a le [lotir we certai ne d écODl;: os i ti nl. d e l a

co millande !
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c ri tè re é:miva2.ent (de la f ar::i lle;j ) (Cl, S) ,~
l' ,G ,Q ,R , S s o i ent tot:t e s b l oc-d iagor.alen dans cet t e ba se

par r aODor t à la d éco e coa a tian précéde nte de l 'es pace de

ccmmanè.e et ü..'1 € d é c omr a s it i cn de :" e s pa ce d 'état er. somme

di r e c te . J.. l o~s l l e feedback opti n:al C est lui M n;~ me

b: oc-jie.sonal e t obt e r:u pa r l a r ésol u U or. de s N or oblème s du

~ (2 .1 ) ~ ( 2 . 3 ) olu s pe ti ts et dnn é ce nd ar.t s ,

COROLLAI RE 3 1 1 : Si I t hY'Dot hè se e ) n 'est 'Cas s a tisf a i te mai s

si dan s l a è. é c o~ Dosit1 on ( 2 .19 ) , ?2 est a sy mpt ot igueme r.t s t a ble ,

le thé orème 3 . 1 s l arnli gu e au rrc"o l ème de ta i :"le r édu ite ( 2.20 ) ~

(2. 22 ) e -: pa r CGf.s é g'-<E'l. t , pa:' ::'e thA crème 2 . 4 ) ( cf. ( 2 . 23 ) ), d
s o:"-u t: cr. ùu r rc b::'è I!<c ::1' -\ t:'81 e s t e r.cc r e ob t em.'- l;> par résc l ut ion c e

x Dn,blème s pl us œt its e t ind é lJendnr,ts .

al' Si I sI - .j.OO , t. (s } - R dore R es t bl oc-d iagor.a l€ . u t a pr-ê s

l e t j.éor cme 2 . 2 , ~ ( s ) pe r.t ê t r-c é c r-à t selon (2 .16 ). i 'o:'

l ' on e r. ô é âu - t qu e H( sI -F) - lG ... G'( _sl _F ' ) -l H' es t bloc-

d f ag on a I e , Déco mposons , ce Lor, l a a écc mpoer t i.on de u , les

mat.r a ce s ::1 et G :

H = [ : ']
H..

0 . 1)

18 oLcc (:' , ; ) ce Ll( s )-R es t CJl si :: -1 ~ , Cf' l U::' s 'écrit :

0. 2)

Le s ae ux men.bt -es de ce tte ég aL î t é son t des mat rices d e r r-a c t t or; s

r-at i orc -e Ll e s e n s . te .c- e p ôLe e s ont r-eape c t i ve men t t-arr..i les

valeurs pr opres de F e t ce Lles d e - F . Ces de ux ensembles cent

e t s jo an t e dr ap r-è o l 'typoth ès e li . Il e l". r é s ul t e évidemrr.en t
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qu e l es deux œen.br-c-e de (3 . 2 ) n t cut pas de p ôLe s , Ce 50 1.t

d c.n c de s polyn ômes . Ma: s i i e or.t UI.e :imi t e nulle quand 151
Ce s on t do nc des matrice s mi x m

j
1':1.<11e 3 partout .

On en d édua t r tnatemcr.t qu e H(sI _F) - l G e t Bon trar. sp o sé

e t para - c or.jugué (c ha ng ercent de s e r; - e ) s on t: bl oc-d i ag onaux

s é parément .

b ) H{sI _ F) -l G es t: c cn c l a eor.me di r ec t e de ~ matr i c e s d e

trar.sf er t l Hi ( eI - F )- l Gi , 1 ::0 1 , • • •• !'il . d e sy s t ème s linéa:' r e s .

Suit (HU ' Fi i , GL ) une réali sa ti on minimale de c hacune

ce ce s cat.r -tce s orc s t c-à-d i r-e que ( Hii , Fi i ) es t c otnpIb t.emerrt

obeezv ac te et (Fi -;. , Gi i ) e s t c ompLè t .emer. t c onr.a nd a c.;e

(cf . KJ.. :l,lA.N [2'5]) . Soit l':i la d fn.e na dor; d 'éta t de ce t t e

r-éa Li sa t.Lor;, A:'or 3 , on ~ev.t voi r f a c i :er:.l'r.t que

( H". : ) , ( F11 : ) ( "" c) 0 . 3)
C • NN C N? 0 G;-;

e s-; une r-ée Li s a t l cn rmr.LmaI e d e :i ( s ::: _~, ) - l ;;. . Comme la

r-éa Li a a t .icr; ( ~ .F , J ) iT.:"t i a : e j' a ~rè 5 :'e s l.y pc t hèse s a e t

e ) es t aus s i mdn i.n.a .Le e t que ::'a r éalisa t i or. mi n i ma Le e st

unique à ur char.geme n t ûe ba se d 'état pr ès (c f. [251>. ::..1 er.
r-é s...: t e q l.<.:

c ) c cna i c ér-cne les :: pr-cb Lèmee Lr d épe r.dant s

1t

(J . 7 )
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I ls on t , po ur- t' onc t t cn !:J, les K b'Loc a l:.u de la f or.ct i c .... (:.

::'n::'t:" ale . 1: e s t fa c ile c e v oir q c t Ll s v ér-t r t c n t ct- ecun le s
hy po thès e s a ) à e ) du t hé or- ème 3 .' {y compri s La coud Lt i.or.

(2 .12)) . Ils or. t none chacun une s olution e t un I'e ed back

o pt i mal Ci (mi x ni) ' La con caténation de ce s problèmes a d onc
pe ur- s O:''.ltior, le r ee-t bacx b Lcc cd i a j-r r-a ';

(
C, 0 )
o C~;

0 . 0 )

(d ar.e l a r.cu v e Ll e base à ' é t a t ), pour fci .c t i cn !:J l a rn~nl (' q' , E 't'::" :-e

d "J pr-o t Lême ir. :..t ia l , a::'rJsi que l a mêrr.o oynani que (F ,G) à ta ,

cha r.ge ner. t c e base près) . l'al' cor.n é que n t , fa r l es tné crê me e 2 . 3- a,

e t 2 . 2 -1::), l e pr cbl ême conca t éi.é e t l e rr l bl ème ":'r,i t ial or:t le

mên.e re e.t be cz Cà ur. c n ar gen.er.e ; r~ 2 ,: (. b a~' " « t é t.at :,ri :s ) . L.,

t.hé c r ê n,e est .i cr.c a éœcnt r-é , Le ,f-Ul"a erupU: su vv a t c c..r.ec t La

d émarche j.r-e t i que à s ut v r e pe ur- ob t en t r- la Sl i -.lt: ' :L dar.s l a case
i m t i e .le _

4. Pr-cc éd ur-e pr a t : gu" (je ré s u:"vt :>n: et je c i lare: f' J.e r.ts ::if' base :

a ) Si M s) est b Loc -d l ag ona i e , ur;e cond Lt con né ce esat re est qUI::

R l e soi t . Pour teste r cett e hy pot h ès e , OH d c.t a i s po se r

ct ' ur. a Lgor-L'thme de pe r-rnut a t i on s s âmul t.an ée e ucs li~lcs o-;

c o.Lor.ne a (c ne ng ene r. t.c de l a r.uméz-c-cat i on cee c cmnanc eo )

pe-rtr e t t.e r.t , s i c 'est pc a . : tl e , ;,;, lu: o or.re r c e t t e r cr-nc • ce t t c

que s t î cn n t e u t r-a o ab or-dée :'c 1 .

b ) On d oit en cv i t c t.cote r-, ae Lon l a d éc ornpo s L't i on définie cu t out.c

aut re o ot.cnu e per r-eg r-ou pe mcr t. de cer-catne s oue -eyatcmee , l ue

H( s :'_ F ) -l G e s t bâ c c- d LagonaLe , Pour- ce l a , il fau t f C!'TI(r

ce tte quarrtd t é e r, c a Lcu Lan t. la matr- Lce de trar.si t i cn , et La

mat.r-i ce H, se l on l a p r-ccéd ur-e (le l a dé f i nâ t.i cr, 2 . 1. Il

c or.v i e r.t de te cte r :-' hy pot Lt 8l' c ) du t hé or-ème 3 . 1, ar.cr. d l:

voir év o r.tue j I emor.t si l e t.l.é ur-i-me 2 . 4 ne st app Lj que pas

(ex iste nce ,j ' W l "r-égu ûat.eur- r ': J u i t ") .
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c a r c ' e s t une r ono t i cr. anaIy t Lque ,

c ) SUPl[I3a1.t 6(8 ) b2.<,<,; ....;.,;,iacorale , r.n dvit t rcuver ur.e riaLsa 

miJ.il"a '- ~ je c n-ique bloc , à j e r -t.ir de l a ré alisati on r.or. mini 
male- Ri , P ,G

i
o c d~ln r, tijNI n , Il faut trouver u r c~.W'ge lll<· nt

d e case j 'état t e l q...e 1"5 r'i premiers vecteurs cie la

n 01...rve Ll e base ao t cr .t. l a baee ;J "un sous-espace cb t e ru par

c r. t e r-ce c t i or; d u eoua - e epec v c e e é revs ccmmanda b I e a (S CUS-C SJ,l8Ct:

: :r.h['e lie ':" a 1.8t r ':'('1' f e ccn.I:,~tJ _: Bbl. t": ) et ""ur. su~p :t?::~r,taiTl'

d e s é te t a non obcc r va ct e u ( r.cy uu 'Il" l a matrice 1 'cb ~'l 'rv abi l ::'-:' ~ ) .

Sc i t Bi ia- e t e l h ' nut r-acr - ,l e C I ,~I.Cdll('! t de ba se ot uo i t

( ' . 1)

L se x pr-e ns i cr . t e l. ' '; t at x Jans l a r.c cv e Lï. e bace , ~ ,, :t ;"ii

Le a '\ ;'Tt;" :Io1l;. Tr:>S CO(; T!10r. !;~<~ 3 a c Yi (je JlIr.t:t1:>i ol ; n} . So it

E
i

ll' .3 r'
i

..r crr.::'l:l"t'.· .':'61 ', ~··h b 1 • Ah 'r s :

( ' .2)

Sc i t A i l a e.etr-i ce Di l
et :::l i .ce s r~1 pree .rt res cct cnne e

de it. :.. . Scc t i\:. , F::.
i

, ,; : l a ·"' r.: :sat _1,;1 cn r,..::Iia::'f ex cr r aée

i :1::5 :a ::n .v, J < 1>,,' '. C <..

(' .J )

= ::.i

l ' · 5,

1 ) G,-. r,"~ ;; I;.J Le ü ;; p'ClJ lèll.<::J J".l r ·;C..Il a telJ.l' ( 3 .5) à (3 . 7 )

av e c :"1"3 aa tc- r ce e j:'i i ' ] ii , Hi i , 1=1 , . · · .::1· s oa t Ci Le e

ï e e r cec z c optima~ . 1 :. .3'86::'t J ~ t r c uve r ::. ' e;q..r- e s s i cr;

( 3 .8) d ar.;ll 'ar.cie n e be ee dr é t at ,
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e ) :i 'aprt-s ( 4 . 2) ,~ .L e ct a i s é ue c c r.s t a t e r- que 1(' nouvel état

g l üta:l. :

[

; II ]
Y " •

J ::-;

e s t c b t c nu par :

[:1]

(4 . 6 )

Or c cn ut.et.e .r cr. c f.i.J.t<':',, : '-l ',",:: .r.•" 2-0. .:ll,I" ·. ::'(, l ~ e ut c t t e r.ue , li J.-rè:.:

r<f" ùl11t i (1, d t' :O r; '·r< l l ~- n.<, [' a u j-a.: 1) , j ar un c a I r-u.I La r.é -.

ai re à partir rr ur., u.atrt ce :::: c.u t er. uc {c orme c r, ( 4 .8)

san :; c a~Gll1 à l <.a r t i r JI ' ;:: r: C ! ; b.l.~\' r.. f'nt .; 1 ..: base ace m r. éc

à r-édu f r-e Ir -a r-éa l âna t.I c-r.a u c ci18 '11.f erce a les r éa r i aat. t cr. s

mi nirr.a.l e r: { ca o c l ) . c o t tc r ,~ "': \.. {:t i(J: rt e s t !--as n éve Lcppée-

c ct • bIle co n et e te il Chl'l' CI I.. r :o":'I:.u 1 tar, i:r.t:.!lt les cc Lor..ne s e t

je e l igr.es ind é! .ll ld E11 t e s rt '!Jl- t l't::.V f'r..cr t t o s n.ut r.i ce c de

ccsner o eot ï i té et u s obae rvab i Li t.é •



a ) Et allt do nn é un aya t.ème d j.'nu.:n i q'.i.e a t a t i cnn a i r-e , co mpl è tement

oo e œsr.dab 'le ( F ,G) et un reed be ck C t e l que ' -Ge s oit
a s ympt o t i que me n t s t a bl e , t ous let> cri t è res (Q; R, 5) t e l

que C so it s ol uti on ô u prob l ème ( 2 .1 ) à ( 2 . 3 ) son t t.r-ouv ée

par l a pr oc édure su i van te (cf. fiERN:-IARIl et COHEN [8]) :
1 ) ch oi s ir R>Cl que lconque .

2) f or mer:

6 (s) "' / ( - s )'N(s)

ave c 'N( a ) '" N( l+C( s I _ F) - l G)

( 5. 1)

( 5. 2)

et R ( 5 . 3 )

c ' es t à dire ch o t at r

3 ) c ons t ru are l a f amille ;; à pe .r t f r- du COtop:'e i n i tial

(5 . 4 ) - ( 5. 5 ) (cf. dé f i ni t i on 2 .1) .

( 5 . 5 )

s ...pp ceone a l ors que dar. s une ce r t.ai.n e ba se , l e s œat.r a ce s

F , :i ,C so t er.t t cut e e bI c c -d r a gc r.a j e s ee Lon une ce r t am e aécce co

s i t i or. de La commar.de et de ..:. 'éta t , Si , au ;.ss 1) ca -c e eecs ,

e n u t i Li se une matr i ce a bI c c-c Lagcr.a Ie et au pas 3 ) , d an s l a

cc r.s t.r uc t i on n e l a famille ;;, on :. ' u t i l i s e que les aa t.r i ce s

n o:' -.:c - i i a ,for,a l e 3 , on cb t I e nd r a aus s i c e e mat r i ce s Q e t 5

bl o c-d iagonale s . Par cor, t r-e s';'

4 ) Or; ef f e c t ue un ch anganer.t de base d 'éta t que Lcc nque ,

5) On u t il : s e une mat ri ce n n on bl oc -d iag on a:' e ,

6) On utilise une matr i ce R n on bâ oc-e i ago nate ,

on c onstruira d e s pr obl è:ne s ayan t en c or e l a même sol u t i on mai s Clu i
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ne seront pee , de façon évid ente , s ous f orme entaêr-euen t

d éo ompoaa b I e ,

le s r ésultats c i-dessus on t montré que le s transformat i ons

4 ) et 5) peuvent ê t r e déte ctées et r ectifiée s pour r edonner

une r or rœ d éc ompos able car ces t.r-ensr oree t i on e n ' affec t er. t pa s
':"8. r c.r-o-e de l. . Par c ontre l a t r-en e r or œe t rc n 6 ) {cnen ge merrt de R

Q e t S co nror aé me nt è ( 5. 4 ) -(5 . 5 ») qui c cneerve la s oluti on

CI arrec te t: et ne pe u-t do nc pa s ê t re d é t ec t ée .

(;1'. pe u t voi r que l e change me n t; d e u en v=~u ( qui re nd R

é e;a :.e à l 'id e n t i t é) ne f ourni t pa s de soluti on s a ti sfai san te. Il

I' aud r a r t e r. ef f e t te s ter si N- 1W( s ) es t cr cc -o r agc nare , mais l a

reche r c he d e W( s ) à partir de o.(s ) e s t une fact orisati on f or-t e

équ i v aâe n t.e à l a résolut i on üu pr-ob Lème glo ba l,

b } ce 1'J.i pr écède est v a'Le b Le s i (H, ?) e s t compl e t eœer .t obs e rv a ble

0'.. s ':" : a r e s t r cc t t or; F2 de F av r.::J)' B.1.< non obse rv able est

aaym pt.o t i qu eu cn t s t able de so r te que ::" 6 co n t r air.t e 1.
00

= 0

eu e oxe t.t qu eme nt. a at t era âte pour la parti e n on ob servab le qu i

r. 'interv ien t pa s non pl u s d an s l e cri t è r e. Par c ontre , ai F2
n ' e s t pas as ye pvc t.Lque ment s t able , cela revi en t à ra j outer une

c on t r aint e eup pï ée ent ed re à un pr oblème ne fa i sant int e rv en ir à

pr iori que l a pa rti e ob se r v able . Comme l a pa r t i e non obse rvab le
nr appar-e î t pa s d ena 6. (elle dLa par-a 'î t; d ans l e prod ui t H(e I _F) -l )

on n e peu t pas tester si c e t t e c on t r ainte su pp l émen t a i r e c oup le

les s ou s -prob lème s i nd épe nd an ts ou no n .

c ) G, . peu t s t Lnt e r-roge r- su r l ' ..... tc l i t é pra t i que Lcméd I a t e dt; l a

pr océdure de r é s ol u t i on dé con-posée du par-a gr-aphe pr écédent .

Cep en dant , au de l à de l ' ::'n t ér ê t pr-a tcqu e , l es ré s ultats de ce

chap r tr- e on t un i nt ér ê t théori que certain : le probl ème de l a

lLe:":'2.etu'e c éc onpua i t Lon d oj: être ab ord é sim u::" t anén:en t du poi nt

de vue de l a dy n ami que et d \.< poi n t de vue du cr i t ère , e t la

f oncti on 6.( e) ci -d e ssus ( ou s on é quiv ale nt te mpore l d ans le

cas non s t ationnai r e) es t l a qu errt f t.é qui r-éeua e ces deux po i n t s

ce vue.
Ce phénomène é t ai t d é jà apparu su r les con di t i ons de c onve r -.

i ,: r ce de Lt a Lg cr-î t.hme du ch api t re 3 ap pl iquée s au pr'cbLèrae
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l i r.é alre - quajratlqn t . !.1 s e rait trè s i n t éres sant , el l ' on pou v a i t

prc gr-e e eer- su r œ t t e quc s t i cr; , nc t.aeme nt par la t j.é c r -re des

pe r tur bat ions , ë t é t uc r e r l a prv xi mi té de l a so Lu t r on du pro bl è me

e x ac t av e c ce l l e d u pr c oj \ rr,, · er.t i ê r e cen t rioc ompos é deus l e c as
0-:. l'I(s) co mporte c e s C...rrae s " pe ti ts " e n dehor s des bl ocs de l a

a i a gcna t e , t erme s qu e l 'on négligerait .

Ce qu 'i l c onv ie nt de r e t e n ir e s t qu ' une déc ompos i t ion u ppar-e n t..

au niveau d e l a command e ( é l é men t "e x t.e r-ne"} en gendre un e d éc om

pos i t i on motns évid e n t e d e l ' état (élément " I nte rne " } ,
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CHAP! TRE V!J

CONCLUSIONS ET Pr.:RSPECT1VES

SUR LA COORDINATION EN LI GNE

1. l.c t i on dE' c(;:)r ai :1Bticn er. u rne - In té r ê t ~ t d f f tr cu l t.é ,

I'ar- comf.'ur dlsun ev e c l ' algo r ::;. t l.me de '!'AK AhARA q U I Pb":; ccn s L f é r-e

c on-me ....1Je D'.";tJ.v ::'E de ri éc on.pos i t i on d e s c a Lcu La hors- ligne , nou s

'Y':'1'.3 né€,8§"é Ci l a r tn du ch apa tre I ~ l quelques car-act.ér Le t f que s

ù t: r.o t re a a gor-a t l.me qui ~ e rer.de apte à lill e mi ee en oeuvre er,

•. ~m· . Ra j .peIcr.s ces c ar ec t ér-s etc cv e e :

.• ) Commande GoU sy stêtae ré e l il c t. ;;:, : ,€' pas de c oorc tre t .tcn par en s

~·l ·. cc...vr-e .ie l a dernière i t ér-ée o e s ccmaarn e s Loca Ie s -

b ] .:Jéc ri",sanc l' mon c t one r- é su Lt ar.te du c r i t ère g l o ba l.

c ) ut i r t ee t i cc, Je ' El r-éj .one c .l '.l ey s t ème r é e l par "'e coo rc onn a teur

p OW' r-eme t t r-e à ~ our Le e pe r-amèur-es de c cc r c t nar i or••

Nous n ' i nsi sterons pae œur l ' in térêt , qui li. é t é i llustré

pr écédemmen r , d e ce s t.t-o t s cara c t é r'a a t.a que s , Aj ou t on s af rrp'Leœe r rt

qu e d ane une mi se en oeu vr e en Ligne , or. d Di t en v i sager une

coore r ne ut cr. r onc ta onnent en permanence c ar au delà d e s pr'o bLèmee

lie cc nve r-ger ...:e , i::' f au t pe nse r à tille cer t aine ad e pf.e t.LvI té de

~ " e n ae mbI e u e l a struc t ure d e ccuaner ôe à d e s f l u <.. t "ati ()' .8 dl.<

eye t ème r ée l {par- ex ea pae dan s t e e c.czr t t Jo r.s initLl1f's::c CL a ~U t

pér-j ode } , A ce pro po s , il e s t cla i r que si .ar.e var-i a t i or t rut. a Ie

t r. t er-vae r rt su r l b c ond t t i on i n j t i a j e Ct R U cours des d t é r-at t or-e

d e co or d i n a t 1or. , L t aLgc r â t. rme er ao c ote fi ce char [ et.ent grâce a u

po rn t c ) c i -dessus . I l r este à d é f i n i r er; q....e l sc r.s l e c ëme

a âg or i tn me s 'ad apte à une va ri e t r cn lent e lie Ct avec l ' ir.1 1.ce

k d 'i t ér a t ion et à d ément rer- cet t e ad apt.e t i.v a t é •

Une au t r e que s t i on qui pré oc c u pe l es che r-che u r s dan a leur s

t u . ta t ::'ve s de c oo r c cr.at t.vr. er, Lr gr,e ne s ey e t.êu.ce dy r.esc.que e e s t

I-r "b lè ro€ ê e l a s ca bj Lr satc Lj t é Iles soue - ey et. êue e , Er. fait , 1",

pr r b~bl... c r.L !i:én.:'1'8.JH::t!r.t posé pour- u e a eoce - ey s e êse e .ron c t r onn ea.t

en c c..(· l l: r-rc.ée (pl'oL èllle ab c rc é pï ue . c t n ) n.ai s Le a r emar qu e s
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qu e nous r e i ecne i ci r esterai e nt valableo dans c e cc n tex te . Or.

a t t aqu e gé né ralemen t ce pr-ob Lèœe par des méthode s al gébri ques dar. s

l e c e ôr-e d e s sys t èmes liné aire s cons tants ( cf . AOKI [ 2a ] ) mai s

peu d e r ésul tat s prati ques on t pu ê t.r-e obt en us par cet t e a ppr oc he .

Ic i n oue er.trevoyons ur.e appr oc he par l a syn thèse quad r a.tiqu e .

Si l e c ritère globa l es t c!:oisi pour entra i ne r l a s t abilité du
système au -cou r d 'une trajec t oire ( Q>O) , le point b) ci -d essus
ind i que une s tabi li t é de p'l un en pl us gr an de au cours de l a c oor- -.

dir.ati or•• De pl us , i l co nv ie nd r ai t de se denand er ce qu 'apporte

l a a cd c r i c a m cn quad r a t i que dan s le d osage de la stabil ité de ch a que
s ou e- sy e t.êrae ,

At<X c a r ac té r i stique s a) , b ) , c ) ci -d e s su s , on souh ai te r ai t

na tur- .. Ll e œe r t a j out er- une car ac t é r i s t i que aupp.Lénen't a f re au

n iveau loc al qt<i co mplète r ai t l e po i.n t c ) (feedba ck au ni ve au

co ord onn a teur ) : c ' est le pr-cb Lême de l a d éf i r:it i on e t d u cal cul

dé central i sés d ' un e ccamar d c l ocale er. bou c Le f erm ée sur l 'état
L oc a L ,

D'un e manière gé né r-al e , l a diff i cu l té je l a co nœe nde d écert r a -.

L r s ée en li€l1e , dan s L t app r-oohe par prédiction de s i n t e r a ct icn s ,

v ient du fai t 3ui v an t : a l or s que l a coc c an d e l ocale do i t ê t r e

c a l cu l é e au r- un modèle l oc al su pposée r-ecevo Lr- une i n te r ac t ion

I:réd :!. t e , e lle 10i t êt r e mi se en oeuvre s ur l e sys tème r ée l

c ' e s t - à -di r e su r le même moaè:'e loca l r-ec ev ant un e interacti on

d t r r éz-ente ( celle qu i se prod ui t >rraiD"l€nt ) . Cette difficulté

ex ista:"t d é j à au ch a pitre :;::1, mais nou s l ' avons eur aontée à ce t

e nd r oi t car , u t i lisant des c cc c.and e s en bou cle cuv e r -te , é L étaen t e

d 'es paces L2 de r onc t r cn c u t ee.pe , n ous av ons pu ae ne r- d e s

c a Icu j s de s-: a ~~:>~:r. a:' -::.. té (le ::r.r::e :;::;:1. 2 .1 ) qu i on t pe rtai s de d émcn t r-e r

la d écr-câ s s ar.c e -ono t one d-.... c r itè r e gl oba L, 1 :' n ' En va plus d e

e ëe e ave c le s c cmma-u e s er . ccuc.;e r c rm ée qui . eêae opt i male s , ne

s or.t pa a c a r ac t ér i s ée s far ,I:'S é qua t ions d e e t.a t Lcnn ar -ité ,

12. faut alor s f aire a ppe l à un nouv eau j.r-anc f pe de c ocrd Lnat.t cr;

qu i sera év oq u é au §3 , ci -d e ssous . Au parav ent , n ous parlerons

ct ' ULe id ée ce BE;;vEKISTE e t BERNHARD [ 5 ] et de l ' a:'-gorit t me

r-éeul t ar rt .
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2 . D é c o u yl e.g e sé naré de l e. d yr. am i gue e t d u critère.

a ) » an e Lt ariaLy a e ci -dessus d e l a difficulté de l a ccrccenë e

c écen tr- et t e ëe en ligne et en bou cle fe:nr.ée , l e r O:l€ de l 'inte r 

ec t t r.n c e moc c I e est cer. t r al e t c e t te d i ff icul té d â ap a r-a â t; si

: ' i r.t lol"'8c t ion de modèle nt ex a s t e P8:>.{ POur un sys tème Lf r.é ed r-e
( F ,G) , F.. O, G=O). Al or s i l n ' ~' a plus ce c ar r ér -ence e ntre

mcd ê I e local i et parti e i du modè l e gl oba l. Il e s t alor s

loisi b: t> d ' a ppli quer la c ommande o pt i ma l e loc a le , er. bouc l e

ouv e rt e ou er. bouc Le .îe r-mée , sur le sys tème r ée l .

La se ule ar.t er-ec t i cn qu i subs i ste es t c e Lee du cri t.êr e eup po aé

no n sé parab l e ( ~P et ( ou) fr"O). Il suff it alc rs d 'util i s e r

l a taod ar i c a t i cn qu ad r ati que ( II l . 3 . 25) où ree mat r i ce s ~ et R'
eot:t ch oisi es de te lle so r te que ~ c ri tè r e g l oba l ltodifié soi t

add i tif . c ie s t -à-d i r e qu e l ' on prend.

R _ - 1l' (2 . 1)

Les par ties bloc -diagor.a l e s de ~ et rt sont ch oi sies pO\U'

a s su r er Le, conv ergence d e l 'al gor i t hme du § 111 . 3, ou mi eux du

§ IV . 3 . On v ér if i e r a dan s c e de rni er a l goritru:.e que l e pa s f )

d e cal cul de ,.,k nt e pl u s lieu d t ê t z-e car l a modifi c ati cn l i né aire

( o pér a t eur d t ânter-ec t r on) e s t nulle . On vér i f i era , au pa s g ) d e

r é s olution des ecce- r c-cci ëeee , qu e l a simula tior. d es sys tème s

Locaux est ir.ut ile , car on a ppl i que d Lr -ec tene n t l a cc eaerne locale

e1'1 b ou cle f e rmée sur le eye t êce rée l (~8S d)) . On r-emar-que er,

pa.sant que t out a l gor i t hJ::;e e n bouc Le f e rmé e pe r-ae t de s éc cnome e

d e c I a cu'l par non simulat i on de s modèles Loc aux (dans : 8 c e sur-e

où l a corccanc e est obtenue â f r -ec teaen t e n boucle rernée comee

d ans l e c as linéaire- quadratique) .

On pe ut démontrer , d ans ce contexte , par-t Lcu Lf er-, qu t une

con d i t ion suf fisante d e co nvergence (impli qu Wlt ( 111.2 . 14) ) e s t

R .,.~ > 0,
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h ) Dan s l e c a .. où l a d ynamL q u e glo bale n ' e s t j.aa c é c cuj.ï é e , on

pe u t. c ar. s l e cas des sy s t ème s i rr.éai re e cons t ant s , r e c ou r ir à l a

t.Lér- r -te du diScO\.r'~!:o~<' ( cf . SI LVERMA!\ et r ATh"i [ 34 ] , 'f{O!"!-l.All: e t MORSE

[ 42J ) . "o t.on s qu 'ici le mot découpl age n' a pas du t ou t l e m~me

se r.e que ce lui qu ' il a au §I . 3 . I l s ' agi t l à d 'une homonymie
r âcne u ee .

Le r ésul tat de c e t t e t r. é o r i e qu i nous i n t é resse ici e e e l e

suivan t ( i l e s t d û , d an s s on e ssence , à ROSENBROCK) :

TP.EQREME 2 . 1 : Si l e s ystème (F , G) est co mcï.ë tecent co = a.rè. able ,

i l e x is t e ure décom--E.2§.it.i.2.rL de l ' e sca.ce d 'otat . et un char.gement

(je co mma nd e :

u = -:.Jx + Tw

T é t ant inv e r s i bl e , t e l s gu e le s ystème d 1entrée "II e t de so rt i e

80i t découolé en m Bous-système s.J._~scalalr_~!tia.nts

~ -. ----- ---- - - --------- - - - - ---...

, ,
~ - -- - - - -- - - - - - -- - - - - - - - - - - ~

t'i e 1.

Sf gn a l.or;e au ssi un ar t ':'c::'e de KAJlt~ ( 2 6] , où ur; a lgorithme

a ppara î t P O-..lT : e c a::'cu::' de s nat.r t ce s ce ch an ge nen t. de bas e , et

de s mat rices D et T. Cet algor i t hrae, rec tifié , a été pr ogramm é

par L ' au t eur- et s 'est ré vélé très efficac e .
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Il es t cla ir que l e pr-ob Lëa e d'é ta t x et de co mman d e 'II

Feu t e at r t enant êtr e trai t é co mme en a ) . Rema r qu on s cependant qu e

1) l e théorème 2.1 ne s ' appli que qu'aux eye t.ëeee c onstan ts (d ene

l a mesur-e où l 'on souhaite év f deno.e n t une d éc ompo af t don

o ons t.a nte au cours du tem ps) .

2 ) or. nt e s t pa s maî t r e de la d écoœp oe â t r cn de L ' e s pace d 'état.

:3) pour que l a c éc oe poa i t i cr. de _ 'espace d v é t.at. se trad uise pa r

une s i mpl e partit i on du v e c t eur (l ' é t a t , i l f au t chan ge r de

base pour obteni r une base et aj .tée à l a a éc omposi ti on .

4 ) la ne t.r-àce D qu i r-éa Li se un j.ré - r e ea c ac s n' est pas f orcémen t

bl oc -d i ag or.a Le , I l r eu t c on c une i nte rvent i on du coo r d onn a t e u r

dan s l a a i se el. oeuvr e de l a cc cma nc e qui n 'est I-l u s vraam..r.t
d écer.ur-aj i sée ( c:.'.fig . l ) .

5) al" mêm.... . Le s no uve Ll e s ccmma no e e l ocales w s ont a pp'Id qué er.

par l ' Lrte ruiéd i a zr-e d e T .

3 , Perr;pecti ves sur 'la comman de d é cer. t r a l1 s é e en boucle f e :--mée

e t l a c'J orc ir.at i or: en ligne ,

Le s restricti ons ci -dessus sur Lt a l gor-jt nn;e pr écéd er.t aont rc r. t

que celui -ci e st , saur d an a certai ns c as par- t i cu Lr er-a Où eon i n t é 

rê t est de f ournir de s coamarc e s en bo u cle f ermée , p.Iu t.ô t ur,

r.ouve l algorithme d e décompos it i on t.or -e- Li gne de s c aâcul.a , De

ce po i r rt. de vue , i l peut ê t.r e ever .t ageux d e l 'utili ser car Le e

opé r a ti ons Lr r.é a j r-e s de cé c cu j-La ge oc l a è.yr:ar:ii élue eenc l e.r t peu

co ût euses avec l ' s::',gor iUl1l(" d e KAI1I:Al\' 10lJ t :1O:;S av cr.s par-Lé ;:.1:.1 '3

h au t.

Le pr obLêne d e la co mmarde déc e r. t r a ::" i s ée el . bouc ;e r e raée res te

e nt t e r-, Nous avens vu qu e l a .j Hfi e .1té ve na i t du fa i t qu e l a

pr-éd î c t I on de ::"i l.te r acti on er. t r-ar.t d ans ch aqu e s ous -système n e s e

r-éa l i aef t. pa s ( ce 'lui e st l e pro pre de t ou tes l e s métr.cde e no r.

a1mi s s 1bl e s par a t Ll eur-s plus co rnr..odes que les méthode s ad mi s s i bl es) .

L r Ld ée qui SUT6it a l ors e st (le r orm-d er les pr-obLê.me s Lee aux

de te l l e r e çon que l a eo .lu t t on cos-r-e epor.o arte r e s t e ca n .éœe t.t cc e me r.t

va l ide pour tou t e un e plage de va Ie ur-a d es i r.t e r-ac t.a cns , Cette idée

était déjà pr-é ae r.t.e d ans l e .ï t v r e de ME8AROVIC et a l. [:30, c e r-m e r

chapitre ] mai s nous l ui avor.e <10nIH? corps par L t appr- cc he "c omsenc e
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d ar .a l e cas l e )h;8 dé f av orabl e " u tili s an t l a t hé or i e de s j eux

c t r r ërentce t s , Ce c i a do nné l ieu à ur. n euv e e u pr i n c i pe de

coo r din a t ion et un nou ve l alg or i t tane [ 13J pr ésen tent dé j à le s

c a r a c t é r i s t i qu e s a) , b), c ) du § 1, pl us l e f ait que l e s commande s

so n t I ooa I emerrt en boucle f ermé e. Cet a I go r-i t.nme fa i t e n c ore

l 'ob;;et d t é t .cde a qui d e vr aient l ' a.:nélioJ;'e r pour l e r end re a pte à l a

t"('oll..and s- o éc er.vr e t i e ëe de sys t èmes dyn ami que s bru ité s .

On espère pa r veni r , pa r ce t t e a p pr-cche , il. d e s algor i tnmea

de cco rô i na t ro r e n ligne d e s y s t èmes où. s ont pré s e n t é s de s

rr.c cr -tt t uc o s de di ve r s e s natures . Ce t t e a ppr och e es t ass ez d 1f -

f~lrCI. t.e d e L t apr r-oche " sy s t ème s s tochas t ique s d é ce n t ral isé s "

mer.tLonnée s c a r.s Lt Lnt r-cc uc t.Lcn , §4 , a ont l e s diff i c u ltés s ont

t:TaI.'~es e t 0 '.1.. é té r apider..e r.t d i scu t éea d an s COHEX [1 6a J .
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AN!;E:{E 1

COOR~H !\AT 1 0N PAR AJ,1 OCAT I Ofl

Cette méth ode est décrite brièvement i ci dans un ce nt.ex t e
s i mple afi n de mon t r-e r- les d if f i cu l t és qu i y sont at t achées en

pa r t t ci. Li er- dans l e cas de système s cynem t que s .

c on er c ér -or,e l e pr ob l ème d ' op t imi sat ion

mi n
u

f ~i ( u i )

rCi ( U) = c

( A. 1. 1)

(A . 1.2 )

U' ''' (U'l ' ' . . , u~ )

La se u le Lr t e r-ac t Ici e r.t re 1('8 t; o pt.aa .iee t i or.e su r c haque

U;. v aer .t de Le ccr.t.r-e.inte ;.: o'~ p':al"te (A.l . ::!). Ell e peu c s 'inte r 

pr-é t.e r- comme Lt u t i La s a t.Lon C '~'1e r-e s a cur-ce c otnrrune par ~ urL t.é s

économiques i ndépend antes . Fou r rer.dr e :"e s s ous -problèmes

.ind é pe nd an t e , on j.eut "al l ouer" un e quan t â t.é ci de l a r essource

c cmmune à c t-aqt,e tut. té ave c

, ci E r

Le pr- c ct. ë n e _ dev i e r.t a Lc r s

(A. 1.3 )

Le pr-r.b.Lèn e d e coord i r at i on c ona t s t e a l ors à trouver l a

meilleure a l l oc at i on , c ' e s t -à-d i r e à minimiser l e c r i t.ê-re glo ba l

pa r r a ppor t aux Ci so us l a contrainte ( A. l .3 ) (Not on s qu 'on
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peu t ad opt e r l a mê me déma rche pou r d e s contraintes in é,5alité6) .
Une é t uf e le la c oordonnabi li té par ce p r-j nc i pe de c oc rc a -.

r.a t t or. peut -ê t r e trouvé e d ar. s ( 14) 8 i r;e ; qu ' ur . a l go ri t hme

co or-conn a t eur- par g r-ad Lsrt pr-o j e-té su r la con t r -ai.n t e ( A.l . 3 ) .

D'i eor e e t mp'l emert ici qu e LtaL'l oc a t Lor, op t ima le c a t a t te i r.t o

Le.r-eque le s rr.ul t i pl i ca t eu r s d e Leg r enge as s oc i é s au x t:
cc r. t r-a a- it.e r ( A. l . S ) so r-t é g aux . Cett e n é tr.c.c c ae c ocrc i r.at c.or. ,

e i.pe Lée e étr odc pr~o",a ::e , a pour né t r.ode cua..e J.8 c oorô t nat i or

" par Le s pr-;x " ou "c é c ou p.Lage t" . Elle e s t e ômi e ei bre pu i s qut à

cha que pas c e c oorc Lna t i c r. • l , ec âu t i cr.s Lcc nLr s c c t e-n uc s

vé r-Lf j e e t :' 8 ..:,-" . tra':' " t e ( A. 1 . 2 ).

S'.l ~ f'(. sc. ~·. ::; lJJa ::' T. te:la l".t :;'1.<e l.ii = P'I:.. i • Y lI.i == lI: , e t qu e

r == Rq . Pour- que le pr-cbLeme g i obaL a; t un e solut i or. ::'1 f au t el".

g ér. ér-aL que :

( A . 1. 6)

mat s ce t t e cor.ac t Lon n e g ar-ar. t i t, pas que

q " mi ; i = l • • . • , N ( A.1. 7 )

qui es t e n g éné r -e'l né ce s s ai re pour que chaque sou e- pr obtece ai t

ur.e s ol u t i on . C "e s t WH' prem i ère d i f f i cu l t é de l a mé t hod e .

'J a r s l e c ac r-e c o l a cc.nn.ar.de u e eye t .ëae e d yn aau que e , on ad opte

ma j nt e nai.f le f CY'r.:H: i s me Ju §I. l. Or: s u ppo se de pl us , poar j ouv c Lr

a pp l ique r .L a n.ét no.I e ct ' a : .ï.oca t .; 1 1. , que Je a Lnter-a ct I cr.s sor-t

" e é parab....c-c" c t c a.t à. ••.f rc 'lue :

; l '" t , " ', H ( A. L b )

; 1 e s t. f ac ile . pa r lie s a ar. i p.n et r or.e s im pl e s , d e ee t t.r-e Le s

c or.t r-a t nt eu ( A.l . 8 ) gl c.ba'l ensnt t10US La rorne ( A. l . 2 ) . ~

cO~1 1-1 8 (u . v ) j cu e a-a ic i 1., r-ô Io Je u , l~r cj c ~d ",m; "c r.t. On pe u t

vcLr a Lor s l. Uf l e r-ô Ie a u c oort cr.r.a tcu r cc.r.s i ct.e à r i xe r ].2

va l e ur-s l·.... . j ;i==l. " ' , r: ; .;=l •• . • , NI et à po e e r- Le a r i'...b:~rr.ts

Loc aux sous-ia r orne :
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o ('" , v . ;; , (A .1.'J )

(A . l . 10

{ A. l . 12 )

On cor.ço i t La diffic\.<~ të ,-,' cr.J,ii);'€, ex t rê me pv l3~ pal' ';'a

c ont. r-at n t,« ( A.l . i 2) , à su r pc aer- que l e s can o . t rc.ne a::11". q ,ll€ :'; à

( A.l . 7 ) ;,lCi. d. " aat : l: fc :.';' te s ,

Siél~ al L:. i; pout- t 0 1:.:1Ie r ':plt~ :' :L ~ [3 6 ] a déf ini tille mé t l.(,d <J

"mi x t e" , Cr..l:; , : ' ~ . ~. , ,, 1.:' ,. li::i, :r.{t.l . Il ' i ':,l :"'oc at i on <>1, l a né tj-.....J. '

lU:;11e . Ce t t e m';;t ; .( c:, 1. " l ~ v \ .PA" JI"; t j e I l emer.t lt! .J r e u t.r-Lc t.r or;s

p r- éc é ae r. t e s • .:..& n;ê t Lu ll - L'i -·1..:-.;:, ' '......; L'!;t '.l1Aalifi6e j · "ai ll.i::>s:::o.","

o anc (3 8] ( "f€' 8.<:; i b lt;:" (' r:, aq~l &.iti (10)) .
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A..%"EY. E 2

PROPRI ETES ::ŒS OPERATEL'RS <1J

LEMN.i: A.2 .1 . : S01 e n t A, B, C tro i s lLatr ~ c e s n x n nouvar.t

d é re n::lre d u terr. ns su r Lt o ,T] et v é r ifiant il. tout ir.s t!U1.t :

A .= E + C ( A. 2 . ')

~ <flA ~ 'l B le s (,n4 r a t e ...rf· 8Hs oc ié s a ;., f..! B .E:!.!:_)~

dé f:.-r;iti or n .l .l . On a :

(A. ,. :

~E!liO : ; S 'IR AT:\r:

La ro rmua e ( A.2 .2) e s t une dde n t i t é en t r e op éiat. e u-e , JE.

de r-r.Le r- te rce é t er. t co mpris co mme c onp oeL t.Lon .Lt opé r-a t.eu r s c ar;s

12[( t o I T) , p,r ] . Er. par-t i cu Lf e r- C e s t I t o pér-a teur- m atart e-.é

b ", Ca .. b (t) ... C(t)a( t ) 1 t e[t o , T]

Ceci précisé , co nsidé r an t l es é qua t â c r.e

( A.2 . 3 )

sopc s er.t l ' ur.i ci té é e s s ol u t i ons our- [to ' :!'] ' e t d t aj. r-êa ( A.2 .1 ) ':'1

e s t cLa i r que X.=, pO'.U' t ou t u ( .) , ce qui e -ex j.r-tme

<t;.:.l .= 4'B(CdJ
A

U + u ) , ru d ' où ( ;' . 2 . 2) •

I.EI.UlZ A. 2 . 2 : Ave c F == ? ... 7 , et ü", } . e,~ :

- IGE; -

( A.2 . 6 )



Ap pl iqu or.s l ' a c or-t Le Le t.n.e j.r- écé c cn t av e c A",F . B=F1 C..t
pua a A=F, I:!=F , C-= -~ ; on 'lt utli t

( A.2.7 )

Al o r s 1 l'! pr emi e r' membre' de (A .2. 0 ) VR,t

par o éc c mpc et tian d e G. Le pr-em.ie r' t e r me est égal à <t-1;<;' par

utd Là s a't i.cn de l a doux i èm- ';ealitA if' ( A. 2 . 7 ) ; le se cor-â te r me

est ';t::a l à <%J~ f ar ut.i r tsat .i or. .ie l a pr-emdè r'e ége .Li t .é de

(A . 2 . 7 ) . 11 en r-és u j t e ( A. 2. ô) . •
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RES OLUTI CN DU PROELE~ LI ~l'; Al RE-QUA!) !'{ ATI ::lUE

A TEMP S DI &::RET

Consid é r ons l e pr-cbLène :

x( t ...1) = F(t )x(t ) ... G(t )u ( t) ... v( t ) ; t = t e l . ' . 1 T- l

où v { . ) e s t un e excita t ion extéri eu r e ; x ( t) E !tn i u (t ) E ~lt.

Y.i r. i c i s e r 1 x ' ( T)!h:.(':' ) +- d ' x ( T) ...
"2

T- l l ' , ,( OCt )
B [ ~ ( , ( tl ,u (t ), ,
t "'t o S ( t)

, , ~' ( t )J• (q ( t) , r (t ) 1 ]
u( t )

S(t )) (' (t ))
R( t ) u t t )

On peu t so i t r-éaoud r-e cc prc bLbme par l a métr.oo e d.... :' ag r an g:er.

soit par l ' é qua t i on d ' Hamilt or.- J ac ob1 -Bellmar, discrète . Poso ns :

X ' \ . ) '" (X' ( t o+-l) , • • •• x l(T » ; u ' ( . ) = ( u '(to) '

\ '(. ) '" P. '( t o +l ) , ... . ,, ' ( T»

Le 1,ae r an g i en 8 ' écri t :

u ' ( T-I 11 ;

( L 3 . 3 )

rl ( x , u ,\ ) '" ~ x ' ( T) Dx (T) + d 'x (T) +

T- l l ' , ( Q(t l
B [ ;1( ' ( t ), u (t ) ) ,
t= t o S (t )

S ( t )) (X ( t ~
R(t ) u( tl)

( A. 3 . 4 )



. . (X(t») ."'" ( q ( t ) , r ( t» "'" ~ (t+ l)(F(t)x( t }.,. G(t)u(t) ... v( t ) -x:(t...1» ]
• u(t)

L e a C,:'h..lj t Lc r-n néce s sa f r-es d ' opt ima l ité s ' éc r ive n t

~1 _ 0ox -
LB prem i ère r-e ôonne ( A.3. 1) . La ue ccnd e do nne

u ( t ) =: _R- 1( t ) (G'(t) >.. (t+1) t S'Ct )x ( t ).+ r(t »

Er.f Lr;, l a d erni èr e donne :

( A.3 . 6)

). ( t ) = F '(t) X(',;.,-i) + Q(t ) xCt) ... S{t)u(t} .q(t) t =1'- 1 • •• " t o+ 1

( A.3 . 7 )

e t \ ( T ) == .Jx ( T) + d

En u t i l a sant (A . 3 . 6 ) dana ( A.3 . 1 ) e t ( Ao3 . 7 ) - (A . 3 . 8 ),

ob ti e n t l e s écuat i ons d 'E uler-Lagrange d isc r è t e s :

(A .3 . 8 )

+ q( t ) -3( t )R ( t ) - 11' ( t ) ; X( T ) ",Th"( T) .,. ) ; t ;:> T- I 1 " ', t o+ 1

( A.3 .10)

L t éq uat i on d ' ~:aru : t ~n -':e.c obi -Be lln:a.'1 disc rète n ' é c r i t , en dé 

s igr.an t par V(x ,t ) : a "fcncti on Revenu " :

'l{ x , t ) =: m::.n [ V(F ( t )x ... G{t )t. .,. vtt ), t.,.1) ... '\.

~" (x • •u') ( Q~ t ) S(t)X') + (q .(t) ,r. (t);(' )], to to ' .... T-1
S ( t) R(t) u u
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par tant de :

V(x ,T ) '" ~ x ' Dx .. d ' x

On cre rc be V(x , 1;) sous l a fo r.:le

V(x ,t ) '" ~ x 'P(t )x ... g '( t )x • h( t)

Tous cajcu';s fai ta , on otl'ti e nt :

( A.}. 12 )

( A.} . If)

Ptt ) • Q( t ) • P '(t)P(t.,)P(t)

_ ~ p ' ( t )F ( t .' )G( t) .S ( t) ] [R( t) .G · ( t)P( t · ' )G( t ) r '[ G' ( t ) F ( t . 1)P( t )

. S· ( t )] ; P(T). D ; t. T-' ' '' , t o ( A. 3 . ' 5 )

g ( t) [P ' ( t ) - (? ' (t ) P( t . ' ) G( t) . S( t ) )( R( t) .G · ( t ) P( t+ I) G( t ) ) - 1] x

[g(t. l) .r(t.l)v(t) ] • q( t l -

CF ( t)P( t · ' )O( t) ·S( t ) E R( t ) .o' ( t) P( t ·' lO( t ) r 'T(t )

g ( T) "" d ; t ",T- 1 , • . • • 'to

h( t ):ch ( t .l) • ~ y' ( t ) P( t. 1)v ( t )...g '(t.l )v(t )

_ ~[(v ' (t ) P( <+, ).g' (t., )lG( t) . r ' (t) ][R( t) . o' (t)P( t. ' )G( t)] -' x

[ o'(t )( ? ( t + ') v (t ) • g (t . I) ) . r (t )] ; h (T ). 0 ; t , T- 1. . ... t o

( A. } . ' 7)
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( A. 4. 1)

RESOLJT I OI\ DU r."!.OEL."n LI XE AIR E ~ADR.ATIQUE

;.. TEMPS coxr rsu IF. :PLUS GE:ŒRAL

On consid èr e le prob lème ( l V. 3 .1) - (IV. 3 . 2 ) . On f or me l ' hami ltoni en

l ' '«sVx) . .{x) .ll:( x , ... >. ) = 2'(x ,u ) S'RA u + (q . r u ... " (Px - GU-N)

Le :linil[ull:, à x e t >. fi xés , d e ~ er: u es t c c t enu par

( A. 4 . 2)

Le s é qu a t t cn e du pr inc i pe du mi n imum de Pon t r y ag ui ne de vie nre n t.
a cer-e :

( A. 4 . 4 )

' ( T) : Dx(T ) .d

On peu t au s s ; r-és cuc re Le prr. ~::~ :-;e var ..."é qua t f cr; d l He.::I:.1ton - Jacob :

be :::mw. : s vlt V(x , t) 1" rccc ta cr, Revenu :

ft· ~o'· :(&f;(h.J"• • ) . ; (x ' ,c':(:,:V:).(,'..'(:)J. C

Iv. (•.4 . 5)

V(x ,I' ) = ~ x 'nx _a 'x

n er;e l e cas qua.rr-e t i que , or. cbe r ct, c- V 80:"S l a f erme

( A. 4 . 6 )

- 113 -



On trouve finale ment :

P +l"'F +p' P_ ( PG+S )R- 1( G' P...S ' ) +Q '" 0 P( I) :: A

~ +[ F ' _ ( PG+S )R- 1a' ] ~ - ( P(J+ S ) R - ' r + FW + q::O g (T ) :: d

h - ~( g ' G-..r ')R-l(G ' g-..r) + g ' w.. O ; h( T) = 0

u = _R- 1[ ( G' P+S' )X+G' g +r ]

- 1,4 -

(A . 4. 7 )

( ,(. 4 . B)

( A. 4 .9)

( A. 4 .10)




