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Consil les systémes & discrets qui sont modélisables par des réseaux de
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propre sur la matrice de dynamique. A partir de cette formulation linéaire, une
représentation externe (fonction de transfert) peut-étre obtenue grice a un calcul formel
sur des séries a coefficients dans les diodes, la fonction de transfert d’un tel syvzme est
rationnelle au sens des dioides et est i en une ion finie de p 5
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Théorie algébrique
des systémes a évenements discrets

Introduction

1) Introduction aux é a évé discrets.

L'étude i des systémes i s'est ppée par l'analyse de parametres
physiques (sciences de I'ingénieur, mécanique, biologie) ou d'autres mesures quantitatives (agrégats
économiques...) ou analytiques (prix, taux ...). Ces variables sont destinées 2 représenter I'état d'un
systéme et son évolution en fonction du temps. Dans les théories usuelles, ce temps est une variable

exogene a l'objet étudié.

Cependant, de emes de isation et d'optimisati itent de i Ie
temps comme une mesure endogéne. Plus précisément, il intervient par les dates de certains
éveénements ou la durée de certaines tiches caractéristiques du systéme. Le temps n'est plus une
échelle de référence mais devient I'objet de I'analyse.

Cette problématique se rencontre dans de secteurs i iels et i et est
usuellement associée a la recherche opérationnelle:
- productique (ordonnancement, ateliers flexibles),
- ion il i imisation de code),
- i i it élisation des diverses formes de parallélisme)
- contrdle de procédés discontinus (chime fine, pharmacie),
analyse des organisations (modélisation des systémes de décision)

- logistique,
- efC...

La théorie des systémes a événements discrets est une nouvelle approche, qui ne se limite pas a une

formalisation des contraintes, mais propose une analyse de la dynamique de la diffusion de ces
contraintes pour permettre le calcul des dates des événements caractéristiques du systéme.
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Pourquoi une théorie de systtmes? L'étude d'événements nécessite une analyse globale des
i de tous les idérés dans le probleéme posé. Ces interactions peuvent étre

de natures trés diverses:
- corrélations,
- i de logique
- contraintes de temporisation (durée des taches),

- synchronisations,
- exclusions,
- partage de ressources.

Pourquoi des événements discrets ? Il s'agit d'étudier des dates caratéristiques qui souvent
correspondent 2 des ruptures de inuité ou des de modes de la ique physique
qui gouverne les systémes. Ce sont ces événements qui sont discrets (au sens mathématique de la

théorie de la mesure) et auxquels on s'intéresse.

Par exemple, dans un atelier flexible, chaque phase de production (opération d'une machine) pourra

@étre décrite par la i ique usuelle. Les tels que le ch de pidce
sur une machine ou le de d'un robot, se i par une rupture de
continuité des équations de ique ou méme par un de modele.

Le systéme a événements discrets est souvent une représentation d'un niveau macroscopique,
supervisant d'autres systemes qui relévent des méthod usuelles de 1'

Cependant, I'objet de cette nouvelle théorie n'est pas d'intégrer dans un formalisme mathématique
unifié tous les modeles associés aux divers constituants du systeme. Il s'agit seulement de décrire la

ie des actions et i ions de ces syste
Pour illustrer I'intérét d'une telle élisati i I'exemple de l'atelier
flexible. L'optimisation des performances d'un robot ou d'une machine tournante peut permettre le
gain de quelques de p: ivité. Cet i it important ion nouvelle ou

achat) est totalement inutile si la machine optimisée n'est pas "menante” (dont la disponibilité est
critique pour la prodution) et s'il subsiste d'autres goulots d'étranglement.

L'analyse de I'atelier, en tant que systéme a événements discrets, permet d'identifier quels sont les

blocages 2 €liminer, soit par un meilleur (niveau i soit par un
investissement ciblé sur la ou les machines critiques (niveau "local").
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2) Application, exemple en chimie.

En chimie fine ou en pharmacie, la production ne s'effectue en général pas par un procédé continu
mais par des de ion qui 2 des lots de produit qui circulent dans

l'installation.

Figure 1: Exemple théorique de séquence d'opérations
dans une production par fermentation.

Préparation

Fermentation Lot 1
Stockage intermédaire Lot 2
Filtrage Lot 3

Séchage Lot 4

Conditionnement
t

Plusieurs lots, 2 des stades différents de production peuvent étre présents dans l'unité. Il ne se pose
aucun probleéme d' sil i de I'i ion est calquée sur la séquence des
réactions chimiques. Cette solution est strictement analogue a celle de la chaine de production en

é ou a celle d'une i "pipeline" en i
Déja, sans remettre en cause I & de I'unité de ion, on peut i
une forme de parallélisme en multipliant les appareils qui correspondent a des phases de production

longues et donc déterminantes. Dans l'exemple donné, c'est en général la fermentation qui dure le
plus longtemps : quelques dizaines d'heures contre quelques heures pour les autres opérations et
quelques minutes pour le conditionnement.
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Figure 2: Architecure de production "analogique”
avec "parallelisme”

Alimentation

Cuves de stockage
intermédiaire.

Cuves
de fermentation

Filtres

. .I. ‘ Séchoirs

Conditionnement

Cette architecture de type "pipeline” n'est pas toujours optimale du point de vue économique lorsque
le volume de production ne justifie pas un "en cours” important ou lorsque certains appareils
(stockages, décanteurs) peuvent étre utilisés a différents moments de la fabrication.

Par exemple, il est souvent nécessaire d'améliorer la pureté du produit en procédant & une
redissolution (dans un solvant non contaminé par la fermentation) du produit sec et & un nouveau
filtrage. Comme la phase de filtrage est courte par rapport 2 la phase de fermentation, on peut vouloir
réutiliser les filtres et les stockages intermédiaires plutdt que de dupliquer la partie "filtration" de
I'unité de production.
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Figure 3: Architecture de production modifiée.

Alimentation

Cuves
de fermentation

Cuves de stockage
intermédiaire.

Filtres

Séchoirs

Conditionnement

L'étude de I' ion des filtres et du di i de ceux-ci ainsi que des cuves de stockage
i iai i qui sont du niveau de l'architecture de

pose des
T'unité de production et pas de celui du procédé chimique mis en ceuvre.

Le systéme a événements discrets apparait bien ici comme un macro modgle, décrivant l'interaction
de sous-systémes qui sont étudiés par les méthodes quantitatives plus usuelles: calcul des appareils

11y deux niveaux

Les gains de N N ne analyse de ce systém venements di nten
général bien supérieurs 3 ceux que l'on obti it par un effort (fi ier)
d'optimisation du procédé physico-chis
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‘Traditionnellement, ces problémes sont étudiés 2 l'aide de diagrammes de type "chemin de fer", tels

que celui de la figure 4. Dans cet exemple, il apparait un blocage dans le traitement du lot produit par

le fermenteur 3 pour lequel le stockage tampon dans lequel s'effectue la dissolution n'est pas
11 faut retarder la ion ou doubler I il de i

Figure 4: Analyse de I'occupation des appareils
par diagramme "chemin de fer"

Fermenteur 1

Fermenteur 2,

Fermenteur 3,

Fermenteur 4
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Les contraintes d'exploitation font que I'on préfere établir un régime de production cyclique, qui
permette d'éviter de recalculer en permanence I'ordonnancement des tiches. L'idéal est d'obtenir un
cycle d'exploitation qui soit synchrone avec le rythme du travail humain de 24 heures décomposées
en 3 X 8 Nous verrons que la théorie des dioides permet trés efficacement d'analyser
L' i d'un cyclique avec ses isti (période , séquence type,
transitoire avant établissement) dans un systéme a événements discrets.

D'autre part, comme pour les ateliers flexibles en mécanique, on tend de plus en plus & concevoir des

unités de ion chimique poly qui i selon les de ion des
variétés différentes d'une méme famille chimique. Dans ce cas, il est impossible de respecter dans
T'architecture de l'atelier la séquence des réactions chimi Dans la définition d'une de

production apparaissent alors des conflits dans I'affectation des appareils, qui posent des problemes
combinatoires.

3) A Smati des e a discrets.

Presque toutes les approches des systémes a événements discrets commencent par des
représentations graphiques, qui sont en général issues de la recherche opérationnelle. Les modeles
graphiques utilisés peuvent étre grossi¢rement classés en trois familles, selon le type de contrainte
qu'ils représentent le mieux.

a) Les graphes modélisant en priorité les isations et intes de entre
évenements. Clest le cas des graphes PERT, et de leurs généralisations qui admettent les

cycles.

b) Les représentations des degrés de liberté du systéme (non-déterminisme), qui sont 2
T'origine du caractére combinatoire des trajectoires possibles du systeéme. C'est le cas des
automates.

¢) Les di; qui décrivent I' ion des du systeme. Les graphes de
type "chemin de fer" en sont un exemple.
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Loutil graphique le plus complet semble étre le réseau de PETRI, plus particuliérement le réseau de
PETRI temporisé. En effet, ce modéle permet d'intégrer dans le méme formalisme graphique la
représentation des trois problémes décrits ci-dessus, la précédence (et la synchronisation), le
non-déterminisme, le conflit d'accgs aux ressources.

Figure 5: Réseau de PETRI
associé a l'atelier de fermentation de la figure 3
"au repos"

Fermenteurs

Dissolution

Conditionnement
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Figure 6: Réseau de PETRI
associé a l'atelier de fermentation de la figure 3
"en production”

Alimentation

Fermenteurs

Dissolution

Conditionnement

Les modeles graphiques sont agréables pour formaliser de maniére synthétique un systéme réel, mais
ils ne permettent pas des calculs prédicatifs de son comportement . La théorie des réseaux de PETRI
établit des invariants ou des bornes sur les quantités de jetons (ressources) qui peuvent occuper une
place, mais offre peu d'outils d'analyse du comportement dynamique des réseaux.
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L'analyse itative d'un systéme 2 discrets, lorsqu'il a été formalisé sous forme
graphique, réseau de PETRI ou autre, peut étre est effectuée par des méthodes que I'on peut classer
en trois familles.

d) La simulation est la technique la plus courante. De nombreux logiciels de ce type sont
d)spombles sur le marché, notament en productique. Cependant, méme si la simulation du

d'un systéme & discrets donne des résultats quantitatifs, il ne
s'agit pas d'une véritable méthode analytique dans la mesure ou on obtient rarement des
informations structurelles.

€) L'optimisati i ire vise a iner une organisation optimale du systtme
i des aléas de i Pour cela, il faut que le systéme ait été formalisé
de manigre 2 ce que les degrés de libertés dont on dispose soient identifiés, et que 'objectif
soit quantifi€. En général, les systemes a éve discrets i ades
d'optimisation en nombres entiers extrémement difficiles, et souvent np-complets.

f) Les méthodes probabilistes sont destinées a calculer la probabilité
d' de chaque éristi en fonction du temps. Ces méthodes

permettent la prise en compte des contraintes structurelles du systéme ainsi que des aléas de
son fonctionnement. C'est I'objet de la théorie des files d'attente. En général, les calculs
diétre été

par des si

4) Une approche algébrique basée sur les dioides.

Dans le rapport INRIA n° 191, Guy COHEN, Jean-Pierre QUADRAT, Michel VIOT et
Didier DUBOIS ont montré comment l'analyse d'un atelier flexible pouvait étre effectuée a l'aide

d'un systéme dynamique algébrique.
Le point essentiel de ce travail était de mettre en valeur la structure linéaire du systéme d'équations

lorsqu'il est écrit dans un dioide dont les opérations sont max et + ('addition usuelle). Cette
formulation linéaire a permis de ramener le probléme de ion du
2 un calcul de valeur propre.
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Le mot dioide désigne une structure algébrique analogue 2 un anneau, mais dont elle ne posséde que

les propriétés combinatoires, sans la régularité de la premigre loi. Dans le dioide utilisé, I'opération
max rep la inte de isation et I'addition usuelle sert 2 représenter les décalages
temporels.

Cette approche proposée par COHEN et al. en 1983 se devait d'étre poursuivie et confrontée aux
outils de Elisati i dont l'usage it 2 se iser, les réseaux de PETRI.

Cet indispensable interface avec les outils graphiques devait ensuite étre complété par une études des
propriétés algébriques des dioides dont la premiere loi ("addition") dérive d'une relation d'ordre.

Cela a conduit 2 une synthése entre le formalisme combinatoire des dioides et I'alggbre des treillis
(plus précisément des semi-groupes ordonnés en treillis) qui apporte la plupart des théorémes de
résolution d'équations énoncés dans la partie A de cette thése.

5) Les résultats nouveaux

Le résultat central est le théoréme 10.4.1: il existe une classe de réseaux de PETRI temporisés, les
graphes d'évé isés, dont le temporel peut étre décrit de manigre exacte
par un systéme dynamique récurrent dont la structure est linéaire au sens des dioides.

En fait, il y a deux représentations linaires possibles pour chaque graphe d'événements temporisé.
La premiére formulation calcule le temps physique (dates des événements) comme fonction du temps
logique (numérotation des événements) et utilise le dioide (max,+). La seconde formulation calcule le
temps logique comme fonction du temps physique, et utilise le dioide (min,+).

Ces deux ions sont duales et stri qui aucune n'apporte plus d'informations
que l'autre. Les matrices et coefficients sont directement issus de la topologie et de la temporisation
du réseau de PETRI ainsi que de son marquage initial.

Le second apport de cette these est 1' i d'une ion_externe (fonction de
transfert) d'un graphe d'événements temporisé, 2 partir de la forme linéaire. Cela a nécessité la
é de quelques di iques liées a 'algebre des dioides.
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La définition de la fonction de transfert d'un tel systéme est possible modulo certaines précautions
diies au propriétés du calcul formel sur les polyndmes dans les dioides. Comme dans beaucoup de

, le calcul p ial formel n'est pas isomorphe au calcul sur les fonctions
polyndmes. De plus, il faut travailler avec des séries croissantes ce qui a nécessité la définition d'une

structure quotient appropriée.

Tout systeéme posséde donc deux fonctions de transfert canomques duales, qui sont rationnelles au
sens des dioides. Elles peuvent étre i en une it finie 2 l'aide de

polynomes.

Ce dernier point est d'une grande importance pratique, car la représentation externe permet une
approche modulaire (diviser et conquérir) des graphes d'événements, alors que, les réseaux de
PERTI généraux ne peuvent pas toujours étre d p en Pour
effectuer des analyses de systémes 2 discrets, on peut ituer des bibli de
structures types qu'il suffit d'assembler par combinaisons de leur fonctions de transfert.

Les opérati 1| sont les i i qui 2 la mise
en série, la mise en parallele et la mise en contre-réaction. Ce calcul rationnel pourrait étre réalisé par
un outil informatique de manipulation formelle qui utilise la factorisation finie des séries.

6) Exemple et limites d'application des dioides.

La classe des graphes d'événements, qui peuvent étre traduits en syslémes linéaires dans les

dioides, correspond aux réseaux de PETRI qui i les & de
synchronisation.

Dans l'exemple de la figure 5, le réseau n'est pas un graphe d'événement. Ceci est di au conflit
d" ion des appareils de kage-filtrage-séchage qui n'est pas résolu dans le modele. Sur le
réseau de PETRI, cela se traduit par un "conflit structurel”

Pour pouvoir appliquer le calcul linéaire dans les dioides, il faut réduire la
du léme, en des choix d ion de dans le systéme.
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L'algebre linéaire dans les dioides, et le calcul formel qui en est dérivé, ne permettent donc pas (pas
encore?) une optimisation totale du systéme par le calcul.

11 faut procéder A des itérations "choix d ion /

Le progres se situe dans la précision et la facilité avec laquelle on évalue une méthode d'affectation

des ressources, sans recours 2 la simulation.
Dans l'exemple proposé, on peut tester une affectation cyclique des ressources, modélisée dans le
graphe comme dans l'exemple de la figure 7.

Figure 7:

Réseau de PETRI sans "confiit structurel”

Alimentation

Fermenteurs

2
3
°
2
a8
o

Cuves de stockage

Conditionnement

10
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Donnons les équations qui décrivent le fonctionnement de ce réseau 2 partir d'une temporisation des
taches qui est indiquée sur la figure 8.

Figure 8: Graphe d'événements temporisé.

Alimentation

4
Conditionnement

Notons XK, la date de n-iéme activation de la transition tk.

On obtient en notant U les entrées et V les sorties, le systéme suivant, dont le caractére linéaire
apparait clairement parcequ'il est écrit dans le dioide (Max,+).
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Systéme d'équations associé au réseau de la figure 9.

Xip= 1X26 ®U,

X2,=  20X1, @ 1X7,,
X3,= 0%, @ 1.X8, 4
X4 = 5X3, @ 1.X%.5

X5,=  8.X4, ® 1.6,
2.X5, ® 1.3,
0.6, ® 1.X4,,
5X7, ® 1.X5,.

X%, =  4.X8,

Vo= X9,

Par les méthodes développées dans la partie A, on peut résoudre ce systéme implicite en calculant la
solution minimale, qui correspond au fonctionnement "au plus tot", c'est a dire optimal. Celui-ci est
caractérisé par une fonction de transfert qui est

@ = 48 .(212)*
ol
(212)* est le développement formel de 1/(0 ® 212).
Cela signifie que le i du systéme, compte tenu du choix d" ion des
qui a été introduit sous forme graphique par rapport au réseau initial, est particuli¢rement peu
p puisquiil a un foncti propre cyclique de 1 sortie par 21 heures !
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7 Problémes ouverts.

Dans I'état des connaissances que représente cette thése, trois axes de recherche apparaissent
intéressants pour le futur.

a) I n'a pas été possible d'établir une notion de rang satisfaisante dans l'algébre linéaire construite
avec les dioides. 1l manque une mesure de la complexité d'un systeme linéaire qui donne une
information analigue a celle du rang en algebre usuelle.

b) Le fait d'avoir deux ions duales et équi d'un méme systeme a fait apparaitre
que l'information traitée est une relation entre temps logique et temps physique. On doit pouvoir
mieux intégrer ces deux notions dans un dioide unique "bidimentionnel".

¢) Le point qui semble le plus difficile est I'extension de cet outil algébrique 2 la mise en équations de
réseaux de PETRI plus généraux que les graphes d'événements. Il s'agit d'intégrer le

non-déterminisme "structurel”, c'est & dire le "ou logique" dans des équations, ce qui est
indispensable si on veut utiliser les dioides pour résoudre par le calcul les probleémes d'affectation de

ressources.

Le point ¢ reviendrait 2 effectuer une synthése entre cette théorie et las langages formels décrivant le
p des Les en effet & une sous-classe des réseaux de
PETRI, les machines 2 états, qui a l'inverse des graphes d'événements ne modélisent que le

non-déterminisme.

Les & d' p plets qui i en optimisati inatoire et dans
les réseaux de PETRI généraux ne seront probablement pas miraculeusement résolus par cette
nouvelle approche algébrique. Le progrés que l'on peut en attendre est de permettre par un calcul

une réduction du probleme d's au noyau i ible des dégrés de
libertés réels du systeme, qui subsistent lorsque toutes les contraintes de synchronisation sont prises

en compte.
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Opérations dérivées de la relation d'ordre dans un treillis

Chapitre 1
Opérations dérivées de la relation d'ordre dans un treillis.

Ce chapitre est une breve introduction a la théorie des treillis. Il n'est pas
destiné a énoncer des théorémes difficiles ou nouveaux sur ces structures,
mais & présenter les concepts et les résultats auxquels nous ferons appel
par la suite. Ceux-ci seront formulés a l'aide de notations différentes de
celles utilisées habituellement dans la théorie des treillis. Le but de ce
changement de notations est de faire mieux apparaitre les propriétés
combinatoires des opérations associées a lI'ordre. Ces propriétés
combinatoires sont en effet a la base méme du concept de dioide, que nous
introduirons au chapitre suivant. En fait, dans cette thése, nous n'utiliserons
que deux théorémes de la théorie des treillis: la construction de la
quasi-inverse d'une fonction croissante et le théoréme de point fixe. Ce
dernier résultat jouera un role essentiel dans notre théorie.

La référence de base sur la théorie des treillis est I'ouvrage de G. BIRKHOFF
[TREIL1], duquel la plupart des démonstrations sont extraites, modulo le
changement de notation que nous avons annoncé. Nous invitons le lecteur a
consulter cet ouvrage, pour y trouver les démonstrations de propriétés
élémentaires des treillis que nous ne montrerons pas.

1.1 Opération associée a une relation d'ordre.

Soit S un ensemble muni d'une relation d'ordre, pour laquelle deux éléments
possédent toujours un plus petit majorant commun. Il est alors possible de
définir une opération interne sur S, laquelle a deux éléments associe leur
plus petit majorant commun. Les propriétés de cette opération et celle de la
relation d'ordre sont liées, comme lindique le théoréme 1.1
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Théoréme 1.1.1:
Soit S un ensemble muni d'une loi de composition interne notée @

La relation binaire notée 2, définie pour x et y appartenant a S, par
x 2y sietseulementsi x®y=x

vérifie
> est reflexive si et seulement si x ® x = x pour tout x dans S; (1)
2 est transitive si ® est associative; (2)
> est antisymétrique si ® est commutative. (3)

Les conditions nécessaires dans (2) et (3) sont fausses.

Si pour tout x,
X® X =
L'opération @ sera dite idempotente.

Démonstration du théoreme 1.1.1:
Il est évident que x 2 x équivaut a x ® x = x, ce qui prouve (1).

Supposons la loi ® associative, comme
x2yety>zsignifiex®y=xet y®z=y

nous obtenons
X@z=x®y) ®z=xO(y®z)=x®y=x

donc x 2z La relation > est alors transitive, ce qui prouve (2).

Par contre, > peut étre transitive sans que @ soit associative: cette
condition n'est pas nécéssaire. Considérons le contre-exemple suivant.
S = {a,b,c} muni de ® commutative définie par-
a®a=ab®b=bcdc=c,
a®b=bad®c=cbdc=a
La relation > est alors la relation d'ordre partiel définie par:
azab=2b,c2c,
b>a,cza.
Cependant:
b®(b@®c)=b®a=bza=b®c=(b®b)@®c.
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Pour prouver (3), supposons la loi ® commutative. Par définition de I'ordre,
x 2yety>xsignifie x®@y=x=y®x=y
par conséquent, > est bien antisymétrique.

Donnons un exemple ou la relation > est antisymétrique, alors que @ n'est

pas commutative: S = {a,b,c} et la loi ® est définie par
a®a=ab®b=bcec=c,
a®b=ba®c=ab®a=cc@®a=bbd®c=bc@®b=a

On obtient une relation d'ordre total a < b < ¢, qui est notemment
antisymétrique et pourtant ® n'est pas commutative.

Dans tous les contre-exemples, les difficultés appraissent parce qu'il existe
des éléments x et y, pour lesquels x ® y n'est comparable ni avec x,
ni avecy «

Vocabulaire:

Puisque nous allons manipuler des ensembles partiellement ordonnés, il est
utile de faire quelques rappels de vocabulaire. P est une partie d'un
ensemble ordonné E.

Un minorant d'une partie P est un élément x de E tel que:
VyePy2x

Un majorant d'une partie P est un élément x de E tel que:
Vye P ys<x

Un élément minimal d'une partie P est un élément x de P tel que:
ye Pet y<ximpliquey = x.

Un élément maximal d'une partie P est un élément x de P tel que:
ye Pet y=ximpliquey = x

Une partie P posséde un plus petit élément x°
si x° est l'unique élément minimal de P
Une partie P posséde un plus grand élément x°
si x° est l'unique élément maximal de P
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Une partie P admet une borne inférieure x°
si 'ensemble des minorants de P admet x° comme plus grand élément.
Nous noterons x° = inf P

Une partie P admet une borne supérieure x°
si I'ensemble des majorants de P admet x° comme plus petit élément.
Nous noterons x° = sup P

Nous pouvons résumer les résultats qui nous seront utiles par-
Proposition 1.1.2:
Soit S un ensemble muni d'une loi de composition interne & commutative,
associative et idempotente. La relation binaire définie par
x 2y si et seulement si x ® y = x,

est une relation d'ordre, en général partiel.

Pour tout couple (x,y) d'éléments de S, x @ y est le plus petit majorant
commun a x et y pour cet ordre, c'est & dire la borne supérieure de {x,y}.

Cet ordre est total si et seulement si
X @ ye {xy} pour tous x et y.

D ation de la proposition 1.1.2:

Cette proposition résulte directement du théoréeme 1.1 L'ordre est total si
et seulement si pour tout couple (x,y), x <y ou x2 y. En appliquant la
définition de I'ordre, cela se traduit par x ® y e {x,y}.

Le seul autre point nouveau est le suivant: x ® y majore x et y car
(x®y)®x=x0y=(x®y) Yy,
Soit m un majorant commun a x et y.
mMeX®y)=Mmex)®dy=medy=m
Donc m majore x @ y Cette somme est donc bien le plus petit de tous le
majorants de x ety ¢
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1.2 Treillis et treillis complets.

Rappellons qu'un treillis est un ensemble ordonné dans lequel tout couple
(x,y) posséde un plus petit majorant et un plus grand minorant. En d'autres
termes, toute paire {x,y} posséde une borne supérieure et une borne
inférieure. Cela se généralise immédiatement a toute partie finie.

Un treillis est complet si et seulement si toute partie, finie ou infinie,
posséde une borne supérieure et une borne inférieure.

Par convention, la borne inférieure de I'ensemble vide est égale a la borne
supérieure du treillis, et la borne supérieure de I'ensemble vide est la borne
inférieure du treillis. Cette convention signifie que tout élément majore
I'ensemble vide et le minore.

Dans la suite, nous manipulerons essentiellemnt des treillis complets, en
utilisant les opérations "plus petit majorant" et “"plus grand minorant”
Cependant, au contraire de la théorie usuelle des treillis, nous ne
manipulerons jamais simultanément ces opérations. Nous utiliserons le
vocabulaire suivant, qui permet mieux de rendre compte du rdle que joueront
les opérations max et min dans notre théorie:

Vocabulaire et notations:

Soit T un treillis, dans T peuvent étre définies deux lois de composition
internes.
La max-somme de deux éléments x et y
est le plus petit majorant commun a x et y.
La min-somme de deux éléments x et y
est le plus grand minorant commun a x ety

Ces opérations ne seront jamais mélées dans une méme expression, aussi
seront elles toutes deux notées &
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Propriétés 1.2.1:
La max-somme et la min-somme sont commutatives et associatives.

L'élément minimal du treillis T lorsqu'il existe,
est neutre pour la max-somme et absorbant pour la min-somme.

L'élément maximal du treillis T, lorsqu'il existe,
est neutre pour la min-somme et absorbant pour la max-somme.

Il est évident que la max-somme et la min-somme ont des propriétés
strictement équivalentes, il suffit d'inverser I'ordre du treillis pour passer

d'une opération a l'autre. Dans la suite, nous allons toujours privilégier 'une
des opérations. On construit ainsi deux monoides différents.

Rappellons qu'un monoide est un ensemble muni d'une loi de composition
interne associative, pour laquelle I'ensemble posséde un élément neutre.
Pour la max-addition d'un treillis, I'élément neutre est nécessairement
I'élément minimal du treillis. Si celui-ci n'existe pas, il peut toujours étre
"ajouté” De méme, il faut éventuellement ajouter un élément maximal au
treillis pour obtenir I'élément neutre de la min-somme.

L'élément maximal du treillis, s'il existe, est évidemment absorbant pour la

min-somme. Il en va de méme pour I'élément minimal pour la min-somme.
Notations:
Soit T un treillis.

Nous noterons MTC le monoide défini par T muni de la max-addition notée @,
et complété si nécessaire par un élément minimal.

Nous noterons MTD le monoide défini par T muni de la min-addition notée &,
et complété si nécessaire par un élément maximal.
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Dans MTC et MTD, nous noterons ¢ et « les éléments extrémaux, de maniére a
ce que

e soit I'élément neutre pour I'opération @

< soit I'élément absorbant pour l'opération @ lorsqu'il existe.

Les affectations de e et = sont donc inversées entre MTC et MTD, mais ces
notations apportent beaucoup plus d'avantages que de confusions.

Si par bonheur le treillis T est complet, les deux éléments extrémaux
existent toujours. De plus, la max-somme et la min-somme peuvent étre
étendues 2 arties quelconques de T

Vocabulaire et notation:

La max-somme (respectivement la min-somme) des éléments d'une partie P
d'un treillis complet est la borne supérieure de cette partie (respectivement
sa borne inférieure) Par analogie avec la théorie usuelle, la notation
suivante sera utilisée:

SxepX

Cette définition n'est en fait qu'un changement de notation rl rne_su,
(ou la borne inf) d'une partie quelconque. Ce qu'il est important de retenir,
c'est que dans le cas des treillis complets, nous pouvons manipuler des

séries (au sens de la nouvelle addition) ns_no ré er _de leur
convergence.
1.3 Propriétés combinatoires de la max- et de la

Propriété 1.3.1:

Les formules suivantes sont valables dans tout treillis pour les sommes
finies, dans les treillis complets, elles s'appliquent aux sommes
quelconques.

Tie1X®Zic1yi =Zie 1 (®y)

Tic 1 Xi®ZicyX =Ziciy X
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Démonstration:

Tout cela résulte de la propriété suivante d'un treillis: Soit (P;) une famille
de parties finies de P, indicée par un ensemble fini | Alors la borne
supérieure de I'union des P; est la borne supérieure de I'ensemble des x;,
bornes supérieures des P

Si le treillis est complet, le méme énoncé est valable lorsqu'on supprime le
mot "fini" &

Propriété 1.3.2:

Soit T un treillis. Soient {x; se S}et{y; se S} deux familles d'éléments
de T indicées par un ensemble fini S, telles que:
Vse S xs<ys
Alors, pour la max-somme ou la min-somme,
ZsesXs < ZsesYs
et si le treillis est complet, ce résultat reste valable pour S quelconque.

Démonstration:

Il suffit de revenir a la définition des sommes multiples; dans le cas de la
max-somme: Y. gYsest le plus petit majorant de {y;s e S}

Si z majore cet ensemble, pour tout indice s z majore xg et par conséquent z
majore l'ensemble {xss e S} z est donc plus grand que le plus petit
majorant de cet ensemble, or celui-ci est, par définition, égal @ ¥ 4. gx «

Appliquons ce résultat lorsque I'une des familles est constante.
Corollaire 1.3.3:
Soit y un élément de T tel que:

Vse S, xg <y (respectivement xg 2y)

pour la max-somme ou la min-somme:
SocsXs € y (respectivement T X < )
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1.4 Complétion d'un treillis, et convention sur la relation d'ordre:

Jusqu'a présent nous avons distingué les propriétés des treillis et des
treillis complets. Cependant le résultat suivant nous permettra de
considérer que tous les treillis que nous rencontrerons seront complets.
Cela signifie qu'en pratique, on pourra faire_des calculs avec des sommes
infinies sans précautions particuliéres, en particulier sans tenir compte de
notions de convergence. Le résultat d'un tel calcul peut cependant étre
"infini", c'est a dire égal a I'élément maximal du treillis.

Théoréme 1.4.1:

Tout ensemble partiellement ordonné peut étre plongé dans un treillis
complet par une injection conservant l'ordre et les bornes supérieures et
inférieures des parties lorsque ces bornes existent

Le lecteur trouvera la démonstration dans [TREIL1]. Nous donnerons la
démonstration d'un résultat plus puissant dans le chapitre 3: on peut de plus
imposer que ce plongement soit un homomorphisme pour une autre opération
interne, si cette opération est distributive par rapport a la max-somme ou a
la min-somme.

Plusieurs constructions du treillis complet sont possibles, dont I'une est
analogue a la "méthode des coupures” utilisée pour construire le corps des
réels. Il n'est donc pas étonnant que le mot complet, issu de la topologie,
soit utilisé: a tout ordre peut étre associé une topologie canonique, et
celle-ci détermine certaine propriétés des treillis. En pratique, nous
n'aurons pas a utiliser explicitement cette topologie.

Nous avons indiqué que nous privilégierons toujours 'une des opérations, par
exemple la max-somme; il peut alors sembler inutile de requérir I'existence
de la borne inférieure d'une partie quelconque. En fait, celle-ci découle de
I'existence de la borne supérieure. Il n' y a pas de treillis "a moitié complet”,
comme le montre le raisonnement suivant.
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Supposons que toute partie posséde une borne supérieure. Il est toujours
possible de supposer I'existance d'un plus petit élément du treillis. Alors,
toute partie P posséde un ensemble non-vide de minorants, lequel posséde un
plus grand élément x°, qui est donc la borne inférieure de la partie P

D'autre part, nous utiliserons essentiellement des sommes dénombrables; il
serait possible d'introduire des treillis "dénombrablement complets”, mais
cela ne servirait qu'a créer du vocabulaire inutile, puisque notre objet n'est
pas I'étude des treillis.

De plus, il est utile de choisir un "sens" canonique a la relation d'ordre. Nous
adopterons la convention suivante.

Convention:
Soit T un treillis; la relation d'ordre canonique associée au monoide MTC ou

MTD est celle définie par
X 2y si et seulement si x ® y = x

Il ne s'agit donc pas de la méme relation selon qu'on travaille dans MTC ou
MTD.

1.5 F i rOi i et c
Définitions 1.5.1:

Soient T et T' deux treillis, et f une fonction de T dans T'
f est croissante si et seulement si x <y implique f(x) < f(y).

Considérons T et T' sont munis de leurs structures MTC et MT'C
(respectivement MTD et MT'D),

f est max-compatible (respectivement min-compatible) si:

Pour tout couple (x, y) d'éléments de T

fix @ y) = f(x) @ f(y).
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Lorsque T et T' sont des treillis complets, on dira que:
f est max-continue (respectivement min-continue) si,
Pour toute partie P de T
f(sup P) = sup {f(x}, x € P} (respectivement f(inf P) = inf {f(x}, x € P})

Propriété 1.5.2:
Pour toute fonction entre treillis (éventuellement complets)
max-continue = max-compatible = croissante

min-continue = min-compatible = croissante

Les implications réciproques sont faussent dans le cas général.

et

Il est immédiat que toute fonction max-compatible ou min-compatible est
croissante. En effet dans le cas du max

x <y s'écritx @ y = y et par conséquent,

fix @ y) =fly) = f(x) ® f(y) donc f(x) < f(y)

La réciproque est fausse, comme [lindique I'exemple donné par
I'ensemble T = [0,1]2 , muni de l'ordre partiel induit par l'ordre usuel.
Soit f la fonction de T dans T définie par:
f(x,y) = x.y (produit usuel).
f est croissante mais
f(max((0,1),(1,0))) = f(1,1) = 1 = max(f(0,1),f(1,0)) =0

Enfin, toute fonction max-continue (respectivement min-continue) est

évidemment max-compatible (respectivement min-compatible) puisqu'il
suffit d'appliquer la définition au cas des paires d'éléments &
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1.6 Variétés de vocabulaires.

Il est important de remarquer que le fait qu'une fonction f soit
max-continue (respectivement min-continue) se traduit, dans le cas de la
max-somme (respectivement de la min-somme), par I'égalité suivante qui
est valable pour toute partie P éventuellement infinie:

f(Zxe px)=2xep fX)
Cette propriété peut étre interprétée comme une propriété de distributivité.

Selon que l'on se place dans la théorie des treillis, dans la théorie des
automates, ou dans la théorie des semi-anneaux, il existe plusieurs
vocabulaires pour ces définitions. En particulier une fonction..

-croissante est souvent appelée isotone.

-max-compatible est parfois appellée additive, ou distributive.

-max-continue est souvent appellée infiniment-distributive.

Le mot continu, qui est aussi employé en théorie des automates (cf. [LGSF2])
ou cette propriété joue un rdle essentiel, peut étre interprété comme une
référence a la topologie de l'ordre qui est implicite dans un treillis
(cf. [TREIL1])

Par exemple, dans le cas d'une fonction de la droite complétée R U {-c0 , +oo}
(muni de la toplogie usuelle) dans elle-méme, max-continue signifie
continue & gauche et min-continue signifie continue a droite.

Remarquons enfin que la définition usuelle d'un homomorphisme de monoide
suppose que l'image de I'élément neutre est I'élément neutre du monoide
image. Une application max-compatible (ou min-compatible) ne vérifie pas
nécéssairement cette propriété.



Opérations dérivées de la relation d'ordre dans un treilis,

1.7 Propriétés des bijectit L s i et til

Lorsque f est une application croissante et bijective entre deux ensembles
totalement ordonnés, il est connu que f! est croissante; ceci n'est plus vrai
lorsque les ordres sont seulement partiels, comme l'indique le contre
exemple constitué par Z muni de l'ordre suivant:

x <y ssi x <y pour l'ordre usuel et x et y sont de méme parité.
Z sera complété par deux éléments infinis pour obtenir un treillis complet.

L'application identique, de Z muni de cet ordre partiel dans Z muni de son
ordre usuel est croissante et bijective, mais son application réciproque
n'est pas croissante: 1 < 2 pour l'ordre usuel mais pas pour I'ordre partiel.

Notons que la fonction f ainsi définie n'est ni max-compatible ni min
compatible; dans le cas du max 1 ® 2 = +e pour |'ordre partiel mais 1 & 2 =
2 usuellement.

Propriété 1.7.1:

Soient T et T' deux treillis; si f est une bijection max-compatible de MTC
dans MT'C (respectivement min-compatible de MTD dans MT'D), I'application
réciproque f-1 est max-compatible (respectivement min-compatible).

Ce résultat reste vrai lorsque T et T' sont des treillis complets et que I'on
remplace le mot compatible par le mot continu.

Démonstration:

Soient x' et y' deux éléments de T' puisque f est bijective, il existe un
couple unique (x,y) d'éléments de T tel que:

x' = f(x) ety = f(x).
Alors, comme f est max-compatible,

X @y =fx)® fy) = f(x ®y)
Comme f est injective,

X @y)=xa@ys="F(x) @& F(y)

f-1 est donc max-compatible et donc croissante.
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Supposons maintenant f max-continue. Soit P' une partie de T' et y° la borne
supérieure de P'; il existe un unique x° tel que y° = f(x°). On sait déja que f-!
est croissante, et donc né i 1t x° est un majorant de P = 1 (P")

Si x est un autre majorant de P alors f(x) majore f(P) et donc f(x) > y° et
donc comme f- est croissante x = f1(y°) = x° qui est donc bien le plus petit
majorant de P ¢

Une fonction qui est seulement croissante n'est pas nécessairement
max-compatible, et une bijection croissante n'a pas obligatoirement une
bijection réciproque croissante. Cependant un résultat intéressant peut étre
obtenu.

Propriété 1.7.2:

Soit f est une bijection croissante entre treillis, dont la bijection
réciproque f-! est croissante. Alors f et f-! sont max-compatibles, et méme
max-continues si les treillis sont complets.

Démonstration:

Soit P une partie finie, ou quelconque dans le cas d'un treillis complet.

Puisque f est croissante, dans le cas de la max-somme ou de la min-somme:
f(ExepX) 2 Zyepf(x)

En appliquant le résultat & f' on obtient I'inégalité inverse, ce qui donne

I'égalité qui signifie que f et f-! sont max-compatibles ou max-continues ¢

1.8 Quasi-inverse d'une fonction max ou min-continue et application.

Le premier théoréme important que nous allons énoncer est celui qui permet
de construire des quasi-inverses pour les fonctions max-continues ou
min-continues lorsqu'elles ne sont pas bijectives. Nous I'énoncerons avec le
vocabulaire que nous avons introduit, dans le cas de la max-somme.
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Théoréme 1.8.1:

Soient T et T' deux treillis complets munis de leurs structures MTC et MT'C.
Soit f une fonction max-continue de MTC dans MT'C.

Il existe une et une seule fonction notée f- telle que:
fo f > Identité de T
fof < Identidé de T'

Cette fonction f- est min-continue et est définie par la formule:

VxeT, f(x) = Sup{ye T/fy) <x}
De plus:

fofof =f

fofof=»f

Enfin f et f- jouent un réle symétrique, en un sens qui sera précisé dans la
démonstration.

Démonstration:

Construisons & priori la fonction f- de T' dans T*
f(x) = Sup{ye T/fly)<x}

Montrons d'abord qu'elle est min-continue de T' dans T Soit X une partie
quelconque de T' et inf X sa borne inférieure. Par définition de celle-ci:

{ye T/fly)<sinfX}={ye T/¥xe X fly)<x}
or

{yeT/Vxe X, flyysx}=nycx{ye T/fly)<sx}

Comme dans tout treillis complet, le sup de lintersection d'une famille
quelconque de parties est I'inf des sup de ces parties:

Sup {ye T/fly) <infX} =Sup{ye T/Vxe X,fly)<x}

=Sup Ny x{ye T/fly)<x}
= Infex (Sup {y e T/H(y) sx})
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L'égalité des termes extrémes signifie
£ (inf X) = Infyex (£ (x))
c'est a dire que f- est min-continue.

Montrons maintenant les deux inégalités fof > Idyetfof < Idy.  Puisque
f est max-continue, pour tout x de T'

f(f(x)) =Sup {fly)/ye Tetfly)sx}< x
ce qui prouve

fof < Identité de T'

D'autre part, pour tout z dans T il est évident que:
f-(f(z)) =Sup{y/ye Tetfy)<f(z)} 22z

car z appartient au sous-ensemble défini par I'accolade. Cela prouve
fof 2 Identité de T

Montrons maintenant que la fonction f que nous avons construite est la
seule solutions de ces inégalités. Soit g une fonction telle que g of > Id
etfog< ldp

En multipliant ces inégalités par f- on obtient:
go fof > f et fofogs f

En utilisant les inégalités vérifiées par f et f-, on obtient
g2go fof 2 f et g<fofogs< f

ce qui prouve que g = f

En remplagant g par f-on obtient fofo f = f et de maniére analogue on
obtiendrait f o fo f =f

Ce résultat d'unicité implique que f et f- jouent un réle symétrique. Tout ce
qui vient d'étre dit s'applique évidemment lorsqu'on inverse I'ordre du
treillis:  f- est une fonction de T' dans T min-continue, il existe donc une
unique fonction g max-continue de T dans T' telle que:
fog 2 IDretg of <IDp
Notons cette fonction g+ car elle a été construite a partir de I'ordre inverse:
g*ly) =inf{ x e T'/f(x) 2y}
Le résultat d'unicité implique que g* =f ¢
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Remarquons que si une fonction f est a la fois max-continue et
min-continue, elle posséde deux quasi-inverses f- et f+ Celles-ci
coincident si et seulement si f est bijective. En général, comme nous ne
manipulons qu'une relation d'ordre a la fois, nous n'utiliserons qu'une seule
de ces quasi-inverses. Si I'addition dérive du max, nous utiliserons f-

Cette quasi-inverse permet en particulier de résoudre les équations
d'inconnue x, de la forme f(x) = b , lorsque f est max-continue (le résultat se
traduit sans peine en inversant l'ordre a f min-continue) Cela donne le
corollaire suivant.

Corollaire 1.8.2:

Soient T et T' deux treillis complets, f une application max-continue de MTC
dans MT'C , b un élément de T' L'équation f(x) = b posséde une solution si et
seulement si*

f(f-(b)) = b
f-(b) est alors la plus grande solution.

Ce résultat, qui découle de maniére évidente de la définition et des
propriétés de la quasi-inverse est intéressant car, dans le cas d'équations
linéaires  matricielles, il donnera la méthode explicite de résolution* en
effet, f-(b) sera aisément calculable.

1.9 Points fixes de fonctions entre treillis.

De toute la théorie des treillis, le théoréme qui nous sera le plus utile est le
théoréme 1.9.1 sur les points fixes.
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Théoréme 1.9.1:

Soit T un treillis complet et f une fonction croissante de T dans T
L'ensemble des points fixes de f, c'est a dire des solutions de I'équation

f(x) = x
est non-vide, et posséde un plus petit élément (notons le x-) ainsi qu'un plus
grand élément (notons le x+), tels que:

x est le plus petit élément de I'ensemble {x € T, f(x) < x}

x+ est le plus grand élément de I'ensemble {x e T, f(x) > x}.

Démonstration:

L'ensemble {x € T, f(x) < x} posséde un plus grand minorant x-, car le treillis
est complet.

Soit y un élément de {x ¢ T, f(x) < x}. Comme par construction x- <y, nous
avons, du fait de la croissance de f

fx) <fly) <y
et par conséquent, f(x-) est un minorant de {x € T, f(x) < x}. Il est donc plus
petit que le plus grand minorant ce qui donne

f(x) < x-
Appliquons f a cette inégalité:

f(f(x)) < f(x)
f(x") appartient donc a {x € T, f(x) < x}, que minore x-, donc

f(x) 2 x
Nous pouvons donc conclure I'égalité entre f(x-) et x- En inversant I'ordre, on
montre l'existence de x*, point fixe qui est le plus grand élément de {x e T,
f(x) > x}.

Tout point fixe x° appartient & {x e T f(x) < x} et {x e T, f(x) 2 x} et vérifie

par conséquent x- < x° < x* Remarquons cependant que tous les éléments
vérifiant x- < x° < x* ne sont pas nécessairement des points fixes «
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1.10 Opération étoile.

Lorsqu'il faut résoudre une équation de la forme:

x=f(x) @y
il est tentant d'écrire, en procédant par récurrence:

x = fn(x) ® fn-1(y) @ f-2(y) ... ®fly) @y
et de faire tendre lindice n vers +eo. On définit ainsi une série pour laquelle
il n'y a pas de probleme de convergence, si I'addition est associée au max ou
au min d'un treillis complet.

Cependant, la condition "f croissante” qui suffit pour assurer I'existence
d'une solution a I'équation implicite (théoréme de point fixe appliqué a la
fonction croissante f(.) @ y) , ne suffit malheureusement pas si on veut
identifier a une solutionde I'équation la somme de la série

Y © f(y) ® R(y) @ .ooooo... ® f(y).....
pour laquelle nous utiliserons la notation de KLEENE

Fy) =¥ @ Zazy f2y) = Znzo N(y)

Le théoréme de point fixe s'applique dés qu'une fonction est croissante, il
est donc inutile de privilégier I'une des opérations max ou min. En
introduisant la notation ci-dessus, on a implicitement privilégié I'une des
opérations: selon le sens donné a ® . f* prend des valeurs différentes.

Cette série f* est toujours définie, pour toute fonction d'un treillis complet
dans lui méme. On peut alors lidentifier a un point fixe, lorsque f satisfait
une propriété de continuité. Enongons le théoréme dans le cas de la
max-somme.

Théoréme 1.10.1:

Soit T un treillis complet muni de sa structure MTC, et f une fonction

max-continue de T dans T Pour tout élément y de T, I'équation d'inconnue x:
x=fx) @y

admet comme plus petite solution x = f*(y).

Dans le cas ou y = €, on obtient ainsi le point fixe minimal de f.
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Démonstration:

La fonction qui & x associe f(x) @ y est croissante. Elle posséde donc un
point fixe minimal x-

Il est immédiat que:
x- 2 f(x) @ f-1(y) @ fn-2(y) ... @ fly) @y

En particulier, cela implique pour tout n,
x 2 (y)

Par définition de f*(y), qui est la borne supérieure des fn (y)
x = f'(y)

D'autre part, puisque f est max-continue,
f(f'(y)) @ y =y ® (Zna0 I°(Y)) =y @ Zpno 7+ (y) = F(y)
donc f*(y) est une solution de [I'équation implicite.

f*(y) est donc la plus petite solution de cette équation &

1.11 Conclusion.

Nous avons introduit une seule notation pour la max-somme et la
min-somme, parce qu'au contraire de la théorie des treillis, nous ne nous
intéresserons pas aux propriétés conjointes de ces opérations. Nous allons
introduire une nouvelle opération qui jouera le réle du produit. Pour
introduire celle-ci, deux choix sont possibles: introduire une opération
interne, ce qui définit un dioide, structure analogue a un anneau, ou
introduire une opération externe, ce qui définit un moduloide, structure
analogue a un espace vectoriel. Il est évident qu'une opération externe
suppose la donnée préalable d'une structure algébrique sur les "scalaires",
aussi est-il naturel d'étudier d'abord les dioides.
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Chapitre 2
Dioides, approche combinatoire.

Dans ce chapitre, nous allons étudier des opérations du point de vue
purement combinatoire. Il n'y aura aucun théoréme difficile, le but de ce
chapitre est plutét de montrer qu'un certain nombre d'objets, matrices et
séries, peuvent étre définis formellement. Ces constructions formelles et
combinatoires sont particulierérement développées dans des ouvrages tels
que [LGSF2]. Notre but est simplement d'introduire les concepts et notations
qui nous seront utiles dans la théorie des systémes & événements discrets.

2.1 Monoides et dioides.

Un monoide est un ensemble muni d'une loi de composition interne
associative, pour laquelle il existe un élément neutre. Si cet ensemble peut
étre muni d'une autre opération interne, il peut devenir un dioide, a condition
de satisfaire & des propriétés combinatoires suffisantes pour que le calcul
soit possible et agréable. Nous adopterons la définition suivante.

Définition 2.2.1:

Un dioide est un triplet (D, v, #) constitué de:
un ensemble D contenant deux éléments ¢ et e,
une loi de composition interne v associative et commutative,
une loi de composition interne ¢ associative,

tels que:
+ est distributive par rapport @ v a droite et a gauche,
¢ est élément neutre pour la loi v et absorbant pour la loi «,
e est élément neutre pour la loi «

Ce dioide est commutatif si la loi ¢ est commutative.
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Cette structure algébrique est souvent appelée semi-anneau, mais de
nombreux auteurs préférent réserver le terme de semi-anneau pour les
dioides dont la loi v est symétrisable. C'est le cas de (R+,+,x) qui est le
dioide qui intervient dans la réalisation des chaines de Markov. D'autres
auteurs utilisent le terme de dioide dans le cas particulier ou la premiére
addition vérifie une proprité d'idempotence, ce qui signifie, comme nous
I'avons vu au chapitre 1, qu'elle est dérivée d'une relation d'ordre.

Remarquons que e est nécéssairement l'unique élément neutre pour « ete
I'unique élément neutre pour v (un élément neutre est toujours unique). Si la
premiére opération v n'est pas symétrisable, les propriétés combinatoires
des opérations n'impliquent pas que I'élément neutre e soit absorbant pour
I'opération « cependant cette propriété est essentielle pour le calcul
matriciel et nous I'imposons parmi les axiomes des dioides. Dans la
littérature des semi-anneaux, par exemple [LGSF2] ,(l'usage est d'imposer que
e et e soient distincts. Cela ne nous parait pas utile, car si ¢ est absorbant
et égal a e, le dioide est trivial' c'est un singleton. En effet, pour tout
élément x on a alors:
=Xe=Xe=€=¢€

Exemples:

Tous les anneaux et corps sont évidemment des dioides.

Autres exemples:
(R*, + x) qui est un semi-anneau,
(N, +, x) qui est aussi un semi-anneau,
(R U {—c0,+e0}, max, min)
(R U {—co,4e0}, min, max)
(R U {-<}, max, +)
(R U {+e}, min, +)
(Z U {—eo}, max, +)
(Z U {+e0}, min +)
etc.

La plupart de ces dioides ont été étudiés, parce qu'ils apparaissent comme
I'algébre naturelle pour traiter certains problémes de théorie des graphes.
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Pour avoir un apergu des applications de ces différents dioides, le lecteur
pourra consulter les ouvrages [GRAPH1] [GRAPH3] et [GRAPH4].

Les propriétés des dioides peuvent étre trés différentes. Cependant, tout
théoréme, en particulier portant sur les matrices, dont la _démonstration est
niguement combinatoire, peut étre traduit dans tout dioide. [DISMA4] donne

une liste de théorémes de ce type pour le calcul matriciel.

2.2 Sous-dioides et homorphismes de dioides.

Il est possible de construire toute une théorie des sous-dioides, relations
d'équivalence compatibles avec un dioide, dioides quotients, etc. Contentons
nous de précisier notre définition des sous-dioides et des homomorphismes
de dioides

Vocabulaire:

Soient (D, v, #) et (D', v, ¢) deux dioides dont les éléments neutres pour les
opérations v et ¢ sont notés respectivement ¢ eete', €'

Une application de D dans D' est un homomorphisme de dioides, si et
seulement si

f(e) = ¢ fle) = e'

V(xy) e D2 fix wy) =f(x) v f(y)

v(x,y) e D2 fix o y) =1f(x) « fly)

Si cette application est bijective, c'est un isomorphisme.
Une partie D° de D définit un sous-dioide de D si et seulement si*

(D°, v, #) est un dioide
et l'injection de D° dans D est un homomorphisme de dioide.
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2.3 Conventions de notation.

Compte tenu du réle combinatoire des opérations w et o , il est plus
commode d'utiliser les abus de notations suivants, qui permettent de mieux
rendre compte de l'analogie entre le calcul dans les dioides et le calcul
usuel. Dorénavant

-la loi » sera appelée addition ou somme du dioide et notée @,
-la loi # sera appelée multiplication ou produit du dioide

et notée multiplicativement;
-les sommes multiples seront notées a l'aide du symbole ¥,
-les produits multiples seront notés a l'aide du sympbole I1

Dans les indices de sommations et les produits multiples, ainsi que dans les
exposants, les regles de calcul seront les régles usuelles, sauf mention
explicite du contraire.

De plus, lorsqu'aucune confusion n'est possible, le dioide (D, v, ) sera
simplement désigné par le symbole D représentant ses éléments. Cependant,
lorsqu'il nous arrivera de manipuler un méme ensemble muni de deux
structures différentes, nous aurons a introduire des notations ad hoc pour
distinguer ces structures, comme c'est le cas pour un treilis T que I'on peut
munir de deux structures de monoides, MTC et MTD.

2.4 Dioide des endomorphismes d'un monoide.

Beaucoup d'ensembles ne sont munis a priori que d'une structure de monoide.
Il 'y a cependant toujours un dioide a étudier dans ce cas. le dioide des
homorphismes du monoide dans Iui méme (endomorphismes).

La somme de deux homomorphismes est définie de maniére évidente par-
(h @ h)(x) = h(x) ® h'(x)

Il existe alors un produit naturel sur les homomorphismes, la composition.
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Propriété 2.4.1:

Les endomorphismes d'un monoide, munis de I'addition induite par celle du
dioide et de la composition des endomorphismes, constituent un dioide.

Démonstration:

Le seul point qui nécéssite d'étre montré est la distributivité du produit par
rapport a [l'addition. C'est justement pour obtenir cette propriété qu'il faut
se restreindre aux homomorphismes et non aux fonctions quelconques. La
condition de distributivité se vérifie alors immédiatement:

f.(g @ h)(x) = f(g(x) ® h(x)) = f.g(x) & f.h(x)

En prenant h égal a lidentité, qui appartient nécéssairement au dioide
puisque c'est son élément neutre pour le produit, on montre qu'il est bien
nécéssaire que f soit un homomorphisme «

Le monoide initial pouvait aussi étre un dioide D. L'ensemble des opérateurs
qui sont des homorphismes du dioide, constitue évidemment un sous dioide
du précédent. D'autre part, tout élément A d'un dioide peut étre identifié a
I'homomorphisme de dioide

X -> A.x
ou étre identifié a I'homomorphisme:

X -> XA
Cela définit deux sous-dioides d'homomorphismes, qui par analogie avec la
théorie des groupes, peuvent étre qualifiés d"internes"

2.5 Construction de dioides complexes.

A partir d'un dioide, de nombreux autres dioides peuvent étre définis, dont
nous allons donner des exemples qui nous serviront par la suite.
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Propriété et définition 2.5.1:

Soit D un dioide. Sur D2 les opérations suivantes définissent une structure
de dioide:

(xy) ® (xy) = (x®@x',y®y)

(y) Ky)=(x VO y) (x ¥)o(y x)
et

I'élément neutre pour la loi @ est (g,e)

et I'élément neutre pour la loi est (e, €)

D peut étre identifié au sous-dioide des éléments de D2 de la forme (X, &)
Propriété et définition 2.5.2:

Soient D un dioide et S un ensemble quelconque, L'ensemble DS des fonctions
de S a valeurs dans D, est muni d'une structure canonique de dioide par les
opérations suivantes. Pour tout couple de fonctions (f,g) et tout élément x
de S:

(fe g =f(x) ® g(x)

(f 9)(x) = f(x) g(x)
L'élément neutre pour la loi @ est défini comme la fonction ¢ telle que:

VX, eXx)=¢e
L'élément neutre pour la loi est défini comme la fonction e telle que:
VX ex) =e

2.6 Calcul matriciel dans les dioides.

Les propriétés combinatoires requises pour les dioides ont été choisies en
particulier pour permettre un calcul matriciel Ainsi se construisent
d'autres dioides, les ensembles de matrices carrées de dimension donnée.

Notation:

Soit D un dioide, L'ensemble des matrices a coefficients dans D, comportant
p lignes et g colonnes sera noté M (D)
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Définition 2.6.1:

Soit D, un dioide, et deux matrices:
A matrice pXn de terme générique A,
B matrice pXn de terme générique B,;

La somme A @ B est la matrice C de taille (p,n) et de terme générique:
C"J =A;® B

Remarquons qu'il existe dans les ouvrages tels que [LGSF2] des définitions
encore plus générales du concept de matrice, notemment avec des ensembles
I et j non finis.

Définition 2.6.2:

Soit D un dioide, et deux matrices:
A matrice pXn de terme générique A,;
B matrice nXq de terme générique B,

Le produit A.B est la matrice C de taille (p,q) et de terme générique:
Cij= Zk=1..nAik-Bu

L'abus de notations consistant & noter de la méme maniére les opérations
sur les scalaires et sur les matrices est justifié, comme en algébre usuelle,
par le fait que le dioide s'identifie a I'ensemble des matrices 1X1

Propritété 2.6.3:
L'ensemble des matrices carrées a n et lignes et colonnes, a coefficients
dans un dioide D, muni des opérations définies en 2.6.2, est un dioide qui

sera noté M, (D).

L'élément neutre pour la loi @ est la matrice dont tous les coefficients
valent ¢ , laquelle sera aussi notée e.
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L'élément neutre pour la loi est la matrice dont tous les coefficients
valent ¢ , sauf ceux de la diagonale qui valent e Cette matrice sera notée e,
ou E lorsqu'il est utile de la distinguer du scalaire e.

Le dioide D peut lui-méme étre un dioide complexe. Il est ainsi possible de
définir des matrices ayant pour coefficients des matrices carrées. Il est
aisé de vérifier que la donnée d'une matrice pXq, a coefficients dans
I'ensemble des matrices carrées de dimension n, est équivalente a la donnée
d'une matrice pnXgn Ce résultat est implicitement utilisé lorsqu'on
manipule des matrices "par blocs"

2.7 Interprétation graphique des matrices carrées.

Comme nous l'avons indiqué, les dioides ont d'abord été étudiés parce qu'ils
apparaissent naturellement pour traiter certains problémes de théorie des
graphes. Le lecteur pourra consulter [DISMA1] et [GRAPH4] pour voir quels
dioides sont adaptés a quels problémes. Rappelons brievement comment un
graphe peut étre associé a une matrice carrée, ainsi que quelques
définitions utiles.

Considérons une matrice carrée M de dimension nXn On lui associe un
graphe orienté et valué comportant n sommets, que nous numéroterons 1 a n.

Pour tout couple d'indices (i,j), on définit un arc reliant le sommet i au
sommet | et valué par le coefficient M, de la matrice. Selon le cas, on peut
considérer qu'il y a effectivement n2 arcs, y compris ceux valués par e, ou
que ces derniers sont "manquants”

La longueur d'un chemin est le nombre d'arcs qui le constituent (selon la
convention choisie, cela peut inclure des arcs valués par €). Le poids d'un
chemin est le produit, au sens du dioide, des valuations des arcs qui le
constituent.
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Si un chemin est valué par ¢, qui par définition est absorbant pour le produit,
sont poids sera e Il est donc cohérent de considérer que ce chemin n'existe
pas, si on a choisi cette convention pour les arcs valués par . Dans ce cas,
un graphe, et par extension une matrice carrée, sera dit connexe si entre
tout couple de sommets il existe un chemin. Il sera dit fortement connexe si
pour tout couple de sommets, il existe un cycle du graphe passant par ces
sommets. L'ensemble des sommets peut étre découpé en composantes
fortement connexes, qui forment une partition du graphe et a laquelle est
associée une forme bloc-diagonale de la matrice, € jouant le réle du zero.

2.8 Séries formelles dans les dioides

Un autre cas important de dioide complexe, construit a partir d'un dioide
simple est celui des séries formelles, qui peuvent étre définies comme des
fonctions du monoide libre engendré par un alphabet fini, a valeur dans un
dioide. Cependant, le produit des séries n'est pas celui défini dans la
structure canonique de dioide de I'ensemble des fonctions.

Rappelons que le monoide libre I'* engendré par un ensemble fini de
caractéres, ou alphabet I', est I'ensemble de toutes les chaines finies de

caractéres de cet alphabet. La concaténation des chaines de caractéres
définit le produit de ce monoide, pour lequel la chaine vide est élément
neutre et est donc notée e.

Définition 2.8.1:

Soit T un alphabet fini, soit I'* le monoide libre engendré par I', et D un
dioide. Le dioide des séries formelles a variables dans ' et a coefficients
dans D, noté D<< I'>>, est 'ensemble des fonctions de I'* dans D muni des
opérations suivantes:
-"Somme" de deux séries formelles:
(S@®T) (0) =S (0) ® T(w) pour tout @ e T*
-"Produit" de deux séries formelles:
(S M(w)=Lu-0SN) T)
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On peut identifier tout élément A de D a la série dont tous les coefficients
valent e, sauf le coefficient de la chaine vide qui vaut A En particulier, e
désigne bien I'élément neutre du produit pour le dioides et pour celui des
séries et e I'élément neutre de I'addition pour les séries et les scalaires.

Ceci permet d'identifier a la série ¢ tous les termes d'une série dont les
coefficients valent e. Il est ainsi cohérent de les omettre dans I'écriture
explicite de la série. De plus I'écriture ¥ S(w).w peut étre interprétée comme
la représentation de la série S, ou comme une véritable somme d'une_famille
de série S(w).0

Si le dioide est l'algébre de Boole, on obtient un sous-langage du langage I'*
un mot de I'* appartient a ce sous-langage si et seulement si son coefficient
est 1 Pour une étude des séries formelles et de leurs langages, le lecteur
pourra consulter l'ouvrage de J.BERSTEL et C.REUTENAUER [LGSF4].

Cette définition s'applique aux séries en variables "non-commutatives” Pour
les variables commutatives, une autre définition est nécessaire.

Définition 2.8.2:

Soit I' un alphabet fini. N est I'ensemble des fonctions de I' dans N,
ensemble des entiers naturels L'ensemble des séries formelles a
coefficients dans un dioide D et a variables commutatives dans I' est noté
D<<I';>> et est défini comme I'ensemble des fonctions de NF'dans D, muni
des opérations suivantes:

(S® M) = S(f) & T(f)

(8.T) (1) = Zgsgx) + hx) = fx) vx e  S(9).T(h)

addition usuelle.

Cette définition peut sembler complexe, mais pour la comprendre, il suffit
de voir qu'un monéme en variables commutatives est une fonction, qui a
chaque lettre de cet alphabet associe le nombre d'occurences de cette lettre
dans le monéme. A chacune de ces fonctions, il faut associer un coefficient
dans D, pour définir une série. Le produit de deux mondémes est obtenu en
additionnant les valeurs des occurences de chaque lettre, d'ou la définition
du produit des séries dans le cas commutatif.

2- 10
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Sauf dans le cas d'une variable formelle unique, les séries en variables
commutatives ne constituent pas un_sous-dioide du dioides des séries en
variables non-commutatives, dans le méme alphabet. Les propriétés de ces
deux ensembles sont d'ailleurs trés différentes. Les séries formelles en
variables non-commutatives sont beaucoup plus utilisées, et possédent des
propriétés plus intéressantes, sur lesquelles nous reviendrons
ultérieurement.

Définition 2.8.3:

Une série formelle de D<<I'>> ou de D<<I';>> est un polyndme si et seulement
si les coefficients différents de e sont en nombre fini.

Nous utiliserons au sens usuel les notions de valuation, degré et degré
partiel par rapport a une variable, le role du zero etant bien sir joué par e
Le support d'une série sera, par analogie avec l'algébre usuelle, I'ensemble
des monémes dont les coefficients sont distincts de e. Un polynéme est alors
une série dont le support est fini.

De plus, il faut encore distinguer les polynémes formels des fonctions
polynémes, car en général, ce ne sont pas des ensembles isomorphes, au
contraire du cas usuel Donnons encore la définition des fonctions
polynémes. Celles-ci seront utiles lorsqu'on manipulera des paramétres, car
une expression contenant un paramétre est a considérer comme une fonction
de ce paramétre.

Définition 2.8.4:
Soit ' un alphabet, et D un dioide. D" I'ensemble des fonctions de I" & valeurs
dans D est muni de sa structure canonique de dioide. D est identifié au

sous-dioide de D' des fonctions constantes.

Une fonction monéme de degré 1 est une fonction de I' dans D qui associe la
valeur € a tous les caractéres, sauf un

2- 11



Dioides, approche combinatoire

Le dioide des fonctions polyndmes est le plus petit sous-dioide de DI,
contenant les fonctions monémes de degré 1 et le dicide D. Ce dioide sera
noté D(I')

En imbriquant ces définitions, on peut construire des structures de plus en
plus complexes. L'exemple suivant apparaitra lorsque nous aurons a
manipuler des séries formelles dont les coefficients seront des matrices,
qui dépendront de parametres:

Soit D un dioide, I' et K deux alphabets:

D[K] est le dioide des fonctions polynomes a coefficients dans K

M,(D[K]) est le dioide des matrices carrées (n,n) a coefficients dans D[K].
M, (D[K])<<I'>> est le dioide des séries formelles a coefficients dans M,(D[K])
D[K]<<I'>> est le dioide des séries formelles a coefficients dans D[K].

M, (D[K]<<I'>>) est le dioide des matrices (n,n) a coefficients dans D[K]<<I'>>.

M, (D[K])<<I'>> et M (D[K]<<I'>>) sont isomorphes.

2.9 Anneaux et dioides ordonnés.

Les anneaux constituent une classe importante de dioides, qui a été
abondament étudiée. Rappelons que I'on peut construire un anneau a partir de
tout dioide dont I'addition est réguliere (symétrisable). On considére alors
D2, muni de la structure de dioide que nous avons définie précédemment, que
I'on munit de la relation binaire:

xy)=(@2) oxot=z0y

Si l'opération ® est réguliere, alors cette relation est une relation
d'équivalence compatible avec le produit, et I'ensemble des classes
d'équivalence est un anneau.

Nous allons montrer qu'une autre structure peut étre construite a partir d'un
dioide quelconque, qui est intéressante si I'addition n'est pas symétrisable.
Définissons une relation binaire sur le dioide D par-

x2ye3ze D, x=y®z
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Il est aisé de vérifier que c'est une relation de préordre, qui est compatible
avec le produit du dioide, c'est a dire:

x2y=>Vie D Axzhy
Il suffit en effet d'écrire:

AX=hy®ArZ

Alors, on définit une relation d'équivalence sur D par*

x=ye xzyety>x.
Et la relation de préordre induit une relation d'ordre sur les classes
d'équivalence.

Il est aisé de vérifier que les classes d'équivalence de x ® y et de x.y ne
dépendent pas des représentants x et y, mais seulement de leurs classes. De
plus les propriétés combinatoires des opérations se retrouvent évidemment
pour les opérations sur les classes d'équivalence

Théoréme 2.9.1:
Soit (D,®,.) un dioide. Les classes d'équivalence pour la relation

x=yeo3I(zt)e D2 tg x=y@®z ety=x®t
sont un dioide pour les opération induites par celles de D.

La relation de préordre définie sur D par
x2ye3Jze D tg x=y®z
induit une relation d'ordre sur les classes déquivalence.

Si les classes d'équivalence sont stables pour la loi @, alors la somme de
deux classes est le plus petit majorant commun de ces classes.

Démonstration:

La vérification des propriétés combinatoires des opération est immédiate,
grace a un jeu de représentants. Il reste a prouver que la somme de deux
classes est le plus petit majorant de ces classes pour l'ordre induit. Il
suffit d'appliquer la proposition 2 du chapitre 1, et de vérifier que pour
toute classe d'équivalence X, X @ X = X. Ceci est vrai dés que I'on suppose que
les classes d'équivalence sont stables pour la loi ®

2- 13
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Remarque:

Dés qu'il existe un x tel que € = e @ x, les classes de e et ¢ sont identiques.
Dans ce cas le dioide quotient est trivial: il ne contient qu'un seul élément.
C'est en particulier le cas, lorsqu'on part d'un dioide qui est déja un anneau.

D'autre part, si l'addition du dioide est symétrisable, seule la classe de ¢
peut étre stable pour l'addition En effet, la stabilit¢ de toute classe
implique que pour tout x

X® X=X

il existe donc un élément z tel que
X=X®x®z

et par conséquent si l'addition est symétrisable
e=Xx®2z

Ce qui signifie x = ¢

Cette construction est donc en général sans intérét, sauf dans le cas ou
aucun élément n'a de symétrique pour l'addition, ce qui est justement le cas
pour des additions dérivées d'un ordre, qui nous intéressent ici

2.10 Exemple qui est presque un dioide.

Donnons un exemple qui n'est pas un dioide, parce que I'élément e n'est pas
absorbant pour le produit. Cet ensemble a pourtant toutes les autres
propriétés requises.

Considérons I'ensemble des entiers naturels supérieurs ou égaux a 1, muni
de la relation d'ordre:
x <y ssi x divise y.

A cette relation d'ordre, nous associons comme au chapitre 1 une
max-somme. lci
X ® y = ppem(x,y)
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Pour obtenir un treillis complet, nous complétons cet ensemble par un
élément maximal e dont nous conviendrons qu'il est divisible par tous les
éléments.

Le produit usuel, avec la régle x..o = x pour tout x, est compatible avec cet
ordre mais dans ce cas, € =e =1; e ne peut donc pas étre absorbant pour le
produit.

L'un des inconvéniants qui résulte de I'égalité ¢ = e est I'absence d'élément
neutre pour le produit des matrices. Non seulement la construction usuelle
de la matrice diagonale n'est pas possible, mais aucune matrice ne peut
jouer le réle d'élément neutre pour le produit, comme nous allons le prouver
dnas le cas des matrices 2X2.

Les coefficients (x,y,z,t) d'un hypothétique élément neutre devraient pour
tout couple (a,b) étre solution du sytéeme:

Or ces relations impliquent que a divise b et b divise a, ce qui n'est le cas
que si a=b.

2.11 Conclusion.

Un dioide a les propriétés combinatoires requises pour définir le calcul
matriciel, les séries formelles, les fonctions polynémes, ce qui permet la
construction d'autres dioides.

Il existe deux classes de dioides qui semblent particulierement
intéressants, les anneaux et les dioides dont I'addition dérive d'une relation
d'ordre. Ces deux cas semblent étre des "extrémes opposés”, en ce sens qu'ils
s'excluent mutuellement. Les anneaux ont déja été abondemment étudiés.
Nous allons nous intéresser aux dioides ordonnés.

2- 15
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Chapitre 3
Etude des dioides ordonnés.

Nous allons maintenant établir le lien entre les 2 chapitres précédents, en
considérant un dioide dont |'addition dérive d'une relation d'ordre. Ce
chapitre consiste essentiellement en I'énoncé de résultats supplémentaires,
obtenus en appliquant les théorémes de la partie consacrée aux treillis, et
en les formulant de maniére combinatoire dans le but d'obtenir des régles de
calcul commodes. R. Cunnighame-Green propose dans son ouvrage [MINMA2]
une étude exhaustive des dioides ordonnés.

3.1 Introduction aux dioides ordonnés.

Dans un dioide dont I'addition est !la max-somme d'un treillis, la
distributivité de la multiplication du dioide est équivalente a la
compatibilité de cette opération avec la relation d'ordre.

Rappelons que si un ensemble S est muni d'une relation d'ordre et d'une loi de
composition interne e cette loi est compatible avec la relation d'ordre si et
seulement si, pour tous a, b, ¢ de S:

azb= ceazceb etasec=2bec

Théoréme et définition 3.1.1:

Soit T un treillis possédant un élément minimal ¢ Soient ® la max-somme
de ce treillis et ¢ une loi de composition interne sur T (T, ®, ¢) est un
dioide si et seulement si les 4 conditions sont vérifiées:

-+ est associative;

-+ posséde un élément neutre e;

-+ est compatible avec la relation d'ordre dont dérive @,

-I'élément & est absorbant pour la loi
(T @, +) est alors appelé un dioide ordonné
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Cet énoncé reste vrai lorsque @ est la min-somme d'un treillis dont e est
I'élément maximal.

Démonstration:

Compte tenu de ce qui a été montré au chapitre 1, il suffit de prouver que la
distributivité de la loi ¢ équivaut a sa compatibilité avec l'ordre du treillis.
Par définition

a >b équivaut a a ® b = a dans le cas de la max-addition.
Alors

cla®b)=ca®cb=ca
donc

caxcb
et le méme raisonnement s'applique pour la multiplication a droite par ¢ ce
qui prouve cette compatibilité «

Dorénavant nous noterons multiplicativement ['opération «, suivant la
convention adoptée pour les dioides. Lorsque I'addition du dioide dérive d'une
relation d'ordre, tout élément est idempotent pour cette addition, et
réciproquement, aussi les dioides ordonnés peuvent aussi étre appelés
dioides idempotents. Le terme qui conviendrait le mieux est bien sir anglais:

"lattice-ordered-semigri

L'étude des ces structures, ainsi que des "lattice-ordered-groups" est
abordée dans les derniers chapitres de [TREIL1].

3.2 Reégles de calcul utiles dans les dioides ordonnés.
Propriétés 3.2.1:

Dans tout dioide dont I'addition dérive d'une relation d'ordre:
va a®a=a
axzb = Vc,a®czad®b
azb = Vc,ac2bc etcazch
azb = vne N anzbn
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Démonstration:

La premiére et la seconde implication ont déja été montrées, elles
traduisent respectivement I'associativit¢ du max et la compatibilité du
produit avec l'ordre associé a la somme. Le dernier point résulte du fait que
a>b équivautaa=(a®b) Enélevant (a ®b) a la puissance n, on obtient un
polyndme en a et b qui contient le monéme b" et par conséquent le majore

Il faut se garder de généraliser les inégalités précédentes en inégalités
strictes

Proposition 3.2.2:

Soit D un dioide dont I'addition dérive d'une relation d'ordre. Alors dans tous
les dioides construits & partir de D comme dans le chapitre 2, |'addition
dérive d'une relation d'ordre et le produit est compatible avec cette relation
d'ordre. Il s'agit en particulier

-des matrices carrées a coefficients dans D;

-des séries formelles en variables commutatives ou

non-commutatives, a coefficients dans D;
-des fonctions & valeur dans D.

Démonstration:

Puisqu'on sait déja que l'on obtient des dioides, il suffit de vérifier que
I'addition vérifie x ® x = x La relation

xX2zyssix®y=x
définit alors une relation d'ordre canonique avec laquelle le produit est
compatible

Dans le cas des matrices et des séries formelles, c'est l'ordre partiel
associé a l'ordre sur les coefficients. Dans le cas des fonctions
fzgssi vV xf(x)2g(x)
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3.3 Inversion de ['ordre.

Dans le chapitre 1, nous avons considéré des treillis qui peuvent étre munis
de max-somme ou de min-somme, car une relation d'ordre peut étre
"inversée" pour échanger les significations de min et max.

La compatibilité du produit avec la relation d'ordre est indépendante du sens
que l'on donne a celle-ci. Par conséquent, un méme ensemble peut
éventuellement étre muni d'une autre structure de dioide ordonné, obtenue
en changeant la max-addition en min-addition. Ces deux dioides qui sont
batis sur le méme ensemble sont parfois isomorphes. Malheureusement il
est possible qu'en inversant l'ordre, on ne construise pas un dioide. C'est le
cas pour |'algébre de Boole. Si on ordonne 0 < 1 alors e = 0 et e = 1, c'est un
dioide. Si on ordonne 1 < 0, alors e =1 = e ce n'est plus un dioide pour la
définition que nous avons adoptée et I'élément e n'est méme pas absorbant
pour le produit.

3.4 Equations et simplifications dans les dioides ordonnés.

La propriété d'idempotence de la max-addition dans un treillis est la cause
de la plupart des difficultés algébriques et en particulier du fait que
l'opération @ n'est pas symétrisable: & partir d'une équation en x de la forme:
ax®b=cx@®d
il est impossible de se ramener a une équation de la forme
(a-c).x = d-b

Considérons la simple équation d'inconnue x

x®a=b
s'il y a une solution, nécéssairement a est inférieur ou égal a b Si c'est le
cas, x=b est évidemment solution. Par conséquent, cette équation a une
solution si et seulement si a < b.

Serait-il possible d'étendre le dioide pour que toutes les équations de cette
forme aient une solution?
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Cela reviendrait a symétriser l'opération, ce qui est impossible car une
opération est symétrisable si et seulement si elle est réguliere, ce qui
signifie

V(abc) a®c=a®b =c=b
Lorsque la loi ® dérive d'une relation d'ordre dans un treillis, pour tout
couple (c,b) il suffit de prendre pour a un majorant commun a ¢ et b pour
construire un contre exemple.

De méme, Il est inutile de définir formellement le signe "moins", de la
maniére suivante: écrire "a-b" signifie "formellement” que dans toute
égalité, b "se trouve ajouté dans l'autre membre"

Pour définir un tel calcul, la moindre des choses est de définir I'égalité
entre deux objets et la régle précédente conduit alors a la définition
a-b cdeoa®c=bdc
pour laquelle la relation "=" n'est pas une relation d'équivalence, parce
qu'elle n'est pas transitive:
e-e "="ee et ee"="

e-g, mais e-e "z" e-¢
Une autre construction peut étre utile lorsque, dans un calcul, il faut
distinguer pour des raisons combinatoires, des termes qui "devraient avoir
un signe différent” sur D2, on définit deux lois internes, notées de la méme
maniére que les lois de D dont elles dérivent:

(a,b)®(c,d)=(a®c,b®d)

(a,b)lc d)=(ac®bd ad® bc)

D2 muni de ces lois est un dioide, que nous utiliserons dans I'étude du
bidéterminant d'une matrice et dans la démonstration du théoréme de
Cayley-Hamilton Malheureusement, comme on devait s'y attendre, la
résolution des équations n'a pas progressé par cette construction car tout
élément_est toujours idempotent pour l'addition dans D2 et celle-ci n'est
toujours pas symétrisable.

Il existe cependant d'autres simplifications dans les calculs qui résultent
de la relation d'ordre, la plus simple d'entre elles étant die a I'idempotence:
a®a®b=a@®b
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plus généralement, si on sait que a 2 b,
a®db®c=adc

Pour conclure ce paragraphe, nous allons donner quelques régles de calcul
valables dans le cas d'un dioide ordonné commutatif.

Propriété 3.4.1:

La formule du binéme dans un dioide commutatif dont I'addition dérive d'une
relation d'ordre est:

(a® b)n = Epz‘ . an bnp
si le dioide est totalement ordonné

(a®b)n=an® bn

Démonstration:

La premiére formule s'obtient directement en développant la puissance n de
(a @ b) et en tenant compte de l'idempotence des éléments pour I'addition du
dioide. Les coefficients du triangle de PASCAL (on ne peut plus les appeller
coefficients du bindme puisqu'il n'y sont plus) n'apparaissent donc pas.

Dans le cas de l'ordre total, supposons a < b Alors pour tout g, a3 < ba et par
conséquent b9 .ad < bn-a ba = b" ce qui prouve que les termes médians sont
majorés par la somme des termes extremes. On a donc

Sp-t.n @" D™ <b"=(a® b)
CQFD«

Dans les dioides ordonnés, on peut toujours ajouter a un membre d'une
égalité un terme dont on sait qu'il est majoré par un autre terme
apparaissant dans cette égalité. C'est la réciproque de la régle de
simplification que nous avons vue.

En_fait, toute éqalité dans les dioides ordonnés peut s'écrire de multiples
maniéres, ce qui est une source de difficultés.
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Lorsque ces égalités sont écrites a l'aide de parameétres, c'est & dire de
variables représentant un élément quelconque (et non de variables formelles
au sens du calcul formel), il_faut interpréter ces formules comme des

éqalités entre fonctions de ces variables.

Si le dioide n'est pas commutatif, il n'y a pas de formule du binéme plus
simple que I'énumération de tous les termes qui apparaissent.

3.5 Premier exemple: l'algébre de Boole.

L'algébre de Boole est un dioide ordonné, pour la relation d'ordre 0 < 1, dans
lequel e =0 ete =c =1

Par définition des dioides, l'algébre de Boole est un sous-dioide de tout
dioide ordonné (sauf du cas trés particulier de {e} dont on peut admettre que
c'est un dioide bien qu'il ne satisfasse pas € # e ).

Un autre dioide ordonné qui sera utile, et qui peut jouer le réle d'une algébre
de Boole a trois valeurs logiques, est le dioide défini sur {e , e , «} par
l'ordre & < e < « qui en donne l'addition, et par le seul produit possible,
défini pour tout x par ex =eet ex = x

3.6 Dioides utiles.

Les dioides ordonnés "de base" que nous utiliserons dans [|'étude des
systémes & événements discrets seront les ensembles R des réeels et Z des
entiers munis des opérations suivantes, qui sont évidemment associatives
et commutatives:

a® b =max (ab)

ab=a+b

L'addition usuelle devient la multiplication du dioide. Celle-ci est
distributive par rapport a la loi @ car pour tout triplet (a,b,c) d'entiers ou de
réels

a+ max (b c) =max (a+b a+c)

3-7
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ce qui s'écrit, avec les notations introduites ci-dessus
a (b®c)=(a by@(a c)

et il est immédiat que cette propriété

le min.

reste vraie si on remplace le max par

Pour obtenir des dioides, tels que nous les avons définis, il faut compléter R
et Z par +e Ou -co pour obtenir I'élément neutre de la loi additive.

+oo est élément absorbant pour l'addition usuelle et pour le "max" et
est élément neutre pour le "min"

-0 est élément absorbant pour l'addition usuelle et pour le "min" et
est élément neutre pour le "max"

Il reste & définir le produit += - Nous allons adopter une convention
différente _selon le cas, pour que I'élément neutre pour la loi @ soit
absorbant pour la loi notée multiplicativement.

Définitions 3.6.1:

Le "dioide réel croissant” , noté DRC est le dioide
(R U {=o0,400} max , +)
dans lequel on note
g =-00too =400
avec la convention
g co=¢
c'est a dire en notation usuelle
(o0) + () = -0

Le "dioide réel décroissant" noté DRD est le dioide
(R U {—eo,400} min , +)
dans lequel on note
€ =400 Bt o = oo
avec la convention
€ co=¢
c'est a dire en notation usuelle
(-e0) + (+e0) = +eo
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e "dioide entier croissant” , noté DZC est le dioide
(Z U {—e0, 420} max +)
dans lequel on note
€= -0 etoo=+ o0
avec la convention
€ oco=¢g
c'est a dire en notation usuelle
() + (4e0) = =

Le "dioide entier décroissant” noté DZD est le dioide
(Z U {—oo, 40} , min , +)
dans lequel on note
€ = +oo €t o
avec la convention
€ co=¢g
c'est a dire en notation usuelle
(-e0) + (#e0) = +oo

Dans tous les cas, la premiére opération sera notée @ et la seconde
opération sera notée multiplicativement

Propriétés 3.6.2:
Pour tous les dioides DRC, DRD, DZC,DZD:

 est élément absorbant pour la loi @ ,
< est absorbant pour la loi devant tout élément autre que €

3.7 Quelques propriétés d'isomorphismes.

Propriété 3.7.1:

La transformation x -> -x (opposé usuel) établit un isomorphisme entre
DZC et DZD d'une part, et DRC et DRD d'autre part.
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Cet isomorphisme est a la base de la théorie que CUNNINGHAME-GREEN, qui
manipule en permanence des structures a quatre opérations: un dioide et son
"opposé" Nous éviterons de l'utiliser parce que dans I'étude des systémes
dynamiques, une dualité entre suites croissantes dans DZD et suites
croissantes dans DZC sera introduite. Celle-ci est beaucoup plus utile et il
serait malcommode de manipuler deux types de dualité intervertissant le
max et le min.

Cependant l'existence de cet isomorphisme permet de n'effectuer la plupart

des démonstrations que pour l'une des opérations max ou min.

Propriété 3.7.2:

La transformation x > eX (au sens usuel) établit un isomorphisme entre le
dioide DRC et le dioide (R* U {+e} max x).

En pratique, ce dioide (R*uU {+e<} max x) ne sera pas utilisé dans la
modélisation des sytémes a événements discrets, mais il peut étre commode
pour I'étude de certains problémes algébriques "abstraits”, ceci pour deux
raisons.

-la loi notée multiplicativement est la multiplication usuelle, ce qui
supprime une cause fréquente d'erreurs de calcul;

-I'élément neutre de D" pour la max-addition, qui est alors (0,0...0),
est fini, ce qui est plus commode lorsqu'on veut représenter graphiquement
des parties de D"

3.8 Quelques exemples de calculs.

Dans DZC ou DRC:
23 ® 56.(67 ® 78) =23 ® 56.78 = 23 @ 134 = 134
4(®T)® (o ® 8)e =47 ® o =11 ®e =11

Par contre dans DZD ou DRD:

23 ® 56.(67 @ 78) =23 ® 56.67 = 23 @ 123 = 23
4(E®T7)® (0@ B)e =47 ® 0oe=11@e =11

3- 10
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Remarque:

Ces dioides jouissent de nombreuses propriétés utiles a cause des
particularités suivantes.

- La relation est un ordre total, qui définit un treillis complet.

- Les deux opérations sont commutatives.

- Tout élément distinct de & et « est inversible pour le produit.

3.9 Equation algébrique du premier degré.

La forme générale d'une équation algébrique du premier degré dans un dioide
dont I'addition n'est pas une loi de groupe est
ax®b=cx@d
ol la variable est x.

Nous ['étudierons dans le cas de DZC et DRC, lorsque I'addition du dioide est
le max; tous les résultats découlent directement d'une étude graphique des
fonctions de la variable x max(x + a b) et max(x + ¢, d)

La discussion sur les valeurs des paramétres a et b est résumée dans le
tableau suivant, ol nous indiquons I'existence des solutions finies,
distinctes de & et de «. Les divisions sont a prendre au sens du dioide, a/b
signifie donc a-b au sens usuel.

Solutions |, 4 | pog | b>dq
finies.

a<c pas de < dle = b/

< solution | X sde | x=Dble
X

a=c x 2 d/ia quelconque| X 2 b/a
pas de
a>c x = d/a x < b/a solution

Résolution de a.x + b = cx+d dans le cas de DZC ou DRC.
avec ab,c,d finis.

3- 11
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Notons que e est solution si et seulement si b = d, et que « est toujours
solution si a#eetb=e.

Lorsque l'un des coefficients est égal a = ou & e , I'équation est de I'un des
types dégénérés suivants:

1er type dégénéré:
ax+b=c
©>a>€,C< et b<oo

Sib > c, il n'y a pas de solution, sinon x = c¢/a (au sens du dioide).

2nd type dégénéré:
ax+b=o
w>a>e
Seul - est solution

etc.... Les autres cas sont triviaux.

3.10 Complétion d'un semi-groupe ordonné.

Nous allons montrer qu'a partir d'un semi-groupe ordonné (qui n'est pas
encore un dioide ordonné s'il n'a pas d'élément minimal), on peut toujours se
ramener au cas d'un semi-groupe ordonné en treillis
(Lattice-ordered-semigroup), et méme en treillis complet. Nous pourrons
donc toujours faire I'nypothése que les dioides ordonnés que nous utiliserons
seront des treillis complets.

3- 12



Etude des dioides ordonnés.
Théoréme 3.10.1:

Considérons un semi-groupe (multiplicatify ordonné, dont le produit est
compatible avec la relation d'ordre. Alors ce semi-groupe peut étre plongé,
par un homomorphisme croissant, dans un autre semi-groupe qui est un
treillis complet. Muni de la max-addition dérivée de I'ordre et du produit
prolongeant le produit du semi-groupe, ce treillis complet est un dioide
rgonne.

Démonstration:
Notons G le semi-groupe et P (G) I'ensemble des parties de G. Notons T (G) le

sous ensemble de P (G) des parties T de G telles que:
vxe T TofyeG/ y<x}

Treillis

T (G) est un ensemble partiellement ordonné pour I'inclusion. T (G) contient
G qui est son élément maximal, et nous pouvons convenir qu'il contient @, qui
est minimal pour l'inclusion Nous conviendrons que I'ensemble vide
appartient a T (G)
Les éléments de G seront identifiés a des éléments de T (G) de la maniére
suivante:

xe G > Ty={ye G, ysx}e T(G)

La partie T, n'est jamais vide puisqu'elle contient toujours x. Elle contient
aussi I'élément minimal de G s'il existe, ce qui n'est pas indispensable.
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T, appartient bien & T (G). En effet, siy € T, nous avons y < x donc
z<y=2z<x

donc
Te={ze G z<x}o{ze G z<y}

Nous venons méme de montrer que cette identification de x a T, est
croissante, c'est a dire:
xzy = T,oTy

P (G) ensemble de toutes les parties de G est un treillis complet pour
I'inclusion. Pour montrer qu'il en est de méme de T (G), il suffit de montrer
que le plus petit majorant pour linclusion (respectivement le plus grand
minorant) dans P (G), d'une famille {T, }d'éléments de T (G) appartient aussi
aT(G).

Le plus petit majorant commun des T, est leur union UT;. Cet ensemble
appartient a T (G) car si x appartient a UT; il appartient a I'un des T, par
exemple a T, Alors

{ze G z<sx}oTyouUT,
ce qu'il fallait démontrer Il en va de méme pour le plus grand minorant
commun des T;, qui est leur intersection. T (G) est donc un treillis complet
pour l'inclusion et cet ordre prolonge celui de G.

Nous allons définir le produit de deux éléments de T (G) par:
AB={ze G, 3xe A 3ye B z<xy}

T est évidemment stable pour ce produit, et de plus, par définition
TeTy =Ty

ce qui signifie que ce produit prolonge celui de G.

Il reste & prouver que T (G) muni de la max-somme dérivée de l'inclusion et
de ce produit est un dioide ordonné. Nous appliquons pour cela la
caractérisation donnée dans le théoréme 3-1
-I'élement neutre du produit est T, ou e est I'élément neutre de G;
-le produit est évidemment associatif;
-I'élément minimal de T (G), I'ensemble vide, est absorbant pour le
produit;
Il reste a prouver que le produit est compatible avec l'inclusion
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Soient A, B, C trois parties de T (G), avec A o B

AC={ze G, 3xe A 3ye C,z=sxy}
X ze G,3xe B,3ye C,z<sxy}
Si z appartient a A.C, il existe un couple (xy) tel que

z<xy,avecxe Aetye C
mais le couple (x,y) vérifie aussi x € Betye C, donc z appartient a2 B.C, d'ou
A.C o B.C |l est aisé de vérifier pareillement la compatibilit¢ du produit a
gauche, C.A 5 C.B ce qui termine la démonstration &

3.11 Dioides ordonnés complets.

Le théoréme 3.10.1 nous permet de supposer que nous travaillerons avec des
dioides ordonnés qui sont des treillis complets. Malheureusement, cette
h hése n'est pas suffisan our_que les ul_soien
agréables. En effet, dans tout dioide, il y a une classe particuliere
d’homomorphismes que nous avons qualifiés d'internes, lesquels s'écrivent
X=>AX OU X ->XA
ol A est une constante.
Il est particulierement utile que ces homorphismes soient max-continus, au
sens donné dans le chapitre 1 aussi ne dirons nous que le dioide est complet
que si une hypothése supplémentaire est vérifiée.

Définition 3.11.1:

Un dioide ordonné D est complet, si et seulement si la relation d'ordre
associée a son addition en fait un treillis complet, et si pour tout élément A
de D et toute partie P de D,
A (ShepX) = Syephx
et (ZyepX). A =ZyepX. A

Rappelons que cette condition supplémentaire peut aussi étre interprétée

comme une condition de "distributivité infinie" du produit.
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Propriété 3.11.2:

En complétant un semi-groupe ordonné par la méthode proposée ci-dessus,
dans le théoréme 3.10.1, le dioide T (G) ainsi construit est un dioide
ordonné complet.

Démonstration.

Le produit de deux parties de T (G) est défini par

AB={ze G, I3xe A,dye B, z<xy}
Par définition, la relation d'ordre est linclusion et une max-somme infinie
est une union infinie. Il nous faut donc calculer

AU B) ={ze G,3xe A 3ieldye B,z<xy}
=Ue{ze G 3xe A Iye B z<xy)
- U AB,
CQFD«

A cause de ce théoréme, nous pourrons pourrons méme faire I'nypothése que
les dioides ordonnés que nous utiliserons seront complets, au sens donné
dans la définition 3.11.1

Propriété 3.11.3:

Si D est un dioide ordonné complet, les dioides suivants, construits a partir
de D sont aussi des dioides ordonnés complets:

-dioide canonique des fonctions & valeurs dans D;

-dioide des matrices carrées a coefficients dans D;

-séries formelles a coefficients dans D;

-fonctions polynémes a coeffcients et valeurs dans D.

Démonstration:

Donnons la démonstration dans le cas des séries formelles en une variable z
a coefficients dans D, ensemble que I'on note D<<z>>.
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Ce dioide est évidemment un treillis complet pour I'ordre partiel induit par
l'ordre sur les coefficients. Il reste a montrer que pour toute série formelle
T de D<<z>>, la fonction de D<<z>> dans D<<z>> définie par X -> T.X est

max-continue.

Soit { Xs,se S} une famille de séries de D<<z>> indicée par un ensemble S,

et T une autre série de D<<z>>. Notons

Xs = Zino X5 -2

T=2T.2
alors

TXs=Zkoo (Zjo 1.k Tj Xy 2%
et

Zses(T-Xe) = Toes Tizo (T 1.4 Tj o) 2%
d'autre part
T Zees Xs=Zkzo (T 1.k T) Tses Xoko)- 2

En utilisant la continuité du produit dans D, on obtient
Tj Zses Xk =Zses Tj Kok
donc
T Zees Xs = Zico (Zj- 1.k Zses Tj Kok 2¢
enfin
T Zees Xs = Zkoo Zees (i 1.kT) Koo): 26
= Zses Zkoo (Zje 1.kTj Xoip)- 26
=Zees T X
ce qu'il fallait démontrer ¢

3.12 Autre produit de fonctions a valeurs dans un dioide ordonné complet.

Nous avons vu que les fonctions & valeurs dans un dioide D peuvent étre
munies d'une structure canonique de dioide induite par celle de D, dans
laquelle les sommes et produits de fonctions se font terme a terme. Dans le
cas des fonctions d'un ensemble ordonné prenant & valeurs dans un dioide
ordonné complet, on peut introduire une autre multiplication, qui généralise

le produit des séries.
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S est un monoide ordonné, dont le produit est compatible avec la relation
d'ordre.

D est un dioide ordonné complet

DS est I'ensemble des fonctions de S a valeurs dans D.

Théoréme et définition 3.12.1:

Définissons une loi interne notée « sur DS par-
VxeS(feg)x)=Zuesves vvad(U).a(v)

Soit ® la max-addition associée & l'ordre canonique sur DS, alors (DS,®, o)
est un dioide ordonné complet.

Démonstration:

Ce produit ¢ est évidemment associatif et est compatible avec la relation
d'ordre car g < h signifie Vv e S, g(v) < h(v) et par conséquent
Tuvexf(u)-g(v) < Zyvexf(u).g(v)
et donc
fegs<feh
Il en est de méme pour la multiplication a droite.

Montrons enfin que ce dioide est complet. Nous savons qu'il I'est en tant que
treillis, puisque l'ordre sur ce dioide est celui de la structure canonique. II
reste donc & montrer la "continuité” de cette multiplication

Soit P une partie quelconque de DS, et x un élément de S;
(@ ¢ Zneph(X) = Zyvexd().Zhe p h (V)
comme le dioide D est complet,
(@ ¢ Zheph)(X) =Zyyex Zne p 9(U)-h (V)
=Zhe p Zuvex 9(U).h (V)
=Zhep (9 ¢ NX)
Il en résulte I'égalitée désirée entre en fonctions:
(@¢Xhcph) = Zcp(geh)
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Tout élément L du dioide peut étre identifié a la fonction:
fle) = &
f(x) = € si x # e.

3.13 Pseudo division dans un dioide ordonné complet.

Dans un dioide ordonné complet, considérons un homomorphisme "interne" du
type x -> A.x  Puisque par hypothése sur le dioide, cet homomorphisme est
max-continu, on peut construire sa quasi-inverse, qui est I'application
min-continue

y ->sup { x, A.x <y}

Il est aisé de vérifier que si & est inversible, cette quasi inverse s'identifie
a I'homomorphisme:
y->1ly

Nous allons utiliser cette propriété pour introduire une pseudo-division dans
un dioide ordonné complet. En théorie des treillis, cette construction
s'appelle la résiduation, mais c'est bien le réle d'une division qu'elle joue
dans notre formalisme.

Définition 3.13.1:
Soit D un dioide ordonné complet. On peut définir une opération interne
appelée "pseudo division a droite” par-

xly =sup{re D hy<x}

Il est bien sur possible de définir la pseudo-division a gauche:
y =sup{ie D,yr<x}

Ces deux pseudo-divisions ont des propriétés similaires, et coincident si la

multiplication est commutative. Nous allons essentiellement étudier et
utiliser la pseudo-division a droite
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Propriétés 3.13.2:
Pour tous éléments x ety, y.x/x 2y et (y/x).x <y

Si y est un élément inversible pour la multiplication d'un dioide ordonné
complet, alors, pour tout élément x de ce dioide x/y = x.y-Tet y\x = y'.x En
particulier, y'!' = ely = y\e

D'autre part, 3Atgx =Ly & x = (xly)y
Remarque:

Nous avons défini une notion de pseudo-division qui est une opération
binaire. Cela n'est pas équivalent a la construction d'un pseudo-inverse, qui
serait une opération d'arité 1 pour les éléments du dioide. En effet, on ne
peut pas toujours identifier la fonction x -> x/y a une fonction qui s'écrit
x -> A.x qui permettrait d'identifier A a un inverse de x.

De plus, cette pseudo inverse est min-continue et n'est pas max-continue
comme le serait le produit par un inverse a gauche de y. Cela permet de
comprendre pourquoi il y a en général peu d'éléments inversibles pour le
produit dans les dioides ordonnés. leurs inverses doivent définir un
homomorphisme interne max-continu et min-continnu.

Les autres régles de calcul applicables a cette pseudo-division sont:
Propriétés 3.13.3:
Pour tous x,xy,y',z d'un dioide ordonné complet

(x @ x')y =2 xly® xly

/Iy @y) < xly® xly'
Si xsy Vz x/iz<ylz etz/x=2zly
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Démonstration:

Ces inégalités résultent des inclusions suivantes:
{reD,Aysx®x}o{reD Ay<x}u{heD,Ly<x}
(e D, Ay<x}u{reD,ry<x}o{ieD Aly®y)<x)

Il suffit d'utiliser la définition de la relation d'ordre pour obtenir la
derniére propriété &

Propriété 3.13.4:

Dans un dioide ordonné complet, si x et y sont inversibles pour le produit,
x<y = x'2yl

3.14 Pseudo-division et théorie de langages.

Nous avons introduit cette pseudo-division a partir du concept de
quasi-inverse ou de résiduation de la théorie des treillis. Cette construction
permet de retrouver une opération qui joue un rdle en théorie des séries
formelles et des langages.

Soit " un alphabet et I'* le monoide libre engendré par cet alphabet. Pour
tout mot w de I'* et toute partie X (langage) de I'* on définit w'.X comme
étant le langage constitué par les suffixes des mots de I'* qui commencent
par le préfixew

Par exemple si I' = {a,b,c}, w = aba et X = {aa, ac, abab, abca, abacc, bab,
ababa}, ce langage est w'.X = {b, cc, ba}

Cette construction peut étre interprétée comme une pseudo divsion a gauche
dans le dioide ordonné complet I'*
w-1.X = {b, cc, ba} = w\X
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3.15 Dioides inversibles.

Pour le produit, deux éléments jouent un réle particulier e et = L'élément e
ne peut pas étre inversible dans un dioide puisque par définition, il est
absorbant pour le produit; la situation est analogue au cas du zéro des corps.
Par contre, I'élément « peut étre inversible comme dans I'algébre de Boole
ole=1=0c

Dans la pluspart des dioides que nous utiliserons, il est possible d'identifier
-1 aeg, sous les hypothéses suivantes:

Définition et notations 3.15.1:

Un dioide ordonné complet est inversible si ¢ < e < « et tous les éléments
distincts de e et de « sont inversibles. Dans ce cas, on utilisera la
convention suivante:

el =ele =ele=

0 1 = gloo= o\e = ¢

Justification:

Vérifions que la convention pour les éléments inversibles est cohérente. Si
on définit l'inverse a partir de la pseudo division, ¢! =e/e = sup D = o

Par contre, la convention = 1 = e/e= \e = ¢ est légérement plus difficile
a justifier Pour cela, il faut prouver que e/eo= \e = €

Si x <y, alors e/x 2 ely Par conséquent, e/~ minore tous les éléments
inversibles; de méme pour e\e. Comme par hypothése tous les éléments du
dioide, sauf e et e sont inversibles, nécessairement:

o 1 = gloo= o\e =&
Avec cette convention, pour tout élément x-

(x-1) -1 =x
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D'autre part, puisque e < <, on obtient bien un dioide en remplagant la
max-somme par la min-somme. Le mot "inversible" est alors doublement
justifié, puisqu'il est aussi possible inverser I'ordre. On obtient encore une
dioide complet car la multiplication par un élément inversible est une
bijection. Nous avons vu au chapitre 1 que si celle-ci est max-continue elle
est nécéssairement min-continue. La multiplication par les éléments ¢ et o
est bien évidemment min-continue.

Nous n'utiliserons jamais le concept "abstrait" de dioide inversible, mais les
exemples de dioides que nous étudierons dans la pratique des systémes a
événements discrets , DZC, DZD, DRC et DRD sont tous inversibles.

3.16 Isomorphismes entre dioides ordonnés

Rappelons que si une bijection entre treillis et sa bijection réciproque sont
croissantes, elles sont toutes deux max-continues et min-continues. En
particulier, si f est une application max-continue ou min-continue entre
dioides ordonnés complets et si f est un isomorphisme de dioides, f est
né irement max- i et min-continue.

Nous allons maintenant établir un résultat qui peut surtout étre utile pour
prouver que des dioides ordonnés complets ne sont pas isomorphes.

Théoréme 3.16.1:
Soient D et D' deux dioides ordonnés complets et f un homomorphisme de
dioides de D dans D' Alors

v (xy) e D, f(x)/fy) = f(xly)

De plus, si f est un isomorphisme:
v (xy)e D, f(x)/f(y) = f(x/y)

Démonstration:

La premiére inégalité résulte de l'inclusion suivante:
(ne D, ufly) <f(x)}>{f) Ae D Ays<x}
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Pour obtenir I'égalité dans le cas de f bijectif, il suffit d'appliquer
l'inégalité précédente a f-! qui est aussi un homorphisme de dioide «

3.17 Fonctions polynémes et polynémes formels.

Dans le cas d'un dioide ordonné, la régle de calcul des degrés et valuations
du produit et de la somme de polyndmes formels est plus simple que dans le
cas usuel, car des termes ne peuvent pas "disparaitre” lors des additions.
Fixons par convention le degré du polyndme & a -co.

Propriété 3.17.1:

Le degré du produit de deux polyndmes formels est la somme de leurs degrés.
La valuation du produit de deux polynémes formels est la somme de leurs
valuations.

Le degré de la somme de deux polynémes formels est le max de leurs degrés.
La valuation de la somme de deux polyndmes formels est le min de leurs
valuations.

Il n'y a pas de difficulté dans le cas des polynémes formels. Par contre, il
est plus difficile de définir le degré et la valuation dans le cas des
fonctions polynémes, car une méme fonction peut avoir plusieurs écritures.

Dans le cas des dioides simples DZC,DZD, DRC et DRD, il est aisé de vérifier
que les termes de dégré extremes sont indépendants de I'écriture d'une
fonction, car ils conditionnent son comportement en +e« et en -«. Les
énoncés précédents sont encore valables.

Remarquons enfin que le degré est un homomorphisme du dioide des
polyndmes dans le dioide (N U {-e}, max, +).
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Nous allons maintenant pouvoir montrer que les polynémes formels ne sont
pas isomorphes aux fonctions polynémes. Plus précisément, nous allons

montrer qu'on_n'obtient pas un isomorphisme en identifiant les polynémes et

les fonctions polynémes qui ont la méme écriture.

Tout dioide ordonné D contient comme sous-dioide I'algébre de Boole B= {e,e}
Supposons qu'en identifiant les fonctions polynémes a coefficients dans D et
leurs représentations formelles, on définisse un isomorphisme de dioides,
cet isomorphisme induirait un isomorphisme entre les fonctions polynémes
a coefficients dans B et leurs représentations. Il suffit donc de montrer que
cela est impossible dans le cas de l'algébre de Boole.

Soit z une variable. Montrons que B<z>, dioide des polynémes formels en z
n'est pas identifiable a B[z], dioide des fonctions polynémes de la variable z.
Soient les deux polynémes:

P=22®@e e Q=

B<z> et B[z] sont complets, la pseudo-division est définie, et il est immédiat
que, au sens des séries formelles:

PQ=¢
Par contre, au sens des fonctions polynémes
PQ=e

puisque, au sens des fonctions polyndmes
22®e =220z@e

car
sizze, 22@z=22

et
sizse, 220e=e

d'aprés le théoreme 3.16.1, cette identification n'est pas un isomorphisme
et par conséquent, il est impossible d'identifier a la fois le polynéme
formel P & la fonction P et le polyndme formel Q a la fonction Q.

Il en résulte que dans tout dioide ordonné, cette identification est
impossible. Il peut cependant exister des classes de fonctions polynémes qui
peuvent étre identifiées a leurs écritures, mais cette identification n'est
valable que pour les opérations internes a ces classes.
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A l'aide du méme théoréme 3.16.1, nous pouvons prouver que les séries

formelles en plusieurs variables commutatives ne s'identifient pas & un

sous-dioide des séries formelles en variables non-commutatives. Nous
érons un dioide ord é complet quelconque.

Si les variables formelles x et y commutent,

xy/x =y
Par contre, si elles ne commutent pas:
Xy/x =&
Par conséq il est i i d'identifier les polynémes en variables

commutatives au sous ensemble des polyndmes en variables
non-commutatives qui ont la méme écriture.
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Chapitre 4
Moduloides sur un dioide ordonné.

Ce chapitre est une tentative de construction d'une théorie de I'algébre
linéaire dans le cas ol les scalaires appartiennent a un dioide ordonné, dans
le but d'obtenir une notion de rang applicable aux systemes dynamiques qui
modélisent les systémes a évenements discrets. Nous avons abordé cette
question par analogie avec le cas usuel, en essayant de traduire les concepts
de rang, base et famille génératrice tels qu'ils servent dans le cas des corps
que l'on utilise en automatique usuelle

Les résultats de la théorie des modules sur les anneaux n'apportent rien car
la difficulté fondamentale est die a la non-régularité de l'addition associée
au max: au contraire d'un module, on ne peut méme pas faire passer un terme
d'un coté a l'autre dans une égalité. Les non-résultats sont cependant
analogues: pas de base dans le cas général etc

Nous obtiendrons cependant un resultat important, que I'on peut interpréter
comme un théoréme d' "unicité de base" si un moduloide posséde une famille
génératrice finie minimale (non-redondante), elle est unique, modulo une
permutation et des multiplications par des scalaires inversibles.

4.1 Généralités sur les moduloides

Nous appellerons moduloide ordonné I'analogue d'un espace vectoriel, lorsque
I'ensemble des "scalaires" est un dioide ordonné. Par commodité nous
apellerons "vecteurs” les éléments du moduloide. Nous verrons que
I'existence d'une relation d'ordre sur les "vecteurs” est, sous certaines
hypothéses, équivalente a I'existence d'une relation d'ordre sur les scalaires.



Moduloides sur un dioide ordonné.

Dans [DSEVD4], une ébauche de théorie axiomatique des moduloides avait été
proposée, dans le cas des dioides ordonnés DZC, DZD, DRC et DRD qui nous
intéressent. Celle-ci se heurtait a I'absence de coefficients infinis, ce qui
impliquait d'exclure, par des axiomes ad hoc, certains cas pathologiques tels
que R2 muni du max de l'ordre lexicographique. Ces difficultés disparaissent
en partie si les coefficients égaux a == sont acceptés.

Pour simplifier notre exposé, nous effectuerons d'emblée les abus de
notations usuels: les opérations sur les "vecteurs" seront notées comme les
opérations sur les scalaires dont elles dérivent.

Définition 4.1.1:

Un moduloide (a gauche) sur un dioide D est un triplet (M, @ , .) ou M est un
ensemble contenant un élément particulier ey et sur lequelsont définies
deux lois de composition:

-une loi interne, de MxM dans M notée ® ,

-une opération externe de DxM dans M notée multiplicativement
telles que si f, g h sont des éléments de M, & et u deux éléments de D:

A(uf) = (hp).f

heuf=rfoug

rfog) =rfepug

fogeh=(fegeh

fog=gof

ef=ey

ef=f

Ces propriétés justifient I'abus de notation dans la définition des opérations
sur le moduloide; de plus il est commode de noter ey comme e, car ey est
nécessairement élément neutre pour la loi ® du moduloide. En effet, pour
tout vecteur f

foey=(@e)f=ef=f

Si le dioide n'est pas commutatif, il faut a priori distinguer les moduloides
"a gauche" et les moduloides "a droite" selon le coté choisi pour la
multiplication externe. Nous n'étudierons que les moduloides & gauche, et
ferons I'économie du terme "a gauche" dans la suite.
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Définition 4.1.2:

Soient (M,®,.) et (M',®,.) deux moduloide sur un diocide D. Une application ®
de M dans M' est un homorphisme de moduloide si et seulement si elle vérifie
les deux conditions:

f(em) = em

Y () e D2etV (f,g) eM2 d(Lf@ u.g) = Lo(f) ® p.d(g)

Définition 4.1.3:

(M, ® , .) est un sous-moduloide de (M' @ ) si et seulement si:
M o>M
(M, ® .) est un moduloide;
l'injection de M dans M' est un homorphisme de moduloides.

Remarquons que tout dioide est un moduloide sur lui méme. Plus
généralement, si D° est un sous-dioide d'un dioide D, D est un moduloide
sur D° De cette remarque, il résulte que pour tout dioide D, les matrices
carrées (en fait toutes les matrices), les séries formelles a coefficients
dans D, les fonctions a valeur dans D et les fonctions polynémes a
coefficients dans D peuvent étre considérés comme des moduloides sur D.

La plupart des moduloides que nous rencontrerons seront du type défini
en4.1.4.

Définition 4.1.4:

Soit S un ensemble quelconque et D un dioide. La structure canonique de
moduloide sur D de I'ensemble DS des fonctions de S dans D est définie par
les opérations:

(f® g) (x) = f(x) ® g(x) Vxe S

Af(x) = r.f(x) vxe S

L'élément e est la fonction identiquement égale a e.
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Ce cas englobe en particulier les matrices de toute forme et de toute taille,
ainsi que les divers ensembles de séries formelles que nous avons
introduits

4.2 Ordre sur les scalaires et sur les vecteurs.
Un vecteur f est régulier a droite si:
Vie D2 Azxe=afzf

Nous allons maintenant établir le lien entre la relation d'ordre sur les
scalaires et celle sur les vecteurs.

Lemme 4.2.1:

Si l'addition du dioide D est idempotente, alors il en va de méme pour

I'addition de tout moduloide M sur ce dioide. Réciproquement, si I'addition

d'un moduloide est idempotente, et qu'il existe un vecteur f de M tel que,
Vie D2 Azre= Afxf

alors I'addition du dioide est idempotente.

Démonstration:

Si I'addition du dioide est idempotente, pour tout vecteur x du moduloide
X@x=ex@ex=(e®e)x=ex=X
Réciproquement, si I'addition du moduloide est idempotente, et f est le
vecteur particulier du théoréme,
f=fof=ef@ef=(e®e)f=ef
par hypothése sur f, e ® e = e ,, d'ou la propriété d'idempotence pour tous les
scalaires
VieD, A=er=(e@e)rA=1OL

Compte tenu des propriétés combinatoires vérifiées par hypothése par le
dioide D et le modulo’ide M, l'idempotence de leurs additions respectives
signifie qu'elles correspondent a la max-somme d'un ftreillis.
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Définition 4.2.2:

Nous appellerons moduloide ordonné un moduloide sur un dioide ordonné. Pour
les vecteurs comme pour les scalaires, la relation d'ordre est caractérisée
parf2g ssi f@gs=f

Comme pour les dioides, les moduloides sont d'un plus grand intérét s'ils
sont des treillis complets. De plus, il faut aussi supposer que le produit
externe vérifie une propriété de "distributivité infinie" ou "continuité"

Définition 4.2.3:

Soit D un dioide ordonné complet. Un moduloide M sur D est un moduloide
ordonné complet si et seulement si la relation d'ordre associée a son
addition le muni d'une structure de treillis complet, et si les deux
propriétés de continuité du produit sont vérifiées:
-pour toute partie P du dioide D et tout vecteur g du moduloide M,
(Zrep )9 = Lcprg
-pour tout scalaire » de D et toute partie Q du moduloide M,
AEweqX = ZxeqrX

ns toute |; it era_un dioide ordonné compl M sera un moduloi
r_le dioide complet D i_sont tous deux munis leur ordr nonigue.

4.3 Projection scalaire.

Si nous avons introduit la notion de moduloide, c'est dans I'espoir de pouvoir
manipuler des vecteurs par leurs coordonnées. Lorsqu'un moduloide est un
ensemble de fonctions d'un ensemble d'incices S dans un dioide D, il y a
évidemment un jeu de coordonnées canoniques’ chaque fonction est
caractérisée par les f(s) pour s appartenant a S. Il est beaucoup plus
difficile de définir les coordonnées d'un vecteur par rapport a une "base
quelconque”, comme en algébre usuelle
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Ce probléme est évidemment lié a la résolution des systémes d'équations
linéaires. Pour étudier ces équations et introduire des coordonnées, nous
ferons appel & la notion suivante, qui est I'analogue vectoriel de la
pseudo-division (alias résiduation)

Définition 4.3.1:
Soient f et g deux éléments de M, nous appellerons projection scalaire
de fsur g, le scalaire de D défini par
p(flg) =sup{re D rgsf}
Exemple:
Dans DRC2, considérons:
f=(23) et g=(58)

p(fig) = -5  p(g/f) = 3

L'intérét de cette projection scalaire pour la résolution de systémes
linéaires est mis en évidence par son interprétation géométrique.

4
p(f/g1).g1 + p(f/g2).g2

Pour résoudre I'équation d'inconnues A et

f=2%191 ®pu.g2
il faut que les vecteurs 1.g1 et p.g2 minorent f Comme I'addition se fait
"parallélement aux axes", pour que l'égalité ait lieu, ces vecteurs doivent
étre les plus grands vecteurs colinéaires a g1 et g2 qui minorent f; d'ou la
définition de la projection scalaire, qui revient a calculer les plus grands A
et u possibles.
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Lorsqu'on considére un dioide en tant que moduloide sur lui-méme, cette
projection scalaire coincide avec la pseudo-division. Dans un cas plus
général, le lien entre cette projection et la pseudo-division est explicité
par le résultat 4.3.2

Propriété 4.3.2:

D est un dioide complet et S un ensemble quelconque. Dans DS muni de sa
structure canonique définie en 4.1.4, la projection scalaire peut de calculer
explicitement a l'aide de la pseudo-division de D:

p(flg) = inf{ f(s)/g(s) s e S}
Rappellons que dans D, la pseudo division est définie par-

xly = sup{h e D, Ly < x}

Démonstration:

Par définition de l'ordre sur les fonctions:
vte S, p(f/g).g(t) < ()
Par conséquent
Vte Sp(flg) € {Le D, r.g(t) < f(t)
et
Vte S, p(flg) < f(tyg(t)
donc
p(f/g) < inf{ f(s)/g(s) s e S}
Réciproquement,
Vte S, (inf{ f(s)g(s) s e S}.g(t) < (f(t/g(t).a(t) < f(t)
donc
(inf{ f(s)/g(s) s e S).g<f
donc par définition de p(f/g)
inf{ f(s)/g(s) s e S} < p(i/g)
d'ou la formule énoncée «
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Propriétés 4.3.3:

Pour tous vecteurs f,g h d'un moduloide ordonné complet, et pour tout a«
scalaire de D:

f = p(f/g).9
p((f ® g)/h) = p(f/h) ® p(g/h)
p(filg ® h)) < p(f/g) ® p(f/h)

p(a.f/g) = 1.p(f/g)
p(f/a.g) = p(f/g)/a au sens de la pseudo-division de D;

p(e.f/ a.g) > p(f/g)
Démonstration:
La premiere formule résulte de la "continuité” de la multiplication externe.

Comme f & g majore f et g,
heD/Arh<f@®g)o{ie D/Ah<glufie D/Ah<g)
donc en considérant les bornes supérieures de ces ensembles,
p((f ® g)/h) = p(f/h) ® p(g/h)
De méme, comme g ® h majore g et h,
(heD/hg<f)ofre D/A(g@®h)y<f)
et
(he D/rh<h})o{he D/rfg@®h)<f}
donc
{(heD/rg<flu{ie D/Ah<f}o{Ae D/r(g@®h)<f}
ce qui implique
p(ffg) @ p(f/h) 2 p(fi(g ® h))
majoration qui est trés grossiére.

Fixons un scalaire o de D.
rg<f = (adr).g<af
Cela implique
heD/arg<af}o{re D/hg<f}
or
arg<of = ok <plofg)
donc en prenant le sup des A,
o.sup {Ae D/akg<of}<plo.fig)
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donc
p(a.flg) = o.p(f/g)

D'autre part,
A(og) <f = (ha)g <f e dha < p(fg)
donc en prenant le sup des A,
p(f/e.g).a < p(f/g)
et par définition de la pseudo-division
p(f/a.g) < p(f/g)/e
Pour obtenir I'inégalité inverse, écrivons que par définition,
a  (p(fig)le) < p(fg)
donc en multipliant cette inégalité entre scalaires par le vecteur g
o (p(ffg)a).g < p(f/g).g9
ou
(p(f/g)/a) a9 < p(f/g).g < f
et par définition
p(f/g)/e < p(fle.g)
ce qui prouve ['‘égalité.

Enfin,
rg<sf= adg<of
donc
e D/ragsaf}ofhe D/rg <f)
et
p(e.fle.g) = p(f/g)
ce qui est la derniére inégalité a prouver &

Contre exemples:

Dans la propriété 4.3.3 les inégalités peuvent étre strictes. Donnons des
exemples ou c'est le cas

Dans DZC2, prenons f=(4,9), g=(5,3), et h =(2,2). Alors p(f/h) = 2 et p(g/h) = 1
mais f ® g = (5,9) et p(f®g/h) = 3 > p(f’/h) ® p(g/h) = 2

Dans DZC2, prenons f=(7,8), g=(7,2) h=(9,1). Alors p(f/g) = 0 et p(f/h) = -2
or, g ® h = (9,2) et p(flgoh) = -2 < p(fig) ® p(f/h) = 0
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Dans DZC2, prenons f=(7,8), g=(9,9) et o = . Alors a.f = 0t.g = (0,00) et par
conséquent p(afiag) = e > p(f/g)=-1

Dans DZC2, prenons f=(2,3), g=(8,), et a = . Alors p(f/g)=e et o.f=(c,)
donc le calcul donne p(afig)=e > a.p(fig) = e =¢ &

Propriété 4.3.4:

Les égalités p(a.f/g) = a.p(f/g) et p(a.f/o.g) = p(f/g) sont vraies dés que

le scalaire o est inversible dans D et régulier par rapport a M, au sens de
Joltqg ala=eet Vie M, al(of)=f

ce qui est le cas de tous les scalaires autres que & et «, dans les dioides

DRC, DZC, DRD et DZD que nous utilisons habituellement.

Démonstration.

Par multiplication par a-! il vient
raf<og o rf<g
donc p(w.fla.g) = p(f/g)

Appliquons ce résultat pour obtenir
p(e.fig) = p(a.fla.al.g) = p(fla-t.g)

En appliquant un résultat déja prouvé dans 4.3.3
p(fla.9) = p(f/g) / o' = a.p(f/g)

car o' comme o est inversible dans le dioide D «

Comme pour la pseudo-division dans un dioide ordonné, cette projection
scalaire permet de caractériser les isomorphismes de dioides. En fait, on
peut méme énoncer un résultat sur les homomorphismes injectifs.

Théoréme 4.3.5:

Soit @ un homomorphisme entre moduloides complets  Pour tout (f,g),
p(@(f)/o(g)) = p(f/g)

Si @ est injectif, pour tout couple de vecteurs (f,g),
p(@(f)/®(9)) = p(f/g)
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Démonstration:

Sirg @ f =f alors
D(hg @ f) = LD(g) ® D(f) = D(f)
donc
sup{he D, hg®f=f)<sup{re D Ad(g) ®d(f) =)}
Supposons qu'il existe un couple f et g tel que:
p(@(f)/e(g) > p(flg)
Soit
fo=t® p(@(f)/a(g).g
d'aprés la définition de la projection scalaire, f° > f or
@(f°) = o (f) ® p(@(f)/D(g)).P(g) = d(f)
@ n'est donc pas injective &

Remarque:
Xx#y = p(xly) <e ou p(y/x)<e

Il en résulte que toute application, qu'elle soit un homomorphisme ou non,

qui pour tout couple (x,y) conserve p(x/y), est injective et croissante.

4.4 Parallélisme et produit scalaire.

Lorsque le produit du dioide n'est pas inversible, il y a deux notions de

colinéarité qui peuvent intervenir Nous distinguerons donc les mots

colinéaire et parralléles.

Définitions 4.4.1:

Un vecteur x est colinéaire a un vecteur y si et seulement s'il existe un
scalaire A tel que x = L.y

Deux vecteurs x et y sont paralléles si et seulement si il existe un scalaire
A inversible tel que x = .y

Ce qui nous intéresse avant tout, ce sont les vecteurs paralléles, et nous

4- 11
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pourrons les caractériser a l'aide de l'outil suivant:
Définition 4.4.2:

Le produit scalaire de deux vecteurs x et y est:
n(xy) = p(x/y).p(y/x)

Ce produit n'est commutatif que si c'est le cas du produit du dioide D Il se
comporte en fait comme un "cosinus de l'angle formé par les directions de x
et y" (nous n'essayerons pas de formaliser cette notion). Comme le suggérent
les propriétés suivantes, le produit scalaire de deux vecteurs ne dépend que
de leurs directions.

Propriété 4.4.2:
v(xy) wxy)<e

Démonstration:
p(x/y).ply/x).x < x

et par conséquent
p(x/y).p(y/x) < p(x/x) = e

Lemme 4.4.3:
Sin(x,y) = e, alors x =21y
ou A est un scalaire qui posséde un inverse a droite.

Théoréeme 4.4.4:

Deux vecteurs x et y sont paralléles si et seulement si
n(xy)=e et myx) =e
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Démonstration du lemme et du théoréme:

Supposons n(x,y) = e, alors:
X = m(x,y).x @ p(xly)y
= p(x/y)(p(y/x).x @ y)
= p(xly).y
Par I'nypothése méme, p(x/y) posséde un inverse a droite qui est p(y/x).

La condition suffisante du théoréme découle directement du lemme. Si
n(x,y) =eetn(yx) =e

il vient
x = p(xly).y et y =ply/x).x

et p(x/y) et p(y/x) sont inversibles par hypothése.

La condition nécéssaire est elle-aussi immédiate:
x = A.y implique p(x/y) =2 &
et
y = A-1.x implique p(y/x) = -1
donc
n(x,y) > e et de méme n(y,x) = e.
Puisque le produit scalaire de deux vecteurs est toujours inférieur a e, le
résultat est montré «

4.5 Equation linéaire dans les moduloides ordonnés.

Nous allons étudier I'équation d'inconnue x=(xy,....x,)
Zict.n XiGi = b
ol gy ...g, et b sont des vecteurs d'un moduloide complet et régulier M.

L'application

f DP->M

11 X0) = Sy 0 %10
est évidemment max-continue du treillis complet Dn dans le treillis complet
M. On peut donc appliquer le résultat du chapitre 1, sur la quasi inverse d'une
fonction max-continue. Ce résultat peut étre interprété géométriquement
grace a la projection scalaire.
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Théoréeme 4.5.1:

L'ensemble des vecteurs x = (xy,....x,) telles que

f(Xq0Xa) = Zicy 0 X9 S b
posséde un plus grand élément

X0 = (x°,...x%) = f(b)

ou f- est la quasi-inverse de f
x° est la "plus-grande sous-solution” de |'équation

ZisinXGi = b
Cette équation posséde des solutions si et seulement si x° la satisfait; x°
est alors la plus grande solution. De plus, x° peut-étre calculé grace a la
projection scalaire:

Vie {1.n} x% = p(b/g)

Démonstration

Il reste a prouver la formul de calcul explicite de x° Rappellons que
x° = f-(b) est le plus grand vecteur pour l'ordre de D" tel que:
Zis.n X%0 S b
En particulier
Vix%.0; € b,
et donc
x% < p(b/g;)

Par construction, le vecteur (p(b/gy),..... p(b/g,)) satisfait I'inéquation, car
Vi p(b/g).g, < b
Ce vecteur minore donc x° , CQFD «

Remarque:

La résolution des systéme linéaires est évidemment différente du cas de
l'algébre usuelle. La différence la plus fondemmentale est que la_solution

noni x° ne dépen linéairement econd membre, au sens du
dioide.
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Considérons I'équation d'inconnue X A.X =Y ol Y est une matrice colonne de
dimension p, X une matrice colonne de dimension q et A une matrice (p,q).
Dans le cas des dioides DZC. DRC, DZD et DRD, nous allons expliciter cette
résolution a l'aide d'une formule due a R. CUNINGHAME-GREEN. Pour cela ,
nous associerons a toute matrice M une matrice -M définie par

(-M),j = -M;; qui est ici I'opposé usuel.

Corollaire 4.5.2:

La matrice X° définie par

(-X°) = 'A.(-Y)
est la plus grande solution de l'inégalité A.X <Y Ses coefficients sont les
projections scalaires du second membre Y sur les colonnes de la matrice A.

L'équation A.X=Y posséde donc des solutions si et seulement si X° convient.
Démonstration:

Il suffit de vérifier que la résolution proposée dans le théoréeme 4.5.1 se
traduit par la formule de CUNINGHAME-GREEN. Il a été montré que

X°; = p(Y/A )
ou

X°; est la i-eme coordonnée de X°

A est le i-iéme vecteur colonne

Le résultat 4.3.2 s'applique puisque I'ensemble des matrices colonnes de

taille p s'identifie a D{-P} Alors, si @ est associé au sup,
X, = p(Y/A) = inf( Y/A;; j=1.p)

et comme la division dans ces dioides est la soustraction usuelle,
X = p(Y/A,) = inf{ YA, j=1.p)

donc en utilisant I'opposé usuel pour transformer I'inf en sup,
X = sup{ A, Yj j=1.p).

Comme @ est associé au sup, on retrouve, au sens du dioide,
(-X*) = Zjeyp A Y))

cest a dire
(-X%) = 'A(-Y)

CQFD.«
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Calcul pratique:

Etudions en détail la suite d'opérations a effectuer pour résoudre un
systéme linéaire.

1) Il faut calculer X° Pour cela il faut effectuer
p.q soustractions pour le calcul des Y, Ay
pouri=1.p et k=1.q
q minimums X° = Min (Y; Ay, Yo Agy e
pour k=1..q

2) Il faut comparer A.X° avec Y ce qui nécessite:
p.q additions X + Aj
pourk =1.q eti=1.p

p maximums (A.X°), = Max (X%, + Ay X%+ A Xq +Ajq)
pour j = 1.p

et p tests d'égalité (A.X); =?= Y,
pourj=1.p

La complexité de ce calcul est équivalente a celle de deux produits de
matrices, au sens des dioides, qui sont beaucoup moins couteux que les
produits de matrices usuels puisque c'est |'addition usuelle qui joue le réle
de multiplication, et qu'un calcul de max ou de min n'est qu'une comparaison
logique.

Exemple:

Dans DZC, considérons le systtme A.X =Y avec:

3| 2|1
A= 513 |2 Y=
2 1] 2
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Alors

Et on vérifie que:

3 2[1] |0
A= | 5|32 |2] =
2| 1| 2| |2

Par conséquent, le systéme admet une solution Il est facile de vérifier qu' il
y a d'autres solutions, par exemple

€
X=| 2
2

Cette solution minore toutes les autres solutions.

Il peut cependant exister plusieurs solutions minimales pour I'ordre partiel,
comme le suggére I'exemple suivant.
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Le systéme A.X=Y admet les solutions suivantes:

X° est la solution maximale, et U et V sont deux solutions minimales pour
I'ordre partiel Montrons le pour U. Une matrice W minorant U est
nécessairement de la forme

avec a<0etb <0 oua<Oetbs<0 Plagons nous dans la premiére
hypothése. En multipliant W & gauche par A il vient

2a®1b

AW = 1a ©2b

€

€

Sia<0Oetb<0,2a® 1b <2 donc AW < Y ce qui prouve que U est une
solution minimale. Il en va évidemment de méme pour V, de par la symétrie
des coefficients de A et Y Pour cet exemple, il n'existe pas de solution
minimale unique.

Il n'y a donc en_général pas de solution minimale canonigue.

4.6 Parties génératrices d'un sous-moduloide.
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Le théoréme 4.5.1 peut étre interprété comme une condition nécéssaire pour
qu'un vecteur b soit "combinaison linéaire" des vecteurs g;. Nous allons
formaliser cette notion de combinaison linéaire, qui permet d'étudier les
concepts usuels de base et indépendance linéaire dans le cas des moduloides.
Nous emploierons le mot combinaison linéaire par analogie avec la théorie
usuelle des espaces vectoriels. Si
Zic1.n X0 = b

le vecteur b sera dit combinaison linéaire des vecteurs g; Dans le cas d'un
nombre n fini de vecteurs, nous parlerons de combinaison linéaire finie.

Si le moduloide est complet, on peut définir des combinaisons linéaires
quelconques. Le fait que nous acceptions les combinaisons linéaires finies
ou infinies nous posera un probléme de vocabulaire, car toutes les notions de
rang, dépendance etc. devront étre subdivisées en deux notions: cas fini et
cas non-fini. Comme nous aurons a manipuler des "bases infinies", il est
donc utile d'introduire les deux notions.

Définitions 4.6:

Le sous-moduloide engendré par une partie P est le plus petit
sous-moduloide de M contenant P Il est égal a I'ensemble des combinaisons
linéaires finies d'éléments de P

Si M est complet, le sous-moduloide complet engendré par P est le plus petit
sous-moduloide complet de M contenant P Il est égal a l'ensemble des
combinaison linéaires quelconques d'éléments de P

Il est évident que le sous-moduloide engendré par une partie P est inclus
dans le sous-moduloide complet engendré par cette partie. Si P est finie,
ces deux sous-moduloides sont égaux En effet, comme le dioide des
scalaires est complet, il est possible d'effectuer les sommations infinies de
coefficients s'appliquant a un vecteur de P pour se ramener a une
combinaison linéaire finie.



Moduloides sur un dioide ordonné.

En 4.5 nous avons étudié la résolution d'un systéme linéaire. Cela s'applique
au calcul des coordonnées d'un vecteur b par rapport a une famille
génératrice G. Lorsqu'il y a des solutions, celles-ci sont rarement uniques.
Seules sont canoniques les coordonnées maximales, obtenues par calcul des
projections scalaires de x sur les vecteurs de G. Malheureusement leur
calcul est une opération non-linéaire. En fait, nous savons que cette
opération est linéaire lorsqu'on inverse l'ordre dans M et Dn.

En algebre usuelle, I'existence de coordonnées uniques est conditionnée par
l'indépendance de la partie génératrice. Il est donc naturel de vouloir
introduire une notion d'indépendance dans les moduloides.

4.7 Indépendance linéaire dans les moduloides ordonnés.

Dans le cas des espaces vectoriels usuels, il n'existe qu'une seule notion
d'indépendance linéaire. Dans les moduloides, on peut en proposer trois. En
effet, si x, x' y, y' vérifient une égalité de la forme
AX@Opy=r1xeply'

il existe un lien, que nous appellerons dépendance, entre les vecteurs de la
partie {xy,xy'}. En général, cela ne signifie pas que I'un d'entre eux
s'exprime en fonction des autres, ce qui est une forme de dépendance plus
forte que nous appellerons redondance. Nous pouvons aussi introduire une
notion d'indépendance associée a l'existence de "coordonnés” uniques.

De plus, il faut distinguer le cas des combinaisons linéaires finies de celui
des combinaisons linéaires quelconques!

Nous avons donc six définitions d'indépendance linéaire possibles,
auxquelles sont associées, par négation, autant de notions d'indépendance.
Parmi celles-ci il va falloir trouver lesquelles sont utiles. Nous allons
formuler les diverses définitions de dépendance. Par négation, cela nous
donnera les notions d'indépendance.
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Définitions 4.7.1:
Soit P une partie d'un moduloide M.

P est légérement dépendante, s'il existe un vecteur f du moduloide M qui
peut étre exprimé sous forme de deux combinaisons linéaires finies
distinctes de vecteurs de P-

Ife Mtqg f=ScphyXx=2ypiiyx e

Ix e Ptghepy

O<card{x /Ay#e} =card{x / uy #e} < oo

P est dépendante s'il existe une partition de P en P' et P", telle qu'il existe
un vecteur f de M distinct de & engendré par P' et P", par combinaisons
linéaire finies:

Ife Mtg f=ZpheX=2pplyy #¢€

PnP'=0

O <cardly /uy#e}<e

O<card{x / Ay #ze} <o

P est redondante s'il existe un élément x°> de P qui soit combinaison linéaire
finie d'autres éléments de P

Ix°e Ptg X° = TyepheX

0 <ocard{x /Ay #€} < oo

Si M est complet, les combinaisons linéaires infinies existent et on peut
reprendre les définitions précédentes en remplagant combinaisons linéaires
finies par combinaisons linéaires quelconques. Nous parlerons alors de
dépendance et redondance "au sens faible”

La négation de ces définitions nous donne lautant de notions d'indépendance.
Nous utiliserons alors le vocabulaire suivant.

Dépendance Indépendance
Légérement dépendante Totalement indépendante.
Dépendante Indépendante
Redondante Non-redondante
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Propriétés 4.7.2:

Pour les trois notions de dépendance et d'indépendance introduites
ci-dessus
Dépendance forte = Dépendance faible
(combinaisons linéaires finies) (combinaisons linéaires quelconques).

Par négation, on obtient I'implication suivante, qui parait moins naturelle,
du fait de notre choix de vocabulaire, qui définit la faiblesse relativement a
la dépendance:
Indépendance faible = Indépendance forte
linéaires linéaires finies).

Les trois notions de dépendance sont liées par les implications suivantes,
valable au sens faible et au sens fort:
Redondante = Dépendante = Légérement dépendante.

Ce qui se traduit, par négation, sur les notions d'indépendance:
Totalement indépendante = Indépendante = Non-redondante.

Démonstration:

Le lien entre sens faible et sens fort est trivial si une égalité de
combinaisons linéaires est vraie avec un nombre fini de coefficients
distincts de & (dépendance forte), elle est aussi vraie si on tolére une
infinité de tels coefficients (dépendance faible) Montrons les autres
implications dans le cas de la dépendance:

Si un vecteur de P s'exprime en fonctions des autres, cela donne une
partition de P qui satisfait a la condition de dépendance. Nous avons donc
montré que la redondance implique I'indépendance.

Si un vecteur est combinaison linéaire de deux parties P' et P" disjointes de

P, il a au moins deux écritures en fonction des vecteurs de P et par
conséquent, dépendante = faiblement dépendante.
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Remarque:

Si la partie P est composée de un, deux ou trois vecteurs, les notions de
dépendance et redondance coincident souvent. En effet, une partition de trois
vecteurs en deux parties donne une partie de deux vecteurs et une partie
composée d'un vecteur Si la famille est dépendante, on a alors:

Af=p1.01 @202
Si & est inversible et régulier pour la multiplication externe, f est
combinaison linéaire des g,.

Cette remarque montre qu'il faut se méfier des "dimensions 2 et 3" (encore
faut-il donner un sens au mot dimension!), ol les véritables difficultés
n'apparaissent pas toujours

Exemples et contre exemples:

Nous allons voir qu'il n'y a pas de réciproque aux implications que nous avons
vues ci-dessus. D est un dioide ordonné quelconque.

Dans D3, les trois vecteurs (e.e.e) (e.e,e) (eee) sont indépendants et
non-redondants (ici les deux notions coincident), mais il sont faiblement
dépendants car (e,e,e) peut s'écrire de plusieures maniéres en fonction de
ces vecteurs:

(eee) = (eee) ® (eee) = (eee) ® (eee)

Dans D4, les 4 vecteurs (e,e,ee) (ee,ee) (eeee), (e,e,ee) sont
non-redondants mais ils sont dépendants car (e,e,e,e) est la somme des deux
premiers ou la somme des deux derniers.

4.8 Quelques propriétés de Iindépendance.

La notion d'indépendance que nous avons proposée a été introduite par
M. GONDRAN et M. MINOUX (cf. [DISMA2]). lls ont notament montré que dans le
cas d'une matrice a coefficients dans un dioide totalement ordonné, la
dépendance des lignes ou des colonnes est associée a la "nullité du
bidéterminant” de la matrice.
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Nous énoncerons ce théoréme rigoureusement dans la partie consacrée a
I'étude des matrices, mais nous ferons appel a ce théoréme dans la
démonstration du résultat suivant, qu'il est utile d'énoncer immédiatement.

Propriété 4.8.1:
Supposons que le dioide D des scalaires soit totalement ordonné. Alors dans

tout moduloide sur D, si n vecteurs {h;....h,} sont engendrés par p vecteurs
{94 o} et sip <n, lafamille {hy....h,} est dépendante.

Corollaire 4.8.2:

Dans D" muni de sa structure canonique de moduloide, toute famille de p
vecteurs avec p>n est dépendante.

Démonstration:

Il suffit d'écrire que, pour i variant de 1 a n:
hi=Zi 1 pXij g

Le théoréme de Gondran-Minoux permet d'affirmer que les vecteurs lignes de
la matrice [ x;; ] sont dépendants, car cette matrice a plus de lignes que de
colonnes. Il en résulte que l'on peut partitionner les lignes de cette matrice
de maniére a ce qu'il existe un vecteur f de Dp distinct de ¢ engendré par
chacune de ces parties. En renumérotant les lignes, on peut écrire:
Vie{tp} fi=2u 1k M Xj=2Zi ki MoXg
par conséquent,
Sietpfi 9= o1 pZic 1k Mox g
= Zj- 1.pZi= ketn M oXiy G
ou encore:
Zicrpfi = etk MZerpxp0)= Tk My
= Ziketn M 1p X 9) = Zisera Mhy
ce qui signifie que les h; sont dépendants «
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4.9 Autre approche.

R. Cunninghame-Green propose dans [MINMA2] encore une autre notion
d'indépendance:

Une famille est indépendante si et seulement si 'un au moins des vecteurs
qu'elle engendre posséde des coordonnées uniques.

Cette notion jouit de propriétés intéressantes, qui sont développées dans
[MINMAZ2]. Le lecteur vérifiera aisément que:
Redondance = Dépendance Cuninghame-Green = faible dépendance.

4.10 Le probléme de la notion de base.

Considérons le cas des familles totalement indépendantes, c'est & dire ou
tout vecteur posséde des coordonnées uniques. Si une telle famille engendre
un moduloide M, tout vecteur de M (comme en algébre usuelle) s'identifie a
ses coordonnées, qui sont des fonctions du moduloide & valeurs dans D. M est
donc du type DB ou B (a une bijection prés) est la famille indépendante en
question.

Par analogie avec le vocabulaire de la théorie des modules, un tel moduloide
sera qualifié de libre et la famille en question sera qualifiée de base.

Nous étudierons plus en détail les moduloides libres, mais nous pouvons déja
annoncer que les sous-moduloides strictement inclus dans DB ne possédent
en général pas de base. Cette notion est donc beaucoup trop restrictive.

Doit alors on requérir d'une famille qu'elle soit indépendante, ou seulement
non-redondante ?

Nous venons d'affirmer qu'il n'existe jamais de famille génératrice
totalement indépendante autre que la "base canonique" d'un ensemble de
fonctions. De méme, il n'y a en général pas non plus de parties génératrices
indépendantes.
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Par conséquent la notion la plus utile utile est celle de partie libre, ou
non-redondante. C'est la notion d'indépendance la plus faible parmi celles
que nous avons proposées: aucun vecteur n'est combinaison linéaire des
autres.

De méme, doit on requérir d'une base qu'elle engendre les autres vecteurs
par combinaisons linéaires quelconques ou seulement par combinaisons
linéaires finies? Cela double les définitions possibles!

En pratique, ce sont les familles génératrices non-redondantes qui seront
utiles, bien qu'elles n'existent pas toujours, comme le prouve le
contre-exemple suivant.

Contre-exemple:

Considérons le dioide D défini comme étant [0,+e] muni du max usuel et de
la multiplication usuelle. Celui-ci peut étre obtenu a partir de DRC par le
changement de variable x -> ex Dans D2, considérons les couples (x,y) tels
que:

X <y<3x
que l'on compléte par deux points extrémaux (e,e) et (eo,00).
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Graphiquement, cet ensemble est l'intérieur du cone sur la figure suivante.

Cela définit un sous-moduloide de D2 qui ne posséde aucune base. Il est aisé
de vérifier que toute famille contenant au moins trois vecteurs est
redondante, mais qu'aucune famille finie contenue dans le moduloide n'est
génératrice !

4.11 Comparaisons de diverses notions de rang.

A cause de l'absence d'une notion claire d'indépendance, il est difficile de
définir une notion de rang pour une partie d'un Moduloide. Celle-ci peut étre
introduite a partir des familles indépendantes, eu un sens ou lautre,

extraites de P, ou des familles génératrices de P

Voici quelques définitions possibles, que nous allons sommairement étudier
P est une partie (famille de vecteurs ou sous-moduloide) d'un moduloide M.

Definition 4.11.1:

Rang(P) = La borne supérieure des cardinaux des familles totalement
indépendantes incluses dans P
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Cette définition est beaucoup trop restrictive: dans Dn, d'aprés les
remarques faites ci-dessus, les seules familles de rang n seraient celles
qui sont égales a la "base canonique”, modulo des multiplications par des
scalaires inversibles.

Definition 4.11.2:

Rang(P) = Borne inférieure des cardinaux des ensembles S tels que P

puisse étre identifié & un sous-ensemble de DS par un homomorphisme
injectif
Nous ne savons pas si un tel ensemble existe; ce n'est probablement pas le
cas. Cette définition ne peut pas étre appliquée sans que l'on se donne P, a
priori comme une partie de DS C'est ce que nous ferons ultérieurement.

Definition 4.11.3:

Rang(P) = Borne supérieure des cardinaux des familles indépendantes
engendrées par P

Nous avons vu que cette définition équivaut a la suivante.
Definition 4.11.4:

Rang(P) = Borne supérieure des cardinaux des familles indépendantes
contenues dans P

Nous proposons la conjecture suivante: Les notions de Rang n° 2 et n°3
coincident lorsqu'elles existent toutes deux. Nous avons déja l'inégalité:
n°3 < n°2,

Definition 4.11.5:

Rang(P) = Borne inférieure des cardinaux des familles génératrices
de P
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En fait, il s'agit a proprement parler des familess génératrices du moduloide
engendré par P L'avantage de cette définition est qu'une telle famille existe
toujours: il suffit de prendre P Cette définition coincide probablement avec
la suivante, lorsque celle-ci a un sens.

Definition 4.11.6:

Rang(P) = Inf des cardinaux des familles génératrices
non-redondantes de P

Definition 4.11.7:

Rang(P) = Borne supérieure des familles non-redondantes engendrées
par P

Cette derniére définition est sans intérét car il est possible de construire
des familles non-redondantes de taille finie quelconque. Dans DZC3, pour
tout entier positif n donné, considérons la famille des p+1 vecteurs de la
forme (n-p, n, n+p) pour p=0 a n

Elle est non-redondante, car si on veut exprimer un vecteurs en fonction des
autres, il faut appliquer le théoréme de résolution des systémes linéaires:
p((n-p, n, n+p)/(n-a, n , n+q)) = inf (p-q, q-p)
Cela donne les coefficients de la plus grande sous-solution du systéme
consistant a exprimer le vecteur n° p en fonction des autres. Or, il est aisé
de vérifier sur la coordonnée "du milieu" que:
Zqep inf(p-a, -p).(N-q, N n+q)) < (n-p, 0 n+p)

Cette famille est donc non-redondante.

Ce dernier résultat prouve aussi que le rang de la définition n° 4.11.6,
associé aux familles génératrices non-redondantes de P n'est pas croissant
avec l'inclusion, puisque nous avons construit des ensembles de rang n
quelconque inclus dans DZC3 qui est de rang 3.
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Bref, il est difficile de voir clair dans le cas général, d'autant plus qu'il
faudrait doubler les définitions ci-dessus pour les combinaisons linéaires
finies et les combinaisons linaires infinies!

Nous allons dorénavant nous limiter a un cas plus simple, dans lequel
quelque résultats supplémentaires pourront étre obtenus, notemment un
résultat d'unicité de base.

4.12 Familles génératrices non-redondantes et minimales.

Dorénavant, D est I'un des dioides DZC,DZD,DRC,DRD, et le moduloide M est
libre, c'est a dire il est de la forme Ds ou S est un ensemble quelconque
d'indices, muni de sa structure canonique, qui en fait un moduloide complet.
Ce cas recouvre tous ceux que nous aurons & manipuler, en particulier les
matrices et les séries formelles.

Nous nous intéresserons a un sous-moduloide M de Ds, et aux parties
génératrices P de M. Parmi celles-ci, nous chercherons celles qui sont
non-redondantes ou méme indépendantes. Nous nous intéresserons
uniquement au cas ou P est finie et M° est le moduloide engendré par P par
combinaisons linéaires finies.

Si une partie P est génératrice de M° alors tout vecteur de P posséde une
décomposition en combinaison linéaire de vecteurs de P

Lemme 4.12.1:

Soit g un vecteur de P si g s'écrit
g = Ziep Mef

avec Ag < € alors la partie P est redondante et
9 =2ep frg Ml
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Démonstration:

Elle résulte du fait que la multiplication, dans le cas d'un moduloide DS est
continue & droite et & gauche et du fait que si D est I'un des dioides DRC,
DZC, DZD, DRD, pour tout scalaire A.

A<e= Limy , AN =g = -

Notons A4 =p < e Alors:
9 =19 ® g hpf
= 1.(1G © Tpg M) © Tpog Arf
=429 ® Spg (A ® . hq) f
=129 @ Xpg Arf
En procédant ainsi par récurrence, il vient
Vn g=pung @ Xpg At
Donc par "continuité a gauche" du produit,
g =69 ® Xpg Mf = g Ak

Théoréme 4.12.2:

Dans Ds, si un sous-moduloide M posséde une base G, c'est a dire:

-aucun vecteur de G n'est combinaisons linéaires des autres;

-tout vecteur de M est combinaison linéaire finie de G;
alors celle-ci est unique, modulo une multiplication de ses éléments par des
scalaires inversibles (distincts de e et de o).

Démonstration:

Soient F et H deux parties génératrices d'un méme moduloide. Alors:
VieF f=SpeqAph
VheH h=Sppnef
Et dans chaque combinaison linéaire, il n'y a qu'un nombre fini de
coefficients distincts de e. De plus:
v (hh) e FxH, g, < P(IR) et wyg < PN/
Alors,
Vie F f=2hee Mn(Zker Hnk-K)
VheH h=Eeruns (Ziea Al
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Donc:
VieF f=Yer (Zneg Mnhng k
VheH h=3Ycg (Zrer bnehe).

En appliquant le lemme 4.12.1, si on suppose les familles F et G
non-redondantes:

Ve F Zhegrnhng=¢€

VheH Zpuprhp=e
Comme il n'y a qu'un nombre fini de termes distincts de € dans ces sommes,
et que le dioide est totalement ordonné:

VieF 3heH Apup=e

VheH,3fe F pphpn=e
ce qui implique

vie F,3he H P(f/h).P(gh) = n(fh) = e

vVheH,3fe F P(hWA).P(fih) =x(fh) =e
Comme =(f,h) = e si et seulement f et h sont égaux, a une multiplication par
une constante inversible prés, le théoréme est démontré &

4.13 Un contre-exemple dans le cas des combinaisons infinies.

Considérons DZC comme dioide, et le moduloide DZCN, c'est a dire les suites
a coefficients dans DZC. Nous définirons M comme le sous-moduloide des
suites croissantes tendant vers + <, complétées par la suite e. C'est un
sous-moduloide complet pour les max-sommes. |l n'est pas complet pour les
min-sommes, car on peut facilement définir un ensemble de suites tendant
vers o, dont la borne inférieure ne tend pas vers c; il suffit de prendre
I'ensemble des suites h, de la forme:

hp(n) =0sin<p

hp(n) = n-p sinon.

La borne inférieure de I'ensemble des suites hy est la suite constante nulle.
Considérons la structure de M associée au max. Nous allons construire deux

familles distinctes F et H, libres et génératrices par combinaisons linéaires
infinies. Celles-ci seront indicées par NxN:
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Famille F-
fe(n) = ¢ sin<k
fiei(n) = 0 sik<ns<k+2l
fii(n) =1 sin>k+2l
Famille G:
gki(n) = ¢ sin<k
gn)=e=0 siksn<k+2l+1
gea(n) =1 sin>k+2l+1

F et G sont libres et génératrices de M par combinaisons linéaires infinies.
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Chapitre 5
Propriétés de matrices dans les dioides ordonnés.

5.1 Définitions préliminaires.

Nous allons travailler avec D2 muni de la structure de dioide qui a été
définie en 2.5.1 par

(xy) @ (xy) = (x®x',yoy)

xy) y)=(x x)@(y y) (x y)ely x)
ou

'élément neutre pour la loi ® est (e,e)

et I'élément neutre pour la loi est (e, €)

D est identifié au sous ensemble de D2 des couples dont la deuxiéme
coordonnée vaut € par
(x € =x VxeD

On notera (¢ e) = 6 Cet élément joue un réle analogue au "i* des nombres
complexes usuels car 62 = e (-e n'existe pas), et tout couple (A,n) de D2 peut
s'identifier a

(Au) =re®pd

Dans un couple (A,u), A joue le rdle de partie réelle, tandis que n joue le rdle
de partie imaginaire, mais au contraire du cas usuel, les nombres
"imaginaires” sont les nombres "négatifs”

Nous identifierons toute matrice carrée M de dimension n a graphe valué
G(M) comportant n sommets numérotés 1 a n et reliés par n2 arcs tels que
le poids de larc reliant i & j soit M;, Cette convention signifie que touis
les arcs sont pris en compte, méme ceux dont la valuation est €.

En plus des notions usuelles de boucle, cycle élémentaire et chemin, nous
aurons a travailler avec des familles d'arcs valués de G(M), dans lesquelles
un arc peut apparaitre plusieurs fois
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Définition 5.1.1:

Un parcours p de G (M) est une fonction de G(M) dans N, ol pour tout arc a de
G(M), p(a) est le nombre d'occurences de a dans le parcours p.

La longueur L(p) d'un parcours est le nombre d'arcs qu'il contient, c'est a
dire
L(p) = Zacm P(@)

Le poids W(p) d'un parcours est le produit au sens du dioide du poids de ses
arcs, comptés avec comme ordre de multiplicité leur nombre d'occurences.
W(p) = Maepm(v(a)P@
ol
v(a) est la valuation de l'arc a, c'est a dire
v(a) = M, si a est l'arc qui relie le sommet i au sommet j.

Nous noterons PG(M) I'ensemble des parcours du graphe G(M) associé a la
matrice M

Parmi les différents parcours possibles de G(M), il y a deux cas particuliers
qu'il ne faut pas confondre:
- le "parcours vide" noté o, ol V ae G(M), o(a) = 0, qui vérifie,
L(2)=0 et W(o)=e
- les parcours dont tous les arcs de multiplicité non nulle sont valués
par e dans G(M), pour lesquels L(p)#0 mais W(p)=¢

Nous aurons a cumuler des parcours. Formellement, cela revient a faire
I'addition usuelle des fonctions correspondantes: pour tout arc a, le nombre
d'occurences de a dans le cumul de p et p' est la somme usuelle de p(a) et
de p'(a)

Définition 5.1.2:

La somme de deux parcours p et p' de G(M) est définie par
vae G(M), (p+p))(a) = p(a) + p'(a)
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Propriété 5.1.3:

L(p+p) = L(p) + L(p)
W(p+p') = W (g) W(g") (multiplication du dioide)

G(M) peut étre identifié au parcours pour lequel, Ya e G(M), p(a)=1 De
méme, toute partie de G(M) est un parcours pour lequel, Ya e G(M),
p(a) e {0,1}

Nous identifierons toute permutation ¢ de {1..n} avec le parcours défini par-
si (ij) veérifie j=c(i) alors p(M,)) =1
sinon p(M;) =0
Cette convention signifie qu'on ne compte dans p aucun arc issu d'un sommet
i tel que ofi)=i

Rappellons que toute permutation se décompose en permutations circulaires.
Un parcours de G(M), s'il est une permutation, doit étre interprété comme
une réunion de cycles élémentaires (permutations circulaires) du graphe
G(M). Ces cycles sont disjoints: ils n'ont aucun sommet ni arc en commun.

On notera P(k) I'ensemble des parcours de G(M) qui sont des permutations de
longueur k, au sens de la définition 5.1.1

De méme, un chemin reliant un sommet p au sommet q (en passant
éventuellement plusieurs fois par le méme arc) est un cas particulier de
parcours de G(M) On notera C(k,p,q) I'ensemble des chemins de longueur k
qui relient le noeud p au noeud g

Si Mr désigne la r-iéme puissance de M au sens du dioide, alors le terme M,
est la somme (au sens du dioide) du poids des chemins de longueur r qui

relient le sommet i au sommet j

M7= 3 e cprapW (8)
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5.2 Bidéterminant et permanent.

La définition du bidéterminant a été introduite par M. MINOUX et M. GONDRAN dans
[DSIMA1].

Défintion 5.2.1:

On appelle bidéterminant d'une matrice carrée M a coefficients dans D2, le
terme noté Bid (M) apartenant a D2

Bid (M) = S pyoy W (0) 0 P(©)
ol p(o) désigne la parité de la permutation o

On appelle permanent d'une matrice carrée M a coefficients dans D2, le
terme noté Perm(M) apartenant a D?

Perm (M) = 5 ¢ pny W (s) = Bid(M).(e @ 60)

Pour une étude des propriétés du permanent et du bidéterminant, le lecteur
pourra consulter les références [DISMA1] et [DISMA2]. Il y trouvera
notemment le théoréme suivant, du @ M. MINOUX et M. GONDRAN qui établit
I'analogie entre le bidéterminant et le déterminant usuel.

Théoréme 5.2.1:

Soit M une matrice carrée de taille nxn., a coefficients dans un dioide
totalement ordonné. Les deux conditions suivantes sont équivalentes:

a) Il existe une partition des lignes de la matrice (ou de ses colonnes) en
deux familles que nous noterons Cy a C, et Cp,y a C,, et des coefficients
Aq...Ay , NON tous égaux a e, tels que:

it p %-Ci = Ty p 44:C;

b) Le bidéterminant de la matrice se factorise en

Bid(M) = A(e ® 6)
ou A est un élement de D2.

5-4
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Remarquons que si Bid(M) = = A(e @ 0), . peut étre pris appartenant a D, car
si k= (a,B), A(e ® 8) = (0®B,a®P) = (¢®B, e).(e ® ) Cela signifie que la
partie réelle (ou "positive") de Bid(M) est égale a sa partie imaginaire (ou
"négative").

Ce théoréme peut donc étre interprété ainsi il existe une combinaison
linéaire "nulle" des colonnes de la matrice (en fait dont la "partie négative"
est égale a la "partie positive") si et seulement si le bidéterminant est
"nul", c'est a dire sa partie "négative" est égale a sa partie "positive"

La condition "a" signifie que les colonnes de la matrice ou ses lignes sont
dépendantes au sens donné dans le chapitre 4. Cette dépendance est donc,
comme en algébre usuelle, associée a la "nullité" du "déterminant"

5.3 Le théoréme de Cailey-Hamilton

Le théoreme de Cailey-Hamilton résulte seulement des propriétés
combinatoires du calcul matriciel, comme cela a été montré dans [DISMAS].
Dans le cas d'un dioide ordonné, la démonstraion est plus simple que dans le
cas général, du fait de I'idempotence des éléments pour la loi @ En effet, il
est inutile de dénombrer combien de fois un méme terme apparait dans une
somme.

Définition 5.3.1:

ipolynéme caractéristique d'une matrice M a coefficients dans D2 est le
polynéme d'une variable % de D2 défini par
Dy(1) = Bid (M ® 0.L.E)
ol E est la matrice identité du dioide M, ,(D?)
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Remarques:

@pm (M) est un polynéme de degré n, dont le terme de degré n vaut
toujours inAn

@M (1) est un polyndme a coefficients dans D2 , méme si tous les termes de
la matrice M appartiennent a D.

Propriété 5.3.2:

Si on écrit:
DM (M) = 0, A" D ... QAKD... @y
alors
Vke {0.n} O = 0K T epink) W(o) Oparité(c)

Théoréme 5.3.3:
Pour toute matrice M a coefficients dans D2
Dy (M) = (e ® i) K
ol K est une matrice a coefficients dans D.

Cela s'interpréte comme la nullité de @y (M), c'est a dire que sa partie
"positive" est égale a sa partie "négative”

Démonstration:
Considérons une matrice M comme un tableau de n2variables formelles

distinctes
Oy (M) = M D ..

L MKk@. @ E

L'expression ci-dessus est alors un polynéme en ces n2 variables formelles,
que l'on peut séparer en deux classes, les termes qui ont comme coefficient
e et les termes qui ont comme coefficient §
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Pour prouver le théoréme, il faut montrer que les sommes (au sens du dioide
D2) des termes de chacune de ces classes sont égales. Dans le cas d'un dioide
ordonné, comme tout élément est idempotent pour la loi @, il suffit de
montrer que chaque terme qui apparait dans une classe apparait au moins
une fois dans l'autre classe.

Pour k e { 1.. n} leterme ¢, M k est une matrice dont le terme de ligne p et
de colonne q est donné par-

(0. Mk)p_q = 0K [Zg e paky W(G). 0P ] [ Zg ¢ cipay Lis)=k WI(S) ]

= 0 [Zgc Fkpo WiO) 0PO)]

Ou F (k,p,q) est I'ensemble des couples g=(s,6) de parcours de G(M) composés
d'un chemin s de longueur k reliant p a g et d'une permutation ¢ de longueur
n-k

On note pour un tel couple g=(s,0)
p (9) = parité(c) W (g) = W (s) + W (o)

Pour montrer le théoréme, il suffit de montrer que tout couple g=(s,c),
appartenant a F(k,p,q), peut étre transformé en g'=(s',¢') appartenant a
F(k',p,q) pour k' € {1...n} tels que g et g' définissent le méme parcours de
G(M) avec la condition supplémentaire suivante: la permutation ¢' est de
parité opposée a la parité de ¢ ou (exclusif) la parité de k' est opposée a
celle de k

Rappellons que la parité d'une permutation est égale a la parit¢ du nombre
de cycles élémentaires de longueur paire qui la composent.

Considérons g = (s , o). Deux cas, divisés chacun en deux sous-cas, sont a
distinguer*
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1er cas: Le chemin s rencontre un cycle élementaire de o , noté c.

n=6 — Cheminde2a1
Parcours De longueur 3.
deF(3,2,1

uuumlu("lllW" Permutation
De longueur 3

On définit s' comme étant la permuation o privée du cycle ¢ (c'est

éventuellemnt un parcours vide). On définit s’ comme étant le chemin de p &
q obtenu en ajoutant a s le cycle c.

n=6 — Cheminde2at
Nouveau De longueur 5.
parcours
qui appartient & ">"'w-1m!|||n Permutation
F(5,2,1)

De longueur 1

Il faut alors distinguer les deux sous-cas suivants.

c est de longueur paire. Alors ¢' est de parité opposée a celle de o ,
et la longueur de s' est de méme parité que celle de s.

b) ¢ est de longueur impaire. Cette foi ¢' est de méme parité que o,
mais k', longueur du chemin s' est de parité opposée a k.
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2eme cas: Le chemin s ne rencontre aucun cycle élémentaire de o

Alors, la permutation o, qui est de longueur n-k, rencontre n-k sommets
distincts. Il 'y a en tout n sommets, donc le chemin parcourt les k sommets
restants. Le chemin, qui est composé de k arcs, rencontre k+1 fois un
sommet. Il y a donc obligatoirement un sommet par lequel s passe au moins
deux fois. Par conséquent, le chemin s contient au moins un cycle
élémentaire noté c. On peut ajouter ce cycle a la permutation ¢ pour obtenir
une nouvelle permutation, ¢' car ce cycle ne rencontre pas o.

n=6 Chemin de 2 a 6
Parcours é De longueur 4.
qui appartient % .
F(4,2 6)

m comedfgip. PeTMUtation

De longueur 2

On définit o' comme étant la permuation o a laquelle est ajoutée le cycle c.
On définit s’ comme étant le chemin de p a q obtenu en supprimant le cycle ¢
dans s

Chemin de 2a 6
De longueur 2.

F(2 2,6)

Parcours
qui appartient a

WN@N Permutation
De longueur 4
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A nouveau, il faut distinguer deux sous-cas.

a) c est de longueur paire. Alors ¢' est de parité opposée a celle de o

et s' est un nouveau chemin de p a q dont la longueur est de méme
parité que celle du chemin s.

b) ¢ est de longueur impaire. Cette foi ¢' est de méme parité que o,
mais k' longueur du chemin s' est de parité opposée a k.

Par conséquent, tout parcours g dont le poids apparait comme coefficient
dans le bipolynéme caractéristique peut étre décomposé de deux maniéres
qui sont associées a des puissances de 6 de parité différentes. On a donc
vérifié que chaque mondme en n2coefficients de la matrice, auquel est
associé une famille de couples (s,o), apparait multiplié par 6 a une
puissance paire,c'est a dire e et par 6 a une puissance impaire, c'est a dire 0
«

5.4 Matrices et opération étoile.

Nous allons maintenant étudier trois aspects des propriétés d'une matrice a
coefficient dans un dioide D qui sont liés:

-les propriétés de "convergence" de A*

-le comportement asymptotique de la suite AP

-les valeurs propres de A.

Nous avons vu que I'étoile d'un opérateur permet de résoudre les équations
implicite du type:
X=AX®B

Si A est une matrice, l'opérateur A s'identifie a la matrice A* Rappellons
les notations de KLEENE:

A* =T AN

A+ = T An

5-10
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Il est important de caractériser les matrices pour lesquelles A* et A+ n'ont
aucun coefficient égal a «. Nous dirons dans ce cas que A* et A+ convergent.

Théoréme 5.4.1:

Soit A une matrice carré a coefficients dans un dioide D, dont aucun
coefficient n'est égal a «. Si A ne contient aucun cycle élémentaire de poids
total supérieur ou égal a e, pour l'ordre canonique associé a l'addition du
dioide, A* ne contient aucun coefficient égal a .

La réciproque (condition nécéssaire) est vraie dans le cas des dioides DRC,
DZC, DZD et DRD.

Démonstration:

Ce résultat est facile a montrer & partir de linterprétation graphique de la
matrice. Notons n la taille de la matrice et fixons i et j deux sommets. Soit
u le maximum des poids des chemins de longueur inférieure ou égale & n. Par
hypothése, tous les coefficients de la matrice sont finis, donc p < oo,

Le coefficient (i,j) de la matrice AP est la max-somme de tous les chemins
de longueur n reliant le sommet i au sommet j.
Tout chemin de longueur p reliant i a j est la somme (au sens 5.1.2) d'un
chemin de longueur inférieur ou égale a n, et de cycles élémentaires. Par
conséquent, si tous les cycles sont de poids inférieur ou égal a e,

vp APM <Sud®e
Et donc,

V(i) Al =Zpo APjSp@e <

Dans le cas particulier de DZC et DRC, montrons la condition nécéssaire par
sa contraposée: s'il existe un cycle élémentaire de poids supérieur
strictement & e, il y a des coefficients infinis dans A* Comme A* majore
tous les AP, il suffit d'extraire une suite (A°(P)H) tendant vers +eo.
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Choisissons un cycle de poids ® > e, dont la longueur est notée c. Il existe au
moins un sommet i sur ce cycle. Il est alors immédiat que:
Ak > ok au sens du dioide.
Dans le cas de DRC, DRC, cela s'écrit, traduit en algébre usuelle:
Ake > ko avec ® >0
Et par conséquent,
A -> 4oo lorsque k -> +oo

Le méme raisonnement est vrai, en inversant les signes, dans DZD et DRD «

5.5 Valeurs propres.

Dorénavant, nous nous limterons au cas de DZC, DRC, DZD et DRD Nous ne
ferons que la théorie des valeurs propres associées aux vecteurs propres
a gauche.

La notion de valeur propre est liée a la notion de point fixe, en effet,
écrivons que X est vecteur propre d'une matrice A pour la valeur propre A.
AX=21X

Si A est inversible, ce qui dans DZC, DRC, DZD ou DRD signifie que 1 est
distinct de € et =, X est alors un point fixe de A-1.A Il y a donc toujours un
vecteur propre associé a i obtenu par (A-'.A)*V ou V est un vecteur
quelconque. Cependant, la matrice (A-1.A)* a en général de nombreux
coefficients infinis et les vecteurs propres ainsi construits ont alors peu
d'intérét.

Dans le cas ou la matrice A est un scalaire. Si & # A, les vecteurs propres

associés a A sont seulement e et =
Pour construire une théorie intéressante, il est donc nécéssaire d'imposer
des contraintes sur les vecteurs propres: absence de coordonnées égales

a e (qui joue le role du zéro) et absence de coordonnées égales a eo.

Commengons par étudier le cas des valeurs propres égales a ¢ Dans ce cas,
un vecteur propre doit étre solution de M.X= ¢

5-12
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Lemme 5.5.1:

L'équation M.X = & posséde une solution distincte du vecteur e, si et
seulement si M posséde une colonne de coefficients égaux a e.

Démonstration du lemme:

Si la solutionr X posséde une coordonnée X, distincte de e, comme il existe un
indice j pour lequel Mw est distinct de ¢ nous avons (M.X); 2 M; . X > e

Réciproquement, si la colonne i de M ne contient que des ¢, on peut prendre
comme solution le vecteur X dont les coefficients sont tous égaux a e, sauf
celui d'indice i qui est égal a e &

Théoréme 5.5.2:

Si M est une matrice dont aucune colonne ne contient que des e, toute valeur
propre de M est strictement supérieure a e.

Démonstration:

D'aprés le lemme, tout vecteur X distinct de e, en particulier tout vecteur
propre associé a une valeur propre 1, vérifie M.X > e. Comme le vecteur propre
posséde une coordonnée X, distincte de e, et comme il existe un indice j pour
lequel M;, est distinct de ¢ nous avons

(M.X); = (LX), 2 M,.X, > ¢
donc nécessairement, A > ¢ ¢

Par conséquent, I'étude des valeurs propres n'offre d'intérét que si on se
place dans le cadre de la définition suivante.

Définition 5.5.3:

Soit M une matrice dont aucun coefficient n'est égal a «. Un scalaire A est

5-13
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une valeur propre finie (a gauche) de M, si et seulement si:
A e (g0}
et il existe un vecteur colonne X dont au moins une coordonnée est distincte
de e et toutes les coordonnées sont distinctes de e, tel que:
M.X=2X
X est appelé vecteur propre associé a i.

de oo.

5.6 Valeurs propres d'une matrice irré

Nous allons d'abord étudier les valeurs propres finies d'une matrice M
irréductible, c'est a dire dont le graphe ne posséde qu'une composante
fortement connexe. En particulier M n'a aucune ligne identiquement égale
a e. Nous supposerons toujours que tous les coefficients de M sont distincts
de o

Lemme 5.6.1:

Si M est une matrice irréductible, il suffit que I'un des coefficients de M*
soit égal a « pour qu'il le soient tous.

Démonstration:

S'il existe un arc de G(M*) valué par «, comme M est irréductible (le graphe
constitué par les arcs de valuation distincte de e est fortement connexe),
pour tout couple (ij), pour une puissance p adéquate, (M"’)m = e car ce
terme contient le poids d'un chemin passant par I'arc valué par . Donc tous
les coefficients de (M*)*  qui majorent ceux des puissances de M*, sont
égaux a . Pour conclure, il est aisé¢ de vérifier que (M*)* = M* &

Lemme 5.6.2:
Si A est valeur propre finie d'une matrice M irréductible, les matrices

(A-1.M)* et (A-1.M)+ “"convergent" c'est a dire aucun de leurs coefficients
n'est égal & co.
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Démonstration:

Soit M une telle matrice, A une valeur propre finie associée a un vecteur
propre X , A est inversible et necéssairement X est point fixe de A-.M , donc
AIMX =X
1M)X =X
et comme l'addition est idempotente
(A1LM)* X = ET.M)PX = X

Supposons que (A-1.M)* “diverge" Alors le lemme 5.6.1 implique que tous les
coefficients de (A-1.M)* soient égaux a . Donc en multipliant par un vecteur
X dont un coefficient est distinct de €, on obtient sur la ligne correspondante
le résultat eo.

L'égalité (1-1.M)*.X = X implique donc que les coefficients de X distincts de ¢
soient tous égaux a <, ce qui est incompatible avec la définition adoptée
pour les vecteurs propres.

Pour que M posséde une valeur propre et un vecteur propre associé qui
satisfassent la définition 5.5.3, il faut donc que (A-1.M)* "converge «

Théoréme 5.6.3:

Une matrice M irréductible dont aucun coefficient n'est égal a « posséde une
unique valeur propre finie 1° définie par:

2° = X cycles do la matrice M W(0) /L@
ou

W(o) est le poids du cycle ¢

L(o) est la longueur du cycle o

Si j est un indice qui appartient a un cycle réalisant le maximum dans la

formule ci-dessus, alors la colonne j de la matrice (L°-'.M)+ est vecteur
propre de M.

5-15
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Démonstration:

Remarquons d'abord que pour toute matrice K, comme K* = E & K+
iz = K+, = K%

et
K+i=K\, ssi Kt=e

Soit M une matrice satisfaisant les hypothéses du théoréme et soit A°
défini par la formule:
A° = Zg cycles de la matrice M W(0) V()

Le lemme 5.6.2 implique que (A°-'.M)+ converge. Par conséquent, en extrayant
une colonne de cette matrice, on définit bien un vecteur dont aucune
coordonnée n'est égale a «, et qui posséde des coordonnées distinctes de ¢ si
c'est le cas de M.

Soit j un noeud appartenant & un cycle de poids moyen maximal de M. Alors
par définition de A°, (A°1.M)*j; = (A°".M)* = e

Notons y = (L°1.M)* ; la j-iéme colonne de la matrice (A°-1.M)*+ Comme
(A°-1.M) = (A°-1.M)*. (A°-1.M) , nous avons
(A>TM)Ly = (A LM). (M)
= (A LM). (M)t
= (M) =y
et par conséquent M.y = A°y c'est a dire y est un vecteur propre associé
anre

Il nous reste a montrer I'unicité de la valeur propre finie. Le lemme 5.6.2
implique que pour toute valeur propre finie &, (A-1.M)* converge. Donc
d'aprés le théoréme 5.4.1 aucun cycle de A-".M n'est de poids supérieur & e.
Par conséquent:

2 T cycles de la matrice M W(0)1/(0) = A°

Soit p le ppcm des cycles de la matrice;. On vérifie aisément que pour tout
vecteur propre x associé a une valeur propre A.
WX = MP.x <AP.X
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Par conséquent, il est aussi nécessaire que A <1° ce qui conclut la
démonstration du théoréme «

5.7 Etude du moduloide des vecteurs propres d'une matrice irréductible.

Considérons une matrice M de taille nxn vérifiant les conditions du théoréme
5.6.3. Il est évident que I'ensemble des vecteurs x qui satisfont a I'équation:
MX=X

est stable par combinaisons linéaires finies ou quelconques. C'est donc un
sous-moduloide complet du moduloide D", dont nous allons rechercher des
familles génératrices. Par définition, nous avons exclu des vecteurs propres
les solutions de M.X=X qui ont des coordonnées égales a «, que nous
appellerons vecteurs propres généralisés

Les résultats suivants seront donnés sans démonstration, le lecteur
trouvera ces démonstrations dans le rapport de recherches INRIA n° 191

Définition 5.7.1:

On appelle graphe critique d'une matrice M irréductible le graphe obtenu en
conservant dans le graphe associé a M seulement les arcs appartenant a un
cycle de poids moyen maximal; un tel cycle sera appelé critique.

Théoréme 5.7.2:

Une famille génératrice du moduloide des vecteurs propres (généralisés) de
la matrice M, associés a la valeur propre 1° est donnée par les colonnes de
la matrice (r°-1.M)+, dont les indices sont ceux de sommets situés sur un
cycle de poids moyen maximal de la matrice.

Cette famille est en général redondante, mais on peut en extraire une unique
famille non-redondante, dont le cardinal est égal au nombre de composantes
fortement connexes du graphe critique.
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Le lecteur trouvera dans la méme référence une étude des projecteurs
spectraux

5.8 Suite des puissances d'une matrice.

Nous allons maintenant énoncer les propriétés asymptotiques de la suite AP,
ou A est une matrice a coefficients dans DZC, DZD, DRC ou DRD. Comme
précédemment, nous identifierons toute matrice carrée a un graphe orienté
valué.

Lemme et définition 5.8.1:

Soit A une matrice carrée irréductible a coefficients dans un dioide D choisi
parmi DZC, DZD, DRC ou DRD, telle qu'aucun coefficient de A n'est égal & .

Si A est irréductible il existe un scalaire . de D et un entier positif c, et un
entier N tels que:
(1) ¥insN, Ame = AcAn

Un tel couple (A,c) sera appelé couple de cyclicité de la matrice A.

De plus, & est égal a l'unique valeur propre finie de A.
(2) 1 = Eg cycles de la matrice M W(0)1/1(0)

Qu
W(o) est le poids du cycle o
I(c) est la longueur du cycle o

La formule (2) est vraie pour tout ¢ = I(c), ou ¢ est un cycle qui réalise le
max dans la formule (1).

Démonstration:
Nous ne donnerons pas une démonstration rigoureuse de ce résultat, mais

seulement une justification intuitive. La démonstration compléte avec se
trouve dans le rapport INRIA n° 191 (ref.[]).
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Rappellons que le coefficient (i,j) de la matrice Ap est la max-somme de
tous les chemins de longueur n reliant le sommet i au sommet j. Lorsque p
est plus grand que la matrice, pour construire un chemin de longueur p, il
faut "tourner en rond" dans les cycles de la matrice. C'est évidemment en
tournant dans le cycle de poids moyen maximal que l'on fait croitre le plus
vite le poids du chemin &

Ce résultat ne se généralise pas aux matrices non fortement connexes. Nous
obtiendrons cependant un autre résultat général dnas le cas des matrices
dont les termes diagonaux sont distincts de e, que nous énoncerons comme
corollaire des propriétés des séries formelles croissantes que nous
étudierons dans le chapitre 7
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Chapitre 6
Opérations et parties rationnelles dans un dioide odonné.
Ce chapitre est consacré a I'étude des opérations rationnelles dans un dioide
ordonné complet. Ces opérations qui sont essentielles en théorie des
automates et des langages sont associées aux "manipulations de systémes"
usuelles: mise en série, en parallele et en contre réaction Cela explique
pourquoi leur étude est importante.

La plupart des résultats que nous allons énoncer se généralisent
probablement a des dioides quelconques, car nous n'utiliserons pas
explicitement la relation d'ordre. Celle-ci nous permet cependant de nous
affranchir des problémes de convergence de l'opérantion "étoile", alors que
dans un dioide ou semi-anneau quelconque, l'opération "étoile” d'une série
n'est pas toujours définie.

Dans toute cette partie, D est un dioide ordonné complet, muni de l'ordre
canoniquement associé a sa max-addition

6.1 Cléture rationnelle et parties rationnellement closes.

Considérons une fonction f de la forme:
X -> kX 0U X ->XA
ou A est un élément fixé de D.

Dans ce cas, f* peut étre identifiée a la multiplication a gauche
(respectivement a droite) par
X'= e® X,ux"
Cette identification d'un scalaire a un opérateur justifie la convention
vxe D, x0=e
qui permet d'écrire

X' = T X"
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Définition 6.1.1:

Les opérations rationnelles dans un dioide ordonné complet sont:
-la max-addition.
-le produit du dioide
-l'opération étoile  x* = e @ ¥,5¢X"

Ces opérations ont d'abord été étudiées dans le cas des langages, qui ce sont
des séries formelles a coefficients dans l'algébre de Boole qui est un dicide
ordonné complet. Il en est donc de méme pour les séries a coefficients dans
cette algébre. Cette étude des opérations rationnelles s'applique donc au cas

particulier des langages.
Définition 6.1.2:

Soit P une partie d'un dioide ordonné complet D. P est rationnellement close
(abbrévié R-close) si P est stable (ou close) pour les opérations
rationnelles.

La cldture rationnelle de P est la plus petite partie rationnellement close
contenant P et elle est notée P*

Justification de la définition:

Justifions que P* est bien définie. Le dioide D contient P et est
rationnellement clos, puisqu'il est complet. L'intersection des parties
rationnellement closes contenant P est donc définie et n'est pas vide,
puisqu'elle contient P Il est aisé de vérifier que l'intersection d'une famille
quelconque de parties R-closes est elle-méme R-close, ce qui termine la
preuve de l'existance de P* «

Remarquons par contre que l'union d'une famille de parties R-closes n'est
pas forcément R-close
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Il est évident qu'une partie R-close contenant & et e est un sous-dioide.
Réciproquement, si P contient e et e, la R-cléture de P contient le
sous-dioide engendré par P Ce ne sont pas nécessairement des sous-dioides
complets: il peuvent ne pas étre clos pour les sommes infinies quelconques.
Dans cette partie, nous ne nous intéresserons pas au sommes infinies autres
que celles introduites par I'opération étoile.

Propriétés 6.1.3:

Pour tout élément x de D,
(x)" = x
X2 =x & X =x"

Si A et B sont des parties de D:
(A" =A*
ACB= A" CB"
(AUB)* contient A* U B*

6.2 Propriérés particuliéres dans le cas commutatif:

On obtient un grand nombre de régles de calcul supplémentaires lorsque les
éléments qui interviennent dans une formule commutent.

Propriétés 6.2.1:

Si deux éléments x et y commutent:
(x ® y)' = x"y" =y"x*
(x*.y")* = x".y* = y'x*

Démonstration:

Il suffit de constater que toutes ces écritures sont égales a
Zizo j20 XY
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On utilise pour cela l'idempotence des éléments pour I'addition. Il est inutile
de dénombrer combien de fois un terme x'.y! apparait et il suffit de vérifier
que pour tout couple (i,j), le terme correspondant apparait une fois au moins
dans chaque expression «

Considérons une expression rationnelle. Elle définit une fonction de Pndans
P*, ou n est le nombre de variables qui apparaissent dans I'expression. Il est
alors intéressant de comparer les diverses expressions formelles pouvant
représenter cette fonction, et surtout leurs "hauteurs d'étoile”, c'est a dire
le nombre maximal d'opérations étoiles imbriquées dans leurs écritures. Par
exemple, la hauteur d'étoile d'une fonction polynéme est 0.

Théoréme 6.2.2:

Si les éléments d'une partie P commutent, toute expression rationnelle

d'éléments de P définit une fonction de ces éléments qui peut étre écrite:
X® Zpne Yi-Z'

ol X, les Y; et les Z; sont des expressions polynémiales d'éléments de P

Démonstration:

Raisonnons par récurrence sur la hauteur d'étoile. Il suffit de prouver que
l'on peut réduire la hauteur d'étoile du terme générique (x ® z.y*)*, ol x, y, z
sont des expressions rationnelles de hauteur d'étoile strictement inférieure.

(x ® zy")" = x".(z.y*)"
=x"".(e®zy @ (z2y')2® (zy' ) ® (zy*)* ... )
=x".(e ® z.z'y")
=xX"® z2(x®y® 2)*

C'est bien une expression rationnelle de hauteur d'étoile strictement

inférieure. On peut appliquer cette manipulation jusqu'a V'obtention de la
forme énoncée dans le théoréme «

64
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Exemple:
Partons d'une expression de hauteur d'étoile égale a 3.

y(x ® @y (t® x) © y(x®y)) ®xa te x))) e x"
=y.(x ® (zy'.(t'x" @ yx'y) @ x® t'x)") @ x*
=y (x ® (zy. (" xX)(yx"y) @ x@® t'x)) @ x*
=y.(x ® (zy't'x'.(e ® yy'x'y) ® x® t'x)) ® x*
=y(x @ (zy'x't' ® zyy' x'.t" ® x® t'x)") @ x*

=y.(x ® (zy'.x"t)" (z.y.y x".t).xL(t.xY)) @ x*

y.(x ® z".y x"ttx'ttx) @ x*

=yx ® yziy' x'tt @ x*

=YX y(xoy®zaet) e x*

En utilisant les régles d'absorbtion dans un dioide ordonné, on peut encore
simplifier I'expression ci-dessus, en effet
yx < y(y'xt) < y.(zhytxit)
le résultat final est donc
y.(z'y' x*t*) @ x*
ou encore:
yx@ye®zot) e x

6.3 Opérations rationnelles et calcul matriciel.

Les opérations rationnelles sont aussi définies dans tous les dioides
complexes construits a partir du dioide D.

Lemme 6.3.1:

. _ | a'e a’b.(c.a’.be d)'vcva" a'b.(ca’bed* |
i |

(c.a*.be d)*.ca* (c.a*bed)*
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Il est important de remarquer que ce résultat est valable avec des
coefficients a, b, ¢, d qui peuvent eux-mémes appartenir a des dioides
complexes: matrices carrées, séries formelles etc Nous verrons dans la
démonstration qu'il n'est méme pas nécessaire que les blocs a,b,c,d, soient
des matrices de méme taille.

Corollaire 6.3.2:

(b.d'c ®a) = a"®a'b. (ca'b® d).ca’
(ca’b ® d)ca" = d*.c.(b.d’.c ® a)"

Démonstration du lemme:

Notons M la matrice globale. M* est la plus petite solution de I'équation
d'inconnue X,

X=MX®E
ol X est une matrice de méme nature que M et E est la matrice identité.

En décomposant |'équation par blocs, elle se transforme en un systéme.
x=ax®bz®e
z=cx®dz
y=ay®hbit
t=cyo@dtoe

Il faut trouver les plus petites solutions a ce systéme en utilisant
"résolvante étoile”

a

y =a'b.t
donc t=ca'bte®dtee
donc t=(ca'b®d)" ety=a'b(cab® d*

En procédant de méme avec x et z, on obtient:
x = (bd'c ® a)’ etz=d"c(bd.c® a)

6- 6
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On peut procéder autrement pour résoudre ce systéme.
x =a'.(b.z® e)
donc z=c.a'.(b.z®e)®dz
donc z = (ca*bh ® d)*.ca’ et x=a" @ a'b. (ca’.b ® d)*.ca*

L'unicité de la solution minimale prouve les identités du corollaire &

6.4 Cléture rationnelle et représentation d'un élément rationnel.
Dorénavent, nous allons considérer un dioide complet D et un
sous-ensemble E de D. Nous supposerons toujours que E contient ¢ et e,

mais E ne sera pas nécessairement un sous-dioide de D.

En résumé:
Do E'2Ex({ee} ={ee}

Nous noterons MM,(E) 'ensemble des matrices nXp & coefficients dans E.
Comparons la cléture rationnelle de M, ,(E) dans le dioide ordonné complet
M,n(D), que nous noterons M, ,(E)* avec l'ensemble des matrices a
coefficients dans E*, que nous noterons M, n(E*)
Théoréme 6.4.1:

M;,n(E?) = M o(E)*
Démonstration:

Nous allons d'abord montrer par récurrence l'inclusion
Mna(E)* C My q(EY)
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Hypothése de récurrence a l'ordre p

pour tout dioide ordonné complet D,
pour toute partie E de D et tout entier n < 20
M, n(E)" C Myq(EY)

a) Cas p=0. Le lemme prouve que I'étoile d'une matrice 2X2 a des
coefficients qui sont des expressions rationnelles des coefficients de la
matrice.

Ae My,(E) = A" e My,(EY)

Comme E* contient E et est stable pour la somme et le produit,
Ae Myy(E),Be Myyo(E) > A® Be Myyo(EY)
Ae Myy(E), Be My,(E) = AB e My ,(EY)

Par conséquent, I'hypothése de récurrence est vraie a l'ordre 1 la cléture de
M, »(E) est incluse dans M, o(E").

b)Cas générique. Supposons I'hypothése de récurrence vraie a l'odre p et
notons 2r= n. Comme on peut compléter les matrices par des lignes et des
colonnes vides, il suffit de prouver le résultat pour 2p+1= 2.n

Nous utiliserons:

Ma.0.2.0(E) = Mp oM, o(E))
En appliquant le résultat que nous venons de montrer a l'ordre 1, aux
matrices 2X2 a coefficients dans le dioide M, (D), et en remplagant E
par M, o(E), il vient

M2020(E)* = M (Mo a(E)" G Mg o(My4(E))

En appliquant I'hypothése de récurrence a l'ordre p, dans le dioide D, on
obtient le résultat voulu a l'ordre p+1
Mz.n2n(E)" C Mz o(Mnn(E)") C Mpo(Mpn(E") = Mo 2a(E)

Cela termine la démonstration par récurrence.

Pour montrer l'inclusion inverse, M, ,(E*) C M, ,(E)* nous aurons besoin du
résultat 6.4.2.
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Théoréme et définition 6.4.2:

Soit D un dioide ordonné complet, E un sous-ensemble de D et soient deux
sous-ensembles de E, que nous noterons G et H, qui contiennent tous deux e
et e.

Un élément x de D appartient a E* la cléture rationnelle de E
si et seulement si
x peut s'écrire sous la forme:
x =C.A"B
avec
CeMyyH) , AcM,(E) et Be M, (G)
ol n est un entier naturel qui dépend de x.

Nous appellerons cette formule une (H,E ,G)-représentation de x. L'entier n
sera appelé la taille de la représentation (on évitera les mots d"imension" et
"rang” que nous n'avons pu clairement définir comme en algébre usuelle).

Démonstration:

Les ensembles E , F et H etant donnés selont les hypothéses du théoréme,
appelons R I'ensemble des éléments de D qui possédent une
(H,E,G)-représentation. Il suffit alors de montrer que R contient E et qu'il

est clos pour les opérations rationnelles.

R contient E car tout élément x s'écrit

(les cases vides contiennent le coefficient )

Montrons que R est clos pour les opérations rationnelles. Soient x et y deux
éléments donnés avec leur représentations rationnelles
x=C.A'B ety =C.A"B
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alors
x®y=CA'B @

xy = (C.A"B).(C'A".B)

Al " ]
= [c] |

> |0
(=]

(Les cases vides sont des blocs remplis d' €)

Nous avons donc montré que R est rationnellement clos et par conséquent
que R=E"«

Fin de la démonstration du théoréeme 6.4.1:

Il nous restait & montrer I'inclusion
Mnn(E") C My a(E)*

Nous allons effectuer la démonstration par récurrence sur p en considérant
des matrices carrées de taille 2P

L'hypothése de récurrence a l'ordre p est:
pour tout dioide ordonné complet et toute partie E de ce dioide,

pour tout n < 2°,
My n(E) C Mqq(E)
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a) Cas p=0. Soit X une matrice 2X2 a coefficients dans E* Les coefficients
de la matrice admettent tous des ({e,e},E,{e,e})-représentations Nous
pouvons supposer que toutes ces représenations sont de méme taille p en
ajoutant éventuellement des cases "vides"

GA B [ GAB,
GALB| GA'R

A

Ay

Ay

En considérant des blocs 2X2 dans I|'écriture précédente, on constate que
c'est une représentation (M, >(E), My »(E), M, 5(E)) de X et par conséquent, le
théoréme précédent nous donne le résultat cherché:

Xe (Mg(E)"

b)Cas générique. Supposons I'hypothése vraie a I'ordre p. Notons n= 2P. En
complétant éventuellement par des colonnes et des lignes "vides", il suffit
de vérifier la propriété pour les matrices de tailles 2.n = 2p+1

Mz 0 20(E) = Mqa(M22(E"))

D'aprés ce qui a été montré a l'ordre 1

Mz.0.2n(E*) C M (M2 o(E)*)
et comme M, ,(E) est une partie du dioide ordonné complet des matrices
carrées de taille 2X2 a coefficients dans D et que I'hypothése de récurrence
est vraie a l'ordre p dans tout dioide de ce type, nous pouvons écrire

Mzn,2a(E") C (Mqn(M22(E)))*
ou

Mz 02a(E) = Man2a(E)

ce qui termine la démonstration du théoréme «
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6.5 Minimalité de la repré. ion d'un élément rationnel.

La taille de la représentation (H,E,G) d'un élément de E* dépend évidemment
des ensembles H, E et G.

Propriété 6.5.1:

Si x est un élément qui admet une (H,E,G)-représentation et une (H'.E',G")
représentation telles que

HCH, ECE GCG
alors, la taille de la (H,E,G)-représentation est supérieure ou égale a la
taille de la (H'E'.G') représentation.

En lisant les démonstrations qui précédent, il est aisé de vérifier qu'en fait,
dans H et G, on ne se sert que des éléments ¢ et e. A priori, si on limite H et
G a {e, e}, on obtient une représentation maximale parmi les représentations
minimales. Nous pouvons alors proposer la définition suivante, qui n'aura
d'intérét que lorsqu'elle sera complétée par des théorémes constructifs,
lesquels sont encore a trouver au moment ou ces lignes sont écrites.

Définition 6.5.2 (proposée):

L'ordre d'un élément x de E* est le minimum des tailles de ses
représentations ({e,e},E,{ee}).

Il serait notemment intéressant d'étudier s'il y a un lien entre I'ordre d'un
élément et le rang de la matrice de HANKEL que I'on peut construire & partir
de A, comme c'est le cas en théorie usuelle des systémes. Encore faut-il
dégager la bonne notion de rang. Les résultats de la théorie des automates,
qui s'appliquent au dioide de l'algébre de Boole nous font proposer la
conjecture suivante.
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Conjecture 6.5.3:

L'ordre d'un élément de E* est égal au cardinal de la famille génératrice
non-redondante des lignes (ou des colonnes) de la matrice de HANKEL
associée a sa ({e,e},E,{e,e})-représentation

Remarquons encore que s'il est facile, par analogie avec la théorie usuelle,
de construire une matrice de HANKEL a partir d'une représentation
rationnelle, nous n'avons pas défini cette matrice de HANKEL de maniére
intrinséque. La partie la plus difficile de I'énoncé ci-dessus est
certainement la preuve de l'existance d'une famille génératrice finie des
lignes ou des colonnes de la matrice de HANKEL.

6.6 Application au cas des séries formelles.

A partir du théoréme, nous pouvons retrouver le théoréme de
KLEENE-SCHUTZENBERGER sur les séries rationnelles. Ce théoréme est
valable dans n'importe quel dioide, bien que nous n'en donnerons qu'une
démonstration dans le cas des dioides ordonnés complets.

Dans ce théoréme, D est un dioide quelconque. I" est un alphabet fini et I'*
est le langage engendré par cet alphabet. Rappellons qu'une série rationnelle
est une série qui appartient a la cléture rationnelle de I'ensemble des
polynémes. Pour tout mot w, nous notons S(w) le coefficient de w dans la
série S.

Théoréme 6.6.1:

Une série formelle S de D<<I'>> est rationnelle si et seulement s'il existe un
entier n, une matrice B appartenant & M, (D), une matrice C appartenant
a M, (D), et une application @ de I'* dans My ,(D) telles que:

-® est un homorphisme du monoide libre I'* dans le monoide constitué
par M, (D) muni du produit des matrices;
-pour tout mot w de I'*

S(w) = Bd(w).C
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Dans le vocabulaire des séries formelles, ce théoréme signifie que les
séries sont rationnelles si et seulement si elles sont reconnaissables.

Démonstration:

Il suffit d'appliquer le théoréme de représentation avec des ensembles
judicieusements choisis.

On travaillle dans D<<I'>>, le dioide des séries formelles a coefficients dans
D, et a variables dans l'alphabet I

L'ensemble E est constitué des caractéres de l'alphabet et des scalaires. E
engendre les polynémes par sommations et produits finis, et sa cléture est
égale aux séries rationnelles.

Toute série rationnelle posséde donc une ((e.e),E,(e,e))-représentation qui
s'écrit
S=CA'B
C et B sont des matrices dont les coefficients sont égaux a € ou e.
A est une matrice dont les coefficients sont des scalaires ou des
lettres de l'alphabet T’

A peut donc étre écrite

A =M @Y, . M(cr).cx

ol Me° et M(a) sont des matrices a coefficients dans D.
donc

A" = (M° @, M(at).0)"

An est un polyndme de degré n en variables de I' mais il n'est pas homogéne a
cause du terme M° qui peut intervenir Pour nous débarrasser de ce therme
Me, utilisons fa formule

(a® bd'c) =a @ a'b(ca’b @ d).ca’
avec d = e et ¢ = e il vient

(a® b)=a"® a'b.(a"b)".a" = (a".b)".a"
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Appliquons cette derniére formule avec a= M° et b = 3. M(at).0
A" = (Zaer (M)"M(a).a)” (M?)*

Comme (M°)* est idempotent, on peut encore écrire
A" = (Zger (M)*M(a).(M°)".cx)*

pour simplifier les notations, posons
L(ct) = (M)*M(a).(M°)*

alors
A* = (Saer Ll@).0)®
A* peut aussi s'écrire
A" = Yger K)o

ol pour tout mot w, K(w) est une matrice a coefficients dans D.

Dans ce cas, pour tout mot w de I'* si on concaténe un caractére o au mot @
pour obtenir la chaine . o , on obtient:

K(0.0) = K(o).L(a).

Le théoréme de KLEENE-SCHUTZENBERGER est donc montré, car
I'homorphisme @ est défini par

®(a) = L) =(M°)*.M(a).(M°)* pour tout caractére o
®(w) = K(ow) pour tout mot w.

Les matrices C et B sont celles données par le théoréme de représentation &

6.7 Cas des séries en variables commutatives.

Le théoréme de KLEENE-SCHUTZENBERGER tel qu'il est usuellement connu ne
s'applique qu'aux variables non-commutatives. Or le théoréme de
représentation, tel que nous I'avons énoncé, ne fait aucune hypothése sur les
éléments de E. Ceux-ci peuvent commuter
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Analysons si la démonstration précédente, qui applique le théoréme de
représentation pour montrer que les séries reconnaissables et rationnelles
coincident est valable dans le cas commutatif.

Lorsque nous avons calculé le coefficient K(w.a) a partir de K(»), nous avons
seulement di multiplier a droite par L(c) Il en résultait que le coefficient
K(w) est obtenu en appliquant un homomorphisme. Par contre, si les
variables commutent, il faut tenir compte de tous les ordres possibles des
variables dans le calcul des coefficients d'un monéme. Il n'y a pas,
semble-t-il, de formule simple.

6.8 Conclusion.

Nous avons obtenus deux résultats particulierement utiles. Le premier nous
montre que la cléture rationnelle d'un ensemble de matrices est égale a
I'ensemble des matrices a coefficients dans la cléture rationnelle des
coefficients des matrices.

Le second nous indique que tous les éléments de la cléture rationnelle d'une
partie E, peuvent étre codés a ['aide trois matrices a ici dans E. Ce
théoréme s'applique en particulier aux séries en variables commutatives, ce
qui n'est pas le cas du théoréme de KLEENE-SCHUTZENBERGER.
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Chapitre 7
Séries formelles utiles a I'analyse des systémes a événements
discrets.

Dans cette partie, nous allons étudier en détail les séries en une seule
variable formelle, a coefficients dans I'un des diocides DZC, DZD, DRC ou DRD,
parce que ce sont ceux qui seront utiles dans l'analyse des systéemes &
éveénements discrets. Nous nous intéresserons plus particuliérement aux
séries dont les coefficients sont croissants.

Pour alléger un peu la rédaction, nous ne considérerons que le cas des
coefficients entiers Sauf les résultats "utilisant la "dualité" et la
transformation de CASPI-HALBWACHS" tout ce qui sera énoncé reste
valable dans le cas des coefficients réels.

7.1 Extension de la définition des séries.

Nous utiliserons deux variables formelles distinctes, qui seront
z pour les suites a termes dans DZC (cas ou ® = max),
3 pour les suites & termes dans DZD (cas ou ® = min).

Nous désirons travailler avec des suites indicées par Z que nous voulons
traiter comme des séries formelles. Il faut donc redéfinir les sommes et
produits de séries pour les indices négatifs. Les opérations sont définies en
prolongeant les regles élémentaires:

zizl =z et 8l 81 = 8+

Alors

(2 0.2). (2 B;-2)) = Ty z(Bisjok o B).2¢ = Maxye z(Maxi, i (ol,B1)).8%
et

(2 04.8). (L B:8) = Tyez(Tisyak B85 = Minye z(Min,,joic (o), B1)). 8%

Par abus, nous noterons encore:

DZC<<z>> l'ensemble des séries formelles en z a indices entiers,
DZD<<d>> l'ensemble des séries formelles en § a indices entiers.
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Remarque:

DZC<<z>> et DZD<<8>> sont isomorphes par les transformation
I upz" -> Zuylzn T vpdn o> v, 1en

Détinitions 7.1.1:

Une série est propre si et seulement si tous ses coefficients sont distincts
de e,

Une série est & support positif si et seulement si tous ses coeffiocients
d'indices strictement négatifs valent ¢

Une série est a support néqatif si et seulement si tous ses coefficients
d'indices strictement positifs valent e

Les polynomes sont les séries dont les seuls coefficients distincts de ¢
sont en nombre fini et tous d'indice positif ou nul.

Les séries formelles que nous avons introduites peuvent aussi étre
considéreés comme des fonctions de Z a valeurs dans le dioide DZC ou DZD.

Définition 7.1.2:

Le produit de HADAMARD de deux séries, noté S © T est la série obtenue en
faisant le produit des coefficients de méme indice dans S et T

T upzh © Tvpzh =T up.vpy 2"
Zupd" O LvpdN = up.vy 8
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Propriétés 7.1.3:

© est commutatif, associatif et vérifie:
Uev)eT=(U eT)e(( oT)
(@VOT)=a(vVeT)
(zVveT)=z(Ve 2-1T) pour le séries en z,
8.V OT) =35 (Ve sIT) pour les séries en §.

Propriété 7.1.4:

La somme, le produit, et le produit de HADAMARD de deux séries propres est
une série propre.
7.2 Propriétés de I'étoile d'une série.

Il est utile de caractériser les séries dont I'étoile "converge" c'est a dire
dont les coefficients sont tous distincts de .

Théoréme 7.2.1:
R* est une série propre si et seulement si R est une série propre et
séries en z:
¥n<0 §,€0 ouv¥n20 S,<0
séries en &:

vn<0 §,20 ouvnz20 §,20

En particulier si R est une série propre a support positif ou a support
négatif telle que Ry ® e = e alors R* est une série propre.

7.3 Séries croi: 3 Srisation et propriétés.
Les séries a coefficients croissants, que nous appellerons par abus séries

coissantes nous seront particulierement utiles. De plus elles ont de
nombreuses propriétés intéressantes.
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Une suite U est croissante si et seulement si up < up,q, donc
max (Un , Uns1) = Ungt
ou
min (Up  Uns1) = un

Sur la série associée, cela se traduit par

pour les séries en z:

Tu, 2" ® zXu,z" =T u, 2"
ce qui équivaut a

U=uz

pour les séries en §:

LU 8" @ 81T u, 8" =% u, 80
ce qui équivaut a

U= U1

Théoréme 7.3.1
Une série de DZC<<z> est croissante

si et seulement si elle est multiple de z*
Une série DZD<<3>> est croissante

si et seulement si elle est multiple de (5-1)*
Corollaire 7.3.2:

S de DZC<<z>> est croissante si et seulement si S.z* = §
S de DZD<<38>> est croissante si et seulement si S.(§1)" = S
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Corollaire 7.3.3:

L'ensemble des séries croissantes en z (respectivement en &) est un dioide.
Cependant ce n'est pas un sous-dioide du dioide des séries quelconques DZC,
car son élément neutre pour le produit est z* ou (8-1)* et non la série e qui
n'est pas croissante.

Corollaire 7.3.4:

Le produit de toute série par une série croissante est une série croissante.

Démonstration des corollaire 7.3.3 et 7.3.4:

Il suffit d'utiliser la caractérisation énoncée ci-dessus pour vérifier la
stabilité de ces enesembles pour le produit et la somme. Dans le cas des
séries en z

Sz =SetTz=T = (Se Nz =(SaT)
Sz' =8 =VTS Tz'=8T

D'autre part, il est évident que le produit de HADAMARD de séries
croissantes est une série croissante, car c'est I'addition usuelle terme a
terme de deux séries croissantes.

Par contre, S* n'est pas forcémént croissante, méme si S est croissante a
support positif. Si

S=-2®0-12®02® 023 0.2
alors

$'=00-1z®022®023® 0.24 ..
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Notations:

SC<<z>> est I'ensemble des séries croissantes, indicées par Z
de la variable formelle z, a coefficients dans le dioide DZC.

SC<<8>> est I'ensemble des séries croissantes indicées par Z
de la variable formelle 8, a coefficients dans le dioide DZD.

Remarque:

SC<<z>> et SC<<8>> ne sont pas isomorphes pour la transformation qui
définit un isomorphisme entre DZC<<z>> et DZD<<8>> par changement de

signe des coefficients.

7.4 Congruence modulo z* et (57)°
Définition 7.4.1:

Sur DZC<<z>> on définit une relation binaire appelée congruence modulo z*

par
S=T ssi Szt = T.Z

de méme, sur DZD<<8>> on définit la congruence modulo (5-1)* par
S=T ssi S.(7) = T(6)

Calcul pratique de S.z* etde (5°1) :

Le terme de rang n de S.z* est le sup des termes de S d'indice inférieur ou
égal an:
(S.2')n = SUPaS,
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Le terme de rang n de S. (8-1) * est I'inf des termes de S d'indice supérieur
ou égal an:

(8. (871) ") = infizaS;

A l'aide de la caractérisation des séries croissantes, on montre aisément
que:

Propriété 7.4.2:

Les relations ainsi définies sont des relations d'équivalence compatibles
avec les structures de DZC<<z>> et DZD<<8>>:

T = aS=aT pour tout scalaire a,
=T = S®U=T@ U pour toute série U,
=T = S.U=TU pour toute série U,

=T = SOU=T®OU pour toute série U.

n nnon

Propriété 7.4.3:

Chaque série S de DZC<<z>> posséde un représentant unique modulo z* dans
SC<<z>> quiest S.z*

Chaque série S de DZD<<8>> posséde un représentant unique dans SC<<d>> qui
est S.(5-1)

Nous appellerons "lissage" d'une série, la multiplication par z* ou par (5-1)
de cette série pour en calculer le représentant croissant.

Démonstration:
Cas des séries en z. Si T est croissant et équivalent a S:

Sz =Tz"=T
CQFD«
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7.5 Polynémes croissants.

Mis & part ¢, les polyndmes ne sont jamais des séries croissantes. Nous
allons définir les séries croissantes qui jouent le réle de polynémes. Ce sont
les séries croissantes qui n'ont qu'un nombre fini de "sauts”, c'est a dire de
termes significatifs.

7.5.1 Définition:

Un "polynéme-croissant” est une série équivalente & un polynéme pour les
relations définies précédemment.

Considérons une équation de la forme S = AS® B d'inconnue S ou A et B
sont des séries, telles que A* ne soit pas égale constemment & oo.

Szt = (AZ"). (S.z') @ (B.Z")
donc:
Szt = (Az')" (Bz') = (A"B). 2"

Il en résulte la régle de calcul suivante:

Propriété 7.5.2:

Pour calculer le représentant croissant modulo z* ou (8-1)* de la solution de
I'équation implicite S = A.S@® B, on peut d'abord lisser les coefficients A et

B, ou lisser ensuite la solution A*.B. Cela donne un magnifique diagramme
commutatif-

S- Lissage ™
A
AS®B
Résolution
Lissage
A*B fim] A B.2*
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En pratique, B sera souvent une série croissante et A un polynéme. Il suffit
alors de calculer la série A*.B

7.6 Représentant minimal modulo z* d'une série en z.

Pour certaines séries en z, on peut associer a chaque classe d'équivalence
modulo z* un plus petit représentant qui est minimal au sens de l'ordre
partiel sur les séries et au sens du nombre de coefficients distincts de ¢ Ce
représentant minimal n'a cependant pas beaucoup d'intérét, car il n'a pas de
propriété algébrique utile, au contraire du représentant maximal.

Définition 7.6.1:

Pour toute série S de DZC<<z>> telle que lim, . . Sy= -0 =¢
on définit S de la maniére suivante:

S%h=e s (S22 (S2),

$% =(S.2), s (S.2'), < (S.29),

Remarquons que S? ne dépend que de S.z* donc seulement de la classe
d'équivalence de S modulo z*
Propriété 7.6.2:

Pour calculer S? , il suffit de remplacer par e les termes de S qui sont
majorés par un terme précédent dans la série.

Les termes distincts de e dans S° forment une suite extraite de S
(éventuellement finie) strictement croissante.
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Démonstration:
Selon la définition:  (S.z*), = sup,c,S,

a) (8.2%)n.1 2 (S.2°),
alors
SUPign.1S, 2 SUP¢,S,
donc
Sp € SUPin1S;
et comme on travaille avec des valeurs discrétes:
Ip<n g §28,
donc tout terme remplacé par & est majoré par un terme précédent.

b) (8.2")0.4 < (S.2%),
alors
Sy > SUPen.1S;
donc
(8.2°)n = Sy = §% > (S.2)04
et comme S.z* est croissante et majore S:
Vp<n S, <(8.2%),4< S,
donc tout terme conservé dans S est strictement plus grand que tous les
termes précédents.

Théoréme 7.6.3:
Si S est une série en z telle que lim, , .S,= -== alors pour l'ordre partiel
sur les séries en z

$°<8<8.z*

De plus S? est un représentant de S modulo z* C'est donc le plus petit
représentant de la classe de S pour I'ordre partiel sur DZC<<z>>.

S° est aussi l'unique représentant de la classe minimisant le nombre de
coefficients distincts de .
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Démonstration:

Par construction, S? < S et par conséquent. S°.z" <S.z*
Pour montrer que S° est un représentant de S, il reste a montrer que
S°z* >S.z*  Fixons un entier n.

ter cas: S%ze
alors

S%,= (S.z"), par définition
donc

(8°.2%), 2 8%, 2 (S.2%),

2¢me cas: S%=¢ Deux sous-cas sont possibles:

a) Sp=¢ Vp<n
alors
82.= (S.z"), =¢ il n'y a pas de probléme.

b) 3p<n tg Sp>¢
Définissons
r=max{peZ tq p<n et S #e}
alors
(s0.2°), = (8%.2"),
nécessairement
S, =max {S, p<n}
car on a une série a passé fini, et le sup est donc un max Alors:
S% = (S%.2%), = (8%2%), 2 (S.2'),
ce qui prouve que S¢ = S.

La minimalité du nombre de coefficients distincts de e dans S? provient du
fait que lorsqu'on conserve les coefficients communs a deux séries d'une
méme classe, on obtient un nouveau représentant de cette classe.

Considérons deux séries S et T de DZC<<z>> telles que:
liMmy.y.Sp=2=¢ et lim, T =-o=¢
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Définissons la série S n T =W par
Si S, =T, W,=S,=T,
Si S, #T, W,=¢
alors
S=T = W=S8SnT =8=T

Il est évident que W<S et W < T pour l'ordre partiel sur les séries,donc:
Wz' 28z =Tz
Nous avons déja prouvé que
S=T =8=T°
et tous les termes distincts de e de la séries S° = T? se trouvent dans S et
dans T, donc:
W>8=T¢
donc
W.z* 28z =Tz = 8°2*
ce qui termine la démonstration ¢

En pratique, on manipulera essentiellement des séries en z a "passé fini" ,
c'est a dire des séries telles que:

3P tq Vq<p S5 =e=-

Celles-ci vérifient bien la condition lim,, S = - =¢

7.7 Représentant minimal modulo (§1)* d'une série en §.

La méme étude peut s'appliquer aux séries en § telles que
lim,.,...S8,=+ =& (e = +e dans DZD)

Pour une telle série S, on définit S° par

S% =¢ si (S% (57))n.r € (S° (8))s
S, = (82 (81)*"), sinon
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Cela revient a ne conserver dans S que les termes qui ne sont minorés par
aucun terme suivant.

Théoréme 7.7.1:

Si S est une série en 8 telle que: lim, . .S, = + =g,
S° est un représentant de S modulo  (8-1)*
minimal pour l'ordre dérivé de l'addition (maximal pour I'ordre usuel)
et dont le nombre de coefficients distincts de e est minimal.

7.8 Dualité entre séries en z et séries en §.

SC<<z>> et SC<<8>> sont associés bijectivement par une dualité, introduite
par P.CASPI et N.HALBWACHS. Cette dualité est obtenue en utilisant la quasi
inverse des fonctions croissantes de Z dans Zuf{-e,+e} que sont les suites
de SC<<z>> et SC<<d>>.

Cette étude ne s'applique pas aux séries a coefficients réels, bien qu'une
généralisation soit certainement possible & partir du concept de
quasi-inverse de la théorie des treillis.

A partir de l'ordre canonique associée a l'addition, la pseudo inverse d'une
série se construit par

S =Sup{p/S,<n}

Pour obtenir des propriétés algébriques commodes, il est préférable de
choisir une autre définition, que l'on peut d'aiileurs appliquer aux séries
quelconques.

Définition 7.8:
Soit D = ¥d,.z"e DZC<<z>>, on lui associe la série en & telle que:

AD = Hzg (D) = X dy .5
avec



Séries formelles utiles & Fanalyse des systémes 4 événements discrets

Ady =int{q/dq2p}
Soit C =Y c,.8"e SC<<8>> une série en § on lui associe la série en z
AC = Hgy (C) = £ Acp.zP
avec
Aep=sup {q/cqg<p}

Théoréme 7.8.1:

Pour toute série S, en z ou en 3, "S est croissante.

Démonstration:

Cela résulte des inclusions
{p/Sp2n+1}C{p/Sy=n}
et
{p/Sp<n}C{p/S,<n+t}

Théoréme 7.8.2:

SiS e DZD<<z>> Hyg (S) = Hyg (S9) = Hys (S.2%)
SiT e DZC<<8>> Hy (T) = Hgz (T%) = Hgz (T (5°1)*)

Démonstration:
Si SestunesérieenzetU=82z"
Up = SUPpen Sp
donc
MUy =inf {p/ (sup qep Sq) 2N}
=inf{p/(3q<sp/ Sq 2 n) } car on travaille dans Z
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donc
"p=inf{p/(3a<sp/Syzn))
=inf{p/S,2n}
= 1S,

n

La démonstration est analogue pour la transformation des séries en & &
7.9 Séries croissantes et dualité.

Théoréme 7.9.1:

Si S est une série croissante en z ou en §
ArS) =8

c'est a dire:
Hzgo Hgz = Id sur SC<<z>>
Hgz 0o Hzg = Id sur SC<<8>>

La transformation de CASPI-HALBWACHS définit donc une bijection entre
les séries croissantes en z et les séries croissantes en §.

Démonstration du théoreme:
Soit D = ¥ d,.z" une série croissante en z

My =inf{p/dyzm}
Mdy=sup{m/(inf{p/d,zm})<n}

Considérons les ensembles
Jn={p/dyzm}
Iy ={m/infJ, <n}
alors

dy e Iy

ne ddgn={p/dy2dy}
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donc
Md, > d,

Supposons **d, > d, Dans ce cas, |, contient un entier k supérieur a d,. Alors,
inf Ji < n, et il existe un entier g tel que dq 2 k > d, Cela est impossible si la
suite d est croissante, CQFD.

La démonstration est analogue pour les séries en § et est obtenue en
inversant l'ordre surZ ¢

Corollaire 7.9.2:

Si S e DZC<<z>> alors *"S =8.z*
SiTe DZD<<é>> alors MT=T (51)"

Corollaire 7.9.3:

Dans DZC<<z>> et DZD<<8>>:
S=Te "S="Te AS=1T

Notre choix de la définition de la dualité est donc cohérent avec la
définition de I'équivalence modulo z* et (8-1)* De plus, le calcul de la
transformée d'une série est trés facile si celle-ci est donnée par son
représentant minimal modulo z* ou (8)*

Propriété 7.9.4:
Si une série S est donnée par représentant minimal modulo z* ou (3-1)*, pour
calculer sa transformée de CASPI-HALBWACHS, il suffit d'échanger z et §

et de permuter l'indice et le coefficient, dans chaque terme de la série ainsi
obtenue. On obtient alors le représentant minimal de la transformée.
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Exemple:

S=1200322® 42¢® 7.25
Alors
AS=0810 238® 4.5 ® 5.8

Démonstration:

Si on considére la suite extraite de S° constituée des termes distincts
de g, on obtient une suite strictement croissante. Dans ce cas, I'application
qui a chaque indice associe le coefficient du terme correspondant est
injective. Soit D une série en z. Notons:

D=3 reyp) dn-2"
ol Y(D) est I'ensemble des indices des termes conservés dans D2.

En appliquant la régle proposée, on obtient une série
F =X ney(p) no%

F est donnée sous forme minimale puisque la fonction dp->n est strictement
croissante. Il suffit de montrer que "F = D.z* pour prouver que F est bien un
représentant de *D.

(*F)p=Sup{q/Fq <n}

Puisque l'inverse d'une fonction croissante est croissante,
(*F)q=Sup {Dq qsn} =(Dz),

La démonstration est analogue pour la transformations des séries en z en
séries en & &

On peut résumer toutes les transformations possibles sur le diagramme
suivant.
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7.10 Propriétés algébriques de la transformée de CASPI-HALBWACHS.

Théoréme 7.10.1:

SiU e DZC<<z>> et ae DZC "al) =& U
siU e DZC<<z>> et ne Z MznU) = nAU,
siT e DZD<< &>> et ae DZD *a.l) =2z U
siT e DZD<<8>> et n(EZ AB".U) = nAU

Démonstration:

U= Xu, 20
aU= Yau, 2" = 3X(a+u,).z" ou + désigne la vraie addition.

or
Ma.U), =inf{p/uy+azn}
=inf{p/u, 2n-a}
= Uy = (62U),
de méme:

z’U=3,u, z™"=3 Uy, 2"
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donc
MztU)y=inf{p/up, 2n}
=inf{p/uy=n}+r
=", +r = (r"U), au sens des dioides.

Les démonstrations sont analogues pour la transformation des séries en & &
Effectuons le calcul de la transformée pour quelques séries simples:

Ma.zN) =n. 83 .(8-1)*

Ab. 8M) = m. z@ .z*

MEZup 2z = (S0 8u).(8T)"
MZup M= (Xn zUn).z*

Cela permet de prouver que la transformée de CASPI-HALBWACHS est un
isomorphisme entre les dioides SC<<z>> et SC<<8>>.

Théoréme 7.10.2:

MU T) =M @nT
AUT) =AU AT

Démonstration:
Effectuons la démonstration dans le cas des séries en z:

MU T), =inf{p/max(U, Tp)zn}
=inf{p/Upzn ouT,zn}
=inf [{p/Upn}u{p/ Tozn}]
=inf [inf{p/Uszn }uinf{p/ To2n}
=inf ("U, T, ="U,® T, puisque & désigne I'inf dans DZD.

Pour le produit, il suffit d'effectuer le calcul a l'aide des formules énoncées
dans le théoréme précédent.
UV =3U, 20V
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donc
MUV) = S sUnnav
= (¥ n.aun).av

Pour conclure, il faut utiliser I'une des formules qui précédent le théoréme:
(X n.8Un) =AU modulo  (8-1)*

alors
MUV) =AUV modulo (5°1)*

ce qui est en fait une égalité car les deux séries sont croissantes &

Remarque:

Ce dernier théoréme explique pourguois nous n'avons pas tout simplement

utilisé dans les deux sens la transformation:
(*U)y = sup{p /U, <n}

A priori, cela semble plus simple que de manipuler deux transformées
différentes. Malheureusement la transformée de z* est alors la série:
Mz*) = 1 (8-1)* etnonpas (&)

Or |l est essentiel que la transformée de z* soit idempotente, comme z*,
malheureusement:
(1" = n (87

Nous avions déja une régle pratique pour le calcul de la transformée a partir
d'un représentant minimal. Ces formules nous montrent que cette régle peut
étre appliquée dans tous les cas, ce qui mérite le nom de théoréme.
Théoreme 7.10.3:

Pour calculer la transformée d'une série, sous quelle forme qu'elle soit, il
suffit d'inverser z et §, puis de permuter coefficients et indices dans la
série; on obtient ainsi un représentant (souivent non-croissant) de la

transformée, qu'il suffit ensuite de lisser

Cela se traduit par le diagramme commutatif
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Représentan
quelconque en z

Permutation
Indices
Coefficients
! U

R e

Représentant
quelconque en §

Lissage Lissage
Représenlant Dualité Représentant
croissant en z Bljeciive ¥ croissant en §

Exemple:

alors

ou

S$=28928201.87@®58 5.5

"$=022@222@ 7.2' © 9.25® 10.25

AS = (222 @ 10.25 ).2*

7.11 Résumé des régles de calcul.
2= 2t 80 = (351)*
Mz = (81) Mo0) = Z°
A(20) = §0 A(30) = 20
Azn) = n.80 A8P) = p.z0
Aa. 20) = §a Ab.89) = 20

avec les régles sur les opérations

7.12 Sructure des séries rationnelles sur DZD et DZC.

NUST) =7 @nT
AUT) =20 AT
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Les ensembles de séries DZC<<z>>, DZD<<$>>, DRC<<z>>, DRD<<8>>, SC<<z>>,
SC<<8>> etc.. sont des dioides ordonnés complets. On peut donc appliquer les
études du chapitre 6 sur les opérations rationnelles. Dans ce paragraphe,
nous ne nous intéresserrons qu'a la cloture rationnelle des polyndmes,
comme dans le cas de la théorie usuelle des séries rationnelles. Tant que
nous n'utilserons pas la dualité, tout les résultats resteront valables dans
le cas des coefficients réeels, bien qu'ils seront énoncés seulement dans le
cas entier Comme nous avons introduit des séries avec termes d'indice
négatif, il est bon de préciser notre définition des polynémes.

Un polynéme est une série formelle dont les coefficients distincts
de e sont en nombre fini et sont tous d'indice positif ou nul.

Alors
les séries rationnelles sont celles qui appartiennent a la cléture de
I'ensemble des polynémes tel qu'il vient d'étre redéfini.

Remarquons que pour construire toutes les séries rationnelles de D<<x>>, il
suffit de considérer la cléture de I'ensemble D U {x}

De cette définition, il résulte que toutes les séries rationnelles sont de
support positif, mais il est possible d'appliquer nos résultats aux séries a
support négatif, en transformant toute variable formelle x en x-!

Nous d'abord quelques propriétés des séries rationnelles appartenant a
DZC<<z>> qui ne font pas appel a 'hypothése de croissance et s'appliquent
donc aussi aux séries de  DZD<< §>>, DZC<< z''>> et DZD<< §'>>. Dans la suite
D désignera I'un des dioides DZC ou DZD, x une variable formelle.

Nous sommes dans le cas ou le dioide des séries est commutatif. Nous
pouvons appliquer le théoréme sur le niveau d'étoile "égal a 1", selon lequel
une série est rationnelle sur D si et seulement si elle s'écrit:

S=P ®Zi-1.n Qi R
ol n est un entier naturel.
et {P,Qq Rp } est un ensemble de polynémes.
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Nous allons établir une propriété de cyclicité de la suite des coefficients
d'une série rationnelle, au sens suivant.

Définition 7.12.1:
Une suite ou série formelle S vérifie la "propriété de cyclicité
asymptotique” en +e si et seulement si:

il existe un entier N, un entier ¢, un scalaire & tels que:

vnzN S,.=2.S,
On appellera coefficients de cyclicité le couple (A c¢), et on ordonnera les
couples (r, ¢) par

(A,c) 2(A',c) ssi A2r'ou (A=L1 et c<c)
7.13 Cas de I' étoile d'un polynéme

Soit R=Ry® Ry.z @ Rpz22 @ R3.2% @....... Rg.zP

Si Ry, ® e > e, tous les coefficients d'indice positif sont égaux a « et la
propriété de cyclicité est évidemment vérifiée pour A =« etc = 1

Supposons Ry ® e =e Ry* ne dépend pas du terme Ry, que I'on peut donc
supposer égal a e Dans ce cas:

(R = Z jjgfjn Ry RyaP)
ou fJall=1.0(1) + 2.0(2) + overrren + p.a(p)

Dans le cas des dioide DZC ou DRC, le ¥ représente un max, qui est donc
atteint par l'un des termes de la somme. Soit ¢ I'un des indices qui réalise le
maximum des R !k (au sens du dioide) pour k décrivant {1.. p }. La formule
de maximisation qui calcule (R*), implique que

(R)nso 2 (R)5. (RY)e 2 (R7)n. Re
car chaque inégalité est obtenue en réduisant le nombre des termes dans le
max.
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A chaque entier n, associons un p-uplet  (o,(1),.....c4(p)) qui réalise:
(R = Ry RP)

le terme de rang n+c de la suite est obtenu pour le p-uplet
(a(1),...a(c) +1,..a(p))

donc
(RYnsc = Re.(R%),

Nous venons de montrer
Théoréme 7.13.1:

Si R est le polynéme
R=R=Ry® Rz @ Ryz22 @ Ry.2% @

. Rp.zP

R* vérifie la propriété de ce cyclicité asymptotique en +e pour tout les
couples (A c) tels que

¢ maximise Rk pour ke { 1. p}
et A=Re

Le couple (A,c) maximal (au sens de l'ordre précédemment défini) correspond
a I'inf des ¢ qui conviennent.

Remarque:

Le coefficient & peut étre égal & . C'est le cas si et seulement si Ry, ® e # e
ou I'un des coefficients de R est égal & e.

Corollaire 7.13.3:

L'étoile de tout polynéme s'écrit:
R'=P® R.(L.29)"
ol
(r,c) est un couple de cyclicité de R*
P est un polynéme,
R' est le polyndme obtenu en tronquant R au degré c-1
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Dans I'écriture ci-dessus, P correspond a une phase transitoire qui précéde
I'établissement du comportement cyclique. D'autres écritures seraient
possibles, en remplagant R' par un polynéme dont la valuation est égale au
degré de P plus 1

Théoréme 7.13.4:

Toute série rationnelle S peut s'écrire:
S=P ®3.,Q R’

ou
nestunentier et {P Q;...Q, Ry .. R}
est un ensemble de polyndmes,

tels que
Vie {1...n} R; estun monéme de degré c;
et d°(Q) - val(Q;
d° (P) = inf{d°Q) ie {1..n}}

Il est important de remarquer qu'une série rationnelle quelconque ne vérifie
en général pas de propriété de cyclicité. Par exemple c'est le cas pour
S = (222 ® (3.23)*

7.14. Minimalité de I'écriture d'une série rationnelle.

Limitons nous au cas des séries en z, a coefficients dans DRC ou DZC. Nous
venons de montrer que toute série rationnelle S peut s'écrire

S=P ®3;, Q ((h2)0)
quel est le nombre minimal de termes du type Q; ((1;.z¢))" nécéssaires dans
I'écriture ci-dessus?

Remarquons d'abord qu'on peut supposer tous les A distincts car
Q.((1.2)¢)" ® R.((L.2)9)*
=(Qe ® (2)f® (L.2)2¢ .. @ (L.z)cdN)
OR. (e ® M2)0® (L.2)2¢ . @ (Lz)dN) (h.z)ed)*
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Il semble donc utile d'étudier le nombre de "A" qui apparaissent dans
I'écriture de la série. Si l'on trace le graphe de la suite des coefficients, ces
"A"sont les pentes des droites sur lesquelles s'accumulent une infinité de
points. Cela nous suggére la définition suivante:

Définition 7.14.1:

On appellera direction asymptotique en +e d'une série S , tout scalaire A
distinct de & pour lequel

il existe un entier m tel que S, # ¢

et il existe une infinit¢ d'entiers positifs q
tels que

Smig=29. Sy

Notons que la définition implique qu'un polynéme ne posséde pas de direction
asymptotique.

De toute évidence, si S vérifie la propriété de croissance cyclique pour un
couple (i,c), alors A est direction asymptotique de S, et c'est la_seule, car
pour des indices assez grands, tous les termes de la série croissent de
maniére cyclique avec la pente moyenne 1. Nous appliquerons cette remarque
essentiellement aux séries rationnelles, dont nous savons qu'elles ont
toujours au moins une direction asymptotique.

Propriété 7.14.2:

Une série rationnelle distincte d'un polynéme vérifie la propriété de
cyclicité asymptotique si et seulement si elle posséde une unique direction
asymptotique.

La seule direction asymptotique de Q ((x.z)C)" est &

Nous allons maintenant préciser le lien entre cette notion graphique de

direction asymptotique et les termes du type Q. ((r.z)€)" qui apparaissent
dans I'écriture d'une série rationnelle.
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Lemme 7.14.3:

Si S et S' sont deux séries, toute direction asymptotique de S @ S' est
direction asymptotique de I'une des séries S et S'

Démonstration:

Soit A une direction asymptotique en +« de U = S ® S Par définition, il
existe un entier N et un ensemble infini d'entiers positifs noté P tels que:
Vpe P Upp=2U,
or
Unip€ {Smep Smip!

Soit  Q le sous ensemble de P des entiers g tels que S,mq = Uniq
Soit Q' le sous ensemble de P des entiers q' tels que Sp.q = Unp.q

Alors P = Q U Q" etant infini, I'un des ensembles Q ou Q' est infini.
Supposons que ce soit Q Soit q = min Q Alors pour pe Q
Sinsqr(p-a) = Smep = Umip = AP.Upy = Ap9.20 Uy,
= A4 .Up,q= AP9.Sy,q carge Q

Il en résulte que A est une direction asymptotique de S en += &

Corollaire 7.14.4:

S @ S' a au plus autant de directions asymptotiques que la somme du nombre
de directions de S et du nombre de directions de S'

Corollaire 7.14.5:

Une série rationnelle a un nombre fini de directions asymptotiques.
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Corollaire 7.14.6:

Pour toute série rationnelle factorisée sous la forme:
S=P 0L xQ ((h2)9)"
k est au_moins égal au nombre de directions asymptotiques de S.

Corollaire 7.14.7:

Pour tout entier m Il existe au moins une série rationnelle, qui n'admette
aucune factorisation de la forme:
S=P ®X . xQ (A.2))"
avec k<m
Démonstration du corollaire 7.14.7 :
Considérons, pour m donné, la série de DZC<<z>> définie par
U= 3o pmy (alp) 2z°)°
ol P(m) est I' ensemble des m premiers nombres premiers,

et a(p) est le carré usuel de p

U est évidemment rationnelle et:
Vv pe Pm) VneN Upn = afp)n

Cette derniere égalité signifie, en algébre usuelle: U pn = n p2

Il en résulte que tout p appartenant @ P(m) est direction asymptotique de la
série U, d'ou on obtient le corollaire 4 en apliquant le corollaire 3 &
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Théoréme 7.14.8:

Si S est une série rationnelle qui a k directions asymptotiques, il existe une
décomposition de S de la forme:
S=P X xQ ((h2)°)
ou
P et les Q; sontdes polynémes
et
{Ay ..Ag) est I'ensemble des directions asymptotiques de U.

Nous qualifierons une telle écriture de la série de réduite, en faisant la
convention

Démonstration:
On sait qu'on peut écrire U =P ® %,y Q ((1j2) ®*

D' aprés le Lemme, I'ensemble des directions asymptotiques de U , est inclus

dans { py .11 }. Supposons que u, ne soit pas une direction asymptotique;

alors il n'y a qu'un nombre fini de termes de Q, ((u,z) « ) qui ne sont pas

strictement dominés par le terme de méme indice de la série U- définie par
U =T ®Xiqm i Qi ((W2)9)°

La contribution de Q, ((i, z) ®)* & la série U est donc réduite & un nombre
finit de termes, qui forment un polynéme P'  Alors:

U =POP Oy 1+ Q ((nj2) i)

On peut de faire méme pour tous les termes ((u, z) ®)* qui ne correspondent
pas direction asymptotique de U «
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Remarque:

Considérons la suite
Up =0sin=2P (au sens usuel)
Up = e sinon.

Le scalaire =0 est direction asymptotiqgue de U et tous les termes distincts
de e appartiennent a la direction asymptotique. Malgré cela, cette série n'est
pas rationnelle; en effet, pour toute série rationnelle, la suite indicatrice de
son support est périodique, une période possible etant le ppcm de tous
les o; Ce n'est pas le cas ici.

Il n'est donc pas suffisant qu'une série aie un nombre fini de directions

asymptotiques, et que tous ses termes "appartiennent a une direction
asymptotique” pour que la série soit rationnelle.
7.15 Ecriture réduite et produit de séries.

Nous allons étuider I'ensemble des directions asymptotiques du produit de
deux séries rationnelles.

Lemme 7.15.1:

Soient S et T deux séries rationnelles dont les directions asymptotiques
sont respectivement:

A< A e <y et W<y <y
L'ensemble des directions asymptotiques de S.T est une partie de
R PR P SR ST AR

qui ne contient aucun A strictement majoré par un u, ni aucun p strictement
majoré par un A.
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Démonstration:
Le produit de deux séries données par une écriture réduite est de la forme:
(PO xQi (2 )P &L Q) ((k:2)9)")

Il faut étudier ce que deviennent les termes du type:
Q ((r2)99" Q@ ((n2)9)"

Eliminons le cas A= p ot Q ((A.2)°)" Q' ((u.2)9)" = Q.Q" ((r.2))*

Nous montrerons que le terme Q ((h.z)¢)* Q' ((u.z)d)* ne posséde qu'une
seule direction asymptotique, qui est max(i,u)

Nous nous limiterons aux séries croissantes en z. Les résultats obtenus ne
pourront pas étre appliqués tels quels pour les séries en § , mais ils seront
transposés a l'aide de la dualité.

7.16 Séries rationnelles croissantes en z.
Lemme 7.16.1:

Si S =[ozP.(he.z8) @ B.za.(ud.z9)] z*
avec A > p

alors
S = P @ a.zP.(AC. z9)" 2"
ou P est un polynéme.

Démonstration:

D'aprés I'étude qui a été faite des directions asymptotiques, il suffit de
montrer le résultat suivant.
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Soit U et V sont deux suites croissantes non constemment égales a e , et qui
vérifent la propriété de cyclicité asymptotique en +eo

vn2N  upe=A° u,
vVmz=M  vpg=ud vy

Alors si on définit les suites U' et V' par
VN U, =SUP pen Up
VN Vih=Sup g Vp

il existe un entier K tel que
V2K Uy 2 vy

Si U et V ne sont pas constemment égales a ¢, il existe un entier K° tel que:
Ke = sup (N, M) et
Vk2Ke uy#e et Vize
alors
Vnz K®
Unsed = Aed.Uy et Vined = 19 vy

Par hypothése, A> p, il en résulte qu'il existe un entier P tel que, dans
l'algébre usuelle:
VpzP p.ied Uk 2 (p+1) pod.vike

Ce qui se traduit dans le dioide DZC par
Vp2P  (A9P. Uke 2 (uO)PH Vo

Alors pour n > K = K°.c.d.P on peut trouver un entier p supérieur a P tel
que

Ke+p.cd < n < K°+ (p+t)cd
et

Ukoypeg = (AP Uke 2 ()P Vie = Vo 4 (putycd

Comme les suites U' et V' sont croissantes:

Un 2 Ukepped 2 Vkosprt)od 2V

Ceci pour tout n supérieur a K &
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Lemme 7.16.2 :

Si S = [0.zP.(Ac.2°)" @ B.z9.(Ad.29)"] z*
alors

S = P ® Q.Ab.20)" z*
ou

P et Q sont des polynémes, b = ppcm (c d) etd° Q-val Q =b.

Théoreme 7.16.3:

Toute série rationnelle croissante en z peut s'écrire:
S=P ® Q R"
ou
P, Q, R sont des polynémes,
tels que
R est un monoéme
val(Q) = d°(P) +1 et d°(Q) = d°(P) + d°(R)

Démonstration:

Ecrivons la série rationnelle:
S=P ®Xiy. Q R'
avec
Ri= % zC

Une série S de DZC<< z >> est croissante si et seulement si
Sz' = 8.
donc:
S=(P®3X.,, Q Rz

On sait que pour tout i e {1..n} R* s'écrit:
R* =P ®a. (A z£)

Il suffit donc d'appliquer les lemmes 1 et 2 pour obtenir le théoréme «
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7.17 Application a certaines matrices.

Nous avons énoncé au chapitre 5 un résultat de cyclicité sur les matrices
fortement connexes. Nous pouvons énoncer un résultat analogue pour des
matrices dont aucun terme diagonal n'est égal a e.

Theoréme 7.17.1:

Soit M une matrice carrée a coefficient dans DZC ou DZD dont aucun
coefficient diagonal n'est égal a e. Considérons la suite M,, des puissances de
M. Alors, chaque suite [Mn;;] vérifie la propriété de cyclicité asymptotique.

De plus, dans une méme composante fortement connexe, les coefficients
(x,c) sont identiques.

Démonstration:

Il existe un scalaire o distinct de e qui minore tous les coefficients
diagonaux. En remplagant M par «-'.M, on se raméne au cas d'une matrice qui
vérifie

M=M®E
Il en résulte que toutes les suites [M", ] sont croissantes et sont donc

cycliques asymptotiquement. D'autre part, nous savons déja que dans une
méme composante fortement connexe, la cyclicité est vérifiée globalement.

7.18 Cas des séries croissantes en §.
Comment la forme réduite des séries rationnelles se transporte t-elle par

dualité? L'image des opérateurs qui définissent la dualité entre les séries
en z et les séries en § transforme toute série en une série croissante.
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Il se pose alors un léger probléme de définition: les séries rationneles n'ont
été définies que pour les séries a support positif Or une série rationnelle
en d , dont les termes d'indice strictement négatifs valent € = +e ne peut
pas étre croissante, a moins d'étre identiquement égale a +« ! Il faut donc
introduire les classes de séries suivantes:
Définition 7.18.1:
Une série en z (respectivement en §) est quasi-rationnelle si et seulement si
elle est équivalente a une série rationnelle modulo z* (respectivement
modulo  (5-1)*)
Remarque:
Il existe des séries en z quasi-rationnelles qui ne sont pas rationnelles, par
exemple la série S telle que:

s,=e sin=2r et s,=¢ sinon

Celle-ci est équivalente a la série z* qui est rationnelle.

Propriété 7.18.2:

Si S est une série quasi-rationnelle en z, le repérsentant croissant S.z* de
sa classe d'équivalence est une série rationnelle.

Démonstration:

S posséde un représentant modulo z* qui est rationnel, et qui, multiplié par
z* donne une série qui est encore rationnele, égale a S.z* ¢
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Il résulte de cette propriété que toute série quasi-rationnelle en z est a
support positif. C'est dans le cas des séries en § que nous aurons a travailler
avec des séries dont le support n'est pas positif La notion de séries
quasi-rationnelles est donc surtout intéressante pour les séries end ,
d'autant plus que le représentant croissant d'une série rationnelle en § n'est
en général pas rationnel, car son support n'est pas inclus dans les entiers
positifs

Lemme 7.18.3:

La transformée de CASPI-HALBWACHS de toute série en § quasi-rationnelle
est une série rationnelle croissante en z

Démonstration:
La transformée d'une série en & quasi-rationnelle est égale a la transformée
de son représentant rationnel modulo (8-1)*, or une série rationnelle en §
s'écrit

T=P @X.1,Q.R" ou P lesQ etles R sont des polyndmes.

On peut calculer sa transformée, modulo z*
AT AP @3 "QRY

Comme la transformée d'un polynéme est égale a un polynéme, modulo z*, la
formule ci-dessus implique que la transformée d'une série rationnelle en &
est quasi-rationnelle. De plus, comme cette transformée est croissante, elle
est égale au représentant croissant de la classe modulo z*, qui est
rationnel «

En utilisant le résultat obtenu pour les séries en z, on obtient qu'une série S
en 8§ est quasi-rationnelle si et seulement si S s'écrit:

$=P®Q R

ou P, Q, R sont des polyndmes en z.
On peut de plus imposer les conditions:

R est un mondéme et

val(Q) = d°(P) +1 et d°(Q) = d°(P) + d°(R)

7-36
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Cela nous donne le théoréme pour les séries en §
Théoreme 7.18.4:

Toute série S quasi-rationnelle en § vérifie:
S=(P®Q.R) (3°1)
ou P, Q, R sont des polynomes.

On peut de plus imposer les conditions:
R est un mondéme et
val(Q) = d°(P) +1 et d°(Q) = d°(P) + d°(R)

7.19 Séries i I Croi: Py en z.

L'ensemble des séries croissantes en z est un dioide, de méme que
I'ensemble des séries croissantes. Il en va donc de méme pour leur
intersection car elle contient les éléments neutres & et z* Par définition,
'ensemble des séries rationnelles est méme clos pour toutes les opérations
rationnelles. Cependant, I'ensemble des séries rationnelles croissantes en z
n'est pas stable pour les opérations rationnelles.

Si S est une série croissante, méme rationnelle, S* n'est pas forcémént
croissante. Par exemple si S est définie par

Vn<0 S, =¢

Spg=-2 S=-1

vYn>0S,=0=¢e
alors

§'=0o®(1)z ® 0z222"

De méme, si S est définie par
vn<3 S, =¢
vn=238,=0

alors
$'=0@®¢ez ®ez2 ®@0.2%2"
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La difficulté vient du fait que I'on a défini S° comme valant e, pour toute
série S.

Théoréme 7.19.1:

L'ensemble des séries en z & coefficients dans DZC qui sont _rationnelles
et croissantes et telles que S; > 0  est stable pour les opérations
rationnelles

On notera cet ensemble SCRP<<z>> (Séries Croissantes Rationnelles
Positives)

Démonstration:

Comme l'ensemble des séries rationnelles est stable pour les opérationss
rationnelles, il suffit de montrer que les autres propriétés des séries de
SCRP<<z>> sont conservées pour ces opérations.

Une série S est croissante si et seulement si S.z* = S.
D'autre part S1 2 0 si et seulementsi S® z =S

a) Max-addition:

Il est évident que si deux séries ont leurs coefficients distincts de e

positifs, il en va de méme de leur max-somme, quand a la conservation de la

croissance, elle résulte du fait que, si S et T sont deux séries croissantes
SeT.z=SzeTz=8SaT

b) Produit:
De méme, il est évident que si deux séries ont leurs coefficients distincts
de e positifs, leur produit aussi. La conservation de la croissance résulte du
fait que, si S et T sont deux séries croissantes

(S T).z"=(8z2)(Tz")=S T car z'=2z" 2z*
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c) Opération étoile:
Pour toute série S en z (8")o = 0 donc il suffit de montrer que S* est
croissante si S vérifie les hypothéses du Théoréme. Dans ce cas, S vérifie:
S®z=8
Alors
S* =(S® 2" =8" z* donc est croissante.

CQFD «

Un cas particulier important de dioide es celui ou les séries sont propres: il
n'y a pas de coefficients infinis.

Corollaire 7.19.2:

L'ensemble des séries en z a coefficients dans DZC distincts de e, qui sont
rationnelles , croissantes et telles que:

Sp<0 etS;20
est stable pour les opérations rationnelles

Démonstration:

Si 8§y €0, 8% =0 La condition S, < 0 permet daffirmer que les
coefficients de S* seront distincts de <. Cette propriété ainsi que la
condition S, < 0 sont évidemment conservées par max-somme et produit de
séries &
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Chapitre 8
Description itative d'un sy aé its di .

8.1 Evénements et contraintes.

Un systéme a événements discréts est un ensemble fini d'éléments sur
lesquels adviennent des événements que nous considérerons comme
instantanés. Nous distinguerons la notion d'événement de celle de tache. Les
taches ont une durée et sont constituées de deux événements: début et fin de
la tache.

Les événements dans un systéme sont liés par des contraintes, qui
conditionnent I'évolution du systéme et ses propriétés. Nous n'essayerons
pas d'énumérer tous les types de contraintes possibles. Citons cependant
quelques exemples.

8.1.1 Contrainte de précedence simple:

Un évenement o ne peut se produire qu'aprés un événement p.

Cette définition se généralise aisément a deux taches « et B. Dans ce cas, la
fin de a doit précéder le début de B.

8.1.2 Contrainte de précedence multiple:
Un événement a ne peut se produire qu'aprés des événements B ety

Cette définition se généralise sans peine a un nombre fini d'événements
conditionneurs.

8.1.3 Contrainte de synchronisation:
Deux événements a et B se produisent & la méme date.

C'est une généralisation de la contrainte de précédence: o précéde B et
vice-versa. Cette définition se généralise aisément aux taches.
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8.1.4 Contrainte d'exclusion:
Les événements o et B ne peuvent se produire a la méme date absolue.

En d'autres termes, |'un des événements précéde strictement |'autre. Cette
définition se généralise alors a deux taches o et B: o et B s'excluent si et
seulement si la fin de o précéde (strictement ou non) le début de B, ou
vice-versa.

Dans les définitions précédentes, une contrainte peut porter sur |'un des
événements d'une suite d'événements du méme type, ou étre une contrainte
alobale sur cette suite. Donnons un exemple de contrainte globale.

"Pour tout entier n, le n-iéme top de I'horloge o précéde toujours le n-iéme
top de I'horloge B"

Il peut aussi y avoir des contraintes du type:

"Un événement o ne peut se produire qu'un nombre d'unités de temps & aprés
les événements Bety"

8.2 Dates logiques et dates absolues.

Les exemples de contraintes proposés ci-dessus font intervenir deux notions
de temps et de précédence: le temps logique et le_temps physique (ou temps
absolu). L'objectif de la théorie des systémes a événements discréts peut
étre défini comme I'étude des relations entre ces deux "temps" différents au
cours de l'évolution d'un systéme. Ces relations, que nous essayerons de
représenter algébriquement sont induites par les contraintes imposées aux
événements du systéme.

Un systéme a événements discréts peut étre aussi étre interprété comme un
ensemble d'horloges locales. Chaque horloge est définie par une suite
d'événements d'un type donné.
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Ces horloges sont liées par des contraintes de synchronisation, et sont
comparées a une horloge de référence qui définit le temps absolu.

Dans notre théorie:
Temps logique < Temps local < Numéro
Temps physque < Temps absolu

Plutét que de faire une théorie générale de toutes les contraintes que I'on
peut imaginer entre les événements dans un systéme, nous allons partir d'un
outil de modélisation existant, les réseaux PETRI temporisés. Nous
chercherons a traduire cet outil graphique en une représentation algébrique.

Pour cela, il nous faut introduire une scri

événements auquels on s'intéresse dans un systéme. Nous allons utiliser une
représentation proposée par P CASPI et N. HALBWACHS dans [SPTR2], mais
que nous manipulerons avec des techniques mathématiques différentes.

8.3 Description quantitative des suites d'événements.

Nous dirons que deux événements sont du méme type si, dans la modélisation
du systéme, ils ne sont distingués que par leurs dates logiques et absolues.
Cette notion est donc relative & la précision du modele employé.

Considérons une suite d'événements du méme type. Chacun de ces
événements peut étre caractérisé par deux mesures:
-sa date logique, définie par la numérotation des événements de la
suite.
-sa date absolue, mesurée par rapport a une horloge de référence.

Dans cette étude, nous supposerons que le temps absolu est mesuré par une
échelle discréte. Les dates absolues seront des entiers relatifs, ainsi que
les dates logiques.
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8.3.1 Convention.

Pour pouvoir construire une théorie cohérente, il est essentiel de supposer
que dans une suite d'événements du méme type, l'ordre induit par la
numérotation logique est cohérent avec l'ordre induit par les dates absolues.
En d'autre termes, I'événement o porte un numéro d'ordre inférieur ou égal au
numéro de B si et seulement si a est antérieur & B pour le temps absolu.

D'autre part, il est agréable d'imposer que la numérotation des événements
d'une méme suite ne contienne pas de "trous", c'est a dire que les
évenements ayant effectivement lieu soient numérotés par un intervalle
[p.a] de Z. On tolérera cependant des événements fictifs dont les numéros
seront strictement inférieurs a p, ou strictement supérieurs a q. Comme
nous le verrons ultérieurement, cela ne pose pas de probléeme si des
précautions adéquates sont prises: les dates absolues de ces événements
fictifs sont -eo ou +eo.

Les dates absolues ainsi que les numéros des événements ne sont définis
qu'a une translation prés. Le déplacement de l'origine du temps absolu
affecte tout le systéme. Par contre, une renumérotation des événements
d'une suite n'influence pas les autres suites. Dans toute étude, il faudra
donner des "conditions initiales” qui lient ces différentes horloges.

8.4 Suites de dates.

Pour toute suite d'événements du méme type, nous désirons calculer les
relations entre dates logiques et dates absolues. Ces relations peuvent étre
décrites par deux suites indicées par Z, a valeurs dans Z U {-w,+=} Ces

suites sont définies comme suit.

Nous définirons d'abord le temps absolu comme fonction du temps logique.




Description quantitative d'un systéme a événements discrets.
Définition 8.4.1:
Une suite d'événements du méme type peut étre décrite par son dateur

D = (d,),
ol d, est la date absolue de I'événement de numéro logique n.

D'aprés la convention 8.3.1, cette suite est croissante.

Réciproquement, a chaque instant absolu, on peut compter le nombre
d'évéenements ayant eu lieu, ce qui définit les compteurs d'événements
utilisés par P CASPI et N. HALBWACHS. Pour des raisons algébriques qui

apparaitront ultérieurement, il est plus commode de manipuler une suite
dont la définition est légérement différente, qui défini le temps logique

comme fonction du temps absolu.

Définition 8.4.2:

Pour toute suite d'événements du méme type, nous appellerons compteur, la
suite

C = (cy,
ol ¢, est linf des numéros des événements postérieurs (au sens de
l'inégalité large) a l'instant absolu t.

Remarquons que cette suite est toujours croissante, que la numérotation
soit cohérente avec le temps absolu (convention 8.4.1) ou pas.

Si plusieurs événements sont simultanés, on ne prend en compte dans la
série C que I'événement dont le numéro est le plus faible.

Les événements ayant lieu a la date t s'obtiennent en comparant les suites
C, et C,,y Leurs numéros sont les entiers p tels que C, <p < C;,y En
particulier, si C; = Cy,; il ne s'est produit aucun événement a la date t.

Le dernier événement (au sens logique) qui s'est produit a l'instant absolu t
porte le numéro logique Cy,q -1
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8.5 Exemples de dateurs et compteurs.
8.5.1:

Considérons une horloge dont la fréquence est la moitié de celle de I'horloge
absolue, et qui est initialisée de maniére a ce que leurs instants 0
respectifs coincident.  Alors:

Vne Z d,=2n

Vte Z Cpq=Cy=t
8.5.2:
Considérons une qui produit deux "tops" simultanés & chaque top de I'horloge
absolue. Si les événements numéro 0 et 1 ont lieu a I'instant absolu 0:

VneZ dy=n= dppyy
Vte Z ¢ =2t

8.6 Conditic initiales, 8 au i fini.

A l'aide de ces outils, nous pouvons étudier des systémes fonctionnant un
nombre fini de fois, d'autres qui ont un passé infini, ou dautres qui
fonctionnent indéfiniment. Pour cela, nous manipulons des séries indicées
par Z. Cela crée éventuellement des évenements fictifs, a cause desquels
nous adopterons les conventions de modélisation suivantes.

Convention 8.6.1:

Si un élément d'un systéme fonctionne pour la premiére fois a un instant
absolu t , et que le premier top correspondant de I'horloge locale qui lui est
associée porte le numéro p, alors la suite de dates associée (d,) est telle
que:

Vn<p,d,=-e et dp =7
et la suite de comptage associée (c,) est telle que:
Vt<t, ¢=p et Cie1 2P
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Cette convention signifie que I'on rejette a -« les événements passés dont
on ne tient pas compte, qu'il s'agisse d'événements réels ou ficifs.

En général, l'nstant initial de fonctionnement sera 0, pour I'horloge absolue,
et le numéro du premier événement sera 0, et non 1

Vn<0,d,=0 et dy=0

V<0, ¢ =0 et ¢ 20

Convention 8.6.2:

Si un élément d'un systéme ne fonctionne pas au-deld d'un événement
numéro k, qui a lieu & la date absolue 1, les suites (d,) et (c,) associées a
cet élément vérifient

dg=1 et vn >k, d, =+

cr<k et Vt>1, ¢ = k+l

Cela signifie que I'on rejette a la date absolue +« les événements fictifs qui
sont postérieurs au dernier fonctionnement réel du systéme. Par
"événement" réel, il faut comprendre événement dont on tient compte dans la
modélisation. Le compteur reste bloqué a I'inf des numéros logiques
associés aux événements qui ont lieu simuitanément a l'instant final t. Cela
explique I'inégalité c; < k Si un seul événement se produit & 1, on a ¢ = k.

8.7 Exemples de dateurs et

Exemple 8.7.1:

Cas particulier o il ne se produit aucun événement. On considére que tous
les événements ont lieu A la date +eo.

Vne Z dy=+e

Vpe Z Cp= -

Pour étre cohérent avec les remarques précédentes, il faut penser: "Aucun
des événements auquels on s'intéresse dans le modéle n'a pu se produire a
une date finie"
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Par contre, la suite de dates identiquement eégale a -«» modélisera le cas peu
fréquent, ol une infinité d'éléments ont eu lieu avant le début du
fonctionnement du systéme, ou plutét avant que l'on ne s'intéresse au
fonctionnement de celui-ci. Le compteur associé est identiquement égal

a +oo
Exemple 8.7.2:
Considérons un élément pour lequel il se produit 3 événements, numérotés 3,

4 et 5, ayant lieu respectivement aux dates -5, 6, et 9. Les suites
associées sont définies par

Vn<3,d,=-e
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8.8 Exemples fondamentaux de dateurs et compteurs.

Exemple 8.8.1:

1s la mise a disposition d'une ressource, par exemple un stock de K
piéces disponibles a la date t, les piéces étant numérotées 0 a K-1 Pour
cela, définissons un élément du systéme qui conditionne ceux qui utilisent
la ressource. A cet élément conditionneur sont associées des suites de la

forme-

YV n>K,d,=+eo

vVt<t, ¢=0
Vit>t, =K

Exemple 8.8.2:
Si on modélise la mise en route du systéme a la date t, on écrira que tous ses

éléments dépendent d'une ressource qui est disponible en quantité infinie a partir de la
date t. Cela définit les suites




Description quantitative d'un systéme a événements discrets.
8.9 Dualité entre les dateurs et les compteurs associés a un méme élément.

Les compteurs et dateurs sont des suites croissantes de Z dans Zu{-w,+x},
que l'on peut aisément prolonger en suites croissantes de Zu{-e,+=} dans
ZUf-o0,+e0}. Cet ensemble Zuf{-co,+e0} est un treillis qui peut étre muni de la
max-addition ou de la min-addition. Les dateurs et compteurs sont
évidemment max-continus et min-continus (il est aisé de vérifier que ces
deux notions coincident lorsque I'ordre est total). On peut donc appliquer la
construction des quasi-inverses proposée dans le chapitre 1, pour
constatater que le dateur et le compteur associés a une méme suite
d'événements sont quasi-inverses |'un de l'autre.

Propriété 8.9.1:

VneZ dy=sup {peZ/cy<n}
VteZ c=inf {qeZ/d, 2t}

Démonstration:

Pour une date absolue t, le numéro ¢, du premier événement qui ne s'est pas
encore produit, est I'inf des entiers p, tels que la date dy soit supérieure ou
égale at.

Pour un événement numéro q, la date dq est la derniére date, a laquelle
aucun événement a venir ne porte de numéro supérieur ou égal a q.

Exemple 8.9.2:

Si le dateur D est défini par
VneZ d,=2n
alors
Vte Z ¢gg=inf{seZ/ 2s 2 t} = Partie Entiére de (t+1)/2
donc
t et Copyy =t Vte Z

Cat

8- 10
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Exemple 8.9.3:

Si le dateur D est défini par
Vn<0 dy=-c et Vn20 d,=5
alors
Vt<5 c¢=inf{seZ/ dg= t} = infl0,+ec] =
Vt26 c=inf {seZ/ dg < k}=info =+

Exemple 8.9.4:

Si le compteur C est défini par
Vit<4 =0 et Vi>d =1
alors
Vp<0 dy=sup{QqeZ/ cg< p}=sup o =-=¢dans DZC
do=sup {QeZ/ cg< 0}=4
Vp21 dy=sup{QqeZ/ cg< p}=sup[4, +o [ =+e

Exemple 8.9.5:

Cas ou il ne se produit aucun événement:

Vne Z dp =+

Vte Z ¢ = infZ=-c0
réciproquement

VneZ d,=sup {peZ/-o<n}=supZs=+e
ce qui donne bien les séries précédemment proposées.

8.10 Interprétation graphique du lien entre compteurs et dateurs:

8.10.1: Transformation dateur — compteur*

Sur le graphe de la suite d, en fonction de n, on ne conserve que les points tels que d,
n'est majoré par aucun terme d'indice strictement inférieur, c'est a dire que I'on conserve

les g Lel gs supérieurs ga gghgs" du graphe. Puis on fait une symétrie par rapport a la
eton en il au terme d'indice p l'inf des valeurs des

termes d'indice supérieur (a droite sur le graphe).
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8.10.2: Transformation compeur — dateur*

Sur le graphe de la suite ¢, en fonction de n, on ne conserve que les points tels que ¢,
n'est majoré par aucun terme d'indice strictement supérieur (a droite sur le graphe), c'est
a dire que I'on conserve les angles inférieurs droits du graphe. Puis on fait une symétrie
par rapport a la premiére bisectrice et on compléte en attribuant au terme d' indice p l'inf
des valeurs des termes d'indice inférieur (& gauche sur le graphe).

En cas d'asymptote horizontale en +<, on conserve toute I'asymptote, qui par symétrie,
donne une asymptote verticale, c'est-a-dire une suite qui vaut +eo.

Exemple 8.10.3:

Considérons la suite d'événements définie par leurs dates absolues:
Vn<2d,=¢
dy=5
dy=d,=ds =6
dg =7
d,=9
dg=dg=dyo=10
dyy=dpp=11
dig=16
vn>13 d,=2n

8- 12
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Le graphe associé a la suite D est:

DATEUR:
Suite compléte avec points
extrémaux en noir.

35
.
30 .
.
25
Dato absolue 20
15 *
® O
. ® O O
8 10 12 14 16

Numéro

Si on ne conserve que les points extrémaux "supérieurs gauches", on obtient:

DATEUR:
Points extrémaux

35
30 .
25

Date absolue 20

2 4 6 8 10 12 14 16
Numéro

8- 13
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Par symétrie par rapport & la premiére bisectrice, on obtient:

Symétriques
des points extrémaux

14 .
12

Compteur

5 10 15 20 25 30 35
Date absolue

En tirant un trait & gauche de chaque point extrémal, jusqu'a la verticale du suivant, on
obtient

DATEUR
aprés complétion
points extrémaux en nair,

16
14 00000000000@
0000e
12
.
Compteur
.
.
6 .
4
.
5 o 5 10 15 20 25 30 35

Date absolue

8- 14
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C'est bien le graphe du compteur C associé a la suite D:

Vts5 ¢=2

Cip=Ci3=C14=Ci5=Cig=13
Vit>12 ¢ =E((t+1)/2)

Pour effectuer la transformation réciproque, on extrait du graphe du compteur C les
points extrémaux (angles) inférieurs droits, puis on effectue une symétrie avant de
compléter en tirant un trait horizontal & droite de chaque point extrémal, jusqu'a la
verticale du suivant.
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Chapitre 9
Description algébrique d'un réseau de PETRI temporisé.

9.1 Réseaux de PETRI.

Plutét que d'entreprendre une théorie générale des systémes a événements
discrets, nous allons partir d'un outil graphique, dont l'usage est "a la mode"
pour représenter de tels systémes: les réseaux de PETRI temporisés. Nous
montrerons sous des hypothéses restrictives, comment obtenir un systéme
dynamique algébrique linéaire a partir d'un tel réseau.

Les réseaux de PETRI "normaux" sont destinés a représenter graphiquement
des problémes logiques. Ce sont des digraphes orientés, comportant les deux

types de nceuds suivants:

Les places qui sont symbolisées par un rond.

@)

Les transitions qui sont symbolisées par un trait.

Dans ce digraphe circulent des jetons.
[ ]

Les jetons résident dans les places. On appelle marquage du réseau une
distribution donnée de jetons dans les places.

O

Réseau de Petri avec Marquage.
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Les jetons circulent de place en place le long des arcs orientés, en
franchissant les transistions lorsque celles-ci sont "activées" Ces
activations doivent respecter les régles logiques suivantes.

Chaque transition consomme un nombre spécifié de jetons dans les places en
amont, et produit un nombre spécifié de jetons dans les places en aval. S'il
n'y a pas suffisamment de jetons disponibles dans une des places en amont
d'une transition, celle-ci ne peut pas étre activée.

La description compléte d'un systéme par un réseau de PETRI nécessite donc:

-un digraphe Places X Transitions;

-une matrice "Pre" indicée par PXT, ou Pre;; est le nombre de jetons
nécéssaires dans la place i pour l'activation de j;

-une matrice "Post" indicée par PXT, ou Post;; est le nombre de jetons
produits dans i par l'activation de j;

-un marquage initial.

Il est important de remarquer que le marquage initial n'est pas seulement
une “"condition initiale" au sens de la théorie usuelle des systémes. Un
changement de marquage initial peut conduire & un nouveau systéme aux
propriétés totalement nouvelles.

9.2 Analyse qualitative et intérét des réseaux de PETRI.

Le lecteur intéressé voudra bien consulter les ouvrages [PETRI1] et [PETRI2]
pour trouver une définition formelle des réseaux de PETRI et une étude des
divers concepts qui leur sont associés. Les propriétés que l'on cherche en
général a vérifier sont:

-I'existence d'un fonctionnement infini,

-l'accessibilité de certains marquages;

-une majoration du nombre des jetons dans certaines places.

etc..
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Il s'agit essentiellement de propriétés gualitatives de réseaux il y a trés
peu de résultats quantitatifs sur les marquages. On peut représenter par des
opérations matricielles dans l'algébre usuelle I'effet de I'activation des
transitions. Il s'agit en fait d'une vérification comptable utilisant les
matrices PRE et POST et qui traduit place par place la vérité premiére:
nombre de jetons "aprés" =
nombre de jetons "avant”
- nombre de jetons consommés
+ nombre de jetons produits

Malheureusement, cela ne permet d'obtenir que des conditions nécessaires
pour qu'une suite d'activations de transitions soit possible, et pratiquement
jamais de condition suffisante.

De plus, il est impossible, a l'aide du calcul matriciel usuel, de décrire
simplement la dynamique du réseau calculer les transitions qui sont
activables en fonction du marquage, sans utiliser des test du type "si X;20"
pour vérifier que les jetons sont en nombre suffisant. De tels tests sont
faciles a programmer, mais pour manipuler formellement leur résultat, il
faut utiliser des fonctions indicatrices qui ne conduisent pas a une algébre
"pratique”

Un autre inconvénient des résaux de PETRI est I'impossibilité d'une approche
locale de la modélisation. On ne peut en général pas diviser un systéeme en
sous-systémes, lesquels seraient modélisés individuellement. Une
modification mineure de l'objet que I'on veut étudier peut d'ailleurs conduire
a une redéfinition de tout le réseau !

La théorie des réseaux de PETRI a cependant un intérét majeur: il s'agit du
seul modeéle graphique dans lequel les opérations logiques "et" et "ou" sont
toutes deux modélisées, tout en étant clairement distinguées. En effet, la
population des outils graphiques se divise entre les graphes dont les nceuds
sont des "et" logiques (Pert etc..) et ceux dont les nceuds sont des "ou"
(Automates..).
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Dans les réseaux de PETRI, il faut aussi distinguer les contraintes logiques
qui se répercutent en amont et en aval par rapport au sens de circulation des
jetons.
9.3 Les quatre types de noeuds fondemmentaux.
Dans un systéme a événements discrets peuvent étre identifiées quatres

containtes fondamentales, qui correspondent dans un réseau de PETRI aux
quatre types de noeuds suivants.

9.3.1: "ET aval"
2
y 3
HG &©

L'activation de la transition produit 1 jeton dans la place P2 et 3 jetons
dans la place P3.
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9.3.2: "OU aval"

Ici, deux évolutions sont possibles lorsqu'un jeton est présent dans P1 on
peut activer la transition 1 ou la transition 2.

Dans le premier cas, 1 jeton est consommé dans P1, ce qui fournit 3 jetons
dans P3. Dans le second cas, 2 jetons sont consommés dans P1 et 2 jetons

sont produits dans P4.

Notons qu'il s'agit ici d'un "ou exclusif’, mais si P1 contenait 3 jetons ou
plus, il serait possible d'activer P1 "ou inclusif* P2.
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9.3.3: "ET amont"

ci l'activation de la transition nécessite 1 jeton dans P1 et 1 jeton
dans P2. Dans ce cas, il arrive trois jetons dans P3.

iiu
Om

9.3.4: "OU amont”

Ici, la place P3 peut recevoir 1 jeton de t1 gu (inclusif) de t2. Dans le
premier cas, cela consomme 1 jeton dans P1 Dans le second cas, cela
consomme 2 jetons dans P2.
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et 8 a discrets.

9.4 Réseaux de PETRI

Les réseaux de PETRI tels que définis en 9.1 ne modélisent que les
problémes logiques, indépendemment des problémes de temporisation.

Pour une étude quantitative, il faut introduire les réseaux de PETRI
temporisés. [PETRI 4] propose une théorie compléte des réseaux de PETRI
temporisés. Dans cette thése, plusieurs définitions sont proposées pour les
réseaux temporisés. Nous utiliserons ce que P CHRETIENNE appelle "Réseaux
P-temporisés”, dans lesquels:

- l'activation des transitions est instantanée;

- a toute place est associée une durée minimele du séjour des jetons.

Pour modéliser un événement qui n'est pas instantané, c'est a dire une tache,
on doit utiliser la figure suivante:

Début
de I'événement

Fin
de I'événement.

Pour étudier I'évolution du marquage au cours du temps, nous allons utiliser
les suites de dates et de comptage que I'on peut définir dans le réseau.
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Définition 9.4.1:
A toute place p sont associées deux suites de dates indicées par Z:
X, (p) est la date de l'arrivée du n-iéme jeton dans la place p ,
Y, (p) est la date de la n-iéme sortie d'un jeton de la place p
Définition 9.4.2:
A toute transition t est associée une suite de dates

T, (t) est la date du n-iéme franchissement de t par un jeton.

Propriété 9.4.3:

La régle du séjour minimal nous donne alors:
vneZ, Yn(p) 2= Xp(p)+3(p)
ol 3(p) est le temps de séjour minimal dans la place p.

Lorsqu'on utlise un dioide dont les opérations sont (max,+), cela s'écrit
vneZ, Yn() 2z Xp(p) 8(p)

9.5 Fonctionnement au plus tét, au plus tard et non-déterminisme.

Le principe méme des réseaux de PETRI veut qu'une main invisible (telle la
main qui agit sur le marché des économistes) déplace les jetons (Dollars ?)
dans le réseau. Dans la théorie des réseaux de PETRI non temporisés, cette
"main invisible" active les transitions une par une. L'histoire du réseau est
alors décrite & I'aide d'une chaine de caractéres d'un alphabet dont chague
lettre est associée a une transition.
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L'utilistion de chaines de caractéres pour tracer I'évolution du systéme est
évidemment adapté aux machines séquentielles, mais il ne permet pas de
représenter des systémes, tels que les machines multiprocesseurs, dans
lesquels plusieurs événements ont lieu simultanément. Il existe bien sir des
artifices permettant de réduire le parallélisme a un phénoméne séquentiel.
Il suffit pour cela de multiplier le nombre d'état du systéme, en associant
un état différent a chaque avancement relatif des processus évoluant
simultanément. Il suffit alors de considerer I'évolution entre ces divers
états, laquelle est séquentielle. Malheureusement, cela masque le caractére
parallele du phénoméne et crée en général un nombre démesuré d'états
différents

Il faut donc définir un mode de fonctionnement du réseau dans lequel
plusieurs transitions peuvent étre activées simultanément. Le probléme de
la description de ce type de fonctionnemment a été étudié par
P. CHRETIENNE.

Nous proposons de représenter ce fonctionnement par un ensemble de suites
de dates, ou de maniére équivalente, par des suites de comptages. En
particulier, deux types de dates sont intéressantes:

Les dates "au plus t6t" du fonctionnement du réseau, lorsque les dates de
disponibilité des jetons du marquage initial sont connues.

Les dates "au plus tard" auxquelles il faut activer les transitions pour
obtenir un marquage donné a une date donnée.

A priori, il suffit, pour obtenir les dates "au plus to6t" de simuler la
circulation des jetons en activant toute transition dés que possible. Mais
cela suppose qu'il n'y ait pas de situation de non-déterminisme telle que
celle rencontrée dans le cas du "OU aval™

99



Description algébrique d'un réseau de Petri temporisé.

Ici, l'opérateur masqué peut choisir d'activer t1 ou t2. Dans le vocabulaire
des réseaux de PETRI, t1 et t2 sont en "conflit structurel”. En général, cette
situation conduit a une énumération des divers choix possibles. Cette
énumeération devient combinatoire dés que le graphe contient des cycles qui
passent par les transitions en conflit structurel. L'étude de ces problémes

d'énumération est |'objet de la_théorie des automates.

Les automates sont d'ailleurs un cas particulier de réseaux de PETRI, mais
ils sont mal adaptés a la modélisation des problémes de synchronisation
entre des processus fonctionnant en paralléle. Or c'est a ces problémes de
synchronisation que nous nous intéressons particulierement, et ils sont
modélisés par des nceuds du type "ET amont" Cela nous conduit a une
premiére restriction.

Pour symplifier notre approche, nous allons exclure les problémes
d'énumération combinatoire, en ne considérant que des réseaux de PETRI
sans conflit structurel, c'est a dire sans "OU aval" Puisqu'il n'y a plus de
choix a faire sur l'utilisation des jetons, cette restriction nous permet
d'adopter la régle suivante.

Convention 9.5.1:

Chaque transition est activée dés que les jetons nécessaires sont
disponibles.

Nous avons ainsi défini un fonctionnement "autonome" du réseau, qui devient
alors un systéme muni d'une dynamique. Ce systéme peut avoir des entrées,
des jetons arrivant de ["extérieur”, et produire des sorties, des jetons
envoyés a I"extérieur” Ces entrées et sorties peuvent évidemment étre
représentées par des suites de dates ou de comptage.

9-10



Description algébrique d'un réseau de Petri temporisé.

Réseau sans conflit structurel
avec entrées et sorties.

Dans I'exemple...

1—O-0—

Séjour a Séjour b
..la transition est activée lorsque deux jetons sont disponibles, ce qui
produit un jeton en aval. Ecrivons I'équation sur les suites de dates

associées, en fixant les conditions initiales telles que le jeton numéro 0 en
aval soit produit par les jetons 0 et 1 en amont:

DouT, = DiNgp.4+ @+ b
Cela définit un systeme dynamique qui n'est pas causal au sens de NERODE,
parce que nous avons défini le "temps physique" comme fonction du "temps
logique" Si on écrit les équations liant les compteurs, c'est-a-dire "temps

logique” fonction du "temps physique”, on obtient un systéeme causal*

Courty = Partie entiere (CiNy,.5/2)
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Description algébrique d'un réseau de Petri temporisé.
Considérons maintenant la situation inverse:
1 2 =
—»Q—l—.Q_>
Séjour a Séjour b

avec des conditions initiales adéquates, la relation entre les suites de dates
est alors:

DoUT, = DiNg(yzy+ @ + b

Si tous les jetons ont un numéro n positif, on obtient bien une relation
causale, mais ce systéme dynamique n'est pas stationnaire, au sens suivant.

Il n'y a pas de retard logique p tel que la date de sorie numéro n ne dépende
que des entrées numérotées de n-p a n.

A nouveau, si on écrit les équations entre compteurs, ce genre de difficultés
disparait.

CouT, = 2*CINy 500
Comme le but de notre théorie des systémes a événements discrets est
essentiellement d'étudier les dates physiques des événements en fonction
des dates logiques, nous allons donc imposer les restrictions
supplémentaires suivantes.

Convention 9.5.2:

Toute transition consomme un unique jeton par place en amont.
Toute transition produit un unique jeton par place en aval.

Dorénavant, nous ne préciserons plus les valuations des arcs entre places et
transitions, qui sont toutes égales a 1
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Une difficulté analogue a la précédente se pose dans le cas du "OU amont":

gy

Séjour a Séjour b

Séjour ¢

L'équation liant les suites de comptage est triviale: il suffit d'additionner le
nombre de jetons venant de IN1 et le nombre de jetons venant de IN2. Comme

ces suites de comptage sont en fait définies a une valeur initiale prés, il
faut en fait écrire, en fixant une date de référence t°

CouTy - CouTpe = (CIN1y5.6= CINtpo_a.¢) + (CIN2y oo~ CIN2po 5 )
Ce qui nous intéresse surtout, ce sont les équations entre dateurs, et
celles-ci sont beaucoup moins simples. Parmi toutes les possibilités
d'entrées de jetons qui produisent n jetons en sortie, une seule est
significative: celle qui se produit le plus tét. En faisant abstraction du
probléme de numérotation initiale, on obtient une relation du type

Dout, = Infy,q_n Sup (DiN1p,DiNzg)

qui une sorte "d'inf convolution" opérant sur tout le passé logique des
entrées.

Convention 9.5.3:
Nous allons exclure cette situation du "OU amont" pour deux raisons:

-la relation entre suites de dates n'est pas stationnaire;
-l'opération Infy,q_n Sup.. n'est pas de manipulation aisée.
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9.6 Les graphes dévénements P-emporisés.

Les restrictions que nous avons imposé définissent une classe de réseaux

qui sont les "graphes d'événements P-temporisé:

-chaque place posséde au plus une transition en amont et au plus une
transition en aval;

-l'activation de toute transition nécessite un jeton dans chaque place
amont et produit un jeton dans chaque place aval.

Les seuls véritables nceuds du graphe sont les transitions car toutes les
places peuvent étre identifiées & des arcs. Cela est cohérant avec notre
choix de la temporisation, qui porte sur les places, et qui définit donc une

val n_sur les ar he.

Un tel réseau peut posséder des entrées et des sorties, que nous
considererons comme des transitions particuliéres.

Graphe d'événements temporisé
avec entrées et sorties.

Ces réseaux sont des généralisations des graphes Pert, dans lesquels les
cycles sont autorisés.

Enongons une propriété élémentaire mais essentielle de ces graphes
d'événements, que nous ne montrerons pas
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Propriété 9.6.1:

Le nombre total de jetons dans chaque cycle d'un graphe d'événements est
invariant.

Ces graphes d'événements permettent d'étudier exclusivement les problémes
de synchronisation. Il ont une classe duale parmi les réseaux de PETRI, celle
des "machines a états" Ce sont des réseaux dans lesquels chaque transition
ne posséde qu'une place amont et une place aval, ol elle consomme et
produit respectivement un jeton. Dans ce cas, ce sont les transitions qui
peuvent étre identifi¢es a des arcs. Ces machines & état sont en fait des
automates, qui modélisent les problémes combinatoires liés au
non-déterminisme.

Nous allons étudier en détail les équations qui décrivent le fonctionnement
des graphes d'événements temporisés.



Equations entre dateurs d'un graphe d'événements temporisé.

Chapitre 10
Equations entre dateurs d'un graphe d'événements temporisé.

10.1 Modélisation par suites de dates.

Dans un graphe d'événements, chaque place ne regoit des jetons que d'une
seule transition et n'en fournit qu'a une seule. Il suffit donc d'étudier les
suites de dates associées aux activations des transitions.

Nous nous intéresserons aux "dates au plus t6t" auxquelles les transitions
peuvent étre activées. Ces dates dépendent du marquage initial et des

disponibilités de jetons dans les entrées.

Pour obtenir les dates "au plus t6t" de fonctionnement, il suffit d'étudier
comment une transition est conditionnée par les transitions en amont.

m
B3

d1 a2 dk

Le séjour minimal de tout jeton dans la place située entre les transitions
tiett est noté d; La suite de dates associée a la transition t, sera notée:
Xk = (Xk,n)-cocncsen

La transition t peut étre activée dés que chacune des places en amont
contient au moins un jeton. Pour cela, il faut que chaque transition t, ait
fourni au moins un jeton. C'est le dernier jeton disponible qui permet
I'activation de t, lorsque le temps de séjour minimal dans la place ou il se
trouve est écoulé. Cela se traduit par I'équation:

Xn = Maxizq i (Xio + di)
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Cette équation est valable si les numérotations sont initialisées de maniére
a ce que l'activation numéro 0 de t soit déclenchée par les activations des t,
qui sont toutes numérotées O.

Supposons que la place située entre t et t; contienne initialement s; jetons.
Pour activer n fois la transition t, il suffit que chaque transition t
fournisse (n-s;) jetons.

Dans un premier temps, nous supposerons que tous les jetons du marquage
initial sont disponibles depuis t=—co. Nous verrons ultérieurement comment
il faut traiter le cas des jetons disponibles a une date finie.

L'équation
Xn = Maxi_y i (Xin.si +d)
s'écrit linéairement dans les dioides DZC (temps entier) et DRC (temps
continu)
Xn

1.k i Xinsi

10.2 Marquage initial disponible a une date finie.

Dans I'équation obtenue en 10.1, les jetons diponibles depuis t=- se
comportent comme des opérateurs de retard. Pour traiter les jetons qui ne
sont disponibles qu'a partir d'une date finie t° (en général 1°=0), il nous faut
modéliser explicitement cette contrainte. Cela revient a supposer que la
transition immédiatement en aval de la place ol se trouvent les jetons est
bloquée jusqu'a t° par une entrée, qui & partir de t° ne joue plus aucun réle

limitant. Cela signifie que cette entrée regoit une infinité de jetons a t°
Plus généralement, pour étudier un réseau qui est "mis en route" a z°, il

suffit d'ajouter une entrée fictive qui joue le réle d'interrupteur et regoit
une infinité de jetons a t°
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silelunie

Eiliee Hotive o

® Jetons bloqués structurellement
I Jetons bloqués par l'interrupteur

- Réseau fictif servant d'interrupteur

Nous connaissons les suites de dates et de comptage associées a cet
interrupteur

V n<0, d, = et V n20, d, =t°

V1£1°, ¢, =0 et V150, C; =+eo

10.3 Systéme d'équations décrivant un réseau complexe.

Dans un réseau complexe, il faut écrire une équation du type

Xg = Ziztk i Xinsi
pour chaque transition du réseau. Parmi les transitions, il faut isoler les
transitions d'entrée dont les dates d'activation sont une donnée du probléme.
On obtient ainsi un systéme linéaire de n équations, ou n est le nombre de
transitions qui ne sont pas des entrées.

En général, le graphe contient un cycle, ce qui se traduit par des équations
implicites. C'est la principale difficulté technique qui se pose dans I'étude
des graphes d'événements temporisés, aprés que l'usage de dioides
appropriés ait fait apparaitre la structure linéaire du probléme.
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Considérons un cas trivial:
X = 0.x, @ uy
ol la suite de dates u,, est donnée.

Il 'y a une infinité de solutions a cette équation car il suffit de prendre x,
supérieur a u, pour tout n.

On ne peut donc pas parler de |a solution du systéme d'équations qui décrit
le réseau. Comme on s'intéresse aux dates "au plus t6t" de fonctionnement du
systeme, il faut r si & 5 "plus petite lution".
La réponse est oui, et est une conséquence du théoréme de point fixe dans
les treillis.

10.4 Théoréeme de rep ion des d'évé P- isés.

Soit un graphe d'événements P-temporisé contenant q transitions, p entrées
et r sorties. Définissons les suites de vecteurs X, Y,, U, a coefficients dans
ZUf-e0,+0} (temps discet) ou Ru{-eo,+e0} (temps continu) par

Xjn = date minimale de l'activation numéro n de t,
Uj o= date de l'arrivée numéro n d'un jeton dans I'entrée j;
Yi,n = date minimale de la sortie numéro n d'un jeton par la sortie k.

La suite U, est une donnée du probléme, les suites X, et Y, sont & calculer

Définissons les matrices F; H; et G; a partir du réseau de PETRI temporisé et
de son marquage initial comme suit.

S'il 'y a une place contenant i jetons entre les transitions m et I, [Fil,
vaut le délai minimal de séjour dans cette place.
Sinon [Fi]m vaut te.

S'il y a une place contenant i jetons entre I'entrée m et la transition

I, [Gi]m, vaut le délai minimal de séjour dans cette place.
Sinon [Gj]m, vaut e.

10-4



Equations entre dateurs d'un graphe d'événements temporisé.
S'il y a une place contenant i jetons entre la transition m et la sortie
I, [Hilm, vaut le délai minimal de séjour dans cette place.
Sinon [Hn,, vaut e.

Théoréeme 10.4.1:

Les suites X, et Y, s'obtiennent en calculant la solution minimale du systéme
récurrent suivant, systéme qui est linéaire au sens de l'algébre (max,+).

Xo = Fo-Xy ® Fy Xy ® Fp.Xpp @ oo F.Xp g
@ Go.Uy ® GyUp 1 ® GpUpp© ... Gg.Up g

Yo =Hp Xy @ Hi. X i ®Hp X0 @ Hp.Xn.n
Cette solution particuliére est I'unique solution du systéme explicite:
Xq = Fo* (Fy X1 @ FXn(® Go.Uy © .. Gg.Up )
Yo =Hp X, @ Hy. Xy @ Hp X0 @ HpXon
ou
Fo' =20 Fo" au sens de l'algébre (max,+)
Démonstration.
Nous avons déja établi que les dates "au plus t6t" sont solution d'un systéme

implicite linéaire au sens des dioides. D'autre part, nous avons montré que
dans DZC et DRC, une équation matricielle de la forme

X=FX®B
posséde une solution minimale pour l'ordre partiel, qui est:
X=FB

Cette résolvante élimine la forme implicite et assure que I'on calcule ainsi
les dates "au plus tot" «
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Exemple 10.4.2:

o
OUTPUT

X1, =3X'1® 2X2, ® 0.U,,
23X ® 1X2,, ®5.U,
Y, =2X!, @ 4X2,

Xn =1 X1y, X2 X204, Up)

alors

X =Fo. Xy ®F; Xoq ®G.U,
Yo=H. X,
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ou
2 3 0
Fo= Fo_[3 12
o 1 0
H= [2RT T]
ce qui se traduit en
Xa=Fo* (Fi Xoqy ®G.Uy)
Yo=H.X,
avec
02 5] J4]o
* 0 * 3| [2 *
Fo=To Fo Fi=T5 Fo G= ]
0 [o]

10.5 Le probléme du blocage d'un réseau.

Le calcul de la résolvante Fy* peut faire apparaitre des coefficients égaux
a +e0, C'est le cas si et seulement si cette matrice contient un cycle dont le
produit des coefficients (au sens du dioide) est strictement positif Ce
résultat signifie que certaines activations de transitions ont lieu "au plus
tot & +eo", c'est a dire jamais.

Lorsque F, contient un tel cycle, un cycle du graphe ne contient pas de jeton.
Il est aisé de vérifier que nécéssairement une transition va étre bloquée
définitivement  Le résultat du calcul est donc cohérent avec le
comportement d réseau et il n'y a aucune difficulté posée par la

"divergence" de la série Fy*
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Rappellons que cette notion de divergence n'est que relative a I'algébre
usuelle, puisque dans un dioide ordonné complet une série S* est toujours
définie.

De méme, si on ne fournit qu'un nombre fini de jetons a I'entrée numéro i, la
coordonnée U, atteint la valeur +e. Pour toutes les transitions qui sont
conditionnées par cette entrée, les dates des événements atteindront +eo
pour un indice fini, et pas seulement asymptotiquement. Il n'y a donc qu'un
fonctionnement fini de cette partie du systéme.

10.6 Manipulation des formes d'état.

A partir de I'équation implicite ou de I'équation explicite, qui contiennent
toutes deux des retards multiples, on peut se ramener a un retard unitaire
par des artifices usuels de calcul matriciel. Pour rappeller comment on
procéde, partons d'un systéme donné sous la forme:

Xp = FoXo ® Fy Xt ® FpXpp @ oo FrXng
® Go.Uy ® Gy.Upq ® GpUpp @

Y, = Ho Xy ® Hy Xt © Hp- X @ e Hp Xy

Si par exemple h < f+g, il suffit de poser

Xy =X 2 Xt + X g Xrsa - Un'» Upigoooe Upen)

et

B

ainsi que
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g %

rul
goj
ol

et

pour se ramener & un systéme avec un seul retard.

X = Flo. X ® Fy. Xy @ G.U,
Yo=H X,

En utilisant la résolvante de I'équation implicite, on obtient:

F= Fo'.Fy

et
Xo=F Xp1 ®G.U,
Yo=H.X,

Remarquons que l'étoile de F'y ne dépend que de Fy" Leurs conditions de
"convergence” sont identiques. Si la forme initiale est déja explicite, il
suffit de reprendre la formule précédente avec Fq = ¢, donc Fy'= E

10.7 Représentation externe.
Il est évidemment possible d'effectuer d'abord Il'opération étoile puis de
réduire le retard. Cela ne donne pas toujours les mémes matrices H, F et G,

mais pour toute entrée U, la sortie Y est indépendante de la maniére dont le
calcul est effectué.
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En théorie usuelle des systémes linéaires, un systéme a d'innombrables
représentations matricielles, qui peuvent toutes étre ramenées a certaines
formes canoniques qui peuvent toutes étre déduites les unes des autres.
Malheureusement, dans le cas qui nous occuppe ici, un tel résultat n'a pu
étre obtenu: nous n'avons pas de forme canonique ni méme de théoréme sur la
dimension minimale de la représentation matricielle d'un systéme. La cause
en est l'absence d'une notion de rang suffisemment puissante dans les
moduloides, qui sont l'analoque des espaces vectoriels dans le cas des
dioides.

Cependant, il est indispensable de trouver une représentation canonique de
I'opérateur, qui a une entrée U associe la sortie correspondante Y du
systéme. En théorie usuelle, un méme systéme peut avoir plusieurs formes
d'état, mais il a une représentation intrinséque: son unique fonction de
transfert. La situation est analogue dans le cas des dioides, bien qu'il y ait
quelques difficultés techniques dles au caractére croissant des suites de
dates.

Nous pouvons noter toute suite de matrices S, sous forme de série formelle.
Dans le cas des suites de dates nous utiliserons la variable formelle z, et
les considérerons comme des matrices a coefficients dans le
dioide DZC<<z>>.

Par abus, notons:

X=X Xp2z"
U=xU,z"
Y=2Yp2z"

Le systeme
Xo=F Xoq ®GU,
Yo=H.X,

se traduit sur les séries par
X=zFX®GU
Y=HX
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L'équation implicite se résoud toujours grace a l'opération étoile:
X =(z.F)*.GU
Y=H(zF'G U

La série H.(z.F)".G joue donc le réle de fonction de transfert du systeme. Il
faut cependant se méfier de I'expression "la fonction de transfert", ceci pour
deux raisons.

10.7.1: 1ére difficulté. Les égalités doivent étre interprétées au sens des
séries formelles, et non comme des égalités entre fonctions de z. Ces deux
objets algébriques ne sont en effet pas isomorphes.

10.7.2: 2nde difficulté. Plusieurs séries peuvent représenter un méme
systéme. A partir des représentations du systéme du type

Xo = Fo-Xo ® FyXnt ® Fp.Xpp ® oo Fy- X
@ Go.Up @ GyUp g © Gp.Upp @ ....... Gg.Up

Yo = HoXo ® HyXoq @ Hp-Xpp @ oo Hy Xy
on obtient

Y = (Hp® z.H; ®z2.H, ® .z".H,).
(Fo.® zF; ® 22F, ® ... zMFy)*
(Gp®2.Gy ®..29.Gy). U

La série
(Ho® .zhHp).(Fp. ® z.Fy ... 21F)*.( Go ® 2.Gy ® ...29.Gy)
est une série qui se comporte comme un fonction de transfert du systeme.

Si la forme implicite est éliminée avant l'introduction des "transformées en
z", la fonction de transfert obtenue est
(Ho ® .zh.Hy).(z. Fo".Fy 2.Fo.F)".( Fo".Go ® ...29. Fy.Gg)

Cette forme est en général distincte de la précédente, au contraire de la

théorie usuelle des systémes linéaires dans laquelle le résultat est
indépendant de la maniére dont il a été calculé.
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L'explication est simple. Notri nal comportemen réseaux_d
PETRI ne s" ique_qu'aux emes dont | ntrées sont croissantes. Une
fonction de transfert ne doit donc jouer son rdle que relativement a un
ensemble restreint de séries représentant d'entré. Cet ensemble, celui des
entrées croissantes, n'est pas suffisant pour discriminer certaines
fonctions de transfert qui sont algébriquement distinctes.

Le théoreme suivant montre que malgré cela, il existe une notion de fonction
de transfert canonique.

Théoreme 10.7.3:

Toutes les "fonctions de transfert" que I'on peut calculer par a partir des
diverses formes d'état d'un systéme, sont équivalentes pour la relation
d'équivalence définie par:

S=T sietseulementsi Sz =Tz"

Elles donnent toutes la méme sortie, si on les applique a des entrées
croissantes.

Pour toute fonction de transfert S du systéme, le produit S.z* donne l'unique
fonction de transfert croissante. Celle si est la sortie du systeme pour
I'entrée z*, qui joue le réle d'impulsion a linstant 0: cela correspond a la
mise & disposition d'une infinté de jetons a l'instant initial O.

Cette unique fonction de transfert croissante peut donc étre appelée "La
réponse impulsionnelle du systeme"

Soit H.F*G une fonction de transfert quelconque, ot H, F, G sont des matrices

a coefficients polyndmiaux en z, la réponse impulsionnelle peut s'écrire:
H.F'.G.z' =H.(zE ® F)".G

ou E est la matrice identité du dioide.
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Démonstration:

Les fonctions de transfert ne sont appliquées qu'aux entrées croissantes. Or
une entrée U est croissante si et seulement si:

z’U=U
Par conséquent, si:
Y=TU
alors
Y=Tz".U
T.z* joue donc le méme réle que T Or,
z'z" = 2"
donc

Tz =( T.2").2"
T.z* est donc croissante. Pour conclure, il suffit d'utiliser le fait que toute
classe d'équivalence pour la relation = ne posséde qu'un représentant
croissant. Enfin
H.F*.G.z* = HF'.(E.2)".G = H.(F ® z.E)*.G

Cette série z* joue le role de la "masse de DIRAC" dans notre théorie: elle
donne une impulsion qui lance un fonctionnement autonome du systéme a la
date t=0 C'est cette méme série que nous avons utilisé comme
"intérrupteur" pour résoudre le probléme des jetons du marquage initial qui
ne sont disponibles qu'a partir d'une date finie.

Exemple 10.7.4:
Le réseau trés simple

Délai=3

@

Délai=0 Délai=0

se traduit en séries par
Y=X=322 X®&U
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et la fonction de transfert calculée a partir de cette équation est
(3.22)*=e®3.22® 6.24® 9.26 ...

série qui n'est pas croissante, et ne correspond donc pas a une sortie

effective de jetons. La sortie de jetons associée a l'impulsion z* est
e®3220323962°® 6250 9.26 @ 9.27........

10.8 Comportement asymptotique du systéme.

On ne peut pas parler du comportement asymptotique du systéme
indépendemment de ses entrées. Pour étudier son influence propre, il faut
lui fournir une infinité de jetons a t=0 dans chaque entrée, c'est a dire une
impulsion z*

On observe alors une sortie qui peut s'écrire H.(z.E @ z.F)*.G Son terme de
rang n est
H(E®F)nG

Le comportement asymptotique de cette suite de vecteurs est donc lié aux
propriétés de la suite des puissances d'une matrice de la forme F @ E, dont
on connait les propriétés de cyclicité.

Théoréme 10.8.1:

Chaque suite x, de coefficient de la suite de matrices H.(E @ F).G a un
comportement asymptotique cyclique du type suivant:

IN>0,3¢>0,3%e {04} tq
Vn>N, Xpuo =A% X,

ou le couple (A,c) est propre a chaque composante fortement connexe.

Si la matrice est fortement connexe, le méme couple (A,c) s'applique a
toutes les sorties.

10-14



Equations entre dateurs d'un graphe d'événements temporisé.

Le fonctionnement autonome d'un réseau fortement connexe se caractérise
donc par une phase transitoire, de longueur N suivie d'un régime périodique,
au cours duquel un méme cycle de ¢ événements est reproduit avec un délai
moyen % entre deux événements successifs.

Dans tous les cas, cette propriété de cyclicité est vraie transition par
transition, mais si le réseau n'est pas fortement connexe, plusieurs modes

cycliques peuvent coexister, comme c'est le cas dans I'exemple suivant.

Exemple 10.8.2:

Délai=4 ©\
Délai=0

= Délai=1
Délai=0 \1

Délai=0
=
@ 4_I_@J Délai=0
Lorsque l'entrée fournie est z*, la boucle supérieure a une cyclicité dont le

Délai=3 Délai=1
couple est (h=4,c=2), laquelle se retrouve sur la sortie 1, avec un retard
d'une unité de temps.

Y=101205220523092/®925@ .

Le cycle inférieure a une cyclicité dont le couple est aussi (A=2,c=1),
laquelle se retrouve sur la sortie 3.
Y=0932042207230 8290 11250 ...

Ces deux boucles ont le méme "délai moyen" entre deux transitions: 2 unités

de temps. La sortie 2 a un comportement cyclique qui est une superposition
des deux précédents.
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La série associée a cette sortie est:

Y=0032052207.2309.2¢® 11.250® ...
Son couple de cyclicité est (2,1), est n'est donc égal a aucun des couples de
cyclicité des cycles du systéme, bien que son "délai moyen" soit le méme.
Le couple (h=4,c=2) s'applique & I'ensemble du réseau, bien qu'il ne soit pas
fortement connexe.

Exemple 10.8.3:

Il suffit de "ralentir" I'un des deux cycles dans I'exemple précédent, par
exemple celui du bas, pour qu'il n'y ait plus de cyclicité globale.

Délai=4
QUL
Délai=0
Délai=0 Délai=1
Délai=0 Délai=0
<_|_®J Délai=0
Délai=4 Délai=

La cyclicité du bas du réseau, ainsi que de la sortie 3 est (A=5,c=2), ce qui
correspond au délai moyen 2,5. Il ne peut donc plus y avoir de cyclicité
globale. Le bas du réseau est plus lent que le haut, et a partir du 2éme jeton,
il impose son rythme a la sortie 2 qui prend alors le régime cyclique (5,2).

Bien qu'il n'y aie pas de cyclicité globale, chaque transition a un
comportement cyclique.

Nous reviendrons ultérieurement sur le comportement des réseaux
constitués d'assemblages de sous-réseaux aux comportements distincts.
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10.9 Dates absolues et délais.

Le lecteur peut étre surpris de nous voir raisonner sur les dates absolues
des évenements et non sur les délais entre les événements. Les variables
d'état du systeme dépendent du choix arbitraire d'une date initiale. A priori,
il semble plus judicieux de raisonner directement sur des écarts de temps.
Malheureusement, si I'on cherche a écrire des équations sur les écarts entre
les événements successif, on obtient des formules complexes qui ne sont
linéaires ni dans l'algébre usuelle ni dans l'algébre (max,+).

Par contre, et c'est 1a l'intérét de notre théorie, la_réponse impulsionnelle
du_systéme est indépendante du choix de la date initiale, elle est
intrinséque. Ses coefficients doivent étre interprétés comme des délais
entre les entrées et les sorties, et non plus comme des dates absolues. C'est
pourquoi la réponse impulsionnelle d'un systéme, ainsi que toutes les
fonctions de transfert qui lui sont équivalentes modulo z*, est une série
dont le support est N, alors que les séries qui représentent des suites de
dates absolues ont pour support Z.

On peut interpréter le coefficient A comme le temps moyen écoulé entre la
consommation des jetons en entrée et la sortie du jeton correspondant, en
régime asymptotique, lorsqu'on a fournit une impulsion z* Cela n'est plus
vrai lorsque les jetons en entrée arrivent trop lentement: dans ce cas, le
temps moyen de traversée dépend en général du transitoire de la réponse
impulsionnelle, car le régime asymptotique du réseau n'est jamais atteint.

Lorsque le réseau est fortement connexe, toutes les suites de dates
associées aux transitions dans le réseau, ainsi que les sorties, ont un
comportement asymptotique cyclique associé au méme couple (i,c) Par
conséquent, il n" mulation jeton rl élai_entre l'entré

i r_franchissemen ransition rné. Dans la théorie
des réseaux de PETRI, le réseau est dit stable.
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Chapitre 11
Equations entre compteurs d'un graphe d'événements temporisé.

11.1 Compteurs associés a un graphe d'événements.

Au chapitre 10, nous avons étudié les graphes d'événements en calculant les
dateurs associés aux transitions. On peut en déduire les compteurs
asssociés aux transitions en appliquant les formules de quasi-inversion. Il
est aussi possible de retrouver directement les équations régissant les
compteurs.

Nous avons étudié un fonctionnement "au plus t6t" du systéme. Sur les
compteurs, cela correspond a calculer, a toute date absolue t, le nombre
maximal d'activations possibles de chaque transitions avant la date t.

d; est le séjour minimal de tout jeton dans la place située entre la
transition t; et t.

Notons
Ck = (Ci)-cocrcren
le compteur associé & la transition t,.

A tout instant absolu t, le nombre d'activations de t est conditionné par le
nombre de jetons fournis par les transitions en amont. C'est la transition
qui a fourni le moins de jetons qui défini le nombre maximal d'activations
de t. De plus, pour la transition t;, il ne faut tenir compte que des jetons
arrivés avant la date absolue t-d;
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Cela se traduit par I'équation
Ct = Mini_q (D)
Il est aisé de vérifier que cette relation est vraie lorsqu'on considére le
nombre de jetons fournis, mais aussi lorsqu'on raisonne avec le numéro du

premier jetons a venir, qui correspond a notre définition du compteur

Les numérotations sont initialisées de maniére a ce que l'activation numéro
0 de t soit déclenchée par les activations des t,-qui sont numérotées O.

Si la place située entre t et t; contient s; jetons initialement, il faut
augmenter d'autant le nombre de jetons disponibles a chaque instant, ainsi
que le numéro du prochain jeton attendu. On obtient alors I'équation:

C® = Mini_y x (Ddi+s)

Pour décrire I'ensemble du réseau du réseau, on obtient un systéme
dynamique causal et stationnaire. Il est linéaire si on I'écrit dans DZD.

Remarquons que dans le cas des dateurs, on pouvait travailler avec une
échelle de temps discréte (dioide DZC) ou continue (DRC). Par contre, nous ne
chercherons pas a couper les jetons en rondelles: les compteurs seront, a
valeurs entieres.

L'équation qui permet de calculer le compteur s'écrit donc linéairement dans
l'algébre du dioide DZD.

Cr=Zik Si-

La situation est inversée par rapport au cas des dateurs: les temps de
séjours dans les places jouent les réle des retards et les jetons du
marquage initial sont les coefficients de I'équation linéaire.

Si le graphe contient un cycle, il sera décrit par un systéme comportant une
partie implicite. A nouveau, on ne peut pas parler de |la solution du systéeme
d'équations qui décrit le réseau.
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C'est ici une solution maximale qui est définie, puisque le systéme est
linéaire au sens du min. C'est bien cohérent avec notre objectif- calculer le
nombre maximal de jetons qui peuvent étre obtenus.

11.2 Choix de notations.

Dans le cas de la représentation par dateurs, nous avons noté

X le vecteur d'état (dates d'activation des transitions internes),

U le vecteur d'entrée (dates d'activation des transitions d'entrée),

Y le vecteur de sortie (dates d'activation des transitions de sortie);

F la matrice de dynamique;

H la matrice "d'observation”;

G la matrice "de commande”
Comme les suites de dates et de comptages associées a un méme élément
sont duales, il est inutile de les noter par des lettres distinctes.

Dorénavant, nous noterons toujours D le compteur dual d'un dateur D. Dans la
forme d'état calculée sous forme de compteur, nous aurons donc:

AX comme vecteur d'état (comptage des transitions internes),

AU comme vecteur d'entrée (comptage des entrées);

AY comme vecteur de sortie (comptage des sorties de jetons).

Par contre, nous verrons que les matrices décrivant la dynamiques de ces
systémes ne sont pas duales. Nous utiliserons donc les triplets suivants:
(H,F.G) dans le cas des dateurs;
(A,B,C) dans le cas des compteurs.

11.3 Le théoréme dans le cas des compteurs.
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Soit un graphe d'événements contenant q transitions, p entrées et r sorties,
et dans lequel le temps de séjour imposé dans toute place est positif ou nul.
Définissons les suites de vecteurs "X,"U,"Y a coefficients dans Zu({-co,+eo}
par

AX.; = numéro de la premiére activation de t; postérieure a t;
AU, j= numéro de la premiére activation de l'entrée j postérieure & t;
AY.x = numéro de la premiére activation de la sortie k postérieure a t.

Les suites croissantes "Uy| , sont une donnée du probleme.
Les matrices A; B; et C; sont définies de la maniére suivante.

S'il y a une place dans laquelle le séjour minimal vaut i, entre les
transitions m et |, [A], | est égal au nombre de jetons contenus initialement
dans cette place. Sinon la valeur de [A]ny este = +eo.

S'il y a une place dans laquelle le séjour minimal vaut i, entre I'entrée m et
la transition |, [Cil,, est égal au nombre initial de jetons dans cette place.
Sinon la valeur de [Ci]n,, est e.

S'il y a une place ou le séjour minimal vaut i entre la transitions m et la
sortie |, [Bj]y, est le nombre initial de jetons dans cette place. Sinon la
valeur de [Bj]y, este.
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Théoréme 11.3.1:

Les suites "X;; et "Y,y s'obtiennent en calculant la solution maximale d'un
systéme récurrent qui est linéaire au sens de l'algébre (min,+). Ce systéme
s'écrit:

La solution maximale du systéme implicite, est I'unique solution du systeme
explicite

AX, = A Ay Ay @ Ag. X, g ® Co UL ® ... CLAUL )

"Y, = Bo. A% ® By. A, .y @ By AX; 5 ® oo Bg. AX g
ol

Ap" =20 Ao"  au sens de l'algébre (min,+)
Dans I'étude des équations régissant les compteurs, il apparait clairement
que le systéme dynamique qui permet de calculer les dateurs minimaux dans

DZC est lié au systéme dynamique qui permet, dans DZD de calculer les
compteurs maximaux. Ce lien est décrit dans le théoréme qui suit.

Théoréme 11.3.2:
Pour obtenir une forme d'état de calcul des compteurs a parti d'une forme

d'état sur les dateurs, ou vice-versa, il suffit de permuter les coefficients
et les retards.

11- 5
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Exemple 11.3.3:

Si la forme dateur est

Xp = aXyq ® b.x,, @ cupy

Yn =dXn3
la forme compteur est

A= 1 M @ 2. Axp © 18U,

e =3 Mg
Cette permutation est trés simple & effectuer, mais elle ne définit pas une
relation facile & analyser entre les matrices H;, F;, Gj et B, A;, C; , puisque
le nombre de retards, donc de matrices qui interviennent dans le systéme,
est modifié et que les coefficients distincts qui se trouvent initiallement
dans une méme matrice, induisent des coefficients dans des matrices
différentes aprés la transformation!

Comme pour les formes d'état définies pour les dateurs, on peut faire
diverses transformations sur les formes d'état des compteurs, en

particulier se ramener par une manipulation classique a un retard unitaire.

A X =AgA X ® Ay "Xy © CAU,
Y, =B. X,

Pour obtenir d'état explicite, il faut calculer la résolvante A, Cette
matrice peut-elle diverger, c'est a dire, dans le cas de DZD, avoir des
coefficients égaux a -e ?

Les coefficients de A, sont égaux a €, ou a des nombres de jetons. Ces
nombres sont toujours positifs (au sens usuel) et par conséquent, dans
l'algébre (min,+), la matrice A,* ne "diverge” jamais: il ne peut pas y avoir
de coefficient égal a -«. La difficulté apparue dans le cas des dateurs ne se
pose pas pour les compteurs, par contre la manipulation de la représentation
externe est analogue mais moins commode.
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1.4 Représentation externe entre compteurs.

Nous pouvons noter tout compteur [*S,] sous forme de série formelle. Nous
utiliserons alors la variable formelle 8, pour distinguer ces séries de celles
qui représentent les dateurs. Notons:

AX = BAX, B
AU =35
A =S5

Alors, si
AX, = A My ® CAU,
Y =B AX,

nous obtenons pour les séries:
X =8ANX®CAU
=BAX

et
X = (3.A).C.AU
AY =B.(5.A).C AU

C'est donc la série formelle B.(3.A)*.C qui joue le réle de fonction de
transfert du systéme. Comme dans le cas des compteurs, il n'y a pas de
fonction de transfert unique, mais toute une classe d'équivalence. Les
entrées sont toujours des séries croissantes. Nous avons montré que dans le
cas de l'algébre (min,+), les séries croissantes sont caractérisées par

AU est croissante ssi AUL(ST)* =AU

Si AT est une fonction de transfert représentant le systéme dans le cas des
compteurs, il est évident que AT.(8') convient aussi. Nous obtenons donc un
théoréme strictement analogue a celui qui a été énoncé dans le cas de la
représentation du systéme par dateur

Théoréeme 11.4.1:
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Toutes les "fonctions de transfert” entre compteurs que I'on peut calculer a
partir des diverses formes d'état d'un systéme sont équivalentes pour la
relation d'équivalence définie par:

AS =AT sietseulementsi AS. (51)" =T (51)*

Elles donnent toutes la méme sortie, si on les applique a une entrée
croissante.

Pour toutes fonction de transfert AS du systéme, AS. (5-1)* est égale a
l'unique fonction de transfert croissante du systéeme. Celle-ci est la sortie
du systéme pour l'entrée (8-1)*, qui joue le réle d'impulsion a I'instant
absolu 0: cela correspond a la mise a disposition d'une infinté de jetons a
I'instant initial O.

Cette unique fonction de transfert croissante peut donc étre appelée
"La réponse impulsionnelle du systéme”

11.5 Comportement asymptotique des compteurs.

Tout compteur associé a une transition peut étre traduit en un dateur par la
dualité de CASPI-HALBWACHS.
Mg =inf{n,xpn>1}

Si le compteur a un comportement asymptotique cyclique caractérisé par
(r,c), celui-ci se traduit par:
3T>0,3he {04},3¢c>01q
Vs T Mgy =chox,

Il suffit donc de reprendre |'analyse du comportement asymptotique cyclique
des dateurs pour obtenir celui des compteurs en inversant le role algébrique

de A et c.

A/c (au sens usuel) est le délai moyen entre deux activations des
transitions, tandis que c/A (division usuelle) est le débit moyen en jetons.
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Chapitre 12
1S ires sur les et

12 1A de

L'un des reproches que nous avons fait aux réseaux de PETRI est
I'impossibilité d'une approche locale des systémes. Dans le cas des graphes
d'événements temporisés, auxquels nous nous sommes restreints, cette
approche locale est possible.

En effet, le comportement d'un graphe d'événements est entiérement
caractérisé par sa réponse impulsionnelle, qui n'est pas modifiée lorsque ce
réseau est incorporé dans un réseau plus complexe. Nous allons calculer la
réponse impulsionnelle de divers systémes obtenus par assemblages de
modules élémentaires. Considérons deux modules S1 et S2 dont les réponses
impulsionnelles sont @, et®, Pour étudier le comportement asymptotique
du systéme obtenu, nous supposerons que S1 et S2 sont fortement connexes,
et que leurs comportements asymptotiques en régime autonome sont
caractérisés respectivement par  des délais moyens A,/cy et Ay/cy.

Dans tous ces montages n'interviennent que des nceuds du type "et", c'est a
dire des transitions qui se traduisent algébriquement par des max. Les trois

types d'assemblages que l'on peut rencontrer sont:

Définition 12.1.1:

Mise en série

La réponse impulsionnelle du tout peut étre calculée avec les fonctions de
transfert entre dateurs ou entre compteurs par-

=Dy D
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Le produit est a prendre dans DZC si on travaille avec des dateurs, et DZD si
on travaillle avec des compteurs.

La série @ est cyclique et son A/c est max( Ai/cy , Ap/cy ). Il y a deux
situations possibles, lorsqu'on fournit une impulsion z* au systéme.

Ay/cy > hplcy  Clest S1 qui est limitant: A la sortie, on ne pergoit que la
cyclicité de S1 et le transitoire de S2, car les jetons n'arrivent pas
suffisamment vite dans S2 pour exciter son mode périodique. Il n'y a pas
d'accumulation de jetons. Le temps moyen de traversée du systéme dépend
de A4 et du transitoire de S2.

hi/cy < Aplc, C'est S2 qui est limitant. Dans ce cas, iy a accumulation de
jetons dans le systéme, et la sortie est cyclique de pente A, Le temps
moyen de traversée dépend de A, et du transitoire de S1

Définition 12.1.3:

Mise en paralléle

La réponse impulsionnelle du tout est
D =Dy O Dy

au sens de la somme des séries dans l'algébre DZC si on travaille avec les
dateurs, et DZD si on travaille avec les compteurs.

Ici, le transitoire dépend de ®, et de ®, , mais c'est le régime asymptotique
associé a max( kq/cy , Ap/Cp ) qui s'impose.
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Définition 12.1.4:

La réponse impulsionnelle du tout, calculée dans le dioide adéquat est:
@ =@y . 0p)"

Cette réponse impulsionnelle est cyclique, et le délai moyen i/c est un
majorant de A;/cy; et de Ap/c, Cette majoration peut étre stricte car la
mise en contre-réaction crée de nouveaux cycles qui peuvent imposer un
régime asymptotique plus lent que ceux des modules S1 et S2.

Remarquons que si ®; = e, élément neutre du produit des séries, nous avons
D =Dy

Pour toute série @, la série ®* est en fait le développement formel de la
série 1/1-@

P =e@D D P2 @ SN ...

On retrouve ainsi 'analogie avec la théorie des systémes usuels.

Exemple 12.1.4:
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——

D = Dy (D D Dp).(P3. Dy.( Py © D))*

Ici, la fonction de transfert globale est:

12.2 Complexité de la réponse impulsionnelle d'un systéeme.

Les manipulations de systémes que nous venons d'étudier font clairement
apparaitre le lien avec les opérations rationnelles. Ces manipulations sont
formellement les mémes, que l'on travaille avec les compteurs ou avec les
dateurs.

Lorsqu'on calcule une fonction de transfert pour un réseau sans cycle a
partir du systéme d'équations qui le décrit, on obtient un polynéme a
coefficients positifs (les termes distincts de & sont positifs), car il n'y a
pas de partie implicite dans I'équation.

Par conséquent, la réponse impulsionnelle d'un graphe d'événements sans
cycle est équivalente @ un polynéme, modulo une multiplication par z* si on
travaille avec les dateurs, ou modulo (8-1)* si on travaille avec les
compteurs. Nous avons appellé "polynémes croissants positifs" les séries
égales a un polyndme a coefficients positifs, multiplié par z* ou (5-1)*
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Tout graphe d'événements peut étre considéré comme un assemblage de
sous-graphes sans cycles, obtenu a l'aide des trois opérations que nous
venons d'étudier, qui sont dites "rationnelles"

- Le produit des séries.

- La somme des séries.

- L'étoile des séries.

Rappellons que la cléture rationnelle d'un ensemble est la plus petite partie
qui le contient et qui est stable pour ces opérations rationnelles.

Théoréme 12.2.1:

Que l'on travaille avec les compteurs ou avec les dateurs, I'ensemble des
réponses impulsionnelles des graphes d'événements temporisés finis est la
cléture rationnelle de I'ensemble des "polyndmes croissants positifs"

Toute fonction de transfert associée & un graphe d'événements temporisé
est donc équivalente, modulo z* ou modulo (5-1)* & une série qui appartient a

la cléture rationnelle des polynémes a coefficients positifs.

Ce théoréme nous permet de justifier a postériori et en toute rigueur un
résultat que nous avons annoncé précédemment: dans un graphe d'événemenst
temporisé, si toutes les entrées sont des impulsions, les suites de dates ou
de comptage associées a chaque transition sont rationnelles croissantes, et
donc cyclique comme nous I'avons montré dans le chapitre 6.
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Chapitre 13 et épilogue.
Systémes en temps rétrograde.

13.1 Contraintes portant sur les sorties.

Dans les chapitres 10 et 11, nous avons calculé les dates de sortie des
jetons d'un réseau de PETRI en fonction des dates de disponibilité des jetons
en entrée. |l était alors naturel de calculer les dates "au plus to6t" de ces
sorties.

Considérons le probléme inverse a partir de dates imposées pour la sortie
des jetons, quelles sont les dates auquelles il faut fournir les jetons en
entrée? |l s'agit alors de calculer les dates d'entrée "au plus tard" auquelles
les jetons d'entrée doivent étre disponibles.

Considérons une transition dans un graphe d'événements. Si ses dates

d'activation "au plus tard" sont spécifiées, il en résulte des contraintes sur
les transitions en amont. Considérons un exemple simple.

Délai a Délai b

Notons
D, la date au plus tard de la n-iéme activation de t;
D1, la date au plus tard de la n-ieme activation de t1,
D2, la date au plus tard de la n-iéme activation de t2.
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La n-ieme activation de t peut avoir au plus premier des deux instants
définis par la (n+1)-iéme activation de t1 et par la n-iéme activation de t2.
Dans le cas de t1, il y a un décalage d'indice du a la présence d'un jeton
initial

D, = min (D1,,4 -a, D2, -b)

Cette équation s'écrit bien sur linéairement dans l'algébre (min,+).

Par analogie avec le cas des dates "au plus tard", il est aisé de trouver la
description algébrique associée a un graphe d'événements temporisé:

Notons
V, le vecteur des dates imposées des n-iémes sorties;
X, le vecteur des dates au plus tard
des n-iemes activations de transition;
U, le vecteur des dates au plus tard des n-iemes entrées.

Théoreme 13.1.1:

La suite U, se calcule a partir de la donnée de V, par un systéme récurrent
linéaire au sens de l'algébre (min,+), de la forme suivante:

Définissons les suites de vecteurs D,Y,U a coefficients dans Zuf{-co,+e}
(temps discet) ou Ru{-co,+e} (temps continu) par"

D, = date maximale de I'activation numéro n de t;.
U, j= date maximale de l'arrivée numéro n d'un jeton dans I'entrée j.
Y,k = date imposée de la sortie numéro n d'un jeton par la sortie k.

Alors, les suites U,; et D,; se calculent a partir des suites Y,; par un
systéme récurrent qui est linéaire au sens de I'algébre (min,+).

Dy = Fo.Dp ® Fy.Dpyy ® Fp.Dpp @ . FoDpoe

® Go.Yp ® G1.Yp1 ®Gp.Yp2 @ o Gy Yo

U, =Ho.D, @ Hy.Dpyy ®Hp.Dyyo @
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Les matrices F; H; et G; sont telles que:

S'il 'y a une place contenant i jetons entre les transitions m et I, [F]
est l'opposé usuel du délai de séjour dans cette place.
Sinon sa valeur est e.

S'il y a une place contenant i jetons entre I'entrée | et la transition
m, [Gi]m, est I'opposé usuel du temps de séjour dans cette place.
Sinon sa valeur est e.

S'il y a une place contenant i jetons entre la transitions | et la sortie
m, [Hilm, est I'opposé usuel du temps de séjour dans cette place.
Sinon sa valeur est e.

La solution maximale (dates au plus tard) est l'unique solution du systeme
explicite

Dy = F*.(F1.Dpy1 ®.. Fg.Dpos ® Go.Y, @ .. Go.Y 00)
u

Ho.Dp ® Hy.Dpy1 ® Hp.Dpyp @ .. Hy.Dipay

Fo'=Zn0 Fo" au sens de l'algebre (min,+)

Nous avons obtenu un systéme dynamique qui calcule les dates absolues en
fonction des dates logiques, de maniére "rétrograde" il se résoud du présent
logique vers le passé logique.

13.2 Compteurs en temps rétrograde.

En suivant rigoureusemnt la construction des équations entre compteurs qui
a été utilisée au chapitre 11, il est aisé d'obtenir un théoréme rétrograde
pour les compteurs associés au systéme. Ces compteurs décrivent le nombre
minimal de jetons qui doivent étre disponibles dans chaque place a cahque
instant du passé absolu, a partir de la donnée de compteurs de sortie
imposés.
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Ces compteurs (nombre minimal de jetons disponibles) sont duaux, au sens
de la dualité de CASPI-HALBWACHS, des dateurs étudiés ci dessus en 13.1
(date au plus tard de disponibilité¢ des jetons).

13.3 Les quatres systémes associés a un réseau de PETRI.

En temps retrograde, nous pouvons obtenir 2 représentations équivalentes et
duales, en compteurs et dateurs, d'un graphe d'événements P-temporisé, qui
s'ajoutent aux deux représentations en temps croissant, qui sont
équivalentes et duales.

Par contre, les suites de dates correspondant a un fonctionnement "au plus
to6t" avec des dates d'entrées imposées sont distinctes des suites de dates
correspondant a un fonctionnement "au plus tard" ou les dates de sortie sont
imposées. |l est alors évident que, modulo les problémes de synchronisation,
dates au plus t6t < dates au plus tard
ce qui se traduit dualement par
compteurs maximaux > compteurs minimaux.
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