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RÉSUMÉ

Considérons les systèmes à évènements discrets qui sont modélisables par des réseaux de
Pétri du type "graphes d'évènements temporisés", Ils ont un comportement optimal
(fonctionnement au plus tôt) qui peut-être calculé sans simulation par un système
dynamique qui est linéaire dans l'algèbre des dïodes (max,+) ou (min,+).

Le comportement asymptotique d'un tel système à évènements discrets est cyclique et les
caractéristiques de ce cycle (période, délai, motif) sont analysables par un calcul de valeur
propre sur la matrice de dynamique. À partir de cette formulation linéaire, une
représentation externe (fonction de transfert) peut-être obtenue grâce à un calcul formel
sur des séries à coefficients dans les dïodes, la fonction de transfert d'un tel système est
rationnelle au sens des dioides et est factorisable en une expression finie de polynômes.
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Théorie algébrique
des systèmes à évènements discrets

Introduction

1) Introduction aux systèmes à évènements discrets.

L'étude mathématique des systèmes dynamiques s'est développée par l'analyse de paramètres

physiques (sciences de l'ingénieur, mécanique, biologie) ou d'autres mesures quantitatives (agrégats

économiques...) ou analytiques (prix, taux ...). Ces variables sont destinées à représenter l'~ d'un

système et son évolution en fonction du~. Dans les théories usuelles, ce temps est une variable

exogène à l'objet étudié.

Cependant, de nombreux problèmes de modélisation et d'optimisation nécessitent de considérer le

temps comme une mesure endogène. Plus précisément, il intervient par les dates de certains

évènements ou la durée de certaines tâches caractéristiques du système. Le temps n'est plus une

échelle de référence mais devient l'objet de l'analyse.

Cette problématique se rencontre dans de nombreux secteurs industriels et économiques, et est

usuellement associée à la recherche opérationnelle:

- productique (ordonnancement, ateliers flexibles),

- programmation informatique (optimisation de code),

- architecture informatique (modélisation des diverses formes de parallélisme)

- contrôle de procédés discontinus (chime fine, pharmacie),

analyse des organisations (modélisation des systèmes de décision)

-logistique,

- etc ...

La théorie des systèmes à évènements discrets est une nouvelle approche, qui ne se limite pas à une

formalisation des contraintes, mais propose une analyse de la dynamique de la diffusion de ces

contraintes pour permettre le calcul des dates des évènements caractéristiques du système.
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Pourquoi une théorie de systèmes? L'étude d'évènements nécessite une analyse globale des

interactions de tous les évènements considérés dans le problème posé. Ces interactions peuvent être

de natures très diverses:

- corrélations,

- contraintes de précédence logique (causalité),

- contraintes de temporisation (durée des taches),

- synchronisations,

- exclusions,

- partage de ressources.

Pourquoi des évènements discrets? Il s'agit d'étudier des dates caratéristiques qui souvent

correspondent à des ruptures de continuité ou des changements de modes de la dynamique physique

qui gouverne les systèmes. Ce sont ces évènements qui sont discrets (au sens mathématique de la

théorie de la mesure) et auxquels on s'intéresse.

Par exemple, dans un atelier flexible, chaque phase de production (opération d'une machine) pourra

être décrite par la mécanique mathématique usuelle. Les évènements tels que le changement de pièce

sur une machine ou le changement de programme d'un robot, se traduisent par une rupture de

continuité des équations de mécanique ou même par un changement de modèle.

Le système à évènements discrets est souvent une représentation d'un niveau macroscopique

supervisant d'autres systèmes qui relèvent des méthodes quantitatives usuelles de l'ingénieur.

Cependant, l'objet de cette nouvelle théorie n'est pas d'intégrer dans un formalisme mathématique

unifié tous les modèles associés aux divers constituants du système. Il s'agit seulement de décrire la

chronologie des actions et interactions de ces sous-systèmes.

Pour illustrer l'intérêt d'une telle modélisation macroscopique, reprenons l'exemple de l'atelier

flexible. L'optimisation des performances d'un robot ou d'une machine tournante peut permettre le

gain de quelques pourcents de productivité. Cet investissement important (conception nouvelle ou

achat) est totalement inutile si la machine optimisée n'est pas "menante" (dont la disponibilité est

critique pour la prodution) et s'il subsiste d'autres goulots d'étranglement.

L'analyse de l'atelier, en tant que système à évènements discrets, permet d'identifier quels sont les

blocages à éliminer, soit par un meilleur ordonnancement (niveau macroscopique), soit par un

investissement ciblé sur la ou les machines critiques (niveau "local").
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2) Application, exemple en chimie.

Introduction.

En chimie fine ou en pharmacie, la production ne s'effectue en général pas par un procédé continu

mais par des séquences de production qui correspondent à des lots de produit qui circulent dans

l'installation.

Figure 1: Exemple théorique de séquence d'opérations

dans une production par fermentation.

Préparation

Fermentation Lot 1

Stockage intermédaire Lot 2

Filtrage Lot 3

Séchage Lot 4

Conditionnement

Plusieurs lots, à des stades différents de production peuvent être présents dans l'unité. Il ne se pose

aucun problème d'ordonnancement si l'architecture de l'installation est calquée sur la séquence des

réactions chimiques. Cette solution est strictement analogue à celle de la chaine de production en

mécanique, ou à celle d'une architecture "pipeline" en informatique.

Déjà, sans remettre en cause l'architecture séquentielle de l'unité de production, on peut introduire

une forme de parallélisme en multipliant les appareils qui correspondent à des phases de production

longues et donc déterminantes. Dans l'exemple donné, c'est en général la fermentation qui dure le

plus longtemps: quelques dizaines d'heures contre quelques heures pour les autres opérations et

quelques minutes pour le conditionnement.
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Figure2: Architecurede production"analogique"

avec "parallèlisme"

Introduction.

Cuves
......,. ....,.. """'1" '--T' ....,.. ....,.. de fermentation

Séchoirs

Cette architecture de type "pipeline" n'est pas toujours optimale du point de vue économique lorsque

le volume de production ne justifie pas un "en cours" important ou lorsque certains appareils

(stockages, décanteurs) peuvent être utilisés à différents moments de la fabrication.

Par exemple, il est souvent nécessaire d'améliorer la pureté du produit en procédant à une

redissolution (dans un solvant non contaminé par la fermentation) du produit sec et à un nouveau

filtrage. Comme la phase de filtrage est courte par rapport à la phase de fermentation, on peut vouloir

réutiliser les filtres et les stockages intermédiaires plutôt que de dupliquer la partie "filtration" de

l'unité de production.
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Figure 3: Architecture de production modifiée.

Introduction.

Cuve
pour

dissolution

Cuves
IIIiIli&!flIlIiiiifIIl IlIIIIIiIjB L--.J_!pl 1lIIl. de fermentation

Séchoirs

L'étude de l'occupation des filtres et du dimensionnement de ceux-ci ainsi que des cuves de stockage

intermédiaire pose rapidement des problèmes combinatoires, qui sont du niveau de l'architecture de

l'unité de production et pas de celui du procédé chimique mis en œuvre.

Le système à évènements discrets apparait bien ici comme un macro modèle, décrivant l'interaction

de sous-systèmes qui sont étudiés par les méthodes quantitatives plus usuelles: calcul des appareils

chimiques. Il y deux niveaux d'optimisation complémentaires.

Les gains de productivité obtenus par une honne analyse de ce système à évènements discrets sont en

général bien supérieurs à ceux que l'on obtiendrait par un effort (financier) comparable

d'optimisation du procédé physico-chimique.
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Traditionnellement, ces problèmes sont étudiés à l'aide de diagrammes de type "chemin de fer", tels

que celui de la figure 4. Dans cet exemple, il apparait un blocage dans le traitement du lot produit par

le fermenteur 3 pour lequel le stockage tampon dans lequel s'effectue la dissolution n'est pas

disponible. Il faut retarder la production ou doubler l'appareillage de dissolution.

Figure4: Analysede l'occupationdes appareils

par diagramme"cheminde fer"

Cuvde dillution__--+_t--__....__----... -----

Filtre 2 ..-~1----__.l1'_-----I----_4__---

séchoir 1 1IIIIll!II-~l___+-----I,....(

Conditionnement ----''----__----'-
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Les contraintes d'exploitation font que l'on préfère établir un régime de production cyclique, qui

permette d'éviter de recalculer en permanence l'ordonnancement des tâches. L'idéal est d'obtenir un

cycle d'exploitation qui soit synchrone avec le rythme du travail humain de 24 heures décomposées

en 3 X 8 Nous verrons que la théorie des dioïdes permet très efficacement d'analyser

l'établissement d'un comportement cyclique avec ses caractéristiques (période, séquence type,

transitoire avant établissement) dans un système à évènements discrets.

D'autre part, comme pour les ateliers flexibles en mécanique, on tend de plus en plus à concevoir des

unités de production chimique polyvalentes qui fournissent selon les campagnes de production des

variétés différentes d'une même famille chimique. Dans ce cas, il est impossible de respecter dans

l'architecture de l'atelier la séquence des réactions chimiques. Dans la définition d'une campagne de

production apparaissent alors des conflits dans l'affectation des appareils, qui posent des problèmes

combinatoires.

3) Mathématiques des systèmes à évènements discrets.

Presque toutes les approches des systèmes à évènements discrets commencent par des

représentations graphiques, qui sont en général issues de la recherche opérationnelle. Les modèles

graphiques utilisés peuvent être grossièrement classés en trois familles, selon le type de contrainte

qu'ils représentent le mieux.

a) Les graphes modélisant en priorité les synchronisations et contraintes de précédences entre

évènements. C'est le cas des graphes PERT, et de leurs généralisations qui admettent les

cycles.

b) Les représentations des degrés de liberté du système (non-déterminisme), qui sont à

l'origine du caractère combinatoire des trajectoires possibles du système. C'est le cas des

automates.

c) Les diagrammes qui décrivent l'occupation des ressources du système. Les graphes de

type "chemin de fer" en sont un exemple.
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L'outil graphique le plus complet semble être le réseau de PETRI, plus particulièrement le réseau de

PETRI temporisé. En effet, ce modèle permet d'intégrer dans le même formalisme graphique la

représentation des trois problèmes décrits ci-dessus, la précédence (et la synchronisation), le

non-déterminisme, le conflit d'accès aux ressources.

Figure 5: Réseau de PETRI

associé à l'atelier de fermentation de la figure 3

"au repos"

Alimentation

Conditionnement
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Figure 6: Réseau de PETRI

associé à l'atelier de fermentation de la figure 3

"en production"

Introduction.

Alimentation

Conditionnement

Les modèles graphiques sont agréables pour formaliser de manière synthétique un système réel, mais

ils ne permettent pas des calculs prédicatifs de son comportement. La théorie des réseaux de PETRI

établit des invariants ou des bornes sur les quantités de jetons (ressources) qui peuvent occuper une

place, mais offre peu d'outils d'analyse du comportement dynamique des réseaux.



Théorie algébrique des systèmes à évènements discrets. Introduction.

L'analyse quantitative d'un système à évènements discrets, lorsqu'il a été formalisé sous forme

graphique, réseau de PETRI ou autre, peut être est effectuée par des méthodes que l'on peut classer

en trois familles.

d) La simulation est la technique la plus courante. De nombreux logiciels de ce type sont

disponibles sur le marché, notament en productique. Cependant, même si la simulation du

fonctionnement d'un système à évènements discrets donne des résultats quantitatifs, il ne

s'agit pas d'une véritable méthode analytique dans la mesure ou on obtient rarement des

informations structurelles.

e) L'optimisation combinatoire vise à déterminer une organisation optimale du système

indépendament des aléas de fonctionnment. Pour cela, il faut que le système ait été formalisé

de manière à ce que les degrés de libertés dont on dispose soient identifiés, et que l'objectif

soit quantifié. En général, les systèmes à évènements discrets conduisent à des problèmes

d'optimisation en nombres entiers extrèmement difficiles, et souvent np-complets.

f) Les méthodes probabilistes sont destinées à calculer la probabilité

d'occurence de chaque évènement caractéristique en fonction du temps. Ces méthodes

permettent la prise en compte des contraintes structurelles du système ainsi que des aléas de

son fonctionnement. C'est l'objet de la théorie des files d'attente. En général, les calculs

nécessitent d'être complétés par des simulations.

4) Une approche algébrique basée sur les dioïdes.

Dans le rapport INRIA na 191, Guy COHEN, Jean-Pierre QUADRAT, Michel VIOT et

Didier DUBOIS ont montré comment l'analyse d'un atelier flexible pouvait être effectuée à l'aide

d'un système dynamique algébrique.

Le point essentiel de ce travail était de mettre en valeur la structure linéaire du système d'équations

lorsqu'il est écrit dans un dioïde dont les opérations sont max et + (l'addition usuelle). Cette

formulation linéaire a permis de ramener le problème de l'évaluation du comportement asymptotique

à un calcul de valeur propre.
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Le mot dioïde désigne une structure algébrique analogue à un anneau, mais dont elle ne possède 9,lli;.

les propriétés combinatoires, sans la régularité de la première loi. Dans le dioïde utilisé, l'opération

max représente la contrainte de synchronisation et l'addition usuelle sert à représenter les décalages

temporels.

Cette approche proposée par COHEN et al. en 1983 se devait d'être poursuivie et confrontée aux

outils de modélisation graphiques dont l'usage commençait à se généraliser, les réseaux de PETRI.

Cet indispensable interface avec les outils graphiques devait ensuite être complété par une études des

propriétés algébriques des dioïdes dont la première loi ("addition") dérive d'une relation d'ordre.

Cela a conduit à une synthèse entre le formalisme combinatoire des dioïdes et l'algèbre des treillis

(plus précisément des semi-groupes ordonnés en treillis) qui apporte la plupart des théorèmes de

résolution d'équations énoncés dans la partie A de cette thèse.

5) Les résultats nouveaux

Le résultat central est le théorème 10.4.1: il existe une classe de réseaux de PETRI temporisés, .l§

graphes d'évènements temporisés, dont le comportement temporel peut être décrit de manière exacte

par un système dynamique récurrent dont la structure est linéaire au sens des dioïdes.

En fait, il y a deux représentations linéaires possibles pour chaque graphe d'évènements temporisé.

La première formulation calcule le temps physique (dates des évènements) comme fonction du temps

logique (numérotation des évènements) et utilise le dioïde (max,+). La seconde formulation calcule le

temps logique comme fonction du temps physique, et utilise le dioïde (min,+).

Ces deux formulations sont duales et strictement équivalentes: aucune n'apporte plus d'informations

que l'autre. Les matrices et coefficients sont directement issus de la topologie et de la temporisation

du réseau de PETRI ainsi que de son marquage initial.

Le second apport de cette thèse est l'établissement d'une représentation externe (fonction de

transfert) d'un graphe d'évènements temporisé, à partir de la forme linéaire. Cela a nécessité la

résolution de quelques difficultés techniques liées à l'algèbre des dioïdes.
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La définition de la fonction de transfert d'un tel système est possible modulo certaines précautions

dûes au propriétés du calcul formel sur les polynômes dans les dioïdes. Comme dans beaucoup de

sous-anneaux, le calcul polynomial formel n'est pas isomorphe au calcul sur les fonctions

polynômes. De plus, il faut travailler avec des séries croissantes ce qui a nécessité la définition d'une

structure quotient appropriée.

Tout système possède donc deux fonctions de transfert canoniques duales, qui sont rationnelles au

sens des dioïdes. Elles peuvent être factorisées en une expression rationnelle finie à l'aide de

polynômes.

Ce dernier point est d'une grande importance pratique, car la représentation externe permet une

approche modulaire (diviser et conquérir) des graphes d'évènements, alors que, les réseaux de

PERTI généraux ne peuvent pas toujours être décomposés en sous-réseaux autonomes. Pour

effectuer des analyses de systèmes à évènements discrets, on peut constituer des bibliothèques de

structures types qu'il suffit d'assembler par combinaisons de leur fonctions de transfert.

Les opérations algébriques nécessaires sont les opértations rationnelles qui correspondent à la mise

en série, la mise en parallèle et la mise en contre-réaction. Ce calcul rationnel pourrait être réalisé par

un outil informatique de manipulation formelle qui utilise la factorisation finie des séries.

6) Exemple et limites d'application des dioïdes.

La classe des graphes d'évènements, qui peuvent être traduits en systèmes linéaires dans les

dioïdes, correspond aux réseaux de PETRI qui modélisent uniquement les problèmes de

synchronisation.

Dans l'exemple de la figure 5, le réseau n'est pas un graphe d'évènement. Ceci est dû au conflit

d'allocation des appareils de stockage-filtrage-séchage qui n'est pas résolu dans le modèle. Sur le

réseau de PETRI, cela se traduit par un "conflit structurel"

Pour pouvoir appliquer le calcul linéaire dans les dioïdes, il faut réduire la complexité combinatoire

du problème, en effectuant des choix d'allocation de ressources dans le système.
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L'algèbre linéaire dans les dioïdes, et le calcul formel qui en est dérivé, ne permettent donc pas (pas

encore?) une optimisation totale du système par le calcul.

Il faut procéder à des itérations "choix d'affectation (évaluation".

Le progrès se situe dans la précision et la facilité avec laquelle on évalue une méthode d'affectation

des ressources, sans recours à la simulation.

Dans l'exemple proposé, on peut tester une affectation cyclique des ressources, modélisée dans le

graphe comme dans l'exemple de la figure 7.

Figure?:

Réseau de PETRI sans "conflit structurel"

Alimentation

Conditionnement
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Donnons les équations qui décrivent le fonctionnement de ce réseau à partir d'une temporisation des

taches qui est indiquée sur la figure 8.

Figure 8: Graphe d'évènements temporisé.

Conditionnement

Notons Xkn la date de n-ième activation de la transition tk.

On obtient en notant U les entrées et V les sorties, le système suivant, dont le caractère linéaire

apparait clairement parcequ'il est écrit dans le dioïde (Max,+).
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Système d'équations associé au réseau de la figure 9.

Xl n = 1.X2n_s œUn

X2n = 20.Xl n œ 1.X7n_1

X3n = O.X2n œ 1.X8n_1

X4n = 5.X3n El71.X9n_3

XSn = 8.X4n $1,XSn_1

XSn = 2.X5n œ 1.X3n_1

X7n = O,XSn œ 1.x 4
n. 1

X8n = 5.X7n $ 1.X5n_1

X9n = 4.X8n

Vn = X9n

Par les méthodes développées dans la partie A, on peut résoudre ce système implicite en calculant la

solution minimale, qui correspond au fonctionnement "au plus tôt", c'est à dire optimal. Celui-ci est

caractérisé par une fonction de transfert qui est

cI> = 48.(21z)*

où

(21z)* est le développement formel de 1/(0 œ21z).

Cela signifie que le fonctionnement du système, compte tenu du choix d'affectation des ressources

gui a été introduit sous forme graphigue par rapport au réseau initial est particulièrement peu

performant puisqu'il a un fonctionnement propre cyclique de 1 sortie par 21 heures!
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7 Problèmes ouverts.

Introduction.

Dans l'état des connaissances que représente cette thèse, trois axes de recherche apparaissent

intéressants pour le futur.

a) Il n'a pas été possible d'établir une notion de rang satisfaisante dans l'algèbre linéaire construite

avec les dioïdes. Il manque une mesure de la complexité d'un système linéaire qui donne une

information analigue à celle du rang en algèbre usuelle.

b) Le fait d'avoir deux représentations duales et équivalentes d'un même système a fait apparaitre

que l'information traitée est une relation entre temps logique et temps physique. On doit pouvoir

mieux intégrer ces deux notions dans un dioïde unique "bidimentionnel".

c) Le point qui semble le plus difficile est l'extension de cet outil algébrique à la mise en équations de

réseaux de PETRI plus généraux que les graphes d'évènements. Il s'agit d'intégrer le

non-déterminisme "structurel", c'est à dire le "ou logique" dans des équations, ce qui est

indispensable si on veut utiliser les dioïdes pour résoudre par le calcul les problèmes d'affectation de

Le point c reviendrait à effectuer une synthèse entre cette théorie et las langages formels décrivant le

comportement des automates. Les automates correspondent en effet à une sous-classe des réseaux de

PETRI, les machines à états, qui à l'inverse des graphes d'évènements ne modélisent que le

non-déterminisme.

Les problèmes d'ordonnancement np-complets qui apparaissent en optimisation combinatoire et dans

les réseaux de PETRI généraux ne seront probablement pas miraculeusement résolus par cette

nouvelle approche algébrique. Le progrès que l'on peut en attendre est de permettre par un calcul

systématique une réduction du problème d'ordonnacement au noyau irréductible des dégrés de

libertés réels du système, qui subsistent lorsque toutes les contraintes de synchronisation sont prises

en compte.
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Opérationsdérivéesdelarelationd'ordredansuntr"erllrs

Chapitre 1

Opérations dérivées de la relation d'ordre dans un treillis.

Ce chapitre est une brève introduction à la théorie des treillis. Il n'est pas

destiné à énoncer des théorèmes difficiles ou nouveaux sur ces structures,

mais à présenter les concepts et les résultats auxquels nous ferons appel

par la suite. Ceux-ci seront formulés à l'aide de notations différentes de

celles utilisées habituellement dans la théorie des treillis. Le but de ce

changement de notations est de faire mieux apparaitre les propriétés

combinatoires des opérations associées à l'ordre. Ces propriétés

combinatoires sont en effet à la base même du concept de dioïde, que nous

introduirons au chapitre suivant. En fait, dans cette thèse, nous n'utiliserons

que deux théorèmes de la théorie des treillis: la construction de la

quasi-inverse d'une fonction croissante et le théorème de point fixe. Ce

dernier résultat jouera un rôle essentiel dans notre théorie.

La référence de base sur la théorie des treillis est l'ouvrage de G. BIRKHOFF

[TREIL1], duquel la plupart des démonstrations sont extraites, modulo le

changement de notation que nous avons annoncé. Nous invitons le lecteur à
consulter cet ouvrage, pour y trouver les démonstrations de propriétés

élémentaires des treillis que nous ne montrerons pas.

1.1 Opération associée à une relation d'ordre.

Soit S un ensemble muni d'une relation d'ordre, pour laquelle deux éléments

possèdent toujours un plus petit majorant commun. Il est alors possible de

définir une opération interne sur S, laquelle à deux éléments associe leur
plus petit majorant commun. Les propriétés de cette opération et celle de la

relation d'ordre sont liées, comme l'indique le théorème 1.1

11



Opérations dérivées de la relation d'ordre dans un treillis

Théorème 1.1.1:

Soit S un ensemble muni d'une loi de composition interne notée EB

La relation binaire notée ~, définie pour x et y appartenant à S, par

x ~ y si et seulement si x Et) y = x.

vérifie

~ est reflex ive si et seulement si x Et) x = x pour tout x dans S: (1 )

~ est transitive si Et) est associative; (2)

~ est antisymétrique si Et) est commutative. (3)

Les conditions nécessaires dans (2) et (3) sont fausses.

Si pour tout x,

x E9 x = x

L'opération E9 sera dite idempotente.

Démonstration du théorème 1.1.1:

Il est évident que x ~ x équivaut à x E9 x = x, ce qui prouve (1).

Supposons la loi E9 associative, comme

x ~ y et y ~ z signifie x E9 y = x et y E9 z = y

nous obtenons

x ffi z = (x E9 y) E9 z = x E9 (y E9 z) = x Et) y = x

donc x ~ z La relation ~ est alors transitive, ce qui prouve (2).

Par contre, ~ peut être transitive sans que Et) soit associative: cette

condition n'est pas nécéssaire. Considérons le contre-exemple suivant.

S = {a,b,c} muni de E9 commutative définie par'

a E9 a = a, b E9 b = b, c E9 c = c,

a E9 b = b, a E9 c = C, b E9 C = a.
La relation ~ est alors la relation d'ordre partiel définie par'

a ~ a, b ~ b, c ~ c,

b ~ a, c ~ a.

Cependant:

b E9 (b E9c) = b E9 a = b;;f. a = b E9 c = (b Et) b) E9 C.

1 2



Opérations dérivées de la relation d'ordre dans un trerlus

POLIr prouver (3), supposons la loi œ commutative. Par définition de l'ordre,

x ~ y et y ~ x signifie x œy = x = y œx = y

par conséquent, ~ est bien antisymétrique.

Donnons un exemple ou la relation ~ est antisymétrique, alors que ffi n'est

pas commutative: S = {a,b,c} et la loi œ est définie par

a ffi a = a, b ffi b = b, c œc = c,

a ffi b = b, a ffi c = a, b œa = c, c œa = b, b œc = b, c ffi b = a.

On obtient une relation d'ordre total a ~ b ~ c, qui est notemment

antisymétrique et pourtant œ n'est pas commutative.

Dans tous les contre-exemples, les difficultés appraissent parce qu'il existe

des éléments x et y, pour lesquels x œ y n'est comparable ni avec x,

n i ave c v e

Vocabulaire:

Puisque nous allons manipuler des ensembles partiellement ordonnés, il est

utile de faire quelques rappels de vocabulaire. P est une partie d'un

ensemble ordonné E.

Un minorant d'une partie P est un élément x de E tel que:

V y EPy ~ x.

Un majorant d'une partie P est un élément x de E tel que:

V y EPy ~ x.

Un élément minimal d'une partie P est un élément x de P tel que:

y E P et y::; x implique y = x.

Un élément maximal d'une partie P est un élément x de P tel que:

y E P et y ~ x implique y = x.

Une partie P possède un plus petit élément XO

si XO est l'unique élément minimal de P

Une partie P possède un plus grand élément XO

si XO est l'unique élément maximal de P

1 3



Op8 raliol'lS oér wées de la ralalion d 'ordre dans Ul'lve lll'$

Une part ie P admet une borne inférieu re XO

si l'ensemble des minorants de P admet xa comme plus grand élément.

Nous noterons xa ... inf P

Une partie P admet une borne supé rieure XO

si l'ensemble des majoran ts de P admet XO com me plus pe tit élément.

Nous noterons XO
... eue P

Nous pouvons résumer les résul tats qui nous se ront utiles par'

Pr op o s iti on 1.1 .2:

Soi t S un ensemble mun i d'une loi de composit ion interne $ commuta t iv e .

assoc iative et idempotente, La relat ion binai re définie par-

x ~ y si et seulemen t si x G1 y '" x,

est une relatio n d'ordre, en général partiel.

Pour toul couple (x,y) d'éléments de S, x œ y est le plus peti t majorant

commun à x el y pour cel ordre, c'est à dire la borne supér ieure de Ix,y},

Cet ord re est tota l si et seu lemen t si

x E5I y e {x,y} pour tous x et v.

Démo n str ati on de la pro pos il lon 1.1.2;

Cette proposition résulte directement du théorème 1.1 L'ord re es t to tal sl

et seu lemen t si pour tout coup le (x.y) , x s: y ou x ~ y. En appliquant la

définition de l'ord re, cela se traduit par x (9 y E {x,y} .

Le seu l aut re point nouveau est le suivant: x Œ> y majore x et y car

(x $ y) $ x = x E9y = (x œ y) E!l y ;

So il m un majorant commun à x et y.
m (9 (x E!ly) ... (m $ x) $ y '" m Œl y ... m

Donc m majore x liB y Celte somme est donc bien le plus petit de tous le

majo rants de x et y •
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Opérations dérivées de la relation d'ordre dans un treillis

1.2 Treillis et treillis complets.

Rappelions qu'un ir.!llil.i.§. est un ensemble ordonné dans lequel tout couple

(x,y) possède un plus petit majorant et un plus grand minorant. En d'autres

termes, toute paire {x,y} possède une borne supérieure et une borne

inférieure. Cela se généralise immédiatement à toute partie finie.

Un treillis est complet si et seulement si toute partie, finie ou infinie,
possède une borne supérieure et une borne inférieure.

Par convention, la borne inférieure de l'ensemble vide est égale à la borne

supérieure du treillis, et la borne supérieure de l'ensemble vide est la borne

inférieure du treillis. Cette convention signifie que tout élément majore

l'ensemble vide et le minore.

Dans la suite, nous manipulerons essentiellemnt des treillis complets, en

utilisant les opérations "plus petit majorant" et "plus grand minorant"

Cependant, au contraire de la théorie usuelle des treillis, nous ne

manipulerons jamais simultanément ces opérations. Nous utiliserons le

vocabulaire suivant, qui permet mieux de rendre compte du rôle que joueront

les opérations max et min dans notre théorie:

Vocabulaire et notations:

Soit T un treillis, dans T peuvent être définies deux lois de composition

internes.

La max-somme de deux éléments x et y

est le plus petit majorant commun à x et y.

La min-somme de deux éléments x et y

est le plus grand minorant commun à x et y

Ces opérations ne seront jamais mêlées dans une même expression, aussi

seront elles toutes deux notées EB
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Opérations dérivées de la relation d'ordre dans un treillis

Propriétés 1.2.1:

La max-somme et la min-somme sont commutatives et associatives.

L'élément minimal du treillis T lorsqu'il existe,

est neutre pour la max-somme et absorbant pour la min-somme.

L'élément maximal du treillis T, lorsqu'il existe,
est neutre pour la min-somme et absorbant pour la max-somme.

Il est évident que la max-somme et la min-somme ont des propriétés

strictement équivalentes, il suffit d'inverser l'ordre du treillis pour passer

d'une opération à l'autre. Dans la suite, nous allons toujours privilégier l'une

des opérations. On construit ainsi deux monoïdes différents.

Rappelions qu'un monoïde est un ensemble muni d'une loi de composition

interne associative, pour laquelle l'ensemble possède un élément neutre.

Pour la max-addition d'un treillis, l'élément neutre est nécessairement

l'élément minimal du treillis. Si celui-ci n'existe pas, Il peut toujours être

"ajouté" De même, il faut éventuellement ajouter un élément maximal au

treillis pour obtenir l'élément neutre de la min-somme.

L'élément maximal du treillis, s'il existe, est évidemment absorbant pour la

min-somme. Il en va de même pour l'élément minimal pour la min-somme.

Notations:

Soit T un treillis.

Nous noterons MTC le monoïde défini par T muni de la max-addition notée œ,
et complété si nécessaire par un élément minimal.

Nous noterons MTD le monoïde défini par T muni de la min-addition notée œ,
et complété si nécessaire par un élément maximal.

1- 6



Opérations dérivées de la relation d'ordre dans un treillis.

Dans MTC et MTD, nous noterons E et 00 les éléments extrémaux, de manière à
ce que

E soit l'élément neutre pour l'opération œ
00 soit l'élément absorbant pour l'opération œ lorsqu'il existe.

Les affectations de E et 00 sont donc inversées entre MTC et MTD, mais ces

notations apportent beaucoup plus d'avantages que de confusions.

Si par bonheur le treillis T est complet, les deux éléments extrémaux

existent toujours. De plus, la max-somme et la min-somme peuvent ètre

étendues à des parties quelconques de T

Vocabulaire et notation:

La max-somme (respectivement la min-somme) des éléments d'une partie P

d'un treillis complet est la borne supérieure de cette partie (respectivement

sa borne inférieure) Par analogie avec la théorie usuelle, la notation

suivante sera utilisée:

I X E px

Cette définition n'est en fait qu'un changement de notation pour la borne sup

(ou la borne inf) d'une partie quelconque. Ce qu'il est important de retenir,

c'est que dans le cas des treillis complets, nous pouvons manipuler des

séries (au sens de la nouvelle addition) sans nous préoccuper de leur

convergence.

1.3 Propriétés combinatoires de la max-somme et de la min-somme.

Propriété 1.3.1:

Les formules suivantes sont valables dans tout treillis pour les

finies, dans les treillis complets, elles s'appliquent aux

quelconques.

Ii E 1 xi Et> Ii E 1 Yi = Ii E 1 (Xi Et> YI)

Ii E , xi Et> Ii E J XI = Li E luJ XI
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Opérations dérivées de la relation d'ordre dans un treillis

Démonstration:

Tout cela résulte de la propriété suivante d'un treillis: Soit (Pi) une famille

de parties finies de P, indicée par un ensemble fini 1 Alors la borne

supérieure de J'union des Pi est la borne supérieure de l'ensemble des xi '

bornes supérieures des Pi

Si le treillis est complet, le même énoncé est valable lorsqu'on supprime le
mot "fini" _

Propriété 1.3.2:

Soit T un treillis. Soient {x, SES} et {Ys SES} deux familles d'éléments

de T indicées par un ensemble fini S, telles que:

Vs E S, Xs S; Ys

Alors, pour la max-somme ou la min-somme,

ISE sX s S; ISE sY s

et si le treillis est complet, ce résultat reste valable pour S quelconque.

Démonstration:

Il suffit de revenir à la définition des sommes multiples; dans le cas de la

max-somme: ISE S Ysest le plus petit majorant de {YsSES}

Si z majore cet ensemble, pour tout indice s z majore Xs et par conséquent z

majore "ensemble {x s SES} Z est donc plus grand que le plus petit

majorant de cet ensemble, or celui-ci est, par définition, égal à L SES X _

Appliquons ce résultat lorsque l'une des familles est constante.

Corollaire 1.3.3:

Soit y un élément de T tel que:

V SES, Xs S; y (respectivement Xs ~ y)

pour la max-somme ou la min-somme:

ISE S Xs S; y (respectivement ISE SXs S; y)
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Opérations dérivées de la relation d'ordre dans un treillis

1.4 Complétion d'un treillis, et convention sur /a relation d'ordre:

Jusqu'à présent nous avons disting ué les propriétés des treillis et des

treillis complets. Cependant le résultat suivant nous permettra de

considérer que tous les treillis que nous rencontrerons seront complets.

Cela signifie qu'en pratique, on pourra faire des calculs avec des sommes

infinies sans précautions particulières, en particulier sans tenir compte de

notions de convergence. Le résultat d'un tel calcul peut cependant être

"infini". c'est à dire égal à l'élément maximal du treillis.

Théorème 1.4.1:

Tout ensemble partiellement ordonné peut être plongé dans un treillis

complet par une injection conservant l'ordre et les bornes supérieures et

inférieures des parties lorsque ces bornes existent.

Le lecteur trouvera la démonstration dans [TREIL1J. Nous donnerons la

démonstration d'un résultat plus puissant dans le chapitre 3: on peut de plus

imposer que ce plongement soit un homomorphisme pour une autre opération

interne, si cette opération est distributive par rapport à la max-somme ou à
la min-somme.

Plusieurs constructions du treillis complet sont possibles, dont l'une est

analogue à la "méthode des coupures" utilisée pour construire le corps des

réels. Il n'est donc pas étonnant que le mot complet, issu de la topologie,

soit utilisé: à tout ordre peut être associé une topologie canonique, et

celle-ci détermine certaine propriétés des treillis. En pratique, nous

n'aurons pas à utiliser explicitement cette topologie.

Nous avons indiqué que nous privilégierons toujours l'une des opérations, par
exemple la max-somme; il peut alors sembler inutile de requérir l'existence
de la borne inférieure d'une partie quelconque. En fait, celle-ci découle de

l'existence de la borne supérieure. Il n' y a pas de treillis "à moitié complet".
comme le montre le raisonnement suivant.
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Supposons que toute partie possède une borne supérieure. Il est toujours

possible de supposer l'existance d'un plus petit élément du treillis. Alors,

toute partie P possède un ensemble non-vide de minorants, lequel possède un

plus grand élément x-, qui est donc la borne inférieure de la partie P

D'autre part, nous utiliserons essentiel/ement des sommes dénombrables; il

serait possible d'introduire des treillis "dénombrablement complets", mais

cela ne servirait qu'à créer du vocabulaire inutile, puisque notre objet n'est

pas l'étude des treillis.

De plus, il est utile de choisir un "sens" canonique à la relation d'ordre. Nous

adopterons la convention suivante.

Convention:

Soit T un treillis; la relation d'ordre canonique associée au monoïde MTC ou

MTD est celle définie par'

x :2:y si et seulement si x e y = x

Il ne s'agit donc pas de la même relation selon qu'on travaille dans MTC ou

MTD.

1.5 Fonctions croissantes, compatibles et continues.

Définitions 1.5.1:

Soient T et l' deux treillis, et f une fonction de T dans l'
f est croissante si et seulement si x ~ y implique f(x) ~ f(y).

Considérons T et l' sont munis de leurs structures MTC et MT'C
(respectivement MTD et MT'D).

f est max-compatible (respectivement min-compatible) si:

Pour tout couple (x, y) d'éléments de T

f(x EB y) = f(x) EB f(y).
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Lorsque T et T' sont des trei llis com plets, on dira que :
f est max-cont in ue (respecti vement min-conti nue) si ,

Pour toute partie P de T
f(sup P) • sup (l(x), x e P} (respectiveme nt f(inf P) - lnf {f(x}, x € PD

Propriété , ,5,2:

Pour toute fonction entre treuüs (éventuellem ent complets)

max -continue =:) max-compat ible ~ cro issant e

min-continue => min-com pat ible =:) c roissante

Les imp licati ons réciproques sont fausse nt dans le cas général.

Démo nsl rati on et contr e-exemple:

Il est imméd iat que toute fonction max-compatible ou min-compatible est

cro issante. En effet dans le cas du max '

x s y s'écrit x El) y = y et par conséquent.

Ilx .. y) • IIY) ~ Ilx) .. IIY) donc Ilx) < Ily)

La réc iproque est faus se , com me l'i ndi que l'exemple don né pa r

l'ensemble T . (0 ,1]2 , muni de l'o rdre part iel induit par l'ordre usuel.

So it f la fonction de T dans T définie par'

t( x,y) "" x.y (produ it usuel).

1 est c roissa nte mais

IlmaxIlO,I) ,I' ,O))) = Il ' ,1) • l , maxlf(O,l ),fl' ,O») - 0

Enf in , toute fonct ion max-cont inu e (respecti vement min -continu e) es t

évid emm ent max-compati ble (res pective ment min- compati ble) pu isq u' i l

suffil d'app liquer la définition au cas des paires d'éléments .,
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1.6 Variétés de vocabulaires.

Il est important de remarquer que le fait qu'une fonction f soit

max-continue (respectivement min-continue) se traduit, dans le cas de la

max-somme (respectivement de la min-somme), par l'égalité suivante qui

est valable pour toute partie P éventuellement infinie:

fŒxE px) = L XE P f(x)

Cette propriété peut être interprètée comme une propriété de~.

Selon que l'on se place dans la théorie des treillis, dans la théorie des

automates, ou dans la théorie des semi-anneaux, il existe plusieurs

vocabulaires pour ces définitions. En particulier une fonction ..

-croissante est souvent appelée isotone.

-max-compatible est parfois appellée additive, ou distributive.

-max-continue est souvent appellée infiniment-distributive.

Le mot continu, qui est aussi employé en théorie des automates (cf. [LGSF2])

ou cette propriété joue un rôle essentiel, peut être interprèté comme une

référence à la topologie de l'ordre qui est implicite dans un treillis

(cf. [TREIL 1])

Par exemple, dans le cas d'une fonction de la droite complétée R u {-co, +co}

(muni de la toplogie usuelle) dans elle-même, max-continue signifie

continue à gauche et min-continue signifie continue à droite.

Remarquons enfin que la définition usuelle d'un homomorphisme de monoïde

suppose que l'image de l'élément neutre est l'élément neutre du monoïde

image. Une application max-compatible (ou min-compatible) ne vérifie Qi!.§

nécéssairement cette propriété.
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1.7 Propriétés des bijections croissantes, compatibles et continues.

Lorsque f est une application croissante et bijective entre deux ensembles

totalement ordonnés, il est connu que f-l est croissante; ceci n'est plus vrai

lorsque les ordres sont seulement partiels, comme l'indique le contre

exemple constitué par Z muni de l'ordre suivant:

x :s: y ssi x :s: y pour l'ordre usuel et x et y sont de même parité.

Z sera complété par deux éléments infinis pour obtenir un treillis complet.

L'application identique, de Z muni de cet ordre partiel dans Z muni de son

ordre usuel est croissante et bijective, mais son application réciproque

n'est pas croissante: 1 :s: 2 pour l'ordre usuel mais pas pour l'ordre partiel.

Notons que la fonction f ainsi définie n'est ni max-compatible ni min

compatible; dans le cas du max 1 E9 2 = +00 pour l'ordre partiel mais 1 E9 2 =
2 usuellement.

Propriété 1.7.1:

Soient T et l' deux treillis; si f est une bijection max-compatible de MTC

dans M1'C (respectivement min-compatible de MTD dans M1'D), l'application

réciproque f-1 est max-compatible (respectivement min-compatible).

Ce résultat reste vrai lorsque T et l' sont des treillis complets et que l'on

remplace le mot compatible par le mot continu.

Démonstration:

Soient x' et y' deux éléments de l' puisque f est bijective, il existe un

couple unique (x,y) d'éléments de T tel que:

x' = f(x) et y' = f(x).
Alors, comme f est max-compatible,

x' E9 y' = f(x) E9 f(y) = f(x E9 y)

Comme f est injective,
f-1(x' E9 y') = x E9 Y = f-1(x') E9 f-l (y')

f-1 est donc max-compatible et donc croissante.
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Supposons maintenant f max-continue. Soit P' une partie de T' et yO la borne

supérieure de P'; il existe un unique XO tel que yO = f(xO). On sait déjà que f-l

est croissante, et donc nécessairement XO est un majorant de P = f-l (P')

Si x est un autre majorant de P alors f(x) majore t(P) et donc f(x) ~ yO et

donc comme f-l est croissante x ~ t-l (yO) = XO qui est donc bien le plus petit

majorant de P '*

Une fonction qui est seulement croissante n'est pas nécessairement

max-compatible, et une bijection croissante n'a pas obligatoirement une

bijection réciproque croissante. Cependant un résultat intéressant peut être

obtenu.

Propriété 1.7.2:

Soit f est une bijection croissante entre treillis, dont la bijection

réciproque f-l est croissante. Alors f et f-1 sont max-compatibles, et même

max-continues si les treillis sont complets.

Démonstration:

Soit P une partie finie, ou quelconque dans le cas d'un treillis complet.

Puisque f est croissante, dans le cas de la max-somme ou de la min-somme:

f(L'xEPx) ~ IxEpf(x)
En appliquant le résultat à f-l on obtient l'inégalité inverse, ce qui donne

l'égalité qui signifie que f et f-l sont max-compatibles ou max-continues '*

1.8 Quasi-inverse d'une fonction max ou min-continue et application.

Le premier théorème important que nous allons énoncer est celui qui permet

de construire des quasi-inverses pour les fonctions max-continues ou

min-continues lorsqu'elles ne sont pas bijectives. Nous l'énoncerons avec le

vocabulaire que nous avons introduit, dans le cas de la max-somme.
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Théorème 1.8.1:

Soient T et l' deux treillis complets munis de leurs structures MTC et M1'C.

Soit f une fonction max-continue de MTC dans M1'C.

Il existe une et une seule fonction notée f telle que:

f-a f ;::: Identité de T

f a f- ~ Identidé de l'

Cette fonction f- est min-continue et est définie par la formule:

V x E T', f-(x) = Sup { y E T / f(y) ~ x }

De plus:
f-o f 0 f- = f

f 0 f- 0 f = f

Enfin f et f- jouent un rôle symétrique, en un sens qui sera précisé dans la

démonstration.

Démonstration:

Construisons à priori la fonction f- de l' dans T'

f-(x) = Sup { Y E T / f(y) ~ x }

Montrons d'abord qu'elle est min-continue de l' dans T Soit X une partie

quelconque de l' et inf X sa borne inférieure. Par définition de celle-ci:

{ y E T / f(y) s inf X } = { Y E T / V X E X f(y) ~ x }

{ Y E T / V X EX, f(y) ~ x } = n x E X { Y E T / f(y) ~ x }

Comme dans tout treillis complet, le sup de l'intersection d'une famille
quelconque de parties est l'inf des sup de ces parties:

Sup { y E T / f(y) ~ infX } = Sup { y ET! V X EX, f(y) ~ x }

= Sup n x E X { Y E T / f(y) s x }

= InfxE x (Sup { Y E T / f(y) $; x })
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L'égalité des termes extrèmes signifie

f- (inf X) = InfxE x (f- (x))

c'est à dire que f est min-continue.

Montrons maintenant les deux inégalités f-a f ~ IdT et f a f- ~ IdT' Puisque

f est max-continue, pour tout x de l'

f(f-(x)) = Sup { f(y) / Y E T et f(y) ::; x }::; x

ce qui prouve

f a f-::; Identité de l'

D'autre part, pour tout z dans T il est évident que:

f-(f(z)) = Sup {y / y E T et f(y) ::; f(z) } ~ z

car z appartient au sous-ensemble défini par l'accolade. Cela prouve

f-o f ~ Identité de T

Montrons maintenant que la fonction f- que nous avons construite est la

seule solutions de ces inégalités. Soit 9 une fonction telle que 9 a f ~ IdT
et fa g::; IdT'

En multipliant ces inégalités par f- on obtient:

9 a fa f- ~ f- et f-a fa g::; f-

En utilisant les inégalités vérifiées par f et f, on obtient

9 ~ 9 a f 0 f- ~ f- et g::; f-a f 0 g::; t
ce qui prouve que 9 = t

En remplaçant 9 par f- on obtient f-a fa t = f et de manière analogue on

obtiendrait f a f- 0 f = f

Ce résultat d'unicité implique que f et f- jouent un rôle symétrique. Tout ce

qui vient d'être dit s'applique évidemment lorsqu'on inverse l'ordre du

treillis: f- est une fonction de l' dans T min-continue, il existe donc une

unique fonction 9 max-continue de T dans l' telle que:

f- a 9 ~ 1DT et 9 a f- ::; 1DT'

Notons cette fonction g+ car elle a été construite à partir de l'ordre inverse:
g+(y) = inf{ x E l' / f{x) ~ y}

Le résultat d'unicité implique que g+ = f ..
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Rem arq uons que si une fonct ion f es t à la fo is max-continue et
min -con tinu e, elle possède deux quasi- inv erse s f- et f· Cel les- ci
co inc iden t si et seulement si f est bijective . En généra l, comm e nous ne
manipulons qu'une relation d'ordre à la fois, nous n'util iserons qu'une seule
de ces quasi-inverses . Si l'addit ion dér ive du max, nous utiliserons f-

Cette quasi- inve rse permet en particu lie r de résoud re les équati ons
d'inconnue x, de la forme l (x) =0 b , lorsque f esl max-cont inue (le résu ltat se
tradui t sans peine en inversant l'ordre à 1 min-co ntinue) Cela donne le

coroll a ire suiva nt.

Coroll air e 1.8 .2:

Soient T et T' deux treilli s complets, f une applicatio n max-cont inue de MTC
dans MT'C , b un élément de T' L'équat ion l(x) = b possède une solu tion si et

seu lemen t si '
flf-Ib)) _ b

f-(b) est alors la plus grande solution.

Ce résultat, qu i décou le de manière éviden te de la défin ition et des
proprié tés de la quasi-inverse est intéressant car, dans le cas d'é quat ions

linéaires matr iciell es, il donnera la métho de exp lici te de résolution' en
effet , f-(b) sera aisémen t ca lcu lable .

1.9 Points fixes de fonctions entre treillis.

De toute la théorie des treillis , le théorème qu i nous sera le plus utile est le

théorème 1.9.1 sur les points fixes.
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Théorème 1.9.1:

Soit T un treillis complet et f une fonction croissante de T dans T

L'ensemble des points fixes de f, c'est à dire des solutions de l'équation

f(x) = x

est non-vide, et possède un plus petit élément (notons le x-) ainsi qu'un plus

grand élément (notons le x-), tels que:

x est le plus petit élément de l'ensemble {x E T, f(x) s x}

x- est le plus grand élément de l'ensemble {x E T, f(x) 2 x}.

Démonstration:

L'ensemble {x E T, f(x) :s; x} possède un plus grand minorant X-, car le treillis

est complet.

Soit y un élément de {x E T, f(x) :s; x}. Comme par construction x- :s;y , nous

avons, du fait de la croissance de f

f(x-) :s;f(y) :s;Y

et par conséquent, f(x-) est un minorant de {x E T, f(x) :s; x}. Il est donc plus

petit que le plus grand minorant ce qui donne

f(x-) :s;X'

Appliquons f à cette inégalité:

f(f(x-)) :s; f(x-)

f(x-) appartient donc à {x E T, f(x) :s;x}, que minore X-, donc

f(x-) 2 x-

Nous pouvons donc conclure l'égalité entre f(x-) et x- En inversant l'ordre, on

montre l'existence de X+, point fixe qui est le plus grand élément de {x E T,

f(x) 2 x}.

Tout point fixe XO appartient à {x E T f(x) :s;xl et {x E T, f(x) 2 xl et vérifie

par conséquent x- :s;XO :s;x- Remarquons cependant que tous les éléments
vérifiant x- :s;XO :s;x- ne sont pas nécessairement des points fixes _
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1.10 Opération étoile.

Lorsqu'il faut résoudre une équation de la forme:

x = f(x) EB y
il est tentant d'écrire, en procédant par récurrence:

x = fn(x) EB fn-1(y) EB fn-2(y) EB f(y) EB Y

et de faire tendre l'indice n vers +00. On définit ainsi une série pour laquelle

il n'y a pas de problème de convergence, si l'addition est associée au max ou

au min d'un treillis complet.

Cependant, la condition "f croissante" qui suffit pour assurer l'existence

d'une solution à l'équation implicite (théorème de point fixe appliqué à la

fonction croissante f(.) EB y) , ne suffit malheureusement pas si on veut

identifier à une solutionde l'équation la somme de la série

y EB f(y) EB f2(y) EB $ fn(y) ..

pour laquelle nous utiliserons la notation de KLEENE

f*(y) = y $ Ln:>1 fn(y) = Ln:>o fn(y)

Le théorème de point fixe s'applique dès qu'une fonction est croissante, li

est donc inutile de privilégier l'une des opérations max ou min. En

introduisant la notation ci-dessus, on a implicitement privilégié l'une des

opérations: selon le sens donné à $ f* prend des valeurs différentes.

Cette série f* est toujours définie, pour toute fonction d'un treillis complet

dans lui même. On peut alors l'identifier à un point fixe, lorsque f satisfait

une propriété de continuité. Enonçons le théorème dans le cas de la

max-somme.

Théorème 1.10.1:

Soit T un treillis complet muni de sa structure MTC, et f une fonction
max-continue de T dans T Pour tout élément y de T, l'équation d'inconnue x:

x = f(x) $ y

admet comme plus petite solution x = f*(y).

Dans le cas ou y = E, on obtient ainsi le point fixe minimal de f.
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Démonstration:

La fonction qui à x associe f(x) (±) y est croissante. Elle possède donc un

point fixe minimal x-

Il est immédiat que:

x- ::::: fn(x-) (±) fn-1(y) (±) fn-2(y) ...(±) f(y) (±) Y

En particulier, cela implique pour tout n,

x- ::::: fn (y)

Par définition de f*(y), qui est la borne supérieure des fn (y)

x ::::: f*(y)

D'autre part, puisque f est max-continue,

f(f*(y)) (±) Y = Y (±) fŒn~o fn(y)) = y (±) In~o fn+1(y) = f*(y)

donc f*(y) est une solution de l'équation implicite.

f*(y) est donc la plus petite solution de cette équation _

1.11 Conclusion.

Nous avons introduit une seule notation pour la max-somme et la

min-somme, parce qu'au contraire de la théorie des treillis, nous ne nous

intéresserons pas aux propriétés conjointes de ces opérations. Nous allons

introduire une nouvelle opération qui jouera le rôle du produit. Pour

introduire celle-ci, deux choix sont possibles: introduire une opération

interne, ce qui définit un dioïde, structure analogue à un anneau, ou

introduire une opération externe, ce qui définit un moduloïde, structure

analogue à un espace vectoriel. Il est évident qu'une opération externe

suppose la donnée préalable d'une structure algébrique sur les "scalaires",

aussi est-il naturel d'étudier d'abord les dioïdes.
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Chapitre 2
Dioïdes, approche combinatoire.

Dans ce chapitre, nous allons étudier des opérations du point de vue

purement combinatoire. Il n'y aura aucun théorème difficile, le but de ce

chapitre est plutôt de montrer qu'un certain nombre d'objets, matrices et

séries, peuvent être définis formellement. Ces constructions formelles et

combinatoires sont particulierèrement développées dans des ouvrages tels

que [LGSF2]. Notre but est simplement d'introduire les concepts et notations

qui nous seront utiles dans la théorie des systèmes à évènements discrets.

2.1 Monoïdes et dioïdes.

Un monoïde est un ensemble muni d'une loi de composition interne

associative, pour laquelle il existe un élément neutre. Si cet ensemble peut

être muni d'une autre opération interne, il peut devenir un dioïde, à condition

de satisfaire à des propriétés combinatoires suffisantes pour que le calcul

soit possible et agréable. Nous adopterons la définition suivante.

Définition 2.2.1:

Un dioïde est un triplet (D, '1, .) constitué de:

un ensemble 0 contenant deux éléments c et e,

une loi de composition interne '1 associative et commutative,

une loi de composition interne • associative,

tels que:
• est distributive par rapport à '1 à droite et à gauche,

E est élément neutre pour la loi '1 et absorbant pour la loi .,

e est élément neutre pour la loi •

Ce dioïde est commutatif si la loi. est commutative.
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Cette structure algébrique est souvent appelée semi-anneau, mais de

nombreux auteurs préfèrent réserver le terme de semi-anneau pour les

dioïdes dont la loi ., est symétrisable. C'est le cas de (R+ ,+,x) qui est le

dioïde qui intervient dans la réalisation des chaines de Markov. D'autres

auteurs utilisent le terme de dioïde dans le cas particulier où la première

addition vérifie une proprité d'idempotence, ce qui signifie, comme nous

l'avons vu au chapitre 1, qu'elle est dérivée d'une relation d'ordre.

Remarquons que e est nécéssairement l'unique élément neutre pour + et e
l'unique élément neutre pour" (un élément neutre est toujours unique). Si la

première opération " n'est pas symétrisable, les propriétés combinatoires

des opérations n'impliquent pas que l'élément neutre € soit absorbant pour

l'opération + cependant cette propriété est essentielle pour le calcul

matriciel et nous l'imposons parmi les axiomes des dioïdes. Dans la

littérature des semi-anneaux, par exemple [LGSF2] ,l'usage est d'imposer que

e et e soient distincts. Cela ne nous parait pas utile, car si E est absorbant

et égal à e, le dioïde est trivial' c'est un singleton. En effet, pour tout

élément x on a alors:

x = x.e = X.€ = € = e

Exemples:

Tous les anneaux et corps sont évidemment des dioïdes.

Autres exemples:

(R+, + x) qui est un semi-anneau,

(N , + , x) qui est aussi un semi-anneau,

(R u {-co,+oo}, max, min)

(R u {-co,+co}, min, max)

(R u {-co}, max, +)

(R u {+oo}, min, -)

(Z u {-co}, max, +)

(Z u {+oo}, min +)

etc.

La plupart de ces dioïdes ont été étudiés, parce qu'ils apparaissent comme

l'algèbre naturelle pour traiter certains problèmes de théorie des graphes.
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Pour avoir un aperçu des app lications de ce s diffé rents d ioïdes, le lecteur

pourr a consulter les ouvrages (GRAPH1) [GRAPH3] et [GRAPH4J.

Les propriétés des encrees peuv ent être très diffé rentes . Cepe ndant, tou t

théor ème, en par ticul ier por tant sur les matrices, dont la démonstrat ion est

uniquement comb ina to ire peut être tradu it dans tout dtctde . [DISMA4] don ne

une liste de théorèmes de ce type pour le ca lcu l matricie l.

2.2 Sous-diotdes et homorphismes de dioïdes.

Il est possible de con struire taule une théo rie des sous-dioïd es, relations

d'équiva lence compa tibles avec un dioïde , dioïde s quotie nts , etc . Contentons

nous de précisi er notre défin ition des sou s-dioroes et de s homomorphismes

de d ioïdes

Vo ca bulaire:

Soient (D, v , . ) el (D', • • • ) deux dotees dont les éléments neutres pour les

opé rat ions • et • sont notes respectivement E e et e' , e'

Une appl ica tion de D da ns D' es t un homomorphism e de dioïdes, si et

seulement si

ff ' ) - , '
V( x,Y) E D2

V( x,y) e: 0 2

f(e) • e'

f(x • y) = f(x) • f(y)

f(x • y) = f(x) • f(y)

Si celle appli cati on est biject ive , c'est un isomorphisme.

Une part ie D° de 0 définit un sous-dioïde de D si et seulement si '

(D°, e , . ) est un dioïde
et l'injection de D° dans D est un homom orphisme de dtotde.
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2.3 Conventions de notation.

Compte tenu du rôle combinatoire des opérations "et. , il est plus

commode d'utiliser les abus de notations suivants, qui permettent de mieux

rendre compte de l'analogie entre le calcul dans les dioïdes et le calcul
usuel. Dorénavant

-la loi" sera appelée addition ou somme du dioïde et notée EB,

-la loi • sera appelée multiplication ou produit du dioïde

et notée multiplicativement;

-les sommes multiples seront notées à l'aide du symbole L,
-les produits multiples seront notés à l'aide du sympbole TI

Dans les indices de sommations et les produits multiples, ainsi que dans les

exposants, les règles de calcul seront les règles usuelles, sauf mention

explicite du contraire.

De plus, lorsqu'aucune confusion n'est possible, le dioïde (D, II, .) sera

simplement désigné par le symbole D représentant ses éléments. Cependant,

lorsqu'il nous arrivera de manipuler un même ensemble muni de deux

structures différentes, nous aurons à introduire des notations ad hoc pour

distinguer ces structures, comme c'est le cas pour un treillis T que l'on peut

munir de deux structures de monoïdes, MTC et MTD.

2.4 Oioïde des endomorphismes d'un monoïde.

Beaucoup d'ensembles ne sont munis à priori que d'une structure de monoïde.

Il y a cependant toujours un dioïde à étudier dans ce cas. le dioïde des

homorphismes du monoïde dans lui même (endomorphismes).

La somme de deux homomorphismes est définie de manière évidente par'

(h EB h')(x) = h(x) œ h'(x)

Il existe alors un produit naturel sur les homomorphismes, la composition.
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Pro pr iét é 2.4.1:

Les endo morphismes d'un monoïde, munis de l'addition indu ite par celle du
dloto e et de la composition des endomorphismes , constituent un dlotoe.

u émo nst raucn :

Le seul point qui nécéaeüe d'êtr e montré est la distributivité du produi t par

rappo rt à l'addition. C'est justeme nt pour obtenir ce tte propriét é qu' il faut
se res treindre aux homomorphismes et non aux fonctions quel conq ues. La
co ndi tion de distributivité se vérifie alors immédi atement:

1.lg <Il hllx) = flglx) <Il hlx)) = f.glx) <Il f.hlx)

En prenant h éga l à j' identité, qui appar tient nécéssairement au dioïde
puisque c'est son élémen t neutre pour le produit. on montre qu' il est bien
nècéssatre que f soit un homomorphisme _

Le monoïde initial pouvait aussi être un crorce D. L'ensemble des opé rateurs

qui sont des homorphismes du dioïde, constitue évidemment un sous dioïde
du précéde nt. D'autre part, tout élémen l À d'un dioïde peut être ident ifié à
l'hom omo rphisme de d ioïde

x - > À..x

ou être identifié à l'homomorphisme:

x -> x.À

Cela définit deux sous-dloîdes d'homomorphismes, qui par analogie avec la
théorie des groupes, peuvent être qualifiés d"' internes"

2.5 Construction de dioides complexes.

A part ir d'un dlclo e. de nombreux autres dioïdes peuvent être déf inis. don t
nous allons donner des exemples qui nous serviront par la suite .
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Propriété et définition 2.5.1:

Soit D un dioïde. Sur D2 les opérations suivantes définissent une structure

de dioïde:

(x,y) EtJ (x',y') = (x EtJ x' , y EtJ y')

(x,y) (x',y') = ((x x') EtJ (y y') (x y') EtJ (y x'))

et

l'élément neutre pour la loi EtJ est (E,E)

et l'élément neutre pour la loi est (e, E)

D peut être identifié au sous-dioïde des éléments de D2 de la forme (À, E)

Propriété et définition 2.5.2:

Soient D un dioïde et S un ensemble quelconque, L'ensemble DS des fonctions

de S à valeurs dans D, est muni d'une structure canonique de dioïde par les

opérations suivantes. Pour tout couple de fonctions (f,g) et tout élément x

de S:

(f EtJ g)(x) = f(x) EtJ g(x)

(f g)(x) = f(x) g(x)

L'élément neutre pour la loi EtJ est défini comme la fonction E telle que:

'd x, E(X) = E

L'élément neutre pour la loi est défini comme la fonction e telle que:

'd x, e(x) = e

2.6 Calcul matriciel dans les dioïdes.

Les propriétés combinatoires requises pour les dioïdes ont été choisies en

particulier pour permettre un calcul matriciel Ainsi se construisent

d'autres dioïdes, les ensembles de matrices carrées de dimension donnée.

Notation:

Soit D un dioïde, L'ensemble des matrices à coefficients dans D, comportant

p lignes et q colonnes sera noté Mp,q(D)
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Définition 2.6.1:

Soit D, un dioïde, et deux matrices:

A matrice pXn de terme générique Al,j

B matrice pXn de terme générique Bl,j

La somme A E!1 B est la matrice C de taille (p,n) et de terme générique:

Cj,j = Ai,j E!1 Bi,j

Remarquons qu'il existe dans les ouvrages tels que [LGSF2] des définitions

encore plus générales du concept de matrice, notemment avec des ensembles

1 et j non finis.

Définition 2.6.2:

Soit D un dioïde, et deux matrices:

A matrice pXn de terme générique AI,j

B matrice nXq de terme générique BI,I

Le produit A.B est la matrice C de taille (p,q) et de terme générique:

c., = Lk=1.n Aj,k· 8k,j

L'abus de notations consistant à noter de la même manière les opérations

sur les scalaires et sur les matrices est justifié, comme en algébre usuelle,

par le fait que le dioïde s'identifie à l'ensemble des matrices 1X1

Propritété 2.6.3:

L'ensemble des matrices carrées à n et lignes et colonnes, à coefficients

dans un dioïde D, muni des opérations définies en 2.6.2, est un dioïde qui

sera noté Mn,n(D).

L'élément neutre pour la loi E!1 est la matrice dont tous les coefficients

valent € , laquelle sera aussi notée €.
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L'élément neutre pour la loi est la matrice dont tous les coefficients

valent E , sauf ceux de la diagonale qui valent e Cette matrice sera notée e,
ou E lorsqu'il est utile de la distinguer du scalaire e.

Le dioïde 0 peut lui-même être un dioïde complexe. Il est ainsi possible de

définir des matrices ayant pour coefficients des matrices carrées. Il est

aisé de vérifier que la donnée d'une matrice pXq, à coefficients dans

l'ensemble des matrices carrées de dimension n, est équivalente à la donnée

d'une matrice pnXqn Ce résultat est implicitement utilisé lorsqu'on

manipule des matrices "par blocs"

2.7 Interprétation graphique des matrices carrées.

Comme nous l'avons indiqué, les dioïdes ont d'abord été étudiés parce qu'ils

apparaissent naturellement pour traiter certains problèmes de théorie des

graphes. Le lecteur pourra consulter [DISMA1] et [GRAPH4] pour voir quels

dioïdes sont adaptés à quels problèmes. Rappelons brièvement comment un

graphe peut être associé à une matrice carrée, ainsi que quelques

définitions utiles.

Considérons une matrice carrée M de dimension nXn On lui associe un

graphe orienté et valué comportant n sommets, que nous numéroterons 1 à n.

Pour tout couple d'indices (i,j), on définit un arc reliant le sommet i au

sommet j et valué par le coefficient MI,j de la matrice. Selon le cas, on peut
considérer qU'II y a effectivement n2 arcs, y compris ceux valués par E, ou

que ces derniers sont "manquants"

La longueur d'un chemin est le nombre d'arcs qui le constituent (selon la

convention choisie, cela peut inclure des arcs valués par E). Le poids d'un
chemin est le produit, au sens du dioïde, des valuations des arcs qui le

constituent.
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Si un chemin est valué par E, qui par définition est absorbant pour le produit,

sont poids sera E Il est donc cohérent de considérer que ce chemin n'existe
pas, si on a choisi cette convention pour les arcs valués par E. Dans ce cas,

un graphe, et par extension une matrice carrée, sera dit connexe si entre

tout couple de sommets il existe un chemin. Il sera dit fortement connexe si

pour tout couple de sommets, il existe un cycle du graphe passant par ces

sommets. L'ensemble des sommets peut être découpé en composantes

fortement connexes, qui forment une partition du graphe et à laquelle est

associée une forme bloc-diagonale de la matrice, E jouant le rôle du zero.

2.8 Séries formelles dans les dioïdes

Un autre cas important de dioïde complexe, construit à partir d'un dioïde

simple est celui des séries formelles, qui peuvent être définies comme des

fonctions du monoïde libre engendré par un alphabet fini, à valeur dans un

dioïde. Cependant, le produit des séries n'est pas celui défini dans la

structure canonique de dioïde de l'ensemble des fonctions.

Rappelons que le monoïde libre r ' engendré par un ensemble fini de

caractères, ou alphabet r , est l'ensemble de toutes les chaines finies de

caractères de cet alphabet. La concaténation des chaines de caractères

définit le produit de ce monoïde, pour lequel la chaine vide est élément

neutre et est donc notée e.

Définition 2.8.1:

Soit r Lin alphabet fini, soit I" le monoïde libre engendré par r, et D un

dioïde. Le dioïde des séries formelles à variables dans r et à coefficients
dans D, noté 0« r», est l'ensemble des fonctions de F" dans D muni des

opérations suivantes:
-"Somme" de deux séries formelles:

(S œ T) (co)= S (œ) œ T(Cû) pour tout œ E r*
-"Produit" de deux séries formelles:

(S T) (œ) = L À.~ = ûl S(À) T().!)

2- 9



Droïdes, approche combinatoire.

On peut identifier tout élément le de D à la série dont tous les coefficients

valent E, sauf le coefficient de la chaine vide qui vaut le En particulier, e

désigne bien l'élément neutre du produit pour le dioïdes et pour celui des

séries et E l'élément neutre de l'addition pour les séries et les scalaires.

Ceci permet d'identifier à la série E tous les termes d'une série dont les

coefficients valent E. Il est ainsi cohérent de les omettre dans l'écriture

explicite de la série. De plus l'écriture L S(co).co peut être interprétée comme

la représentation de la série S, ou comme une véritable somme d'une famille
de série S(co).co

Si le dioïde est l'algèbre de Boole, on obtient un sous-langage du langage l*

un mot de I" appartient à ce sous-langage si et seulement si son coefficient

est 1 Pour une étude des séries formelles et de leurs langages, le lecteur

pourra consulter l'ouvrage de J.BERSTEL et C.REUTENAUER [LGSF4].

Cette définition s'applique aux séries en variables "non-commutatives" Pour

les variables commutatives, une autre définition est nécessaire.

Définition 2.8.2:

Soit 1 un alphabet fini. Nr est l'ensemble des fonctions de 1 dans N,
ensemble des entiers naturels L'ensemble des séries formelles à
coefficients dans un dioïde D et à variables commutatives dans 1 est noté

D«lc» et est défini comme l'ensemble des fonctions de Nr dans D, muni

des opérations suivantes:

(S EH T)(f) = S(f) EH T(f)

(S.T) (f) = Lg/g(X) + h(x) = l(x) 'ifx E r S(g).T(h)
addition usuelle.

Cette définition peut sembler complexe, mais pour la comprendre, il suffit
de voir qu'un monôme en variables commutatives est une fonction, qui à

chaque lettre de cet alphabet associe le nombre d'occurences de cette lettre

dans le monôme. A chacune de ces fonctions, il faut associer un coefficient

dans D, pour définir une série. Le produit de deux monômes est obtenu en

additionnant les valeurs des occurences de chaque lettre, d'où la définition

du produit des séries dans le cas commutatif.
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Sauf dans le cas d'une variable forme lle uniqu e, les sér ies en variables
commutatives ne const ituent pas !Jn SQlJs-dioïde du cerces des séries en

varia bles non-commutatives, dans le même alphabet. Les propriétés de ces
deux ense mble s sont d' aill eurs très diffé rentes . Les série s for melles en
varia bles non-commutatives sont beaucoup plus ut ilisées , et poss èdent des

p rop r ié tés plus inté ressantes , su r lesque lles nous revie ndron s
ulté rieu rem ent.

Déf init i on 2.8 ,3 :

Une série formelle de D« r» ou de D« :r c» est un polynôme si et seulement
si les coeff icients différe nts de e sont en nombre fini.

Nous ut ilise rons au sens usuel les notion s de valuat ion, deg ré el degr é
partiel par rapport à une var iable, le rôle du zero etant bien sûr joué par e
Le support d'une série sera , par analogie avec l'algèbre usuelle , l'ensemble
des monômes dont les coefficients sont distincts de e, Un polynôm e est alors

une série dont le support est fini.

De plus, il faut encore distinguer les po lynôm es formels des fonctions
polynômes, car en gé néral, ce ne sont pas des ensembles isomorphe s, au

con tra ire du cas usue l Donnons encore la déf init ion des fon ctio ns
polynômes, Celles-ci seront utiles lorsqu 'on manipu lera des~, car
une expression contenant un paramètre est à considérer comme une fonction
de ce paramètre,

Défi n it io n 2.8 .4 :

Soit r un alphabet, et 0 un dictde . Dr l'ensemble des fonctions de l' à valeurs

da ns D est muni de sa stru cture canon ique de crorc e. D es t identifié au
sc us-diotoe de Dr des fonctions constantes.

Une fonct ion monôme de degré 1 est une fonction de r dans 0 qui associe la
vale ur E à tous les caractères, sauf un
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Le dioïde des foncti ons poly nômes est le plus peti t sous-oroto e de Dt ,
con tenan t les fonction s monômes de deg ré 1 et le dio'ide D. Ce diold e sera

noté D{r)

En imbr iquant ces déf initions, on peut construire de s struct ures de plus en

plus complexes . L'exemple suiva nt app a raîtra lor sque nous aur ons à
ma nipu ler des sé ries formel les dont les coeff ic ients se ront des mat rices,

qui dépendront de paramètres :

Soit D un diotde. r et K deux alphabets:

D[K ] est le dioïde des fonctions polynomes à coefficients dans K

Mn(D [K]) est le dictde des matrices ca rrées (n,n) à coeffici ents dans D[K] .

Mn(D [KJ)«r:>:> est le dioïde des séries forme lles à coe fficients dans Mn{D[K])

O[K] « r » est le dioïde des séries forme lles à coeffi cients dans D[K].
Mn(D[K ]«f») est le diotde des matrices (n,n) à coeff icients dans D(K] « f :>:>.

2.9 Anneaux et dioides ordonnés.

Le s anneaux cons tituent une classe impo rta nte de dioïd es, qui a été

abo ndament étud iée. Rappe lons que l'on peut cons truire un annea u à partir de

tout dio ïde dont l'addition es t réguli ère (symétrisable). On consid ère alors

D2, muni de la structure de corde que nous avons définie précédemment, que

l'on munit de la relation binaire :

(x ,y) ;;;; (z,l) e;) x œ t = z œ y

Si l'opé rati on e est régul ière , a lo rs cette relation es t un e relation

d'é qu ivalence com pat ible av ec le produit. et l'ensemble des classes
d'équivalence est un anneau.

Nous allons montrer qu'une autre structure peut être cons truite à part ir d'un

dioïde quelconque, qui est intére ssante si l'addi tion n'es t pas svm étrtsable.
Défin isso ns une relation binaire sur le cioloe D par ·

X 2:Y e;) 3 Z E D ,x =y œz
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Il est aisé de vér ifier que c'es t une relation de pr écrore. qui est com patible

avec le produit du ooroe. c'est à dire :

x ~ y ~ 'r:/À E D, x .x ~ À..y

suffit en effe t d'écrire:

À..x s ' •. Y @À..z

Alors , on définit une relation d'équiv alence sur 0 par '

x == y (=) x ~ y et y ~ x.

Et la relation de préordre indui t une rel ation d'ordre sur les classes

d'é quiva lence .

Il es t aisé de vérif ier que les classe s d'équivalence de x @ y et de x.y ne

dépe nden t pas des représentants x et y, mais seulement de leurs class es. De

plus les propr iétés comb inato ires des opérations se retrouvent év idemment

pou r les opérat ions sur les classes d'équiva lence.

Thé or èm e 2,9 ,1 :

Soit (D,$ ,.) un dioïde. Les clas ses d'équivalence pour la relation

x == y e:> 3 (z,t) E 0 2 tq x = y $ z el y • x $ t

sont un dotoe pour les op ération induites par ce lles de D.

La relat ion de préordre définie sur 0 par
X 2:y e:> 3Z E D tq x =y $z

induit une relation d'ordre sur les classe s d équfvalence.

Si les classe s d'équ ivale nce sont stab les pour la loi $ , alors la somme de

deux classe s est le plus petit majo rant commun de ces classes .

Démons tration :

l a vér ification des propriétés co mbinatoi res de s opé ration est immédiate ,

grace à un jeu de rep résenta nts. Il reste à prouver que la som me de deu x

class es es t le plus pet it majorant de ce s classes po ur l'ord re induit. Il
suffi t d 'app liq uer la proposition 2 du chapitre 1, et de vé rifie r que pour

toute classe d'équivalence X, X $ X = X. Ceci est vrai dès que l'on suppose que
les classes d'équivalence sont stables pour la loi ffi ..
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Re ma rq ue ;

Dès qu'il existe un x tel que c = e $ x, les classes de e el c sont identiques.

Dan s ce cas le dlorde quo tient est trivial: il ne contient qu'un seul élém ent.

C'es t en par ticulier le cas, lorsqu'on part d'un diotde qu i est déjà un anneau .

D'autre part, si l'addit ion du ctoto e est sym étrlsab!e. seu le la classe de e

pe ut être stab le pour l'additi on En effe t, la stabi li té de tout e cl asse

implique que pour tout x

x $ X !!!5 X

il existe donc un élément z tel que
x ",x $x $z

et par con séque nt si l'add ition est sym étrtsable

E = X <Il z
Ce qui signifie x li! r

Ce tte cons truction est donc en généra l sans inté rêt, sauf dans le cas ou

aucun élément n'a de symétrique pour l'addit ion, ce qui est just ement le cas

pour des addition s dérivées d'un ordre, qui nous intéressent ici '*

2.10 Exemple qui est presq ue un dioide.

Donnons un exemple qui n'est pas un dictee. parc e que l'élément E n'est pas

absorbant pour le prod uit. Ce t ensemble a pourta nt toutes les au tres
propr iétés requises,

Considé rons l'ensemb le des entiers nature ls supérieurs ou égau x à 1, muni
de la relat ion d'ordre:

x :s: y ssi x divise y.

A ce lle relation d' ord re, nous assoc ions com me au cha pi t re 1 une
max-somme . Ici

x $ y = ppcm(x,y)
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Po ur obt eni r un t reill is co mplet, nou s com plèto ns ce t ense mb le pa r un

élém ent max imal "'" do nt nou s conviendro ns qu'i l est divi s ible pa r tous les

élém ents .

Le produ it usuel, avec la règle x.e- = x pour tout x, esl compatib le avec ce t

ordre mais dans ce cas, E = e =1; E ne peut donc pas être absorbant pou r le

prod uit.

L'un des inconvénian ts qu i résu lte de l'égalité E = e est l'absenc e d'élément

neut re pour le prod uit des matrices. Non seuleme nt la const ructi o n usuell e

de la mat rice diagonale n'est pas possib le, ma is au cune matr ice ne peut
jou er le rôle d 'élément neutre pour le produ it, co mme nous allons le pro uver

dnas le cas des mat rice s 2X2.

Les coeff icie nt s (x.y.z.t) d'un hypothétique élémen t neu tre dev raie nt po ur

tout coup le (a.b) êtr e solution du sytème :

a.x ® b.y = a

a.z œb.t = b

Or ces rela tions imp lique nt que a div ise b et b divise a, ce qui n'es t le cas

q ue si a=b.

2 . I l Conclusion.

Un otclde a les propri étés comb inatoires requises pou r définir le ca lcul

matriciel , les séri es fo rmell es, les fonctions polynômes , ce qui permet la

construction d'autre s dioïdes .

Il exi ste de ux c las se s d e dioîdes qu i semb le nt pa rti cu liè re ment

intér ess ants, les anneaux et les cnotoes dont l'addition dé rive d' une rel atio n
d'ordre . Ces deux cas sem blent être des "extrêmes opposés", en ce sens qu' ils

s'exclu ent mutue lle ment. Les anneaux ont déjà été abo ndemment étudi és .
Nous allons nous intéresser aux dioïdes ordonnés.
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Chapitre 3
Etude des dioïdes ordonnés.

Nous allons maintenant établir le lien entre les 2 chapitre s précéde nts, en
con sidérant un d ioïde dont l'additi on dérive d'une relatio n d'ordre. Ce

chapit re consiste essen tiellement en l'énoncé de résultats supplémentaires,

obtenus en appliquant les théorèmes de la partie consa crée aux tre illis, et
en les formulant de manière combinatoire dans le but d'obtenir des règ les de

calcul commodes. R. Cunnigh ame-Green propose dans son ouvrage [MINMA2]
une étude exhaust ive des dtctde s ordonnés .

3. 1 Introduction aux dioïdes ordonnés.

Dans un d fclde dont l'add it ion est la max-somm e d'un tre illis , la
d ist r ibut iv ité de la mult iplic ation du e tete e est équivalente à la
com patibilité de cette opér ation avec la relation d'ordre.

Rappelons que si un ensemble S est muni d'une relation d'ordre el d'une loi de
composition interne • cette loi est compa tible avec la relation d'ordre si et

seulement si, pour tous a, b, c de S:
a z b ee c e a ë c e b et a . c <:: b .c

Théo rèm e et définition 3.1.1 :

Soit T un treillis possédant un élément minimal r Soient $ la max-somme
de ce treill is et • une loi de composit ion interne sur T (T , $, e ] est un

d ioïde si et seulement si les 4 conditions sont vérifiées:
- . est associative;
- . possède un élément neutre e:
-. est compat ible avec la relation d'ordre dont dérive $,

-j'élément E est absorbant pour la loi •
(T $, . ) est alors appelé un dioïde ordonné .
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Cet éno ncé reste vrai lorsque EEl est la min-som me d'un tre illis dont E est

l'é lément maximal.

Démo n s tr ati on :

Compte tenu de ce qui a été mo ntré au chapitre 1, il suffit de prouver que la

d ist ributivité de la loi • équ iva ut à sa compat ibi lité avec l'ord re du t reill is.

Par déf inition

a ;;:: b équivaut à a EEl b = a dans le cas de la max-addition.

A lor s

c .(a EEl b) =c.a cr> c.b =c.a
donc

c.a e c.b
et le même raisonnement s'appli que pour la multip lication à dro ite pa r c ce

qu i prouve cette compatib ilité ..

Dorénava nt nous notero ns mult ip li ca tiveme nt l'opératio n e , suivan t la

co nve ntion adoptée pour les dtoïdes . Lorsque l'addit ion d u dioïde dérive d'une

rel a tio n d'o rdre , tout éléme nt es t idempotent pour celte addit ion , e t

réc iproq uement , aussi les etetees ordonnés peuvent a uss i êt re appe lés

dioïdes ide mpotents . Le terme qui conviendrait le mieux est bien sûr anglais:
"Ia ltî c e -o rd er ed-se mig ro up".

L'ét ude des ces str uc tures, ainsi q ue des "Iatttce-o rd ere d -qr ou ps" es t

abor dée dans les dernie rs chap itres de [TREIL1J.

3.2 Règles de calcul utiles dans los ootdcs ordonnés.

Propri été s 3.2,1 :

Dans tout dio ïde dont l'addition dé rive d'une re lation d'ordre :

Va a ® a = a
a ë b ~ v ci a e c a a e o
a z b ~ '\1c , a.c e b.c et c.a ;;:= c.o
a ;;:= b ~ vn E N aoz bn
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Dém on st rat i on :

La première et la seco nde implication ont déjà été mo nt rées , elles

t radu isent respectivement l' assoc iativité du max et la co mpatibi l ité du

produit avec l'ordre associé à la somme . Le dern ier point résulte du fait que

a 2: b équivaut à a "" (a e b) En élevant (a S b) à la puissance n, on obtient un

polynôme en a et b qui contien t le monôme b" et pa r conséquent le majore _

Il faut se garder de général iser les inégalit és précédentes en inégal ités

st rictes

Pr op o sit io n 3.2.2 :

Soit D un dioïde dont l'addition dérive d'une relation d'ordre . Alors da ns tous

les d ioïdes const ru its à part ir de 0 comme dans le chapit re 2 , l'a dd ition

dérive d'une rela tion d'ordre et le produit est com patible avec cette relation

d'or dre , Il s'agit en particulier '

-des matr ices ca rrées à coeff icients dans D;

-de s séries formelles en var iab les commuta tives ou

non-commut ativ es , à coe fficients dans D;

-ces fonctions à valeur dans D.

Dém on st ra ti on :

Puisqu'on sait dé jà que " on obt ient des encrees . il suff it de véri f ie r que

l'add ition vér ifie x Œlx := X La relation

x ;<oy ssix EEly=x

définit alors une relat ion d'o rd re canon ique avec laquelle le prod uit est

compa t ib le

Dans fe cas des matrices et des sér ies formell es, c'e st l'ord re par tiel
as socié à l'ordre sur les coeffic ients. Dans le cas des fonct ions

f 2: 9 ssi V x f(x) 2: g(x)
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3.3 Inversion de l'ordre.

Dans le chapi tre 1, nou s avons co nsidé ré des tre ill is qui peuve nt être mun is

de max-somme ou de min-so mme , ca r une relation d'o rdre peut être

"in versée" pour échanger les sig nificat ions de min el max.

La co mpat ibilité du produit avec la re lat ion d'ordre est indépendante du sens

q ue l'on donne à ce lte-c i. Par co ns éq ue nt , un même ensemble pe ut

éven t lle l le me nt être muni d'un e autre str uctu re de dioï de ordonné, obtenue

en c ha ngeant la max -addit io n en mm-addition. Ces deux dloïdes qui so nt

bâtis sur le même ensemble sont parfo is isomorphes. Ma lheureusement il

est pos sib le qu'en inve rsant l'ordre, on ne constru ise pas un dioïde . C'es t le

ca s pou r l'algèbre de Boole. Si on ordonne °:s; 1 alo rs E '" °et e = 1, c'est un
dioïde. Si on ordo nne 1 :s; 0, alors E == 1 '" e ce n'es t plus un dlotde pour la

déf inition que nous avo ns adoptée et l'é lément E n'es t même pas ab sorba nt

po ur le prod uit.

3 .4 Equations et simpli fica tions dans les dioide s ordonnés.

La pr opri été d' idempotence de la max- add ition da ns un trei ll is est la cause

de la plupar t des diff icu ltés algébr iques et en pa rticu l ie r du fa it que

l'opérat ion En n'es t pas symét risab le : à parti r d'une équa tion en x de la forme:

a.x $ b • c.x lB d

il est imposs ible de se rame ner à une équa tion de la lorme

(a-cl.x .. d-b

Co nsidérons la simple équat ion d' inco nnue x

x lB a. b

s'il y a une sol ution , nécéss airement a es t inférieur ou éga l à b Si c'est le
cas, x..b est évidem ment solutio n. Par co nséque nt, celle équation a une

solu tion si et seu lement si a s b.

Se rait -i l possible d'étendr e le ciotoe pou r que tau les les équ ations de cette

fo rme aient une solution?
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Ce la rev iendrai t à sym étns er l'opérat ion, ce qui est impossib le car une

opérat ion est symé tris abte si et seulemen t si elle est régul ière , ce qu i

s ign ifi e

'if (a.b.c) a lB c =a $ b ::) C =b
Lorsque la loi E9 dérive d'une relat ion d'or dre dans un tre ill is , po ur tou t

cou ple (c,b) il suffi t de prendre pour a un majorant commun à c et b pour

construi re un contre exemple.

De même, Il est inutile de dé finir form ellem ent le sign e "moins". de la

maniè re suivant e : écri re "a-b" signifie "Io rm eüernent" que da ns toute

égali té, b "se trouve ajouté dans l'a utre membre"

Pour dé fi nir un tel calc ul, la moind re des chos es est de déf inir l'égalité

entre deux obje ts et la règle précéde nte conduit alors à la définition
a-b "= " c-d <=> a IDc = b $ c

po ur laquelle la re la tion ~.~ n'e st pas une relation d'éq uivalence, pa rce

qu'e lle n'est pas transit ive :

e-e ~=~ e -c et e-e ".~ roc, mais e-IO "e" (-C

Une aut re co nstruct ion peut être ut ile lorsque , dans un cal cul, i l faut

disti nguer pour des raisons comb inatoi res, des te rmes qui "dev raient avoir

un signe différen t" sur D2, on défin it deux IOÎs internes, notées de la même

manière que les lois de D dont elles dér ivent

(a , b) '" (c , dl • (a '" c , b <1> d )
(a , b).(c dl - (a.c ID b.d a.o ID be)

D2 mu ni de ces lois est un dioïde. que nous utiliserons dan s l'étude du

bidétermi nant d'une matrice el da ns la démonstrati on du théor èm e de

Cay le y-Hamilton Malhe ure usement, comme on devait s'y att endr e , La
résol ution des émlarions n'a pas progressé par cette con struction car tout

élément est touj op rs idempotent RO IH l'add itioo dans D2 el celle -ci n'est

toujour s pas aymé tnsab!e.

Il existe cependan t d'a utres simplific at ions dans les ca lculs qui résultent

de la rela tion d'ordre, la plus simple d'entre elles étaot dûe à l'idempotence :

a e a e o v a e o
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plus généralement, si on sait que a ;?: b.

a iffilb œ c = a ® c

Pour conclure ce para graphe, nous allons don ner quelques règles de calcul

valabl es dans le cas d'un dictde ordonné com mutati f.

Pr o pr iété 3. 4,1:

La formul e du binôme dans un dioïd e comm utatif dont l'addition dér ive d'une

relat ion d'ordre est:

(a iffiI b)n .. L p*1..n an bn·p

si le dioïde est totalement ordonné

(a œbl n • an œbn

Démonst ra tlon :

La premiè re formule s'obtient directement en développa nt la puissance n de

(a œ bl et en tenant com pte de l'idempote nce des éléments pou r l'add ition du

d ioïde. Les coefficients du triangle de PASCAL (on ne peut plus les accener
coe ff ic ients du binôme puisqu'II n'y sont plus) n'apparaissent do nc pas.

Dans le cas de l'ordre total, supposons a s b Alors pour tout q , aq :s; bq et par

conséquent bn.q .as S"bn-<:l .bq .. bn ce qui prouve que les termes médians sont

majorés par la somme des termes extrêmes. On a donc

Lp_l ..n an bn·p S"bn = (a ® bln

CQFD .

Dans les dioïdes ordonnés , on peut toujours ajouter à un membre d'une

éga lité un terme do nt on sa it qu'i l est majo ré pa r au tre term e

app ar ais san t dans celte éga lité C' est la réc iproqu e de la règl e de

simpli fic at ion que nous avons vue

En fait tout e égali té dans les d ioïdQs ordon nés pe ut s'éc rire de mu lt iples

~, ce qui est une source de difficultés.
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Lo rsque ces éga lités sont écr ites à l'aide de par amètres , c 'es t à dire de

varia bles représentant un élémen t que lcon que (et non de varia bles fo rmelles

au sens du ca lcul formel). il fa ut intero rèter ces fo rmu les co mme de s
égal ités ent re fonctio ns de ces variables.

Si le dioroe n'est pas commutat if, il n'y a pa s de formule du binô me plus

simp le que l'énumération de tous les term es qu i appar aissent.

3.5 Premier exemple: l'algèbre de Boole.

L'algèbre de Boole est un cïoroe ordonné, pour la relation d'ordre a :5: 1, dans

lequel e = a el e = 00 = 1

Par dé fin ition des d ioïde s, l'algèbre de Boo le es l un sous-o lcrde de tout

ciotd e ordonné (sauf du cas très particul ier de Ie} dont on pe ut adme ttre que

c'est un diotde bien qu'il ne satisfasse pas e ~ e ).

Un autre dioïde ordonné qui sera utile, el qui peut jouer le rôle d'une algèbre

de Boo le à trots valeurs logiques, est le ototoe défini su r {e , e , oo} pa r

l'ordr e e -c e < 00 qui en donn e l'addi tion, et par le seu l produ it poss ib le,

défini pour tout x par e x = € et e.x = x

3.6 Dioïdes utiles .

Les ototoes ordon nés "de base" que nou s util ise rons da ns l'é tude des

sys tèmes à évènements discrets seront les ensem bles R des réeers et Z des

en tiers munis des opérations suivantes , qui son t évi demment associatives

et commu tativ es:

a ffi b = max (e.b)

a.b '" a + b

l 'addit jon usuell e de v ient la mu lt in li cat ion du d totde. Celle -c i est

distr ibutive par rapport à la loi ffi car pour tout triplet (a.b.c) d'entiers ou de

rée ls

a + max (b c) '" max (a- b a- c)
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ce qui s'écrit, avec les notations introduites ci-d essus

a (b E!> c) = la b) E!> (a cl
et il est immédiat Que celle propri été reste vra ie si on remplace le max par

le mi n.

Pour obten ir des diordes , te ls Que nous les avons déf inis, il faut com plé ter R

et Z par +00 ou _00 pour obten ir l'éléme nt neut re de la loi additive .

+00 est élément abso rbant pour l'addition usuell e et pour le "max" et

est élément neutre pour le "min "

.<><> es t élé ment absorban t pour l'addition usuelle el pou r le "min" et

est élément neutre pour le "max"

Il res te à définir le produit +<><> . ... Nous allons adopter une c~

différente selo n le cas , pour que l'élément neutre pour la loi Œ> soit

absorbant pour la loi noté e multi plica tivemen t.

Définition s 3.6.1 :

Le "d joïd e réel cro issant" , noté DRe est le dioïde

(R v {-oo ,+<><> J max, +)

dans lequel on note
€ = - co> et ... _ + <><>

avec la convention

c'est à di re en notation usuelle

(--) + (+-) = --

Le "dioïd e réel décro issant" noté DRD est le cerce
(R v {-oo.+""J min, +)

dans lequel on nota

€ .. +"" et "" = ""

avec la con vention

c'est à dire en notation usue lle

(_00) + (+00) = +""
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Le wdioi de enlier croissant" . noté o z e est le dioïde

(Z v {-<><>,+....} max +)

dans lequel on note

E = -.... et - -+ ....

avec la convent ion
E .... .. [

c'est à dire en notation usue lle

(-- ) + (+-) • --

Le ~d i oide entier décrnissanr nolé OZO est le ototo e

(Z v {-<><>,+oo} , min , + )

dans lequel on note

E '" +....el .... - - ""
avec la convention

c'esl à dire en notation usue lle
(. ",,) + (+0<» _ +""

Dans tous les cas, la prem ièr e opé ra tion sera notée œ et la seconde

opé ration se ra notée mul tiplica tivement

Pr o p r iét é s 3.6.2 :

Pour tous les oiordes DAC, DAO, OZC,OZO:

00 est élémen t absorbant pour la loi œ .
00 est absorb ant pour la loi devant tout élément autre que E

3. 7 Ouelque s propriétés d 'isomorphismes

Pr o p r iét é 3.7 .1:

La tra nsformat ion x -> -x (oppo sé usue l) étab lit un isomorphisme entre

DZe et DZD d'une pari, el DRC et DAO d'au tre part.
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Cet isomorphisme est à la base de la théorie que CUNNINGHAME·GREEN, qui

man ipule en permanence des structu res à quatre opérations : un dioïde et SOn

"opposé" Nous évjte rons d e l'util iser parce que dans l'étude des systèmes

dynam ique s, une dua lité entre sui tes c ro issan tes dans OZO et suites

cro issa ntes dans DZC sera introd uite. Ce lle-ci est beaucoup plus utile et il

sera it malcomm ode de manipul er deux types de duali té intervert issant le

max et le min.

Cepe ndant l'existence de cet isomorphisme permet de n'effe ctuer la plupart
des démon strat iqns gue pOlir l' " ne des opérat ions max ou min,

Pr op r ié té 3.7.2:

La transformation x > e~ (au sens usuel) établit un isomorphisme en tre le

dioïde DAC et le dioïde (A" v (+....I max x).

En pratiq ue , ce dioïde (A" v l+cu} x) ne sera pas ut ili sé dans la

modé lisat ion des syt èmes à évènements discr ets, mais il peut être com mode

pour l'é tude de ce rtains problème s algébr iques "abs traits" , ceci pour deux

ra isons .

-la loi notée mult iplicativement est la mult iplicat ion usuelle, ce qu i

supp rime une cause fréquente d'erreurs de calc ul;

-l'élément neut re de O n pour la max-add ition . qui est alors (0,0...0) ,

e st fini, ce qui est plus commo de lorsqu'on veut rep résenter grap hiq uement

des par ties de O n

3.8 Quelques exemples de calculs.

Dans OZC ou DRC:

23 '" 56 .(67 <Il 78) =23 <Il 56 .78 = 23 '" 134 = 134
4 .([ $ 7) œ (0<> li) 8 ),[ • 4 ,7 1$ <0>.[ '" 11 $ E =11

Par contre dans OZO ou ORO:

23 '" 56. (67 <Il 78) .23 '" 56 67 . 23 '" 123 = 23
4 .([ $ 7) $ ("'" $ 8) .[ • 4 ,7 ® ""',[ _ 11 ® e =1 1

3- 10



Elude des dioides orc oooës

Rem arqu e:

Ce s d ioïdes [o uïssen t de nom bre uses pr opriétés util es à cause des
parti cularit és suivantes .

- La relation est un ordre total, qui définit un trei llis comp let.
• Les deux opérat ions sont commut atives.

• Tout élément dist inct de E et <>0 est inversib le pour le produ it.

3.9 Equation algébrique du premier degré.

La forme générale d'une équation algébrique du premier degré dans un dioïde
dont l'addition n'est pas une loi de groupe est

a.x œb '" c.x œd
où la variab le est x.

Nous l'étudierons dans le cas de oze et ORe, lorsque l'add ition du dioïde est
le max: tous les résultats découlent directement d'une élude graphique des

fonctions de la variable x max(x + a bl et max(x + C , dl

La d iscuss ion sur les valeurs des paramètres a et b est résumée dans le
tableau suivant, où nous ind iquons l'existence des so lutio ns fi nies,

distinctes de E et de co , Les divisions sont à prendre au sens du cerce . alb
signifie donc a-b au sens usuel.

Solu t ions b e d b ·d b>d
fi nies .

a <c
pas de

x :s; dlc x = bIc
solu t ion

a =c
x

x z d/a quelconque x 2: b/a

a > c x • dIa x =::; b/a
pas de

sol ut ion

Résolution de a.x + b '" cx-o dans le cas de DZe ou DRC.

avec a.b.c.c finis
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Notons q ue e est solutio n si et seulement si b .. d, et que 00 es t toujo urs
solution si a ~ c et b "#- E.

Lorsq ue l'un des coeffici ent s est égal à IX> ou à e , l'équation est de l'un des
types dégénérés suiv ants:

t er type dégénéré:

a.x e b » c
IX» a > E , c < 0<> et b< IX>

Si b > c. il n'y a pas de solution , sinon x = cla (au sens du corde).

2nd typo dégénéré:

a.x + b = (><)

Seul 00 es t so lution

etc ... Les autres cas sont tr iv iaux .

3,10 Comp lét ion d 'un semï-çrouoe ordo nné.

No us allons montr er qu'à par tir d'un serru-çrcu oe ordo nné (q ui n'est pas

enco re un dioïde ordonné s' il n'a pas d'élément minimal), on peut tou jours se

ramener a u c as d 'u n se m i -g ro upe or donné en t re i l li s

(Lattice-ordered-semigro up). et mê me en t re ill is com plet. Nous po ur rons

donc toujours faire l'hypothèse que les dio ïdes ordonnés que nous utiliserons

se ront des tre illis comp lets .

3- 12



EIUdoa esaioïdesomonoos

Th éor èm e 3,' 0 .' :

Con sidérons un semi -group e (mul tipli catif) ord onné , don t le produ it est

compatible avec la re lation d'o rdre. Alors ce semi -groupe peut être plon gé,

pa r un homomo rph isme cro issant , dans un aut re semi-groupe qui est un

treillis ~. Muni de la max-addition dér ivée de l'ordre et du produ it

pr olong eant le produ it du sem i-g roupe, ce treillis com plet es t un~

~.

ü ëmo nstrauc n:

Notons G le semi-groupe et P (G) l'ensemble des part ies de G . Notons T (G) le

sous ensemble de P (G) des parties T de G telles que:

Ir:fx e TT :> {ye G 1 y:o;: x }

T re i ll i s

T (G) est un ensemble pa rtiellement ordon né pour l' inclusion. T (G) con tient

G qui est son éléme nt maxima l, et nous pouvons con venir qu'il contien t 0 , qui

es t mi nimal pour l' inc lusion No us conv iendrons que l'en semble vide

appart ient à T (G)

Les élé ments de G seront identifiés à des éléments de T (G) de la manière

suivante:
Xl: G - > t e- t v e G,y s: x}E:' T (Gl

La par tie T, n'est jamais vide puisqu'ell e conti ent toujou rs x. Elle contient

aussi l'élément minima l de G s'i l existe, ce qui n'est pas indispensable .
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T ~ appart ient bien à T (G). En effet , si y E T~ nous avons y :s: x donc

z s y =- z s x
donc

T~ = { Z E G, Z :S x 1~ { Z E G, Z :Sy }

Nous venons même de montrer que cette id ent ification de x à r, est
croissante , c'est à dire :

x ~ y => T~ ~ Tv

P (G) ensemble de tou tes les part ies de G es t un treillis co mplet pour

l'inclusion . Pour mont rer qu 'il en est de même de T (G), il suffit de montrer

que le plus peti t majo rant pour l'i nclusion (respectivement te plus grand

mi no rant) dans P (G), d'une famil le {TI }d'é léments de T (G) appa rtient auss i

il T(G) .

Le plus pet it majo rant com mun des TI est leur union u T i' Cet ensemble

app a rtient à T (G) car si x appart ient à U Ti il appartient à l'un d es Ti, par

exe mple à Tl Alors

{ Z e G, Z :Sx } :::l Tl ~ o t,
ce qu'tl fallait démo ntrer II en va de même pour le plus grand minorant

co mmun des Ti , qui est leur intersection. T (G) est donc un trei llis comp let

pour l'inclusion et cet ordre pro longe celui de G.

Nous allons définir le produ it de deux éléments de T (G) par'

A.B = { Z E G, 3 x E A, 3 Y E B, Z :5 x.y}
T est évidemment stable pour ce produi t. et de plus, par déf init ion

T ~ . Tv oz Tx.v
ce qu i signifie que ce produit prolonge ce lui de G.

Il reste à prouver que T (G) muni de la max-so mme dérivée de l'incl usion et

de ce prod uit est un diotde ordonné . Nous app liquons po ur cela la
caractérisation donnée dans le théorème 3-1

-l'élement neutre du produit est Te ou e est l'élément neutre de G;

-te prod uit est évide mme nt associ ati f ;
-l'èlément mini mal de T (G). l'ensemble vide , est abso rban t po ur le

pr od ui t ;
Il res te à prouver que le produit est com patible avec J'i nclus ion
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Soien t A, B, C trois part ies de T (G), avec A ::> B

AC ""{ Z E G, 3 x E A, 3 YE C, Z S x.y}

B.C '"' { Z E G, 3 x E B, 3 Y E C, t: S x.y}

Si z appart ient à A.C, il existe un couple (x,y) tel que

Z S X.y , avec x E A et y E C

mais le coup le (x,y) vérifie aussi x E B et y E C, donc Z appar tient à B.C, d'où

A C ::::> B.C Il est aisé de vérifie r pare illeme nt la compat ibi lité du produit à
gauc he, C.A ::> C.B ce qui termine la démo nstratio n ..

3.11 ootaee ordonnés complets.

Le théo rème 3.10.1 nous permet de supposer Que nous travaille rons avec des

d ioïdes ordo nnés Qui sont des tre ill is comp lets. Malheureuse me nt, ~

hypoth èse n'est pas suffjsan te pour gue les propriétés du calcu l so ient

~. En effet, dans tout d ioïd e , il y a une classe particuliè re

d'homomorphismes Que nous avon s Qualif iés d'in ternes , lesquels s'écr ivent

x -> À.x ou X -> x.À

où À est une constante.

Il est pa rticulièrement uti le que ces hom orphi smes soient max -co nttnus , au

sens donné dans le chap itre 1 aussi ne dirons nous que le dioïde est complet
Que si une hypothè se supplémentai re est vér ifiée .

Définition 3 ,11 ,1 :

Un dioïde ordo nné 0 est comp let. si et seu lement si la relat ion d'or dre

associée à son add ition en fait un treil lis complet , et si pour tout élément À

de D et toute part ie P de D,

À. Œ~1i px) • Lu pÀ.x

et (L~~ px). À "" L ~E px. À

Rappe lons que ce tte cond it ion supplémentaire peut aussi être int erpré tée
comme une cond ition de ~d i $ t ri b!ltivi!Â in fin ie" du produit.
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Pr opr iét é 3. 11.2 :

En com plétant un semt-qroupe ordonné par la méthode proposée ci -dess us,

dans le théorème 3.10. 1, le dioïde T tG) ainsi construi t est un diotde
ordonné comp let.

Démonst rati on.

Le produit de deux parties de T (G) est défini par
A.B _ { z e G, 3 x e A, 3 YE B, Z s x,y}

Par définit ion, la relation d'ordre est l'i nc lusion et une max-somm e infinie
est une union infinie . Il nous faut donc calculer

A.( Uio;l BI) .. { Z E G, 3 x E A, 3 i E 1, 3 Y E B i ' Z S; x,y}
,. u llO d Z E G. 3 x E A, 3 Y E BI e s x.y}

,. uiel A.BI

COFD.

A cause de ce théorème, nous pourrons pourrons même faire l'hypothèse que
les dioïdes ordonnés que nous utiliserons seront complets, au sens donné
dans la définition 3.11.1

Pr opr iét é 3.1 1.3 :

Si 0 est un dtoïde ordon né complet, les drotdes suivants, cons truits à partir
de D sont aussi des dioïdes ordonnés comp lets:

-dioïde canonique des fonctions à valeurs dans D;

-diotde des matrices carrées à coef ficie nts dans D;
-séries formelles à coefficients dans D;
-tonctlons polynômes à coerrcenrs et valeur s dans D.

Oé mons l ra llo n :

Donnons la démonstra tion dans le cas des sér ies formelles en une variable Z
à coefficients dans D, ensemble que l'on note D«z».
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Ce cores est évidemmen t un tre illi s com plet po ur l'ord re partiel ind uit par

l'ordre sur les coe ff ici ents. Il rest e à mo ntrer que po ur tou te sér ie form elle

T de D« z» , la fonctio n de D«z» da ns O« z» déf inie par X .> T.X est
m ax-con tin ue .

Soit { x, ' S ES } une fam ille de séries de D«z» indicé e par un ensemble S,
et T une autre série de O«z». Notons

x, '"Li~O Xs,i .z !

T '" L I2"O Ti .z'
a lo r s

e t

LSEs (T. Xs ) '" LsE S Lk"O (Li " u Tj Xs.k_j) ' z k

d'a ut re pa rt

T L SES Xs '" Lk~O (L 1" l.. k TJ L sES XS.k.j) . Zk

En utili sant ta cont inuité du produit dans D, on obtie nt

T j L SEs Xs .k.j = L s ES T j .Xg,k.j

donc

e n f i n

T LsES x, '"L k~O L s ES (L j.. 1..k TJ .XS,k.j) ' Zk

= L SES L k<:O(Lj.. l..k T j ,Xs .k. j) . Zk

= LsES T x,
ce qu'i l fa l lait démont rer _

3.12 Autre produit de fonctions à valeur s dans un dioîde ordonné comple t.

Nous av ons vu q ue les fonctions à va leurs dans un dio'ide 0 peu ven t être

munies d'u ne st ruct ure canonique de dioïde induite par cell e de D, da ns
laquelle les sommes et produ its de fonctions se font terme à te rme. Dans le

cas de s fonc tions d'un ensemble ordon né prenant à valeurs dan s un dio'ide

ord onné co mp let, on peut introd uire une autre mult ip licat ion, qu i général ise
le produit de s sér ies .
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S est un monoïde ordonné. dont le produit es t compatible av ec la rela tion

d'ordre.

o est un dioïde ordonné complet.

Os est l'ensemble des fonctions de S à valeurs dans D.

Th éorèm e et déf initio n 3.12,1:

Définissons une loi interne not ée • sur Os par '

\! x E S (f • g)(x) '" L Uf:S.ve S u.v$"xf(u) ,g (v)

Soi t œ la max-addition associée a l'ordre canonique sur Os , alo rs (DS,œ, . )

esi un dioïde ordonné complet .

Démonstrati on:

Ce produit • est év idemment associati f et est compatible ave c la relatio n

d'ord re car 9 S; h signifie vv E S, g(v) S h(v) et par conséquent

L u,V9 f(U).g (v) S; L u.v'!xf(u ).g (v)
et donc

f . g S; f • h

Il en est de même pour la multip lication a droite.

Montrons enfin que ce dtorce est comp let. Nous savons qu'i l l'est en tant que

tre illis, puisque l'ord re sur ce ororce est cel ui de la struc tu re ca non ique . Il
reste donc à montrer la "continuité" de celt e mult iplication •

So it P une partie quelco nque de Os, et x un élément de S ;

(g • L h E P h)(x) ;; Lu,v'S.g (U).L h e p h (v)
comme le oioroe 0 est complet ,

(g • L h€ P h)(x) .. Lu.v$"x Lh € p g(u) .h (v)

- L h e P Lu.vsx g(u).h (v)
- L h li P (g • h)(x)

Il en résulte l'égal itée désirée entre en fonctions;

(g • Lh E P hl .. Lt" P (g • hl
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Tout éléme nt A du diotd e peut être identifié à la fonction:
I(e) • À

t(x) .. E si x ~ 8.

3. 13 Pseudo division dans un atotae ordonne complet.

Dans un dioïde ordo nné com plet, cons idérons un homomorphisme "interne" du

type x -> A.x Puisque par hypothèse sur le d ioïde . cet homomorphisme est

max-continu . on peu t const rui re sa quasi-in verse . qui est l' applicat ion
min-con ti nue

y -> sup { x, A.x s y}

ri est aisé de vérifier que si À est invers ible, cette quasi inverse s' iden tifie

à l'homomorphisme:

y -> A"'. y

Nous allon s utilis er cette proprié té pour introduire une pseudo-division da ns

un d ioïde ordo nné comp let . En théo rie des treil lis, cette con struct ion

s'appelle la~, mais c'est bien le rôle d'une division qu'elle joue

dans notre forma lisme .

Défi n iti on 3.13.1 :

Soit 0 un ciotd e ordonné complet. On peut définir une opé ration inte rne

appel ée "pseudo division à droite" par
xly .. sup{ A E 0 A.y :; x 1

Il est bien sur possible de définir la pse udo-d ivision à gauche :

y\x .. sup{ ).,E 0 , y.A :; x 1

Ces deux pseudo-divisions ont de s pro priété s simila ires , et coïnci dent si la

mu lt ip licat ion est comm utat ive. Nous allons esse nti ell ement étud ier et
utilise r la pseud o-div ision à dr oite.
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Pro p r iét és 3. 13. 2 :

Pour tous éléments x et y, y.x/x ~ y et (y/ x) .x s y

Si y est un élémen t inversible pour la mult iplication d'un d ioïde ordonné

comp let. alors. pou r tout éléme nt x de ce dioïde x/y • x.y-tet y\x '"' y- t .x En
par t icu lier . y. l = el y ,., y\e

D'autre par t. 3 À tq x ,.,L y

Remarque;

x = (x/y).y

Nous avo ns dé fin i une notion de pse udo-d ivis ion qu i est une opé ra tion

.b..i.!::!..a.i. Cela n'est pas équiva lent à la const ruction d'un pseudo-inve rse, qui

serai t une opération o'a rttè 1 pour les éléme nts du diotoe. En effe t, on ne

pe ut pas tou jours iden tif ier la fonc tion x .> x/y à une fonction qui s'éc rit

x ·> À.x qui perme ttrait d'identifier ). à un inverse de x.

De plus , cette pseudo inve rse est min-cont inue et n'est pas max -continue

comme le serait le produ it par un inverse à gauche de y. Ce la pe rmet de

comprend re pourquoi il y a en général peu d' éléments inve rsible s pou r le

produ it dans les dlotdes ordonnés . leurs inverses doive nt dé f inir un
homomorph isme interne max-continu et min- continnu

Les autres rèqles de calcu l appl icables à celle pseu do-divi sion sont:

Pr o priétés 3.13 .3:

Pour tous x.x' ,y.y·,z d'un diolde ordonné comp let

(x $ x')/y z xl y œ x'l y

x/( y œ y'l s: x/y €El xly '

Si x s y v z xl z s:yl z el z/x 2: z/y
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Démonst rati on:

Ces inégalités résultent des inclusions suiva ntes:
{ À E D , À.y :s; x EB x'} ::)1À E 0 À.y:5 x } v { À E D , À.y :s; x' }

{ À E D , À.y :5: x } U { À E D , À.Y' s x l ::) { À E 0 À.(y lB y') s:x }

Il suff i t d'ut ilise r la dé finit ion de la rela t ion d'ordre pour obteni r la

dernière propriété ..

Pr o pr iét é 3,13.4 :

Dans un dioïde ordonné complet. si x et y sont inversibles pour le produit,
x s y.=:) x-t ~ y.l

3.14 Pseudo-division et théo rie de langages .

Nous avons introduit cette pseudo-d ivision à pa rtir du concept de

quasi-inverse ou de résid uation de la théorie des treill is. Cette construct ion
permet de retrouv er une opération qui joue un rôle en théor ie des séries
forme lles et des langages.

Soit r un alphabet et r ' le monoïde libre engend ré par cet a lpha bet. Pour
tout mot w de I " et toute partie X (langage) de r " on définit W·l .X com me

étant le langage constitué par les suff ixes des mots de r: qui com mence nt

par le prefixe w

Par exemple si r = {a.b.c] . W = aba et X .. {aa. ac, abab. abca , abacc. bab,

ababa}, ce langage est w-t .X = lb, cc , bal

Cette construction peut être interprètèe comme une pseudo div sion à gauche
dans le dioïde ordonné complet r'

w-r .X = lb , cc, ba} = w\X
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3. 15 Dioïdes inversibles .

Pour le produit, deux élément s jouent un rôle particulier E et <><> L'élément E

ne peu l pas être inversi ble dans un dioïde puisque par défi nit ion, il est

absorbant pour le produit ; la situation est analogue au cas du zéro des corps.
Par contre, l'élément 00 peut être inversible comm e dans l'algèbre de Boole

où e ., 1 ., ""

Dans la plusparl des dioïdes que nous utilis erons, il est possible d'identifier
00 " à c. sous les hypothèses suivantes:

Dé f in ition et notation s 3.15.1:

Un dioï de ordonné com plet est inversible si e < e < 00 et tous les éléments
d ist inct s de e et de <><> sont inversibles . Da ns ce cas, on utilisera la

co nve ntion suivante:
e " ., ete ., eve .. <><>

00 . 1 ., el"",, = <><>\e = e

Justifi c atio n :

Vérifions que la convent ion pour les éléments invers ibles est co hére nte. Si
on déf init l'inverse à parti r de la pseudo division, t~ · \ = ete '" sup 0 = 00

Par contre, la conv entio n .» , = e/",,= ""'\e = E est légèrement plus diff icile

à justif ier Pour cel a, il faut prouver que e/oo= oo\e ., e

Si x ::; y, alors etx ~ ely Par conséquent, eloo minore tous les éléme nts
invers ibles ; de même pour e\""". Comme par hypothèse tous les éléments du

orotoo . sauf E et 00 sont inversibles. nécessairement:
<><> " = e/o<>= o<>\e = E

Avec celle convention , pour tout élément x­
(x .1). ' = x
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D'aut re pa rt, puisque e e 00, on obt ien t bien un diotde en remplaçant la

max -som me par la min -somme . Le mot "inver sib le- est alor s doublement

ju sti fié, puisqu'il est 8!Jssi possib le invers er l'ordre. On obt ien t encor e une

e tetee complet car la multi plicat ion par un élément inve rs ible est une

bijecti on. Nous avons vu au cha pitre 1 que si celle -ci est max -con tinue elle

est néc éssaireme nt min -conti nue . La multipl icati on par les éléments E et 00

est bien évidemmen t min-co ntinue.

Nous n'u tiliserons jamais le concept "abstrait- de dioïde inversible, mais les

exemples de dioïdes que nous étudierons dans la pratique des systèmes à
évènements discrets, DZe , DZD, DRC et DRD sont tous inversibles .

3.16 Isomorph ismes entre dioïdes ordon nés

Rappelons que si une bijection entre tre il lis et sa biject ion réciproq ue sont

croi ssa nte s, elle s sont tout es deux max-continu es et min-con t inues. En

par tic ulier , si f est une applicat ion max-con tinue ou min-continue ent re

oioides ordonnés complets et si f est un isomorphisme de dtord es. f est

néce ssairem ent max-con tinue !ll min-c ontin ue .

Nous al lons maintenant éta bli r un résultat qui pe ut surtout être utile po ur

prouver que des dioïdes ordonnés com plets ne sont pas isomor phes.

Théo rème 3,16.1 :

So ient D et D' deux dioïdes ordo nnés comp lets et f un homomo rphisme de

dio ïdes de D dans D' Alors

'f (x,y) E D, f(x)/ f(y) > fix /y )

De plus, si f esl un isomorphisme:
'7 (x,y) e D, f( xl/I(y) - I( x/y)

Démon s t rall on :

La première inégalité résulte de l'inclusion suivante :

{ Il e D', Il. I(y) S I(x) 1 =' {f(À) Àe D À.y s:x }
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Pour obtenir l'égal ité dans le cas de f bijec tif , il suff it d'appliquer
l'inégali té précédente à f-l qui est aussi un borncrphisme de encres _

3.17 Fonc tions polynômes et polynômes forme ls.

Dans le cas d'un dioïde ordonné , la règle de calcul des deg rés et valuations
du produit el de la somme de polynômes~ est plus simple que dans le
cas usuel, car des termes ne peuvent pas "disparaitre' lors des addi tions .
Fixons par convent ion le deg ré du polynôme E à -<».

Pr o pr iété 3,17 . 1:

Le deg ré du produit de deux polynômes formels est la somme de leurs degrés.
La valuation du prod uit de deux polynômes formels est la somme de leurs

va luations.

Le degré de la somme de deux polynômes formels est le max de leurs deg rés
La valuatio n de la somme de deux polynô mes formels est le min de leurs

va luat ions.

Il n'y a pas de difficulté dans le cas des polynômes formels. Par contre, il
es t p lus difficile de définir le degré et la valuation dans le cas des
fonctions polynômes , car une même fonct ion peut avoir plusieurs écritures.

Dans le cas des dioïdes simples DZC,DZO. DAC et ORO, il est aisé de vérifier

que les termes de dégré ext rêmes sont indépendants de l'éc riture d'une
fonct ion, car ils condi t ionn ent son comportem ent en +<» et en . <». Les

énoncés précédents sont encore valables.

Rema rquon s enf in que le degré est un homomo rphism e du dioïde des
polynômes dans le dioïde (N v {-<»} , max, -s}.
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Nous allons mainte nant pouvo ir montrer que les polynômes formels ne sont

pas isomorphes aux fonctions polynômes. Plus préc isément, nous al lons

mont rer qu'on n'obt ient pas IID isomorphisme en iden ti fiant les polynÔmes et

les fonctions polynÔmes QIJi ont la même écriture .

Tout dicloe ordonné 0 contient comme soos-cotoe l'algèbre de Boole B= {e.e}

Sup poson s qu'en identifian t les fonctions polynômes à coeffici ents dans 0 et

leurs repr ésentat ions formelles , on définisse un isomorphisme d e etetee s .
cet isomorphisme indu irait un isomorphisme entre les fonct ions po lynômes

à co eff icien ts dans B et leurs représenta tions. Il suffit donc de montrer que

cela est impossi ble dans le ca s de l'algèbre de Boo le.

Soit z une variab le. Montrons que Bez». otoroe des polynôm es fo rmels en z
n'est pas identifiab le à B[z], dioïde des fonctions poly nômes de la variable z.

Soient les deux poly nômes :

p e ae e e et O -z

Bez» et BlzJ sont comp lets, la pseudo-division est dé finie, et il est imméd iat

que , au sens des séries form elles:

P/O - E

Par cont re, au sens des fonctio ns polynômes

PlO ", e
puisque , au sens des foncti ons polynômes

z2 E9e _ z2 E9z ID e

car

el

si z ~ e,

si z s e,

Z2 E9z = z2

Z2 œe '" e

d'après le théorème 3.16.1, celte ident ificat ion n'es t pas un isomo rphis me

et par con séquent, il est impossible d'ide ntif ier à la foi s le pol ynôme
formel P à la fonction P el le polynôme formel Q à la fonct ion O.

ri en rés ult e que da ns tou t d ioïde ordonné, celte id entif icat ion est

impo ssible . Il peu t cepe ndant exister des classes de fonctio ns polynômes qui

peuvent êt re iden ti f iées à leu rs éc ritures, ma is cett e ide ntificat ion n'est

valab le que pour les opérations internes à ces classes .
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A l'aide du même théo rème 3.16 .1, nous pouvons prouver que les séries

forme lles en plusieurs variab les comm utat ives ne s'ident ifi ent pas à un

sous-diorde des séries formelles en var iables non-commutat ives . Nous

con sidérons un diotde ordonné complet que lconqu e.

Si les var iab les forme lles x et y com mutent,

xy/x .. y

Par contre , si elles ne commutent pas:
xy/x _ E

Par conséquent il est impossible d'ide nti fier les polyn ôme s en va riables

commutatives au sous ensemb le des poly nô mes en va r iables
non -comm utat ives qui ont la même écriture.
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Chapi tre 4

Moduloi'des sur un dtcld e ordo nné.

Ce chapitre est une tenta tive de construction d'un e théo rie de l'a lgèbre

linéa ire dans le cas où les sca laires appart iennent à un ororoe ordonn é, dans

le but d'obte nir une notion de rang applicable aux systèmes dy namiques qui

modé lisent les systèm es à évèneme nts disc rets. Nous avons abordé cette

Question par ana log ie avec le cas usuel , en essayant de traduire les concep ts

de rang, base et famille générat rice tels qu'ils serv ent dans le cas des co rps

que l'on utilise en automa tique usue lle .

Les résultats de la théorie des mod ules sur les anneaux n'apportent rien car
la diffic ulté fondamentale est dûe à la non- réq ula rft é de l'addition associée

au max: au contraire d'un modul e, on ne peut même pas faire pas ser un terme

d 'un côté à l'autre da ns une égalité. Les non -résultats sont cependant

ana logues : pas de base dans le cas général etc

Nous obtie ndrons cep ondant un resultat important, que l'on peut Inte rprèter

comme un théorème d' ' unicit é de base " : si un mod ulotde possède une famille

gé néra tr ice finie minima le (non- redondante) , elle est un ique, modulo une

pe rmutation et de s mult iplicat ions par des scal aires inversibles.

4.1 Généralités sur les moduloïdes

Nous appe llero ns moduloïde ordonné l'analogue d'un espace vectoriel , lorsque

l'ensemble des "sc ala ires- est un diotde ordonné . Par commodité nous

ap e ilero ns "vecteu rs " le s éléments du modulotd e. Nous verrons que

l'ex istenc e d'une re lation d'ordre sur les "ve cteu rs" es t, sous ce rta ines

hypo thèses, équiv alen te à l'existenc e d'une rela tion d'ordre sur les scala ires .
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Dans (DSEVD4), une éba uche de théo rie ax iomatique des modulotdes ava it é té

proposée, dans le cas des dioïdes ordonnés DZe , DZD, DRC et DRD qui nous

in té resse nt. Ce lle -ci se heurtait à l'absence de coe fficients infinis , ce Qui

impliqu ait d'exclure , par des axiom es ad hoc, cer tains cas patholog ique s te ls

q ue R2 muni du max de l'ordre lexicographiq ue. Ces diff icul tés disp ara issen t

en partie si les coefficie nts éga ux à '"" sont acceptés.

Pou r simplif ier not re exposé , nous effe c tue rons d'em blée les ab us de

no tati ons usuels: les opérations sur les "vecteu rs" se ront no tées com me les

opé rations sur les sca laires dont elles dérivent.

Déf i n it io n 4.1. 1 :

Un moduloïde (à gauche) sur un dioïde 0 est un triplet (M, Ef) , .) où M est un

ens emble cont enant un élémen t part icul ier I: M et su r leq ue tsont défi nies

deux lois de com pos itio n:

-une loi interne, de MxM dans M notée Œl,

-une opé ration ex te rne de DxM dans M notée multip licat ivement

telles Que si f , g h son t des éléments de M, À et 1.1 deux élém ents de 0 :

)..{" .I) • (À.")f

lÀ III ").1 • U III " .g
À.(I III gl • U III ".g
1III (g <Il h) • (1<Il gl <Ilh

1 <1> 9 • 9 <Il 1

d = CM

e.t ; f

Ces propriété s jus tifi ent l'abus de notation dans la définition des opérat ions

sur le moduloïde; de plus il est commode de noter FM comme c. car r M est

néces saire ment élém ent neutre pour la loi Œl du mod ulotde . En effe t , pour

tout vecte ur f '
f Ef) CM - (e Œlej .t • S.I = f

Si le dio îde n'es t pas commutatif , il fau t à prio ri d is ting uer les moc ulordes

"à ga uc he " et le s moduloïdes "à droi te" se lo n le coté choisi pour la

mult iplic at io n ext erne . No us n'étudie ron s que les modu loïdes à ga uche, et
ferons l'écono mie du terme "à gauche" dans la suite.
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Moduloïdlls sur un dioide ordonné

Définition 4.1 .2 :

Soient (M.œ..) et (M',œ,.) deux moculoïde sur un dioïde D. Une app lication cp

de M dans M'est un homorphisme de moduloïde si et seulement si elle vérifie

les deux conditio ns:

f(EM) • E: M'
'r./ (À.,Il) E 0 2 et v (f,g) E M 2 <to p...f œ Il. g) .. ~.$(f) lOB 1J.$( g)

Définition 4.1 .3 :

(M, ID , .) est un sous-modutold e de (M' œ .)si et seulement si:
M' =,M

(M. Œl .) est un mcd ulotde :
l'injecti on de M dans M'est un homcrphis me de mooutotoes.

Remarquons que lout dioide est un mooulol oe sur lui même. Plus
géné ralem ent, si Do est un sous -oiolce d'un dioroe D, D est un modulo ïde

sur Do De celle remar que, il résulte que pour tout diclde D, les matrices
carrées (en fai t toutes les matr ices), les séries formelles à coeffic ients

da ns D, les fonctio ns à valeur dans 0 et les fonct ions polynô mes à
coeffic ients dans 0 peuvent être considérés comme des moduloïdes sur D.

La plupa rt des mooulorces que nous rencont rerons seront du type défini

en 4.1.4 .

Définition 4 .1.4 :

Soit S un ensemble que lconque et 0 un uioïde. La structure canon ique de
moduloïde sur 0 de l'ensemble Os des fonctions de S dans 0 est déf inie par

les opérations :
(f œ g) (x) .. f(x) œg(x) "1x E S
~ .f(x) .. ~ .f (x ) vx E S
L'élément E: est la fonction identiquement égale à E:.
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Mod uloidCSSIJr un d ooïdoordonné

Ce cas englobe en par ticulier les matrices de toute lorme et de toute taill e,

a insi que les d ive rs ensem bles de séries fo rmelles que nous avons

int ro du its

4.2 Ordre sur les sca laires et sur les vecteurs.

Un vecteur 1 est réguli er à droite si '

Nous allons maint enant établi r le lien entr e la re la tion d'o rd re su r les

sca lai res et cel le sur les vect eurs.

Lemm e 4.2 .1 :

Si l'addition du cto roe 0 est idempot ente , alo rs il en va de même pour

l'addition de lout mod utcïde M sur ce dioïd e . Récipro quement, si l'addition

d'un moduloroe est idempotente, et qu'il existe un vecteu r 1 da M lei que,

v x e 0 2, À"# e~U "# f

alors l'addit ion du dioïo e est idempotente.

nemc ns t ra ucn :

Si l'addition du diotoe est idempotente, po ur tout vecteur x du mod t notde
x El) x _ e.x e e.x ... (e @ ej.x .. e.x _ x

Réc iproquem ent . si l'addi t ion du modulorde es t idempotente . et 1 est le

vec te ur particulier du théorème,

1 . 1œ f oc e.1 @ e.f :: (e @ ej .r ... e.1

par hypot hèse sur f, e lB e :: e " d'ou la propriété d'idempot ence pou r tous les

sca lai re s
"i \ e D, À = a.x; (e ffi e).À :: ). <Il À

Compte tenu des propr iétés combinatoires vérifié es par hypothè se par le
dio rde 0 et le modu lo- ide M, l'idempotence de leurs additions respectives

signifie qu'elles correspondent à la max-somm e d'un tre illis.
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Moduloïdessufund'oïdeordonf1é .

Définition 4. 2.2 :

Nous appe llerons modulo tde ordonné un modu loïde sur un dioïde ordonné. Pour

les vecteurs comm e pour les sca laires , la re lation d'ord re est caractérisée

par f ~ g ssi f lB g = f

Comme pour les dio ïdes, les moduloïdes son t d'un plus grand inté rêt s'i ls

so nt des tre illi s complets . De plus. il faut aussi suppose r que le produ it

ext erne vérifie une prop riété de "dis tributivité infinie" ou "contin uit é"

Déf in ition 4.2 .3:

Soi t 0 un dictde ordon né complet Un moduloï de M sur 0 est un modu loïde

ordon né compl et si et seu lement si la relation d'ordre associée à son

add it ion le muni d'une structure de trei l lis com plet. et si les de ux

prop rié tés de conti nuit é du prod uit sont vérif iées :

-pour toute part ie P du cioïoe 0 et tout vecteur 9 du mod uloïde M,

Œ l.€p À}.g .. L J.. Ep À.g

-pou r tout scala ire À de 0 et toute par tie 0 du modulolde M.

À.L XEO x = L u cQ À. X

Dans tOllte la sllite D sera lin dioïde ordonné comp let et M sera !In mod lJloïde

sur le dioïde complet D gui sont IPl lS deux munis de IAIJr ordre cano nique.

4.3 Projection scalaire .

Si nous avons introduit la notion de modu loïde , c'es t dans l'espoir de pouvo ir

manip uler des vecteurs par leurs coordonn ées. Lorsqu'un moduloïde est un

ensemble de fonct ions d'un ensemb le d'incices S dans un dioïda D. il Y a
év idemm ent un jeu de coordonnées c anoniq ue s' ch aque fo nct ion est

ca rac téri sée par les 1(5) pour s appartenant à S. JI es t bea uco up plus
d iffic ile de définir les coordonnées d'un vecteur par rapport à une "base

quelconque", com me en algèbre usuelle
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Modutoldes SUI un dloide o,donné

Ce problème es t év ide mme nt lié à la résolu tio n des sys tèmes d'équations

liné aires . Pour étudier ces éq uat io ns et intr odu ire des coordonnée s. nous

fe ron s appe l à la not ion su ivan te, q ui est l'a nalogue vector iel de la

pse udo-d ivi sion (alias rés iduat ion )

Déf ini ti on 4. 3. 1 :

So ien t f et 9 de ux éléments de M, nous app ellerons pro jectio n scal aire

de f sur g, le scalai re de 0 déf ini par '

p(f/g ) .. sup ( )..e 0 À.g s f }

Exemp le :

Dans ORO . considérons:

f - (2,3) et g . (5,6)

p(f/g) • -5 p(glf) - 3

L' intérê t de cett e pr oject ion scala ire po ur la réso lut io n d e sy st èmes
linéaires es t mis en év iden ce pa r son interprétation géométr ique.

I-_-_---~ .<:/"/.,-.,-.,-",,

Pour résoudre l'équation d' inconnues )..el ~

f .. À.g1 Œl j.l. .g 2

il fau t que les vecte urs À.g1 et j.l. .g2 minore nt f Co mme l'addi tion se fait

"parallè lement aux ax es" , pour que l'égalité a it l ieu , ces vec teur s doi vent

être les plus grands vec teurs co linéaires à 91 et g2 qui minorent 1; d 'où la
déf in ition de la pr ojection scala ire , qui revient à cal cu ler les plus grands A­

el Il possibles.
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Mod uloides s u, u r'ld ioldo o rdo noo

Lo rsqu'on considère un dtoroe en tant que rnoc utotde sur lui-même, celte

pro jection sc ala ire coïncide avec la pse udo-d iv ision . Dans un ca s plus

géné ral , le lien en tre celle projection et la pse udo -division est exp licité

par le résultai 4 .3 .2

Propr iét é 4 .3 .2 :

D est un dio ïde comple t et S un ensembl e quelconque . Dans Os muni de sa

struct ure can onique dé finie en 4 .1 .4 , la projection sca laire peut de calc uler

explicitement à l'a ide de la pseud o-div ision de D'
p(f/g) = inl l I(s)/g(s) s, SI

Rappelions que dans D, la pseudo division est définie par '

xly = sup/}.. e D, À.y S xl

Démonsl rafi on:

Par déf init ion de l'ord re sur les fonct ions '

V I , S, PIf/g).g(l) s 1(1)

Par conséque nt

VI, S,p(f/g ) , Il. E D, À.g(1) < 1(111

el

VI, S, p(f/g) s 1(1)/g (l )

donc

p(f/g ) $ inll I(s )/g (s) 5 E SI

Réciproquement.

VI, S, [in f] I(s)/g( s) s, SI)g(l) $ (1(1)/g( llI.g( l) s 1(1)

donc

(inll I(s)/g(s ) s , Sllg s 1

donc pa r définit ion de p(flg)

inl l I(s )/g (s) 5 E SI s p(l/g )
d'ou la formule énoncée _
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Moduloides SUI un djoïde ordonné

Propr i ét é s 4.3.3 :

Pour to us vecte urs f,g h d'un moduloïde ordonné comp let, et pou r tout 0:

sca laire de 0 :
f ~ p(flg ).g

pllf '" gl/hl > pif/hi '" plg/hl
plf/I g '" h)1 < plf/g l '" pIf/hi
p la .f/g) > L plf/g)
p(lhx.g) ... p(flg )/o: au sens de la pseudo- division de 0;

pla .!/ a .g) , plf/g )

Dém on st ration:

La première formu le résu lte de la "continuité" de la multipl ica tion ext erne .

Com me f @ 9 majore f et g.

p.. E 0 / À.h s t $ gl => p.. e: 0 / À.h ::;91 v p.. E 0 / À.h S"g}

donc en cons idérant les bornes supérieures de ces ensembles,

pllf (j) g)/hl > plf/h) (j) pig /h)
De même, comme 9 @ h majore 9 el h,

Il. Ë D / Lg s f } => Il. Ë D / Lig '" h) s f }
e t

p..E 0 / À.h S"h } => {À E 0 / À..{g El h) s t }
donc

Il. Ë D /À.g < f }v Il. Ë 0 / À.h s fi => Il. Ë D / À.Ig '" h) <f }
ce qui implique

plf/g l '" plf/h) > plf/Ig '" hll
majoration qui est très grossière.

Fixons un scalaire 0: de O.

À.g S f :::) (o:.À).g S c .f

Ce la implique
{À E D I (l .À.g S c .t } => {À E D I À.g $ f }

o r
(1: .À.g S c .t => a .À S p(a .fl g)

donc en prenant le sup des À,

c .suo {À E 0 / a. À..g S n .f ] S p{a.f/ g)
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MOdulol'des Sllrllndioïde ordonno

do nc
p(u .f/g) ;?: a ,p(f/g)

D'autre pa rt,
A. .(a .g) $ f ~ (À.a ).g $ f (;:::) x .c :5 p(l/g)

donc en prenant re sup des À,

p(l /a .g) .a s p(l/g)

et par défin ition de ta pseudo-division

p(f/a .g) s p(l /g )/a

Pour obten ir l'inégalité invers e, écrivo ns que pa r définition ,

a (p( f/g) /a ) < p( l/ g)

donc en mult ipliant cette inégalité entre scalai res par le vec teur 9

a (p (l/g )/a) .g < p(l/g ) .g

ou
(p( l /g) /a ) a.g < p(l /g ).g < 1

et par dé finition

p (l /g ) /a < p(l/a .g )

ce qui prouve l'égalité .

Enf in,

À.g S f ~ a .À.g $ c .t

donc

{A. E D I À.a .g s a .!} ::l p, E D I À.g :5 f }

el
p(a .l/a .g) > p(l/g )

ce qui est la dernière inégali té à prouver _

c entr e exemples:

Dans la propriété 4.3.3 les inéga lités peuven t être strictes. Donno ns de s

exemp les où c'est le cas

Dans DZC2, prenons f. (4.9), g- (5,3), et h ..(2,2). Alors p(flh) '"' 2 et p(g/h) = 1
mais f œ g 'S" (5,9) et p(fŒl g/h) ... 3 '> p(f/h) œ p(g/h) '"' 2

Dans DZC2, preno ns f..(7,8), g- (7,2) h=(9,1) . Alors p(flg) _ 0 et p{f/h) = -2

0' , 9 <Il h _ (9,2) el p(l/g"'h) = ·2 .c p(f/g) <Ilp(l/h ) = 0
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Modulo'idas Sl.J r ur'ldio1da ordOnr'lé

Dans DZC2, prenons 1.(7,8) , g- {9.9) el u - 00. Alors u .f • u.g = (00,00) el par

co nséquent p(al /a g) .. e ;> p(l /g). · '

Dans DZC2, prenons f_(2.3), g.(8,00), et œ _ 00. Alors p(flg )=e et o..f .. (oo.oo)

donc le calcul donne p(u f/g) =e ;> ((,p(f /g) = <>0,( = ( ..

P rop ri été 4 ,3 .4 ;

Les égalités p(u .flg ) = n .p(f/g) et p{n .l /n .g) = p(f/g) son t v raies dès que

le scalaire a est inversib le dans 0 et régul ier par rapport à M. au sens de
3 (l" tq c -t .œe e et 'ri 1E M. (l " .(o..f) . f

ce qui est le cas de tous les scalaires autres que e et 00 . dans les dioïdes

DRC. OZC. ORO et OZO que nous util isons habituellement.

Démonstration.

Par multiplicatio n par a - l il vie nt

x.e.r s u .g (::) À.1 s g
donc p(a .l /a. g) = p (f /g)

Appliquons ce résultat pour obten ir

p(u .f/g) = p(a .f/a .a -' .g) = p(fl a ·1,g)

En app liquant un résu ltat déjà prouvé dans 4,3.3
p (fl a -l .g) = p(l/g) 1 a " = a ,p(f/g)

car c -t comme a est inve rsible dans le orotoe 0 ..

Co mme pour la pseudo -division da ns un o.croa ordo nné . cette projec tion

scalai re permet de car ac térise r les isomorphismes de dioïde s. En fait , on

peut même énoncer un résultai sur les homomorphismes injectifs.

Th éo rème 4 .3 .5:

Soit c11 un homomorphisme entre modutotdes complets Pour tou t (f,g).
p (<l>( I )/<l>(g)) > p(l/g )

Si <tJ est injectif. pou r to ut couple de vecte urs (I.g),

p ( <l> (f )/ <l> (g ) ) = p (l/g )
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Mcd ulc îces sur un diciëe crdon né

Oémonslra llon :

Si À. .g $ f = f, alors

<I> (l. ,g $ f) = l. ,<I> (g) $ <l> l f) • <1>(f)

donc

supl l. E D , l.,g '" f = f i s sup( >, E D l., <I>(g) $ <I> (f) • <I> (f) 1

Supposons Qu'il existe un cou ple f et g tel Que:

p("' (f)/<I> lg)) > plf /g l
S o it

t- = f $ p(<I> (f }/<I> lg ) ) ,g

d'a près la défin it ion de la projec tion scala ire , fO > f or

<l> l f' ) = <I> (f) '" p (<1> l f)/<I> (g)) ,<l> (g) = '.(f)

ct' n'est donc pas inject ive Il

Remarque:

x ~ y :) p(x/y) < e OU p(y/x ) c e

Il en résul te Que tou te app lica tion, Qu'elle soit un homomorphisme o u non ,

qu i pour tout couple (x,y) conserve p(xl y) , est injec tive et croi ssan te.

4.4 Parallélisme et produit scalaire .

Lor sque le produi t du otoroe n'est pas inversib le, il y a deux no t ions de

co linéar ité qui pe uvent in ter venir Nous dis ti ngue rons do nc le s mo ts

coliné aire et par ralfèles.

Déf in i t i o n s 4.4 .1 :

U n vecteur x est co linéa ire à un vecte ur y si et se ulement s'i l ex iste un
sca laire À le i que x • À.y

Deu x vecteurs x et y sont parallèles si et seulement si il exis te un sca lai re

À inversible te l que x • À , y

Ce qui nous intéresse avant toul, ce sont le s vec teurs pa rallè les. et nous
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pourrons les caractériser à "aide de l'outil suivan t:

Définition 4.4 .2 :

Le produit scalaire de deux vecteurs x et y est :

rr(x,y) • p(xly),p (yl x)

Ce produit n'est commutat if que si c'est le cas du produit du dioïde 0 Il se

comporte en fait com me un "cos inus de l'angle formé par les d irections de x
et y. (nous n'essayeron s pas de formaliser cette notion). Comm e le suggèrent

les propr iétés suivante s, le produit scalaire de deux vecteurs ne dépend que

de leurs direct ions.

Propriét é 4.4.2 :

't( x,y) n(x,y) S; e

Dé mo nst ra ti on :

p(x/y) .p(y/x).x S; x

el pa r conséque nt
p(x/y ).p(y/x) S; p(x/x) • e

Lemme 4.4.3:
Si n(x,y) = e, alors x .. À.y

ou À est un sca laire qui possède un inverse à droite.

Th éorèm e 4.4.4:

Deux vecteurs x et y sont para llèles si et seule ment si

n(x,y) - e et n(y ,x) . e
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Dé mo nstrat ion du lem me et d u théor ème:

Supposons 1t(x.y) : e. alors:

x : rr(x,y).x ffi p(x/y)y

= p(, iy)(p(Y" I·' .. YI
= p(>IYI·Y

Par l'hyp othèse m ême. p(x/y) possède un inverse à droite qui est p(y/x) .

La cond ition suffisante du théo rème décou le directe ment du lemme. Si

rr(x ,y) : e et 1t(y ,x) = e

il vien t

x = p(xly ).y et y = p(y/x).x

et p(x/y) et p(y/x) sont invers ibles par hypo thès e.

La con ditio n nécéssatre est elle-aussi imméd iate:

x '" À.y implique p(x/y) ;:::: À

el
y .. À-l .x implique p(y/x ) ;:::: 1.-1

donc
1t(x,y) ;:::: e et de m ême It(Y,x) ;:::: e

Puisque le produ it sca laire de deux vecteurs est toujours inférieur à e, le
résultat est montré _

4.5 Equation linéaire dans les modu lo/des ordonnés.

Nous allons étudier l'équation d'inconn ue x,={x l , ... xn)

Li..1.. n Xi·9, = b
où 9, ....g.., et b sont des vecteurs d'un mooufotd e comp let et régulier M.

L' appli c at ion
f On -> M

f(X, •. .. .xnl .. Li_L n Xj·9 ,
est év idemment max-continue du tre illis com plet On dans le tre illis complet

M. On peut donc appliquer le résultat du chapitre 1. sur la quasi inve rse d'une

fonction max-con tinue . Ce ré sultat peut être Interprète géo métriquemen t

qra ce à la projection scalaire.
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ModuloidessurUrldioïde ordorl rlé.

Thé orème 4.5.1 :

L'ensemble des vecteurs x = ( x1,. ...xn) telles que

f( x" ....xn) = Li: 1..nXi.gi ~ b
possède un plus grand élément

XO = ( XO" •• . .x°rl) = f"(b)

ou t- est la quas i-inverse de f.

XO est la "plus-grande sous-so lution " de l'équation

L i:1 ..rl x i·Qi = b
Cetle équation possède des solut ions si et seulement si XO la satisfa it ; XO

est alo rs la plus gra nde solut ion. De plus, x" peut-être cal culé gràce à la

p roject ion scalaire:

v i E {Ln} XOi " p{b/g,)

Démons tration

Il res te à prouver la form ul de ca lcu l exp licite de XO Rap pe lions que

x" = f'{b] est le plus grand vecteu r pou r l'ordre de Do tel que:

L i,,1o.rt x\g, ~ b

En pa rt icu lie r

v ! X\ gi ~ b,

et donc
XOi $ p(b/g;)

Par cons truct ion . le vecteur (p(b/9 1),

V i p(b/g i).g, s b

Ce vecteur minore donc x" , COFD •

Remarq ue:

p(b/g n)) satisf ait l'in équation, ca r

La réso lution des systè me linéai res est év idemment di ffé ren te du cas de

l'algè bre usue lle. La diffé rence la plus tondemmentale est que !.a........s..l
ca nonique x" ne dépen d pas linéairement du second membr e, au sens du

d ioïd e.
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Modu loides sur un dioide ordonné

Cons idérons l'équat ion d' incon nue X A.X = y où Y est une matrice colonne de

d imensio n p, X une matrice co lonne de dimension q et A une mat rice (p,q) .
Dans le cas des dioïdes oze ORC OZD et ORO, nous allons explicite r cette

réso lution à l'aide d'une formule due à R. CUNINGHAME-GREE N. Pour cela ,

nous assoc ierons à toute matrice M une matr ice ~M définie par '

(-M) "j ; ·Mi,j qui est ici l'opposé usuel.

Cor oll aire 4.5 .2 ;

La matrice XO défin ie par

(-X') = 'A _(-Y)

est la plus grande solut ion de l'inégalité A.X ~ y Ses coeffic ients sont les

projec tions sca laires du second membre Y sur les colo nnes de la matric e A.

L'éq uation A.X; Y possède donc des solut ions si et seu lement si XO convie nt.

ü émo ns t ra uo n:

Il suffi t de vérifier que la résolution proposée dans le théorème 4 .5. 1 se

tradu it par la formule de CUNINGHA ME-GREE N Il a été montré que

X'; = peY/A)

ou
XOi est la i-ème coordon née de XO
A" j est le i-ième vecteur co lonne

Le résu ltat 4.3.2 s'app lique puisque l'ensemble des matrices colon nes de

tai lle p s' ident if ie à O{1..p) Alors, si EI.1 est assoc ié au sup,
X", = p(Y/A ) = inf{ Y/A j,i j=1.. p}

et co mme la d ivis ion dans ces dloto es est la soust ract ion usuelle ,

XOi = p(Y/A .) = inl{ YrAI ,1 f- ! ..p}
do nc en utilisan t l'opposé usuel pour trans former l'Inf en sup ,

-XOj = sup{ Aj" Yj j= l ..p} .
Comme e est associé au suc , on retrouve , au sens du dioïde,

(-X 01) = L-j _1.,P A I,i (- Yj )

c'est à dire
(-X ') = 'A.( -Y)

C.a. F.D. ..
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Mod uloides sur un dloida Ofdonna

Calcu l pratique:

Etud ions en dé ta rl la suite d'opérat ions à effectue r pour résoudre un

système linéai re.

1) Il faut calculer XO Pour cela il faut effectuer'

p.q sous tractions pour le calcul des YI Ai,,,"

pour i=1..p et k - l.. q

q minimums X\ - Min (Y, Al.k Y'2 AH ' ,yp .Ap.kl
pour k=1..q

2) Il faut compare r A.Xo avec Y ce qui nécessite :

p.q additions X\ -+- Ai,k

pour k '" l..q et i .. l..p

P maximums (A.X"l) .. Max (XO

I -+- A),1 X0
2 -+- A),2 ' Xoq -+- Aj,ql

pour j = l ..p

et p tests d'égalité (A.Xlj =?= YI

pour j = l ..p

La com plexité de ce calcul est équ ivalent e à celle de deu x produ its de

mat rices, au sens des d ioïdes, qui sont beauc oup moins couteux qu e les

produ its de matrices usuels puisque c'est l'add ition usue lle qui joue le rôle

de mult ip licat ion, et qu'un calcu l de ma x ou de min n'est qu'u ne comparaison

log ique ,

Exemple:

Dans DZe . considérons le systeme A.X . Y avec:

3 2 1

5 3 2

2 1 2
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Alo rs

Et on vérifie que:

3 2 1

5 3 2

2 1 2

Par conséquen t, le système admet une solution Il est facile de vér ifie r qu' il
y a d'autres solutio ns, par exemple:

Cette solu tion minore toutes les autres solutions.

Il peut cepen dan t exister plusieurs solut ion s minimales pour l'ordre pa rtiel,

comme le suggère l'exemple suivant.

2 1 2 1

1 2 2 1

2 1 1 2

1 2 1 2
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Le système A.X_Y admet les solutions suiva ntes'

x- est la solu tion maxima le, et U et V sent deux solutions minim ales pour

l'o rdr e pa rt iel Montrons le pour U, Une matri ce W mi nor ant U es t
nécessa irement de la forme

avec a :'> a el b < 0 ou a -: 0 01 b S 0 Plaçons nous dans la prem ière

hypothèse. En multip liant W à gauche pm A il vie nt

z.a c i .e

ta Q 2.b

Si a -c 0 et b s 0, 2.8 E!l 1.b < 2 donc A.W <. Y ce qui prouve que U est une

solution minimale . Il en va évidem ment de même pour V, de par la symétrie

de s coeffi cients de A et Y Pour cet exemple , il n'exis te pa s de so lut ion
min imale unique.

Il n'y a donc en général pas de SP!LJ !jpn minimale canon jque.

4.6 Part ies génératrices d 'un sous -mod uloide .
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Le théorème 4.5.1 peu t être Interpr été comm e une condition n écessaire pour

qu'un vec teur b soit "combinaison linéaire" des vec teurs Qi- Nous allons

formalise r celle not ion de co mbinaison linéa ire , qui pe rme t d' étudier les

concepts usuels de base et indépendance linéaire dans le cas des mod uloïdes .
Nous emp loierons le mot combinaison linéaire par ana logie avec la thé orie

usuelle des espaces vectoriel s. Si

Li_Ln X\g j '" b
le vect eur b sera dit combina ison linéaire des vecteu rs gi Dans le cas d'un

nomb re n fini de vecteurs, nous parlerons de com binaison linéai re finie.

Si le mod utotde est complet , on peut déf ini r des cornb inalsons linéa ires

quelconque s. Le fai t que nous accept ions les com binaisons linéair es finies

ou infin ies nous posera un problème de vocab ulaire, car toutes les not ions de

rang, dépendance etc. devro nt êt re subdiv isées en deux not ions: cas fini et

cas non-fini. Comme nous aurons a manipuler de s "bases infinies" , il est

donc utile d'introduire les deux not ions

Définit ions 4.6 :

Le so us- moduloïde eng end ré par une par tie P est le plus petit

sous-rnod ufoïde de M contenant P Il est éga l à l'ensemble des comb ina isons

linéaires finies d'éléme nts de P

Si M est complet, le sous-m oduloïde complet engen dré par P est le plus petit

sous-mo duloïde compl et de M conte nant P Il est égal à l'ensemble des

co mbinaison linéaire s quelconq ues d'é lémen ts de P

Il est évid ent que le sous-m odu loïd e engendré par une par tie P est inclus

da ns le sous-moduloîde comp let engendré pa r cett e partie . Si P est finie ,

ces deux sous-m odulo ïd es sont égau x En effet, comme le dio ïde des
sca lai res est com plet , il est pos sib le d'effectuer les sommations infinies de

coe ff icie nts s'ap pliqu ant à un vecteu r de P po ur se ramener à une

comb ina ison lin éaire finie .
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En 4.5 nous avons étudié la réso lution d'un système linéai re. Cela s'applique

au ca lcul des coordonnées d' un vecteur b par rapport à une famille

générat rice G. Lorsqu' il y a des solut ions, ce lles -c i sont rareme nt uniques.

Seu les sont canon iques les coo rdonnées maxima les, obten ues pa r ca lcul des

project ions scala ires de x sur les vecte urs de G. Malheureusement leur

calcu l es t une opérat ion no n- l i néaire . En fait, nous savons que cette

opé ration est linéaire lorsqu 'on inverse l'ordre dans M el On.

En algèbre usuelle, l'existence de coordonnées unique s est cond itionnée par

l'in dépendance de la partie géné rat rice. Il es t donc nature l de vouloir

introd uire une not ion d'indépendance dans les moduloïdes.

4.7 fndépendance linéaire dans les moduloïdes ordonnés .

Dans le cas des espa ces vec toriels usuels, Il n'existe qu'une seu le notion

d'indépendance linéaire . Dans les rnodutotdes . on peut en propose r trois . En

effet , si x, x' y, y' vérif ient une égalité de la forme

)..x e Il.y - "".x' (El Il'·Y'

il existe un lien, que nous appe llerons dépe ndance , ent re les vecteurs de la

partie {x,y,x ' ,y'} . En gé néra l, ce la ne signifie pas que l'un d'entre eux

s'e xprime en fonc tion des autres , ce qui es t une forme de dé pendan ce plus

forte que nous appellero ns redondance , Nous pouvons aussi int rod uire une

notion d' indépe ndance assoc iée à l'existence de "coo rdonnés" uniques

De plus , i l faut distinguer le cas des combinaisons linéai res finies de celu i

des comb ina isons linéaires quelconques!

Nous avons donc six dé finit ions d' ind ép enda nce linéaire possib les ,

auxquelles sont assoc iées, pa r négat ion, autant de notions d' indépendance.

Parm i ce lles -c i i l va fallo ir trouver lesque lles son t ut iles . Nous allon s
fo rmu le r les dive rses dé finition s de dép end ance . Par négati on, ce la nous

donnera les notions d'indépenda nce
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Dé fini tions 4 .7 .1 :

Soit P une partie d'u n moduloïde M.

P est légè rement dép endante , s'il exi ste un vecteur f du mo duloïde M q ui

peut être exprimé sous for me de de ux com binai sons linéai res f inies

dis tinctes de vec teurs de p .

3 f E M tq f : Lu_p ).~ . x - L~€ P Il. x te-E

3 x E P tq À~ oie- Il.

o < ca rdlx 1 À. '" e } ""card{x f Il. ;li; r } < 00

P est dépe ndante s'II exis te une partition de P en P' et P~ , tell e q u'il existe

un vecteur f de M dist inc t de e engendré par P' et P~ , pa r combi na iso ns

linéai re fin ies :

3 fe Mlq f = L .€pÀx-X = Ly€p· llyY
P "P'= 0
o < card{y f Ily ~ e } < 00

o < card{x f À. oie- E } < 00

P est redondante s'II existe un élément x" de P qui soit comb ina iSQn linéa ire

~ d'aut res éléme nts de P

3 x" e P tq x" = L ~€ P Àx-x

a < card{x f À. 7: E } < "'"

Si M es t com plet , les co mb inaisons linéaires infinies ex is tent et on peut

repr end re les déf init ions précédentes en remplaça nt combinaisons linéa ires

finie s par co mb inaisons linéaires q uelconq ues . No us parlerons alors de

dépendance et redondance "au sens faible"

La négation de ce s défi nition s nous do nne lautant de notions d' indépend ance.

Nous util iserons alors le vocab ulaire suiva nt.

Dépend ance

Légèrement dé pend ante

Dépend ante
Redo nda nte
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Propri ét és 4. 7.2 :

Pour les lrois not ions de dépendance et d' indé pendanc e int rod uites

ci-dessus

Dépendance forte Dépendance faible
(co mbin aisons linéaires f,nias) (comb'na isons linéa i,es qo",lconquas)

Par néga t ion, on obt ient l'impl icat ion suivan te, qui parait mo ins nature lle,

du fait de notre choix de vocabu laire, qui déf init la faiblesse relativement à
la dépendance:

Indépendance faible Indépendance forte
(com~na i s on s linéa ires quelconquos) [comb rna 'sorls linéaires fin'aS)

Les trois notions de dépendance sont liées par les impli cations su iva ntes ,

va lable au sens faible et au sens fort:

Redondante => Dépendante => Légèrement dépendante.

Ce qui se traduit , par négati on, sur les notions d'indépendance:

Totalement indépe ndante => Indépendan te ~ Non-redondante .

Démonst rati on:

Le lien entre sens faible et sens fort est tr iv ial si une éga lité de

combina isons lin éaires est vraie avec un nombre fi ni d e coeff icients

d istinc ts de E (dépe ndan ce for te), elle es t auss i vraie si on tolè re une

infin it é de te ls coeff icients (dépendance faib le) Mont rons les autres

implicat ions dans le cas de la dépendance :

Si un vecte ur de P s'exprime en fonct ions des autres , cela donne une

par ti tion de P qu i satisfait à la condit ion de dépendance . Nous avons donc

montré Que la redonda nce implique l'indépendance

Si un vecte ur est combinaison linéaire de deux parties P' et P" disjointes de

P, il a au moins de ux écr itures en fonc tion des vec teurs de P et pa r

consé quent , dépendante => faiblem ent dépendan te .
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Rem arqu e :

Si la partie P est compos ée de un, deux ou trois vecteurs , les not ion s de

dépendance et redonda nce coïncident souvent. En effet , une part ition de troi s

vecteurs en deux pa rties donne une part ie de deux vec teu rs et un e part ie

com posée d'un vecte ur Si la famille est dépendan te, on a alor s:

).,..1 = Il,· 9, Œ'l1l2· 92
Si À est inversi ble et rég ulier pour la mu lt iplicat ion ex te rn e , f est

com bina ison linéa ire des gl'

Cette remarque montre qu' il faut se méfier des "dime nsion s 2 et 3- (encore

faut -il donner un sens au mot dimens ion !), où les véri tables d iff icul tés

n'ap pa raissen t pas toujours,

Exe mple s el co ntre exemples :

Nous allons voir qu'i l n'y a pas de réciproque aux implications que nous avons

vues ci-dessus. D est un diotde ordonné quelconque.

Dans D3, les trois vecte urs (e.e.e) (e.e.e) (e.e .e) sont indép enda nts et

non-red ondants (ici les deux notions coi ncid ent). mais il son t faib leme nt

dépendants car (e.e.e) peut s'écri re de plusieu res man ières en fonction de

ces vec teurs :

(e,e,e) = (e.e.e) EB (e.e.e) • (e.e.e) Œ (e.e.e )

Dans 0 4 , les 4 vecteurs (c .e .c .e) (e.c.e .e) (e.e.e.ej . (e.c. e.e) sont

non- redondants mais ils sont dépenda nts car (e.e.e.e) est la somme des deux

prem iers ou la somme des deux dern iers.

4.8 Quelques propriétés de l'indépendance.

La not ion d' indépendance que nou s avons proposée a été introd uite par

M. GONDR AN et M. MINQUX (cf. IDISMA2J). Ils ont notament montré que dans le
ca s d'une matrice à co eff icients dans un cnoroe to tale ment ordo nné , la

dépenda nce des lignes ou des colonnes est associée à la "n ulli té du

bidètertntnant" de la matrice .
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Nous éno nce rons ce théo rème rigoureusement dans la partie co nsacrée à
l'étud e de s matrices , mais nous lerons appe l à ce théorème da ns la

démonstration du résultat suivant , qU'II es t utile d'énoncer im médi atement.

Pr opr iét é 4.8,1:

Supposon s que le dioïde D des scalai res soi t total ement ordonné. Alors dans

tout mod uloid e sur D, si n vecteurs (hl .. ..hnJ sont engendrés par p vecteu rs

{g l Qp} et si p < n, la famille {h1 hn} est dépendante.

Co roll a ire 4.8 .2 :

Dans On muni de sa structure canoni que de moduloïde, toute famill e de p

vec teurs avec pe-n est dépendan te

Démonsl ral lon:

Il suffit d'écrire que, pour i var iant de 1 à n:

hi = L ja l.. p Xi,j Q)

Le théorème de Gond ran- Minaux permet d'affi rmer que les vecteu rs lignes de

la matrice [ xi.j J sont dépenda nts, car celle mat rice a plus de lignes qu e de
co lonnes. Il en résu lte que l'on peul partitionner les lignes de cette mat rice

de man ière à ce qu'il existe un vecteur f de OP distinct de e engendré par

chacune de ces parties . En renumérotant les lignes, on peut écrire:

'rJ j € {1..p} fj = L ia 1..k ÀI ,XI,j · lb k+1..n ;"1 , xl, j

par co nséquent,

L i_ l ..p fj 9) = Lj'" l..p L I.. 1..k À I ,XI,) .91

= Lj.. 1..p LI . k+1. n ÀI ,XI.) ·9)

ou encore :

L j_ l .p fj Qi = L I", l..k ÀI .(I J.. l..p XI.I·Qj)· Li a 1..11 "1 .hl
= L I.. k+1..n "1 .(L I" l ..p Xl.j .gj) = L ia k-+1..n ).1 .hl

ce qui signifie que les hl sont dépendants _
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4.9 Autre approche .

R. Cunn ing hame- Gree n propose da ns [MINMA2] encore une autre notion
d'i ndépendance:

Une famille est indépendante si et seulement si l'un au moins des vecteurs

qu'elle engend re possèd e des coordonnées uniques .

Celte not ion jouit de propriétés intéressan tes, qu i sont développées dans
[MINMA2] . Le lecte ur vér ifiera aisément que:

Redondance ~ Dépendance Cuninghame-Green => faible dépendance.

4.10 Le problème de fa notion de base .

Considé rons le cas des fam illes totalement indépendantes, c'est à dire où

tout vec teur possède des coo rdonnées uniques. Si une telle fam il le engendre

un mod uloïde M, tout vecteu r de M (comme en algèbre usue lle) s'ident ifie à
ses coordo nn ées. qu i sont des fonctions du modulotd e à valeu rs dan s D. M est

donc du type DB ou B (à une biject ion près) est la famill e indépendante en

question.

Par analogie avec le vocabulaire de la théor ie des mod ules , un tel modufctde

sera qua lifié de libre et la fam ille en Question sera Quali fiée de base .

Nous étudierons plus en détail les mod uloïoes libres, mais nous po uvons déjà

annoncer que les sous .mo duloîdes stric tement incl us dans DA ne possèdent

en général pas de base. Cette notion est donc beaucoup trop rest ricti ve.

Doit alors on requér ir d'une famille qu'elle soit indé pendante, ou seulement

non-red ondante ?

Nous ve nons d'aff irmer qu ' i l n'existe jam ais de fa mi lle g énéra tr ic e

totalement indépendante autre que la "base canonique" d'un ensemble de

fonctions. De même , il n'y a en général pas non plus de par tie s génératr ices

indépendantes.
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Par co nséquen t la notion la plus uti le uti le es t celle de pa rtie libre , ou

non- redondante. C'est la notio n d'i ndépe ndance la plus faible parmi celles

que nous avon s proposées: aucun vecteur n'est combinaison linéai re des

autres .

De même, do it on requé rir d'une base qu 'ell e engend re les autres vecte urs

pa r co mbin aisons lin éaires que lconques ou seule ment par combinaiso ns

linéa ires finies? Cela double les déf initions possibles!

En pra tique, ce sont les famil les générat rices non -red ond antes qui seron t

ut i les , bi en qu'elles n'e xis te nt pas touj ou rs , co mme le pr ouve le

con tre-exemple su ivant.

Con t re -exemp le :

Considérons le dioïde 0 défini comme étan t [0,+00] muni du max usuel et de

la mult iplication usuelle. Ce lui-ci peut êt re obte nu à part ir de oRC par le

ch angem ent de variab le x -> ex Dans 0 2 , considérons les coup les (x,y) te ls

que:

x < y < 3.x
que l'on comp lète par deux po ints extrémaux (E,E) et (00,00).
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Graph iquemen t, cet ensemble est l'intér ieur du cône sur la figure suiva nte.

Cela défin it un sous-mod uloïde de 0 2 qui ne possède aucune ba se. Il est aisé

de vérifier que toute fami lle co ntenant au moi ns tro is vecteurs est

redon da nte, mais qu'a ucune fam ille finie contenue dans le modu loïd e n'esl

géné ratr ice !

4.11 Comparaisons de diverses notions de rang.

A ca use de l'abse nce d'u ne notion claire d' indépendance, il est di ff ici le de

définir une not ion de rang pour une partie d'un Moduloïde . Celle -ci pe ut être

int rodu ite à part ir des fa mill es indépendantes, eu un sens ou l'au tre ,

ex traites de P, ou des famill es génératrices de P

Voici que lques définitions possibles, que nous allons sommairement étudier

P est une part ie (famill e de vecteurs ou sous-rnodulc lde] d'un moduloïde M.

De fi n iti o n 4.11 ,1:

Rang( P) .. La borne supérieure des cardinau x des familles totalement

indépe ndantes incluses dans P
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Ce lt e défini tion est be aucou p trop restr ic tiv e: dans o n, d'apr ès les

remarques faites ci-d essus , les seules famil les de rang n sera ient celles

qui sont égales à la "base can onique ", modulo des multiplica tions par des

sca la ire s inversib les.

Defi n i t i o n 4.11. 2 :

Rang(P) .. Borne infér ieure des ca rdinaux des ensembles S te ls que P

puisse être identifié à un sous-ensemble de DS par un homomorphisme

i n j ect i f

Nous ne savons pas si un tel ensemble existe ; ce n'est probablement pa s le

cas . Cett e définition ne peut pas être appliquée sans que l'on se donne P, à
pr iori comme une part ie de DS C'est ce que nous ferons ulté rieurement.

De f i n it i o n 4.1 1. 3 :

Rang(P) '" Borne supér ieure des ca rd inaux des familles indépendantes

engendrées par P

Nous avons vu que cette défin ition équivaut à la suivante.

Def in i t i on 4 . 1 1 .4 :

Rang(P) = Borne supé rieure des cardin aux des familles indépendan tes

conte nues dans P

Nous propo sons la conje cture suivante : Les notions de Rang n° 2 et n03

coïnci den t lorsqu'elles exis tent toutes deu x. Nous avon s déjà l'inégalité :
n03 s n02.

Defi ni ti on 4 .11. 5 :

Rang(P) '" Borne inférieure des ca rdin aux des familles génératrices

de P
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En fa it, il s'agit à prop reme nt parler des tamlfesa génératrices du modvlotoe

engendré par P L'avantage de celle définition est qu'une telle famille existe

tou jou rs: il suff it de pren dre P Cette définition coïncide probab lem ent avec
la suiv ante, lorsque celle-ci a un sens.

Defini ti on 4 .11.6 :

Rang(P) '" Inf des cardina ux des fam illes génératrices

non-redondantes de P

De fin iti on 4,1 1.7:

Rang(P) '" Borne supérie ure des familles non-redondantes engen drées

par P

Cette dern ière d éfinition es t sans int érêt ca r il est poss ible de cons truire

des famill es non- redo ndantes de taill e fin ie que lconque. Dan s DZC3, pour

tout entier pos itif n donné, con sidérons la fam ille des p- 1 vec teurs de la
forme (n-p, n , n+p) pour p__O à n

Elle est non-redo ndante , car si on veut expr imer un vecte urs en foncti on des

autres , il faut appliquer le théorème de résolution des systèmes linéaires:

p((n-p, n , n+p)/(n-q, n , n+q)) = inf (p-q . q-p)

Cela donne les coeff ic ients de la plus g rande sous-sol ution du sys tème

con sistant à exprimer le vecteu r n° p en fonct ion des autres . Or, il es t aisé

de vérifier sur ta coordonnée "du milie u" que:

Lq"p inf{p-q, q-p) .(n-q, n n+q)) < (n-p, n n+p)

Ce tte fam ille est donc non-redondante.

Ce de rnier résult at prouv e aussi que le rang de la déf init ion n" 4.11 .6,

associé aux familles génératrices non -redondan tes de P n'est pa s croissant

avec l'Inclusio n. puis que nous avons construit des ensembles de rang n

quelconque inclus dans DZC3 qui est de rang 3.
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Bref , il est diff ic ile de vo ir cla ir dan s le cas gé néral, d'au ta nt plus qu'i l

fa udra it do ubler les définitions ci-de ssus pour les comb ina isons linéaires
fin ies et les com binai sons linéa ires infinies !

Nous a llons dor énavan t nous limi ter à un cas plus simple . dans leque l

quelque résul tats suppl émen taires pourront être obtenus, notemmen t un

résultat d'unicité de ba se.

4.12 Famill es généra lrices non-redondantes et minimales.

Dorénava nt, 0 est l'un des dioïdes DZC ,DZD,DRC,DRD, et le modu!oïde M est

libr e, c'est à dire il est de la forme De ou S est un ensemble que lco nq ue

d'indices , muni de sa structure canonique, qui en fait un modu loïde comp let.

Ce cas recouvre tous ceux que nous aur ons à man ipuler, en particulier les

mat rices et les sér ies formelles.

Nous nous intéresse rons à un sous-moduloïde M de Os, et aux part ies

g éné ra trices P de M. Parmi ce lles -c i, nous c herch erons celles qu i sont

non -redo ndantes ou même ind épen dantes. Nous no us inté resse ron s
uniquement au cas ou P est finie et MO est le rnooutctde engendré par P par

com binaisons linéaires fi nies.

Si une partie P est génératrice de MO alors tout vecteur de P possède une

décomp osit ion en comb inaison linéaire de vecteu rs de P

Lemme 4,12. 1:

Soit g un vecteur de P si g s'éc rit

9 '"' L le P À1·f

avec Àg < e alors la partie P est redondante et

9 - LfeP f;tg "f· f
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ü em c nstraucn:

Elle résu lte du taft que la multip licatio n, dans le ca s d'un moduloïde Os est

con tinue à droi te et à gauche et du lait que si 0 est l'un des dorees ORe,

o z e , DZD. DAO. pour tout scalaire À.

),.< e => Limn.>+_ Àn = {: = < 00

Notons À9 • 1.1. < e Alors:

9 ,. ~ .g e Lf.,g À,.I
'" ~ .( Il .g ID L,.,g J.,.f) ID L,.,g ).,..1
"' 1.I. 2,g e L fl9 (Àf• œIl. À,.). I

"' 1l2.9 EflLI1g À1.I

En procédant ains i par récurrence, il vien t

v n g .. Il n .g $ L l"0 Àj.l

Donc par "continuit é à gauche " du produit.

g = c.g (El L"09 Àf.f .. L I..g À,.I

Thé orème 4 .12 .2 :

Dans Os, si un sous-moduloïde M possède une base G, c'es t à dire:

-aucun vecteur de G n'est comb inaisons linéaires des autres ;

-tou t vecteur de M est combin aison linéair e finie de G:
alors celle-ci est unique, modulo une multiplication de ses éléments par des
sca lair es inversibles (d istincts de e et de (0).

Démons t rallon :

Soient F et H deux parties génératrices d'un même moduloïde . Alors :

'V IE F f = Lh..G À1,h·h

't;J h e H h= Lk F llh,f.1
Et da ns c haque combina ison liné aire, i l n'y a qu'un nombre fi ni de
coe fficients distincts de E . De plus:

't;J (f,h) e FxH, Àf,h:S: P(f/hl el ~ h,f s: P(h/f)

A lor s .

'ri 1 e F I", L h ,; G Àt.h·(I.kEF Ilh.k· k)

'V h E H h = L IE F Ilh, " (I.'EG À1,I. I)
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Donc:

V f e F f - Lk eF ŒheG ÀI . h·~ h.k)·k

V he H h - ~Ie G Œ'e F Ilh,l·ÀI.I) .1

En appl iquan t le le mme 4.12.1 , si on suppos e les fam il les F et G

non-redondantes :

'V f e F L he G Àr .h'~h ,l - e

'V h e H L ie F ~ h . I . Àf,h = e
Comme il n'y a qu'un nombre fini de term es distincts de E dans ces sommes,

et que le diotde est totalement ordonné :

'V 1E F 3 h E H À1,h.ll h,! = e
V h E H , 3 f E F Il h,!.Â.r.h '" e

ce qui impl ique

'<! f E F , 3 h E H P(flh ).P[glh) . n(f,h) • e

'<! h e H , 3 f E F P(hl f).P(fl h) = n(f,h) • e

Comme r.:(f,h) = e si et seuleme nt f et h sont égaux, à une mult iplication par

une consta nte inversible près, te théor ème est démontré '*

4.13 Un contre-exemple dans le cas des combinaiso ns infinies .

Considéron s DZC comme dic ide . et le moduloïde OZCN, c'e st à dire les suites

à coefficien ts dans DZC. Nous définirons M comme le sous- moduloïde des

suit es c ro issa ntes tendant ver s + 00 , comp létée s pa r la suite E . C'est un

sous -mod ulotde comp let pour les max-som mes. Il n'est pas comp let pour les

min-som mes, car on peut faci leme nt déf ini r un ensemble de su ites tendant

vers 00 , dont la borne infér ieure ne tenc pas vers 00 ; il suffi t de pre ndre

l'ens emble des suites hp de la forme:

hp(n) - 0 si n s:p
hp(n) _ n-p sinon .

La borne inférieure de l'ensemble de s suites hp est la suite cons tante nulle .

Consi dérons la structure de M associée au max. Nous allons construire deux

familles dist inctes F et H, libres et gén ératrices par combinaisons linéa ires
infinie s. Cell es -ci seron t ind icées par NxN:
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Fam ille F-

fk,l(n) - E si n -c k
fk,l(n) .. e - 0 si k :S n :S k + 2.1

fk,l(n) - 1 si n > k + 2.1
Famille G:

gk,l(n) = e si n e k

gk,l(n) = e - 0 si k S n s k + 2.1+1
9k.l(n) = 1 si n > k + 2.1+ 1

F et G sont libres el génératrices de M par combinaisons linéaires infinies.
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Chap itr e 5

Propriétés de matri ces dans les diold es or donnés.

5.1 Définit ions préliminaires.

Nous allons trav aille r avec 0 2 mun i de la structure de d.otoe qui a été

déf inie en 2.5.1 par'

(x ,y) <1> (x',y') = (x <1> x' , y <1> y')

(x,y) (x' ,y') _ «x x') '" (y y') (x y' ) <1> (y x'))

où
l'élément neutre pour la loi œ est (e.e)

et l'élémen t neut re pour la loi est (e, c)

o est identifié au sous ens emb le de 0 2 des coupl es do nt la de uxième

coordonnée vaut e par

(x cl ... x '\;f X Ë 0

On notera (E e) '" 6 Cet élémenl joue un rôle analogu e au "i" des nomb res

complexes usuels car 62 ... e (-e n'existe pas) , et tout couple P",Il) de 0 2 peut

s' iden t ifi er à
P.., ~I) '" À.e ID j.I.0

Dans un coup le (À,!J.), ~. jo ue le rôle de partie réelle , tandis que 1.1 jou e le rôle

de pa rti e imagina ire , mai s au contraire du cas usu el , les nombres

"imagina ires- son t les nom bres "néga tifs"

Nous id enti fierons toute matrice carr ée M de dimension n à graphe valu é

G(M) comportant n sommets numérotés 1 à n el relié s par n2 arcs tels que

le po ids de l'arc reliant i à j soi! M i.) Celte con venti on signifie que tou is

les arcs sont pris en compte, môme ceux dont la va luation est E.

En plus des notions usuell es de boucle. cycle élé mentaire et chemin, nous

aurons à travaille r avec des familles d'arcs valués de G{M). dans lesquelles

un a rc peut appara itre plusieurs fois .
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Dé fi nit ion 5.1. 1 :

Un~ p de G (M) est une fonction de G(M) dans N, où pour tout arc a de

G(M), p(a) est le nombre o'occurcnccs de a dans le parcours p.

La~ L(p) d'un parcours est le nombre d'arcs qu'H con tient. c'est à

d ire

L(p) = L ae G(M) p(a)

Le JlQ.l.Q..[ W(p) d'un parcours est le produit au sens du diotde du poids de ses

arcs, comp tés avec comme ordre de multiplici té leur nomb re d'occurences.

W(p) = nae G(M)(v(a))p<a)

ou
v(a) est la valuation de l'arc a, c'e st à dire

v(a) = M,.! si a est l'arc qui relie le sommet i au somme t j .

Nous noterons PG(M) l'ensemble des parcours du gra phe G(M) associé à la

mat rice M

Parmi les différents pa rcou rs possibles de G(M), il Y a deux cas pa rticuliers

qu'il ne faut pas confo ndre :

• le "parcours vide" noté 0 , où 'ri Cl é G(M), ,, (a) = 0, qui vérifie,

L(" I' O et W(" I.e
• les parcours dont tous les arc s de multiplic ité non nulle so nt va lués

par E dans G(M), pour lesquels L(p);tcO mais W(p)_c

Nous aurons à cu mule r des parcours. Formelleme nt. ce la revi ent à faire

l'addition usue lle des fonc tions cor respondantes: pour tout arc a, le nombre

d'o ccur ences de a dans le cumul de p et p' est la somme usu elle de p(a) et

de p'{a )

Déf ini ti o n 5.1 . 2 :

La somme de deux parcours p et p' de G(M) est définie par

v a E G(M) , (p+p')(a) .. p(a) + p'(a)
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Pr o pr iét é 5, 1.3:

L(p+p ') = L(p) + L(p')
W(p+p ') = W Cg) W(g') (mult iplicat ion du dioïde)

G(M) peut être identif ié au pa rcours pour leq uel. 'Va e G(M). p(a) -1 De

mêm e, tout e par tie de G{M) est un pa rcou rs pour leque l, v a e G(M),

pla ) E (0 ,1 J

Nous identif ieron s toute permutation 0 de 11 ..n} avec le parcours défini par
si (Li) vér if ie j=o (i) alors p(M,) '" 1

sinon p(Mô,j) = 0
Cetl e convention signifie qu'on ne compte dans p aucun arc issu d'un somm et

i tel que o( i) d

Rapoeûcns que toute permut at ion se déco mpose en permut at ions ci rculaires.

Un pa rcours de G(M), s' il est une permutation , doit êt re lnterprèté co mme

une réunion de cyc les élémentaires (permu tat ions circulai res ) du g raphe

G(M). Ces cycles sont disjoints: ils n'ont aucu n sommet ni arc en com mun.

On notera P(k) l'ensemb le des parco urs de G(M) qui sont des perm utations de

longueur k, au sens de la dé finition 5.1.1

De même, un chemin reliant un somme t p au sommet q (en pa ssant

év en tuel lement plus ieurs fois par le même arc) est un cas part ic ulie r de

parcours de G(M) On notera C(k ,p,q) l'ensemble des chemins de longueur k

qui rel ient le noeud p au noeud Q

Si Mr dés igne la r-ième puissance de M au sens du dioïde , alors le terme M\ j

est la somme (au sens du dioïd e) du poids de s chemins de longueur r qui
relient le somme t i au sommet j
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5.2 Bidéterminanl et perm anent.

La définition du bloéterminant a été introduite par M. MINaU X et M. GONDRAN dans

(DSIMA1]

Défin ti o n 5.2 .1 :

On appe lle blo étermina nt d'une matrice carrée M à coeff icients dans 0 2, le

terme noté Bid (M) apartenant à D2

Bid (M) = Lo E P(nJ W (a) 0 plo)

où p(a) désigne la parité oc la permutat ion cr

On appelle permane nt d'une matr ice carrée M à coeffici ents dans D2, le

ter me noté Perm(M) apartenant à 0 2

Perm (M) .. Lo {' P(n} W (s) - Bid(M).(e Œl8 )

Pour une étude des propriétés du permanen t et du bidéter minant, le lecteur

po urra consulter les ré féren ces (DISM A 1j el [D ISMA2 ). Il y tro uvera

notemm ent le théorème suivant , du à M. MINOUX et M. GONDRAN qu i établit

l'analogie entre le bidé terminant et le déterminant usuel.

Th é o rè me 5.2.1:

Soi t M une mat rice carrée de taille nxn., à coeffic ients dans un dioï de

tota lement ordonné. l es de ux cond itions suivantes sont équ ivale ntes:

al Il existe une parti tion des lignes de la matrice (ou de ses colonnes ) en

deux familles que nous noterons C l à Cp et Cp., à en' et des coeffi cients
À, . .. Àn ' non tous égaux à E, tels que'

L i.1..p x.c,= Lj ~ 1 ..p ""j,C j

b) l e bioétermtnant de la matrice se factorise en

Sid( MI - "(e ., A)

où À est un élement de D2.

5- 4



Proprié tésoomalrc es dans lesdioïdes ordonr>és

Remarquons que si Bid(M) = .. À(e ® 0), À peut être pris appart enant à D, car

si À ., (n, I3). À(e $ 9) = (a $ p ,a e p) = (0.1$13 . E).(e $ 9) Cela sign ifie que la

partie réelle (ou "posit ive") de Bid (M) est égale à sa par tie imagin aire (ou

"nég ati ve") .

Ce théo rème peu t do nc être Inte rprè t è ain si il existe une co mbinaison

linéa ire "nulle" des co lonnes de la matrice (en fait don t la "partie négat ive"

es t égal e à la "pa rt ie positive") si et seulement si le bidéter minant est

"nu!" . c'est à dire sa part ie "négative" est égale a sa partie "positive "

La co nd ition "a " signifie Que les co lonnes de la mat rice ou ses lignes sont

dépend antes au sens donné dans le chap itre 4. Ce lle dépendance est donc ,

com me en algèbre usue lle. assoc iée à la "nullit é" du "déterminant"

5.3 Le théorème de Cailer· Hamilton

Le théorème d e Oailey-Ha milt on ré su lte seu lement des p ro pr iétés

combinatoires du calcu l matriciel. comme cela a été montré dans [DISMA5].

Dans le cas d'un dioïde ordo nné, la d émonstraio n est plus simple Que dans le

cas général, du fait de l'idempotence des éléments pour la loi e En effet . il

est inutile de~ combien de fois un même terme appa raît da ns une

somme.

Définit i on 5.3.1:

Le .!:!..!Q.QlynÔme ca rac té rjsti que d'une matr ice M à coe ffic ients dans D2 est le

po lynôm e d'une var iab le À de D2dé fini par

"'M (>') • Bid lM '" aX E)
où E est la matri ce identité du dioïde Mn.n(D 2)
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Rema rque s :

(~ M (),,) est un polyn ôme de degré n. dont le ter me de degré n vaut

to ujour s in/."

(JlM p..) est un polynôme à coefficients dans 0 2 , même si tous les termes de

la matrice M appartiennent à D.

Pro pr iét é 5.3.2:

Si on écri t :

q' M ()·) " 9,,).," $ 41k 1..~ $ $ 410

a lo rs

\f k E {O..n J

Th éorème 5.3 .3 :

Pour toute matrice M à coefficients dans 0 2.

"'M (M) = (e El> ;).K
où K est une matrice à coefficients dans D.

Ce la s'int erpr ète com me la null ité de 4>M CM), c'est à dire que sa part ie
"positive" est égale à sa parti e "néç ative"

nem cn str auon :

Cons idérons une matr ice M comme un tab leau de n2 vari ables for melles

di st inct e s

C1>M (M) = 4J" M nœ.. ... 4\ M k $ ... €El 4>oE

L'expression ci- dessus esl alors un polynôme en ces n2 variab les for melles ,
que l'on peu t séparer en deux classes, les termes qu i ont comm e coeff ic ient

e et les termes qui ont comme coefficient 0
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Pour prouve r le théorème, il fau t montrer que les som mes (au sens du diclde

0 2 ) des ter mes de chacune de ces classes sont éga les. Dans le cas d' un encree
ordo nné, comme tout éléme nt est idempotent pour la loi ë , il su ffi t de

montrer q ue cha que ter me qu i appara it dan s une class e apparait au moi ns

une fo is da ns l'autre crasse .

Pour k E {1. . n} le terme Ok M k est une matrice dont le terme de ligne p et

de colonn e q est donné par-

'" e~ .[Lg E F ( ~ .p.q ) W(g) Op(g) 1

Ou F (k,p ,q) est l'ensem ble des couples g..(s.c ) de parcou rs de G(M) co mposés

d'un chemin s de longueur k reliant p à q et d' une permuta tion 0" de longueur

n-k

On no te pour un lei coup le g..(s.o)
p (g) ., pant éto) W (g) = W (s) + W (0)

Pour mon tre r le théorème, il suff it de mon tre r q ue tout couple g ., (s ,o"),

ap part enant à F(k ,p,q) , peut êt re transformé en g' :(s', o"') app art e na nt à
F(k' ,p,q) pou r k' E {1.....n} te ls que g et g' définissen t le même pa rcours de

G(M ) avec la condition suppl éme nta ire suiva nte : la perm utat io n 0 ' est de

pa rité oppo sée à la parité de a ou (excl usif) la par ité de k' est opposé e à
celle de k

Rapp elions que la parit é d'une permutation est éga le à la parité du nombre

de cycle s éléme ntaires de longueur pa ire qui la composent.

Co nsidérons 9 = (s , 0 ). Deux ca s, divisés chac un en deux sous -ca s, sont à
d is t ing uer ·
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t er cas; Le chemin s rencontre un cycle étement atre de (J , noté c.

Il
n-6

Parc ours
deF(3 , 2,1

----.... Chemi n de 2 à 1
De longueur 3.

"' '' ''-~IIP. Pe rmutat ion
De longueur 3

On dé finit s' com me étant la pe rmuat ion 0" privée du cyc le c (c 'e st

èven tuellemnt un parcours vide). On définit s' comme étant le chem in de p à
q obtenu en ajoutant à s le cycle c.

n. 6 ri:Nouveau
pa rcours

qui appartie nt à
F ( 5 , 2, 1 ) ' )

\"""i

-----. Chemin de 2 à 1
De longueur 5.

'''''''''''11111111'' Pe rmu tation
De longueur 1

Il faut alo rs distinguer les deux sous-cas suiv ants.

al c est de longueur paire . Alors cr' est de pa rité opposée à celle de (J ,

et la longueur de s'est de même parité que celle de s.

bl c es! de lonGueur impai re. Cell e foi 0 ' est de même parité que cr,

mais k' , longueur du chemin s' es! de parité opposé e à k.
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zème cas: Le chemin s ne rencont re aucun cycle élémentaire de 0

Alors, la pe rmutation 0 , qu i est de longueur n-k , rencontre n-k sommets

dist incts. Il y a en tout n sommets , donc le chemin parcourt les k sommets

resta nts . Le che min, qu i est composé de k arcs, rencontre k+ 1 foi s un

sommet. Il y a donc obligatoirement un sommet par lequel s passe au moins

de ux fois . Pa r co nsé quent, le che min s cont ient au mo ins un cycle

élé mentaire noté c . On peut ajouter ce cycle à la permutation 0 pour obten ir

une nouvel le permutation, 0 ' car ce cycle ne rencontre pas o .

n; 6
Parco ur s

qui appart ien t
F ( 4 .2 6 )

":'! ~ Chemin de 2 a 6
, De longueur 4.

*i~ Perm ut ation
De longueur 2

On déf init o' com me étant la perrnuatic n cr à laquelle est ajoutée le cycle c.

On définit s' comme étant le chem in de p à q obtenu en suppriman t le cycle c

dans s

n· 6 Rn'Parcours
qui appar tient à

F (2 2 .6 )
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A nouveau , il faut distinguer deux sous-cas.

al ç est de longueur paire . Alors 0' est de parité opposée à ce lle de 0

et s'est un nouvea u chem in de p à q don t la longueur est de même

parité que celle du chemin s.

hl c est de longue ur impa ire . Celle foi 0' es t de même pa rité que 0 ,

mais k' longueur du chem in s' est de par ité opposée à k.

Par conséquent , tout parco urs g dont le poids app araü co mme coe fficient

dans le bipoly nôme caractérist ique peut être décom posé de deux maniè res

qu i son t assoc iées à des puissances de 0 de parit é différen tes . On a donc

véri fié que ch aque monôme en n2 coefficie nts de la matrice, auqu el est

a sso ci é une fam ille de cou ples (s.c J, appar aît multip lié pa r s à une

puissance pair e.c'est à dire e et par 9 il une puissance impaire, c'est à di re 0

5.4 Matrices et opération étoife .

Nous allon s maintenant étudier tro is aspects des prop riétés d' une matrice à
coeff icient dans un ctorde 0 qui sont liés:

· Ies propri étés de "convergence" de A"

-re com portement asym ptot ique de la suite Ap

-tes valeurs propres de A.

Nous avons vu que l'étoi le d'un opérateur pe rmet de résoud re les équations

impl ic ite du type:

X =A.X @B

Si A est une mat rice, l'opérateur A* s'ident ifie à la mat rice A" Rappelions

les notations de KLEENE:
A' _ Ln",o An

A" - Ln",lAn
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Il est important de ca ractérise r les matrices pour lesquelles A· et A+ n'on t

auc un coefficient égal à oo, Nous dirons dans ce cas que A' et A+ conv erge nt.

Th éor èm e 5.4 .1:

Soit A une matr ice carré à coeffic ients dans un dioïde D, do nt aucu n

co eff icient n'est éga l à "". Si A ne contient aucun cycle élémentai re de poids

total supé rieur ou égal à e. pour l'ordre canon ique associé à l'ad di tion du

diorde. A' ne cont ien t aucun coef ficie nt égal à ee .

La réciproque (condition n écéssaire) est vraie dans le cas des dlctdes DRC ,

DZC, DZD et DRD.

Démo n str ati on:

Ce résul tat est facile à mont rer à partir de l' interprétation g raphique de la

matr ice. Notons n la tai lle de la mat rice et fixon s i et j deux sommets. Soit

~ le maximum des poids des chemi ns de longueur inférieure ou éga le à n. Par

hypo thèse, tous les coeffic ien ts de la matrice son t finis, donc Il < 00 .

Le coefficient (Li) de la matrice Ap est la max-somme de tou s les ch emins

de longueur n reliant le sommet i au somm et j.

Toul chemi n de longueur p reliant i à j es t la som me (au sen s 5.1.2) d'un

ch emin de longu eur infé rieur ou égale à n, et de cycl es élément aires. Par

conséquent. si tous les cycles sont de poids inférieu r ou égal à e,

v o API.j S Il œe
Et donc,

'V(i,j) A\j "' L p~ O APi,i :S: Il e e

Dans le cas particulier de o z e et DRC, montrons la con dition néc éssave pa r

sa co nt rapo sée : s'il exis te un cyc le été mon tat re de poi ds supé rieur
strictemen t à e, il y a des coeff icients infin is dans A· Co mme A· majore

tous les AP, il suffit d'extraire une suite (AO{p}l.l) tendan t vers + 00.
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Choisissons un cycle de poids (J) > e. dont la longueur est notée c. Il existe au

mo ins un sommet i sur ce cycle. Il est alors immédiat que :

A k ,c i.i 2:: (J)k au sens du c.otoe.

Dans le cas de DRC, DRC, cela s'éc rit, tradu it en algèbre usuelle:

A k, c1,i :<= k.œ avec œ > 0

Et par con séq uent,

A k .c" j _> +"'" lorsque k -> +"'"

Le même raisonnem ent est vrai, en inversant les signes, dans DZD et ORO .

5.5 Valeurs propres.

Dorénavant, nous nous Iimterons au cas de DZC. DRC, DZO et ORO Nous ne

ferons que la théorie des va leurs propres assoc iées aux vecteurs propre s

à gauche .

La no tion de vale ur propre est liée à la not ion de point fixe, en ette t.

écr ivons que X est vecteur propre d'une matrice A pour la valeur propre À.

AX . l.X

Si À es t inver sib le, ce qu i dans DZC, DRC, OZO ou DRD signi fie que À est

distinct de E: et »«, X est alors un poin t fixe de J. : t, A Il Y a donc 1.Q..l.Ii.Q..u. un

vecteu r propre assoc ié à À obtenu par (À· I. Ar V ou V est un vecteur

que lconque . Cependan t, la matrice (À· '. Ar a en géné ra l de nomb reux

coeffici en ts infin is et les vecteurs propr es ains i construits on t a lo rs peu

d 'i ntérêt.

Dans le ca s ou la matrice A est un scalaire. Si À 7- A, les vecteurs propres

associés à À sont seul ement e et ""'.

Pour construire une théo rie intéressante, i l es t donc nécéssair e d'impose r

des contra inte s sur les vecteurs pro pres: abse nce de coordonnées égales

à E (qui joue le rôle du zéro) ftt absence de coord onnées éga les à ""'.

Comme nçons par étudier le cas des valeurs propres éga les à E Dans ce cas ,

un vecteur propre doit être solution de M.X. E
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Lemm e 5.5.1 :

L'é quation M.X = e posséde une solu tion di stincte du vecteur c. si et
seuleme nt si M possède une co lonne de coe fficients égaux à E .

Démonstr ati on du lemme ;

Si la sctuno nr X possè de une coordonnée XI distincte de e, comme il existe un

ind ice i pour lequel Mi,1est distinct de E nous avon s (M.X)] ~ Mi,j,X i > e

Réciproquement. si la colonne j de M ne contient que de s E, on peut pre ndre

comm e solution le vecteur X dont les coe ffic ients sont tous égaux à E, sauf

ce lui d'indice i qui est éga l à e Il

Théor ème 5.5.2 :

Si M est une matrice dont aucune colonne ne contient que des c, tou te valeur

propre de M est strictement supé rieure à c.

ü émon s tt a uo n:

D'après le lemme, tout vecteur X distinct de e. en par ticulier tou t vecteu r

propre assoc ié à une valeu r propre À, vérifie M.X > E. Comme le vecte ur propre

possède une coordonnée XI distincte de e. et com me Il existe un indice j pour

lequel M J,I est distinct de e nous avons

(M,X)i" p... X)] ~ M],I,XI > r

donc néce ssairement, À > C Il

Par conséquent , l'ét ude des va leurs propres n'offre d'int érêt que si on se

place dans le cadre de la déf inition suiva nte.

Dé f in iti on 5.5,3 :

Soit M une matr ice dont aucun coe fficient n'est égal à ee. Un scalai re À est
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une va lqur propre l inie (à gauche) de M, si et seuleme nt si:

À. {' .-I
et il existe un vecteur co lonne X dont au moins une coordonnée est d ist incte

de 10 et toutes les coordonnées sont distinctes de 00 , ter que :

M.X = À.X

X est appe lé vecteur prop re associé à Î,

5.6 Valeurs propres d'une matri ce irréductible à coe fficients distincts de 00.

Nous all ons d'abord ét udi er les va leu rs propres finies d' une matrice M

irréduct ible, c'es t à dire dont le gra phe ne possède qu'une composante

forte ment connexe. En part iculier M n'a aucune ligne identiquement égale

à 10. Nous suppo se rons toujou rs que tous les coeff icients de M sont dis tincts

de -

l em me 5.6.1 :

Si M es t une matr ice irréd uct ible , il suff it que l'un des coefficient s de M'

soit éga l à 00 pour qu'il le soient tous.

u émonstrauo n:

S'il existe un arc de G(M') valué par <><> , comm e M est irréductible (le graphe

constitué par les arcs de va luati on dis tinct e de 10 est for tement connexe),

pour tout co uple (i ,jl. pou r une puissance p adéq uate , (M"P)i,j • 00 car ce

terme cont ient le poids d'u n chemin passa nt par l'arc valué pa r 00. Donc tous

les coeff icients de (MT qui majorent ceux de s puissances de M- , son t

égaux à 00. Pour conc lure, i l est aisé de vérifier que (MT = M' •

Le mm e 5.6 .2:

Si À esl valeur propre finie d'uno matrice M irréducti ble, les matrices
(À · l .M) " el p..- l .M ) + "converçent" c'est à dire aucun de leurs coeff ic ients

n'est éga l à 00 .
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Oémonslr alio n;

Soit M une telle mat rice, J,. une valeur prop re fin ie associée à un vecteur

propre X , J,. est inversible et nec éssalrement X esl point fixe de J,.- 1.M • donc

kl. M.X =X

p, I . M) n.x = x

et comm e l'addi tion est idempotente
(J,..l .M)*.X =~( J,. · '. M ) n . X = X

Suppo sons que (J,.. I .M)* "ofverqe" Alors le lemme 5.6.1 implique que tous les

coeff icients de (J,.. I .M)' soient égaux à '"". Donc en multip liant par un vecteu r

X dont un coeffic ient est dist inct de e. on obtient sur la ligne correspondan te

le résu ltat '-"'.

L'égalité (J,. .l .M)".X = X implique donc que les coefficients de X dis tincts de e

soien t tous éga ux à '"", ce Qui est incompati ble avec la dé fin ition adopté e
pour les vec teurs prop res .

Pour que M possède une va leur propre el un vecteur propre assoc ié qui
sat isfa ssent la définition 5.5.3 , il faut donc que (À.1.M)* "converqe _

Th éorèm e 5.6 .3 :

Une mat rice M irréduc tible dont aucun co efficient n'esl éga l à 00 po ssède une
unique valeur propre fin ie À 0 défi nie pa r

À° - Lo cyctes ce la matrice M W(a )lI L(o)

ou
W (a ) est le poids du cycle a

L(a) est la longueur du cycle a

Si j est un ind ice qui appa rtient à un cycle réalisant le maximum dans la

formu le ci-dessus, alors la col onne j de la matr ice p, o. l . M) -+ est vecteu r

propre de M.
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Dém on strati on :

Remarquons d'abord que pour toute matrice K, comme K* .. E (f) K+

i~j ~ K+,,) - K· i .j

et

Soit M une matrice sat isfaisant les hypothèses du théorème et so it ). 0

défin i par la formu le'

). 0 .. L<J cycles de la ma trice M W (a)l ll{o )

Le lemme 5.6. 2 implique que p..o.I .Ml + converge. Par conséq uent, en ext rayant

une co lonne de celt e matrice, on définit bien un vecteur dont aucune
coo rdonnée n'est égale à ""', et qui possède des coordonnées distinctes de e si

c'est le cas de M.

Soit j un noeud apparten ant à un cycle de poids moyen maximal de M. Alors
par définition de 1.. 0, p. o-l .M)+ j.j = (Ao·' .M)\I _ e

Notons y '" ().o.l .M )+ j la H ème colonne de la matrice ().o. l. M )+ Comme
().o.l .M) = ().o.l .M)+. p..o.l .M) , nous avons

W·' ·M).y • W ·' ·M). (1.o·'M) ' i
• (1.o· '. M). (1.o·'. M)' 1

_ ().o-l .M )+.,] = Y

et par cons équent M.y '" ).o.y c'est à dire y est un vecteur propre associé

à 1.°

Il nous reste à montrer l'unicité de la valeur propre fini e. Le lemme 5.6 .2

implique que pour toute valeur propre finie À, (À·l .M)* conver ge. Donc
d'après le théorème 5 .4 .1 aucun cycle de )..-l.M n'est de poids supérie ur à e.

Par conséq uent:

À 2:. L<J cycles de la mat rice M W {a ) l ll«I ) '" ÀO

Sail p le ppcm des cycles de la matrfce.. On véri fie aisément que pour tout
vecteu r propre x associé à une valeur propre À.

J..o.x .. Mc.x s).p.x
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Par co nséq uent , il es t aussi néc essaire que ).. 5 )..0, ce qui co ncl ut la

démonstration du théorème Il

5_7 Etude du moautoïae des vecteurs prop res d 'une matri ce irréductible.

Considérons une matrice M de taille nxn véri fiant les cond itions du théorème

5,6.3. Il est évident que l'ensemb le des vecteurs x qui satisfont à l'équation :
M.X _X

est stab le par comb inaisons linéa ires fini es ou quelconques. C'es t do nc un

sous- mod ufc tde com plet du modut otoe o n. dont nous allons recherc her des

fam illes génér atrices. Par définit ion, nous avons exclu des vecteurs propres

les so lut ions de M.X_X qu i on t des coo rdonnées égales à 00 , qu e nous

appel lerons vecte urs propres généra lisés.

Les résulta ts suivants seront do nné s sans d émonstrat ion , le lecteur

trouvera ce s démonstrations dans le rapport de recherch es INRIA n° 191

Déf in itio n 5.7 .1:

On appelle graphe cri tique d'une matrice M irréduct ib le le graphe obtenu en

conse rvant dans le gra phe associé à M seulement les arcs appartenant à un
cyc le de po ids moyen maximal ; un tel cycle sera appelé critique.

Th éor èm e 5.7.2 :

Une famille géné ratric e du moduloïde des vecteurs propres (géné ra lisés) de

la matrice M, associ és à la valeur propre ),° est donnée par les col onnes de

la matrice ()..o". M) - , dont les indices sont ceu x de sommets situés sur un

cycle de poids moyen maxima l de la mat rice.

Celte fami lle est en géné ral redo ndante, mais on peut en extra ire une unique

famille non-re donda nte, dont le cardinal est éga l au nombre de composan tes

for tement connexes du graphe cr itique .
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Le lecte ur trouvera dan s la même réf érence une étude d es projec teurs

spectraux

5.8 Sui te des puissa nces d 'une matrice.

Nous allons main tenant énoncer les prop riétés asymptotiques de la suite AP,

ou A est une matr ice à coe ffic ients dans OZC, DZO, DRC ou ORO. Comme

précédemment, nous ident ifierons toute mat rice carrée à un grap he or ient é

va lué .

l em me et dé fi n ition 5.8 .1:

Soit A une matrice ca rrée irréd uct ible à coefficients dans un ororoe 0 chois i

parm i OZC, OZO, DRC ou ORO, telle qu'aucun coefficient de A n'est égal à 00 .

Si A est irréductible il existe un scalai re À de 0 et un entie r positi f c , et un

ent ier N tels que:
(1) 'ri n > N, A r1+c = ).c.An

Un tel couple (I...c) sera appe lé couple de cyclicité de la matr ice A.

De plus, À est égal à l'unique valeur prop re finie de A.

(2 ) ). 0 = La cycles de la matrice M W(a)lIl(o )

W ( a ) est le poids du cycle 0

1(0) est la longueur du cycle 0

La Iormule (2) est vraie pou r toul c = 1(0'), ou 0 est un cycle qui réalise le

max dans la lormule (1).

n e m en s tr auon :

Nous ne donn erons pas une démonstration rigoureuse de ce rés ultai , mais

seu lemen t un e justificat ion int uitive . La démonstrati on com plète avec se

trouve dans le rapport INRIA n° 191 (ref.m.

5- 18



Proprié:és dema lricasd a" s les(l loTdesorooMé s

Rappelions que le coeff icien t (i.l) de la matrice Ap est la max-somme de
tous les chemins de longueu r n reliant le sommet i au sommet l- Lorsque p
est plus grand que la matrice, pour construi re un chemin de longueur p, il
faut "tourner en rond" dans les cyc les de la matrice. C'es t év idemment en

tournant dans le cycle de poids moyen maximal que l'on fai t crcitr e le plus
vite le poids du chemin _

Ce résultat ne se généra lise pas aux matrices non fortement connexe s Nous
obtiendrons cependant un autre résultat général dnas le cas des matrices

den t les termes diagonaux sont d istincts de e, que nous énonce rons comme
co rolla ire des prop riétés des sé ries fo rmelles croiss antes que nous

étudierons dans le chapitre 7
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Chapîlre 6
Opérati ons et parties rati onnelles dan s un dtc ïde odon n é.

Ce ch apitre est consacré à l'ét ude des opérations rat ionnelles dans un dlorde

ordonné comple t. Ces opérat ions qui sont ess ent ie lles en théor ie de s

automates et des langages sont associées aux "manipulations de systèmes "

usue lles : mise en sér ie , en paral lè le et en contr e réactio n Cela exp lique

pourquoi leur étude est importante

La plup ar t des r ésultat s que nous al lons énoncer se générali sen t

pro bab leme nt à de s dlo td es Quelconq ues , car nous n'utiti se ron s pas

exp licite ment la relation d'ord re . Ce lle-ci nous perme t cependant de no us
aff ranch ir des probl èmes de conv ergence de l'opèrantion "étoile" , alors que

dans un dloïde ou semi-anneau quelconque, l'opéralio n "étoi le" d'u ne sér ie

n'es t pas toujours défin ie.

Dans toute cette part ie, D est un diorde ordo nné complet, mun i de "ordre

canoniquement associé à sa max-addi tion .

6. 1 Clôture rationn elle et pa rties ra tionnellemen t clo ses.

Cons idérons une fonct ion f de la forme:

x -> À.x ou x -> x.),

ou À est un élément fixé de D.

Dans ce cas , f' pe ut ëtre ident if iée à ta multi pli c ati on à ga uche
(res pect ivemen t à dro ite) par

x" '" e E9l. n:!: lx n
Cett e identi fication d' un scalaire à un opérat eur ju stifie la convention

'Vx e D , xO '" e
qui permet d'éc rire

x' . 1 n2:0 xo
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Dé fin iti on 6. 1. 1 :

Les opé rations rat ionnelles dans un dictee ordon né comptet sont :

-la max -add ition.

-le prod uit du c.otoe

-ropè ra tio n étoi le x' '" e @ L n<:1xn

Ces opérati ons ont d'abord été étudiées dans le cas des langages. qu i ce sont

des séries formelles à coefficients dans l'algèbre de Boo le qui est un dioïde

ordonné comp let. 11 en est donc de même pour les séries à coe ffici ents dans

cette algèbre . Cette étude des opérations ratio nnelles s'app lique donc au cas

pa rt ic ulier des langages.

Dé fin it ion 6. 1,2:

Sail P une partie d'un dioïde ordonné com plet D. P est rationne llem ent close

(abbtév ié A-cl ose) si P es t sta b le (ou clo se) pour les op é ratio ns

ratio nne lles .

La clôt ure ratio nnelle de P est la plu s petit e part ie rat ionne llement close

cont enan t P et elle est notée P'

Justific ati on de la délln ll l on :

Just if io ns que p. est bien dé finie . Le di oïde D con tie nt P et est

rationnellem ent cl os, pu isqu ' i l est complet. L' in tersection des part ies

ra tion nellement closes contenan t P est donc défin ie et n'est pa s vide .

puisq u'elle cont ient P Il est aisé de vér ifier que l' intersection d'une famille

que lconque de parties n -croses est elle- mème n-crose. ce qui te rmin e la

preuve de l'exlstance de P' •

Remarquons pa r contre que l'union d'une fami lle de parties a -croses n'est
pa s forcéme nt R-c1ose.
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Il est évid ent qu'une partie R-cl ose contenant e et e est un sou s-dioïde.
Réc iproq uement. si P con tien t r et e , 'a A-clôture de P con tient le
sous-cotee engendré par P Ce ne sont pas nécessa irement des sous-diofd es

co mplets : il peuvent ne pas être clos pour les som mes infinies quelconques.
Dans cell e partie, nous ne nOlis intéresserons pas êll sommes inf inies autres

que celles introduites par l'opér ation étoile .

Pr o pr iét és 6.1.3:

Pour tout élément x de D,

l x")' • X

x2 = X (::) X =- x"

Si A et B sont des part ies de D:
(A ")' . A'

A C B ~ A' C S"
(Av B) ' contient A" v 8 '

6.2 Propriérés partic uli ères dans le cas commutatif :

On obtien t un grand nombre de règles de calcul supplémentaire s lorsque les
élém ents qui interv iennent dans une formule commutent.

Pro p r iétés 6,2,1:

Si deux éléments x el y commuten!:

(x II) yr = x'.y' =- y" .K"

(x ".y' )' .. K' .y ' =- y· .K'

Dém onst ratio n :

Il suffit de constater que toutes ces écritures sonl égales à

Li?O pc xt.yi
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On utili se pour cela l'idempotence dû s élémen ts pou r l'additio n. Il est inu tile

de dénomb rer combien de fo is un terme x'.y J cooa ratt et il su ffi t de vér ifier

que po ur tout couple (i,j), le terme corres pon dant apparait une fois au moi ns

da ns chaque expression .,

Con sidé rons une exp ress ion rationnelle . Elle déf init une fonct ion d e p o dans

P" , ou n est le nomb re de var iab les Qui apparaissen t da ns l'exp res sion. Il es t

alors inté ressan t de compare r les dive rse s expressio ns formelles pouvant

représenter ce tte fonc tio n, et surto ut leurs "hauteurs d'èt otte". c'est à d ire

le nomb re ma xima l d'opérat ions étoi les imbriquées dan s leurs écr itures , Par

exemple, la hauteu r d'ét oile d'une fonction polynôme est Q.

Théorème 6.2 .2:

Si les élém ents d 'une partie P commutent. tou te exp ress ion rat ion nelle
d'éléme nts de P défini t une fonction de ces élémen ts qui peut ètre écr ite:

X lB L linre Yi,Z ,'

où X, les Yi et les Zj sont des expressions pclyn ômlale s d'élém ents de P

Démonst ration:

Raisonnons par récurrence sur la haute ur d'étoile . Il suffit de prouver qu e

l'on peut réduir e la haute ur d'éto ile du ter me générique (x @ z.y '} ", où x, y, z

so nt de s exp ressions rat ionn elles de hauteur d 'é toil e stric tem ent in férieure.

(x Œ> z.y·) · '"' x·. (z ,y")'

- x· .{e $ z .y· lB (z,y'j2 lB (z .y·)3 lB (Zf)4 . . .. . )

- x· .(e <Il z.z· .y· )

.. x' $ z.(x Œ> y e z}'

C'est b ien une express ion ra tion nelle de haut eur d 'étoi le stri ctement
in férieure. On peut applique r ce lle manipu latio n jusqu'à l'obte nt io n de la
forme énoncée dans le théorème .
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Exemple:

Partons d'une express ion de hauteur d'étoile égale à 3,

y. l x e (z.Y· .I(1 (j) x"}' (j) y. (x (j) YIT (j) x (j) (1 (j) xTri <Il x·

'" y,{x (!l (z,y' ,(t' ,x' (f) y.x",y")' (f) x @ r .xT l (f) x'

.. y,(x œ (z.y ".(t ",xT .(Y.x· YT Et> x œ t' ,x")" ) œ x'

.. y,(x $ (z ,y·,t ",x".(e (f) y.y' ,x' ,y') œ x œ t· .x' )· ) œ x'

.. y.(x œ (z.y· ,x', !, œ a.y.y".x"! ' <$ x ffi 1' .xT) <$ x'

.. y,(x œ (z,y',x " t") " (z .y.y" ,x' ,t ')* ,x" .(t" ,xT l œ x'

= y,(x $ z· .y· .x' t' .x · t ' .x ') Œl x'

• y.x Œl y.z" .y' .x· t' 1) x '

.. y,x œ y.(x ED y li> z ID t)' œ x'

En utilisa nt les règles d'a bsorbtio n dans un oforo e ordon né. on pe ut enco re

simp lifie r l'expression cl-d essus. en effe t

y.x s y.(y' .x· ) S y.(z· ,y· ,x ', t")

le résu lta t final est donc

y.(z · ,y " x' ,n $ x '

ou encore :

y.(x e y œ z e t)' ID x'

6.3 Opérations ration nefles et ca lcul ma triciel.

Les op érat ions rationnelles sont aussi défi nies da ns tous le s d ioïdes

complexes con struits à pa rtir du dioïde 0 ,

Lem me 6.3.1:

a ' .b .ïc .a ' .b dldl'
(c.a - .b e d)'

[il] , .1a " \il a·b.cc a' b œ dl' c.a' i

~ (c .a· .b dl d)* ,c,a' ,, ===::~~::~~~~~=~
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Il est importa nt de remarquer que ce résu ltat est valable avec des
coefli c ien ts a, b, c , d qui peuvent eux-mêmes appartenir à des cerces
comple xes: mat rices carrées. séri es formell es etc Nous verrons dans la
démonstration qu'il n'es t même pas necessaire que les blocs a.b .c.d . soient

des mat rices de même taille.

Coro ll a i re 6.3 .2:

(b.d".c œa)' - a' œ a' .b. (c.a '. b e dr .c.a'
(c.a".b œdr.c .a' _ o' .c.ro.c-c (9 al'

Démo ns t rat ion du lemme:

Noton s M la matrice g lobale. M'est la plus pet ite solut ion de l'équ ation

d'inconnue X,

X.MX e E

où X est une matrice de même nature que M et E est la matrice identité.

En décomposant l'équation par blocs. elle se transforme en un système.
x _ a.x $ b.z lB e

Z - c .x $ d.z
y _ a.y œ b.t

t - c.y el d.t el e

JI fau t t rouver les ptu s pe tites solutions à ce sys tème en uti lisa nt la
"résolvan te éto ile"

y • at .b.t
donc t - c.a' vb.t ID d.t e 0

donc t - (c.a' .b <Il d)" et y "" a.b.Ic.avb e dl'

En procédant de même avec x et z, on obtient
x _ (b.d".c <Il al' et z '" d' .c.tb.d".c e ar
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On peut procéder autrement pour résoudre ce sys tème .

x = a' .(b.z œ e)

donc z = c. a' .(b.z ED e) $ d.z
donc z = (c.a'.b Œ oy.c.e' et x .. a' @ a· .b. (c. at .b $ dl ' .c.a '

L'unic ité de la solution minima le prouve les ide ntités du coro llai re .

6.4 Clôture rat ionnelle et représ enta tion d 'un élément rationn el.

Dor énavent . nous allon s co nsi d érer un dioïde comp le t 0 et un

sous-ense mble Ede D. Nous supposerons toujo ur s que E con tien t E et e.
mais E ne sera pas nécessa ireme nt un sous-diofd e de 0

En résumé :

D :> E' :> E :> {t,el ' = IE,e}

Nou s note rons Mn,p(E) l'ensemble dûs ma trices nXp à coeffi cients da ns E.

Com parons la clôt ure rat ionnell e de Mn.n(E) dans le dioïde ordo nné comple t

M (1 ,(1(0 ), que no us note rons M(1 ,n(E)' avec l'ensemble de s m atr ice s à
coeffici ents da ns E', que nous noterons Mn,n(E' )

Th éor èm e 6.4 .1:

Mo,oIE' ) = Mo,oIE)'

Démons t ratio n:

Nous allons d'abord montre r par récurrence l' incl usion

M(1,n(E)' C Mn,n(E' )
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Hypo thèse de récurrence à l'o rdre p

pou r 12J.!.1 doree ordo nné com plet 0 ,

pour toute part ie E de 0 et tou t entie r n !:: 2p

Mo.o(E)" C Mo.oIE' )

a ) Cas p=O. Le lemme prou ve que l'é toile d'u ne matrice 2 X2 a de s

coeffic ients qu i son t des exp res sion s rationne lles de s coe fficients de la

ma trice .

Com me EO contient E et es t stab le pour la somme et le produit,

A e Mz.z(E) , B E MZ.2{E) =-> A @ B e MZ.2(E' )

A e M2 ,2(E) , Be M2,2(E) ~ A.a e M2.2(EO)

Par co nséquen t, l'hypothèse de récurrence es t vraie à l'ordre 1 la clô ture de

M2,2(E) est incluse da ns M2.2(E ' ) .

mees générique. Suppo so ns l'h ypo th èse de récur rence vraie à l'od re p et

notons 2 P", n. Comme on peut complèt er les matrices par des lignes et des

co lonn es vides , il su ff it de prouver le résulta t pour 2p...l = 2.n

Nous util ise rons'

MZ.n.2.n(E) = MZ.Z(M n,n(E))

En appliqua nt le résultat que nous ve non s de mon trer à l'o rd re 1, aux

matrices 2X2 à coeffic ie nts da ns le dioïde Mn,n(D). et en remplaçant E

par Mn,n(E), il vient

MZ,n,Z.n(Er = M2,2(Mn,n(E))" C Mz.z(M I'l.n(E)")

En appli qua nt l'hypothèse de récurrence à l'ord re p, da ns le dioïde D, on

obt ien t le résultat voulu à J'ordre p+1

M2.n.Z.nCE)" C MZ,z(MI'l," (E)") C M2,2(M n,I'l(E' )) '"" MZ.n,z.n(E' )

Cela term ine la démonstration par réc urrence.

Pour montrer l' inc lusion inver se, Mn.I'l(E ' ) C Mn.I'l(E)' nous aurons besoin du

résu ltat 6 .4 .2 .
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Th éorème et d éfi nition 6.4 .2 :

So it 0 un diotde ordonné comp let , E un sous-ensemble de 0 et so ient deux

sous-ensembles de E, que nous noterons G et H, qui contiennen t tous deux e

et 8 .

Un élément x de 0 appa rtient à E' la clô ture rationnelle de E

si et seulemen t si

x peut s'écrire sous la forme'
x oc C ,A· .B

avec
C E M 1,n(H) , A E Mn.n(E) el B E Mn,dG)

où n est un entier naturel qui dépend de x.

Nous appellero ns cette formule une (H,E,G)-représentalion de x, L'ent ier n

sera appe lé la taille de la représentat ion (on évi tera les mots d'fmenslon' el

"rang- que nous n'avons pu cla irement défini r comme en algèbre usuelle).

Dém on s tr a ti on :

Les ense mbles E , F et H etant do nnés selont les hypothès es du théorè me,

app e lon s A l'ensemble d es éléme nts de 0 qui po ss èd ent une

(H ,E,G)- représentation, Il suff it alors de montrer que A con tient E et qu 'i l

est clos pour les opérat ions ratic nnetle s.

R conti ent E car tout élé ment x s'éc rit

(les cases vides contienne nt le co efficient El

Montrons que R est clos pour les opéra tions rationnelles. Soient x et y deux

éléments donnés avec leur repré senta tions rat ionnell es

x '" C,A' ,B et y '" C'.A".B'
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a lor s
x fI) y :< C.N .B œ C .A'· .B'

rAn ' Isl
= [illJ ŒJ ŒI

x.y _ (C.A' .B).(C'.A". B')

~'R
• @CI] ttEJ @j

x' _ (C.A' .B) '

. CE ~' W
(Les ca ses vides sont des blocs remplis d' c}

Nous avons donc montré que R est ratio nnelle men t clos et par con séquent

que R '"' E· •

Fin de la démonstra lion du théo rème 6.4.1:

Il nous restail à montrer l'inclu sion

Mo.o(E' ) C Mo,olE)'

Nous allon s effectuer la démon stration par récurrence sur p en considérant

des matr ices carrées de taille 2P

L'hypot hèse de récurrence à l'ordre pest"

pour tout dioïd e ordonné complet et toute partie E de ce dioïde ,
pour tout n :0:;: 2P.

Mo.o(E' ) C Mo.oIE)'
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al Cas p",O. Soit X une matri ce 2X2 à coefficients dans E* Les co eff ic ients

de la matric e ad mett ent tou s des ({E,e },E ,jc ,e}) -r ep rése nta t ion s Nous

pouvons suppo ser que toutes ce s rep résenations sont de même taille p en

ajou tan t éve ntue llemen t de s cases "vides"

x ~

En cons idé rant des blocs 2X2 dans l'écriture précéden te, on con state que

c'est une représentation (MZ,2(E), M2.2(E), M2.2(E)) de X et par co nséque nt, le

théorème précéde nt nous donne le résu ltat cherché '

X e (M,.,(E))"

eic cs géné riqu e. Supposons l'hypothèse vraie à l'ordre p. Notons n_ 2P. En

co mplétant éventue llement par des colonn es et des lig nes "vid es" . il suff it

de vér ifier la propri été pour les matrices de tai lles 2.n '" 2p· '

M2.o.2.n(E*) = M",,,(Mz,z(E' »)

D'ap rès ce qui a été mo ntré à l'ordre 1

M2 .0,z.o(E' ) C M",o(M2.2(Erl
et comme M2.Z(E) es t une partie du dictee ordon né complet des ma trices

carrées de ta ille 2X2 à coefficients da ns 0 et que l'hypothèse de récu rrence

est vraie à l'ordre p da ns tout dioïde de ce type. nous pouvons écr ire

ou

ce qu i te rmine la démon strat ion du théorème _

6· 1 1



Opérations 01parues ralion nelles dans un dioi de ordonoe

6.5 Minimalité do la représentation d 'un élément rationnel.

La taille de la représe ntat ion (H,E ,G) d'un éléme nt de E" dépend év idemme nt

des ensembles H, E et G.

Pr op r iét é 6,5 ,1:

Si x est un élément qui adm et une (H,E,G)· représentation el une (H',E',G')

représentation telles que

H C H', ECE' GC G'
alor s, la taule de la (H,E,G)- représentation es t supér ieure ou éga le à la

taille de la (H',E',G') représentation.

En lisant les démonstrations qui préc èden t, il est aisé de vér ifie r qu'en fait ,

dans H et G, on ne se sert que des éléme nts r et e. A priori, si on limite H et

G à {e, El , on obtien t une représentat ion maximale parmi les représentations

min ima les. Nous pouvons alo rs propose r la déf init ion suiv ante , qui n'aura

d'intér êt que lorsqu'elle ser a com plétée par des théorèmes construc t ifs,

lesque ls sont encore à trouver au mome nt ou ces lignes sont écr ites,

Définition 6.5 .2 (pro po sée) :

L'o rd re d'u n élément x de E· est le min imum des tailles de ses

rep résenta tions ({c,e},E,{E,e}) .

Il sera it notemment inté ressant d'ét udier s' il y a un lien ent re l'ord re d'u n

élément et le rang de la matr ice de HANKEL que l'on peut cons truire à par tir

de A, comme c'es t le cas en théorie usuelle des systèmes. Encore faut -il

déga ger la bonne not ion de rang. Les résultats de la théorie des automates,

qui s'appliquent au dtorde de " alg èbre de Boo le nous font propose r la
co njecture suivan te .
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Co nj ecture 6,5 .3 :

L'ordre d'un élément de E- est éga l au ca rd inal de la fam il le génératrice
non-redo ndante des ligne s (ou des co lonne s) de la matrice de HANKEL
associée à sa ({e,e),E ,{e,e}) -rep résen tat ion

Rema rquons encore que s'il est fac ile, par analog ie avec la th éo rie usuelle,
de con st ru ire une matrice de HANK EL à pa rtir d' une représentation

ratio nne lle, nous n'avons pas défini ceüe matr ice de HANKEL de manièr e
intr insèque. l a pa rtie la p lus d iff ic il e de l'énoncé ci- dessus est
cer ta inement la preuve de l'e xtstance d'une famill e génératrice finie des
lignes ou des colonnes de la matrice de HANKEL.

6.6 Applica tion au cas des séries formelle s.

A pa rt ir du théo rè me, nous po uvons retro uver le th éor ème de
KLEENE-SCHÜTZENBERGER sur les séries rationn elle s. Ce théorème est

va lab le dans n'importe quel diolo e. bien que nous n'en donnero ns qu'une
démonstra tion dans le cas des dioïdes ordonnés complets .

Dans ce théo rème , D est un dioïde Quelconque. r est un alphabet fin i et r ­
est le langage engendré par cet alphabet. Rappelions qu'une série rationnelle
est une sér ie qu i appart ient à la clôture rat ionne lle de l'e nsemb le des

polynômes . Pour tout mot ro, nous notons S(w) le coeff icient de fil dans la

sér ie S.

Th éor ème 6.6 .1:

Une série formelle S de D« r » est rationnelle si et seulemen t s'il existe un
enlier n, une matrice 8 appartena nt à M1.n(D), une matrice C appa rtenan t
à Mn,d O), et une application cDde r' dans M1,n(D) telles que:

-cD est un homorphisme du monoïde libre r" dans le monoïde constitué

par Mn.n(D) muni du produit des matric es:
-pour tout mot ru de f "

S(w) = B.<I> (w).C
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Dans le vocabu laire des séries fo rme lles, ce théorème signifie qu e les

sé ries sont rationnelles si et seulem ent si elles son t reconna issab les.

Démonstration:

Il su ffî t d'appliquer le théorè me de représ entation avec des ensemb les

judic ieusements chois is.

On trava illi e dans D« r::>::> , le dioîd e des séries forme lles à coeff icie nts dans

D, et à variables dans l'alphabe t r

L'en semble E est constitué des caractères de l'a lphabet et de s scal aires,

engendre les poly nômes par sommations et produ its finis , et sa clôture est

égale aux sér ies rationne lles ,

Tou te série ra tionnelle possède do nc une ( c,e ).E ,(c,e))-représentati on qui

s'écri t
S . C A"B

C et B sont des matrices dont les coeffic ients sont égaux à E ou e.

A est une matrice dont les coeffi cients sont des scalaires ou des

lettres de l'alphabet r

A peu t donc être écr ite

A = Moœlll~ r M(a) .a

où Mo et M(a ) sont des matrices à coeffic ients dans D.

donc

An est un polynôme de degré n en variables de r mais il n'est pas hom ogène à
cause du terme Mo qui peut intervenir Pour nous débarrasser de ce therme

Mo. util isons la formule
(a e b.o'c) ' • a" ID a' .bfc.av.b €fJ dl" .c .a'

avec d .. E et c '" e il vient

(a œ b)" '" a" œ a".b,(a" .br .a" '" (a" .b)'. a '
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Appliquons cette dernière formule avec a. MO el b '= L a€r M(a l .cl

A· • (L. o r (M' )· M(a ) .a )" (M') ·

Comme ( Mo)" est idempotent, on peut encore écr ire
A" • (L.or (M')"M(a) .(M')".a) "

po ur simplif ier les notations, posons
L(a ) • (M' )"M(a) .(M' )"

alors
A· .. (La €r L(a) .a)"

A· peut aussi s'écrire

A· "" La Er . K{(ll) .l,l

OÙ pour laut mol ('l , K(cu) est une matrice à coefficients dans D.

Dans ce cas, pour tout mot (1) de r· si on conca tène un caractère a au mot (1)

pour obtenir la chaine w. Cl , on obtient:

K(m.a ) • K(m).L(a ).

Le théo rème de KLEENE-SCHÜT ZENBERG ER est donc mo ntré, car
l'homor phisme $ est défini par

<]l(a ) '" L(a ) ,=(Mo)'. M(a ).{ MO)' pour tout caractèr e a

c1I (oo) "" K(oo) pour tout mot 00 .

Les matrices C et B sont celles données par le théorème de représentat ion li;

6.7 Cas des séries en variables commuta/ives.

Le théorème de KLEENE·SCHÜTZENBERGER tel qu'il est usuellement connu ne
s'appl iq ue qu'aux variables non-commutat ives. Or le thé orème de
représentation, tel Que nous l'avons énoncé, ne lait aucune hypothèse sur les
éléments de E. Ceux-ci peuvent commuter
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Ana lysons si la démonstrat ion précéd ente , qui app lique le théorème de

représentation pour montrer que les séries reconnaissables et rat ionnelles
coïnc ident est valable da ns le cas comm utatif.
Lorsque nous avons calculé le coefficien t K(w.a) à partir de K(w). nous avons

seulement dû multipl ier à droit e par L(a ) Il en résultait que le coeff icient
K(w ) esl obtenu en app liquant un homomorphisme . Par con tre . si les
variab les commutent, il faut tenir compte de tous les ord res possibles des
var iab les da ns le calcul des coeffic ients d'un monôme. Il n'y a pas ,

sem ble-t-il. de form ule simp le.

6.8 Conclu sion.

Nous avons obtenus deux résultats part iculièrement utiles. Le premie r nous

montre que la clôt ure rationnelle d'un ensemble de matrices est égare à

l'e nse mb le des matrices à coeffic ients dans la clôtu re rat ionnelle des

coeffic ients des matrices.

Le seco nd nous indique que tous les éléments de la clôture rationnelle d'une
partie E, peuvent être codés à l'aide trois matrices à coefficients dans E. Ce

théorème s'appliq ue en part iculier aux séries en var iables commu tatives, ce

qui n'est pas le cas du théorème de KLEENE-SCHÜTZENBERGER.
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Chapitre 7
Sér ies formelles util es à l'analyse des systèmes à évènement s

discrets,

Dans celte partie, nous allons étud ier en déta il les séries en une seule

var iable formelle, à coefficients dans l'un des dioïdes oze, DZD, DRC ou ORO,
parce que ce sont ceu x qui seron t utiles dans l'ana lyse des sys tèmes à.
évènements d iscrets . Nous nous intéresserons pl us particu lièrement aux

séries don t les coefficients sont cro issants.

Pour allé ger un peu la rédaction, nous ne cons idé rerons que le cas des

coefficient s ent iers Sauf les résultats "utili san t la "ouatlt é" et la
transfo rmat ion de CAS PI-HA LBWA CHS· tout ce qu i sera énoncé reste
valable dan s le cas des coeff icients réels.

7.1 Extension de la définition des séries.

Nous utili serons deux var iable s formelles dist inctes, qui seront
z pour les suites à termes dans OZC (cas où ffi = max),

S pour les suites à termes dans OZO (cas où œ = min).

Nous désirons travaill er avec des suites Indicées par Z que nous voulons
traite r comme des séries forme lles. Il fau t donc redéfinir les sommes et

produits de sér ies pour les indices néga tifs. Les opér ations sont définies en
prolongeant les règ les élémenta ires:

zt.zi .. zi<·j et

A lo rs
CL n l·z'). (L ~i·z l) ,. Lk" zŒi~ j " k a l . ~J ) . z k. • Max k€.Z(Ma xi+j"k (a l.~i)) .ok

et

Par abus, nous noterons encore:
DZC« z» l'ensem ble des séries formelles en z à indices entie rs,
D20«0» l'ensemble des séries formelles en 0 à indices entiers.
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Rem arque :

DZC« z» et DZD« ù» sont isomorphes par les transfor mation

~ unzn -> E un-1zn r vn8n -> r vn-1ù n

Défi n it i on s 7.1. 1 :

Une série est Q.I..Q..Q..Ul si et seu leme nt si tous ses coefficients sont distincts

de ""'.

Une sér ie est à support pos itif si et seulement si tous ses coe ffiocients

d' ind ices strictement négatifs va lent c

Une série est à suppor t négati f si et seu lemen t si tous ses coefficients

d'ind ices str icte men t posit ifs val ent e

les~ sont les sér ies dont les seuls coeff Îcien ts dist incts de
Sont Fln nombre fini el lous d'ind ice pos it'f ou nul

les séries for melles que no us avo ns int rodu ites peu vent au ssi être

ccnsid éreés comme des fonctions de Z à valeurs dans le diotde OZC ou DZO.

Définition 7. 1.2 :

le produit de HADAMARD de deux séries, noté SeT est la sér ie obte nue en
faisant le produit des co efficients de même ind ice dans S et T'

1: unz" e E vnzn '"' ~ un.vn zn

I: unon e 1:vnon = 1: Un.vn on
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P ro pr ié té s 7.1.3 :

e est com mutatif, assoc ia tif et vér ifie :

(U"' V)EH =( U e T) "' (V e n
(n .V e Tl = a .(V e T)

{z.V e Tl = z (V e z- 1T) pour le séries en z.

(o.V e T) = 0 (V e o" T) pour les séries en o.

Pro pr ié té 7.1 .4 :

La somme, le produit, et le produit de HA DAMA RD de deux séries propres est
une sérte propre.

7.2 Propr iétés de l'é toile d'une série

I l est ut ile de ca rac tériser les sé ries dont l'étoile "converge" c'es t à dire

dont les coef fic ients son t tous distincts de 00 ,

Théorème 7.2.1 :

R* est une s érie propre si et seulem ent si R est une s érie prop re et

sér ies en z:

'1 n =:; a Sn =:; 0 ou '1 n <:: a Sn =:; a
séries en ô:

'1 ns a Sn <:: 0 ou '1 n <:: 0 Sn :::: 0

En pa rt iculi er si R est une série propre à support pos it if ou à support

négati f telle que Ro (f) e = e alors R' est une série propre.

7.3 Séri es croissantes, caracterisation et propriétés.

Les sér ies à coeff icie nts croissants . que nous appellero ns par abus séries
cot ssantes nous sero nt pa rt iculièrement ut i les . De plus elle s on t de

nomb reuses prop riétés intéressantes
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Une suite U est croi ssante si et seulement si un S un+ 1. donc

max (un. un+ 1) '" un+1
ou

min (un uO+1l = un

Sur la série associée, cela se traduit par

pour les séries en z:
L Unz" e z. L u" z" = l Un zn

ce qui équivaut à
U ... Ll.z"

pour les séries en S:

l un 8" Œl S·' . l Un 0" = l un on

ce qui équivaut à
U. U.(ô·' )'

Théo rème 7.3 .1

Une sé rie de DZC«z> est croissa nte
si et seu lement si elle est mul tiple de z'

Une série DZO« o» est croissante

si et seule ment si elle est mu ltip le de (o·,r

Co ro llaire 7.3.2 :

S de OZC« z» est croiss ante si et seulement si S.z· .. S

S de DZO« o» est croissante si et seulement si S.(o·l) · '" S



Séries formell es utiles à l'analyse des systè mes à évènements o-se-ete.

Coroll aire 7 .3.3 :

L'ensemble des sér ies croissantes en z (respectivement en 0) est un dio ïde.

Cepe ndant ce n'est pas un socs -cote e du diotoe des sér ies que lconqu es DZC,
car son élémen t neutre pour le produit est z' ou (0-1) ' et non la série e qui

n'est pas cro issante .

Coroll aire 7. 3.4:

Le prod uit de toute série par une sér ie croissante est une sé rie croissante.

Démonslr atl on de s cor o lla ire 7.3 .3 e l 7.3 .4;

Il suffit d'uti liser la car acté risation éno nc ée ci-dessus pou r vé rif ie r la

sta bilité de ces enesembles pour le produit et la somme . Dans le cas des

sér ies en z
S.z' = S et T.z· =T ;=) (5 e Tj .z' = (5 œ T)
s., - =S ;=) V T S. r.e: =S.T

D'a utre par t , il es t évide nt que le pro dui t de HADA MARD de sér ies

cro issantes est une sé rie croissante , car c'es t l'addit ion usue lle terme à
terme de deux série s croissantes.

Par contr e, S' n'est pas forcément cro issan te, même si S est cro issan te à
suppo rt posit if. Si

$ = -2 El -t .z (f) 0.Z2 @0.Z 3 E!) 0 .Z4

a lo rs
S'= 0 œ ·1.z (}) 0.z2 ID O.Z3 ffi 0 ,Z4
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No l aHo n s :

SC«z» est l'ensemble des séries cro issantes, indicées par Z

de la var iab le formelle z, à coe fficients dans le cicïoe DZC.

SC«O» est l'ensemble des séries croissa ntes indicées par Z

de la variable formelle 0, à coefficients dans le dtotde OZO.

Remarq u e :

SC« z» et SC«O» ne sont pas isomorp hes po ur la transformation qui

défin it un isomorphisme entre DZC« z» et OZO«o» par chang emen t de

signe des co eff ic ients.

7.4 Congruence modulo z · et W')'

Défi niti on 7 .4 . 1 :

Sur OZC« z» on définit une relation binai re appelée congruence modu lo a'
par

S :: T ssr s .a' = r .z-

de mèrne. sur OZD« o» on dél init la congruence modulo (O")" par

8 =T sst 8. (S·' )" . T(S· ')"

Calcul p ratique de S. z· el de {II" ')· :

Le ter me de rang n de s.a- est le suc des termes de S d'indice infér ieur ou

égal à n:

(S.z ·)" = sUp,:'O "S ,
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Le terme de rang n de S. (0- 1) • es t l'inf des te rmes de S d'ind ice supérieur

ou égal à n:

(S . (0- 1) 'ln - infj;::nS j

A l'a ide de la carac térisation de s séries cro iss antes, on mon tre aisém ent

que:

Prop rié té 7.4 .2 :

Les rela tions ainsi déf in ies so nt des relat ion s d'éq uival enc e compatib les

avec les struc tures de OZC«z» et OZO« o» :

S :; T a.S ;: a.T pour tout scalaire a,

S I! T S ŒlU ii T $ U pour toute sér ie U,

S e T S.U =: T.U pour toute série U,

S =: T S e U l!I! T e U pour loute série U

Pr o pr ié t é 7.4,3 :

Chaqu e série S de OZC« z» poss ède un représe ntan t unique modulo z' dan s

SC« z» Qui es t s.z-

Chaqu e série S de 02 D«5» posséce un représentant unique dans SC«d» qui

est S. (0-')"

Nous appelle rons "~" d'une série, la multip lica tio n pa r a' ou par (5- 1)

de celle série pour en ca lculer le représentant croi ssant.

Démon stratio n :

Ca s des séries en z. Si T est croiss ant et équiv alent à 5 :
S.z· = L a' _ T

CQFO _
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7.5 Polynômes croissants.

Mis à part e. les polynômes ne sont jamais des séries cro issantes. Nous
allons définir les séries croissantes qui jouent le rôle de polynômes . Ce sont
les séries croissantes qui n'ont qu'un nombre fini de "sauts". c'est à dire de

ter mes signif icatifs .

7 .5 ,1 Définiti on:

Un "polynôme-croissant" est une série équivalente à un polynôme pour les

relations définies précédemmen t.

Cons idérons une équation de la forme S .. A.S 1) B d'inconnue S ou A et B
sont des séries, telles que A' ne soit pas égale constemment à 00 .

s.s- • {A."}, (S. , ' ) Œ> (Bz")

donc:
s.,' • (A.'')" (B.") • (A' .Q). ,'

Il en résulte la règle de calcul suivante :

Pro priété 7.5 .2:

Pour ca lculer le représentant cro issant modulo z' ou (0.1)' de la solu tion de

l'équation implicite S ,., A.S Il) B, on peut d'abord lisser les coeff icien ts A et
B, ou lisser ensuite la solution A' .B. Cela donne un magnif ique d iagramme

comm ut atif '

A ' B.z ·

s, ', 1
A.z· .S lI) B.z·

i
Ré s o lution

t
A' B

S .
AS $ B

i
Ré s a tuUa n

~

1

U"'O" 1_ -----,_ _ "''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''""",,11111' ',

1

U"BO" 1
'-------''''''''''''''''''''''"''''''''''''''''''''''',,,,,,,,,1111111', _
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En pratique , B sera souvent une série crois sante et A un polynôme. Il suffi t

alors de calculer la série A' .B

7.6 Représentant minimal modulo z' d'une série en z.

Pour ce rtaines séries en z, on peut associe r à ch aque cla sse d'équ ivalence

modu lo a' un plus petit représ entan t Qui est minimal au sens de l'ordre
partie l sur les sér ies et a u sens du nombre de coeffic ients distincts de E Ce

représentant minimal n'a cependa nt pa s beaucoup d'in térêt, car il n'a pas de

propriété algébr ique utile, au contraire du repré sentan t maxima l.

Déf initi on 7 . 6.1 :

Pour taule sér ie S de OZC«z» telle Que li mn.>.~Sn= _ 00 = E

on définit SO de la manière suivante :

5°" • E si (S.Z') " .1 <?: (S.z' l "
SO" _ (S .z· )" si (S.Z' )" .1 -c (S.z ·)"

Remarquons que SO ne dépend Que de s .a' donc seu lement de la classe

d'équ ivalence de S modu lo z"

Propr iété 7.6,2:

Pour calcu le r SO • il suffit de remplacer par E les term es de S qui sont

majorés par un terme précédent dans la série.

Les ter mes dis tincts de E dans SO for ment une su ite ext ra ite d e S

(éventuellement fi nie) st ric tement croissant e.



Séries tormellesl.Jliles à l'analyse des syslémes à év ènern ents orscrete

Démonstration :

Selon la déf inition: (S.z'} n = S UP ,~nS ,

a) (S.z'ln .' <:: (S.z'ln
a lo rs

donc

Sn s: sUPi~n _1 Si

et comme on trava ille avec des valeurs disc rètes:
3p<n tq s, <:: Sn

donc tout terme remplacé par € est majoré par un terme précéde nt.

b ) (S.z') n.l < (S.z*}n

a lor s

donc

(S.z") n = Sn == SQn :0. (S.Z*ln_l

et comme S,z* est croissant e et majo re 5

v pen s, s:(S.z'} n.'< Sn
donc tou t te rme conservé dans S est stric tement plus grand que tous les

te rmes précé dent s.

Th éorèm e 7.6.3:

Si S est une série en z telle que limn." .=S n= _00 alo rs pour l'ord re pa rtiel

sur les séries en z
52 s:S :5. S,z*

De plus S2 est un représe nta nt de S modu lo z' C'est donc le plus pet it
représentant de la classe de S pour l'ordre partiel sur DZC« z:o. :o..

SQ es t aussi l'un ique représentant de la classe minim isant le nombre de

coeff ic ients d istincts de E.
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Démon slr all on:

Par construction, S" s S et par conséquent. S".z· s S.z·

Pour mon trer que S" est un repr ésentant de S, il reste à montrer que

S".z" ~ g .a' Fixons un entier n.

t er cas: S"I'I<t r

a lors
S"I'I_ (S.z·)1'1 par définition

don c

2ème cas: SIII'I- E Deux sous-cas sont poss ibles:

al or s
S",,- (S.z·)1'1 zC il n'y a pas de probièmo .

b) 3 p-en tq Sp > r

Dé fin isso ns
r _ max{ p E Z tq pen et Slip <tr 1

a lors
(SII.Z· ) , • (SQ.z·) "

nécessai rement
S, _ max {Sp p sn }

car on a une série à passé fini. et le sup est do nc un max Alors:

s-,_ (S" .z·l, • (S".z"l l'l 2: (S.z*)1'1

ce qu i prouve que Sil ii S.

La minimalité du nombre de coeffi cients distincts de e dans SQ provient du
la it que lorsqu 'on co nserve les coetücrent s com muns à deux sé ries d 'une

même classe, on obt ient un nouveau représentant de cette classe .

Considérons deux séries S et T de OZC«z» telles que;
li ml'l''' '_SI'I= _ .. r et I;mfl.,.._T,,_ .- _ E
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Déf inissons la série S fi T ==W par

Si S"=T,, W,, =S,, =Tn

Si S" .;tTn W,, =E

alo rs

Il est évident que W s:S et W s T pour l'ordre partiel sur les sé ries .donc:

W.Z· ~ S _z' - r .s -

Nous avons déjà prouvé Que
S ;; T :) SQ== P

et tous les termes distincts de e de la séries SO = P se trouvent dans S el

dans T, donc:
w s sv- r-

donc
w .z' ~ s.z- _ Lz" = Sv.a'

ce qui termine la démons tration

En pratique, on manipulera essentiellement des séries en z à "passé fini" ,
c'est à dire des séries telles que :

3 P tq v q < p Sq = e "".....

Celles-ci vérifient bien la cond ition l i m" .> .~ S ,,= -....= E

7.7 Représentant min imat modulo (ô-Ir d'une série en o.

La même étude peut s'appliquer aux séries en 0 telles que

Iim" .,.._5 """ +....= E (e = +....dans DZD}.

Pour une telle série 5, on défi nit 5° par

5 Q
" .. e si (59. (0.1)") " ..1 s {S O (o,'n"

5 0" _ (S". (0.1)' )" sino n
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Cela revient à ne conserver dans S Que les termes qui ne son t minorés par

aucun ter me suivant.

Th éorèm e 7.7.1 :

Si S est une série en 8 telle que : Iimn.>.""Sn"" +<><> .. E,

S" est un représentant de S modul o (8.1)'

minimal pour l'o rdre dérivé de l'additi on (maximal pou r l'o rdre usuel)

et dont le nombre de coefficients dist incts de E est min ima l.

7.8 Oualilé entre séries en z e l séries en o.

SC« z» et SC<d b > sont associés bijec tivement par une dual ité, in trodui te

par P.CASPI et N.HAL8WACHS. Cette dual ité est obtenue en util isan t la quasi

inverse des fonct ions croissantes de Z dans Zu{· <><>,+<><> } que sont les suites

de SC«z» et SC«S».

Cette étude ne s'a pplique pas aux sér ies à coeffic ients rée ls, bien qu'u ne

géné ra li sation soit certa ine ment poss ibl e à pa rt ir du con ce pt d e

quasi-i nve rse de la théori e des treil lis

A partir de l'ordre canonique associée ci l'addition, la pse udo inverse d'une

série se con st ruit par'

S'n = Sup {p 1 Sp ~ n}

Pour obte nir des prop riétés algébriques co mmodes , il est préférable de

cho isi r une autre dé finition, que l'on peut d'aiileurs appliquer aux sé ries

quelconques.

Défi nit i on 7.8 :

Soit 0 "" Ld n.zn E OZG« z» , on lui assoc ie la série en ô telle que:

"D ,",IIzS (0) .. L "d p .SP

avec
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1\.d p = inf { q 1 dq :<= P }

Soit C . L Cwo n E SC« ô» une série en 0 on lui associe la série en z
"C • 1I0z (Cl" L "cp.zP

avec

Th éor èm e 7 .8.1 :

Pour toute série S , en z ou en 0, "S est cro issante.

Dém on s t ra l lon :

Cela résulte des inclusions

{ p 1s, ~ n+ 1 } C { p 1s, ;:: n }

et
{ p l s, :5 n} C { P 1 s, $" n- 1 }

Théor èm e 7.8 .2:

Si S E DZD«z» " zB (5) : Hz& (5°) "" flzé (S.z·)
Si T E DZC«&» lJôz (Tl: Hôz (P l "" Hoz (T (o" )"l

Démonst ratl on :

Si S est une série en z et U '" Scz'

Un " SUP~n Sp

donc
"U n . inf { p l (sup q~p Sq) :<= n }

,., inf { p 1 (3 Q :5 P 1 Sq ~ n) } car on travaille dans Z
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donc

""Un " inf { p l (3 q S pI Sq 2: n) }
.. inf { p ISp 2: n }

= '5,

La d émonstration est analogue pour la trans formation des séries en S •

7.9 Series cro issantes et dualite .

Théor èm e 7.9.1:

Si S est une série cro issante en z ou en a

' ('5) = 5
c'e st à dire:

Hz ô0 HSz .. Id sur SC« z>;>

Haz 0 Hzd .. Id sur SC« a;>;>

La trans for mation de CA SPI·HAL BWACHS dé finit donc une biject ion ent re

les séries croissantes en z et les séries croissante s en o.

Démonstration du th éor ème :

Soi t 0 = L dn.zn une série croissante en z.

Ad m = inf f P 1 dp 2: m }
AAdn = sup 1m I (inl { p l dp 2 mil$: n }

Con sidé rons les ensembles

J m == { p / dp 2: m }

ln '" { m 1 inf Jm s n]
a lors

c a r
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donc

Supposons "!l dn > d., Dans ce cas, ln contient un entier k supérieur à dn. Alors,
inf Jk S n, et il existe un entier q tel que dq ~ k > dn Cela est impossible si la

suit e d est croissante , CQF O.

La d émonstration est analo gue pour les sér ies en 0 et est ob te nue en

inve rsant l'o rdre sur Z •

Corollaire 7 .9.2 :

Si SE OZC« z» alors ""S" S,z'

Si T E 020« 0» alors "" T = T (0.1)"

Coroll ai re 7.9 .3 :

Dans OZC« z» et OZO« O» :
S ;: T (::) ...S :=- T (::) "'S = - T

Notre c hoix de la déf init ion de la dualité est donc co hé rent av ec la

défini tion de l'éq uiva lence modulo z' et (0·1) ' De plus , le ca lcu l de la
tran sformée d'u ne sé rie est très facile si ce lle -ci est d on née par son

rep résentant min ima l mod ulo z" ou (0.1)'

Pr o p r iét é 7 .9 .4:

Si une sé rie S est donnée par représen tant minimal modulo a' ou (S-lr , pour

calcu ler sa transform ée de CASPI-HA LBWA CHS , il suffit d'éc hanger z et 0
et de per muter j'indice el le coeff icient, dans cha que terme de la sér ie ainsi

obte nue . On obtient alors le représe ntant min imal de la transformée.
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Exe m pl e :

S .. 1.z0 $ 3.z2 $ 4.z4 $ 7.z5

A lo rs

"S ;; 0.0' $ 2.03 $ 4.04 ® 5.07

Démonstr at ion:

Si on con sidè re la suite extraite de sg co nstituée des termes d ist inc ts

de 10, on obtien t une suit e stric tement croi ssante . Dans ce cas , l'a pplica tion

qu i à chaq ue ind ice assoc ie le coe ff ic ient d u terme correspondant est

injectiv e. Soil D une série en z. Notons:

D g . L n€ V(O) dn·zn

où Y(O) est l'ensemb le des indices des te rmes cons ervés dans Dil.

En appliquant fa règle proposée, on obt ient une sé rie

F = L ne Y(D) n.od n

F est do nnée sous forme minimale puisq ue la fonction dn->n est st ric teme nt

cro issan te. Il suffit de montrer que " F • D.z' pour prou ver que F est bie n un

rep rés entant de "O.
("F )n • Sup { q 1 Fq s n }

Pu isqu e l' inverse d'une fonc tion croissante est croissante.

("F) n = Sup {Dq q s n } = (O.z' ln

La démcnstrat'on es t ana logue pour fa trans format ions des sér ie s en z en

séries en 0 i;

On pe ul rés umer loutes les transfor mat ions poss ibles sur le diagram me
suiv a nt.
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7,10 Propriété s algébriques de la transform ée de CASP/-HALBWACHS.

Th éor ème 7 .1 0 .1 :

Si U E DZC«z» el a E Dz e

si U E DZC«z» el n E Z

si T E DZD« ô» el a E DZD
si T E DZD«ô» et n CEZ

Dém on st ra tion :

'(a. U) ·I\'.' U
~(zn , U) '" n ,~ U ,

"(a.U) '" za:'U

' (o".U). n-u

U = LUn zn

a. U = Ea.u, Zn '" I:( a+u n).zn où + désigne la vraie addition.
or

"(a, U)n'" inf { pl Up + a è n }

= inf { p f up ~ n -a}

'" ~ Un'll" (ôa ,~ U)n

de même:
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donc
A(zr ,U)n '" inl { p l Up_, ~ n 1

'" in' { p 1 up ~ n 1+ r

.. "'Un + r '" (r "'U)n au sens des dioïdes.

Les démonstrations sont analogues pour la transformation des sé ries en S .

Effectuons le calcu l de la t ransformée pour que lques séries simples :

"'(a. zn) = n. Sa .(ô-1)"

"'(b. sm) = m. za .z"

' Il: un zn) . Il: n 8U).(8"' )"
"'(L un on } .. Œ n zUn).z·

Ce la perme t de prouver que la transformée de CA SPI·HALBWA CHS est un

isomorphisme entre les dic ldes SC« z» et SC<<o».

Th éo rèm e 7.10 .2:

A(U E9 T) • "'U lB " F

'I U.T) = 'U ' T

Dém on strat ion :

Effectuo ns la démonstration dans le ca s des séries en z :

"'(U $ T)n = inf { p 1 max(Up Tp) ~ n J
= inf { p 1 Up~ n ou Tp ~ n }

",inf [{p / Up~ n } u{ pl Tp ~n } J

= inf (inl{ p 1 Up~ n } u inf{ p I Tp ;?: n 1
= inf ("'Un "'Tn) = "'Urtœ "'Trt puisque E!l désigne l'int dans OZD.

Pour le produit, il suffi t d'effectu er le calcul à l'aide des fo rmules énoncées

da ns le théor ème précédent.
U.V ,. L Un zn.V
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donc
II(U.V) _ 1: oUn.n:'V

- CE n.oUn):"V

Pour concl ure, il faut utilise r l'une des form ules qui préc èdent le théorème:
CE n.olJn) !! -u modulo (0.1 ) .

a lor s
II(U.V) 5 /lU.IIV modulo (o·l) '

ce qui est en fait une égalité car les deu x sér ies sont croissante s -'

Rem arq ue :

Ce dernier théorème expl ique pourguois nous n'avons pas tout simplem ent

uti lisé dans les deux sens la tran sformat ion:
(IIU)n _ sup {p 1 Up :5 n }

A pr iori, cela semble plus simple Que de man ipuler deux tra ns for mées

différentes . Malheureusement la transfo rmée de z' est alors la sé rie :
II(Z·) _ 1 (0.1)" et non pas (O· l ) "

Or Il est essen tiel que la transformée de z· sail idempotente , co mme e-.

ma lhe ure usement:

(1.(S·' )") " (S' )"

Nous av ions déjà une règle pratique pour le ca lcul de la transfor mée à part ir

d'un représe ntant minimal. Ces formules no us montrent que celt e règ le peut

être app liquée dans tous les cas , ce Qui mérite le nom de théo rème.

Th éor èm e 7.10,3:

Pour calc uler la transfo rmée d'une sér ie , sous quelle l arme Qu'e lle so it , il

suffi t d' inverse r z et 0, puis de pe rmuter coe ffic ients et indices dans la

série; on obtient a insi un rep résen ta nt (souiv ent non-cro iss an t) de la

t ransformée , qu'il suffi t ensuite de lisser

Ce la se trad uit pa r le diagramme com mutat if·
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Pe r m u t a t I o n
"'11111"", I nd ic es

("""'.\
~~-~ ../ ) \\",.r--- ----L-----,

Ex emp le:

S • 2.80 (9 2. 82 œ 1. IF Œl 5. S9 $ 5. S10

alor s
AS ~ 0.Z2 ffi 2.z2 $ 7.z1 $ 9.z5 œ 10.z5

ou
AS .. (2.z2$ 10.z5 ).Z·

7.1 1 Résumé des règles de ca/cul.

ZO ;;:: a'
A(ZO) ., (S·l) ·

A(ZO) I! SO

A(zn} ~ n.SO

"(a . Zo) ;: sa

80 0 (S' ) '

A(SO) =Z '

A{SO) I! ZO

A(SP) I! p.zv

A(b.SO) =: Zb

avec les règles sur les opérations

A(U (9 Tl = AU ŒAT

A(U.T) ; "U AT

7.12 Sructùre des séries rationnelles sur OZO et oze.
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Les ensembles de séries DZC« z» , DZD« o» , DRC«z» , DRD« o» , SC«z» ,

SC«S» etc.. sont des dtcïdes ordonnés complets. On peut donc appliquer les
ét udes du chapitre 6 sur les opérat ions rationn elles. Dans ce paragraphe,

nous ne nous intéresserrons qu 'à la c lôt ure rat ionne lle de s polyn ômes ,
com me dans le cas de la théorie usuelle des sér ies rationnell es. Tant que

nous n'u tüser ons pas la dualité , tout les résult ats resteron t va lab les da ns

le cas des coefficients réeels . bien qu'il s seront énoncés seulem ent dans le

ca s ent ier Comme nous avons introduit des séries avec term es d' ind ice

négatif, il est bon de préciser notre définition des polynômes.

Un polynôme est une série formel le dont les coefficient s d isti nct s

de E sont en nombre f ini et sont tous d' indice positif ou nul.

Al o rs
les sér ies rationnelles sont celles qui appar tie nnent à la cl ôture de

l'ensemble des po lynômes tel qu' il vient d'être redé fini.

Remarquons que pour const ruire toutes les séries rationnelles de O«x» , il

suffî t de considérer la clôture de l'ensemble 0 v {x}

De ce tte défin ition, il résulte que toutes les sér ies rationnelles sont de

suppo rt positif, mais il est possible d'appliqu er nos résu lta ts aux sé ries à
suppo rt négati f, en transformant toute variable formelle x en x-r

Nou s d'abord quelques propr iétés des sér ies rat ion nelle s appa rte nant à

OZC«z» qui ne font pas appel à l'hypothèse de croissance et s'appl iquent

donc aussi aux séries de OZD« 0» , OZC« z"> et OZO« 0.1» . Dans la suite

o désignera j'un des dio'ides oze ou OZO, x une var iable formelle.

Nous sommes dans le cas ou le dlcïde des sér ies est ccmmuiaiü. Nous

pouvons app liquer le théorème sur le nivea u d'étoile "éçal à 1 ~ , selo n lequel

une série est rationnelle sur 0 si et seulemen t si elle s'écri t:

s "" P Ef) Lj...1..n Qi Ri"
où n est un entier naturel.

et { P, 0 1 ... .On R1 ...... Rn } est un ensemb le de polynômes
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Nous allo ns étab lir une propriété de cycl ic ité de la suite des co eff icients
d'u ne sér ie rationnelle, au sens suivan t.

Déf i n i t i o n 7.12 .1 :

Une su ite ou sé rie for me lle S vé rif ie la "proprié t é de cyc licité

asymptc ttque" e n +"" si et seulem ent si:

il exis te un entier N, un enl ier c. un scalai re À tels que:

"il n ~ N Sn+c;< ÀC .s,

On appelle ra co effi c ien ts de cyclic ité le couple {À cl , et on ordonn era les

co up les (À, c) par'

(À ,c) ;;:: (À' ,c') ssi À ;:':À' ou (À '" À et c < c')

7.13 Cas de l'étoile d 'un polynôme

Si Ra œ e > e, tous les coe ffic ients d' indice positif sont égaux à "" et la
prop rié té de cyc licit é est évidemment vé rifiée pour À = 0<1 et c _ 1

Supposons Ra Œle '" e Rc' ne dépe nd pas du terme Rc, que l'on pe ut donc

supp oser égal à c Dans ce cas:

(W) n = L lirllI",n R1n (1) . . .. .. .. RpnlP1

ou Ila Il = 1. a(1) + 2. 0 (2) + + p.a(p)

Dans le cas des dioïde oze ou DAC , le L représente un max , qui es t donc

atteint par l'un des termes de la somme . Soit c l'un des ind ices q ui réalise le

ma ximum des R k l lk (au sens du dioïd e) pour k déc rivant {1 .. p }. La formule
de maximisa tion q ui calcu le (R'ln implique que

(R"l n+c :?: (A' ln' (R' )c ~ (A")n· n,
ca r chaq ue inégalité est obtenue en rédu isa nt le nombre des te rmes da ns le

max .
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A cha que enl ier n. assoc ions un p-uple t (a n(1), .. ..« n(P») qui réalise:
(RO)n = R , ll(II Rpn(p)

le terme de rang n- e de la suite est ob tenu pour le p-uplet

(a (l ), ...a (c) . 1,..a (p))

do nc

Nous venons de montre r

T héo rèm e 7 .13 .1:

Si R est le polynôme

R = R. AoID R1.z ffi R2.z2 ® R3.Z3 (B ......... Rp.zP

RO vé rif ie la prop riét é de ce cyc licité asymptotique en +00 pour to ut les

coup les pl. c) tels que

c max imise R~ l lk pour k E { 1.. ...... pl
et À = Rcli C

Le couple (À.cl maxima l (au sens de l'ordre précédemmen t défini) co rrespon d

à t'in! des c qui convienne nt.

Rem ar que:

Le coeff ic ient À peut êt re éga l à 00. C'est le cas si et seuleme nt si Ra G) e ~ e

ou l'un des coeff ic ient s de R est éga l à 00.

Coroll aire 7.1 3,3 :

L'é toile de tout polynôme s'écrit:
R* = P $ A'.p...zc)"

où
(À,cl es t un couple de cyclicité de A"

P est un poly nôme .

R' est le po lynôm e obtenu en tro nquant R au degré c-t
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Dans l'écriture ci-dessus, P correspond à une phase transi toi re qui précède

l'é tab liss ement du co mportement cycl ique . D'a utre s éc ritu res sera ie nt

pos sibles, en remplaçant R' par un polynôme dont la valuatio n est éga le au

deg ré de P plus 1

Théor ème 7 . 13 .4:

Toute série rationne lle S peut s'écrire :

S = P El ri~ 1.. n Q, R,O
où

n est un entier et { P Q , ..... Qn Al Rn }

est un ensemble de polynômes.

te l s qu e

V iE {1.....n } Ri est un !!l.Q..!lQ..m.!de degré Ci

et dO(QI) - val(Qil • Ci

dO(Pl' ;nl [ d O(O,) ; e [1 ....n J )

Il est important de remarquer qu'une séri e rationn elle quelconqu e ne vérifi e

en général pas de proprié té de cycl icité. Par exemp le c'est le cas pour

S • (2z'l' e (3.z3)'

7. 14. Minimali té de l' écriture d'une série rationn elle.

Limitons nous au cas des séries en z, à coeff icients dans DRC ou DZC. Nous

venons de montrer que toute série rationnelle S peut s'écr ire

S • P œ ri~ 1. . n Q I ((À i·z)CI)O

quel est le nomb re minima l de termes du type Qi ((Ài .ZCi) )' nécéssaires dans

l'écritu re ci- dess us ?

Remarqu ons d'abord qu'on peut supposer tous les À distincts car

O.( À.z)cl' " R.((À.z)d)'
• (Q.(e œ (}..z )c @ (À.Z)2 C œ (I...Z)C(d-1l)

œ R. (e @ (À. z )d œ (À.z) 2d Œl {À _z) d.(C.1J) .{À _Z)Cd)O
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Il sembl e do nc ut ile d' étudie r le nombre de ~À, " qu i ap paraissent da ns

l'éc riture de la série. Si l'on trace le graphe de la suite des coeff icie nts , ces

- À "sont les pentes des droites sur lesauelles s'ac cumul ent une infinité de

points. Cela nous suggère la définit ion suivante :

Défi nition 7.14 .1:

On app ellera direction asympto tique en +"" d'une sér ie S , to ut scalaire À

distinc t de r pour lequel

il existe un entier m tel que Sm ~ r:

et il existe une infin ité d'entiers pos itifs q

tels que

Notons que la définition implique qu'un polynôme ne possède pas de d irection

asy mptotiq ue .

De toute évidenc e, si S vérifie la propr iété de cro issance cyclique pour un

couple (À" c), alors À est d irection asympto tique de S, el c'est~, car

pour des ind ices asse z grands, tous les termes de la sér ie cro issen t de

manière cyclique avec la pente moyenne À. Nous applique rons cette rema rque

essentie llement aux séries ration nelles , dont nou s savo ns qu'elle s ont

toujours au moins une direction asymp tot ique.

Pr opri ét é 7.14 .2:

Une sé rie rat ionnelle disti ncte d'un po lynôme vérifie la propri été de

cyclicité asymptotique si et seuleme nt si elle possède une unique direc tion

asy mptot iq ue .

La seule d irection asymptotique de a «(;l. z )C)* est À.

Nous allons maintenant préci ser le lie n entre ce tte not ion gr aphique d e

d irection asy mpto tique et les termes du type O. ((À.z )Cr qu i appa ra issent

da ns l'écr iture d'une série rati onnelle
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Lem me 7.14 .3 :

Si S et S' son t de ux sér ies , tou te direc tion asymptotiqu e de S $ S'est
direc tion asymptotique de l'une des sér ies S et S'

Démon str ati on:

Soit j, une direction asymptotique en +<» de U .. S $ S' Par dé finit ion , il

existe un entie r N et un ensem ble infi ni d'entiers positifs noté P te ls q ue:

'ri P EP Um..p = ).}l,Un

Soit 0 le sous ensemb le de P dos entie rs q tels que Sm..q - Um ..q

Soit 0 ' le sous ensemb le de P des ent iers q' tels que S m..q ' - U m..q'

Alors P = 0 v 0' etant infini, l'un des ense mbles 0 ou Q' est infi ni.

Supposons que ce soit 0 Soit q = min 0 Alors pour p e a
Sm..q+(p_q)· S m+p = Um•p - )..P,U m = )..p-q )..q .u.,

.. Àp ·q .Um+q = Àp·q ,Sm.q car q E Q

Il en résul te que À est une direction asymptotique de S en +<» •

Co ro ll aire 7.1 4.4 :

S ® S' a au plus autant de directions asymptotiques que la somme du nombre

de directions de S et du nombre de directions de S'

Coro ll aire 7 ,1 4.5 :

Une série ra tionnelle a un nombre fin i de directions asymptotiques.
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Co r o ll aire 7.14.6 :

Pour tau le série rationnelle factorisée sous la forme:

S - P $ L i.l..k Q, ((Àj,Z)CI) '

k est a..u.....m.a.i. égal au nombre de directions asymptotiques de S,

Coro ll ai re 7 .14.7 :

Pour tout enl ier m Il existe au moins une série rationnelle , qui n'admette
aucune factorisation de la forme:

S = P $ r ,.. l..k Q i ((l'I·Z)Ci)'

~

Dém on str at ion du coro lla i re 7.14.7

Considérons, pour m donné, la série de DZG«z» déf inie par

U - Lp~ P(m) (<« pl z P)"

où P(m) est l' ensemble des m otemrers nombres premiers,
et u (p) est te carré usuel de p

U est évidemment rationnelle et :
\;/ pe P(m) \;/ n e N U pn = o:(p )n

Cette dern ière égalité signifie. en algèbre usuelle: U pn .. n p2

Il en résulte que tout p appartenant à P(ml est directi on asymptoti que de la
série U. d'où on obtient le corollaire 4 en apliquant le corollaire 3 •
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Th é or èm e 7.14.8 :

Si S est une sér ie ranonneue qu i a k direct ions asymp totiques, il existe une

décomposition de S de la forme:

S e p $ r i. 1.,k Q, (p..j,z )C') ·

où
P et les Qi sont des polynômes

et
{l' l ··· /..k } est l'ensemble des directions asympto tiques de U.

Nous qualif ierons une telle écr iture de la sér ie de réduite, en fa isant la

convent ion

}..1< À2 < ~

Démonstr at ion:

On sait qu'on peut écrire U ""P ® l 1:1 . M Qi ((Ili zl r:t) '

0 ' après le l emme, l'ensemble des directions asymptotiq ues de U , est incl us

dans { III . ·· ·· 112 }· Supposons que J.lr ne soit pas une direction as ymp totique ;

alo rs il n'y a qu'un nomb re fini de termes de Or (( J.I r Z) Il) ' qu i ne sont pas

stricteme nt dominés par le terme de même indice de la série U· définie par

U - "" T $ l i..1..M i ,,' O i ((~l , z) Il)"

l a co ntribution de 0 , ( Ü l r zl 0:)0 à ra sér ie U e s t donc réduite à un nombre

fin it de termes , qui forment un polynôm e P' Alors:

On peut de faire même pour tous les termes (Iu , z) n)' qui ne correspondent

pas d irection asympto tique de U •
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Remarque ;

Considérons la suite

Un '" 0 si n : 2P (au sens usuel)

Un • e sinon.

Le scal aire !..:O est directi on asympt ot ique de U el tous les terme s distincts

de E app art iennent à la directi on asymptotique. Malg ré cela . celte sé rie n'est

pa s ra tionnelle; en effet . pour toute séri e rat ionne lle . la suite indicatrice de

son suppo rt est pé riod ique. une pé riode possible etant le ppcm de tous

le s a i Ce n'est pas le cas ici.

Il n'est donc pas suffisa nt qu'une sé rie aie un nombre fini de directions

as ymptotiques , et que tou s ses te rmes "appar tiennent à une di rec tion

asymptotique" pour que la série soit rationne lle.

7. 15 Ecri ture rédui te et produit de sér ies .

Nous allons étuider l'ensemble des direct ions asymptot iques du prod uit de

deux séries rationnelles.

Lem me 7 ,15 ,1:

So ient S et T deux séries rationnelles dont les dir ections asymptot iques

sont respectivement:

À'<!..2 < 4 et 1J1< lt2 < ul
L'ensemble des directi ons asymptotiques de S.T est une u..a.r.1.i§. de

()'l' À2 Àk) U {1J1. 112 , ~tll

qui ne c..o..o.1i..w11 aucun À str ictement majo ré par un Il , ni aucu n Il strictemen t

majo ré par un À.
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Démon s l ratlon :

Le produ it de deux sér ies données par une écriture réduite est de la form e:

Il faut étudier ce que deviennen t les te rmes du type :

Q ((À.z)') " Q. «p)d)"

Eliminons le cas ,,-.. Il où a W•.z)C)" a' (().l.z)d)" . 0 .0' (("-.z) i)"

Nous montrerons que le terme a (("-.z)e)' O· (().I.z)d)" ne possède qu'une

seu le direc tion asy mpto tique , qui est maxp.,Il )

Nous no us lim iterons aux sé ries croissantes en z. Les rés ultat s obtenus ne

pourront pas être app liqués tels quels pour les séries en li , mais ils seron t

transpos és à l'aide de la dualité.

7.16 Séries rationnelles croissantes en z.

Lemme 7 . 16 .1 :

Si S = [o..zP.(ÎI.c.zc)' œ~. zQ .( lld. z d) * l z '

avec À >1l

al or s
s = p Et) u .zP.p"c. zc)" z '

ou P est un polynôme.

Démo n s tra tion :

D'après l'étude qu i a été faite des d irections asymptotiques , i l suff it de
mo nt rer le résultat su ivan t.
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Soit U et V sont deux suites croissantes non constemment égales à E , et qui

vérifent la propriété de cyclici té asymptotique en +"'"

'V n ~ N u r'lt C oc ""A.c u n

'ri m ~ M Vmtd : Ild Vm

Alors si on définît les suites U' et V' par ­

'ri n u'n - sup psn up

'ri n v'n - sup osn vp

il exi ste un entie r K tel que

'ri k ;:: K u', 2: V'k

Si U et V ne sont pas cons temment égales à c. il exis te un entie r K" tel que :

K" ~ sup (N , Ml et

'ri k 2: K" U'k '*.E et v'le. '" r

a lors
'r:t n ~ KO

u'n. cd - ""A.cd .u'n et V\, . Cd - Ilcd v,

Par hyp othèse, Â.> Il ' il en résulte qu' il existe un enlier P tel que , dans

l'a lgèbre usue lle :

'ri p 2: P p. xco .U'K. ~ (p+1) PCd.v'K.

Ce qui se tradu it dans le dioloe DZC par-

'ri c a P (Â.cd)P. U'K. 2: (IlC)Pt l .v'K.

Alors pour n 2: K _ KO.c.d .P on peut trouver un entier p supérieur à P tel

que
K" + p.c .d :s; n :s; KO+ (p+1).c.d

et

Comm e les suites U' et V' sont croissantes :

u'n ~ U' K· .pcd ~ V'KQ t (pt l ) C,d 2: V'n

Ceci pour tout n supérieu r à K •
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Lemme 7.16 ,2 :

Si S = [u.zP .(Àc.zç )" $ ~.Zq.(Àd .Zd ) · J z'

a lor s
S = P œ a . (Àb .ee)' a'

ou
P et Q sont dos polynômes, b - ppcm (c d) et dOa . val a = b.

Théorème 7 ,16.3 :

Toute série rat ionne lle cro issante en z peut s'éc rire :

S = P $ O R'

ou
P, O. A sont des polynômes,

tel s que

A est un monôme

val(Q) ~ d' IP) +1 el d' IQ) · d'tr) + d' lA)

Dém o n st rat ion :

Ecr ivo ns la série rati onnelle :

S = P œLi. t..n ai A,'
av ec

Ri = Ài Zc i

Une série S de DZG« z > est croissante si et seulemen t si

S.z· = S.
donc :

On sait que pour tout i E (1.. n} A,' s'écrit:

R/ = P, œ a i ' P" ZCi)"

Il suff it donc d'app liquer les lemmes 1 et 2 pour obten ir le théorème III
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7.17 eoouceuon à cer taines matri ces.

Nous avons énonc é a u chap it re 5 un résultat de cyc licité su r les matrices

fo rtement co nnexes . Nous pouvons énon cer un rés ultat analog ue pou r des

matrices dont aucun terme diagonal n'est éga l à L.

Theorèm e 7.17 .1 :

So it M une matr ice car rée à coeff ic ient dans OZC ou DZD dont aucu n

coeffic ient diagon al n'est éga l à [. Considé rons la suite Mn des puissances de

M. Alors, chaque suite [Mni.il vérifie la prop riété de cyclicité as ymp totique.

De plus, dans une même composante forte ment co nne xe , les co efficie nts

p..,c) sont identiques.

Démonstr ation:

I l ex iste un sca la ire a d is tinc t de e qu i minore tous les co efficients

dia gonau x. En remplaçant M par c -t .M. on se ram ène au cas d'une matrice qui

vé r if ie
M.M e E

Il en rés ulte que tau le s les sui tes [M'\,l son t cro iss antes et so nt donc

cy cli ques asymptot iquement. D'a utre part. no us savons dé jà que dan s une

même co mp osante fortement co nnexe. la cyclicité est véri fiée globalement.

7.18 Cas des séries croissantes en 0

Comme nt la forme réduite des sér ies rationnelles se tr anspo rte t-elle par

dua lité? L'image des opé ra teu rs q ui définiss ent la dualité entra les sé ries
en z et les séries en 8 tran sfor me toute série en une sé rie croissante .
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ri se pose alors un léger probl ème de défi nition: les séries ratlc nnete s n'ont

été dé fini es que pour les séries a suppor t pos it if Or une série rat ionnelle

en 8 , dont les termes d' ind ice st ricteme nt négatifs valent E '" +<><>~

pas êt re croissante, à moins d'être identiquement égale à +<><> ! 11 faut donc

introduire les classes de séries suivan tes:

Déf in it i on 7. 18.1 :

Une série en z (respect ivement en 0) est quasi-rationnelle si et seu lement si

elle est équivalente à une série rationne lle modulo z' (respec tivem en t

modu lo (0"1)")

Rema rqu e :

Il exist e des séries en z quasi-rationnelles qu i ne sont pas rat ion nel les. par

exemple la série S telle que

sn .. e si n = 2p et sn " E sinon

Celle- c i est équivalente à la sér ie a' qui est rat ionne lle.

Propriété 7.1 8 .2 :

Si S est une série quasi-rat ionnelle en z, le rep érsentant croi ssant ê. a' de

sa classe d'équivalen ce est une série ratio nnelle .

n ëmon stranon:

S possèd e un représentant modulo i: qu i est rat ionnel, et qui, multiplié par
z" donne une série Qui est encore ranonnere. éga le à $.z · •
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Sll rios fo' melles utiles il fana lysil des systèmes à événements n,screts

Il résulte de celt e propriété que toute sé rie quasi-rationnelle en z est à
suppo rt posit if. C'est dan s le cas des séries en /) que nous aurons à trava iller

avec des sér ies dont le suppo rt n'est pas positi f La notion de sé ries
qua si-ratio nne lles es t do nc surto ut inté res sante pour les séries en /) ,

d'autant plus que le représentant croissant d'une série rationne lle en ô n'est

en général pas rationnel, car son suppor t n'est pas inc lus dan s les entiers

po si ti f s

Lemme 7 ,18 ,3 :

La tran sform ée de CASPI·HALBW ACHS de toute sér ie en S Quasi -ra tionnelle
est une séri e rationne lle cro issant e en z.

Dém o n st rali o n :

La transformée d'une série en ô quas i-rationne lle es t égale à la tran sfor mée

de son représenta nt rationnel modulo (0. 1r , or une sér ie rat ionnelle en Il

s 'éc r it

T _ P $ L ,..1..p Q,.R,• ou P ies Q, el les R, sonl des polynômes .

On peut ca lcu ler sa transformée, modulo z"

"T .. "P ffil l.i..1..p ...O,....Rt

Comme la transformée d'un polynôme est égale à un polynôme, mod ulo z", 'a

lormule ci-d essus implique que la transformée d' une sé rie rationnelle en 0

est quasi-ration nel!e . De plus, co mme cette transformée est croissante , el le

est éga le au représe ntant cro issan t de la c lasse modu lo z' , qui est
rat ion ne l _

En utilisant te résultat obtenu pour les séries en z, on obtient qu'u ne sé rie S
en 0 est quasi-rationnelle si et seulement si " 5 s'écrit :

"'S _ P e Q R"

ou P, 0 , R sont des polynômes en z.

On peut de plus imposer les conditions'

R est un monôme et

va llO) = d'IP) +1 el d ' IO) . d ' (P) + d ' IR)
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Cela nous donne le théorème pour les séries en 1)

Théorèm e 7.18.4 :

Toute sér ie S quasi-rat ionnelle en 1) vérifie :
S . (P '" Q , RO) (ô - ' )'

ou P, Q , R sont des polynômes.

On peut de plus impose r les cond itions:
R est un monôme et
val(Q) = dO(P) +, et dO(Q) . d°(P ) + d'( R)

7.19 Séries retiormettes cro issantes positives en z.

L'ensemb le des sé ries croissantes en z est un dioïde , de mêm e que

j'ense mb le des séries cro issantes. Il en va donc de même pour leur
intersect ion car elle conti ent les élément s neutres r et a- Par défi nition ,
l'ensemb le des séries ratio nnelles est même clos pou r toutes les opérations

rationnelles. Cependant. l'ensemble des sér ies rationne lles cro issantes en z
n'est pas stable pour les opéra tions rat ionnelles .

Si S est une sér ie croissante, même rati onnell e , S ' n'es t pas torc émént
croissante. Par exemple si S est définie par '

'V n < 0 S n .. C

5 0 . -2 5 , ,", ·1
'Vn >OSn =O =e

al or s
S· . 0 ID (- 1).z lI) O.Z2 .Z ·

De même, si S est définie par '
'<:I n<3 Sn =c
v n 0:: 3 S n=O ... e

a lo rs
S' '" 0 ID E _Z $ f.Z 2 ® O.Z3 .Z'
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La di ff iculté vient du fait que l'on a défini SO comm e valant e . pour toute

série S.

Th éor ème 7 .1 9.1:

L'ensemble des séries en z à coe fficients dans OZC qui sont rat ion nelle s

et c ro issante s et telles que Sl ~ 0 est stable pour les op érat ion s

rat ionnell e s

On no tera cet ensemble SCRP«z» (Séries Croissantes Rat ionne lles

Pos it iv es)

Dé monst ratio n :

Com me l'ensemble des série s rationnelles est stable pour tes op érationss

rationn eues. il suff it de mon trer que les autres propriétés des sé ries de

SCRP«z» sont conservées pour ces opérations.

Une série S est croissante si et seulement si S.z· "" S.

D'aut re part S1 ~ 0 si et seu lement si S Œ> z = S

al Max-additi on:

Il est év ident que si de ux sé ries ont leurs co efficients dist inc ts de L

posit ifs. il en va de même de leur max-somme, quand à la conse rvat ion de la

croissa nce, elle résu lte du fait que, si S et T sont deux sér ies cro issan tes

(S 6 Tl .z" = Sz· $ Lz" = S iD T

b) Pro duit;

De même , il est évident que si deux séries ont leurs co effi cie nts di st incts

de E positifs , leur prod uit aussi. La conservation de la cro issance résult e du
fait que, si S et T sont deux sér ies croissantes

(S T) .z" _ (S.z·). (T.z· ) = S T car z" '" a' z·

7· 38
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cl Opé ration éto ile :

Pour toute sér ie S en z (S' )o ;:>: 0 donc il suff it de montrer que S· est

cro issante si S véri fie les hypothèse s du Tbèorème. Dans ce cas , S vérifie :

S ED z '" S
Alo rs

S ' =(S il) z)" = S· a' donc est croissan te,

CQFO _

Un cas part iculier important de dioïde es celui ou les séries sont propres :

n'y a pas de coeff icie nts infin is.

Co rollaire 7 ,19 .2 :

L'ensemble des séries en z à coeff icients dans oze disti ncts de 00 , qui sont

~ • croissantes et telles que:

50 s 0 et S , ;:>: 0
es t stable pour les opér ations rationne lles .

Démon slr ati on :

Si 5 0 s 0 , 5 ' 0 = 0 La condition 5 0 s: 0 permet d'aff irme r que les

coeff ic ients de 5" se ront d istinct s de 00 . Cette propriété ainsi que la

cond it ion 5 0 s 0 sont évidem ment conserv ées par max-somme et produit de
sér ies _

7· 3 9
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Chapi t re 8

Descript ion quant itat ive d'un système à évènements di scr ets .

8.1 Evènements et contrain tes.

Un syst ème à évènements dlscrèts est un ens emble f ini d' éléments sur
lesquels adviennent des évènements que nous considèreron s comme

instantanés. Nous distinguerons la notion d'évè nement de cene de tâche . Les

tâches ont une durée et sont constituées de deux évène ments: début et fin de

la tâche.

Les évènements da ns un système sont liés par des co ntra intes , qui
condition nent l'évolution du systè me et ses propr iétés. Nous n'essay erons
pas d'énumérer tous les types de contraintes possibles . Citons cependant

quelques exemples.

8.1.1 Con traint e d e préc èdence s imple:

Un évènement 0: ne peut se produire qu'après un évènement p.

Celte définition se génér alise aisément à deux tâches Cl et p. Dans ce cas, la
fin de ct doit précéder le début de p.

8.1.2 Co ntra int e de prèc èd e nc e m ulti ple :

Un évènement 0: ne peut S8 produire qu'après des évènements p et 1

Ce lte déf inition se généra lise sans peine à un nombre fini d'évènements

cond iti onneurs.

8.1 .3 Con trai nte de s ync hro nisa lio n ;

Deux évènements ct et p se produisent à la même date.

C'est une généralisat ion de la con tra inte de préc èdence : 0. précède Il et
vice-versa. Celte définition se généralise aisément aux tâches.
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8.1.4 Con tr a Inte d 'exc lus ion :

Les évènements 0. et ~ ne peuvent se produire à la même date absolue.

En d'autres termes, l'un des évènements précède strictem ent l'au tre. Celt e
définit ion se géné ralise alors à deux tâche s a et û: 0: et p s'excl uent si et

seulement si la fin de 0: précède (strictement ou non) le début de p, ou

vice-versa .

Dans les déf init ions précèdentes, une contrai nte peut porter sur l'un des
évène ments d'une suite d'évènements du même type, ou être une~
~ sur cette suite. Donnons un exemple de contrainte globale.

"Pour tout entier n, le n-ième top de l'horloge 0: précède toujours le n-ième

top de l'horloge B"

Il peut aussi y avoi r des contraintes du type:

"Un évènement Cl ne peut se produire qu'un nombre d'unités de temps 0 après
les évèneme nts ~ et y •

8.2 Dates logiques et da tes absol ues.

Les exe mples de contraintes proposés ci-dessus fon l intervenir deux notions
de temps et de précédence: le temps logiqlJe et le temps physique (ou temps

abso lu). L'objectif de la théorie des systèmes à évène ments disc rèts peut

être défini comme l'étude des relations entre ces deux "temps" diffé rents au
cours de l'évolution d'un système. Ces relations, que nous ess ayerons de
représenter aloé br iquemen t sont induites par les contraintes imposées aux
évènements du système.

Un système à évènements discrèts peut être aussi être interprété co mme un
ens emble d'horl oges loca les . Chaque horloge est définie par une suite

d'évèneme nts d'un type donné.
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Ces hor loges sont liées par des cont raintes de synch ronisatio n, et son t
comparées à une horloge de référence qui d éfinit le temps absolu.

Dans noi re théorie:
Temps logique ~ Temps local ~ Numéro

Temps physque ~ Temps absolu

Plutôt que de faire une théorie gén érale de toutes les cont raintes que l'on
peut imaginer entre les évènements dans un système, nous allons partir d'un
outil de modélisation existant, les rés eaux de PETRI temporisés . Nous

chercherons à traduire cet outil grap hique en une représentation algébrique.

Pour ce la, il nous faut introdu ire une description Qua nt ita t ive des
éyènements aUQuels on s' intéresse dans lin système . Nous allons utiliser une

représentat ion proposée par P CASPI et N. HALBWAC HS dans (SPTR 2], mais

que nous manipulerons avec des techniques mathéma tiques différentes.

8,3 Description quantitative des suites d'év ènements.

Nous dirons que deux évènements sont du même type si, dans la modélisat ion

du système. ils ne sont distingués que par leurs dates logiques et absolues.
Cette notion est donc relative à la préc ision du modèle employé

Cons idé ro ns une su ite d'é vènements du même type . Chac un de ces
évènements peut être caractérisé par deux mesures:

-sa date logiq ue, déf inie par la numérota tion des évèn emen ts de la

suit e .
-sa date absolue. mesurée par rappo rt à une horloge de référence,

Dans cette étude, nous supposerons que le temps abso lu est mesuré par une
échelle discrète. Les dates absolues seront de s entie rs relat ifs, ains i que
les dates logiques.

8- 3
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8.3 .1 Convent ion .

Pour pouvo ir cons trui re une théor ie cohérente , il est essent iel de supposer

que dan s une suite d'év ènements du même type, l'ordre induit par la
numérotation logique est cohérent avec l'ordre induit par les date s abs olues.

En d'au tre termes, l'évènem ent a porte un numéro d'ordre infér ieur ou éga l au
numéro de p si et seulement si a est antérieur à p pour le temps absolu.

D'autre part, il est agréab le d'im pose r que la numérotation des évèn ements

d'une même suite ne con tienne pas de "tro us". c'est à d ire que les
évèn ements ayant effectivemen t lieu soien t numérotés par un intervalle

[p,q] de Z. On tolére ra cepen dant des évèneme nts fictifs do nt les numéros

se ront str ictemen t inférieurs à p. ou stric tement supérieurs à q. Com me
nous le verron s ultéri eurement, cela ne pose pas de prob lème si des

préca utions adéquat es sont prises: les dates abso lues de ces évèn ements
fict ifs sont •..., ou +...,.

Les dates absolues ainsi que les numéros des évènements ne son t définis

qu 'à une transl ation près . Le déplacement de l'origine du temp s absolu

affec te tout le système. Par contre, une renurnérotation des évè nements
d'une suite n'inf luence pas les aut res suites. Dans toute étude, Il faudra

donner des "conditions initiale s" qui lien t ces di fférentes horloges.

8.4 Suites de dates.

Pour toute suite d'évènements du même type, nous dés iron s calculer les

relations entre dates logiques et dates absolues. Ces relations peuvent être
décrite s par deux suites indicées par Z, à valeurs dans Z u l ' oo,+ oo} Ces

suites sont définies comme suit.

Nous définirons d'abord le temps absolu comme fonction du temps logiqu e.

B· 4
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Déf init ion 8.4 ,1:

Une suite d'évèneme nts du même type peut être décr ite par son dateur
0 - (d o).

où dn est la~ de l'évènement de numéro logique n.

D'après la convention 8.3.1 , cette suite es! cro issante.

Réc iproquement, à c haque insta nt abso lu, on peu t compter le nom bre

d'évène men ts ayant eu lieu, ce qui défi nit les comp te urs d'évèneme nts

util isés par P CASPI et N. HALBWACHS. Pour des raisons a lgébriques qui

appara îtront ultérieure ment, il est plus commode de mani puler une suite
dont la définition est légèrement différ en te, qui dé fini le tem p s logi qu e

comme fonction du temps absolu.

Déf in ition 8.4.2:

Pour toute suite d'évènements du même type , nous appellero ns~, la

s u it e

C - (c, ).
où c, es t l'tnt des numé ros des évènements postérieurs (au se ns de

l'inégal ité la rge) à l'in stant absolu 1.

Remarqu ons que celte suite est to ujou rs croissan te, que la numérotation

soit cohérente avec le temps abso lu (conven tion 8.4.1) ou pas .

Si plusieur s évènements son t simu ltanés, on ne prend en compte dans la

série C que l'évènement dont le numéro est le plus faible.

Les évène ments ayant lieu à la date t s'o btiennen t en comparan t les suites

C , et C' +l Leurs numéros sont les entie rs p tels que Cl :s; p < C1+1 En
particulie r, si Ct - CI+ 1 il ne s'est produ it auc un évènement à la dat e t .

Le dern ier évènement (au sens log ique) qui s'es t produi t à l'instant ab solu t

port e le numéro logique CI +1 -1

8- 5
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8.5 Exemples de dateurs et compteurs .

8 . 5 .1 :

Consid érons une horloge donl la fréquence est la moitié de celle de l'horloge

absolue, et qui est ini tia lisée de manière à ce que leurs instants 0

respect ifs coinc iden t. Alors :

v n E Z dn= 2n

'VI e Z C21. ' = C21 - t

8 . 5 . 2:

Cons idérons une qui produit deux "tops" simu ltanés à chaque lo p de l'hor loge

abso lue. Si les évènements numéro 0 el 1 ont lieu à l'instant abso lu 0:

vn E Z d2n= n = d2n+1

'VI E Z CI = 2t

8.6 Conditions initiales, systèmes au fonc tionnem ent fini.

A l'aide de ces outils, nous pouvo ns étudi er des systèmes fonc tionn ant un

nombr e fi ni de fois, d' autres qui ont un passé infin i, ou d'au tre s qui

fonct ionnent indéf inimen t. Pour cela, nous mani pulo ns des sé ries indicée s

par Z. Ce la crée évent uellemen t des évènemen ts ficti fs, à caus e des que ls

nous ado pterons les conven tions de modé lisation suivantes .

Conven tion 8.6.1 :

Si un élé ment d'un système fonc tionne pour la première fois à un insta nt

absolu r , et que le prem ier top correspondant de l'horloge locale qui lui est

associée parle le numéro p, alors la sui te de dates associée (dnl es t telle

que:

'Vn < p ,dn=-oo et dp _ '

et la suite de comp tage assoc iée (c.) est telle que:

'V t s r • Ct= p et Ct. , 2= P

8- 6



v n > k , dn = +00

VI>t , c l = k+ 1

Descripljorlquanlitative d'un systèmeà avènaments discrels

Cette convent ion sign ifie Que l'on reje tte à -00 les évènemen ts passés dont
on ne tient pas compte , qu'il s'ag isse d'évène ments réels ou ûcns.

En général, " instant initial de fonct ionneme nt sera 0, pour l'horloge abs olue,
et le numéro du premier évènement sera 0, et non 1

Vn<O , d rl - O et do=O

V t ~ 0, Cl = 0 et C1 ;:: 0

Conventio n 8.6.2 :

Si un élément d'un système ne fonct ionne pas au-de là d'un évè nement
numéro k. Qui a lieu à la date absolue t , les suites (dn) et (Ct) assoc iées à
cet élément vérifient

dk = t el

Ct ~ k et

Cela signifie que l'on rejette à la date absolue +00 les évènements fictifs qui
son t po sté r ieurs au dernier fonctio nnement réel du système . Par

"évèneme nt" réel, il faut comprendre évènement dont on tient compte dans la
modé lisa tion . Le compteur res te bloqué à l'i nf des numéro s logiques
asso ciés aux évèneme nts qui ont lieu simulta nément à l'instant fina l t. Cela

explique l'inégalité Ct ~ k Si un seul évènement se produit à r. on a Ct = k.

8.7 Exemples de dateurs et compteurs.

Exemp le B.7. 1:

Cas part icu lier où il ne se produit aucun évè neme nt. On considère que tous

les évèneme nts ont lieu à la date + 00 .

v n e Z,dn-+oo

v p E Z, cp= - 00

Pour être cohérent avec les remarques précédentes, il faut penser' "Aucun
des évènements auquels on s'inté resse dans le modèle n'a pu se produire à
une date finie"

B- 7
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Par cont re, la suite de dates identiquement égale à _00 modélisera le ca s peu

fréquent, où une inf inité d' é léments ont eu lie u ava nt le d ébu t du

fon ctionnement du systèm e, ou plutôt avant que l'on ne s'inté resse au

fonctionnement de celu i-ci. Le compteur associé est ident iquement égal

à + <><>

Exe m p le 8 .7.2 :

Considérons un élément pou r lequel il se produit 3 évèn ements , numérotés 3,
4 et 5 , ayant lieu respectivem ent aux dat es -S, 6 , et 9. Les sui tes

ass ociées sont déf inies par

'TI n < 3, dn '" -<><>

d3 • -5

d4 - 6

ds - 9
'TIn>S, dn =+oo

'TI t :s; ·5 , Ct = 3

C.4- C.3- =C6- 4

cs= cG'" =Cg .. 5

'TI t > 9, Ct = 6

B- 8
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8.8 Exemples fondamentaux de da teurs et compteurs .

Exe m p le 8 .8 .1;

Modélisons la mise à dispositio n d'une ressource , par exemple un stock de K

pièce s disponibles à la date t , les pièces étan t numérotées 0 à K·1 Pour

cela , définissons un élément du système qu i cond iti onne ce ux qu i util isent

la resso urce. A cet élément cond itionneur sont ass ociées des suites de la

forme '

'V n < 0, d o = -<><>

do - o, = '" dK .. t

V n >K .o, = -+-<><>

V t S t , Ct = 0

V t > t • Ct = K

Exemp le 8.8.2 :

Si on modélise la mise en route du système à ta date r. on écrira que tous ses

éléments dépendent d'une ressource qui est disponible en quantité infinie à partir de la

date r . Ce la déf init les suites

"il n < 0 , dn = ~<><>

"iI n c:: O dn = O

'1 IS O,Ct= O

'1 b O,Ct: -+-""

8- 9



D9sc riptionquantdatived'un sy stèm9 à<lv<lnement~ d'SCt91S

8.9 Dualité entre les dateurs et les comp teurs associés à un même élément.

l es compteurs et dateurs sont des suites croissantes de Z dans ZU{-o<> ,+o<>J,

que l'on peut aiséme nt prolonger en sui tes croissantes de ZU{-o<> ,+o<» da ns

Zu {-oo,+oo}. Cet ensem ble Zu {-o<>,+ool est un treil lis qu i peut être muni de la

max-addit ion ou de la min-addi tion . Les dateurs et co mpteurs so nt

év idemment max-continus et mm-contm us (il est aise de verifier que ces

deux notions coïncident lorsque l'ordre est total) . On peut donc appli quer la

const ruc t ion des quas i-inverses pro posée dans le cha pitre 1, po ur

ccnstat ater que le dat eur et le co mpteu r associés à une mê me su ite

d'évènements sont qua si-inverses l'un de l'autre .

Pr opriété 8.9 .1 :

\! nE Z, dn _ sup { pe Z / cp s n }

'ri t e Z , Ct - inf { qœZ 1dt ~ t ]

Dé mo nst ration :

Pour une date absolue 1, le numéro Cl du premier évènement qu i ne s'est pas

encore produit , est l'inf des entie rs p, tels que la date dp soit superieure ou

éga le à t.

Pour un évènement numé ro q , la date dq est la de rniè re date, à laqu elle

aucun évènement à venir ne porte de numéro supér ieur ou égal à q

Exem ple 8.9 .2 :

Si le dateu r D est défini par '

v nEZ dn • 2.n

alo rs
"il t e Z Ct _ inf { SE Z / 2.s ~ Il = Partie Ent ière de (t+1)/2

donc

C2t" t et C21+1 = t+1 "il t E Z

8- 10
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Exe mp le 8.9 .3 :

Si le dateu r 0 est déf ini pa r

V n < O dn ", -<><> et V n ~O dn =5

a lo rs

V t :s; 5 Ct " inf { se Z ' o, ~ t } - inf[O,+oo[ = 0
Vt~6 ct -inf {seZ ' ds :S; k } _int " .. +00

Exemple 8.9 .4:

Si le com pteur C est dé fini pa r

v t s e cl =O et V t>4 c; .. l

alo r s

v p < 0 dp = sup { qe Z , cq :S; p} = sup CI :: - 00 = e da ns OZC

do= svp {qe Z J cq:S: 0 J .. 4
'if P ;::>: 1 dp " sup { qe Z J cq :S: p} .. sup (4, +00 [ = +00

Ex emple 8 .9 .5:

Cas où il ne se produ it auc un évènement:

'if ne Z,dn _ +00

V t e Z, CI - inf Z = -00

réciproqu emen t

V n eZ, do " sup {pe Z , -00 :s: n } = sup Z .. +00

ce qu i do nne bie n les séries p récède mme nt proposées.

8. 10 Interprètat ion graphique du lien entre compteurs et dateurs:

8 .10 .1 ; Transformation dateu r -) compteu r'

Sur le graphe de la suite dn en fonction de n, on ne conserve que les points tels que dn
n'est majoré par aucun terme d'indice strictement inférieur , c'est à dire que l'on co nserve

les Rang les supér ieur s oauc hesM du graphe. Puis on fait une symét rie par rapp ort à ta

première bisect rice et on complète en attribuant au terme d'ind ice p l'in! des valeurs des

term es d'ind ice supérieur (à droite sur le graphe) .

8- 11
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8.10.2: Transform ation compeur ---)dateur -

Sur le graphe de la suite c, en fonction de n. on ne conserve que les points te ls que c,
n'est majoré par aucun terme d'indice strictement supérieur (à droite sur le graphe), c'est

à dire que l'on conserve les angles inférieurs droits du graphe. Puis on fait une symétrie

par rapport à la première bisectrice et on complète en attribuan t au terme d' indice p J'inf

des valeurs des termes d'indice inférieur (à gauche sur le graphe).

En cas d'asymptot e horizontale en + 0<> , on conserve toute l'asymptote, qui par symétrie,

donne une asymptote verticale, c'est-à-dire une suite qui vaut +-,

Exemple 8.10.3:

Considéron s la suite d'évènements définie par leurs dates abso lues :

V n < 2 dn "' E

d2 '" 5

d3 '" d4 =ds ",6

d6 ",7

d7 = 9

da = d9=d10= t O

dll = d12 = 11

d l J = 16

V n > 13 dn = 2n

8· 12



Le graphe associé à la suite 0 est:

DATEUR:
Suile complète avec po otllS

eltr 6mau l en noi, .

ae

2S

O;lteabsoU 20

15

10

168 10 1 2
Numero

s e;-''--'w'----'-_-~-_-~-~

a

Si on ne conserve que les points extrémaux "supérieurs gauches·, on obtient:

DATEUR:
Po ,nlS e l t.6mlU l

as

30

2S

Oille ;lbsolue 20

8 10 1 2

Numéro
16
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Par symét rie par rapport à la première btsectnce. on obtient:

Symél "Q ",. 1

dei points lu tfé ""..",.

Comp :eur ..
' 5 2 0 25

Oa le a~ue

2 ~.-.:------~----~--
5 35

En tirant un trait à gauche de chaque point extrémal, jusqu'à la verticale du suivant, on

obtient

OATElIl
.prft s coo-o' ènen

po nts e Il ré mau. e n no.'

"
o.

o.
0000.00000000000+

Compteu r
10 .

c •..
_OC2 · 00000.-~-_-~_~_ _ ~

5 0 5 10 1 5 20 25 30
Oa:eabsol",e
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c 'est bien le graphe du compteur C associé à la suite 0 :

\1' t s 5 <; 1: 2

« -3
C7 · 6

C8 E Cg '" 7

c10 · 8

Cl , · 11

C12 · c13 '" C14== c 1S · CI6 -= 13

\l't> 12 G == E((l+1 Y2)

Pour effectuer la transformation réciproque. on ex trait du graphe du comp teur C les

poi nts ext rémaux (angles) inférieurs c rous. puis on ettectoe une symétrie avant de

comp léter en tirant un trait horizontal à droit e de chaque point extrémal , JUSQu'à la

vertica le du suivant.
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Description algébrique d'un réseau de Petri 1emporisa

Chapitre 9
Descript ion algébri que d'un résea u de PETRI tempori sé.

9.1 Reseaux de PETRI.

Plut ôt que d'entreprendre une théo rie géné rale des systèmes à évèneme nts
disc rets , nous allons partir d'un outil graphique, do nt l'usage est " à la mode­

pour représenter de tels systèmes : les réseaux de PETRI tempor isés . Nous
mont rerons sous des hypothèses restric tives, co mment obten ir un système

dynamique algébrique linéai re à partir d'un tel réseau.

Les réseaux de PETRI "normaux" sont destinés à représe nter graphiquement
des problèmes logiques. Ce sont des digraphes orientés, comp ortant les deux
types de nœuds suivants:

Les~ qui sont symbolisées par un rond.

o
Les tra nsitions qui son t symbolisées par un trait.

Dans ce digraphe circulent des jetons.

•
Les jetons résiden t dans les places . On appelle marquage du réseau une

distribution donnée de jetons dans les places.

Réseau de Petri avec Marquage.
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Les j etons circ ulent de place en place le long des arcs orientés, en
fra nchissant les trans ist ions lorsque celles-ci sont "activ ées" Ces
activations doiven t respecter les règles logiques suivantes.

Chaque transition consomme un nombre spéc ifié de jetons dans les places en
amon t, et produit un nombre spécifié de jeton s dans les places en aval. S' il

n'y a pas suffisamment de jetons disponibles dans une des places en amont
d'une transition, ce lle-c i ne peut pas être act ivée.

La descr iption complète d'un système par un réseau de PETRI nécessi te donc :

-un digraph e Places X Transitions ;

-une matrice "Pre" indicée par PXT, ou Prej,j est le nombre de jetons
nécéssaires dans la place i pour l'activation de j;

-une matr ice "Post " indicée par PXT, ou Posti,j est le nombre de jetons
produits dans j par l'ac tivation de i:

-un marquage init ial.

Il est important de remarque r que le marquage initial n'est pas seulement
une "conditio n init iale" au sens de la théorie usue lle des systèmes. Un
changement de marquage initial peut conduire à un nouveau sys tème aux
propriétés totalement nouvelles.

9.2 Analyse quafitative et intêrêt des réseaux de PETRI.

Le lecteur intéressé voudra bien consulter les ouvra ges [PETRI1J et [PETR I2]
pour trouver une définiti on formelle des réseaux de PETRI et une étude des
divers concep ts qui leur sont associé s. Les propr iétés que l'on cherche en

génér al à vérifier sont:
-l'existence d'un fonc tionne ment infini,
-l'a ccessfbiltt é de certains marquages;
-une majoration du nombre des jetons dans certaines places.

etc ..
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Il s'agit essen tiellement de propriétés~ de résea ux il y a très
peu de résultats quant itatifs sur les marquages. On peut repr ésenter par des
opé rat ion s mat rici el les dans l'algèbre usuelle l'effet de l'act ivation de s
transit ions . Il s'ag it en fait d' une vér if ica tion com ptable uti lis ant les
matr ices PRE et POST et qui traduit place par place la vérité première:

nombre de jetons "apr ès" =

nombre de jetons "avant"

• nombre de jetons consommé s
... nombre de jetons produi ts

Ma lheur eusement, cela ne permet d'obtenir que des cond itions nécessaires
pour qu 'une suite d'activations de tra nsitions soit possible, et prat iquement

ja mais de condit ion suffis ante.

De plus, il est impossible, à l'aide du calcul matr iciel usuel, de décrire

si mplement la dy namique du réseau calcule r les tra nsit ions qu i sont
activables en fonction du marquage, sans utiliser des test du type "si Xi~O ­

pour vérifier que les jetons sont en nombr e suffisant. De tels tes ts sont
faciles à programme r, mais pour man ipul er forme llement leur résu ltat. il

faut utilise r des fonctions indicat rices qui ne co nduise nt pas à une algèbre
"p rat ique-

Un autre inconvénient des résaux de PETRI est l'imposs ibilité d'une approche
locale de la modélisa tion. On ne peul en gé néral pas diviser un système en

sous-systèmes , lesque ls serai ent mod é li sés ind iv iduel lement. Une
modi ficat ion mineure de l'objet que l'on veut étud ier peut d'ailleurs cond uire

à une redéfinition de tout le réseau ,

La théor ie des réseaux de PETRI a cependant un intérêt majeur ' il s'agit du
seul modèle graphique dans leque l les opérations logiques "et" et "ou" sont
toutes deux modélisées, tout en étant cla irement dist ingué es. En eff et , la
popul ation des outils graph iques se divise entre les graphe s dont les nœuds
sont des -et- logiq ues (Pert etc..) et ceux don t les nœuds sont des "ou "

(Autom ates ..).
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Dans les réseaux de PETRI. II faut aussi distinguer les cont raintes logiques
qui se répercutent en amont et en aval par rapport au sens de circulation des

je tons .

9.3 Les quatre types de noeuds fondemmentaux.

Da ns un système à évènements discrets peuvent être identifiée s quatre s
containtes fondamentales. qui cor respondent dans un réseau de PET RI aux

quatre types de noeuds suivants.

9.3 .1: ~ ET aval"

L'act ivation de la transition produit 1 jeton dans la place P2 .lU 3 je tons
dans la place P3.
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9.3 .2 : "OU aval "

::I
.

' \'
, "17

•
Ic i. deux évo lutions sont possibles lorsqu'un jeton est présent da ns P1 on

peut activ er la transit ion 1 ll.l.! ta transition 2.

Dans le pre mier cas, 1 jeton est cons ommé dans P1, ce qui fourn il 3 jetons

dans P3. Dans le second cas, 2 jelons sont consommés dans P1 el 2 jetons

sont produits dans P4.

Notons qu'i l s'agi t ici d'u n "ou exclusif", mais si P1 conten ait 3 jetons ou

plus , il ser ail pos sible d'active r P1 "ou inc lusif " P2.
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9.3.3 : ~ET amont"

lei l' act ivati on de la tra nsition nécessite 1 jeton dan s P1 el 1 jeton
dans P2. Dans ce cas , il arrive trois jetons dans P3.

9.3.4: ~OU amont"

Ici, la place P3 peut recevoir 1 jeto n de t t 2...U.. (inclus if) de 12. Dans le
premier cas, ce la consomme 1 jeton dans P1 Dans le sec ond cas, ce la
consomme 2 jetons dans P2.
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9.4 Réseaux de PETRI temporisés et systèmes à évènements discrets .

Les réseaux de PETRI tels que déf inis en 9.1 ne modélisent que les
problèmes logiques, indépendemment des problèm es de tempor isation .

Pour une étude quantit ative , il faut in troduire les résea ux de p ETRI
~. [PETRI 4) propose une théorie comp lète des réseaux de PETRI
tempor isés . Dans celle thèse , plusieurs définitions sont proposées pour les
résea ux tempor isés. Nous utiliserons ce que P CHRETIENNE appelle "Réseaux

p-temocrtsés ". dans lesquels:
- l'activat ion des transitions est instantanée;
- à toute place est associée une duré e minima le du séjour des jetons.

Pour modéliser un évènemen t qui n'est pas instantan é, c'est à dire une tâche ,

doit utiliser la figure suivante :

Pour étudier l'évolution du marquage au cours du temps, nous allon s utiliser
les suites de dates et de comptage que l'on peut définir dans Je réseau.
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Définition 9.4.1 :

A toute place p sont associées deux suites de dates indicées par Z:

Xn (p) est la date de l'arrivée du n-ième jeton dans la place p ,
y fi (p) est la date de la n-ième sortie d'un jeton de la place p

Défin it io n 9.4 .2 :

A toute transition t est associée une suite de dates

T11 (t) est la date du n-ième franchissement de t par un jeton.

Pro p ri ét é 9.4 ,3:

La règle du séjour minimal nous donne alors :

" neZ . y n (p) > Xn (pI + S(p)
où ô(p) est le temps de séjour minimal dan s la place p.

Lorsqu'on utüse un dlctde dont les opérations sont (rnax,«), cela s'éc rit

" n e z . yn (pl > Xn (pl S(pl

9.5 Fonctionnement au plus tôt. au plus tard et non-détorminism e.

Le prin cipe même des réseaux de PETRI veut Qu'une main invisible (telle la

main Qui agit sur le marché des économis tes) déplace les jeto ns (Dollars ?)

dans le réseau. Dans la théorie des réseaux de PETRI non temporisés, cette
"mai n inv isible" act ive les trans itions une par une. L'histoire du réseau est
alo rs décrite à l'aide d'une chaine de caractè res d'un alphabet dont chaque
lett re est associée à une tra nsit ion.
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L'ut ilist ion de chaines de carac tères pour tracer l'évo lut ion du système est

évide mment adap té aux machines séquentiell es, mais il ne permet pas de

représenter des systèmes, tels que les mach ines mult iprocesseurs, da ns
lesquels plusieurs évènements ont lieu simultanément . Il existe bien sûr des
artifices permettant de rédu ire le parallé lisme à un phénomène séquentiel.
Il suffit pour cela de mult iplier le nombr e d'état du système, en assoc iant
un état di fférent à chaq ue avanc ement rela tif des proces sus évo luant
simult anément. Il suff it alors de cons idere r l'évolut ion entre ce s d ive rs
états , laquelle est séquentielle . Malheureusement, cela masque le carac tè re
parallèle du phénomène et crée en généra l un nomb re démes uré d'étals

diffé ren ts

Il faut donc défin ir un mode de fonctionnement du réseau dans lequel
plusieurs tran sitions peuvent être activées simultanément. Le problème de
la desc rip tion de ce t yp e de lonc t io nnem ment a été étudié par
P. CHRETIENNE.

Nous proposo ns de représenter ce lonctionneme nt par un ensemble de suites

de dates, ou de manière équivalente , par des suites de compta ges En
par ticul ier , deux types de dates sont intéressantes :

Les dates "au plus tôt" du fonctionnemen t du réseau, lorsque les dates de
dispon ib ilité des jeton s du marquage initial sont connues.

Les dates "au plus tard - aux quelles il faut ac tiver les transi tio ns pour

obteni r un marquage donné à une date donnée.

A pr iori , il suffit, pour obte nir les dat es "au plu s tôt" de si muler la

c irculation des jetons en act iva nt toute tran sition dès que po ssible . Mais
cela suppose qu'il n'y ait pas de situation de non ·déter min is me telle que
celle rencontrée dans Je cas du -OU aval"
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Doscription algébrique d'un réseau de Petri temporisé.

II~.
6 6

Ici , l'opérateur masqué peut cho isi r d'ac tiver t 1 ou 12. Dan s le voc abulaire

des réseaux de PETRI, t1 et t2 sont en "conflit st ructurel" . En géné ral, cette
s ituati on condu it à une énumér at ion de s div er s cho ix possibles. Cett e

énuméra tion devien t comb inatoire dès que le graphe cont ient des cycles qu i

pa ssent par les transitions en con flit st ructu re l. L'étude de ces pro blèmes
d'énumération est l'objet de la théo rie des automates.

Les auto mates sont d'ailleu rs un cas particu lier de réseaux de PETRI, mai s

ils sont mal ada ptés à la modélisat ion des prob lèmes de sync hron isa tion

ent re des processus fonctionnant en parallèle. Or c'est à ces pro blèm es de

synch roni sati on que nous nous inté resso ns particulièrement, et ils son t

modé lisés par des nœuds du type "ET amont" Cela nous con duit à une

pr emi è re restr ic tion ,

Pour sympli f ier notre ap p roc he , nous all ons exc lure les prob lèm e s

d'énumération comb inatoi re, en ne considérant que de s réseaux de PETRI

sans co nf lit sln~, c'est à dire sans -OU ava l" Puisqu 'il n'y a plus de

chaix à fa ire sur l'uti l isation des jeto ns , cette re str iction nous permet

d'ado pter la règle suivante.

Conve nt ion 9,5.1:

Cha qu e trans ition est activée d ès que les jetons nécessa ires so nt

d isponibles .

Nous avons ainsi déf ini un fonctionnement "autonome" du réseau, qui devie nt

alors un système muni d' une dynam ique. Ce système peu t avo ir des entrées,

des jeto ns arrivant de lvex t érieu r". et produ ire des so rties, de s je lons

envo yés à lvext érteur" Ces entrées et so rties peuven l évidemment être

représenté es par des suites de dates ou de comptage.
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Réseau sans conflit structurel
avec entrées et sort ies.

Dans l'exemple...

1II-~_
Séjour a Séjou r b

.. la transition est activée lor sque deu x jetons sont disp onib les, ce qui
pro dui t un je ton en ava l. Ecrivon s l'équ atio n sur les suit es de date s
assoc iées, en fixant les conditions initiales telles que Je jeton numéro 0 en
aval soit produit par les jetons 0 et 1 en amont:

Cela définit un système dynamique qui n'est~ au sens de NERO DE,
parce que nous avons défini le "temps physique" com me fonction du "temps

logi que " Si on écrit les équations liant les com pteurs, c'est-à-dire "temps
logiqu e" fonction du "temps physique" on obtient un système causal '

COUT1 - Part ie entière (CINt.a.ab!2)
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Considé rons maintena nt la situation inve rse :

II-~-
Séjour a Séjour b

avec des cond itions init iale s adéquates, la relation entre les su ite s de dates

est alor s:

Si tous les jetons ont un num éro n positif, on ob tient bien une re lation

causale, mais ce système dynamique n'est pas sta tionnaire, au sens suiva nt.

Il n'y a pas de retard logique p tel que la date de sorie numéro n ne dépende

que des entrées numérotées de n-p à n.

A nouve au, si on écrit les équations entre compte urs, ce genre de dftficult és
di spara it.

Comme le but de notre théorie des systèmes à évène ments discr ets est

essentie llem ent d'étu die r les dat es physiq ues des évèn emen ts en fonction

des d ates lo gi ques , nous all ons do nc imposer les re str ict io ns

supplémentaires suivantes.

Convent io n 9.5 .2:

Toute transiti on cons omme un unique jeton par place en amont.

Toute transition produ it un unique jeton pa r place en aval.

Dorénavant, nous ne préci serons plus les valuations des arcs ent re places et

trans itions , qui sont toutes égales à 1
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Une difficu lté analogue à la précéden te se pose dans le cas du "OU am ont" :

L'équation liant les suites de com ptage est trivi ale : il suffit d'ad ditionner le

nombre de jetons venant de IN1 et le nombre de jetons venant de IN2. Comme
ces suites de comptage sont en fait définies à une valeur in it iale près , il

faut en fa it écr ire, en fixant une date de référence t' "

Ce qu i nous intéresse su rtout , ce sont les équat ions ent re dateurs , et

cell es-c i sont be aucoup mo ins simp les . Pa rmi toute s les po ssib il ités

d'entrées de jetons qui produ isent n je ton s en sortie , un e seule es t

sig nif icat ive : celle qui se produit le plus tôt. En fa isant ab stra ct ion du

problème de numérotation initiale, on obtient une relation du type

qUI sorte "d'tnt con volu tion" opérant sur tou t le pass é log ique des

ent rée s.

Convention 9.5 .3:

Nous allons exclure cette situation du KOU amon t" pour deux raisons:
-ta relation entre suites de dates n'est pas stationnaire ;

-l'op ération Infp+q• n Sup.. n'es t pas de manipulation aisée.
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9.6 Les graphes dévènement s P-emporisés .

Les restrict ions Que nous avons imposé définissent une class e de réseaux
qui sont les -graphes d'évènements P-tempor jsés"

-chaque place possède au plus une transition en amont et au plus une

trans ition en aval ;
-l'activatio n de toute transi tion nécessite un jeton dans chaq ue place
amont et produit un jeton dans chaque place aval.

Les seuls véritables nœuds du graphe sont les tran sitions ca r toutes les
plac es peuven t être iden tifiées à des arcs. Cela est cohérant avec notre
choix de la tempo risation , qui porte sur les places , et qui défini t do nc une
valuation sur les arcs du nraplle .

Un te l réseau peut posséder des entrée s et des sort ies , Que nous
conside rerons comme des trans it ions partic ulières.

Graphe d'évène ments temporisé
avec ent rées et sort ies.

Ces réseaux sont des généralisations des graphes Pert, dans lesquels les

cyc les sonl autorisés .

Enon çons une propriété élémentai re mais essentielle de ces graphes
d'évènements, que nous ne montreron s pas
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Pro p r ié té 9.G.1:

Le nombre total de jetons dans chaque cycle d'un graphe d'évè nements est
inv ar ia nt.

Ces graphes d'évèneme nts permettent d'étudier exclusivement les problèmes
de synchronisation, li ant une classe duale parmi les réseaux de PETRI, celle
des "machines à états" Ce sont des réseaux dans lesque ls chaque trans ition

ne poss ède qu'une place amont et une place aval, où elle consomme et
prod uit respect iveme nt un jeton, Dans ce cas, ce sont les transitions qui
peuvent être identifiées à des arcs , Ces machines à état sont en fai t de s

auto mates , qui modélisent les prob lè me s co mb ina toi res liés au
non-dét erminis me.

Nous allons étudier en déta il les équations qui décr ivent le fonctionnement
des graphes d'évènements temporisés.
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Chapitr e 10

Equati on s entre dateurs d'un graph e d'évènements tempor isé.

10.1 Modélisa tion par suites de date s.

Dans un graphe d'évènements, chaque place ne reçoit des jetons que d'une

seule transition et n'en fourni t qu'à une seule . Il suffit don c d'étudier les
suites de dates associées aux activati ons des transitions.

Nous nous intér esserons aux "dates au plus tôt- auxquelles les trans itions
peuv ent être act ivées . Ces dates dépendent du marquag e init ial et de s

disponibil ités de jetons dans les entrées.

Pour obtenir les dates "au plus tôt" de fonctionnemen t, il suffi t d'étudier
com ment une transit ion est condit ionnée par les transit ions en amon t.

..~
Il

Le séjour minimal de tout jeIon dans la place située entre les transit ions
tj et t est not é dl La suite de dates associée à la transition ti<. sera notée:

Xk = (Xk ,n). ",,<n<;.oo

La transit ion t peut être act ivée dès que chacune des places en amo nt
contien t au moins un je ton . Pour ce la, il faut que chaque transition tk ait
fourni au moins un jeton. C'est le dernier jeto n d isponible qui permet
l'activat ion de t. lorsque le temps de séjour minimal dans la place où il se
trouve est éco ulé. Cela se traduit par J'équation:
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Cetle équa tion est valable si les numérotat ions sont initial isées de man ière

à ce que l'activation numéro 0 de t soit déclenchée par les activat ions des t
l

qui sont toutes numérotées O.

Supposons que la place située ent re t et ti conti enne initialement Si jetons.
Pour acti ver n fois la transi tion t. il suff it que cha que trans it ion ti
fournisse (n-sl ) jetons.

Dans un premier temps , nous supposerons que tous les jetons du marquage
initial sont disponibles depuis t__oo . Nous verro ns ultérieuremen t co mment

il faut traiter le cas des je tons disponib les à une date finie.

L'équa tio n

xn = Maxi_1..k (Xi,n.Si + di)
s'écr it linéairement dans les dlctdes DZC (temps entier) et DRC (temps
co nt in u)

10.2 Marquage initial disponible à une date finie.

Dans l'équation obtenue en 10.1, les jeto ns diponib les depu is t__oo se

comportent comme des opé rateurs de retard. Pour traiter les jeto ns qui ne
sont disponibles qu'à partir d'une date finie t O (en généra l t ° .,O ), il nous faut

modélis er exp licitement ce tte cont rainte. Cela rev ien t à suppose r que la
transiti on immédiatement en aval de la place où se trouvent les je tons est
bloquée jusqu'à ,0par une entrée, qui à partir de ,0ne joue plus aucun rôle

limitant. Cela signifie que cette entrée reçoit une infin ité de jetons à ,0

Plus géné raleme nt, pour étudier un résea u qui es t "mis en route" à t O, il

suffi t d'a jou ter une entrée f ictive qui joue le rôle d' interrupteur et reço it
une infinité de jetons à t O
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• Jetons bloqués struct ure lle men t

lIIi Jeto ns bloqués par l' interrupteur

- Réseau fic ti f serv ant d'inter rup teur

Nous co nnais sons Jes suites de dates et de co mptag e a ssoc iées à cet
in terru pteur

V nec. dn .-00 et V neü. dn _ t O

'ri t S:'t° , Ct - 0 et ';f t >O, Ct =+ 00

10.3 Système d'équations décrivant un réseau complexe.

Dans un réseau complexe, il faut écrire une équation du type

x n " I i. 1..k di X" n-S i

po ur chaq ue tran sit ion du réseau. Parmi les transitions , il faut isoler les

t ransitions d'entrée dont les dates d'act ivation sont une donnée du problème.

On obtient ainsi un système linéaire de n équations, ou n est Je nombre de

trans itions qu i ne sont pas des entrées .

En général, le graphe contient un cycle , ce qu i se traduit par des équati ons

implicites. C'est la princip ale diff iculté technique qui se pose dans l'étude

des gr aphes d'évèn eme nts temp orisés , après que l'usa ge de etetees
appropriés ait fa it apparait re la structure linéaire du prob lème .
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Con sidér ons un cas trivi al:

xn = O,xn ŒJ un

où la suite de dates un est donnée .

Il Y a une infinité de solutions à cette équation car il suff it de pre ndre Xn
supé rieur à un pour tout n.

On ne peul donc pas par ler de la solut ion du système d'équations qui déc rit

le réseau . Comme on s'intéresse aux dates "au plus tôt- de fonctionnement du
syst ème, il faut cherc her si ce système possède !Jne -plus petite sol ution­

La répon se est oui, et est une conséquen ce du théo rème de point fixe dans

les t reill is .

10.4 Théorème de représ entation des graphes d'é vèneme nts P-temporisés.

Soit un graphe d'évènements p-temoo nsé cont enant q transiti ons, p en trées

et r so rties . Définisso ns les suites de vecte urs Xn• y n. Un à coeff icients dans

Zv{ ·oo,+oo} (temps discet) ou Rv {-oo.+oo} (temps continu) pa r

Xi n - date minimale de l'activat ion numéro n de tl ,

Uj:n- date de l'arrivée numéro n d'un jeton dans l'entrée j ;

y k.n - date minimale de la sortie numéro n d'un jeton par la sor tie k.

La suite Un est une donnée du problème , les suites Xn et Yn sont à ca lculer

Défin issons les matr ices Fi HI et G1 à partir du réseau de PETRI temporis é et

de son marquage initial comme suit.

S'il Y a une place contena nt i jelons entre les transitions m et 1, [Film,!

vaut le délai minimal de séjo ur dans cetle place .

Sinon [F~m.l vaut t E.

S'il Y a une place contenant i jetons entre l'entrée m et la transit ion

l, [GiJm,1 vaut le délai minimal de séjour dans cett e place.

Sinon (Gilm,lvaut E.
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S'il y a une place contenant i jetons ent re la transition m et la sortie

l, [Hilm,1 vaut te délai minimal de séjour dans cene place.

Sinon [Hilm,1vaut E.

Th éorème 10 .4 .1 :

Les suites Xn et Yn s'obtiennent en calcul ant la solution minimale du système
récur rent suivant, système qui est linéaire au sens de l'algè bre (max. e) .

x, = FO·Xn œ F 1.X n.1 ffi F Z.X n_2 ffi F r.Xn. r

ffi GO. U n ffi G I.Un.1 œG 2.U n.2 œ....... G g. U n.g

Cette solution part iculière est l'unique solution du système expli c ite :

où
Fo' = I~ Fon au sens de l'algèbre (max.e)

Oémon s lrati o n .

Nous avons déjà établi que les dates "au plus tôt - sont solutio n d'un système

implic ite linéaire au sens des cnotoes. D'autre part, nous avons montré que
dan s DZe et DAC, une équation matricielle de la forme

X = F.X<I>B
possède une solution minimale pour l'ordre partie l, qui est

X = Fo.B
Celt e réso lvante él imine la forme implicite et assure que l'on calcule ainsi
les dates "au plus tôt" •
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EJ{emple 10 .4 .2 :

INPUT

OUTPUT

Xl n .., 3 .x l
n_l EI:l 2 .X2n CD o.u.,

X2n .. 3.Xl n. , EI:l l.X2n.2 EI:l 5.Un

Yn '" z.xi, CD 4 .X2n

s:

a lor s

Xn - Fo · Xn œ F 1 Xn. , œ G, u n

Yn - H ,Xn
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OU

Fo·m FI·m G · ~

H. ~

ce qui se tradu it en

x, = Fo ' (F,Xn_1 œ G. Un )
Yn=H , Xn

ave c

m m G · ~• 0 • 3 2 F;
F e " 0 0 F o F 1= 0

10.5 Le problème du blocage d'un réseau.

Le cal cul de la résolvant e Fe' peut faire apparait re des coeüictents égaux

à + 00. C'est le cas si et seu lement si cett e matrice contient un cycle dont le

produ it des coefficie nts (au sens du dioïd e) est strictement positif Ce

résu ltat signifie que certaines act ivations de transitions ont lieu "au plus

tôt à + 00" , c'es t à dire i..a.m..a.is..

Lorsque Fe contient un tel cycle, un cycle du graphe ne contient pas de jeton .
Il est aisé de vé rifier que nécéssalrement une transitio n va être bloquée
définit ivement Le résultaI d l! calc ul es l donc cohérent avec le

compor te men t du réseau el il n'y a aucu ne d iffic ulté po sée par la

"divergence- de ta série Fe"
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Rappelio ns que ce tte notion de divergence n'es t q ue rel a tive à l'a lgèbre

usuelle , puisq ue dans un cerce ordon né complet une série S· est toujou rs

d éf in i e .

De mê me , si on ne fourn it qu 'un nombre fin i de jetons à J'en trée num éro i, la

coo rdonnée Ui.n atteint la valeur . "" . Pour tou tes les transitio ns qui sont

co nd it ionnées par cette entrée. les dates des évènements att eindr ont +00

po ur un indice fini, et pas seu lement asym pto tiquement. Il n'y a donc q u'un

fonc tionnement fin i de celle partie du système.

10.6 Manipulation des formes d'état .

A parti r de l'éq uation implic ite o u de l'équation explicite , qui co nt iennent

tout es deux des retards multip les, on peul se ramener à un retard un itai re

pa r des ar ti fices usuel s de calcul ma tricie l. Pour rac oeue r comm e nt on

procède, partons d'un système donné sous la fo rme:

Xn - Fo.XnœF,.Xn., Et! F2,Xn.2 œ F,.Xn.,
Œ> GO,Un œG, .Un., e G2.Un.2 EEl Gg.Un_g

Si par exemp le h S f.g, il suffit de poser

e t

F -;
o

ains i que
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F '.,

F, F, ~ G, G,
e

e

e

e

e
e

et

pour se ramener à un système avec un seul retard ,

X 'n " F'o· x, E9 F', . X'n., œG,Un
Yn - H' x,

En uti lisan t la réso lvante de l'équation implicite, on obtient:

F= F'O·.F' l
e t

x, = F Xn' l ED G,Un

Yn,..H .x,

Remarquons que l'étoile de Fe ne dépend que de Fe" Leurs condit ions de

"converqence" son t identiques. Si la fo rme init iale est déjà exp lici te , il

suffit de reprendre la formule précédente avec Fo '" e. donc Fo"" E.

10.7 Représentat ion externe.

Il est évidemment possible d'effe ctu er d'a bord l'opération éto ile pu is de

réduire le reta rd, Cela ne donne pas toujours les mêmes matr ices H, F et G,

mais pour toute entrée U, la sortie Y est indépendante de la manièr e dont le

ca lcu l est effect ué .
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En théo rie usue lle des systè mes linéa ires, un système a d'innombrables
rep résent ations matricielles, qui peuvent toutes êt re ramenées à certaines

form es canoniqu es qui peuvent tou tes être déd uites les unes des autres.
Ma lheure usement. dans le cas qui nous occuppe ici . un te l résul tat n'a pu
être obtenu: nous n'avons pas de forme canonique ni même de théorème sur la

d imen sion minimale de la représentatio n matriciell e d'un système. La cause
en es t l'abs ence d'une notion de rang suffise mment puissa nte dans les
moduloïdes, qui sont l'analoqu e des espaces vectoriels dans le cas des
d ioïde s .

Cependant. il est indispensable de trouver une représentat ion canonique de

l'opérateur, qui à une entrée U assoc ie la sortie correspo ndante Y du
systè me. En théorie usuelle. un même système peut avoir plusieurs fo rmes
d'é tat. mais il a une représentatio n intr insèque: son unique fonction de
tra nsfert. La situa tion est analogue dans le cas des dictees. bien qu'il y ait

quelques di fficu ltés techniques dûes au cara ctè re croissan t de s suites de

dates.

Nous pouvons noter toute suite de matrices Sn sous forme de série formelle.
Dans le cas des suites de dates nous utiliserons la variable formelle z. el
les considérero ns co mm e de s mat rices à co eff ici ent s dans le

dioïde DZC«z» .

Par abus . notons:

X = L Xn.zn

U = L Un·zo

Y ""IVo·zn

Le système

x, = F ><0.1<D G' Un

Yn ""H x,

se traduit sur les séries par
X"" z.F.X s G.U

Y ""H.X
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L'équation implicite se résoud toujours grâc e à l'opération étoi le:
X = (z.F)' .G.U
y = H.(z.F)' .G U

La série H.(z.F)".G joue donc Je rôle de fonct ion de transfert du systèm e. Il

faut cepend ant se méf ier de l'expression "la fonc tion de transfert". ceci pour
deux raisons .

10.7 .1 : t ère d iffi c ult é . Les égal ités doivent être int erprétées au sens des

séries forme lles, et non comme des égalités entre fonctions de z, Ces deux

objets algébr iques ne sont en effet pas isomo rphes .

10 .7 .2 : 2nde d iffi cu lté . Plusieurs sé ries peuvent repr ésenter même

sys tème. A part ir des représenta tions du système du type

Xn '" Fa,Xn lB F1,Xn.1 @F2.Xn_2 lB F,.Xn_,
œGo,Un ffi G1,Un_1 œG2,Un.2 œ........ Gg.Un.g

on obtie nt

y .. (Ho lB z.H, lBz2.H2 lB..zh.Hh)·

{ Fa. lB z.F1 ffi z2F2 ffi zf.F,r
.( Go lBz.G , œ ...Zg.G g). U

La sé rie

(Ho ffi ..zh.Hh).( Fa- œ z.F1 .. ...... z',F,,..( Go œ z.G 1 œ.... z9.Gg)
est une sér ie qui se compo rte comme un fonction de transfert du systèm e.

Si la for me implicite est éliminée avant l' introduction des "t rans formées en

z", la foncti on de transfert obtenue est

(Ha œ ..z h.Hh)·(z . Fo"·F, z l ·Fa"·F,)".( Fo"·G o e Z9. Fo"·G g)

Cette forme est en général dis tincte de la précédente , au contraire de la

théo rie us uelle des systèmes linéaires dans laque lle le résultat es t

indépendant de la manière dont il a été calculé .
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L'exp licat ion est simple. Notre ana lyse dp co moortement de s rêsealJx de
PETRI ne s'appl jque qu'aux systèmes don t les entrées sont c roissantes Une

fonction de transfe rt ne do it donc jouer son rôle que relativ ement à un
ensemble restreint de séries représentant d'en tré. Cet ensemble , celui des

entrées cro issa ntes , n'es t pas suff isant pour d isc rimin er certaines
fonct ions de transfert qui sont algébriqueme nt distinctes.

Le théorème suivant montre que malg ré cela, il exist e une notion de fonction
de trans fert cano nique,

Th éor èm e 10.7.3 :

Toutes les "fonctions de transfer t" que l'on peut calculer par à part ir des
diverses fo rmes d'état d'un système , sont équivalentes pour la re lation
d'équivalence déf inie par '

S "'! T si et seulement si S.z" - T.z"

Elles donnent toutes la même so rtie, si on les applique à des entrées

cro issantes,

Pour toute fonction de transfert S du système , le produ it S.z· donne l'unique
fonct ion de transfert c roissante . Celle si est la sor tie du système pour

l'entrée z", qui joue le rôle d'~ à l'i nstant 0 : ce la corr espond à la
mise à disposition d'une infinté de jetons à l' instant initial O.

Cette uniq ue fonctio n de transfert croissan te peut donc être appe lée Wu
répon se jmp!Jlsionnelle du système"

Soit H,F"G une fonction de transfert quelconque, où H, F, G sont des matrices

à coe fficie nts polynômiaux en z, la répon se impufsic nnelle peut s'éc rire :
H,F ".G ,z· = H,(z,E $ F)" .G

où E est la matrice identité du diorde.
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Démonstr atio n:

Les fonctions de transfert ne sont appliquée s qu'aux entrées croissantes , Or
une entrée U est crois sante si et seuleme nt si:

zt.U = U

Par conséq uent, si :
Y.T.U

alo rs
y = La ' .U

La' joue donc le même rôle que TOr,
z·,z· = z:

donc
'r.z - =( 't.a ' j.z'

Lz ' est donc croissante. Pour conclu re, il suffit d'u t iliser le fait que tou te

clas se d'équ ivalence pour la relation e ne pos sède qu'un repr ésentant

croissant. Enfin
H.F".G.z " • H.F".(E.z)".G _ H.(F ID z.E)".G

Celte série z' joue le rôle de la "masse de DIRAC" dans notre théorie : elle
donne une impulsion qui lance un fonctionnement autonome du système à la

date t=O C'e st cette même série que nou s avons uti lisé comm e
"int érrupteur" pour résoudre le problème des jetons du marquage initial qui

ne sont disponib les qu'à partir d'une date fin ie.

Exemple 10.7.4:

Le réseau très simple

~III Oélai_O Oélai_O DI

se traduit en séries par
Y =X = 3z2 x e u
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et la fonct ion de tra nsfert calcu lée à partir de celte équa tion est

(3.z 2)* : e $ 3.z2 $ 6.z4 lB 9.z6 .

sér ie qui n'est pa s croi ssa nte, el ne co rrespo nd donc pas à une sortie

effec tive de jeto ns . La sortie de jetons ass ociée à " impulsion a- est

e @ 3.z 2 œ 3.z3 lB 6.z4 lB 6.z5 lB 9.z6 lB 9.z7..

10.8 Comportement asympto tique du système.

On ne peut pas parle r du co mportement asymptotique d u système

indépendemment de ses entrées. Pour étudier son influence propre, il faut

lui fournir une infinité de jetons à t=O dan s chaque entrée, c'est à d ire une
impul sion z'

On obse rve alors une sortie qui peut s'écrire H.(z.E œ z.F)*.G Son terme de

rang n est

H.(E œF)" .G

Le com portement asym ptot ique de cett e sui te de vect eurs est donc lié aux

propriétés de la suite des pu issances d'u ne matrice de la forme F œ E, dont

on connait les propriétés de cyc licité .

Th éorèm e 10.8.1:

Chaq ue su ite xn de coeffici ent de la suite de matrices H.( E œ F )n .G a un

comportemen t asymptotique cyc lique du type su ivant:

3 N > 0, 3 c > 0, 3 À E {O,+<><>} tq
v n » N • xn•c = 'A.c. xn

ou le couple p...c) est prop re à chaq ue comp osante fortement connexe .

Si la matrice est fortement connexe , le même coup le ('A. ,c) a'appuque à
toutes les sorties.
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Le fonc tionnement autonome d' un réseau fortement conn exe se caract érise

donc par une pha se transitoire, de longueur N suivie d'un rég ime pé rjod iq ye,

au cours duquel un même cycle de c évènements est reproduit avec un Wilili
ffi.QY!m....À entre deux évènements succe ssifs.

Dans tous les cas , ce lle prop riété de cyclici té est vraie tran si tion pa r

tra nsition , mais si le réseau n'est pas fortement connexe , plusieurs modes

cycliques peuvent coexister , comme c'est le cas dans j'exemple suiva nt.

Exempl e 10 .8 . 2 :

Lorsqu e l'entrée fournie est a-. la bouc le supérieure a une cycl icité dont le

cou ple est (/..=4,c=2), laquelle se retrouve sur la sortie 1, av ec un reta rd

d' une unit é de temps.
Y,= 1 \$ 1.z $ S.Z2 $ S.Z3 $ 9.z4 €El 9 .z5 $ ,

Le cycl e inf érieure a une cycl ici té dont le co uple est aussi (Â._2 ,c= 1) ,

laquelle se retrouve sur la sortie 3.
y 3 - 0 @ 3 .z EB 4 ,z2 Œl7 ,Z3 EB 8.z4 Œl tt .zs $ ,

Ces deux boucles ont le même "délai moyen- ent re deux transitions: 2 unités

de temp s. La sortie 2 a un comportement cyclique qui est une superposition

des deux précédents,
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la série assoc iée à cette sortie est:

Y,= 0 œ3.z œ 5.z2 œ 7.z3 œ 9.z4 œ t t .as e .
Son couple de cycl icité est (2,1), est n'est donc égal à aucun des couples de

cyclic ité des cycles du système , bien que son "délai moyen" soit le même .

Le cou ple (À.=4,c=2) s'appl ique à l'ensemble du réseau, bien qu'il ne soit pas
fortement connexe.

Ex e m pl e 10 .8 .3 :

Il suffi t de "ralentir" l'un des deux cyc les dans l'exemple précédent, par
exemple celui du bas, pour qu'il n'y ait plus de cycli cité globale .

DéI., . , CCl))

La cyclicité du bas du résea u, ainsi que de la sortie 3 est (À. - 5,c-2). ce qui
corr espond au délai moyen 2,5. Il ne peut do nc plus y avo ir de cycli cité
globale. l e bas du réseau est plus lent que le haut , et à part ir du 2ème jeton,
il impose son rythme à la sort ie 2 qui prend alors le rég ime cyc lique (5,2) .

Bien qu 'il n'y aie pas de cyclici té globale , cha que transition
comportement cycl ique .

Nous reviendrons ultér ieuremen t su r le com po rtement des réseaux
constitués d'ass emblages de sous-réseau x aux comportements di stinct s.
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10,9 Dates absolues et délais.

Le lecteu r peut être surpris de nous voir raison ne r sur les da tes absol ues

des évène ments et non sur les d élais entre les évènements. Les var iab les
d'état du système dép endent du choix arbitraire d' pne date initiale. A pr iori,

il semble plus judic ieux de raison ner di rectem ent sur des écarts de temps.

Malheureusement, si l'on cherche à écri re des équations sur les écar ts entre
les évènements successi f, on obt ient des formules complexes qu i ne sont

linéaires ni dans l'algèbre usuelle ni dans j'algèbre (max,«) .

Par con tre, et c'es t là l'intérêt de notre théorie, la réponse imolJ lsionnelle

dl! système est indépendante du choix de la date in it iale , elle es t

intr insèque . Ses coeff icien ts do iven t être interprétés comme des dé lais

entre les ent rées et les sor ties , et non plus comme des dates absolues. C'est

pourquo i la réponse impulsio nne üe d'un système, ains i que toutes les

fo nct ions de transfert qui lui sont équivalentes modulo z' , es t une série

do nt le suppo rt est N, alors que les séries qui représentent des su ites de

dates absolues ont pour support Z.

On peut interpréter le coeff icient JI. comme le tem ps moye n écou lé entre la

consommation des jetons en entrée et la sortie du jeton corresponda nt, en

rég ime asymp totiq ue, lorsq u'on a fournit une impulsion z· Ce la n'es t plus

vra i lorsque les jetons en entrée arrivent trop lentement: dan s ce cas , le

temps moyen de traversée dépend en généra l du transitoire de la répo nse

impulsionnelle , car le régime asymptotique du réseau n'est jamais atte int.

Lo rsque le réseau est fo rtement connexe , toutes les su ites de dates

associées aux transit ions dans le réseau , ainsi que les sorties , on t un

comportement asymptot ique cycli que associé au mê me coup le P. ,cl Par

co nséquent, i l n'y a pas accumulatio n de jetons ca r le délai entre l'ent rée
des jetons et lem franchissement des transi tions es! borné. Dans la théorie

des réseaux de PETRI, le réseau est dit~.
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Chapit re 11

Equations entr e compteurs d'un graphe d 'évènements temporisé.

11.1 Compteurs associés à un graphe d 'évènements

Au chap itre 10, nous avons étudié les graphes d'évènem ents en ca lculant les
da teu rs associ és aux transiti ons . On peu t en déduire les co mpteurs

asssociés aux transitio ns en app liquant les formules de quasi-inversion. JI

est aus si possib le de retrouver directement les équat ion s rég issant les

compteurs.

Nous avons étudié un fonct ionnemen t "au plus tôt" du système . Sur les
compteurs, cela corres pond à ca lculer , à toute date abso lue t , le nomb re
max imal d'activations possibles de chaque transitions avant la date r .

d i est le séjour mini ma l de tou t jeton dan s la place si tuée entre la

transition ti et t.

Notons
Ck • (Ckt )__ <t <+_

le compt eur assoc ié à la transi tion tk.

A loul instant absolu t , le nombre d'activations de 1 est conditio nné par le
nombre de jetons fourn is par les transit ions en amo nt. C'est la tra nsition
qui a fourn i le moins de jetons qui déf ini le nombre max imal d'activa tions
de t. De plus. pou r la tra nsit ion tj , il ne faut tenir com pte que des jeto ns
arrivés avan t la date absolue t -d j
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Cela se traduit par l'équation

Il es t a isé de vérif ier que cetl e relation est vraie lorsqu 'on consi dère le
nombr e de jetons fournis, mais aussi lorsqu'on raisonne avec le numéro du

premier jeton s à veni r, qui correspond à notre définition du compteur

Les numérotations sont initialisées de manière à ce que l'activation numé ro
o de t soit déclenchée par les act ivations des tl ,qui sont numéro tées O.

Si la plac e situé e entre t et ti contien t s, jeto ns in itia lement, il faut
augmenter d'autant le nombre de jetons disponibles à cha que instant. ainsi
que le numéro du prochain jeton attendu On obtient alors l'éq uation :

Pour décrire l'ensemble du rése au du réseau , on obtient un sys tème
dynamique causal et stationnaire. Il est linéaire si on j'écrit dans DZD.

Remarquons que dans le cas des dateurs , on pouvait travai ller avec une
échene de temps discrète (dioïde DZC) ou cont inue (DRC). Par contre, nous ne
cher cheron s pas à couper les jet ons en rondelles: les compte urs seron t, à

va leurs entiè res.

L'équation qui permet de calcule r le compteur s'éc rit donc linéai rement dans

l'algèbre du dioïde DZD.

La situat ion est invers ée par rapport au ca s des dateurs: les temps de
séjours dan s les places jouent les rôle de s~ et les jetons du
marquage initial sont les~ de l'éq uation linéaire .

Si te graphe contient un cyc le, il sera décri t par un système com portan t une
partie implicite . A nouveau , on ne peut pas parler de li! solution du systèm e

d'équations qui décrit te réseau.
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C'est ici une so lu tjon maxjmale qui est défin ie, puisque le système est
linéa ire au sens du min. C'est bien cohé rent avec notre object if ' calcule r le
nombre maximal de jetons qui peuvent être obtenus.

11.2 Choix de nota tions .

Dans le cas de la représentation par dateu rs, nous avons noté
X le vecteur d'état (dates d'activation des trans itions inter nes) ,
U le vecteur d'entrée (dates d'activation des transit ions d'en trée),
y le vecteur de sortie (date s d'activa tion des transit ions de sort ie):
F la matrice de dynamique;

H la matr ice "d'observation" :
G la matrice "de commande-

Comme les suites de dates et de comptages associées à un même élé ment

sont duales, il est inutile de les noter par des lettres distinctes.

Dorénavant. nous noterons toujours AD le compteur dual d'un dateur D. Dans la
forme d'é tat ca lculée sous forme de compte ur, nous aurons donc :

AX com me vecteur d'é tat (comptage des transitions inte rnes),
AU comme vecteu r d'entrée (comptage des entrées) :
AV comme vecteur de sortie (comptage des sort ies de jetons).

Par contre , nous verrons que les matrices décr ivant la dynamiques de ces

sys tèmes ne sont pas duales. Nous utiliserons donc les triplets su ivants :
(H,F,G) dans le cas des dateurs:
(A,B,C) dans le cas des compteurs .

t t .3 Le théorème dans Je cas des compteurs.
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Soit un graphe d'évènements contenant q trans itions , p entrées et r sorties ,
et da ns leque l le temps de séjour imposé dans toute place est positif ou nul.
Déf inissons les suite s de vecteurs IIX," U,IIY à coeffici ents dans Zv{ _oo,+oo}

par

" X t ,i = numéro de la première activation de ti postérieure à e:

" U t,j'" numéro de la première activation de l'entrée j postérieure à t ;

" Y t,k = numéro de la première activation de la sort ie k postérie ure à r .

Les suites croissantes "Ut .j , sont une donnée du problème.

Les matr ices Ai Bi et Ci sont définies de la manière suivante .

S'i l Y a une place dans laquelle le séjou r minimal vaut i, ent re les

transiti ons m et l, [Ailm,1 est égal au nomb re de jetons conten us in itialement
dans cette place. Sinon la valeur de [A,lm,1est e • +-.

S'il Y a une place dans laquelle le séjour minimal vaut i. entre l'entrée m et

la transi tion l, [Ci]m,1 est égal au nombre initial de jetons dans cette place.

Sinon la valeur de [Ci]m,1 est E.

S'il Y a une place où le séjour minimal vaut Î entre la trans it ions m et la

sort ie l, [Bilm,1 est le nombre initial de jetons dans cette place. Sinon la

valeur de [S,lm" est E,
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Equations ent-e com pteurs d 'un graphe d'évèneme nts temporisé.

Th éorème 11,3,1 :

Les suites /lXl,i et "Yl. k s'obtiennent en calculant la solution maximale d'un

système récurrent qui est linéaire au sens de l'algèbre (min ,+). Ce système
s'éc r it:

"Xl " Ao· "x" œ A1· "Xe-1 œ A2· /lXe.2 $ Ad' "x" .d
e CQ./lUt e Cl' /lUl _, ID C2·/lUl .2 œ Cj./lUl .j

La solu tion maxima le du système implicite , est l'unique solutio n du sys tème

explic ite

co
Ao' .. Ln~ Aon au sens de l'algèbre (min,+)

Dans l'é tude des équat ions régissant les compteurs . il appara it clai rement
que le système dynamiq ue qui permet de calcu ler les dateurs minimau x dans

OZC est hé au système dyna mique qui permet, dans DZO de calc uler les
comp teurs maximaux. Ce lien est décrit dans le théorème qui suit.

Th éorèm e 11.3.2:

Pour obtenir une forme d'état de calcul des compte urs à part i d'une forme

d'état sur les dateurs. ou vice -versa, il suff it de perm uter les coeff ic ients

et les retards.
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Equ.iltions entreçompteursd'ungraphed'évènemllntSlempori$il

E xempl e 11 .3 .3 :

Si la forme dateur est

Xn = a.xn_l œ b.xn' 2 œ C ,Un'l

v-;» d.xl1_3
la forme compteur est

"x, = 1. "x,.a œ2. "X'.b œ1."u, .ç

"y, = 3. "x" d

Cette permutation est très simple à effectuer, mais elle ne définit pas une

relation facile à analyser entre les matrices Hi ' Fi ' Gi et Bi ' Ai , Ci ' puisque
Je nombre de retards , donc de matr ices qu i interv iennent dans le système,
est modif ié et que les coefficients dis t incts qui se tro uve nt Initialle ment
dan s une même mat rice, induisent des coeff icients dans des ma trices
d ifférentes après la transformation !

Comme pour les formes d'état défin ies pour les dateurs, on peut faire
d ive rse s trans form ati ons sur les fo rme s d 'état des c omp teurs , en
par ticulier se ramener par une manipulation classique à un retard unitaire.

" X, " P.o."X.œA, "x.., e C."Un

' Y,' B. X,

Pou r obtenir d'étal explicite , il faut ca lcule r la résolvan te Ao• Cette
matri ce peut-ell e dive rger , c'est à dire, dans le cas de DZD, avoir des
coe fficients égaux à _ 00 ?

Les coetticients de Ao sont égaux à E, ou à des nombres de jetons. Ces
nombr es sont toujours positifs (au sens usuel) et par conséquent , dans

l'algèbre (min,+l , la matr ice Ao• ne "diverq e" jamais: il ne peut pas y avoir
de coefficient égal à ·00. La di fficulté apparue dans le cas des dateurs ne se
pose pas pou r les compteurs , par contre la manipula tion de la repré sentation
externe est analogue mais moins commode .
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EquariOflS emre compteu rs d 'un graphe d'évè nemanl5 temporisé .

1.4 Représentation externe entre compteurs .

Nous pouvons noter tout compt eur ("'Snl sous forme de série formelle. Nous
utilisero ns alors la variable formelle S, pour dist inguer ces sér ies de celles
qui représentent les dateurs. Notons:

'X - P X,.5'
"'U- r"'ut .St
' Y· P Y,.5'

Alors, si

-x,..A. "Xr.1 œC."Ut
'Y, _ 8 ' x,

nous obtenons pour les séries:
"X", /)A "Xœ C."u
"y_ B....X

et

'X . (5.A)'.C'U

'Y - 8.(Mr.C ' U

C'es t donc la sér ie formelle B.( 5.Ar .C qu i joue le rôle de fonct ion de
transfert du système . Comme dans le cas des compt eurs, il n'y a pas de
fonction de trans fert tln ique , mais toute une class e d'équiva lence . Les

entrée s sont toujou rs des séries croissantes. Nous avons montré que dans le
cas de l'algèbre (min,+). les sér ies croiss antes sont carac térisées par'

"U est croissante ssi "U.(5-1)* "" " U

Si "'T est une fonction de transf ert représentant le système dans le cas des

com pteurs, il est évident que " T.( /)·I) convient aussi. Nous obtenons donc un
théorè me strictement analogue à celui qui a été énoncé dans le cas de la
représentation du système par dateur

Théo rème 11.4.1 :
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Equa tions emre compleu rs d'un graphe d'évènemen ts lemporisé.

Toutes les ' fonction s de transfert" entre compteurs que l'on peut calcu ler à
partir des diverses forme s d'état d'un système sont équivalen tes pour la
relat ion d'équivalence définie par'

"'S == "'T si et seulement si "'S. (o· ' )" = "T (0-1) *

Elles do nnent toutes la même sortie , si on les app liqu e à une ent rée
cr o issante.

Pour tou tes fonction de transfert "'S du systè me, "'S. (ô- t r est égale à
l'unique fonction de transfert cro issante du système. Celle -ci est la sortie
du systèm e pour "entr ée (0. ' )*, qui jo ue le rôle d'impul sion à l' instant

absolu 0: cela corr espond à la mise à disposition d'une inf inté de jetons à
l' inst ant init ial O.

Celte unique fonction de transfert cro issante pe ut donc être appelée
".!.Jl réponse impulsionnelle du sys t ème"

11.5 Comportement asympto tique des comp teurs.

Tout compteu r assoc ié à une transition peut être traduit en un dateur par la

dualité de CASPI·HALBWACHS.

"'x't = inf { n , xn > r ]

Si le compte ur a un compor teme nt asym ptot ique cycl ique caractérisé par

(x.c) . celui-c i se traduit par
3 T > 0, 3 À.E {O,+oo}, 3 c > °tq

v c s F "'xH).=cÀ . xt

Il suffit donc de repre ndre l'analyse du compo rtement asymptot ique cyc lique
des dateurs pour obte nir celui des compteurs en inversant te rôle algébrique

de À et c.

À.Jc (a u sens usu el) es t le dé lai moye n entre deu x acti vatio ns des
tra nsit ions , tand is que c/À (division usuelle) est le déb it moyen en jet ons .
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Manipulalioos ê l6mamaires SUI les systèmes el comple .i lé.

Chap itre 12

Manipul ation s élémentaires sur les syst èm es et com ple xit é,

12 1 Assemblages de sous-systèmes.

L'un d es repro ches que nou s avons fait au x réseaux de PETRI est

l'impossib ilité d'une approche local e des systèmes, Dans le cas des g raph es

d'évè nements temp ori sés, auxquels nous nous som mes res tre ints , celt e

approche locale est poss ible.

En effet, le comportemen t d'un graphe d'évènement s est ent ièrement

carac térisé par sa réponse impulslormeüe, qui n'est pas modifiée lorsque ce

réseau est incorpo ré dans un réseau plus complexe. Nous allons ca lcu ler la

réponse impulsionnelle de d ive rs systè mes obtenus par assemblages de

modu les élémentaires. Cons idérons deux mod ules 51 et 5 2 dont les réponses

impulsionnell es sont (J) 1 et <P2 Pour étud ier te com por tement asymptotique

du système obtenu, nous supposerons que S t et S2 sont forte ment connexes ,

et que leurs com portements as ymptot iques en régime au tono me sont

caract érisés respectivement par des dé lais moyens À, /CI et À2/ c2 -

Dans tous ces montages n'in terviennent que des nœuds du typ e "et", c'est à
d ire des tra nsitions qui se traduisent algébriquement par de s max . Les tro is

types d'assemb lages que l'on peut renco ntrer sont:

Défini tio n 12.1. 1 :

Mise en série

La réponse impulsionnelle du tout peu t être calculée avec les fonction s de

transfert entre dateur s ou entre com pteurs par'
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Le produ it est à prendre dans oze si on travaille avec des dateurs, et OZD si
on travaillle avec des compt eurs.

La sé rie 11> est cycl ique et son À/c est max( Àl/c , , À2/c 2 ). Il Y a deux

situat ions pos sibles, lorsqu'on fou rnit une impuls ion a' au système .

À" /c , > À2/c2 C'est 8 1 qui est limitan t: A la sortie , on ne perçoit que la

cyc licité de 8 1 et le tran sitoire de 8 2 , car les je tons n'a rr ivent pas

suff isamme nt vite dans 82 pour exci te r son mode pér iodique . Il n'y a pas

d'accumulation de jetons. Le temps moye n de traver sée du système dépe nd

de À1 el du transito ire de 82 .

Àl 'Cl < À2/ c Z C'est 82 qui est limita nt. Dans ce cas , il y a accumulation de

~ dans le système, el la sor tie est cyc lique d e pente 1.. 2 Le temps

moyen de traversée dépend de 1..2 et du transitoire de 8 1

Déf in i t io n 12 .1. 3 :

Mise en parallèle

La réponse impulsion nelle du tout est

au sens de la somme des séries dans l'alg èbre oze si on travaille avec les

dateurs, et OZD si on travaille avec les compteurs.

Ici, le transito ire dépend de !Il l et de ~z ' mais c'es t le régime asymptotique

associé à max( À, /c , , Àz/cz ) qui s'impose.
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Définition 12.1 .4:

~
Lm-+

La réponse impuls ionnelle du tout , ca lculée dans re dfolde adéq uat es t:

Cette réponse impulsionnelle est cyc lique. et le délai moye n À /c est un

majo rant de À j/C l et de À2 /c2 Cet te majoration peut être strict e ca r la
mise en contre-réaction crée de nOll yeaux cy cles qu i peu vent imposer un

régime asymp totique plus lent que ceu x des modu les 51 et 52 .

Remarquons que si $ 1 = e, élémen t neu tre du prod uit des séries , nous avons

$ =$2'

Pour tou te série œ, la série <1> - est en fa it le développement formel de la

sé rie 111·$

$ • • e œ$ œ$2 e œ<Dn e ..

On retrouve ainsi l'ana logie avec la théo rie des systèmes usuels .

Exem p le 12 .1.4 :
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Ic i, la fonct ion de transfer t glo bale est:

12.2 Complexité de la réponse impul sio nnelfe d'un sys tème.

Les man ipulations de systè mes que nous venons d'étu die r font clairem ent

apparaitre le lien avec les opé ration s rationnelles. Ces mani pu lat ions sont

form ellem ent les mêmes , que l'on trava ille avec les compteurs ou avec les

dateu rs .

Lo rsqu'on ca lcu le une fonction de transfe rt pour un rése au~ cl
par tir du sys tème d'éq uations qui le décrit , on ob t ient un pol yn Ôme à

coefficients positi fs (les termes d isti ncts de E sont positifs) , car il n'y a

pas de part ie implic ite dans l'équa tion.

Par conséquent, la réponse impulsionnelle d'un graphe d'évèn ement s sans
cycle est équiva lente à un po lynôme, modulo une multiplica tion par z' si on

travail le ave c les dateu rs , ou modu lo (0 . 1r si on travaill e avec les
compteurs . Nous avons appellé "po lynômes cro issants positlt s" les séries

éga les à un polynôme à coefficients positifs, mul tiplié par z" ou (0. 1) '
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Tout graphe d'évè nements peut être considéré co mme un asse mblage de

sous-graphes sans cycles, obtenu à l'aide des trois opérat ions que nous
venons d'étudier, qui sont dites "raticnneltes"-

- Le produit des séries.

- La somme des séries.
- L'étoile des série s.

Rappe lions que la clôture rationnelle d'u n ense mble est la plus petite parti e
qui le co ntient et qui est stable pour ces opératio ns rationnelles .

Théo rème 12.2.1:

Que l'on travaille avec les compteurs ou avec les dateurs, l'ensemble des

répons es tmocreronneues des graphes d'évènements temporisés finis est la
clôt ure rat ionne lle de l'ensemble des "polynômes croissants ccsttns-

Toute fonctio n de transfe rt associée à un graphe d'évènements tempo risé

est donc équivalente , modulo z· ou modulo (8·1)* à une série qui appa rtient à
la clô tu re rat ionnelle des polynôme s à coeff icien ts positifs.

Ce théorème nous permet de just ifier à posté riori et en toute rigueur un
résultat que nous avons annoncé précédemmen t: dans un graphe d'évèneme nst

tempori sé, si toutes les ent rées sont des impuls ions, les suites de dates ou
de comp tage associées à chaque trans ition sont rationnelles croissantes , el
donc cyclique comme nous l'avons montré dans le chapitre 6.

12- 5



Sysrèmesen tempsrél rograde

Chapitre 13 et épi logue.
Systèmes en temps rétro grade.

13.1 Contraintes portant sur les sorties .

Dans les chapit res 10 et 11, nous avons calculé tes dates de sort ie des

jetons d'un réseau de PETRI en fonction des dates de disponibil ité des jetons
en ent rée. Il était alors naturel de calculer les dates "au plus tôt" de ces
so rties .

Cons idé rons le problème inverse à partir de dates imposées pour la sortie
des jetons, quell es son l les dates auque lle s il faut fournir les jeton s en
entrée? Il s'agit alors de calcule r les dates d'entrée "au plus tard - auquelles
les jetons d'e ntrée doivent être disponibles .

Considérons une tra nsi tio n dans un graphe d'évènements. Si ses da tes
d'activat ion "au plus tard" sont spécif iées, il en résulte des contraintes sur
les transitions en amont. Considérons un exemple simple ...
Notons

On la date au plus tard de la n-ième activation de t:
D1 n la date au plus tard de la n-ième activation de 11.
D2n la date au plus tard de la n-ième activation de t2.
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La n-ième activation de t peut avoi r au plus pre mier des deux instants
défin is par la (n+1)· ième act ivat ion de 11 et par la n-ième activation de t2 .

Dans le cas de tt , il Y a un décalage d'indice du à la présence d'un jeton

in it i a l
On = min (0 1n+1 - a, 0 2n ·b)

Cette équation s'éc rit bien sur linéairement dans l'algèb re (min ,+) .

Par analogie avec le cas des dates "au plus tard" . il est aisé de trouver la

descri ption algébrique associée à un graphe d'évènements temporisé:

Notons
Vn Je vecteur des dates imposées des n· ièmes sorties;
Xn le vecteur des dates au plus tard

des n-ièmes act ivations de transition;
Un le vecteur des dates au plus tard des n-ièmes entrées .

Théorème 13.1.1:

La suite Un se calcule à partir de la donnée de Vn par un système récurr ent
linéaire au sens de l'algèbre [min .»}, de la forme suivante:

Déf in issons les suites de vecteurs D,Y,U à coe ffic ients da ns Zu {- "'"',+ "'"'l
(temps discet) ou Ru {-oo,+<»l (temps continu) par '

Dn.i ., dale maximale de l'activatio n numéro n de ti .

Un,j- date maximale de l'arrivée numéro n d'un jeton dans l'en trée j .
y n,k ., date imposée de la sortie numéro n d'un jeton par la sortie k.

Alors, les suites Un.i et Dn.i se calculent à partir des suites Yn.i par un
sys tème récurrent qui est linéaire au sens de j'algèbre (min,+) .

Dn - Fo·Dn (il F1.Dn+1 IDF2.Dn+2 ED ........ Fs.Do+s
ED GO'Yn ED G1'Yn+ 1 ED G2·Yn+2ED... .. G I.Yn+!
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Les matr ices Fj HI et Gj sont telles que:

S'il Y a une place contenant i jetons ent re les transitions m et l, [F ik m

est l'opposé usuel du déla i de séjour dans celle place.

Sinon sa valeur est L

S' il Y a une place contenan t i jetons ent re l'entrée 1 et la trans ition

m, [G jl m,1 est l'opposé usuel du temps de séjour dans cette place.
Sinon sa valeur est r .

S'il Y a une place con tenant i jetons ent re la transitions 1 et la sort ie

m, [Hil m,1 est l'opposé usuel du temps de séjour dans cetl e place .
Sinon sa valeur est 1':.

La solut ion maximale (dates au plus tard) est l'unique solution du systè me

exp lic ite

Fo' • rrl~ Po" au sens de l'algèbre (min,+)

Nous avons obtenu un système dynamique qui ca lcule les dates abso lues en

fonction des dates logiques , de manière "rétrcqrade' " il se résoud du présent

logique vers le passé logique .

13.2 Comp teurs en temps rétrograde.

En sui vant rigoureusemnt la construct ion des équations entre com pteurs qui
a été utilisée au chapit re 11, il est aisé d'obten ir un th ècrème rét rograde
pour les compteurs associés au système . Ces compteurs déc rivent le nomb re
minima l de jetons qui doivent être dispon ibles dan s chaque place a canque
instant du passé abso lu, à part ir de la donn ée de compteurs de sortie

Imposés.
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Ces com pteurs (nombre minimal de jetons disponibles) sont duaux, au sens
de la dualité de CASPI-HALBWACHS, des dateurs étudiés ci dessus en 13.1
(date au plus tard de disponibil ité des jetons) .

13.3 Les auotree systèmes associés à un réseau de PETRI.

En temps retrograde, nous pouvons obten ir 2 représentations équ iva lentes et

dua les, en compt eurs et dateurs, d'un graphe d'évènements Petempo risé . qui

s'a jo uten t aux de ux représentat ions en te mp s croi ssant. qu i so nt
équ ivalentes et duales .

Par cont re, les suites de dates correspondan t à un fonctionnement "au plus
tôt" avec des dates d'entrées imposées sont distinctes des suit es de dates
cor respondant à un fonctionnement "au plus tard" ou les dates de sortie sont
imposées. Il est alors év ident que, modu lo les problèmes de synchronisation,

dates au plus tôt s dales au plus tard

ce qui se traduit dualement par
compteurs maxlmaux ë compteurs minimaux .
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